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Introduccion

El clésico libro de Probabilidad "Limit Distributions for sums of Inde-
pendent Random Variables” por B. V. Gnedenko y A. N. Kolmogorov fué
publicado en 1949. Desde entonces la teoria de sumas de variables aleato-
rias independientes o dependientes se ha desarrollado ripidamente. Hoy, una
recapitulacién del estudio de esta irea, y de sus resultados, requeriria de mu-
chos libros. Mis aiin, el estudio de la convergencia casi segura de una serie
infinita de variables aleatorias independientes es un tema muy amplio.

La presente tésis busca dar una presentacién global de los principales
resultados de convergencia casi segura de una serie aleatoria y algunas de
las aplicaciones de ellos. Ademads, se vincula el tema anterior en el estudio
de la convergencia (con una métrica adecuada) de esta serie aleatoria a otra
variable aleatoria.

En el primer capitulo, se dan algunos conceptos de probabilidad, asi como
los resultados necesarios para el desarrollo del capitulo 2. Se define que es una
familia " Uniformemente Integrable” de variables aleatorias en un espacio de
probabilidad (2, F, P) y lo que es un Tiempo de paro. Veremos también lo
que es una Martingala y su relacién con los objetos anteriormente definidos.

Después, se estudia en el segundo capitulo la convergencia casi segura de
una serie aleatoria. Se empezara estudiando la convergencia de esa serie en
el caso de que sus sumandos tengan esperanza cero y continuaremos para
el caso que sean acotados casi seguramente. En la iltima seccién de éste
segundo capitulo, mostramos el Teorema de Tres Series de Kolmogorov para
la convergencia casi segura de S, y algunas consecuencias de éste.

En el tercer capitulo, se estudia el articulo de "Some elementary results
on Poisson approximation in a sequence of Bernoulli trials”. Este articulo
presenta algunos resultados sobre la aproximacién de ciertas variables aleato-
rias discretas a otra discreta y su "rapidez” de convergencia. Para ello, se
introduciran dos métricas en el espacio de medidas de probabilidad sobre
(IN,IB(IN)) y se demostraran algunas propiedades de estas métricas.
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Gracias a estas métricas podremos dar aproximaciones interesantes, que
nos permitirdn estudiar la distribucién de S,, cuando S, = Y, Xi donde
X} es una variable aleatoria Bernoulli para cada k > 1, es decir, X}, satisface:

P(Xk=l) = M
P(Xi=0) = 1-p V&

para alguna p; € (0,1).

Cuando estas variables aleatorias X, son independientes, entonces la
sucesion {S,}°2, es un caso especial, y de gran interés, de la teoria estu-
diada en el capitulo 2. Después, con esta herramienta se dardn cotas sobre
estas métricas para la aproximacién Poisson a una suma de variables aleato-
rias independientes Bernoulli, y como consecuencia de esto se demostrar la
clasica aproximacion Poisson. Finalmente, estos resultados se generalizan
para el caso de variables aleatorias dependientes.

En el dltimo capitulo, vemos la relacién que hay entre una de las métricas
introducidas en e} capitulo 3, con la métrica bien conocida de Prohorov. Esta
tdltima parte , tiene como finalidad principal mostrar la equivalencia entre es-
tas dos métricas en el espacio de medidas de probabilidad sobre (IV, B(IV)).

Es importante ver esta equivalencia, ya que las versiones de esta métrica
para variables aleatorias discretas dadas en el capitulo 3 permiten estudiarla
de manera ficil y directa, en cambio el estudio de la métrica de Prohorov en
general resulta bastante mas complicado, de modo que el poder mostrar la
equivalencia facilita el estudio general de la métrica de Prohorov, y nos da
un importante caso particular de ella, en el cual se extiende de manera muy
directa que es lo que mide dicha métrica.



Capitulo 1

Preliminares

El propésito de este capitulo es dar algunos conceptos basicos de probabi-
lidad, asi como los resultados necesarios para el desarrollo del capitulo 2.
Cabe mencionar, que todos los resultados se encuentran con su respectiva
demostracién, excepto el Teorema de Convergencia para Martingalas, pero
se da la referencia para su localizacién.

1.1 Conceptos basicos y el Lema de Borel-
Cantelli

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sea {X,}32, una sucesién
de variables aleatorias definidas en este. En esta seccién se estudiaran las
diversas formas de convergencia de la sucesién {X,}32,, ademds probaremos
algunos resultados vinculados a estas.

DEFINICION 1.1.1

Una sucesidn {X,}, de variables aleatorias converge casi seguramente a
una variable alealoria X si exisle un conjunto A € F con P(A) = 0 tal que,
para toda w € A°,

Jlim Xn(w) = X(w).

. C.8. .
En este caso escribiremos X, — X, o diremos que {X,}32, converge c.s.

aX.



DEFINICION 1.1.2

Una sucesion {X,}2, de variables aleatorias es de Cauchy casi seguramente
si existe un conjunto A € F con P(A) = 0 tal que, para toda w € A°,
{Xa(w)}, es de Cauchy.

En general, se dice que una propiedad se cumple casi seguramente (abreviado
c.8.) si eziste un conjunto de medida cero, fuera del cual la propiedad se
cumple.

El siguiente teorema nos muestra una equivalencia entre las dos defini-
ciones anteriores.

TEOREMA 1.1.1
Sea {X,}22, una sucesidn de variables aleatorias definidas en (0, F, P). En-
tonces

Xn =9 X <= {X,)2, esde Cauchy c.s.

Demostracion
Por la completez de los nimeros Reales se sabe que

"lirzxo Xa(w) = X(w) = {Xa(w)}2, esde Cauchy,

n=1

y con esto se obtiene el resultado. ]

Se puede mostrar que si X, —= X, entonces X es también una variable
aleatoria y es iinica salvo por conjuntos de medida cero en (£, F, P).

Para establecer el siguiente criterio de convergencia c.s. , recordemos que
dada una sucesidn (A,)%2; de subconjuntos de {1, se define el limsup,_, , 4n

como © o
limsup A, = n U Am.

n=e n=l m=n

Observemos que

limsup A, = {w € @ / w € A, para una infinidad de enes}.

Nn—00

TEOREMA 1.1.2

a) Una sucesion {X,}%, de variables aleatorias converge c.s. a X

= lim P(|J{|Xn~X]2¢})=0 Ve>0.

ms=n



b) Una sucesion {X,}32, es de Cauchy c.s.

<= lim P({J{IXnsn—Xa| 2 }) =0 Ve>0.

m=1

Demostracidn
a) Para cada ¢ > 0, tomemos Ey(c) = {w € 0 / | Xy(w) = X(w)] = €} y sea
A={weN [ im0 Xo(w) # X(w)}. Claramente

A

il
c
s

i (s
Ei

k=1n=1m=n

U limsup E,(e

Y n—o0

unua%
),

X, =3 X <= P(A)=
<= P(limsupE,(e))=0 Ye>0,

n—+00

ademas, como {{Jq~, Enm(€)}32, €3 una sucesién decreciente, entonces

m=n

00 o0
limsup En(e) = n U E,\(¢)
finded n=lm=n
= lim |J En(e),
n—+00 m=n
y en consecuencia
P(limsup E,(¢)) = P(nlmgo U E.(
= lim P( U E.(

0.



Por lo tanto

X,.C—"'bX4=>"l_i_.r{.loP(G{wEQ/|Xm(w)"x(“’)|25})=0 Ve>0.

b) Sea ¢ > 0, Ahora tomemos E,n(€) = {w € @ [ | Xa(w) — Xn(w)| 2 €} ¥y
A= {we N/ {Xa(w)}, no es de Cauchy}. De manera aniloga a (a) se
tiene que
{Xa}2, es de Cauchy c.s.

< P(A)=0

< P(limsup E,n(€)) =0

<= JLI&P(U{IX,,.—-X,JZC}):O Ye>0

m=n

<~ '}i%P(U{|x,,.+,.-x,.|ze})=o Ye>0.
m=1

m]

COROLARIO 1.1.1
" Sea {X,}%., una sucesion de variables aleatorias y sea X una variable aleato-
ria si

f:P({lX,‘—XIZG})<oo Ve> 0.

n=1
Entonces
X, =5 X.
Demostracion
Es claro que
00 00
P(UIXn - X2 ) €Y P({IXn - X| 2 ¢}),

m=n m=n

ademis
Jim P({J{1Xn = X|2¢}) < lim y " P({IXn - X| 2 ¢})

0.
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Por lo tanto X, <% X. o

El Lema de Borel-Cantelli es uno de los resultados importantes para el estudio
de la convergencia c¢.s. de una serie de variables aleatorias independientes.

TEOREMA 1.1.3 ( Lema de Borel-Cantelli )

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sea {E,}22, una sucesidn de con-
juntos medibles.

a) Si 30>, P(E,) < 0o, entonces

P(limsup E,) = 0.

n—oo

b) Ademds, si los E, son independientes y 3, P(E,) = oo, entoces

P(limsup E,)) =1.

Demostracion
a) Sea
E = limsuwkE,
n—+00
] o0
= n U Erm
n=1 m=n

si By =77, Em, entonces

E=ﬁFn Yy P(Fn)SiP(Em)a
n=1 m=n

y como {F,}22, es una sucesién que decrece a E podemos concluir que

P(E) = lim P(F,)

n—00

im (3 P(En))

IA

.

.
-

It

0



b) Sea E = limsup,_,, £y, entonces

00 00
E=J () &.
n=1l m=n

Sean N,n € NN tales que N > n. Entonces

0o N
P E) < P([) E2)

m=n Nm='l
= [l -P(E)
m=n N
< exp(— Z P(E,)) VN >n,

ya que los Ef, son independientes y 1 — z < exp(—z). Por lo tanto

- N
. p(n E5) < l&i_{rgoexp(—ZP(Em))

m=n m=n

exp(~ i P(En)),

m=n

]

y 8 Youo, P(E,) = 0o, entonces

o0
P([) E;)=0 Vn2x1,

esto implica que P(E®) = 0. Por lo tanto
P(E)=1.

Frecuentemente se utiliza la palabra evento en lugar de conjunto medible.

COROLARIO 1.1.2
Sea {E,}2, una sucesidn de eventos independientes. Entonces

P(limsup E,) = 0 <= ¥ P(Ey) < oo,

n=1

10



COROLARIO 1.1.3

Sea {X.}22., una sucesidn de variables aleatorias independientes. Entonces

Xo 504 Y P(Xi|26) <00 Vex0.

n=]

Demostracién
Sea B, = {|Xu| 2 €} y A= {w € R/ limy00 Xyu(w) # 0}, entonces

Xo =50 4= P(A)=0
& P(limsup Ep{e)) =0 VYe>0

= Y P(E)<oo Ye>0.

n=1

a

1.2 Truncacién y una desigualdad de Kol-
mogorov

DEFINICION 1.2.1

Sea X una variable aleatoria, decimos que X estd centrada en c si
E[(X -¢)j=0.

La eleccidn de la constante c juega un papel importante en algunos pro-
blemas de la Teorfa de Probabilidad.

Ejemplo 1.2.1
Si X € LN(Q,F,P) y elegimos a ¢ = E[X], decimos que X estd centrada en

su Esperanza.

DEFINICION 1.2.2

Sea ¢ > 0 una constante. Sea

c_ [ X silXl<e
X'{o siX[>ec

La variable aleatoria asi definida es llamada X frunceda en c.

11



como X° es una variable aleatoria acotada, entonces
XelP(QF,P) Vp21

DEFINICION 1.2.3
Dos sucesiones de variables aleatorias {X,}2, y {X.}2., son "Cola Equi-

valente” si difieren c.s. en un nimero finito de terminos. Esto es, para casi
toda w € Q, eziste un nimero entero N(w) tal que,

Xo(w)=X.(w) VYn>N(w).

En otras palabras
P(limsup{X, £ X.}) =0.

DEFINICION 1.2.4

Dos sucesiones de variables aleatorias {X,}22, y {XL}32, son "Equivalen-
temente Convergentes” si convergen sobre el mismo conjunto ezcepto por un
conjunto de probabilidad 0.

TEOREMA 1.2.1
Sean {X,}o2, v {X} )2, dos sucesiones de variables aleatorias tales que

o]

Y Px. # X)) < 0.

n=l

Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas,
a) Las sucesiones {Xn}32, y {X.}2, son Cola Equivalente.
b) Las series Yoo Xn y Yoo | X, son Equivalentemente Convergentes.

Demostracidn
a)
P(limsup{X, # X)) = lim P({J {Xn # X5})
< lim Y P(Xm # Xp)
= 0 )

12



b) Sea

A={weQ/ f:X,.(w) converge} y B={weQ/ f: X! (w) converge}

n=1 n=1
ysea N =(ANB°)U (BN A%) =(AU B)\ (AN B). Entonces
N Climsup{X, # X3,
n—oo
por lo tanto P(N) = 0. ]
TEOREMA 1.2.2 ( Desigualdad de Kolmogorov )
Sean X1, X3,-++, X, variables aleatorias independientes tales que |Xi| < C
cs paratodal < k<n,ysea Sp= ZLI X; k=1,2,---n. Entonces
(2C + €)?

Var(S) Ye> 0.

P(max |5k = ElSi]| > ¢) 21~

Demostraciin
Sea
A= {w el / 1?1?5’5- lSk(w) - E[S},]l > 6}.

Para cada ¢ > 0, definimos

A = {(we/|Siw)-E[S])|>¢ yVY1i<j<n

A = {weQ/[|Siw) - E[S) S esii<, ySiw) - E[S] > €}
Es claro que

A=|JA vy AnA;=0 Vi#].
=1
Sea Z; = S — E[S)], entonces

n
E(Zi1s) = ) ElZ14)]
k=1

S El(Z - (8- Z)Lu)
k=1

It

Y EZHA)+ Y 2E(Zu(Z, - Z)Ia) + D El(Z - Zi)'1a]
k=1 k=1 k=1

13



pero

E{Zi 14, (2, — 24)) E(Zi 14, )E[Z0 — Z4]

=0 Vk=l-,n

il

porque Zil4,, Z,— 7 son independientesy E[Z,~Z;] = O parak =1,---,n.
Entonces

B = 3 Bz )+ 3 Bl - ZaIa)
k=1 k=1

Ahora bien, sobre el conjunto Ay, se sabe que |Z;_;| < €y asi sobre A se
tiene:

12 = 121+ X ~ E[Xi|
S Bl + 1 X + |E[X]
< e+2C.

Ademis

E(Y (X; - BIX)VIa)

J=k+1

ELE( Y (X; - X))

=kl

P(A) 3 EIX; - EIX;]

J=k+1

El(Zn ~ Zi}' 1a)

|

P(A) Z Var(X;)

j=k41

P(Ak) z": Var(X,,),

k=1

IA

porque [a, y 37 44, (X; = E[X;]) son variables aleatorias independientes
(ya que son funciones que dependen de X;,- -+, Xi ¥ Xiq1,+++, X, respecti-
vamente). Por lo tanto

14



. E[Z}14]

Z E[ZI?IAJ:] + Z E[(Z Z")zlﬁk]

k=1

(e+20) Z Ell] + Z P(A) Z Var(X:)

k=1 k=1

[(e +2C)* + Z Var(X.)] Z P(A)
k=1
[(e+20)* + Var(S,.)]P(A).

IA

]

En consecuencia
E[Z214] < [(e +2C)* + Var(Sa)]P(A).
Por otro lado, como Z2 < €? sobre el conjunto 2\ 4,

E[Z14] E(Z}] - E[Z2a-4]

Var(S,) - € P(2 - A)
Var(S,) - € + €2P(A)

v

Asi obtenemos

P(A)[(e+2C)* + Var(S,)] > Var(S,) — € + € P(A),

Var(S,) — €
(e+2C)*+Var(S,)—€
{e+20)?
T (e+20) + Var(S,) - &
- (e+20)?
Var(S,) "

P(4)

v

15
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1.3 Integrabilidad Uniforme
Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad. Si X € L'(f2, F, P) entonces

lim ( |X|dP) =0
M=o Jiixi2m)

En efecto:
Sean M; < M,, entonces {|X| > Mz} C {|X]| > My} y en consecuencia

/ 1X|dP < / |X|dP (es decreciente)
{IX|>Mz} {IXi>M,}
Por lo tanto
lim X|dP) = lim / X|dP
W ,(IXIZM}I |4P)= g {|X|2n}| |9F)

Vamos a demostrar que el segundo limite vale cero.
Sea X» = Ijx|>n} X, claramente se tiene que X, == 0 y |Xa| < |X| para
toda n, entonces por el Teorema de Convergencia Dominada

fim ( |X|dP) =0
n=00"J{(X|3n}
a

Si ahora tenemos { X, }oer una familia de funciones tales que para cadaa € T
X, € I}, F, P), para cada o € T se cumple ( por lo anterior ) que:

lim ( {X,| dP) =0.
M=o’ JiXal2M}

Pero es claro que el limite no necesariamente es uniforme.
Ejemplo 1.3.1
Sean X, = n para toda n € NN, 2 =[0,1], 4 =medida de lebesgue en [0, 1].

Entonces
/|X,,|dp=n Vne N
i

16



Por lo tanto X, € L'(,F, P). Pero, claramente, dado ¢ > 0 no existe una
M que haga a

[Xnldu) <€ Yne V.
{IXnl2M}

DEFINICION 1.3.1
Un subconjunto M C L}, F, P) se le llama Uniformemente Integrable si

fim (sup { / X[ dP}) = 0.
M=o xen JxipM)

Ejemplo 1.3.2
Si M es una familia finita {Xy, X3,-+-, X} y H C L}Q, F, P), entonces H

es Uniformemente integrable, ya que:
dada € >0y 1 <s <k, existe M, tal que

(/ IX,'dP) <e YM> M(,'c)
{IXa|2M}
Ademds, si M, = max;<,ck{ M4}, entonces

sup {/ IX,|dP} <e VM 2> M.
1Sk J{IX.2M}

Ejemplo 1.3.3
Si H C LN(Q,F, P) y si existe Y € L}(, F, P) tal que |X| < [Y| para toda
X € H. Entonces H es uniformemente integrable. En efecto:

/ IX| dP
{IX1>M}

IN

/ IX|dP VX €H
(¥i2m)

IA

[VIdP ¥X eH.
(¥iza)

aup { / IX| dP) < / V]dP,
Xen J{xpm) {IYizM}

17
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€n consecuencia

lim (su {/ |X1dP})
M—eo XeH (IX1>M}

IN

lim |Y|dP
M=o J{ivi>m)
= 0.

Por lo tanto H es uniformemente integrable. o

TEOREMA 1.3.1

Sea H C LY, F, P). Entonces H es Uniformemente Integrable si y sdlo si
se cumplen las dos condiciones siguientes

a) dada € > 0, eziste 8, > 0 tal que si A€ Fy P(A) < §,, entonces

sup{/ IX|dP} < ¢
XeEH JA

b
sup{/ |X|dP} < 00
Xen Ja
Demostracion
=)

Sea A € F, entonces

/ IX{dP
A

/ IX|dP + IX|dP (L1)
An{|X|2M) An{|X|<M}

[X|dP + M P(A) (1.2)
(X121

Por hipétesis tenemos que, dado € > 0, existe My > 0 tal que si M > M,
entonces

IA

sup{/ |)(|dP}<E
xen Jixizm) 2

para Mo fija, sea A € Ftal que P(A) < 35 = 6.. Entoncesdela desigualdad
1.2 se cumple que

sup{ | |X|dP} < sup{ |X]|dP} + Mo P(A) < €
xer Ja Xen J(xizMo)

18



Por lo tanto

sup{/ |X|dP} < ¢
xeH Ja

Por otra parte,
/ |X|dP
Q

Y en consecuencia

IA

/ X|dP + / 1X]dP
{IX|>2Mo} {IXi<Mo}

< §+Mo VXeH

sup{/ IX| dP} < < + M.
xen Ja 2

<)
Utilizando (b) se tiene que

P(1X| > M)

[ 1P
{IxI>m}

1
< = |X|dP
M Juxizm)
1
— X|dP
e [ 1x14PY)
-;‘7 (K < o0)

IN

Ademas de (a) se sabe que
Dada € > 0, existe §, > 0 tal que si A € Fy P{A) < é,, entonces

sup{/ |X|dP} < e.
xen Ja
Pero, dada &, > 0, existe Mp > 0 (suficientemente grande) tal que si M > M,

se tiene que

P(|X|>M)<—<L<6

En consecuencia

sup{/ {X{dP}<e. YM2 M.
xen Jyxpzan

Y por lo tanto H es uniformetente integrable. [n]
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1.4 Tiempos de paro

DEFINICION 1.4.1
Sea (Q,F, P) un espacio de probabilidad fijo y T C R*. Si (Fa)rer es una
familia de sub-o-dlgebras de F tal que

M = FyCH,
En este caso diremos que (Fa)rer es una Filtracidn en (Q, F).

En esta seccién y durante todo este trabajo consideraremos a T' = IV, de
modo que la familia (F))xer resulta ser una sucesién creciente (F,)nen de

sub-o-dlgebras de F.

DEFINICION 1.4.2
Una funcién 7 : § — IN U {00} se llama Tiempo de Paro con respecto a
(Fn)"eN st

{r=n}eF Va2l

Observacién 1.4.1
7 es tiempo de paro c.r.a. (Fp)nen

&= {r<n}eF, Yn2l

Mostremos esta equivalencia.

=)

n

{TS"}=U{T=k} €Fn

k=1
porque {r=+k} € F, C F, para k < n.
«)

{r=n}={r<n}\{rn-1} €eF _

yaque{‘rSn—l}Gfu-lgfn- o

Ejemplo 1.4.1
Sean B € B(R), {X.}%., una sucesién de variables aleatorias definidas en
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0 y (Fu)nen una sucesidn creciente de o-dlgebras de 1, tales que para cada
n € IV X, es Fp-medible ( por ejemplo F,, = o(Xj,++, Xy} ). Definimos

r5(w) = { inf{n € N/ X.(w)€B} si{n€IN/X.(w)eB}#0

00 en otro caso

Entonces 75 es tiempo de paro con respecto a (Fy.)nen y se Hama el primer
instante en que el proceso {X,}2, " le pega ” a B 6 primera entrada del
proceso a B. Verifiquemos que es tiempo de paro.

n—1
{ra =n} = {X. € B}n([){Xx & B}) € %,
k=1
porque {X, € B} € F, y {Xx ¢ B}€ Fi CF,parak < n. o

DEFINICION 1.4.3

Sea T un tiempo de paro con respecto @ (Fy)nenv. se define la "o-dlgebra
parada en 7”7 como

Fe={AeF |/ An{r=n} € F, VYn}
y representa a los eventos que ocurren hasta el tiempo 7.
Veamos que efectivamente es g-dlgebra.
i)8,Qe F,
i1) Sea A € F,

= An{r=n} €F, Vn
= (An{r=n})* € F, Vn.(yaque F, es o —a'lgebra)
= AU{r#n} €eF, Vn

Por lo tanto
An{r=n}=(AU{r#n})N{r=n} € F Vn

porque A°U {7 £ n} € F, y {r =n} € F, por ser 7 tiempo de paro.
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iii) Sean Ay, Az, Ap, - € Fry sea A= )2, A,, tomemos n € IV,
entonces

An{r=n} = (GA,.)Q{-r:n}
n=t

= Uttenir=np,
k=1

pero Ay N {r =n} € F, y como F, es o-algebra, entonces

An{r=n}=J(An{r=n}) € F Yn
k=1
Por lo tanto F, es o-algebra.
Observacién 1.4.2
Existe otra caracterizacién de o-algebra parada. Esto es:
Fr={A€F [ An{r<n}€F. Vn},
es o-algebra parada.

Demostracién
iAn{r<a} = An(Jir=k)=An{r=k)) €eF, Vn
k=1 k=1
ii)An{r=n} = An({r<n}\{r<n-1})

An{r<n}n({r<n-1})° €F, ¥Yn

De (i) y (ii) se ve que las definiciones coinciden.

PROPIEDADES
1) Sean 7y, 7 dos tiempos de paro c.r.a (F,)neav entonces

(71 + 12), min{r1, 72}, max{r, 72}

son también tiempos de paro c.r.a. la misma filtracion.
2) Si 11, 7; son tiempos de paro c.r.a. (Fu)nen ¥ si T3 < 72, entonces

Fr C© Fn
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3) Sean {X,}22, es una sucesién de variables aleatorias, 5, = o(X),- -+, X,)

n=1
y T un tiempo de paro c.r.a. (Fu)uen, entonces la variable aleatoria

_f Xyuw) sitw)<oo
Xolw) = { 0 si T(w) =00
resulta ser F;-medible, ( se le llama "proceso parado en 7" ).
Demostracion
1)

{T1+Tg=ﬂ}=U{T1 =n—-k}n{n=1F}
k=1
Pero si k = 1, .-+, n. se tiene que

fn-kgfnyfkgfn Vn.

En consecuencia 1y + 7; es tiempo de paro,

Para demostrar la otra parte de este inciso nétese que:
{max{r,n} <n} = {n<n}n{n<n}eF, Vn
{min{r,m} <n} = {n<n}uU{n<n}eF, Vn

Por lo tanto max{n,m} y min{n,7;} son tiempos de paro.

2) Sea A € F,,, entonces AN {r; < n} € F, para toda n, y como
n<n=>{n<n}c{nsn} Vn,
entonces
AN {n <n} An{rn<a}n{n <n}
(An{n<n})n{nsn}eF Vn

En consecuencia A € F,,. Por lo tanto F,, C F;,.

3) Sea a € R, entonces
{Xr<alnf{r=n}={Xa<a}n{r=n} €F Vn
ya que X,, es F-medible y T es tiempo de paro. Por lo tanto
{X:<a} e F.
Por lo tanto X, es F;-medible. 0
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1.5 Martingalas

DEFINICION 1.5.1 '

Sea (,F, P) un espacio de probabilidad fijo y (Fy)aesv una Filtracidn en
(Q,F,P). Si{Xa}2, es una sucesion de variables aleatorias definidas en
(R, F) y ademds si X, es Fy-medible, entonces decimos que {X,}2, es
. MARTINGALA con respecto a (Fp)nen st

1 Xa € IMQF,P) YneN.

2. E[Xop1 [ Fu}]=Xa cs. VneN,

Esta definicién es un caso particular de una definicion mas general para
una familia no necesariamente numerable de variables aleatorias, pero para
nuestro objetivo es suficiente este caso.

Observacién 1.5.1

Sea {X,}22, una sucesién de variables aleatorias y sea F, = o(Xy, -, Xy},
entonces Xy, es F,-medible y en este caso diremos solamente que (X )neav €3
martingala, sin especificar cual es la filtracién, pues se trata de la filtracién
" patural ". ’

PROPIEDADES

1) (Xn,Fn)nen €3 Martingala
4=¢/XndP=/X,.+1dP YanyVAcF.
A A

2) Si (X, Fndnen €s una Martingala

= E[X,]=C Vn.
donde C es una constante,
3) Si (X, Fulnen ¥ (Ya, Fudnen son Martingalas

= ((aXn + 0Y3), Fu)nen  €s Martingala.
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Demostracion

1)
/X,.dP:/X,.+1dP VAG.'F,.yVn.
A A

- /(X..—X,.“)dP:O VAE FayVn.
A

= E[X,—Xou [ Fo}=0 cs. Vn
< EXon [/ FR)l=X, cs Vn.

(2) es consecuencia del inciso anterior y (3) de la linealidad de la esperanza
condicional. u]

Ejemplo 1.5.1 )
Sean {X,}%, una sucesidn de variables aleatorias independientes e inte-
grables tales que E[Xi] = 0 para toda k > 1. Sea F,, = o(Xy, Xa,-++, Xp).
Entonces
(Sny Fudnen  es Martingala.

Aqui S =30, X
Demostracion

Para cada n € IN S, € L}(R, F, P}, adems

E(Sats [ Fol = BlXar1 +Sa [ Fa)
Sn + E[X,,.H / f'l]
= S cs Vn.

It

Por lo tanto (Ss, Fu)nen €s Martingala. (]

TEOREMA 1.5.1 ( Teorema de Paro o de muestreo opcional )
Sea (X, Fo)nen una martingala y 1,72 dos tiempos de paro con respecto a
(F)new tales que 7 < 73. SiTa es acotado, entonces

E[x‘rz / fﬂ] = X"‘l'

Demostracion
Por la propiedad (3) de tiempos de paro tenemos que X;; es Fy-medible
i=1,2. y como 7; es acotado, existe n € IN tal que r; < n, entonces

Xz < max {|Xil} i=1,2.
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Por lo tanto Xy, X,,' € L}(Q,F,P).
Es suficiente demostrar que

fxﬁ dP_—./x,,dP VAEF,.
A A

Primer caso,sima —n < 1:
SeaAan

[t - xo)ap

/ (X, - X») dP
An{n>n}

j (Xy, — Xp,)dP
r=1 Y (n=kInAn{r:>n}

n~1
/ (X~ Xuyn)dP,
k=1 {n=k}ndn{ra=k+1}

porque 13 — 7, < 1 y la integral sobre {r> = k} es cero.
Ahora bien, como

{Tl"—'-k}nA efk Yy {Tz)k}={‘fg$k}c G.F‘k

¥ (Xn, Fn)nen es Martingala, entonces

/ (Xi = Xipt) dP =0, VE=1,-,(n~1).
{risk}nAn{ra=k+1)

Por lo tanto

/A(x,, —X,)dP=0 VACF,.

Segundo caso, caso general:
Sea
n=r0<Wc...crmM=p

* tiempos de paro tales que r*+1) — +( < 1, por ejemplo
™ = max{n,min{r, k}} Vk=0,1,---,m. .

los cuales se demostré que son tiempos de paro { propiedad 1, seccién 1.4 ).
Y se aplica el primer caso m veces. (u]
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COROLARIO 1.5.1
Sea (X )nen una martingala y sea {7,}32, una sucesidn creciente de tiempos
de paro tales que para cadan € IN 7, < n, enlonces

(Xru)nenw  €s martingala.

Observemos que aunque no se mencione la filtracidn, se trata de la filtracién
”? natural ",

El siguiente resultado es de gran importancia para el estudio de la conver-
gencia c.s. de la sucesién {S,}%2,. Este resultado no se demuestra para no
hacer mds extenso este trabajo, pero su prueba se puede encontrar en {21].

TEOREMA 1.5.2 ( Teorema de convergencia para Martingalas )
Sea (X )new tna martingala tal que

sl’x'p{E[IX,.”} < 00,

Entonces la sucesion { X, }32, converge casi sequramente a una variable dlea-

toria X € L'(Q, F, P).
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Capitulo 2

Convergencia c.s. de una Serie
Aleatoria

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, y sea {X,}, una sucesién de
variables aleatorias definidas en este. En este capitulo estudiaremos la con-
vergencia de la sucesion {S,}2%, cuando las X,’s son independientes. Cabe

sefialar que durante todo este capitulo S, representard la suma parcial y S
la serie total de variables aleatorias, es decir,

S,.=iXk ] S=f:X,.

k=1 n=1

2.1 Convergencia de S, si E[X;]=0

En esta seccidn se trabajard con sucesiones de variables aleatorias indepen-
dientes las cuales tienen esperanza cero. Este es un caso muy interesante
porque bajo estas condiciones la sucesion (Sn).env resulta ser una martin-
gala, ( ejemplo 1.5.1 ).

TEOREMA 2.1.1

Sea {X,}, una sucesion de variables aleatorias independientes tales que

E[X,] =0 para toda n. S

iVar(X") < 00,

n=1
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entonces {Sn}32, es una sucesidn de variables aleatorias que converge c.s. a
una variable aleatoria § € L'(D, F, P).

Demostracion
Ya que E[X,] = 0, entonces (Sp)sen es martinagala ( ejemplo 1.5.1 ).
Ademds como

E[)S.]] < (E[SY): (D.de Schwarz)

= (B[} %))t

=1

(i E[X})) (Independencia y E[Xi] = 0)

k=1

3 Elx2

n=1

(i Var(X,.))% < oo.

n=1

IN

Entonces

S:p{EIIS..I]} <oo

De esta forma, del teorema 1.5.2 se tiene que

[+]
Sp < 8 = Zx,, y SelLl'(Q,FP).

n=1

COROLARIO 2.1.1 .
Sea {Xn}2, una sucesion de variables aleatorias independientes. Si

Z Var(X,) < oo
n=1
entonces -
E(X,. — E[X,]) converge c.s.
n=1
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Demostracion v :
Si tomamos {X}, = X, — E[X,]}2,, esta sucesién cumple con las hipStesis
del teorema anterior. |

Observacién 2.1.1

El teorema anterior es un caso particular de un resultado mds general el cual
nos dice que:

Dada {X,}22, una sucesién de variables aleatorias independientes tales que

para cadan € IV E[X,] =0,y

ZE[IX,.P] < oo paraalguna0<p<2,

n=1

entonces

S 24 8,

. Este resultado se probara en la ltima seccidn de este capitulo,
El siguiente ejemplo es una aplicacién interesante del teorema anterior.

Ejemplo 2.1.1

Recordemos que en un curso de Célculo se demuestra que la serie 3520, L .
diverge, pero que la serie 3> | L—;)—- converge condicionalmente. Ahora a-
nalicemos el siguiente caso:

Considere el experimento de lanzar una moneda una infinidad de veces y sean

{X:)}2, la sucesién de variables aleatorias definidas como:

X. = 1 sien la n-ésima tirada sale aguila
n 1 en otro caso

y la suma aleatoria

Xk

Se -EY" donde Y = e

k=1

ademés supongamos que p = P(X, = 1), P(Xpy =~-1)=q¢=1-pcon
p €(0,1) y que las X;, X3, -+, Xy, - son independientes. Nuestra pregunta
es la siguiente:
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¢ Bajo que condiciones de p la sucesién {5}, converge c.s. ?.

Para el caso p = %, basados en nuestra ” intuicién ”, afirmariamos que S,

converge c.s. , lo cual es cierto. Demostremos esta afirmacién.
Para p = } se tiene que

EY:) = LUP(X, = 1)+ (-1)P(X, = 1)) =0 Vn.

y también

Var(}’") = -'%[lP(X" = 1) + IP(Xn = —1)] = n_12 Yn.

entonces
E Var(Y,) = E( < 00,
n=1 n=1

Por lo tanto, del teorema 2.1.1 se tiene que

f:yu Z-—- converge c.s.
=1

n=1
u]
Ahora bien, ; Qué pasa para el caso p € (0,1) y p # } 7. En este caso,
se tiene que {S,}%2., diverge c¢.s. , pero esto se demostrard en la siguiente
seccidn.

Otra aplicacién directa del teorema de convergencia para martingalas y de
la teoria de tiempos de paro es el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1.2

Sea {X,}32, una sucesién de variables aleatorias independientes tales que

E[X,)=0 ¥Yn y E[supX,)<oo

entonces Sy, converge sobre el conjunto A = {w € 0 / sup, S,(w) < 00} casi
seguramente.

Demostraciin
Bajo estas condiciones se sabe que (S,)nenv €s martingala.
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Sea M € IN y sea ty(w) = inf{ne IN / Sp(w) > M}, observemos que si
{EI N [ Sa(w) > M} = D entonces tp(w) = co. Es claro que por el ejemnplo
1.4.1, tp es tiempo de paro, Sea
T = min{ts, n}
como 7, también es tiempo de paro para toda n, y
Tw ST Sn+1 Vn,
entonces, por el corolario 1.5.1

(Srns Fra)nen  €s martingala.

Ahora bien, como ty es el infimo y S;,, > M, entonces
si ty > n entonces Sy, = 8§, £ M y por lo tanto

(S‘fn)+ = max{oysf,.} S M s tM >n,
si ty < n entonces Sy, = 8y, = Styp-1 + X1y, < M + sup,, X,,, por lo tanto

(Sn)* = max{0,5,}

< max{0,M +sup X,} siity<n,
n

luego entonces

E[(S:)*] = El(Sm) Iiysn] + E[(Sra)* ity

M + E[max{0, M + sup X,,}] < o0.

IA

Por lo tanto
sup{E[(S,)*]} < oo.

Por otro lado, se tiene que

E(1S,]] = E[(S.)*]+ E[(5-)7]
E[(Sr,)*] + E{(Sr,)* = 5]
2E

((8: )] - C.

[ AN
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" Por lo tanto
sp{EIS.l)} < 2sup(EI(S..)*}} - C
< oo. v

Asi, por el teorema 1.5.2 ,

5248

pero Sy, = S, sobre el conjunto {tp = oo}. Entonces, sobre cada conjunto
Ay = {ty = 0o} el lim,_.o, S, existe c.s. , es decir

INycFtalqueVwe (Ay ~ Ny) el JLTO Sn(w) existe y P(Npy) =0
ademas, como A =|J3;_; Am y si tomamos N = | Ji;_, Na, entonces
Ywe(A\N) el lim 5,(w) ezistey P(N) =0.
Por Jo tanto S, converge sobre A c.s. mi

El siguiente teorema nos relaciona la convergencia de una serie de mimeros
reales positivos con la convergencia de 5,.

TEOREMA 2.1.3
Sean {X,}2, una sucesidn de variables aleatorias independientes y {b,}%2,

una sucesién de nimeros reales positivos tales que E[X,] = 0 para toda n, y
Yoo b < 0. Si

E(b,.)"gE[IX,.l"] < oo para algunap> 2,
n=1
entonces
5,58
Demostracion

Supongamos que p > 2, ya que para el caso p = 2 se tiene por el feorema
2.1.1, Vamos a demostrar que bajo las hipdtesis del teorema,

> -]
Y o) FE X <00 = Y E[X2 <00 ¥p>2
n=1 n=1
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y por el teorema 2.1 ;1 tendremos el resultado.
Sea Cp = (E{|X,/P)?. Entonces

b < Cn = (b)f < (C)E
= (G EF<(b)?
= (CIHF < (@) EF (v quel-g,,>0)
= (C)'7F < (b)'E

Y en consecuencia

(ENXI)F = Callicygon) + Iicootnd)
bn + Colic,sin)

ba + (Ca) = 5(Co) i Iicobn)
ba + (b2)*~3(C)}

b + (ba)E E[LX, ")

A 1IN

Por lo tanto

iE[IX,.I”] < Zb +Z ¥ E[|Xa)

< oo ( por hipitesis)

Ahora bien, por la desigualdad de Jensen tenemos que

SEI%F = SEIX L}
n=1 n=l
f:(Euxnl"])% (vaquef>1)

n=1
< o0

IA

Por lo tanto

Y E{|Xal?) < oo.

n=1
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Ejemplo 2.1.2

Sea {X,}%2, una sucesion de variables aleatorias independientes todas con

distribucién X ~ Normal(,o?) donde =0y 0 < o2 < 00, es decir,
P(X,<z) P(X <z)

250?41V dr Yz e R,

-00

Entonces o7, % converge c.s.

Demostracion

Se puede demostrar que si X es una variable aleatoria Normal con pardmetros
2y 0 < 0% < 00, entonces (ver [1] para detalles)

E||X.F] = E[|X[P] <00 V0<p< oo

y en particular se cumple si p > 2. Ademds, E(Xa] = LE[X,] = 0 para toda
n, y si tomamos b, = 27, se tiene que

f:b,.<ooy

n=1
Y eo-teZep = Yy peixp
n=1 n=1
= EIXPIYGP Vp22
< 00. "

Por lo tanto, del teorema anterior, se tiene que

1y

E = converge c.s.
n

n=l

a

Los pasos que conducen a nuestro siguiente teorema y a su demostracion
concentran nuestra atencién en la definicién de integrabilidad uniforme para
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la sucesion {S,}32,, ya que, si {S,}%%, es uniformemente integrable, entonces
por el teorema 1.9.1 se tiene que

sup(E[JS. ) < oo,

y por lo tanto

00
S= ZX,. converge c.s ( teorema 1.5.2 ).

n=1

En otras palabras, todas las condiciones sobre S, las cuales den como resul-
tado que {S,}3%, es uniformemente integrable, implican que 5, == S.
Existen una gran variedad de dichas condiciones, pero solamente mencionare-
mos dos de gran importancia.

TEOREMA 2.14

Sea {X,}%, una sucesién de variables aleatorias independientes tales que
E[X,] =0 para cadan € IN. Cada una de las condiciones siguientes implican
que S, =% 8.

a) Si existe Y € L'{Q), F, P) tal que |S,| < Y para toda n.

b) Si eziste G : R — Rt tal que

i X =0y swptEGIS.} <o

t—o0

Demostracidn
Vamos a demostrar que cada una de estas condiciones implican que {S,}2,
es uniformemente integrable y por lo mencionado anteriormente

Sn it S

a) Sea M > 0, entonces

/ [Sa] 4P
{ISal201}

IN

/ YdP
{ISa[2M}

/ YdP
{¥aM)}

IA
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en consecuencia

sup{ f 1S, dP} < / Y dP,
w sz wam)

y de esta forma se obtiene que

tim (sup{ (Su dP}) < lim ( / Y dP) = 0.
M—»eo n {'S“le} M-—vOO {Y_)_M}

Por lo tanto {$,}%,; es U.L

b) Sea ¢ > 0, existe N, € IV tal que 3-< ¢
Para N, existe Mp € R* tal que

N<@ (<) v,

t
[ s,
(sai2ate) Ve

1
o /n (S 4P

ﬁlsgpwlcusnm}
eK (K<)

entonces

IA

[ isiep
{1Sn12Mo}

[7a

IA

[7A

y ademds sabemos que

/ |s"|¢u>g/ IS} dP Y M > Mo yV¥n.
{ISnl2M} {1Sa12 Mo} :

Asi, dada € = £ > 0, existe Mo € R* tal que

sl [ isldry < sl [s.laP)
n J{isa.pM) n J{iSa12M}

< €K

= € VMZ Mo

Por lo tanto {S,}%,, es U.L



COROLARIO 2.1.2
Sea { X%, una sucesidn de variables aleatorias independientes lales que

E{X.] =0 para cadan € N. Si

sup{E[|S,P]} < oo para algunap > 1.

Entonces

Sa<% 8 y SelL')F,P)

Demostracidn

Para el caso p =1 se tiene por el teorema 2.1.1. Para el caso p > 1,

sea G : R — R definida como G(z) = 27, en tal caso G(z) cumple con
las hipotesis del teorema anterior ( inciso (b) ). n]

2.2 Convergencia de S, si |Xi| < C c.s.

En la presente seccidn se trabajard con sucesiones de variables aleatorias
independientes y acotadas casi seguramente.

Nuestro primer resultado nos da el " reciproco " del corolario.2.1.1, pero
bajo la condicién de que la sucesion sea acotada por una constante positiva.

TEOREMA 2.2.1

Sea {Xn}%, una sucesidn de variables aleatorias independientes tales que

1Xa| £C cs. paran > 1y para alguna C > 0. Si

Z(X,. — E[X,]) converge c.s.

n=1
Entonces

f: Var(X,) < o0

n=1

Demostracién
Seann€ N, e>0y Y = X;41,Y2 =Xn+'h"'aYk = Xothy
tomemos Sy = Zfﬂ Y; para k =1,2,- -, entonces
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- (2C +¢)?
Var(Sn)
__(2C+¢?
> Var(Y3)
(2C +¢)?

mm Var(X:)

i=n41

v

P(lrg‘a?; 1Sk — E[Si)l > €) VYm. (leorema 1.2.2)
=1
vym

_.1__

Pero

IN

P(lr&azx 1Sk — E[Si]] > €) P(sup|Sk — E[Sk]| > €)
<kém k21

nt+k
P(sup| Z (Xi— EX))>¢€)
k21 i=n41
P(sup [Toyr — Tof > €)
k1

I

P - Tal > )

k=1

donde Ty = Y% (X; — E[X]) pata k = 1,2, - -. Entonces

% (2C +¢)*
P Tk~ >€}) 21 - g Vm.
(kL=Jl( * I }) Zi:n+l Var(X;)
Por lo tanto
“ (2C + ¢)?
P T —Tl>e) 2 | - =g————
("L=J‘{| +k l }) et VGT(X")

Ahora bien, si suponemos que Y-, Var(X.) = oo, entonces

Pl =Tl > e}) =1 Ve>0, V¥n.

k=1

Por lo tanto {T,}%2, noes de cauchy c.s. ( feorema I1.1.2), y en consecuencia

n=

Tn= Z(X.‘ - E[X)])) divergecs!!

i=1
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De esta forma se obtiene el resultado. . o

Observacioén 2.2.1

Sea {X,}%., una sucesién de variables aleatorias independientes tales que
|Xa| £ C cs. paran > 1y para alguna constante C > 0. Entonces, del
corolario 2.1.1 'y del teorema anterior tenemos que

Z(X,. — E[X.)) converge c.5. <= E Var(X,) converge
n=1 n=1

TEOREMA 2.2.2
Sea {X,)}%, una sucesion de variables aleatorias independientes tales que
{Xa] £C cs. paran 21 yC > 0. Entonces

00

Z X, converge c.s.

n=1

si y sdlo si las dos siguientes condiciones se cumplen:

@) | 3 ey E[Xn]l <00
b) Yoo, Var(X,) < o0

Demostracidn

Primero supongamos que y >, X, converge c.s.

Para cada n € IN sea (¥, F,P,) donde V' =R, F = B(?R) y
P, = Mgy, ( Medida inducida por Fy, )

definimos X, : @' — R como X (w) = w. Entonces

Fxy(z) = Pu(X, <1)
= Pu((—00,1])
= AF‘x.,((_oov":])
= Fx,(z) = Fx,(—00)
= Fx"(l‘).
Por lo tanto
Fx" = FX,‘,

Asi, hemos construido una sucesién {X}}32; de variables aleatorias indepen-
dientes con las siguientes propiedades:
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a) X, y X} tienen la misma distribucién para cada n € IV,

b) La sucesidn combinada {X,, X,}%, es una sucesién de variables aleato-
rias independientes, es decir, para todo n # m y para todo 4, B € IB(R), se
tiene que

P((Xn, X,) € A,(Xm, X1,) € B) = P((Xa, X;) € A)P((Xm, X,) € B).

Tomemos ¥, = X, — X}, para n = 1,2,--- Es claro que {¥,}32, es una
sucesion de variables aleatorias independientes tales que,

IYal € [Xal + XL < 2C cs.
E[Y,] = E[Xa] - E[X;] =0 y
Var(Y,) = 2Var(X,) VYn.

Ademds, como Y7
consecuencia

> . X converge c.s. entonces Y - X converge ¢.s. y en
n=l n=1

[=-]
Z Y, eonverge c.s.

n=l

De la observacion 2.2.1 se tiene que

i Var(Yy) < oo

n=1
Por lo tanto

ZVar(Xn) = Z Var{Y,) < oo.

n=1 n=l

Y del corolario 2.1.1 podemos concluir que

f:(xn — E[X,]) converge c.s.

n=1

Y por lo tanto

E E[X,]) = Z X, Z X, — E[X.,]) converge c.s.

n=1 n=l n=1
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Reciprocamente, supongase que pasa (a) y (b). Entonces, por el corolario
211, :

E(X,l — E{X,]) converge c.s.
n=1

Por lo tanto

iX,. = \i(x,. — E[X.)) + i E[X,]) converge c.s.

n=1 n=1 n=1

Observacién 2.2.2
Con esta teoria estamos en condiciones de demostrar la otra parte del ejemplo
2.1.1. Recordemos que en la seccidn anterior se demostré que

..—" —= -
E .= E .- converge c.s. para p =g
n=1 n=1

Ahora bien, para el caso p € (0,1) y p # } vamos a probar que 3> Y,
diverge c.s.

Demostracion

Sea p € (0,1) y p # 3, entonces

ElYi] = H1P(X, = D+(-DP(X, = ~1)] = Lip+ (1)1 ~p)} = -2~
y también
Var(%,) = S (EIX.Y] ~ (BX)?] = it - (2p~ 1] = Slp~ 7).

Por lo tanto

ZVar(Y,.) = E %[p -p? < o0,

n=1 n=1

Pero
ZE[Y,. Z ~2p-1}=
n=1 n=1
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Y del teorema 2.2.2 , se tiene que

oo ) ’
X, .
Z .= -—7-;5 diverge c.s.

n=1 n=1

2.3 Teorema de Kolmogorov

En esta tiltima seccion probaremos el Teorema de tres series de Kolmogorov
para la convergencia de la sucesién {S,},. Este teorema es uno de los
resultados mds importantes en el estudio de la convergencia de la sucesién
{Sn}22,. Dicho resultado nos da condiciones necesarias y suficientes para que
S, converja c.s. , ademds nos permite establecer otros resultados vinculados
con dicha convergencia.

TEOREMA 2.3.1 ( Tres series de Kolmogorov )

Sea { X}, una sucesién de variables aleatorias, Entonces la serie y 0> X,
converge c.s. si sélo si pare alguna ¢ > 0, las siguientes 3 series convergen
8 T2, P(X,]> 0

b) En=l E[X;]

) 5, Var(X)

Ademds, si (a), (b), y (c) convergen para alguna ¢ > 0, entonces convergen
para toda ¢ > 0.

Demostracion
Supongamos que Ez":, Xn converge c.s. Entonces X, 2o 0, y del corolario
1.1.3 se tiene que

oo .
Y P(Xi2c)<o0 Ve>o.

n=1

Ademds, como ¥ oo, P({X. # X¢}) =
del teorema 1.2.1

P(IX.] 2 ¢) < 00 y en vista

n-l

00 oo
Z Xn ¥y ZX,‘, son equivalentemente convergentes

n=1 n=1

44



Por lo tanto .
Z XS converge c.s. Ve>0

n=1
En consecuencia (a) y (b) son inmediatas del teorema 2.2.2.
Inversamente, si (b) y (c) convergen para alguna ¢ > 0, del teorema 2.2.2 se
tiene que 37, X¢ converge y como (a) converge, entonces

o0 00
2 Xn ¥ ZX: son equivalentemente convergentes
n=1 n=1

Por lo tanto
[>+]
Z X, converge c.s.

n=1

COROLARIO 2.3.1
Sea {X,}2, una sucesidn de variables aleatorias independientes tales que
Yome 1(Xn)? < 00 c.5. Entonces

o0
Sn =585 =Y ElXalgx,eny) < 00

n=1
Demostracion

Supongamos que 3>, (X,,)? converge c.s. , entonces por el teorema anterior
se tiene que

Y- El(Xa) Iyxaieny] = Y El(Xn) Ijxopen] < 00

n=1 n=1

y por lo tanto

o0

Var(XnIyx.<1y) < 0o.
1

n=

También por el mismo teorema se tiene

oo Lo
Y P(XI 2 1) =) PlIXA 2 1) < oo
n=1 n=1
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Por lo tanto, aplicando otra vez el teorema anterior se tiene que

S, 25§ = ZE[an(lxnkl)] < 00

n=1

‘o

Ahora, usaremos este teotema para demostrar la Observacién.2.1.1. Este
resultado, como ya se dijo, es una generalizacién del teorema.2.1.1.

- TEOREMA 2.3.2
Sea {X,}2, una sucesidn de variables aleatorias independientes tales que

E{X.] =0 para toda n. Si

Z E[|Xulfl <00 para alguna 0<p<?2

n=1

Entonces

8. 8

Demostracidn
Vamos a demostrar que estas hipStesis implican (a), (b) y (c) del teorema
anterior.

Seac>0
a)Parap> 0
P(|Xa| 2¢) = E{lyxa1a)]
ElX.lP c
S ” ulc{’ﬂxn'? )] (por que 1 S l{"l )
< EIXF
c?
Por lo tanto

YoPix 2 s Y At o

n=1 n=1
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b) La demostracion de este inciso la vamos a hacer por casos.

Primer caso : sip > 1,

2 E[Xe
S

n=1

IA

A

IN

<

i {EIX a1 xa1<a)}

n=1 ¢ ’

i |EXn I x>0l ( ya que E{X,j=0)

c

EE[———'qunpc}] (D. de Jensen)

n—l

n=1

Inl)

n=1

Z E('X"lp

n=1
00.

Segundo caso:si0<p <1,

SRR
n=1 ¢
<
<
<
<

i |E[Xn I xn1<e)]l

n—l ¢

1I=l

ZE

n=1

1|=l

IXI

Por lo tanto si p > 0, se tiene que

150 2K

n=1

7N
s
E
><

n=1 C
0o
X
< Y HE<
n=1



c) como p < 2, entonces

ZE—“ﬁﬂ = ZEIEEEIUM«)]

c

n=1 I
Xn
< EE[_—I{IXan}] ( | c'
n-l
| Xn [P
< X;E[ =]
< o0,
y ademas
S EIXEP < ¥ EIXEP < oo,
n=1 n=1

Por lo tanto

ZVar (X2)= ZE[WI’J Z(Enxsu)2<oo

n=1 n=1
Y por lo tanto S, =5 S. a

COROLARIO 2.3.2
Sea {Xn}2o, una sucesidn de variables aleatorias independientes con espe-
ranza finita. Si

ZE“X,,]"] < oo paraalguna0<p<1.

n=l1

Entonces
Sp 5 8

Demostracién
Vamos a demostrar que se cumplen las condiciones (a), (b) y {c) del teorema
238.1.

Los incisos (a) y (c) estan demostrados en el inciso (a

)y (c ) del teorema
anterior ( ohservese que no usamos la hipétesis de B[X,] =

), el inciso
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(b) estd demostrado en el segundo caso del inciso (b) del mismo teorema
(0<p<) o

Ejemplo 2.3.1

Sean Xi, X3, -, X, variables aleatorias independientes exponencial con
parametro Ay, es decir,

P(X, <2)= / Ml dz Va0,
0

Vamos a demostrar que si Y .., A;! < 00, entonces ¥> , X,, converge c.s.
Demostracion

Como
E(IX.]] = E[X]
- / A(A5e™) do
®
= / e~ dz
0
= A;l,
entonces

f: E[IX,]] = i A7 < oo

n=1 n=1

por lo tanto, por el corolario anterior

[+ +]
ZX,. converge c.8.

n=1

4
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~ Capitulo 3

Algunos resultados elementales
sobre la aproximaciéon Poisson
en una sucesion de ensayos
Bernoulli

En este capitulo se estudiara el articulo: "Some elementary results on Poi-
sson approximation in a sequence of Bernoulli trials”. Este articulo presenta
algunos resultados sobre la aproximacién de ciertas variables aleatorias dis-
cretas a otra discreta y su "rdpidez” de convergencia. Se utilizarin series
aleatorias para un caso muy particular: S, = Y 7_, Xi y para cada k =
1,2, +, X es una variable aleatoria de Bernoulli, es decir, X} satisface:

PXe=1) = p
P(Xp=0) = 1-p Vk.

para alguna p; € (0,1).

Gracias a estas métricas podremos ademds dar aproximaciones intere-
santes, que nos permiten estudiar el comportamiento (en el limite cuando
n — oo) de la distribucién S, cuando n — oo. Es clare que estas seties
aleatorias no convergen c.s. y esto es cierto para cualquier valor de py; € (0,1)
que se elija. En cambio podemos esperar que se de la convergencia en un
sentido menos fuerte.

En la primera seccién de este capitulo definiremos dos métricas en el
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espacio de medidas de probabilidad sobre (IV, IB(IV)). En la segunda seccién
demostraremos varias propiedades de estas métricas.

Después, en la tercera y cuarta seccion se daran cotas sobre estas métricas
para la aproximacion Poisson a una suma de variables aleatorias indepen-
. dientes Bernoulli, y como consecuencia de esto se demostrara la aproximacion
cldsica de Poisson.

Finalmente, en la dltima seccién, estos resultados se generalizan para el
caso de variables aleatorias dependientes.

3.1 Estructura basica de dos funciones dis-
tancia

Supongase que todas las variables aleatorias en esta seccién, y en todo
el capitulo, estin definidas en un espacio de probabilidad (£2,F,P). Sea
X1,Xa2,++, X, -+, una sucesion de variables aleatorias Bernoulli, es decir,
X toma los valores 0 6 1 para toda k > 1 y sea S, = Y ;_; Xi la variable
aleatoria que representa el niimero de éxitos (o el nimero de X;'s que toman
el valor 1). Es un resultado clasico que la distribucién de probabilidad de
S, se aproxima a una distribucion Poisson si n es suficientemente grande y
la probabilidad de éxito es suficientemente pequeiia, (Ver [1]). Aqui veremos
variaciones de este resultado.

Dado un A > 0, Y(A) denotard en esta seccién, y en todo este capitulo, a
una variable aleatoria Poisson con parimetro o media igual a A. Esto es,

L Lt
P(Y(\)<m)=) g m=012.

k=0

ademads denotemos a Z como el espacio de todas las variables aleatorias sobre
los enteros no negativos, es decir,

Z2={X:0Q— Ny /X es F — medible}.

donde IV, denota al conjunto de todos los enteros no negativos y sea P(N;)
el conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre N,.
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Para caracterizar la eficacia de esa aproximacién, consideraremos varias mé-
tricas en P(V;) para medir la ” semejanza " entre 2 distribuciones de pro-
babilidad sobre V.

DEFINICION 3.1.1
Sean Q1,Q; € P(N,). Definimos
d(Q1,Q2) = sup {|h(4) - Q2(4)}}
ACN4
dO(QhQ2) = ::;[;“Ql(“'oovm] - QZ(_oorm”}'

En particular si X yY son variables aleatorias que pertenecen a 2, definimos
d(Px, ) =d(X,Y) = sup {{P(X € A)~ P(Y € A)}
CN¢
P, Fr) = (X, ) = sup{|P(X < m) = P(Y < m)]).

Cabe mencionar, que usaremos d(X,Y) y dy(X,Y) para simplificar la no-
tacién, pero realmente se trata de una distancia en P(N;), ya que, a cada
variable aleatoria X € Z se le asocia una tnica distribucion de probabilidad
Px la cual pertenece a el espacio P(N).

Es claro que dy(X,Y) < d(X,Y) para todo X,Y € Z y ademas d y dp
dependen solamente de la distribucion de X y Y. d y dp asi deﬁmdos son
métricas en P(N,) 6 en Z. En efecto:

Dadas X,Y,Z € 2y Px, Py y Pz sus distribuciones de probabilidad tenemos
que:
i)

dX,¥)20 y d(X,Y)=d(Y,X)

i)

d(X,Y)=0 <= sup{|P(X € A)-P(Y € A)|} =0
ACN,

& [P(X€eA)-PYeA)=0 YACN,
& P(XecA)=PYecA) VACN,
& Px=PF.
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iif) Como
[P(X € A)~P(Y € A)| S |P(X € A}~P(Z € A)|+|P(Z € A)—P(Y € 4)],

entonces
supcn, {[P(X € A) - P(Y € A)]}

:Cu,e {iP(X € A) - P(Z € A)|+|P(Z € A)— P(Y € A)|}
sup {|P(X € A) — P(Z € A)|} + sup {|{P(Z € A) - P(Y € A)}}.
ACN,4 ACN,;

IN

IA

Por lo tanto d(X,Y) < d(X, Z) + d(2,Y). O

Daremos dos expresiones alternativas para la métrica d las que seran de gran
ayuda.

TEOREMA 3.1.1

Sean X € Z yY € Z, entonces

)dX,Y)=d(X,Y)=1 0 [P(X =n)~P(Y =n)|] y

i) d(X,Y) = di(X, ) = suppa AEIHX)) ~ BBV}

donde el supremo se toma sobre todas las funciones h : ® — R medibles
tales que |h| < 1.

Demostracion

i)

dq(X,Y) <d(X,Y):

Sean X € Z2yY € Z. Tomemos p, = P(X =n), ¢. = P(Y = n)y
J = {n:py 2 q.}, entonces

E Ipn - qnl

n=0

Yor—atd a=pn

neJ neJe

lzpu—qnl+|zpn—qn|

neJ neJe
|P(X € J)-P(Y €J)|+|P(X € J) - P(Y € J%)|
2;(;115) {|P(X € A) = P(Y € A)|}

2(X,Y).

2d,(X,Y)

i

IN

IA N

]
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Por lo tanto

d(X,Y) < d(X,Y).

d(X,Y) <d(X,Y):
Sea A C N4, entonces

2|P(X € A) -

<

P(Y € 4)|

IP(X € A) - P(Y € A)|+|P(X € A)— P(Y € A)|
[P(X € A) - P(Y € A)|+|P(X € A°)— P(Y € A°)|

1D 2n =gl +1Y o — gl

neA neAs
z lpn - qnl + Z |pn - in
neA ngAc
Z lpn - in
n=0
24,(X,Y),

y en consecuencia

24(X,Y) =2 sup {|P(X & A) ~ P(Y € A)]} < 2:(X,Y).

Por lo tanto

d(X,Y) < di(X,Y).

De esta forma se obtiene que

d(X,Y) = d(X,Y).

ii) Vamos a demostrar que dy(X,Y) = di(X,Y).
dl(xa Y) S dz(X, Y)'
Sean X € 2y Y € Z. Tomemos

po=P(X=n), q.=PY=n)

_ 1 sipa2qn
h(n)-{ -1 sip, <4
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Entonces

24,(X,Y)

Il

ININ

Z [Pn — gal

n=0

3 (h(n)pn — h(n)gn)
Z h(ﬂ)p" - Z h(n)qn
E[h(X)] - E[h(Y))
[E[R(X)] - E[h(Y))]

sup {|E[4(X)] - E[A(Y)]}
lhlst

= 24,(X,Y).

Por lo tanto di(X,Y) < da(X,Y).

dy(X,Y) < di(X,Y):

Sea h: ® — R tal que [h| < 1, entonces

2|E[h(X

y en consecuencia

2d2(xv Y)

)] = E[h(Y)]]

= 2 sup{|E[h(X
It

0

= Igh(n)pn-gh(n)qul
- |§:h<n)(pn-qn)|

< glh(n)llpn—qul

< ilpn—qnl

= 2,(X,Y),

- E(R(Y)]I} < 24\(X,Y).
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Asi, dy(X,Y) < d,(X,Y). Por lo tanto
dZ(X)Y) = dl(Xa Y)
(W]
Es importante sefialar que estas expresiones alternativas para la métrica d
se han estudiado en otras ireas. Por ejemplo, d(X,¥) conocida como la

"norma de variacién” y 2d(X,Y’) como un operador normal sobre el espacio
de medidas con signo, (Ver {22]).

3.2 Propiedades de d y d,
En esta seccion probaremos algunas propiedades de las métricas d y d,. La
primera propiedad nos da cotas superiores para estas métricas.

TEOREMA 3.2.1

Sean X y Y variables aleatorias con valores en Ni.. Entonces
a) d(X,Y)S P(X #7Y).

b) do(X,Y) < max{P(X < Y),P(X >Y)}.

Demostracion
a) Sea A C N, entonces

P(XeA) = P{XeAIn{X=Y})+P{XcAIN{X#Y})
< P(Y€A)+PX#Y)

En consecuencia
PXeA)-P(Y e A)SP(X#£Y).

De manera aniloga se obtiene que P(Y € A)— P(X € A) S P(X £Y),y
por lo tanto

d(X,Y) = s |P(X € A)~P(Y € A)| < P(X #Y)

b)Sea m € N, entonces

PX<m) = PU{X <m}n{¥ <X} +P{X<m}n{Y> X))
< P(Y <m)+P(Y > X).
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En consecuencia
PX <m)-P(Y <m)< (Y>X)

Anélogamente se tiene que P(Y <Sm)-P(X <m)< P(X >VY),yporlo
tanto

do(X,Y) = sup |P(X £m) - P(Y <m)| <max{P(X >Y),P(Y > X)}.
[m]

El siguiente corolario fué propuesto por Freedman [15].

COROLARIO 3.2.1

Sean Y (1), Y(pu2) dos variables aleatorias independientes Poisson con pa-
rdmetros 0 < py < 1, 0 < pa < 1 respectivamente. Entonces

d(Y (1), Y(p2)) < |1 —.pial-

Demostracién
Supongase que 0 < yy < pp y sean

X=Y(u) v 2=Y(u-m)

variables aleatorias con pardmetros py y (2 — pi1) respectivamente, entonces
por el teorema anterior se tiene que

d(Y (1), Y (p2)) d(X,X 4+ 7)
P(X # X +2)
P(Z #0)

1 — exp(—(p2 ~ 1))
P2 = .

nin n

IA 1N

Por lo tanto
d(Y (1), Y (12)) < pro — 1.

Observe que se usé el resultado siguiente: la suma de variables aleatorias in-
dependientes Poisson resulta ser una variable aleatoria Poisson con parametro
igual a la suma de los parimeiros de cada una de las variables. Ademds, se
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us6 la conocida desigualdad (1 4 t) < exp(t),si t € R. i
De manera andloga se obtiene que

d(Y (1), Y(p2)) S —p2 88 0< pp < p.
Por lo tanto d(Y (1), Y(#2)) < 1 — 2. 0

La siguiente propiedad nos dice que las distribuciones de X y de Y pueden
ser cambiadas por otras " mds cercanas ” si una variable aleatoria Z, inde-
pendiente de X y Y, es sumada a ambas variables.

TEOREMA 3.2.2
Sean X, Y y Z variables aleatorias en Z tales que Z es independiente de X y

de Y, entonces
&X+2Z,Y+72)<d(X)Y)

donde d* =d ¢ dy.

Demostracion
Para d* =d:
Sea A C Ny, como P(X € A) < P(Y € A) + d(X,Y), entonces

[

Y P(X €A\{n},Z=n)

n=0
o0

= ZP(X € A\ {n)P(Z =n) (independencia)

n=0

P(X+Z € A)

< f:P(Z =n)[P(Y € A\ {n}) +d(X,Y)]
= ;;(OY +Z e A)+d(X,Y).
En consecuencia
P(X+Z€eA)—-PY+ZeA)LdX)Y)

Analogamente se obtiene que

P(Y+Z€A)—P(X +Z ¢ A) < dX,Y).
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Por lo tanto

dX+Z,Y+2)= sup {|P(X+2 € A)—P(Y+Z e A)|} <d(X,Y).
. ACN;
Un argumento similar da el resultado para el caso cuando d" = dj. 0

El siguiente corolario del teorema anterior nos da una propiedad de subadi-
tividad para d y dy. Esta propiedad tiene diferentes pruebas, y se pueden
encontar en {10] y [11].

COROLARIO 3.2.2
Searn X1, Xy, Xn y 1, Y2, -, Y, variables aleatorias independientes que
pertenecen a Z, enlonces

#(O X0 310 € Y (X Te).
k=1 k=1

k=1
donde d* = d ¢ dy.
Demostracion
Paran =2,
(X + X, Y1 + Ya)
< E(X+ XY+ Xa) +d° (Vi + X, Y+ Ya) (D Triangular )
< &'(X, W) +d°(Xo,Y2) (Teorema anterior ).

Por lo tanto
d*(X1 + Xo, 11 + Y2) < d°(X, 1) + d°(X, Y2).

Y el resultado se sigue por induccion sobre n. 0

Finalmente presentaremos una forma més débil del corolario anterior que nos
permite generalizar al caso en que las X,’s y ¥,'s sean dependientes.

TEOREMA 3.2.3
Sean X1, Xa,- -+, Xn y Y1, Y2, -+, Y, variables aleatorias que pertenecen a 2,

entonces
a) d(z::l Xk, Z::l Y") S E::l P(X" 7[: y")'
b) do(Ekas Xiy Ly Vi) € Ty max{P(X < i), P(X > Yi)}.
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Demostracion
a) Por el teorema 8.2. 1 ( inciso (a) ) tenemos que

Zxk,zn) < P(Zxk # }j Yo,

k=1 k=1 k=1
pero
PO XY 1) < PUiX#Ye)
k=1 k= k=1
< Y P(Xi # 1)
k=1
Por lo tanto
d(ZXk,ZY,, )< EP X # Ya).
=1
b) Como
PO X < ):m < PUJix <1
k=1 k=1
< Z P(Xi < Yk) y
k=1
P(f"‘_xk >y %) < P(U{Xk > Yi))
k=1 k=1 k=1
< Z P(Xk > Yk),
k=1
entonces

max{P(Zzﬂ Xk < Z::l Yi) P(Z::l Xy > Z;::l Y,‘)}
max{i P(Xi < YI¢)|ZP(XI: > Yi)}
k=1 k=1

Y max{ P(X < Yi), P(Xi > i)},
k=1

IA

IN
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ademas, por el teorema 3.2.1 ( inciso (b) ) se sabe que

do(EX;,,ZY;‘ < max{P( ZX;;<ZY;¢), ZXk>ZYk)}

k=1 k=1 =1 k=1

Por lo tanto

o3 X3 V)

< max{P( Zx,, < ):n) P(Zx,c > Zn
=1 k=1 k=1 k=1 k=1
< Zmax{P(Xk <Y), P(X: > Y))
k=1

O

3.3 Cotas de la métrica d para la aproxi-
macién Poisson a una suma de variables
aleatorias independientes Bernoulli

En esta seccién estudiaremos la aproximacién Poisson a una suma de va-
riables aleatorias independientes Bernoulli. Dicha aproximacién la haremos
utilizando la métrica d y la siguiente observacién.

Observacién 3.3.1
Sea f(A) = 20?4 de™* +e* — 1 para todo A € ®* U {0}. Afirmamos que

FA)20 VA0

Y en consecuencia 1 — e~ — e~ < 102,
Demostracion
flo)=0y

Ater=der = VA0
A=de™ VA0
Mi—e?) Va0

0.

H

)

]

v ol
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Entonces f(A) es creciente y f(0) = 0. Por lo tanto f(}) > 0. m]

Primeramente consideraremos el caso de una sola variable aleatoria X Ber-
noulli. Si queremos que se cumpla que E[X] = E[Y], entonces tomamos Y (p)
variable aleatoria Poisson con pardmetro p. Por otro lado, si queremos que
P(X =0) = P(Y = 0), entonces tomamos Y()) variable aleatoria Poisson
con parametro A = —log(l — p). Para estos casos tenemos el siguiente
resultado.

TEOREMA 3.3.1

Sea X una variable aleatoria Bernoulli con pardmetro p, 0 < p < 1. Sea
A = ~log(1 — p), entonces

i)dX,Y(p)) <p(l-e?)<P y

i) d(X,Y(A)) S1—e =he* <122

Demostracion
Utilizaremos la primera identidad dada en el teorema 8.1.1 .

i)

IP(X=0)—P(Y=0)] = |l-p—e7|

= e€P+p~1 (yaquee?>21—p)
[PX=1)-PY =1)| = [p~pe”?|

= p(l—-e“"),

ademds

|P(X=n)-P(Y=n)|=P(Y=n) Vn22

Por lo tanto

d(X,Y)

1

e +p=1)+(p—pe™)+ P(Y 2 2)]
= %[211 teP—pe?—14(1-eP—pe?)
1 -

5[211 - 2pe™?]

p—pe™®

p(l—e€?)

p° (porquel —e?<p)

IA 1l
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ii) Comoe?=1-py

1=P(Y 202 PY=0)+PY =1)=¢+ e (3.1)
entonces b
|P(X =0)=P(Y=0)| = [(1-p)—e7|
= |1-p)-(1-p)l
= 0
|P(X =1)-P(Y=1)| = [p—Je!|
= |(1-e?) -2

I—e—de™ (por3l),.

ademas
|[P(X =n)=-P(Y =n)|=P(Y=n) Vn2>2

Por lo tanto

d(X,Y(M)

%[1 —e? = Xe 4+ P(Y 22)]

%[1 —e e der (1 -6t = deY
1—e? —)e™

-12-)\2 ( Observacién 3.3.1 )

IN

0

Haciendo uso de la subaditividad para d ( corolario 8.2.2 )y en conjuncién
del teorema anterior se tiene el siguiente:

COROLARIO 3.3.1

Sean X,X3,: -, X, variables aleatorias independientes Bernoulli con pro-
babilidad de ézito p,,pa,- - - pn respectivamente y0 < pp < 1.

Si Ay = —log({ - pi) para k=1,---n. Entonces

dd - x.Y()_m) < Y 5
k=1 k=1 k=1

d( " XY ()W) %ZAZ
k=1 k=1 k=1

IN

IA
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Demostracién

A3 XY ) = 43 XY Y(o)
k=1 k=1

k=1 k=1
n

< Y d(X,Y(m)
=1
< Y n
k=1
d(kz_;xk,y(§,\k)) = d(k\;x,,,;y(,\,,))

z": d(Xk, Y(M))

k=1

1"/\2

A

IA

a

Una prueba alternativa de la primera desigualdad de este teorema, usando
variables aleatorias indicadoras, es dada en [26). Ademds, esta desigualdad
es un caso particular de un resultado general de Le Cam [22].

Como una aplicacién directa de estos resultados tenemos la aproximacion
Poisson clasica.

Ejemplo 3.3.1

Sea S, una variable aleatoria con distribucién Binomial con parimetros
(n,pn) y supongase que lim,oopn = 0.y limpoo npn = A, 0 < A < 00,
entonces

lirglo d(S., Y(A)) = 0.
Observese que Y()) representa una variable aleatoria Poisson.

Demeostracion
Sean X, X;, -+, X, variables aleatorias independientes Bernoulli todas con
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parametro py, entonces por el corolario anterior y por el corolario 3.2.1

d{S.,Y() < d(S,l,Y(np,.))+d(Y(np,.) (A)) ( D. triangular )
d(z Xu, Z ¥Y(pa)) +d(Y (npa), Y (1))

k=1 k=1
np; + Inpa — Al.

IA

Por lo tanto

Jim d(S,, Y(A) < lim (np] + Inp, ~ A) = 0.

3.4 Cotas de la métrica dy para la aproxi-
macién Poisson a una suma de variables
aleatorias independientes Bernoulli

De igual forma, primeramente consideraremos el caso de una sola variable
aleatoria X Bernoulli.

Observacién 3.4.1
i) Sea f{p) =2¢P +pe?P+p—-2 VpeRtU{0}. Afirmamos que

f(p)20 Vp2o.

Y en consecuencia 1 —e=P —peP < e P +p—1.
i) Sea g(p) = 1p* —eP~p+1 VYpe RTU{0}. Afirmamos que

g(p) 20 Vp2o.

Y en consecuencia e +p—1< 1p?

Demostracion
i) f(0)=0y
fl(p) = —2eP4eP—peP+1 Vp20
= —eP—pe P41 Vp20
20, (pord.l)
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Entonces f(p) es creciente y f{0) = 0. Por lo tanto
flp) 20 Yp20.
ii) g(0) =0y

g(p) = p+e?-1 YVp20 -

> 0, (porquec™>1—p)
Entonces g(p) es creciente y g{0) = 0. Por lo tanto g(p) >0V¥p > 0. n]

El siguiente resultado fué demostrado por Daley [11].
TEOREMA 3.4.1

Sea X una variable aleatoria Bernoulli con parémetro p, 0 < p < 1, entonces

(X, Y(p)) < 35"

Demeostracion

|P(X <0) - P(Y <0)|

1-p—e?

eP+p-1 (porquee™21—p)
[1—e™ —pe”?|

l—eP—pe® (porll),

y ademds como P(Y < 1) < P(Y < n) para toda n > 2, entonces

It

[P(X <1) - P(Y <1)|

IP(X <n)~P(Y<m)| = |[1-P(Y <n)| Vn22
1-P(Y<n) Vn>2
1-P(Y<1) Vn>?2

l-e?—pe? Vn>2

[N VAN |

Y usando la observacién 3.4.1 se tiene que

do(X,Y (p)) sup [P(X <n)~P(Y <n)|

= max{e?+p-11-e" —pe?}
= e?+p-1

1,
3P

IA
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Por lo tanto do(X, Y (p)) < ip. ' o

Observacién 3.4.2

Si X es Bernoulli con pardmetro p y A = —log(l — p), 0 < p < 1, entonces
HpPX 2 <PY(A)2t) VYt

i) P(X £Y(2)) < 1A%

Demostracion

i) Dada la variable aleatoria Y()) definimos a

X' =Iypy,

la cual tiene la misma distribucén que X porque

PX'=1) = PY(A)21)
= 1-P(Y(\)=0)
= 1-¢
=p
= P(X=1),
ademas, se cumple que X' < V(1) y por lo tanto
P(X >1) P(X'>1)

< PYO) 21,
i1) Tomamos la misma X' que antes y tenemos que
P(X#Y(\) = PX'#Y(})
PX' =1,X' £Y(\) + P(X' = 0,X’ £¥(X))
P(Y(A) 2 1,Y(A) #1)+ P(Y () < 1,Y(A) #0)
P(Y(2)22)
1-P(YN) 1)
= l-e*=2e™?

< %X" ( observacién 3.3.1 )

H

Il

Por lo tanto P(X # Y())) < 1A% n]

Como corolario del teorema anterior tenemos el siguiente resultado que fué °

probado por Daley [11).

68



COROLARIO 3.4.1 ‘
Sean X, X3,-++,X, variables aleatorias independientes Bernoulli con pro-
babilidad de ézito py,ps, - -+ p, respectivamente y0 < p, < 1.

8i Ay = —log(l — p) para todo k =1,---n. Entonces

B X V(Y m) <5 38

k=1 k=1 k=1

y aderias, para cada m € N,

PY(Ynm)sm) < Y Xi<m)
k=1 k=1
n 1 n
< P M) Sm)+5 3 M
k=1 k=1
Demostracion

Usando el corolerio 3.2.2 y el teorema 3.4.1

do(zn:xk,y(i:m)) < Xn:do(xk,y(m))
k=1 k=1 k=1

l n
< 3 E P
k=1
Para la otra parte, sean X} = Ify,>1}, por la observacidn 3.4.2 se tiene que

SX < Yu

<
k=1 k=1
= Y(Z AIt)t
k=1
por lo tanto
P(Y %i<m) < P(Y Xi<m)
k=1 k=1

P} X <m) y
k=1
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P(Z::l Xk S m)
PO Xism ) Xe=) Y)+P) Xe<m, ) Xi# iYk)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
PV <m)+ (Y X # Y1)
k=1 k=1

k=1

IA

P Ye<m)+ Y PO #T2)

k=1 k=1

n n
P(Z Yi<m)+ %z A2 ( observacion 3.4.2 ).
k=1 =1

IA

IN

[m]

3.5 Extension para el caso de variables alea-

torias dependientes
En esta seccién acotaremos el error de la aproximacién Poisson con la metrica
d cuando las variables aleatorias X,’s son dependientes Bernoulli. Ademds,
demostraremos un resultado mas general para el caso de una suma de va-

riables aleatorias que toman valores en Ny. Nuestro primer resultado fué
provado por Serfling [26] ¥ ha sido sujeto a diferentes pruebas (Ver [16]).

TEOREMA 3.5.1
Sean Xy, X3,- -+, X, variables aleatorias Bernoulli. Definimos

01 = P(X1=l) Y
0 = P(Xi=1/F) V2<i<n.

donde Fioy = o{X1,--+,Xim1}. Sean X3,X3,---, X variables aleatorias
independientes Bernoulli con pardmetros py,pa, -+, pn respectivemente. En-

tonces n " n
A3 XY X)) <Y El0s — pe]
=1 k=1 k=1
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Demostracion .
Sean Uy, Uy, ++, U, una sucesion de variables aleatorias independientes uni-
formemente distribuidas sobre el intervalo (0, 1]. Definimos

i

X}
X2

Iycsy ¥ <ign.
Iy ¥Y1<i<n,

it

Estas X1!'s y X' estan definidas en un espacio comiin de probabilidad, las
cuales cumplen las siguientes propiedas:

i} X!'s son variables aleatorias ( posiblemente dependientes ) Bernoulli con
la misma distribucién que las X;;'s.

ii) X?'s son variables aleatorias independientes Bernoulli con pardmetros
0 < p, < 1, respectivamente. Entonces

P(Xu# X;) = P(X}#XD)
= E[E[Ixpuxzy / 0]
= E[E[Iixi—ynixz=0) + Iixj=opnixz=1) /[ O]}
= E[E[Iix-iynxz=0y / Ocl} + E[E[Ix1=0}nixz=1) / 04]]-
Pero

Ellixiziynixizo) / 0 = Ellwcoynwion) / O
= E{I(PKU::S"&)I(PK%) / 0
= Z ElIp, cvigoripicary | O = y) o=y
vEJk

= ZE[[(v«U.Sv)I(Pn<v}]l(9a=v}
yeJy

= Y P(e < Ui S Mpciplion=ip
vEs

= Y - ) e o=
y€Jx

= (0" - pk)I(Pk<9n}!

donde J}, = {todos los posibles valores que toma 8;}. En consecuencia
E{I(x=njnixz=0) | O] = (6x = Pi)(p,<0)s

(4!



de manera andloga se obtiene que
E{lixi=opnixz=r) / O} = (Px = O} 10, <pi}-
Entonces

P(Xy # X)

BEIxpann(xz=0) / Ol] + E[E(I{x}=0ynix2=1} / O4]]
E[(0k - pi){pi<on}] + El(Px = Ok)(o,<p})
E[|6, ~ pel].

1]

Por lo tanto

d> " XY X;) < Y P(Xe#X;) (teorema323)
k=1 k=1 k=1

z": Efor — p]].

k=1

Observacién 3.5.1

i) Es claro que la cota para d es también una cota para dp.
ii) E[|0x — pi|] denota la cantidad E[|0x(Xy, X2, ++, Xi-1) —p]]. Para k=1
esto es simplemente E[|0; — p}
iii) Un hecho importante del teorema es que los valores de p; pueden ser se-
leccionados arbitrariamente. Por ejemplo, una eleccién natural y conveniente
€8 P = E[ok]. :

Antes de enunciar una forma mds general del teorema anterior, necesitamos
establecer la relacion entre una sucesién Xy, Xs,-++,X, € Z (no necesaria-
mente Bernoulli) y las varaibles aleatorias Bernoulli definidas como

Xe=Ix=1y Y1<k<n,

TEOREMA 3.5.2
Sean Xy, X3, +, Xy variables aleatorias que toman valores en N,. Sean

X, = Iix=1y V1<k<n.
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Entonces

d(z xk,Zx,,) < EP(X,‘ 22) y

=1 k-l =1

P X <m)-3 P02 < PO X <m)
k=1

k=1 k=1
< P(Y X <m).
k=1
Demostracion
Usando el teorema 9.2.9 y que
P(Xy # Xi) = P(Xy# Xi, X; =1) + P(X; # X, X; =0)

PXy #1, X =1)+P(Xx £0,X; # l)
= P(Xi22) Vi<k<n

podemos concluir que

d(EXk,EXi) < ZP(XI';#X&)
k=1 k=1

k=1

ip(x., >2)
k=1

Por otro lado, sea m € N, entonces

P(gx;gm)-P(gx,, <m) < do(Zx,,,Zx,,)

k=1 k=1
pero
Zxkazxk < d(zxivzxk)
k=1 k=t k=1
< Y PX22)

k=1
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y en consecuencia

P(ZXk<m ZP Xk>2)<P(ZXk<m)

k=1
Por tltimo, como X < Xi, entonces

P(Y X <m) < P(S XL < m).

k=1 k=1
a

Para terminar este capitulo, vamos a demostrar un teorema para el caso de
una suma de variables aleatorias que toman valores en N,.
Sean XhXZv"':Xn €2 Yy
0 = PX\=1) y (3.2)
b = P(Xi=1/Fu) V2<i<n, (3.3)
donde Fi_y = o{X1, X3, -+, Xim1 }.
Ademas, sean X7, X},---, X, variables aleatorias independientes Bernoulli
con parametros py,py,- -, Py respectivamente, 0 < p; <1y
Ai=~—log(l-pm), i =Ell0i~plly 6i=P(X;22) 1<i<n,

Definimos

a=Yp B= ZA" 9= th 6= 26"
k=1

. k=1
TEOREMA 3.5.3

Sean X1, Xz, Xn, P1aP2y* 1 Pny A1, A2,y An ¥ @, 8,7, 6 definidos ante-
riormente. Entonces

d(f:x,,,sf(im)) < aty+6 (3.4)
k=1 k=1

d(f:xk,Y(f_‘Ak)) IRy, (335)

Zxk,v(zm) < gat+s (3)
k=1
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y para cadam € N,

P(Y(E M)gm)—-y-6 £ P(E Xi < m)
k=1 k=1
“ 1
< ~
< P(Y(k§=l: M) Sm)+ 58+
Demostracion

Vamos a demostrar la primera desigualdad y de manera andloga se obtienen
las otras desigualdades.

Sea X} = I{x,=1j para todo 1 < k < n, entonces por el teorema anterior
tenemos que

d(}": X, E Xl < Z P(X: >2)
k=1 k=1

k=1
= 6.

Ahora bien, sean X}, X3,:++, X variables aleatorias independientes Ber-
noulli con pardmetros py,p, - -+, pn respectivamente, entonces por el teorema

3.5.2
A} XLy X0 < S E(16, - pil)
=1 k=1 k=1

donde 6,8;,- -, 0, estan definidas relativamente para las X! ’s por las ecua-
ciones (3.2) y (3.3). Entonces, si F/_, = o{X},X},--+,X!_;}.

0{=P(X|'=1)=P(X|=l)=0| y

0:' = P(X.!=1/f-"—1

E[I(x.’=1) [ Fioil

E[B(Ixi=1y [ FiLa) [ Fiea]

EE{Ix,=1y | Finl [ Fi) (porque F_y C Fiea)
= E[P(Xi=1]Fin1) | Fi,]

= Eb: | Fii)

It

il

Il
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¥ en consecuencia

E(l6i-pl] = ElEW; | FL\) - pil)
= E[E[6; —pi | Il
< E[E|6; —pi) | Fi_)} ( D. de Jensen)
= E[|6:; - pil}
Por lo tanto

A% X0) < S B0 -l
k=1

k=1 k=1

IA

ST E(0: - ]
k=1
7

Por otro lado, por el corolario 3.9.1

n

A XY < Yo
k=1 k=1

1

°T

Por lo tanto, usando la desigualdad del tridngulo, y las desigualdades ante-
riores obtenemos

ATy X Y (X ko, 1))
ZXI:,ZX;, +d(2xk,2xk +d(zxk, Z,,,,

< a+7+6 _

IN

Ejemplo 3.5.1
Sea {X,}22, una sucesién de variables aleatorias dependientes Bernoulli con
probabllldad de éxito p = P(X; = 1) para todo k£ > 1 y probabilidad de
transicion

pl P(Xk =1 / Xk—l = l) Yy

po = P(Xk=l /Xk-l =0) VkZ?,

|
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es decir, la probabilidad de que X, para k > 2, tome el valor 1 6 0 solamente
depende del valor que tome X;_;. Esta sucesidn de variables aleatorias es
conocida comunmente como un "proceso Markov-dependiente”. Bajo estas
hipdtesis se tiene que

01=P(X1=1)=p
y para todo k > 2

ok=P(xk=1/x1,---,xk-1)={’;l i mty
Y ademds,
p = P(Xi=1)
= P(Xp=1,X4 =1)+ P(Xi = 1, Xpq =0),
pero

PXy=1,Xe =1+ PXp=1,X41 =0)
= P(Xk =1 /Xk—l = I)P(Xk_l = 1) + P(Xk =1 /Xk._1 = O)P(Xk_l = 0)
=p'p+p°(1-p)

en consecuencia
p=p'p+p°(1-p), (3.7)

y despejando a p de esta ecuacién se obtiene

SIETO
Por otro lado,

E[6) = p'P(6k=p")+P"P(6i =1°)
P P(Xie1 = 1) + p°P(X4e1 = 0)
p'p+P°(1-p)

p, (por3.7)

i

entonces E{f] = p.



Ahora, tomemos una sucesién {X;}2,, de variables aleatorias independientes
Bernoulli con parimetros p, = p para teda n, Entonces, usando (3.1)

% = Efl0:—plj

Ip' — plP(6: = p') + 10" ~ pIP(0: = 1)

Ip' = pIP(Xi-r = 1) + Ip° — plP(Xk-1 =0)

I — plp+1° - pl(1 - p)

I = lp'p + p°(1 = plllp + 12" - [p'p + P°(1 - PI)I(1 — p)
(1= p) - 2"(1 = p)lp+1s° - p'p~ p° + P"pl(1 - p)
p(1 -p)lp' — 5l + p(1 - p)lp' - 1|

= 2p(1 - p)lp' - 1"

en consecuencia v = 2p(1 — p)|p' — p°| para todo k > 2. Entonces, usando
el teorema 9.5.3 (ecuacion (3.4))

Il

d(i: X, Y(rp)) < atv+$

n n n

Y.n +Z'n +Y 6
k—l =1 k=1

Z(p)2+22(1 nip' p°|+2P(xk>2)

k=1
n(P)’+2(n—l)(l -p)lp' —¢°|

Por lo tanto
A3 Xe Yinp) Sl + 20— 01 -p)lp ~6  (39)
k=1

Utilizando esto, tenemos que si

lim p* =0, lix:xopu=0 y limnp=2A<oo
n—s R—+00

n—oo

entonces

lim d(S,, Y(A)) =0,
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.En efecto:
Usando el corolario 3.2.1y la ecuacién (3.8) se tiene que

d(5,,Y())) < d(Sn,Y(np)) +d(Y(np),Y (X))
< n(p) +2(n - 1)(1 - p)Ip* — P°L + Inp - A|

Por lo tanto limn_eo d(Ss, Y(A)) = 0. o
Este ejemplo nos da un resultado que generaliza la clisica aproximacién

Poisson para variables aleatorias Bernoulli dependientes que satisfagan las
condiciones mencionadas en este ejemplo.

rrs:s N pep
S U Buargp

19
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Capitulo 4

La Métrica d y la Convergencia
débil

En este capitulo estudiaremos la relacién que existe entre la métrica d,
definida en el capitulo anterior, y la convergencia débil de una sucesién de
medidas de probabilidad de Borel en el espacio de los nimeros enteros no
negativos.

Para establecer esa relacion, utilizaremos la métrica de Prohorov la cual
es una métrica para e} espacio de medidas de Probabilidad sobre (E, IB(E)),
donde (E, L) es un espacio métrico con su respectiva métrica L.

En la primera seccién de este capitulo, introduciremos la métrica de Pro-
horov y enunciaremos, sin demostracion, el Teorema de Prohorov,

La segunda seccién, tiene como finalidad principal mostrar la equivalencia
entre la métrica d y la métrica de Prohorov en el espacio de medidas de pro-
babilidad sobre (IV, B(IV)). Y de esta forma, tendremos una expresién mas
simple para la métrica de Prohorov en el espacio de medidas de probabilidad

sobre (IV, B(IV)).

4.1 El Teorema de Prohorov
Sean (E, L) un espacio métrico {L denota la métrica), B(E) la o-dlgebra

de Borel de subconjuntos de E, y P(E) la familia de medidas de Borel de
probabilidad sobre E.
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En el espacio de P(E), definimos Ia métrica de Prohorov como:
p(P,Q)=inf{e>0 [ P(F) < Q(F)+eVFeC},
donde C es la familia de todos los conjuntos cerrados de E y
. .
F={z€E/ inf{L(zy)} <e}.

Vamos a demostrar que p es una métrica para el espacio P(E), para ver esto
necesitamos el siguiente:

" TEOREMA 4.1.1
Sean P,Q € P(E) ye > 0. si

P(F)<Q(F)+e¢ VFeC, (4.1)

entonces
| QF)SP(F)+e VFeC,

Demostracion
Sea F € C, tomemos Fy = E \ F, observese que ; € Cy F C E\ F},
aplicando (4.1) a F, se tiene que

P(FY) = 1-P(F)
1-Q(Ff)—e

Q(F)—e

WiV il

Por lo tanto
Q(F) < P(F)+e¢ VYFeC.

0

Se sigue del teorema anterior que p(P,Q) = p(@, P) para todo P,Q € P(E).
También, si p(P,Q) = 0, entonces P(F) = Q(F) para todo F € C, y en
consecuencia P(F) = Q(F) para todo F' € BB(E). Por lo tanto

p(P,Q) =04 P=Q.
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Finalmente, para ver la desigualdad del tridngulo, sean P, @, R € P(E) tales
que p(P,Q) < ¢,y p(Q, R) < 6. Como (F<)? C Fet6 y Fe C F¥, entonces

P(F)

ININIA N

Por lo tanto p(P,R) < €+ 6.
Sea C(E) el espacio de todas las funciones de (E, L) en R, continuas y.

acotadas con la norma
1111 = supl7 @)

DEFINICION 4.1.1
Sea (E,L) un espacio métrico, se dice que una sucesion de probabilidades
{Pu}2, € P(E) converge débilmente a P € P(E) s

n—oo

lim/fdP =/fdP Y f € C(E).

- D
En este caso escribiremos P, = P,

Antes de enunciar el teorema de Prohorov, el cual establece que la conver-
gencia débil es equivalente a la convergencia con la métrica de Prohorov,
recordemos que dado A C E'y P € P(E), se dice que A es un conjunto de
P-continuidad si

AeB(E) y P(0A)=0
donde 34 es la frontera de A.

La demostracion de este teorema puede ser encontrada en [14].

TEOREMA 4.1.2 ( Teorema de Prohorov )

Sean (E, L) un espacio métrico, {P,}2, C P(E) y P € P(E). De las
siguientes condiciones, de la (b) a la (f) son equivalentes y son consecuencia
de la condicion (a), ademds, si (E, L} es un espacio separable entonces las
seis son equivalenles.

a) limye.o0 p(Po, P) = 0.
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b) P, =2 P.
¢) lima oo { fdP, = [ fdP ¥ f € F(E).
d) limsup,,_, ., P.,(FY< P(F) VFeC.
e} liminfp Po(F) 2 P(F) YFe€C.
Nimg_,o Pa(A) = P(A) para todo conjunto A de P-continuidad.

4.2 Convergencia débil cuando E = N,

En esta seccion estudiaremos la convergencia débil cuando el espacio E es el
conjunto de enteros no negativos, como en el capitulo anterior lo denotaremos
por Ny, y la métrica L es la del valor absoluto, es decir,

L(z,y)=|z—y| VYz,y € N;.

El objetivo principal de esta seccién, y de este capitulo, es demostrar que
- dada una sucesion de {P,}2, C P(Ny)y P € P(N,), se tiene que

lim p(Py, P) =0 4=+ lim d(P,, P) = 0
donde d(F,,, P) = sup,cn, {|Pa(A4) — P(A)]}.

Para llevar acabo este objetivo, primeramente haremos algunas observa-
ciones de gran utilidad.

Observacién 4.2.1
Dado F C Ny y 0 < r <1 se tiene que

F=F ={z€ Ny} inf{L(z,y)} <r},
yeF
esto es cierto ya que

L(z,y) 21 VzeS\Fy VyeF

Observacién 4.2.2

Dado F C N, y C la familia de conjuntos cerrados de N,, es ficil ver que
F € C ya que el conjunto de puntos de acumulacién de F' es vacio y en
consecuencia

F=FUF=F
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donde F =la cerradura de F'y ' =el conjunto de puntos de acumulacién de
F. Por lo tanto Ny =C.

TEOREMA 4.2.1
Sea una sucesion de {P,}2, C P(N;) y sea P € P(N,). Entonces

lim p(Py,P) =0 < lim d(P,, P) = 0.
n—+00 n=—o0o
Demostracidn
=)
Supongamos que limy—co p{(Pn, P) =0 y sea € > 0.

Tomamos a ¢ = min{l, e}, por hipétesis tenemos que existe M € IV ( que
depende de ¢’ ) tal que

p(Pu,P) <€ Yn2M,
entonces existe r € {r >0/ Py(F) - P(F')<r VY FeC}tal que

P (F)-P(Fy € r
< ¢ YFeCy Vn2> M,

y en consecuencia, por el teorema 4.1.1

P(F)-P(F) < r
< € YFeCy Va2 M.

Por lo tanto

|Ba(F) = P(F7)|

r

<
< ¢ VFeCy Vn> M.
Pero F' = F" porque 0 < r < ¢ < 1 (obsevacion 4.2.1 ), entonces

|[Pa(F) - P(F)| < ¢
< e VFeCy Van> M.

ademds, sabemos que N; =C (observacidn {.2.2 }, entonces
d(P,P) = sup {|P.(F)~ P(F)|}
FCNy
< ¢ Yn2 M.
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Por lo tanto
lim d(P,, P)=0.
N~+00

Observese que ¢ depende de ¢ y en consecuencia M depende de e.

«)
Supongamos que limy_co d{Po,P) = 0 y sea ¢ > 0. Tomemos a ¢ =
min{1, ¢}, por hipétesis existe M € N tal que
d(P,P) <€ Va2 M,
entonces
|P.(A) - P(A)| <€ Yn2My VACN,,
y en particular
|P.(F)—P(F)|<¢ Vn>My YFeC.
Pero F = F¢ VF €C porque € < 1. Entonces

\P(F)- P(F¥)| < ¢
< ¢ Vn2>2My VFeC.

En consecuencia
p(PaP)<e Yn2 M,
y por lo tanto
JL‘P‘,P(PMP):O .
0.
COROLARIO 4.2.1
Sea (N4, L) el espacio métrico de los enteros no negativos con la métrica
del valor absoluto. Sea (P}, C P(N+) y P € P(N,). Las siguientes
condiciones son equivalentes.
a) limpo d(P,, P) = 0.
b) lime—o p(Pn, P) = 0.
¢) P2 P.
d) limpeo f fdPo = [ fdP ¥ f € f{N,).
e) limsup,_ . P.(F) < P(F) YFeC.
Niminf, .o P.(F) 2 P(F}) VFeC.
g) limg_.oo Pa(A) = P(A) para todo conjunto A de P-continuidad.
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Demostracién
Por el teorema anterior sabemos que

lim p(Pa, P) = 0 4= fim d(P,, P) =0,

ademds, las condiciones, de la (b) a la (g), son equivalentes si el espacio
(N}, L) es separable, pero en este caso lo es porque Ny es niimerable. 0O

Gracias a este resultado, podemos afirmar que la sucesion de variables aleato-
rias Binomial dada en el ejemplo 3.1.1 converge débilmente a una variable
aleatoria Poisson con pardmetro A.

En general, si nosotros queremos demostrar la convergencia débil de una
sucesion de variables aleatorias con valores en Ny a otra variable aleatoria
con valores en N, es suficiente mostrar la convergencia con la métrica d.
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