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Introducción 

El clásico libro de Probabilidad "Limit Distributions for sums of Inde­
pendent Ra.ndom Variables" por B. V. Gnedenko y A. N. Kolmogorov fué 
publicado en 1949. Desde entonces la teoría de sumas de variables aleato­
rias independientes o dependientes se ha desarrollado rápidamente. Hoy, una 
recapitulación del estudio de esta área, y de sus resultados, requeriría de mu­
chos libros. Más aún, el estudio de la convergencia casi segura de una serie 
infinita de variables aleatorias independientes es un tema muy amplio. 

La presente tésis busca dar una presentación global de los principales 
resultados de convergencia casi segura de una serie aleatoria y algunas de 
las aplicaciones de ellos. Además, se vincula el tema anterior en el estudio 
de la convergencia (con una métrica adecuada) de esta serie aleatoria a otra 
variable aleatoria. 

En el primer capítulo, se dan algunos conceptos de probabilidad, así como 
los resultados necesarios para el desarrollo del capítulo ;2. Se define que es una 
familia "Uniformemente Integrable" de variables aleatorias en un espacio de 
probabilidad (!1, :F, P) y lo que es un Tiempo de paro. Veremos también lo 
que es una Martingala y su relación con los objetos anteriormente definidos. 

Después, se estudia en el segundo capítulo la convergencia casi segura de 
una serie aleatoria. Se empezará estudiando la convergencia de esa serie en 
el caso de que sus sumandos tengan esperanza cero y continuaremos para 
el caso que sean acotados casi seguramente. En la última sección de éste 
segundo capítulo, mostramos el Teorema de Tres Series de Kolmogorov para 
la convergencia casi segura de Sn y algunas consecuencias de éste. 

En el tercer capítulo, se estudia el artículo de "Sorne elementary results 
on Poisson approximation in a sequencc of Bernoulli trials". Este artículo 
presenta algunos resultados sobre la aproximación de ciertas variables aleato­
rias discretas a otra discreta y su "rapidez" de convergencia. Para ello, se 
introducirán dos métricas en el espacio de medidas de probabilidad sobre 
(JN,JB(JN)) y se demostrarán algunas propiedades de estas métricas. 
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Gracias a estas métricas podremos dar aproximaciones interesantes, que 
nos permitirán estudiar la distribución de Sn, cuando Sn = 2.:Z=t xk donde 
Xk es una variable aleatoria Bernoulli para cada k ~ 1, es decir, Xk satisface: 

P(Xk = 1) = Pt 
P(Xk =O) 1 - Pk V k. 

para alguna Pk E (O, 1). 
Cuando estas variables aleatorias Xk son independientes, entonces la 

sucesión {Sn}::"=t es un caso especial, y de gran interés, de la teoría estu­
diada en el capítulo 2. Después, con esta herramienta se darán cotas sobre 
estas métricas para la aproximación Poisson a una suma de variables aleato­
rias independientes Bernoulli, y como consecuencia de esto se demostrará la 
clásica aproximación Poisson. Finalmente, estos resultados se generalizan 
para el caso de variables aleatorias dependientes. 

En el último capítulo, vemos la relación que hay entre una de las métricas 
introducidas en el capítulo 3, con la métrica bien conocida de Prohorov. Esta 
última parte , tiene como finalidad principal mostrar la equivalencia entre es­
tas dos métricas en el espacio de medidas de probabilidad sobre (IN, D3(IN)). 

Es importante ver esta equivalencia, ya que las versiones de esta métrica 
para variables aleatorias discretas dadas en el capítulo 3 permiten estudiarla 
de manera fácil y directa, en cambio el estudio de la métrica de Prohorov en 
general resulta bastante más complicado, de modo que el poder mostrar la 
equivalencia facilita el estudio general de la métrica de Prohorov, y nos da 
un importante caso particular de ella, en el cual se extiende de manera muy 
directa que ea lo que mide dicha métrica. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

El propósito de este capítulo es da.r algunos conceptos básicos de proba.bi­
lida.d, así como los resultados necesarios para el desarrollo del capítulo 2. 
Ca.be mencionar, que todos los resultados se encuentran con su respectiva 
demostración, excepto el Teorema de Convergencia para Martingalas, pero 
se da la referencia para su localización. 

1.1 Conceptos básicos y el Lema de Borel­
Cantelli 

Sea (0,.1", P) un espacio de probabilidad y sea {Xn}~=l una sucesión 
de variables aleatorias definidas en este. En esta sección se estudiarán las 
diversas formas de convergencia de la sucesión {Xn}~=l> a.demás probaremos 
algunos resultados vinculados a estas. 

DEFINICIÓN 1.1.1 
Una sucesión {Xn}::"=t de variables aleatorias converge casi seguramente a 
una variable aleatoria X si existe un conjunto A E .1" con P(A) =O tal que, 
para tOda w E Aº, 

lim Xn(w) = X(w). 
n-oo 

En este caso escribiremos Xn ~ X, o diremos que {Xn}~=l converge c.s. 
ax. 
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DEFINICIÓN 1.1.2 
Una sucesión {Xn}::"=i de variables aleatorias es de Cauchy casi seguramente 
si existe un conjunto A E F con P(A) = O tal que, para toda w E N, 
{Xn(w)}:;"=1 es de Cauchy. 
En general, se dice que una propiedad se cumple casi seguramente (abreviado 
c.s.) si existe un conjunto de medida cero, fuera del cual la propiedad se 
cumple. 

El siguiente teorema nos muestra una equivalencia entre las dos defini­
ciones anteriores. 

TEOREMA 1.1.1 
Sea {Xn}~1 una sucesión de variables aleatorias definidas en (11, F, P). En­
tonces 

X,.~ X~ {X,.}::"=1 es de Cauchy c.s. 

Demostración 
Por la completez de los números Reales se sabe que 

lim X,.(w) = X(w) ~ {X,.(w)}:;"=1 es de Cauchy, 
n-+oo 

y con esto se obtiene el resultado. o 

Se puede mostrar que si X,. ~ X, entonces X es también una variable 
aleatoria y es única salvo por conjuntos de medida cero ~n (O,F, P). 

Para establecer el siguiente criterio de convergencia c.s. , recordemos que 
dada una sucesión (A,.)::"=1 de subconjuntos de O, se define el limsup,. ... 00 A,. 
como 

00 00 

limsupA,. = n LJ Am. 
n-+oo n=I m=n 

Observemos que 

limsupA,. = {w En I w E A,. para una infinidad de enes}. 
n ... oo 

TEOREMA 1.1.2 
a) Una sucesión {X,.}~1 de variables aleatorias converge c.s. a X 

00 

~ .!~'!!/( LJ {IXm - XI~ f}) =O V e> o. 
m=n 
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b) Una sucesión {Xn}::"=! es de Ca11chy c.s. 

00 

<==> lim P( LJ {IXm+n - Xnl;,:: f}) =O Vo O. n--+OO 
m=l 

Demostración 
a) Para cada f >o, tomemos En(f) = {w En/ IXn(w)- X(w)I;,:: f} y sea 
A= {w E !l / lim,.--.oo Xn(w) #= X(w)}. Claramente 

00 00 

A = un LJ Em(f) 
•>Dn=l m=n 
000000 l 

= UílLJEm(¡) 
k=I n=l m=n 

-. LJ limsupEn(f), 
t:)O n-+oo 

así 

Xn .!:.!.+X <==> P(A) =O 

<==> P(IimsupEn(f)) =O VE> O, 
n--+oo 

además, como {LJ:'=n Em(f)};:"=1 es una sucesión decreciente, entonces 

m=n 

y en consecuencia 

00 

P(limsupEn(f)) 
n--+oo 

= P(l~~ LJ Em(E)) 
m=n 

00 

= l~~ P( LJ Em(E)) 
m=n 

= o. 
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Por lo tanto 
00 

Xn -=.!+X {:=:} lim P( LJ {w E íl / IXm(w) - X(w)I ~E})= O 11€ >O. 
n .... oo 

m=n 

b) Sea E> O, Ahora tomemos En,m(E) = {w E O/ IXn(w) - Xm(w)I ~E} y 
A= {w E O / {Xn(w)};:"=1 no es de Cauchy }. De manera análoga a (a) se 
tiene que 
{Xn}::"=t es de Cauchy c.s. 

{:=:} P(A) =O 
~ P(limsupEn,m(E)) =O 

n .... oo 
00 

~ }~~ P( U {IXm - Xnl ~E})= O VE>O 
m=n 

00 

~ Hm P(LJ {IXm+n -Xnl?:: E})= O VE> o. n .... oo 
m=l 

o 

COROLARIO 1.1.1 
· Sea {Xn}::"=t una sucesión de variables aleatorias y sea X una variable aleato-

ria si 

Entonces 

Demostración 
Es claro que 

00 

LP({IXn-Xl?::E})<oo VoO. 
n=l 

00 00 

P( LJ {IXm -XI~ t}) $ L P({IXm -XI?:: E}), 
m=n m=n 

además 
00 00 

1~~ P( U {IXm -XI~ t}) $ 1~~ L P({IXm -XI~ E}) 
m=n m=n 

== o. 
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Por lo tanto Xn ~X. o 

El Lema de Borel-Cantelli es uno de los resultados importantes para el estudio 
de la convergencia c.s. de una serie de variables aleatorias independientes. 

TEOREMA 1.1.3 (Lema de Borel-Cantelli) 
Sea (íl,.F, P) un espacio de probabilidad y sea {En}::"=t una sucesión de con­
juntos medibles. 
a) Si E::°=t P(En) < oo, entonces 

P(limsupEn) =O. 
n-+oo 

b) Además, si los En son independientes y L:::"=t P(En) = oo, entoces 

Demostración 
a) Sea 

si Fn = U:'=n Em, entonces 

P(limsupEn) =l. 
n-+oo 

E = limsupEn 

00 00 n LJEm, 
n=l m=n 

00 

y P(Fn) $ L P(Em), 
m=n 

y como {Fn}::"=t es una sucesión que decrece a E podemos concluir que 

P(E) = lim P(Fn) 
n-+oo 

00 

$ J~n.!,(L P(Em)) 
m=n 

= o. 
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b) Sea E= limsupn-oo En, entonces 
00 00 

Eº= un E:'n. 
n=ltn=n 

Sean N, n E IV tales que N > n. Entonces 

00 N 

P(n E:'n) :5 P(n~) 
m=n m=n 

N 

= fl[l-P(Em)] 
m=n 

N 

:5 exp(- LP(Em)) VN>n, 
m=n 

ya que los E:;, son independientes y 1 - x :5 exp(-x ). Por lo tanto 

00 N 

P(íl E:',.) :5 lim exp(-~ P(Em)) 
N_.,oo L..J 

m=n m=n 
00 

= exp(- L P(Em)), 
m=n 

y si :E;:"=1 P(En) = oo, entonces 
00 

P(ílE~)=O Vn;::l, 
m=n 

esto implica que P(Eº) =O. Por lo tanto 

P(E) =l. 

Frecuentemente se utiliza la palabra evento en lugar de conjunto medible. 

COROLARIO 1.1.2 
Sea {En}::":,1 una sucesión de eventos independientes. Entonces 

00 

P(limsupE~) =O{:::::} LP(En) < oo. 
n-oo n=I 
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COROLARIO 1.1.3 
Sea {Xn}~=l una sucesión de variables aleatorias independientes. Entonces 

00 

Xn ~o~ l:P(IXnl 2:: f) < 00 Vf >o. 
n=l 

Demostración 
Sea En= {IXnl 2:: €}y A= {w E íl / limn-+oo Xn(w) f:. O}, entonces 

Xn ~O ~ P(A)=O 
~ P(limsupEn(f)) =O 't/f >O 

n-+oo 
00 

~ LP(En)<oo VE>O. 
rt=l 

o 

1.2 Truncación y una desigualdad de Kol­
mogorov 

DEFINICIÓN 1.2.1 
Sea X una variable aleatoria, decimos que X está centrada en e si 

E[(X - e)} =O. 

La elección de la constante e juega un papel importante en algunos pro­
blemas de la Teoría de Probabilidad. 
Ejemplo 1.2.1 
Si X E L1(n, :F, P) y elegirnos a e= E[X], decimos que X está centrada en 
su Esperanza. 

DEFINICIÓN 1.2.2 
Sea e > O una constante. Sea 

Xª= { X
0 

si IXI <c. 
si !XI 2:: c. 

La variable aleatoria así definida es llamada X truncada en c. 
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como Xº es una variable aleatoria acotada, entonces 

Xº E LP(íl,.F,P) Vp;::: 1 

DEFINICIÓN 1.2.3 
Dos sucesiones de variables aleatorias {Xn}::"=i y {X~}::"=i son "Cola Equi­
valente" si difieren c.s. en un número finito de terminas. Esto es, para casi 
toda w E íl, existe un número entero N(w) tal que, 

Xn(w) = X~(w) 't/ n '?. N(w). 

En otras palabras 
P(limsup{Xn ;F X~})= O. 

n ... oo 

DEFINICIÓN 1.2.4 
Dos sucesiones de variables aleatorias {Xn}::"=i y {X~}::"=i son "Equivalen­
temente Convergentes" si convergen sobre el mismo conjunto excepto por un 
conjunto de probabilidad O. 

TEOREMA 1.2.1 
Sean {Xn}::"=i y {X~}::°:1 dos sucesiones de variables aleatorias tales que 

00 

L P(Xn ;F X~) < OO. 

n=I 

Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas. 
a) Las sucesiones {Xn}~1 y {X~}::"=I son Cola Equivalente. 
b) Las series E::'=i Xn y ¿:;:1 X~ son Equivalentemente Convergentes. 

Demostración 
a) 

P(limsup{Xn ;F X~}) 
n ... oo 

00 

lim P( LJ {Xm #X~}) 
n ... oo 

m=n 
00 

~ J~'!!, L P(Xm =/: X~) 
m=n 

= o. 
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b) Sea 
00 00 

A= {w En / L Xn(w) converge} y B = {w En / L X~(w) converge} 
n=l n=l 

y sea N =(A n Be) U (B n Ac) =(A U B) \(A n B). Entonces 

N ~ limsup{Xn =f. X~}, 
n->oo 

por lo tanto P(N) = O. 

TEOREMA 1.2.2 (Desigualdad de Kolmogorov) 

o 

Sean X11X2,·",Xn variables aleatorias independientes tales que IXkl $e 
c.s. para toda 1 $ k $ n, y sea Sk = ¿:~=1 X; k = 1, 2, · · · n. Entonces 

P( max ISk - E[SkJI >E) ?: 1 - (~G 1sf\2 
V E> O. 

1$k$n ar n 

Demostración 
Sea 

Para cada f > O, definimos 

A¡ = {w E n / IS1(w) - E(S1JI > f} y V 1 < j $ n 

A; = {w En/ IS;(w) - E[S¡JI $ f si i < j, y IS;(w) - E[S;] > f}. 
Es claro que 

n 

A= LJ Ak y A; n A;= 0 Vi =f. j. 
k=I 

Sea Zk = Sk - E(Sk), entonces 

n 

E(Z~IA] = L E[Z~IA.) 
k=l 

n 

= L E[(Zk - (Zk - Zn))2 JA.) 
k=l 
n n n 

= L E[ZlIA.) + L 2E[Zk(Zn - Zk)JA.) + L E[(Zn - Zk)2 JA.) 
k=I k=I k=I 
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pero 

E[Z.1:I..t.(Zn - Z.1:)) = E[Z.1:I..t.)E[Zn - Z.1:) 
= O V k = 1, • · · , n. 

porque Z.1:l..t•• Z,.-Z.1: son independientes y E{Zn-Z.1:] =O para k == 1, · · ·, n. 
Entonces 

n n 

E[Z!l..t] = E E{ZU..t.] + L E[(Zn - Z.1:)2 I..t.J• 
.l:=l k=J 

Ahora bien, sobre el conjunto A.1:, se sabe que IZ.1:-11 :$ f y así sobre A.1: se 
tiene: 

Además 

IZ1:I = IZ.1:-1 + X1: - E[X.1:11 
:::; IZ.1:-11 + IX.1:1 + IE[X1:JI 
~ t:+2C. 

n 

E[(Zn - Z.1:)21..t.] = E[( E (X; - E{X;]))2 I..t.] 
j=.l:+l 

n 

= E{I..t.JE[( L (X; - E[X;]))2J 
i=.l:+I 

n 

= P(A1;) E E[(X; - E[X;])2J 
i=.l:+I 

n 
= P(A.1:) L Var(X;) 

i=.1:+1 
n 

~ P(A1;) L Var(X.1:), 
k=I 

porque l..t• y Ej=.l:tt (X; - E[X;J) son variables aleatorias independientes 
(ya que son funciones que dependen de X1, · · ·, X.1: y X.1:+i. ···,X .. , respecti· 
vamente). Por lo tanto 
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n . n 

L E(ZlJA,] + ¿ E((Zn - Zk)2 JA,] 
k=l k=l 

n n n 

$ (t + 2C)2 ¿ E[IA,] + L P(Ak) ¿ Var(Xk) 
k=l k=l k=l 

n n 

= [(t+2C)2 + ¿var(Xk)J'EP(Ak) 
k=l k=l 

= [(d 2C)2 + Var(Sn)]P(A). 

En consecuencia 

E(Z~IA] $ ((t + 2C)2 + Var(Sn)]P(A). 

Por otro lado, como Z~ $ t 2 sobre el conjunto íl \A, 

Así obtenemos 

y 

E(Z~IA] E[Z~] - E[Z~In-A] 

P(A) ~ 

~ Var(Sn) - t
2 P(íl - A) 

= Var(Sn)- f
2 + t 2P(A) 

(f + 2C)2 + Var(S~) - t2 

= 1- (t+2C)2 
(f + 2C)2 + Var(Sn) - ,2 

~ l - (f + 2C)
2 

Var(Sn) · 
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1.3 Integrabilidad Uniforme 

Sea (íl, :F, P) un espacio de probabilidad. Si X E L1{íl, :F, P) entonces 

lim <1 IXI dP) = O 
M-+oo {IXl~M} 

En efecto: 
Sea.n M1 :5 M2, entonces {IXI ~ M2} ~ {IXI ~ M1} y en consecuencia 

1 IXI dP :51 IXI dP (es decreciente) 
{IXl~M2} {IXl~M1} 

Por lo tanto 

lim <1 IXI dP) = lim <1 IXI dP) 
M-+oo . {IXl~M} n-+oo {IXl~n} 

Vamos a demostrar que el segundo limite va.le cero. 
Sea. Xn = /{IXl~n)X, claramente se tiene que Xn ~O y IXnl :5 IXI para 
toda n, entonces por el Teorema de Convergencia Dominada 

lim <1 IXI dP) = O 
n-+oo {IXl~n} 

o 

Si ahora tenemos {X0 }oeT una familia de funciones ta.les que para cada a E T 
X0 E L1{íl,:F, P), para cada a ET se cumple (por lo anterior) que: 

lim ( { IXol dP) =O. 
M-+oo Í{IXal'~M} 

Pero es claro que el límite no necesariamente es uniforme. 

Ejemplo 1.3.1 
Sean Xn = n para toda n E IV, íl =[O, l), µ=medida de lebcsgue en [O, l). 
Entonces L IXnl dµ = n Vn E IN. 
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Por lo tanto X,. E L1(íl,:F,P). Pero, claramente, dado f >O no existe una 
M que haga a 

(j IX .. I dµ) < f Vn E IN. 
{JXnl2:M} 

o 

DEFINICIÓN 1.3.1 
Un subconjunto 1í C L1(íl,:F, P) se le llama Uniformemente Integrable si 

lim ( sup {¡ IXI dP}) = O. 
M-+oo Xe1t {IXl2:M} 

Ejemplo 1.3.2 
Si 1í es una familia finita {X1 1 X2,. .. ,Xk} y 1í C L1(f!,:F,P), entonces 1í 
es Uniformemente integrable, ya que: 
dada f > O y 1 5 s 5 k, existe M(•,<) tal que 

(¡ IX,I dP) < f V M ~ M(•,•l 
{JX,f2:M} 

Además, si M, = max1s1Sk{Mc.,,¡}, entonces 

sup { { IX,I dP} < f V M ~ M,. 
IS•Sk lnx.J;:::M} 

o 

Ejemplo 1.3.3 
Si 1í C L1(íl,:F,P) y si existe Y E L1(íl,:F,P) tal que IXI 5 IYI para toda 
X E ?í. Entonces 1í es uniformemente integrable. En efecto: 

Entonces 

¡ 1x1 dP 5 r 1x1 dP v x e 1í 
{fXJ2:M} j{JYJ2:M} 

5 ¡ IYI dP V X E ?í. 
{JYJ2:M} 

sup {¡ IXI dP} 51 IYI dP, 
Xe1t {JXJ2:M} {JYJ2:M} 
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en consecuencia 

lim (sup{ f IXI dP}) < lim f IYI dP 
M-oo Xe1' luxr~M} - M-oo J{IYl?!M} 

= o. 
Por lo tanto 1l es uniformemente integrable. o 

TEOREMA 1.3.1 
Sea 1l C L1(íl, F, P). Entonces 1l es Uniformemente Integrable si y sólo si 
se cumplen las dos condiciones siguientes 
a) dada f >O, eziste 6, >O tal que si A E F y P(A) < 6., entonces 

b) 

Demostración 
=>) 
Sea A E F, entonces 

LIXldP 

sup {L IXI dP} < f 
Xe1t A 

sup{ { IXI dP} < oo 
xe1t Jn 

= 1 IXldP+ f IXldP 
An{IXl?!M} J An{IXl<M) 

$ f IXldP+M P(A) 
lux1~MJ 

(1.1) 

(1.2) 

Por hipótesis tenemos que, dado f > O, existe Mo > O tal que si M ~ Mo, 
entonces 

sup { { IXI dP} < -
2
f 

xe?t loxr?:.MJ 
para Mo fija, sea A E J' tal que P(A) < 2;.,

0 
= 6,. Entonces de la desigualdad 

1.2 se cumple que 

sup{ f IXI dP} $ sup{ f IXI dP} + MoP(A) < f 

Xe1t JA Xe1t luxl?!Mo} 
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Por lo tanto 

Por otra parte, 

sup{ r IXldP} <E 
Xe?t ÍA 

fo1XldP $ r 1x1dP+j 1x1dP 
Ínxl~Mo} {IXl<Mo} 

Y en consecuencia 

{::) 

E 
$ 2 + Mo V X E 'H. 

sup { r IXI dP} < _2E + Mo. 
XE1t Ín 

Utilizando (b) se tiene que 

P(IXI ;::: M) f 1 dP 
lnx1~M} 

Además de (a) se sabe que 

$ _!._ { IXI dP 
M lnx1~M> 

$ Ml (sup{ r IXI dP}) 
xe11 Jn 

K 
M (K < oo) 

Dada E >O, existe .5, >O tal que si A E :F y P(A) <.S., entonces 

sup {1 IXI dP} < E. 
XE1t A 

'/ ' 

Pero, dada .5, > O, existe Mo > O (suficientemente grande) tal que si M;::: M0 

se tiene que 

P(IXI ;::: M) $ ~ $ ~º < .5,. 

En consrruencia 

sup{j IXldP}<t. VM;:::Mo. 
XE1t {IXl~.I/) 

Y por lo tanto 1t rs uniformernenle integrable. o 
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1.4 Tiempos de paro 

DEFINICIÓN 1.4.1 
Sea (íl,F,P) un espacio de probabilidad fijo y T s;; ~+. Si (F.\).\eT es una 
familia de sub-u-álgebras de F tal que 

En este caso diremos que (F.\).\eT es una Filtración en (íl,F). 

En esta sección y durante todo este trabajo consideraremos a T = IN, de 
modo que la familia (F.\heT resulta ser una sucesión creciente (Fn)neN de 
sub-u-álgebras de :F. 

DEFINICIÓN 1.4.2 
Una función T : íl -... IN U { oo} se llama Tiempo de Paro con respecto a 
(Fn)neN si 

Observación 1.4.1 
T es tiempo de paro c.r.a. (:Fn)neN 

Mostremos esta equivalencia. 
:::} ) 

n 

{ T $ n} = u { T = k} E :Fn 
k=I 

porque {r = k} E :Fk s;; :Fn para k $ n. 
<=) 

{r=n}={r$n}\{r$n-l} EFn 

ya que { T $ n - l} E Fn-1 s;; Fn. 

Ejemplo 1.4.1 

o· 

Sean B E DJ(~), {Xn}::':i una sucesión de variables aleatorias definidas en 
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f! y (Fn)neN una sucesión creciente de a-álgebras de f!, tales que para cada 
n E IN Xn es Fn-medible (por ejemplo Fn = a(X1, • • ·, Xn) ). Definimos 

TB(w) = { infn{n E IN~ Xn(w) E B} si {n E IN/ Xn(w) E B} =f 0 
en otro caso 

Entonces TB es tiempo de paro con respecto a (Fn)neN y se llama el primer 
instante en que el proceso {Xn}::"=i " le pega " a B ó primera entrada del 
proceso a B. Verifiquemos que es tiempo de paro. 

n-1 

{rB=n}={XnEB}n(íl{Xk'/.B}) EFn 
k=l 

porque {Xn E B} E Fn y {Xk '/. B} E Fk ~ Fn para k < n. O 

DEFINICIÓN 1.4.3 
Sea T un tiempo de paro con respecto a (Fn)neN. se define la "a-álgebra 
parada en T" como 

y representa a los eventos que ocurren hasta el tiempo r. 

Veamos que efectivamente es a-álgebra. 
i) 0,f! E Fr 
ii) Sea A E Fr 

=> A n { T = n} E Fn V n. 
::} (An{r=n})c E:Fn Vn.(yaqueFn esa-a'lgebra) 

=> Acu{r=fn} EF. Vn. 

Por lo tanto 

Acn{r=n}=(Acu{r=fn})n{r=n} EFn Vn. 

porque A° U { T =f n} E Fn y { T = n} E Fn por ser T tiempo de paro. 
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iii) Sean A1; A2, · · · , AA:,··· E :Fr y sea A = U::"=i An, tomemos n E IN, 
entonces 

00 

An{r=n} = (LJAn)n{r=n} 
n=l 
00 

= LJ(AA: n {r = n}), 
k=I 

pero At n { T = n} E :Fn y como :Fn es u-álgebra, entonces 

00 

An{r=n}=LJ(AA:n{r=n}) e:Fn Vn. 
k=I 

Por lo tanto :Fr es u-álgebra. 

Observación 1.4.2 
Existe otra caracterización de u-álgebra parada. Esto es: 

es u-álgebra parada. 
Demostración 

i)An{r~n} 
n n 

An(LJ{r=k})= LJ(An{r=k}) E:Fn Vn. 
k:I k=I 

ii)An{r=n} = An({r~n}\{r~n-1}) 

A n { T ~ n} n ( { T ~ n - 1 w e :Fn V n. 

De (i) y (ii) se ve que las definiciones coinciden. 

PROPIEDADES 
1) Sean T¡, T2 dos tiempos de paro c.r.a {:Fn)nEN entonces 

(r1 + r2), min{ T¡, r2}, max{ri, r2} 

son también tiempos de paro c.r.a. la misma filtración. 
2) Si T¡, T2 son tiempos de paro c.r.a. {Fn)neN y si T1 ~ T2, entonces 

:Fr, ~ :f,..,, 
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3) Sean { Xn}::='=i es una sucesión de variables aleatorias, :Fn = u(X1, • .. , Xn) 
y T un tiempo de paro c.r.a. (:Fn)neN, entonces la variable aleatoria 

XT(w) = { XT¡..,¡(w) s.i r(w) < oo 
O s1 r(w) = oo 

resulta ser :FT-medible, ( se le llama "proceso parado en r" ). 

Demostración 
1) 

n 

{ T¡ + T2 = n} = u { T¡ = n - k} n { T2 = k} 
k=I 

Pero si k = 1, · • ·, n. se tiene que 

:Fn-k s;;; :F. y :Fk s;;; :Fn V n. 

En consecuencia r 1 + r2 es tiempo de paro. 

Para demostrar la otra parte de este inciso nótese que: 

{max{r1,r2}$n} = {r1:$n}n{r2$n}E:Fn Vn. 
{min{r1, r2} $ n} = {r1 :$ n} Uh$ n} .E :Fn V n. 

Por lo tanto max{ T¡, r2} y min{r¡, r2} son tiempos de paro. 

2) Sea A E :FT1 , entonces A n { r1 $ n} E :Fn para toda n, y como 

T¡ $ T2 => { T2 $ n} ~ { r1 $ n} V n, 

entonces 

A n h ::5 n} = A n h ::5 n} n { r1 ::5 n} 

= (An{r1::5n})n{r2$n}E:Fn Vn. 

En consecuencia A E :F.,,. Por lo tanto :FT1 s;;; :F"'. 

3) Sea a E ~' entonces 

{XT$a}n{r=n}={Xn$a}n{r=n} E:Fn Vn. 

ya que Xn es :Fn-medible y T es tiempo de paro. Por lo tanto 

{XT $a} E :FT. 

Por lo tanto XT es FT·medible. 
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1.5 Martingalas 

DEFINICIÓN l.S.l 
Sea (íl, :F, P) un espacio de probabilidad fijo y (.1',.)neN una Filtración en 
(O,:F,P). Si {X,.}::;1 es una sucesión de variables aleatorias definidas en 
(íl,:F) y además si X,. es .1',.-medible, entonces decimos que {X,.}:;"=1 es 
MARTINGALA con respecto a (F,.)neN si 

1. X,. E L1(íl,F,P) Vn E IN. 

!!. E[Xn+I / .1',.] = X,. c.s. V n E N. 

Esta definición es un caso particular de una definición más general para 
una familia no necesariamente numerable de variables aleatorias, pero para 
nuestro objetivo es suficiente este caso. 

Observación l.S.l · 
Sea {X,.}::,1 una sucesión de variables aleatorias y sea .1',. = u(X11 ···,X,.), 
entonces X,. es .1',.-medible y en este caso diremos solamente que (X,.)neN es 
martingala, sin especificar cual es la filtración, pues se trata de la filtración 
" natural". 

PROPIEDADES 

1) (X,.,.1',.),.eN es Martingala 

{=} 1 X,. dP = L Xn+I dP V n y V A E F,.. 

2) Si (X,.,F,.)neN es una Martingala 

=> E(X,.) = C Vn. 

donde e es una constante. 

3) Si (X,.,F,.)neN y (Y,.,.1',.)neN son Martingalas 

=> ((aX,. + bY,.),Fn)neN es Martingala. 
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Demostración 
1) 

i Xn dP = i Xn+l dP VA E :Fn y V n. 

~ i(Xn -Xn+i)dP =0 VAE :Fn y Vn. 

~ E[Xn - Xn+l / :Fn) = O c.s. V n. 

~ E[Xn+l I :Fn) = Xn c.s. V n. 

(2) es consecuencia. del inciso anterior y (3) de la. linealidad de la esperanza 
condicional. O 

Ejemplo 1.5.1 
Sean {Xn}~=l una. sucesión de variables aleatorias independientes e inte­
grables tales que E[XkJ = O para. toda. k ~ l. Sea :Fn = u(X1, X2, · · ·, Xn)· 
Entonces 

Aquí Sn = ~~=1 Xk. 
Demostración 
Para cada n E IN Sn E L1(!1,:F,P), además 

E[Sn+l / :Fn) = E[Xn+l + Sn / :Fn] 
= Sn + E[XnH / Fn) 
= Sn c.s. Vn. 

Por lo tanto (Sn,1'n)neN es Martingala.. 

TEOREMA 1.5.1 (Teorema de Paro o de muestreo opcional) 

o 

Sea (Xn, :Fn)neN una martingala y Ti, T2 dos tiempos de paro con respecto a 
(:Fn)neN tales que Ti :5 T2. Si r2 es acotado, entonces 

E[X12 / 1'r1] = Xr1 • 

Demostración 
Por la propiedad (3) de tiempos de paro tenemos que Xr, es :Fr,-medible 
i=l,2. y como r2 es acotado, existen E IN tal que T2 :5 n, entonces 
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Por lo tanto Xr1 , X12 ' E L1(0,.1', P). 
Es suficiente demostrar que 

L x.., dP =LX,, dP V A E Fri· 

Primer caso, si r2 - r1 :5 1: 
Sea A e Fri 

lcx ... -x"2)dP = { (Xra - X"2) dP 
ÍAn{"f2>r1} 

n 

= L { (Xr1 -X"l}dP 
r-:1 Í{ri=/r;}nAn{<:i>ra} 

11-1 

= E { (X,, - X•+1) dP, 
¡,,.1 hri=lc}nArl{<:i:lc+1} 

porque r2 - Ti :5 1 y la integral sobre { r2 = k} es cero. 
Ahora bien, como 

y (Xn,Fn)nel\' es Martingala, entonces 

{ (X,, -X,+i)dP =O. V k = 1,··· ,(n-1). 
J{r1=k}nAn{<:i=ktl} 

Por lo tanto 

Segundo caso, caso general: 
Sea 

T¡ = T(O} $ T(I) $ · • • :5 T(m) = T2 

· tiempos de paro tales que T(k+J) - r<"l :5 1, por ejemplo 

T(lcl = max{ T¡, min{ r2, k}} Vk =O, l, · · ·, m. 

los cuales se demostró que son. tiempos de paro (propiedad 1, sección 1.4 ). 
Y se aplica el primer caso m veces. O 
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COROLARIO 1.5.1 
Sea (Xn)neN una martingala y sea { rn}::"=t una sucesión creciente de tiempos 
de paro tales que para cada n E IN Tn ~ n, entonces 

(XT.)neN es martingala. 

Observemos que aunque no se mencione la filtración, se trata de la filtración 
" natural". 

El siguiente resultado es de gran importancia para el estudio de la conver­
gencia c.s. de la sucesión {Sn}::"=t· Este resultado no se demuestra para no 
hacer más extenso este trabajo, pero su prueba se puede encontrar en (21]. 

TEOREMA 1.5.2 ( Teorema de convergencia paro Martingalas ) 
Sea (Xn)neN una martingala tal que 

sup{E[IXnl]} <OO. 
n 

Entonces la sucesión {Xn}::"=t converge casi seguramente a una variable álea­
toria X E L1 (íl, F, P). 
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Capítulo 2 

Convergencia c.s. de una Serie 
Aleatoria 

Sea (íl,.1",P) un espacio de probabilidad, y sea {Xn}::"=t una sucesión de 
variables aleatorias definidas en este. En este capítulo estudiaremos la con­
vergencia de la sucesión {Sn}::"=i cuando las Xn's son independientes. Cabe 
señalar que durante todo este capítulo Sn representará la suma parcial y S 
la serie total de variables aleatorias, es decir, 

n oo 

Sn = L xk y s = L Xn 
k=l n=l 

2.1 Convergencia de Sn si E[Xk] =O 

En esta sección se trabajará con sucesiones de variables aleatorias indepen­
dientes las cuales tienen esperanza cero. Este es un caso muy interesante 
porque bajo estas condiciones la sucesión (Sn)neN resulta ser una martin­
gala, ( ejemplo 1.5.1 ). 

TEOREMA 2.1.1 
Sea {Xn}::"=t una sucesión de variables aleatorias independientes tales que 
E[Xn] = O para toda n. Si 

00 

¿var(Xn) < oo, 
n=l 
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entonces {Sn}::"=t es una sucesión de variables aleatorias que converge c.s. a 
una variable aleatoria S E L1 (íl, :F, P). 

Demostración 
Ya que E[Xn] = O, entonces (Sn)neN es martinagala ( ejemplo 1.5.1 ). 
Además como 

Entonces 

E[ISnlJ $ (E[S~])i (D. de Schwarz} 

k=I 
n 

(L E[Xfül (Independencia y E[Xk) =O} 
k=I 

00 

$ (LE[X~])l 
n=I 
00 

= (L Var(Xn))t < oo. 
n:I 

sup{E[ISnl)} < oo 
n 

De esta forma, del teorema 1.5.2 se tiene que 

00 

Sn ~ S = LXn y SE L1(íl,:F,P). 
n=I 

COROLARIO 2.1.1 
Sea {Xn}~1 una sucesión de variables aleatorias independientes. Si 

00 

L Var(Xn} < oo 
n=l 

entonces 
00 

L(Xn - E(Xn]) converge c.s. 
n=I 
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Demostración 
Si tomamos {X~= Xn - E[Xn)}~=ll esta sucesión cumple con las hipótesis 
del teorema anterior. O 

Observación 2.1.1 
El teorema anterior es un caso particular de un resultado más general el cual 
nos dice que: 
Dada {Xn}~=l una sucesión de variables aleatorias independientes tales que 
para cada n E IN E[Xn] = O, y 

00 

L E[IXnlPJ < oo para alguna O < p $ 2, 
n=l 

entonces 
Sn~S. 

Este resultado se probará en la tiltima sección de este capítulo. 

El siguiente ejemplo es una aplicación interesante del teorema anterior. 

Ejemplo 2.1.1 
Recordemos que en un curso de Cálculo se demuestra que la serie E::'.:1 ~ 
diverge, pero que la serie L:::"=t !-~¡n converge condicionalmente. Ahora a­
nalicemos el siguiente caso: 
Considere el experimento de lanzar una moneda una infinidad de veces y sean 
{Xn}~1 la sucesión de variables aleatorias definidas como: 

y la suma aleatoria 

si en la n-ésima tirada sale aguila 
en otro caso 

además supongamos que p = P(Xn = 1), P(Xn = -1) ·= q = 1 - p con 
p E (O, 1) y que las X1, X2," ·, Xnt' .. son independientes. Nuestra pregunta 
es la siguiente: 
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¿ Bajo que condiciones de p la sucesión {Sn}::":1 converge c.s. ?. 
Para el caso p = l• basados en nuestra: " intuición ", afirmaríamos que Sn 
converge c.s. , lo cual es cierto. Demostremos esta afirmación. 
Para p = l se tiene que 

E[Yn) = .!.¡1P(Xn = 1) + (-l)P(Xn = -1)) =o V n. 
n 

y también 

1 1 
Var(Y,.) = 2[lP(Xn = 1) + lP(Xn = -1)) = 2 Vn. 

n n 

entonces 
00 00 1 

¿var(Yn) = E(n2 ) < oo. 
n=I n=1 

Por lo tanto, del teorema 2.1.1 se tiene que 

00 oox· 
E Yn = E n n converge c.s. 
n=l n=I 

o 
Ahora bien, ¿ Qué pasa para el caso p E (O, 1) y p :f. l ?. En este caso, 

se tiene que {Sn}::"=t diverge c.s. , pero esto se demos.trará en la siguiente 
sección. 

Otra aplicación directa del teorema de convergencia para martingalas y de 
la teoría de tiempos de paro es el siguiente resultado. 

TEOREMA 2.1.2 
Sea {Xn}::":1 una sucesión de variables aleatorias independientes tales que 

E[Xn) =O Vn y E[supXn] < oo 
n 

entonces Sn converge sobre el conjunto A= {w En/ supn Sn(w) < oo} casi 
seguramente. 

Demostración 
Bajo estas condiciones se sabe que (Sn)neN es martingala. 
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Sea M E IN y sea tM(w) = inf{n E IN/ Sn(w) > M}, observemos que si 
{El IN/ Sn(w) > M} = 0 entonces tM(w) = oo. Es claro que por el ejemplo 
1.4.1 , tM es tiempo de paro. Sea 

como Tn también es tiempo de paro para toda n, y 

Tn $ Tn+i $ n + 1 V n. 

entonces, por el corolario 1.5.1 

( Srn, :Frn)neN es martingala. 

Ahora bien, como tM es el ínfimo y s,M > M, entonces 
si tM > n entonces Srn = Sn $ M y por lo tanto 

(Srn)+ rnax{O,Srn} 
$ rnax{O, M + sup Xn} si tM $ n, 

n 

luego entonces 

E((Srn)+] E[(Srn)+ /{IM>n}) + E[(Srn)+ l{tMSn}) 
$ M + E(max{O,M +supXn}) < oo. 

n 

Por lo tanto 
sup{E({Srn)+)} <OO. 

n 

Por otro lado, se tiene que 

E[IS,nll = E((S,.)+] + E((Sr.tl 
$ E((S,,.)+j + E((Srn)+ - Sr.) 

2E((S,.)+] - C. 
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Por lo tanto 

n n 

< OO. 

Así, por el teorema 1.5.2, 
STn .!!:. s 

pero sT. = Sn sobre el conjunto {tM = oo}. Entonces, sobre cada conjunto 
AM = { tM = oo} el liIDn-oo Sn existe c.s. , es decir 

3 NM E .F tal que \lw E (AM -NM) el lim Sn(w) existe y P(NM) =O 
n-oo 

además, como A = u:=/ AM y si tomamos N = ~=l N M' entonces 

V w E (A\ N) el lim Sn(w) existe y P(N) =O. 
n-oo 

Por lo tanto Sn converge sobre A c.s. o 

El siguiente teorema nos relaciona la convergencia de una serie de números 
reales positivos con la convergencia de Sn. 

TEOREMA 2.1.3 
Sean {Xn}:,1 una sucesión de variables aleatorias independientes y {bn}:,1 
una sucesión de números reales positivos tales que E[Xn} = O para toda n, y 
L::'=1 bn <OO. Si 

00 

~)bn)'-f E[IXnlPJ < oo para alguna p ~ 2, 
n=I 

entonces 

Demostración 
Supongamos que p > 2, ya que para el caso p = 2 se tiene por el teorema 
!J.1.1. Vamos a demostrar que bajo las hipótesis del teorema, 

00 00 

L(bn)1-fE[IXnlPJ < 00 =} LE[X~] < 00 Vp > 2 
n=I n=l 
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y por el teorema 2.1.1 tendremos el resultado. 

Sea Cn = (E[IXnlP])~. Entonces 

bn < Cn ~ (bn)f < (Cn)f 
~ (Cntf < (bnt~ 

((Cntf)l-~ < ((bnt~)l-~ 2 
~ ( ya que 1 - - > O ) 

p 

<===> (Cn)l-f < {bn)l-f. 

Y en consecuencia 

Por lo tanto 

(E[IXnlP))~ = Cn[J{Cn;Sbn} + J{Cn>bn}J 
:::; bn + Cn/{Cn>bn} 
= bn + (Cn)1-~{Cn)f J{Cn>bn} 

:::; bn + {bn)1-f(Cn)~ 
= bn + (bn)1-f E[IX.IP] 

00 00 

:::; L bn + L(bn)1-~ E[IXnlPJ 
n=I n=I n=I 

< oo ( por hipótesis ) 

Ahora bien, por la desigualdad de Jensen tenemos que 

Por lo tanto 

00 00 

L E[IXnl2
] = L((E[IXnl2])f)~ 

n=I n=l 
00 

:::; L(E[IXnlP])~ ( ya que ~ > 1 ) · 
n=I 

< 00 

00 

L E[!Xnl2
] <OO. 

n=I 
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Ejemplo 2.1.2 
Sea {Xn}~=t una sucesión de variables aleatorias independientes todas con 
distribución X"' Normal(µ,u 2) dondeµ= O y O< u2 < 001 es decir, 

P(Xn $ x) = P(X $ x) 

= 1: (2iru2rle<-,..t2
"

2
> dx V x e~. 

Entonces E::O=t ~ converge c.s. 
Demostración 
Se puede demostrar que si X es una variable aleatoria Normal con parámetros 
µy O< u 2 < 001 entonces (ver fl] para detalles) 

E[IXnlPJ = E[IXIPJ < 00 1/0 < p <OO. 

y en particular se cumple si p?: 2. Además, E(~]= *E(Xn) =O para toda 
n, y si tomamos bn = ;!,, se tiene que 

00 

~)n < 00 y 
n:I 

f)bn)l-f E(l~RlpJ = f) !.)2-p( !. )P E[IXnlPJ 
n=I n n n=l 

= E(IXIPJ f) ~ )2 
n=I 

< oo. 

Por Jo tanto, del teorema anterior, se tiene que 

oo X L nn converge c.s. 
n=I 

Vp?: 2 

o 

Los pasos que conducen a nuestro siguiente teorema y a su demostración 
concentran nuestra atención en la definición de integrabilidad uniforme para 
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la sucesión { Sn}::"=1, ya que, si { Sn} ::'=t es uniformemente integrable, entonces 
por el teorema 1. 9.1 se tiene que 

sup{E[ISnlJ} < oo, 
n 

y por lo tanto 

00 

S = LXn converge c.s (teorema 1.5.2 ). 
n=I 

En otras palabras, todas las condiciones sobre Sn, las cuales den como resul­
tado que {Sn}::"=i es uniformemente integrable, implican que Sn ~S. 
Existen una gran variedad de dichas condiciones, pero solamente mencionare­
mos dos de gran importancia. 

TEOREMA 2.1.4 
Sea {Xn}~1 una sucesión de variables aleatorias independientes tales que 
E[Xn] =O para cada n E IN. Cada una de las condiciones siguientes implican 
queSn ~S. 
a) Si existe Y E L1 (íl, J=', P) tal que ISn 1 :5 Y para toda n. 
b) Si existe G: ~+ --+ R+ tal que 

lim G(t) = 00 y sup{E[G(ISnDH < 'oo 
t-oo t n 

Demostración 
Vamos a demostrar que cada una de estas condiciones implican que {Sn}~1 
es uniformemente integrable y por lo mencionado anteriormente 

a) Sea M > O, entonces 

j YdP 
{iSnl~M} 

:5 j Y dP 
{Y!!M} 
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... , ..... ,' 

en consecuencia 

sup{/ ISnl dP} :5 { Y dP, 
n {ISnl?.M} J{Y?.M} 

y de esta forma. se obtiene que 

lim (sup{ { ISnl dP}) ::; lim ( { Y dP) =O. 
M-+oo n Í{tSnl?.M} M-.oo Í{Y?.M} 

Por lo tanto {Sn}::"=t es U.I. 

b) Sea. f >O, existe N, E IN tal que -k < f 
Para. N, existe Mo E ~+ tal que 

N, :5 G~t) ( t :5 G~:} } Vt?. Mo 

entonces 

i ISnldP :5 1 G(IS"I} dP 
{ISnl?.Mo} {ISnl?.Mo} N, 

:5 ~. fo G(ISnl) dP 

:5 
1 

N, s~p{E[G(ISni}]} 

:5 d( (K<oo) 

y además sabemos que 

{ ISnl dP :5 { ISnl dP V M > Mu Y V n. 
lns.t?.MJ lns.t?.Mo} 

Así, dada e' = j; > O, existe Mo E ~+ tal que 

sup{ { ISnl dP} 
n Í{ISnl?.M} 

:5 sup{ { ISnl dP} 
n Í{ISnl?.Mo} 

:5 t' f{ 

= t V M?. Mo 

Por lo tanto {Sn}~1 es U.1. 
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COROLARIO 2.1.2 
Sea {Xn}~=l una sucesión de variables aleatorias independientes tales que 
E[Xn] =O para cada n E IN. Si 

sup{E[ISnlP]} < oo para alguna p?: l. 
n 

Entonces 

Demostración 
Para el caso p = 1 se tiene por el teorema 2.1.1. Para el caso p > 1, 
sea G: ~+--+~+definida como G(x) = :i;P, en tal caso G(x) cumple con 
las hipótesis del teorema anterior (inciso (b) ). O 

2.2 Convergencia de Sn si IXkl ~ e c.s. 

En la presente sección se trabajará con sucesiones de variables aleatorias 
independientes y acotadas casi seguramente. 

Nuestro primer resultado nos da el" recíproco" del corolario.2.1.1, pero 
bajo la condición de que la sucesión sea acotada por una constante positiva. 

TEOREMA 2.2.1 
Sea {Xn};:';1 una sucesión de variables aleatorias independientes tales que 
IXnl ~ e c.s. paro n ?: 1 y para alguna e > o. Si 

00 

L(Xn - EIXnJ) converge c.s. 
n=l 

Entonces 
00 

¿var(Xn) < oo 
n=l 

Demostración 
Sean n E IN, f >O y Yi = Xn+i• Y2 = Xn+1,···,Yk = Xn+k•''' 
tomemos sk = E~=1 y¡ para k = 1, 2,. · ·, entonces 
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Pero 

(teorema 1.2.2) 

Vm. 

n+k 

= P{sup I L (X¡ - E(X])I > f) 
k~I i=n+I 

= P(sup ITn+k -Tnl > i:) 
k~I 

00 

= P(LJ{ITn+k -Tnl > i:}) 
k=I 

donde Tk = E7=t (X; - E(X;]) para k = 1, 2, · ·" Entonces 

U
00 

(2C + f} 2 . 

P(k=t {Tn+k -Tnl >E}) 2'. 1- í:?::.:.1 Var(X;) Vm. 

Por lo tanto 

Ahora bien, si suponernos que l:::"=t Var(Xn) = oo, entonces 

00 

P(LJ{!Tn+k -Tnl >E})= l V f> O, Vn. 
k=I 

Por lo tanto {Tn}::"=t no es de cauchy c.s. ( leorema J.1.2 ), y en consecuencia 

n 

Tn = L(X; - E[Xi]) diverge c.s !! 
i=l 
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De esta forma se obtiene el resultado. D 

Observación 2.2.1 
Sea {Xn}::"=i una sucesión de variables aleatorias independientes tales que 
IXnl :5 e c.s. paran ;::: 1 y para alguna constante e > o. Entonces, del 
corolario e.1.1 y del teorema anterior tenemos que 

00 00 

L(X,. - E[X,.]) converge c.s. ~ L Var(Xn) converge 
n=I n=l 

TEOREMA 2.2.2 
Sea {X,.};:"=1 una sucesión de variables aleatorias independientes tales que 
IX .. I :5 C c.s. paro n;::: 1 y C >O. Entonces 

00 

L Xn converge c.s. 
n=I 

si y sólo si las dos siguientes condiciones se cumplen: 
a} 1 E::"=t E[XnJI < 00 

b) E::"=t Var(Xn) < oo 

Demostración 
Primero supongamos que E:;"=1 Xn converge c.s. . 
Para cada n E IV sea (íl', :F, P,.) donde íl' = !R, :F = JB(!R) y 
P,. = ÁFx. ( Medida inducida por Fx. ) 
definimos X~: íl'--+ !R como X~(w) = w. Entonces 

Por lo tanto 

Fx~(x) P,.(X~ :5 x) 
P,.((-oo, x]) 

= ,\Fx. ( (-oo, x]) 
= Fx.(x) - Fx.(-oo) 
= Fxn(x). 

Fx. = Fx~ 
Así, hemos construido una sucesión {X~}::"=i de variables aleatorias indepen­
dientes con las siguientes propiedades: 
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a) Xn y X~ tienen la misma distribución para cada n E JN. 
b) La sucesión combinada {Xn,X~}~1 es una sucesión de variables aleato­
rias independientes, es decir, para todo n =J m y para todo A, B E JB(1R), se 
tiene que 

Tomemos Y,. = Xn - X~ para n = 1,2,. · · Es claro que {Yn}:'=i es una 
sucesión de variables aleatorias independientes tales que, 

IYnl :5 IXnl + jX~j :5 2C C.S. 

E[YnJ = E[Xn] - E[X~] =o y 

Var(Yn) = 2Var(Xn) Vn. 

Además, como I;:;"=1 Xn converge c.s. entonces I;:;"=1 X~ converge c.s. y en 
consecuencia 

00 

L Yn converge c.s. 
n=I 

De la observación !!.!U se tiene que 

00 

L Var(Yn) < oo 
n=l 

Por lo tanto 
00 1 00 L Var(Xn) = 2 L Var(Yn) < oo. 

n=I n=I 

Y del corolario !!.1.1 podemos concluir que 

00 

L(Xn - E[Xn]) converge c.s. 
n:I 

Y por lo tanto 

00 00 00 

L E[Xn] = L Xn - L(Xn - E[XnJ) converge c.s. 
n=I n=I n=l 
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Recíprocamente, supongase que pasa (a.) y (b). Entonces, por el corolario 
!J.1.1, 

00 

L(Xn - E[Xn]) converge c.s. 
n=l 

Por lo tanto 

00 00 00 

L Xn = L(Xn - E[Xn]) + L E[Xn] converge c.s. 
n=l n=l n=l 

o 

Observación 2.2.2 
Con esta. teoría estamos en condiciones de demostrar la. otra parte del ejemplo 
2.1.1. Recordemos que en la sección anterior se demostró que 

00 00 x 1 L Yn = L--;¡. conve1·ge c.s. para p = 2' 
n=l n=l 

Ahora bien, para. el caso p E (O, 1) y p f= ~ vamos a. probar que L:~=l Yn 
diverge c.s. 
Demostración 
Sea. p E (O, 1) y p f= !, entonces 

E[Yn] = !¡1P(Xn = 1)+(-l)P(Xn = -1)]:: !¡p+(-1)(1-p)] = .!.¡2p-l] 
n n n 

y también 

Por lo tanto 
00 00 4 L Var(Yn) = L nl (p- p

2] < oo, 
n=l n=l 

Pero 
00 00 1 L E[Yn]:: L ;[2p- 1] :: OO. 

n=I n=l 
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Y del teorema 2.2.2 , se tiene que 

f Yn = f ~n diverge c.s. 
n=l n=l 

o 

2.3 Teorema de Kolmogorov 

En esta última sección probaremos el Teorema de tres series de Kolmogorov 
para la convergencia de la sucesión {Sn}::",,1• Este teorema es uno de los 
resultados más importantes en el estudio de la convergencia de la sucesión 
{Sn}::"=i · Dicho resultado nos da condiciones necesarias y suficientes para que 
Sn converja c.s. , además nos permite establecer otros resultados vinculados 
con dicha convergencia. 

TEOREMA 2.3.1 (Tres series de Kolmogorov) 
Sea {Xn}::",,1 una sucesión de variables aleatorias. Entonces la serie L:::"=i Xn 
converge c.s. si sólo si paro alguna e> O, las siguientes 9 series convergen 
a) E::",.1 P(IXnl ~ e) 
b) E::"=I E[X~] 
e) E::",.1 Var(X~) 
Además, si (a), (b), y (e) convergen para alguna e> O, entonces convergen 
para toda e > O. 

Demostración 
Supongamos que 2::;"=1 Xn converge c.s. Entonces Xn ~ O, y del corolario 
1.1.3 se tiene que 

00 

LP(IXnl ~e)< 00 Ve> O. 
n=l 

Además, como 2::;"=1 P({Xn =f X~})= 2:::",.1 P(IXnl ~ c) < oo y en vista 
del teorema J.2.1 

00 00 

L Xn y LX~ so11 equivalentemente convergentes 
n=I n=I 
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Por lo tanto 
00 

LX~ converge c.s. V e > O 
n=l 

En consecuencia. (a.) y (b) son inmediatas del teorema 2.2.2. 
Inversamente, si (b) y (c) convergen para alguna e> O, del teorema 2.2.2 se 
tiene que E:°:,1 X~ converge y como (a) converge, entonces 

00 00 

Exn y LX~ son equivalentemente convergentes 
n=l n=l 

Por lo tanto 

COROLARIO 2.3.1 

00 

L Xn converge c.s. 
n=l 

o 

Sea {Xn}~=t una sucesión de variables aleatorias independientes tales que 
E:'=1(Xn)2 < oo c.s. Entonces 

00 

Sn ~ S <::::> L E(Xn/{IXnl<t}) < 00 

n=l 

Demostración 
Supongamos que L::°:,1 (Xn)2 converge c.s. , entonces por el teorema anterior 
se tiene que 

00 00 

LE((Xn)2/{lxnl<t}) = LE((Xn)2/{lx.P<t}) < 00 

n=l n=l 

y por lo tanto 
00 

L Var(X.Iux.1<1)) < oo. 
n=I 

También por el mismo teorema se tiene 

00 00 

E P(IX.I ~ 1) = L P(IX .. 12 ~ 1) <OO. 

n=I n=I 
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Por lo tanto, aplicando otra vez el teorema anterior se tiene que 

00 

Sn ~ S <===>- L E[Xnl{IX.l<l}] < 00 

n=I 

o 

Ahora, usaremos este teorema para demostrar la Observación.2.1.1. Este 
resultado, como ya se dijo, es una generalización del teorema.2.1.1. 

TEOREMA 2.3.2 
Sea {Xn}::"=i una sucesión de variables aleatorias independientes tales que 
E[Xn] = O para toda n. Si 

00 

L E[IXnlPJ < oo para alguna O < p ~ 2 
n=I 

Entonces 

Demostración 
Vamos a demostrar que estas hipótesis implican (a), (b) y (c) del teorema 
anterior. 
Sea e;::: O 
a)Para p >O 

P(IXnl ~e) = 

Por lo tanto 

E P(IXnl ;::: e) ~ E E[l~nlPJ < 00 

n=l n=l 
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b) La demostración de este inciso la vamos a hacer por casos. 
Primer ca.so : si p > 1, 

f: IE[:~JI = f: IE[Xn/~Xn)<c}JI 
n=l n=l 

= f: IE[Xnl~x,.¡~c}JI ( ya que E[Xn] = O ) 
n=l 
00 IX I (D. de Jensen) $ }:E[7Iuxnl~c}) 

n=l 

$ 
oo IXnlP L E[-;;¡;-luxn)~c}J 

n=l 
( por que l $ IXnl ) 

e 

$ f E[l-;IPJ 
n=l 

< OO. 

Segundo caso : si O < p $ 1, 

f: IE[:~ll 
n=I 

= f: IE[XnJ~Xnl<c}]i 
n=l 
00 

IX 1 
$ LE[-?"Iuxnl<c}} (D. de Jensen) 

n=l 

$ ~ E[IXnlP J{IXnl<c}} (porque IXnl < 1 ) 
L..,, cP e 
n:I 

$ ~E[IXnlPJ 
l..,, cP 
n=l 

< oo. 

Por lo tanto si p > O, se tiene que 

¡f: E[:~JI 
n=l 

$ f: IE[:~JI 
n=l 

$ ~ E[IXnlPJ < oo. 
l..,, cP 
n=I 
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c) como p::; 2, entonces 

~ E[IX~l2J _ ~ E[IXnl
2

1 J 
L.J --c- - ~ -e- {IXnl<o} 
n=l n=l 

(porque IXnl < 1 ) 
e 

y además 
00 00 

L(E[IX~IJ)2::; í:EllX~l2] < oo, 
n=l n=l 

Por lo tanto 

00 00 00 

L Var(X~) = L E[IX~l2 ] - L(E[IX~l])2 < oo. 
n=l n=l n=l 

Y por lo tanto Sn ~ S. o 

COROLARIO 2.3.2 
Sea {Xn}::"=i una sucesión de variables aleatorias independientes con espe­
ranza finita. Si 

00 

L E(IXnlP] < oo para alguna O < p :5 l. 
n=l 

Entonces 

Demostración 
Vamos a demostrar que se cumplen las condiciones (a), (b) y (c) del teorema 
2.9.J. 
Los incisos (a) y (c) eslan demostrados en el inciso (a) y (c) del teorema 
anterior ( observese que no usamos la hipótesis de E(Xn] = O ), el inciso 
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(b) está demostrado en el segundo caso del inciso (b) del mismo teorema 
· (O< p $ 1). o 

Ejemplo 2.3.1 
Sean Xi, X2, • • • , Xn, · · · variables aleatorias independientes exponencial con 
parámetro An, es decir, 

Vamos a demostrar que si E::"=t A;;1 < oo, entonces L:::"=t Xn converge c.s. 
Demostración 
Como 

E[IXnlJ = E(Xn) 

= 1 An(A;1 e-~"") dx 

= ¡00 

e-~.,, dx 

= A-1 
n ' 

entonces 
00 00 

L E[IXnlJ = L A;1 <OO. 
n=l n=l 

por lo f;anto, por el corolario anterior 

00 

L Xn converge c.s. 
n=l 
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Capítulo 3 

Algunos resultados elementales 
sobre la aproximación Poisson 
en una sucesión de ensayos 
Bernoulli 

En este capítulo se estudiará el artículo: "Sorne elementary resulta on Poi­
sson approximation in a sequence of Bernoulli trials". Este artículo presenta 
algunos resultados sobre la aproximación de ciertas variables aleatorias dis­
cretas a otra discreta y su "rápidez" de convergencia. Se utilizarán series 
aleatorias para un caso muy particular: Sn = E~=l X1: y para cada k = 
1, 2, .. ·, X1: es una variable aleatoria de Bernoulli, es decir, Xk satisface: 

para alguna Pk E (O, 1). 

P(Xk = 1) 
P(X1: =O) 

Pk 
l -p1: V k. 

Gracias a estas métricas podremos además dar aproximaciones intere­
santes, que nos permiten estudiar el comportamiento (en el límite cuando 
n --+ oo) de la distribución Sn cuando n --+ oo. Es claro que estas series 
aleatorias no convergen c.s. y esto es cierto para cualquier valor de Pk E (O, 1) 
que se elija. En cambio podemos esperar que se de la convergencia en un 
sentido menos fuerte. 

En la primera sección de este capítulo definiremos dos métricas en el 
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espacio de medidas de probabilidad sobre (IN, JB(JN)). En la segunda sección 
demostraremos varias propiedades de estas métricas. 

Después, en la tercera y cuarta sección se darán cotas sobre estas métricas 
para la aproximación Poisson a una suma de variables aleatorias indepen­
dientes Bernoulli, y como consecuencia de esto se demostrará la aproximación 
clásica de Poisson. 

Finalmente, en la última sección, estos resultados se generalizan para el 
caso de variables aleatorias dependientes. 

3.1 Estructura básica de dos funciones dis­
tancia 

Supongase que todas las variables aleatorias en esta sección, y en todo 
el capítulo, están definidas en un espacio de probabilidad (íl, :F, P). Sea 
Xi, X2, .. ·, Xn .. ·, una sucesión de variables aleatorias Bernoulli, es decir, 
X¡, toma los valores O ó 1 para toda k ~ 1 y sea Sn = EZ=i X¡, la variable 
aleatoria que representa el número de éxitos (o el número de X¡, 's que toman 
el valor 1 ). Es un resultado clásico que la distribución de probabilidad de 
Sn se aproxima a una distribución Poisson si n es suficientemente grande y 
la probabilidad de éxito es suficientemente pequeña, (Ver [l)). Aquí veremos 
variaciones de este resultado. 

Dado un ,\ > O, Y(.\) denotará en esta sección, y en todo este capítulo, a 
una variable aleatoria Poisson con parámetro o media igual a .\. Esto es, 

m .\kc~ 

P(l'(.\) 5 m) = L k! m = 0,1,2, ... 
k=O 

además denotemos a Z como el espacio de todas las variables aleatorias sobre 
los enteros no negativos, es decir, 

Z ={X: íl-+ N+ /X es :F-medible}. 

donde N+ denota al conjunto de todos los enteros no negativos y sea 'P(N+) 
el conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre N+· 
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Para caracterizar la eficacia de esa aproximación, consideraremos varias mé­
tricas en 'P(N+) para medir la" semejanza" entre 2 distribuciones de pro­
babilidad sobre N+. 

DEFINICIÓN 3.1.1 
Sean Q1iQ2 e 'P(N+). Definimos 

d(Q1, Q2) = sup {IQ1(A) - Q2(A)I} 
ACN+ 

do(Q1iQ2) = sup{IQ1(-oo,m)-Q2(-oo,mJI}. 
m~O 

En particular si X y Y son variables aleatorias que pertenecen a Z, definimos 

d(Px,Pv) = d(X,Y) = sup {IP(X E A)-P(Y E A)I} 
ACN+ 

do(Px,Py) = do(X, Y)= sup{jP(X $ m)-P(Y ~ m)I}. 
m~O 

Cabe mencionar, que usaremos d(X, Y) y do( X, Y) para simplificar la no­
tación, pero realmente se trata de una distancia en 'P(N+), ya que, a cada 
variable aleatoria X E Z se le asocia una única distribución de probabilidad 
Px la cual pertenece a el espacio 'P(N+)· 

Es claro que do(X,Y) ~ d(X,Y) para todo X,Y E .Z y además d y do 
dependen solamente de la distribución de X y Y. d y do así definidos son 
métricas en 'P( N +) ó en Z. En efecto: 
Dadas X, Y, Z e Z y Px, Py y Pz sus distribuciones de probabilidad tenemos 
que: 
i) 

ii) 

d(X, Y)~ O y d(X, Y)= d(Y,X) 

d(X, Y) =O {::::} sup {IP(X E A)- P(Y e A)I} =O 
ACN+ 

{::::} IP(X e A) - P(Y E A)I =o V A e N+ 
{::::} P(X E A)= P(Y E A) V A e N+ 

?=* Px = Py. 

53 



iii) Como 

IP(X E A)-P(Y E A)I $ IP(X E A)-P(Z E A)l+IP(Z E A)-P(Y E A)i, 

entonces 
BUPAcN+ {IP(X E A) - P(Y E A)I} 

$ sup {jP(X E A) - P(Z E A)I + jP(Z E A) - P(Y E A)I} 
AcN+ 

$ sup {jP(X E A) - P(Z E A)I} + sup {IP(Z E A) - P(Y E A)I}. 
ACN+ ACN+ 

Por lo tanto d(X, Y) $ d( X, Z) + d( Z, Y). o 

Daremos dos expresiones alternativas para la métrica d las que serán de gran 
ayuda. 

TEOREMA 3.1.1 
Sean X E Z y Y E Z, entonces 
i) d(X, Y)= d1(X, Y)=~ E~=º IP(X = n) - P(Y = n)j y 
ii) d(X, Y)= d1(X, Y)= ~ SUPihi:>t {jE[h(X)] - E[h(Y)]I} 
donde el supremo se toma sobre todas las funciones h : ~ ~ lR medibles 
tales que lhl $ l. 

Demostración 
i) 
d1(X,Y) S d(X,Y): 
Sean X E Z y Y E Z. Tomemos Pn = P(X = n), qn = P(Y = n) y 
J = { n : Pn ;:: q"}, entonces 

00 

2d1(X,Y) = LIPn -qnj 
n=O 

= LPn-qn+ Lqn-Pn 
nEJ nEJ• 

$ 1 LPn - qnl + 1 L Pn - qnl 
nEJ nEJ' 

= IP(X E J) - P(Y E J)I + IP(X E JC) - P(Y E JC)I 
$ 2 sup {IP(X E A) - P(Y E Ali} 

ACN+ 

= 2d(X,Y). 
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Por lo tanto 
d1(X, Y) $ d(X, Y). 

d(X, Y) :5 d1(X, Y): 
Sea A e N+, entonces 
2IP(X E A) - P(Y E A)j 

= IP(X E A) - P(Y E A)I + IP(X E A) - P(Y E A)I 
= IP(X E A)- P(Y E A)I + IP(X E Aº)- P(Y E A°)I 

= 1 LPn - qnl + 1 E Pn - qnj 
nEA nEA' 

:5 LIPn-qnl+ E IPn-qnl 
nEA nEA' 

00 

= LIPn-qnl 
n=O 

= 2d1(X, Y), 

y en consecuencia 

2d(X, Y)= 2 sup {IP(X E A) - P(Y E A)I} :5 2d1(X, Y). 
ACN+ 

Por lo tanto 
d(X,Y) :5 d1(X,Y). 

De esta forma se obtiene que 

d(X, Y) = d1(X, Y). 

ii) Vamos a demostrar que d2(X, Y)= d1(X, Y). 
d1(X, Y) :5 d2(X, Y): 
Sean X E Z y Y E Z. Tomemos 

Pn = P(X = n), qn = P(Y = n) 

y 

h(n) = { !1 
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Entonces 

00 

2d1(X, Y) L JPn - qnJ 
n=O 
00 

= L(h(n)pn - h(n)qn) 
n=O 
00 00 

= L h(n)pn - L h(n)qn 
n=O n=O 

= E[h(X)) - E[h(Y)) 
:5 JE[h(X)) - E[h(Y)JI 
:5 sup {JE[h(X)] - E(h(Y)]J} 

lhlS1 
2d2(X,Y). 

Por lo tanto d1(X, Y)$ d2(X, Y). 

d2(X, Y) :5 d1(X, Y): 
Sea h: :R--+ :R tal que lhl :5 1, entonces 

00 00 

2JE(h(X)] - E[h(Y)]J J L h(n)pn - L h(n)qnJ 
n=O n=O 
00 

= J L h(n)(Pn - qn)J 
n=O 
00 

:5 L Jh(n)JJPn - qnJ 
n=O 
00 

:5 LIPn-qnJ 
n=O 

= 2d1(X,Y), 

y en consecuencia 

2d2(X, Y)= 2 sup{JE[h(X))- E(h(Y)JI} :5 2d1(X, Y). 
lhl9 
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Así, d2(X, Y) :5 d1 (X, Y). Por lo tanto 

· d2(X, Y) = d1 (X, Y). 

o 

Es importante señalar que estas expresiones alternativas para la métrica d 
se han estudiado en otras áreas. Por ejemplo, d(X, Y) conocida como la 
"norma de variación" y 2d(X, Y) como un operador normal sobre el espacio 
de medidas con signo, (Ver (22]). 

3.2 Propiedades de d y d0 

En esta sección probaremos algunas propiedades de las métricas d y d0 • La 
primera propiedad nos da cotas superiores para estas métricas. 

TEOREMA 3.2.1 
Sean X y Y variables aleator.ias con valores en N+· Entonces 
a) d(X, Y) :5 P(X ::/; Y). 
b} do(X,Y) :5 max{P(X < Y),P(X >Y)}. 

Demostmción 
a) Sea A e N+, entonces 

P(XEA) = P({XEA}n{X=Y})+P({XEÁ}n{X:foY}) 
:5 P(Y E A)+ P(X ::/; Y). 

En consecuencia 

P(X E A) - P(Y E A) $ P(X =/; Y). 

De manera análoga se obtiene que P(Y E A) - P(X E A) :5 P(X :/=Y), y 
por lo tanto 

d(X, Y) = sup IP(X E A) - P(Y E A)I :5 P(X =/;Y) 
ACN+ 

b)Sea m EN+, entonces 

P(X $ m) = P({X $ m} n {Y$ X})+ P({X $ m} n {Y> X}) 

$ P(Y :5 m) + P(Y >X). 
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En consecuencia 

P(X $ m) - P(Y $ m) $ P(Y). X). 

Análogamente se tiene que P(Y $ m)- P(X =::; m) =::; P(X > Y), y por lo 
tanto 

do(X, Y)= sup IP(X $ m) - P(Y $ m)I $ max{P(X >Y), P(Y >X)}. 
mEN+ 

o 

El siguiente corolario fué propuesto por Freedman [15]. 

COROLARIO 3.2.l 
Sean Y(µ¡), Y(µ 2 ) áos variables aleatorias independientes Poisson con pa­
rámetros O < µ1 < 1, O < µ2 < 1 respectivamente. Entonces 

Demostración 
Supongase que O < µ1 < µ2 y sean 

X = Y(µ¡) y Z = Y(µ2 - µ¡) 

variables aleatorias con parámetros µ1 y (µ 2 - µ¡) respectivamente, entonces 
por el teorema anterior se tiene que 

d(Y(µ1), Y(µ2)) = d(X,X +Z) 
:::; P(X :f X +Z) 

P(Z :f O) 
1 - exp(-(µ2 - µ1)) 

:::; µ2 -µ¡. 

Por lo tanto 
d(Y(µ¡), Y(µ2)) ~ µ2 - µ1. 

Observe que se usó el resultado siguiente: la suma de variables aleatorias in­
dependientes Poisson resulta ser una variable aleatoria Poisson con parámetro 
igual a la suma de los parámetros de cada una de las variables. Además, se 
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Úsó la conocida desigualdad (1 + t) $ exp(t), si t E lit 
De manera análoga se obtiene que 

d(Y(µi), Y(µ2)) :5 µi - µ2 si O< µ2 < µi. 

Por lo tanto d(Y(µ¡), Y(µ2)) :5 lµ1 - µ21· o 

La siguiente propiedad nos dice que las distribuciones de X y de Y pueden 
ser cambiadas por otras " más cercanas " si una variable aleatoria Z, inde­
pendiente de X y Y, es sumada a ambas variables. 

TEOREMA 3.2.2 
Sean X, Y y Z variables aleatorias en Z tales que Z es independiente de X y 
de Y, entonces 

donde d' = d ó do. 

Demostración 
Parad'= d: 

d*(X + Z, Y+ Z) $ d'(X, Y). 

Sea A C N+, como P(X E A) :5 P(Y E A)+ d(X, Y), entonces 

00 

P(X+ZEA) = LP(XEA\{n},Z=n) 
n=O 
00 

= LP(X E A\ {n})P(Z = n) (independencia) 
n=O 
00 

~ LP(Z = n)[P(Y E A\ {n}) + d(X, Y)] 
n=O 

P(Y + Z E A) t d(X, Y). 

En consecuencia 

P(X + Z E A) - P(Y + Z E A) $ d(X, Y). 

Analogamente se obtiene que 

P(Y + Z E A) - P(X + Z E A) $ d(X, Y). 
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Por lo tanto 

d(X + Z, Y+ Z) = sup {IP(X + Z E A) - P(Y + Z E A)I} ~ d(X, Y). 
ACN+ 

Un argumento similar da el resultado para el caso cuando dº = do. O 

El siguiente corolario del teorema anterior nos da una propiedad de subadi­
tividad para d y do. Esta propiedad tiene diferentes pruebas, y se pueden 
encontar en (10] y (11]. 

COROLARIO 3.2.2 
Sean Xi, X2, · · ·, Xn y Yi, Y2, · · ·, Yn variables aleatorias independientes que 
pertenecen a Z, entonces 

n n n 

d°(L x", ¿ v") $ L d°(X", Y"). 

donde d* = d ó do. 

Demostración 
Paran= 2, 
d0 (X1 + X2, Yi + Y2) 

k=l k=I k=l 

$ d*(X1 + X2, Yi + X2) + dº(Yi + X2, Yi + Y2) (p. Triangular ) 
$ d°(X¡, Yi) + dº(X2, Y2) (Teorema anterior). 

Por lo tanto 

Y el resultado se sigue por inducción sobre n. o 

Finalmente presentaremos una forma más débil del corolario anterior que nos 
permite generalizar al caso en que las Xn 's y Yn 's sean dependientes. 

TEOREMA 3.2.3 
Sean X1, X2, • • ·, Xn y Yí, Y2, · · ·, Yn variables aleatorias que pertenecen a Z, 
entonces 
a) d(l:~=l xk, L~=l Yk) $ ¿:;~=! P(Xk :/= Yk)· 
b) do(L:~=I Xk, L:~=I Yk) $ L::~=t max{P(Xk < }k), P(Xk > Yk)}. 
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Demostración 
a) Por el teorema 9.2.1 (inciso (a)) tenemos que 

n n n n 

d(L xk, ¿ vk) $ P(E xk ¡, ¿ l'k), 
k=l k=l k=l k=l 

pero 

n n n 

P(LXk'I'!: Ll'k) $ P(LJ{Xk ::f. Yk}) 
k=l k=l k=l 

n 

:5 L P(Xk :f. }'k). 
k=l 

Por lo tanto 
n n n 

d(L xk, ¿ l'k) $ E P(Xk ¡, Yi.). 
k=l k=l k=l 

b) Como 

n n n 

P(LXk < Ll'k) $ P(LJ{Xk < Yi.}) 
k=I k=l k=l 

n 

$ LP(Xk < Yk) y 
k=I 

n n n 

P(E X¡,, > E l'k) $ P(LJ{Xk > Yi.}) 
k=l k=l k=l 

n 

$ LP(Xk > Yk), 
k=I 

entonces 

n n 

$ max{L P(Xk < Yi.), L P(Xk > }'k)} 
k=I k=l 

n 

$ Emax{P(Xk < Yk),P(Xk > Yk)}, 
k=I 
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además, por el teorema 3.2.J (inciso (b) ) se sabe que 

n n n n n n 

do(LXk,Ll'k) Smax{P(LXk < LYk),P(LXk > Ll'k)}. 
k=l k=l k=I k:I k=I k=I 

Por lo tanto 

n n n n n n 

do(LXk,Ll'k) ~ max{P(LXk < Ll'k),P(LXk > LYk)} 
k=I k=I k=I k:I k:I k=I 

n 

5 Emax{P(Xk < l'k),P(Xk >Y¡,)}. 
k=l 

o 

3.3 Cotas de la métrica d para la aproxi­
mación Poisson a una suma de variables 
aleatorias independientes Bernoulli 

En esta sección estudiaremos la aproximación Poisson a una suma de va­
riables aleatorias independientes Bernoulli. Dicha aproximación la haremos 
utilizando la métrica d y la siguiente observación. 

Observación 3.3.1 
Sea J(>.) = t,\2 +,\e-A+ e-A_ 1 para todo,\ E~+ U {O}. Afirmamos que 

f(..\) '?:O V,\ '?:O. 

Y en consecuencia 1 - e-A - ,\e-A:=:; !,\2. 

Demostración 
f(O) =O y 

f'(,\) = ,\ +e-A - ,\e-A - e-A 

= ,\ - ,\e-A V..\'?:: O 

= ,\(1 - e-A) V..\'?: O 

'?: o. 

62 

V,\'?:: O 



Entonces /(>t.) es creciente y /(O) =O. Por lo tanto /{>t.) ;::: O. o 

Primeramente consideraremos el caso de una sola variable aleatoria X Ber­
nou!li. Si queremos que se cumpla que E[XJ = E[YJ, entonces tomamos Y(p) 
variable aleatoria Poisson con parámetro p. Por otro lado, si queremos que 
P(X =O) = P(Y =O), entonces tomamos Y(Á) variable aleatoria Poisson 
con parámetro Á = - log(l - p). Para estos casos tenemos el siguiente 
resultado. 

TEOREMA 3.3.1 
Sea X una variable aleatoria Bernoulli con parámetro p, O < p < l. Sea 
Á = - log(l - p), entonces 
i) d(X, Y(p)) :5 p(l - e-P) :5 p2 y 
ii) d(X, Y(Á)) :5 1 - e-Á - Áe-Á :5 !A2 

Demostración 
Utilizaremos la primera identidad dada en el teorema S.1.1 . 
i) 

IP(X =O) - P(Y = O)I = 11 - p - CPI 
= e-P + p- 1 ( ya que e-P ;::: 1 - p) 

IP(X = 1)- P(Y = 1)1 IP- pe-PI 
p(l - e-P), 

además 
IP(X = n)- P(Y = n)I = P(Y = n) Vn;::: 2. 

Por lo tanto 

d(X,Y) 
1 

= 2f(e-P + p-1) + (p- pe-P) + P(Y;::: 2)) 

1 
= 2[2p + e-P - pe-P - 1 + (1 - e-P - pe-P)) 

= ~[2p - 2pe-P) 

p- pe-p 

= p(l - e-P) 

:5 p2 
( porque 1 - e-P :5 p ) 
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ii) Como e-A = 1 - p y 

1 = P(Y ~O) ~ P(Y =O)+ P(Y = 1) =e-A,+ ,\e-A (3.,1) 

entonces 

IP(X =O) - P(Y = O)I = 1(1- p) - e-A¡ 

= 1(1 - p) - (1 - v)I 

-· o 
IP(X = 1) - P(Y = 1)1 = IP- ,\e-ÁI 

= 1(1- e-A)- ,\e-Al 

= 1- e-A - ,\e-A (por 3.1 ), 

además 
IP(X=n)-P(Y=n)l=P(Y=n) 'v'n~2. 

Por lo tanto 

d(X, Y(,\)) = ~[1 - e-A - ,\e-A t P(Y ~ 2)] 

1 = -[1 - e-A - ,\e-A+ (1 - e-A - ,\e-AJ 
2 

= 1 - e-A - ,\e-A 

:5 ~,\2 ( Observación 3.3.1 ) 

. :·.' 

o 

Haciendo uso de la subaditividad parad ( corolario 3.2.2 ) y en conjunción 
del teorema anterior se tiene el siguiente: 

COROLARIO 3.3.1 
Sean X1,X2, .. ·,Xn variables aleatorias independientes Bernoulli con pro­
babilidad de éxito Pi,P2, .. · Pn respectivamente y O< Pk < l. 
Si ,\k = - log(/ - Pk) paro k = 1, · · · n. Entonces 

n n n 

d(Lxk,Y(LPk)) ~ LP~ 
k=l k=l k=I 

~ ~t,\~ 
k=I 

n n 

d(L xk, Y(L Ak)) 
k=l k=l 
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Demostración 
n n n n 

d(L xk, Y(L Pk)) d(L xk, ¿ v(Pk)) 
k=I k=I k=I k=I 

n 

$ E d(Xk, Y(pk)) 
k=I 
n 

$ LP~ 
k=I 

n n n n 

d(L x", Y(L "")) = d(L x", ¿ v(..\1o)) 
k=I k=I k=I k:I 

n 

$ E d(Xk, Y(..\1o)) 
k=I 

$ ii>~ 
k=I 

o 

Una prueba alternativa de la primera desigualdad de este teorema, usando 
variables aleatorias indicadoras, es dada en [26). Además, esta desigualdad 
es un caso particular de un resultado general de Le Caffi' [22]. 

Como una aplicación directa de estos resultados tenemos la aproximación 
Poisson clásica. 

Ejemplo 3.3.l 
Sea Sn una variable aleatoria con distribución Binomial con parámetros 
( n, Pn) y supongase que limn-oo Pn = O. y limn-oo npn = ..\, O < ..\ < oo, 
entonces 

lim d(Sn, Y(.\))= O. 
n-oo 

Observese que Y(.\) representa una variable aleatoria Poisson. 

Demostración 
Sean Xi,X2,· • • ,Xn variables aleatorias independientes Bernoulli todas con 
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parámetro Pn, entonces por el corolario anterior y por el corolario 3.!U 

d(Sn, Y(,\)) :5 d(Sn, Y(npn)) + d(Y(npn), Y(,\)) ( D. triangular ) 
n n 

= d(L X1:, L Y(pn)) + d(Y(npn), Y(,\)) 
k=l k=l 

:5 np! + lnPn - .\l. 

Por lo tanto 

lim d(Sn, Y(,\) :5 lim (np! + lnPn - ,\1) =O. 
n-+oo n-+oo 

o 

3.4 Cotas de la métrica do para la aproxi­
mación Poisson a una suma de variables 
aleatorias independientes Bernoulli 

De igual forma, primeramente consideraremos el caso de una sola variable 
aleatoria X Bernoulli. 

Observación 3.4.1 
i) Sea f(p) = 2e-P + pe-P + p - 2 V p E 1+ U {O}. Afirmamos que 

f(p) ~O Vp~ O. 

Y en consecuencia 1 - e-P - pe-P :5 e-P + p - l. 
ii) Sea g(p) = !P2 

- cP - p + 1 V p E 1+ U {O}. Afirmamos que 

g(p) ~O Vp ~O. 

Y en consecuencia e-P + p - 1 :5 !p2• 

Demostración 
i) f(O) =O y 

f'(p) = -2e-P + e-P - pe-P + 1 Vp ~O 
= -e-P - pe-P + 1 V p ~ O 

~ O, ( por 3.1 ) 
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Entonces f(p) es creciente y /(O) =O. Por lo tanto 

f(p) 2:: O V p 2:: O. 

ii) g(O) =O y 

g'(p) = p + e-P - 1 V p ~ O 

~ O, ( porque e-P ~ 1 - p ) 

Entonces g(p) es creciente y g(O) =O. Por lo tanto g(p) ~O V p ~O. D 

El siguiente resultado fué demostrado por Daley (11]. 

TEOREMA 3.4.1 
Sea X una variable aleatoria Bernoulli con parámetro p, O< p < 1, entonces 

do(X, Y(p)) $ ~p2 • 
Demostmción 

IP(X $ 0)- P(Y $ O)I 11- p-e-Pj 
= e-P + p- l (porque e-P ~ 1 - p ) 

IP(X $ 1) - P(Y $ 1)1 11- e-P - pe-PI 
= 1 - e-P - pe-P ( por 3.1 ), 

y además como P(Y $ 1) $ P(Y $ n) para toda n ~ 2, entonces 

IP(X $ n) - P(Y $ m)I = 11- P(Y $ n)I 'v'n ~ 2 

= l-P(Y$n) Vn~2 
$ l-P(Y$l) Vn~2 

1 - e-P - pe-P V n ~ 2. 

Y usando la observación 9.,f.1 se tiene que 

do(X,Y(p)) = supjP(X$n)-P(Y$n)i 
n~O 

max{ e-P + p - 1, 1 - e-P - pe-P} 
= e-P + p-1 

l 2 
$ 2P 
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Por lo tanto do(X, Y(p))::; ~p2. o 

Observación 3.4.2 
Si X es Bernoulli con parámetro p y ,\ = - log(l - p), O < p < 1, entonces 
i) P(X ~ t) :5 P(Y(,\) ~ t) Vt. 
ii) P(X #:Y(.\)) :5 ~,\2 • 
Demostración 
i) Dada la variable aleatoria Y(,\) definimos a 

X' = /{Y(.\)~l)• 
la cual tiene la misma distribucón que X porque 

P(X' = 1) = P(Y(,\) ~ 1) 

= 1- P(Y(,\) =O) 

= 1 -.\ -e 

= p 

= P(X = 1), 

además, se cumple que X' ::; Y(,\) y por lo tanto 

P(X ~ t) = P(X' ~ t) 
:5 P(Y(,\) ~ t). 

ii) Tomamos la misma X' que antes y tenemos que 

P(X f Y(.\)) = P(X' f Y(.\)) 
= P(X' = l,X' f Y(.\))+ P(X' = O,X' f Y(,\)) 
= P(Y(,\) ~ 1, Y(,\) f 1) + P(Y(,\) < 1, Y(,\) f:. O) 
= P(Y(,\) ~ 2) 
= 1- P(Y(..\}::; 1) 
= 1 - e-.\ - ..\e-.\ 

::; ~,\2 ( observación 3.3.1 ) 

Por lo tanto P(X f Y(..\)) ::; tA2• O 

Como corolario del teorema anterior tenemos el siguiente resultado que fué 
probado por Daley [11]. 
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COROLARIO 3.4.1 
Sean X1, X2, · · ·, Xn variables aleatorias independientes Bernoulli con pro­
babilidad de éxito p¡, P2 1 • • • Pn respectivamente y O < Pk < 1. 
Si Ák = - log( l - p) paro todo k = 1, .. · n. Entonces 

n n l n 

do(LX1:, Y(LPk)) s; 2 LP~ 
k=I k=I k=l 

y ademas, paro cada m E N+ 
n n 

P(Y(L Á1:) $ m) $ P(LX1: $ m) 
l:=t l:=t 

$ P(Y(t.\1:) $ m)+ ~ tÁ: 
k=I k=l 

Demostroción 
Usando el corolario 9.!J.!J y el teorema 3.4.1 

n n 

do(LX1:, Y(LP1:)) 
A:=t l:=l 

n 

$ Í:do(X1:,Y(p1:)) 
l:=t 

1 n 

$ 22>=· 
l:=l 

Para la otra parte, sean X~= l{Y,~l}• por la observación 3.4.!J se tiene que 
n n 

¿xk $ ¿vk 
l:=l l:=t 

n 

= Y(L.\1:), 
k=I 

por lo tanto 
n n 

P(L°Y.t s; m) $ P(LXk $ m) 
l:=I k=I 

n 

= P(LXk $ m) y 
k=I 
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n n n n n n 

= P(LXk 5m,¿xk = 2.:Yk)+P(LXk 5 m,¿xk f= ¿v,,) 
k:l k=I k=I k=I k=l k=I 

n n n 

5 P(LYk 5 m) + P(LXk f= LV,,) 
k=l k=l k=l 

n " 

5 P(LY" 5 m) + LP(Xi: f= Yi:) 
k=l k=l 

" 1 " 
5 P(L Yi: 5 m) + 2 L ,\~ (observación 3.4.2 ). 

k=l k=l 

o 

3.5 Extensión para el caso de variables alea­
torias dependientes 

En esta sección acotaremos el error de la aproximación Poisson con la metrica 
d cuando las variables aleatorias X,.'s son dependientes Bernoulli. Además, 
demostraremos un resultado más general para el caso de una suma de va­
riables aleatorias que toman valores en N+. Nuestro primer resultado fué 
provado por Serfling (26] y ha sido sujeto a diferentes pruebas (Ver (16]). 

TEOREMA 3.5.1 
Sean X1, X2, • • • , X,. variables aleatorias Bernoulli. Definimos 

01 = P(X1 = 1) y 

O; = P(X; = 1 / J=';_i) V2 5 i 5 n. 

donde :F¡_1 = u{X1, .. ·,X;_1}. Sean X¡,X;, .. ·,X~ variables aleatorias 
independientes Bernoulli con parámetros p1,p2, • • • ,p,. respectivamente. En-
tonces 

n n n 

d(L xk, Ex¡) ~ E E[IOk - Pkll 
k=I k=I k=I 
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Demostmción 
Sean Ui. U2,. ··,Un una sucesión de variables aleatorias independientes uni­
formemente distribuidas sobre el intervalo (O, 1). Definimos 

Xl = l{U¡$8¡} V :5 i :5 n. 

Xf = l{U¡Sp;} V 1 $ i $ n. 

Estas X!'s y X~'s estan definidas en un espacio común de probabilidad, las 
cuales cumplen las siguientes propiedas: 
i) X!'s son variables aleatorias (posiblemente dependientes ) Bernoulli con 
la misma distribución que las Xn 's. 
ii) X~'s son variables aleatorias independientes Bernoulli con parámetros 
O< Pn < 1, respectiva.mente. Entonces 

P(Xk :/: xn P(Xl :/: XD 
= E(E(I{x:i1xn / Ok]) 
= E(E(/{Xl=l}n{Xf=O} + /{Xl=D}n{Xf=I} / Ok]) 
= E(E(/{Xl=t)n{Xf=o} / Ok]) + E(E(/{xi=o}n{Xl=t} / OklJ· 

Pero 

E(/{Xl=t}n{Xf=o} / Ok) = E(I{U.S8•)n{U.>p.} / Ok) 
= E[J{P1s<U.~8Ar)l{p,<61s} / Ok) 

= L E(I{p.<U•S8•)l{~1<8•) / ok = y)/{8•=Y} 
uEJ• 

= L E(l{p.<U•Su}l{P•<u}J/{8•=v} 
ueJ• 

= L P(pk < uk $ y)/{P•<v}l{e.=u} 
yEJ• 

= L(Y - Pk)/{Mvl/{8.=y} 
ueJ• 

= (Ok - Pk)/{p1s<B..,}l 

donde Jk = {todos los posibles valores que toma Ok}. En consecuencia 

E(/{Xl=l)n{Xf=o} / Ok) = (Ok - Pk)I{p.<9.J, 
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de manera análoga se obtiene que 

Entonces 

P(Xk # XZ) E[E[J{Xl=l}n{Xl=o} / Ok)] + E[E[I¡xl=o)n{Xl=l) / Ok]] 
= E[(Ok - Pk)I{p.<9•JJ + E[(Pk - 0.1:)I{9•<P.JJ 
= E[IO" -Pki). 

Por lo tanto 

n n n 

d(LX"•LXZ) $ LP(XdXZ) (teorema3.2.3) 
k=I k=I k=I 

n 

LE[Ok-Pkll· 
k=I 

o 

Observación 3.5.1 
i) Es claro que la cota parad es también una cota para d0 • 

ii) E[IOk - PklJ denota la cantidad E[IOk(X1, X2, · · ·, Xk-1) - PklJ• Para k = 1 
esto es simplemente E[I01 - p¡ IJ 
iii) Un hecho importante del teorema es que los valores de Pk pueden ser se­
leccionados arbitrariamente. Por ejemplo, una elección natural y conveniente 
es Pk = E[Ok]· 

Antes de enunciar una forma más general del teorema anterior, necesitamos 
establecer la relación entre una sucesión Xi. X2, • .. , Xn E Z (no necesaria­
mente Bernoulli) y las varaibles aleatorias Bernoulli definidas como 

TEOREMA 3.5.2 
Sean X¡, X2, · .. , Xn variables aleatorias que toman valores en N+. Sean 

72 



Entonces 

n n n 

d(L xk, L: xk) $ L: P(Xk ;::: 2) y 
k=l k=I k=l 

n n n 

P(LXk$m)-LP(Xk~2) $ P(LXk$m) 
k=I k=I k=I 

n 

$ P(LXk $ m). 
k=I 

Demostroción 
Usando el teorema a.e.a y que 

P(Xk Í' Xk) = P(Xk :1xk,xk=1) + P(Xk :1 xk,xk =O) 
= P(Xk Í' l,Xk = 1) + P(Xk :1o,xkÍ'1) 
= P(Xk ~ 2) Vl $ k $ n 

podemos concluir que 

n n n 

d(Lxk,¿xn :5 LP(Xí,1'Xk) 
k=I k=I k=I 

n 

= LP(Xk ~2) 
k=I 

Por otro lado, sea m E N+, entonces 

n n n n 

P(LXk:5m)-P(LXk$m) $ do(LXk•LXk) 
k:I k=I k=I k=I 

pero 

n n n n 

do(L Xí,, L Xk) :5 d(L Xk, L Xk) 
k=I k=I k=I k=I 

n 

:5 L P(Xk ~ 2), 
k=I 

73 



y en consecuencia 
n n n 

P(LXk $ m)- L P(X1c ~ 2) $ P(Í:Xk $ m). 
k=l k=l k=l 

Por último, como x;. $ X1c, entonces 
n n 

P(LXk $ m) $ P(Í:Xk $ m). 
k=l k=l 

o 

Para terminar este capítulo, vamos a demostrar un teorema para el caso de 
una suma de variables aleatorias que tornan valores en N+. 
Sean Xi. X2, · .. , Xn E Z y 

61 = P(X1 = 1) y (3.2) 
O; = P(X; = 1 / .1';_1) V2 $ i $ n, (3.3) 

donde :F;-1=11{Xi,X2, .. · ,X;-1}. 
Además, sean Xi, Xi,··· , X~ variables aleatorias independientes Bernoulli 
con parámetros P1, Pl• · · · , Pn respectivamente, O < p¡ < 1 y 

A¡= -log(l -p;), 'Yi = E[IO; - p;I) y ó¡ = P(X; ~ 2) 1 $ i $ n. 

Definimos 
n n n n 

Q = E P% {J = L Ak 'Y = L 'Yk ó = E Ók 
k=I k=I k=l k=l 

TEOREMA 3.5.3 
Sean X1,X2,. .. ,Xn, PtiP2• · · .,pn, Ai,A2, .. · ,An y a,{J,.y, 6 definidos ante­
riormente. Entonces 

n n 
d(L X1c, Y(}: Pk)) $ a+'Y+6 (3.4) 

k=l k=I 
n n 1 

d(L X1c, Y(}: >.1c)) $ 2.8+1' + 6 (3.5) 
k=l k=l 
n n 

1 
do(}:X1c, Y(LP1c)) $ 2ª +'Y+ ó (3.6) 

k=l k=l 
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y para cada m EN+ 

n n 

P(Y(LAk)) $ m)-¡-6 $ P(LXk $ m) 
k=l k=l 

Demostración 
Vamos a demostrar la primera desigualdad y de manera análoga se obtienen 
las otras desigualdades. 
Sea X~ = J{X•=l} para todo l $ k $ n, entonces por el teorema anterior 
tenemos que 

k=l k=I 

n 

'EP(X1: ~ 2) 
k:I 

= 6. 

Ahora bien, sean Xi, X;, · · · , X~ variables aleatorias independientes Ber­
noulli con parámetros p1,J12, · · • 1Pn respectivamente, entonces por el teorema 
9.5.2 

n n n 

d('E Xl, L x;) :::; 'E E[IO~ - v1:1l 
k=I k=I k=I 

donde Oi, O~,··· , O~ es tan definidas relativamente para las X~ 's por las ecua­
ciones (3.2) y (3.3). Entonces, si .1"[_1 = u{Xi,X~,···,X!_1 }. 

Oi = P(X{ = 1) = P(X1 = 1) = 81 y 

o¡ P(x: = i ¡ :F;_1) 

= E[J{Xl=I} / :F:_1) 
= E[E[J{X;=I} / :F:-11 / J¡_t) 
= E[E[J{X;=I} / Ji-d / :F;_1) (porque J1_1 ~ :F;_i) 
= E[P(X¡ = 1 / f¡-1) / .r/_1] 
= E[8¡ / 1"/_1] 
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y en consecuencia 

E[IO; - p;I] = E[IE[O; / F[_1] - p¡I] 

= EIIE[O; - p¡ / .r;_¡]IJ 

Por lo tanto 

:5 E[E[IO¡ - Pd / F[_1]] (D. de Jensen) 
= E[IO;-p;IJ 

n n n 

d(¿x~,¿x;) $ l:E!IOk-PklJ 
k=I k=I k=I 

n 

:5 }:E[IOk - PklJ 
k=I 

'Y 

Por otro lado, por el corolario 9.9.1 
n n n 

d(¿x;, Y(LPk)) :::; LP¡ 
k=I k=I k=I 

Q 

Por lo tanto, usando la desigualdad del triángulo, y las desigualdades ante­
riores obtenemos 

n n n n n n 

::; d(L xk, E xk) + d(L xk, E X;)+ d(L x;, Y(LPk)) 
k=I k=I k=I k=I k=I k=I 

$ o+'Y+h' 
o 

Ejemplo 3.5.l 
Sea {Xn}::":,1 una sucesión de variables aleatorias dependientes Bernoulli con 
probabilidad de éxito p = P(Xk = 1) para todo k ;:: 1 y probabilidad de 
transición 

p1 = P(Xk = 1/Xk-1=1) y 

pº = P(Xk = 1 / Xk-1 =O) V k;:: 2, 
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es decir, la probabilidad de que xk, para k ~ 2, tome el valor 1 ó o solamente 
depende del valor que tome Xk-1· Esta sucesión de variables aleatorias es 
conocida comunmente como un "proceso Markov-dependieute". Bajo estas 
hipótesis se tiene que 

01 = P(X1 = 1) = p 

y para todo k ~ 2 

Y además, 

p P(Xk = 1) 

si Xk-1=1, 
si Xk-1 =O. 

P(Xk = l,Xk-1=1) + P(Xk = l,Xk-1 =O), 

pero 

P(Xk = l,Xk-1=1) + P(Xk = l,Xk-1 =O) 
= P(Xk = 1 / Xk-1 = l)P(XH = 1) + P(Xk = 1 / Xk-1 = O)P(Xk-1 =O) 
= plp + pº(l - p) 

en consecuencia 

p= plp+ pº(l -p), 

y despejando a p de esta ecuación se obtiene 

Por otro lado, 

Pº 
p = (1 - pl) +¡P. 

E[fh] = p1P(Ok=p1)+pºP(Ok=Pº) 
p1P(Xk-i = 1) + pºP(Xk-1 =O) 

= plp+ pº{l - p) 

= p, (por 3.7 ) 

entonces E[Ok) = p. 
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Ahora, tomemos una sucesión { x:} ::",,,1 de variables aleatorias independientes 
Bernoulli con parámetros Pn = p para toda n. Entonces, usando (3.1) 

'Y1c = E[llJ" - pi) 
= IP1 -vlP(01c = P1

) + lvº - vlP(01c = vº) 
= IP1 

- vlP(X1c-1 = I) + lvº - PIP(X1c-1 =o) 
= IP1 -pjp+ lv°- pj(I - p) 

IP1 
- (p'p + pº(l - p)Jlp + IPº - [p1p + pº(I - p))l(I - p) 

= IP1(1 - p) - pº(l - P)IP + IPº - P1 p- pº + pºpl(I - p) 
p(l - P)IP1 

- PºI + p(l - P)IP1 
- PºI 

= 2p(1 - P)IP1 
- vºI, 

en consecuencia "YI< = 2p(l - p)lp1 - pºI para todo k ~ 2. Entonces, usando 
el teorema 9.5.9 (ecuación (9 . ./)) 

n 

d(L X1c, Y(np)) ::; a+ 'Y+ S 
k=l 

n n n 

= LP~+ L'Yd :Eói: 
k=l k=l k=l 

n n n 

= L(P)2 + L 2(1 - P)IP1 
- PºI + L P(X1c ~ 2} 

k=l k=2 k=l 

= n(p)2 + 2(n - 1)(1 - p)IP1 
- vºI 

Por lo tanto 
n 

d(L X1c, Y(np)) ::; n(p)2 + 2(n - 1)(1 - p)jp1 
- vºI (3.8) 

k=l 

Utilizando esto, tenemos que si 

lim p1 = O, lim p0 = O y lim np = A < oo 
n-+oo n-oo n-+oo 

entonces 
lim d(Sn, Y(A)) =O. 

n-oo 
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.En efecto: 
Usando el corolario 3.2.1 y la ecuación (3.8) se tiene que 

d(Sn, Y(,\)) ~ d(Sn, Y(np)) + d(Y(np), Y(,\)) 
~ n(p)2 + 2(n -1)(1 - p)lp1 

- PºI + lnp - ,\I 

Por lo tanto lirnn-oo d(Sn, Y(,\))= O. o 

Este ejemplo nos da un resultado que generaliza la clásica aproximación 
Poisson para variables aleatorias Bernoulli dependientes que satisfagan las 
condiciones mencionadas en este ejemplo. 

lSTA 
SAUB .!ESJS NO DEBE 

Ct !A BIBLIOTECA 
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Capítulo 4 

La Métrica d y la Convergencia 
débil 

En este capítulo estudiaremos la relación que existe entre la métrica d, 
definida en el capítulo anterior, y la convergencia débil de una sucesión de 
medidas de probabilidad de Borel en el espacio de los números enteros no 
negativos. 

Para establecer esa relación, utilizaremos la métrica de Prohorov la cual 
es una métrica para el espacio de medidas de Probabilidad sobre (E, JB(E}}, 
donde (E,L) es un espacio métrico con su respectiva métrica L. 

En la primera sección de este capítulo, introduciremos la métrica de Pro­
horov y enunciaremos, sin demostración, el Teorema de Prohorov. 

La segunda sección, tiene como finalidad principal mostrar la equivalencia 
entre la métrica d y la métrica de Prohorov en el espacio de medidas de pro­
babilidad sobre (JN, B(JN)). Y de esta forma, tendremos una expresión más 
simple para la métrica de Prohorov en el espacio de medidas de probabilidad 
sobre (IN, IJ(JN)). 

4.1 El Teorema de Prohorov 

Sean (E, L) un espacio métrico (L denota la métrica), JB(E) la u-álgebra 
de Borel de subconjuntos de E, y 'P(E) la familia de medidas de Borel de 
probabilidad sobre E. 
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En el espacio de 'P(E), definimos la métrica de Prohorov como: 

p(P,Q) = inf{t >O/ P(F) $ Q(F') + t V Fe C}, 

donde C es la familia de todos los conjuntos cerrados de E y 

F• = {z e E/ inf{L(z,y)} < t}. 
weF 

Vamos a demostrar que pes una métrica para el espacio 'P(E), para ver esto 
necesitamos el siguiente: 

TEOREMA 4.1.1 
Sean P,Q E 'P(E) y f >O. si 

P(F) $ Q(F') t f V FE C, (4.1) 

entonces 
Q(F) $ P(F') + f V FE C, 

Demostración 
Sea F E C, tomemos F1 = E\ F', observese que F1 E C y F e E\ F¡, 
aplicando (4.1) a F1 se tiene que 

Por lo tanto 

P(F') = 1- P(Fi) 
~ 1-Q(F;}-f 
~ Q(F)-E 

Q(F) $ P(F') + f V FE C. 

o 

Se sigue del teorema anterior que p(P,Q) = p(Q,P) para todo P,Q E 'P(E). 
También, si p(P,Q) =O, entonces P(F) = Q(F) para todo FE C, y en 
consecuencia P(F) = Q(F) para todo FE B(E). Por lo tanto 

p(P,Q) =O<==> P = Q. 
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Finalmente, para ver la desigualdad del triángulo, sean P, Q, R E P( E) tales 
que p(P,Q) $ f, y p(Q,R) $ 6. Como (F')6 s; F'+6 y F' s; F', entonces 

P(F) $ Q(F') + f 
$ Q(F') +E 
$ R((F•)6

) + f + 6 
$ R(F'+6) + E+6 V FE C. 

Por lo tanto p(P, R) $ f + 6. 
Sea C(E) el espacio de todas las funciones de (E, L) en :R, continuas y 

acotadas con la norma 

11/11 = sup{l/(x)I}. 
::EE 

DEFINICIÓN 4.1.1 
Sea (E, L) un espacio métrico, se dice que una sucesión de probabilidades 
{Pn}::"=t C 'P(E) converge débilmente a PE 'P(E) si 

}~~ j f dPn = j / dP V f E C(E). 

En este caso escribiremos Pn ~ P. 

Antes de enunciar el teorema de Prohorov, el cual establece que la conver­
gencia débil es equivalente a la convergencia con la métrica de Prohorov, 
recordemos que dado A C E y P E P(E), se dice que A es un conjunto de 
P-continuidad si 

AeB(E) y P(OA)=O 

donde 8A es la frontera de A. 

La demostracion de este teorema puede ser encontrada en [14). 

TEOREMA 4.1.2 (Teorema de Prohorov) 
Sean (E,L) un espacio métrico, {Pn}::"=t C P(E) y P E P(E). De las 
siguientes condiciones, de la (b) a la {/)son equivalentes y son consecuencia 
de la condición (a), además, si (E, L) es un espacio separable entonces las 
seis son equivalentes. 
a} limn-oo p(Pn, P) =O. 
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o 
b) Pn =>P. 
e) lim,. .... oo f f dPn = f f dP V f E /(E). 
d) limsupn .... 00 Pn(F) ~ P(F) V FE C. 
e) liminfn .... 00 Pn(F) ~ P(F) V FE C. 

Jlimn .... 00 Pn(A) = P(A) para todo conjunto A de P-continuidad. 

4.2 Convergencia débil cuando E = N + 

En esta sección estudiaremos la convergencia débil cuando el espacio E es el 
conjunto de enteros no negativos, como en el capítulo anterior lo denotaremos 
por N+, y la métrica Les la del valor absoluto, es decir, 

L(x,y)=lx-yl Vx,yEN+. 

El objetivo principal de esta sec~ión, y de este capítulo, es demostrar que 
· dada una sucesión de {Pn}::'=i C 'P(N+) y PE 'P(N+), se tiene que 

lim p(P,., P) =O ~ lim d(Pn, P) = O 
n-too n-+oo 

donde d(Pn, P) = SUPAcN+ {IPn(A) - P(A)I}. 
Para llevar acabo este objetivo, primeramente haremos algunas observa­

ciones de gran utilidad. 

Observación 4.2.1 
Dado Fe N+ y O< r ~ 1 se tiene que 

F= r = {x EN+ I inf{L(z,y)} < r}, 
reF 

esto es cierto ya que 

L(x,y)~I VxeS\Fy VyeF. 

Observación 4.2.2 
Dado F e N+ y C la familia de conjuntos cerrados de N+, es fácil ver que 
F E C ya que el conjunto de puntos de acumulación de F es vacio y en 
consecuencia 

F=FUF'=F 
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donde F =la cerradura de F y F' =el conjunto de puntos de acumulación de 
F. Por lo tanto N+ =C. 

TEOREMA 4.2.l 
Sea una sucesión de {Pn}::":,1 C 'P(N+) y sea PE 'P(N+)· Entonces 

Demostración 

*) 

lim p(Pn, P) =O<==> lim d(Pn, P) =O. 
n-+oo n-+oo 

Supongamos que limn-+oo p(Pn, P) =O y sea€> O. 
Tomamos a t 1 = min{l,f}, por hipótesis tenemos que existe ME IN (que 
depende de l

1 
) tal que 

p(Pn,P) < €1 Vn ~ M, 

entonces existe r E {r > O/ Pn(F) - P(Fr) ~ r V FE C} tal que 

Pn(F) - P(F') ~ r 

< ¿ V F E C y V n ~ M, 

y en consecuencia, por el teorema 4.1.J 

P(F) - Pn(F') ~ r 

< ¿ V F E C y V n ~ M. 

Por lo tanto 

IPn(F) - P(Fr.)I ~ r 

< e' V F E C y V n ~ M. 

Pero F = Fr porque O < r $ ¿ $ 1 ( obsevación 4.!U ), entonces 

IPn(F) - P(F)I < f' 
$ t V F E C y V n ~ M. 

además, sabemos que N+ = C (observación 4.2.2 ), entonces 

d(PnP) = sup {IPn(F) - P(F)I} 
FCN+ 

< t Vn ~M. 
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Por lo tanto 
lim d(P,., P) = O . 

..... oo 

Observese que ¿ depende de E y en consecuencia M depende de E. 

<=) 
Supongamos que lim,, ... 00 d(P11,P) = O y sea E > O. Tomemos a ¿ = 
min{l,E}, por hipótesis existe Me N tal que 

d(P,.,P) < é Vn ~ M, 

entonces 
IP,.(A)-P(A)I < é Vn ~ M y VA e N+, 

y en particular 

jP,.(F)-P(F)j<é Vn~My VFeC. 

Pero F = F1 V F e C porque ¿ :5 l. Entonces 

IP,.(F)- P(Y)I < t' 
:5 E V n ~ M y V Fe C. 

En consecuencia 
p(P,.,P) <E Vn ~ M, 

y por lo tanto 
lim p(P,., P) =O . 

..... 00 

COROLARIO 4.2.1 

D. 

Sea (N+, L) el espacio métrico de los enteros no negatitJOs con la métrica 
del Nlor a6soluto. Sea {P,.}~=t C 'P(N+) y P E 'P(N+)· Las siguientes 
condiciones son equfoalentes. 
a) lim,. ... 00 d(P,.,P) =O. 
6) lim,. ... 00 p(P11 ,P) =O. 
c) P,. ~P. 
d) lim,. ... oo f f dP,. = f fdP V f E ftN+}· 
e} limsup,. ... 00 P,.(F) :5 P(F) V Fe C. 

Jlim inf,. ... 00 P,.(F) ~ P(F) V Fe C. 
g) lim,. ... 00 P,.(A) = P(A) para todo conjunto A de P-continuidad. 
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Demostración 
Por el teorema anterior sabemos que 

lim p(Pn,P) =O<:=> lim d(Pn,P) =O, 
n-oo n-+oo 

además, las condiciones, de la (b) a la (g), son equivalentes si el espacio 
(N+,L) es separable, pero en este caso lo es porque N+ es númerable. O 

Gracias a este resultado, podemos afirmar que la sucesión de variables aleato­
rias Binomial dada en el ejemplo 3.1.1 converge débilmente a una variable 
aleatoria Poisson con parámetro ,\, 

En general, si nosotros queremos demostrar la convergencia débil de una 
sucesión de variables aleatorias con valores en N+ a otra variable aleatoria 
con valores en N+, es suficiente mostrar la convergencia con la métrica d. 
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