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INTRODUCCION

liste trabajo cstéd basado principalmente cn las nolas concernientes al
estudio de las varicdades analiticas reales que durante dos semestres
dié ¢l Dr. Pélix Recillas Judrez. El propésito del mismo es el de
dar ium demostracién completa y detallada del teorema de Frobenius-
Chevalley; de rehacer las demostraciones de algunos teoremas, proposi-
ciones, lemas etc., de enunciar y demostrar en forma completla cierlos
resultados; todo perteneciente al capitulo IlI del libro Theory of Lie
Groups de Claude Chevalley. Para una clara y mejor comprensién de
éstos. Al final del trabajo se encuentra un Apéndice A con definiciones,
proposiciones cte. a los que se hacen referencia a lo largo del mismo.
Por ultimo cste Lrabajo no hubicra sido posible sin ¢l gran interds y

apoyo del Dr. IPélix Recillas Judrez a quién agradezco en lo que vale.



Capitulo 1

Subvariedades y
Distribuciones

“
L
[

1

1.1  Subvariedades

Sea V una variedad, con el simbolo |V| se denotard el _junto de puntos
subyacente a la variedad V.

Definicion 1.1.1 Sean V y W dos variedades. Se dird que W es una sub-
variedad de la variedad V : W C V si se satisfacen las siguientes condi-
ciones.

1) El conjunto de puntos subyacente a la variedad W : \W)| es un subeonjunto
del conjunlo de punlos subyacente a la variedad V : |V|. Es decir,

Wi c vl
ii) El mapeo identidad o de W en 'V :
LW =Y
definido por la correspondencia
g ug) =1
es un mapeo regular dondequiera (Defn A.1.4).

Un ejemplo de una subvariedad estd dado por la siguiente.

1



2 CAPITULO 1. SUBVARIEDADES Y DISTRIBUCIONES

Proposicion 1.1.1 Sean V y W dos variedades, Si W es una subvariedad
abierta de la variedad V | entonces la variedad W es una subvariedad de la
variedad V .

Prueba. Como por hipdtesis W es una subvariedad abierta de la variedad
V se satisface la condicién 1) de la Definicién 1.1.1:

Wi c .
Como el conjunto W = |W] es un conjunto abierto de la variedad V' , si g es
un punto fijo pero arbitrariode W: g€ Wy si
¢ ({21,002}, V,0)

es un sistema de coordenadas sobre V en el punto ¢ € V la Observacién A.1.1
afirma que existe una vecindad citbica V5 del punto ¢ € W con respecto a
este sistema de coordenadas contenida en la vecindad W del punto ¢:

q € Vo C W, lo cual implica que las restricciones tuzy, .., tay de las fun-
ciones zy,...,&5 a la variedad W forman un sistema de coordenadas

90 1 ({11, oy e}, Vo, 00)
sobre W en el punto g € W, donde ¢ es el mapeo identidad de Wen V :
WY
definido por la correspondencia
g+ ig) =q.

La misma hipdtesis implica que este mapeo identidad ¢ es un mapeo analitico
dondequiera. Por consiguiente el mapeo inducido ¢, mapea la clase Fy{t(q))
en la clase Fw{q):

e Fu(i(g)) — Fwlg)

para todo punto ¢ € W . Consideremos ahora un punto ¢ fijo pero arbitrario
de la variedad W : ¢ € W y supongamos que X, es un vector tangente a la
variedad W en el punto g€ W: X, € T, W tal que

dyX, =0,

es decir,

degXezi=0 (1<i<n) 2 Xgturi=0(1<i<n)
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lo cual implica
X,=0.

En otras palabras la diferencial de, del mapeo identidad ¢ es un mapeo lineal
inyectivo en el punto ¢ € W y como este punto se eligié arbitrariamente en
la variedad W, la sucesién

0 LWHT Y

es una sucesion exacta para todo punto ¢ € W, Por consiguiente la condicién
ii) de la Definicién 1.1.1 se satisface:

i) El mapco identidad ¢ de Wen V :
Lt WY
definido por la correspondencia
g g =q
es un mapeo regular dondequiera.
Y asf la Proposicién 1.1.1 estd demostrada. B

Proposicién 1.1.2 Scan V y W variedades. Si W es una subvariedad de
la variedad V , entonces la aplicacion

e Fo((g)) ~ Fw(e)

definida por la correspondencia

frouf=fou

es una biyeccion y se tiene

LF(i(g)) = Fwle)

Prueba. Como por hipétesis el mapeo identidad ¢ de W en V es un mapeo
regular en particular es un mapeo analitico dondequiera lo cual implica que
el mapeo inducido ¢, mapea la clase de funciones analiticas Fy(t(q)) en el
punto ¢(g) € V en la clase de las funciones analiticas Fy(q) en el punto g €

W

te: Fuo(dg)) ~ Fwl)-
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Por consiguiente
wFv(ig)) € Fwlq) (LY
para todo punto ¢ € W ., Se afirma que

tFu(Ug) O Fw(q)

para todo punto ¢ € W . En efecto, consideremos un sistema de coordenadas
{Z1,y&n} sobre la variedad V en el punto ((¢) € V. Como W es una
subvariedad de la variedad V el mapeo identidad ¢ de W en V es un mapeo
regular; lo que permite aplicar 1a Proposicién A.1.4 y extraer de la familia
de funciones {te21, ..., t«Tm} un sistema de coordenadas

{L*zixx"'ittxinnn}

sobre la variedad W en el punto ¢ € W . Si g es una funcién analitica en
el punto ¢ € W : g € F(q), entonces g depende analiticamente de las
funciones L.z, ... 424, en el entorno del puntoge W :

97 Laiyy oy iy

La Proposicion A.L5 implica la existencia de una funcién f definida en la
vecindad del punto ¢(g) € V y analitica en ol entorno del mismo punto:
f € Fy(e(g)) tal que la funcién ¢. f depende analiticamente de las funciones
La{yy ooy Lai,, €0 el entorno del punto ¢:

L.f";-' Lalliyyoons Lai,

Ademis la funcién ¢ f coincide con la funcion ¢ en una vecindad del punto
qgeW
g=ul.
Como g se cligi6 arbitrariamente en la clase Fy(q) se obtiene que
Fu() C uFu(q). (1.2)

Las dos incluciones (1.1) y (1.2) implican

tFu(i{9)) = Fwl(g)

Y asi la Proposicién 1.1.2 esti demostrada, B
En todo lo que sigue a cada funcién i.f = f ot de la imagen de la clase de
las funciones sobre ¥V analiticas en p, bajo la aplicacién t.:

wFu((p) = {ef = [odlf € Fu(up))}
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se llamard Ja contraccidn de la funcién fa W .

Sean W una stbvariedad de la variedad V , ¢ ¢l mapeo identidad de W en
V. Si pesun punto de Wy o(p) su imagen en V bajo ¢, la condicién
it) de la Definicién 1.1.3 implica que la diferencial di, de ¢ en p mapea
isomorficamente el espacio tangente T, a W en p sobre un subespacio
vectorial M, del espacio tangente Tyl a V enel puntou(p) e V :

W S T _ :
ToW 2 diyTyW = Imdiy = M, C Typ) V.
Via este isomorfismo se identificard el espacio 7,W con ¢l subespacio My
» P
M, =T, W
y se dird aunque improplamente que M, es el espacio tangente a W en el
punto p € W . Establecida esta convencidn se enuncia la siguiente.

Definicidn 1.1.2 Scan V una variedad y W una subvariedad de V . §i X
es un campo vcclorial analitico sobre V | se dird que Y, un campo vectorial
analitico sobre W ¢s la contraceién de X a W, si para todo punlo p €
W se tiene la relucion

¥ = X,g

es decir, Y y X cstdn i-relacionados,

Proposicion 1.1.3 Seca V una varieded y sca W una subvariedad de V .
Si X cs un campo veelorial analitico sobre ¥V (al que para todo punto p €
W el veclor tangente Xy, a V en el punto o(p) € V estd contenido en el
espacio tangente My a W oen p:

Xifp) € Mps
entonces existe una y solo una contraccion Y sobre W del campo vectorial
X.
Prueba. Por hipdtesis, para todo punto p € W se tiene la relacion
Xip) € Imdey = M,

y como ¢l mapeo identidad ¢ es regular dondequiera la Proposicién A.1.1
implica que existe uno y sélo un campo vectorial analitico Y sobre W
t-relacionado con X, es decir,

dipYy = Xy paratoda pe W.

Por consiguiente Y es la contraccidn de X a W,y asi la Proposicién 1.1.3
estit demostrada. §
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Proposicién 1.1.4 Sea V una variedad y sea W una subvariedad de V ,
51 Xy y Xo son campos vectoriales analiticos sobre V , y siY) y Yz son sus
correspondientes contracciones a W , entonces

[V1,Y2] es la contraccion a W de [Xy, X,).

Prueba. Por hipétesis
dep((Yi),) = (Xi)yi)  (1=1,2)
para todo punto p € W , es decir,
Y; estd ¢ - relacionado con X; (i=1,2)
y como el mapeo identidad « es analftico, la Proposicién A.1.2 implica que
[¥1,Y2] estd ¢ ~ relacionado con [Xy, Xo]

o lo que es lo mismo
(le[Yh }’2]p = [.Xl, 1\’2]‘“‘)

para todo punto p € W . Por consiguiente [],Y2] es la contraccién a W de
[XI,XQ]. Asi la Proposicién 1.1.4 estd demostrada. |

1.2 Distribuciones

Definicién 1.2.1 Sea V una variedad de dimension n: dim) = n. Por una
distribucién M sobre V de dimensién m: dimM = m, se enlenderd una
aplicacion M de la variedad V en la unidn ajena de los espacios tangentes
aV:
MV~ 11V
q€V

definida por la correspondencia
7= M(q) =My,

donde M, es un subespacio vectorial del espacio tangente T,V a V en el punto
g €V de dimensidn m: dimM, = m para lodo punto ¢ € V: M, C T,V
donde dimM, < dimV.
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Definicion 1.2.2 Sean V una variedad, M una distribucion sobre la varie-
dad V, p un punto de V: p € V y X un campo vectorial definido y analitico
en la vecindad del punto p € V. Se dird que el campo vectorial X pertenece
a la distribucion M:

X pertenece a M

st eziste una vecindad V del punto p lal que para todo punto q € V' el vector
tangente X(¢) a V en el punio ¢:

X=X, €Ty
pertenece al subespacio vectorial M, del espacio T,V: X(q) = X, € M,.

Estas definiciones nos permiten enunciar la siguiente.

Proposicién 1.2.1 Sean V una variedad de dimensién n, M una distribu-
cion sobre V de dimensidn m tal que dimM = m < n = dimV, p un
punto de V, y sea Xi,..,Xm un sistema de m campos vectoriales definidos
y analiticos en el entorno del punto p € V de tal suerte que

X: pertenece a M (1<ig m).
St el conjunto de veclores

{X1(p)y r Xm()}

Jorma una base del espacio vectorial My, entonces eziste una vecindad V'
del punto p € V tal que el sistema de m campos vectoriales

{1Y1, ...,/"m}

estdn definidos y son analiticos sobre la vecindad V. Ademds para todo punio
g € V el conjunlo de m veclores

{Xi(g)s oo, Xm(0)}

tangentes a V en el punto g € V: Xi(g) € T,V (1 < i < m) forma una base
del subespacio M, del espacio T,V : My C TyV.

Prueba. Consideremos un sistema de coordenadas

P ({1‘1, '--11‘"}1 "V»a)
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sobre la variedad V en el punto p € V con una vecindad cibica W suficien-
temente pequefia como para que el sistema de m campos vectoriales

{X1, s Xm}
estén definidos y sean analiticos sobre W y ademds que los m vectores

{Xl((l)v "',Xm(‘I)}

tangentes a la variedad V para todo punto ¢ € W pertenezcan al espacio
vectorial My

Xi(q) = (X,-)q €M, para lodo g€ W (1 <i<m).
La proposicion es consecuencia del siguiente.
Lema 1.2.1 La m X n-malriz
(Xilpye;) (1<i<m, 1<5<n)

es de rango m en todo punto g € W: rng(Xi(g)z;) = m si y sdlo si losm
veclores

{X1(9)s ooy Xin(0)}

tangentes a la variedad V en el punto g € V: Xi(q) € T,V (1 £i< m) son
linealmente independientes.

Prueba del Lema 1.2.1 La condicién es suficiente. En efecto, supongamos
por un instante que existe la relacién

MX )z 4+ AmXn(g)z; =0, MER (1<i<m)

o cquivalentemente

(AXi{)ej=0  (1<j<n)
=1
lo cual implica
m
Y AiXi(g) =0
=1

Como por hip6lesis la familia finita de vectores

{Xl(q)a-"aXm((I)}
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es linealmente independiente se obtiene
Al=Ag=-e=2, =0

Es decir, las m hileras de la m X n-matriz son linealmente independientes lo
cual significa que el

rng(Xi(q)z;) =m (1gigm1<j<n)

en el punto ¢ € W. Como el argumento es reversible se obtiene que la
condicion es necesaria. Y asfel Lema 1.2.1 estd demostrado. il

Para continuar con la demostracién de la Proposicién 1.2.1 observemos que
la hipétesis nos permite aplicar el Lema 1.2.1 y obtener que la m X n-matriz

(Xi(p)z;)  (1<i<m,1<5<n)

es de rango m: rag(X;(p)z;) = m.

Como los coeficientes Xi(p)z; de esta matriz son funciones analiticas en el
punto p € V, en particular son continuas en p; por consiguiente existe una
vecindad V' del punto p € V: p € V tal que para todo punto q € V el rango
de la matriz (Xi(g)z;) es igual a m:

rng(Xdq)z;) =m Yge V.

No se pierde ninguna generalidad si se supone que la vecindad V' del punto
p €V esigual a la vecindad cibica W del punto p: V = ¥, Esta convencién
nos permite afirmar, de acuerdo con el Lema 1.2.1 que la familia finita de

vectores
{X1(a)s s Xm(2)}

tangentes a V en el punto ¢ € W son linealmente independientes y pertenecen
al subespacio Mg Xi(q) € My (1 £ i £ m). Como por hipétesis la
distribucién M es de dimensién m la dimM,; = m para toda ¢ € V, el
conjunto de vectores

{Xl(q)l-'-aX"l(q)}

constituye una base para el subespacio M, C T, V, en todo punto g € W. Y
asf la Proposicién 1.2.1 estd demostrada. N
Esta proposicion motiva la siguiente.

Definicidn 1.2.3 Sean V una variedad de dimension n, M una distribucidn
sobre V de dimension m tal que dimM < dimV, p un punio de la variedad
V:p€ V. Sedird que la distribucién M es analitica en el punto pe V
si se satisfacen las siguientes condiciones:
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i) Eriste una vecindad V' del punto p € V y un sistema de m campos vecto-
riales

{X1y ey X}

definidos y analiticos sobre V.

ii) Para todo punto q € V el conjunto finito de veclores tangentes a 'V en el
punto g€ V:

{X1(9)s o, Xm(2)}
constituye una base del subespacio M, C T, V.

Al sistema de m campos vecloriales
{X1 0000 Xm}

se le llama una BASE LOCAL de la distribucién M en la vecindad V del
puntope V.

De acuerdo con esta definicién a la Proposicién 1.2,1 deviene la siguiente,

Proposicién 1.2.2 Sean V una variedad de dimension n, M una distri-
bucion de dimension m sobre V tal que dimM < dimV, p un punto de V:
PEV ysea

{X1, s X}

un sistema de m campos vectoriales definidos y analiticos en el entorno del
punlo pe V tal que

X; pertenece ¢ M (1 <i < m).
Si el conjunto de veclores tangentes a V en el punto p € V

{Xl(p)v--’/"m(p)}

constituye una base para el subespacio M, C T,V, entonces la disiribucicn
M es andlitica en el punto p € V y el sistema de m campos vectoriales

{Xb --')Xm}

es una base local de la distribucion M en el punto p€ V.
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Proposicion 1.2.3 Sean V una variedad, p un punto de V: p € ¥V, M una
distribucién analitica sobre V en el punto p€ V, y sea

{Xla '--’Xm}

una base local de la distribucion M en el entorno del punto pe V. §i X es
un campo vectorial con la propiedad:

X pertenece a M

en el entorno del punto p € V y tal que
m
Xg =3 Ai(a)Xi(q)
i=1

donde

Al(q)v'"rAm(Q)
son funciones definidas el la vecindad del punto p € V, entonces X es un
campo vectorial definido y analilico el la vecindad del punto p € V si y sélo
si las funciones

Al(q)1"‘iAm(q)
- estdn definidas y son analiticas en la vecindad del punto p € V.

Prueba. Consideremos un sistema de coordenadas

({1020}, Vs0)

sobre V en el punto p € V con la vecindad ciibica V suficientemente pequeiia
como para que el sistema finito

{Xtyoon X}

de campos vectoriales, que por hipétesis es una base local de la distribucién
M en la vecindad del punto p € V, satisfaga las condiciones 1) y ii) de la
Definicion 1.2.3; como por hipétesis

X pertenece a¢ M

en ¢l entorno del punto p € V, supondremos sin perdida de generalidad que
1a vecindad ciibica V' también satisface la condicion de la Definicién 1.2.3 de
tal suerte que se tenga
m
X, =) A(g)Xi(g) VgeV.

i=1
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La condici6n 1) de la Definicién 1,2.3 implica que las funciones
Xilg)e; (1€igm,1<j<n)

estdn definidas y son analiticas sobre la vecindad clibica V del puntop € V.
Supongamos que la condicién se satisface, es decir, las funciones

Ar(g)y ooy A (9)

estdn definidas y son analiticas sobre V. Esta hipStesis implica que la funcién
m
Xgz; =) Al Xilg)z;
i=t

estd definida y es analitica sobre la vecindad cibica V' del punto p € V.
Si ahora consideramos el simbolo del campo vectorial X en el sistema de
coordenadas {z1,...,%,}, a saber,

n a
X= EX:cj%j.

La Proposicién 1.2.1 implica que el campo vectorial X estd definido y es
analitico sobrela vecindad citbica V' del punto p € V. De esta manera se tiene
demostrada la suficiencia de la condicidn, Para demostrar que la condicion
es necesaria se procede como sigue: por hipétesis la vecindad ciibica ¥ del
punto p € V satisface la condicidn i) de la Definicién 1.2.3, a saber, para
todo punto g € V' el conjunto de vectores

{X1(9)s o Xen(a)}

tangentes a V en el punto ¢ € Vi Xi(q) € TV (1 £ i £ m) constituye
una base para el espacio vectorial M, lo cual de acuerdo con el Lema 1.2.1
implica que la m X n-matriz

{Xi(g)z5) (1<igm,1<j<n)

es de rango m: rng{X(g)z;) = m en todo punto ¢ € V lo cual implica que
en cada punto g € V es posible determinar un sistema de indices

(J1y e Jm)
del conjunto de indices (1,2, ..., 1) tal que el determinante de la m X m-matriz

(Xi{g)zs.) (1<i<m,1<k<m)
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es distinto de cero en la vecindad V del punto g € V:
det(Xi(a)e;,) # 0 (t<ik<m)
de tal suerte que los valotes del las funciones

Al(q)t -'-5Am(q)

en la vecindad V del punto ¢ € V se pueden obtener resolviendo el sistema
de ecuaciones lineales

Yo Xi(@zy, - Aile) = Xig)z;, (1< k<m)
De esta manera la analiticidad de las funciones

Ag) o Am(a)

en la vecindad V del punto p € V estd demostrada, Es decir, la condicidn es
necesaria y la Proposicién 1.2.3 estd demostrada, B

Definicién 1.2.4 Sean V una variedad, M una distribucion anaitica so-
bre V. Se dird que M es una distribucidn involutiva si se satisface la
condicidn siguiente: 81Xy y Xy son campos vecloriales definidos y analiticos
sobre un conjunto abierto U de la variedad V tal que

Xy, X2 pertenecen a M
sobre el conjunto abierto U, entonces el campo vectorial

[X1,Xg] pertenece a M
sobre el conjunto abierto U.

Proposicion 1.2.4 Sean V una variedad, L una familia de campos veclo-
riales definidos y analiticos sobre V salisfaciendo lus siguientes condiciones:

1) El espacio vectorial M, generado por el conjunto de veclores tangentes o
Venel puniog € V:

My = (X(g)= X, € T,V|X € )

es un subespacio vectorial del espacio tangente a V en el punto g € V:
M, C T,V de dimensisn m: dimM, =m Vg e V.
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iy Para toda pareja de campos vectoriales X,Y de la familia £ el campo
vectorial [X,Y] se puede ezpresar como una combinacidn lineal finita
de campos vecloriales de la familia :

]
X, YeS==[X,Y]=) AZ, Z,.,Z€X
i=1

cuyos coeficienles
Ay, 4y

son funciones definidas sobre la variedad V. Entonces la aplicacién

MV [Ty
q€V

~ definida por la correspondencia
g M(g) = M,

donde M, es un subespacio del espacio tangente a la variedad V en
el punto ¢ € V de dimensidn m: dimM, = m < n = dimV para
todo punto q € V, es una distribucion analitica e involutiva sobre la
variedad V.

Prueba. La condicién i) de la hipdtesis implica que la aplicacién

MV [TV
132

definida por la correspondencia
g~ M(g) =M,

donde M, = (X(g) = X, € T,V|X € ) es una distribucién de dimensién
m: dimM = m < n = dimV. Si ahora consideramos un punto p fijo pero
arbitrario de la variedad V: p € V la misma condicién i) implica la existencia
de m campos vectoriales de la familia Z:

{X1y s X}, X1y uXm €T
definidos y analiticos en la vecindad del punto p € V con la propiedad

X; perlenece a M, (1<igm)
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de tal suerte que el conjunto de vectores

{Xi(p)s ., Xm(p)}

tangentes a la variedad V en el punto p € V forma una base del espacio M,.
Estas implicaciones nos permiten aplicar la Proposicién 1.2.2 y obtener que
la distribucién M es una distribucién analitica en el punto p € V. Como este
punto p € V se eligié arbitrariamente la distribucion M es una distribucién
analftica sobre la variedad V. Ademds el sistema de los m campos vectoriales

{Xll"'vxrn}l /"11--'|Xm €

es una base local de la distribucién M en el punto p € V. Se afirma que esta
distribucién analitica M sobre V es una distribucién involutiva. En efecto,
sean X y Y dos campos vectoriales definidos y analiticos en la vecindad del
punto p € V tales que

X pertenece a M

Y pertenece a M

en el entorno del punto p € V. Como el sistema de los m campos vectoriales
{AXI, '-"Xm}

es una base local de la distribucién analitica M en el punto p € V, podemos
expresar el catpo vectorial X como

m
X =Y giXi
1=1
y el campo vectorial ¥ como
m
Y= Zthj
i=1
lo que nos permite escribir

[X,Y]= i [9iXi, 1 X;)

=1
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donde g; y h; (1 < i,j < m) son funciones definidas y analiticas en el

entorno del punto p € V (Proposicién 1.2.3). Si ahora calculamos

[9:iXi, hiX5] = hiX;giXi - gi Xih;X;
= hi(X;00)Xi + 9ihi X; Xi — gih; Xi X; - 9i( Xih;) X
= (hi(X;0:)X; — (g X)) X; + 9:h; (X X;]
obtenemos

[9: X, i X51 = (hi(X;00)) X — (9:( Xihs)) X; + gih;[ X, X5)

Como por definicidn X;, X; estén en I la condicidn 1i) de la hipétesis afirma
que el campo vectorial

]
(X0 X5 =D Az, Z2,..21€X
i=1

cuyos coeficientes
Al Ay

son funciones analiticas definidas en la vecindad del punto p € V. Por
consiguiente

Xi,X; pertenecen a M => [X;,X;] pertenece a M

lo cual implica
[X,Y] pertenece a M

Y asf la Proposicién 1.2.4 estd demostrada. §

Definicion 1.2.5 Sean V una variedad, M una distribucion analitica sobre
la variedad V, W una subvariedad de la variedad V: W C V. Se dird que
W es una variedad integral de la distribucion M si para todo punto q de
la subvariedad W: q € W el espacio vectorial

M(g) =M,
coincide con el espacio tangente a W en el punto g e W:
My =T,W.

Una consecuencia inmediata de esta definicién es la siguiente.
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Proposiciéon 1.2.5 Sean V una variedad, M una distribucidn analitica so-
bre la variedad V. Si todo punto q de V: q € V pertenece a una variedad
integral W de la distribucion M, entonces la distribucion M es une dis-
tribucion involutiva.

Prueba. Sean X y X2 dos campos vectoriales definidos y analiticos sobre
un conjunto abierto U/ de la variedad V tal que

X; perlenece a M (1=1,2)

sobre el abierto U/ C V, y sea p un punto fijo pero arbitrario del abierto U:
p € U. Por definicién existe una vecindad V; del punto p tal que

Xi()eMy YqeV  (i=1,2)

y como por hipdtesis existe una variedad integral W de la distribucién M
que contiene al punto p € U se tiene

Xi(p) € Imdiy = M, (i=1,2).
Como por hipétesis M es una distribucién analitica existe una base local
{X1yenXm} (m = dimM)

en el entorno del punto p € U, Supongamos sin perdida de generalidad que
V; es la vecindad del punto p € V asociada a esta base local de la distribucién
M. En particular para el punto ¢(p) = p € V el conjunto de vectores

{X1(p), oor Xen(0)}
tangentes a la variedad V en el punto p € V es una base del espacio M,:
M, = RXi(p) + -+ + RX(p),

lo cual implica que este conjunto de vectores también es una base del espacio
tangente a la variedad W en el punto pe W:

Imdey = RXy(p) + -+ + RXm(p).

Por otro lado como el mapeo identidad ¢ de W en V es un mapeo continuo
podemos elegir a la vecindad V; del punto p € U suficientemente pequefia
como para que el conjunto de vectores

{XI(Q)’ vam((I)}




18 CAPiTULO 1. SUBVARIEDADES Y DISTRIBUCIONES

siga siendo una base del espacio tangente a W en el punto g € W = "1 (V);
I'mdi, = RX (q) + -+ + RX(q).
Como por definicién para todo punto q € V;,
Me=RX1(0) + -+ RXm(q) = Imdeg = My

se obtiene
Xi(q) € Imds, (i=1,2)

para todo punto ¢(g) = ¢ € V; por consiguiente de acuerdo con la Proposicién
1.1.3 existe la contraccién ¥; del campo vectorial X; a W definido y analitico
sobre la vecindad V;:

dey(Yi), = (Xi)yy  (i=1,2)

y como la Proposicién 1.1.4 afirma que el campo vectorial [¥7, ¥7] es la con-
traccién del campo vectorial [X1, X5} a W :

dLQ[Yl ’ Y2]q = [Xla X2]t(q)

y como
[.Xl, Xz]t(q) = dtq[yl,YQ]q € Imqu = M.,
se obtiene
[XhXZ]t(q) € Mq v L(Q) =q€ v.
Es decir,

[X1, X2) pertenece a M

en ¢l entorno del punto p € U y como el punto p se eligié arbitrariamente en
el conjunto abierto U se tiene demostrada la Proposicién 1.2.5

1.3 Variedades Integrales de Distribuciones Invo-
lutivas

Lema 1.3.1 Sean V una variedad de dimension n: dimV = n, p un punto

de la variedad V y X un campo vectorial definido y analilico en el entorno

de un punto p € V tal que
X, #0.

Entonces exisie un sistema de coordenadas sobre V en el punto p € V
P ({.'/l) "-:yn})"’yb)

con las propiedades:
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1) %(p) = (0,...,0) € R".

2) i) El campo vectorial X estd definido y es analitico sobre la vecindad
ctibica W del punto pe V.

i) El campo vectorial X coincide sobre la vecindad ciibica W con el

campo vectorial definido y analilico sobre la vecindad W cuyo simbolo
en el sistema de coordenadas {y1,..,Yn} €5 5%:

d
X—bTJI-.

Prueba. Puesto que todo vector tangente a la variedad V en un puntop e V
estd univocamente determinado por los valores que asigna a las funciones de
un sistema de coordenadas la hipétesis implica la existencia de un sistema
de coordenadas

P ({1‘1, eeey xn}v ‘/’b)

sobre la variedad V en el punto p € V tal que
Xp.’tl # 0,

y cuya vecindad cdbica V es suficientemente pequefia como para que el
campo vectorial X esté definido y sea analitico sobre la vecindad V. Por
consiguiente las funciones Xz; (1 < i < n) estdn definidas y son analiticas
sobre la vecindad clibica V' y cuyas expresiones en el sistema de coordenadas
{21, ..., 20} estdn dadas por

Xz = F;'(-Tl, --'1Iﬂ) (1 < i < n)!

donde Fi(uy,..,u,) es una funcién real en n variables reales definida y
analitica sobre el cubo /! C IR™:

I ={(z1,0yxp) €ER™: |z; - zi(p) < b, (1 i< w)}.
Con ayuda de estas funciones se define el sistema
(A) &= F(ziymen) (1<)

de ecuaciones diferenciales analiticas. Si aplicamos a este sistema el teorema
de existencia para sistemas de ecuaciones diferenciales analiticas, obtenemos
un niimero real positivo b, tal que 0 < b; < b y un sistema
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(B) ﬁ(yh'"ayn) (l .<.- i S. n)
de n funciones definidas y analfticas sobre el cubo I}}:

I = {{yyempn) € R™ 2 g < by, (1 <P n)} C R”
de tal suerte que para todo punto:

1) (Weomm) € 1 = (Alyn s ¥n)s s Ja(Yts ey ¥n)) € I

2) Las funciones
Ti= f\'(ty 92’---|yn) (1 <ig n)

representan una solucion del sistema (A) de ecuaciones diferenciales
analiticas con las condiciones iniciales

S8, w2 vt} = (1 = 813}y + 2i(p) (1<ign).
La propiedad 1) nos permite definir la funcién
LD R i
por la correspondencia

(yh ---,?ln) Lasd F(yh-'-yyn) = (fl(yh“ﬂyn)v "'ﬁfn(yl,"-,yn))-

Las condiciones iniciales de la solucién 2) implican que el punto
(0,..,0) € I tiene como imagen bajo la funcién F al punto ¢(p) € I':

(01 0) 1= F(8,0,0) = (@1(p), wr2n(p)) = (p) € I

Se afirma que el determinante de la n X n-matriz Jacobiana (%"&) es
{0,...0)
9f; i)
(lEt(T“‘ 0
3957/ (9,...0) #

O] = Fl (fl(yla ey yn), ey f“(yly vory yn))

Fl(fli(d)-'wO)Y "'Yf"(o"“’o))
Fl(xl(p)a ...,In(P))
sz‘; # 0

distinto de cero:

En efecto, si calculamos

on

[

af
dt

]

(O100) {0,0.0)

T
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obtenemos

ofs
— 0.
on (0,...,0) #
Si j > 1y calculando ’
g/.i. =  Bildyrpn
i {0,..,0) Y (0,..0)
= (=8 )mitzilp
o {0,...,0)
- Ayitzi{p)) = &
- dy; = Ofjy
{0,..0)
obtenemos
i Y
Oyj (0,..,0) Y
Por consiguiente
2
9 55} {0,...0) ! 0 9
det(-—f'-> -1 01 0|=2h) 4y,
893/ (0,...0) : : )| Oulp..0
0 g . 1

Es decir,

8fi
d z(—) 0
¢ 01;/ (0,...0) #

21

Y asf la afirmacidn estd demostrada. Esta afirmacién nos permite aplicar el
teorema de la funcién inversa al mapeo analitico F para obtener una vecindad

abierta U del punto (0, ...,0) € I} que se mapea homeomorficamente bajo el
mapeo F sobre una vecindad abierta U’ del punto (p) = (z1(p), ..., zn(p)) €

I}, y una funcidn dnicamente determinada G de U’ sobre U:
G:U -0
definida por la correspondencia
(@1y 00,80 ) = G(&1y e @) = (91{2150009 Tndyrens In{T1y 0y 2a))
y analitica en el punto ¢(p) € Ij'. Por consiguiente

GoF=idy, FoG=1idy,
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obteniendose P
det (g) 0 (1<ij<n).
32, M# ( )

Como las funciones
i = 9i(Z1, 00y Tn) (1<i<n)

dependen analiticamente en el entorno del punto p € V de las funciones
Z1,.sTn € F(p) esto implica que las funciones

Uiyeea¥n € ]:(P),

es decir, ¥1,..,yn son funciones analiticas en el punto p, luego podemos
aplicar a estas funciones la Proposicion A.1.3 para obtener el sistema de
coordenadas

"I) : ({ylv"wyn}’”/vb)

sobre la variedad V en el punto p € V. Si ahora calculamos para todo punto
gew:

1/)(7) (Jl(q) 1Jn(q))
(1(z1(q)s - ,zn( Vs s Gn(21(@)s s 2a(q)))
G(z1(g)s e Talq))

G(y(q))

se obtiene

P(g) = Gle(a) VYgeW.
En particular para ¢ = p si calculamos
P(p) = G o p(p) = Go F(0,...,0) = (0,...,0)
obtenemos la propiedad 1) del Lema 1.3.1
¥p) = (0,...,0) € B,
Como evidentemente podemos escribir para todo punto ¢ € W
Foy(g)=FoGop(q) =g

se obtiene
Foy(g)=vp(g € lf = qeV
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lo cual implica que W C V. Esta inclusién implica la propiedad 2i) del
Lema 1.3.1.

En este'sistema de coordenadas la solucién (B) del sistema (A) de ecua-
ciones diferenciales analiticas devienen las expresiones de las funciones zy, ...,

zp € ]:(P)
i = fl'(yls---!yn)'

La correspondiente propiedad

zi(q) = filn(@)yutnl9))  (1Si<m)

para todo punto ¢ € W nos permite calcular
X(q)zi = Xpoi = F(21(9), - 2n(9)) = F(f1(y1(0)y 1 9n(0)r s

Sa@1(9)y e 9n(0)))

= dfl(yh 7yn) _ Qﬂ = 83.( )
dt o

y obtener
Xoi= i) (1<i<n)
" om 1 -
para todo punto g de W: ge W
7]
Xy = —ux; 1<i<n).
gon (1<ign)

Lo cual significa que la propiedad 2ii) se verifica. Y asf el Lema 1.3.1 estd
demostrado. B

Lema 1.3.2 Sean V una variedad de dimensién n: dimV = a, p un punto
deV:peV,
¢ ({2102}, V10)

un sistema de coordenadas sobre V en el punto p € V, sea m un enlero
pasitive: m > 0 tal que 0 < m < n y sean n ~ m nimeros reales

§m+11"-1£n €R

satisfaciendo la siguiente condicion

[Tk (P) = Emyrl < @ (1sk<n-m)
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Si denotamos con el simbolo He al subconjunto
Hf = {l] € Vlzm-}'k((n = Em+ky (1 <k<n—- m)}

de la variedad V: He CV, enlonces exisle una subvariedad de la varie-
dad V cuyo subconjunto subyacente es el subconjunto H¢, subvariedad que
sequiremos denolando con el simbolo He: He C V.

Prueba. En primer lugar observemos que la aplicacién ¢ de /R™ en R™:
gt s jR™ — IR"
definida por la correspondencia
(1121,...,.1)".) g "::'(zl,u-azm) = (ﬁv--smm,fm-l-h"-sfn)

es una inyeccién, observacién que se verifica ficilmente. En seguida consi-
deremos el mapeo identidad ¢ del conjunto H; en la variedad V :

tiHe =V
definido por la correspondencia
g ug) =

y las contracciones
Lallyeniglalym

al conjunto H; de las funciones &1, ...,y del sistema de coordenadas
{z1y00 20}
Estas contracciones son {unciones reales definidas sobre el conjunto M, :
Lzt He —~ IR
por medio de la correspondencia
g+ tai(q) = <i(«(q))
para toda 1 < ¢ < m; funciones que nos permiten definir la aplicacidn

(I):'HE—MR"'




1.3. VARIEDADES INTEGRALES DE DISTRIBUCIONES INVOLUTIVAS 25

por medio de la correspondencia

qr Q(q) = (L‘zl (q)a -"’L*z"l(q))'

Se afirma que esta aplicacién $ es una biyeccién del conjunto H; sobre el
conjunto abierto y conexo

I = {(@1,03n) € R*||2i(p) — 3] < @, (1< i <))

del espacio IR™: I C IR". En efecto, como por definicién para todo punto
q € HE ]

O(q) = (£u21(0); stz (@) = (22(e())s o1 2m ()
y como en particular

lzi(p) —zi(@l <e  (1£i<n)

se tiene
g) ey

es decir,  mapca al conjunto ¥ en el cubo I*:
O:He—IT.

Consideremos ahora un punto ¢ € H; fijo pero arbitrario. Si calculamos

mo®(g) = (g tetn(q)
= a{z(4(g))y s 2m{(0))
(=1 (U )s e m(tg))sbma1s ver &)
= (21(dg))y s zmlD))s g1 ((0))y s 2n(2(9)))
e((q)) = po(g)
obtenemos

tn 0®(q) = pofq).
Como q se eligié arbitrariamente en H; se tiene la férmula
iMod =po. (1.3)

sobre He . Si gy ¢' son dos puntos del conjunto He: ¢,4' € He con la
propiedad
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entonces
7 o B(g) = (7 0 ().
Si ahora utilizamos la férmula (1.1), obtenemos
pou(q) = pouls)
y si tomamos en cuenta que ¢ es un homeomorfismo se obtiene
ug)=ug) =>q=4d.

En otras palabras @ es una aplicacion inyectiva.
Consideremos ahora un punto z fijo pero arbitrario del cubo IJ*:
z = (z1,...,&m) € I y la imagen de este punto bajo la aplicacién ¢:

L;;"(-E) = (IL‘], ey :L'mvfm-i-h --'afn)-

Las propiedades de los nlimeros reales £y41, ..., €y, € M implican que el punto
1™ (2) estd contenido en el cubo I7: o7 (2) € 1P, Si ahora tomamos en cuenta
la definicién del conjunto H, podemos escribir

e~ (i(2)) = (q) con q€ M
y calcular
i (2) = 0(q)) = 17(2(q))
y obtener
tr(®) = 7' (2(q))-

Como ¢ es un mapeo inyectivo se obtiene
g ==

y como z se eligié arbitrariamente en el cubo I se tiene demostrado que la
aplicacidn ® es un mapeo suprayectivo. Y asf la afirmacidn estd demostrada.
Esta afirmacién nos permite utilizar A.Il para obtener una variedad que
tiene como conjunto subyacente al conjunto He , variedad que seguiremos
denotando con el simbolo ¥, , la cual estd determinada por la propiedad de
que las funciones tu2y,...,LeZy forman un sistema de coordenadas:

{1y eeeyballn }

sobre la variedad Hg en cada punto ¢ € H. Se afirma que esta variedad
He es una subvariedad de la variedad V: H¢ C V. En efecto, observemos
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en primer lugar que el conjunto subyacente a la variedad He : | H¢ | es un
subconjunto del conjunto subyacente a la variedad V : | V|

[Hel C V1.
8i ahora tomamos en cuenta la definicidn de la variedad ¥, podemos afirmar
que
a) El mapeo identidad ¢ de H¢ en V es un mapeo analitico dondequiera.
A continuacién se afirma.

b) La diferencial di del mapeo identidad ¢ de He en V es un mapeo inyectivo
dondequiera,

En efecto, sea g un punto de la variedad H¢ : ¢ € He fijo pero arbitrario y
sea Y, un vector tangente a la variedad H; en el punto ¢ € Hg: ¥, € TH;.
Supongamos que

di¥y =90

o lo que es lo mismo
digYyz; =0 (L£ign)

o también
Yytuzi =0 (1<ign)

y como el sistema de funciones

{taZ1y ey tam}

forma un sistema de coordenadas sobre He se obtiene
Y, =0

Es decir, la diferencial di, del mapeo identidad « de H¢ en la variedad V en
el punto ¢ € H; es un mapeo inyectivo y como el punto g se cligié arbi-
trariamente en la variedad Mg la afirmacién b) estd demostrada, Con esta
afirmacién se concluye la demostracién de que la variedad H; es una subva-
riedad de V: Mg C V. Y asi el Lema 1.3.2 estd demostrado. B

Al referirnos a la subvariedad M, diremos que se trata de la hoja H; dela
vecindad cibica V definida por las ecuaciones

He i tmph = npe (1S ESn—m).



Capitulo 2

Teorema Local y Global de
Frobenius

2.1 Teorema Local
Teorema 2.1.1 (Frobenius) Sean V una variedad de dimension n, M una
distribucion analitica e involutiva definida sobre la variedad V de dimensién

m. Sip es un punto arbilrario de la variedad V : p € V. Entonces existe
un sistema de coordenadas

v:({z1; w2}, Vs 0)
sobre V en €l punto p, con las siguientes propiedades:
1) wlp) = (0,...,0) € R".

2) Si consideramos n ~ m niimeros reales
Entyonbn € I

tales que
mirl<a  (1<k<n-m),

entonces la hoja H de la vecindad cibica V definida por las ecuaciones
He : Tmpk = Emtk (1skgn—m)
es una variedad integral de la distribucion M .

28
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Prueba. Por hipétesis la distribucién M es analitica, es decir, existe una
base local de M en el punto p € V constituida por un sistema de m campos
vectoriales

{X1 0 Xm}

definidos y analiticos en ¢l entorno del punto p € V ; por consiguiente
Xu(p) = (X1), # 0.

Esta propiedad nos permite utilizar el Lema 1.3.1 y obtetter un sistema de
coordenadas

7/) : ({yla-"a.'/n}»u,qb)
sobre Ven el punto p € V con las propiedades:
i) ¥(p) =(0,..,0) € R".

i) (X1), = a—‘zl sobre la vecindad citbica .

Con W suficientemente pequeiia como para que los m campos vectoriales
X1y Xm

estén definidos y sean analiticos sobre la vecindad cibica W. Ademas que
para todo punto ¢ € W el sistema de vectores {X1(q),...,Xm(q)} tangentes
a Ven el punto ¢ € W sea una base del espacio vectorial M(q) = M,.
Establecidas estas consideraciones demostraremos el teorema para m = 1.
Para este propésito consideremos n — 1 nimeros reales

f?w“afﬂ ER

con la propiedad |€41| < b (1 £ k < n~1),as{ como la hoja H¢ de la
vecindad cibica W definida por las ecuaciones

He Yk = €k (gkgn-1)

De acuerdo con la definicién de la variedad Hg la funcidn 1.y, es un sistema
de coordenadas: {t.y} sobre la variedad Mg . Si ahora consideramos el vec-
tor Yy tangente a la variedad H, en el puntoq € H¢ @ Yy € TyH, determinado
por la condicién

YqL.yl =1

La definicién de la hoja Hg de la vecindad ciibica W permite escribir

Yotuhppr = 0. (1<k<n=1)
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y como el simbolo del vector d,Y; en el sistema de coordenadas

{yla"w:‘/n}

esta dado por la expresién

2 e a
digYy = di, Yoy —— + ) digY, —_—
qlq q¥qlt an ‘z:} q¥q¥k+1 Bkt
expresién que se reduce a la siguiente

d

(IL,IY,] = (?_1‘/1..

Si ahora utilizamos la propiedad ii) del sistema de cooredenadas en cuestién
podemos escribir

dig¥y = (X1),

lo cual significa
Imdiy = M,

pata todo punto ¢ € He , donde M, = M(q) es el espacio vectorial generado
por ¢l vector X tangente a Ven el punto ¢ de W: g € W, De esta manera
el Teorema 2.1.1 estd demostrado para distribuciones M de dimensién 1:
dimM = 1 analiticas e involutivas definidas sobre la variedad V. Para
demostrar el teorema en general se procede por induccién sobre la dimensién
m de la distribucién M : dimM = m; por tanto supongamos que m > 1y
que el Teorema 2.1.1 estd demostrado para las distribuciones M analiticas
e involutivas definidas sobre una cierta variedad y de dimensién m - 13
dimM =m - 1.

Establecida esta hipétesis de induccién, observemos que la eleccién de la
-vecindad cibica W del punto p €V permite afirmar que las funciones

A2 = X?yh "'1Ant = mel

estdn definidas y son analiticas sobre la vecindad W, Estas funciones nos
permiten definir los campos vectoriales

ol > > rt > >
1\2 = 1\2 - /lz:\], ...,/\m = J\nl - Am)h,
campos vectoriales que evidentemente satisfacen la siguiente condicidn

z\’éy] = 0,.-.,/\’1,"‘1/1 =0.
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Se afirma que el sistema de campos vectoriales
{X1, X3,y X1}

es una base local de la distribucién M en cada punto p € W, En efecto, yase
ha observado que los campos vectoriales de este sistema estdn definidos y son
analiticos sobre la vecindad cibica W del punto p € V ; ahora consideremos
un punto ¢ € W fijo pero arbitrario y supongamos que existe una relacién

MXi(g)+ 22 X(g) + o + AnXia(g) = 0 (21)
con & € IR (1 <1< m). Evidentemente (2.1) se puede eseribir como
(A= 0@ Xsla) + 3aXila) -+ D) = 0
=2
y como la familia de vectores
{Xr{g)s s Xm(0)}
es una base de} espacio M, se obtiene
A=dg==dg =0
Por consiguiente el sistema de vectores

{XI(Q)1 X;(QL "'1Xm(Q)}

es una base del espacio M,. Como el punto q se eligié arbitrariamente en la
vecindad W, esto iiltimo sucede para todo punto ¢ € W, Y asf la afirmacién
estd demostrada. Consideremos ahora la hoja Hp de la vecindad ciibica W
del punto p € V definida por la ecuacién

?’{o = 0.
Se afirma que para todo punto ¢ € Ho los vectores
XD eers X (U(2))

son tangentes a la variedad Hg en el punto ¢ € Hg .
En efecto, como

{yh-'-ayﬂ}



32 CapiTuLo 2. TEOREMA LocalL Y GLOBAL DE FROBENIUS

es un sistema de coordenadas sobre V en el punto p € V el simbolo del vector
tangente (X{),() € T,V (2 £ i < m) se expresa como sigue:

d /] a
XDy = X{L ——’ + X{t ——‘ X,{‘ I —
(XDua) = ( )(q)yl 1 ) ( )(q)y20y2 @ e ( )(q)y a9n "

y que podemos escribir

d
X )L-Jna‘yn

i}
1 — 1
(Xi),(q) = (X.')ql-!h—m‘yz .
Si ahora tomamos en cuenta que las contracciones

{L-?/27 ---M-!In}

forman un sistema de coordenadas sobre la variedad Hg se obtiene que el
vector (X{)L(q) es tangente a la variedad Hp en el punto ¢ € Mg, es decir,
(X9

) € Jmdeg = M, 2gi<m)

lo cual implica la existencia de m — 1 campos vectoriales sobre Hp :
X2y s Xm

contracciones de los m — 1 campos vectoriales X3,...,X;, a la subvariedad
Ho:
dtq( ) (X )L(q) (2 < i< m)

para todo punto ¢ € Mg . Consideremos ahora para cada punto ¢ € Hyel
espacio vectorial generado por los vectores (X 2)g0- (X )¢ Que denotaremos
con el simbolo

My = (Xa)gs s (Km)y),

cuya dimensién es igual a m — 1: dimMy, =m - 1.
Este espacio vectorial asf definido, estd evidentemente contenido isomorfica-
mente en el espacio vectorial My. Por consiguiente podemos escribir

— !
My = Mg M,
Consideremos ahora la aplicacién

Mo — || ToHo
¢€H
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definida por la correspondencia
g+ M(q) = Mq’

donde M, = (Xa(q), ... Xm{g)} es un subespacio vectorial del espacio TpHg:
/ﬁ,, C TyHo, y dzmM =m — 1en todo punto ¢ € Hp . Esta aplicacién asf
definida es una distribucién. Se afirma que M es una distribucién analitica
¢ involutiva definida sobre la variedad Ho . En efecto, que M sea una dis-
tribucién analitica es consecuencia inmediata de la definicién de los espacios
Mq para todo punto ¢ € Hp. En cuanto a que M sea una distribucién
involutiva se obtiene aplicando la Proposicién 1.2.4 a la familia de campos
vectoriales

% = {X3, X}
definidos y analiticos sobre la variedad H, como sigue, sean Xy X’,- dos
elementos de la familia £; como los campos vectoriales

)?,', X’jEE

son las contracciones a Ho de Jos campos vectoriales X!y X 4 la Proposicién
1.14 afirma que el campo vectorial

[’~i'1"‘:j] ,
es la contraccion a la variedad Hg del campo vectorial [X], X}):
dl’q[’?l"/\’j]q = [X:’Yf";}l(q)

para toda g € Ho. Como por hipdtesis M es una distribucién analitica e
involutiva y cl sistema de m campos vectoriales

(X1, X500 X0}

es una base local de la distribucion M en cada punto p € W el vector
[X}, X;], (g tangente a ta variedad Ven el punto «(¢) € ¥ se expresa como

(X0 Xy = Ar(e@)(Xn)ygy + 2 AN XS gy
j=2

para todo ¢ € Ho . Por otro lado como X; = 5%]- sobre W y como y; =0
sobre Mg , esta [6rmula se puede escribir como

e[ X:, X5), _ZAJ(L(q))qu Edtq (te4j(g) X))

j=2 j=2
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es decir,
m
degl %3 X1, = m,,(D.A,(q)(Xj)q)
j=2

y como la diferencial es un mapeo lineal inyectivo dondequiera, se obtiene

(X, X;1, ZLA(q (X)),

Jj=2

para toda g € Hp y cuyos coeficientes son funciones definidas sobre la varie-
dad Hp. Y asf la condicién ii) de la Proposicién 1.2.4 estd demostrada y
con la misma la afirmacion.

Esta afirmacion, a saber, la distribucién M de dimensién m — 1 sobre la
variedad Hp es analitica e involutiva, lo cual de acuerdo con la hipdtesis
de induccién implica que el Teorema 2.1.1 es vilido para esta distribicidn
M definida sobre la variedad Hp ; por consiguiente existe un sistema de
coordenadas en p .

@1 ({F2 000}, V,a)

sobre la variedad Mg con las propiedades:
1) @(p) = (0,..,0) € R

2) Si se consideran n — m niimeros reales

Emttyonén €R

tales que Jmek] < @ (1 < k < n - m), entonces la hoja He de la

vencidad ciibica V del punto p € Hp definida por las ecuaciones
He : Fmik = Enak (1<k<n~m)

es una variedad integral de la distribucién M. Ademis se puede
suponer que 0 < a < b.

Observemos que de acuerdo con [a definicion de la variedad Hy las contrac-
ciones
{lty%"-,hyn}

de las funciones ya, ..., ¥  la variedad Ho forman un sistema de coordenadas
sobre Hg en el punto p € Hp ; y por consiguiente se tiene Proposicién A.1.3

0%,
dt(—') 0 2<1i,j< n).
¢ dy; {0,.40) # ( I )



2.1. TEOREMA LocCAL ’ 35

Consideremos ahora el cubo
I3 = {n € Bliy| < a}
y el cubo
L7 = {(F2 o0 n) € R™YIEi| < @, (2< i S 0}

y su producto cartesiano

DX IT = {(3, %1, B0) E Rl < q, |5 < 0, (2< i < )}
En seguida consideremos la aplicacién

@) =7 I = p(W)

definida por la correspondencia

@2(q); s Enld)) = 1371 F2l0), - En(d)) = (0,80, 1 Fuld))
aplicacidn que evidentemente es inyectiva. Consideremos también la apli-
cacién

art o I = W)
definida por la correspondencia
e fy1) = (11,0, ...,0)

aplicacién inyectiva. Estas aplicaciones ¢} y 42! nos permiten definir la
siguiente
X L X T = 0 = (W)

por medio de la correspondencia
(1) X (F2ld)y s Euld)) = Con X 7 W0 X (F2A0)y 0rs Enld)))
donde

(X ™)) X @F2(q )y Bn(1'))) () X 037 (Ea(g), - Eald))

¢
(.'/1)0, --')0) X (0’52@’), --nin(q’))
(#,8(d), -En(q)) = ¥(g).

nn

Es decir,

(tn X 7 (Cyn) X (@2(g"), o En(dD)) = (01, Fa9)y s En()):
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Como
(yl 3 52(4)7 oy ;H(Q’)) = 1/)(q)

para alguna ¢ € W y como
¥(g) = (410} 12}y ¥n(2))
se satisfacen las siguientes condiciones:
i) n=ulg)=ln<a
ii) (0,22(9), +» 9 (9)) = (0,Z2(¢)s s Tnl¢)).
Estas consideraciones nos permiten definir el siguiente conjunto
V=97 x 37 x G

Este conjunto asf definido estd evidentemente contenido en la vecindad ciibica
W. Ademas las condiciones i) y ii) implican que el conjunto V estd cons-
tituido por los puntos ¢ € W con la siguiente propiedad, el punto ¢’ cuyas
cooredenadas estdn dadas por

(anZ((I)?"-»?/n(q))

es un punto que pertenece a la vecindad cibica V y con lu()l < . Si
definimos sobre ¢l conjunto V las funciones

3 I V-
por medio de la correspondencia

g~ a1(q) = yi(ah

ypara2<j<n
2 V-1

por medio de la correspondencia
~ 1
g+ z;(9) = Z;(q).
Estas funciones nos permiten definir la aplicacion

p:V-m
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definida por la correspondencia

77 ¢(q) = (21(9),22(9), - 2n(9)) = (31(0), F2(¢), 0y Euld)).

De acuerdo con Ja definicién del conjunto V, la aplicacién ¢ mapea homeo-
morficamente a este conjunto sobre el cubo I?; puesto que ¢ no es mis que
la restriccién del mapeo 1 al conjunto V: ¢ = ¢y

p: V=1
definido por la correspondencia
¢ 9(0) = (21(9), 22(9), 1 Zn(9))-

Se afirma que el Jacobiano

Oz;
dct(—') 0 i<i,j<a)
Jy; (0,..,0) # . ( M )
En efecto, como
9z _ 0y _
on 1
¥ como para toda j > 1
Oz, _ 0.'/1
dy; ;i
se obtiene
0 0 z
s v m N
det(-(,)—x'_) =det| . ™ 77 | =det oo,
Yi 7 (0,.,0) . aZ ‘e 8: Bzn Bzn
* 3_;;‘ 55? 0 EI yn ' 0
=det<gﬁ) £0 @<ij<n).
¥i/(0,..,0)
Es decir,
dx; ..
det{ — #0 (1gi,j<n).
993/ (0,..0)

Y asi la afirnacién estd demostrada. Por consiguiente de acuerdo con la
Proposicién A.1.3 la familia de funciones {z1,...,zn} es un sistema de coor-
denadas sobre V en el punto p € V cuya vecindad ciibica es el conjunto V:

o ({x1,. 2} Via)

A continuacion se afirma que en este sistema de coordenadas el simbolo del
campo vectorial X; estd dado por 552—]:
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i) X;= % sobre V.
y ademds
if) Xjz; =0 para 2<j< m.

En efecto, para todo punto g € V el simbolo del vector tangente (X1), € TyV
en el sistema de coordenadas {zy,...,2;} estd dado por la expresién

, 1] i 7]
(X1)yp = (/\I)L(q)"'la_:cl + ; (Xl);(q)zjgm‘j

")

Comoseticnez; =y y X; = % sobre W se obtiene
(X1)g1 =1

y como

{tayzy s tatin}
es un sistema de coordenadas sobre la variedad Hy las funciones Zj,...,%,
dependen analiticamente de las funciones ¢.yz, ..., LY n €l entorno del punto
q EHO 1 i
£ = Fi(talay oy balin) (2€ign)
es la expresién de Z; en las coordenadas {¢,y2,...,tayn}. Si calculamos para
jiz?

(Xl)t(q)-":j = (Xl)‘(.,)ij = Fi(talzy o taln) =0

a‘tl’/l
obtenemos
(X1)yq2i =0 (2<7<n).
Por consiguiente
X1 = %,
Xiz; = 0 (2<j<n).

Y asf la afirmacidn estd demostrada. Esta afirmacién nos permite escribir
0 ! 7 ) !

a—le,'.'L‘mH- = X]X;:L‘,,H.k - X,-Xlzmw, = [X;,X]].‘L‘"H.k

y obtener

a
'0—:01')(,{2,".“. = [X|!,X1]~"-'m+k'
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Como la distribucién M es una distribucién involutiva, tenemos

(XL, X1) = ginXa + Z!]a‘.ﬂﬁ
j=2

donde g;,1, ..., §im son funciones analiticas sobre V. Si calculamos

0 m
E(X.’wmu) = giaX1Zmik + ) i X Tmtk)

j=2
obtenemos
0 m
_f)—z'l‘(x'{zm"'k) = EﬂiJ(X§Wm+k) (2<igm).
pord
Se afirma que
X'{zm+/¢ =0

sobre la variedad Mo . En efecto, sea ¢ un punto fijo pero arbitrario de
la variedad Hp : ¢ € Hp y sea He la hoja de la vecindad cibica V que
contiene al punto ¢: ¢ € H¢ . Como esta hoja por hipétesis de induccidn es
una variedad integral de la distribucién M se tiene

(X9

oq) € Imdig = ./\77

tal que N
dig(Xi)g = (X."),(q)‘
Por otro lado como
{taB2y vy taTm}

es un sistema de coordenadas sobre la variedad He el vector tangente
(X:), € TyHe tienc como simbolo en este sistema de coordenadas la expresién

& 5~y . 0O 5. . 0
(-'\i)., = (Xu'),,h-'vzm:;’q L RRIE (Xi)qt.zmm q-

Si calculamos

TN~ > ~ LN ~ aLuE k
(XD gyTmak = deg(Xi) Fmar = (Xi)gtaTmak =j§(xi)q‘-$j'ﬁ— =0
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se obtiene,

(X;)l(q)xm.*.k =0 V(] € Ho.
Y asf la afirmacidn estd demostrada. Si ahora concebimos a las funciones
X!2mi como funciones en la variable 210 X[z = fi{z1), (2<i < m)

y observamos que estas funciones son solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales homogéneas

Ohle) _ S~ o .
ar; -gg.,,f,(z‘) @<igm).

De tal suerte que si aplicamos el teorema de unicidad para un sistema de
ecuaciones diferenciales de esta naturaleza, obtenemos

Xlzmer =0 (2€igm)
para toda |z4] < q, es decir,
X/Tosr = 0 (2<i<m)

sobre la vecindad ciibica V del puntope V .
Se obtiene,

d"q(jl)q = (Xl)t(q)
lo cual significa que
(X])‘(q) € Imdcq =M

Como en el sistema de coordenadas

?
9

{Z1y 000 Tn}

el sfmbolo del vector tangente (X ,f)‘(q) € T,V estd dado por la expresion

F gy,

d
(Xt,)t(q) = (X:),(q)xl—aa 5;;

0] (q)
expresién que podemos escribir como
XDy = (XD x._{)_ ook (X)) (2 _(9_ +
i = Kuta155,] hig®ngt
d d
! — e H —
(X‘)L(Q)zmﬂ Ozt Iz(’l) oot (X‘)‘(q)m" Oz, |i(Q)'
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es decir,

N i 4 —
(X')L(q) = (X,.)‘(q)xl 7 @ e d (Xi)l.(q)zm I ‘(q).

Consideremos ahora los vectores tangentes (X'.')q, (2 £i < m)ala varie

dad H¢ en el punto ¢ € H; @ ()?.')q € T,Hs , variedad definida por las
ecuaciones

He Tk = gk (1gk<n~m).

Como la familia de {funciones {t,2y, ...,ta2m} constituye un sistema de coor-
denadas sobre la variedad H¢ en el punto ¢ € H; , podemos definir los
vectores tangentes en cuestion,

Esta conctusidn nos permite demostrar que toda hoja H¢ de la vecindad
citbica V' definida por las ecuaciones

He i gk = Entk (1£k<n—m)

es una variedad integral de la distribucién M .
En efecto, como las contracciones

{l.ml, ey Lnl'm}

de las funciones 2y,..,2,, a la variedad M, forman un sistema de coor-
denadas sobre He en todo punto ¢ € He , podemos definir el vector Xy

tangente a la variedad H, en el punto g € N; : (X’l)q € TyHe por medio
de la relacién .
(X1)gtemj = b1 (1<igsm)

relacién que podemos escribir como

dig( X1),2; = by (1gjgm)
Por otro lado como
(Xi)ygy = '8% @ = di( K, )q“”%
o B ] )

i (()—(:l)"t'zlr?’T +(X)grzagly +oot SN m)

«{q)
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y como ¢l simbolo del vector tangente (X 1), € TyHe estd dado por la ex-
presidn

(X1), = (Xl)qt.ml—a- +o0 4 (K1) P

duay 7 [/ T
podemos escribir .
{(X1),(q) = deg(X1),
lo cual significa que
(X])L(q) € Imdz,, = M;.

Definir Ios vectores tangentes en cuestion por medio de las relaciones
()?1)(]1,.11 =1,
(Xigtazj = Xizj(a)) (2<i,j<m)
relaciones gue podemos escribir como
dig(Xy)2 = 1,
dig(Xi) o5 = (XD gz (2547 <m)

lo cual nos permite escribir

- 9 -
S R

)qmm 53; )

y como también se puede escribir

It

m ~ 5
qu( E (ltq(X,')q.’L‘jgf;
i=1 t(q)

X% 2
dig( (Xi)qt-rjmi )
i=1 q

se obtiene,
.t LU 2
(Ki)yq = dtq(jgx.-)qt.zj——m_zjlq).

Si observamos que

5 8 1 a
(/\-)qt.fvxa—l";;lq +oeet ()‘u)qhzm Biutm

1



2.1. TEeEoreMa Locai 43

es ¢l simbolo del vector tangente ()?;)q € T,H¢ podemos escribir
digl XYy = (XD (2<i<m)

lo cual significa que
(XD)uq) € Imdeg = My,

De esta manera se tiene demostrado que los vectores
(XD, (X2yggyr++r (Kim gy € TV
pertenecen al espacio tangente a la variedad He en el punto ¢ € H; :
(Xl )4(q)1 (X;)L(q)i "'1(Xrln)t(q) € Im’dtq = M;

1o cual implica que el subespacio vectorial
Mq = ((Xl )t(q}Y(X;)t(q)’ ""(X:n)t(qﬁ

generado por estos vectores langentes estd contenido en el espacio M : M,
CMyg y como &imM, = m = dimM; , se obtiene

M, = M,

Como el punto ¢ se eligié arbitrariamente en la hoja H; de la vecindad
cibica V, se tiene
My = M Vg € H;

lo cual significa que la hoja H; de la vecindad ciibica V es una variedad inte-
gral de la distribucion M . Y asi el Teorema de Frobenius estd demostrado
en su version local, #
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2.2 Teorema Global

Lema 2.2.1 Sean V una variedad, M una distribucién involutiva, W una
subvariedad integral de M, y sea p un puntode V : pe V. SiU es un
conjunto abierto de la variedad V que contiene al punto p: p € U, entonces
eziste una variedad C que contiene al punto p y estd contenida en la variedad
W como una subvariedad abierta:

peECCW.

Ademds la variedad C es une variedad integral de la distribucién M .

Prueba. Se ha observado que la topologia de la variedad W es al menos tan
fina como la topologfa inducida sobre W por aquella de la variedad V , por
consiguiente UN W es un conjunto abierto en W, Por otrolado como W es
localmente conexa la componente conexa C(p) del punto p en el abierto Un
W (por supuesto en la topologia de W } es un conjunto abierto relativo de
W . Alora A.l nos asegura la existencia de una subvariedad abierta C de
W : C C W cuyo conjunto subyacente |C| es la componente conexa C(p)
del punto p: | C | = C(p). Se afirma que C es una variedad integral de la
distribucién M . En efecto, sea ¢ un punto fijo pero arbitrario de la variedad
C:q€Cl ysea
P ({1‘1, --.,Im},V,ll)

un sistema de coordenadas sobre W en el punto ¢ € W . Como C(p) = (|
es un conjunto abierto de la variedad YV que contiene al punto ¢: ¢ € C(p)
la Observacidén A.1.1 afirma que existe una vecindad ciibica Vo del punto
¢ con respecto a este sistema de coordenadas contenida en el abierto C(p):
q € Vo C C(p) lo cual implica que las contracciones ¢.yy.. a2y de las
funciones zy,...,2, a la variedad € forman un sistema de coordenadas

Yo ({t-xl 3 '-'11'.-74'"1}‘ VOv a())

sobre la variedad C en el punto ¢ € C , donde ¢ es el mapeo identidad de
CenW:
1:C-W

definido por la correspondencia

g g) =g
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Como C es una subvariedad de la variedad W ; ¢ C W este mapeo identidad
¢ es un mapeo regular dondequiera. Si ahora consideramos una base

{(M)gs . (Fin)g}
del espacio tangente a la variedad C en el puntog € C ¢
(Yi), eT,C (1<i<m)
donde cada vector tangente de la base estd definido por la relacién:
(Yi)gtez; = & ; (1<i<m)
y si definimos y calculamos
(Xi)gz; = dig(Yi)ga; = (Yi)otatj = bi5
obtenemos que
(Xigzj =6y (1Ligm)
es decir, el conjunto
{(Xl)q’ ""!Xm)q}
es una base del espacio tangente a la variedad W en el punto ¢ € W:
(Xi) € TyW (1 £ i < m), lo que nos permite escribir
di, T,C = T,W

y como W es una variedad integral de la distribucion M y como el punto ¢
se eligié arbitrariamente en la variedad € se obtiene

di T =M,

para todo punto ¢ € C. En otras palabras la variedad C es una variedad
integral de la distribucién M . Y asf la afirmacién estd demostrada y con la
misma el Lema 2.2.1. il

Proposicion 2.2.1 Sean V una variedad, M una distribucién analitica e
involutiva sobre V tal que dimM =m <n =dimV, y p un punto de la va-
riedadV : pe V. SiW; y Wy son variedades integrales de la distribucion
M que contienen al puntope V :

PEWIOW,,

entonces existe una variedad integral W de M que contiene alpuntop €V y
estd contenida en la variedad integral W; (1 < i £ 2) como una subvarieded
abierta:

peEWCWNW,
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Prueba, De acuerdo con el Lema 2.1.1 como p € W; existe una variedad
integral C; deladistribucion M que contiene al puntop € V y estd contenida
en la variedad integral W; como una subvariedad abierta:

peECCW; (1gig2).
Ademis estd contenida como una subvariedad abierta en la hoja Ho @
peECiCHe {15i52)

Si denotamos con C; = |C;} al conjunto subyacente de la vartiedad C; , este
conjunto es un conjunto abierto del espacioc Ho : C; € U(Ho) lo cual implica
que el conjunto € = C; N Cz es un conjunto abierto en el espacio Hp :
C € U(Hp). Si escribimos

peECNHy=C

podemos aplicar el Lema 2.2.1 y obtener una variedad integral W de la
distribucién M que contenga al puntop € V y esté contenida en la variedad
Ho como una subvariedad abierta: p € W C Hp . Se afirma que la variedad
W es una subvariedad abierta de la variedad W; (I < 7 < 2). En efecto,
como ¢l conjunto subyacente {W| a la variedad W satisface la relacién

wjccclcl (1£i£2)
se obtiene la relacidn
iy Wlclel  (1<i<?).
Recordemos aliora que la familia de funciones
{ta1y ertum }

es un sistema de coordenadas sobre la variedad M en todo punto g €
Hp . Como la variedad W es una subvariedad abierta de la variedad Hp la
Proposicion 1.1.1 afirma que W es una subvariedad de la variedad Hg ; por
consiguiente el mapeo identidad ¢ de Wen Hp :

WS Hy
definido por la correspondencia

g=ug) =g
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s un mapeo regular, lo que permite aplicar la Proposicién A.1.4 de tal suerte
que para todo punto ¢ € W de la familia de funciones

(a1 )y ooy et ) € Fy(g)

se puede extraer un sistetna de coordenadas

{taleaziy)y s ta{tezi, )}y

sistema de coordenadas que podemos escribir como

{taZyy ey taliy }

sobre la variedad W en todo punto ¢ € W . Andlogamente se obtiene que
la familia de funciones

{1a1yeytalm}
forma un sistema de coordenadas sobre la variedad C; (1 £ i < 2) en todo

punto q € C; , donde ¢ es el mapeo identidad de C; en la variedad Hp . Por
otro lado como el mapeo identidad ¢ de W en C; ¢

W=
definido por la correspondencia
g g =q
es un mapeo continuo y como
te{tai) = i € F(q) (1£igm)

la Proposicidn 1.1.2 afirma que el mapeo inducido ¢, por el mapeo identidad
¢ mapea la clase F¢,(¢(q)) en la clase Fw(g):

Lt Fe(Ua) - Fwle)  (1£i<2)

para toda ¢ € W . En otras palabras el mapeo identidad ¢ de W en C; es un
mapeo analftico dondequiera, Ademés si X, es un vector tangente a W en
geW: X, € T,W tal que di, Xy = 0, es decir, deg Xotuz; =0 (1 < i < m)
lo cual implica

Xoteltazi) =0 = Xo=0 {(1gigm).

Es decir, la diferencial di, es un mapeo lineal inyectivoen el puntoge Wy
como éste se eligid arbitrariamente en W se ha demostrado que se verifica
la condicién:
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ii) El mapeo identidad ¢t de Wen C; (1< 2)
WG

es un mapeo regular dondequiera.

De esta manera se ha demostrado que la variedad W es una subvariedad de
la variedad C; . Como la variedad C; es una subvariedad de la variedad W; se
obtiene que Ia variedad W es una subvariedad de la variedad W; (1 < i < 2).
Ademds como las restricciones

{m:l N ...,L.Im}

de las funciones z1,...,2;, forman un sistema de coordenadas sobre la varie-
dad W en todo punto ¢ € W se obtiene que W es una subvariedad abierta
de la variedad W; (1 <i < 2).

Y asf la Proposicién 2.2.1 estd demostrada. B

Establecida esta proposicién ya estamos en posibilidad de definir una nueva
topologia sobre el subconjunto subyacente V = |V | a la variedad V. En
efecto, consideremos la clase U de los subconjuntos del conjunto V que se
pueden expresar como unién arbitraria de variedades integrales de la dis-
tribucién M :

U={ \(é‘A Wi W, es una variedad integral de M VA € A},

Se afirma que esta familia de conjuntos asi definida satisface los siguientes
axiomas:

U;. La unién arbitraria de conjuntos de la familia U es un conjunto de la
familia U.

Uy Lainterseccién finita de conjuntos de la familia U es un conjunto de la
familia U,

La validez del primer axioma Uy, es evidente, en cuanto al segundo Uyy se
verifica como sigue:
Sean Uy, Uz € U y supongamos que

U = :"EJIW“ Up = jLEJJ Wj.
Si escribimos

hntz= |J winW;
iel,jeJ
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y si consideramos un punto p fijo pero arbitrario de la interseccién: p €
Uy N Uy obtenemos

pPE W, NW;
para algln indice 19 € I y algin indice jo € J. Si ahora aplicamos la
Proposicién 2.2.1 obtenemos una variedad integral W de M que contiene al
punto p y estd contenida en la interseccién Wi, N W;,:

PEWC W, NW;

lo cual implica que
peWcCUinl,

y como p se eligid arbitrariamente en la interseccién Uy N U, se obtiene que
UinlU;e.

Y asf el axioma Ujy estd verificado. La topologia que define la clase U define
un espacio topolégico que denotaremos con el simbolo B* y cuyo conjunto
subyacente es el conjunto V = |V|.

Proposicién 2.2.2 La topologia del espacio B* es Hausdorff y mds fina que
la topologia del espacio B subyacente a la variedad V .

Prueba. Sea U/ un abicrto de la topologfa del espacio B: U € U(B), sea p
un punto fijo pero arbitrario del abierto U: p € U, El Teorema de Frobe-
nius afirma que existe una vecindad ctibica V del punto p y una hoja de la
vecindad V que es una variedad integral W de M que contiene al punto p:
p € Un W lo cual implica de acuerdo con el Lema 2.2.1 existe una varie-
dad integral Wy que pasa por el punto p y estd contenida en la interseccién
Unw:
pEWCUNW,

y como p se eligié arbitrariamente en U se obtiene que

U= W€D
A€A

es decir, U € U(B*). Por consiguiente
U(B) Cc u(B).
Por 1iltimo vemos que si p; # py podemos hallar conjuntos Uy y Uz en U

tales que py € Uy y p2 € Ua y U1 NU2 = 0. Y asi la Proposicién 2.2.2 estd
demostrada.
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Proposicion 2.2.3 S5i W es una variedad integral de la distribucion M ,
entonces W es un subespacio del espacio B* .

Prueba. Sea p un punto fijo pero arbitrario del espacio W : p € Wy sea
V una vecindad fija pero arbitraria del punto p € W con respecto al espacio
W V € A(W). Por definicién existe un conjunto abierto U del espacio
W: UcC Wtal que pe U C V. Por otro lado como W es una variedad
integral de M y como se tiene:

pelnw

podemos aplicar el Lema 2.2.1 para obtener una variedad integral Wy de la
distribucién M que contiene al punto p y estd contenida en la interseccién
Un W lo cual implica
peEWs CV.

Por consiguiente V es una vecindad del punto p € W con respecto al espacio
B : V =V* e Ny(B" )y como la vecindad se eligié arbitrariamente en la
familia A,(W) de las vecindades del punto p € W con respecto al espacio
W se obtiene que para toda

VeENM(W) = Ve N(8")

es decir,

Np(W) C Np(8°). (2.2)

Supongamos ahora que V* es una vecindad fija pero arbitraria del punto
p € W con respecto al espacio B* : V* € N,(B*). Por definicién existe un
conjunto abierto U = ,\léjA W, del espacio B* : U € U tal que

pelUCV" = peW,,
para algin indice Ag € A lo cual implica
pEe W«\o nw.

Esta dltima conclusién, de acuerdo con la Proposicién 2,21 implica la exis-
tencia de una variedad integral Wy de la distribucién M que contienc al
punto p € Wy estd contenida como una subvariedad abierta de la varie-
dad Wy, y de la variedad W: p € Wy C W),N Wy como en particular
W), C V* podemos escribir

pEWLCW, NWCV*®
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lo cual significa que V* es una vecindad del punto p con rspecto al espacio
W
V=V e N,(W)

y como la vecindad V™ se eligi6 arbitrariamente en la familia NVp(B*) de las
vecindades del punto p € W con respecto al espacio B* se obtiene

YV* EN,(B") = V* € N,(W)

es decir,

No(B*) C Ny(W). (23)
Las contenciones (2.2) y (2.3) implican la igualdad
No(B™) = Np(W),

siguese inmediatamente que W es un subespacio abierto de B*. Asf la
Proposicién 2.2.3 estd demostrada. Il

Sea f§ una componente conexa del espacio B* : 8 C B* considerada como un
subespacio del espacio B* . Se afirma que este subespacio B asi definido es
el espacio subyacente de una variedad integral de la distribucién M . Para
demostrar esta afirmacidn se le asigna a todo punto p del conjunto subya-
cente ala variedad V : p € |V | alguna variedad integral W de la distribucién
M que lo contiene:

pe W= Wp)
tal que pe W. §i
pel => Wch
y &i con el simbolo
Fw(p)

denotamos la clase de funciones sobre la variedad W analiticas en el punto
p € W obtenemos para cada punto p del espacio §: p € B una clase de
funciones Fg(p) definidas sobre § y analiticas en el punto p € 8i:

p Fy(p)

para todo p € 8. Se afirma que esta correspondencia satisface los axiomas
de la Definicién A.1.2. En efecto, sea f una funcién fija pero arbitraria de la
clase de funciones Fy(p): f € F(p), como en particular p € W existe una
vecindad V de punto p con respecto al espacio W: V € N,(W) sobre la
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cual f estd definida. Como W es un subespacio del espacio B~ se tiene que
Np(W) = N,(B*) lo cual nos permite escribir

V=V eN(BY)

es decir, que V es una vecindad del punto p con respecto al espacio 8§ lo que
demuestra que:

C; Paratoda funcién f € F(p) existe una vecindad V' del punto p € 8 con
respecto al espacio 8, vecindad que bien puede depender de la funcién
[ sobre la cual estd definida la misma:

[V
definida por la correspondencia

z v f(z).

El axioma

Cyr Toda funcién que depende analiticamente en el entorno del punto p €
de un nimero finito de funciones de la clase Fp(p}, pertenece a la clase

Fplp):
v f';'fn---,fm, Jireafn € F(p) = f e Fylp)

cs consecueticia inmediata de la definicién de la correspondencia

P F(p)

para todo punto p del espacio 8: p € 8, y del hecho que 8 es un subespacio
del espacio B .
Para verificar el axioma Cj;; consideremos in sistema de coordenadas

({1, em2m} Vi)

sobre la variedad W(p) que se eligié conteniendo al punto p € 8: p € W(p).
Como antes podemos suponer que la vecindad cibica V del puntop € W es
una vecindad con respecto al espacio § lo que implica que los incisos 1) y 2)
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se verifican automdticamente. En cuanto al inciso 3) se procede como sigue:
sea Fp(p) la clase de funciones reales asignada al punto p € fi:

pr Fp(p),

sea ¢ un punto fijo pero arbitrario de la vecindad ciibica V' del punto p €
W g€V ysea W(q) la variedad integral elegida para el punto g € 8 que
lo contiene: ¢ € W(q) y sea Fiyg)(g) su correspondiente clase de funciones
reales:

q= Fwy (o)

como ¢ € W(¢) N W(p) la Proposicién 2.2.1 asegura la exitencia de una
veriedad integral Wo que contiene al punto ¢ € V y estd contenida como
una subvariedad abierta tanto en W(p) como en W(q):

¢ € Wo C W(q) N W(q).

Si denotamos con el simbolo Fyy,(¢) la clase de funciones sobre la variedad
Wp analiticas en el punto ¢ € Wy y si ¢ es el mapeo identidad de Wy en
W(q) se tiene

Fwg(9) = e F(gy{e(9))- (2.4)

Andlogamente si denotamos con el simbolo Fyy)(g) la clase de funciones
sobre la variedad W(p) analiticas en el punto ¢ € W(p) y si ¢ es el mapeo
identidad de Wy en W(p) se tiene

Fo(9) = teFpyiy(1(@)- (2.5)

Si g € V, como W(p) es una variedad, entonces 21,...,tm € Fyyp)(q) =
L1y eortam € LFw(p)(t(g)) lo cual implica

LTy enbatm € Fng(9) = 41y ot € LFiyig)(1(9))
lo que a su vez implica
B1yeens T € Fiyq) (0)-
Y asi se tiene verificado que

a) VgeV = 21,.,%m € Fwg(e)
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Consideremos ahora una funcién f fija pero arbitraria de la clase Fyyqg)(g)
de funciones reales sobre el espacio 8: f € Fyyy(g). De acuerdo con las
igualdades (2.4) y (2.5) podemos escribir

tf € LFwie)(K)) = Fwo(9) = tFwp)(U(9)),
es decir,
tuf € W Fppt(q)) = tuf = tug con g € Fry((q).
Como q € V y W(p) es una variedad
Ty oy Tm € .Fw(p)(q) => g':zl, vy T
y como ¢l mapeo identidad ¢ de Wy en W(p) es un mapeo analitico se tiene

q r;a:l,...,a:m = L.g'\qlt,zl,...,t,.’vm.

Ademis por a) se tiene 21, ...,2m € Fuyg)(¢) lo que nos permite aplicar la
Proposicién A.1.5 y obtener una funcién z € Fyyg)(7) tal que

TRy T CON LaZ = lag
Esto dltimo implica que ¢.2 = ¢, f lo que a su vez implica
[z, m.
q

Y asf se tiene verificado que
b) Vf € 'FW(q)(q) = f’;z'lv-"fxm-

Y el inciso 3) del axioma Cyy; de la Defn A.1.2 estd verificado y con el mismo
se completa la verificacién de los axiomas Cr, Cyr,Cryr de la Definicién A.1.2;
lo cual demuestra que la asignacién

q~ F(q),

para todo punto ¢ en el espacio 8, define una variedad analitica real W cuyo
espacio subyacente es el espacio topoldgico 8. La clase F(q) es la clase de
funciones sobre W analiticas en el punto p. Si p es un punto de la variedad
W: pe W, se ha observado que la variedad integral que se le ha asignado
y que lo contiene estd contenidaen W : p € W(p) C W .Por definicién de la
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topologfa del espacio B* el conjunto W(p) es un conjunto abierto del espacio
B* y como B8 es un subespacio del espacio B* el conjunto W(p)n8 = W(p) es
un conjunto abierto del espacio 8, en otras palabras W(p) es un abierto en la
variedad W . Se afirma que W(p) es una subvariedad abierta de la variedad
W . En efecto, en primer lugar por definicién se satisface la condicién

i) @) ciwi.

En seguida consideremos un punto ¢ fijo pero arbitrario de la variedad W(p):
g€ W(p)y sea

o ({r1y ey 2m )y V,a)
un sistema de coordenadas sobre W en el punto g € W . Como W(p) es una
vecindad del punto ¢ la Observacién A.1.1 afirma que existe una vecindad
clibica Vp del punto ¢ con respecto a este sistema de coordenadas contenida
en el abierto W(p): ¢ € Vo C W(p) lo cual implica que Ias restricciones
a1y - ooy bulyy de las funciones zp,...,2,, a la variedad W(p) forman un sis-
tema de coordenadas

Yo : ({szh---,l«ﬂm}, Vo, ap)

sobre la variedad W(p) en el punto ¢ € W(p), donde ¢ es el mapeo identidad
de W(p) en W :
W) - W

definido por la correspondencia
g ug) =g
éste es un mapeo continuo. Como se tiene
6ai € Fypyle) (1 <i<m),

la Proposicién 1.1.2 afirma que el mapeo inducido ¢, del mapeo identidad ¢
mapea la clase Fw(i(q)) en la clase Fyy,{g):

e Fw(U)) = Frny(9)-

Como el punto ¢ se eligié arbitrariamente en W(p) se tiene demostrado que
¢ cs un mapeo analitico dondequiera. Ademas si X, es un vector tangente a
la variedad W(p) en ¢l punto ¢ € W(p): X, € T,W(p) tal que de, X, = 0,
es decir, de,Xo2; = 0(1 < i< m) = Xptzi =0(1 <4 < m)locual
implica que X, = 0. Es decir, la diferencial d, es un mapeo lineal inyectivo
en el punto ¢ € W(p) y como éste se cligid arbitrariamente en W(p) se tiene
demostrado que se satisface la condicién:
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ii) El mapeo identidad ¢ de W(p) en W
W) - W
es un mapeo regular,

De esta manera se tiene demostrado que la variedad W(p) es una subvarie-
dad de la variedad W y como W(p) es un conjunto abierto en la variedad
W, W(p) es una subvariedad abierta de W . Y asf la afirmacién estd de-
mostrada. Esta afirmacién implica la siguiente: W es una variedad integral
de la distribucion M . En efecto, sea p un punto fijo pero arbitrario de la
variedad W : p € W y sea W(p) la variedad intergral que se le ha asignado

= W(p)
tal que p € W(p). Como W(p) es un conjunto abierto en la topologia del
espacio B, si
: ({21, mzmh Via)
es un sistema de coordenadas sobre W en el punto p € W, la Observacion
A.1.1 afirma que existe una vecindad cibica V4 del punto p con respecto a
este sistema de coordenadas contenida en la vecindad W(p) del punto p €

W pe Vo C W(p)lo cual implica que las restricciones tuzp,...,taZr de las
funciones x1,..,&m a la varicdad W(p) forman un sistema de coordenadas

@0t ({taZ1y ertam}, Vo, 20)

sobre W(p) en el punto p € W(p), donde ¢ es el mapeo identidad de W(p)
en W:
WP W

definido por la corespondencia

g g =1q.

Como W(p) es una subvariedad de la variedad W : W(p) C W este mapeo
¢ es un mapeo regular en todo punto ¢ € W(p). Si en seguida se considera
una base

{( ll)pv"-v(ym)p}

del espacio tangente a la variedad W(p) en el punto p € W(p): (¥i), €
T,W(p) (1 < i < m) de vectores definidos por las relaciones

(Yo)ptazj = 6;; (1<ij<m)
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y si se define y calcula
(Xi)mzs = dep(Yi)pts = (Vi)ptawj = b5 (154,75 <m)

se obtiene
(Xi)t(p)zj = 6!’_1' (1 < ’1.7 < m)

¢s decir, una bhase
{(Xl)t(p)9 -v-v(Xm)t(p)}

del espacio tangente a la variedad W en el punto (p) € W: (Xi)yp) €
TymW (1 £ i < m)lo que permite escribir

diy T, W(p) = T,y W
y cotie W(p) es una variedad integral de la distribucién M se tiene
duT,W(p) = M,
para todo punto ¢ € W(p), en particular para ¢ = p; por consiguicente
W = M.

Si ahora tomamos en cuenta que ¢l punto p se cligié arbitrariamente en W se
tiene demostrado que cl espacio tangente a la variedad W en todo punto p €
W coincide con el espacio vectorial M(p) = M,,

En otras palabras la variedad W es una variedad integral de la distribucién
M , lo que se descaba demostrar, Es inmediato que la variedad W es inde-
pendiente de la eleccion que se haya hecho de la variedad W(p). En efecto,
suponganios que se ha cligido otra variedad integral W(p) para el punto p €
W

p=W(p)

tal que p € W/(p); lo que da lugar a la siguiente situacion:
p € Wp)nW(p)

la cual de acuerdo con la Proposicién 2.2.1 implica la existencia de una
variedad integral We(p) de M que contiene al punto p € W y estd contenida
tanto en la variedad W(p) como en la variedad W/(p) como una subvariedad
abierta:

p € Wa(p) C W(p) n W(p).
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Como Wy(p) es una subvariedad de la variedad W(p): Wo(p) C W(p) se

tiene
Fo(p)(9) = taFiv(p)((9)) Yg € Wao(p)
por la Proposicién 1.1.2, donde ¢ es e} mapeo identidad de Wy(p) en W(p):
v+ Wo(p) — W(p)

definido por la correspondencia.

g dg) =1
Anadlogamente como Wy(p) es una subvariedad de la variedad W/(p): Wo(p) C
W(p) se tiene
Fp)(9) = t«Fweip)q) Vg € Wolp)
por la Proposicién 1.1.2, lo que nos permite escribir para ¢ = p:

LFwE)(P) = Funp)(P) = uFwipyp) (2.6)
donde ¢ es el mapeo identidad de Wy(p) en W(p):
¢: Wo(p) = W(p)
definido por la correspondencia

g dg)=q
La relacién (2.6) implica la igualdad

LFwp)(p) = L Fun(p)

por consiguiente

Fwipy(p) = Fwnipy(p)-
Como el punto p se eligié arbitrariamente en la variedad W se ha demostrado
que efectivamente la variedad W es independiente de la eleccién que se haga
de la variedad W(p) para todo puntop € W .
Con esta iiltima afirmacién se termina la demostracién del siguiente.

Teorema 2.2.1 C. Chevalley. SeaV una variedad y sea M una distribucidn
definida e involutiva sobre V . Entonces por todo punto p de la variedad ¥V :
p € Y pasa una variedad integral mdrima W(p) de la distribucion M ; es
decir, una variedad inlegral que no sea un subconjunto de cualquier otra va-
riedad integral. SiW' es otra variedad integral que contiene al puntop e V :
p € W, entonces W' estd contenida en W(p) como una subvariedad abierta.
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Corolario 2.2.1 Mismas hipétesisy notacion que en el Teorema (C, Cheval-

ley). Las variedades integrales mizimas W de la distribucion involutiva
M son inicas.



Capitulo 3

Variedades que son
2°-contable

3.1 Definiciones y Propiedades

Definicion 3.1.1 Se dice que un espacio topologico X satisface el primer
azioma de numerabilidad si todo punlo x € X tiene un sistema fundamental
de vecindades numerable.

El espacio topolégico B subyacente de una variedad V siempre satisface
este axioma, puesto que V es localmente homeomorfa a un espacio que sa-
tisface el primer axioma de numerabilidad.

Definicidn 3.1.2 Se dice que un espacio lopoldgico X satisface el sequndo
axioma de numerabilidad si eriste una base numerable para los abiertos de
la topologia de X.

Este segundo axioma es mds fuerte que el primero. El espacio B subya-
cente de la variedad V no siempre satisface el segundo axioma de numerabi-
lidad. Sin embargo este segundo axioma lo satisfacen las variedades que se
considerarin mds adelante.

Definicion 3.1.3 Se dice que un espacio lopoldgico X es o — compacto
(sigma compacto) si él mismo es localmente compacto, y si se puede ez-
presar coma la unidn de una familia a lo mds numerable de subconjuntos
compaclos.

60
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Definicién 3.1.4 SiV es una variedad se dird que un subconjunto V de V :
V C V es un subconjunto ciibico si él mismo es una vecindad ciibica de alguno
de sus puntos, con respeclo a un sistema de coordenadas convenientemente
escogido.

Se dird que una variedad V satisface los axiomas de numerabilidad si
el espacio B subyacente de V los satisface. Una consecuencia inmediata de
estas convenciones es el

Lema 3.1.1 SeaV una variedad. V satisfece los aziomas de numerabilidad,
si y sdlo si V es la union numerable de subconjuntos cibicos.

Prueba. Supongamos que se satisface el segundo axioma de numerabili-
dad en la variedad V . Como para todo punto p € V existe una vecindad
clibica V) correspondiente a un cierto sistema de coordenadas sobre V en
p, se obtiene una familia de subconjuntos cibicos {V}pev; esta familia es
una cubierta abierta del espacio B subyacente de V. Si se toma en cuenta
la hipétesis se puede aplicar el teorema de Lindeldf (c.f. Dugundji, James:
Topology Cap. VIII teorema 6.3) y asi obtener una subcubierta numerable

Vi; bienv de la cubierta {Vp},en: V = OL? Vp;+ Reciprocamente, supongamos
piJt€ plp i=1 Pi

que V admite una cubierta numerable {V,.}ien: V = ilj Vp;, formada por

subconjuntos cibicos. Para cada indice i € IV consideremos el homeomor-
fismo
WiV - I (n = dimV)

correspondiente al sistema de coordenadas sobre V en algiin punto p; € V;,,
cuya vecindad citbica es precisamente Vp,. Si en seguida se toma en cuenta
que el segundo axioma de numerabilidad se satisface en IR" , se obtiene para
cada cubo I}, C " de centro en @(p;) y amplitud a;, una base numerable
{Uij};jen para la familia de subconjuntos abiertos en el cubo 1. Esto
iltimo implica que la clase de conjuntos {l,o;"(U.',,)}i'jEN es una base nu-
merable para el espacio B subyacente de V. De esta manera el Lema 3.1.1
estd demostrado. il

Una variedad cs siempre, por definicién localmente compacta (puesto que
toda variedad es localmente euclideana). Si ademds la variedad es localmente
compacta probaremos que la condicién del Lema 3.1.1 es equivalente a la
condicién expresada en la

Proposicion 3.1.1 Sea V una variedad, 'V satisface el sequndo azioma de
numerabilidad si y solo si V es 0 — compacta,
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Prueba. Supongamos que V satisface el segundo axioma de numerabilidad.
Esta hipdtesis nos permite aplicar el Lema 3.1.1 y asi obtener una cubierta
abierta numerable {V;}ieiv de V constituida por subconjuntos cibicos: V =
,t_Jol V;. Para cada ¢ € IV consideremos el homeomorfismo ¢; que mapea V;

=
sobre el cubo I, en " de dimensién » y amplitud ¢;, donde n = dimV :
gt Vi—= 1,

Comoel cubo I}, es o ~compucto, existe una familia numerable de compactos
{Ki;}ierv tal que
o0
I = jE__J] I

y como <p,-‘l(1(.-,,-) es un subconjunto compacto se obtiene
I -
v=0 oK),

es decir, V es la unién numerable de compactos y como ademds toda varie-
dad es localmente compacta, a V deviene una variedad o — compacta.

Recfprocamente supongamos que V admite una cubierta numerable { K:}ien
de compactos: V = U K;. Si paratodo punto p € K; elegimos una vecindad

clibica Vi de p, entonces la familia {V; i}pen; de conjuntos cibicos, forma
una cubierta abierta de Ky K; = EL;‘ Vair ¥ como K; es compacto de esta
pER

cubierta se puede extraer una cubierta finita:
Ki=UV
= -
! j=1 i

Por consiguiente V es la unién numerable de conjuntos cdbicos:

v=0 U v
i=sl j=1
y si en seguida se toma en cuenta el Lema 3.1.1 se obtiene que V satisface el
segundo axioma de numerabilidad.

Consideremos aliora una distribucién involutiva y analitica M sobre una
variedad V. El teorema de Frobenius asegura que cada punto p € V posee
una vecindad ciibica que puede expresarse como la unién de las hojas {Ra,paca,
donde cada una de estas hojas es una variedad integral de M . A estas vecin-
dades se les llamard de Frobenius. De acuerdo con el Teorema de Frobenius-
Chevalley por cada punto p € V pasa una variedad integral méxima W de la
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distribucidn involutiva y analftica M de tal suerte que toda variedad integral
de M que contenga al punto p es una subvariedad abierta de W .

En el caso en que W satisfaga el segundo axioma de numerabilidad se
obtendrdn importantes relaciones, entre la topologia de V y la topologia de
la subvariedad integral méxima.

Lema 3.1.2 Sea W la variedad integral mdzima de la distribucion involu-
tiva y analitica M sobre V que contiene al punto p € V . 5i W salisface el
sequndo azioma de numerabilidad, entonces lu interccion de la vecindad de
Frobenius V dep con W : VN W es la unidn, a lo mds numerable, de hojas.

Prueba. De acuerdo con la Proposicién 3.1.1 la hipétesis sobre W implica
que W s la unién numerable de subconjuntos compactos:

[=+]
W= U K,
=1
K; compacto para i € IN, y como V' es homeomorfa a un cubo I, en un
cierto espacio euclideano R" , y el segundo axioma de numerabilidad se
satisface en este espacio R" se concluye que V' también se puede expresar
como la unién numerable de subconjuntos compactos:
o0 ’
V = .U I(l’
=1
1 . n . . v
con XK; compacto para i € IV, Por consiguiente la interccién VN Wes la
unién numerable de subconjuntos compactos:

00w
vaw= 0§ K,

con K compacto para h € IV. Se afirma que cada uno de estos compactos
K7} solo tiene puntos en comin a lo mds con un némero finito de hojas; en
efecto, como el compacto ]\’;: estd contenido en V, él mismo estd cubierto
por una familia finita de hojas R, de V:

L Tk
l\h c agl Rﬂnp‘

Sea ¢ un punto de K;: contenido en una hoja Ry,p, de V: g € K}; NRaype
Por otro lado q € Ry, para alguna 1 < < my por tanto g € Ry, p N Ryyp
pero como las hojas en una vecindad de Frobenius son ajenas, se obtiene que
Ra,p = Royp. Es decir, las tinicas hojas que tienen puntos comunes con
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Ky, son los elementos de la cubierta finita {Ra, 5}1<sgm,- Asf la afirmacién
estd demostrada. Esta afirmacién implica que

vawe 8 U Ra,p.
h=1s=1

Pero como W es una variedad integral mixima se obtiene la inclucién en
sentido contrario y por consiguiente

’ - oo m
= 3, R

Asi el Lema 3.1.2 estd demostrado, W

Proposicién 3.1.2 Sea W la variedad inlegral mdzima de la distribucion
involutiva y analitica M sobre la variedad V . Si V es una vecindad de
Frobenius de p y si W satisface el sequndo azioma de numerabilidad, en-
tonces las componentes conezas de VY W en el sentido de la topologia de V |
son las mismas componenles conezas de VN W en el sentido de la topologia
de W .

Prueba. En el curso de la prucba de la Proposicion 2.2.1 se demostrd
que la componente conexa C del punto p en VN W, componente conexa
concebida en la topologia de W, es un subconjunto de la hoja Rq,, de
V' que contiene al punto p. Por otro lado como W es la variedad integral
maxima de M que pasa por p, la misma contiene a Rq,p; por consiguiente
C coincide con Rqqp. Esto demuestra que las componentes de VN Wen la
topologia de W son precisamente las hojas de V' que estdn en W .

Ahora bien si W satisface el segundo axioma de numerabilidad, se afirma
que estas hojas también son las componentes conexas en el sentido de la
topologia de V . En efecto, sea ¢ un punto fijo pero arbitrario de
Vo W:qgeVn W ;deacuerdo con ¢l Lema 2.1.2

o my
/ =
vow hgl sgl Ra,,p
donde R, , es una hoja de V' contenida en W para toda s € IV, Sea Ra,p
la hoja que contiene al punto ¢: g€ Ry, ¥ sea
¢ : ({z1y 002}, V,a)

el sistema de coordenadas sobre V en p con respecto al cual V es la vecindad
de Frobenius de p correspondiente; y tal que cada hoja Ra,, de V estd
definida por las ecuaciones

Ra.,p g1 = 1r+1(q)v gy = mn(q)-
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i
Q: R~ R™"

es la proyeccion natural definida por la correspondencia
(311 mvzn) = Q(:L'], ---121!) = (zr+l ,...,.’L‘n)

entonces o m
Qop(Vaw) = T U Rog(Ra,,)

es un conjunto numerable en 2", y como § es continua, si C es una com-
ponente conexa de ¢ en Vi W, concebida en la topologia de V , entonces
Qo ¢(C) es un conjunto conexo de JR™~"; por tanto este conjunto estd con-
stituido por un solo punto, a saber, (zr41(¢),-..,2n{q)):

R0 ¢(C) = {(Trs1(a)s o 2n(7))}

Esto dltimo implica que € C Rq,,. Por otro lado hemos observado que la
topologfa de W por ser W una subvariead de V es al menos tan fina como
la topologfa de V. Por consiguiente cualquier conjunto conexo en W sigue
siendo conexo en V5 por tanto Ry, C €. Esta dltima inclusién implica
que Rq,p =C y como q en VN W se eligié arbitrariamente se tiene de-
mostrado que toda componente conexa de VN W coincide con una hoja.
Asf la Proposicién 3.1.2 est4 demostrada. i

Proposicién 3.1.3 Sea W la variedad integral mdzima de la distribucidn
analitica e involutiva M sobre la variedad V , y supongamos que ¥ es un
mapeo analitico dc una variedad Y en la variedad V

U:U-YV

tal que la imagen bajo U del conjunto | U | subyacente a la variedad U es un
subconjunto del conjunto |W| subyacente a la variedad W . Si W satisface
el sequndo azioma de numerabilidad, entonces ¥ es un mapeo analitico de
UenW:

v:U-Ww

es analilico,

Prueba. Sea r un punto fijo pero arbitrariode i : r € ¥ la hipétesisimplica
que su imagen ¥(r) = p estd contenidaen W : p= ¥(r) € W y elijamos un
sistema de coordenadas

e ({21,023}, Vya)
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sobre V en el punto p = ¥(r) cuya vecindad cibica V sea de Frobenius,
Puesto que ¥ es un mapeo continuo podemos elegir una vecindad cibica U
de 7 en U (con respecto a un cierto sistema de coordenadas en r sobre &)
tal que
¥uU)cv
U siendo un conjunto conexo, ¥(U) también es conexo y como
p=v(r)e¥W)cW

el conjunto ¥(U) estd contenido en la componente conexa de pen VN W,
Como por hipétesis W satisface el segundo axioma de numerabilidad pode-
mos aplicar la Proposicién 3.1.2, la cual afirma que cualquier componente
conexa de la interseccién N W coincide con una hoja; por tanto ¥(U) estd
contenida en la hoja Ry, p de VN W que pasa por el punto p:

Y(U) C Rag,pr

Consideremos ahora una funcién f sobre W analitica en el puntop € W :
f € Fw(p); la Proposicién 1.1.2 implica que f coincide en una vecindad W
de pin W, con la contraccién de una cierta funcién f; sobre V y analitica
en el punto «(p) = (¥(r)):

J=0 con fi € Fu(u(p)) = Fu(e(¥(r))).

Por otro lado como ¥(U) C Raq,p podemos suponer la amplitud de la vecin-
dad ciibica suficientemente pequefia como para que ¥(U) esté contenida en
W,y por tanto ¥(U) C VN W . Estosignifica que f coincide con ¢* f; sobre
el conjuto ¥(U), es decir,

foW(q)=1¢"f10¥(g) qevU

o lo que es lo mismo

fo¥(g)=froo¥(q) qel.

Si identificamos ¢ o ¥(g) con ¥(g) con g € U y si se toma en cuenta que la
aplicacién

v:U-V
es analftica, se obtiene que ¥"f = ¥*f; € Fy(r). Esto significa que la
aplicacién

U:UY—-WwW
es analitica en el punto r. Asf se tiene la Proposicién 3.1.3. i
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Observacién 3.1.1 La hipdtesis de que W satisfaga el segundo arioma de
numerabilidad, es necesaria en la Proposicion 3.1.8 ya que sin ella, dada
una vecindad W de p en W podria muy bien suceder que no ezistiera una
vecindad U de v en U con la propiedad ¥(U) C W.

UN TEOREMA SOBRE GRAFICAS.

Definicidn 3.1.5 Una grdfica (infinita) es una pareja (X,Y) constituida
por un conjunto X no vacle cuyos elementos son llamados vérlices de la
grdfica, y por un conjunte Y de parejas no ordenadas de elementos de X:
Y = {{z,y}lz,y € X}. La grdfica asi definida se denotard G = (X,Y) o
simplemente G si no hay lugar a confusion.

Definicién 3.1.6 Un camino en una grdfica G = (X,Y) es una sucesion
(finita 0 no} {v;}iewv de vértices de G = (X,Y) con la siguiente propiedad,
{ty—1,vn} €Y para todan > 1.

Definicidn 3.1.7 G = (X,Y) es una grdfica coneza si para toda pareja de
vértices {u,v} existe un camino finito {vo,v1,...,vn} en G = (X,Y) tal que
Vo= YU =0,

Teorema 3.1.1 Sea G = (X,Y) una grifica infinita y conera. Si para cada
vértice v de G = (X,Y) el conjunto

{we X|{v,w} €Y}
es a lo mds numerable, entonces X es a lo mds numerable.

Prueba. Consideremos un vértice fijo vg de la grifica G = (X,Y)y defi-
namos por recurrencia una sucesién de conjuntos

4\’0 = {Ug}

X1 ={ve X{w,v} €Y}

X2 = {w € X|{v,w} €Y, para algunav € X}

Xn = {we XH{v,w} €Y, pera algunav € Xp~y}

Se afirma que cada conjunto X, de esta sucesién es a lo mis numerable. En
efecto, para n = 1, X; lo es por hipétesis. Para demostrar la afirmacién
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en general se procede por induccién sobre n. Supongamos que el conjunto
Xn-1 es a lo mas numerable para n > 1; entonces habida cuenta que

Xn= UE/{’Jn—l {we X|{v,w} € Y}

donde cada uno de los términos de esta unién es por hipdtesis cuando mucho
numerable; por hipétesis de induccién X,,_; es a lo mds numerable, con lo
cual se prueba que X, es a lo mds numerable y con clla la afirmacidn.
Consideremos ahora un vértice fijo pero arbitrario v de la grifica G =
(X,Y): v € X. Como por hipétesis G = (X,Y) es conexa, existe un camino
finito {vg,...,o} en G = (X, Y) tal que vg = v y v, = v. La existencia de
este camino jmplica inmediatamente que v € X, Por tanto X C °L_31 Xny0
lo que es lo mismo "

X=U X,

n=1

Lo cual implica que X es a lo mds numerable. Y ¢l Teorema 3.1.1 estd
demostrado!, il
Nuestro siguiente propdsito cs demostrar la siguiente

Proposicién 3.1.4 Si V es una variedad que satisface el sequndo azioma
de numerabilidad, entonces también lo cumple toda subvariedad de V .

Para este propésito necesitamos una serie de resultados preliminares, a saber

Lema 3.1.3 Sca B un espacio topologico conezo. Supongamos que eziste
una familia F = {Va}aes de subconjuntos abiertos de B con las siguientes
propiedades:

B= Vi
a) aLél ¢

b) CadaV, € F concebido como subespacio de B satisface el sequndo azioma
de numerabilidad

¢} Para toda Vo € F el conjunto
{Va € F|Van Vg # 0}

es a lo mds numerable.

YEl mismo argumento sirve para demostrar este teorema para ¢l caso de multigraficas
y pseudo grificas. También puede adaptarse [icilmente la demostracién para obtener
resultados analogos para otras cardinalidades de los conjuntos Xy, pero esto no es necesario
para nuestro propdsito.
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Entonces el segundo azioma de numerabilidad se satisface en el espacio B .

Prueba. Sea V,, un clemento de la familia F tal que V,, # @. Consideremos
la gréifica definida por G = (X,Y) donde

X = {V, € Fldag,..,an € [ tal que V;,,_, NV, #01< i< m}

i1
V= {{Vo,Vs}{Va P Va# 0, Va,Va € F}

Esta grafica asf definida es evidentemente conexa, y como ademds la hipétesis
¢) implica que para cada vértice Vg, de G = (X,Y) el conjunto

{Vse X|{Va,Vs} € '}

es a lo mds nuemerable. Por tanto podemos aplicar el Teorema 3.1.1 y
obtener que el conjunto de vértices X es a lo mds numerable, Si en seguida
se considera el conjunto abierto

V= U Va
QEX
e afirma que este conjunto coincide con B: B = V. En efecto, si ¢ es un
punto arbitrario de la cerradura de V: ¢ € V y si ¢ € Vj para algiin indice
g € I, entonces
Vg nv 75 ]

lo cual implica la existencia de un elemento V, € X tal que
VanV, # )

lo cual a su vez 1mphca que V3 € X; 3 por consiguiente g € V, esdecir, VC V
y como V ¢ V se tiene que V = V, es decir, V es un conjunto cerrado y
abierto del espacio B, y como por hip6tesis éste es conexo, se obtiene que V
estodoB : V =B . Asfla afirmacién estd demostrada. Como csta afirmacién
demuestra que B es la unién a lo mds numerable de espacios que satisfacen
el segundo axioma de numerabilidad, siguese que B también lo satisface. De
esta manera el Lema 3.1.3 est4 demostrado. il

Lema 3.1.4 Sea B un espacio topoldgico conexo y localmente conexo. Su-
pongamos que eziste una familia numerable {Vy }ne v de subconjuntos abier-
tos de B con las siguientes propiedades

I)B—g
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il) Cada componente V, 4 de cada conjunto V,, concebida como subespacio
de B , satisface el sequndo azioma de numerabilidad,

Entonces el espacio B satisface el sequndo azioma de numerabilidad.

Prueba. Sea {Vy4}aea, 12 familia de componentes del conjunto V;, para
toda n € IV. La hipétesis implica que la familia

F = {Vaalnew, aean
de subconjuntos abiertos de B satisface las siguientes propiedades:

a) B = HEUNGEL/I‘" Voo
b) Cada componente V; o concebida como subespacio de B satisface el se-
gundo axioma de numerabilidad.

De acuerdo con el Lema 3.1.3, el Lema 3.1.4 estard demostrado si se prueba
la siguiente condicién:

¢) Para toda V, o € F el conjunto
{Vinss € FiVna NVinp # 0}
es a lo méds numerable.

Para demostrar esta condicidn c), se procede de la siguiente manera.

Sea Vi g € F tal que Vy,aNVimg # B, y sea p un punto en esta interseccion:
P € Vaa N Vi g por tanto p € Vo N V. Como B es un espacio localmente
conexo y Vi o €5 una componente de Vi, que es abierto por hipétesis siguese
que V; o ¢s abjerto asi el conjunto Vi, NV, o es un abierto en V;, 4, por ii) el
conjunto V; o NV, tiene unicamente una familia numerable de componentes
{H:}remv:

o »
Vn,u NV = rL=Jl Ky,

Por tanto p € K, para alguna rg € IN. Siendo K, un conjunto conexo, é
mismo debe estar contenido en alguna componente univocamente determi-
nada Vi giry) de Vit Ky C Vi g(r,)- Por tanto p € Viy girg) N Vin,g lo cual
implica que Vy, gry) = Vin,g 0 lo que es lo mismo § = §(ro). De esta manera
la propiedad c) estd demostrada asf como e! Lema 3.1.4. W
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Lema 3.1.5 Sea B un espacio lopoldgico conexo. Si existe un homeomor-
Jismo local & de B en el espacio euclideano IR? :

$:8— R
Entonces el espacio B satisface el segundo arioma de numerabilidad.

Prueba. Como /B admite una base numerable F = {Uy}nen para su
topologfa euclideana formada por conjuntos abiertos y conexos (c.f. Dugundi,
James: Topology Cap.Ill) podemos considerar para cada n € IV, la familia
de conjuntos

{Vn,a}aeAn

donde el conjunto A, puede muy bien ser vacio, formada por conjuntos
abiertos de B que se mapean homeomorficamente sobre el conjunto U,:

Voo & (Vo) = Un.

Se afirma que esta familia as{ definida es el conjunto de componentes del
conjunto V;:

Vo= uELiln Vaa-

En efecto, consideremos dos elementos Vy o y Vi, g de la familia {Vya}aea,
tales que
Vn,a n Vn,ﬁ 75 @ con o # ﬂ.

Denotemos con W esta interseccion: W = Vo NV, 5 ¥ supongamos por un
instante que la frontera JW de W tiene puntos en comin con 1}, 4:

BW N Vo #0.

Sip € W NV, 4 la relacién OW = W n We implica la existencia de una
sucesién {p,}nenv de puntos de W tales que

p= lim py.
Si ahora definimos los homeomorfismos
Vo= (Ply,)™" 1 Un = Voa

Yy = (@) Un - Vg
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se tiene la siguiente propiedad:
Vo(g) =g Usd(g) = ¢
para toda ¢ € Wy como & y ¥ son mapeos continuos se obtiene
Ypd(p) = lim Vp®(ps) = lim pr =p.
Esto dltimo demuestra que p € V, g por tanto
PEVoaNVog=W

lo que implica que p € 3W N W lo que es una contradiccién, por lo que se

debe tener
WnVue=0.

Si suporemos que W estd propiamente contenida en V, 4:

W g Vaa

y como V;, o = (Voo — W)U W, entonces podemos escribir
Vaa = (Voo = (WUIW)HUW
y puesto que W = W U OW se obtiene
Vaa = (Voo ~W)UW

es decir, V;, o se puede expresar como la unién de dos conjuntos abiertos,
ajenos, no vacfos lo que es una contradiccién por ser V; o conexo (porque es
homeomorfo a U,). Por consiguiente se debe tener V;, o = W. Anédlogamente
se demuestra que V;, g = W, es decir,

V,.,a = V"'g => a= ﬂ

Como los conjuntos Vi 4 son ajenos dos a dos y abiertos siguese que ellos
son las componentes de V2

Va= U W
n a€dy n,a

Sipe B, existe V abiertoen Btal quepe Vyd:V 2 U C IR® (U abierto
en B?). Calculando

Bp)ed(V)=U= ﬂt:i’] Un Un€F
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lo que implica que ®(p) € U, para alguna n € IN. A este conjunto U, le
corresponde una familia {Vy o}aca, de abiertos de B tal que

b Vn,a 2U, yVa= aEL.JA Vn,as

si nos regresamos bajo el homeomorfismo @ se tiene que p € V,, o para alguna
a € Ay y de aquf

PE Vn,a = GGUAn Vn,m

es decir, cada punto de B pertenece a uno de los conjuntos V. Por lo tanto
. 0

i) B= i V.

Como por definicién V,, o = ®~}(U,) para todan € N y a € A, se tiene la
siguiente propiedad.

i1} Cada componente V;, o de cada conjunto V, concebida como subespacio
de B satisface el segundo axioma de numerabilidad.

En efecto, sea F = {Un}uen la base numerable para IR* . Como 9 es
continua, ®~1(U,) es un conjunto abierto en B para todo U, € F. Si P es
cualquier conjunto abierto de IR? se tiene que:

1) &-!(P) es abierto en B;
2) P= T U, UF;

3) PN U, es un conjunto abierto en IR? para toda n € IV;
4) ¥~Y(PNU,) es un conjunto abierto en B para toda n € IV,
Calculando

o0

e (P)NVoa = 7( B Une\(0,)

1

= o((,5,Unt,

= ¢! :gl (U nU,)
“WUxn Us)
(@7 (U N e~ (Ua))
(@~ (Uk) N Vo)

il
fics
(=]

-

1
il C8

k:

8

]
Eod
ic
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se obtiene o
-1(P)n Via = kL—Jl (2N (U) N Via)

Por lo tanto, toda componente V;, o de cada corjunto V; concebida como
subespacio de B satisface el segundo axioma de numerabilidad. De acuerdo
con el Lema 3.1.4 las propiedades (i) y (ii) implican que el espacio B satisface
el segundo axioma de numerabilidad. Asf el Lema 3.1.5 est4 demostrado. Il

Lema 3.1.8 SiV es una subvariedad de dimension d: dimV = d del espacio
euclideano IR™ , entonces V satisface el sequndo azioma de numerabilidad.

Prueba. Sea ¢ el mapeo identidad de la variedad V en la variedad R™ . Si
{21, ...,&n} es un sistema de coordenadas sobre R™ y si p es un punto fijo
pero arbitrario de V: p € V , entonces la Proposicién A.1.4 implica que del
conjunto de contracciones ¢,Z1,...,t.2 de las funciones zy,...,z, se puede
extraer un sistema de coordenadas

({L-zix 1---7“1"'4},‘/»‘1)

sobre V en p. Consideremos el conjunto V; de todos aquellos puntos de
V donde el conjunto de funciones t.zj,, ..., t %4,, indicados por el subconjunto
I = {i,...,i4} del conjunto {1,...,n} sigue siendo un sistema de coordenadas.
Este conjunto V} asi definido ¢s abierto; puesto que por definicién cada uno
de sus puntos posee una vecindad cibica V' correspondiente al sistema de
coordenadas L ,...,taZi, ¥ totalmente contenida en V;. Como el punto p
se eligi6 arbitrariamente se obtiene que el espacio V es la unién finita de los
conjuntos abiertos V:

i) v:liJVI

donde el conjunto / = {iy,...,ig} recorre el conjunto de las combinaciones
de n elementos tomados de d en d. A continuacién por cada combinacién
I = {iy,...,ig} delos n elementos {1,2,...,n} consideremos una componente
Vi de la familia {V;4}aea, de componentes del conjunto V;, asi como la
aplicacion

OV~ ¢

definida por la correspondencia
p = () = (i () s e%ig(P))

= (zil o L(P)’ vy Tiy 0 L(p))
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= (@i (U(pDs o zig((p)).

Si V es una vecindad cibica del punte p € Vj, correspondiente al sistema
de coordenadas {1, , ..., L2}, la restriccién p de ® a V: o = &|,, es por
definici6n la aplicacién que mapea homeomorficamente la vecindad V sobre
el cubo 12 de dimensién d de R™ :

By =p: VI,

Como p € V4 se eligid arbitrariamente, esto iltimo demuestra que @ es un
homeomorfismo local. Por consiguiente el Lema 3.1.5 implica que el espacio
topoldgico conexo Viq satisface el segundo axioma de numerabilidad; lo
cual a su vez permite aplicar el Lema 3.1.4 y asf obtener que la variedad
V satisface el segundo axioma de numerabilidad con lo cual el Lema 3.1.6
estd demostrado. W

Ahora probaremos la Proposicién 3.1.4. Por hipdtesis los axiomas de
numerabilidad valen en la variedad V', de acuerdo con el Lema(-) podemos
cubrir a V por un niimero contable de subconjuntos abiertos V. (1 < k < 00)
cada uno de los cuales es una variedad ciibica de algin punto p € Vcon
respecto a un sistema de coordenadas en el punto:

@k ({215 0 2} Vi ).

Poner para toda & € IV Wy = Vi, n W, donde W es una subvariedad de
Vi W C V. Los conjuntos ¥y son conjuntos abiertos en W. Si W[ es una
componente de W (en la topologfa de W) como W es localmente conexo,
W} es un conjunto abierto en W lo que da lugar a una subvariedad abierta
W, de W. Como también Vi es un conjunto abierto en V, se obtiene una
subvariedad abicrta Vi de V: Vi C Vy como

Wi=VnW
se obtiene que Wj, es una subvariedad de Vj:
Wi C V.
Como ¢, mapea homeomorficamente ¥}, sobre el cubo I3, :
pr Vi 2 I,

donde I7, es un conjunto abierto del espacio IR" y si I7, es la subvariedad
abierta de la variedad R" cuyo conjunto subyacente es I, es inmediato que
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¢« induce un isomorfismo analitico @ de la variedad V. sobre la variedad
5

eV 21,
Si seidentifica W}, con suimagen via este isomorfismo analitico se obtiene que
Wy es una subvaricdad de la variedad Z7, : Wi C 7., Por el Lema 3.1.6 W
satisface los axiomas de numerabilidad. Como W, se eligio arbitrariamente
en las componentes de Wy y como

n
w=Jwnw
k=1

por el Lema 3.14 W satisface los axiomas de numerabilidad. Y asf la
Proposicién 3.1.4 estd demostrada.
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C. Chevalley introduce el siguiente concepto.,

Definicidn A.1.1 Seca V un espacio topoldgico, p un punio arbilrario de
V:peVysen [,fi,..fm m <1 funciones reales definidas en alguna
vecindad del punto p €V . Se dird que la funcién f depende analiticamente
de las funciones fy, .., fin en el entorno del punto p € V :

f ’;’ jl! mrfm
si existen una vecindad abierta V del punto p € V y una funcidn real
F(ula--'vum)

en m variables reales definida sobre un conjunio abierlo U del espacio IR™:
vcimm:
F:U-R"™

con las propiedades:

1) Las funciones [, fi,..., fwm estdn definidas sobre la vecindad V del punto
peYV

ii) La aplicacidn
@0V IR"

definida por la correspondencia

7+ ¢(q) = (/i(g)s w1 fn(9))

77
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mapea a la vecindad V en el dominio U de definicion de la funcion
Flugyiyuy):
p: VU

tal que
Imp=¢(V)Cc U

ili) Para todo punto g € V se tiene
J(@) = F(/(a), 0 Sm(9))
iv) La funcién F(uy,...,u,) es analitica en el punto

@) = (f1(p)y ey fu(P)):

Definicién A.1.2 Sea V un espacio topolégico conexo, y asignemos a cada
punto p € V una clase F(p) de funciones de valor real, satisfaciendo las
siguientes condiciones:

Cr Cada funcién en F(p) estd definida en alguna vecindad de p (esta vecin-
dad puede depender de la funcidén).

Cr1 Cualquier funcidn que dependa analiticamente en el entorno de p de un
nimero finito de funciones en F(p) estd ella misma en F(p).

Cr11 Es posible hallar un sistema ordenado ( fi, ..., fn) de funciones en F(p),
una vecindad V' del punte p, y un nimero a > 0 con las siguientes
propicdades,

1) Las funciones fy,..., fn estin definidas sobre V.

2) Si asignamos a cada punto g € V el punto ®(q) € IR" cuyas co-
ordenadas son x1 = fi(¢)y..2n = fu(q), la aplicacion ¢ es un ho-
meomorfismo de V con el subconjunto de IR® compuesto de los puntos
(T1yenay) tales que

lzi= filp)l <a (1<igm).

3) Siq eV lus funciones [y, ..., fn pertenecen a F(q), y cada funcién
en F(q) depende analilicamente de fi,..., fx en el entorno de q.

Bajo estas condiciones diremos que hemos definido una variedad V .
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Definicién A.1.3 i las propiedades 1), 2), 3) de la condicidn Cyy; de la
Definicion A.1.2 valen para el sistema (f1,..., fn), le vecindad V, y el niimero
a, diremos que el conjunto finito { f1,..., fo} es un sistema de coordenadas
sobre V en el punto p, y serd denotado por

¢ ({fiyeafah Via)

y @ veces simplemente por { fi,..., fa}, V es llamada vecindad ciibica de p,
¥ a la amplitud de la vecindad V' con respecto a este sistema de coordenadas.

Definicién A.1.4 Sean V y W variedades, sea ® un mapeo analilico de
V en W:
P: V- W

definido por la correspondencia

P B(p).

Se dird que ® es regular en el punio p€ V si la sucesidin
)
0 — V=S TepW
es ezracta,

A.I Sean V una varicdad, U un subconjunto abierto conexodeV : U CV ,
¥ F(p) la clase de funciones analiticas en p sobre V . Si asignamos a
cada punto p € U la clase de funciones de la forma f o, donde f es
cualquier funcidn en F(p) y ¢ es el mapeo identidad de U en V , se
obtiene una variedad Y cuyo espacio subyacente es U. Tal variedad es
llamada una subvariedad abierta.

Definicién A.1.5 Sean V, W variedades y sea d una aplicacionde V en W,
donde V es alguna vecindad del punto p € V. La aplicacion & es analitica
en p si la siguiente condicion es satisfecha: si g es cualguier funcién sobre
W que es analilica en O(p), entonces go ¢ es analilica en p sobre V.
Suponer ademds que ® es un homcomorfismo de V con W. Entonces ¢ es
llamada un isomorfismo analitico de V con W si ambos ® y su aplicacion
inversa ®=! son analiticas dondequiera.

ALII Suponer que W es una variedad dada, que § es algiin espacio topoligico
y que ¢ es un homeomorfismo de 8 con algiin subconjunto conexo U
de W. Entonces U es el espacio subyacente de una subvariedad abierta
U de W. Podemos definir una variedad V, cuyo espacio subyacente es
8, por la condicién que @ serd un isomorfismo analitico de ¥ con Y.
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Observacién A.1.1 $i{zy,...,x,} es un sistema de coordenadas en p, cual-
quier vecindad de p contiene una vecindad ciibica con respecto a este sistema.

Proposicién A.1.1 Sea & una aplicacion de una variedad V en une varie-
dad W regular dondequiera. Sip €V, sean L = T,V y L, = d®,(Ly). SiY
es cualquier campo vectorial analilico sobre W tal que Yg(,) € L, para todo
p €V, enlonces existe uno y solo un campo vectorial analitico X sobre V
que estd ®-relacionado a Y':

(l‘I’p(Xp) = ch(p).

Proposicién A.1.2 Sea ® una aplicacion analitica de una variedad V en
una variedad W. Secan X, Xo campos vectoriales analiticos sobre V, y Y1,
Y, campos vectoriales analiticos sobre W. Si X; estd ®-relacionado a Y;
(i = 1,2), enlonces [Xy, X3 estd G-relacionado con [Y1,Yo].

Proposicién A.1.3 Sea {z1,...,2,} un sistema de coordenadas en el punto
p sobre la variedad V . Seany;,...,y, un mimero finito de funciones, pertene-
ciendo a F(p). {y1,..,yn} €5 un sistema de coordenadas en p si y sdlo si

1) m=n.

2) Siy; = yi (21,9 %a) es la expresion de y; en términos de las coordenadas
T1y ., Ty Y el determinante funcional

D(yts s 9m)
D(zl y ...,l‘n) # 0
pere 21 = £1(p)y oy Tn = Tn(p).

Proposicién A.1.4 Sean V y W variedades, sea ® un mapeo analitico de
Y enW:
V- W

definido por la correspondencia
7~ ®(p)
regular en el punto p de la variedad V : p€ YV . Enlonces si

¥ ({g110ym}, WiB)
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es un sistema de coordenadas sobre la variedad Wen el punto ®(p) € W, del
sistema de funciones

{‘I’.yla---,‘l’-ym}
se puede extraer un sistema de coordenadas

{(I)-yil yurey ‘I’-yi,,.}
sobre la variedad V en el punto p€ V . Ademds si

P ({zlv -'-’zn}’ V,ﬂ)

es un sislema de coordenadas arbitrario sobre la variedad V , entonces eriste
un sistema de coordenadas

{21, vy Zny Indly -")Zm}
tal que las funciones ®.z; y z; coinciden en la vecindad del puntope V ¢
bozi=2; (i<i<n).

Proposicién A.1.6 Sean V y W espacios lopoldgicos, ® un mapeo con-
tinuode V en W . Sea p un punto arbitrario de V : pe V . Si

y';(p‘flv---yq"fmv

entonces existe f € Fw(®(p)) tal que

f‘b?;)jlv"'yfm
y
o.f=y,
donde

b f=fod; O fi=fio? (1Si<m)
y las funciones f; son funciones de valor real definidas sobre W .

Proposicién A.1.8 Sean YV y W espacios topoldgicos, ® un mapeo con-
tinuode V en W . Sea p un punto arbitrariode ¥ : peV . Si

f(p?;,) Siyees fims
entonces
q)-f’;‘ (I)tflv very Qwfrm
donde

O f=fod; B.fi=fi0o® (1<i<m),
y las funciones f; son funciones de valor real definidas sobre W .
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