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INTRODUCCION 

gsle Lrabaju esl.íl. basado pri11cipalrnc11te en las notas concernientes al 

estudio de lns variedades analílicas reales que durante dos semestres 

dió el Dr. Félix llccillas Juárcz. El propósito del mismo es el de 

dar una dc111<mt,ració11 complcln y detallada del teorema de Frube11ius­

Chevalley¡ de rehacer las demostraciones de algunos teoremas, proposi­

ciones, lemas etc., de enunciar y demostrar en forma complela cicrlos 

resultados; todo pcrlcnccienle al capítulo III del libro Thcory of Lie 

Groups de Cla.ude Chevalley. Para u·na clarn y mejor comprensión de 

éslos. Al final del Lrnbajo se encuentra un Apéndice A con definiciones, 

proposiciones etc. a los que se hacen referencia a lo largo del mismo. 

Por ú1Lin10 cslc trabajo no hubiera sido posible sin el gran inlerés y 

apoyo del Dr. Félix Recillas .Juárcz a quién agradezco en lo que vale. 
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1 Capítulo 1 

Subvariedades y 
Distribuciones 

1.1 Subvariedades ·, 1 ., 
'1 

Sea V una variedad, con el símbolo !VI se denotará el _junto de puntos 
subyacente a la variedad V . 

Definición 1.1.1 Sean V y W dos variedades. Se dirá que W es una sub­
variedad de la variedad V : W C V si se satisfacen las siguientes condi­
ciones. 

i) El conjunto de puntos subyacente a la variedad W : IWI es un subconjunto 
del conjunto de puntos subyacente a la variedad V : !VI. Es decir, 

¡w¡c ¡v¡. 

ii) El mapeo identidad t de W en V : 

i:W-+V 

definido JlOr la correspondencia 

q 1-+ t(q) = q 

es un mapeo regular dondequiera {Defn A.J.4). 

Un ejemplo de una subvariedad está dado por la siguiente. 
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Proposición 1.1.1 Sean V y W dos variedades. Si W es una subvariedad 
abierta de la variedad V , entonces la variedad W es una subvariedad de la 
variedad V. 

Prueba. Como por hipótesis W es una subvariedad abierta de la variedad 
V se satisface la condición i) de la Definición 1.1.1: 

IWI e ¡v¡. 

Como el conjunto W = ¡w¡ es un conjunto abierto de la variedad V , si q es 
un punto fijo pero arbitrario de W : q E W y si 

<p: ({x¡, ... ,xn}, V,a) 

es un sistema de coordenadas sobre V en el punto q E V la Observación A.1.1 
afirma que existe una vecindad cúbica V0 del punto q E W con respecto a 
este sistema de coordenadas contenida en la vecindad W del punto q: 
q E Va C W , lo cual implica que las restricciones 1.x¡, ... , 1.xn de las fun­
ciones X¡, ... ,xn a la variedad W forman un sistema de coordenadas 

<po: ({1.x¡, ... ,1.xn}, Vo,ao) 

sobre W en el punto q E W , donde t es el mapeo identidad de W en V : 

definido por la correspondencia 

q H t(q) = q. 

La misma hipótesis implica que este mapeo identidad tes un mapeo analítico 
dondequiera. Por consiguiente el mapeo inducido t. mapea la clase J'v(t(q)) 
en la clase fw(q): 

1.: J'v(t(q)) __, J"w(q) 

para todo punto q E W . Consideremos ahora un punto q fijo pero arbitrario 
de la variedad W: q E W y supongamos que Xq es un vector tangente a la 
variedad W en el punto q E W: Xq E TqW tal que 

dtqXq =O, 

es decir, 
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lo cual implica 
Xq ==O. 

En otras palabras la diferencial dtq del mapeo identidad tes un mapeo lineal 
inyectivo en el punto q E W y como este punto se eligió arbitrariamente en 
la variedad W , la sucesión 

es una sucesión exacta para todo punto q E W . Por consiguiente la condición 
ii) de la Definición 1.1.1 se satisface: 

ii) El mapeo identidad t de W en V : 

definido por la correspondencia 

q ,__. t(q) == q 

es un mapeo regular dondequiera. 

Y así la Proposición 1.1.l está demostrada. 1 

Proposición 1.1.2 Sean V y W variedades. Si W es una subvariedad de 
la variedad V , entonces la ap/imción 

i.: J'v(i(q)) ..... Fw(q) 

definida por la correspo11clencia 

f H t.f = f Ot 

es una biyección y se tie11e 

i.Fv(1(q)) == Fw(q) 

Prueba. Como por hipótesis el mapeo identidad t de W en V es un mapeo 
regular en particular es un mapeo analítico dondequiera lo cual implica que 
el mapeo inducido i. mapea la clase de funciones analíticas J'v(t( q)) en el 
punto t( q) E V en la clase de las funciones analíticas Fw( q) en el punto q E 
W: 

i.: Fv(t(q)) ..... J'w(q). 
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Por consiguiente 
i.Fv(t(q)) e Fw(q) 

para todo punto q E W . fu! Jillr.m.a, que 

i.Tv(t(q))::) J"w(q) 

(1.1) 

para todo punto q E W . En efecto, consideremos un sistema de coordenadas 
{x¡, ... ,:r.n} sobre la variedad V en el punto t(q) E V. Como W es una 
subvariedad de la variedad V el mapeo identidad t de W en V es un mapeo 
regular; lo que permite aplicar la Proposición A.1.4 y extraer de la familia 
de funciones {t.x¡, ... , t.x,,.} un sistema de coordenadas 

sobre la variedad W en el punto q E W . Si g es una función analítica en 
el punto q E W : g E J"w(q), entonces g depende analíticamente de las 
funciones t.x¡1 , ... ,t.x;,. en el entorno del punto q E W : 

La Proposición A.1.5 implica la existencia de una función f definida en la 
vecindad del punto t(q) E V y analítica en el entorno del mismo punto: 
f E J"v(t(q)) tal que la función t./ depende analíticamente de las funciones 
i.x¡1 , ... ,t.x;,.. en el entorno del punto q: 

t.f,...., t,..X¡1, ••• , i.x¡m 
q 

Además la función 1 .• / coincide con la función .Q en una vecindad del punto 
qE W: 

g =t,f. 

Como g se eligió arbitrariamente en la clase J"w(q) se obtiene que 

J"w(q) e i.Fv(t(q)). 

Las dos incluciones (1.1) y (1.2) implican 

i.J"v(1(q)) = .Fw(q) 

Y así la Proposición 1.1.2 está demostrada. 1 

(1.2) 

En todo lo que sigue a cada función 1,/ = f o 1. de la imagen de la clase de 
las funciones sobre V analíticas en p, bajo la aplicación i.: 

1.J"v(i(v)) = {i./ =fo 11/ E Fv(i(v))} 



1.1. Su BVAlllBOA DES 5 

se llamará la contracción de la función f a W . 
Sean W una subvarieclad ele la variedad V , t el rnapeo identidad de W en 
V . Si p es un punto de W y t(p) su imagen en V bajo i, la condición 
ii) ele la Dc!finición 1.1.1 implica que la diferencial dtp de t en p mapea 
isornorlicarncnte el espacio tangente TpW a W en p sobre un subespacio 
vectorial Mp del espacio tangente T,(p)V a V en el punto i(p) E V : 

1~W ~ d1/l~W = lmdtp = Mp e 1;(Pl V. 

Vla este isomorfismo se identificará el espacio 1~W con el subespacio Mp: 

A11, = TpW 

y se cliní aunque impropiamente que Mp es el espacio tangente a W en el 
punto p E W . Estahlccicla esta convención se enuncia la siguiente. 

Definición 1.1.2 Sum V ruw Vlll'iedml y W urw subual'iedad de V . Si X 
es 1111 r.11111¡10 vectorial 111111/ítico sobm V , se dirti que Y, un campo vectorial 
a11alítico sobre W es la contracción de X a W , si ¡wrn todo punto p E 
W se tic11c In rcl11ció11 

r/1 1,(}~,) = X,(PI• 
es decir, \' 11 X c.<l1í11 1-l'el11cioru11/os. 

Proposición 1.1.3 Sen V mw 11nriedad y .m1 W tma subvariedad de V . 
Si X es m1 wmpo vectorial arwlítico sobl'c V tal que ¡xzrn todo punto p E 
W el vcctm· ln11ye11/c X,(p) a V cn el p1111to t(p) E V estti contenido en el 
cs¡KZcio t1111uc11/c M1, 11 W c11 p: 

X,(PJ EM1,, 

entonces ai.~lc 111111 y sólo mw conlmcció11 }' sobre W del campo vectorial 
X. 
Prueba. Por hipót.esis, para. todo punto p E W se tiene la relacion 

X,¡p) E Imdtp = Mp 

y como l'l 111apeo iclentitlatl 1 es regular dondequiera la Proposición A.l.l 
implirn que existe uno y sólo un campo vectorial analítico Y sobre }V 
1.-rclaciona1lo con X, es dc>cir, 

d1 1,\'1, =X,(,.) ¡mra toda ¡i E W. 

Por consiguiente }' es la contracción ele X a W , y así la Proposición 1.1.3 
cst;í demostrada. 1 
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Proposición 1.1.4 Sea V una variedad y sea W una subvariedad de V . 
Si X1 y X2 son campos vectoriales analíticos sobre V , y si Y1 y Y2 son sus 
correspondientes contracciones a W , entonces 

Prueba. Por hipótesis 

para todo punto p E W , es decir, 

Y¡ está t - relacionado con X¡ ( i = 1, 2) 

y como el mapeo identidad tes analítico, la Proposición A.1.2 implica que 

o lo que es lo mismo 

dtp[l't, Y2]p = [X1, X2],(p) 

para todo punto p E W . Por consiguiente [l't, Y2] es la contracción a W de 
[X1,X2]. Así la Proposición 1.1.4 está demostrada. 1 

1.2 Distribuciones 

Definición 1.2.1 Sea V una variedad de dimensión n: dimV = n. Por una 
distribución M sobre V de dimensión m: dimM = m, se entenderá una 
aplicación M de la variedad V en la unión ajena de los espacios tangentes 
a V: 

definida por la correspondencia 

q 1-+ M(q) = Mq, 

donde Mq es un subespacio vectorial del espacio tangente Tq V a V en el punto 
q E V de dimensión m: dimMq = m pam todo punto q E V: Mq e TqV 
done/e dimMq $ dimV. 
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Definición 1.2.2 Sean V una variedad, M una distribución sobre la varie­
dad V, p un punto de V: p E V y X un campo vectorial definido y analítico 
en la vecindad del punto p E V. Se dirá que el campo vectorial X pertenece 
a la distribución M: 

X pertenece a M 

si existe una vecindad V del punto p tal que para todo punto q E V el vector 
tangente X(q) a V en el punto q: 

pertenece al subespacio vectorial Mq del espacio TqV: X(q) = Xq E Mq· 

Estas definiciones nos permiten enunciar la siguiente. 

Proposición 1.2.l Sean V una variedad de dimensión n, Muna distribu­
ción sobre V de dimensión m tal que dimM = m $ n = dimV, p un 
punto de V, y sea Xi. ... ,Xm un sistema de m campos vectoriales definidos 
y analíticos en el enlomo del punto p E V de tal suerte que 

X¡ pertenece a M 

Si el conjunto de vectores 

forma una base del espacio vectorial Mp, entonces existe una vecindad V 
del punto p E V tal que el sistema de m campos vectoriales 

están definidos y son analíticos sobre la vecindad V. Además para todo punto 
q E V el conjunto de m vectores 

{X¡(q), ... ,Xm(q)} 

tangentes a V en el punto q E V: X;(q) E TqV (1 s; is; m) forma una base 
del subespacio Mq del espacio TqV: Mq e TqV. 

Prueba. Consideremos un sistema de coordenadas 

<p: ( {x¡, .. .,xn}, W,a) 
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sobre la variedad V en el punto p E V con una vecindad cúbica W suficien­
temente pequeña como para que el sistema de m campos vectoriales 

estén definidos y sean analíticos sobre W y además que los m vectores 

{X1(1J), .. .,Xm(q)} 

tangentes a la variedad V para todo punto q E W pertenezcan al espacio 
vectorial Mq: 

X¡(q) = (X¡)q E Mq para todo q E W (1 $ i $ m). 

La proposición es consecuencia del siguiente. 

Lema 1.2.1 La m X n-matriz 

(X¡(q)xi) (1 $ i $ m, 1 $ j $ n) 

es ele mngo m en todo punto q E W: rng(X¡(q)x;) = m si y sólo si los m 
vector·es 

{X1(1¡), .. .,X,.(q)} 

tangentes a la variedad V en el ¡nmto q E V: X¡(q) E TqV (1 $ i $ m) son 
lir1ea/mcnte independientes. 

Prueba del Lema 1.2.1 La condición es suficiente. En efecto, supongamos 
por un instante que existe la relación 

-\1X1(q)xi + · · · + AmXm(q)xi =O, ,\¡E IR (1 $ i $ m) 

o equivalentemente 

m 

( L);X;(q))x; =O (1$j$n) 
i=l 

lo cual implica 
m 

¿,\¡X¡(q) =O. 
i=l 

Como por hipótesis la familia finita de vectores 

{X1(q),. .. ,Xm(q)} 
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es linealmente independiente se obtiene 

>-1 = >.2 = · · · = Am = O. 

Es decir, las m hileras de la m X n-matriz son linealmente independientes Jo 
cual significa que el 

rng(X¡(q)xi) = m (1 $ i::; m, 1::; j $ n) 

en el punto q E W. Como el argumento es reversible se obtiene que la 
condición es necesaria. Y así el Lema 1.2.1 está demostrado. 1 
Para continuar con la demostración de la Proposición 1.2.1 observemos que 
Ja hipótesis nos permite aplicar el Lema 1.2.1 y obtener que Ja m X n-matriz 

(1::; i $ m, 1 $ j::; n) 

es de rango m: rng(X¡(p)xj) = m. 
Como los coeficientes X¡(p)xi de esta matriz son funciones analíticas en el 
punto p E V, en particular son continuas en p¡ por consiguiente existe una 
vecindad V del punto p E V: ¡1 E V tal que para todo punto q E V el rango 
de la matriz (X¡( q).T i) es igual a m: 

rng(X¡(q)xj) = 111 l/q E \1. 

No se pierde ninguna generalidad si se supone que la vecindad V del punto 
p E V es igual a la vecindad ctíbica W del punto p: V= W. Esta convención 
nos permite afirmar, de acuerdo con el Lema 1.2.1 que la familia finita de 
vectores 

{X¡(q),. . .,Xm(q)} 

tangentes a Ven el punto q E W son linealmente independientes y pertenecen 
al suhespacio Mq: X¡(q) E Mq (1 ::; i $ m). Como por hipótesis la 
distribución M es de dimensión m la dimMq = m para toda q E V, el 
conjunto de vectores 

{X1(q), ... , Xm(q)} 

constituye una base para el subespacio Mq e Tq V, en todo punto q E W. Y 
así la Proposición 1.2.1 está demostrada. 1 
Esta prnposición motiva la siguiente. 

Definición 1.2.3 Sean V una variedad de dimensión n, M una distribución 
sobre V de dimensión m tal que dim}vt $ dimV, p un ¡iunto de la variedad 
V : p E V . Se dirá que la distribución M es analítica en el ¡iunto p E V 
si se satis/ricen las siguientes condiciones: 
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i) Existe una vecindad V del punto p E V y un sistema de m campos vecto­
riales 

{X1,. .. ,Xm} 

definidos y analíticos sobre V. 

ii) Pam todo punto q E V el conjunto finito de vectores tangentes a V en el 
punto q E V: 

constituye una base del subespacio Mq C Tq V. 

Al sistema de m campos vectoriales 

se le llama una BASE LOCAL de la dist1'ibución M en la vecindad V del 
punto p E V. 

De acuerdo con esta definición a la Proposición 1.2.1 deviene la siguiente. 

Proposición 1.2.2 Sean V una variedad de dimensión n, M una distri­
bución de dimensión m sobre V tal que rlimM S dimV, p u11 punto de V: 
pEVysea 

un sistema de m campos vectoriales definidos y analíticos en el entorno del 
punto p E V tal que 

X¡ pertenece a M (1 Si S m). 

Si el conjunto de vectores tangentes a V en el punto p E V 

constituye una base pam el subespacio Mp C Tp V, entonces la distribución 
M es analítica en el punto p E V y el sistema de m campos vectoriales 

es una base local de la distribución M en el punto p E V. 
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Proposición 1.2.3 Sean V una variedad, p un punto de V: p E V, M una 
distribución analítica sobre V en el punto p E V, y sea 

{X¡, ... ,Xm} 

una base local de la distribución M en el entorno del punto p E V. Si X es 
un campo vectorial con la propiedad: 

X pertenece a M 

en el t'ntorno del punto p E V y tal que 
m 

Xq = l:A¡(q)X¡(q) 
i=l 

donde 
A1(q), ... ,Am(q) 

son funciones definidas el la vecindad del punto p E V, entonces X es un 
campo vectorial definido y analítico el la vecindad del punto p E V si y sólo 
si las funciones 

A1(q), ... ,Am(q) 

están definidas y son analíticas en la vecindad del punto p E V. 

Prueba. Consideremos un sistema de coordenadas 

cp: ( {x¡, .. .,xn}, V,a) 

sobre V en el punto p E V con la vecindad cúbica V suficientemente pequeña 
como para que el sistema finito 

{X¡, ... ,Xm} 

de campos vectoriales, que por hipótesis es una base local de la distribución 
M en la vecindad del punto p E V, satisfaga las condiciones i) y ii) de la 
Definicion 1.2.3¡ como por hipótesis 

X pertenece <t M 

en el entorno del punto p E V, supondremos sin perdida de generalidad que 
la vecindad cúbica V también satisface la condición de la Definición 1.2.3 de 
tal suerte que se tenga 

m 

Xq = L:A¡(q)X;(q) Vq E V. 
i=l 
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La condición i) de la Definición 1.2.3 implica que las funciones 

X;(q)x; (15iSm,1SiSn) 

están definidas y son analíticas sobre la vecindad cúbica V del punto p E V. 
Supongamos que la condición se satisface, es decir, las funciones 

A1(q), ... ,Am(q) 

están definidas y son analíticas sobre V. Esta hipótesis implica que la función 

m 

X9x; = LA¡(q)X¡(q)x; 
i=I 

está definida y es analítica sobre la vecindad cúbica V del punto p E V. 
Si ahora consideramos el símbolo del campo vectorial X en el sistema de 
coordenadas {x¡, ... ,xn}, a saber, 

La Proposición 1.2.1 implica que el campo vectorial X está definido y es 
analítico sobre la vecindad cúbica V del punto p E V. De esta manera se tiene 
demostrada la suficiencia de la condición. Para demostrar que la condición 
es necesaria se procede como sigue: por hipótesis la vecindad cúbica V del 
punto p E V satisface la condición ii) de la Definición 1.2.3, a saber, para 
todo punto q E V el conjunto de vectores 

{X1(q), ... 1 Xm(q)} 

tangentes a V en el punto q E V: X¡(q) E T9V (1 S i 5 m) constituye 
una base para el espacio vectorial M 9 lo cual de acuerdo con el Lema 1.2.1 
implica que la m X n-matriz 

(X¡(q)xj) (1Si5m,1 Si S n) 

es de rango m: rng(X¡(q)x;) = m en todo punto q E V lo cual implica que 
en cada punto q E V es posible determinar un sistema de índices 

(j¡' ... ,jm) 

del conjunto de índices (1, 2, ... , n) tal que el determinante de la m x m-matriz 

(X¡(q)x;.) (1SiSm,1 S k S m) 
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es distinto de cero en la vecindad V del punto q E V: 

de tal suerte que los valores del las funciones 

A1(q), ... ,Am(q) 

en la vecindad V del punto q E V se pueden obtener resolviendo el sistema 
de ecuaciones lineales 

De esta manera la analiticidad de las funciones 

Ai(q), ... ,Am(q) 

en la vecindad V del punto p E V está demostrada. Es decir, la condición es 
necesaria y la Proposición 1.2.3 está demostrada. 1 

Definición 1.2.4 Sean V una variedad, M uno distribución anaítica so­
bre V. Se dircí que M es una distribución involutiva si se satisface la 
condición sig11iente: Sí Xi y X2 son campos vectoriales definidos y analíticos 
sobre un conjunto abierto U de la variedad V tal que 

X1, X2 pertenecen a M 

sobre el conjunto abierto U, entonces el campo vectorial 

sobre el conj11nto abierto U. 

Proposición 1.2.4 Sean V una variedad, E una familia de campos vecto­
riales definidos y analíticos sobre V satisfaciendo las siguientes condiciones: 

i) El espacio vectorial M q genemdo por el conjunto de vectores tangentes a 
V en el ¡iunto q E V: 

M 9 = {X(q) = Xq E T9VIX E E) 

es un subes¡iacio vectorial del espacio tangente a V en el punto q E V: 
Mq e TqV de dimensión m: dimMq = m \/q E V. 
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ii) Para toda pareja de campos vectoriales X, Y de la familia E el campo 
vectorial [X, Y] se puede expresar como una combinación lineal finita 
de campos vectoriales de la familia E: 

1 

X, Y E E=? [X,Y] = ¿A;Z¡, Z¡,. .. ,Z¡ E E 
i=l 

cuyos coeficientes 
A¡,. . .,A¡ 

son funciones definidas sobre la variedad V. Entonces la aplicación 

definida por la correspondencia 

qHM(q) =Mq 

donde Mq es un subespacio del espacio tangente a la variedad V en 
el punto q E V de dimensión m: dimMq = m ~ n = dimV para 
todo punto q E V, es una disfribución <malítica e invo/utiva sobre la 
variedad V. 

Prueba. La condición i) de la hipótesis implica que la aplicación 

definida por la correspondencia 

q 1-+ M(q) = Mq 

donde Mq = (X(q) = Xq E TqVIX E E) es una distribución de dimensión 
m: dimM = m:::; n = dimV. Si ahora consideramos un punto p fijo pero 
arbitrario de la variedad V: p E V la misma condición i) implica la existencia 
de m campos vectoriales de la familia E: 

definidos y analíticos en la vecindad del punto p E V con la propiedad 

X¡ pertenece a M, (1:::; i:::; m) 
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de tal suerte que el conjunto de vectores 

{X1(p), ... ,Xm(P)} 

tangentes a la variedad V en el punto p E V forma una base del espacio Mp· 
Estas implicaciones nos permiten aplicar la Proposición 1.2.2 y obtener que 
la distribución Mes una distribución analítica en el punto p E V. Como este 
punto p E V se eligió arbitrariamente la distribución M es una distribución 
analítica sobre la variedad V. Además el sistema de los m campos vectoriales 

es una base local de la distribución M en el punto p E V. ~afirma que esta 
distribución analítica M sobre V es una distribución involutiva. En efecto, 
sean X y Y dos campos vectoriales definidos y analíticos en la vecindad del 
punto ¡1 E V tales que 

X pertenece a M 

y 
Y pertenece a M 

en el entorno del punto p E V. Como el sistema de los m campos vectoriales 

{X¡, ... ,Xm} 

es una base local ele la distribución analítica M en el punto p E V, podemos 
expresar el campo vectorial X como 

m 

X= Lg¡X¡ 
i=l 

y el campo vectorial Y como 

m 

y= LhjXj 
j=t 

lo que nos permite escribir 

m 

[X,Y] = L [g¡X¡,hjXj] 
i,j=l 
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donde g¡ y h; (1 S i,j ::; m) son funciones definidas y analíticas en el 
entorno del punto p E V (Proposición 1.2.3). Si ahora calculamos 

[g;X¡, h;X;] = h;Xjg;X¡ - g¡X¡hjXj 

obtenemos 

= hj(Xjg;)X; + g;hjXjX; - g;hjX;X; - g;(X;hj)Xi 
= (h;(X;g¡))X¡ - (g¡(X¡h;))X; + g¡h;[X¡, X;] 

fg¡X;,hjXj] = (hj(X;g;))X¡ - (g;(X;hj))Xj + g¡hj[X;,XiJ· 

Como por definición X;, Xj están en E la condición ii) de la hipótesis afirma 
que el campo vectorial 

cuyos coeficientes 

1 

[X;,Xj] = LA¡Z¡, 
i=I 

A1, ... ,A¡ 

Z¡,. . .Z¡ E E 

son funciones analíticas definidas en la vecindad del punto p E V. Por 
consiguiente 

X;,Xj pertenecen a M ==> [X;,Xj] pertenece a M 

lo cual implica 
[X, Y] pertenece a M 

Y así la Proposición 1.2.4 está demostrada. 1 

Definición 1.2.5 Sean V una variedad, M una clistribución analítica sobre 
la variedad V, W una subvariedad ele la varieclacl V: W C V. Se dirá que 
W es una variedad integral de la distribución M si paro tocio punto q de 
la subvariedacl W: q E W el espacio vectorial 

M(q) =Mq 

coincicle con el espacio tangente a W en el punto q E W: 

U na consecuencia inmediata de esta definición es la siguiente. 
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Proposición 1.2.5 Sean V una variedad, M una distribución analítica so­
bre la variedad V. Si todo punto q de V: q E V pertenece a una variedad 
integro/ W de la distribución M, entonces la distribución M es una dis­
tribución involutiva. 

Prueba. Sean X1 y X2 dos campos vectoriales definidos y analíticos sobre 
un conjunto abierto U de la variedad V tal que 

X; pertenece a M (i = 1,2) 

sobre el abierto U C V, y sea p un punto fijo pero arbitrario del abierto U: 
p E U. Por definición existe una vecindad V¡ del punto p tal que 

X;(q)EMq VqEV (i = 1,2) 

y como por hipótesis existe una variedad integral W de la distribución M 
que contiene al punto p E U se tiene 

X;(p) E Imdtp = Mp (i = 1,2). 

Como por hipótesis M es una distribución analítica existe una base local 

(m= dimM) 

en el entorno del punto p E U. Supongamos sin perdida de generalidad que 
V¡ es la vecindad del punto p E V asociada a esta base local de la distribución 
M. En particular para el punto t(p) = p E V el conjunto de vectores 

{X1(p), ... ,Xm(Ji)} 

tangentes a la variedad V en el punto p E V es una base del espacio Mp: 

Mp = D1X1(p) + · · · + IRXm(JJ), 

lo cual implica que este conjunto de vectores también es una base del espacio 
tangente a la variedad W en el punto p E W: 

Imdtp = D1X1(p) + · · · + DlXm(JJ). 

Por otro lado como el mapeo identidad t de W en V es un mapeo continuo 
podemos elegir a Ja vecindad Vi del punto p E U suficientemente pequeña 
como para que el conjunto de vectores 
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siga siendo una base del espacio tangente a W en el punto q E W = i-1(V): 

Imdtq = IRX¡(q) t .. · t IRXm(q). 

Como por definición para todo punto q E V¡, 

Mq = IRX1(q) t · · · t IRXm(q) ==> Imdtq = Mq 

se obtiene 
X;(q) E Imdtq (i = 1,2) 

para todo punto i( q) = q E V; por consiguiente de acuerdo con la Proposición 
1.1.3 existe la contracción}'¡ del campo vectorial X¡ a W definido y analítico 
sobre la vecindad V¡: 

(i = 1,2) 

y como la Proposición 1.1.4 afirma que el campo vectorial [Y1, l'2] es la con­
tracción del campo vectorial [X1, X2] a W: 

dtq[Y1,Y2]q = [Xi,X2]1(q) 

y como 

se obtiene 

Es decir, 
[X¡, X2] pertenece a M 

en el entorno del punto p E U y como el punto p se eligió arbitrariamente en 
el conjunto abierto U se tiene demostrada la Proposición 1.2.5 1 

1.3 Variedades Integrales de Distribuciones Invo­
lutivas 

Lema 1.3.1 Sean V una variedad de dimensión n: dimV = n, p un punto 
de la variedad V y X un campo vectorial definido y analítico en el entorno 
de un punto p E V tal que 

Xv 'f O. 

Entonces existe un sistema de coordenadas sobre V en el punto p E V 

¡/J:({y¡, ... ,yn},W,b) 

con las propiedades: 
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1) 1/i{p) == (O, ... ,O) E IR". 

2) i) El campo vectorial X está definido y es analítico sobre la vecindad 
cúbica W del punto p E V. 

ii) El campo vectorial X coincide sobre la vecindad cúbica W con el 
campo vectorial definido y analítico sobre la vecindad W cuyo símbolo 
en el sistema de coordenadas {Y1, ... , Yn} es 8;,: 

a 
X=-. 

8y¡ 

Prueba. Puesto que todo vector tangente a la variedad V en un punto p E V 
está unívocamente determinado por los valores que asigna a las funciones de 
un sistema de coordenadas la hipótesis implica la existencia de un sistema 
de coordenadas 

'P : ( {X¡ 1 ... , Xn} 1 V, b) 

sobre la variedad V en el punto p E V tal que 

y cuya vecindad cúbica V es suficientemente pequeña como para que el 
campo vectorial X esté definido y sea analítico sobre la vecindad V. Por 
consiguiente las funciones Xx; (1.::; i.::; 11) están definidas y son analíticas 
sobre la vecindad cúbica V y cuyas expresiones en el sistema de coordenadas 
{ x1, ... , xn} están dadas por 

(1.::; i.::; n), 

donde F;( U¡, ... , un) es una función real en n variables reales definida y 
analítica sobre el cubo 1r e IR": 

1r == {(x¡, ... ,xn) E IR": jx¡ - x¡(p)I < b, (1 ~ i.::; n)}. 

Con ayuda de estas funciones se define el sistema 

(A) 

de ecuaciones diferenciales analíticas. Si aplicamos a este sistema el teorema 
de existencia para sistemas de ecuaciones diferenciales analíticas, obtenemos 
un número real positivo b1 tal que O < b1 < by un sistema 
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(B) f;(y¡, ... ,y,.) (l::;i$n) 

de n funciones definidas y analíticas sobre el cubo 1r,: 

I~ = {(u1 •... ,y,.) E IR": IYil < b1, (1 $ í::; n)} e IR" 

de tal suerte que para todo punto: 

1) (y¡, ... ,y,.) E Ir,=> (/1(Y1t ... ,y,.), ... ,fn(Y1, ... ,y .. )) E Ir. 
2) Las funciones 

(1$i$n) 

representrui una solución del sistema (A) de ecuaciones diferenciales 
analíticas con las condiciones iniciales 

f;(O,y2 1 ... ,y .. ) = (l -ó¡;)y; + x¡(p) (1 $ í::; n). 

La propiedad 1) nos permite definir la función 

por Ja correspondencia 

(y¡, .. ., Yn) ,_. F(y¡, ... ,y .. ) = (/1 (y¡, ... ,y,.), ... ,J .. (y1, ... ,y,.)). 

Las condiciones iniciales de la solución 2) implican que el punto 
(0, ... ,0) E JC-, tiene como imagen bajo Ja función F al punto cp(p) E 1r: 

(O, ... , O),.... F(O, ... ,O) = (x¡(p),. .. , x,.(p)) = cp(p) E 1r. 

ful llfirm.n que el determinante de la n X n-matriz Jacobiana (~) es 
' (0, ... ,0) 

distinto de cero: 

( f)f¡) clet 8 :fo. 
Y; (o, ... ,o) 

En efecto, si calculamos 

!!.h.I é!y1 
(0, ... ,0) 

= *I = Fi(11(y,, ... ,y,.), .... 1 .. (u1 .... ,y .. ))I 
¡o, ... ,o) (o, ... ,o) 

= F1(/1{0, ... ,O), ... ,/n(O, ... ,O)) 
= F1(X¡(p), ~0,Xn(P)) 

XpXl f= o 
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obtenemos 

~Ji 1 Í' o. 
Yt (o, .. .,o) 

Si j > 1 y calculando 

~1 y, (0, ... ,0) 

= B/¡(O,r, 0 ... ,y0 ) 1 
v, (0, ... ,0) 

= B((l-6i¡)y;+x;(p))I 

Vv, (o, ... ,o) 

= ~1 
Bv; (0, ... ,0) 

= Óijt 

obtenemos 
Df¡I 
8 =Óij· 

Yi (o, ... ,o) 

Por consiguiente 

o ~1 o 
det ( {) f¡ ) ::: ~, ... ,O) 

01/j (O, ... ,O) 
o - &Ji 1 #o 

- /)y¡ (0, ... ,0) • 

o o 
Es decir, 

det(~f¡) f O. 
1/j (0, ... ,0) 

Y así la afirmación está demostrada. Esta afirmación nos permite aplicar el 
teorema de la función inversa al mapeo analítico F para obtener una vecindad 
abierta U del punto (O, .. ., O) E J~ que se mapea homeomorficamente bajo el 
mapeo F sobre una vecindad abierta U' del punto rp(p) = (x¡(p),. .. , Xn(P)) E 
Ir, y una función únicamente determinada G de U' sobre U: 

G: U'_, U 

definida por la correspondencia 

(x¡, ... ,xn) ,_. G(x¡, ... , Xn) = (g¡(x¡, ... ,xn),. .. ,gn(X¡, ... ,xn)) 

y analítica en el punto rp(p) E 1r. Por consiguiente 

GoF=irlu, FoG=irlu•, 
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obteniendose 

det({)g¡) ~O 
{)xj 'P(P) 

(1 $ i,j::; n). 

Como las funciones 

y¡= g¡(x¡, ... ,xn) (1$i:Sn) 

dependen analíticamente en el entorno del punto p E V de las funciones 
X¡, ... ,xn E :F(p) esto implica que las funciones 

y¡, ... ,yn E :F(p), 

es decir, y¡, ... ,yn son funciones analíticas en el punto p, Juego podemos 
aplicar a estas funciones la Proposición A.1.3 para obtener el sistema de 
coordenadas 

'ljJ: ({y¡, ... ,yn}, W,b) 

sobre la variedad V en el punto p E V. Si ahora calculamos para todo punto 
qEIV: 

¡/l(q) (y¡(q), ... ,yn(q)) 
(g¡(X¡ ( q), ... ,xn( q)), ... ,gn(X¡(q ), ... , Xn(q))) 

= G(x1(q), ... ,xn(q)) 
G(rp(q)) 

se obtiene 
¡/l(q) = G(rp(q)) 'r/q E IV. 

En particular para q = p si calculamos 

¡/l(p) = G o cp(p) = G o F(O, ... ,O)= (O, ... ,O) 

obtenemos la propiedad 1) del Lema 1.3.1 

¡/l(p) =(O, ... ,O) E Dl". 

Como evidentemente podemos escribir para todo punto q E W 

Fo¡/l(q) = FoGorp(q) = rp(q) 

se obtiene 
Fo ¡/l(q) = rp(q) E 1r ==? q E V 
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lo cual implica que W e V. Esta inclusión implica la propiedad 2i} del 
Lema 1.3.1. 
En este· sistema de coordenadas la solución (B) del sistema (A} de ecua­
ciones diferenciales analíticas devienen las expresiones de las funciones X¡, ... , 
Xn E :F(p) 

X¡ = J¡(y¡, ... , Yn)• 

La correspondiente propiedad 

x¡(q) = f¡(y¡(q), ... ,yn(q)) 

para todo punto q E W nos permite calcular 

X(q)x¡ = XqXi = F¡(x¡(q), ... ,xn(q)) = F¡(f¡(y¡(q), ... ,yn(q)), ... , 

J n(Yt ( q), ... , Yn( q))) 

y obtener 

= clf¡(y¡, ... , Yn) = lJx¡ = Ox; (q) 
dt lJy1 8y1 

X(q)x¡ = lJx¡ (q) 
{)y¡ (1:::; i $ n) 

para todo punto q de W: q E W 

Xx¡ = 8~1 x¡ (1 :::; i $ n). 

Lo cual significa que la propiedad 2ii) se verifica. Y así el Lema 1.3.1 está 
demostrado. 1 

Lema 1.3.2 Sean V una variedad de dimensión n: dimV = n, p un punto 
de V: pE V, 

cp: ( {x¡, ... 1Xn} 1 V,a) 

un sistema ele coorc/enadas sobre V en el punto p E V , sea m un entero 
positivo: m > O tal que O < m < n y sean n - m números reales 

satisfaciendo la siguiente conc/ición 

(1 $ k $ n - m). 
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Si denotamos con el símbolo 1ie al subconjunto 

de la variedad V : 1ie cV , entonces existe una subvariedad de la varie­
dad V cuyo subconjunto subyacente es el subconjunto 1ie, subvariedad que 
seguiremos denotando con el símbolo 1ie: He C V . 

Prueba. En primer lugar observemos que la aplicación t;:' de IRm en IRn: 

i~' : IR"' _, IRn 

definida por la correspondencia 

es una inyección, observación que se verifica fácilmente. En seguida consi­
deremos el mapeo identidad t del conjunto He en la variedad V: 

i:He->V 

definido por la correspondencia 

q ,_. t(q) = q, 

y las contracciones 

al conjunto 1ie de las funciones x1, ... ,xn del sistema de coordenadas 

{X¡ 1 ... , Xn}• 

Estas cmltracciones son funciones reales definidas sobre el conjunto 1ie : 

por medio de la correspondencia 

q ,_. i.x¡(q) = x¡(t(q)) 

para tocia 1 ~ i ~ m; funciones que nos permiten definir la aplicación 
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por medio de la correspondencia 

q H <I>(q) = (t.x¡(q), ... ,t.xm(q)). 

fu: llÍi.r!llil. que esta aplicación <I> es una biyección del conjunto 1te sobre el 
conjunto abierto y conexo 

del espacio JRn: 1;• e /Rn. En efecto, como por definición para todo punto 
q E 1te , 

<I>(q) = (t.x1(q), ... ,t.xm(q)) = (x¡(t(q)), ... ,xm(t(q))) 

y como en particular 

lx;(p) - x¡(q)I <a 

se tiene 
<I>(q) E!';' 

es decir, <I> mapea al conjunto 1te en el cubo!:;': 

<I> : 7te _, r.'. 

Consideremos ahora un punto q E 1te lijo pero arbitrario. Si calculamos 

t;:' o <I>(q) i:;1( i.x1 ( q), ... , i.xm ( q)) 
1;:'(x1(t(q)), ... , Xm(t(q))) 
(x1( t(q)), ... ,xm(t(q)Mm+t • ... , {,.) 
(X¡ ( t( q )), ... , Xm(l( q) ), Xm+I ( t( q )), ... , Xn( t( q))) 
<p(t(q)) = <p o t(q) 

obtenemos 
t;:' o <I>(q) = <p o t(q). 

Como q se eligió arbitrariamente en 1te se tiene la fórmula 

(1.3) 

sobre 1te . Si q y q' son dos puntos del conjunto 1te: q,q' E 1te con la 
propiedad 

<I>(q) = <I>(q') 
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entonces 
t;:' o iJi(q) = t;:' o iJi(q'). 

Si ahora utilizamos la fórmula (1.1), obtenemos 

cp o t(q) = cp o t(q1) 

y si tomamos en cuenta que cp es un homeomorfismo se obtiene 

t(q) = t(q') ==> q = q'. 

En otras palabras iJi es una aplicación inyectiva. 
Consideremos ahora un punto x fijo pero arbitrario del cubo!:;': 
x = (x 1, .. .,xm) E J~' y la imagen de este punto bajo Ja aplicación t;:': 

t;:'(x) = (x¡, .. .,xm,~m+I• .. .,~n)• 

Las propiedades de los números reales ~mtt, .. ., ~n E IR implican que el punto 
t;:'(x) está contenido en el cubo 1:: i;:'(x) E J~'· Si ahora tomamos en cuenta 
la definición del conjunto 1ie podemos escribir 

y calcular 
t;:'(x) = cp(t(q)) = i;:'(iJi(q)) 

y obtener 
t;:'(x) = t;:'(iJi(q)). 

Como t;:' es un mapeo inyectivo se obtiene 

iJi(q) =X 

y como x se eligió arbitrariamente en el cubo l':' se tiene demostrado que la 
aplicación iJi es un mapeo suprayectivo. Y así la afirmación está demostrada. 
Esta afirmación nos permite utilizar A.II para obtener una variedad que 
tiene como conjunto subyacente al conjunto 1ie , variedad que seguiremos 
denotando con el símbolo 1ie , la cual está determinada por la propiedad de 
que las funciones i.x1, .. ., i.xm forman un sistema de coordenadas: 

sobre la variedad 1ie en cada punto q E 1ie . fu: i!..li.r!M que esta variedad 
1ie es una subvariedad de la variedad V : 1ie C V . En efecto, observemos 
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en primer lugar que el conjunto subyacente a la variedad 1íe : l ?íe 1 es un 
subconjunto del conjunto subyacente a la variedad V : 1 V 1 

l1íel e ¡v¡. 
Si ahora tomamos en cuenta la definición de la variedad 1íe podemos afirmar 
que 

a) El mapeo identidad i de 1íe en V es un mapeo analítico dondequiera. 

A continuación fil! afu.In.a. 

b) La diferencial <li del mapeo identidad l de 1íe en V es un mapeo inyectivo 
dondequiera. 

En efecto, sea q un punto de la variedad 1íe : q E 1íe fijo pero arbitrario y 
sea Yq un vector tangente a la variedad 1te en el punto q E 1te : Yq E T91íe· 
Supongamos que 

o lo que es lo mismo 

o también 
Y9t.x; =O 

y como el sistema de funciones 

(1 $ i $ n) 

(1 $ i $ n) 

forma un sistema de coordenadas sobre 1íe se obtiene 

Yq::: O. 

Es decir, la diferencial di9 del mapeo identidad i de 1íe en la variedad V en 
el punto q E 1íe es un mapeo inyectivo y como el punto q se eligió arbi­
trariamente en la variedad 1íe la afirmación b) está demostrada. Con esta 
afirmación se concluye Ja demostración de que la variedad 'He es una subva­
riedad de V : 1íe e V . Y así el Lema 1.3.2 está demostrado. 1 
Al referirnos a la subvariedad 'líe diremos que se trata de la hoja 1íe de la 
vecindad cúbica \1 definida por las ecuaciones 

(1 $ k $ n - m). 



Capítulo 2 

Teorema Local y Global de 
Frobenius 

2.1 Teorema Local 

Teorema 2.1.1 (Frobenius) Sean V una variedad de dimensión n, M una 
distribución analítica e involutiva definida sobre la variedad V de dimensión 
m. Si p es un punto al'bitrario de la variedad V: p E V. Entonces existe 
un sistema de coordenadas 

cp: ( {x¡,. . .,xn}, V,a) 

sobre V en el punto p, con las siguientes pl'Opiedades: 

1} cp(p) = (0,. . .,0) E JRn. 

2) Si consideramos n - m números reales 

tales que 
(1 $ k $ n - m), 

entonces la hoja 1te de la vecindad cúbica V definida por las ecuaciones 

(1$k$n-m) 

es una variedad integral de la distribución M . 

28 
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Prueba. Por hipótesis la distribución Mes analítica, es decir, existe una 
base local de M en el punto p E V constituida por un sistema de m campos 
vectoriales 

{X¡, ... ,Xm} 

definidos y analíticos en el entorno del punto p E V ; por consiguiente 

Esta propiedad nos permite utilizar el Lema 1.3.1 y obtener un sistema de 
coordenadas 

1/J: ({y¡, ... ,yn}, W,b) 

sobre V en el punto ¡1 E V con las propiedades: 

i) i/!(p) = (0,. .. ,0) E JR". 

ii) (Xt)P = 8~, sobre la vecindad cúbica W. 

Con W suficientemente pequei1a como para que los m campos vectoriales 

X¡, ... ,Xm 

estén definidos y sean analíticos sobre la vecindad cúbica W. Además que 
para todo punto q E W el sistema de vectores {X1(q), ... ,Xm(q)} tangentes 
a V en el punto q E W sea una base del espacio vectorial M( q) = Mq· 
Establecidas estas consideraciones demostraremos el teorema para m = l. 
Para este propósito consideremos n - 1 números reales 

{z, ... ,e" E 1R 

con la propiedad Jek+d < b (1 $ k $ n - 1), así como la hoja 1ie de la 
vecindad cúbica W definida por las ecuaciones 

(1 $ k $ n - 1). 

De acuerdo con la definición de la variedad 1ie la función i.y¡ es un sistema 
de coordenadas: {i.y¡} sobre la variedad 1íe . Si ahora consideramos el vec­
tor Yq tangente a la variedad 1ie en el punto q E 1íe : Yq E Tq1ie determinado 
por la condición 

}~i.y¡ = l. 

La definición de la hoja 1ie de la vecindad cúbica W permite escribir 

(1$k$n-1) 
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y como el símbolo del vector dtqYq en el sistema de coordenadas 

está dado por la expresión 

{) n-1 {) 

dtqYq = dtqYqY1-¡¡- t LdtqYqYk+i-
0

-
y¡ k=I Yktl 

expresión que se reduce a la siguiente 

{) 
dtqYq = -

0 
. 

y¡ 

Si ahora utilizamos la propiedad ii) del sistema de cooredenadas en cuestión 
podemos escribir 

lo cual significa 
lmdtq = Mq 

para todo punto q E 'He , donde Mq = M(q) es el espacio vectorial generado 
por el vector X1 tangente a V en el punto q de W: q E W. De esta manera 
el Teorema 2.1.1 está demostrado para distribuciones M de dimensión 1: 
dimM = 1 analíticas e involutivas definidas sobre la variedad V . Para 
demostrar el teorema en general se procede por inducción sobre la dimensión 
m de la distribución M : dimM = m; por tanto supongamos que m > 1 y 
que el Teorema 2.1.1 está demostrado para las distribuciones M analíticas 
e involutiras definidas sobre una cierta variedad y de dimensión m - 1: 
dimM = m-1. 
Establecida esta hipótesis de inducción, observemos que la elección de la 

·vecindad cúbica W del punto p EV permite afirmar que las funciones 

están definidas y son analíticas sobre la vecindad W. Estas funciones nos 
permiten definir los campos vectoriales 

campos vectoriales que evidentemente satisfacen la siguiente condición 

x~v1 = o, .. .,x:,.v1 =o. 
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~ ilfi.tJrul. que el sistema de campos vectoriales 

{X1iX~, ... ,X:,.} 

es una base local de la distribución M en cada punto p E W. En efecto, ya se 
ha observado que los campos vectoriales de este sistema están definidos y son 
anaüticos sobre la vecindad cúbica W del punto p E V ; ahora consideremos 
un punto q E W fijo pero arbitrario y supongamos que existe una relación 

(2.1) 

con >.1EIR(1S1 S m). Evidentemente (2.1) se puede escribir como 

y como la familia de vectores 

{X¡(q), ... ,Xm(q}} 

es una base del espacio Mq, se obtiene 

>.1::: >.2:::: ···::: .>.m:::: O. 

Por consiguiente el sistema de vectores 

{X1(q), X~(q), ... ,X:,.(q)} 

es una base del espacio Mv· Como el punto q se eligió arbitrariamente en la 
vecindad W, esto último sucede para todo punto q E W. Y así la afirmación 
está demostrada. Consideremos ahora la hoja ?to de la vecindad cúbica W 
del punto p E V definida por la ecuación 

1to: y¡= O. 

fui afirnm que para todo punto q E 1to los vectores 

X~( i( q) ), ... ,X:,.( i( q)) 

son tangentes a la variedad 1to en el punto q E 1-fo. 
En efecto, como 

'.', 



32 CAPÍTULO 2. TEOREMA LOCAL Y GLOBAL DE FROBENIUS 

es un sistema de coordenadas sobre V en el punto p E V el símbolo del vector 
tangente (Xi),(q) E T,(q) V (2 :5 i :5 m) se expresa como sigue: 

(XÍ),(q) = (Xi),(q)YlfJfJ 1 t(Xi),¡q¡Y2f)f) 1 +···+(Xi),(q)Ynf){) 1 
Y1 <(q) Y2 <(q) Yn •(q) 

y que podemos escribir 

Si ahora tomamos en cuenta que las contracciones 

forman un sistema de coordenadas sobre la variedad ?ío se obtiene que el 
vector (X!),(q) es tangente a la variedad ?ío en el punto q E ?ío , es decir, 

(Xl),(q) E /mcltq = M~ 

lo cual implica la existencia de m - 1 campos vectoriales sobre ?ío : 

X2, ... ,xm 
contracciones de los m - 1 campos vectoriales X~, ... ,X:,. a la subvariedad 
?ía: 

(2 ::::; i :5 m) 

para todo punto q E ?ío . Consideremos ahora para cada punto q E ?ío el 
espacio vectorial generado por los vectores (X2)q, ... , (Xm)q que denotaremos 
con el símbolo 

Mq = ((X2)q, .. .,(Xmlq), 

cuya dimensión es igual a m - 1: dimMq = m - l. 
Este espacio vectorial así definido, está evidentemente contenido isomorfica­
mente en el espacio vectorial Mq. Por consiguiente podemos escribir 

Mq = M~ ílMq. 

Consideremos ahora la aplicación 

M: ?ío--> lJ Tq?ío 
qE'lio 
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definida por la correspondencia 

q ..... M(q) == Mq, 

donde M q == (X2( q), ... , Xm( q)} es un subespacio vectorial del espacio Tq1ío: 
Mq C Tq1ío, y dimMq == m - 1 en todo punto q E 1-lo. Esta aplicación así 
definida es una distribución. ful afirma que Mes una distribución analítica 
e involutiva definida sobre la variedad 1-lo . En efecto, que M sea una dis­
tribución analítica es consecuencia inmediata de la definición de los espacios 
Mq para todo punto q E 1-lo. En cuanto a que M sea una distribución 
involutiva se obtiene aplicando la Proposición 1.2.4 a la familia de campos 
vectoriales 

E== {X2, .. .,Xm} 

definidos y analíticos sobre la variedad 1í0 como sigue, sean X¡ y Xj dos 
elementos de la familia E; como los campos vectoriales 

X¡, Xj E E 

son las contracciones a 1ío de los campos vectoriales X{ y Xj la Proposición 
1.1.4 afirma que el campo vectorial 

[X;,.-YjJ 
es la contracción a la variedad 1ío del campo vectorial [Xi, Xj]: 

dtq[X¡,Xi]q == [X{,Xj],(qJ 

para toda q E 1ío . Como por hipótesis Mes una distribución analítica e 
involutiva y el sistema de m campos vectoriales 

{X¡, X~, ... ,X~} 

es una base local de la distribución M en cada punto p E W el vector 
(Xi, XjJ,(q) tangente a la variedad V en el punto t( q) E W se expresa como 

"' [X{,Xj],(q) == A1(t(q))(X1),(q) t l:Aj(t(q))(Xj),(q) 
i=2 

para todo q E 1ío . Por otro lado como X1 == / sobre W y como y¡ == O 
sobre 1-lo , esta fórmula se puede escribir como vi 

m m 

dtq(.-Y¡,Xi]q == L:Ai(i(q))diq(Xj)q == l:diq(i.Aj(q)(X;)q) 
i=2 i=2 
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es decir, 

dt9[X¡, Xilq = dtq( f>·Ai(q)(X;)9) 

J=2 

y como la diferencial es un mapeo lineal inyectivo dondequiera, se obtiene 

m 

[X¡,Xilq = ¿i.A;(q)(X;)q 
i=2 

para toda q E 1fo y cuyos coeficientes son funciones definidas sobre la varie­
dad 1fo . Y así la condición ii) de la Proposición 1.2.4 está demostrada y 
con la misma la afirmacion. 
Esta afirmación, a saber, la distribución M de dimensión 111 - 1 sobre la 
variedad 1fo es analítica e involutiva, lo cual de acuerdo con la hipótesis 
de inducción implica que el Teorema 2.1.1 es válido para esta distribición 
M definida sobre Ja variedad 1fo ; por consiguiente existe un sistema de 
coordenadas en p 

íp: ({:C2, ... ,:Cn}, V,a) 

sobre la variedad 1fo con las propiedades: 

1) cp(p)=(O, ... ,O)EUl"-1. 

2) Si se consideran n - m números reales 

{m+J, ... ,{n E Ul 

tales que !{mtkl < a (1 :::; k ::; n - m), entonces la hoja Re de la 
vencidad cúbica V del punto p E 1fo definida por las ecuaciones 

(1 $ k $ n -m) 

es una variedad integral de la distribución M. Ademá.~ se puede 
suponer que O < a :::; b. 

Observemos que de acuerdo con la definición de la variedad 1fo las contrac­
ciones 

{t.y2, ... ,t.Yn} 

de las funciones y2, ... , Yn a la variedad 1fo forman un sistema de coordenadas 
sobre 1lo en el punto p E 1lo ¡ y por consiguiente se tiene Proposición A.1.3 

det(IJ:C¡) ;l O 
8yj (0, ... ,0) 

(2:::; i,j ::5 n). 
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Consideremos ahora el cubo 

I~ ={y¡ E .OZllY1i <a} 

y el cubo 

y su producto cartesiano 

En seguida consideremos la aplicación 

definida por la correspondencia 

aplicación que evidentemente es inyectiva. Consideremos también la apli-
cación 

t~ : !~ ...., lb = l/>(W) 

definida por la correspondencia 

YI H t~(Y1) = (y¡,O, ... ,O) 

aplicación inyectiva. Estas aplicaciones t~ y t~-t nos permiten definir la 
siguiente 

t~ X t~-I : !~ X 1:-1 -+ Ir = 1/>(W) 

por medio de la correspondencia 

(y¡) X (5:2(q'), ... ,x,.(q')) H (t~ X t~- 1 )((y1) X (x2(q1
),. •• ,x,.(q'))) 

donde 

(t~ X ¡~- 1 )((Y1) X (X'2(q'), ... ,x,.(q'))) = t~(y¡) X ¿~- 1 (x2(q'), ... ,x,.(q')) 
(y1,0, ... ,0) x (O,x2(q'), ... ,xn(q')) 

== (yi,X2(q'), ... ,Xn(q')) = 1/;(q). 

Es decir, 

(i~ x 1~- 1 )((v1) x (x2(q1
), ... ,xn(q'))) = (y1, X'2(q1

), ... ,x,.(q')). 
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Como 

para alguna q E W y como 

se satisfacen las siguientes condiciones: 

i) Yt = Y1(q) => lv1(q)I <a. 

ii) (O,y2(q), ... ,yn(q)) = (O,X'2(</), ... ,X'n(</)), 

Estas consideraciones nos permiten definir el siguiente conjunto 

Este conjunto así definido está evidentemente contenido en la vecindad cúbica 
W. Además las condiciones i) y ii) implican que el conjunto V está cons· 
tituido por Jos puntos q E W con Ja siguiente propiedad, el punto q' cuyas 
coorcdcnadas están dadas por 

(O, Y2( q ), ... ,yn( q)) 

es un punto que pertenece a la vecindad cúbica V y con IY1(q)I < a. Si 
definimos sobre el conjunto V las funciones 

X1 : V - Jll 

por medio de la correspondencia 

q >-+ X1(q) = y¡(q), 

y para 2 $. j $. 11 

Xj : V - Dl 

por medio de la correspondencia 

q >-+ Xj(q) = Xj(q'). 

Estas íunciones nos permiten definir la aplicación 

'P: v- mn 
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definida por la correspondencia 

q ,_. cp(q) = (x1(q),x2(q), ... ,xn(q)) = (Y1(q),x2(q1
), ... ,xn(q')). 

De acuerdo con la definición del conjunto V, la aplicación cp mapea homeo­
morficamente a este conjunto sobre el cubo 1:; puesto que cp no es más que 
Ja restricción del mapeo 1/1 al conjunto V: cp = l/llv 

cp:V-+I~ 

definido por la correspondencia 

q ,_. cp(q) = (x¡(q),x2(q), ... ,xn(q)). 

ful afirma que el Jacobiano 

det(°Xj) f Q 
í)yi (o, .. .,o) 

(i::; i,j::; n). 

En efecto, como 
OX¡ = í)y¡ = 1 
í)y¡ í)y¡ 

y como para toda j > 1 

se obtiene 

8 * m m det( ....'.:!.) = clet ay, Byn 
ºYi (o,. . .,o) ; ; 

=det ( ~ " 
(

1 o ... o l 
* ~ íJ.fa. 8y2 8yn O 

&n. 
/Jy, 

=clet(
8·'ii) f O 
ºYi (o,. . .,o) 

(2::; i,j S n). 

Es decir, 

det(í)x¡) fO 
í)yi ¡o,. . .,o) 

(1 S i,j S n). 

Y así la afirmación está demostrada. Por consiguiente de acuerdo con la 
Proposición A.1.3 la familia de funciones { x¡, ... , Xn} es un sistema de coor­
denadas sobre V en el punto ¡i E V cuya vecindad cúbica es el conjunto V: 

cp: ( {x¡, ... ,xn}, V,a). 

A continuación !ill afirma que en este sistema de coordenadas el símbolo del 
campo vectorial Xi está ciado por 8~1 : 
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i) X1 = 8~1 sobre V. 

y además 

ii) X 1xi =O para 2 ~j ~ n. 

En efecto, para todo punto q E V el símbolo del vector tangente (X1)q E TqV 
en el sistema de coordenadas {x¡, ... ,xn} está dado por la expresión 

O n 8 1 (X1),(q) = (X1),(q¡x1 D + L (Xt),(q)Xi{): . 
X¡ j=2 X3 i(q) 

Como se tiene X¡ = y¡ y X1 = -8
8 sobre W se obtiene 
YI 

y como 
{t.y2 1 ... ,l•Yn} 

es un sistema de coordenadas sobre la variedad 'lio las funciones x2, ... , Xn 
dependen analíticamente delas funciones 1 .• yz, ... ,t.Yn en el entorno del punto 
q E'lio , si 

es la expresión de x¡ en las coordenadas {i.y2, ... ,i.yn}· Si calculamos para 
j~2 

obtenemos 

Por consiguiente 

X1 
X¡Xj 

-ª--8r1' 
o 

Y así la afirmación está demostrada. Esta afirmación nos permite escribir 

-
0
8 

Xixm+k = X1Xixm+k - XiX1xm+k =[Xi, X1]xmtk 
X¡ 

y obtener 
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Como la distribución M es una distribución involutiva, tenemos 

m 

[Xf ,X1] = 9i,1X1 + L9i,jXj 
j=2 

donde 9i,lt ... ,g;,m son funciones analíticas sobre V. Si calcula.mos 

obtenemos 

.$!l afirma que 

Xixm+k =O 

sobre la variedad 1ío En efecto, sea q un punto fijo pero arbitrario de 
Ja variedad 7to : q E 1ío y sea Re la hoja de la vecindad cúbica V que 
contiene al punto q: q E ite . Como esta hoja por hipótesis de inducción es 
una variedad integral de la distribución M se tiene 

(XÍ),(q) E Imdt9 = Mq 
tal que 

Por otro lado como 
{t.x2, ... ,t.xm} 

es un sistema de coordenadas sobre la variedad Re el vector tangente 
(X;)q E TqHe tiene como símbolo en este sistema de coordenadas la expresión 

Si calculamos 
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se obtiene, 
(Xi),¡q)Xm+k = O 'r/q E 1{o. 

Y así la afirmación está demostrada. Si ahora concebimos a las funciones 
Xlxm+k corno funciones en la variable X¡: X!xm+k = f;(x¡), (2 $ i $ m) 
y observamos que estas funciones son solución del sistema de ecuaciones 
diferenciales homogéneas 

(2$i$m). 

De tal suerte que si aplicamos el teorema de unicidad para un sistema de 
ecuaciones diferenciales de esta naturaleza, obtenemos 

(2 $ i $ m) 

para toda lxtl < a, es decir, 

(2 $ i ~ m) 

sobre la vecindad cí1bica V del punto p E V . 
Se obtiene, 

lo cual significa que 
(X1),(q) E Imdiq = M~. 

Como en el sistema de coordenadas 

{x1, ... ,xn} 

el símbolo del vector tangente ( Xl)<(q) E 1'q V está dado por la expresión 

(Xi),¡9¡ = (Xl},(9¡xi-8
8 

I + ··· + (Xf),¡9¡xn-8ª 1 
X¡ <(q) Xn <(q) 

expresión que podernos escribir como 
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es decir, 

(Xl)<(q) = (X!),(~)X¡-aª 1 + ... + (X!}<(q)Xm-aª 1 . 
X¡ <(q) Xm t(q) 

Consideremos ahora los vectores tangentes (X;)q, (2 :S i :S m) a la varie­

dad 'lt( en el punto q E 'lt( : (X¡)
9 

E T91ie , variedad definida por las 
ecuaciones 

(l:Sk:Sn-m). 

Como la familia de funciones { i.x1, .. ., i.xm} constituye un sistema de coor­
denadas sobre la variedad 7t( en el punto q E 'lt( , podemos definir los 
vectores tangentes en cuestión. 
Esta conclusión nos permite demostrar que toda hoja 1í( de la vecindad 
cúbica V definida por las ecuaciones 

(1 :S k :S n - m) 

es una variedad integral de la distribución M 
En efecto, como las contracciones 

de las funciones x1, ... ,xm a la variedad 1ie forman un sistema de coor­
denadas sobre 1ie en todo punto q E 1íe , podemos definir el vector X1 

tangente a la variedad 1íe en el punto q E 7íe : (X1) 9 E T91te por medio 
de la relación 

(,Y1)qi.x; = ó1; 

relación que podemos escribir como 

Por otro lado como 

(l:Sj:Sm) 

(1 :S j :S m). 
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y como el símbolo del vector tangente (X1)q E Tq1í( está dado por la ex­
presión 

podemos escribir 

lo cual significa que 

(X¡),(q) E Imdtq = M~. 
Definir los vectores tangentes en cuestión por medio de las relaciones 

(X;)qt•xi == Xixj(t(q)) (2 $ i,j $ m) 

relaciones que podemos escribir como 

lo cual nos permite escribir 

(Xl)t(q) = diq(.X;)qx 1 aª 1 + · · · + dtq(X;)qxm -8
8 

1 
X¡ i(q) Xm t(q) 

y como también se puede escribir 

se obtiene, 

Si observamos que 
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es el símbolo del vector tangente (X¡)
9 

E T91ie podemos escribir 

(2 $ i::; m)¡ 

lo cual significa que 

(Xf}.¡9¡ E Imdt9 = M~. 
De esta manera se tiene demostrado que los vectores 

(X¡).¡9¡,(X~),(q)''"'(X:,.),(q) E T,( 9)V 

pertenecen al espacio tangente a la variedad 'He en el punto q E 1ie 

lo cual implica que el subespacio vectorial 

generado por estos vectores tangentes está contenido en el espacio M~ : M 9 

CM~ y como dimM 9 = m = dimM~ , se obtiene 

M 9 == M~. 

Como el punto q se eligió arbitrariamente en la hoja 1ie de la vecindad 
cúbica V, se tiene 

Vq E 1ie 

lo cual significa que la hoja 1if. de la vecindad cúbica V es una variedad inte­
gral de la distribución M . Y así el Teorema de Frobenius está demostrado 
en su versión local. 1 
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2.2 Teorema Global 

Lema 2.2.1 Sean V una variedad, M una distribución involutiva, W una 
subvariedad integral de M , y sea p un punto de V : p E V . Si U es un 
conjunto abierto de la variedad V que contiene al punto p: p E U, entonces 
existe una variedad C que contiene al punto p y está contenida en la variedad 
W como una subvarieclad abierta: 

pEC C W. 

Además la variedad C es una variedad integral ele la distribución M . 

Prueba. Se ha observado que la topología de la variedad W es al menos tan 
fina como la topología inducida sobre W por aquella de la variedad V , por 
consiguiente Un W es un conjunto abierto en W. Por otro lado como W es 
localmente conexa la componente conexa C(p) del punto JI en el abierto Un 
W (por supuesto en la topología de W) es un conjunto abierto relativo de 
W . Ahora A.I nos asegura la existencia de una subvariedad abierta C de 
W : C e W cuyo conjunto subyacente ICI es la componente conexa C(p) 
del punto p: 1 C I = C(p). ~afirma que Ces una variedad integral de la 
distribución M . En efecto, sea q un punto fijo pero arbitrario de la variedad 
C:qECysea 

'P: ( {x1, ... ,xm}, V,a) 

un sistema de coordenadas sobre W en el punto q E W . Como C(p) = !CI 
es un conjunto abierto de la variedad W que contiene al punto q: q E C(p) 
la Observación A.1.1 afirma que existe una vecindad cúbica l'o del punto 
q con respecto a este sistema de coordenadas con tenida en el abierto C(p ): 
q E l'o C C(p) lo cual implica que las contracciones i.x1i ... ,t.Xm de las 
funciones x1, ... , Xm a la variedad C forman un sistema de coordenadas 

'Po : ( {t.x1, ... , i,xm}, l'o, ao) 

sobre la variedad C en el punto q E C , donde t es el mapeo identidad de 
Cen W: 

t:C-+W 

definido por la correspondencia 

q ..... t(q) = q. 
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Como C es una sub variedad de la variedad W : C e W este mapeo identidad 
l es un mapeo regular dondequiera. Si ahora consideramos una base 

{(Y1)q, ... , (Ym)q} 

del espacio tangente a la variedad C en el punto q E C : 

(1:$i:$m) 

donde cada vector tangente de la base está definido por la relación: 

(l';)ql•Xj = 6¡,j 

y si definimos y calculamos 

(1:$i:$m) 

(X;)qXj = dtq(l';)qXj = (l~)ql•Xj = 6;,j 

obtenemos que 
(1:$i:$m) 

es decir, el conjunto 
{(X1)q, .:.,Xm)9 } 

es una base del espacio tangente a la variedad W en el punto q E W : 
(X;)9 E T9W (l :$ i :$ m), lo que nos permite escribir 

diqTqC = T9W 

y como W es una variedad integral de la distribución M y como el punto q 
se eligió arbitrariamente en la variedad C se obtiene 

diqT9C = M 9 

para todo punto q E C . En otras palabras la variedad C es una variedad 
integral de la dist.ribución M . Y así la afirmación está demostrada y con la 
misma el Lema 2.2.1. 1 

Proposición 2.2.1 Sean V una variedad, M una distribución analítica e 
involutiva sobre V tal que dimM = m :$ n = dimV, y p un punto de la va­
riedad V : p E V . Si W1 y W2 son variedades integro/es de la distribución 
M que contienen al punto p E V : 

pE W1 nW2, 

entonces existe una variedad integro/ W de M que contiene al punto p E V y 
está contenida en la variedad integro/ W; (1 :$ i :$ 2) como una subvariedad 
abierta: 
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Prueba, De acuerdo con el Lema 2.1.1 como p E W¡ existe una variedad 
integral C¡ de Ja distribución M que contiene al punto p E V y está contenida 
en la variedad integral W¡ como una subvariedad abierta: 

pEC¡ e W¡ (1$i$2). 

Además está contenida como una subvariedad abierta en Ja hoja 1io : 

pe C¡ e 1io ( 1 $ i $ 2). 

Si denotamos con C¡ = ICil al conjunto subyacente de la vartiedad C¡ , este 
conjunto es un conjunto abierto del espacio 1ío : C¡ E U(1io) lo cual implica 
que el conjunto C = C1 n C2 es un conjunto abierto en el espacio 1ío : 
C E U('lio). Si escribimos 

pE Cíl'Ho = C 

podemos aplicar el Lema 2.2.1 y obtener una variedad integral W de la 
distribución M que contenga al punto p E V y esté contenida en la variedad 
1io como una subvariedad abierta: p E W C 1ío . ~afirma que la variedad 
W es una sub variedad abierta de la variedad W¡ ( 1 :::; i $ 2). En efecto, 
como el conjunto subyacente IWI a Ja variedad W satisface Ja relación 

IWI ccc IC¡I (1$i$2) 

se obtiene la relación 

i) IWlclC¡I (1 $ i $ 2). 

Recordemos ahora que la familia de funciones 

es un sistema de coordenadas sobre Ja variedad 1io en todo punto q E 
1io . Como la variedad W es una subvariedad abierta de la variedad 1fo la 
Proposición 1.1.1 afirma que W es una subvariedad de la variedad 1fo ¡ por 
consiguiente el mapeo identidad t de W en 1io : 

t: W -+'lio 

definido por la correspondencia 

q ..... t( q) = q 
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es un mapeo regular, lo que permite aplicar la Proposición A.1.4 de tal suerte 
que para todo punto q E W de la familia de funciones 

se puede extraer un sistema de coordenadas 

{t.( t.X¡1 ), ... , t.(t.X¡m)} 1 

sistema de coordenadas que podemos escribir como 

{t,.x1, ... ,t,.xm} 

sobre la variedad W en todo punto q E W . Análogamente se obtiene que 
la familia de funciones 

forma un sistema de coordenadas sobre la variedad C¡ (1 .:S i ::; 2) en todo 
punto q E C; , donde t es el mapeo identidad de C¡ en Ja variedad 'Ho . Por 
otro lado como el mapeo identidad t de W en C; : 

t: W-+C¡ 

definido por la correspondencia 

q ...... t(q) = q 

es un mapeo continuo y como 

i.(i.x;) = i.x; E Fw(q) 

la Proposición 1.1.2 afirma que el mapco inducido t. por el mapeo identidad 
t mapea la clase Fc,(t(q)) en la clase Fw(q): 

t.: J'c,(i(q)) _, Fw(q) (1::; i::; 2) 

para toda q E W . En otras palabras el mapco identidad t de W en C; es un 
mapeo analítico dondequiera. Además si Xq es un vector tangente a W en 
q E W : Xq E TqW tal que dtqXq ::: O, es decir, cltqXqt.x; = O (1 :$ i $ m) 
lo cual implica 

(1 $ i $ m). 

Es decir, la diferencial dtq es un mapeo lineal inyectivo en el punto q E W y 
como éste se eligió arbitrariamente en W se ha demostrado que se verifica 
la condición: 
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ii) El mapeo identidad t de W en C¡ (15 i :S 2) 

t:W-+C¡ 

es un mapeo regular dondequiera. 

De esta manera se ha demostrado que la variedad W es una subvariedad de 
la variedad C¡ . Como la variedad C¡ es una subvariedad de la variedad W¡ se 
obtiene que la variedad W es una subvariedad de la variedad W¡ (1 :S i :S 2). 
Además como las restricciones 

de las funciones x1, ... ,xm forman un sistema de coordenadas sobre la varie­
dad W en todo punto q E W se obtiene que W es una subvariedad abierta 
de la variedad W; (1 5 i 5 2). 
Y así la Proposición 2.2.1 está demostrada. 1 
Establecida esta proposición ya estamos en posibilidad de definir una nueva 
topología sobre el subconjunto subyacente V = IV 1 a la variedad V. En 
efecto, consideremos la clase U de los subconjuntos del conjunto V que se 
pueden expresar como unión arbitraria de variedades integrales de la dis­
tribución .M : 

U= { U W,1jW,1 es una variedad integral de M V>. E A} . 
• \EA 

ful afirma que esta familia de conjuntos así definida satisface los siguientes 
axiomas: 

15¡. La unión arbitraria de conjuntos de la familia U es un conjunto de la 
familia U. 

Uu. La intersección finita de conjuntos de la familia U es un conjunto de la 
familia U. 

La validez del primer axioma U¡, es evidente, en cuanto al segundo Uu se 
verifica corno sigue: 
Sean Ui. U2 E U y supongamos que 

Si escribimos 

U1 = .u W;, U2 = .u Wj. 
1E/ JEJ 

U1 n U2 = u W¡ n Wj 
iE/,jEJ 
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y si consideramos un punto p fijo pero arbitrario de la intersección: p E 
U1 n U2 obtenemos 

p E Wio n Wj0 

para algún índice io E I y algún índice io E J. Si ahora aplicamos la 
Proposición 2.2.1 obtenemos una variedad integral W de M que contiene al 
punto p y está contenida en la intersección W¡0 n Wj0 : 

p E W e W;0 n Wjo 

lo cual implica que 
pE w e U¡ n U2 

y como p se eligió arbitrariamente en la intersección U¡ n U2 se obtiene que 

Y así el axioma U II está verificado. La topología que define la clase U define 
un espacio topológico que denotaremos con el símbolo B' y cuyo conjunto 
subyacente es el conjunto V = IVI. 

Proposición 2.2.2 La topología del espacio B' es Ilausdorff y más fina que 
la topología del espacio B subyacente a la variedad V . 

Prueba. Sea U un abierto de la topología del espacio B: U E U(B), sea p 
un punto fijo pero arbitrario del abierto U: JI E U. El Teorema de Frobe­
nius afirma que existe una vecindad cúbica V del punto p y una hoja de la 
vecindad V que es una variedad integral W de M que contiene al punto p: 
p E Un W lo cual implica de acuerdo con el Lema 2.2.1 existe una varie­
dad integral W0 que pasa por el punto p y está contenida en la intersección 
unw: 

pEWocUnW, 

y como p se eligió arbitrariamente en U se obtiene que 

U= LJ WA E U 
.\EA 

es decir, U E U{B'). Por consiguiente 

U(B) e U(B"). 

Por último vemos que si ]11 :f p2 podemos hallar conjuntos U1 y U2 en U 
tales que p¡ E U1 y P2 E U2 y U1 n U2 = 0. Y así la Proposición 2.2.2 está 
demostrada. 1 
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Proposición 2.2.3 Si W es una variedad iritegra/ de la distribución M , 
entonces W es un subespacio del espacio !3* . 

Prueba. Sea p un punto fijo pero arbitrario del espacio W : p E W y sea 
V una vecindad fija pero arbitraria del punto p E W con respecto al espacio 
W : V E Np(W). Por definición existe un conjunto abierto U del espacio 
W: U e W tal que p E U e V. Por otro lado como W es una variedad 
integral de M y como se tiene: 

pE unw 
podemos aplicar el Lema 2.2.1 para obtener una variedad integral Wo de la 
distribución M que contiene al punto p y está contenida en la intersección 
Un W lo cual implica 

pEl%CV. 

Por consiguiente V es una vecindad del punto p E W con respecto al espacio 
!3* : V = v· E Np(l3* ) y como la vecindad se eligió arbitrariamente en la 
familia Np(W) de las vecindades del punto p E W con respecto al espacio 
W se obtiene que para toda 

es decir, 
(2.2) 

Supongamos ahora que v• es una vecindad fija pero arbitraria del punto 
p E W con respecto al espacio !3* : V* E Np(l3*). Por definición existe un 
conjunto abierto U == U W1 del espacio !3* : U E U tal que 

AEA ' 

p E U C V* => ¡1 E WAo 

para algiín índice Ao E A lo cual implica 

Esta última conclusión, de acuerdo con la Proposición 2.2.1 implica la exis­
tencia de una variedad int.egral Wo de la distribución M que contiene al 
punto p E W y está contenida como una subvariedad abierta de la varie­
dad WAo y de la variedad W : 71 E Wo C WÁ0 n W y como en particular 
WAO e ll'* podemos escribir 

p E Wo C WÁo n W e V* 
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lo cual significa que V* es una vecindad del punto JI con rspecto al espacio 
W: 

V*= V ENp(W) 

y como la vecindad V* se eligió arbitrariamente en Ja familia Np(B*) de las 
vecindades del punto JI E W con respecto al espacio 8' se obtiene 

es decir, 
Np(8') e Np(W). (2.3) 

Las contenciones (2.2) y (2.3) implican la igualdad 

siguese inmediatamente que W es un subespacio abierto de 8'. Así la 
Proposición 2.2.3 está demostrada. 1 
Sea 13 una componente conexa del espacio 8' : !l C 8' considerada como un 
subespacio del espacio B' . fu: afirin.a que este subespacio 13 así definido es 
el espacio subyacente de una variedad integral de la distribución M , Para 
demostrar esta afirmación se le asigna a todo punto JI del conjunto subya­
cente a la variedad V : JI E IV 1 alguna variedad integral W de la distribución 
M que lo contiene: 

J1HW=W(J1) 

tal que JI E W. Si 

JIE!l=?Wc!l 

y si con el símbolo 

Fw(JI) 

denotamos Ja clase de funciones sobre la variedad W analíticas en el punto 
JI E W obtenemos para cada punto JI del espacio fl: JI E 13 una clase de 
funciones F¡¡(JI) definidas sobre 6 y analíticas en el punto JI E !l: 

JI H J"{l(JI) 

para todo JI E !l. fu: i!.fi.rm..a que esta correspondencia satisface los axiomas 
de la Definición A.1.2. En efecto, sea f una función fija pero arbitraria de la 
clase de funciones F¡¡(p): f E F¡¡(JI), como en particular JI E W existe una 
vecindad V de punto p con respecto al espacio W : V E Np(W) sobre la 
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cual f está definida. Como W es un subespacio del espacio B• se tiene que 
Np(W) = Np(B*) lo cual nos permite escribir 

es decir, que V es una vecindad del punto p con respecto al espacio ll lo que 
demuestra que: 

C¡ Para toda función f E F11(P) existe una vecindad V del punto p E ll con 
respecto al espacio ll, vecindad que bien puede depender de la función 
f sobre la cual está definida la misma: 

f:\1-.Hl 

definida por la correspondencia 

X H j(x). 

El axioma 

Cu Toda función que depende analíticamente en el entorno del punto p E ll 
de un número finito de funciones de la clase .Ffi(p), pertenece a la clase 
Ffi(p): 

'V Í"'f¡, ... ,fm, f¡, ... ,fm E .F(p) => f E .Ffi(P) 
p 

es consecue11cia inmediata de la definición de la correspondencia 

p H Ffi(P) 

para todo punto p del espacio ll: p E ll, y del hecho que 11 es un subespacio 
del espacio B• . 
Para verificar el axioma C¡u consideremos un sistema de coordenadas 

'{>: { {x¡, ... ,xm}, V,a) 

sobre la variedad W(p) que se eligió conteniendo al punto p E ll: p E W(p). 
Como antes podemos suponer que la vecindad cúbica \!del punto p E W es 
una vecindad con respecto al espacio ll lo que implica que los incisos 1) y 2) 
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se verifican automáticamente. En cuanto al inciso 3) se procede como sigue: 
sea Fn(P) la clase de funciones reales asignada al punto p E fi: 

P ,__. Fn(P), 

sea q un punto fijo pero arbitrario de la vecindad cúbica V del punto p E 
W : q E V y sea W(q) la variedad integral elegida para el punto q E fi que 
lo contiene: q E W(q) y sea Fw(q¡(q) su correspondiente clase de funciones 
reales: 

q ,__. Fw(q¡(q) 

como q E W( q) n W(p) la Proposición 2.2.1 asegura la exi tencia de una 
veriedad integral Wo que contiene al punto q E V y está contenida como 
una subvariedad abierta tanto en W(p) como en W(q): 

q E Wo e W(q) n W(q). 

Si denotamos con el símbolo Fw0 (q) la clase de funciones sobre la variedad 
W0 analíticas en el punto q E Wo y si l es el mapeo identidad de Wo en 
W( q) se tiene 

(2.4) 

Análogamente si denotamos con el símbolo Fw(pj( q) la clase de funciones 
sobre la variedad W(p) analíticas en el punto q E W(p) y si t es el mapeo 
identidad de Wo en W(p) se tiene 

(2.5) 

Si q E V, como W(p) es una variedad, entonces X¡,. .. ,x,. E Fw(pj(q) => 
i.x¡, ... ,t.xm E i.Fw(p¡(t(q)) lo cual implica 

lo que a su vez implica 

x1, ... ,x,. E Fw(q¡(q). 

Y así se tiene verificado que 

a) '\/ q E V => X¡, ... ,Xm E Fw(q¡(q). 
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Consideremos ahora una función f fija pero arbitraria de la clase Fw(q) ( q) 
de funciones reales sobre el espacio Jl: f E Fw(q¡(q). De acuerdo con las 
igualdades (2.4) y (2.5) podemos escribir 

i.f E i • .1'w(q¡(t(q)) = .1'w0 (q) = i • .1'w(pj(t(q)), 

es decir, 

i.f E i • .1'W(p)(t(q)) =:- i.f = i.g con g E Fw(p¡(q). 

Como q E V y W(p) es una variedad 

X¡,. . .,Xm E .1'w(pj(q) =:- Y"'X¡,. • .,xm 
q 

y como el mapeo identidad t de W0 en W(p) es un mapeo analítico se tiene 

Además por a) se tiene X¡, .. .,xm E .1'w(q¡(q) lo que nos permite aplicar la 
Proposición A.1.5 y obtener una función z E .1'w(q¡(q) tal que 

z r-;¡ x1, ... , Xm con t.z = t.,,.g 

Esto último implica que i.z = i.f lo que a su vez implica 

Y así se tiene verificado que 

f rvx¡, ... ,Xm• 
q 

b) Vf E .1'w(q¡(q) =:- Í"'X¡,. . .,Xm· 
q 

Y el inciso 3) del axioma C111 de la Defn A.1.2 está verificado y con el mismo 
se completa la verificación de los axiomas C¡, C11, C111 de la Definición A.1.2¡ 
lo cual demuestra que la asignación 

q t-> .1'( q ), 

para todo punto q en el espacio Jl, define una variedad analítica real W cuyo 
espacio subyacente es el espacio topológico Jl. La clase F( q) es la clase de 
funciones sobre W analíticas en el punto p. Si pes un punto de la variedad 
W : p E W , se ha observado que la variedad integral que se le ha asignado 
y que lo contiene está contenida en W: p E W(p) C W .Por definición de la 
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topología del espacio B' el conjunto W(p) es un conjunto abierto del espacio 
13' y como !les un subespacio del espacio B' el conjunto W(p)n!l = W(p) es 
un conjunto abierto del espacio ll, en otras palabras W(p) es un abierto en la 
variedad W . ~afirma que W(p) es una subvariedad abierta de la variedad 
W . En efecto, en primer lugar por definición se satisface la condición 

i) IW(p)I e ¡w¡. 
En seguida consideremos un punto q fijo pero arbitrario de la variedad W(p): 
q E W(p) y sea 

<p: ( {x¡, ... ,xm}, V,a) 

un sistema de coordenadas sobre W en el punto q E W . Como W(p) es una 
vecindad del punto <¡ la Observación A.1.1 afirma que existe una vecindad 
cúbica V0 del punto q con respecto a este sistema de coordenadas contenida 
en el abierto W(p): q E V0 C W(p) lo cual implica que las restricciones 
t,x1, ... ,t,xm de las funciones x¡, ... ,xm a la variedad W(p) forman un sis­
tema de coordenadas 

<po: ({t,x¡, ... ,t,xm}, Vo,ao) 

sobre la variedad W(p) en el punto q E W(p), donde tes el mapeo identidad 
de W(p) en W: 

t: W(p)-+ W 

definido por la correspondencia 

q H t(q) = q 

éste es un mapeo continuo. Como se tiene 

i.x; E :Fw¡p)(q) (1 $ i $ m), 

la Proposición 1.1.2 afirma que el mapeo inducido t, del mapeo identidad t 

mapea la clase :Fw(t(q)) en la clase :Fw(p)(q): 

i.: :Fw(i(q))--+ :Fw(p¡(q). 

Como el punto q se eligió arbitrariamente en W(p) se tiene demostrado que 
t es un mapeo analítico dondequiera. Además si X q es un vector tangente a 
la variedad W(p) en el punto q E W(p): X9 E T9W(p) tal que dt9X9 = O, 
es decir, clt9X9:r:¡ = O (1 $ i $ m) => X 9t,x¡ =O (1 $ i $ m) lo cual 
implica que X9 = O. Es decir, la diferencial dt9 es un mapeo lineal inyectivo 
en el punto q E W(p) y como éste se eligió arbitrariamente en W(p) se tiene 
demostrado que se satisface la condición: 



56 CAPÍTULO 2. TEOREMA LOCAL Y GLOBAL DE FROBENIUS 

ii) El mapeo identidad t de W(p) en W 

t: W(p) _, W 

es un mapeo regular. 

De esta manera se tiene demostrado que la variedad W(p) es una subvarie­
dad de la variedad W y como W(p) es un conjunto abierto en la variedad 
W , W(p) es una subvariedad abierta de W . Y así la afirmación está de­
mostrada. Esta afirmación implica la siguiente: W es una variedad integral 
de la distribución M . En efecto, sea p un punto fijo pero arbitrario de la 
variedad W : p E W y sea W(p) la variedad intergral que se le ha asignado 

P ,__, W(p) 

tal que p E W(p). Como W(p) es un conjunto abierto en la topología del 
espacio fi, si 

f{J: ({x¡,. . .,xm}, V,a) 

es un sistema de coordenadas sobre W en el punto p E W , la Observación 
A.1.1 afirma que existe una vecindad cúbica Vo del punto p con respecto a 
este sistema de coordenadas contenida en la vecindad W(p) del punto p E 
W : p E Vo C W(p) lo cual implica que las restricciones t.x¡, .. ., t.xm de las 
funciones x¡,. . .,xrn a la variedad W(p) forman un sistema de coordenadas 

f{Jo: ({t.x¡,. .. ,1.x,,.}, Vo,ao) 

sobre W(p) en el punto p E W(p), donde tes el mapeo identidad de W(p) 
en W: 

t: W(p)-. W 

definido por la corespondencia 

q ,__, t(q) = q. 

Como W(p) es una subvariedad de la variedad W : W(p) C W este mapeo 
t es un mapeo regular en todo punto q E W(p ). Si en seguida se considera 
una base 

{(Y¡)p, .. .,(Ym)p} 

del espacio tangente a la variedad W(p) en el punto p E W(p): (Y;)p E 
TpW(p) ( 1 $ i $ m) de vectores definidos por las relaciones 

(Y¡)pt•Xj = Ó¡j (1 $ i,j $ m) 
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y si se define y calcula 

se obtiene 
(X¡),(p)Xi = 6;; (1 $ i,j $ m) 

es decir, una ba.~e 
{(X1),(p)> .. ., (Xm),(p¡} 

del espacio tangente a la variedad W en el punto t(p) E W: (X¡),(p) E 
1~(p)W (1 ::; i::; m) lo que permite escribir 

y corno W(JJ) es una variedad integral de la distribución M se tiene 

para tocio punto q E W(p), cu particular para q = Jli por consiguiente 

Si ahorn tomamos en cuenta que el punto ¡i se eligió arbitrariamente en W se 
tiene demostrado que el espacio tangente a la variedad W cu todo punto p E 
W coincide con el espacio vectorial M(¡i) = MP' 
En otnL~ palabras la variedad W es una variedad integral de la distribución 
M , lo qne se deseaba demostrar. Es inmediato que la variedad W es inde­
pendiente de la elección 1¡uc se haya hecho de la variedad W(p). En efecto, 
supongamos <¡m' se ha cligido otra variedad integral W'(p) para el punto p E 
W: 

/JI-• W'(¡1) 

tal que ¡i E W'(¡i); lo que da lugar a la siguiente situación: 

p E W(¡i) n W'(p) 

la cual de acuerdo con la Proposición 2.2.1 implica la existencia de una 
variedad integral l%(p) de M que contiene al punto p E W y está contenida 
tanto en la variedad W(p) como en la variedad W'(p) como una subvariedad 
abierta: 

,, e Wo(p) e W(p) n W'(¡i). 
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Como Wo(P) es una subvariedad de la variedad W(p): W0 (p) C W(p) se 
tiene 

Fwo(p)(q) = t.Fw(p¡(t(q)) Vq E Wa(p) 

por la Proposición 1.1.2, donde tes el mapeo identidad de Wo(P) en W(p): 

t: Wa(p)-. W(p) 

definido por la correspondencia 

q H t(q) = q, 

Análogamente como W0(p) es una subvariedad de la variedad W'(p): Wo(P) C 
W'(p) se tiene 

Fwo(p)(q) = t.Fw'(p¡(q) Vq E Wo(P) 

por la Proposición 1.1.2, lo que nos permite escribir para q == p: 

t.Fw(pJ(P) = Fwo(p)(P) = t.FW'(p)(P) 

donde t es el mapeo identidad de Wa(p) en W'(p): 

t: Wa(p)--. W'(p) 

definido por la correspondencia 

qi--+ t(q) = q. 

La relación (2.6) implica la igualdad 

t.Fw(p¡(p) = t.Fw•(p)(P) 

por consiguiente 
Fw(p¡(p) = FW'(p¡(p). 

(2.6) 

Como el punto p se eligió arbitrariamente en la variedad W se ha demostrado 
que efectivamente la variedad W es independiente de Ja elección que se haga 
de la variedad W(p) para todo punto p E W . 
Con esta última afirmación se termina la demostración del siguiente. 

Teorema 2 .2.1 C. Cheval/ey. Sea V una variedad y sea M una distribución 
definida e involutiva sobre V . Entonces por todo punto p de la variedad V : 
p E V pasa una variedad integral máxima W(p) de la distribución M ; es 
decir, una variedad integral que 1w sea un subconjunto de cualquier otra va­
riedad integral. Si W' es otra variedad integral que contiene al punto p E V : 
p E W', entonces W' está contenida en W(p) como una subvariedad abierta. 
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Corolario 2.2.1 Mismas hipótesis y notación que en el Teorema (C. Cheval­
ley). Las variedades integrales máximas W de la distribución involutiva 
M son únicas. 



Capítulo 3 

Variedades que son 
2°-contable 

3.1 Definiciones y Propiedades 

Definición 3.1.1 Se dice que un espacio topológico X satisface el primer 
axioma ele numerabiliclacl si lodo punto x E X tiene un sistema fundamental 
ele vecindades numerable. 

El espacio topológico B subyacente de una variedad V siempre satisface 
este axioma, puesto que V es localmente homeomorfa a un espacio que sa­
tisface el primer axioma de numerabilidad. 

Definición 3.1.2 Se dice que un espacio topológico X satisface el segundo 
axioma de numerabi/iclacl si existe una base numerable pam los abiertos ele 
la topología de X. 

Este segundo axioma es más fuerte que el primero. El espacio B subya­
cente de la variedad V no siempre satisface el segundo axioma de numerabi­
lidad. Sin embargo este segundo axioma lo satisfacen las variedades que se 
considerarán más adelante. 

Definición 3.1.3 Se dice que un espacio topológico X es a - compacto 
(sigma compacto) si él mismo es localmente compacto, y si se puede ex­
presar coma la unión ele una familia a lo más numerable ele subconjuntos 
compactos. 

60 
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Definición 3.1.4 Si V es uno variedad se dirá que un subconjunto V de V : 
V C V es un subconjunto cúbico si él mismo es una vecindad ciíbica de alguno 
de sus puntos, con respecto a un sistema de coordenadas convenientemente 
escogido. 

Se dirá que una variedad V satisface los axiomas de numerabilidad si 
el espacio B subyacente de V los satisface. Una consecuencia inmediata de 
estas convenciones es el 

Lema 3.1.1 Sea V una variedad. V satisface los axiomas de numerabilidad, 
si y sólo si V es fo unión numemble de subconjuntos cúbicos. 

Prueba. Supongamos que se satisface el segundo axioma de numerabili­
dad en la variedad V . Como para todo punto p E V existe una vecindad 
cúbica Vp correspondiente a un cierto sistema de coordenadas sobre V en 
p, se obtiene una familia de subconjuntos cúbicos {Vp}peVi esta familia es 
una cubierta abierta del espacio B subyacente de V . Si se toma en cuenta 
la hipótesis se puede aplicar el teorema de Lindelof (c.f. Dugundji, James: 
Topology Cap. Vlll teorema 6.3) y así obtener una subcubierta numerable 

{VpJieN de la cubierta {Vp}pev: V = .Ü Vp,· Recíprocamente, supongamos •=1 
que V admite una cubierta numerable {Vp.}ieN: V= .u Vp., formada por 

a=l 
subconjuntos cúbicos. Para cada índice i E IN consideremos el homeomor-
fismo 

(n = dimV) 

correspondiente al sistema de coordenadas sobre V en algún punto p¡ E Vp., 
cuya vecindad cúbica es precisamente Vp,. Si en seguida se toma en cuenta 
que el segundo axioma de numerabilidad se satisface en IR" , se obtiene para 
cada cubo I:, C IR" de centro en <p(p¡) y amplitud a¡, una base numerable 
{U;,j}jeN para la familia de subconjuntos abiertos en el cubo 1~',. Esto 
último implica que la clase de conjuntos {ip¡- 1(U;,1)};,jeN es una base nu­
merable para el espacio B subyacente de V . De esta manera el Lema 3.1.1 
está demostrado. 1 

Una variedad es siempre, por definición localmente compacta (puesto que 
toda variedad es localmente euclideana). Si ademá.s la variedad es localmente 
compacta probaremos que la condición del Lema 3.1.1 es equivalente a la 
condición expresada en la 

Proposición 3 .1.1 Sea V u11a variedad. V satisface el segundo axioma de 
numerabilidad si y sólo si V es a - compacta. 

. ··~ .,. ¡ • ,.,,. 
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Prueba. Supongamos que V satisface el segundo axioma de numerabilidad. 
Esta hipótesis nos permite aplicar el Lema 3.1.l y así obtener una cubierta 
abierta numerable {V;}ieN de V constituícla por subconjuntos cúbicos: V = 
.Ü V¡. Para cada i E IN consideremos el homeomorfismo 'f!i que mapea V; 
•=1 
sobre el cubo I:; en IRn de dimensión n y amplitud a¡, donde n = dimV: 

Como el cubo I:; es u-compacto, existe una familia numerable de compactos 
{K¡,j}jeN tal que 

I: = .U K¡,; 
1 J=l 

y como '{!j1(J(¡,;) es un subconjunto compacto se obtiene 

es decir, V es la unión numerable de compactos y como además toda varie­
dad es localmente compacta, a V deviene una variedad u - compacta. 
Recíprocamente supongamos que V admite una cubierta numerable { J(¡}ieN 

de compactos: V= .Ü /I¡. Si para todo punto p E/(¡ elegimos una vecindad 
1=1 

cúbica Vp,i de p, entonces la familia {Vp,i}pelí; de conjuntos cúbicos, forma 
una cubierta abierta de /(¡: /(¡ = U V.p ¡,y como /(¡ es compacto de esta 

pElí; ' 
cubierta se puede extraer una cubierta finita: 

Por consiguiente V es la unión numerable de conjuntos cúbicos: 

V= u U v. .. 
i=l i=l 

1
'' 

y si en seguida se toma en cuenta el Lema 3.1.1 se obtiene que V satisface el 
segundo axioma de numerabilidad. 1 

Consideremos ahora una distribución involutiva y analítica M sobre una 
variedad V . El teorema de Frobenius asegura que cada punto p E V posee 
una vecindad cúbica que puede expresarse como la unión de las hojas {'lla,p}aeAp 
donde cada una de estas hojas es una variedad integral de M . A estas vecin­
dades se les llamará de Frobenius. De acuerdo con el Teorema de Frobenius­
Chevalley por cada punto p E V pasa una variedad integral máxima W de la 
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distribución involutiva y analítica M de tal suerte que toda variedad integral 
de M que contenga al punto p es una subvariedad abierta de W . 

En el caso en que W satisfaga el segundo axioma de numerabilidad se 
obtendrán importantes relaciones, entre la topología de V y la topología de 
la subvariedad integral máxima. 

Lema 3.1.2 Sea W la variedad integral máxima de la distribución involu­
tiva y analítim M sobre V que contiene al punto p E V . Si W satisface el 
segundo axioma de numerabiliclad, entonces la iulm:cióu ele la vecindad de 
Frobenius V de p cou W : Vn W es la unión, a lo más numerable, de hojas. 

Prueba. De acuerdo con la Proposición 3.1.1 la hipótesis sobre W implica 
que W es la unión numerable de subconjuntos compactos: 

w =u J(¡, 
i=l 

K; compacto para i E IN, y como V es homeomorfa a un cubo I~, en un 
cierto espacio euclideano mn , y el segundo axioma de numerabilidad se 
satisface en este espacio mn se concluye que l' también se puede expresar 
como la unión numerable de subconjuntos compactos: 

V= .u 1(, 
•=l 

con !(; compacto para i E IN. Por consiguiente la intercción Vn W es la 
unión numerable de subconjuntos compactos: 

VnW= u K~, 
h=I 

con ](~ compacto para h E IN. fut afirma que cada uno de estos compactos 
J(~ solo tiene puntos en común a lo más con un número finito de hojas; en 
efecto, como el compacto ](~ está contenido en V, él mismo está cubierto 
por una familia finita de hojas 'Rcr.,p de V: 

Sea q un punto de !(~ contenido en una hoja 'Rcr,,p de V: q E J(~ n 'Rcr,,p· 
Por otro lado q E 'Rcr.,p para alguna 1 ::> t ::> mh por tanto q E 'Ra.,p n 'Rcr,,p 
pero como las hojas en una vecindad de Frobenius son ajenas, se obtiene que 
'Ra.,p = n0 ,,p· Es decir, las únicas hojas que tienen puntos comunes con 
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](~ son los elementos de la cubierta finita {7?.e>,,p}t5.5mh. Así la afirmación 
está demostrada. Esta afirmación implica que 

oo m~ 
v n w e u u n", p· 

h=l •=I ' 
Pero como W es una variedad integral máxima se obtiene la inclución en 
sentido contrario y por consiguiente 

00 ~~ v n w = u u n". p· 
h=ls=I ' 

Así el Lema 3.1.2 está demostrado. 1 

Proposición 3.1.2 Sea W la variedad inter¡ral máxima ele la distribución 
involutiva y analítica M sobre la variedad V . Si V es una vecindar/ rle 
Frobenius ele p y si W satis/ ace el segundo axioma ele numerabiliclarl, en­
tonces las componentes conexas rle Vn W en el sentido de la topología de V , 
son las mismas componentes conexas de Vn W en el sentido ele la topología 
cleW. 

Prueba. En el curso de la prueba de la Proposición 2.2.1 se demostró 
que la componente conexa C del punto p en Vn W , componente conexa 
concebida en la topología de W , es un subconjunto de la hoja n"••P de 
V que contiene al punto p. Por otro lado como W es la variedad integral 
máxima de M que pasa por p, la misma contiene a n"•·Pi por consiguiente 
C coincide con ??.00 ,p. Esto demuestra que las componentes de Vn W en la 
topología de W son precisamente las hojas de V que están en W . 

Ahora bien si W satisface el segundo axioma de numerabilidad, se afirma 
que estas hojas también son las componentes conexas en el sentido de la 
topología de V . En efocto, sea q un punto fijo pero arbitrario de 
Víl W : q E Vn W ; de acuerdo con el Lema 2.1.2 

oo mh 

V n w = h~I .~1 no.,p 

donde n".,p es una hoja de V contenida en W para todas E IN. Sea 7?.cr.,p 
la hoja que contiene al punto q: q E 7?.0 .,p y sea 

cp: ( {x¡, ... ,xn} 1 V, a) 

el sistema de coordenadas sobre V en p con respecto al cual V es la vecindad 
de Frobenius de p correspondiente; y tal que cada hoja 7'0 .,p de V está 
definida por las ecuaciones 

1'o,,p: Xrtl = Xr+1(q), .. .,Xn = Xn(q). 
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Si 
n : ffl" -> mn-r 

es la proyección natural definida por Ja correspondencia 

(x¡, ... ,xn) H íl(x¡, ... ,xn) = (xr+! 1 ... ,xn) 

entonces 
oo m0 n º rp(V n W) = u u n º rp(n.,.,p) 

h=l a=I 

es un conjunto numerable en m•-r, y como íl es continua, si Ces una com­
ponente conexa de q en Vn W , concebida en la topología de V , entonces 
íl o rp(C) es un conjunto conexo de m•-•; por tanto este conjunto está con­
stituído por un solo punto, a saber, (xr+1(q), ... ,xn(q)): 

íl o rp(C) = {(x,+1(q), ... ,xn(q))}. 

Esto último implica que Ce na.,p· Por otro lado hemos observado que la 
topología ele W por ser W una subvariead de V es al menos tan fina como 
la topología de V . Por consiguiente cualquier conjunto conexo en W sigue 
siendo conexo en V ; por tanto n.,.,p e C • Esta última inclusión implica 
que n.,,,p =C y como q en Vn W se eligió arbit.rariamente se tiene de­
mostrado que toda componente conexa de Víl }V coincide con una hoja. 
Así la Proposición 3.1.2 está demostrada. 1 

Proposición 3.1.3 Sea W la variedad integral máxima de la distribución 
analítica e involutiva M sobre la variedad V , y supongamos que llt es un 
mapeo analítico de una variedad U eu In variedad V 

tal que la imagen bajo llt del conjunto 1 U J subyacente a la variedad U es un 
subconjunto del conjunto JWJ subyacente a la variedad W . Si W satisface 
el segundo axioma de numcmbilidad, e11tu11ces llt es un mapeo analitico de 
U en W: 

'lt:U->W 

es analítico. 

Prueba. Sea r un punto fijo pero arbitrario de U : r E U la hipótesis implica 
que su imagen llt(r) = p está contenida en W: p = lJl(r) E W y elijamos un 
sistema de coordenadas 

<p: ( {x¡, ... ,x.}, V,a) 
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sobre V en el punto p = lJi(r) cuya vecindad cúbica V sea de Frobenius. 
Puesto que lJi es un mapeo contínuo podemos elegir una vecindad cúbica U 
de r en U (con respecto a un cierto sistema de coordenadas en r sobre U) 
tal que 

IJl(U)c V 

U siendo un conjunto conexo, IJJ(U) también es conexo y como 

p = lJi(r) E '1i(U) e W 

el conjunto IJJ(U) está contenido en la componente conexa de p en Vn W. 
Como por hipótesis W satisface el segundo axioma de numerabilidad pode­
mos aplicar la Proposición 3.1.2, la cual afirma que cualquier componente 
conexa de la intersección Vn W coincide con una hoja¡ por tanto '1i(U) está 
contenida en la hoja ncro,p de J!n w que pasa por el punto p: 

IJl(U) e ncro,p• 

Consideremos ahora una función f sobre W analítica en el punto p E W : 
f E Fw(p)¡ la Proposición 1.1.2 implica que f coincide en una vecindad W 
de pin W , con la contracción de una cierta función f¡ sobre V y analítica 
en el punto t(p) = t(IJl(r)): 

f = i* !1 con f¡ E Fv(t(p)) = Fv(i(lJi(r))). 

Por otro lado como \JI( U) e 1lcr0 ,p podemos suponer la amplitud de la vecin­
dad cúbica suficientemente pequeña como para que lJi( U) esté contenida en 
W, y por tanto lJi( U) e Vn W . Esto significa que f coincide con i* /1 sobre 
el conjuto IJl(U),es decir, 

fo lJi(q) = t" fi o '1i(q) q E U 

o lo que es lo mismo 

fo\JJ(q)=f¡oto'1i(q) qE U. 

Si identificamos to lJi(q) con lJi(q) con q E U y si se toma en cuenta que la 
aplicación 

\JI :U-+ V 

es analítica, se obtiene que q;• f = \JI* /1 E Fu(r). Esto significa que la 
aplicación 

'1i:U-+W 

es analítica en el punto r. Así se tiene la Proposición 3.1.3. 1 
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Observación 3.1.1 La hipótesis de que W satisfaga el segundo axioma de 
numerabilidad, es necesaria en la Proposición 3.1.3 ya que sin ella, dada 
una vecindad W de p en W podría muy bien suceder que no existiera una 
vecindad U de r en U con la propiedad lll(U) C W. 

UN TEOREMA SOBRE GRÁFICAS. 

Definición 3.1.5 Una gráfica (infinita) es una pareja (X, Y) constituída 
por un conjunto X no vacío cuyos elementos son llamados vértices de la 
gráfica, y por un conjunto }' de parejas 110 ordenadas de elementos de X: 
Y= {{x,y}lx,y E X}. La gráfica <lsÍ definida se denotartÍ G = (X,Y) o 
simplemente G si no hay lugar a confusión. 

Definición 3.1.6 Un camino en una gráfica G == (X, Y) es una sucesión 
(finita o no) {v¡}ieN de vértices de G = (X,Y) con la siguiente propiedad, 
{vn-1• Vn} E Y para toda n;:: l. 

Definición 3.1.7 G = (X,Y) es una gráfica conexa si para toda pareja de 
vértices {u,v} existe un camino finito {vo,v¡, ... ,vn} en G == (X,Y) tal que 
Vo = u y Vn == v. 

Teorema 3.1.1 Sea G = (X, l') una gráfica infinita y conexa. Si para cada 
vértice v de G ==(X, Y) el conjunto 

{wEXl{v,w}EY} 

es a lo más numerable, entonces X es a lo más numerable. 

Prueba. Consideremos un vértice fijo v0 de la gráfica G = (X,Y) y defi­
namos por recurrencia una sucesión de conjuntos 

Xo = {vo} 
X1 = {v E Xl{vo,v} E Y} 
X2 = {w E Xl{v,w} E Y, para algunav E X¡} 

X,.= { w E XI{ v, w} E Y, para alguna v E Xn-d 

~ lÚirJlli1 que cada conjunto Xn de esta sucesión es a lo más numerable. En 
efecto, para n == 1, X1 lo es por hipótesis. Para demostrar la afirmación 
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en general se procede por inducción sobre n. Supongamos que el conjunto 
Xn-1 es a lo más numerable para n > l; entonces habida cuenta que 

Xn= U {wEXJ{v,w}EY} 
veXn-1 

donde cada uno de los términos de esta unión es por hipótesis cuando mucho 
numerable; por hipótesis de inducción Xn-1 es a Jo más numerable, con lo 
cual se prueba que Xn es a lo más numerable y con ella la afirmación. 
Consideremos ahora un vértice fijo pero arbitrario v de la gráfica G = 
(X, Y): v E X. Como por hipótesis G =(X, Y) es conexa, existe un camino 
finito {vo, ... , vn} en G =(X, Y) tal que Vo =Voy Vn =v. La existencia de 

este camino implica inmediatamente que v E Xn. Por tanto XC U Xn, o 
n=l 

lo que es lo mismo 

X= U Xn. 
n=l 

Lo cual implica que X es a lo más numerable. Y el Teorema 3.1.1 está 
demostrado1• 1 
Nuestro siguiente propósito es demostrar la siguiente 

Proposición 3.1.4 Si V es una variedad que satisface el segundo axioma 
de numcrabilidad, cnto11ces tmnbién lo cumple toda subvariedad de V . 

Para este propósito necesitarnos una serie de resultados preliminares, a saber 

Lema 3.1.3 Sea B un espacio topológico conexo. Supongamos que existe 
una familia :F = {Va}ael de subconjuntos abiertos de B con las siguientes 
propiedades: 

a) B = U Va 
ae/ 

b) Cada Va E :F concebido como subespacio de B satisface el segundo axioma 
de numerabi/idad 

e) Pam toda Va E :F el conjunto 

{V¡¡ E :F!Va n V¡¡ -f; 0} 

es a lo mcís numerable. 
1 El mismo argumento sirve para demostrar este teorema para el caso de multigráficas 

y pseudo gráficas. También puede adaptarse fácilmente la demostración para obtener 
resultados análogos para otras cardinalidades de los conjuntos Xn pero esto no es necesario 
para nuestro propósito. 
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Entonces el segundo axioma de numerabilidad se satisface en el espacio B • 

Prueba. Sea V00 un elemento de la familia :F tal que V00 f 0. Consideremos 
la gráfica definida por G = (X, Y) donde 

Esta gráfica así definida es evidentemente conexa, y como además la hipótesis 
e) implica que para cada vértice V0 de G = (X, Y) el conjunto 

{V/1 E Xl{Vo, V/1} E Y} 

es a lo más nuemerable. Por tanto podemos aplicar el Teorema 3.1.l y 
obtener que el conjunto de vértices X es a lo más numerable. Si en seguida 
se considera el conjunto abierto 

¡m alirina que este conjunto coincide con B : B = V. En efecto, si q es un 
punto arbitrario de la cerradura de V: q E V y si q E Vp para algún índice 
(3 E I, entonces 

lo cual implica la existencia de un elemento V,. E X tal que 

lo cual a su vez implica que V¡J E X; por consiguiente q E V, es decir, V C V 
y como V C V se tiene que V = V, es decir, V es un conjunto cerrado y 
abierto del espacio B , y como por hipótesis éste es conexo, se obtiene que V 
es todo B : V =B . Así la afirmación está demostrada. Como esta afirmación 
demuestra que B es la unión a lo más numerable de espacios que satisfacen 
el segundo axioma de numerabilidad, siguese que B también lo satisface. De 
esta manera el Lema 3.1.3 está demostrado. 1 

Lema 3.1.4 Sea 8 un espacio topológico conexo y localmente conexo. Su­
pongamos que existe una familia numerable {Vn}neN de subconjuntos abier­
tos de 8 con las siguientes propiedades 

i) 8 = Ü Vn 
n=l 
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ii) Cada componente Vn,a de cada conjunto Vn concebida como subespacio 
de B , satis/ ace el segundo axioma de numerabi/idad. 

Entonces el espacio B satisface e/ segundo axioma de numerabí/idad. 

Prueba. Sea {Vn,o}oeA. la familia de componentes del conjunto Vn para 
toda n E IN. La hipótesis implica que la familia 

:F = {Vn,a}neN,aeA,, 

de subconjuntos abiertos de B satisface las siguientes propiedades: 

a) B = U U Vno 
neN oEAn ' 

b) Cada componente Vn,a concebida como subespacio de B satisface el se­
gundo axioma de numerabilidad. 

De acuerdo con el Lema 3.1.3, el Lema 3.1.4 estará demostrado si se prueba 
la siguiente condición: 

e) Para toda Vn,a E :F el conjunto 

{V m,/i E FIVn,o n V.n,fi " 0} 

es a lo más numerable. 

Para demostrar esta condición e), se procede de la siguiente manera. 
Sea Vm,/i E :F tal que Vn,o íl Vm,/i I= 0, y sea p un punto en esta intersección: 
11 E Vn,o n Vm,/i por tanto p E Vn,o n l'm. Como Bes un espacio localmente 
conexo y Vn,o es una componente de Vm que es abierto por hipótesis siguese 
que Vn,o es abierto así el conjunto Vm íl Vn,o es un abierto en Vn,<>• por ii) el 
conjunto Vn,o íl V.n tiene unicamente una familia numerable de componentes 
{Kr lreN: 

V,," n Vm = U Kr. 
' r=l 

Por tanto p E K,0 para alguna ro E IN. Siendo Jí,0 un conjunto conexo, él 
mismo debe estar contenido en alguna componente unívocamente determi­
nada Vm,/i(ro) de Vm: Kro e Vm,/i{ro)· Por tanto p E V.n.fi(ro) n Vm,fi lo cual 
implica que Vm,/i(ro) = Vm,/i o lo que es lo mismo f3 = /J(ro). De esta manera 
la propiedad e) está demostrada así como el Lema 3.1.4. 1 
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Lema 3.1.5 Sea B un espacio topológico conexo. Si existe un homeomor­
fismo local <li de B en el espacio euclideano llld : 

Entonces el espacio B satisface el segundo axioma de numembilidad. 

Prueba. Como llld admite una base numerable F = { Un}neN para su 
topologíaeuclideana formada por conjuntos abiertos y conexos (c.f. Dugundji, 
James: Topology Cap.III) podemos considerar para cada n E IN, la familia 
de conjuntos 

{Vn,a}aeAn 

donde el conjunto An puede muy bien ser vacío, formada por conjuntos 
abiertos de B que se mapean homeomorficamente sobre el conjunto Un: 

Sg afirma que esta familia así definida es el conjunto de componentes del 
conjunto Vn: 

En efecto, consideremos dos elementos Vn,a y Vn,/i de la familia {Vn,a}aeAn 
tales que 

con o: f (J. 

Denotemos con W esta intersección: W = Vn,a n Vn,/l y supongamos por un 
instante que la frontera üW de W tiene puntos en común con Vn,a: 

üW íl Vn,a f 0. 

Si p E üW n Vn,a la relación DW = W n wc implica la existencia de una 
sucesión {Pn}neN de puntos de W tales que 

Si ahora definimos los homeomorfismos 
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se tiene la siguiente propiedad: 

'11.,<I>(q) = q, ll!¡¡<I>(q) = q 

para toda q E W y como <I> y '11 son mapeos contínuos se obtiene 

W¡¡<I>(p) =E.~ W¡¡<I>(pn) = J~~Pn =p. 

Esto último demuestra que p E Vn,/1 par tanto 

p E Vn,n íl Vn,/1 = W 

lo que implica que p E 8W n W lo que es una contradicción, por lo que se 
debe tener 

awnvn,n = 0. 
Si suponemos que W está propiamente contenida en Vn,n: 

Wc Vn,n 
t-

y como l'n,o = (Vn,o - W) U W, entonces podemos escribir 

lfn,n = (Vn,n - (W U 8W)) U W 

y puesto que W = W U 8W se obtiene 

Vn,n = (Vn,n - W) U W 

es decir, Vn,n se puede expresar como la unión de dos conjuntos abiertos, 
ajenos, no vacíos lo que es una contradicción por ser Vn,n conexo (porque es 
homeomorfo a Un)· Por consiguiente se debe tener Vn,<> = W. Análogamente 
se demuestra que Vn,/1 = W, es decir, 

Vn,<> = Vn,/1 => a = (3. 

Como los conjuntos Vn,n son ajenos dos a dos y abiertos siguese que ellos 
son las componentes de l'n: 

Si p E B, existe V abierto en B tal que p E V y <I>: V~ U C Dld (U abierto 
en m,d ). Calculando 

<I>(p) E <I>(l') =U= U U., Un E F 
n=I 
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lo que implica que <Ji(p) E Un para alguna n E IN. A este conjunto Un le 
corresponde una familia {Vn,a}aeAn de abiertos de B tal que 

si nos regresamos bajo el homeomorfismo <Ji se tiene que p E Vn,a para alguna 
a E An y de aquí 

JI E Vn,a = U Vn,a1 oEAn 
es decir, cada punto de B pertenece a uno de los conjuntos Vn. Por lo tanto 

i) B = U Vn. 
n=I 

Como por definición Vn,a = <Ji-1(Un) para toda n E IN y a E An se tiene la 
siguiente propiedad. 

ii) Cada componente Vn,o de cada conjunto Vn concebida como subespacio 
de B satisface el segundo axioma de numerabilidad. 

En efecto, sea F = {Un}neN la base numerable para IRd . Como <Ji es 
continua, cJ>- 1(Un) es un conjunto abierto en B para todo Un E F. Si Pes 
cualquier conjunto abierto de IRd se tiene que: 

1} <]i-1(P) es abierto en B; 

2) P = U Uk ,UkFi 
k=I 

3} P n Un es un conjunto abierto en m,d para toda n E IN; 

4) <Ji-1(P n Un) es un conjunto abierto en B para toda n E IN. 

Calculando 
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se obtiene 
<I>- 1(P) íl Vn,<> = k~I (<I>-1(Uk) íl Vn,<>) 

Por lo tanto, toda componente Vn,<> de cada conjunto Vn concebida como 
subespacio de B satisface el segundo axioma de numerabilidad. De acuerdo 
con el Lema 3.1.4 las propiedades (i) y (ii) implican que el espacio B satisface 
el segundo axioma de numerabilidad. Así el Lema 3.1.5 está demostrado. 1 

Lema 3.1.6 Si V es una subvariedad de dimensión d: dimV = d del espacio 
euc/i<leano Dl" , entonces V satisface el segundo axioma de numembi/idad. 

Prueba. Sea t el mapeo identidad de la variedad V en la variedad Dl" . Si 
{x1, ... ,xn} es un sistema de coordenadas sobre IR" y si pes un punto fijo 
pero arbitrario de V : p E V , entonces la Proposición A.1.4 implica que del 
conjunto de contracciones i.x¡, .. .,t.xn de las funciones x¡, ... ,xn se puede 
extraer un sistema de coordenadas 

sobre V en p. Consideremos el conjunto Vi de todos aquellos puntos de 
V donde el conjunto de funciones i.x;1 , ... , i.x¡d, indicados por el subconjunto 
I = {i¡, .. ., id} del conjunto {l, ... , n} sigue siendo un sistema de coordenadas. 
Este conjunto V¡ así definido es abierto; puesto que por definición cada uno 
de sus puntos posee una vecindad cúbica V correspondiente al sistema de 
coordenadas i.x;1 , .. .,t.x¡d y totalmente contenida en V¡. Como el punto p 
se eligió arbitrariamente se obtiene que el espacio V es la unión finita de los 
conjuntos abiertos V¡: 

i) 

donde el conjunto I = { i1, ... , id} recorre el conjunto de las combinaciones 
de n elementos tomados de d en d. A continuación por cada combinación 
I = { Í¡, .. ., id} de los n elementos {l, 2,. . ., n} consideremos una componente 
V¡," de la familia {V¡,"}"eAi de componentes del conjunto V¡, así como la 
aplicación 

cI> : V1," -> JRd 

definida por la correspondencia 

p 1-+ <I>(p) = (i.x¡1 (p), ... ,i.x¡h)) 

= (x¡1 o t(p), ... ,x¡d o t(p)) 
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= (x¡1 (t(p)), ... ,x;At(p))). 

Si V es una vecindad cúbica del punto p E V1,a correspondiente al sistema 
de coordenadas {t.x;, , ... ,i.x¡d}, la restricción tp de el> a V: tp = <l>Jv es por 
definición la aplicación que mapea homeomorficamente Ja vecindad V sobre 
el cubo l~ de dimensión d de mn : 

ci>Jv = ip: v..::.1~. 

Como p E V¡,0 se eligió arbitrariamente, esto último demuestra que el> es un 
homeomorfismo local. Por consiguiente el Lema 3.1.5 implica que el espacio 
topológico conexo \f¡,0 satisface el segundo axioma de numerabilidad; lo 
cual a su vez permite aplicar el Lema 3.1.4 y así obtener que la variedad 
V satisface el segundo axioma de numerabilidad con lo cual el Lema 3.1.6 
está demostrado. 1 

Ahora probaremos la Proposición 3.1.4. Por hipótesis los axiomas de 
numerabilidad valen en la variedad V, de acuerdo con el Lema(-) podemos 
cubrir a V por un número contable de subconjuntos abiertos l'k ( 1 ::; k < oo) 
cada uno de los cuales es una variedad cúbica de algún punto p E V con 
respecto a un sistema de coordenadas en el punto: 

Poner para toda k E IN Wk = Vi n W, donde W es una subvariedad de 
V: W e V. Los conjuntos Wk son conjuntos abiertos en W. Si w,: es una 
componente de Wk (en Ja topología de W) como W es localmente conexo, 
WL es un conjunto abierto en W lo c¡ue da Jugar a una subvariedad abierta 
WL de W. Como también Vi es un conjunto abierto en V, se obtiene una 
subvariedad abierta Vk de V: Vk e Vy como 

se obtiene que w,: es una subvariedad de Vk: 

Como IPk mapea homeomorficamente Vk sobre el cubo l:¡•: 

IPk : Vi 9! F;:. 

donde l:¡• es un conjunto abierto del espacio ll Rn y si z:;. es la subvariedad 
abierta de la variedad nn cuyo conjunto subyacente es 1:;. es inmediato que 



76 CAPÍTULO 3. VARIEDADES QUE SON 2°-CONTABLE 

'Pk induce un isomorfismo analítico <¡ik de la variedad Vk sobre la variedad 
z:.: 

<¡ik: Vk ~z: •. 
Si se identifica Wk con su imagen vía este isomorfismo analítico se obtiene que 
Wk es una subvaricdad de la variedad z:.: Wk e z: •. Por el Lema 3.1.6 Wi, 
satisface los axiomas de numerabilidad. Como Wk se eligío arbitrariamente 
en las componentes de wk y como 

n 

W= LJ ViílW 
k=I 

por el Lema 3.1.4 W satisface los axiomas de numerabilidad. Y así la 
Proposición 3.1.4 está demostrada. 



Apéndice A 

Referencias 

A.1 

C. Chevallcy introduce el siguiente concepto. 

Definición A.1.1 Sea V un espacio topológico, p un punto arbitrario de 
V : p E V y sean f,J¡ ,. . .,fm m + 1 /unciones reales definidas en alguna 
vecindad del punto p E V . Se e/irá que la función f depende analíticamente 
de las funciones /1, ... , fm en el entorno del punto p E V : 

¡,.,, f¡, ... .Jm 
p 

si existen una vecindar/ abierta V del punto p E V y una función real 

F(u¡,. . .,um) 

en m variables reales definida sobre un conjunto abierlo U ele/ espacio mm: 
u e mm: 

F: U-+ JRm 

con las pro]Jiedades: 

i) Las funciones J,/1, ... .fm están definirlas sobre In vecindar/ V del punto 
¡1 E V 

ii) La aplicación 
r.p: V-+ mm 

definida por la correspondencia 

q H r.p(q): (J¡(q), ,,.,fm(q)) 

77 
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mapea a la vecindad V en el dominio U de definición de la función 
F(u¡, ... ,um): 

cp:V-+U 

tal que 
Imcp = cp(V) e U 

iii) Para todo punto q E V se tiene 

f(q) = F(f1(q), .. .,fm(q)) 

iv) La función F(u1,. . .,um) es analítica en el punto 

cp(p) = (!¡ (p ), .. ., f m (p )). 

Definición A.1.2 Sea V un espacio topológico conexo, y asignemos a cada 
punto p E V una clase F(p) de funcio11es de valor real, satisfaciendo las 
siguientes condiciones: 

C¡ Carla función en F(p) está definirla en alguna vecindar/ de p (esta vecin­
dar/ JJUer/e de]Jenrler de la función). 

Cu Cualquier función que dependa analíticamente en el entorno de p de un 
número finito de funciones e11 F(p) está ella misma en F(p). 

C111 Es JIOsible hallar 1m sistema 011lenarlo (J¡, .. ., fn) de funciones en F(p), 
una vecindad V del punto p, y un número a > O con las siguientes 
propicdaclcs. 
1) Las funciones J¡, .. ., f n están definidas sobre V. 
2) Si asignamos a cada JJUnto q E V el punto <I>( q) E Il1n cuyas co­
ordenadas son x1 = f1(q),. .. ,xn = fn(q), la a]Jlicación <I> es un ho­
meomorfismo de V con el subco11ju11to de Il1" compuesto de los puntos 
(x 1, ... ,x11 ) tales que 

!x; - f¡(p)I <a (1 $ i $ n). 

3) Si q E\! fos funciones J¡, .. .,fn JJertenecen a F(q), y carla función 
en F(q) depende analíticamente de f¡, ... ,fn en el entorno de q. 

Bajo estas condiciones diremos que hemos definirlo una variedad V . 
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Definición A.1.3 Si las propiedades l), 2), 3) de la condición Cm de la 
Definición A.1.2 valen para el sistema (!1, ... .fn), la vecindad V, y el número 
a, diremos que el conjunto finito {!1, ... ,fn} es un sistema de coordenadas 
sobre V en el punto p, y será denotado por 

'f': ({Ji, ... .fn}, V,11) 

y a veces simplemente por {!1, ... .fn}, V es llamada vecindad cúbica de p, 
y a la amplitud de la vecindad V con respecto a este sistema de coordenadas. 

Definición A.1.4 Sean V y W variedades, sea <I> un mapeo analítico de 
V enW: 

definido ¡ior la correspondencia 

]JH lf>(p). 

Se dirá que <I> es regular en el punto p E V si la sucesióin 

O~ 1¡,V~T<l>(p)W 
es exacta. 

A.I Sean V una variedad, U un subconjunto abierto conexo de V : U C V , 
y F(p) la clase de funciones analíticas en p sobre V . Si asignamos a 
cada punto p E U la clase de funciones de la forma J o 11 donde J es 
cualquier función en F(p) y 1 es el mapeo identidad de U en V , se 
obtiene una variedad U cuyo espacio subyacente es U. Tal variedad es 
llamada una subvariedad abierta. 

Definición A.1.5 Sean V, W va1'iedacles y sea lf> una aplicación ele V en W, 
donde V es alguna vecinclacl ele/ punto p E V. La aplicación lf> es analítica 
en p si la siguiente condición es satisfecha: si g es cualquier función sobre 
W que es wwlítim en <l>(p), entonces g o <I> es analítica en p sobre V. 
Suponer adem<Ís que <f> es un homcomorfismo de V co11 W. Entonces lf> es 
llamada un isomorfismo analítico de V co11 W si ambos <I> y su aplicación 
inversa <1>- 1 son analíticas dondequiem. 

A.11 Suponer que W es una variedad dada, que Jl es algún espacio topológico 
y que <f> es un homeomorfismo de Jl con algún subconjunto conexo U 
de W. Entonces U es el espacio subyacente de una subvariedad abierta 
U de W. Podemos definir una variedad V, cuyo espacio subyacente es 
fi, por la condición que lf> será un isomorfismo analítico de V con U. 
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Observación A.1.1 Si {x¡, .. .,xn} es un sistema de coordenadas eri p, cual­
quier vecindad de p contiene una vecindad cúbica con respecto a este sistema. 

Proposición A.1.1 Sea <li una a¡1licación de una variedad V en una varie­
dad W regular dondequiera. Si p E V, sean Cp = TpV y lp = d<li_p(Cp)· Si Y 
es cualquier campo vectorial analítico sobre W tal que Y~(P) E J:,P para todo 
p E V, entonces existe uno y sólo un campo vectorial analítico X sobre V 
que está <li-relacionado a Y: 

Proposición A.1.2 Sea <li una aplicación analítica de una variedad V en 
una variedad W. Sean X 11 X2 campos vectoriales analíticos sobre V, y Y¡, 
Y2 campos vectoriales ana/z'ticos sobre W. Si X¡ está <li-relacionado a Y¡ 
(i = 1,2), entonces [X1,X2) está <li-relacionado con [Y1, Y2]. 

Proposición A.1.3 Sea {X¡, ... , Xn} ur¡ sistema de coordenadas en el ¡mnto 
p sobre la variedad V . Sean Y1, .. ., Yn un número finito de funciones, pertene­
ciendo a F(p). {y1,. • .,yn} es un sistema de coordenadas en psi y sólo si 

1) m=n. 

2) Si y¡= y{(:i;¡, .. .,xn) es la expresión de y¡ en términos de las coordenadas 
x¡, .. ., x,. y el determinante funcional 

D(yj,. . .,y~) ~O 
D(x¡, .. .,xn) 

pam x¡ = x¡(p),. . ., Xn = Xn(p). 

Proposición A.1.4 Sean V y W v1u·iedades, sea <li un mapeo analítico de 
V en W: 

definido por la correspondencia 

q .... <li(p) 

regular en el punto p de la variedad V : p E V Entonces si 

i/l: ({y¡,. . .,ym}, W,b) 



A.1. 81 

es un sistema de coordenadas sobre la variedad Wen el punto <Ii(p) E W, del 
sistema de funciones 

{<I>.y¡, ... ,<I>.ym} 

se puede extraer un sistema de coordenadas 

{<I>.y;, , ... ,<I>.y¡m} 

sobre la variedad V en el punto p E V . Además si 

<p: ({x¡, ... ,xn}, V,a) 

es un sistema de coordenadas arbitmrio sobre la variedad V , entonces existe 
un sistema de coordenadas 

tal que las funciones <I>.z; y x; coinciden en la vecindad del punto p E V : 

<I>.z;=x; (i::>i::>n). 

Proposición A.1.5 Sean V y W espacios topológicos, <I> un mapeo con­
tinuo de V en W . Sea Ji un punto arbitrario 1/e V : p E V . Si 

g"' <I>.f¡, ... , <I>.fm, 
p 

entonces existe f E Fw(<I>(p)) tal que 

y 

donde 

f"' f¡, ... ,Jm 
<l>(p) 

<li.f = g, 

<Ii.f =fo <I>; <I>.f; = f¡ o iJ! (1 $ i $ m), 
y las funciones f¡ son funciones de valor real definidas sobre W • 

Proposición A.1.6 Sean V y W espacios topológicos, <li un mapeo con­
tinuo de V en W . Sea Ji un punto arbitrario ele V : p E V . Si 

entonces 

donde 

f N J¡,,.,,Jm, 
<l>(p) 

<li.f N <I>.f¡ l "'! il!.fm1 
p 

iP.f =fo iP; iP.f¡ = f¡ o iJ! (1 $ í $ m), 
y las funciones f¡ son funciones de valor real definidas sobre W 
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