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RESUMEN DEL TllABAJO DE TESIS 
QUE PARA OUTENER EL GRADO 

DE DOCTOR EN CIENCIAS (MATEJVIATICAS) 
PH.ESE1'TA 

1\-Iaría José Arroyo Paniagua. 

Sobre Teorías de Torsión Espectrales 

En la Iit.erat.ura reciente han aparecido diversos trabajos que relacionan 
la estructura <lcl anillo rnáxin10 de cocientes con propiedades de la '!Caría de 
'T'orsión <le Goldic en la retícula de las teorías <le torsión hereditarias de un 
anillo asociativo con uno dado. 

Es un hecho conocido que la T'eoría de Torsión de Gol<lie es un clc1ncnto 
in1portaute de esta rct.ícula y que tiene entre sus propiedades el ser espectral. 

Por lo anterior, es natural estudiar cuales propiedades acerca de esta 
teoría particular pueden generalizarse a cualquier teoría de torsión espectral, 
así corno ahondar en el estudio de las teorías de torsión espectrales para 
obtener la rna.s arnplia infonnación sobre ellas y generar aplicaciones de los 
resultados obtenidos. 

Los principales resulta<los contenidos en este trabajo son los siguientes: Se 
dan unas caracterizaciones de las teorías de torsión espcct.ralcs; se obtienen 
resultados acerca del coniport.amiento de éstas con respecto al cambio de 
anillos; se establece que la retícula <le generalizaciones de una teoría de torsión 
espectral es una retícula. de Iloolc con1plcta y que tiene una copia isomorfa 
en las retículas de las teorías de torsión del anillo de cocientes y del cociente 
del anillo módulo su parte de torsión; se establecen algunas propiedades 
de estructura del anillo de cocientes con respecto a una teoría de torsión 
espectral imponiendo algunas condiciones sobre ella, c~tas propiedades son, 
el que el anillo de cocientes sea un anillo primo o un producto c\irecto de 
anillos primos o que sea isomorfo al anillo de endomorfismos de up espacio 
vectorial o isomorfo al producto directo de los anillos de endomorfismos de 
espacios vectoriales. 

También se determina que el pscudocomplemento de una teoría de torsión 
espectral T dada, es la teoría de torsión generada por los modulas izquierdos 
simples r-libres de torsión y que tiene como funtor de torsión al funtor zoclo 
relativo a esta clase de módulos simples; se dan condiciones necesarias y 
suficientes para que el funtor zoclo relativo a una clase de módulos simples 



resulte ser un funtor exacto derecho. Se dan las con<licioncs necesarias y 
suficientes para que la teoría cogcncrada por una clase no vacía <le n1ó<lulos 
sitnplcs sea espectral. Con esto se presenta. una. caracterización de los anillos 
sc111iart.i11ia11os. Se dau las cou<licioncs necesarias y suficientes para que la 
'1Coría <le 'l'orsión <le Golc.hnan, que es el pscudocornplemcnto de la 'rcoría 
de Torsió11 de Goldic, sea espectral. Se establece que dada una. teoría. de 
Lon;ióu espectral, ciertas subretícula.s <le la retícula <le generalizaciones <le 
ésta son locahncntc atórnicas. Por últ.irno, con estos resulta.dos se da. una. 
caracterización de los anillos con dimensión de Gabriel. 

~o.sc:L ((,•o.s Mo· 
Vo.Bo. Dr. José Ríos Montes 
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On Spectral Torsion Theories 

María José Arroyo Paniagua 

Abstract 

Severa! reccnt papcrs give sorne re!ations between the structure of the 
maximal ring of quotients and Goldie's Torsion Theory within the frame of 
a.11 heredita.ry torsion theories on a.n associa.tive ring with unity. 

It is a well known fact that Goldie's Torsion Theory is an important 
element of this frame and a.mong other propcrties it is spectral. 

It is na.tura! to ask which properties can be generalized to every spectral 
torsion theory and thcn, to study further the spectral torsion theories and 
give sorne a.pplications to the Ring Theory. 

The main results are as follows: First, we give sorne characterizations 
of spectra.l torsion theorics. We prove tha.t the Jattice of genera.liza.tion of 
a. spectral torsion thcory is a complete boolean la.ttice and ha.s an isomor­
phic copy in thc ring of quotients and in the quotient ring over its torsion 
submodule. 

We give nccessary and sufficicnt conditions far the ring to be: a.) a prime 
ring, b) a dircct product of prime rings, e) a full linear ring. d) a. direct 
product of full linear rings. 

Wc provc that the torsion functor associatcd to the pseudocomplement 
of a spectra.I torsion theory is the· soclc associa.ted to a. complete cla.ss of 
representa.tives of isomorphism classes of simple torsion-free modules. 

Given a. non-empty set' C, of representa.tives of isómorphism classes of · 
simple modules, we give necessary and sufficient conditions far the torsion 
theory cogencrated by e to be spectral. . . 

¡,~r~~i~~E;fº~~~;;~;~:,::;?i~r:Ji::~~;!Sr3:?~[;~~~!;: .. \.-~-:~;;,, 
We. prove that certain sublattices of. the lattice of gen~alizations .·of a ·~,··:·:·-- .. 

spectral torsion theory are atomic lattices and finally, we· use the latter fact 
to ~iv~ ~other characteriza~ings with,_Gabriel dimensio~ ..... ~--· 

·, ~-a::.~P'~~ Jos.L Ri"os. M •. ~: , . 
M. en C. J'..;;Z:s~ Arilyo Paniagua. Vo.Bo. Dr. José Ríos Montea 
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Introducción 
La coustrucción de los anillos y 1111. ... >dulns d~ cocicnl.P.s cu lit teoría 

de anillos, dio orige11 al r•st.uclio de- la.s tc•orías de torsh'nt. I~stas f11Pron 

presentadas bajo p1111tos dt> ':isf.a <listi11t.os por los sig11i<"nt.es autores: 

P. Gabriel [7] en l!JG2, .J. 1\1. l\laranda [17] <'n l!J64, K. L. C:lww [•I] c-n 

1965, S. E. Dirkson [6] en ¡9¡;r, y post.criormcnt.e, O. Goldn1a11 [13] en 

1969. 

J)p <-.sta 111anera~ a cada a11illo H S<' )p asocia. la. n·tírula de toda.:-; 

las teorías dP toniÍÓn hcn•dita.ria..c; drfinida..or;; en la. ca.tPgoría dr nH)dulos 

sobre R; la.e; cualP.s ha11 ofr<'c-ido 1111a t(;cnic-a 1n<><k•r11a rn la teoría. dP 

anillos dando inforn1.rtrió11 acprra dr la rstr11cl.11ra. int<•r11a del anillo y 

dr su categoría dP nl<'ululos. 

En [10], [11], [2íi] y [:n]. s.- ¡ne"·11ta11 las n•copil;u·iu11<•s 111as co111-

plrtas sol>rc p) c.•st.udio ,¡,.las f,·oria~ dP torsit.>11. 

Uno dP los clt"11u·11t.os ~ubrt·~ali<'lllt•s d<· la rt•t ícula. d" las t.l·orías d<" 

t.orsión hrrf'ditarias ~ohre 1111 anillo H.<':-> l;1 ll;u11ada. teoría d" tur:o:i<)11 
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de c:oldir. [12], introducida C"ll 1961. Para (.~Sta, ha11 sido (~laborados 1111 

gran 111ín1C"ro de traha.jos, corno por rjPn1plo, P) de-- .J. 1\lin y S. l)ickson 

[l], los de F. Raggi y .J. Ríos [18], [:m] y K. Guod .. a.-1 [1'1]; «st.C> 1ilti1110 

prcscnt.a un <'~t.11dio Pt1 profundidad c)p rst.a teoría d(• t.orsiú11. 

{Jna carR.CÍ.PrÍstica dr- }a. teoría d<• tor~ÍÓn dC" (;oJrli<" l'S q11C Ja c-ate­

gorÍa cocirntr iL."'ioriada a C"Ila. c>s una cat(•goría. PspPct.ral. Alguna litera.­

tura asociada. a cat<.·~orías f'SJH·ctrales purde c-ncoutrarsP en el lihro de 

B. Stre11sf.i'>111 [27] y <'ll lo:s trabajos de .J. Hoss [2·1] y su bibliografía. 

E11 1978, .J. Zrltnauowitz [:~O] presP11h) ro11dicio11f's necesarias y sufi­

rie11t.cs para ClllC 111n-t. tl•<ffÍa. de torsi<)11 lic•reditaria. tuviPra. la. propiedad 

c:h• quc- <"I anillo de cocirnt<"s cun n"'SJ>Prto a <"11« Í11Pra artiniano sPn1i­

.si111plr. Esf.;1s condicion('S son: <)11<-- la l<"orÍ;1 tle t.orsicín r.11111pliera que la 

categoría rorient(' .asociada a (')la fuera f'!-'JH..'rt.ral y (JIU' el Hit.ro ;Lo.;uciado 

t.enga. una hase dP idPalrs fi11itanH•11t.P g<'n<"rados. 

E11 198.'), .J. L. (;ó111cz Parclu [1 11] JlanHj a las l<'oría.s de torsión quc­

tuvieran la propir-cla.d de- quP su ca.tPgoría cucic-11f.t- SPil esp<~ct.ral, teorías 

dC" torsión rspcrt.r;1Jes y prPsPrtf.ó algunos r<•s1dl:tdos ;1c:<·rca de su funtor 

loralización, rclacio11ó <~•st;1s con co11dicio1u•s clt• f111it11d C"IJ la retícula. 

de~ suhrnódulos de un u1úd11lo izq11iPrdo dado, die~> adt>rná.s dos técnicas 

para la ohl.r11rió11 de radicalrs de torsi611 <'Sprct.ralrs y estableció que 

las t.t•(JrÍ;\s d<" torsicí11 <"SpPct.ralrs t.ic1u·11 la prupiC'd;ul dP q11P su a11illo 

dP cuC':ir.11t<·.S <'S 1111 ;111illo r<·~ular ;111tui11y1·ctivo <'tJtr«' ot.ros n·s111t.;ulos. 

Est.a 1ílt.i111a ta1nhit":.n es Cflrart.crísti1·;1 dr In t Poria dr tor::->i<'111 de- (~oldiC' 

e11 anillos 110 siug11lan"s. 
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(9] est.11.-lia.ron ca.rartPrizaciu11es dP lus V-;u1illos co11sidt..•ra111lo 1111a c1a ... c;c.­

dc teorías de torsi<'>n qttr incluyen a las t Porías de t.orsic.">11 espPrt.rales. 

En la litC'ra.tura recicntr ha.11 aparPc-iclo diversos trahnjos que rc .. la­

ciona11 la c-st.n1ct ura <lt--l a.uillo 111cíxi1110 <l<' cocicut <'!"' cu11 prupie1.hules 

de> Ja tPorÍa ele.- torsÍÓll dP (:oldit' ('11 la retÍc11lét.. dt> tt•orÍCls de t.orsil',n. 

Por lo éu1t.Prior~ nos pareció 11at.11rill prc•g1111t.arnns si las propit·dadt's 

ohtrnidéLS por otros a.ut.orcs podían µ_P11Pralizarst• a. Cttidquh~r t.t·uría dr 

t.orsi<~u espectral , a.sí con10 ahondar Pll <'I rst 1ulio dP t;st.as para ol1t.t'll<"r 

la 111as a111plia.. i11forn1arh'u1 an·rca dr c-l1as y p,t'llPrar apliracio1\<.""S de los 

rC's11ltarlos oht rniclos. 

Pn·vio al <>st 11dio de- las tt•orít1s d1• t ot·sit.HI, PS llP<"l'S•1rio c·u11oct•r al­

gunos asprclos dt• la. t.Poría dt· las cat.r,L!;orÍHs, así 1·01110 dt• la t.C"oría d.­

tllC)dulos, conlu l'I que prc.•sPnt;,,11 [:~] y l~;,]. 

En Ps1.P trabajo dPdica1nos t•I p1·i111<'r capít.1110 pan:t .-:-.:,pon('r los con­

C('pt.os bii.sicos dP las l<•orÍ;ts «\P tursÍl.>11 cp1r su11 los citHÍt•11tos del 111arco 

t.Pórico donch• t.rühajanll>S y que 11os su11 clP ntilid;1cl t•n c•I 111aterial qut• 

rxpone1nos JH>stt>J"ic,r111r11lP. 

En t•l spp_;1111do capít.ulu iniriatnus t•l t•st.tuliu dt• las t('orías dt• torsi,'ut 

rsp<"ctrah·s, prcst•11la 111us al1?,11 na.s ilt> las propiPdat lt·s itnport.a 11l es cpu• 

liHll apnrrc-i1lo t'H la lit t•rat nra y d•111H>S algunas canlf·t PrÍzacin11cs ch· h1s 

t.Porías .¡,. tursit;11 PspPctralt•s. ·ratHhit':.n. ol1t.P1u•1nus rrs11ltaclus <nTJ"CH 

drl co111purt.an1Ít·11lCJ dt• las trurías dt• torsit'>11t•spcct1·al<'s c·o11 IT~pc•c·tu 

ni ca111bio dt• a11i1lu~ y pn•!->t'lll <11110;-.; <i1.c,111li1~ 1·;i1·;1c·t 1·1·íst ic<a~ clt•l ;11iillu 

dt• ro1·ic•11t<·~ ele• 1111 ;nlilln dado c·u11 r1•sp<•f't1J a 111\il l1•urÍ<1 dt• tursit~>ll 
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En e) tcrcPr capítulo., estuclia111os la eslr11l"lttra de la retír11la de 

generalizaciones dr. 11t1a teoría dr torsicju csprrtral T en un .nuillo R, 

estahlf"cP111os q11P esta rrtíc:ula. lÍPllP 1111a copÍ:l iso111orfa P11 lns r<""lÍrulas 

de las tPorí;1.s dr torsión de los a11illos li/I rC /?) y llr- (~01110 consecurn­

cia, proba.n1os q11f" l•sta e-s 1111;1 r<'lÍcula. de- Boulc.:• co111pleta. Obtc11e111os 

algunas ap1ic:acÍt>llPS dr c-stos r<"s11ltados para Pst.rtbl<'<"<'r a.lguna...'i propie­

dc:ules df' rstructura. aclirionalPs a las n•¡a~rt.adas Pll la lit<"ratura para 

el anillo /-i.r, i111ponir11do cif"'rlas co11dicio11es a la. teoría dt" torsión T. 

Co11rretit111rntc, da111os ro11dirionrs necc>s<trias y .sufirÍ<"'lll<"'s para qt1l" el 

anillo dc> cuci<"nlPs con rPSJ>rcto a 111i;1 tPoría tlt· t<>rshjn (•sp~ctral rPsult«­

S<'I': a.) 1111 anillo pri1110, h) un procl11cto dir·rct.o ,ft• a11illos pri111os, e) el 

nnillo ch_• PtHl0111orfis1nos de- 1111 <>spacio V<>rtnrial. d) PI producto dirPcto 

clt· anillos de- r1ulun1orfis1nos dP Psparios v«>ct urialrs. 

En el cuarto capítulo consideran1os en la. rat t•goría ele n1óclulos iz­

<¡11ic-rdos un co11j1111to «otnplcto ch· r<"'pn•sp11ta11tPs clt~ clast·s de bu1nor­

íis111os dr nH>dulus si111plrs. Dada 1111a trorí;1 tlt• t.orsi1.'•11 t•spt'ctn1l, pro­

J,;u11os que su psrudoco111plrnu:-11to es la tt"uría dP tun .. h'u1 gt't1Crada. por 

(•I co11j1111to clc· los lllljcl11lus si111plc-s lihrc-s ch• t11n-:it'•11 n.>n respecto a la. 

t.c·orÍ;1 de t.orsi<;ll de la rual parti111os y qut" su f1111t or <fp torsi<)11 asocia­

do <'Sel f1111tor zorlo r<'lat.ivo n C"StP co11j1111to de• 111ócl11los si111pl«-s libres 

dr torsicíu. 1'a111hii·11. proh;i111os <(11< ... PI doJ,)p p:-.t·11doco111pl<"nlP1lto el<' la 

l<•oría d<' lorsit;ll original. <'S la lPoria dt> torsití11 cu~<.·11t•racla J>or cstt> 

111is1110 co11j1111l.o dP 111ócl11lu:-> si111plc•s y q1u· 1°•:-.I a t•s <'8prctral. Da111os 

t.;a111l>i1"11 co11dicio11t•s IH'C'l'SiHÍéls .\· s11ficit•11tt·s p<1n1 q1u• t•I f1111tor zoclo 

n .. •lativn a esta clas<' dP 111úd11los si111p)Ps rc.·sultt• 1111 funt.ur <'Xactu. Es­

t.ahlc·cc111os rondiciot1Ps llPcesarias y s11fici<'11I t'S JH11·c:1 q11P la teoría d<• 



torsiéu1 cogcnPrada pur cualquiPr co11j1111to no vacío de rrpn•s<•11tant.Ps 

de clases d'"' iso111orflsn1os dr 111ód11los si111plcs sea espectral. Así111is1110, 

darnos t111a caract.Prizaci<l11 dP los anillos se1niartinianns )os cuah·.s tiPJu•n 

la. propirdad d<· Cjllf' <'I zoclo de cada 111c'ul11lo 110 tri,·ial <'S 1111 s11h11u)dnlu 

disti11l.o dr cer·o. Dan1os co1ulicio11Ps JH"«esa.r·ias y .s11fici(•Jit.Ps para q11t• la 

tt.""oría dt• t.orsi<.J11 de (;oldu1an. que <'S t•I psrudoco1npl11H•11tu dt> la lt•oría. 

de torsi<Jn d(• c:oldit ... St"Ct llllit ft•oría dP torsit'.111 PSJ>f"Cl nil. E11t.n· ot.r;1s 

coséL..,, proba.1nos que la tt"oda dt• torsión d .. l;u)d111an ('S rspt•ct ral si y 

s«.'llo si el anillo es .st•111iart iniano y rl cociente del anillo 111i'ul11lo s11 parfl' 

de torsi(JIJ dP c;old1na11 <'S 1111 .a11illlJ art.i11ia.110 :•w111isi111ple•. Así tarnhic.~n. 

datnos co11dicio11<·s t1t•n·sarias y suficientes para q111· sc.-él rspectral cual­

quier csp<·cializ.étci<J11 dt> la te·t>ria <I<• l<nsió11 d1· (~old111;u1. '"rcnnina111os 

C"st.r• c;1pít.ulo co11 1111a s1·1-i<-> d1· 1•j1·rnplos q111• si1·vc11 para ilustrar In f<·nrí:1 

des;i rrol ladn. 

E11 rl 1ít.i111n 1·;1pít.11lo hacc..·111us 11so dl'l a_e;r;ul.ald<· co111port.a111ir11to 

que li<·nc11 l;1s tt•orias ti<" torsi(Ju <'SJH'•lra)f•s respecto a los 11t<'ul11los 1·u­

críticos_ ( '011sid1·ralllt>S la n·t.i1·11la de l!;<'ll<'ndizacio1H·s dt• la. t.t>tHÍa. dt• 

torsi<J11 cog,c1u·r;ula poi· lus 111t'•d11los cu1-n'ticus lihn·s de• torsi<.HI, c-011 r1•s­

J>Pcto a 1111a ft'oría d1· torsi<)11 <":-OIH'c11·;tl d<ida. prolr;1111os q111• ,··st.a <'S 

u11et n•tíc11);1 loral1n<·111.<· ;1tt"11ni1·.;1. ~L1111lri/·11. prol>illlllJS q11e• t•sla c;arac­

t.Prístira la po.SPf' la n·tir11la ele ,!!,t'IH 0 r;1liza1·io11t•s 1lc la lt'oria ti<" to1·si<)11 

pspcctr;1) cuando p))a 1•s f1u·1·lt•1111·11t1• s1""111ip1·i111-.. Fi11c1l11u·11t•·. liacic.>11-

do uso de c.>st.u ... n•:-.1dt.;1clus ol>t <'lll'lllos c;11·actt·1·iz;1cio11<·s de· lus <111illus 

l,ri<'I. Estus JTs11ltad<Js .L!,«'ll<'ndiza11 lo~ n·port.;id11s <'11 f;1 lil<·1·at11ra pana 

la t.t"orin dt• to1·~it'Jll dt• c:oldi1·. 



Capítulo 1 

Conceptos Preliminares 

(!orno ;111tt'Ct'"'denlt• <le ('SI«> f.r.al,ajt>. 1•1·t·~t·11ta111os l;1:-- <lc·fi11icit>11t•s, la 1u1til­

ci<)11 y los co11ct•ptus g1•11c·1·;tlt>s dt> la:-. l1·orÍils dt• l.ursi<~ll q11c 11tilizarP111os. 

'J'.a11to las <l<'tJ1<Jstr;1cio11t·s n11110 1111il 111ayor i11forr11aci<~11 dt> lo q11<• ac111í 

111<-11rio11a111os pu<•tlt•11 1•11co11tn1rst• 1•11 [ID]. [1 IJ (~fi] y l21]. 

A lo largo df'" todo <'!'itt• trabajo. dc11ota1nos con ll <t. 1111 anillo i\SO­

ciaf i\.·o cu11 c.-lt·11w11t(> unitario. 11tiliz;u11os /(-1111ul pa1·;1 d1·11otar a la ca-

1.<:>,E?;oría dr todos los /?-11u)d11los izqui<·rdus; :-;j ,\/ PS 1111 t•),.111c11to dP Psi a 

raft•goría. /::( 1\/) PS la c;.Íps11la i11yc 0 <·t i\"'9 d1• .\/. 

Definición 1.1 /i11a /, nr(a d1 lnr . ..;iríu T = ('Tr• Fr) ... ohn /(-111od r .... una 

parr)a dr ,·/a8r·.'-· ,¡, ll-11Hidulo: .. 'fllt . ..;o/i .... fart" lo ........ iy11ir 11/,-. .. a.rin11111.-..: 

1. TTn:F, ={o}. 

[J )Ulrll I oda s E .F, , 11!011("('.' ,\/ E TT. 

[J /111,.ll /111/a .\/ ,::_:: .F, t 11f 0111·r .... \" E Fr. 

7 



Sobre tcnr{;,s de tursióu <~$prct ra/c:;; 

A TT'" la lla111an1os la clase de T-lorsi<>n y a. sus 11H
0Hl11los, los 111c.0>dnlos 

d~ T-lorsic.jn; n1ic-11tras qu<· a :F"r la llé\.111;t1110.s la rlasP r-lihrP dP t.orsi<>n 

y a sus rné>dnlos, los 1nódulos T-lihn·s <le torsión. 

Proposición 1.2 / .. u .... .... i_quicu/.c,.,. propirdadc._..; .... 011 t q11i1•alt-11/t._,.. pura 111111 

r/n.r:;r T dr R-111rfrlulo.q i=quicrdns: 

ii) Tr r_q una clo._,;;r cr1Tnda bajo cocic11/co..;, _qu111.a_... dircc/11:; y cJlrnsio-

11t'S. 

Proposición 1.3 l.Jn:;; ·"i.quic11tr.~ ¡11·opirdndr:;; $011 rqui,.alr-11/1·8 ¡u1rn una 

clase ::F dr ll.-111ód11los i=qrticnlo .... : 

i} F = Fr para n/91111a /rur{n dr /or ... ;,.;,, r . .-.obre /(-111od. 

ii) :F"T'" ,._... una cla.c;e cr.r1·adt1 bajo ._"Oubobjt'f"·"'· produr/o ... dirn·/os y c.r­

tcnsio1rr.q. 

Definición 1.4 /Jr1·i1110 .... r¡ur 1111n /1,or/a t!r lor ... ;,;11 r 1 .... In rn/ila1·ia, 8i 

la d<1 . ..;r <le 1116d11/o.o..; dr r-lor..;.;it}11 r· .... crrrnda bajo .... 11/n11,ídu/r1 ..... 

Todas las tt.'oríns de torsión que considcratnos en est.t.~ t.rn­

bajo son hereditarias. 

Proposición 1.5 .'ii T ,., ... '"'ª /101·[11 d1· lor ... i<í11. 111/0111·1 ... r es lu ndi-

/ario .... i y . ...;á/o _,..¡ la 1·lu .... r 1/,- 111ádulo.-. T-/i/11·1 .... ,¡, lor ... iríu 1· ... 1·1 1Tt1da hajo 

t"tÍJ'SU/08 Íll.f/ft'fÍl't/ . ...;. 



D<'notanu>s ro11 /l-tors a la clas<" dc> t.odns las t.t•orias dr torsión 

hereditarias definidas sol,n· //-111od. 

Para. T una tPuría dc> t.orsi<'•11 y ¡\/ n1alq11h·r /l-rnc'ululo~ ,1t'11ota.1110.s 

con lr( i\I) a! 111ayor s11IH1u'1cl11lu dt· .\/ qllt' pt·rtPTJt'CP a la. clast• TT~ t•s 

decir, l,(1\1) = L:{N e;; /\/I .\'ET,}. l>t· •·sl<t forma. la asig11ac-ió11 

A1-. IT(1\/) <l<"fitH ... el f1111tor Ir(_): /l-111od - /J>-1uod. 

Proposición 1.6 ,','ra r E 11-for.-., r 11/011c-rs: 

i) !,(_): R-mod 

l"l.-111,od. 

/(-1nod '·' 1u1 8ubfu11/n1· dr/ Ju11/or irh·nfidad t'll 

ii) Ir(_) e-.. un funlor r·.r1I1·/o i::r¡uir-rdo. 

iii) Si/\! E ll-111od. <1t/011n."' Ir (,\f/lr(1\f)) =(J. 

A los :--;11hf1111torrs dPI funtor idP11t id11d t¡ttt· s;,t.isfan•11 la propied<t.d 

iii)~ SP les ronocP ro1110 nulicalt•s. t\1 f1111tor Ir(_) lo lla111f't111os funtor dt"' 

t.orsi<'in o radiral de torsi<jll. 

Definición 1.7 lh1 ro11j1111lo ,," '''"·,·o L~. d, idc<llr.-. i::t¡uit-rdos ,¡,. /? 

, ..... l/a11111</11 1111 ji/lro idt·111¡ul/1 11/1 o un ji//,.n ,¡, (,'abricl ."'>i .... a/i .... ftlf'f' las 

$i911irr1/1 ..... ro11t!irio11t ... ; 

i) Si I E C y 1· E U, 111/n1u·rs (/: r) E C. 

ii) Si I e;; U 1111 idrnl i::t¡uirrdo y r·Ji .... lt· .1 E .C !ni que ( I r) E C. 

pnrn /oda r E ./, , nlo11r1 ·' I t7 C. 



10 Sobre IP<J...rÍ&<i de torsió1J es¡>ectra.les 

Sean T E R-tors y M E R-mod, un subu ><"iclulo N de /\,f es llamado 

r-denso si 1\1/N E Tr- Sea .C.T(J\1) = {11N ~ ll'T 1 1\1/N E T,}; en 

particular, consideramos el conjtt11to de idPat.<>s izquierdos r-den~os del 

anillo R, .C.T ={ni~ R 1 R/1 ET,}. 

Proposición 1.8 Las siguientes condicionc...-s sori equivalen.tes para un 

conjunto no vacío C. de ideales i=quicrdoB dr un anillo R: 

i} .C.= .C.T para algu11a r E R-lors. 

ii) .C. es un filtro idcrnpoknfr. 

Decitnos que un R-mó<lulo J\I es r-inyec:tivo si: Para cada. sucesión 

exacta. corta O --+ I< --+ N con K E .C,(N) y para cada R-morfismo 

f : /-( _. A-1, existe un 1norfisn10 g : N -t J\,f que extiende a f .. 

Para r E R-tors, clecin1os que un suhnc1ódulo N ~ M es r-puro 

si /vi/ N E :FT. Tenemos que la intersccci.cSn de cualquier familia de 

submódulos r-puros de un R-módulo izquierdo es r-puro. Adc1nás, 

cualquier submódulo N de un R-n~ódulo i::zquicl"<lo 1\1 está. contenido 

el_"} al menos un subn1ódulo r-puro de kl 1 a s...aber l\f 1nisn10. Lo anterior 

nos a..."egura que exist.e un elen1cnto 1ninin""),a..l de la. fa1nilia de todos los 

subn1ódulos r-puros de M que contirncn ~ N. A este sub1nódulo lo 

lla1nani.os la r-purificación de N en 1\1 y le> cknotatnos con Np(-r) y es 

ta.! que NP(T) / N = tT(M / N). 

Con Sa.tT("'f), denotamos a.l conjunto de su bn1ódulos r-puros de 

M. De (26, IX, Proposición 4.1]. tenemos que Sa.tT(/\f) es una retícula 

modular completa.. 



Conceptos Prcn111ÜH1rc• .... 11 

l">ilra TE U-t.ors y J\I E //-111od, PI 1111}d11lu ele coci('lltt•s ¡\fr. se clc·fi11<' 

C"'.01110 la r-purificaci(~ll dP /\/ /1 r ( 1\/) l'll s11 c¡\psula. i11yPct j,·;1. 

C~on (Ji, r)-1nod dc11ota1nos a todos los /-f'-11ll)d11los r-lilirt•s dP tursi(}ll 

y T-puros eu su cápsula. i11yt·ct iva. J)(' [:!O. IX. ( 'un1lario l. lo) y de 

[26, X, 1.<-•or<·111a l .G], (//., r)-111od c•s 1111<L suhca.legoría ,ph.•na d" //-1uod, 

ade111ás ch.• ser una categoría clt• (;ruthc-ndiPck. 

La asi~uaci<..Jll J.\! - J.\Ír clPfin<' 1111 funlor (_)r: //-1nod---+- ( //, r)-1nod 

lla111ado f1111t.or de localiz;u·ic...'"ll. En pad,icular. PI //-nu'ululu Ji>r tit.·np 

estructura df:> anillo y los /7-111c'1d11los T-lihn·s dt• torsit.>11 y r-i11yt>ct.ivos 

adq11i<•n.•11f'sln1ct11ra. ClJllH> Ur-1núd11los izqui(•nlus la cual t•Xli<·11<lc- c-11 

fornHL 11at.11nd su estr11ct111·i, dt• /t'-11H)d11los, Ur t•s llatnaclo rl anillo dt' 

cocic-nt<'!i ele/? n•spPclo ar. Ad<•111ii.:;, dt• ['2<i, IX, ('urol.ario ·l.~»}, Pxist<• 

\lflél currt•spo11cl<·11cia. llllO ¿' 11110 c11lrt• los uhj<"los 11<• Sc1t r(.\/) y los 

subol>jc-los de /\Ir <'ll (U, T )·1nod. 

'T,~11r1nos <pu· /l-t.ors es un ro11jnnto parrialt11c11te ordt 0 JH1do si <la111os 

el ::;iguiente orden: Para T y a E [/-ton.;~ c1Pci111os <pu· r S rr si Tr ~ T". 

Proposición 1.9 Scau r. rT E R-lors. Ln..::: si!luit 11fr . ..¡ ro11<lirin11rs ·'º" 
eqttiualen/c.<ii: 

i) T :'.S <7 
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Asin1is1no, R-t.ors adquiC"re estructura <lr retícula co111plPta con la."'I 

opPracio11Ps /\ y V clrfi11idas a co11t.i1u1;u·ic)11: 

Sc•a { Tn} A ~ f(-t.ors. PntuncPs la t«•ur·ía ti«' t.orshln /\,\ r,. q11Pda dc._'I c•r-

1ninada c·o1110 aq1u·lla cuya clas<" rlP tor.sicí11 es la i11f1•rsc·rC'ÍÓ11 de todas 

);1s c:Jasrs d<· T,t-t.orsi .. ~11, es dc-rir, T,..,A T,, = n,\ Tr.,; y V/\ T,,. esta dct<•r-

111i11ada c·o1110 aq11rlla. cuya clasr lihrP el<"' torsic.j11 PS la i11tPrspccit'u1 d<~ 

todas las clilsc•:-t Tu-lihn·s dC" torsi611, es dPcir, Fv(\ T,. = n,, Fr.,• 

Una. propirdacl adicional q1u" s<tf isfac«" la 1·<'tic11la íl-tors rs q11P la. 

opC"racit"u1 /\ distribt1y<' 1111io11t>s arbitrarias, ps d<'cir, sr c111nplc· para r 

y {ra}t. <'11 R-tor-s. <fll<': T /\(V,.. Ta)= v,..(r /\ Tn)· 

Proposición 1.10 (R-lors. :::;, /\,V) c·s un 11u1rco. 

()011sidcra111os 1111a fa111i)ia {J\/,.}J\ dt• /l-111tÍ<J11lo:-o izquit.•rdus. dc110-

t.a1nos ron l({/\/0 }/\) a la 111í11i1na teoría clt- t.orsi{111 para la ru;\I r<ula 

/\In es de torsir)11, <'S d<"rir,~({i\f,.}t.) = /\{r E R-lnrs/{1'/n}A ~ Tr} y 

a t~st.a la lla1ua111os I;, l<"'<>ría de tor:--ióu gc•11c·1·ada por la fa111ilia {1\1,.,,}J\. 

(:ol) \ ( { 1\f,.} ¡\) dl'1lOta1110S ni JJJáXillJO t•)t'IJH'lll.O dt- /?_-torS para e) 

cual rada 1\/., es lil>rr· d" torsiú11. rs rl<'r·ir. \({;\/.,},d = V{r E U 

t.orsl{1\/0 }A ~ _'Fr} .\· lt> JIH1JHllllt1s l;1 f<'c>rÍil dP f1n·sit'111 coµ,t'Jl<'l'ada por la 

familia { .'10 }". 

(!011 ~y \: d1•11ofa111os ni c•lt•Jllc>HI" IJH'11ur y ill 1•)1·111t·11t.u 111ayur 11<'1 

111arco /l-tors. 



C'onccpt.os Pn•li111i11;Jr(">s t:l 

Decirnos CfllP u11 R-111ód11lo ¡\/ PS r-rocrítico. si /\/ E Fr y torios sus 

.sulunódu]os distiutos de cero son r-dt>nsos. Deci1nns q11P J\/ c·s cocrít i<·o. 

si 1\I es x(Al)-eocrít.i(·o. 

)Jrrin1os q11P r E /l-tors t•s prin1a, si C"S la l<"'oría el«> 1c1rsit;11 c-op.e11r­

rada por alg1í11 111c',d11lo rocrítiro; T <"s sP1nipriu1a si PS IH i11t(•rsc>ccic;11 dr 

11ua fatnilia dr lc•c>J·ías (lt• t.orsicí11 pri111as: r 1•s fur1·tc•11ic·11t1• sc•111i1,ri111.a si 

<"S la lPoría. de.• torsh'111 co~r·1H•r·i1da por todos los 11uíd111us r-corrít.icos. 

[)p qtu" /l-Lors sc•a 1111 lllill'<"O, se cu11rl11.\·e la PXistc·11.-ia clc• ps1•11do­

ron1plr111e11los; PS dc>1·ir, si T t: /(-t.ors, c•I ps«>uduco111p1c·11H'JÜ0 dt• r c•s 

un <"l<'1ne11t.o dP R-tors al qur drnut a111ns con r..L q111• c:111npl<- co11 las 

siguic-r1tes J'ro¡>i1·d<t.dc-s: 

ii) Si CT E /l-ton~ t•s ta] <J11P r /\ l'T = (.. 1·11to11ces a::; T.1.. 

E11 rstc" trahajo 11tiliza111os co11 fn•c11t•ncia la :-;ig11ic·nt.P caract.Priza­

ción del psc11doco111plc·11u·11f.n rl.. dc·hida a --r;.J,y1-ct·. [:.!!»]. 

r.L = y({us· ¡ ,<,· <'S si111plc y s· E 7,}). 

Dada r E H-t.urs. !Vn(r)(H) = {tT E H-tors 1 T::; tT} <'S la n·tinda 

de gcnc>ralizacio1H .... .S dl· T. cuando no laay;1 n111fllsit
1

1ll sohn· PI ~111illo <'ll el 

que se t.rahaja, 11sarrn1os suln 9r·11(T) por ror11odid4'11l. 

Parar E R- t.ors, '-'l'(r)(H) = {tT E H-tot·s 1 a::; r} •·s la n•tícida 

de t•sp<"c.ializa("io11t•s de r. 



So/Jrc t.eor[;Js de torsión es¡><~ctralcs 

Sea T E R-tors, decirnos c¡uc T PS una te-orí a dr lorsit)11 TT F si la 

clase de n1ócl11los de T-torsióu es cerrada ),ajo productos dir<-•ct.os, en 

Pslc ca.so dc--ci1110::; <JUt> Tres 1111;1 clasc-- T'7'/•'. 

Es u11 hecho co11ocido qur el ro11j1111to dt~ teoría~ de torsi<'i11 7-.'l'F es 

cerrada bajo intcrsrcrioru=-s arhitrariils. AclPnlÚ!-i tcuc-rnos que X es una 

tc-oría dP torsión T7' F'. Por lo qur- podernos concluir que para cada 

r E R-tors existp uua 1níni111a t.rorÍ;1 clP torsiclu 7'7'f.\ que- drnota.111os 

con T y <'S tal <¡11<' TE gcn(r), de IH•rho, T =/\{o- E R-tors /o- es 1''/'F 

yr$o-}. 

LlanHunos a 1111 rlc-rnrnto T dr //-tor·s t>stc1blc· c11a11tlo la clasc- dP 

1nó<lulos d<-' r-torsiúu <"S rer..-a,la h;-&jo c;Íps11las i11ycctiva.s. 

Dc•c.in1os que 1111 ideal izquierdo I del anillo /? c-s PsPncial si te11Pn1os 

qu<" In A# =¡Í; o PS cierta para cctda id .... d izr¡uiPrclo A. ;¡f o d(• R. 

Para rada /lJ E /?-111ocl,. si .r E ;\/ .. el a1111lador ,¡e .r lo drnof.an1os 

con (O: .r). El subrnc:ululo q11c" fon11<t11 los clc·11u·1itos dc- J\/ que t.i<·ru·n 

anulador r-s<·11cia.J e11 ff lo lla111a11ios el s11h111ócl11lo si11g11lar de ./\/ y lo 

clenolan1os por :::(Al), •·s d.·cir, ;:;(,\/) = {.r E,\// (O: .r) rs <'S<'11cial en 

R}. T< .. IH!l11os q11c• .=(_)es 11n suhfn11t.or del f1111t.nr idt•nt.ida.d en /l-ntod. 

Si 1111 111<''.ululo izq11i .. rdo ·'' t·s t;d lfllP :(1\/) = n. clcrirnns <pie¡\/ (""'S no 

si11g11lar. 

lJu el<"nu·nt.o dist.ing11ido de• //.-tors c•s f;1 teoría de- torsitl11 de> (;oldic·~ 

Ja cuctl denota.111os con r_,,, <·"sta c.s liil q11t> :-;11 rlast• libre ele torsión t.•s la 

cla.."iP dP todos los 111ócl11los 110 si11g11larc-s, t'~ decir. Fr9 = { 1\/ E /(-111ocl 

/ 111 es uo si11g11lar}. 



C.'otJC<!pf.tJ:-> /'1'<•/i11JÍl1~trt.'S 

Sra 1/• : // - s· 1111 n1orfis1110 dt• i\llillos. ,¡, irulttreo Pll fon na n•ll 11ral 

111l f1111lor 1/'.,.: .~·-111od --+ }(-111od y «'TI co11s1•c11P11t·ia t111a f1111,·ic.'11 1;'•# : 

R-tor·s __ ,. ,..,'-1ors C1l)"it n·g,la ele curn·s¡><111dc·11cia ('s: P<11·;1 tT E U·-tors. 

t/•#(rr) = T~ do11dP Tes la teoría el" 1.01·si,'•11 r11~·0 lillro idt•111pol1•11tr 1·s 

.e,= {si<;;; s· ¡,, I E .C~}. 

En g<0 11Pn1l. 110 SP r11n1ple q11,• l1ulu S'-111('ul11lo izq11i1•rdo rr-lil1n• dt• 

torsi6n al St'r r·onshl••radn cn1111> /i'-11lljdulo izqnirrclo s1•;1 r-lil1rc- d1• for­

sh~n. 

Definición 1.11 .<><·au 1/1: /l - s· 1111 11101jis1110 dt u11i//o_..., rr E U-fo,..<> 

y r/•#(a) = r, du·;,110.-:0 q1u· rr f'..:.O co111¡uLliblt con 1!• .-.:1 ¡1111·0 "º"ª ,i.,'-111rídulo 

izquirTdo /\' ""' r·u111¡~lr qrtt, .•. ,-1\' 1;:: .'Fr ..... ¡ y .... á/o ,,,.¡ 11.Y E :F,.. 

Si c-11 particular co11:·ddPn-u11ns 1111 anillo /i'. / 1111 id1·;.J l1il••t<'l'id d<" 

R y rr: R -+> 11/ / la ¡>royt ... cri(_.,Jl c<nH"•nica. lt'IH'lllus por· [l 1, C~urolario 

.t17.8) que todo c•h•111e11to de /?-tors t'S cu111p<ttiLIP ron rr. 

/? = r1 .• X ll:i. X ... X ª" rl a11illu ¡noducl.o. St•au .. \, : /?, - /? y 

7r¡ : R _. R¡, las inclusiones y proyercioneos 11at.11ralcs; t(•t1r111os lo:-; 

funtor<~s >..i. : /l-111od __. /l¡-111od y 7r 1 • : /l 1 -111od _., /(-111od, así co1110 

las funcio1u·s .. \i# : f-{,¡-tors - /l-tors y 7r 1 # : /?-t.ors -+> /?,-t.or':->. St•a 

u¡ E //¡-tu1·s para e cu.IR i = 1, ... , 11. 1•11to11<·t·s .\ 1 # (a1 ) = r, E /i'-turs 

y T,, ={,\/E R-tnod 111, ,\/ E Te,}: adc111;Ís. 71',.,(,\;.,(n-,)) = ,,., [10, 

página 9!'1]. Sea CT 

I = !, X , , . X /,.. 

t.ene111os qu~ .Í:.n- = 

= /\r1, 

doudr 

{! = '· 

,,. 

'· 
X 

E 

c .. ...; 

//.t1JJ"s; cuino para. cada. idt•al / dP R. 

1111 idP;d izq11iPrdo dt> /i', Jlill"a c<irla. i~ 

x !,. \ /; E C; V;} = n.C,,. La lt·oría d<• 



lCi 

t.ursión u es lla111.ada ta1nhi<-;11 la l<'orÍñ ch~ torsi(J11 pnul11,·to y se d<"uot.a 

por a1 X··· x cr,.. 

Por lÍltinl.o. deri111os C(11C' una ratcgol'Ía d<' (;rolhc11dirck e es CSJH"C:­

tral si cualquier S11Cf"C'ión PXaCtit. corta t'll e SC" psci11dt•. c:al.riel y Ol)(·rst 

prt1cha11 CU [8] <(llP dada llJJa C-af.pgorÍél t'SJ>PCf.ra) C, t'•:--.til PS «'<flJiVa)cnte 

a la cat.c-goría (Ji, 7:q)-111ud, du11dP Res 1111 a11illo r1•g11lar autoinyc'ctivo 

izquierdo. 



Capítulo 2 

Teorías de torsión 

espectrales 

lJna d<· las prirncra.'i aplicacion<·s <l1·I uso ti<-" las tt•orías clC' tun.;ión 

t•.sprclra1cs se di<~ en [:lO], c1rn11do :-;p r.stal1lcciPro11 las co11dirio11t•s ll<"C"<'­

saria..c.; y s11ficit·11f.rs parit qu<' un anillo asociativo con <-h•tn<-"llt.o 1111ital'io 

tuviera la propiedad d1· '111P t>] anillo de- cocir-ntrs rPsp1·ct.o a 1111a t«."oría 

de torsióu fuera 1111 ;111illo arti11ia110 s<·111isi111plt•. ~ran.1hi<-:11 en [~)]~las uti­

liza ron c11a11clu pn·sp11 t.aro11 n lg1111;1s ca rarlt•ri2acio1H'S dP los V-an i 1 lo:-;:. 

En [1~1]. se rP;diz(l un estudio 1·11 profuudidad de· l:is teorías dP forsi<ln 

t>.spPctrales. d1• l.Pcho., es <'11 c·st «' t rahajo do11dr fonnaln1e11t<- n~cihP11 

Psi<" 1101nhr<". 

E.11 gran partP d1·I n•.slo d1·l capít11lo 1,n•sr11ta111os ;1}g,111as propit>da· 

dt•s de las 1 t•odas d1• torsi<''111 PSJ>P<"t rah·s. lns 1111._~1.odus pa1·a co11st.r11irl;1s 

y algunas canH·leríslicas de los ;111illos rl«" corie11l<•s con rt•spt>clu a ~llas. 

17 
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quPaparc>cPt1 cu [1·1]. Esto lo liact•tnos. por 1111 lado. con el ohj<•fo dP 

Ji;u-c>r este doc11n1("'t1l.o a11toront.P11i<lo y por (•I 01.ru, 1~ara il11strar q11c-

11 na lPoría d1~ t.01·si<
1

>11 PsfH•ct.ral t iellP In propiPdad d<" epi(• cJ radical de 

torsi<)u a..c.;uciadu. tÍPll<" 1111 cu111porta111ic11to a11úlugo al dPI f1111tor singu­

lar el cual juega 1111 papel i111pcn·ta11t1• c·11 la t1·uría de• tor:-oi<'i11 dr (;oJdie, 

cuyas pro1>iPd;ldcs. así cor110 lo c-stahlccido 1•11 c-1 artín1lo (J,tj. 111otivaro11 

la rca.lizacitjn dP r-sf.r tral .. ajo. 

Algunas dl'íi11irio11c:-; y rc·:·ndléirlos .son fo111adns dircctet111c•1it.P dt• las 

refercnr.ia.."'i, por lo que PJJ su c-11ré1h1·~;1do ;qi;u·prc- c•I 111í111en.> n·spc•rl.ivo 

entre pa.rénf.<"sis. 

Definición 2.1 (14) Sra r E J(-lol".'i. /Jn·i11u, .... 'I"' T ,_ .... r .... pt·rtra/ .-.:i 

(ll,r) -111od rs llNtl '""''.<JOrta r . ..;¡ur·lral. 

Len1a 2.2 (14) Sra TE Jf./or . ..; c.-..¡n'<'lral. , 11fo11<"rs rl fu.11/or /o,·ali::a­

ción r¡: l?.-111od --+ ( //, T )-111od e.e; t'.ra1·lo. 

L;1s tPoría.s de torsi«.~n c-sprrtrillPs quPda11 cc1rctrt.-riz<1das <~n Ja si­

g11 icnf.<' proposiri,Jn 

Proposici6n 2.3 Sca11. ,\/ E ll-uuHI y T E /(-lnr.-.:. /..,a.'i . ..;(quic11/t'S ajh·-

1n a<'io11c$ .<>ou cquivalt· 111 r.c;: 

i) T ,._.... rsprrl1'td. 

ii) Si Af r.s T- inyc:rtino y T- libn· tic lorsiú11, rulo11crs J\/ ,..,.. inyt rlil'o. 
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iii) .S'i Al c ... T-libt·<· dt' forsió11 y.-\' t,... 1111 .o.;11fn11ridulo tf, ,\/. t·11/n11rc..:o 

N c ... T-1h·11."-0 en 1\/ _.,.¡ y .-.o/o ,../ iV r8 r·.-..r111·ia/ t'll ,\/. 

i11) Si¡\[ L...: T-i11yrrli1Jo !J r-/1/Jn· dt· lor.o.;Ú;ll y 1\' ,_... 1111 .o.;11/n11ú1lttlo dr 

1'/, t'lllonrr.-. f\,' ,.,._ T-JJ1L1·0 c11 ~\/ :-.i !I :.;.o/n ... {.V t .... sun11111do din el o 

,¡,, /\!. 

Dr~111ost.rélci"Ju: i) => ii) Sra ;\/ 1111 /(-11H
0ululu izq11ic.•rdu r-ill,)<'«"fi\·o y 

r-librc d<· torsit'u1. Sea e: 1\/ ____,. !::(.\/)PI 111orfis1110 i11cl11si<)11 Pll /{-111od. 

y q : ll-111od -+ RT-111od el funtor localizncil)11. t.(•111·111os el si~11iP11tP 

diagrarna: 
,. 

E(M) 

J 
1\1 = l\IT~ F(M)T = E(M) 

dond~ <¡(e)= t•. E.11 (ll, r)-ntod, 1¡(<·) se.> Pscindc.· y n .. Jtno t.•s 1111 111011onu>r­

fis1110 PSP11cial, ul•lcnemos que /rnq(r) = E(l\f). ,\sí,\/= ,\Ir= E(1\/) 

y M <-.s un ohjrt.o inyc-ctiYo l'll (/i, r)-1nod. 

ii) => i) Basta ol>serva.r que cualq11icr s11cc:..;ic.j11 exact.'"l cort.a. t.·n (R, r)-

111od se c.srindr, ya qtH' co11:..;i~tP de• U-111ód11los r-inyectivos y r-lihrcs 

de t.orsitjll que por hipt'>tl~sis su11 inyc•ct i\·os. ()htl•tu~111os así que· r PS 

cspPctral. 

ii) => iii) Sra /\/ 1111 11tc.'•d11lo r-lihn· dt• t.on,.i<)n y /\' 1111 s11h111<íd11lo 

de .A'/. Supu11ga111us que.:~ f\' ('S r-dP11so c.•11 .\1. Si O :/= /\" e;;; 1\1 es tnl 

que Nn !<=O, tr11<>1110s qrn• 1.- 2'" ¡,·¡(1V n A') =r (/,· + 1'/)/1V <;;; ,\//N, 

por lo quP A" E 'Tr n P'r = O, lo cual rs una contradiccit'>tt~ <1<' do11dC> 

Nn I< ;6 O y N es ••sencial "" ,\/. 
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Suponga1nos aho1·a qu<• i\l c-s Psc.·11cial ••n i\l. para V<"r q11P N t•s r­

drnso C'll ./\! prul1ar<>111os <pu~ (1ll/1V)r =O. Salu·111os por el LP111a. 2.2 

que q es llll f1111tur <"xacto. Si aplic;1111ps PI f1111t.ur q a la SllCPsic.>u ('xacl.a 

cort.a 

O - N - 1\1 - ,\!/N ~O 

Por ii). esta tílt.i111a sucPsión s<' rsci11dP. por lo ta11to .Vr cs s11111ittl<.10 

clirrc.lo de /\Ir. Esto cout.radic(_• 1•) ht•clio de q11t• i\' e:-> 1111 sub111c'><.lulo 

esencial dc- Alr a 111<-"'llOS (fl1l' l\~r 8:;' ¡\fr lo Ct1ill i111plica q11t• (J\l//\')r = n. 

iii) => ii) Sea Al 1111 tncídulo r-iuyc•clivo y r-lilin• de t.on.;j,ju _v l!:(J\I) 

su r;ipsnla i11yc.•ctiva~ co1110 1\I rs rst•11t·ial c-11 /::( .l/) q11•· 1•s 1111 11uld11lo 

T- libre dP tursi1._~n1. dt> iii) ul>tc111•111os q11<· /:,'( ;\/ )/ .. \/ 1•s 1111 nu'1d11l() d<> r­

torsi,;11; tt•1u·111os la s11c·1·:·d<~>ll <•xart;, () __.. .l/ - /:,'( ,l/) - /:,'(1l/)/,\/ -~O. 

aplir<t 11du .. 1 f1111t or lora lizacic)u q a t-;st a. ol •I Pt1t·111t '~ (a s1H·<'sit"111 t•x;1ct.a 

O ~ 111 -• /<;(;\/) - O. cpu· 11os dice• 'I'"' ,\/ 2.: /:'(.\/) y 1\/ n·'1ilta 

inyectivo qu<" PS lo <Jll<" SP q11r1·ía p1·ob.ar. 

ii) <=:>iii) => iv) SPa11 Al un 111ódulo r- i11y<·rtivo y r-lihn· dt' t.orsit_'Ju 

y 1V u11 s11hrnc:ul11lo T-puro de il/. Por ii). ,\/ <'s inyectivo por lo <Jll<" 

E(N) <; /1/, así E(N)/,\' <; l\f/1\' que> <>s r.)¡¡.,.,. de· tursic>11. lo cual 

nos dicr <pu• /V es r-p11ro r11 f'l:(,V). Poi· otru lado,.\" es c·seurial <'11 !-'11 

r<Íp~ula inyPcti"·a y por iii) /:,'( ,\")/.\: 1•s dt• r-tursit.111. lle· <"sta lllHttt·1·a 

E'(j\/')/N = O, por lu <Jllt' ,\' = /:.'(.\")y por lo lé1t1lt1 .Y rs s11111<11Hlo 

dirt'rto de ,\/. 

Si 1V l'S u11 :--11111audo directo de,\/, <liga111os ;\/ 



'Teorías ele torsitJ11 t•s¡u·c·t r;t/1•,o.; :!I 

q11<' 1\1/N ~ J\'1 t'S 1111 111<)dt1lu T-lihrP clP torsi<ín. t"oll lo '111C' oht.<·11r111os 

qll<-' /\' PS T-puro t'll ;\1. 

iv) => i) S(';¡ n - .\/1 --+ 1,/ __. ,\/-i.--+ () llllót SllCt'SÍlÍll t'X;11·ta corta t'll 

(l(,T)-111od. J)P ('Sfa 111a11era, ,\//,\/ 1 =::::; ;\/.i E Fr y 1\/1 «'Sr-puro Pll .\/. 

Por iv) 1\/1 f'!-> s11111a11do din•cto di'.\/ por lo q1u• la suct•sit~ll :-::t• P:•:cinch•. 

dr do11dc· (/i.,T)-n1od t•s u11;1 calPP,t>l"Ía '" .. l"'1·f1«il. 

Le111a 2.4 (1·1) Stllll TE /(-lor« .. t .... ¡uc·tral. /-.. :E /(-111<lfl T-inyt·,·fir•o y 

r-librr dr lor .... id11 y,\/ E f(-111od r-li'1n d1 lorsi1í11. ,<.;; f: F.:--+ 1\1 ,._... 

un ll-cpi111<11ji ... 1110, 1·11fo11c·1- .... JI rs iuyrt·fil'o. 

E.n (1·1J. ~,. pn·sP1t1.<~> co111u d;ula n11a ft•uria d«· tursitÍll T c11alq1ii«·ra, 

JHIPdPn co11stri1irsP <los lt'<JrÍ.:ts clc• l.orsit'111 c•s¡H·ct.r;1l<·s a las q11P nosotros 

clc11ota.111os co11 Trq y Tr..,. tal1·s q11<•: T ~ Tr" y T ~ Tr"· E11t.rr sus 

resultados. t•st;1hlc•rr <pu.., TT,, = T V r 9 y q11t• si T E gc·11(r_.,). c•11to11ct•s 

rT" = rT.,• dr otra fo1·111;1, t~sto1s son difcn·11lt·~. 

Para t•st.o~ <'I <l«·fi11t• clus pr(•r,;1clicCt)Ps y co11siclPrit las 1<•c1rias dc• lorsh)11 

nsoriacf;is a. lt>S r;1<lic·;1lc•s rorn~s11011dic·11t.Ps. 

Debido a.. la 11tilizHci<J11 q11t• darP111os H algunos dt• los rrs11lt.;1dos d(.~ 

[1~1J, da111os 1111 rsln1zo d<" la ron si n1cricJn dP Tr9 • Las dC'n1ost raciones 

purdc·n ro11s11ltarsP <'11rstc•l1·al1;1ju clin·ct.anH'tll<'. 

Definición 2.5 (14) .S'cau .r E /(-tor.-. y 1\1 E R-uHul. flu .... rtlnuádulo 

/.,, dr J\'f r.c; /la111ado T-t~,,;;r:11.t·ial '11 1\/. _..,¡ paru cualquitT ... ufnnúrlulo .'V 

dr 1\1 /a/ qut· l. n ¡\' C.'i dl"· T-/or8itJ11. ft 11t·1110 ... r¡ur ,\' r·8 dt' T-f01'8ir;ll. 
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Así, cJ ccu1cepto <le sPr r-<·sc-nci•d coincidt• con el ele sPr (.'SC'tH·ial 

cua.ndo )a teoría cJ,. to1·si(j11 r = f., PI clt,1111·11to 111í1ti1110 de la n,tícula 

R-tors, y cuando r = \ todos lus 111cJcl11los n·sulta11 !->Pr X-<'SPll«iales. 

En [14] se ca.ract.c-rizó a los s11h111óclulos r-Psc111·ialPs r11 la proposicit)11 

siguiente. 

Proposición 2.6 (14) ,'_;,',,"" r E H-lor.'-'. 1\/ E U-111<ul. L "" 8ll/J111ád11/n 

de ./'vi, 1...,,1•(r) la T-purificación de 1V en ¡\/ y ¡\fr '/ 111<ídulo dr cocit·11fr.~ 

de Al con rr$prclo ar. Las ("011di<·ioncs .<iÍ_quir·11frs so11 t'l/llivalc11/c."i: 

i) L es r-t·srncial en 1\1. 

ii) 1..,7•(r) es r-r:H·11cial en 1\f. 

iii) LP(r) rs 1111 ele111rnfo n•w11cial r11 S'af.,.(,\I). 

iu} (L + t,(1\1))/lr(AI) es csc1uia/ r·11 .H/tr(.\/). 

Corolario 2.7 (14) Sra L un .-..ub111<Jdulo dr 1\1 <"Oll la propic<l<ld dr 

que tT'"(Af) ~ l,. /;;'11/011r1 .... son r1á/id11.-. /n8 11Jir111tu·irn1r.-. .-.i_q11it-11lc . ..;;: 

i) L c.s T•CSt'll <"ial ('tl ¡\{ ... i y .... ó/o ..... ; L/IT'"( ¡\/) ('S t .... , JJl"ial CTl ,\//Ir ( ¡\f ). 

ii) Si /J es T-r.<o<·ncial en ,\/, c11/011cr.o:. !1 ,._.... , srnrial ru 1\/. 



Observélción 2.8 ¡;;¡ rrri"prrwo dt I ('oro/ario :.!. 7 ii), 110 r .... t•ir'l"lo r11 

9c11rrnl. 

Por Pjctnplu. co11:-.id<'1·p111os A PI a11illlJ pnulucto d" N0 copias clPI <111illo 

de los c-11tPros 1116dulo ·2. es decir. A = ::: . .?No y sPa ll (•I :-.11l>a11illo clt• .·1 

gp11rra<lo por la s11111a directa d(' No copia:-- d«> ::.? y <'I rlc·111P11to unitario 

de A. <'S d(•cir f? =< ::.?(Ho). l::_."'o :>. 

Co11sidt'l't>l11ns la f.t•nría de• t ursit',11 dr (~oldnlilll Pll /(. lil t t•orí;1 ,L?.Pllt'­

rac lil por le is 11ll;cl11 lu!i si 111 plc•s pro.\·c·ct i vos, dc•11ot i1tla n"1 r .• ,. y cuya clasc.­

clr. JJH)dulos d(_' for·sic;n nn1sbt1• de• los llll;dulus st•111i~-d111pl1·s prc.,yc·1·t ivus. 

Esta. teoría d" tursi(,11 li;1 sido c•st.11cliadi1 <•Xtc•11sivatt1P1itc·. para 111ayun•s 

reÍ<"l"<'llrias vr·<is<· [18]. [l!J] y[:!]. 

En PI anillo /i t.eri«·111us que• /T.,,( /f) 

de /? <Jll<' 110 PS T .• , 1 -PSc!nrial f'll /f. E11 e~f1•cto. IT.,,( lf) 1-1 '1' E 'l'r.,. p1·1·0 

/{. ~ 'l'r.,,, d«• aq11Í quP Ir.,,( /1') 110 P!-i T.<; 1,-PSPll<"ia) l'll '1'. 

Se-a. l\/ E f{-111ocl. d«·11ofP111os con /· .... ..; .... ,.-(,\/) { .\" e;; .\f 1 1\' <"S 

T-rsrnrial <'11 1\f}, y ron /;;,,.,(,H) = { N <;;; ,\/ 1 .\" 

Observación 2 .. 9 (14) .~'011 11d/ida.<;; pnra :\/ E /(-1110.! los aj1-1·11111('io11r.c;; 

siguicnfr$: 

i) Cr(M) <;;; lc.•.•r(M). 

ii} .S'i ¡\/ E /·~. r11fot1t"f' .... /:,',,..,...r( ¡\/) 

La sip:11ic-11t.P p1·o¡H •siric;ll PSI al dc•cf• cptt· el ru11j11n1 o de• ic lea lt·s izq11ÍPr­

dos T-<·sr11cia)Ps co11stit.11yrt1 llJiil topu)ugÍ¡1 li111•al cl('I ;111illo /{. l,t•Sl<'­

rionue11t<--, '\"l'l"t~llJOS <Jlll' t•) filtro dl' (;;1bri<•) asociado fl 1•:-;t.a.. ttJpoJogÍa. 
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corrc-sponch~ al íiltro asocia.do a. 1111¡t t(•uría dt> t.urshJ11 1u•n•clitaria <>SJH'c·­

t.ral. 

Proposición 2.10 (14) Sean r E R-tors y ,\/ E H-111od. 

i) Pnrn /\' y L ... ub111<Jdulos dr ,\/. st· c11111¡,ft 11 /11.-. .-.i_q11ir11lt·s ujirrna-

cin11rB: 

l. Si¡,·<:;; L y¡,· E E.,.,.(,\/), cnlo11cc.< /,E ¡;;·'-'r(l\I). 

!J. Si/\ E R-<s.(I,) y LE /o'.,_,,,fr(.\/), r11!011crn ¡,·E E-'·'•(J\J). 

3. Si ¡,· E E.,-<,(/\!) ¡¡ /, E /o".,.,,(.\!). '11!011<-r-' /\ n [, E 

E.,.•.( J\I). 

Dcnota111os con =r ;d pn·radical <1:-.tu·i,ildo a ]a topolo.l!,Íil inducida por 

E .. ~.~.,.. Para nula .\/ E /1"-111<ul. =..-(.\/) {.1· E .\/ 1 (ll .r) E f-:,,.,.}. 

(~011 =-T, de11ota111os al l'lHlical asuciado al Jll"Pradi1·cd ... ,..- y cun T,..-" a ht 

teoría ele torsión asociada it cst t' nul ica 1. 

Dado c11alq11it•r pr<"radical,. sol•rc U-111cHI. pod1·111us definir 1111 11111•vo 

preraclica.1 1· : 1· sobre íi-111od de la siµ;11i1·11t P 111a11cnt-: Para. cada./\/ E R-

rnocl, (1·: 1·)(¡\/) rs la] q11•· (1·: 1·)(,\/)/1'(,\/) = 1·(.\l/1'(1\1)). 

Len1a 2.11 (14) /'ara 1\/ E U-n1nd ... ( c11111ph n: 



'T'enrí;1s <Ir torsicJ11 r.~pc•ct rnl<•s 

lii) ::. = =· 

Llil111a111os c1 1111a f Puríct dt> 1ursi<~ll r t>Sta.hl<>. c1w11do la. clase 'TT 

('S CPrradit hajo ,·;ipsulas í11y1·cti,:as. 1•11 g<"'IH'l"il.f. las tt>orías (11" tor·sitjll 

PSJ>Prtralcas 11<> ~un 1•st;tl•lt"S . ~i11 •·11il>argo :'-'•' 1i«'llP1•1 !-'Íg,11iP11tP 

Lema 2.12 (14) • .. ;,¡\/E :F. 11 r.-. ,¡, rT"-lo1' .... ui11, rT1fo""'·' 1-.'(i\I) t."> rlr· 

Teorc1na 2.13 (1 .. 1) !úa r E f(-lor.-., ~011 n¡uu•alc11/rs: 

ii1) FfT rs un a11il/o 110 8i11,r¡11/ar 1::r¡11irTdo. 

111) Si / E /i; ... .-.T r11/011rr·s. ¡u11·a r·ada 1· E /? y t'ada .r E /? tal qur 

.I" (/ lr(R) ·" '"'" 'I"' (/ r).r !l t,(/(). 

v) Tr"' r ... trí ro.fJtlltTada por /:,'(11/lr(l?)). 

Proposición 2.14 {14) .'ú r ~ /f-lnr ..... c11/011t·r· . .:; Tr" es u11a /r·nr1ºa ,¡, 

lor."iu;11 r.~prr·/ral. 

Teoren1a 2.15 {14) .'-,',-a T E /f-/or.-.. /:.,"'11/011<·r .... -r /,., "·"' drrir. 

T = Tr"' .'ti y 8rí/o ... ; T r.-. r· . ..;¡lf cl rn/. 



26 Solu·c t.eor{rts dt• forsiúu t'SJH•ct ralc•s 

El siguiente trorcn1a t•stal,)rcr la:;:; 1:-aractp1·ist i<:as i111porta.11t.es que 

tiene el anillo d<- cocirutes asociado a una 1t•oría. dt• ton.;i,)11 espc.•ct.ral. 

Teorema 2.16 (14) ,':,'ra r E ll-for_..., la.-.. si!111it·nft .... «011dicio11.r ... sou 

cq rti 11tzlr:11 tes: 

i) r es cspcctral. 

ii) RT C$ u11 anillo regular nuloi11y1·f'ti1•0 1:r¡ui1 ,.,/o !I .-..i rT E R-lor .... r.-.. 

tal q11r l"?T = /(,.. r11/011r<."> a::; r. 

iii) Rr rB ll1l a11i/lo 110 si11yu/ar !I ro11 ... idt rr1</o f(r 1"0'110 /(-111ód11/o 

z::quicr·do f'."' t•ogcut rador dr T. 

iu) Rr es un a11illn 110 singular i=quit l"f/o y T :d ¡;;(lf/I,( U)). 

E.n gP11cral. para r E R-tors y ,\/ uu h'-11H#>dt1lo cu11 ci<·r·tas ca­

ractcrístiras t.c1u·111os cp1c la c•Ípsula in_v,•ct i\-;1 11c.• .\/ 110 lÍPlll' punptP 

satisfacer Pstéls; sin <-•111hargo, cua11do r es espt'cl ral t t•1a•111os c111t_•: 

Lema 2.17 Sea TE R-to1·s <'.<:opcct,.nl. Sil\/ c...; un 11uí1/11lo r-corr-ttiro, 

rntonrr.<:o /:;(Al) t·s r-cocr-/lico. 

Dcu10 .... t.rar.ió11: Por [11, 1~1,Proposicic·>n 1·1.:!!'i]. tt•1u·1uos qut• si/\/ <"S un 

11H)d11lo r-t~ocrít.ico t_•utonct•s c-s nniíurllH' dl' dundl' /;;( ,\/) t•s i11rsci11diblP 

aclc111ils de ser libn· dt• r-ton.;ión. Sc>a O 1:- ¡\' i;;:;_ /:;(,\/). pur In a11l<'riur. 

N PS cse11rial PJI J::;( l\/) y c-01110 r t•s t•s¡u·(~t ral .'Y PS r-dt•11so Pll /~"'( ,\/) 

que es lo qur se.:· d«"seal>a probar. 
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Proposición 2.18 Sea R un anillo e I un ideal bilateral de R., sea 

71" : R -+ R/ I, la proyección. canónica. Si cr E R-tors es espt·ctral, 

entonces 7r,¡<(a) =Tes espectral en R/1-tors. 

Demostración: Para ver que Tes espectral utiliza111os Iá. Proposición 2.3 

iii). Sea Af E R//-mod tal que Al E :FT, siem¡u·e .C.(1\/) <:;:; E.•.,(l'vf), 

de la Observación 2.9 ii), tenernos que Ess(IH) = Es.•T(AI), resta ver 

que Ess(M) <:; .CT(M). De [14, Proposición 47.8] tenemos que <7 es 

c.ompatible con :rr, la conclusión se sigue entonces de que cualquier R/ /­
submódulo esencial de Jl,( al ser considerado con10 Il-nHJ,dulo, ta111bién 

es esencial. 

Teorema 2~ 19 Sea R uu. au.il/o igual al produrfo di1·ccio tlc uu. ntitucro 

finito de los anillos n,, = i, ... , n; sran ª' E Ji, -lors, Ti, = A¡.,, (u¡) 

y u 1 X • • • X a,. = /\T¡ a E R-tor.,.;;. Si u¡ rs CS]JCCll"a/ pa7Yl toda 

i = 1, ... , n., entonces cr es espectral. 

Den1ostración: Observarnos lo siguic11te: 

a) las categorías R 1 -n1od x ···X Rn-n1od y R-n1od .so11 c.-quivalenles 

y para cada .\ti E R-111od, existen M¡ E R¡-ttl.o<l i = 1 ••.. , n, ta.les que 

M~M. X ••• xMn; 

b) si M¡ es O'"¡-inyectivo y a¡-liLn~ de torsión para toda 

tonces la sucesión 

l, ... , n, en-

O-+ Horn(R;//;,M;)-+ llom(R;,J\/;)-+ 1!0111(/;,Af;)-+ O <'R exacta ya 

que u;, PS esprrlrfll p;11·a toda Í: 
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d) te11cn1os c-1 sig11Í<'nlc."' cliagranlé-l con n•11glo11.-s t•xartu~ ~:a q11P los 

n1óclulos son lio111ol<~>gican1rntr i11cle¡>Pnclir11les. 

o 

o 

llom( n¡ J, /\!) 

!=' rr llom( /(,/ /,, /\!,) 

llu111(H. /\f) 

!=' rr 110111(/(,, ,,,, i 

llom( /, 1\f) 

!=' rr 1 lolll( /;,fil;) 

Es i111¡><ffla11tr· uhst·1·var qur en <"l caso q11t• JH-c-'\·i•111u·11t P prcsent.a111os 

considerarnos la i11trrseccic~>11 dr un 111Í11leru finito dt• ci< .. rl as trorías de 

torsión Pspcctralcs en /?~ dC" hecho~ la i11trrspcci()11 dr la.s tC"orías dC" 

torsión i11d11cidas por otras <'11 los factorrs dPI anillo. la c11al n"s11ll.l) sl'r 

espectral. 

En grnPrill, la i11IPrscn·j,·,11 dt• cualrsquirra dos lt•oda~ dP torshín 1•s­

prr.tralt~s sohn~ 1111 ;111illo 110 t.ir1u· por q1u· ser es1u·ct red. ,·01110 lo 11111rstra 

c•I siguit>nlc: 

Eje111plo 2.20 .'úa A el nni/lo ¡n·rJ<!urlo rlf" 'N:u r«>J'ifl .... dr I <z11il/o dr· lo .... 

eutcrns 111óduln :..!. t.'."> dcrir, A 

a11i/lo /:.¡, T!I .tJ r.,,1, so11 '·"'JJ<f"/l"afc,.. y r,, /\ r .• ,. = f. 110 r.-. una lror/rz rlr· 

lorsióu r·.-.¡u·r·/,.a/. 

En cualc¡11icr ;u1illu. c;Hla 11Hld11lo T!1 -i11yccli\.·o t•s inycrtivo. ch· 1lo11de 

(R .. r_.,)-llHH.I t•s una c-;ltc~n1·ia rspect ra.l. :\tlc111.iÍ.s. 1·11 /( la lt.'oría dC" 

torsic.jll r.9 ,. PS <'SJH.'<'ll"al ta111bi1.'•11. y.a que PI iltlillu dt• c1H"Í«'1tlf"S Rr,.p r•s 

isonH>rfo al can1pu Z:·i. 

Eu R t.cnen1os qnt' r_., A r_.1, = ~ y é no es t'SJH'<"t ra l. p11rs todos los 

1nód11los :-;on ~-i11_\."< 0ctivos JH'1·0 110 todos son i11yPrt ivos. 

Fi11ah11P11lt•, ol>serva111os qnr si .i\ y 1.1 Sl>ll dos é111illos l\Iorita P<¡lli­

val<"llt.C"S, r11t.<Jtlcrs las tt•orias e.le t.orsió11 co1TPSJH>1tdit•11tPs a teorías dP 

u 



torsión pspc-ct.r;i)p::-; c-11 c11alq11it·1·a el«' los dos a11illos n·s11lt iltl ser t.a111hit~11 

c-spC"rt.ralPs~ Psto rs dPl•ido a qttt• );1s c;tlPp;orías cociP11tt• son pq11iva)Pll­

t.Ps. 



Capítulo 3 

La estructura de la retícula 

gen( -r) y sus relaciones con la 

estructura del anillo R 1 

En cst.c rapítulo prol,a111os que· pa1·é1 T E /l-lors c·s1u·,·t ral. J;as 1Ttic11]as 

gen(r)(R), 9c11('f)(H/lr(R)) y !/C11(T9 )( Rr) soll isolllorfas. ;ulc·111;Ís el<• 

ser rct.íc·11las de Boolt• con1plPt.as. Por otro lildu. dan1os a)J.!.111las <1pli­

cacio11cs dr <·stos r<·sult.aclos para obt.rner propirdadc·s Hdirio11;dc·s dP 

estructura d<'I ani1lo dP cocit·nt.rs llr i1npo11ie11clu cic·rtns condiciu11rs 

sobre T. 

Una de las prin1<"ra .... c;; pn•,1::?,11111 as q11c- surg<"'ll c·s la de· d1·lPr111i11ar si las 

t.c-oría.s de torsión Psprrtralt·s cuust it 11~·c•n 1111a suhrrt íc11la d<" /?-turs, él 

esta pregunta se le l'C"SJHHHlr r11 for111é1 llt..',C?,;ativa. p11Ps l'tl µ.P11rrcd. 110 c·s 

cierto que la i11terspcricJ11 dP do~ t.eo1·Íils de torsi1.,11 c"sp1•ct ralPs sra 1111a 

tPoría. de torsión <"spect.ra.I. Sin c-nil1;1rµ.;u. la 1111ic-'111 dP do:-- c·s¡u·cl.ralr~ es 

:11 



:1:! 

si<..•1111>1·c espt>ct ral r.01110 S«' J>llf"'c.lc- '\'<'r r11 1111a fonna s«'11cil1a. 

Proposición 3.1 S'i r E R-lors c..: ,·s¡H·c/1·nl, <·11/011r"'" cada rlc111t·11/o 

de gcn(r)( R) ,._. r.'J'cr·frnl. 

D<•111ost.raci<)11: SP si~llP <1'·1 1u·clio que si (T E !/f'11{ r)( rn. cntonrrs 

(h\a)-tnod es una ~ubca.tt•goríH dt• (U. r)-111od. 

Proposición 3.2 ,C.,'cn. { r¡} / una fn111ilia dc ,·/c1111 11/0 .... dt /(-lor:-o In/ qur 

T¡ r8 rs¡u·<"lnzl ¡u1ra nula i E /, c11louc-r.-.. Vr1 '""' C8/Jt·ctnd. 

f)c·111ost.raciáu:Sc sigui' dt"I hrcho ele• que.• T, S: Vr, y cll' la J>rupo:-:;iciún 

:1.1. 

Sal.>t•1110~ qnc.· la. teoría de ton:;.ió11 dt· c:uldie, r .. ,. c.·~ 1111 c·jr111plo i111-

porta.11te de una. t.Poría de torsión c.-spc.·ctral para la nial SP ticnP que 

la. rrtíc11la ycn(r9 ) es u11a rt>lícula. de Boull" n.Jntplctct, adcn1.:i.s de qur 

coincidr en lns a11illos R, R/t,,(U) y (J,.. . .,(U/lc,(R) [:.!I]. Es Plllo11-

ccs uatura.I gc-neralizar estos resultados para <_·11alq11i<"r t,('uría. de torsi<~>n 

esp<·ct.ntl. 

Vt .. n•n1os p1·i11u·ro quP le1 n·t.ícula. 9c11(r) coi11cidt• p.ru·;1 los anillos R 

y H/t,(H). 

C!onsidl't'<'ll1os al1ora para. 1111 a11illu //y r E U-tur~. l'I a11illu coci1·1dt• 

Jf. = ll/tr(li.) y la lt•uria. <hª t.orsit.lll l!Prt"dit.a.ri.r1 T E //-tors. Cll)'il clasP 

dr 111ódulos de- T-torsión son los /?-11u"ululos :\/ ~ q11t• ••I st·r co11sidt·rados 

con10 R-111cld11los son de- r-torsión. 
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Proposición 3.3 Er.islf" 1111a rur1T.~po11dc11<"ia bi1Jt·,·li11n c·11/rr bu; rln.~c.;; 

Drrnust.rac:ióu: Se-a A/ un /l-11H)cl11lo r-li1•n" di' ton.,.i<'n1. «"OllH> Ir( /?).l/ = 

o, 1\1 C'S un R-111cld11lo t'll furnia 11at 11ral. S11pu11p;a111os que¡\/ 110 l'S r­
libn.-.. de torsié1n, dt> c·sta fortllél. l,. ( .\ 1) :;-¡f. O y prrt<·ncrr a 'Tr- ~ por lu qu<· 

es 1111 suhohjcto de- 1\/ ele r-torsi<}11. co1110 por hipott'•sis ~\/es r-lilJre dP 

torsic)n~ te11e111os qur Ir(./\/) =O; a:-;Í 4\/ PS T-lilne d<» tor:-oió11. i\hora.. 

sea .A/ un R-nH)dulo r-lil,re dP t.or:-.il)ll, si t·u11sidt•J«ado <·01110 111t'ululu 

sobre R el sub111ód11lo dP r-t1.J1"Si(.:n1 f11<·1·a 1listi11to ele> 1·cro, tr11clrí;1111us 

De [28] t<"11c-111os PI sig1u·11t<' n~s11lt adu: 

Lcnl.a 3.4 (28} .Sean / uu id1·a/ bílalt ral dr /( .'/ .\/ 1111 U-111r)d11/" !""'" 
el cual/,\/= O.,.,,¡,,,,,.,.., Eufl(,\f)={.r e= ¡,·,,(.H): l.r = ll}. 

Proposición 3.5 f!.,,""'.r:i."-'lr" u1111 rnrn .... ¡Jo11d<11rin biytt•/i1·0 ruin lo ... /1-

111ódu/o..;; inyrrli11os r-/ibrr.'i dr lor .... iá11 y /n8 il-111<íd11/o .... inyt1·li1•os T­

librrs dr lor.-.;ió11. 

/)c1unst.racicíu: SPa (J 1111 U-111t'.ul11 lu inyt>ct h:o lihn-.. dP r-1.or!-'i<)n, pur la 

Proposición :J.:J Q PS un .R-111ódulo 'f-lihrr de torsi1.J11, nos re!"ta. ver qu<' 

es k-iny<"ctivo. Por la Propusició11 :L.J. <.:Í<'ndu Ir( Tl) 1111 idPal },jJ;¡teral 

y Eu(Q) = q E :FT por hip<•l•·sis, '""""'"' 'I'"' /c'u;<.(i')(Q) = {.r E (J: 

tT(R).~ =O}= Q. 
Ahora, ::;ea. (J 1111 il-11H)d11lu i11y .. cti\.·,, y r-lil1n· d1· lorsit.'111. (j con­

sidera.do .-:-01110 /l-1111)d11lo 1·s r-lil•n· el" tursi1'>t1 por lo qup Rll riips11lil 



i11yecliva Eu(C:J) E :Fr. por lo ya dc·111ustraclo. l::u(C.!) es r-lihre de tor­

si<ln t• inyPrlivo l'll lf-111od 1 dondt• la s11n·sil)11 t'Xat·ta corlit 

SP t•sci11de·. Acl<·111ás~ e"!I 111orfis1110 <pu· Psci11d1• C':->t ;1 s11ccsió11 c11 Íl-111od 

escindr rsta s1trPsic)11 t•n l/-1110<1. por lo que• CJ c•s 1111 /l-111()d11lu i11yPctivo 

q11P PS lo <111<· st• 'l'lf'rÍ;1 prol,ar. 

Proposición 3.6 l.· . .'.ri .... f< u11 ;,.,0111<11ji ..... 11rn r11/n las 1·r·l{l'11la8 yt·n(r)( /-() =:=' 

gen(r)(!(), dadn ¡mr, \(uF:) ~ 'l:(r,I·:). 

Df'rJJoslracicin: St'illl a E gt11(r)(ll) y/:: 1111 n1,e.;t•11t•n1dor inyc-ctivo di' 

rr. 'T1PllPl1Jos q111· /:.' E F,,. ~ F,.. pllPS r :S: "~por l;1s Proposicio11Ps :~.:~ 

y :l.!) t.PIJPlllOs qnc· ¡.; <'S r-lil1rc dP t<nsi(J11 y 

r :S \ (¡¡lo). 

Si \"(r1 E'1 ) \( 11/._,'"2) e11to11cc•s 1~· 1 c•s c•q11ivi1lt•11lP a E':1. con10 

fl-rnc)du)tJs y por c·nclt' co111tJ /t-111tjd11los. de· donde· \(uf;;,)= X(nB2) 

SPa <T? t, por lo q11<' F('T ~ FT. Si /·.: l'S 1111 cu~<'ll<'l"<Hlur i11y<·cl.i\·o dt• 

i7, por };,s Pn,posicionc•s :J.:~ y :J . .')~ ¡._· ('S tlll /(-111t
1

1tl11lu i11y<·c·t j,·o r-lihrc• 

d<' torsi{>11. Si rT ("S la 1t•oría. el<- ton-•iú11 «"<J.l!,t'll1'l'ó1da por /~ ... t'll /l-tor-;.:., 

c11t.ouces t7 2 T y clara111t·11tc· a 1---+ a. 

Sean Xi =::;- :v 2 , ]a..., h"orías de to1·si1.)11 cog;P11t·racl<1s por los R-111ó<lulos 

inyPrtivos lihrt's d<" r-tCJrsic)11 E'1 y /:.' 2 • :\sí l: .. :.i. t•:-.t;Í cogc>11Pr<1do por /::1 

t.ant.o t•JI /t-111011 nn11u t'll f{-11uul, •lt• du11<l•· \ 1 ::; \ 2 t•11 .'/' n(r) y la 

corrcspo1uh·1u:ia rst.ablc·cicla pn·sPr\"a 1•) ortlf'11. 

Ahora. \'<'ITlll<•s qu<~ ta111hii~11 la rt>tÍc11Lt .'/' 11(r) cui11ciclP ~ll los anillos 

ll y Flr, an1.<•s lt'IH'lllOS <·I sig11i.-11t.t .. IPlll<l dP [:27]. 
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Lema 3. 7 (27) Para Al E R-11iod tal que Al es r-libre de torsión, ,•on 

equiualcnlcs la~ siguiente$ afi1·111.acio1H·s: 

i} MT es i11.yecti110 sobre RT. 

U) /\IT es inycclit.'O sobre li. 

iii) Para cada ideal izquierdo I dr R y n : l - A1 cxistr un ideal 

J r-dcnso de R y /3 : J - Al ron la propictlad de que / s; J y 

/3/I=o. 

Proposición 3.8 Sea R un anillo y r E R-101°$ espectral. Ento11crs 

la con·c.<poudc11cia gen(r)(R) - gen(r9 )(R,) definida por x(nE) ,_. 

X(RT' E) es un iso1norfis1no ele 1·clículas. 

Deniostració11: Observa.n1os que si E es un R-1nód11Jo inyectivo r-librc 

de torsión, el Le1na 3.7 nos dice que li: es un Ji.,.-111ódulo inyectivo. 

Adc1nás, E C"S no singular, ya qur. si la parte singular =(E) -;¡f O; sea 

O "i' x E ::(E), por lo que el ideal (O: .r) es es<-ncial e11 R, y <"l módulo 

Rx <"S de -r-torsitl11 ya que r es esp.--ctral lo cual es una cu11traclicción, 

por lo que R~ E PS 1111 nH)dulo r 0 -librc de torsión. R.ccíproca111ente, si 

Rr E es inyectivo y no singular lc11en1os que E es R-inyectivo y T-libre 

de tor:-.ión. El resto de la prueba es análoga a la de la. Proposición 3.6. 

Denoten1os co11 B( R) a.J conjunto de> iden1potentcs cPntrales de un 

anillo asociativo R. Es un hecho conocido que B( R) es un álgebra de 

Boole y que cuando R es regular y autoinyectivo izquierdo, c11tonces 

B(R) es 1111 álg<'bra de Boole c-ompll'la [IG]. 



Teoren11a. 3.9 (21) .s·¡ /l r."i un a11illo n·_qular antoinyt-ctivo i::q11ir1·dn. 

la rorrr·spn11dt·11t·ia ~: l.J( ll)--+ 9r11(r_..,)( U) drjl"uida por 

p( r) = \ ( H( 1 - e)) 

rs TUI isr.1111or}i.-.1110 r/1 rr/(1·u/a$ cun1p/r/a$. 

(~onj11nt.a11do lus lu·clios auterinn·s tr11t·111os t>I si.1!,tlit·nte f.t•o1·en1iL: 

Teore111a 3.10 .'-,·,.,, ll 1111 auillo a .... ocinlil'<J ron 11110 y r E 11-for..:; f'.~­

/}("<·fral. r11/011rt· ..... -.011 1•tÍ/ida .... las aji1·111ar·io11rs .... iguit 11!1 .... .-

i) yr·n(r_..,)(lír) r· .... 1111<1 1Tl/rula dr llonlt ,·,,111p/1·/a. 

ii) .<Jr11(r)( /() t',.., U1Hl 1·t·f{<'1L/11 d(· /Joolr· ro111ph·la. 

iii) ycn(T)( //) r,""?. roza rr·l{r·u/u dr /loolr nu11plrfa. 

/)c111oslraci<J1J: l)t•I T'Pur~·1na '2.1 G. t.c•111·1nos <¡111• f(r <'S 1111 a11iJJu n•g-ular 

y a11t.oi11yPct.ivo izquil·rdo y;1 q111· r 1•s l'SJH'ct.1·;d por hip1'.it.P:-ds. Así. l'I 

i11ciso i) se si.u;ue del ~r,·n1-c111a :LD. 

El iuciso ii) es co11.s.-.c11t'ncia de- i) y de· la Proposicit'.i11 :J.~. 

EJ inciso iii) Jo rn11cl11írno.s dPJ inci~o ii) y de l<l Pr·opo.siri(jll :Ln. 

Los n•:-;1Jlta1!1JS sip.;11i1·11tt•.s 11us dan i11fur111;u·it~ll culic·ic111;1l acPrCét dt' 

alg1111a.~ propi(•d;ttl1·s (lt-• la l':..ln1ct11l"i-t dt•I ;111illo d<' cu1·ie11trs d<• 11 con 

rt'.SJH'C'to ar. c11<111do T cs 1111a t.t·11rÍ<1 dP to1·sjljll 1·~pt'<"fn1I. 

Proposición 3.11 ,C,'ra /'( 1111 uui//o !J r E li-lors t""'l"·rfral. /..,n.-. si­

.Qllit·nlcs ofi1·111a,·io11f's sou rq11ira/r11ft .... : 
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i) Rr r.~ llll a11illo i11rsri11diblr. 

ii) T es 1Ul r·nri/01110 dr 11-lors. 

iii) RT '·' 1t11 n11illo pri1110. 

De1nostracicíu: i) <=> (iii) es un hC"chu co11oridu si ol1.sc:-rva111os <JUP Rr t•s 

un a11illo reg11lar ;t11toi11yrctivo izq11ic·nlo (1·1, Proposicit~HI n.GJ. 

(i) <=> (ii) Se sip.;11«- dP la Proposicitjn :J.¿.\ y dr (22. Propo.sicitjll 9]. 

Si en,/\, V) C'S 11na. ret.fr11bt ro111plt.·ta con PIPllll'llfu 111í11i1110 e. llll 

ele1ncnlo T E .r! se dicP <J11P es llJI ;Í.t.01110 d<" n si ~ < T y si pnra (7 E íl 

tal <ptc cr < T. se tic-ne- cptc ( = a. 

Decirnos qur n C'S una rc-lícula at.1j111ica .si para todo (7 E n, <'Xi:'>t.P 

un áton-io T E n tal que T ~ t7. 

Corolario 3.12 Sra Ji un nui//o y T E /l-fors csprclrul. F:11/011,·r-s /(, 

es Ull prorlurlo dr· a11il/o~ prir11os .... ¡y .... r;/o ,-.;j la l"rlfrula yr11(r)( U) ,._... 

atc)niira. 

Dc111osf,ració11: (!01110 r es t•spcct.ral el 'J'pon·111a :!. 1 Ci nos clic<' <¡lll' Rr 

es un anillo n·gu1ar a11toi11yectiYo. ~l"P11c-111os q11P /lr c-s 1111 pn>duct.o d" 

anillos pri 11105 Si Y SÓ)O .SÍ la rt•tÍClJ la ( T!I ( /? T), f,,I( /? r)) C'~ ilt (;IJliC;t }lOJ" [22, 

TcorC>n1a 9.2), lo c11a.l rs Pquiva)P11lc:- ;, que f1C11(T!1 )( Ur) lo st..~;1 t;unl,i<~ll 

por (21, Teorr111a 7]. P1•ro .-sto 1ílti111l, s11rPdl' si y scjlo si !/C11(r)(R) t'S 

una retícula. ntó111ica. por la Pruposi<·itjll :L~. 

De [22., Obscrvi'lrió11 10] tr1u·1nos que los :;;ig11ir11te.s ht•d1os soll \ 0 álidos; 



i) Si R ,•s 1111 anillo rrg11lar y aut.oi11y<'clivo izq11i<·rdo y si 1\1 Ps t111 

R-n1ódulo izquir-rdo, Pnlourr.s 1\I <'S r!l-rncl°Ít ico si y solo sí 1\/ es si1npl<' 

y proycc.t.ivo. 

ii)DPl>ido a [ IH. Proposiril.~11 ¿.7J .\· a [:!2, ( •lnolario .-,]. tc11cn1us que 

r 9 (R) <'S uua t.Poria df ... ton.;it)n prirna. si y solo sí T!I( /¡') l'S una clas<' T'/'J•' 

y <"'S 1111 coáto1110 d<· //-tors; .:ulenH\s. r.17 ( /?) <"'s S<'111ipri111a Ri y s<))o si 

r,,( H) es 1111a rlast• TTF. 

Proposición 3.13 S'ra r E li.-lors r.'>pt·ctnd. E'11l<nuT .... /{ T es i.~rnno1jn 

al nuillo de c11do111orji..-.1110 .... dt un c-...;pncin 1'rclorial ...,o/Jrr un anillo r·ou 

dit1uúón si y ... rifo ·"'' T '-"' un rntÍ/01110 dt· U-ln1· ... y r t .... 1111a ltor{a dt-

1O1".COl-Ú 11 JH'lllHL. 

De1no.r:;tr;1ciú11: Si RT rs iso1norfo al auillo de e11clo111orfis1nos dP 1111 

espacio ve-ctorial. rnt.onces tC"1H·1nos <plP //T iPR 1111 anillo pri1110 por [16, 

T'~ore111a 9.12]. Adl~llHÍs. r PS un co.:l.to1110 •lt•l1itln cil ('01·olario :t.I:!. 

Hesta probar qnP r es pri111a. D•• ['22, Proposicit'>n 1 l]. tP11t·11u>s qut• 

r 9 (ll.-r) es pri111a.. J)p esta 111a11(""ra cxistP 1111 lt'r,,,-11u)dulo ,·oc·rlt.i•·u ,c.,·, con 

la. propiPdad de q11c r!I( lfT) = \(S'). 

l)l' la.~ ul1st'1°'\"i1ciu11es arrihil llll't1«·io11.:11las. ll'tlt'lllos q11t• .i...· t•s 1111 Ur­

IJlÓdulo sin1p1P y proycrtivo <-1 c11;Í) t•:-. 1111 S'11JH1111lu din·c·to dt• /(.,., d<-• 

clondP .5 c.·s r-lil>rt' dt' torsi611. por lo cpu~ s E S.at r ( /( T ). 1 )e {:!7 • .X 1. Pro­

po.sicicí11 4.:j) t.P11c•n1os q11•• )>ara. ca•la _¡\/ E li-111tul. c·xi:--1.l• 1111 iso111t..H"fis11HJ 

de ret.ículas entn· 

(l) 

dado por L-+ Lr . Por ['.27, XI, (~urola1·i1J ·1.·t) ohtc1u·111os q1u· ,"-t' c·s llll 

R-1nódulo r-iuyectivo. c:on10 s· ('S 1111 UT-1116d11lo sin1ple, Sa.tT(S) = 



La C$t,ructura rlr! /;l l"t~tic11/a gr11(r) ... :l!J 

{O., S}. De (1 ), oht.Pt1en1os qu<" .s· PS un ll-rnódulo r-cocríticu. ))c.• qu<­

r::;: x(C) <X y de qur Tes un co.rito1110, tc-11c-1nos <jll<' T = \(.'-i') y por 

lo tanto r c-s pri111a. 

S11po11ga111os ahora. que r ('!'i 1111 coáto1110 y que PS prirna. a.c.;Í teru·1nos 

que T = x(C") para. algün R-1nódulo r-cocrítico e·. De ( 1) tl"ll<"'lllOS que 

C.,. es un Rr-111ódulu si111ple r-lihre de t.orsió11. Por Ja <"<HTl'!->IH>llch•ncia 

entre la clase T-lihrc dP ton .. icJn c.>11 /?-111od y J;L clasC' T_q-lil•rP dP tursit)n 

en RT-111od cstahlccida en la pruC"ha clt_• l;i Proposición :L8~ podc1110.s 

concluir que CT es no singular y por lo tanto c-s proyecti,.·o. por lo CJll(' 

soc( RT) es distinto de cero. (!01110 r ~s un coiitonH>, <.k· la Proposicit)n 

3.11 tc11c1no::t r¡ur Rr PS llll a11illo pri1110. Por p) 'lt•on"tlléL 2.1 G l?.r rs 

un anillo rrgular a.utoi11yPctivo izq11Ít."rdu. Por 1ílti1110. de [10. ~rc•on·111:1 

9.12] ohtc1u•n1os q11r RT es iso111orfo al anillo de· <'11tlo111tn·lls111os de 1111 

espacio vectorial, que era lo <Jtl<' sP q11<'rÍa prol•ar. 

Corolario 3.14 St <L T E R-lor .... cs¡u rlral. /:'11f<>11<'f . ..;, /( r rs i ... 0111orfo o 

un producto dirrcln de a11il/08 dr c11do1111ufi ... n1n .... dr t'8/Hl<"i<>s 1•r ,·/oria/r .... 

si y tuUn td T r.~ u11a lcor·{a de lrn·$iÓ11 .-.r111i¡1ri111n. 

Demo8t.r;tci6u: l)c (22, Proposicicln 1 :J] t.e111·111os 'lllP /? r «".S iso111orfo i\ 

un producto din."'clo clr anillos ele> PIHl0111orlis111os dP <'sparios '-«-·cto1·i;1l<'s 

si y sólo si T_q( /(T) es una teoría de tor~il;ll st·111ipri111a. l)t• t•sta llHnu•r"· 

por la Proposich)n :J.8 rs suficicnt.f• 1>1·ohitr c¡11c· •.,( Hr) PS sc•111i¡1ri111a si 

y sólo si r(R) lo t•s. Para esto ya ohs«·1·va111os cptt> 1111 llr-11u;d11lo 1\I rs 

T_q-CDCI"ÍlÍCO SÍ.)' :-><.))o SÍ Urf\f ('S SÍlll)lf(• Y J>l'O)"C'Cf.ÍVO. dt' PSl.il JllillU'l'a COll 

el 111is1110 arg1111H·11to d(• la prucl>a dt> la ProposicitJn :LJ:J '-"«'lllOS q11P <·st.o 

es c-quivalPnte a que /\/ p1u_-.da S<."I' visto t·o11111 t'I 111tjdulu d«• t·oc-ÍPllt.(:"S dt• 

un R-nH)dulo T-cocrítico. 



Capítulo 4 

Clases de módulos simples 

asociadas a teorías de 

torsión. espectrales 

En este capítulo /f-siinp dC'nolaní. 1111 co11j11ulo C"ot11plcto de- n·¡>rt>scu­

tantes de clases de iso111orfis1110 clt· /f-1111ld11los si111plrs. Si C e /7-sin1p 

y si ME R-rnod, denotaremos ron -'"<"~·(1\1) = í:{S' <:; A/ 1 ,','<'Siso-

111orfo a alg1ín cle111c>11t.o e.le C}. E.11t.u11c<-s .-.uc<-·(_) es un subfuntor del 

functor identid;Ld c-11 R-111ocl. Co1110 sir111prr .... p,·( 1\I) d(·11otará rl zoclo 

izquierdo dr /l/. 

Recordan1os que si TE R-tors. Pnt.oncrs r.L, t•I ps1·11doco111ple11u·11to 

ele r, tiene la siguie11te caractcrizacicJ.n, {2!>]: 

rL=x({S'ISe R-si111pnT.}) 

Lo prin1c-ro que rstahlccrtnus rn estr capitulo rs q11r para 1111n teoría 

de torsión Psprct.ral, su pseudoc·o111pl1·11u--11I o c·s la t .-orí a de t.orsicln g~-

·11 



11erada por lu.s 11H~ul11los sin1plc-s iil>rc-s dt .. tor.sil;ll~ t'Sto nos JH'rtllit.C" idf'n­

t.ificar <JllC para cierta clasr de 111ód11lus si111ph•s el funtor zoclo n·lativo 

a c-lla es 1111 f1111t.or dP t<nsitlu; atÍll ui;i.s, rl dnl•lt· ps<·11duco1npl<'lllf"llt.O 

ele- la. troría d(' torsión de c¡uc pa.i-t.i111os t•s la tPoría dP ton.-ilÍll cogP­

llPrada. por esta. clase de 111ód11los y rc~.n1lta S<'I" espectral. --rc11nhi~n, 

esta.blec<--1110.s qt1<' si ro11sidPran1os 1111a clas< .. dP 11u)d11los si111pl<'s tal que 

la teoría. cog<~ncrada por c-lla rs PSJ>PCt.1·al, Pntonct•s t•I funtor zoclo n·la­

tivo C"S 1111 radical d<> torsión. Darnos ta111hit!n co11di(·io11es 11ccrsarias y 

suficiPnlcs para C(tlf' C"I f1111tor zoclo rc-lativu sra 1111 f1111tor t•xactu. Pur 

1íltin10, 11tiliza1nos estos t"<'SU)t.adus pcu·a dar una raracte1·izaci<í11 de• los 

anillos art.i11anos s<'1nisi111plPs y para rl<'t.Priui11ar las condiciones q11P d<>­

lu.·11 pr·evalPc-<·r t•n el anillo parct q11t" la tPoría gt•nrr;ula por los si111plt·s 

proyPc.tivos sea. espectral. 

Proposición 4.1 Sea TE R-/or$ r.~prrlral y,\/ E /(-1110<1 .• ~·¡ l\/ E TT.J., 

r.11/onccs 1\/ r."> 11.11 111ódulo 8r111i,-..i111plr. 

De11u>.c;t.r;1r.ic)u: Es suficiPnlP prob;1r lo PstahlPrido para los l/-nu'>dulos 

cíclicos clP rL-torsió11. S<-a /un id<•al izq11ir-rdo dc- /(. titl q11c- 11/ l E TT.J., 

por lo que R/ l E :F,. 

Supo11ga1nos q11c> J/I es 1111 s11b111t;,1ulo c-sc·11cia) 11<· /(//. (•01110 T <•s 

espt."ctral y ll/ I ET,.~ por la Propc>sici6n :!.:J tPllt'llll•S <¡111• /(/./ E TT. 

'r<'11<·111os q11<" Fl/.J E TT.L ya q11r t•s 1111a i111<1}!,Pll lu11110111u1·f;1 dt· /1'/ /. 

C..!011cl11í111os <"nt.011cc•s qll<' 11/.l = O: rst.o i111plic·a q111· .// I = 11//. J)p 

<•st.a rnanPra. ll/I 110 tienP s11bnu;1lulos rs<·ncialt·s J>ru¡,ius .\' l"'r lo ta11to 

R/ l es sc111isi 111p1<·-.. 



G'/ase.c.; de- 1nód11los ...;i111ph! .... ... 

Teorema 4.2 .':t0

t'll TE ll-for .... tsprl'll'nl !Je 
T.L = ((C) y t, ... (_) =.,oc.:(_). 

Dc1110 .... tracióu: Obsc .. rvc•111os q11<' para t.·ualqui<'r S E /(-si 111p, t.c>1ulr«•111os 

que SE ~.J.., si y sólo si .. ':) E C: lo cual irnplica que ~(C) S r..L.. 

Por otro lado, dt"" la Proposition ·l.l y ya qu<"" r c.-s PSpPct.r;-,J. tPnrnu>s 

que T..L $. ~(C). Finalinc>nt<•. ya q11<"" los f(-11H':ul11lus dt .. r..L-torsion son 

SCITiiSÍlllJ>l<--s, podCtllOS C01lC}11ir <Jll<' f r.L ( ,\/) = .~U<'t._•( J\J) para ('llalqt1i<•r 

Af E R-rnod. 

Denote111os con P = {S' E /?-si111p 1 .c.· l'S proyrct.ivu}. ('01110 T!I es 

una teoría dP torsión csp<--ctral, tcn<--1nos C') sigt1iP11te r,·sult.ado. 

Corolario 4.3 r/ = ((-P) y t, .... (_) = .,ucr(_). 

Observación 4.4 El Tcorc111n .f.!.! 1108 111u1 .... /rn 'Jllf, .... ; r E ll-101-. ... "·'"' 

espectral y C = fl-si111p nFr. c11lo11rrs . ..:occ(_) r .... uu Junior dr lor ..... i<ín. 

En general. si C t·s cunlquic,. subco11ju11fo dr l?-silnp •. ~occ(_)uo c.~ 1u1 

Junior de torsión. En z. el nuillo 1h· lo .... rulrrns ¡Jodt·111ns r·u,·011/rar 

infi11idad tic cjc-11171/os. 

Los siguicut.cs rrsullados 11111C'st ra11 algunas rt..•lacitHIPS Pllt n· lo:-- cou­

juntos e e /l-si111p para los cualrs .... ore(_) rs 1111 f11ntor dt" torsitín y las 

t<--orías de t.orgión c-.sp<--ctndP.s. 

Proposición 4.5 .5ta Ce R-si111p, C # '1 tal qur ... oc'-~(_) ,~ .... 1111 fuulnr 

de torsión. Si C' r ... no rncí'o y C' e C r11lo11c< .... sorc•(_) rs un Juulor tlr 

torsióu. 
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DP.11Jost,r;1ció11: Sra/\/ E R-111ocl., <'01110 C' e e, t.PllC"lllOS <¡llP .•>tl("(_-·(AI) e 
.o;occ(M). Consich•re111os la. s11crsil-J11 exacta. cnrt.a 

aplicándole el f1111tor .~o<"<..·•(_), ohte11c111os la. suct>si<~HI exacta siguiente 

c:uyos c-xtre111os son igualrs .a ct>ro, lu cual nos da qu<> .... o,·l·-(_) es radical. 

Teorerna 4.6 Si r E ll-lor.... ,..... c8prclral, !? U/t.(U) y 

C = R-si1np nFr. cu.tou.cn:o cadn Sº E C <s 1111. ii-111ót!u/o J'royrctir10. 

LJc11Jostrn.c-iclu: Sra:-; E C. ,.:..,· c-s Pll foriua. natural 1111 /(-nu)dulu. SPa 

fJ --+ [~ --+ Ji_ -+ S' --+ 0 11na prcsP11tacit'J11 p;1ra .C.º. ( 'unsidt>rl'lllOS t>I 

siguir>ntr diilgra111a: 

o 

o 

f( 

J. 
u. 

.':>' 11 (1) 

J. ' 
.c..·. o ( '.!) 

Drhido ;1 <pu• los 11H)d11los r11 la s11c1·:·d611 ( l) sun r-lihrrs dP torsitl11. 

)a...c; npcJias '\'PJ"Í.Íf"CllPS SOll Í11cJt1sÍOllPS llilt1ll'étlt•s. (:01110 T PS ('SJ>('C1 raJ, 

dP] l...PnHl. 2.2 t.r1u·111os q11P lrt s11cesi,;11 (~) t•:-. ('Xi1cla _,. st• PscirHlc•. S('a 

q: .~·r -- l?r e•l flllJrfis1110 ubt.c11ido d(• la C'~,·i:-.it.JIJ. T'c•11c•111us q111• i(.~') = ,'···;, 
O 7':. <¡ • i(S), 01•lt·111;is cu1110 Fl l'S t'St'llCial t'll /1 .. ul»1t'llt'lllUS •¡ne• O =¡/:. 

<". ;¡s¡ nin~ u •. 
'Te•ttPlllOS la111hic'•n que•.~· PS si111plc• .Y que• U::¡!:•/' i( ..... ') ~S. ¡1111" lo <plt' 

q · i(,C..') n // ';;;; ,'--.'; d(' do1tdP <JI...;: S' -- fj t'S 1111 1norfis111t> q11t• c•sci11dt• J;, 

sucesi<'n1 ( l) dr lo cual rl's11lt.a qur S PS 1111 fl-11u"Jd11lo pruycc1 ivo. 



Cla . .:;cs de rnóc/11/os sünples ... ·15 

Teoren1a 4 .. 7 .'=1'rall 0 :¡:: C' i;; e i;; R-... i111p tal <JllC .'>O<"c..·(_) t_·.~ llll fuulor 

dr lor.~ión y sra Te.· la fco1·/a dr· fnrsiáu a.~n<"itula a t:$/r frtn/01·. ,r..,·¡ In 

leor{a dr lor.~iún \"(C) es <"."i}J<·rtrul, r11to11rr ... In <"n1-rc,.:;po11dr11ria [~. r,.-] -

(x(C), x1 dcfin:ida por Te• l--+ \(C') rs llll aulii .... 0111n1'fis1110 dr rrtí'rulas. 

Dc111ost.racióu: Sean C 1,C2 dos sulH·onjuntos de C ~ /i>-si111p. (-'011-

sidcren1os las tPoría.s dt" torsión cogrneradas por r1lns, \ (C1) y \ (C'l), 

lla1nen1os T¡ a la tf'"oría. d<" torsión a_<;;;ociacla a 1 funt.or dP torsi<)n ~ .. ore,{_) .. 

para 1- = I .. 2. Si T1 :::::;- T2 Pntouc<•s .'>OC<.'1 (_) ~ ._'>VC<.·:l (_) y e, ~ C2 .. dP 

aquíc¡ue Fx(C:z) i;; F,(Cd• por lo cual \(C1) ::=:: \(C2). t•s d<•cir. la. asigna­

ción i 11 vierte el onlf"n. 

Sean Ta, T2 dos tt._•oría.s de- torsión ('JI{<"~ re..·] y s<"'illl 8Ucc,(_) y ... o,· .. ·~(_) 

los funtores ele torsión asociados .a rilas. S11po11ga1nos <¡UP \. (C1 ) = 

x(C2), entonces e, = R-sirnp nFx(C1) = //-si1np nF'\.(,.";d = C2, ele do1ulC" 

soc.c, {_) = .~ore~(_) por lo lit11to T1 = r 2 , por lo que la a:;;;ignar.i<)n t•s 

inyectiva. 

Resta ver qu<" es .sobn", si O'~ \"(C), sea e" = R-sitnp n..r .... , tP11e111os 

qul .. :Fo ~ ~"\.('-.) y R-sin1p n..rty ~ R-sin1p n..:r,(C)· l">S <IPcir. CCf ~ e, por 

lo quc- socc ... {_) ~ .-.ore(_), lo cual i111plica quP Te ... :::::;- Te. 

Afirn1a111os qu<" <T = x(C"). Puesto qut-> C .... ~ :F'" te1u·111os q11< .. u :5 

x(C,.). 

Sea. o # Al E ..rty e F,(C)• por lo tau to PXÍSt r llllél SUCC"SÍÓtt t_•xacl a 

o--> Af L noe/ E(.',"o). con ..... · .. E c. Sea l'o: floe/ E(S'n)--> E(So) la 

proyección canónica, pocle111os .s11po11t•r qt1l" l'o o f -::/:-O para t.otla. o E /. 

Por lo tanto para cada n E /, exi~tPn i\«. un stt1 J111ód ulo clt~ ./\ I y un 

n1orfis1110 9 0 : N 0 -+ .5'0 , 9cv '#O_ '""fr11P111os <¡11<' 9 0 es :-;;ohr<", de donde la 

sucesión exacta. /\'0 --+ .C.'c. --+ O es una .surPsión c>xacla ru R//"\.(C)( 11)-
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rnod. Corno x(C) es cspec:tral, del T'PorPtna .J.fi. Pst.a s11cc·si{>11 se cscind..­

y .~n es StlllHtJldo dirPCLo de Nn. por lo cual 5'0 E F,.. p.ar<l t.oda. o E /. 

Esto nos dice que .S'n E e". de do1ult• ,\/ E .F'\(l',.)· ll1°11H>S prol>ado que· 

CT = x(Ca ), con lo que conc:luí111os la ch.•111ustraCÍ<.Í11 <h·I .. rl'<JrCtna. 

Proposición 4.8 Srn T E R-tors t spcclnzl y e = /(- ... it11p n FT. ,<;¡ 

O --+ N' -+ N· -+ !\'" O C!i u11a succsir;n r.racta de ll-1n<Jd11/o." 

i::qtticrdo.~ T- /ibrrs dr lorsióTL. cnlonrc.-. In !ittcr .... iún O -+ .-:ore( N') --+ 

socc(N)-+ .•ore(/\"')-+ O es r:rarla. 

Dí!111ostracicí11: S..-a /? = ff/tr( R). co11sid<·1·<·111os ..-1 í1111t.or e:: R-rnod 

-+ R-mod tal q1w para rada 111 E H-111od. (,"( .11) ·'ºre(.~!). Por la 

Proposic-ión '1.6. e ronsist.r dr H-mód11los pro.n•ctivos y por lo tanto é.' 

es un funtor de torsicJn exacto <"11 //-1nod. 

!lasta ahora he111os considt.·radu 1111a teoría d1· t.ur:-.il.Jll r 1•.sprc-tral y 

Ja clasl' dt• llH)d11Jos si111p)es C = ft'-si111p n:J="r. uhf.11Vi1110S <JIU.' .<:CJl"t.•(_) 

resulta funtor d1• tursi1.;11 y d1· la Proposici1l11 :~. I. '1111· 1·st a cl;1st• C co­

g<'nrra u11a f.t>oria rspect ral. J)rsra111os salH·r t>11lo111·1·s co1110 dt>IH·11 ~rr 

los co11j11ntos e e /i-si1np, para CJll(' las tt>urías clt• 1 orsión cogt>llC'fil­

da.s por ellos resulten csprctra.les y lt•np;:t11 la pn.>piPdad d<' qut"' .. .;oct..•(_) 

sea un funtor e.le t.orsió11. El sig;uie11t<- lt•orc·rna 11os da. las condicionrs 

nrccsarias y suficiPnt.cs para C"Slo. 

Teoreni.a 4.9 ,':;,',·a "' =I= e e ll-tiÍlllJ.I. La8 .~iy11ic11!t . ..; co11dirio11f"S ·"º" 
equiva/rn/cs: 

i) \'.(C) rs t:Hprctrnl. 



Clases e/e n1Ódu/os simples : .. 17 

ii) 1. socc (_) es un funtor de torsión <'n R-mod. 

!!. Si O -+ N' -+ N -+ N" -+ O es una $Ucesió11 ezacta en R­

rnod de niódulos x(C)-librcs de torsión, entonces la sucesión 

O-> socc(N') --+ socc(N) -> socc(N") -> O c.~ exacta. 

Demostración: i) = ii) Observarnos que C = R-simp nFx(c¡. de don­

de la parte 1) se sigue del Teoren1a 4.2. La. parte 2) se sigue de la. 

Proposición 4.8. 

ii) = i) Sea O ol M E Fx(C)· Afirmamos que soce(.1\-1) es un 

submódulo x(C)-denso de M. Supongamos M/soec(l\-1) "'Txcc¡; enton­

ces existe S E C y un modismo distinto de cero f: 1\1 / soec(M) --+ E(S), 

por lo tanto existe un submódulo N de Af distinto de cero, tal que 

socc(M) es un subrnódulo propio dt> N y un rnorfisn10 distinto de cero 

ft: N/soce(M)--+ S. 

Sea. f<{/socc(M) el núcleo de f 1 • Tenemos la. sucesión exacta O--+ 

K ~ N -+ S ~ O, donde i es la inclusión. 

Observamos que N y S son n1c>dulos x(C)-lihres de torsión, de 2) 

tenemos que la sucesión O -> socc (/\) ~ socc(N) -> S -> O es exacta.. 

Pero soce(K) = socc(N) = sor,.;(l\-1), lo cual es una contradiccióu; por 

lo que la afirn1ación ha sido probada. 

Siempre los submódulos x(C)-d<>nsos de los módulos x(C)-libres de 

torsión son esenciales. Resta probar que los sulnnódulos esenciales de 

los módulos x(C)-libres de torsión son x(C)-d<>nsos. Sen /lf E Fxcc¡ 

y N un submódulo esencial de 1\/. Entonces, .•oc(/\/) <;;; N. Hemos 

supuesto que 1\1 E Fxcc¡, por lo que -'Oc(/IJ) = -<occ(Af), por lo tanto 

socc(M) <;;; N, lo que nos dice que N es un submódulo."\ (C)-dcnso de 

M. 



J~n d :;;iguir11tP tron•nHL da111os 1111a car;1ct.c·rizació11 dt- los a11illos 

:o;crniartinianos utilizrt11do a las lt•orÍa..c;; de tnrsicln es1n·rt.ralt.·s. 

Teore111a 4.10 .'>'car E /(-fors c...-¡ucfral. t·11fo11t't .... las ...;if/llit·11ft's afh·-

111.acio1lcs so11 rqu1r1a/t--ufr,c;: 

i) R r.-.. un a11il/o sr11linrfi11ia110 i:r¡uit 1·do. 

iiJ t;(H - ,,,,,,,,n TT) = r =,¡u - .-;,,,,,n :F,). 

Dr111ost.rncic)11: i) => ii) Si li PS 1111 anillo s<"111iarti11ia110 izquit.•rdo, t•ntu11-

res cada r E /(-t.ors satisÍilrt"' la co11diciú11 ii) por ( 1 O. 111, Proposicic;n 

1 :,i.1 o]. 

ii) => i) SP;t O =¡f ,,/ E R-n1od. ProlHll'PlllOS '(llP .~oc(/\/) :/= O. 

Ohserva111os q11<"' para qu<' esto succ·da c-s s11firiP11tc• que• IT(¡\/) :¡!:. O. 

S11ponga111os <p11• 1l/ E Fr. así <'XÍSf.(" .s· E /l-sitnp nFr y 1111 111odis1110 

distinto dr C<'l'O f: /\/ -+ E(.">'). Ahora, /111f n ..... ,¡, 11 ,¡ .. dond.- lmf = 
.S'. Sea N = .r- 1 ( ,'1'), lP1H·111os q11P /\,' ~ O. SPit / 1 = f/,v. <·11 I 011rc·s 

o# f1 : N -+ s·. Corno NE :Fr. Pllf.onrrs .f1 E l/01t111¡tr(I{)(/\' . . ~·1. ·"ª 
q11r T rs t'SJH"(·l.ral. de• In Proposicicl11 ·l.fl 1c'lll't11os q111• ,..:,· t•s llll lf/lr(U)-

111ód11lo proyectivo. por lo <plr rxistc 1111 11/IT( /i')-111orfis1110 distiut.o d<" 

C<"'ro !/:,e,•-> IV. ('.laranu•nt(' .'/E llon1u(.":t'. ~V). dP dondr ,o.;or(./V) /.:O :v 

por lo l.;n1t.o .<iot· ( .\/) -::¡!:. O. 

l ¡ ua con:;;cC11P11cia i111nediat a d1• lu <111 t c•riur c·s c•I si,e,11 it ·11t 1° 1·<"s11 I t adn: 

Corolario 4.11 Sea R 1111 anillo, 1.·11/011c<·s 11 t.··• 1111 ,...,·111ial'/i11ia110 i::­

quicrdn . .:.i y ...;rJ/o .<>ir . .,=(. (11n;d11/o,o,;; .~i111¡1/r ........ i119ulan·8} = .\ (1111Jd1do .... 

--~i111p/c.'i proyt c·li r'o8}, 



Cfases de 111ód11/os si1nples ... 4!) 

Los anillos artinianos sen1isi111ples son caracteriz~ulos en térn1inos 

de teorías de torsión espect.rak•s nH•diante el 'TPorr111a. •l.n con10 sip;ue 

Corolario 4 .. 12 Para un a11illo R la.~ .;;;:igui1·11/r., ,.~.,11di<·io11c-_.; so" equi­

valentes: 

i) Cada T E R-lors es cspcctnil. 

ii} .; es espcctml. 

iii) R es un anillo a1·tinia110 scmisimplr. 

En el resultado siguientr dan1os condicionrs nrcesé\ria.s y suficientc-s 

sobr~ }a teoría. de lorsÍCÍll T y la e la.se C, para. <¡UC' p) f1111tor .o;oc.c(_) sea 

exacto. 

Teoren"la 4.13 Sea T E R-tors e~qJt·clral y e = R-si111p n :F'T. E11lo11ccs 

las condiciones siguientes son cquivnlrnlf's: 

i) El Ju.11/or tic lor~~ÍÓll $OC'-<:(_) r8 ~·rae/o, 

ii) La clase C con:áslr. de 111.ódulos proycrfirio.c;. 

iii) T.1..1. 2: Tg. 

Demostración: Prohar<"lllUS prinlPro i) => ii). Sf•a. ,.;; E e y o --+ ./ -+ 

R _!.!__.. S -+ O una prcsentacic>n para s·. Por el inciso (i} la succ.·sión 

O --+ succ(.l) --+ ·'ºcc(H) __!!_., S --+ O <'S exacta. Ya c¡uc ·'O<"c(H) es 

un n1ódulo se111isi111plt· la sucesión S<"' esciuclP. Por lu que existe un 

111orfis1no distinto de rero i: s· --+ ... occ(l?.) tal qtu ... Ii o i = Is. (º01110 
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ñ es la rcslriccitJ11 dr 11 a-"'º<""--·(/~). 11·1u·111os qn<' la s11n•shln orip.;in;tl :-><" 

escinde por lo cpw s· es un f/-1nc~><l11lo proyt•ct ivo. 

Para prohitr ii) <=> iii) ohsl•rv.arnos q11t· r..Ll. = \.(C). lu cual 11os da. 

C)t1t• T.L.L 2: T.'1 SÍ)' :-:>t'1lo SÍ Ja cJasP (" 1·u11sistl' d1• l11t'uf11los Jlf"O:Vl"«t.ÍVOS. 

ii) => i). [) .. ) '1'Pon·11ia ·1.2 tP1u•111os <pu· /T.i..(_) = .... ,u·c(_). E.I iuci8o 

ii) irnplica q11<• :F.,...i.. 1•s 1111a rla!-'iP n-rrad;1 l1;1jo cocicntrs. Por {10. l. 

Proposición 5 .. 1')], te11p111os qt1P .-.ore(_) es 1111 f1111lo1· dP ton·~i<'111 l•xa1·to. 

Consic.leren1os rtl 1, la tc-oría dP torsiún dr (:old111a11 cuya clase ele 

torsión consiste" de· los tll<)dulos sen1isin1plcs ¡no.\-c•rt ivos. 'ª'' ha. sido Ps­

tudiada. PX\,PtlSÍValllPllt<', para. tlla)"Ol'C'S t"l'Ít•rPlll'ÍilS, ,,-t•Úst• { J ~1, ( 1 !J] y (2]. 

Esta t<'uría de torsióu 110 sit·111pre rl's11lta ser PSJ1t·ctr.al. c11 los si~t1it_•11t<·s 

r<•s11lt.=ulos da.tlHJS ro11dicio11Ps llPCt's,arias y suíiciP11tcs petr;, qt1t• lo Sl'a¡ 

ant.cs, dos lc>tna.s t<"cuicus. 

Lema 4.14 .S'cn TE /{-/or .... · f .... prC'lrul. /'.."'11/n11rT8 r1.. V r 1-.L = \. 

Dr11108t.r;1cic"iu: Supongatnus q1tc• r..L V r.L.L < \. ~l'•t ,\/ •:: U~1nod 

tal qll<" O -=/: /\[ E .:F-r.J...vT.J....1.. dt• don(IP .\/ ~ Fr.i.. y ,\/ E FT.1..1.. S<•n 

e = R-sin1p n FT. ('01110 T es t•sprrt ral. ¡1or t•l '1'1·01·t·111a ·t.".! t<'IU'll\OS 

q1u· .~occ(J\I) = O. Por ut.ro 1.ado, T..L.L = "\(C). dt• donde Pxistt• una 

fatnilia. M dr R-nu'ulnlos r-lihn·s dt• torsión .. v 1111 111u110111urfis1110 J\/ <......-+ 

11 E(S'). E.n particul;u·, <'xist.t~ u11 s11htnt'Jd1ilo tlist.into dl' cero.\' dr 1\I 
SE.IVI 
y lttl C"pi111orfis1110 J: 1V --+ s parn alp,un ....... E ... \.1. ( '0111u ,\' ~ :F.,..i J.. e FT. 

tP11rn1os '111P la s11re.sic'n1 1V ..!.... ,'-.'-+O est;\ 1·11 /f-111ud. )),.¡ 'T'<'orP111<1 ·t.r.. 
tctH''tllOS qur ,<,' es iso111orfu a 1111 s11111ando dircrlo d" /\,,·. Dt· t'~tu sr 

sigur qtt<"' O =f. ... occ(l\l) C .-.occ(.\I) lo cual I'~ 111n1 contradi1·cili11. dP 

dnndt.· r.L V r.J..L = \:· 



(:/a.c;;es <Je llHÍc/11/u,.,. sÍ111¡>ft'."' .•• 

Lema 4.15 Sea r E 1-i-lor~'"'- S'i r y ri . .:0011 r • .:opt·r·/ra/Lo;;, t'11/011cc • .;; Ji r .. ..; 

1l1l anillo se1niarti11iano i:quirrdo. 

Dc111ost.i-aric-;11: ])el 'l'L•orP111a ·L:! y t.lr la Proposici1.)n :i.1 tPnP111us <¡U<" 

7.,.J.. y 'Ty..i..i. cu11sistt>11 d<- 1111.)dulo.s se111isin1ph~s. Sc.:.-á. O =/:- Al E /J>-n1nd. 

Por <"I Lt•ma ·1.l-1 lri(1\I) #O ú t, ... .._(,\/) #O; por lo c¡•w .<oc(AI) #O, 

y esto nos da que R c>.s 11n anillo S<"t11iartiniano izquierdo. 

Recorda111os qur lhu11a111os a una t1·oría 'lt• t.un.i()Jt r E /i.-tors "J'1'F' 

cuando la clasr Tr l'S c«-rrada IH1jo productos directos, (\'er (JO] y {l l]). 

(_!orno en el (\>rolario 4.:3, sc:-a 'P ={.'-.'E /i-si111p j ."' .. ;ps proyt•cti\·o}. 

Teoren1a 4.16 l'arn un a11illo /?la ...... i_qui<11/t." ro11t!it·io11c .... ·""º" tqui­

valc.11/cs: 

i) La lcor{n tlt· lor.o;;Í<;,, ,¡,. c,•old111a11. T.~,. ,, ... r ... ¡J(t"lrul. 

ii) El anillo 11/.~ocp( R) C.'"i 1111 anilln arli11ia110 sr111i .... il11plt. 

iii) La tcor{a de lor,qió11 de Gnldir. T_q• e~ '"/'7'F' y la 1·/a . .;;r tlr 111tídulo ... 

dr lorBió11 de Goldir. Tr"' ro11.-.i . ..:lt· tlr 111ód11/o . ..: ,.., 111i ... i111pl1 .... 

ilJ} La tcor{a ,¡,. lot'.'iÍÓll dr c·oltlit-. T!I' , ...... 7·7· ¡;· !J la ,.,,, .... ,. dr 111tidulo .... 

tic lor.o.;ióu dt· (,•n/dit-, Tr"' ro11.-.1.-.lr dt uu5dulo8 i11yt"r.1iuo~'· 

De111ost.raci1J11.· VPalllOFO i) => ii). rl"t•JH"lllOS q11t• T!li = T.~1·· Por PI l...t•111a 

4.15. /l. resulta st.·r un anillo st·111icn·tinié111u. J)e [l~:r.·on·11H1 :J. l]. T!I 

es TT F, y cst;Í. geut.·rada por los 111i,d11lus si111plPs si11p.,11lan•s. De..• [~:L 

Corolario 2.7] tt"IH'l110S cptt· ... ocr(I<) = nret.:r.., /. d«-" du11clt~ 11¡ ... ,><~r(li) 

es clP r_q-torsió11. [)p [:!:J. 0

1'cun·111a :!.!)) t 1•11t·n1os q11t> r,,, = r .• 1,..L. por lo 



<JllP li/ ... ucr(N) .-s dP T ... , . ..L-torsit.)11. Por 1ilti1uo, de la Proposici<jll ·1.1 

ohf.<"llPlllOS q11r f(/.-...u<"r( U) es 1111 anillo artinia110 sP111isi1nplP. 

ii) => iii) J)p [IX. (;orol;1rio ~.9] t1•111·111os .-...or_r(,\/) = ... ocr(J()~\J para 

todéa. J\/ E Fi.-111ud. Si 8ocr( ll.)1\I ;¡!; O. c•nto11c«'s .-...ucr,\I ~ O y por lo 

t;111tu -'"''( ,\J) o/ O. Si ,,urr( H)l\/ = O. Plltonn•s 1\1 C'S 1111 /l/.,oc-,.( H)-

11JC)d11lo. P<n ii). ,\/es :·w11lisi111pl<'. dt· do11d1· .-.o«(.\/)~ O. Por lo tanto 

lf t·s sP1ni;11·ti11i;1110 izqui<•rdo. Ses ,\/ difer'-•utt• dt· n·ro. ,\/ E TT"• dP 

do11d<" $O<"r( /()1\f = O. Así :\/ PS 1111 17/ ... <H"r( /()-111ódulo sc111isi1nplC"., 

por lo q11<' con10 f(-tn<.jdulo ta111hil·n lo PS. 

iii) => iv) Sra 1\I E R-tnod, i\I E T-r-
11

• C'o1110 T .. , es llllél tt·oria d<" 

torsil111 1·~tal-'I<". /.;(J\/) E TT
11

• Por iii) E(i\/) 1..•s 1111 111tjd11lu ~ .. 111isi111plc•. 

(!01110 ¿\/ C'S l'St•JlCj¡i) <'11 /:.,'( ¡\f ), ll'IH'lllOS ¡\/ 

i11yPct.ivo. 

E(.\/), .¡,. donde ll/ ••s 

iv) ==> i) Por la Proposit:i1..",u :!.:J <"S s11fici .. 11te prol>ar qtte ccula 111<)<ltilo 

El i11cisu iv) 11os dict> .-pu·¡\/ E 7T"• lo qll<" i1uplin1 <pu• J\/ l'S iny<·ctivn. 

()bserv;unos que Ja condición iii) d .. I tc-orP111¿1 ;111t.<·rior uos die<- qu<" 

C"I producto de lllljd11Jos !"e1nisi111plcs si11g11larP.s rs sl'111isi111ph-. singular. 

Corolario 4.17 S'i r.•p o<; r. ... pcclrnl, c11/011rn~ para rnda idra/ i:q1tirrdo 

<sr·11rial / de [(. el 11Hídulo li/ / c ....... < 11ti..-.i111pl< r· i11y<<·fi1•0. 

LJe1uust.n1cic'>11: Es consPc111·1u-·i;L dt·I 1.,<·orc11H1 -1. 1 ti. 



c:Ja.._r:;cs de 1uód11/o.<.; si1nples . . . !l:l 

Corolario 4.18 Sr·a cr $ r .• 1 .. rnlr111rc.:o /a,r:; .r:;i_quirulrs roudirio1H·.r:t so11 

equivalen/e$: 

i) cr rs cs¡H"rl ral. 

ii) /~/anillo 11/t~( /l) rs un auilln arli11ia110 _.., T11i.~i111¡J!t'. 

iu) ~.i. ronsi ..... tc de 111ódulo . .:o i11yrcli1•0.~. 

Den1ost.ración: Sea P t?I co11j11nt.o deo ohjPtos proyPctivos de li-sin1p. De 

(23, Teor<>nu• 2.18] la corrc-spo11<l<>11<"ia <.p : [(, r_, 1,J ~ !/' 11(-f0 ) rl<'11nida 

por cp(a) = \:('P - .. \'") dondr rT = ~(.\') Ps 1111 i!-'01JHH"ris1110 de· rctíeulHs. 

i)=? ii) Co1110 t7 ::5 Tttp~ ~11t.011crs f'J"'.l. E !I' 11(~,.,). Por lo tanto O".L ('S 

espectral. Por el LenHt 4.15, el anillo Res SP1niartiniano izquirrdo. o~ 

aq11Í que Fer = T"i. Por lo tanto ll/tcr ( /-?) E T..., i y por la Proposic-i()n 

4.1, R/lr~(/?.) rs scn1isin1plr, con )tl <¡11<' oht.(•1u·111os ii). 

Para VPr ii) ~ iii) Si 1\1 es 1111 1tll'ul11ln de tT.l.-ton,,.i6n true111os qur 

ME :F" y J\I c-s un R/t,.,.(R)-nHidulo. por In hi1u~t(•sis. J\f re:-:;11)ta se111i­

si111plc. 

tcne111os que E(J\J) es de a.L-tursió11 por lo que E(1\/) ('S 1111 11H>tl11)0 

sen1isi111plc. Co1110 ;\fes c-srncia.I r11 E(/\1)~ ohtP11<·111os q11<" J\I PS iny(~r.­

tivo. 

iv)=> i) Afirt11an1os que- :F,.,. = T(Ti. ·re11< ... 111os cp1r a.l. = "\(R-si111p 

nTa). Sea o =I M E :Fa· S11po11ga111os <J'lf' l'XistP '111 morfis1110 n # J: 
Al --> E(S) con S E R-si1np n 7;.. Por lo tanto t·xistc• O# 1\/' e:; 1\1 y 1111 

n1orfisrno O 7'= J' : !vi' -+ !3. Co1110 ,e,· E T,.,.~ rntonc-Ps S' C"s proy1.•c1 h:o. l)p 



donde <"Xiste uu 111odlsn10 lJ -:f:. g : _.:..· __.. ¡\[ 1
., lo c1lal <'S una co11t.1·adircil)n. 

Por lo tanto f..,~ T..,.i.. T .. a otrcl colllt•l1cic">11 t•s clara. 

SC"a. 1\1 E :F..,, por iv) 1\1 ('S inyectivo. Si .\" t•s 11u sub111l>llulo rlr 1\1., 

tt•1u_~111os c¡tt<" ta111l>ii-11 PS iuyf'ct.ivo, hu·gn cualqui<·r ~11lHnc.>cl11lo de 1\1 <·s 

f'111IH'-Hclo directo d<' 1\I. Por lo ta.nt.o cualquil'r :--uh111ód11lo T-puru de 

Al C'S sunia.nclo directo. Ue 2.:l iv). oht.t•np111os cp1t• "PS Ps¡u•ct ral. 

Eje1nplo 4.19 h.'n f'.<ifc cjc"1plo r•r11u1s qut si rlin1i11u111ns la hi¡ulfcsis 

tif· que /u fror·{a dt· forsiÓ1t \.(C) st·n L"'/U'Cfrn/ t·u t [ ~/'corrnHI .~/. 7. r11fo11-

,.,,.,. ,,...fe /t·orc111n ,.,.,. fa/ .... o. 

S<"a R <'1 anillo Pst1uliaclo por (:.!ozZt'llS C"ll p·q. PStt> anillo tiPHP l<ls RÍ­

g11it·nt.c-s propit·lladPfi: 

i) /les un clo111i11io de idPah .. ~ princip.alt·s izq11ic.·nlu y d<·n·cho. 

ii) /les lltl anillo sitnpl<'. 

iii) ll es un \··-anillo izquierdo. 

iv) R 110 es 1111 caanpu. 

v) R lÍPll<' Sélh·o iso1uorlis1nos 1111 1ínico 11H"ul11lu izquil·nlu :-:iniplc·. 

SPa e= {.C.."} = /l-sitnp. tr11en1os <)11P s· C"S un 111<.ldulo si11µ:;11lar. Y<'- que si 

110 lo fncri\. sPrÍa proyectivo _v por lu tant.o sn1111111do directo <.\t'I Clllillo. 

Por la propic.·clnd i), los tÍ11icos idP1npot<."tlt.t•s son «'1 O y •·I l H· 

A(lcnléis . .... or~(_) = .o;;or(_) e:-; uu Ílllltor tlr tursi<.)u ya qul': para ra<la 

/\1 E R-1nod, la propiedad iii) 11us dice que.· todo si111plt-· <'s inyPcti\.·o. y 

e.le la propiedad i) rt."s11lta quP $uc(J\I) e:; inyc..•cli"·u. P11 cons<'Cll<'ncia l'S 

su1nanc\o directo de' ¡\/, <le <Ion de obt,•11<·mos c¡tie soc( ¡\/ / soc( .\/)) = U. 



Clases de módulos sin1p/es ... 55 

Por otro lado, x(C) = x(S) = { que no es espectral, pues el anillo 

sería semisi111p1e por el Corolario 3.12, lo cual es una contradicción. 

El intervalo [{,re)= ({,{(C)) = {{,{(S)}. Por otro lacio, el intrrvalo 

[x(C), x] = [x(S), x) = R-tors. Estos dos intervalos no están en corres­

pondencia biyectiva, pues en este anillo se cumple que { < x(R) <X· 

Ejemplo 4.20 El siguicutc es "" cjrmp/o de "" co11ju11to C e R-si171p 

tal que soc.c(_) e.~ ttn funtor de tor .. "'i 011 y sin t'nibnrgo x(C) no es ttna 

teoría de torsión espectral, por lo qur la condición 2 del iuC'iso ii) del 

Teorema ~-9 es 11rccsaria .. 

Consideren1os el anillo R del cjen1plo anterior. llen10.s probado que si 

C = {S} = R-sitnp, entonces socc(_) = soc(_) es un funtor de torsión y 

que x(C) = x(S) = { no es espectral. 

Ejen'lplo 4.21 Este ejc1uplo 11.os 11lllC.<i/ra u11a lco1·{a <ir torsión C.'i¡Jec­

t.ral y Ulla e/ase G de 1nódu/os sinip/es CU. donde soc.c(_) CS U11 jurtfor de 

torsión que no es exacto. 

Considerernos el anillo R = (z2 (Ko)" l~"o). Probaren1os que T•r es una. 

teoría. de torsión espectral. Por la Proposición 2.3 es suficiente ver que 

para los módulos T.r-libres de torsión, los subn1óclulos T•p-puros son 

sumandos directos. 

Sea M E :F,•r• de donde 1"1 <'S un R/t,,,.( R)-mód11lo, es decir, JI/ es 

un R/z2 <"'•Lmód11lo y R/z,<No) ~ Z 2 • S••a N 1111 submódulo r.,.-puro ele 

Al y consideren1os la sucesión cxact a corta O - N - ,\f __... AJ/ N -+ O" 

que es una sucesión de Z:!-1nódulos, f'S decir de 111ódulos se1nisitnples., 



por lo q11C" la s11c.-si1.l11 se rsrind(•, lo rplP 11os da q11e J\' PS uu s111nando 

din·rtu el<" J\!. cpu• PS lo q1w SP q11<·ría. 

J•or otro ladu. ~t·a e= R-sin1p nFT· ... , •. (\.>JJhJ r .• ,. t'S PSJH"CL1·.al ft>JJC'­

lllOS <Jllf' Tr,,,.L ro11~ish• de nu'>tlulos !"t'lllisi111plt>s. (~01110 /i ('S sc-111iarti-

11ia110, r.q = r .• , • .L. d«" (·~ta. 111anera, TrtJ = T.,..,,.L y «"I radical asociado a 

r 9 es .'-'occ(_) q11t• PS PI zoclo singular. Cu11sid(•rt•11u1s la stH"PSi()n ('XrH·t.a. 

O~ scu·r(R) ~ H lf/.r.oocr( R) -+O, a. la q111• le apli1-c11nos PI í1111tnr 

socc(_). ohtr11<"111os la. sucrsicJn O--. O-+ O._ ll/ .... o<'t.·( li)--+ O <pu• 110 es 

Pxarta. 

Ejemplo 4.22 [~o,. últinio, ob.c.;crt1a111os qur rl Lc111a ./ .14 110 f'$ válido 

rn _qr.nr 1·a/. 

En 2:-rnod, la ca.tc·~oría d<• grupos al>«·1ia11os, co11:-.i1h·n•111os la tPoría 

dr- tor:-...i<Jn T = ((Z.-i) q11<" 110 l'S l"SJ>l'Ct1·al.. tt>Jh'JllUS <¡lit' TJ. = \(::..2) y 

T.L.L = \((:-::: - .o.;.i111¡1) - ~2 L el<" dondP T..L V T.1..1. = T9 -:¡f \. 

DP pst.o. podt•1nus ru11d11ir que la co11dicit"n1 d<" que la lrol"Ía de 

tui-sió11 cunsid<"ratla .Sl"a. e~p1•ctral, es sufici(•11tt·~ pPro no es 11Pcesnria, 

ya. q11r Pll c11alq11ic·r anillo st•1niarti11ia110 sr r:11111plc q11P Ti V r.1..L = .\.. 

En un anillo sr111inrt.i11ia11u izquierdo, la r<'tÍrula /(-tors es Boolrana. 

y no tocios sus t•lt•11u•11tos son esprctrales. Si ctn1:-.idrra111us <"l anillo 

/i = (z}Ho}, l¿:_;./''o)· Ji c·s 1111 anillo sr111Í¿1rl.i11ia110 izq11it•n)o y~ nu rs 

rspPctral. 



Capítulo 5 

Anillos semineterianos 

El objetivo de este capítulo es dar una caracterización de los anillos 

semineterianos utilizando teorías de torsión espectrales, generalizando 

los resultados de [20}, en este artículo se da una caracterización de los 

anilJos semineterianos in1poniendo condiciones a los intervalos (e, Tg] y 

[r9 , X], donde {, Tll y Xt 5011 e) e)e1nento nlenor, Ja teoría de torsión 

de Goldie y el elemento rnayor de R-tors. Para esto, el autor define 

una filtración que considera el funtor singular. Nosotros obtenemos la 

generalización n1encionada para cualquier teoría de torsión espectral y 

Jo hacemos definiendo una filtración que considera el funtor de torsión 

de Ja teoría de torsión espectral. 

Decimos que una teoría de torsión r es propia si T ~ X el elemento 

mayor de R-tors. Denota111os con R-prop al conjunto de todas las 

teorías de torsión propia.e;; sobre R-n1od. 

Sea T E R-tors, un R-rnóclulo JI/ es llamaclo r-cocrítico si ¡\,/ E :Fr 

y para todo O# N 5; JI/ tenemos que el módulo Al/NE T.r. Decimos 

.')/ 
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que Al es cocritico, si es x( ~\f)-corrítico. 

En gf'"'11<'ral. 110 t•s ciPrto CJIIP cada r E íl-prop tenga 11uld11los T­

cocrít.icos; si <·sto t-s ci<~rto, PI anillo /l. tjs lla111ado st·111ittPlPrÍano. Sou 

anillos st,.111i11«•terianos los anillos nrtcrianos. los ét11illos srrniarlinianos 

y los anillos C'<>ll din1cnsió11 dt• Krull. entre• otros. 

La filtraci<Íll ele c:ahrirl (1'11 R-turs SP ck•finr COlllO sigur: Es una 

cadena de t.coría.o:.; ele torsióu r_ 1 $ r 0 $ T 1 ~ ••• $ r, :::; ... , dondP, 

Si o no PS 1111 ordinal lítnitr 

T 0 = T 0 -t V ({ {J\1 E H - rnod 1 JI/es T 0 -¡ - rocrítiro}) 

Si <Y t~s un ordinal lí111ite 

T 0 = V To. 
/J<n 

C~o1110 R-torf". t•s 1111 coujunt.o, tcncn1os <(11<' existt• 1111 ordinal 111íni1no 

o tal que T 0 = T,.+ 11 para todo ordinal (3. l)c11ut illlH>S a (•st.a. teoría de 

torsión por -y. 

Si /\.'/ E /?-ntc.Ht, deci1nos que /\/ tiene diuH .. nsi{>n de- (~ahriPI o si y 

sólo si el conjunto d<-. ordi11ale.s para el cu;d 1\1 E Tr,. 1•s no VilCÍO y o 

es el 111C'nor ordiual cou c.sta propir-dad. J)pcÍ111us que p) ;i.nillo /?. t.iPne 

di111e11siÓ11 de (:abrie( O' si ·y sólo SÍ \01110 /1'-111/ufulo lÍPllC' di111Pnsi(jll de 

c:abriPI n. Es inrnediato quc- ll tic•t)(' dinu·11sió11 dP c:ahriPI o si y s1"1lo 

si T 0 = \.. y To #- X para todo ¡-J < o. 

Teoren"la 5.1 ( 11) Las Biguirnfr.'i ro11dicione.~ so11 rqui11alr:n.tr.~ para 

un a11illo R: 



Anil/os scu1i11eteria11os ,r;g 

i) 11. C."i un a11illo sc1niurlcria110. 

ii) R licue dhnc11sió11 dr Gabri<l o para nlg1í11 urdi11al o. 

iii) Si T E R-¡n·op, c11lo11cc$ T t8 una Jror[a dr forsir;11 Jucrle111r11lc 

scn1ipri111a. 

iv) RE 7-,. 

Suponga111os <JUC T E R-tors <'!-' c>spc.·ctra.l y co11sidc.•rp111os las siguiPn­

tes teorías <IP torsión: 

T' = x( { S' 1 s E R-simp íl:Fr}) y. 

T" = x( {Al J 1\/ ,.,_ cocrítico y ¡\[ E :F r}) 

Ohsc'rVillllO.S q11<"' si('nlpn· SP cu1111•lt• que· r ::::;: r" :S r'. 

Len-.a 5.2 Si TE 17-tors C$ cs¡uclrnl. c11/011rr .... {1\I E R-111od 1 ,¡\/e~ r-

cocrílico} ={Al E R - 1110.l J ;\[ ,._, rorr(/i<·n !I ;\[ E F,}. 

De1110.c.;tración: Si 1\I es un 11Hld11lo r - cocrít ico, ('111 onces ''s cucrit it.:o 

ya que todo T - cocrítico es 11nifor111t.'. 

Sea ./\1 un 111ódulo cocrítico tal cptt' .ll E FT, proharr111os <pu.' 1\/ <'S 

T - cocrítico. SPa O '#- N ~ J\1, ro1110 .\/ rs corritico c·s 1111ifunne, por 

lo tanto sus subtnódulos disti11to.s d(• <"('ro son t•sc-11rialcs en .1\/. C!on10 T 

es espectral, la. P1·oposicii)11 :!.:l 11os dice que- los s11h11Hld11los <0 sc.·11cialrs 

son r-dc11sos; de eosta fonna, 1' 1 rrs11 l t c1 ~c·r r - corrí! iro. 

Len-.a 5.3 Sra r E /"i'-lrn•$ r:·•¡urlra/ y·"'"' a E U-/nl'.'-' l<J/ q1lf r" :S "· 

enloncrs cada 111rJdulo 1'1 di .... ti11/o df erro rT-/ibrr dr lor-'"'i<;,, cou/i<·nr 1111 

sub111ñdulo di..,Jiulo ele rf 1'0 a - r<wr/I ico. 



(iU 

De111ostració1J. Sea,\/ un nH>dulo a-libre• tlf' tor~it~,n. f)e r" S rr tenrrnos 

que :F'0 ~ F-r"• por lo <¡11P ;\/ es T"-libn· dt> tor:->i<)11. De la dt>li11ici<)11 

de r". cxist.P 1111 111c"ld11lo cocrítico r· y 1111 11iorlis1110 di~tiuto d<' <"Pro 

f E(/\/) - /!;((') (:01110 res cspPctr;d, 1IP la J>n>posicic)u :1.1 te11<>n1os 

qur r" lo es ta111hi<-·n. ( 701110 E( 1\I) E :F .... _\ /:,,'( ( ·) E FT" del LP111a 2.12 

/111.f es un rnódulu 111_v<·ct1vo Por ot n1 l;ulo. c-01110 (' PS corríticu, ('? <'s 

uuifonut•, pur lo 1¡11r /: .. .'((') f"S 111rst·111dil1l1·. d<· do11d<· /111f = l:, .. (( .• ). Dt.• 

esta fortna. E( (. J ~ r;c /\/ )/ /\" lTf. ol>tr1a~n1os a si <pu· /\" f rf es r" -puru 

rn E( fl,f) Tenrn1os q1u· E( 1\1) es un n1cld11lo r" 111yectivu y r"-lihn• dP 

torsión. de• la Propos1cu)11 2.:J 1v). obt.P11P1110~ q11P /\'r1·.f r~ s11111ando 

clirrcto dt" /~(Al). d1• rsta n1a11t•-ra. la suc1·su}11 t'Xélc·t it cor·ta 

o - ¡".,.¡~E(.\/)-• ¡,·¡r·¡ -·o 

S<' csr111dP y E((')<·~ 1su111orfo a 1111 sul1111ú<l11lo /\/'de/~,(.\/) por lo q11<" 

Afirr11an1os <Jll«" /:.,'((•) Ps rr - cocritic(1. ·r .. 1H·111us q11<' (·es 1111ifon11P, 

por lo tauto /~((') t•s uuiforrne. ')'a que a es c·~pc.•ct ral. poi· lil Propusicic.;11 

2.:l tc1u•n1os <pu· todo s11hnu'Hl11Jo distiuto 1l1• n•ro d<" /~((•) I'!-. d<·nso. 

T<'IJC'lllOS qur /;'( (.) == /l./' e; /;'(A/). I>·· donde .H n ¡\/' # o y 
A1 n 1\1' es cr - cocritico, ya q11<" los s11h1nc"1d11lus d<' los nH)dulos u­

cocriliros son u-cor.riticos. Así. /\/ n ~\/'es t·I s11h1n<
1

Hl11lo dP J\-/ distinto 

dP cero u - cocrítico buscado. por lo que 1•1 1<·111.a queda prohndo. 

Para. T E /-i-t.ors, d<'11ot,a111os con ('oT = { .\! E U-111ud J J\/ 

r-cocríticu } . 

Teorerna 5.4 .':ira El un auillo y TE /(-lor.-... , ... ¡uclr<li tal 'I'" r" ~ \. 

cnlo1tcc:-o: 



.· \ 11i/Jo ..... "it '111 UH •f f 'rfitlH > .... 

i) r" es una lrorfa de torsión fu.rrlc11ic11/c .... c1nipri111'1. 

1i) Si u E 17-tors es tal que T 11 S ('T < \. c11fn11rcs u r.~ fuc1·/c111c11lt 

sc111ipruna. 

iii) .e;; <T E R-101·$ e.o; tal qtu r" ~ u. t'11fo11cr$ <T 

R - mm/ 1 JI/ c.• T" - cocl'Íliro y JI/ E T;.} ). 

T"V~({J\/ E 

Dc1nostra.cióu: De la definición dt' r" y del Le111a 5.2. t.r11e111us que 

T" = x({Ill E R - mod 1 JI/ E ('o, .. }). Así afirmamos i). 

Para probar ii ). verr1nos que r.r esta cogt't1rrada. por los nu'ulnlos 

u - cocríticos. Si Al E t•o<Y. <"11 particular /\/ E :F~ de donde." 

u -5 x(A/) por lo tanto u 5 \:({JI/ EH - moti 1111 E ('o"}). 

Si <7 < x( {JI/ E R - mod 1 JI/ E Co"}) Pllton<"<'S ··xiste llll módulo 

N t= o. tal <¡UP .'V E Fn n Tx({.\/ER-llllult,\fer-...... }); por c--1 L~"llH\ .11.a .. 
N tiene un sub111ódulo distinto de erro l\/' rT - cocrítico, co11clui111os 

c¡ue !\''E Fx({Aten-1110d¡Ateco.,.}) n 7'\.({AfER-1110<.11.\feCo..,.})' lo cual l'S una. 

contradicción. Obtrnemos así qur <T = x( { ,\/ E R - 111<><1 1 ,\/ E Co"} ). 

Para probar iii)., consi<lcra111os r" S cr. sPa. u' = r" V ~( {1\/ E 

R - n1od 1 /\f E ("":o.,. .. y 1\J E T"} ). OC" la drfi11iciót1 el<· a'. rs claro 

qur u'$ u. 

Supongan1os qur la desigualdad l"S estricta, es clC"cir, n' < u, enton­

ces existe O =/= N E Tn nFc:r•. Co1no adcn1ás u' ~ r", dcl Lc111a 5.:3, c-xi::;;te 

un 1nódulo N' tal qup o =/:- ;\'' ~ :\' y !\'' E c·u..,.•. Pst.o lltJS dicl' CJllP N' 

es cocrítico. adr111ás 1\'' E :F,.,• ~ :F.,. .. , clt--1 Letna 5.2 exislt• O # :V" -:;; 1V' 

con N" r"-cocrítico y adc111ás era de u-torsi<.Hl por hipótrsis, por lo t.a11-

to N" E {IIJ E H - mod I 111 E ('o, .. n Ta} s; Ta·· lo qnr cuntrn•lk .. rl 

hecho de que N E :F"tr'· Por lo ta..nto u= u'. 



62 S'ohre t<·CJrÍris <lt• torsicJu C'.<iprctralrs 

Lema 5.5 (23) .e.ha TE R-lor . .::o y .'.:f'(L 1\1 E roT. li.:11/011<0<'.'i la lco1·ía de 

torsión TV~(A,,f) '·"un átrnno C1lfl<'H(r). 

ÜPci1nos q11<· u11;1 retícnla es localnH•nte itl<''.11nira si todo <--..letnento es 

uni<'Jn de átotnos. 

Observación 5.6 f~ll rrli'rula [r". \] t ... lo<·al111t 11/r· atrí1111i·a. 

Esto rs cl< .. hido a <1ue si /\1 eR cocrítico y ;\/E :Fr. c-ntoncc>s r" V ~(J\.f) 

e::;; un .itu1110 en grn(r"). 

Lenl.a 5.7 .':>'car E 11-tors r·,<;pcclral. l·:11tr111<T.-.. T t. ... fut rl«111r·11/r· sc111i-

¡n·i1lla ,.., y .... ó/o sz r r" 

De111ostn1cióu: Si T t•:-; ÍllPrl<"lll<'Jli.<" se1niprin1a. e11to1JCf"S T = x({J\/ E 

/i - 111od 1 J\.l E ('or} ). Dr la d(•fi11ici611 ele r" y dc>I L<·n1a !l.:!, te11Pn1os 

que T 11 = \( { 1\1 E /-/. - 111od 1 A/ C"S C<u.:rílico y 1\/ E :Fr}) = r. 

Ht•c-íprocatHt>llte~ si r = r" la concl11si<.>11 sr sip;11c· tl<'I 'l'l·on·111a 5.4 i). 

Corolario 5.8 .'>'ca r E ll-tors c."'J" rlral y /11rrlr11Ir11/r sr11iipri111a. C1l­

ln11ccH: 

i) Si a E R-ton~ f'8 l<Zl que T 5 fT -:/:- "\:. ,-11lo11cc." rr r.o.; furric1nc11ft· 

sc111ipri111a. 

ii) La 1Tl{cula (r~ y] t.<:> local1nt·11tt- ató111ira. 



A nillo."i scu1j11ete.ria.110 . ..; 

Demostración: Corno Tes <--.spect.raL ele Ja Proposi<"'ión :J. J r.r es csp~ctral. 

Del Le111a 5.7 T = T". Obtenenios i) del Teorema 5.4. 

El inciso ii) lo obtenernos del L<"rua !). 7 y d<" la ObsPr~·ar.ión 5.0. 

Para T E R-tors esp<"c.tral, definin1os la siguicntr filtración rn R-tors: 

Si o no es un ordinal lírnitr 

Si o es un ordinal Jírnite 

Tenen1os <1ue existe 1111 ordinal rnfuirno o f.al <Jiu• Un = tYn+ll para 

todo ordinal /J. A esta teoría de torsión <T,-. J,a dC"11ota111os co11 "")(r). 

Proposición 5.9 Tr11r.111os qur para lodo ordi11a/ o. c:r0 = r /\ r 0 • 

Den1ostración: Lo harrrnos utilizando i11d11cció11 transfi11if.a. 

Si o= -1, cntoncrs T_J = ( O"-J = ( = T /\ ( = T /\ T-J• 

Sea o > - J. Supouga1nos <lllt• PI rt'!sultado rs cit•rto para tocios los 

ordinales /3 tales <1t1<> /1 < o. 

Caso J. Supongan1os que o 110 rs 1111 ordinctl Jí1nitf", f.•11to11ccs u 0 _ 1 

T /\ Tn-1• 

De la definirión: 

0-0 O-a-1 V (({ME R- mod f :\/E Cu" .. -• y Al E T.}). Por otro 

lado, 

T 0 /\ T = (T.,.-1 V (({A/ E R- moti f ,1/ E Corn-• }) /\T. 



S'nlu·,-• tcorí.-1s cf,. torsicJ11 <·spccl r;t/~...; 

DP111ostr;1n·111t1s pri111Pro ciue a .. :S r,. /\ r. 

'T0

Pll<"l11os 'fllP tT,, :S r ya <¡ne: Por liipátPsis d<' i11ducci<#JJ1, O"u-I 

To-11\T :S T t\d,•111;i~.<{{1\/ E R-1110d ¡.\/E ('o"••-• Y JI/ E Tr}) :S T, 

pUP.S sus gPlll'íilclun•:--. !'>UJI 111c'Jdulos d<> r-torsiún. Por lo tanto, 

O'a =u,._, V é({;\/ E R- rnod 1 /\/E('""··-• y Ir(;\/)= 11/}) $ r. 

Vercn1os ahor.a q11P a,. -::=; r~·· Por la hipcÍI t•~is de• i11d11cc·i<~Hl resta. V<.•r 

<¡11<' todo llJtÍcl11lo .l/ E ('o,.._¡ n Tr t"S T.,_, ~ f'tHTilico. 

SPa ,'\/ 1111 111úcl11lo n-., 1 - cocrít.ico 1•11t.tH1c<·s ,\/ E F,..,
0

_ 1 y para todo 

o~ ¡\/' e,; j\/ lt'Jlf'lll<>S qt1t• c·I 111ód11lo coci<·11lt· ,\/ /:'\/' E ~o-1 ~ TTu-1. 

H<•sti\ ver <flH' :.l/ E Fr,._,. Supo11ga111os qll<' 1\/ E Tr,,_ 1 • <'01110l.r(1\1} = 

/\/ te11r1110:-; q111· 1\/ E Tr.,_ 1,....r = TfT,__ 1 lo Cllill t•s 1111a ro11tradicción il 

<pi<' ¡\/ es rr,. ·- 1 1·ucrítico. Por lo tanto,,\/ 't. Tr.-._ 1 • Si O-::/=. lr.,_ 1 (1\1) es 

1111 suln11úd11lo JH·opio dt• J\/, c·uto11n·s dt· la succsi1..J11 t'Xact.a corta 

() - 1 ... ,{JI/) - ,\/ ·-- ,\//1 • .,_,(.\/) -·ti 

c·o1110 /l/ E Ty-. l.t•111•111os qt1P. lr,, __ 1 (,\/) E Trl'\r,,_
1 

= ·7"··-i · l 1ur olro ladu. 

A'1/tr
0

_
1
(1\/) ET"" 1 J>llt's 1\/ rs a,._ 1 - <'t.HTÍl.Ícu y cu1110 cualt111ier clccL"iC'" 

de• t.orsió11 l'S Ct'ITada bajo rxf.rusiunPs, cu11cl11i111os <¡llP J\/ E ~.,_ 1 • lo 

cual es lllli\ cunt1·adiccit".111. De cst.;1 1naner~1. lt•11e111os.cph' lr.
0

_ 1(/l/) =O 

y /\/ E Fr
0

_
1

• 'Jll<" t•ra lo rpu· faltahil prob;tr, <IP donde- rr,. ~ r /\ r, .•. 

Supo11.c,a1110~ q11t• <70 < T /\ Tn. IJ<" l"Slil Íun11;1. t"XÍSll' O #- .\/ E 

TT,....T,.. = TT n ~TT.,· 1;il q11t· 1\I E Fl"T., 

/\hora. el '(lll' .\/E Tr irnplicit C(lll' /Ta-l(i\/) E TT.,-1 n Tr = T;,.a.-1· 

Por otro lado. 1 • .,_,{ 1\f) e fil E .:F" .. ~ :F~,__, d .. do11d<', lr,._,(1\/) =O. 

Afirina111os lo sip,llÍPlll.P: Si.\/ E Tr., y 1\I E .:Fr.,_ 1• cnlo11cPs 1\/ tir11P 

1111 subrnódulu dist i11to dt· n·rn r 0 _1 - cocrítico. 



Anillos sc11iiuct.P.rÍ<11Ju ... 

rreneITIOS )as igualdades sig11iPntc--s: 

Por lo que M ~ Fe({NEF-l-modJJVec ....... _. n PS dPrir, PXistc 1111 1116d11Jo 

/\ E Cor,.._ 1 y un 111orfis1no dist.i11to de- cero J ; /\" -- 1\I. SPa ¡\/ 1 = 

f(/\), COJllO J\/ E Fr.,_, <"lllOllCC'S ;\/'E :F,u-•• 

Ade111ás, J es un n1ouo111orfis1110~ pues si kcr f # O lP1ulría.1nos que 

M' ~ /(/ker f E Tr,.._ 1 ya que- /\ c-s r 0 _ 1 - coc-rítico lo cual 110 puede 

ser. 

Co1110 /\~AJ', entonces,\/' es r~ .. -• - cocrít.ico y adPtnás Ir(,\/') 

J\P. 

Afir1na1nos <]ll<"' /\/' rs Go-1 - cocrítico. 'I<•11p111us <J11P J\/' e .\/ E 

Fo.,._., si o # /\ e J\t'. e11to1JC'C'S 1\l'/h: e 1.\lf/\" E Tr. ad<'ltHi.s, 

M'/I'\ E Tr,.-1. de aquí que 1\1'/I\. E Tr.,._1 n Tr = ~ ... -1 lo Cflh' pnu·l,a 

la afirinación. 

C~u1no ;\/'es a 0 _ 1 - cocrítico, lt·ne111os cpu· ,\/'E T,.,,. Por lo tant.n. 

Q =f. J\f' C fa.,.(J\f) = Ü, lo CUa) PS Hila Co11tradiccÍÓ11. 

Por lo anterior concluin10!" que· t7 0 = T /\ r 0 • 

Caso 2. Suponga111os que o f'S 1111 ordinal lí111itr. J).- la hipl1tPsis clP 

inducción y con10 R-tors es 1111 llH\ITO tcnr1110:-> qtiP: 

u 0 = V '7¡1= V(r/\ro)=r/\(V r,1)=r/\r0 • 

O<n fl<n d<·~ 

Corolario 5.10 1f-11r1110$ la,«: :úguit 11/c.:; i_q1111ldad1 . ..;: 



fit.i 

1) i'(r)= r/\-, 

u) -,(T) =\ .... ,y .-.din·""'/? /1r·111 dn11r11 .... ui11 dr (,"flhru/ y U E Tr 

·rc·rn1111a1THJ~ P!-.l.c• 1 r.a ha jo dando 1111H c·cu·c1c·t c•rizac·1c'n1 de· los a11 illus 

con dilneusióu de• (~al1riel. eu lt'•nni11os de· 1c·urías de tun·.itíu c>SJH"Clralrs. 

Teoren""'la 5.11 .•-;," T F:= /f-lors 1 .... ¡u1·/rol /,,, ... . -.1yuu 11/1 .... 1·011dicin11r.-. 

·"'"Tl rqrtzl'alt 1111 ... 

1) /( 1 ... u11 oot!lo .,., 1111111 f,-r1a110 1.::1¡1111 rdo 

111 -, t .... t ·'"'ª"" y /"/'/· 

uz) F-. rs ,.,..,.,.ada ha1 o co1·1,-11t1 ... r-1 '·"' 1·0!1tr1tl1t11r111J 

11•) i'(TJ = r y r 1 = T V ~({/l/ E ft" - 111od 1 .\/ E ·rT. y ,\/ c•s r -

rorn'llrn} 

l') ....,( T) = T 

Vl} ..., 2: T
11 

11n1) -,. ? T y r 1 .... fu,·rfr·1111 11/1 ·"'' 1111¡1r1111t1 

/)r•11Jt1str;,,-j,}11:il ~· 1i) ·~ ii1) Mº ol,ti-·11c· ,¡,. 1~11. ¡,.,,1·1·111;1 1]. 

i) ~ iv) Se· tiPlll' a,,= T /\ r 0 JH>r lc1 1a11tc1 -,~ = T \ -, = r /\ \ = T 

( '01110 R PS scrni11t>tt•ria110 izq11iPrclo 

T r-.s f11c-rlt•ln<"1Jtt• st>1nipri111<1. c!PI Lt-111c1 -._-¡ r" = \ ( { .\/ E H --



Anillos sc111i11r·t1·ria.uus G7 

rnod 1 Al <'S T" - cocTÍ1 ico y .\/ E :Fr} ). Por <·) T't'orPIJHL .l') ... 1 iii) _,. dt' 

T = r" $ T
1

• 

r' r" V~( { 1\1 E /( - mod 1 1\1 E ( ·or" y .\1 E Tr•}) 
r V ~({l\1EU-111od j 1\/ E(·,,,~· 1\/ E Tr•}) 

iv) => v) Basta dPtnostrar quca T = r". Sit'111pn• r ::5 r". 

Si T < r". ('Jltonres <~xistP o =/:- }\/ E Tr" n :F-r. dP do1uh· E( ~\t) E Fr. 

Supongamos q11 .. E(,H) </. Tr" dt•esta 111a1wr<1. O~ E(.\1)/lr .. (lo'(l\1)) E 

:Fr" <;;; :Fr; l11ego. la pro)'<"crit.11 11at11rnl E(;\1) ~ E(1\1)/fr .. (F( 1\/)) .. , 

1111 Ppi1uorlisn10 dist.i11to 1h• <"Prn. D<"J L(·111a :l.·I /:,'(.\l)/tr .. E(1\/)) 1a111· 

hi(~ll rs i11y<'clivu y T-lihn· d~ l1Jrsiú11 d(• dorul<'. /r .. (l~'(.\/)) t'S r-puro <"ll 

E(/11). D<' la l'roposici6n :!.:!/,..(E(,\/)) es s11111ando din·rtu d" /o·(.\/) 

Y ¡.;( 1\1) = Ir"{ fo'( /11)) • f> /\. C'omo ,\/ E Tr' => .\/ <; I r"(/o'( 1\/) ). por lo 

tanto /11 n /\ = o d .. dond .. H = O. 

De esta forma E( .\1) E Tr" n :Fr. dr lo cual. E( 1\1) E T ... <;;; Tr•. Por 

iv ). r' = T V~( { /1/ E H. - 111od 1 111 E Tr• y 1\/ •·s T - cucrítico} ). Por lo 

tanto existe 1111 t11C~>C.lulo e· E 7T, y T - cocrítico y un 11101·ris1nu dist.iuto 

"" C<'ro .r: r· - H( 1\1 ). 

Sea h : /o'(C) ~ 10'(1\/), así h 

E((') rs inyectivo y rs T·lihr<• dP torsi<'J11, y con10 ltu h ~ li.:(4\1) E :Fr, 

cutoncrs 1111 h ('S ill.\"Pctivo por PI L<"111a 2.4. 

De la s11n•siém .. xacta. O~ /{,,. h - E(r') - R(C)//\,.,. h - O. 

vrn1os quP /-.,,((')/1'-••r h ~ lrn '1. y con10 liu h E :Fr. ohtl't1t•1110~ qut• J'1·1· 

lt c.·s 1111 rnúdulo r-puro en l:..""'(('), q11t• a sn V<'Z 1·:-; T-iuyc·ctivu y r-lil,r<" 

ele torsióu. Esto nos da que 1'-Pr f t'S s11111ando din·ct.o d1· /°J,((,) pur lo 

que 1111 h ta111bié11 PS su1ua11clu din·clu de J:;(('). 

\_!orno e· f"'!S T ·- ("()(·rítico, por <·I Le111a. !l.2 l.,.((.,) = o adP11His d(' 

ser cocrítico. por lo tauto, e: E .r ..... {(.\IEU-1nodj.\/ '"" cocrítiroy i.,.(J\f)=ll)} = 



:.F'r"· Pod<'111us <·011cl11ir q11r J.;(r.) E Fr" y t•n co11st•c111•11cia 1111 h E Fr"' 

J>llPS rs SUIJJ<tll( lo dirt'C'l.O ( I<' /°J"'( r:). 

('c>JllO )111 /¡ ~ /°J""( J\f ). f.t•llf'IJlOS <jtlP ,.\/ n 1111 ft -:f. 0. d<' do11cJr .\/ n 
lrn" ~ ¡\/ ~ Tr"· llt-lllllS ohl<>nido ét:-OÍ que 1111 ¡, E Tr" n Fr .. , Jo cual 

c-s una co11Lntdicci<
1

>ll. por lo tauto )a desigualdad t•st ricta supuesta no 

p11<·cl1• •laTS<'. co11 lo qur r = r" dt• <ln11d1· 1(r) = r''. 

v) ==> i) St1JH>llP.illllos <¡11<' 1(r) = r". 

Por lo l.itnlo, r" = -y(r) = r /\; $ r" /\; "Sr". así ;{r) = r" /\f. 

Prohar<'llHJ!-- qu<• J>é1ra ··11;dq11iPr <T E ll-t u1·s t•xisl c•11 llH
1

ul11los rr­

ru.-rít.icos. 

c:;,so l. S11poll,f!,illllOS q11P r" -;{; <T. por lo f,a11t11 ··xistt• 1111 ordinal 

o tal q11t• 17,, ~ t7 y o t•s 1•) 111i11i1110 cu11 t•st.a ¡nupi1·d;"I. Eslr urdi11al 

PXi:·df" p1u·s. r" :t: t7 y r" = T"(r). ·rt-11•·111us q111· n llll es 1111 unlin;d 

1 í111i f,p. 

Nota111os qur o ~o. Así. n es el 111í11i1110 onli11•d tcd q111" "(t ~ t"T, por 

lo ta11t.u f"Tu-1 :S rT. c·onH> t"T,. = "·•-1 V<"({.\/ E /1 - 1110•! 11\/ <"S O-u-1 -

co<TÍtico y lr(i\/) = 1\/}). pocle111os cu11c·l11ir que· t•xislt• 1111 111t
1

•d11ln .·\/ 

dist.i11t.o de erro 0-0 _ 1 - cocrítico con Ir(,\/)=¡\/ y tal q11<' :\/ tt_ Tn. 

Pcul(•J11os .SllJHJIH'r 'lllf" 1\l E .:F"(T. ya q11e ,ft. )u l"tJ11t.r;1rio fc>11<ln
1

a1110.s 

<(11<' O ,.f l 0 (.\/) ,.f ;\/. de dulldt', O >6 .\//In(/\/) E :Fn S :Fn.,_, <p1<• 

In(/\/)= O. 

('01110 a•l<·111,;Í.s para todo s11l1111tí1l11l11 1li .... 1i11lo de• nTo 1\' dt• .\/~ fp­

llt'J110S qt1<' P) 111cíd11lo coci1·11ft• :\f/¡\' E T<T,._ 1 ~ 
1

~ .... Lt·11cn1os qur .\/es 

- cocrít.ico. 



Anillo!"i St_•111iu<·t.eria11os 

CT rs Ít1Prf <"lllC'Jlt.r sr111ipri1na y por lo t ;1111 o rxist t'll 11 u"u lu h1s rT-cocrít icos. 

i) => vjjj) (•oJJIO i = \• i ? T Y ludas )as tt•o.-ÍilS dt' lorsit'>ll pn»pias 

son fucrt.<"1n<-11t.t• sc-111ipri111as por t•I ·rP01·P111a .:->.l. 

viii) =>vi) Si¡ 2 T y Tes fut>rtr111r11tr Sl't11ip1·i1n;1. 1•11tu11ePs por rl 

Lcrna !'°>. 7 T = r". de· donde- te11Pnu>s epi<> 1 ? T
11

• 

vi) => i) S11po11g;1111<>s qur ¡ ? T": si i' =/:- \. dt·I '1'1·on•111a !).·1 ii) 

tenC"n1os que¡ t•s f1u·rtenu·111.r :-.1·111ipri111a. por lo t<111l.u I' =\({,\/E 

R - mod 1 A,I es 1 - rocrit.iro}). lo cual r~ una co11t.r;Hlic-ció11 a q•1<" <"I 

prore:-.o sr dt"tÍ«'IH'. por lo t.;,;11to ') = \. 

i) => vii) Por i). tt"Jlt.'lllos cpu .. -, = \. por lo t;111tu -, ;:::: r'. 

r';::: r". 
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