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RESUMEN DEL TRABAJO DE TESIS
QUE PARA OBTENER EL GRADO
DE DOCTOR EN CIENCIAS (MATEMATICAS)
PRESENTA
Maria José Arroyo Paniagua

Sobre Teorias de Torsién Espectrales

En la literatura reciente han aparcecido diversos trabajos quc relacionan
la estructura del anillo maximo de cocientes con propiedades de la Teoria de
Torsién de Goldie en la reticula de las teorias de torsién hereditarias de un
anillo asociativo con uno dado.

Es un hecho conocido que la Teoria de Torsién de Goldie es un elemento
importante de esta reticula y que ticne entre sus propiedades el ser espectral.

Por lo anterior, es natural estudiar cuales propiedades acerca de esta
teoria particular pueden gencralizarse a cualquier teorfa de torsién espectral,
asi como ahondar en el cstudio de las teorias dec torsién espectrales para
obtener la mas arnplia inforinacién sobre ellas y gencrar aplicaciones de los
resultados obtenidos.

Los principales resultados contenidos en este trabajo son los siguientes: Se
dan unas caractcrizaciones de las tcorias de torsién espectrales; se obtienen
resultados acerca del comportamiento de éstas con respecto al cambio de
anillos; sec establece que la reticula de generalizaciones de una teoria de torsién
espectral es una rcticula de Boole completa y que ticne una copia isomorfa
en las reticulas de las teorias de torsidn del anillo de cocientes y del cociente
del anillo médulo su parte de torsién; sec establecen algunas propiedades
de estructura del anillo de cocientes con respecto a una teoria de torsién
espectral imponicendo algunas condiciones sobre cila, estas propiedades son,
el que el anillo de cocientes sca un anillo primo o un producto directo de
anillos primos o que sea isomorfo al anillo de endomorfismos de :g espacio
vectorial o isomorfo al producto directo de los anillos de endomorfismos de
espacios vectoriales.

También se determina que el pseudocomplemento de una teoria de torsién
espectral ¢ dada, es la teoria de torsion gencrada por los modulos izquierdos
simples 7-libres de torsién y que tiene como funtor de torsién al funtor zoclo
relativo a esta clase de mddulos simples; se dan condiciones necesarias y
suficientes para que cl funtor zoclo relativo a una clase de médulos simples
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resulte ser un funtor exacto derecho. Se dan las condiciones nccesarias y
suficientes para que la teoria cogenerada por una clase no vacia de médulos
simples sca espectral. Con csto se presenta una caracterizacion de los anillos
semiartinianos. Se dan las condiciones necesarias y suficientes para que la
Teoria de Torsién de Goldman, que es el pscudocomplemento de la Teoria
de Torsién de Goldie, sca espectral. Se establece que dada una tcoria de
torsién espectral, ciertas subreticulas de la reticula de generalizaciones de
ésta son localmente atémicas. Por iiltimo, con estos resultados se da una
caracterizacién de los anillos con dimensién de Gabriel.

M. en C. é José A:’ oyo Paniagua

.5052 Rios Mo i
Vo.Bo. Dr. José Rios Montes



On Spectral Torsion Theories
Maria José Arroyo Paniagua
Abstract

Several recent papers give some relations between the structure of the
maximal ring of quotients and Goldie’s Torsion Theory within the frame of
all hereditary torsion theories on an associative ring with unity.

It is a well known fact that Goldie’s Torsion Theory is an important
element of this frame and among other properties it is spectral.

It is natural to ask which properties can be generalized to every spectral
torsion theory and then, to study further the spectral torsion theories and
give some applications to the Ring Theory.

The main results are as follows: First, we give some characterizations
of spectral torsion theories. We prove that the lattice of generalization of
a spectral torsion theory is a complete boolean lattice and has an isomor-
phic copy in the ring of quotients and in the quotient ring over its torsion
submodule.

We give nccessary and sufficient conditions for the ring to be: a) a prime
ring, b) a direct product of prime rings, c) a full linear ring. d) a direct
product of full linear rings.

We prove that the torsion functor a.ssoc:ated to the pseudocomplement
of a spectral torsion theory is the socle associated to a complete class of
representatives of |somorphlsm classes of simple torsion-free modules.

Given a non-empty set” C, of representatives of iscémorphism classes of -
simple modules, we give necessary and sufficient condltlons for the torsxon
theory cogenecrated by C to be spectral. .

We obtain another characterization of semiartinian nngs.
We sive necessary and sufficient conditions for the
“ated by the simple projective modules to be spectral.’
L We .prove that certain ‘sublattices of the lattice of gen n!
specttnl torsion theory are atomic lattices and finally, we use the la.uer fact
. to glve a.no'.her chuactenza%nngs with Gabriel dlmensnon.

o
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Introduccion

La construccién de los aniilos y mddules de cocientes en la teoria
de anillos, dio origen al estudio de las teorias de torsion. Estas fucron
presentadas bajo puntos de vista distintos por los siguientes autores:
P. Gabriel {7] en 1962, J. M. Maranda {I7] en 1964, K. L. Chew [1] en
1965, S. E. Dickson [6] en 1966 y posteriormente, O. Goldman [13] en
1969.

De esta manera, a cada anillo R se le asocia la reticula de todas
las teorias de torsién hereditarias definidas en la categoria de mdadulos
sobre R; las cuales han ofrecido una técnica moderna en la teoria de
anillos dando informacién acerca de la estructura interna del anillo y

de su categoria de madulos.

En [10], [11], [26] ¥ [27]. se presentan las recopilaciones mas com-

pletas sobre el estudio de las teorias de torsion.

Uno de los elementos sobresatientes de la reticula de las teorfas de

torsiéon hereditarias sobre nn anillo R. es la Hamada teoria de torsion
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de Goldie [12], introducida en 1964. Para ésta, han sido claborados un
gran mimero de trabajos, como por cjemplo, ¢l de J. Alin y S. Dickson
[1], los de F. Raggi v J. Rios 18], [20] y K. Goodearl [15]; éste iiltimo

presenta un estudio en profundidad de esta teoria de torsién.

Una caracteristica de la teoria de torsidn de Goldie es que la cate-
goria cociente asociada a ella es una categoria espectral. Alguna litera-
tura asociada a categorias espectrales puede encoutrarse en el libro de

B. Strenstéom [27) y en los trabajos de J. Ross [214) y su bibliografia.

En 1978, J. Zehmanowitz [30] presentd condiciones necesarias y sufi-
cientes para que una teoria de torsiéon herveditaria tuviera la propiedad
de que el anillo de cocientes con respecto a ella fuera artiniano semi-
simple. Estas condiciones son: que la teoria de torsion cumpliera que la
categoria cociente asociada a ella fuera espectral y gue el filtro asociado

tenga una base de ideales finitamente generados.

En 1985, J. L. Gémez Pardo [14] llamd a las teorfas de torsion que
tuvicran la propiedad de que su categoria cociente sea espectral, teorias

de torsidn espectrales y presentd algunos resultados acerca de su funtor

n, relaciond éstas con condiciones de finitud en la reticula

localizac
de submédulos de un mddulo izguierdo dado, dié ademas dos téenicas

para la obtencién de radicales de torsiéon cspectrales y establecié que
las teorias de torsion espectrales tienen la propiedad de que su anillo
de cocientes es un anillo regnlar antoinycectivo cntre otros resultados.

cde la teoria de torsion de Goldie

Estasiltima también es caracteristic

en anillos no singulares.

Fud también en ese mismo ano que J. L. Garcefa v J. L. Gomez Pardo



[9] estudiaron caracterizaciones de los V-anillos considerando una clase

de teorias de torsion que incluyen a las teorias de torsion espectrales.

En la literatura reciente han aparecido diversos trabajos que rela-
cionan la estructura del anillo maximo de cocientes con propicdades
de Ja teoria de torsién de Goldic en la reticula de teorias de torsion.
Por lo anterior, nos parecié natural preguutarnos si las propicdades

obtenidas por otros autores podian generali

varse a cualguier teoria de
torsién espectral | asi como ahondar en el estudio de éstas para obtener
s
la mas amplia informacion acerca de ellas y generar aplicaciones de los
Y&
resultados obtenidos.
Previo al estudio de las teorias de torsion, es necesario conocer al-
s
gunos aspectos de la teoria de las categorias, asi como de la teoria de
modulos, como el que presentan [3] y [25].

En este trabajo dedicamos el primer capitulo para exponer los con-
ceptos basicos de las teorias de torsion que son los chimientos del marco
tedrico donde trabajamos y que nos son de atilidad en ol material que
exponemos posteriormente.

Eun ¢l segundo capitulo iniciamos el estudio de las teorias de torsion
cspectrales, presentamos algunas de las propiedades importantes que
han aparecido en a literatura 3 damos algunas caracterizaciones de las

teorias de torsion espectrales. Tambidcn, obtenemos resultados averea

del comportamicento de las teorias de torsion espectrales con respecto

al cannbio de anillos y presentamos algunas caracteristicas del anitlo

de cocientes de an anillo dado con respecta a nna teoria

des torsion

espectral,




En el tercer capitulo, estudiamos la estructura de la reticula de
generalizaciones de una teoria de torsiou espectral 7 en un auillo R,
establecemos que esta reticula tiene una copia isomorfa en las reticulas
de las teorias de torsion de los anillos /¢t (R) y .. Como consecucn-
cia, probamos que ésta es una reticula de Boole completa. Obtencemos
algunas aplicaciones de estos resultados para establecer algunas propie-
dades de estructura adicionales a las reportadas en la literatura para
el anillo R,, imponiendo ciertas condiciones a la teoria de torsidén 7.
Concretamente, damos condiciones necesarias v suficientes para que el
anillo de cocientes con respecto a una teoria de torsion espectral resulte
ser: a) un anillo primo, bh) un prodncto dirccto de anillos primos, ¢) el
anillo de endomorfismos de un espacio vectorial, d) el producto directo

de anillos de endomorfismos de espacios vectoriales.

En el cuarto capitule consideramos en la categoria de mddulos iz-

quicrdos un conjunto completo de representantes de clases de isomor-

fismos de mddulus simiples. Dada una teoria de torsiéon espectral, pro-

bamos que su pseudocomplemento es la teorfia de torsion generada por
el conjunto de los mddulos simples libres de torsion con respecto a la
teoria de torsion de la cual partimos ¥ que su funtor de torsion asocia-
do es ¢l luntor zoclo relativo a este conjunto de madnlos simples libres

Tambi¢n, probamos que el doble pseudocomplemento de la

teoria de torsion original, es la teoria de torsion cogenerada por este

mismo conjunto de modulos simples v que dsta es espectral, Daanos

wrias v osuficientes pari que el funtor zoclo

tambicn condiciones nece

relativo a esta clase de médulos simples resulte s funtor exacto, 1

tablecemos condiciones necesarias y sulicientes para que la teoria de
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Ltorsian cogenerada por cualquicr conjunto no vacio de representantes

sea espectral. Asimismo,

de clases de isomorfismos de madulos simples
damos una caracterizacion de los anillos semiartinianos los cuales tienen
la propiedad de que el zoclo de cada madulo no trivial es un subimmaodulo
distinto de cero. Damos condiciones necesarias y suficientes para que la
teoria de torsiéon de Goldinan, que es el pseudocomplmento de la teoria
de torsion de Goldie, sea una teoria de torsion espectral. Entre otras
cosas, probamos que la teoria de torsion de Qoldman es espectral si y
sSlo si el anillo es semiartiniano y el cociente del anillo modulo su parte
de torsion de Goldman es nn anillo artiniano semisimple. Asi también,
damos condiciones necesarias y suficientes para gque sea espectral cual-

quier especializacion de la teoria de torsion de Goldman., Terminamos

este capitulo con nna serie de cjemplos que sirven para ilustrar la teori
desarrollada.

En el attimo capitulo hacemos nso del agradable comportaniiento
que ticnen las teorfas de torsion espeatrales respecto a los maodutos co-

criticos. Constderamos la reticnla de generalizaciones de la teoria de

e torsion, con or

torsion cogenerada por los modulos cocriticos libr
pecto a una teoria de torsion espectral dada, probamos que dsta es
una reticula localmente atdmica, Tambidn, probamos gue esta carae-
teristica la posec la reticula de gencralizaciones de la teoria de torsion
espectral cnando ella s fertemente semiprima. Finalmente, hacien-
do uso de estos resnltados obtenemos caracterizaciones de los anillos

semincterianos, tambicn conocidos como anillos con dimensjion de Ca-
Lricl. Estos resultados generalizan los reportados en fa literatnra para

la teoria de torsion de Goldie.



Capitulo 1

Conceptos Preliminares

Como antecedente de este trabajo, presentamos las definiciones, la nota-
cion y los conceptos generales de las teorfas de torsion que utilizaremos.
Tanto las demostraciones como una mayor informacidén de lo que aqgui
mencionamos pucden encontrarse en [10]0 [11] [26] v [27].

A lo largo de todo este trabajo, denotamos con /2 a un anillo aso-
ciativo con clemento unitario. utilizamos ff-mod para denotar a la ca-
tegoria de todos los Z-mddulos izquierdos; si A es un elemento de esta

categoria, f£(A) es Ta capsula inyectiva de M.

Definiciéon 1.1 lna teoria de torsicn 7 = (T, F,) sobre It-mod cs una

pareja de clases do B-mddulos que salisfucon los siqguicnies ariomas:
I. T, NF, = {0}.

2088 Homp (A, N) = 0 para loda N & F, cntfonces A & T,

O para toda M & F, entfonces N € F,.

Ao St Homp (M. N ) =

T



Sobre teorias de torsién espectrales

A 7T, la llamamos la clase de 7-torsidon y a sus maodulos, los mdodnlos
de 7-torsidn; mientras que a F, la lHamamos la elase 7-libre de torsion

y a sus modulos, los médulos 7-libres de torsién.
Proposicidn 1.2 Las siguienles propicdades son cquivalentes para una
clase T de R-mddulos izquierdos:

i) T = 7, para alqguna teoria de lorsiin v sobre RR-mod.

ii) T, es una clase cerrvada bajo cocientes, sumas directas y crlensio-

nes.,

Proposicién 1.3 Las siquientes propicdades son equiralentes para una

clase F de R-mddulos izquierdos:
i) F = F, para alqguna teoria de torsion v sobre I8-mod.

ii) Fr es una clase cerrada bajo subobjetos, productos directos y cr-

tensionrs.

Definiciéon 1.4 Decimos que una teoria de torsian v o« hereditaria, st

la clase de mdodulos de T-torsion es cerrada bajo subinddulos,

Todas las teorias de torsién que consideraimos en este tra-

bajo son hereditarias.

Proposicién 1.5 Si 7 cs una teoria de torsidu, cnlonces v ocs heredi-
laria ~i y solo si la cluse de modulos m-libres de torsidn ex corrada bajo

cdpsulas inyeelivas.
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Denotamos con R-tors a la clase de todas las teorias de torsién

hereditarias definidas sobre ff-mod.

Para 7 una teoria de torsion » AL cnalgquier f-mddulo, denotamos
con £ (A) al mayor submddulo de A7 gue pertenece a la clase 7., es
decir, t, (M) = ST{N <€ Af| N € 7.}, De esta forma. la asignacién
A — 1 (A) define ¢l funtor ¢.(_) : [2-mod — Pamod.

Proposiciéon 1.6 Sea 7 € [H-tors, «ntonces:

i) () ft-mod — R-mod o un subfuntor del funtor identidad en

-mod.
it) 1.(_) s un funtor cracto izquicrde.

iii) Si Al € R-mod, entonces . (M /1 (A)) = 0.

A los subfuntores del funtor identidad que satisfacen la propicdad
iii), se les conoce como radicales. Al funtor ,.(_) lo Hamamos funtor de

torsion o radical de torsidn.

Definicién 1.7 Un conjunto no vacio L, de idealcs izquicrdos de I?
es Uamade un filtro idempotente o un filtro o Gabriel si satisfuce las
sigquicntes condiciones:

i) Sit e L oyrell, cntonees (1:r) € L.

ii) Si 1 S I «s un ideal izquicrdo y criste J € £ tal que (I :7) € C

para toda r = J, entonces [ € £
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Sean 7 € R-tors y M € R-mod, un subixicddulo /V de Af es llamado
T-denso si M/N € T,. Sea L,(M) = {g/N C M | M/N € T;}; en

particular, consideramos cl conjunto de idleakes izquierdos r-densos del

anillo R, £, = {rl S R| R/T € T,}.

Proposicién 1.8 Las siguientes condicion c.s son equivalentes para un

conjunto no vacio L de ideales izquicrdos dc un anillo R:
i) L =L, para alguna v € R-tors.

it) £ es un filtro idempotente,

Decimos que un R-mdédulo A es T-inyectxivosi: Para cada sucesion
exacta corta 0 — K — N con K € L (/N )y para cada R-morfismo

f : K — M, existe un morfismo g : N — A que extiende a f.

Para v € R-tors, decimos que un sibmédulo N € M es 7r-puro
si M/N € F,.. Tenemos que la intersecci«<n de cualquier familia de
submédulos 7-puros de un R-mddulo izqu derdo es 7-puro. Ademas,
cualquier submdédulo N de un R-mddulo i=quicrdo A estd contenido
en al menos un submdédulo r-puro de M,a s-aber M mismo. Lo anterior
nos asegura que existe un elemento minimal de la familia de todos los
submédulos 7-puros de M que conticnen = N. A este submdédulo lo
llamamos la 7-purificacién de N en My 1o denotamos con NP) y es
tal que NP(TV/N = t,(M/N).

Con Sat,.(M), denotamos al conjunto de submddulos 7-puros de
M. De [26, IX, Proposicion 4.1], tenemos cgue Sat,(Af) es una reticula

modular completa.
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Para 7 € R-tors » Al € I-mod, el mddulo de cocientes Al . se define

como la 7-purificaciéon de Af/t, (Al) en su capsula inyvectiva,

Con (R, 7)-mod denotamos a todos los fR-mddulos 7-libres de torsion
y T-puros en su capsula inycctiva. De [26, IX, Corolario 1.10] yv de
[26, X, Teorema 1.6}, (£1, 7)-mmod es una subcategoria plena de f2-mod,

ademads de¢ ser una categoria de Grothendieck.

La asignacion Al — A, define un funtor (U), @ f-mod — (72, 7)-mmod
Hamado funtor de localizacion. o particular, el 2-médulo 12, tiene
estructura de anillo y los R-mddulos 7-libres de torsion ¥ r-inyectivos
adquicren estriuctura como 2.-mddulos izquicrdos Ta cual extiende en
forma natural su estructura de fZ-maodalos, 2, es Hamado el anillo de
cocientes de R respecto a 7. Ademas, de [26, 1X, Corolario -1.9], existe
una correspondencia uno a uno entre los objetos de Sat, (M) v los

subobjetos de Af, eu (17, 7 )-maod.

Tenemos que -tors es un conjunto parcialmente ordenado si damaos

el siguiente orden: Para 7 y o € R-tors, decimos que 7 < o 1 7T, € 7,

Proposicién 1.9 Sean 7, 0 € R-lors. Las siguicntes condicioncs son
equivalentes:
i)r <o
ii) Fo © F.
iii) L, & L.

iv) Para todo A € R-mod, ilencmos que (.(M) S 1,(M).
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Asimismo, R-tors adquiere estructura de reticula completa con las

operaciones Ay V definidas a continuacion:

Sca {1a}a € ft-tors, entonces la teoria de torsion Ay 7, queda deter-
minada como acuella cuya clase de torsion es la interseccion de todas
las clases de r,-torsion, es decir, Ta, -, = Ny 75 v VAo 7 eosta deter-
minada como aquella cuya clase libre de torsion es la interseccion de

todas las clases 7,-libres de torsion, es decir, Fy, -, = Ny Fy,.

Una propiedad adicional gque satisface la reticula R-tors es que la
operacion A distribuye nniones arbitrarias, es decir, se cnmple para 7

Y {7Tala on R-tors, que: 7 A (VA 7o) = Va(7T A 14).
Proposicién 1.10 (ft-tors. <, A, V) ¢s un marco.

Consideramos nna familia {A,}a de K-mddulos izquierdos, deno-
tamos con £({A7.}a) a la minima teoria de torsion para la cual cada
Al es de torsion, es decir, E({AML}a) = A{r € R—tors]{Al.}a € T } »

a ¢sta la llamamos la teoria de torsién gencrada por la familia {Al, }a.

Con \({A.}a) denotamos al méaximo clemento de R-tors para cl
cual cada Al, c¢s libre de torsion. es decir, \({A.}a) = V{r € I —
tors{{A,}a © F,} v le Hamamaos la teoria de torsion cogenerada por la

familia {A.}a.

Con & v \ denotamos al elemento menor » al elemento mayor del

marco f-tors.
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Decimos que un A-mddulo Al es r-cocritico. st Al € F, y todos sus
submaddulos distintos de cero son r-densos. Decimos que A7 es cocritico,

si M es (M )-coeritico.

Decimos que 7 € Ji-tors es prima, si es la teoria de torsion cogene-
rada por algiin mddulo cocritico; 7 es semiprima st es la interseccion de
una familia de teorfas de torsion primas: 7 s fuertement e semiprima si

cs la teoria de torsidn cogenerada por todos los modulos r-cocriticos,

De que R-tors sea un marco, se concluye la existencia de pseado-

complementos; es deecir, si 7 € R-tors, el pseudocomplemento de 7 es

un elemento de fZ2-tors al que denotamos con 74 que cumple con las

siguientes propicdades:
iy rAaTt =&

i1) Si o € R-tors es tal que 7 A o = & entonces o < vt

En este trabajo utilizamos con frecnencia la signiente caracteriza-

cion del pseudocomplemento 74, debida a Tobyrce, [29].

L = \x({nS|.S ossimpley S € 7T, }).

Dada v € I-tors, gen(r)(R) = {a € H-tors | 7 < 7} os la veticula

de generalizaciones de 7. cuando no haya confusion sobre el anillo ¢n ol

que se trabaja, usaremos solo gen(7) por comodidad,

{r € Mtors | o < 7} s la reticula

Para 7 € R- tors, rsp(r)(R)

de especializaciones de 7.
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Sea 7 € R-tors, decimos que 7 es una teoria de torsion T7TF s la
clase de mdédulos de r-torsion es cerrada bajo productos directos, en

este caso decimos que 7, es una clase T7T 1.

Es un hecho conocido que el conjunto de teorias de torsion T77'F es
cerrada bajo intersecciones arbitrarias. Ademads tenemos que X es una
teoria de torsion T7T'F. Por lo que podemos concluir que para cada
T € R-tors existe una minima teoria de torsién T'7T'F, que denotamos
con 7 y es tal que # € gen(r), de hecho, 7 = A{o € R-tors | o cs TT' I
yr<aol.

Liamamos a un elemento 7 de fe-tors estable cuando la clase de

modulos de r-torsion es cerrada bajo cdapsulas inyecti

Decimos que un ideal izguierdo 1 del anillo 7 es esencial si tenemos
que I NN F# 0 es cierta para cada ideal izquierdo A7 # 0 de R.

dara cada A € R-mod, st € AL, ¢l anulador e o lo denotamos
con (0 : x). El submodulo gue forman los elementos de Af que ticnen
R lo Hamamos el submaédulo singnlar de AL vy o

denotamos por =(AM), es decir, 2(A1) = {o € M | (0 :.r) es eseucial en

anulador esencial en

R}. Tenemos que =(_) es un subfuntor del funtor identidad en /2-mod.

Si un maodulo izquierdo A ¢s tal que =(Af) = 0. decimos e Al es no
singnlar.
Un clemento distinguido de f2-tors es la teoria de torsion de Goldie,

la cual denotamos con 74, ésta es tal que su clase libre de torsion es la

clase de todos los médnlos no singulares, es decir, .o = {Af € Z-1nod

| A1 es no singular}.
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Sca 1 : R — S un morfisimo de anillos. o induce en forma natural
un funtor .« S—mod = F—mod v en consecuencia una funcion vy
R—tors — N —tors cuya regla de correspondencia es: Pacvi o & I —tors,
Yy (o) = 7, donde 7 es la teoria de torsidn cuyo liltro idempotente exs

L, ={sl S Sinle€L,}

S

n general, no se cumple gque todo maodulo izguicerdo o-libre de
torsion al ser considerado como -mddulo izguierdo sea r-libre de tor-

si6n.

Definicion 1.11 Secan iy : 2 — S un morfisino de anilfos, a € li-fors
y (o) = 7. decimos que o es compatible con i si para cada S-mddulo

izquicrdo N sc cumple que, <N € Fy siy solo i g N € Fa.

Si en particular consideramos un anillo 2, [ an ideal hilateral e
Ry m: 1l — R/I la proyeccion candnica. tenemos por [, Corolario

47.8] que todo clemento de R-tors ¢s compatible con .

Consideretos ahora 2, ..., 2, anillos asociativos con uno v sca
R = Ry <x R <« --- x R, el anillo producto. Scan A, ¢ I, — Iy
wi : R — R las inclusiones y proyecciones naturales; tenemos los
funtores A;, : R-mod — Rqe-mod y o, : B;-mod — ft-immod, asi como

las funciones A, : R;-tors — ft—tors y 7, : R-tors — fRi-tors. Sea

o € Ri-tors para cada i = 1,...,n, entonces A, (o) = 1, &€ R-tors
y T, = {M € R-mod |p, M € T. }: ademis, m, (N, (7)) = o, [10,
pagina 95]. Sca o = An, o € [?-tors: como para cada ideal J de R,
I = I, < --- x [, donde /; es un ideal izquierdo de £2, para cada i,

tenemos que L, = {[ =1 =< - x I, | [; € L;Vi}) =NL, . La teoria de
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torsiéon o es Hamada también la teoria de torsion producto ¥ se denota

por ap X -+ X oy,

Por iltimo, decimos que una categoria de Grothendieck € es espec-
tral si cualquier sucecién exacta corta on € se escinde. Gabriel y Oberst
prueban en (8] que dada nna categoria espectral O, Gsta es cquivalente
a la categoria (R, 7,)-mod, donde 7 ¢s un anillo regular autoinyectivo

izquierdo.



Capitulo 2

Teorias de torsion

espectrales

Una de las primeras aplicaciones del uso de las teorias de torsién
espectrales se dio en [30], cuando se establecieron las condiciones nece-
sarias y suficientes para que un anillo asociativo con clemento unitario
tuviera la propiedad de que el anillo de cocientes respecto a una teoria
de torsion fuera un anillo artiniano semisimple. También en [9], las uti-
lizaron cuando presentaron algunas caracterizaciones de los V-anillos.,
In [14], se realizé un estudio en profundidad de las teorias de torsién

iben

espectrales, de hecho, es en este trabajo donde formalmente re
este nombre,

En gran parte del resto del capitnio presentamos algunas propicda-
des de las teorfas de torsion espectrales. los mdétodos para construirlas

y algunas caracteristicas de Jos anillos de cocientes con respecto a ellas,

17
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.
que aparecen en (14}, Esto lo hacemos, por un lado, con el objeto de
hacer este documento antocontenido » por ¢l otra, para ilustrar que
nna teoria de torsidn espectral tiene la propiedad de que el radical de
torsién asociado, tiene nn comportamiento anidlogo al del funtor singu-
lar ¢l cual juega un papcl importante en la teoria de torsion de Goldie,

cuyas propiedades, asi como lo establecido en el articulo [14], motivaron
la realizacion de este trabajo.

Algunas definiciones y» resultados son tomados directamente de las

referencias, por lo que en su encabezado aparece ¢l mimero respectivo

entre paréntesis.

Definicién 2.1 (14) Seca v &€ I2—tors. Decimons que 7 ¢s5 cspectral si

(£8,7) — mod cs una calegoria ¢spoetral.

Lema 2.2 (14) Sea 7 € H-tors espectral, cntonecos ol funtor localiza-

cion q: R-mod — (R, 7)-mod es craclo.

Las tecorfas de torsion espectrales quedan caracterizadas en Ia si-
gniente proposicidn

Proposicién 2.3 Scan M € R-mod y 1+ &€ R-lors. Las siquicntes afir-

maciones son equivalentes:
i) T es espectral.

ii) SiM esT-inyectivo yv-1libre de lorsidn, entonces Al s inycetivo,
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iit) Si Ml cs T-libre de torsion y N s un submddulo de M. entonces

N ecs t-denso en M osi oy solo s N es esceneial en M.

iv) Si Al os T-inyectivo y r-libre de torsicn 3y N s un submodale de
A, entonces N cs T-puro en Al si y solo st N o~ sumando dirceto

de AL

Demostracion: 1) = ii) Sea AL un f-madundo izguicrdo r-inyectivo v
7-libre de torsiéon. Sea ¢ @ Al — (A} el morfismo inclusién en f-inod,

y q : R-mod — ;-mod el funtor localizacidn, tencmos ol siguiente

diagrama:
M < E(AD)
M = My~ E(AM), = (M)
donde g(e) = ¢. En (£, 7)-mod, ¢(¢) se escinde y como ¢s un monomor-

fisimo esencial, obtenemos que fmq(e) = E(A). Asi A = Al, = E(M)
¥ M es un objeto inyectivo en (2, 7)-mod.

ii) = i) Basta obscrvar ¢ue cualquier sucesion exacta corta en (R, 7)-
mod se escinde, ya que consiste de Ramddulos m-inycectivos y r-libres
de torsion que por hipatesis son inyectivos. Obtenemos asi que 1 oes
espectral.

i) = iit) Sea A un médulo 7-libre de torsion y A oun submdadulo

de M. Supongamos que N es 7-denso en AL S5t 0 # N © A es tal
que NN A =0, tenemos que N = KN/(NNRK)= (N +N)/N C AM/N,
por lo que N € T, N F, = 0, lo cual es una contradiceion, de donde

NAOK £ 0y N es esencial en Af.
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Supongamos ahora que NV es esencial en M| para ver que N es T+
denso en Al probaremos que (AM/N), = 0. Sabemos por el Lema 2.2
que g os un funtor exacto. Si aplicamos el funtor ¢ a la sucesion exacta
corta

0~ N — M — M/N — 0

obltenemos en (£, 7)-mod a la sucesion exacta
0 — N, — M7 — (M/N), — 0

Por ii), esta 1iltima sucesion se escinde, por lo tanto N, es sumando
directo de Af,. Esto contradice ¢l hecho de que WV oes un submaodulo

~

esencial de Af, a menos que N, = A/, lo cual implica que (M /N), = 0.

i) = ii) Sea A/ un maodulo r-inyectivo v 7-libre de torsion v (A7)
su capsitla inyectiva, como A/ es escencial en (VW) que es un maodulo
7~ libre de torsidon. de iil) obtenemos ue ££(A)/A es un médulo de 7-
Lorsion; tencimos la sucesion exacta 0 — VM — [N — IX(AM )Y/ N — O,
aplicando ¢l Tuntor locatizacion q a ésta, obtenemos o sucesion exacta
0 — Al — (M) — 0. gque nos dice que M= L(A) y M oresulta
inyectivo que es lo que se queria probar.

ii) «>iii) = iv) Scan A7 un modulo 7- inyvectivo y 7-libre de torsion
y N un submdodulo r-puro de Af. Por ii), Al es inyectivo por lo que
E(N)Y C M, asi E(N)/N € M/N que es r-libre de torsion, 1o cual
nos dice que N es r-puro en (V). Por otro lado, N es esencial en su
ciapsula inyectiva v por iii) N}/ N es de rotorsidn. De esta manera
E(N)/N = 0, por lo que N = (V) ¥ por lo tanto NV es sumando
directo de A,

Si A& es un sumando directo de Af, digamos Al = N € N, tenemos
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que Af/N = Ny es un médulo 7-libre de torsion, con lo que obtenemos
que N es r-puro en AL,

iv) = i) Sca ) — My — A — M, — 0 una sucesion exacta corta on

(2, m)-mod. De esta manera, A /A M € Fr y My es 7-puro eca A,
Por iv) M, s summando directo de M por lo que la sucesion se escinde,

de donde (2, 7)-mod es una cartegoria espectral.

Lema 2.4 (14) Sean 7 € It-tors espectral, 12 € R-mod 7—inyecetivo y
r-libre de torsion y M € R—mod 7-libre de torsion, St f 1 FF — Al es

un R-cpimorfisino, entonces M oes inyecetivo,

FEn [11], se presentd como dada una teoria de torsion 7 cunalquicra,

pueden construirse dos teorfas de torsion espectrales a las que nosotros

denotamos con 779 v Trys tales quer 7 < 77 v 7 < Tr,- Entre sus

resultados, establece que 77 = 7V 74 ¥ que si 7 € gen(r,), entonces
T — . 2 9 - ST S : M . g .

T = 7. de otra forma, éstas son diferentes.

Yara esto, ol define dos preradicales y considera las teorfas de torsion
asociadas a los vadicales correspondicntes,

Debido a Ja utilizacién que daremos a algunos de los resultados de
[14], dames un eshozo de la construecion de 7. Las demostraciones

pueden consultarse en este trabajo directamente.

Definicién 2.5 (14) Scan 7 € [t-tors y Al € R-mod. Un submddulo
L de M es lamado t-csencial en M. si para cualquicr submmddulo N

de A tal que LN N €5 de T-torsidu, tenemos que N s de T-torsidn.
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Asi, el concepto de ser T-esencial coincide con el de ser esencial
cuando la teoria de torsion 7 = £, ¢l elemento minimo de la reticula
R-tors, y cuando 7 = \ todos los mddulos resultan ser y-esenciales.
En [14] se caracterizd a los submdédulos r-esenciales en la proposicion

siguiente.

Proposicién 2.6 (14) Serant € H-tors, Al € R-mod. L. un submddulo
de M, L) la 7-purificacion de N en M y M, «l midulo de cocientes

de Al con respecto a 7. Las condicioncs siguicntes son cquivalentes:
i) L es Tv-esencial en AL
ii) L") ¢s r-csencial cn M.
iii) LPO) es un elemento esencial en Sat, (A1)
iv) (L + t,(AL))/t.(A) es csencial cu M J1 (M),
v) LYV (ALY es esencial en MU (M).

vi) L, s un subobjcto exencial de A, cu (I3, 7)-1mmod.

Corolario 2.7 (14) Seca L un submddulo de M con lu propicdad de

que £ (M) S L. utonces son vdlidus las afirmaciones siguicntes:
i) L esT-csencial en M siysolo si Lt (M) es exencial en M f1 (M)

ii) 8i I es T-esencial en M, entonces I s esencial en M.
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Observaciéon 2.8 Fl reciproco del Corolario 2.7 ii), no e~ ¢icrto en

general.

Por ejemplo, considercmos A el anillo producto de Ry copias del anillo
de los enteros médulo 2. es decir, A = 7N v sea 2 ¢l subanillo de A
a R . . . . .
generado por la suma directa de Ry copias de 223 v el elemento unitario
de A, es decir 1R =< 7,00 oW, =
=

Consideremos la teoria de torsion de Goldiman en 2, [a teoria gene-

rada por los mddulos simples provectivos, denotada con 74, y cuva clase

de maodulos de torsion consiste de los modulos semisimples proyvectivos,

mente, para maye

Esta teoria de torsion ha sido estndiada extensiy
referencias vease (18], [19) v [2].

En el anillo /2 tencimos que t, | (IF) = Z2M0) es i subainmadalo eseneial
de R e no es 7-esencial en 2. En ofectol t, ()M I e 1y, pero

R, de agui que b, (IY) no es 7g-esencial en It

Sea Al € F-mod, denotemos con Fas (M) = {N C© A7 | N es
T-esencial en Al}, vy con Fss(M) = {N C Af | NV s esencial en A}
Observaciéon 2.9 (14) Son vdlidas para Al € It-mod las afirmaciones
siguientes:

i) L(A1)C FPss.(M).

i2) Si M € o, cntonces IDss (A = 1ss(M).

La signiente proposicion establece que ol conjunto de ideales izguier-
dos 7T-esenciales constituyen una topologia lineal del anillo 72, Poste-

riormente, veremos que el filtro de Gabriel asociado a esta topologia,
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corresponde al {iltro asociado a una teoria de torsion hereditaria espee-

tral.

Proposicién 2.10 (14) Scan v € R-tors y Ml € I?-mod.

i) Para K y L submddulos de A, se cumplen las siquientes afirma-

ciones:

1. SilNC Lyl € Ess. (M), entoneces L € Fss (M),

t

SiNKN € Ess, (LY y L € FKss,de(M), rntonces W € Ess (M)
g Si N € FEss (M) y I. € Fss (M), entonees WOV L €
FEss (A1),

i) Si fe€ Hom(NM,N) y L € Ess, (N)., entonces 7' € Ess, (A6,

Denotamos con =, al preradical asociado a la topologia inducida por
Ess,. Para cada M € Rommod, = (M) = (v € M | (D 0r) € [ss,}.
Con z,, denotamos al radical asociado al preradical =0 v con 7, a la
teoria de torsién asociada a este radical.

Dado cualquier preradical » sobre 2-mod. podenmos definir un nuevo
preradical 7 : 1 sobre R-mod de la siguiente mancera: Para cada Al € R-

1110(!, (YA es tal que (70} M)/ (A = (M /r(AD)).

Lema 2.11 (14) ’ara Al € It-mod s cumplen:
i) =, (Mt (M) = =, (A1) /(M)

i) 2 (M) € Ess (5:(A1)).
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i) £, = =. =.

Llamamos a una teorta Jde torsion 7 estable, enando la clase 7,

es cerrada bajo ciapsulas inyvectivas, en general, las teorias de torsion

espectrales no son estables [ sin cmbargo = tiene of signiente

Lema 2.12 (14) St M e F. yesde v -torsidn, entonces F(A) s de

Trg ~lorsion

I2] teorema sigaicute nos dice cnando o] prevadical =, es un radical.
Teorema 2.13 (14) Sca v € [{-tors, son cquivalentes:
i) =, ¢s un radical.
1) = () = t.(1)
iii) R, es un anillo no singular izquicrdo.

) Si ! € Fss, entloners, para cada v € R y cada r € R tal que
& &Y se tiene que (I ) L (1)

v) Ty, estd cogenerada por E(I/(R)).

Proposicion 2.14 (14) Si v & R-tors, entonces 1., ¢s una teoria de

torsion espectral,

Teorema 2.15 (14) Sra 7 € R-tors. Futonces, =z, = .. es deeir,

T =Ty, 8i y sélo si T s cspectral.
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El siguiente tcorema establece las caracteristicas importantes que

tiene el anillo de cocientes asociado a una teoria de torsidén espectral.

Teorema 2.16 (14) Sca r € R-tor

lus siquicnics condiciones son

equiralentes:
i) T es espectral.

it) Ry es un anillo reqular autoinyectivo izquicrdo y si o € R-tors cs

tal que R, = .. entonces o < 1.

iti) Ry es un anillo no singular y considerado 1?7, como R-mdodulo

zquierdo ¢s cogencrador de 7.

iv) R,y es un aunillo no singular izquicrdo yr = \(F(R/t,.(R)).

tn general, para v € fR-tors ¥ Al un ff-mdodulo con ciertas ca-
racteristicas tenemos que la capsula inyectiva Jde M no tiene porgue

satisfacer éstas; sin embargo, cuando 7 es espectral tenemos ques:

Lema 2.17 Sca 7 € R-tors espectral. Si Al cs un mddulo T-cocritico,

entonces FE(Al) es v-cocritico.

Demostracidn: Por [11, 14,Proposicion 114.25], tenemos que si Al es un

maodulo 7-cocritico entonces es uniforme de donde I7(A) es inescindible
ademais de ser libre de r-torsion. Sca 0 £ N © [F(A]). por 1o auterior,

N s esencial en £(A1) y como 7 es espectral 'V oes 7-denso en [5(3)

que es lo que se deseaba probar.
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Proposicién 2.18 Sea R un anillo ¢ I un ideal bilateral de R, sca
w : R — R/I, la proyeccidn candnica. Si o € R-tors es espectral,

entonces mg(o) = 7 es espectral en R/ I-tors.

Demostracién: Para ver que T es espectral utilizamos la Proposiciéon 2.3
iii). Sea M € R/I-mod tal que M € F,, siempre £,(AM) € Ess(M),
de la Observacién 2.9 ii), tenemos que Ess(M) = Ess. (M), resta ver
que Ess(M) € L,(M). De [14, Proposicién 47.8] tenemos que o es
compatible con 7, la conclusién se sigue entonces de que cualquier R/J-
submddulo esencial de M al ser considerado como R-mddulo, también

es esencial.

Teorema 2.19 Sea R un anillo igual al producto dirccto de un mimero
finito de los anillos R;, i = i,...,n; scan o; € I;-lors, 7; = A, (oy)
y oy X% o, = AT, = o € R-tors. Si o; cs espectral para toda

t=1,...,n, enlonces o es espcctral.

Demostracién: Observamos lo siguiente:

a) las categorias R;—mod x --- x R,—mod y R—mod son equivalentes
y para cada M € R-mod, existen M; € Ri-mod i = l....,n, tales que
M= M; X --- x Mg,;

b) si M; es o;-inyectivo y o;-libre de torsién para toda i = 1,..., n, en-
tonces la sucesién

0 — Hom(R;/I;, M,) — Hom(R,, M) — Hom(/[;, M;) — 0 cs exacta ya

que o; s espectral para toda 7:
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d) tenemos el siguiente diagrama con renglones exactos va que los

mdédulos son homoldgicamente independientes.

0 — Hom(/2/71,AT) — Hom( R, AL — Hom( /7, M)

~ ~

0 — JIHom(/? /1, A1) — JIHom(lt, ALY - IAI“(un.(—l.’,/\l.-)

Es himmportante observar que on ¢l caso gue previamente presentamos
consideramos la interseccion de un mimero finito de ciertas teorias de
torsién espectrales en /2, de hecho, la interscccion de las teorias de

torsion inducidas por otras en los factores del anillo, la cnal resultd ser

espectral.

En general, la interseceion de enalesquicera dos teorias de torsion es-
pectrales sobre un anillo no tiene por que ser espectral, como lo muestra

el siguiente:

Ejemplo 2.20 Sca A el anillo producto de W, copias del anillo de los

enteros mdodulo 2, es decir, A = TR0 gy sea o= (LN 10 Ea ool
anillo R, 1, y T4 son cspectrales y 1, AN 7., = & no s una fteoria de

torsidn espectral.

En cualquier anillo, cada médulo 7,-inyectivo es inyectivo, de donde
(R, 7y)-mod ¢s una categoria espectral. Ademids, en /2 la teoria de
Lorsion 7, ¢s espectral también. ya que ¢l anitlo de cocientes I?,_p oS
isomorfo al campo Za.

En R tenemos gque 7, A 1,, = £ v £ no cs espectral, pues todos los

modulos son £-inyectivos pero no tados son inyectivos.

Finalmoente, observamos que si A v 12 son dos anillos Morita equi-

valentes, entonces las teorr

s de torsion correspondicentes a teorias de
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torsién espectrales en cualquicra de los dos anillos resultan ser tambicn
cspectrales, esto es debido a que las categorias cociente son equivalen-

tes.,



Capitulo 3

La estructura de la reticula
gen(T) ¥y sus relaciones con la

estructura del anillo R,

En este capitulo probamos que para 7 € I7-tors espeetral, las reticulas
gen(T)(R), gen(FY( I/t (R)) y gen(7,)(R,) son isomorfas, ademids de
ser reticulas de Boole completas. Por otro lado, damos algunas apli-
caciones de estos resultados para obtener propicdades adicionales de
estructura del anillo de cocientes R, imponiendo ciertas condiciones

sobre 7.

Una de las primeras preguntas gue surgen s la de determinar si las
teorias de torsidon espectrales constituyen una subreticula de f2-tors, a
esta pregunta se le responde en forma negativi, pues on general, no es
cierto qgue la interseceidon de dos teorias de torsion espectrales sea una

teoria de torsion espectral. Sin cmbargo, la union de dos espectrales os

31
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sicmipre espectral como se puede ver en una forma sencilla.

Proposicidn 3.1 Si 1t € R-tors ¢s espectral, entonces cada clemento

de gen(T)(?) es espectral.

Demostracion:  Se signe del hecho que sio o € gen(7)(R). entonces

({2, 7)-mocd es una subcategoria de (IF.7)-mod,

Proposicién 3.2 Sca {7i}; una familia de clementos de R-tors tal que

T s espectral para cada i € I, enfonees V1 es espectral.

Demostracion:Se signe del hecho de que 7 < v, v de la Proposicion

3.1.

Sabemos gque la teoria de torsion de Goldie, 7,. ¢x un cjemplo im-
portante de una teoria de torsién espectral para la cual se tiene gque
la reticula gen(7,) es una reticula de Boole completa, ademas de ¢ue

coincide en los anillos R, R/, (R) y Q.. (2]t (1) [27]. Es enton-

ces natural generalizar estos resultados para cualquier teoria de torsion
espectral.

Veremos primero que la reticula gen(r) coiucide para los anillos R
y R/t (I%).

Consideremos ahora para nn anillo £y 7 € i-toes. el anillo cociente
R = R/t.(R) y la teoria de torsion hereditaria 7 € f-1ors, enya clase
de madulos de #-torsién son los A-maddulos AL, que al ser considerados

como -mddulos son de 7-torsién.
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Proposicion 3.3 FLriste una correspondencia biyeetiva entre las clases

Fr y Fs.

Demostracion: Sea M oun FK-mddulo r-libre de torsion. como 4, (7). =
0, M es un R-mddulo en forma natural. Supongamos que Al no os #-
libre de torsion, de esta forma. () % 0 v pertencee a 73, por lo que
es un subobjeto de A7 de 7-torsiGu. como por hipotésis Al es 7-libre de
torsion, tenemos que (L(Al) = 0; asi AL es 7#-libre de torsiéon. Ahora.
seca A un R-moédulo r-libre de torsidn, si considerado como mdaodilo
sobre R el submddulo de 7-torsién fuera distinto de ceoro, tendriamos

que s (Af) # 0, que es nna contradiceion, por lo gque M € F,.

De [28] tenemos el signente resultado:

Lema 3.4 (28) Scan [ un ideal bilatcral de BBy N oun R-mddulo para
el cual IN = 0, entonces K (A Y={r & (M) : lr =0}

Proposiciéon 3.5 FEriste una corrvespondcncia biyceliva enlre los R-
mddulos inyecctivos 7-libres de torsicdn y los R-mdadulos inycetivos -

libres de torsicn.

Demostracion: Sea Q un Z-modalo inyectivo libre de r-torsién, por la
Proposicién 3.3 @ es un R-médulo 7-libre de torsion, nos resta ver que
es R-inyectivo., Por la Proposicion 3.1, siendo £,(?) un ideal bilateral
vy Er(Q) = Q € F, por hipotesis, tenemos gue Fy e ga(Q) = {r €
t,(R)yr =0} = Q.

Ahora, sea ¢ un ff-modulo inyectivo v r-libre de torsion, ¢ con-

siderado como [f-inddulo s r-libre de torsion por o que su cdpsula
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Jinyectiva £n(Q) € Fi, por lo ya demostrado, 127,,(€2) es m-libre de tor-
sion ¢ inyectivo en fi-mod, donde fa snecesion exacta corta

0 — Q — Epr(Q) — I7'(Q)/2 —

se escinde. Ademds, el mmorfisimo que escinde esta sucesién en R-mod

escinde esta sucesion en fi-mod, por lo que Q s un f2-imddulo inyectivo

que es lo que se queria probar,

Proposicién 3.6 Eriste un isomorfisino entre lus reticulas gen(r)(R) =
gen(FYR), dado por, \(nF) — \(pf).

Demostracion: Scan o € gen(7)(f1) y F un cogencrador inyectivo de

. Tenemos que IY € F, C F, pues 7 < a, por las Proposiciones 3.3

¥ 3.5 tenemos que £ es #-libre de torsion v es FA-inyectivo. de donde

T < \(ak).

Si \N(nf) = A\ (pf2) entonces [ es equivalente a K, como
f-médulos v por ende como ff-modulos, de donde \(4/2)) = (1 F2)

Sea o = 7, por lo que F, © F,. Si F ex un cogencrador inyectivo de
&, por las Proposiciones 3.3 y 3.5, /7 es un F-imadulo invectivo r-libre
de torsion. Si 4 es la teoria de torsion cogenerada por £ en IR-tors,
entonces o > r v claramente o — o,

Secan x1 < x2, las teorias de torsion cogeneradas por los R-médulos
inyectivos libres de 7-torsion [2p y £ Asi £ estid cogenerado por £
tanto en f-mod como en ffemod, de donde \p = v, en gen(T) » da

correspondencia establecida preservva el orden.

Ahora veremos gque también la reticnla ge n(r) coincide en los aniltlos

Ry R,, antes tenemos el signiente lema de
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Lema 3.7 (27) Para M € R-mod tal que M es T-libre de torsion, son

equivalentes las siquicntes afirmaciones:
i) M, es inyectivo sobre R,.
ii) M, es inycclivo sobre .

ii1) Para cada ideal izquierdo I de R y o« : I — M ecxiste un ideal
J 7-denso de R y 3 :.J — M con la propicdad de que 1 S J y

B/1 = a.

Proposicion 3.8 Sea R un anillo y 7 € R-tors espectral. Entonces
la correspondecncia gen(v)(R) — gen(r,)(R;) definida por x(rE) +

x(r, F) €5 un isomorfismo de reticulas.

Demostracion: Observamos que si £ e¢s un R-immédulo inyectivo 7-libre
de torsién, el Lema 3.7 nos dice que £ es un f2,-mddulo inyectivo.
Ademas, £ es no singular, ya que si la parte singular =(£) # 0; sea
05 r € z(F£), por lo que el ideal (0 : r) es esencial en R, y el mddulo
Rxr es de T-torsién ya que 7 es espectral lo cual es una contradiccién,
por lo que g, £ es un miédulo 7,-libre de torsién. Reciprocamente, si
r. E es inyectivo y no singular tenemos que £ es R-inyectivo y 7-libre

de torsién. El resto de la prueba es andloga a la de la Proposicion 3.6.

Denotemos con B(R) al conjunto de idempotentes centrales de un
anillo asociativo R. Es un heclho conocido que f3(R) es un dlgebra de
Boole y que cuando R es regular y autoinyectivo izquierdo, entonces

B(R) es un algebra de Boole completa [16].
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Teorema 3.9 (21) Si¢ 2 cs un anillo reqgular autoinyectivo izquicrdo,
la correspondencica o @ B(R) — gen(r,)(IR) definida por

2le) = (11 — ¢))

es un isomorfisio de reticelas completas.

Conjuntando luos hechos anteriores tencinos ol siguiente teorcemas

Teorema 3.10 Sra I? un anillo asociativo con uno y r € R—tors es-

pectral, entonces son vdlidas las afirmacionecs siquicnles:
i) gen(r)(It,) es una reticula de Boole complela.
ii) gen(7T)(I?) es una reticula de Boole completa,
iif) gen(7)(#?) cs una reticula de Boole completa,

Dcmostracion: Del Teorema 2,16, tencimos que 2, es un anillo regular
¥y autoinyectivo izquierdo v que 7 oes cspectral por hipotesis. Asi, el
inciso i) se signe del Teorema 3.9

El inciso ii) es consecuencia de i) y de la Proposicion 3.8,

El inciso iii) 1o conclnimos del inciso ii) y de la Proposicion 3.6.

Los resultados siguientes nos dan informacion adicional acerca de
algunas propicdades de la estructura del anjllo de cocientes de /£ con
respecto a 7, cutando T oes una teoria de torsion espectral.
Proposicién 3.11 Sea It un anillo y v € [t-tors cspectral.  Las si-

guientes afirinaciones son equivalentes:
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i) Ry es un anillo incscindible.

i) 7 €5 un codtomo de R-tors.

iii) Ry cs un anillo primo.
Demostraciéon: i) <> (iii) es un hecho conocido si observamos que 7, es
un anillo regular antoinyectivo izquicrdo [14, Proposicion 9.6).

i) & (ii) Se sigue de la Proposicion 3.8 y de [22, Proposicion 9].
4 I A 1

Si (£2,A,V) es una reticula completa con elemento minimo £, un
elemento 7 € 2 se dice gque es un dtomo de Q51 € < 7y si para o € 2
tal que o < 7, se tiene que £ = .

Decimos que 2 es una reticula atdmica si para todo o € §2, existe

un dtomo 7 € Q tal que 7 < &,

Corolario 3.12 Sca f2 un anillo y v € R-tors cspectral. Entonces I?,
es un producto de anillos primos si y sdlo si la reticula gen(r (7)) s

atdmica.

Demostracidn: Como 7 es espectral ¢l Teorema 2.16 nos dice que R,
es un anillo regular autoinyectivo. Tenemos que /2, es un producto «de
anillos primos si y s6lo si la reticula (7, (#2,), 7,(/7,.)) s atémica por [22,
Teorema 9.2], lo cual es equivalente a que gen(r,)(12;) lo sea también
por [21, Teorema 7]. Pero estoiltimo sucede si a sdlo st gen(7)(R) os

una reticula atémica por la Proposicion 3.8,

De [22, Observacién 10) tenemos que los siguientes hechos son vilidos;
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i) Si R o5 un anillo regular y autoinyectivo izquicrdo y si A7 es un
R-mddulo izquierdo, entonces Af s 1,-cocritico si v solo si Al es simple
y proyectivo.

i) Debido a [183. Proposicién 2.7) v a {22, Corolario D], tenemos que
7g(f7) cs una teoria de torsidon prima si y solo =i 7, (/f) es una clase TTH
y es un codtomo de R-tors; ademads, 7,(/f) es semiprima si y sélo si

T, (1) es una clase TTH.

Proposiciéon 3.13 Sca 7 € R-tors espectral. Entonces 12, cs isomorfo
al anillo de endomorfisinos de un cspacio vectorial sobre un anillo con
division st y sdlo s1 7 ¢x un codtomo de R-tors y v ¢5 una teoria de

torsion prona.

Demostracién: Si R, es isomorfo al anillo de cndomorfisimmos de un
espacio vectorial, entonces tencmos que /., es un anillo primo por {16,
Teorema 9.12]. Ademas. 7 es un codtomo dehido al Corolario 3,12,
Resta probar que 7 es prima. De [22) Proposicion 11], tenemos gue
T4(+) es prima. De esta manera existe un 7, -mddulo cocritico S, con
la propiedad de que 7,(7,) = (V).

De las observaciones arriba mencionadas, tencmos que S es un f,-
modulo simple y proyectivo el cuidl es un sumandao directo de 2, de
7, X1, Pro-

posicidon 4.3] tenemos que para cada A7 € It-mod, existe nn isomorfismo

donde § es 7-libre de torsién. por lo que S € Sat, . (#7,). De

de reticulas entre
Sat,(Af) — Sat,.(0N,) (1)
dado por L — L, . Por [27, X], Corolariu 1.4} obtenemos (e S es an

R-mddulo 7—inyectivo. Como S es un f.-mddulo simple, Sat,(S) =
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{0,5}. De (1), obtenemos que S es un R-imédulo r-coeritico. Do qiie
T X Xx(C) < x ¥y de que 7 es un codtomo, tenemos que 7 = \(5) y por
lo tanto 7 es prima.

Supongamos ahora que 7 ¢s un codtomo y que es prima, ast teneimos
que 7 = x () para algiin R-mddulo 7-cocritico . De (1) tenemos que
C, es un fZ,-mddulo simple r-libre de torsién. Por la correspondencia
entre la clase 7-libre de torsion en R-mod y la clase 7,-lihre de torsion
en R,-mod establecida en la prueba de la Proposicién 3.8, podemos
concluir que C; es no singular y por lo tanto es proyectivo, por lo que
soc(RR,) es distinto de cero. Como 7 es un codtomo, de la Proposicion
3.11 tenemos que R, es un anillo primo. Por ¢l Teorema 2.16 R, os
un anillo regular autoinycctivo izguierdo. Por iltimo, de [16. Teorema
9.]2] obtenemos que R, es isomorfo al anillo de endomorfismos de un

espacio vectorial, que era lo que se queria probar.

s, I, s isomaorfo a

~
¥

Corolario 3.14 Sca 1 € f-tors espoctral. Futonee

un producto directo de anillos de cudomorfisimos de espacios rectoriales

si y sdlo si T s una teoria de lorsion scmiprimma.

Demostracion: De [22, Proposicién 13] tencmos que /2, es isomorfo a
un producto directo de anillos de endomorfisimos de espacios vectoriales
si y sélo si 7,(/¢;) es una teoria de torsion semipritma, e esta manera,

por la Proposicion 3.8 es suficiente probar que 7,( /1) os seniiprima si

camos que un fo-modulo A «

y s6lo si 7(R) lo es. Para esto ya obs
Tg-cocritico si y sOlo si g, AT ¢s shaple v proyectivo. de esta manera con
el mismo argunimento de la prucha de la Proposicion 3013 vemos que esto
es equivalente a que A pueda ser visto como el mddulo de cocientes de

un R-mddulo r-cocritico.



Capitulo 4

Clases de mdédulos simples
asociadas a teorias de

torsion espectrales

En este capitulo R-simp denotard un conjunto completo de represceu-
tantes de clases de isomorfismo de R-mdodulos simples. Si C € R-simp
y si M € R-mod, denotaremos con soce(Al) = 3°{S5 C M | S es iso-
morfo a algiin elemento de C}. Entonces soce()) es un subfuntor del
functor identidad en R-mod. Como siempre. soc(Af) denotara el zoclo
izquierdo de Af.

Recordamos que si 7 € f-tors, entonces 71, ¢l pscudocomplemento

de 7, tiene la siguiente caracterizacion, [29]:
= \({S | Se R—simpnT,})

Lo primero que establecemos en este capitulo es que para una teoria

de torsién espectral, su pscudocompicmento es la teoria de torsiéon ge-

A1
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nerada por los madnlos simples libres de torsion. esto nos permite iden-
tificar que para cierta clase de maddulos simples el funtor zoclo relativo
a ella es un funtor de torsién: adn mas, el doble pscudocomplemento
de la teoria de torsion de que partimos os la teoria de torsion coge-
nerada por esta clase de maodulos y resulta ser espectral. También,
establecemos que si consideramos una clase de mmaédulos simples tal que
la teoria cogenerada por ella es espectral, entonces ¢l funtor zoclo rela-
tivo es un radical de torsion. Damos también condiciones necesarias y
suficientes para que el funtor zoclo relativo sea un funtor exacto. Por
1ithtimo, utilizamos estos resultados para dar una caracterizacion de los
anillos artinanos semisimples y para determinar las condiciones gue de-
ben prevalecer en ol anillo para que la teoria generada por los simples

proyectivos sea cspectral.

Proposicién 4.1 Scart € R-tors cspectral y M € R-mod. Si A € T,.,

entonces M es un mddulo semisimple.

Demostracion: Es suficiente probar lo establecido para los f£-mdadulos
ciclicos de r+-torsidon . Sea [ un ideal izagquierdo de 2 tal que /1 € T4,
por lo que R/ € F,.

Supongimos que J/ /7 es un submaodulo esencial de 2/7. Como 7 es

cal v /1 € F,, por la Proposicién 2.3 tencmos que I/ e T

espec
Tenemos que 8/ € 7,1 ya cque ox una imagen homomorfa de f0/1.
Concluimos entonces que I2/J = U: esto implica que /0 = 1/1. De
esta mancera I2/1 no tiene submadulos esenciales propios v por lo tauto

R/1 es scmisimple,
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Teorema 4.2 Sea 7 € R-tors cspectral y C = R-simp NF,. [Xnlonces
Tt = &(C) y t,o( ) = socc(_)-

Demostracién: Observemos que para cualquier S € F-simp, tendremos
que S € T,., 51 y sélo si, S € C: lo cual implica que £(C) < rt.

Por otro lado, de la Proposition 1.1 ¥ ya que 7 es espectral, tenemos
que 71 < £(C). Finalmente. yva que los R-mGdulos de ri-torsion son
semisimples, podemos concluir que . (M) = soec(Al) para cualquicr

M € R-mod.

Denotemos con P = {§ € R-simp | S es proyectivo}. C‘omo 7, es

una teoria de torsion espectral, tenemos el signiente resultado.

Corolario 4.3 7t = &(P) y ¢,,(_) = socr ().

Observacién 4.4 El Teorcma 4.2 nos muestra que, si 7 € R-tors cs
espectral y C = R-simp NF,, cntonces socc(_) es un funlor de torsidn.
En general, si C es cualquicr subconjunto de R-simp, soce(Yno s un
Suntor de torsion. FEn z, el anillo de los enteros podemos cucontrar

infinidad dec cjemplos.

Los signientes resultados muaestran algunas relaciones entre los con-
juntos C C R-simp para los cuales soec(_) es un funtor de torsion y» las

teorias de torsion espectrales.

Proposicién 4.5 Sra C C R-simp, C # O tal que soce () es un funlor
de torsion. Si C’ es no vacio yC’ C C cutonces soce() cs un funtor de

torsidn.
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Dermmostracion: Sea Al € R-mod, como C’ C C, tenemos que soce (A1) <

socec(M). Consideremos la sicesion exacta corta
0 — socc(AM)/soce (M) — Al [soce (M) — Al/socc(M) — 0
aplicandole ¢l funtor soce:(_), obtencmos la sucesion exacta siguicnte

0 — socci(socc (M) [socc(Al)) — socc (Al /soce (A)) — socc(M[soce (M)

cuyos extremos son iguales a cero, lo cnal nos da que soce () es radical.

Teorema 4.6 Si 7 € [R-fors cs espectral, R = R/t.(R) y

C = R-simp NF,, entonces cada 8 € C ¢s un R-moédulo proyectivo.

Demostracidén: Sea S € C, S es en forima natural un /¢-modulo. Sea
0 - K — i — § — 0 una presentacion para S, Consideremos el

siguiente diagrama:

0 — KN — [ — 5 — 0 ()
1 1 1.
0 — KN, — Ry — & — 0 )

Debido a que los madalos en la sucesion (1) son r-libres de torsion,
las flechas verticales son inclusiones naturales. Como 7 es espectral,
del Lema 2.2 tenemos ue la sucesion (2) es exacta v se escinde. Sea
q: S, — R, clmorfisimo obtenido de la escisidn. Tencmos e 7(S) = 8,
0 # q-i(S) ademds como foes esencial en IP.. obtenemos gquie 0 $£
(q-i(S)YNR)YC I,

Tenemos tambicn gue S es simple y que ) 52 - 7(N) = S0 por lo gque

q-7(S)N R = S de donde gls: S — R es un morfisiio que escinde la

sucesion (1) de lo cual resulta que S es un R-mddulo proyectivo.
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Teorema 4.7 Scan § # C' € C € R-simp tal que soce(_) es un funtor
de torsidn y seca 1 la teoria de lorsicn asociada a cste funtor. Sila
teoria de torsion \(C) es espectral, entonces la correspondencia [£, 7e] —

[X(C), x] definida por 1. v— (C') €5 un antiisomorfismo de reticulas.

Demostracién: Scan C;,Cz dos subconjuntos de € € R-simp. Con-
sideremos las tcorias de torsion cogencradas por ellos, \(Cy) » \(Ca),
llamemos 7; a la teoria de torsidn asociada al funtor de torsion socg, ().
para z = 1,2. Si n £ 7 entonces soce, (L) € soce, (L) ¥ C) © Ca, de
aquique F, (c;) S Fyy)» por lo cual \(C;) 2 \(C2). es decir, la asigna-
cidén invierte el orden.

Sean 7, 72 dos teorias de torsion en {€. 7¢] ¥ sean soce, (L) ¥y soce, (L)
los funtores de torsién asociados a ellas. Supongamos que \(C;) =

x(Cz2), entonces Cy = R-simap NF (c,) = -simp OF (o,) = Ca, de donde

soce, (_) = soce, () por lo tanto 7y = 7, por lo que la asignacion es
inyectiva,
Resta ver que es sobre, si 0 2 \(C), sea C. = R-simp NF,, tenemos

que F, © Fy) y R-simp NF, € R-simp NF (). es decir, C, € C, por
lo que soce, (_) € socc( ), lo cual implica que 1¢, < 7.

Afirmamos que o = \(C,). Puesto que C, € F, tencmos que o <
x(Ca).

Sea 0 # Al € F, C F ) por lo tanto existe una sucesion exacta
0— a1 L TMoer £(Sa), con S, € C. Sea p, ¢ flagr £(Sa) — £(Sa) la
proyeccién canénica, podemos suponer que po o f # 0 para toda o € /.
Por lo tanto para cada a € 7, existen N, un submdédnlo de A y un
morfismo g, : Na — Sa, ga # 0. Tenemos que g, os sobre, de donde la

sucesién exacta N, — S, — 0 es una sucesion exacta en R/t (c)(#)-
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mod. Como x(C) es espectral, del Teorema 1.6, csta sucesién se escinde
y Sa es sumando directo de NV,. por lo cual S, € F. para toda o € 1.
Esto nos dice que S, € C,, de donde M € F (). Hemos probado que

o = x(Co), con lu que concluimos la demaostracién del Teorema.

Proposicién 4.8 Sea 7 € R-tors ¢spectral y C = [t-simp NF,. Si
0 — N — N — N’ — 0 es una sucesion ecracta de R-mddulos
izquicrdos 1- libres de torsion, entonces la sucesicn 0 — socc{N') —

soce(N) — socc (N} — 0 es eracta.

Demostracion: Sea R = R/t .(R). considercmos ol funtor ¢ f7-mod
— R-mod tal que para cada M € f-mod. (M) = soce(Al). Por la
Proposicién 4.6, C consiste de R-médulos proyectivos y por lo tanto 7

es un funtor de torsién exacto en ft-mod.

Hasta ahora hemos considerado una teoria de torsion = espectral y
la clase de mddulos simples € = [P-siinp MF,, obtuvimos que soce ()
resulta funtor de torsion y de la Proposicion 3.1, que esta clase € co-
genera una teoria espectral. Deseamos saber entonces como deben ser

s de torsién cogenera-

los conjuntos C C fi-simp, para que las teorr
das por ellos resulten espectrales y tengan la propiedad de que socc (L)
sca un funtor de torsién. El siguiente teorema nos da las condiciones

necesarias y suficientes para esto.

Teorema 4.9 Sca ¥ # C C R-simp. Luos siguicntes condiciones son

equivalentcs:

i) x(C) es espectral.
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ii) 1. socc(_) es un funtor de torsion en R-mod.

2 8Si0 — N'— N — N”" — 0 es una sucesion exacta en R-
mod de mddulos x(C)-libres de torsidn, entonces la sucesion

0 — socc(N’) — socc(N) — socc(N") — 0 es exacta.

Demostracién: i) = ii) Observamos que C = R-simp NF,(c), de don-
de la parte 1) se sigue del Teorema 4.2. La parte 2) se sigue de la
Proposicién 4.8.

i) = i) Sea 0 # M € F, (). Afirmamos que socc(M) es un
submddulo x(C)-denso de M. Supongamos M /socc (M) ¢ Ty c); enton-
ces existe § € C y un morfismo distinto de cero f: Af/socc(M) — E(S),
por lo tanto existe un submdédulo N de M distinto de cero, tal que
socc(M) es un submdédulo propio de N y un morfismo distinto de cero
Sr: Nfsocc(M) — S.

Sea K /socc(M) el nicleo de fy. Tenemos la sucesién exacta 0 —
K& N5 0, donde i es la inclusién.

Observamos que N y S son mddulos x(C)-libres de torsién, de 2)
tenemos que la sucesién 0 — socc (V) = soce(N) — S — 0 es exacta.
Pero socc(K) = soce(N) = socc(M), lo cual ¢s una contradiccién; por
lo que la afirmacién ha sido probada.

Siempre los submédulos x(C)-densos de los médulos x(C)-libres de
torsién son esenciales. Resta probar que los submddulos esenciales de
los médulos x(C)-libres de torsidn son x{(C)-densos. Sca M € F, )
y N un submdédulo esencial de Af. Entonces, soc(A) € N. Hemos
supuesto que Al € F,(c), por lo que soc(M) = socc(Af), por lo tanto
socc(M) C N, lo que nos dice que NV es un submddulo \ (C)-denso de
M.
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En el siguiente teorema damos una caracterizacion de los anillos

semiartinianos utilizando a las teorias de torsidn espectrales.

Teorema 4.10 Sca v € If-lors cspeetral. entonces las siguicntes afir-

maciones son equivalentes:
i) R es un anillo seiniartiniano izquicrdo.
i) (It — stimpNT,) =7 = \(It —simpn F,).

Demostracin: 1) = ii) Si ff es un anillo semiartiniano izguierdo, entun-
ces cada 7 € If-tors satisface la condicion 1) por {10, I1I, Proposicién
12.10).

il) = i) Sea 0 % M € R-mod. Probarcmos ue soc (A7) # 0.
Observamos e para que esto suceda es suficiente que (ALY # 0.
Supongamos que Al € F,. ast existe S € [R-simp NF, y an morlismo
distinto de cero f: A — E(S). Ahora, I NS 5 0 de donde Tinf =
S, Sea N = [71(S), tenemos que N £ 0. Sea [i = [/~. entonces
0# fi: N — S Como N € F,, entonces fi € Homrgye, (N, S). yva
que 7 es espectral, de la Proposicion 1.6 tenemos que S es un 12/1,.(17)-
mddnulo proyeetivo, por lo que existe un £2//,.(1?)-morfisimo distinto de
cero g: 8 — N, Claramente g € Homp (S, N). de donde soc(N) # 0 v
por lo tanto see (M) 5 0.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es ol siguiente resultados
Corolario 4.11 Sca It un anillo, entonces I? s un seiniartiniano is-

quierdo si y solo si v = € (mddulos simples singulares) = x (middulos

simples proycetiros).
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Los anillos artinianos semisimples son caracterizados en términos

de teorias de torsion espectrales mediante el Teorema 4.6 como sigue

Corolario 4.12 Para un anillo R las siguicntes condiciones son cqui-

valentes:
i) Cada T € R-tors es cspectral.
ii) £ es especiral.

iii) R es un anillo artiniano semisimple.

En el resultado siguiente damos condiciones necesarias y suficientes
sobre la teoria de torsion 7 y la clase C, para que el funtor socc(_) sea

exacto.

Teorema 4.13 Sca 7 € R-tors espectral yC = R-simp NF,. Entonces

las condicioncs siguicenlcs son cquivalentes:
i) El funtor de torsidn socc( ) s eracto,
ii) La clase C consiste de mddulos proyecctivos.
iti) Tt = 7,

Demostracién: Probaremos primero i) = ii). Sea S € C y 0 — J —

R -2 5 0una presentacién para S. Por el inciso (i) la sucesion
n .
0 — soce(J) — socc(R) — S — 0 es exacta. Ya que socc(R) os

un mdédulo semisimple la sucesion se escinde. Por lo que existe un

morfismo distinto de cero ¢

¢ — soce(R) tal que 1 o7 = 1g. Como
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H es la restriccidn de 11 a soce (R), tencimos gue la sucesion original se
escinde por lo que S es un F-madulo provectivo.

Para probar ii} < iii) observamos que 744 = \(C). 1o cual nos da

que 7+ 2 7, sy solo st da clase C consiste de mddalos proyectivos.
i) = 1). Del Teorcma 4.2 tenemos que £ () = soce( ). El inciso
i1} implica que F, o s una clase cerrada bajo coclentes. Por (10, 1,

Proposicién 5.5], tenemos que socc{() es un funtor de torsion exacto.

Consideremos 7,, la teoria de torsion de Goldiman cuya clase de
torsion consiste de los madulos semisimples proyectivos, 7, ha sido es-
tudiada extensivamente, para mayores referencias, vease (18], [19] v [2].
Esta teoria de torsidn no sicmpre resulta ser espectral, en los sigunientes

resultados damos condiciones necesar

s 3 suficientes para que lo seag

antes, dos lemas técnicos.

Lema 4.14 Sea ™ € R-tors cspectral. Fntonees T4 v v+t = .

Demostracion: Supongamos gne vt v r2d < . Sea M @ Ronod
tal que 0 2 Al € Foiy,ea. de donde M & F oo v M € Foor. Sea
C = R-simp NF., como 1 s espectral, por ol Teorema 4.2 tencimos
que socc(AM) = 0. Por otro lado, 714+ = (), de donde existe una
familia M de R-miodalos r-libres de torsidn, v un monomorfismo A«
1L E(S). En particular, existe un subimddalo distinto de cero N de A
;E\Jl‘:l epimorfisio f: N — S para algun S € M. Como N € Fouo.o C F,.
tenemos que la sucesion N IEARTSIEN 0 esta on f-mod. Del Teorema 1.6,
tenemos que S es isomorfo a un sunando directo de Vo De esto se
signe que 0 # soce(N) C socc (M) lo cnal os nna contradiccion, de

donde 7t v 744+ = .
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Lema 4.15 Sca v € H-tors. Si 1 y vt son espectrales, culoneces I s

un anillo semiartiniano izquicrdo.

Demostracion: Del Teorema 4.2 v de la Proposicion 3.1 tenemos que
Trr y T,1a consisten de madulos semisimples. Sea 0 # A € R-imod.
Por el Lema 414 2,0 (M) 52 06 t,.u2(A) 52 0; por 1o que soc{(Al) # 0,

y esto nos da que ff es un anillo semiartiniano izquierdo.

Recordamos que llamamos a una teoria de torsion r € R-tors TT'F
cnando la clase 7, es cerrada bajo productos directos, (ver [10] y [11]).

Como en el Corolario 4.3, sca 77 = {S € K-simp | S s proyectivo}.

Teorema 4.16 Para un anillo R las siquicntes condiciones son cqui-

valentes:
i} La teoria de torsicon de Goldman. 1, ¢~ espectral,
ii) El anillo #/socp(R) s un anillo artiniano secmisimple.

iii) La tcoria de torsion de Goldic, 74, s TT' ] y la clase de anddulos

de torsion de Goldic. T, consiste de médulos scmisimples,

iv) La tcoria de torsion de Goldie, v,, ¢ TTF y la cluse de madulos

de torsion de Goldie, T, consiste de modulos inyecctivos.
» Try ¥

Demostracion: Veamos i) = ii). Tenemos que -r!;L = 7,,. Por ¢l Lema
4.15, R resulta ser un anillo semiartiniano. De {18 Teorema 3.1], 7,
es TTF, y estia gencrada por los madnlos simples singulares. De [23,
Corolario 2.7] tenemos gue socp () = Nyee,, 1. de donde R/socp (1)

es de T,-torsidn. De [23, Teorema 2.9] tenemos gque 1, = 7,50 por lo
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que Rfsocp(?) es de b -torsion. PPor ailtimo, de la Proposiciaon 4.1
obtenemos que It/soep(R) es un anillo artiniano scmisimple.

it) = iii) De [I8, Corolario 2.9] tenemos socp (M) = socp ()M para
toda Al € R-mod. Si socp ()M # 0. entonces socp M 5% 0y por lo
tanto soc(Al) # 0. Si socp(R)M = 0, cutonces A es un I/ socp(I?)-
maodulo. Por ii). M es semisimple de donde soc(A) # 0. Por lo tanto
It es semiartiniano izguicrdo. Ses A diferente de cero, M € T, de
donde socp()A = 0. Asi Al es un R/socp()-médulo semisimmple,
por lo que como ff-madulo también lo es.

iii) = iv) Sea Al € R-mod, Al € 7,,. Como 7, ¢s una teoria de
torsion estable, Z(Al) € T,,. Por iii) £(Al) es un madalo semisimple.
Como M es esencial en E(A!), teunemos A = (A7), de donde A es
inyvectivo,

iv) = i) Por la Proposicion 2.3 es suficiente probar que cada madulo

Tap-libre de torsion es inyectivo, Sea M € F,, . Por [I8. Tc rema 2.2]
fr.,, = f,-q.l. = {.’\"l‘\,’ — 17, 7., € Trq},
El inciso iv) nos dice que Al € T3, lo que implica que Al es inyectivo.
Observamos gue la condicién iii) del teorema anterior nos dice que
el producto de mddulos semisimples singulares es semisimple singular.
Corolario 4.17 Si 1, cs cspectral, entonces para cada idecal izquicrdo

esencial | de R, el mdadulo R/T cs scisimple ¢ inycetivo.

DemostraciGn: Es consecuencia del Teorema 116,
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Corolario 4.18 Sca o < 7,.. entonces las siquientes condiciones son

equivalentes:
i) o cs espectral.
ii) El anillo B/t.(R) es un anillo artiniano semisimple,
iti) T,1 consiste de mddulos semisimples.

iv) T,1. consiste de modulos inyectivos.

Demostraciéon: Sca P el conjunto de objetos proyectivos de 2-simp. De
[23, Teorema 2.18] la correspondencia o @ [, 7] — gen(7,) definida
por (o) = Y (P — X) donde o = £(.Y) es un isomorfisimo de reticulas.

i)=> i1) Como o < 74, cutonces ob € gen (7). Por lo tanto ot es
espectral. Por el Lema 4.15, el anillo R es semiartiniane izquierdo. De
aqui que F, = T,1. Por lo tanto R/t,(R) € 7,. ¥ por la Proposicién
4.1, /L., (%) es semisimple, con lo gue obtenemos ii).

Para ver ii) = iii) Si A es un madalo de ot-torsién tenemos que
M e F, y Mes un R/t,(R)-mddulo, por la hipdtesis, M resulta semi-
simple.

iii)=> iv) Seca M un madulo de ot-torsion. Como ot es estable,
tenemos que E(A1) es de ol-torsion por lo que E(M) es un indduloe
semisimple. Como Al es esencial en £(A7), obtenemos que Af es inyec-
tivo.

iv)= i) Afirmamos que F, = T,.. Tenemos que ot = \(R-shap
N7,). Sea 0 # M € F,. Supongamos que existe un morfismo 0 #
M — E(S)con S € R-simpnN7,. Porlo tanto existe 0 # A7 C M v un

morfismo 0 3% f' : M’ — 5. Como & € T,, entonces S es proyectivo. De
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donde existe un morfismo U $# g : 5 — Al’, lo cual ¢s una contradiceidon.
Por lo tanto F, € T,.:. La otra contencion es clarva.

Sea Al € F,, por iv) Al es inyectivo. Si .V es un submdaduale de Af
tenemos que también es inyectivo, luego cualquicr snbimddulo de Af es

sumando directo de AL Por lo tanto cualquicr submoédulo 7-puro de

Al es sumando directo. De 2.3 iv). obtenemos que a es espectral.

Ejemplo 4.19 [/'n este ejemplo remos que si eliminamos la hipdlesis

de que la tcoria de torsion X(C) seca cspectral en el Teorcimma 3.7, enton-

ces este teorcma s falso.

Sca R el anillo estudiado por Cozzens en [B]. este anillo tiene las si-
guientes propicdades:

i) R es un dominio de ideales principales izqinierdo s derecho,
i) R es un anillo simple.
i) R es un Ve-anillo iz;l\licr(lo.

iv) R no ¢s un campo.

v) R ticne salvo isomorfismos un dnico madulo izquicrdo simple.

Seca C = {8} = R-simp. tenemos que S es un modulo singular, ya que si
no lo fucra. serfa proyectivo v por lo tanto sumando directo del aniilo,
Por la propicdad i), los iinicos idempotentes son ¢l 0 v el 1,

Ademas, soce( ) = soc{_) es un Muntor de tor:

S yva quer para cada
Al € R-mod, la propiedad iii) nos dice que todo simple es inyectivo, ¥
de la propicdad 1) resulta que soc(Al) es inyectivo, en consecuencia os

sumando directo de Af, de donde oblenemos que soc{ M /soc(M)) = 0.
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Por otro lado, x(C) = x(S5) = £ que no es cspectral, pues el anillo
seria semisimple por el Corolario 3.12, lo cual es una contradiccién.

El intervalo [£, 7c] = [£,€(C)] = {£.£(S)}. Por otro lado, el intervalo
[xX(C), x] = [x(5),x] = R-tors. Estos dos intervalos no estan en corres-

pondencia biyectiva, pues en este anillo se cumple que £ < x(R) < x-

Ejemplo 4.20 FEl siguiente es un cjemplo de un conjunto C C R-simp
tal que socc(_) es un funtor de torsion y sin embargo x(C) no c¢s una

teoria de torsion espectral, por lo quc la condicidn 2 del inciso ii) del

Teorema 4.9 es necesaria.

Consideremos el anillo R del cjemplo anterior. Hemos probado que si
C = {8} = R-simp, entonces socc(_) = soc(_) es un funtor de torsién y

que x(C) = x(S) = £ no es espectral.

Ejemplo 4.21 Este ejemplo nos mucstra una feoria de torsion cspec-

tral y una clase C de mddulos simples en donde socc() €s un funtor de

torsion que no €s cxacto.

Consideremos el anillo R = (Zz(""), l%no). Probaremos que 7,, es una
teoria de torsidn espectral. Por la Proposiciéon 2.3 es suficiente ver que
para los mdédulos 7,,-libres de torsién, los submddulos T,p-puros son
sumandos directos.

Sea M € F,,,, de donde M es un R/t,, (R)-mdédulo, es decir, A es
un R/zZ,M)-médulo y R/z,Me) = z,. Sca N un submédulo 7,,-puro de
Af y consideremos la sucesion exacta corta 0 — N — A — M/N — 0,

que es una sucesion de Zp-mddulos, es decir de mdédulos semisimples,
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por lo que la sucesion se escinde, lo que nos da que NV oes un sumando
directo de A7 que es 1o gue se queria,

Por otro lado, sea € = R-simp NF, Como 7, s espectral tene-

mos que 7, 12 consiste de madulos semisimples. Como /2 es semiarti-
7,

Ty €5 socc( ) que es el zoclo singular. Consideremos la sucesion exacta

1y ¢l radical asociado a

niano, 7, Topt. de osta manera, 7T,

0 — socp () — It — R/socr(R) — 0, a la que le aplicamos el funtor
soce (L), obtenemos la sucesion 0 — 0 — 0 — /socc (1) — 0 que no es

exacta.
Ejemplo 4.22 [Por iltitno, observamos que el Lema 4.14 no s vilido
en general.

En Z-mod, la categoria de grupos abelianos, consideremos ta teoria

de torsion 7 = £(Z;) que no es espectral, tencmos que 78 = \(Ty) »

2), de donde 74 v et = 7, £\

Tt = (T — sfnp) —

De esto, podemuos conchiir qgue la condicidn de qgue la teoria de
torsion considerada sca espectral, es suficiente, pero no es necesaria,
ya que en cualquier anillo semiartiniano se cumple que 74 v rdd =
En un anillo semiartiniano izquierdo, la reticula f-tors es Booleana
v no todos sus elementos son espectrales. Siconsideramos el anillo

o= (z,(R), lz;}No). 2 es un anillo semiartiniano izquicrdo y £ no es

espectral.



Capitulo 5

Anillos semineterianos

El objetivo de este capitulo es dar una caracterizacién de los anillos
semineterianos utilizando teorias de torsién espectrales, generalizando
los resultados de [20], en este articulo se da una caracterizacién de los
anillos semineterianos imponiendo condiciones a los intervalos [£,7,] ¥

[ry, x], donde &, 7, ¥y X, son el elemento menor, la teoria de torsién

de Goldie y el elemento mayor de f-tors. Para esto, el autor define

una filtracién que considera el funtor singular. Nosotros obtenemaos la
EZeneralizacién mencionada para cualquier teoria de torsién espectral y

lo hacemos definiendo una filtracién que considera el funtor de torsién

de la teoria de torsién espectral.
Decimos que una teoria de torsidén 7 cs propia si 7 # x el elemento

mayor de R-tors. Denotamos con R-prop al conjunto de todas las

teorias de torsién propias sobre R-mod.
Sea 7 € R-tors, un R-mddulo A es llamado r-cocritico si M € F,
y para todo 0 # N € A tenemos que el médulo AM//N € T,. Decimos

57
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que Af es cocritico, si es v(AM)-cocritico.

En gencral, no es cierto que cada 7 € R-prop tenga madulos 7
cocriticos; si esto es cierto, el anillo 2 es llamado scmineteriano. Son
anillos semineterianos los anillos neterianos, los anillos semiartinianos

y los anillos con dimensién de Krull, entre otros.

La filtracion de Gabriel en R-tors se define como sigue: Es una

cadena de tcorfas de torsiéon 71 < < < ... < 7, < ..., donde,

Ty =&
Si a no es un ordinal limite
Ta = Tawi VE({A € R — mod | AMes 1.y — cocritico})
Si o es un ordinal limite
Ta = NV 75.
« A<a s

Comio f-tors es un conjunto, tenemos que existe un ordinal minimo
o tal que 7, = 7,45 para todo ordinal #. Denotamos a esta teoria de
torsién por .

Si M € R-mod, decimos que Al tiene dimension de Gabriel o si oy
sélo si el conjunto de ordinales para el cual Af € T, vs no vacio y o
es el menor ordinal con esta propiedad. Decimos que el anillo R tiene
dimensioén de Gabriel o sity sdlo si como ff-mmddulo tiene dimension de
Gabricl o, Es inmediato que R tiene dimensidn de Gabriel o si v sdlo

siT, = \ Yy Ta % \ para todo 3 < o.

Teorema 5.1 (11) Las siguirntes condiciones son equivalentes para

un anillo R:
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i) R es un anillo seminctcriano.
ii) R ticne dimension de Gabriel o para algin ordinal a.

iii) Si v € R-prop, cntonces 7 es una leoria de lorsidn fuertemente

semiprima.

iv) Re7,.

Supongamos que 7 € R-tors es espectral  consideremos las signien-
tes teorias de torsion:

= x({5]| 5 € R-simpNF,}) y.

7" = x({Af | M es cocritico y A € F,})

Observamos que sicimpre se cumiple que 7 < 77 < 7/,

Lema 5.2 SiT € R-tors es cspecetral, entoneces {AM € R-mod | Al ¢s 7—
cocritico} = {AM € & — mnod | Al ¢ cocriticoy M & F,}.

M es un médulo 7 — cocritico, entonces es cocritico

Demostracién: S
ya que todo 7 — coucritico es uniforme.

Sca A un mddulo cocritico tal que VM € F, | probareimmos que Al es
7T — cocritico. Sea 0 £ N € Af, como M es cocritico es uniforime, por
lo tanto sus subimaddulos distintos de cero son esenciales en A7, Como 7
es espectral, la Proposicion 2.3 nos dice que los submddulos esenciales

son T-densos; de esta forma, Al resulta ser 7 — cocritico.

Lema 5.3 Sea 7 € R-tors espectral y sca o € R-tors tal que 77 < o,
entonces cada modulo M distinto de cero a-libre de torsidgn conticne un

submaddulo distinto de cero o — cocrilico.
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Demostracion. Sca A un modulo o-libre de torsion. De 7”7 € & tenemos
que F, C Freo, por lo qque Af es 7"7-libre de torsiéon. De la definicion
de 7. existe un modulo cocritico €7 vy un morlismo distinto de cero
S E(Al) — E(C). Como 7 ¢s espectral, de la Proposicion 3.1 tenemos
que 77 lo es también. Como (M) € F.u v I2(C) € Fro del Lema 2,12
Ir f es un moduluaanyvectuvo Por otro lado. cotnio €7 es cocritica, 7 es
uniforme, por lo que £(C°) es nescimndible. de donde I f = [2(C7). De
esta forma. £((} = E(M)/Kcerf, obtenemos asi que Nerf es v —puro

en E(AM) Tenemos que E(AT) es un maodulo 7”7 inyectivo v 77-libre de

torsion. de la Proposicion 2.3 av). obteancmos gque WNer f es sumando

directo de (A1), de esta manera. la sucesi6n exacta corta
O — Nerf — E(M)) — () — 0

se cscinde y £(C) e~ isumorfo a un subiddulo Al de KM ) por lo gue

E(C)e F,

Afirmamos que E(C7) es o - cocritico. Tenemos que ¢

os uniforine,
por lo tanto (") es uniforme. Ya que o os espectral. por la Proposicion
2.3 tenemos que todo submadulo distinto de cero de £2(07) es denso.
Tenemos que /(7)) = Al C F(A). De donde A N M % 0y
M N M’ es o — cocritico, ya que los submadnios de los maodulos o-
cocriticos son o-cocriticos. Asi. Al N AL es el submddulo de A distinto

de cero o — cocritico buscado. por lo que ¢l lema queda praobado.

Para v € HR-tors, denotamos con (To, = (M € f-mod | A6 es

T-cocritico }.

Teorema 5.4 Sca & un anillo y v € [t-tors espectral tal que 7 5%\,

enlonces:
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t) T e€s una tecoria de torsion fucrlemente semiprima.
1) Si o € R-tors s tal que 1"’ < o < \, entonces o s fuertcmente

semiprima.

iti) Si o € R-tors cs tal que 7 < o, entonces o = 7"V E({M €
R — mod| Mcs 7" — cocritico y M € T,1}).

Demostracion: De la definicion de v y del Lema 5.2, teunemos que
7" = x({M € R - mod | Al € ("o,~}). Asi afirmamos i).

Para probar ii)., veremos que o esta cogenecrada por los maodulos
o - cocriticos. 85i Al € (Co,, en particular Af € F, de donde
o < (M) por lo tanto o < \({Af € R —mmod | A € Cou,}).

Sig <« x({M € R - mod | M & Co,}) entonces existe un madulo
N # 0. tal que N € F, N 'T‘((‘\,En_""u“‘\,e{.“"”: por ¢l Lema 5.3,
N tiene un subimddulo distinto de cero N o — cocritico, concluimos
que N € F, ((arer-modiprece.n N Ti((arer—modiarecon ) 10 Cual os una
contradiccién. Obtenemos asi que o = W({AM € R—mod | A € Co,}).

Para probar iii), consideramos 7 < o. sca o' = 7"V £({M €
R—-mod | M € Co,v y M € 7,}). De la definicion de o', es claro
que o’ < o.

Supongamos que la desigualdad s estricta, es decir, o’ < o, enton-
ces existe 0 % N € T,NF,.. Como ademds o’ = 7”7, del Lema 5.3, existe
un médulo N’ tal que 0 # N C N y N’ € Coary esto nos dice que N
es cocritico, ademas N' € F,0 © F,n, del Lema 5.2 existe 0 52 N7 C VY
con N” r”-cocritico y ademas cra de o-torsion por hipdtesis, por lo tan-
toN"e {Me R—-mod | Me Co,nnNT,} C Ty lo gue contradice el

hecho de que N € F,.. Por lo tanto o = o’.
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Lema 5.5 (23) Scar € R-tors y sca M &€ Co,. Entonces la teoria de

torsion TV E(M) (s un dtomo en gen(7v).

Decimos que una reticala es localmiente atomica si todo elemento es

union de dtomos.

Observacion 5.6 La reticula [77.\] ¢» localmentec atdmica.

Esto es debido a que si M es cocritico y» Al € F,. entonces 7”7 VvV E(M)

es un adtomo en gen(r’).

Lema 5.7 Sca v € R-tors espectral. ['ntonces v ¢s fuertemente semi-

prima st y sélo sa v = 71"

Demostracién: Si v es fuertemente semiprima, entonces 7 = y({M €
R —mod| A € CCo,}). De la definicion de 7”7 y del Lema 5.2, tenemos
que 7" =yv({M € R~ mod | M es cucriticoy Al € F,})=r1.

Reciprocamente, si 7 = 7" la conclusion se sigue del Teorema 5.4 ).

Corolario 5.8 Sca r € R-tors espectral y fuertcinente scemiprima, cn-

lonces:

i) Sio € R-tors e~ tal que 7 < o # . enufonces o s fuertemente

semiprima.

ii) La reticula [7.\] ¢s localmente atémica.
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Demostracién: Como 7 es espectral. de la Proposicién 3.1 o es espectral.

7”. Obtenemos i) del Teorecma 5.4.
5.7 y de la Observacién 5.6.

Del Lema 5.7 r =
El inciso ii) lo obtenemos del Lema

Para r € R-tors espectral, definimos la siguiente filtracién en R—tors:

o, = £

Si o no es un ordinal Iimite

Ca, VEH{AM € R —mod | Al € Co,,,_, y M € T;})

O =

Si a es un ordinal limite
o, = V o,
T pea P
Tenemos que existe un ordinal minimo a tal que o = Catyy para

todo ordinal 4. A esta teoria de torsién o,, la denotamos con (7).

Proposiciéon 5.9 Tenemos que para todo ordinal o, o, =71 A T,.

Demostracién: Lo haremos utilizando induccién transfinita.
Sia=~—1, entonces T =& o1 =€6=1TNE=TAT,.
Sea a > —1. Supongamos que el resultado es cierto para todos los

ordinales B tales que 3 < a.
Caso 1. Supongamos que o no es un ordinal limite, entonces o,y =

TN Ta—1-

De la definicidn:
Oa = Ot VE({M € R— mod | A € Co,.,_, v M € T,}). Por otro

lado, -
Ta AT =(Taa VEH{M € R—tnod | M € Co,,_,})AT.
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Demostraremos primero que o, < 7, A T,

Tenemos que o, < 7 va que: Por hipdtesis de induceion, oq.; =
TaAT < 7 Ademas, E({M € R—mod | M € Co,,,_, y M €T,}) < T,
pues sus generadores son maodulos de r-torsion. Por lo tanto,
O =001 VE{M € R—mod | M € Coa, , ¥yt (M)y=AM})<T.
Veremos ahora que o, < 7,. Por la hipdtesis de induceion resta ver
que todo middulo A\ € Co,oy N7, es 7,0, — cocritico,
Sea A an modulo o, oy - cocritico entonces M € F, | y para todo
0 # A’ € Af tenemos que el mmédualo cociente M/A € T, € 7T, .
Resta ver que Al € F, _,. Supongamos que Al € T, _,, como . (Al}) =
Al tencmos que Al € T, ar = T4, lo cual os una contradiceién a
que Al es o,y - cocritico. Por lo tanto A/ ¢ 7, . Si 0 # 1, (A) es
un submodulo propio de A7, entonces de la sucesion exacta corta

O b, (MY = M — A Jt, (M) =0

como Al € T, . tenemos quel f., (M) € Ton,,_, = T, _,. Por otro lado,

M/it,,_ (M) € T,., , pucs Al es o, — cocriticu y como cualguiier clase

de torsioén es cerrada bajo extensiones, concluimos que M € T, . lo
cual ¢s nna contradiceion, De esta manera, tenemos.que £, (A1) = 0
y M € F,.,_,. que era lo que faltaba probar, de donde a,, < 7 A7,

Suponganos que o, < T A 7. De esta forma, existe 0 # M e

Tonra =T, N T, . tal que M € F, |
Ahora, ¢l que M € T, implica que ¢, (MY e T,  0VT, =T, _,.
Por otro lado. t,,_ (AfYC M € F,, C F,,._, de donde, ¢, _ (Af) = 0.
Afirmamos lo siguiente: Si A € 7, v M € F,,_,. entonces Al tiene

un submadulo distinto de cero 7,2y — cocritico.
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Tenemos las igualdades siguientes:

T = T i vE((AMER=mod|ATEC ur,, _, 1)

Fra = Fracs N Fe{r1eRmmod|AMeCor, _, })

Por lo que M & f{((Nefg_,,.o,”,\'ec",'"_l 1y o5 decir, existe un maédulo
K € Co,,_, y un morfismo distinto de cero f @ N — M. Sca M =

f(K), como AM € F,,_, entonces M' € F,

Ademads, [ es un mounomorfismo, pues si ker f $# 0 tendriamos que

M’ = K/ker f € T,,_, ya que K es 7,-; — cocritico 1o cual no puede

ser.
Como I = M’, entonces M’ es 7,_, — cocritico y ademds #,( M) =
V%4
Afirmamos que Al es o,.1 — cocritico.
Foucys 81 0 £ K C A, entouces AI'/K C M/KN € 7., ademas,
lo que prucha

Tenemos que A" C M e

M /K € Ty, 1, de aqui que AI'/N € T,,_ . NT, =T, _,

la afirmacidn.

Comeo Al es o,y — cocritico, tenemos que M€ 7, . Por lo tanto,

0 £ A Ct, (M) = 0, lo cual es una contradiccion.

Por lo anterior concluimos que o, = 7 A 74.

Caso 2. Supongamos que « es un ordinal Iimite. De la hipdtesis de

induccién y como R-tors es un marco tenemos ques

= V = T AT = A V T, = T A .
Te B<a ikl ﬁ\</n( @) T (1j<n '1) Ter

Corolario 5.10 Tenemos las siguicnles iqualdades:
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) y(7)

) v (7)

Terminamos

Sobre teorias detorsion espectrales

\ sty sdlo se B tiend dimension de (abricl y It € T, .

este trabajo dando una caracterizacion de los anillos

con dimension de Gabriel, en términos de teorias de torsion espectrales.

Teorema 5.11 Sra r & [R-tors espectral

Las stquicutes condiciones

son cquivalentes

1) It es un andlo semuncteriano 1zquo rdo

Iy

N

e~ extable 4 I'T'F

wi) Fo, s cerrada bajo cocientes (5 s cohoreditaria)

re)

")
vt}
)

mar)

Dernostracion:i) 4 i) = 111) se obticne de 120,

y(7)

=71 gyt =7 VELM e It — mod | M & T, v M es 7~

cocrilico}

Ty =7

5

¥

e

=

=

A%

s

-
Ty T es fuertenientc scmpreoma

Loedrenne 7

M. = TNy o= T AN =T

i) = iv) Setienc g, = 7 A7, por lo tanto 5, =

Como R es seminetertano izguicrdo v

7 es Muertemente semiprima. del Lema

7 # . pur el Teorema 0.l

5.7 1 o= 7 = \({M e It -
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mod | Al es 7" — cocritico y M € F.}). Por ¢l Teorema 5.471ii) v de

T=T7"< 7.
T = t"VEAM e It —mod | Af € CTo,vy M € T, })
= TVE({A’GIf—lllOd'/\lE('n, A A‘,ETrl))
iv) = v) Basta demostrar que r = 7. Sicmpre 7 < 77,

Si T < . entonces existe 0 # A € To NF, de donde E(M) € F,.

Supongamos que E(AM) € T.» deesta manera, 05 (MY /L 0(I2(A5) €
Fre © Fyi lunego. la proyeceion natural (M) — E(M)Y/1 o (I7(M)) es
un epimorfismo distinto de cero. Del Lema 200 I2(N)Y /20 E(M)) tam-
bién es inyectivo y 7-libre de torsion de donde, 2o (E(A)) es m-puro en
E(Al). De la Proposicion 2.3 (,.(£Z(AM)) es suimando directo de F2(A])
y (M) =t E(M)) b V. Como M € T,o = M C t,(F(A)). por io
tanto A7 N A = 0 de donde A = 0.

De esta forma £(A) € T, F,. de lo cual. (A1) € T, < T,.. Por
V. " =71V E{AM € R—mod | M € T,. ¥y M ¢s 7 — cocritico}). Por lo
tanto existe un maodulo (7 € T, v 7 — cocritico ¥ un morfisimo distinto
de cero [ 07— E(AT).

Seca i : IJ(C°) — E(A), asi h : FEF(C) — Im h os sobre. Como
E(C) es inyectivo y es 7-libre de torsion, » como Im h € E(M) € F,,
entonces hn A ¢s inyvectivo por ol Lema 2.4,

De la sucesion exacta, 0 — AKer I — FE(C) — I(C)/KNer h — 0.
vemos que () /Ker 2= Im by como Iim € For obtencmos gque Ker
Lo es un maodulo 7-puro en L2(C), que a su vez es T-inyectivo y r-libre
de torsion. Esto nos da que Ker f es sumando directo de I2(C7) por lo

que Im Ao también es sumando directo de £(C7).

Como 7 es 7 — cocritico, por ¢l Lema 5.2 £,(C7) = 0 ademas de

ser cocritico. por lo tanto, 7 € F_ ((yren—modiar ex cocriticoy e.(an=o)y =
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Fro. Podemos concluir que 2(C) € Frn vy en conscecuencia lim b € Fou,
pues es sutnando directo de F(C7).

Como Iim i € I2(A7). tenemos que M 0 hia /e # 0. de donde A 0
I /it ©€ A € T, Hemos obtenido asi que I B € 7000 MV Froe, lo cnal

es una contradiccion, por lo tanto la designaldad estricta supuesta no

pucde darse, con lo que 7 = r” de donde (7)) = 77,

v) = i) Supongamos que y(7) = 7.
Porlotamo, 7" =y (7)) =17 A S7"Aq <77 asi 3 (r)= 17" A".

Probaremos que para cualguier o € R-tors existen modulos o-

corriticos,
Caso L. Supoungamos que 7 £ o, por lo tanto existe un ordinal
a tal que o, £ oy a es el mmimo con estia propicdad. Este ordinal

@ existe pues, 7™ L oy 77 = (7). Teacmos que a no es un ordinal
Himite.

Notamos que a0 2> 0. Asio o os el minimo ordinal tal que o, € o, por
lo tanto o, < 7. como a, =, VE{M € It — mod | M es o,y —
cocritico v 1. (Al) = Al}). podemos conchiir gue existe un madualo Af
distinto de cero ga-) — cocritico con (,(M) = Al y tal que A &€ T,

wrio tendriamos

Podemos suponer que Al € F.. ya que de o contr
que 0 #£ t, (M) # AL de donde, 0 # M/, (A1) € F. © F.._, que

represceita una contradiceidén a que M es o, — cocritico, a menos que

1.(Al) = 0.
Como ademis para todo submadalo distinto de cero N ode M te-
nentos que el madulo cociente AI/N € T, . € 7., tenemos que Moes

7 — cocritico.

Claso 2. Supongamos qiue 77 < 7. por ¢l Corolario 5.8 tenemos gue
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o es fitertemente semiprima y por lo tanto existen maodulos o-cocriticos.
1) = viii) Como 5 = \. 3 = 7 y todas las teorias de torsion propias
son fuertemente semiprimas por ¢l Teorema 5.1
viil) = vi) Si 9 =2 7 y 7 es fuertemente semiprita, entonces por el
Lema 5.7 7 = 7”0 de donde tenemos que 4 > 77,

vi) = i) Supongamos que 5 = 77 sy # . del Teorema H.1 i)

tenemos que 4 os fuertemente semiprima, por lo tanto v = \({Af €

R — mod | M es 7 — cocritico}). lo cual es una contradiccidon a que ol
proceso se detiene, por lo tanto 4 = \.
i) = vii) Por i), tenemos que 4 = \. por lo tanto 3 > 7/,

i) = vi) Se concluye directamente ya gue siempre tencmos que

v
> T
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