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Introduccién

En esta tesis se presenta un procedimiento para la solucion de problemas bidimensionales
de transferencia de calor por conduccién, concebido para apoyar el andlisis y el disefio de
méquinas eléctrices y térmicas. Esta tesis contiene un sector de la documentacion realizada
por el autor [1, 2, 3 y 4] como investigador del Instituto de Investigaciones Eléctricas (IIE).

Este procedimiento fué el objetivo principel del proyecto “Infraestructura en Trans-
ferencia de Calor” del IIE dirigido por el autor. Se buscaba un procedimiento que brindara
claridad en su alcance tedrico, confiabilided en sus procesos numéricos, y apertura en su im-
plantacién computacional para la incorporacién de adecuaciones o nuevos procedimientos.
A la vez, se pretendia generar cierte infraestructura y autonomia nacional en este campo
de actividad tecnolégica internacional. La aplicacién del procedimiento no sélo considerd
su uso en proyectos internos del IIE o en servicios de asesoria para la industria nacional,
también se pensd en el apoyo que podria der a la docencia en Ciencias e Ingenieria.

Se trabajé intensamente en lograr un producto tecnologico sélido y profesional,
revisando y documentando empliamente los fundamentos teéricos, fisicos y numéricos, para’
delimiter los alcances y aclarar los métodos de solucién del procedimiento. También se
buscé un producto comercialmente competitivo, por lo que se implant$ un funcionamiento
computacional amistoso y bien presentado, modular y sltamente interactivo (con interfaz
gréfica) en la definicién de problemas y en el anélisis de soluciones.

Por dificultades numéricas, en la implantacién computacional® se limita severamente
el movimiento de los medios, incorporando sélo parcialmente al procedimiento de solucién
presentado. Sin embargo, permite el calculo de campos de temperatura y flujo de calor
en problemas bidimensionales en régimen estacionario o transitorio de transferencia de
calor por conduccion. Acepta la consideracién de fuentes de calor internas en medios
homogénos, isotrépicos y lineales, y admite condiciones a la frontera del tipo Dirichlet,

Neumann y conveccién forzada (condicién mixta).

* Bs un producto del IIE lamado CALIIE 2D_T. En su deserrollo se conté con la
colaboracién de diversos investigadores y becarios del IIE, debiéndose mencionar en especial
al M.I. Octavio De la Torre quien elabord los programas de computo de interfaz gréfica.
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Resumen

En el capitulo I se revisan los fundamentos de la transferencia de calor, buscendo aclarar
sus conceptos e hipétesis, para delimitar la aplicabilidad del procedimiento de solucién
numeérica desarrollado en esta tesis. Para ello se trata brevemente a la Termostética,
con une presentacién postulacional, y se desarrolla la Temostédtica en medios continuos
con movimiento. Se particularize en el fenémeno de conduccidén, obteniendo su ecuacién
diferencial parcial, cuya solucién determina el campo de temperatura. Se mencionan los
requisitos pura la obtencién de soluciones, identificando los diversos tipos de condiciones
a la frontera y su conjugacién para la existencia y unicidad de soluciones. Se revisan
dos métodos descriptivos del flujo de calor en la interface de un fluido con un sdlido, la
conveccién natural y la conveccién forzada, estableciendo su vinculo con condiciones a la

frontera.

Posteriormente, con la introduccion de las hipotesis de simetrie (traslacional y axial)
y las hipétesis bidimensionales, se obtiene la simplificacién bidimensional para hacer acce-
sible la solucién (numérica) de ciertos problemes de transferencia de calor por conduccién.
Se finaliza con una discusién de los conceptos de lineas de flujo e isotermas, debido a su
importancia para el analisis cualitativo de los resultados numeéricos.

En el capftulo II se obtienen los algoritmos que llevan los problemas a términos
algebraicos; utilizando el método de Crank—Nicolson—Galerkin en la discretizacién espaciel
de elemento finito con elementos triangulares de primer orden. También se establece el
procedimiento de ensamble de los sistemas de ecuaciones elementales y se plantean los
métodos para la obtencidn de soluciones de sistemas de ecuaciones.

En el capitulo IIT se mencionan las caracteristicas de la implantacién computacional
del procedimiento desarrollado en los capitulos anteriores. Se explica brevemente el método
de aplicacién de la implantacién y las necesidades computacionales para su ejecucion en
computadora personal. Por tltimo, se presenta cierta evidencia para la validacién de
los algoritmos y la implantacién computacional; confrontando resultados numéricos de
problemas simples, con otros obtenidos en forme independiente y directa.

Los apéndices de esta tesis no sélo presentan un material complementario, dado que
contienen planteamientos rigurosos y autoconsistentes de aplicacion general. Podrian ser
considerados como trabajos independientes con extensién reducida, que fueron incluidos
en su version original con el deseo de agruparlos en un sitio 1til.
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En el apéndice I se desarrollan rigurosamente los elementos necesarios para efec-
tuar “cambios de coordenadas” de operadores diferenciales, planteando un procedimiento
general. Es decir, se obtienen resultedos generales que pueden particularizarse ol elegir un
operador diferencial y un método especifico de descripcién del espacio. Posteriormente,
como ejemplificacidn, se aplica el procedimiento expresando el gradiente, el rotacional, el
laplaciano vectorial, el laplaciano escalar y la divergencia, de observables descritas mediante
cualquier método. La simbologia utilizada (se incluye un breviario) tiene caracteristicas
originales y fué desarrollada con la intencién de explayar, lo mas integramente posible, los
conceptos involucrados.

En el apéndice II se plantean los elementos para utilizar los procedimientos generales
del apéndice I en el caso del método coordenado cilindrico. Los resultados son utilizados al
considerar la ecuacién de transferencia de calor por conduceién (TC_C, §1.4) en términos
de la descripcién cilindrica del espacio de eventos.

En el apéndice III se establecen ciertos procedimientos de célculo, necesarios en la
aplicacidn del método de Galerkin en discretizaciones de elemento finito con elementos
triangulares de primer orden. Estos procedimientos se refieren a la integracién, en un
elemento de malla o en su frontera, de diversas funciones constituidas por las funciones de
aproximacién (o de forma) del elemento. Posteriormente se exhiben algunos resultados de
la aplicacién de los procedimientos planteados, al calcular las integrales que emanan del
tratamiento de problemas bidimensionales de transferencia de calor por conduccién con el

método de Galerkin.
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Capitulo I.- Modelacién térmica

Resumen

En este capitulo se revisan los fundamentos de la transferencia de calor, buscando aclarar
sus conceptos e hipétesis, para delimitar la aplicabilidad del procedimiento de solucién.
Para ello se treta brevemente a la Termostdtica, con una presentacién postulacional, y
se desarrolla la Temostdtica en medios continuos con movimiento. Se particulariza en el
fenémeno de conduccidn, obteniendo su ecuacién diferencial parcial, cuya solucidn deter-
mine el campo de temperatura.

Se mencionan los requisitos para la obtencidn de soluciones, identificando los di-
versos tipos de condiciones a la frontera y su conjugacion para la existencia y unicided
de soluciones. Se revisan dos métodos descriptivos del flujo de calor en la interface de un
fluido con un sélido, la conveccidn natural y la conveccion forzada, estableciendo su vinculo

con condiciones a la frontera.

Posteriormente, con la introduccién de las hipdtesis de simetria (traslacional y axial)
y las hipdtesis bidimensionales, se obtiene la simplificacion bidimensional para hacer acce-
sible la solucién (numérica) de ciertos problemas de transferencia de calor por conduccién.
Se finaliza con una discusién de los conceptos de lineas de flujo e isotermas, debido & su
importancia para el analisis cualitativo de los resultados numéricos.

§1.1 Introduccién

Para lograr claridad y confiabilidad en un procedimiento de solucién de problemas de
transferencia de calor, es indispensable una revision de los fundamentos de la teorfa fisica
que la sustenta, buscando aclarar sus conceptos e hipdtesis para “definir” el alcance de la
teorin fisica. De esta manera, en principio un problema especifico estaria en el dominio
de la teoria fisica cuando es caracterizable o modelable con los elementos de dicha teoria,
incluyendo la especificacién de condiciones iniciales y a la frontera para la existencia y

unicidad de solucién del problema.
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La obtencién dela solucién de un problema de transferencia de calor por conduccién
requiere generalmente de la solucidn de una ecuacién diferencial parcial, que las méds de
las veces resulta inaccesible en forma directa, por lo que se desarrollan procedimientos que
utilizan métodos numéricos. Pero aun asi, la complejidad de los sistemas de ecuaciones
resultantes obliga a la edopcién de hipdtesis fisicas simplificatorias y a la especificacién
de ciertas opciones para las condiciones a la frontera, caracterizando las modelaciones
térmicas formulables en un procedimiento de solucién de problemas de transferencia de
calor, lo cual es el objetivo de este capitulo.

§1.2 Antecedentes

El deseo de lograr una presentacidn coherente del fenémeno de transferencia de calor,
obliga & una breve exposicién de algunos aspectos de la Termostdtica (Termodindmica de
sistemas en equilibrio o Termodindmica Cldsica) que son relevantes al fenémeno.

La Termostdtica es una teorfa fisica macroscopica y no probabilista, con la que
se describen algunas observables de ciertos sistemas fisicos. Los sistemas fisicos de la
Termostdtica son definidos por un observador mediante la consideracién de uno o varios
voliimenes de control. Los valores de las observables del sisteme, se refieren a la substancia
contenida en el volumen de control considerado y caracterizan el estado del sistema. Estos
valores estan relacionados con el comportamiento del volumen de control: estatico o con
movimiento, con volumen constante o no, permeeble a la materia o no, permeable al flujo
de energia o no, etc. La asignacién del comportamiento del volumen de control para un
fenémeno especifico la efectusa el observador y constituye un aspecto importante de la

modelacién del fenémeno.

La interrelacién volumen de control-substancia~fenémeno, no es trivial y exis-
ten limitaciones para que un sistema fisico pueda ser considerado como un sistema ter-
modindmico. La naturaleza macroscépica de la Termoststica, plantea una dependencia
entre el tamaiio del volumen de control y la substancia contenida en €]; en términos bur-
dos, debe cumplirse que €l volumen de control sea lo “suficientemente” grande como para
que no se manifieste el cardcter molecular (microscdpico) de la substancia contenida. La
condicién macroscopica también tiene relacidén con el lapso utilizado para efectuar las ob-
servaciones; éste debe tener una amplitud “suficiente” como para ocultar (“promediar”)

las fluctuaciones moleculares propias de la materia.

El cardcter no probabilista de la Termostdtica se refiere al tipo de descripcién de los
sistemas; los valores de las observables no incluyen informaciéon probabilista o estadistica
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del error! intrinseco en los sistemas fisicos. Este error es natural, proviene de la inexisten-
cia de sistemas realmente aislados y de la impotencia a construir sistemas estrictamente
iguales; por lo que toda teoria fisica?, independientemente a si es o no probabilista, pre-
tende describir a conjuntos finitos de sistemas fisicos “equivalentes”. Es decir, la infor-
macién experimental debe provenir de un conjunto de sistemas fisicos “equivalentes” y las
predicciones de una teoria fisica se asocian a un conjunto de sistemas fisicos “equivalentes”,

aunque se mantenga el uso del término sistema.

Frecuentemente, para simplificar la presentacién de la Termostatica, inicialmente se
consideran sistemas fisicos simples. Estos sistemas son homogéneos?, isotropicos, quimica-
mente inertes y exentos de interacciones electromagnéticas y gravitacionales. Otro aspecto
fundamental de los sistemas termodindmicos, dentro de la Termostdtica, se refiere al com-
portamiento admisible de los sistemas: deben encontrarse en estado de equilibrio, La
definicidn de estado de equilibrio es definitivamente circular? y sélo puede plantearse como
una condicion necesaria mas no suficiente® para su presencia: la permanencia de los valo-
res de las observables cuando el sistema esta “mislado”. La carencia de una condicién
suficiente, conduce & la incertidumbre de si ciertos sistemas son descriptibles mediante la
Termostatica, lo cual s6lo puede ser aclarado al confrontar las predicciones de la teoria con

los resultados experimentales...

La condicién de estado de equilibrio incluso es incompleta, pues se requiere la iden-
tificacién de las observables (variables de estado) que lo caracterizan completamente. Esta
situacion es delicada y conviene enfrentarla en términos postulacionales (6], con lo que se
enfatiza el sentido y limitaciones de la teoria.

Postulado I.- Para los sistemas termodindmicos simples existen los estados de equilibrio,
quienes estén completamente caracterizados por la energia interna u, el volumen v y los
nimeros molares N, de las k substancias® que constituyen el sistema.

1 Del latin errare que se asocia a vagar o fluctuar, por ello no debe interpretarse como
el efecto de una equivocacién.
2 De hecho es una posicién filosdfica que ha dado lugar a muchas controversias en la

Fisica, manifestdndose especislmente en la Mecdnica Cudntica [5)].
3 Debe tenerse que la substancia se encuentre uniformemente distribuida en el vold-

men de control adoptado, atin cuando la substancia ses una mezcla de diversas substancias.
4 Dado que la definicién de las observables de un sistema termodindmico exige que
el sistema se encuentre en estado de equilibrio; s.e. estrictamente las observables ter-
modindmicas sdlo tienen sentido cuando el sistema esta en equilibrio.
5 Como ejemplo de la no suficiencia se plantean ciertos aceros sujetos a procesos de

preparacion diferentes.
8 Puede utilizarse cualquier término descriptivo de la dimensién de la substancia: el
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Este postulado explicita las observables que resultan suficientes para describir el
estado de cualquier sisteme termodindmico (simple) dentro de la Termostética, idepen-
dientemente de la susbtancia contenide en los sistemas termodindmicos. Existen otras
observables de los sistemas termodindmicos en estado de equilibrio, su descripcién se dé
en términos de funciones definidas en las observables declaradas en el postulado I, por
lo que se les Hama funciones de estado. Estas funciones describen el comportamiento de
dichas observables en cualquier sistema termodindmico constituido por la misme susbtan-
ciaj estdn vinculadas a la naturaleza de la susbtancia considerada y su forma depende
de ella, por ello son utilizables en la descripcién de cualquier sistema termodindmico que

contenga esa substancia.

El postulado I no hace referencia a la naturaleza topoldgica del conjunto de estados
de equilibrio accesibles a un sistema; al que se le conoce como espacio de configuracion
del sistema EC. Tradicionalmente se utiliza al célculo diferencial usual (diferencial de
Frechet), por lo que sélo se debe considerar al interior del espacio de configuracién EC°,

suponiéndolo como un subconjunto de R2+* no vacio’.

Es conveniente mencionar que este postulado no excluye la posibilidad de consi-
derar sistemas compuestos de subsistemas, siempre y cuando cada uno de los subsis-
temas satisfage ser un sistema termodindmico (simple). En este caso, un estado de equi-
librio del sistema compuesto con m subsistemas, estarfa caracterizado por las energias
internas i,...,Uym, los volimenes de los subsistemas vy,...,vyn ¥ los nimeros molares
Nityoy Niggr)seoos N1y ooV k(m)-  El espacio de configuracién (del sistema compuesto)

estarfa contenido en R*™ Lie m 9 en donde m = {1,...,m} CWN.

Al hablar de la energia interna de un sistema, se entiende que se utiliza algin
estado de equilibrio 4, en el que se fija arbitrariamente un valor para la energia interna.
Lz energin interna en otro estado de equilibrio B, es la energia transferida (o extraida)
al sistema pare el cambio de estado 4 — B; i.e. el estado inicial es 4 y B es el estado
final, Este planteamiento exige la capacidad de medir dicha transferencia de energfa, para
lo cual se podria elegir un proceso en el que {inicamente se realice trabajo mecanico para

nimero de moléculas ng o la masa M). Nétese que

N,,sti v Ne=Mo _ 600410
0 Mg

en donde Np es el nimero de Avogadro, my la masa molecular y My, la masa molar.
7 Existe la opcidn, definitivamente mds apropiada pero altemente sofisticada, de con-
siderar al espacio de configuracion como una variedad diferenciable y utilizar al célculo

exterior [7).
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dicho cambio de estado; garantizando ésto con el uso de aislamientos apropiados (paredes

adiabitices) para el volumen de control.

Esta presentacién de la energia interna resulta operative, si se acepta la“demostra-
cién” experimental (el trabajo de Joule es relevante) de que siempre existe un proceso pura-
mente mecdnico para el cambio de estado A —+ B o bien B — A, cuando se mantienen los
nimeros molares de un sistema termodindmico. Sin embargo, implicitamente se presupone
la posibilidad de identificar y calificar estados de un sistema como de equilibrio, en forme
independiente a la energia interna, ain cuando el postulado I exige su conocimiento para
caracterizar un estado. Esta objecién sdlo es parcialmente superable, mediante la consi-
deracién de estados muy tipificados de ciertos sistemas, por ejemplo los estados asociados
a los cambios de fase...

El postulado I plantea la energia interna como una veriable de estado, presentando
una forma favorable para introducir la entropis como una funcién de estado; por ello se dice
que este postulado establece la representacion entrépica de la Termostatica. Existen otras
representaciones de la Termostdtica [6], todas ellas diferentes y en principio equivalentes,
de hecho su existencia se debe a que cada una de ellas facilita ciertos desarrollos. Sin
embargo, propician confusiones y serias dificultades matemadtices.

La Termostdtica busca identificar el estado de equilibrio final de un sistema ter-
modindmico para un proceso real y un estado de equilibrio inicial conocidos; generalmente
se consideran sistemas termodindmicos compuestos y los procesos se provocan con la re-
mocién de alguna constriccién interna. En un proceso real se presentan algunos estados
de equilibrio intermedios, los cueles son utilizados para modelar el proceso con un proceso
en el espacio de configuracion del sistema; conocido como proceso cuasi-estdtico. En la
representacion entropica, la funcién de estado entropia es quien permite introducir el cri-
terio pare la determinacidén de estados finales ante procesos cuasi—estdticos conocidos, y se
establece en los términos siguientes:

Postulado II.- Bxiste una funcién de estado S (definida en ios estados de equilibrio),
llamada entropia, cuyo méximo en una subvariedad® (contenida en el espacio de configu-
racién) corresponde al estado final del proceso cuasi-estdtico que define la subvariedad.

8 El concepto general de subvariedad de un espacio normado {7 Cap.3 §12] es algo
complicado. Para disponer de un procedimiento que permita le determinacién de méximos
o minimos relativos, resulta conveniente una definicién limitada de subvariedad:

Un conjunto X C R™*™ es una subvariedad n-dimensional, si existe una funcidn G : A C
gnt+m — ®m  diferenciable con continuidad en un conjunto abierto E (ie. G € C'(E)
con Eer),tal que X = G71({0}) C E y G'(z) suprayectiva Vz € X,

En los términos de esta definicién se puede plantear facilmente el método de los
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Este postulado, conocido como el principio de mixima entropis, establece la capaci-
ded predictiva de la Termostdtica en su representacién entrépica, y el conocimiento de la
funcién S de un sistemna brinda toda la informacién termodindmica del sistema. Conviene
enfatizar que el postulado no permite definir la trayectoria seguida por un sistema ante
un proceso cuasi-estdtico, y menos atn la descripcion temporal de dicha trayectoria... se
trata de una limitacién intrinseca de la Termostética.

La entropia posee otras propiedades que son presentades en el postulado III, pero
para ello es necesario establecer una identificacién de las observables fisicas de un sistema
termodindmico simple con el espacio R2+* haciendo: z; < con la energia interna, z;
con el volumen y z3...z24% « con los niimeros molares; en donde =z € R2*+* describe un
estado de equilibrio.

Postulado II1.- La entropia es una funcién diferenciable con continuided ( S € C}(EC®)) y
en un sistema compuesto es aditiva. Ademds, es monodtona creciente con la energia interna;

ie. DS =25 >0

Es necesario aclarar Ia propiedad aditiva de la entropia en un sistema compuesto;

si se supone que estd constituido por los subsistemas A y B, entonces®:
dtka+k dtkatk a+katk a4tk +k
Saup = Sao (p{tTRatRe) | pliEkatha)) 4 gp o (pifiiatER) L piRattn) (121)

En términos de un sdlo sistema se complementa el postulado III diciendo que la entropia

se comporta como sigue!?
SO,\IR:M.:)\S YieR

en donde se explicita que los valores de la funcién dependen de la extensién (tamaiio)
del sistema!!, Estrictamente este planteamiento no es una consecuencia de la propiedad

multiplicadores de Lagrange, el cual brinda una condicién necesaria (més no suficiente)
para la determinacién de mdximos (o minimos) relativos:
Si F: B CR*™ 4 R es diferenciable y posee un méximo (o minimo) en la subvariedad
X C B en el punto z, entonces existe una funcional g € C(R™, R), tal que ¢ es un
punto criticode F — goG;ie. (F — go@G)'(zg) =0, en donde el simbolo o se refiere a
la composicién de funciones.

¥ Para m,n € N tal que m < n, se define la funcién pg,'.') : ®" — R haciendo
ps,',')(:c) =z, VzeR", yselellama funcidén proyectiva m—ésima de R".

10 Para un conjunto A, se define la funcién I4 : A — A haciendo Ia(a)=a Va € 4,
y se le llama funcién identided en A.

11 En la Termostética a una funcién con este comportamiento se le llama funcién

extensiva.
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aditive para sistemas compuestos, sin embargo (I.2.1) lo hace plausible con un sistema
constituido por dos subsistemas iguales en el mismo estado.

La representacién entrépica es conveniente para una presentacién coherente de la
Termostatica. Sin embargo, para el objetivo de esta tesis serd necesario incorporar la
representacion energétice, en donde resulta que la energia interna es una funcién de estado
¥ la entropia una variable de estado. En la literatura se asegura que las condiciones
S € CY(EC®) y DS > 0, son suficientes para la existencia de una funcién U, con la
propiedad??

pﬁ”") = Uo(S,pgz"'k),...,pgT;k)) (§—U)

manifiestando que U es la funcidn energia interna, y con el postulado 1, que los estados
de equilibrio también puden estar caracterizados por la entropia s, el volumen v y los
nimeros molares Ni; luego U es une funcidn de estado y su espacio de configuracién es el
antes mencionado. Pero también se dice que la funcién U es idempotente a la funcién S,
pues aseguran que el principio de méxima entropia permite inferir al principio de minima
energie; en donde se sustituye “maximo de la funcién S” por “minimo de la funcién U™”.

En otros términos, se dice que el postulado III permite la inferencia de la repre-
sentacién energética de la Termostdtica, en la cual la energia interna es una funcién de
estado y la entropfa una variable de estado. La capacidad predictiva de esta representacién
la establece el principio de minima energia y el conocimiento de la funcién U de un sis-
tema brinda toda la informacion termodindmica del sistema. De la propiedad S — U
y de (1.2.1) se sigue que la energfa interna es aditiva en un sistema compuesto y de ésto
también se dice que es una funcién extensiva.

Aceptando la “inferencia” de la representacién energétics, la propiedad (S — U)
establece que sus observables fisicas estén identificadas con el espacio 21* como sigue: Si
z € R¥t* describe un estado de equilibrio, entonces: z; ++ con la entropfa, z3 + con el
volumen y z3...z244 ¢+ con los niimeros molares. En estos términos y sélo por completéz,
se presenta el tltimo postulado de la Termostdtica (3a. Ley de la Termodindmica):

Postulado IV.- Si para un estado de equilibrio = se tiene que D;U(z) = 0, entonces
23 '=.0; i.e. la entropia del sistema es nula.

En la representacidn energética es posible introducir otras funciones de estado, que
resultan ser variables de estado en otras representaciones, y se definen como sigue:

12 Fl postulado permite la aplicacién del teorema de la funcién implicita (7 Cap.3 §11],
pero ésto no basta para deducir la propiedad (5 — U)...
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— La funcidn temperatura T = D, U.

— La funcién presién P = — D,U.

— Para j € k, la funcién potencial electroquimico j-ésimo p#i = DjaU.
Estas definiciones son compatibles con el comportamiento cualitativo que se espera de
dichas funciones [6 Cap.2|, haciendo aceptable el enfoque postulacional adoptado. Es
frecuente que se les conozca como “ecuaciones” de estado, posiblemente con el dnimo de
enfatizar que el conocimiento de todas ellas permite (mediante la relacién de Euler) la
determinacién de U; que brinda, como ya se dijo, toda la informacién termodindmica de

un sistema.

Con le representacion energética es sencillo introducir el concepto de calor trans-
ferido (extraido) a (de) un sistema termodindmico simple en un cambio de estado con un

proceso cuasi-estdtico dado, haciendo’?

Qlg) = /0 r og Dgs (1.2.2)

en donde g : [0,1] — R%, posee derivada continua y g([0,1]) C EC®. Se trata de una
funcién cuyo dominio es el conjunto de curvas suaves en el espacio de configuracion del
sistema (procesos cuasi-estdticos), por lo cual el calor no es una funcién de estado; dicho en
otros términos, no es algo que “posea” el sistema atin con estados inicial y final definidos,
pues es una funcién que depende del proceso. Cuando ante un proceso cuasi-estatico dado,
descrito por la funcién g, se tiene que Q(g) > 0 se dice que Q(g) es el calor transferido
al sistema en el proceso, y cuando Q(g) < 0 se dice que Q(g) es el calor extraido del
sisterna en el proceso.

En la literatura se plantean frecuentemente procesos cuasi-estdticos “suficiente-
mente”® pequefios, llamados procesos infinitesimeles. Para tratar el calor se consideran
procesos infinitesimales descritos por funciones del tipo ¢ = z¢+AIp en donde z; € EC®,
¥ A € ¥ eslo suficientemente pequefio como para que T(zo) = T(zo + Az) Yz € [0,1].
Ante estos procesos se adopta la notacién dQ = Q(g) y de (1.2.2) se tiene

1 1
d4Q = M / T o (2o + M) ~ AT (o) / 1 = T(zo)Ms (1.2.3)
0 0

es decir dQ ~ T'ds al hacer A = (ds,dv,dn;,...,dns) enfatizando el caracter infinitesimal

del proceso.

13 Para f : [a,b] —» R™ se define su funcién componente i~ésima f; : [a,b] — R

haciendo f; =pfo f.
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e “un proceso infinitesimal, es necesario considerar

Para 1nterpretar la. funmon Q
el4

la diferencial de U [7 Cap 3], para. eﬁ:a' termodindmico simple, se tien

T (2+k) Pp(2+k)+z I‘xpg:.':;k)
ick

luego, de la definicidn de la dxferencx

tpartvtv ‘.'cu’»Ey EC’°‘ ¥ un X € R¥*E guficientemente
pequefio se sigue que AL

i[U’(co)](f\)

AUzo—oz;—f-‘A}

-y de (1.2.3) -
AUsgszorr #4Q —P(20) Mg + 2 pi(wo) dasi
o ick
en donde dU = AU,y_zo+a €8 la energia transferide al sistema en el cambio de estado
infinitesiral., Ahora, como W(g) = —P(zo)); es el trabajo mecdnico realizado sobre el

sistema (en un proceso infinitesimal también se hace dW = W(g)), cuando se tiene que
Aati = 0 Vi€ k, se signe que dQ es la porcién de energia no mecdnica transferida al
sistema en el proceso infinitesimal. Nétese que el trabajo y el cambio de mimeros molares
son observables macroscépicas de un proceso, a diferencia del calor, por ello, se dice que
el calor esta asociado a cambios en observables ocultas para la Termostitice cuyo efecto

se manifiesta en dU.

En un proceso arbitrario la situacion es semejante, pues del teoremea fundamental

del célculo se tiene que

1 24k
AUg(0)—g(2) =/0 D(U oyg) / Y. D:Uog Dg;

0 §=1

por lo cual

Ly o
AUu(o)—~g(x)=/o ' (Toy Dg, —P°yD9z+Z piog D92+-}
. ick

1
Q@) +W(e)+Y [ wiog Do
ick °
en los términos de los parrafos anteriores, estableciéndose que el calor en el cambio de
estado descrito por g depende del proceso e incide en el cambio de energia del sistema.

14 Para una funcién f:A — B, se define la funcién f haciendo f(z)=f V= € C,
estando definido el conjunto C por el contexto.
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Un atributo de las susbtancias, importante para el estudio de la transferencia de
calor, es el calor especifico. Su definicién se basa en la consideracién de un sistema ter-
modindmico simple constituido \inicamente por una susbtancia, en el que se conserva su
masa M. En el contexto de la representacion energétics, el calor especifico ¢ [J/(kg °C))
se define en términos de procesos haciendo

=1 Q(g)
“9) = 3 T(e(0)) - Ta(0) (t24)
en donde g describe un proceso cuasi-estdtico. En la préctica se consideran dos tipos de
calores especificos:
— El calor especifico 2 presién constante cp; definido con un proceso en el que la
presion del sistema se mantiene constante.
— El calor especifico a volumen constante c,; definido con un proceso en el que el
volumen del sistema se mantiene constante.
Es claro que en ambos casos se presenta una dependencia con el proceso, pero ain asf se
tratan como funciones asociando su valor al estado inicial del proceso...

Para finalizar esta seccidn, es conveniente aclarar las dimensiones fisicas de la tem-
peratura y la entropia. El! postulado II omite este aspecto y de la definicién de la tem-
peratura, sblo se sigue que el producto de las dimensiones de la entropia y la temperatura
coincide con la dimensién de la energia interna [J]. La asignacién mas simple consiste en
hacer adimensional alguno de los factores, asociandole la dimensién de energia al otro
factor. En efecto ésto es lo que se hace, el cdmo es cuestién de preferencia, pues resulta
intracendente la eleccién, siempre y cuando se proceda en forma consistente!®.

La medicion de la temperatura se efectua en forma indirecta, de hecho lo que se mide
directemente y sin ambigiiedades es el cociente de las temperaturas de dos sistemas (la
eficiencia termodindmica), lo cual define las escalas termodindmicas o absolutas de tem-
peratura hasta una constante multiplicativa arbitraria. La adopcién de una escala proviene
de la eleccion de una temperatura esfecifica para un cierto sistema en un estado plenamente
tipificado: La escala absoluta Kelvin se obtiene asignando la temperatura de 273.16 al
punto triple del agua y a la unidad se le lama grado Kelvin °K. Andlogamente, se define la
escala absoluta Fahrenheit asignandole 481.688 al mismo sistema en el punto triple y a la
unidad de esta escala se le llama grado Rankine °R, porlo que z° R %:z: °K VzeRt.

Existen otras escalas de temperatura, llamadas escalas practicas, teles como la
Celsius °C y la Fahrenheit °F, en las que se tiene:

z°C &= (z +273.15)°K  y  z°F « (z+459.67)°R

15 Usualmente se hace adimensional la entropia, por lo que la temperatura tendria la

misma dimensidn que la energia.
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por lo tanto z°F «+ 3(z ~ 32)°C y z°F 5(z + 459.67)°K. Los cocientes de tempe-
ratura en estas escalas son diferentes a los correspondientes en las escalas absolutas, por
ello, deben transformarse las temperaturas practicas a temperaturas absolutas antes de
utilizarlas en expresiones termodindmicas.

§1.3 Termostéatica en medios con movimiento

El concepto de medio continuo se aplica a una substancia en la que es definible un volumen,
lamado critico, cuya dimensién es lo “suficientemente” pequefia como para ser conside-
rado como “puntual” con respecto al tamafio global del sistema fisico, pero también es lo
“suficientemente” grande como para que no se manifieste el caracter molecular de la subs-
tancia que contiene. El volumen critico permite la definicién de subsistemas en el medio,
con volumen de control igual al volumen critico, y el comportamiento de las observables
en dichos subsistemas es “continuo” (de hecho suave) en el espacio de eventos.

Las caractersticas de un sistema termodindmico, en egpecial la condicion de homo-
geneidad de las varinbles de estado, hacen que la Termostética sea inaplicable en formsa
directa en la mayoria de los sistemas fisicos constituidos por medios continuos. Sin em-
bargo, la existencia del volumen critico implicito en un medio continuo [8], permite la
construccion de campos escalares asociados a las funciones de estado de la representacién
utilizada, dado que el volumen crtico tiene la dimensién minima de un volumen de control
que cumple con las propiedades de un sistemsa termodindmico.

La metodologia expresads para incorporar los medios continuos a la Termostatice
requiere de una explicacién mas amplia. Lo determinacién del volumen critico de un
medio continuo se efectun mediante la consideracion de diferentes vohimenes de control en
un conjunto de sistemas fisicos “equivalentes”. En cada elemento del conjunto de sistemas
se define un subsistema con un volumen de control y se procede a la medicién de alguna
observable intensiva (independiente del tamafio del sistema) en todos los subsistemas.
Por tratarse de una observable intensiva en principio debia presentarse una uniformidad,
pero en general no es asi; la falta de homogeneidad en el medio da lugar a sélo una
tendencia hacia cierto valor conforme disminuye la dimensidn del volumen de control, y si se
continua esta disminucion se presentan cambios abruptos por alcanzar le escala molecular
de la substancia. El volumen critico, se define con la dimension del volumen minimo del
“intervalo” de volimenes en donde se observa la aproximacién a la estabilizacién de la

observable intensiva utilizada.

Respecto a la construccidn de campos escalares asociados a las funciones de estado,
el proceso es como signe. Una vez determinado el volnmen critico de un medio continuo,
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_con un numero finito de eventos (puntos en el espacio-tiempo) es posible generar sus co-
rrespondientes subsistemas termodindmicos; utilizando en cada instante a volimenes de
control con la dimension del volumen critico y ubicindolos en la parte espacial de los
eventos asociados al instante considerado. De esta manera, se identifican los eventos elegi-
dos!® con subsistemas termodindmicos, aprovechando la propiedad “puntual” del volumen
critico. El estado de dichos subsistemas termodindmicos y el conocimiento de las funciones
de estado para la substencia que constituye al medio continuo, permite definir campos es-
calares (finitos) asociados las funciones de estado de la representacion considerada, y en
principio se puede proceder a una complementacién de ellos en la descripcidn cartesiana
del espacio de eventos E C R4, de modo tal que los campos resultantes sean funciones

diferenciables con continuidad (clase C*).

La posibilidad de definir campos asociados a las funciones de estado es independiente
al movimiento del medio, al menos conceptualmente!”. Sin embargo, el movimiento del
medio provoca dificultad en la identidad de los subsisternas generados en el espacio de
eventos a partir del volumen critico. La identidad de estos subsistemas puede lograrse de
dos maneras:

— Con un volumen de control fijo en el espacio e indeformable; dando lugar a subsis-
temas con paredes permeables al flujo de materia.

— Con un volumen de control mévil y deformable, inicialmente con la dimensién del
volumen critico y de modo tal, que durante cierto lapso se pueda suponer que no hay
flujo de materia en sus paredes; i.e. subsistemas de masa constante, con volumen
variable y vida efimera.

La segunda opcidn es la tradicionalmente aceptada y es la adoptada en esta tesis. Permite
proponer que EC C R3, suponiendo que los subsistemas pueden ser tratados como sistemns
termodindmicos simples en donde se omite la descripcién de la masa, dado que la masa de
cada subsistema es constante durante los lapsos en los que conservan su identidad (sin que
ésto signifique que la masa es la misma en todos los subsistemas).

La opcidn seguida esta intimamente relacionada con el campo de velocidad del
medio V), el cual se obtiene mediante la observacion de la posicién de los subsisiemas
en los breves lapsos en los que mantienen su identidad. En efecto, para un evento P
cualquiers, el comportamiento de V es el siguiente:
dry
dt

18 T,a adopcién de un sistema de referencia con la intencidn de describir un fenémeno
fisico, con las teorfas fisicas establecidas, exige la consideracién de un sistema de referencia
inercial {10 Cap.3].

17 Se dice (9 §48] que el planteamiento sélo es aplicable en medios con pequeiias ve-

locidades y “gradientes” de temperatura.

Vo(ry,Ig)=Dr, = en [ty 10 +§,) (1.3.1)
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en donde se establece la identificacién P+ (p,ib) € R* mediante el método cartesiano,
[tosto +6,] C R es el intervalo correspondiente ‘al lapso en el gue mantiene su identidad
el subsistema asociado & P, y 7, : [to; 0 +65] = R2 con 7,(fg) = p es la funcién de
posicién (cartesiana) del subsistema desde el sistemu de referencia utilizado.

, - Sistema termodindmico en t,
_ . ,

Sistema de referencia
inercial

X
|
Sistema termodinamico en t,

Evolucién del sistema termodindmico asociado al evento P « (p,to)

Con los elementos dados, pare cada evento es aceptable proponer la existencia de
una funcién puramente conceptual f, :[ty,f+6,] — R? cuyos valores describan el estado
termodindmico especificol® del subsistema asociado al evento P. En la representacién
energética se tendrin que f,([to,20 + 8,]) C ECt en donde la primera componente co-
rresponde a la entropia especifica y la segunda al volumen especifico del subsistema para
cada instante ¢ € [tg,to + 4,

18 E] término especifico se aplica al cociente del valor de una observable entre la masa
del sistema; notando al espacio de configuracién “especifico” con Ect C R



Capitulo I.- Modelacién térmica 20

La funcién f, no se infiere de la Termostatica, pues no puede brindar la evolucién
temporal de un sistema. Sin embargo, f, describe el proceso cuasi-estdtico “seguido” por
el subsistema en el lapso [tg,ty + &, ] ¥ este proceso es afin a la Termostdtica, es decir estd
regido por el principio de minima energfa en la representacion energética.

~La utilidad de f, radica en que permite establecer el vinculo entre los campos
asociados & las funciones de estado y las funciones de estado de los subsistemas!®, En
efecto, para la temperatura se tendria que

T(rp (8),8) = THM, £ (8) = TH(fo () VEE [toto +6,] (13.2)
para la funcién densidad (vo‘lux':!}iAétri:éva)v de masa pf se tiene

0,8) = p (M, Fol) = oo Vic ftorto 4+ 133
Plre (Eh) ”(,7{’? )) ) Horto 6] t22)

v para el calor especifico & presién constante?®
eolpite) = (M, £,) (13.4)

en donde, en el instante ¢ el subsistema con el que se define & f, no es necesariamente
igual al subsistema asociado a (r, (t),t), pues el primero podria modificar su volumen de
control para mantener la substancia original; sin embargo, cuando se consideran funciones
de estado intensivas (independientes de la extensién del subsistema) se presenta la igualdad.
Estas expresiones muestran la metodologia para desarrollar la Termostética de medios con
movimiento, en la que se explicita los términos en los que se puede y debe introducir la
Termostdtica para describir dichos sistemas.

Otro ejemplo de la metodologia, importante para la transferencia de calor, es la
razén de cambio de la temperatura de subsistemas asociados a eventos; D(T1L ofp) A
partir de (1.3.2) se obtiene que

D(TT ofp) = ((V,VT) + %{Zt—‘) o(rp,In) en {tg,20 +6,] (1.3.5)

debido a (L3.1), en donde (, ) es el producto escalar usual de R* y V se refiere al
gradiente. En le literatura es frecuente que al operador (V,V) + ba—t se le llame derivada
substancial; esto se debe a (1.3.5), pues el miembro izquierdo proviene del seguimiento de
un subsistema cuyo contenido (substancia) se mantiene.

19 De aqui en adelante se utiliza el superindice 1 pare las funciones de estado.
20 B los subsistemas considerados el volumen puede ser variable, por lo que en general

no tiene sentido el calor especifico a volumen constante c,.
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§1.4 Transferencia de calor por conduccién

La ecuacién general de transferencia de calor es una ecuacién: dxferencml _parcial’ para el
campo de temperatura T en un medio continuo, que puede expresarse ‘en los tenmnos
siguientes®! o :

pcy ((v,VT) + ";f ) +9V-d=Qint ‘(TC)

en la cual se considera al movimiento del medio con el campo de velocidad V e incorpora
dos campos ajenos a la Termostatica; el flujo de calor q y el calor interno Qi que estdn
relacionados al edmo ocurre la transferencia de calor en el medio.

La obtencién de estn ecuacion se hard con la metodologia de la seccién anterior, y
para ello basta proponer que los procesos en los que los subsistemas mantienen su identidad
corresponden a procesos “suficientemente” pequefios y & presidn constante, lo cual es una
condicién razonable para los subsistemas asociados a eventos en un medio continuo. Sin
embargo, su obtencién también puede darse [9] en términos de la energia interna y la
entalpia B en la representacidn energética??, la cual no debe confundirse con la entalpia
H en la representacion entdlpica de la Termostatica??

En efecto, en los términos de la seccién anterior para un evento cualquiera P

1 No hey uniformidad en la ecuacién asignada a este nombre. En [9 §50] plantean a
(1.4.1) como una simplificacién para fluidos cuya velocidad sea pequeils comparada con la
velocidad del sonido, sin embargo, su ecuacién general se refiere al caso de transferencia
de calor por conduccidn. Analogamente, en {11 §7.8] obtienen una ecuacién similar (para
conduccién) omitiendo la condicién snterior para la velocidad, pero la llaman ecuacidén

general de energia...
22 Este altimo planteamiento brinda un resultado mas general, ya que establece la

ecuacién general de energia que puede reducirse & la ecuacién general de transferencia de
calor, pero su obtencién resulta bastante complicada por requerir del tensor de esfuerzos

(cuya forma depende de la naturaleza del medio continuo).
23 La funcién de estado fundamental en la representacién entélpica de la Termostdtica

es la entalpia H, que puede definirse en forme implicita con la entalpia en la representacion
energétice # =U + P pg2+k), haciendo

H=Ho (p(12+k)1p1 p§2+k) 1Pgi_’;¢k))

por lo que la segunda componente del espacio de configuracién de la representacion entél-
pica se identifica con la presion.
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debido & (I 3, 3)
se puede decxr

Th( () ~ 6, DT o £, (1) =5,

considerando (1.3.5) en la ultima igualdad, por lo cual

f(fp(to + 6

Qr (M, fp)

e (0vrom+ 50)] o = 53 e (e
en donde M,, f, esla descripcion del proceso a presion constante ocurrido en lapso §,,y
M, p2(f,(ts)) es el volumen del subsistema en el instante inicial ¢, del proceso. Entonces,
el miembro derecho de (1.4.1) es el calor por unidad de tiempo y unidad de volumen,
transferido (si es positivo) al subsistema asociado al evento P en el proceso en el que

mantiene su identidad.

Este planteamiento permite la introduccidn de los campos q y Qint &ntes men-
cionados. La idea es que q(p,tp) describa el flujo volumétrico de calor hacia el exterior (si
es positivo) del subsistema asociado al evento P, y que Qint(p,to) describa la generacién
volumétrica de calor en el interior del sisterna®¥. Este comportamiento de los campos se
logra definiéndolos como sigue; para cualquier evento P se hace

Qe (M, fp)

(Qint — V- d)(r, (f0),t0) = 50 20 () (1.4.2)
en donde implicitamente se establece que las dimensiones fisicas de @;n¢ ¥ q son [W/m?)
y [W/m?| respectivamente. Al considerar que el proceso es “suficientemente” pequeiio se
enfatiza el comportamiento mencionado, pues permite decir que

to+§’,
/ (Qine —V-q)o (reidn) = 6, [Qine — V- ql(rs(ta),t0) = 6, (Qine — V- d)(, t)

to

24 Fl campo Q;n: puede deberse [12 §1.6] a diferentes causas: corriente eléctrica (in-
cluyendo la inducida), absorcién de radiacion electromagnética, decaimiento radioactivo,
friccién interna (medios viscosos o plasticos} y reacciones quimicas. La determinacién de
este campo concierne a diversas teorias fisicas: teoria electromagnética, fisica atémica,

mecénica de medios continuos, etc.
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en donde la integral, con la mterpretamon dada’ g3 los _campos, expresa el calor volumétrico
transferido al subsistema asocxado al vento Puven el proceso en el que mantiene su iden-
tidad. Asi entonces, al reunir (I 4.1) 1.4.2) se hace plausible que

2] )

en donde P es un evento cualquiera con (p,ty) ++ P, de lo cual se obtiene finalmente la

ecuacion (TC).

p%vaﬂ (Qunt = - al(pr 1)

Al interpretar a la ecuacién (TC) como una ecuacién diferencial parcial para el
campo de temperatura, se modela a V . q en términos del campo de temperatura y se
supone & los campos V y Qi como conocidos; esto quiere decir que la solucién (el
campo T') se adecua a los campos dados. Esta observacién es importante para aclarar lo
que algunos autores llaman, equivocadamente, tranferencia de calor por conveccion. Es
sabido que la diferencia de temperatura en un fluido dé lugar & cambios en la densidad,
lo cual plantea diferencias de presién que provocan movimiento en el fluido; fenémeno
conocido como movimiento convectivo. Este movimiento, aunque provocado por diferencias
de temperatura, no involucra una transferencia de calor. En caso dado, cuando estd
presente este movimiento existe conveccién, y debe incluirse ese movimiento (modelado
con el campo de temperatura) como una componente del cempo de velocided V del fluido
pera la obtencion acertada del campo de temperatura mediante la solucién de (TC).

El flujo de celor q puede darse dnicamente (11 §5.1] en la forma de conduccién o
radiacion, sin que sean excluyentes en un problema dado. En términos microscopicos le con-
duccién se refiere a la trasmisién, mediante colisiones moleculares, de la agitacion molecu-
lar?® entre regiones vecinas con niveles diferentes de agitacién, y la radiacién proviene de
la radiacion electromagnética debida a la excitacién atémica.

Le descripcién mecroscopica de la radiacién se basa [11 §5.1 y Cap.13] en la ley de
Stefan-Boltzmann para cuerpos negros, adoptando usualmente coeficientes empiricos para
adecuarla a la superficie de otros cuerpos. Para la conduccidn se tiene a la ley de Fourier
(también atribuida a Boit), que plantea el siguiente comportamiento para el flujo de calor

q=-kVT (14.3)

en donde k es la conductividad térmica del medio [W/(m °C)}, para la cual se tiene
k = ko(T, Ins) en medios isotrépicos, o bien k = BoT en medios isotrépicos y homogéneos.

25 Se trata de un movimiento cadtico que no se manifiesta en el campo de velocidad

V' del medio continuo.



Capitulo I~ Modelacién térmica 24

Aunque es frecuente que se presenten simulténeamente los dos tipos de flujo de
calor, usualmente alguno es despreciable frente al otro. Generalmente la conduccion es
significativa en materiales sélidos y lquidos, pero la radiacién puede ser importante (12
§1.6] en materiales fibrosos, transparentes o porosos; sobre todo cuando se encuentran a
alta temperatura. En esta tesis se considera solamente al flujo de calor por conduccidn,

por lo cual (TC) toma la forma?®

per (V.91 + 50) -9 . (49T) = Qn (TC.0)

debido & (1.4.3), lamédndola ecuacidén de transferencia de calor por conduccién. Esta
ecuacion se refiere a sélo un medio continuo, y establece un comportamiento puntual de las
observables (campos) en la descripcidn cartesiana del espacio de eventos de un observador
inercial. Esto no excluye la consideracion “simultdnes” de otros medios, con sus respec-
tivas ecuaciones (TC_C), siempre y cuando se efectue el acoplamiento de las mismas. La
condicién de acoplamiento para dos medios 4 y B se plantea en términos del flujo de

calor, estipulando que
(qA,nA) = —(qB,nB) = (qp,na) en 8AN8B (1.4.4)

para la interface de los medios, siendo ng y ng las funciones ortonormales hacia “afuera”
de las superficies de los medios A y B respectivamente.

Al considerar la descripcién cilindrica del espacio de eventos y del campo V, la
ecuaciéon (TC_C) toma la forma

T 1 aT aT 3T)
Qint = pcp (Vr—g+;vegg+vzg+§-

_(Zor, 1skor oior) (1o 2T 1gm omy
Or Or 12 80 00 ' Oz Oz r 8r  8r2  r? 907 822

(TC.c)

basdndose en los apéndices I y II. Cabe mencionar, que aunque las funciones en (TC_C) y
(TC_C)’ utilizan los mismos simbolos, éstas no iguales, pues se basan en métodos diferentes
de coordenalizacién del espacio, atin con el mismo sistema de referencia.

Para proceder a la solucién de estas ecuaciones, es necesario considerar [13] una
regién conexa compacta en reposo y con frontera Lipschitziana, en la cual se introducen
condiciones iniciales y a la frontera. La existencia y unicidad de la solucién depende de
la naturaleza de las condiciones asignadas, el tema es bastante sofisticado [14 Cap.5 y

2¢ En medios lineales (k es constante) a veces se utiliza a = k/(pc,) y se le llama
difusividad térmica o conductividad termométrica [m?/s].
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13] y concierne al Anédlisis Funcional. El estudio de este aspecto, aunque definitivamente
importante e interesante, se omite en esta tesis por su complejidad y extensién. Aqui se
aceptard la existencia y unicidad de la solucién de (TC_C) para el tipo de condiciones que
a continuacién serdn presentadas.

Al considerar una regién §2 C R° compacta conexa y en reposo, con frontera 0
Lipschitziana, se debe asignar la condicién inicial para la solucién de (TC_C) proponiendo
una funcién f € C%(f1) y la condicidén:

T tal que To(Ips,tin)=f en Q. (1.4.5)

en el instante inicial £;,. Ademas es indispensable introducir las condiciones & la frontera,
tomando una particién {6Q;]i € 5} de 8Q, se propone una familia de funciones {g; €
C%(89)} y las condiciones:

(T=yg; en dN; Vi€ s, (Dirichlet)
T tal que ! ZT =gi end8QVi€s; (Neumann)
l Zﬁ + XNT = gi en 09Q; con 0 #); € C'89) Vi € 55 (Mixta)
(1.4.6)
en donde se debe cumplir [14 y 15]
{ Uies 00 = 00 y  p(Nicadk) = 0, (147)
81UsqUsy =3, s51Us3#0 y s1NsaNs3=0 -

para garantizar la existencia y unicidad de la solucidn, siendo g el contenido de conjuntos
en R (véase [7 Cap.8]).

El planteamiento de condiciones a la frontera presenta fuertes dificultades y el
acierto en su asignacién depende de la experiencia del modelador. Frecuentemente se
utilizan expresiones empiricas para el flujo de calor en la frontera, que dan lugar a la es-
pecificacién de condiciones a la frontera si se acepta (1.4.4) en la interface de dos medios
A y B. En efecto, si la transferencia de calor en A es por conduccién, de (1.4.3) se sigue

aT,
(qA,nA) = —kg (VTA,HA) = —ky a—A en 84
LLY)

y de (1.4.4)

aT. 1
ﬁ = —a(qg,n,q) en AN OB (L.4.8)

obteniendo una condicién a la frontera para A en términos del flujo de calor en B.
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Para materiales sélidos rodeados por fluidos se plantean dos comportamientos para
el flujo de calor, asociados al movimiento del fluido en la cercanfa de la superficie del sélido:

— Cuando se tiene dnicamente movimiento ;:qrivec_tivo, se dice que hay conveccion
natural en la frontera del aélido y se propone.[12 §1.9] que

(ar,ns) = h(T— Tp)"/‘ (1.4.9)

‘se’ dice que hay conveccién forzada

— Cuando no sélo existe movirniento,convectivq,
en la frontere del sélido y se propone ;

(ar,ms) = h(T ~Tr) en 8SNAF. (1.4.10)

Los subindices F' y S se refieren al fluido y al sélido respectivamente, Tr es la tempe-
ratura en le frontera de la capa limite?”. El coeficiente h se le conoce como coeficiente de
transferencia de calor superficial o conductancia superficial [W/(m? °C)].

El aprovechamiento de estos comportamientos del flujo de calor es inmediato. De
(1.4.8) y (1.4.9), para un sélido S con conveccién natural se tiene
ar

i —%(T —Tw)8/4 en 85N 8F. (I.4.11)

y de (1.4.8) con (1.4.10), para un sélido S con conveccién forzada?®

‘;—: - —%(T —TF) en 8SNOF. (1.4.12)
La expresién (1.4.12) plantee una condicién a la frontera mixta para S muy utilizada, sin
embargo el caso de (1.4.11) es diferente, el exponente del segundo miembro hace que no esti-
pule alguna condicién a la frontera de los tipos mencionados en (1.4.6). Usualmente se trata
esta situacion adecuando h de modo tal, que (1.4.12) constituye una buena aproximacién
al comportamiento de 8T/8n en 85 N OF.

2T La regién en donde se presenta la transicién entre el movimiento dominante del
fluido y el sélido se le lama capa limite. Su determinacién es complicada y se utilizan
algunos criterios 11 §2.2] un cuanto arbitrarios para el cdlculo del grosor §, por ejemplo,
en un flujo estacionario se plantea la condicidn: § tal que V{z + éng,t) = 099V, con

z € 85, siendo Vo la velocidad dominante del fluido.
28 Algunos autores la llaman ley de enfriamiento de Newton, dado que Newton la pro-

puso para describir el “enfriamiento” de un cuerpo mediante el flujo de agua en su frontera;
i.e. con conveccion forzada.
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Para finalizar esta seccidn, es conveniente mencionar una suposicién usualmente
adoptada en las modelaciones. Un cuerpo S radia energia electromagnética hacia el medio
F en cual este inmerso, cusndo su temperatura superficial es mayor que la del medio?’.
Si el comportamiento del medio envolvente pude suponerse como la de un cuerpo negro,
el flujo de calor en su superficie se aproxima {12 §1.9} con (qs,ng) = c E(T% = T4) en
HSNAF, en donde ¢ = 0.3 x 108 [W/(m? °K*)] es la constante de Stefan—Boltzmann y
E es la emisividad del cuerpo. Dado que E es pequeiio®?, generalmente es vélido suponer
despreciable al flujo de calor debido a la radicién superficial.

§1.5 Simplificacién bidimensional

En esta seccién se introducen las hipétesis usualmente utilizadas para simplificar (TC_C)
¥ (TC_C)’, haciéndolas accesibles a una solucién numérica, basada en procedimientos com-
putacionales con un uso moderado de memoria y en tiempos razonables. La adopcidn de
estas hipdtesis en un problema dado establecen condiciones importantes de su modelacién
y se refieren a dos aspectos: El primero, la simetria traslacional y la simetria axial, es-
tipulan condiciones geométricas para la regién en andlisis, asi como ciertas propiedades
materieles y limitaciones en el movimiento para el medio que la ocupa; el segundo, las
hipétesis bidimensionales, establecen un comportamiento bidimensional para el flujo de
calor y cierta homogeneidad para el calor interno.

En los textos tradicionalmente extienden las hipétesis de simetria, incorporando
el comportamiento para el flujo de calor, sin embargo es conveniente hacer la distincién
con la introduccién de las hipétesis bidimensionales que incluyen los aspectos térmicos del
problema. Para asignar las hip6tesis de simetria a un problema, el observador debe definir
una regién en reposo y analizar el medio que la ocupa, atribuyendo la hipdtesis de:

— Simetria traslacional (ST), cuando la regién en anglisis es un cilindro recto (con
generatrices paralelas), y en cade instante las propiedades materiales del medio en
la seccién transversal del cilindro son invariantes ante traslaciones en la direccién
de las generatrices.

— Simetrfa axial (SA), cuando la regién en andlisis es un volumen de revolucién®?,
¥ en cada instante las propiedades materiales del medio en una seccién axial (que
contenga al eje de rotacion) son invariantes ante rotaciones.

2% Cuando la temperatura superficial es significativamente mayor que la del medio
ambiente, se aprovecha la radiacion para determinar dicha temperatura, brindando un

procedimiento telemétrico conocido como pirometria,
30 Se dice (12 §1.9] que el valor de E varia de: 0.02 & 0.05 para metales pulidos, de

0.6 a 0.7 para metales oxidados, para papel y madera puede llegar a 0.98.
31 Por la naturaleza de la ecuacién (TC-C)’, en principio la region no debe contener

al eje de revolucién.
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Estrictamente estas hipétesis sélo involucran las observables vinculadas con las
propiedades materiales del medio, pero también se incorporan limitaciones en su movimien-
to; orientendo el sistema de referencia de modo tal, que el eje z sea parelelo a las gene-
ratrices en el caso ST o que coincida con el eje de revolucion en el caso SA, se debe tener:

AL
— iy 1.5.1
el ek 0 para ST ( )
o bien 0 o
_OT = —39— = 0 paraSA (1.5.2)

en donde se ha utilizado la descripcién cilindrica del espacio de eventos y del campo de

velocidad.

Las hipdtesis de simetria estén basades en caracteristicas bastante objetivas, cuya
adjudicacion a un problema especifico no requiere de una experiencia vasta. A diferencia
de estas hipdtesis, la asignacion de una hipdtesis bidimensional & un problema especifico
no es trivial, el acierto depende en gran medida de la experiencia del modelador. Su
planteamiento se hace en conjuncién con las hipStesis de simetria®?, estableciendo que:

6Qint
i 0 para ST (1.5.3)
Y 7]
——g—;ﬂ = qo= 0 paraSA. (1.5.4)

Cuando el medio es lineal (k es constante) las hipdtesis bidimensionales brindan
otras condiciones para el flujo de calor, En efecto, si se supone que T' € C? se sigue que
V x (VT) = 0,luego V x q = 0 debido a (1.4.3}, por lo cual

8q. _ Bq, _

9z = Bz =0 para ST
y de (AIL10)

99, 0q, _

0 = 88— 0 para SA

que establecen condiciones necesarias, més no suficientes, para que un medio sea lineal.

32 Generalmente asocian la ST a la idea de cuerpos “infinitamente” largos en la di-
reccién de de las generatrices, “infiriendo” la necesidad de que el flujo de calor sea nulo en

esa direccién,
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Las sxmphﬁcacxones que genemn estas hlpotems son importantes3?, llevando (I 5. 3)
(I 4 3) (TC_C 'se obtiene : :

Y RVT) = Qi . (1835)

en dondév]: %
‘ (15.6)

0k o1 _ 0k oT)
Or:0r 8z 6z

1;aT T 9T
r Br o7 or? Sy 9z

) = Qint.

que también puede ser escrita en forma smtetlca, favorable a un planteamiento integral
bidimensional

pepr ((V v, T) + %T) =V, (rkV,T) = 7 Qine (1.5.7)

en donde se ut! .a estrictamente (1.5.6) con la identificacidn z = z y y +2 7.

Obsérvese, que cuando se usa la descripcidn cilindrica en una seccién axial, la iden-
tificacién ¢ « z y y « r hace afines las descripciones cartesiana y cilindrice del espacio
de eventos. En las ecuaciones diferenciales obtenidas, las funciones estan definidas en la
descripcion (cartesiana o cilindrica) del espacio de eventos, contenido en ®%. Sin embargo,
dadas las caracteristicas de las hipdtesis introducidas, todas las funciones son identificadas
con funciones definidas en ®* haciendo:

p«t poB, ¢y coB, Ve VoB, ke koB, T+ ToB, Qint++ GintoB (1.5.8)

endonde B = (p (”,pg‘”, ,psa)) con laidentificacion 1« z, 2y y 3 «+ {,siendo £ € R
la coordenada de alguna seccién transversal o axial, dependiendo del caso de simetria. Es
decir, las ecuaciones diferencinles (1.5.5) y (1.5.7) son anelizadas y resueltas en el contexto
de las identificaciones anteriores, tratdndolas como si en ambas ecuaciones se utilizace la
descripcién cartesiana del espacio de eventos.

En el desarrollo implicitamente se ha tomado una regidn con un medio, pero fre-
cuentemente se presenta el que contenga varios medios. En este caso, se considers una

33 Nétese que no se ha introducido modelacion alguna parala conductividad, dejindola

abierta para mayor generalidad.
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particidn de la regién, dando lugar a una subregién para cade medio, las cuales deben
poseer la misma simetria para adjudicer esa simetria a la regidn original. Aplicando en
cada subregién su correspondiente ecuacién diferencial, se obtiene un sistema acoplado me-
diante la introduccion de la condicion (1.4.4) en las interfaces. Apropiadamente aplicado,
este procedimiento es afin al método de elemento finito para la solucién numeérice de las

ecuaciones obtenidas.

§1.8 Lineas de flujo e isotermas

Cuando un campo vectorial permite la consideracién de “potenciales”, como es el caso del
flujo de calor por conduccién, es posible introducir el concepto de linea equipotencial, en
la cual el potencial tiene valor constante. Es decir, para un potencial g y un instante ¢, una
funcién h:Y C R — R3, esla parametrizacion cartesiana de una linea equipotencial de ¢
en el instante £, si D(go(h,t)) = 0, suponiendo que Y es un intervalo. Para estas lineas es
viable la idea de una “concentracién” de lineas, pues poseen una caracteristica cuantitativa
del potencial, lo que a su vez, permite establecer una relacién con la intensidad del campo.

La consideracidn de las lineas de campo resulta conveniente para apreciar el com-
portamiento de un campo vectorial. Esta apreciacién es cualitative y se refiere tinicamente
a la direccion del campo, pues en un instante dado y en cada punto de la linea, establece
que su direccidn es paralela a la tangente a la curva®. Las lineas de campo, por si mis-
mas, son totalmente independientes de la intensidad del campo, por lo que resulta absurdo
esperar que una “concentracion” de lineas de campo se relacione con su intensidad.

Bajo ciertas condiciones, se plantea un vinculo entre las lineas equipotenciales y
las de campo, con lo cual, las lineas equipotenciales pueden exhibir el comportamiento
direccional del campo y su intensidad, esto 1dltimo, en términos de la concentracién de
lineas equipotenciales. Otro aspecto favorable del vinculo mencionado, consiste en que
posibilita la introduccién de las condiciones a la frontera para el potencial, en base al

comportamiento del campo.

34 En términos precisos, para un campo vectorial G y un instante t, se dice que
F:Y CR = R ytal que Df # 0, es la parametrizacidn cartesiana de une linea de
campo de @ en el instante ¢, si

Ie ot e _ ao
To il Df =G o (£:1)

lo cual es equivalente a Df; Gio(f,t) = Df; Gjo(f,t) Vi,j €3 como es facil de verificar.
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En la transferencia de calor por conduccidn el campo vectorial es el flujo de calor y su
potencial es la temperatura, debido a (1.4.3). Por ello, se acostumbra llamar & las lineas de
campo y lineas equipotenciales como lineas de flujo e isotermas respectivamente. Este caso
es sencillo, pues el potencial es un potencial escalar, En efecto, para un instante ¢ dado, y
una linea suave contenida en dicho instante en la region de interés, cuya parametrizacién
cartesiana este dada por una funcidn f:Y C R — R? y derivable, se tiene que

ko(f,t)D(To(_f,t)) = kO(f,t)<VTO(f,t),Df) = _<q°(fat)1D.f> (1'6'1)

luego:
~— Si f es una isoterma en ¢, se sigue que f es ortogonal a qo (f,1).
— 8i qo(f,t) es ortogonal’® a f y ko(f,t) #0, se sigue que f es una isoterms.

Dada la validéz de (1.6.1) ante el método cilindrico, estos resultados también son aplicables
cuando se describe un problema con dicho método de coordenslizacion; por ejemplo, cuando

presenta simetria axial.

35 Es conveniente observar que go (f,2) = 0 implica la ortogonalidad con f; por
ejemplo cuando f(Y') esta contenida en une superficie adiabdtica.
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Capitulo IL.— Algoritmos y métodos numéricos

Resumen

En este capitulo se obtienen ciertos algoritmos para transformar problemas bidimensionales
de transferencia de calor & términos algebraicos; utilizando el método de Crank-Nicolson—
Galerkin en la discretizacion espacial de elemento finito con elementos triangulares de
primer orden. También se establece el procedimiento de ensamble de los sistemas de ecua-
ciones elementales y se plantean los métodos para la obtencién de soluciones de sistemas

de ecuaciones.

$IL.1 Introduccién

Este capitulo se basa en el capitulo anterior, en donde se desarrolla un procedimiento
para la determinacién del campo de temperatura en problemas bidimensionales (simetria
traslacional o axial) de transferencia de calor por conduccién. Para ello, se suponen cono-
cidas las propiedades materiales de los medios y su condicién de movimiento, as{ como las

fuentes de calor interno.

De la modelacién térmica considerada, se siguen las ecuaciones diferenciales par-
ciales pare los problemas bidimensionales planteados: haciendo

o o
= (%, 2, 0) (IL1.1)

se tiene para la simetria traslacional

oT

pe ((V, vr)+at) v, (Y, T) Qe (12)

y pare la simetria axial

“aTYy
pepr ((V v T)+-§

(11.3)
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en donde se utiliza estrictamente (II.l.l)f’»cc'::n' la identific

efinidas en la descripcion
‘en R, Sin embargo, dadas
odas las funciones son identificadas con

En estas ecuaciones diferencinles,'
del espacio de eventos (cartesiana o cllmd
las caracteristicas de las hipStesis mtroduudas, t
funciones definidas en ®? haciendoi® i

perpoB,cyer¢cp,0B, Ve VoB, ke koB, T« T 0B, Qint +* Qineo B (I.1.4)

en donde B = (p (3)11’?), ,p§”) con la identificacién 1 «r 2 & 2, 2y r y 3 o i,
siendo £ € R la coordenada de alguna seccidn transversal o axial, dependiendo del caso de
simetrin. Es decir, las ecuaciones diferenciales (I1.1.2) y (I1.1.3) son analizadas y resueltas
en el contexto de las identificaciones anteriores, tratdndolas como si en ambas ecuaciones
se utilizace la descripcidn cartesiana del espacio de eventos.

En el desarrollo de estas ecuaciones, implicitamente se ha tomado una regién con
un medio, pero frecuentemente se presenta el que contenga varios medios. En este caso, se
considera una particién de la region, dando lugar a una subregién para cada medio. Debe
tenerse que todas las subregiones poseen la misma simetria, para adjudicar esa simetria a
la regién original. Aplicando en cada subregién su correspondiente ecuacién diferencial, se
obtiene un sistema acoplado mediante introduccidn la condicion:

(q4,n4) = —{qp,np) = (qp,n4) en 8AN éB (IL.1.5)

para el flujo de calor en la interface de dos medios 4 y B.

Para la solucién de las ecuaciones diferenciales (I.1.2) y (11.1.3), se emplea un
método indirecto de solucién, el método de Crank—Nicolson~Galerkin, en la discretizacion
espacial de elemento finito con elementos triangulares de primer orden. Este procedimiento
transforma al problema en uno de tipo algebraico, cuya solucién genera una aproximacion
a la solucién de la ecuacién diferencial parcial con las condiciones a la frontera e iniciales

que se consideren.

En este capitulo se obtienen los algoritmos que establecen al problema en términos
algebraicos y se plantean los métodos numeéricos para la solucién de sistemas de ecuaciones.
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8II.2 Antecedentes

La eleccion del método de Crank-Nicolson-Galerkin {16] para la solucién de las ecuaciones
diferencieles antes enunciadas es bastante frecuente®® y es apropiado para los problemas no
estacionarios (transitorios) considerados. En este seccion se plantea brevemente al método
de Galerkin [17], por ser un antecedente del método de Crank-Nicolson—-Gelerkin y por
utilizarse en los problemas estacionarios de transferencia de calor.

El método de Galerkin es un caso particular del método de residuos pesados, por
lo que tiene la gran ventaja [17] de ser aplicables & operadores diferenciales no lineales o
no autoadjuntos®”, La caracteristica del método de Galerkin consiste en que las funciones
de aproximacién también son utilizadas como funciones de peso, lo cual brinda sencillez
en su implementacién.

En método de Galerkin es apropiado para problemas estacionarios, en donde no se
presenta una dependencia explicita en el tiempo, lo cual conduce a problemas de valores a
la frontera cuyo tratamiento es como sigue:

" — Se considera al espacio® C(£,R) de las funciones continuas en una regién com-
pacta 2 C %2, y una familia de funciones {¢i|: € I} conocidas como funciones de
aproximacion o de forma.

— La solucién de una ecuacién diferencial parcial L{3) = k, en donde L es un opera-

dor diferencial y & € C({1,R), con condiciones a la frontera CF para la regién 2,

es buscada en la generacién lineal de la familia propuesta®® Ly}, determinando

los coeficientes de la combinacién lineal asociada a la solucién mediante la condicién

(de Galerkin):
(@ R($) =0 Viel con RW)=LH)—h y €Ly

3 Aunque también lo es el método variacional “energético” [18].

37 Un operador lineal 4 en un espacio pre-Hilbertiano V es autoadjunto, si 4 = A*,
siendo A* el operador adjunto de A, que puede definirse como un operador que cumple
con la condicién (A4*(g),s) = {q,4(s)} Vag,s€ V.

3 Se trata con el espacio pre-Hilbertiano |7 y 19] asociado & la norma dos, en donde:

£l = VIER won (fg)= [ fo Vigco@®).

39 Para un m € 2%, en donde Z+ es el conjunto de los enteros positivos, se conviene
en hacer i = {s € Z*|s < m}. Considerando un subconjunto finito de un espacio
vectorial V sobre el campo R, {v; € V|i € M}, se define a su generacién lineal haciendo
E{.,‘} ={ iem Tivi € V|z € R™}.
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en donde a R se le llama residuo de lé':ecu;éiéﬁ: diférgﬂ@id a0,

lacién entre la condicién de Galer-

Se requieren algunas aclaraciones respecto
kin y la determinacién de la solucién. Naturalmente; cuando 7 es solucién de la ecuacién
diferencial se sigue el cumplimiento de la condicién’(dado que el residuo es nulo), sin

embargo, el inverso no es evidente; es decir
FECFNLy, v ($uRF) =0 YVieI == L) =h y §€CF

En general esta proposicién es falsa, pero condicionando la familia {¢;} puede hacerse
verdadera. En efecto, se dice [17] que cuando la familia {¢;} constituye un “sistema
completo” de funciones 4! y f € C(£,R) se tiene que

(i, fy =0 Viel = f=0

lo cual “valida” al método de Galerkin para la obtencion de soluciones analiticas de pro-

blemas con valores a la frontera.

En la préactica se ignora la condicion de sistema completo para la familia de funciones
de aproximacién, descartdndose la posibilidad de obtener soluciones exactas. Esto establece
una gran dependencia del “grado” de aproximacién de la “solucién” con la eleccién de la

familia de funciones de aproximacién.

Para el cdlculo de campos de temperatura mediante elemento finito se consideran
familias finitas de polinomios, cuyo niimero y orden esta relacionado con el tipo de elemento
que se utilice en la discretizacién espacial de la regién de interés, debido a la necesidad de
satisfacer las condiciones a le frontera propuestas. En este trabajo se emplean elementos
triangulares de primer orden (un nodo en cada vértice), por lo que se plantea una fa-
milia con tres polinomios de primer orden (polinomios de interpolacion de Lagrange) como

funciones de aproximacion.

La implantacién del método de Galerkin con el método de elemento finito, se da en
los términos siguientes: si la region de interés es § C R?, es necesario aproximarse a una

40 Nétese que el operador diferencial L debe condicionarse de tal modo que su con-
tradominio sea C(Q,R).

41 El significado de este término [17 y 20] no es del todo preciso, tal vez lo apropiado
seria pedir que la familia sea ortogonal y que Li4,} sea densa en C(€2, R) con la norma
dos, pues esto aproxima (falta la completez de C(Q1,R)) a la proposicién enunciada [19,

teorema 6.5.3]
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p'artimon” de ella :y(ma.lla.) me(ha.nte 18. consxderacnon de una familia finita de trmngulos

{AT C R’I 3 E m} i onocxdos como elemeni 5 de malla, tal que

Ceem U
en donde (A:[)"’“ se refiere al interior del conjunto A.,t.

La descripcidn de los tridngulos puede hacerse en términos de una matriz A de or-
den mx3, endonde A,; € R? corresponde a las coordenadas (cartesianas o cilindricas) del
vértice (nodo) j-ésimo del tridngulo s-ésimo, desde el sistema de referencia utilizado para
la descripcidn del fendmeno. Pare mayor simplicidad en los desarrollos de los algoritmos,
es conveniente definir las siguientes matrices

(Aa21A|32"A531 AV
B,E\A,alA,lz—A,ll A,az} Vsem (11.2.1)
Ag118422—Ay21 40,12

(Anz—A.u A,31—Ayga1
\A,az— 512 A,]]-—A,31} VSE’ITL (11.2.2)
Ds12—By22 Asz; — By

en donde A,;; es la componente i~ésima del par A, ;.

Ante la eleccion de cualquier elemento de malla AI con 8§ € 7h, se considera
su familia de funciones de aproximacion {¢,;|i € 3} en términos de los polinomios de

Lagrange asociados a AI, obteniendo con (IL.2.1) y (11.2.2) que#?
1 ' -
qb.,'(m,y) = P (aai+bailm+bai2y) V(:c,y)EAI y Vield (11.2.3)
le‘z(A‘)
para la descripcidn cartesiana, con la descripcidn cilindrica simplemente se hace la identi-

ficacion z 2 y y 2 7.

Estos polinomios tienen un comportamiento muy favorable, pues en cualquier ele-
mento de malla s, toda solucién 1, en dicho elemento debe cumplir el que ¥, € Lg,, por
lo que se trata de una transformacion afin; i.e. se tiene que ¥, = ¢, 4+ 77, siendo ¢, una

42 E] simbolo ;L,(A:r) se refiere al drea de AI.
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constante y 7, € L(R?,R). Ademds, se puede verificar que ¢,:(A.;) = & ; V4,7 €3, por
lo cual o '
"/J' =Z Nat’¢n’ con Nl € Ra == ¢l € Ld’.i Yy 7/"(A'J') = N'.‘i Vj Eﬁ.
i€d
Este resultado establece que las condiciones de Dirichlet pueden incorporarse con sélo
asignar sus valores en los correspondientes vértices (nodos) del elemento de malla. También

permite reconocer el procedimiento para lograr la “continuidad” de las soluciones asociadas
a elementos con frontera commin, pues basta igualar los coeficientes de combinacién lineal

de acuerdo a la condicidn:

A:j =A;; = N‘J- =N“. (11.2.4)

En efecto, si se tiene que AI n A;r # 0, se sigue que

E“)ji"'ike-s -t- Aaj'= Air

ademads

Entonces, si
(e1,m2) € Alnal Fae(o1)

obteniendose

y o L
bi(z1,22) = An(Ain) + (1~ N fu( D)

por tratarse de transformaciones afines. Pét lo tanto, al incorporar la condicién (I1.2.4) se

tiene que

1[’5(31132)-_-1/11(31,22) V(zl,zz) € AjﬂA,t

lo cual permite la continuidad para la solucidn global ¢, haciendo®
= Ueatioi g

desde luego, con la definicién apropiada de ¥ en U, cm 6AI.

43 Para la funcidn f : A — B y un conjunto E, se define [21] la restriccién de
f en E con foig: ENA — B, en donde ig es la funcién inclusion en E; i.e.

ig = {(=,z)|z € E}.
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La proposicién de la particién no es del todo arbitraria, debe seleccionarse de modo
que el interior de cada tridngulo este totalmente contenido en algiin medio, es decir, no es
vilido que un tridngulo posea sectores en diferentes medios (excepto en su frontera). Esto
permite hacer una simplificacién en la modelacion térmica, fundamental para la obtencion
de soluciones, pues hace accesible la reduccion de la modelacién a los elementos de malla,

asociando el medio con el indice que identifique al elemento.

De este modo, es posible considerar una familia de funciones de aproximacién para
cada elemento de malla. La aplicacidn del método de Galerkin en cada elemento de
malla, genera un sistema de ecuaciones con tantas ecuaciones como mimero de nodos,
cade ecuacidn posee tres incognitas; los coeficientes de la combinacién lineal de la femilia
de funciones de aproximacion. Este sistema inicial, resulta acoplado (no independiente); al
introducir la condicién de “continuidad” (I1.2.4) para las soluciones asociadas a elementos

con frontera comin.

§11.3 Algoritmos para problemas estacionarios

Los antecedentes presentados son suficientes para el desarrollo de los algoritmos para la
generacion de sistemas de ecuaciones algebraicas, asociados a la modelacion térmica de los
problemas planteados. Como ya se dijo, el método de Galerkin excluye al tiempo, por ello
s6lo es aplicable en los problemas estacionarios de transferencia de calor, en cuales se tiene

obteniendo, para la simetria traslacional
pep(V,V.T) = V. - (kV,T) = Qine (11.3.1)
y para la simetria axial g
pepm (V,V,T) =~ V, - (r kV,T)= 1 Qint. (11.3.2)

De las hipdtesis introducidas, todas las funciones son identificables en los términos de
(I1.1.4) con funciones definidas en ®?, haciendo B = (pga),pgs),f,to) con la identificacién
lezerzy 2y r siendo ¢y € R algan instante en el lapso de descripcién. Es decir,
los problemas bidimensionales y estacionarios de transferencia de calor por conduccién,
son descritos con las ecuaciones diferenciales (I1.3.1) y (I1.3.2}, las cuales son analizadas y
resueltas en el contexto de las identificaciones anteriores.
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Estas ecuaciones diferenciales, permiten reconocer a sus operadores diferenciales
para la aplicacion del método de Galerkin en cada elemento de malla. En efecto, parala

vl)vﬂﬁa) -V, (k' Vi)

simetria traslacional se tiene
LT:('lﬁa) = P Cpg (

jr para la simetria axial }
Las(¥s) = p. CPHPZZ) (Va V:"/’A')‘ =V, - (k, sz) V.ta)
en donde, en ambos casos 9, € C"'(AT,R) y s €.
En los desarrollos que siguen, se supone una regién @ C R? y una “particién”
de ella, {A; C R?%|s € M}, con las caracterfsticas planteadas en la seccién anterior. La
presentacidn de los desarrollos se organiza en dos subsecciones; una para los problemas con

simetrie traslacional y la otra para los que poseen simetria axial.

§I1.3.1 Problemas con simetria traslacional

Al aplicar la condicidn de Galerkin en el elemento s-ésimo de la malla, se tiene

At ‘«RT'(“lbl)‘i’ll':_/At (LT‘(¢J)_Qinta)¢ni=0 Vied

por lo tanto
/ 1. (P. Cpas (Vn V:"ﬁl)f— V7 . (k, V,'l/),)) ¢,,' = / T Qintu ¢". Vie 'ﬁ
] V:4’uav,¢.) Lﬁego, del teorema

44
(11.3.3)

en donde V, - (k, V,1/)a)¢n
de la divergenciat* .
‘ : : '8

P1Cps ‘/AT (V,’V’w' iR
- +‘/A1' ku(vz¢ii,vz¢:)'f Qints /;t ¢ei Vi€3

dado que p,, cp, ¥ Qint. son constantes en Aj.
44 Se considera una versién del teorema [7 Cap.10, teorema 7.1] aplicable a dominios

con frontera casi regular, dado que la frontera de un tridngulo no es regular.
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- La- mtrodu(.cmn de las condlcxones‘ ala frontera del problema, planteadas en en la
: mando de (11.3.3) y considerando que*®

= Z / -|- ¢at q.,ﬂ.) (11.3.4)
L 1e3 -l

pues

—%(qunl) = (Valpunu) = Zﬁl en aAt.

8 8

En efecto, cuando se tiene que g, (892 N BAL) = 0, el sumando 1-ésimo de (IL.3.4) se
cancelarfa en el proceso de ensamblaje de las ecuaciones algebraicas®. Por ello, con la

condicién
w@nnaal) =0 = hu=0y q =0 a aal
para la conductnnda.d térmica superficial y el flujo de calor respectivamente, es posible
decn‘ que
“/ .I. kn ¢u: V ¢n nl Z / .l. ¢ll ((qnnn) + h'l(¢' Tal)) (11.3.5)
15 28

siendo- Ty la temperatura externa en el lado l-ésimo, con lo cual se incorporan las
condiciones de Neumann o de conveccién forzada, que sélo pueden presentarse cuando

m(eanaal) £o.

Ahora es necesario procesar (11.3.3), para ello se debe recordar que

=) Ny¢si con N, e®R®
i€3d

estando expresada ¢,; en (1123) Para cada i € 3, se tiene:

#2(AT)

inrblta‘/.-l- ¢u = Qints

45 Se conviene en que el lado 1-ésimo del tridngulo corresponde al cateto opuesto al
vértice 1-ésimo.

46 Estose debe a (11.2.3) y (II.1.5), dado que en dicho proceso se considera al tridngulo
vecino y se suma el término de (I1.3.4) que corresponda al lado 1-ésimo de AI mencionado.
En laliteratura se dice que el sumando es cero, arguimentando que se presenta la “condicion
natural”; i.e. la condicién Neumann homogénea. Aunque el efecto es equivalente, la razdén

de su anulacién es diferente...
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dado que ;

(ﬁ.a.c)

.con coordenadas

(11.3.7)
1
sl
)
~ Lal '/BA'T' ¢'i}
(11.3.8)

(1.3.9)
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siendo L, la longxtud del lado 1—es:mo Fma.lmente, pa.m el otro sumando de (IL3.5) y
cua.lqmer l

: osl(q,z,n,;) con qn = anLB -I- Yy ng = nnOL 1- 1ademn5 sl =

||Qa l" se ha, supuesto constante.

Al llevar estos resultados a (I1.3. 3) pa.ra. cada 1€ 3 y adoptar una notacién matricial
para el sistema. de ecuaciones, se obtiene?” :

(Pacpa
-6

i}( N

| ! /+ B, ——Fk (11.3.10)

(Vi(ca)y baa)
(Va(ca)ybas) (IL.3.11)
2 (Va(ebus)/

el '{,-2‘(’1'.2‘13:2 +thagLasz): . hazlea haz2Lyz \
Ca = h:JLaa o z(hnl L'l+h53L53) h-lLa]
\ hyz Lo © hy1Las 2(ha1Ls1+ haz L.z)/
(11.3.12)

la matriz M, esta asociada & la geometria y se le conoce como matriz de rigidez

/(ba]:bnl) (blhbll) (b.s,bal \
\(b,],b,z (b,2,b,2) b,s,b,z} (11.3.13)
(bs1,bs3) (b,2,b,3) (bs3,bs3)

la matriz N, con los coeficientes de la expansion lineal de las funciones de aproximacion

(las incdgnitas a determinar)
()

~ )

47 La matriz resultante del primer factor del sistema de ecuaciones se le lama matriz
elemental y la matriz resultante del segundo miembro se le conoce como vector elemental.
En la implantacién computacional se les agrupa en una matriz de 3 x 4, incorporando el
vector global en la cuarta columna.
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(11.3.14)

Qa2 acZ Lu? + 953 ala L13
\ G101 Lt + gazass La:«} . (I1.3.15)
G101 Ls1 4+ gazs2 L,

El sistema de ecuaciones (I1.3.10) se refiere a un cualquier elemento de malla; para
“cubrir” la regién § se requiere del acoplamiento de los m sistemas de ecuaciones elemen-
tales. Dicho acoplamiento se basa en la condicion de “continuidad” (I1.2.4) y da lugar a
un proceso de ensamblaje de los sistemas de ecuaciones elementales que genera al sistema
global de ecuaciones. Este proceso debe incorporar las condiciones de Dirichlet que se
consideren, reduciendo la dimensién original del sistema global de ecuaciones.

§I1.3.2 Problemas con simetria axial

La aplicacién de la condicién de Galerkin en un elemento de malla es muy similar al caso
traslacional. En efecto, al considerar el elemento s—ésimo se tiene

/A,f Rau($a) b =/At (Baslde) =7 Qes) bai =0 Vi3

por lo tanto

8z a

‘/Af (p, cps?V, %5 V (k rV,1p,) ¢,, /fTQ,ng,¢,. Vig3
en donde i . '

YV, (ka7 Vytba) 0 =V, .‘(k;",,,_

+(11.3.16)
) Vz € 3 g
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dado que p,, ¢p, ¥ @int, son constantes en At.

La introduccidén de las condiciones a le frontera del problema, planteadas en en la
frontera global 81, se realiza con el segundo sumando de (11.3.13). Utilizando el mismo
razonamiento que en el caso traslacional, esto es, con la condicién

p(@2noAl)=0 = hy=0 y q=0 e 84l

para la conductividad térmica superficial y el flujo de calor respectivamente, es posible

decir que

-/

siendo T,; la temperatura externa en el lado l-ésimo, con lo cual se incorporan las
condiciones de Neumann o de conveccién forzada, que sélo pueden presentarse cuando

u(82n8al) 0.

oaf

b btV = [ | rbuelaoma) + bl -T) @37

163 - !

Procesando (I1.3.16) para cada i € 3 y haciendo le aproximacién V, = V,(c,),

siendo ¢, el centroide de A; con coordenadas expresadas en (I1.3.7), se tiene

G, Y,
PaCps /Aj. rV,, %(bai PsCps az(c' /1. 7'¢u|~¢‘

=_£;'__C_P_'__ ll ENlJbIJ]/fr¢ll
j€3

2

zﬂz(At)

en donde, del apéndice III

/AI TPai

el cual es un resultado que también debe aplicarse al segundo miembro de (II.3, 16) De

modo andlogo, con la aproximacién k, = k,(c,)

"”(A #2(Aa) Z (1+6,4) Augz | (IL.3.18)
q . :

13

k (C')/T 7'(V ¢unv 1/") ‘
c,) ZN

4#2(AT)’

[ 4 ker (9:600,9:8)
A,

H
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debido a (II 3. 7) Pam (3 17)'con” 1€3 I “cons o oty T L en c'?AJr

Entonces a.l con51derar cad
de ecuaciones, se ‘obtiene. -

(—”'. L f—z'fc-‘“+

24 e
4pa(4:) (I1.3.21)
en donde
balesl\
X (f b,;]D,g (H.3.22)
; baS.ID:S}
Fhuz
22+ Dy32 (11.3.23)
,ZA":”}
k “Ba1 » = 'h.aLas(A,12+Aazz) he2Ly2{As32 +A.12)\
h.aL.a(Auz-l-A.zz) Bz hi1La1(As32 +Aazz)}
h:zLaz(Asaz+Auz) huLu(A.sz +A.22) : Bas

(11.3.24)
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2 +h13 L.a (3'A112 + A122)\
hgs'L,s(3A.2z+A.12)) .
2) ‘hlﬁ‘le(3A132 +AJ]2)

sociada a la geometria, la matriz N, con

5" funciones de aproximacién (las incégnitas a

2
")

los coeficientes de la expansmn
determinar)

n la conveccidn forzade
3TisLa3 (28012 + Ayz3)

:i'T.s L,3(20,22+ Au12) \ (H.'3.25)
. 2-5:2(2A-32+A.12)}

la matriz B, parala t

q.za,z(ZAnz+A.az) a3 (2A412+A.zz)
\ G101 (28,432 + By22) + a4 @3(248,22 +Anz)/ . (11.3.26)
10,1 (28,32 +A,22) + Gaz,2 (248,324 Au12)

Al igual que en el caso traslacional, el sistema de ecuaciones (II.3.21) se refiere a
un cualquier elemento de malla; para “cubrir” la regién § se requiere del acoplamiento de
los m sistemas de ecuaciones elementales. Dicho acoplamiento se basa en la condicién de
“continuidad” (II.2.4) y da lugar a un proceso de ensamblaje de los sistemas de ecuaciones
elementales que genera al sistema global de ecuaciones. Este proceso debe incorporar las
condiciones de Dirichlet que se consideren, reduciendo la dimensién original del sistema
global de ecuaciones.

§II.4 Algoritmos para problemas no estacionarios

Para los problemas de transferencia de calor no estacionarios y bidiensionales, modelados
con (I1.1.2) y (1I.1.3), se utiliza el método de Crank-Nicolson—-Galerkin [16]. Para ello se
considera una particién finita del lapso de descripcion del fendmeno

T={jaT|AT > 0y jepu{0}}

mediante la especificacion del paso AT y del niimero de intervalos p € N. En cada
instante ¢; € T se plantean los operadores diferenciales

Lray(¥s) = (p. Cps ((V,,V be) + a¢,) ~ Y, (k, v,¢,)) D, 5, ¢
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LA:C; (1/’:) = (P‘ cpon ((an 7/’ )+ a‘j’a) V (1 )""l V:"/’l)) o (pgz),pz )?tJ)

usocxados a problemas con simetria traslacional y simetria axial respectivamiente. En ambos
casos P, € Cz(A x R, R) y s € 7, suponiendo una regién  C N? y una “particion” de

ella, {A; C R?|s € 7}, con las caracteristicas planteades en la seccién 2.

Con estos operadores se aplica la condicién de Galerkin en los términos de la seccién
2, generando p + 1 sistemas de ecuaciones paramétricas asociadas a la particién 7, las
cuales se transforman en p sisternas acoplados de ecuaciones algebraicas con la aproxi-
macién?® de Crank-Nicolson~Galerkin. Los desarrollos son presentados en dos subsec-
ciones; una para los' problemas con simetria traslacional y la otra para los que poseen

simetria axial,

§11.4.1 Problemas con simetria traslacional

Al considerar el instante ¢; € T y aplicar la condicién de Galerkin en el elemento s-ésimo

de malla, se tiene
/ .l. RI'M; ('¢'a)¢u = '/T (LT:tJ(¢a) = Qints0 (P(xz), ¥2) ): t:i)) dsi=0 Viesd

por lo ta.nto, V1. € 3

Lf«#émf 

en donde

(Y, - (ka V80 o'(pﬁ”, 522’, t,)) bui =9y Gruey 90390 0 02, 289, 1)
~katy (Vadeis Vb 0 (57, 547, 1))

48 Existen diversas aproximaciones (16], cuyo efecto se manifiesta en la convergencia
y estabilidad de las soluciones. Por simplicidad, en la implantacién computacional se

consideré la aproximacién de Crank-Nicolson-Galerkin.
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48
‘ "
con lc,t, = Ic ) (pl 172 ), t~). Haciendo
° (P§2)) pg:’: t;)
y del-’tgorem
C(Iaa)

dado qixe Patys Cpst, ¥ Qintsr; son constantes en AI.

La introduccién de las condiciones a la frontera del problema en el instante {;,
planteadas en en la frontera global 89, se realiza con el segundo sumando de (I1.4.1). Con
el razonamiento del caso traslacional estacionario, esto es, con la condicidén

Bes1 = hat o (0 1) =0
meanoal)y=o = { 51 =heo (pf” s B
sty = s ov(pl 2Py 1) =0

para la conductividad térmica superfici
decir que ‘

en 8AI,

vl flujo de calor respectivamente, es posible

—/ ku t; Pai (V "/’u o (sz), sz).’ vJ)!nl

| 11.4.2
= Z / «r ¢u q.;,,n,)+ h't,l(‘l/l,o(p(z) (2) ( )

1 P2 ’tJ')“T:t,I))
1e3 A

siendp T, la temperatura externa del lado l-ésimo en ¢j, con lo cual se incorporan

las condiciones de Neumann o de conveccién forzada, que sélo pueden presentarse cuando

u(00naal) 0.

Procesando (11.4.1) para cada i € 3, pero con 9, : R —» R definida como sigue

= Z Ny,iop; )¢n o(p“), gs))

(11.4.3)
i3
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‘

@, pﬁ’),‘tj)) + o a o (o, p?, tf)) ~

1_ ::_:Pzz)vt)'*'/t(ﬁn 3t7 ((2) (2)1tj)'\

P 1172

= P.‘tf‘cp‘a':, \ "
. reld

en donde, del apéndice III

/1. ¢n ¢Jk = #Z(A )(1+6|Ic) (11.4.4)

¥y la otra integral esta expresada en (I1.3.6), que también debe aplicarse al segundo miembro
de (I1.4.1). De modo andlogo, con la aproximacion k,¢ = k¢, (c,)

L 4 bt (9 Tt o 8, 287, 1)

1 P2

Q

kayy(ca) ./1' V.4.i, V 1'1’10(1’1 ,pgz), t;))

=__’"_ci N, k(t5) b, vi
4#2(A) E: k,(J m? )/1

= ”Ifil(‘c"f)‘ 22 Nui(ts) (bar,bui).
4p2(A3) i3

Para (11.4.2) con l € 3 y suponiendo constantes & hotyt y Tae;1 en BAT

‘/;A;t ¢n‘ (hn t1 (¢a o (sz)a sz), tj) -T, ty l))

= hu,l (Z N'k(t )/ .I. ¢n¢:k - at,l\/ ¢|

eA
k€T ot

en donde las integrales estén expresadas en (IL3.8) y (11.3.9). Para el otro sumando de
(11.4.2) se tiene

‘/;AT rqS,,'(q,t,,n,) = Qat; 101 /BAt 7'¢n'
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9 o f y n, =n,0t X ,-ademds’

de ecuaciones, se obtiene = *°

1 sl R
Pat; Cpayy i2(As) PRt
LP'_IJZ__’B, X DN!(tj)'TI'.“

en donde

{211\

=121
11 2

ylas matrices V, ¢, My, Cyt;, Eyt; ¥ Fyey estin expresadas en (I1.3.11), (11.3.13), (I1.3.12),
(11.3.14) y (11.3.15) respectivamente, aunque en las cuatro tltimas expresiones deben ha-
cerse Jas sustituciones inherentes al instante ¢; considerado.

El sistema de ecuaciones (I1.4.5) esta asociado al instante t; € 7, por ello, este
procedimiento genera p+1 sistemas de ecuaciones paramétricas, dado que se consideraron
p intervalos en el lapso de descripcién del fenémeno. Estos sistemas se transforman en
p sistemas acoplados de ecuaciones algebraicas con la aproximacién de Crank-Nicolson- -
Galerkin
No(t) — No(tj-1)

At

En efecto, al llevar la aproximacién a (11.4.5), para cada j € § se obtiene

Pat; Cpaty MZ(A ) :
(e (0 20

DN, (t;) ~ Nofyy) m Tl N1) e 5 a1ag)

gt (ca)
+—-:(—A}—)'A’I) X N(f_-,) =

PR HCARS o
(P«t; p,”" _ﬁ_M)‘ No(ti-1)  (1L47)

3.

el cual es un sistema de ecuaciones que depende de la especificacién de las condiciones
iniciales (IV,(ts) Vs € i) que se fijen, incluyendo las condicivnes a la frontera para cada

instante de 7.
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Los p sistemas de ecuaciones (I1.4.7) se refieren a un cualquier elemento de malla;
para “cubrir” la regidén (, se requiere del acoplamiento de los m sistemas de ecuaciones
elementales asociados a cada instante. Dicho acoplamiento se basa en la condicion de
“continuidad” (IL.2.4) y da lugar a un proceso de ensamblaje de los sistemas de ecuaciones
elementales que genera un sistema global de ecuaciones para cada instante. Este proceso
debe incorporar las condiciones de Dirichlet que se consideren, reduciendo la dimensién
original de los sistemas globales de ecuaciones.

§11.4.2 Problemas con simetria axial

Le aplicacidén de la condicién de Galerkin en un elemento de malla es muy similar al caso
traslacional. En efecto, al considerar el elemento s—ésimo y ¢l instante ¢; € T se ticne

RA:t; ("ﬁs)‘ﬁn’ = (LA oty ("l’a) - (P(zs) Qint a) o (P(12)2 pg”) t.‘i)) ¢n =0 Vi E?‘;
AT AT )

por lo tanto, Vi € 3 L

/ ((P- CpnP? V‘
/at

;:,681/;, a¢,) -

en donde  © -
(Vz (k' Pg

)V, 0

con kyyy S kg o0 (pgz), pgz‘)b,lt? )Y

Haciendo

Pat; = Ps0 (Pg )1 D2 )) t")

Vv, t; =V, °(P1 :Pzz) t:)

f o .z,rqS..(V %o(pgz,),pz _(IIV.4.’8)

+‘/T ,1, V ¢5HV ¢ﬂv,( ’pg
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3 1'

La mtroduccwn de. la.s -condiciones:a: la frontem del problema en el instente t;,
planteadas en en la frontem. global 89 ‘se rea.llza. con el segundo sumando de (11.4.8).
Utilizando el mismo razonannento que en el caso traslacional estacionario, esto es, con la
condicién i :

l»o(p‘(l )1p2)1t)=0

o, pY, ¢) =0

(I1.4.9)
(22)1 tj) - Tu t; l))

siendo T,¢ la temperatura extema. del lado l—esxmo en t;, con lo cual se incorporan
las condiciones de Neumann o de convecclon forzada, que sdlo pueden presentarse cuando

m(@anaal) #o.

Procesando (I1.4.8) para cada 7 € Jcon ¥, : B3 — R definida en (I1.4.3) y
haciendo la aproximacién V, ., V,tl(c,) siendo ¢, el centroide de A:[ con coordenadas
expresadas en (I1.3.7), se tiene L

5 9
Pat; Cpaty AT 1‘¢,,‘ (vntjzl

Pty Cpaty (va t z(ca) /1.

c}”t’ {va t;z(c')-‘
\ IJ'Z(A) kea :

-%9(1752’,115” tj)) ~

’ Pg”’ tj))
= Paty

en donde, del apéndice III

/f' T Puibak = “’gﬁ’) Y (U+bi+6) (L 6ik)A, 2 7 (114.10)
al ey e :

g€3" "
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y la otra integral esta expresada en (II.3. 18), que también debe aphcurse al segundo miem-
bro de (I1.4.8). De modo andlogo, con la aproximacién k, t, Rk, (c,

Ly o (9 Vo 0082, o, 1)

R k.!,(ca) ,/ 1- r <V ¢,,,V 1/’: o (?iz)y P:E'”’ ti))

/GAf 7'¢c l‘"(hl t,vl(d;'r: o (1’12)7 szg)v tj) - T; t;l)) '

= hieju (Z Nok(t;) / 7'¢n;i'¢ K
kel ‘

en donde las integrales estdn expresadas en (II 3 19

(11.4.9) se tiene :

'/;Af 7'¢n'(q't;;ns) = qu;la'f _/;Af_""?sn'

al sl
haciendo o, = cos £(Qa,151) CON Qog;1 = Qo © 1. T Yy ng=n,o0 L f , ademds

2ot;1 = [|qo ¢, 1| se ha supuesto constante.

Entonces, al considerar cada i € 3 y adoptar una notacién matricial para el sistema

de ecuaciones, se obtiene

; .
Pat; Cpsty #Z(Aa) X (PJ t; Cpaty V:t; z(ca) 1
Lo foatblBe) o i (1) 4 (L2022 Teusi) 4 1 Lo,

(I1.4.11)
ant aty #Z(A )

Cs2 k.t,(cl)
ap(al)

1
+ Mu) X Nl(tj.)“" Dl + E_'ti - EFlt}

en donde
B, =

\ 2(As12 +A:

(A e .12+2( .22+A.32))
,13+ 532. >

2(Ag12 +Aa:2)
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y las mntnces A ; B, _',;‘ ‘sta.n expresndas en (11.3.22), (II 3.23), (11.3.
13), (IL3: 24) (II 3. Zo) (II 3 26) especti ente, aunque en las tres dltimes expresiones
deben hacerse las sustltucxones mherentes al msta.nte t; considerado.

EI sistema de ecuaciones (II 4. 11) esta asocmdo al instante t; € T, por ello, este
procedmuento genera p+1 sxstemus de ecuaciones paramétrices, da.do que se consideraron
p intervalos en el lapso de descrgpqun del fenémeno. Estos sistemas se transforinan en
p sistemas acoplados de ecuaciones algebraicas con la aproximacién de Crank-Nicolson—
Galerkin expresada en (I1.4.6). En eiecto, al llevar la aproximacién a (I1.4.11), para cada
j € P se obtiene e o

mah o
Pst; Cpsty G0AL -

(pl t; Cp-t; (

carkayled) ) ) N(t5) =
sua(A]) ) 3

fiﬁﬂ:l_) va.(fv'—l)
8ua(A]) )

i (I1.4.12)
el cua.l es un slstema de ecuaciones que depende de la especificacién de las condiciones
iniciales (N,(ty) Vs € /i) que se fijen, incluyendo las condiciones a la frontera para cada

instante de 7.

Al igual que en el caso traslacional, los p sistemas de ecuaciones (11.4.12) se refieren
a un cualquier elemento de malla; para “cubrir” la regién (1, se requiere del acoplamiento
de los m sistemas de ecuaciones elementales asociados a cada instante. Dicho acoplamiento
se basa en la condicién de “continuidad” (I1.2.4) y da lugar & un proceso de ensamblaje
de los sistema de ecuaciones elementales que genera un sistema global de ecuaciones para
cada instante. Este proceso debe incorporar las condiciones de Dirichlet que se consideren,
reduciendo la dimensidn original de los sistemas globales de ecuaciones.

§I1.5 Ensamble y métodos numéricos de solucién

Los sistemas de ecuaciones obtenidos se refieren a un cualquier elemento de malla, por lo
que se requiere de un proceso de ensamble que de lugar a un sistemna de ecuaciones, cuya
solucién genere una aproximacion a la solucién del problema, que satisfaga las condiciones
de Dirichlet que se introduzcan y constituya una solucién global “continua”. Para el
planteamiento del procedimiento se considera genéricamente a sistemas de ecuaciones de

la forma
A, xN,=8B, Vs em
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‘asociables a cualquiera de los sistemas obtenidos.

El procedimiento se basa en la asignacién de nuevos identificadores a los vértices de
todos los elementos de malla. Partiendo de la existencia de la matriz A, que identifica los
vértices de cada elemento de malla mediante pares ordenados en 7 x 3, es posible proponer
une funcién N:fm x 3 — 3m biyectivat?, la cual establece una nueva identificacién de los

3m vértices de la malla.

Al considerar & N, = N o(s,") Vs € 7@, se definen las matrices C, de orden
3 x 3m haciendo

0 s jEN(3)

C’{jE{b.iM;'l(j) & §EN(3) Vie3,Vjed3m v Vsem

Con estas matrices se transforma a los.m sistemas de 3 ecuaciones en un sistema equiva-
lente de 3m ecuaciones, quien resulta ser

(EﬁcﬁxA,xC,) (Zc xN) =) CixB, (1L.5.1)

-Em : sem

pues

At 0 s s Al
C" qu?T{;_a' s a=l.,

Para la incorporacién de la condicién (I1.2.4) es necesaria la consideracién de la

siguiente relacién de equivalencia en $m

r~k == An-iyn) = An-p)
que da lugar a una particién de 3m, P, cuyo niimero de elementos (subconjuntos de ),
por ejemplo n, depende de la malla. Esta relacién permite la construccién de una funcién
£:3m — P en términos de la clase de equivalencia de cada elemento de 3m, es decir

Ery={kedm|k~r} Vreim.
Ahora se considera una funcién M:P — $m haciendo

M(B)=min(8) VBeP

4% Usualmente se evita, la signacion externa de W, por ejemplo haciendo A(s,l) =
3(s—1)+1 VY(s,l)emx3.
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¥ 2 una matriz de orden 3m x 3m

con lt‘; que éé Vtralltisft.)"trﬁa’.' s
Dt x (Z cfo,'xc,}xi

em

T
|2 G XNy =PI Z xR

s€m

expresion vélida debido a que D:x. Dt = §. Este sistema de ecuaciones posee 3m — n
columnas-renglones con ceros, quienes son removidos al hacer

(
(

=E‘xD‘x\

> CtxN,

1617:_

E! x D x (Z c:xA,x'c,) x D x E x Bt x D* x
s€m

). CixB,

JEVT‘l

)
< (11.5.2)
)

en donde E es una matriz de orden 3m x n definida como sigue

0 si j ¢ M(P);

Eij= { d50-1(i) si j € M(P); viedm

siendo O la inica funcién creciente de M a M(P). Finalmente, la condicién (11.2.4) se
incorpora al sustituir (I1.5.2) por el sistema de ecuaciones

Etx D*® x (Z Ci x A, x C,) xD xExF ==E*!x D x \E CﬁxB.} (11.6.3)
€M sEM

cuya solucidn involucra la determinacién de F. Este resultado debe procesarse para obtener

la solucién del problema, en los términos que siguen

1 X =
e - : m X 3 R
N, #[60/\/](3,7:) F[o 1aMoEoN](s,i) V(a,z) €m X (1104)
siendo #[€ o N](s,i) el nimero de elementos del conjunto [€ o (s, 7).
En los programas de cémputo de elemento finito es frecuente una organizacion
modular. En el médulo inicial de la implantacién computacional se genera la malla, cuya

informacién geométrica esta contenida en dos funciones: la primera, f : 7/ x 3 — i, es
identificable con @~ 0o M 0 £ o N/ y expresa la concatenacion de los tridngulos de la
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malla. La segunda, g : i — R?, describe las coordenadas de los vértices “finales”; i.e.
los identificados con los valores de f. Aunque el conocimiento de f no basta para la
aplicacién literal del procediiniento de ensamhlaje presentado, si es suficiente para realizar
el ensamblaje omitiendo los pasos intermedios que son necesarios para justificar el proceso.

La introduccién de condiciones de Dirichlet da lugar a una reduccién dél sistema de
ecuaciones (I1.5.3), pues como se habia visto, los valores se asignan a los nodos elegidos.
En efecto, al suponer que D C M(P) representa los nodos condicionados, se define la

matriz
G--={0 si j € O(D); Vi<n—#D
YT i) 8 JTE€ 7\ O(D) =

en donde . .
Qn—a -t Q) =#{r <jlreO(D)}

y las matrices®®

s jeOMD);

_{o L
= { 6 s jen\O(D); vien
_ | &; s 7 € O(D), AN A
_{0 sxjen\O(D) szGn

con las que se transforma a (I1.5.3) como sigue:

G x Ef xDf x (Z c:xA,xC,) xDxEx‘(H+I)xF

s€EM

\

=GxE‘xD‘x(Z CfxB,}

s€m

obteniendo un sistema de n — #D ecuaciones, que permite ubicar a las incégnitas en el

miembro izquierdo

GxE'xD‘x(Z cﬁxA,xc,) xDXExHxF

s€m

=G x B* x D x (Z Ct x B,) (11.5.5)

aEr.ny

—GxE‘xD‘ {Zc x A, xC) XD xExIxF.

IE;I

50 Notese que H+I=46.
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' }xDxE XxIxJIxJtxF

siendo J = §;g(j) con i €7 y j < #D. En este sistema la matriz J x F es conocida,
pues resnlta de los valores asignados al introducir las condiciones de Dirichlet. La solucién
de este sistema de ecuaciones involucra la determinacién de K, pero para utilizar (11.5.4)
debe reconocerse que F = G* x K, con lo cual quedaria resuelto el problema.

El procedimiento de ensamblaje presentado se aplica a todos los sistemas de ecua-
ciones desarrollados en las secciones 3 y 4. La eleccién del método numérico para la ob-
tencion de soluciones depende de la naturaleza de los sistemas de ecuaciones resultantes,
intimamente relacionados a las caracteristicas de los sistemas de ecuaciones elementales y

a la malla considerada.

Una caracterfstica comiin del método de elemento finito es que la matriz generada

con el proceso de ensamblaje

(

GxE‘xD‘x\E CixAkak)xDxExHxG‘ (11.5.7)
ken
es una matriz rala (hueca). La ocupacién en problemas grandes (2000 nodos sin condicidn
de Dirichlet) es del orden del 0.4%, en problemas chicos el grado de ocupacién aumenta sig-
nificativamente llegando al 12%, sin que esto signifique que no pueda ser mayor. Respecto
a los sistemas de ecuaciones elementales, se debe mencionar que:
- La asimetria de las matrices V, y V,, de los sistemas de ecuaciones (I1.3.10)
y (I1.4.7) originan severas dificultades numeéricas, por ello, en las implantaciones
computacionales se excluyen los problemas con medios en movimiento.

- La asimetria de la matriz 4, de los sistemas de ecuaciones (11.3.21) y (11.4.12) ori-
gina severas dificultades numéricas, por ello, en las implantaciones computacionales
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“z". Obsérvese

se excluyen los problemas con medios eon movumento en la du‘eccwn
que se admite un movimiento rotacional puro en los medlos ‘dado que en este caso

V,: = 0, obteniendo cierta aplicabilidad en prublema.s con medlos en movimiento.

Estas simplificaciones hacen que la matriz (I1.5.7) sea simétrica®?. Se puede verificar
que los elementos de su diagonal principel son positivos, lo cual constltuye une condicion
necesaria (mds no suficiente) para que la matriz sea definida positiva®?.

Por la raleza y tamaiio de los sistemas de ecuaciones, asi como por las consecuencias
de utilizar la aritmética de punto flotante inherente a la interrelacion de los lenguajes
de alto nivel con las computadoras digitales [22], se prefieren los métodos iterativos de
solucidn de sistemes de ecuaciones lineales [23 p.536 y 24 p.352), sobre todo cuando no
se presentan matrices “bandadas”. Este es el caso en la implantacién computacional,
pues por razones practicas el ordenamiento nodal es asignado mediante un proceso semi-
automadtico incorporado en la generacién de mallas, lo cual dificulta la consideracién de un
ordenamiento que provoque “bandas” en la matriz®?

Para los sistemas de ecuaciones obtenidos, sistemas simétricos y definidos positivos,
se utiliza el método iterativo de gradiente conjugado. En términos del campo algebréico
real R —excluyendo momentaneamente la aritmética de punto flotante— el método de
gradiente conjugado posee cualidades muy apropiadas:

a) Procedimientos de célculo sencillos.
b) No altera la matriz original, pudiendose aprovechar la raleza.

c) Se alcanza la solucidn en un nimero de iteraciones menor o igual al orden del
sistema.

d) Es elegible el punto de inicio del proceso iterativo.
e) Disminuye el residuo en cada iteracién.

f) Los resultados intermedios requieren de poca memoria.

51 Una matriz A es simétrica cuando A = A, Esto es equivalente {7 §5.3] a que su

operador lineal asociado (con respecto a la base canénica §) sea autoadjunto,
52 Una matriz A es definida positivasi ¢ X Axg>0 Vg #0,locual es equivalente

a que su operador asociado, A, satisfaga el que (g,A(q)) >0 Vg # 0. Es ficil demostrar
que

A definido positivo == ({g,A(g)) =0 <= ¢=0) => (A(g) =0 <= ¢=0)

por lo tanto: A definido positivo = A invertible (A no singular).
53 En los programas de cémputo de la década pasada se utilizaban metodos directos

de solucién, generalmente eliminacion Gaussiana.
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¢'método.genera en cada iteracién un residuo ortogonal a los previos,
oceso esta acotado por la dimensidn del espacio de soluciones (orden del
lcanzando la solucién cuando el residuo es nulo. Para el sistema de ecuaciones

A:.‘é ‘L(R" ;réR")k autoadjunto y definido positivo, se puede esquematizar la
1 como sigue ‘

Tk Tk Pk
! 4
Tk41 “//1‘;-{.1 - " Pk+1

en donde 241 es la aproximacion a la solucién generade en la iteracion, y reqy es el
residuo de esa aproximacién. El método [23 p.573] consiste en el siguiente proceso:

1) Elegir algin zp € R y hacer 1o = b— A(zo) ¥ po =ro.
2) Para k =0,1,... se considera la validez de la relacién pi = 0.
a) Cuando px = 0 se suspende el proceso y se tiene que zx es la solucién,

b) Cuando pi # 0 se procede a la iteracién k + 1 haciendo

(e Tk) )
1. = 2. 1=
o = e Alpe)) Tri1 = Tp + ke Pi
4 b= (re+1,Tr41) - (GC)
(rk""k) J

3Tkl = TR — Qg A(Pk)

5. Prt1 = Thp1 + b pr

El proceso es consistente, pero puede resultar extremadamente lento (demasiadas itera-
ciones), especialmente cuando la solucién difiere mucho del valor inicial propuesto, lo cual
es frecuente al tratar con un problema nuevo (no se posee informacién para aproximerse a
la solucién).

Este comportamiento podrian empeorar con la implementacion del método en un
programa de cémputo, pues es posible que el niimero de iteraciones incluso rebase el orden
del sistema, debido a la aritinética de punto flotante. Ante esta situacidn, en afios recientes
se ha mostrado preferencia por una modificacién al método de gradiente conjugado, basada
en un precondicionamiento con una descomposicién incompleta de Cholesky {25 y 26).

La descomposicién (completa) de Cholesky {24 §5.2] se aplica a una matriz simétrica
y definida positiva, A, quien es expresada en términos del producto de una matriz trian-
gular inferior, L, con su matriz traspuesta; i.e. A =L x L' (con sus operadores asociados
se tendria A = Lo £*). La determinacion de la matriz L puede efectuarse como sigue:
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Pera k € 7 se hace

en donde

(cc)

con i€ \Tc

Para simplificar este cdlculo de L, y para facilitar la solucidn de sistemas de ecua-
ciones inherentes al precondicionamiento, se efectua una descomposicién incompleta de A,
la cual utiliza su raleza. Consiste en “aproximar” a la matriz A haciendo

Lik E+\/Akk“ Y Lij

jEk=1
en donde
{ 0 si Ajp =0;
Lie= i (Aik ~Ziam L:‘J'Lk:i)/Lk kst A #0 (L)

con i € i\ &, por lo que A ~ L x Lt, siguiendo la idea de la descomposicién completa
de Cholesky. Este método podria presentar dificultades, pues puede ocurrir® que exista
algin k € 7i pera el cual L}, < 0, sin embargo, se dice {27] que esta situacion puede

tratarse apropiadamente con un procedimiento de “corrimiento” {28]...

El precondicionamiento {24 §10.3] se realiza con el resultado anterior (CI(0)); uti-
lizando & L x L* como precondicionador del método de gradiente conjugado. Para ello, se
sustituye el problema original A(z) = b por A(E) = b, endonde A= L0 Ao L‘_l, que
resultarfan equivalentes si se hace & = L*(z) y b= L£~!(}). Al nuevo sistema se le aplica
el método de gradiente conjugado, luego entonces, de (GC) con un zp € R™ arbitraro y
Eg = L*(20), se tendria para la iteracidn £+ 1 que

= (Fkyﬁk)
ok = (Pr, A(Br))

3. Fp41 =Th — ak l(ﬁk) 4, b =

2, Tpy1 = T + ar Pi
(Frr1s Trt1)
(Fkaik)

5. Pr41 = Frepr + be P

54 Con la matriz

se obtiene que L}, = —1.
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¥ al efectuar los siguientes “cambios de variable”

=L (B) me=L (@) ne=LR) Veen
se obtiene ' : o ‘
ro =b~ A(:L'o) : ) : pof= (E o L:.)-l (7'0)“ .

G
do

y ademds

L=t ” & )
~-<r;~+1,<"co'b)&-*,('r',;;,‘))"!  (ecci()
buEo BT |

(€L )
l.ap = (PI;,A(PI:)):' ’. :

3.7pp1 =T —ak A(pk)
5. prg1 = (Lo L) (raga) +ba i

pare la iteracién k41, por lo cual, cuando py = 0 setiene que z; es solucién del problema
original: A(z) = b.

Para iniciar la aplicacién de este método se requiere la solucién de {£ 0 .L*](py) = 7o;
i.e. resolver por sustitucidn a L(h) = ro y después a L*(py) = h. Posteriormente, en
cada. iteracién se debe calcular, también por sustitucién, a (£ o0 L*)~¥(rg1y), de lo cual se
sigue la importancia de la forma dada a la matriz L.
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Capitulo III.—- Implantacién computacional

Resumen

En este capitulo se mencionan lac caracteristicas de la implantacién computacional del
procedimiento desarrollado en los capitulos anteriores. Se explica brevemente el método
de aplicacidn de la implantacién y las necesidades computacionales para su ejecucion en
computadora personal. Por dltimo se presenta cierta evidencia para la validacién de los
algoritmos y la implantacion computacional, confrontando sus resultados numéricos de
problemas simples, con otros obtenidos en forma independiente y directa.

§II1.1 Introduccién

La implantacidon computacional del procedimiento desarrollado para la solucién de proble-
mas bidimensionales de transferencia de calor por conduccion, es un paquete de computo
modular con interfaz grifica llamado CALIIE_2D_T. Este paquete es un producto del Ins-
tituto de Investigaciones Eléctricas (IIE México), concebido para apoyar el analisis y el
disefio de mdquinas eléctricas y térmicas.

Se trabajé intensamente en lograr un producto comercialmente competitivo, por lo
que se implantd un funcionamiento computacional amistoso y bien presentado, modular y
altamente interactivo (con interfaz grifica) en la definicidn de problemas y en el andlisis

de soluciones.

Por dificultades numéricas, en la implantacién computacional se limita severamente
el movimiento de los medios, incorporando sélo parcialmente al procedimiento de solucién
presentado en los capitulos previos. Sin embargo, permite el célculo de campos de tempe-
ratura y flujo de calor en problemas bidimensionales en régimen estacionario o transitorio
de transferencia de calor por conduccién. Acepta la consideracion de fuentes de calor
internas en medios homogénos, isotrdpicos y lineales, y admite condiciones a la frontera
del tipo Dirichlet, Neumann y conveccién forzada (condicidén mixta).
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§III.2 Descripcién de la implantacién computacional

La implantacién computacional es modular y .altamente interactiva con interfaz gréfica
[29], orientada & satisfacer las necesidades inherentes al disefio y el andlisis de méquinas.
Esto lo clasifica cormno un programa en la ingenieria apoyada por computadora (CAE) para
el andlisis de la transferencia de calor por conduccidn, y a la vez, como un programa en el
disefio apoyado por computadora (CAD) para el disefio de mdquinas.

La caracterizacion de los fenémenos térmicos suceptibles ha ser descritos con la
implantacién computacional del sisterna, emana de la modelacién basada en la transferencia
de calor por conduccién desarrollada en el capitulo I. Permite el tratamiento de problemas
en régimen estacionario o transitorio, con simetria axial o traslacional (para incorporar un
comportamiento bidimensional del flujo de calor). Acepta condiciones a la frontera del tipo
Dirichlet, Neumann, y conveccién forzada (condicion mixta). Es posible considerar fuentes
de calor internas en medios (sélidos o fluidos) homogéneos, isotrépicos y lineales. Esto hace
factible la determinacién del campo de temperatura y flujo de calor en un amplio rango
de aplicaciones, tales como: transformadores, generadores, motores, intercambiadores de
calor, rotores de turbinas, etc.

La implantacién computacional fué desarrollada para resolver los problemas térimi-
cos antes mencionados en computadoras personales (con sistema operativo MSDOS). Sin
embargo, para la solucién numérica de problemas grandes existe la opcién de utilizar
minicomputadoras (MC), lo cual es especialmente util en problemes transitorios. Esta
opcidn disminuye sustancialmente el lapso de solucién, pero su aplicabilidad depende de
las facilidades en la comunicacién PC « MC.

La implantacién computacional estd compuesta por los siguientes médulos® (véase
esquema en la pégina siguiente):

— RETICALT*: Es un programa interactivo con interfaz gréfica para la generacion
de mallas triangulares de primer orden. En este programa se plantean los aspectos
geométricos del problema térmico, se identifican los sectores de la frontera global
en donde se introducirdn las condiciones a la frontera. También se especifica la
distribucion de los materiales presentes y las fuentes de calor internas.

-~ PROBCALT*: Es un programa interactivo con interfaz grifica para la definicién
de la modelacién térmica del problema. Se declara el tipo de simetria y si es

56 T,08 molulos sefialados con * sélo son ejecutables en PC.
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esta.cxonarlo o transxt.ono" Se especlﬁclm las condiciones a la frontera®”, las carac-

. tenstxcas de los mntenales empleados y las fuentes de calor internas®.

| GALIE_2p_T|

RETICALT ———\  *RTI —

g

_*PTM

PROBCALT

SOLVCALT

POSTCALT

Interrelacién entre los médulos de la implantacion computacional

—~ SOLVCALT: Es el programa que genera y soluciona los sistemas de ecuaciones alge-
braicas originadas con el método de elemento finito. Existen las versiones PC y HP,
ejecutables en computadoras personales y minicomputadoras HP®® respectivamente.

— POSTCALT*: Es un programa interactivo con interfaz grafica para el andlisis de la
solucién numérica. Despliega isotermas, flujos de calor y permite la generacidn de
archivos con informacion numeérica seleccionada interactivamente. Esta capacidad
informative también se presenta en problemas transitorios, pero en los instantes
predefinidos por el usuario.

8 En problemas transitorios se plantean los pardmetros temporales de la descripcion
e informacidn sobre la temperaturs inicial.
57 En problemas transitorios pueden variar linealmente en el tiempo.
58 BEs posible desarrollar versiones para otras minicomputadoras que posean compi-

lador del lenguaje Pascal.
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§IIL.3 Pro éédimiénﬁo"deﬁfﬁf)l‘i;:at';:ién “

La s'oluci'én{ ‘ide‘{ :probklém de; ci Cic’)ﬁ“con' el paquete de

cémputo antes descrito involucra las siguientes tres etapas®

RETICALT.COM.

la.— Se‘k_d‘eﬁhe: él' p?.‘oblema,‘ iniciando el procgéo'“cdﬁi_ la'eje :
' ‘construye la malla y se

En este programa se especifica la geometria de la !
é.éigrih.n etiquetas para la posterior introducciéﬁ de la: ca.;alétéﬁsticas de los mate-
riales y las condiciones a la frontera (véase ﬁgu‘taﬁs‘ cas).; Al finalizar, se genera
un archivo ASCII con la extensién RTI que cbﬁtieng lva.;informticién introducida.

CALIIE_2D.T :: POSTCALT : CIL_T

Validacién de cddigo traslecional

Malla para la modelacidn traslocional de dos cilindros coaxiales.

el bR
SRR

Ejemplo de particién de una regién con malla triangular

59 Estas etapas son comunes en los paquetes interactivos con interfaz gréfica de ele-
mento finito; se les conoce como preprocesamiento, solucién y postprocesamiento.
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POSTCALT + CIL

odxgo tras]ucxona pa

CALIIE_20:T ¢

Nodos de la modelacxon traslacmnal ‘de dos cil fndros coaxxales
'Super-f:cxes con-condiciones:a- la Fr‘ontera as:gnadas

a
a
a

Ejemplo de asignacion de condiciones a la frontera

. . g . L X

67

A continuacidn se ejecuta PROBCALT.COM, con el cual se incorpora la modelacién
térmica del problema, definiendo el tipo de simetria (axial o traslacional), el régimen
del sistema (estacionario o transitorio), los valores para las caracteristicas de los

materiales (conductividad térmica, calor espécifico®®, densidad de masa®

y calor

interno), los tipos de condiciones a la frontera (Dirichlet, Neumann o conveccién
forzada) y sus correspondientes valores. En problemas transitorios se introduce la

informacion del campo (nodal) de temperatura inicial y se declaran los parémetros
para la descripcién temporal: el paso de escritura de soluciones [min], el nimero
de pasos de escritura de soluciones (define el lapso descriptivo), el paso interno de

69 Sélo en problemas transitorios.
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2a.—

solucién [seg). La modelacion térmica introducida es guardada en un archivo ASCII
con la extensién PTM.

Se procede a resolver el problema en términos numéricos, ejecutando el programa
SOLVCALT. En este programa se especifica la tolerancia aceptable para el residuo,
dato necesario para la interrupcién del proceso iterativo del método de gradiente
conjugado. En problemas estacionarios se obtiene una solucién, la cual es guardada
en un archivo ASCII con la extensién STM. En problemas transitorios se escriben
n + 1 archivos ASCII, suponiendo que se declaran n pasos de escritura: inicial-

“ mente se guarda el campo (nodal) de temperatura inicial usando la extensién 0,

posteriormente (en orden cronoldgico) se guardan n soluciones; la primera usa la
extensién 1, y asi sucesivamente hasta la (n — 1)-ésima con la extensién n ~1, la
ultima solucion utiliza la extensién STM.

CALTIE_20.T :: POSTCALT : CIL_TDDQ
Validocidn de céd 180 trusluc:ona

lor interno = 50000,00 W
Eoaen. e, mhior ¢300.0 B Eegeg, ke Dicjchlst (520.0 ).

Temp. min. .= 300 0. C- Temp max 52 0. ;C: No. - xsotermos 20

- Ejemplo de isotermas en el andlisis de soluciones
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3a.~ Se analiza la solucién con la ejecucién de POSTCALT.COM. Este programa per-
mite la observacidn y copia en papel de isotermas y del campo de flujo de calor
(véase figuras anexas). También es posible generar archivos ASCII con informacién
numérica seleccionada graficamente, con estos archivos que poseen la extensién
ELE o NOD, se facilita la realizacién de los célculos y las graficas que el usuario
requiera, utilizando elementos (externos al paquete) que le sean familiares. Estas
facilidades también se presentan en problemas transitorios, pero sélo en los instantes
predefinidos por el usuario; que corresponden a la declaracidn del paso de escritura.

CAL”E_ZD_T : PUSTCALT CIL..T0DQ

Validacién de cddigo tras acmnal

Calor interno = 5000000 W/m3. -

Etqta. at xr]chlet (300.0;€):-E tqto bi Dirichlet (520.0 C).
FluJo max, =. 15791 17 ijomin, = 720.88 W/m2.

Ejemplo de flujo de calor en el analisis de soluciones
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§II1.4 Necesidades computacionales

La implantacién computacional es configurada para una tarjeta grifica, dentro de las op-
ciones abajo mencionadas. De igual manera, es compilado seleccionando ls existencia o
augencia de coprocesador numérico. Por ello, sdlo es utilizable en sistemas con la eonfigu-

racién implantada.

Las caracteristicas graficas e interactivas del paguete hacen recomendable un sis-
tema de alta resolucidn (monitor y tarjeta). Es indispensable contar con un digitalizador
(“mouse”) para la entrada de informacién y es conveniente el coprocesador numeérico. Por
tal, se sugiere la siguiente configuracion:

e Computadora personal XT o AT con 640 Kb en RAM y acceso a un minimo de &

Mb en disco duro.

e Sistema operativo MS-DOS versién 2.11 o posterior.

e Tarjeta grafica Hércules (720 x 348 pxl) con monitor monocromitico TTL (en el
modo “FULL” y “NOSAVE"), tarjeta grafice EGA-PLUS (640 x 400 pxl) de las
computadoras Olivetti (M24, M240 o M280). En su defecto, la tarjeta grifica CGA

(640 x 200 pxl).
— Coprocesador numérico 8087 u 80287.
- Digitalizador de Microsoft o compatible.
Graficador de plumas Gould 6120 (opcional)

Impresora de matriz (opcional).

Las versiones para minicomputadora se desarrollan con el compilador del lenguaje
Pascal que tenga el usuario. Su funcionamiento depende del “hardware” y “software”
implantado en el sistema para la comunicacion PC « MC, por ello, el procedimiento para
utilizar esta versidn es especifico al sistema en el que se instala.

§IIL.5 Validacidn de la implantacién computacional

La validacién de un paquete de computo se limita a confrontar sus resultados numéricos
con otros, obtenidos en forma independiente y directa. Esto obliga a considerar problemas
sencillos, que sean suceptibles a ser resueltos mediante la solucién analitica de sus ecua-
ciones diferenciales asociadas, pero a la vez, que involucren todas las variantes incorporadas

en el paquete de computo.
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Debe quedar claro que las soluciones numéricas son sdlo aproximaciones, las cuales
dependen de la informacién estipulada por el usuario. Por ello, es natural la existencia de
discrepancias, las cuales deben evaluarse para la validacén del paquete de cémputo. Este
proceso es complejo y laborioso, pues en principio debia ser “exhaustivo”... en la préctica
solo se considera un nimero muy limitado de casos.

Cuando la confrontacion de resultados es favorable, se establece confinbilidad en el
procedimiento utilizado pare transformar un problema analitico en uno algebraico, en los
algoritmos desarrollados, en el método de solucion de sistemes de ecuaciones algebraicas
adoptado, y en la implantacién computacional (programas de cémputo del paquete). La
validacién de un paquete de cémputo no lo hace infalible, eventualmente pueden presen-
tarse fuertes discrepancias cuantitativas en sus calculos®!, aunque frecuentemente se deben
al planteamiento del problema: datos, condiciones a la frontera, malla, etc.

La validacién mencionada es ajena a la aplicabilidad del paquete de computo a un
problema real especifico; esto depende del dominio o alcance de la teorfa ffsica en la que
se apoysa el paquete de cémputo, incluyendo las simplificaciones incorporadas y los tipos
de condiciones a la frontera considerados, Intentar relacionar la validacién de un paquete
de cdmputo con la confrontacién de resultados numéricos y experimentales es absurdo,
ya que incorpora la modelacién del problema realizada por el usuario, la cual puede no
ser acertada, y ademds, introduce la duda sobre la veracidad de los datos e informacidén

experimental.

§111.5.1 Problemas analizados

Para la validacién de la implantacion computacional del sistema se resuelven varios pro-
blemas estacionarios de transferencia de calor, que resultan del planteamiento de diversas
condiciones a la frontera con un mismo arreglo de materiales con la caracteristica de poseer
simetria axial y traslacional.

Se consideran dos cilindros, 4 y B, de pared delgada y con materiales de con-
ductividad térmica diferente, k4 = 44.5 W/{m °C) y kp = 0.77 W/(m °C). Sus radios,
ra, =0.07m, r4, =7p, =02275m y rp, = 0.385 m, permiten un arreglo concéntrico
¥ en contacto intimo, siendo el cilindro A4 el interior. Para mayor generalidad, se supone
que el cilindro A tiene una fuente homogénea de calor interno Qina = 50000 W/m?3.
En las tablas y grificas ancxas se muestra la confrontacién de los resultados snaliticos

%! En general estas fallas sélo son apreciables en términos cualitativos, observando las

isotermas o el flujo de calor.
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(tempemtum Y ﬂujo d1re tos) los numéricos (tempera.tura. y flujo obtenidos con la im-

plantacion computacxonal ‘de la modelacion a.xxal (Ax) y traslacional (Tr) de los siguientes

problemas: ‘
DDQ Cond1c1on ‘de 'Dmchlet en ‘el interior
T(TA,) = 300 0 °C y T(ra.

CCQ Conveccidn forzada en el interior yrbel xte;xor

Ta = 280.0 °C, hy = 210; ) W/(m2°C), Tp =540.0 °C y

"hp = 2000.0 W/(m?® °C o

DCQ  Condicién de Dirichlet en el interior y

. T(ra)=3000 °C, Tg

DNQ Condicién de Dirichlet en el int

T(ra,) = 3000 Gy q(rg, =

: CNQ - Conveccidn forzade en el interior y condicién de Neumann en el exterior:

T4 = 280.0 °C, hy = 210.0 W/(m? °C) y g(rp,) = — 730.0 W/m?.

nveccién forzada en el exterior:
°C .y 'hp = 2000.0 W/(m? °C).
‘ondicion de Neumann en el exterior:

= —730.0 W/m?.

§I11.5.2 Confrontacién de resultados

vs resultados que se muestran®? en las pdginas que siguen son satisfactorios, especialmente
L iltad tran®? en 1 g , €5p

para el campo de temperatura, en donde la desviacion es menor a un grado Centigrado, lo
cual es afin a la precision termométrica con termopares. Para el campo de flujo de calor, se
iene un comportemiento aceptable para muchas aplicaciones, ya que la desviacién es menor
t port t ptable p h 1 , ya que la desvia,

al cinco por ciento del promedio (espacial) del flujo directo. Con estas confrontaciones se
ilustra la confiabilidad numérica del paquete de computo y se establece cierta evidencia

para su validacién.

62 El significado de los encabezados de las tablas es el siguiente: R « Radio [m)],
T « Temperatura directa [°C], q « Flujo de calor directo [W/m?], Pq «~ Promedio
espacial del flujo directo [W/m?], TA* « Temperatura numérica (mod. axial) [°C],
g?* & Flujo de calor axial numérico (mod. axial) (W/m?], ¢A* « Flujo de calor radial
numeérico (mod. axial) [W/m?}, TT* « Temperaturs numérica (mod. traslacional) [°C],
gf* + Flujo de calor horizontal numérico (mod. traslacional) [W/m?}, qI* « Flujo de
calor vertical numérico (mod. traslacional) [W/m?].
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466.6
436.7
404.1
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300.0

qx10?
-7.2789
-7.8115
-8.4282
-9.1506
-10.008
-11.044
-12.318
-27.906
-46.201
-68.637
-97.876
-139.48
-207.38

Pqx10?
-7.5389
-8.1120
-8.7795
-9.5667
-10.509
-11.658
-19.928
-36.780
-56.989
-82.524
-117.27
-170.19

0.0000

Capitulo JIL- Implantacién computacional

TAx :

520.0
494.2
466.3
436.8
403.9
367.9
328.1
327.0
324.9
321.7
316.5
309.8
300.0

qt*. q

0.8000
3.7000

3.7000

-2.2100
-3.3800
3.7900
218.98
8.7200
-18.700
238.34
238.34
110.14
0.0000

Axx10? TT*
75713 520.0

-8.1677 494.3
-8.6730 466.6
-9.6352 436.6
-10.559  403.9
-11.671 367.9
-18.898 328.3
-35.647 327.1
-55.107 324.9
-87.236 321.6
-114.39 316.7
-165.84 309.9
0.0000 300.0

Soluciones del problema DDQ

qiF x10?

-7.5402
-8.1286
-8.7992
-9.5892
-10.5656
-11.630
-20.159
-36.499
-56.561
-81.982
-116.73
-167.20

0.0000

q7F x10?
-0.3395
-0.3632
-0.4025
-0.4561
-0.5549
-0.5616
-2.9593
-4.2981
-5.9163
-8.3402
-13.020
-8.2141
0.0000
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74

+.0.05

2 Radla tmd FIEI

R T  qx10?° Pqx102 TAx ghx gAxx10?  TT gfrx102 qI* x10°
0.385 539.7 -5.3079 -5.4976 539.7 0.5400 -5.5221 539.7 -5.5026 -0.2477
0.359 521.0 -5.6963 -5.9155 520.9 2.6900 -5.9565 b521.0 -5.9319 -0.2650
0.332 500.8 -6.1460 -6.4022 500.6 2.6900 -6.3248 500.8 -6.4213 -0.2937
0.306 479.0 -6.6728 -6.9763 479.0 -1.5800 -7.0265 478.9 -6.9978 -0.3328
0.280 455.2 -7.2984 -7.6635 455.1 -2.2900 -7.7009 455.0 -7.7030 -0.4046
0.254 429.1 -8.0534 -8.5011 428.8 3.5500 -8.5152 428.7 -8.4857 -0.4071
0.227 400.1 -8.9827 -16.383 399.8 205.24 -15.371 399.8 -16.620 -2.7653
0.201 399.1 -24.135 -32.740 398.9 3.3700 -31.547 398.8 -32.460 -4.0610
0.175 397.2 -41.865 -52.292 397.0 -24.560 -50.254 396.9 -51.862 -5.6141
0.149 394.1 -63.536 -76.911 394.1 192,77 -80.930 393.9 -76.361 -7.9204
0.122 389.6 -91.682 -110.30 389.3 192,77 -106.29 389.4 -109.72 -12.391
0.096 383,01 -131.60 -160.98 383.0 -10.370 -153.08 382.9 -158.16 -8.8197
0.070 373.6 -196.54 0.0000 374.0 0.0000 0.0000 373.6 0.0000 0.0000

Soluciones del problema CCQ

0.6 2 én tampareturo: CCA
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R, T ’qx10"_ Pqx10? TAx ql* gtxx10?
0.385 539.6 -7.9962 -8.2818 539.6 0.8200 -8.3178
0.359 5114 -8.5813 -8.9114 511.2 4.0500 -8.9719
0.332 481.0 -9.2587 -9.6447 480.7 4.0500 -9.5267

0.306 448.1 -10.062 -10.509 448.2 -2.4500 -

10.583

0.280 412.3 -10.995 -11.545 412.1 -3.7900 -11.598

0.264 3729 -12.132 -12.807 372.6 3.8600 -

12.818

0.227 329.3 -13.532 -21.217 328.9 222.86 -20.169

0.201 328.0 -29.278 -38.251 327.7 0.3600 -
0.175 3258 -47.779 -58.699 325.5 -18.670 -
0.149 3223 -70.494 -84.567 322.1 241.91 -
0.122 317.3 -100.13 -119.81 316.9 241.91 -
0.096 310.2 -142.35 -173.54 310.0 111.99 -
0.070 300.0 -211.32 0.0000 300.0 0.0000

37.104
56.793
89.344
116.89
169.12
0.0000

Soluciones del problema DCQ

(of cidn tempera

urot 0CQ

Cuapitulo III.- Implantacidn computacional

TTr qfrx10% g x10?

539.6
511.4
480.9
448.0
412.1
372.5
329.0
327.7
325.5
322.0
3171
310.1
300.0

-8.2823
-8.9285
-9.6651
-10.533
-11.595
-12.775
-21.448
-37.968
-58.270
-84,022
-119.26
-170.51

0.0000

-0.3728
-0.3989
-0.4421
-0.5010
-0.6097
-0.6179
-3.0297
-4,3838
-6.0251
-8.4867
-13.246
-8.3766

0.0000
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R T qx10? Pqx10? - TAx gf* ¢A*x102 TTT qfrx10? q¥r x10?
0.385 520.6 -7.3000 -7.5608 520.4 -0.4700 -7.6127 519.8 -7.5278 -0.3397
0.359 494.8 .7.8341 -8.1356 404.5 3.2600 -8.1900 494.1 -8.1170 -0.3641
0.332 467.1 -8.4526 -8.8050 466.6 3.2600 -8.6800 466.5 -8.7891 -0.4031
0.306 437.1 -9.1771 -9.5945 436.9 -2.2900 -9.6499 436.5 -9.5800 -0.4563
0.280 404.3 -10.037 -10.540 404.0 -3.4200 -10.574 403.8 -10.547 -0.5548
0.254 368.4 -11.076 -11.692 368.0 3.7900 -11.687 367.9 -11.620 -0.5612
0.227 328.6 -12.354 -10.966 328.2 218.97 -18.914 328.3 -20.150 -2.9501
0.201 327.4 -27.946 -36.824 327.0 8.6900 -35.666 327.1 -36.488 -4.2077
0.175 325.2 -46.247 -57.040 324.9 -18.720 -55.127 324.0 -56.550 -5.9157
0.149  321.8 -68.602 -82.584 321.7 238.38 -87.261 321.6 -81.960 -8.3393
0.122 317.0 -97.943 -117.30 316.5 238.38 -114.42 316.7 -116.71 -13.019
0.096 310.0 -139.57 -170.28 309.8 110.16 -165.88 300.9 -167.18 -8.2130
0.070 300.0 -207.49 0.0000 300.0 0.0000 0.0000 300.0 0.0000 0.0000

Soluciones del problema DNQ
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R
0.385

© 0.359

0.332
0.306
0.280
0.254
0.227
0.201
0.175
0.149
0.122
0.098
0.070

o .
‘w

(Td-T=)  [C)

| 100#Cqd-qe)/qe ,

T
599.4
573.6
545.9
515.9
483.1
447.2
407.4
406.2
404.0
400.6
395.8
388.9
378.8

qx102
-7.3000
-7.8341
-8.4526
-9.1771
-10.037
-11.076
-12.354
-27.946
-46,247
-68.692
-97.943
-139.57
-207.49

Pqx10?
-7.5608
-8.1356
-8.8050
-9.5945
-10.540
-11.692
-19.966
-36.824
-57.040
-82.584
-117.35
-170.28

0.0000

Capitulo IIl,~ Implantacion computacional

TAx
5689.3
573.3
545.4
515.8
482.9
446.8
407.0
405.9
403.8
400.6
395.4
388.8
379.2

ai* gf*x107

-0.4800
3.25600
3.2500

-2.3200

-3.4500
3.7300
215.74
4.9200

-24.810
200.97
200.97

-10.490
0.0000

-7.6126
-8.1806
-8.6884
-9.6488
-10.572
-11.684
-18.884
-35.665
-54.903
-86.731
-113.13
-161.97

0.0000

Soluciones del problema CNQ

‘
Lomparonion t

TTr gfFx10% ¢1F x10?

598.5
572.8
545.2
515.2
482.5
446.8
407.0
405.8
403.6
400.3
305.5
388.6
378.7

-7.5278
-8.1170
-8.7891
-8.5800
-10.547
-11.620
-20.140
-36.485
-56.541
~81.948
-116.66
-167.22

0.0000

-0.33097
~0.3641
-0,4031
-0.4562
-0.5548
-0.6612
-2.9582
-4.2960
-6.9121
-8.3306
-13.008
-8.2806

0.0000
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Comentarios finales

El desarrollo del procedimiento presentado en esta tesis, llevado hasta un producto tec-
noldgico terminado, resulté ser una actividad formativa y creativa. Incluyé temps y he-
bilidades que usualmente no forman parte del curriculo de un Fisico, y permitié aportar
resultados, con las peculiaridades propias de su profesion, en la produccidn de una tec-
nologia con posibilidades de aplicacion inmediata.

La formacién de un Fisico obliga a una revisién seria de los fundamentos tedricos
utilizados para incluirla en la documentacidén del producto tecnoldgico, sustentando pro-
fesionalmente su participacidn, y estableciendo los antecedentes para la formacion de los
usuarios del producto. Por ello se hizo una revisién critica de las teorias fisicas involucradas,
buscando consistencia y la aportacién de elementos para la reconsiderncién y reflexion de
algunos conceptos y planteamientos. Al adoptar una presentacion postulacional de la Ter-
mostdtica se enfatiza la existencia de sus diversas representaciones y sus diferencias, a la
vez se muestran algunas deficiencias inherentes al uso del célculo usual basado en la dife-
rencial de Frechet, por lo que se sugiere su resformulacién en términos del Célculo Exterior
(variedades diferenciables). Los aspectos numéricos también fueron revisados con la misma
actitud, presentando un desarrollo autoconsistente de un método de solucién numérica de
ecuaciones diferenciales parciales aplicado al fenémeno fisico considerado.

Le implantacién computacional, que es la concretizacién del procedimiento desarro-
llado en este tesis, fué validada con la confrontacién de soluciones de problemas sencillos,
estableciendo a la vez, cierta confinbilidad en los métodos numéricos adoptados. La im-
plantacidon computacional permite el tratamiento de problemas en régimen estacionario
o transitorio, con simetria axial o traslacional, acepta condiciones a la frontera del tipo
Dirichlet, Neumann, y conveccidn forzada (condicién mixta), y es posible considerar fuentes
de calor internas en medios (sélidos o fluidos) homogéneos, isotrépicos y lineales. Sin
embargo, por dificultades numeéricas se limité severamente el movimiento de los medios,
incorporando sélo parcialmente al procedimiento de solucién presentado en la tesis. La
implantacion computacional, aiin con sus limitaciones, hace factible la determinacién del
campo de temperatura y flujo de calor en un rango amplio de aplicaciones*.

Las dificultades numéricas mencionadas provienen de la asimetria de las matrices
relacionadas con el campo de velocidad del medio. La adopcién de métodos numéricos

* En el IIE se ha utilizado para el andlisis de un prototipo de transformador eléctrico
[30], permitiendo estimar sus limites de operacion y evaluar modificaciones en su disefio.
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alternativos para tratar la asimetria sélo resuelve parcialmente al problema, pues existen
severas dificultades tedricas en la modelacién de campo de velocidad, en especial las rela-
cionadas con el movimiento convectivo. Estas dificultades son tema actual de investigacion
[31] y el abocarse a esta tarea seria la continuacion natural de esta tesis.

En sintesis, esta tesis sustenta un producto tecnolégico totalmente concluido y
disponible para su aplicacién en la industria y la docencia. Por sus caracterigticas, es
un trabajo de buen nivel con un resultado concreto, que colabora en la generaci¢gn de in-
fraestructura y autonomia nacional en este campo de actividad tecnolégica intermacional.

ESTA TESIS M9 BRDE
SAUR DE LA biLIOTECA
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Apéndice I.— Procedimiento general para la transformacién de

operadores diferenciales ante cambios de coordenadas

Resumen

En este apéndice se desarrollan rigurosemente los elementos necesarios para efectuar “cam-
bios de coordenadas” de operadores diferenciales, planteando un procedimiento general.
Posteriormente, como ejemplificacion se aplica el procedimiento, expresando el gradiente,
el rotacional, el laplaciano vectoriel, el laplaciano escalar y la divergencia, de observables
descritas mediante cualquier método. Es decir, se obtienen resultados generales que pueden
particularizarse al elegir un operador diferencial y un método especifico de descripcion del

espacio.

§AI.1 Introduccién

El contenido de este apéndice se apoya en los resultados obtenidos en un seminario sobre
Célculo Exterior realizado en la Facultad de Ciencias de la UNAM durante 1977-1978,
dirigido por el autor y €l que participaron de manera excepcionalmente constructiva: Al-
berto Aldama, Rail Rueda y Fraucisco Uribe. La metodologia posee innovaciones, con las
ctinles se logran presentaciones mas armoniosas respecto a las estructuras matemaéticas uti-
lizadas, de igual manera, provee elementos para distinguir con mayor claridad y rigor a los
procedimientos implicitos en la descripcidn de una observable fisica. Este planteamiento
se basa en [7] y [32], la simbologia (se incluye un breviario) tiene caracteristicas originales
y fué desarrollada con la intensidn de explayar, lo mas integramente posible, los conceptos

involucrados.

Un campo vectorial en la fisica esta asociado a una observable, por ejemplo f €
(R*)4¥T siendo 4 x T el espacio de eventos accesible al observador, teniendose en gene-
ral que el valor de la observable en un evento P, f(P) € R3, se asocia a los tres ejes
perpendiculares elegidos por el observador para describir al espacio. También es frecuente
coordenalizar al espacio de eventos con el método cartesiano, generandose la funcién C te
(R1)AXT que describe al espacio de eventos, pudiendose entonces considerer a fo C t-1 ¢
()™ que es la descripcion cartesiana de la observable f. Nétese que puede darse, el que
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fo C’T =1 sen el resulta.do de algun proceso analitico para alguna observable, por ejemplo
3 ( o C‘T"‘), siendo g alguna observable fisica con las caracteristicas antes
mencxo das para'f, es decir, tanto [goCJf"‘]( ) como [V x (goCT )(p) estén vinculados
con las d1recc1ones de los tres ejes perpendiculares del observador.

L : tilizar otro método para coordenalizar al espacio de eventos se genera ofra

funcnon dxgamos XJr € (R4)4*T, que describe al espacio de eventos. Anélogamente, la
vfuncxon f oxt-1e (R3)R ®* es la descripcidn de la observable segin el método elegido, y
[foX t= =1}(p) se mantiene vinculado a las direcciones de los tres ejes perpendiculares del

observador.

La razon de utilizar otro método de descripcién del espacio de eventos, proviene
del deseo de aprovechar alguna simetria que se presente. Para ésto, conviene determinar
a la observable segin ciertas direcciones asociadas al método utilizado, las cuales son
perpendiculares y & veces dependen del evento considerado.

Usualmente las leyes de las teorins fisicas, involucran la descripcién cartesians de las
observables fisicas. Asf entonces, para utilizar otro método de descripcion del espacio de
eventos X1 € (R4)A*T, se hace necesario algunas modificaciones para efectuar el “cambio

de coordenadas”.

Para fijor ideas supéngase que se trata con cl campo f € (R*)4*7, y que en cierta
expresién a utilizar, aparece fo ct-1e (?R:’)R‘. Claramente, para el “cambio de coorde-
nadas” lo que se requiere es considerar a (fo CT'I) octoxt- pues esigual a fo XT‘I,
ademds de determinar a las observables segiin las direcciones asociadas al método utilizado.

Este procedimiento no es tan simple como parece, supongase, a modo de ejemplo,
que (fo C’f’l) =V x (goCt-1). Como evidentemente

(Vx(gocf"l))oCTon_l %Vx(go}(’r—l)

¥ lo deseado es (ue aparezca go X - para aprovechar las simetrias, son indispensables
algunos desarollos, lo cual, aunado al deseo de expresar a la observable con otras direcciones
dependientes del evento, hacen que el “cambio de coordenadas” sea un problems bastante

complicado.

En la seccion que sigue se desarrollan los elementos necesarios para agilizar los
“cambios de variable”, independientemente del método que se elija. Posteriormente, serdin
aplicados estos resultados para expresar el gradiente, el rotacional, el laplaciano vectorial,
el laplaciano escalar y la divergencia de observables descritas mediante cualquier método,
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es decir, se obtendrén resultados generales que pueden particularizarse al elegir un método
especifico de descripcién del espacio, siempre que utilizen bases ortonormales puntuales.

§AL2 Desarrollo tedrico

Es conveniente “separar” le parte espacial y temporal de los eventos, introduciendo &
las funciones C, X € (R3)4 y Tt RT, vinculadas con el método espacial y el método
temporal elegidos para describir al espacio de eventos, as{ entonces

xt = Ho(x xTt) e (RY)A>T

con H = ¥ Pl Op;’tnxm 7] +p§1‘x“ 6% € L(R® x R,RY), quien es el isomorfismo
candnico entre R3 xR y R?,

En los desarrollos antes mencionados, que generalmente involucran a la diferen-
ciacién, aparece sistematicamente la funcién (XT oct-1 Yo ctoxt-1 , la cual debe expre-
sarse en términos de la funcion (X o C71) o C 0o X 1. Es facil verificer que

xtoct1=moxxtho(cx Tty om

donde
H- —0" ®o3 pi83 + 05 *Fop)
2l
luego entonces v
xtsott =Z ploXoC ' oTy_; 68+ p} 6}
‘ 1€d

con Ty =2 o p, 8. A diferenciar, se obtiene que

(x’foc’f yootext =

Zp?. XoC 1)’oC'oX’loT4_.3)oT4_.3) 64+p464
"_'_l,ei :

(AL1)

por lo cual, Vn E

TLoMins) x5 (AL1)
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y de (Alflk),’éorn unt; prf)ﬁonsfcid 1 86
(xtoct-n@octox
X plo((((XecC

1ed

los cuales son resultados de mucha utilidad.

Para expresar a la observable con otras direcciones dependientes del evento, se
requiere de un cambio de base “puntual”, lo cual no altera a f, sino a los coeficientes de
su expansién lineal asociada a la nueva base dependiente de la parte espacial del evento
considerado.

Para tratar el problema, se supone la existencia de B € ((®? )3)3\'“(&), donde B(p) €
(R?)® es una base ortonormal de R* para cada p € X'¥(4). Nétese que B depende del
método elegido, y generalmente es una femilia infinita de bases ortonormeles (a excepcién
del método cartesiano).

Ademsds se requiere de una funcién h t € ((m3 )R’)X“(A) que permita la expresin
de f en términos de cada base, para lo cual J'c(lebe tener el siguiente comportamiento

(LoBoX opf*T) *((hyjoX op* Ty f) = f (AL3)

donde L(a) = La = I ;¢3 P! (i) para cada o € (R°)*. La expresion (AL3) puede re-
expresarse como sigue

f=((EoB)eh t)oX opf*T)s f

haciendose claro que Lg(,) 0 hx\‘ (p) = Ips para cada p € X*4(4), y como B(p) es base,
se sigue que hxf(p) = LE(’p) donde th(p) es la “incognita”. Entonces es fundamental
la determinacién de (Lg(p))~", para lo cual no hay un método candnico, excepto, afortu-
nadamente con (R")". En efecto, dado que

Logyo(Le) ™ =Ins  y  (Inp) ™ o Lo = Ins
se tiene que

_ . . 8
Lg(p) 0 & x (LB(P)) o 6_3 = B(p)‘X ((Lﬂ(p)) ’),53 08 =¢

y tamnbién

‘ _, iy 7 —v’ _'6... ,
(Zap))~" 0 6° % Lagp) 0 8* = ((Lap) ™ )pe 0 8° x B(p) = 6°
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por lo tanto B(p) € (R?)® es iﬂ}'érti}ilg y ademas

i o
La(p)~" 08 = ((La(p) ™ )gs 0 6°

luego ‘
(Ls(p)) 0 Igs = (Lp(p)) ™"

es decir (Lg()) ' = Lg(p):"{, '

paracada p€ X “’(A) Llevando este. _jx‘esuﬁ&do & (AL3), se obtiene que

fo Xf—1=(LO B’):'* ((Lol"’" oBo Z P?e&;:) * (f o .X'f;'l)) :
L e

es decir

[foxt- ll(p,t) E E[B(PJ NGNS 0 X1)(m,)10) 1B(R))() (AL4)

i€l Je.’s
para cadapc X®9(4)yte TT‘ (T).

Ahora es necesario determinar a B(p)™!, para ello se hace un planteamiento general
considerando a dos espacios Euclideos V y W de dimensidn finita. Tomendoa a € V? y
B € W* bages de V y W respectivamente, y haciendo

T=Lgo(La)™? € L(V, W)
sesignequeToa=0y T 06" = (Lg)"* 0T 0 Ly 0 6™ = §", nétese que
f=Lao(La) 0T oa=Lyo(La) ' 0T0Lyo06"=Lso0TS 04" (AL5)
Si B es una base ortonormal se tiene que , = » _
5:(0) = (BB = (Lal[TS o 6"1(%)); L';((?:; X6 .

luego entonces

5:0)= % TITe o 57 (t)[[T“os"um(k)( @09

len kEn

y si o también es ortonormal, se sigue que -

5 (172 0 87N 75 0 67 f)l{;‘)'

len
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(ALg)

> n:r}* o8 (z)}( ) uT“

lGFl B

Peocomo
, b-et((T: o 5{-)¢ % ,f: 05" = bet:‘(-'('Tgi o 6n)t)Det(T:°

la matriz TS o 6" es invertible, y ademds de (6) .
(T2 0 %)) = (T2 6 67}t ot

En particular; para el caso que aqui se trata, se hacea ="y g = B(p), luego T' = Lg(p),
y de (AL5) se ubtiene que B(p) = T{. 0 6™, por lo tanto

B(p)~' = B(p)'

Finalmente, al llevar este resultado a (Al4) se tiene que

Foxt1= 3 (Fox-1)5, (BoTiis)xi (ALT)
ied L 0
en donde R :
(FoX Vg =Y ((BoTsms) ¥ +7 (Fo XT-1) 7 (AL7Y
jed

obteniendo la expresién fundamental para realizar cualquier “cambio de coordenadas”
utilizando las direcciones asociadas al método de descripcidn del espacio que se elija.

§A1.3 E} gradiente

En los textos matemdticos, para una funcién g € RE con E € R*, se define a su gradiente

como 9
vo=X 257 ()
ien 0%

supouiendo la existencia de todas las derivadas parciales de g en el conjunto EtcE.
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Esta presentacion, aunqne no la unica, es matemdticamente aplicable en f o ct-1
yfo xt-1 pues ambas funciones estdn en R(®* ), pensando que f € RAXT eg un campo
escalar. Sin embargo, en las teorias fisicas provoca serias confusiones, pues en ellas el
“gradiente” tiene caracteristicas muy especiales, dado que trata solamente con fo ct-1¢
?R(m‘), y se define como

fory 2 3o o0t
V(foCT)=d 2= —— ‘4
— Oz;
1€3
omitiendo a la derivada parcial temporal (asociada a la 4a. componente). Es decir, solo se
consideran a las derivadas parciales correspondientes a la parte espacial de la deseripcién
cartesiana del evento espacio-temporal, y la definicién solo es vilida para una observable

descrita con el método cartesiano.

Para tratar conla descripcién de la observable segiin algiin otro método, se requieren
de los resultados obtenidos en la seccién anterior. Es conveniente utilizer a la diferenciacién
en vez de las derivadas parciales, quedando expresado el gradiente como sigue

V(fo o) = T (fo 0ty o 7 § € (@) “axD

i€l

dado que para ceda i € 4, se tiene

(ALS)

Z Z BoT;l—oS

ied jed

y de la definicidn del “gradlente
(vV(foct) oo’f :

pero

luego
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De este resulta.rlo y de (AI 1) se al ente que. .

-2 X (BoTuns) ) +7

: ":Gﬁ]Ei : PR
Eplo( Xoc-l)oaox 0Tia) ) (AL9)
1ed

V(fo CT"I)o’C:,on

(fo X1y 43 (BoTys)+1
expresion general que incorpora a cualquier “cambio de coordenadas” en sus dos aspectos;
se expresa al “gradiente” con las direcciones asociadas al método elegido, y se considera a
la descripcidon de la observable bajo dicho método. Se pude hacer

Vi g=Vfo ct-1)octoxt-t

para acercarse a la notacién usual del “gradiente”.

$§AIL.4 El rotacional

Pare una funcién g € (#°)% con E € R3, se define a su rotacional como

ngE(aﬂ—%) 63— (893 —ag‘)&"

632'_ 3::;; az, 823
{ 992 3!11) 3 3,5t
+‘( Oz, Oz 8 €(®)

suponiendo la existencia de todas las derivadas parciales de g en el conjunto et CE. Es
conveniente reexpresar al gradiente utilizando a las permutaciones en 3, obteniendo

o [ 991a(i)(2) 39[::(4)1(:)) .
Vxg= ( - 83 .
! E I Bataqain) ™ Betacain? oI

en donde
as= {(1,{<1,2>,(2,3>,(3,1)}>,(z,{(1,1),(2,3),(3,2)}),(3,15)} e(®P  (aL1)
que constituye la familia de permutncxones en 3, teniendose para la funcién signo que ‘
sgn(a(1)) = 1 sgn(a(z» =1 sgn(a(®) =1 (AL1D)

debido a su definicién [7 pag.309)].
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ectonalf € (R*)4*T presenta

En las teorias fisicas, el “rotnci.qxiavl”- de
g‘Cva‘l"‘e (%)% y se define

cierta anelogia con el gradiente, pues tam
como o ,
-

(e()(1)

—
—t

V x{(fo C)f")vz Y sgn
i€l ) :

~ (fiataiy © €)' * B o) B
en donde se omite la derivade parcial temporal y se utiliza & (AL7) para reexpresar a las
derivadas parciales en términos de la diferencial. Los vaelores de foC =1 y de Vx{foC f“)
se asocian a las direcciones de los ejes perpendiculares elegidos por el observador para

implementar el método cartesiano.

of3)) ((fiatin © C

"'1‘)" * 6

Para tratar con la descripcidn del espacio de eventos mediante otro método, se
utiliza a (ALT), obteniendo que
V x (foCt—l) octoxt-1=
3 Y (BoTuma) x D *F(V x (FoCt1yo 0t o xT-1) 4T (BoTyg) ¢7
i€d jel » . :
pero de la definicién del ‘rotacional”. -
(Vx(fectoot,

Bgn
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Ahora se requiere reexpresar a'f o Xfr;'l, en.términos de las direcciones del nuevo método,

);"Péta'fn € 2 se tiene que

para ello se utiliza nuevamenfe a (Af.7

fta(m(m) 0 J\J’ 1o

o (B2 Tis) #F)

4esa) # B % 50)

uir el }:ési;ltado en (AL12),

Finalmente, al levar esta ultxma exp:;
resulta que B

v x (f oc’r-l)gpﬁ"fﬂ;:"f’

en donde

(((B °T4‘ 3) k) 5“) [a(y)l(z)

= (o X110} +F (B o Tuca) B+ 1)
+(F o X5, (B o Tums) # ) * [ali))(1)
expresidn general para el “rotacional” de un caimnpo vectorial, en donde se asocian sus
valores a las direcciones del método de descripcion utilizado para describir al campo,
siendo las funciones (fo XT”1)5~ sus componentes en dichas direcciones. Para lograr
cierta afinidad con la literatura, se puede hacer

Vxf4=Vx(focioctoxt
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haciendo uso de (AI15) en miembro derecho.

§ALSG El laplaciano escalar

Para una funcién g € % con E C R", se define al laplaciano (escalar) como

d%g i
Vzg = Z a‘— € R¥
ren OFk

suponiendo la existencia de las derivadas parciales de segundo orden en Et E Reex-
presando al laplaciano en términos de la diferencial, se obtiene que

Vig=3.(g'+87) + 8
kER
debido & al uso iterativo de (ALS).

Como en los casos anteriores, al tratar en las teorias fisicas con un campo escalar
f € RA*T ge define a su “laplaciano” omitiendo al término temporal, haciendo

Vi(foct) =3 ((Foot-ty « 5Ty 5% (AL16)
kel
considerando a la descripcidn cartesiana de la observable f.

Para considerar a otro método de descripcidn del espacio de eventos, se compone
por la derecha con la funcién ctox 1"'1, obteniendose que

(foC'r 1)06’1'0}‘['r 1=
(o xt- 1)'ox’foc’f 1) ((x’foc’f 1y« B)) x 88y o cf 0 xT1

kER

y de una proposicion aobre d}ferenélacxon'[32 pug 16], se sigue que
.*64))'*6,‘:)001'0}(1' 1=

@)+ (((xtoct-1yocts xT 1) 4 58)
t-1 (2)oaTox’f ‘)*64)*64)

(((foxt1yoxtoct:
((foxt1)® x ((xt oot

(AL17)
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en donde :

e = ((((xoc-l)<2>ooox OTM) v_‘63)*35'_)’*l(foX1 1)'*54

6,,,—(((XOC 1)'OCOX—1 DT4_.3)*5 )*l

e = (X oty 0co X ’oT4_.3)*6k)*]((foX1 l)m*wm

quien es la expresion general para el laplaciano (escalar) ante.cualquier “cambio de coor-
denadas”. Para acercarse a la notacidn usual se puede decir que

vf 4= VifoCl)o ot oxt-1

haciendo uso del segundo miembro de (AI18).

§AL6 EI laplaciano vectorial

Para una funcién g € (R")® con E C R", se define a su laplaciano (vectorial) como

Vig=3 Vi 5}
ken

utilizando al laplaciano (escalar) para cada funcién componente (Al.16). Al reexpresar al
laplaciano en términos de la diferencial se obtiene que

Vig =20 X ((ge) *57) + 8] &

k€n lEn

en donde se ha utilizado iterativamente a (AL8).

Anélogamente a los casos anteriores, al tratar en las teorias fisicas con un campo
vectorial f € (R*)4*7T, se define a su “laplaciano” omitiendo al término temporal haciendo

V(foct) =T (ot )y « )Y+ 8 &

kel el

en donde se considera a la descripcidén cartesiana de la observable, asociando los valores
del laplaciano a Jas direcciones de los ejes perpendiculares elegidos por el observador para
implementar el método cartesiano.
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(AL18)
Ahom, de una proposmon sobte i 6 ,;y_’_al. ;:onsidemr que
fio c)‘* xtocot
" se obtiene que e
,ocfox -’w P g
*81))

, @
Al reexpresar a f o‘ _X'f en terrmnos de las dxreccwnes del nuevo metodo, mediante (AI 7)
se obtiene que ... : . B

’ (((XfoCt" ) oCton 1)

1)+ ) (7 0 X1,

é“;*})"o c'f oxt=1). 6?)
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y con (AL1) y:‘(AI:.Z)':gF(‘eV sigué *ﬁltef

) ) ned
Ep,,, (XOC' l)'oc'ax 0 Taus) # 53) ((f o XT-1)g, )®) « 3) % 6%,
m€§

Fma.lmente, al sustltuu' este resulta.do en (AI18) se obtiene que

(AL20)

 Ty3) ¥ 8) 7
* ?)’ *"6_4) * _7

Ejlmnr = ((B ) T4—~3 : :
((XoC™ )oCoY“10T4...3)*6,)*n
((X0C™ 1) 0CoX oTys)* &) *xm

expesion general del laplaciano vectorial ante cualquier “cambic de coordenadas”, en donde
se consideran las direcciones asociadas al método elegido y la descripcion de la observable
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bejo dicho método. Ana.logamente a8 los cagos a.ntenores, para acercarse a la notacién usual
se puede decir '

Vi 4= v’(f 0 c?",) o cf oxt-1

haciendo uso de (AI.20) en el miemhro derecho,

§ALT La divergencia

Para una funcién g € (R™)F con E C R*, se define & su divergencia como

o
vig=Y 2 cwe!
kEh

suponiendo la existencia de las correspondientes derivadas parciales de g en Et c E. Al
reexpresar a la deivergencia en términos de la diferencial se obtiene que

V.g=2 (g) *8%
kel

debido a (AL8).

Al igual que en los casos anteriores, al tratar en las teorias fisicas con un campo
vectorial f € (R3)4*T | se define o su “divergencia” omitiendo al término temporal haciendo

V-(foct) =L (ooty g
kel

en donde se considera a la descripcién cartesiana de la observable f.

Para considerar a otro método de descripcidn del espacio de eventos, se utiliza a
(ALTY), y se tiene que

feo X1 =30 (FoxT)p, p o (B oTims) )
i€3
por lo cual
v.(foct)octoxt-1=
EZ (Foxi= l)a,mo((BoTM)*o)'*(((xf oty octoxt- ‘)*6:)

kel iel
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y de (AL1)' ge sigué que

v.(foycf—“l)acf-ax’r'-l =X Y Y ((XoCcYoCox? oT,_‘.,)ga‘g) *1
.. R - kej i€§ 165‘ : . :

por lo cual

en donde

bowt = (B 0 Tacus) * 1) & ((f 0 X1-)5, ) # 57

ciw = (Foxt=1)a (((B'o Tama) %) % 6F) # F)
quien es la expresién general para la divergencia ante cualquier “cambio de coordenadas”.
Al igual que antes, se puede hacer

V£t =V.(foctt)octoxt-

para acercarse a la notacién usual, el la. cual debe considerarse al miembro derecho de

(AL18).

§ALS Simbologia

fe€BA. Unafuncién f: 4 — B.

F%(E). Para f € B4 y un conjunto E, se hace f¥(B)={a € 4| f(a) € E}.

fog. Para g€ BA y fe DO, se tiene que fog € DO, en donde [fogl(a) =
F(g(a)) Ya € g¥(C).

L(V,W). Para dos espacios vectoriales V y W, se tiene L(V, W) = {f € WV | f lineal}.
p". Para m € N, siendo N el conjunto de los nimeros naturales, se tiene que p* €
RE™) con pi(z) = (i) Vo € R, siendo 7 = {n € M |n < m}.

A°.  Para un conjunto 4 C V siendo V un espacio normado, se define 4° = {a €
V' |3Bs(a) C A}, en donde Bs(a) = {z € V ||z — a| < 6}.

f'. Para f€ W4 con ACV,siendo V y W espacios normados, f' € L(V,W)® esla
diferencial (de Frechet) de f, suponiendo que es diferenciable en E C 4°.
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6™. Para m€ /V se tlene que: 'esklwbnvse canonica de R, en donde

B(Vm) ‘Param € .Af v V ial se tiene que Ogvm) € (V™)V con
[W“’(z)](a) m(@))() = v: e e
F. Para f € BA, ge define f. € (BA) _fV:cE C, en donde el conjunto C
esta definido por el contexto. .~ )
feg. Parage (CB)Ay fe (bcjé,

f(a)og(a) Va€ A, .
f*g. Para f € (CP)A y g € B4, 5o’ tien
[F(@)l(s(a)) Va€ 4. T S
fi4(E). Para f € B4 y un conjunto B, se tiene que (] |3a € 4 tal que

() € . " o

I4. Para un conjunto 4, se define Iy € A4 con I4(a) =
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Apéndice II.- Cambio de coordenadas para el método cilidrico

Resumen

En el apéndice I se desarrolla el procedimiento general para transformar la descripcién
del espacio de eventos, campos vectoriales y operadores diferenciales, cuando se basan
en métodos con bases ortonormales puntuales. Este apéndice plantea los elementos para
utilizar dicho procedimiento con el caso del método cilindrico, la simbologia (se incluye un
breviario en el apéndice I) tiene caracteristicas originales y fué desarrollada con la intencién
de explayar, lo mas integramente posible, los conceptos involucrados.

Desarrollo

En los términos del epéndice I e identificando a X te (Ri)AXT con la “funcién” que
establece la descripcién del espacio de eventos mediante el método cilindrico, se tiene que

X007 =P + AP +tan~ o B 4 1
para el “cambio de coordenadas” de cartesianas a cilindricas, e inversamente
CoX~! =pj cosop} & +p} sinop} & + p3 8]
De las expresiones anteriores se obtiene que

((XoC ) oCoX? oT4_.3)=|<3l‘T =
(1) cosopd +67(2) sinop) 8 (arry)
(1) sinop}) 53 + 63(3) & o

asi como tambiéﬁ :
(Xoo )W o0ox

(AIL2)
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las cuales son expresiones indispensables para lograr la descripcion cxl{ndnca de la trans-'
fereucia de calor por conduccidn.

La base ortonormal puntual B ssociada al método cilindrico tiene la forma que
sigue ' _ _
(B o Ty_3) * 1 = cosopj 63 + sinop} 63

(BaTy3)+2 = ~sinop] 63 + cosopi 62 (AIL3)
(B OT4..3) * 3 = 5;

por lo cual, para cada ! €3 se tiene

((B o Tyus) *T)' % 67 = —&}(2) sin op} 63 + §4(2) cosopt 63
((B o Ty—3) %) # 55 = ~64(2) cosop} &3 — 64(2) sinoph &3 (AIL4)
((B OT4...3) *3) * 6,4 =0.

Las cuales pueden reexpresarse para acercarse a la notacion usual, haciendo uso de los
términos que siguen

ar=(BoTy,3)*1, ag=(BoTy3)*2, a,=(BoTy.3)*3 (AlL5)
asi como
r=pl, 8=p), z=p! (AlLs)

quien debe utilizarse con mucho cuidado, dado que pude ocasionar serias confusiones.

El proceso que sigue consiste en la sustitucién de las funciones previas en Ins
obtenidas en el apéndice I, lIo cual resulta bastante laborioso debido a la cantidad de
términos involucrados, Para lograr la generalidad necesaria para el objetivo que se per-
sigue, se considera genericamente & un campo escalar f € #4*7 y & un campo vectorial
F ¢ (R3)4%T, Se conviene introducir una notacién ad hoc pera las componentes de lo
descripcidn cilindrica de F nsociades a la base ortonormal B, haciendo

Fo=(Foxt-1y, F=@oxis, F=@Foxt-1g, (AILT)

lo cual es coherente con {AILS5).

Para obtener al “gradiente cxlmdnco” de f, se sustltuye en {AL.9) a (AIL1), (AIL3),
(AIL5), y (AILS), obteniendose que

V(foct-1o(ct i
o . (ALL8)
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pues se conviene én ha.cer'

para aﬁnidad con la notacién usual.

Para el “laplacianc (escalar) cilin
(AIL1), (AIL2), y (AILS), obtemendose que

sa(f oxT ’) a"(f*éxf-’)

v(foctto(otoxt- =

r 2 ort AIL
}_a(foxf D) a’(foX*"‘) (A119)
2

a2 022
debulo a la. convencion para las derivadas parciales. -

- Pura. el “rotacional cilindrico” de F, se sustituye en (Al 15) a (AII 1) kAH.3),
(AIL 4), (AII 5), (AIL6), asi como (AL.10) y (Al11), obteniendose que R R

Vx (Foct-1)o(ct o‘X'F’) —(LOF Oy
r 90 8z (AIL10)
(3Fr BF,) ( _10F, 1 ) .
8z ag + 3 r 60 0)Cx

debido & (AIL6) y a la convencidn para las derivadas parciales.

Con estos antecedentes se puede obtener la descripcidn cilindrica de le transferencia

de calor por conduccién. Para ello, en la expresion (TC_C) debe considerarse el que

V. (kVT) = Vk - VT + kV?T y posteriormente ser compuesta por la derecha con la

funcion ¢t o XT-1 asociada a un sistera de referencia inercial. De este modo, pueden
emplearse las expresiones (AILT), (AIL.8) y (AIL9), en donde sea apropiado.
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Apéndice IIL.— Integracidn de funciones de aproximacién

de elementos triangulares de primer orden

Resumen

En este apéndice se establecen ciertos procedimientos de cdlculo, necesarios en la aplicacion
del método de Galerkin en discretizaciones de elemento finito con elementos triangulares
de primer orden. Estos procedimientos se refieren a la integracidn, en un elemento de malla
o en su frontera, de diversas funciones constituidas por las funciones de aproximacién (o
de forma) del elemento. Posteriormente se exhiben algunos resultados de la aplicacién
de los procedimientos planteados. Estos resultados se refieren al cdlculo de las integrales
que emanan del tratamiento (con el método de Galerkin) de problemas bidimensionales de
transferencia de calor por conduccidn.,

§AIIL1 Introduccién

En la literatura de elemento finito se encuentran procedimientos para integrar las fun-
ciones mencionadas, el argumento que utilizan se basa en la adopcién de coordenadas
diferentes a las cartesianas. El proceso de “cambio de coordenadas” involucra la conside-
racién de una observable fisica y de procedimientos de coordenalizacién implementados
por un observador. En este caso la observable es la posicidn y se trata con un sélo método
de coordenalizacion: el cartesiano!... Esta situacidn hace confusa la argumentacion de la
literature, lleva a que dichos procedimientos sean sdlo reglas operativas y hace necesaria
una revisién del planteamiento.

Los procedimientos de integracion de este apéndice, se basan en el teorema de
cambio de variable para las integrales en elementos trinngulares y en la integral con una
parametrizacién para las integrales en la frontera de los elementos. El primer caso exige
una transformacion favorable a la integracidn, sin que esto impliqgue un “cambio de coor-
denadas”. El segundo caso, sélo requiere de una parametrizacién apropiada de la frontera.
Estos procedimientos son claros y sélidos, logrando una fundamentacién aceptable para su

utilizacién.

! La simetr{a axial permite el tratamiento bidimensional, consxderando una seccién
axial; en donde esencialmente se usa al método cartesiano.
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SATIL2 Antecedentes

como e]ementos de malla, tal que
U At ¥ (AI)‘"‘H(AD‘W:@ : Vi,'.eye -r'h Lt ..‘1.:",%\‘3‘
1EmM - . BN s R .

en donde (Af)"““ ge vr‘gﬁ i a.lmier!or del conjunto Ai.

para la descnpcxon del fenomeno Para mayor slmphcldad es conveniente deﬁmt las sigui-
entes matrices, en dond T:A, i es ‘la componente i—¢sima del par A, ;

(AJZIAaSZ"AJSI A122
a, = k A,318,12 —AnlA,az} Yo € (AIIL1)
AulAan—A.zxA.lz

L]

{AJZZ'—A'SZ D31~ Ay
: Auz : A.n ~ 8,31 “Ysem - (AIILZ)
Aan} T R NN R

s = A532
A51‘

de lo cusal se sigue®'

(AIIL3)

2 Paraun m € J\f se conv1e11e en hace
al conjunto de los numeros natura.les

3 Fl s:mbolo p, se fefiere ol drea de AJ{

\los vertx( es de A‘r
o se cumple que

4 Observese en el esquemna de §AIII.3, _qn‘
" tiene la orientacién contraria al movimiento de.t

24, =(A.21—A311)(A332—A512)
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ya que : , e
: —bis1=Db1+be2y ¥y —b'“=‘ib€1>"’!+‘b"‘v’,;~ ‘

Ante la eleccion de cualquier elemento de malla VAT con: s E i, se considera
su familia de funciones de aproximacién {¢,|i € 3} en ermmos de los polinomios de

Lagrange asociados a AI, obteniendo con (AIIL1) y (AIII.Z) que 8

bui = 7 (ari +byis pf ) Vies (AIIL4)

para la descripcidn cartesiana o cilindric

§AJIL.3 Desarrollo

En la aplicacién del método de Galerkin en discretizaciones de elemento finito con elemen-
tos triangulares de primer orden, resulta necesaria la integracidn, en un elemento de malla
o en su frontera, de diversas funciones constituidas por las funciones de aproximacién del
elemento. Aunque las funciones de aproximacion son muy sencillas, el calculo directo de
las integrales en los elementos resulta inasequible, dado que la forma de los elementos
imposibilita una integracidn iterada. Por ello, es necesario transformar apropiadamente la
regién de integracidn y aplicar el teorema de cambio de variable, para obtener una integral
que pueda ser calculada con una integracién iterada.

Para un elemento cualquiera, digamos el s-ésimo, debe considerarse una transfor-

macién T, : R2 — R? que modifique convenientemente al conjunto AI, lo cual no involucra
un “cambio de coordenadas”. Una transformacion favorable al proceso mencionado es 1a

siguiente®

1
T,—l E(b 221’5) b512p(2)+—_(nazbnlz_aAIb"JZ)y
24 (AIIL5)

b.npgz’—b.z:pl)+—“—(a,1bm —ﬂnbul)>

p(n';')(:c) =xm V& R"™y selellama funcién proyectiva m—ésima de R".
8 Para utilizar el teorema de cambio de variable es apropiado explicitar la. funcion

5 Para m,n € N tal que m < n, se define la funcién p(") R" — R haciendo

inversa de T,; i.e. T, 1.
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resultando que T, es un transformacién afin-en R2,’con la propiedad”

(Al R 1

Transformacién de triangulos para la integracién

En estas condiciones ya es favorable la aplicacién del teorema de cambio de variable
[7 Cap.8 §11]. Para una funcién f Riemann integrable con soporte (7 pag.336] contenido

7 Se utiliza la delta de Kronecker, §;, definida como sigue:

5ir = { 1 sii=k;

=10 siith
en donde 7 y k son enteros positivos. Aunque tiene semejanza con las funciones de
Kronecker [7 pag 74}, estrictamente son diferentes.
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en Ai, se tiene® % . @

ye que

() ()

( nlle -211’1 ) Va‘_:ERQ

'12172 oy
por lo cual :
[DEtO(T,—l..)'I 2) = bi1abia1 ~bar1bsaz = 2p, Yz e R

Ahora, como el con,)unto T (Af) permite utilizar la integracion iterada [7 Cap.8 §12], se
obtienel?

1 1—q
[if=wmf F e F@=[ " jorow) vech

que establece el procedimiento para integrar en elementos triangulares.
Para aplicar este procedimiento, son convenientes otros resultadas. Se puede ver, de
(AIIL.3) y (AIIL4), que las funciones de aproximacién tienen el siguiente comportamiento

$s1 OT,_I = p(ln) baa OT;—] = sz), $s30 T.—l =1- (p(lz) +P§2))

dado que ¢,3 =1~ (¢,1 + ds2).

En cuanto a las integrales en la frontera de un elemento, digamos el s—ésimo, se

considera una funcidn f continua en BAI y se tiene!?+12

b
/ATf;_,{;/aAf,fEEa/a. fog [Dail

o4,

8 La funcién Det se aplica a transformaciones lineales, su valor es el que se obtiene
con el determinante usual aplicado a la matriz asociada de la transformacidn lineal,
9 La funcién (T,")' se refiere a lo diferencial [7 y 33] de la funcién T2,
30 Para un conjunto A, se define la funcion I : A — 4 haciendo Is(a) =a Va € 4,
y se le llama funcidn identidad en A.
11 El simbolo BAL se refiere al lado I-ésimo del elemento s—ésimo. Se conviene en
que ¢l lado [~ésimo corresponde al cateto opuesto al vértice [-ésimo del tridngulo.
12 Y,a funcién Dg; representa la derivada de la funcién g;.
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siendo g; : [a1, 5] ~ R? una parametrizacién con derivada continua, del sector I-ésimo de
la frontera. Con las parametrizaciones siguientes

g = A+ In (byiz, b))
g = A3+ In (b,zz, —-b,zl) } y [a;,bz] = [0,1] Viesd (AIH.B)
@ = A+ In (byaa, —besn) )

se obtiene

‘/Af f=L,1/;lfog; Vield

8

en donde L, es la longitud del lado I-ésimo (véase nota 11) del elemento s-ésimo, esta-
bleciendo el procedimiento para integrer en [a frontera de elementos triangulares.

Para aplicar este procedimiento, son convenientes otros resultados. De (AIIL3),
(AIIL4) y (AILLSG), se sigue

0 In l—In\‘
dsioqt = Giy con G=,y 1-Ip 0 In
\ In 1-In 0 }

que es un comportamiento muy favorable de las funciones de aproximacion.

§AIIL4 Algunos resultados

En problemas bidimensionales (simetrfa traslacional o axial) de transferencia de calor por
conduccidn, ocurren las siguientes integrales, las cuales fuéron calculadas con los procedi-
mientos presentados:

T
. ILZ(AJ)
A

[t et = 0= E) @)1 +60)
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