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Introducción 

En este. tesis se presente. un procedimiento pe.re. le. solución de probleme.s bidimensione.les 

de tre.nsferencie. de ce.lor por conducción, concebido pe.re. apoyar el análisis y el diseño de 
máquinas eléctricas y térmice.s. Este. tesis contiene un sector de la documentación realizada 

por el e.utor [1, 2, 3 y 4] como investigador del Instituto de Investigaciones Eléctrice.s (IIE~. 

Este procedimiento fué el objetivo principal del proyecto "Infraestructura en Trans­

ferencia. de Ce.lor" del IIE dirigido por el autor. Se buscaba un procedimiento que brinde.re. 

claridad en su e.lce.nce teórico, confie.bilide.d en sus procesos numéricos, y apertura. en su im­
ple.nte.ción computacional pe.re. la incorporación de adecuaciones o nuevos procedimientos. 
A la vez, se pretendía. generar cierta infraestructura y autonomía ne.clone.! en este ce.mpo 
de actividad tecnológica. internacione.I. La aplicación del procedimiento no sólo consideró 

su uso en proyectos internos del IIE o en servicios de e.sesoríe. pe.re. la industria ne.clone.!, 
también se pensó en el apoyo que podría de.r a la docencia. en Ciencie.s e Ingeniería. 

Se trabajó intense.mente en lograr un producto tecnológico· sólido y profesione.I, 

revisando y documentando ampliamente los funde.mentes teóricos, físicos y numéricos, pe.re.· 

delimitar los alcances y aclarar los métodos de solución del procedimiento. También se 

buscó un producto comercie.lmente competitivo, por lo que se implantó un funcionamiento 

computacione.I amistoso y bien presentado, modular y altamente interactivo (con interfaz 

gráfica) en la definición de probleme.s y en el análisis de soluciones. 

Por dificulte.des numéricas, en la implantación computacional• se limita severamente 

el movimiento de los medios, incorporando sólo parcie.lmente e.! procedimiento de solución 

presentado. Sin embargo, permite el cálculo de campos de temperatura y flujo de calor 

en problemas bidimensionnles en régimen estacionario o transitorio de transferencia de 

ce.lor por conducción. Acepte. la consideración de fuentes de calor interne.s en medios 
homogénos, isotrópicos y linee.les, y admite condiciones a la frontera del tipo Dirichlet, 

Neumann y convección forzada (condición mixta). 

• Es un producto del IIE llamado CALIIE_2D_T, En su desarrollo se contó con le. 
colaboración de diversos investigadores y becarios del IIE, debiéndose mencionar en especie.! 

e.! M.I. Octavio De la Torre quien elaboró los programe.a de cómputo de interfaz gráfica.. 
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Resumen 

En el capítulo 1 se revisan los fundamentos de la transferencia de calor, buscando aclarar 

sus conceptos e hipótesis, para delimitar la nplicnbilidnd del procedimiento de solución 
numérica desarrollado en esta tesis. Para ello se trata brevemente a la Termostática, 

con una presentación postulacional, y se desarrolla In Temosté.tica en medios continuos 
con movimiento. Se particulariza en el fenómeno de conducción, obteniendo su ecuación 

diferencial parcial, cuya solución determina el campo de temperatura. Se mencionan los 

requisitos pn.ra la obtención de soluciones, identificando los diversos tipos de condiciones 
a la frontera y su conjugación para la existencia y unicidad de soluciones. Se revisan 

dos métodos descriptivos del flujo de calor en In interface de un fluído con un sólido, In 
convección natural y la convección forzada, estableciendo su vínculo con condiciones a In 
frontera. 

Posteriormente, con In introducción de las hipótesis de simetría (traslacional y axial) 
y las hipótesis bidimensionales, se obtiene la simplificación bidimensional para hacer acce­

sible la solución {numérica) de ciertos probleme.s de transferencia de calor por conducción. 
Se finaliza con una discusión de los conceptos de líneas de flujo e isotermas, debido a su 

importancia para el análisis cualitativo de los resultados numéricos. 

En el capítulo 11 se obtienen los algoritmos que llevan los probleme.s a términos 
algebraicos¡ utilizando el método de Crnnk-Nicolson-Galerkin en In discretización espacial 

de elemento finito con elementos triangulares de primer orden. También se establece el 

procedimiento de ensamble de los sistemas de ecuaciones elementales y se plantean los 
métodos para la obtención de soluciones de sistemas de ecuaciones. 

En el capítulo 111 se mencionan las características de la implantación computacional 

del procedimiento desarrollado en los capítulos anteriores. Se explica brevemente el método 

de aplicación de la implantación y las necesidades computacionales para su ejecución en 
computadora personal. Por último, se presenta cierta evidencia para la validación de 

los algoritmos y la implantación computacional; confrontando resultados numéricos de 

problemas simples, con otros obtenidos en forma independiente y directa. 

Los apéndices de esta tesis no sólo presentan un material complementario, dado que 

contienen planteamientos rigurosos y autoconsistentes de aplicación general. Podrian ser 
considerados como trabajos independientes con extensión reducida, que fueron incluidos 

en su versión original con el deseo de agruparlos en un sitio útil. 
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En el apéndice I se desarrollan rigurosamente los elementos necesarios para efec­
tuar "cambios de coordenadas" de operadores diferenciales, planteando un procedimiento 
general. Es decir, se obtienen resulte.dos generales que pueden particularizarse al elegir un 
operador diferencial y un método específico de descripción del espacio. Posteriormente, 
como ejemplificación, se aplica el procedimiento expresando el gradiente, el rotacional, el 
laplaciano vectorial, el laple.ciano escalar y la divergencia, de observe.bles descritas mediante 
cualquier método. La simbología utilizada (se incluye un breviario) tiene características 
originales y fué desarrollada con la intención de explayar, lo mas íntegramente posible, los 
conceptos involucrados. 

En el apéndice II se plantean los elementos para utilizar los procedimientos generales 
del apéndice 1 en el ce.so del método coordenado cilíndrico. Los resultados son utilizados al 
considerar la ecuación de transferencia de calor por conducción (TC_C, §I.4) en términos 
de la descripción cilíndrica del espacio de eventos. 

En el apéndice III se establecen ciertos procedimientos de cálculo, necesarios en la 
aplicación del método de Galerkin en discretizaciones de elemento finito con elementos 
triangulares de primer orden. Estos procedimientos se refieren a la integración, en un 
elemento de malle. o en su frontera, de diversas funciones constituidas por las funciones de 
aproximación (o de forme.) del elemento. Posteriormente se exhiben algunos resultados de 
la aplicación de los procedimientos planteados, al calcular las integrales que emanan del 
tratamiento de problemas bidimensionales de transferencia de calor por conducción con el 
método de Galerkin. 
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Capítulo 1.- Modelación térmica 

Resumen 

En este capítulo se revisan los fundamentos de la transferencia de calor, buscando aclarar 
sus conceptos e hipótesis, para delimitar la aplicabilidad del procedimiento de solución. 
Para ello se trata brevemente a la Termostática, con una presentación postulacional, y 
se desarrolla la Temostática en medios continuos con movimiento. Se particulariza en el 
fenómeno de conducción, obteniendo su ecuación diferencial parcial, cuya solución deter­
mina el campo de temperatura. 

Se mencionan los requisitos para la obtención de soluciones, identificando los di­
versos tipos de condiciones a la frontera y su conjugación pn.ra la existencia y unicidad 
de soluciones. Se revisan dos métodos descriptivos del flujo de calor en la interface de un 
fluído con un sólido, la convección natural y la convección forzada, estableciendo su vínculo 
con condiciones a la frontera. 

Posteriormente, con la introducción de las hipótesis de simetría {traslacional y axial) 
y las hlpótesis bidimensionales, se obtiene la simplificación bidimensional para hacer acce­
sible la solución (numérica) de ciertos problemas de transferencia de calor por conducción. 
Se finaliza con una discusión de los conceptos de líneas de flujo e isotermas, debido a su 
importancia para el análisis cualitativo de los resultados numéricos. 

§1.1 Introducción 

Para lograr claridad y confiabilidad en un procedimiento de solución de problemas ele 
transferencia de calor, es indispensable una revisión de los fundamentos de la teoría física 
que la sustenta, buscando aclarar sus conceptos e hipótesis para "definir" el alcance de la 
teoría física. De esta manera, en principio un problema especifico estaría en el dominio 
de la teoría física cuando es caracterizable o modelable con los elementos de dicha teoría, 
incluyendo la especificación de condiciones iniciales y a la frontera para la existencia y 

unicidad de solución del problema. 
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La obtención de la solución de un problema de transferencia de calor por conducción 
requiere generalmente de la solución de una ecuación diferencial parcial, que las más de 
las veces resulta inaccesible en forma directa, por lo que se desarrollan procedimientos que 
utilizan métodos numéricos. Pero aún e.si, la complejidad de los sistemas de ecuaciones 
resultantes obliga a lo. adopción de hipótesis físicas simplifico.todas y a lo. especificación 
de ciertas opciones pe.ro. las condiciones o. lo. frontera, caracterizando las modelaciones 
térmicas formulo.bles en un procedimiento de solución de problemas de transferencia de 
calor, lo cual es el objetivo de este capítulo. 

§1.2 Antecedentes 

El deseo de lograr una presentación coherente del fenómeno de transferencia de calor, 
obligo. a una breve exposición de algunos aspectos de lo. Termostática (Termodinámico. de 
sistemas en equilibrio o Termodinámico. Clásica) que son relevantes al fenómeno. 

Lo. Termostática es uno. teoría físico. macroscópico. y no probo.bilisto., con lo. que 
se describen algunas observo.bles de ciertos sistemas físicos. Los sistemas físicos de lo. 
Termostática son definidos por un observador mediante lo. consideración de uno o varios 
volúmenes de control. Los valores de las observables del sistema, se refieren a la substancia 
contenido. en el volumen de control considerado y caracterizan el estado del sistema. Estos 
valores están relacionados con el comporto.miento del volumen de control: estático o con 
movimiento, con volumen constante o no, permeable o. la materia o no, permeable al flujo 
de energía o no, etc. La asignación del comportamiento del volumen de control para un 
fenómeno específico la efectuo. el observador y constituye un aspecto importante de la 
modelación del fenómeno. 

La interrelación volumen de control-substancia-fenómeno, no es trivial y exis­
ten limitaciones paro. que un sistema físico pueda ser considerado como un sistema ter­
modinámico. La naturaleza macroscópica de la Termostática, plantea una dependencia 
entre el tamaño del volumen de control y la substancia contenida en él; en términos bur­
dos, debe cumplirse que el volumen de control sea lo "suficientemente" grande como para 
que no se manifieste el carácter molecular (microscópico) de la substancia contenida. La 
condición macroscópica también tiene relación con el lapso utilizado para efectuar las ob­
servaciones; éste debe tener una amplitud "suficiente" como para ocultar ("promediar") 
las fluctuaciones moleculares propias de la materia. 

El carácter no probabilista de la Termostática se refiere al tipo de descripción de los 
sistemas; los valores de las observables no incluyen información probabilista o estadístico. 
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del error1 intrínseco en los sistemas físicos. Este error es natural, proviene de la inexisten­
cia de sistemas realmente aislados y de la impotencia a construir sistemas estrictamente 
iguales¡ por lo que toda teoría ñsica2 , independientemente a si es o no probabilista, pre­
tende describir a conjuntos finitos de sistemas ñsicos "equivalentes". Es decir, la infor­
mación experimental debe provenir de un conjunto de sistemas ñsicos "equivalentes" y las 
predicciones de una teoría ñsica se asocian a un conjunto de sistemas ñsicos "equivalentes", 
aunque se mantenga el uso del término sistema. 

Frecuentemente, para simplificar la presentación de la Termostática, inicialmente se 
consideran sistemas ñsicos simples. Estos sistemas son homogéneos3 , isotrópicos, química­
mente inertes y exentos de interacciones electromagnéticas y gravitacionales. Otro aspecto 
fundamental de los sistemas termodinámicos, dentro de la Termostática, se refiere al com­
portamiento admisible de los sistemas: deben encontrarse en estado de equilibrio. La 
definición de estado de equilibrio es definitivamente circular4 y sólo puede plantearse como 
una condición necesaria mas no suficiente6 para su presencia: la permanencia de los valo­
res de las observables cuando el sistema esta "aislado". La carencia de una condición 
suficiente, conduce a la incertidumbre de si ciertos sistemas son descriptibles mediante la 
Termostática, lo cual sólo puede ser aclarado al confrontar las predicciones de la teoría con 
los resultados experimentales ... 

La condición de estado de equilibrio incluso es incompleta, pues se requiere la iden­
tificación de las observables (variables de estado) que lo caracterizan completamente. Esta 
situación es delicada y conviene enfrentarla en ténninos postulacionales [6], con lo que ae 
enfatiza el sentido y limitaciones de la teoría. 

Postulado l.- Para los sistemas termodinámicos simples existen los estados de equilibrio, 
quienes están completamente caracterizados por la energía interna u, el volumen v y los 
números molares Nk de las k substancias6 que constituyen el sistema. 

1 Del latín errare que se asocia a vagar o fluctuar, por ello no debe interpretarse como 
el efecto de una equivocación. 

2 De hecho es una posición filosófica que ha dado lugar a muchas controversias en la 
Física, manifestándose especialmente en la Mecánica Cuántica [5]. 

3 Debe tenerse que la substancia se encuentre uniformemente distribuida en el volú­
men de control adoptado, aún cuando la substancia sea una mezcla de diversas substancias. 

4 Dado que la definición de las observables de un sistema termodinámico exige que 
el sistema se encuentre en estado de equilibrio¡ i. e. estrictamente las observables ter­
modinámicas sólo tienen sentido cuando el sistema esta en equilibrio. 

5 Como ejemplo de la no suficiencia se plantean ciertos aceros sujetos a procesos de 
preparación diferentes. 

6 Puede utilizarse cualquier término descriptivo de la dimensión de la substancia: el 
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Este postulado explicita las observables que resultan suficientes para describir el 
estado de cualquier sistema termodinámico {simple) dentro de la Termostática, idepen­
dientemente de la susbtancia contenida en los sistemas termodinámicos. Existen otras 
observables de los sistemas termodinámicos en estado de equilibrio, su descripción se dé. 
en términos de funciones definidas en las observables declaradas en el postulado 1, por 
lo que se les llama funciones de estado. Estas funciones describen el comportamiento de 
dichas observables en cualquier sistema termodinámico constituido por la misma susbtan­
cia¡ esté.n vinculadas a la naturaleza de la susbtancia considerada y su forma depende 
de ella, por ello son utilizables en la descripción de cualquier sistema termodinámico que 
contenga esa substancia. 

El postulado I no hace referencia a la naturaleza topológica del conjunto de estados 
de equilibrio accesibles a un sistema; al que se le conoce como espacio de configuración 
del sistema EC. Tradicionalmente se utiliza al cálculo diferencial usual (diferencial de 
Freche.t), por lo que sólo se debe considerar al interior del espacio de configuración ECº, 
suponiéndolo como un subconjunto de !J?Hk no vacio7 . 

Es conveniente mencionar que este postulado no excluye la posibilidad de consi­
derar sistemas compuestos. de subsistemas, siempre y cuando cada uno de los subsis­
temas satisfaga ser un sistema termodinámico (simple). En este caso, un estado de equi­
librio del sistema compuesto con m subsistemas, estaría caracterizado por las energías 
internas u.1 1 ••• , U.m 1 los volúmenes de los subsistemas v1 ,. .. , Vm y los números molares 
N11 1 ... 1 Na(1) 1 ... 1 Nm1,. .. Nmk(m)' El espacio de configuración (del sistema compuesto) 

estaría contenido en !R2m+E,e,,, k(i), en donde iñ = {1, ... ,m} C N. 

Al hablar de la energía interna de un sistema, se entiende que se utiliza algún 
estado de equilibrio A, en el que se fija arbitrariamente un valor para la energía interna. 
La energía interna en otro estado de equilibrio B, es la energía transferida {o extraída) 
el sistema para el cambio de estado A -> B; i.e. el estado inicial es A y B es el estado 
final. Este planteamiento exige la capacidad de medir dicha tra11sferencia de energía, para 
lo cual se podría elegir un proceso en el que únicamente se realice trabajo mecánico para 

número de moléculas nk o la masa Mk. Nótese que 

y 6.024 X 1023 

en donde No es el número de Avogadro1 mk la masa molecular y Mo. la masa molar. 
7 Existe la opción, definitivamente más apropiada pero altamente sofisticada, de con­

siderar al espacio de configuración como una variedad diferencio.ble y utilizar al cálculo 
exterior [7]. 
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dicho cambio de estado; garantizando ésto con el uso de aislamientos apropiados (paredes 
adiabáticas) para el volumen de control. 

Esta presentación de la energía interna resulta operativa, si se acepta la "demostra­
ción" experimental (el trabajo de Joule es relevante) de que siempre existe un proceso pura­
mente mecánico para el cambio de estado A -> B o bien B -> A, cuando se mantienen los 
números molares de un sistema termodinámico. Sin embargo, implícitamente se presupone 
la posibilidad de identificar y calificar estados de un sistema como de equilibrio, en forma 
independiente a la energía interna, aún cuando el postulado I exige su conocimiento para 
caracterizar un estado. Esta objeción sólo es parcialmente superable, mediante la consi­
deración de estados muy tipificados de ciertos sistemas, por ejemplo los estados asociados 
a los cambios de fase ... 

El postulado I plantea la energía interna como una variable de estado, presentando 
una forma favorable para introducir la entropía como una función de estado; por ello se dice 
que este postulado establece la representación entrópica de la Termostática. Existen otras 
representaciones de la Termostática [6], todas ellas diferentes y en principio equivalentes, 
de hecho su existencia se debe a que cada una de ellas facilita ciertos desarrollos. Sin 
embargo, propician confusiones y serias dificultades matemáticas. 

La Termostática busca identificar el estado de equilibrio final de un sistema ter­
modinámico para un proceso real y un estado de equilibrio inicial conocidos; generalmente 
se consideran sistemas termodinámicos compuestos y los procesos se provocan con la re­
moción de alguna constricción interna. En un proceso real se presentan algunos estados 
de equilibrio intermedios, los cuales son utilizados para modelar el proceso con un proceso 
en el espacio de configuración del sistema¡ conocido como proceso cuasi-estático. En la 
representación entrópica, la función de estado entropía es quien permite introducir el cri­
terio para la determinación de estados finales ante procesos cuasi-estáticos conocidos, y se 
establece en los términos siguientes: 

Postulado II.- Existe una función de estado S (definida en ios estados de equilibrio), 
llamada entropía, cuyo máximo en una subvariedad8 (contenida en el espacio de configu­
ración) corresponde al estado final del proceso cuasi-estático que define la subvariedad. 

8 El concepto general de subvariedad de un espacio normado [7 Cap.3 §12] es algo 
complicado. Para disponer de un procedimiento que permita la determinación de máximos 
o mínimos relativos, resulta conveniente una definición limitada de subvariedad: 

Un conjunto X ~ !Jln+m es una subvariedad n-dimensional, si existe una función G : A ~ 
!Rn+m -> !Rm diferenciable con continuidad en un conjunto abierto E (i.e. G E C1(E) 
con E E r), tal que X= G-1 ({0}) ~E y G'(:v) suprayectiva V:v E X. 

En los términos de esta definición se pncde plantear fácilmente el método de los 
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Este postulado, conocido como el principio de máxima entropía, establece la. capaci­
dad predictiva. de la. Termostática. en su representación entrópica., y el conocimiento de la. 

función S de un sistema. brinda. toda. la. información termodinámica. del sistema.. Conviene 

enfatizar que el postula.do no permite definir la. trayectoria. seguida. por un sistema. ante 
un proceso cuasi-estático, y menos aún la. descripción temporal de dicha trayectoria ... se 

trata de una. limitación intrínseca. de la Termostática. 

La entropía posee otras propiedades que son presentadas en el postulado III, pero 

para. ello es necesario establecer una identificación de las observables ñsicas de un sistema 

termodinámico simple con el espacio lfp+k haciendo: :iJ¡ +-> con la energía interna, :iJ2 +-> 

con el volumen y :z:3 •.• :iJ2 +k +-> con los números molares¡ en donde x E R2+k describe un 

estado de equilibrio. 

Postulado III.- La. entropía es una función diferencia.ble con continuidad (SE C1(ECº)) y 
en un sistema. compuesto es aditiva. Además, es monótona creciente con la energía interna¡ 

i.e. D1S = ::, > O. 

Es necesario aclarar la propiedad aditiva de la entropía en un sistema compuesto¡ 

si se supone que está constituido por los subsistemas A y B, entonces9 : 

En términos de un sólo sistema. se complementa el postulado III diciendo que la entropía 

se comporta. como sigue10 

en donde se explicita que los valores de la función dependen de la extensión (tamaño) 

del sistema.11 • Estrictamente este planteamiento no es una. consecuencia de la propiedad 

multiplicadores de Lagrange, el cual brinda una condición necesaria (más no suficiente) 
para la determinación de máximos (o mínimos) relativos: 

Si F : B ~ !Rn+m -t ~ es diferencia ble y posee un máximo (o mínimo) en la subvariedad 

X ~ B en el punto :iJo, entonces existe una funcional g E L:(~m, !R), tal que :z:0 es un 

punto crítico de F - g o G¡ i.e. (F - g o G)'(:z: 0 ) =O, en donde el símbolo o se refiere a 

la composición de funciones. 
9 Para m, n E N' tal que m $ n, se define la función p!:> : !Rn -t !R haciendo 

p!:l(:iJ) = Xm V:z: E !Rn, y se le llama función proyectiva m-ésima. de lRn. 
10 Para. un conjunto A, se define la función JA : A -t A haciendo JA( a) = a Va E A, 

y se le llama. función identidad en A. 
11 En la Termostática a una función con este comportamiento se le llama función 

extensiva. 
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aditiva para sistemas compuestos, sin embargo (I.2.1) lo hace plausible con un sistema 
constituido por dos subsistemas iguales en el mismo estado. 

La representación entrópica es conveniente para una presentación coherente de la 
Termostática. Sin embargo, para el objetivo de esta tesis será necesario incorporar la 
representación energética, en donde resulta que la energía interna es una función de estado 
y la entropía una variable de estado. En la literatura se asegura que las condiciones 
S E C1(ECº) y D1S > O, son suficientes para la existencia de una función U, con la 
propiedad12 

(S -•U) 

me.nifiestando que U es la función energía interna, y con el postulado I, que los estados 
de equilibrio también puden estar caracterizados por la entropía a, el volumen v y los 
números molares N1c; luego U es una función de estado y su espacio de configuración es el 
e.ntes mencionado. Pero también se dice que la función U es idempotente a la función S, 
pues aseguran que el principio de máxima entropía permite inferir al principio de mínima 
energía; en donde se sustituye "máximo de la función S" por "mínimo de la función U". 

En otros términos, se dice que el postulado III permite la inferencia de la repre­
sentación energética de la Termostática, en la cual la energía interna es una función de 
estado y la entropía una variable de estado. La capacidad predictiva de esta representación 
la establece el principio de mínima energía y el conocimiento de la función U de un sis­
tema brinda toda la información termodinámica del sistema. De la propiedad S -+ U 
y de (I.2.1) se sigue que la energía. interna es aditiva en un sistema compuesto y de ésto 
también se dice que es una función extensiva. 

Aceptando la "inferencia" de la representación energética, la. propiedad (S -+ U) 
establece que sus observables físicas están identificadas con el espacio !Jl2+1c como sigue: Si 
:n E !Jl2+1c describe un estado de equilibrio, entonces: :n1 +-+ con la entropía, :n2 +-+ con el 
volumen y :n3 ... :n2+1c +-+ con los números molares. En estos térrrúnos y sólo por completéz, 
se presenta. el último postulado de la. Termostática (3a. Ley de la Termodinámica.): 

Postulado IV.- Si para un estado de equilibrio :n se tiene que D1U(:n) = O, entonces 
:n1 ·= O; i.e. la. entropía del sistema es nula. 

En la representación energética es posible introducir otras funciones de esta.do, que 
resultan ser variables de estado en otras representaciones, y se definen como sigue: 

12 El postulado permite la aplicación del teorema de la función impücita [7 Ca.p.3 §11], 
pero ésto no basta para deducir la. propiedad (S-> U) ... 
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- La función temperatura T.= D1 U. 

La función presión P := - D 2 U. 

Para j E fe, la función potencial electroquímico j-ésimo µ; = D;+2U. 

Estas definiciones son compatibles con el comportamiento cualitativo que se espera de 

dichas funciones [6 Cap.2], haciendo aceptable el enfoque postulacional adoptado. Es 

frecuente que se les conozca como "ecuaciones" de estado, posiblemente con el ánimo de 
enfatizar que el conocimiento de todas ellas permite (mediante la relación de Euler) la 

determinación de U; que brinda, como ya se dijo, toda la información termodinámica de 
un sistema. 

Con la representación energética es sencillo introducir el concepto de calor trans­

ferido ( extraido) a (de) un sistema termodinámico simple en un cambio de estado con un 
proceso cuasi-estático dado, haciendo13 

Q(g) := j 1 

To g Dg1 
o 

(I.2.2) 

en donde g : [O, 1] -+ !J?2k, posee derivada continua y g([O, 1]) ~ EGº. Se trata de una 

función cuyo dominio es el conjunto de curvas suaves en el espacio de configuración del 
sistema (procesos cuasi-estáticos), por lo cual el calor no es una función de estado; dicho en 
otros términos, no es algo que "posea" el sistema aún con estados inicial y final definidos, 

pues es una función que depende del proceso. Cuando ante un proceso cuasi-estático dado, 
descrito por la función g, se tiene que Q(g) :'.:: O se dice que Q(g) es el calor transferido 

al sistema en el proceso, y cuando Q(g) < O se dice que Q(g) es el calor extraido del 

sistema en el proceso. 

En la literatura se plantean frecuentemente procesos cuasi-estáticos "suficiente­

mente" pequeños, llamados procesos infinitesimales. Para tratar el calor se consideran 

procesos infinitesimales descritos por funciones del tipo g = :z:o +AlR en donde :z:o E EGº, 
y A E !J?2+k es lo suficientemente pequeño como para que T(:z: 0 ) ~ T(:z:o + A:z:) V:z: E [O, 1]. 
Ante estos procesos se adopta la notación c!Q := Q(g) y de (I.2.2) se tiene 

ctQ =A¡ f 1 
To (:z:o + AlR) ~ A1T(:z:o) f 1 

1 = T(:z:o)A1 
o o 

(I.2.3) 

es decir c!Q;::: Tds al hacer A= (ds,dv,dn1 , ••• ,dnk) enfatizando el caracter infinitesimal 

del proceso. 

13 Para f : [a, b] -+ !R" se define su función componente i-ésima /¡ [a, b] -+ !R 
haciendo /¡ = pf o f. 
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Pare. interpretar la. fünción Q ·en .un proceso infinitesime.l, es necesario considerar 

la diferencie.l de U [7 Ca.p.3]¡ p~ra. u~ si~teme. termodinámico simple, se tiene14 

luego, de le. definición de la diferenci~,.pe.re. :i:o E ECº y un >. E !R2H suficientemente 

pequeño se sigue que 

AU,,0 .-.,,0+>. =U(z~·;i+>.) ~:u(:i:o) ~.·[U'(zo)](>.) 
-··:' '7~~ /.r :~·:;.:·,;~~ ~'~t-··-

,., .-.-~:·· 
y de (1.2.3) 

AU,, 0 .-.,,0 +;1. ~áQ _:. P(zo) >..2 + L µ;(zo) .\2+¡ 

iE' 

en donde dU = .ó.U,,0 _,,, 0 +.11 es le. energía tre.nsíeride. al sistema. en el cambio de esta.do 
infinitesime.l. Ahora, como W(g) = -P(zo)>.2 es el trabe.jo mecánico realizado sobre el 
sistema. (en un proceso infinitesimal te.mbién se he.ce dW = W(g) ), cuando se tiene que 
>.2+i = O Vi E k, se sigue que dQ es la. porción de energía no mecánica. tre.nsferida. e.l 

sistema. en el proceso infinitesime.l. Nótese que el trabe.jo y el cambio de números mole.res 
son observe.bles me.croscópice.s de un proceso, e. diferencie. del ce.lor, por ello, se dice que 

el ce.lor este. e.socio.do a cambios en observa.bles ocultas pe.re. le. Termostática cuyo efecto 
se manifieste. en dU. 

En un proceso arbitre.río la. situación es semejante, pues del teorema. funde.mente.l 
del cálculo se tiene que 

por lo cual 

1 l 2+k 

.ó.U9co).-.o(tl = j D(U og) = j L D;U og Dg; 
o o i=l 

AU9(o).-.g(t) = j 
1 

\(To g Dg1 - Po g Dg2 + L µ;o g DgH;)l 
o iEÍ: . 

=Q(g) + W(g) + L j 
1 

µ¡o g Dg2+; 
iEk o 

en los términos de los párrafos anteriores, estableciéndose que el calor en el ce.mbio de 
este.do descrito por g depende del proceso e incide en el cambio de energía. del sistema.. 

14 Pare. una. función f: A-+ B, se define le. función f haciendo f(z) = f 'r/z E C, 
estando definido el conjunto C por el contexto. 
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Un atributo de las susbtancias, importante para el estudio de la transferencia de 
calor, es el calor específico. Su definición se basa en la consideración de un sistema ter­
modinámico simple constituido únicamente por una susbtancia, en el que se conserva su 
masa M. En el contexto de la representación energética, el calor específico e [J /(kg ºC)J 
se define en términos de procesos haciendo 

- 1 Q(g) 
c(g) = M T(g(l)) - T(g(O)) (I.2.4) 

en donde g describe un proceso cuasi-estático. En la práctica se consideran dos tipos de 
calores específicos: 

El calor específico a presión constante Cpj definido con un proceso en el que la 
presión del sistema se mantiene constante. 

El calor específico a volumen constante Cvj definido con un proceso en el que el 
volumen del sistema se mantiene constante. 

Es claro que en ambos casos se presenta una dependencia con el proceso, pero aún así se 
tratan como funciones asociando su valor el estado inicial del proceso ... 

Para finalizar esta sección, es conveniente aclarar las dimensiones físicas de la tem­
peratura y la entropía. El postulado II omite este aspecto y de la definición de la tem­
peratura, sólo se sigue que el producto de las dimensiones de la entropía y la temperatura 
coincide con la dimensión de la energía interna [J]. La asignación mas simple consiste en 
hacer adimensional alguno de los factores, asociandole la dimensión de energía al otro 
factor. En efecto ésto es lo que se hace, el cómo es cuestión de preferencia, pues resulta 
intracendente la elección, siempre y cuando se proceda en forma consistente15 • 

La medición de la temperatura se efectua en forma indirecta, de hecho lo que se mide 
directamente y sin ambigüedades es el cociente de las temperaturas de dos sistemas (la 
eficiencia termodinámica), lo cual define las escalas termodinámicas o absolutas de tem­
peratura hasta una constante multiplicativa arbitraria. La adopción de una escala proviene 
de la elección de una tempero.tura esfecífica para un cierto sistema en un estado plenamente 
tipificado: La escala absoluta Kelvin se obtiene asignando la temperatura de 273.16 al 
punto triple del agua y a la unidad se le llama grado Kelvin º K. Análogamente, se define la 
escala absoluta Falirenheit asignandole 491.688 al mismo sistema en el punto triple y a la 
unidad de esta escala se le llama grado Rankine º R, por lo que :ll º R <--> ix ° K V :ll E lR+. 

Existen otras escalas de temperatura, llo.madas escalas prácticas, tales como la 
Celsius ºC y la Fahrenheit ° F, en las que se tiene: 

:ll ºC <-> (:ll + 273.15) º K y :ll o F H (:ll + 459.67) o R 

15 Usuo.lmente se hace adimensiono.l la entropía, por lo que la temperatura tendría la 

misma dimensión que la energía. 
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por lo tanto :e ° F H H:c - 32) ºO y :e ° F H H:c + 459.67) ° K. Los cocientes de tempe­
re.tura en estas escalas son diferentes e. los correspondientes en las escalas absolutas, por 
ello, deben transformarse las tempere.turas prácticas e. tempere.turas absolutas antes de 
utilizarlas en expresiones termodinámicas. 

§1.3 Termostática en medios con movimiento 

El concepto de medio continuo se e.plica. e. une. substancie. en le. que es definible un volumen, 
llame.do crítico, cuya dimensión es lo "suficientemente" pequeña como pe.re. ser conside­
re.do como "puntual" con respecto al te.maño global del sistema. físico, pero también es lo 
"suficientemente" grande como para que no se manifieste el ce.rac_ter molecular de la subs­
tancia que contiene. El volumen crítico permite le. definición de subsistemas en el medio, 
con volumen de control igue.l al volumen crítico, y el comporte.miento de le.e observe.bles 
en dichos subsistemas es "continuo" (de hecho suave) en el espacio de eventos. 

Le.s características de un sistema termodinámico, en especial le. condición de homo­
geneidad de las variables de estado, hacen que la Termostática sea. inaplicable en forma 
directa en la mayoría de los sistemas físicos constituidos por medios continuos. Sin em­
bargo, la existencia del volumen crítico implícito en un medio continuo [8], permite la 
construcción de campos escale.res a.socia.dos a las funciones de este.do de la representación 
utilizo.de., dado que el volumen critico tiene la dimensión mínima de un volu.men de control 
que cumple con las propiedades de un sistema termodinámico. 

La metodología exprese.da paro. incorporar los medios continuos a la Termostática 
requiere de una explicación más amplia. La determinación del volumen crítico de un 
medio continuo se efectua mediante la consideración de diferentes volúmenes de control en 
un conjunto de sistemas físicos "equivalentes". En cada elemento del conjunto de sistemas 
se define un subsistema con un volumen de control y se procede a la medición de alguna 
observe.ble intensiva (independiente del tamaño del sistema) en todos los subsistemas. 
Por tratarse de una observable intensiva en principio debía presentarse una uniformidad, 
pero en genere.! no es e.sí; la falta de homogeneidad en el medio da lugar a sólo una 
tendencia hacia cierto ve.lor conforme disminuye la dimensión del volumen de control, y si se 
continua este. disminución se presentan cambios abruptos por alcanzar la escala molecular 
de la substancie.. El volumen critico, se define con la dimensión del volumen mínimo del 
"intervalo" de volúmenes en donde se observa la aproximación a la estabilización de la 
observable intensiva utilizada. 

Respecto a la construcción de campos escale.res asociados a las funciones de estado, 
el proceso es como signe. Unn. vez determinado el volumen crítico de un medio continuo, 
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con un número finito de eventos (puntos en el espacio-tiempo) es posible generar sus co­
rrespondientes subsistemas termodinámicos¡ utilizando en cada instante a volúmenes de 
control con la dimensión del volumen crítico y ubicándolos en la parte espacial de los 
eventos asociados al instante considerado. De esta manera, se identifican los eventos elegi­
dos16 con subsistemas termodinámicos, aprovechando la propiedad "puntual" del volumen 
crítico. El estado de dichos subsistemas termodinámicos y el conocimiento de las funciones 
de estado para la substancia que constituye al medio continuo, permite definir campos es­
calares (finitos) asociados las funciones de estado de la representación considerada, y en 
principio se puede proceder a una complementación de ellos en la descripción cartesiana 
del espacio de eventos E ~ lR4 , de modo tal que los campos resultantes sean funciones 
diferencia bles con continuidad (clase 0 1 ). 

La posibilidad de definir campos asociados a las funciones de estado es independiente 
al movimiento del medio, al menos conceptualmente17 • Sin embargo, el movimiento del 
medio provoca dificultad en la identidad de los subsistemas generados en el espacio de 
eventos a partir del volumen crítico. La identidad de estos subsistemas puede lograrse de 
dos maneras: 

Con un volumen de control fijo en el espacio e indeformable¡ dando lugar a subsis­
temas con paredes permeables al flujo d!! materia. 

Con un volumen de control móvil y deformable, inicialmente con la dimensión del 
volumen crítico y de modo tal, que durante cierto lapso se pueda suponer que no hay 
flujo de materia en sus paredes¡ i.e. subsistemas de masa constante, con volumen 
variable y vida efímera. 

La segunda opción es la tradicionalmente aceptada y es la adoptada en esta tesis. Permite 
proponer que EC ~ !!?2, suponiendo que los subsistemas pueden ser tratados como sistemas 
termodinámicos simples en donde se omite la descripción de la masa, dado que la masa de 
cada subsistema es constante durante los lapsos en los que conservan su identidad (sin que 
ésto signifique que la masa es la misma en todos los subsistemas). 

La opción seguida está intimamente relacionada con el campo de velocidad del 
medio V, el cual se obtiene mediante la observación de la posición de los subsistemas 
en los breves lapsos en los que mantienen su identidad. 
cualquiera, el comportamiento de V es el siguiente: 

( ) 
drP 

Va rp,I!Jl =DrP =-;¡¡ en 

En efecto, para un evento P 

(1.3.1) 

16 La adopción de un sistema de referencia con la intención de describir un fenómeno 
físico, con las teorías físicas establecidas, exige la consideración de un sistema de referencia 

inercial [10 Cap.3]. 
17 Se dice [9 §49] que el planteamiento sólo es aplicable en medios con pequeñas ve­

locidades y "gradientes" de temperatura. 
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en donde se establece la identificación P H (p, t 0 ) E 3l4 mediante el método cartesiano, 
[to, to+ Óp] C !R es el intervalo correspondiente al lapso en el que mantiene su identidad 
el subsistema asocie.do e. P, y rp : [t0 , to + Óp] -> 3l3 con rp (t0 ) = p es le. función de 
posición ( ce.rtesie.ne.) del subsistema desde el sistema de referencia utilizado. 

z 

Sistema de referencia 
inercial 

X f 
1 

Sistema termodinámico en t 1 

Evento 
Q=(q 1t,) 

Sistema termodinámico en t ó 

Evolución del sistema termodinámico asocie.do al evento P H (p, to) 

Con los elementos dados, pe.re. ce.da evento es aceptable proponer le. existencia de 
una función puramente conceptual f P : [t0 , t0 +óP] -> R2 cuyos valores describan el estado 
termodinámico específico18 del subsistema asociado al evento P. En la representación 
energética se tendría que f P([t0, t0 + óP]) ~ ECt en donde la primera componente co­
rresponde a le. entropía específica y la segunde. al volumen específico del subsistema para 
ce.da instante t E [to, to+ óP]. 

18 El término específico se e.plica al cociente del valor de una observable entre le. mase. 
del sistema; notando e.1 espacio de configuración "específico" con ECt ~ R2 • 
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Le. función f P no se infiere de le. Termostático., pues no puede brindar le. evolución 
tempore.l de un sis teme.. Sin embargo, f P describe el proceso cuasi-estático "seguido" por 
el subsistema en el lapso [to, t0 + 5P J y este proceso es e.fin e. le. Termostática, es decir está 
regido por el principio de mínimo. energía en la representación energético.. 

Le. utilidad de f P re.dice. en que permite establecer el vínculo entre los campos 
asocie.dos a las funciones de este.do y las funciones de estado de los subsisteme.s19 • En 
efecto, pe.re. le. tempere.tura se tendría que 

(I.3.2) 

pe.re. la función densidad (volumétrica) de masa p t se tiene 

t ¡<• 1 
Ph(t),t) = {J (Mp fp(t)) .e= . ....,· c=2¡--

. ·•· .. · P2 (fp(t)) 
(I.3.3) 

y pe.re. el color específico a presión constante20 

(I.3.4) 

en donde, en el instante t el subsistema con el que se define a f P no es necesariamente 
igue.l al subsistema asociado a (rp(t),t), pues el primero podría modificar su volumen de 
control pe.re. mantener la substancia origine.l; sin embargo, cuando se consideran funciones 
de estado intensivas (independientes de la extensión del subsistema) se presenta le. igualdad. 
Estas expresiones muestran la metodología pe.re. dese.rrolle.r le. Termostática de medios con 
movimiento, en le. que se explicite. los términos en los que se puede y debe introducir le. 
Termostática para describir dichos sistemas. 

Otro ejemplo ele la metodología, importante pe.re. la transferencia de ce.lor, es le. 
razón de cambio de le. tempere.tura de subsistemas asocie.dos a eventos; D(Tt o fp ). A­
pe.rtir de (I.3.2) se obtiene que 

(I.3.5) 

debido e. (I.3.1), en donde (, ) es el producto escalar usual de !R3 y \1 se refiere al 
gradiente. En le. !itere.tura es frecuente que al operador (V, V) + /¡ se le lle.me derive.de. 
substancie.!; esto se debe e. (I.3.5), pues el miembro izquierdo proviene del seguimiento de 
un subsistema cuyo contenido (substancie.) se mantiene. 

19 De aquí en e.delante se utiliza el superíndice t pe.re. las funciones de este.do. 
20 En los subsistemas considere.dos el volumen puede ser variable, por lo que en general 

no tiene sentido el calor específico a volumen constante e!. 
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§I.4 Transferencia de calor por conducción 

La ecuación general de transferencia de calor es una ecuación diferenci8.l.. ¡ia,l:ciii.J. para el· 
campo de temperatura T en un medio continuo, que puede expres~~e en Ío~ 'téi~ncis 
siguientes 21 

(TC) 

en la cual se considera al movimiento del medio con el campo de velocidad V e incorpora 
dos campos ajenos a le. Termostática; el flujo de calor q y el calor interno Qfat que están 
relacionados al cómo ocurre la transferencia de calor en el medio. 

La obtención de esta ecuación se he.rá con le. metodología de la sección anterior, y 
para ello baste. proponer que los procesos en los que los subsistemas mantienen su identidad 
corresponden a procesos "suficientemente" pequeños y a presión constante, lo cual es una 
condición razonable pe.re. los subsistemas asociados a eventos en un medio continuo. Sin 
embargo, su obtención también puede darse [9] en términos de la energía interna y la 
entalpía 11 en la representación energética22

, la cual no debe confundirse con la entalpía 
H en la representación entálpice. de la Termostática23 . 

En efecto, en los términos de le. sección anterior para un evento cualquiera P 

21 No he.y uniformidad en le. ecuación asignada a este nombre. En [9 §50] plantean a 
(I.4.1) como una simplificación para fluídos cuya velocidad sea pequeña comparado. con la 
velocidad del sonido, sin embargo, su ecuación general se refiere al caso de transferencia 
de calor por conducción. Análogamente, en [11 §7.8] obtienen una ecuación similar (para 
conducción) omitiendo la condición anterior para la velocidad, pero la llaman ecuación 
general de energía ... 

22 Este último planteamiento brinde. un resultado más general, ye. que establece le. 
ecuación general de energía que puede reducirse a la ecuación general de transferencia de 
ce.lar, pero su obtención resulta bastante complicada por requerir del tensor de esfuerzos 
(cuya forma depende de la naturaleza del medio continuo). 

23 La función de estado fundamental en la representación entálpice. de le. Termostática 
es le. entalpía H, que puede definirse en forma implícita con la entalpía en le. representación 
energética fi = U + P p~2 +k), haciendo 

fr ( (Hk) (2+k) (Hk)) 
n = H o P1 , P, PJ , · · · , P2+k 

por lo que la segunde. componente del espacio de configuración de le. representación entó.1-
pica se identifica con la presión. 
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identificado con (p, to)' E lR4 . se tiene. • 

[pcp](p,to) ~pt(JVÍP fp(t~)).4(1'f P•¡P)/ \. . ~···· 
•.• +j. ú,,' ·•·0 ·/i••· •,._ .. ;L, q"¡;(i,,{¡,J~) 

.· PªU;;(to)fMX(T.t(M):/;(tó'+s;)r~ '.ft(ii;1p (to))) 

. .· .. ···· ··•• :·_ V\>@:tt(:~,,~ Ufi~í;(i.i:Jhy~· Bo/:,{~·W ··!:· .. ••··· ... · .. 
. . ... :~ .f~r-.~~,'{~{~t:iE\~·t;c?l:~.t~'~t'fri?~~~~,liti•~~ºn) · 

debido a (L3.3 ), (I.3'.4 )~ (t2:4 ). ~<(f3:2)~;¡{\1;sup(iii.~r:.~l•prc;i.ce~():''suficientemente" pequeño 
se puede decir que•'~i" '; •· .:::.,'. · •• ... '.::·~-. ·. , •. , ....... ,. .. r::•\'/.•'.· · j'.·> •••·•' 

Tt(fp(to +óp))-·~tdp(t~)) RJ 5p [D(Tt o fp ))(to)= Óp [(V, VT) + ~] (p, to) 

considerando (I.3.5) en la última igualdad, por lo cual 

[p Cp ((v' VT) + :) ] (p, to) RJ ó ~(~(/(~ )) 
P P P2 P o 

(I.4.1) 

en donde MP f P es la descripción del proceso a presión constante ocurrido en lapso Óp, y 
MP p~(f P (to)) es el volumen del subsistema en el instante inicial t0 del proceso. Entonces, 
el miembro derecho de (I.4.1) es el calor por unidad de tiempo y unidad de volumen, 
transferido (si es positivo) al subsistema asociado al evento P en el proceso en el que 
mantiene su identidad. 

Este planteo.miento permite la introducción de los campos q y Qint antes men­
cionados. La idea es que q(p, t0 ) describa el flujo volumétrico de calor hacia el exterior (si 
es positivo) del subsistema asociado al evento P, y que Q;n1(p, t 0 ) describa la generación 
volumétrico. de calor en el interior del sistemo.24 • Este comporto.miento de los campos se 
logra definiéndolos como sigue¡ para cualquier evento P se hace 

(1.4.2) 

en donde implícito.mente se establece que las dimensiones físicas de Qint y q son [W /m3] 

y [W /m2] respectivamente. Al considerar que el proceso es "suficientemente" pequeño se 
enfatiza el comporto.miento mencionado, pues permite decir que 

J 
lo+6r 

(Qinl - V· q) o (rp,l!R):::.: 5P [Qint - V· q](rP(to),to) = 5P [Qinl - V· q](p,to) 
to 

24 El campo Q;ni puede deberse [12 §I.6] a diferentes causas: corriente eléctrica (in­
cluyendo la inducida), absorción de radiación electromagnético., decaimiento radioactivo, 
fricción interna (medios viscosos o plásticos) y reacciones químicas. La determinación de 
este campo concierne a diversas teorías físicas: teoría electromagnética, física atómica, 
mecánica de medios continuos, etc. 
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en donde la integral, con la interpretación dada a los campos, expresa el calor volumétrico 
transferido al subsistema asociado 8.fev.~nto,· P: en el proceso en el que mantiene su iden­
tidad. Asi entonces, al reunir (I.4.l);y (IA.2) s~_hace plausible que 

[p Cp ((V, VT} /°a~Y] [;,t]; = [Q;:~ - V· qJ (p, to) 

en donde P es un evento cualquiera con (p, t0 ) +-+ P , de lo cual se obtiene finalmente la 
ecuación (TC). 

Al interpretar a la ecuación (TC) como une. ecuación diferencial parcial para el 
campo de temperatura., se modela a V · q en términos del campo de tempere.tura y se 

supone a los campos V y Qini como conocidos¡ esto quiere decir que la. solución (el 
campo T) se adecua a los campos dados. Esta observación es importante pare. e.clarar lo 
que a.lgunos autores llama.n, equivoca.damente, tranferencia de calor por convección. Es 
sa.bido que la diferencie. de temperatura en un fluído dé. lugar a cambios en le. densidad, 
lo cual plantea diferencias de presión que provocan movimiento en el fluído¡ fenómeno 
conocido como movimiento convectivo. Este movimiento, aunque provocado por diferencias 
de temperatura, no involucra una transferencia de calor. En caso de.do, cuando esté. 
presente este movimiento existe convección, y debe incluirse ese movimiento (modelado 
con el campo de temperatura) como una componente del campo de velocidad V del fluído 
para la obtención acertada del campo de temperatura mediante la solución de (TC). 

El flujo de calor q puede darse únicamente [11 §5.1] en la forma. de conducción o 
radiación, sin que sean excluyentes en un problema da.do. En términos microscópicos la con­
ducción se refiere a la. trasmisión, mediante colisiones moleculares, de la agita.ción molecu­
lar25 entre regiones vecinas con niveles diferentes de agitación, y la radiación proviene de 
la radiación electromagnética debida. e. la excitación atómica. 

La descripción macroscópica de la radiación se basa [11 §5.1 y Ca.p.13] en la ley de 
Stefan-Boltzmann para cuerpos negros, adoptando usualmente coeficientes empíricos para 
adecuarla a le. superficie de otros cuerpos. Para la conducción se tiene a la ley de Fourier 
(también atribuido. a Boit), que plantea el siguiente comportamiento para el flujo de calor 

q = -kVT (I.4.3) 

en donde k es la conductividad térmica del medio [W /(m ºC)], para la cual se tiene 
k = ko(T, Illl') en medios isotrópicos, o bien k = koT en medios isotrópicos y homogéneos. 

25 Se trata de un movimiento caótico que no se manifiesta en el campo de velocidad 
V del medio continuo. 
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Aunque es frecuente que se presenten simultáneamente los dos tipos de flujo <le 
calor, usualmente alguno es despreciable frente al otro. Generalmente la conducción es 
significativa en materiales sólidos y líquidos, pero la radiación puede ser importante [12 
§1.6] en materiales fibrosos, transparentes o porosos¡ sobre todo cuando se encuentran a 
alta temperatura. En esta tesis se considera solamente al flujo de calor por conducción, 
por lo cual (TC) toma la íorma26 

pcp ((v, VT) + :) - V· (kVT) = Qint (TC_C) 

debido a (I.4.3), llamándola ecuación de transferencia de calor por conducción. Esta 
ecuación se refiere a sólo un medio continuo, y establece un comportamiento puntual de las 
observables (campos) en la descripción cartesiana del espacio de eventos de un observador 
inercial. Esto no excluye la consideración "simultánea" de otros medios, con sus respec­
tivas ecuaciones (TC_C), siempre y cuando se efectue el acoplamiento de las mismas. La 
condición de acoplamiento para dos medios A y B se plantea en términos del flujo de 
calor, estipulando que 

en 8An8B (I.4.4) 

para la interface de los medios, siendo DA y llB las funciones ortonormales hacia "afuera" 
de las superficies de los medios A y B respectivamente. 

Al considerar la descripción cilíndrica del espacio de eventos y del campo V, la 
ecuación (TC_C) toma la forma 

(TC_C)' 

basándose en los apéndices I y II. Cabe mencionar, que aunque las funciones en (TC_C) y 
(TC-C)' utilizan los mismos símbolos, éstas no iguales, pues se basan en métodos diferentes 
de coordenalización del espacio, aún con el mismo sistema de referencia. 

Para proceder a la solución de estas ecuaciones, es necesario considerar [13] una 
región conexa compacta en reposo y con frontera Lipschitziana, en la cual se introducen 
condiciones iniciales y a la frontera. La existencia y unicidad de le. solución depende de 
le. naturaleza de las condiciones asignadas, el teme. es bastante sofisticado [14 Cap.5 y 

28 En medios lineales { k es constante) a veces se utiliza a = k/(pcp) y se le llama 
difusividad térmica o conductividad termométrica [m2 /s]. 
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13] y concierne el Análisis Funcional. El estudio de este aspecto, aunque definitivamente 
importante e interesante, se omite en esta tesis por su complejidad y extensión. Aquí se 
aceptará la existencia y unicidad de la solución de (TC_C) para el tipo de condiciones que 
a continuación serán presentadas. 

Al considerar una región n C !R3 compacta conexa y en reposo, con frontera en 
Lipschitziana, se debe asignar la condición inicial para la solución de (TC_C) proponiendo 
una función f E Oº(n) y la condición: 

T talque To(lR•,t;n)=f en n. (I.4.5) 

en el instante inicial tin· Además es indispensable introducir las condiciones a la frontera, 
tomando una partición {en;li E 8} de en, se propone una familia de funciones {g¡ E 

C0 (en;)} y las condiciones: 

T tal que 

( T = g; en en; Vi E 8¡ (Dirichlet) 

1 eT = g; en en; Vi~ 82 (Neumann) { en 
l :~ + >.;T = g; en en; con O f.>.; E Cº(en;) Vi E 8 3 

en donde se debe cumplir [14 y 15] 

{ 
U;e1 en; = en y µ(n;e1en;) = o, 

81 u 82 u 83 = 8, 81 u 83 =f 0 y s1 n 82 n 83 = 0 

(Mixta) 

(1.4.6) 

(1.4. 7) 

para garantizar la existencia y unicidad de la solución, siendo µ el contenido de conjuntos 
en !R3 (véase [7 Cap.8]). 

El planteamiento de condiciones a la frontera presenta fuertes dificultades y el 
acierto en su asignación depende de la experiencia del modelador. Frecuentemente se 
utilizan expresiones empíricas para el flujo de calor en la frontera, que dan lugar a la es­
pecificación de condiciones a la frontera si se acepta (I.4.4) en la interface de dos medios 
A y B. En efecto, si la transferencia de calor en A es por conducción, de (I.4.3) se sigue 

y de (I.4.4) 

(I.4.8) 

obteniendo una condición a la frontera para A en términos del flujo de color en B. 



Capítulo I.- Modelación térmica 26 

Para materiales sólidos rodeados por fluídos se plantean dos comportamientos para 
el flujo de calor, asociados al movimiento del fluído en la cercanía de la superficie del sólido: 

- Cuando se tiene únicamente movimiento corivectivo, se dice que hay convección 
natural en la frontera del sólido y se propone [12 §1.9] que 

(qp,ns) = h(T-Tp)614 .. en as n aF. (I.4.9) 

- Cuando no sólo existe movimiento convectivo, se. dice que hay convección forzada 
en la frontera del sólido y se propone 

(qp,ns)= h(T-TF) enasnaF. (I.4.10) 

Los subíndices F y S se refieren al fluido y al sólido respectivamente, TF es la tempe­
ratura en la frontera de la capa límite27 • El coeficiente h se le conoce como coeficiente de 
transferencia de calor superficial o conductancia superficial [W /(m2 ºC)J. 

El aprovechamiento de estos comportamientos del flujo de calor es inmediato. De 
(I.4.8) y (I.4.9), pe.ra un sólido S con convección natural se tiene 

aT = _!!:_(T -TF )614 en 85 n aF. 
an k 

(1.4.11) 

y de (I.4.8) con (I.4.10), para un sólido S con convección forzacla28 

aT h 
an = -k(T-Tp) en as n aF. (I.4.12) 

La expresión (I.4.12) plantea una condición a la frontera mixta para S muy utilizada, sin 
embargo el caso de (I.4.11) es diferente, el exponente del segundo miembro hace que no esti­
pule alguna condición a la frontera de los tipos mencionados en (I.4.6). Usualmente se trate. 
esta situación adecuando h ele modo tal, que (I.4.12) constituya una buena aproximación 
al comportamiento de aT/an en as n 8F. 

27 La región en donde se presenta la transición entre el movimiento dominante del 
fluído y el sólido se le llama capa límite. Su determinación es complicada y se utilizan 
algunos criterios [11 §2.2] un cuanto arbitrarios para el cálculo clel grosor ó, por ejemplo, 
en un flujo estacionario se plantea la condición: ó tal que V(:ll + ó ns, t) = 0.99 V 00 con 
:1) E as, siendo V 00 la velocidad dominante del fluí do. 

28 Algunos autores la llaman ley de enfriamiento de Newton, dado que Newton la pro­
puso para describir el "enfriamiento" de un cuerpo mediante el flujo de agua en su frontera¡ 
i.e. con convección forzada. 
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Para finalizar esta sección, es conveniente mencionar una suposición usualmente 
adoptada en las modela.dones. Un cuerpo S re.día energía electromagnética hacia el medio 
F en cua.1 este inmerso, cuando su temperatura superficia.l es mayor que la del medio29 • 

Si el comportamiento del medio envolvente pude suponerse como la de un cuerpo negro, 
el flujo de ca.lor en su superficie se aproxima [12 §1.9] con (qs, ns) = O' E(T4 - Tfr) en 
as n 8F, en donde O'= 0.3 X 10-8 [W /(m2 ºK4 )] es la constante de Stefan-Boltzme.nn y 
E es la emisividad del cuerpo. Dado que E es pequeño30 , generalmente es válido suponer 
despreciable al flujo de calor debido a la radición superficiel. 

§1.IS Simpliftcaci6n bidimensional 

En esta sección se introducen las hipótesis usualmente utilizadas para simplificar (TC_C) 
y (TC_C)', haciéndolas accesibles a una solución numérica, basada en procedimientos com­
putaciona.les con un uso modere.do de memoria y en tiempos re.zona.bles. La adopción de 
estas hipótesis en un problema dado establecen condiciones importantes de su modelación 
y se refieren a dos aspectos: El primero, la simetría traslacional y la simetría a.xia.1, es­
tipulan condiciones geométricas para la región en análisis, a.si como ciertas propiedades 
materiales y limitaciones en el movimiento pare. el medio que la ocupa; el segundo, las 
hipótesis bidimensionales, establecen un comporta.miento bidimensionel para el flujo de 
ca.lor y cierta homogeneidad para. el celor interno. 

En los textos tradicionalmente extienden las hipótesis de simetría, incorporando 
el comportamiento para el flujo de calor, sin embargo es conveniente hacer la distinción 
con la introducción de las hipótesis bidimensionales que incluyen los aspectos térmicos del 
problema. Para asignar las hipótesis de simetría a un problema, el observador debe definir 
una región en reposo y a.na.lizar el medio que la ocupa, atribuyendo la hipótesis de: 

- Simetría traslaciona.l (ST), cuando la región en análisis es un cilindro recto (con 
generatrices paralelas), y en cada instante las propiedades materiales del medio en 
la sección transversa.l del cilindro son invariantes ante traslaciones en la dirección 
de las generatrices. 

- Simetría a.xiel (SA), cuando la región en análisis es un volumen de revolución31 , 

y en cada instante las propiedades materiales del medio en una sección a.xia.l (que 
contenga a.l eje de rotación) son invariantes ante rotaciones. 

29 Cuando la tempere.tura. superficial es significativamente mayor que la del medio 
ambiente, se aprovecha la radiación para. determinar dicha temperatura, brindando un 
procedimiento telemétrico conocido como pirometría. 

30 Se dice [12 §1.9] que el va.lor de E varia de: 0.02 a 0.05 para metales pulidos, de 
0.6 a 0.7 para meta.les oxidados, para papel y madera puede llegar a 0.98. 

31 Por la naturaleza de la ecuación (TC_C)', en principio la región no debe contener 
al eje de revolución. 
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Estrictamente estas hipótesis sólo involucran las observables vinculadas con las 
propiedades materiales del medio, pero también se incorporan limitaciones en su movimien­
to¡ orientando el sistema de referencia de modo tal, que el eje z sea paralelo a las gene­
ratrices en el caso ST o que coincida con el eje de revolución en el caso SA, se debe tener: 

avz = av~ ·;: O para ST 
8z 8z 

(I.5.1) 

o bien 
av. av. To= To= O paraSA (I.5.2) 

en donde se ha utilizado la descripción ciündrica del espacio de eventos y del campo de 
velocidad. 

Las hipótesis de simetría están basadas en características bastante objetivas, cuya 
adjudicación a un problema específico no requiere de una experiencia vasta. A diferencia 
de estas hipótesis, la asignación de una hipótesis bidimensional a un problema específico 
no es trivial, el acierto depende en gran medida de la experiencia del modelador. Su 
planteamiento se hace en conjunción con las hipótesis de simetría32 , estableciendo que: 

8Qint = q, =O 
8z 

para ST (I.5.3) 

y 
8Qint 

qe =O para SA. (I.5.4) ao= 

Cuando el medio es lineal (k es constante) las hipótesis bidimensionales brindan 
otras condiciones para el flujo de calor. En efecto, si se supone que T E 0 2 se sigue que 
V X (VT) = O, luego V X q = O debido a (I.4.3), por lo cual 

y de (AII.10) 

Bq. = Bqy = O para ST 
8z 8z 

_aq. = aq. = O para SA 
ao ae 

que establecen condiciones necesarias, más no suficientes, para que un medio sea lineal. 

32 Generalmente asocian la ST a la idea de cuerpos "infinitamente" largos en la di­
rección de de las generatrices, "infiriendo" la necesidad de que el flujo de calor sea nulo en 
esa dirección. 



Capítulo l.- Modelación térmica 29 

Las siinplificaciones;.que generan estas hipótesis son importantes33 , llevando (I.5.3) 
y (I.4.3) a: (TC_C) se obtiene. . 

P,~P('(v,V,T)+~;) - V, · (k V ,T) = Qint (I.5.5) 

en donde 

( .8 8 ) 
Bx'F'º . . y 

(I.5.6) 

y de (TC_C)' con (I.5.4) 'j (I.4.3): ¡ >>, 

( 
8T . ·. ·.··•··· BT )·:1t:r)' '.) ;( 8k 8T 8k BT) 

pcp Vr -a +v•.:-a *at···· · :;-:" -a ·-a +-a -a r ... z .. ... • ...... r. r z z 

que también puede ser escrita en forma sintética, favorable a un planteamiento integral 
bidimensional 

pcpr ((v, V,T) + :) - V,· (r kV,T) = rQint (I.5.7) 

en donde se ut: .a estrictamente (I.5.6) con la identificación :i: H z y y +-1 r. 

Obsérvese, que cuando se usa la descripción cilíndrica en une. sección axial, le. iden­
tificación ;i: <-t z y y <-t r he.ce afines las descripciones cartesiana y cilíndrica del espacio 
de eventos. En las ecuaciones diferenciales obtenidas, las funciones están definidas en la 
descripción (cartesiana o cilíndrica) del espacio de eventos, contenido en !R4 • Sin embargo, 
dadas las características de las hipótesis introducidas, todas las funciones son identificadas 
con funciones definidas en !R3 haciendo: 

p <-t poB, Cp H cpoB, V H VoB, k +-> koB, T +--> ToB, Qint H QintOB (I.5.8) 

en donde B = (p~3 l,p~3 l, e.p~3 )) con la identificación 1 H X, 2 H y y 3 H t, siendo e E !R 
la coordenada de alguna sección transversal o axial, dependiendo del caso de simetría. Es 
decir, las ecuaciones diferenciales (I.5.5) y (1.5. 7) son analizadas y resueltas en el contexto 
de las identificaciones anteriores, tratándolas como si en ambas ecuaciones se utilizace le. 
descripción cartesiana del espacio de eventos. 

En el desarrollo impücitamente se ha tomado una región con un medio, pero fre­
cuentemente se presenta el que contenga varios medios. En este caso, se considera una 

33 Nótese que no se ha introducido modelación alguna para la conductividad, dejándola 
abierta para mayor generalidad. 
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partición de la región, dando lugar a una subregión para cada medio, las cuales deben 
poseer la misma simetría para adjudicar esa simetría a la región original. Aplicando en 
cada subregión su correspondiente ecuación diferencial, se obtiene un sistema acoplado me­
diante la introducción de la condición (I.4.4) en las interfaces. Apropiadamente aplicado, 
este procedimiento es afín al método de elemento finito para la solución numérica de las 
ecuaciones obtenidas. 

§1.6 Líneas de flujo e isotermas 

Cuando un campo vectorial permite la consideración de "potenciales", como es el caso del 
flujo de calor por conducción, es posible introducir el concepto de línea equipotencial, en 
la cual el potencial tiene valor constante. Es decir, para un potencial g y un instante t, una 
función h : Y C !R -+ !R3 , es la parametrización cartesiana de una línea equipotencial de g 

en el instante t, si D(g o (h, t)) = O, suponiendo que Y es un intervalo. Para estas líneas es 
viable la idea de una "concentración" de líneas, pues poseen una característica cuantitativa 
del potencial, lo que a su vez, permite establecer una relación con la intensidad del campo. 

La consideración de las líneas de campo resulta conveniente para apreciar el com­
portamiento de un campo vectorial. Esta apreciación es cualitativa y se refiere únicamente 
a la dirección del campo, pues en un instante dado y en cada punto de la línea, establece 
que su dirección es paralela a la tangente a la curva34 • Las líneas de campo, por si mis­
mas, son totalmente independientes de la intensidad del campo, por lo que resulta absurdo 
esperar que una "concentración" de líneas de campo se relacione con su intensidad. 

Bajo ciertas condiciones, se plantea un vínculo entre las líneas equipotenciales y 
las de campo, con lo cual, las líneas equipotenciales pueden exhibir el comportamiento 
direccional del campo y su intensidad, esto último, en términos de la concentración de 
líneas equipotenciales. Otro aspecto favorable del vínculo mencionado, consiste en que 
posibilita la introducción de las condiciones a la frontera para el potencial, en base al 
comportamiento del campo. 

34 En términos precisos, para un campo vectorial G y un instante t, se dice que 
f : Y C !R -+ !R 3 y tal que D f f O, es la parametrización cartesiana de una línea de 
campo de G en el instante t, si 

JIG 0 (f,t)JI Df = G o(! t) 
JIDJll ' 

lo cual es equivalente a D f; G; o(!, t) = D f; G; o(!, t) Vi,j E 3 como es fácil de verificar. 
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En la transferencia de calor por conducción el campo vectorial es el flujo de calor y su 
potencial es la temperatura, debido a (I.4.3). Por ello, se acostumbra llamar a las líneas de 
campo y líneas equipotenciales como líneas de flujo e isotermas respectivamente. Este caso 
es sencillo, pues el potencial es un potencial escalar. En efecto, para un instante t dado, y 
una línea suave contenida en dicho instante en la región de interés", cuya parametrización 
cartesiana este dada por una función f : Y C lR-+ lR3 y derivable, se tiene que 

ko(f,t)D(To(f,t))= ko(f,t)(VTo(f,t),Df) = -(qo(f,t),DJ) (1.6.1) 

luego: 

Si f es una isoterma en t, se sigue que f es ortogonal a q o (!, t). 

Si q o(!, t) es ortogonal35 a f y k o(!, t) i O, se sigue que f es una isoterma. 

Dada la validéz de (l.6.1) ante el método cilíndrico, estos resultados también son aplicables 
cuando se describe un problema con dicho método de coordenalización; por ejemplo, cuando 
presenta simetría axial. 

35 Es conveniente observar que q o (f, t) = O implica la ortogonalidad con f¡ por 
ejemplo cuando f (Y) esta contenida en una superficie adiabática. 
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Capítulo II.- Algoritmos y métodos numéricos 

Resumen 

En este capítulo se obtienen ciertos algoritmos para transformar problemas bidimensionales 
de transferencia de calor a términos algebraicos; utilizando el método de Crank-Nicolson­
Galerkin en la discretización espacial de elemento finito con elementos triangulares de 
primer orden. También se establece el procedimiento de ensamble de los sistemas de ecua­
ciones elementales y se plantean los métodos para la obtención de soluciones de sistemas 
de ecuaciones. 

§II.1 Introducción 

Este capítulo se basa en el capítulo anterior, en donde se desarrolla un procedimiento 
para la determinación del campo de temperatura en problemas bidimensionales (simetría 
traslacional o axial) de transferencia de calor por conducción. Para ello, se suponen cono­
cidas las propiedades materiales de los medios y su condición de movimiento, así como las 
fuentes de calor interno. 

De la modelación térmica considerada, se siguen las ecuaciones diferenciales par­
ciales para los problemas bidimensionales planteados: haciendo 

(11.1.1) 

se tiene para la simetría traslacional 

V, ·(kV,T)= Qint . (11.1.2) 

y para la simetría axial 

(11.1.3) 
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) :,· . 

en donde se utiliza estrictamente {11.1.1) con lajderitifi~acic\~ :v ~ z y y y-+ r. 

En estas ecuaciones diferenciales, lll'.~"r~iiCid1;~s-~stifri d~finidas en la descripción 
del espacio de eventos (cartesiana o cilínd~lc;;.)i;c~ritenÍd8. ell !R4 • Sin embargo, dadas 

las características de las hipótesis introducid¡s-, todas l~s funciones son identificadas con 

funciones definidas en !R3 haciendo: - -

p H p O B, Cp H Cp O B, V H V O B, k H k O B, T +->TO B, Qint +-> Qint O B (II.1.4) 

en donde B = (p~3 l,p~3 l,e,p;3 >) con la identificación 1 +-> :v <-> z, 2 H y H r y 3 <-> t, 
siendo e E !R la coordenada de alguna sección transversal o axial, dependiendo del caso de 

simetría. Es decir, las ecuaciones diferenciales (II.1.2) y (11.1.3) son analizadas y resueltas 
en el contexto de las identificaciones anteriores, tratándolas como si en ambas ecuaciones 
se utilizace la descripción cartesiana del espacio de eventos. 

En el desarrollo de estas ecuaciones, implícitamente se ha tomado una región con 
un medio, pero frecuentemente se presenta el que contenga varios medios. En este caso, se 

considera una partición de la región, dando lugar a una subregión para cada medio. Debe 

tenerse que todas las subregiones poseen la inisma simetría, para adjudicar esa simetría a 
la región original. Aplicando en cada subregión su correspondiente ecuación diferencial, se 

obtiene un sistema acoplado mediante introducción la condición: 

en 8An8B (II.1.5) 

para el flujo de calor en la interface de dos medios A y B. 

Para la solución de las ecuaciones diferenciales (11.1.2) y (11.1.3), se emplea un 
método indirecto de solución, el método de Crank-Nicolson-Galerkin, en la discretización 
espacial de elemento finito con elementos triangulares de primer orden. Este procediiniento 
transforma al problema en uno de tipo algebraico, cuya solución genera una aproximación 

a la solución de la ecuación diferencial parcial con las condiciones a la frontera e iniciales 
que se consideren. 

En este capítulo se obtienen los algoritmos que establecen al problema en términos 

algebraicos y se plantean los métodos numéricos para la solución de sistemas de ecuaciones. 
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§II.2 Antecedentes 

La elección del método de Crank-Nicolson-Galerkin [16] para la solución de las ecuaciones 
diferencie.les antes enunciadas es bastante frecuente36 y es apropiado para los problemas no 
estacionarios (transitorios) considerados. En esta sección se plantea brevemente el método 
ele Galerkin [17], por ser un antecedente del método de Crank-Nicolson-Galerkin y por 
utilizarse en los problemas estacionarios de transferencia de calor. 

El método de Galerkin es un caso particular del método de residuos pesaclos, por 
lo que tiene la gran ventaja [17] de ser aplicables a operadores cliferencie.les no lineales o 
no autoadjuntos37 • La característica del método de Galerkin consiste en que las funciones 
de aproximación también son utilizadas como funciones de peso, lo cual brinda sencillez 
en su implementación. 

En método de Ge.lerkin es apropiado para problemas estacionarios, en donde no se 
presenta una dependencia explícita en el tiempo, lo cue.1 conduce a problemas de ve.lores a 
la frontera cuyo tratamiento es como sigue: 

- Se consiclera el espacio36 C(n, IR) de las funciones continuas en una región com­
pacta n ~ IR2 , y una familia de funciones { .p;j i E I} conocidas como funciones de 
aproximación o de forma. 

- La solución de una ecuación diferencie.! parcial L(,P) = h, en donde L es un opera­
dor diferencie.! y h E G(f2, lR), con condiciones a la frontera CF para la región f2, 
es buscada en la generación lineal de la familia propuesta39 .C{</>i}, determinando 
los coeficientes de la combinación linee.! asociada a la solución mediante la condición 
(de Galerkin): 

{,P;,R(,P)) =O Vi E I con R(,P) = L('if!)- h y 1/! E .C{.Pi} 

36 Aunque también lo es el método variacional "energético" [18]. 
37 Un operador linee.! A en un espacio pre-Hilbertiano V es autoadjunto, si A= A•, 

siendo A• el operador adjunto de A, que puede definirse como un operaclor que cumple 
con la condición (A•(q),s) = (q,A(s)) Vq,s E V. 

38 Se trata con el espacio pre-Hilbertiano [7 y 19] asociado a la norma dos, en donde: 

llfll2 = J {f, !) con {f,g) = j f g V f, g E C(f2, IR). 
n 

39 Para un m E z+, en donde z+ es el conjunto de los enteros positivos, se conviene 
en hacer iñ =: { s E z+ l s :5 m} . Considerando un subconjunto finito de un espacio 
vectorial V sobre el campo IR, { v; E VI i E iñ}, se define a su generación lineal haciendo 
.C{v¡} = {l: iEm :z:; Vi E v¡ :z: E ¡nm }. 
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en donde a R se le llama residuo de la ecuación diferenci8.l 40 • 

Se requieren algunas aclaraciones respecto á la"relación entre la condición de Galer­
kin y la determinación de la solución. Naturalmente, cuando i¡J es solución de la ecuación 
diferencial se sigue el cumplimiento de la condición (dado que el residuo es nulo), sin 
embargo, el inverso no es evidente; es decir 

i¡JEOFnt,{c/>i} y (,P;,R(i¡J))=O ViEJ L(ÍÍJ) = h y {i E OF. 

En general esta proposición es falsa, pero condicionando la familia {r/J¡} puede hacerse 
verdadera. En efecto, se dice [17] que cuando la familia { r/J¡} constituye un "sistema 
completo" de funciones 41 y f E O(!l,a?) se tiene que 

(r/J;,f}=O ViEJ f =0 

lo cual "valida" al método de Galerkin para la obtención de soluciones analíticas de pro­
blemas con valores a la frontera. 

En la práctica se ignora la condición de sistema completo para la familia de fondones 
de aproximación, descartándose la posibilidad de obtener soluciones exactas. Esto establece 
una gran dependencia del "grado" de aproximación de la "solución" con la elección de la 
familia de funciones de aproximación. 

Para el cálculo de campos de temperatura mediante elemento finito se consideran 
familias finitas de polinomios, cuyo número y orden esta relacionado con el tipo de elemento 
que se utilice en la discretización espacial de la región de interés, debido a la necesidad de 
satisfacer las condiciones a la frontera propuestas. En este trabajo se emplean elementos 
triangulares de primer orden (un nodo en cada vértice), por lo que se plantea una fa­
milia con tres polinomios de primer orden (polinomios de interpolación de Lagrange) como 
funciones de aproximación. 

La implantación del método de Gruerkin con el método de elemento finito, se da en 
los términos siguientes: si la región de interés es l1 C !R2 , es necesario aproximarse a una 

40 Nótese que el operador diferencial L debe condicionarse de tal modo que su con­
tradominio sea 0(!1, !R). 

41 El significado de este término [17 y 20] no es del todo preciso, tal vez lo apropiado 
sería pedir que la familia sea ortogonal y que [,{c/>i} sea densa en 0(!1, R) con la norma 
dos, pues esto aproxima (falta la completez de 0(!1, R)) a la proposición enunciada [19, 

teorema 6.5.3] 
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"partición'; de ell~ (malla) mediante 18. consideración de una familia finita de triángulos 

{6.! e !R2 l s Efñ}.cono.cidos como·eleni~nfos de malla, tal que . . .. 

en donde ( D.Í)int se refiere al interior del conjunto D-Í. 

La descripción de los triángulos puede hacerse en términos de una matriz Á de or­
den mx3, en donde Á,j E !R2 corresponde a las coordenadas (cartesianas o cilíndricas) del 
vértice (nodo) j-ésimo del triángulo s-ésimo, desde el sistema de referencia utilizado para 
la descripción del fenómeno. Para mayor simplicidad en los desarrollos de los algoritmos, 
es conveniente definir las siguientes matrices 

Va E iñ (11.2.1) 

y 

b, = Vs E iñ (11.2.2) 

en donde Áaji es la componente i-ésima del par Áaj· 

Ante la elección de cualquier elemento de malla D.Í con s E iñ, se considera 
su familia de funciones de aproximación {t/J,;li E 3} en términos de los polinomios de 

Lagrange asociados a D-Í, obteniendo con (11.2.1) y (II.2.2) que42 

t/J,;(x,y) = 1 t (a,¡+ b,¡¡ x + b,¡2 y) V(x,y) E D.Í y Vi E 3 
2µ,(6.,) 

(II.2.3) 

para la descripción cartesiana, con la descripción cilíndrica simplemente se hace la identi­
ficación x +-> z y y+-> r. 

Estos polinomios tienen un comportamiento muy favorable, pues en cualquier ele­
mento de malla a, toda solución 1/J, en dicho elemento debe cumplir el que 1/J, E {,.¡,,, por 
lo que se trata de una transformación afín; i.e. se tiene que 1/J, == e, + r¡, siendo e, una 

42 El símbolo µ,(D.Í) se refiere al área de 6.!. 
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constante y r¡, E L(!R2, !R). Además, se puede verificar que q,,,(D...;) = 6&; Vi, j E 3, por 
lo cual 

.Pa=L N,;¡/J,¡ con N,E!R3 <=:> 1/J,El.¡,,, y .,P,(D...;)=N.; VjE3. 

iE:Í 

·Este resultado establece que las condiciones de Dirichlet pueden incorporarse con sólo 
asignar sus valores en los correspondientes vértices (nodos) del elemento de malla. También 
pernúte reconocer el procedinúento para lograr la "continuidad" de las soluciones asociadas 
a elementos con frontera común, pues basta igualar los coeficientes de combinación lineal 
de acuerdo a la condición: 

D...;= D..1; =o> N.; = N1;. (II.2.4) 

En efecto, si se tiene que t:i..Í n t:i../ f' 0, se sigue que 

además 

t:i..! n t:i..f = [IR A, r + (i ~/~) ~~;] ([O,l)l . 
. ~· .,· 

Entonces, si '""'. 

3A E [o,ff ·t; :('.°1t'.~2);~~·d.;·+(lo-A)A.; = AA1r.+(l-A)A1r 
' : ' -·::~::, . '':, ·_,_;:--.:. :- :· >>. ~ 

obteníendose 

y 

por tratarse de transformaciones afines. Por lo tanto, al incorporar la condición (II.2.4) se 
tiene que 

lo cual pernúte la continuidad para la solución global 1/J, haciendo43 

1/1 =u - ,¡,,o i t 
•E= (A, )In• 

desde luego, con la definición apropiada de ,P en U E- ót:..Í. 
• m 

43 Para la función 

f en E con f o ÍE 

ÍE =: {(:i:,:i:)j:i: E E}. 

f : A ---> B y un conjunto E, se define [21] la restricción de 
En A ---> B, en donde iE es la función inclusión en E; i.e. 
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La proposición de la partición no es del todo arbitre.ria, debe seleccionarse de modo 
que el interior de cada triángulo este totalmente contenido en algún medio, es decir, no es 
válido que un triángulo posea sectores en diferentes medios (excepto en su frontera). Esto 
pernúte hacer una simplificación en la modelación térmica, fundamental para la obtención 
de soluciones, pues hace accesible la reducción de la modelación a los elementos de malla, 
asociando el medio con el índice que identifique al elemento. 

De este modo, es posible considerar una familia ele funciones de aproximación para 
cada elemento de malla. La aplicación del método de Galerkin en cada elemento de 
malla, genera un sistema de ecuaciones con tantas ecuaciones como número de nodos, 
cada ecuación posee tres incógnitas; los coeficientes de la combinación lineal de la íanúlia 
de funciones de aproximación. Este sistema inicial, resulta acoplado (no independiente); al 
introducir la condición ele "continuidad" (II.2.4) para las soluciones asociadas a elementos 
con frontera común. 

§11.3 Algoritmos para problemas estacionarios 

Los antecedentes presentados son suficientes para el desarrollo de los algoritmos para la 
generación de sistemas de ecuaciones algebraicas, asociados a la modelación térmica de los 
problemas planteados. Como ya se dijo, el método de Galerkin excluye al tiempo, por ello 
sólo es aplicable en los problemas estacionarios de transferencia de calor, en cuales se tiene 

BV; =0 Vie3 
8t 

obteniendo, para la simetría traslacional 

pcp(V,V,T}-V,·(kV,T)= Q;nt 

y para la simetría axial 

pcpr (V, V,T) - V,· (r kV,T) = rQint· 

(II.3.1) 

(II.3.2) 

De las hipótesis introducidas, todas las funciones son identificables en los térnúnos de 
(11.1.4) con funciones definidas en 1R2 

1 haciendo B =: (p\3
) 1 p~3 ) 1 ~. t 0 ) con la identificación 

1 H :z: Hz y 2 H y <-> r, siendo t 0 E 1R algún instante en el lapso de descripción. Es decir, 
los problemas bidimensionales y estacionarios de transferencia de calor por conducción, 
son descritos con las ecuaciones diferenciales (II.3.1) y (II.3.2), las cuales son analizadas y 
resueltas en el contexto de las identificaciones anteriores. 
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Estas ecuaciones diferenciales, permiten reconocer a sus operadores diferenciales 
para la aplicación del método de Galerkin en cada elemento de malla. En efecto, para la 
simetría traslacional se tiene 

y para la simetría axial 

en donde, en ambos casos 'l/J, E G2(.ó.Í,lR) y s E iñ. 

En los desarrollos que siguen, se supone una región n e 9?2 y una "partición" 

de ella, {AÍ C !IP! s E iñ}, con las características planteadas en la sección anterior. La 
presentación de los desarrollos se organiza en dos subsecciones¡ una para los problemas con 
simetría traslacional y la otra para los que poseen simetría axial. 

§II.3.1 Problemas con simetría traslacional 

Al aplicar la condición de Galerkin en el elemento s-ésimo de la malla, se tiene 

! t fü,(1/J,) </J,; = f t (LTa('l/J,) - Qinta)</J,; =O 
~. ~. 

Vi E 3 

por lo tanto 

dado que p., Cpa y Qint• son constantes en AÍ. 
44 Se considera una versiéin del teorema [7 Cap.10, teorema 7.1] aplicable a dominios 

con frontera casi regular, dado que la frontera ele un triángulo no es regular. 
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La introducción 'delas condiciones a la'fro11tera del problema, planteadas en en la 
frontera global 8n, ~e realiz~.co~ elsegundosull1~ndo de (11.3.3) y considerando que45 

•e- f t~.f~(~\,~f,riJL L J t (/J,;(q,,n,) 
. oa, , IEJ ea,, 

(II.3.4) 

pues 

-k
1 

(q.,n,) = (V01p.,n,) = 
8
81/i• en 8.t.!. 

• n, 

En efecto, cuando se tiene que µ.,(an n 8.t.!1) = O, el sumando 1-ésimo de (11.3.4) se 
cancelaría en el proceso de ensamblaje de las ecuaciones algebraicas46 • Por ello, con la 
condición 

¡mra. la conductividad térmica superficial y el flujo de calor respectivamente, es posible 
decir que 

_;_/.tk~efJ.;(V,7/J.,n,)=L j t q,,;((q.,n.)+h.1(7/i.-T.1)) 
ea, lea ea,, 

(II.3.5) 

siendo T, 1 la temperatura externa en el lado 1-ésimo, con lo cual se incorporan las 
condiciones de Neumann o de convección forzada, que sólo pueden presentarse cuau.do 

/L,(8n n a.t.!,) f= o. 

Ahora es necesario procesar (II.3.3), para ello se debe recordar que 

.,P, = L N,¡tp,¡ con N, E !R3 

iE3 

estando expresada (/J, ¡ en (II.2.3). Para cada i E 3, se tiene: 

. Q ·¡ .l. Q,·nt• µ2(3A!) 
inta· t 'l'•i = 

ª· 
45 Se conviene en que el lado 1-ésimo del triángulo corresponde al cateto opuesto al 

vértice 1-ésimo. 
46 Esto se debe a (11.2.3) y (II.1.5), dado que en dicho proceso se considera al triángulo 

vecino y se suma el término de (II.3.4) que corresponda al lado 1-ésimo de .t.Í mencionado. 
E11 la literatura se dice que el suma11do es cero, argume11tando que se presenta la "condición 
natural"¡ i.e. la condición Neumann homogénea. Aunque el efecto es equivalente, la razón 
de su anulación es diferente ... 
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dado que . 

J M(AÍJ .· 
t q,. i = 

A, .3 
(II.3.6) 

del apéndice III, también 

. con coordenadas 
·._ ... . ,-.,, ' , ·~--" 

(II.3. 7) 

: ... ·· ·. k,(c,)." ( l 
==.. " ·t .¿_;, /f•i b.;,b.;. 

4 jt~(~,) ;e3 

en donde, del apéndice III se tiene: 

~At rp,¡rp.; =L;1úKÓ¡;)(l-ó1;)(l+ó;;) 
,, ·.: . ' 

(II.3.8) 

y 

I t' q,,¡ = L,, (1- Ó¡¡) 
8A 2 .. (11.3.9) 
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siendo L,1 la longifod deU~do,1-:-clsimo. Finalinente, para el otro sumando de (II.3.5) y 
cualquier l E 3 · . · . . ·· . . 

·1.·· .. · ...... t;,,:,<P,;¡·(~;;n~ .. ) = q, 1 ª•' j t c/J,; 
• OA ' · · . BA 
·.: •• 1.. ,, 

endonde .. a:,1=:.cosL(q,1;n,1) con q,¡=:q,ot t y n,¡::n,oi t ,además q,¡:: 
8Ll., 1 Bil., 1 

llq. di se ha supuesto constante. 

Al llevar estos resultados a (II.3.3) para cada i E 3 y adoptar una notación matricial 
para el sistema de ecuaciones, se obtiene47 

para cada .s E m; en dond~ lá"fuat~i~~V~ ~~t~ ~saciada con la velocidad del medio 

la matriz C, 

·.':,::_:. ' (• ~~-; i ;.~~~~ .. ,,. ' 

.v.. ~((Vy.('cif,),b~~;ii • (V"1(c,), b. 2) 
···'""'·tt ..• c.J, .1) (v.(c,),b.2) 
''.L \\'¡,~<~~;(~t? 1 ?•1) .(V,(c,), b, 2) 

está relaciónadii/cbn la convección forzada 

h,3 L,3 

(V,(c,), b, 3 ) l 
(V,(c,),b,3)} 
(V,(c,),b, 3 ) 

2(h.1 L,1 + h,3 L,3) 
h, 1 L, 1 

la matriz M, esta asociada a la geometría y se le conoce como matriz de rigidez 

M, = 
(b.2,b.1) 
(b, 21 b, 2) 

(b.2,b,3) 

(II.3.11) 

(II.3.13) 

la matriz N, con los coeficientes de la expansión lineal de las funciones de aproximación 
(las incógnitas a determinar) 

N,:: 
( N,1 l 
1 N,2} 
\ N,3 

47 La matriz resultante del primer factor del sistema de ecuaciones se le llama matriz 
elemental y la matriz resultante del segundo miembro se le conoce como vector elemental. 
En la implantación computacional se les agrupa en una matriz de 3 X 4, incorporando el 
vector global en la cuarta columna. 
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la matriz E, para la temperatura externa en la conve~ci~h_forzada 

pu· d fl:::B f~~~~~1~J,~~·· (II.3.14) 

y la matriz F, 

F,:: (II.3.15) 

El sistema de ecuaciones (11.3.10) se refiere a un cualquier elemento de malla; para 
"cubrir" la región n se requiere del acoplamiento de los m sistemas de ecuaciones elemen­
tales. Dicho acoplo.miento se basa en la conelición de "continuidad" (II.2.4) y da lugar a 
un proceso de ensamblaje de los sistemas de ecuaciones elementales que genera al sistema 
global de ecuaciones. Este proceso debe incorporar las concliciones de Dirichlet que se 
consideren, reeluciendo la dimensión original ele! sistema global de ecuaciones. 

§Il.3.2 Problemas con simetría axial 

La aplicación de la conclición ele Galerkin en un elemento ele malla es muy similar al caso 
traslacional. En efecto, al considerar el elemento s-ésimo se tiene 

por lo tanto 

en donde 

V, ·(k, 1· V, ,P,)<P,; = V, ·(k,~ ,P,;y;~i)-k, r (V,</>.;, V, ,P.) 

Luego, ele! teorema de la clivergen~ia'.(vé~se pag. 39 nota 44) 
~ -:- .·.- ";- __ , __ -,- ,;; _.,,. . . 

Vi E 3 

Vi E3 

ya que 

· (II.3.16) 
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dado que p., Cpa y Qinla son constantes en .ó.Í. 

La introducción de las condiciones a la frontera del problema, planteadas en en la 
frontera global an, se realiza con el segundo sumando de (II.3.13). Utilizando el mismo 
razonamiento que en el caso traslacional, esto es, con la condición 

para la conductividad térmica superficial y el flujo de calor respective.mente, es posible 
decir que 

- j t k,rt/J,¡(V,1/J,,n,) = L / t rt/J,¡ ((q.,n.) + h,1(1/J. -T.1)) 
8A, lea BA., 

(II.3.17) 

siendo T.1 la temperatura externa en el lado 1-ésimo, con lo cual se incorporan las 
condiciones de Neumann o de convección forzada, que sólo pueden presentarse cuando 

µ,(an n a.ó.!1) ~o. 

Procesando (II.3.16) para cada i E 3 y haciendo la aproximación V,~ V,(c,), 

siendo e, el centroide de 6.! con coordenadas expresadas en (II.3. 7), se tiene 

en donde, del apéndice III 

j t rt/J,¡ 
A, 

(II.3.18} 

el cual es un resultado que también debe aplicarse al segundo miembro de (II.3.16). De 
modo análogo, con la aproximación k, ~ k,(c,) 

j t k,r (V,t/J,;, V,1/J.) ~ k,(c,) j t r (V,t/J,;, \12 1/J,) 
A, A, 

k,(c,) . "7' .( b ) j 
== t ~ N_~¡ b.;, ,¡ f r 

4 µ2(.ó., )2 iEF . . A• 

c,2 k~(c~).·~.· .N . . (b ... h .. ) 
. t L.;' • j • i• ~ i 

4µ2(.ó..) ;É3 
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debido a (II.3.7). Para (3.17) coxi l E 3·j,supóniei1tlo constant~s á. h~1 y Tál .e.n M!, 
h.~: 

J.. 1, , •'., •. ;,~. ~'~;r:;'"1i:.f ~~J:1ti 0~ 1\~t t)i.:'I; 1?~ .. %.t .. , f · ·). 
···,·-,· ~·::;~~ .' .~., r. -~}- ·~>f~· .. ·~:?/ .. -::·<u.,, -." 

;:>··~'.1:~·,;1 ~~;.?-~ , .. ,, ;~ , ?n},\~:<~~~ .. -· ,·~\~~-- : ~ ~.~ 

(II.3.19) . 

y 

(II.3.20) 

siendo Lal' la 1011gi.~~dde!.!á.dQ°lfésimo.'•l!!tra:él otro s1lmindo de'.(11:3;17) se tiene 

. .::·)\~;~·~?f;'~~:,(i~1;0.rt~~~j;·,~~,.l·At,•r~.; . ·. ·. 
haciendo á~ 1 = c\J; l(q. ¡j~~ i) c@ ~;(~?· o LoA!, . y n¡¡ = n, o L DA! 

1 

, además q, 1 = 
llq.rll se ha supú~~t6'~~~~i,nt~., / 

,, :- · .. ·. ' 

Entonces, al consid~rar cad~} E} y adoptar una notación matricial para el sistema 
de ecuaciones, se obtiene 

( P• Cp• V,.(c,) A +· _!_ 0+ .. •· ... ¿; k~(c,) M) x N = 
24 • 12 • . . . t ' • • 

4µ2(.ó,) 
. . t 
Q;n1.µ2(.ó,)D +!E _!p 

12 • 6 • 6 ' 

en donde 

y 

(b•llD11. h.2iD11 · b¡31D.1 \ 
A,:: \b.llD,2b,:i'JD,2 b,31D.2j 

h.11D,3 .• b,{¡'D,3 . b~31D,3 

r2~.1X.±'.4:1.22·~·,i;32, 
D,:; \:~·K:·'t·[~g~~~:::; 

la matriz O, esta relacionada coÜ la:~;d'~~~~cÍ6~ fo;zada 

º· = 
( {3.1 ' 
t h,3 L.3(.ó,12+ Ll~22) 
\ h.2 L.2(.ó,32 + Ll,12) 

h~3L.3(A,12 + Ll.22) 
{3. 2 

h.1 L,1(.ó,32 + .ó,22) 

(II.3.21) 

(II.3.22) 

(II.3.23) 
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y 

(h .• 2 L~2 (a L\~~~2 ~;'tiri2)+ h~ 3 L. 3 (3 L\.12 +A. 2 2) \ 
/3. =: 1 h;1 L,1 (3L\122,f'L\.32)+ h.3 L.3 (3L\.22 + L\.12)) 

\ h.1 L;¡ (:{ó:~;2f'L\~}2) + h.2 L.2 (3L\,32 + A.12) 

La matriz M. esta dada eh (í't~Jfa)t~~~t,a asociada a la geometría, la matriz N, con 
los coeficientes de la expa~sióriHh'eálAeJas funciones de aproximación (las incógnitas a 
determinar) · · . ·. .· 

..••.... /( ( N,1 \ 

y · IJ• =: \ N, 2 j 
•· :··.< .. N,3 

la matriz E, para la ternper~t~;O:•·eiternaen la convección forzada 

- ( h,2 T,2L~}(2;~~X2·fi.~':~~).fh,3T,3 L.3 (2L\,12 + Á,22)\ 
E,= 1 h,1 T,~ L~.·~.(2 ... L\ .. ~}},°f····.L\·~ .• 2).:+ ..••... h·~.T,3 L. ,3 (2L\,22 + A,12); 

\ha 1T,1L,a1(2.L\,;32 .~f:cA,22) +.h.2 T,2 L,2 (2 L\,32 +A, 12) 

y la matriz F, para elfiuj~décfil~~;d;·l~g~~cli.~~~Neumann 

F,: 
( q,2 a,2 (Ú~,12 + 6,32) +~~~~•3 (2A,12 + A,22) \ 

\ 
q, 1a,1(2L\,32 + L\,22) + q,3 a,3 (2A,22 + L\,12) j 
q,1 ª•l (2L\,32 + L\,22) + q,2 ª•2 (2Á,32 + L\.12) 

(II.3.25) 

(II.3.26) 

Al igual que en el caso traslacional, el sistema de ecuaciones (II.3.21) se refiere a 
un cualquier elemento de malla¡ para "cubrir" la región n se requiere del acoplamiento de 
los m sistemas de ecuaciones elementales. Dicho acoplamiento se basa en la condición de 
"continuidad" (II.2.4) y da lugar a un proceso de ensamblaje de los sistemas de ecuaciones 
elementales que genera al sistema global de ecuaciones. Este proceso debe incorporar las 
condiciones de Dirichlet que se consideren, reduciendo la dimensión original del sistema 
global de ecuaciones. 

§Il.4 Algoritmos para problemas no estacionarios 

Para los problemas de transferencia de calor no estacionarios y bidimensionales, modelados 
con (11.1.2) y (II.1.3), se utiliza el método de Crank-Nicolson-Galerkin [16]. Para ello se 
considera una partición finita del lapso de descripción del fenómeno 

mediante la especificación del paso L\T y del número de intervalos p E N. En cada 
instante ti E T se plnntenn los operadores diferenciales 
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y 

nsociados a problemá.s con simetría trnslacional y simetría axial respectivamente. En ambos 

casos ,P. E G2(ti.! X 1R, 1R) y s E m, suponiendo una región n C 1R2 y una "partición" de 

ella, {ti.! C 1R2 Is E iñ}, con las características planteadas en la sección 2. 

Con estos operadores se aplica la condición de Galerkin en los términos de la sección 
2, generando p + 1 sistemas de ecuaciones parnmétricas asociadas a la partición T, las 
cuales se transforman en p sistemas acoplados de ecuaciones algebraicas con la aproxi­
mación 48 de Crank-Nicolson-Galerkin. Los desarrollos son presentados en dos subsec­
ciones¡ una para. los· problemas con simetría traslacional y la otra para los que poseen 
simetría axial. 

§II.4.1 Problemas con simetría traslacional 

Al considerar el instante t; E T y aplicar la condición de Galerkin en el elemento s-ésimo 
de malla, se tiene 

Vi E 3 

por lo tanto; Vi. E 3 · 

en donde 

( \7 2 • (k. \7 2 ,P.) o (1'~2 )' p~2 )' t;)) <P. i = \7 2 • (k. t¡ <P. i \7 2 ,P. o (p~2>, p~2 )' t; )} 

- k. t¡ (\7 ,</J.¡, \7 2 ..p. o (p~2 )' p~2 >, t; )} 

48 Existen diversas aproximaciones (16], cuyo efecto se manifiesta en la convergencia 
y estabilidad de las soluciones. Por simplicidad, en la implantación computacional se 
consideró la nproximación de Crank-Nicolson-Galerkin. 
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(11.4.1) 

= Qint•t¡ f t </J.; Vi E 3 
ti., 

dado que p. t¡, Cp • t¡ y Qint, t¡ son constantes en .6.Í, 

La introducción de las condiciones a la frontera del problema en el instante t;, 
planteadas en en la frontera global an, se realiza con el segundo sumando de (II.4.1 ). Con 
el razonamiento del caso traslacional estacionario, esto es, con la condición 

{ 
h - h ( (2) (2) ) • t¡ 1 = , 1 o P1 , P2 , t; = O 

- ( (2) (2) t ·) - o q, t¡ = q, 0 P1 ' P2 ' 1 -

t en 8.6., 1 

para la conductividad térmica superficial y el filljo de calor respectivamente, es posible 
decir que 

(Il.4.2) 

siendp T. t¡ 1 la temperatura externa del lado 1-ésimo en ti> con lo cual se incorporan 
las condiciones de Neumann o de convección forzada, que sólo pueden presentarse cuando 

µ,(annM!,) ;60. 

Procesando (II.4.1) para cada i E 3, pero con 1/J. : IR3 -1 IR definida como sigue 

.1. "" N (3) .~ ( (3) (a)) 
ra=~ ••ºP3 r•iº P1 ,p2 (II.4.3) 

iE3 
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en donde, del apéndice III 

{II.4.4) 

y la otra integral esta expresada en {II.3.6), que también debe aplicarse al segundo miembro 
de (II.4.1). De modo análogo, con la aproximación k,tJ ~ k,,J(c,) 

Para (II.4.2) con 1 E 3 y suponiendo constantes a h, tJ 1 y T, t; 1 en 86.!i 

j t c/J,¡ (h,t11(,P, o(p~2l, p~2 >, t;)-T.i11)) 
ot:t..1 

= h,,1 1 (L N,k(tj) f t c/J,;c/J,k -T,t1 1 ! t t/J,;)\ 
\kEJ BA. 1 BA. 1 

en dunde las integrales están expresadas en (II.3.8) y (Il.3.9). Para el utro sumando de 
(II.4.2) se tiene 
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haciendo a, 1 = cos L( q, 1, 011) cou .q;9 1 '= q; i¡ o.t t y n, 1 = º• o t . t , además . . . . . .. ºª·· ºª·· 
q, t¡ 1 = Jlq, t¡ tJI ~e ha: supuesto c~~~tant~. . 

. ··,-;.;;, .. . :· ·;__;;_..:~: ' . 

Entonces, á.I consicler~r ~~d~'i'É: ~i~ ~<lopt;u. ~na notación matricial para el sistema 
• .·.-· --'. ·,;:·-· ··-·• •• , • ' ' 1 

de ecuaciones, se obtiene 

en donde 

y las matrices V, 11 , M., c. t¡, E, t¡ y F. 11 están expresadas en (II.3.11), (II.3.13), (Il.3.12), 
(II.3.14) y (II.3.15) respectivamente, aunque en las cuatro últimas expresiones deben ha­
cerse las sustituciones inherentes al instante ti considerado. 

El sistema de ecuaciones (II.4.5) esta asociado al instante ti E T, por ello, este 
procedimiento genera p + 1 sistemas de ecuaciones paramétricas, dado que se consideraron 
p intervalos en el lapso de descripción del fenómeno. Estos sistemas se transforman en 
p sistemas acoplados de ecuaciones algebraicas con la aproximación de Crank-Nicolson­
Galerkin 

y N,(t;) ~ N,(ti) + N,(ti-1) V j E ji. 
2 

(II.4.6) 

(II.4.7) 

el cual es un sistema de ecuaciones que depeude de la especificación de lns condiciones 
iuiciales (N,(ta) V s E ñ't) que se fijen, incluyendo las condiciones a la frontera. para cada 
instante de T. 
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Los p sistemas de ecuaciones {II.4.7) se refieren a un cualquier elemento de malla.¡ 
para "cubrir" la región n, se requiere del acoplamiento de los m sistemas de ecuaciones 

elementales asocia.dos a cada instante. Dicho acoplamiento se basa en la condición de 

"continuidad" {II.2.4) y da lugar a un proceso de ensamblaje de los sistemas de ecuaciones 

elementales que genera un sistema globa.l de ecuaciones para cada instante. Este proceso 

debe incorporar las condiciones de Dirichlet que se consideren, reduciendo la dimensión 
original de los sistemas globales de ecuaciones. 

§11.4.2 Problemas con simetría axial 

La aplicación de la condición de Galerkin en un elemento de malla es muy similar al caso~­

traslacionnl. En efecto, el considerar el elemento s-ésimo y el instante t; E T se tiene 

Vi E3 

con 
- (2) (2). . ••. : . 

k,t1 = k, o (p1 , p2 , t;), ya que 

-- -··(·· a••· 'a)• -
V;:= 8z'8r ; 

Haciendo 
. . 

. . (2) '·(2) > 
Cp1 t¡ = ·cp, ·º(Pi.·. rP2 •. ; _t;) 

. . ··. . '"(2)!(2) •. 
Qint1t¡ =: Qint1 O (p1• ; ~2 , t;) 

,-_: ·;:_c.~::, . ,··, 
y del teorema de la divergencia. (véase pag, 39 nota 44) . ·•"" r.tc"/." 

- ( (2) (2) ) p, t¡ = p, o P1 , P2 , t; 

V _ V ( (2) (2) ) 
• t¡ = 1 o P1 , P2 , t; 

J ( atf¡, c2> c2> . . a~/\i'. ¡~)j .(~¡· ·) 
Pat¡Cpat1 at r</J,¡ V,t1 z-¡¡;º(P1-•P2 ,t;)Taty(i~~~J/J'-~·;-•.ti) 

- f t kat¡ r</J,¡(V,tf¡, o (p~2 >, p~2 l, t;))i,) · . ,-;~;- • ·~:· ·:. 
86., . .. ' ' ,···<< 

+ lt k,,¡;(V,(/J,¡,V,~~o(p~2>,p~2 l,t;)) Q~c:~,1-~!ref,,¡ ViE3 

{II.4.8) 
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dado que P1 tp Cp 1 t¡ y Qint 11¡ son constantes ~11 AL 

La introducción de las condiciorie~ ··a ·la frontera del problema en el instante t;, 
planteadas en en la frontera global an, se realiza con el segundo sumando de (II.4.8). 
Utilizando el mismo razonanúento que en el caso traslacional estacionario, esto es, con la 
condición 

{
·.h. 11¡ l. = .. ·.h.1.º (p~2 >, p~2>, t;) =o 
... · ....• ...: ... (2) (2) • -
,.q111 :;=.q1o(p1 . ,p2 ,t1 )-0 

t en 8A, 1 

para la ~c:md~cti~dad térlliic~ s~per~6i4ti ~l·fl'cljo de calor respectivamente, es posible 

decir que • )}~.:.~~{t·;'. • · 
.:_·.~y;:: 

(II.4.9) 

siendo T111 1 la temperatura externa·deUad.o 1-ésimo en t;, con lo cual se incorporan 
las condiciones de Neumann o de convección forzada, que sólo pueden presentarse cuando 

¡.¿,(an n aA!,) ;fo. 

Procesando (II.4.8) para cada i E. 3 con 1/J 1 : !R 3 -> lR definida en (II.4.3) y 

haciendo la aproximación V 1 11 ::::: V 111 ( c1) , siendo c1 el centroide de A! con coordenadas 
expresadas en (II.3. 7), se tiene 

en donde, del apéndice III 

f t r</11itP1k = 
!:>., 

(II.4.10) 
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y la otra integral esta expresada en (II.3.18), que también debe aplicarse al segundo miem­
bro de (II.4.8). De modo análogo, con la aproximación kat¡ :::::: k,t1 (c,) 

j t k,11 r (V,</J,¡, V,1/J, o (p~2 >, p~2 l,, ti)) 
Ll., 

:::::: k,t1 (c,)Jt r (V,</J,¡: V,1/J• o (p\2>, p~2>, ti)) 
Ll., 

k.i1 (c,) ···°"'•···· · > j = ~FLJ)v • .1:(t;) (b • .1:,b.;) t r 
4µ2(A.) 2 'k -.. Ll., 

. /,. ;.E31 ; .. 

•= c,2ka1¡(c~):í:>N (t·)(b b ·) 

, .... < 4h(~tr:Si;c:i ~·' ·"'· .. 
debido a (II.3.7). Paia (II;4:!J);~~itzi~)~'~Y,s~poniendo constantes a hat¡I y T, 11 1 en 

t 8A, 1 l t r</J,¡ (h,111(1/J, o (Wl,;p~;>,t;)-T0 11 1)) 
8Ll.,, 

= h1 11 1 (~3·N,,1:(t;) ~Ll.J, r</J.;</J • .1:-;~•t¡l~Ll.f, r</J,;) 

en donde las integrales están expresadas en (II.3.19),y (:[r.3c:.2o). Para el otro sumando de 
(II.4.9) se tiene · · 

J t r</J,;(q,1pno) = q,t1 10:.1J 't r</J,¡ 
Oll., 1 BA, 1 

haciendo 0:1 1 =: cos L(q.1,n.1) con Qat¡ 1 = Qat¡ o L t y n,1 = n, o L t , además 
8A, 1 8A, 1 

q, t¡ 1 = llq, 11 ¡J/ se ha supuesto constante. 

Entonces, al considerar cada i E 3 y adoptar una notación matricial para el sistema 
de ecuaciones, se obtiene 

(II.4.11) 
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y las matrices A;, D~;'M,, C, t¡ 1 E, t¡,Y F~ ¡1 están expresadas en (II.3.22), (II.3.23), (II.3. 
13), (II.3.24), (II.3:25)y (II.3.26) respectival1lente, aunque en las tres últimas expresiones 
deben hacerse laá s'i:istitucl~nes inh~re~tes alinstante t; considerado. 

El sistema de ecuaciones (II.4:11) esta asociado al instante t; E T, por ello, este 
procedimiento genera p + 1 sistemas de ecuaciones paramétricas, dado que se consideraron 
p intervalos en el lapso de descripción del fenómeno. Estos sistemas se transforman en 
p sistemas acoplados de ecuaciones algebraicas con la aproximación de Crank-Nicolson­
Galerkin expresada en (II.4.6). En efecto, al llevar la aproximación a (II.4.11), para cada 
j E jl se obtiene 

( µ 2(D.!) B +:··Y •. t}~(.c,) A)+ _.!. 0 + c,2kat1(c •. ) M) x N (t·) = 
60 D.t • ' :>48: •. • 24 • t¡ ' t • • , 

.','·, :· '. ' 8µ2(D.,) 
t ( •....... ' 

( 
('

µ,·2(D.,) ... B.• .. ;_.Yit¡z(c,)A)-_.!.c _c,2k.t1 (c,)M.) N(t·) 
p, t¡ Cpat'. ~01t c.' ·.. 48 ' 24 it¡ 8µ.2(D.!) • X ' 1-I 

t + Qirit1t¡µ2(D.,)D +!E _.!_Ft 
: '12 " ' • ' 6 • t¡ 6 • 1 

(Il.4.12) 
el cual es un sistema de ecuaciones que depende de la especificación de las condiciones 
iniciales (N,(tu) V s E m) que se fijen, incluyendo las condiciones a la frontera para cada 
instante de T. 

Al igual que en el caso traslacional, los p sistemas de ecuaciones (II.4.12) se refieren 
a un cualquier elemento de malla¡ para "cubrir" la región n, se requiere del acoplamiento 
de los m sistemas de ecuaciones elementales asociados a cada instante. Dicho acoplamiento 
se basa en la condición de "continuidad" (II.2.4) y da lugar a un proceso de ensamblaje 
de los sistema de ecuaciones elementales que genera un sistema global de ecuaciones para 
cada instante. Este proceso debe incorporar las condiciones de Dirichlet que se consideren, 
reduciendo la dimensión original de los sistemas globales de ecuaciones. 

§11.5 Ensamble y métodos numéricos de solución 

Los sistemas de ecuaciones obtenidos se refieren a un cualquier elemento de malla, por lo 
que se requiere de un proceso de ensamble c¡ue de lugar a un sistema de ecuaciones, cuya 
solución genere una aproximación a la solución del problema, que satisfaga las condiciones 
de Dirichlet que se introduzcan y constituya una solución global "continua". Para el 
planteamiento del procedimiento se considera genéricamente a sistemas de ecuaciones de 
la forma 

A,xN,=B, Vs E m 
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asociables a cualquiera de los sistemas obtellidos. 

El procedimiento se basa en la asignación de nuevos identificadores a los vértices de 
todos los elementos de malla. Partiendo de la existencia de la matriz 6, que identifica los 
vértices de cada elemento de malla mediiinte pares ordenados en m x 3, es posible proponer 
una función N: fñ X 3 -> 3ffi biyectiva49 , la cual establece una nueva identificación de los 
3m vértices de la malla. 

Al considerar a N, = No (s, ·) V 8 E m, se definen las matrices e, de orden 
3 X 3m haciendo 

{ o si i ¡t N,(3) 
C,;; = 5;.N,-'(j) si j E N,(3) ViE3,VjE3ffi y VsEfh 

Con estas matrices se transforma a los m sistemas de 3 ecuaciones en un sistema equiva­
lente de 3m ecuaciones, quien resulta ser 

X (~e: X N.) =~e~ X B, 
•Em •Em 

(II.5.1) 

pues 
t { O si s :/= l¡ 

C, XC¡= .5 si 8 =l. 

Para la incorporación de la condición (II.2.4) es necesaria la consideración de la 
siguiente relación de equivalencia en 3ffi 

que da lugar a una partición de am, 'P, cnyo número de elementos (subconjuntos de átn), 
por ejemplo n, depende de la malla. Esta relación permite la construcción de una función 
e: 31ñ -> 'P en términos de la clase de equivalencia de cada elemento de am, es decir 

&(r) = {k E 31ñj k ~ r} Vr E áffi. 

Ahora se considera una función M: 'P -> 31ñ haciendo 

M(¡3) :: min(/3) V ¡3 E 'P 

49 Usualmente se evita la signación externa de N, por ejemplo haciendo N(s, l) =: 
3(s-l)+l V(s,l)Emx3. 
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3m 

con la que se transforma a (II;s.ir~6ifii/;i~~e 
; •.• ·- ,.·,: .• , __ '<T,·; 

si j E M(P); 
si.j ~ M(P) 

r .¡· ; .:/ r: . 1 
\ ~e~ X A, X C,j· xi> ~Dt.~ \~ C! X N,} 

•Em . •Em 

expresión válida debido a que D X Dt· = é. Este sistema de ecuaciones posee 3m - n 
columnas-renglones con ceros, quienes son removidos al hacer 

Et X D1 
X ( ~ C! X A, X e,) 

\,em 
X D X E X Et X Dt X ( ~ C! X N,

1
1 

•Em 

= Et X Dt X ( ~ C! x B,) 
•Em 

en donde E es una matriz de orden 3m X n definida como sigue 

E·.= {O 
'

1 
- é;o-•(í) 

si j ~ M(P); 
si j E M(P); Vi E á7ñ 

(II.5.2) 

siendo O la única función creciente ele iñ a M(P). Finalmente, la condición (II.2.4) se 
incorpora al sustituir (II.5.2) por el sistema ele ecuaciones 

cuya solución involucra la determinación de F. Este resultado debe procesarse para obtener 
la solución del problema, en los términos que siguen 

1 
N,; =#[e oN](s,i) F¡o-•oMoEoNj(a,i) V(s,i) E iñ X 3 (II.5.4) 

siendo #[eoN](s,i) el número ele elementos del conjunto [t:oN](s,i). 

En los programas de cómputo <le elemento finito es frecuente una organización 
modular. En el módulo inicial de la implantación computacional se genera la malla, cuya 
información geométrica esta contenida en dos funciones: la primera, f : iñ X 3 ---+ ñ, es 
identificable con 0-1 o M o t: o N y expresa la concatenación <le los triángulos de la 
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malla. La segunda, g : ñ -t !JP, describe las coordenadas de los vértices "finales"; i.e. 
los identificados con los valores de f. Aunque el conocimiento de f no basta para la 
aplicaci1Sn literal del procedimiento de ensamblaje presentado, si es suficiente para realizar 
el ensamblaje omitiendo los pasos intermedios que son necesarios para justificar el proceso. 

La introducción de condiciones de Dirichlet da lugar a una reducción del sistema de 
ecuaciones (II.5.3), pues como se había visto, los valores se asignan a los nodos elegidos. 
En efecto, al suponer que V C M(P) representa los nodos condicionados, se define la 
matriz 

en donde 

y las matrices50 

G;; = { ~i(j-12(;)) si j E O(V); 
si j E ñ \ O(V) Vi::; n-#V 

Q:ñ-tñ ·t· Q(i)::#{r<ilrEO(V)} 

H;; = { ~ .. 
º•J 

- ., { 
6 .. 

I;; = O 

si jE O{V)¡ 
si j E ñ \O(V); 

si j .E O(V); · . 
si j E ñ \ O(V) 

Vi E ñ 

Vi E ñ 

con las que se transforma a (II.5.3) como sigue 

G X Et X Dt X \( L_ C! X A, X C,
1
\ X D X E X (H + 1) X F 

•Em 

= G X E1 
X Dt X \( ~ C! X B.) 

•Em 

obteniendo un sistema de n - #V ecuaciones, que permite ubicar a las incógnitas en el 
miembro izquierdo 

GxEtxDtx(~ C!xA,xc,) xDxExHxF 
•Em 

=GxEtxotx (E;;. C!xB,) (II.5.5) 

-GxEtxotx (I'... C!xA,xc.) xDxExlxF. 
•Em 

50 Nótese que H + 1 = 6. 
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Este sistema de ecuaciones posee columni\.s .con: cér~s que cÍ'~ben s~r ~emovidas¡.para ello 
se considera a la única función creciente ;n:.#V --j,O(V);'.y s¿s~stituye (ÍI.5.3) por el 
sistema de ecuaciones siguiente;'~ \J.• ~·,~ ~'.·: .· · ... é · 

G X E'xD' X (:~e: x~~k~·1ix.~~·f ~H ".G' X K 

~G X E' X D~ ' (.~.~l·~ti~¡J" (II.5.6) 

- G x E 1 x D 1 x ( ¿-" c;·><:~/x~c.) xD x Ex I x J x J 1 x F 

•Em 

siendo J = .S;x(j) con i E ñ y j ::; #V. En este sistema la matriz J 1 X F es conocida, 
pues resulta de los valores asignados al introducir las condiciones de Dirichlct. La solución 
de este sistema de ecuaciones involucra la determinación de K, pero para utilizar (II.5.4) 
debe reconocerse que F = G 1 X K, con lo cual quedaría resuelto el problema. 

El procedimiento de ensambla.je presentado se aplica a todos los sistemas de ecua­
ciones desarrollados en las secciones 3 y 4. La elección del método numérico para la ob­
tención de soluciones depende de la naturaleza de los sistemas de ecuaciones resultantes, 
íntimamente relacionados a las características de los sistemas de ecuaciones elementales y 
a la malla considerada. 

Una característica común del método de elemento finito es que la matriz generada 
con el proceso de ensamblaje 

G x E 1 x n 1 x \( l:_ Ci x Ak x ck)\ x D x E x H x c 1 

kEn 

(11.5. 7) 

es una matriz rala (hueca). La ocupación en problemas graneles (2000 nodos sin condición 
de Dirichlet) es del orden del 0.4%, en problemas chicos el grado de ocupación aumenta sig­
nificativamente llegando al 12%, sin que esto signifique que no pueda ser mayor. Respecto 
a los sistemas de ecuaciones elementales, se debe mencionar que: 

- La asimetría de las matrices V, y V, 11 de los sistemas de ecuaciones (11.3.10) 
y {Il.4. 7) originan severas dificultades numéricas, por ello, en las implantaciones 
computacionales se excluyen los problemas con medios en movimiento. 

La asimetría de la matriz A, de los sistemas ele ecuaciones (II.3.21) y (II.4.12) ori­
gina severas dificultades numéricas, por ello, en las implantaciones computacionales 
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se excluyen los problemas con medios con movim.iento en la direci:ión "z". Obsérvese 
que se admite un movimiento rota.cio11al puro en los medios, dado que en este caso 
V., = o, obteniendo cierta a.plicabilidad en próblem~s c~n medios en movimiento. 

Estas simplificaciones hacen que la matriz, {Il.5. 7) sea simétrica51 • Se puede verificar 
qne los elementos de su diagonal principal son positivos, ló cual constituye una condición 
necesaria (más no suficiente) para que la matriz sea definida positiva52 • 

Por la raleza y tamaño de los sistemas de ecuaciones, así como por las consecuencias 
de utilizar la aritmética de punto flotante inherente a la interrelación de los lenguajes 
de alto nivel con las computa.duras digitales [22], se prefieren los métodos iterativos ele 
solución de sistemas de ecuaciones lineales [23 p.536 y 24 p.352], sobre todo cuando no 
se presentan matrices "bandadas". Este es el caso en la implantación computacional, 
pues por razones prácticas el ordcnam.iento nodal es asignado mediante un proceso semi­
automático incorporado en la generación <le mallas, lo cual dificulta la consideración de un 
ordenamiento que provoque "bandas" en la matriz53

• 

Para los sistemas ele ecuaciones obtenidos, sistemas simétricos y definidos positivos, 
se utiliza el método iterativo de gradiente conjugado. En términos del campo algebré.ico 
real !R -excluyendo momentaneamente la aritmética de punto flotante- el método de 
gradiente conjugado posee cualidades muy apropiadas: 

a) Procedimientos de cálculo sencillos. 

b) No altera la matriz original, pudiendose aprovechar la raleza. 

c) Se alcanza la solución en un número de iteraciones menor o igual al orden del 
sistema. 

d) Es elegible el punto de inicio del proceso iterativo. 

e) Disminuye el residuo en cada iteración. 

f) Los resultados intermedios requieren de poca memoria. 

5 1 Una matriz A es simétrica cuando A = A 1. Esto es equivalente [7 §5.3] a que su 
operador lineal asociado (con respecto a la base ca.nónica ó) sea autoadjunto. 

52 Una matriz A es definida positiva si q1 X Ax q > O V q f. O, lo cual es equivalente 
a que su operador asociado, A, satisfaga el que (q, .A(q)) > O V q f. O. Es fácil demostrar 
que 

A definido positivo ===? ((q,A(q)) =O <=> q =O) ===? (A(q) =O <==? q =O) 

por lo tanto: A definido positivo ===? A invertible (A no singular). 
53 En los programas de cómputo de la década pasada se utilizaban métodos directos 

de solución, generalmente elim.inación Gaussiana. 
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Enesericie.,: es~e'método genere. en cada iteración un residuo ortogonal e. los previos, 
por ló que elproé'esO este. acote.do por le. dimensión del espacio de soluciones (orden del 
sisteme.),,e.lcO.nz~ndÓ le. solución cuando el residuo es nulo. Pe.re. el sistema de ecuaciones 
A(:i:)= b,~ori'A E L(IRn,IRn) e.utoe.djunto y definido positivo, se puede esquematizar le. 
itére.ción k + .1 como sigue 

en donde :i:1:+1 es le. aproximación e. le. solución genere.de. en le. iteración, y r1o+1 es el 
residuo de ese. aproximación. El método [23 p.573] consiste en el siguiente proceso: 

1) Elegir algún :i: 0 E IRn y hacer ro= b - A(:i:o) y Po= ro. 

2) Pe.re. k = O, 1, ... se considere. le. validez ele le. relación p¡, = O. 

e.) Cuando p¡, = O se suspende el proceso y se tiene que :i:¡, es le. solución. 

b) Cue.nclo p¡, o? O se procecle e. le. iteración k + 1 haciendo 

l. a¡,= (p1:,A(p1:)} 

3. r1:+1 = r¡, - a¡, A(p¡,) 

) 
2. :i:1:+1 = :i:¡, + a¡,p¡, 1 

4 b = (r1:+¡,r1:+1} ~ 
• k - (r¡,,r1:} J 

(GC) 

El proceso es consistente, pero puede resultar extreme.de.mente lento ( cleme.sie.de.s itera­
ciones), especialmente cuando le. solución difiere mucho del valor inicial propuesto, lo cual 
es frecuente e.l tratar con un problema nuevo (no se posee información para aproximarse a, 
la solución). 

Este comportamiento podría empeorar con In implementación del métoclo en un 
programe. de cómputo, pues es posible que el número de iteraciones incluso rebase el orclen 
del sistema, debiclo e. le. aritmética de punto flotante. Ante esta situación, en años recientes 
se ha mostrado preferencia por una moclificación al métoclo ele gro.cliente conjugado, be.sacia 
en un precondicione.miento con una clescomposición incompleta de Cholesky [25 y 26]. 

La descomposición (completa) de Cholesky [24 §5.2] se e.plica a una matriz simétrica 
y definicla positiva, A, quien es exprese.ele. en términos ele! proclucto ele une. matriz trian­
gular inferior, L, con su matriz traspuesta; i.e. A= LX L1 (con sus opere.clores nsocie.clos 
se tendría A= C o C*). La cleterminnción de In matriz L puecle efectuarse como sigue: 
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Para k E ñ se hace 

Lu := +/A}_k :- ~ L~i 
. ·· · ,) . , JEk-1 , 

_.A~~ ff:j~~1 L;; Lk; 
L;k= L 

. k" 
(CC) 

en donde 

con i E ñ \Te. 

Para simplificar este cálculo de L, y para facilitar la solución de sistemas de ecua­
ciones inherentes al precondicionamiento, se efectua una descomposición incompleta. de A, 
la cual utiliza su raleza. Consiste en "aproximar" a la matriz A haciendo 

Lkk =: +JAu -~ Li; 
jEk-1 

en donde 
( O si A;k =O¡ 

L;k=:l (Aik-Eiek=
1
L;;Lk;)/Lkk si A;k¡l:O 

{CI(O)) 

con i E ñ \ k, por lo que A ~ L X Lt 1 siguiendo la idea de la descomposición completa 
de Cholesky. Este método podría. presentar dificultades, pues puede ocurrir54 que exista 
algún k E ñ para el cual L~ k ::; O, sin embargo, se dice [27] que esta situación puede 
tratarse apropiadamente con un procedimiento de "corrimiento" [28] ... 

El precondicionamiento [24 §10.3] se realiza con el resulte.do anterior ( CI (O))¡ uti­
lizando a L X O como precondicionador del método de gradiente conjugado. Para ello, se 
sustituye el problema original A( x) = b por A(iil) = b, en donde A= .c-1 o A u .e·-•, que 
resultarían equivalentes si se hace ffi::: .C"(x) y b = .c-1(b). Al nuevo sistema. se le aplica 
el método de gradiente conjugado, luego entonces, de (GC) con un :&o E !Jln arbitrario y 
filo = .C*( x0 ), se tendría para la iteración k + 1 que 

1 
_ (rk,i'k) 

• ªk = 
(Pk, A(Pk )) 

3. Tk+l = Tk - ª" A(pk) 

54 Con le. matriz 

se obtiene que L~ 3 = -1. 

-2 
3 
-2 
o 

o 
-2 
3 
~2 



Capítulo 11.- Algoritmo1 y método1 numérico1 62 

y al efectuar los siguientes "cambios de variable'' 

'v'k E ñ 

se obtiene 

ro = b - A(:uo) 

y además 

(GCCI (O)) 

para la iteración k+ 1, porlo cual, cuando Pk = O se tiene que :u.1: es solución del problema 
original: A(:u) = b. 

Para iniciar la aplicación de este método se requiere la solución de [.C o .c•](p0 ) = r 0 ¡ 

i.e. resolver por sustitución a .C(h) = ro y después a .c•(p0 ) = h. Posteriormente, en 
cada iteración se debe calcular, también por sustitución, a (.C o .e• )-1 (rk+I ), de lo cual se 
sigue la importancia de la forma dada a la matriz L. 
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Capítulo III.- Implantación computacional 

Resumen 

En este capítulo se mencionan lai: características de la implantación computacional del 
procedimiento desarrollado en los capítulos anteriores. Se explica brevemente el método 
de aplicación de la implantación y las necesidades computacionales para su ejecución en 
computadora personal. Por último se presenta cierta evidencia para la validación de los 
algoritmos y la implantación computacional, confrontando sus resultados numéricos de 
problemas simples, con otros obtenidos en forma independiente y directa. 

§III.1 Introducción 

La implantación computacional del proceclimiento desarrollado para la solución de prohle­
mas bidimensionales de transferencia de calor por conducción, es un paquete de cómputo 
modular con interfaz gráfica llamado CALIIE-2D_T, Este paquete es un producto del Ins­
tituto de Investigaciones Eléctricas (IIE México), concebido para apoyar el análisis y el 
diseño de máquinas eléctricas y térmicas. 

Se trabajó intensamente en lograr un producto comercialmente competitivo, por lo 
que se implantó un funcionamiento computacional amistoso y bien presentado, modular y 
altamente interactivo (con interfaz gráfica) en la definición de problemas y en el análisis 
de soluciones. 

Por dificultades numéricas, en la implantación computacional se limita severamente 
el movimiento de los medios, incorporando sólo parcialmente al procedimiento de solución 
presentado en ios capítulos previos. Sin embargo, permite el cálculo de campos de tempe­
ratura y flujo de calor en problemas bidimensionales en régimen estacionario o transitorio 
de transferencia de calor por conducción. Acepta la consideración de fuentes de calor 
internas en medios homogénos, isotrópicos y lineales, y admite condiciones a la frontera 
del tipo Dirichlet, Neumann y convección forzada (condición mixta). 
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§111.2 Descripción de la implantación computacional 

La implantación computacional es modular y .altamente interactiva con interfaz gráfica 
[29], orientada a satisfacer las necesidades inherentes al diseño y el análisis de máquinas. 
Esto lo clasifica como un programa en la ingeniería apoyada por computadora (CAE) para 
el análisis de la transferencia de calor por conducción, y a la vez, como un programa en el 
diseño apoyado por computadora (CAD) para el diseño de máquinas. 

La caracterización de los fenómenos térmicos suceptibles ha ser descritos con la 
implantación computacional del sistema, emana de la modelación basada en la transferencia 
de calor por conducción desarrollada en el capítulo I. Permite el tratamiento de problemas 
en régimen estacionario o transitorio, con simetría axial o traslacional (para incorporar un 
comportamiento bidimensional del flujo de calor). Acepta condiciones a la frontera del tipo 
Dirichlet, Neumann, y convección forzada (condición mixta). Es posible considerar fuentes 
de calor internas en medios (sólidos o fluidos) homogéneos, isotrópicos y lineales. Esto hace 
factible la determinación del campo de temperatura y flujo de calor en un amplio rango 
de aplicaciones, tales como: transformadores, generadores, motores, intercambio.dores de 
calor, rotores de turbinas, etc. 

La implantación computacional fné desarrollada para resolver los problemas térmi­
cos antes mencionados en computadoras personales (con sistema operativo MSDOS). Sin 
embargo, para la solución numérica de problemas grandes existe la opción de utilizar 
minicomputadores (MC), lo cual es especialmente útil en problemas transitorios. Esta 
opción disminuye sustancialmente el lapso de solución, pero su aplicabilidad depende de 
las facilidades en la comunicación PC <--> MC. 

La implantación computacional esté. compuesta por los siguientes módulos55 (véase 
esquema en la página siguiente): 

- RETICALT•: Es un programa interactivo con interfaz gráfica para la generación 
de mallas triangulares de primer orden. En este programa se plantean los aspectos 
geométricos del problema térmico, se identifican los sectores ele la frontera global 
en donde se introducirán la.s condiciones a la frontera. También se especifica la 
distribución de los materiales presentes y las fuentes de calor internas. 

- PROBCALT•: Es un programa interactivo con interfaz gráfica para la definici<)n 
de la modelación térmica del problema. Se declara el tipo de simetría y si es 

55 Los mólulos señalados con • sólo son ejecutables en PC. 
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estacionario o transi torio56 • Se especifican las condiciones a la frontera51 , las carac­
terísticas ele los materiales empleados y las fuentes ele calor internas3 • 

[ CALllE_2D_T) 

RETICALT *.RTI 

/ 
PROBCALT *.PTM 

SOLVCALT 

POSTCALT 

Interrelación entre los módulos de la implantación compute.cional 

- SOLVCALT: Es el programa que genera y soluciona los sistemas de ecuaciones alge­
braicas originadas con el métoclo de elemento finito. Existen las versiones PC y HP, 
ejecutables en computadoras personales y minicomputacloras HP58 respectivamente. 

- POSTCALT": Es un programa interactivo con interfaz gráfica para el análisis ele la 
solución numérica. Despliega isotermas, flujos de calor y permite la generación ele 
archivos con información numérica seleccionada interactivamente. Esta capacidad 
informativa también se presenta en problemas transitorios, pero en los instantes 
predefinidos por el usuario. 

56 En problemas transitorios se plantean los parámetros temporales de la descripción 
e información sobre la temperatura inicial. 

57 En problemas transitorios pueden variar linealmente en el tiempo. 
58 Es posible desarrollar versiones para otras minicomputacloms que posean compi­

lador del lenguaje Pascal. 
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§III.3 Procedimiento de aplicación· 
. . . . ' 

J - •• '.. -- ~ •• - ., • -~ ' • 

La solución de .~n prnblerua de h:an~feiencia di! cal~r por éo~éÚ~ci6n. con el paquete ele 
cómputo antes de~crito involucra la~'sigllientes tr~s etap~s59: ~: . . .. 

la.- Se defi~e el problema, iniciando el proceso con l¡l!je~iici611d~ RETICALT.COM. 
En este programa se especifica la geometría de.la i'.e.gi6ni.se construye la malla y se 
a.signan etiquetas para In posterior introducción d~ las ca;acterísticas de los mate­
riales y las condiciones .a la frontera (véase figuras;an~~as). Al finalizar, se genera 
un archivo ASCII con la extensión RTI que contiéhe ·la información introducida. 

CALllE--2D_T :: POSTCALT : CJL_T 
ValidacjÓn de código troslacionol 

Mallo paro lo modeloción troslocional de dos cilíndros caoxiales. 

Ejemplo de partición de una región con malla triangula.r 

59 Estas etapas son comunes en los paquetes interactivos con interfaz gráfica de ele­
mento finito¡ se les conoce como preprocesamiento, solución y postprocesamiento. 
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CAL! IE-20.:..T ::c.posiCALT '· >CIL ... l 
Validación dé'códi90 troslocioriol · 

Noclas de lo ~o.delociÓ~ troslocionol d~ dos cilindros coaxiales. 
Super;fici'és. con .condiciones o. ·10 frontera asignadas. 

b b .. b 
b 

b 
b 

b 

b 

b 

b 

b 

Ejemplo de asignación <le condiciones a la frontera 

b 

b 

b 

b 

b 

b 

A continuación se ejecuta PROBCALT.COM, con el cual se incorpora la modelación 
térmica del problema, definiendo el tipo de simetría (a.x.ial o traslacional), el régimen 
del sistema (estacionario o transitorio), los valores para las características de los 
materiales (conductividad térmica, calor espécifico60 , densidad de masa61 y calor 
interno), los tipos de condiciones a la frontera (Dirichlet, Neumann o convección 
forzada) y sus correspondientes valores. En problemas transitorios se introduce la 
información del campo (nodal) de temperatura inicial y se declaran los parámetros 
para la descripción temporal: el paso de escritura de soluciones [min], el número 
de pasos de escritura de soluciones (define el lapso descriptivo), el paso interno <le 

60 Sólo en problemas transitorios. 



Capítulo !JI.- Implantación computacional 68 

solución [seg]. La modelación térmica introducida es guardada en un archivo ASCII 
con la extensión PTM. 

2a.- Se procede a resolver el problema en términos numéricos, ejecutando el programa 
SOLVCALT. En este programa se especifica la tolerancia aceptable para el residuo, 
dato necesario para la interrupción del proceso iterativo del método de gradiente 
conjugado. En problemas estacionarios se obtiene una solución, la cual es guardada 
en un archivo ASCII con la extensión STM. En problemas transitorios se escriben 
n + 1 archivos ASCII, suponiendo que se declaran n pasos de escritura: inicial-

. mente se guarda el campo (nodal) de temperatura inicial usando la extensión O, 
posteriormente (en orden cronológico) se guardan n soluciones; la primera usa la 
extensión 1, y así sucesivamente hasta la (n - 1)-ésima con la extensión n - 1, la 
última solución utiliza la extensión STM. 

CALJIE...2D_T :: PDSTCALT : CIL_TODQ 
Validación de código traslacianaJ 
Calor interna = SOU00.00 W/m3. 
Etqta. a: Oirichlet (300.0 Cl: Etqta. b: Oirichlet CS20.0 Cl. 
Temp. min. = 300.0 C:.Temp. max. = 520.0C: No. isotermas 20. 

Ejemplo de isotermas en el análisis de soluciones 
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3a.- Se analiza la solución con la ejecución de POSTCALT.COM. Este programa per­
mite la observación y copia en papel de isotermas y del campo de flujo de calor 
(véase figuras anexas). También es posible generar archivos ASCII con información 
numérica seleccionada gráficamente, con estos archivos que poseen la extensión 
ELE o NOD, se facilita la realización de los cálculos y las gráficas que el usuario 
requiera, utilizando elementos (externos al paquete) que le sean fanúliares. Estas 
facilidades también se presentan en problemas transitorios, pero sólo en los instantes 
predefinidos por el usuario; que corresponden a la declaración del paso de escritura. 

CALJ 1 E-2D_T :: POSTCALT : C 1 l_TDOIJ 
Vol idoción de códi90 lroslocionol 
Color Interno = SOUOO.OO:W/m3. 
Etqta. o: Oirlchlet (300.0Cl; Etqto. b: Dirlchlet (520.0 Cl. 
Flujo max.= .1679L 17; W/1112:: Flujo min, =720.89 W/m2 . 

. ~ ... 
.. ·. 

' ', , , , , , ' 
, ' 

Ejemplo de flujo de calor en el análisis de soluciones 
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§III.4 Necesidades computacionales 

La implantación computacional es configurada para una tarjeta gráfica, dentro de las op­

ciones abajo mencionadas. De igual manera, es compilado seleccionando lo. exiatencia o 

ausencia de coprocesador numérico. Por ello, sólo es utilizable en sistemas con la configu­
ración implantada. 

Las características gráficas e interactivas del paquete hacen r~comendable un sis­
tema de alta resolución (monitor y tarjeta). Es indispensable contar con un digitalizador 

("mouse") para la entrada de información y es conveniente el coprocesador numérico. Por 

tal, se sugiere la siguiente configuración: 

• Computadora personal XT o AT con 640 Kb en RAM y acceso a un núnimo <le 5 
Mb en disco duro. 

• Sistema operativo MS-DOS versión 2.11 o posterior. 

• Tarjeta gráfica Hércules (720 x 348 pxl) con monitor monocromático TTL (en el 

modo "FULL" y "NOSAVE"), tarjeta gráfica EGA-PLUS (640 x 400 pxl) de las 

computadoras Olivetti (M24, M240 o M280). En su defecto, la tarjeta gráfica CGA 
(640 X 200 pxl). 

Coprocesador numérico 8087 u 80287. 

- Digitalizador de Microsoft o compatible. 

- Graficador de plumas Gould 6120 (opcional) 

- Impresora de matriz (opcional). 

Las versiones para minicomputadora se desarrollan con el compilador del lenguaje 

Pascal que tenga el usuario. Su funcionamiento depende del "hardware" y "software" 

implantado en el sistema para la comunicación PC H MC, por ello, el procedimiento paro. 
utilizar esto. versión es específico al sistema en el que se instalo.. 

§III.5 Vnlidnción de la implnntnción computacional 

La validación de un paquete de cómputo se limita a confrontar sus resultados numéricos 

con otros, obtenidos en forma independiente y directa. Esto obliga a considerar problemas 

sencillos, que sean suceptibles a ser resueltos mediante lo. solución analítica <le sus ecua­

ciones diferenciales asociadas, pero a la vez, que involucren todas las variantes incorporadas 

en el paquete de cómputo. 
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Debe quedar claro que las soluciones numéricas son sólo aproximaciones, las cuales 
dependen de la información estipulada por el usuario. Por ello, es natural la existencia de 
discrepancias, las cuales deben evaluarse para la validacón del paquete de cómputo. Este 
proceso es complejo y laborioso, pues en principio debía ser "exhaustivo" ... en la práctica 
sólo se considera un número muy linútado de casos. 

Cuando la confrontación de resultados es favorable, se establece confiabilidad en el 
procedinúento utilizado para transformar un problema analítico en uno algebraico, en los 
algoritmos desarrollados, en el método de solución de sistemas de ecuaciones algebraicas 
adoptado, y en la implantación computacional (programas de cómputo del paquete). La 
validación de un paquete de cómputo no lo hace infalible, eventualmente pueden presen­
tarse fuertes discrepancias cuantitativas en sus cálculos61 , aunque frecuentemente se deben 
al planteanúento del problema: datos, condiciones a la frontera, malla, etc. 

La validación mencionada es ajena a la aplicabilidad del paquete de cómputo a un 
problema real específico; esto depende del donúnio o alcance de la teoría física en la que 
se apoya el paquete de cómputo, incluyendo las simplificaciones incorporadas y los tipos 
de condiciones a la frontera considerados. Intentar relacionar la validación de un paquete 
de cómputo con la confrontación de resultados numéricos y experimentales es absurdo, 
ya que incorpora la modelación del problema realizada por el usuario, la cual puede no 
ser acertada., y además, introduce la duda sobre la veracidad de los datos e información 
experimental. 

§III.5.1 Problemas analizados 

Para la validación de la implantación computacional del sistema se resuelven varios pro­
blemas estacionarios de transferencia de calor, que resultan del planteamiento de diversas 
condiciones a la frontera con un núsmo arreglo <le materiales con la característica de poseer 
simetría axial y traslacione.l. 

Se consideran dos cilindros, A y B, de pared delgada y con materiales de con­
ductividad térnúca diferente, kA = 44.5 W /(m ºC) y kB = 0.77 W /(m ºC). Sus radios, 
TA, = 0.07 m, TA, = TB, = 0.2275 m y TB, = 0.385 m, permiten un arreglo concéntrico 
y en contacto íntimo, siendo el cilindro A el interior. Para mayor generalidad, se supone 
que el cilindro A tiene una fuente homogénea de calor interno Qint A = 50000 W /m3 • 

En las tablas y gráficas anexos se muestra la confrontación de los resultados analíticos 

61 En genere.! estas fallas sólo son apreciables en términos cualitativos, observando las 
isotermas o el flujo de calor. 
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(temperatura y. flujo directos) co11los numéricos (temperatura y flujo obtenidos con la im­
plantación computacionll1)1 dé la'moÚelaéfón axial (Ax) y traslacional (Tr) de los siguientes 
p.roblemas: . . . . ... ' ... ·. >,:,· 

; 

DDQ Condición de Dlri~itlet en~l in:te~lor y.el exterior: 

T(rAj) = 300.0 ºC y T(r~,) :: 520.0 ºC. 

CCQ Convección forzada en el interior y el .exterior:· 

DCQ 

DNQ 

TA = 280.0 ºC, hA = 210.ow';(~~i~Q), TB = 540.0 ºC y 

hB = 2000.0 W /(m2 ºC). ;i; ::;:/ ·'} 
0 

•. 

Condición de Dirichlet en el int~riÓr y}cciD.v'ecéión forzada en el exterior: 

T(r Ai) = 300.0 ºC, Tri';;;~~~':k:.~a: y hB = 2000.0 W /(m2 ºC) . 
. ·' \.•;,,.·_:···' ,.-

Condición de Dirichlet en el intefidr'.Jcondición de Neumann en el exterior: 
. '·' 

T(r A,) = 300.0 ºC y q(rB;) = - 730.0 W /m2
• 

CNQ Convección forzada en el interior y condición de Neumann en el exterior: 

TA = 280.0 ºC, hA = 210.0 W /(m2 ºC) y q(rB.) = - 730.0 W /m2 • 

§111.5.2 Confrontación de resultados 

Los resultados que se muestran62 en las piíginas que siguen son satisfactorios, especialmente 
para el campo de temperatura, en donde la desviación es menor a un grado Centígrado, lo 
cual es afín a la precisión termométrica con termopares. Para el campo de flujo de calor, se 
tiene un comportamiento aceptable para muchas aplicaciones, ya que la desviación es menor 
al cinco por ciento del promedio (espacial) del flujo directo. Con estas confrontaciones se 
ilustra la confiabilidad numérica del paquete de cómputo y se establece cierta evidencio. 
paro. su validación. 

62 El significado de los encabezados <le las tablas es el siguiente: R H Radio [m], 
T <-> Tempero.tura directa [ºC], q H Flujo <le calor directo [W /m2], Pq <-> Promedio 
espacial del flujo directo [W /m2], TAx H Temperatura numérica (mo<l. axial) [ºC], 
q~x <-> Flujo de calor axial numérico (mod. axial) [W /m2

], q~x H Flujo de calor radial 
numérico (mod. axial) [W /m2], TTr H Temperatura numérica (mo<l. traslacional) [ºC], 
q~' <-> Flujo de calor horizontal numérico (mod. traslacionnl) [W /m2

], qJ' <-> Flujo de 
calor vertical numérico (mod. traslacional) [W /m2

]. 



R 
0.385 

0.359 

0.332 

0.306 

0.280 

0.254 

0.227 

0.201 
0.175 

0.149 

0.122 
0.096 

0.070 

u .. 
' íl .. 
1 ,, .. 

V 

• o 
o 

T qx102 

520.0 -7.2789 
494.3 -7.8115 

466.6 -8.4282 
436.7 -9.1506 
404.1 -10.008 
368.3 -11.044 
328.5 -12.318 

327.4 -27.906 
325.2 -46.201 
321.8 -68.637 

317.0 -97.876 
310.0 -139.48 
300.0 -207.38 
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Pqx102 TAx q~X q~XXI02 TTr q~' x102 qJ' x102 

-7.5389 520.0 0.8000 -7.5713 520.0 -7.5402 -0.3395 
-8.1120 494.2 3.7000 -8.1677 494.3 -8.1286 -0.3632 

-8.7795 466.3 3.7000 -8.6730 466.6 -8. 7992 -0.4025 
-9.5667 436.8 -2.2100 -9.6352 436.6 -9.5892 -0.4561 
-10.509 403.9 -3.3800 -10.559 403.9 -10.556 -0.5549 
-11.658 367.9 3.7900 -11.671 367.9 -11.630 -0.5616 
-19.928 328.1 218.98 -18.898 328.3 -20.159 -2.9593 
-36.780 327.0 8.7200 -35.647 327.1 -36.499 -4.2981 
-56.989 324.9 -18.700 -55.107 324.9 -56.561 -5.9163 
-82.524 321.7 238.34 -87.236 321.6 -81.982 -8.3402 
-117.27 316.5 238.34 -114.39 316.7 -116.73 -13.020 
-170.19 309.8 110.14 -165.84 309.9 -167.20 -8.2141 
0.0000 300.0 0.0000 0.0000 300.0 0.0000 º·ºººº 

Soluciones del problema DDQ 



R 
0.385 

0.359 

0.332 

0.306 

0.280 

0.254 
0.227 

0.201 
0.175 

0.149 

0.122 
0.096 

0.070 
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T qxl02 

539.7 -5.3079 
521.0 -5.6963 

500.8 -6.1460 

479.0 -6.6728 

455.2 -7.2984 

429.1 -8.0534 

400.1 -8.9827 

399.1 -24.135 

397.2 -41.865 

394.1 -63.536 

389.6 -91.682 

383.1 -131.60 

373.6 -196.54 

Capítulo III.- Implantación computacional 74 

Pqx102 TAx q:x q~X X102 TTr q~r x102 q;r x102 

-5.4976 539.7 0.5400 -5.5221 539.7 -5.5026 .-0.2477 

-5.9155 520.9 2.6900 -5.9565 521.0 -5.9319 -0.2650 

-6.4022 500.6 2.6900 -6.3248 500.8 -6.4213 -0.2937 

-6.9763 479.0 -1.5800 -7.0265 478.9 -6.9978 -0.3328 

-7.6635 455.1 -2.2900 -7.7009 455.0 -7.7030 -0.4046 

-8.5011 428.8 3.5500 -8.5152 428.7 -8.4857 -0.4071 

-16.383 399.8 205.24 -15.371 399.8 -16.620 -2.7653 

-32. 740 398.9 3.3700 -31.547 398.8 -32.460 -4.0610 

-52.292 397.0 -24.560 -50.254 396.9 -51.862 -5.6141 

-76.911 394.1 192.77 -80.930 393.9 -76.361 -7.9294 

-110.30 389.3 192.77 -106.29 389.4 -109.72 -12.391 

-160.98 383.0 -10.370 -153.08 382.9 -158.16 -8.8197 

0.0000 374.0 0.0000 0.0000 373.6 0.0000 0.0000 

Soluciones del problema CCQ 
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R T qx102 Pqxl02 TAX q~X q~X X102 TTr q~r x10 2 qJ" x10 2 

0.385 539.6 -7.9962 -8.2818 539.6 0.8200 -8.3178 539.6 -8.2823 -0.3728 

0.359 511.4 -8.5813 -8.9114 511.2 4.0500 -8.9719 511.4 -8.9285 -0.3989 

0.332 481.0 -9.2587 -9.6447 480.7 4.0500 -9.5267 480.9 -9.6651 -0..4421 
0.306 448.1 -10.052 -10.509 448.2 -2.4500 -10.583 448.0 -10.533 -0.5010 

0.280 412.3 -10.995 -11.545 412.1 -3.7900 -11.598 412.1 -11.595 -0.6097 

0.254 372.9 -12.132 -12.807 372.6 3.8600 -12.818 372.5 -12.775 -0.6179 
0.227 329.3 -13.532 -21.217 328.9 222.86 -20.169 329.0 -21.448 -3.0297 

0.201 328.0 -29.278 -38.251 327.7 9.3600 -37.104 327.7 -37.968 -4.3838 

0.175 325.8 -47.779 -58.699 325.5 -18.670 -56. 793 325.5 -58.270 -6.0251 

0.149 322.3 -70.494 -84.567 322.1 241.91 -89.344 322.0 -84.022 -8.4867 

0.122 317.3 -100.13 -119.81 316.9 241.91 -116.89 317.1 -119.26 -13.246 
0.096 310.2 -142.35 -173.54 310.0 111.99 -169.12 310.l -170.51 -8.3766 

0.070 300.0 -211.32 0.0000 300.0 0.0000 º·ºººº 300.0 0.0000 0.0000 

Soluciones del problema DCQ 
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R 
0.385 
0.359 

0.332 

0.306 

0.280 

0.254 
0.227 

0.201 

0.175 
0.149 

0.122 

0.096 

0.070 
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T qxl02 

520.6 -7.3000 

494.8 -7.8341 

467.1 -8.4526 

437.1 -9.1771 
404.3 -10.037 
368.4 -11.076 
328.6 -12.354 

327.4 -27.946 

325.2 -46.247 
321.8 -68.692 

317.0 -97.943 

310.0 -139.57 

300.0 -207.49 
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Pqx102 TAx q:x q~X Xl0 2 TTr qJ' xl 02 q'J' xl02 

-7.5608 520.4 -0.4700 -7.6127 519.8 -7.5278 -0.3397 

-8.1356 494.5 3.2600 -8.1900 494.1 -8.1170 -0.3641 

-8.8050 466.6 3.2600 -8.6890 466.5 -8.7891 -0.4031 
-9.5945 436.9 -2.2900 -9.6499 436.5 -9.5800 -0.4563 
-10.540 404.0 -3.4200 -10.574 403.8 -10.547 -0.5548 
-11.692 368.0 3.7900 -11.687 367.9 -11.620 -0.5612 
-19.966 328.2 218.97 -18.914 328.3 -20.150 -2.9591 
-36.824 327.0 8.6900 -35.666 327.1 -36.488 -4.2977 
-57.040 324.9 -18. 720 -55.127 324.9 -56.550 -5.!1157 
-82.584 321.7 238.38 -87.261 321.6 -81.969 -8.3393 
-117.30 316.5 238.38 -114.42 316.7 -116.71 -13.019 
-170.28 309.8 110.16 -165.88 309.9 -167.18 -8.2130 
0.0000 300.0 0.0000 0.0000 300.0 0.0000 0.0000 

Soluciones del problema DNQ 

Radln CmJ 



R 
0.385 
0.359 
0.332 
0.306 
0.280 
0.254 
0.227 
0.201 
0.175 
0.149 
0.122 
0.096 
0.070 
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T qxl02 

599.4 -7.3000 
573.6 -7.8341 
545.9 -8.4526 
515.9 -9.1771 
483.l -10.037 
447.2 -11.076 
407.4 -12.354 
406.2 -27.946 
404.0 -46.247 
400.6 -68.692 
395.8 -97.943 
388.9 -139.57 
378.8 -207.49 
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Pqx102 TAx q~X q~X :X:102 TTr q~ :x:102 qJ' x102 

-7.5608 599.3 -0.4800 -7.6126 598.5 -7.5278 -0.3397 
-8.1356 573.3 3.2500 -8.1896 572.8 -8.1170 -0.3641 
-8.8050 545.4 3.2500 -8.6884 545.2 -8.7891 -o.4031 
-9.5945 515.8 -2.3200 -9.6488 515.2 -9.5800 -0.4562 
-10.540 482.9 -3.4500 -10.572 482.5 -10.547 -0.5548 
-11.692 446.8 3.7300 -11.684 446.6 -11.620 -0.5612 
-19.966 407.0 215.74 -18.884 407.0 -20.149 -2.9582 
-36.824 405.9 4.9200 -35.565 405.8 -36.485 -4.2960 
-57.040 403.8 -24.810 -54.903 403.6 -56.541 -5.9121 
-82.584 400.6 200.97 -86.731 400.3 -81.948 -8.3306 
-117.35 395.4 200.97 -113.13 395.5 -116.66 -13.008 
-170.28 388.8 -10.490 -161.97 388.6 -167.22 -9.2806 
0.0000 379.2 0.0000 0.0000 378.7 0.0000 0.0000 

Soluciones del problema CNQ 



Comentarios finales 

El desarrollo del procedimiento presentado en esta tesis, llevado hasta un producto tec­
nológico terminado, resultó ser una actividad formativa y creativa. Incluyó tem11s y ha­
biliclacles que usualmente no forman parte del currículo de un Físico, y permitió aportar 
resultados, con las peculiaridades propias de su profesión, en la producción de una tec­
nología con posibilidades de aplicación inmediata. 

La formación de un Físico obliga a una revisión seria de los fundamentos teóricos 
utilizados para incluirla en la documentación del producto tecnológico, sustentando pro­
fesionalmente su participación, y estableciendo los antecedentes pa.ra la formación de los 
usuarios del producto. Por ello se hizo una revisión crítica de las teorías físicas involucradas, 
buscando consistencia y la aportación de elementos para la reconsidemción y reflexil\n de 
algunos conceptos y planteamientos. Al adoptar una presentación postulacional de la Ter­
mostática se enfatiza la existencia de sus diversas representaciones y sus diferencias, n la 
vez se muestran algunas deficiencias inherentes ni uso del cálculo usual basado en la dife­
rencial de Frechet, por lo que se sugiere su resformulación en términos del Cálculo Exterior 
(variedades diferencinbles). Los aspectos numéricos también fueron revisados con la misma 
actitud, presentando un desarrollo autoconsistcnte de un método de solución numérica de 
ecuaciones diferencia.les parciales aplicado al fenómeno físico considerado. 

La implantación computacional, que es la concretización del procedimiento clesarro­
llaclo en esta tesis, fué validada con la confrontación de soluciones ele problemas sencillos, 
estableciendo a la vez, cierta confiabiliclacl en los métodos numéricos adoptados. La im­
plantación computacional permite el tratamiento de problemas en régimen estacionario 
o transitorio, con simetría axial o trnslacional, acepta condiciones n la frontera ele! tipo 
Dirichlet, Neumann, y convección forzada (condición mixta), y es posible considerar fuentes 
ele calor internas en medios (sólidos o Huidos) homogéneos, isotrópicos y lineales. Sin 
embargo, por clificultncles numéricas se limitó severamente el movimiento ele los medios, 
incorporando sólo parcialmente al procedimiento de solución presentado en la tesis. La 
implantación computacional, alÍn con sus limitaciones, hace factible la determina.ción del 
campo de temperatura y flujo ele calor en un rango amplio de aplicaciones•. 

Las dificultades numéricas mencionadas provienen de la asimetría de las matrices 
relacionnclns con el campo de velociclacl del medio. La adopción de métodos numéricos 

• En el IIE se ha utilizado para el análisis ele nn prototipo de transformador eléctrico 
[30], permitiendo estimar sus límites de operación y evaluar modificaciones en su diseño. 
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alternativos para tratar la asimetría sólo resuelve parcialmente al problema, puee existen 
severas dificultades teóricas en la modelación de campo de velocidad, en especial l!l.s rela­
cionadas con el movinúento convectivo. Estas dificultades son tema actual de inve,tigaciún 
[31] y el abocarse a esta tarea sería la continuación natural de esta tesis. 

En síntesis, esta tesis sustenta un producto tecnológico totalmente coocluido y 

disponible para su aplicación en la industria y la docencia. Por sus caractedqticas, es 
un trabajo de buen nivel con un resultado concreto, que colabora en la generaci<;\n de in­
fraestructura y autononúa nacional en este campo de actividad tecnológica interaacional. 

ESTA 
SALIR 

TESIS 
DE LA 

M3 nmE 
UWUOTfCA 
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Apéndice 1.- Procedimiento general para la transformación de 

operadores diferenciales ante cambios de coordenadas 

Resumen 

En este apéndice se desarrollan rigurosamente los elementos necesarios para efectuar "cam­
bios de coordenadas" de operadores diferenciales, planteando un procedimiento general. 
Posteriormente, como ejemplificación se aplica el procedimiento, expresando el gradiente, 
el rotacional, el laplaciano vectorial, el lnplaciano escalar y la divergencia, de observables 
descritas mediante cualquier método. Es decir, se obtienen resultados generales c¡ue pueden 
particularizarse al elegir un operador diferencial y un método específico de descripción del 
espacio. 

§Al.1 Introducción 

El contenido de este apéndice se apoya en los resultados obtenidos en un seminario sobre 
Cálculo Exterior realizado en la Facultad de Ciencias de la UNAM durante 1977-1978, 
dirigido por el autor y el que participaron de manera excepcionalmente constructiva: Al­
berto Aldama, Raúl Rueda y Fraucisco Uribe. La metodología posee innovaciones, con las 
cúales se logran presentaciones mas armoniosas respecto a las estructuras matemáticas uti­
lizadas, de igual manera, provee elementos para distinguir con mayor claridad y rigor a los 
procedimientos implícitos en la descripción de nnn observable física. Este planteamiento 
se basa en [7] y [32], la simbología (se incluye un breviario) tiene características originales 
y fué desarrollada con la intensión de explayar, lo mas íntegramente posible, los conceptos 
involucrados. 

Un campo vectorial en la física esta asociado a una observable, por ejemplo f E 

(lR3 )AxT siendo A X T el espacio de eventos accesible al observador, teniendose en gene­
ral que el valor de la observable en un evento P, f ( P) E 3?3 , se asocia a los tres ejes 
perpendiculares elegidos por el observador para describir al espacio. También es !recuente 
coordenalizar al espacio de eventos con el método cartesiano, generándose la función et E 
(lR4)AxT que describe al espacio de eventos, pudíendose entonces considerar a fo ct-1 E 
(lR3 )n• que es la descripción cartesiana de la observable f. Nótese que puede darse, el que 
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fo ot-1 sea el resultado de algún proceso analítico para alguna observable, por ejemplo 
fo ot-1 :'.' \7,x (g o.G't-'-1 ),·siendo g alguna observable física con las características antes 
mencio~adá.~ piif§f, es deeir, tanto [goct-1 ](p) como ['il' x (goct- 1 )](p) están vinculados 
co~llas di~éccfones de los tres ejes perpendiculares del observador. 

;e',;- '" 

. _:-; :.<·:··., 

: ÁfuiÚizO:r otro método para coordenalizar al espacio de eventos se genera otra 
fonéión,, dig~os xt E (!R4)AxT, que describe al espacio de eventos. Análogamente, la 
fundón fo xt-1 E (!R3)R

4 
es la descripción de la observable según e! método elegido, y 

[f 0Xf,-1](p) se mantiene vinculado a las direcciones de los tres ejes perpendiculares del 
observador. 

La razón de utilizar otro método de descripción del espacio de eventos, proviene 
del deseo de aprovechar alguna simetría que se presente. Para ésto, conviene determinar 
a la observable según ciertas direcciones asociadas al método utilizado, las cuales son 
perpendiculares y a veces dependen del evento considerado. 

Usualmente las leyes de las teorías físicas, involucran la descripción cartesiana de las 
observahles físicas. Así entonces, para utilizar otro método de descripción del espacio de 
eventos xt E (!R4)AxT, se hace necesario algunas modificaciones para efectuar el "cambio 
de coordenadas". 

Para fijar ideas supóngase que se trata con el campo f E UJP )A><T, y que en cierta 
expresión a utilizar, aparece fo ct-1 E (3'l3)R'. Claramente, para el "cambio de coorde­
nadas" lo que se requiere es considerar a (!o ct-1 ) o et o xt-1 pues es igual a fo xt-1 , 

además de determinar a las observahles según las direcciones asociadas al método utilizado. 

Este procedimiento no es tan simple como parece, supóngase, a modo de ejemplo, 
que (fo ot- 1 ) = 'i7 X (g o ct-1 ). Como evidentemente 

y lo deseado es que aparezca 9 o xt-1 para aprovechar las simetrías, son indispensables 
algunos desarollos, lo cual, aunado al deseo de expresar a la observable con otras direcciones 
dependientes del evento, hacen que el "cambio de coordenadas" sea un problema bastante 
complicado. 

En la sección que sigue se desarrollan los elementos necesarios para agilizar los 
"cambios de variable", independientemente del método que se elija. Posteriormente, serán 
aplicados estos resultados para expresar el gradiente, el rotacional, el laplaciano vectorial, 
el laplaciano escalar y la divergencia de observables descritas mediante cualquier método, 
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es decir, se obtendrán resultados generales que pueden particularizarse al elegir un método 
específico de descripción del espacio, siempre que utilizen bases ortonormales puntuales. 

§AI.2 Desarrollo teórico 

Es conveniente "separar" la parte espacial y temporal de los eventos, introduciendo a 
las funciones C, X E (!R3 )A y Tt E !RT, vinculadas con el método espacial y el método 
temporal elegidos para describir al espacio de eventos, así entonces 

con H = E;e·3 p~ o pf xlR 5f + pWªxlR lit E L(!R3 x !R, !R4
), quien es el isomorfismo 

canónico entre !R3 x !R y !R4 . 

En los desarrollos antes mencionados, que generalmente involucran a la diferen­
ciación, aparece sistemáticamente la función (xt o ct-1 )'o et o xt-1 , la cual debe expre­
sarse en términos de la función (X o c-1 )' o C o x-1 • Es fácil verificar que 

donde 

luego entonces 

H-1 = 91Rª xlR 0 '"' p4 li3 + elRª xlR 0 p4 
J L..J • • 2 4 

1E3 

xt º et-1 = :I: pf º x º e-1 º T, ..... 3 lif + P! lit 
IEii 

con T, ..... 3 = E •E3 P! li!. Al diferenciar, se obtiene que 

(xt º ct-1y ºetº xt-1 = 

I: pf. ((X o e-1)1 o o o x-1 o T, .... 3). T, .... 3) lif + Pt lit 
IEJ 

por lo cual, \fn E 3 . 

(AI.1) 

(AI.1)' 
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y de (AI.1), con una proposición sobre clife;~n~ill.ció!l [32 i>~g;14], tó:~bién se tiene 

(((xt º ct..:1 )< 2> C>ct~:Xt.:: 1 )':{64)';¡.;54.:;;,,,''.F. 
:··.' . ,•,:¡ n ·- ,. n ... -. 

L pf o ((((X o c-1'i<2
> ºª ox-i o T4:...3) * 6~) * 6~) óf 

IEJ 

los cuales son resultados de mucha utilidad. 

(AI.2) 

Para expresar a la observable con otras direcciones dependientes del evento, se 
requiere de un cambio de base "puntual", lo cual no altera a/, sino a los coeficientes de 
su expansión lineal asociada a la nueva base dependiente de la parte espacial del evento 
considerado. 

Para tratar el problema, se supone la existencia de BE ((3P)3 )X"(A), donde B(p) E 
(3l3)3 es una base ortonormel de !R3 para cada p E Xid(A). Nótese que B depende del 
método elegido, y generalmente es una famiiia infinita de bases ortonormales (a excepción 
del método cartesiano). 

Además se requiere de una función h t E ((!R3 )IRª)X"(A) que permita la expresión 
<le f en términos de cada base, para lo cual-a.che tener el siguiente comportamiento 

(AI.3) 

donde L(a) = La = E ie!l p~ a(i) para cada a E (!R3
)

3
• La expresión (AI.3) puede re­

expresarse como sigue 

haciendose claro que Ls(p) o hxt(P) = IIR• para cada p E Xid(A), y como B(p) es base, 

se sigue que h xt(P) = LBCp) donde hxt(P) es la "incognita". Entonces es fundamental 

la determinación de (Ls(p))-1 , para lo cual no hay un método canónico, excepto, afortu­
nadamente con (!R")". En efecto, dado que 

y 

se tiene que 

y también 
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por lo tanto B(p) E (lll3) 3 es invertible y a.demás 

B(p)-:1 
-""' {LB(p¡}-1 o ó3 = {{Ls(p))- 1 

):: o ó3 

luego 

Ls(¡;¡-i = _L_<'L~<•>Í_-•:6• = (Ls(p))-1 o L6a = (Ls(p))-1 

es decir {Ls(p))-1 = Ls(p)~'; ~?~:lo t~to 

h~f (p);;. 1scp¡-• 

para ca.da. p E Xid(A). Lleva.ridci ,~Jte r~sulta.do a. {AI.3), se obtiene que 

fo xt-1 =(LoB)* ((Loinv o B o E Ptó~) * (f oxt-1
)) 

kE3 

es decir 

¡¡ º xt-1 J(p, t) = E ¿; [B(p )-1 (j)J(i) ¡¡¡ º xt-1 J(p, t)](i) [B{p)J(i) 
iE3 jE3 

para ca.da. p E Xid(A) y t E Ttid (T). 

(AI.4) 

Ahora es necesario determinar a. B(p)-1 , para ello se ha.ce un plantea.miento general 
consid<'ra.ndo a dos espacios Euclídeos V y W de dimensión finita. Tomando a. a E Vñ y 

(3 E Wñ bases de V y W respectiva.mente, y haciendo 

T := L13 o (La)- 1 E L(V, W) 

se sigue que To a= (3 y T! o ó" = (Lp)-1 o To La o ó" = ó", nótese que 

{Al.5) 

Si /3 es una base ortonorma.1 se tiene que 

ó¡(i) = (/3{i),(J(i)) = (La([T: o ó"J(i)),L.:X([T: o ónJ(i))) 

luego entonces 

ó¡(j) =E E [[T: o ó")(i)J(!) [[T: o .5n¡(j)](k) {~(!), a(k)) 
IEñ kEñ 

y si a también es ortonormal, se sigue que 

L [[T: o ón](i)]{l) [[T: o 5n¡{j)]{!) = Ó¡{i) 
IEñ 
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obteniendo que la matriz T: o 5n E (lfll')~·es ortoi10.rmal, es decir 
- ·- - .. '·' ·.-::.';-.':.: ·, 

(AI.6) 

ya que 

L [[T: o sn](i)](l) [[T: o 6~J(j)J(l) = f mT: 'o 67l)t](l)](i) [[T: o snj(j)](l) 
lEñ lEñ 

Pero como 

la matriz T: o 5n es invertible, y además de (6) 

En particular; para el caso que aquí se trata, se hace a:= 5n y f3 := B(p), luego T = Ls(p)> 

y de (AI.5) se obtiene que B(p) = T/: o 5n, por lo tanto 

Finalmente, al llevar este resultado a (AI.4) se tiene que 

en donde 

f oxt-1 = L (foxt-1)e, (BoT4-3)*i 
iEJ 

(! ox-1)s, = L ((BoT4-3) *i') *J (Jo xt-1
) *J 

jEJ 

(AI.7) 

(AI.7)' 

obteniendo la expresión fundamental para realizar cualquier "cambio de coordenadas" 
utilizando las direcciones asociadas al método de descripción dt:l espacio que se elija. 

§Al.3 El gradiente 

En los textos matemáticos, para una función g E !R8 con E E !Rn, se define a su gradiente 
como 

suponiendo la existencia ele todas las derivadas parciales de g en el conjunto Et CE. 
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Esta presentación, aunque no la única, es matemáticamente aplicable en fo ot-1 

y fo xt-1 pues ambas funciones están en !R(!!4
), pensando que f E !RAxT es un campo 

escalar. Sin embargo, en las teorías físicas provoca serias ~onfusiones, pues en ellas el 
"gradiente" tiene caracteristicas muy especiales, dado que trata solamente con fo ot-1 E 
!R(!!4

), y se define como 

vu º ot-1) = ¿ au ~~t-1) 6f 

ie3 ' 

omitiendo a la derivada parcial temporal (asociada a la 4a. componente). Es decir, sólo se 
consideran a las derivadas parciales correspondientes a la parte espacial de la descripción 
cartesiana del evento espacio-temporal, y la definición sólo es válida para una observable 
descrita con el método cartesiano. 

Para tratar con la descripción de la observable según algún otro método, se requieren 
de los resultados obtenidos en la sección anterior. Es conveniente utilizar a la diferenciación 
en vez de las derivadas parciales, quedando expresado el gradiente como sigue 

\l(f 0 ot-1) = ¿ (! 0 0 t-1 )' * 6t 61 E (!R3 )ct••cAxTJ 

iE3 

dado que para cada i E 4, se tiene 

a(f º ot-1) = (f º ot-1)' * M 
8:vr ' . . 

De la expresión (AI.7) y (AI.7)' ~~ tiéné qúe 

v(foot-1 )Cict~.,\'."t?1= ·. . 
L L ((B 0T4:...~)é~i)~J(\l(fo ot~1 ) o et axt-~) *I<B 0T47'.'3)*i 
iE3 jE3 

y de la definición del "gradiente" 

pero 

1 º .. C?!\ 1c~:.a0;;,,~k~'.;)'.~"it'¿;st;1 •• 
:.':!:~. ~, ~.(~:~:·~·r.:\::·.\~ ·-. '. :> 

luego 

(V(fo.Ot-1)~~td\füi)~J4; ' . 
(! ~ xt-:-1 )'*(((xt6'ot-1.)'.? et o xt~1 ) * 61) 

(AI.8) 
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De este resultado y de {AI.1) se sigue flnft.\lliente que 
· .. ·:.'< 

V{! o ct-1
) ~et ~·~+~1'i±2t((B o T4__.3) * i) * I 

ie3 jE3 

L PT o (((Xo c-1
)' ~o ax-1 0T4__.3) * óJ) 

IE3 

(AI.9) 

expresión general que incorpora a cualquier "cambio de coordenadas" en sus dos aspectos; 
se expresa al "gradiente" con las direcciones asociadas al método elegido, y se considera a 
la descripción de la observable bajo dicho método. Se pude hacer 

Vf t=V{faOt-1)aOtaxt-1 

X 

para acercarse a la notación usual del "gradiente". 

§Al.4 El rotacional 

Para una función g E (!ll3)5 con E E !R3 , se define a su rotacional como 

suponiendo la existencia de todas las derivadas parciales de g en el conjunto Et C E. Es 
conveniente reexpresar al gradiente utilizando a las permutaciones en 3, obteniendo 

'<'7 " { {")) ( 8g(a(i))(2) 89[a(i)j{l))-Ó3--
v X g = L., sgn a i - [ (")j(a) 

iEJ 8:V[a(i)j(l) 8:Z:[a(i))(2) " ' 

en donde 

a:: {(1,{{l,2),(2,3),(3,1)}),(2,{(1,1),(2,3),(3,2)}),(3,I;¡)} E (33)3 (AI.10) 

que constituye la familia de permutaciones en 3, teniendose para la función signo que 

sgn(a(l)) = 1 sgn(a(2)) = -1 sgn(a(3)) = 1 (AI.11) 

debido a su definición [7 pag.309]. 
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,·.-., _,' 

En las teorías físicas, el "rotacional'' de.\li1'.~~II1~~)'ectorialf E (!Jl3)AxT presenta 
cierta analogía con el gradiente, pues también.se·fr~tá.éo~;Jo et.,-i E {!R3)R' y se define 

.. ·. "·· _,.,,, . -,·;:~v·,· . .:,- ·.·,.:·:~··,; ,, 

como 
V X (fo ct-1) = L sgn(a(i))((f1fül](,2)º i:t-1

)' * s¡..(i)](I) 
iea 

- U1a<ilJ<1i 0 ct-
1 

)' * 5¡'..<i>J<2>) ó[acilJ(3J 

en donde se omite la derivada parcial temporal y se utiliza a (AI.7) para reexpresar a las 
derivadas parciales en términos de la diferencial. Los valores de foct-1 y de V x(f oet-1) 
se asocian a las direcciones de los ejes perpendiculares elegidos por el observador para 
implementar el método cartesiano. 

Para tratar con la descripción del espacio de eventos mediante otro método, se 
utiliza a (AI.7), obteniendo que 

v x uº ct-1) ºetº xt-1 = 
:EL ((8 0T4_, 3) *i) *J("il x (f ocf-1)0 et o .xt-1) *J (8 0T4_,3) * i 
;ea ;ea 

pero de la definición del "rotacional" 

(V x (f ~·et~i)o cito~tjl)* 1 = 

sun(a(j)) dUiawJ<2> ~'et-~)'º. etº xt-
1

) * 5iarni<1> 

·.·.. }.-.'((f¡~(;)J(~):~o.~t-1 )' o C!t oxt~1 ¡ * 5¡'..(;)](2)) 

.~, (·~~·;~_~Iilct.1.f.!lf lllf~lli~J";f 
-. -~ J (l{a(nJ(~) _,,~,._, __ , :--c:-:+~)~-.-~,:-~~-'J·.~·'":.'.:<·· ~:~~: . ._.. .. >.; J :-..:. [a(1))(2));.( . _:, "''· .-4,~a): ':' 

~~~:~::::·~llltf lllii~~~~~-;)·'~""'"'1 
((f¡a(j)J(m)•ºd hº:ctox!;·¡)*.5¡a(;)¡(n)'?"'.'. ...•...• ) .. ·.···.· .. :·_··.· .. ·•. ·. . · .. 

. . ·.· ·t.pf.~Ü(A ~c"ifºG'·o;~~1 .º '.z.47_3) ~ó(~c;)JC.nj) . 

·• U[awJ<rnlºxt-'~)' * 6f 

(AI.12) 

(Al.13) 
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Ahora se requiere reexpresar a f o x_t ;-1. e~. térnúnos de las direcciones del nuevo método, 
para ello se utiliza nuevamente a (A~:7); I'_ara m E 2 se tiene que 

.-.,-, ' 

f x: t-1 /~:. '~ / 
[a(j)](m) O J _=:· ·. :·;,,• ·'> ..•.•..•.... , 

P[a(j)j(m) o (L L ((Bo T¿3)-~k) *'ñ (fo xt-1) * ñ (B o T4-3) * k) 
' . '·:-,-_ ·-··' - ,-,:.- ', 

kE3 nea. .·::;. ·:.>·•. · 
. -'.-_":./ 

luego 

ftaU>l<rn> o xt-'1 '7.·L:Üo;xt-;;1)~¡;. Pt~éií1(~¡:9((~ ~;fL~i~~) (rmAU4) 
kE3 • · . . . 

(f¡a(j)](m) o xt-l )' *lit ==E ((J.c/ixs1;:j~t-frt#it~diÍ(;;.¡ 6((B ó T4-3) * k) 

":f 2':if iri~~'\~¡:~~~·~.T.S,¡. kl' ' 611 
Finalmente, al levar esta última eiqiresiólijá:'.(AI:J3);(yjal susti~Uir el resultado en (AI.12), 

~º"ª:·X (/ o ot-' 1 o .ot; ~f-,(f ;~~Jítii~F~·il· i1 • }· (Al.15) 

IJ E:(a¡l'é}kte-,'6j1il;k1)'.(B o,T4~3) * i 

en donde 
.· ,:_~-;.:-~¡~, "·' ·;' 

+uº .Xt~; J8~i((C~ 6·Tz:3) ~ ;;r; óf> * l~Ú)](2) 
d;kl =: ((! oxt-i)B.)' * óf ((B 0T4_,3)*k) * [a(j)](l) 

+(fo xt-1)B. (((B o T4_,3) * k)' * [a(j)](l) 

expresión general para el "rotacional" de un campo vectorial, en donde se asocian sus 
valores a las direcciones del método de descripción utilizado para describir al campo, 
siendo las funciones (!o xt-1 )B. sus componentes en dichas direcciones. Para lograr 
cierta afinidad con la literatura, se puede hacer 

v x ¡ t = v x (! º ct-1¡ ºetº xt-1 

X 
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haciendo uso de (AI.15) en miembro derecho. 

§AI.5 El laplaciano escalar 

Para una función g E lRE con E C lRn, se define al laplaciano (escalar) como 

suponiendo la existencia de las derivadas parciales de segundo orden en Et C E. Reex­

presando al laplaciano en términos de la diferencial, se obtiene que 

v2g = ¿ (g' * ó¡:)' * ó;: 
kEñ 

debido a al uso iterativo de (AI.8). 

Como en los casos anteriores, al tratar en las teorías físicas con un campo escalar 
f E lRAxT, se define a su "laplaciano" omitiendo al término temporal, haciendo 

v2u º et-1) =¿<U oet-1)' * óff *ót 
kEJ 

considerando a la descripción cartesiana de la observable f. 

(Al.16) 

Para considerar a otro método de descripción del espacio de eventos, se compone 
por la derecha con la función et o xt-1, obteniendose que 

v2u º ct-1) ºetº xt-1 = 

I: ((((! º xt-1 )' º xt ºC't-1) * ((xt º et-1 )' * ót))' * 6t) ºetº xt-1 
kEñ 

y de una proposición sobre difere11ciadón [32 pag.16], se sigue que 

((((! oxt-1y oxt º cF1y)f(~t~~y1y* óm'dt) ºetº xt-1 = 
<Uº xt-1 )<2> * mxt º ct;1 )1)~·!C?t·:~':x"J~f:'}) ót)) * wxt º at-1 yº etº xt-1) * 6f) 

;/(};'a.~ft1)i{(fr(,~t;aot-1 )<2> º e.t º xt-1) * ót) * 6f) 
Finalmente, de (Al.1)' y (AI.2J~e'ii~~~{~~~;'', ji, ' , ··• .· . . 

\72(! o·et~ 1)~ bt : .. a;l =f·E~kl -1- bk1 L c;kl (Al.17) 
·· kei 1e3 ;ea 
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en donde 

·,:··... .· 

bk1 = (((Xº c-1 )'ºeº x.-1 º T4:.:.3) * ót) * 1 

c;k1 =(((X o ct-1 
)' ºeº x-1 º T4 ..... 3) * .s:¡ *J ((! º xt-1 )<2

> * .sn * 6J 

quien es la expresión general para el laplaciano (escalar) ante cualquier "cambio de coor­
denadas". Para acercarse a la notación usual se puede decir que 

haciendo uso del segundo miembro de (AI.19). 

§AI.6 El laplaciano vectorial 

Para una función g E (al")E con E C ln", se define a su laplaciano (vectorial) como 

v2u =:E v2gk .s~ 
kEñ 

utilizando al laplaciano (escalar) para cada función componente (AI.16). Al reexpresar al 
laplaciano en términos de la diferencial se obtiene que 

v2
g = :E :E ((gk)' * .s¡i)' * .sr ó~ 

kEnlEn 

en donde se ha utilizado iterativamente a (AI.8). 

Análogamente a los casos anteriores, al tratar en las teorías físicas con un campo 
vectorial f E (iR3 )AxT, se define a su "laplaciano" omitiendo al término temporal haciendo 

v 2 (1 º ct- 1
) =:E :E ((fk º ct-1

)' * 6t)' * .st .si 
kE:i IE:i 

en donde se considera a la descripción cartesiana de la observable, asociando los valores 
del laplaciano a las direcciones de los ejes perpendiculares elegidos por el observador para 
implementar el método cartesiano. 
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Po:ra tratar, con.la,descripcl~~ del espacio d(l eventos mediante otro método, se 

utifüa • ';;;>:~frttJd~!/~;t~J~~~~~'1f t•i) •3 . ~ (AI.18) 

E(((!; o et . ) * ó,),* s,) o.f:t<J :;rt. ,. (B o T4-3) * i 
lea . . .· ' t;~;tt .. \i:¡'.'.fü,f jGT } 

Ahora, de una proposición sobre tliíereni:i~~ióiU~2)iag~16], y al considerar que 

¡,.o ct-i:,j(j¡;~;i:t~~)~}fo ct-1 
-':;~;o_;:·;-\~- ·- ;· '~ <.o . ' 

se obtiene que · ' ·· /r~'.··:: :.·. 

( ( (!; o e t-1 
)' * óf )' * óf fo e.!,;*f-2J:J~·.y , ' 
(!; º "yh1y t (( ((~t~ 9h1 )<2

> º ót º xt-1
) * sn * 61) 

+ ((/; ~'xt.j1 ·)\,2} *({(xfo cH )'ºetº xt- 1
) * 6t)) 

~ (((xt º ct-1 )'ºetº xt-1
) * st) 

(AI.19) 

Al ret-.xpresar a fo xt. en. térnlinos de lasdlrecciones dél nuevo método, mediante (Al. 7) 
se obtiene que 

(/; o·x.t-1 
)' = 

'E(! axt-1)s, P1 • ((Bo T4 __,3 ) *r)1 +p~o ((B o'.Z\.;...8 )*F) ({/ axt-1)s,)' 
re.'l 

luego 

+P~º ((B~T4~) *1-'i<úici~Y!; 1 )ai)<2>:~('((ft.i6''ch'i~f~clo xt-1
) * óf)) 

. .. . . . . ·. -rÚ(.1Ytg at-1y º·etº xt-1 ) * sn 
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mea ...... , 
+ p~b ((~ojL3)* rf 2: P! o (((X o c:..1

)' o e o x-1 o T4_,3) * óf) 
nE3 

2: p~ o (((Xº c-1
)
1 o e o x-1 o T4 _,3 ) * óf) ((! º xt-1

) 8 • )< 2> * 6~) * 6~ 
mE3 

Finelinente, el sustituir este resultado en (Al.18) se obtiene que 

V 2(/o ct~1 ) octoxt-1 =2: 2: ((8 oT4 _,3 ) *i) *J 
iE3 jE3 

2: :E :E'a;~r f~jl~r +.c;1r +E (d;mnr + e;1mnr) (8 o T4_,3) * i 
IEJ rE3 ne.3':' ineii ' 

en.donde ·•; . ·'. ;··.: ~~ ,'~li ·;··;¿~,~/{•·: ::::~ •¿4 ':.:;_ 

. · · · a;nr = ((f,,o:x:J}Js. (((80T4~3}.*,T-)•*A) *3 

b;,~:=. ú1f ~~·2~1):·:;·~)~~w1tr.;,·~~~.1s~.r~}) 5~·) ·•··.··· ·• · 

,,~:.'.~~1:1t!1f ~i~tm~i~t!:~,~~~¡:;, 
e;1mnr = ((8 o T4__.3)_*:j/~f'füj~:~~n)s.)<2> * 6~) * 6~) 

(((Xº c-:1
)
1 ºeº x-1 º T4__.3) * 6n * ñ 

(((Xº c-1
)' ºeº x-1 º T4__.3) * sn * m 

(Al.20) 

expesión general del lo.placiano vectorial nnte cualquier "cambio de coordenadas", en donde 
se consideran las direcciones asociadas al método elegido y la descripción de la observable 
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bajo dicho método. Análogamente a los casos anteriores; para acercarse a la n~tación usual 
se puede decir . 

v 2 ¡ xt = V2(! o at-1
) º at º xt-1 

haciendo uso de (AI.20) en el miembro derecho. 

§Al. 7 La divergencia 

Para una función g E (lRn )8 con E C ¡nn, se define a su divergencia como 

suponiendo la existencia de las correspondientes derivadas parcia:les de g en Et C E. Al 
reexpresar a la deivergencia en términos de la diferencia:! se obtiene que 

debido a (AI.8). 

v. u= L: (uk>' * s;: 
kE3 

Al igua:l que en los casos anteriores, a:! tratar en las teorías físicas con un campo 
vectoria:l f E (!R3 )AxT, se define a su "divergencia" omitiendo a:! término tempora:l haciendo 

v. (lo et-1¡ = ¿: (f1c o et-1¡1 * st 
kEil 

en donde se considera a la descripción cartesiana de la observable f. 

Para considerar a otro método de descripción del espacio de eventos, se utiliza a 

(AI.7), y se tiene que 

por lo cua:l 

¡,. º xt- 1 = ¿: (! º xt-1)s1 Piº ((B º T4 .... a) * I) 
iEil 

V'.(! o at-1¡ o et oxt-1 = 

L: L: ((!o xt-1 )s, Piº ((B o T4 .... a) * I))' * (((xt o ct-1 )'o et o xt-1
) * st) 

kE3 iE3 
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y de (Al.1)' se sigue que 

V·(! o ct-1
) o chxt-1 = L L L (((X o c-1)' o C ox-1 0T4-:'3) *5f) * 1 

.1:ea ieii rea 

((!o ,·d::-1 )s, pf o ((B o T4-:>3) * i))' * óf 

por lo cual 
(AI.21) 

en donde 

quien es la expresión general pare. le. divergencia. ante cualquier "cambio de coordenadas". 
Al igual que antes, se puede hacer 

v . ¡ xt = v . (! º ct-1
) o etº xt-1 

pe.re. acercarse e. la notación usual, el la cual debe considerarse al miembro derecho de 
(AI.18). 

§AI.8 Simbología 

f E BA. Une. función f: A--> B. 

Jii(E). Pe.re. f E BA y un conjunto E, se he.ce /ii(E)=: {a E Alf(a) EE}. 

fo g. Pe.re. g E BA y f E Dª, se tiene que fo g E D(g''(G)), en donde [/o g](a) =: 
f(g(a)) Va E gii(C). 

L(V, W). Pe.re. dos espacios vectoriales V y W, se tiene L(V, W) ={!E wv 1 f lineal}. 

pf'. Pe.re. m E ./lf, siendo ./lf el conjunto de los números naturales, se tiene que p¡' E 

lR(r) con p¡'(:c) = :c(i) V:c E IR"', siendo iñ = {n E .Nin~ m}. 

A 0 • Pe.re. un conjunto A ~ V siendo V un espacio norma.do, se define A 0 = {a E 
V l 3B5(a) CA}, en donde B5(a) ={:e E V l ll:c - all ~ 5}. 

f'. Pare. f E WA con A ~ V, siendo V y W espacios normados, f' E L(V, W)E es le. 
diferencial (de Frechet) de f, suponiendo que es diferenciaule en E ~ A 0 • 
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5m. Para m E N, se tiene que ó~ ,E (!fliií )iñ es la base canonica de lJliñ, en donde 

./·,.······. •. 

o¡vm¡. Para m E N y. V. un;es;~ci~~Vé~tJ~ial,· se tiene que o¡vm¡ E (Viñ)V con 
' - ,-. . .. .,. -.·. -«•·'.,~"·;..:_:•- .-·" 

[Blv;;;\z:))(j) :: [óm(i))(i) :z: V j E é\/~ ~ l{':'. 
f. Para f E BA, se define f E (BA )º c~h l(:z:) ~ fV :z: E C, en donde el conjunto C 
esta definido por el contexto. . · · ·. · ·. 

f •g. Para g E (C 8 )A y f E (Dº)A.,si{tiene,cp1ef•g E (D8 )A con [f •gJ(a) = 
f(a) og(a) Va E A. 

f * g. Para f E (C 8 )A y g E BA, s~ tiene Ju~! :.u .E.cA con [! * g](a) = 
[f(a)J(g(a)) V a E A. <;: ·y. ·•· ·· 
Jid(E). Para f E BA y un conjunto E, se tiene q~e 'f;d(E) ~ {b'~ lJ i 3 a E A tal que 
f(a) E E}. ..·•.· ·····•·· . 

IA. Para un conjunto A, se define IA E AA con IA(a) ,;,ia V~ E A .. :. 
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Apéndice II.- Cambio de coordenadas para el método cilídrico 

Resumen 

En el apéndice 1 se desarrolla el procedimiento general para transformar la descripción 
del espacio de eventos, campos vectoriales y operadores diferenciales, cunndo se basan 
en métodos con bases ortonormalcR puntuales. Este apéndice plantea los elementos para 
utilizar dicho procedimiento con el caso del método cilíndrico, la simbología {se incluye un 
breviario en el apéndice 1) tiene características originales y fué desarrollada con la intención 
de explayar, lo mas íntegramente posible, los conceptos involucrados. 

Desarrollo 

En los términos del apéndice 1 e identificando a xt E {IR4)AXT con la "función" c¡ue 
establece la descripción del espacio de eventos mediante el método cilíndrico, se tiene que 

para el "cambio de coordenadas" de cartesianas a cilíndricas, e inversamente 

De las expresiones anteriores se obtiene que 

((X o c-1
)' o e o x- 1 o T4 ..... a) * óf = 

(óf(l) cosop~ + óf(2) sinop~)óf {AII.1) 
1 . . - -+ p
1 

(óf(2) cos op;,::- óf(l) sinop~) ó~ + óf{3) ó~ 

asi como también 

({{X .o 0:1.)<2> ºe ox-1 a:T4i~\\ófY * óf ~ 
. 1

4(si(Úsin2 ~v~) + 6f{2) cos2 op~) 5f 
. · P1 ·: : " :' . {AII.2) 

+ (·.··~))óf(l):..: óf(2)) sinop~ cos opfij' 
· P1 ··. . 
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las cuales son expresiones indispensables pe.re. lograr le. descripción cilíndrica: de la tre.ns­
fereucie. de calor por conducción. 

Le. be.se ortonormal puntual B asocie.de. al método cilíndrico tiene le. forma que 
sigue 

(B o T4_,3) * I = cos op~ lif + sinop~ li~ 
(B o T4_,a) * 2 = - sin op~ lif + cos op~ li~ 

(B o T4-+3) * 3 = .sg 
por lo cual, pe.re. ce.da l E 3 se tiene 

((B o T4-+3) * 1)' * lif = -.Sf(2) sinop~ li1 + lif(2) cosop: 6~ 

((B o T4_,3) * 2)' * óf = -éf(2) cosop~ lif -lif(2) sinop~ lii 
((B o T4_,3) * 3)' * 81 =O. 

(AII.3) 

(AII.4) 

Las cuales pueden reexpresarse pare. acercarse e. le. notación usual, haciendo uso de los 
términos que siguen 

(AII.5) 

e.si como 
(AII.6) 

quien debe utilizarse con mucho cuidado, de.do que pude ocasionar serias confusiones. 

El proceso que sigue consiste en la sustitución de las funciones previas en las 
obtenidas en el apéndice I, lo cual resulta bastante laborioso debido a le. cantidad de 
térininos involucrados. Para lograr la generalidad necesaria para el objetivo que se per­
sigue, se considere. genericamente a un campo escalar f E RAxT y e. un campo vectorial 
F E (lR3 )AxT, Se conviene introducir una notación ad hoc para las componentes ele lo. 
descripción cilíndrica de F asociadas a la be.se ort.onormal B, haciendo 

(AII.7) 

lo cual es coherente con (AII.5). 

Para obtener al "gradiente cilíndrico" de f, se sustituye en (AI.9) e. (AII.1), (AII.3), 
(AII.5), y (AII.6), obteniendose que 

(AII.8) 
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pues se conviene .en hacer· , 

8(1 º xt-1) •.. 't. .•·· --"·· 8(
0

1 ~:.Xf,- 1 ¡ :· ... ··t '----
. J · · :=(fo X -iy;¡. 54 < i . ·'O'=(! a X ""'1 )' * 54 

8r . · ...... t ~· ·L;)80,f::·· , . 2 

8(fox .,.1l::(¡dxt.~í¡•~54 .· 
· 8z · · ~;,,(.::: O: •·· 3 

· 

para afinidad con la notación usual. . 

Para el "laplaciano ( esc~ai:) ciií1ldrico" ele),. s~;utigza en (AI.17) a las expresiones 
(AII.1), (AII.2), y (Ail.6), obteniend~se que · . · 

V'2(/ o ct-1¡ o (cfo xf--1¡ = 18(1 oxt-1) + 82(/oxt-1¡ 
r 8r 8r2 

1 8(/oxt-1¡ 82 (/axt-1¡ 
+ r2 892 + 8z2 

(All.9) 

debido a la convención para las derivadas parciales. 

Para el "rotacional cilíndrico" de F, se sustituye en (AI.15) a (AII.1), (All.3), 
(AII.4), (AII.5), (AII.6), asi como (Al.10) y (Al.11), obteniendose que 

V'x(Foct-1 )o(Gtoxt-1¡=(!. 8F• - 8F8 )ar 
r 89 8z 

(8Fr 8F,) (8Fo 1 8Fr 1 ) +----as+ ----+-Fo a, 
8z 8r 8r r 89 r 

(Ail.10) 

debido a (Ail.6) y a la convención para las derivadas parciales. 

Con estos antecedentes se puede obtener la descripción cilíndrica. de la transferencia 
de calor por conducción. Para ello, en la expresión (TC_C) debe considerarse el que 
V' · (k VT) = Vk · V'T + k V'2T y posteriormente ser compuesta por la derecha con la 
función et o xt-1 asociada. a un sistema de referencia inercial. De este modo, pueden 
emplearse las expresiones (All.7), (AII.8) y (All.9), en donde sea apropiado. 
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Apéndice 111.- Integración de funciones de aproximación 

de elementos triangulares de primer orden 

En este apéndice se establecen ciertos procedimientos de cálculo, necesarios en la aplicación 
del método de Galerkin en discretizaciones de elemento finito con elementos triangulares 
de primer orden. Estos procedimientos se refieren a la integración, en un elemento de malla 
o en su frontera, de diversas funciones co11Stituidas por las funciones de aproximación (o 
de forma) del elemento. Posteriormente se exhiben algunos resultados de la aplicación 
de los procedimientos planteados. Estos resultados se refieren al cálculo de las integrales 
que emanan del tratamiento (con el método de Galerkin) de problemas bidimensionales de 
transferencia de calor por conducción. 

§AIII.l Introducción 

En la literatura de elemento finito se encuentran procedimientos para integrar las fun­
ciones mencionadas, el argumento que utilizan se basa en la adopción de coordenadas 
diferentes a las cartesianas. El proceso de "cambio de coordenadas" involucra la conside­
ración de una observable física y de procedimientos de coordcnalización implementados 
por un observador. En este caso la observable es la posición y se trata con un sólo método 
de coordenalización: el cartesiano1 ... Esta situación hnce confusa la argumentación de la 
literatura, lleva a que dichos procedimientos sean sólo reglas operativas y hace necesaria 
una revisión del planteamiento. 

Los procedimientos de integración rle este apéndice, se basan en el teorema de 
cambio de variable para las integrales en elementos triangulares y en la integral con una 
parametrización para las integrales en la frontera de los elementos. El primer caso exige 
una transformación favorable a la integración, sin que esto implique un "cambio de coor­
denadas". El segundo caso, sólo requiere de una parametrización a.propiada de la frontera. 
Estos procedimientos son claros y sólidos, logrando una fundamentación aceptable para su 
utilización. 

1 La simetría axial permite el tra.tamieuto bidimensional, considerando una sección 
axial¡ en donde esencialmente se usa al método cartesiano. 
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§AIII.2 Antecedentes 

La implantación del método ele Ga.lerkin con el método ele elemento'finitó.[C~p. JI y 17], 
involucra la consideración de una región conexa y.compacta (cérracla y'~c~·t~ü'fi). ~i.la 
región ele interés es n C lR2 , es necesario aproximarse a una "particlóii"·dJ'_clll.!. (n1alla) 

media.ni.e la consideración ele una familia finita de triángulos2 {Á! C R2 Is E fh} ~onociclos 
como elementos de mella, tal que 

en donde ( ti.Í)int se refier,e al interfor. del conjunto A!. 
La clescripci6n:.\Je los triá.ngulos puede hacerse en términos de una matriz A ele 

orden m X 3, en clbii'cle~A:}E lR2 corresponde a las coordenadas (cartesianas o cilíndricas) 
del vértice (noclo)j-é~Ím~'del triángulo s-ésimo, desde el sistema de referencia utilizado 
para. la descripción del' ferió;néno. Para mayor simplicidad, es conveniente definir las sigui­
entes matrices, en dondé .&.;i. es·la componente i-ésima. del par A,; 

Vs E fñ (AIII.1) 

y 

b,E Vs E iñ (AIII.2) 

de lo cua:l se sigue3 • 
4 

2µ., = li(A.2 - A: 1)"x(i,,; ~ti~ t)U 
=h,32 b,2/~ h~22b~~1 =:=. b,¡¡b,n -b.12b121 · 

(AIII.3) 

2 Para un ni E . .N', se conviene en h'aé:er iñ = { s EAfl ~:::; .m }.'/~n dó1iÚe .N' representa 
al conjunto de los números naturales; . .. ;;: (;;_:;. ; \;;p.• •·; · - t .... ;, -.;"':-·.;:-, :~'-;,' .. ;;• ._'/, 

3 El símbolo µ, se refiere al área de .b.,; ·. ,> :·,i;'i/''}';s/.~~{ 
4 Obsérvese en el esquema de §AIII.3, que la Íd~Ü:Ú~J¡;;¡¿¿.;clflos vértices ele Á! 

tiene la orientación contraria al movimiento de un' r~I~J;'.~De,'.~~té''-IÍi~c!o se cumple que 
;·~·-,;.,":~~:.-~ >~;,_:,.·, · .. 
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ya que 

-b,31 = b,11 + b.21 y 

Ante la elección de cualquier elemento de malla d! ·.·con s E m, se considera 
su familia de funciones de aproximación { <J>, ;I i E 3} en· términos de los polinomios de 

Lagrange asociados a .D.!, obteniendo con (AIII.1) y (AIII::Í) que6 . 

. . ... . ... 

_ f-<a.¡ + b,¡¡ p~2>.t"~i2;wr Vi E 3 
µ, " .... 

(AIII.4) 

·~ .. 

para la descripción cartesiana o cilíndriCa: 

§AIII.3 Desarrollo 

En la aplicación del método de Gnlerkin en discretizaciones de elemento finito con elemen­
tos triangulares de primer orden, resulta necesaria la integración, en un elemento de malla 
o en su frontera, de diversas funciones constituidas por las funciones de aproximación del 
elemento. Aunque las funciones de aproximación son muy sencillas, el cálculo directo de 
las integrales en los elementos resulta inasequible, dado que la forma de los elementos 
imposibilita una integración i tera<la. Por ello, es necesario transformar apropiadamente la 
región de integración y aplicar el teorema de cambio de variable, para obtener una integral 
que pueda ser calculada con una integración iterada. 

Para un elemento cualquiera, digamos el a-ésimo, debe considerarse una transfor­

mación T, : !R2 -+ lR2 que modifique convenientemente al conjunto .ó.!, lo cual no involucra 
un "cambio de coordenadas". Una transformación favorable al proceso mencionado es In 
siguiente6 

T -1 ( (2) b (2) 1 ( b b ) , - b, 2 2 p 1 - , 1 2 p2 + -
2 

n, 2 11 2 - a,¡ , 2 2 , 
µ, 

(2) b (2) i ( l) b,11P2 - a21p1 +-
2

- a,1b,21-a,2b.11 
µ, 

(AIII.5) 

6 Para m, n E J\f tnl c¡ue m ::; n, se define la fonción p~> : !Rn ·-+ !R haciendo 
p~)( :i;) = :llm V :i: E lnn y se le llama función proyectiva m-ésima de !Rn. 

6 Para utilizar el teorema <le cambio de variable es apropiado explicitar la función 
inversa de T,; i.e. T;1 • 
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resultando que T, es un transformación afín·en !R2., con la propiede.d7 

T,(A,;).== (*1;·;'.óii) Vi E 3 

ye. que 

T,- 1 (ó¡i,'ó~i)~'A,; Vi E 3 
--~,, ,• ,',·. 

como es fácil de verificar. Esto provoce.'_qu~·,i~de~cripción ce.rtesie.ne. de T,(AÍ) 
triángulo recto con catetos unitarios,' lo" criei/p~ede visualizarse como sigue 

2 

T(6t) 
s s 2 

!:/ 
s 3 

¡} 
s 2 

T(.6t) 
s s 3 1 

Transformación de trie.ngulos pe.re. la integración 

sea un 

En estas condiciones ya es favorable la e.plice.ci<.ín del teorema de cambio de ve.ria.ble 
(7 Ce.p.8 §11]. Pe.re. une. función f llieme.nn integrable con soporte [7 pe.g.336] contenido 

r Se utiliza. la delta de Kronecker, 6; k, definida como sigue: 

si i = k¡ 
si i i= k¡ 

en donde i y k son enteros positivos. Aunque tiene semejanza con las funciones de 
Kronecker [7 pag 74), estrictamente son diferentes. 
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en ó.Í, se tiene8 • 9 

f t I=L f•foT,- 1 IDeto.(T.--'1 )'1= 2~.f. t f oT,~ 1 
A •.. ,. ' '.!',(A,) ···.·, · .. .' < .. ,T,(A,) 

ya. que 

(T¡1) 1 (:i:)' 

por lo cua.l 

[ 
1 '] . : .. 2 Det o (T¡) (:e) = b,12. b,21 - b,11 b,22 = 2µ, V:i: E IR . 

Ahora., como el conjunto T,(D.!) permite utilizar la. integración itera.da. [7 Ca.p.8 §12], se 
obtiene10 

j t f = 2µ, t F 
A, o 

con f 
1-q 

F(q) = foT¡ 1 o(q,111) 
o 

VqE [O, 1] 

que establece el procedimiento pe.re. integrar en elementos triangulares. 

Para. aplicar este procedimiento, son convenientes otros resulta.dos. Se puede ver, de 
(AIII.3) y (AIII.4), que la.s funciones de aproximación tienen el siguiente comporta.miento 

q,, 1 o T,-1 = Pi2)' 

da.do que cf>,3 = 1- (<fi,1 + cf>,2). 

En cuanto a. la.s integra.les en la. frontera de un elemento, digamos el s-ésimo, se 

considera. una. función f continua. en 8.ó.! y se tiene11 • 12 

J t f = L J t f = 2: r· fo g¡ llVuill 
8A, IEJ 8A, 1 IEJ ª' 

8 La. función Det se aplica. a. tra.nsforma.ciones linea.les, su valor es el que se obtiene 
con el determinante usual a.plica.do a. la matriz a.socia.da. de la tra.nsforma.ción lineal. 

9 Ln. función (T,- 1)
1 

se refiere a la. diferenciol [7 y 33] de la función T,- 1• 
1º Para. un conjunto A, se define la.función IA: A --1 A hn.ciendo IA(a) =a Va E A, 

y se le llama. función identidad en A. 
11 El símbolo o.ó.!i se refiere al la.do 1-ésimo del elemento s-ésimo. Se conviene en 

que el la.do l-ésimo corresponde ol ca.teto opuesto al vértice 1-ésimo del triángulo. 
12 La. función Vg1 representa. la deriva.da. de la función g¡. 
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siendo g¡ : [a¡, bi] -1 !R2 una parametrización con derivada continua, del sector 1-ésimo ele 
la frontera. Con las parametrizaciones siguientes 

9¡ =: Á,2+IR(b,12 1 -b,11)) 

92:: Á,3 +IR (b,22 1 -b,21) ~ 
93 - Á,¡ +IR (b,32, -b,31)) 

se obtiene 

y [ai,bi] = [0,1) VI E 3 

f t f = L,1/
1 

/091 VlE3 
8a,, o 

(AIII.6) 

en donde L,1 es la longitud del lado l-ésimo (véase nota 11) del elemento s-ésimo, esta­
bleciendo el procedimiento para integrar en la frontera de elementos triangulares. 

Para aplicar este procedimiento, son convenientes otros resultados. De (AIII.3), 
(AIII.4) y (AIII.6), se sigue 

</J,; o g1 == G;1 con 
( o 

G:: 1 1-IR 
\ ]¡¡¡ 

que es un comportamiento muy favorable de las funciones de aproximación. 

§AIII.4 Algunos resultados 

En problemas bidimensionales (simetría traslacionnl o axial) de transferencia de calor por 
conducción, ocurren las siguientes integrales, las cuales fuéron calcule.das con los procedí-
mientes presente.dos: 

t f t ,¡,,; = P.2(Á,) 

ª· 3 

·¡· >. L· .·· .. ·.·. f </J,¡ ,: ;I (l~;Ó¡¡) 
81;.,, .. ,· .. · .. :: ;· ·. ·. 

ft </J,¡<Ji,k = 
ll, ·, 
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•' ~ . ~ .·,· :, 

f t r<P.;q;ik =; ~;1 (ic:.5¡n<Í25~·;)L(25;~5k 9 +1)(1-c591)A1 9 2 
8A,, . . . ::,,·:. ';¡ea. ·:. . - . '·" 

tt ~+., i ~· ~kt·D ~t1~~"l6 ~.-,1)8.,, 
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