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Introducción 

Después de enunciar resultados preliminares que serán usados en la tesis, se inicia 

el estudio de la llamada teoría escalar (por tratarse de funciones con valores en R 

o en C) de espacios de Hardy, y de esta teoría gran parte se dedica a las Integrales 

de Poisson y Poisson-Stieltjes. Se mencionan algunos resultados con el objeto de 

compararlos con los correspondientes de la teoría vectorial (en la que se tratan con 

fu~ciones en un eBpacio de Ilanach). Esta comparación es el primer objetivo de este 
trabajo. 

Los capítulos 3 y 4 se refieren a ciertos tópicos de la teoría vectorial para funciones 

armónicas y analíticas que pertenecen a los análogos vectoriales de los espacios de 

I!ardy. 

El primer tópico se refiere a que la existencia de valores en la frontera de funciones 

en bP(X) sea independiente de la p E [1, oo): 

Es equivalente pam un espacio de Banach X: 

a} poseer la propiedad de Radon-Nikodgm, 

b) .que toJa u E h1(X) tenga valores en la fronte.ro angulares casi dot1de.¡uiera, 

• e) que toda u E h00 (X) tenga valores en la frontera radiales casi dondequiera. 

Para funciones en HP(X) la independencia de la p E [O,oo) se da gracias a la 

•versión vectorial" del teorema de F. y R. Ncvanlinna: 
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Si X es un espacio 1/c flanach y f E N(X), e11lo11ces existen g E H00(X) 

y h E H00 tales que 

para toda z E D. 

f(z) = g(z) 
h(z) 

Luego de ésto, Re muestra que para u E h1(X) la existencia de límites radiales 

seg1ín la topología débil de X implirala existencia de límites angulares segiín la norma 

de X. 

El siguiente tópico es revisar que la hipótesis de que X sea separable implica la 

existencia casi dondequiera de de límites angulares de u E h1 (X•) según la topología 

débil• de X•. La demostración que se da aquí es una demostración operacional. Esto 

mismo se hace para los valores en la frontera débil• de f E H 00(X•). 

La médula de este trabajo es al artículo de Wolfgang Hensgen "Sorne rcmarks 011 

boundary values of vector-valued harmoníc and analytic functions" aunque se apoya 

también en los artículos de Blasco, Bukhvalov y Da1úlevich y en textos tanto de la 

teoría escalar como de la vectorial. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

Además de dar 111. notación báBica usada a través del texto, se incluyen en este capítulo 

los resultados del análisis complejo, del análi•is funcional y de las medidas vectoriales 

que, sin demostración, se enuncian por la importancia que tienen para el desarrollo 

del presente trabajo. Se dan las referencias donde se pueden hallar las demostraciones 

correspondientes. 

1.1 Notación y algunos ejemplos 

A continuación se enlista algo de notación que será usada a lo largo del texto: 

• D={zEC:jzj<l), 

• D, = {z E C: jzj < r), 

• T denotará lJD, 

• D,(zo)= {zEC:jz-zol<r}, 

• H(A) = {/:A-+ C: fes holomorfa}, 

• {T,8, .\)es el espacio de medida que consiste de T con su u-álgebra de Borel 

8 y la medida de Lebcsgue normalizada d.\= dx/2tr, que denotaremos también 

por di = dO = d.\. 

3 

.-



CAPíTULO J. PRELIMINARES 

Sea f una función real deíinida sobre un espacio lopológico T. fes semicontinua 

inferiormente sobre T si para todo o E R, ¡-1(0,00) es abierto; fes semicontinua 

superiormente sohre T si para lodo o E R, ¡-1(-00,0) es abierto. 

La siguiente equivalencia la enunciamos sin demostrarla. Si f : T --+ R entonces 

f es semiconlinua infcriormcnte sobre T si y sólo si para toda 10 E T 

limsupf(t) 5 !(to); 
t-to 

f es semiconlinua superiormente sobre T si y sólo si para toda 10 E T 

lim inf f(t) ? f(to). 
1--+lo 

1.1.1 Definición. Sra íl una región de C. Sea u una/unción definida en íl. Deci

mos que u es una función subarmónica si u cumple las siguientes pro¡1iedadcs: 

a) -oo 5 u(z) < oo ¡1ara toda z E íl, 

b} u es sr.mieontir11rn superiormente en n, 

e} Para z E f!, siempre que D,(z)C íl se tiene 

u(z) 5 ~ u(z + re¡8) dO. O 

Inmediato de la definición anlerior es la siguiente 

1.1.2 Proposición. Si u es continua en n entonces u es subarmónica en íl si y sólo 

si pam toda z E íl eziste r >O tal que D,(z)C íl y, si p 5 r entonces 

11(z) 5 ~ u(z + pe;8) dO. O 

A continuación enunciamos algunas equivalencias para funciones subarmónicas y 

unos ejemplos que serán usados en la siguiente sección. 

1.1.3 Proposici6n. Si íl es una región acotada de C y 11 es continua en íl, entonces 

11 es subarmÓnica Si y só/o Si para cada región {l' C íl fa/ que W C íl y cada función V 

armónica en íl' y continua en W tal que u(z) 5 v(z) para z E íl', se cunplc también 

que u(:) 5 v(z) para z E íl' 
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Demostración. 

<=)Sean Zo e íl y p >o tales que D,(zo) e íl. Entonces, para Po< p 

u(zo) $ v(zo) h v(zo + poe;8) dO 

h u(zo + PoC¡
8

) dO. 

=} ) Supóngase que existe íl' C íl tal que fii C íl y existe v armónica tal 

que u(z) ::;; v(z) para z E Oíl' pero u(zo) > v(z0) para algún z0 e íl'. Sea E el 

conjunto de puntos de fii donde la función h(z) = u(z) - v(z) alcanza su máximo, 

llámese M. Como h(z) ::;; O para z e éJíl' entonces E e íl'. Además E es cerrado 

porque h es continua. Por lo tanto existe Zo e E tal que D,(zo) n E' 1' 0 para toda 

p > O. Entonces existe una sucesión {pn} que tiende a O y tal que D.(z0 ) e íl' pero 

éJD,.(zo) n E' i 0. Entonces h(z) $ M en éJD,.(zo) y h(z) < M en un abierto de 

8D,n(z0) y por lo tanto en un subarco. Por lo tanto 

Por lo tanto 

h u(zo + Pnei8) dO - v(zo) h h(zo + Pnei8) 

< M = /i(zo) 

u(zo) - u(zo). 

u(zo) > h u(zo + Pnei9) dO 

lo cual es una contradicción. D 

1.1.t Propoaici6n. Si u(z) es continua 11 subarmónica en D 11 definimos para 

0$r<l 

m(r) = h u(re;9)d0 

entonces esta función es crt:ciente. 
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Dcmostmció11. 

Sea r, < ri. Si h(z) es la función continua en D,, que coincide con u(z) en 8D,, 

y que es armónica en D,, entonces tt(z) 5 h(z) en D,,. Por lo tanto 

•Ejemplos. 

m(ri) 5 h h(r1e¡9)d0 

h(O) 

h /1(r2e¡6) dO 

m(r2). O 

a) Si f es analítica en D y p > O entonct'S l/I• es subarmónica. Para demostrar 

ésto, tenemos que verificar lo enunciado en la Proposición 1.1.2. Sea z0 E D. 
Si /(zo) = O se concluye inmediatamente; supongamos pues que /(z0) f O. 

Entonces una rama de (/(z))P es analítica en cierta vecindad ele z0 , a.sí que 

para p suficientemente pequeña [1, p. 134). Tomando módulos tenemos 

para p pequeña. 

b) Si u( z) es armónica en D y p ? 1 entonces !u( z )IP es subarmónica en D. De 

nuevo nos auxiliamos de la Proposición 1.1.2. 

Si p = 1, por la propiedad del valor medio, [1, pp. 165-166}, que nos dice que 

u(z)= h u(z0 +pc¡9)d0, 

tenemos que 

lu(z)i 5 h lu(zo + pc'9 )ld0 

para p suficientemente pequeña. 
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Si p > 1 y q es el conjugado de p, es decir, el número tal que 1/p + 1/q = 1, 

por la desigualdad de Holder 

por lo tanto 

Ju(zo)J S h Ju(zo) + pc;1)J dO 
IJuJJ. 

S IJulJ,IJ!IJ9 

(fr Ju(zo) + pe;')J• dO) t/p ¡ 

Ju(zo)J" S h Ju(zo) + pe;1)J" d9. 

Entonces Ju(z)IP es subarm6nica. 

e) Si /(z) es analítica, entonces log+ J/(z)J, donde 

1 + { logl t ~ 1 og I= 
O O SI< 1, 

es subarm6nica. Si J/(Zo)J S 1 entonces log+ J/(zo)J =O y se concluye¡ supóngase 

entonces que J/(zo)J > !. Entonces existe una vecindad de Zo tal que /(z) > 1 

para toda z dentro de esa vecindad y por lo tanto log+ J/(z)J = log J/(z)J. Esta 

última funci6n es arm6nica y entonces procedernos como en el inciso anterior 

para obtener 

1.2 Espacios de Hardy 

Si f E H(D) se define 

(1) 

para O < p < oo¡ 

Mo(/, r) = cxp (Ir log+ 1/( re;')J dO) 
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y finalmente 

Moo(/, r) = eup l/(rei9)1. 
BeT 

Teniendo en cuenta lo definido anteriormente, para f E H(D), Mp(f, r) es cre

ciente como función der. 

Demostremos esta afirmación. Para O $ p < oo, sabemos que log+ IJI y IJIP son 

funciones subarmónicas. Aplicamos la Proposición 1.1.4 y se tiene que Mp(f, r) es 

creciente. Para M00(!, r) por el teorema del módulo máximo tenemos que, si r1 < r., 

entonces 

Moo(f,r1) eup l/(r1e19 )1 
eeT 

5 sup IJ(r2.19)1 
BeT 
M 00(/,r2) 

Si tt es una función real armónica definida sobre D, definimos 

para 1 5 p < oo; y finalmente 

Para u como antes, Mp(u, r) es creciente como función de r, y la demostración 

también se basa en que lulP es eubarmónica y en la Proposición 1.1.4. 

Para f E H(D) y O 5 p $ oo se define 

11!1111, = sup Mp(f, r). 
re(o,I) 

De igual modo, para u : D --+ R armónica en D y 1 $ p $ oo se define 

Nótese que como Mp(u,1·) es creciente, podríamos sustituir sup,e(o,1¡ por limHI· 
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1.2.1 Definici6n. El espacio de Hardy ffP de funciones analíticas se define 

como 

ffP ={/E H(D): 11/1111, < oo}, 

para O< p :5 oo. 

Se define también la clase de Nevanlinna N como 

N ={!E H(D}: llfll110 < oo}. 

En alguna ocasión será útil ver a la clase de Nevanlinna como el espacio Hº. 

El espacio de Hardy hP de funciones arm6nicas se define como 

hP ={u: D---> R: u es armónica y 11/llA, < oo}. 

para l :5 p :5 oo. O 

De Ja definición anterior y con un lema que enunciamos a continuación, se tiene 

lo siguiente: 

a) Si 1 :5 q :5 p :5 oo entonces hP e hq 

b) Si O< q :5 p :5 oo entonces ffP e Hq C N 

1.2.2 Lema. Si O < r < s < oo y,\ es una medida de probabilidad, en donde 

la medida del total es 1, entonces 

11111. :5 llfll •• 
De aquí que L'(.\) ~ L'(.\). 

Demostración. 

Considerando una función medible f E L'(.\), tenemos que f' E t•/•(A) y apli· 

camos.la desigualdad de Hcilder para obtener 

11111~ h 111' d.\ 

:5 (h 11'1'1' aA) ,,, 

( (fr 111• d.\) I/•)' 
11!11:. o 



10 CAPITULO l. PRELIMINARES 

Para f E HP, O $ p $ oo, el límite radial de /, que se denotará por f", es una 

función /" : T --> C dada por 

cuando este límite existe. 

También se hablará de lfmite no tangencial o límite angular cuando z tienda 

a e;9 dentro de la región de Stolz que se define a continuación. 

1.2.3 Definición. La región de Stolz de ángulo a < 7r/2 en el punto é9 ET, 

denotada por S0 (0), es el interior del mínimo convexo que contiene a é9 y D,; ••. O 

Una propiedad importante es que dada o < 7r/2 existe e> O tal que para todo 

ré9 E S.(Oo) 

IO-Ool <el! - rl 

[15, p. 15]. 

A continuación definimos el núck-o de Poisson y demostramos algunas de sus 

propiedades. 
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1.2.4 Definición. El núcleo de Poisson es la función P : D -+ R definida,para 

re;9 E D como 

(
1 +re;') 

P(r,O) =Re 1 _ réº . O 

Nos será útil tener algunas otras representaciones del núcleo de Poisson. 

1.2.5 Proposición. Para re;9 E D, tenemos 

Demoatración. 

De aquí que 

n:::-oo 

1-r2 
1-2rcos0+r2· 

(1 + ré')(l - re-;') 
(1 - réº)(l - re-;') 
1 - re-;1 +re" - r2 

1 - re-il - réº + r2 
1- r2 + 2irsin0 
1 + r2 -2rcos0 · 

(
1 tre;') l-r2 

Re--.= . 
1-rc'' l-2rcosO+r2 

Por otro lado 

2 
-l+ 1-ré' 

-l+2[1~z]• 
donde hemos hecho el cambio z = ré1• Desarrollamos en serie a /(z) = 1/(1 - z) 

alrededor del O y obtenemos 

f(z) = 1 +z+z2+z3 + ... 
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porque 
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/
(•l¡ ) - __ n!_ 

z - (1-z)•+l 

y entonces /(n)(O) = n!. Por lo tanto 

00 

1 + 2 :[(ré9
)" 

n=l 

y de aquí es inmediata la primera igualdad. 

Finalmente, reescribiendo esta última serie tenemos 

"' 00 

1+2 L:(re;9)" = :[ r1•1é•9
• D 

n=l 

Una propiedad importante del núcleo de Poisson es la que nos asegura que es 

núcleo de sumabilidad o identidad aproximada. 

J .2.6 Proposición. El ntírleo de Poisson es una identidad aproximada, es decir, 

c11mple con las siguientes propiedades: 

(Si) h P(r,t)dt =l. 

(S!!) ir IP(r,t)ldt ~ M =l. 

(SJ) Para 6 <ir se cumple que 

J.
2•-6 

lim IP(r,t)ldt=O. ,.-.1 I 

Demostración. (SI): 

hP(r,t)dt 
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Por otro lado, por la periodicidad de e'°11 tenemos 

Por lo tanto se obtiene (Sl ). 

(S2): Es inmediato, notando que P(r,t);::: O. 

(S3): De hecho, para O < ó < J!J < ir, como cosó es un mínimo de la función 
h(r) = 1 -2rcosó + r2, 

1-r2 

1-2rcost+r2 ~ 
1- r 2 

1-2rcosó+ r2 
1 - r 2 

~ 1- cos26 

y esta 1íltima cantidad tiende a cero cuando r tiende a 1. Entonces también se cumple 

que 

lim sup P(r, t) =O. O 
r-16<flf<ir 

1.3 Medidas complejas 

La mayor pute de esta sección está tomada de (17] en el capítulo que dedica a las 

medidas complejas. 

A lo largo de esta sección, M denotará una u-álgebra sobre X, un conjunto no 

vacío y µ será una medida asignada a este conjunto. 

Una medida compleja es una función compleja. ¡1 definida pua E E M como 
00 

µ(E)= Lµ(E;) 
n=l 

pua cualquier partición {E;} C M de E. Nótese que si µ es medida compleja, 

entonces es u-aditiva en el sentido usual. 

La variación total deµ es una función positiva JµJ definida para E E M como 

Jµl(E) = sup L lµ(E)I, 
11'EP EEK 
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donde 'Pes el conjunto de las particiones numerables de E. 

Teniendo en cuenta lo definido anteriormente, no es difícil ver que la variación lµI 

de una medida compleja sobre Mes una medida positiva finita sobre M [17, Teorema 

6.2]. 

Es fácil ver también que 

lµ(E)I $ lµl(E) :S l1•l(X), 

por lo que toda medida compleja resulta ser una función acotada. 

Una u-álgebra de Borel sobre un espacio topológico es la u-álgebra generada por 

sus abiertos. A los elementos de esta u-álgebra se les llama borelianos. Una medida 

definida sobre los borelianos de cierto espacio topológico de llansdorlf localmente 

compacto se llama medida de Borel. 

Si tenemos una medida real ¡i definida sobre el espacio de medida (X, M), decimos 

que µ es una medida regular si para todo E E M se cumple que 

µ(E) inf{µ(V): E e V, V abierto} 

sup{¡i(I<): f( CE, I< compacto} 

Decimos que una medida complejaµ es regular cuando 11•1 lo es. 

Seaµ una medida positiva sobre la u-álgebra M, y sea A una medida (positiva o 

compleja) sobre M. A es absolutamente continua con respecto a µ si A(E) = O 

para todo E E M tal que µ(E) = O; ésto lo denotaremos por 

Si A1 y A2 son medidas (positivas o complejas) sobre M y existen conjuntos A, B 

tales que A U B = X y 

A,(E)=O si En,1=0 

A2(E) =O si En B = 0 

entonces A¡ y A2 son mutuamente singulares, y se escribirá como 
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1.3.1 Teorema (Descomposición de Lebesgue). Sean ¡1 y A medidas positivas 

acotadas definidas sobre la u-álgebra M de subconjuntos de X. Entonces existe un 

único par de medidas A, y A, definidas sobre M tales que 

A A,+ A, 

A, < µ 

A, l. µ. o 

1.3.2 Teorema (Radon-Nikodym). Con las hipótesis del teorema anterior, eziste 

una única (µ-casi dondequiera) h E L1(µ) tal que, paro E E M 

A,(E) = l hdµ. o 

Estos dos teoremas siguen siendo válidos si sólo se pide que I' sea u-finita y A es 

una medida compleja. Una demostración aparece en 117, Teorema 6.9]. 

Por medio de este último teorema podremos definir una integral respecto a una 

medida compleja. Antes, dercmos un teorema que aclara el modo en que se hará ésto 

[17, Teorema 6.12]. 

1.3.3 Teorema (Representación polar de una medida}. Sea µ una medida 

compleja. Entonces existe una función compleja medible h tal que lh(z)I = 1 para 

toda z y tal que 

dµ = hdlµI. o 

La integral de una función medible f respecto a una medida complejaµ se define 

como f fd¡1 = f fhdl111. 

Ahora enunciamos el teorema de representación que nos habla sobre la dualidad 

de los espacios de Lcbesgue LP(µ); reiteramos que laµ hace referencia de la medida 

que se le asigna a X con la u-álgebra M. 

1.3.4 Teorema (de representación). Sean 1 :=;; p < oo, I' una medida positiva 

u-finita sobre (X, M) y<!> u11 funcional linral continuo sobre LP(µ). Entonces existe 
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una única g E Lq(¡•), donde q es el c011j119ado 1/e p, la/ que se define como 

<!J(J) = { fgd¡t 
lx 

para f E V'(µ). Además, 1/4'1/ = ll9llo· D 

Este teorema de reprc;entación nos asegura que (LP(¡1))º = LQ(µ) para las p 

y q adecuadas. El Teorema de represeutnción de Riesz nos da una representación 

para los funcionales lineales y continuos en otros espacios. Para obtener este teorema 

introducimos más notación y definiciones. 

El soporte de una función f: X --+ C es 

sop(/) = {x E X: /(x) ;-! O}, 

1•s decir, la cerradura del conjunto de puntos en donde la función no se anula. 

El conjnnto de funciones de X a C con soporte compacto se denota por C,(X). 

Si X es de llausdorlf, f: X --+ C se dice que se anula en infinito si para toda 

e> O existe/( C X compacto tal que IJ(x)I <e para toda x r/. /(, 
El conjunto de funciones <le X a C que se anulan en infinito se denota por Co(X). 

La siguiente proposición se demuestra en (17, Teoremas 3.16 y 3.17]. 

1.3.5 Proposición. 

i) C,(X) e Co(X) 

ii) Si X es compacto C,(X) = Co(X). En este caso se denotará a cualquiera de 

los dos por• C(X). 

iii) C,(X) es un subespacio denso de Co(X). O 

Hacemos notar que el mapeo f H J f dµ es un funcional lineal acotado sobre 

Co(X). 

Estamos ahora listos para enunciar el teorema de representación de Riesz (17, 

Teorema 6.11]. 
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1.3.6 Teorema (de representación de Riesz). A cada funcional lineal acolado 

~ sobre Co(X) le corresponde una única medida compleja regular de Dore/µ tal que 

~(!) = fx f dµ 

para f E C0(X). Además 

11~11 = IPl(X). o 
Por lo visto en iii) de la proposición anterior, el teorema de representación de 

Riesz sigue siendo válido para funcionales lineales acotados sobre C,(X). Además, 

para los propósitos de este texto, X = T, por lo que siempre se trabajará con C(X). 

1.4 Resultados del análisis funcional 

Un espacio vectorial topológico (X, r) es un espacio vectorial X con una topología 

asignada T que hace que las operaciones vectoriales de suma y producto por escalares 

sean continuas . 

. Dado un espacio vectorial X, el espacio dual de X es el espacio vectorial, que 

se denota por x•, formado por las funcionales lineales continuos A : X --+ K, donde 

K es el campo escalar. El espacio dual de un espacio de Banach X es en sí un espacio 

normado con norma 

llAll = ~~~ IA (11:i1x) I · 
Por otro lado, se adoptará la siguiente notación: 

(x,x') = x•(x) 

para X E X, x• E x·. 
Una familia :Fe x• se dice que separa puntos de X si siempre que a 'f b existe 

x' E :F tal que (a, x•) 'f (b, x'). Obviamente, si (a, x') = (b, x') para toda x' E :F 
entonces (a - b, .e•) = O para toda :r• E :F, por lo que a - b =O, es decir, a = b. 

En todo espacio vectorial topológico localmente convexo, es decir, que tiene una 

base formada por convexos, se cumple que su dual separa puntos de él [16, pp.59-60]. 

Si X un espacio de Danach, x· separa puntos de X pues es localmente convexo ya 

que una base de vecindades está formada por las bolas abiertas, que son convexos. 
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1.4,1 Definición . .'lea :F una familia no varía dr funciones f: X -t Y¡, donde X 

es un conjunto no vacío y Y¡ es un e.<pario topológico par·a cada f E :F. Sea r la 

topología en X que tiene como base a u-'(V): V f: Y¡ abierto, JE .r}. A T se le 

llama la topología débil de X inducida por :Fo también la Y-topología de X. 

Nótese que esta topologíu es la menor (la mris débil} que hace continua.• a todas las 

f. o 

Así por ejemplo si (X, r) <'S un espacio vectorial topológico hacemos :F =X•¡ 

entonces a la X"-topología de X se le llama la topología débil de X, y hace continua• 

a todos los funcionales lineales continuos de X. 

Un espado vectorial X es un espacio vectorial metrizable si tiene asignada 

una métrica r¡uc cumple que la• bolas abierta• según esta métrica forman una base de 

la topología original¡ si adcm.1s X es completo y localmente convexo es un espacio 

dP. ~'rcchét. En algunas ocasiones se usa el adjetivo "fuerte" para hacer referencia a 

la topologín original con el objeto de diferenciarla ele la topología débil [16, p. 65]. 

1.4.2 Deflnici6n. Sea (X, r) un espacio veclorial topológico. Para cada x E X sea 

f, : x· __ , R definida, pam /l. E x·, COlllO 

J,(11.)=!l.x. 

Gonsidrramo.• a X COlllO la familia de las f •. La X-lopología de x· se llama topología 

débil" de x·. o 

Esta topología puede caracterizarse en términos de redes: Una red {A1}.er C x· 
converge si y sólo si converge puntualmente. 

Existen ciertos conjuntos de x• de los que puede afirmarse que son compactos en 

la topología débil•. El siguiente teorema determina algunos de éstos. 

1.4.3 Teorema (de Banach-Alaoglu), Si V es una vecindad de O en un espacio 

vectorial topológico X, y si 

/(={/l. Ex· : IAxl ~ l V X E V}, 

entonce.< K cs débil"-co111pacto. O 
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Para una demostración de este teorema, véase [16, p. 68-69]. También aquí puede 

verse que si X es separable, entonces cualquier [( e X' débil '-compacto es metrizable 

en la topología débil•. 

Una consecuencia de este teorema es que cualquier bola (según la norma) cerrada 

de x· es' débil ·-compacto (ver [16, p. 94]). 

1.5 Medidas vectoriales 

La mayor parte de las siguientes dos secciones se basa en [6, I, 1 y 2] aunque alguna 

parte está tomada de [13, pp. 236-248]. 

Sea X un espacio de Banach. Una función F con valores en X de una álgebra :F 
de subconjuntos den, un conjunto no vacío, es una medida vectorial flnitamente 

aditiva (o simplemente una medida vectorial) si 

F(E1 U E:i) = F(E1) + F(E:i) 

&iempre que E1, E, E :F y sean disjuntos. 

Si además 

F (Q E¡) = t F(E1) 

(la convergencia de la serie es según la norma 11 · llx ), donde {E¡} es una sucesión de 

conjuntos de :F ajenos entre sí, entonces Fes una medida vectorial u-aditiva. 

La variación de F, una medida vectorial, es la función real extendida definida 

sobre :F, IFI definida, para E E :F, como 

IFl(E) = sup L llF(A)llx, 
"'EP AEir 

donde 'P es la familia de las particiones de E. Si IFl(íl) < oo, entonces diremos que 

F es de variación acotada. IFI es una medida; de hecho es 

IFI = sup{l(F(·),x•)¡: x· Ex· y 11x·11 :51), 

donde l(F(·),x•)i es la variación de la medida (F(·),x') [6, p. 3]. 
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En el caso ele tener una medida de variación acotada, el ser u·a<litiva es equivalente. 

a que la variación lo sea [u, I, 1, Proposición 9]. 

De aquí que si E es la a-álgebra generada por el álgebra :F, entonces para cada 

E E :F se tiene que 

/F];/(E) = /F/(E), 

donde /F];/ es F restringida a :F, es decir, que /F/ es en la extensión de /F];/ a la 

u-álgebra E. 

Sea :F un álgebra. La semi variación de Fes la función real extendida /IFI/ cuyo 

valor para E E :F es 

llFll(E) = sup{/(F(E),x')/: x' E X', llx'll $ l}, 

donde, como anteiormenle, /(F'(·),x')/ es la variación de la medida (F(·),x'). 

Si //Pll(íl) < oo entonces se dirá. que Fes una medida de semivnrinci6n acotada. 

Teniendo en cuenta que una medida real positiva I' sobre un álgebra :Fes monótona 

si siempre que A,B E :F, A C B se tiene que ¡1(A) $ ¡i(B), es inmediato que 

i) /F/ es una función monótona y aditiva, 

ii) llFI/ es una función monótona y subaditiva y 

iii) Para todo E E :F, 

//Fl/(E) $ /Fl(E). 

Una medida vectorial F: :F -• X, donde :Fes un álgebra de subconjuntos de 

íl, es de semivariación acotada sobre fl si y sólo si su rango es acolado en X. De 

aquí que una medida con semi variación acotada reciba el nombre también de medida 

vectorial acotada [u, 1, 1, Proposición 11]. 

Sean :F un álgebra de subconjuntos de íl, F : :F _, X una medida vectorial y I' 

una medida real finita sobre :F. Si 

lim F(E) =O, 
µ(E)-o 

entonces Fes p-continua, y ésto se denotará por 

F~¡1. 
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Aquí se ha usado la misma notación que la usada para la continuidad absoluta. 

La razón es que en realidad, la µ-continuidad es como la continuidad absoluta sólo 

que para medidas vectoriales. 

1.6 Integral de Bochner 

Iniciamos ahora la teoría de integración vectorial, definiendo las funciones vectoriales 

medibles. Como a un esapcio de Banach X se le puede asignar, además de la topología 

inducida por la norma la topología débil inducida por x· (ver la observación después 

de la Definición 1.4.1)1 entonces se definirán las funciones fuertemente medibles y las 

débilmente medibles. 

1.6.l Definición. 

1. Una función g(x) definida en (fl,.1',µ) con valores en un espacio de Banach X 

es simple si toma un número finito de valores. 

!!. La representación standard de una función simple g es 

m 

g(x) = Lª;Xs,(x) 
j=I 

donde {n1, ... nm} C X son los valores (distintos entres{} que toma g(x), 

S; = {x E fl :g(:z:)=n;} 

que son conjuntos, disjuntos entre s{, tales que 

m 

LJS;=fl 
i=l 

y X; es la función caracter{stica de S;. 

9. Si g(x) es simple con representación standard 

m 

g(x) = Lª;Xs,(x), 
j=I 
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e11lo11ces la integral (de Boch11er) de g es 

l g(x)d¡i(x) = f,o;µ(S;). O 
O j=I 

1.6.2 Definición. Sea X un espacio de Banach y (n, M,µ) un espacio de medida 

real o complejo. Una función f : n -> X es débilmente M-medible si para 

todo x• E X" la función numérica (f(·),x") es M-medible. fes fuertemente M

medible si existe una sucesión de funciones simples fuertemente convergentes a J µ

casi dondequiera en n. o 

Ahora se verá que bajo ciertas condiciones es equivalente el ser fuertemente y 

débilmente medible. 

1.6.3 Teorema (de medibilidad de Pettis). Una función f: n--> X es fuerte

mente medible si y sólo si 

i) Existe E E E tal que µ(E) = O ¡¡ ademá.• J(n \ E) es un conjunto separob/e 

según la norma, 

ii) f es débilmente medible. O 

La demostración aparece en [6, II, 1, Tt'Orema 2] y en [13, Teorema 7.5.10]. 

Aclaramos que se hablará de funciones µ-medibles (omitiendo la µ cuando no 

pueda haber confusión) para referirnos a las fuertemente medibles. 

Una vez hecha la definición para las funciones simples, el paso natural es definir 

la integral de Bochner para las funciones medibles. 

1.6.4 Definición. Sea X un espacio de Banach. Una función vectorial f: n -t X 

es Bochner integrable si existe una sucesión {!.} de funciones simples tal que 

lirn Í llf. - fllx d¡i =O. 
R-tOO lo 

En este caso se tiene que 

( fdµ= lirn [ f.dµ VEeM. o 
ÍE n-.oo}E 
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Una equivalencia útil es la siguiente [6, 11, 2, Teorema 2], [13, Teorema 7.5.10]: 

1.6.5 Teorema. Sea X un espacio de Banach. Una función f : íl --> X medible 

es Bochner-Integrable si y sólo si 

fo 11fllxdµ < oo. o 

Para 1 ~ p < oo, LP(X,µ) (o bien cuando no pueda haber confusión LP(µ)), 

representa al conjunto de clases de equivalencia de funciones ¡1-medibles tales que 

11f11p = (L 11111~ dµ) ''P < oo. 

Se tiene, como en el caso escalar, que (LP(X,¡1), 11 • llp) es un espacio de Banach 

[6, p. 50]. 

L00(X,µ) representa el conjunto de las clases de equivalencia de funciones Bochner 

mcdiblcs y esencialmente acotadas. La norma 

llflloo = sup es llfllx 

hace a L00(X,µ) un espacio de Banach. 

Muchas cosas de la teoría escalar de Integración se conservan para la integral de 

Bochner. Una de ellas es el siguiente teorema, cuya demostración aparece en [61 11, 

2, Teorema 3]. 

1.6.6 Teorema (Convergencia Dominada). Sea (íl,E,¡i) un espacio de medida 

finita y fn una sucesión defunciones Bochner-integrables con valores en X, un espacio 

de Banach. Si 

J~~µ{w E íl: llJ.(w) - f(w)ll <"'.e}= O 

para toda e > O, y si tziste una función real Lcbesgue integrable g tal que llJ.11 ~ g 

casi dondequiera, entonces f es /Joclmer integrable y además 

lim r J. d¡1 = r f d¡1 
n-00 ÍE ÍE 

para cad11 E E E. O 
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Al igual que en la teoría <-scalar, se demuestra que si una sucesión de funcione• 

converge casi dondequiera entonces, dada e > O 

lim µ{w E íl: 11/.(w) - /(w)li ~e}= O. 
n-oo 

Entonces la hipótesis sobre convergencia del teorema se puede cambiar por conver

gencia casi dondequiera cuando se tenga un espacio de medida finita. 

El siguiente es un resullado muy importante pues dice que la composición de 

una función Bochner integrable con una transformación lineal es integrable y además 

aporta su valor; aparece demostrado en [13, p. 247J. 

1.6. 7 Teorema. Sea A : X ---+ Y un operador lineal acolado de un espacio de 

Banach X a otro espacio de Banach Y. Si f : íl --+ X es Bochner integrable 

enlo11r.cs AJ : !! --> Y es Bochner integrable y además 

j AJ dµ = Aj J dµ. o 

El siguiente resultado muestra que las integrales indefinidas de Bochncr comparten 

una muy importante propiedad con las integrales indefinidas de Lebesgue [6, 11, 2, 
'feorema 9). 

1.6.S Teorema. Sea f una función Bochner integrable sobre [O,! J con respecto a la 

medida de Lebesgue. Entonces ppara casi todas E [O,!] se tiene 

11.•+h lim -h ll/(ei1
)- f(e;'Jll dt =O. 

h-+0 ' 

En consecuencia,. para casi toda s E [O, 1 J se tiene 

1 ¡•+h . . lim -h f(e' 1)dt =/(e"). O 
h-+0 • 

Este teorema será usado en el espacio (T, B, >.),el cual no es difícil ver que puede 

ser identificado con ([O, lj,8(0, l],>.Í, el intervalo [O, !J con sus borelianos y la medida 

de Lebesgue. 
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l. 7 Otros conceptos sohre medidas vectoriales 

A lo largo de esta sección, (íl,F,µ) denotará un espacio de medida, con íl espacio 

topológico de Jlaus<lorlf localmente compacto. En algún momento se supondrán más 

hipótesis sobre este espacio medible, pero en todo caso se mencionarán explícitamente. 

Denotaremos por C(E, X) al espacio de funciones continuas del conjunto E al es

pacio de Banach X. El soporte de una función f en este espacio es {t E E: f(t) -f O}, 

es decir, la cerrradura del conjunto de puntos en los que f no se anula. Al conjunto 

de funciones de C(E, X) con soporte compacto lo denotaremos con C,(E, X). 

Un funcional lineal U definido en C(O, E) con valores en el espacio vectorial Fes 

dominado si existe una medida positiva u-aditiva de Dorel v tal que 

IUUll s fo u1 dv 

para todo f E C(íl, E); en este caso se dirá que v domina a U, o bien, que U es 

dominada por v. A la mínima medida u-finita positiva que domina a U la denotaremos 

por vu. 
En [7, Corolario 1 p. 387] se demuestra que un funcional lineal continuo A E C,(T,X)" 

es dominado si y sólo si 

llAsll < oo 

para todo boreliano B, donde 

llAsll = sup{IA(f)I: f E C,(T,X) se anula fuera de By sup llf(x)ll S 1}. 
zeT 

La generalización del teorema de representación de Riesz ya es mencionado en [18, 

p. 398ss.J y generalizado en (6, p.182). La versión que aquí daremos se restringe a la 

situación particular en que es usada. 

Al conjunto de medidas vectoriales de variación acotada definidas sobre los bore

lianos de T y con valores en X lo denotaremos por M(T, X). Nótese que se puede 

dotar a este espacio de la norma definida por 

llGll=IGl(T). 



26 CAPf'l'ULO l. PRELIMINARES 

Para definir una integral para una función continua en T con valores en X' res

pecto a la medida GE M(T,X') definimos al conjunto c+(T)@X' de sumas finitas 

de la forma E:::.. </i;(t)x; donde X; E x· y <fi,(t) E C(T) y es positiva. Este conjunto 

es denso en el conjunto C(T,X') [7, Corolario de la Proposición 1 p. 375]. 

Para g E c+(T) 0 X' con 
m 

g(t) = ¿: </i;(t)x; 
i=t 

definimos 

hg(t)dG(t) = t h </l;(t)d(x;,G(t)). 

Nótese que en el lado derecho de la igualdad se tiene una integral de una función 

escalar continua respecto a la medida escalar (x;,G(t)). Además esta definición no 

depende de la representación para g como elemento de C(T) 181 X'. 

Para f E C(T, X') definimos 

h J(t)dG(t) = nli','! ir fn(t)dG(t) 

donde la sucesión {/n} de elementos de C(T) 0 X' converge a f uniformemente. De 

nuevo, esta definición es independiente de la sucesión elegida que converja a/. 

Una proposición que será usada más adelante es la siguiente. 

1.7.1 Proposición. Sean t/J E C(T), x E X' y<fi(t) = ,P(t)x. Sea además u E L1(X,.\). 

Si tenemos la medida vectorial 

G(E) = L u(t)dt, 

donde esta integral es de /Jochner, entonces 

ir <fi(t)dG(t) =ir ,P(t)d(x,G(t)) = h ,P(t)(u(t),x)dt. 

Demostración. 

La primera igualdad es directa de la definición. La segunda notando que la función 

escalar.(u(t),:r) es la derivada de Radon-Nikodym de la medida (G(·),x)rcspecto a 

la medida de lebcsgue sobre T. O 

Enunciamos ahora la generalización del teorema de Riesz que será utilizada más 

adelante [7, Teorema 2, p. 380 y Corolario 2, p. 387]. 



1.7. ornas CONCEPTOS SOBRE MEDIDAS VECTORIALES 27 

1.7.2 Teorema. La igualdad 

A(!)= hf dG 

para J E C,(T, X) nos proporciona un isomorfismo entre C,(T, X)" y las medidas 

u-finitas G E M(T, X') de variación acotada. Además 

vu =¡a¡. o 

En la teoría de la medida compleja hay dos teoremas importantes: el de descom

posición de Lebesguc y el de lladon-Nikodym. Ahora introduciremos los análogos en 

el caso vectorial (ver [6, 1, 5, Teorema 9]). 

Sea F : :F --1 X una medida vectorial. F es fuertemente aditiva si dada 

{En}neN C :F una sucesión de conjuntos disjuntos dos a dos, la serie ¿;::;,1 F(E.) 

converge en norma. Obviamente, si F es u-aditiva entonces es fuertemente aditiva¡ 

en la definición de fuertemente aditiva no se está pidiendo que 

00 

U E. E :F. 
n=l 

1.7.3 Teorema (de descomposición de Lebesgue). Sea F una medida vectorial 

fuertemente aditiva. Sea A una medida positiva finita y aditiva sobre :F. Entonces 

ezistcn medidas vectoriales fuertemente aditivas únicas F, y F, sobre :F tales que: 

i) F, es A-continua, 

ii) (F., :i:') y A son mutuamente singulares para toda z' E X', 

iii) F = F, + F,. 

Si además F es u-aditiva y A también, cutonces F, y F, son u-aditivas, Si F es 

de variación acotada culonces F, y fo; también lo son, y además 

IFl(El=IF,l(E)+if~i(E) VEeF 

y IF,I y A son mutuame11tc si11gular<s. D 
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l. 7.4 Definición. Un espacio de Banac/1 X tiene la propiedad de Radon-Nikodym 

con respecto al espacio de medida (íl,1',¡1) si para cada medida vectorial F 

definida sobre :F con valores en X, µ-continua y de variación acotada, existe nna_ 

función f E L1(X,µ) tal que 

F(E)= kfdµ VEE.1". 

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si tiene la 

propiedad de Radon-Nikodym con respecto a cualquier espacio de medida finito. D 

Recuérdese que una me<lida de probabilidad es aquella en que la µ(íl) = l. 
Cualquier espacio de medida finito puede normalizarse de manera que quede con

vertido en espacio de probabilidad (aquél donde la medida es una medida de 

probabilidad). 

Una medida de probabilidadµ se llama puramente atómica si existe {En}neN 

una familia numerable de subconjuntos de 1' disjuntos dos a dos tales que'~ 

JI (üe.) = 1 
1=1 

y los E. son µ-átomos (es decir, si F E 1', F ~ E. entonces µ(F) = O o bien 

µ(F) = µ(E.)). 

Corno se verá a continuación, cualquier medida de probabilidad puede escribirse, 

de manera esencialmente única como IP1 + (1- t)P2, para alguna O ~ t $ !, y donde 

P1 es puramente atómica y P2 es no atómica (no tiene átomos). Esto se basa en un 

teorema que se enuncia a continuación (8, p. 82]. 

1.7.5 Teorema. Sea (fl,1',¡1) u-finito. Entonces existen medidas 11 y p sobre 1' 
esencialmente únicas tales que 11 es puramente atómica, p es no atómica y 

µ = 11+p. O 

Si (íl,1',µ) es espacio de probabilidad entonces ponemos t = 11(fl), 1-t = p(íl), 

P2(E) 

11(E) 
11(íl)' 

p(E) 
p(íl) 

E E 1' 
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y obtenemos la descomposición que se quería. 

Con esta descomposición para medidas de probabilidad, la observación hecha sobre 

espacios de medida finitos y el síguiente teorema demostrado en [5, p. 26] tenemos 

que la propiedad de Radon· Nikodym es independiente del espacio de probabilidad y 

puede considerarse enteramente en relación con (T,B,,\], 

1.7.6 Teorema. 

a) Si (!1,:F,µ) es puramente atómico, entonces todo espacio de Banac/1 tiene la 

propiedad de Radon-Nikodym con respecto a él. 

b) Si ¡1 110 es puramente atómico entonces un espacio de Banach tiene la propiedad 

de Radon-Nikodym respecto a (T, B, ,\) si y sólo si tiene la propiedad de Radon

Nikodym respecto a (íl, :F, µ). O 

Así como en el caso escalar hay una gran relación entre el teorema de Radon

Nikodym y el troremn de representación de Riesz (uno se desprende del otro), en el 

caso vectorial esta relación se conserva y podríamos decir que se acentúa. 

l. 7. 7 Definición. Un funcional /inwl acotado A: L1(µ) --. X u Riesz-represen

tablc (o bien representable) si existe g E L"'(X, ¡1) tal que 

AJ= kfgdµ VJEL1(µ). D 

Para una demostración del siguiente teorema véase [6, ID, 1, Teorema 5J. 

1.7.8 Teorema. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si 

11 sólo. si cada funcional lineal acotado A : L 1(µ) --> X es representable sobre todo 

espacio de medida finita (íl,:F,µ). O 

Por lo visto después del Teorema l. 7 .6, el anterior teorema puede reescribirse 

como: 

Un espacio de Banach X. tiene la propiedad de Radon-Nikodym si y 

sólo si cada fu11cio11al linwl acolado A: L1(,\)--> X es representable. 
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Capítulo 2 

Primeros resultados 

Mediante la. Integral de Poisson es posible representar en D a una. función armónica 

en un disco de radio mayor que 1 con sólo conocer sus valores en la frontera. Usando 

algunas técnicas del análisis funcional se demuestra. que una función en hP se puede 

representar como la. Integral de Poisson de una función en LP(,\). Se demuestra. 

también que una integral de Poi8'on-Stieltjc• es un elemento de h1• 

El primer resultado sobre la existencia de límites angulares que se incluye es el 

que se refiere a las funciones que son Integrales de Poisson. Algo digno de mención 

es que para el caso de funciones con valores vectoriales la demostración que aquí se 

da puede repetirse. 

2.1 Representaciones de Poisson 

En esta sección se dará una representación de Poisson para funciones en hP con 

1:5p:5oo. 

Sea u : Dn --> R con R > O. Como u = Re F para alguna F: Dn --> C 

analítica, si F tiene representación en serie de potencias 

00 

F(z) = :~::>kzk, 
h::O 

31 
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entonces podemos obtener una representación análoga parn u. Sabemos que 

u(z) = F(z);F(zi', lzl < Il. 

Tomamos a zen coordenadas polares como z = lzle;o = ré0, donde r = lzl <R. 

Entonces 

u(ré6
) = ~ (f Ckrke;16 + f c;;rke-;u) 

k:::O k=O 

Ésto lo podemos unificar en una sola suma como 

donde 

00 

u(re;º) = ¿; akrl•le;;o 
k=-oo 

¡ Ck/2 
a¡= Re a0 

c;;/2 

k>O 
k=O 
k<O 

(2) 

Tomando R > 1, se tiene que para r=' 1 la serie (2) converge uniformemente, por lo 

que 

u(k) Ir u(eu)e-;11 dO 

/ f Onrlnle•'n9 e-iU dO 
JT n=-oo .t .. ~ a.rl•lel•-k)B dO 

a¡, 

es decir, que las a¡ son los coeficientes de Fourier de u(éº). En concreto 

Sustituyendo en (2) obtenemos 

u(ré1) = f u(e;1) t r111e;k(B-I) dt. 
ÍT k=-oo 
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Para r < 1 se tiene que 

que, finalmente es el núcleo de Poisson (Definición 1.2.4). 

Hemos demostrado el siguiente 

2.1.l Teorema. Sean R > 1 y u: Dn--> R armónica. Entonces 

u(re") = l P(r,0- t)u(e;')dt 

con O$ r < 1, O$ O::; 211'. O 

La represe11tació11 de Poisson recién obtenida también se tiene para funciones en 

los espacios h P. 

2.1.2 Teorema. Sea u E hP, 1 < p :5 oo. Entonces existe f E LP(A) tal que 

Demostración. 

Sean 1 < p < oo y q su conjugado. Sea {r.} una sucesión tal que crece a l. 

Considérese la familia 

:F = {/.(e;,)= u(r.é') : n EN} 

Como· u E hP entonces la familia :Fes acotada como subconjunto de LP(A) = LQ(A)', 

por lo que está en una bola cerrada de LQ(A)': 

:F e {A E Lq(A): l/AIJ :5 ll/l/h,} 
{/E LP(A) : 11/1/, :51//1/h,}· 

Por el Teorema de Banach-Alaogiu 1.4.3, esta bola es débil '·compacto. Además 

Lq(A) es separable, por lo que esa bola es tambié11 metrizable. Se sigue entonces 
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que /n tiene una suhsucesión fn, que converge según la topología débil" a cierta 

JE LP(,\). Ésto quiere decir que para toda g E Lq(,\) se tiene 

(g,fn,) = fra(é')fn,(e¡')dt-+ fra(c¡1)f(e¡1)dt = (g,J). (3) 

Notamos ahora que fn, es armónica en D 1¡,., por definición. Además para toda 

n EN, l/rn, > !. Tenemos pues una representación de Poisson para fn, y r < !: 

fn,(re¡ 9
) = h P(r,0- t)fn,(e'')dt 

Por lo vísto en (3), tomando g = P(r,0- ·) 

fn,(re¡9)-+ h P(r,0- t)f(eit)dt 

Por otro lado fn,(z)-+ u(z) para toda z E D. Por lo tanto 

u(z) = h P(r,0-t)f(e¡')dt. 

Esta era la representación buscada. Hasta ahora sólo lo hemos hecho para 1 < p < oo. 

Para p = oo, nótese que L""(,\) = L1(,\)'. Ahora se aplica un argumento análogo al 

precedente y completamos la prueba. O 

Para estudiar el caso de h 1, nótese que 

donde M(T) es el conjunto de medidas de Dore) sobre T, que es un espacio de Banach 

dotado con la norma 

Esta inclusión se da asignando a f E L1(,\) la medida 

1•1(·)=1 Jd>.. 
(o) 

Por otro lado, por el Teorema de Riesz 1.3.6 

M(T) = C(T)'. 

Entonces estamos en condiciones de aplicar el método del Teorema 2.1.2. 
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2.1.3 Teorema. Sea u E h1 . Entonces existe m medida de Borel sobre T tal que 

u(rei1) = h P(r,0- t)dm(t). 

Demostración. 

Dada una sucesión {r.} que converja a 1, la familia 

forma un conjunto acotado en L1(A) C M(T)¡ entonces está en una bola cerrada 

de M(T) = C(T)' que resultará débil '-compacto por el Teorema de Banach-Alaoglu 

1.4.3. Como C(T) es separable, entonces esta bola resultará metrizable¡ existe pues 

una snbsucesión /., que converge en la topología débil• a cierta m E C(T)' = M(T). 
O sea que para toda g E C('l') 

hg(é')J.,(e11 )dt-+ hg(ei1)dm(t). 

De nuevo tenemos que/., es armónica en D1¡,., y 1/r., > 1, por lo que la podemos 

representar con el núcleo de Poisson para r < 1: 

/.,(rei1
) = h P(r,0-t)J.,(ei')dt 

Poniendo g = P(r,0- ·),que es una función en C(T), 

J.,(ré1)-+ h P(r,9-t)dm(t) 

y también J.,(z)-+ u(z) para toda z E D. Por lo tanto 

u(rei1) = h P(r,0-t)dm(t). o 

Las funciones u que son integrales de Poisson respecto a una medida regular de 

Borel µ se llaman integrales de Poisson y se representan por u = P[d¡iJ. 

2.1.4 Teorema. Siµ E M(T) entonces u = P[dµJ E h1. 
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Dcrno:1lració11. 

Consideramos la serie de Fourier de ¡1: 

donde 

ªk = { .-ókl dµ(t). 
ÍT -

Entonces, usando la convergencia uniforme de la serie que representa al núcleo de 

Poi•son, tenemos que 

h P(p,0-t)dµ(t) 

h ktco rlkleik(B-1) d¡i(t) 

co ¿; akrl•r.;u. 
k=-oo 

Basados en la forma polar de la ecuación de Laplace [l, p. 162], obtenemos, al 
hacer u(,.e18) = rl•le;"8: 

Por lo tanto u es armónica. 

Por otro lado 

{ lu(re;8)1 dO $ { { P(r, O- t) dJµl(t) dO. 
ÍT Í1•ÍT 
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Por el teorema de Fubini 

hh P(r,O-t)dj¡1j(t)d8 

Por lo tanto u E h1• O 

hh P(r, 0- t) dO djµj(t) 

h dlµl(t) 

11µ11 <OO. 

2.2 Integral de Poisson-Stieltjes 

37 

Iniciamos el estudio de los valores en la frontera para integrales de Poisson-Stieltjes. 

Definimos la integral de Poisson-Stieltjes de~ E L1(Á) como P[d~) = P[~d~J. 
donde, como se dijo antes, Á denota la medida de Lebeague en T. 

Veamos un teorema que nos permitirá afirmar que el límite angular de una integral 

de Poisson-Stieltjes existe Clllli dondequiera [10, pp. 12-14] o [15, p. 14). 

2.2.1 Teorema. Seaµ una medida de Bortl sobre T 11 

F(O) = l d¡J(t). 

Sea u = P[dµJ. Entonces para rosi toda O E T se tiene que u(z) converge a F'(O) 
cuando z tiende a ei' dentro de la rtgión 8 0 (0), o< ir/2. 

Demoatración. 

Sabemos que F es de variación acotada, de aquí que tiene derivada finita para 

casi tqda O E T. Sea 01 que cumpla esta propiedad. 

Podemos suponer, para simplificar, que 01 = O, pues mediante una rotación lo 

podemos lograr. Además podemos suponer que F'(O) = O¡ de no ser así en los 

siguientes razonamientos evaluaríamos u(ré') - F'(O), acotaríamos a 

ntJ -F'toJI 

y consideraríamos la medida dada por dµ(t) - F'(O)dt. En otras palabras, el no 

suponer que F'(O) =O implica que hay que añadir este sumando. 
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Sea é > O. Corno Fes difcrenciablc en O y F'(O) = O, exislc ó > O tal c¡ue 

Tomando re19 E S0 ( Oi) podemos hacer Ir - ! J suficientemente pequeño de manera 

que JOJ < ó / 4. Por ser u armónica 

Nótese que 

donde 

ir P(r,0- t)dµ(t) 

[{ +1 ]P(1·,0-t)d¡t(t). 
j6<l•l<r l-6,6] 

f P(r,0-t)dµ(t) :5 
J6<l•l<r 

f P(r,0-t)d¡t(t) 
Í6J•<l•l<r 

:5 M, ir dJ¡•J(t) 

M, = sup P(r,t). 
1•1>6/2 

Obsérvese además que si JOJ < 6/4 y JtJ > 6/2 entonces 

JO- tJ ;::: JtJ - JOJ > 6/2 + 6/4;::: 6/2. 

De aquí que cos(O-t) >O. Por lo visto en la demostración de (S3) del Teorema 1.2.6 

tenemos que 
1- r 2 1 - r 2 

P(r,t) :5 1 -2rcos6 + r2 :5 1 - cos2 6; 

entonces M, tiende a O cuando r tiende a l. 

Ahora integrarnos por partes lo que restaba. 

16 16 éJP(r 0-1) 
_

6 
P(r,O-t)d¡1(t) = [P(r,0- t)F(t)]~ 6 - _

6 
F(t) Dt dt. 

Observamos que 

JP(r,0- t)F(t)J~~ = P(r,0- 6)F(ó)- P(r,O + 6)F(-6). 
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Pero IO ± ól ~ 161- IOI > 6/2 +ó/4 > ó/2. Por lo tanto 

P(r,0±5) $ M, 

el cual ya se vió que tiende a O si r tiende a l. 

Por otro lado 
8P(r,O-t) 

8t 
Tenemos que estudiar entonces a 

2(1- r2)rscn (0- t) 

l1-2rcos(O-t) + r'I" 

1
5 2(1 - r2)rsen (O - t) F( ) d 

_5 l1-2rcos(O - t) + r212 
1 t. 

Podemos tomar, sin pérdida de generalidad, O> O y dividir a esta integral en 

[lo ¡29 J,¡] 2(1 - r2)rscn (O - t) 
-5 +lo + 29 11- 2rros(O- I) + r'l'F(t)dt. 

l. Para el primer sumando: 

/F(tJI < eltl = e(-t) :=;; e(O- t). 

Haciendo el cambio de t por O - t se acota el valor absoluto: 

1 
(° 2(1-r2)rsen(t) F(t)dtl S ef.'+I 2(1-r

2
)rsen(I) tdt 

}_5 ll - 2rros(t) + r212 9 (1 - 2rcos(t) + r2)' 

S e (' 2(1 - r2)rsen (t) tdt. 
lo (1-2rcos(t)+r')' 

Integrando por partes: 

J.
• 2(1 - r2)rsen (t) r 1• 

(! 2 () ')'tdt = [IP(r,t)]0 - P(r,t)dt. 
0 -rcost+r 0 

Por lo tanto 

11
° 2(1 - r

2
)rsen (1) F( J d 1 S 

_ 6 11- 2rcos(t) + r212 t t 
e r 2(1 - r 2)rsen (t) tdt 

fo (1- 2rcos(t) + r'J2 
.. (! - r)e e 

s ---¡¡:¡:-;:¡- - 2 

e ("(I -r) - !) 
l+r 2 

:=;; e( .. -D. 

39 
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2. Para el segundo sumando: 

!P(tJI <et y 10 - 11 <o. 

(Obsérvese que ésto último implica que sin( O- t) <O). 

11.
29 

2(1- r
2
)rsin(O- t) F(t)dtl $ •J.20 

2(1 - r)(l + r)rO tdt 
0 ll - 2rcos(O-t) + r212 

0 (1- r)4 

2e(l+ r)rO [~] 2º 
(1-r)3 2 0 

2e(l + r)rO 402 

(1- r)3 2 
16e03 

$ 2(1-r)3 

$ 8ec3
, 

donde e> O existe por la propiedad de la región S0 (0) (Definición 1.2.3). 

3. Parn el tercer sumando: 

IF(t)I <et$ 2e(t - O). 

Hacemos lu mismo que se hizo con el primer sumando con el cambio de t por t - O • 

o 

2.2.2 Teorema. Sea f E L1(,\) y u= P[df]. Entonces el límite no tangencial eziste 

y es 

lim u(z) = /(e19 ) 
~ .... e•' 

para casi toda O E T. 

Demostración. 

Este es realmente un corolario del teorema anterior. Tomemos 

F(O) = l J(t)dt 

teniendo en cuenta que para casi toda O 

~J.
1 

IJ(O + s)- f(B)lds-+ O 
t o 

cuando t -+ O. Esto implica que F'(B) exista (Teorema de diferenciación de Lebr.sgue, 

[17, Teorema 8.6 y Corolario]). o 
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2.3 Teorema de Hardy-Littlewood 

El resultado que aparece a continuación está basado en el teorema maximal de Hardy

Littlewood [9, p. 11]. 

2.3.1 Teorema (Hardy-Littlewood). Sea u= P[d.¡1] con.¡\ E LP(,\) y 1 < p ~ oo. 

Sea 

U(é8
) = sup lu(re;9)1 

•<I 

la funci6n maximal de Hardy-Littlewood. Entonces U E LP(,\) y existe Ap >O 

tal que 

Para p = 1 este teorema falla [9, p. 12]. Sin embargo,.en el caso de tener funciones 

analíticas, el rango se puede extender a O < p $ oo. 

Apoyados en este teorema demostraremos lo siguiente. 

2.3.2 Teorema (Hardy-Littlewood). Sea f E IJP, O< p $ oo. Definimos 

F(eº9) = sup l/(re;9)J. 
•<l 

Entonces FE LP(,\) y existe Bp >O la/ que 

Demostración. 

Para cada R tal que O < R < 1 la función g(z) = IJ(Rz)IPl2 es armónica en D. 

Como. 
g(re;9

) = 1r P(r, O - l)g(e;') di 

y g(e;r) E 12(,\), entonces, por el Teorema 2.3.1, la función 

pertenece a 1 2 (,\) y además existe A2 >O tal que 
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(ver la sección 1.1 (1)). Notemos que 

y por otro lado 

M2(g,l) (/T lu(e;'}i2dt) i/2 

(Ir IJ(lle")IP dt) 
112 

M.(J, R)2I•, 

donde 

Es decir que tenemos 

o equivalentemente 

Aplicamos el Teorema de Convergencia Monótona y como 

entonces 

Por lo tanto llFll, ~ B,llJll, donde B, = A~/2 
D 

Con la ayuda de este teorema demostramos un resultado sobre la convergencia 

en LI'(.\) de una función en HP a sus valores en la frontera. La existencia casi 
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dondequiera de estos valores la enunciamos, sin demostrarla, a continuación [10, p. 

46]. 

2.3.3 Teorema. Sea FE HP con O < p < oo. Entonces el límite angular 

existe casi dondequiera y además, como función definida en T, es una función que 

pertenece a LP(A). O 

2.3.4 Teorema, Si f E ff P, con O < p < oo, entonce.• 

lim f lf(rc;9) - f(e;9)1' dO =O. 
r-tl}T 

Demostración. 

Sabemos por el teorema anterior que 

casi dondequiera y que f(e; 9) E LP(A). Por el Teorema 2.3.2, parar< 1 

con 

F(e;1
) = sup Jf(re;i)J E LP(A). 

•<I 
Por lo tanto 

Jf(re;9
) - f(e;9JI' < l2F(e;9)1'; 

esta última función pertenece a L1(A) pues FP E L1(A). Como 

lim lf(re;9) - f(e; 9)1' =O ,_¡ 

entonces por el Teorema de Convergencia Dominada 

li111 f lf(ré9
) - f(e;9)1' dO =O. o 

r-1JT 

En esta sección incluimos un resultado que no tiene que ver con los teoremas de 

llardy-Littlewood, pero que será usado más adelante. 

Una función g definida en íl, un abierto de C, tiene un mayornnt.e armónico 

en íl si existe u armónica en íl tal que g(z) ~ u(z) para toda z E íl. 
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2.3.5 Proposición. Sea f ~ O una función suburmónic11 continua sobre D. En· 

Ion ces 

sup { f(re;8} dO < oo 
r<tÍT 

si y sólo si f admile un mayorante armónico sobre D. 

Dcmostmción. 

Sea u un mayorantc armónico de/. Entonces 

Por lo tanto 

hf(re;8)d0$ fru(ré8)d0=0. 

sup f /(re;8 ) dO < oo. 
r<l }T 

Por otro lado, sean 

f(ri8
) O< r < !, 8 ET 

f(pz) O~ p $ 1 z E D 

Por hipótesis, {g,} es una sucesión en una bola cerrada y acotada de L1(A)¡ por el 

teorema de llanach-Alaoglu (Teorema l.4.3) esta bola es un compacto en la topología 

débil• de C(T)" = M{T). Entonces existe µ E M(T) tal que 

liml. g,(e;8)d0 = ¡1(·). ·-· (·) 
Entonces, por el Teorema de Convergencia Dominada, 

P(dg](pc;8
) h P(p,8- l)d¡J(I) 

lim { P~p,8- t)g,(e;')dt 
,.-1JT 
lim},(pe;8). ·-· 

Esta última función/, es una función armónica que coincide con g,(e;1) = /(re;1) 

en T, por lo que, por ser f subarrnónira 

h P(p,8-t)g,(é')dt ~ /(rpe;') = f,(pé1
). 

Sacando límites 

Por lo tanto f admite un mayoranle armónico. O 



Capítulo 3 

El caso de funciones armónicas 

En este capítulo se demuestra la existencia casi dondequiera de límites angul.ares de 

Integrales de Poisson de funciones de L1(X, .\). El espacio de medidas vectoriales 

de variación acotada resulta ser isomorfo a h 1 , isomorfismo dado por medio de la 

Integral de Poisson. 

Bn la última sección se estudia la existencia casi dondequiera de los límites angu

lares según la topología fuerte de operadores de funciones armónicas con valores en 

espacios de Banach de operadores lineales de .C(X, Y). Se ve que esta existencia se da 

con las hipótesis de que X sea separable y Y tenga la propiedad de Radon-Nikodym. 

Concluiremos en este capítulo que el tener límites angulares casi dondequiera 

para una función armónica del espacio h1 (X), donde X es un espacio de Banach, es 

equivalente a que X tenga la propiedad de Radon-Nikodym. 

3.1. Funciones armónicas vectoriales 

En esta sección definimos distintas clases de funciones y demostramos una equivalen

cia sobre funciones armónicas vectoriales. 

3.1.1 Definiciones. Para u: D--+ Y, donde Yes un espacio de Banach, lentmos: 

l. u es fuertemente continua en x0 E D si 

lim llu(x) - u{xo)llr =O. 
i'-tZ'O 

45 
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Observemos que se está calculando el límite seg1íra la norma. 

2. u es fuertemente diferenciable en x0 E D si exL<le u'(x0) E Y tal que 

r u(xo + h)- u(xo) '( ) 
h~ h =uxo, 

donde se está tomando el límite fuerte. u'(x0) es la derivada fuerte de u en 

Xo. 

3. u es (fuertemente) armónica si es de clase C 2(D, Y), es decir, fuertemente 

continua con segundas derivadas fuertemente continuas cumpliendo la ecuación 

de Laplace Áu =O. 

4. u es débilmente continua en x0 E D si 

}~'11, l(u(x),y')- (u(xo),y')I =O 

para toda y' E Y'. 

5. u es débilmente diferenciable en x0 E D si existe u'(x0 ) E Y tal que 

r u(xu + h)- u(xo) '( ) 
hl!R, h =U Xo ' 

donde se está lomando el límite débil. u'(x0 ) es la derivada débil de u en x0 • 

6. u es débilmente armónica si (u(·),y') es armónica para toda y' E Y'. 

7. u es holomorfa o analítica en D si (u(·),y') es ho/omorfa en D para toda 

y' E Y'. o 

La definición de función analítica parecería que se restringe a que la función sea 

solamente débilmente diícrcnciable. Como se verá a continuación esto no es así. Una 

demostración de la siguiente proposición aparece en [13, p.251]. 

3.1.2 Proposición. Si f es una función ruloriat holonwrfa definida sobre D en

tonces f es fuertemente continua y furrlcmcrate difcrenriable en D. Esta continuidarl 

y difer~nciabilidad se dan de manera uniforme en cualquier subconjunto compacto de 

D.D 
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Antes de demostrar una proposición que será usada en repetidas ocasiones, nos 

interesa mostrar que la derivación tiene cierto comportamiento al aplicarse a (u(·), x'), 
donde x' E x· y u : D __, X. 

3.1.3 Proposición. Sea u: D _,X, X espacio de Banach, y supóngase que 

~:D->X 
é!x, 

eziste. Entonces, para toda x' E X' se tiene que 

0~1 (u(z),x') =(a:, u(z),x'). 

Demostración. 

(u(z + h},x') - (u(z),x') 
h 

Como x• es continua, concluimos que 

/u(zth)-u(z) ·) 
\ h ,x . 

r (u(zth)-u(z) ·)-/éJu(z) ·)o 
h~ h ,x - \ lJ:r1 ,x . 

3.1.4 Corolario. Si u es de clase C'(D,X), entonces para todo x• E X' 

~(u(z),x') = (~u(z),x'). O 

Para concluir esta sección, demostramos una equivalencia para funciones armónicas 

vectoriales. 

3.1.5 Proposición. Sea Y un espacio de Banach, u: D-> Y. Son equivalentes 

iJ u es (fuertemente) armónica, 

ii) u es dibilmenle annónica, 

iiiJ Para n E Z ezisten c. E Y tales que 

"" 
u(re;'J = E c,,rl•/efo•, 

donde la serie es absolutamente convergente según la topología de Y; la conver· 

ge11cia es uni/01111e sobre compactos de D. 
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Dcmostració11. 

i) => ii). Si u es fuertemente armónica y y• E Y'. Nótese que 

ó.(u(·),yº) = (ó.u(·),yº) =O. 

ii) => iii). Sea ré8 E D; sea r < r1 < l. Por la represent~ción usual de Poisson 

tenemos que 

(u(pé9),y') l P(p,0- t){u(r1e"),y')dt 

l(P(p,0- t)u(r1e''),y') dt 

(ir P(p,0 - t)u(r1c;')dt,yº) 

para p < r1; hemos aplicado el Teorema 1.6.7. Por lo tanto 

(u(pe;8
), y')= (Ir P(p,0- t)u(r1e;1) dt,y'). 

para toda yº E Y' y p < r 1• Se tiene entonces que 

u(pe;9
) = ~ P(p,0- t)u(r1e;')dt. 

Veamos ahora que si r < r2, con r2 f r1 entonces 

(u(pe;9
), y') =ir P(p, O - t)(u(r2e"), y') di 

para p < r., por lo que siguiendo el procedimiento anterior llegamos a la igualdad 

ir P(p,0- t)u(r1e;1)dt =ir P(p,0-t)u(r2eil)dt, (4) 

de ma~era que no varía la integral eligiendo cualquier R > r. 
Escribimos la representación en serie del núcleo de Poisson y obtenemos 

u(pe;º) =ir (too pl•lei•(9-I)) 11(r1c")dl. 
Por la convergencia absoluta en D,1 y uniforme en D,, de la serie se tiene 
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Hacemos 

Cn = ~ u(r1é')e-inl dt, 

Como se vió anteriormente, estos coeficiente.< están determinados de manera única 

para cada z E D (4). Además, si lJ e Des acotado entonces Be Da, para alguna 

O < R < l. Entonces la serie converge uniformemente sobre B. 

iii) => i). Sea re10 E D. 

Au(re19
) = Á (t ... rlnlc.é"º) . 

Como la serie es fuertemente convergente tenemos 

A Ct .. c,,rlnleóno) =.t .. A(c,,rl•leóno). 

De nuevo aplicamos la forma polar de Ja ecuación de Laplace [1, p. 162], haciendo 

u(re18) = rl•león9 para obtener 

Por lo tanto u es fuertemente armónica. O 

3.2 Espacios de Hardy vectoriales 

Sea (X,11 · llx) un espacio real o complejo de Banach. Al conjunto de funciones 

f: D--> X analíticas en D también lo denotaremos por H(D) o bien por H(D,X) 
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cuando pueda haber confusión. Ilemos adoptado la misma notación que fue usada 

para el caso escalar en lo que se refiere a algunas cantidades que sirven para definir a 

los espacios de Hardy (en este caso vectoriales). Se debe adoptar el enfoque necesario 

en cada caso. 

Para f E H(D) se define 

para O < p < oo; 

y también 

M,(f, r) = (ir llJ(re11 )11'.f dO) l/p 

Mo(f, r) = cxp (ir log+ llf(re19 )llx dO) 

Moo(f, r) = sup ll/(re19)llx· 
BeT 

Para f E H(D) y O $ p 5 oo se define 

11/1111, = sup M,(f, r); 
•EIO,I) 

para u : D --+ X armónica en D y 1 $ p < oo se define 

y también 

Finalmente 

M,(u,r) =(ir llu(re11)llx do Y'', 

llullh, = sup M,(u, r). 
•EIO,I) 

(5) 

3.2.1 Deflnici6n. Definimos espacios de funciones analíticas vectoriales análogos a 

los espacios de /lardy e.•calnrc.• y a la clase de Ncvanlinna. 

HP(X) ={!E H(D): 11/1111, < oo} 

N(X) ={!E H(D): ll/lli1, < oo}. 

Para funciones armónicas se tiene 

bP(X) ={u: D--+ R: u es armónica y 11/llh, < oo). O 



· 3.2. ESPACIOS DE HARDY VEGTORlAWS 51 

Como en el caso escalar se tiene la siguiente proposición. 

3.2.2 Proposición. 

a) Si 1::; q::; p::; oc entonces hP(X) e hq(X). 

b) Si O< q $ p $oc entonces ffP(X) e Hq(X) e N(X). 

e) Si 1 $ p $ oo entonces ff P(X) e hP(X). 

Demostración. 

Mostraremos sólo la última contención, pues las otras dos se demuestran igual que 

en el caso escalar. Dada/ E ffP(X) se tiene que para toda x' E X', (J(·),x') E H(D). 

Entonces, por ser x' lineal y continua, como (f(·),x') E C"' se tiene que f E C"'¡ de 

hecho admite un desarrollo en serie de Taylor [11, Teorema 1, pp 37-38}. Por otro lado 

t.(J(·),x') =O, pues toda función con l'alores en C holomorfa es armónica. Además, 

por el Corolario 3.1.4 

Ll(J(-),x') = (t.f(·),x') =O 

para toda x' E X'. Por lo tanto ó.f =O. Por la Proposición 3.1.5 concluimos que 

f E hP(X). o 

3.2.3 Definición. Para O < p < oc y f E ffP(X), donde X es un espacio de 

Banacli, se define la función maximal de Hardy-Littlewood como 

F'(t) = sup\lf(ri8)\lx· O 
•<I 

Concluimos esta sección con el teorema maximal de Hardy-Littlewood. 

3.2.4 Proposición. Sean O < ¡1 < oc y f E JIP(X). Entonces F' E LP(X,¡•) y 

ademá.• 

llF'll $ Gllfllu,, 

donde ll · \111, se definió en (5). O 
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3.3 Integrales vectoriales de Poisson-Stieltjes 

Para t/> E L1(X, A), al igual que en el caso escalar, definimos P[dt/>) = P[t/>dA) a la 

integral de Poisson-Stieltjes de tf>. Con el objeto de definir la integral de Poisson de 

una medida vectorial, introducimos una integral vectorial de una función con valores 

en C. 

Sea X un espacio de Banach y sea G : B --+ X una medida vectorial sobre (T, B) 
de variación acotada u-finita. Recuérdese que esto es equivalente a que la variación 

lo sea [6, 1, 1, Prnposición 9). Para t/> E C(T,C) definimos 

donde P = {O= lo < 11 < .. · <In= 2ir }, l¡_1 < {¡ $ I¡ y IJPll = max;lt; - t1-1I· 

La existencia de este límite se discute a continuación. 

Consideremo.• la sucesión de particiones 

Si verificamos que la sucesión de sumas 

S(t/>,Pn) = L t/>(t;)G([t¡_,,t¡)) 
t¡EPn 

forma una sucesión de Cauchy (por tanto convergente a cierto número 

t't!al S}, tendríamos que para P partición de T con IJPIJ pequeña, dada 

e·> O eziste Pn tal que 

IS(t/>, P) - SI$ IS(t/>, Pn) - S(t/>, P)I + IS(t/>, Pn) - SI< E 

y entonces el límite eziste. 

Supóngase que m > n. 

IS(t/>, Pn) - S(t/>,Pm)I $ L lt/>(y;)- t/>(Y;-iJIG(J;) 
jEF 
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donde P es un conjunto finito de índices y J; son algunos de los inte1'valos 

coM'espondienlcs a Prn, o sea,(ti~ 1 ,t¡'1}j de hecho éstos son los que no se 

eliminaron con los correspondientes intervalos de P,.. 

Por continuidad de ,P, eligiendo a n (y por tanto, también a m) sufi

cientemente grande tenemos 

2: lt/J(y;) - t/J(Y;-1 )IG(J;) $ eiGl(T) 
iEF 

y por tanto 

IS(ef,, P.)- S(,P, Pmll $ elGl(T). 
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Ahora podemos hablar, para G E M(X), de la integral de Poisson de una 

medida vectorial G 

P(dG](re;º) = P(G)(re;8
) = lr P(r,0- t)dG(t), 

y de los coelicientcs de Fourier de G 

G(n) =he-••• dG(t), n E Z. 

3.3. l Teorema. Para cualquier es¡1acio de Banach Y, el mapeo P : M(Y) ->h1 (Y) 

tal que m H P(1/m] es un isomorfismo. 

Para la demostración de este teorema, se necesitará el siguiente 

Lema. Sean Y, Z espacios de Banach tales que Y C Z y m E M(Z). 

Son equivalen/es: 

i) m eM(Y), 

ii) m(n) E Y para toda 11 E Z y 

iii) P[dm]: D _, Y. 

Demostración. 

i) => iii). Es trivial. 
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iii) =} ii). Como P[dtt] toma valores en el espacio de Danach Y, 
tenemos que 

P[dµ] h P(r,O - t)dtt 

{ f rl•lé•(O-t) d¡1 
fT lc=-oo 

00 L / e-in1 dµrl"leinB 
k=-ooÍT 

00 L m{n)rl•leinO E Y. 
1:::::-oo 

Así que para toda n se tiene iñ{n) E Y 

ii) =lo i), Si se cumple ii) entonces, dado p un polinomio trigonométrico 

hpdm E Y. 

Por la. densidad de los polinomios trigonométricos en L1{iml), entonces 

también se cumple esto para f E L1{JmJ); lo mismo podemos decir para 

JE L1(m). Tomando J = XE r.on E E Q, se tiene 

m(E)= J XEdm E Y O 

Demostración (del teorema) 

Supóngase que Y = X' para alg1in espacio de Danach X. Sea u E h1{Y). Con

sidérese la familia 

donde {rn} es una sucesión arbitraria que converge a l. Como 

entonces :F está contenida en una bola cerrada de L1(.\"*,µ) C M(X'); esta con-

tendón se da por el mapco 
¡ ..... { fd>. 

le.¡ 
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siendo ésta 1íltima una integral de Bochner. Por el Teorema J. 7 .2 tenemos que 

M(x•¡ =C(T,x)• 

y entonces, por el Teorema de llanach-Alaoglu (J.4.3), la bola resultará débil·

compacto. De nuevo C{T,X) es separable y entonces existe una subsucesión Un,} 
que converge según la topología débil• a un elemento m E M(X'). Lo anterior quiere 

decir que para toda t/¡ E C{T,X) 

(4',fn,) =ir </i(e;1)fn,(e")d!-+ ir </i(ei1)dm{!) = (</i,G). (6) 

Escribimos a fn, en su representación de Poisson 

fn,(re;9) = h P(r,0- t)fn,(e11 )dt 

y lomamos t/¡( eil) = P( r, O - t) en 6 para obtener 

fn,(1·e;1)-> h P(r,0- t)dm(t), 

al mismo tiempo que 

fn,(z)--+ u(z) 'lz E D. 

Por lo tanto 

u(re;1) =ir P(r,0- t)dm(t). 

Esto quiere decir que u = P[dm]. De aquí que el mapco sea suprayectivo. 

Para ver que es inyectivo, supóngase que P[dm] =O. Entonces 

(P[dm],x')(z) =O 

para toda z E D. Veamos ahora que 

(P[dm],x•) = P[d(m(·)1 x•)]. 

Esto es cierto porque 
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Por continuidad de x' y P(r, · - t), podemos sacar límites y obtener. 

(P[dmJ,x') = P[d(m(·),x')J. 

Tenemos pues 

P[d(m(·),x')J(z) =O 

para toda z E D, es decir, 

h P(r,0- t)d(m(t),x') =O 

para toda ré9 E D. Entonces 

(m(·),x') =O 

para toda x' E X'. Por lo tanto m es la medida idénticamente cero, es decir, el 

mapeo es inyectivo. 

Finalmente, se demuestra igual que en el caao escalar que si m E M(X) entonces 

P[dm] E h1(Y) (Teorema 2.1.4). 

En el caso general, podemos suponer que Y e X', para cierto X espacio de 

Danach, (una manera de hacerlo es haciendo X = Y'). Dada u E h1(Y), con el 

método anterior u = P[dm] para una medida m E M(X'). Pero u toma valores 

en Y, por lo que, aplicando el lema m E M(Y). Entonces repetimos el argumento 

anterior para ver que es isomorfismo. O 

Como se dijo en el Capítulo 2, el siguiente teorema se demuestra como el análogo 

escalar (Teorema 2.2.1 ). 

3.3.2 Teorema. Sea t/> E L1(X, .\), donde X es un espacio de Banach, y sea 

u = P[dtf>]. Entonces el límite no tangencial 

existe para casi toda O E T. O 

Demostración. 

Por el Teorema 1.6.8, la·derivada fuerte de 

4\(0) = [ <t>(ei')dt 
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es <f>(eil) casi dondequiera. Tomando un ¡rnulo 01 donde se cumpla ésto, podemos 

suponer 01 =O y <f>(é9
•) =O (por las mismas razones que se dieron en el caso escalar) 

y proseguir como en el Teorema 2.2.1: 

Para e > O, tomamos ó > O tal que, si Jtl < ó entonces 

Por otro lado, por la propiedad de la región Sa(O) podemos acercar Jr - l J a O de 

manera que JOJ < 5/4. 

Representando a u como Integral de Poisson 

~ P(r,0-t)~(e;')dt 

[ f + f ] P(r,O - t)~(e;') dt 
}6<1•1« J¡-6,6) 

Como en el caso escalar 

f P(r,0-t)~(é')dt$ sup P(r,t)ll~lli 
}6<1•1« 6/><l•I 

que tiende a O si r tiende a 1 ¡ además 

15 16 8P(1'0-t) 
P(r,0-t)<f>(eil)dt = [P(r,0- 1)4>(!))~6 - cf>(t) Bt dt. 

~ ~ 

El primer sumando tiende a O y el segundo es igual a 

1
6 2(1 - r2)r sin( O - t) cf>(t) di 

-1 ll -2rcos(O-t) + r 2
J2 

que, suponiendo O> O, dividimos como 

+ + cjJ(l)dt. [jo 1'º f, 6
] 2(1 - r

2
)r sin(O- 1) 

-6 0 ,, Jl - 2rcos(O - t) + r 2J2 

Para el primer y tercer sumandos hacemos 

ll4>(t)ll < eJtl = e(-t) $ e(O-t) y 

ll4>(t)ll <el :5 2e(t - O) 
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respectivamente¡ haciendo los cambios t por O-ten el primer sumando y t por t - O 

en el segundo, acotamos 

111
° 2(1- r

2
)rsin(O- 1) 11 ( 1) 

-6 ll -2rcos(O -1) + r212q¡(l)dl ~e "' - 2 

en el primer sumando y análogamente para el tercero. 

Para el segundo sumando 

y entonces, como en Teorema 2.2.1, 

11/.
2

' 2(1- r
2
)rsin(O -1) q¡(l)dlll < Secª 

0 ll-2rcos(ll-l)+r21' -

donde la e es la constante de la región de Stolz (Definición 1.2.3). O 

3.4 Relación con la propiedad de Radon-Nikodym 

Como se ha dicho varias veces, se demostrará la relación entre la propiedad de Radon

Nikodym de X y la existencia de limites angulares casi dondequiera de funciones en 
~~ . 

3.4.1 Teorema. Sea X un espacio de Banac/1. Son equivalentes: 

1) X posee la propiedad de Radon-Nikodym, 

fi} Toda u E h1(X) posee valores en la frontera no laugenciales casi dondequiera 

en T, 

9) Toda u E h"'(X) tiene valores en la frontera radiales casi dondequiera en T. 

Demostración. 

1) => 2). Sea u E h1(X). Entonces u = P!dµJ para alguna¡• E M(X). Sea 

¡• = µ, + ¡1, la descomposición de Lebesgue de ¡• respecto a la medida de Lebesgue ,\ 



3.4. llELACIÓN CON LA l'ROPIEDAD /JB /lADON-NllíODYM 59 

(válida para medidas vectoriales por Teorema 1.7.3). Entonces u= P(d¡1,] + P(dµ,]. 
Por 1) sabemos que exist.e 

</J = ~~, E L1
(,\). 

Entonces tenemos que u = P(d,P] + P(d¡t,]. Por el Teorema 2.2.2 P[d,P) tiene 

valores en la frontera no tangenciales casi dondequiera en T. Por otro lado, 

l\P[dµ,](z)\lx S P(dl¡•.!](z) 

para toda z E D. Esto es cierto porque 

n 

EP(r, t - ~1lll1•.([t1-i. t;J)llx 
i=l 
n 

s E P(r, t - e;)lµl((I¡_., t;I)¡ 
i=t 

sacando Hmites, se obtiene la desigualdad requerida. 

Como !11,j .L ,\ entonces P[d¡µ,IJ tiene límites angulares igual a cero ,\-casi don-. 

dequiera, por [17, Teorema 8.6]. 

2) ==} 3). Recuérdese que h00(X) e h1(X) y que el hecho de tener límite no 

tangencial implica en particular el tener límite radial. 

3) ==} 1 ). El tener la propiedad de lladon-Nikodym es equivalente a que tocio 

operador T: L1 (,\} --> X sea representable por lo observado después del Teorema 

1.7.8. Dado T como antes sea F(z) = T(P,) donde 2 = re19 y P,(1) = P(r,0-t). F 

es una función armónica porque 

y es acotada en D porque 

\IF(z)\I 

6T(P,(·)) 

6T(P(r,O - ·)) 

T(6P(r,O - ·)) 

o 

\IT(P,)11 

S l!Tl!l!P.!11· 
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Nótese que 

Por lo tanto 

llF(z)ll :5 llTllllP.lltt(µ) < oo, 

es decir, FE h00 (X). Por lo tanto existe 

f(O) = limF(ré9
) 

. r .... 1 

para casi toda O. A continuación demostraremos que f representa a T. 

Para g E C(T), el mapco !/J,: T _, C(T) definido como 1/J,(t) = P(r,t- ·)g(t) es 

continuo, porque 

ll!/J,(s)-1/J,(t)ll llP(r,s - ·)g(s)- P(r,t - ·)g(!)ll 

:5 llg(t)(P(r, t - ·) - P(r,s - ·))11 + llP(r, t - ·)(g(t) - g(s))ll, 

y ésto lo podemos hacer pequeño si ja - ti lo es gracias a a la continuidad de g y de 

P(t- ·). Además la inclusión C(T) <-+ L1(Á) es continua por lo que,¡,,: T-> L1(Á) 

es continua¡ entonces es una función Bochner integrable respecto a la medida de 

Lebesgue y para T: L1(µ)-> X lineal y continua, se tiene 

T h 1/l,(t)dt = h T,P,(t)dt 

por el Teorema 1.6. 7. Lo anterior fue tomando g E C(T) arbitraria. 

Por otro lado, con f definida anteriormente, 

f f(t)g(t)dt = f [limF(rc;')] g(t)dt. 
ÍT ÍT , .... 1 

Por el Teorema de Convergencia Dominada y teniendo en cuenta la Proposición 1.2.6 

y lo que se acaba de hacer 

f [limF(re;'l] g(t)dt ÍT , ..... 1 
lim f F(re;')g(t)dt , .... 1JT 
lim f T(P(r,t-·))g(t)dt 
r-t}T 

lim f T(P(r,t-·)g(t))dt 
r-tt}T 
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limT ( f P(r,t- ·)g(t)dt) 
r-1 ÍT 

T (1im f P(r,t- ·)g(t)dt) 
r-t}T 

T(g). o 
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Entonces, la existencia de los límites depende sólo de el hecho de que el espacio 

de Banach del contradominio tenga la propiedad de Radon-Nikodym. 

3.4.2 Corolario. La co11dición 

"Toda u E hP(X) tiene límites radiales casi dondequiera" 

es independiente de p E [I,oo] y equivalente a que X tenga la propiedad de Radon

Nikodym. O 

3.4.3 Teorema. Sw u E h1(X). Si u tiene límite" radia/e" débilmente casi donde

quiera, ento11ce" tiene también límites angulares fuertemente casi dondequiera. 

Demostración. 

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que X es separable pues u : D _, X 

es continua y la imagen de un conjunto separable bajo una función continua es sepa

rable. A partir de u(D) separable obtenemos Y= Vu(D), la cerradura del espacio 

lineal generado por u(D), y podríamos usar a Y en lugar de X; Y es claramente 

separable. 

Se11 u'(ei9) el límite radial débil que existe casi dondequiera. Mostraremos que 

u' E L1(Á); usando un resultado antes demostrado tomaremos u = P[dm], para 

cierta m E M(T). Con la descomposición de Lebcsgue de esta medida tomaremos 

u = P[dm,J + Pfdm,J y analizaremos los límites fuertes angulares de estas integrales 

de Poisson. 

Aplicamos el Teorema de medibilidad de Pettis (1.6.3) y entonces tenemos que u', 

al ser débilmente medible, y al ser X separable, es fuertemente medible. 

Observemos ahora que // · l/x es semicontinua inferiormcnte: 
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Definimos pam o E R, o > O el operador lineal A : X --> X 

1 
A0 (x) = ¡;"'· 

Esta función lineal cumple que 

{xEX: 11~{ > 1} 
{x E X: Uxl!x >o} 

Entonces, al ser A0 continua, tenemos que { x : llxllx > a} es un 

abierto¡ para o $ O 

{x E X: l!x\lx >o}= X 

que es abierto mostrándose as( que 11 · llx es semicontinua inferiormente. 

Por lo tanto, usando la equivalencia de semicontinuidad inferior 

Por el Lema de Fatou 

Por lo tanto u• E L1 (.\). Ahora tomemos la descomposici6n de Lcbesgue de m 

u = P(dmJ = P(dm,J + P(dm,J, 

donde, como se vió en la demoslraci6n de 1) =} 2) del Teorema 3.4.1, P[dm,) tiene 

límite angular fuerte igual a O casi dondequiera. Por el Teorema 3.3.2, si demostramos 

que 
• dm, 

u =-;¡¡-
entonces tendremos que la función v( z) definida como 

v(z) = P(dm,J(z) = P(uºd.\J 
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tiene como límite fuerte angular a u•, y de aquí que u• sea también el línúte fuerte 

de u. 

Sea x· E x•. Entonces 

(uº(·),xº) = !~(u(·),xº) 

donde se está tomando el límite radial y la función escalar (u(·),xº) E h1• Además 

(u(·),x') = P[d(m(·),xº)J, 

eslo es, es la integral de Poisson respecto a la medida indicada. Esta medida compleja 

tiene descomposición de Lebesgue 

(uº(·),x') = (m,(·),xº) + (m,(·),xº). 

Tenemos entonces por (17, Teorema 8.6] que 

( º() ') d(m,(·),x') 
" • ,x = J), 

casi dondequiera para toda x• E X'. Esto quiere decir que 

(m,(·),x') = 1 (u'(t),x')dt 
(·) 

([) u'(!)clt,x') 

para !oda x' E X' usando el Teorema 1.6. 7 en la segunda igualdad. Por lo tan lo 

• dm, 
u =--;¡¡: 

quedando demostrado lo que queríamos. D 

3.5 Valores en espacios de operadores 

3.5.1 Definición. Sean X y Y espacios de Banach. Denotamos por C(X, Y) al 

espacio de las lransformacionr.• liliralcs continuas de X a \'. la topología fuerte 
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de operadores de X a Y {o bien, cuando 110 pueda haber co11/usión, la topología 

fuerte de operadores) es aquella que tiene como subbase a 

V(x, n) ={TE C(X, Y): l/Txlh· < 1/n}, 

es decir, una base de esta lopo/og{a es la familia Je intersecciones finitas Je conjuntos 

V(x,n). O 

U na interpretación para esta topología está dada por el hecho de que una red 

de elementos de C(X, Y) converge si y sólo si converge puntualmente. Nótese que 

para l' = C, tenemos que la topología fuerte de operadores coincide con la topología 

débil" de x·. 

3.li.2 Teorema. Sea X un espacio de Banach separable y Y w1 espacio de Banach 

con la p1·opicda1/ Je Radon-NikoJ¡jm. Entonces toda 11 E h1(C(X, Y)) tiene valores en 

la fro11lera no tangencia/e.• casi dondequiera según la lopo/og{a fuerte de operadores 

deC(X,Y) 

Para demostrar este teorema, enunciamos antes algunos lemas. 

3.li.3 Lema. Sea Z un espacio de Banach cualquiera y u E h 1 (Z). Entonces para 

casi toda O E T 

sup (limsup llu(z)ll) < oo. 
o«tr/3 1-e•• 

aeS.(B) 

Demostración. 

Por ser u armónica, 

u(z)= h u(z+pei1)dt 

eligiendo la p adecuada de lllauera que z + pé' E D para l E T. Por lo tanto 

lo cual nos dice que llu(·)ll es una función subarmónica. Además 

sup { liti(rei'Jll dt = llullh, < oo. 
r<l ÍT 
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Por la Proposición 2.3.5, llu(z)ll admite un rnayorante armónico v(z) sobre D. Esta 

función v(z) es una función armónica positiva, por lo que dado z E D, elegimos p >O 

tal que Jzl < p < 1 y tenemos que 

Jv(z)I $ h v(pé')dt = v(O). 

Por lo tanto v E h1 . 

Por lo visto en la teoría escalar (ver [17, Teorema 11.IOJ), v tiene límites angulares 

ca.<i dondequiera. Como llu(z)ll $ v(z), entonces se tiene lo que se quería probar. O 

3.5.4 Lema. Sea V~ X es un subespacio vectorial de X tal que V= V{an)neN1 es 

drcir, V es el subespacio generado por el conjunto {an}neN y sea u E h1(.C(X, Y)). 

Si dcfi11imos 

T(a.) = lim u(z)(a.) 
*"'"*e'' 

entonces poilcmo.• obtener un opcradur bien definido f: V -+ Y dado por 

n n 

T(x) =:E,\¡ lim u(z)(a;), x =:E ,\¡a¡. 
i=l .r-e'' i=l 

Demostración. 

Es consecuencia inmediata de la linealidad del límite. O 

3.5.lí Lema. Sean u: D-+ .C(X, l') y x E X. Si IJu/íJx1 existe entonces 

!Ju 
!Jx, E .C(X, Y), 

y además 
8u(·) 8 
-
8 

(x) = -
8 

(u(·)(x)). 
Xi Xt 

Demostración. 

Es inmediato a partir de las siguientes igualdades: 

u(z + h)(x)- u(z)(x) 
h 

[u(z + h) - u(z)](x) 
h 

[ u(z + h¿- u(z)] (x). 0 
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Demostración (del teorema) 

Sea u E h1(.C(X,Y)). Sea x E X. Tenemos que la función u(·)(x): D---> Y es 

armónica porque, por el Lema 3.5.5 

Ll[u(pe;9)(x)) = [trn(pé9)J(x) =O. 

Además, por ser u(z)(·) lineal y continua, tenemos que 

llu(z)(x)lli· :51iu(z)(·l!lllxllx0 

Como u E h1(.C(X, Y)) entonces u(•)(x) E h1(Y). Ahora, por tener Y la propiedad 

de Radon-Nikodym, u( ·)(x) tiene límites angulares casi dondequiera. 

Sea 'D = (xn}neN un subconjunto denso numerable de X. Definimos 

A.= (O ET: lim u(z)(x.) existe}. 
z-e•6 

Nótese que A(A~) = O porque el límite existe casi dondequiera. Sea A = n:,1 A.; 

tenemos que 

A(A•) =A (Q A~)$ ~A(A~) =O. 

Por lo tanto A(A•) =O. Sea V= V{x.}neN· Definimos, para O E A 

v(x.) = lim u(z)(x.). ,_e.,, 

Por el Lema 3.5.4, v puede extenderse a todo V. Pero también puede extenderse 

a todo X, como se verá a continuación. Si x E X entonces existe una sucesión 

{x.,} e 'D tal que 

en particular, es una sucesión de Cauchy. Además, para x E V y usando el Lema 

3.5.3 

llv(x)llv :5 .~~. llu(z)(x)ll 

$ limsup!lu(z)(x)!I 
,.-~º 

$ Gllx!lx. 
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Definimos entonces 

v(x) = lim v(xn,) 
k~oo 

que resulta ser una función en .C(X, Y). Por lo tanto, para toda x E X y para casi 

toda O E T existe 

lim u(z)(x) = v(x) 
.s-e'' 

lo cual quiere decir que existe casi dondequiera el límite angular según la topología 

fuerte de los operadores de X a Y. O 

Como corolario se tiene: 

3.li.6 Teorema. Sea X un espacio de Banach separable yu E h1(X'). Entonces los 

límites no tangenciales de u según la topología débil' de x• existen casi dondequiera. 

o 

Esto es consecuencia inmediata de lo observado después de definir la topología 

fuerte de operadores. 



Capítulo 4 

El caso de funciones analíticas 

Gracias a la generalización para funciones analíticas vectoriales del Teorema de F. y 

R. Nivcnlinna, basta estudiar al espacio H00(X) para. el análisis de la existencia de 

los valurcs cu la frontera de funciones en HP(X). Después de definir la propiedad 

Analítica de Radon-Nikodym, se ve la equivalencia de que tP E LP(X, ,\)sea la función 

de valores en la frontera ele f E HP(X) con la convergencia de J,(e'9) = J(re;9) a 

iP(c'9) según la norma de LP(X, .\). 

Finalmente, de nuevo con la hipótesis ele X separable y Y ahora con la propiedad 

analítica de Radon-Nikodym, se demuestra que toda función en N(C(X, Y)) tiene 

límite• angulares casi dondequiera según la topología fuerte de operadores. 

4.1 Teorema vectorial de F. y R. Nevanlinna 

4.1.1. Teorema. Sea X un espacio de Banach y f E N(X). Entonces existe un par 

de funciones g E H"'(X) y h E H00 tales que h no tiene ceros y 

Demostración. 

La función 

log+ llf(z)llx = sup log+ l(J(z),zº)I 
s•ex• 
11•'11~1 
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Definimos entonces 

v(x) = lim v(xn,) 
k-oo 

que resulta ser una función en C(X, Y). Por lo tanto, para lada x E X y para casi 

toda O E T existe 

lim u(z)(x) = v(x) 
•-te'' 

lo cual quiere decir que existe casi dondequiera el límite angular según la topología 

fuerte de los operadores de X a }'. O 

Como corolario se tiene: 

3.5.6 Teorema. Sea X un espacio de Banach separable y u E h1(Xº). Entonces los 

límites no tangenciales de u según la topología débilº de x• existen casi dondcquiem. 

o 

Esto es consecuencia inmediata de lo observado después de definir la topología 

fuerte de operadores. 
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Capítulo 4 

El caso de funciones analíticas 

Gracias a la generalización para funciones analíticas vectoriales del Teorema de F, y 

R. Nivenlinna, basta estudiar al espacio H00(X) para el análisis de la existencia de 

los valores en la frontera de funciones en ff P(X). Después de definir la propiedad 

Analítica de fuulon-Nikodym, se ve la equivalencia de que</> E LP(X, ,\) sea la función 

de valores en la frontera de f E ffP(X) con la convergencia de f,(é8) = f(rei8) a 

</>(e;9) según la norma de LP(X,.\). 
Finalmente, de nuevo con la hipótesis de X separable y Y ahora con la propiedad 

analítica de Radon-Nikodym, se demuestra que toda función en N(.C(X, Y)) tiene 

límites angulares casi dondequiera según la topología fuerte de operadores. 

4.1 Teorema vectorial de F. y R. Nevanlinna 

4.1.1. Teorema. Sea X un espacio de Banach y f E N(X). Entonces existe un par 

de funciones g E H""(X) y/¡ E 1100 tales que /i no time ce1·os y 

Demostración. 

La función 

t=í· 

log+ 11/(z)llx = •up log+ l(f(z),x')I 
i•ex• 
11•'11~1 
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es subarmónica en D porque (/(z),x') es analítica para toda x' E X' y log+ ¡g(z)j 

es subarrnónica siempre que g sea analítica. Así que 

log+ l(f(z),x')I S l log+ j(/(z + péº), x')I dO; 

sacando el supremo se tiene 

Corno J E N(X) 

log+ lif(z)iix $ l log+ 11/(z + pe'º)llx dO. 

sup { log+ llf(rc'º)llx dO < oo. 
r<l )T 

Por la Proposición 2.3.5, sabemos que existe u armónica tal que es mayorante armónico 

de log+ llf(z)llx: 

O$ log+ llf(z)llx $ u(z). 

Por lo tanto llf(z)I! $ e*l, y entonces l!e-•<•l f(z)I! $ !. Tornamos 11, la conjugada 

armónica de u, y definimos 

g(z) f(z)exp(-u(z)-i11(z)) 

li(z) exp(-u(z)- iv(z)). 

Tenemos que g E H"'(X) porque 

y obviamente es analítica pues f y exp(-u(z)- iv{z)) lo son. 

Además h E H"' porque 

sup jh(z)I sup ¡e-•«l11e-i•(•l¡ 
zeD ieD 

$ sup ¡e-•l•l¡ < oo 
•ED 

y también es analítica; además 110 tiene ceros. 

Finalmente, de manera obvia f = g/h. O 

Entonces, para que existan los límites no tangenciales de HP(X) basta revisar al 

espacio H"'(X). Tenemos entonces lo siguiente 



4.1. TEOREMA VECTOR/Al, DE F. Y R. NEVANLINNA 71 

4.1.2 Corolario. Denotando N(X) =llº(X), la condición 

"Toda f E ffP(X) tiene límites radiales casi dondequiera" 

es independiente de p E (O, ooJ O 

Otro corolario del Teorema 4.1.1, aplicando el Teorema 3.4.3 es el siguiente 

4.1.3 Proposición. Si f E N(X) ticric límites débiles radiales casi dondequiera, 

entonces también tiene límites fuertes angulares casi dondequiera. 

Demostración. 

Sea f E N(X). Como f = g/h con g E H""(X) y /1 E H"', entonces g y h tienen 

límites débiles radiales casi dondequiera. Pero 

g E H""(X) e H1(X) e h1(X) 

y el tener límites radiales débiles casi dondequiera para funciones en h1(X) implica 

el tener límites angulares fuertes casi dondequiera (Teorema 3.4.3). 

Igualmente 

he H"" cH1 ch1 

y toda función en h1 es una integral de Poisson·Stieltjes, que tiene límites angulares 

casi dondequiera por el 'l'eorema 2.2.1. 

Por lo tanto f tiene límites angulares fuertes casi dondequiera. O 

En el artículo de Dukhvalov y Danilevich (·I, p.105] se define la propiedad analítica 

de Radon·Nikodyrn de la siguiente manera: 

4.1.4 Definición. Un espacio d' Banach X tiene la propiedad analítica de 

Radon-Nikodym si para toda 1 $ ¡i $ oo, dada una función en HP(X), ésta 

tiene límites radiales Ca8Í dondequiera. O 

De hecho, como afirma la siguiente proposición, cuya demostración aparece en [4, 

Proposition 2], basta con c¡uc fijemos la p. 
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4.1.5 Proposición. Si para alguna p E [1,oo] toda/unción en ffP(X) tiene límites 

radiales casi dondequiera, entonces X tiene la propiedad analítica de Radon-Nikodym. 

o 

Incluimos ahora lo que es una generalización vectorial del Teorema 2.3.4. Este 

resultado está demostrado para los valores 1 $ p < oc en el citado artículo de 

Bukhvalov y Danilevich y lo incluimos a continuación [4, Proposición 1]. 

4.1.6 Proposición. Sean Xun espacio de Banach y 1 $ p < oo. Paro FE HP(X) 

definimos F,(ei') = F(ré'). Son equivalentes 

1) Existe f E LP(X, ,\) tal que 

F(re;8) = lrP(r,6-!)/(e;1)d!. 

!!} La función F,(é') converge casi dondequiera a cierta f E LP(X,.\) , según la 

norma de X, cuando r tiende a 1. 

9) F, converge a f E LP(X, ,\) según la norma de LP(X, ,\), O 

4.1. 7 Teorema. Sean X un espacio de Banach, O < p < 001 f E HP(X) 11 

</>E LP(X,.\). Definirnos /,(e;')= /(ré'). Son equivalentes: 

1) lim,_1 /(ré') = </>{!) casi dondequiera, 

!!} lim,_1 /, = </> según la norma LP(X, ,\). 

Demostración. 

1) ;=> 2). Por la Proposición 3.2.4, la función 

F(t) = •up 11/(re;')ll 
•<I 

petenecc a LP(X, .\). Se aplica entonces el Teorema de Convergencia Dominada 

(1.6.6), ya que se tiene convergencia casi dondequiera. 

2) ==> 1). Sean g E H00(X) y h E H00 tales que f = g/h. Para una sucesión {r.} 

tal que r. _, 1 y tal que/,. -• </>casi dondequiera. Entonces g,. = h,.J,. -> hº</> 
casi dondequiera. 
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Sea t/! = hº<P. Como/¡" EL"'(,\) y <PE LP(X, ,\),entonces t/! E L00(X, ,\). 

Si mostramos que g,--> t/! según la norma L1(X,.X), tendríamos que también se 

da la convergencia casi dondequiera por lo visto en la Proposición 4.1.6, y entonces 

/, =!!!.._,±..="' 
r hr h• ~ 

casi dondequiera. 

Veamos pues que g, --> t/! en L1(X, ,\): 

Dada una sucesión {rn} tal que rn -1 1 basti. hallar rn, subsucesión de rn tal 

que g,., -+ t/!. Como f,. --> <P en LP(X, ,\),entonces existe {rn,} subsucesión de 

{rn} tal que/,., --> <P casi dondequiera. Entonces g,., = h,.J,., --> hº<P = t/! casi 

dondequiera y por el Teorema de Convergencia Dominada 

lim f /lg,. -.PlldJ. =O. o 
1r-oo}T • 

4.2 Valores en espacios de operadores 

4.2;1 Teorema. Sean X un espacio de Banach separable y Y un espacio de Banach 

con la propiedad anlítica de Radon·Nikodym. Entonces toda f E N(.C(X, Y)) admite 

límites angulares casi dondequiera según la topología fuerte de operadores de X a Y. 

Demos/ración. 

Usamos el Teorema4.1.1 y entonces basta mostrar que cualquier f E H00(.C(X, Y)) 

tiene límites angulares casi dondequiera. Nótese que 

H"'(.C(X, Y)) e H1(.C(X, Y)) e h1(.C(X, Y)). 

Entonces la existencia casi dondequiera de límites angulares se demuestra del mismo 

modo en que se demostró el Teorema 3.5.2 y aún más fácil porque f es acotada no 

sól<1 en cierta región de D sino en todo D y entonces el Lema 3.5.3 es inmediato. O 

Como corolario tenemos lo siguiente. 

4.2.2 '.leorema. Sea X un espacio de Banach separable y f E H1(Xº). Entonces los 

límites no tangenciales de u según la topología débilº de X" existen casi dondequiera. 

o 
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Capítulo 5 

Valores en la frontera de funciones 

en HP(x) 

Tanto para el cMo escalar como para el cMo vectorial sabemos que el límite angular 

de una función analítica en un espacio HP (resp. HP(X)) pertenece a LP(.\) (rcsp. 

LP(X, .\)). En este capítulo estudiamos al subcspacio de LP(.\) (resp. LP(X, .\)) 

cuyos elementos son valores en la frontera de funciones en HP (resp. HP(X)). La 

analogía que hay entre ambos casos, el escalar y el vectorial, es muy grande, como se 

verá a continuación. 

5.1 El resultado del caso escalar 

5.1.1 Teorema. Sea f E H(D). Entonces eziste i/l E L1(T) tal que f = P[d~) si y 

sólo si f E H 1. En este caso q, coincide con función de valores en la frontera de f 
casi dondequiera. 

Demostración. 

Si f = P[d~] para alguna~ E L1(.\) entonces, aplicando el Teorema de Fubini 

ir l/(re;9)1 dO $ 1r 1r P(r, O - l)l~(e;'ll dt dO 

fri~(eu)I ir P(r,0-t)dOdt 
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Por lo tanto f E H1• 

Por otro lado, sean f E H1 y 

Para p < 1 fija 

f(pti;1
) = ~ P(r, O- t)f(pe;') di. 

Pero por el Teorema 2.3.4 

Así que 

lim f lf(pe;'l - f(cilll =o. 
p-tt}T 

limf(pz) = ~(z). 
p-1 

5.1.2 Corolario. Sea f E H(D). Entonces para 1 :5 p :5 oo existe q, E LP(.\) tal 

que f = P[dQI] si y sólo si f E HP, O 

5.1.3 Teorema. Sea 
00 

f(z) = ¿a.z" 
n=O 

tal que f E H1 y sean c. los coeficientes de Fourier de la función de valores en la 

frontera. Entonces c. = ª" para toda n ;::: O y c. = O para toda n < O. Más aún, 

definiendo 

'W = {/ E LP(,\) : f es la función de valores en la frontera de alguna g E ffP} 

para 1 :5 p :5 oo, tenemos que 

'W = {/E LP(,\): Í(n) =O n <O}. 



5.2. EL RESULTADO DEL CASO VECTORIAL 

Demostración. 

Parar< 1, los coeficientes de Taylor de J se pueden poner como 

1 Á ., . ª" = - e-'" /(re") di. 
r" T 

Entonces, poniendo J,(z) = J(rz), 

lr"an -c.I $ 11/, - /111· 

Pero se tiene que 

!~11/, - /111 =o. 

77 

Por lo tanto ª" = Cn para n <'. O. Con un argumento análogo obtenemos que e,. = O 

para 11 <O. 

Si ahora suponemos que~ E LP(,\) y ~(11) =O para toda n <O, entonces ponemos 

J(re;º) = h P(r,O - t)~(t) dt, 

es decir, f == P(d~). Recordando que 

00 

P(r, t) = 1 + L r"{einl + e-inl) 
n=I 

t l!nCDIOS que 
00 

f(re;o) = Ec.r"einB 
n=O 

con O < r < 1 y O ~ O ~ 211'. Por lo tanto f E H(D). Por el corolario anterior 

f E HP, Pero ~(t) =/(e;') casi dondequiera. Por lo tanto JE 1tP. D 

5.2 El resultado del caso vectorial 

5.2.1 Definición. 

J. Dada 1 < p < oo y G: 8--+ X medida vectorial, la p-variación de Ges 

( 
llG(EJll') 

11
' IGI, = sup L ,\(E)•-1 , 

•E1' EE• 

donde 'P es la familia de ¡iarliciones finitas de T. 
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!!. Para p = oo se define 

IGloo = inf{G ~O: llG(E)ll :5 G.\(E) V E E B}. 

Denotamos por VP(X) a los espacios de medidas de p-variación acolada para 

l<p:5ooD 

5.2.2 Proposición. Sea 1 < p $ oo y sea G : 8 --+ X una medida vectorial. 

GE VP(X) si y sólo si existe g EL"(,\) tal que llYll = IGlp y además, para</> E LQ(,\), 

con 1/p + 1/q = 1, se tiene 

11.h </>(t)dG(t)llx $ hg(t)l</>(t)jdt. o 

Una demostración se da en (3, §1., Proposición 3]. 

En [2, Teorema 1.1Jse demuestra el siguiente teorema. 

5.2.3 Teorema. Sea 1 < p $ oo. Entonces 

{GE M(X): G(n) =O n <O) 

{GeV"(X):G(n)=O n<O} 

Ambas identificaciones son por medio de la integral de Poisson. 

Con este teorema, Blasco demuestra una equivalencia para la definición de la 

Propiedad Analítica de R.adon-Nikodym ver [2, Corolario 1.2]. 

S.2.4 Teorema. Son equivalentrs, para un espacio de Ba11ach: 

a) X tiene la propiedad analítica de Radon-Nikodym, 

b) Para 1 < p $ oo, toda medida vectorial G de p-variación acolada tal que 

G(n) =O paran< O es representable, 

c) Para alguna 1 < p $ oo, toda medida vectorial G de p-variación acotada tal 

que G(n) =O paran< O es representable, y 

d) Toda medida en V00 (X) tal que G(n) =O pam n <O es representable. D 
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