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Introduccion

Después de enunciar resultados preliminares que serdn usados en la tesis, se inicia
el eatudio de Ja llaanada teorfa escalar (por tratarse de funciones con valores en R
o en C) de espacios de Hardy, y de esta teorfa gran parte se dedica a las Integrales
de Poisson y Poisson-Sticltjes. Se mencionan algunos resultados con el objeto de
comparatlos con los correspondientes de la teoria vectorial (en la que se tratan con
{funciones en un espacio de Banach). Esta comparacién es el primer objetivo de este
tr;abajo.

Los capitulos 3 y 4 se refieren a ciertos topicos de la teoria vectorial para funciones
armonicas y analiticas que pertenecen a los analogos vectorialea de los espacios de
Hardy.

El primer i6pico se refiere a que la existencia de valores en 1a frontera de funciones
en hP(X) sea independiente de la p € [1,00):

Es equivalente para un espacio de Banach X:

a) }oaeer la propiedad de Radon-Nikodjjm,
b) .que toda u € h'(X) tenga valores en la frontera angulares casi dondequiera,
- ¢) que toda u € b(X) tenga valores en la frontera radiales casi dondeqm‘em.

Para funciones en HP(X) la independencia de la p € {0,00] se da gracias a la
"versién vectorial” del teorema de F. y R. Nevanlinna:



ii

Si X es un espacio de Danach y f € N(X), entonces existen g € H*(X)
y h € H® tales que

)]
1) =43
para loda 2 € D,

Luego de ésto, se muestra que para u € hl(X) la existencia de limites radiales
segiin la topologia débil de X trmplicala existencia de iimites angulares segiin la norma
de X.

Fl siguiente tépico es revisar que la hipdtesis de que X sea separable implica la
existencia casi dendequicra de de limites angulares de u € h1(X*) scgin la topologia
débil* de X*. La demostracién que se da aqui ¢s una demostracién operacional. Esto
mismo se hace pata los valores en la frontera debil * de f € H(X").

La médula de este trabajo es al articulo de Wolfgang Hensgen "Some remarks on
boundary values of vector-valued harmonic and analytic functions” aunque se apoya
también en los articulos de Blasco, Bukhvalov y Danilevich y en textos tanto de la

teotfa escalar como de la vectorial,



Contenido

Preliminares

1.1 Notacién y algunos ejemplos . . . . . et Ve
12 EspaciosdeMardy ..............
1.3 Medidascomplejas . . ... .0 e

1.4 Resultados del analisis funcional
. 1.5 Medidas vectoriales . . .. ... ..., ..
1.6 Integral de Bochner . . . ..

‘1.1 Otros conceptos sobre medidas vectoriales . .

Primeros resultados

2.1 Representacionesde Poisson . . .. ... oo v v

2.2 Integral de Poisson-Stieltjes .. ......

23 Teorema de Hardy-Littlewood . . . ...................

El caso de funciones arménicas

3.1 Funciones arménicas vectoriales . . . ... .
3.2 Espacios de Hardy vectoriales . . ... ...
3.3 Integrales vectoriales de Poisson-Stieltjes . .
34 Relacién con Ja propiedad de Radon-Nikedym . . . ,

3.5 Valores en espacios de operadores . . .. ..

Fl caso de funciones analiticas

4.1 Teorema veclorial de F. y R. Nevanlinna . .
4.2 Valores en espacios deoperadores . . .. .00 i e e e )

1

.....................

.......................

.........

.........

13
17
19
2L

31
3t
31
41

45
45
49
52
58
63



2 CONTENIDO

5 Valores en la frontera de funciones en H(X) 7%
5.1 El resultado del caso escalar . . . ., e e e . 75
5.2 El resultado del caso vectorial . . . ... ... e T

'
[T
o
il ] H
T
it ool TNy
B8 ' 5
i b
w - .
hr i 1 I
o H
i o
i
) g



Capitulo 1
Preliminares

Ademds de dar la notacién bésica usada a través del texto, se incluyen en este capitulo
los resultados del andlisis complejo, del andlisis funcional y de las medidas vectoriales
que, sin demostracién, se enuncian por la importancia que tienen para el desarrollo
del presente trabajo. Se dan las referencias donde se pueden hallar las demostraciones

correspondientes.

1.1 Notacién y algunos ejemplos
A contlinuacidn sc enlista algo de notacién quc seréd usada a lo largo del texto:
e D={zeC:7 <1},
¢ D, ={:eC:ldf<r},
¢ T denotard 9D,
o D () ={z€C:|z~xf<r],
¢ H(A) = {f: A— C: f es holomorfa},

o (T,B, 1) es el espacio de medida que consiste de T con su o-ilgebra de Borel
B y la medida de Lebesgue normalizada d) = dz/2r, que denotaremos también
por di = dff = d\.
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Sea [ una funcién real definida sobre un espacio topolégico 7. f cs semicontinua
inferiormente sobre T si para todo a € R, f~!(a,00) cs abierlo; f cs semicontinua
superiormente sobre 7 si para todo a € R, f™!(—00,qa) es abierta.

La siguiente equivalencia la enunciamos sin demostrarla. Si f : 7 — R entonces

f es semicontinua inferiormente sobre T si y sélo si para loda tg € T

limsup f(1) < f{to);

teeto

{ es semicontinua superiormente sobre 7 si y solo si para toda fp € T

fiminf f(£) 2 f(to).

1.1.1 Definici6n. Sca @ una region de C. Sca u una funcidn definida en Q. Deci-

mos que u es una funcién subarménica si u cumple las siguientes propiedades:
a) o0 £ u{z) < 0o para toda z € 9,
b) u es semicontinua superiormente ¢n §,
¢) Para z € §), siempre que D,(2)C Q) se licne
u(z) < / u(z +re?)dd. O
T
Inmediato de la definicién anterior es la siguiente

1.1.2 Proposicién. Si u es conlinud en § cntonces u cs subarmdnica en 2 si y sdlo

si paru toda z € Q existe r > 0 tal que D, (2)C Q y, 81 p < r enlonces

u(z) < [ru(z +pe®)d0. O

A continuacién enunciaimos algunas equivalencias para funciones subarménicas y

unos ejemplos que serdn usados en la siguiente seccion,

1.1.3 Proposicién. 5i Q es una regidn acolada de C yu es continua en {1, entonces
u es subarmdnica si y s6lo si para cada region ' C Q tal que I C Q y cada funcidn v
armonica en §¥ y continua en S tal que u(z) < v(z) para z € V', se cunple también

que u{z) < v(z) para z €
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Demostracidn.

4=} Sean 2 € Ny p > 0 tales que D,(z) C . Entonces, para pg < p

u(2o) < v(20)

[

/ (20 + poe) do
T

/ (29 + poe™) df.
T

= ) Supdngase que existe ) C 0 tal que & ¢ O y cxiste v arménica tal
que u(z) < v(z) para z € 89 pero u(zg)} > v(z) para algin zp € 0. Sea £ el
conjunto de puntos de §¥ donde la funcién h{z) = u(z) ~ v(2) alcanza su méximo,
llimese M. Como h(z) < 0 para z € 69’ entonces E ¢ &', Ademis E es cerrado
porque h es continua, Por lo tanto existe zo € E tal que D,(zp) N E° # @ para toda
p > 0. Entonces existe una sucesién {p,} que tiende a 0 y tal que D,(z) C ' pero
D, (20) N E° # 0. Entonces h(z) < M en 8D, (2) ¥y k(2) < M en un abierto de
8D, () y por lo tanto en un subarco. Por lo tanto

/ (20 + poe™®) d8 — v(z0) / h(zo + pac®)
T T
M= fl(z‘o)

#(z0) — v(20).

A

Por lo tanto
u(zo) > / u(zo+ pae’®) do
T

lo cual es una contradiccién, O

1.1.4 Proposicién. Si u(z) es continua y subarmdnica en D y definimos para
0<r«l

m(r) = [r u(re®) do

enlonces esta funcidn es creciente.
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Demostracidn.
Sea ry < rz. Si h(2) es la funcién continua en D,, que coincide con u(z) en 8D,

¥y que es armdnica en D, entonces u(z) < k(z) en D,,. Por lo tanto
m(ry) < / h(ry®) do
T
h(8)
f hrae®) do
T

m(ry). O

il

¢ Ejemplos,

a) Si f es analiticaen Dy p > 0 entonces |f|P es subarmdnica. Para demostrar
ésto, tenemos que verificar lo enunciado en la Proposicién 1.1.2. Sea zo € D.
Si f(20) = 0 se concluye inmediatamente; supongamos pues que f(2) # 0.

Entonces una rama de (f{z))” es analitica cn cierla vecindad de z, asi que

(G = [ Ulao+ peyy o

para p suficientemente pequeiia 1, p. 134). Tomando médulos tenemos

WP < [ oot peypa
para p pequeiia.

b) Si u(z) es arménicaen D y p > 1 entonces |u(2)]? es subarménica en D. De

nuevo nos auxiliamos de la Proposicién 1.1.2.

Si p =1, por la propiedad del valor medio, [1, pp. 165-166), que nos dice que
)= [ uteo+ ey,
T

tenemos que

W< [ I+

para p suficientemente pequedia.
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Sip> 1y ¢ esel conjugado de p, es decir, el mimero tal que 1/p +1/g = 1,
por la desigualdad de Holder

[u(20)!

In

fT lu(z0) + pe)| do
Ile:(ls
el

(oo +scirrae) s

el < [ Iun) + o).

Entonces Ju(z)|? es subarmépica.

n

por lo tanto

c) 8i f(z) es analitica, entonces log* | f(z)|, donde
>
Jog* t = logt t2>1
0 0<t<l,

essubarménica. Si|f(z)] < 1entonces log* | f(z0)| = 0 y se concluye; supdngase
entonces que |f(zo)] > 1. Entonces existe una vecindad de 2 tal que f(z) > 1
para toda z dentro de esa vecindad y por lo tanto log* |f(z)] = log|f(2)]. Esta
dltima funcion es arménica y entonces procedernos como en el inciso anterior
para obtener

llogH (o) < / Llog*(z0) + pe®)|P do.
T

1.2 Espacios de Hardy

Si f € H(D) se define

M) = [ If(re“)l”dﬂ)w (1

para 0 < p < oo;
Mo(f,r} = exp ( /T logt| f(rc")|d0)
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y finalmente
M (f,r) = sup|f(re®)l.
#eT

Teniendo en cuenta lo definido anteriormente, para f € H(D), M,(f,r) es cre-
ciente como funcién de r.

Demostremos esta afirmacién. Para 0 < p < oo, sabemos que log* |f[ y |fI? son
funciones subarmonicas. Aplicamos la Proposicion 1.1.4 y sc tiene que Mp(f,r) s
creciente. Para M, (/, ) por el teorema del médulo méximo tenemos que, si ry < ry,
entonces

Mo(firi) = supif(re”)]
eeT

sup [f(r2e”)|
6eT
= MN(L 1‘1)

IA

Si u es una funcidn real arménica definida sobre D, definimos
. p
M, (u,r) = (] Iu(re"’)l”dl?)
T
para 1 £ p < o0; y finalmente
M, (4, 7) = sup [u(re’®)|.
oeT

Para u como antes, M,(u,r) es creciente como funcién de r, y la demostracion
también se basa en que |u|” es subarmdnica y en la Proposicién 1.1.4.
Para / € H(D) y 0 < p < o0 se define

{flle, = sup Mp(f,r).
ref)
De igual modo, pata u: D — R arménica en D y | < p < o0 se define
lulls, = sup M(u,r).
ref0,1)

Nbétese que como M(u,r) es creciente, podriamos sustituir sup,¢jpq) por lime_.
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1.2.1 Definicién. £l espacio de Hardy HP de funciones analiticas se define
como
HP = {f € H(D): |f||s, < oo},
para 0 < p < 0o,
Se define también la clase de Nevanlinna N como

N = {f e H(D): |iffis, < 00}.

En alguna ocasidn serd vitil ver a la clase de Nevanlinna como el espacio H®,
El espacio de Hardy hP de funciones armdnicas se define comeo

hP = {u:D — R:u es arménica y ||fl}s, < o0).
paral <p<oo. O

De la definicién anterior y con un lema que enunciamos a continvacidn, se tiene
lo siguiente:

a) 5i 1 £ ¢ < p < oo entonces h? C hd
b) Si0<g<p<ooentonces HP CHICN

1.2.2 Lema. Si0 < r <3< 00 y X s una medida de probabilidad, en donde
la medida del total es 1, entonces

Ifte < WA
" De aqui que L*(X) C L¥F{A).
Demostracidn.

Considerando una funcién medible f € L%()), tencmos que f* € L¥*(A) y apli-
camos [a desigualdad de Holder para obtener

T /T T dx

(Lrve «u),' '
(( fea) )

iAo

i

IA
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Para f € HP, 0 £ p £ oo, el limite radial de f, que se denotard por f*, es una
funcién f*: T — C dada por

J(€®) = lim f(re),

cuando este limite existe.
También se hablari de Ifmite no tangencial o lfmite angular cuando 2 tienda

a e dentro de la regidn de Stolz que se define a continuacion.

1.2.3 Definicién. La regién de Stolz de dngulo a < x/2 en el punto ¢® € T,
denotada por S,(0), es ¢l interior del minimo convezo que contiene a € y D,no. O

st

S:(6)

Una propiedad importante es que dada a < #/2 existe ¢ > 0 tal que para todo
re? €8,(8,)
10— 8| < el ~r]
(15, p. 15}
A continuacidn definimos el nicleo de Poisson y demestramos algunas de sus

propiedades.
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1.2.4 Definicién. El micleo de Poisson es la funcidn P : D —+ R definida,pare

re? ¢ D como
P(r,0) = Re (“’:"'w) .

Nos geré til tener algunas otras represcntaciones del niicleo de Poisson,

1.2.5 Proposicién. Para re'? € D, tenemos

P(r,0) = Re (l+2i(rc“)")

n=1
o
= Z rilgin
n=-00
N L
T 1-%rcosf+r3
Demostracidn.
L4re?  (L+re?)(1—re)
I—re® = (1—re?)(1—re#)
_ l=ref e -yt
T 1-rei® - reil 4 r
1= r? 4+ 2irsind
T 141 —92rcosf’
De aqui que )
R 1 4 rei® _ 1-r?
e \T=7e®) = 1= 2reosl+rt’
Por otro lado
1+4re? = -1+ 2
1—re? 1-—re'®

)

donde hemos hecho el cambio z = re®. Desarrollamos en serie a f(z) = 1/(1 - z)
alrededor del 0 y obtenemos

f(z)=1+z+z’+za+---
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porque

) = — 2

NS
y entonces f)(0) = nl, Por lo tanto

1 it
T—‘}:—:I.; = -l+2[1+z+z’+z3+---]
= 142 (re¥)
n=1

y de aqui es inmediata la primera igualdad.

Finalmente, reescribiendo esta iltima serie tenemos

1 +2i(rcm)" = i rirlein? o
n=1

A=

PRELIMINARES

Una propiedad importante del micleo de Poisson es la que nos asegura que es

niicleo de sumabilidad o identidad aproximada.

1.2.8 Proposicién. El nicleo de Poisson es una identidad aproximada, es decir,

eumple con lns siguientes propiedades:
(s1)
/Hmm=h
T
(s2)
/Pmmm5M=L
T
(53) Para é < se cumple que
In-§
lim/ |P(r,t)|dt =0.
r—1 Jg

Demostracidn. (S1):

AP(r,t)dt

/ i P gy
T

k=—00

f: j riHle dg
T

kz—co

[--]
E i / M.
T

k=00
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Por otro Jado, por la periodicidad de ' tencmos

/e'*'dt: 1 k=0
T 0 k#0
Por lo tanto se obtiene (S1).

(52): Es inmediato, notando que P(r,) > 0.
(S3): De hecho, para 0 < § < |t] < , como cosé es un minime de la funcidn
h(r)=1—2rcosé +r?

1-¢? 1-r?
1~-2rcost+1r? = 1~2rcosdr?
1-72
~ 1-—cos?é

. yestanltima cantidad tiende a cero cuando r tiende & 1. Entonces también se cumple

que

lim sup P(r,t)=0.0
r—l 54"’:‘ ( ! )

1.3 Medidas complejas

La mayor parte de esta seccién estd tomada de [17] en el capitulo que dedica a las
medidas complejas.

A lo largo de esta seccidn, M denotard una o-algebra sobre X, un conjunto no
vacio y 4 sera una medida asignada a este conjunto.

Una medida compleja es una funcién compleja 4+ definida para E € M como

u(E) = i#(E.-)

n=1
para cualquier particidn {E;} C M de E, Nétese que si y es medida compleja,
entonces es o-aditiva en el sentido usual,
La variacién total de y es una funcién positiva |p| definida para E € M como

lel(E) = sup Y1),

Eex
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donde P es el conjunto de las particiones numerables de E.

Teniendo en cuenta lo definido anteriormente, no es dificil ver que la variacién ||
de una medida compleja sobre M es una medida positiva finita sobre M [17, Teorema
6.2).

FEs ficil ver también que

#(E)] < [#l(E) < [pI(X),

por lo que toda medida compleja resulta ser una funcién acotada.

Una g-dlgebra de Borel sobre un espacio topolégico es la o-algebra generada por
sus abiertos. A los elementos de esta o-dlgebra se les llama borelianos. Una medida
definida sobre los borelianos de cierto espacio topeldgico de Hausdorff localmente
compacto sc llama medida de Borel. :

Si tencmos una medida real it definida sobre ¢l espacio de medida (X, M), decimos

que g es una medida regular si para todo E € M se cumple que

p(E)

inf{u(V): ECV, V abierto}
sup{p(K): K CE, K compacto}

Decimos que una medida compleja p es regular cuando |p| lo es.

Sea p una medida positiva sobre la o-algebra M, y sea A una medida (positiva o
compleja) sobre M. X es absolutamente continua con respecto a p si MFE) = 0
para todo E € M tal que p(E) = 0; ésto lo denotaremos por

AL p.

Si A1 y Az son medidas (positivas o complejas) sobre M y existen conjuntos A, B
talesque AUB=Xy

MWEY=0 si EnA=0
M(E)=0 si ENB=§

entonces A; y Az son rutuamente singulares, y se escribird como

AL e
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1.3.1 Teorema (Descomposicién de Lebesgue). Sean i y A medidas positivas
acoladas definidas sobre la o-dlgebra M de subconjuntos de X. Entonces eziste un
tinico par de medidas ). y A, definidas sobre M tales que

A At A,
A € #
A L opd

1.3.2 Teorema {Radon-Nikodym). Con las hipdlesis del teorema anterior, existe
tina inica (i-casi dondequiera) h € L1(p) tal que, pars E € M

M(E) = /B hdu. O

Estos dos teotemas siguen siendo validos si sélo se pide que 14 sea o-finita y A es
una medida compleja. Una demostracién aparece en {17, Teorema 6.9).

Por medio de este ltimo teorema podremos definir una integral respecto a una
medida complcja. Antes, deremos un teorema que aclara el modo en que se hard ésto
{17, Teorema 6.12).

1.3.3 Teorema (Representacién polar de una medida). Sea p una medida
compleja. Entonces eziste una funcidn compleja medible h tal que |h(z)| = 1 para
loda z y tal que

dp = hdlu|. O

La integral de una funcién medible f respecto a una medida compleja i se define

[1a= [ man

Ahora enunciamos el teorema de representacion que nos habla sobre la dualidad

como

de los espacios de Lebesgue LP(p); reiteramos que la g hace referencia de la medida
que se le asigna a X con la g-algebra M.

1,3.4 Teorema (de representacién). Sean 1 < p < o0, s una medida positiva
a-finita sobre (X, M) y & un funcional lincal continuo sobre LP(p}. Entonces existe
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una tinica g € LY y), donde g es ol conjugado de p, tel que sc dcﬁué como
#0) = [ fadu
'y
para [ € LP(y). Ademds, ||9| = |lgll;. O

Este teorema de represcntacion nos asegura que (LP(i))* = L%u) para las p
¥ q adecuadas. El Teorema de representacidn de Ricsz nos da una representacion
para los funcionales lineales y continuos en otros espacios. Para obtener este teorema
introducimos mas notacidn y definiciones.

El soporte de una funcién f: X — Ces
sop (f) = {z € X': f(z) #0},

es decir, Ja cerradura del conjunto de puntos en donde la funcién no se anula.

El conjunto de funciones de X a C con soporte compacto se denota por Co( X ).

§i X cs de Hausdorfl, f: X — C se dice que se anula en infinito si para toda
€ > 0 cxiste K C X compacto tal que |f(z)] < € para toda = € K.

El conjunto de funciones de X a C que se anulan en infinito se denota por Co(X).
La siguiente proposicién se demuestra en [17, Tecremas 3.16 y 3.17).

1.3.5 Proposicién.
i) Co(X) C Co(X)

it) Si X es compacto C(X) = Co(X). En esle caso se denolard a cualguiera de
los dos por C(X).

iii) Co(X) s un subespucio denso de Co(X). O
Hacemos notar que ¢l mapeo f + [ fdyu es un funcional lineal acotado sobre
Co(X).

Estamos ahora listos para enunciar el teorema de representacién de Riesz {17,
Teorema 6.11),
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1.3.6 Teorema (de representacién de Riesz). A cada funciondl lineal acolado
® sobre Cy(X) le corresponde una dnica medida compleja regular de Borel u tal que

#)= [ sau
X
para f € Co(X). Ademds
21l = |k|(X). O
Por lo visto en iii) de la proposicién anterior, el teorema de representacién de

Riesz sigue siendo vilido para funcionales lineales acotados sobre C,{(X). Ademds,

para los propdsitos de este texto, X = T, por lo que siempre se trabajara con C(X).

1.4 Resultados del andlisis funcional

Un espacio vectorial topolégico (X, ) es un espacio vectorial X con una topologia
asignada 1 que hace que las operaciones vectoriales de suma y producto por escalares
gean continuas.

. Dado un espacio vectorial X, el espacic dual de X es el espacio vectorial, que
ge denota por X'*, formado por las funcionales lineales continues A : X — K, donde

K es el campo escalar. El espacio dual de un espacio de Banach X es en si un espacio
normado con norma
IA[l = sup

z
Al —mn
s#0 (Ilillx)

Por otro lado, se adoptard |a siguiente notacidn;

(z,2%) = 2°(2)

para z € X, 2° € X",

Una familia F € X* se dice que separa puntos de X si siempre que a # b existe
z* € F tal que (a,2"} # (b,2*). Obviamente, si {a,2*) = (b,2*) para toda 2* € F
entonces {a — b, £*) = 0 para toda 2° € F, por lo que a — b = 0, ea decir, a = b,

En todo espacio vectorial topolégico localmente convexo, es decir, que tiene una
base formada por convexos, se cumnple que su dual separa puntos de él [16, pp.59-60].
Si X un espacio de Banach, X separa puntos de X pues es localmente convexo ya
que una base de vecindades estd formada por las bolas abiertas, que son convexos.



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.4.1 Definicién. Sea F una familia no vacia dr funciones f : X ~— Y}, donde X
es un conjunlo no vacio y Yy es un espacio lopoldgico para eada f € F. Sea r ia
topologia en X que ticne como basc a {f~'(V): V CY) abierto, f € F}. At sele
{lama ia topologia déhil de X inducida por F o también le F-topologia de X.
Nétese que csta topologiu es la menor (la inds débil) que hace continuas a todas las

fo

Asi por cjemplo si (X,7) es un espacio vectorial topolégico hacemos F = X
entonces a la X -topologia de X se le llama la topologia débil de X, y hace continuas
a todos los {uncionalcs lincales continuos de X.

Un espacio vectorial X es un espacio vectorial metrizable si tiene asignada
una métrica que cumple que las bolas ablertas segin esta métrica forman una bage de
la topulogia original; st ademds X es complelo y localmente convexo cs un espacio
de Frechét. Tn algunas ocasiones se usa el adjetivo "fucrte” para hacer referencia a

la topelogia original con cl objeto de diferenciarla de la topologia débil [16, p. 65).

1.4.2 Definicién. Sea (X,7) un espacio vectorial lopaldgico, Para cada z € X sea
fo 1 X* — R definida, para A € X*, como

() = Ax.

Consideramos a X como la familia de las f;. La X -lopologia de X* sellama topologia
débil® de X*, O

Esta topologia pucde caracterizarse en términos de redes: Una red {A}eer C X°
converge si y sdlo s converge puntualmente,

Existen ciertos conjuntos de X* de los que puede afirmarse que son compactos en
la topologia débil®. El sigulente teorema determina algunos de éstos.

1.4.3 Teorema {de Banach-Alaoglu), 5i V es una vecindad de 0 en un espacio

veciorial topolégico X, y si
K={AeX :|Az|<1 Yz eV},

entonces K cs débil*-compacto, U
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Para una demostracion de este teorema, véase {16, p. 68-69]. También aqui puede
verse que si X es separable, entonces cualquier K € X* débil *-compacto es metrizable
en la topologia débil®.

Una consecuencia de este teorema es que cualquier bola (segin la norma) cerrada
de X* es débil *-compacto (ver [16, p. 94]).

1.5 Medidas vectoriales

La mayor parte de las siguientes dos seccioncs se basa en [6, I, 1y 2] aunque alguna
parte estd tomada de {13, pp. 236-248].

Sea X un espacio de Banach. Una funcién F con valores en X de una élgebra F
de subconjuntos de f, un conjunto no vacio, es una medida vectorial finitamente
aditiva (o simplemente una medida vectorial) si

F(By U E) = F(E) + F(£y)

siempre que Fy, B3 € F y sean disjuntos,

F (O E;) = f: F(E)

i=1 =1

Si ademds

{la convergencia de la serie es segin la norma || - ||x), donde {E;} es una sucesién de
conjuntos de F ajenos entre si, entonces F* es una medida vectorial o-aditiva.

La variacién de F, una medida vectorial, es la funcién real extendida definida
sobre F, |F| definida, para E € F, como

FI(E) = sup 3 I F(Alx,

nEP Aex

donde P es la familia de las particiones de E. Si [F|(f2) < oo, entonces diremas que
F es de variacién acotada. |F| es una medida; de hecho es

|FI = sup{|(F(),z") : 2" € X"y [l2"l| <1},

donde |{F(+),2*}| es la variacién de la medida (F(-),z*) {6, p. 3}.
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En el casa de tencr una medida de variacién acotada, el ser o-adiliva es equivalente.
a que la variacién lo sea [6, I, 1, Proposicién 9).

De aqui que si X es la o-lgebra generada por el dlgebra F, entonces para cada
E € F se tiene que

IFisl(B) = [F\(E),

donde |Fiz| es F restringida a F, es decir, que |F) es en la extensién de [Fiz| a la
a-dlgebra L.

Sea JF un lgebra. La semivariacion de F es la funcién real extendida ||F| cuyo
valor para I € F es

IFI(E) = sup{i(F(E)2°)] : 2" € X°, Jla”] S 1},

donde, como antciormente, [(F(-),z*)| es la variacién de la medida (F(-),z*).
Si |F]|{8)) < oo entonces se dird que I es una medida de semivariacién acotada.
Teniendo en cuenta que una medida real positiva j sobre un dlgebra F es monétona
si siempre que A,B € F, A C B se tiene que p(A) < p{B), es inmediato que

i) |F| es una funcién monétona y aditiva,
if) || F|| es una funcién monétona y subaditiva y

iil) Para todo E € F,
IFIE) < [F)(E).

Una medida vectorial F: F — X, donde F es un dlgebra de subconjuntos de
), es de semivariacidn acotada sobre {) si y sélo si su rango es acotado en X. De
aqui que una medida con semivariacién acotada reciba el nombre también de medida
vectorial acotada [G, I, 1, Proposicién 11].

Sean F un dlgebra de subconjuntos de , F : F — X una medida vectorial y p
una medida real finita sobre F. Si

u(l}l;l)]lo F(Ey=0,

entonces F es p—continua, y ésto sc denolard por

F<p
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Aqui se ha usado la misma notacién que la usada para la continuidad absoluta.
La razén es que en realidad, la p-continuidad es como la continuidad absoluta sélo

que para medidas vectoriales,

1.6 Integral de Bochner

Iniciamos ahora la teorfa de integracién vectorial, definiendo las funciones vectoriales
medibles. Como a un esapcio de Banach X se le puede asignar, ademas de la topologia
inducida por la norma la tapologia débil inducida por X* (ver la observacién después
de la Definicién 1.4.1), entonces se definirdn las funciones fuertemente medibles y las
débilmente medibles,

1.6.1 Definicién.

1, Una funcidn g(z) definida en (0, F, ) con valores en un espacio de Banach X
es simple si toma un nimero finito de valores.

2. Larepresentacién standard de una funcidn simple g es

oz) =3 s, (2)

j=l
donde {a,...am} C X son los valores (distintos entre si) que toma g(z),
§i={z € :g(z) = o5}

que son conjuntos, disjunlos entre si, tales que

CJS_,'=Q.

5=1
¥ x; es la funcion caracteristica de S;.

8. 8i g(z) es simple con representacidn standard

g(z) = iu,-xs,(z),
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- entonces la integral (de Bochner) de g es
[e2)de) = Y aiuis). o
=1

1.6.2 Definicién. Sea X un espacio de Banach y (0, M, ) un espacio de medida
real o complejo. Une funcion f+ @ — X es débilmente M-medible si para
todo z* € X* la funcion numérica (f(-),2*) es M-medible. f es fuertemente M-
medible si existe una sucesidn de funciones simples fuertemente convergenies a f -

casi dondequiera en {1. O

Abora sc verd que bajo ciertas condiciones es equivalente el ser fuertemente y
débilmente medible.

1.6.3 Teorema (de medibilidad de Pettis). Una funcién f: Q@ — X es fuerle-
mente medible si y sdlo si

i) Eriste E € T tal que p(F) = 0 y ademds f(N1\ E) es un conjunto separable

segiin la norma,
i) f es débilmente medible. O

La demostracién aparece en [6, II, 1, Teorema 2] y en {13, Teorema 7.5.10}.

Aclaramos que se hablard de funciones g-medibles (omitiendo la p cuando no
pueda haber confusidn) para referitnos a las fuertemente medibles,

Una vez hecha la definicién para las funciones simples, el paso natural es definir

la integral de Bochner para las funciones medibles,

1.8.4 Definicién, Sea X un espacio de Banach. Una funcidn vectorial f : @ —» X
s Bochner integrable si eziste una sucesidn {f,} de funciones simples tal que

lim / 1= Fllxde=0.
=400 n
En este caso se tiene que

/fdp:lim/f,,dp YEeM.O
£ n=w g
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Una equivalencia itil cs la siguiente [6, IT, 2, 'I‘eolrema 2], {13, Teorema 7.5.10):

1.8.56 Teorema. Sea X un espacio de Banach. Una funcion f: 9 — X medibie
es Bochner-Integrable si y sdio si

[Wixdn <co. 0
1]

Para 1 < p < oo, LP(X, ) (o bien cuando no pueda haber confusién LP(4)),

representa al conjunto de clases de equivalencia de funciones ji-medibles tales que

Wm=(LWM¢0W<m.

Se tiene, como en e} caso escalar, que (LP(X, 1), | - {|») es un cspacio de Banach
[6, p. 50).

L*(X, u) representa el conjunto de las clases de equivalencia de funciones Bochner
medibles y esencialmente acoledas. La norma

/fleo = supes |Ifffx

hace a L*(X, 1) un espacio de Banach.
Muchas cosas de la teoria escalar de Integracion se conservan para la integral de

Bochner. Una de ellas cs el siguicate teorcma, cuya demostracién aparece en [6, 1T,
2, Teorema 3},

1.8.6 Teorema {Convergencia Dominada). Sea (Q, T, i) un espacio de medida

finita y £, una sucesion de funciones Bochner-integrables con valores en X, un espacio

de Banach, Si
Jim pfw € Q: || falw) - flw)]] 2} =0

para toda € > 0, y si eziste una funcién real Lebesgue integrable g tal que || ful] € ¢
casi dondequiera, entonces f es Bochner integrable y ademds

lim/j..dp:/fd;z
n~w g E
para cada E€ 3.0
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Al igual que en la teoria escalar, se demuestra que si una sucesién de funciones
converge casi dondequiera entonces, dada £ > 0

Jim plw €Q: [|fa{w) - flW)f 2 €} =0.

Entonces la hipStesis sobre convergencia del teorcma se puede cambiar por conver-
gencia casi dondequiera cuando se tenga un espacio de medida finita.

El siguiente es un resultado muy importante pues dice que la composicién de
una funcién Bochner integrable con una transformacién lineal es integrable y ademas
aporta su valor; aparece demostrado en [13, p. 247).

1.8.7 Teorema, Sea A : X — Y un operador lineal acotado de un espacio de
Banach X a otro espacio de Banach Y. S5i f : § — X cs Bochner integrable
entonces Af : {1 — Y es Bochner integrable y ademds

/Afdp:A/jdp.D

El siguiente resultado muestra que las integrales indefinidas de Bochner comparten
una muy importante propiedad con las integrales indcfinidas de Lebesgue [6, IT, 2,
Teorema 9}. ’

1.6.8 Teorema. Sea [ una funcién Bochner integrable sobre [0,1] con respecto a la
medida de Lebesgue. Entonces ppars casi toda s € (0,1) se tiene

.1 r+h it ()
i [ 1A - e ae=o.
En consecuencia, para casi toda s € (0,1] se liene
1 A i ,
H U -— \ L
g [ fes e, o
Este teorema serd usado en el espacio (T, B, A), el cual no es dificil ver que puede

ser identificado con ([0, 1], 810, 1], A), ¢l intervalo [0,1] con sus borelianos y la medida
de Lebesgue.
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1.7 Otros conceptos sobre medidas vectoriales

A lo largo de esta seccién, (§2, 5, pi) denotard un espacio de medida, con 2 cspacio
topoldgico de Hausdorfl localmente compacto. En algtin momento se supondran més
hipGtesis sobre este espacio medible, pero en todo caso se mencionardn explicitamente.

Denotaremos por C(E, X'} al espacio de funciones continuas del conjunto E al es-
pacio de Banach X. El soporte de una funcién f encstecspacioes {t€ E : J(2) # 0],
es decir, la cerrradura del conjunto de puntos en los que f no se anula. Al conjunto
de funciones de C(%, X) con soporte compacto lo denotaremos con C.( £, X).

Un funcional lineal U definido en C(£2, E} con valores en el espacio vectorial F es
dominado si existe una medida positiva o-aditiva de Borel » tal que

Wi < /n If1dv

para todo f € C(Q, E); en este caso se dird que v domina a U, o bien, que U es
dominada porv. A la minima medida o-finita positiva que domina a U la denotaremos
por vy,

En {7, Corolario 1 p. 387} se demuestra que un funcional lineal continuo A € C(T, X)*
es dominado 8i y sdlo si

|As]} < o0

para todo boreliano B, donde

el =sup{IA(Y)I: € T, X) se anula fuers de By sup (@) < 1),

La generalizacin del teorema de representacién de Riesz ya cs mencionado en [18,
p. 39885, v generalizado en [6, p.182]. La versién que aquf daremos se restringe a la
situacidn parlicular en que es usada.

Al conjunto de medidas vectoriales de variacion acotada definidas sobre los bore-
lianos de T y con valores en X lo denotaremos por M{T, X). Nélese que se puede

dotar a este espacio de la norma definida por

Gl = 1G1(T).
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Para definir una integral para una funcién continua en T con valores en X* res-
pecto a la medida G € M(T, X*) definimos al conjunto C*(T) @ X" de sumas finitas
de la forma 327, 4i(2)z; donde z; € X* y ¢,(t) € C(T) y cs positiva, Este conjunto
¢s denso en el conjunto C(T, X*) {7, Corolario de la Proposicion 1 p. 375),

Para g € C*(T) ® X* con

o) = 40

definimos

/T o) =Y A 8:0)dlzi G1)).
=

Nétese que en el lado derecho de la igualdad sc tiene una integral de una funcién

escalar continua respecto a la medida escalar (z;,G(t)). Ademds esta definicién no

depende de la representacidn para g como elemento de O(F) ® X*.

Para f € C(T, X") definimos
/T 4G = lim /T M) G)

donde la sucesién {fn} de elementos de O(T) @ X* converge a f uniformemente, De
nuevo, esta definicion es independicnte de la sucesion elegida que converja a f.

Una proposicién que serd usada mds adelante es la siguiente.

1.7.1 Proposicién. Sean p € C(T), z € X* y§(t) = ¢(2)z. Sea ademds u € L}(X, ).

S¢ lenemos la medida vectorial
G(E) = / u(t)dt,
donde esta integral es de Bochner, entoncesE
/qr #()4G(1) = /T Ve 6N = [ vt

Demostracidn.

La primera igualdad es directa de la definicion. La segunda notando que la funcién
escalar {u(t),z) es la derivada de Radon-Nikedym de la medida {G(-),z)respecto a
la medida de lebesgue sobre T. O

Enunciamos ahora la gencralizacién del teorema de Riesz que serd utilizada mds
adelante {7, Teorema 2, p. 380 y Corolario 2, p. 387].
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1.7.2 Teorema. La igualdad

A = jT fdG

para f € C(T, X) nos proporciona un isomorfismo entre Co(T, X)* y las medidas
o-finitas G € M(T, X*) de variacidn acotads. Ademds

vy = |G| [m]

En la teoria d¢ la medida compleja hay dos teoremas importantes: el de descom-
posicién de Lebesgue y €] de Radon-Nikodym. Ahora introduciremos los analogos en
el caso vectorial (ver [6, I, 5, Teorema 9]).

Sea F : F — X una medida vectorial. F es fuertemente aditiva si dada
{En}nen C F una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos, la serie 3 o) F(E,)
converge en norma. Obviamente, si F' es o-aditiva entonces es fuertemente aditiva;
en la definicién de fuertemente aditiva no se esta pidiendo que

Grer

n=1

1.7.3 Teorema (de descomposicién de Lebesgue). Sea FF una medida veelorial
fuertemente aditiva. Sea X una medida positiva finita y aditiva sobre F. Entonces

ezislen medidas vectoriales fuerlemenle aditivas snicas F. y F, sobre F tales que:
i) F. es A-continua,
it) {F,,z*} y A son muluamente singulares para toda z* € X*,
iii) F=F 4 F,.

Si ademds F es g-aditiva y A también, entonces F, y F, son o-aditivas. Si F es

de variacion acotada entonces F, y F, también lo son, y ademds
|FUE) = |F|(E)+F\E) VEEF

y | F,| y A son muluamente singulares, D
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1.7.4 Definicién. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym
con respecto al espacio de medida (), F,u) si para cada medida vectorial F

definida sobre F con valores en X, p-continua y de variacidn acotada, existe una.
Juncién f € LM X, p) tal que

F(E):/Efdp VEeF.

Un espacio de Banach X liene ln propiedad de Radon-Nikodym si tiene la
propiedad de Radon-Nikod)jm con respeclo a cualquier espacio de medida finito. 0

Recuérdese que una medida de probabilidad es aquella en que la p(f2) = 1.
Cualquier espacio de medida finito puede normalizarse de manera que quede con-
vertido en espacio de probabilidad (aquél donde la medida es una medida de
probabilidad).

Una medida de probabilidad y se llama puramente atémica si existe { En}neN

una familia numerable de subconjuntos de F disjuntos dos a dos tales que

+(0s)-

y los E, son p-dtomos (es decir, si F € F, F C E, entonces u{F) = 0 o bien
#(F) = p(E.)).

Corno ge verd a continuacién, cualquier medida de probabilidad puede escribirse,
de manera esencialmente dnica como tP; +(1 — 1) Py, para alguna 0 < ¢ <1, y donde
P, es puramente atémica y P; es no atémica (no tiene dtomos). Esto se basa en un

teorema que se enuncia a continuacién [8, p. 82].

1.7.5 Teorema. Sea (R, F,p) o-finito. Entonces eristen medidas v y p sobre F
esencialmente unicas lales que v es puramenle alémica, p s no afdmica y
p=v+p 0O

Si {2, F, ;1) es espacio de probabilidad entonces ponemos ¢ = u(£2), 1t = p(),
v(E)
v()’

P(E) i—g—% EeF

A(E) =
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y obtenemos la descomposicidn que se queria.

Con esta descomposicién para medidas de probabilidad, la observacién hecha sobre
espacios de medida finitos y el siguiente teorema demostrado en [5, p. 26] tenemos
que la propicdad de Radon-Nikodym es independiente del espacio de probabilidad y
puede considerarse enteramente en relacién con (T, B, )).

1.7.6 Teorema.

a) Si (,F,pu) es puramente atdmico, entonces todo cspacio de Banach tienc la
propiedad de Radon-Nikedjm con respecto a él.

b) Si p no es puramenle atémico enlonces un espacio de Banach tiene la propiedad
de Radon-Nikodym respecto a [T, B, )) si y sélo si tiene la propiedad de Radon-
Nikodym respecte a (2, F,p). O

Asi como cn ¢l caso escalar hay una gran relacién entre el teorema de Radon-
Nikedym y el teorema de rcpresentacidn de Riesz {uno se desprende del otre), en ci

caso vectorial esta relacion se conserva y podrfamos decir que se acentia.

1.7.7 Definicién. Un funcional lincal acotado A : L}(s) —+ X es Riesz-represen-
table (o bicn representable) si eziste g € L*(X, 1) tal que

ar= [ i vieri(.o
Para una demostracién del siguiente teorema véase [6, III, 1, Teorema 5].

1.7.8 Teorema, Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si
y sdlo. si cada funcional lineal acotado A : LY(y) — X es representable sobre todo
espacio de medida finita (0, F, p). D

Por lo visto después del Teorema 1.7.6, el anterior teorema puede recscribirse

como;

Un espacio de Banach X. tiene la propiedad de Radon-Nikodym si y

sdlo si cada funcional lincal acolado A : LI} — X es representable.
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Capitulo 2
Primeros resultados

Mediante la Integral de Poisson es posible representar en D a una funcién arménica
en un disco de radio mayor que 1 con sélo conocer sus valores en la frontera. Usando
algunas técnicas del andlisis funcional se dermuestra que una funcién en hP se puede
representar como la Integral de Poisson de una funcién en LP(A). Se demuestra
también que una integral de Poisson-Stieltjcs es un elemento de h?,

El primer resultado sobre la existencia de limites angulares que se incluye es el
que se refiere a las funciones que son Integrales de Poisson. Algo digno de mencién
es que para el caso de funciones con valores vectoriales la demostracién que aqui se

da puede repetirse.

2.1 Representaciones de Poisson

En esta seccidn se dard una representacion de Poisson para funciones en hP con
1<p<goo
Seau:Dg — Rcon R > 0. Como u = Re F para alguna F: Dg— C

analilica, si F tiene representacién en seric de potencias

F(z)= iqzk.

k=0

X



3 CAPTULO 2. PRIMEROS RESULTADOS

entonces podemos obtener una representacion andloga para u. Sabemos que

_FR+FQ)
- 2

u(z) , ld <R

Tomamos a z en coordenadas polares como z = |z|e® = re®®, donde r = [z < R.

. R : > ;
U(Tc'g) = E (Z ckr"e'” + Zarke—lﬂ)

k=0 k=0

Entonces

Esto lo podemos unificar en una sola suma como

(-]
u(re‘”) = Z aprfle*? (2)
kom0
donde
/2 k>0
a,=¢ Regy k=0
/2 k<O

Tornando R > 1, se tiene que para r=:1 la serie (2) converge uniformcmcntc, por lo

que

2
Lo

=
1l

fu(eit)e—ikt do

T

/ Z a"rlnlel'nﬂc-l‘kﬂ do
T

n=-00

Z / anrie*2 4o
T

n==00
= Gk

es decir, que las a; son los coeficientes de Fourier de u{e®). En concreto

o= / u(e™)e~™ di,
T

Sustituyendo en (2) obtenemos

u(re”) = [r u(e™) E rlleikle-0 gy

kz=00
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Para r < 1 se ticne que

i PHeH = Re (l +2 i(nn)k)

k=~co k=1

que, finalmente es €l nicleo de Poisson (Definicién 1.2.4).

" Hemos demostrado el siguiente

2.1.1 Teorema. Sean R>1 yu:Dp— R arménica. Entonces
u(re’®) = / P(r,0 - t)u(e") dt
T

con0<r<], 0£6<2x. O

La representacién de Poisson recién obtenida también se tiene para funciones en
los espacios hP.

2.1.2 Teorema. Seau € hP, 1 < p € co. Enlonces eziste [ € LP()) tal que
u(re®) = / f(e)P(r, 0~ 1) dt.
T

Demostracidn,
Sean | < p < ooy ¢ su conjugado. Sea {r,} una sucesién tal que crece a 1.
Considérese la familia

F= {f(e") = ulrue") :n € N}

Como'u € hP entonces la familia F es acotada como subconjunto de LP(A) = L9(A)",
por lo que esta en una bola cerrada de L3(A)*:

F o {AeLf): (Al < I/lis}
= {feLP(): I/ll» < 11 £lla,}-

Por el Teotema de Banach-AIaogfu 1.4.3, esta bola es débil*-compacto. Ademis
L9(}) es separable, por lo que esa bola es también metrizable. Se sigue entonces



U CAP{TULO 2. PRIMEROS RESULTADOS

que fu tienc una subsucesién f,, que converge scgin la topologia débil* a cierta
£ € LP()). Esto quicre decir que para loda g € LIY(]) se ticne

(0 fu) = [T o) fu (¥ dt /T ole®) 1 (e de = (g, f). 3)

Notamos aliora que f,, es arménica en Dyy,,, vor definicion. Ademds para toda

n €N, l/r,, > 1. Tenemos pues una representacién de Poisson para f,, y r < I:
) = [ R0 = (e
Por lo visto en (3), tomando g = P(r, 0 — -)
fu(re®) - jT P(r,0—t)f(e*)dt
Por otro lado fp,(z) — u(z) para toda z € D. Por lo tanto
u(z) = /T P(r, 0 — 1) f(") dt.

Esta era la representacién buscada. Hasta ahora sdlo lo hemos hecho para | < p < 0.
Para p = o0, nétese que L=(A) = L}(A)*. Ahora se aplica un argumento analogo al
precedente y completamos la prucba. O

Para estudiar el caso de h?, nétese que

L'(A) c M(T)

donde M(T) es el conjunto de medidas de Borel sobre T, que es un espacio de Banach

dotado con la norma
llell = Ll (E).

Esta inclusién se da asignando a f € L(}) la medida

n)= /( o

Por otro lado, por el Teoremna de Riesz 1.3.6
M(T) = C(T)".

Entonces estamos en condiciones de aplicar el método de! Teorema 2.1.2.
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2.1.3 Teorema. Sca u € h'. Entonces eziste m medida de Borel sobre T tal que
u(re®®) =/ P(r,0 — t) dm(z).
T

Demostracidn,

Dada una sucesién {r,} que converja a 1, la familia
F = {fule") = u(rae”) i n € N}

forma un conjunto acotado en L1()) C M(T); entonces esta en una bola cerrada
de M(T) = C(T)" que resultard débil *-compacto por el Teorema de Banach-Alaoglu

"1.4.3. Como C(T) es scparable, entonces esta bola resultard metrizable; existe pues
una subsucesién f,, que converge en la topologia débil * a cierta m € C(T)* = M(T).
O sea que para toda g € C(T)

jr o) fon (e dt — ]T o) dm(t).

De nuevo tenemos que fy, es arménica en Dy, y 1/ra, > 1, por lo que la podemos

representar con el nicleo de Poisson para r < 1:
Infre®y = /T P(r,0 — 1)y, (") dt
Poniendo g = P(r, — '}, quc s una funcién en C(T),
futre") = [ Plr0—tdm
y también f,,(2) — u(z) para toda z € D. Por lo tanto
u(re) = /TP(r,o —t)dm(t). O

Las funciones u que son integrales de Poisson respecto a una medida regular de

Borel 4 se laman integrales de Poisson y se representan por u = Pldy].

2.1.4 Teorema. Si u € M(T) entonces u = Pldy] € h!.
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Demnostracion.

Consideramos la serie de Fourler de p

o0
Z akelkﬂ,

kz~o0

donde
ak=/ e~ du(t).
T .

Entonces, usando la convergencia uniforme de la serie que representa al niicleo de

Poisson, tenemos que

u{re®)

/ P(p,0 ~ t)dp(t)
T

b .
Z il E-1 4,(y)
T k==00
Lo

z ak’,lklcu‘kﬂ'

=0

Basados en Ja forma polar de la ccuacién de Laplace [1, p. 162], obtenemos, al

hacer u(re®) = rinlg™?;
Aa"rlnlel'nﬂ = anArh]einﬂ
R +§’E}
= e "ae o) T o0
1 a ing nl-1yY n] ind 2
= auy {r-é;(r(e [n]"=1)) 4 £l (—n?)
1 4 in n| in8
= {ra(e‘ Unril) = nplrle }
SRR ST T YN A S W )
= anr—i{re'" [n)3ptl-t - pBplnigin?}
1
= an'ﬁ{o}
0.

I

Por lo tanto u es arménica.
Por otro lado

i _
/T lu(re®)] 0 < /, /'T P(r, 0 — 1) dp|(t) db.
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Por el teorema de Fubini

jT /T P{r, 0~ 1) dll(t) d6

/T /T P(r,0— 1) do dlg(1)

[ aute

el < oo

1

Por lotantou e hl. O

2.2 Integral de Poisson-Stieltjes

Iniciamos el estudio de los valores en la frontera para integrales de Poisson-Stieltjes.
Definimos la integral de Poisson-Stieltjes de ¢ € L(}) como P[dd] = P[$d))],
donde, como se dijo antes, A denota la medida de Lebesgue en T.

Veasmos un teorema que nos permitird afirmar que el limite angular de una integral

de Poisson-Stieltjes existe casi dondequiera |10, pp. 12-14] 0 {15, p. 14).

2.2,1 Teorema. Sea y una medida de Borel sobre T y

'
F(O) = j; du).

Sea u = P|dy). Entonces para casi toda 0 € ‘T se tiene que u(z) converge a F'(0)
cuando z tiende a ¥ dentro de la regidn So(8), a< /2.

Demostracidn,

Sabemos que F es de variacién acotada, de aqui que tiene derivada finita para
casi toda 0 € T, Sea 8; que cumpla esta propiedad,

Podemos suponet, para simplificar, que §; = 0, pues mediante una rotacién lo
podemos lograr. Ademds podemos suponer que F'(0) = 0; de no ser asi en los

siguientes razonamientos evaluariamos u(re) — F(0), acotariamos a

F(t)

F’(O)’

y considerariamos la medida dada por du(t) — F'(0)dt. Fn otras palabras, el no

suponer que F'(0} = 0 implica que hay que afiadir este sumando.
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Sea ¢ > 0. Como F es diferenciable en 0 y F'(0) = 0, existe § > 0 tal que

F(t
—fl‘<e si [¢] <&

Tomando re'? € S,(0;) podemos hacer |r — 1] suficientemente pequefio de manera
que |8].< §/4. Por ser v arménica

(re')

JRT
T

quq« * LM] P(r,0 - ) dp(t).

/ P(r,0 — ) du({)
s<|t|<n

Nétese que

[FaN

/ P(r, 0 —t)du(t)
8§24 |t)<x

M, /r dlulie)

IA

donde

M, = sup P(r,t).
1|>8/2

Obsérvese ademas que si |f] < 6/4 y || > §/2 enlonces
[0—2 2 {t]—16] > 8/2 4 6/4 2 §/2.

De aqui que cos(f —1t) > 0. Por lo visto en la demostracién de (53) del Teorema 1.2.6

tenemos que .
1-r? 1-r?
—2rcosd+1? = 1 —cos?é’

entonces M, tiende a 0 cuando r tiende a 1.

P(rt) < 1

Ahora integramos por partes lo que restaba.

¢ § OP(r,0-1)
- = PO, ~ A 77
/-a P(r,0 -} du(t) = [P(r.0 - ) F(1)] s ./—a F(t) 7 dat.

Observamos que

[P(r,0 - )F(1)]' = P(r,0 — 6)F(8) ~ P(r,0 + §)F(-8).
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Pero |0+ 8] > |6] — [0] > 6/2 +6/4 > /2. Por lo tanto
P(r,0+ 8 < M;

el cual ya se vié que tiende a 0 si r tiende a 1.

Por otro lado
P(r,0-1) 2l —rVrsen{f—t)

8t T [1—=2rcos(f~1t) + [
Tenemos que estudiar entonces a
4 91— rYYreen (0— 1)
s |1 ~2rcog(f —t) + 22

Podemos tomar, sin pérdida de generalidad, 8 > 0 y dividir a esta integral en

[+ [+ [ imragto

1. Para el primer sumando:

F()dL.

|[F ()] < elt] = e(~1) L {0 —2).

Haciendo el cambio de ¢ por 0 — ¢ se acota el valor absoluto;

21 — r)rsen (1) B8 9(1 — r)rsen (1)
E [1 — 2r cos() + r’l’F(t)dt c/, (1 —2rcos(t) +r3)? dt
*2(1 — r¥)rsen ()
A (1 —2rcos(t) + r’)’tdt'

IA

1A

Integrando por partes:

n' %1—2‘;%2—:{1—(%;:& = [tP(r0))% - / "P(rt) dt.

Por lo tanto

® 9(1 - r?)rsen (1) " 2(1 — r*)rsen (1)
/_5 |1 = 2rcos(t) + r’[’Fm dll s e/u (1 — 2rcos(t) + r’)’tdt
m(l-rle &
s (1+ r) T2
= £ (l(] _T") - 'l-)
< ¢ (1r )
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2, Para el segundo sumando:
[F(t) <et y |0t <0.

(Obsérvese que ésto dltimo implica que sin(¢ - ¢) < §).

%21 ~rYrsin(0 -t 21 - r)(1 + r)rd
/o |1—(Zrcos(0—£)+r2|?F(t)dl| < ‘/,, ( (1&)4 LA

26l ) [2]7
B (L-rp [_2_]0

2e(1 + r)ro 46%
= Tu= 2

16¢6°

S -rp
< 8edd,

_ donde ¢ > 0 cxiste por la propiedad de la regién S,(0) (Definicién 1.2.3).

3. Para el tercer sumando:
[F(t)] < et £ 2(t - 0).

Hacemos lo mismo que se hizo con el primer sumando con el cambio det por ¢t~ 6 .
[w]

2.2.2 Teorema. Sca f € LY(A) yu = P[df). Entonces el limite no tangencial existe
yes

lim u(z) = f(")

z—et
para casi toda 6 € T.

Demostracion.

Este es realmente un corolario del teorema anterior, Tomemos
Flo) = / oy
teniendo en cuenta que bara. casi toda 8 '
H[ 10+~ 11—

cuando ¢ ~ , Esto implica que F'(f) exista (Teorema de diferenciacién de Lebesgue,
[17, Teorema 8.6 y Corolatiol}. O
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2.3 Teorema de Hardy-Littlewood

El resultado que aparece a continuacién cstd basado en el teorema maximal de Hardy-

Littlewood [9, p. 11).

2.3.1 Teorema (Hardy-Littlewood). Sea u = P{dg] con ¢ € LP(A) yl < p < .
Sea

U(e™) = sup [u(re”)|
’ r<1

la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Enlonces U € LP()) y existe A, >0
tal que
V1> < Aplflle- O

Para p = 1 este teorema falla [9, p. 12). Sin embargo, en el caso de tener funciones
analiticas, el rango se puede extender a 0 < p < o0,
Apoyados en este teorema demostraremos lo siguiente.

2,3.2 Teorema (Hardy-Littlewood). Sea f € HP, 0 < p £ o0. Definimos
F(e®) = sup |f(re")].
r<l
Entonces F € LP(A) y cxiste B, > 0 tal que

1E1lp < Byllf1lp-

Demostracidn,
Para cada R tal que 0 < R < 1 la funcién g(z) = | f(Rz)|P/? es armdnica en D.
Como

atre®) = [ (0= thte")
T
y g(€") € L2(A), entonces, por ¢l Teorema 2.3.1, la funcién
G(e'?) = sup Jg(re®)|
r<1
perlencce a L2(A) y ademds existe A, > 0 tal que

G112 < Azllglls = A2Ma(g,1)
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(ver la seccion 1.1 (1)). Notemos que

(-[r (’:‘Qll’ [g(re™® )()‘ do) 1
(jr up |/ (rRe)P do)‘“

(-[r EER |fre®) dﬂ) 12

|| Frllpf?

(Leora)”
(L dt)'"

M,(/, R)*P,

Glls

¥y por otro lado

Mi(gv l)

donde
Fr(e") = suplf(re”)l.
r<h
Es decir que tenemos

WFRll}? < AM(R, £)*°

0 equivalentemente
UFill; < A" My(R, ).

Aplicamos el Teorema de Convergencia Monédtona y como
,l!‘_rf‘l FR(C“) = F(C“)
entonces
Jim My(R. /) = 1/l

Por lo tanto |FJl, < B,||/|, donde B, = A%? O
Con la ayuda de este teorema demostramos un resultado sobre la convergencia
en LP()) de una funcién en HP a sus valores en la frontera. La existencia casi
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dondequicra de estos valores la enunciamos, sin demostrarla, a continuacién 10, p.
46].
2.3.3 Teorema. Sea F € HP con 0 < p < 0o. Enlonces el limile angular
F(e®) = lim F(2)
2eei®
existe casi dondequiera y ademds, como funcidn definida en 'T, es una funcidn que
pertencce a LP(}). O

2.3.4 Teorema, Si f e.H", con 0 < p < o0, enfonces
lim / |f(re®y = f(e®)]Pd0 = 0.
r— T

Demostracién.

Sabemos por el teorema anterior yue
lim f(re?) = (&)
casi dondequicta y que f(e'?) € LP(X). Por el Teorema 2.3.2, para r < 1
[ (re®)| < F(e¥)

Fle') = sup 1f(re®)| € LP().
Por lo tanto a
Iftre®) = S < 2F (")
esta dltima funcion pertenece a L*(A) pues FP € L1{}). Como
lim 1f(re®) - fle?)P =0
entonces por el Teorema de Convergencia Dominada
iy | 1f(re) - fie)Pdo =0,

En esta scecién incluimos un resultado que no tiene que ver con los teoremas de
Hardy-Littlewood, pero que serd usado mis adelante.

Una funcién g definida en §2, un abierto de C, tiene un mayorante arménico
en 1 si existe u armdnica en 1 tal que g(z) < u(z) para toda z € 0.
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2.3.5 Proposicién. Sca f 2 0 una funcidn subarmdnica continua sobre D. En-
tonces

sup/ f(re®)db < oo
<1JT
i y adlo si f admile un mayorante armdnico sobre D.

Demostracién.

Sea u un mayorante arménico de f. Entonces

/ flre®®)do < / u(re’}df = 0.
T T
Por o tanto
sup/ flre®)dl < oo,
<1 JT
Por otro lado, sean
a{e”®) = fr’) D<r<l, 9T
[z} = flpz) 0<p<l 2z€D

Por hipdtesis, {g,} es una aucesion en una bola cerrada y acotada de L1(A); por el
teoremna de Banach- Alaoglu (Teorema 1.4.3) esta bola es un compacto en la topologia
débil* de C(T)* = M(T). Entonces existe g € M(T) tal que

“".‘f 9(e®)db = p(").

r— (.)

Entonces, por ¢} Teorema de Convergencia Dominada,
Plil(pe”) = | Pl = )

lim/ Blp, 6 — )g.(e') dt

'-d, T )

lyf(p*).

Esta (ltima funcién f, es una funcién arménica que coincide con g,(e**) = f(re®)

[}

[}

en T, por lo que, por ser f subarménica
[P0 00422 firpe) = ftoc).
Sacando limites
Pldg)(pe”) 2 lim f(pe”) = fipe").
Por lo tanto f admite un mayorante arménico. O



Capitulo 3
El caso de funciones armodnicas

En este capitulo se demuestra la existencia casi dondequicra de limites angulares de
Integrales de Poisson de funciones de L1(X, ). El espacio de medidas vectoriales
de variacién acotada resulta ser isomorfo a hl, isomorfismo dado por medio de la
Integral de Poisson.

En la dltima seccion se estudia la existencia casi dondequicra de los limites angu-
lares segiin la topologfa fuerte de operadores de funciones arménicas con valores en
cspacios de Banach de operadores lineales de L(X,¥). Se ve que esta existencia se da
con las hipdtesis de que X sea separable y Y tenga la propiedad de Radon-Nikodym.

Concluiremos cn este capitulo que el tener limites angulares casi dondequiera
para una funcién arménica del espacio h?(X), donde X es un espacio de Banach, es

equivalente a que X tenga la propiedad de Radon-Nikodym.

3.1 Funciones armdnicas vectoriales

En esta seccién definimos distintas clases de funciones y demostramos una equivalen-

cia sobre funciones armadnicas vectoriales.
3.1.1 Definiciones. Parau : D — Y, donde Y es un espacio de Banach, tenemos:
1. u es fuertemente continua en zy € D si

rllo"rla flu(z) — ulzo)lly = 0.

45
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Obscrvemos que sc estd calculando el ifmite segin la norma,

2

H

u es fuertemente diferenciable en 7o € D si existe u'(z0) € Y tal que

. u(zg 4 h)~u(x
tig 2 W),
donde s8¢ estd tomando el limite fuerte. u'(zp) es la derivada fuerte de u en

¥g.

3. u cs (fuertemente) arménica si es de clase C*(D,Y), es decir, fuertemente
continua con segundas derivadas fuerlemente continuas cumpliendo Iz ecuacidn
de Laplace Au = 0. ’

ol

u es débilmente continua en 29 € D s
Jim lu(#),47) - (ulzo) 4] =0

para toda y* € Y",

5. u es débilmente diferenciable en 29 € D si eziste u'(z0) € Y tal que
. u(zo+h) -u(ze)
1‘. im P = u(zo),

donde se estd lomando el limite débil. v'(xo) es la derivada débil de u en zo.

u es débilmente armdnica si (u(:),4*) es arménica para toda y* € Y.

ol

u es holomorfa o analitica en D si {u(-),y") es holomorfa en D para toda
yey.o

La definicion de funcién analitica parecerfa que se restringe a que la funcién sea
solamente débilmente diferenciable. Como se verd a continuacidn esto no es asi. Una

demostracién de la siguiente proposicion aparece en (13, p.251].

3.1.2 Proposicién. Si f es una funcién vectorial holomorfa definida sobre D en-
tonces f es fuerfemente continua y fucrtemente diferenciable en D. Esta conlinuidad
y diferenciabilidad se dan de manera uniforme en cualquicr subconjunto compaclo de

D.oO
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Antes de demostrar una proposicidn que serd usada en repetidas ocasiones, nos
intercsa mostrar que la derivacion tiene cierto comportamiento al aplicarse a (u(:), z*),
dondez* € X" yu:D-— X.

8.1.3 Proposicién. Sea u:D — X, X espacio de Banach, y supdngase que
Y
DX
01,

cziste. Entonces, para loda z* € X" se liene que

4 o a .
a—n(u(z).z Y= (a—lu(z),z >

Demostracidn.

{ulz+h)yz") ~ (u(z),2%) _ fu{z+B)—u(z) ,
] - (u z th . >

Como z° s continua, concluimos gue

lim<——-—-——"("‘+",2 "“(’),:'> = <Qﬂ x> o

h—0 dz 1 !

3.1.4 Corolario. Si v es de clase C*(D, X), entonces para lodo z* € X*
Afu(z),") = (Bu(z),27). O

Para concluir esta seccién, demostrames una equivalencia para funciones arménicas

vectoriales,

3.1.5 Proposicién. Sea Y un espacio de Banach, u: D — Y. Son equivalentes
i) u es (fuerlemente) armonica,
i) u es débilmenie arménica,

1ii) Paran € Z ezisten ¢, € Y tales que
i .
u(rciﬂ) = Z c,.r""e"”‘
n=-00

donde la serie es absolulamenle convergente segiin la topologia de Y; la conver-
gencia es uniforme sobre compactos de D.
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Demostracion.

i) => ii). 5i u es fuertementc armédnica y y* € ¥*. Nétese que
Afu(hy') = (Au( )y} = 0.

ii) ==» iif). Sea re” € D; scar < ry < 1. Por la representacién usual de Poisson
tenemos que

{ulpe),y)

[P0 = 0tatrie) v
/T (P(p, 0 — thulree™),y") dt

<.[r P(p,0 - t)“(rlci‘)dt,y->

para p < ry; hemos aplicado el Teorema 1.6.7. Por lo tanto
(u{pe®), ¥y = <[I‘ P(p,0 — t)u(re") dt,y‘> .

para toda y* € Y* y p < ry. Se tienc entances que

u{pe’) = -/‘TP(p,ﬂ— Qu(riet)dt.

Veamos ahora que si r < rq, con rz # ry entonces
(u(pe)) = [ Plp0 = )utrac )
para p < ra, por lo que siguiendo el procedimiento anterior llegamos a la igualdad
/T Plp,0 - tu(ric")dt = /T P(p, 0 ~ )u(re") dt, (4)

de manera que no varia la integral eligiendo cualquier R > .

Escribimos la representacién en serie del nicleo de Poisson y obtenemos

had

u(pe) =/ (Z pl"'c""(a")) urye™) dt.
T =00

Por la convergencia absoluta en Dy, y uniforme en D, de la serie se ticne

-[r ( i pmem(a-z)) uric) de = i ( [r ulrycityein dt) phlene,

n=-00 n==00
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Hacemos
€ = / ulriet)ein dt,
T
Como se vié anteriormente, eslos coeficientes estdn determinados de manera tnica
para cada z € D (4). Ademds, si B C D es acotado entonces 8 C Dg, para alguna

0 < R < 1. Entonces la serte converge uniformemente sobre B.
itt) = i). Sea re? € D.

Aufre® ( z ile, e"“’)

n=—00
Como la serie es fuertemente convergente tenemos
L--] 00
A (z c“’jnlcinﬂ) - Z A(cﬂ’,[n]eine).
n=—do n=—-co
De nuevo aplicamos la forma polar de la ecuacién de Laplace [1, p. 162], haciendo
u(re) = rivlein? para obtener

ind

A cn',inl ehw

eaArirle
L L[ (,

= @2\ a6?

= c"_}_ {rg_ (r(einﬁln!rlnl-l))+r|nlein9(_n1)}
rlz {r__(em?{n!rln]) n'«‘rlnleinﬂ}
- c“;? {rcmd[nlﬂrln]—l - nlrlnleM}

1
= az{0}
= 0

= g

Por 1o tanto 4 es {uertemente arménica, 0

3.2 Espacios de Hardy vectoriales

Sea (X,]| - |lx) un espacio real o complejo de Banach. Al conjunio de funciones
£+ D —+ X analiticas en D también lo denotaremes por H(D) o bien por H(D, X}
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cuando pucda haber confusién, Hemos adoptado la misma notacién que fue usada
para el caso escalar en lo que se reficre a algunas cantidades que sirven para definir a
los espacios de Hardy (en este caso vectoriales). Se debe adoptar el enfoque necesario
en cada caso.

Para f € H(D) se define

1/p
M) = [ 1t )
para 0 < p < o0
Mo(,r) = xp ([ og* e a0
y también
Moo(fyr) = 8up "I(rem)"‘\"
8eT
Para f € H(D) y 0 £ p £ o0 se define
flla, = sup M,(f,7); (3)
ref0,1)

para u: D — X armdnicaen D y 1 € p < oo ge define

M) = ( Jwtrei @) "

y también
M. (1, r) = sup l|u(rc“)||x.
#eT
Finalmente

"“"hp = sup My(u,r).
ref0,1)

3.2,1 Definicién. Definimos espacios de funciones analiticas vecloriales andlogos e

los espacios de Iardy escalares y a la clase de Nevanlinna.
HP(X) = {f € H(D) : || flln, < oo}
N(X) = {f € H(D) : || flln, < oo}.
Para funciones armdnicas se liene

hP(X) = {u:D — R :ues arménica y ||f[|s, < 0}. O
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Como en el caso escalar se tiene la siguiente proposicién.
3.2.2 Proposicidn.

a) 8i1< q<p < oo entonces hP(X) C h(X).

b} Si0< g< p<oo entonces HP(X) C HY{X) C N(X).

¢) 8il < p<ooentonces HP(X) C hP(X).

Demostracidn.

Mostrarcmos sélo a tiltima contencidn, pues las otras dos se demuestran igual que
en el caso escalar. Dada f € HP(X) se tienc que para toda z* € X*, {f(+),z") € H{D).
Entonces, por ser z* lineal y continua, coino (f{-),z*) € C*° se ticne que f € C*; de
hecho admite un desarrollo en serie de Taylor (11, Teoremna 1, pp 37-38}. Por otro lado
A(f(),2*) = 0, pues toda funcidén con valores en C holomorfa es arménica. Ademds,
por el Corolario 3.1.4

A ()yay ={Af()2") =0
para toda x* € X*. Por lo tanto Af = 0. Por la Proposicién 3.1.5 concluimos que

feh¥X). 0

3.2.3 Definicién. Para 0 < p < 00 y f € HP(X), donde X es un espacio de
Banach, se define la funcién maximal de Hardy-Littlewood como

F*(t) = sup|| f{re®)|x. O
r<t
Concluimos esta scccion con el teorema maximal de Hardy-Littlewood.

3.2.4 Proposicién. Sean 0 < p < o0 y f € HP(X). Entonces F* € LM(X,p} y

ademds
L1 < ClSfHlorp
donde ||+ [[up se definid en (5}, O
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3.3 Integrales vectoriales de Poisson-Stieltjes

Para ¢ € L!(X, ), al igual que en ¢l caso escalar, definimos P[dg] = PlgdA] a la
integral de Poisson-Stieltjes dc 4. Con cl objeto de definir la integral de Poisson de
una medida vectorial, introducimos una integral vectorial de una funcién con valores
en C,

Sea X un cspacio de Banach y sca G : B — X una medida vectorial sobre (T, B)
de variacién acotada ¢-finita. Recuérdese que esto es equivalente a que la variacién
lo sea [6, X, 1, Proposicién 9]. Para ¢ € C(T,C) definimos

/T 8(1) dCi(t) = ,.L".mé NG (tio 1)

donde P={0=to <t; < - <la=2}, bicy <& <t y |1P|| = max; |; — £,

La existencia de este limite se discute a continuacién.

Consideremos la sucesidn de parliciones

P,.:{O 2% 2.2r 3:2m (2 -—l)-21r’21r}.

3'2_n|—§n—'v"'§;—»“':7rw"-| on
Si verificamos que la sucesidn de sumas

S(8,Pa) = Y $(t:)G((ti-1, 1))

4EPn

forma una sucesidn de Cauchy (por lanlo convergenle a cierlo nimero
real ), tendriamos que para P particidn de T con ||P|| pequesia, dada
&> 0 ezisle P, lal que

18(¢, P) - 5| < |S($, P) — S(4, P)| +S(8, ) - S| < €

y entonces el limile existe.

Supdngase que m > n.

1$(8, Pu) = 5(8, Pal € Y 1(53) — (u3-1)IG(;)

JEF
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donde F' es un conjunlo finito de indices y J; son algunos de los intervalos
correspondientes a Py, o sea,(t,,17"]; de hecho éstos son los que no se

eliminaron con los correspondientes inlcrvalos de I,.

Por continvidad de ¢, eligiendo a n (y por tanto, también a m} sufi-
cientemente grande tenemos

Y160 — $(5-1)IG(;) < £lGKT)
jer
y por tanio

1S(¢, Pu) — S(8, P} < €|GHT).

Ahora podemos hablar, para G € M(X), de la integral de Poisson de una
medida vectorial G '

PldG)(re") = P(G)(re®) = /T P(r,0 - 1)dG{t),

y de los coelicientes de Fourier de G
Gy = [ emaow, nez.
T

3.3.1 Teorema. Fara cualquier espacio de Banach Y, el mapeo P : M(Y) —sh(Y)
tal que m +» Pldm) es un isomorfismo.

Para la demostracion de este tcorema, se necesitard el siguiente
 Lema. Sean ¥,Z espacios de Banach tales que Y C Z ym € M(Z2).
Son eguivalentes; '
i) me M(Y),
ii) M(n) €Y paratodaneZy
iii) Pldm]: D — Y.
Demostracion.

i) =% iii). Es trivial.
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iii) = it). Como P[dj] toma valores en el espacio de Banach ¥,
tenemos que

I

Pldp] [IP(r,ﬂ ~t)dp

/ Z: r|n|e|'n(0-r) d[[
T

k=-x
)
= Z ‘/e-inld“’.lulev'nﬂ
k==-00 T
i -
= Z Mi(n)rlen? ¢ ¥,
k=~ ‘

- Asi que para toda n se tiene iR(n) € ¥

ii) == i). Si se cumpleii) entonces, dado p un polinomio trigonométrico

/pdeY.
T

Por la densidad de los polinomios trigonométricos en L(Jm|), entonces
también se cumple csto para f € L}{|m|); lo mismo podemos decir para
J € L{(m). Tomando f = xg con E € G, se tiene

m(E):/xgdeY a

Demostrecion {del teorema)
Supdngase que Y = X* para algin espacio de Danach X. Sea u € h}{(Y'). Con-
sidérese la familia

F = {fu(e") = u(rae") :1n € N}

donde {rn} €s una sucesion arbitraria que converge a 1. Como

j Nfale it e < llalh, < oo
T

entonces F cstéd contenida en una bola cerrada de L1(X*, u) € M(X"}; esta con-

tencidn se da por ¢l mapeo
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sicndo ésta tiltima una integral de Bochner. Por el Teorema 1.7.2 tenemos que
M(X*) =T, X)"

y entonces, por ¢l Teorema de Banach-Alaoglu (1.4.3), la bola resultard débil*-
compacto. De nuevo (T, X) es separable y entonces existe una subsucesién {f,,}
que converge segin la topologia débil* a un clementom € M(X*). Lo anterior quiere
decir que para toda ¢ € C(T, X)

(@)= [ AWt [ gt dnt) = (6,00 (©)
Escribimos a f,,, en su representacion de Poisson
Iatre) = [ Pln0- 07
) T
y tomamos #(e®) = P(r,0 —¢) en 6 para oblener
() = [ P(n0— t)dm(2),
() -+ [ Pir0 = yim(t)

al mismo tiempo que
Si(2) — u(z) VzeD,

Por lo tanto
u(re®) = / P(r,0— £)dm(t).
T

Esto quiere decir que u = P[dm]. De aqui que ¢l mapeo sca suprayeclivo.

Para ver que es inyeclivo, supéngase que P[dm] = 0. Entonces
(Pldm],=")(z) = 0
para toda z € D. Veamos ahora que
(Pldm),z%) = Pld{m(-),=")].

Esto es cierto porque

<ip("€. - l)’"(('i—nh])ﬁ') = zn:P(’vfi = fm{(ti-n 1) 2°).
i=1

i=1
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Por continuidad de £* y P(r,- — t), podemos sacar limites y obtencr
{Pldm],=*} = Pld(m(:),z")].

Tenemos pues
Pld{m(-}),z*})(z) = 0

para toda z € D, es decir,
ot -adimio, ) =0

para toda re? € D, Entonces
{m{-},2") =0

para toda z* € X*. Por lo tanto m es la medida idénticamente cero, es decir, el
mapeo es inyeclivo.

Finalmente, se demuestra igual que en el caso escalar que si m € M(X) entonces
P(dm] € h}(Y) (Tcorcma 2.1.4).

En el caso general, podemos suponer que ¥ C X*, para cierto X espacio de
Banach, (una manera de hacerlo es haciendo X = Y*). Dada u € h}(Y}, con el

método anterior u = P{dm] para una medida m € M(X*). Pero u toma valores

en Y, por lo que, aplicando el lema m € M(Y). Entonces repetimos el argumento
anterior para ver que es isomorfismo. O

Como se dijo en el Capitulo 2, el siguiente teorema se demuestra como el analogo
escalar (Teorema 2.2.1).

8.3.2 Teorema. Sea ¢ € LY(X,)), donde X es un espacio de Banach, y sea
u = Pldg). Entonces el limite no tangencial

He") = lim,uls)
existe para casi toda 0 € T. O

Demostracion,
Por ¢l Teorema 1.6.8, la derivada fuerte de

8
3(0)= [ etety
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es (e cast dondequiera, Tomando un punto 6, donde se cumpla ésto, podemnos
suponer &; =0y ¢(¢®*) = 0 (por las mismas razones que se dieron en el caso escalar)
y proseguir como en el Teorema 2.2.1:

Para € > 0, tomamos § > 0 tal que, si Jt] < § entonces

1
th(t) <E€

Por otro lado, por la propiedad de la regidn Sa(6) podemos acercar Ir—1] a0 de
manera que )] < §/4.

Representando a u como Integral de Poisson

u(re®) = LP@J—HMJMt

[/;mn + /HG]] P(r,0 - t)g(c")dt

j P(r,0— )4() L < sup P(r,2)ldlh
s<htf<x s/

n

Como en ¢| caso escalar

que tiende a 0 si r tiende a 15 ademds

8P(r

] P(r,0 — )(e")dt = [P(r, 0 — )35 / oy B0=8 4

El primer sumando tiende a 0 y el segundo es igual a

bl - rYrain(f~1t) .
_/_5 M =2rcos(0— )+ 22 " o) dt

que, suponiendo 8 > 0, dividimos como

0 g% B 91 —r¥)rsin(0~1)
[/_5 +,/0 +/;,] |1 —2rcos(@ —t) + r’l’q’(t)dt'

Para el primer y tercer sumandos hacemos

Ho(ll <eltl =e(-) < e(0-1)y

B8] < et <2(t —10)
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respectivamente; haciendo los cambios ¢ por 0 — ¢ en el primer sumando y ¢ por ¢ — 0
en el segundo, acotamos
1
< -
<e (1r 2)

0 .
/ 2(1 ~ r?)rsin(0 — ) () dt
—5 }1 = 2r cos(f — t) + r2J?

en el primer sumando y anilogamente para el tercero,
Para el segundo sumando

le@l<et y o=tj<o

y enfonces, como en Teorema 2.2.1,

L =rYyrsin{@ —¢)
./o 11— 2rcos(0—¢) +r2 ®(t)dt

I < 8ed®

donde la c es la constante de la region de Stolz (Definicién 1.2.3). O

3.4 Relacion con la propiedad de Radon-Nikodym

Como se ha dicho varias veces, se demostrard la relacién entre la propiedad de Radon-
Nikodym de X y la existencia de limites angulares casi dondequicra de funciones en
h(X).

3.4.1 Teorema. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:
1) X posee la propiedad de Radon-Nikodym,

2) Toda « € hY(X) posee valores cn la frontera no tangenciales casi dondequiera
enT,

3) Toda u € h™(X) ticne valores en la frontera radiales casi dondequiera en T,

Demostracién.
1) = 2), Sea ¢ € h?(X). Entonces u = Pldy] para alguna g € M(X). Sea
ft = i + jta la descompasicion de Lebesgue de i respecto a la medida de Lebesgue A
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(vélida para medidas vectoriales por Teorema 1.7.3). Entonces u = Pdp.] + Pldu,].

Por 1) sabemos que existe
dy
é= ?ﬁ' e LY(\).
Entonces tenemos que u = P(d¢] + Pldp,]. Por ¢l Teorema 2.2.2 P[d¢] tiene

valores en la frontera no tangenciales casi dondequiera en T. Por otro lado,

IPldp)(2)ix < Pldll)(z)

para toda z € D. Esto es cierto porque

n

< Y oP(nt = EMmlltien tDlx

X i=1

ZP(M = §illti-us tl)s

A

3Pt - &) (i, 1)

IA

sacando lfmites, se obticne la desigualdad requerida.

Como || L. ) entonces Pld}y,]] tiene limites angulares jgual a cero A-casi don-
dequiera, por [17, Teorema 8.6).

2) == 3). Recuérdese que h*(X) C h'(X) y que el hecho de tener limite no
tangencial implica en particular ¢l tencr limite radial.

3) = 1). El tener la propiedad de Radon-Nikodym es cquivalente a que todo
operador Tt L1{A) -— X sea representable por lo observado después del Teorema
1.7.8. Dado T como antes sea F{z) = T(P,) donde z = re®® y P,(t} = P(r,0 ~1). F
es una funcién arménica porque

AF(re®y = AT(P.(-))
= AT(P(r,0-")
= T(AP{r,0 —-))
=0
y es acotada en I porque
W = TP
< TP
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Nétese que

1P = '/T [P(r,6 - )]di = 1.
Por lo tanto

IF (M < TPl < oo,
es decir, F € h®(X). Por lo tanto existe

~ §(0) = lim F(re")

para casi toda 8. A continuacion demostraremos que f representaa T'.
Para g € C(T), el mapeo f, : T — C{T) definido como ), (t) = P(r,t — )g(t) es
continuo, porque

lI$s(8) — () = |IP(r,s —-)g(s) — P(r,t ~ )g(t)ll

llg(e}P(r,t ~ -} = P(rys — )l +P(ryt —)(g(t) - g(s))ls

74N

y ésto lo podemos hacer pequeiio si |s — ] lo es gracias & a la continuidad de g y de
P(t—). Ademas la inclusion C(T) «— L)) es continua por lo que i, : T — L(A}
es continua; entonces es una funcién Bochner integrable respecto a la medida de
Lebesgue y para T': L} () — X lineal y continua, se tiene

T /T wp(t)dt = j; Ti,(t) dt

por ¢l Teorema 1.6.7. Lo anterior fue tomando g € C(T) arbitraria,

Por otro lado, con f definida anteriormente,
/ S(t)glt)dt = / [im Fre)] g(0) .
T T tr—1

Por el Teorema de Convergencia Dominada y teniendo en cuenta la Proposicién 1.2.6

y lo que se acaba de hacer

/T [im F(re) g(t) e

1l

lim /T F(re®)g(t) dt
= tim [ 7(P( - gte)

= lim [ 7RG - ot
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!@T(A P(rt- -)g(l)dl)

T(li_:ger(r,t- -)g(t)dt)

T(g). O

]

H]

Fintonces, la existencia de los limites depende sélo de el heclio de que ¢l espacio
de Banach del contradominio tenga la propiedad de Radon-Nikodym,

3.4.2 Corolario. La condicién
"Toda u € hP(X) tiene limites radiales casi dondequiera”

es independiente de p € [1,00] y equivelente @ que X ienga la propicdad de Radon-
Nikodym. O

3.4.3 Teorema. Seax u € h1(X). Siu tiene limites radicles débilmente casi donde-

quiera, enlonces tiene también limites angulares fuertemente casi dondequiera.

Demostracidn.

Podernos suponer sin pérdida de generalidad que X s separable pues 1 : D — X
es continua y la imagen de un conjunto separable bajo una funcidn continua es sepa-
rable. A partir de u(D) separable obtcnemos ¥ = \/u{D}, la cerradura del espacio
lincal generado por u(D), y podriamos usar a Y en lugar de X; Y es claramente
separable.

Sea u*(e') ¢l limite radial débil que existe casi dondequiera. Mostraremos que
u* € LY()); usando un resultado antes demostrado tomaremos u = P[dm), para
cierta m € M(T). Con la descomposicién de Lebesgue de esta medida tomaremos
u = P[dm,.] + P|dm,] y analizaremos los limites fuertes angulares de estas integrales
de Poisson.

Aplicamos ¢l Teorema de medibilidad de Pettis (1.6.3) y entonces tenemos que u*,
al ser débilmente medible, y al ser X separable, es fuertemente medible.

Observemos ahora que || - || x es semicontinua inferiormente:
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Definimos para a € R, a > 0 el operador lineal A: X —» X
1
A,,(::) = -&1’

Esta funcidn lineal cumple que

Az € X :fiallx > 1) t2

{.‘BEX: >1}
x

{zeX:|z||x >a}

it

Entonces, al ser A, continua, lenemos que {z : ||zllx > a} es un

abierto; para a < 0
{zeX:|zix>a}l=X
que es abierto mostrdndose asi que ||« ||x es semiconlinua inferiormente.
Por lo tanto, usando la equivalencia de semicontinuidad inferior
(6N < gt D).
Por el Lema de Fatou

/ I (€®)lxdd < limint / llu(re)x do
T 1 Jr
[lully < oo

IA

Por lo tanto u* € L'(A). Ahora tomemos la descomposicién de Lebesgue de m
u = Pldm] = Pldm.] + P[dm,),

donde, como se vi6 en la demostracion de 1) = 2) del Teorema 3.4.1, Pldm,] tiene
limite angular fuerle igual a 0 casi dondequiera. Por el Teorema 3.3.2, si demostramos

ue
4 dm,

2y
entonces tendremos que la funcién v(z) definida como

u® =

v{z) = Pldmc)(z) = Pu"d)]
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tiene como limite fuerte angular & u*, y de aqui que u* sca también ¢l limite fuerte
de u.

Sea = € X*. Entonces
(40, 2) = lim(u(), )
donde se estd tomando el limite radial y la funcién escalar (u(-), z*) € ht. Ademés
{u(),2") = Pld{m(-),=")],

eslo es, es la integral de Poisson respecto a la medida indicada. Esta medida compleja

tienc descomposicidn de Lebesgue
(“.(')lz.) = ('"C(')!x‘) + (m!(')am.)'

‘Tenemos entonces por 17, Teorema 8.6] que

(o ()2 = Amebhe)

casi dondequicra para toda z* € X*, Esto quiere decit que

/ (@' (t), =) dt
0

< /( @ dl,m‘>

para toda z* € X* usando el Teorema 1.6.7 en la segunda igualdad. Por lo tanto

{me(), %)

i1

_dme
T od

u

quedando demostrado lo que querfamos, O

3.5 Valores en espacios de operadores

3.5.1 Definicién. Sean X y Y espacios de Banach. Dcnotamos por £(X,Y) al

espacio de las {ransformacioncs lincales continuas de X a Y. La topologia fuerte
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de operadores de X a Y (o bien, cuando no pucda haber confusidn, la topologfa
fuerte de operadores) es aguella que ticne como subbase a

Vie,n) = {T'€ L(X,Y): |[Tz|y < 1/n},

e3 decir, una base de esla topologia es la familia de inlersceciones finitas de conjuntos
V(z,n). O

Una interpretacién para esta topologia estd dada por el hecho de que una ted
de elementos de £(X,Y) converge si y sdlo si converge puntualmente. Nétese que
para Y = C, tenemos que la topologia fuerte de operadores coincide con la topologfa
débil® de X*,

3.6.2 Teorema. Sea X un espacio de Banach separable y Y un cspacio de Benach
con la propicdad de Radon-Nikodgm. Entences loda u € RY(L(X,Y)) tiene valores en
la frontera no tangenciales casi dondequiera segtin la topologia fuerte de operadores
de L(X,Y)

Para demostrar este lecorema, cnunciamos antes algunos lemas.

8.5.3 Lema. Sca Z un espacio de Banach cualquicra y u € h'(Z). Entonces para
casi toda § € T

sup | limsup lJu(z)] | < o0.
PO ) R

1€8.(6)
Demostracién.

Por ser u arménica,
u(z) = / u(z + pe')dt
T
eligicndo la p adecuada de nanera que z + pe™ € D para t € T. Por lo tanto

flu(a)l < /T (= + pei) e

lo cual nos dice que [Ju(+)|| es una funcién subarménica. Ademds

SUP/ lfufre*)ll dt = flufla, < 0.
<1 JT
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Por la Proposicion 2.3.5, |lu(z)]| admite un mayorante arménico v(z) sobre D. Esta
funcién v(z) s una funcién armdnica positiva, por lo que dado z € D, elegimos p > 0
tal que |z| < p < 1 y tenemos que

lo(z)l < fT olpe)dt = v(0).

Por lo tanto v € h!.
Por lo visto en la teoria escalar (ver [17, Teorema 11.10)), v ticne limites angulares

casi dondequiera. Como |Ju(z)|| € v(z), entonces se tiene lo que se queria probar. O

3.5.4 Lema. Sea V C X es un subespacio vectorial de X tal que V = \/{a,}neN, €3
decir, V es el subespacio generado por el conjunto {as}neN y sea u € h}(L(X,Y)).
Si definimos

T(a,) = lim u(z){a,}
rae'®

entonces podemos obtener un operadur bien definido T:V—Y dado por

T(:r) 2/\ llm u(z)(@), = E,\.a.

£=1
Demostracion.

Es consecuencia inmediata de la linealidad del limite. D

3.5.5 Lema, Sean u: D — L(X,Y) yz € X. Si Ou/0z, existe entonces

Ou
5o €LXY),
y ademds
ey = fut o)
Demostracidn.

Es inmediato a partir de las siguientes igualdades:

u(z + h)(z) —ule)(z) _ [ulz +h) - u(=)](z)

k h
[u(z + hz - u(z)] (2). D
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Demosiracion {del teorema)
Sea u € h1(£(X,Y)). Bea z € X. Tenemos que Ia funcidn u(-)(z) : D — Y es
armoénica porque, por el Lema 3.5.5

Alulpe)a)) = [Au(pe)(z) = 0.
Ademés, por ser u(2)(+} lineal y continua, tenemos que

llu(z)@ly < fulz)(Mli=lx.

Como u € h'{L(X,Y)) entonces u(-)(z) € k*(Y). Ahora, por tener ¥ la propiedad
de Radon-Nikodym, u{-)(z) tiene limites angulares casi dondequiera. i
Sea D = {z,,} N un subconjunto denso numerable de X. Definimos

An={0eT: linilou(z)(z,.) existe}.

Nétese que A{AS) = 0 porque el limite existe casi dondequiera. Sea A = Yoo, Any
tenemos que

MA%) =) (G Af,) < iz\(/tf,) =0,

n=l n=l

Por lo tanto M{A°) = 0. Sea V = Y{zn}uen. Definimos, para 0 € A
v(z,) = lim u(2)(zn).
3—et?

Por el Lema 3.5.4, v pucde extenderse a todo V. Pero también puede extenderse
a todo X, como se verd a continuacién. Si z € X entonces existe una sucesidn
fzn,} C D tal que
o=
en particular, es una sucesién de Cauchy. Ademds, para r € V y usando ¢l Lema

3.5.3

flo(=)ly

IA

Jim, =)o)
limsup fu(z)(z)}
Clels.

IA

IA
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Definimos entonces
o(z) = Jim v(an,)
que resulta ser una funcién en L(X,Y). Por lo tanto, para toda € X y para casi
toda # € T existe
lim u(z)(=) = v(z)

z—e’
lo cual quiere decir que existe casi dondequiera el limite angular segin la topologia
fuerte de los operadores de X 2 Y. O
Como corolario se tiene:

3.5.8 Teorema. Sca X un espacio de Banach separable yu € h1(X*). Entonces los
lfmiles no tangenciales de u segiin la topologia débil* de X* existen casi dondeguiera.
=]

Esto es consecuencia inmediata de lo observado después de definir la topologia

fuerte de operadores.



Capitulo 4
El caso de flinciones analiticas

Gracias a la gencralizacién para funciones analiticas vectoriales del Teorema de F. y
R. Nivenlinna, basta estudiar al espacio H*(X) para el andlisis de la existencia de
los valores co la frontera de funciones en HP(X). Después de definir la propiedad
Analitica de Radon-Nikodym, se ve la equivalencia de que ¢ € LP(X, A) sea la funcién
de valores en la frontera de f € HP(X) con la convergencia de fi(¢®) = f(re®) a
#(¢*®) segin la norma de LP(X, ).

Finalmente, de nuevo con a hipdtesis de X scparable y Y ahora con la propicdad
analitica de Radon-Nikedym, se demuestra que toda funcién en N(L(X,Y)) tienc

limites angularcs casi dondequiera segin la topologia fuerte de operadores.

4.1 Teorema vectorial de F. y R. Nevanlinna

4.1.1 Teorema, Sea X un espacio de Banach y f € N(X). Entonces eziste un par
de funciones g € H®(X) y h € H*™ tales que h no tiene ceros y

f=

=l

Demosiracidn.
La funcién
log* |f(z}lx = sup log® [{f(z),2")

ll=*li<t

69
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Definimos entonces

v(z) = lim v(z,,)

k—sco

que resulta ser una funcién en L(X,Y). Por lo tanto, para toda z € X y para casi
toda 0 € T existe

lim u(z)(z) = v(z)

i
lo cual quiere decir que existe casi dondequiera el limite angular segiin la topologia

fuerte de los operadores de X a Y. O

Como corolario se tiene:

3.5.6 Teorema. Sea X un espacio de Banach separable yu € h'(X*). Entonces los
limites no tangenciales de u segin la topologia débil* de X* exislen casi dondequiera.
[m]

Esto es consecuencia inmediata de lo observado después de definir la topologia
fuerte de operadores. ‘



68

CAPITULO 3. EL CASO DE FUNCIONES ARMONICAS



Capitulo 4
El caso de fuhciones analiticas

Gracias a la gencralizacién para funciones analiticas vectoriales de! Teorema de F. y
R. Nivenlinna, basta estudiar al espacio H®(X) para el anlisis de la existencia de
los valores ea la frontera de funciones en HP(X). Después de definir la propiedad
Analitica de Radon-Nikodym, se ve la equivalencia de que ¢ € LP(X, ) sea la funcién
de valores en la frontera de f € HP(X) con la convergencia de f,(e%) = f(re?) a
¢(c’) segin la norma de LP(X, A).

Finalmente, de nuevo con la hipdtesis de X scparable y Y ahora con Ja propiedad
analitica de Radon-Nikodym, se demuestra que toda funcién en N(L(X,Y)) tiene

litnites angulares casi dondequiera segin la topologia fuerte de operadores.

4.1 Teorema vectorial de F. y R. Nevanlinna

4.1,1 Teorema. Sea X un espacio de Banach y f € N(X). Entonces eziste un par
de funciones g € H®(X) y h € ™ lales que h no liene ceros y

g
=3

Demostracion.
La funcién

log* || f(2)llx = sup log* [(f(z),z")
=i
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es subarménica en D porque (f{z),7°) es analitica para toda z* € X* y log*[g(2)]

s subarmdnica siempre que g sca analitica. Asi que
logt (12D 2 < [ 1og* (£t + %), 27}
sacando el supremo se tienc
fog* /(2 < [ 1og® (s + pc)e .
Como f € N(X)
sup | log* || f(re®)x d8 < oo.
<1 JT

Por la Proposicion 2.3.5, sabemos que existe u arménica tal que cs mayorante armdnico

de log* | f(2)llx:
0 <log* £ (2)lix < u(z).

Por lo tanto [|f(2)]] < ¢“?), yentonces e~ f(z)]} < 1. Tomamos v, la conjugada
arménica de u, y definimos

g(2)

k(z)

J(e)exp(-u(z) - in(a))
exp(—u(z) — iv(z)).

n

Tenemos que g € H®(X) porque
sup [lg{z)fix = sup |If(z)e_“(')|}x]c""(”| <1
D €D

y obviamente es analitica pues f y exp(—u(z) — fv{z)} lo son.
Ademds k € H* porque

suplh(z)| = supfe™Ufje )
1D €D

< supleM < oo
€D

y también es analitica; ademds uo tienc ceros.
Finalmente, de mancra obvia [ = g/h. O
Entonces, para que existan los limites no tangenciales de HP(X) basta revisar al

espacio H®(X). Tenemos entonces lo siguiente
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4.1.2 Corolario. Denolando N(X) =H%X), In condicién
"Toda f € HP(X) tienc lfmites radiales casi dondequicra”

es independiente de p € [0,00] D
Otro corolario del Teorema 4.1.1, aplicando el Teorema 3.4.3 es el siguiente

4.1.3 Proposicién. 5 f € N(X) ticne limites débiles radiales casi dondequiera,

cnlonces también liene limiles fuerles angulares casi dondequiera.

Demostracidn.
Sea f € N(X). Como f =g/k con g € H*(X) y h € H®, entonces g y & tienen
limites débiles radiales casi dondequicra. Pero

g€ H(X) c H(X) Ch!(X)

y el tener limites radiales débiles casi dondequiera para funciones en h}(X) implica
el tener limites angulares fuertes casi dondequicra (Teorema 3.4.3).
Igualmente
heH*CcH'ci!

y toda funcién en h! es una integral de Poisson-Stieltjes, que tiene limites angulares
casi dondequiera por el ‘Teorema 2.2.1,

Por lo tanto f tiene limites angulares fuertes casi dondequiera. O

En el articulo de Bukhvalov y Danilevich [4, p.105] se definc la propiedad analitica
de Radon-Nikodym de la siguiente manera:

4.1.4 Definicién, Un espacio de Banach X tiene la propiedad analitica de
Radon-Nikodym si pare toda | < p < o0, dada una funcidn en HP(X), ésta

tene limiles radiales casi dondequiere. D

De hecho, como afirma la siguiente proposicion, cuya demostracién aparece en [4,

Proposition 2, basta con que fijemnos la p.
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4.1.5 Proposicién. Si para alguna p € [1,00] toda funcién en HP(X) tiene limites
radiales casi dondequiera, entonces X tiene la propiedad analitica de Radon-Nikodjm.
a

Incluimos ahora lo que es una generalizacién vectorial del Teorema 2.3.4. Este
resultado esti demostrado para los valores 1 < p < oo en el citado articulo de
Bukhvalov y Danilevich y lo incluimos a continuacién [4, Proposicién 1]

4.1.6 Proposicién. Sean X un espacio de Banach y1 < p < 00. Para F € HP(X)
definimos F(e*) = F(re™). Son equivalentes

1) Eziste f € LP{X, A) tal que
F(ré*) = / P(r, 0 - Of (") dt.
T
2) La funcidn F,(e") converge casi dondeguicra a cierta f € LP(X,A) , segiin la
norma de X, cuando r tiende a 1.
8) F, converge a f € LP(X, ) segin la norma de LP(X, ). D

4,1.7 Teorema. Sean X un espacio de Banach, 0 < p < oo, f € HP(X) y
¢ € LP(X,)). Definimos f,(e) = f{re"). Son eguivalentes:

1) lim,_; f(re®) = §(t) casi dondequiera,

2) lim,; f, = ¢ segiin la norma LP(X, ).

Demostracidn.
1) == 2). Por la Propasicién 3.24, la funcidn

(1) = sup i (re™)

petenece a LP(X,}). Se aplica entonces el Teorema de Convergencia Dominada
(1.6.6), ya que se tiene convergencia casi dondequiera.

9) => 1), Sean g € H(X) y h € H* tales que f = g/h. Para una sucesién {r,}
tal que r, — 1 y tal que f,, — ¢ casi dondequicra. Entonces gr, = hyofr, — h°¢
casi dondequiera.
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Sea ¥ = h"¢. Como h* € L™(}) y 6 € LP(X, }), entonces 1 € L®(X, A).
Si mostramos que g, — 1 segin la norma LY(X, A), tendrfamos que tambiéa se
da la convergencia casi dondequiera por lo visto en la Proposicién 4.1.6, y entonces

r
fr= Z_' - ,% =
casi dondequiera.
Veamos pues que g, — ¢ en L1(X,));
Dada una sucesién {ry} tal que r, — 1 basta hallar r,, subsucesién de ry, tal
que g, ~+ . Como f,, — ¢ en LP(X, A), entonces existe {r,,} subsucesién de
{ra} tal que f,, — ¢ casi dondequiera. Entonces g,, = hy, fr,, — h"$ = 9 casi

dondequiera y por el Teorema de Convergencia Dominada

lim / I9ra, — PlidA =0. D
k—eoo Jop 17T

4.2 Valores en espacios de operadores

4.2.1 Teorema. Sean X un espacio de Banach separable yY un espacio de Banach
con la propiedad anlitica de RRadon-Nikodgm. Entonces toda f € N(L(X,Y)) admite
limites angulares casi dondequiera seqin la topologia fuerte de operadores de X a Y.

Demostracidn,
Usamos el Teorema 4.1.1 y entonces basta mostrar que cualquier f € H®(L(X,Y))
tiene limites angulares casi dondequiera. Nétese que

H>(L(X,Y)) c HY(L(X,Y)) € W} (L(X,Y)).
Entonces la existencia casi dondequiera de limites angulares se demuestra del mismo
modo en que se demostrd el Teorema 3.5.2 y aiin mas fdcil porque f cs acotada no

86lo en cierta regién de D sino en todo D y entonces el Lema 3.5.3 es inmediato. O
Como corolario tenemos lo siguiente.

4.2.2 Teorema. Sea X un espacio de Banach separable y f € HY(X*). Entonces los
limiles no langenciales de u segtin la topologia débil* de X* eristen casi dondequiera.
[w]



74

CAPITULO 4. EL CASO DE FUNCIONES ANAL{TICAS



Capitulo 5

Valores en la frontera de funciones
en HP(X)

Tanto para el caso escalar como para ¢l caso vectorial sabemos que el limite angular
de una funcidn analilica en un espacio H? (resp. HP(X)) pertenece & LP(}) (resp,
LP(X,})). En cste capitulo estudiamos al subespacio de LP(A) (resp. LP(X,A))
cuyos elementos son valores en la frontera de funciones en HP (resp. HP(X)). La
analogfa que hay entre ambos casos, el escalar y el vectorial, es muy grande, como se

‘ . Y
vera a continuacion,

5.1 El resultado del caso escalar

5.1.1 Teorema. Sea f € H(D). Entonces eziste ¢ € L1(T) tal que { = P[dg] si y
sdlo si f € H'. En cste caso ¢ coincide con funcidn de valores en la frontera de [

casi dondeguiera.

Demostracidn.
Si f = P[d¢] para alguna ¢ € L!() entonces, aplicando ¢l Teorema de Fubini

it . it
/Tlf(re Ndo < /T/TP(r,o 1)¢(e")| dedo

it > -
/Tht(e )I/rl(r,O t)d0 dt
75
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- / (e dt < oo,
T

Por lo tanto f € HY.
Por otro lado, scan f € H! y

B(re) = /T P(r,0 - t)f(e) .
Para p < 1 fija

1oe) = [ Ptr0-0f(pet)a

Pero por el Teorema 2.3.4
tng [ 17(pe%) - S =
Asf que
lim () = 9(2).

Por lo tante f(e™) = $(e"). O

5.1.2 Corolario, Sca f € H(D). Entonces para 1 < p < oo eriste ¢ € LP()) tal
que f = Pld$) siysdlosi fe HP, D

5.1.3 Teorema. Sea

)= Yo

n=0
tal que f € HY y sean c, los coeficientes de Fourier de la funcidn de valores en la
frontera. Entonces ¢, = a, para todan 2 0 y ¢, = 0 para toda n < 0. Mds ain,
definiendo

H? = {f € LP()) : f es la funcién de valores en la frontera de alguna g € HP)
para ]l £ p £ 00, lenemos que

HP = {f € LP()): f(n} =0 n<0}.
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Demostracién.

Para r < 1, los coeficientes de Taylor de f se pueden poner como

a, = L e~ f(re) dt.
T

™
Entonces, poniendo [,(z) = f(rz),
[*"an — eal < Ve = filh-
Pero se tiene que
lim s = fll = 0.
Por lo tanto a, = ¢, para » > 0. Con un argumento andlogo obtenemos que ¢, = 0

paran < 0.

Si ahora suponemos que ¢ € LP(A) y $(n) = 0 para toda n <0, entonces ponemos

e = [P0 - 08t
T
es decir, f = P[d¢]. Recordando que

P(rt)=1+ Z (™ 4 emi)
n=1

tenemos que

f(rcls) zc"’,n ind

n=0
con <r<1y0<0 <2r Porlotante f € H(D). Por el corolario anterior
f € HP, Pero ¢(t) = f(e*) casi dondequicra. Por lo tanto f € HP. O

5.2 - El resultado del caso vectorial

5.2.1 Definicién.

1. Dadal <p< oo yG:B-— X medida veclorial, la p-variacién de G es

G(E)
|G'P - su (z ”A(l(;‘)p' ) ¥

donde P es la familia de parliciones finitas de T
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2, Para p = oo sc define
|Gleo = inf{C > 0:(|G(E)|| < CX(E) VE e B).

Denotamos por VP(X) a los espacios de medidas de p-variacién acolada para
l1<p£oo O

5.2.2 Proposicién, Sea ] < p < oo y sea G : B — X una medida vectorial,
G € VP(X) si y sdlo i existe g € EP(A) tal que |lg|| = |G|, v ademds, para ¢ € LI(A),
con Lfp+1/q =1, sc tienc

/T‘*(‘)"G(')nx < /T a)lé)d. O

Una demostracidn se da en [3, §1., Proposicién 3.

En [2, Teorema 1.1]se demuestra el siguicnte teorema.
5.2.3 Teorema. Sea 1 < p < 0o. Enfonces

H'(X)
H(X)

{GeM(X):G(n)=0 n<0)
{GeVP(X):G(r)=0 n<0)

1]

Ambas identificaciones son por medio de la inlegral de Poisson.

Con este teorema, Blasco demuestra una equivalencia para la definicidn de la
Propiedad Analitica de Raden-Nikodym ver [2, Corolario 1.2).

5.2.4 Teorema. Son equivalentes, para un espacio de Banach:
a) X tiene la propiedad analitica de Radon-Nikodyjm,

b) Para 1 < p < oo, toda medida vectorial G de p-variacidn acolada lal gue
&(n) =0 paran < 0 s representable,

¢) Para alguna 1 < p < o0, toda medida vectorial G de p-variacion acolade tal
que (7(11) =0 para n < 0 es representable, y

d) Toda medida en Voo(X) tal que G(n) =0 paran <0 cs representable. O
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