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I N T R o D u e e I o N 

Después de que en 1961 c. Berge defini6 las gráficas 

perfectas se ha tratado de dar una caracterizaci6n de las 

mismas sin lograrlo. 

Una gráfica G es perfecta si para cada subgráfica inducida H 

de G se tiene que x(H)=w(H). Sienso x(H) el número cromático 

de H y w(H) el cardinal de la completa maximal de H. 

De los resultados sobre gráficas perfectas, L. Lovász 

demostr6 un teorema que resuelve una conjetura que se babia 

planteado con anterioridad, el resultado es el siguiente: 

Teorema de gráficas perfectas: para una gráfica no orientada 

G las 3 condiciones siguientes son equivalentes: 

l. a (G,J =a (G.J AcX 

2.w(G,)=7(G,) AcX 

3. a(G,J •w(G,Ji:JAJ AcX 

Después otros resultados se han obtenido sobre 

caracterizaci6n de gráficas perfectas, se sabe por ejemplo 

que las gráficas trianguladas y las de comparabilidad lo son. 

Después surgi6 el problema de las gráficas nücleo perfectas 

que tampoco se han podido ca·racterizar totalmente. 

Para que una gráfica D sea nücleo perfecta es necesario que 
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toda subgrlif ica completa D posea un núcleo, en este caso un 

pozo. 

Llamaremos nucleo perfectible a una grlifica no orientada que 

verifique que para toda orientación de D tal que toda 

subgrlifica completa posea un pozo resulte en una grlifica 

núcleo-perfecta. Algunos ejemplos sencillos de este tipo de 

gr&ficas son: las completas, los ciclos de longitud par, las 

subgrlificas bipartitas,etc. 

M&s adelante y profundizando m&s sobre el tema se encontraron 

otra clase de grlificas núcleo perfectibles, como las 

trianguladas y las de comparabilidad que como se mencionó 

también son perfectas. 

Vemos que 

orientadas, 

perfectas 

primero surgió un tema sobre grlificas no 

después se planteó el problema de nücleo­

que involucra orientación,ahora ha surgido otra 

inquietud en la misma dirección que los núcleos, pero con 

otro enfoque. En este caso se trata no sólo de orientar 

grlificas sino de asignar colores a las flechas. Dada una 

digrlifica orientada y coloreada en sus flechas trataremos de 

encontrar un núcleo, pero dicho nücleo serli un conjunto 

Independiente y Absorbente a la vez, no mediante flechas 

directas sino por trayectorias de un solo color (trayectorias 

monocromliticas). 

En el caso de núcleos por trayectorias monocrom&ticas se han 

obtenido ya algunos resultados, especialmente para torneos. 
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En 1982 se propuso una conjetura interesante debida a Sands, 

sauer Woodrow. 

El tema de nuestro trabajo es el de nücleos en digráficas 

coloreadas en sus flechas (Nücleo por trayectorias 

monocromáticas). 

Primeramente se recopiló el material sobre este tema, en 

este material destaca la conjetura a que se hacia mención y 

que dice: 

si T es un torneo 3-coloreado en· aristas sin C3 tricolores 

entonces T tiene nücleo por trayectorias monocromáticas. 

Después se hace una primera aproximación a la conjetura 

mediante el Teorema de Shen Minggang, quien concluye que para 

torneos n-coloreados n~5 la conjetura fallarla y deja abierto 

el problema para torneos 3-coloreados y 4-coloreados. 

En la segunda parte abordamos la conjetura y queda resuelta 

para torneos de cardinalidad ns6. 

Después en el capitulo III se enuncian varios teoremas, entre 

ellos 2 sobre existencia de nücleos por trayectorias 

monocromáticas. 

Y finalmente se amplia la clase de gráficas con nücleo por 

trayectorias monocromáticas mediante una operación que 

llamamos árbol de completas. Cabe sefialar que esta operación 

preserva nücleo-perfectibilidad para gráficas no coloreadas, 

lo cual amplia también esa clase de gráficas. 
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NOCIONES PRE L I HIN A.RES 

Gráficas. 

Una gráfica G consiste de un conjunto finito no vac1o V=V(G) 

de puntos llamados vértices junto con un conjunto A de pares 

no ordenados de vértices distintos de v. 

Cada par de puntos de A [u,v] es una arista de G y se dice 

que u y v son adyacentes. 

Si x es la arista (u,v] se dice que x es, incidente con u y v. 

Una gráfica con p vértices y q aristas se dice que es una 

(p,q) gráfica. 

A p se le llama el 6rden de G. 

Un camino de una gráfica es una sucesión alternada de 

vértices y aristas [v0 ,x1 ,v11 ••• ,vn_1 ,x0 ,v0 ) que inicia y 

termina por vértices y cuyas aristas son incidentes con los 

vértices precedente y siguiente en la lista. Este camino une 

v0 y v. , se puede denotar simplemente 

También lo llamaremos v.v.-camino. 

Un camino será un camino cerrado si v0 =v •• 
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Se llamará trayectoria a un camino cuyos puntos sean todos 

distintos ·.(Y por. lo tanto las lineas también). La trayectoria 

que une a dos puntos u y v se le llamará también uv­

trayecto:da. 

La longitud de una trayectoria [v0 ,. •• ,vnJ es n el número de 

aristas en ella. 

Un circuito es un camino cerrado [v0 ,v11 ••• vn-uvn,v0 ] con 

n>=3. 

se dirá que una gráfica es conexa si todo par de puntos está 

unido por una trayectoria. 

La relación xy-trayectoria es una relación de equivalencia 

cuyas clases son llamadas las componentes conexas de G. La 

gráfica es conexa si posee una sola componente conexa. 

un punto de corte de G es un vértice de G tal que al quitarlo 

la gráfica se desconecta (obviamente al quitar un vértice se 

quitan las aristas que eran incidentes a dicho vértice). 

Un conjunto de corte de G es un subconjunto de los vértices 

de G tal que al quitarlo la gráfica se desconecta. 

Una gráfica G se dice que es completa si V par de vértices u, 

veV(G) (u,v]eA(G) .Denotamos K,, a la gráfica completa con n 

vértices. 

G es una gráfica bipartita se existe una partición de los 

vértices de G en 2 conjuntos X y Y tales que toda arista 

tiene un extremo en X y otro en Y. 

Un árbol es una gráfica conexa y acíclica (sin circuitos). 

El complemento de una gráfica G, denotado Gº se define de la 
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siguiente forma: 

V(Gº)=V(G) 

[x,y]EV(GÓ)~[x;y]~V(G) 

Una subgráfica de G es una gráfica con todos los vértices y 

aristas contenidos en G. 

Dado un conjunto v. de de vértices de G la subgráfica de G 

inducida por v. es la subgráfica maximal de G con conjunto de 

vértices v. (2 vértices son adyacentes ~ son adyacentes en G} 

y se denota Gv
0

• 

Una subgráfica generadora de G es una subgráfica de G que 

contiene a todos los vértices de G. 

Gráficas orientadas. 

Una gráfica orientada o digráfica D es una pareja (V,F) 

formada por un conjunto V y una' familia F de elementos del 

producto cartesiano VxV. Los elementos de V son los vértices 

de o. 

A la cardinalidad de D se le llama el orden de o. 

Los elementos de F son llamados flechas de D. Los vértices x 

y y son llamados vértice inicial y vértice final 

respectivamente de la flecha (x,y). 

A una flecha de la forma (x,x) se le llamará lazo de o. En el 

presente trabajo consideraremos digráficas sin lazos. 

La multiplicidad de D es el número máximo de veces que 

aparece un arco dado en la familia F. 
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Una gráfica simple es una gráfica ·de multiplicidad l" sin 

lazos. 

si la flecha (x,y)eF decimos que x y y son adyacentes. Al 

vértice y se le llama sucesor de x y al .x se le llama 

predecesor de y. 

r
0
+(x) (o r+(x) si no hay ambigüedad), representa al conjunto 

de sucesores de x en o. 

(o r-(x)) representa el conjunto de vértices 

predecesores de x en o. 

Los vecinos de 

r(x)~r+(x)ur~(x). 

X son los vértices del conjunto 

una subdigráfica 00 de o inducida por v0 s;v(o) se define como 

sigue ·vco¿)=V0 y F(D0 )=F(D)n(V0 xV0 ), también se suele denotar 

por Dv.· 

una subdigráfica de D es una digráfica cuyos vértices y 

flechas están contenidos en V(D) y F(D) respectivamente. 

Una subdigráfica generadora es una subdigráfica de D cuyo 

conjunto de vértices es V(D). 

La parte asimétrica de o, que se denotará Asim(D) o AsimD es 

la subdigráfica generadora de D cuyas flechas son las flechas 

de D que no son simétricas,· es decir sus flechas son las 

flechas asimétricas de D • Sim(D) o SimD es la subdigráfica 

generadora de D cuyas flechas son las flechas simétricas de 

o. 

Un camino es una sucesi6n (v0 ,v1 , ••• ,v
0

) de vértices tal que 
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(v1_11 v1)eF(D) para ie{l, ••• ,n} si v0 =v0 el camino se llamar& 

camino cerrado.· La longitÚd del camino es ri • 

. . ·, . ~· : ' ' ~ ' ; ·: :, 

Una trayectoria es un camino· .en· el· .cual ningtín vértice se 

repite, una trayectoria . (u=u~;'\I••:· •• ; u~=v), se dice que 

conecta o une a u con v y· la Halll.,:·r~m~s uv-trayectoria. 

Un ciclo es un camino cerrado (v0 ,v1 , ••• v0 ) tal que cuando 

bo,n, se tiene que Vi"V¡ V i,.j. 

oiremos que un ciclo es un ciclo impar si su longitud es 

impar y un ciclo es par cuando su longitud es par. 

Sea D una digr1ifica, consideremos en V(D) la siguiente 

relaci6n binaria (-), para u,veV(D) u-v ~ 3 una uv­

trayectoria en D y una vu-trayectoria en D. La relaci6n es 

una relaci6n de equivalencia en V(D). Las clases de 

equivalencia son las componentes fuertemente conexas de D. Si 

D tiene una sola componente conexa se dir1i que D es 

fuertemente conexa. 

Si D es una gráfica orientada, se puede obtener la gráfica no 

orientada o* reemplazando cada arco antisimétrico (o 

asimétrico) y cada par de arcos simétricos por una arista, a 

o* se le llama gráfica subyacente. 

Recíprocamente, si G es una gráfica no orientada, llamaremos 

una orientación de G a toda gráfica orientada D tal que D*=G. 

Un punto de corte de una digráfica es un punto de corte de la 

gr1ifica subyacente. 

Un torneo es una gráfica completa orientada. 
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Núcleos en Diqráficas. 

Un vértice x de una subqráfica inducida completa de una 

diqráfica D diremos que es un pozo si C-{x}~r- (x) • Es decir 

si todos los vértices C-{x} son absorbidos por x. Diremos que 

un vértice z de e es una fuente si C-{z}~·(z). 

Sea D una diqráfica y G su gráfica subyacente, diremos que D 

es una orientación por pozos u orientación normal de G, si 

toda subdigráf ica inducida completa de D tiene un pozo. 

consideremos una gráfica simple G y un conjunto I&V(D), se 

dice que I es independiente si 2 vértices distintos de I 

nunca son adyacentes, en otras palabras, si r(I)nI=~. 

En una digráf ica un conjunto será independiente si 2 vértices 

distintos de I no están unidos por una flecha (en cualquier 

sentido). 

Dada una digráfica D decirnos que un conjunto A&V(D) es 

absorbente si V X«A tenemos que r+(X)nA~~. 

Dada una digráfica D, un conjunto N&V(D) es un Núcleo de D si 

es independiente y absorbente a la vez. 

Una gráfica orientada D es núcleo perfecta si tanto ella como 

todas sus subdigráficas inducidas tienen núcleo. 

Una digráfica núcleo imperfecta critica es una digráfica G 

sin núcleo y tal que toda subdigráfica inducida estrictamente 

contenida en G es núcleo perfecta. 
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Digráficas Linealmente Coloreadas. 

Se hablará de digráficas linealmente coloreadas o coloreadas 

en aristas si sus flechas tienen asignado un color (sin tener 

nada que ver con buena coloración). 

Una trayectoria monocromática de una digráfica linealmente 

coloreada será una trayectoria dirigida en la que todas sus 

flechas tienen asignado el mismo color. 

Un conjunto SSiV(D) diremos que es independiente por 

trayectorias monocromáticas si para toda pareja x,y de 

vértices distintos de s, no existe trayectoria monocromática 

ni de x a y ni de y a x. 

Un conjunto SSiV(D) diremos que es absorbente por trayectorias 

monocromáticas si 1/ x e V(D-S) existe una xs-trayectoria 

monocromática. 

Un conjunto NSiV(D) diremos que es un núcleo por trayectorias 

monocromáticas de D si es independiente y absorbente por 

trayectorias monocromáticas a la vez. 
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C A P I T U L O I 

PANORAMA SOBRE TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS EN DIGRAFICAS 

m-COLOREADAS POR ARISTAS. 

En la primera parte damos un panorama general del problema de 

nlicleos por trayectorias monocromáticas en digráficas 

coloreadas por aristas. Mencionando los resultados conocidos 

sobre el tema. 

El primer resultado es muy interesante por su generalidad. 

Nos dice que toda digráfica coloreada con 2 colores tiene 

nlicleo por trayectorias monocromáticas siendo la linica 

restricción 

infinitas a 

infinitas). 

que no existan trayectorias monocromáticas 

partir de un punto (trayectorias exteriores 

Un corolario inmediato es que todo torneo finito 2-coloreado 

tiene un vértice que es nlicleo por trayectorias 

monocromáticas. 

Después se hace notar que si el torneo es monocromli.tico 

siempre existe un vértice v absorbente con la caracter1stica 

adicional de que siempre existe una trayectoria de longitud a 
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los más 2 de cualquier vértice hacia v. 

Para el caso del corolario, es decir de un torneo bicoloreado 

no puede existir una cota para la longitud de la trayectoria 

m!nima monocromática de cualquier vértice al nGcleo. Esto 

Gltimo se ve en un ejemplo en el que la trayectoria m!nima 

para un punto es pasando por todos los demás vértices. 

Más adelante se ve que el resultado del corolario es falso 

para torneos 3-coloreados. 

Sin embargo bajo ciertas hipótesis extras continuará siendo 

válido. Por ejemplo, si el torneo es transitivo. 

otro ejemplo que se ilustra como teorema es el siguiente: 

Si T torneo 3-coloreado el cual puede ser particionado en 

subtorneos bicoloreados y unidos mediante todas las aristas 

al resto de los subtorneos mediante flechas coloreadas con un 

mismo tercer color. Entoncers T tiene nGcleo por trayectorias 

monocromáticas. 

Después se analiza la conjetura de Sands Sauer Woodrow: 

si T torneo 3-coloreado sin C3 tricolor entonces T tiene 

NGcleo por trayectorias monocromáticas. 

Una primera aproximación a la conjetura la da shen Minggang: 

Si T es un torneo m-coloreado sin c3 ni T3 tricolores 

entonces T tiene nGcleo por trayectorias monocromáticas. 

Es un resultado interesante que aunque agrega una fuerte 

hipótesis a la conjetura, (no hay triángulos transitivos 
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tricolores), da más libertad para la coloración de las 

flechas. 

un corolario a este resul.tado ;es· el siguienfe: 

siendo T un torneo con vértices {v., ••• ,v.} y H.,:,·. ,H~ al 

igual que T torneos m-colo~ead.os · (no importando sf no son los 

mismos m colores) sin .. C3 ·ni T3 tricolores. Si se realiza la 

operación de sustituir v1 por H1 y después unir todo vértice 

de H1 con todo vértfce ·de H J coloreando con el color que 

tenla la flecha (v.,vJ) y con direcciones arbitrarias, el 

torneo T' formado as!, tiene nficleo por trayectorias 

monocromáticas. 

Para terminar se analizan 2 ejemplos: 

Un torneo T con m=5 sin e, tricolor (pero sl T3 tricolor) en 

el que el resultado falla. 

Se ve otro torneo con m=4 y sin T3 tricolor para el cual el 

resultado falla también. 

De estos dos ejemplos se deduce que para m~s las hipótesis 

son las mejores posibles, el resultado no puede ser 

mejorado.Pero la conjetura continfia sin resolverse. 
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1.1. NOCIONES PRELIMINARES. 

Definición 1.1.1. Una xs-trayectoria de Des una trayectoria 

del vértice x a un vértices des, donde S!SV(D). 

Definición 1.1. 2. Una trayectoria exterior infinita es una 

sucesión (x1 ,x2 , ••• ) infinita de vértices distintos de D 

tales que (x1 ,x1.¡) es una flecha de D. 

Definición 1.1.3, Se denotar& c3 ·al ciclo dirigido de 

'"'"''º' , y ,,~ • .,..,,. "'~~ 

Para la demostración del primer teorema, que enunciaremos m&s 

adelante, tenemos las siguientes nociones y resultados 

preliminares: 

Supongamos que 2 colores usados para colorear las flechas de 

una digr&fica son rojo y azul 
(X ~ rojo Y) (X ~ ozul y) 1 (X ~ mono y). 

Significar& que existe una trayectoria roja (respectivamente 

azul o monocrom&tica) de x a y. 
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(X -+ rojo S) (X -> azul S) 1 (X -> mono S 

Significará que existe una xs trayect~ria roja 

(respectivamente azul o monocromátii::aÍ·; 

(X t-+ rojo y) (X 1-> azul y) ,' .. Cx 1-> ••noy) 

significará que no existe traye.,t?¡,:ia~ roja de x a y 

(respectivamente azul o. niono.crolllátlca) •· 
. ·,: . . 

Definición l. l. 4. Definimos:· 1a relación """ para subconjuntos 
d~ . . . 

conjunto de vértices. de D de: la siguiente manera: 

Sean S,T!iV(D) ·' diremos que S,;T si 1/ ses existe teT tal que 

una de las dos propiedades siguientes se cumple: 

(a) seT 

(b) (s -> azul t) y (t 1-> azul s) 

Nótese que si S~T entonces s,;T. 

Resultado 1.1.1,si D es una digráfica bicoloreada y D no 

contiene trayectoria monocromática exterior infinita entonces 

el conjunto de todos los conjuntos independientes de D es 

parcialmente ordenado bajo la relación """. 

Demostración: 

(a) Reflexiva. Es inmediato de (a) 

(b) Transitiva: 

Si S"T entonces de acuerdo a la definición, 1/ ses seT o 

3 teT tal que (s -> azul t) y (t 1-> azul s), 
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Si T:SR entonces V teT teR o 3 reR tal que (t -> azul 

r) y (r ,_, azul t) • 

Sea ses si seT entonces para dicho s=to 3 reR tal que toeR o 

(to->azul r) y (r / -> azul to), es decir, SER o (S-> azul r) 

y (r /-> azul s), con lo cual este caso queda probado. 

Veamos ahora el caso en que para ses 3 t tal que (s -> azul t) 

y (t /-> azul s); si para dicha t se tiene teR, digamos t=r0 

entonces (s -> azul r 0 ) y (r0 /-> azul s) para algün r
0
eR y 

quedar1a demostrado. Si para dicha t se tiene que (t -> azul 

r) y (r ,_, azyl t)' entonces (s -> azul t -> azul r)' de 

donde (s-> azul r), Y', si,' (r-> azul s) entonces (r -> azul s -> 

azul t) 

de donde (r -> azul t) 

que (r /-> azul s) , 

entonces S:sR. 

(c) Antisimétrica: 

'lo ,cual es una contradicción, por lo 

De aqu1 se tiene que si SsT y T:sR 

Queremos demostrar que si s:sT y T:sS entonces T=S. 

Sea ses .. seT o (s->•t0 ) y (t0 /->ªs). 

supongamos s~T: 

Entonces (s->"t
0
). 

Como T:ss entonces para t 0 se cumple: 

t 0 es o 3 s 0 es tal que (t0 ->ªs0 ) y (s0 /->ªt0 ). 

Si t 0 eS ~ (s->ªt0 ), lo cual contradice la independencia de s. 

Por lo tanto si (s->•t0 ) .. 3 s 0 eS tal que (t
0
->ªs.) y 

(s0 /->ªt0 ¡. 
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Pero entonces (s->•.t
0
-+•s0 ) por lo tanto (s->ªs0 ), lo cual 

contradice nuevamente la independencia de s, de manera que 

seT V ses y SliT. 

Análogamente comenzando con Tss, por lo tanto T=S. • 

Definición 1.1.s. Dada una digráfica D sin trayectorias 

monocromáticas infinitas, diremos que el conjunto S de V(D) 

es un seminücleo rojo por trayectorias monocromáticas si: 

S={ S*~ : s independiente y con la siguiente propiedad: V 

yeV(D-S) si 3 Sy-trayectoria roja. entonces existe una ys­

trayectoria monocromática} 

Resultado 1.1.z. S*~ ya que en D existe al menos un vértice v 

tal que si (V -> rojo y) entonces (y -> rojo v) V y lo cual 

implica que {v}eS. 

Demostración: 

Vamos a demostrar que el vértice v mencionado existe. 

Primero nótese que V veV(D) existe una trayectoria de v a y 

roja, pues en caso contrario el vértice del cual no sale 

trayectoria roja seria el vértice buscado. 

Podemos suponer entonces que de todo vértice sale una 

trayectoria roja. 

Haremos la demostración por reducción al absurdo. 

Supongamos que V VEV(D) 3 y * V tal que (v_,rojoy) y 

(Y/->rojov¡. Sea y
0 

un vértice arbitrario de D. 

De yo salen trayectorias distintas rojas. sea yo• un vértice 

para el cual (yo -> rojo yo•) y (yo• ,_. rojo yo). 
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De yo' también existe un vértice yo" . tal que (yo / -+ rojo 
. ' 

Yo") y :(yo'.' 1-+:roJo .yo') •.. 

Sea Y1 el ~ril)ler ~ér~ii:~ icie. ia ,trayectória· ., (Yo' -; ro_Jo Yo',) 

que se i~t~rs~ct:a:~6ri ''i~ '.t~'a:y~ct:6r ú'. : · C_Y_.;º.·.~.•-._ .... ·_ ... '_~~J~.-.·.:.'._Y __ .·.~.~ .>> 
- .. - _, --~~·;_,_; ~ j ~ •• ,_ -c.-' -:-;::~,;; ·- -- -

Ahora, de ;y:, s'.':ie,{ul)i'l;tr'.'::Yéctoria 'CYi ;-4:r•í~ ;y{') de vértices 
<-('.;·"\"-' .. _ . .,.'~ - ,_..,.. . ' " ..• - .·<_-:¿ • -· 

distintos Y · cy, 'tr,:+ ~"~~,Y~X·:Y'.: i_'{ · :L ·: 
De y1 sale:una.trayeictoria ·r(y1f>.->: roJo;y;~'.l. 

. ~: ·-:.-:·:-·_·;~.\~-~--,'.,~~<:··:-;\~·.::t:' '~- ·¡:: i,;· 

1-+ rojo y1 t) ·•· <: .. \.;~'~ --_.:, .. :·;~_,-_, L_,,_, 

tal que (Y1'' 

Sea y2 el pri~~·~; \'~ér'~¡ce J'1de/ <rií -+ roJo Y1'') que se 

De esta manera podemos formar la trayectoria 

exterior infinita y monocromática lo cual contradice la 

hipótesis. 

Concluimos que S*~• • 

Resultado 1,1,3. Siendo D una digráfica bicoloreada, sin 

trayectorias exteriores infinitas, se tiene que cS,s¡ tiene 

elementos maximales. 

Definimos para cada cadena ~ de conjuntos de S el conjunto sm 

de la siguiente manera: 
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S'"={<>elm :3Se~ tal que <>eT V Te~ .Y. T>:S}. 

Nótese que S'" consiste de los.·:vértices de D que pertenecen a 

todo conjunto de la cadena.a partir: de ·un cierto punto. 

Vamos a demostrar que S'" es cota superior de la cadena ~. De 

donde segün el lemma de Zorn un orden parcial tal que toda 

cadena tiene una cota superior tiene elementos maximales. 

Para ver que s'" es cota superior de ~. se tiene que ver que 

V seS con se~ una cadena de (S,s), s'"eS y s'".,s. 

Sea Se~ una cadena de (S 1 s) y <>eS. si <>eS'", entonces s'",.t. Si 

para todo <>eS, <>es'" entonces s~s'" y por lo tanto sss'". 

As1 que supongamos que existe <>eS tal que <>ES'". 

Dentro de esta demostración denotaremos por "a" un color y 

por 11 r" otro color diferente y por mono, monocromática. 

como <>ES'", entonces existe un conjunto s 1 (de la cadena) 

después de s al cual <> no pertenece: <>ES1 y S1>:S. Por la 

definición de 11 s 11 y como <>ES 1 """• V<>1eS1 entonces existe 

<>1eS1 tal que (<>->ª<>il y (<>1/->ª<>). si <>1.is'" entonces existe un 

conjunto S2 después de 51 al cual 4t no pertenece: <>1<!52 y 

S2>:S1 • Por la definición de 11s 11 para <>1 existe <>;¡eS2 tal que 

(<>,->ª<>;,) Y (<>;,/->ª<>) 1 Y por lo tanto (<>;,->1ª<>) (si (<>;,->ª<>) 

entonces (<>,->ª<>;,->ª<>) y entonces (<>1->ª<>) lo cual es imposible) 

Por lo tanto ( <>->ª<>i->ª42) • 

Si 42ES'" entonces podemos continuar con este mismo 

procedimiento, pero como por hip6tesis no existen 

trayectorias monocromáticas infinitas, entonces el proceso 
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debe parar en un momento para algO.n elemento <>0 es0 y <>0 es"'· 

Esto quiere decir que dado Set::' para <>eS existe <>oeS"' tal que 

(<>~º<>.) Y (<>ni->"<>)• 

concluimi:i.s. que s"',.{¡ y S"'>:S vset::'. 

Vamos·a.demostrar ahora que S"'eS: 

Sea<> y t'en S"', entonces existen U y V en t::' tales que <>eU V 

U>:S y teV V V>:T; supongamos sin pérdida de generalidad que 

T>:S. 

Entonces <>eT y como teT y T es independiente entonces <> y t 

no pueden estar conectados por una trayectoria monocromática 

y por lo tanto S"' es un conjunto independiente. 

Sea <>eS"', entonces <>ES con Set::' cadena de S. Supongamos que 

(<>->ry) para yeV(G). 

Como SeS y (<>->ry) entonces (y->monoS), es decir existe tes 

tal que (y->monot) • Si teS°' ya terminamos. 

Asi que supongamos que t~S"'. Entonces t"'<> y (y1->rt) pues si 

(y->rt) entonces (<>->'t) pero S es independiente. Por lo tanto 

(y->•t). 

Puesto que S°'>:S entonces para t existe l"'eS"' tal que (t4ºt"') 

y (t"'1->ºt). como (y->ºt->ºt°') entonces (Y->ºl"') • 

Es decir V<>eS"' si (<>->ry¡ entonces (y->ºS"'), lo cual prueba que 

S"'eS. 

Hemos demostrado que cualquier cadena de S tiene una cota 

superior en S y por lo tanto por el lemma de Zorn (S,s) tiene 

elementos maximales. • 
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1,2, EXISTENCIA DE NUCLEOS POR TRAYECTORIAS HONOCROMATICAS, 

Teorema l. 2.1. ( 8) Sea D una digráfica cuyas aristas están 

coloreadas con 2 colores y tal que O no contiene trayectorias 

monocromáticas exteriores infinitas. Entonces existe nücleo 

por trayectorias monocromáticas de o. 

Demostración: 

Sea s un elemento maximal de S. Vamos a demostrar que S es 

nücleo por trayectorias monocromáticas de o. 

Se hará por reducción al absurdo. Como seS .. s es 

independiente, resta ver que es absorbente. 

supongamos lo contrario, es decir, 3 yeV(D-S) tal- que (Y '' 

mono S). Y vamos a llegar a una contradicción. 

Sea Y={yeV(D-S): (y '' ••no S)} 

Y sea xeY de tal manera que si (x ' rojo y) entonces (y ' 

rojo X) \1 yeY. 

Nótese que debe existir un tal x pues si no fuera así, se 

podria construir una trayectoria exterior infinita roja (la 

demostración de ésto es igual a la hecha para ver que s~~). 

La prueba del teorema consistirá en encontrar y~s tal que yeY 

y=x Y 

que Y=~. 

(X' rojo y) pero (y '' rojo X) de donde se concluirá 
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Sea T={teS: (t 1-> azul x)) 

Observemos que (S-T -> azul X) VseS-T •. 

Notamos también que TQJ{x} es ··independiente: entre los 

vértices de T no hay aristas pues T es independiente; de x a 

T tampoco porque (x 1-> ••n• S). De T a X· no hay flechas 

azules por la definición y si hubiera rojas, segün la 

definición de s habr1a (x -> ••no . S) lo cual estamos 

suponiendo que no sucede. 

También tenemos que TU{X}>S: 

para seT existe t tal que s=t. 

para SES-T 3 x tal que. 

si (x -> •zul s) entonces 

(s ... •zul. xi 

(X -> oono S). 

y (X 1-> azul s) pues 

Pero como S es maximal entonces existe y tal que: 

(TU {X} -> rojo y) y (y I -> mono TQJ{X}) 

1.-obsérvese que y~s: 

Si yes entonces (T -> rojo y) o (x -> rojo y) / en el primer 

caso se contradice la independencia de s y en el segundo 

habria una xS trayectoria roja lo cual contradice nuestra 

suposición, por lo tanto y~s. 

2.-(T 1-> roJ• y): 

Si (t -> rojo y) entonces (S -> rojo y) lo cual implica por la 

definici6n de s que (y + "'º"º S) pero como (y 1-> 

TU{X}) , en particular (y 1-> mono T) por lo tanto (y .., 

S-:T). 

(a) Si (y -> rojo S-T) entonces como (T -> rojo y) entonces (T 

-> rojo y -> rojo S-T) lo cual contradice la independencia de 
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s. 

(b) si (y -+ azul s-T) , sabemos que ( S-T -+ azul x)' entonces 

por transitividad (y -+ azul x) lo cual es ·una 6ontradicci6n 

pues (y /-+ mono TllJ{X}) • 

En ambos casos hay contradicci6n por lo que · (T ¡;., rojo y) 

concluyendo que:. 

3. -vamos a ver qu~ '~o hay t~ay~ctorias' monocromáticas de y a 

s, es decir, :y~Y .' .. ''i'.ii~· .,,,,. '" .;. 

(a) si (y -+ ;~;~ S) ~ntoÍices (X ~ rojo y -+ rojo S) por lo 

tanto (x -+:.mono S) lo cual es una contradicci6n. 

(b) Si (Y ... ~zuÍ S) como (y /-+ mono TllJ{X}) en particular (y 

1 -+ azul TllJ{X}) ·.;n particular (y 1-+ azul T) • 

Po~ l;j '~a~to ·~i (y -+ azul S) entonces (y -> azul S-T) pero 

(S-T -> azul X) entonces (y -+ azul S-T -+ azul X) entonces (y -> 

azul -.x) lo cual no puede ser pues (y /-> ••n• TllJ{x}), por lo 

tanto:. 

(y 1-+ ••n• S), además sablamos que yes por lo tanto 

yeY. 

Pero de (YI-+ ••n• X) se concluye (y/-+ rojo x) lo cual 

contradice la elecci6n de x de que lf yeY si (X -+ rojo y) " 

(y -+ rojo x) , con lo cual el teorema queda demostrado, • 

un corolario inmediato es el siguiente: 

Corolario 1.2.1. Sea T un torneo finito cuyas aristas están 
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coloreadas con 2 colores. Entonces existe un vértice v de T 

tal que v es nücleo por trayectorias monocromáticas. 

Este tUtimo: resultado para torneos es conocido para torneos 

no coloreados,es decir, se sabe que existe un vértice v del 

torneci: .tal· que para cualquier otro vértice x del torneo 

existe_::una trayectoria de x a v. Más aün se sabe que dichas 

trayectorias pueden ser de longitud a lo más 2. 

Observación l. 2.1. En el caso de _torneos bicoloreados por 

aristas, sabemos que existe nücleo, .por trayectorias 

monocromáticas pero no exist·e·- una (::eta/para _la longitud de 
: -'~:;: <; ',- :.: : 

la trayectoria. 

Aquí se presenta un ejemplo ~ara:1+~~~i~;~,~~~a afirmación: 

Consideremos un torneo ·finito·<.•T ;coi;i:,vértfo!'s:· V;.{t1 ~t2 , ••• ,t
0

} 

y aristas bicoloreadas co~o ~igu,ei,} / .. e;;< , 

''et;· 

.'t¡~t ••• 
t, t .... 

. 
azul para ·j:>i+l . 

Entonces t 0 es nücleo por trayectorias monocromáticas y es el 

ünico. Se observa que la ünica trayectoria monocromática de 

t 1 a t 0 pasa por todos los vértices y es de longitud n-1 , 
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que es la máxima longitud posible. 

Observación l,Z.Z. Para torneos tricoloreados en aristas el 

corolario es falso. . ... , 

Un ejemplo muy simple ~". · ·éi. to~ñéo· con 3 vértices, para el 

cual ningün vértice es abscifbeni:Éi:. 

~> v,~IJ 
A partir de éste ültimo ejemplo podemos construir más 

contraejemplos, aumentando vértices. Podemos aumentar 

vértices de manera que siempre las flechas de los vértices 

aumentados vayan hacia v1 ,v2 ,v3 y entre ellos en cualquier 

dirección y en cualquiera de los 3 colores.De esta manera no 

existirá ningün vértice absorbente por trayectorias 

monocromáticas. 

El siguiente además de contraejemplo al corolario para 

torneos tricolores es un ejemplo de un torneo que no posee un 

conjunto S absorbente por trayectorias monocromáticas de 

cardinalidad 1 6 2. 

Ejemplo: Sea T un torneo finito con vértices: 
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Y con las siguientesai!ista~: 
>. ",· 

(a,,a.>. (b{;b2) '.;~(c,;c.> :. color amarillo 

ca., a:J> , ·'.i¡,~, t:~í . '<~~)'~J.X ~~1~~ azul· 
~ .;.'. :,:; ·:, "'"•' - - . '_ {. ... . '. 

cá.,'1;¡·, ·:cil,;IJ¡) '·(c~;c,) .. color'blarico 

(a1,l:>¡)_ \);: ' color amarillo 
- , .. -- ,,., ... 

(b11Cj), '. color azul 

(c11 a¡)·· color blanco 

Como se puede ver ningün vértice absorbe a los demás. además 

no existe un par· .da vértices que absorba al resto. Por 

ejemplo S={a11 b,} no .absorbe a b3 : 

comenzando una trayectoria por b3 s6lo tenemos: 

(b3,b1) Y (b31 c1) 

En el primer caso de b3 a b1 tenemos trayectoria blanca, 

después de b1 s6lo podemos seguir con trayectoria amarilla a 

b2 o con trayectoria azul a c 1 de manera que en ese momento 

se acaban las trayectorias monocromáticas. 

De b3 a cualquier c 1 tenemos una flecha azul, luego de cada 

c 1 hay flecha a a 1 pero en color blanco lo cual rompe lo 

monocromático, 

Erdos plante6 un problema que aün sigue abierto: 

Dado un torneo T n-coloreado por aristas ¿Existe un entero 

f(n) tal que existe S~V(T) con s absorbente por trayectorias 

monocromáticas y LSL f (n) ? 

En estos términos el corolario simplemente diria que f(2)=1. 
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Muy particularmente Erdos plante6 la siguiente pregunta: para 

todo torneo tricoloreado por aristas ¿existe un conjunto 

absorbente por trayectorias monocromáticas de cardinalidad 

3? , es decir ¿f(3)=3?. 

En ciertos casos particulares el corolario sigue siendo 

válido para torneos tricoloreados como es el caso de los 

torneos transitivos. Enseguida veremos otro ejemplo de torneo 

tricoloreado en que el corolario sigue siendo válido. 

Teorema 1.2.2. (8) Sea T un torneo cuyas aristas están 

coloreadas con 3 colores y cuyo conjunto de vértices puede 

ser partido en conjuntos ajenos de manera que : 

(i) Dos vértices en diferentes conjuntos de la partici6n 

siempre están unidos por una arista roja. 

(ii) Dos vértices en el mismo conjunto de la partici6n están 

siempre unidos por una arista azul o verde. 

Entonces existe un vértice v de T que es núcleo por 

trayectorias monocromáticas. 

Demostración: Sean B1,B2, ••• Br los elementos de la partición. 

Vamos primero a definir un orden para cada B1 de la siguiente 

manera: 

Las aristas de B1 están bicoloreadas y B1 es un torneo por lo 

tanto de acuerdo al corolario visto existe v1eB1 tal que x -> 

mono v1 V XEBI-{V1 } • 

De la misma manera, B1-v1 es torneo bicoloreado por tanto de 
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acuerdo al corolario tenemos un elemento v2 tal que \/ xeB1-

{v11 v2 ) existe una. trayectoria monocromática X...,•n•V2 • 

continuamdo asi, c6~ó ·si · ~~-· fi~i to, ~.:memos un orden lineal y 

por tanto un ·orden' ~~;~iaÍ::_~e sus. elementos, digamos: 

Ahora defin:l.~~~.' ;~~v cii)<lcsiguiente manera: 

(i) si x y 'i'.~~tán iri ,ciú~~entes conjuntos de la partición y 

{X->rojoV) , ''l.'c · 

(ii) Si X y'±:'~~~áh~r~~,}~~.!~ls~o c~njunto de. la ~~~t.~ci6n y 

~::i; Si x y v i~~~Ii·:eni~•n'!,1.~. 1i····,sá~.··. cd~j~~t~•; de la p~rt¿i6n y 

v<x pero (x->ro)~v) (~s; ~~d{r; \\·gl~~;~·):'.)·~J~·' ~~~ 1 i:~ayectoria 
exterior a B1) • 

\_'./: --r., ~·~i'.';. -:-:':· 
.-"¡; ~·. 

Nota: obsérvese que se pero el 

inverso no necesariamente. e~ válido:' si (X->verdeV) pero V<X y 

además no existe trayectoria rof<l de X a V, estando X,V en un 

mismo B1, entonces (XJ...,V) pero (X-lmonov) • 

Para cada vértice de la digráfica definimos N(x) como el 

nfimero de vértices tales que (v....,x) 

Sea v un vértice tal que N (v) es lo más grande posible. 

Afirmamos que ese vértice satisface las condiciones del 

teorema. 

Vamos a suponer sin pérdida de generalidad que veB1. 

Vamos a suponer que v no cumple las condiciones del teorema y 

llegaremos a una contradicción. 
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Si v no cumple las condiciones del teorema, entonces existe 

un vértice w tal que (Wl-lmonoV) • 

Primero supondremos que w¡!Bt, entonces existe una arista 

directa de v a w roja. 

ll6tese que 1/ xeV(T) tal que (x-1 .. JoV) entonces (X->r•JoW) pues 

tendríamos (X->r•J•V) y sabemos (v->roJoW) entonces por 

transitividad (X->r•Jow). Es decir para todo vérice x para el 

cual existe una trayectoria' de x a v en rojo también existe 

trayectoria de x a w en rojo. 

Por la observaci6n anterior, y _como N(w)~N(v), tenemos que 

entre los Vértices X de B1 - tales que (X-lmV) donde 

debe existir v' eB1 tal que:." (v'-1mv) 

particular (v' /->roJoW) • 

De los elementos v' tales cjue\v'<v y 

y (V' /-!mW) En 

(v' /-lroJoW) elegimos 

aquél a partir del cual tod_os los siguientes vértices tengan 

trayectoria monocromática _a' w :· 

En B1 tenemos un orden digamos: __ _ 

Nos fijamos en y que 

están antes que v. Elegimos el iiltlmo_,_ (el más cercano a v) y 

los V' para los .·cuales (V' /-lrojoW) 

lo denotamos vo'• 

Vamos a demostrar que N (v, 1 ) :_ > N'cv) • 
. ·,. '.-· . .... ¿:;:· .. -. 

de'-· manera : que v<x 
;-:=_~\:_>·;" 

(a) l/x tal que (X-lmV) y (X-lroJoV) 

Si v<x como 

(x-1mv0
1 ): 

v,'<v por tr~ri~¡fi:vidad 
e:; -r:·,"\~r~·-·-,::''=::~~ ·-: 

habíamos visto qu~< (x:.r~J~w) 

v/<x, además si 

tendremos que 

(X-lrojoV) y como v,' y w están 



en diferentes B1 y como (V01 NroJoW). entonces (W-lroJoV01
) por 

lo tanto (X->roJoV0') y por 
· .. ; ' 

lo tanto (x-1mv0' )'.. · 

(b) Para. ¡~d;,',é;:~, ; 'qJ~.;' está entre v. y v. I tenemos que 
.. . -: :·.:_¡¡'.·-:< ;~·:. "; ... '··º>.'.; 

cv,-1monov.') Y~.'CYiif'~n~~í!.; ;L, ,': . 
(c) Nó.tese 0 qu~(ººlll(J,\);,Cv.'.~'...roJow) i~ntonces (w->r0Jov0) y por 

,;•·¡· .. 1. -:·,., 

la elección de::v~' ten~,Ji;oil;,ciue.'fiido v" entre v 01 y v cumple: 

(v"~roJoV0 ') / por 

lo que V v 11 ·entre Vó' y v .. (v11-1mv0') 

Por ·lo tanto V x tal que (x-1mv) (x-1mv0'), excepto v 0' pero 

además (v-1mv0') como (w1-1mv) entonces N(v0') > 

N(v) lo cual es una contradicción.De modo que para el caso 

weBt se llega a una contradicción. Veamos ahora el orto caso. 

supondremos ahora que existe w~v con weB1 y 

llegaremos a una contradicción. 

Como (w1-1mon•V) entonces (v-1mw) y v<w. 

(W/-lmonoV) y 

Se observa que para todo vértice XeBt y tal que (X->r•J•V) 

entonces (WNroJoX) pues si (W->roJoX) como (X->roJoV) 

entonces (W-lroJoV) contrario a la suposición de que 

(W/->monoV), por lo tanto V xeB, si (X->•V) I entonces (X4W) • 

Por tanto como N(w)sN(v) debe existir ueBt tal que (u ..... v) y 

por lo tanto u<v y (Ul->mW) • Como (w-1mw) entonces u<w por lo 

tanto w<u y (U1-1roJoV) . Pero si (U->••JoV) , entonces tiene 

que haber una trayectoria roja de u a v que no tiene aristas 

en Bt por tanto existe un x0 fuera de Bt tal que 

(X0->roJoV). Como Vx tal que (X->roJoV) entonces (X->ro)oW) 
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en particular para dicha x0 y como (u..+roJoX0 ) entonces 

(U->r•J•W) con lo cual llegamos a una contradicción. 

En ambos casos se llega a una contradicción por lo que v 

cumple las condiciones del teorema. • 

N6tese que ningQn torneo con ·1as caracteristicas del teorema 

contiene ciclos de 3 vértices tricoloreados. 

Dado un torneo T tricoloreado tal que no contenga dichos 

ciclos ¿tendrá un nQcleo por trayectorias monocromáticas? 

Veamos ahora un teorema en el que se da una respuesta parcial 

a esta pregunta. 

Llamaremos T3 a los torneos 3-coloreados transitivos, es 

decir a los torneos del estilo: 
lo 

~ 
ª~e 

Y Llamaremos C3 al ciclo 3-coloreado: 

.A, 
Donde (1,2,3) son los colores son los colores asignados a las 

flechas correspondientes. 

Teorema l. 2. 3. [ 9] Sea T un torneo m-coloreado el cual no 

contiene ni T3 ni C3 • Entonces existe un vértice v de T que 

es nGcleo por trayectorias monocromáticas. 
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Demostración: Se hará por inducción, sobre el orden n de T. 

Los casos n=l y n=2 son trivial~s~ .. 

Supongamos que el resultado es válido:para m:con '2<m<n. 

Entonces según la hipótesis dé in~~?ci6n Csi a : T: le quitamos 

un vértice, el resultado será válido. .'.-··.; 

que v veT existé .unc.vé.rÍ:i~~;:~que. es· nücleo 
. - -:~:·;',\.J.·::_· ,\H::~~". .. _·._:: ·, 

Tenemos entonces 

por trayectorias monocrom&ticas de. T.;.{v}': .. :A .dicho vértice lo 
':· ,, . ;,·_l ··-~ - _;J;:~:¡_:;t;:r·:' · 

llamaremos f(v). . i!; .. .. :V;.{hú>+ 
En adelante supondremos que f(v). 'é6',{úna<funci6n biyectiva 

¡,··:¡ :\'.''..,,'i':'..¡;': •. :!J:;.l)!Í".;:;.:::>:.,-

para la cual se cumple ·qué··" no" iéxfste . trayectoria 

monocromática de v a f(v) , ~s de~i~: ''cv1-1manóf(v)) pues en 
'"' <.\:'::•;;:t:·,~·:~•' •e ·,·:~· ;: > :·t;:• : 

caso contrario ya estaría demostrado el:résultado: 
'\ ·-::,J: '~- _., ·,: ,. 

Prueba: 

(l) Supongamos que existe u tal que (_U-1morÍo~ (u)), . entonces 

como f (u) es nücleo de T-(u}, V xeT-{ui,;. (X-lm~nof (u) ) pero 
'.: ~. 

también (u..,..anof (u)) por lo que«· V xeT · (X..,..onof (u)) y el 

teorema estaría probado. 

(2) f (v) es biyectiva: 

f(v) es inyectiva: 

Si f (u) =f (v) entonces (X-lmonof.(v)) V xeT-{v}, supongamos ueT-

(V}, entonces (U..,..•nof (V)). pero f (v) '=f (u) por lo que 

(u-1manof (u)) contradiciendo. ( l) , por lo tanto u~T-(v}, es 

decir u=v 
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f (v) es suprayectivaL 

sea weT arbitrario, .. si no· existe v tal que f(v)=w entonces 

como V veT exist;e , i:'(v) ~u~~r.f.~'· de~¡r que que hay un f (v) que 

se repite ·,•fcv;¡',;,fCyjJ)•pára Jy1~v¡ fo 
.! '--~\. _,., ' ;: ·-·' ~ ~--

propiedad' iny.ic~:i.xi{; ,• j\~·' ,, · • •, ·.· 
;·.·~... ,,.,_~_1-· 

Por···1a tanto•.v i;(áT:3ivt~í 9üe:,;.,;.fCvJ·. 
, ··- il~·:-.z~.s: ::· !"': .- .. -,r-~::·: ,.-.. _ 

'' ' -- .:.:~ .. ~~. ;::--~-~~-}'.;; ' 
-.-. ' - J' 

vamos• ahora a s'i:ibindexa.t'''Ybs'':;;.é'rtices ,. -·_. --- -

manera: v1 • lo eÜjo ~rbltra~iamente, 

cual contradice la 

de T de la siguiente 

busco f (v,) a este 

elemento .lo llamo v., es decir f(v1 )=v2 enseguida busco f(v2) 

y lo llamo v3 , tengo f (v2) =v,, etc. hasta terminar los n 

vértices de T. 

Ordenados de esta manera los vértices de T, vamos a demostrar 

que existe una partición de los vértices de T en ciclos 

ajenos. 

Prueba: comencemos con v,, entonces v1=f (v) para algún veT 

pues f es biyectiva, supongamos v1=f(v.
1
). También tenemos 

que como (v1-1monof (v)), en particular (v.
1
1-1monof (vn,)) , pero 

como tenemos un torneo, entonces f (v.
1

) es adyacente a vn
1

, 

es decir (f(v.
1

) ,vn
1
leF(D), pero vn

1
=f(v.

1
_,) por lo tanto 

tenemos Cv1·,·f(vn
1
_1J)eF(D), de la misma manera 

(f (v.,_1), Vn
1

_1=f (v.
1

_2)leF (D) teniendo asl'.. la trayectoria: 

Cv,, f (vn,-tl, f (vn,-2l l 

Continuando este procedimiento tenemos una trayectoria más 

larga y llega un momento en que llegamos al vértice f (v1 ) y 

finalmente f(v1 ) es adyacente a v1 , cerrando de esta manera 
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un ciclo, al que llamaremos e,. 

c1=(v1,f(vn,-tl ,f(v.,.,J, .•• ,f(v2 ) ,f(v1 ) ,v1) 

C1=(V1 'Vn1; Vn1'"'1 'Vni-2' • • •, V3, V~, V1) 

Tomemos ahora el vértice vn,+1' éste es un f(v), digamos 

v.,.,=f(v.
2
). Obsérvese que v.

2 
no es ninguno de los vértices 

usados en c1, pues cada vértice tenia su correspondiente f(v) 

contenido en c1. Por el razonamiento anterior f (v.,> es 

adyacente a v.2 y v.
2
=f (v.

2
• 1), es decir 

(f (v.
2

) , f (v.
2

_1 ) leF (D) lo cual es lo mismo que 

(Vn1+11Vn,)eF(D). 

Seguimos de la misma manera que se procedió para el ciclo e, 

y tendremos la trayectoria (f(v.,> ,f(v.2•1) ,f(vn
2

• 2 ), ••• l. 

Al igual que anteriormente llegamos a f(v.,.,) y este vértice 

es adyacente a v.,., con lo cual cerraremos un segundo ciclo 

C2, el cual es ajeno a e,. 
C2=<v.1•1 , f (v.2_1 ) , f (v.2~2) ·'; •• , f (v.1•1¡, v.

1
• 1> 

C2=(Vn1+11Vn2 1Vn2-11Vn2~21 • ~ •.1_Yn1+2 1 Vn1+1) 

Como se puede ver los vértices de este ciclo no se repiten 

con los vértices del ciclo c 1, si seguimos sucesivamente 

obtenemos una partición de los vértices de T en ciclos 

ajenos: 

(V1 'V2, V3, • • • ,vn1)' (Vn1+11 • • • ,vn2>, • • • 

supongamos que hay más de un ciclo, entonces el ciclo c1 

tiene menos de n vértices y por hipótesis de inducción para 

ese conjunto se cumple el teorema. De manera que existe un 

vértice v de C1 tal que es núcleo por trayectorias 
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monocromáticas de c 1 • Pero para cualquier:···v,ec,, ·f(v¡)eC1 , 

por otro lado como f(v> es biyectiva;· toc'los · 1ós. '.f<v,¡ son 
. . - '·. .':·:· : ('(.-( >'~1.:-:·,,, .. ": -. 

distintos y todo v1 es un f (w) , · én"·p·ari:::icular} ·· v;,,f (w) para 
,-;:.. . f ::,..·,' ::< ~~· ,: -~;:;'.:';;;~ :-::::_:.,;~,~.:; :;-;,;::\~ '. --: .. ' 

algún wec1 y entonces (W-lolonot:(w)) ::'j~loj1_que contradice 
·,;· .. -. ::,·;:·-.. ~·, ... ':;-~\~:.' :_f:-:c;~~~-~ :- ~;;~_;.'·_:~',¿,: :·. :; -~ - -

nuestra suposición. concluimos. ·qlleJ':existe'<i;'un:':solo ciclo, 
-. -. •: ;.:::!?··'·~:;::~::_.;·-_:o~-':::.-.-. -

C=(v11 v2 ,v,, .•. ,v.). las aristas· 'da·: ''".dicho·,. ciclo son: 
.--~: 

(Vn,Vn-1) 1 (Vn-1•Vn-2J 1•.•,{V3,V2)1 (Va,viJ/év;;v~).: .. ;:·:.: .. 
Supongamos que estas flechas tieneri · ~:~·igri~~;~· ·colores de la 

siguiente manera: 
.":~,_- .' .. -. 

Si los a1 

Flechas 

(v1 , v.)-------''----,_:'"ª~\: . 
(Vnr Vn-1.).------:_:~~~-~~~l--· -
cv._1 ; v~~•l -:-:.,.~-::.;~ ... ª~22 ··. 

(V3, V2)--,..,.----------a2 

(v2 , v1 )-------------a1 

l:<isn son todos iguales, entonces {v ...... onov1 ) 

siendo f(v.)=v1 lo cual contradice la suposición (1). 

Por lo tanto hay por lo menos dos a 1 diferentes. 

supongamos sin pérdida de generalitlad que ª-'"ª•-l y 

supongamos también sin pérdida de generalidad que ª•-• es de 

color 1 (a0 _1=l) y ª• de color 2 (a.=2). 

Por otra parte V xeT-{v.} (X-lm•nof (v.) l pero f (v.) =v •• 1 segtin 

los indices dados, por lo tanto, V vértice x de T-{v,} 
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(X..,,.onof(V,)), en particular v ... ¡, entonces (V8 _ 1.:+a.onoV11+1' . 

Supongamos que el color de dicha' trayect'oria·.es b. Dicho.b no 

puede ser de color 1 6 2. s.i b~l, 'ent~'nces (v.:+cuv, .. 1), 
:.'·· ;,,,,:_ 

es 

cual'.' es::· •:'una·• contradicción; 
~;:~·;. ·, ' '·:: ;; .. 

decir (V8 ..,,.onof {V8 )) lo 

cv.~¡:.+c21f(v~:;¡) que' es' también una 
¡ ·'"' .·.·,':_ ·\··-···,. ,-: 

análogamente si b=2 

contradicción por lo tanto ·~H: y :¡;~2/:'' · 
De las trayectorias mcincicro~~~i~~~· de 

·:,,,. 

cC:~~-~: -~,'~~ _cy~~~1~~~-i / U21 • • • t Ut-1 t Ut=Vs+l) de longitud más y 

supongamos que el cplor b de·~~1fh~h~~yectoria es b=J. 

'11 .. 1 
v •• , 

Ahora vamos. a. las flechas entre u1 y v. para 

l<i<n. como T· :es 'un· torneo debe haber flechas entre dichos 

vértices, dichas flechas cualquiera que sea su sentido no 

pueden ser 

(v, .. 1-m>f(v, .. 1 ) )ó 

suposición. 

de color 3, pues tendr1amos ya sea 

(V8 :+(JJf (v,)), lo cual contradice nuestra 

Nos fijamos en la flecha entre u2 y v., cualquiera que sea su 

sentido tendr1a que ser de color 1 6 3 pues la hiótesis del 

teorema es que no hay triángulos tricolores, ya vimos que J 

no puede ser, por lo que tiene que ser l. 

Análogamente para la flecha entre u2 y v.. Continuando as! 

llegamos a la flecha entre u, .. 1 Y v. ésta también tendr1a que 
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ser 1, pero entonces el triángulo llt_1 , V 8 , V 8+1 estaría 

forzado a ser un triángulo tricolor, llegando as1 a una 

contradicci6n·. Lo cual demuestra que los a 1 son iguales y por 

lo tanto existe un vértice que es nücleo por trayectorias 

monocromáticas. • 

Un corolario inmediato que se babia visto ya como corolario 

al teorema 1.2.1. es el siguiente: 

Corolario 1.2.2. SeaTuntorneo bicoloreado, entonces existe 

un vértice que es.núcleo por trayectorias monocromáticas. 

otro corolario es el siguiente: 

Corolario 1.2.3. Supongamos que T, H1 , H2 , ••• ,Hn son todos 

torneos m-coloreados (no necesariamente con los mismos m 

colores) sin T3 ni C3 tricolores con V(T)={v1 ,v2 , ••• ,vn}• 

Sea T' el torneo que resulta de reemplazar cada vértice v1 de 

T por H1 , dejando todas las flechas entre H11 H¡ del color que 

babia entre v1 y V¡ pero con sentido arbitrario. Entonces T' 

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Demostración: T' es torneo pues as! se construy6, T' es m­

coloreado pues T lo es y los H1 lo son. También se tiene que 

T' no contiene ni T3 ni C3 tricolores. Supongamos que 

tenemos una tercia de vértices arbitraria v., v,, v.: si los 
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tres . pertenecen a un. mismo H1 

tricolóres por. la, hipótesis ; si 2 

y otro a otro ~H J:;-_ supongamos por 

VzeHj ¡.'~~tonc'e~ Tas flechas que . . ·- ·-.-:,· 

entonces no hay 

pertenecen .a un 

ejemplo que v., 

unen VxVz y VyVz 

T, ni ·e, 

mismo .H¡ 

v;eir1 y 

son del 

misnio cóloi;:O- por. la consrucción de T' y por lo tanto no 

for~':in. ~_K/f,'~i C3 tricolores; finalmente si los 3 vértices 

perten~,~~n . a · H1 diferentes , tampoco formarán T 3 o C3 

tricolo~~~ ya que entonces en T habría. 

De esta manera T' cumple las hipótesis del teorema y por lo 

tanto existe nücleo por trayectorias monocromáticas. 

Observación 1.2.3. Obsérvese que este corolario para el caso 

m=J implica el teorema 1.2.2 .• 

Demostración: supongamos que tenemos las hipótesis del 

teorema, entonces llamaremos T a la gráfica que resulta de 

sustituir cada conjunto B1 por un vértice al que llamaremos 

v1 y a las flechas entre los B1 y BJ por una sola flecha 

entre v1 y vJ en cualquier dirección y del mismo color que 

todas las flechas entre los B1 , entonces T es monocromática. 

Por otro lado sabemos que B1 es completa y bicoloreada en 

flechas, hagamos H1=B1 • Finalmente llamemos T' a la gráfica 

del teorema 1.3., entonces T' cumple las hipótesis del 

corolario y por lo tanto tiene nücleo por trayectorias 

monocromáticas, lo cual muestra el teorema 1.2.2. • 
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Si en el teorema 1.2.3. pedirnos únicamente que no haya e, ó 

únicamente ·que. no haya T3 , entonces podernos encontrar 

contraejemplos::/ 

El torneo G5 qu.e ... ,;,.;·.muestra en la figura no contiene e, pero 

si T,. G5 . no tie~~ ,·~Ü~ieo por trayectorias rnonocrorn&ticas ya 
·_·,,-· .. -·· ·' 

que v,.i/..,,.•nav1 (donde i se ha tornado módulo 5) lo cual nos 

da un contraejemplo ·al teorema 4 cuando una de las hipótesis 

no se cumple. 

'flf!l : 3 ~. 
Uno dé lcis T3 de G5 es v1 v 4 v5 • sin embargo revisando todos 

los. :t~ilin'~1ü;os notamos que no hay e,. 

También a partir de esta gr&fica podemos construir una 

infinidad de contraejemplos; para ello afiadimos un vértice v6 

y lo unirnos a todo vértice de G5 en la dirección de G5 • 

Podernos de esta manera seguir construyendo contraejemplos 

dirigiendo cada vértice nuevo en la dirección de los de 

indice menor, de esta manera se. sigue cumpliendo que 

(v,.,, ........ v,) y no hay e, tricolores. 

Contraejemplos para el caso en que el torneo no contiene T3 

pero si e, tricolores: 

Partirnos de la base de tener un e, tricolor, después afiadirnos 

un vértice v 4 dirigido hacia v1,v2 ,v3 con color (4) • Después 

otro vértice v5 con flecha de color (4) hacia el resto de los 

vértices y asi sucesivemente. Este torneo no contiene T, 

tricolores. A partir de v4 ningún vértice puede ser 
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absorbente, además v1 no absorbe a v2 en trayectoria 

monocroática, (v3/->monovz) y .(v,,...;. ••• v,¡ por lo tanto ningún 

vértice es absorben.te .por trayectori.as monocromáticas. 

El misnío contraej empió • p~~a ;.~~3 .·~a~·iendo todas las flechas 
·:···,·.':'-. ---~ ,'_'·'.~.'--. ···:·>:··., '. 

afiadidas. d.e co.lor:·c3¡•,;,.~.~.v~z.de•·c4¡. Tendr1amos un torneo 
;. -~ . :~.;:, -

tricoloread·o· cien' c3 P.e~~ ~~n T3 tricoloreado que no satisface 

el teorea l. 4 •• 

CONCLUSION. 

La conjetura planteada no ha sido resuelta, aunque se vio un 

ejemplo de torneo sin C3 m-coloreado con m~s que no cumple la 

conclusión de la conjetura.. Es decir para m=3 y m=4 la 

pregunta sigue abierta aunque para m~5 hay contraejemplos. 
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C A P I T U L O II 

ALGUNOS CASOS PARTICULARES DE LA CONJETURA 

DE SANOS SAUER WOODROW. 

Este capitulo ilustra la validez de la conjetura de Sands 

Sauer Woodrof para casos pequeños. Se comprueba para ns6. 

Al inicio de nuestro trabajo, demostramos "a pie" de una 

manera rápida que la conjetura era válida para 4 vértices. 

Después tratamos de encontrar un comportamiento general 

analizando sucesivamente los casos n=5 y n=6 comprobando la 

conjetura pero sin llegar a ningün resultado que nos mostrara 

el camino para una demostración general. 

Estos ejemplos permiten apreciar el grado de dificultad del 

problema. 

Los resultados mencionados en el presente capitulo se hicieron 

en colaborci6n con la Dra. Hortensia Galeana Sánchez. 

41 



2,1,NOCIONES PRELIMINARES, 

Analizaremos la conjetura de Sands, sauer, Woodrow en algunos 

torneos particulares. Siendo n el orden de la digráfica, para 

n=l o n=2 el resultado es ,trivial, veremos pues los casos 

J:sn:ss, 

Primero anotaremos algunos conceptos que nos serán de 

utilidad: 

Definición 2.1.1.sea D una digráfica m-coloreada en sus 

flechas,m~2 ·(Es decir,sus flechas han sido coloreadas usando 

m~2 colores) Llamaremos la cerradura transitiva por colores de 

D (abreviando c.T.C.) denotada C(D) a la digráfica definida 

como sigue: 

V(C(D) )=V(D) 

F(C(D))=F(D)U{(u,v) de color i tal que existe una uv­

trayectoria monocromática de color i en D}. 

Nótese que para cualquier digráfica o, se tiene C(C(D))"C(D). 

Observación 2,1,1. nótese que si T es un torneo m-coloreado, 

entonces: 

C(T) tiene nQcleo T tiene nücleo por trayectorias 

monocromáticas. 
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Un teorema muy ütil que enunciamos sin demostraci6n es el 

siguiente: 

Teorema 2.1.1. [2] Una orientaci6n o normal de T tiene 

nüclea<>todo ciclo de O tiene al menos una flecha simétrica. 

Antes de ver las demostraciones de los casos particulares, 

recordemos la conjetura: 

Si T es un torneo 3-coloreado sin c3 tricolor entonces T tiene 

núcleo por trayectorias monocromáticas. 
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2.2.LOS CASOS n=J y n=4 

Caso n=J 

Denotamos por T al torneo 3-coloreado :con J vértices sin C3 

tricolor. 
', .. · 

consideremos C(T) de1::torneo;·.canio T ·s6lo tiene ciclos de J 
,< -,·::;:::~~~> ., 

vértices entonces C(T)>también1 por lo que basta ver que todo 

ciclo dirigido deo, card.in,aÜdad 3 tiene al menos una arista 

simétrica. 
·.' 

Tómese cualqui;_.r' ciclo , del torneo, por hipótesis dicho ciclo 

en T tiene. que c{~~~f'· á{ menos 2 aristas del mismo color, esto 

implica qu~ •,·en .e{~¡ 
(Véase la' figura). 

existe al menos una arista simétrica 

~ 
Por lo tanto todo ciclo dirigido de C(T) tiene al menos una 

flecha sirnétt:,ica y por lo tanto C(T) tiene nücleo, lo que 

implica que T tiene nücleo por trayectorias monocromáticas con 

lo cual la conjetura queda probada para el caso n=J. 

Caso n=4 

sea T4 un torneo con 4 vértices , 3-coloreado sin c 3 tricolor. 

Tómese C(T4) y en ella un ciclo asimétrico de longitud mlnima. 

Dicho ciclo , si existe, tiene que tener 4 vértices, ya que se 

vió que todo ciclo dirigido de 3 vértices en la cerradura 

transitiva por colores tiene flecha simétrica. 

Sea C4 dicho ciclo dirigido en C(T4 ), corno en e, no hay 
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aristas simétricas, no puede ser un ciclo monocromático, es 

decir hay al menos 2 colores y por tanto hay 2 flechas 

consecutivas con· colores distintos. Supongamos que V(C4 )={v., 

v2 , v3 , v4 } y supongamos sin pérdida de generalidad que la 

flecha (v11 v.J tiene color !. y (v2 , v,J tiene color A· 

Obsérvese que dado que el ciclo es minimo asimétrico en C(T) 

entonce~ cualquier cuerda en C(T4 ) es simétrica, pues en caso 

contrario encontrariamos un ciclo más chico asimétrico en 

C(T4) • 

Por la observación que se hizo anteriormente, se tiene que 

(v3 ,v1 )eF(C(T4)). esta flecha no puede ser ni de color!. ni de 

color A ya que entonces se tendria una arista simétrica en c4 • 

Por lo tanto (v3 ,v1 ) es de otro color que designaremos 1: 

-·-rsr 
V.¡, z. V!;, 

Como la flecha (v3v1 ) es de color 1 y en T no hay C3 tricolor 

entonces (v3 ,v1 )eF(C(T4)). Esto ültimo implica que existe una 

trayectoria monocromática de v3 a v1 en T. 

Vamos a ver que posibilidades hay para dicha trayectoria. 

La trayectoria debe comenzar en v3 ; de v3 puede ir a v., v2 o 

v4 • A v1 vimos que no es posible, pues habria C3 tricolor; de 

V3 a v2 tampoco puede haber flecha en T pues ésta seria 

simétrica en C4 lo cual es una contradicción. 

Asi que v3 va a v4 en color 1· 

Es importante observar que una vez que se ha utilizado algún 
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vértice en la. trayectoria. no. se puede repetir. 

La trayect~da cci~tinua¡á de v4 a otro vé~Úce, el cua1· no 

puede ser v3 ;)?6r.;;lá;~J:is,é~va:;;i.6~:he~ha .. Ta~pocC>•p~<?de ir a v2 

~ljf i~l!lt\~f l~~:f ~i~~i~":~~:: 
en color.•:! ·.y;1éstá\ estla/•ünic:a ;pos ibili~a.4;;p.ara.·· l~'traye~toria 

de v3 • ª.·····.~·'· ~ll 'i; ~i~~~n~r,· .. T:·'/a·'~i~~·~ ·.~~~i~~t~~ia:· .. ·;é~emos 
entonces:' 

T~,,;{V31~4;v,l' 

,_-. -· ~ 

v4 , entonces no 

puede ser de color•J.;,!>ue~';ellJ_ta!-J'c;~~o (v1 ,v2 ) seria simétrica 

en C(T4 ); no puede se~.d.licolor i púes entonces (v1 ,v4 ) seria 
• • . '; ~·.;.'. ·1', :.· ·,.·., . ·: , 

simétrica, y no puede\~e~: de'.c61~r ·A porque en T habría un e; 

tricolor. 
··';:;, 

segundo caso:':la.a~i~ta.·de Tes (v4 ,v2 ),entonces no puede ser 

de color ,¿ pues (v.;, v3 ) seria simétrica en C(T4 ); no puede ser 

de color l. pll~~ habrÍ:a un C3 tricolor en T; no puede ser de 

color A pues (v3 ,v4 ) serla simétrica en C{T4). 

En cualquier caso se llega a una contradicción por lo que todo 

ciclo dirigido de C(T4) tiene al menos una flecha simétrica. 

Queda· probadá la conjetura para el caso n=4 . 
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2.3.CASO n=s 

Considérese ahora T5 un torneo de"cardinalidad 5, 3-coloreado 

sin C3 tricolor. 

Tomemos el ciclo de C(T5 ) de ca~dinalld~d ·minima' y asimétrico, 

vimos que tal ciclo no pu~¡~<f~~~{ ~;.:.rJin~Údad o 4, 
·,··, 

necesariamente tendrá 

figura, lo denotaremos C5 • 

':->.:,::,' 
~:: ' - _:·;. _ 

como se muestra en la 

Como c 5 es asimétrico, debe haber un cambio de color en 2 

flechas consecutivas, digamos que (v1 ,v2 ) es de color l y 

(v2 ,v3 ) de color ¡. Siguiendo el mismo procedimiento que para 

C4 , (v3 ,vi) es simétrica en C(T5 ), pues si no fuera asi, 

existiria un ciclo más chico y asimétrico en C(T5 ). 

Por lo tanto (v3 , v1 ) eF(C(T5 )) y por el argumento visto para e, 

tiene que ser del tercer color d . Esto implica que en T5 hay 

una trayectoria monocromática de v3 a v1 en color d• 

Vamos a ver todas las posibles trayectorias monocromáticas de 

v3 a v1 y en cada caso llegaremos a una contradicción, lo cual 

implicará que c5 no puede existir y por tanto que todo ciclo 

dirigido tiene al menos una flecha simétrica. 
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. . 

Primero veremos cuáles serian. todas las posibles,.trayectori.as 
. , '··. :·.·}' ; 

en T para unir v3 con v1 en coclor.:·;¡_. ·. · .; :""· 

N6tese que que no se pueden r~~e~i~ 'Vért.i.c:es '. p~~-~ ; ~ri tal caso 

se puede suprimir el ~iÓÍo :;:~~:';~~lq'f;ii~!~6.i¡\'~L}f~~~ti; un 

::::7:, ~:.::. V~,;;}~i~ii11~"¡~~V'i: ;• ::·: ·: :: 
habr!a un C3 .tricol~·¡¿; ./: ·· ·· •· ·· 

Asi para inic.iar la trayectoria 'scSl~ hay 2 posibilidades • 
. -·-

l 0Iniciamos por (v3 , v4) Las posibilidades son de v4 ir a v., 

Un primer subcaso es ir con lo cual se termina la 

trayectoria: 

,, 

Trayectoria .(ll={v3 , 

Un segundo subcaso:·. si- :'.de:. v4 c. vamos a v2 se genera la arista 

(v3 ,v2 ) simétrica en :c~(p~r' E!ste motivo queda descartada esta 

posibilidad. 

otro subcaso es ir de . v4 . a v5 y entonces sólo resta ir a v 1 y 

terminar la trayectoria pues si de v5 se va a v 2 entonces se 

genera arista simétrica en C5 , se forma entonces la 

trayectoria (b) 
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v, 

Travectoria 1.!!1.={v3; v¡'; · .. v5 i'' 
-~ .. :;e; ' •. :•,.' ,:, 
-..-,.:' ;: .. -:~ '~· :)~<' 

2•si iniciarnos por ' .• <v~;v~i\' ~tenemos; variils posibilidades para 
- '~·-

continuar la trayectoria·; .~onÚnll~r p'ór v 1 ,v2 o v4 • 

si continuarnos por v1 ter~in~mcis iá trayectoria y la llamarnos 

trayectoria (c) 

Trayectoria .!Ql_={v31 v5 ,v1). 

Si continuarnos por v2 no se puede ir a v 1 pues habria una 

arista simétrica no puede ir a v3 o v5 pues ya fueron 

usados, as1 que tiene que seguir por v4., pero entonces genera 

la arista (v4 , v5 ) simétrica. 

De manera que estos son todos los casos posibles para la 

trayectoria de v3 a v1 en T en color 1. 

Ahora llegaremos a una contradicción en cada caso: 

Trayectoria -'-ªl={v3 , v4 , v1}: 
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Como de (v2 ,v3 ) 

(v4 ,v2)eC5 y es 

o,4, 
~l 

a ::(v3 ,y4 ) Ce_ªY:L:\ln,•·ca~bi? de_ color, 

de coior)•i:Yifla'; arista. (v2 ,v4 )•Ts; 

la arista 

puede haber e, tric?lc)r .;:ift~~6~s"§',(v~jv~>k~s'/de ~010~ 1.; co_mo 

(v2 ,v4)eC(C5) existe una. tfayéc;tdti~;;;;c.n~(;ro;;;áti6a dé color 1 

~~r:_'.::'·· que parte de v4 • 

'\;Jijf//' .... 
La única posibilidad para iniciar dicha trayectoria· es 

(v., v5 ) en color J.. Pero entonces {v11 v2 , v4 , v5 } es una 

trayectoria monocrom&tica en color 1 y por lo tanto (v1 ,v5 ) es 

flecha simétrica. 

Trayectoria 1lll.={v3, v 41 v 5, V1} 

'~~ 
v. l 

como hay un cambio de color en 2 aristas consecutivas (v2 ,v3 ) 

es de color A y (v3 ,v4 ) es de color ;i, entonces (v4 ,v2) debe 

ser de color 1. en la cerradura transitiva; por lo tanto en T 

debe haber una trayectoria de v4 a v2 en T de color J.. 
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La 0.nica posibilidad para iniciar dicha trayectoria es la 

flecha (v.,v1). 

Por otro lado la flecha (v1 , v,) eT,, dicha flecha de T no puede 

ser de. color. ,;¡,"pues la" flecha (v1 ,v5 ) seria simétrica; no 

puede ·ser de color · 1, porque habria un c3 tricolor en T y 

tampoco puede ser de cólor J. pues la flecha (v3 ,v4 ) seria 

simétrica. Hemos encontrado una contradicci6n para el caso (b) 

Trayectoria .Lgl=(v3 , v 5 , V1 } 

Teniendo esta trayectoria hay un cambio de color en las 

flechas del ciclo consideremos el cambio de color (v5 ,v1 ) de 

color 2 a (v,,v,) de color 1.; por esta causa la flecha (v2 ,v5 ) 

tiene que ser de color ~ en cerradura transitiva. 

La arista (v5 ,v2 ) está en T. Esta no puede ser de color 1. 

porque habr1a en T un C3 tricolor y no puede ser de color ,;¡, 

porque (v3 , v2 ) seria simétrica en la cerradura transitiva, 

por lo tanto dicha'.arista es de color ~ en T. 
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'·~·,, 
~~/ ' _: --~¡: .. ... ~.·<··.-.·~.~-.-: .·.~.!".º~(: __ · __ : : .. . ·. 

Como (V2,v5) es de color X··'!n)l,a,ce7radura .tran.sitiva,entonces 

hay e~ .T una trayect~~i.~i~o~~c~o'mátlca en T de 6oior ~ que une 
:-- ' -. ''- ... ~ .- - .~ - . . - - . - . 

v 2 con v5 • Analizando esta "trayec~oria vemos que la flecha 

forzada para . comenzarla. es. (v2 , v3 ) ; pero de aquí ya no hay 

manera de continuar pues dirigiéndose a v1 se produciría 

arista simétrica en C5 ; v2 ya se utilizó a v5 ya hay flecha y 

es de color ;i.; si va a v 4 se produciría (v4 ,v5 ) simétrica, de 

esta manera llegamos a una contradicción. 

como en cada caso se llega a una contradicción, concluimos que 

no existe ciclo asimétrico , es decir, todo ciclo tiene al 

menos una arista simétrica. Ahora podemos aplicar el 

teorema mencionado en el comienzo de esta sección para 

concluir que el resultado es válido para el caso n=S. 

2,4, CASO n=6 

Sea T6 un torneo 3-coloreado sin e, tricolor y cuya 

cardinalidad sea 6. 

Elijamos el ciclo mínimo asimétrico en C(T6). Como ya vimos no 

pueden tener menos de 6 vértices por lo tanto el ciclo mínimo 

debe tener 6 vértices. Lo llamamos C6 • 

C6 no puede ser monocromático pues no seria asimétrico por lo 
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tanto hay más de 2 colores_ en dicho ciclo dirigido. supongamos 

sin pérdida de generalidad __ que· (v1 , v2) . es de. color .! y que 

(v2 , v,) es de color ~. 

Siguiendo el mismo "razonamiento ·anterior la flecha. {v3 ,v1 ) no 
. ' . . _. . 

puede estar en T .y tiene 'que ser de cÓlor· l en la cerradura 

transitiva, lo_ cual implica que existe una trayectoria· 

monocromática en T de v3 a v1 en color l· 

Veamos cuáles son las posibles trayectorias: 

La trayectoria comienza con v3 y no puede seguir por v1 o v2 

pues habr1a arista simétrica en C6 • Por lo tanto de v3 se 

puede ir a v4 , v5 , o v6 • 

!•Iniciamos .la trayectoria por la flecha (v3 ,v4). 

Una primera :posibilidad es llegar a v1 directamente obteniendo 

as! ~na primera trayectoria. 
·V, V 

v_·,_ ~ --- ·"' .. 

• 
Trayectoria (a)={v3 , v., v 1} 

·;> -~>:-.·· ~:·>··_"l· . 

Si de v4 ahora vamos a v2 , se produce ·¡v3;v.J simétrica, por 

lo tanto debemos seguir por v5 o v6 • 

Si de v4 continuamos por v6 ya no podemos ir a v3 o v
2

, 

tampoco a v5 pues habría arista simétrica en c6 • por lo tanto 

de v6 , la trayectoria necesariamente debe seguir a v1 y 

terminar. 
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Trayectoria (b) ={v3 , v., v6 , v1 } 
"" ' v, ' 

' 

' 

v1 V11 
J • ... 

v1._ .i. ,., y~ . 

. , ·:~: 
si la trayéctori~ va de v4 ª. v~ hay 2 posibilidades, ir <! v1 y 

terminar: o. ¡r á v6 y luego a .v1 , es .decir ;~~y. otras 2 
·- '.·:.' ;·>··::' -.:.\",-, 

trayectódás posüiies: · · ' 

' ~.·.~ .. J··.•· .. ·•·. ; .• ·.··l·····.·.···y.: w 
V¡_' :t. ':"J" . ·. 

Trayector~a· (c)={v3 , v,, v~ 1 v1 } 

· .. €:) .. 
- '--·7' ··:- ••.. , ·- :: v.., ·. ~ "J 

Trayectoria (d)={v3 , v4 , v5 , v., v1 } 

con esta trayectoriil. terrnin~mo.s ,; las po:iibilidades al comenzar 

con la trayectoria don (~~:~;¡('. 
. ' . ~!-' 

2° si iniciamos. con cv;,~5{>\ 
Podemos dirig.irnos :arr'eétamente a 'v1 obteniendo una primera 

trayectoria. •• v, 
' 

v, v, 
Trayectoria· (e.)={v3 , v5 , v1 ) 

°1 t - V,s 
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Si ahora .de (v3 ,v5) intentamos continuar, veremos que no 

podemoi;; hacerlo por v2 porque la flecha (v3 ,v2 ) seria 

simétrica. · Tampoco podemos continuar por v 3 pues ya se us6 

este vé~tice. ·De la misma manera no podemos continuar por v4 

pues (v4,V,¡) seria simétrica por lo tanto tiene que continuar 

por v. y de v. sólo le resta ir a v,. 

Trayectoria (f)={v3 , v5 , v6 , v 1} 

3° Si ahora iniciamos con la flecha (v3 , .v6 ) 

Una posibilidad es ir a v1 y tenemos la trayectoria siguiente: 

Trayectoria (g)={v,. v6 ,v1 } 

Si de v. no se va a V1' tampoco se puede ir a V2 o a V5 pues 

en c. habría arista simétrica. Tampoco se puede ir a V3 pues 

ya se utilizó. S6lo quedaría ir a v4 y de V4 sólo a V5• Ahora 

si de V5 voy a V6 O V1 que son las únicas posibilidades , se 

repetiría una de las trayectorias (e) o (f), por lo tanto no 
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se considerará este caso. 

Análisis de cada trayectoria: 

Trayectoria 1ªJ_: 

La arista cv.,v,)eT y no puede ser de color A o ;J., está 

forzada a ser de color l· La flecha (V4 ,v.J pertenece a la 

cerradura transitiva por colores y es de color l· Por lo tanto 

de v4 debe salir una trayectoria monocromática en color 1 y 

ésta s6lo puede iniciarse de v4 a v6 o de v4 a v5 • 

(1) Si se inicia por (v.,v5 ) de v5 no puede continuar pues en 

todos los casos se llega a formar una flecha simétrica en C6 , 

llegando a una contradicci6n. 

(2) Si la trayectoria de color 1 la iniciamos de v4 a v6 

generamos la flecha simétrica cv.,v.). v, V 

v, ' -v • 
' 

V"' 2. V~ 
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Concluirnos que la trayectoria (a) nos lleva a.contradicci6n. 

Trayegtoria .L12J.: ~·.····· 

v,•~v •. 

. . ,;~Va,>.,;.-· .\ <, .VJ: . .- ;· 
: ~ :. :e '.... '• 

corno en el caso anterior . ·la ·flecha · (v.;v.> de la cerradura 

transitiva por colores existe y es· de color .!~ Entonces de v, 

parte en T una trayectoria monocrom~tica en color ,l; 

(1) Si comenzarnos por (v4 , vi) entonces la flecha (v., v3 ) eT y 

no puede ser de color 1 o l pues se producirla flecha 

simétrica, ni de color z porque habr!a en T un C3 tricolor, lo 

cual es una contradicci6n. 
~. 

•, 

v, 
(2) No podemos continuar por a lo visto en (1) , 

as! que dicha flecha no es de color .1 • Tampoco puede ser de 

color l pues tendr1amos el caso de la trayectoria (a), as! que 

tiene que ser z. 
Pero entonces la flecha de T (v1 , v3 ) no puede ser 1 porque 

habr1a C3 tricolor en T ni puede ser z o l por generar flechas 

simétricas, por lo tanto tampoco podernos partir de (v,,v5 ). 

Pero eran las ünicas posibilidades, asl que en este caso 

llegamos también a una contradicción. 
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"• V 

Trayectoria .Lgj_;_ 

"·.. ·V· •• • ••• 

- V'.L . a. ... "ª .-· ~~-:_:. 
cambio de color• en:.dos ··flechas consecutivas: (v.,v,i Como hay 

y (v,,v4 ) entonces existe 1il flecha (V4 ív2 ) .de ·color J. en la 

cerradura transitiva.por ·~oÍóre~. De modo que de v, debe salir 

una trayectoria monocromática en color J. en T. 

Dicha trayectoria s6lo puede salir con la flecha (v,,v1 ) o con 

(v,,v6). 

Analicemos los dos casos: 

Supongamos que inicia por la flecha (v4 ,v1). Entonces la 

flecha (v1 ,v3 ) que está en T no puede ser coloreada de ningün 

color. Si fuera .1 entonces (v.,v3 ) seria simétrica; si fuera 

1, la misma flecha seria simétrica. Si fuera A habria un c3 

tricolor en T.Se concluye que la trayectoria no puede iniciar 

por la flecha (v.,v1 ). 

"' . " 
, 

v, <: oJ''I 

3 

"a. ~ v., . 

Supongamos que inicia por (v.,v6 ). Entonces la flecha (v2 ,v,) 

no puede ser 1 o 1 pues se producirla una flecha simétrica, 

por lo tanto es de color A• Ahora veamos la flecha (v4 , v1 ) ; si 

fuera de color 1 tendriamos el caso de la trayectoria (a), si 

fuera de color 1 tendriamos el caso anterior, as1 que 
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descartamos esas posibilidades. 

La flecha (v4,v,), tiene pues color §., pero entonces (v1 ,v2) 

seria simétrica, con lo cual llegamos a una contradicci6n, 

concluyendo que la trayectoria de T no puede ser la (c). 

g v, V~ 

'3 

v,. :i. v3 
La flecha (v4 ,v2 ) es de color l. en la cerradura transitiva por 

colores por el cambio de color de dos flechas consecutivas. 

De v4 debe salir una trayectoria de color l. en T, las ünicas 

posibilidades para iniciarla son (v.,v1 ) y (v4 ,v6). 

supongamos que se inicia en (v.,v1).- Entonces --(vuv,)eT no 

:~e::e::n:r on~gh:b:i
0

a
10

::echa slmétri6a:.;. '2¡: fuera §. llabr1a C
3 

tricolor. v, 3 :; .· 

·· .. <· . 
. 

"•. V~ 
3 

VL · · '-'1 
supongamos que la trayectoria se inicia 

Entonces la flecha (v.,v4) eT y tiene que ser de color §., pues 
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si no se generaría flecha simétrica. 

v, 

,' 

Por otro ,'lado la .. . . . 

en la C(!~radura 'transitiva por colÓres. Esta 'flecha tiene que 

ser la,que cierre la trayectoria en color~. Pero entonces la 

flecha (v2 ,v5 ) o su simétrica no pueden llevar ningún color, 

pues en cada caso y para cada color se llaga a una 

contradicción. Descartamos también la trayectoria (d). 

Trayectoria .(.g.l.l ,g, 
v,. 1. v., 

Nótese que la arista (v6 ,v2 ) tiene que ser ,¡.Por el cambio de 

color de las flechas (v61 vd y (v1 ,v2), la flecha (v2 ,v6 ) de 

la cerradura transitiva por colores es de color lr entonces 

sale una trayectoria en T de color l que parte de v2 • Las 

posibilidades para iniciarla SOn (Va 1V,} 1 (v2 ,v4 ) O (V2 1 V5), 

Pero si iniciamos por (v2 ,v5) entonces (v6 ,v5 ) seria flecha 

simétrica, por la tanto este caso no se considerará. 

Supongamos que la trayectoria comienza par (v2 ,v3), en tal 

caso tendríamos alguno de los casos ya vistos de las 
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trayectorias (a), (b), o (c). ·s6lo que canÍbiaridó el color;¡_ por 

el J!,, el 1 por el ;¡_ y el ~ por el 1· 

· .. ·••·· .··.· .. ·.·.·~··.·.3.v'k[:·.·.·.·.'' '• 
"-...:· . t - - :~ 

.• •• "'< -

si inicfamos por (v2;v:J,f~~d:mos"'continuar por v6 y cerrar la 
~ - .- . . . . . ' 

trayectoria·,. pero eritorices .<v,,v,) seria flecha simétrica. 

si iniciamos por 

,. 
' 

v, 
'.continuamos por v5 la única flecha 

posible es (v5 , v6), pero entonces (v5 , v,) seria simétrica. Y 

terminamos con las posibilidades para esta trayectoria • 

.¡, !l. ., 

.,, 
l 

v, v,. 

• 
Va,.- ). '!/~ 

Trayectoria l.fl.l. 

,l2r\•&··· · .. v·.··.··.v, ~· 
V,1 :t.._- "J' 

Igual que antes (v2 ,v,) es "J!. en la· C.T.C. (cerradura 

transitiva por colores) por lo tanto hay en T una trayectoria 
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monocromática en color 2.. Quedan como posibilidades para 

iniciarla (v2, V3), (V2, V4) y .. (V;iVs) •· g{'. ini'ciamos 'con" (V2i V3) 
. " :.,, 

caemos en los casos de las,: i:rayect6'rfa:" (a)•, 'cl>J / (~) ·· ~ (d) 
'.·. ·' .. <--.:>< .'.-~-~.:: .. ,._:·r>._.. >.~ . 

quedando descartada dicha ·.posÍ.b:Uii:laC!:; . . :··· 
3·'·. 

. :;.:_,~ 

si iniciamos con (v;,·;v.i;.. la flecha cv.,v.J no puede 

ser de color .{.o_ ~ :Pg~- i)f~d~éÚ flecha simétrica y no puede 

ser l porque habri.a cd tri~oi~r • 
... \¡'" 3 

Empecemos por (V2,V4), por V5 después ya no se 

puede seguir por ninguna arista, as! que tiene que continuar 

por v6 y es la ünica posibilidad. continuando por v6 se 

observa que (v6 ,v2) debe ser 1, pero entonces los Vérices v2 

y v5 ,entre los que necesariamente existe flecha , no pueden 

ser unidos en ninguna dirección: si suponemos que (v2,v5)eT, 

no puede ser de color 1 o ¿ por producir flechas simétricas y 

no puede ser 2. porque habria e, tr.icolor; si la flecha de T 

fuera (v5, v,) no podria llevar color 1 porque habria c3 

tricolor ni 2. o¿ porque habria flecha simétrica. 
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Trayectoria ·.!.fil_;_ ~\ 
•,~v. 

v,. .v, 

Obsérvese que la flecha entre.v2 y v5 que pertenece a T si va 

en la dirección (v21 v5 ) , tiene que ser l. y si va en la 

dirección (v5 ,v2 ) tiene forzosamente que ser ~. consideraremos 

por tanto estos 2 casos. 

C,q,So U) 
v, 

v, 
Tanto en caso (1) como en el caso (2), abordaremos 2 

subcasos: 

Caso (1)-A La flecha (v6 ,v1 ) es de color~ 

Caso (1)-B La flecha (v6 ,v1 ) es de color d• 

Nótese que dicha flecha no puede ser de color .J,.. 

Caso (1)-A 

v, 
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Por el cambio de color de (v0, vi) a (VúV2), la flecha (V2,Vo) 

de la C.T;c. es:-- d~ color ·;i:. Por :10 ·.tanto ~xiste una 

trayectoria en c;6J.~r _i:;én·'; ~~~ ~·<li~ide .v2 y llega a v6 • 
. . ,,. ''" . ...:.-., 

Ya se· vi6 que> 6~ii ~"~~~Di~T~~ k\~~~~ht~ria .. ·•·se llega a una 

contradfoci6~;:·e~~~~~~.ª~Ji~K WY:e;~~oria de este caso, la 

trayectorÚ '. c.:.) ' de ni~d~ qúe>.1a ~rayéctoria que se mencionaba 

tiene que ser (v2 ,v4 ,v6 )» 

~ 
v,~v, 

V¡, ~ "Í 

La flecha (v5 ,v2 ) puede ser ,;¡_ o A pues no puede ser ,l. 

Suponiendo que es .:l. entonces (v6 ,v2)eT y no puede ser de color 

,l o ;i_ porque habría flecha simétrica y no puede ser A porque 

habría C3 tricolor, V a 

'0.·· 
Entonces (v5 ,v6 ) debe ser de color A• En tal caso (v6 ,v2 ) no 

puede ser ,l o ;i_, tiene que ser A y entonces (v4 ,v5 ) no puede 

ser A ni ,;¡_ está forzada a ser 1, lo cual implica que (v6 , v 4 ) 

está en la C.T.C. y es ;i_ y que tiene que salir una flecha de 

color ,;¡_ de v6 • Y entonces dicha trayectoria tendría que ser 

cv.,v,,v,) que es un caso ya considerado en el que se llega a 

una contradicción. 
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'~'· 
.. "'S ~~.· 7·· - .¡l 

Caso ,,,_·:. ·n} .. 
v • . 

La flecha no puede ser 1 pues habria flecha simétrica 

tampoco puede ser 2 pues llegaríamos a un caso ya considerado, 

por lo que (v5 ,v6) tiene que ser ¡. 

Por el cambio de color de 2 flechas consecutivas tenemos que 

la flecha (v2 ,v6 ) está en la C.T.C y tiene que ser 1· Entonces 

(v6 ,v2)eT y debe ser 1· Asi que de V2 debe salir una 

trayectoria de color ¡ que pertenezca a T. La ünica 

trayectoria no analizada es cv.,v,,v.), pero si cv.,v,) .es ¡, 

entonces (v4 ,v5 ) es simétrica y llegamos a una contradicci6n, 

"·~·-
y). :t. ..,, 

Caso (2). En este caso vemos que (v3 ,v4) no puede ser¡, tiene 

que ser l o 2· 

Caso (2)-A Supongamos que (v3 ,v4) es·l 

v,Mf\v~ 
~ VL a. V'.s, 

Entonces por el cambio de color de flechas consecutivas 

(v4 ,v2 )eC.T.C. y es de color ·2.y:la flecha (v2 ,v4 ) eT. 
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Entonces la flecha (v1,v5 ). no puede ser ¡, tiene que ser .J. o 

]., pero si es .;i. la flecha (v2 , v1 ) eT no podria ser de color J. o 

¡ por producir flecha simétrica ni l pues habria C3 tricolor 

v, 

Por lo tanto (v1 ,v5 ) que 1· Como(v.,v2 ) eC.T.c. y es 

]., debe haber en T una trayectoria monocromática en color J. • 

La ünica no analizada es la trayectoria (e),asi la trayectoria 

monocromática tendria que ser (v,,v.,v¡). 

V, 2. V 

v, v., 
1 

"· ,. "• 
Por otra . parte la flecha (v2 ,v4 )eT y no puede ser ¡ por 

producir flecha simétrica ni puede ser l porque habria C3 

tricolor por lo tanto tiene que ser de color 1. 

La flecha (v5 ,v6 ) no puede ser . .! o l por producir en ambos 

casos flechas simétricas, tiene que ser ¡. 

Entonces por el cambio de color de 'cv.,v5 ) a (v5 ,v6 ) la flecha 

(v6 ,v1 ) tiene que ser ]. en la C.T.C. y entonces de v6 debe 

salir una trayectoria en color ]., la ünica trayectoria posible 

es la análoga a la (e), que en este caso no puede ser pues las 

flechas ya tienen asignado otro color. Llegamos a una 

contradicción. 
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Caso (2)-B: 

v.~.~ .... \.:·.·.v .. 
~ .. ~~ . :.i.... ~~ · .. : 

En este caso la ·flecha (v4, v 5 ) no puede ser Z. por generar 

flecha simétrica· ni ;J. pue~ ~~~;1~ e~ un caso ya visto por lo 

tanto tiene que ser:l.· 

Por cambio de color de a la flecha 

(v5 ,v,)eC.T.C. y es ¡. Pero entonces debe haber una 

trayectoria monocromática en ·color 1 en T que sale de v5 y 

llega a v 3 • Llegamos siempre a una contradicci6n de manera que 

la trayectoria (e) tampoco funciona. 

V, 

Pero se agotaron las posibles trayectorias, de manera que para 

el torneo de cardinalidad 6 queda demostrada la conjetura. 

De esta manera la conjetura queda probada para torneos de 

hasta 6 vértices. 

Con los .casos vistos anteriormente podemos enunciar el 

siguiente resultado: 
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Teorema 2.3.1. Si T es un torneo 3 coloreado, sin triángulos 

dirigidos tricolores entonces en la cerradura transitiva por 

colores, cada ciclo dirigido de 3, 4, 5 o 6 vértices tiene al 

menos una flecha simétrica. 
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C A P I T U L O III 

TORNEOS m-COLOREADOS POR ARISTAS, 

un ciclo casi-monocromático en una digráfica es aquél que 

tiene con a lo más una excepción todas sus flechas de un mismo 

color. 

En este capitulo veremos algunos resultados relativos a ciclos 

casi-monocromáticos. Dichos resultados, importantes por si 

mismos, nos llevarán también a la demostración del primer 

teorema sobre existencia de núcleo por trayectorias 

monocromáticas. Estos resultados fueron demostrados por la 

Dra. Hortensia Galeana Sánchez. Al final del capitulo se 

presenta un segundo teorema sobre existencia de n!icleo por 

trayectorias monocromáticas, realizado en colaboración con la 

Dra. Galeana. 

El primer resultado considera como· hipótesis T un torneo m­

coloreado en aristas tal que todo e,, c., y c 5 es casi­

monocromático. considerando después la cerradura transitiva 

por colores C(T) y un C3 en ella, donde C3 =(x0 ,x"x.,x0 ) tal 

que (X0 ,x1'x,) es una trayectoria asimétrica de C3eC(T). Se 

concluye que si (x0 ,x1 ,x2 ) es trayectoria de T es 
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monocromática en T. 

Mas adelante y bajo las mismas hipótesis se demuestra que la 

flecha (x2 ,x0 ) está en T o sea c3 pertenece también a T. 

Para demostrar esto último, previamente se ve otro resultado: 

Sea T torneo m-coloreado en sus flechas para el cual todo e, y 

c5 son casi-monocromáticos. considerando C3=(x0 ,x1 ,x2 ,x0 )eC(T) 

tal que (x0 ,x1,x2 ) es trayectoria asimétrica de C(T). Se 

concluye que si (x0 ,x,,x2 ) es trayectoria monocromática en ,T, 

entonces (x2 ,X0 )EF(T). 

Nuestro principal resultado es el siguiente: 

Si T torneo ro-coloreado en sus flechas y si todo c3 ,c., y Cs 

es casi-monocromático, entonces T tiene un nlicleo por 

trayectorias monocromáticas. 

Después se dan dos ejemplos, uno en el que se cumplen las 

hipótesis de este resultado y no las de teorema 1.4., y otro 

en el que se cumplen las hipótesis del teorema 1.4. y no las 

de nuetro resultado. 

Esto nos indica que los resultados son diferentes y podernos 

encontrar gráficas que tienen nücleo por trayectorias 

monocromáticas de diferente clase. 

Al final del capitulo se menciona otro teorema interesante 

relacionado con coloración de aristas y núcleos por trayectori 

monocromáticas. 
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3,1, CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES, 

Derinición 3.1.1. sea D una multidigráfica cuyas flechas han 

sido •.:oloreadas con 2 o más colores. Diremos que un ciclo 

dirigido C0 =(0,1, ... ,n-1,o) es casi-monocromático si existe 

un conjunto de flechas {f1=;(i-l)eF(DJI ie{l; 2, ... ,n} 

(notación módulo n) tal que con a lo más una excepci6n, todas 

tienen el mismo color. Si D es una digráfica y CéD diremos 

que c 0 es casi-monocromático si con a lo más una excepci6n 

todas sus flechas tienen el mismo color. 

Definición 3.1,2, Sea T un torneo m-coloreado en sus flechas y 

c0=(0,1, ••• ,n-1,o) un ciclo dirigido contenido en T. 

Diremos que c0 es C(T) casi-monocromático si c0 es casi­

monocromático en C(T). 

N6tese que si c0 es casi-monocromático entonces c0 es 

C(T)-casi-monocromático, pero el reciproco no siempre es 

válido. 

Definición 3.1. 3, Una digráfica nG.cleo imperfecta critica 

(NIC) es aquella que no tiene n.G.cleo pero que cualquier 

subdigráfica inducida estrictamente contenida tiene nG.cleo. 
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3,Z, EXISTENCIA DE NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS. 

Teorema 3.Z.l. Sea T un torneo ro-coloreado en sus flechas tal 

que todo ciclo dirigido de longitud menor o igual que 5 

contenido en T es casi-monocromático. Si (x0 , x1 , x2 , X,,) es un 

triángulo dirigido contenido en C(T) tal que (X0 ,x1 ,x2 ) es una 

trayectoria dirigida .contenida en T Y-· asimétrica en C(T), 

Entonces las flechas (x0 ,x1 )' y .<x1.'x2 ) tienen el misnio color. 

Demostración: 

Procedemos por reducci~n al absurdo. supongamos.·que existe un 

triángulo dirigido (X¡¡, x1 , x2 , Xol que sati~f~ce, la~ . hi;e,;~sis 
del teorema y tal que las flechas (X¡¡ 1 X1J ... Y :.Cx1 ,x2). tienen 

distinto color; digamos que (Xo 1 X1 ) es de color. rojo y (x1,x2 ) 

es azul. Ya que (x;, X,,) eC (T) , existe una x2x,, trayectoria 

dirigida monocromática contenida en T; sea 

una x2x0-trayector ia dirigida 

monocromática de longitud m1nima. Notemos que a no es de color 

azul, ya que si a es de color azul entonces (x1 ,x2 )Ua es una 

x 1x0-trayectoria azul y por lo tanto (x1 ,Xo)eF(C(T)) 

contradiciendo que (x0 ,x1 ) es una flecha asimétrica de C(T). 

Notemos también que a no es de color rojo ya que si a es de 

color rojo entonces aU(x0 ,x1 ) es una x2x1 trayectoria roja por 

lo cual (x2 ,x1)eF(C(T)) contradiciendo que (x1x2 ) es una 

flacha asimétrica de C(T). 

Digamos que a es de color verde. 
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Analizaremos ahora algunos posibles casos para n. 

cuando ns3 tenernos que (x
0
,x1,x2 )Ua es un ciclo dirigido de 

longitud menor o igual que 5 contenido en T cuyas flechas han 

sido coloreadas con 3 colores por lo cual no es casi-

monocromático, contradiciendo la hipótesis. 

cuando n>3 probaremos inductivamente que (x1 ,z21 ) eF (T) 

(2S2i<n). si (x1 ,z2)iF(T),entonces (z2 ,xi) eF(T) y 

(z2 ,x11 x2=z0 ,z1,z2 ) es un ciclo dirigido de longitud 4 cuyas 

flechas han sido coloreadas con 3 colores y por lo tanto no es 

casi-monocromático. Una contradicción, concluirnos que 

(x1 , z2 ) eF (T) • 

Supongamos ahora que .. (x1 ,z~,-~)eF(T), y 2s2i<n. Probaremos que 

(x1,z2 ,¡eF(T). Si' (x1 z2d.~.F(TÍ entonces (z21 ,x1 )eF(T) y 

(z211 x11 z21 _2 ,z21 _1 ,z21 ) es un ciclo dirigido de longitud 4 

contenido en T cuyas flechas han sido coloreadas con 3 colores 

por lo cual no es casi-monocromático.Una contradicción. 

Analizaremos ahora los 2 posibles casos: 

Cuando n>3 es par. Hemos demostrado que (x1 , z
0

_ 2 ) eF (T) , as! 

que (X11 Zn-2• Zn-1 • Z01 X.J es Un ciclo dirigido de longitud 4 

contenido en T cuyas flechas han sido coloreadas con 3 colores 

por lo cual no es casi-monocromático, contradiciendo la 

hipótesis del teorema l. 

cuando n>3 es impar. Hemos demostrado que (x1 ,z
0

_ 3 )eF(T) y por 

lo tanto (x1 , z0_3 , z0_2 , z0_1 , z0 , x 1 ) es un ciclo dirigido de 

longitud 5 contenido en T cuyas flechas han sido coloreadas 

con 3 colores por lo cual no es casi-
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monocromático,contradiciendo la hipótesis del Teorema • • 

Teorema 3,2.2. sea T un torneo m-coloreado en sus flechas tal 

que todo ciclo dirigido de longitud 5 contenido en T es casi­

monocromático y todo ciclo de longitud 4 contenido en T es 

casi-monocromático. 

si (x
0
,x1,x2 ,x

0
) es un triángulo dirigido contenido en C(T) 

tal que (x0 ,x1,x2 ) es una trayectoria contenida y 

monocromática en T y asimétrica en C(T) entonces (x2 ,x0 )eF(T). 

Demostración:Procedemos por reducción al absurdo. 

Supongamos que (x2 ,x0 )~F(T). Ya que (x2 ,x0 )eF(C(T}), se sigue 

que existe una x2x0-trayectoria monocromática contenida en T. 

Sea o:= (x2=z0 , z 1 , ••• , z0=x0 ) una x2x0-trayectoria monocromática 

de longitud mínima contenida en T y supongamos que o: es de 

color rojo (n>=2). Ya que (x0 ,x1 ,x2 ) es asimétrica en C(T) y 

monocromática en T es de algCin color distinto del rojo, 

digamos que (X0 ,x1 ,x2 ) es de color azul. Ahora analizaremos 

algunos posibles casos: 

cuando n=2 .Tenemos C4=(z0 , z1 , z 2 , x,.x2=z 0 ) un ciclo dirigido de 

longitud contenido en T con 2 flechas rojas y 2 azules por 

lo cual c4 no es casi-monocromático, lo que contradice la 

hipótesis. 

cuando n>2. Probaremos inductivamente que (x1 , z21 ) eF (T) 

(2:s2i<n) • Si entonces (z2 ,x,)eF(T) y 

c 4=(z2 , x, ,x., z,, z2) es un ciclo dirigido de longitud 4 
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contenido 'en· T, se sigue de la hip6tesis que es casi­

monocromático y co.mo (z~·,z 1 ) y (z11 z.) son ambas rojas y 
. '· -, 

(x11 x2) .es' azu:C se·.sigue que :Jz21 xi) es roja y por lo tanto 

(X2=Z01 Zi ~. Z:;,~ 1 ) < e~·:_: una :'~ X~~;~trayectoria monocromática de 

donde tenemos cx.;~il~,i·s;>:_~:~~2~ii"ªdiciendo la hip6tesis cx.,xi) 

es flecha 'asim!Ítri~a· de'é'('T) ;';'..concluim.os, que. (x11 z2) eF (T) , 

supongamos· ahota • q~~¡J:x,~~i~itf'e~c'TJ y ú2i<n. Probaremos que 
-' ... ' .~ - : : 

(x11 z21 )eF(T). Si ·no. fui;>\:Il::Xasi, entoilces - (z21 ,X1)eF(T) y 

C4= ( Z21 t X1 t Z21-21 Z21-11 Z21Í es '· U~ ~ciclo ' dirÚiJ~J'i; de longitud 4 

contenido en T, se . sigue d~ l~;; hip6te~i~ que. es casi-

monocromático y como ,Y (i •• ·~;·; z21) -· son ambas 

rojas, se tiene que al. menos una· de las •cÍos'•flechas (z211 xi) 6 

(X1 1 Z21-2) debe ser roja. Si (Z2¡;x,) }:e~'.• ~Ója, entonces 

(z0,cx,z21 )U(z21 ,x1) es una z0x1 :-trayecf<l~i~· ~oja por lo cual 

(x2,x1)eF(C(T)) contradiciendo la hl.~~t~sis•--(x1 ,x2)eAsymc(T). 
si (x11 z21 •2) es roja entonces• :~c~l;~~¡j2)U(z21•2 ,cx,z.=x0 ) es 

una X1X0-trayectoria roja_ por 

contradiciendo la hip6tesis · (x~·, x1) eAsymc (T) • Analizaremos 

ahora los dos casos posibl.es: 

cuando n>2 es par. He~os. ·d~~ostrado que (x1.z •• 2)eF(T) asi que 

C4=(x11 z •• 2,z •• 11 z.=x0,xi) :• .. es· un ciclo dirigido de longitud 4 
. ,.->· 

contenido en T y por'lo tanto es casi-monocromático; ya que 

(z •• 2,z •• 1,z.) ei;i. un!li.t7ayectoria roja y (x0,xi) es azul, se 

trayectoria roja!· iu'ego · (x11 x0)eF(C(T)) contradiciendo la 

hip6tesis_ (x0,x1)eAsyinC(T). 
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cuando n>2 es impar. Hemos demostrado que (x1,z •• 3)eF(T) 

{nótese que posiblemente n-3=0) as1 que 

(x1,z •• 3 ,z •• 2 ,z •• 1 ,z.,x1 ) es un ciclo dirigido .. de· longitud 5 

contenido en T asi que es casi-monocr_omático :Y como 

es trayectoria roja y (z~;·~1 ) .. ; es : azul se 
.... "'' .. · .· 

sigue que (x1 , z •• 3 ) es roja por io cual';; ·_e X'¡.~· ~n-~1 zn~21 Zn-11 zn) 
·)~:· . 

es una x1x0 -trayectoria monocromáticá;":". de .. donde. (x1 ,x0 )eC(T) 

contradiciendo la hipótesis (x0 ,x1 fÉAs~C(.~); • 

Nota .H: Meyniel notó que si todo ciclo dirigido de 

longitud 3 de una digráfica tiene al menos dos flechas 

simétricas entonces todos sus clanes tienen nücleo. 

Teorema 3,2,3. Sea T un torneo ro-coloreado en sus flechas tal 

que todo ciclo dirigido de longitud menor o igual que 5 

contenido en T es casi-monocromático. Si (x
0
,x1 ,x2 ,x0 ) es un 

triágulo dirigido contenido en e (T) tal que (x
0

, x11 x2 ) es una 

trayectoria dirigida contenida en T y asimétrica en e (T) 

entonces (X2 ,x0)eF(T). 

Demostración: 

Se sigue directamente del teorema 3.2.1. que las flechas 

(x0 x¡) y (x11 x2 ) tienen el mismo color, por lo tanto 

(x0 ,x1 ,x2 ) es una trayectoria dirigida contenida en T 

monocromática en T y por hipótesis asimétrica en C(T) • Se 

·sigue del teorema 3.2.2. que (x2 ,x0 )eF(T). 
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Teorema 3,2,4, Sea T un torneo m-coloreado en sus flechas 

Si cada ciclo dirigido contenido _en T de longitud 

menor o igual que 5 es casi-monocrÓmáti.co .(es decir cada 

ciclo dirigido contenido en T y d~·lomÚtud:J,'4 Ó.5.es casi­

-monocromático). Entonces C(T) es ~da'1eo pe;f~c~~. 

Demostración: 

Procederemos por reducción al SLCCT). no ·es una KP­

digráfica entonces existe una s~~d~~ráf·.Í:~a Í.nducida de C(T), 

llamémosla H tal que H es . tina ,::~i~~áflca '_ nücleo imperfecta 

critica (ver (5]). 

Probaremos ahora algunas afirmaciones: 

(1) Cada triángulo· dirigido contenido en H tiene al menos una 

flecha simétrica. 

Supongamos que:· ·existe·: un .tr_iá.ngulo dirigido c3=(z0 , z 11 za, z0 ) 

contenido en H : que_ 'rió- tiene flechas simétricas. Notemos que 

Si (z,,z,.¡J~F(TJ entonces entonces 

(z1+pz1)eF(T) y (z 1;z,-.1 )eSymC(T) lo cual es imposible. lla 

que c3s;T se sigue que C3 es casi-inonocromático por lo cual 

tiene al menos dos flechas del mismo color. supongamos sin 

pérdida de generalidad que (z0 ,zi) y (z11 za) tienen el mismo 

color, se sigue que es monocromática y 

(z., Za) eF(C(T)), por lo tanto (Zar z0 ) eSymC(T). una 

contradicción. 
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(2) Existen triángulos dirigidos en H con exactamente una 

flecha simétrica. 

Es una consecuencia directa de la nota y de (1). 

·" _,. 

es un triángulo "·dirigido·. contenido en 

una flecha ~Í.m~~~/i~~~'':'~~t6~~~~ las dos 

(3) si c 3 H con 

flechas exactamente 
• ¡,_ __ .,., 

asimétricas de c 3 tienen el mi.smo color·. Y .. la" simétrica tiene 
" :· ... , . : ;.: .· '·· , . '«n'. 

un color distinto:.ª las 2 asimétriéas. 

sea c,=(z
0
,z11 z2 ,z

0
) un triángul~ di~igÍ.cio 'contenido en H tal 

que (z2 , z0 ) es la linica flecha simétrica de C3 • 

Ya que. H es una subdigráfica inducida de C(T) se sigue que 

(z .. , z 1 ; z2 ) es una trayectoria dirigida contenida en T y 

asimétrica en C(T). Se sigue del teorema 3.2.1. que (z0 ,z1 ) y 

(z1 ,z2 ) tienen el mismo color. 

Vamos a ver ahora la demostraci6n del teorema: 

Sea c 3=(z0 , z 1 , z2 , z0 ) un triángulo dirigido con exactamente una 

flecha simétrica, digamos que (z2 , z0 ) eSymH. Se sigue de (3) 

que las otras dos flechas tienen asignado el mismo color, 

digamos, el color i. 

Denotaremos por 

f(C,)=l{teV(H): Existe una flecha de ta z 2 de color i}I, es 

decir : f(C3 ) es el nlimero de vértices de H que tienen alguna 

flecha de color i hacia z2 • 

sea 7=(x0 ,x1 ,x2 ,x0 ) u11 triángulo dirigido contenido en H tal 

que f(r)= max{f(C,) 1 C3 es un triángulo dirigido contenido en 
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H con e>eactamente una flecha simétrica} y supongamos que 

(K2,K0 )ESym .H Y { (K0,K¡), (K¡,K2) }~Asym H. 

Continuamos ·1a ·demostración def ·teorema 4. probando algunas 

otras proposiciones.: 

( 4) Las flechas (K0 , K1) y (K(, >e,) tienen. asignado el mismo 

color, digamo.s azul y (K2,K0 ) tiene >un color distinto del 

color .. azul·, digamos que es de color· roj.o; · 

se sigue directa;.e~te:.de (3): 

(5) Para . u, vÉV (H) . se .. tiene: (11,v)eA~Ymi H si y sólo si 

cu;v¡eÁsym'ci1'J; <_;-, 
:., ;,~ 

Ya que H -~s subdi~i,;áffca ind~gida de'.P(T) _tenemos: 

(u,v) ~F'c'~;~;~¡:¡;;, ~i¡¿lisÚ~iu,JJ~;C~(;) Í y· (v; u) ~F (H) si y sólo 

Si, ciJr~f}cif>'>l'.(:' :~';O ,>:C \::~; :':: .Y' 

:::.:zzt{Uf ~l~i.;tt~~,n~l~~f ::·.~·:;.,~ ,. ,_ 
una contradic~ión';'~· • ... -.-'..:'.,;_,~.-. ;::.-Lt :,:,:. ':;'.' :t< · 

'•" ¡,;~;:~::-- -... \,; .~·;¡?:¡·. •;..','!,1,.:.. .. : ·:·:~:_.:·-· 
<~,;.' "-:,,::::-~;¡\y: . .ttR:~ .¡;·;;o_,. ;;~~0~ --·· 

'• ' ".• .. : • "e\;.¿) ;~i-H~;:: ¡\1~ ~e '!;;·:>: .::)·'. i .' 

:: ' .::·::.:.7::. ~)';zy,'$~;~u~tl~~\:¡~~1;t1. ~::~;-.. , .. 
una partición de v (HJ ·en 2 'c~njulito'.s 'a)~n'os l'lo vacfos y como 

· . . ,:· 

Asym H es fuertemente cone>ea . , <:ver [ 4) ) ; se sigue que 

eKistenzeB¡, we(V(H)-B1 ) tales que (z,w)eAsym H y se sigue de 

(5) que (z,w)eAsym C(T). 

79 

E~n TESIS tlO DEBE 
SAuk DE LA B11U8TECA 



(B) (X2 1 Z)EAsymC(T). 

se sigue directamente de. la definición" de B1 y de· (5) • 
.. _-._ 

· .. :,?:'-'·--
(9) (x,, ~JeAl3yÍn;(:cT>\ '·: ,.,' · ' . ; '.; 

Ya que e (T) Fks {U:ria'digráfica'. éo~pleta;: ,;;5 ~uficiente demostrar 
'.. ' ·':,· 0 • - ~ '·. ': 

:::u::~:·> é:<:~r~~ilL~f '",t~1;~~11[íf r~~ni~:r:;~. red·u::~::c:~ 

:.::;~:::::·~~i;~~~ii~~;;~,:::::::,::: 
que (x1 ,x2 ) y (x,;ií tfíari~~· ~s,ignado·•.er mismo color que por 

.:~_:;~h:.:. --'S,}·,.. .;:." 

(4) debe ser azul. ..., .·.'::;,_.,.:;·:. ce;;:·. 

Notemos ahora que ··si .. teV (HÍ. · tal =:,éiü.e 'existe una tx2-flecha de 

color azul en H entonces f como/" (x~, z) es azul, existe una tz-

trayectoria de coi~r azui .en H y por lo tanto existe una tz-

flecha de color azul . en 'H. .Además existe (x2 , z) flecha de 

color azul. 

Se sigue que f(CoJ.= .. l+f(rJ1·: contradiciendo la definición de r. 

( 10) (X2 1 X~) EF (T) . · 

Es una consecu~~~ia T~~~dl.a~a '. de la 

propiedad· (4) i'.aiireor~má J.ú. 

definición de r, la 

(11) Si (z,x0 )e FC.q(Tl) entonces (z,x0 )eF(T). 

Supongamos que · (z,x0 )eF(C(T)). Considerando el triángulo 
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dirigido C3=ez,x
0
,x,·,z) ,. tenemos que ·C3 tiene dos flechas 

; ; .... ' 

asimétricas que s~n ex •• ~;) y ex,,z) e~er e9J y d_éfinici6ri de 

7). se siguedi~eÚam~nt~ d,,;¡'~' .. g;~~~ i~i.3'. qd; ez;xóJeFeTJ. 
''1-· :<'.<·,::::-- '·-\_ 

.,__,.,. ·.~·/·.· ,:;·o.'-·. _.,.\,~'' 
,~\s·:;~:iV3:-~<:-':~> 1 :;· - . ~--._:-~~~: - ,-- ~,.: :.;.':'>' 

·e12i ew,x~)~iHJ}'; • ············ •'.\··' 

Ya que~ we(v(ii~ ::á;i; ·.~·!;,f~:l~J_c~~~ ?~,d~~:· u~a ~x2'."fl~clia: en H •. · 
·:_¡~- - -·:: ·.-;, 

considerem?s ilho;~, el¿tr.~ánguio ·dirigido: 

~3"'.(x.,z,w¡x2¡',;·é¿~f~ri1ci~:'~~ ~. se sigue de (7) y (8) que 

(X21 z) y ez, W) son la~ dgs·· fl~chas asimétricas 

El Teorema 3 impHca que:.ew,xz)eFeTJ ,' 

en C(T) de ~3 • 

(13) Las flechas ex
0
,x1), (x1 ;z), ez;w) y (w,x.J tienen"toda.s 

asignado el mismo oolor az'ui. ·. 
!_ .'f • .'.;;-

Consideremos al Ciclo'dirigido c~=(x0 ,x,;z,~ 1 x2 ~Xó) ,'.Se sigue 

de : la definici6ri •ci~'~ <¡~);f'( p'j .·.e;.3 >.: .•. :.Ú1 __ ·~.·.'.)_}.r~s.·.p.ectivamente 
que las flecha;;;,Ü~~J:~i}~:tic~t.;,_~!~ :!f<l'.;w)' ~·(;;x~) y. ex.,x0 ), 

pertenecen a T: (s'61ameñte~('n6tesé'":fo,J¡¡' :~;mo. T es un torneo se 

tiene que (u,v)~ASYm c(i·F entonces eu;v)eFeT). Asi que ª• está 

contenido en T .. y por h¡~6~e~is ·d~be ser casi-monocromático. 

Ya que la flecha ' (x2, x0 ) es roja y la flecha ex., xi) es azul 

(Ver ( 4)) ; . Se .·Sigue que la trayectoria dirigida a= ex, r Z r W 1 X2) 

debe ser. roja o azul. Analizaremos las dos posibilidades. 

Si a es roja entonces aUex2,x0 ) es una x 1 x0
-trayectoria 

dirigida roja, por lo cual existe una x1x0-flecha roja en C(T) 

y por .lo tanto en H, contradiciendo el hecho de que 

(x0 , x1 ) eAsyrnC (T) . Se sigue que a debe ser azul y por e 4) 
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te~emos que (x0 ,x1) es azul. 

( 14) Dado que a. ~es azul entonces tenemos la trayectoria 

(z,w,x2 ) azul, lo."cua+ .ünplica que en H existe (z,x2 ) en color 

azul lo cual ~I> u~a ~ri~tr~dicci6n. • 

Enseguida damos.·· dos ejemplos el primero ilustra el teorema 

3.2.4 .. y se .,;.;·que no.cumple con las hip6tesis del teorema de 

Shen Ming gang. El segundo ejemplo ilustra el toerema de Shen 

Ming g·ang y sin embargo no cumple las hip6tesis del teorema 

3.2.4. ·Esto nos demuestra que los dos teoremas son diferentes 

Enseguida· se enunciará otro teorema con otra clase de 

hip6tesis. 

Teorema 3 . 2. 5. Sea T torneo m-coloreado (m~2) fuertemente 

conexo sin C3 tricolor y tal que todo c. es monocromático 

para 3•ksn 

monocromáticas. 

entonces T tiene núcleo por trayectorias 
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Antes de pasar a la demostraci6n enunciaremos dos lemmas. 

Lemma 1 : Todo C,eC(T) con r>k:::ie intersecta, con algún Ck en 

al menos una arista. 

Para la de mostraci6n 

Lemma 2. si IJ c. eT .. sé'' c. es monocromático .. · con J:sk:sn 

entonces IJ 

monocromática .tál:qu{
0
(v¡,v,.,f eF(C(T)). 

.. .rJ· , , .···· ... 
Demostraci6niPár~·k ,és evidente. T6mese un ciclo dirigido_c__

1 

de T con k-1 vértices. entonces existe al menos un vértice 

w~c._1 y weT y por lo tanto en C(T). 

Supongamos c;,_1 ={v1 , ••• , v._,} y supongamos que existe wic._1 

tal que algún v 1 tenga una flecha hacia w y un vJ tal que w se 

dirija a Vp entonces como se trata de un torneo todos los 

vértices del ciclo deben estar conectados con w, nos fijamos 

en 2 vértices consecutivos donde haya un cambio de direcci6n 

de las flechas, es decir v 1 y v 1• 1 tales que (vi,W) y (w,v .. ,) 

existan. Tendriamos entonces un ciclo dirigido 

por hip6tesis 3 c. con los mismos k vértices de c. en C(T) 

tal que es monocromática , por lo tanto son las mismas flechas 

que conectan todas las:.: dé: .. c.~1 ·, del. mismo color a excepci6n 

quizá de (v1,v1.,¡' p~ro· .esas flechas conectan a todos los 
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vértices de ck-I excepto a (v1 , v .. .>. Pero (v1 , w, v 1• 1) es 

monocromática y del mismo color. que ··las flechas de c.., por lo 

tanto hay u;.a flech~ (v,, v,.¡¡ d~l- 11\i~~o cóic>r que las de c •• , 

por lo tanto _existe c¡._¡1;ec(T) mino~~6~á~i6o. 

un vérti_ce wttck-i con la 

propiedad vista;{en'\i:ar/ca.so; t.ó_mamos v-c.~1=1Í y B lo podremos 

dividir _en 2 CO!);~~~-~~~~j~~js si: y B2 donde B1={VEB tales que 

(v1,v)eF(T) V \;~.;é¿~Ú '-•'.Y ;.;,,,~ueB tales que (u,v1)eF(T) V 
'-":·:·.\;',.', 

v1_ec.~1 }. -- ·:;_-;. 

Nótese J~e ,B¡ ':;~ 'i32; _. ~;;ri : no vac1os pues si VEB1 entonces 

(v,, vreF-(T-l ~:-·c;;~;;-:~1 torneo es fuertemente conexo debe haber 

una trayectoria· de . v • a v1 entonces si B2 fuera vaclo del 

vértice v no saldr1a ninguna flecha lo cual es una 

contradicción.Análogamente se ve que B1 no puede ser vaclo. 

Continuamos la demostración : un vértive u de B2 llega en una 

trayectoria a todo vértice v de B1 y como el torneo es 

fuertemente conexo de v debe salir una trayectoria hacia u ; 

dicha trayectoria no puede ir a través de un vértice de ck-i 

pues los vértices de C.-t entran a v, de manera que debe 

existir una flecha de algún vértice de B1 a un vértive de B2 • 

Sean u 0 y v0 los vértices de B2 y B
1 

respectivamente que están 

conectados dirtectamente por una flecha. 
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Tenemos es 

un ciclo dirigido de 'longitud 'IC y\por:, ló tant.o 3 c,•t'· con los 

mismos vértices• qu;,, e.~,;t~~.?:is~~~·~,[:~f~ .. ~f.;f,<Ti'f> 

::mbu~én c::::mo:i:::d:·:: vºiJ~;1{il~~l~r;~,~r:;'{~~~~~~~l-l} ··3 
.~k2• 

monocrom<itico en C(T) del id6cÍ\Í6·:.~'(;1,C>f: q~e·6J¡,c%:<Jue:(v0 ;u0 ) 
'' pertenece a ambos. ,,;~;·•;,•hf·•)!E~i:i/;,-;li···;~;;'L,••7~1,¡ ·\t;i'c, ·k ~;;:o-., I: • 

Lo mismo sucede con;;;;~,l,¡_úF,i;fft'.i('.<v,~~2í '(~_;,~.'.·~1 ;1 ; ••• ;~1~1}~ Lo 

cual implica que para c¡.ct)",eC(T) que es monocrom<itico. 
•• é ··~'\\\···. !:·~-::.>)7:·· ··.;V~·.:.'· 1'.'. -.. :":?·;·· .. ·-"·:· ~:-:'.--.:;. 

Procediendo de_m0ane,r~ ~ªR~t.~~ª}:e pu.ede. .. ver que Cr para :isr<k:..l 

es un ciclo niono~~oniáÜco en la cerradura transi1'.iva por 

colore.s. 

Demostración del teorema: ; de. acuerdo a los 2 lemmas todo ciclo 

dirigido en la cerradu_ra .transitiva por colores tiene al menos 

una .flecha simé1'.rica .Y.Pc:>r _lo tanto en la cerradura transitiva 

hay nO.cle.c:i, de .donde s,e_ tiene que el torneo tiene nO.cleo por 

trayec.torfas monocromáticas. 
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C A P I T U L O IV 

DOS OPERACIONES QUE PRESERVAN PROPIEDADES 

RELATIVAS A NUCLEOS 

En este capitulo se introducen dos operaciones; lasuma parcial 

por completas y los árboles de completas. 

Lasuma parcial por completas de 2 gráficas, es la gráfica que 

resulta al hacer lo siguiente: 

Se elige una subgráf ica completa inducida en cada una de las 

gráficas y después se unen dichas subgráficas mediante aristas 

que van de una a otra. Estas aristas que van de una subráfica 

inducida a otra no tienen que ser necesariamente todas las 

posibles aristas. 

Como se ve, dadas 2 gráficas hay muchassumas parciales por 

completas ya que dependen de la subgráf ica completa inducida 

elegida y de la cantidad de aristas que se agreguen. Esta 

peculiaridad hace que la clase de estas gráficas sea muy 

extensa. 

Los árboles de completas consisten en lo siguiente: 

Dadas m gráficas: G1 , ••• ,G. y un árbol con m vértices 

{v,. ••• v.}; se sustituye una gráfica G1 por un vértice v 1 • Se 
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elige enseguida por cada G1 una subgráfica inducida completa, 

finalmente si dos vértices.v1 , vJ estaban unidos mediante una 

arista [v1,vi) en el árbol, se realiza una suma parcial por 

completas entre las dos gráficas correspondientes G1 , GJ, 

(tomando siempre para G1 la misma subgráfica completa 

previamente elegida cada vez que se realice una suma parcial 

por completas con dicha gráfica). 

También en este caso hay gran cantidad de árboles de completas 

que se pueden formar con m gráficas , pues hay más de un árbol 

con m vértices, más de una suma parcial por completas entre 2 

gráficas y más de una forma de sustituir gráficas por 

vértices en un mismo árbol. 

Los resultados de este capitulo se refieren a propiedades que 

se preservan con estas operaciones. 

Supongamos que tenemos una gráfica simple y una gráfica 

completa y supongamos que ambas poseen una propiedad A. Si la 

suma parcial por completas de estas 2 preserva la propiedad A, 

entonces esta propiedad se preservará para cualquier suma 

parcial por completas o árbol de completas de esta clase de 

gráficas. 

As1 se tiene que: 

La suma parcial por completas de 2 gráficas núcleo 

perfectibles es núcleo perfectible. 

La suma parcial por completas de 2 gráficas Meyniel núcleo 

perfectibles es Meyniel núcleo perfectible. 

Toda suma parcial por completas de 2 torneos m-coloreados en 
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sus flechas sin C3 ni T3 tricolores, tiene nücleo por 

trayectorias monocromáticas 

Toda suma parcial por completas de 2 torneos· m-coloreados en 

sus flechas donde todo c3 ,c4 ,C5 son casi-monocromáticos, 

tiene nücleo por trayectorias monocromáticas. 

Para la demostración de todos estos resultados se utilizó un 

importante teorema, el teorema de Jacob. El cual nos dice que 

si G es una gráfica orientada y A un clan de articulación de G 

tal que D-A posee n componentes conexas B1 , ••• ,Bn (n~2). 

Entonces G es nücleo perfecta si y sólo si todas las piezas de 

articulación son nücleo perfectas. 

También en este capitulo se menciona un resultado relativo a 

una operación entre graáf icas: la suma de n gráficas 

Meyniel-nücleo-perfectas es Meyniel-nücleo-perfecta. 

Y finalmente una propiedad interesante enunciada por C.Berge. 

Los resultados de este capitulo fueron hechos en colaboración 

con la Dra. Hortensia Galeana Sánchez. 
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4,1. NOCIONES PRELIMINARES. 

Definición 4,1.1, Si Des una. orientación de G de tal manera 

que todo triángulo dirigido de: D tiene dos flechas 

simétricas, diremos que D es u'na :orientación de Meyniel o una 

m-orientación de G. 

Definición 4, 1, :z. Una. :,·grá:fic~:·:'G es fuertemente perfecta si 

toda subgráfica inducida' G' ·de G posee un independiente que 

se intersecta con· todos·· los clanes maximales (para la 

inclusión) de G'. 

Definición 4,1,3, una gráfica G diremos que es nücleo 

perfectible si p~ra toda orientación por pozos D de G , D es 

nücleo perfecta. 

Definición 4.1.4, Una gráfica G diremos que es Meyniel-nücleo­

perfectible (m-n.p.) si para toda m-orientación o de G , o es 

nücleo perfecta. 

Con respecto a estas dos clases de digráficas se conoce un 

resultado que a continuacón mencionamos y que utilizaremos 

repetidas veces para demostrar propiedades de las gráficas m­

nücleo perfectibles: 
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Teorema 4.1.1. ([7) pag 13-14) Si.Des una m~orientaci6n de 

una gráfica G,· entonces o .. es :una' orientación por pozos de G. 

-~_-:_·, '/": ... / 
Demostración: Por reducciÓn ái. ab~urdo. Sea C un clan de D y 

sea x un vértice ·de e tal que x tiene un máximo de 

predecesores en c. si x no es un pozo de e, entonces existe 

zec tal que la flecha (x,z) es asimétrica. 

Se afirma que todo predecesor de x es predecesor de z: 

supongamos que no y sea y un predecesor de x que no es 

predecesor de z, entonces z y y deben ser adyacentes pero 

(y,z) no existe as1 que la flecha que si existe es (z,y) y es 

asimétrica. Pero entonces tenemos el triángulo dirigido 

(y,x,z,y) con dos flechas asimétricas, lo cual es una 

contradicción: todo predecesor de x es predecesor de z. Pero 

también x es predecesor de z, lo cual contradice la elección 

de x. • 

90 



4,Z, SUMAS PARCIALES POR COMPLETAS, 

Definición 4~ z.1. Si G1 y G2 son 2 gráficas simples y si en 

cada .una de ellas tomo c1 y C2 subgráficas :inducidas completas 

y después agrego algunas aristas entre los vértices de C1 y 

c2 , diremos que la gráfica G0 que se obtiene con esta 

operación es una suma Parcial por Completas de G1 y G2 • 

Obsérvese que una suma parcial por completas de 2 gráficas no 

depende únicamente de las gráficas, sino también de las 

completas elegidas y de las aristas agregadas. 

A las completas C1 y C2 se les llamará completas de unión de 

la s.p.c. 

Tenemos que G es una clan suma de G1 y G2 si: 

V(G0 )=V(Gi)W(G2 ) 

F(G8 )=F(Gi) uF(G2 )u&' 

Donde B's;;{ (x; Y) llCECp yeC2 } 

Podemos decir que la suma parcial por completas de 2 gráficas 

resulta de unirlas mediante una subgráfica completa. 

Teorema 4. z.1. [3 J Si el complemento Gª de G es fuertemente 

perfecta, entonces G es núcleo perfectible. 

Demostración: Por inducción sobre el orden de G. 

Para n=l,2, el resultado es trivial. 

sea G de orden n y supongamos que el resultado es válido para 

91 



todo G de orden m<:n. · · 

Como G0 es fuerteme'nte · perfecta, entonces G posee un clan c .... :. ·: 

que intersecta a to.do :independiente maximal de G. 

sea Duna orientai::iÓn ·pÓr:p~zos de G, queremos demostrar que D 
'·. :.· . . : ·- _·, 

posee un m'.icleo. o·éntro:de' o, ·el clan c contiene un vértice x 

que es una fuente. 

Consideremos ahora ·D-{x}, por hipótesis de inducción posee un 

nücleo, N. 

Si N se intersecta con c entonces x es predecesor de un 

elemento de N y N ser1a nücleo de o. 

Supongamos que no se intersecta con c, entonces como N es un 

conjunto independiente, N está contenido en un independiente 

maximal I (NcI). Como C intersecta a todo independiente 

maximal, entonces Cl'II~t; digamos que Cl'II=y. Como yeI y NcI, 

entonces y es independiente a N. Pero V ze C-(x} z es 

predecesor de un elemento de N, entonces el ünico elemento de 

C con el que se intersecta I debe ser x y por lo tanto Nv{x} 

es independiente; además N absorbe a D-{x} por lo tanto Nv{x} 

es nücleo de D. • 

Corolario 4, 2.1. a. El complemento de una gráfica fuertemente 

perfecta es m-nücleo perfectible. 

Se deduce directamente de los teoremas 4.1.1. y 4.2.1. 

Teorema 4. 2. 2. Toda suma parcial por completas G de G1 y G2 

dos gráficas completas es nücleo perfectible y m-nücleo 
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perfectible. 

Demostración: Tenemos que el complemento de G es una gráfica 

bipartita; 

Una gráfica bipartita es fuertemente perfecta, de donde G es 

el complemento.de.una gráfica fuertemente perfecta. De acuerdo 

al teorema·. 4. 2; i. · G es. n!icleo perfectible y por el corolario 

4.2.la. es•m-n!icleo perfectible. • 

Corolario .·/2;'2\.1 'se'~ · D una Orientación Normal de una gráfica 
, ..... ; .j ;o'-·-' 

G que es •una'(s.''j:)~'c'; .de· G1 y ·G2 dos gráficas completas, 
' .·· · .. ,, '. ,.;./;·~ "· . . ' 

entonces• D · riCi~'1~~ ;i>ei:"~~'cta: 
; .. :o~c.. \J_- - . 

~:\.}·; ~:.:~~;·:-~:~-.~; -··>-~.-:~-: 
-._--·:. 

Teorema '4.;1;.,i•se~\·~~ u'na digráfica cuya· gráfica subyacente G 

que e~ ·un~; s:f~'. de G¡ Y G• 2 gráficas completas 

orie~tab'io~:~ ·b~rresponden en T5 son T1 y T2 • Entonces: 

cuyas 

(a) Si· :,T1' ·.y" ···T2 son torneos m-coloreados sin C3 ni T3 

tri~~lo;es; entonces 

~on~~rcfa¿ticas. 
·. ·'.\, .. 

tiene n!icleo por trayectorias 

(b)' •si ·T1 y T2 son torneos m-coloreados (m~2) donde todo e,, 

C4 y ·e,¡ son casi-monocromáticos, entonces T5 tiene n!icleo por 

trayectorias monocromáticas. 

(c) Si T1 y T2 son torneos m-coloreados (m~2) fuertemente 

conexos sin C3 tricolor y tal que todo c. ciclo dirigido de 

longitud k para Jsksn es monocromático entonces T5 tiene 

n!icleo por trayectorias monocromáticas 
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Demostración: De acuerdo·~ los(téoremas 1.2.3., 3.2~.4. y 3.2.5. 
:"-'-.->' . -

·son. núcleo ·perfectas C(Ti) y C(T2 ) para (a)' (b).o (c), 

respecti vamenté •. · ·'. ·< ·· , ,. 

Además tambi{,~; p~r,a i ~ua~~~iera de los 3 casos -C (T1 ) . y C (T2Í 

quedan ,unido~i'¡;;;;é~é'ffi~~s ~~"~ van de una subgrÚica i~duc:i..i:da. 
completa a otrá; 

De manera. que C(Ts) en ·cualquiera de los casos .. es. una .. ~;P-:.c.,_. 

de 2 completas núcleo-perfectas y de acuerdo. al. -cor.olario 

4.2.2.a. C(T5 ) es núcleo-perfecta. 

Lo cual demuestra que T5 tiene núcleo por 

monocromáticas en cualquiera de los casos (a)'· (b)· o. (c.i< ··, :•. · 
.'.•.->'.;' 

Teorema 4. 2. 4. (Jacob [7JJ:Sea o una gráficaéóa~ntaC!~} A•un 
·»· ~ 

conjunto de corte de D que es un clan. .. '.::;~<>; :-:·<:> '·;\ 
Si B1, ••• BP son las componentes conexas de o,'.'J:~lai:ita~ a A. y 

las pie~as ;,~e\' ~¡Úc~lación llamamos a 

relativas a A, entonces: 

D es núcleo perfecta s1 y sólo si 'las ·piezas de articulación 

relativas a A lo son. 
' 

Demostración: Se hará para p=2 pues inductivamente se deduce 

para el caso general. 

Sean D81u• Y D82u• las piezas de articulación relativas a A y 

supongamos que son núcleo perfectas. 

Vamos a definir 2 sucesiones de subconjuntos de A de la 
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siguiente menera: Nos fijamos en la subgráfica de D inducida 

por B1vA; dado que .es· nGcleo perfecta tanto ella como toda 

subgráfica._· ·inducida tiene nGcleo. Consideremos los posibles 

nGcleos 'de D8 v~·, algunos de esos nQcleos se van a intersectar 
~ ':: ·, 1 . , , . . ' .: ": , 

con· A (Y 11)· harán.: en a lo. más un vértice) ; consideremos los 

vértice·~·,, de:· A<:i;iue se·· intersectan con dichos nGcleos y asi 

definimos: 

~1={· xeA l~eN ·para N nGcleo de D81v,} 

Definimos sucesivemente: 

E1={ xeA : xeN para algGn N nQcleo de D81vA-IEiv ... u t
1
_

1
¡} 

De manera análoga se define la sucesión de subconjuntos de A 

F,, F2 , ••• con relación a B2 • 

Vamos a revisar 2 casos, cuando existen 2 conjuntos E1 ,FJ uno 

de cada sucesión, que se intersectan y cuando nunca sucede 

ésto. 

Caso (1). supongamos que existen i y j tales que E1nFJ~~. Sea 

i 0 el más pequefio indice tal que E10n Fi~t. sea j 0 el más 

pequefio indice tal que E10n Fi0~t. 

sea xeE10n Fi.· Entonces como xeE10={ xeA : xeN para N nGcleo 

de D81v•-CE,u ... UE10_1¡}X está en un 'nücleo de la subgráfica 

inducida por B1vA-(E1v ••• vE10_1 ) como los conjuntos 

E1 , ••• , E10_1 Y F1 , ••• FJ
0 

no se intersectan entonces 

F1v ••• vFJ
0

_1i;a1vA-(E1v ••• vE10_,¡ y por lo tanto N absorbe a 

los vértices de F1v ••• vFi.-i· 

Análogamente xeFJ
0
={ xeA xeN', nücleo de 
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D81u•-cr,u .. :urJ•-t>.>· Por lo tanto xeN' nClcleo de la gráfica 

inducida por B1uA'.'"(F1u;. ;uF¡~.: 1 ¡. Además los. vértices de 

E1u ••• uE 1 ~~t están .contenidos en esa sub9ráfica inducida y por 

lo tántó.N' los absorbe. 

como N y· N' no tienen más elemento) que . x ·.en A entonces NuN' es 

nClcleo de o. 
. -· - -

::::, .. '.'' ;.;'. :":.::,:~;!j;;[~;a\¿¡, :t/~~::;~: .. ::;:::: 
~ ;..-,::..::;·~---- Y_•">•>' •. ,_L ,, •o • - ,_ 

j:2~~:?;;?i~I1~lf f l~Io1~i:·'~~!·º·.:::~: 
::n:::ie:

0

se::a:
1 e~:::~e~ ::[º3tt;g:ir~~l E~~~j·uE~t: :~ 1 :~~:~c:: 

de A contenidos en B1uA-(E1v~ .• ;'.ÜÉ;)' por lo que N los absorbe. 

Análogamente N'cB2 es nClcleo.de>1a gráfica inducida por B1uA­

F1u •.• uF¡ y absorbe a los vértices de E1 , ••• ,E1 • 

Entonces es claro que N y N' no son adyacentes por pertenecer 

a diferentes componentes conexas y además absorben a todo o. 

Inversamente, si D es .:mio.leo perfecta es inmediato que las 

piezas de articulaci6n· sean. nClcleo perfectas. 

Corolario 4:2.'4;ci .. ~~ri las hipótesis del Teorema anterior 
.. -,··-

G es nClcleo .PÉ!rf~c.Úble · si y s6lo si las piezas de 
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articulación relativas a A son núcleo perfectibles. 

corolario 4. z'4;b,'con 'las: misinas, h:lpóte~is. 

G es m-núcleo perféctÍ.~le si ; /, sdi~ s'i las. piezas de 

articulación l:~i~ú~~s 'a 1'Áf·i0 ;~;i.; .,., ·. , , , 
/~'. ;-~/· ;-:\'c·1~':' 't'.\;/-~~ .. <:¡;:' ,; .J'.>:-: ·-· 

;:;": ;}-:_.·,~f:~-.:~- ,_ .. <>_;·,5 '; ~~.::· .. · ,' 

Teorema 4. z. s;.1'.i~:;j,~{~;~:;:~xi:;;t~~,tl~~,ifi¿f¡ Gt'.~,·soiublei y. una 

gráfica completa'K·'esinúcleo:'perfectible. ,., . 
~~r_:- ''"""~-,:;·- ,.::;;_-,.:-:':-:ri:•:-::.~r_-~1-=· :~:;.,> 00 ·-·« ·--r--

·~:~~l-. ~·:!Sr,---~-;;-!_-_ 

Demostración.'- se'a !<Ji:~;~c~~pleta , de unión de G1 ; K1 es un 

conjunto de corte '6~~~:1,~t'~)de Gi . ~uyas piezas· relativas son 

G1 y GK,VI'' 

De acuerdo ·al 

':.~,· .. ~: < : ~'.:.:. 
>. · .. · 'J-: .. 

t~or~~ª·:'.4.2.2. GK1ux .es núcleo perfectible. G1 

es soluble por ·.hiÍ:;óte'sis. Asi que de acuerdo al corolario 
- . . ' 

4.2.4.a. Ges núcleo'-perfectible. • 

Corolario 4. z. 5,a, Toda s. p.c. de una gráfica G1 m-núcleo 

perfectible y una gráfica completa K, es.m-núcleo perfectible. 

Se deduce del corolario 4.2.4.b. 

Teorema 4,2,6, Toda s.p.c. de 2 griifii::as núcleo perfectibles 

es núcleo perfectible. 

Demostración: 

Sea G una s.p.c. de G,, y G2 donde las completas de unión 

correspondientes son C1 y c2 • 
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Obsérvese que tanto c1 corno c2 son conjuntos de corte de G y 

son completos. 

Tomemos a c1 , las .Pieza~ :i:~'Íativ.~~.·:a··dicho cOnjunto son G1 y 
.. : : ";: '.; ~ 

G2UC¡o \> . ,',;;. '> .' . 

:~ee:1::1c::º:7i1~t,~lf1~~~~:~~¡2:~~;~~~·;,,t,deduce ···directamente 

Por lo tantó, 1:t ~'{:.i~~· d:~\ ~ttidJJ.adi6~ '.relativas a e, son 

n!ícleo-p~f f füi~Í~~} JJ,~; ~i;·c'troliÍ.ri~ ~ 4 ; 2 54 . a. se deduce que 
·--:..t· 

G es n!lcleo'perÚcÚble: ol 
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4.3. ARBOLES DE COMPLETAS. 

Definición 4.3.1. Un árbol de completas es l.a gráfica G que es 

el resultado de la operación aplicada al árbol A de 

cardinalidad n de la siguiente manera: 

Cada vértice i (l:si:sn) del árbol será sustituido por· una 

gráfica simple:.G1 •. 

Elegirito~ u~~ ·:>ubdig~~fica inducida completa c, para cada G1• 

Si los v~'.t:ice~ f. y'\ j están unidos por una arista, entonces 

~~~Ü~a~~~ ~~~ ·~~'r;)''.c. ·entre G1 y GJ, mediante la completa 
; ' 

elégida. :si. con • ~na<g~lSÜca G1 se realiza más de una suma 

·parcial por éompletas .éstas tendrán que hacerse 

necesariamente con la misma·completa de unión •• 

Teorema 4. 3.1. Sea GA . un árbol de completas G1 , ••• ,Gn 

entonces: 
.-:,.,.' ·~~ .. ' .-.:~·~<-:~ _::: : 

(a) si G1 es núcleoperfecti.l:l1e,'v.f~i:s~~;~~~~~C:~~:(:;~ es núcleo­
.. <~:::· ~: ·:·;:,r-\;r ':~{· ~-> ,.<- ·{:··,>,·,:},.·y;-

perfectible. .. ,'-~ .·i,- ,\ .. ;;:~_;·~ -~,(;·;. :-¡.._:_:·, .. ,,'. 

(b) si G1 ·es ro-núcleo per'fectibl~~'V:"!~~Í.;~~~~t:~·~~es GA es m-

núcleo perfecÚbie. · 
:~- ... 

.:·,~- '.'.: ::_; ·_:_;<· . ~ - . ~ _. . - ., . ' 
(c) si ·G;.· es·:un·.torneo m-coloreadó en 'aristas sin C3 ni T3 

tricolores V l:si:sn entonces GA tiene núcleo por trayectorias 

monocrom!iticas. 

(d) Si G1 es un torneo ro-coloreado (m"'2) donde todo c 3 , c, y 

c 5 es casi-monocrom!itico entonces G tiene núcleo por 
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trayectorias' monocromáticas.· 
'· ' . . . : 

(e) Si G1 ·es un 'torneo 'lll . ..:coloreado · (m~2) fuertemente conexo 

sin C3 tricol~r. tal, :~ue .todo c •. es mon'ocromático para J:sk:sn 

entonces G tiEn:ie. ~G,cl~o por .traye~torias monocromáticas. 

Demostración': Pcir inducción: sobre .n la cardinalidad del árbol. 

Si i=l . el resultado es inmediato; para i=2 se deduce de los 

resultados relativos· a s.p,'c. 

Supongamos el teorema váÚdo, para· m<n. Sea G1 0 =G1 con (l:si:sn) 
:1··· ' 

una gráfica que fue sustituí'da por un vértice terminal del 

árbol A. 

Entonces G-G1 0 por hipótesis de inducción es nücleo-

perfectible (m-nücleo-perfectible, o tiene nücleo por 

trayectorias monocromáticas). 

Sea j 0 el ünico vértice adyacente a i 0 en el árbol. Entonces 

G1 0 y GJ0 están unidos por medio de 2 completas de unión c1
0 

y 

CJo• 

G-G1 0 es nücleo-perfectible (m-nücl~o perfectible o tiene 

nücleo por trayectorias monocromáticas) y G1 0 también; GA es 

el resultado de hacer la s.p.c. de G-G1
0 

y G1
0 

con completas 

de unión C1 0 y CJ0 • Por los resultados de los teoremas vistos 

relativos a s.p.c., se tiene que GA es nücleo perfectible 

(m-nQcleo-perf ectible 

monocromáticas). 

o tiene nQcleo por trayectorias 

Definición 4,3.2.La· suma ·G de n gráficas no orientadas 
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c., ••• ,Gn se deifine de la siguiente ·manera: el conjunto de 

vértices de G es la· uni6n ·aj·e~a: de· los .vértices _de las G1 

Ci=1, ••• ,n¡; dos·vértice;.,de;; se;án:'adyacentessi están en 
~-.• .. 

diferente·~; º·· bi'~~- :iú.".' io·:.·,eran -~~n :uná~-:~1_s~á·:.- G~< 
':-:.0:: '."' .. ' _,. !:;>"'-. "·"'· .. _._ ..... ;:¡'_•_.~.-.·_:_._._·.·.', .. ··,· .•. ·:-,;::;· -~¿:,::_,-·:t):'. .· - '' .\:"<·.·:·. .. 

- ~ - ·>~~.:,:_~; • .. ¡.;;:~-"'. ·.' - ''•J_~:.~-,t:r}_" ·--~ ·:z- - "':- -·- --. ·., "' :·.: ':· • :'. '· 
Teorema -·4·•3•·2· é·,·c' i·~T~~\Jac~b';···c11'¡:_··\_,,_._L~_;::. ;.uilía· 'd'e ,, ... • ... •.·:ri·,. " • 

m-núcleo':-'per~~ct_;.1_·_._.~,.b,i_._1_·:_;_e_ •.•. ~ .... " ~~'.'.mf~~s~;~~p~~~~~~~tb~e •. 
, "~ •:s•'.L:· ,-~~ . . ;·-: ~··( 

--· -~--' - \~- ·.- ;•-; ;- .- ' ~ ,J '"': ,':f:';';-:· - --- ¡ : ;~' ·.~ 

n gráficas 

Demostrac.Í.6n:iLBa~~a~'de~~str:r el resultado para 2 gráficas. 
~.;.¿ :'' . ~;,. 

sean G1 y•Ga m-nücleo perfec:tib,le y G la suma de G1 y Ga• 

sea D una o;ie.ntaci6n de Meyniel, vanios a demostrar que existe 

núcleo de D y sus subdigráficas inducidas. 

Como G1 es m-núcleo perfectible, con la orientaci6n D, D01 

tiene núcleo N1 • Sea D1=G1-N1 • 

Sea A el conjunto de vértices de Ga que son absorbidos por N1 • 

Sea Da= Ga-A y Na un núcleo. d_e o;. 
Vamos a ver dos casos: (1) .. toció',,'vértice de A es adyacente (en 

'- ~-- .. -.--·.·_:/.·- __ .. ~---

cualquier direcci6n) ,ª Na_·Y·. (2) .·Existe aeA tal que a y Na son 

·independientes. 

En el caso (1) se ·afiÍ::ma .que Na es núcleo de o. 

N2 es núcleo de Da, asl que restarla ver que Na absorbe a A, 

N1 es absorbido por Na: en efcto, si n1eN1 y naeNa entonces na 

no es absorbido por n1 pues entonces na estarla en A asi que 

no hay flecha de na a n1 , pero como la suma es unir toda 

flecha de G1 con toda de Ga, entonces (n,. na) existe y es 
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asimétrica, por lo tanto n1 es. absorbido por N2 • Y por lo 

tanto N1 es absorbido por·N2 • . . 

A es abso.rbido.;po.i:: N~: sea aeA, en este caso existe alguna 

flecha. entre a··.y n 2eN2 , además (a,n1 ) existe para algún n1eN1 

y (n11 n,) existe y. es asimétrica Vn2eN2 • Si a no es absorbido 

por alg(in· n2eN2 , entonces existe n2 tal que (n2 ,a) existe y es 

asimétrica lo cual es una contradicción pues el triángulo 

dirigido (a,n1,n2 ) tiene 2 flechas asimétricas. Lo cual prueba 

que a es absorbido por N2 • 

01 es absorbido por N2 : sea v1eD entonces v es predecesor de 

n1 eN1 y n1 es predecesor de toc;lo n2eN2 , si v es predecesor de 

n2eN2 entonces ya acabamos • 

Supongamos entonces que v no es predecesor de ningl1n n2eN2 , 

entonces como en la suma todo vértice de G1 va a todo vértice 

de G2 , tendr1amos el tri!ingulo dirigido (v, n11 n2 , v) y sabemos 

que (n1 ,n2 ) es asimétrica y si (v,n2 ) no existe entonces 

tenemos un triángulo dirigido con 2 flechas asimétricas, lo 

cual es una contradicción. 

De aqu1 que N2 absorbe a todo G-N2 • 

Caso (2): Tenemos que D1 y N1 son absorbidos por N2 viendo la 

misma demostración que antes. 

Ahora si A no es absorbido por N2 , se debe a que existen 

vértices de A para los que no hay flechas entre A y N2 • Si A1 

es el conjunto de dichos vértices, entonces N2uA1 es nl1cleo de 

D. • 

Para terminar este trabajo mencionamos un resultado debido a 
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c. Berge que lleva la misma estructura mencionada en el 

primer Teorema de Jacob, pero relativo a grAficas perfectas. 

Teorema 4.3.3. (Berge (1)) Si G es una grAfica coneica con un 

conjunto de articulación A que es un clan, y si cada pieza 

relativa a A es una grAfica r-perfecta, entonces G es también 

r-perfecta. 

Demostración:· ...... . 

Basta mostrar.que w(G)=r(G) • .. ,- -. 

Sea w(G)=k,entonces. e'iciste un clan de. k .vértices en al menos 

una pieza G' relativa a A. Por hipótesis se tiene que 

r(G')=w(G')=k. 

Otra pieza G11 verificarA r(G")=w(G")•k. 

Podemos pues colorear cada pieza con k colores. si dejamos fi 

colores del clan A al colorear cada pieza, tendremos una colo 

en k colores de todo G. De donde k=w(G)•r(G)•k, lo cual impli 

w(G)=r(G) y el teorema queda demostrado. • 
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4,4, UNA NUEVA CLASE DE,GRAFICAS NUCLEO-PERFECTIBLES. 

Como dijimos anteriormente, la.clase de gráficas de árboles de 
:<: 

completas preserva -''ia:: p!Óopi~dad de ser nCicleo perfectible, 

además no está cÓ~t_~~i.'dacennlnguna de las clases conocidas. 

De las clases ; d~JiJi:áfi"~s nCicleo-perfectibles citamos a 

continuación ·)a~Xiriii~{i~t~r~santes, mostrando en cada caso un 

ejemplo de árb~i{~~W~i.:~Í.~t~s que no pertenece a esa clase: 
·. ":<:,:; ~:Í'i.~~--~~::~t:·' .. 

l.-Trianguladas:'-1:1n~'_grAfica G es triangulada si todo ciclo de 

G posee una -cuerda;_:··;.;. 

Un ejemplo de un ' árbol _de completas G4 no triangulado es el 

siguiente: 1ú: 4, 

Donde el árbol que ,,¡: 
º-'-----·· 

2.- Cotrianguladas: Una gráfica G es cotriangulada si su 

complemento G' es triangulada. 

Consideremos la siguiente gráfica G: 

/\ 
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Su complemento es el que se muestra a continuación y no es 

triangulada. 6. e ; r---i >••·.·.· · .• 
GL . 

. .- - . - . 
, ·- ,--

Sin embargo G es .. un 'árboi .i;a d~inp:l,;t~~· que· no es. una gráfica 

cotriangulada~ 

. i;.,.,, 

Donde 4 es 

3. -Gráficas de co-comparabiÚdad: G es de co-comparabilidad si 

Gº es de comparabilidad. 'i ·,una gráfica se dice que es de 

comparabilidad si existe D una orientación que es transitiva y 

asimétrica. 

Considérese G: 

Su complemento es: 

G. G 

/\ 
'i Gº no es de comparabilidad P.ºr lo que G no es de co-
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comparabil idad. 

sin embargo ,G sí es ·un árbol de completas que ~o es de. co­

comparabilidád. 

cuyo árbol simple.esl~·~-~­

O•~ °'.i 
5. -i-trianguladas: Una gráfica tal que todo ciclo impar (de 

longitud al menos 5) posee 2 cuerdas no cruzadas. 

La siguiente es una gráfica que no es i-triangulada ·y_ es un 

árbol de completas: 

v1 ~ ª .. ·------~11· 
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4,5, UNA APLICACION, 

una aplicación interesante de los n!icleos 'por trayectorias 

monocromáticas es en el probl~ma de" la toma.de decisión grupal 

que surgió en la Teoría de Ju~gos. 

supongamos que m personas .. ·~ü'iere~;: ponerse de acuerdo para 
•''/· .. , .. , 

elegir una situación de· · cinj~Ü.llto, X de n situaciones 

{X11 ••• 1X0}. 

Vamos a representar cada,s:i.tuac.ión •Xi del conjunto x por un 
,,, . .,\ 

§~,:,:~'.:::~;~J~il~i~t}r;:::::::::::,::; 
jugador que usa color· rojcÍ a'.·"J:a 'sii::uaciión x1 , entonces marcará 

una flecha de X1 a Xi color~~ndoi~ co.n su color y tendremos en 

la gráfica la flecha (x1 ,xi) de color rojo. Si no tiene 

prefencia entre un par de situaciones, no se pondrá flecha 

entre esos vértices. 

Cada jugador será congruente con sus preferencias, si prefiere 

x1 a x2 y x2 a x3 entonces preferirá x1 a x3 , es decir habrá 

transitividad por colores. 

De esta manera actuar.á cada persona poniendo flechas de un 

mismo color y dicho color diferente a los colores de las otras 

personas. 

Lo que se obtiene es una digráfica D de orden n m-coloreada en 

107 



Tendremos entonces que un nQcleo de la digráfica, representará 

una solución al problema planteado de toma de decisión grupal: 

Si N es un nücleo de o, la independencia nos indicará que de 

las situaciones obtenidas en N no hay alguna preferencial, 

esto es, todas esas situaciones pueden ser parte de una 

solución grupal. La absorción nos dirá qul",.. dada cualquier 

situación x fuera de N (en D-N), siempre se puede encontrar en 

N una situación que es mejor que x, por lo que x no puede 

formar parte de la decisión grupal. 
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e o N e L u s I o N E s 

Una gráfica· es ,~e~f~0~ta si'~ ~Ólo si _';'.s núcle~ perfectible, 

La conjetura 'ant;_rlor ::conoci.dá. como l~ , B. D .. '. c~nj etura surgió 
. ' ' 

del hecho de qÜe ~i . ~r~biema d~ coloraC::ión queda resuelto 

cuando queda- resuelto para completas en gráficas perfectas y 

el problema de n!icleos ·también queda resuelto cuando queda 

resuelto para completas orientadas por pozos. 

Ahora al trabajar con torneos coloreados nos preguntamos si 

las gráficas perfectas tendrán n!icleo por trayectorias 

monocromáticas, imponiendo a las subgráficas inducidas 

completas las condiciones de los teoremas vistos a lo largo de 

la tesis, como las condiciones de Shen-Minggang o las de los 

ciclos c3 , C4 , c 5 casi-monocromáticos. o poniendo condiciones 

de orientación-coloración, impuestas para completas que 

resuelvan pra n!icleo-perf ectibles ¿Habrá n!icleo por 

trayectorias monocromáticas? 

Podemos decir que al asignar color a las flechas de una 

digráf ica se crea una nueva rama en la Teoría de Núcleos en la 

que quedan muchas posibilidades abiertas. 

También presentamos dentro del trabajo realizado una 

aplicación en la que no se hizo énfasis pero que podría 
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resultar interesante profundizar más. Dicha aplicaci6n se 

refiere al problema de la toma de decisi6n grupal, que en este 

caso le da un enfoque diferente a la aplicaci6n que tiene en 

el caso de núcleos en digráficas no coloreadas, pues el hecho 

de dar colores, da menos rigidez a la soluci6n al tener más de 

una trayectoria (posibilidad) de un vértice a otro (de una 

condici6n a otra) en vez de una sola flecha directa. 
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