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INTRODUCCTION

Después de que en 1961 C. Berge definié las graficas
perfectas se ha tratado de dar una caracterizacién de 1las
mismas sin lograrlo.

Una gréfica G es perfecta si para cada subgrifica inducida H
de G se tiene que y(H)=w(H). Sienso ¥(H) el nlimero cromitico
de H y w(H) el cardinal de la completa maximal de H.

De 1los resultados sobre graficas perfectas, L. Lovasz
demostré un teorema que resuelve una conjetura gue se habia
planteado con anterioridad, el resultado es el siguiente:
Teorema de grificas perfectas: para una grafica no orientada

G las 3 condiciones siguientes son equivalentes:

1. cx_(GA)=e(GA) AcX
2.0(G,)=7(G,) AeX
3. a(G,) *w(G,)=|A| AcX

Después otros resultados se han obtenido sobre
caracterizacién de gr&ficas perfectas, se sabe por ejemplo
que las gréficas trianguladas y las de comparabilidad lo son.
Después surgi6é el problema de las grdficas nGcleo perfectas
que tampoco se han poedido caracterizar totalmente.

Para que una grifica D sea nlcleo perfecta es necesario que



toda subgriafica completa D posea un nficleo, en este caso un
pozo.

Llamaremos hucleo perfectible a una grafica no orientada que
verifique que para toda orientacién de D tal que toda
subgrdfica completa posea un pozo resulte en una grifica
nicleo~perfecta. Algunos ejemplos sencillos de este tipo de
graficas son: las completas, los ciclos de longitud par, las
subgr&ficas bipartitas,etc.

Mis adelante y profundizando mis sobre el tema se encontraron
otra clase de grificas nGcleo perfectibles, como las
trianguladas y 1las de comparabilidad que como se mencioné
también son perfectas.

Vemos que primero surgié un tema sobre grdficas no
orientadas, después se planteé el problema de nticleo~
perfectas que involucra orientacién,ahora ha surgido otra
inquietud en la misma direccién gque los nticleos, pero con
otro enfoque. En este caso se trata no s6lo de orientar
grificas sino de asignar colores a las flechas. Dbada una
digrafica orientada y coloreada en sus flechas trataremos de
encontrar un nficleo, pero dicho ndcleo serd un conjunto
Independiente y Absorbente a la vez, no mediante flechas
directas sino por trayectorias de un solo color (trayectorias

monocromiticas).

En el caso de nGcleos por trayectorias monocromidticas se han

obtenido ya algunos resultados, especialmente para torneos.
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En 1982 se propuso una conjetura interesante debida a Sands,
Sauer Woodrow;' ‘

El tema de nuestro ffabajo es el de ndcleos en digraficas
coloreadas en sus flechas (NGcleo por trayectorias
monocromiticas) .

Primeramente se recopilé el material sobre este tema, en
este material destaca la conjetura a que se hacia mencién y
que dice:

Si T es un torneo 3-coloreado en aristas sin C; tricolores
entonces T tiene nGcleo por trayectorias monocromiticas.
Después se hace una primera aproximacién a la conjetura
mediante el Teorema de Shen Minggang, quien concluye que para
torneos n-coloreados nx5 la conjetura fallaria y deja abierto
el problema para torneos 3~coloreados y 4-coloreados.

En la segunda parte abordamos la conjetura y queda resuelta
para torneos de cardinalidad ns=é.

Después en el capitulo III se enuncian varios teoremas, entre
ellos 2 sobre existencia de nficleos por trayectorias
monocromiticas.

Y finalmente se amplia la clase de graficas con nficleo por
trayectorias monocromiticas mediante una operacién que
llamamos &rbol de completas. Cabe sefialar que esta operacién
preserva nlicleo-perfectibilidad para graficas no coloreadas,

lo cual amplia también esa clase de grificas.



NOCIONES PRELIMINARES

Gréficas.

Una grdfica G consiste de un conjunto finito no vacio V=V(G)
de puntos llamados vértices junto con un conjunto A de pares
no ordenados de vértices distintos de V.

Cada par de puntos de A (u,v] es una arista de G y se dice
que u y v son adyacentes.

Si x es la arista [u,v] se dice que x es incidente con u y v.
Una grédfica con p vértices y q aristas se dice gue es una
(p,q) gréfica.

A p se le llama el érden de G.

Un camino de una grédfica es una sucesién alternada de
vértices y aristas [Vo,X;,Visese,Vpo1s¥n, V] que inicia y
termina por vértices y cuyas aristas son incidentes con los
vértices precedente y siguiente en la lista. Este camino une
Vo Y V, ,se puede denotar simplemente  [V,,Vi,seesVpq,Vale
También lo llamaremos V,v,-camino.

Un camino serd un camino cerrado si v,=v,.
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Se . llamaré trayectorla a un camino cuyos puntos sean todos
v distintos (y por lo tanto las 11neas también). La trayectoria

que :. une a : dos puntos,u y v.se "le llamar& tambi&n uve-

trayectoria. e ‘ :

La longitud de una trayectox:ia [v,,...,v] es n el nGmero de
aristas en ella.

Un circuito es un camino cerrado {VorVises e VageVarVol con
n=3.

Se dird que una grifica es conexa si todo par de puntos estéd
unido por una trayectoria,

La relacidén xy-trayectoria es una relacién de equivalencia
cuyas clases son llamadas las componentes conexas de G. La
grdfica es conexa si posee una sola componente conexa.

Un punto de corte de G es un vértice de G tal que al gquitarlo
la gridfica se desconecta (obviamente al quitar un vértice se
quitan las aristas que eran incidentes a dicho vértice).

Un conjunto de corte de G es un subconjunto de los vértices
de G tal que al quitarlo la grafica se desconecta,

Una grafica G se dice que es completa si ¥V par de vértices u,
veV(G) ([u,v]eA(G).Denotamos K, a la gr&fica completa con n
vértices.

G es upa gréfica bipartita se existe una éarticién de los
vértices de G en 2 conjuntos X y Y tales que toda arista
tiene un extremo en X y otro en Y.

Un &rbol es una grifica conexa y aciclica (sin circuitos).

El complemento de una grifica G, denotado G°¢ se define de la
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siguiente forma:

V(G®)=V (G)

[X, Y1V (6%) o[, Y1#V (G)

Una subgréfich de G ‘es una grafica con todos los vértices y
aristas contenidos en G.

Dado un conjunto V, de de vértices de G la subgréfica de G
inducida por V, es la subgrdfica maximal de G con conjunto de
vértices V, (2 vértices son adyacentes ¢ son adyacentes en G)
y se denota Gy, -

Una subgrdfica generadora de G es una subgr&fica de G que

contiene a todos los vértices de G.
Gréficas orientadas.

Una grifica orientada o digrdfica D es una pareja (V,F)
formada por un conjunto V y una familia F de elementos del
producto cartesiano VxV. Los elementos de V son los vértices
de D.

A la cardinalidad de D se le llama el orden de D.

Los elementos de F son llamados flechas de D. Los vértices x
y Y son llamados vértice inicial y vértice final
respectivamente de la flecha (x,y).

A una flecha de la forma (%,x) se le llamar4d lazo de D. En el
presente trabajo consideraremos digraficas sin lazos.

La multiplicidad de D es el nGmerc maximo de veces due

aparece un arco dado en la familia F.
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Una -grdfica simple es una gré&fica ‘de” ﬁhiﬁiblici‘da‘c_l -—blfi'sin
lazos. ‘ '

si la flecha (x,y)eF decimos que x y y son adyacentes. Al
vértice 'y se le llama sucesor de X 'y al .x se:le llama
predecesor de Y. -

I‘u"'(k) (o I'*(x) si no hay ambigliedad), representa al conjunto
de sucesores de x en D.

i‘n"(x) (o I'"(x))  representa el conjunto de vértices
prede'ceisbresi'de X en D.

Los ~vecinos ‘de “x son  los ° vértices del conjunto
I‘(x)él'""(x)ul":(x)L‘ ‘

Una s'ubdigréfic:a D, 'de D inducida’ por V,sV(D) se define como
sigue‘VfD;)=V,‘, ‘y F(b;)=F(I5)n(v°$<V,),‘ también se suele denotar
por Dy .

Una subdigrifica de D es ‘una digrdfica cuyos vértices y
flechas est&n contenidos en V(D) y F(D) respectivamente.

Una subdigridfica generadora es una subdigrdfica de D cuyo
conjunto de vértices es V(D).

La parte asimétrica de D, que se denotard Asim(D) o AsimD es
la subdigrafica generadora de D cuyas flechas son las flechas
de D que no son simétricas,' es decir sus flechas son las
flechas asimétricas de D . Sim(D) o SimD es la subdigrafica
generadora de D cuyas flechas son las flechas simétricas de

D.

Un camino es una sucesién (v,,vy,...,V,) de vértices tal que
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(Vic1 Vi) €F(D)  para ie{1,...,n} si v,=v, el camino se llamars

canino cegrddo.“La;léngitﬁd.del cémino‘ég‘ﬁ;

Una tfafectorii,esaunxb§min0jen.elvdualfnihéﬁn vértice se
repite, .. una trayec;orié‘ﬁ( s "‘ se dice que
conécta © une a u con v yfla’iiéﬁgfémas‘uv—trayectoria.

Un ciclo es un camino cerrado (v,,v,,...vn) tal gque cuando
i#0,n, se tiene que v;#v; v ixj.

Diremos gque un ciclo es uﬁ ciclo impar si su longitud es
impar y un ciclo es par cuando su longitud es par.

Sea D una digr&fica, consideremos en V(D) 1la siguiente
relacién binaria (-), para u,veV(D) u~v e 3 una uv-
trayectoria en D y una vu-trayectoria en D. La relacién es
una relacién de equivalencia en V(D). Las clases de
equivalencia son las componentes fuertemente conexas de D. Si
D tiene una sola componente conexa se dird que D es
fuertemente conexa.

Si D es una grafica orientada, se puede obtener la gré&fica no
orientada D* reemplazando cada arco antisimétrico (o
asimétrico) y cada par de arcos simétricos por una arista, a
p* se le llama grdfica subyacente.

Reciprocamente, si G es una gri&fica no orientada, llamaremos
una orientacién de G a toda grdfica orientada D tal que D*=G.
Un punto de corte de una digré&fica es un punte de corte de la
grdfica subyacente.

Un torneo es una grifica completa orientada.
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Nicleos en Digraficas.

Un vértice x de una subgridfica inducida completa de una
digrdfica D diremos que es un pozo si C-{x}s["(x). Es decir
si todos los vértices €-{x} son absorbidos por x. Diremos que
un vértice z de C es una fuente si C-{z}<I"(z).

Sea D una digrdfica y G su grdfica subyacente, diremos que D
es una orientacién por pozos u orientacién normal de G, si
toda subdigrafica inducida completa de D tiene un pozo.
Consideremos una grafica simple G y un conjunte ISV(D), se
dice que I es independiente si 2 vértices distintos de I
nunca son adyacentes, en o&ras palabras, si I'(I)nI=®,

En una digrafica un conjunto serd independiente si 2 vértices
distintos de I no est&n unidos por una flecha (en cualquier
sentido).

Dada una digrafica D decimos que un conjunto AsSV(D) es
absorbente si V x¢A tenemos que r+(x)nAx¢.

Dada una digré&fica D, un conjunto NSV(D) es un NGcleo de D si
es independiente y absorbente a la vez.

Una grafica orientada D es nicleo perfecta si tanto ella como
todas sus subdigrdficas inducidas tienen niicleo.

Una digrdfica nucleo imperfecta critica es una digrdfica G
sin ndcleo y tal que toda subdigrifica inducida estrictamente

contenida en G es nicleo perfecta.



Digrdficas Linealmente Coloreadas.

Se hablar& de digrdficas linealmente coloreadas o coloreadas
en aristas si sus flechas tienen asignado un color (sin tener
nada que ver con buena coloracién).

Una trayectoria monocromidtica de una digrafica linealmente
coloreada serd una trayectoria dirigida en la gque todas sus
flechas tienen asignado el mismo color.

Un conjunto SsV(D} diremos que es independiente por
trayectorias monocromdticas si para toda pareja x,y de
vértices distintos de S, no existe trayectoria monocromitica
ni de xaynideyax.

Un conjunto SsV(D) diremos que es absorbente por trayectorias
monocromdticas si ¥ X e V(D-S) existe una xS-trayectoria
monocromdtica.

Un_cdnjunto NSV (D) diremes que es un nlicleo por trayectorias
monocromdticas de D si es independiente y absorbente por

trayectorias monocromdticas a la vez.
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CAPITULO I

PANORAMA SOBRE TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS EN DIGRAFICAS

m-COLOREADAS POR ARISTAS.

En la primera parte damos un panorama general del problema de
nGcleos por trayectorias monocromiticas en digraficas
coloreadas por aristas. Mencionando 1°$ resultados conocidos
sobre el tema.

El primer resultado es muy interesante por su generalidad.
Nos dice que toda digrifica coloreada con 2 colores tiene
nlcleo por trayectorias monocromdticas siendo la dGnica
restriccién gue no existan trayectorias monocromiticas
infinitas a partir de un punto (trayectorias exteriores
infinitas).

Un corolario inmediato es que todo torneo finito 2~coloreado
tiene un vértice que es nGecleo por trayectorias
monocromédticas.

Después se hace notar que si el torneo es monocromético
siempre existe un vértice v absorbente con la caracteristica

adicional de que siempre existe una trayectoria de longitud a
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los mis 2 de cualquier vértice hacia v.

Para el caso del corolario, es decir de un torneo bicoloreado
no puede existir una cota para la longitud de la trayectoria
minima monocromitica de cualquier vértice al nGcleo. Esto
Gltimo se ve en un ejemplo en el que la trayectoria minima
para un punto es pasando por todos los demds vértices,

M&s adelante se ve que el resultado del corolario es falso
para torneos 3-coloreados.

gin embargo bajo ciertas hipétesis extras continuars siendo
vdlido. Por ejemplo, si el torneo es transitivo,

Otro ejemplo que se ilustra como teorema es el siguiente:

Si T torneo 3-coloreado el cual puede ser particionado en
subtorneos bicoloreados y unidos mediante todas las aristas
al resto de los subtorneos mediante flechas coloreadas con un
mismo tercer color. Entoncers T tiene nficleo por trayectorias
monocromiticas.

Despuég se analiza la conjetura de Sands Sauer Woodrow:

si T torneo 3-coloreado sin C; tricolor entonces T tiene

NGcleo por trayectorias monocromiticas.

Una primera aproximacién a la conjetura la da Shen Minggang:
Si T es un torneo m-coloreado sin C; ni T; tricolores
entonces T tiene nficleo por trayectorias monocromiticas.

Es un resultado interesante que aunque agrega una fuerte

hipé;esis a 1la conjetura, (ne hay tridngulos transitivos
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tricolores), da Amés" liberf:ad “para ' la qdloracién ‘de las
flechas. ‘ e : ; ' :
Un corolario a este resultado es:; el s:.guiente. = ) oo
siendo T un torneo con vértices {vl,.;.,v) Yy H,,./..,H al

igual gue T torneos m-coloreados (no importando si no son los

mismos m colores) sin Ca n Ta tricolores. Si se realiza la
operacidn de sustituir v, por H, y después unir todo vértice
de H; con todo vértice -de H; coloreando con el color que
tenia la flecha (v,,\i,) y con 'direcciones arbitrarias, el
torneo T/ formado - asi, tiene nGcleo por trayectorias
monocromiticas.

Para terminar se analizan 2 ejemplos:

Un torneo T con mw=5 sin C; tricolor (pero si T; tricolor) en
el que el resultado falla.

Se ve otro torneo con m=4 y sin T; tricolor para el cual el
resultado falla también.

De estos dos ejemplos se deduce gue para mz5 las hipé6tesis
son las mejores posibles, el resultado nho puede ser

mejorado.Pero la conjetura continda sin resolverse.
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1.1, NOCIONES PRELIMINARES,

Definicién 1,1.1, Una xS-trayectoria de D es una trayectoria

del vértice x a un vértice s de S, donde SsV(D).

Definicién 1.1.2, Una trayectoria exterior infinita'eé‘ﬁha
sucesién (¥,,%,...) infinita de vértices distintos "dé: D

tales que (x;,Xy,) es una flecha de D.

pefinlcién  1,1,3, Se denotard ¢, -al ciclo dirigido de

longitud 3 y T3 al tridngulo transitivo:

Para la demostracién del primer teorema, que enunciaremos mis
adelante, tenemos 1las siguientes nociones y resultados

preliminares:

Supongamos que 2 colores usados para colorear las flechas de

una digréfica son rojo y azul
(X 9 roJo y) (X - ezul ¥), (X - oono Y).

significara que existe una trayectoria roja (respectivamente

azul o monocromdtica) de x ay.

14



(X = rojo 8) (X 2 azu1 S), (X > nun‘n.Sv)

Significard que existe una xS trayectoi:iarroj_a.l .

(respectlvamente azul o monocromatica)

(X 79 rojo ¥)- (x /=) azul’ y), (x o nnnuy)

Significara gue no existe trayectoria roja d vx a y :

(respectivamente azul o, monocro tica».i

Derinlcién 1.1.4. Definimo 1 relacidn "S" para subconjuntos
del : .

cbnjunto de vértivg:e‘st de*D de'; ia si;guiente manera:
S.ean §,TSV(D) ., dii:e'mosqueﬂsﬂ‘ si V seS existe teT tal que
una de las dos propiedades siguientes se cumple:

(a) seT

(b) (s 5 azn1 t) Y {t 7o azul 8)
N6tese que si SST entonces SsT.
Resultade 1.1,1.Si D es una digrdfica bicoloreada y D no
contiene trayectoria monocromitica exterior infinita entonces

el conjunto de todos los conjuntos independientes de D es

parcialmente ordenadeo bajo la relacién "sv,

Demostracidn:
(a) Reflexiva. Es inmediato de (a)

(b) Transitiva:

si s=r entonces de acuerdo a la definicién, V seS seT o

3 teT tal que (5 > azut t) y (t /,» azul 8),

15



Si TsR ‘entonces V teT teR o 3 reR tal que . (t 5. azm

r) y (r 7> azul' t) .

Sea seS si seT entonces para dicho s=te 3 reR tal que toeR o
(tosazul )  y . (r / - am to), es decir, seR o (S azu r)
y (r +» azul 8), con lo cual este caso queda probado.
Veamos ahora el caso en que para seS 3 t tal que (s - azm t)
Yy (t /9 azul s);"‘:si para dicha t se tiene teR, digamos t=r,
entonces (s > b;l{l— i'u) y _(r, /- azul S8) para algn r.R y
quedaria demo:‘str‘_ac'lé'..;'Sij::para .dicha t se tiene que (t - san
¥y y (. a’jz‘yl‘. t‘)"- entonces (s S ezl t o ez r), de
donde (s-)‘az;».vl ) , yisin (r—)' azul S) entonces (r - azu & 9
szul t) R
de donde (r - azmn t:) A l-1‘§ "p‘ual es ‘una contradiccién, por 1lo
que (r /5 azul é). Dé'aéui se tiene que si SsT y T=R
entonces SsR. ’ S

(c) Antisimétrica:
Queremos demostrar que si SsT y TsS entonces T=S.
Sea 8eS+seT o (s°t,) Yy (t,/-%s).
Supongamos s¢T:
Entonces (s-t,).
Como T=S entonces para t, se cumple:
t,eS 0 3 s,e8 tal que (t,»%s,) y (s,/-°t,).
Si t,eS » (s-t,), lo cual contradice la independencia de s.
Por lo tanto si (s+°t,) = 3 s.5 tal que (tg0s,) y

(so/"ltn) .

16



Pero entonces . (ss*t,~"s,) por lo tanto (s9%s,), lo cual
contradice nuevamente la independencia de S, de manera gue
se€T ¥ seS y SsT.

Andlogamente comenzando con Ts=S, por lo tantoc T=S. =

Definicién 1.1.5, Dada una digrafica D sin trayectorias
monocromiticas infinitas, diremos gque el conjunto S de V(D)
es un seminicleo rojo por trayectorias monocrométicas si:

S={ s#¢ : S independiente y con la siguiente propiedad: Vv
yev(D-S) si 3 Sy-trayectoria roja entonces existe una yS-
trayectoria monocrom&tica}

Resultado 1.1.2. S#¢ ya que en D existe al menos un vértice v
tal que si (V - redo y) entonces (y - rojo V) V y lo cual
implica que {v}eS.

Demostraciodn:

Vamos a demostrar que el vértice v mencionado existe.

Primero nétese gue V veV(D) existe una trayectoria de v a y
roja, pues en caso contrario el vértice del cual no sale
trayectoria roja seria el vértice buscado.

Podemos suponer entonces que de todo vértice sale una
trayectoria roja.

Haremos la demostracién por reduccién al absurdo.

Supongamos que YV veV(D) 3 y * v tal que (voreley) y
(y/-moiev) . Sea y, un vértice arbitrario de D.

De y» salen trayectorias distintas rojas. Sea yo’ un vértice

para el cual (Yo = roJo Yo') 'y (Yo' /9 rojo Yo).
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De  ye’ -también Véfxiste- Vun‘vré:;t'i‘ce»' yo’_"‘:tal' que. {yo’ - roso

yo! 1)y Nt T
rojo )}q!’)

Sea v, e

intersecta

De esta manera podemos formar la trayectoria (YorYy1eYasese)
exterior infinita y monocromitica 1lo cual contradice 1la
hipétesis.

Concluimos que S#¢., =

Resultado 1,1.3. Siendo D una digradfica bicoloreada, sin
trayectorias exteriores infinitas, se tiene que (S,s) tiene

elementos maximales.

Defininmos para cada cadena £ de conjuntos de S el conjunto S®

de la siguiente manera:
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S¥={selUB :3S5e€ tal que oeT V TeE::

a8},

Notese que S° conéiste de'los ‘Vérﬂées de D gque pertenecen a

todo conjunto de la cadena.a p‘av\r‘f‘. : de ‘un cierto punto.

Vamos a demostrar que S® es cdﬁa syi.\_péfiokr de la cadena 8. De
donde segin el lemma de Zorn un ordgn éarcial tal gque toda
cadena tiene una cota superior tiene elementos maximales.
Para ver que s” es cota superior de £, se tiene que ver que
¥ SeS con Se 6 una cadena de (S,s), S%S-y s5"z5.

Sea Sef una cadena de (S,s) y seS. si ses”, entonces s®=8. si
para todo eS, oeS” entonces Sss” y por lo tanto Sss”.

Asi que supongamos gque existe oeS tal gque aes”.

Dentro de esta demostraci6én denotaremos por "a" un color y
por "r" otro color diferente y por mono, monocromitica.

como Azs‘”, entonces existe un conjunto S, (de la cadena)
después. de S al cual ¢ no pertenece: ¢S, y §=5. Por la
definicién de "s" y como o#S; o%®o; Vo,eS, entonces existe
8,65, tal que (o9%,) y (8,/9%). Si o,¢5” entonces existe un
conjunto- S, después de S5, al cual & no pertenece: a,¢S, Yy
S,z8;. Por 1la defini;:ién de "s" para 4, existe ¢S, tal que
(0;0%,) ¥y (69%); Yy por lo tanto (8;9/%) (si  (o,4%)
entonces (o;-%;9%) ¥y entﬁnces (6;9%) 1lo cual es imposible)
Por lo tanto (6923,9%,).

si ozzs"’ entonces podemos continuar «con este mismo
procedimiento, pero como por  hipétesis no existen

trayectorias monocromidticas infinitas, entonces el proceso
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debe pérar‘ en. un momento para algfin elemento 4,€S, y a,eS”
Esto Lquiefrej decir que dado Sef para aeS existe 4,e8” tal que
(@a%) ¥ (ayrne)

con‘c].r‘\r.l}.ﬂ."v::s"fqi}.xe s#¢ y S925 vSef.

Vamosié-defnostrar ahora que S%eS:

Séa ‘A‘y’ tz eﬁ S®, entonces existen U y V en € tales que aeU V
UzS y teV v VzT; supongamos sin pérdida de generalidad que
, T=S.

Entonces aeT y como ¢T y T es independiente entonces o y ¢
no pueden estar conectados por una trayectoria monocromitica
y por lo tanto 5® es un conjunto independiente.

Sea 0eS®, entonces 4eS con Set cadena de S. Supongamos gue
(a97y) para yevV(G).

Como SeS Yy (oo'y) entonces (ymonS), es decir existe teS
tal gque (y-menol). Si teS™ ya terminamos,

Asi que supongamos que {#S®. Entonces {#s y {ys»*t) pues si
(y-"t) entonces (o't} pero S es independiente. Por 1lo tanto
(y-°t) .

Puesto que S5”zS entonces para ¢ existe “es® tal que (%)
y (£%-%t). Como (y-*t42t™) entonces (y-*t®).

Es decir VeeS® si (e»fy) entonces (y-°5®), lo cual prueba que
sweS.

Hemos demostrado que cualquier cadena de S tiene una cota
superior en S y por lo tanto por el lemma de Zorn (S,s) tiene

elementos maximales. n
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1.2, EXISTENCIA DE NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONCCROMATICAS,

Teorema 1.2.1. [8) Sea D una digrifica cuyas aristas estén
coloreadas con 2 colores y tal gue D no contiene trayectorias
monocromiticas exteriores infinitas. Entonces existe nGcleo

por trayectorias monocromaticas de D.

Demostracién:

Sea S un elemento maximal de S. Ve;mos .a demostrar que S es
nicleo por trayectorias monocromdticas de D.

Se hard por reduccién al absurdo. Como SeS «» S es
independiente, resta ver que es absorbente.

Supongamos lo contrario, es decir, 3 yeV(D-S) tal que (y
wono S). ¥ vamos a llegar a una contradiccién.

Sea Y={yeV(D-S): (y s mono S)}

Y sea xeY de tal manera gue si (X = rojo Y) entonces (y »
rojo X) V yeY,

N&étese que debe existir un tal x pues si no fuera asi, se
podria construir una trayectoria exterior infinita roja (la
demostracién de ésto es igual a la hecha para ver gque S=23).
La prueba del teorema consistiri en encontrar ye¢S tal que yeY
y=x Yy (X rejo y) pero (y /- roJo X) de donde se concluird

que Y=3%.
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Sea T={teS8: (t /9 a2ul %)}

Observemos que {S~T - szul’ x) Vses-T_'

Notamos también que Tu(x) es independiente' entre los‘
vértices de T no hay aristas pues T es mdepend:.ente, de X a:
T tampoco porque (X /3 amone S). De T a x «no hay flechas
azules por la definicién y si hubiera rojas, : segln la
definicién de S habrfa (x - ~mme  S) lo cual estamos
suponiendo gne no sucede. '

También tenemos que TU{x}>S:

para seT existe t tal gque s=t

para seS-T 3 x tal gque

v(s s azux x) y (x /—» uz’t‘ll s) pues )
g1 (% ~» azul 8) entoncéé' (x 3 wono S) ‘ v '
Pero como S es maximal entonces exista y tal ‘que:.

(TU {X} - rejo ¥) ¥y (Y 7 - mono TU{XR})
1.~0Obsérvese gue yeS: - ‘
S1 yeS entonces (T - rojfo ¥) O (X 3 raJo y) , en el primer
caso se contradice la independencia de S y en el segundo
habrfa una xS trayectﬁria roja lo cual contradice nuestra
suposicisdn, por lo tanto Y‘,s',
2.%(T /5 rojo ¥)?
Si (t - rofo y) entonces (S - rojo y) 1o cual implica por la
defini;iénf&e 5 que"(y 5 mene S} , pero como (Y /3 mene
TU{x}),  en p_a'r,ticu‘lar {y +» aono T) por lo tanto (Y - mone
semy b
(a) Si (y 2 rojo 8-T) entonces como (T - reJo y) entonces (T

= vose ¥ rojo- 8~T) 1o cual contradice la independencia de
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S.
(b) Si (y - azwt 5-T), sabemos que (S-T - azul ) entonces:
por transitividad (y = szut x) lo cual es una contradiccién

pues (y /- mono TM(x}) .

En ambos casos hay contradiccibn por: lo que (T /-) rojo Y)

concluyendo que"

O r;zjo Ve

.~Vamos _a ver: qu n ﬁfayectbi‘i'a's monocromaticas de y a

4 S, es decir,lye!
(a) Si (¥’ 5 .rojok en ‘nces "X 3 raje ¥ - reja S) por lo

tanto * (x. -)'uono S) 1o cual ‘es una contradicecién.

{b) si k(y e azul.S) como' (y 7+ wmono TU{X}) en particular (y

/= uzul

{x}) en part:.cular (y 7 azul T).

Por 1ov anto s‘i (y - azul S) entonces (y - azwt S~T) pero
(S-T 37 azul x) entonces (y = azut S-T - azul X) entonces (y -

,azux,~-x)~ lo cual no puede ser pues (y /- =ono TU{x}), por lo

tanto:.

' (Y 7 mono S), ademds sablamos que y¢S por lo tanto
yeY. i
Pero de (y/» wne X) se concluye (y/» rejo X) lo cual
contradice la eleccién de x de que V yeY si (X - rojo ¥) =

(Y = rojo X), con lo cual el teorema gueda demostrado. "
Un corolario inmediato es el siguiente:

Corolario 1.2.1. Sea T un torneo finito cuyas aristas esté&n
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coloreadas con’ 2 colores. Entonces existe un vértice v de T

tal que v.es nﬁcleo por trayectorias monocrométicas.

,Estéiﬁlﬁimo‘ ésultadd para torneos es conocido para torneos

 no coloreédos es decir, se sabe que existe un vértice v del
‘~‘torneo tal que para cualquier otro vértice x del torneo
existe una trayector;a de x a v. Mas aﬁn se sabe que dichas

.trayectorias pueden ser de longitud a lo més 2.

Observacién 1.2,1.En el caso de torneos bicoloreados por

nﬁcleo kpor trayectorias

aristas, sabemos que existe 1

monocromiticas pero no exisfgf una. cota para la longitud de

la trayectoria.

Aqui se presenta un ejempla p r 1 st afifmacién:

itz oot}

consideremos un torneo finit

( £),ty,1.) rojo-para..

( t,,t1 ) -azul para 351

‘Entonces: t, es‘ﬁﬁcleo por trayectorias monocromiticas y es el
tnico. Se observa que la Gnica trayectoria monocrom&tica de

t, a t, pasa por todos los vértices y es de longitud n~-1 ,
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que es la mdxima.longitud posible.'

Observacién 1.2.2. Pa;&,tdfﬁedv~t:1caloreédoé en . aristas el

corolario es falso.
Un ejemplo muy siﬁpi& dbﬁ,iAVErtices, para el

cual ningGn vérticere

v,
A partir de éste Gltimo ejemplo podemos construir mas
cbntraejemplos, aumentando  vértices. Podemos aumentar
vértices de manera que siempre las flechas de los vértices
aumentados vayan hacia v,,v,,V; Y entre ellos en cualquier
direccién y en cualgquiera de los 3 colores.De esta manera no
existird ningGn vértice absorbente por trayectorias

monocrométicas.
Vi

Vi %

El siguiente ademds de contraejemple al corolarioc para
torneos tricolores es un ejemplo de un tornec gue no posee un
conjunto S absorbente por trayectorias monocromiticas de

cardinalidad 1 6 2,

Ejemplo: Sea T un torneo finito con vértices:
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V(T) ="{ ay,az;35 b‘uvbzbrrt_’:'y Cxﬁ}czr‘?a}'

Y con las siggiéntesf’iista

lay,ag) color amarillo

.éoipf ‘amarillo
: color azul
o (kc;,a;_')‘ color blanco
Como se pue_cie ver nihgt@n vértice absorbe a los demds. ademés
no existe ‘:un: ﬁérfi,éé Qértices que absorba al resto. Por
ejemplo S={a’1,b2}f.'no',absprbe a byt
Comenzando una trayectoria por b, sélo tenemos:

(ba,by) "y  (b3,y)
En el primer' caso de b; a b, tenemos trayectoria blanca,
después de b, sblo podemos seguir con trayectoria amarilla a
b, o con trayectoria azul a c, de manera que en ese momento
se acaban las trayectorias monocromiticas.
De by a cualquier ¢; tenemos una flecha azul, luego de cada
c; hay flecha a a; pero en color blanco lo cual rompe lo

monocromdtico,

Erdds plantedé un problema que aln sigue abierto:

Dado un tornec T n-coloreado por aristas ¢Existe un entero
f(n) tal que existe S&V(T) con S absorbente por trayectorias
monocromdticas y St £(n) ?

En estos términos el corolario simplemente diria que £(2)=1.
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Muy particularmente Erdds planteé la siguiente pregunta: para
todo torneo tricoloreado por aristas ¢existe un conjunto
absorbente por ' trayectorias monocromiticas de cardinalidad
32 , es qéci'r' e£(3)=32.

En ciertﬁs .ca}s'os particulares el corolario sigue siendo
vilido para .tc.::x;.'neos tricoloreados como es el caso de los
torne&s tranSitivos. Ensequida veremos otro ejemplo de torneo

tricoloreado en que el corolario sigue siendo valido,

Teorema 1.2,2, {8] Sea T un torneo cuyas aristas estéan
coloreadas con 3 colores y cuyo conjunto de vértices puede
ser partido en conjuntos ajenos de manera que :

(i) Dos vértices en diferentes conjuntos de la particién
siempre estén unidos por una arista roja.

(ii) Dos vértices en el mismo conjunto de la particién estéan
siempre unidos por una arista azul o verde.

Entonces existe un vértice v de T que es nlcleo por

trayectorias monocromaticas.

Demostracién: Sean Bi1,B2,...Br los elementos de la particién.
Vamos primero a definir un orden para cada B:i de la siguiente
maneras

Las aristas de Bi estln bicoloreadas y Bi es un torneo por lo
tanto de acuerdo al corolario visto existe v,eBi tal que x -
mono Vy ¥ xeBi-{v,}.

De la misma manera, Bi-v; es torneo bicoloreado por tanto de
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acuerdo al corolario tenemos i.m elerﬁentovz tal que V¥  xeBi-

{v;,Vz} existe una, trayectona monocromatica X-3monoVze

Continuamdo asi, como “Bies f:.nito tenemos un orden lineal y

us elementos, digamos:

» v<x p:erd"
exterior a Bl) .

Nota.

ademis no existe trayectoria roja de'x a v, estando x,vV en un
mismo Bi, entonces (x/-aV) pero ()(fnnnoV) .

Para cada vértice dre' la digréfica definimos N(x)} como el
nGmero de vértices tales gue . (v-ux)

Sea Vv un vértice tal que N(v) es lo mis grande posible.
Afirmamos gque ese vé'rtice satisface 1las condiciones del
teorema.

Vamos a suponer sin pérdida de generalidad que veBi.

Vamos a suponer que v no cumple las condiciones del teorema y

llegaremos a una contradiccién.
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Si v no cumple las condiciones del teorema, entonces existe
un vértice w tal gue (W/-monov).

Primero supondremos gque we£Bi, entonces existe una arista
directa de v a w roja.

Nétese que V xeV(T) tal que (X-rojpov) entonces (xX-rojow) pues
tendriamos (X9rojov) . Y sabemos (v-rojoW) entonces por
transitividad (x-rojow). Es decir para todo vérice x para el
cual existe una trayectoria de x a v en rojo también existe
trayectoria de x a w.en rojo.. . .

Por la observacién anterior,» Y como N(w)=N(v), tenemos que

‘i:a_l‘és’, que’ (x-wv) donde  (x/-TV)

entre los vértices x .de’ By

debe existir v’eB1 .tal ‘que-.(V’-mv) y (v//mw) En
particular (v’//9rejeW). .
De los elementos v/ tales. quelvi<v. y' (v’ /79rojoW) elegimos

aquél a partir del cualvtoc‘lkbs ‘}@s 1éiguientes vértices tengan

trayectoria monocromitica :a‘r' w

En B: tenemos un orden digénios:

Vo&Vpay SV o« « SV<Vy

uales . (V//roloW) y que

Nos fijamos en los v/ para:lo
estdn antes gue v. Elegimos el (iitili\o (el més cercano a v) ¥
lo denotamos v,’. S

Vamos a demostrar que N(v,’) > N(v)

(a) vx tal que (x-wmv) de’manerague V<X ¥y  (X-rojov)
tendremos que (x-mv,’):

si v<x como v,'<v por. transitividad,’ v,’<x, ademas si

(X-rojov) habiamos visto __(x-grgjaw) “y como v, y w estdn




en diferentes. Bi y como (v '/--)ruJuW) entohces (Wreov, ) por

lo .tanto ‘ (x—)rojoV-)rnqu-) JoV kA% entonces (X—)ryov,,’) y por

lo tanto:; .(X—)mV’ ')

() : v,’ tenemos que
éhfbijééé (W—)ro]ov) y por

la eleééi , entre VYV cumple:

(V"-)rnjaw) RS 4 ° rojoV, n . (vMoreov,’) ;- por

lo que v.ve entre v,, y v (V"-)nV ’) ]
por 1o tanto vV x tal que (x-)mv) (¥-xv,’), excepto v,/ pero
adem&s (Wv, /) y (voav,’) como (w/=v) entonces N(v,’) >
N(v) lo cual es una contradiccién.De modo que para el caso
weB1 se llega a una contradiccién. Veamos ahora el orto caso.
Supondremos ahora (ue existe w#*v con weB: y {(W/9monov) y
llegaremos a una contradiccién.

como (w/-monov) entonces (v-uw) y v<w,

Se observa que para todo vértice x¢Bi y tal que (X-rojov)
entonces {W/orojoX) _bues si  (worejex) como (X-srojov)
entonces  (w-rejov) contrario a la suposicién de que
(W/-monov), por lo tanto V x¢B, si (x-'V), entonces (x-+'w).

Por tanto como N'(w)SN(VY);‘ debe existir ueBi tal que (u-av) y
por lo tanto u<v y (W-aw) . Como (u-mwW) entonces u<w por lo
tanto w<u vy (Warejav) .Pero si (uarojov), entonces tiene
que haber una trayectoria roja de u a v que no tiene aristas

en Bi por tanto existe un x, fuera de Bt tal que

. (Xg9rogov). Como Vx tal que (xrojov) entonces {X-rojow)
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en. particular. pata dicha x, y como (u4rejoX,)  entonces
{usrojow) con.lo cual llegamos a una contradiccién.
En ambos casos se llega a una contradiccién por lo que v

cumple las condiciones del teorema. [ ]

N6tese que ningGn torneoc con las caracteristicas del teorema
contiene ciclos de 3 vértices tricoloreados.

Dado un torneo T tricoloreado tal que no contenga dichos
ciclos ¢tendrd un nficleo por trayectorias monocromaticas?
Veamos ahora un teorema en el que se da una respuesta parcial
a esta pregunta.

Llamaremos T; a los tprnéos 3-coloreados transitivos, es

decir a los torneos d31 ésti1o:'

[4

a

c
bDonde {1,2,3} son los colores son los colores asignados a las

flechas correspondientes.

Teorema 1,2,3, [9]) Sea T un tornec m~coloreado el cual no
contiene ni T; ni C;. Entonces existe un vértice v de T que

es nficleo por trayectorias monocromiticas.
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Demostracién: Se hara por 1nducc16n sobre el orden n. de T.

Los casos n=1 y n=2 son trxviales'

un vértice, el resultado sera valido.

Tenemos entonces que V veT exis
por trayectorias monocrométicas

llamaremos f(v).

para la cual se cumplre
monocromdtica de v a f(v)
casoc contrario ya estaria demostrado e

Prueba:

(1) Supongamos que existe u tal cj_ué (u-m:&i:{:'_'(vu)v)', entonces

como f(u) es nGcleo de T-{u}, Vixe’]’.‘-‘-’{u) ‘ (X-monof (1) ) pero

también (usmonef(u)) por lo gque .V XeT ~{Xwmonof(u)) y el

teorema estaria probado.

(2) £(v) es biyectiva:

£(v) es inyect:.va.

ss. f(u) £(v) entonces (x—m:mf(v)) V xe'l‘-(v), supongamos ueT-

{v}, entonces (u-)uonaf(v)) pero f(v)=f(u) por lo gque

{U-monof (1) } contradiciendo (1), por 10 tanto u¢T-{v}, es

decir u=v
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£(v) ‘es.suprayectiva:.’ g

Sea weT_,atbi{;rér *‘sii.no:'exi.rste,"fv talique f£(v)=vw entonces

como. V. Vel . exis

se  repite: 1o~ chal contradice 1la

Por l'o': tant
Vay‘qos‘{ atlnq‘ra a subin ar.:1os _vé‘i'f.Aice_s‘ de T de la siguiente
m'anefa':i \}lv".io .”eii-jo" arbitra;iamente, busco f(v;) a este
elemento 1o llamé Qz,"‘eé decix;',f(w),)=v2 enseguida busco f£(v,)
y lo 1llamo v,, tengo f(vz)iv,, etc. hasta terminar los n
vértices de T.
ordenados de esta manera los vértices de T, vamos a demostrar
que existe una particidén de los vértices de T en ciclos
ajenos.
Prueba: comencemos con V,, entonces wv;=f£(v) para algtn veT
pues f es biyectiva, . supongamos vi=E(Vy, ). También tenemos
que como (V/—)mnnof(ir)),, en particular (vnl/—)nannf(iznl)), pero
como tenemos 'u_n ‘t‘quneq,‘entonces £(v,) es adyacente a v,,
es decir ,(f(i%;,l) ,vnl)eF(D), pero Vv, =f(v,.,) por lo tanto
tenemos " :ti)l", r (Vos1) JF (D), de la misma manera
(f(v,,l_,)",v,,l_ﬁf_(v,,l_z))eF('D) teniendo asi la trayectoria:

vy (V) BV, )
COntinuando este procedimiento tenemos una trayectoria més
larga y llega un momento en que llegamos al vértice f£(v,) y

finalmente f(v,) es adyacente a v,, cerrando de esta manera
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un ciclo, al que llamaremos. Ci. .: - -,

¢,=lv,, f(Vn,-1) EVnpa) i e LE(V2) (V1) vy

Cy=(Vy s Vo 1 Voye1eVngogr o o - :Vﬁu"gr. V;)
Tomemos ahora el vértice vnl;,, -&gte es un f(v), digames
Vg =E (V) Obsérvese que v,, no- es ninguno de los vértices
usados en C,, pues cada vértice tenia su correspondiente f(v)
contenido en ¢C;. Por el razonamiento anterior f(vy,) es
adyacente a Vny Y% Vo= (Va1 ) s es decir
(£ (Vpy) ¢ £ (Vypy) JEF(D) lo cual es lo mismo que
(Vn,+41/Vny) €F (D) «
Seqguimos de la misma manera que se procedié para el ciclo C;
y tendremos la trayectoria (f(v,,a) 1E (Vnger) 1 E(Viy2) 4o - J.
Al igual que anteriormente llegamos a f(vnlﬂ) Yy este vértice
es adyacente a v,, con lo cuai cerraremos un segundo ciclo
C2, el cual es ajenoc a C,.;_k B . )

€=V, 1 E{Vnya) s f(Vnz-a) ,...,f( nys1} s Vager)

=V 10 Vg o ¥, a-u"nz-zu Vg2, Vige1)

Conmo se puede ver los :véljtlces de este ciclo no se repiten
con los vértices del ciclo C;, -si seguimos sucesivamente
obtenemos una particién de los vértices de T en ciclos
ajenos:
(v,,vz,v:,,...,v,,‘), (vnl.,,...,vnz),...

Supongamos que hay mds de un ciclo, entonces el ciclo ¢
tiene menos de n vértices y por hipétesis de induccién para
ese conjunte se cumple el teorema. De manera gque existe un

vértice v de C; tal que es nficleo por trayectorias
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monocromiticas de C,. Pero para cualquier" v,sc,,

por otro lado como. f(v) es! blyectiva
distintos y todo v, es” un f(w) >
algGn weC, ¥ entonces L
nuestra suposicién. concluimos que olo
C=(Vy, Va3, Vase e s V) las ‘ciéib .~son:

(Ve Vier) e (Vaoqg e Vezd ree oo (V:uva) (Vzv V))

Supongamos que estas flechas t:Lenen

siguiente manera:

Flechas

(v‘ N v") ..‘-.--.;.-... e

{v:“ vz) it - Y

(Vs V) mmmmmmmmmeemay

8i los a, i=isn son todos iguales, entonces (v, onov,)
siendo f£(v,)=v; lo cual contradice la suposicién (1).

Por lo tanto hay por lo menos dos a, diferentes.

Supongamos sin pérdida de generalidad ogue agra,, Yy
supongamos también sin pérdida de generalidad que a,.; es de
color 1 (a, =1) y a, de color 2 (a,~2).

Por otra parte ¥ =xeT-{v,} (%menf(v.)) pero f(v,)=v,,; seglin

los indices dades, por lo tanto, V vértice x de T-{v,}
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(Xmonof (V,)), en part:.cular ‘v,.,, entonces* (v._,-)nonov,,,)

Supongamos que el color de dicha trayectori es b Dicho b no

puede ser de color 1 8, 2” -)(nv,_,), es

decir (Vgmonof (v,) ). 1 ‘,coptradiccién;

andlogamente si b—2 ,( v'ei, ‘es ‘también una

contradiccién por lo’ tant

de longitud

més [ 1 ¢ uz'; o Wy Uy=Vgyy) Y

Ahora vamos a. fijarnos en las flechas entre u, y v, para

- 1l<i<n. como es’ un’ torneo debe haber flechas entre dichos

vértices, dichas flechas cualquiera gque sea su sentido no

pueden ""éér';» :dé color 3, pues tendriamos ya sea
(Ve E(V, 1) )6 (ve»3£(Vv,)), lo cual contradice nuestra
suposicidn.

Nos fijamos en la flecha entre u, y v,, cualgquiera que sea su
sentido tendria gque ser de color 1 6 3 pues la hibtesis del
teorema es que no hay tridngulos tricolores, ya vimos que 3
no puede ser, por lo gue tiene que ser 1.

Anilogamente para la flecha entre u, y v,. Continuando asi

llegamos a la flecha entre W, Y Vi &sta también tendria que
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ser .1, .pero entonces el tri&ngulo u.,,V,,V,; estaria

forzado a-‘ser un tridngulo tricolor, llegando asi a una

contrgdiceién'_ Lo cual demuestra que los a, son iguales y por
lo tantoexi_.ste un vértice que es nficleo por trayectorias

monocromdticas. w

Un corolario inmediato que se habia visto ya como corolario

al-teorema 1.2.1. es el ‘siguiente:

Corolarioc ;.2.7"2.'., $é‘aﬁ'rT‘ un"torneo bicoloreado, entonces existe

un vért;i,ce‘qh@e eslhﬁcleo por trayectorias monocroméiticas.
otro corolaric es el siqguiente:

Corolario 1.2.3. Supongamos que T, H,, H,,...,H, son todos
torneos m-coloreados (no necesariamente con los mismos m
colores) sin T; ni C; tricolores con V(T)={V;,Vase.:,Vp}s

Sea T’ el torneo que resulta de reemplazar cada vértice v, de
T por H,, dejando todas las flechas entre H,,H; del color que
habia entre v, y v, pero con sentido arbitrario. Entonces T/

tiene nticleo por trayectorias monocromiticas.

Demostracién: T’ es torneo pues asi se construyé, T’ es m~
coloreado pues T lo es y los H, lo son. También se tiene que
T’ no contiene ni T, ni c, tricolores. Supongamos que

tenemos una tercia de vértices arbitraria v,, v,, Vv,: si los
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tres pertenecen a un mismo H, entonces ' no hay T:, ni Gy

Vtricolor:es po la hlpétesz.s si 2 - pertenecen.a un; mismo l-{1

'supongamos por ejemplo que vx, |
as Flechas que unen Vv, y vV, -sén del
a dbnsruccién de T/ y por lo tanto no

ytricolores; finalmente si los 3 vértices

pertenecen a diferentes , tampoco  formardn T; o C;

'tricolores ya que entonces en T habria.
De esta manera T/ cumple las hipétesis del teorema y por lo

tanto existe nGecleo por trayectorias monocrométicas.

observacién 1,2,3. Obsérvese que este corolario para el caso

m=3 implica el teorema 1.2.2..

Demostracién: supongamos que tenemos las hip6tesis del
teorema, entonces llamaremos T a la gr&fica que resulta de
sustituir cada conjunto B, por un vértice al que llamaremos
vy, Y a las flechas entre los B, y B; por una sola flecha
entre v, y v; en cualquier direccidén y del mismo color que
todas las flechas entre los By, entonces T es monocromitica.
Por otro lado sabemos que B; es completa y bicoloreada en
flechas, hagamos H=B;. Finalmente llamemos T/ a la gré&fica
del teorema 1.3., entonces T’ cumple 1las hipétesis del
corolario y por lo tanto tiene nficleo por trayectorias

monocromiticas, lo cual muestra el teorema 1.2.2. =

38



Si en el teorema 123 pedimos Gnicamente que no haya C; &

C\nicamente ‘que i-no . haya i T,,. entonces podemos encontrar

contraej emp lo

El torneo Gg' que. se muestra en la figura no contiene C; pero

81 T3. G5 no ti n ﬁcleo por trayectorias monocromiticas ya

que i),,,/-)uanuv,,(donde i se ha tomade médule 5)lo cual nos

da un contraejemplo-‘ al teorema 4 cuando una de las hipbtesis

no. se cumple.. PR

S G
Uno de’- los ’1‘;, de G; es-v, Vv, Vg. Sin embargc revisando todos

'los triéngulos notamos que no hay Cyv o

También a partn: de esta gréfica: podemos construir una
o .,:!.nfipidad de contraejemplos; para ello afiadimos un vértice vg
yk“‘lo unimes a todo wvértice de G; en la direceién de Gs.
Podemos de esta manera seguir construyendo contraejemplos

dirigiendo cada vértice nuevo en la direccidén de los de
indice menor, de esta manera se sigue cumpliendo que
{V{+1/-monoV,} Y no hay C; tricolores.

Contraejemplos para el caso en que el torneo no contiene T,
pero si C; tricolores:

Partimos de la base de tener un C; tricolor, después afiadimos
un vértice v, dirigido hacia v,,v,,v; con color (4) . Después
otro vértice v; con flecha de color (4) hacia el resto de los
vértices y asf{ sucesivemente. Este torneo no centiene T,

tricolores. A partir de v, ningtin vértice puede ser
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absorbeﬁte, ademds v, . no : absorbe "a v, - en trayectoria
monocrostica,  (Vy-monoVyp) Y _(viz—ﬁnnev,‘)‘:‘ppr .lo tante ningGn

vértice es:absorbente por trayectorias monocromiticas.’

El misni:o‘ gontf# jempl
aﬁadida#-‘dg: colo:
tricoloreado: con’ Cyp

el teqrea 1.4, . 

CONCLUSION.

La conjetura planteada no ha sido resuelta, aunque se vio un
ejemplo de torneo sinbca»m-coloreado con m=5 gue no cumple la
conclusién de la conjetura.. Es decir para m=3 y m=4 la

pregunta sigue abierta aunque para m=5 hay contraejemplos.
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CAPITULO II

ALGUNOS CASOS PARTICULARES DE LA CONJETURA

DE SANDS SAUER WQODROW,

Este capitulo ilustra la validez de la conjetura de Sands
Sauer Woodrof para casos pequefios. Se comprueba para ns6.

Al inicio de nuestro trabajo, demostramos "a pie" de una
manera ripida que la conjetura era vidlida para 4 vértices.
Después tratamos de encontrar un comportamiento general
analizando sucesivamente los casos n=5 y n=6 comprobando la
conjetura pero sin llegar a ninglin resultado que nos mostrara
el camino para una demostracién general.

Estos ejemplos permiten apreciar el grado de dificultad del
problema.

Los resultados mencionados en el presente capitulo se hicierxon

en colaborcién con la Dra. Hortensia Galeana Sanchez.
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2.,1.NOCIONES PRELIMINARES,

Analizaremos la conjetura de Sands, Sauer, Woodrow en algunos
torneos particulares. Siendo n el ordeﬁ de la digrdfica, para
n=1 o n=2 el resultado es ;rivial, veremos pues los .casos
3sns6, : -

Primerc anbtaremo§' hiéqﬁds: éoﬁﬁeptos que nos ser&n de

utilidad:

vDefiniciéh é.l.i;Se; D una digrdfica m-coloreada en sus
flechas,mz2 " (Es decir,sus'flechas hén sido coloreadas usando
m=2 colores) Llamaremos la. cerradura transitiva por colores de
D (abreviando C.T.C.) denotada C(D) a la digrdfica definida
como sigue:

V{c{b))=V(D)

F(C(D))=F(D)U{(u,v) de color i tal que existe una uv-
trayectoria monocromditica de color i en D}.

N6tese que para cualquier digr&fica D, se tiene C(C(D))=C(D).

Observacidén 2.1.1. nétese que si T es un torneo m-coloreado,

entonces:

Cc(T) tiene nGcleo e T tiene nGeleo por trayectorias

monocromédticas.
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Un - teorema muy Gtil que enunciamos “sin demostraciéh es el

siguiente:

Teorema 2,1.1,  {2] .Una..orientacién D normal de T tiene

nGcleostodo ciclo de D:tiene al menos una flecha simétrica.

Antes de ver las demostraciones de los casos particulares,

recordemos la conjetura:

Si T es un torneo 3-coloreado sin C; tricolor entonces T tiene

nicleo por trayectorias monocromdticas.
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2.2,L0S CASOS n=3 ¥ n=4

Caso n=3

Denotamos por T al tofneo_a—colore;i;é ‘con” 3 vértices sin C,

tricolor.

Consideremos c(’r) 'dé ‘ :Como T ‘s6lo tiene ciclos de 3

vértices. entonces C(T)+ también," _or lo que basta ver que todo

ciclo dirigidovde dad 3 tiene al menos una arista
simétrica.
Témese cuél_cji_iiér ciclo ‘de14torneo, por hipétesis dicho ciclo

en T tiené‘ iju '1 menos 2 aristas del mismo color, esto

implica 'Qué en {T) existe al menos una arista simétrica

(vaase la figqura).:

Por lo tanto todo ciclo dirigido de C(T) tiene al menos una
flecha simétrica y por lo tanto C(T) tiene ndcleo, lo que
implica gque T tiene nlicleo por trayectorias monocromdticas con

lo cual la conjetura queda probada para el caso n=3.

Caso n=4

Sea T, un torneo con 4 vértices , 3-coloreado sin C; tricolor.
Témese C(T,) Y en ella un ciclo asimétrico de longitud minima.
Dicho ciclo , si existe, tiene que tener 4 vértices, ya que se
vié que todo ciclo dirigido de 3 vértices en 1la cerradura
transitiva por colores tiene flecha simétrica.

Sea C; dicho ciclo dirigido en C(T,), como en ¢, no hay
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aristas simétricas, né puede. ser un ciclo monocromitico, es
decir hay al »x'neriés 2 Vcblores y por tanto hay 2 flechas
consécutiflas' cvé‘h' doloieé distintos. Supongamos que V(C,)={v,
" V2, V3, Vil ¥ Sﬁponjémds ‘sin pérdida de generalidad que 1la
flecha (v,,v,) tiene color 1y (v,,v;) tiene color 2.

Obsérvese que dadp‘que el ciclo es minimo asimétrico en C(T)
entonces cualquier éuerda en C(T,) es simétrica, pues en caso
contrario encontrariamos un ciclo mds chico asimétrico en
C(T,) .

Por la observacién que se hizo anteriormente, se tiene que
(v3,vy)eF(C(Ty) ). esta flecha no puede ser ni de color 1 ni de
color 2 ya'q‘ue entonces se tendria una arista simétrica en C,.

Por lo tanto (v;,v,) es de otro color que designaremes 3:
: Ve Vy

3

A T,
como la flecha (vyv,) es de color 3 y en T no hay C; tricolor
entonces (v,;,v,)eF(C(T,)). ESto Gltimo implica que existe una
trayectoria monccromitica de v; a v, en T.
Vamos a ver que posibilidades hay para dicha trayectoria.
la trayectoria debe comenzar en v,; de v, puede ir a v,, v, 0
V4« A v; vimos que no es posible, pues habria C; tricolor; de
Vv; @ v, tampoco puede haber flecha en T pues é&sta serfa
simétrica en C; lo cual es una contradiccién.
Asl gue vy, va a v, en color 3.

Es importante observar que una vez que se ha utilizado algtn
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,vértice en 1a trayectoria no se: puede repet:.r. ,,

: continuaré d

La trayecton

de vz a Vi

producir ia

Primer t‘:aso:r-i
puede ser de color
en C{T,); no .
smétrica, y no ‘pued 2) e colﬁr 2 porgque en T habria un C,
tricolor. )
Segundo ‘casﬁ la, arista 'de"r es  (V,,V;),entonces no puede ser
de color 3 pue ' ‘seria simétrica en C(T,); no puede ser
de color ,1_ pues habria un ¢, tricolor en T; no puede ser de
color 2 pues (va,v‘) seria simétrica en C(T,).

En't':ualquier caso se llega a una contradiccién por lo gue todo

ciclo d_iri‘gido, de C(T,) ‘tiene al menos una flecha simétrica.

Queda’ probada la conjetura para el caso n=4 .
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2.3,CAS0 n=5 .

cahsidérese’ ahora Ty uﬁ torn'eo. de’\‘éar&ipé;'idad ‘5, 3-coloreado
sin C, tricolor. : o ' . :

Tomemos el ciclo de cv('rs) de “a;"di‘pa‘l’idad,, i'.’L‘ma"_‘y_' séimétrico,

vimos gque tal ciclo ‘no . puede’ ten 'ard:l.ha]_.y’:f.dad ‘370 4,

necesariamente tendré:card

Sea {VIIVZIVSIVIIYSIVI}L‘diChO cicle !'c'omd‘ se muestra en la
figura, lo denotaremos C;.

Como C; es asimétrico, debe haber un cambio de color en 2
flechas consecutivas, digamos que (VisVa) es de color 1 y
(va,Vv3) de color 2. Siguiendo el mismo procedimiento que para
C4, (V3,vy) es simétrica en C(Tg), pues si no fuera asi,
existirfia un ciclo mas chico y asimétrico en C(T).

Por lo tanto (v;,v,)eF(C(T5)) y por el argumento visto para C,
Atiene que ser del tercer color 3 . Esto implica que en T; hay
una trayectoria monocromitica de vz a v, en color 3.

Vamos a ver todas las posibles trayectorias monocromiticas de
Vg @ v, Y en cada casc llegaremos a una contradiccién, lo cual
implicard que C; no puede existir y por tanto gque todo ciclo

dirigido tiene al menos una flecha simétrica.
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Primero veremos cuiles _seri"a‘h; tf:p&ats”;lﬁ ) 'ké-jécfcoxjii;asi ,
en T para unir v; con Vv, ex_"l'ic‘qélé :
N6tese que que no se purecblfe' X
se puede suprimir el ciclo
vértice. :
Obsérvese gque -de. Vv3:S6lc

sale a v, habria

habria un. C;: tricolor.

Asi para: iniciar la trayectoria ‘610 hay 2 posibilidades.

1°Iniciamos por (Vi Ve) Las posibilidades son de v, ir a v,,
v, O Vgt
Un primer subcaso es ir a wv; con lo cual se termina la’

trayectoria:

v

vy

Trayectoria {a)={Vj, .V :
Un segundo subcaéo;‘ samos a v, Se genera la arista
(V3. Va) simétricave'_n c k.ste motivo queda descartada esta
posibilidad. : ‘
Otro subcaso es ir. de \v; ’,éw»-vsiy entonces sélo resta ir a v, y
terminar la tra}'ectofié ‘pués si de Vs Se va a v, entonces se
genera arista siinéffica en C;, se forma entonces 1la

‘trayectoria (b)
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Ya

Trayectori a (b) ;-={v' ;

2081 iniciamos por®(vive

continuar la trayectoria;

poriv,,v, 0 V,.
Si continuamos por_v,"tér’rh'inamos la fayectoria Y la llamamos
trayectoria (c) » »

Trayectoria (c)={Vy, Vs, V{}.

8i continuamos por v, no se puede ir ‘a Vv, pues habria una
arigta simétrica , no puede ir a 'v:, O Vg pues ya fueron
usados, asi que tiene que seguir por v,., pero entonces genera
la arista (v,, vg) simétrica.

De manera que estos son tecdos los casos posibles para la
trayectoria de v; a v, en T en color 3.

Ahora llegaremos a una contradiccién en cada caso:
Trayectoria (a)={v,;, V4, V;}:
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Como” de (vz,v3
(V4 Vo) eCq Y 35
puede haber c-'.‘ tric
(va,v‘)ec(cs)‘ eki::st an

que parte de:v;. -

La finica posibilidac;" para inicia; didﬁai ﬁrayectoria' es
{(v¢/Vs) en color 1. Pero entonées (v,,vvz,‘v.,vs} es una
trayectoria monocromitica en color 1l y pbr ']70 tanto (v,,v5)' és 
flecha simétrica. S “
Travectoria (bY={vy, V,, Vg, V,}

Y

A SEECAAR SN
Como hay un cambio de color en 2 aristas consecutivas (V,,Vj)
es de color 2 y (v;,v,) es de color 3 entonces (v,,v,) debe

ser de color 1 en la cerradura transitiva; por lo tanto en T

debe haber una trayectoria de v, a Vv, en T de color 1.
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La fGnica. pos;bxlldad para a.niciar dicha trayectorxa es la

flecha (v,,vl) P

Por otro lado lavflecha (vl,kvg) ET, dicha flecha de T no puede
ser de color 3 pues la flecha (v,,vg) seria simétrica; no
puede “ser, de color porque habria un Cy tricolor en T y
tampoco puede se;— de color 1 pues la flecha (v,,Vv,) seria
simétrica. Hemos encontrado una contradiccién para el caso (b)

.

Trayectoria (c)={(vy, Vs, Vy}

Teniendo esta trayectoria hay un cambio de color en las
flechas del ciclo consideremos el cambio de color (vs,v;) de
color 3 a (v,,Vy) de color 1; por esta causa la flecha (v,Vs5)

tiene que ser de color 2 en cerradura transitiva.

La arista (vg,Vvy) estd en T. Esta no puede ser de color 1
porque habria en T un C; tricolor y no puede ser de color 3

porque (Va,Va) ‘seria’ simétrica en la cerradura transitiva,

por lo tanto dicha.iarista es de color 2 en T,
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radura trans:.t;wa entonces

t ca en '1' d ) color 2 que une

Vv, con vg. Anal:.zando est trayectoria vemos que la. flecha

forzada para 4comenzarla;v es:_ (vz,va)‘, : pero de aqui ya no hay
manera de continuar pues ‘d’irigiéndosg‘a‘ v, se produciria
arista simétrica em C; ; Vv, ya se utiliz6 a vy ya hay flecha y
es de color 3; si va a v, se produciria (v,,vs) simétrica, de
esta manera llegamos a una contradiccién.

Como en cada caso Se llega a una contradiccién, concluimos que
no existe ciclo asimétrico , es decir, todo ciclo tiene al
menos una arista simétrica. Ahora podemos aplicar el

teorema mencionado en el comienzo de esta seccién para

concluir que el resultado es vdlido para el caso n=5.

2,4, CASO n=6

Sea Tg un torneo 3-coloreado sin C, tricolor y cuya
cardinalidad sea 6.

Elijamos el ciclo minimo asimétrico en C(Ts). Como ya vimos no
pueden tener menos de 6 vértices por. lo. tanto el’ciclo minimo
debe tener 6 vértices. Lo llamamos cg. 'v

Cg no puede ser monocromidtico pues no seria asimétrico por lo
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tanto hay mas de 2 colores en dicho ciclo dirigido. Supongamos

sin pérdlda de generalidad que (v,,vz) es:’

golqr 1y que
(Va,V3) es ‘de color 2~ :

. azonamiento ant rior 1a flecha (va,v,) ‘no

Slguiendo el mism

puede estar en’ 'I’ y tlene que ser de color 3 en 1a cerradura
transltiva, lo cual implica que ‘existe- una trayectoria‘
monocromiatica en_ T de v; a v, en color 3.

Veamos cudles son -ias posibles trayectorias:

La trayectoria comienza con v, y no puede seguir .por v; o v,
pues habria. arista simétrica en C,. Por lo ténto de v, se

puede ir-a‘'v,, Vg, © Vg

i“Iniciaxﬁbs la trayectoria por la flecha (vy,vy).

Una primera posibilidad es llegar a v, directamente obteniendo

asi una brimera trayectoria.

TxajieCi:ofia,"(aj'é{v:, Ves Vi)

Si de v, ahora vamos a v,, se prﬁ&uéé -(V:,,‘y‘z)f si}méﬁ'rkici‘av,,fp»aof
1o tanto debemos seguir por Vs o v,. L v

8i de v, continuamos por vy, ya nho pédeﬁos ir a i/a ° irz,
tampoco a vg pues habria arista simétrica en €,. por lo t;nto
de vg, la trayectoria necesariamente debe seguir a v,y

terminar,
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2° si iniciamos-con
Podemos dirigirno

trayectoria,f

Trayectoria (e)=
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Si - ahora :_'gé (v3;V5) - intentamos continuar, veremos que no
podemo‘s“ hacerlo ”por v, porque la flecha (v;,v;) serfa

**Tampoco podemos continuar por v, pues ya se usé

s:l.métrica

este vértlce. De la misma manera no podemos continuar por v;
pues (v‘,vs) seria simétrica por lo tanto tiene que continuar

por vg y de v6 5610 le resta ir a v;.

Trayectoria (£)={va, Vs, Vg Vi}

30-si ahora iniciamos con la flecha (V3/Vs)

U_ria ’posibi‘lidad‘ es ir a vy Y tenemos la trayecﬁoria siguiente:

_“Trayectoria (g)={Vs, Ve,V,}

Si de vg no se va a v,, tampoco se puede ir a v, o a Vv; pues
en Cg habria arista simétrica. Tampoco se puede ixr a v, pues
ya se utilizé. S6lo gquedaria ir a v, y de v; sélo a vg. Ahora
si de v Voy a V5 0 v; que son las Gnicas posibilidades , se

repetirfa una de las trayectorias (e) o (f), por lo tanto no
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ge considerard este caso.
Andlisis de cada trayectoria:

Trayectorja f(a):

La arista (v,,v4)eT y no puede' ser de color 2 o 3, ‘esta
forzada a ser de color 1. La flecha (V,,v,) pertenece a la
cerradura transitiva por colores y es de color 1. Por lo tanto
de v, debe salir una trayectoria monocrom&tica en color 1 y
ésta s6lo puede iniciarse de v, a v 0 de v, a Vs.

(1) si se inicia por (v,,v5) de v; no puede continuar pues en
todos los casos se llegﬁ a formar una flecha simétrica en ¢,

llegando a una contradiccién.

{2) si la trayectoria de color 1 la iniciamos de v, a vg

generamos la flecha simétrica (vs;vs). o Vi vg

Y v

Vo Ly
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Concluimos que la trayectoria (a) nbs_ilévq a'-éont;;diccién.

Como en el caso banterirqr“-,la’-“'flédiﬁa"v,(v‘;ivz)' i‘yc‘lbe _i; cerrédura
transitiva por colorésexiéte y 'éé’—:fde':icbloj:" ll.'»Em:onc‘es‘de v,
parte en T una trayectoria monobcro‘mﬂticak‘e/n‘ éb:rl.‘c‘»r 1.

(1) Si comenzamos por (v.,V;) entonce's’r la' flecha (Vy,V3) el ¥
no puede ser de color 1 o 3 pues se produciria’ flecha'
simétrica, ni de color 2 porque habria en T un Cj tri_colox::,',]‘.o‘

cual es una contradiccién.v

(2) No podemos continuar ;Br Z‘v‘,vv:)debido a lo visto en (1) ,
asi que dicha flecha no es de color 1 . Tampoco puede ser de
color 3 pues tendriamos el caso de la trayectoria (a), asi que
tiene que ser 2.

Pero entonces la flecha de T (vy,V;} no puede ser 1 porque

habria C; tricolor en T ni puede ser 2 o 3 por generar flechas
simétricas, por lo tanto tampoco podemos partir de (v,,vs).
Pero eran las finicas posibilidades, asf que en este caso

llegamos también a una contradiccién.
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Travectoria (c):

Como hay cambio de_colo: e T lechas consecutivas. (vz,v:,)

Y (V3,Vq) ent:onces existe 1 _flecha (v.,vz) de color 1l en la

cerradura transitiva por colores. De modo que de v‘ debe salir
una trayectoria ngonoctomética en’ color ,1 en T,

Dicha traYectoria sélo ﬁuede salir con la fiqcha {(V{, vy} © con
(VesVe) «

Analicemos los dos casos:

Supongamos que inicia por la flecha (v,,v,). Entonces 1la
flecha (v,,v;)  que estd en T no puede ser coloreada de ningtn
color. Si fuera 1 entonces (v4,V,) seria simétrica; si fuera
3, la misma flecha seria simétrica. Si fuera 2 habria un G
tricolor. en T.Se concluye que la trayectoria no puede iniciar

por. la flecha ‘(v‘,v‘)".

Supongamos que inicia por (v,,vs). Entonces la flecha (v,,v,)
no puede ser 1 o 3 pues se producirfia una flecha simétrica,
por lo tanto es de color 2. Ahora veamos la flecha (v,,v;); si
fuera de color 3 tendriamos el caso de la trayectoria (a), si

fuera de color 1 tendriamos el caso anterior, asi que
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descartamos esas posibilidades.

La flecha (v;;v,), tiene pueé color 2, pero entonces (Vy,Vp)
serfa simétrica, con lo cual llegamos a una contradiecién,

concluyende que la trayectoria de T no puede ser la (c).

Y%

Travectoria (d):

A

La flecha (v,,V;) es de color 1 en la cerradura transitiva por
colores por el cambio de color de dos flechas consecutivas.: :
De v, debe salir una trayectoria de color 1 en T, las Gnicas
L

posibilidades para iniciarla son (v,,vy) ¥ ' (Vg,Vs)

Supongamos que se inicia en —'(vu’v,).!Eni'.dnt:és ~,(y/,‘,\‘r';)’eT no .

puede tener ningGn color.

tricolor.

: Vi '.‘ vy
Supongamos que la trayectoria se inicia en la flecha (vg,vg).

Entonces la flecha (v,,v,)eT y tiene que ser de color 2, pues
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si no se generaria flecha’ sirﬁétxfica.
. 0 3

‘en la cerradura transitiva por colores. Esta flecha tiene que
ser 1a que clerre la trayectaria en color: }l. Pero entonces la
flecha (va,v5) ¢ su simétrica no pueden llevar ningtGn color,
pues - en cada caso 'Yy -para caaa color se llaga a una

contradiccién. Descartamos también la trayectoria (&).

Trayectoria (g):

Nétesge que la arista (vs',vz) tiene que ser 2.Por el cambic de
color Qe las flechas (v5,v‘) y (v,,vz), la flecha (v,,vs) de
la cerradura transitiva por colores es de color 2, entonces

sale una trayectoria en T de color 2

que parte de v,. Las
posibilidades para iniciarla son (v,,va), (Va.Vy) © (vy,vs).
Perc si iniciamos por (v,,v;) entonces (v, vs) serfa flecha
simétrica, por lo tanto este caso no se considerari.

Supongamos que la trayectoria comienza por (v,,v;), en tal

caso tendriamos alguno de los casos ya vistos de las
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trayectorias (a) , (b) /o (c) sélo que cambiando el color 3 por.

el 2, el;porel yelg_porel;

A Y/
si iniciamos por (v,,v¢): ¢
posible es (Vg,Vg), p‘efoﬂ:en't:onces (vg,vy) seria simétrica.Y

terminamos con las posibilidadés para esta trayectoria.

Travectoria (f):

Va o Rl T e )
Igual que antes (v,,V;) ‘es "2 en .la’s C,T.C. {cerradura

transitiva por colores) por.lo rténté,hay en T una trayectoria
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monocromdtica en color g.}j‘Quédgx_jgcomo bosiﬁilidaqés -para

iniciarla (v,,va), (Vs V) ‘Vy,_':(irz“,_vs) ‘Si‘tiniciamos:con ‘(vz,':v:,‘)'

caemos en los casos ‘}crie ilasitrayectoria’ (: (b)

ricolor.
MU

ser:1 porque ,hai‘bri ct

Empecemos por (vz,v.),>;£ contin\gamos por v; después ya no se
puede seguir por ninguna arista, asi que tiene que continuar
por v y es la ftnica. posibilidad. continuando por v, se
observa que (v4,Vv;) debe ser 1, pero entonces los vérices v,
y Vs ,entre los que necesariamente existe flecha , no pueden
ser unidos en ninguna direccién: si suponemos que (v,,vg)eT,

no puede ser de color 1 o 3

por producir flechas simétricas y
no puede ser 2 porque habria ¢, tricolor; si la flecha de T
fuera (vg, V) no podria llevar color 1 porque habria c,

tricolor ni 2 o3 porgue habria flecha simétrica.
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Vs
Travectoria (e):
v,
va Ty .
Obsérvese que la flecha‘entre §z y‘vg gque pertenece aTsiva
en la direceidn (vp,vg), tiene que serv 1 y si va en la
direceién (vg,v,) tiene forzosamente que ser 2. Consideraremos

por tanto estos 2 casos.
vi vg Vi Vs

taso (2)
caso ) v, v v '

! )
v s Va vy
Tanto en el caso (1) como en el caso  (2), abordaremos 2

subcasos:

Caso (1)=~A La flecha (v,,v,) es de color 2

Caso (1)-B La flecha (v, v,) es de color 3.
N6tese que dicha flecha no puedé ser de color 1.

Caso (1)-A




Por el cambio de color ‘de "(v',-;,‘vl’)f;a ‘(Vi’;Vz),"lé‘flecha (V2 V)

de tanto ex:Lste una -

trayectpria en

yectqria que se mencionaba

La flecha (Vvs,Vv,) puede ser 3 o 2 pues no puede ser 1.

Suponiendo que es 3

entonces (vg,V,)eT ¥ no puede ser de color

1 o 3 porque habria flecha simétrica y no puede ser 2 porque

habria c, tricolor. Vi (B g
F3

v, vy
{

Va Va
Entonces (vs,v,) debe ser de color 2. En tal caso (vg,v,) no

puede ser 1 o 3, tiene que ser 2 y entonces (v,,vg) no puede
ser 2 ni 3 estd forzada a ser 1, lo cual implica que (vg4,v,)
esti en:la C.T.C. ¥y es 3 y que tiene que salir una flecha de
color 3 de v,. Y entonces dicha trayectoria tendria que ser
(VsrVasVg) Que es un caso ya considerado en el que se llega a

una contradiceisn.
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Caso (1)48:
M

N A

La flecha (vg,Vg) 'no.puede ser 1 pues habria flecha simétrica

3 pues llegariamos a un caso ya considerado,

tampoco puede ser
por 16 que (vg,Vs) tiene que ser 2.
Por el camblo de color de 2 flechas consecutivas tenemos que
la flecha (v,,V;) estd en la C.T.C y tiene que ser 2. Entonces
(Ve:v2)eT y debe ser 2. Asf que de V, debe salir una
trayectoria de color 2 gque pertenezeca a T. La (Gnica
trayectoria no analizada es (v,,V,,Vs)., pero si (v,,v,) .es 2,
entonces (v,;,Vv;) es simétrica y llegamos a una contradiccién.
Ve Ve
ES

v Vy

WYy,
Caso (2). En este caso vemos que (V,,v,) no puede ser 2, tiene

que ser 1 o 3.

Caso (2)-A Supongamos que (Vj,V,) es 1

Entonces por el cambio de. _cplér" »de' flechas consecutivas

(VqsVz)eC.T.C. y es de colb;_ 'la"_‘flécha (Va,vg) €T.
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Entonces la flecha (‘}.,vs)» no puede ser 2, tiene gque ser 21 o

3, pero si es 3 la‘fleéha (V2,Vv4) €T no podria ser de color 3 o

2 por producir fl‘echav simétrica ni 1 pues habria C; tricolor
’ RN v
s

g » 4
Por lo tanto '(v,,vs) tiene que ser 1. Como(v,,V;) €C.T.C. 'y es

Vy

3, debe haber' en’T una trayectoria monocromitica en color 3 .
La fmica no analizada es la trayectoria (e),asi la trayectoria

monocromitica tendria que ser (v,,Vg V).

Por otra .paﬁfe "l'a, ’iflecha (V2,V4)eT y no puede ser 2 por
producir fiek:ha simétrica ni puede ser 3 porque habria C,
tricolor Por lo tanto tiene que ser de color 1.

La flecha (v5;,ve) no puede ser 1 © 3 por producir en ambos
casos flechas simétricas, tiene que ser 2.

Entonces por el cambio de color de '(v‘,vs) a (Vs,Vs) la flecha
(vg,vy) tiene que ser 3 en la C.T.C. y entonces de v, debe
salir una trayectoria en color 3, la Gnica trayectoria posible
es la anidloga a la (e), que en este caso no puede ser pues las

flechas Yya tienen asignado otro color. Llegamos a una

contradiccién.
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caso {2)~B:

En este caso la flecha ’(v;,vs), no puede ser .2 por generar

flecha simétrica ni: pues caeria ‘en ‘un caso ya visto por lo
tanto tiene que ser: ide

Por cambio. de color 'fd‘e (v:,’,v‘) a  (v,,vs) la flecha
(\is,va)ec T. c.. ' g.’y Pero entonces debe haber una
trayectoria monocromatica ‘en color 2 en T que sale de Vg y
llega a v,. Llegamos siempre a una contradiccién de manera que

la frayectoria (e) tampoco funciona.

Pero se agotaron las posibles trayectorias, de manera que para

el torneo de cardinalidad 6 queda demostrada la conjetura.

De esta manera la conjetura gqueda probada para torneos de
hasta 6 vértices.
con los _casos vistos anteriormente podemos enunciar el

siguiente resultado:

67



Teorema 2.3.1, Si T es un torneo 3 coloreado, sin tridngulos
dirigidos tricolores entonces en la cerradura transitiva por
colores, cada ciclo dirigido de 3, 4, 5 o 6 vértices tiene al

menos una flecha simétrica.
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CAPITULO III

TORNEOS m-COLOREADOS POR ARISTAS.

Un ciclo casi-monocromitico en una digrédfica es aquél que
tiene con a lo mis una excepcién todas sus flechas de un mismo
color,

En este capitulo veremos algunos resultados relativos a ciclos
casi-monocromiticos. Dichos resultados, importantes por si
mismos, hos llevarAn también a 1la demostracidn del primer
teorema sobre existencia de nGcleo por  trayectorias
monocrom&ticas. Estos resultados fueron demostrados por la
Dra. Hortensia Galeana Sé4nchez. Al final del caplitulo se
presenta un segundo teorema sobre existencia de nficleo por
trayectorias monocromaticas, realizado en colaboracién con la
Dra. Galeana.

El primer resultado considera como hip6tesis T un torneo m-
coloreado en aristas tal que todo €, C, y Cg; es casi-
monocromdtico. cConsiderando después la cerradura transitiva
por colores C(T) y un C; en ella, donde C;=(Xx,,X;,X3,X,} tal
que (X,,%;,X,) es una trayectoria asimétrica de CyeC(T). Se

concluye que si  (X,,%,X,) es trayectoria de T es
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monocromdtica en T. )

Mas adelante y bajo las mismas yipétesis se demuestra que la
flecha (x,,%,) estd en T o sea C, pertenece también a T.

Para demostrar esto Gltimo, previamente se ve otro resultado:

Sea T torneo m-coloreado en sus flechas para el cual todo C; y
C; son casi-monocromdticos. Considerando Cy=(x,,X;,%z,%,)€C(T)
tal que (x%,,%,%) es trayectoria asimétrica de C(T). Se
concluye que si (x,,%;,%X;) es trayectoria monocromdtica en T,
entonces (Xj,X,)€F(T).

Nuestro principal resultado es el siguiente:

Si T torneo m-coloreado en sus flechas y si todo C4,Cy, ¥ Cy
es casi-monocrom&tico, entonces T tiene un nGcles por
trayectorias monocromédticas.

Después se dan dos ejemplos, uno en el gque se cumplen las
hipbtesis de este resultado y no las de teorema 1.4., y otro
en el que se cumplen las hipbétesis del teorema 1.4. y no las
de nuetro resultado.

Esto nos indica que los resultados son diferentes y podemos
encontrar graficas gque tienen nGecleo por trayectorias
monocrométicas de diferente clase.

Al final del capitulo se menciona otro teorema interesante
relacionado con coloracién de aristas y nGcleos por trayectori

monocromiticas.
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3.1, CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES,

Definicién 3.1.1, Sea D una multidigrdfica cuyas flechas han
sido -:oloreadas con 2 o mis colores. Diz"‘el‘ncrs': que un cicloe
dirigide ¢,=(0,1,...,n-1,0) es casi;mpﬁocioméﬁicéii si - existe
un  conjunto de ' flechas  {£=(i-1)eF(D)|" ie{l; 2,...,m)
(notacién médulo n) tal'éué COnia 1otmés ﬁﬁé excepcién, todas
tienen el mismo color. Si D es una digf&fica y C,sD diremos
que C, es casi-monocromidtico si con a lo mds una excepcién

todas sus flechas tienen el mismo color.

Definicién 3.1,2, Sea T un torneo m-coloreado en sus flechas y
c=(0,1,...,n=1,0) un cicloe dirigido contenido en T.

Diremos que ¢, es C(T) casi-monocromitico si ¢, es casi-
monocromdtico en C(T).

Nétese que si C, es casi-monocromdtico entonces C, es
C(T)-casi-monocromdtico, pero el reciproco no siempre es

véalido.
Definicién 3.1,3, Una digrdfica nGcleo imperfecta critica

(NIC) es aquella que no tiene nficleo pero que cualguier

subdigr&fica inducida estrictamente contenida tiene ntcleo.
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3.2, EXISTENCIA DE NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS.

Teorema 3.2.1., Sea T un torneo m-coloreado en sus flechas tal
que todo ciclo dirigido de longitud menor o igual que 5
contenido en T es casi-monocromdtico. Si (x%,,%;,X%:%) es un
trisngulo. dirigido contenido en"c(T) tal que (xn,xl,xz) es una
trayectoria dirigida contenida en Ty asimétrlca en C(T)

Entonces las flechas (xo,x,) y (xl,xz) tienen el nusmo color.

Demostracién: ‘ e

Procedemos por reduccidn al absurdo. Sup'orig"amo“s":qu‘e"exiyste un

triangulo dirigido (Xp,%,,%; %) que satisface ‘:las hipétesm

del teorema y tal que las flechas (xo,x,) y_;(xt,xz) tienen
distinto color; digamos que (xo,x,) ‘es de color x:ojo y {%y,%;)
es azul.¥a cque (xz,xo)ec(‘r), existe una Xa¥o trayectoria
dirigida monocromdtica contenida ) ’en T sea
o= (Hy=20, 21+ « » 4 Z2y=Kg) una . XXg~trayectoria dirigida
monocromatica de longitud minima. Notemoé que a no es de color
azul, ya que si o« es de color azul entonces (x,,x%;)Ux es una
X,Xo~trayectoria azul y por lo tanto (%, %) eF(C(T))
contradiciendo que (%,,%;) es una flecha asimétrica de C(T).
Notemos también que o« no es de coler rojo ya que si a es de
color rojo entonces olU(x,,%x,) es una X %, trayectoria roja por
lo cual (x,,¥,)eF(C(T)) contradiciendo que (x,%,) es una
flacha asimétrica de C(T).

Digamos que a es de color verde.
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Analizaremos ahora algunos posibles casos para n.

Ccuando ns3 tenemos que (X,,%;,X;)Ux es un ciclo dirigido de
longitud menor o igual que 5 contenido en T cuyas flechas han
sldo coloreadas con 3 colores por 16 cual no es casi-
monocromitico, contradiciendo la hipétesis.,

Cuando n>3 probaremos inductivamente que (X2, )eF(T)
(2s2i<n). si (%,,22) #F (T) ,entonces (25, %,) €F(T) Yy
(Z2,%y,%:=2,,2y,23) €5 un ciclo dirigido de longitud 4 cuyas
flechas han sido coloreadas con 3 colores y por lo tanto no es
casi-monocromético. “Una, . gontradicciéh, concluimos que
(%;,22)<F(T) . : ' '

Supongamos ahora que (xl,zz,.z)sF(T) y 2=2i<n. Probaremos que

(xl,zzl)sF(T) B entonces (22 ,Xy)€F(T) y
(zz,,x,,zzl_z,zm_,',vzz:,') es un ciclo dirigido de longitud 4
contenido en T cuyas flechas han sido coloreadas con 3 colores
por lo cual no es casi-monocromitico.Una contradiccién,
Analizaremos ahora los 2 posibles casos:

Cuando n>3 es par. Hemos demostrado que (X,,2,.,)€F(T), asi
que  (Xg,2p-2s2%5.1¢2,,X;) €s un ciclo dirigido de 2longitud 4
contenido en T cuyas flechas han sido coloreadas con 3 colores
por lo cual no es casi-monocrom&tico, contradiciendo 1la
hipétesis del teorema 1.

Cuando n>3 es impar. Hemos demostrado que (x,,2,.;)€F(T) y por
lo tanto (%y,Z,.3,20.2¢2-1+2n¢%;) €8 un ciclo dirigido de
longitud 5 contenido en T cuyas flechas han sido coloreadas

con 3 coleores por lo cual no es casi-
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monocromdtico,contradiciendo la hipStesis del Teorema . [

Teorema 3,2.2. Sea T un. torneo m-coloreado en sus flechas tal
que todo ciclo dirigido de longitud 5 contenido en T es casi-
monocromdtico y todo ciclo de longitud 4 contenido en T es
casi-monocroméatico.

si (x,,%,%;,%,) es un tridngulo dirigido contenido en C(T)
tal que (%o %9, %X2) es una trayectoria cbnteni_da Yy

monocromdtica en T y asimétrica en C(T) entonces (X2, %,)€F (T) .

Demostracién: Procedemos por reduccién al absurdo.

Supongamos que (Xp,X,)¢F(T). ~vYa"qué (%2,%,)€F(C(T})), se sigue
que existe una x,x,-trayectoria monocromitica contenida en T.
Sea a=(Xp=Zy,Zys+++12,5%,) UNA "xzxu-trayectoria monocromdtica
de longitud minima contenida en T y supongamos que « es de
color rojo (n=2). Ya que (x,,%,X;) es asimétrica en C(T) y
monocromdtica en T‘es de algGn color distinto del rojo,
digamos que (x,,X;,%;} es de color azul. Ahora analizaremos
algunos posibles casos:

Cuando n=2.Tenemos .C,;=(z,,2,,2,,X;,X;~2,) un ciclo dirigido de
longitud 4 contenido en T con 2 flechas rojas y 2 azules por

lo cual ¢, no es casi-monocromitico, lo que contradice 1la

hipétesis.,
Cuando n>2. Probaremos inductivamente que (x;,25)eF(T)
(2=2i<n). 8i (x,,2,)¢F(T) entonces (23,%,)€F(T) Yy

Ci=(23,%;,%2,21,2;) e un ciclo dirigide de longitud 4
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contenido .en .’ T, 1Se ‘sigu,e"‘dé ‘la ‘hip6tesis que es casi-

monocrom&tic y ‘como (z;2;) 'y (2;,2;) son ambas rojas y

AoX trayectcria monocromética de

Ce=(23, x, ‘ zzl-a: Zzl-: #221).

contenido -en T, 'se'vks'irg_urev 'c’lév las

monocromatico 'y - .como - (Zai-zsZasis)

(%1,22.2) debe ser roja. si

(Zo/%s22)U(22, %) es una zovxly-‘ti:}iy_ tori jafrpor lo cual

(%2,%;)€F(C(T)) contradicien‘dbf,{ 1
si .(x,,z-‘.,_z) es roja ve‘n‘to:rjc‘gks’ X7 2 ’)U(;él_zx,a z,=x,) es
una -trayectoria . roja . (x,,x YeF(C(T))
contradiciendo 1a hip&tesis x,)eAsymC(T) Analizaremos
ahora los dos casos posibles
Cuando n>2 es par.AHemo ;
Co=(%y, n-zlzn-uz“xo:xx)

contenido en T y por lo tanto es casl-monocromético, ya que

(2p-2:2 n-11¢ 2,) es se

sigue que (xl S r°ja Y (XyrZnai8n1s8,) €5 uUma  XyX,-
trayectoria'" ‘;'bja, ;luego (x‘, %,)€F(C(T)) contradiciendo 1la

hlpétesxs (xu,xl)eAsymc(T) .
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cuando n>2 es impar, Hemos demostrado que {¥y¢2p.3) €F (T)
(nétese ° ‘qu'e posiblemente n-3=0) _as‘i"_r . que

(X1 209020-21 2y 1 %, %y) €5 UN c:.clo dir:.gido ‘de’ 1ongitud 5

conténido en T asf que. es casi-monocromético y. - como

Zo.qsZn2sZnoysZ,) €6 trayectoria roja y
n=3¢ “pn-27 &p-17 &p

es:azul se
sigue que (%,,2,3;) es roja por lo,cual' nedt Znezi Znmt s Zn)

nde - (%, %,) €C(T)

es una X;X,-trayectoria monocromatica

contradiciendo la hipétesis (x,,xl)eAsymC(T)

Nota .H: Meyniel noté [ ] que si todo ciclo dirigido de
longitud 3 de una digrdfica tiene al menos dos flechas

simétricas entonces todos sus clanes tienen nficleo.

Teorema 3.2.3. Sea T un torneo m-coloreado en sus flechas tal
que todo cijclo dirigido de longitud menor o igual que S
éontenido en T es casi-monocromético. Si (x,,%,,%;,%,) es un
triadgulo dirigido contenido en C(T) tal que (x,,x;,X;) es una
trayectoria dirigida contenida en T y asimétrica en C(T)

entonces (X;,X%,)eF(T).

Demostracién:

Se sigue directamente del teorema 3.2.1. que las flechas
(%%} Y (%,,%) tienen el mismo color, por 1lo tanto
(%,,%,%;) es una trayectoria dirigida contenida en T
monocromitica en T y por hipétesis asimétrica en C(T). Se

‘sigue del teorema 3.2.2. que (x;,%,)eF(T). ]
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Teorema 3.2.4, Sea T un torneo m-coloreado en sus flechas

(m=2) & si cada c1clo dirigldo conte 'ido enf'r de 1ongitud

meh’oi_ o igual gue ‘5 es casi-monocromé o" (es decir cada

ciglo 'dirigido contenido en»T y—de ongitud:3,.4" 6 5] es casi-

Amonocromatico) Entonces c(T) es nﬁcle pert‘ecta. :

Demostracién:

Procederemos por reduccién al’ab’ urdo. s C‘("I‘)“‘no‘es una KP-

digrdfica entonces exlste una s q f’ca vinducida de C(T),

llamémosla H tal que. H es 'una digrafica nﬁcleo imperfecta
critica (ver {5]). ’ "

Probaremos ahora algunas afirmaciones:

(1) cada triéngulo-dirigiidﬁd contenido en-H tiene al menos una

flecha simétrica B

Supongamos que' existe un’ triéngulo dirigido C5=(20: 21122/ 20)
contenido en’ ;H tiene flechas simétricas. ‘Notemos que
C,ST. si (z,‘,zm)eF(T) entonces ; ,(;,,,,z,)eF(T) entonces
(zm,z,)eF(T) y (zl,z,,,)esymC(T) 10~kcual» es. imposible. Ya
que CST se sigue que C; es casi-monocrométlco por lo cual
tiene al menos dos flechas‘del mismo color. Supongamos sin
pérdida de general_idad que (za‘,zl)» irvi(;z,,z-‘,) tienen el mismo
color, se sigue que (zo,'z,‘,zz) es monocromética y
(20022} €F(C({T) ), por lo - tanto (25, 2,) €SymC(T) . Una

contradiccién.
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(2) Existen tridngulos dirigidos en H con exactamente una
flecha simétrica. ‘

Es una consecuencia directa. de :].aﬂ}nota: ¥ de (1.

contenido  en H . con

(3) si € es un trlangulc dirigid‘

exactamente una. flecha nces las: dos  flechas

asimétricas de C; ti a simétrica tiene

un color distinto a 1as 2 asimétricas
Sea c:,=(z°,z,,za, o) un triéngulo dirigido contenido en H tal
que (2z,,2,) es la Gnica flecha simétrica de Cs.

¥Ya que H. es una subdigréfica inducida de' C(T) se sigue que
(20‘,21';22)"_,,65 una trayectoria dirigidé ‘con4tenida‘ en T y
asimfétriéa} en C(T). Se sigue del teorema 3.2.1. que (2,02,) Y
(24, 22) tienen el mismo color. = » o

Vamos a ver ahora la demostracién del teorema:

Sea Cy=(2,,21,22,%,) un triéngulo dirigido con exactamente una
flecha simétrica, digamos que (2,,2,)eSymH. Se sigue de (3)
que las otras dos flechas tignénr aéignado el mismo color,
digamos, el color i. . '

Denotaremos por

f(c,)=|(teV(H): Existe una flecha de t a 2, de color iy,

" decir : £(C;) es el nfimero de vértices de H que tienen alguna
flecha de color i hacia Z3.

sea ¥=(X,,Xy,%3,%,) un tridngulo dirigido contenido en H tal

que £(7)= max{f(c:,)| C, es un tridngulo dirigido contenido en
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H con exactamente, una rfl'echa" simétrica} Yy - supongamos que

(xz,x,,)ssym HY {(xo:x1) ' (xuxz) }SA Ym H',

}Continuamos la demostraclén del orema 4 probando algunas

otras proposiciones' s

(4) Las flechas: (% ;%) "y (xg,'xi)" tiene‘nf .asignado el mismo

rcolor, digambs 'azul‘ y"‘(xyz", 1,,) tiene un: 'color distlnto del

color., azul, digamos que es de color roj

xz} ' z_as“" ntcleo de H.

(7) Ekistén f‘zea", = (V ‘(;'(T).‘

By, V(H)-B,) es

Asym H  es fuertemente ’ [4]), se sigue que
existenzeB,, we(V(H)-B,) tales que (z w)eAsym H v se sigue de

(5) que (z,w)eAsym C(T).

" ers YESIS MO BEBE
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(8) (xz z)eAsynC(T). * -

Se sigue dri:r‘ejcta"me te de- J,aA_‘q‘ef:v‘.‘nitl:"vén“d' ‘B y de(S).

Y3 éighte -demostrar
por ‘reduccién al

1) F(C(T) )f', : ‘entonces

":: (z,x,,xz,z)

: %5, 2) }shsym C(T)
( por 1a deflnicié» '

(4) debe ser azul

Notemos ahora qu

color azul. :
se sigue que £(C;)="14£(7) ‘cc;ntr.;ad.iciendo la definicién de 7.
(10} (xz,%5) €F(T) ., R 3
Es una ‘céhs'ecti"enqia nnediata de -la - 'definiéién de .y, la
propiedad (4)y A+302, : . e

(11) si (z, x) F(g.f((r'))' erntor»lces('»_(z,ii_:or)éii('r‘_).' w

Supongamos que z',x;)eF(c('r)).’ 'éqnsﬁirde:and’o\ él_ tiiﬁnq‘ulo
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‘dos - »:flecvhka,sv, 7

btjkfie_nén

dirigido C:, (z,xo,x“ "'t:e'riemov‘sﬁj, que “C,

asimétrlcas’que soﬁ (% xiez) 9y y definlcisn de

Se sigue de (7) y ‘(8)
';(xz,z) y (z w) sor os flechas asimétricas en c(T) de &,.

El Teorema 3 implicab que (w xz)sF(T)

(13) Las flechas' (x,,%) . :(X;i2), (z;W) .y (,x;)" tieren todas’

asignado el mismo color azul

Consideremos al-

Ya que la flecha (xz,x) es ro:a y la flecha (x,,x;) es azul

(ver (4));. se'sigue que la trayectoria dirigida a=(x,,2,w,x;)
debe: ser: roja o azul Analizaremos las dos posibilidades.

'S:l a: es. ro:a entonces - al(x;,%,}) es una xx,-trayectoria
di;iéidlé\_r roja, por lo cual existe una x,%x,-flecha roja en C(T)
Y. kkbt')rv:_ldk ‘tanto -en  H, -contradiciendo el hecho de que

f(i(n,x,)szijsyr.nc(’r) . se sigue que « debe ser azul y por (4)
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tenemos que (x,,%;) es azul.

{14) Dado que a es; azul entonces tenemos la trayectoria

(z,w xz) azul, lo cua i plica‘que en H existe (z,x,) en color

una. contradiccién . u

Ensegu!.da da 05 : dos ejemplos el primero ilustra el teorema
3.2. 4.» y ‘seve que no cumple con las hipbtesis del teorema de
Shen Ming gang. El segundo ejemplo ilustra el toerema de Shen
Mlng gang Y sin embargo no cumple las hip6tesis del teorema

3.2.4. ;Esto nos demuestra que los dos teoremas son diferentes

Enseguida’ se ehunciéfé o’t;ro teorema con otra clase de
hipétesis.

Teorema 3.2.5. Sea T torneo m-coloreado (mz2) fuertemente
conexo sin €; tricolor y tal que todo C, es monocromitico
para 3sksn entonces T tiene nGcleo por trayectorias

monocromiticas.
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Antes de pasar a la demostracién enunciaremos-dos- lemmas.

Lemma 1 : Todo C,eC(T) con r>k ‘Be’'intersecta con ;algﬁNn Cy en’

al menos una arista.

Para la de mostracién véasel[6

Lemma 2. Si V-C; eT's ocromitico con 3sksn’

entonces B RV Vs Vi

Demostracién'para k es evidente. Témese un ciclo dirigido q 30

de T con.k- vértlces. entonces existe al menos -un vért:.ce;;'

weéC, ., Y weT'y por 1o tanto en C(T).

Supongamos Ck_ ={Vy;+++, ¥y} Y supongamos que existe W“cu—t
tal que algfin v, tenga una flecha hacia w y un v, tal que w se
dirija a v,, entonces como se trata de un torneo todos los
vérticés del ciclo deben estar conectados con w, nos fijamos
en 2 vértices consecutivos donde haya un cambio de direccién
de las flechas, es decir vy y v, tales que (vi,w) Y (W,Vy,)
éx;stén. Tendriamos entonces un ciclo dirigido
Ce={Vise oo Vi W, Vg oo e Viy ' V4} Gon kK vértices por lo que
por Thipétesis 3 ¢, con lo_s"misl‘nos k vértices de C, en C(T)

tal que es monocromitica .’ or lo tante son las mismas flechas

que conectan todas ‘lasi de el mismo color a excepcién

quizd de (v,,vm)', perbr ‘esas ‘flechas conectan a todos los



vértices de C,‘1 excepto al (Vu":n) Pero (Vi/¥, V1) - es

monocromética 'y del’ mismo color que las'flechas de ck., ‘por 1o

tanto hay una‘ flechar (Vi ,,,

por lo tanto' xiste

":‘;Bz‘-%lon;le Bl=(‘}eB tales que
i=(ueB tales que (u,v,)eF(T) Vv
)‘ivéte'své : ‘_o .vacios pues si veB, entonces
(v.,v)eF(T) como e1 torneo es fuertemente conexo debe haber
" una. trayectoria de v:a vy entonces si B, fuera vacifo del
vértice - v ‘nd saldria ninguna flecha 1lo cual es una
contradiccién.Andlogamente se ve gue B, no puede ser vacio.

Contipuamos la demostracién : un vértive u de B, llega en una
trayectoria a todo vértice v de B; y como el torneo es
fuertemente conexo de v debe sali;: una trayectoria hacia u ;
dicha trayectoria no puede ir a través de un vértice de C.,
pues los vértices de C,, entran a v, de manera que debe
existir una flecha de algln vértice de B, a un vértive de B,.
Sean u, Y v, los vértices de B, y B; respectivamente que estén

conectados dirtectamente por una flecha.
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colores.

Demostracidn deli;éorgmg' dé_a@uerdo a los 2 lemmas todo ciclo

dirigido en 1la qerrgdqga.tgan;;tiyé éor colores tiene al menos
una_flecha simétfica ¥, pof lo. tanto en la cerradura transitiva
hay nﬁcleo, de donde se tiene ,que el torneo tiene nGecleo por

trayectorias monocrométicas.
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CAPITULO IV

DOS OPERACIONES QUE PRESERVAN PROPIEDADES

RELATIVAS A NUCLEOS

En este capitulo se introducen dos operaciones; lasuma parcial
por completas y los &rboles de completas.

Lasuma parcial por completas de 2 gréficas, es la grdfica que
resulta al hacer 1lo siguiente:

Se elige una subgrafica completa inducida en cada una de las
graficas y después se unen dichas subgrdficas mediante aristas
gque van de una a otra. Estas aristas que van de una subréfica
inducida a otra no tienen que ser necesariamente todas las
posibles aristas,

Como se ve, dadas 2 graficas hay muchassumas parciales por
completas ya que dependen de la subgrafica completa inducida
elegida y de la cantidad de aristas gque se agreguen. Esta
peculiaridad hace que la clase de estas grdficas sea muy
extensa.

Los &rboles de completas consisten en lo siguiente:

Dadas m graficas: G;,...,G, Y un &rbol con m vértices

{vy,..+V,}; se sustituye una grafica G; por un vértice v,. Se
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elige enseguida por cada G, una.subgrifica inducida completa,
finalmente si dos vértices,vlv; Qj,estaban unidos mediante una
arista [v,,v,] en el arboi,‘se realiza una suma parcial por
completas entre las dos gréficas correspondientes G,, G,
(tomando siempre para G; la misma subgrifica completa
previamente elegida cada vez que se realice una suma parcial
por completas con dicha gréfica).

También en este caso hay gran cantidad de arboles de completas
gque se pueden formar con m griaficas , pues hay mis de un &rbol
con m vértices, mas de una suma parcial por completas entre 2
grificas y mas de una forma de sustituir gréaficas por
vértices en un mismo &rbol.

Los resultados de este capitulo se refieren a propiedades que
se preservan con estas operaciones.

Supongamos gque tenemos una grifica simple y una gréafica
completa y supongamos que ambas poseen una propiedad A. Si la
suma parcial por completas de estas 2 preserva la propiedad A,
entonces esta propiedad se preservard para cualquier suma
parcial por completas o &rbol de completas de esta clase de
gréificas.

Asi se tiene que:

La suma parcial por completas de 2 graficas nfcleo
perfectibles es niicleo perfectible.

La suma parcial por completas de 2. grificas Meyniel nficleo
perfectibles es Meyniel nficleo perfectible.

Toda suma parcial por completas de 2 torneos  m-coloreados en
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sus. flechas sin G, ni T, tricoiores, tieﬁe' ndcleo por:
trayectorias monocromdticas ,,i ._ :‘ -

Toda suma parcial por completas de 2 torneoé’m—colo:eados en
sus flechas donde  todo C,;,C,,Cs Son casi-monocromiticos,
tiene nGcleo por trayectorias monocromdticas.

para la demostracién de todos estos resultados se utilizé un
importante teorema, el teorema de Jacob. El cual nos dice que
sl G es una gré&fica orientada y A un clan de articulacién de G
tal que D-~A posee n componentes conexas B;,...,B, (nz2).
Entonces G es nGcleo perfecta si y s6lo si todas las piezas de
articulacién son nGeleo perfectas.

También en este capitulo se menciona un resultado relativo a
una operacién entre graidficas: la suma de n gréaficas
Meyniel-nGcleo~perfectas es Meyniel-nlGcleo-perfecta.

Y finalmente una propiedad interesante enunciada por C.Berge.
Los resultados de este capitulo fueron hechos en colaboracién

con la Dra. Hortensia Galeana Sanchez.
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4.1. NOCIONES PRELIMINARES.

Definicién 4.1.1, Si D es una orientacién de G de tal manera
gue todo tridngulo diriqldq ‘ deg D .tiene dos flechas
simétricas, diremos q@e D ésfuﬁé’bfientacién de Meyniel o una

m~orientacién de G.

Definicién  4.1.2, Una* gréflca'G es fuertemente perfecta si

toda subgréfica inducida'G' de G posee un independiente que

se intersecta con los, clanes maximales (para 1la

inclusién) de G'.

Definicién 4.1.3, Una ‘grifica G diremos gque es nfcleo
perfectible si para toda orientacién por pozos D de G , D es

nGicleo pérfecta.

Definicién 4.1.4, Una grdfica G diremos que es Meyniel-nlGcleo-
perfectible (m-n.p.) si para toda m-orientacién D de G , D es

nticleo perfecta.

Con respecto a estas dos clases de digraficas se conoce un
resultado que a continuacén mencionamos y que utilizaremos
repetidas veces para demostrar propiedades de las gréificas m-

nicleo perfectibles:
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Teorema' 4.1.1." ([7] pag 13-14) Si D esiuna m-orientacién de

una graf‘ica G, entonces D es.una’ 'oz;ié’ntéc'iélni por pozos de G.

. Demﬁstra'ci‘ﬁrn: '%""orl,,_-‘gdvucciﬁ‘n ‘val.absur‘dro.RSea C un clan de D ¥y
“sea x un vértice' de ctal "vque x tiene un méximo Qe
predecesores en C. Si x bn‘cb> esy un pdzo de €, entonces existe
zeC tal que la flecha (x,z) es asimétrica.

Se afirma gque todo predecesor de x es predecesor de 2:
supongamos qgue no y sea y un predecesor de X gue no es
predecesor de 2, entonces z y y deben ser adyacentes pero
(y.,2) no existe asi que la flecha que si existe es (z,y) y es
asimétrica. Pero entonces tenemos el tri&ngulo dirigido
{y.x,2,y) con dos flechas asimétricas, lo cual es una
contradiccién: todo predecesor de X es predecesor de z.Pero
también x es predecesor de z, lo cual contradice la eleccién

de x. ]
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4.2. SUMAS PARCIALES POR COMPLETAS.

Definiéién'éiz;l; Si. G y G, son 2 gréfiqas{simples y 8i en
cadé,ﬁpa de ellas tomo C; y €, Subgféfiéas:ihdﬁéidaé completas
y‘después.agrego algunas aristas‘entfé lo§ vértices de ¢, y
¢, diremos que la gr&fica G, dque "se obtiene con esta
operacién es una Suma Parcial por Completas de G; y G;.
Obsérvese que una suma parcial por completas de 2 graAficas no
depende Gnicamente de las gr&ficas, sino también de las
completas elegidas y de las aristas agregadas.

A las completas C, y C, se les llamard completas de unidén de
la s.p.c.

Tenemos que G es una clan suma de G, y G, si:

V(Gg)=V(G,) W(G,)

F{G,)=F(G,) UF(G,)uE

Dondg"ss{"(g;y)gxec,, ey}

Podemd{,dgéif QQe la suma parcial por completas de 2 gr&ficas

resﬁ;ta de unirlas mediénte una subgrafica completa.

Teorema 4.2,1, (3] 5 el complemento G° de G es fuertemente

perfecta, entonces G eé niicleo perfectible.
Demostracién: Por induccidén sobre el orden de G.

Para n=1,2, el resultado es trivial.

Sea G de orden n y supongamos gue el resultado es vilido para

91



todo G de orden m<n. o

Como G es fuerte ent 'perf cta,‘entonces G posee un clan C

que intersecta & todo 1ndepend1ente maximal de G.

Sea D una- orxent ié6n por: pozos de G, queremos demostrar que D

posee un nﬁcleo, Denv_p el clan C ‘contiene un vértice x
que es una‘fu;ﬁge;l
Consideremos ahora‘D {x}, por hipétesis de induccién posee un
nticleo, N.

Si N se intersecta con VC entonces X es predecesor de un
elemento de N y N seria ntGcleo de D.

Supongamos que no se intersecta con C, entonces como N es un
conjunto independiente, N est& contenido en un independiente
maximal I (NecI). Como C intersecta a todo independiente
maximal, entonces CnIz®; digamos gue CnI=y. Como yeI y NcI,
entonces y es independiente a N. Pero V 2ze C-(%x} 2z es
predecesor de un elemento de N, entonces el finico elemento de
C con el que se intersecta I debe ser x y por lo tanto Nu{x}
es independiente; adem&s N absorbe a D-{x} por lo tanto Nu{x}

es nGcleo de D. [

Corolario 4,2,1.a,El complemento de una grafica fuertemente
perfecta es m~ntGcleo perfectible.

Se deduce directamente de los teoremas 4.1.1. y 4.2.1.

Teorema 4.2.2. Toda suma parcial por completas G de G, y G,

dos graficas completas es nGcleo perfectible y m-ndcleo
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perfecﬁ:ible.

Demqstrﬁciént ‘fehemos ique el complemento de G es una gréifica

‘Una gré ica bipartiCa es fuertemente perfecta, de donde G es

‘ el complemem:o de una grifica fuertemente perfecta. De acuerdo

al teoxema~_4.'2._1 G es‘nﬁcleo perfectible y por el corolario

4.2.1al es:m-nficleo perfectible. . ®

corolarib :

1de’'G{"'y "G 2 graficas completas . cuyas

sorresponden en Ts son T, ¥ T». Entonces:

T, son torneos m-coloreados sin C; ni T,

tricolores .ehtonces Ts tiene nGcleo por trayectorias
':mrbn ro_mwat‘iélas;‘

("b)*;vsi '1‘1 y T:,_; son torneos m-coloreados (m=2) donde todo C,,
I;!,;y::

trayectorias monocromiticas.

s "son casi-monocromiticos, entonces Ty tiene ndcleo por

(c) Si T, y T, son torneos m-coloreados (mz2) fuertemente
conexos sin C; tricolor y tal que todo C, ciclo dirigido de
longitud k para 3sksn es monccromitico entonces Tg tiene

nGcleo por trayectorias monocrom&ticas
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Demostracidn-ne acuerdo a los teoremas 1 2. 3., 3.2. 4 y 3 2. 5. ;

C(T”v

para (a), ‘()

4.2.2.a. C(Tg) es nﬁcleo-perfecta.

Lo cual demuestra que T; tiene nficleo por _tféi

monocromdticas en cualquiera de los casos (a),v_‘ (»b');k o.:(c)

Teorema 4.2.4., (Jacob [7]):Sea D una gréfif:
conjunto de corte de D que es un clan._.
Si By,...B, son las componentes conexas\de}
llamamos & Dguur »oer DBPUA las’ vie
relativas a A, entonces: ' :
D es nicleo perfecta si yv s&lo si ‘yl‘a‘s',"_pi’ezas dé articulacion

relativas a A lo son.
L]

Demostracién; Se hard para p=2 pues inductivamente se deduce
para el caso general.

Sean Dyy, Y Dy las piezas de articulacién relativas a A y
supongamos gue son nGcleo perfectas.

Vamos a definir 2 sucesiones de subconjuntos de A de 1la
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siguiente menera: Nos ‘fijamos en la subgrdfica de D inducida

por’ B‘,UA; dadbfqdé“ es“-' nfxcleo perfecta tanto ella como toda

nd cida tiene nﬁcleo. Consideremos los posibles

en’‘a lo mis un vértice); consideremos los

E:l { xeAIxeN para N nﬁcleo de D,,‘UA}

Def inimos gucesivemente:

(By={ xeA ¢ xeN para algtn N ntcleo de Dp,ur-(gqu...u El_‘,)

De manera andloga se define la sucesitn de subconjuntos de A
Fy, Fa,... con relacién a B,.

Vamos a revisar 2 casos, cuando existen 2 conjuntos E,,F, uno
de cada sucesién, que se intersectan y cuande nunca sucede

ésto.

Caso (1). Supongamos que existen i y J tales que EinF;#¢. Sea
i, el m&s pequefio Iindice tal gque B, n Fd. Sea j, el mas
pequefio indice tal que Eln" F; #0.

Sea XEEL,," F,n. Entonces como erla=( X€A ; XeN para N nfcleo
de Dgur-gyu...te,,_1}% €5t en un nicleo de la subgréfica
inducida por ByvA-(E,u.. .uf.,q_,) como los conjuntos
EjyeeoyB g Y FroeooFy n§ ‘se intersectan entonces
Fyu. + .UF; 1SBUA= (Eyu. .« sUBy ;) y por  lo tanto N absorbe a
los vértices de Fyu...uFj 4. " . °

Andlogamente XeF) =( " XeA H XeN’, niicleo de
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Dn,UA-(r‘u..ur,,,_l)} Por lo tanto xeN’ r{fiéleo de’ la  gra&fica

inducida por B,uA—(F,u. . .uFJ -,) . Ademés [ los . Véftices de

E,u...uE, oy estén contenidos en’’esa subgréflca inducida y por

‘lo. tanto N' los absorbe.

Como N y N' no’ tienen més elemento que x"en A: entonces NuN' es

nﬁcleo de Das

caso (2) SJ. por

E,nF,srb vamos a: cc}

:. XeN para

xeA

1 nﬁcleo N de 1la

subgraflca inducz.da UE{) esta totalmente

contenido en B, (NcB,). E{;..;E, y Fy,...F, no
' _n conjunto de vértices

de A contenidos en B,uﬂ-(ﬁ,\') ..-‘\')E, por lo que N los absorbe.

Andlogamente N'cB; es nﬁcleo de» la gréfica inducida por B;uA-
Fy...uF, y absorbe a los vértices de E;,...,E.

Entonces es claro que Ny N’ no son adyacentes por pertenecer
a diferentes componehﬁ;aé :'céne:éas y ademis absorben a todo D.

Inversamente, vsi D'es'Nﬁclao ‘perfecta es inmediato que las

piezas de articulac i 6n

n, nﬁc leo perfectas. =

a.con as hipétes:.s del Teorema anterior

Corolarioa’

si y s6lo si las piezas de



articulacién relativas  a A son ndcleo pierfect_ibles.

Teorema 4.2.5

gréfica compl:

Demostracién de-unién de 6;; K, es un’

; “cuyas .piezas: relativas son

Gy Gx,ux'-: B ol . :
De acuerdo al teoremd 4.2.2. Gp,ux €S nGcleo perfectible. G,

es solublé pbr' h’:VLpét:‘es‘isv.: Ast que de acuerdo al corolario

4.2.4.a. G es; ﬁﬁclep-pérfectible. "
Corolario 4.2.5:a. Teda s.p.c. de una grafica G, m-ndcleo
perfectible y una grifica completa K, es m-nGicleo perfectible.

Se deduce del corolario 4.2.4.b. -

Teorema 4,2.6. Toda s.p.c. de~2"tjr'€\_f'idasy nlcleo perfectibles

es nficleo perfectible.

Demostracién:
Sea G una S.p.C. de“G,‘y‘v" sz donde las completas de unién
correspondientes son C; 'y Cp..
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Obsérvese que tanto C, como:C, son cdhjuntds de corte de G y

son completos.

GG,

G, es nfcleo-,

G es ntcleo
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4.3. ARBOLES DE COMPLETAS.

Definicion 4,3.1. Un arbol de completas es la grﬁfica G que esr
el resultado de 1la operacién aplicada al {n:'bol d de

cardinalidad n de la siguiente panera: - : _‘ k
Cada vértiice' i (1sisn) del &rbol’ seré sustitulido por  una

grafica si le G|. :

Elegimos una ubdig fica inducida completa C; para cada G,

3 estan, unidos por una arista, entonces

entre ‘G‘ Y Gy, mediante la completa

na gréf'ica G, se realiza m4s de una suma

‘parcial i‘f-pbr" 4omp1etas & éstas tendr&n que  hacerse

' necesariamente con 1a misma completa de unién, .

Teorema 4.3.1. Sea G4 im“érbo_l, de completas Gy,...,G,

entonces:

(a) si G, es nﬁcleo per es ntcleo-
perfectxble. o
(b) si G;:es” : ; i r es: Gy  es m-

nGcleo

(c) Si G,_~ san’ torneo ‘m-coloreadoj en 'aristas sin Cy ni T,
:tricolcr s‘- Y 1sisn entonces G,a tiene nﬁcleo por trayectorias
monocrométicas.

(d) si G, es un torneo m-coloreado (m=2) donde todo C;, C, Y

Cs' es casi-monocromatico entonces G tiene nGcleo por
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trayectcrias monocrométicas. i

(e) Si G, es’ un torneo m-coloreado (mez) fuertemente conexo

sin c:, ktr:.color tal ‘ todo C; es. monocromitico para 3sksn

entonces;G,,tJ. e nﬁcleo‘ por-. trayectorias monocromaticas.

Demostracidn- P'Br inducéiéh‘ sébre n la.cardinalidad del &rbol.

si i—l el resultado es inmediato para i=2 se deduce de los

resultados relativos a s.p ©.

Supongamos el teorema. vélid pa

'mén. Sea G1,=G, con (lsisn)

una gréfica que fue sustituida por-un vértice terminal del
rbol A. ’

Entonces  G-Gi, . por 'hibétesis' . de = induccién es nGcleo-
perfectible  (m-nGeleo-perfectible, o tiene nficlec por
trayectorias monocromiticas).

Sea j, el fGnico vértice adyacente a i, en el &rbol. Entonces
Gi, Y G), estdn unidos por medio de 2 completas de unién Ci, y
Co e

G-Gl, es nGcleo-perfectible (m-nicleo perfectible o tiene
nicleo por trayectorias monocromiticas) y Gi, también; G4 es
el resultado de hacer la s.p.c. de G-Gi, y Gi, con completas
de unién Ci, y C),. Por los resultados de los teoremas vistos
relativos a s.p.c., se tiene que G4 es nficleo perfectible
(m-nﬁcleo-perfeétible‘ o tiene nGcleo por trayectorias

monocromaticas). - m.

Definicién 4.3v.2.La_"’suz_na’ ‘G de n graficas no orientadas
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el conjunto de

Gys++.,G, sE€ deifine de la. siguiente‘ manera..

vértices. de G es 1' v
(1—1,...,n),: vértic 1e Ser dya entes" siz estén en

dlferente,

Teorema::4.3

ﬁ-nﬁéié@

asta:demostrar: e reSultado:'para 2 graficas.

2 m-n leo perfect:.ble y G la ‘suma de G; ¥ G,. '

Sea D tna: 6rientacién de Meyniel, vamos a demostrar que existe
nﬁcleo de D Yy sus subdigr&flcas inducidas.

Cc:mo G, es m-nGcleo perfectible, con. la or;ientacibn D, D,
tiene nGcleo N;. Sea D,—G,—Ni. :

Sea A el conjunto de vértices de’ dz gue son absorbidos per N,.

Sea D= Gp-A y N; un nficleo’ de bz.

Vamos a ver dos casos:(1): tod éx}'i:yice de A es adyacente (en

cualgquier direcciéni ‘}.,a"ﬁ Yy’ (2) ‘Existe aeA tal que a y N, son

‘independientes.

En el caso (1) se atirma ,qﬁé "N, es.nficleo de D.

N, es ntcleo de D, asi que restarfia ver que N, absorbe a A,
D, ¥y Ny

N; es absorbido por N,: en efcto, si n;eN; y n,eN, entonces n,
no es absorbido por n, pues entonces n, estaria en A asi que
no hay flecha de n, a n,, pero como la suma es unir toda

flecha de G, con toda de G,, entonces (n,,n,) existe y es
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asimétrica, por 1o tanto n, es “absorbido por 'N,.. Y por lo

tanto N, es: absorbido por Nz. E

A es absorbido por Nz. sea aeA, en -este caso existe alguna

flecha’ entre y‘nzsNz, ademas (a,n;) existe para algn neN,

y (nl,nz) existe y es’asimétrica Vn,eN;. Si a no es absorbido

por -algfm nzeN;, entonces existe n, tal que (n,,a) existe y es
asimétr‘:ica‘ lo cual es una contradiccién pues el trisngulo
'dingido (a,n,,n,) tiene 2 flechas asimétricas. Lo cual prueba
que a es absorbido por N,.

D; es absorbido por N,: sea v,eD entonces v es predecesor de
neN, y n, es predecesor de todo ngeN,, si v es predecesor de
n,eN, entonces ya acabamos.

Supongamos entonces gque Vv no es predecesor de ningfin n,eN,,
entonces como en la suma todo vértice de G, va a todo vértice
de G,, tendriamos el tridngulo dirigido (v,n;,n,,v) y sabemos
que (ng,n,) es asimétrica y si (v,n;) no existe entonces
tenemos un trisngulo dirigide con 2 flechas asimétricas, lo
cual es una contradiccisn.

De aqui gue N, absorbe a todo G-N,.

Caso (2): Tenemos que D, y N, son absorbidos por N, viendo la
misma demostracién que antes.

Ahora si A no es absorbido por N,, se debe a que existen
vértices de A para los que no hay flechas entre A y N, . Si A,
es el conjunto de dichos vértices, entonces NA, es ntcleo de
D. []

Para terminar este trabajo mencionamos un resultado debido a
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C. Berge que lleva la misma estructura mencionada en el

primer Teorema de Jacob, pero relativo a grificas perfectas.

Teorema 4.3.3. (Berge [1]) Si G es una gradfica conexa con un
conjunto de articulacién A que es un clan, y si cada pileza
relativa a’ A es una graflca y-perfecta, entonces G es también

-perfecta ..

Demostracién
Basta mostrar que w(G) 1(G)

Sea w(G)=k, entonces existe unclan de k vértices en al menos
una pieza ‘G’ relativar a "A. ‘Por hipétes;s se tiene que
7(6)=w(6’)=k. T

Otra pieza‘ G" verificara 7 (G")=w(G")s=k.

Podemos pues colorear cada pieéa conk éolores. Sidejamos £i
colores del clan A al colorear cada pieza, tendremos una colo

en k colores de todo G. De donde K=w(G)=y(G)sk, lo cual impli

w{G)=7(G) Yy el tecrema queda demostrado. u
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4.4, UNA NUEVA-CLASE DE:GRAFICAS NUCLEO-PERFECTIBLES.

te, . ia.‘ clase de graficas de arboles de

Como dijimqsvfante’tki' rn

completés «"pre'{ser'_\'(a: propiedad de ser nficleo perfectible,

ademds .no 'es‘tv:ay contenidai en ninguna de las clases conocidas.
: nﬁcleo-perfectibles citamos a
continuacibn lasmas interesantes, mostrando en cada caso un

ejemplo de & 1’eras due no pertenece a esa clase:

-Trlangul.adas na‘grafica ¢’ es. triangulada si todo ciclo de

G posee una cuerda I
Un ejemplo ‘de un: aij'ol‘f;de,completas G4 no triangulado es el

siguiencé: o

Oyl
2.~ Cotrianguladas: Una grafica G es.  cotriangulada 'si  su
conplemento G° es triangulada. o :

Consideremos la siguiente grafica G: .
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Su complemento'es el que sé muesfra a continuacién y no es

triangulada. s

Sin embargo G es:un &rbol.d:

vcotriangﬁladagj

Donde 4 es
3.-Graficas de co}compir#pl éq}G es-de co-comparabilidad si
G° es de comparabili&ad.ﬁfY"uﬁa‘ grafica se dice que es de
comparabilidad si existe D ﬁﬁaforientacién que es transitiva y
asimétrica. '

Considérese G:

Su complemento es:

Y G° no es de comparabilidad por lo . que G no es de co-
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comparabilldad.
8in embargo G si es un érbol de completas que no es de co-

.comparabilidad.

A

R i ”,~anyv' N : .
5.~i-trianguladas: Una“ gréfica tal que todo ciclo impar (de‘
longitud al menos 5) posee 2 cuerdas no cruzadas.

La siguiente es una grafica que no ‘es i-trlangulada y es un

arbol de completas:
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4.5. UNA APLICACION.

Una aplicacién interesante de. lbs‘:‘nﬁcleos ‘por trayectorias

monocromiticas es en el problema de la toma de decisién grupal

que surgid en la Teoria de Juegos

ponerse de acuerdo para

Supongamos gue m pe:sonas qui e

to" %X ‘de n situaciones
‘del- conjuntoe X por- un

1 color y' Eon ese color
marcard flechas "d'e seglin  sus
preferencias, ‘si‘:.:la> es ‘préferible para un
jugador que usa coiﬁb rojo g _,a situacién x,, entonces marcard
una flecha de X, a x, coloreéndola con su color y tendremos en
la gréafica la flecha (x,,x_,) de color rojo. Si no tiene
prefencia entre un par de situaciones, no se pondra flecha
entre esos vértices.

Cada jugador serd congruente con sus preferencias, si prefiere
X, & X Y X; a x3 entonces preferird x, a X,, es decir habra
transitividad por colores.

De esta manera actuard cada persona poniendo flechas de un
mismoe color y dicho color diferente a los colores de las otras
personas.

Lo que se obtiene es una digrdfica D de orden n m-coloreada en
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Tendremos entonces que un nGcleo de la digridfica, representara
una solucién al problema planteado de toma de decisién grupal:
Si N es un nficleo de D, la independencia nos indicara que de
lag situaciones obtenidas en N no hay alguna preferencial,
esto es, todas esas situaciones pueden ser parte de una
solucién grupal. La absorcién nos dird que dada cualquier
situacién x fuera de N (en D-N), siempre se puede encontrar en
N una situacién que es mejor que ¥, por lo que X no puede

formar parte de la decisidn grupal.
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"CONCLUSIONES

del” hecho de ue: , roblema de: colorac16n queda  resuelto

cuando queda- resuelto para completas en gréaficas perfectas y
el-problema de nﬁcleos también queda resuelto cuando queda
resuelto para comp'letas orientadas por pozos.

Ahora al trabajar con torneos coloreados nos preguntamos si
las grédficas perfectas tendrdn nGcleo por trayectorias
monocromdticas, imponiendo a las subgra&ficas inducidas
completas las condiciones de los teoremas vistos a lo largo de
la tesis, como las condiciones de Shen-Minggang o las de los
ciclos C;, C,, Cg casi-monocromiticos. O poniendo condiciones
de orientacién-coloracién, impuestas para completas que
resuelvan pra niicleo-perfectibles ¢Habra nicleo por
trayectorias monocromiticas?

Podemos decir gque al asignar color a las flechas de una
digrdfica se crea una nueva rama en la Teoria de Nficleos en la
que quedan muchas posibilidades abiertas.

También presentamos dentro del trabajo realizado una

aplicacién en la que no se hizo énfasis pero que podria
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resultar iﬁteresante profundiz;r mis. Dicha aplicécién» se
refiere al problema de la toma de decisién érupal,.que en este
caso le da un enfoque diferente a la éplicaéién que.tiene en
el caso de nficleos en digrdficas no coloreadas, pues el hecho
de dar colores, da menos rigidez a la solucién al tener mis de
una trayectoria (posibilidad) de un vértice a otro (de una

condicidn a otra) en vez de una sola flecha directa.
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