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LA MATEMATICA EN EL COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES.

El Colegjo de Cencias y Humanidades surge principalmente, por la
necesidad de la Universidad de tener nuevas instituciones gue
desarrollen las ciencias y humanidades tomande en cuenta la modificaciébn
y perfeccionamiento de los conocimientos en la actualidad; es decir gue
los planes de enseflanza puedan adecuarse agilmente a su intensa ritmo de
cambio, sin tener que cambiar necesaria e inmediatamente toda 1la
estructura Universitaria.

Rdemds de esto se pretende que este ciclo escolar prepare jovenes
capaces de cursar estudios que vinculen las humanidades, las ciencias y
las técnicas, Para lograr esto, el aprendizaje en este ciclo escolar es
de tal manera que se combinen el estudio en las aulas, en el laboratorio
y la comunidad; tratando de que con todo esto el estudiante logre tener
una cultura universal, es decir una visién general del desarrollo,
compleiidad e integracién del conocimiente humano; con el fin de que
conozca 1la relacién entre las distintas ciencias y ramas del
conocimiento para que pueda tener el educando capacidad de decisidén y
critica, y se pueda desenvolver en la sociedad adecuadamente seqin las
1.:cesTdades que le vayan surgiendo.

ocro de los objetivos de este ciclo de enseflanza es proporcicnar al
educando educacifn a nivel medio superior indispensable para aprovechar
las alternativas profesicnales académicas, ya gea, tradicionales o
modernas, y para que pueda decidirse por alguna de ellas; esto ge logra
por medio del dominio de los métodos fundamentales del conocimiento como
el método experimental e histérico social, los lenguajes como son el
espafiol y las matemiticas.

Bsto nos hace ver gue cada una de las diferentes areas es
indispensable para el completo desarrollo y convcimiento del educando,
ag{ la falta de alguna de estas Areas harfa ver las cosas de una manera

parcial y la cultura y formacién del alumno no serfa Universal.



Por esto es Que el &drea de matemiaticas como todas las demds es
indispensable para el completo desarrollo del educando.

La materia de Algebra pertenece al Area de matemiticas. Esta materia
se imparte en el segundo semestre del ciclo bachillerato del CCH plantel
oriente, es la materia que nos da las nociones bisicas para poder
realizar los objetivos que se plantea esta &rea; uno de ellos es "Lograr
que el alumnc represente fendmenos y situaciones reales, mediante
simbolos desarrollando modelos y obteniendo relaciones entre los
simbolos utilizados ya sea por medio de la induccién, deduccidén y
analogfa", Otro de los objetivos que se plantea es que " El alunno
integrard el conocimiento de la teorfa de los conjuntos, los modelos
matemiticos, los lenguajes numéricos, algebraico y _geométrico, los
principios del calculo, la estadistica y la 16gica en una visién general
de lag matemdticas".

BEsta integraci6n a pesar de ser general debe lograrse para que el
alumno se de cuenta de la utilidad de las matemdticas en la solucién de
problemas prdcticos.

Para que el alumno logre vincular a las matemdticas con otras
" clencias, que vea la relacién que existe entre otras disciplinas y las
' matemiticas, ya que las matem&ticas para su aplicacién requiere de
ejemplos objetivos dado su caracter bastante abstracto, y las otras
ciencias requieren de herramientas matemiticas para sistematizar,
formalizar y comprobar fenémenos pasados y para aprobar fen6menos
' futuros, ya que para esto es indispensable la utilizacién de modelos
donde hay que seleccionar las variables adecuadas en un cierto fenémeno
o evento estableciendo sus relacicnes funcionales, esto es esencial para
describir muchos fenémenos naturales. En la mayorfa de las ciencias la
formulacién de un modelo es el principal objetivo ya que este suele ser
una descripeién mis accesible de los fenémenos, y una ves que se



que se adapte sclamente a las necesidades que se requieren para el curso
de Matematicas IJ en el CCH Oriente, ya que la mayoria de maestros
recomendamos folletos o libros de algrebra en los cuales sclo se adaptan
partes de algunos temas, y al estudiante no le queda muy clara la idea
de la estructura del curso. Uno de los objetivos de este trabajo es el
de reforzar y compactar los temas (que se estipulan en el plan de
estudios del bachillerato del CCH), mediante teoria ejercicios y
aplicaciones pretendiendo que sirva al estudiante para aclarar
conceptos, adquirir habilidades en el manejo de expreaiones algebraicas
fundamentales y al mismo tiempo que el estudiante mejore su rutina de
estudio y su técnica de autoaprendizaje, para que pueda aprobar la
materia sin mucha dificultad.

Este material esta planeado para que se cubra en un Bemestre
adaptandose al plan de estudios del bachillerato del CCH ORIENTE.

Contiene los siguientes temas:

Tema I.- Aritmética del conjunto de los nimeros Reales.

Tema II.- Operaciones algebraicas bisicas.

Tema IXI.- Factorizacién de polinomios.

Tema 1IV.- Bcuaclones de primer grado,

Téma V.- Fracciones algebraicas.

Tema VI.- Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
Tema VII.- Ecuaciones de segundo grado en una variable.

Tema VIII.- Exponentes y Radicales.

Tema IX.- Desigualdades e inecuaciones lineales:

Espero gue el material que viene a continuacién sirva de apoyo y
facilite tanto al profesor como al alumno lograr leos objetivos del curso
de MATEMATICAS IT si no en su totalidad si en la mayor parte.



Por esto es que el &rea de matemdticas como todas las demis es
indispensable para el completo desarrollo del educando.

La materia de Algebra pertenece al &rea de matemdticas. Esta materia
se imparte en el segundo semestre del ciclo bachillerato del CCH plantel
oriente, es la materia que nos da las nociones bésicas para poder
realizar logs objetivos que se plantea esta drea; uno de ellos es "Lograr
que el alumno represente fendmenos y situaciones reales, mediante
simbolos desarrollando modelos y obteniendo relaciones entre los
simbolos utilizados ya sea por medio de la induccién, deduccién y
analogfa". Otro de los objetivos gque se plantea es que " El alumno
integrard el conocimiento de la teoria de los conjuntos, los modelos
matemdticos, los lenguajes numéricos, algebraico y ‘geométrico, los
principios del cdlculo, la estadistica y la 1l6gica en una visién general
de las matemdticasg".

Esta integracién a pesar de ser general debe lograrse para que el
alumno se de cuenta de la utilidad de las matemiticas en la solucién de
problemas précticos.

para que el alumno logre vincular a las matemdticas con otras
ciencias, que vea la relacion que existe entre otras disciplinas y las
matemiticas, ya que las matemidticas para su aplicacién requiere de
ejemplos objetivos dado su caracter bastante abstracto, y las otras
ciencias requieren de herramientas matemiticas para sistematizar,
formalizar y comprobar fendmencs pasades y para aprobar fen6menos
futuros, ya que para esto es indispensable la utilizacién de modelos
donde hay que seleccionar las variables adecuadas en un cierto fenémeno
o evento estableciendo sus relaciones funcionales, esto es esencial para
describir muchos fenémenos naturales. BEn la mayorfa de las ciencias la
formulacién de un modelo es el principal cbjetivo ya que este suele ser
una descripcidn mAs accesible de los fenfmenos, y una ves que se



construye este modelo, las matemiticas Be encargan de las reglas y
operaciones que deban de ejecutarse.

Asi que, si el estudiante comprende y aprende bien las nociones
b4sicas y elementales de las matemdticas ird desarrollando habilidad en
el manejo de los conceptos matemiticos, manejando un lenguaje y
gimbologia apropiada para obtener lo necesario para due de manera
préctica pueda relacionar estos conocimientos con las otras ciencias.

El algebra que se imparte en el ciclo Bachillerate, el mayor de sus
cbjetivos es de que el alumne logre desarrollar habilidad en el manejo y
operacicnalidad en los modelos wmatemiticos, ya que el 4lgebra nos
proporciona las reglas fundamentales para manejar el lenguaje ¥y
gimbolismo apropiado en todo modelo matemdtico.

Asf{ mi principal objetivo en esta tesis es que el alumno logre
desarrollar habilidad en el manejo de conceptos como las expresiones y
modelos algebraicos, sobre todo en las estrategias que debe seguir para
regolver problemas especificos.

Estas para mi son las bases para que el alumno pueda seguir sin
alguna dificultad en otras ramas de la matemdtica que se estudian en
este ciclo escelar, ya que todas las ramas de la matemdtica estan
interrelacionadas entre si; algunas se derivan de otras o son parte una
de la otra, as{ que si un alumno no aprende lo indispensable del algebra
va ha tener muchas dificultades con cualquier otra rama de las
matemiticas y sobre todo no podra manejar, ni trabajar un modelo o una
expresién algebraica que nos de la solucién de ciertos problemas
especificos y dificilmente logrard ver la relacidén de las matemiticas
con las otras ciencias.

He observado que los estudiantes de bachillerato carecen de un texto



que se adapte solamente a las necesidades ¢ue S¢ reqguieren para el curso
de Matematicas II en el CCH Oriente, ya que la mayoria de maestros
recomendamos folletos o libros de algrebra en los cuales solo ge adaptan
partes de algunos temas, y al estudiante no le queda muy clara la idea
de la estructura del cursc. Uno de los objetivos de este trabajo es el
de reforzar y compactar los temas (que se estipulan en el plan de
estudios del bachillerato del CCH), mediante teoria ejercicios y
aplicaciones pretendiendo que sirva al epgtudiante para aclarar
conceptos, adquirir habilidades en el manejo de expresiones algebraicasg
fundamentales y al mismo tiempo que el estudiante mejore su rutina de
estudio y Bu técnica de autoaprendizaje, para que pueda aprobar 1la
materia sin mucha dificultad.

Este material aegta planeado para que ce cubra en un Bemestre
adaptandose al plan de estudios del bachillerato del CCH ORIENTE.

Contiene los siguientes temaa:

Tema I.- Aritmética del cenjunto de los nimerog Reales.

Tema II.- Operaciones algebraicas bésicas.

Tema 1II.- Pactorizacién de polinomios,

Tema IV.- Ecuaciones de primer grado.

Tema V.- Pracciones algebraicas.

Tema VI.- Sistemas de dos ecuaciones lineales con dog ihcognitas.
Tema VII.- BEcuaciones de segundo grado en una variable,

Tema VIII.- Exponentes y Radicales.

Tema IX.- Desigualdades e inecuaciones lineales.

Espero que el material que viene a continuacién sirva de apoyo y
facilite tanto al profegor como al alumne lograr los objetivos del curso
de MATEMATICAS II si no en su totalidad si en la mayor parte.



¢ QUE ES ALGEBRA ?

El origen del 4lgebra es desconocido, pero podemos asegurar que se
desarrollé desde que ¢l hombre aprendié a contar, y los grandes avances
que se han dado en el &lgebra se deben a las necesidades y el interés
que el hombre siempre ha tenido por los nlimeros.

En la actualidad el &lgebra es una de las herramientas indispensables
en la ciencia, en la ingenieria y en la tecnologfa.

El 4lgebra no es complicada, es fdcil de manejar como la aritmética,
lo atractivo del &lgebra es que te permitird ir adquiriendo facilidad
para resolver problemas que te pudierdm haber sido diffciles. También te
haré tener una visién m&s amplia del mundo de los nimeros.

EL ALGEBRA SE OCUPA DE LOS NOMEROS Y DE LAS OPERACIONES QUE CON ELLOS
EFECTUA, ES DECIR DE SISTEMAS MATEMATICOS.

El fundamental de ellos es el gistema numérico; el algebra elemental
es una generalizacién de la aritmética, en la aritmética usamos nimeros
reales que son nimeros especificos mientras que en 4lgebra usamos letras
que son considerados como nimeros generales o literales, Los nlmeros
literales que se utilizan en ilgebra nos permiten considerar propiedades
generales de los nfimeros.

La mayoria de problemas que pueden resolverse en &lgebra se basan en
operaciones del aritmética; las més importantes son suma, resta,
multiplicacién y divisién.

Rei que para empezar a estudiar el &dlgebra sin mucha dificultad
primero recordaremos y aprenderemos algunas cosas nuevas de la
Aritmética y después ampliaremos lo aprendido con nimeros generalea.



TEMA |

ARITMETICA DE LOS NUMEROS

REALES

1,1 El conjunto de los Nimeros Naturales.
1.2 Bl conjunto de los Nimeros Enteros.
1.3 El conjunto de los NGmeros Racionales.
El conjunto de los Nimeros Irracionales y Reales.




INTRODUCCION

En egte tema se desarrolla el sistema de los nimeros reales de una
manera bé&sica. Se presentan propiedades y leyes que son fundamentales
para el desarrollo da ciertos conceptos algebraices que se verdn més
adelante, También se verdn las cuatro operaciones bdsicas que son:
suma, resta, producto 6 multiplicacién y la divisién.

1.1 EL CONJUNTO DE LOS NUMERGS NATURALES

Los nlmeros Naturales son aquellos ndmeros con los que podemos
contar, estos son representados por la letra N.

Asi N = {1,2,3,4,5,6,7,...... } v se representan como puntos situados
a la misma distancia uno del otro sobre una recta numérica, un n(mero
mayor Siempre estari a la derecha del menor (Figura 1.1).

. e bt ——)
1 2 3 L) 5 6 7 8 9 10 11

Figura 1.1

Bstos ndmeros surgieron por la necesidad de contar, podemos agregar
siempre 1 a cualquier nimero natural y se obtiene el siguiente.

Por esto el conjunto de los niimeros naturales no tiene fin ya que
siempre hay un niimero natural mayor que otro, es decir no existe el
mis grande,

Asf{ que el conjunto de los nimeros naturales es infinito.
Los nimeros Naturales son los primeros nGmerocs que conocemos y



utilizamos para hacer nuestras operaciones bdsicas ; pero cada una de
estas operaciones deben de cumplir ciertas propiedades que son las
siguientes.

LA SUMA
Con los numeros Naturales podemos efectuar una operacién binaria,
llamada SUMA la representamos con el signo +, y a cada nimero que

compone la suma ge le llama sumando.

BEJEMPLO: La suma de 5 y 9 se representa por 5 + 9%; donde § es el
primer sumando y 9 el segundo sumando,

LAS PROPIEDADES DE LA SUMA SON:

Sia,b € N se cumple
CERRADURA ;* b e N

Es uecir: 81 sumamos dos nGmeros Naturales el resultado es otro nimerc
Natural.

EJEMPLOS: 1) 2 + 7 e @
2) 9+ 18¢eN
1) 42 + 21 eN

Sia,b € N secumple
LEY CONMUTATIVA aibub+a

Es decir: Al sumar dos nimeros Naturales no dimporta el orden,
obtenemos el mismo resultado.



EJEMPLOS: 1) 3 + 5 =35 + 13
' 2} B +15 =15+ 8
3) 27 + n=n + 27 ; neN

Si a, b, ¢ € N se cumple

LEY ASOCIATIVA a+ (b+ec)=(a+h +¢

Es decir: Al sumar tres nimeros Naturales, se puede sumar el primero
con la suma de de los dos restantes, 6 la suma de los dos
primeros con el tercero; y se obtiene el mismo resultado.

EJEMPLOS: 1) 7 + (3 + 9) = (7 ¢+ 3) + 9
2) 84+ (17+n) = (B8+17) +n; neN
3) (24 + 2) + 31 = 24 + {2 + 31}

NOTA La suma es una operacién

binaria, pero 8e puede
extender para la suma de
tres o mids sumandos.

BJEMPLOS: 1) 7 +3 + 6 = (7 + 3} +6 =10 + 6 = 16
2} 942+41143= (9+42) + (1143) = 11 + 14 = 25
3) 14 + 8 + 37 = 14 + {8 4+ 37) 2 14 + 45 = 5%

EJERCICIOS 1.1.1

En cada operacién escribe en el lado dereche la propiedad que se estd
aplicando.

1) 8 + 15 = 15 + 8 propiedad
2) (3 +18) + 7 =3+ {18 + 7} propiedad




3) {2 +6) +85 =5+ {2+ 6) propiedad

4) 9 + (4 +8) =9 + {8 + 4) propiedad
§) 3 + [7 4+ (5+1)})) = [3 + 7] + {5+1) propiedad,
6) 7 + 02 + (443)) = 7 + [(2+4) + 3] propiedad
7} (542) + {347) = (3+7) + (5+2) propiedad

8) ((B46) + 4] + n a [8 + (6+4)] + n propiedad

LA MULTIPLICACION
otra de las operaciones binarias que se pueden efectuar con los
nameros Naturales es la multiplicacién 6 producto, esta operac¢ibn se

repreaenta de las siguientes maneras:

- El producto de dos nimeros especificos: 7 y 3 se representa come
7x3 6 (7)(3) 6 7(3) 6 73

- El producto de un nGmero especifico y uno literal: 5 y a se
representa por S5xa 6 {5) (a) 6 5a 6 5.a ,

- El producto de dos nimeros literales se representa de la siguiente
manera axb 6 ab & a{(b} & (a)ib) &6 ab.

A cada uno de los nimeros que se multiplican entre si se les llama
FACTGRES,

LAS PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION SON:

Sia, b e N se cumple
CERRADURA o

axb s

10



Es decir: Si multiplicamos dos nimeros MNaturales, el resultado es otro

nimero Natural.

BJIEMPLOS: 1) 2 x17 e N
2) 5x29eN

3) 32x8¢ekN

Sia,b € N secumple
LEY CONMUTATIVA axb=bgxa

No importa el orden en que multipliquemos dos nfimeros
Naturales ya que el resultado es el mismo.

BJEMPLOS: 1) 3 x 15 = 15 x 3
2) 8 x12=12x8
3) 7xn=nx7 ; neN

Es decir:

Si a, b, ¢ e N ge cumple
LEY ASOCIATIVA ax(bxe) = (axb) xc

Bs decir: 8i multiplicamos un nGmero natural con el producto de otros
dos es lo mismo que multiplicar el producto de los dos

primeros con el tercero,
BJEMPLOS: 1) 5 x (3 x9) = (5x3) 29

2) 3x (17x4) = (3 x17) x4

3) 12xn) x2 =12x (nx2) ; neN

Para todo nmexo natural
a existe un namero Gnico
NEUTRO O IDENTICO 1 tal que se cumple:

MULTIPLICATIVO lxawaxlsa

Bs decir: Tode ndmero Natural multiplicado por la unidad da coma
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resultado el nimero Natural,
EJEMPLOS: 1) 1Xx5 =5

2) 1x 36 = 36

3) 19x1 =19

LEY DISTRIBUTIVA
DE LA MULTIPLICACION
SOBRE LA SUMA

8i a, b, c € N Be cumple
a(b + ¢} = ab + ac

BIEMPLOS: 1) 3(8 + 5) = (3 2 8) + (3 x5)
2) S(b+7) =5b+ (5 x7)
3) (6 + 4)a = 6a + 4a

EJFRCICIOS 1.1,2
En cada operacién escribe en el lado deracho la propiedad que se esté
aplicando.

1) 8 x 15 = 15x 8 propiedad
2) {(3x18) x7=3x (18x7) propiedad
3) (2 +6) x5 =2x5 + 6x5 propiedad
4) 9x1=29 propiedad
) 9 x (3 x12) = (9 x 3) x 12 propiedad
6) (345) x (641) = (6+1) x (3+5) propiedad
7) (4xB) + (4x9) = 4(8 + 9} propiedad
8 1 x (3+7) = 347 propiedad
9) (2+5) x (8 x 3) = [(2+5)x8) x 3 propiedad
10) 12 + 8(4 + 9) = 12 +(6xd + B8x9) propiedad,
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NOTA La multiplicacién es una

operacién binaria, pero
se puede extender para la
multiplicacién de tres o
mds factores como en la
suma .

EJEMPLOS: 1) 4 x 8 x 5 = (4 x B) x5 = 40 x5 = 200
2) 6x2x 7= 106x2) x7=12x7=2584
3) SxXx2x9«5x (2x9) =5x 18 = 50

NOTA 81 una operacién contiene
sumas y multiplicaciones sin
paréntesis, primero se reali-
zan las multiplicaciones.

Y 8i hay paréntesis, prime-
ro se realizan las operaciones
dentro del paréntesis.

BJEMPLOS: 1) 2 + 7 x 8 a 2 + 35 = 37
2) B XS5 +9 =40 + 9 = 49
3) 7 4+ 3{(7 +6) a7 +3(13) a7 + 39 = 46

EJERCICIOS 1.1.3
Bfecta las operaciones indicadas, escriblendc en cada espacio el
nimero faltante gue corresponda,

1, 5+ 17 = = 17 + 2, 25x1 = = 1lx
3, T+ (3 +15) =(7+ ) 415 & 6 + (9 +15) =(6+ ) +15
7T+ } = { } + 15 6+ ( ) - { ) +15

( Y= ) ( ) = }

13



5. 23 x5 = - = x 23 6, 223 x5 = = X 223

7. 6x (3 x11) =( x3) x11 8., (6 x4) x 31 a x {4x31)
6 % ( ) = ( ) x 11 ( % =6x ( )
{ ) = { } ( ) = ( }
9, 7x(9 + 30) = 7x9 + x30 10, 17x(9 + 23) = X9 + 17x23
7% = + 210 17 x = 153 +

( Y= }

n
-

( )
11, 9 + (4x12) = ( x12) + 9 12, (29 + 4)X9 = 9 x { 4+ 4)
9+ ( ) o= (48 4+ { ) x9 =9 x ( )
{ ) = { } { ) = }

13, (6 x 23) x 21 =6 x {23 x } 14, (16 x2) x17=(2x ) x17

{ ) x 2L = x {483 ) ( ) x 17 = | } x 17
{ o= ) ( ) = ( )
15 , 7x5 + 8x2 = 8x + Ix 16 ., 9X3 + 9%5 = 9%x({ " + 5)
+ = 16 + + = 9x{ )

17, (4 + 10)x8 + 10x5 18, (4 x 10) x 5 = 4 x( x 5)
( ) x5 = 20 + { )} x 5= 4 x{ )
( o= | ) { ) = )

[}
-
B

19, 5 + 3x(B+#4) = 5 « (3x + 3x ) 20. 1 x (8+ 4) = (8 + ]
5 + ax|{ Y= o+ (24 4 ) 1x Y o= )
5 + = + =

Bfectda las operaciones indicadas.
21, 32 + (26 + 54) 22, 32 + {3 ¢ 1) + 27
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23, 5x (7x3) 24, 12 x1 +28x1+ 3(5+8)

25, 3x2+4x8 26. 2[8(3) + 9)(4 + 8)

27. 9{4} + 53 28. 5 + 4(3 + 1) + 2(6 + 9)

29. 5(6 + 2} 30, 6{a + 4) ;aeN

31, 26 + 7(4) 2. 4(9 + 2a) ;ae N

33, 1 x 8 +6(4 +1) 3, 9(5a+2) ;aehN

35, 6(7 + 4) + 31 36, 3 [(5+6)2+4]) +3

37, 4(3 + 7) + 5(6 + 9) 38, 7(L + 8) + 2[(6 + 5)4) + T(4)
39, (21 + 9) x5 + 7(7) 40, 8 x5 X 3 +2(8 + 6(2 + 9))
41, 9 +6 + 7(5 + 1) 42, 9 +5(4 + 2) + 2[5+ 35+ 7))
43, 4(5)(3){6) 4, 7(4a + 9) jaeN

45, 3 x7x2+2x9 46, (5 +3a)9 ; ceWN

47, S(a + 7) ; aeN 48, 17{2a + &) ; a, & e N

49. a(3 + 8) ; a,b el 50, 6(4a + B4) ; a, & e N

LA RESTA O SUSTRACCION

Todog nosotros ya conocemos el concepto de RESTA representado por
el signo "=v.

As{ al restarle 3 a 8 se escribe 8 - 3.

También se puede interpretar como a un conjunto de 8 elementos le
‘quitamos 3 y nos da como resultado 5.

El resultado de 8 -~ 3 es un nimero que al sumarlo con 3 nos de 8, y
este es el 5 yaque 5 + 3 = 8.

Del mismo modo como 9 + 2 = 11 entonces 11 = 9 = 2,
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Pero la operacifn RESTA no se puede aplicar a cualesquiera nimercs
Naturales, el resultado de 4 - 7 no estd en el conjunto de los nimeros
Naturales ya que no existe algidn nimero Natural que al sumarlo con 7
nos de 4.

Hay una infinidad de operaciones de este tipo: 3 - 8, 2 -5, 7 - 9,
5 -12, B - 25, 21 - 64, etc..

Ante esta carencia, se formé otro conjunto de Nimeros mds grande en
donde si existan los nfimeros que sean resultados de las operaciones
antes mencionadas y da lugar al surgimiento de los Nimeros ENTEROS.

12 LOS NUMEROS ENTEROS

A el conjunto de enteros positivos junto con el de enteros
negativos y el 0, se le llama simplemente nlmeros BNTEROS y se denotan
por el simbola Z.
ast T = {.......-5, -4, =3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,........ }.
Los niimeros con signo - se puede interpretar como los opuestos de los
enteros positivos, veamos esto con algunos ejemplos.

-Una ganancia de $12 se representa por +12 § simplemente 12,

Una pérdida de $12 se representa por -12.

-Un depésito de $50 en el banco se representa por +50 6 50.

Un retiro de $50 de el banco se representa por -50.

-Una posicién de 100 m scbre el nivel del mar se repregenta por 100.
Una posici6én de 100 m bajo dicho nivel se representa por -100.

-La altura de un poste de 2m se representa por +2 6 2.

La profundidad de un hoyo de 2m ge representa por -2,
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Con estos ejemplos podemos afirmar que los signos + y - nos
indican dos direcciones opuestas. Como los nimeros positivos se sitdan
a la derecha del cero, los nimeros negativos deben ubicarse a la
izquierda del cerc. Asf en general los nimeros enteros X y -x son
numeros situados en lados opuestos al cero y a 1a misma distancia de
61, se dice que son simétricos (Figura 1.2).

Figura 1.2

Obsérvese que los nimeros que estan a la izquierda son de menor
valor que los de la derecha.
Por ejemplo: -23 ¢ -12 ; -38 ¢ -9 ; -B<¢-1; -1 ¢35 etc,

VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO

Bl valor absolutc de un nimero a se representa como |a], y se
define de la giguiente manera:

a siax>0
laj ={ 0 siaxo0
-a siaco

Rjemplos: 17] = 7 ya que 7 > 0
J-4) = -{-4) = 4 ya que -4 < 0
}-90 = -(-8) = 9 ya que -9 < 0
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l19] = 18 ya que 19 > 0
[-27] = -(-27) = 27 ya que -27 < 0

Podemos afirmar que en si lo que hace el valor absoluto es gque a
todo nimero le deja signo positivo.

Ejercicio 1.2.1

Encuentra el valor de cada una de las siguientes expresiones:

1, {8] = 6. |-48] = 11, |-86] =
2, |-3] = 7. §-93] « 12, |-391} =
3, |-20] = 8, |s8] = 13, |100] =
4, |29} = 9. |-4] = 14, |-830] =
5. [96] = 10, [347] = 15, |1003| =

SUMA DE NUMEROS ENTEROS

Para sumar dos nimeros enteros &e deben de contemplar los
giguientes casos:

Si los nimeros tienen el MISMO signo:

- Se suman sus valores absolutos.

- Al resultado se le pone el signo de
los namero.
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BIJBMPLOS: 1} 7 + 6 = 13
3) -3 + (-8) = -11

5) 8 + 15

23

2) 9 + 3 + 12
4} -5 + (-4)
6) -9 + .(-16)

8% los nimeros tienen DIFPBRENTE signo:

- Se restan sus valores absolutos.

- Al resultado tendrd el signo de el
namero cuyo valor absoluto gea mayor

BJEMPLOS: 1
3
5

EJERCICIO 1.2.2

) B+ (-2} =6
) (-5) + 7 =2
) (-14) + 5 =

-9

2) 6 + (-9) = -3
4) (-8) + 3 = -5

-9

=25

6) 17 + (=27) = =10

Realiza cada una de las siguientes sumas.

1, -7+ { =5) =
3. -4+8 =

5 9+ (-6) =

T. =5+ (-2} =
9, 3 +9 =

2,
4,
6,
8.

10,

=6 + 9 + (-3) =
9+ (-7) + 2 =
-4 +3 +8 + (-9} =
6 + (=15) + (=2) =
19 + 8 + (-24)

Escribe el nimero entero que falte para que la suma gea correcta.

11, B8+ = -3

13, ¢+ (-6) a5
15, (9 + ___=2
17, 12+ _ = -1
19, ___ + (-16) =

-23

19

12,
14,
16,
18.
20,

26 + (-14) +

+8 = -19
19 + = -3
21 + ___ +5 =15
-8 + + (-6) = -26
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La SUMA de enteros cumple todas las propiedades de la SUMA de
nimeros Naturales y dos mas que son las siguientes.

Para todo nimero a € Z, existe
NEUTRO o IDENTICO ADITIVO el 0 ¢ Z tal que: !

a+0=a Y 0O+a=a

BJEMPLOS: 1) 5 + 0 =5 2) <3+ 0= -3
3) 0+ (-7) = -7 4) 0+ 1 =1
5) -9 +0=-9 6) 0+ (-2) = -2
INVRRSO ADITIVO Para todo nimeroc a € Z, existe

=a € Z tal que:
a+(=a) =0 y (-a) +as20

Se dice que =-a es el inverso aditivo de a, e inversamente que a es el
inverso aditivo de -a.

EJEMPLOS :

1) Bl inverso aditiveo de 5 es -5, yaque 5 + (-5) = 0

2) El inverso aditivo de -7 es 7, ya que -7 + 7 s 0

3) El inverso aditivo de -19 es 19, ya que ~-19 + 19 = 0

4) Bl inverso aditivo de 8 es -8, yaque B + (-8} = 0

5) El inverso aditivo de 27 es -27, ya que 27 + (-27) = 0

Con lo nuevo que hemos aprendido estamos listos para darle una
nueva interpretacién a la RESTA.

Sim, n € I la DIFERENCIA o RESTA
de m-n = m+ (-n)

es la suma de m con el inverso

aditivo de n.

EJEMPLOS: 1) 8 - 3 = 8 + (-3) = 5
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2) 6 -4 56+ {=4} =2

3) -5~ 3=-54+ (-3) = -8
4) 4 - 9 =4+ (-9} = -5
5} 3 - (=7) =3 +7 =10 *

* Ya que es la suma de

EJERCICIO 1.2.3

3 con el inverso de -7 que es 7.

Realiza las siguientes operaciones:

1.8+ 0 = 2. -9 +0 = 3. 0 + 16 =

4, 0+ (-35) = 5. 0 + {-51) = 6, 49 + 0 =

7. =27 + 0 = 8. 13 + 0 = 9, 0 + (-72) =

10, El inverso aditivo de 5 es____ ya que 5 + ( ) = 0.

12, Bl inverso aditivo de 18 es_ __ ya que 18 + { ) = 0,

12, Bl inverso aditivo de -4 es ____ ya que -4 + ( ) = 0.

13. El inverso aditivo de 27 es_____ va que 27 + ( ) = 0,

14, Bl inverso aditivo de -53 es ya que -53 + ( ) = 0.

15, Bl inverso aditivo de -65 es____ ya que -65 + | ) = 0.

16. Bl inverso aditivo de -84 es____ ya que -84 + ( ) = 0.

17, El inverso aditivo de 59 es____ ya que 59 + { ) = 0,

18, El inverso aditivo de -326 es__ __ ya que -326 + | ) = 0.
19, Bl inverso aditivo de 68 es____ ya que 68 + { ) = O,

20, El inverso aditivo de -72 es____ ya que -72 + ( ) = 0.

21, Restar 5 a 12. 22. Restar -3 a 8, 23, A -2 restarle 7.
24. A 8 restarle 16. 25. A -6 restarle 9. 26, A 5 restarle -3.
27, Restar 3 a -7. 28. Restar -4 a -11. 29. Restar -9 a 24.
30, 8 - 2 = 31. 14 - 8 = 32, 7 -12 =

33, -6 - 4 = 34, -5 -13 = 35, 2 - -8 =

36, 9 - 17 = 7. 6 - -4 = 38, -4 - -8 =

39, -3 - -16 = 0, (3 -1} -9 = 41, 14 - (7 -2) =
42, (-2 + 6) ~ 8 = 43. (8 +13) - -5 = 44, 9 - (-3 -5} =
45, -4 + (8 -13) = 46, (3 - 5) - (-2 +5) = 47, (7 -9) ¢+ (6 + 1) =
48, (-5 - 4) + (-3)= 49, (-2 +5) - (4 -7) = 50, {8 - 15) - (9-25) =
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MULTIPLICACION DE NUMEROS ENTEROS

Para multiplicar cualesguiera nimeros enteros se debe de tomar en
cuenta las siquientes leyes para los signos de los nlmeros que se
estan multiplicando.

LEYES DE LOS SIGNOS

1.

+
anan

EJEMPLOS: 1} S§5x 7 = 35
2) -3x5 = -15
3) 6% -4 = -24
4) -2 x -8 =l6
5) -3 x2x -5 =30
6) 4% -5x -3 x-7=-420

Si en un nimero no se espe-
NOTA: |cifica el signo, se supone
que es positivo.

La multiplicacién entre numeros enteros cumple las mismas
propiedades que se cumplen con los nimeros naturales.

Te recomiendo que les des un repaso, y a continuacién lee los
ejemplos.

BIEMPLOS: 1) 3,7 eIy 3 x 7 = 21 donde 21 ¢ 2, CERRADURA.
2} 6,-4¢Zy 6 X -4 =-24 donde -24 ¢ Z, CERRADURA,
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3) -9,-4 eZy -9 x -4 =36 donde 36 € 2, CERRADURA.
4) B x5 = 40 = 5 x 8 , CONMUTATIVA.
) -6 x 3 = -18 = 3 x -6 , CONMUTATIVA,
6) -9 x -12 =108 = -12 X 9 , CONMUTATIVA.
T) -4 % (5%x-2) =40 = (-4 x 5) x -2 , RSOCIATIVA.
8) (9 x -2) x3 =-54 =9 x (-2 x 3) , ASOCIATIVA.
9) -3 x (4 + -2) = (-3 x 4} + (-3 x -2}, DISTRIBUTIVA.
10) 6 x (-5 + 3) = (6 x -5) + (6 x 1) , DISTRIBUTIVA.
11) -2 x (3.4 -7) = (-2 x -3} + (-2 x -7}, DISTRIB.
12) 1 x -5 = -5 x 1 = -5, IDENTICO MULTIPLICATIVO.
13) ~24 x 1 = 1 x -24 = -24 , IDENTICO MULTIPLICATIVO.

Rl producto de cero y cualquier

otro nimerc entero es cero.

Es decir si a € Z entonces
0xa=0

EJERCICIO 1.2.4

Realiza las sigulentes multiplicaciones:

1) (-5) x 6 = 2) 7Tx (-9) =

3) (-13) (-4) = 4) 8 (-5} -6 =

5) 11 (-7} (-20) (-2) = 6) (-12}(5)(-3){4) =
Multiplica: .

7 8, -4, 5 8} -9, 5, -6

9) -13, 7, 3 10) 9, -4, -23, 7

11) 4, -7, -3, -8 12y -2, -6, -3, -5, -7

Aplica la ley conmutativa de la multiplicacién y comprueba su validéz.

13) 7x (-3) = 14) (-4) % 6 =
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15) (-2} x (-13) = 16) 8 x 9 =

17) (-5) » 9 = 18) 7 x (-8) =
19) 21 x 5 = 20) (-4) x (-7) =
21) 9 x (-8) = 22) (-6) x 9 =

Aplica la ley asociativa de la multiplicaci6n y comprueba su validéz,

23) (7Tx3) X -7 = 24) 8 x (-3 X 6) =
25) -4 % (-2 % 9) = 26) (-5 X -2) x =7 =
27) -3 x (9 x -7} = 28) (6x -5) x 9=
28) (6 x -7) % -2 = 30) 7% (-3 % -B) =

Aplica la ley distributiva y comprueba su validéz.

31) 5% (-3 + 8) = 32) -4 x (7 + -6) =
33) (6 4+ 9) x -3 = 34) 9 x (-3 + -85) =
35) -3 %X (-8 +5) = 36) (-4 + 8) % -6 =
37) (=5 + =3} x -9 = 38) 8 x (-6 + -5) =

Cc¢ "prueba la validé&z del neutro o idéntico multiplicativo.

39) 1 x99 =9%x1n= 40) 1 x -6 = -8 X 1 =
41) 23 x 1 =1 X 23 = 42) -15 X1 e lx -15 =
43) 1 x <47 = <47 x 1 = 44) 1 x -39 = -39 x 1 =
45) -52 x 1 = 1 x =52 « 46) 74 X 1 = 1 x 74 =

LA DIVISION CON NUMEROS ENTEROS.
Al multiplicar 3 x 9 = 27 ; al nimero 9 se le llama cociente de 27

al dividirlo entre 3, esto en simbolos se denota como _§1 =9,
El niimero 27 se llama dividendo y el niimero 3 divisor.
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La divigién es la operacifn inversa de la multiplicaci6n.
Para denotar esta operacibén se usa el simbolo + & /, se lee
"entre" 6 "dividido por". Asi —% se lee 27 entre 3 § 27 dividido por

3. A el nimero —%1 también se le llama fracecidnm,

Si a, b, ¢c € Z de tal manera
DEFINICION que a = b'c entonces
a

—_—— a3

b

Para dividir cualesquiera nlmercs enteros se debe de tomar en
cuenta las siguientes leyes para los signos de los nimeros que se
estan dividiendo.

LEYES DE LOS SIGNOS

(¢)+(4) = +
{(#}+(-) = -
(=)+{+) = -
(=)+(-) = +

BJEMPLOS: 1) 25 + 5«85 ya que 5% 5 = 25,
2) 36 +9 = 4 ya que 9 x 4 = 36.
3) 18 +3 =« 6 yaque 3 x 6 s 18.
4) 54 + 2 =27 ya que 2 X 27 = 54.
5) 84 +7 =12 yaque 7 x 12 = 84,

Si una expresién tiene multiplicaciones y divisiones sin
simbolos de agrupacién, lag operaciones se van efectuando en el
orden gue aparecen.

EJEMPLOS: 1) I X 8 +4 = 24 + 4 =6
2) <45 +3 x 7 = =15 X 7 = -10§ )
3) B4 + -6+ 7T X -5uw-14+T7Tx=-5=-2x-5=10
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Si una expresi6n tiene las cuatro operaciones aritméticas sin
signos de agrupacién, primero se realizan las multiplicaciones vy
divisiones en el orden que aparescan y después las sumas Yy
restas.

EJEMPLOS: 1) 56 + 4 + 9 = 14 + 9 = 23,
2) 18 -42 + 7x2 =10 - 6 x2 =18 - 12 = 6.
3) 4+3 % -8+6-48+8+65 -4 -24+6-6+5
=4 -4 -6+5=+-6+5=-1,
4) -78 + 6 + 5% -2 + 4 = -13 -10 + 4 = -19,
5) 5-8%3+56+4-12=5-24+ 14 -12 = -17.

EL, CERC Y LA DIVISION, ‘ .

Considérese -—9’-; se busca un nimero entero b tal que 7 x b = 0 y este
nimero b es el 0. Asi que -—9,- = 0.

En general: para todo a € Z, % = 0, a*d

Ahora considérese -%,' se busca un nimero entero b tal que 0 x b = 5, y

tal nimero no existe ya que sabemos que para todo nimero b; 0 x b = ¢.

En general: Para todo a € Z, + no existe

por dltimo considérese —g—-,- se busca un nimero entero b tal que 0 x b =
0, y como nosotros ya sabemos que para todo nimero b; 0 x b = 0;
entonces cualquier nlmero entero puede ser el resultado, pero el
coclente de una divisién debe de ser tinico.

En consecuencia

-—g— no esta determinado.
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OBSERVACION: |Como -g— no existe si q = 0.

congideraremos todos los de- .
nominadores de las fraccio- .
nes diferentes de cero.

EJERCICIO 1.2.5

Realiza las siguientes operaciones.

1) 75 + -3 = 2) ~68 + =4 un

3) -98+ 7 = 4) 104 + -8 =

5) 354 + 6 = 6) -259 + -7 =

7) -85+ 5 = 8) 152 + -8 =

9) -792 + -4 = 10) 3084 + 3 =
11) 5 x 12 + 3 = 12) -6 x 8 + 2 =

13) 4 x -7 + -2 = 14) 9% -3 x -7 =

15) 26 + 2% -3 = 16) 48 + -3 X 5 =
17) 63+ 7 %X -4 = 18) <32+ -8 x -7 =

N 4 X -6+56+8a 20) 49 + -7 + -4 x -8B =
21) -7 +5%K3-24+8 = 22) 6 - 15+ -3 + 9 =

23) -38 - 42 + 7 x -2 » 24) 18 - 4x -7 + 2 =
25) ~78 + -6 + 5% -2 - 4 = 26) 5+ 78+ =3 +5%xX2 « 14 =
27) 5 -8x 7 -76+4 - 12 = 28) 15 + 8 x -3 + 56 + -7 - 32 =
29) 7 + 3(15 + -5) = 30) -3 4 (6 -48 +8) + 7 =
31) {7x -3 +21) + 8 = 32) 2(7 - 2) - 6+ (4 - 10) =
33) (-28+2) + -4 - 10{8-12)= 34) {4 - 14) + -2 - 7{2 - 8) =
38) 24 + -3 X 6 - (7 - 35)+14s 36} (3-12) + -9 - 72 + -B x4 =
37) 68 ¢ (-15 + 12) - 9 X 2 = 38) (5 - 21} + -8 - 4(7 - 12) =
39) 9 - (3 X -14) + -6 + 5 = 40} -24 + [7 - {25-18)}+ -7} % -3 =
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FACTORIZACION DE NUMEROS,

Recordemos lo siguiente:
Los nimeros primos son aquellos
nimeros naturales que solo son
Definicién | divisibles por el mismo y la
unidad, exepto el uno.

EJEMPLOS: 2, 3, §, 7, 1, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109,..etc.

Todo nimero que no sea primo se puede representar como producto
de primos(Teorema Fundamental de la Aritmética); a estos nimeros
ge les llama compuestos.

Para encontrar los factores primos de un nimero se procede asi:

Se checa i es divisible entre 2, si esto sucede, de nuavo se checa
8i su cociente es divisible entre 2; y asi sucesivamente hasta
obtener un cociente que no sea divisible entre 2.

20.) Se checa si el cociente es divisible entre 3, asf tantas veces

lo.

sea posible.
Después el cociente resultante se verifica si es divisible entre 5,
asi se continua con los primos sucesivos en orden cresciente hasta

3o.

que el cociente sea 1.
Todos los divisores obtenidos son los factores primos del nimero dado.

EJEMPLOS :
1) Encontrar todos los factores primos de 468.
SOLUCION: 468

Los factores primos de 468 son:
2,2, 3,3, 13
Se cumple que 468 = 2(2) (3) (3) (13)

2
2
3
3
13
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2) Encontrar todos los factores primos de 270.
SOLUCICON:
Los factores primos de 270 son:
2, 3, 3,3,5
Se cumple que 270 = 2{3)(3)(3) (5}

EJERCICIOS 1,2.6

Cada uno de los siguientes niimeros representarlos en términos de sus
factores primos.

16 2) 14 3) 18 4} 20

5) 24 6) 10 7) 36 8) 40

9) 45 10) 50 11) €8 12) 78
13) 86 14} 120 15) 156 16) 176
17} 252 . 18) 396 19) 490 20) 855
21} 345 22) 452 23) 289 24) 746
25) 634 26) 809 27) 104 28) 607
28) 970 30) 1245

EL MAXIMO COMUN DIVISOR DE UN NUMERQ,

Bl entero mds grande que divide a un conjunto
Definicién: de enteros se le llama su miximo comin divisor
N y se representa por las abreviaturas MCD.

El MCD de un conjunto de nimeros estd formado por todog 1los factores
primos que son comunes a todos los ntmeros del conjunto dado.

EJEMPLOS :
1) Encuentra el MCD de los nimeros 24, 36 y 60.
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SOLUCION: Cada nimero lo descomponemos en sus factores primos,
24 = 2{2) (2} (3)

36

Factores primos
36, y 60 es 2(2)(3) = 12,

Asi el MCD de 24,

= 2{2}(3)(3)

comunes a los

60

= 2{2) {3} (5}

tres niimeros

2) Encuentra el MCD de los nimeros 30, 105 y 180,
SOLUCION: Descomponemos en sus factores primos a cada nimero.

30 = 2(3)(5)
T 1

Factores

Asf el MCD de 30,

EJERCICIOS 1.2.7

Encuentra el MCD para

1)
4)
7)
10}
13}

12, 26

18, 28, 40

120, 180, 420
60, 168, 396
308, 1302, 1610

105 = 3(5)(7)
T
primos comunes a los
105 y 180 es 3(5) = 15.

180

tres

cada conjunto de nidmeros.

2)
)
8)
11)
14)

42, 90

36, 90, 60
210, 315, 420
220, 525, 875
70, 570, 2220

BL HMINIMO COMUN MULTIPLO DE UN NUMERO,

Definicifn

Bl

= 2(2) (3){3) (5

1 1)
nimeros
3) 68, 85
6) 20, 165, 210
9) 105, 315, 1050
12) 315, 330, 975
15) 528, 1224, 1680

El menor nimero positivo que sea divisible
entre cada elemento de un conjunte de
nimeros, es llamado MINIMO COMUN MULTIPLO
(MCM) del conjunto de niimeros.

MCM de un conjunto de nimeros contiene a todos los factores primos
de cada nimero del conjunto dado.
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EJEMPLOS ¢

1)} Encuentra el MCM de los nimeros 20, 32, 14,
SOLUCION: Descomponemos cada nimero en sus factores primos.
20 = 2(2) (5) 32 = 2(2) (2} () {2) 14 = 2(7)

Se toma el mayor nlmero de veces que se repite un factor primo.

Asi el MCM de 20, 32, y 14 es 2(2){(2)(2)(2)(5)(7) = 1120

2) Bncuentra el MCM de los nimeros 28, 49, 105.
SOLUCION: Descomponemos cada nimero en sus factores primos.
28 = 2(2){7) 49 = 7(7) . 105 = 3{5)(7)

Se toma el mayor nimero de veces que se repite un factor primo.
Asi el MCM de 28, 49 y 105 es 2(2){3)(5) () (7) = 2940

EJERCICIOS 1,2.8

Hallar el MCM de los siguientes conjuntos de nimeros.

1) 6, 18 2) 8, 12 3) 14, 20
4) 15, 18, 24 5) 22, 36, 50 6) 36, 90, 60
7) 18, 28, 40 8) 63, 90, 105 9) 165, 175, 231
10) 30, 04. 180 11) 24, 80, 84 12) 45, 54, 70
13) 252, 540, 630 14) 75, 210, 225 ) 15) 20, 280, 700
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13 L0OS NUMEROS RACIONALES

Ya se habran dado cuenta de que no todas las divisiones entre enteros
es un nimero eniero, por ejemplo 8 + 3 6 15 + 2 sus resultados no
son mimeros enteros. Por esto se ve la necesidad de ampliar mds el
conjunto de nimeros que hasta ahorita conocemos, a este nueve conjunto
lo llamaremos NUMEROS RACIONALES y los denotaremos con la letra 0.

La interpretacién geométrica que se les da a los nimeros racionales es
que estan representados por puntos que resultan de dividir una cierta
unidad en partes iguales, nosotros consideraremos a nuestra unidad en la
recta numérica,

Asi —%— es el punto que resulta de dividir a la unidad en dos partes

iguales. _. .
i

También —;L es el punto que resulta de dividir a la unidad en tres
partes iguales y de estas se toman 7,

De manera semejante podemos ascciar a todo nidmero racional un punto
de la recta real,

Los NOMEROS RACIONALES son aquellos
nimeros que se pueden poner de la
forma - donde p , 3 € 2y q»0.

DEFINICION:

p o2 ol numerador y q el denomlnador

Aquel ndmero RACTONAL 6 también llamade fraccién comin cuyo numerador
es menor que el denominador se le llama fraccldn propia; y aquel cuyo
numerador es igual 6 mayor que el dencminador es llamado fraccién
impropia
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Todos los nimeros enteros se pueden representar como un nimero

: . - -7
racional, ejemplos: 5§ = -f— , =1s -'{— s 3= —g— + =26 = g , etc..

Podemos afirmar que para toda a e @ se cumple que —:- =a ¥y

etc.
Esto nos dice que la representacién fraccionaria de un nimero entero

no es Gnica y esto nos lleva a hacer la siguiente observacién.

i L. i SR
Sl—g—y sen'q 5

si y solo si p*s = g'r.’

Podemos afirmar que si £~ e 0 y n e ¥, entonces —:&L = —%- ; lya
gue ge cumple que npq « nqp) a estas fraccicnes se les llama fracciones

equivalentes.
Y 51 p Yy q no tienen factores comunes se dice que —g— estd en su forma

reducida.
EJEMBLOS :
1) Bncontrar una fraccién equivalente a —-:— Y que tenga como
denominador a -28.
3 ~7(3 21
SOLUCION: Como -28 = -7(4) entonces - T "

2) Expresar a —- en su forma mas simple.

SOLUCION: —t- = ;i‘l;: = - Bliminando factores comunes.

EJERCICIOS 1.3,1

Encuentra el numerador o denominador faltante.
1) o — 3) —— & ——

? -2
2 0 2 5= =
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Obtener dos fracciones equivalentes a cada una de las siguientes dadas:

s
10} -
3
12) -

1) -

Expresar en su forma mis simple a cada una de las siguientes fracciones.

16) —
19) ——

22) e

25 -

612

28)

—_—
910

HaNEn

5) =

8) ~—

L]
L]
L]

17)
20)
23)

26}

29)

3

-68

36
48

72
126

2520
1400

4290
6864

) 26
8 o

LS
9) Lo 2

wte [ ][]
wee ]
o [ ][]

18) ==~ =
21) “=— =
24) — =
27} ===

——
15435



SUMA DE NUMEROS RACYONALES,

La suma de dos 6 mis nimeros racionales con el mismo  denominador es
otro racional cuyo numerador es la suma de los numeradores de 1los
racionales que se estan sumando, y el denominador es el mismo.

Es decir: si —:—,—g—enybto entonces -—g—+—§-—= “;c
EJEMPLOS: 1) - + - =233 .8
3)__!5)__.‘_%1= 5;8 u_‘.;_z

Para hacer la suma de dos o mis racionales con distinto denominador
se procede como gigue:

1") Se encuentra el MCM de los denominadores y este es llamado MINIMO
COMUN DENOMINADOR (MCD),

s

2 El MCD se divide entre cada dencminador y cada resultado se va
multiplicando por su respectivo numerador.

3") La suma de los numeradores sobre el MCD es el resultado, si se puede
hay que simplificarlo.

EJEMPLOS +
2

4
1} Sumar —5- con —5-

SOLUCION: Bl MCD de 5 y 3 es 15 entonces:

4,2 _3(4) +5(2 12 +10 _ 22
5 3 15 15 15
3 2 5
2) Sumar T 5 Y- 5
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SOLUCION: Bl MCD de 4, 5 y 3 es 60, entonces:

3,2 _ 5 _ 15(3) +12(2) - 20(5) _ 45+ 24 - 100 _ _ 31
4 5 3 60 - 60 60
3) Sumar —g—,-—g—Y'—z—-
SOLUCION: E1 MCP de 3, 9 y 4 es 136, entonces:
8 _ 2 _ 3 __12(8) - 4{2) - 9{3) _ 96 -8 -27 _ 61
3 9 4 " i6 38 36
4 5
4} Sumar :—g— rog5 y - €7 ¢
SOUCION: E1 MCD de 26, 39 y 52 es 156, entonces;
9 ., .4 8 _ _6(9)+ 4a(4) - 3(8) _ 54 +16 - 24 _ 46 _
26 39 52 156 156 156
22
)

EJERCICIOS 1.3.2
Efectda las siguientes operaciones y obten los resultados en Bu
minima expresién,

-2 1. I -

R R I IR BN
n At L

9 G-I 10) %%'

1) -3+ 4 PR P T

m .3 9 -3 .2
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1 1 2 7 4 17
5] 5 -5+t " ) -1 I

5,1 13 B I S H W
1) 15~ * 53 36 ° 18) 5 5 T 2

1 3 4 2 1 2 4 6
18) -3 -t 200 -1 -t s

MULTIPLICACION DE NUMEROS RACIONALES.

La multiplicacién o producto de dos © mis nimercs racionales es otro
racional, que resulta de multiplicar todos los numeradores de las
fracciones dadas sobre el producto de todos los denominadores.

T . & . pr_
Esto es: Si—"t \ —5~ € @ entonces IR s qs
4, 2 8
BJEMPLOS: 1) 5 3 <15
3 2,5 .30 _ .
e e S e i o
7,1 ... _4 28
LA i i bl B R v 1

EJERCICIOS 1,3.3

Bfectfia las siguientes operaciones, reduciendo a su minima expresién
los resultados.

3 2 5 2

1 g s 2 i

T O R I
7 1 8 7

U e § T

N g S e 8 -1+ (-2 -
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w - - 12 e e S
1) 3. PV R A O S

16) (- o) - e (- 5) = 1) (-6 3 E
R Sl R T o R U B S O e I
19) .2 - 200 (- -

DIVISION DE RACIONALES,

La divisién de dos racionales eg también otro racional, cuyo numerador
eg el producto del numerador (de la fraceién dividendo) con el
Qenominador (de la fraccién divisorl; y su denominador es el producto
del denominador {de la fraccién dividendo} con el numerador (de la
fraccitn divisor).

r I 8
Es decix: 5 —g—— + =5 € @ entonces —g— v "%F" l
dividendo- L aivisor

Otra interpretacién es:

o N
P r s
3 q ' s~ ¢ 0 entonces —-‘rL- - —%.

8
Producto de extremos entre producto de medios,

4,2 12 6

4 e g - T ———

BIEMPLOS: 1}
5 3 10 5



EJERCICIOS 1.3,4
Efectiia 'las siguientes operacicnes, reduciendo a su minima expresién
los resultados.

3 2 5 6
R o s 2 gty
N - e - 4 - e- -
7 1 8 7
e e 6 3
I R 8 (- )+ (-5 -
o o
9) —3— = . 100 —— =
e e
.5 L
o —E— . 12) ——— =
- =
13) qo_%-= 14) -_§-~3.
.2 ‘
15) 2 . 16) —— =
5
_te LN
El 4
19) —_— = 20) ——i——ﬂ
i s
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OPERACIONES COMBINADAS

Veamos algunos ejemplas para encontrar el valor de una expresién que
tiene operaciones combinadas.

2 1 3 2 k] 6 1
Vgt s X = 3y =

5 3 5 10 5 40 _ 8
H5 3 "7 "% " T "% "%

2 8 3 4 2 16 4 10 - 16 + 12 . & 2
EU e a1 s -l 15 *TIEC TS

2 8 3 4 p) 24 4 2 120 2 3
“’T‘[‘s"‘T}’T‘T'Tﬁ"*?'T' 0T T

=2-9'___7__

3 3

5 2 8 1 5 4 - 8 1 5 4 1

5’7’(3 ‘T}*T"T*("'T—)* F) ”T*('T)*T
L3, 2 - 30 + 8 22 _ . .1
1 2 1 ]

NOTA: Es imporante observar que al igual que en las operaciones
combinadas de nGmeros enteros; 8l no hay paréntesis que den
prioridad a ciertas cperaciones, primero se resuelve el producto 6
divisién y después las sumas o restas.

Cuande hay paréntesis primero se efectia la operacién dentro del

paréntesis,
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EJERCICIO 1,3.5
Efectia cada una de las siguientes operaciones y sgimplifica el
resultado.

I I S
3. 2. T R —IERE. S B
SRR SN
R Y ET

9) [-—g—-—%—-]x—;—: 103 L*{gx_%_]s
11)-%—~x{—-35-—-—}-—]= 12) [-%---3];-]+.-%-=
I A Y RS TR
15)—5-—-+-%—x[—§—-——2—)- 16} [—;—--g—-)+—§-x—4§'~-
m 2 - ;4x(-—%—+—;-]= 1&)-%—x[é‘ --3%—};.%_”
19)(7+-§-]-(5+-%—]- 20)—%—-x[—§-—--e)=

LOS NUMEROS MIXTOS,

Otro tipo de nimeros con los gue ge suele trabajar gon de la forma

2 2 2 17
3-5-- que no es lo mismo que 3-—5—- , ya que 3-—5— = 5~ @8 1lamado
nimero mixto, y 3--%— = —?‘1—--%— = -Gr hay que tener cuidado de no

confundirlos,
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Estos niumeros llamados ndmeros mixtos son otra representacién de las
fracciones impropias(ya vistas con anterioridad).

Por ejemplo 1; se representa por el niimero mixto J—f;—- que resulté
de dividir 17 entre 5, donde 3 es el cociente y 2 el reciduo.
B inversamente 3—:-se puede representar por 1; que result6 de

multiplicar 5 x 3 + 2 entre § .

3
EJBMPLOS. 1) —25- o 3~ ya que  7[Z5
3

13
2)5—2=13-—i— ya que  4[ 53

13

1
N 7E e (5x7+2)+5=374523L

4)4%=(9x4+7)*9=43+9-—%

EJERCICIO 1.3.6
Representar cada una de las siguientes fra¢ciones impropias como

nimeros mixtos,

38 53 39 87

b = 2 = 3 5 R T
8 41

Y R S

9 32 10 28 ) 23 12) 4L
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Repregentar cada uno de los siguientes niimeros mixtos como fracciones
impropias.

4 2 4 7
13} 7-T 14) 3T 15) 9—,,— 16) 12T
4 1 7 5
17) 5—]_5 18) 3—3 19} 21—9 20) 37 T

FORMA DECIMAL DE LOS NUMEROS RACIONALES,

Ya vimos que todo entero se puede expresar como el cociente de dos
nimeros, por ejemplo:

1e-3, 2.2, 5.2, g8

. ete...
Asi que ya podemos afirmar que un ndmero racional puede ser un entero
6 un nfimero decimal.
Bjemplos:
1) 3#2- =4 ; El 4 se obtuvo de dividir 12 entre 3.

2) -_J_g__ = -7 ; EL -7 se obtuvo de dividir -35 entre 5.

3) -%- = 0.6 ; Bl 0.6 se obtuvo de dividir 3 entre S.

4) zi = 6.25 ; El 6.25 e obtuvo de dividir 25 entre 4.
43

5) —5 = 5.375 ; Bl 3.375 se obtuvo de dividir 43 entre 8.

§) ~5 = 0.175 ; El 0.175 se obtuvo de dividir 7 entre 40.

7 -3« 0.5 ; E1 0.5 se obtuvo de dividir 2 entre 3,
La raya colocada encima del ultimo nimero
significa que se repite indefinidamente.
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3

8) -3~ = 0.136 ; EL 0.136 resulté de dividir 3 entre 22.
La raya colocada encima de los ultimos nimeros
significa que se repiten indefinidamente.
NOTA: Las cifras que se repiten indefinidamente en un

nimero decimal se le 1llama PERIODO, y &te
caracteriza por llevar una raya arriba.

Si no hay cifras que se repitan indefinidamente
se dice que el periodo es cero.

EJERCICIO 1.3.7

Escribir los siguientes nlmeros racionales en forma decimal,

5 8 2
1) T 2) T 3) T 4) T
9 7 6 12
5) — 8 1o N 3 8} =5-
13 25 L 24
9 32 10) $3- 1) 12) £

Como hemos observado en nuestro sistema de numeracién(hindi-arébigo),
usamos el punto, llamado punto decimal. Dicho punto separa los valores
iguales 6 mayores a 1 de los valores menores que 1.

El primer nimero a la izquierda del punto decimal ocupa el lugar de
las unidades,

Bl sequndo nimero a la izquierda del punto decimal ocupa el lugar de
las decenas.

El tercer niimero a la izquierda del punto decimal ocupa el lugar de
las centenas, y asf sucesivamente.

El primer nimero a la derecha del punto decimal ocupa el lugar de las
décimas.
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El segundo niimero a la derecha del punto decimal ocupa el lugar de
las centésimas.

El tercer nimero a la derecha del punto decimal occupa el lugar de las
milésimas, y asi sucesivamente,

Por esto es que la representacién desarrollada del niGmero 163,27 es:
1(100) + 6(10) +3(1) +2 X 70— + 7 X 755
10

10
Entonces asfi como pudimos encontrar el equivalente decimal de una
fraccitn, dade un nimero decimal podremes encontrar su equivalente
fraccional.
BJEMPLOS :
Si la parte decimal tiene periodo igual a cero.

1) Encontrar la fraccién equivalente a 3.125

1 1
3.125-3(1)41xﬁ+2xm+5x100

1. 2 5 3125 25
=3 %15 * Too * 1006 - 1000 = 8

At 3.125 = 23

2} Encontrar la fraccién equivalente a 25.048

25.048 = 2(10) + 5(1) + 0 x 7§ + ‘”Tﬁ‘G’ +8 x g5t

4 B 25048 31
=20 +5+ 0+ 155 ¢ 1090 = Too8 - 125

. 3131
Asf{ 25.048 = 3
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5i el decimal tiene periodo diferente de cero.

3) Encontrar la Eraccién equivalente a 2.45
Hacemos a o = 2.45
Multiplicamos por 108 a n, ya gque
el periodo tiene dos cifras. Y te-

nemos 100n = 100(2,45)}
100n = 245.45

le regtamos el valer de n. .

. 100n = 245.45
n= 2.3%
59N = 243.00

na. 243 81
35" " 1T
et 2,95 < 5
4) Bncontrar la fraccién equivalente a 0.16,
Hacemog 2 n = 0.1%, en este cago
haremogs uso de 10n = 1.8 ya que el
periodo empieza en las centésimas.
Multiplicamos por 10 a 10n ya que
el pericdo tiene una cifra, y te-
nemos:
10{10n) = 10(1.8)
1600 = 16.%
le restamos el valor de i0n.

100n = 16.6
10n = 1.8
30n = 15.0

18 1
n o= 53— = g
Ast 0.13--%—

5} Engontrar la fraccién equivalente a 5.2243,
Racemos a n = 5.2273, en eate caso

46



“haremos uso de 100n = 522.43 ya que el

Asi 5,227 =

EJERCICIO 1,3.8
Encuentra la fraccién
nimeros con decimales.

1) 5.2 2)
5) 3,12 6)
9} -2.5 10}
13) 3.1 14}
17) 0.13% 18)

periodo empieza en las milésimas.
Multiplicamos por 100 a 100n ya que

el periodo tiene dos cifras, y tenemos
100(100n) = 100(522.43)
10000n = 52243 .43
le restamos el valor de 100n.
10000n = 52243.33
100n = 522,43
9900n = 51721.0
. 51721
9300
51721
9900

equivalente a cada uno de los siguientes

0.25

3) 6.15 4) 0.72
0.58 7) 6,25 8) 0.725
-0.025 11) -1.00% 12) 0.3
0.15 15} 3.23 16) 0.725
0,08 19} 0.63%3 20) ¢.428571
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1.4 LOS NUMEROS IRRACIONALES Y LOS REALES

Con lo visto anteriormente podemos concluir que tode niimerc racional
tiene una expresién decimal perifdica.

Aquellos nimeros que su parte decimal se repita indefinidamente y no
tenga periodo son llamados NUMEROS IRRACIONALES los denotaremos con la
letra I,

EJEMPLOS :
1) 1.112123123412345..... €l
2) 0.10100100010000%..... € §

3) v 2 = 1.414223562....¢ 1

4) V7 = -2.6457512....e 1

5) I = 3.141592654........ [ |

6) - -3 = -1.5707964..... €

En general los nlmeros Irraclonales estan formados por los nimeros
cuyas raices no son exactas y aquellos nimeros cuya expresidn decimal no
tiene periodo, de este nuevo tipo de nimerce hay una infinidad.

Los niimeros Irracionales cumple todas las propiedades que hasta
ahorita hemos visto con los nUmeros Naturales, Enteros y Racionales.

No profundizaremos mis acerca de los nimeros Irracionales,
abordaremos el tema m&s adelante.

Los NUMEROS REALES (los denotaremos con la letra R), estan formados

por la unién de los conjuntos de nimeros Naturalee, los nimerocs Bnteros,
los niimeros Racionales y los ndmeros Irracionales.
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Informalmente podemos decir gue los nimeros REALES es el conjunto de
todos los nimeros gue hasta ahorita coenocemos,

Algunas cbgervaciones muy importantes que hay que hacer son:

1) El conjunto de los nimeros Naturales es subconjunto de los nimeros

Enteros; N < Z.

2) A su vez el conjunto de los nimeros Enteros esti contenido en el
conjunto de los nidmeros Racionales; Z ¢ O. :

3) De los puntos 1 y 2 podemos afirmar que N<Z ¢ @,
4) Ademis ya vimos que 0 = 8.
5) Conclucifn

El sigyiente diagrama de VEN-BULER nos muestra la relacién enunciada

en estos ultimos puntos.
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EJERCICIO 1.4,1
En cada uno de los siguientes nimeros escribe una 0 si es un ndmexo
Racional y una 1 si es un nimero Irracional.

1 - Vs 2 vV7 » -5 0L
5) Tmdy 61 -0.714288 7 - " A
o) 1.0123a8678.... 100 Ve Va4 1 -8/ 17 12)

13) g w I 150 -3/ 68 16 /22
LT 26) -3-3~ 15) 0.01020304,.., 20) 0,00740

EJERCICIOS DE REPASO DE EL TEMA I,

£n cada operacién con nimercs Naturales y Enteros indica la propiedad
que se esgtd utilizando.

1) 3x {4 +9) =3 x(9+4) propledad
2) 5+ 7 x1=35+7 propiedad
3 5 x (B + 1) = 5%8 + 5x1 propiedag
4) 2 + (3 4+ 9) = (2+3) +9 propiedag
5) {9 +0) x7=8x? propiedad
6) 8x1 + 3 =8+ 3 propiedad
T Ma + TX2Z = 7 X (a4 2) propiedad
B) {9 x6) +0=9%¢6 propiedad
9) (5 +8) x8=1{b24+5) x8 propiedad
10 4 x (8 + (-8)) = 4 x O propiedad

50



Efecta cada una de las siguientes operaciones.

11) 12 + 3 = 12) 26 - 14 =

13) -7 - 21 = 14) -32 + 19 =

15) 9 - 5 - 6 = 16) -4 +29 - 17 =

17) -16 + 5 - 28 + 34 = 18) 24 - 13 - 9 - 2 + 47 =
19) 5 - (7 + 2) = 20) (8 - 14} - (6 ~ 18) + 31 =
21)3+7x(4-?) " 22) 4x{16 - 9} + 5x(3 - 1} =
23) 2 x (6 - 5% 7) = 24) [-8 +5x (-2 + 7] x (-1)=
25) {9 -5) - 7x {S5S+3x (-2-4) +21] -11 =

26) 18 + 12 + 3 = 27) (5 +23) + 7 =

28) 38+ (- 2) +5 = 29} 20 - 10 + (~5) =

30) 15+ 3 + 24 + {-8) = 31} 42 + (-7} - 30 + (-5} =
32) 12+ 4 %3 -24+8 = 33) 18 x 3 + 9 + 3x(5 - 14) =

34) 2%(7 - 9) - 6+ {4 - 10) = 35) 20%(-4) + 10 - 6 + {5 - 7) =
36) 24 + 4 x3 - (735 +14a

Representar cada uno de los siguientes nimercs en términos de sus
factores primos.
37) 48 38) 46 39) 92 40) 147 41) 351

Para cada conjunto de nimeros encuentra su MCD y su MNCM.
42) 12, 18, 24 43) 24, 36, 48 44) 52, 68, 78
45) 9, 15, 24 46) 26, 13, 52

Expresar en su forma mds simple a cada una de las Biguientes

fraccicnes.

Bfectda cada una de las siguientes operaciones con nimeros racionales
y simplifica los resultados.

6 -8 ~ 14 - 12
82) 3o - U s e
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7 6 9 9 4 5
S4) - - g 58) 3% -39 * Bz -

3 5 25 1 3
55)_4_xT+_6_= 57) [35,T]x.ﬁ=

7 6 5 1 6 2
55)_4_4.[_77_+_2_..]= 59)T.[_7.x_3_],

k] 5 1 5 2 7 6 5
60) [._7_..7.]4.[_5_4_3_], 51)_3.-T+[_7_+T].=

2 6 14 8 4 2 2 7
52)_.3_;([..1_0_.- 9]+_3_= 53)_3-..[.5_+___'_.].T.

Representa cada una de las siguientes fracciones improplas como
nimeros mixtos.
35 12

12
64} - 65) -1z 66) -3 67)

126
72

125
k3

68)

Representa cada uno de los siguientes nfimeros mixtos como fracciones
improplas
2 5

4 3 1
69) I 70) 7-T 71} 1= 72) 4T1- 13) 2T

-

Representa cada uno de los nimeros fraccionarios en forma decimal.
15 12
12

75) 76) - m 32 1) 23~

74)

22
13
Encuentra la fraceién equivalente a cada uno de los siguientes

nimeros decimales.
79} 3.24 80) .008 81) .384 82) 1.32 83) 3.642 84) 5.1

Bn cada uno de los siguientes nGmeros escribe una Q@ si es racional y
una I si es irracional.

2
85} 4.587 86) 1.234 - .05 8 Ws a8) [J 11 ]

89) 3.234018605..,... - 3 90) 1,395 + 7 91} 49 + 6
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21 LENGUAJE ALGEBRAICO

Como ya lo habia mencionado con anterioridad el dlgebra elemental es
una generalizacién de la aritmética, en la cudl se utiliza un lenguaje
mdg amplio que el de la aritmética y se usan ademds de nilmeros reales y
simbolos de operacién, letras y otros simbolos; a este lenguaje se le
llama LENGUAJE ALGEBRAICO.

Veamos las representaciones en lenguaje algebraico de las cuatro
operaciones fundamentales y después la de algunos enunciados.

ADICION ¢ SUMA:
Para representar la suma de los nGmeros literales a y b se representa
por a + b, la suma de tres niimeros cualesquiera como a + b + ¢, etc.

DIFERENCIA O RESTA:
Al restarle 7 al nimero literal b escribimos b - 7.
La diferencia entre 9 y x se escribe como 9 - x.
La diferencia entre dos nimeros cualesquiera se representa por a - b.

PRODUCTO O MULTIPLICACION:
Bl producto se representa de varlas formas ya vistas en el tema
anterior la notacién que utilizaremos con mayor frecuencia serd:
El producto de 3 con a lo representaremog como 3a.
El producto entre los nimeros literales a y b se escribe como ab.

DIVISION ¢ COCIENTE:
La divigi6n entre 12 y 3 se representa como 12+3 & —;—2 .
La divisién o cociente de dos nimeros cualesquiera se representars

como a+b 6 -;—-

54



EL U

N
ayud
apre)
estr

1

2

3

4

5

P
nece

SO DE PARENTESIS:

o olvidemos gue el uso de paréntesis es muy importante ya que nos

an a precisar las operacliones que se desean expresar. Es necesario

nder la colecacién adecuada de los paréntesis y saber donde son
ictamente necesarios sin hacer abuso de ellos.

EJEMPLOS :

} El cuadrado de la suma de dos niimeros se representa por (a + by
§i no ponemos paréntesis quedarfa asf a + b’ que no representa lo
enunciado, as{ que es necesario el paréntesis.

Pero si lo representamos como f{a) + {b)1? estamos haciendo abuso
de paréntesis.

} La tercera parte de la diferencia de dos niameroa, se representa

como (x - y} + 3 6 %(x - ¥). Si no ponemos paréntesis nos

quedaria as{ x - y + 3 -] %x - ¥ gue no representa al
enunciado que nos dan.

Bl triple de la suma de dos nimeros se representar por 3{a + b},

serfa un error representarlo como Ja + b ya gue esto ultimo

representa a la suma de el triple de un nGmero con otro.

El doble del cubo de la suma de tres niimeros se representa por

2(x + ¥ + zy?, ya que si no se le pone paréntesis nos quedaria as{

2x + y + z° que es totalmente distinto al enunciado dado.

-

-~

} Bl cubo de la diferencia del doble de un nimero y su mitad se
representa por (2; - %3 donde es indispensable el uso del
paréntesis.

ero existen muchos enunciados en que su representacién algebriica no

sita el usc de paréntesis,

EJEMPLOS:

1} La tercera parte de la diferencia de dos nimeros: —"—%—Y—
2) La mitad de un nGmero disminuida en otro nimero: X - b.

3) La suma de los cuadrados de dos nameros: a’ + b°.

4) El cociente de la suwa de dos nimeros y su diferencia::—f—%—

S) Tres enteros consecutivos : x, X + 1, x + 2; donde xeX,
6) Tres enteros pares consecutivos: 2x, 2% + 2, 2% + 4; Xel.
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_7) Tres enteros impares consecutivos: 2x - 1, 2x + 1, 2x + 3.
8) Rl cociente del producto de tres nimeros y la suma de sus

cuadrados: - ugc 5
a’+ b+ ¢

EJERCICIO 2.1

Representar en lenguaje algebraico a cada uno de los siguientes

enunciados.

1) Un nGmero aumentado en doce.

2) Un nimero disminuido en siete.

3) La mitad de un nimero cualquiera.

4} Dos terceras partes de un numerc,

5) La suma de un nimero con el doble de el mismo.

6} El cu&druplo de un nlmero disminuido en dieciocho.

7) Si un nifio tiene exactamente n afios, ¢cuantos tenfa hace 8 afios?

8) Si Alberto corre a 15 km. por hora, ¢Cudntos kilémetros recorreri en

t horas?

9 La longitud de un recténgulo eg 3 cm. mis que el triple de su ancho,
10) Si el lado de un cuadrado mide 1, su drea es:

11) Rl nimero de dfas que hay en n semanas.

12) El nimero de manzanas que hay en x docenas.

13) El nlmero de centimetros que hay en y metros.

14) El promedio de tres nlmeros cualesquiera.

15} Escribe el nimero 327 en forma desarrollada.

16) Egcribe en forma desarrollada a un niimero de dos digitos.

17} El 25% de x pesos.

18) ¢Cudnto hay que pagar por una pelota que cuesta x pesos si tiene un

descuento del 30%?

19} Rl valor de n estampillas de setenta centavos.
20) El valor en pescs de y billetes de a 20 pesos.
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21) ¢Que ta.nr_o por ciento es 35 de 507 .
22) ¢Que tanto por ciento es 42 de X?

23) La rafz cuadrada de la suma de los cuadrados de dos nimeros.
24) La mitad del cubo de la diferencia entre dos nimeros.
25) El1 cuddruplo del producto de la suma de dos nimeros con su

diferencia.

Hasta ahorita hemos visto enunciados con las cuatro operaciones
fundamentales y potencias, pero también existen las relacicnes, estas
son: IGUALDAD (=), DESIGUALDAD({#), MAYOR QUE{>) y MENOR QUE(<).

Enunciados que utiliceh estas relaciones dan lugar a las ecuaciones y
a las inecuaciones que estudiaremos y analizaremos mis adelante.

22 NOTACION Y TERMINOLOGIA

La utilizacién del lenguaje algebraico da lugar a expresiones
que estan formadas por combinaciones de nlmeros especificos, nimeros
literales y simbolos de operacién a este tipo de nGmeros se les llama
"Expresiones Algebraicas" o simplemente expresiones,

EJEMPLOS :
1) ax® + sxy - 32y°

k]
2

3) (2ab) (5a°p) -
Jab

3
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OBSERVACION: |Toda expresién algebraica estd
representando a un enunciado.

Cada una de las partes de una expresién algebraica tiene un nombre,
que son los siguientes.

A lag partes de una expresién algebrdica separadas una de otra por un
signo + 6 - se les llama TERMINO de la expresidn.

EJEMPLOS :
1) Los términos de la expresién 3x° - 2xy + —g—
son: 3x°, -2y Yy -52’—
2) Los términos de la expresién a’b? + %n - 2ab

son: a’b?, %a y -2ab

Observemos que la mayoria de términos contienen 1literales y los
términos que no contenga literales se le 1llama TERMINO INDEPENDIENTE;
en el ejemplo 1 el término % es término independiente.

Son términos positivos los que van precedidos de el signo +, y gon
negativos aquellos que van precedidos de el signo -.

El signo + suele omitirse delante de los términos positives, asi
cuando un término no va precedide por algGn signo se dice que el término
es positivo.

EJEMPLOS :
5

1) Los términos 3x°, 3 xy?, a®? y %n son positivos.
2) Los términos -2xy Yy -2ab son negativos.
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Los términos mismos estan formados por numeros especificos y nimeros
literales, es decir por nimeros y letras multiplicados entre sf; a cada
uno de estos nimeros se les llama FACTORES,

EJEMPLOS :
1) Los factores del término 3xy’ son 3, x y y°.
2) Los factores del t&rmino -5a’b son -5, a? y b.
3) Los factores del té&rmino 2;" son —?—-, a y b.
4) Los factores del término -x%° son -1, x° Y ¥e.

Al factor numérico se le llama COEFICIENTE NUMERICO o simplemente
COEFICIENTE, El simbolo del término generalmente se considera que
pertenece al coeficiente.

BJEMPLOS :
1} El coeficiente del términc 5x2y e8 5.

2) Bl coeficiente del término -2zx® es -2
3) Bl coeficiente del término 3;” es —-g—- .

Cuando en un término no existe factor numérico, se entiende que el
. afftiente es unc.

EJEMPLOS :
1) El coeficiente de el términc x°y es 1, ya que lxay = xzy
2) El coeficiente de el término -nm” es -1, ya que -inm°= -nm’
3) El1 coeficiente de el término -x’y'z es -1, ya que

-1x2yzz = -xayzz
EVALUACION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS:
La evaluacién de expresiones algebraicas es el proceso de asignar

valores especificos a las variables de dicha expresién para as{ obtener
un valor numérico de tal expresién.
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Los valores especfficos que pueden tomar las variables de unma
expresién pueden variar pero, deben permanecer fijos durante un
determinado problema.

Para hacer las evaluaciones en expresiones algebraicas solo hay que
sustituir los valores especificos de cada variable y realizar las
operaciones indicadas en la expresién.

EJEMPLOS :
1) Evaluar la expresién (2n - 3} + 4, cuando n = 3.
SOLUCION: (2n - 3) + 4 = {2(3) - 3) +4 = (6 -3) +4 =7
2) Evaluar la expresién 2a - 3{2b + c¢), si a=2, be -1 y
c =5,
SOLUCICN: 2a - 3(2b + e} = 2{2) - 3(2{-1) + 5} = 4°- 3(-2 + 5}
=4 -3(3) =4 -9 = -5,
3) Evaluar la expresién -—ng—'—ﬂ-— i x = -1, y=1, 2 « -3,
y + 72

sorucron: ~SXY. = 5xz _ 3{-1)(1} - 5(-1)(-3) _ -3 -15

2y + 1z 2(1] + 7{-3} z-21 "
-18 18
T S19 T 719

EJERCICIO 2.2
Determina el nimerc de términos, los téxminos positivos y negativos
en cada una de las siguientes axpresiones.
1) n’n?- mn?+ maxy?- x%+ ¥'- m
xZ 2
2) —2L + —’5{-— -2y - x
x . e

3) -8a* + 32" 'b - ab

4) 3(a + b} - 31ab + Sa(b - a)
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5) Ixy(x + 2 - xy’

§) ab®- b + c - -

7)xy-‘—(5-—_;,—yf—+2x-y+1

8) (2mn) (3m°n) -@

v -k
) v

2 5 2
S Ak et

Determina los FACTORES y los COEFICIENTES en cada une de los
siguientes términos.

11) 3xfy 12) -xyz® 13) 2x(5 + z) 14) mn(n®- 2m)
15) 20x,+ y) (% - y) 16) - 32 17) 2(a + b)?
18 XL E2 19) (% ¢*1ip - @ 20) -4a’(b + 1)

BEvaluar las expresiones siguientes 8i x = -1, Y= 2 y 2z = 3.

21) 2% - y 22) xy - 2 23) 2z - yz
24) 3y -~ 2x 25) z - x + 3y 26) 2(x + z)%- ¥
27) 2{(x + y)(x -~ y} 28) 2% - 3{z + ¥} 29) Sy(z - x)
2
a0 % e 32) X2 4 x
X ¢ 2 - 3yz 5(z_+ y)
33) —y.___z’_ 3‘) ﬁ.x_.l_ 35) x 7 2
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23 POLINOMIOS

Ahora vamos a estudiar una clase especial de expresiones algebraicas,
llamadas polinomios, Expresiones como 3Ix + 2y2- 7. m’n’- mn + 5n - m,
2ab + 6a’- azbz, etc. son ejemplos de polinomios en el conjunto de los
nineros reales.

Log polinomios en el conjunto de los nGmeros reales son aquellas
expresiones algebraicas formadas de nlimeros especificos y nameros
literales en los cuales 80lo halla operaciones de suma, resta 6
multiplicacién{esta restriccién se debe de cumplir solo entre las
literales 6 variables).

BJEMPLOS : )
1) Bxpresiones que son polinomios: 3x + ¥, —%‘-L - Xy + 2,

2 2 2,2
n+b‘ Sxy .3 - 7, 2mn_ stx + 2 ate.

3 3 5 !
2} Expresiones que no son polinomios: 2%+ 5, —1—;x—, x .
2
X -2y + 7 Zx-y Vxas+y etc,

3x + 1 e - 1

NOTA:| Observe que en los polinomios ninguna
variable puede aparecer en el denomi-
nador ni como exponente, ni dentro
de un radical.

Recordemos que toda expresién algebraica representa a un enunciado o
algin problema determinade, que para poder resolverlo necesitamos
aprender y practicar todo tipo de operaciones con éstas, para empezar lo
haremos con los polinomios y después se extiende en general para todo
tipo de expresiones algebraicas,
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Es conveniente conocer la clasificacién de los polinomios para que se
nos facilite nuestro estudio,

-§i un polinomio tiene un s6lo término se le llama monomio.
EJEMPLOS: 4xy, 7a’h, - Z2EKE., .3’y%, etc.
-§i un polinomio tiene dos términos son llamados binomios.
EJEMPLOS: x°+ Ixy, -3af+ 2, gx - Xy, etc.
-S{ un polinomio tiene tres términos son llamados tringmlos.
EJEMPLOS: & + 3b + 5, 4%+ 5y - 7, '~ % §" , etc.
~-Aquellos que tiene cuatro 6 mds términos son simplemente polinomios,
ETEMPLOS: 3a°- 9a%+ 2a - 7, 6xy - x°y°+ —"g— - 6x + 8y + 1, etc.

EJERCICIO 2.3

De las siguientes expresiones algebraicas, di cuales son polinomios y
cuales no lo son.

1) x*- 2%+ —l? 2) x®- %’— + 2y®
x
3) ix - 2y + S 4) 2% + 1
- Ix%e 2% - 1
2 2 3y
5) -+ B ) x° + 3 -1
2.3
7) -2532—5— 8) 3x + 6y -5k°+ {8°
a
3n 2mn 6 x
9) 3 " 5 * T 10) S+l
2 3 2a - ga’+ 7a*- 1
11) {x%s —2Y— 12) AA -G+ a1

Clasiffca a cada uno de los siguientes polinomios segin el nimero de
téminos que contengan.
13) 4%- 3x + 5 14) 2y - X
15) 3’y? 16) 7
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17) 3x2- sxy®+ 6 18) %— -3y + 1
19) 2ab’- 5a 20) 4xy?

21) 3% + 2y - Txy + %X°- 5 22) Sab2- 3a + 5b
23) mn’- sn’ 24) %L

25) 3 - 5% + 2y - 3Xy + 4%° 26) xy - 1

27) -3 28) xyz + x°+ Yo+ 2°
29} 7a - 2b + a%b® ao) o, B

2.4 GRADO DE UN POLINOMIO

Si un polinomioc tiene una sola variable el grado de el polinomio serd
el exponente de la mayor potencia de la variable de cualqulera de sus
términos.
BJEMPLOS: 1) El grado del trinomio 2b% 3b%+ 5b es 3, ya que es el

exponente de la

es el exponente

El grado de un monomio es la

RJIEMPLOS :
1) Rl grado del
2) Bl grado del
3} El grado del
4) Bl grado del

81 un polinemio tiene més de

mayor potencia de la variable b.

2) El grado de el polinomic 12 - Sm'+ 8m + 3nf es 4, ya que

de la mayor potencia de la varjable m,
suma de los exponentes de sus variables.
monomio sz‘ es 2,

monomio —%’— es 4.

monomio qu(J es8 l+3= 4.

monomio 2a°bc’ es 2+1+3= 6.

una variable el grado del poiinamio serd

el mayor grado de sus términos que son monomios.
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EJEMBLOS :

1) El grado del
mayor de las

2) El grado del
mayor de las
3) El grado del

2+42+1 es la
términos.

polinomio szy - x’y5+ Ixy es B8; yaque 3+5 es la
sumas de los exponentes de uno de sus términos.
polinomio 2ab®- s5a®®- 2b + 6 es 4; ya que 2+2 es la
sumas de los exponentes de uno de sus términos.
polinomio 5x + 2yz°- xzyzz + 3x2y + XYz es 5; ya que
mayor de las sumas de los exponentes de unoc de Bus

Cualquier constante real diferente de cerc se define como un
polinomio de cero grado.

EJERCICIO 2.4

1)
3)
5)
T}
9)
11)
13)
15)
117)
19)

Determina el grado de cada uno de los siguientes polinomios,

ax’- 3% + 5 2) 2xy - x

Bx:'yz ) 4) 7

1x%- sx’y%¢ 6 6) gx - iy v 2
2ab”®- 5a 8) 4xy’

Ix + 2y - XY + X- 5 10) QAb:- 3a + 5b
mn’- sn? 12) —'%‘—L
3-5x§2y-3xy+4x5 14) xy - 1

3 16) xyz+ x'+ y'4 2

7a - 2b + a%p?

4m n
18) 4 —
2

2
2m°n + mn - m'n’+ 5 20) a*b*+ c¢?d?+ acd®
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2.5 ADICION DE POLINOMIOS

Para la adicién o suma de polinomios haremos uso de los términos
semejantes ya que solamente estos se podrdn sumar o restar.

Los términos que difieren 86lo en su coeficiente numérico se les
llama TERMINOS SEMEJANTES.
EJEMPLOS:
1) Los términos 2xyz, -axy?, -12xy’ y 21xy2 son términcs
semejantes, ya que solo son diferentes por el coeficiente.
2) Los términos -ab, 5ab, 3lab, -8ab y -4ab son términos
semejantes, porque solo difieren en el coeficiente.
3) Los términos sznj, -llmzna, 23m®n® también son términos
semejantes.

Los términos semejantes se pueden sumar f&cilmente sumande sus
coeficientes numéricos y la parte literal queda igual,

BJEMPLOS
1) Sumar los términos: 2xy’, -3xy’, -12xy’.
SOLUCION: Sumamos sus coeficientes numéricos 2 + (-3} + (-12) = -13
Entonces 2xyz+ -3xyz+ -12xyz- -13xy2

2) Sumar los términos: 5m°n’, -1im?n’, 23m%n®.
SOLUCION: Sumamos sus coeficientes numéricos 5 + {-11) + 23 = 17
Bntonces 35m°n’+ -1lm°n’+ 23m*n’ = 17m%n’

3) Sumar —3?—, Sxy, -Ixy, iS‘Y_ .
SOLUCION: Sumamos los coeficientes —%— + 5+ (7)) % —%— = '%ﬁ

axy ) Gy 3
Entonces 2+ 5xy + Ty + 2l . —I%x-
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- Para sumar dos o mas polinomios nos fijamos en aquellos términos que
gean semejantes y los sumamos como ya lo vimos,

BJEMPLOS:

1) Sumar el polinomio 4x + 5%%- 3 con el polinomioc Bx + 2 - xt,
SOLUCION:
para facilitar las sumas con polinomios, ordenamos cada uno de sus

términos por potencias en orden descendente de izquierda a
derecha con respecto a una variable.,
Asf{ ordenandp nuestro primer polinomio nos queda de la siguiente
forma: 5x%s 4% - 3
Después colocamos debajo de el, los términos que sean semejantes
del segundo polinomio y nos quedaria asf:

5x%+ 4x - 3

-3xP Bx + 2

Sumamos las columnas y se obtiene 2% 12x - 1

El resultado de 1la suma es 2x*+ 12x - 1.

2)*Sumar los polinomios x°+ x°- 3x, 4 - 5x°+ 3x° y 10 - 8x° - 5x.
SOLUCION:
ordenamos los términos del primer polinomios: x+ x*- 3x
Después colocamos debajo de este, los términos semejantes del
segundo polinomio y debajo de estos colocamos los términos
semejantes del tercer polinomio y nos queda de la siguiente

forma:
xl + xz- ax
a® - st + 4
- ax®- 5x + 10
Sumando se obtiene: ax’- 12x%- gx + 14

El resultado de la suma es: 4x’- 12x°- x + 14

67



EJERCICIO 2.5
Efectuar la suma de los siguientes términos semejantes.

1) 7a, -9a, 2a, 4a 2) -8a’b, 5a’p, 12a%p, -3a%, a%b
3) 15%y, 7Xy, -4xy, -2xy 4) emn?, -9mn®, -13wn°
5) 2lax, 8ax, -25ax ¢y P9, 13pq, -16pg, -Spq
3 3 3 X 3 X x
Realizar la suma de los siguientes polinomios.
7) 3% - 5; 2% + 3 B) 2y*- 6y + 1; y*- 6y - 1
9) 7% - 5; -x + 3; -8x - 2 10) a - 8 - 9a®- 6a; 4 + 3a®- 10a

11) sx%+ 2x - 7; 2x%+ 3 - 8x; -3x - 8

12) a®- 2ab - b%; b+ 2ab - a%; 2a’+ 2b%- sab
13) 2x°- lyz; -3xy + eyz- 5%°;  9x°+ 6xXy - my‘
14) 3a®- 8ab + 4b3; 2ab - 4a’- 7b?; b+ 3ab
15
16) m's 5= p - @ M- 2+ 3-q; 5P - —5-q

17) 8xy - 2Yz; 2xy - Z + 6yz; 9yz - 7yx - 3z

18) 2ax + by - 7cz; ~-2ax - 4by + 8c2; by + cz + ax

19) 6xy - 9x’y + 3y; 7x’y - Ixy + y; -2%7y + Sxy; 7y - Oxy; -4y + 6x’y
20) 12pq - 17p + 8; -~16q + Sp -15; 189 - lip - 24pq

-8a’m + 6am®- m’; a’- sam®s nmzy -da’+ 4a’m - 3am?; 7a’m - 4am®- 6

2.6 RESTA DE POLINOMIOS

Para restar dos polinomios se procede de la misma manera que la suma,
la dnica diferencia es que al minuendo se le suma el inverso
aditivo del sustraendo. El inverso aditivo de un polinomio es aquel que
estd formado por los inversos aditivoe de cada uno de sus términos.
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BJEMPLOS :
1) Restar 7xy - 5x + 3y a el polinomio 3xy + 7x - 9y.
SOLUCION: 3xy + 7% - 9y - {7xy - 5x + 3y) =
Iy + Ix - 9y - XY + 5x - 3y = -4xy + 12x - 12y.
Que es lo mismo que: 3xy + 7x - Sy
-Ixy + 5% - 3y
Sumando se tiene: -4xy + 12x - 12y
El resultado es -4xy + 12x - 12y,

2)Restar 5xy’- 5%°+ 6y a el polinomio 3xy’- 8x°-.3y.
SOLUCION: 3xy’- 8x®- 3y - (5xy’- 5x%+ 6y) =
Ixy’- 9x®- 3y - Sxy”+ 5x%- Gy = -2xy’- 3x®- 9y.
Que es lo miswo que: 3xy’- ax®- 3y
-5xy’s sx*- 6y
Sumando se tiene: -2xy’ - 3% 9y
El resultado es -2xy°- 3x°- 9y.

EJERCICIO 2.6
Realfza las sigulentes restas entre polinomios, fijandote bien quien
serd el minuendo y el sustraendo.

1) A 3x + y restarle x - y.

2) A 2x®- 3yz restarle -x%+ 4y°.

3) A 3a - 2b + 4c restarle a - 3c.

4) A 4x - z restarle S5y - 3z.

5) A x%+ 19x - 21 restarle 3x°+ 21x - 40.

6) Restar 3x°- xy - 5y° de X+ Xy + ¥°.

7) Restar 2x°- 3x - § de x°- 5x°+ éx.

8) Restar -y°+ 3x°- 4xy de x%+ y2- 3xy.

9) Restar -11x°+ 21x - 43 + 6x° de x’- Ox + 6x°- 19,
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(Cufinto debemos sumar a X°- 4x para obtener 3x°+ 2x?
¢Cudnto debemos restar a 3a2- 5Xy + Tyz- 16 para obtener als Xy + 1.

10
11

12) Sumarle 2a -5ab + 3 a -ab + a -7 y restarle 4a - 2ab + 1.
2x | _3 5 7% sy __3
13) Restar —$% —21— rg- a2 S 3 -5
14) Agregar 3x - ¥ a % - 2y; a la suma restarle 5x + y; el resultado

restarlo a -3x + 5y - 2.
suprimir paréntesis y simplificar los términos semejantes.

15) (-8x%%+ 5x - 4) - (-x"+ 6% - 4x%)

16) (-3m + 4n + 5p) - (n - m + p}

17} (%% 5x%+ ex) - (2x%- Ixy - 4y?)

18) (6a%- 2ab - b) - {(4a%+ Jab + 5b)

19) (-4pq + 3p -2q) - (9p -2q + 5pq)

20) (4y%- 2y - 3) + (-2¢%- y + 2) - (3y%+¢ 3y + 4)

21) (3a%+ 5b%+ 3) - [(8 + 2a%- ab?) - (8a%+ 6 - 5b%))

22) {(2¢ - ax + xy) - {5y - 3x - 3xy)] + [(4% - xy) - (3y - 7x))

SYERE B I I s L
24) [—;-‘—--gl-s]
. _2

25} [—%g— —5—: + 4]

e
[
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2,7 PRODUCTO DE POLINOMIOS

Para la multiplicacidén de nimeros especificos sabemos que el producto
de2por 5es 2x5s=5+5 = 10,
Podemos generalizar un poco para el producto de 3 por a es:

3a=2a+a+a 3 veces a.
Sab = ab + ab + ab + ab + ab 5 veces ab.
En general: ax = X + X + X + X +....+ X a veces X.

Ahora en el término 3-3.3-3 el factor 3 se multiplica 4 veces, esto
se representa como 3', se lee "3 a la potencia 4". De la misma forma
xex'x*X*x el factor x se multiplica 5 veces, esto lo escribimos como
x5, a el nimero x se le llama base y al 5 exponente, Cuando tenemos un
niimero literal y se considera c¢omo una potencia con exponente 1,

EJEMPLOS: 1) 2%= 2:2+2
2) 5% 5:54545055
3) a’« arata-acatara
- 4) (-3)%= (-3) (-3){-3) (-3) (-3}
5) -4%= -(4+4+2)
€) 3b's 3:bebebeb
7) a’b’s atasbebeb

Sixe Ry n € N se cumple

DEFINICION: n
X's NeX*Xe....'X

n _factores

n



EJERCICIO 2,7.1
Escribe 1las siguientes expresiones empleandoc la notacién de

exponentes.

1) 3:3.3 = 2) 5¢545:5 = 3) bebebebibbeb =
4) 747717 = §) 2¢203:3:3+3 a 6) arasarbb =

7) (-p) (-p) (-pP) = 8) 3eeMexox = 9) 5epepegiqeq =
10) asasa*{-p'p) = 11) aa+as(-p)*(-p) = 12) X% + y'y'yy =
13) {3+memem)  (2n°n) = 14) 24%°X + XXX = 15) (a+b) (a+b) {a+b) =

Escribe las siguientes potencias en forma desarrollada:

16) 3° = 17 P - 18) 57 =
19) x' = 20) a’p'= 21) -x’y%e
22) (-3)% 23) 5 = 24) x"x’ =

25) (a + b)°=

Ahora veamos con detalle las sigulentes operaciones:
- a?a’= asa-araca = a®  por definicién,
272% 2.202¢2:202:.2:2 = 2° por definicién.
x'%%n dexexege MR R KN KX = X' 2 por definicién.
¥'y%= yoy'y'y'y'y'y'y = ¥°  por definicién.

De esto podemos concluir la siguiente propiedad.

.en

PROPIEDAD 1: Si XeR y m,neN entonces X"X"= X

Demostracién:
XK KXo oK XXX DTS o
. m factores n _factores

m + n factores
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Para que ee cumpla esta propiedad,
OBSERVACION 1: las bases de las potencias deben
ser las migmag.

EJEMPLO:  Bs FALSO 2%:3%= 2° 6 2%.3% 3% 6 2%.3%. &%,
Lo correcto es 2237 2-2:3:3:3 = 4.27 = 108,
| RECUERDALO!

Observese que so0lo fe suman los ex-

OBSERVACION 2: ponentes, la base no se altera.

EJEMPLO:  Bs FaLso 3%.3% 9% 6 3%.3% 6%,
Lo correcto es 3°:3°= 3° }RECUERDALO !

. Para aplicar esta propiedad las po-
OBSERVACION 3: tencias se deben estar multiplican-
do, no sumando ni restando.

RIEMPLO:  Bs FALSO 3%+ 3% 3% 6 3° - 3% o 3%,

iRECUBRDALO!

PRODUCTOS ENTRE MONOMIOS:

En el producto de nlmercs literales y especificos se usan las mismas
propledades del producto de nimeros especificos(ya vistas en el tema 1)
como son: Ley conmutativa, Ley asociativa, Lley distributiva y las leyes
de los signos. Te recomiendo les des un repaso ya que las vamos a
utilizar en ésta seccién.
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RIEMPLOS: 1) (3x’y) (5xy?) = (3+5)+ (x" %)« (y+y?) = 15-x%+y%= 15x'y?
2) (5a%b?) (-4ab®) = (5)+(-4)«(a®+a): (b*D%) = -20a%"
3) (-em°n’) (-8m®n’) = (-6)- (-8)+(m’+n®)- (n*-n") = 48m’n'’
4) (2pg”) (-4pq) (5p°q") = {2)+{-4)-(5)- (p+p-P*)-(q°-q-q") =
= _40plq7

Lo que hemos multiplicade son productos de monomios que cComo ves no
tienen gran dificultad.

EJERCICIO 2,7.2
Obtener el valor numérico de las siguientes expresiones.

1) -2%+ 2% 2) 2°3% 3 -2t (3%
4) (4 - 9% 5) 57- 3's 6) 2%3%. 2%
7 -(-2)%a 8 {-17¢(-5° 9) {-6 - 4%
10) (-1)%(-2)°(-3} =
Simplifica los siguientes términos.
11) '’x'= 12) 2°22%2 - 13} yly?yta
14) 272%%3% 15) 5757+ 5%5% 16) 5x°+ 2x°s
Efectliia los siguientes productos entre monomios.
17) (-5%°y) (xy®) = 18) (3a’px) (x%) =
19) (-4a'b?c) (-6ab’c?) « 20} (em'n’c?) {-imor) =
21) (4amn”) (-3mnt) (-70%t7) = 22) {-m®n) {-3m?) (-5mn’). =
23) (3x) (-4y) (-2¢°y) = 24) b?*(-4ab) (3ab?) =
25) (=7xy?) (-2xy®) (%Y%) = 26) (293%)(2%3%) (3%) =
27 5n5:|-n53. 28) ynolys-nynozn
29) (-5m°n”) (-m*n’x) = 30) { a* ") (-32"" %) «
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Por definicién sabemos que:
(2)2%= 2%2% (2:2:2)+(2:2:2) = 2
(3%)%s 3%3%3%.3% (3+3):(3:3)+(3+3)+ (3+3) = 3°

(a’)'= a%a%.a®+a’= (a-a-a)+{a-a-a)-(a-a-a)- {ara-a) = a'

Podemos concluir la siguiente propiedad:

PROPIEDAD 2: Si XeR y m,nel entonces (X*)"= X
Demostracién: m factores m factores

..... [ReXe, X)X XK. Xys X0
m factores m-n Eactores :

BIBMPLOS: 1) (3Y)%=3%"% =3

2) (53)7= 51'7- 52‘

3) (-27)%= -2°"%e
1) (k)= x" e x
5) (_y:) -y ‘6, Y"

_215

Aﬁora por la definicién de exponentes Be cumple:
(2:3)% (2:3)(2:3}(2:3) = 2:2:2:3+3:3 = 2°3°
(65:7)% (§+7) (507) = 5:5:747 = 5°7°
(a*b)'s (a'b) {a-b) (a'b) (a'bh) = asara‘arbebebeb = a'p’

Ya podemos demostrar la siguiente propiedad:

PROPIEDAD 3: Si X,Y € R y neN entonces (X¥)"= X"¥".
Demostracién: n_factores n factores
(XY} "= (XYD XY) L (XY) = (KoK .., X (¥, o0)

n Eactores
= X"
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EJEMPLOS: 1) (3+7) 7= 3797
2) (5-11) %= 5%121°
3) (3a) s 3%t

4) (2"3%) % @Mt 2!t }

5) (-a?b®) % - (a?) (b5’ -ap!®

aplicando las propiedades
3yla?2.

Recuerda que esta propiedad sélo es
OBSERVACION: | vdlida cuando las potencias se estén
multiplicando, no se vale cuando se
suman ni cuando se restan,

BJEMPLOS: Bs FALSO hacer lo siguiente: {2 + 5)%s 2% s*
£3 FALSO hacer lo siguiente: (5 - 3)°= 5°- 3°
|RECUBRDALO!

EJERCICIO 2.7.3
Efectia las operaciones indicadas y simplifica.

1) (3% 2) (57)'= 3) (147

4 (-2")% 5) (-3Y) % &) ()%=

7 (-ah) s 8) {2x°)%a 9) (-3b%) 7=
10) (5-3)°« 11) (-2:5)°%= 12) (737 ?a
13) (3a%®) = 14) 6(xy’) 5= 15) {-x"y)’-
16) - (-2%ab%) %= 17) -(-3a%") ‘= 18) x(2x*)’=
19) 3x{x%)% 20) -3a%(3a%)%a 21) x’y(xyh) s
22} 6m°n’(2mn®) %= 23) (a®")%a 24) (=n) " (3mn) "=
25) (xzyJ)Z(xyl)lu 2‘) (3)(52!73,3‘ 27’ (xl'h)n-
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sustituye los 6ignos de interrogacién por el simbolo que creas
correcto.

28) a’a"= a’ 29) x"x°= x° 30) &= (x)°
a1 (x'y") = 2Py’ 32) (a’p")?s a'?p?° 33) y*%= ¥y
34) (2a"p%)%= 27a%p’ 35) (37x%y?) "= 35x"y"

PRODUCTO ENTRE UN MONOMIO Y UN POLINOMIO.

Para la multiplicacién de un monomio y un polinomio vamos a utilizar
la Ley distributiva y la propiedad 2 de los exponentes.
La ley distributiva extendida quedaria asi:

X(¥1 + Y2 +« Ya + . ....... + Yn) = X¥1 4+ X¥2 + X¥3 + ......... + XYn
Y es8 la que vamos a aplicar para multiplicar un wmonomio por um
polinomio.

BIBMPLOS:
1) Muitiplicar 2x® con x%+ 3x - 5,
SOLUCION: 2x%(x%+ 3x - 5) = 2x%(x%) + 2 (30) + 2%°(-5) =
= 2x'+ 6x”- 10x°

2} Multiplicar -3y con 2y2- y + 1.
SOLUCION: -3y (2y’- y + 1) = {-3y) {2y} + (-3y)(-y) + (-3y) (1) =
= -6y’+ 3y%- 3y

3) Multiplicar 2ab’ con 5ab + da + b?,
SOLUCION: 2ab®(5ab + 4a + b%) = 2ab’(5ab) + 2ab(4a) + 2ab’(b?) =
« 10a°’s 8a’b’+ 2ab’

4) Multiplicar 2xy con _!LA_'_E_ . 3xx2+ L
o, st - 3953 2] [ s
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axy(ﬂ -2 .8 Lﬂ;l * 1) oexylxy - 2) - Bayldky + 1) =

= Bx’y?- 16xy - 24x’y?+ Bxy = - 16x°y?- Bxy
5) Efectdia la operaci6n indicada y simplifica.

3ab(5a’ - 2ab® - 5a°b?{2a - 3b) = 15a’b®- ga’b’- 10a’b%+ 15a%’=
= 5a°p?- 9a%p’

EJERCIC10 2,7.4
Bfectda las operaclones indicadas y donde sea necesario simplifica.

1) 2ala - 5) 2) 3mi{5m + 2)

3) 7ab(2a®h + 337 4) 4xy(3x - 2y)

5) -2a’(a’- 5a%) 6) sa’(a’- 2a + 3)

7) -3ab(ga’- Sab + 6b%) 8) -2x(x*-4x + 3)

9} 4ax’y(x’y - 3xy + 5¥) 10) 5a’be? (<307 + sb%c - 7ab + 4dac)
11) -2a%x? (5ax + 3a%x%- 4ax®) 12) 3x(2x - 1) + x{5x - 3)

13) 2a(3a + 5) - Sa(a - 3) 14) ab(3a®p + 2ab?) - 3a”p?(2a - 3b)
15) 3y iexy’- 2yY) + Txy(2xyi+ x%yT) - 2y% (xyis 5%

16) 16[_11_8:_2_ - _szf_l_] m B,[_xxzi . ﬂz_l_]

18) 1aab[2“’3' 3, deby 2] 19) 10x2y[-21-:—'—2—‘- - ..3_’5_2_21’_2]

PRODUCTO ENTRE POLINOMIOS.

Bl producto o multiplicacién entre dos polinomios es muy semejante a
el producto entre un wonomio y un polinomio, ya que a uno de los
polinomios que nos den lo vamos a considerar como una sola cantidad que
multiplicard a cada término del segundo polinomio.
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fg_jii o Ot
LA BIBLIBTERA:Y

EJEMPLOS:
1) Multiplicar 2x + 1 con 5x - 3.

SOLUCION: Consideremos 2x + 1 como una cantidad y aplicando la ley
distributiva dos veces procedemos asi:

2%+ 1)(5% - 3) = [Zx + 1](5x) + [2X + T)(-3} =
= 5x(2X + 1) + (-3){2x + 1)
= 20x%+ 5% - 6x - 3 = 106°- x - 3

Para algunos es de mayor facilidad hacer el producto de la siguiente
manera:

2%+ 1 Acomodar en columna y cada uno de los
} términos del 2 polinomio multiplica a
5x - 3 cada término del ler. polinomio.

10x°+ Sx columna los términos semejantes que
10 x - 3 regulten del producto.

Asi que (2x + 1) (5% - 3) = 10%%- x - 3

. <6x - 3 } DPara efectuar la suma se coclocan en

2) Multiplicar 5a°+ 2a - 1 por 2a - 3,
»SOLUCION:  Sa*+ 2a - 1
2a - 3
-152%- 6a + 3
10a%+ 4a®- 2a
10a%-11a%- 8a + 3

Entonces (5a’+ 2a - 1)(2a - 3) = 10a”-11a% 8a + 3

3) Realizar el producto de (2y - 3)° y 3y - 5.
Primero: haremos (2y - 3)°= {2y - 3)(2y - 3}
2y - 3
e
ay’- 6y :
4y®-12y + 9 Entonces {2y - 3)%= 4y®- 12y + ¢
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Segundo: haremos el producto (4}'2- 12y + 9)(3y - S).
4yz— 12y + 9
3y - 5
- 20y%+ 60y - 45
12y”- 36y%+ 27y
12y°- sey’+ 87y - 45
El resultado final de (2y - 3)%(3y - §) = 12y°- 56y°+ 87y - 45.

4) Bfectuar las operaciones indicadas y simplificar.
(a - 3)(a% 2a) + a(2a + 5)(38 - 4) =
primero: realizamos el producto (a - 3) (a®+ 2a) = a’- a’- 6a
Segundo: realizamos el producto a(2a + 5) (3a - 4) = (2a’+ 5a){(3a - 4)
= 6a’+ 7a- 20a
Tercero: efectuamos la suma de los dos productos.
{a - 3)(a%+ 2a) + a{2a + 5)(3a - 4) = a’- a®- ga + 6a’+ 7a’- 202 =
= 7a’+ 6a’- 26a

Finalmente (a - 3) (a®+ 2a) + a(2a + 5){3a - 4) = 7a’+ ¢a’- 26a

EJERCICIO 2.7.5

1)
3)
5)
7
9
11)
13}
15)
17

Realiza los siguientes productos y simpliffca.

(m - 1} (m + 1) 2) (% + 4)(x - 5)

(a - 9){a - 2) 4) (p -5){p + 12)

{2x - 3){x + 1) 6) (5a + 4) (3a - 6)

(3m + 5)(2m + 1) 8) {3 -~ 5x}{6 + 2x)

(7 - 2y) (3 - sy} 10) (2w - 3)?

(3z - N? 12) (5 - 3y)?

(2% - 5y) (x + 3y) 14) (4a - 7b){3a - 2b)
{x + 5a) (x - 4a) 16) (2x - 3) (Ix*- X + 2)
(3y + ) (2y°+ 2y - 7) 18) (3% + 1) (9x+ 3x + 1)
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1%)
21)
23)
25)
27)
29}
31)
3z)

{3a - 2b) (a®- 2ab + 4b?)

(a2+ a+ 1) (a®- a - 1)

(2%%- 3% + 6) (x%+ 2x - 4)

(x - 3){x - 2}(x + 5)

(2x - 1)

(2% + 1){x - 2) + x(x - 6)

(3z + 2} (4z - 1) - (3 - 22)(1 +
(59 + 1)(w + 3) - (v + 2)°

20)
22)
24)
26)
28)
30)

33)

a1

% - y) (X% xy + ¥

(x"+ 2%%- %) (%°- 2% + 5)

(3a’- a + 2) (2a% a - 3)

(a + 2)(3a - 5}{2a - 7)

a®- 1)?

(2a - 3)(3a - 4)+ (a + 6)(a - 2)

(2zy + 3% 3(2y - 3)°



2.8 DIVISION DE POLINOMIOS

Bn la divisién de polinomios primero es necesario ver algunas
nuevas propiedades de los exponentes que son las siguientes.

En la divisién de potencias con la misma base procederemos de 1la
siguiente forma, cuando el exponente del nimerador es mayor que el
exponente del denominador.

5 3,42 3 2

Por definicién —3:—=—23—2—=LJ- 20 .1 . 2% .22
2 271 2 1
7 I'] 4 3

De la misma manera i‘..s_i‘,i.__S_‘_._S__l,ss.sa
5 51 5 1
8 J~ 5 3 5

Mie general “,-—L‘—:—“—'%'L-l'aﬁnas
a a® 1 a 1

Ahora cuando el exponente del nimerador es menor que el exponente del
denominador,

2 2 2
Por definicién _2.5_=_32_1_J.Lz. 1].1.%.%
3 3%3 3 3 3 3
3 3 a
De la misma manera 51- 531‘-—5_1-%.1.%._1:
5 555 5 5 5 s
5 5' 5
Mas general —’_I,—--‘T-l—i=Ls-—z,..:|,-_zu_12
a a% a a a a a

Ya podemos enunciar la siguiente propiedad de los exponentes.
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PROPIEDAD 4: Si X € R, X#0, m,n € N entonces se cumple
N X""®  sinem
. S Y .
' — Si m>n
x=-n

DEMOSTRACION: Cuando n>m
0 L] n-m L] n=-n
X X' -x X X 1ex®

x* X®e1 X" 1
DEMOSTRACION: Cuando m»>n
x* xn.xn-n_ X X" X"
37 T4 3
BIBMPLOS: 1) ~3; = 377%. 3
3
PYRPLARNPE S
.’6 76-2 .,l
13
3) 49 PRPLELL IR
4
4 5o o1l
. s g7 5t
5
5} _(u_l_l_)_; = (a+1)%% (a+1)?
{a + 1)
6) 213527 . 232735 . 21035 . 2|0-2
312231 223134 2237 3'!-5

Recuerda que esta propiedad se aplica
OBSERVACION: 8l las potencias tienen la misma hase
y si las potencias se dividen.

5
EJEMPLOS: Bs FALSO hacer esto: -2 = 3° 6 -3 = 2
2

Y tambien es FALSO hacer 5°- 5% 5%
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Recuerda que g6lo se opera con los

OBSERVACION: exponentes, la base queda igual.

En la propiedad 3 vimos que si tenemos {a:b)’= a'p’, perc si en ves

de producto tenemos divisién, ¢que pasard?; veamoslo.

Usando la definicién de potencia tenemos que:

n factores
b4 L b 4 y Y b4 A Y
n factores n factores
Con esto podemos afirmar la siguiente propiedad.
PROPIEDAD 5: Si X,¥ ¢ R, ¥y n ¢ N ge cumple:
x )" x"
[T] = — con ¥ = 0
, Y
3 3 2,4 2.4 L]
EJEMPLOS: 1) [_g_] - 2 2 [’é-] A VI
7 9t 9!

() () (s ()

x8y5

Para mayor facilidad realiza primero las operaciones dentro del

paréntesis.

3

2a’bc’y? 2ap \? a’p? a’p
4) |-2abe’)”, (2ab )7 ab |

sac’ 2% 2%*° 64c®
g S0yt ®  ahfyta? | 3% 9 x®
12,3 3.3.9 6 36 4 )
(2xy 'z°%) 2°x’y z 2°y'z 8yz

84




Con estos ejercicios en si lo gue hemos aprendido es la divisién de
monomio entre monomio y el uso de exponentes.

EJERCICIO 2.8.1
Simplifica aplicando las propiedades de los exponentes.

5 L] 5
n 2. 2 2. n 2.
2 3 2
7 3
0. s L . o L',
-5 7 3
3 [ 3
7 _.('_n;)._s. = 8) .L‘ = 9) ﬁsL -
(-11) a x
5 7 5
10).15.. 11)._(2_2_1)_5.. 12)_.1_5_!‘.;_.
z (2 + a) 25%
7.3 2,9 5.2
13).—2‘.;1?-. 1.)..2!..{... 15)'_3._71.:1_6,
2x°y’z 36xy fa’y
2,13 3,2, 5 2.6 4,2
16) [-2-’-‘7] - 17 [1-1'-,]- 18) (-—65;7—"-5] .
awyez
19) Zlasb:c‘):- 20) [ 'l 8 l
zallbica 5 l 0
DIVISION DE UN POLINOMIO ENTRE UN MONOMIO
Una de las propiedades de las fracciones es:
3 +7 3 1 X o+ X2 4+ X3 +..... +Xn X1 Xz
Si-——T——--—r«r—i,asi 7 -T+-Y—+..&T

Esto quiere decir que si un nimero divide a una expresién algebraica,
este nimero divide a cada uno de sus términos.
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Aplicado a los polinomios: Todo monomio que divide a un polinomio, el
monomio divide a cada uno de los términos del polinomio.

EJEMPLOS: s .
1) Dividir X t4x°- 12%°
3x
4 3 2 4 3 2
SOLUCION : M};l_z_x_ - _E’L.z . _“._"_2 - ._1_2% = 4% 2% - 6
2x 2% 2x 2
2) Dividir 9a'- 15a%+ a°- 122°
3a’
4 [ 5 L] 4 6 5 a8
soucron: -f2.=1Sa v da - 17a | Sa. 1S, 3a. 128
3a 3a Ja 3a 3a®
- 3a - 5a% a%- 4a’
3] Dividir 10a‘b - 15a°b’+ 5a°b*- 254"p°
5a%p
SOLUCION: 20a'b - 15a°b%s sa’b- 25a%7  10a'p _ 15a%”, 5a'b!
5a%b sa’h sa’ S5a’b
8,2
- 28D 5? - 3a'?+ a®b’- 52’
5ab
3¢ 1 12 !
4) Dividir a-1) +12(a - 1)
3a-1?
soyczon, 38 - U+ 126 - 17 3(a - 2} v 1260 - 27

ia - 1f a - 1% 3 - 1)

w(a-1%+40a-1°
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5) Realizar las operaciones indicadas y simplificar.

20x'+ 12x%- 320

3 (5% - 3){x + 1)

4%
20x'+ 12x°- 32x®

3 - {5k - 3)(x + 1) = 5x% 3x - B - (5%°
4%

SOLUCION:
+ 2K -3) = 5%+ 3x -8 - 5x-2x+3=%xX-5
EJERCICIO 2,8,2

Realizar cada una de las operaciones indicadas, y simplificar donde
sea necesario.

1} Dividir 5a - 10 entre 5. 2) Dividir 8 + 12x entre 4.
3) Dividir 9a’- 12a’entre 3a. 4) Dividir 28bs 56b° entre 7%,
5) Dividir 4x?+ 6x entre -2x. 6) Dividir -8a’+ 6a® entre 2a,
7) pividir 18a’b - 9 entre 3. 8) Dividir 12xy®+ 8 entre 4.

9) pividir -15x‘y®+ 12x’y°entre 3xy.

10) Dividir 21a’»®+ 42ab?- 14a°b® entre 7ab,

11) Dividir 8x®y’- 16x°y”+ 4x’y? entre -ax®y.

12) Dividir -21x%z%+ 7x’z%- 14x‘z? entre -7x’z%.

13) Dividir 27xy’- 15x°y®+ 9y’ entre 3y°.

14) Dividir 3a°p?+ 2a'b®- a’p*+ a’b? entre a’d?,

15) Dividir (x + 3)7- 6(x + 3)° entre (x + 3)%,

16) Dividir -8(z - 1)°+ 4(z - 1)* entre -2(z - 1)°,

17) pividir 10(2 - x}*+ 25(2 - x)° entre 5(z - x)°,

18) Dividir 6x(2m + 1)%- 12x® (2a + 1)7 entre 3x(2a + 1)°.

19) Dividir -18a%(x - )%+ 24a°(x - y)° entze -6a’(x - y)°.

20) Dividir 14b°(xy + 1}*- 28b® (xy + 1)% entre B (xy + 1)°,

21) pividir x'- 2x® entre x?, y sumarle x(x + 2).

22) Dividir 5a°+ 25a'- 10a% entre 5a®, y restarle a(a’- sa) + 3,
23) pividir x*- 3x* - 2x? entre x?, y sumarle (x + 1) (x + 2},
24} bDividir 2x'y - 4x’y%+ 2x%y’ entre 2x’y, y restarle (a + b)®,
25) Dividir a’b®- 2a%b'- 12ab® entre ab®, y restarle (a - B)°,

-
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DIVISION ENTRE POLINOMIOS CON UNA SOLA VARIABLE

Empezaremos por recordar el algoritmo de la divisién entre nimeros
enteros no negativos.
"Para cualesquiera dos nGmeros enteros no negativos X y ¥, donde Y#0,
siempre existen otros dos nimercs enteros positivos lnicos a y b tales
‘que X = a¥ + bcon 0 sbs Y.

a
Bg decir 83 Y[ X entonces X =a¥Y +b con ¥=0 y 0 sb s ¥,
b

Tambien es bueno recordar el nombre de cada parte de una divisién.

a_«—cociente
divisor— Y[ X e~—dividendo
b ¢«residuo

BJEMPLO: 1) Dividir 158 entre 12.

13 « cociente

12158 «— dividendo Comprobacién: 158 = 12(13) + 2
038
divisor 02 - residuo

A¥ryoritmo de la divisién en polinomios:
"Para dos polinomios dados P{x) y Q(x) en una variable, con Qix)#0;
exlsten siempre otros dos (inicos polinomios C(x) y R(x) tales que:

P(x) = Q(x):C{x) + Rix) con R(x) = 0 6 de menor grado que Q(x}".
En simbologia conocida es:

C{x)e cociente
Q{x) [P{XTe— dividendo

divisor R(X} «- residuo
Con R(x) = 0 6 de menor grade que Q(x).

P(x) R{x)
Esto tambien puede expresarse como =l ° Cix} + GTE3]




Pix)

BIEMPLO: Sea P(x) = 6b°- 8b+ 7, y Q(x) = 2b° calcular 169)

SOLUCION: .
Plx) ~ 6b-8b+ 7 _ 43 2, 7
oty 2b® 2b?

Para dividir un polinomio entre otro gque no sea monomio 8e hace

simi

larmente a la divisifén entre nfmeros especificos, y hay que seguir

los pasos que se dan a continuacién.

1

2

3

4

5

6

) Se ordenan los términos del divisor en orden decreciente con

respecto a las potencias de la variable.

Se ordenan 1los témminos del dividendo en también en oxden

decreciente respecto a las potenclas de la variable y se colocan

en sus lugares correspondientes dentro de la "casita" de divisién.
divisor[ dividendo

Se divide el primer término del dividendo entre el primer término

del divisor para obtener el primer término del cociente.

Se multiplica el primer término del cociente por cada uno de los

términos del divisor y se coloca cada término del resultado debajo

de cada término semejante del dividendo.

Se efectfia la resta en este Gltimo arreglo y se obtiene un primer

repiduo que serd un nuevo dividendo respetando el orden

decreciente da la variable.

Se contintGa este proceso repitiendose los pasos del 3) al 5) hasta

obtener un residuo igual a cero 6 de menor grado que el divisor.

-

EJEMPLO 1) Dividir P(x) = 9x%°- 10x™+ 12 - 6x entre Q(x) = 2x - 1.
lo.y 2o. Ordenamos el dividende y el divisor en orden decreciente

con respecto a las potencias de X, y los colocamos dentro
de la "casita".

x - 1[-10-’; 9x*- 6x + 12
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3o, Dividimos el primer término del dividendo -10x’entre el primer

térm;no del divisor 2x y obtenemos nuestro primer cociente
=10X%

5% = -5%% que se coloca arriba de la "casita®.

-5x%°

2% - 1I-10x3+ 9%%- 6x + 12

40, Multiplicamos este cociente -5x° por cada uno de los términos
del divigor 2x - 1 y el resultado -10x%+ 5%° 1o colocamos
debajo de cada termino semejante del dividendo.

-5x°
2% - 1]-10x7+ 9x°- 6x + 12
-10x’+ 5%°
So. Se efectGa la resta y obtenemos un primer residuo.
-5x°

2% - 1|-10%% 9x®- 6x + 12
+10x’- 53
0 + 4x°- 6x + 12 — primer residuo.
Recuerda que para restar polinomios al sustraendo ge le
cambian todes sus signos.

6o, Continuamos este proceso hasta obtener un residuo cero 6 de
menor grado que el divisor,

-5xle 2% - 2 e C(x)= cociente
2x - 1[-1007+ 9x®- 6x + 12

+10x’- 5%
2

Segundo término del 0 + 4x- 6x + 12
N 4x .
cociente —z— = 2x - 2x{2%-1)= - 4x°+ 2%
Tercer término del | _ _,(yy.1;. LN :: * 15
=4X = .
cociente %= = -2 0 + 10 «R(x)= residuo final

. 9x*- 10+ 12 - 6x 2 10
Bl resultado final es: T T 5K 2 - 2 ¢ e
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Comprobacién: Para la comprobacién tenemos que checar que se cumple:
Bi(x) = Q(x)C(x) + R{(x) eg decir checar que:
-10x7+ 9x%- 63 + 12 = (2x - 1) (-5%%4 2% - 2) + 10
Chequemos: Q(x)+C{x) + Rlx) = {2x - 1) (-5x%+ 2x - 2) + 10 =
= -10%”+ 4%%- 4% + 5%%- 2% + 2 + 10 =
= -10%%+ 9%x*- 6% + 12 = P(x)

EJEMPLO 2) Dividir 19y°- 10y°+ y*- 14y + 6 entre y*- 2y + 1.

Siguiendo c¢ada uno de los pasos anteriormente mencionadog obtenemos:
3 2

-Primer términc 5 L 27—: R

del cociente: Y- 2y + 1|y + 0y - 10y+ 19y°- 14y + 6

Ly v yteays) - oyt w2yl y

-Sle'gundo término 0 +2y'- 1y’ 19y%- 1y v 6

dellcociente: -2ya (y=-2y+1) = - 2¥‘+ 41“'- 212

_21; - 2y® 0 - 7¢% 17¥°- 14y + 6

¥ =(-Ty) (y?-2y+1) =

-Tercer término

7y’ 14y’+ 7y

delzcociente: 0+ 3y%- Ty + 6
e - 3% 6y -3
-Cuarto término 0 - y+3
delzcociente '
) A

vi

Pinalmente

yi-2y + 1

La comprobacién queda de ejercicio al lector.

EJERCICIO 2.8.3

Efectda las siguientes divisiones.
1) - 18x + 32 entre x - 2
2) x*- 2x - 35 entre X + 5
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3) 12y%+ 10y - 12 entre 2y - 2 . e
4) 24x%+ 15x - 38 entre 6x - 5 '
5) 6a’- 10a°- 10a - 2 entre 3a + 1

6) 24x’- 26x°- 53x + 62 entre 3x - 4

7) 8 - 35% + 12x° entre 3x - 8

8) 10a + 14a’- 2 + 15a° entre 2a + 1

3) 10 + 24y - 27y° - 14y’ entre 5 + 2y

10) x° - 4x - 2x%+ 8 entre x°- 4

11) x°+ 48x - 64 - 12x° entre x°+ 16 - 8x

12) 9x°- 12 + 30x - 30x° entre 3x%+ 2 - 4x

13) 3x%- 5x + 2x° - 6 entre 2x%- x -3

14) a'+ 5a - 3a%+ 2 + 4a® entre 3 +a®- 3a

15) x°+ x*+ 1 entre x*+ x +1

DIVISION ENTRE POLINOMIOS CON DOS O MAS VARIABLES

vara dividir polinomios que tengan m&s de una variable o literal
debemos hacer la divieién con respecto a una sola variable tanto para el
dividendo como para el divisor, ya decidido con respecto a que literal
se hard la divisién se procede de manera similar al caso de polinomios
con una scla variable.

BIBMPLO 1) Dividir 7xy - 6y° + 2% entre 2x - y con respecto a x.
lo.y 20. Ordenamos el dividendo y el divisor en oxden decreciente
con respecto a las potencias de X, y los colocamos dentro

de la “casita".

Divisor—— 2x - y| 2x°- Txy - 6y° «——Dividendo
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3. Dividimos el primer término del dividendo 2x° entre el primer
!:én!lino del divisor 2x y obtenemos nuestre primer cociente

;: = X gque se coloca arriba de la "casita".

2x - y| 26%- 7xy - 6y°

4o, Multiplicamos este primer cociente x, por cada uno de los
términos del divisor 2x - y y el resultado 2% xy lo colocamos

debajo de cada término semejante del dividendo.

2x -y 2% Ty - Gyz

2% xy

So. Se efectta la resta y obtenemos un primer residuo.
x

2% - y, 2% Ixy - sy2

2. xy

0- 8xy - 6y ~— primer residuo.

Recuerda que para restar polinomios al sustraendo se le
cambian todos sus signos.

6o. Continuamos este proceso hasta obtener un residuo cero 6 de

menor grado (con respecto a x} quea el divisor,

X -4 +—— Coclente
Segundo término del . 2 ~ vl
cociente: x -y 2'2 ™y - 6y
-8x 2x°- x
TLX = -4y

0 - 6xy - 6y°
~{-4y} (2x-y) = t Bry - 4{’

0 - J.oyz — Residuo final

2 2 2
, 2K - TRy - 6YT | i . = 10
El resultado final es: TREE X - 4y + ET—-YT
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Comprobacién: Para la comprobacién tenemos que checar que se cumple:
Dividendo = (Divisor) (Cociente} + Residuo

(Divisor) (Coclente) + Regiduo = (2% - y) (v - 4y} + - loy2 =
2x°- 8xy - xy + 4y°- 10y°
= 2x°- Xy - Gyz = Dividendo

Como ya 1lo observaste son exactamente los mismos paso que con
polinomios en una variable, aquf soloc hay que elegir con respecto a que
variable se va hacer la divisién.

EJEMPLO 2) Dividir 2x'- 3y'- 13x%° « 14xy’ entre x*+ 2xy - 3y°.

Dividiremos con respecto a y.

-Primer término
del cociente:

2 2
_3"1 2 Y - 4xy + 2x
Tyt =Y -3y®%s 2y + le-:;y‘+ taxy”- 13%% 0xy + 2%
-Segundo término| =y®(-3y*s2xyex’)w  #3y'. 2xy’- By
del cosiente: 0+ 12xy3- 1‘mzyz’ Ox’y .2
A2 L gxy] -(-axy) (ayteamyexd) s 12my’s Byt axy
e 0 - 6x’y%+ ax’y + 2
-Tercer término 2 2 2 22 3 ‘
del cgeiente: =28 (-3y“+ 2%y + X°) + 6XY'- 4xy - 2x
5y | ox? 0 0 0
.Jyz
Comprobacién:

(Divisor) {Cociente} + Residuo = (-3y*+ 2xy + x*){y® - axy + 2x%) + 0 =
4 3 2.2 J 2.2 3 2.2 3 4
m =3y 4+ 12Ky - XY+ 2XY - BRY + 4XY + XY'- dXY + 2x =

= -3y'+ 1axy®- 13x%y®+ 2x's Dividendo
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EJERCICIO 2,8.4
Realiza las siguientes divisiones entre polinomios.

1)
2}
3)
4
5)
6)
7)
8)
9)
10)

x- 3’y + 3xy®- y’
48a®- 62ab + 20b°
171’y?- alyt- 10x'y

gm’+ 27n°
ats 16p'

2x'- 3y'- sxy®+ 3x’y + 3x°y® entre 268 xy - ¥y°

4.2

entre X - Yy
entre B8a - 5b

entre 2x - 3y

entre 3n + 2m
entre a’+ 4b®

respecto
respecto
regpecto
respecto
respecto

xe Ky~ wPy?+ 2xy'- ¥° entre x%- xy+ y°
ga®- 22a'b + 26a°?- 27a%%+ 13ab'- 20° entre 2a®- 4ab + b2

sx'. sx’y?- sxy®- y'

n®- on®

entre

m?- 2n°
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TEMA N

FACTORIZACION
DE
POLINOMIODS

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

Bl concepto de PFactorizacién.

Maximo Pactor Comin ,

Pactor comin por agrupacifn de términos.
Factorizaci6n de un trinomio.

Trinomio cuadrado perfecto.

Diferencia de cuadrados,

Pactorizacién completa de polinomios.
Desarrcllo del cuadrado y cubo de un binomio.
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3.1 £L CONCEPTO DE FACTORIZACION

En un producto o multiplicacién a cada uno de los nimeros que se
estén multiplicando se les llama FACTORES.
EJEMPLOS: 1) Si multiplicamos {a) por (a - 1) obtenemos,
afa - 1) = a*- a
Donde a y {a - 1) son factores de a’ - a.

2) 5i multiplicamos 2x por 5 + x obtenemos,
2%(5 + x) = 10x + 2x°
Asf 2x y 5 + x sgon factores de 10x + 2%%,

3) si multiplicamoa (y + 2) con (1 - y) obtenemos,
(y+2)(L -y =-y-y+2
Donde (y + 2) y (1 - y) son los factores de - y;- Yy + 2.

En el tema 1 vimos como todo nimero que no sea prime se puede
descomponer como producto de primos, y recordemos que todo polinomioc
representa un nimero, entonces también estos se podrén descomponer en
producto de factores.

No todos los polinomios se podrdn descomponer como productos de
factores diferentes de 1, al igual que como en los nimeros especificos
hay nimeros que no se descomponen y estos son los nlmeros Primos.

Por ejemplo el binomio x - 1 no se puede descomponer en producto de
factores diferentes de 1, ya que solo es divisible entre 1 y x - 1.

Bn este capitulo estudiaremos las maneras de descomponer polinomios
con coeficientes enteros como producto de factores a este proceso se le
1lama FACTORIZACION.

Un polinomio estd FACTORIZADO COMPLETAMENTE cuando se representa como
productos de polinomios con coeficientes enteros los cuales ya no se
pueden factorizar.
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3.2 MAXiMO FACTOR COMUN

Sabemos que la ley distributiva nos dice que el producto de (a) con
(b + ¢} es igual a ab + ac, aplicandola a los siguientes productos
tenemos:
Im{p + q} = 3mp + 3dmq
2xy(sx - 2y} = 10’y - 4xy®
5a’(3a + b) = 15a° 5ad
Esta ley tambien la podemos aplicar de manera inversa es decir:
ab + ac = ai{b + ¢)
Observese que a es factor comin de los dos términos en ab + ac, es
decir el factor a aparece en cada uno de los términos de ab + ac.

EJEMPLOS: 1) 2x + ax = x(2 + a) x factor comin.
2) 4ax - 6ay « 2a(2x - 3y) 2a factor comdn.
3) Imn + mnx = mn(3 + x) mn factor comin.

El MAXIMO FACTOR COMUN es el MCD de un conjunto de nimeros enteros,
que ya aprendimos a calcularlo en el tema 1.

Y el MAXIMO FACTOR CUMON(MFC) de un conjunto de mornomios puede
determinarse tomando el producto de el MCD de los coeficientes de los
monomios y las potenciae comunes cada una de ellas con el minimo
exponente.

BJEMPLOS ;

1) Encontrar el MFC de sx:f + 15x2y.

SOLUCION: E1 MCD de 5 y 15 es 5.

En los términos xyz y xzy las potencias gue son comunes tienen
como base una a x y la otra a ¥; el minimo exponente para ambas
es 1.

Por lo tanto el MFC es 5xy.

2} Eocontrar el MFC de 18a’b'- 12 a™p’.
SOLUCION: El MCD de 18 y 12 es 6.
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En los términos a’b® y a’p® las potencias comunes con el
minimo exponente son a’y b®,
Por 1o tanto el MFC es 6a’p’,

3) Encontrar el MFC de 6x'(a - b}2- ¢ x’(a - b)Y+ 126°(a - bY*,
SOLUCION: EL MCD de 6,9 y 12 es 3,
En los términos x'(a - B)¥, x'(a - b
potencias comunes con el minimo exponente son * y (a - b2
Por lo tanto el MFC es 3x°(a - b)2,

Py ¥¥a - ' las

Para FACTORIZAR un polinomic se calcula el MPC del polinomio y

sexrd uno de los factores, el otro factor resulta de dividir cada

término del polinomio entre gu MFC.

BEJEMPLOS :
1) Factorizar 5xy’ + 15x°y.
SOLUCION: El MFC es Sxy, entonces:

v 2 2
5xy® + 15%y = Sxy —-_E;:—g—- + _lgl‘ﬁl_ s
= Sxy{y + 3x}
2) Factorizar 18a%'- 12 a’p’.

SOLUCION: El MFC es 6a’b’, entonces:

2, 4 3,3
1ga%*- 12 2%° = Gu?‘ba( 18a°” _ 12 a b] .
ga’n? sa’p’
= 62°b°(3b - 2m)

3) Factorizar 6xy’- Inx’y’+ 12mx’y’- an’x'y’.

SOLUCION: Bl MFC es 3xy”, entonces:
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3
ny- 9nxy+ 12nxy- 3nxy—3xy (_xz -

Ixy?

9nx2y3

120x"y* 3nzx'y’

E) +
Ixy

axy’ axy’

= ny {2 - 3nx + 4nx®- nzxs)

4) Pactorizar éx'(a - b)?- 18x’(a - b)%+ 12%*(a - b)',
SOLUCION: El MFC es 6x°(a - b)?, entonces:

6x*(a - b}%- 18x°(a - b)%+ 12x%(a - b)'- ze(a-b)z[

6x'(a-b)® 18x’(a-b)’
6x’{a-b)®  6x°(a-b)?

+ M-"’- = 6% (a-b)?[x°- 3x{a-b) + 2(a-b)?]

6x* (a-b)

5) Factorizar 24a(a - 1)% 236a%(1 - a).
SOLUCION: Como 1 - a = -{a - 1), el MFC es 12a(a - 1), entonces:

24a(a - 1)% 36a%(1 - a)

RECUERDA LO SIGUIENTE:

EJERCICIO 3.2

20a(a - 1) 36a%(a - 1) =

2
12a(a - 1) {z;:(: - i) Jsa a - 1)

- 1) - 3a)

12a(a -1)(2(a
12a(a - 1)(2a
12a(a - 1) {-a
-12af{a - 1) (a

- 2 - 3a)
- 2)
+ 2)

(x - a) = -

(a - x)

FPactorizar los siguientes polinomios.

1) 8x + 20y
3) 6a - 15b

2} 3y +
4) 12 -

9
28y

l2a{a - 1

como ~&-2 =-f{a + 2)



5)

7)

9}
11
13)
15)
17)
19
21)
23)
24)
25}

-

24a + 8b - 32 6) 18x - 27 + 54y

9xm + 27xn 8} 14y + 7ya - 56yb

6am - 2lan - 18ap 1o} 15%°- 21%°

7ap®+ 63ap® 12) 11p’q"+ s5spq’

32p‘q3a - lspqub 14) x’yzz + xzy'zj- x‘y’z

27x5y - 9x3yz+ Jsx‘y“ 16) 2a’b?- 3a%’- ab®

14a?x®- 28a”+ 562t 18} 12n°n + 24m'n®- 36m‘n+ 48m’n!
2.3 _2

ssx®y’z + 110%°y°z%- 220x°y®  20) Bz(2x -1) +20(2x% - 1)
26(2 - y) - 39a(2 - y) 22) 150X + 2) +35(x + 2)°
{x + 1) (% - 2) + (x - 2)(x + 3)

(x + 2)(2x - 2) - (x + 2} (2% - 3)

(2% - 3) %+ x%(3 - 2m)

3.3 FACTOR COMUN POR AGRUPACION DE TERMINOS

Cuando en un polinomio no hay factor comin en todos sus términos se

buscan factores comunes en grupos de téminos del polinomio, ya que por
lo general estos son resultade del producto de otros polinomios.

La factorizacién de estos polinomios es muy similar a la anterior,

veamoslo en un ejemplo.

EJEMPLO 1) Factorizar ax + bx + ay + by.
SOLUCION 1: la agrupacién no es Unica, se puede hacer de diferentes

maneras, nosotros lo haremos fijandonos que los dos primeros
términos tienen como factor comin a x y los dos Udltimes
términos tienen a y como factor comin, agrupandolos tenemos:
{ax + bx) + (ay + by} = x{a + b) + yla + b) Ya que

= {a+rb(x+y) }aobes MEC
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Finalmente ax + bx + ay + by = (a + b) (x + y)

SOLUCION 2: Por la ley conmutativa y asoclativa tenemos:
ax + bx + ay + by = ax + ay + bx + by = (ax + ay) + (bx + by) =
= a(x +y) + bix +y) } Como x+y es
= (x + ylla +Db) es el MFC.

Como {(a + b)(x +y) = (x + y){a + b) Ley conmutativa.
Los dos resultados son los mismos.

EJEMPLO 2) Factorizar 8x’- 12xn + 6x - 9n.
SOLUCION: Los dos primeros términos tienen como MFC a 4x, y los dos
Gltimos a 3; agrupandolos tenemos:
8x°- 12xn + 6% - 9n = 4x(2% - 3n) + 3(2x - 3n) — EL MFC es 2x-3n,
= (2% - 3n) {4x + 3)
Por lo tanto 8x°- 12xn + 6X - Sn = {2x - 3n) {4x + 3}.

EJEMPLO 3) PFactorizar ém - 9n + 21nx - 14mx.
SOLUCION: El MFC de loa dos primeros términos es 3 y de los dos (Gltimos
es 7x, factorizando tenemos:
6m - 9n + 21nx - 14mx = 3(2m - 3n) + 7x(3n - 2m)
= 3(2m - 3n) - 7x{2m - 3n) ¢ E) MFC es 2m-3n
= {2m - 3n)(3 - 7x)
Por lo tanto 6m - 9n + 21nx - ldmx = (2m - 3n) {3 - x)

EJEMPLO 4) Factorizar completamente 32x°y’z - 80xy‘z®- 2ax'y’+ cox’y’z.
SOLUCION: El MFC de los cuatro términos es 4xy2, entonces tenemos gue:

32°y°z - 80xy'z?- 24x'y’+ 60x°yz = axy’(8xPy’z - 20y°2° - 6x’y + 15xz)
Factorizando 8x°y’z - 20y°2° - 6x’y + 15xz tenemos:
sx’y’z - 20¥°2% - ex’y + 15xz = 4y'z(2%’y - 52) - 3x(2y - 52)
a (2%°y - 52) (4¥°z - 3x)
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Finalmente nos resulta que:
32x3y5z - Boxy‘za- 24x’y"s 60xzyzz = dxyz(zxzy - 52) (4y°z - 3x)

EJERCICIO 3.3
Factorizar completamente a cada uno de los siguientes polinomios.

1) ax + bx + a + b 2) 2ax + a - 2bx - b

3) 3mx - 3nx + 2m - 2n 4) 14x - 10ax - 21y + 15ay
5) 5a°- 5a + 3ab - 3b 6) 3a% + 3a®- b*- b

7) l4xy - 7y:'+ 2% ‘xy2 8) abx - axy - bx’+ xzy

9) 2axy - 6ax - 2ay + 6a 10) 125+ 18x% - 30x*- 4x®- ex’y + 10%°

3.4 FACTORIZACION DE UN TRINOMIO

Recordemos que un trinomio es un polinomio de tres términos, Existen
una gran variedad de trinomios y no todos se podrin factorizar de la misma
manera.

Bn este tema estudiaremos la factorizacién de los txinomics cuadréticos
de la forma;

1). X +bX + ¢ con b, c e Z, b0, ce0,
2) ax’+bX+c cona, bycelZ, a0, b0, c0.

Cada uno de estos tiene su manera especial de factorizaci6n y wvuelvo a

repetir no todos los trinomics de estas Formas se podrén factorizar con
nimeros enteros como a continuacién lo haremos.
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1) TRINOMIOS DE LA FORMA X° + bX + ¢

En estos trinomios el coeficiente del término que
estd al cuadrado es 1, tiene un segundo término
OBSERVACION:} con la misma variable que estd elevada al cuadrado
y un tercer término independiente sin variable.

Si realizames el producto de dos binomios con un término comin de la
forma (x + m)(x + n) conm, n ¢ 2 obtendremos un trinomio cuadritico.
(X +m)(X + 1) = X°+ XN + DX + TN = X+ (Men)x + mn
Donde (m4n) = b y mn =c

Esto nos lleva ha pensar que existen trinomios cuadriticos que se
factorizarén como el producto de dos binomios con un término en comin. En
efecto, asf{ es, veamos los pasos a Beguir para factorizar este tipo de
trinomios.

PASOS A SEGUIR PARA FACTORIZAR TRINOMIOS DE LA FORMA X%+ bX + c,

1} El primer término de cada factor (término en comin} serd la rafiz
cuadrada del término al cuadradc en el trinomio.
2) Los segundos té&rminos de cada factor serdn dos nimeros enteros gue
sumados nos den el coeficiente de X, y multiplicados nos den el
término independiente. Be decir serin dos enteros m y n tales que:
m+n=b y {(min =c¢
Entonces X2 + bX + c = {X + m) (x + n)
Antes de ver ejemplos recordemos que es una raiz cuadrada.

2
La rafz cuadrada de un n(mero a se denota por v a , donde el sfmbolo

4 se le llama radical, a el nimerc a se le llama radicando y el
nimeroc 2 que va con el radical se llama indice, por lo general no se
escribe cuando es 2. Esta rafz se define de la siguiente manera:
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Va =b siempre y cuando b’ = a.
Asfi V9 = t3 ya que (+3)% 9 y (-3)%= 9

V36 =26 yaque (+6)%= 36 y (-6)%= 36
En este tema nos referiremos solo a la rafz positiva.

Para extraer la raiz cuadrada de un monomio se extrae la raiz cuadrada
de su coeficiente y se divide el exponente de cada variable entre 2.

asi vVax?y' = 2xy®, ya que 477 =2, x*%=x y y' %y
Viem®n' = 4m’n®, ya que {16 = 4, w® % m’ b'e nt/%= n?,

Ahora si, veamos algunos ejemplos para factorizar trinomios de la forma
X4 bX + .

EJEMPLO 1) Factorizar x°+ SX + 6, .
SOLUCION: 1) IxTn x , seré el términe comin de cada factor, entonces:
®4 5 + 6 = (X (% )
2} Buscamos dos nimeros cuya suma sea +5 y su producto 46,
RBatos nlmeros son +2 y +3; ya que:
2+ 3 =5y (+2)(43) = 46
Entonces X%+ Sx + 6 = (x + 2) (x + 3).

EJEMPLO 2) Factorizar a’+ 4a - 12,
SOLUCION: 1) F- a, serd el término comin de cada factor, es decir:
a+ 42 - 12 = {a ) {a }
2) Buscamos dos nimeros cuya suma sea +4 y Bu producte -12.
Estos nimeros son -2 y + 6, ya que cumplen:
6+ (-2) =6 -2=4 y (+6)(-2) » -12
Entonces a’+ 4a - 12= (a - 2) (A + 6)
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EJEMPLO 3) Factorizar X°- 6x + 5.
SOLUCION: 1) sz = % , gerd el término comln de cada factor, entonces:

¥o6x +5=(x (x|
2) Bugcamog dos nimeros cuya suma gsea -6 y su producto +5.
Estos nimeros son -1 y -5; ya que:
-1+ (-5) = -1 -5=-6 y (<1}(-5) = 45

Bntonces x°- 6x + 5 = {x - 1) {x - 5).

BJEMPLO 4) Factorizar b%- gb - 48,
SOLUCION: 1) 4b® = b , serd el término comin de cada factor, entonces:

b~ 8b -48=(0 )b )
2) Buscamos dos ndmeros cuya suma sea -8 y su producto -48.
Estos nlmeros son +4 y -12; ya que:
<12 + 4 = -8 y ({-12)(+4) = -48
Entonces b°- 8b - 48 a (b + 4) (b - 12),

CAS05 ESPECIALES: Para otro tipo de trinomios se aplica de la misma forma.

BJEMPLO 5) Factorizar y's 12y%- 45.
SOLUCION: 1) dy' = y?, sers el término comiin de cada factor, entonces:

y'eo1ay?- 45 = v 1 y? )
2) Buscamos dos nimeros cuya sBuma sea +12 y su producto -45
Estos niimeros son +15 y -3; ya que:
-3+ 15 = 412 y (-3} {+15) = -45 .
Bntonces y'+ 12y"- 45 = (y%- 3){y*+ 15),

EJEMPLO 6) Factorizar x%y® - 9x’y® + 8.
SOLUCION: 1) 4x°y® = x’y”, ser4 el término comin de cada factor, es

decir x%y® - 9x%° + 8 = (¥ 1%y )
2) Buscamos dos nimeres cuya suma sea -9 y su producto +8,
Bstos nfimeros son -1 y -8; ya que: .
-1+ {(-8) =-1-8=-9 y {(-1)(-8) = +B
Entonces x°y®- ox’y’ + 8 = (x"y® - 1) (x°y® - @),
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EJEMPLO 7) Factorizar 25a°- 45a + 14,

SOLUCION: En este caso especial hacemos X = 5a entonces X’= (5a)

y -45a = -3(5a) = -9X, entonces tenemos que:
25a°- 45a + 14 = ¥* - 9% + 14
Factorizaremos a X° - OX + 14.
1) 4x?
X*-9x+la=(x ){x )

2) Buscamos dos nfimeros cuya suma sea -9 y su producto +14.

Bstos nimeros son -2 y -7; ya que:
24+ (-7) = -2-7%-9 y (-2){-7) = +14

Entonces X - 9X + 14 = (X - 2)(X - 7) como X = 5a tenemos que:

25a%- 45a + 14 = (5a - 2)(5a - 7)

Para comprobar que cada una de las factorizaciones estd bien hecha se
efectia el producto de los bincmics y tiene que dar como resultado el

trinomio.

Se queda como ejercicio al lector hacer las comprobaciones de los 7

iltimos ejemplos.

EJERCICIO 3,4,1

1)
3)
5}
7
9)
11)
13)

Pactorizar cada uno de los siguientes trincmios.

e 10x + 16 2) ¥y + 6y - 27

a® - 3a - 40 4) m'- m® 4 12

®® - 4x® - 45 6) b+ 4p® - 21

a? - 14a + 48 8) y°+ 20y + 99

x® + 5% - 104 10) 9a% 21a + 10
49b% - b - 30 12) 4y® + 4y - 63
25a% - 15a - 40 14) 16x' - 32x% - 105
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2} TRINOMIOS DE LA FORMA aXx’ + bX + C

La gran diferencia con los trinomios anteriores es que en este caso el
coeficiente del término cuadritico es diferente de 1.

Para factorizar este tipo de trinomics fijemonos bien como se efectio
el ejemplo 7, ya que de la misma manera los factorizaremos.

EJEMPLO 8) Factorizar 2a%+ 4a - 16.
SOLUCION: Para esto seguiremos los siguientes pasos.

1) Multiplicamos y dividimos por el coeficiente de la variable al
cuadrado, en este caso es 2.

2 2
2a% 4a - 16 = 2022+ 4n2- 16) _ (2a)’+ 4(2;) - 32

2) Se factoriza el trinomio {2a)®+ 4(2a) - 32 donde 2a = X .
PACTORIZACION: Se sigue el mismo procedimiento de los ejemplos 1
al 7 y tenemos: .
(2a)% 4(2a) - 32 = (2a - 4) {2a + B)
yaque -4 + 8 = +4 y (-4)(+8) = -32.
3) Uno de los binomios resultantes se dividen entre 2.
(2a)®+ a{2a) - 32 (2a_- 4)(2a_+ 8)_ (28 - 4)
2 - 2 = 2

{2a + 8)
1

= {(a - 2)(2a + 8)
La factorizacién final es 2a’+ 4a - 16 = (a - 2){2a + 8).

Para comprobar que es la factorizacién correcta se efectia el
producto de los binomios, se queda de ejercicio al lector.

EJEMPLO 9) Pactorizar 7x°+ 23% - 60.
SOLUCION: 1) Multiplicamos y dividimos el trinomio por el coeficiente
de la variable al cuadrado, en este caso es 7.

2 2
7%% 23% - 60 = 7%+ zglx - 60) _ _{7x)"+ 23_}7,() - 420
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1

2) Pactorizamos el trinomio (7x)%+ 23(7x) - 420.
(1% 23(7%) - 420 = (Tx - 12) (7% + 35)
ya que -12 + 35 = +23 y (~12)(+35) = -420
3) Uno de 1os binomios resultantes se dividen entre 7,
(7% _- 12)7(7;: + 35) _ (ix - 12), (7% : 35} (9% - 12} (x + §)

La factorizacién final es 7x%+ 23x - 60 = {7x - 12)(x + 5)

EJEMPLO 10) Factorizar sa’- 7a'+ 2.
SOLUCION:1} Multiplicamos y dividimos el trinomio por el coeficiente
de la variable al cuadrado, en este caso es 5.

ca®s 2ty 2 . B(5A°- 7;‘+ 2) _ {saY?- 75(’51\‘; + 10
2} Factorizamos el trinomio (5a‘)- 7(sa'} + 10, donde X = 5a’.
(5a*)2- 7(5a") + 10 = (5a‘- 2) (5a'- 5)
ya que -2 + (-5) = -7 y (-2)(-5) = +10
3) Uno de los binomios resultantes se dividen entre 5,
4 4 1 4
(5a'- 2) ts; -5) _ (58 -lz).(su -55) . (5a% 2) (2% 1)

La factorizacién final es 5a%- 7a'+ 2 = (5a'- 2)(a'- 1).

EJERCICIO 3.4,2
Factorizar cada uno de los siguientes trinomios.

1) 2¢® - 7% - 15 2) 3a° - 7a- 20

3) 10a% + 18a - 4 4) 6b% - 26b + 35 .
5) 8y° + 30 y - 27 6) 212° - 18z - 3 e
7) 302 + 2a - 12 #) 120" - 30b + 12 -~

9) 10y° + 41y + 21 10) 3x* + 11® - 4

11) 7yt - 329% - 15 D12) 62° + 720 - 3

13) 2a° + sa' + 2 14) 6b° - 216° + 15

15) 158" - 7a' - 2
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3.5 TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Ahora estudiaremos un tipo especial de trinomios, son los llamados
trinomicos cuadrados perfectos.

Un trinomio es un trinomio cuadrado perfecto
DEFINICION:| 8i es el cuadrado de un binomio, es decir si
es el productc de dos binomios iguales.

Por ejemplo x°+ 2xy + ¥° es un trinomio cuadrado perfecto porque es
el cuadrado de x + y, es dacir:
(2 + )%= X+ yI(X+y) =%+ 2xy + ¥°
Observa que el cuadrado de un binomio sigue la siguiente regla:
EL CUADRADO DE UN BINOMIO ES EL CUADRADC DEL PRIMER TERMINO, MAS EL
DOBLE PRODUCTC DEL PRIMERO POR EL SEGUNDO TERMINOS MAS EL CUADRADC DEL
SEGUNDO TERMINO, Mas adelante profundizaremos en esta regla.

Por la definicién podemos hacer la siguiente afirmacién.

Todo trinomio cuadrado perfecto (TCP) se
puede factoriza como el cuadrado de un
binomio.

para saber cuando un trinomio es TCP hay que checar que cumple:
1) Dos de sus términos son cuadrados perfectos.
2) Bl tercer término debe de ser el doble producto de
las raices cuadradas de sus cuadrados perfectos.

EJEMPLO 1} Comprobar si x®+ 4% + 4 es un trinomic cuadrado perfecto.

110



SOLUCION: 1) x°= (x)® y 4 = 2%, es decir tiene dos términos que son
cuadrados perfectos.
2) 2(-‘;?) 27y = 2(%) (2) = ax
El tercer término es el doble producto de las raices
cuadradas de sus cuadrados perfectos.

Cumple con las dos condiciones, entonces x-+ 4% + 4 es TCP.

EJEMPLO 2) Comprobar si 9a%+ 12ab + 4b° es trinomic cuadrado perfecto.
SOLUCION: 1) 9a’= (3a}? y ab’: (2b)?, entonces si tiene dos términos
que son cuadrados perfectos.
2) 2{9a®) av?} = 2(3a) (2b) = 122b
El tercer término es el doble producto de las raices
cuadradas de sus cuadrados perfectos.
Por lo tanto 9a’+ 12ab + 4b® es un TCP.

EJEMPLO 3) Comprobar si 36x‘- 60x®y + 25y° es TCP.

SOLUCION: 1) 36x‘= (6x%)% y 25y°= (5y)%, dos de sus términos son
cuadrados perfectos.

2) 2t36x") d25y%) - 2068% (59) = 6oxy

El tercer término es el doble producto de 1las
rafces cuadradas de sus cuadrados perfectos.
Por lo tanto 36x'- 60x°y + 25y es TCP.

En los tres (ltimos ejemplos checamos que los trinomios dados son
TCP, pero ahora hay que factorizarlos, que esto ya egs mas f4cil,

Todo TCP se factoriza como el cuadrado de un
binomio; el binomio estard formado por las
raices cuadradas de los cuadrados perfectos
separadas por el signo del tercer término,
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EJEMPLOS:
1) Factorizar 4x%+ 20x + 25.
SOLUCION: Primero chequemos si es TCP.
1) 4ax’= (2x%y 25 = (5)°
2) 2(Jax®) ({257) = 2(2x) (5) = 20x.
Cumple con las dos condiciones, por lo tanto es TCP.

2
Su factorizaci6n seréd [r]dx2 + 425 ] = (2% + 5)°
2 3 signo de +20x.
Finalmente 4x“+ 20x + 25 = (2x + 5)

2) Pactorizar 9b°- 30a’b + 25a‘,
SOLUCION: Chequemos que sea TCP.
1) 9b%= (3b)% y 25ac (5a?)?.

2) 2¢fp® ) 250y = 2030) (5% = 30a%
Cumple con las dos condiciones, entonces es TCP.

Su factorizacién es ( J9hz - sta ] « (3b - 52%)°
-

signo de -30a’p
Por lo tanto 9b°- 30a’p + 25a'= (3b - 5a%)?

1 b 2
3} Factorizar Tt %

SOLUCION: Primero mostremos que es TCP.
2 2 2
1 1 b b
V= [“z_) y - [’3—]
1 I b? 1)(b
2) Z[JT][ T] = Z(T] [T] -
Cumple con las dos condiciones entonces es TCP,

T I b’ 2= 1.8
e 5
L——— signo de - —

Su factorizaci6n serd
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1 b b
Finalmente < -7t

4) Pactorizar 9(x-y)°+ 120%-y) 2 (xey) + 4(xey)?,
SOLUCION: Comprobemos que es TCP,
1) 9lx-p)®= [3x-y1°i% vy 4y’ (200001

2) z[Jstx-y»’ ][iq(xw)z ] = 2{3(x-¥)") [2(xey) ] =
= 12(%-y) " (x+y)
Cumple las dos condiciones, entonces es un TCP,

2
Su factorizacién serd [«[9(:(-3!)6 ¢ laoup? ] = [3(x-y)° + 20eay) |?

Finalmente 3 (x-y)®+ 12(x-y)” (x+y) + a(x+y)?c (3 (x-3)7 + 2(x+y)}?

EJERCICIO 3,5

1
3)
5)

T

9}

11)

13

14
15}

Pactorizar cada uno de los siguientes trinomios.

%+ 10% + 25
25a°%- 10ab + b?
1 - ax*+ 16x°

2) ¥~ 14y + 49
&) 9t~ 12m®n + 4n?
¢} 4b'+ 9a° - 12a%p?

2
121- 154x + 49x 81+ 22, -;’—
22yt 1 ab ap®
L A Wem et
4 2
IR} S 121 4 - 4{1-a) + (1-a)?

236 T T

a(x+b} - 20 (x4b) (X-y) + 25(x+y) 2
49(a+b) %~ 182 (a+b) (c-1) + 169 (c-1)2
s4fa-b}'- 48(a-b) *(as) '+ 9las+h)’®
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3.6 DIFERENCIA DE CUADRADOS

El producto de dos binomios de la forma (X + y){x - ¥} es igual a una
diferencia de cuadrados.
X+y
. S
- xy -y
X"+ %y
w0 - yz
Por esos podemos afirmar que {(x + y)(x - yi = x* - y?
Inversamente x° - yzn {(x + y)i{x - y} es decir:

Una diferencia de cuadrados eg igual a un
producto de binomios, que ser&n la suma y
diferencia de las rafces cuadradas
respectivas de dichos cuadrados.

EJEMPLOS: 1) Factorizar a® - 9 .
a’aa y 49=3 entonces a‘ - 9 = (a + 3)(a - 3)

2) Factorizar - 25,
4b® =20 y 475 =5 entonces 4b% - 25 = (2b + 5) (2b - §).

3) Factorizar 16x* - 64y%,
16x* « 4x® y d64y® = By entonces
16x* - 64y°= (4% + 8y) (4%~ By) .

4) Factorizar completamente a - gk,
al- g1b' ~ (a® + 9b%) (% - OB%) =
= (a® + 90%) (a + 3} (a - 3b).
§) Pactorizar completamente 8a' - 8.

ga* - 8 = 8(a' - 1) =
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=gla® + 1) (a® - 1) =
=8(a® +1)(a + 1) (a - 1).

6) Factorizar completamente x . xy”.

xa-.xy2=x(x2-yz) = x{X + y)(x - y).

7) Factorizar completamente x° - 9(a - 2)Z,
x - 9(a-2)" =[x+ 3(-2){x-3-2)] =
=[x + 3a -6){x - 3a + 6]

EJERCICIO 3,6
Factorizar completamente cada uno de los siguientes polinomios.

1) a® - 16 - 2) b% - 144

3) x* - 81 4 y? - 25

5) 36 - a® 6) 169 - b'

7) 49 - x* 8) 121 - 4y'

2 oa® - 3eyt 10) 4x® - 25y*

11) 16a’p* - s1’y® 12) 36x°® - y'°

13) x*- 16 14) 5x'- 45

15) 3a' - 1875 16) 16a' - gib?

17} 2a® - 2ap* 18) 8x%- 18(3y - 2)°?

19) 9x* - (y + 4)% . 200 (3x - 2)% - (% + 1)?
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3.7 FACTORIZACION COMPLETA OE POLINOMIOS

Ya que vimos alqunas de las factorizaciones mas usadas aplicaremos
estas para factorizar algunos polinomios.

1) Factorizar completamente 2K’ + 6x° - 2X - 6.
lo.) El MFC a los cuatro términes es 2, entonces:
26" + 6%° - 2x - 6 = 2(x" + 3x° - x - 3)
20.) Agrupamos términos de dos en dos y sacando factores comunes:
208 + 3% - x - 3) = 2(%® - x + B - 3) = 20k 1) + 303 1))
30.) EL factor comn es x°- 1 y tenemos:
20x06% 1) + 30% 17 = 20(%%- 1) (x + 3)] = 2(x + 3) (x*- 1)
40.) Pactorizando la diferencia x*- 1 tenemos:
20 + 3){x®- 1) = 2(x + 3) (x + 1) (x - 1)
Asi finalmente 20 + 6%° - 2x - 6 = 2(X + 3) (% + 1) (% - 1},

2) Factorizar completamente 4x°- X°- 36x + 9.
10.) Agrupando términos y sacando sus MFC tenemos:
ax’- x%- 36k + 9 = xP(4% - 1) - 36X + 9 = x°(4%X - 1) - 9(ax - 1)
= (4x - 1) (x*- 9)
20.) Pactorizamos la diferencia de cuadrados y resulta:
(%*- 9) = (x + 3)(x - 3)
Asi finalmente 4x’- x%- 36x + 9 = (4% - 1) {x + 3) (x - 3).

3) Pactorizar completamente Ja’m + %am - 30m + 3a% 9a - 30.
10.) El MPC de los seie té&rminos es 3, sacandolo tenemos:
3a%m + 9am - 30m + 3a% 9a - 30 = 3{a’m + Jam - 10m + a%+ 3a - 10)
20.) Agrupamos términos de tres en tres y sacamos su MFC,
3(a’m + 3am - 10m + a’+ 3a - 10) = 3[m(a’+ 3a - 10) + 1(a%+ 3a - 10)]
30.) En la iltima expresifn el MFC es a% 3a - 10, sacandolo tenemos:
Ilm(a®+ 3a - 10) + 1(a’+ 3a - 10)] = 30(m + 1) {a%+ 3a - 20)] =
= 3(m + 1) (a%+ 3a - 10)
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40.) Factorizamos el trinomio a’+ 3a - 10, y tenemos:
3(m+ 1)(a’+ 3a - 10) = 3(m + 1) (a + 5)(a - 2}
Asi que finalmenta:
Ia’m + 9am - 30m + 3a°+ %a - 30 = 3(m + 1)(a + 5} (a - 2),

4) Factorizar completamente 2x'+ 13x’- 26x°- 13x + 24,

10.) En este caso vamos a representar el término - 26%°como 1a suma
de -24w®- 2x? y el polinomio nos quedaria asf:
2 13- 26x%- 13x + 24 = 2x'e 13%°- 24x%- 2x%- 13x + 24

20.) Agrupamos los términos de tres en tres y sacamos su MFC.
2xt 13%7- 240%- 2%~ 13x + 24 = XP(2%%+ 13x - 24) - 1(2x%- 13x + 24)

= (%= 1) (23%+ 13% - 24)

30.} Pactorizamos el binomio (x*- 1) y el trinomio 2% 13x- 24
como lo hicimos anteriormente y tenemos:
(x%- 1) (2% 13x - 24} = (X + 1)(x - 1) (x + 8) (2% - 3)
Finalmente 2x*+ 13x°- 26x®- 13x + 24 « (x + 1}(x - 1) (x + 8) {2x - 3).

EJERCICIO 3.7

1)
3)
5)
7)
9)
11}
13)
15)
17)
18)

Factorizar completamenta cada uno de los siguientes polinomios.

x' - 26x°+ 25 2) 12x%+ 8% - 32

6a’- 12a°- 48a 4) 2x®- 2xy - ‘My2

10ay®+ 10ay - 20a 6} (x ¢+ Y3 (x -2

at - 1% + 36 8) sim® - 18m® + 1

n' - am® + 400 10) x%a + x®b - 16a - 16b

a’b +a? - 25b - 25 12) 9x* + 9’y - x* - xy

sma® + 10ma® - Sma - 10m 1)ai? + a’ - 62 - x® - x+ 6

x - xfyt - (2x - 1) (6%~ ¥®r  16) 48x°®- B0x®- 192x*- 27x%+ 45x + 108
nt -om'-m* o

daxt - sx® 4+ 2x' - 12ax%+ 20%°- ex®+ 12a - 20x + 8
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3.8 DESARROLLO DEL CUADRADG Y CUBD DE UN BINOMIO

No daremos por terminado este tema sin antes hacer ver el desarrollo

del cuadrado y cubo de un binomio, aunque estos los trabajaremos a la
manera inversa ya que no los vamos a factorizar pues ya estan
factorizados.

1) Bl cuadrado de un binomio es la factorizacidén de un trinomio

cuadrado perfecto.

2} El cubo de un binomio es la factorizacién de un polinomio especial
de cuatro términos.

Analicemos con cuidado cada uno de estos desarrollos ya que también
son muy importantes y muy usados.

CUADRADO DE UN BINOMIO
Sea un binomio cualquiera x + y, entonces su cuadrado es igual a:
{x + y}{x + y} realizando su producto tenemos:
x+y
X + ¥
ruy + ¥
4 xy
e 2xXy + yz

Asi que (% + {)a= (x + ¥)ix +y) = 5+ 2xy + ¥°
ler.términ 20 . término

Observa con cuidado el resultado y veras que sigue la sigulente regla:

BL CUADRADO DE UN BINOMIO ES EL CUADRADO DEL PRIMER
TERMINO, MAS EL. DOBLE PRODUCTO DEL PRIMERO POR BL
SEGUNDO TERMINOS, MAS EL CUADRADO DEL SEGUNDO TERMINO.




EJEMPLOS:
1) Desarrollar (x + 3)%,

x+3)% (0% 200 (3) + (%= 6x + 9
ler. r.érminoI 20 . término

2) Desarrollar {2a + 5)%,
(2a - 512 = (2a)%+ 2(2a) (-5} + (-5)% 4a®- 20a + 25
1eu-.(:ér:mino1 Izn.término

3} Desarrollar (Syj- Ix) 2,
(5y*- 3x0% (5y")%+ 2(5y°) (-3x) + (-3x)}%= 25¢5- 30xy’+ 9.
ler, (:éx:m:i.noI tzu. término

CUBO DE UN BINOMIO
Sea un binomio cualquiera x + y, entonces su cubo es igual a;
(n + y)z(x +¥) = (x2+ 2%y + yz) {x + ¥} realizando su producto tenemos:
X 42Xy + ¥
X+ Yy
®y + 2xy+ ¥°
x'+ 2xzx + gz
x*+ 3%y + Ixyts ¥?

Aei que (x + y)%= (x + ¥)%(x + ¥) = X%+ 3’y + Ixyie ¥°
Ler . términ 20, término

Observa con cuidado el resultado y veras que sigue la siguiente regla:

EL CUBO DE UN BINOMIO ES IGUAL AL CUBO DEL PRIMER
TERMINO, MAS EL TRIPLE PRODUCTC DEL PRIMER TERMINO AL
CUADRADO POR EL SEGUNDO, MAS EL TRIPLE PRODUCTO DEL
PRIMER TBRMINO POR EL CUADRADO DEL SEGUNDQ, MAS EL CUBO
DEL SEGUNDO TERMINO,
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EJEMPLOS:
1) Desarrollar (x + 3)°.
e 37 = 0 e 300730 + 300 @7« (3)°
a x® + 9x® +27x + 27

2) Desarrollar (2a - 5)°,
(2a - 5)7 = (2a)%+ 3(2a)%(-5) + 3(2a) (-5)® + (-5)° =
= 8a® - 60a® +150a - 125

3) Pactorizar (Ix%y® - 2x)°.

3%y’ - 20 23,2

= (3x%y ) % 30Ky ) 2 -2)0) + 3030 (c2a P (e2m?
= 27x°y° - sax®y® + 3ex'y’ - 8x°

EJERCICIO 3,8
Desarrollar cada uno de las siguientes expresiones.

1) (y+ 3= 2) (x - 5)%=

3) @x + 1% 4) (6 -~ 3y)

5) (2a - 3b) %= 6) (5m + 4mn)’=

7 xP- 2y%) %= 8) (3a° + 5b)%a

2 2

9) {% + 5n’) - 10) [-% a - —;’—n] -

11) (a +2)% 12) (4 + 2b)°a

13) (2a - 5b)°a 14) (3ab - 1)°

15) {3x%+ 2)°%= 16) (2n°n - mn) 2
3.3 2 2 2

17) (2 - 3x*) 7% 18) [Ta-zn]=



TEMA IV

ECUACIONES
DE
PRIMER GRADO

4.1 Que es una ecuacibén?

4.2 RBcuaciones equivalentes

4.3 Solucién de ecuacicnes

4.4 Aprendiendo a resolver problemas.
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4,1 QUE ES UNA ECUACION?

En nuestra vida dia‘ria frecuentemente nos encontramos con una gran
variedad de problemas, ya sea gue escuchemos nos lo platiquen o que se
nos presenten a nosotros mismos; de los cuales algunes los resolvemos
mentalmente sin dificultad, otros nos cuestan un poco mis de trabajo vy
otros definitivamente no 10s podemos resolver.

Existen diferentes tipos de problemas, y para cada uno de ellops
existe una representacién algebraica o un Modelo Matemdtico. En el TEMA
II estudiamos un poco acerca del lenguaje algebraico en este tema lo
estudiaremos con mayor profundidad ya que aqui abordaremos mds que
enunciados, estos serdn planteamiento de problemas para poder encontrar
su ﬂolﬁcién. Estudiaremos aquellos problemas que se puedan representar
s0lo en funcién de una variable ya que existen una infinidad de
ecuationes con una gran variedad de variables en diferentes grados pero
el estudio de estas es a un nivel superior.

Lag ecuaciones que estudiaremos tienen la siguiente forma, observa
que solo tienen una variable,

EJEMPLOS: 1) 3x - 5 = 4 + %
2} 5(3 « %) + 3 = 6{3x +6) -1
3)%Y+3.12

4) y -2 + 3 + 5y _ 1
3 2 )

A estas alturas yo creo que todos tenemos una nocién de lo que es una
ecuacién, podemos decir que una ecuacién es: UNA EXPRESION ALGEBRAICA
QUE LLEVA EL SIGNC DE IGUALDAD, LA CUAL SOLO ES VERDADERA PARA
DETERMINADOS VALORES DE LAS INCOGNITAS.

122



A las expresiones que estan de cada lado de la igualdad se les llama
miembros ya sea izquierdo o derecho.

EJEMPLO: En la ecuacifn 4 + 2% = 3X - 1; 4 + 2% es el miembro izquierdo
y 3x - 1 es el miembro derecho,

El conjunto solucién de una ecuacién lo forman aquellos valores que
hacen verdadera la igqualdad a estos valores también se le 1laman las
rafces de la ecuacién, y estas se determina segin el grado de 1la
ecuaci6n que se calcula de igual manera que lo hicimos con los
polinomios,

~Una ecuacién de ler.grado en una variable tiene una sola solucién.

(que ese serd nuestro caso en este tema).

«Una ecuacién de 2o.grado con una incognita tendrd dos soluciones.
{lo veremos mis adelante).

~Una ecuacién de ler. grado con dos variables tendrd dos soluciones.
(también lo veremos mis adelante}. etc. etc,

Bxisten un tipo de expresiones algebraicas que a primera vista
. ~driamos confundirlas con ecuaciones que son las IDENTIDADES; a
diferencia de las ecuaciones las identidades son verdaderas para
cualquier valor de sus variables o incognitas.

EJEMPLOS: 1} 3(2x - 1) = 6X - 3
2) (x + 5)% x* + 10x + 25
3) ._2)'__;.1_. =2 + -il'_

2 2
4) 10x + 9x 3:5: R 2%

15

veriffcalo dandole cualquier valor a las variables.
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4.2 ECUACIONES EQUIVALENTES

Para poder encontrar la solucién de las ecuaciones haremos uso de
ecuaciones equivalentes que son aquellas ecuaciones que tienen el mismo
conjunto solucién,

EJEMPLOS: 1) La ecuacifn x + 1 = 4 y la ecuacibn X=4-1 son
equivalentes; ya que 8i x toma el valor de 3 ambas son verdaderas.

2) La ecuacién 2y - 3 =7 y la ecuaciébn 2y =7 + 3  son
equivalentes; ya que si y toma el valor de 5 ambas son verdaderas.

Bl método que usaremor para resolver ecuaciones consistird en
remplazar la ecuaci6n dada por una cadena de ecuaciones eguivalentes,
cada una de las cuales serd mAs simple que la anterior hasta que la
solucién sea evidente,

Para poder ir haciendo esta cadena de ecuvaciones egquivalentes hay que
tomar en cuenta que la operacién inversa de la suma es la resta y
v. eversa; la operacién inversa del producto es la divisién y viceversa.

Ya que una ecuacién es como una halanza en equilibrio, de tal manera
que 8i agregamos o quitamos un clerto peso a uno de los platillos,
debemos agregar o quitar el mismo peso a el otro platillo para que la
balanza siga en equilibrio.

Hablando matemdticamente es “Si sumamos, restamos, multiplicamos 6
dividimos por un nimerc a un miembro de la ecuacién, debemos hacer
exactamente lo mismo al otro miembro de la igualdad para obtener una
ecuacién equivalente". Esto es enunciado en el axioma fundamental de las
ecuaciones que nos dice lo sigulente:

"SI A CANTIDADES 1IGUALES SE LEBS APLICAN OBERACIONES IGUALES LOS§
RESULTADOS SERAN IGUALES".
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De este axioma podemos puntualizar lo siguiente:
1) Si a los miembros de una ecuacifn se les suma la misma cantidad ya
sea positiva o negativa, los resultados serdn iguales.
2) Si a los miembros de una ecuacién se les resta la misma cantidad va
sea positiva o negativa, 1los resultados tambien serén iguales.
Si los dos miembros de una ecuacién se multiplican por la misma
cantidad ya sea positiva o negativa, los resultados serin iguales.
Si los dos miembros de una ecuacifn se dividen entre upna misma
cantidad ya sea positiva o negativa, los resultados serdn iguales.
Si los dos miembros de una ecuacién se elevan a una misma potencia
o se les extrae la misma raiz, los resultados también serén iguales.

3

4

]

4.3 SOLUCION DE ECUACIONES

Para poder encontrar la solucién de las ecuaciones hay que tomar muy
en cuenta los 5 puntos gue anteriormente enunciamos, perc nunca olvides
que toda operacién que le hagas a un miembro de una ecuacién haz
exactamente lo mismo a el otro miembro para que la ecuacién no se
altere.

Veamos ejemplos de solucién de ecuaciones usando estos puntos y
obseiva gue c¢ada paso gue damos tiene su razén de ser.

EJEMPLO 1) Encuentra la solucién de la ecuacibén 3x - 2 = 7.
SOLUCION: Nuestro objetivo es despejar X, es decir llegar a una
ecuacibn equivalente donde veamos claramente el valor de x.
10.) Sumamos 2 {inverso aditivo de -2}
a log dos miembros de la ecuacibn— 3x - 2 + 2 = 7 + 2
20.) Como -2 + 2 = 0 , tenemos ——————} K =9
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3o.) Dividimos ambos miembros entre 3,

para quitar el 3 que multiplica —3%- = —39—
a la variable x y resulta: % a3

Finalmente llegamos a una ecuacién eguivalente a la dada, y concluimos
que la solucién es x = 3.

COMPROBACION: Sustituimos el valor selucién en la ecuacién dada y
debemos checar que nos quede una igualdad verdadera.

3x -2 =7
3(3) -2 =17
9 -2a7
7 =7

BJEMPLO 2) Encuentra la solucién de la ecuacifén 2x + 1 = x - 5,

SOLUCION: Enumeremos ¢ada uno de los pasos a seguir para llegar a la
soclucisn.
10.) Restamos x a los dos miembros
de la ecuacién y tenemos——— 2Xx + 1 - X = x = 5 - X

20,) Sumando términos semejantes —+ X+ 1s 5
30.) Restamos 1 a los dos miembros— x + 1 -1=-5-1
40.) La solucién eB ————————y X = -6

COMPROBACION: Sustituimos el valor solucién en la ecuacién dada y
debemos checar que nos quede una igualdad verdadera.
2 + 1 =X -5
2(-6) +1 =w -6 ~5
=12 +1=-11
-1l = - 12

EJEMPLO 3) Encuentra la solucién de la ecuacién 3{2x - 7) = 4x + x - 2.
SOLUCION: Enumeramos los pasos a segquir hasta llegar a la solucién.
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10.} Quitamos el paréntesis efectuando

el producto 3(2x - 7)) —— 6X - 21 = 4x + X - 2
20.) Sumamos los términos semejantes —» 6X - 21 = 5x - 2
30.} Restamos S5x a los dos miembros —— 6% -~ 21 - 5% = 5% - 2 -.5%
40.) Sumamos los términos semejantes —— X-21=-2

S0.) Sumamos 21 a los dos miembros de
la ecuacién y tenemog ———————+ X - 21 + 21 = - 2 + 21
60.) La solucién es > 19

COMPROBACION: Sustituimos el valor solucién en la ecuacién dada y
debemos checar que nos quede una igualdad verdadera,
3(2x - 7) = 4% + x - 2
3(2(19) ~ 7) = 4{19) + 19 - 2
3(38 - 7] = 76 + 17
3(31) = 93
93 =93

Siempre ge despeja la variable que aparece en la
OBSBRVACION: |ecuacidn, esto quiere decir que en cada una de
nuestras nuevas ecuaciones debe de ir quedando sola.

) 8 11 1
EJEMPLO 4) Encuentra la solucién de Y -5 Y= 5
SOLUCION:
lo,) Realizamos la suma de los términoa —g- y - i—g Yy = +
gemejantes, para esto sumamos las 1 ¥
_1 - Y = —4
fracciones - Y =< 36 8
20,) Multiplicamos ambos miembros por
-36 y tenemos: -36[— = y] .- 35[“13_]
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6 . __ 36
* 3g ="

=5

3o.) La solucién es - Y = - _%-.

. —

-288 + 297
72

N
n

Observa que siempre utilizamos la operacién
OBSERVACION: inversa para lograr dejar sola a la variable
y obtener un despeje correcto.

EJEMPLO 5) Encuentra la solucién de 3y(y - 1) - (y + 3)(3y - 2} = 26.
SOLUCION:

lo.) Quitamos los paréntesis, efectuando Jyz- 3y - 3y%+ 7y - 6) = 26
los productos indicados. } 3yz- 3y - 3y2- 7y + 6 = 26

20.) Sumando loe términos semejantes. - 10y + € = 26
30,) Restamos 6 a los miembros de la ecuacidn.- 10y + 6 - 6 = 26 - §
- 10y = 20
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40.) Pividimos entre -10 ambos miembros :-:L—QL - 20
de la ecuacién.
So.} La solucién es

COMPROBACION: Sustituimos el valor cbtenido en nuestra ecuacifén dada.
3yly - 1) - {y + 3)(3y - 2) = 26
3{-4) (-4 -1) - (-4 + 3)[3{-4) - 2] = 26
-12{-5) - {-1)[-12 - 2] = 26
60 + [-14] = 26
60 - 14 = 26
26 = 26

EJEMPLO 6) Encuentra la solucién de —3"4—‘\-‘1 - -Zi-._;—l— a 2
SOLUCION:

10.}) En este caso huscamos el MCM de 4 y 3, este es 12,
Multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por 12, y tenemos:

. X
T -

ix + 5 2x - 1 X
12[—--7‘-———' - '--*-J—'—'} = 12(2 - “‘-3—')
20.) Efectuamos los productos y reducimoa.

12 x + 5 12 2 - 1
_4'[—T—“]'_3'[""1_']“24'4"

3I{3x + 5) - 4(2x - 1) = 24 - 4x
9% + 15 - Bx + 4 = 24 - 4x
X + 19 = 24 - 4x
3o.) Sumamos 4x ambos miembros de la ecuacién y sumamos los términos
semejantes, obtenemos:

12(3x + 5) 12(2x - 1) 24 12x
3 3 = -

X+ 19 + 4X = 24 - 4% + 49X
5x + 19 = 24
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40.) Restamos 19 a los dos miembros: 5x + 19 - 19 = 24 - 19

5% = 5
50.) bividimos ambos miembros entre 5: 5’5‘ = —:-
€0.) El resultado es 3 X =1

COMPROBACION: Sustituimos el valor obtenido en nuestra ecuacién dada.

Ix+5  2x -1
4 3

(1) +5 _2() -1
3 3

x_
3

1
=25
8 1 1
4 3 3
4

24 -
1

Lo 8]
N
]
ul

S .2
3 3

EJEMPLO 7) ResOLver —s—(4y + 7) - —o-(3y + 5) = —3-(2 - y) - L.
SOLUCION:
lo.) Multiplicamos ambos miembros por el MCM de 9, 7 y 3, este es 63.

53[%(43, £ - gy s)} - 63[+(2 -y - 1]
a[-Fuy + 1) - 83(F0r+ ] - 0Fe -0 - aw

BN gy o - BBy L By -6
Uy + 7 - 270y + 5) = 212 - ¥} - 63
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20.) Efectuamos los productos indicados y reducimos términos semejantes.
56y + 98 - 81y - 135 = 42 - 21y - 63

- 25y - 37 = - 21 - 21y

30.) Sumamos 21y a los dos miembros de la ecuacién.
- 25y - 37 + 21y = - 21 - 21y + 21y

-4y - 37 = - 21

40.) Sumamos 37 a los dos miembros de la ecuacién y tenemos:
-4y - 37 + 37 = - 21 + 37

- 4y = 16
So0.) Dividimos ambos miembros entre -4.
-4y _ 16
—a )
ly = - 4

60.) La solucibn es————— ¥ = -4

La comprobacién se deja de ejercicio al lector.

EJERCICIO 4.3

Encuentra la solucidén de las siguientes ecuaciones, en cada caso
efectda su comprobacidn.

1) 3% + 4 + 2x = - 11 2) - 542y -3=210 -y

3) -62 +5 -82 = -52+ 4 -10Z 4) 5w - 8 = 2% + 7

5) 4(3x + 7) +5 = 33 6) 13 + 3(4x - 3} = -8

7) 2(3y + 1) +7 =0 8) 3w + 2 - 4{w - 3) = 2{5¥ - 4)
9y 7(z - 1) - 2(z + 1) = 42 10) 2(3% - 1) = 4 + 3(7 - %)

11) (5 - y)(2 - y) - y{y - 3) = 0 12) 6w(vw - 3) - (2w - 1) (3w + §) « 50
13) (2z - 3)(3z + 2) - 6(z - 2)(z + 3) = - 3
2

2% 1 1 1 5% X 1
16) X -G g5 WM gyt~ =3 -7
18 X ol oy 19) Lo XS Ly
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zZ + 2 z 3x+1+2x

20) 13 -1 = =— 21) 3 3 6
22) X1, 2y -3 7 23) A2 -3 . =z-1 1

2 2 4 12
24y v - A3 ¥ y+2

25) 2-(ax +7) - (3% + 5) = -2 - x) - 1

26) ~{y - 3) - (¥ - 5) =3 - (2 - 6)

4.4 APRENDIENDO A RESOLVER PROBLEMAS

Ahora si estamos listos para poder resolver algunos problemas, para
hacer esto te recomiendo sigas cada uno de los siguientes pasos para
que puedas representar el problema por medio de una ecuacién algebraica
y puedas encontrar la solucién.

1.~

Leer con mucho cuidade el problema. Si es necesario volverlo a
leer hasta tener una idea clara de la situacién, algunas veces
ayuda el hacer un dibujo o diagrama.

Determinar la cantidad desconocida y representarla por medio de
una variable.

Establecer las relaciones matemdticas entre las otras cantidades
conocidas o desconccidas en términos de nuestra variable.
Traducir los enunciados del problema a una ecuacién algebraica
donde esten involucradas las cantidades conocidas y nuestra
variable. .

Se rasuelve la ecuacién y después se interpretan las demds
cantidades desconocidas.

Comprobar la selucién en el problema original no en la ecuacién.



Te recomiendo dar un repaso al TEMA Il para Qque no tengas mayores
dificultades en la traduccién del lenguaje algebraico.

A continuacién se dar&n varios ejemplos muy detallados de como
proceder para resolver clertos problemas, estos procedimientos no son
dnicos tu puedes encontrar otras formas pero debes de llegar a la migma
solucidén.

PROBLEMAS QUE SE REFIENEN A NUMEROS,

EJEMPLO 1) La mitad de un numero es 5 unidades mayor gue la tercera
parte del niimero.
SOLUCION: Llamemos x al nimero desconocido.

La representarién de la mitad de x es: -—’2'—

La representacifn de la tercera parte de x es: —g—-
Como —;— es mayor en 5 unidades gque —’3‘—, para que sean iguales a -;— que
es el menor le gumamos 5 y serdn iguales; esto es:

X X

JC. S S

2 3
Regolvemos la ecuacién: 6(—’5—) = 6(-%‘—- + 5}
3x = 2x + 30
3x - 2% = 30
x = 30
El nmero buscado es 30

COMBROBACION: La mitad de 30 es 15.
La tercera parte de 130 es 10.
Efectivamente 15 e8 mayor que 10 en 5 unidades.

EJEMPLO 2) Hallar dos nimeros cuya suma sea 48 y el cuddruplo del menor
es igual al doble del wmayor.
SOLUCION: Supongamos que y es el niimero menor.



Como la suma del nimero menor y el nilimero mayor es 48, entonces el
nimero mayor seri 48 - y.
El cuddruplo del menor es: 4y
El doble del mayor es: 2(48 - y)
El cuddruplo del menor es igual al doble del mayor: 4y = 2(48 - y)
Resolvemos la ecuacién: 4y = 2(48 -~ y)

4y = 96 - 2y

4y + 2y = 96

6y = 96

y - 25

Yy = 16
El nimero menor es 16 y el mayor serd 48 - 16 = 32,

COMPROBACION: -La suma del menor y el mayor es 16 + 32 = 43.
-El cuddiruplo del menor 4{16) = 64 es igual al doble del
mayor 2(32) = 64.

EJEMPLO 3) Encontrar dos niimeros impares consecutivos talea que el
triple del mayor sea 8 unidades menos que el quintuplo del menor.
SOLUCION: Representemos al primer entero impar como 2x + 1.

El jmpar que le sigue serd 2x + 3 que es mayor que el primero,

Bl triple del mayor es 3(2% + 3).

Bl quintupleo del menor es 5(2x + 1),
Como el triple del mayor 3(2x + 3} es 8 unidades menor que el quintuplo
del menor 5(2x + 1); para que sean iguales a 3(2x + 3} le sumamos 8 y
gerdn iguales, esto es: 3(2% + 3) + & = 5(2x + 1)

Resolvemos la ecuacidn: 6% + 9 + 8 w 10x + 5
6x - 10x = 5 - 17
- 4% = - 12
- 12
x .=
X =3

Bl primer enterxo impar es 2X + 1 = 2{3) ¢« 1 w 6 + 1 = 7,
El segundo impar consecutivo es 2% + 3 = 2(3) + 3 = 9,

134



COMPROBACION: ~Efectivamente 7 y 9 son enteros impares consecutivos,
-El triple del mayor 3(9) = 27 es 8 unidades menor que el
quintuplo del menor 5(7) = 35.

EJEMPLO 4) La suma de tres nimeros es B2, El segundo nimerc es el triple
del primero y el tercerc supera en 5 al segundo. Encontrar los nimeros.
SOLUCION: Llamemos y al primer nimero.
- El segundo es el triple del primero: 3y
El tercerc supera en 5 al segundo: 3y + 5
La suma de log tres es 82: (y) + (3y) + (3y + 5) = 82
Resolvemos la ecuacidén: {y) + (3y) + {3y + 5) = 82
Y+ 3y + 3y + 5 = 82
7y = 82 - 5
Yy = =
y = 11
El primer nimero es 11, el segundo es 3{11)= 33 y el tercerc 33 + 5= 38.

COMPROBACION: -La suma de los tres es: 11 + 33 + 38 = 82,
-El segundo que es 33 es el triple de 11.
-BEl tercero que es 38 es 5 unidades mayor que 33.

EJEMPLO 5) La suma de dos nGmeros es 37 y la diferencia de sus cuadrados
es menor 4 unidades que nueve veces el mayor de los nfimeros.
SOLUCION: Llamemos X al nfmero menor.
Como la suma del ndmerc menor y el nimerc mayor es 37,
entonces el nimero mayor serd 37 - X,
La diferencia de sus cuadradog es: (37 - x)° - x
Nueve veces el nlmero mayor es: 9(37 - x)
Como la diferencia de sus cuadrades (37 - x) - %’ es menor 4 unidades
que 9 veces el mayor 9(37 - x), para que sean iguales a la diferencia
que es la mds chica le sumamos 4 y tenemos:
(37 - %% - % + 4 =937 - %

2
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Resolvemos la ecuacibn:
37% 20370 (- %) + %° - x°+ 4 = 333 - 9x
1369 - 74x + 4 = 333 - 9x
- 74x + 9% = 333 - 1373

- 65X = - 1040
- 1040
- 65
X = 16

X =
El nimero menor es 16 y el mayor es 37 - 16 = 21,

COMPROBACION: -La suma de 16 y 21 es 37.
-La diferencia de sus cuadrados es:
21%. 16%= 441 - 266 = 185
-Nueve veces el mayor es 9{21) = 189,
Bfectivamente 185 es menor en 4 unidades que 189,

BJBMPLO 6) Bl digito de las decenas de un nimero de dos cifras es menor
en 3 unidades que el digito de las unidades. Si el nimero supera en 6 al
cuddruplo de la suma de los digitos, hallar el niimero.
SOLUCION: Llamemos x al digito de las unidades.
Entonces X - 3 ser4 el digito de las decenas.
El niimero buscado en notacién desarrcllada es:
10(x - 3) + 1(x) « 20x - 30 + x = 11x - 30,
El cuddruplo de 1z suma de los digitos es:
4(x + x - 3} = 4(2x - 3).
Como el mimero 11x - 30 supera en 6 al cuddruplo de la suma de los
digitos 4(2x - 3), para que sean igquales al m4s chico le sumamos 6 y
serdn iguales; es decir:
11x - 30 = 4{2x - 3) + 6
Regolvemos la ecuacién: 11x - 30 = 6x - 12 + 6
11x - Bx = 30 - 6

Ix = 24

x = 8
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El digito de las unidades es 8 y el digito de las decenas serd 8 - 3 = 5,
hgi el nimero buscado es 58,
COMPROBACION: - Efectivamente el digito de las decenas que es 5 es menor
en 3, que el digito de las unidades gue gs 8,
- La suma de los dfgitcs es 5 + 8 = 13, su cuddruple es
4(13) = 52.
- Es f4cil ver que el nimero encontrado que es 58 supera
en 6 al cuddruplo de la suma de sus dfgitos que es 52,

EJEMPLO 7} En cierto nidmero de tres cifras el digito de las centenas es
una unidad menor que el de las decenas y la suma de los tres digitos es
17. Si se intercambian los digitos de las unidades y las centenas, el
ndmero disminuye en 495. Encontrar el nimero.
SOLUCION: Supongamos que x es el dfgito de las decenas.

Bntonces el digito de las centenas serd x - 1, Ya que es una

unidad menor que el de las decenas,

Como la suma de los tres es 17, el digito de las unidades es

17 - x - (X - 1) = 18 - 2x.

El nimerc buscado en notacidn desarrollada es:

1008x -~ 1) + 10{x} + 1(18 - 2x)

Al intercambiar el digito de las unidades y las centenas nos

queda el nlmero: 100(18 - 2x) + 10(x) + 1{x - 1).
Al hacer el intercambio esite nimero disminuye en 495, para que sean
iguales al méas chico le sumamos 495 y tenemos nuestra ecuacidn:
100(x - 1) + 10{x) + 1(18 - 2x) = 100(lB‘ = 2x) + 10(x) + 1{x - 1) + 495
Resolvemos esta ecuacién:
100(x - 1) + 10{x®) + 1(18 - 2%x) = 100(18 - 2x) + 10(x) + 1{x - 1) + 495

100x - 100 + 10x + 18 - 2x = 1800 - 200X + 10x + x - 1 + 495
108X - 82 = - 189x + 2294
108x + 139% = 2294 + 82

297x = 2376
X = 2376
297

X =8
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Asi el digito de las decenas es 8, de las centenas es uno menog e€s decir
7 y el de las unidades es 17 - 8 - 7 = 2, el nimero buscado es 782.
COMPROBACION: - La suma de los tres digitos es 7 + 8 + 2 = 17.

- Al intercambiar el dfgito de las unidades por el de las
centenas tenemos el nimero 287 que es 495 unidades menor
que 782.

EJERCICIC 4.4.1

1.
2.
3.

4.
5.

(4]

~

10,

11.

12.

Resuelve cada uno de los siguientes problemas.

8i a un nimero se le suman 12, el resultado es 39.¢Cudl es el nimero?
81 a un nfimero le restamos 17, el resultadc es 34.¢Cull es el numero?
Si al doble de un nfmero se le aumenta 13, resulta 49. Hallar el
niimero,

Bl triple de un nimero disminuido en ocho es 64. Bncontrar el nimero.
Cinco veces un nimero es 42 unidades mayor que seis veces el nimero.
Hallar el ndmero.

Si a cineo veces un nlmero se le suman 4, resulta el nimero aumentado
en 28.

Tres cuartas partes de nimero excede a 1a mitad de el en 6 unidades.
Bncontrar tal nimero.

Un ndmero es 7 unidades menor que otro. Determine ambos si el
cufdruplo del menor es una unidad menos que el triple del mayor.

La diferencia de dos nimeros es 8. 5i el cuddruplo del mayor supera
en uno al gquintuplo del menor, obtenga ambos ndimerocs.

La suma de tres nfimerog es 78, El gegundo es el doble del primero y
el tercerc es el triple del primero. Encontrar 1os n(meros.

La suma de tres nimeros es 136. El segundo supera en ocho al primero
y el tercero es 15 menos que el segundo, Hallar los nimeros.

La suma de tres nimeros pares consecutivos es 102. ¢(Cufles son los
nimeros?
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13.

14,

15.

16,

Bncontrar tres enteros impares consecutivos tales que el triple de
la suma del segundo y el tercero supera en 3 a siete veces el
primero.

La suma de los digitos de un nGmero de tres cifras es 15. El digito
de las unidades es el cuddruplo del de las centenas. Bl doble digito
de las decenas es igual a la suma de digitos de las unidades y las
centenag. Obtener el nimeroc.

La suma de los digitos de un nimero de tres cifras es 13. Rl digito
de las unidades supera en uno al digito de las centenas. Rl
cuddruplo del digito de las centenas es mayor 4 unidades que el
doble de la suma de los digitos de las unidades y las decenas.
Hallar el namero.

En un nGmero de tres cifras el digito de lag unidades supera en dos
al de las decenas, y la Buma de los digitos es 17. Si se
intercambian los dfgitos de las unidades y l1as centenas, el nimero
disminuye en 396. Bncontrar el nimero,

PROBLEMAS DE PORCENTAJES,

Recordemos que es un porcentaje o tanto por ciento que se representa

con el aimbolo % . Ejemplos:

38K = 38 + 100 = 30— = .38

2 2 17 17
3T~-3—5—-“100 =——5—'*100-—mﬂ 034

250% = 250 + 100 = 333~ = 2.5

EJBEMPLO 1) ¢Que tanto por ciento es 28 de un total de 60?
SOLUCION: Aguf utilizamos la famosa regla de treas:

60 es el total 100% x_ 100
28 es el x% 28 &0
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Despejamos a X Y tenemos X =
As{ 28 es el 46.6% de 60.

28(100)
0 = 46.6 %

EJEMPLO 2) Escribir gﬁ como un tanto por ciento.

SOLUCION: Para hacer esto, el nfmero se multiplica por 100% y se

simplifica.
: 42 - f2noow = A0« - gay

BJEMPLO 3) (Cudl eg el 38% de 847
SOLUCION: Para hacer esto, el porcentaje se divide entre 100 y se
multiplica por el nimero dado.

3B%(84) = (722

100)(84) = (.38)(84) = 31,92

EJEMPLO 4) El precio de venta de una computadora es de N$6300.00. Si se
ofrece en venta a un precio de N§5600.00.:.Cudl es el porcentaje de
descuento?
SOLUCION: El descuento en de 6300 - 5600 = 700 nuevos pesos.
Veamos que porcentaje es 700 de 6300.
Aplicamos la regla de tres:
6300 es el 100% 100
700 es el x¥ }"r‘tﬁ“‘éz—o‘d

Despejando a x tenemos X = -—% = ——é’-g—g—gﬂ

= 11.11%
Bl descuento que se hace es de un 11.11%,

BJEMPLO 5) El costo de un boleto de avién es de N§340.00, pero hay que
pagar el impuesto que es en 8% del costo del boleto,yCuil es el total a
pagar?
SOLUCION: Debemos calcular el 8% de 340.
Para esto dividimos el pocentaje entre 100 y lo multiplicamos
por 340.
105(340) = .08(340) = 27.2
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Entonces hay que pagar N$27.2 de impuesto.
El total a pagar es 340 + 27,2 = N$367.2

EJEMPLO 6) La Sra.Lépez pagé por un coche N$31 650,00, é&ste tenfa un
‘descuento del 12.5%. ¢Cudl era el precio de venta sin descuento? .
SOLUCION: En si queremos encontrar el 100%, que es el precic de venta
sin descuento.
Come el descuento es del 12.5%, la Sra. Lépez pagé un 87.5%
Apliguemos de nuevo la regla de tres y tenemos:

x es el 100% x 31650
31650 es el B7.5% 10 87.5
Despejamos a x y tenemos X = Jljﬁg_oé_l@l = 36171.429

El precio de venta sin descuento es de N5$36171.429

EJEMPLO 7) El Sr. Gonzdlez realizé doe Inversiones con un total de
N$12000. En una de las inversiones obtuvo un 7% de utilidad, pero en
la otra tubo una perdida del 4%, Si la ganancia neta fué de N$290.
¢Qué cantidades tenfa en cada inversién?
SOLUCION: Supongamos que la cantidad en la primera inversién es x.
Entonces 12000 - x serd la cantidad de la segunda inversién,
La ganancia obtenida fué de 7%{x) = ,07x
La pérdida obtenida fué de 4%(12000 - x) = .04 (12000 - x)
Cantidad ganada - Cantidad pérdida = Ganancia neta.
L07x - 0412000 - x) = 290
Resolvemos la ecuacién:
L07x - .04(12000) + .04x = 290
Jlix - 480 = 290
.11x = 290 + 480

770
X=—i1
x = 7000



La cantidad de la primera inversién fué& de N$7000.
La cantidad en la segunda inversién fué de N$5000.
COMPROBACION: la, inversién + 2a. inversién = 7000 + 5000 = 12000
Cantidad ganada: 7% de 7000 = .07{7000) = 490
Cantidad perdida: 4% de 5000 = .04{5000} = 200
Cantidad ganada - Cantidad pérdida = Ganancia neta,
490 - 200 = 290

BJEMPLO 8) El interés anual producide por N$24000 supera en N$156 al

producide por NS17000 con una tasa anual de interés 1.8% mayor.:Cuil es

la tasa anual de interés aplicada a cada cantidad?

SOLUCION: Sea x% el interés de 24000; el interés que produciri es 2:8:;0
{x + 1.8)% seri el interés de 17000; el interés que produciri
gers de X218 (17000).

Como el interés producido por 24000 supera en 156 al producide por

17000, para que sean iguales le sumamos 156 a la que produce menos y

XK.

tenemos:
2000 » X218 (17000) + 156

Resnlvemos la ecuacidén:
100[24000

4020x] = 100[-5—{-l—§—(17000) . 156]

24000x = (x + 1.8)(17000) + 15600

24000x = 17000k + 30600 + 15600
24000x - 17000x = 46200

T000% = 46200

46200
X = 300"
X = 6,6

El resultado es: 6.6% es la tasa de interés anual de los N$24000.
8.4% es la tasa de interés anual de los NSL7000.
COMPROBACION: ELl interés anual producido por 24000 es 24000(.066) = 1584
El interés anual producido por 17000 es: 17000(8.4) = 1428
Hacemos la diferencia: 1584 - 1428 = 156
Efectivamente el interés anual de 24000 supera en 156 al de 17000.
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EJERCICIO 4.4.2

-

9

10,

1

12,

Resuelve cada uno de los siguientes problemas.

Un refrigerador costé N$B45 hace 2 afios. El mismo modelo se vende
este aflc en N$1300, ¢Cudl es el porcentaje de aumento en el precio?
En un examen de Inglés, Alejandro obtuvo 210 puntos de un total de
300. éCu&l es su calificacién porcentual?

Si ge asignan 8.4 millones de barriles de petréleo diarios para el
consumo de cierto pafs y sclamente se utilizan 7.2 millones. (Qué
porcentaje de la asignacién no se consume?.

Martin gana N$3200 al mes. ¢Cudnto ganard mensualmente si su salario

ge incrementa en un 8,5%?

Un terreno se vendi6 en N$6B000. (Cudnto recibe el propietario si el
vendedor tiene una comisién del 9% gobre el precio de venta?

Un corredor de bienes raices recibié una comisién de N$12300 por
vender una casa. ¢En cudnto se vendidé la casa si el vendedor recibié
un 12.5% del precio de venta? ’

El Sr. Pérez compré un equipo de aire acondicionado en N$1600 jue
tenfa un 23% de descuento.¢Cudl era el precioc sin el descuento?

Deos cantidades de dinero que hacen un total de N$30000, ganan
regpectivamente el 8% y el 12% de interes anual. Encontrar ambas
cantidades, si entre las dos producen una ganancia de N§3088°?

Andrea tiene N$18000 invertides al 9% de interes anual, ¢Culnto debe
invertir al 7% para que el interés de ambas inversiones le den una
ganancia de N§2075?

El Sr. Ramfrez realizé6 dos inversiones cuya diferencia es de
N$18000. La invergién mwenor es al 7,8% y la mayor al B8,6%.
Determinar las cantidades invertidas si el ingreso anual total de
intereses es de N$2860.

Sandra y Sergio invirtieron una parte de N$52000 al 7.5% y el resto
al 11.5%. Si su ingreso por la inversién al 7.5% fue de N$670 mis
que el de la inversi6n al 11.5%, (Cuénto fué invertido a cada tasa?
Jorge hizo dos inversiones con un total de N$520000. En una de ellas
obtuvo una utilidad del 24%, pero en la otra perdié un 11%. 8i la
ganancia total fue de N$600, ¢Cuénto tenfa en cada inversién?
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13, Francisco invirtié dos cantidades que sumaban N$15000. En una de
ellas obtuve una utilidad del 8%, pero en la otra perdié un 15%. §i
la perdida total fue de N$1320, ¢Cu&nto tenia en cada inversién?

14, El monto de interés anual producido por N$28000 es de N$448 mas que
el producido por N§16000 con 2% mis de interés anual. ¢Cudl es la
tasa de interés aplicada a cada cantidad?

PROBLEMAS DE MEZCLAS Y DE VALOR MONETARIO

EJEMPLO 1)} Un laboratorista desea saber cuéntos litros de agua debe
de agregar a 6 litros de una solucién de &cido clorhidrico al 6% y agua,
para producir otra solucién al 3% de dcido.

SOLUCION: Una solucién de dcido clorhidrico al 6% y agua significa que
el 6% es 4cido y el 94% es agua; tenemos 6 litros al 6% de
dcido es: e%(€).

Deseamos una agregar x litros de agua a los 6 litros y la
nueva solucién debe de contener 3% de 4cido, esto se
representa como: 3%(6 + Xx)

La primer solucién ma&s el agua agregada con 0% de &cido, debe de dar la

nueva solucién, y nos queda la ecuacitn: 6%(6) + 0%(x) = 3%(6 + x)

Resolviendo la ecuacién tenemos: ,06(6) + Ox = ,03(6 + x)

.36 = .18 + .03x

A6 - .18 = 03X
.18
ot X

X =6

La cantidad de agua que debe agregarse es 6 litros.

COMPROBACION: La primer solucién de 6 litros tiene un 6% de &cido, es
decir 6%{6) = .06(6) = .36
La segunda solucién de 12 litros tiene un 3% de &cido, es
decir 1%(12) = .03{12} = .36

Efectivamente obtenemos los mismos resultadog,
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EJEMPLO 2) Un orfebre mezclé una aleacién de oro al 48% con otra al 72%
para producir una nueva aleacién al 57%. Si hay 200 gramos mis de la
aleacién al 48% que de la aleacibn al 72%, ¢Cudntos gramos hay en la
mezcla total?
SOLUCION:

Llamemos X a los gramos de la aleacién al 72%, queda representado

por: 72%x

La aleacitn al 48% que contiene 200gr. mis que la de 72% gqueda

representada por: 48%(x + 200)

La mezcla total contendrd x + (x + 200)gr. de oro al 57%, y queda

representada por: 57%(Xx + x + 200) = 57%(2x + 200)
La suma de las dos primeras aleaciones debe de ser igual a la mezcla
total y tenemos nuestra ecuacidn: 72%x + 48%(x + 200) = 57%(2x + 200)
Resolviendo la ecuacién tenemos:

L72% + .48(x + 200) = .57(2x + 200)
L72x + .48x + ,48(200) = .57(2x) + .57(200)
1.2 + 96 = 1.14x + 114
1.2x - 1,14% = 114 ~ 96
.06x = 18
X = 300

El peso de la mezcla total es 2x + 200 = 2(300) + 200 = 800 gr.

COMPROBACION,
Los gramos de la aleacién al 72% son: 72%(300) = .72(300) = 216
Los gramos de la aleacifn al 48% son: 48%(300 + 200} = .48(500} = 240
La mezcla total contendri 800gr. de oro al 57%, son:
57%(800) = .57(800) = 456
Bfectivamente la suma de 216 + 240 = 456.

BJEMPLO 3) ¢Cuéntos kilos de nuaces que se venden a N§§ el kilo y

cudntos kilos de otras nueces que se venden a N$5 el kilo deberédn
mezclarse para obtener 64 kilos de nueces que se venderdn a N$6 el kilo?
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SOLUCION:

Llamemps y a los kilos de nueces de a N§9 el kilo.

Su venta total serd N§9y.

Si hay un total de 64 kilos en la mezcla, entonces hay 64 - y
kilos de nueces de a N$5 el kilo; la venta total N$5{64 - y).
Venta total de la mezcla es N$6(64).

Como el comerciante no desea perder, la venta de las nueces de 3 N$9 mds
la venta de las nueces de a N$5 debe ser igual a la venta de la mezcla.
Esto se representa por:

V. de nueces de a N$9 + V. de nueces de a N§5 = Venta de la mezcla

9y ¥ 5{64 - ¥) = 61(64)
Resolviendo la ecuacidn: 9y + 320 - 5y = 384
4y = 384 -320
_ _6a
¥ ==
Y = 16

Se deben mezclar 16 kilos de nueces de a N$9 y 48 kilos de nueces de a
N$5 para que la mezcla de 64 kilos se venda a N$6 el kilo.

COMPROBACION:
Si hay 16 kilos de nueces de a N$9, la venta total es: NS9([16) = N$144
Si hay 4B kilos de nueces de a N$5, la venta total es: N§5(48} = N$240

En la mezcla hay 64 kilos de a N$6, la venta total es: N$G(64)

N§384

Efectivamente N§144 + N$240 = N$384

EJEMPLO 4) Roxana compré N$4.45 de estampas de a 10¢ y otras de a 25¢.
Si compr6 un total de 28 estampas. ¢Cuéntas tiene de cada clase?

SOLUCION:

Supongamos que X es el nimero de estampas de a 10¢,

Pago por ellas 10x¢.

28 - x es el nimero de estampas de a 25¢, ya que compré 28
estampas en total. Pags por estas 25(28 - x)¢.

Por ambas estampas pagé un total de N$4.45 = 445¢, entonces:
10x + 25(28 - x) = 445
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Resolvemos la ecuacidn y tenemos: 10X + 25(28 - x) = 445
10x + 700 - 25x = 445

- 15% = 445 - 700
-255
X =175
x = 17

Compré 17 estampas de a 10¢ y 28 - 17 = il estampas de a 25¢,

COMPROBACION: 17 estampas de a 10¢ pagd 170¢.
11 estampas de a 25¢ pagb 275¢.
Sumamos ambas cantidades: 445¢
Y 17 + 11 = 28 estampas en total.

EJEMPLO 2) Omar tenfia N$222 en su alcancia en monedas de 10¢, 20¢ y 50¢
con un total de 860 monedas. Si la cantidad de monedas de a 50¢ es el
cuddruplo de las de a 20¢. ¢cudntas monedas de cada valor tenfa?
SOLUCION: Llamemos X al nimero de monedas de a 20¢, tendrd un total de
4x gerd el ntmero de monedas de -a 50¢, tendrd un total de
[50T2x]<] con sole monedag de a 50¢.
Bn total hay 860 monedas de las cuales x son de a 20¢ y 4x son
de a 50¢, entonces 860 - X - 4% serad el nimero de monedas de a
10¢ y tendrd una cantidad de[107860 - 5xj¢c]
Convertimos N$222 a centavos y son 22200¢.
La suma de las cantidades de cada moneda ser& igual a la cantidad total.
En lenguaje algebraico: 10(860 - 5x) + 20x + S50(4x) = 22200
Resolvemos la ecuacién: 8600 - 50x + 20x + 200x = 22200

170x = 22200 - 8600
X = 13600
170
x = 80

Tenfa: 80 monedas de a 20¢.
4(80) = 320 monedas de a 50¢.
860 - S5(80) = B60 - 400 = 460 moned@s de a 10¢.
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COMPROBACION: Monedas de a 10¢ + Monedas de a 20¢ + monedas de é 50¢ =

460 + B0 + 320 = 860 monedas en total,
460 monedas de a 10¢ = 10{460) = 4600¢
80 monedas de a 20¢ = 20(80) = 1600¢

320 monedas de a 50¢ = 50(320) = 16000,

La suma de las tres cantidades es: 22200¢
Convirtiendo a N$ son: N$222

EJERCICIO 4.4.3

¢Culntas onzas de alcohol deben afladirse a 100 onzas de una solucién
al 12% de ycdo en alcohel para obtener una solucifn al 8% de yodo?
¢Cudntas pintas de una solucién con desinfectante al 4% deben
agregarse a 20 pintas de otra igual al 30% para obtener una al 12%.
¢Cudntos litros de una solucifn de dcido al 80% deben afladirse a 15
litros de iqual solucidén al 6% para hacer una al 20%,

Un platero mezclé 300 gr, de una aleacién de plata al 90% con 450gr.
del mismo tipo de aleacién al 60%.¢Cudl es el porcentaje de plata en
la mezcla?

Un lechero desea mezclar leche que contiene 5% de grasa, y crema que
contiene 75% de grasa para obtener 56 litros de mezcla con 50% de
grasa, ¢Cuéntos litros de cada clase debe usar?

Un orfebre mezcl6 20 kilos de una aleacién de estafio al 70% con 55
kilos de la misma aleacién al 40% . ¢(Cudl es el porcentaje de estafio
en la mezcla?

Un qiimico desea mezclar una solucién acida al 20% con otra al 70%
para obtener 50 litros de solucién al 60%. Encuentra cuéntos litros
de cada solucibén debe de agregar.

Un almacenista tiene dulces de N$12 el kilo y otros de N§8 el kilo.
Quiere hacer una mezcla de 20 kilos que resulten a N$10 el kilo.
¢Cudntos kilos de cada clase deberd poner?
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Un comerciante desea obtener 100 litrog de aceite para venderlos a
N$2 el litro. para ello mezcla aceite de N$3.5 el litro con otro de
¥51.5 el litro. ¢Culntos litros de cada clase debe usar?.

Un agricultor mezcld un fertilizante que contiene 20% de nitrégeno
con otro de 60% para hacer un fertilizante con 34% de nitrégeno. Si
hay 36 kg menos del tfertilizante de 60% gque del de 20%. ¢Cudntos
kilos hay en la mezcla total?

Ura planta procesadora de alimentos desea producir una salsa
picante con 75% de tomate. Si tiene una salsa con 40% de tomate y
otra con S0% ,ademds hay 20 litros mis de salsa con 30% de tomate
que la de 40%. (Cudntos litros hay en la mezcla?

Un tenderc mezcld 8 kilos de café con 4 kilog de otro café que
cuesta N33 el kilo menos que el primero. 5i el kilo de la wezcla ya
hecha costard N$6 el kilo, ¢Cudl es el precio por kilo de cada café?
Un carnicero mezela 3 clases de carne wolida, una de N§1$.5 el kilo,
otra de N$24.5 el kilo y la tercera de a N$35 el kilo. lLa mezcla
pesa 16.6 kilos y se vende a N$27.5 el kilo. Si la cantidad de carne
de a N£19.5 es el doble de la de a N§24.5,¢Cudntos kilos de cada
tipo de carne utiliza?

Bdgar comprd timbres de 4¢ y de 10¢, gastando un total de N$1.98. Si
compré 3 timbres de a 10¢ mis que de a 4¢. (Cudntos comprd de cada
clase?

Norma tiene el doble de monedas de 20¢ que de 10¢ y tiene 1 mds de
10¢ gue de 50¢. 8§ el valor total de 1las monedas es de N38.50,
¢Cudntas tiene de cada class?

Esperanza comprd 60 estampillas de 10¢, 15¢ y 25¢ pagando por ellas
N$13.55. &1 hay 2 estampillaas mds de 15¢ que el doble de las de 10¢,
JCudntas adquirié de cada clase?

Los ingresos por la venta de 68000 boletos para un conclerto de Rock
fuerén de N$600,000. Los boletos se vendiern a N$14, N$10 y N$6, y
la cantidad de los de N§6 fud }.5 veces la corresﬁondiente a los de
N$14. ¢Cudntos fuerbn vendidos de cada clase?
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PROBLEMAS DE MOVIMIENTO

Recuerda lo siguiente: LA DISTANCIA RECORRIDA ES IGUAL AL PRODUCTO DE
LA VELOCIDAD POR EL TIEMPO. En sfmboleos d = vt.

BJEMPLO 1) Dos trenes parten uno hacia el otro al mismo tiempo, de
estaciones que estan separadas 560 km. Uno es un tren de pasajeros y el
otro es un tren de carga cuya velocidade es menor 40 Km. por hora que el
primer tren. Se encontrardn en 4 horas. ¢Cudl es la velocidad de cada
tren?
SOLUCION: Llamemos x a la velocidad del tren de pasajercs.

% - 40 serd la velocidad del tren de carga.

Los trenes ese encuentran en 4 horas, es decir t = 4.

Como d = vt entonces la digtancia gue recorrerd el primer tren

la llamaremos di = 4x.

La distancia que recorrerd el segundo tren d2 = 4(x - 40).
La suma de las distancias recorridas por ambos debe de ger 560 km. es

decir: di + d2 = 560
4% + 4(x - 40) = 560
Regolvemos la ecuacién: 4x + 4x - 160 = 560
8x = 560 + 160
X = 7§0
x = 90

La velocidad del tren de pasajerocs es de 90 km. por hora.
La velocidad del tren de carga es de 90 - 40 = 50 km. por hora.

COMPROBACION: - Distancia recorrida por el tren de pasajeros es: vt =
90(4) = 360 km,
- Distancia recorrida por el tren de carga es: vt = 50(4)
= 200 km.
La suma de las distancias es 360 + 200 = 560 km. que es la distancia que
se encuentran separados.
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EJERCICIO 2) Dos aviones dejan el mismo aeropuerto al mismo tiempo
volando en direcciones opuestas. S5i los aviones van a velocidades de 450
Yy 550 km. por hora respectivamente, ¢al cabo de cudntas horas la
distancia entre ambos serd de 2500 km.?
SOLUCION: Supongamos que el tiempo en que se encuentran los aviones a
2500 km. de distancia es t horas.
La velocidad del ler. avidn es 450, recorrerd una distancia de
vt = 450t km.
La velocidad del 20. avién es 550, al mismo tiempo que el 1lo.
recorrerd una distancia de vt = 550t km,
La suma de las distancias recorridas debe de ser igual a 2500 km. es
decir: 450t + 550t = 2500

Resolvemos la ecuacibn: 1000t = 2500
¢ = 2500
1000

t = 2.5

Los aviones estardn a una distancia de 2500 km en 2.5 hra.

COMPROBACION: - La distancia recorrida por el ler. avién es:
vt = 450(2.5} = 1125 km.
- La distancia recorrida por el 2c. avién es:
vt = 550(2.5) = 21375 km.
La suma de ambas distancias es 1125 + 1375 = 2500 km. que es la
distancia que se encuentran separados.

EJEMPLO 3} Jorge conduce su motocicleta a una velecidad de 60 Xm. por
hora, quiere alcanzar a Omar que también conduce una motacicleta a la
velocidad de 45 km. por hora y le lleva una ventaja de 2 horas. ¢Cudnto
tardard Jorge en alcanzar a Omar?
SOLUCION: Llamemos t el tiempo en que Jorge alcanza a Cmar.
Distancia recorrida por Jorge: vt = 60t
Distancia recorrida por Cmar: vt = 45{t + 2} ya que lleva una
ventaja de 2 horas.
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Jorge alcanzard a Omar cuando hayan recorridc la miswa distancia, es
decir: 60t = 45(t + 2)
Resolvemos la ecuacifn: 60t = 45t + 90

60t - 45t = 90

15t = 90
t - 29

15
t =6

El tiempo que se requiere para que Jordge alcanzé a Omar es 6 horas,

COMPROBACION: - Distancia recorrida por Jorge en 6 horas:
60(6) = 3600 xm.
- Distancia recorrida por Omar en 6 + 2 = 8 horas es:
45(8) = 3600 km.
Como ambos recorren la misma distancia, Jorge alcanza a Omar.

BJEMPLO 4) Paula condujo su automSvil 45 minutos a cierta velocidad.
Luego la aumenté en 16 km. por hora durante el resto del viaje. Si la
distancia total recorrida fué de 114 km. y le llevé 2 horas 15 minutos,
¢qué distancia manej6 a la velicidad mayor?
S. .UCI6N: Supongamos que ¥ es la velocidad en los primeros 45 minutos.
X + 16 gerd la velocidad en los minutos restantes que son %0,
ya que 2 hrs 15 min. son 135 minutos y 135 - 45 = §0.
La distancia recorrida en los primercs 45 min. que son ‘T:;— de
hora, es: -2— X.
La distancia recorrida en los 30 min. restantes que son —g-
horas es: —3-(x + 16)
La suma de las distancias debe de ser 114 km. es decir:
S x e 3-(x+16) = 114

Resolvemos la ecuacidn: (4)[—3— X + —:;-(x + 16)] = (4) (114)

{4) (3} (4) (3)
-—-4—x4-———2-—(x+ 16) = 456
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IXx + 6{x + 16) = 456
Ix + 6x + 96 = 458

9% = 456 - 96
360

X = ]

x = 40
Paula conducfa a una velocidad de 40km. por hora en los primeros 45 min.
En los 90 min, restantes conducia a una velocidad de 40 + 16 = 56 km/h.
La velocidad mayor es 56 km. por hora y la distancia que recorrié en los
90 min. fue de 56(%) = B4 kilémetros.

COMPROBACION: - Bn los primeros 45 min que son % de hora su velocidad
era de 40 km/h, recorrié la distancia: 1‘3—-(40) = 30 km.
- En los restantes 90 min. que son -g— hrs., su
velocidad era de 56 km/h, recorrié la distancia:
-3-(s6) = 84 xn.
La suma de 1los recorridos nos dd 30 + 84 = 114 km. que es la

distancia total recorrida por Paula,

EJERCICIO 4.4.4
Resuelve cada uno de los sigulentes problemas.

1. Dos automoviles estdn separados 456 km. y estdn caminando uno hacia
el otro con velocidades de 42 km., por hora y 34 km. por hora
respectivamente. ¢En cuantar horas se encontrarén?

2, Dos camiones que estdn a una distancia de 464 km. entre sf y cuyas

velocidades difieren en 8 km/h, se dirigen uno hacia el otro. Se
encontrarén dentro de 4 horas. ¢Cudl es la velocidad de cada camién?

3. En una estacién ferroviaria se encuentran dos trenes de pasajeros
que estdn en vias paralelas, parten al mismo tiempo en direcciones
opuestas., Unc de ellos hace un promedio de 6 km. por hora mds que el
otro, Determinar las velocidades de ambos si al cabo de 5 horas 30
min, se encuentran a 528 km. de distancia.
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4. Dos motociclistas parten del mismo lugar al mismo tiempa en
direcciones opuestas y se separdn 51 km. en 45 minutos., Unoc de ellos
va a una velocidad de 12 km. por hora mis aprisa que el otro, Hallar
la velocidad de cada motociclista.

Dos automdviles parten del mismo lugar y van a velocidades uniformes

sobre el mismo camino. El primero marcha a 50 km/h y al cabo de tres

horas se le ponch6 una llanta que lo retrasS media hora. Después
continué su marcha con la misma velocidad de 50 km/h. Bl segundo

partié dos horas mis tarde que el primero y lo alcanzé al cabo de 5

horas. ¢A que velocidad hiba el segundo automévil?

6. Un hombre cabalgd de ida a una velocidad de 28 km. por hora y
regresa a pie a una velocidad de 4 km/h. El viaje redondo le llevé
dos horas, ¢Que distancia recorrié?

7. Marfa tenfa una cita para una comida a 96 km. de distancia. Manejé
a una velocidad media de 28 km. por hora en la ciudad y a 60 km, por
hora en la carretera. Si el viaje durd dos horas, ¢qué distancia
manejs en la ciudad?

8. El oficial de un portaviones no alcanzé a abordar su nave. Cruzé en
avién el muelle, 17 minutos después de que el barco lo habia
abandonado. El portaviones viaja a un promedio de 36km. por hora,

L8]

mientras que el avién viaja a 240 km. por hora. §i transcurrierén 5
minutos para que el avién alcanzara y aterrizara en el portaavicnes.
¢A que distancia se hallaba el barco del muelle cuando el oficial
salié del avién?

PROBLEMAS DE EDADES

EJEMPLO 1) El Sr.Ramirez tiene ahora 24 afios mis que su hijo. dentro de
13 afios el Sr. Ramirez tendré el doble de la edad que tendrd entonces su
hijo. Hallar sus edades actuales,
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SOLUCION: Edades actuales:
Supongamos que actualmente el hijo del §r. Ramirez tiene x
aflos.
La edad actual del Sr. Ramirez serd x + 24,
Edades dentro de 13 aifios:
x + 13 serd la edad del hijo del Sr. Ramirez.
X + 24 + 13 = X + 37 serd la edad del Sr., Ramirez.
Dentro de 13 afios la edad del Sr Ramirez serd el doble que la de su
hijo, este enunciado se plantea como: X + 37 = 2{x + 13}

Resolvemos la ecuacifén: X + 37 = 2K + 2{(13)
X - 2x = 26 - 37
- = - 11
X s 11

La edad del hijo del Sr. Ramirez es 11 afios,
La edad del Sr. Ramirez es 11 '+ 24 = 35 afios,

EJEMPLO 2) Hace cinco aflos la edad de Omar era -—1—5 de la correspondiente
edad de su madre. Dentro de 11 afios la edad de Omar serd "%T' de la

rdad que entonces tenga su mamd, ¢Cudl es la edad actual de Omar?

SOLUCION: Edades hace 5 afios.
supongamos que la edad de la mamd de Omar era de y ailos,
Entonces Tg— era la edad de Omar.

Edades actuales:
y + 5 es la edad actual de la mam& de Omar.
—!7‘ + 5 es la edad actual de Omar.

Edades dentro de 11 aflos:
Yy +5 ¢11 =y + 16 serd la edad de la mami de Omar.
—{z+5+11-—¥—6+16 serd la edad de Omar,

Dentro de 11 afios la edad de Omar serd -g— de la edad que entonces tenga
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su mamd, esto se representa por: ~§g + 16 = —%—(y + 16)

Resolvemos la ecuacién:

16[—¥—6 + 16] 16[—3—(3' + 16)]

—l—gé}’— + 16(16) = -Lgﬂ-l-(y + 16)

y + 256 6{y + 16)
y + 256 = 6y + 96
y - 6y = 96 - 256
- 5y = - 160
y - 20
Y = 32

LaedadaccualdeOmares—%g+5=%+5=2+5=7aﬁos.

EJERCICIO 4.4.5

Resuelve cada uno de los siguientes problemas,

Israel tiene actualmente el triple de la edad que David. Dentro de
12 afios Israel tendrd el doble de la edad que tendri David. ¢(Cull es
la edad actual de cada uno?

Eduardo tiene el doble de la edad de Paty . Hace & ailog Eduardo
tenfa el cuddruple de la edad que tenfa entonces Juanita. ¢Cudntos
afios tiene cada uno?

La edad actual de la maestra de Andrés es el triple de la edad de
Andrés. Hace dos aflos ella tenia el quintuplo de la edad que
correspondia a Andrés. ¢Cudles son sus edades actuales?

La edad actual de Norma es % de la cdad de Elsa. Dentro de siele
afios Norma tendra % de la edad de Elsa. ¢Cudl es la edad de Elsa?
Dentro de 8 aflos un nifio tendrd el triple de la edad que tenia hace

4 afics. Hallar su edad actual.

-

2

L]

5
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6. Panchito tiene 8 afios m&s que Dorita. Hace dos afios la edad de
Panchito era el doble que la que tenia Dorita hace 4 aifilos. Hallar
las edades actuales de cada uno.

7. Hace dos aflos la edad de Bertha era —%— de la edad de su padre y

dentro de 4 afics serd —‘31-— de la de su papd. ¢Cudl es la edad actual

del padre?

Fernando es seis afios menor que Vicente. Dentro de cinco afios

Fernando tendrd —g- de la edad de Vicente. ¢Cudles son sus edades

actuales?

PROBLEMAS DE GEOMETRIA

Antes de ver ejemplos debes de recordar algunos conceptos de las
figuras geométricas.

PERIMETRO DE UN:

Cuadrado: Bs 4 veces la longitud de su lado.

Rectingulo: Es el doble del largo m&s el doble del ancho,
AREA DE UN:

Cuadrado: Es el cuadrado de la longitud de su lado.
Rectangulo: Es el producto del largo por el anche,
Triéngulo; Es la mitad de la base por la altura.

La suma de los &ngulos interlores de todo tridngulo es igual a 180°.
Dos dngulos son complementarios si su suma es 90°.

Dos &ngulos son suplementarios si su suma es 180°.

En este tipo de problemas es de gran aywda hacer un dibujo para
visualizar mejor lo que se pide.
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EJEMPLO 1} Un terreno rectangular tiene de largo 6 mts. mis que el doble
de su ancho, y su perimetro es de 78 mts. Obtener las dimenciones del
terrenoc. 2.6
SOLUCION: Llamemos x al ancho del terreno.

El largo serd 2x + 6,

El perimetro de un rectdngulo es:

2 veces el largo + 2 veces el ancho.

es decir 2(2x + 6) + 2x = Perimetro.
Pero nos dicen que el perimetro del terrenc es de 78 mts., de &5to0 surge
nuestra ecuacién: 2{2% + 6) + 2x = 78
Regolvemos la ecuacién:

28 ¢+ &

4x + 12 + 2x = 78
6 = 78 - 12
x - £
X = 11
Bntonces el ancho del terreno es de 11 mts.
Y sBu largo es 2{11) + 6 = 28 mts,

EJEMPLO 2) Un pintor desea hacer un mural rectangular sobre una pared,
dejandole un wargen de 50 cm. de ancho a cada lado y el 4drea del margen
es de 9 m®, El largo de la pintura debe de ser 20 cm. menor que el
triple de su ancho.

Encontrar las dimensiones de la pintura ein el margen.
3x+80

SOLUCION: Ver 1a figura,
Sea x el ancho de la pintura sin margen. Ix-20
Entonces 3x - 20 sera su largo. x+100 x x
§i el ancho de la pintura es x el ancho L I
de la pared serd x + 2(50} ya que le su-
mamos el margen de arriba y de abajo, lo Slcm et to0

mismo hacemos para calcular el largo de
la pared que serd 3Ix - 20 + 2{50) = 3Ix + BO.
Recuerda que &1 &rea es largo por ancho,
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Area de la pintura = x(3x - 20)
Area de la pared = (x + 100){3x + 80)
El 4rea del margen es 9 m>. = 90000 cm’.
El drea del margen serd igual a el drea de la pared menos el 4rea que
ocupard la pintura, en simbolos tenemos:
(x + 100} (3% + 80) - %(3x - 20) = 90000
Resolvemos la ecuacifn:
3x%+ 380x + 8000 - Ix*+ 20x = 90000
400x + 8000 = 50000
400x = 90000 - 8000

82000
X = =300
x = 205

El ancho de la pintura es 205 cm de ancho,
De largo serd 3(205) - 20 = 595.

BJEMPLO 3) La base de un tri&ngulo es 8 cm. menor que el doble de su
altura., La suma de la base y la altura es 28 cm. Encuentra el &rea del
tridngulo.
L LUCION: Llamemos h a la altura del tridngulo.

Su base medird 2h - 8.

La suma de la base y la altura h

es igual a 28, en lenguaje

algebraico: (2h - 8) + h = 28
Resolvemos la ecuacién:

2h - 8
3h - 8 = 28
3h =28 + 8
36
L
h=12
La altura del triingulo es 12 cm. y su base serd 2(12} - 8 = 16 cm.

(16) {12)
2

El 4rea del tridngulo es base por altura entre dos: = 92 cn’.
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BJEMPLO 4) Kl largo de un rectdngulo es el doble de su ancho. si el
largo se aumenta en 8 cm. y el ancho en 5 cm., el nuevo rectdngulo
formado tiene un perimetro de 110 cm, Encontrar las dimensiones del
rectdngulo original.

SOLUCION: Ver figura. y
Sea y el ancho del rectdngulo original.
Su largo serd 2y.

Si el largo se aumenta en 8, el largo
del nuevo rectdngulo medird 2y + 8. Kusvo

¥ su ancho se aumenta en 5, el ancho del Fectingulo
nuevo recténgulo medird y + 5.

RecLangulo
original

2y

2y + B
El perimetro del nuevo recténgulo es 2{2y + 8) + 2{y + 5)}.
Pero nos dicen que el perfimetro del nuevo rectdngulo es 110 cm.,
entonces tenemos: 2{2y + B8) + 2{y + 5) = 110
Resolvemos la ecuacidn: 4y + 16 + 2y + 10 = 110
6y + 26 = 110
6y = 110 - 26
v e o
y = 14

El ancho del recténgulo original es 14 cm. ¥y su largo 2{14) = 28 cm.

EJERCICIO 4.4.6
Encuentra las soluciones de cada uno de los siguientes problemas,

1, Una cancha recténgular es 3 m. mayor que el doble de su ancho. §i el
perimetro de la cancha es de 72 m, encontrar las d:l.mer;siones de la
cancha.

2. La longitud de un salén de fiestas es 5 m. miAs que el triple de su
ancho. Si el perfmetro es 122 m, hallar las dimensiones del salén.
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El largo de un mural en forma rectangular mide 7 m. menos que el
doble de su ancho, y el perfmetro es de 58 m. Encuentra el 4rea del
mural.

Un prado tiene la forma de un recté&ngulo cuyo largo es 10 m. mds que
el triple de su ancho. El prado estd encerrado por 220 m. de cerca.
Encontrar la superficie del prado.

Bl largo de un jardin rectangular es 4 m. menor que cince veces el
ancho, el jardin estd rodeado por una barda que mide de largo dos
metros mias que seis veces su ancho. Hallar la superficie que ocupa
el jardin.

Si dos lados cpuestos de un cuadradc se incrementan en 3 cm. cada
uno y log otros dos disminuyen 2 cm. cada uno, el &rea aumenta 8 cm?
Encuentra la longitud del lado del cuadrado.

S5i dos lados opuestos de un cuadrado aumentan 10 cm. cada uno y los
otros dog disminuyen 8 cm. cada uno, el drea decrece 20 cm? Hallar
la longitud del lado del cuadrado.

Una sala tiene doble largo que ancho. Si el largo se disminuye en 6
m, y el ancho se aumenta en 4 m,, la superficie de la sala no
varfa. Hallar las dimensiones de la sala.

El largo de una pintura sin marco mide el doble de su ancho. Si el
marcoe tiene 2 cm, de ancho y su &drea es de 208 cm?, encuentra lasg
dimensiones de la pintura sin marco.

El largo de un espejo sin marco es 7 cm. menor que el triple de su
ancho., Si el marco del egpejo tiene 2 cm, de ancho y su drea es de
132 cm?, {Cudles son las dimensiones del espejo sin marco?

El duefio de un edificio desea hechar impermeabilizante a toda la
azotea del edificio, y le cobran N$6.50 por el metro cuadrado. El
edificio ocupa un terrenc rectangular de 15 m. menos que el doble de
su ancho. El alero de la azotea es de 1m de ancho en todos los lados
del edificio y su &rea es de 124 m°, Determinar cuanto va ha pagar
el duefio del edificio por impermeabilizar el techo del edificio.
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fa suma de la base y la altura de un tridngulo es 2% cm. Encontrar
el drea del trifngulo Bi su altura mide 5 ¢m més que el triple de su
base,

La suma de la base y la altura de un tridngulo es 43 cm, Obtener el
4rea del tridngulo si el triple de su base supera en 10 al cuddruplo
de su altura,

Un lado de un tridngulo supera en 1 cm al doble del segundo lado, El
tercer lado mide 8 cm, y el perimetro es de 24 cm. Encuentra la
longitud de cada unc de sus lados.

Bl perimetro de un tridngulo es de 28 cm. Un lado del tridngulo
tiene 5 cm mds que el pequefio y el lado mayor e€s 2 cm menos que el
triple del lado mds pequefio. Encontrar cudnto mide cada lado del
triéngulo.

Bncontrar cuanto wmide cada uno de los é4nguleos interiores de un
tridngulo si el pegundo &ngulo mide 10° m&5 que el primerc, y el
tercer dngulo mide 10" menos que el doble del segundo.

Encuentra la medida de dos &ngulos complementarics si uno de ellos
mide 12° m&s que el doble del otro.

Encontrar c¢uanto mide cada uno de los dngulos interiores de un
t?idngulo si el &ngulo mayor es 6 veces mds grande que el &ngulo més
pequeflo y 80°mayor que el tercer dngulo.

Encuentra la medida de dos dngulos suplementarios si uno de ellos es
4° menor que el triple del otro.

Bncuentra cudnto miden dos dngulos suplementarios si uno de ellos es
% de la medida del otro.
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TEMA V

FRACCIONES ALGEBRAICAS

5.1 Simplificaci6én de fracciones algebraicas.
5.2 Adicién y Resta de fracciones algebraicas.
5.3 Multiplicacién de fracciones algebraicas.
5.4 Divisién de fracciones algebraicas.

5.5 Ecuaciones con fracciones algebraicas.

5.6 Planteamiento de problemas.
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En la aritmética estudiada en el tema I vimos los nimeros
Racionales{Q), que son las fracciones donde tanto el numerador como el
denominador son enteros,

Ejemplos:-i—=3+4, «~§,—=-5f7,-—g—-=8+5.—%—=4+2,etc.,
es claro que la operacifén involucrada es la divisién, pero no son las

dnicas fracciones que existen hay otras que son por ejemplo:

S 6x 4 0 3k 2x % —5 _ ete
‘ . ' ' B
3 5Y e oy? X F 1 1+ y)°

A este tipo de fraccicnes se les llama fracciones algebralcas,
Observa que son de dos tipos, aquellas cuyo numerador es un nlmero
especifico y su denominador un n(merc literal y aquellas donde el
numerador y el denominador son nimercs literales.

En las fracciones algebraicas hay que tener mucho cuidado ya que a
las literales del denominador no se les debe asignar valores especificos
de tal forma que el denominader se haga cero, ya que la divisién entre
cero no estd definida.

5.1 SIMPLIFICACION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

Una fraccién se dice gue esta simplificada o reducida a sus términos
minimos cuando el numerador y el denominador no poseen factor comin.

Para la simplificacién de fracciones algebraicas es necesario
recordar que -—:— u —% y son llamadas fracciones equivalentes.

Observa que en la fraccién -——‘;—;—, k ¥y a son factores ya que se estdn
multiplicado entre si, también k y b son factores por la misma razén.
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Para simplificar una fracci6n algebraica hay que seguir los
siguientes paso:
1) Se factoriza completamente el numerador y el denominador.
2) Se encuentra el Mdximo Factor Comin (MPC) del numerador y denominador.
3) Se agrupan y se dividen los MFC del numerador y denominador.

s0a’b’c®

5 @ 8us términos minimos.
48abc

EJEMPLO 1) Simplificar

SOLUCION: Hay que encontrar el MFC del numerador y del denominador.
MEC de  60a’b’c® y de 48a'bc® es 12a’vc’.
Agrupamos y dividimos al MFC del numerador y del dencminador y tenemos:

2

soa’’c® = 12a’me’tsbe’) | 12a’be’ | sbe’ | sbe?) | _sbe
4ga'be’® 12a’bc’ (4a) 12a%¢’ ia ia 48
36a’’(1 - o ;
BJEMPLO 2} Simplificar -————=——= a su minima expresién.

s4a’b(1 - c)®

SOLUCIGN: EL MFC de 36a'd®(1 - ¢)® y de 54a%(1 - ¢)® es 18a’{1 - ) ?

Agrupando y dividiendo al numerador y al denominador tenemos:

aa'p’t - e)® _ _asa’mi - c)’(2ab) | _ 18a’p(1 - )®, _ 2ab
54ab(1 - )% 18a’m(1 - )3(3(1 - ¢)¥] 18’1 - @) 301 -¢)?
- 1[ 2ab ] . 2ab
-’ i1 -

24a’0% - 1gap’

BIEMPLO 3} Simplificar la expresifn 55
. 12a°p

SOLUCION: EL MFC de 24a’b” - 18ab® es €ab®, entonces:
24a”b? - 18ay’ = 6ab(4a’ - 3p)
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El MFC de 6ab®(2a® - 3b) y de 12a’® es 6ab’.
Agrupando y dividiendc el MFC del numerador y el denominador tenemos:

2

. _242%® - 38ab’ _ _eab®(4a’- 3b) _ _6ab 2a_- 3b
12a%p? 6ab?(2a) gab? 2
. if%s -3b) _ 4 -3
- 2a 2a

-—:—%—2— no se puede reducir més.
Ademds no cometas el error de afirmar que

a+c a
B+ = 5 8 FALSO. También recuerda que

La fraccién

NOTA: ax + b . B b aro
33 c P
ax + b ax b a b
—————m = 4 o = 4
X X "eéx ¢  ex

14x% 19x - 3

EJEMPLO 4) Simplificar 3
21x%- 31x + 4

SOLUCION: Se factorizan completamente el numerador v el denominador,
dar un repaso al TEMA III.
14x% 198 - 3 = (14x + 21) (X - =) = 72K ¢ 3) {x - 3}

21%%°- 31x + 4 = (21 - 28) (X - —~) = (3% - 4} (x - )

E
Agrupamos y dividimos el MFC del numerador y el denominador y tenemos:

1 1
14x% 19x% - 3 702 + N ix - =) J S e s
213- 31% + 4 0% - Al - ) Ttx - Sy A
=1 2x + 3} 2% + 3
= 3x - 4 X - 4
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NOTA: | Recuerda leo siguiente:

a-b=-b+a=-(b-aj
(a - B)% [-(b - a}]?®= (b - a)?
(@a-b)' [-(b-a)l’=-b-a°

3
EJEMPLO 5) Simplificar —2(X -1,
18(1 - x)
SOLUCION: Sabemos que se cumple lo siguiente:
12(x - 107 = 2(6) (x - 1)%(x - 1)
18(1 - %)% = 3(6) [~ (x - 1))%= 3(6) (x - 1)*

Se agrupa y se dividen los MFC del numerador y el denominador y tenemos:

120 - 1% 2060 (% - B¥x - 1) 6l - 17 2(x - 1)

L 2(x - 1)
18(1 - x)? 3(6) (x - 1)° 6ix - 1)? 3
EJERCICIO S.1
Simplifica las siguientes fracciones algebraicas a sus términos
minimos,
1) ax? 2) 9y* 3) 24x’y?
12x ‘ 15’5 1sx’y5
E] s, ) 3.4
. 14n:b _ 5) - snsxszz 6) 24:?:5
21a’bc 24xy'2 - 16Xy
- g )? (-10x°y%)? oaf(x - 2)*
7, 2 ‘) 4.2,3 9 L 2
18a% t15x*y?) 6a(x - 2)



3.2 3 3
25ab {x - y) X -2 (x - 1)
10) -——————L—‘ 5 1) 5— 12) ———
10a'b(x - y) (1 - x)
13) {2 + a) (12- a) 14) aba- a 15) ::x
(a - 1) 6x°- 9%
2.3 2 3 2 2
1) SELIRE ) R 1) S
12x"y 36a’h™+ 48a’d
3.2 2 .2 2
19) xz- xax 20) a’-b 5 21) az- i0a + 24
X-y (a - b) a“- 3a - 4
2 ] 2 ] H
22) 12x"+ 25x + 12 23} 3a + 14a°- 24 24) 3y -11y"- 4

16%%+ 24% + 9

- 12 + 4a% a'

6y'-y*- 1

5.2 ADICION Y RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

La adici6én de fracciones algebraicas sigue los mismos procedimientos
que la adicién de fracciones aritméticas.

Recuerda que para sumar fracciones aritméticas primero lo hicimos con
aquellas que tenfan wun comin denominador y después con diferente
denominador, de la misma manera lo haremos con las fracciones
algebraicas y las variaciones que se deban hacer.

Resolveremog una serie de ejercicios para mostrar la adicidén de
fracciones.

FRACCIONES ALGEBRAICAS CON DENGMINADOR COMUN.

EJEMPLO 1) Realizar la siguiente suma % + -g-—.

SOLUCION: Cudndo sumamos fracciones con el mismo denominador,
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efectuabamos la suma de los numeradores y ésta era dividida por el comin
denominador; haciendo lo mismeo tenemos:

s ,.3 _ 5+3 _ .8
a a a T Ta
EJEMPLO 2) Efectuar la siguiente suma x + 9 8 : 5% 4%+ 3

X - 2 X - 2 X -2
SOLUCION: Como es el misme denominador para las tres fracciones,

sumamos los numeradores reduciendolo y la suma serd dividida por el
comin denominador que es X - 2.

2Xx +9 8 -5%x _ 4x+ 3 _ (2x+8) + (8 - 5%} - (4x + 3)
x - 2 x -2 x - 2 X -
2 + 9 + B - 5x - 4x - 3
x - 2
Jsie el -k - 2) o,
- X -2 = x-2

EJEMPLO 3) Realizar la giguiente suma y simplificar.

4a%+ a . 2a2 + 15a . 5;\2- 14a
2a%- sa - 12 2a%- 5a - 12 2a®- sa - 12

SOLUCION: Sumamos los numeradores y la suma serd dividida por el
comin denominador que es 2a°-5a-12,

aa’+a 224152 _ sa’: 4

2a%- 5a - 12 2a%- 5a - 12 2a%- 5a - 12

4+ a) - (20% ¢+ 15a) « (5a%- 14a)
2a®- 5a - 12

_48% a - 2a® - 158 + 5a’- 142 _ 7a%- 28a
2a%- 5a - 12 2a%- 5a - 12
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7a{a - 4) - 7a
(2a + 37 {a - 4] 2a + 3

EJERCICIO 5.2.1
Realizar las siguientes sumas con fracciones algebraicas vy
simplificar tu resultado.

3 7 8 3
1) = 4+ — 2) = - =
X x x2 XZ
2 2 2
4 3 _ .5 3a” _5a"-3 4 - 7a
Ntz 7a 4) 751 a+1" a+1
5) x -5 __Ix -7 6)9a+8_2u-4 3 + 4a
2x - 1 2X -1 a + 3 a+ 3 a + 3
1) ¥*- 1 x’- % i om 8) 2%+ y ¥ -y
4x®.1 4x%-1 4x®-1 y: -9 ¥y -9
9) 2%° -3 _2%* - sx 10) 2%® - 3x %%+ ax
%%+ 2% - 15 x4+ 2% - 15 2x®- 11x + 12 2x®- 11x + 12
2
11) 3y® - 2 R y* - ey ¥y +10
3y®+ 10y - 8 Iy®+ 10y - 8 3y®s 10y - 8
22) Yo x4y o,y -y 3y
4 2 4 2 L] 2
ayt- 13y%+ 3 ay'- 13y%+ 3 ay*- 13y% 3

FRACCIONES ALGEBRAICAS CON DISTINTO DENOMINADOR,
Para sumar fracciones ariméticas con distinto denominador, primero

encontrabamos el minimo comin denominador que es el MCM de los
denominadores.
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De la misma forma lo haremog con las fracciones algebraicas, primero
encontraremos el MCM de los denominadores y después se continda con el
procedimiento de la suma,

MINIMO COMUN MULTIPLO DE POLINOMIOS
Para encontrar el MCM de un conjunto de polinomios hay gue hacer lo
siguiente:
1) Factorizarlos completamente y vrepresentar todos sus factores
distintos con sus exponentes respectivos.
El producto de todas las bases cada una con Su mayor exponente
serd el MCM,

EJEMPLO: Encontrar el MCM de xy, x¥°, x°¢".
SOLUCION: Los factores que tenemos son X y ¥.
En los tres moncmios la potencia mayor de x es 'Y
Y la potencia mayor de y es y{
Entonces el MCM es xsy{

EJEMPLO: Encontrar el MCM de 60x{x - 2}, 24(x - 3){x - 2), 72(x ~ 22
SOLUCION: Primero encontramos el MCM de 60, 24 y 72.
60 ~ 2% 3 + 5
24 = 2% 3
72 = 2% 3F
EL MCM es 2™ 3% 5 = 360
Los factores literales distintos son %, (x - 2) y (x - 3).
El producto de sus potencias mayores serd el MCM, es: x(x - 2% (x - 3}
Asi el MCM de los monomios es: 360x(x - 2}%(x - 3).

EJEMPLO: Encontrar el MCM de 2y°- 7y + 3 y 2y%+ 3y - 2.
SOLUCION: Primero factorizamos completamente rada polinomio.
2y%- Ty + 3 = 2y - Ly - 3)
2y2+ 3y - 2 = {2y - L)y + 2)



Entonces los factores literales son (2y - 1), {y + 2} y (y - 3}.
El MCM serd el producto de sus miximas potenciag: (2y-1} (y+2) (y-3)

BJEMPLO: Encontrar el MCM de 2x°- 3% - 2, 4 - X° y X+ 4% + 4.
SOLUCION: Factorizamos completamente cada uno de los polinomios,
2¢- 3% - 2= (2% + 1) (% - 2)
4 -8 = (2 - )2 +x = - (x-2)(x+2)
Ya que: 2 - X = (X -2} y 2+ %=X+ 2
®4 4k + 4= (x+ )7
Los factores literales som: {(2x + 1},(x - 2) y {x + 2).
El MCH de los tres polinomics es: (2x + 1){x - 2)(x + 2)%.

A continuacidn realiza estos 10 ejerciclos para que tengas mayer
facilidad para efectuar la suma de fracciones algebraicas con distinto
denominador.

EJERCICIO 5.2,2
Bncuentra el MCM de cada conjunto de polinomios.

1 xyt, wy', ¥z 2) 4y, 12x%%, 18y7°

3) 6yly - 2}, 9(y - 2}, ¥ty - 2) &) x(x + 215, %% + 1), x(1 - %)

5) {2% - 1)(3x - 2}, (1 - 2®)1(x + 2), (2 + X} (2 - 3x)

§) Y- 3, ¥y +3, (y+3)? 7} 3y*- 3y, 2y%- 2y, 6y - 6y°

8) 18x - 27, 4x°- 9, 12x - 18 9) 4x*- 1, x°- 6x + 9, 2x°- 5% - 3

10) 3x%+ x - 10, %°- 4x, 3%’ 11x + 20

Ya que realizaste estos 10 ejerciciop estamos listos §ara com;inuar
con las sumas de fracciones algebralcas con distinto denominador.
Para sumar fraccicnes algebraicas con diferente denominador hay que
seguir los siguientes pasos:
1) Encontrar el MCM de los denominadores,
2} Dividir el MCM entre cada uno de los denominadores de la suma y
cada resultado multiplicarlo por su numevador correspondiente, vy



egto resultados se relaciona mediante los signos de las fracciénes
corregpondientes.

3) Se efectdia la suma que estari dividida entre el comin denominador.

4) Se reducen términos semejantes y la fraccién resultante se
simplifica a sus términos minimos.

3 5 _4

= -
2x 6x 3x

EJEMPLO 1) Efectuar la siguiente suma

SOLUCION:

lo.)Encontramos el MCM de 2x2, 6x y 3x’, es 6x°.

20) Dividimos el MCM = 6x° entre cada uno de los denominador de
nuestra suma.

3 3 3
6% 2 6X 2 6x
T e X e

Los resultados se multiplican por su numerador respectivo y la suma
estard dividida entre el MCM.

3 (3) + x°(5) - 2(4)
3

6x
30 y 40.) Efectuamos la suma y simplificamos el resultado:

31(3) + #245) - 2(4)  ox’e su- 8 1ax®- 8 _ _2(7x*- 4)
éx’ 6% éx’ 203x”)

I -2 _2m+ 2

EJFMPLO 2) Realizar la siguiente suma: <
6% 1%

SOLUCION:
1o} EL MCM de 6x° y de 4x ez 12x°.
20) Dividimos el MCM = 12x° entre cada uno de los denominador de
nuestra suma. _1_2_1§ 12%’

a 2 = 3x
6x

2 ax
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Los resultados se multiplican por su numerador respectivo y la suma
estard dividida entre el M('M.
2{3x - 2) - 3x(2x + 2)
12x*
30 y 40.) Efectuamos la suma y simplificamos el resultado:

203% - 2) - 3x(2n + 2)_ _6x - 4 - 6x- 6x _ - 6x-4
12%° 12x? L%
2(-3x%- 21 - 3x%- 2
F s 2
2(6x°) 6x
EJEMPLO 3) Realizar la siguiente suma Zx -3 + Tx v 1 -
2x°- Ix + 1 1 -x - 2¢%

SOLUCION: lo) Factorizamos los denominadores.

2%°- 3% + 1= (2% - 1) {x - 1)

1ox-20 = (1-2x)(1L + %) = ~{2x - 1} {x + 1)
El MCM de los denominadores es: {2x - 1) (x -~ 1) (x + 1)
20) Dividimos el MCM entre cada denominador ya factorizado.

(2% - 1) (% - 1} (x + 1} _ (2% - 1) {x - 1}(x + 1)
2x?- 3%+ 1 fax -1 k=1

(2% - 1) (x - 1) (x + 1} (2% - 1) (x - 1} (% + 1)
= — = = (X -1) =) -x
1-x - 2x° - (2% 1) {x + 1)

=%+ 1

Cada resultado lo multiplicames por el numerador que le corresponde y
log relacionamos con los signos de las fraccicnes correspondientes.

x - 5 . Tx + 1 z(x+1)(7x-5)+(1-:()(7::4-1)
257 3% + 1 1-x- 26 (2x - 1){x - 1}(x + 1)

30) y 4o) se efecta la suma y se simplifican resultados.

7%%+ 2% - 5 + 1 + 6% - TX
f2x - 1y {x ~ 10 {x + 17

e

8x - 4
Sk - 1k - 1T {x v 1y C
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. 4{2x - 1)
Cx - 1Tx - L {x + 1)

=
B

4 4
k- Tix+ 17 ° 7@

BJEMPLO 4) Realizar la siguiente operacién.
X - 2

2% + 2
2%%- 5x » 3 6xir % - 1 - 10K + 3
SOLUCIGN:

o x-2

lo) Factorizamos cada denominador y encontramos su MCM
2%%- 5% - 3 = (2% + 1) (x - 3}
6% x - 1= (20 + 1) (3% - 1)
I 10% 4+ 3 a2 (Ix - 1) (x - 3)
Su MCM o miximo comin denominador es (2x + 1) (3x - 1}(x - 3)
20) Dividimos el MCM entre cada denominador,

(2% + 1}{3x ~ 1) (x - 3}

(2% + 1){3x - 1) (x - 3} .
e o 3 T s um oy ol
(2 + 1) (3% - 1)6x - 3) (2% + 1)(3x - 1)k - 3) . 4

6x%+ x - 1 x + 1) (3% -"1]
(2x+1)(3!-1)(x-3)_(2x+1)(3x»1)(x-3)_
- 10x + 3 Bx - 10 - 30 med

Los resultados los multiplicamos con su respectivo numerador para
relacionarlos con su signo de operacién indicado.

Ix - 2 % -2 2% + 2 .
2x*- 5% - 3 6+ x - 1 Ix’- 10 + 3

™ -2 ) x -2 _ 2 + 2
2x + 1) (% -3} (2% + 17{3x - 1)

% - 1(x - 3] °
L. 3% - 1) (3x - 2) - (X - 3){x - 2) -

{ {2x + 1) (2% + 2)
2% + 1) {3x - 11 (x - 3)
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3o} y 40) Efectuamos las operaciones indicadas y simplificamos.

9%°- 9% + 2 - {k°- 5% + 6) - [4%%+ 6% + 2)
2x + 1) (3x - 1) {x - 3)

9x°- 9% + 2 - %%+ 5% - 6 - 4X°- 6x - 2
(2% + 1) {3x -~ 1] {x - 3}
4x°- 10% - 6 - 2(2% + 1) ix - 3) 2

T2x + 1) (3% - 11{x - 31  {2x + 1¥{3x - 17ix - 3} -~ 3% - 1

EJERCICIO 5.2.3
Efectuar las sumae indicadas y simplificar los resultados.

7 1 g 3x x 2x
S T v T B @y eyt
2a a_ _ _3a 6x - 3y _ 2y - 2x
NS5t " e 4) — s 707
a -3 a -4 2y - 1 3 -y
§) Ga T T 9a )l Syt Ty
- ' 4
7) 2; + X< 22 8) ———-52 + —
6x 2xy X'y
o) SX £ 3y . 2%’y - axy’ o) 22, a’- 2, 2-a°
oXy 2. 2 2 “ond
8x“y 3a Sa 9a
X 6% 2 x -3
11} —EF—4— + ——— 12) +
X+3 0 w2 x%- 2% - B x’- x - 12
13) 231{+s - Y 1 ;IL+ 14 N 124 6
Y +y-20 Y -6y + 8 3y®+ 10y - 8 3y ry -2
15) aza . 2 . 1 16} . 5x . 3_ . 2
a® - 9 a+3 a-13 x“- 3x - 24 6 - x X + 4



17) z¥+1 + 2}41’7 R . 6
v+ 8y + 6 Y-y - 12 y°-2¢y -8
18) ax - 4 T R 13

w*- 8k + 4 2-x -6  6xH 5% - 6

5.3 MULTIPLICACION OE FRACCIONES ALGEBRAICAS.

En la multiplicacién de fracciones aritméticas multiplicabamos de la

siguiente forma:
a

m
e " Tn T "¢
El producto de los numeradores entre el producto de los denominadores.

De la misma forma vamos a multiplicar a las fracciones algebraicas;
el producto de los numeradores entre el producto de los denominadores,

2
EJEMPLO 1)} Realizar la siguiente cperacién y simplificar, 3’: . _‘15!__]‘
2x°y 58°b

3ap® | _axy’ _ 12abky’
2xzy sa’b? 10n’h’x2y

SOLUCION:

Aplicando las leyes de los exponentes y simplificande tenemos:
25,3 2

12ab :[ - 6y
102’0’y  sa’px

Cuando los numeradores 6 denominadores sean polinomios con mis de un

témino estos primero se factorizan completamente y después se efectia
el producto.
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3 2
BJEMPLO 2) Bfectuar X -30% . 3xs x
6X°+ 2% 4x"- 20

SOLUCI6GN: Primero factorizamos cada polinomio y tenemos:

6x°- 30x . 3%+ x - 6x (x°- 5) . _X{3x + 1}
6x°+ 2x 4a%- 20 2x(3x+ 1) a{x*- 5)

Realizamos los productos y simplificamos:

6x(x’- 5) |, x(3x+ 1) _ 30x- 5) | xOx+ 1)
2x(3x + 1) 4 (x- 5} Ix+ 1 4(x%- 5)

Ix(x°- 5) (3% + 1) L 3x
4(x% 5) (3x + 1) 4

’ 2 2 2 2
EJEMPLO 3) Multiplicar y simplificar 2:" - Xy - le . 9"2' Jexy + 32y
9x°- 21xy - 8y° 24%°- 4ixy + 12y°

SOLUCION: Factorizamos cada trinomio y simplificamos.

24x°- xy - 3y° ox’- 36xy + 32y° _ (8x - 3y) 3x + y) (3x - 4y) (3x - 8y)
9x®- 21xy - By® 24x%- 4lxy + 12¥°  (3x - 8y} (3x + y) (3x - 4y) (8x - 3y)

8x - 3y , 3x - 8y
3x - By 8x - 3y

(8x - 3y)(3x - 8y)
[3x - 8y) [8x - 3y}
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EJERCICIO 5,3

Realizar cada una de las siguientes operaciones y simplificar.

1) 3b2. SaJ
2a° 9p°

3) 12m°nx'_7xy°n®
aque 3m‘nzy

7%, 3m, sn'
ém’ 10n® l4xy

308°- 18a° 42a + 35

7)
6a’+ 5a® 60a - 36
2x%- €% Sxy + 15y
%) 3.2 2
10x"y x"- 9
6x’- 24x  2x- x
11)

2%+ 3x - 2 3P 6x

13)

ax’- 3x®- 6x . ax®+ 7x - 15

2) Exaxz. 4ab®
ga’p* In’y

4} msn:'. zex_ SnZI‘
3x3y smn m'n®

2x*- 8 sy
) —x "

X+ 2

22% 2a _a’- 3a

8}
2a® a*-2a - 3
10} 5%+ Sxy - 4xy + yz
Ix?e 2xy - yz luxzyu

I+ 13X ¢ 4 3%+ 1in + 6

12)
35+ 2xy - ya 4x+ 13x + 3

2%%- x- 6 3x”+ 18x%+ 15x

y2- 25

2
14) Y-S5y +6 6y

Iy - 15 y-y - 30

X+ ayx + ay°  2yx - 4y®

2y - 4

6y - 6x

15)

yx - 6y? e+ y

% Iyx + 2y=
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5.4 DIVISION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

En la divisién de fracciones aritméticas al dividir —g— entre -:;— lo
haciamos de la giguiente manera:

B
q - ps Producto de extremos entre
r qr producto de medios.

6 de la siguiente manera: -E- + % = —g—‘—:~ = —% Observa como la
divisién se transforma en multiplicacién.
Nos dice lo siguiente: "Para dividir —&L entre % es 1o mismo que

multiplicar —g— por el reciproco de —:— que es —:-".
Esta dltima forma es la que vamos a utilizar para dividir fracciones
algebraicas, pero ten mucho cuidado al encontrar los reciprocos de las

fracciones algebraicas, recuerda lo sigulente:

El reciproco de —=2—— ep Xt ¥

X +Yy 2
El reciproco de x + ¥ es —x—i—;,—- , no es + + % ya que son distintos,
El reci{proco de x_;y_ es - f‘ ¥ ¢ ete. etc.
. . 3b° , _sa’
EJERCICIO 1) Realizar la divieién y simplificar, i
9b’
2 3 2 5 T
soLucrén: 2B, Sa b . Sb. 2%
2a° 9b 2a 5a 108"

EJERCICIO 2) Efectia la operacién y simplifica.

3 2
xX-x_ . 5x°- 5x
2x% 6x 2%+ 6

180



2 2 3
soLucioN; XX , SX- 5K X- X

2% + 6
26+ 6X  2x+ 6

25°s 6% 5%°- 5%

xix’- 1) L 20k + 3)
2%{x + 37 Sx(x - 1} ~

2xix + 1) (x - 1) {x + 3) _
10%%(x - 1) (x + 3)

X 4+ 1
5%

=

2 2
' BJERCICIO 3) Simplificar 22 AL - 6F , 10y - 39y + 14
16y°+ 24y + 9
SOLUCION: Primero factorizamos

20y°%+ Ty - 6

cada uno de los trinomics y después
simplificamos con las operaciones indicadas.

28 » 13y - 6y° , _10y® - 39y + 34

cf2y - 1 Q3y + 4) (25 - 7) {5y -2)
16y%+ 24y « 9 20y°¢ Ty - 6 tay + 3)° {ay + 3) (57 - 2)
ey - g+ 4) | W4y + ) (5y - 2)

tay + »? 2y - N5y - 2

2y - N3y« Ay » DSy - )
(4y + 3)%(2y - 1) (5y - 2}

o -{3y + 4)
{ay + 3

EJERCICIO 5.4

Simplificar y realizar las operaciones indicadas

3 AL, 2 2) 2, ey
o’ 3x

4a%’ a’®
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5,2 4,2 6,7 P
3) 35x7y" , _S6a’b 1) 85xy , _S55xy

9x’y’z 27xy* ga‘n’ 6a’p®
3 2 2
5) 42x + 135 . 30x” - 18x 6) 6x - 12 . 3x"-x -2
60x - 36 6x’+ s5x° 10%%- 5% In+ x
2 2 2 3 2
7 7); + 21x . ax : 12x 8} 2x"+ 5% - Z + xz- x
2R7-5% + 3 2x"- 3x ® -21 + 2% Ix"- 9x

15x°- 10x , _13x - 10 + 3x°
2x%- 3x 2%+ ¢ - 15

9)

2 17+ 30x_, 2+ x®- 15x

10)
8x’- 50x°+ 12x 4%’ 11x - 3

5.5 ECUACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS

En el TEMA IV aprendimos a resolver ecuaciones de primer grado con
una incognita, la mayoria eran ecuaciones enteras o con denominador un
nimero especifico. Pero es necesario que aprendamos a encontrar la
solucidn 6 resolver ecuaciones con fracciones algebraicas ya que
éstas son representaciones algebraicas de algunos enunciados 6§ de
algunos problemas que mas adelante veremos.

pasos a seguir para resolver una ecuacifn que contenga fracciones
algebraicas: '

1) Encontrar el MCM de todos log denominadores de la ecuacién,

2) Multiplicar los dos miembros de la ecuacién por el MCM.

3) Se resuelve la ecuacifén resultante que serd una ecuacién entera y

equivalente a nuestra ecuacién original.
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4} Verificar las soluciones en la ecuacifn original y si alguna no
patisface la ecuacién (suele suceder), esta es llamada solucién
extrafia y se descarta.

2,5 .3

+ — .
2

4x 2x%* X

BJEMPLO 1) Encontrar la solucién de

SOLUCION :
10) Encontramos el MCM de los denominadores que son 4x, 2x° y x°.
El MCM es 4%°
20) Multiplicamos los dos miembros de la ecuacién por el MCM y
tenemos:

w2 s 5] - ()
4% 2x’ x

30} Resolvemos: 2 2 2
axiz) | ax(s) _ _ax*(3)
4x 2%* %°

x{2) + 2(5) = 4(3)
2x + 10 = 12

2x = 12 - 10
S s
2
. X =1
40) Verificamos:
: 2 5 3
+ 2= =3
441} 2(1) 1
2 + 10
T =3
3 =3
BJERCICIO 2} Resolver la ecuacién ”‘1? - 3=7

SOLUCION:
10) Como hay un sblo dencminador el MCM es el mismo.



'20) Multiplicamos ambos miembros por 4x - 1.

10
4x -

(4x-1)[ 1-3]:(4:‘-1)(7)

30) Resolvemos la ecuacidn:

{4 - 1) {10)
SR - Ak - 1) (3) = 28x - 7
10 - 128 + 3 = 2B% - 7
- 12% - 28X = - 7 - 13
- 40X = - 20
=20
T
e
40) Comprobacién:
10
——_4,‘_1-3:7
._iﬁ_-suv
4(5)-1
10
o137
2 3.
10 - 3 = 7
a7

EJEMPLO 3) Resolver la ecuacién —>— + Zy +1 ___ 9
y +3 Yy +57+6 y+2

SOLUCION: ‘
1o) Rncontramos el MCM de los denominadores,
Factorizamos y2+ S5y + 6 = {y + 2)(y + 3)
Bl MCM es (y + 2){y + 3)
20) Multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por el MCM,
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yray + ]2 s Ty gy o |—2—
Yy +3 y'+ Sy + 6

30} Resolvemos la ecuacién.

by + 2}ty +30(3) , (y + 20y + 3V {7y + 19) _ {y + 2)(y + 3} (9)

y + 3 Ty + 201y « 3} Y + 2

(¥ + 2)(3) « 79 + 19 = (y + 3}(9)
3y + 6 + 7y + 19 = 9y + 27
10y - 9y = 27 - 25

Y =2
40) Comprobacién:
72y + 19 9

2+ 3 2%+ 5(2) + 6 2+ 2
i, .33 9
) 20 T T4
12 + 33 9
20 iy
As . 9
20 i
8 .8
i "4

EJEMPLO 4) Resolver ——2%.2 5 X 10 R AL
2x" - 5% - 3 4x°- 13% + 3 8x“+ 2x - 1

SOLUCION:
10} Pactorizamos y encontramos el MCM,
2x* - 5% - 3 = (2x + 1) (x - 3)
4%%- 13% + 3 = (x - 3} (4x - 1}
8x%+ 2X - 1 = (2% + 1}{4x - 1}
Entonces el MCM e8 (x -~ 3)(2x + 1) (4x - 1)



20) Multiplicamos ambos miembros de la ecuaci6n por el MCM y nos
resulta:

(2% + 5)(x - 3)(2x + 1) (4x - 1) _ (3x + 10} (x - 3)(2x + 1) (4x - 1) -
{2x + 1) (x - 3} (x - 3){4x - 1)

(2% - 3){x - 3}(2x + 1){d4x - 1)
(2x + 1) {4x - 1)

3o) Simplificamos y resolvemos la ecuacién y resulta:

(2 + 5){4x - 1) - (Ix + 10){2x « 1) = (2x - 3)(x - 3)
8%+ 18% - 5 - (6x°+ 23% + 10) = 2%°- 9% + 9
8x%+ 18X - 5 - 6x°- 23X - 10 = 20°- 9% + 9
2x%- 5x - 15 - 2x°+ 9% = O

4x = 9 + 15
24
" g
X =6
40) Comprobacidn:
2(6) + 5 _ 3(6) + 10 - 2{6) -3
2(6) - 5(6) - 3 4(6)%- 13(6) + 3 8(6)%+ 2(6) - 1
17 28 _ 9 i
35 " 769 T 299
391 - 364 _ 9
397 299
27 9
897 " TZ99
9 ___9
299 299

186



EJERCICIO 5.5
Encuentra la solucién de cada una de las siguientes ecuaciones.

2 18 1 5 4 3
1) = . == 2) = - L=
X 6x* 2x 4x 2 3x?
17 5 12 9
3) ==+ - 3 = 4)—"2y_3'3=°
2y b4 3y
2X + 5 3 3 2 _ 2
e i L e N
5 3 1 3 7 1
Ngr3 T ~"%-1 8)1-y=5-3('2-2y
9 3 _ 6 _ 7
) F3 2 = 2
2x°- 3x - 9 X%+ 2% - 15 2%+ 13x + 15
10} 7 . 2 - zy-5
y -1 2y -3 6y - lly + 3
x -2 x -1 x* -3
11} = - 5
3x -1 2% + 3 X"+ Tx - 3
2
12) zzx.s _ x 24
x°+ 2x - 3 x + 2 xr x - 2
13) 23x+1 N ix _ 245): . 0
X- 4 - 5 x°- 1 x°- 6% + 5
gy - 1 2y - 1 Y -5
14) z - P = 2
6y°- 1y - 3 2y°- 11y + 12 3x’- 11y - 4
15) g"z + 22”5 - 337'5 =0
12y°+ S5y - 28 8y“+ 2y - 21 6y"- 17y + 12
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5.6 PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS

Bxisten enunciados y problemas cuya representacidn algebraica nos da
una ecuacién con fraccicnes algebraicas que hay que resolver para
encontrar la solucién del problema, ya tenemos los conocimientos para
poder resolver problemas de los siguientes tipos.

EJEMPLO 1) El denominador de una fraccién excede al numerador en 42. Si
se suma 6 al numerador y se resta 4 al denominador, el valor de la
fraccién resulta ser %— Encuentra la fraccién original.

" SOLUCION: Sea x el numerador.

Como el denominador excede al numerador en 42, el denominador
es X + 42,

La fraccién buscada se representa por x—:—”—

Bl problema afirma que 8i se suma 6 al numerador y se resta 4 al
denominador el valor de la fraccién es igual a i, ésto se

7
representa por:
X+ 6 5 X + 6 5
Fraz-ac-T7 oRen g

Resolvemos la ecuacifn: :ﬁ:s_s = %

x + 300 (255 - e 30 (3

{x + 38) (x + 6) - S5{x + 38)
X + 38 7

7{x + 6} = 5(x + 38}
R + 42 = 5% + 190
X - 85X = 190 - 42
2% = 148
x = 74
La fracci6n buscada es -]-%%-—
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EJEMPLO 2) Un nimero supera en 27 a otro. Si el mayor se divide entre el
menor, el cociente es 4 y el residuo es 6. Encontrar los nimeros
SOLUCION: Sea y el nimero menor.
Entonces el mayor Serd y + 27.
Al dividir el mayor entre el menor tenemos -IL:—EZ, el cociente es 4
y el residuo es 6; por el aldoritmo de la divisién esto se representa
por:
_L"_ZZ___.4+_6_.
y ¥
Resolvemos la ecuacién y tenemos:

55 - e+ 3]

Y +27 =4y + 6
-4y +y =6 - 27
-3y =-21
v -2
y=17
Los nimercs buscados son uno 7 y el otro 34.

BJEMPLO 3) BEn un nimero de dos dfgitos, el digito de las unidades supera
en 3 al digito de las decenas. Si &1 nGmero se divide entre la suma de
sus dfgitos el cociente es 4 y el residuo es 3, Encontrar el nimero,
SOLUCION: Sea x el digito de las decenas.
Entonces el digito de las unidades serd x + 3.
El niémero buscado lo representamos en notacién desarrollada
y es: 10{x) + 1(x + 3},
51 dividimos el nimerc entre la suma de sus digitos el cociente es 4
y el residuo 3, por el algoritmo de la divisién tenemos:

10(x) + 1(x + 3)
{x} + {x + 3]

3
S e )
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Resolvemos la ecuacién y resulta:

10x+x+3_4+ 3
X + X + 3 X+ X + 3
11x + 3 3
(2x+3)[ 2x+3]= (2x+3)[4 +-ﬁ—]

11x + 3 = 4(2x + 3} + 3
11% + 3 = 8% + 12 + 3
11x - 8x = 15 - 3
3x = 12
X = 4
El nimero buscado esg 47,

EJEMPLO 4) Un pintor puede pintar una casa en 55 horas gi trabaja solo.
Su ayudante puede pintar la misma casa en 66 horas. ¢(Cuinto tardar&n en
pintar la casa si trabajan juntos?
SOLUCION:
Supongamos que juntos tardan X horas en pintar la casa.
Como el pintor tarda 55 horas en pintar toda la casa, en una hora

pintard 5; parte,

Bl ayudante tarda 66 horas en pintar la casa, en una hora pintard
% parte de la casa,

Como al pintar la casa juntos tardan x horas, en una hora llevardn
pintado —)1—‘—- parte de la casa.

Planteamos nuestra ecuacidn de la siguiente manera.
Bn una heora la parte pintada por:
El pintor + La del ayudante = La parte de los 2 juntos
1

1 B —
55 * 786 T Tx
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Resolvemos la ecuacidn y tenemos:

1 1 1
"[‘—55 * %6 ] = "[T]
X

X
55 * g = !
6X + 5%
T3 1
11x = 330
X = 130

Ambos juntos pintardn la casa en 30 horas.

EJEMPLO 5) El arquitecto Pedro termina de diseflar unos planos en % del
tiempo en que el ingeniero Eduardo los termina. Si trabajan juntos en
diseflar 1los planos, los terminan en 100 horas. (¢En que tiempo los
terminan cada uno si trabajan solos?
SOLUCION:
Sea x el tiempo que tarda Bduardo en diseflar los planos, en una
una heora lleva terminado % del disefle.

Pedrc los terminars en —;-x horas, entonces en una hora lleva

1 5
" * —Ix del diseflo.

terminado

PITS

Al trabajar juntos en una hora llevan terminado ﬁ del disefio.

Planteamos nuestra ecuacidén de la siguiente manera.

En una hora la parte terminada del disefio por:
Pedro + La de Eduardo = La parte de los 2 juntos

S
4x

1 1
1m0
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Resolvemos la ecuacién y resulta:

+ %] = (100x) [ﬁ

5{25} + 1{100}) = x{1}

225 = x

Bduardo termina el diseflo en 225 horas.
Pedro lo termina en —%—(225) = 180 horas.

EJEMPLO 6) Una picina es llenada por una tuberia en 6 horas, y se vacfa
por otra en 8 horas. Si ambas se abren simultaneamente, ¢en cudnto
tiempo se llenard la picina?
SOLUCION:
La tuberfa que llena: en una hora a llenado - de la picina.
La tuberfa que vacfa: a vaciado _i— de la p1c1na en una hora.
Si x es el tiempo que se tardan en llenar la picina las dos
tuberfas abiertas entonces ambas juntas han llenado -%— de 1la
picina.
Como una de las tuberfas llena y la otra vacfa, a lo que lleva lleno
en una hora le restamos lo que vacfa en la misma hora y seri igual a
lo que han llenado las dos juntas también en la misma hora y tenemos:

1 .1 .1
& §  x
Regolvemos la ecuacién:

(x) [-—é— - %]- (x) [—,1‘—]

o
8

AX ; x

X =24

La picina se llenard en 24 horas abriendo ambas tuberfas juntas.
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EJERCICIO 5.6

-

5

6.

.

10,

Encuentra la solucién de cada uno de los siguientes problemas.

Encuentra que nimerc hay que sumarle al numerador y al denominador
de la fraccién —-g— para obtener una fraccidn que sea igual a 1i .

Encuentra gue nimero hay gue restarle al numerador y al denominador
de la fraccién ;’g
El denominador de una fraccibn supera en 3 al numerador. Si se suma
5 al numerador y se le resta 1 al denominador, el valor de la

para obtener una fraccién que sea igual a —gi—

fracci6n es % Encuentra la fraccién original.

El numerador de una fraccién es 6 unidades menor que su denominador.
8i se le suma 3 al numerador y sSe le resta 5 al denominador se
obtiene la fraccién —i—A Hallar la fraccién original..

Un nimero excede en 94 a otro. Si el mayor se divide entre el menor,
el cociente es 4 y el residuo es 13. Encuentra ambos numeros.

Un nimero es menor 151 unidades que otro. Si el mayor se divide
entre el menor, el cociente es 2 y el residuo es 57, Encuentra los
nimeros. ~

En un nimero de dos cifras el digito de las unidades excede en 4 al
dfgito de las decenas. Si el n(mero se divide entre la suma de sus
digitos el coclente es 3 y el residuo es 7. Encuentra el nimero,

Bl digito de las unidades de un nimero de dos cifras es menor en 5
que el dfgito de las decenas. Si el nimero se divide entre el triple
de el digito de las decenas, el cociente es 3 y el residuo es 9.
Bncuentra el ndmero.

Un carpintero hace una mesa el solo en 6 horas. Su hijo hace la
misma mesa en 12 horas,:Cudnto les tomard al padre y al hijo juntos
construir la mesa?

Un plomero se tarda en arreglar la tuberfa de una casa en 78 horas y
y otro segundo plomerc se tarda 91 horas en arreglar lo mismo.
¢Cuénto tiempo emplearén en arreglar la tuberia de la misma casa si
trabajan juntos?
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11,

12,

13,

14,

15.

El ayudante de un albafiil puede construir una barda en —%— del
tiempo que tarda el albafiil. Si el albafiil y el ayudante trabajan
juntos tardan en construir la barda en 12 dfas, ¢cudnto tardars cada
uno sgélo en construir la barda?

Una prensa puede imprimir cierto trabajo en B horas. Después de que
la primera prensa ha trabajado por tres horas, se pone otra a hacer
el trabajo. Las dos juntas realizan el trabajo en dos horas menos.
iCuédnto tardard la segunda prensa para hacer el trabajo ella sola?
Un depésito de agua puede ser llenado por dos tuberias. Una tarda 3§
horas y la otra tarda 14 horas, ¢Quidnto tardardn en llenarlo si
trabajan las dos juntas? )

Bl depfsito de una pipa tarda en llenarse 15 minutos y en vaciarse
24 minutos. ¢Cuénto tardard en llenarse la pipa si se pone a
funcicnar al mismo tiempo el sistema de llenadec y vaciado de 1la
pipa?

Una alberca puede ser llenada por una tuberfa en 35 minutas. ¢Cudnto
tardarid el sistema de drenaje en vaciar la alberca si cuando ambos
funcionan juntos dicha alberca ge llena en B84 minutos?
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TEMA VI

SISTEMAS DE DOS

ECUACIONES LINEALES

CON DOS INCOGNITAS

6.1 Sistema de dos ecuaciones con dos variables.

6.2 Métodos de solucién.

6.3 Sistemas que contienen sfmbolos de agrupacién y
fracciones.

6.4 Problemas de aplicacién,
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6.1 SISTEMA DE DOS ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS

Un sistema de dos ecuaclones con dos incognitas es el conjunto formado
por dos ecuaciones cada una con dos variables, nosotros estudiaremos
aquellas ecuaciones de la forma:

ax + by = ¢ donde a, b, ceR cona=*0d6b¢+¢ 0,
dx + ey = f donde d, e, feR cond=0de =0,

Observa que en cada ecuacifn aparecen las mismas variables que son x
y Y. Cada una de estas ecuaciones tiene asociada una linea recta en el
plano cartesiano, donde las parejas de valores (x , y) son los puntos
que forman ya sea a la recta ax + by = ¢ 6 1a recta dx + ey = f.

Nuestro objetivo es saber como encontrar las soluciones de un
sistema de este tipo, Cada una de las rectas que forman el sistema
tienen una infinidad de soluciones, ya que una solucién en este caso
serd una pareja de mimeros (x , y) que satisfaga la ecuacifn y este
conjunto de valores son los que formardn la linea recta que representa la
ecuacién.

El conjunto solucién del osistema sgerd aquellos
valores que sean solucién de ambas ecuaciones, es
decir la interseccibén de los conjuntos soluciones de
cada ecuacidn,

Geométricamente cualesquiera dos rectas en el plano pueden ser:
a) Paralelas 6 que nunca Be intersecan.
b) La migma recta 6 que las dos coinciden,
c) Que se cortan en un punto.
a) Si las rectas son paralelas el sistema no tiene solucién ya que
cémo no se cortan no hay un punto comdn,
b) Si las rectas coinciden cualquier solucién de cualquier ecuacién
sers solucién del sistema, es decir tiene una infinidad de soluciones.
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¢) Un sistema tendrd una sola solucién en el dlcimo caso, Qque es
cuando las rectas se cortan pués encontraremos un punto en el plano
cartesiano que pertenesca a las dos rectas y Bsolo sucede si estas se
cortan.

Existen muchos métodos para poder encontrar la solucién de un sistema
de dos ecuaciones con dos variables, nosotros estudiaremos s6lo 4 que
gon: a) Reduccién.

b) Sustitucién,

c) Igualacién.

d) Determinantes,
El uso de cualquiera de estos métodos nos resulta la misma solucién, as{
que puedes usar el gue mas se te facilite.

6.2 METODOS DE SOLUCION

En cualquiera de los m&todos que se usen su objetivo es relacionar las
dos ecuaciones del sistema de tal manera que podamos eliminar una
variable ya sea x 6 Yy para obtener una sola ecuacién de primer grado con
una incognita la cufl ya sabemos resolver.

METODO DE REDUCCION
Este m&todo consiste en hacer iguales los coeficientes de la variable
‘que se desea eliminar en ambas ecuaciones, para después sumarlas o
restarlas de tal manera que se eliminen tales términos,
Para hacer esto es recomendable seguir los siguientes pasos.

ax + by = c

lo) El sistema debe de estar en la forma esténdar: dx + ey = £

20) Elegir la variable a eliminar.
30) Multiplicar los dos miembros de la primer ecuacién por el
coeficlente de la incognita elegida de la segunda ecuacién.
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Multiplicar los dos miembros de la segunda ecuacidn por el

coeficiente de la incognita elegida de la primer ecuaci6n.

Se restan las ecuaciones resultantes en 3 y 4, término a término

y se resuelve la ecuacién resultante.

Se sustituye el valor de la variable conocida en cualguiera de
las ecuaciones que forman el sistema y se resuelve para

encontrar el valor de la segunda variable.

40

5o

60

2% - 3y = 2
EJEMPLO 1) Encuentra la solucién del sistema d4x + 3y = 22
SOLUCION:
1o} El sistema ya se encuentra en la forma esténdar.
20) La variable a eliminar es x.
30) Multiplicamos los dos miembros de la primera ecuacién por 4 y
resulta: 4{2% - 3y} = 4(2)
Bx - 12y = 8 —— (1)
40) Multiplicamos los dos miembros de la segunda ecuacién por 2 y
tenemos: 2{4x + 3y) = 2(22)
8X + 6y = 44 ———i(2)
Restamos las ecuacibnes, a la ecuacién (1) le restamos la
ecuacién (2) y resolvemos,
8x - 12y = 8
- Bx - 6y = - 44
0 - 18y = -36
Y- e
=7]
Sustituimos el valor encontrado de y en la primer ecuacién del
sistema y resolvemos.
2x - 3(2) = 2
2X - 6 = 2
2x = 2 + 6

50

-—

1]
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x =3

La solucién del sistema es * = 4 'y ¥y = 2 es decir el punto de
interseccit6n de las rectas del gistema es (4 , 2).

COMPROBACION: Sustituimos los valores X = 4 y ¥ = 2 en cada ecuacién
del sistema original y tenemos:

2x ~ 3y = 2 4x + 3y = 22
2{4) - 3(2} =2 4(4) + 3{(2) = 22
8 -6=2 16 + 6 = 22

2 =2 22 = 22

Satisfacen ambas ecuaciones.
X +3y =6
EJEMPLO 2) Encuentra la solucifén de 5x - 2y = 13
SOLUCION:
lo) El sistema ge encuentra en forma estdndar.
20) la variable a eliminar es y.
30) Multiplicamos la primer ecuacién del sistema por -2.
{-2)(x + 3y) = {-2}(6)
- 2x -~ 6y = =12————(1)
4c) Multiplicamos la segunda ecuacisn por 3.
(3) (5x - 2y} = (3)(13)
15X - 6Y = 39———3(2)
50) Restamos las ecuacliones, a la ecuacién (1) le restamos la (2), ¥
resolvemos.

- 2x - 6y = - 12

- 15% + 6y = - 39

~17x + 0 = - 51
X o ———

60) Sustituimos el valor encontrade de x en la primer ecuacién del
sistema y resolvemos.



x + 3y

3 + 3y

dy =6 -~ 3

Y= -3

La solucién es x =3 y y = 1, es decir el punto de interseccién de
" las rectas que forman el sistema es (3 , 1).

H
o o

COMPROBACION: Sustituimos los valores encontrados en las ecuaciones
del sistema original.

X+ 3y =6 5% - 2y = 13
3 +3{(1) =86 5{3} - 2(1) = 13
3+¢«+3=6 15 - 2 = 13

6 =6 13 = 13

Las soluciones encontradas satisfacen ambas ecuaciones.

2x + 1 = 5y
EJEMPLO 3) Encuentra las soluciones de 6x = 15y + 3

SOLUCION:
lo} Hay que colocar el sistema en forma esténdar,
2X + 1 = 5y ———— 2X - 5y = -1 ——(1)
6% = 15y + 3 ———— 6X - 15y = 3 — {2}
20) La variable a eliminar es x.
30) Multiplicamos la ecuacién (1) por 6 y tenemos:
6{2x - 5y) = 6(-1)
12x - 30y = - €
40) Multiplicamos 1la ecuacién (2) por 2 y tenemos:
2(6x - 15y) = 2(3)
12x - 30y = 6
50} Restamos las ecuaciones que resultaron en los pasos 3 y 4,
resolvemos y tenemos:
12x - 30y = - 6
- 12x + 30y = - 6
0 + 0 =-12



0= -12 | FALSO!
En los cagos en que se eliminen las dos variables y nos guede una
igualdad FALSA, el sistema NO tiene solucibén pués las rectas nunca
ge cortan s decir son PARALELAS.

EJERCICIO 6.2.,1
Encuentra la solucitn de cada uno de los sigulentes sistemas, usando
el método de reduccién.

3x - 2y = 12 X -2y=20
1) 7x + 2y = 8 2) -5x% + 4y = 18
1llx + 2y = 1 3x »y -3
3) 9% - 3y = 24 4) 5x + 3y = -19
4x = 2 - 6y Ix -7=Y¥
5) 9y = 6x - 15 6] 4x - 5y = 2
13x - 4y = -66 3x - 8y = 7
7} 10%x - 20 = - 4y 8) 8y = dx - 12
5x - 2y =- 6 5% - 5% = 25
9) 15x% - 20 = &y 10) 2x - S5 = - 3y

METODO DE SUSTITUCION
Bste método consiste en despejar una variable en una ecuacién y
sustituirla en la otra.
Para hacer esto s5lo hay que seguir los siguientes pasos.
lo) Elegir la variable que se va ha despejar y la ecuacién donde se
va a despejar.
20} Despejar la variable.
30) Sustituir el valor de la variable despejada en la otra ecuacién
del sistema y resolver la ecuacién resultante.

P
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40) Ya conocido el valor de una variable se sustituye en el despeje
hecho en el 20.paso y obtendremos el valor de la segunda variable

2x - 4Y = -6
EJEMPLO 1) Encontrar las soluciones de _5x - 21 = 4y

SOLUCION:
lo) Despejaremos a x de la primer ecuaci6n del sistema.
20} Al hacer el despeje tenemos:
Medy -6 wme x=-LE o
3o) Sustituimos el valor de x en la sequnda ecuacién del sistema y
resolvemos.
5(2y - 3) - 21 = 4y
10y - 15 - 21 = 4y
10y - 4y = 36
6y = 36
40} Sugtituimos el valor y = 6 en la ecuacién del 2o0. paso.
X =2(6) -3
Las soluciones del sistema son: x = 9 y ¥y = 6, es decir las rectas
que representan al sistema se cortan en el punto (9 , 6).
CCMPROBACION: Sustituimos los valores encontrados de x y de y en las
ecuaciones originales.

2X - 4y = - 6 Sk - 21 = 4y
2(9) - 4(6) = - 6 5{9) - 21 = 46}
18 - 24 = - 6 45 - 21 = 24
-6s3-6 24 = 24

Efectivamente los valores encontrados satisfacen ambas ecuaciones..

5x - 3y = 2
EJEMPLO 2) Encuentra las scluciones de -10x + 6y = -4

SOLUCTON
1o) Despejaremos a x de la primer ecuacién del sistema.



20) Al hacer el despeje tenemos:
SH = 3y + 2 = R = —31;—2—

lo} Sustituimos el valor de x en la segunda ecuacidn del sistema y
resolvemos la ecuacién resultante.

-10[_1—_3 ;2]+6y=-4

- 2(3y + 2) + 6y = - 4
- 6y -4+ 6y =-~-4
Oy = - 4 + 4
0=0
BEn los casos en que se eliminen ambas variables y nos quede como
resultado 0 = 0 quiere decir que las rectas del sistema coinciden, es
decir representan la wisma linea recta y tienen una infinigad de
soluciones.

EJERCICIO 6.2.2

Encuentra la solucifén de cada uno de los siguientes sistemas, usando
el método de sustitucitn.

3 + 2Y = 3 X -2y = 0
1) X+ Y =1 2) 3x -1y =8
5% + 20y = 10 2% = 6y + 16
3) 2x - 3y =15 4} 5% + 3y = -14
3X = 2 + 6Y 58 - T =y
5) 9y = 6x - 16 6) 4x - 2y = 2
11 - ¥ = - 6 Ix - By = 4
7) 5x+20--31 8) 4y = 4x - 12



METODO DE IGUALACION

Este método consiste en despejar una variable de la primer ecuacién
del sistema y despejar la misma variable en la segunda ecuacién, después
igualar los despejes y resolver,

Con los ejemplos que vienen a continuacién quedard claro éste método.

3x -2y = - 6
EJEMPLO 1) Encontrar las soluciones de X + Yy =
SOLUCION:
Despejamos a la variable x de ambas ecuaciones:
3x - 2y = -6 X +y=13
% =2y - 6

x=_2¥3;5_

Como ge cumple que X = X, hacemos la igualacién de los despejes.

._2}_3_'_6_.,3-],
2y - 6 = 3(3 -yl
2y -6 =9 -3y
2y + 3y =9+ 6
Sy = 15
=3
Sustituimos el valor encontrado en cualquiera de los despejes hechos
al principio, elegimos el mds sencillo y tenemos:

X =3 -y
X3 -3

Las soluciones del sistema son x = 0 y ¥ = 3.
COMPROBACION: Sustituimos los valores encontrados en las ecuaciones
originales del sistema.

Ix - 2y = - 6 X +ya=3
3(0) - 2(3) = - 6 0+3 a3
0-6a-6 3=3

-6 = -6
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2% =13y - 4
EJEMPLO 2} Resolver el siguiente sistema 4x - 3y + 6 = O

SOLUCION-
Despejamos a la variable x {(también podrfa haber sido y) de ambas
ecuaciones del sistema.

2% = 3y - 4 4X - 3y + 6 = 0
~ 4x = 3y - 6
x = A2 3y C
X = 4

Como se cumple que x = X, igualando los despejes y resolviendo
tenemos:
3y-4 _ 3y-86
2 - 4

4{3y - 4) = 2(3y -~ §6)

12y - 16 = 6y - 12

12y - 6y = 16 - 12
6y = 4

2

Y=g =3

y =3

Las poluciones del sistema Bon X = -1 y ¥ = -%— .
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COMPROBACION: Sustituimos 1os valores encontrados en las ecuaciones
criginales del sistema y tenemos:

2% = Jy - 4 4 - 3y + 6 = 0

2(-1) = 3(3) - 4 a-1) -3 + 6 =0
-2=2-4 ~4-24+6=0

- 2=-2 6 +6 =0

0=0

Las soluciones encontradas satisfacen ambas ecuaciones.

EJERCICIO 6.2,3
Bncuentra la solucién de cada uno de los siguientes sistemas, usando
el método de sustitucién.

Ix - 6y = 12 M+ ¥y =22
1} x- y=35 2) 5% + 5y = 20
X - Yy +7=0 2% = 4y - 10
3) 6% -3y -9 =0 4) 6x - 5y = 12
x =3 + 6y 5% +7 -y =20
5) Yy = 6x + 16 6) X - 2y = 4
4x - S5y = 17 3x - 2y = 8
7) 3x + 23 =y 8) S5y =3x -2

METODO POR DETERMINANTES

Un determinante es un arreglo de nfimeros en columnas y renglones; en
nuestro caso usaremos los determinantes de segundo orden, aquellos que
estarén formados por dos columnas y dos renglones.



Un determinante de segundo orden cuyos elementos son los nimerocs a, b,
c y d se representa de la siguiente forma:

a b
c d

Este determinante es igual a un nlmerg, éste niimero serd el resultado
de efectuar la operacidn a+d - bsc; entonces podemos afirmar que:

a b
d = ad - bc

EJEMPLOS:
1) 2 L]
3 6-av2(6)-5(3)n=1.2-15=-3
2) -3 7
4 6.-3(6)-7(4):-18-28--46
1) 1] -4
3 2 = 5(2) - (-4)(3) = 10 + 12 = 22

Una de las aplicaciones mis importantes de 1los determinantes son en
las ecuaciones lineales, veamos como intervienen.
ax + by = ¢
Dado el sistema de ecuaciones lineales _dx + ey = f donde las
letras a, b, ¢, d, e, f son nimeros reales y las variables son x y y;
resolviendo el sistema por cualquier método antericrmente mencionado
tenemoe que los valores de x y de ¥y son:

x=ce-bf _ af - ed
ae - bd Y = e

Estas se pueden representar por medio de determinantes de la Biguiente
forma:

207



c b a [+

£ e d r
X = Y=

a b a b

d e d e

Obgerva lo siguiente:

lo} Los determinantes de los denominadores de ¥ y de y son los mismes
y estdn formados por los coeficientes de las x's y de las y's de las dos
ecuaciones del sistema, es llamado DETERMINANTE DRL SISTEMA.

20) El determinante del numerador de x se obtiene sustituyendo en el
determinante del sistema la columna de los coeficientes de X por los
términos independientes.

30} El dsterminante del numerador de y se obtiene sustituyendo en el
determinante del sistema la columna de los coeficientes de y por los
términos independientes.

NOTA: Para hacer estos calculos el aistema de ecuaciones debe de
estar en la forma esaténdar.
ix- y=5
BJEMPLO 1) Encontrar las soluciones de 6x + 3y = 15
SOLUCION:Como el sistema ya estd en forma estindar escribimos 1los
determinantea como se mencioné anteriormente,

s )

e 3l s@) - temuas) 25 .38 30,
3 -1 3(3) - (-1)(6) 9+6 15
6 3
e sl

yoo Bl us -se) 5 -30 s,
3 -1 33 - (-1)(6) 5+6 15
6 3
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Las goluciones del sistema son x = 2 y y = 1.
COMPROBACION: Sustituimos los valores encontrados de X y de y en las
ecuaciones del sistema y resulta:

Ix -y =58 6X + 3y = 15
3(2) -1 =5 6(2) + 3(1) = 15
6-1=5 12 + 3 = 15

5=5 15 = 15

Si satisfacen ambas ecuaciones, las soluciones son correctas.
2= y +5
EJEMPLO 2) Resolver el sistema 3x + 3y - 21 = 0
SOLUCION: Acomodamos el sistema en forma estindar y nos queda de la
siguiente forma: 2x - y =5

3x + 3y = 21
Resolvemos:
23l
e 23153 - tmiey | a5+ 36,
2 -1 2(3) - (-1)(3) 6+ 3 ]
33
s al
yo 2 200 - 51y 215 | 21
2 -1 2(3) - {-1)13) 6+3 9
3 3

Las soluciones del sistema s8on x = 4, ¥ = 3; geométricamente las
rectas del gistema se cortan en el punto (4 , 3},

COMPROBACION: Sustituimos los valores encontrados en las ecuaciones
del sistema original.

2=y + 5 Ix + 3y - 21 =0
2{4) = 3 + 5 3{(4) «3(3) =21 a0
B =8 21 -21 « 0

0 x~0
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Nos quedan igualdades ciertas, esto quiere decir que los valores de x
y de y efectivamente son las soluciones del sistema.

OBSERVACION:

§i1 al resolver un sistema te resulta que los valores de x y
de y tienen denominador cero, quiere decir que el sistema no
tiene solucién ya que las rectas son paralelas.

Si te resulta que los valores de x y de ¥y son -0—, quiere
decir que tienen una infinidad de soluciones ya que las
ecuaciones del sistema representan la misma linea recta.

EJERCICIO 6.2.4
Encuentra la solucién de cada uno de los Biguientes sistemas, por el
método de los determinantes.

X +y=4 IX +4y = - 6
1) X =y + 2 2) y=3-3x

28 + 3y - 4 =0
3} 2y - %+ 7 =0

X = 42 -y
5) _yedx-38

3x = 27 - ¥
7) 2y = 3%

2x -y = 2
4) 2y - 4x = - 4

X + 4y = 20
&) X=y+2

3% - 2y = 8
8) 4y = 12x - 32
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6.3 SISTEMAS QUE CONTIENEN SIMBOLOS DE AGRUPACION Y FRACCIONES

Cuando Be nos presente algin sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas en formas complejas ya Bea con paréntesis 6 con fracciones
aritméticas lo primerc que hay que hacer es eliminarlos, es decir
convertir éste sistema a otro equivalente en el cudl tengamos ecuaciones
enteras y procedemos a resolverlo con cualquier método ya wvisto con
anterioridad.

EJEMPLO 1) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
3(2x + ¥) = 2(x - 2y} + 26
2(y - %) + % - 2 a5(4 - %) - 3y
SOLUCION: Simplificamos ambas ecuaciones por separado y tenemos:

3(2% +y) = 2{x - 2y) + 26 2y - %) + x - 2 = 5(4 - x) - 3y
6X + 3y = 2x - 4y + 26 2y - 2% + X - 2 =20 - 5x - 3y
6 + 3y - 2x + 4y = 26 2y ~x + 5x + 3y =2 + 20
4x + 7y = 26 4x + S5y = 22
4% + 7y = 26

El gistema 4x + Sy = 22 es equivalente al original, o resolvemos
por determinantes y tenemos:

lzs 7
R 26(5) - (7)(22) _ 130 - 154 _ =24 _,
4 7 4(8) - (7) (4) 20-28 -8
4 s
I4 zs‘
L 4(22) - (26)(4) _ 88 - 304 _ -6 _,
P a5) - (7) (4) 20-28 -8
a5

Las soluciones son X = 3 y y = 2,
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COMPROBACION: Sustituimos 1os valores encontrados en las ecuaciones
del sistema original y tenemos:
J(2x + y) = 2(x - 2y) + 26
3{2{3) + 2) = 2(3 - 2(2)) + 26
3{6 + 2) = 2(3 - 4) + 26
3(8) = 2(-1) + 26
24 = - 2 + 26
24 = 24

2(y - X) +x -
2(2 - 3} +3 -

= 5(4 - x}) - 3y
=5(4 - 3) - 3(2)
2(-1) + = 5{(1) - &
-2+ =5 -6
-1=-1
Nos guedan igualdades ciertas, esto quiere decir que los valores de x
y de y efectivamente son las soluciones del sistema.

- NN

BJEMPLO 2) Resolver el siguiente sistema:

* ._x+L-._3x_§._Ln—i—
.ﬂj'_!-._‘l!._;_x_,l

SOLUCION: Simplificaremos cada ecuacién para obtener un sistema de
ecuaciones enteras que sean equivalentes al dado.

X + Ix - 3 3x - 4 - x
—"_Al“"_g"L“T ‘ ._T._l-.__l’_r_ul
X + 3x - 3 Ix - 4y - %} _
d[Epd . o) L d] npr. S g
9(x + y) - 4(3x - ¥) = 9{(3} 4{3% - ¥} - 3(4y - X) = 12
9% + 9y - 12x + 4y = 27 12x - 4y - 12y + IXx = 12
- 3x + 13y = 27 15x - 16y = 12
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El sistema
principio, lo

- 3k + 13y = 27

obtenido 18X - 16y = 12 es equivalente al dado en un

resolvemos y tenemos:

|27 13

oo 22 181 270160 - 3 012) o432 - 156 - ses
-3 13 -3(-16}) - (13)(15) 48 - 195 - 147
15 -1¢
I-z 27|

g 1 -3(12) - (27)(15) _ -36 - 405 - 441
-3 1 -3(-18) - (13)(15) 48 - 195 - 147
15 -16

Las soluciones del sistema son X = 4 y y = 3.

COMPROBACION: Sustituimos 1los valores obtenidos en la ecuacién

original y tenemos:

X+ Yy
4

4 +3
[

_.3x -y 3 3x -y 4y - x
3 ry e e e B
4 -3, 3 3(4) -3 _4(3) -4 _
9 [ 3 [
A H I P I
4 9 4 3 4
7 3
< - l=-T 3o-z
7-4 3
ranl 1
3 .3
1 1

Cuando en un sistema haya ecuaciones fraccionarias con variables en
el denominador da lugar a ecuaciones de mayer grado; para evitar eso es
recomendable hacer un cambio de variable para asi obtener una ecuacién

lineal.
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EJEMPLO 1) Encuentra las scluciones del siguiente sistema:

5 —— e 3
™ T2y 3

9 , .2 _ 13
x "y 715

SOLUCION:
Hacemos a = —i— Y b= 2L entonces nuestras ecuaciones se pueden

representar de la siguiente forma:

5 3 _ 4 S5, 3.1 4 5 Sp -4
ot T Y/ 3R tTTY 3 e b=
9 2 13 9 1 L1 9 o1
F-fTE_IT — +2—y e = 5 ﬂiZh——-——ls

Mﬁltiplicamos la ecuacidén (1) por el MCM de 2 y 3, y obtenemos:
G[—-—-g—lib-—g—b] -s[—g-] w— 108 + 9D = 8
Multiplicamos la ecuacién (2} por el MCM de 2 y 15, y obtenemos:

30[—3- a+ 2b] = 30 -%g—] ~— 1352 + 60b = 26
10a + 9 =86
Resolvemos el sistema 135a + 60b = 26 por medio de determinantes.

e 9

aw t8 SO  es0) -9i26) _ 480 - 234 246 _ _ 2.
o 5 " 10(60) - 5(135) g00 - 1215 " T615 5
135 60
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10 8
135 26

l . 10(26) - 8(135)

1 4
Y como b = = =3 entonces

EJERCICIO 6.3

1)

3)

5)

7)

7(x +y - 1l}= 3y - 3x)
2(2x ~ 6) =y -3

4{x +# 1) - 3y + 2) = 19
5x + 4(y - 3) n -9

R

_Hi- g = 0
x-y-i 1

x +y+1 9
XY .4

X -y

260 - 1080

. 820 4
0 - 1215 <615 ~ "3

10 9 10(60) - 9(135) )
135 60
Ahora como a = —%— = - —%— entonces |(x

- -
2

3
Y-

Resuelve cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones.

2) 4{x +y) + 10 = -« (y + 11x)
5 - 3y = 2(1 + 2x - y}

4) 5(3x + 8y) + 2({x + 2y)

=3

4(2x + Ty) - 19 v x + ¥

o Fxdreg

_4_.x

37

9
g ¥ = TEE

7

S +x

.) 2(!")-—5—

10}
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3 1 1 1 3 8
) ety = 12) Sty =3
2 1 _ 1 2 11
Wt T x>ty "3
5 3 19 7 2 1
B} 5ty =iz W -y =7
S .4 __ 5 S .3 3
2% [ 4 [3 Yy -2

6.4 PROBLEMAS DE APLICACION

Muchcs de los problemas que se nos plantean pueden resolverse con
mayor facilidad si se representan los enunciados por medio de dos
ecuaciones con dos incognitas, #e resuelve el sistema por algin método
ya visto y finalmente se comprueban los resultados en el problema
inicial,

Veamos algunos ejemplos de como resolver problemas por medio de
si~“~emas de dos ecuaciones con dos incognitas, de ecuaciones lineales y
fraccionarias recuerda los puntos que se te indicarén seguir para
resolver un problema.

BJEMPLO 1) BEn un teatro, 12 entradas de adulto y 8 de nifio cuestan
N§276, y 12 entradas de nifio con 8 de adulto cuestan N$244. Hallar el
precio de entrada al teatro de un nifio y de un adulto.
SOLUCION: Sea x el precio de entrada de un nifio.
Sea y el precio de entrada de un adulto.
12 entradas de adulto y 8 de nific (12y + 8x) cuestan N§276, da
lugar a nuestra primer ecuacién 12y + 8x = 276 ( 8x + 12y = 276
12 entradas de nifio y 8 de adulto (12x + B8y} cuestan N$244, da
lugar a nuestra segunda ecuacidn: 12x + 8y = 244,
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Resolveremos el sistema formado por: 8x + 12y = 276
) 12x + 8y = 244
Como éste sistema ge puede simplificar tenemos que:
8x + 12y = 276 al dividirla entre 4 es equivalente a 2x + 3y = 69,
12x + 8y = 244 al dividirla entre 4 es equivalente a 3x + 2y = 61.
Resolveremos éste sistema por determinantes.

69 3'
8 2 eot2) - 36w, 138 - 183 - a5
2 3 2(2) - 3(3) 4-9 3
3 2
)z 59[
N L 2(61) - 69(3) _ 122 - 207 _ -85 _ ..
2 3 2{2) - 3(3) 4-9 N
12

Bsto quiere decir que la entrada al teatro de un nifio cuesta N$9.
Y la entrada al teatro de un adulto cuegta N§17.
COMPROBACION: 12 entradas de adulto m&s 8 de nifio son:

12(17) + 8{(9) = 204 + 72 = 276.

12 entradas de niilo mis 8 de adulto son:

12(9) + 8{17) = 108 + 136 =» 244

EJEMPLO 2) El triple de un nGmero supera en 11 al doble de otro,
mientras que B8 veces el segundo excede en 7 unidades al quintuplo del
primerp. Hallar ambos niimeros.
SOLUCION: Sean x el primer némero y y el segundo.
El triple de un nimero es 3x, supera en 11 a Y.
Para que sean iguales al menor que es y, le sumamos 11 y
tenemos nuestra primer ecuacién: 3x = y + 11
Ocho veces el segundo esg By.
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El quintuplo del primerc es 5x.
Como 8y excede en 7 unidades a 5%, para que sean iguales al
menor que es 5x le sumamos 7 y nuestra segunda ecuacién es:
8y = 5x + 7
Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones y tenemos:
XK=y +1l — 3% - ¥ = 11 ~—m(1)
BY = 5% + 7 —— -5% + By = 7 ——{2)
Resolvemoa por el método de reduccién,
Multiplicamos la ecuacién (1) por 8 y sumamos con la ecuacién {2).
B(3x - ¥) = 8(11) e~——> 24x - By = 88

- 5% + By = 7
19% + 0 = 95
95
¥ = 5

E=5]

Sugtituimos el valor encontrado en 1a ecuacién (1),

Ix -y =11
3(5) -y=11
-y=11-15
\ Sy--4

Los niimeros buscados x =5 y Y = 4.

COMPROBACION: El triple de 5 es 15, supera en 11 al segundo que €8 4.
Ocho veces el segundo es 8{4} = 32 supera en 7 a el
quintuplo del primero que es 5(5) = 25,

EJEMPLO 3) 51 la longitud de un terreno rectangular aumenta 2 mts. y el
ancho disminuye en 2, la superficie del terreno disminuye 16 n°, i la
longitud aumenta en 5 mts. y el ancho disminuye 3 mts, su superficie
aumenta en 15 m° Encontrar la superficie del terrenc original.
SOLUCION: Sea x la longitud del terreno.
Sea y el ancho del terreno.
La superficie 6 4rea del terreno es xy.
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1o} La longitud aumenta en 2 mts. se representa por X + 2.

El ancho disminuye en 2 mts. se representa por y - 2.

La superficie disminuye en 16, esto es (¥ + 2}{y - 2) = xy - 16.
2o0) La longitud aumenta en en 5 mtg. se representa por x + 5.

El éncho disminuye en 3 mts. se representa por y - 3.

La superficie disminuye en 15, esto es (x + 5)(y - 3} = xy - 15.
Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones resultantes:

(X + 2)(y - 2) =Xy - 16 —— - 2% + 2¥ = -12 ————{1}

(X + 5){y = 3) uw Xy « 15 —— - 3K + 5¢ = 0 ~—es(2)
Lo resolveremos por el métodoc de Sustitucién:

Despejando a y de {1) tenemos: ¥ =X - 6 —_—{3)
Bste valor lo sustituimos en la ecuacién (2) y resolvemos.
-3X +5¢ =0

-3+ 5(x-6) =0
-3+ 5% -30=0
2% = 30
Este valor encontrado lo sustituimos en (3) y tenemos el valos de y.
Yy=%-6
y =15 -6
Entonces el largo del terreno original es 15 mts. y su ancho 9 mts.,
‘gu superficie es {largo) (ancho) = (15) (9} = 135 m,

La comprohacién mse deja de ejercicio al lector,

BJEMPLO 4) Un nimero de dos cifras es 3 unidades menor que el cuddruplo
de la suma de sus digfitos. Si los digitos se intercambian, el
resultado excede en 3 a 10 veces el digito de las unidades del nimero
original. Encontrar dicho nimero.

SOLUCION: Sea x el dfgito de las unidades y Y el de las decenas.
El niimero buscado en notacitn desarrollada es 10y + x.
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7 El cuddruplo de la suma de sus digitos: 4(x + y)
El nimerc 10y + % es 3 unidades menor que 4(x + y), para que sean
iguales a el nfimero menor le sumamos 3 y tenemos la primer ecuacitn:
10y + ¥ + 3 = 4(x +y)
5i los digitos se intercambian el nimero es; 10x + Y.
Diez veces el digito de las unidades el nimero original es
10x.
El nuevo nimero es 10x + y excede en 3 a 10x, para que sean iguales
al nimero menor le sumamos 3 y tenemos nuestra segunda ecuacién:
10 + ¥y = 10%x + 3
Resolvemos el sistema formade por:
10y + X + 3 = 4{X + ¥y} —— - 3X + 6y = -3 ——3(1)
106 + ¥ = 10X + 3 —— —{2)
Usamos el método de sustitucién:
Sustituimos en la ecuaciém (1) el valor dado en la ecuacién (2) y

tenemos: -3 + 6y = -3
- 3x + 6{3) = -3
-3k = -3 - 18
-3 = - 21
x=:—2%——
X = 7

El niimero buscado es 37.

BJEMPLO 5) Un boticario tiene una solucién de tintura de argirol al 40%
le va agregar otra al 60%, la mezcla resulta al 54%. Si tubiera 10
partes mds de la solucién al 60%, la mezcla serfa al 55% de tintura.
tCuéintas partes de cada solucién de tintura tiene el boticario?

SOLUCION:

Sea x la primer soluci6én de tintura al 40%, esto es 40%x = .4x

Sea y la segunda solucién de tintura al 60%, esto es §0%y = .6y

La mezcla x + ¥ resulta al 54%, esto es 54%(x + y) = ,54(x + ¥y)
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Planteamos la primer ecuacidén:
Primera solucién + Segunda seclucién = Mezcla
A4X + 6y = .54(x + y)

10 partes mis de la solucibn al 60% es 60%(y + 10) = .6(y + 10)
La nueva mezcla al 55% es 55%(x + y + 10) = ,55(x + y + 10)
Planteamos la segunda ecuacién:
Primera solucién + Segunda solucién = Nueva mezcla
4% + .6(y + 10) = .55(x + y + 10)

Resolvemos el sistema formado por:
4% + .6y = .54(x + y)
A4X + .6{y + 10) = .55(x + y + 10}

Simplificandolas nos queda el sistema:

- .14% 4+ .06y = 0 —————— - 14X + 6y = 0 |multiplicamos por

- 15k + .05y = -.5 ———» - 15k + 5y w-50 }100 ambas ecuaciones
Aplicamos el método de determinantes y tenemos:

s ol

wot20 5 ots) - t-eifs50) | 360 300 _ ..
-14 6 -14(5) - 6(-15) -70 + 90 20
-15 5
I-u o’
15 -50 -14{-50) - 0(-15) 700 700

Yy = = = = 35
‘-14 6| -14(5) - 6(-15) -7¢ + 90 o
-15

El boticario tiene 15 partes de tintura de argirol al 40% y 35 partes
de tintura al 60%,
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EJEMPLO 6) Si —;- de la edad de Ana se aumenta en los -—';’— de la edad de
Bety, el resultado seria 37 afios, y —iz- de la edad de Bety equivalen a
—ij de la edad de Ana. Hallar las edades de ambas.
SOLUCION:
Sea x la edad que tiene Ana.
Sea y la edad de Bety.
—é— de la edad de Ana aumentada en los —%— de la de Bety es
igual a 37 ailos se representa por:
—;— X ¢ % y = 37
—iz- de la edad de Bety es igual a —i—a de la edad de Ana se
representa por:

-i’—.zy =—ijx es equivalente a: "31_5" - i3 y=0
Quitamos denominadores a las dos ecuaciones resultantes:

X + ¥y = 37 la multiplicamos por 15 y queda: 3x + 10y = 555

2
3
S

plu -
W

XK-—5¥= 0 la multiplicamos por 156 y nos queda: 36x - 65y = O

™

3x + 10y = 555 ———— (1)
Resolvemos el sistema: 36x - 65y = 0 ~——————p(2)

Por el método de Reduccién,
Multiplicamos la ecuacifn (1) por 12 y le restamos la ecuacién (2).
36x + 120y = 6660
- 36k + 65y = O

0 + 185y = €660

6660
Y = g%

Sustituimes el valor encontrado en la ecuacifn {2) y tenemos:
36x - 65(36) = 0
36x = 65(36)
x o §5136)
36

Entonces Ana tiene 65 aflos y Bety 36.
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EJEMPLO 7) El Sr. Lépez rema 18 kilometros a favor de la corriente en 2
horas. Encuentra que remando en contra de la corriente, recorre la
misma distancia en 6 horas. ¢Cudl serd su velocidad en agua tranquila, y
cuél es la velocidad de la corriente?
SOLUCION: Sea x la velocidad del Sr. Lépez en agua tranquila.
Sea y la velocidad de la corriente.
Entonces la velocidad del Sr. Lépez a favor de la corriente
es X + Y.
La velocidad en contra de la corriente es x - Y.

Para plantear el problema usamos velocidad x tiempo = distancia
viaje a favor de la corriente: 2(x + y) = 18
viaje en contra de la corriente 6(x - y) = 18
Quitamoe signos de agrupacién y simplificamos:
2{x + ¥} =18 — 2K + 2y = 18 — X + ¥ = 9
6(X - YY) =18 — 6X -FY =18 — X - Y =}

X +y=29

Regolvemos el sistema formado por , _ . _ .

usando Reduccién.
Simplemente sumamos el sistema y resolvemos:
X +y=9
X -y=3
2% + 0 = 12
x - 12
Sustituimos este valor en la primer ecuacién del sistema:
*+y=9
6 +y=29
Y=9-%
La velocidad del Sr. Lépez en aguas tranquilas es 6 km por hora.
La velocidad de la corriente es 3 km por hora. ‘




EJEMPLO 8) Marcela y Juan pueden realizar una magueta en 42 horas. Si
Marcela trabaja:sola durante 15 horas y después le ayuda Juan terminando
el solo el trabajo en 60 horas. ¢Cudntas horas tarda cada uno solos en
hacer la misma maqueta?
SOLUCION: Sea x el tiempo que tarda Marcela en hacer la maqueta ella
sola.
Sea y el tiempo que tarda Juan en hacer la maqueta el solo.
La parte que realiza Marcela en 42 horas es

La parte que realiza Juan en 42 horas es a2 .

La parte que realiza Marcela en 15 horas es —lé—.

x
La parte que realiza Juan en 60 horas es Y
Juntos hacen una magueta en 42 horas: :2 + ;2 =1
15 60
Por geparado hacen la misma maqueta: x t Ty " i

Hacemos cambio de variable se a = -é— y b= —%— sustituimos estas
variables y tenemos el sistema:

42a + 42b = 1

15a + 60b = 1
HResoclvemos al sistema por determinantes y tenemos:

1 42
160 1(60) - 42(1) 18 1
as= B o——— g ——
42 42 42(60) - 42{15) 1890 105
15 60
l42 1‘
15 1
b= L _4201) -1Q28) _ 272 _ 1
42 42 42(60} - 42{15) 1890 70
15 60
Como a = —1— = 1 entonces x = 105 Y b= ——1 - -}-— entonces y = 70
X 165 ' Y 70 :

Esto quiere decir que Marcela ella sola termina la maqueta en 105
horas y Juan el solo realiza el trabajo en 70 horas,



EJERCICIO 6.4

1,

7.

Encuentra las soluciones a cada uno de los siguientes problemas.

Doce veces un nimero excede en 12 unidades al séptuplo de otro,
mientras que el doble del segundc nimero supera en 5 al triple del
primero. Encontrar ambos nimeros.

El quintuplo de un nimero es 3 unidades menor que el doble de otro
nimero, mientras que el doble del primero es 4 unidades menor que el
gegundo, Hallar los nimeros.

En una tienda una persona comprd 5 limpiadores y 4 jabones por N$32,
Otro cliente compr6 2 limpiladores y 6 jabones por N$20, (Cudl es el
precio de cada limpiador y cada jabén?

cinco kilos de té y 7 kilos de café cuestan N$103, mientras que 4
kilos deté y 3 kilos de café cuestan N$59, iCudl es el precio de un
kilo de t& y de un kilo de café?

El dueflo de un vivero compré 28 tulipanes y 36 rosales pagando por
ellos N$364, una semana después a los mismos precios comprd 15
tulipanes y 43 rosales por N$361. Hallar el co#to de un tulipdn y de
un rosal.

Si al numerador de una fraccién se le afladen 5 unidades, el valor de
la fraccibn es 2, por otro lado sl al mismo numerador se le restan
2, el valor de la fraccién es 1, Hallar la fraccion.

8i se le suma 3 unidades al numerador de una fraccidn y se le resta
2 al denominador, la fraccifn se convierte en -5~, pero sl se le
resta 5 al numerador y se le suma 2 al denominador, la fraccién que
resulta es es —%—. Hallar la fraccién.

Si el mayor de dos nimerocs se divide entre el menor, el cociente es
3, vy si diez veces el menor se divide por el mayor, el cociente es
3 y el reciduo 19. Hallar los niimeros.

Si la base de un recténqulo disminuye en 3 cm. y su altura aumenta
en 2 cm., su 4rea se incrementa en 8 cm? 5i la base aumenta en 4 ¥y
la altura disminuye en 3 unidades, su &rea disminuye en 39 cm’
Encyentra el Area del recténgulo original.



10.

11.

12,

13.

14.

15,

16,

17.

Si el largo de un terreno aumenta 4 mts., y su ancho disminuye 3
mts., la superficie del terreno disminuye en 18m° Si el largo del
terreno disminuye en 5 mts. ¥ su ancho aumenta 5 mts., la superficie
del terreno aumenta en 15 m- Hallar las dimenciones del terreno
original.

Cuando a un nimero de dos cifrac se le agrega la suma de sus
digitos, el resultado es 5%. Cuando se invierten los digitos del
nimero y al nimeroc que resulta se le agrega la suma de sus digitos
el resultado es 32. Bncontrar el nfimero.

Un nOmerc de dos cifras es 30 unidades mayor que el cuddruplo de la
suma de sus digitos. Si los digikos se intercambian, el resultado es
mener 4 unidades que nueve veces el di{gito de las decenas del nimero
origina. Encontrar dicho nimero.

Un qufmico tiene una solucion dcida al 20% y le agrega otra al 50%,
resulta una mezcla al 38%, Si tuviera 10 litros m&s de la solucién
al 50% , la nueva mezcla resultarfia al 40% de dcido. ¢Cudntos
galones tiene de cada sgolucién?

Un lechero hace una combinacién de crema con 8% de grasa y otro tipo
de crema cun 20% de grasa, la mezcla contendria 10.4% de grasa. Si
tuviera 10 litros menos de la crema con 8% de grasa y 10 mis de la
crema con 0% de grasa, la mezcla resultarfa al 12.8%Y de grasa.
¢Cuéntos litros de cada crema tiene el lechero?

Hace 5 aflos 1la edad de Ruth era —%— de la que tenfa su Tia, y dentro
de 10 aflos Ruth tendra la mitad de la edad de gu Tia. Hallar las
edades actuales de Ruth y su Tia.

El doble de la edad de José excede en 50 aflos a la edad de Pedro, y
—%— de la edad de Pedro ea 35 ailos menos que la edad de José. Hallar
las edades de José& y Pedro.

Un aficionado que navega por un rio recorre 15 kilémetros en li
horas a favor de la corriente y 12 kilSmetros en 2 horas contra la
corriente. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la
velocidad de las aguas del rio.



18, Un avién volando a favor del viento puede recorrer 1800 km, en 3

19,

20,

horas, pero volando en contra del viento, puede recorrer solamente
—%— de asta distancia en el mismo tiempo. Hallar la veloridad del
avién en aira tranquilo y la velocidad del viento.

Tere y Lety pueden coser juntas un traje en 24 horas. Si Tere
trabaja solo durante 6 horas y luego Lety completa el trabajo en 16
horas, ¢cuéntas horas demorard cada una 5ola en coser el traje?

Luig y Paco pueden podar un cesped en 24 horas. Después de que Luis
trabaj6 solo durante 7 horas, Paco se unif al trabajo y juntos
terminarén el resto en 20 horas. ¢Cuénto tiempo demora cada uno en
hacer el trabajo solos?

227



TEMA VI

ECUACIONES DE SEGUNDO

GRADO EN UNA VARIABLE

7.1 Las diversas formas de una ecuacién cuadritica.

7.2 Solucién de ecuaciones cuadriticas incompletas.

7.3 Solucién de ecuaciones cuadriticas por Factorizacién.

7.4 Solucién de ecuaciones cuadriticas completando trinomios

cuadrados perfectos.

Solucién de ecuaciones cuadrdticas por la FSrmula General.

Beuaciones reducibles a cuadriticas.

7.7 Problemas que se resuelven por medio de una ecuacién de
segunde grado,

o un




7.1 LAS DIVERSAS FORMAS DE UNA ECUACION CUADRATICA

Las ecuaciones de segundo grado 6 ecuaciones cuadriticas con una

variable, si estdn simplificadas tienen la siguiente forma:
ax’+ bx + € = 0

donde x es la variable y a, b, ¢ son los coeficientes y son nimeros
especificos. Observa gque esta ecuacién es un trinomio cuadridtico
igualado a cero.

La ecuacién ax’+ bx + c = 0 es la forma general de una ecuacién
cuadrdtica, de tal manera que si se le asignan valores especificos a sus
coeficientes obtendremos ecuaciones cuadriticas particulares.

EJEMPLOS : 3+ X+ 5 =0
BX® - 3X + 2 = 0
2x* + 4x - 7 =20
¥ -6x-1=290

A este tipo de ecuaciones de segundo grado en los cuales a, b, y ¢
t 1 t®dos diferentes de cero se les llama ecuaclones completas.

Aquellas ecuaclones en las cuales b & c son igual a cero se les llama
ecuaciones de segundo grado incompletas, son de la forma ax®+ bx = 0 y
ax® + ¢ = 0.

BJEMPLOS : 2 -5 =

4’ + Ix =
56 - 2x =
X +9 =

o O o o

Lo que nunca debe de suceder ea que el coeficiente de x° sea cero, ya
que entonces no serfia ecuacién de segundo grado.

Algunas veces se nos presentan ecuacicnes en las que a esimple vista
no hay término cuadritico, para asegurar el grado de una ecuacién



primero hay que hacer las simplificaciones necesarias y poner la
ecuacién en forma general, y ya hecho éstc definir el grado de la
ecuacidn.

EJEMPLO: La ecuacién ——>——
primer grado ya gque no hay término cuadrdtico, pero si quitamos

+ 3x = 2 a primera vista parece de

denominadores y la ponemos en forma general tenemos:

- 2) [ v x| s - 2002

‘L;_f_’zﬁ_i’nx-zuzx) x - 4
5+ 3% - 6X = 2% - 4
3% - 6X - 22X+ 5+ 4 =0
3 - B+ 920

Obtuvimos una ecuacidn de segundo grado.

Las soluciones 6 raices de una ecuacién de segundo grado son aquelleos
valores que satisfacen la ecuacifén, es decir si sustituimos algin valor
que sea solucién en lugar de la X la ecuacidn debe de reducirse a una
identidad; si la ecuacién de segundc grado estd en la forma general la
ide-+idad debe de ser 0 = 0. Como la ecuacifin es de segundo grado tendréd

dos rafces reales o imaginarias.

7.2 SOLUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS INCOMPLETAS.
ALGO SOBRE RAICES CUADRADAS,

Para encontrar las soluciones o raices de ecuaciones de segundo grado
necesitaremos algunos conocimientos elementales sobre raices cuadradas.
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DEFINICION 1:[ {3 =b 8i y #6lo 8i b° = a

Al simbolo 4 se le llama radical vy a es el radicando,

Ejemplos: 49 =13 vaque 3 =9 y (-3} =9
36 -6 yagque 6 =36 y (-61°= 36
{169 = #13 ya que 13% = 169 y (-13)%= 169

Por esto es que decimos que la rafz cuadrada tiene dos resultados, un
positivo y un negativo.

Pero si tratamos de calcular la rafz cuadrada de un nimero negativo
veamos que pasa.

Para encontrar el valor de -3 por la definicién 1 hay que encontrar
un nimero que al elevarlco al cuadrado nos dé -9, el cudl no existe en
los nimeros Reales; ya que toda potencia al cuadrade es positiva. A
este tipo de nimeros se les llama nimeros imaginarios.

DEFINICION 2:| {3~ = a'’?, esto quiere decir que la rafz cuadrada
es una potencia con exponente ~%—.

Usando esta definicién podemos deducir lo siguiente:

’aa - (az)uz - ‘2/2 - l’ - a
Esto nos dice que la rafz cuadrada de un nimero elevado al cuadrado es
igual al nimero, comunmente se dice que la rafz cuadrada y el cuadrado se
eliminan, Podemos afirmar que la raiz cuadrada es la operacién inversa de
elevar al cuadrado y viceversa.

gggwpLos: 437 =3, [77 <7, [ 22, (HP =5, (118)% - 15.
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DEFINICION 3: |La operacién inversa de elevar al cuadrado es extraer

raiz cuadrada, y la operacién inversa de 1la raiz
cuadrada es elevar al cuadrado.

SOLUCIONES DE ECUACIONES INCOMPLETAS

Las soluciones de una ecuaci6n de segundo grado incompleta de la forma

ax® + ¢ = 0 se encuentran despejando la variable de la siguiente manera:
2
ax” + ¢ = 0

axz 2 - C
2 [~
X = 2
2 c
Jx =d4- =

Para que x sea una raiz real, a 6 ¢ debe de ser
OBSERVACION: [mencr que cero, asi el radicando serd positivo

y existird su rafz. Si ésto no sucede entonces
las raices serdn imaginarias,

Puedes encontrar las soluciones haciendo el despeje 6
sustituyendo en x = fJ— —%— . de cualquier

simplemente

forma obtienes las mismas
soluciocnes.

EJEMPLO 1} Encuentra las soluciones de x> - 9 = 0.

SOLUCION 1: Despejamos a x cémo se indicé.
2
4x" = 9

2 9
X = =
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=
. x =

Las soluciones son —3— y - %

SOLUCION 2: Como es una ecuacién incompleta de la forma ax’- ¢

=0
sus goluciones son de la forma x = - %
En estecaso @a =4 y c= -9,
Sustituimos y tenemos: x = ¥ -'% = % g
. 3 3
Las soluciones son —5— y - —3-
EJEMPLO 2) Encuentra las soluciones de 3x° - 12 = 0.
SOLUCION: Despejamos a X y tenemos:
I - 12 =0
% = 12
xZ = —1§ = 4
x = {1
x=12
Las soluciones son 2 y -2.
También se puede resolver sustituyendo en x = 4- % , Be deja de

ejercicio al lector.
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Las soluciones de una ecuacidén de segundo grado incompleta de la
forma ax® + bx = 0 se encuentran factorizando de la siguiente manera:

ax® + bx = ¢

x{ax + b) = 0

_ _ Un producto es cero si alguno
Xx=0 6 ax+b=0 {de los factores es cero.

[¥ = 0jes una solucién.

y de  ax + b = 0 e segunda solucién.

Puedes encontrar las soluciones haciende la factorizacién paso por
paso 6 simplemente sustituyendo en X = - ——g— Yy 1la otra
es x = 0, de cualquier forma obtienes las mismas soluciones.

solucién

EJEMPLO 1) Encuentra las soluciones de 2x° - 8x = 0.

SOLUCION 1: Factorizamos y tenemos:
2 - 8x = 0
®(2x -'8) = 0
5 2% - B =

2K =

w o

8
K= -

Las soluciones son 0 y 4.

SOLUCION 2) Como nuestra ecuacién es 2x° - 8x = 0 entonces a = 2 Yy

b = - 8, sustituyendo en x = - % tenemas:
® = - -'% = 4 y la otra soluci6n es x = 0.

Las soluciones son 0 y 4.
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EJEMPLO 2) Encuentra las soluciones de 3x° + 5x = 0.

SOLUCION: Factorizamos y tenemos: s 5% = 0
X(3x + 5) = 0
6 3 +5 =0
3x = - 5
- 5
¥=-3
Las soluciones son ¢ y - -g— .

EJERCICIO 7.2
Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones.

1) 3x° - 27=0 2) -2+ 8 =0
3)x* -25=0 4) 4x* - 36 = 0
5) -2 + 32 =0 6) ¥ + 16 =0

7) 2%+ 18 =0 8) -56° -5=10
9) 2x° - 5x = 0 10) 3x° + 12x = O
11) -ax® ¢ 200 = 0 12} ¥* + 5x = 0

213) 7x° - 2x = O 14) -3 + 2x = O -
15) 3x° - 6x =« O 16) 8x° + 12x = 0

7.3 SOLUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS POR FACTORIZACION.

Es mds interesante tratar con ecuacicnes de segundo grade en las
cuales ninguno de sus coeficientes vale cero, a este tipo de ecuaciones
ge les llama completas ¥ son de la forma ax’+ bx + ¢ = 0,



Uno de los principales métodos para encontrar sus soluciones es
por factorizacién, Este método consiste en expresar el trinomio de
segundo grado como producto de dos factores lineales.

Te recomiendo des un repaso a la factorizaci6n de trinomios, se
encuentra en el TEMA III.

EJEMPLO 1) Encontrar las soluciones de la ecuacién x° + 5X + 6 = 0.

SOLUCION: Factorizamos el trinomio x° + 5% + 6 y después se iguala a
cero.
x° + 5%+ 6 = (x+2(x+3) entonces
(x + 2)(x + 3) =0

_ Un producto es cero si algquno
(X +2) =0 6 f{x+3) = o{de los factores es cero.

Six+ 220 ==» {x=_-2)
S1 %X+ 3 =0 ==t [Xw -J)

Las soluciones son -2 y -3.

Las comprobaciones de los resultados se dejan de ejercicio al lector.

EJEMPLO 2) Encontrar las soluciones de 2x°+ x - 3 = 0.

SOLUCION: Factorizamos el trinomio 2x%+ x - 3 y se iguala a cero.
2% x - 3 = (x ~ 1)(2x + 3) entonces:
(x - 1)(2x + 3) =0
(x - 1) =0 6 (2x+3) = 0

8i x-1=20 _x

R

Las soluciones son 1 y - -g-—-
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EJEMPLO 3) Encontrar las soluciones de 5x°- 12x + 7 = 0,
SOLUCION : 5x>- 12¢ + 7 = (X - 1) {5k - 7)  entonces:
{x - 1}{5% - 7) =0
(X -1 =0 6 (5% -7 =0

S5i xx-1=20 mﬁm

8§ 5%x-7=0

Las spluciones son 1 Yy ——.

EJERCICIO 7.3
Por factorizacibn encuentra 1las soluciones de cada una de las
siguientes ecuaciones.

1) x* - 4x - 5 = 0 23% - x-12=0
3) x> 4+ 2% - 15 = 0 4y %' - 6x + 8= 0
5) % + 7% - 18 = 0 6) 3XK° - 6%x +2 = 0
7) 6% + % - 12 = 0 8) x> +3x -2 =0
9) 5%° - 4x - 1 = 0 10) 3% -8Bx -3 =0
11) 7% - 15% - 52 = 0 12) 4% - x - 3 =0

7.4 SOLUCION DE ECUACIONES COMPLETANDO TRINOMIOS CUADRADOS PERFECYOS

En algunas ocaciones utilizar el método de facctorizacién se hace un
poco diffcil, por eso es conveniente saher otrc método para encontrar
las soluciones de una ecuacién de segundo grado; este métedo también lo
utilizaras como herramienta en temas posteriores.
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Se te recomienda seguir los siguientes pasos para la utilizacién de
este método.
10} La ecuacién debe de estar en la forma X+ bx + ¢ = 0,
Observa que el coeficiente de x° es 1.
20} Colocar el término independiente que es ¢ en el miembro derecho

de la ecuacidn.
Sumar a los dos wiembro de la ecuacién el cuadrado de la mitad

3o
b2
del coeficiente de x, es decir sumar [—2—-] .

40} El trinomio que resulta en el miembro izquierdo es un trinomio
cuadrado perfecto, y se factoriza como el cuadrado de un binomio.

S0} Extraer raiz cuadrada a los dos miembros de la ecuacién, del lado
izquierdo se eliminard el cuadrado vy la rafz.

60} Despejar la variable y obtendremos sus valores,

EJEMPLO 1) Encontrar las soluciones de 2x° - 6x + 3 = 0.
SOLUCION:
1o} Convertiremos la ecuacién a la forma x°+ bx + ¢ = 0.
Para que el coeficiente de la X sea 1, dividimos entre 2 la
ecuaci6n 2x°- 6x + 3 = 0 y tenemos:
2x’- 6x + 3 _ O

2 2
x2-3x0—:2’—-u0

20) Ceolocamos el término independiente en el miembro derecho de la

igualdad. - o= - ZL

30) Sumamos a los dos miembros de la ecuacién ,8l cuadrado de la
mitad del coeficiente de x, este seré& -—g——
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4o0) Pactorizamos el trinomio cuadrado perfecto que estd en el
miembro izquierdo de la ecuacitn:

342 _ .3 .9
x- 51" =5+ -3

S0} Extraemos raiz cuadrada de los dos miembros.

3.2 3 E]
I e B

_ 3 4T
x=5t3
X = 3;4’3‘
Una solucidn es |x = 3;"? , Y la segunda es x=_3_ﬁ

EJEMPLO 2} Encontrar las soluciones de 3x°- 7x - 3 =0,
SOLUCION:
1o) Convertiremos la ecuacitn a la forma ¥+ bX + ¢ = 0,
Para que el coeficiente de la %* gea 1, dividimos entre 3 la
ecuacién 3x%- 7% - 3 = 0 y tenemos:

-3 0
- 3

2 7
x-—3—-x-1=0

20) Colocamos el término independiente en el miembro derecho de la

igualdad. - loxan
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30} Sumamos a los dos miembros de la ecuacidn el cuadradg de la
mitad del coeficiente de x, la mitad al cuadrado es [—%—].
2
2 7 7 7
"'T"*[T]’l*(T]
Factorizamos el trinomio cuadrado perfecto que estd en el
miembro lzguierdo de la ecuacién:

2

40)

7,2 49
()('T) a 1 4+ 1€

50) Extraemos raflz cuadrada de los dos miembros,

J(K-%—)z'jl«v 49

36
7 l 85
L A [
60) Resolvemos la ecuacién.
% - 1., HES
6 6
® +{85 +’I
= 3 g
7 + i85
X = S

Una solucién es {x = —+285 185} 4 1a sequnda es |x = LT85

En. e]l ejemplo que sigue omitiremos 1la numeracién de los pasos y
regolveremos el ejemplo solo con las ecuaciones equivalentes.

EJEMPLO 3) Resolver la ecuacién 5% - 9% - 44 = 0.
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SOLUCION : 5%° - 9% - 44 _ O
- — " 75

5
2 9 44
X -5 x-—F5 =0
2 9 44
¥ -5 x=—g
29 91 _ 44 9 )?
* ‘T’”[W] =75 *[W
-2 . 1 81
T 5 * T1ig0
2
9 961
["'_m]’ 100
[ _;3_2_.[@
o] " *Ii00
9 _ ., 31
X- g =1
_ .9 31
¥ =10 * 1o
9 & 31
X =75
9 &+ 31 40 i
La primera solucifn es x = ——z~=— = —¢- = 4;
. 9 - 31 -22 11 i3
La segunda solucién 88 X = ~Tpt- = TR = - Sy X o= - -

Recuerda que para verificar si efectivamente los valores encontrados
son las soluciones correctas, solo tienes gue sustituir cada uno de los
valores en la ecuaci6n original y checar que quede una igualdad
verdadera.

Por medioc de este mé&todo podemos encontrar la solucién de cualguier
ecuacién de segundo grado.



EJERCICIO 7.4
Encontrar las soluciones de cada una de las siguientes ecuaciones de
segundo grado completando trinomios cuadrados perfectos.

1)« - 4x + 3 =0 2) x* - 9% +8 =0
3)x2-6x+2u0 4)x2-5x+7=0
5) 2% - 3K -2 =0 6)4x* - x -3 =0
7) 3x® - 5x -2 =0 2) 2% + 4x - 8 = 0
9) 6x° + 13% - § = 0 20) 5x° - 7x - 90 = 0
11) 9x% - 17x - 2 =2 0 12) 4x® + 8x - 3 =0
13) ™ - Bx +1=0 14) 3%° - 10x - 2 = O

7.5 SOLUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS POR LA FORMULA GENERAL.

Otro de los métedos para resclver ecuaciones cuadréticas es utilizando
la Férmula General, es considerado el mis simple de los métodos porque
g6lo se sustituyen los coeficientes y se resuelve la operacién aritmética
res.ltante, Por medio de la FSrmula General se pueden encontrar las
solucicnes de cualquier ecuacién de seqgundo grado ya sea completa 6
incompleta.

Para saber cuil es la Férmula General tenemos que resolver la ecuaciédn
cuadritica ax®+ bx + € = 0, lc haremos completando un trinomio cuadrado
perfecto,

SOLUCION: ax’+ bx + ¢ O
a a
2 _b [2]
Kt o Kb e = 0

a2, b b)) c b2
’“T"*[zT]"—*[ﬁ-]

a

b ]z c b -aac + b
X + 2 o e D e—————e
( 2 a 4a° 4a°
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Entonces tenemos:

b tp? - 4dac
L cono {4a® = { (2a) %= 2a

2

4a
X = - b tJb:-tmr:
2a 2a
= - bt {b? - aac
2a

Bg la FSrmula General gue nos da dos goluciones que’al separarlas son:

xg-b«-jbz--%ac xE-b-Jbz-dac
1 Za 2 2a

Recuerda que si b - dac es negativo no existird su raiz cuadrada y
entonces las golucicnes son imaginarias,
Para resolver una ecuacién cuadritica usando la Férmula General lo

primero que hay gue hacer es acomcdar la ecuacifn que nos den en la forma

ax’+ bx + ¢ = 0, para tener bien definidos los valores de los

coeficientes a4, by c.

EJEMPLO 1) Encontrar las soluciones de la ecuacién 3x° - Sx - 2 = 0,
SOLUCION: En esta ecuacién a = 3, b= -5 y ¢ = - 2 sustituyendo en
la F6rmula General tenemos:

-b s db? - aac (s s 81 aii2) | 5 TEEET
2037 3

x = Za

st{49 _ 521
1 3
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Y la segunda es X = — 5

EJEMPLO 2) Encontrar las soluciones de 4x*- % - 5 = 0,
En esta ecuacién a = 4, b= - 1 y ¢ = - 5 sustituyendo en

SOLUCION:
la Férmula General tenemos:

- bt {b% - anc I 'I(-l)zj- 4(4)(-5) _ 1+ {13 80
204 ]

X = 2a
_1sdBT 119
8 8

La primera solucién es x = i;_g_ = 13 a

Lof o2t e [T

Y la segunda es X =

EJEMPLO 3) Encontrar las soluciones de 5x° - 7% + 2 = 0.
En esta ecuacifna =5, b= -7 y c =2 sustituyendo en

SOLUCION:
la Férmula General tenemos:
. - b s I - 4ac e sl am @ 7 ¢+ {a5"7 %0
2a - Z(5) = 10 =

‘7249 .13
10 10

7+ =__l0___

La primera solucién es X = ~—S5— 10

Y la segunda €6 X = —..’.-%0-;-—5._‘2.0_=|—£,



EJERCICIO 7.5
Encontrar las soluciones de las siguientes ecuaciones usando la

Férmula General.

1) %%+ 2x -3 =0 2) ¥ -6x + 220
3 2% -3 -1=0 4) 2% + 10x - 12= 0
5) 5% + 12k + 4 = 0 6) 2x% + 5% - 12 = 0
7y 3% - 10k - 2 =0 8) 5%° - 2% - 4 = 0
9} 6%* - 5% - 6 = 0 10) 7%% - 8% + 1 = 0
11) 3x® - 14X + 5= 0 12) 8X° - 2x + 3 = 0
13) 4’ + Ix - 22 = 0 14) 3x° - 6x + 2= 0

7.6 ECUACIONES REDUCIBLES A CUADRATICAS,

Cuando nos dan una ecuacién en la cusl hay paréntesis 6 fracciones
éstas pueden escribirse en formas mis sencillas y llevaree a la forma
ax® + bx + ¢ = 0 la cudl se puede resolver por cualquier métedo ya
vis.os antes.

EJEMPLO 1) Encontrar las soluciones de 3{3x - 2} = (x + 4){x - 4},
SOLUCION: Efectuamos los productos, lgualamos a cero y reducimos
términos semejantes, y obtenemos:
9% - 6 = X° - 16
0=x*-9% - 16 + 6
% - 9% - 10 =0

Resolvemos la ecuacién x* - 9x - 10 = 0 por factorizacién.

¥ - 9x - 10 = {x - 10) (%X + 1) entonces

{(x - 10}(x + 1} =0 4emwr (x-10) =0 6 (X + 1) =0

esto sucede si: 6

Lag soluciones son: 10 y - 1.
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Recuerda que para hacer la comprobacibén éstos valores se sustituyen en
la ecuacién original y debemos obtener una igualdad verdadera.

EJEMPLO 2) Encontrar las soluciones de (x + 2)°- (x - 1)%= x{3x + 4) + 8.
SOLUCION: Sabemos que (x + 2)%= x¢ 3(x°) (2) + 3x(2%) + 2°
=% + 6x° ¢+ 12x + 8
Tawmbién: {(x - 1}7= &% 30 (-1) + 3x(-1)% + (-1)°
= x°- 3x%¢ 3% - 1
Entonces cémo: (x + 2)7- (x - 1)°= x(3x + 4) + 8
Se cumple: x° + 6X° + 12x + 8 - (x°- 3%+ 3x - 1) = 3x% + 4x + 8
e 6% 12 + 8 - X%+ 3% Ix + 1 = 3x? + dx + B
9%° + 9 + 9 - 3x° - 4x -8 =0
6%° + 5x + 1 =0
La resolvemos por la FSrmula General.

a=6, b=5 y c a=1; sustituimos en la Férmula General y tenemos:

= - 30 o dac _ -5¢d5% . a@@) -5 .

2a 276y = 12
o5l _-511
12 12
-5+ 1 -4 1
Una solucién es 13 = =|- 5

= 5-1 - 6 2
La segunda solucién es i3 == |- 5

EJEMPLO 3) Encuentra las scluciones de '__3"_ = --—f--—z— -1,
SOLUCION:

El MCM de los denominadores es (x + 1){x - 2), multiplicamos
ambos miembros de la ecuacidn por el MCM y tenemos:

(x+1)(x-z)[xfl]=(x+1)(x-z)[—x—‘}-7--1]

2{(x - 2) = 4{x + 1) - L{x + 1) (x ~ 2)
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2K -4 =4X +4 - X+ x+ 2
X - BXx + 2x-6-4=0
%%~ 3% - 10 = 0
Resolvemos la ecuacién Factorizaciédn:
- 3% - 10 = {x + 2}(x - 5) =0

Entonces (x +2) =0 6 (x-5) =0
Si x+ 2 =0 entonces [X = -2)
§i x -5 20 entonces [x = 5]

Una golucién es -2 y la otra 5.

BJEMPLO 4} Encuentra las soluciones de

X -6 . X+ 2 - X + 4

x2. 6x + B x%- 3 - 4 - x - 2

SOLUCION: Pactorizamos cada trinomioc de los derominadores.
*°- 6x + B = (x - 2)(x - 4)
I - 4= (X 1)K - d)
Xo - 2= (x+ 1)(x - 2)
El MCM de los denominadores es: (¥ + 1)(x -~ 2}{x - 4}
Multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por el MCM,

(x+1) (x-2) (x-4) [ 2B, X2 2 )-(xm(x-z)(x-a)(-a—’“—“—-]
X - 6x + 8 X - 3% - 4 x- % - 2

(X + 1}{x - 6) + (¥ - 2}{x+2) = (% - 4)(x + 4)
K¥-5%-6+%x -4=x"-16
2%°- 5% - 10 - x% 16 = 0
% 5%+ 6 =0
Resolvemos la ecuacién por Factorizacién:
¥ - 5X+ 6= (x-2)(x-23)=0

Esto sucede si (x -2 =0 6 (x ~3) =0
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Si (x - 2) = 0 entonces
S§i (x - 3) = 0 entonces
Una solucién es 2 y la otra 3,

EJERCICIOC 7.6
Encuentra las soluciones de cada una de las siguientes ecuaciones

1) 0~ S+ 2] = 7(x-3) - 50 1)

2) 23 + (2% - 3)% = (x + 5)°

3) 2(x - 5)% - 25(1 - x) = x+ 27

4) X -5V (X +5) +2(x+3) 2. (x+2){x-2) + T(x-1) + 1

5) x(ax+4) - (x+2%e-8-(x-1)°

6) 20xix - 2) + 27 = (5% - 4})% - (3x + 5) (2% - 1)

2 2
nt-FeF nFoowen . F
9) S 15 .9 10)5----—5—,(% -"_3",2:

2x 5x x -1 7 2x
L2 e T aras e S T S 12) X "% YT -I
13) . 2 + I22 - zil
x° +2x - 3 X + 5% + 6 x“ +x -2
14) 10 . 22 M.
-2 - 3 x° +x - 12 X+ 5x + 4
15) ——8 . o . lex
3x” - 10x + 3 2% - 3x ¢+ 1 2%° - 5% + 2
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7.7 PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR MEDIO DE UNA ECUACION DE 20.GRADO

El planteo de algunos problemas conducen a una ecuacién de segundo
grado; que al resolverla nos da dos soluciones que seradn las soluciones
del problema dado siempre y cuando éstas satisfagan las condiciones del
problema, y las que no satisfagan las condiciones del problema serén
rechazadas.

EJEMPLO 1) Bncontrar dog nimeros naturales que sumen 23 y la diferencia
de sus cuadrados supera en 41 al producto de los ndmeros,

SOLUCION:
Sea x un nimero y el segundo serd 23 - x ya que suman 23.
La diferencia de sus cuadrades es: x° - (23 - x)°.

La diferencia de sus cuadrados supera en 41 al producto de los
niimeros; para que sean iguales se le resta 41 al mayor y
tenemos: x° - (23 - x)z - 41 = x(23 - x)
Quitamos paréntesis e igualamos a cero:
x? - (237 - 46x + x°) - 41 = 23x - ¥
%% - 529 + 46X - X° - 41 - 23X + X" 8 O
x* + 23% - 570 = 0
Factorizando: (x + 38)(x - 15} = O
Si x + 38 = 0 entonces x = - 38
Si X - 15 = 0 entoncesa x = 15
Como los niimeros son naturales descartamos - 38.
Los nimeros son: 15 y 8.

EJEMPLO 2) Se pretende cercar un terreno recténgular y dividirlo en tres
partes con dos cercas interiores y paralelas a uno de los lados.
Encuentra las dimensiones del terreno si la longitud total de las cercas
eg de 800 mts. y el Area del terreno es de 19200 w.

SOLUCION: Sea x el ancho del terreno, ver la fiqura.
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400 - 2x

Como  la longitud de 1la
cerca es B00, al colocarla
en los 4 lados paralelos ® x x x
lo que nos resta es B0O-4x
que ser§ para cercar los
2 lados restantes que son iguales, entonces cada uno mide la
mitad de 800 - 4x que es 400 - 2x.
Bl drea del terreno es base x altura = (400-2x)x y es igual a
19200 m®, de sto surge nuestra ecuacién que es:
(400 - 2x)x = 19200
400x - 2x* = 19200
0 = 2% - 400% + 19200
Dividimos teda la ecuacifn entre 2 y tenemos:
x* - 200 + 9600 = 0
Pactorizando: {x - 80)(x - 120) = O
Si x - 80 = 0 entonces[x = 80]
81 x - 120 « 0 entonces[x = 120]
8i la altura mide 80 entonces la base medir& 400 - 2{80) = 240m.
Si la altura mide 120 entonces la base medird 400-2(120) = 160m.
Cualquiera de estas soluciones satisfacen las condiciones del

400 - 2x

problema.

BJEMPLO 3} Pedro comprd varios sacos de azicar por N§240. Si hubiera

comprado 3 sacos mis por el mismo dinero cada saco le habria costado N$4

menos. (Cuftos sacos comprd y ha que precio?

SOLUCION: Sea x el nimero de sacos que comprd.

Bntonces cada saco le costd
Si hubiera comprado 3 sacos mde serfan x + 3 sacos, y por el
mismo dinero entonces cada saco costarfa ;2—‘:2: que es N§4
mencs que el primer precic; esto da lugar a la ecuacidn:

240 240
x

x+3°" -4



Para resolverla hay que llevarla a la forma ax’ + bx + ¢ = 0.
Multiplicames ambes miembros de la ecuacidn por el MCM de los
denominadores que es x{(x + 1), y tenewmos:

240 240
= xi{x + 3)[——r - 4]

x + 3

®{x + 3)[

240x = 240{x + 1) - 4xix + 3}
240x = 240 + 720 - 4% - 12x
240% - 240X + 4x° + 12% - 720 = 0
4x® + 12x - 720 = O
Dividimos toda la ecuacidén entre 4 y nos resulta:
%® + 3x - 180 = 0
ft + 15} {x - 12} = 0
8i x + 15 = 0 entonces
8i x - 12 = 0 entonces
Como no sze pueden comprar - 15 sacos esta solucidn se descarta,

Entonceg Pedro compro 12 sacos y cada uno costéd 2;2 = 20,

La solucién al problema es: Pedro comprd 12 sacos de azdcar a
N$20 cada uno,

BJEMPLO 4) Un pescador en su lancha puede recorrer 16 km. ric abajo y
regresar en un total de 6 horas. Si la velocidad de la corriente es de
2km, por hora, hallar la velocidad a la que el pescador puede remar en
aguas tranquilas.
SOLUCION: Sea x la velocidad en km/h 8 la que puede remar el pescader
en aguas tranquilas, entonces la velocidad rio abajo serd
x + wvelocidad de la corriente = x + 2 y la velocidad rio
arriba serd x - velocidad de la corriente = x - 2.

Usamos la £6rmula de FIsica d = ¥ob mem ¢ = ~g— ,

s ; 18
Tiempo que tarda en remar rfoc abajo es a2

El tiempo que tarda en remar ric arriba serd 16

x - 2°




El tiempo que tarda en remar rfo abajo mis el tiempo que tarda en
remar rio arriba es igual a 6 horas, de esto resulta la ecuacién:

16 16
x+2+x-2’."6

Para resolverla hay que llevarla a la forma ax® + bx + ¢ = 0.
Multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por el MCM de los

denominadores que es {x + 2)(x - 2), y tenemos:

e - 2[5 0 2 ) s 2 - 2006)

16(% - 2) + 16{x + 2) = 6(2° - 4)
16% - 32 + 16x + 32 = 6x*- 24
0= 6x°- 24 - 32x
Dividimos entre 2 a toda la ecuacién y resulta: 3x° - 16x - 12 = 0

Para encontrar sus solucicnes usamos la P6rmula General, en la
cudl a4 = 3, b= -16 y c = -12. Sustituyendc estos valores
tenemos:

-b e db* - gac o116 2 {11607 - 431 (-12)
2a 2(3)

16 + {256 + 144 _ 16 % 4400 _ 16 ¢ 20
3 % 3

X =

Una solucién es: lé%—-gg = —3—2- = [E]

Otra solucién es: Lﬁ_%ﬂ - -'-%— = IE
2

Como no puede haber una velocidad negativa descartames - -5

Asi que la velocidad a la que puede remar el pescador en aguas
tranguilas eg 6 km/h.



EJERCICIC 7.7

1)

2

3)

4

5)

6

7

9

10}

Resuelve cada uno de los siguientes problemas.

El producto de dos nimeros enteros consecutivos supera en 100 al
cuddruple del siguiente nimero consecutivo, Encontrar 1los tres
nimeros. '

La suma de dos nimeros es 26 y de sus cuadrados es 370. Encontrar los
niimeros.

La suma de dos nimeros naturales es 22 y la diferencia de sus
cuadrados supera en 71 al producto de los nimeros. Hallar los
nimeros.

La diferencia de dos ndmeros es 2 ¥y la suma de sus cuadrados es 74.
Hallar los nimeros.

La diferencia de dos nimercs naturales es 7 y la suma de sus
reciprocos es gg . BEncontrar los nimeros.

La altura de un trisngulo es 7 cm, mayor que su base, si el Area del
tridngulo es de 135 cm®, Encontrar la longitud de su altura y de su
base,

Se pretende cercar un terreno rectdngular y dividirlo en tres partes

con dos cercas interiores y paralelas a uno de los lados., Encuentra
las dimensiones del terreno si la longitud total de las cercas es de
800 mts. y el drea del terreno es de 20000 w.

Una pintura con 6 cm. més de longitud que de anchura, tiene margenes
superior e inferior de 3cm de ancho y los margenes laterales son de 2
¢m de ancho, La pintura ocupa un espacio de 165 co, Encuentra las
dimensiones de la pintura con margenes.

Se cercard un terreno rectdngular en sus cuatro lados y se dividira
en dos partes por una cerca interior y paralelas a uno de los lados.
Encuentra las dimensiones del terreno si 1la longitud total de la
cerca es de 600 mts. y el &rea del terreno es de 15000 .

Un granjero desea cercar un terreno rectangular de 46 mts, de
perimetro un rio corre a lo largs de un lado, entonces no cercard ese
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11

12

1

1

15

16

17

18

)

)

)

)

-

)

lado. Encontrar cudntos metros de cerca debe comprar para cercar 1og
tres lados del terreno si éste tiene un &rea de 112 m’,

La maegtra de Jorge le dejo el trabajo de contruir una caja de cartén
abierta. La caja debe de tener la hase cuadrada, los lados de 9 cm.
de altura y una capacidad de 5184 cm’, Encontrar el tamado de la
pieza de cartén que debe comprar para construir la caja.

Anita comprdé varios libros por N$180. Si hubiera comprado & libros
menos por el misme dinero, cada libro le habria costado N$1 mis.
¢Cudntos libros compré y cuanto le costd cada uno?

El viaje a una prédctica de campo salié en N$448. Si hubieran ido 4
estudiantes mids el costo por estudiante habrifa sido de N$2 menos.
¢Cuéntos estudiantes fueron a la practica de campo?

Un grupo de estudiantes compré una cémara fotogrdfica que costd
N$1200. Bl dinero que paga cada estudlante excede en 194 al nGmero de
estudiantes que hicieron la compra. ¢Cuéntos estudiantes compraron la
cémara fotografica?

Omar comprdé cierto nimero de paletas por N$24, Si cada paleta le
hubiera costado N$1 menos, podria haber comprado 4 paletas mis por el
mismo dinero. ¢Cudntas plumas comprd Omar y a que precio?

Un principiante de canotaje puede recorrer 12 km rio abajo y regresar
en un total de 5 horas. Si la velocidad de la corriente es de 1 kn/h,
encuentra la velocidad a la que puede remar el principiante en aguas
tranquilas.

Un avién vuela entre dos ciudades separadas 300 km. Cuando el viento
sopla a favor a 30 km/h, el avién alcanza su destino -;— hora antes.
¢Cudl es la velocidad del avién?

Cesar vive a 30 km. de su trabajo. Si viaja en su bicicleta a 5 km/h
mds de lo usual, llega a su trabajo 5 minutos més temprano. ¢A que
velocidad maneja normalmente su bicicleta?
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TEHMA VIII

EXPONENTES
- Y
RADICALES

o o D ®@ oo ®
~ s W N

Otras propledades de los exponentes.
Definicién de radical.
Simplificacién de radicales.
Adicién de radicales.

Multiplicacién de radicales.
Divisién de radicales.
Racionalizaci6n,
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En este tema completaremos el estudio acerca de los exponentes que va
abordamos en el TEMA II, y estudiaremos con mayor detalle a los
Radicales ya que s6lo hicimos mencién a ellos en el TEMA VII.

Puedo decir que este Tema es complementario y optativo asf que puede
omitirse del programa 6 dejarse como tema de estudio al alumno, ya que
necesitard de éstos en estudios posteriores de Matemiticas,

8.1 OTRAS PROPIEDADES DE LOS EXPONENTES.

Antes de continuar con las nuevas propiedades de los exponentes te
recomiendo des un repaso a las primeras propiedades de los exponentes en
el TEMA II, ya gue a estas alturas es probable que hayas perdido
habilidad en su manejo.

Recuerda que x° & xexexexex en donde el factor x es llamado la base
y 5 es 8l exponente, la expresién %° es 1lamada potencia.
Las primeras propiedades de los exponente son:

Si X, YeRconX, Y*» 0y mneN
entonces se cumple:

1) X" = x™'"
2) ‘xl)ﬂ a X™"

3) (X"« X"Y"

n ®"™ sino>m
4 X ={

x" X" sima>n

n n
5)_1(_=_J£_- con Y # O.
Y '
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Hasta aqui hemos trabajado con exponentes naturales, éstos se pueden
ampliar a exponentes negativos y cero. Al hacerlo se debe de tener
cuidado en respetar las propiedades de los exponentes naturales es decir
que se gigan cumpliendo como lo hemes visto.

EXPONENTE CERO,

Al hacer las siguientes operaciones veamos que sucede:

XX =X = X ves....8plicando la propiedad 1. o
-i* e Xx*7° = x* v.+....8plicando la propiedad 4.

Esto nos hace pensar que la potencia X° es igual a 1 y todo funciona
bien, ya que se conservan las propiedades anteriores.
Veamos que pasa con la propiedad 5.

I S
x"
Por otro lado: —x—n =1 ya que todo niimero diferente de cero al
x dividirlo entre el mismo es igual a 1.
n xn

¥ como —-’-‘; = =~ entonces X° = 1
X x'

PROPIEDAD 6: Si X € R con X = 0 entonces se cumple que:
L]
X w1

BIEMPLOS: 1) 5° = 1
2) (%)r’ =1 conae€R.

3) %% % 1

4 ' - ¥ .2
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Ahora analicemos a los exponentes negativos con alqunos ejemplos.

uZa-z - nz.[-zl - lO

=1 cona#* 0.
I R L S | conb*o0.
B T Sl Vo con x * 0.

Esto nos hace pensar que a® debe de ser el reciproco de a®, que
bes el reciproco de 'S Y que x> es el reciproco de x°. Recuerda que
un nimero es el reciproco de otro si al multiplicarlos el resultado es
uno. En sfmbolos ésto quiere decir que:

a~2=_l‘ b a2 — x =_i.
a? b x°

M&s general: Si X * 0, entonces X"x" < X"V L %" 21

Bs decir X" = —1: con n & N.
X

PROPIEDAD 6: 81 X ¢ R, X # 0 yne N entonces X" = _-;n
BIEMPLOS: 1) y 7' . 1o 2) -7 .ty L2
Y Y
2 2 .
SR T Y
a —_— — —_—
.5 aﬁ hs

Es conveniente volver a recordar que las propiedades de 1los
exponentes B6lo se aplican a productos, cocientes y potencias de otras
potencias; NO a sumas y restas ya que son muy frecuentes los errores que
se cometen al aplicar estas propiedades a expresiones algebrdicas que no
lo admiten.
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EJERCICIO 8.1

Bscribe con exponente positivo diferente de cero los siguientes
términos, suponiendo que ninguna variable es cero.

1) (168)° = 2) (a - b%)%
]
3) x*x° - 4 L.
b4
lo Oyl
5} 2 = 6) (-X)% =
a
7y 3y = 8) Sn_a -
in
-2 -1
5%
9) 2. 10) 2% .
n? 2y

Simpliffca los sigquientes términos, los resultados no deben de tener
exponente negativo ni ser cero. Se supone que ninguna variable en el
denominador es cero.

1]
11) 2(ab)® - (a - B)° « 12) Am-m_
2
13) 2%27%2%27% 14) (3a)? - 47
0.2
15) 50x°%) (x°) = 16) 22X .
2x 'y
8n 2n" ¢ 3_-2,-3
17)—"—5—3—- 18) (x'z"%) " %w
6m N

2 -1y -1
19) (8972 + a® %) + —+2—- 20) [x x ] =
{(b™7) Yy

Simplifica cada uno de los siguientes términos los resultados deben
de ser con exponentes positivos distintos de cero, suponiendo que todas
las variables en los denominadores son distintos de cero.
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-2
21) 8x’(2xy)? = 22) L, -

107
23. -11
23) 10710 24) (10597
1% .ib
Gmn-z ! -3 .‘3_
® et 25’[[242]-
n"'m x‘y 'z
Z 2a.,0y"2 -3y -1
an (2] () ) ((2755)7) -
3.0 -2 y-1 -1
29) [ XX ] 1 ‘_"z 10) (a® - bH .
2%x? y 2%y
31) 2 + 07t 32) (107 + 1097
12
By —=— =
23 3t

8.2 DEFINICION DE RADICAL,

Sabemos que la adici6én y la multiplicacién tienen operaciones
inversas, eg por esto que nos preguntamos si la operacién de elevar un
nimero a una potencia no tendrd una operacién inversa. Investiguemos
esto. '

Si nos preguntamos qué nimero elevado al cuadrado nos da 9, estamos
hablando de una nueva operacién gque es la raiz cuadrada de 9. Y sabemos
que el nimexo al elevarlo al cuadrado nos da 9 es el nGmero 3, asi el 3
es la rafz cuadrada de 9: pero - 3 elevadc al cuadrado también nos da 9
en congsecuencia también el - 3 es la ralz cuadrada de 9. Obsgervamos que
la rafz cuadrada de 9 tiene dos resultados que son el 3 y el -3,
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Andlogamente, un ndmero que elevado a la cuarta potencia nos de 625
es el 5y el -5, por esto es que la raiz cuarta de 625 es 5 y -5.

As{ mismo, el nimero que elevado a la sexta potencia nos da 64 es
el 2 y el -2, de esto afirmamos que la rafz sexta de 64 es 2 y -2.

Pero si nos preguntamos gue nimero elevade al cuadrado nos da - 16,
nunica encontraremos dicho ndmero ya que todo nimero elevado al cuadrads
0 a cualquier potencia par siempre es positivo.

Con este pequeflo andlisis llegamos a la conclusidn de que las raices
pares tienen dos resultados uno positivo y otro negativo, ademds las
raices pares de nimeros negativos no exigten en los nGmercs Reales.

Bsto es con relacidn a raices pares, veamos gue pasa con las raices
impares.

¢Qué nimere elevado al cubo nos de 8 ? y la respuesta es 2, es decir
la rafz cubica de 8 es 2,

(Qué nimero elevado al cubo nos da - 8 7; y contestaremos que es el
-2, es decir la rafz cubica de -8 es -2.

Similarmente el niimero elevade a la quinta potencia nos da 1024 es
solo el 4, por esto la raiz quinta de 1024 es 4.

El nimerc que elevado a la quinta potencia nos da -1024 ea el -4, por
esto es que la rafz quinta de -1024 es el -4.

Con egto concluimos que las rafces impares solc tienen una solucién;
si al nimero que se le extrae rafz es positivo su resultado es positivo,
pero i el nimero al que se le extrae rafiz es negativo el resultado es
negativo, como lo hemos visto,

Con este breve andlisis podemos contestar la pregunta que nos hicimos
al principio del capitulo.

As{ podemos afirmar que la operacifén de elevar a una potencia tiene
una operacién inversa gue es la extraccitn de rafz.

261



EJERCICIO 8,2,1

Encuentra el

caso,

1) Un
2} Un
3} Un
4) Un
8} Un
6) Un
7) Un
8) Un
9) Un
10) Un

nimeroc
nimero
nimero
nimero
nimero
nimero
nimero
nimero
nimero
nimero

En general
entences X es

nimeros
nimeros
nimeros
nimeros

nimeros
nimeros
nimeros
ndmeros

o
[}
o
o
o nimercs
o
o
[}
o
o nimeros

que
que
que
que
que
que
que
que
que
que

elevados
elevados
elevados
elevados
elevados
elevados
elevados
elevados
elevados
elevados

némerc o los mimeros que cumplan lo que Be pide en cada

a la sexta potencia nos de 729.

a la quinta potencia nos de 7776.
a la séptima potencia nos de -128.
a la octava potencia nos de 6561,
a la sexta potencia nos de -64,

al cubo nos de 27x°.

al cuadrado nos de le’yﬁ

a la cuarta potencia nos de -81m’n®
al cuadrado nos de 0.

a la potencia 15 nos de 1.

8i X es un nimero que elevado a la potencia "n" nos da Y,
la rafz enésima de Y,

Esto es: [ "¥ = X siempre y cuando X" = Y.

No olvidemeos que sl "n" es par,
ser mayor o igual a cero.

Y si "n" es impar existe una sola rafz, si Y es positivo el resultado
es positivo y sl ¥ es negativo el resultado es negativo.

existen dos soluciones y Y debe de

De esto obtenemos la siguiente definicién 1:

51 X y Y son nimeros reales y n entero positivo entonces:

t X a8i
X [:31
- X ai

n eepary Yz 0
n es impary ¥ > 0
n esg impar y ¥ < 0

262



n
VY se lee como: "la raiz enésima de ¥".
bonde "n" eg el indice de la raiz, Y es el radicando vy

v es llamado radical.

el simbolo

Ejemplos:

1) V16 =:t4 yaque (+9%=16 y (- 4% = 16

2) 25a® = t S5a ya que (5a)® =252 y (-5a)® = 25a%.

)
N VXY = ®Y ya que (X)° = x5,

. s
4) vV 320" =2 ya que (2b%% - 32b'°

En el capitulo anterior hablamos de exponentes enteros, pero yo creo

que todos se preguntaran ¢no existirdn exponentes fraccionarios?.
supongamos gque 8i existen los

Para contestarnos esta pregunta,
si nos 1llevan a contradicciones

exponentes fraccionarios y veamos
a} “icando las propiedades de los exponentes ya vistas.

EJEMPLO 1) Ya sabemos que 16 = (& 4)? entonces:

(62 = ()" s P e (t4) 2t 4
Cbgervamos que 16 elevado al exponente 1/2 nos da #4 y sabemos por
otro lado que Vv 16 =« 24,

BJEMPLO 2) Sabemos que 27 = 3* entonces:
(2.”113 = (3"')"3 = 33/3 - 3| Y

3
Por otro lado sabemos que Vv 27 = 3
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BJEMPLO 3) Sabemos que 7776 = 6° uséndolo tenemos:
(117160V5 o (6%15.. 6% L 6l n g

s
Por otro lado v 7776 = 6

Con estos tres primeros ejemplos no hewmos encontrado con alguna
contradicci6n y nos damos cuenta ¢ue log exponentes fraccicnarios si
tienen sentido, ya que cada uno de ellos nos estd representando a un
radical; vimes que el exponente 1/2 nos representa la rafz cuadrada, el
exponente 1/3 nos representa la rafz clbica, el exponente 1/4 nos
representa la rafz cuarta y asi sucesivamente. Ahora analicemos otro

tipo de ejemplos.

EJEMPLO 4) ¢Cémo se representarfa el radical a’ en forma de
potencia con exponente fraccionario?

Sabemos que v A’ al convertirlo a potencia es a° elevado al
exponente 1/2 va que el radical es rafiz cuadrada, y nos queda asi:

va® - (a)'’? aplicamos las propiedades de los exponentes tenemos que
a®)?’? = a??, es decir Va® = %%,

s
EJEMPLO 5) La presentacién del radical v %% como una potencia con
exponente fracciomario serfa:

5
Sabemos que v %% es lo mismo que x* elevada al exponente 1/5 ya que
el radical es rafz guinta, y aplicando las propiedades de los exponentes

5 5
tenemos: Vx?oe xH ' g es decir vV xoa X%,

)
EJEMPLO €) La representacién del radical v Y’ en potencia geria:

[}
El radical Vv ¥ se representa como ¥® elevado al exponente 1/8,



después aplicamos propiedades de los exponentes y nog resulta que:

8 [:]
Ve oo (™YY . v esdecir VY 2 ¥R,

Con esta serie de ejemplos deducimos la siguiente definicién.

DEFINICION 2: Si X es un nimero real, m y 1 enteros positivos
n
con n 2 0, entonces X" = vV x"

Tomemos wuy en cuenta la siguiente aclaracién.

ACLARACION:

Por definicién en las rafces pares por 1o genera
slempre tomaremos la ralz positiva, a esta rafz
positiva se le llama Rafz Principal. Si en algln
caso llegdsemos a utilizar la rafz negativa 1lo

aclararemos,

BJEMPLOS ¢

1) Convertir la potencia 82

en forma de radical.

El exponente de esta potencia es 3/2 y por la definiciém

anterior sabemeos gque 2 serd el Indice de la raiz y 3

exponente del radicando, es decir 8- V¢

s
2) Convertir el radical v 3*° en forma de potencia,

Bl indice del radical es 5 y el exponente del radicando es 2,

entonces el exponente de la potencia resultante es 2/5,

S
decir v 3* . 3%% .
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3} Convertir el radical V 2xX* a una potencia.
Bl indice del radical eg 2 vy el exponente del radicando es 1
entonces el exponente de la potencia resultante es 1/2; asi

vy = (28nt

4) Convertir la potencia (5a°b)®’? en un radical.
La base es 5a’b serd la base del radicando que estard elevado
al exponente 2, y el fndice del radicando serd 3, es decir nos
quedard asf:

272

k)
(sa’m?? =V (sa’h)?

' 5
5) Convertir el radical + 25X%' en forma de potencia.
Bl radicando que es 253 es igual a sixy? 2 y esto es

igual a {5Xx¥")? entonces  25x°¥' = (5x¥")® asf claramente
obpervamos que el exponente del radicando es 2 y el indice del
radical es 5, entonces el exponente de la potencia resultante

5
es  (sxy)** =V (sxvhH)?

EJERCICIO 8,2,2
Encuentra el valer de las siguientes rafces:

1) V49 = 2) -V =
:4)2‘/:I 8 = 4)\/5 7776 =
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5) Vi - 6) Vs =
7) 5\f‘31 = 8) 4'/1128 =

8 3
9) 656 = 10) 7V -81 =

Encuentra los siguientes radicales, considerar que las variables son
positivas.

12) vV 9o = 12) v ax

13) V' = 14) v x%°
3 3

15) Vn' o« 16) v 4a®@
3 4

17) vV -8a° = 18) Vx =
5 [}

19) v 320010 . 20) v 16a%" =

Los siguientes radicales expresalos en forma de potencia con
exponente fraccionario.

21y V3 . 22) Vs .
23) \J/aT a 24) ¥ Y.
25 /o . 26) /X2 .
27) VX - 28) v 32" -
29) VR . 3o) sVE .

Las siguientes potencias expresalas en forma de radical.

1) ¥ = az) .
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33) ¥4 - ' 34) (xNY7 .

) a" - 36) 20"
31 (3DYE . 38)  (xyz)¥*
39y 2 - w0) -8xY)7 -

8.3 SIMPLIFICACION DE RADICALES.

Es muy frecuente representar a los radicales de otra manera para
cbtener un radical mis simple o m4s dtil. Esto sBe hace haciendo uso de
las propiedades de los exponentes, que las heredan los radicales ya que
un radical es una potencia con exponente fraccionario, asf que
enunciemos estas propiedades con Radicales.

Sean X, Y dos nGmeros reales, m y n enteros
positivos, entonces se cumple:

a) VI X
b) Vn Xy L "/? "/T

0 VE

n
nx con ¥ =0,
vy
m .
d) \/an = mv/nx

ki
e) VXL

=




Las demostraciones se dejarin como ejercicio al alumnc. ya que son
muy parecidas a las de exponentes enteros.

EJEMPLOS :

1)

2)

3)

4)

Simplificar v 50

Sabemos que 50 = 25:2 entonces:

P b} de las
vso =vV252 = V25 v2 = 82 ps;piedades de

los Radicales.
3
Simplificar /_X
27

Aplicando el inciso ¢) de las propiedades de radicales tenemos:

3 X fo ’/x Por ¢} de las
- = = propledades de
YETe 3
27

los Radicales.

[
Simplificar Vv v
Sabemos que 6 = 3:2 y 4 = 2-2 entonces:
5 32— 3 Por e} de las propiedades
vyt . Vit? o o. de los Radicales,

Simplificar 8x’
Sabemos que B8 = 4 2 ¥y X' = X*% entonces:

Vex' - Vaaxbx = Vaxrtax « VaxtvVax =

Por b) de las propiedades
« Va4 Vx* Vax = 2Xv¥ 2X de los Radicales,
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5)

Simplificar v 12%%y°22

Sabemos que 12 = 4:3 ¥ ®® = x3.x B ¥

= Y"Y

entonces ¥ 128°Y°Z = V43 x5xvvz? .

V' axn - Vax'? Vaxy -

P ) de 1
Va vV Y V22 Vaxy = vz sxy p:gpi:dad:s ::

los Radicales,

Una observacién muy importante gue hay que hacer notar es que:

del cceficiente, y para extraer la rafz de los factores
numéricos se divide el exponente de cada potencia entre el
fndice del radical. Y seréin los exponentes de las nuevas
potencias que obtengames en el resultado",

"Para extraer la rafz de un término, se extrae la raiz

EJRMPLOS :

1)

Simplificar 9a'

Sabemos que v 9 = 3, ahora el exponente de la potencia a'es 4
y el indice del radical es 2 entonces 4/2 = 2 por esto es que

9a' = 3a%
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2)

3)

3
Simplificar v-8a’®%'

3
Primero V-8 , como las potencias del radicando son aJ, b y
%' sus exponentes son 3, 6, 12, respectivamente y el
indice del radical es 3 tenemos gque los nuevos exponentes

1§ = 4 asf el resultado serfa -zab’x'

3 6
son —- =1, —3- = 2,

entonces:

E]
v -8a%%" = - 2ap%

3
Simplificar v Ba'b® .

Este ejemplo es un poco diferente a los anteriores, resolvdmoslos.

4}

3

va =2 a’ Yy b? tienen exponentes 7 y 8 el fndice del radical
es 3 entonces al dividirlos tenemos % es 2 y sobra uno, -—g-—
es 2 y sobran 2.

Como las divisiones no fueron exactas los nlmeros que sobraron
serdn los exponentes de las potencias que quedardn en el nuevo
radical, entonces nuestro redical queda de la siguiente forma:

L] 3
ga’d® = 2a%p* v ab®

4
Simplificar v 3zx’y’

32 = 25 y 5/4es 1 yesobrai, y -—z—- es 1 y sobran 3 entonces
los nimeros que sobran serdn los exponentes del nuevo radical,

: . .
Asf Vandy - VY e 2y V2
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EJERCICIO 8.3
Simplificar los siguientee radicales,

1) v as 2) v 72
3 3
3) v 1s 4 Veax?
12xv / _8ap®
5) —100 6) %

5

8
1) v 322° 8) v xYy®

3 2m® 171
7 n’ 0 -/ s
5,10
[ a’b
11) v sexly'® 12) 5| T
3 3
_ _27a 3 EE)
13} 6ax® 14) 8x"y

5 4
15} v a*m'n" 16) v 3a%°
k]
17} v 18a%* 18) V 16m'nW®
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8.4 ADICION DE RADICALES.

Logs radicales que tienen el mismo indice de radical y el mismo
radicando son llamados radicales semejantes.

Para sumar o restar radicales hay que seguir los siguientes pasos:

lo} Simplificar aquellos radicales que no esten en su forma mis
gsimple,

20} Sumar solo los coeficientes de los radicales semejantes y
esta suma ird multiplicada por el radical, &sto se puede
hacer por la ley distributiva.

BJEMPLOS :
1) Realizar la siguiente suma 3 v 2 +5vV2 v 8V 2

SOLUCION: Como los tres términos son radicales gmemejantes y ya
egtan simplificados entonces solo sumamos los coeficientes
3, 5y B8 que es igual a 16 e ird multiplicado por el

radical v 2 .
Entonces 3v2 +5 V2 +8v2 = 16V 2

3 3 31
2) sumar 2V xy® o+ sV xy® o+ 7V xy?

SOLUCION: Como los tres términos son radicales semejantes solo
sumaremos los coeficlentes 2, 5 y 7 que es igual a 14 e

3
ird multiplicado por el radical v xyz .

Bntonces 2 ‘/3 xy2 + 5 VJ xy2 + 7 v/: xya = 14 \/3 xy2 '
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3} Sumar Sv/‘ﬂmz -3V m -:Z\/‘mnz +7vmn .

4

4 4
SOLUCION: Los términos semejantes son 5§ V mmn? con - 2V m® y

-3vmn con 7V mn entonces sumamos 5 con -2 resulta 3, y -3
con 7 resulta 4 as{ el resultado es:

sV -3Vm -2/me v 7/ m - 3Vee + 4V m

Sumar 2 v 75 - 4vaaT.

SOLUCION: Simplificamos cada radical.

75 = 25-3 y 27 = 37 entonces tenemos:

2 V,;;— = 2V 253 w2 V,;;— V[;q = 2-5 Vr;— = 10 V’;—

Por otro lade

av2r = avV3 o saviI = 12V3

Al hacer la suma tenemos:

2V/7s -av21 - w/3 -2V .2V

5) Sumar 3 24 -3v9s -V54 +4 128

SOLUCION: Simplificamos cada radical.
24 =46 ; 98 =492 ; S& =096 ; 128 = 64-2

Entonces:

v 24 = 3V 46 = 3V4g ve = 32 sz“ s 6 V’Eq
3 v 98 = 3 49:2 = 3V 49V 2 s 37¢ 2 = 21 V[;-
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Veo = Vs - V5V - 3/
4v 128 = 4V 642 = 4 VfE:—vr;ﬁ = 4-avf5— = 32 Vf;"

Sumamos y tenemos que:

31vV24 -3V98 -vV54 +4V 128 =
6/ 6 -21v 2 -3WE + 32Vr;“ = BVIEq + 11v 2

EJERCICIO 8.4

Bfectia las giguientes sumas con radicales,

1) 1v/2 -2 - 2) &3 -9/3 + /3 -
1) 2a -wa = 1) wWx s Wx -Vx .

5)7:-47;—+27?= 6) %/?+-§—fs——/—5—-
N Vo - ol - W

8y /7 V7 -x/7 .

9) saVy - 2ady + ady -

10 12V - 2/a + 6/b - 3/a -

m) 3V2 o« a3 -2V v sv2 -/ .

12y /e - 2avx + 6avx - Ve =



8.5 MULTIPLICAC!ON DE RADICALES.

Para la multiplicaci6én de Radicales usaremos el inciso b) de las
propiedades de Radicales que dice: '

n n n

v X Vi = vV XY X, YeR, X>0, Y>0 y nehW.
EJEMPLO 1) Multiplicar v 5 con vV 7 .

SOLUCTON:

(\/5_‘)(\/7‘) = m " /F

BJEMPLO 2) Multiplicar 7V 3 con 9V 5 .,
SOLUCION: Se hace lo mismo que en el anterior, pero aguf los niimeros
fuera del radical también se multiplican, entonces tenemos que:

V3 )e V5 ). (i V35 =63V 18

BIEMPLO 3) Multiplicar el radical 2v'3 con la suma 5/ 2 + 4V 3 - 6.

SOLUCION: El radical 2v' 3 multiplica a cada t&rmino de la suma y nos
queda asi:

2ﬁ[5ﬁ+4ﬁ-6]-2/‘i—[5ﬁ]+2v/_;[4\/—;]-2/_;(6).

e 10V 3:2 + BY 33 - 12V 3 =

-10/s + 0/ - 12/3 .
310/?. + {8)(3) - 12/_;-
=10|/T+24‘12\/?
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BJEMPLO 4) Multiplicar 5/ 10 + 3V 7?7 wcon 4/ 20 -2V 7,

SOLUCION: Cada términc de la primera suma multiplica a cada término
de la segunda suma, y tenemos:

[5/?+3/T][4/?-2/7—]= 5/?(4/20—]+s 10 [-2/T}+
+3/T[4/‘17']+3/T[-2\/T]=

=20/ 10.10 - 10/ 10-7 + 13/ 710 - &/ 77

= 20v 100 - 10V 70 + 12 70-6\/4T
=20{(10) + 2V 70 - 6(T)

= 200 - 42 + 2V 70

= 158 + 2v 70

Como v 70 no se puede simplificar,asi queda el rasultado.

BJEMPLO 5) Multiplicar S¥ m + 2 con 2V m - 3.
SOLUCION:

(sf;n—‘ + 2)(2\/: -=3) = S/m—(z/m—) + 5‘/:(-3) + 2(2/—;) + 2(-3)
= 10/:/;'((-15)/:04'/:4(- 6)

c10Vm)? - 15/ m +avm -6
=1m-13Vm -6
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EJERCICIO 8.5

Realiza la multiplicaci6n de los siguientes radicales y simplifica lo
mds que se pueda:

n 56 - 2 e w/2) -

3y @ e 1) - /7 e/ 20) =

5) (W 3)3vW 2 ye/5) = 6) (%\/T)(ISG)(Z\/E—) -
nywsu/u /7). sy 2/266/8 -3/2)-
9) Wis(3 +vV5 -5/2)=

10) Vx (/2% - /18y ) = 1) (V3 + 03 -5

12) (3 + 4/?)(3 - Sﬁ) = 13) (3ﬁ - 2[3—-)(5/? + 4/-7_‘) =
W /s -2/ xy/a + V) 15y Wx + syl x - Wy -
1) Wz -wswz -5 -

o3 Va1 -5 V).

1) V2 -V z+V3 +V5) -
/2 V52 + 3 -5
20y Wa -2/a+xxva +3Va+x)=
nyasr1+/a-uar1e2/a-1-
22) @/a -Wa-byWas+va-b)e

—
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8.6 DIVISION DE RADICALES.

Para dividir radicales usaremos la propiedad del inciso ¢} que
nos dice:

¥ 'y—— con X, Ye€R, X>0, Y>0 y ne@.
Y

Esta propiedad nos afirma que para dividir dos radicales con el mismo
indice del radical, hay gque dividir los radicandos y el resultade
quedard en un radical con el mismo indice que los anteriores.

EJEMPLO 1) Dividir 9 v 8x* entre 3 Vv 2, x un namero real.
SOLUCION: Primero dividimos los coeficientes de los radicales y

después aplicamosg la propiedad mencionada y tenemos:

A _§_/._%‘2__ = 3Waxt = 3k = 6x
3v 2

EJEMPLO 2) Dividir 4/ 20 - 7 15 entre Vv 5,
SOLUCION: v 5 divide a cada término de la diferenciz, entonces \/_5

divide a /20 ya /15 y resulta:
w20 -5 _al20 _7/;_‘_4/_27__7/_7_5—:
/s s s ’ ’
VIR VERPY IR VER SR Ve
o/ 20 - 3/1s

El resultado final eg; —————"<2_ 2 8§ - W 3

s
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BJEMPLO 3) Dividir 18/ 40 - 10v¥ 86 entre 2V 10 .

SOLUCION: El término 2V 10 divide a 18v 40 y divide a - 10V 80
es decir al hacer la divisién tenemos:

18/40 -20/80 _28v 40 _20v¥/80 _218/40 _10/80 _
2/ 710 2V 10

2v 10 2v 10 2v 10
~o/1 -5/s w9 -5/ 18-85

Simplificamos v 8 = vV 4.2 = \/4—/2— = 2\/?.
Bntonces Sl/_t; = 5(2vV 2 ) = 10/? ¥y nuestro resuitado f£inal
es 18-5\/8-18-101/_2—

18/40 -10v/80 4. 10/7
2/ 10

FPinalmente

8i resuelves cada uno de los siguientes ejercicios tendr&s mayor
facilidad para trabajar operaciones con radicales.

EJERCICIO 8.6

Rfectda las siguientes divisiones entre radicales y simplifica,

Yary , a2/3T
/v e

1)
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3}

s}

7)

9)

11)

13)

15)

17)

19)

/o - V32
/2

Va© + Vo
/5

i8v 40 - 10V 18

v 10

i - /¥
/y

1)

€)

8)

10)

12)

14)

16)

18)

jvf;;ﬁ - v’?ﬁquvf;;“ + ¢r52:)

s/
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8v 27

/3

2/ 38
10/a

3
2v Bax”

a
3 3x?®

k)
3/ 16a’

3
4 2a°
15v 12 - 10v 18

&3

/50 + /o8

/2

/20 + /a0,

10

s

27%°  + 15

12%°
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8.7 RACIONALIZACION.

S6lo nos falta un método que nos ayude a calcular cocientes entre
radicales de una manera mas sencilla.

encontramos el

Por ejemplo: S5i queremos encontrar el valor de
3

valor de v 2 después el de v 3 y finalmente efectuamos la divisién.

v 2 . -1.4142136
/ 3 1.7320508

v 2 = 1.4142136 y v 3 = 1,7320508, entonces

Y efectdar este tipo de divisiones son cdlculos bastante aburridos y
ademis se presta a wayores errores ya que sclo estamos trabajande con
aproximaciones de las rafces, para evitar esto haremos lo giguiente:

/2 /3

3

El radical lo multiplicamecs por que no cambiard a

13

nuestroc radical en otro diferente ya que = { efectuamos el

)

preducto y tenemos:

R W A T

/3 /3 /i /s /s 3

El radical v 6 = 2.4494B lo dividimos entre 3 esta operacién es mis
sencilla gue la primera y nos dard el resultado del cociente v 2 entre

v 3 con una mejor aproximacién.



A este métode se le llama racicnalizacién, que consiste en cambiar
una fraccién con radicales en el numerador o en el denominader por otra
fraccién en la cuil el numerador o denominador sea un nimero racional.

En este ejemplo gue acabamos de hacer raciomalizamos el denominador
ya que quitamos el radical del denominador.

Va

6 -2
SOLUCIOGN: Lo que debemos hacer es gquitar todo radical que se

encuentre en el denominador.
Procedemos de la misma forma que en el ejemplo anterior
multiplicamos por 1 nuestra expresién que’ es lo mismo que
multiplicar tanto al numerador como al dencminador por el conjugado

BJEMPLO 1) Racionalizar el denominador de

del dencminador que es v 6 + 2 y tenemos:

\/T \/_2-—\/—6—+2 R fz—(/—s—+z_)
6 -2 Ve-27e +2 (/_6—-2)(/?+2)

Jave +2/2
vVe@riave +(-2)vVe - (2P

vi12 +2vV 2
6 -4
v 4:3 + 2V 2

2

\/-;-/3—+ 2\/7
2

283



2 Vf;“ + 2 V[;ﬁ
2
- V3 /2

Observa que en este resultado ya no existen radicales en el

denominador.

EJEMPLO 2) Racionalizar el numerador de

/T
14+ Jr;‘

SOLUCION: Lo que debemos hacer es quitar todo radical que se
encuentre en el numerador.

Procedemos de la misma forma dque en el ejempio anterior

muitiplicamos por 1 nuestra expresién que es lo mismo que

multiplicar tanto al numerador como al denominador por el conjugado

del numerador que es 3 + ¥ 2 y tenemos:

1-V32 3-V2 1 -2 3./

. 1 a a

14+ Vr;- p Vr;q 14 Vr;q 3 +v 2

3(3)+3 vV 2 +(-f;_m)+tﬁq)(f2—)
1(3)+1(/7)v(/7)(3)+/?42

9 - (/2)>
1472 w3V 2 /2 )2

. —.2 -2
3+4vV2 +2
- 7 }No hay radicales en
el numerador.
5 +4v 2
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19

svVz -4/3

SOLUCION: Se multiplica tanto el numerador como al denominador por el

EJEMPLO 3} Racionalizar el denominador de

conjugado del denominador que es 5V 2 + 4V 3 y tenemos:

19 19 5/ 2 + 4/ 3

svVa -avs /2 -3 s a5

w2y « 15l
(5F)(5F)+(5F)(4F)+(4/—)(5J )+ (-4¥ 3 )(4F)

] s /T o 1T
V2@ + 20V2vV3 - 20/3V2 -a/3)?
Co_sv2 . 16/ .
25(2) - 16(3)
R 2N AN

50 - 48

. 95 V2 + 76V 3 }No hay radicales en

el denominador.

e

7 + 2V 10

EJEMPLO 4) Racionalizar el numerador de
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SOLUCION: Multiplicamos el numerador y denominador por el conjugado
del numerador que es v 5 -+ 2 vy tenemos:

e P e e
7 + 2V 10 7+2\/F \/-;-/2—

V55 a2y Va5 e (2 /2
7\/;~+7(-\/2—)+2\/;0—\/_5—+(2w/?)(-\/2—)

V5125V + a5 - /a2 )?
ws -2 + 2/105 - 2/ 102

5-v10 +v10 -2
7\/?-7\/2—02 50 -~ 2v 20

5 2
w5 -7/2—+2 25:2 - 2V 48

3
Vs -z v2s/2 - 22/5

3
Ws -2 «1w/z - a5

No hay radicales

3 1
/.5_ /— = \/? /-T }en el numerador,
3 + 3V 2 +
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EJERCICIO 8.7

Racionalizar el numerador de los slgui.ehtes radicales y simplificar,

y 275 g L8
5 /3
3)/? ”__‘/_2—_.
vaTy 6 -2
. LT Ny
V2 a3 e - Vy
Y ST /T o L /Y
2 - V3 x - Vo

Racionalizar el denominador de los giguientes radicales y
simplificar.

9) 22 10) L3
/e /s
11) o _ 12) L2

V5o /e

13) —2—- 14) 2

Vs e V10 -2
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TEMA X

DESIGUALDARES E

INECUACIONES LINEALES

9.1 Conceptro de "mayor que“ y de "menor gque",

9.2 Desigualdades,

9.3 Intervalos en los nimeros Reales.

$.4 Inecuaciones lineales.

9.5 Problemas que se resuelven por medio de una
Inecuacidn.
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9.1 CONCEPTO DE "MAYCR QUE" Y DE "MENOR QUE™

En el TEMA I estudiamos a loa nimeros reales (R) Yy vimos que hay una
correspondencia uno a uno eantre los nimeros reales y los puntos de una
lfnea recta, es decir a todo nimero real le corresponde unoc y solo un
punto de la recta y a todo punto de la recta le corresponde uno y solo
un ngmero real. Recuerda que en la recta real se toma un punto
cualquiera y se le asocia el cero llamado origen, y a partir de éste los
nimeros positivos estan del lado derecho y los negativos del lado
izquierdo; por esta correspondencia esta recta recibe el nombre de Recta
Numérica.

Recta Numérica

R R B R

En la figura solo marcamos enteros pero siempre entre dos nimeros
cualesquiera hay otro nimero Real, entonces entre dos enteros hay una
infinidad de nimeros Reales.

Para dos mimerocs cualesquiera Reales a y b puede guceder lo
siguiente:

1) a puede ser igual a b.
2) a puede estar a la derecha de b.
3) a puede estar a la izquierda de b,

Analicemos cada caso.

1) 84 a es igual a b, quiere decir que a y b son iguales y esto lo
escribimos como a = b. En la recta numérica se ve asi:
- b

a




2) 8i a estd a la derecha de b, quiere decir que a es mayor que b y
esto lo escribimos como a > b, En la recta numérica se ve asi:

b a

3) 8i a estd a la izquierda de b, quiere decir que a es menor que b
y esto lo escribimos como a < b. Visto en la recta numérica:.

EJEMPLO 1) 4 es igual que 4: 4 = 4

] 7 9

BEJEMPLO 2} 7 es menor que 9: 7 < 9

6 también 9 es mayor que 7: 9 > 7,
EJEMPLO 3) 5 es mayor que 1: 5 >1 —9 t %
6 también 1 es menor que 5: 1 < 5.

BJEMPLO 4) 3 es menor que 8: 3 < 8 ? —
6 también 8 es mayor que 3: 8 > 3,

0 2 ]

EJEMPLO 5) 6 es mayor que 2: 6 » 2
6 también 2 es menor que 6: 2 < 6.

Observa (que en la recta numérica el nimero mayor siempre estard a la
derecha, y el menor a la izquierda; asfi que no debe de haber
dificultades para distinguir el orden con los nimeros negativos,

-3 0 2

EJEMPLO 6) -3 es menor que 2: =3 < 2
6 también 2 es mayor que -3: 2 > -3.



EJEMPLO 7} -1 es mayor que -5: -1 » -5
6 también -5 es menor que -1: -5 < -1.

OBSERVACION: [ Para todo nfimero n e R.
5i n > 0, n es positivo.
§1i n < 0, n es negativo.

Cuando se trate de determinar el orden con fracciones algunas veces
es un poco tardado visualizarlo en la recta numérica por eso es que
usafemos io siguiente:

—- < —o— siempre y cuando ad < bc.

EJRHPLO 8) -3~ < ~7-, ya que 5(4) < T(3)

20 < 21
BIEMPLO 9) - 4~ < - -E:, ya que -4(11) < - 6(5)
- 44 < - 30

EJEMPLO 10) - %— > - -}-'3— ya que -6{13) » - 7T(15)
- 78 » - 105

EJERCICIO 9.1
Escribe simbolicamente cada uno de los siguientes enunciados y dibuja

su representacidn grédfica en la recta numérica.
1} 3 es menor que 8:

2} 9 es menor que 14:

3} 22 es mayor que 7:

4) 2 es mayor que -3:

5) -4 es menor que -1;
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6) -13 es menor gue - 7:
7} 5 es mayor que -11:
8) 2 es mayor que 0:
9} -5 es menor que -2:
10) -6 es menor que 0O:
Bscribe el sfmbolo "<" & "»" segin corresponda en cada uno de los

siguientes enunciados.

11,_:" -3 12]—-%— —56.’—-
v -+ A g 22 -2
3 2B 1)s 2L
193--}} --f-g-— zo)‘—l—;- -1

9,2 DESIGUALDADES

Una deslgualdad es la negacién de una igualdad, es decir si a na es
igqual a b entonces a > b 6 a <b,

Podemos afirmar que una desigualdad es una expresidén que indica que
una cantidad es mayor o menor gque otra.

A los simbolos "<" y ">" ge les llama #{mbolos de desigualdades.

Las expresiones o cantidades que se es¢riben a unc y otro lado del
8igno » (<) se les llama miembros de la desigualdad.

Otros simbolos que también son wuy usados son: "s" y "z¢. También son
llamados simbolos de desigualdad.
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s se lee menor & igual que.
z ge lee mayor 6 igual que.

Cada uno de estos simbolos se define de la siguiente manera:

a
a

sb 8i y solo si a<h 6 a=bh,
b si y solo si a>b 6 az=hb.

Mas adelante veremos con mayor detalle la utilidad de estos sfmbolos.

Veamos con un poco de formalidad la definicién de "Mayor que* y de

"Menor que".

DEFINICION:

a>b 8iysolosi a-b>0.
a<b s8iysilosi a-b«<o.

BIEMPLO 1) 8 >3 yaque 8 -3 =5 > 0.

BJEMPLO 2) 2 <7 yaque 2 -7 = -5 < 0.

BJFMPLO 3) 13 < 28 ya que 13 - 28 = - 15 < 0,

EJEMPLO 4) 35 » 17 ya que 35 - 17 » 18 > 0.

OBSBERVACION:

BJEMPLO 5) Si a
-a

BJEMPLO 6) Si b
-b

Que un nimero sea negativo no implica que
forzosamente debe de ir precedido por el
signo menos.

-4, a es negativo ya que a < 0 y -a es positivo ya qu
(-4) = 4 50.

-9. b es negativo ya que b < 0 y -b es positivo ya que
(-9} = 9 s 0.
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9.3 INTERYALOS EN LOS NUMEROS REALES.

Un intervalo en los nimeros Reales es un conjunto de nimeros Reales
que satisfacen cierta desigualdad.

DEFINICION: Un intervalo ablerto es el conjuntc de nimeros Reales
comprendidos entre otres dos sin_incluir a estos Gltimos que
son llamados extremos del intervalo.

Bs decir si tenemos dos nimercs a y b donde a < b, entonces el
intervalo abierto determinado por a y b es el conjunto de todos los
nimeros reales comprendidos entre a y b sin incluir a los extremos a y
b.

El intervale abierto por lo general se escribe entre paréntesis
redondos, asi el intervalo abierto determinado por a y b es {a , b).

En notacién de conjuntos: (a , b) = {x|x e R, a < x < b}

Se lee como * El intervalo abierto de a a b, es el conjunto de
elementos % tales que son nimeros Reales, con % mayor que a y menor que
b".,

Observa que X es estrictamente mayor que a y estrictamente menor que b,
es decir nunca tomara los valores extremos,

Por esto podemos afirmar que todo elemento gue pertenece al intervalo
(a , b) es mayor gue a y menox que b.

Geométricamente el intervalo (a , b) se representa: —-o PR
a b

Se utilizan circulos huecos para hacer ver que no incluye a los

extremos.



DEFINICION: Un intervalo cerrado es el conjunto de nimeros Reales
comprendidos entre otros dos incluyendo a estos Gltimos que
son llamados extremos del intervalo.

Es decir si tenemos dos nimeros a y b donde a < b, entonces el
intervalo cerrado detemrminado por a y b es el conjunto de todos los
nimeros reales comprendidos entre a y b incluyendo a los extremcs a y b.

El intervalo cerrado por lo general se escribe entre paréntesis
cuadrados, asi el intervalo cerrado determinado por a ¥ b es [a , b}.

En notacién de conjuntos: [a , b] = {x|x ¢ R, a s x 3 b)

Se lee como " El intervalo cerrado de a a b, es el conjunto de
elementos X tales gque son mimeros Reales, con x mayor o igual que a y
menor o igual que b.

Aqui también es bueno hacer la observacién de gue se usa el sfmbolo
"s" menor 6 igual ya que si incluye el extremo.

Geométricamente el intervalo [a , b] se representa: —-:

a b

Se utilizan puntos negros para hacer ver que incluye a los extremos.

EJEMPLO 1) Representar geoméricamente el intervalo abierto de 3 a 7.
SOLUCION; 3, N1 —

[} 3 7

EJEMPLO 2) Representar geométricamente el intervalo cerrado de -2 a 5,
SOLUCION: (-2, 8):

9 b ¢ + a—

-2 o 5

EJEMPLO 3} Becribir en notacién de conjuntos el intervalo abierto de -1
al.
SOLUCION: (-1, 3) « {x|x eR, -1<xc3}
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EJEMPLO 4) Bscribir en notacién de conjuntos el intervalo cerrado de -7
a -2.
SOLUCION: -7, -21 = {x{x e R, -7 s x5 -2}

EJEMPLO 5) Escribir en notacién de intervaloc a {x{x € R, -4 < x < 6}.

SOLUCION: E1 conjuntc gque nos estan dando es el de los nimeros Reales
que estan entre los nimeros -4 y 6, como se estd usando el
simbolo < estrictamente menor quiere decir que no incluye los
extremos entonces los paréntesis del intervalo deben ser

redondos.
(-4 , 6)

EJEMPLO 6) Escribir el intervalo de los nlmeros Reales mayores & iguales
que -1 y menores 6 iguales que 9.

SOLUCION: Dibujemos en la recta numérica los niimeros mayores 6 iguales
que -1 y menores § iguales que 9, en este caso Bi incluye los
extremos ya que se usa el simboloc s entonces los paréntesis
del intervalo deben ser cuadrados.

-1, 9]

-1 9

Ademis de los intervalos abiertos y cerrados tenemos los intervalos
semiabiertos 6 semicerrados que son:

{fa, bl = (k|xe® a<xs=b)
Nos dice que (a , b) es el conjunto de todos los niimeros Reales gque
egtdn entre a y b no incluyendo el extremo a pero gl el extremo b,

[a, b = {x|xeR, asx < b}
Nos dice que {a , b) es el conjunto de todos los nimeros Reales que
estén entre a y b incluyendo al extremo a, pero no al extremo b.



También usaremos los intervalos infinitos que son:

la , =) = {X|x R, acx} 3 >
Es el conjunto de todos los numercs Reales gque sean
estrictamente mayores que a. ¥ el simbolo « (infinito) no es un nimero,
nos indfca que el intervalo se extiende indefinidamente hacia la derecha
por lo mismo se usard junto con el paréntesis redondo,

[a , =) = {x|x e R, a5 x} a

Es el conjunto de todos los nimeros Reales que sean igual 6 mayores
que a.

(-m , a) = {x|xeR, a> x} & o
Es el conjunto de todos los numeros Reales gue sean egtrictamente
menores que a. El gimbole -» (menos infinito} tampoco es un nimero, nos
indica que el intervalo se extiende indefinidamente hacia la izquierda;
también siempre se usard junto con el paréntesis redondo.

(- , al = {x|xeR, azx) €

g el conjunto de todos los nlmeros Reales que sean iguales 6 menores
que a.

{-w , w) = {x &R} & 2
Bs el conjuntoc de todos los nimeros Reales.

EJEMPLO 7) Escribir en notacién de conjuntos y hacer la represgentacién
geométrica de (3 , »).
SOLUCION:

. > (3, = {x|xeR, x > 3)

EJEMPLO 8) Escribir en notacién de conjuntos y hacer la representacién
geométrica de (-= , -5).



SOLUCION:

-5

{-w , -8} = {x|x e R, x 3 -5)

BJEMPLO 9) Escribir en notacién de intervale al conjunto de los nimeros
Reales mayores & iguales que -3.

SOLUCION :

..
3

»
()

(-3, =«

BJEMPLO 10} Bscribir en notacién de conjuntos a {-w , B).

SOLUCION :

-

EJERCICLO 9,3

Representar

(-0 , 8) = {%|x € R, x < 8}

geométricamente y en notacién de intervalos

siguientes epunciados.
El intervalo ablerto de -8
Bl intervalo cerrado de -4
El intervalo abierto de -6
Bl intervalo cerrado de -§

1)
2)
3)
1)
5)
)
7
8)
9)
10)
11)
12)

Los
Los
Los
Los
Los
Los
Los
Les

nimeros
nimeros
niimeros
nimeros
niimeros
nimeros
nimeros
nimeros

Reales
Reales
Reales
Reales
Reales
Reales
Reales
Reales

también graficarlos,
13) {-12 , -5} :
15) [% , 8]
17} (-8 , =) :
19) [- 1, @

mayores
menores
mayores
menores
menores
mayores
menores
mayores

a -1,

a“7.
a2,
a_

.

-

que 7 y menores 6 iguales que 12,

6 iguales que 4 pero maycres que -2,
6 iguales que -3 pero menores que -
que 10 pero mayores 6 iguales que 3.
que 7,

que -5,

6 iguales que - 2

2
6 iguales que ;

14) (3, 15)
16) (-9, -2)
18) (-= , ;] :
20) (-= , 15}
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Escribir los siguientes conjuntos en notacién de intervalos.

21) {x|x e R, 3 < x s 14} 22) (x|x € R, -5 3 x = 4}
23) {xfxeR, - fc<xc1) 24) {x|x e R, s x<8)

25) {x|x e R, x s -4} 26) {x]x e R, x> -2}

27) {x|x ¢ R, x = 15} 28) (x|x e R, x < 4}

9.4 INECUACIONES LINEALES.

Una inecuacién lineal también llamada desigualdad de primer grado con
una variable es una expresifn algebraica de primer grado con una
variable en la cudl vamos a tener algin simbolo de desigualdad.

EJEMPLOS: 1) 5% - 3 <% + 7
2} 2(5 - %X} z3x -5
3) 5x - 2(4x + 1) s 4
4) 3(2x - 7) + 4> 2x -8
Como ya lo mencionamos a la expresi6én del lado izquierdo se le llama
miembro izquierdo, y a la expresi6n del lado derecho se le llama miembro
derecho de la inecuacién.
Podemos afirmar que una inecuacién es una desigualdad que contiene
variables.

Cuando dos desigualdades tienen su signo de desigualdad apuntando en
la misma direccién, se dice que tienen el mismo sentido.
Ejemplo: & <b y m«<n tienen el mismo sentido.

Cuando dos desigualdades tienen su signo de desigualdad apuntando en
direcciones diferentes, se dice que tienen sentidos opuestos.
Ejemplo: a > b y m < n tienen sentidos opuestos.



Resclver una inecuacifn es muy parecido a resolver una ecuacién como
io hicimos en el TEMA 1IV; a diferencia de las ecuaciones, en las
inecuaciones el conjunto solucién es infinito,

Recuerda que el conjunto solucién serdn todos aquellos valores gue al
sustituirge por la variable hacen verdadera la afirmacién que se hace.

Para poder vresolver una inecuacién hay que conocer algunas
propiedades prédcticas que se aplicardn en dicho proceso.

PROPIEDAD 1) Tricotomia: Dados dog nimeros Reales cualesquiera a y b se
cumple:; a = b, a <b 6 a>b,
PROPIEDAD 2) Transitividad: Para nimeros Reales a, b y c cualesquiera se
cumple: 51 a <b y b cc entonces a < e, ’
Esta propiedad y las dem&s propiedaded que enunciaremos también se
cumple para el sfmbolo » en lugar de <. '
PROPIEDAD 2) Si a < b y ¢ e Rentonces a +¢ < b+ e,
Nos dice que podemos sumar ¢ restar un mismo nUimerc a los
dos miembros de una desigualdad para obtener otra del mismo

sentido.
EJEMPLO: 5 ¢« 9 le sumamos 2 a log 2 miembros y tenemos:
5+2¢9 4+ 2
7 ¢ 11

BJEMPLO;: 3 < 7 le restamos S a los dos miembros y tenemos:
3 -5«<7-5
-2 <2
De esta propiedad podemos afirmar:

En toda inecuacifn un término cualquiera puede pasar de
un miembro a otro cambiando de signo, y no se altera el
sentido de la desigualdad.
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PROPIEDAD 4) Si a <b ¥y c© > 0 entonces ac < bc.

Los dos miembros de una desigualdad pueden multiplicarse
por un mismo nfmero positivo, para obtener otra equivalente
del mismo sentido.

EJEMPLO: -3 < 5 multiplicamos ambos miembros por 3 y tenemos:
3(-3) < 3(5)
-9< 15
PROPIEDAD 5) Si a ¢ b y € < O entonces ac » bc.
si multiplicamos por un niumero negativo ambos miembros de
una desiqupldad, €sta se transforma cambiando el sentido
de la desiqualdad.

BJEMPLO: 5 < 9 multiplicamos ambos miembros por -2 y tenemos:
(-21(5) » (-2}(9)
- 10 » - 18
Obgerva que cambid el sentido de la desigualdad.

Se deduce que las propledades 4 y S también son v&lidas para la
di' isién, ya que dividir entre un niimero positivo 6 negativo es lo mismo
que multiplicar por sus reciproccs.

(El reciproco de todo nimero n ¢ 0 es %]

BEJEMPLO: Dividir entre 3 ambos miembros de la desigualdad 3 < 12
equivale a multiplicar ambos miembros por -%- y se tiene:
S < un
3 12
3 <3

3
1l < 4

EJEMPLO: Dividir entre -2 ambos miembros de la desigualdad 6 > -4
equivale a multiplicar ambos miembros por - —;— y tenemcs:
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1 1
T8 < - )
T ST
-3 <2

Existen muchas mds propiedades para poder resolver inecuaciones mis
complejas que no abordaremos en este tema ya que por ahora no es
necesario.

A continuacién mostraré con varios ejemplos como se resuelven las
inecuaciones lineales utilizando las propiedades antes mencionadas.

EJEMPLO 1) Encuentra el conjunto solucién de la siguiente inecuacion:
Ix+55>% -7
SOLUCION: X +5-5>%x-7-5 .,.... por propiedad 3
3x > - 12
3 - %> % - 12 - x .....por propiedad 3
2X » - 12
+-2x) > G- 12)
Su interpretacién es: Los valores que hacen que 3X + 5 sea mayor que
x - 7 son cuando X es mayer estrictamente que - 6.
Asi el conjunto solucitn es; x ¢ (-6 , o) 6 ({x|{xe®, x> - 6}

EJEMPLO 2) Encontrar el conjunto solucién de la siguiente inecuacién:
X - 2

;) <l -x
SOLUCION:
3[—5—5—2—] < 3(1 - %) .....por propiedad 4
X-2¢<¢3-3x
X -24+2<<3 3%+ 2 ... por propiedad 3
X c b - Ix
X + 3% <5 - 3%+ 3% ....por propiedad 3
x < §
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-%-—(«h:) < i' (5) ....por propiedad 4

Su interpretacién es: Los valores que hacen que x ; 2 es menor que
X - 1 son cuando X es estrictamente menor que %.
Asi el conjunto solucibn es: x € (-o , %) 6 {x|x e R, < %)

EJEMPLO 3) Bncontrar el conjunto golucién de la siguiente inecuacidn:

2 X ix
12[-3— - T] s =3
. 12(2) _ 12(x) _ _3x
SOLUCION: == P % =
B - 6x s -2
3x
4(8 - 6x) = 4[—-4— «vos0apor propieded 4
32 - 24x 5 3x
32 - 24x - 32 s 3x - 32 .......por propiedad 3
- 24x s 3x - 32
- 24% - 3x s 3x - 32 - 3Ix ....por propledad 3
- 27x s - 32
1 1
- -5-7-(- 27x) = - ﬁ(- 32) ....por propiedad S
Su interpretaciSn es: Los valores que hacen que 12 [% - -’2‘—] sea
menor o igual que ix son cuando x es mayor o igual que 33 .
. 32 : 32
Asi el conjunto solucién es: x ¢ [ 57+ 6 6 {x|x e R, x= T}



EJEMPLO 4) Encontrar el conjunto solucién de la siguiente inecuacién:

2X + 3 2 + 4x
i + 1 3

SOLUCION: El MCM de 4 y 3 es 12, multiplicamos ambos miembros por 12.

12[—35-%-3— + 1] = 12(—3-§-55-) ....Propiedad 4
3{2x + 3) + 12 = 4(2 + 4x%)
6X + 9 + 12 =2 8 + lex
6x + 21 =2 8 + 16x
6x + 2L - 21 =28 4+ 16x - 21 ....Propiedad 3
6x - 16x & - 13 + 16x - 16x ..,.,.Propiedad 3
- 10x =z - 13
- Acaom s - (- 1 Propiedad 5
10 0 ¢. . PrOP
13
il T

Su interpretacién es: Los valores que hacen gue

2K + 3

. 2+ 4x 4

¢ 'vual que gon cuando x es menor o igual que
qu ._..._.3_._..

+ 1 sea mayor

13
10 ¢

13 13
Asi el conjunto solucién es: x ¢ (-» , 3] 6 {x|xeR, x = —m—}

RJEMPLO 5) Encontrar el conjunto solucién de la siguiente inecuacidn:
fax - 333 x{7% - 13) < (3x - 2)°
SOLUCION: Primero ge desarrollan los cuadrados y el producto.
16%% - 24X + 9 - X% + 13% < 9%% - 12¢ + 4
9%% - 11x + 9 < 9x® - 120 + 4
ox® - 11x + 9 - ox® < 9x* - 12x + 4 - 9x* . .Prop.3
= 11X + § < - 12%x + 4



-1l1x +9 -9 < -12x + 4 -8 ..... Propiedad 3
-11% + 12% < - 12% - 5 + 12X ...Propiedad 3
X <« -5

Su interpretacién es: Los valores que hacen que (4x - N x(7x - 11
sea menor que (3x - 2)? son cuando x es estrictamente menor que - 5.

Asi el conjunto solucién es: X ¢ (-o , - 5) & {x|x e®, x < - 5}

Para hacer 1la comprobacién de que efectivamente los valores
encontrados son las soluciones, se sustituyen algunog valores
arbitrarios del conjunto solucién y se checa que satisfacen la
inecuacién. Ya que todavia no contamos con los conocimientos necesarios
para hacer una comprobacién completa.

Veamos como hariamos las comprobaciones:
En el ejercicio 2) la inecuacién es x];z <1 - x vy sus soluciones
son x € {-= , —453—). elegimos un nimero en ege intervalo gue sea 1 y

veamos gue pasa al sustituirlo en la inecuacién,

A -2 <1l -1
- -é— < 0 que es verdadero,
Tomemos otro nidmerc en ese intervalo que sea -4 y al sustituirlo
tenemnos : -4 -32 <1 - (- 4)
- —g— ¢l + 5
- 2¢6 que también es verdadero.
Asi todo nimero en el intervalo («w» , —2—4 es solucidén de 1la

inecuacién.
La comprobacién de los demds ejercicios se deja al lector.
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EJERCICIO 9,4

Encontrar el intervalo o el conjunto solucién de cada una de las

siguientes inecuaciones.

1) x + 8 512 2) 2x - 127
I)3x -8 <2x+5 4) 4 - Tx > x - 20
§) 5(x - 2) < x4+ 2 6) 3{(2x - 1) =z 2(x +6) + 1
7) 7 ¢ 203% = 5] 3 3(5 - 1 8) 3 - 2(7 - Bx) > 34 + 5x)
9) 8 +x <7 - 2(1 - x) 10) 2 - 3~ 2 %+ 10
ny 22X .5 12) 2o a4 x
132+ F x4 14)5(—’5‘—+2]<2+—’1‘a

3 - 2K -
15) 2x *_g_cx; 16) 3(2)1:‘1 6)+2< xza

17) (% - 1)% + 7% > x(x + 1) + 7T
1B) (x - 2)(x + 3) = (x + 1) (x + 2)

19) (x + 2)(4x - 3} - (2% + 1)({2x - 1} = 4x

x - 2

2
i B S

9,5 PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR MEDIO DE UNA INECUACION.

A estas alturas tu mente estd llena de nimeros, letras y simbolos
operaciones que quizd digas "bueno y ahora, ¢que hago?, ¢para que
sirve todo esto?"., Bn un principio establecimpos que te deberias
enriquecer de toda la herramienta algebraica para que cuando se
presentara un problema prictico de la vida cotidiana y mds adelante
tus propios estudios sin mucha dificultad 1o resolvieras.
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En temas anteriores ya resolviste varios problemas en los cudles tu
necesitaste de estas técnicas que son bastante abstractas pero que son
necesarias para poder resolver determinados problemas, y si estudiaste
cada uno de los temas expuestos en este trabajo y resolviste sus
ejercicios, cuentas con suficientes bases para continuar con 1los
conocimientos Matem&ticos posteriores.

La tiiltima parte que nos falta abordar es resolver otro tipo de
problemas en los cudles intervienen las desigualdades, que es muy
probable ya no te parezcan muy diffciles ya que utilizaras las
experiencias anteriores.

Te recomiendo sigas cada uno de los 6 pasos mencionados en el punto
4.4 Aprendiendo a resolver problemas del Tema IV, estos pasos estdn
planteados para ecuaciohes que son exactamente los mismos para las
inecuaciones. Lo Gnico que debes cambiar es la palabra "ecuacién" por la
palabra "inecuacién",

Con varios ejemplos confirmaras que no es nada nuevo ni mis diffcil.

EJEMPLO 1) El cuddruplo de la suma de un cierto nimero y 3 es menor o
igual que la suma del doble de dicho nimero con 6. Qué nimeros
satisfacen dichas condiciones?.
SOLUCIGN: Llamemos x al cierto nimero desconocido.
La suma de este nlmero con 3 es: X + 3
Bl cuddruplo de dicha suma serd: 4(x + 3)
El doble de dicho nimerc es : 2x
La suma de éste {ltimo con 6 es: 2x + §
Nuestra inecuacién queda planteada asf: 4(x + 3) 2 2% + &
Resolvemos la inecuacién como lo aprendimos anteriormente:
' 4(x + 3) s 2x + 6
4% + 12 3 2x + 6
4x - 2x s 6 - 212
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2x s - 6

e
(E=-3]
Las soluciones son: X € {-» , -3] & {x|x e®, ® 3 -3}

Es decir los nimeros que satisfacen las cecndiciones dadas en el
problema son aquellos que sean menores o iguales que -3.

Recuerda que para hacer la comprobacisn debes de elegir algunos
nimeros del conjunto solucién y ver que gatisfacen las condiciones del
preblema,

EJEMPLO 2} Bl largo de un recténgulo mide 10 cm. 5i su perimetro es
menor de 30 cm. ¢Cudinto medird su ancho?
SOLUCION: Llamemos x al ancho del recté&ngulo.
Su perimetro es la suma de la longitud de sus 4 lados, es
decir Perfmetro = 2x + 2(10)
Como su perimetro es menor que 30 cm, tenemos la siguiente
inecuacién:
2% + 2{(10) < 30
Resolvemos la inecuacién: 2x + 20 - 20 ¢ 30 - 20

2X ¢ 10
10

X ¢ )

|x < 5
Las soluciones de la inecuacién son X% ¢ (-» , 5)
Al relacionarlas con el problema sabemos que no pueden haber
magnitudes negativas ni cere, entonces los pogibles valores del ancho
s0n;

0<x <5: xe (0, 5)

BJEMPLO 3) La Sra. Pifia tiene 12 aflos m&s que su prima. Si la suma de
sus edades es menor gue 58, ¢Qué edad puede tener su prima?
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SOLUCIGN: Supongamos que X es la edad de la prima de la Sra. Pifia.
La edad de la Sra. Pifla serd de x + 12.
Al sumar sus edades tenemos: X + (x + 12)
Pero dicha suma es menor que 58, es decir tenemos,
X + (x + 12} < 58
Resolvemos la ecuacifn: x + X + 12 < 58
2% + 12 < 58
2x + 12 - 12 < 58 - 12
2% < 46
“3-(2%) < —3~( 46)

La solucién de la inecuacién son x ¢ {-e , 23},
Pero como no existen edades negativas, los posibles valores que son

solucién del problema deben de ser x € (0, 23).

RJEMPLO 4} Luis tienen un nimero impar de libros y Paco tiene 2 libros
mis que Luis. De tal manera que el triple de los que tiene Luis es menor
que el doble de los que tiene Paco. ¢Cudntos libros puede tener Luis?
SOLUCION: Recuerda: Para que un nimero sea par hay que multiplicarlo
por 2, entonces 2x eg par. Si le sumamos 1 se
vuelve impar, entonces 2x + 1 es impar, claro que
siempre que x sea entero,
Supongamos que Luig tiene (2x + 1) libros,
Considerando que x es entero positivo.
Paco tendrd (2x + 1) + 2 = 2%x + 3 libros, ya que tiene 2
libros méds que Luis.
El triple de los que tiene Luis es: 3{2x + 1)
El doble de los que tiene Paco es: 2(2x + 3)
Nuestra inecuacidn se plantea asf: 3(2x + 1} < 2{2x + 3}
Resolvemos la inecuacién: 3(2x + 1) < 2{2x + 3)
6X + 3 < 4% + 6
6X + 3 - 3 < 4x + 6 -3



6X < 4X + 3
6% - 4% < 4% + 3 - 4x
2x < 3
1 1
T(ZX)<—2—(3)

Las soluciones de la inecuacién son x e (-w» , —g-)
Pero ¢omo no puede haber un nimero negativo ni fracciones de un libro
entonces las posibles soluciones de nuestro problema son:{0, it}

BJEMPLO 5) Bl Sr. Gordillo pesa 30 kg mis que su esposa. Sus pesos
combinados es por lo menos 150 kg mis que el de su hijo que pesa una
tercera parte del peso del Sr. Gordillo. ¢Cufl es el peso minimo del
Sr. Gordillo?
SOLUCION: Supongamos que la esposa del Sr. Gordillo pesa x kilos.
El Sr. Gordillo pegard x + 30 kilos.
Su hijo pesard una tercera parte de su peso:
Los pesos combinados del Sr. Gordillo y su esposa es:
(x + 30) + x
Al decir por lo menos debemos interpretar que puede haber
otrogs pesos mayores y por ésto utilizaremos el simbolo =,
Nuestra inecuacién queda asf:

X + 30
3

{x + 30) + x = 150 ‘__x_+r3.0_
Resolvemos la inecuacidn: !
{x + 30) +xt150+—x—;—39—-

2% + 30 = 450 + x + 30
3

2x+3o=_“°_°3_‘_"_

3(2x + 30) = 3[‘—“93&]
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6X + 90 = 480 + x
6x + 90 - 90 = 480 + x - 90
6x = 390 + x
6Xx - x = 390 + x - x
Sx = 390
2 (s5%) = 2390

x=78

Las soluciones de la inecuacién son x € [78 , w)
El peso minimo del Sr. Gordillo serd x + 30 = 78 + 30 = 108 kilos.

EJEMPLO 6} Una fébrica de muebles para armar una mesa requiere de 20
minutos, y 25 minutos para armar una silla. La fibrica dispone de 140
horas-hombre de trabajo al dia. Si se producen 4 sillas por cada mesa,
hallar el nimero miximo de sillas que se pueden fabricar.
SOLUCION: Supongamos que el nfmero de sillas que se pueden fabricar
es Xx.
Bntonces el nimero de mesas que se fabricardn serd de %
Cada silla necesita 25 wminutos para armarse, entonces x
sillas se armaridn en 25x minutos.
Cada mesa necesita 20 minutos para armarse, entonces %
mesas se armardn en 20 (~—:—) minutos.
Las sillas con las mesas se armardn en 25X + 20(%) min.
Se dispone de 140 horas es decir de 8400 minutos,
El nimero méximo que se puede fabricar en 8400 minutos se
representa por la inecuacién: 25x + 20 (—-}-) = 8400

Resolvemos la inecuacién: 25% + 20 (%) 3 8400
25x% + 5x = 8400
30x = 8400

—3-(30x) = —2-(8400)
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Las soluciones de la inecuacién son x € (-o , 280]
Entonces el ndmerc méximo de sillas que pueden armar en 140 horas es
280.

EJERCICIO 9.5

1

Encuentra las soluciones de cada uno de los siguientes problemas.

La suma de cierto nlimero con 7 es mayor gque 23, encontrar que
nimeros satisfacen dicha condicién.

Bl triple de un nimero disminuido en 2 es menor 6 igual que cuatro,
encuentra el conjunto solucién que satieface dicho enunciado.

De dos nimeros enteros consecutives, el mayor de ellos es menor gque
la wmitad del ndmero menor méds cuatro (Cudles son los valores
posibles de los enteros?

La base de un recténgulo es de 10 cm. Si su drea es mayor gue &5cm,
¢Cuénto puede medir su altura?

Uno de los lados de un terreno recténgular mide 32m. Si el perimetro
del terrenc es menor que 51l2m, ¢que valores puede tomar el segundo
lado del terreno?

Se desea hacer un mural rectangular de tal manera que su perimetro
sea a lo mas de 24m, si sabemos que el largo del mural es el doble
de su ancho, encontrar los posibles valores que puede tomar el ancho
del mural.

Carolina tiene un afio mis que el doble de la edad de Juanita. La
suma de sus edades no llega a 51 aflos. ¢Cudntos afios puede tener
Juanita?

La Sra, Garcia tiene 3 aflos mis que el doble de la edad de su hijo.
8i la suma de sus edades no es mayor que 67 aflos, iQué edad puede
tener el hijo de la Sra. Garcia?



2.

10,

11.

12,

13.

14.

15.

16,

17.

Una alcancfa tiene 15 monedas de a ¢10 mis que monedas de ¢5, Si el
total de los valores de las monedas es mds de N$55.5, ¢Cudntas
monedas de ¢5 puede tener la alcancfa?

Un vendedor de libros vendié en tres dfas m4s que su cuota que es de
160 1libros. Si el segundo dfa vendis el doble de libros que el
primer dfa y el tercer dia vendié 8 mis que el primer dfa. ¢Cuéntos
libros pudo haber vendido el primer dia?

Un dietista le dijo a un paciente pasado de peso, que debe bajar por
lo menos 30 kilos en 8 meses. Si pierde 9 kilos durante los dos
primeros meses, ¢Cudntos kilos deberd perder en los siguientes 6
meses?

Bl Sr. Tapia pesa 15 kilos mds que su esposa. Sus pesos combinados
es por lo menos 120 kg mis que el de su hija, que pesa la tercera
parte del peso del Sr. Tapia, ¢Cudl es el peso minimo del Sr. Tapia?
Julia pesa 5 kilos mas de lo que pesa Luld, y Elmira pesa 4 kilos
menos gque el doble de lo que pesa Luld., La suma de sus pesos no
gupera 165 kilos. ¢Cudl serd la minima edad de cada una?

Un pintor de muebles, para barnizar una mesa de madera requiere de §
horas, y 4 horas para pintar una silla. El pintor dispone de 300
horas para hacer ese trabajo. Si se producen 6 sillas por cada mesa,
hallar el nimero miximo de sillas que se pueden pintar.

Una herencia de mis de N§25 000 000 se va ha dividir entre una
madre, su hijo y su hija. La madre deberid recibir N$9 000 000 més
que el hijo, y la hija va a recibir el doble de 1o gque reciba el
hijo. ¢ Cudnto serd el minimo que recibird el hijo?

En la materia de Historia Gaby tiene las siguientes calificaciones
8.6, 7.5 y 8. (Cull deberd ger su cuarta calificacién para que el
promedio de las cuatro calificaciones sea por lo menos de 8?.

Un agricultor necesita 12 km® de terreno para cosechar 1 tonelada de
semilla de melén y 24 km? para una tonelada de semilla de sandfa,
Posee un total de 162 km® de terreno de cultivo y desea sembrar el
doble de semillas de melén que de sandfa, hallar el mdximo de
toneladas de semillas de melén que puede cosechar.
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