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INTRODUCCION

Una de las finalidades de este trabajo fue elaborar un sistema automatizado
vy amigable, para aquellos lectortes que tienen poca experiencia en aproximar un
conjunto de datos mediante funciones Spline. Los temas principales que cubre este

sistema son :
1. Interpolacién Cubica
2. Suavizamiento de Histogramas mediante Splines Cuadrdticos
3. Ajuste y Suavizamiento de Datos mediante Spline Ciibico Natural,

) Este trabajo comienza con describir en el Capitulo I la aplicacién mds
sencilla de los splines lineales y cuadraticos; en el Capitulo II se muestra como usar
los Splines Cubicos; en el Capitulo III se muestra que el Spline Cibico Natural, es
el que mejor Ajusta y Suaviza un conjunto de datos; en el Capitulo IV se habla de
familias de splines y sus propiedades; mds interesantes; en el Capitulo V se describe el
desarrollo y manejo del Sistema de interpolacién con Splines “S1§” que describimos
al comienzo; y por ltimo en el Apéndice se describe los algoritmos utilizados para
construir las aproximaciones mensionadas en los capitulos anteriores.



Capitulo 1

Splines lineales
y

Cuadraticos



I.1. SPLINE LINEAL DE INTERPOLACION

En este capftulo presentamos varios problemas que s¢ pueden resolver de
forma relativamente simple utilizando splines. Con ellos queremos demostrarle al
lector lo iitiles que resultan en la prictica las funciones splines y a su vez motivarlo
para el estudio de técnicas mds complicadas que se utilizan para resolver problemas
de mayor envergadura.

medicina, etc., uno cuenta con una tabla de datos,

que describen cierta relacidn entre dos magnitudes 2 y y. Entonces el problema
consiste en obtener el valor de la magnitud y para un & que no aparece en la tabla,

Por ¢jemplo, los datos siguientes representan los valores de la masa de vapor de agua

£
i

Ty

2

IEn muchos problemas de ingenieria, economia, biologia,

contenida en el aire saturado para diferentes temperaturas del aire

temperatura

del vire (°C) -244 }-178 |1 -100 | -1.1 8.9 26.7
o wgue | 584 | 1220 | 2.231 | 4.488 | 8.755 ] 25.31

y uno podria estar interesiado en obtener el valor de masa cuando la temperatura del
airees -55 (° C) . L solucion mils sencilla para este tipo de problema consiste en unir
los datos mediante segmentos lineales, obteniéndose de este modo una funcidn lineal
por tramos que podemos evaluar en cualquier punto intermedio y que interpola los

datos. Los puilosen que se unen los segmentos lineales se laman puntos de ruptura

y la funcidn lineal por tramos y continua se conoce como spline lineal.



fig. 1.1 Spline lineal de interpolacién.

Supongames zhora que los y; son los valores en los puntos z; de cierta
funcidn g desconocida y denotemos por f la funcidn lineal por tramos que interpola
.. a g en dichos puntos, o sea

S(z)=pi(z) para =z Sz <mipr

donde p; es un polinomio de grado < 1y

f(=i) = g{zi), i=1,...,n

’Entoncesvpnru z; &z < zip1 [ es la recta que pasa por los puntos (z;, g(=:)) ¥

‘(’."H-l L 9(zis1)) es decir

J(=z) = olzi) + i(%“%;y-(;—i)(z—z.-). i=1,..,n~1 (L.1.1)
' Lig1 — T

Ahora si queremos evaluar la funcién f en un punto z°, basta con hallar1 < i € n~1
el que z; € 2* < zigy y caleular f(z") utilizando la expresién (1.1.1). Regresando
a nuestro ejemplo, podemos decir que la masa de vapor de agua contenida en el aire
a una temperatura de -56 (° C) es aproximadamente:

g(=1.1) - 9(=10.0)

Sf(~5.5) = g(-10.0) + 1.1+ 10.0

(~5.5 + 10.0) = 3.3595. -



Aunque el spline lineal nos proporciona una solucién al problema de interpolar un
conjunto de datos, en la prictica tiene la desventaja de que su grdfico posee mu-
chos " picos,” mientras que frecuentemente en las aplicaciones se necesita una curva
"suave”. Por eso en las secciones siguientes vamos a estudiar la funciones formadas
por polinomios cuadraticos y ciibicos por tramos.




1.2. SPLINE CUADRATICO DE INTERPOLACION

En la seccidn 1.1. construimos un spline lineal de interpolacién, con la
propiedad de que los segmentos de recta seunen en los puntos de interpolacién. Sin
embargo, esto no tiene que ser necesariamente asf , es decir los puntos de ruptura
de la funcién polinomial por tramos no tiene* que coincidir con los puntos de inter-
polacién. Incluso, en algunas ocasiones, resulta mds ventajoso interpolar en otros
puntos que no sean los de ruptura, como veremos a continuacién :

Supongamos nuevamente que se conocen los valores de cierta funcidn en los puntos
@ =2z < Z2... < Znp = b y nos interesa construir una funcién f formada por
polinomios de grado < 2, que interpole a g en los puntos z;, es decir tal que

f(z) =pi(z) para § Sz <&, i=1,...,n
donde &y, ...,&n41 son los puntos de ruptura de f seleccionados de modo que
§€a=2<6E<T1<E6 <. <21 K K D= b <bnp
¥ pi es un polinomio de grado <2 paracada i=1...n.
Por ejemplo, pudiéramos considerar que cada punto de ruptura interior es el punto
medio entre dos de interpolacién, es decir:

. &= a2 = (i~ 2ia1)/2, i=2,..,n

9lx))

glx,)

9(xs)

fig. 1.2 Spline parabdlico. Los puntos de ruptura estan
situados entre los de interpolacidn.



Como f debe interpolar a g en los puntos z;, entonces cada seccién polinomial tiene
que cumplir la condicién :

pi{zi) = g(=i), i=1,...,n (1.2.1)

y asu vez como el polinomio p;(z) tiene 3 coeficientes, la condicidn (1.2.1) nos deja
todavia dos de ellos libres. Por eso vamos a exigir ademds que

pil6) =,  pillip) = vigr, i=1,...n, (1.2.2)

suponiendo por supuesto-que £ < 1 ¥ fng1 > ¥n. Notese que las condiciones
{1.2.1) y (1.2.2) nos garantizan que independientemente de como seleccionemos los
v;, f es una funcidn continua que coincide con g en los puntos z;, i=1,...,n. Por
otro lado la parabola que pasa por los puntos (€i,v), (i,9(2i)} ¥ (Eiv1,vis1) estd
dada por

pil) =vi + ailg(zs) — vi)(a — &)

+ [ﬁf(vi+x - y(!.’)&; ailgl{zi) = vi) (& — &)z = 3) (2.2.3)

donde

PP S S
ST - TG

y A& =&Lun-4&. (1.2.4)

. Los v; se pueden determinar entonces exigiendo que f, ademds de ser con-
tinua, tenga primera derivada continua. Cuando los u; se escogen de esta manera,
se dice que f es un spline parabélico (ver fig. 1.2). Por lo tanto, si queremos que f
sea un spline parabdlico tenemos que exigir que

P& =pil&),  i=2..,n (1.2.5)

" Derivando en (1.2.3) obtenemos:

ri() = cilglzi) — vi) + [ﬂ'.("'.“ = g(z'.);; aulg(zi) = v;)] [(:: ~&) +(z~ ::.-)] ;



luego

pil&) = ailg(z:) — ve) + [ﬁi(le — y(ri)&f—; otz - "‘)] (?7-1')

. 116 . Bi RS
_v‘[—a‘ AE:’] aiAva'“-‘.g(E’)[ aA€x+AEi]'

de manera similar se obtiene que
Pi1 (&) =viny [—ﬂ'.-l + (AEl—l + —)]
[ B 1 _fBicit @iy
vy [Afx‘-l (Afx—l. + Bie )]“}'ﬂ(zx l)[&x—l ( A )

(gt}

Por lo tanto, agrupando los términos semejantes, podemos expresar la condicidn

" (1.2.5) de la siguiente forma:

@i-1 1 Bi
Vie1 [—_ﬁi—xAEi- J+v‘ [.3:—1 + Y78 +Ot. A ]+h+1 [a;A&]
= —g(z: B toie aer B L
= ~stewei[ -1 5 ]*9(”‘) [oo+ 22+ 2]

Si ahora utilizamos que :

e 1 b _ L
Biidéie - ' T Agr ;T ag!

llegamos finalmente al siguiente sistema de ecuaciones lineales

(ai-x—A;_x)vi—l-f-(ﬂ; I+AE +a.+AE) +<ﬁ.’ AL )v.+1

= g(zim)aizy + fic1) + 9(zi)ai + ), i=2,...,n.

(1.2.6)
El sistema (1.2.6) consta de n — 1 ecuaciones en v, v2,...,n41, por lo tanto hace
falta las condiciones adicionales para determinar univocamente una solucién, A
‘continuacién indicamos algunas de las formas mds usuales. ’



i) Lo mas facil, es si se asignan de antemano los valores v) y vnyy en este
caso obtenemos un sistema de n — | ecuaciones en vs,vs,..., v, que queda

de la forma: -
dl o0 0 e e va ‘I;l
az dy ¢ 0 .. vs ba
0 a3 ds Cc3 e _ Vq _ b;]
ap-2 dn-2 Cp-2 Un-1 b_r_l_-l
@y dn_y Un b
donde :
1 1

Gi-y = @im1 = e ci—l=ﬁi‘A—E.;

1 1
diei =fi-1+ =+ + ——;
i1 = fi-1 AE, @ AL

bi-1 = g(zim1)(eimr + Bio1) + g(zi) (i + Bi);

b =6 —ayv; bro1 =bn_1— Cnu1¥n41

ii) Otra posibilidad es cuando conocemos los valores g’l, gl,, de las derivadas
en los puntos z; y =, de la funcién g(z). En este caso es natural pedir
que el spline tenga los mismos valores, por lo que podemos imponer las
condiciones , ,

PACHEN
I i
Pn(Tn) = gn,

que haciendo un poco de manipulacién se transforma en :

(AL& - al)ul + (ﬁl - 'A—IET)M = gy + (B~ el

(-A—la - “n) tn + (ﬁn - -AIE) Ungl = 9:: + (ﬁn - "‘n)gm

Por lo que el sistema de n+ I ecuaciones en n + 1 variables queda :




10

=g €O - .sr e vy b
ay d] c1 e 2 bz
e a» d'.» (3] 0 e V3 bn
vee een wee Gpal dpoy o Cney Vn by
P -5, Ungl bt

donde:

b =gy + (B — e)gn,
bnyr = 5:1 +(Bn — an)gn.

iii) Otra posibilidad es que se calculan g’l, y; aproximadamente por medio de
interpolacién polinomial, es decir se puede hacer pasar un polinomio de
grado 2 por (z1,91), (z2,92), (z3,9a) y calcular su derivada en z; y usar

' .
este valor como g;. Si lo hacemos obtenemos :

01 = glzy, 22) — glza, 23] + g(z2, 24
donde

glz,y] = f-———(? :i(y) .

Procediendo en forma andloga con z, obtenemos :
)
Gn = 9[Za—2,Tn] — glTn-2, Tn—1] + g[Tn-1, Zn}

1 T
asi que en el caso de que no conozcamos los valores de g; y g, podemos usar los
anteriores y resolver el sistema de ecuaciones anterior.

iv) Otra posibilidad es pedir que el spline sea lineal en el primer y ultimo
intervalo, ésto nos da las condiciones:

de donde obtenemos :
ey + Pz = (o + By,
antn + Batnsr = (@n +6n)an,




el sistema de n + 1 ecuaciones en n < 1 variables nos queda de la forma :

dg ‘Ea re e v bg

a; di e ... Ua by

az dg (4] 0 s U3 bz
@p-1 dn-1 Cn—-1 Un bg—l

En dn Un41 bn

de donde

do=ay; H=F: bo= (v +B)m
dn = g} Jn = Bn; I,. = (an + Ba)gn.

Las matrices de los sistemnas son tridiagonales y en los casos i) y iv) son
diagonalmente dominantes por columnas, lo que trae la agradable consecuencia de
que el sistema se puede resolver ficilmente de manera confiable usando eliminacién
gaussiana sin pivoteo. Veamos un ejemplo de spline parabélico. Supongamos que se
tiene la siguiente tabla de datos

x|2| 4] 81912
gx) |2|-11-2]0] 1

tabla 1.1 Datos de una funcién ¢ desconocida.
y queremos construir el spline parabdlico que interpola a g. Vamos a tomar cada
punto-de ruptura interior como el punto medio entre dos de interpolacién, o sea

§a =3, 3 =6, £4 =8.5, &5 = 10.5.

Supongamos ademds que §, = 1 y §s = 13. Entonces para construir la matriz del
sistema (1.2.6) necesitamos calcular los valores a;, & y }/Ag, i=1,...,5: De

acuerdo con (1.2.4) tenemos :

1 1
ay = =1 = =1 = =0.5,
T ! M & TS
1 1
Qg = =2, ag = =0.66.
T -6 * ~&s

11
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De manera similar se obtiene ¢

Bi=1, Pp=05, B3=2 p;=066 f5=1,

mientras que

1 1 1 1 1
~ =05, —=1033, =— =04, — =035 -— =04
a3} Ag, Ag Ay Ags

Por lo tanto, el sistema (1.2.6) se escribe en este caso de la siguiente forma :

0.5v, +2.83v2 +0.17v3 =2.5
B7ve  +1.T3v3  +1.6v4 = —6.5
0.1vs +4.9v4 +0.16vs = =3
L5vs +2.22us -+0.6us =166 = (L2.7)

Para resolverlo debemos darle valores a las variables libres v, y vg. Como v; ¥ vg
son los valores del spline en & y £s respectivamente para que el grafico de spline
quede “bonito”, podemos tomar v, = 1 y vg = —1. En tal caso el sistema (1.2.7) se
transforma en el siguiente sistema (expresado matricialmente).

2.83 0.17 0 vg 2
0.67 1.73, 1.6 v | _|-65
0.1 49 '0.16 wl] =1 -5 (1.2.8)
0 1.5 2.22 v 1.08

Nétese que la matriz de (1.2.8) es tridiagonal y de diagonal dominante por colum-
nas. Utilizando el programa TRIDSIS que se ofrece en el Apéndice, se puede verificar
facilmente que la solucién de este sistema (aproximando a dos cifras decimales ) es

vg = 0.9; vz = -3.19; vy = —1; vz = 1.15.

Luego de (1.2.3) se puede concluir que los polinomics que constituyen el spline
parabdlico de interpolacién son :



. g pi(z) = =106z +4.15z —2.1,
‘ pa(z) = 0.2727  —3.78z +9.82,
pa(z) = 056z ~-7.27z +20.2,
pa(z) = ~0.622% +12.86z — 65.47,
ps(z) = —0.7622 + 17.01z — 93.62,

donde los coeficientes de cada polinomio también se han aproximado a dos cifras
decimales . La figura 1.3 muestra el grafico del spline de este ejemplo.

Ier @sfe 108 12 \i3
At ! 1 |
:
i
-2 ;
]
{
1
e fig 1.3 Spline parabélico de interpolacién
x - puntos de interpolacidn.
Hoja adicional para la grafica de la figura 1.3. Valores del Spline parabdlico
f.
z  f(z) z  fz) z  f(z)
11 6.5 —3.31 105 1.15
1.5 1.76 7 =3.15 11 148
2 2 75 ~-2.72 115 143
25 1.7 8 -2 12 1
3 09 85 -1 125 0.2
4 -1 9 0 13 -1
5 =236 95 0.7
6 -3.19 10 '1.07

13



1.3. SUAVIZAMIENTO DE UN HISTOGRAMA
MEDIANTE UN SPLINE PARABOLICO

Los splines parabélicos no sélo son ttiles para aproximar un conjunto de
datos mediante el proceso de interpolacion. Resulta muy frecuente que para estudiar
datos de diferentes tipos se construya un histograma o diagrama de barras. Por
ejemplo, en muchos estudios estadisticos se tienen diagramas donde la altura de
las barras indica el crecimiento o decrecimiento de cierta magnitud por afios. Sin
embargo, en ocasiones resulta mas ventajoso disponer de una curva suave, que en
cierto sentido represente la informacién contenida en el histograma. Tal curva se
puede obtener mediante un spline parabdlico, que recibe el nombre de histospline.

Supongamos entonces que 2, < Tz < ... < Zy4 ¥ que by es la altura de
la barra correspondiente al intervalo (z;, Ti4+1).

ha

e

X X Xy K4 X Xpuy
fig. 1.4 Histospline parabélico.

Como el histograma representa la distribucién de cierta magnitud, usualmente se
supone que el area de la i-ésima barra h; Az;, es aproximadamente igual a la integral
de la funcién de distribucidn sobre el intervalo (i, zi+1). Por eso, vamos a exigir
que el spline parabdlico f que suaviza el histograma, satisfaga las condiciones:

T+l
/ f(z)dz = hiAz;, i=1,...,n, (1.3.1)

14



y ademds vamos a tomar como puntos de ruptura del spline, los proplos puntos z;,
que definen los extremos de cada barra.

Como f estd formada por‘n secciones de polinomios cuadraticos, necesitamos cal-
cular 3n coeficientes, mientras que por otro lado debemos exigir que f y f sean
continuas en los puntos z;, i=2,...1, lo que representa 2(n — 1) condiciones, que
unidas a las n dadas por (1.3.1) dan un total de 3n — 2 condiciones, para calcular
los 3n coeficientes de f. Las dos condiciones restantes, se obtienen exigiendo que en
los extremos se cumpla una de las opciones siguientes:

) fl=z) =0,  f(zns) =0,

e : (1.3.2)
i) f(z) =0, f(za41)=0

Para calcular el histospline f se pueden utilizar diferentes métodos. Por ejemplo,
cada seccidn pi(z) de f se puede escribir mediante la formula de Taylor, como:

pi(z) = ai + bilz — 2;) +eilz - 2)%;

~donde

e = flmi), bi=fla) ¥y c= o

Entonces las condiciones de continuidad de f y f', asi como las condiciones (13.1)y

.- (1.3.2), definen un sistema de 3n ecuaciones lineales para el calculo de los coeficientes

a;, b y ¢, i=1,...,n. Sin embargo, aunque la mattiz de este sistema tiene una
estructura casi diagonal por bloques, de la misma no se puede concluir si el sistema
tiene o no solucién tinica.

Por supuesto que la estructura de la matriz del sistema de ecuaciones lineales, que
nos permite calcular los coeficientes del histospline, depende de la representacién que
hayamos utilizado para cada polinomio p;(z), de modo que el problema fundamental
consiste en escoger una base r(z), r2(z), ra(z), del espacio de polinomios de grado
menor o igual a 2, tal que la representacién de p;i(z) en términos de esa base:

pi(z) = arra(z) + bira(z) + eira(z), 2 £z L Tig1)

15



- de lugar a un sistema lineal sencillo para el cileulo de los coeficientes a;, b;, y ¢
Para simplificar los cdlculos vamos a hacer el cambio de variable

(z —z;)

y= Az

donde Az = iy - T, i=1,...,n

Entonces para.z; < .< Ti41 €l histospline f se escribe de la siguiente forma
f(@) =pi(y) = airi (@) + bira(y) + cima(y), 0yl (133)

y el problema se reduce a buscar tres polinomios 1(y), r2(y) y ra(y) linealmente
independientes en [0, 1]. Consideremos los polinomios

m{y) = (1 - y)(1 - 3v);
ra(y) = ¥(3y - 2);
ra{y) = 6y(1 ~ y).

Incluso grificamente (ver figura 1.5) es ficil verificar que estos polinomios son lineal-
mente independientes en [0,1].

r (y) ra(y) ryly)

) \/l o\_/ )
fig. 1.5 Polinomics independientes en [0,1}.

Nétese ademds que ry, rz y r3 cumplen las siguientes condiciones:
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mn(0) =1, m(l) =0, S rly)dy =0,
ra(0) =0,  m(l) =1, firydy =0, (1.34)
ra(0) =0,  ra(l) =0,  fira(s)dy =L

Por lo tanto, de (1.3.1) y (1.3.3) tenemos que:

Ff(z:) = pi(0) = a,
f(@iv1) = pi(1) = b,
CTRY 1
/ f(z)dz = / pi(y)Azidy = cidzi = hildzi, ed ¢ =h;.
T; (1]

Sﬁstituyehdo entonces en (1.3.3), podemos expresar el histospline f de la siguiente
forma, para z; < x < zjy1, I=1,...,1

A

f(z) = pily) = Flz)r1 (@) + f(zir)ra(v) + hira(v). (1.3.5)

La expresion (1.3.5) nos demuestra ademds, que independientemente del valor de
f en los puntos de ruptura z; y las alturas h; de cada barra, la funcién f(z) es
continua. En efecto,

Hzi) = pe-a(1) = f(z),
f(zF) = pi(0) = (=)

Veamos entonces cémo hay que escoger los valores de f en los puntos z;,
para garantizar la continuidad de f'. Derivando en (1.3.5) obtenemos que para

iz S Tigl !

ey P8) _ [F@)0y = 4) + flzia1)(By = 2) + hi(6 ~ 123)]

F(=) =3 Az,
6(z—z;) 6(z—z, 12(z—2; (1.3.6)
[f (@) (BET2L — 4) £ (241 ) (S22 — 2) (6 — L2522 )]
= Agx; o

Por lo tanto, la condicién de continuidad de f'

polz) =pile),  i=2..n

17



Se expresa a través de la siguiente ecuacidn :

Azif(zimy) + 2 Az + Azioy) fzi) + Azic 1 f(zi1)

= 3(Azihily + (Azio)hi). (1.37)

Sea
Al‘,‘

= Amrans ¥ &= 3dhio+(1-d)h). (1.3.8)

1
.Entonces (1.3.7) se puede escribir como :

dif(zizt) +2f(zi) + (1= d)f(zip) =&, i=2,...,n {1.3.9)

Para completar el sistema lineal (1.3.9) debemos afiadir entonces una de las condi-
ciones (1.3.2). Por ejemplo, si consideramos la condicién i), (1.3.9), se escribe de la
siguiente forma en términos matriciales

1 f(z1) e
dz 2 (1 - d:) f(zg) [-4]
-d,3 2 (1 — d3) f(f-'a) - cza (13.10)
dn 2 (=da) | | fza) n
1 flzns) €nt1

donde e; = engy = 0.

Por otro lade, de (1.3.6) tenemos que la condicién (1.3.2) inciso ii), se expresa como:

2f(z1) + f(x2) = 3h1,
F(@n) + 2f(zns1) = 3hn.
Afadiendo estas ecuaciones a (1.3.9), obtenemos el siguiente sistema lineal para el

cilculo de los coeficientes del histospline parabdlico, que satisface la condicién (1.3.2)
it) en los extremos:

2 1 f(z1) e
dr 2 (1—dy) f(z2) o
idln 2 (1 — d3) f(-‘::a) - e:a (13.11)
dn' 2. (l—dn) f(-’-'n) 8;'
1 2 f(zat1) Ent1

18



donde e, = 3hl Y ény1 = 3hn.

Nétese que las matrices de los sistemas (1.3.10) y (1.3.11) son tridiagonales y de
diagonal dominante por filas. Por lo tanto, ambos sistemas tienen solucién tnica
y la misma se puede obtener ficilmente por el método de eliminacién de Gauss sin
pivoteo. En el Apendice el lector puede encontrar una descripcion sencilla de este
algoritmo. Para concluir veamos un ejemplo.

Ejemplo.

La tabla 1.2 que mostraremos a continuacién contiene la cantidad de mujeres que
fueron madres, en el afio 1963 en Bulgaria, agrupadas en 7 grupos de 5 afios cada

uno.
O Pndes [15-20 [20- 25 |25-30{30- 35 {35 - 40 40 - 45 [45- 50
aSmited | 742 | 19261 | 14385 | 6547 | 2123 | 451 17

tabla 1.2 Madres bulgaras en el afio 1963.

La figura 2.6 muestra el histograma correspondiente a estos datos. Calculemos el
histospline que lo suaviza. Utilizando la condicién de frontera (1.3.2) i). En este
. caso, los extremos de las barras del histograma son

Ty = 15, Ta= 20, I3 = 25, Tq = 30,

5 = 35, zg = 40, 7 = 45, 3 = 50/
Luego Axz; = 5 para toda i y segun (1.3.8) d; = 0.5, { = 2,...,7. Por lo tanto,
de acuerdo (1.3.10) los coeficientes del histospline se calculan como solucién del
siguiente sistema de ecuaciones lineales:

1 Sfz1) 0
0.5 2 05 f(z2) 400545
05 2 05 Sflza) 50469
05 2 0.5 Sf(zq) | _ | 31398
05 2 05 f(zs) | — | 13005

05 2 05 flzg) 3951

05 2 05 f(=z7) 702

1 fzs) 0

19
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donde el lado derecho se construyé mediante (1.3.8). Este sistema se resolvié em-
pleando el programa TRIDSIS que presentamos en el Apéndice, obteniéndose los
siguientes resultados (redondeados a una cifra decimal) :

fz)=0

flz2) = 153023
F(za) = 18898.9
F(za) = 10039.6
Flzs) = 3738.4
() = 1016.7
F(zs) = 96.8
flzs) = 0.

Para calcular los polinomios que constituyen el histospline debemos primero expresar
los polinomios ri(y), ra(y), y ra(y) en términos de la variable z. Teniendo en
cuenta que en nuestro caso Az; = § para todo i, obtenemos entonces que para

r(z) = (1_ (z—sx.-)) (1_ S(r;z‘-))l

o-Es(aezy)

ra(z) = S ; zi) (1 -k - 20).

3

TS TS Tigl

Por lo tanto para z; < z < zi41, i =1,...,7 el histospline f estd dada por
f(2) = f(zi)ri(z) + f(ziv1)ra(z) + hira(z). (1.3.12)

Sustituyendo en (1.3.12) los valores de f(z;) calculados y los z;, i=1,...,8.

Obtenemos finalmente que los polinomios que constituyen el histospline f son :
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p1(z) = 50.2227 -+ 1302.8z — 30841.5,
p2(z) = —518.47z% + 24050.52z — 258319.1,
pa(z) = 20.22% — 2883.96z + 78360.4,
pa(z) = 82.08z% — 6595.44z + 134030.8,
ps(z) = 61.092z% — 5126.24z + 108319.1,
pe(z) = 25.382% — 2341 28 + 54059.9,
pr(z) = 7.536z7 - 735.28z + 17924,

En la figura 1.6 se muestra ademds el grifico del histospline f.

0.5

A

1 2 3!

fig L.6 Maternidad de las madres bilgaras.
Histospline que lo suaviza.
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II. SPLINES CUBICOS DE INTERPOLACION

Quizas entre todas las funciones polinomiales por tramos, las mas populates
debido a sus propiedades son los polinomios ciibicos por tramos y en especial los
splines ciibicos. En esta seccidn, vamos a estudiar diferentes tipos de funciones
ciibicas por tramos, que nos perrnitirdn resolver otra vez, el problema de construir
una curva que pase por un conjunto de puntos.

II.1. SPLINE CUBICO DE HERMITE

Supongamos que tenemos la siguiente tabla de valores :

zy |ze|za|zal...|zn

es decir que tenemos los valores de una funcién y sus derivadas en los puntos
{=z:}, i=1,...,n. Vamos a ver a continuacién que es muy ficil construir un
polinomio ciibico por tramos que coincida con g en sus valores y en sus derivadas
en los mismos puntos.

Antes de resolver el problema anterior, vamos a resolver un caso especial,
a partir del cual la expresién de la solucién del problema general sera inmediata.

Problema.

Determinar un polinomio ctibico p(y) tal que

p(0)=po, p(1)=p1, p(0)=ps, P(1)=p,.

Solucidn.

Vamos a expresar el polinomio p(y) en la forma
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2(3) = pori(y) + pura(v) + Pora(y) + pyra(y)

donde
T,'(y); i=ly"-|4

son polinomios clbicos . Observemos que si
1 i
npn=p=p=0 vy p=1
entonces
p(y) = ri(y), esdecir r(y) debe satisfacer :

n(0)=1; rn(0) = 0;
ri(1) = 0; r'l(l) = 0;

(2.1.1)

de estas condiciones es muy facil obtener #,(y) puesto que, como y = 1 es una raiz

doble tenemos que, debe ser de la forma

ri(y) = (a+by)(y - 1)?

donde a,b son coeficientes que quedan determinados por las condiciones r{ (0} =1

y r1(0) = 0, obtenemos
a=1; b=2,
() = (1+ 29) (y - 1)*.

Procediendo de manera similar obtenemos :

ra(y) = 7*(3 - 29),
ra(y) = (v = 1)*y,
ra(y) =¥y — 1),
asi que entonces el polinomio p(y) queda como
P(v) = po(L + 29)(y = 1)* + pr*(3 — 2) + poly — 1)y + Py’ (y — 1);
veamos ahora que es muy ficil obtener el polinomio pi(z) tal que

P:'(’-‘i) = 93 pi(®is1) = gig1; -
pi(zi) =sii  pzis) = Sin;

(2.1.2)
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consideremos el cambio de variable

_ZT—Zi

y= Az =241 — T
¥ A:L',' 1 i il i

que nos transforma el intervalo [z, z:41] en el intervalo [0,1], la idea es que podernos
obtener la expresion para p;(z) a partir de p(y), sustituyendo y, pero ésto es posible
si los términos que contienen p;, y p'1 los multiplicamos por Az; ya que @

ple) = m=p(u(e)) = 5 )Y =P g

p(z)=p Oz =5 = po=p(0) = sidz;
pizis)) =P (Vg = sz == py=p'(1) = s Az
pi(zi) =p(0) = g; =  po=gi;

pi(zis1) =p(1) = gin1 = D=0

por consiguiente obtenemos :
pi(2) =gim1(y) +dirar2(y)

T —Ti
+ s.-Ax.-r:;(y) 4+ Sig1 A.’L’;Tq(y),' y= ?,
3

sustituyendo y obtenemos:

N i N ot .
pilz) =g.'('r Tit1) [Z(i? z.)+Ar,]+m+l(z ) [2(2:1;:’ ) + Azi]

o (Eim =2z —z) S,H(Z — i) (T4 — 2)
L} 3
Az? Az}
;<< i=1...n—1;{2.1.3)

+

asi hemos obtenido finalmente una familia de polinomics {p;(z)} cada uno definido
en el intervalo {z;, 7;+1] por lo que la funcién definida por :

f(l')=P|'(2), para 7Sz < Tiqy, t=1,...,n—1

es una funcién continuamente diferenciable, polinomial por tramos. Esta funcién es
conocida, por el nombre de funcidn interpolante cibica de Hermite. Se puede de-
mostrar que f aproxima muy bien a la funcidn ¢ y mejor a medida que las longitudes
de los intervalos [z, zi41] sea mds pequeiia.



Ejemplos.
1) Supongamos que g(z) = (l+:=) ¥ queremas calcular el interpolante

ciibico de Hermite que coincide con g en los puntos —=3,—1,0,1 y 3. Como

—2z

g(z)= T

entonces los datos que necesitamos para construir el interpolante f son los siguientes:

-3|-1]0 1 3
0.110.5)1) 0.5] 0.1

g (0.0610.5)01-0.5}~0.6

tabla 2.1 Valores de la funcién g = Tﬁ’

y de su primera derivada.

Teniendo en cuenta que s; = g'(z,-), i=1,...,5y utilizando (2.1.3) obtenemos
entonces que :

(22 = 2)%(z — 21) - (z—z)(z2 —2)

@) T (an)?

(z2— :1:) [2{z — 2,) + Azy] (2 — :z:l) (2(1:»—::)+A::1)
) 7oRE +a(z2) Ay

pi(z) =s1

+ (=1
(2.1.9)
Sustituyendo cada término en (2.1.4) por su valor y simplificando llegamos a que

2 2
pifz) = (—’—“;—3)— + ('—1;—’)—(0.53 +0.165).

De esta manera similar se obtienen las siguientes expresiones para polinomios pz,pa
Y Ppa:

pa(z) = —0.52% — 27 41,

.pa(z) = 0.52° - ::2 +1,

pa(z) = (3 + (0 58 + 0.16z).
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Por lo tanto, el interpolante ciibico de Hermite para la funcién g(z) = (—1—#,—)- estd
dado por

;;.-:32’ + (-1;:)’ (0.58+0.16z), —-3<z<-L
@) = -0.52% -2 + 1, ~15z<0,
f)= 0.523._;32-,&-1:, 0z,

@=z) 4 (220058 +0.162), 1<z<3

El grifico de la funcién f aparece en la figura 2.1.

"R 3

T
-3 -1 0 '

fig 2.1 Interpolante ctibico de Hérmite
para g(z) = H-%t'
x-puntos de interpolacion.

2 ) Consideremos ahora la funcién :

1, >0
ofe) =24 = maxz®,0) = { &7 128

y construyamos el interpolante ciibico de Hermite que coincide con g en los puntos
-2,-1, -0 y 2. Como g(z) no tiene primera derivada en 0, vamos a experimentar con
diferentes valores sy para ver como ésto influye en la forma del interpolante.
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Organicemos nuevamente nuestros datos en una tabla

z |-2]—-1] 0}2
g| 0] 0]1]0

g1 o] ofsalo

tabla 2.2 Valores de la funcién
g =z} ¥y de su primera derivada.

De la expresién (2.1.3) podemos concluir que, independientemente del valor de s;,
el polinomio p; que constituye el interpolante f es siempre el mismo y coincide con
el polinomio nulo, ya que sy, 52, g(z,) y g(z2) valen 0.

Por otro lado, de (2.1.3) obtenemos que
pa(z) = (z+ 1)*((s3 = Dz +1),

oa(e) = B2 oy 4 Do 1)+ Eoga- 2,

Por ejemplo, si tomamos s3 = 0, entonces

0, ~2<z<gl,
f(z)={(z+1)’(—2z+1>, ~15=220,
1, 0<z<?,
mientras que si es s3 = 1, entonces
0, —2<z <],
f(z): (I+£)2(-I+ 1), -1<<0,
C=xl (22 +1) +5(3-12), 0<z<2,

Los gréificos de estas funciones se pueden apreciar en las figuras 2.2 y 2.3 respecti-
vamente.

Nétese que el cardcter local de la interpolacién de Hermite se aprecia en las mismas,
ya que las irregularidades en una vecindad de 0, no se trasladan al resto del intervalo
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o

-2 ol [ ) :2 .2 -1

fig. 2.2 Interpolante ciibico de Hermite fig. 2.3 Interpolante cibico de Hermite

para =¥ con s3=0. para z¥ con sy=1.
0 g 3

X-puntos de interpolacidn.
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I1.2. SPLINES CUBICOS DE INTERPOLACION

Si los valores de g’ en los puntos de interpolacidn se desconocen, entonces las inclina-
ciones (S5;)3" se puede escoger de modo que el interpolante f tenga hasta segunda
derivada continua. En tal caso, se dice que f es un spline cubico de interpolacidn.
Por lo tanto, el spline ciibico es una funcién formada por secciones de polinomios
ctibicos, que se enlazan con la mayor suavidad posible (sin que necesariamente sea
un tnico polinomio). Derivando dos veces la expresidn (2.1.3) se obtiene :

" _ _2z:;+1 +z; — 3z o, 2r; + Tipl — 3T
P (’7) = - 25; (Az;)z 25¢41 (A::.')"’
+ 69(2:44) = g{z:)

(Al‘,')a (z.-.H + ;- 2.‘5).

Por lo tanto:

2oy s — ¥ — g(zi1)

F @) =piole) =

Aziny  Aziey (Azio)? ' 2.2.5)
£ =pi(=) = :—3‘% - 2:—':- + Gg——(zi'(*gz:)f(zi)
y la condicién de continuidad de f" :
fer)=£" @), i=2%...,n=1
se expresa mediante la ecuacién :
K%:s;-x+2(ﬁ:—+’&;—i) s+ A—lz_;su-n =3 [y(r(iz)l;z(;_l) +g(zi?22:)zg(zi)];

o en forma mas conveniente como:
Azisioy + 2(Azimy + Az)s; + Azicysip = bi, i=2..,n—-1 (226)

donde

b =3[Axig(=i)A;:i_(-’:i—x) +Azi_l.‘l(=i+lA); 9(1'1‘)].

Suponiendo entonces que s; ¥ s, se seleccionan de alguna forma, (2.2.6) representa
un sistema de n—2 ecuaciones lineales para calcular las n—2 incégnitas sq, ..., 55-1.
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La matriz de este sistema es tridiagonal y de diagonal dominante por filas. Por lo
tanto (2.2.6) tiene exactamente una solucién que se puede hallar por el método de
eliminacién de Gauss sin pivoteo . Los parimetros s; y s, se pueden escoger de
diferentes formas. En la siguiente seccién presentamos algunas de ellas.

SPLINE CUBICO COMPLETO DE INTERPOLACION

i} Si se conoce el valor de g en z, y =, entonces resulta muy natural
tomar s; = y'(::l) ysn=g (2n). En tal caso €l spline cibico de interpolacidn 'no
s6lo interpola a g en los punto zy,...,2n, sino que ademds interpola a g en z; y
zp,. Este spline se conoce como spline ciibico completo de interpolacidn.

Si hacemos u;.; = -y, = —ﬁi-'-‘l—l- entonces el sistema se puede

Az
ATit+AZia! ATi+ATiw

escribir en la forma

2 1-u 0 0 -
! . s A2
Uy 2 1-us : s3 Ba
0 u 2 l-uy sa f | B
0 : :
i . . leu Sn-2 gn—d
: . . . —tp_g
0 v 0 s 2 Sn-1 Bt
- donde
B = 8[wimrgfzion, =) + (1 — wic)gles, zip]] i=2...,m—1;
B2 = B2 — sy
Bt = By = (L= tn_g)sn,
SPLINE CUBICO NATURAL
v ii) Otra posible seleccidn de las condiciones en los extremos surge de exigir
que:

F'@) = f'(za) = 0. (2:2.7)
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Utilizando (2.1.5) la condicidn (2.2.6) se expresa de la siguiente forma, en término

“de las inclinaciones

251 + 52 = 39(22) ".‘1(1'1);

A.’L‘l
snet + 20 = 30E2L=0(En=0)
ATno1
El sistema de ecuaciones queda:
2 1 0 0
Sy By
uy 2 l-uy . So Ba
0 u, 2 1—u, : sa | _| P
.o . 0 : ;
0  up-z 2 1= tp-2 s’;_l /32-1

0 1 2 " "

donde

By =3g[z1,2a]; B = 3g[za-y, za]

El spline que satisface (2.2"7) se conoce como spline natural de interpolacién y
desde cierto punto de vista no es muy recomendable, ya que la imposicién arbitraria
de la condicién (2.2.7) puede provocar que cerca de los extremos x| y z, el error
aumente,(a menos que realmente g”(z,) = ¢"(za) = 0). Sin embargo, méas adelante
mostraremos que el spline natural de interpolacién tiene otras propiedades muy
interesantes que justifican su uso .

SPINE CUBICO ELIMINA UN NODO

iti) Si uno no conoce nada acerca de las derivadas de g en los puntos ex-
tremos, entonces una posibilidad es escoger s; y sn, de manera que p; coincida
idénticamente con pz y pn—1 coincida con p,_z . En otras palabras se trata de es-
coger s1 y Sn de modo que los puntos T3 y ;-1 no sean puntos de ruptura activos.
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fig 2.4 Los puntosz; y #n-1 no
son puntos de ruptura activos

+ v . . 4 K . . - +
Esta condicién es equivalente a exigir f sea continua en z3 y T y significa afiadic
la siguiente ecuacidn al inicio del sistema (2.2.6)

Azi+2(zy—21))Bza(g(za)—g(=z
Az

ry — T
Az1)3(g(z3)—g(za
Ar
+—_—
3 — I

s1Azy+ sa(za—zy) =

¥ la ecuacién

(Bzac1 P (9(zn—2)=g(zn=1))
QT p.:

Sp-1(Tn + Tn-2) + SnATqu2 =

ZTn — Tp-2
2Aza=Tnoa)bOTa-1)AZn-a(g(zn)=g(zn_1))
DTy
+
( Tpn — Tp-2

al final del mismo . Esta condicién de frontera significa que la primera y la dltima
seccién polinomial interpolan a g, en un punto adicional que no es de ruptura. En
otra palabras, en vez de n — 1 secciones polinomiales tenemos entonces n — 3, de
modo que f coincide con py en [z, z3] ¥y pi(zi) = g(=:), i = 1,2,3, mientras que
p', (z3) = s3. Similarmente f conincide con pp.3 en [zn_2,2Zn] ¥ Pn-a(zi) = 9(z:),



i = n-2n—1n, mintras que p,_z(zn-2) = Sp—2. Si nos planteamos la
condicidn de frontera en estos términos, entonces el sistema lineal (2.2.6) (y la no-
tacién) .varia ligeramente . Sin embargo estd claro que la funcién f resultante es
idéntica a la obtenida por el planteamiento anterior . Por otro lado, esta forma de
interpretar las condiciones de frontera, nos ilustra nuevamente el hecho de que en
la interpolacién polinomial por tramos, los puntos de interpolacién y los de ruptura
no necesariamente tienen que coincidir.

En el Apéndice se puede encontrar una subrutina en FORTRAN que calcula
el spline cibico de interpolacién utilizande una de las condiciones de frontera ya
mencionadas.

Ejemplos.

Caleulemos ahora el spline cibico completo que interpola la funcién g(z) = H,% en
los puntos -3, -1, 0, 1 y 3. Utilizando los datos de la tabla 2.1 construimos el sisterna
de ecuaciones (2.2.6) con las condiciones de frontera i). Este sistema se expresa
matricialmente de la siguiente forma:

1 s 0.06
1 6 2 S 3.6
1 41 sl=1 0

2 61 54 -18

1 S5 -0.06

La solucién del mismo se obtuvo mediante el programa TRIDSIS que aparece en el
Apéndice obteniéndose que :

s; =006, s;=0.62, s3=-009, s4=-0.26 y s5=-0.06.
Sustituyendo en la expresién (2.1.3) podemos calcular los cuatro polinomios que
constituyen el spline cibico f. De este modo llegamos a que :

0072 + 0562 + 1.53z + 1.5, -3 <z < -1;
flz) = 047z ~ 1.062% — 0.09z + 1, -1<z<0;

0.65z> — 1.0622 — 0.09z - 1, 0z <1

0.02z% - 0.072® — 0.18z +0.73, -1<x <3,

El grifico de esta funcidn se aprecia en la figura 2,5,
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fig. 2.5 Spline cibico que interpola
a la funcién g(z) = Gl
x-puntos de interpolacion.

Para finalizar esta seccidn construyamos el spline cibico natural que inter-
pola ala funcién z$ en los puntos -2, -1, 0 y 2. Utilizando esta vez los datos de
la tabla 2.2 y las condiciones de frontera ii), construimos el sistema de ecuaciones
(2.2.6) que nos permite calcular los coeficientes del spline:

21 51 0
141 sa| _ |3
261 saf |6

1 2 S4 0

La solucidn del sistema se obtuvo otra vez utilizando el programa TRIDSIS y re-
dondeando a dos lugares decimales resulta que:

8 = =-0.3, 52 = 0.61, 83 = 0.87, 54 =043, -

Mediante la expresidn (2.1.3), calculamos entonces los polinomios que forman al
spline f y obtenemos finalmente
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0.3z3+ 1.8322 +3.35c+ 1.83, -2<z<-1;
f(z) = ¢ ~0.52z° — 0.6622 +0.87x+1, -1<x<0;
0.11z% — 0.65z% + 0.87c+1, 0<z<2;

donde los coeficientes de cada polinomio también se aproximardn a dos lugares
decimales. La figura 2.6 nos muestra en este caso el grifico de f:

bt 1 i S o
g ~ T d 4 T —
-3 -2 - o t 2 o3

fig. 2.6 Spline cubico que interpola a la
funcién g(z) = 23
x-puntos de interpolacidn.

Observernos con detenimiento la figura 2.1, 2.2, 2.5y 2.6. Como se puede apreciar, en
general el interpolante cibico de Hermite aproxima mejor a las funciones de prueba
que el spline cibico . Esto se debe esencialmente, a que el spline ciibico invierte,
parte de sus posibilidades para aproximar datos, en ser una funcion suave (tiene
hasta segﬁnda derivada continua), mientras que el interpolante cibico de Hermite,
al ser una funcién menos suave tiene mas libertad para modelar un conjunto de
datos, Sin embargo, hay que tener en cuenta, que la construccion del interpolante
cibico de Hermite, requiere que conozcamos la primera derivada en los puntos de
interpolacién, de la funcién que vamos a proximar. Pero muchas veces, en la prictica
esto no se sabe, porque los datos se obtienen de forma experimental y en realidad
la funcidn g es desconocida . Por eso, en tales problemas el spline cibico es una
herramienta fundamental.
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I1.3. SPLINE CUBICO PARAMETRICO

Con mucha frecuencia, en problemas practicos de diversa indole, los datos
que uno necesita aproximar estin dispuestos de modo que para una misma abscisa
se tiene mds de un valor (vea por ejemplo la figura 2.7).

&

*
*

*

fig. 2.7 Datos de un problema hipotético donde para
una abscisa se tienen dos valores diferentes.

En. tal caso hay que considerar que los datos representan una curva plana y en
consecuencia debemos aproximarlos mediante una curva, ya que una funcién no
puede tomar dos valores diferentes en el mismo punto.

Supongamos entonces que se dispone de un.conjunto de puntos {z;, %), i =
1,...,n, situados en el plano y se desea construir una curva suave que pase por los
mismos. Los puntos (xz:,¥;) se pueden considerar como puntos de una curva, que
paramétricamente se describe mediante dos funciones :

r=g(t), agt<Lh
¥ =h(t),
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de modo que para ciertos valores

t1 <t <,..., <ty . (2.3.8)

del pardmetro t, se tiene que

g(ts) = zi;
.h'(ti')=.’/l'l i=1,...,n

Una vez que se han escogido los valores ¢; del parametro ¢ (que cumpla las
condicién 2.3.8 ), podemos entonces construir el spline cibico fi que interpola las abs
cisas de la curva original, es decir que pasa por los puntos (4;,z;) i=1,...,nyel
f2 que interpola las ordenadas, o sea el que toma el valor y; en cada ¢;, considerando
en los extremos una de las condiciotes que estudiamos en la seccidn anterior . Este
spline pasa por los puntes (2;,%) i=1,...,n Yy se conoce como spline paramétrico,
porque depende de la seleccién del pardmetro ¢.

La seleccidn de una parametrizacién adecuada es fundamental, para lo-
grar que el interpolante no tenga rugosidades. En este sentido la experiencia ha
demostrado que cualquier parametrizacidn que aproxime la longitud de arco ¢s con-
veniente. Sin embargo, para lograr que el pardmetro sea exactamente la longitud
de arco, se necesita un considerable esfuerzo de calculo. Por eso en la practica, se

toman como parametros

‘1 =0,

. (2.3.9)
Ly =4+ dy, i=1,....n—1

donde d; es una aproximacidn de la longitud de arco, que sc puede escoger de una
de las siguientes formas : ’
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) di = V(a2 + (By)%;
i) d; = (Az)? + (Am)%
fi) d; = Az + |Ayl;
iv) d; = max{|Az;], [Anl).

(2.3.20)

En particular, a seleccidn (2.3.10) i), corresponde a la longitud de cuerda que une
los puntos (#;,1) ¥ (Ti4+1)¥ig1), ¥ en prictica se ha podido comprobar que es la

mas conveniente.

Si se desea tener un grdfico del spline pardmetrico basta con seleccionar
diferentes valores del parametro ¢, digamos ¢}, j=1,...,my evaluar cada uno de
los splines f) y f2 que interpolan las abscisas y ordenadas respectivamente. Entonces
los puntos (z3,y;) donde

z; = fl(t;);
y}':fz(t;), i=1,...,m

pertenecen a la curva que representa el spline pardmetrico.
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40
11.4. SPLINE CUBICO PERIODICO

Si los datos originales corresponden a una curva cerrada, entonces resulta
natural exigir que el spline ciibico paramétrico, formado por las funciones f; y fa, que
interpolan las abscisas y las ordenadas respectivamente, sea una funcién periddica,
es decir que

FO0) =£tn);

. 24.11
By =£"¢), =012 (2410

‘La condicidn (2.4.11) para j=0, se logra simplemente considerando que el primer y
el dltimo punto de interpolacidn coinciden, o sea que ) = =, ¥ ¥1 = yn, pues en tal

caso, como

St} =2y
falt) =wn;

entonces

Alty) =z =24 = filtn);
P)=n=mm=rht), i=1,.,n

Para j = 1, lacondicion (2.4.11) se obtiene considerando que el sistema de ecuaciones
(2.2.6), que nos permite calcular los coeficientes del spline que interpola las abscisas y
las ordenadas respectivamente, se elimina la incégnita s,, porque tomamos s, = s1.

Por iiltimo, teniendo en cuenta que s = sa, de (2.2.5) obtenemos que la condicién
(2.4.11) para f; y 7 = 2, se expresa mediante la ecuacidn
2(At; + Atni)st + Atn-s2 + Alysp-y =

3 [At,._, ‘IZA—:I + AL ’"A_l “"x" ] )
.




Por lo tanto, las inclinaciones sy,...,8,—; del spline fi que interpola las abscisas de
los datos, se obtienen como solucién del siguiente sistema de ecuaciones lineales

Q(All -+ At"_l) Aty 0...0 Aty 51
Atz Q(Atl +At2) Atl 0... ...0 82
0 - g : :
: .. . N Atp-t :
Afn_z 0...0 At"_l 2(At"_2+At"_l) Sp-1
by
by
bn-l
donde

by = 3[Atn-r 2 '1”‘ +ay = Iaoty,

a -
b A -'I-'i—-ﬂ-‘it-x A l‘iA::—lz: . (2:4.12)
;= 3[At; A, Tt tioy AT i i=2..,n-1

Para calcular las inclinaciones sy,...,5,; del spline f; que interpola las ordenadas
de los datos, hay que resolver un sistema lineal con la misma matriz que (2.4.12)
donde el término independiente b esta dado por

b = 3[At,._1y2 — ¥ +Ahy" - .’/n—l],
1

o it (2.4.13)
bg=3[Al.‘ ‘Al' ';1+Al.'_1 "'Zt_ ‘], i=2,...,n—1.
L 3l L}

Nétese que la matriz del sistema (2.4.12) es tridiagonal ciclica y de diagonal domi
nante por filas. Este tipo de sistema también se puede resolver ficilmente por
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el método de eliminacién de Gauss sin pivoteo. En el Apéndice, el lector puede
encontrar una descripcidn sencilla del método de Gauss para este caso.

Finalmente, utilizando (2.1.3), obtenemos que el spline f; que interpola las abscisas
de los datos originales, esta constituido por los siguientes polinomics.

iv1 =12 —t IR ITT.
pi(t) =s; G (Att):)(: £) +s.'+1(t tl()A(til);.l 1)
+ zi(tigy — 1220t = ;) + AY) + et = )2 (Atis — £) + AL)
(a) (a3
<t <tipr, i=1,...,n—1

(2.4.14)

donde los s; se claculan como selucién del sistema (2.4.12) y sy = s, . Los polinomios
que forman el spline fa, que interpola las ordenadas de los datos originales, se
obtienen simplemente sustituyendo en (2.4.14) z; por ¥; y zi1.1 por yi41 ¥ calculando
los s; como solucién del sistema (2.4.12) con el lado derecho (2.4.13).

Ejemplo,

Los datos de la tabla 2.3 representa valores de la lemniscata
s = \/2c05(20); 16| € =/4. (2.4.15)

Como la lemniscata tiene dos lazos (ver fig. 2.8) es muy importante que los datos se
organicen como muestra la tabla, es decir siguiendo el recorrido de la curva a partir
de un punto inicial, que puede ser arbitrario (ver fig. 2.8).
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S S |5
J

tabla 2.3 Puntos de fig. 2.8 Lemniscata.
la Lemniscata (2.4.14). Los puntos aparecen organizados en,
- el sentido de recérrido de la curva.

Para utilizar la parametrizacién (2.4.9) debemos expresar los datos de la tabla 2.3 en
coordenadas cartesianas, mediante las ecuaciones de transformacién de cocrdenadas

z=pcosf,

y=psend.

De este modo obtenemos la tabla 2.4. Si ahora utilizamos la condicién
(2.4.10) i), resulta entonces, que por ejemplo (utilizando dos digitos decimales )

dy = V(B2 + (By)? = 0.74.

luego
tz = tl + d]_ = 0.74.

Continuando de esta forma calculamos el resto de los d; 'y los t;, i = 2,...,9.

V2{v3/2|0{—-V3/2 | -v2{-V3/2 |0 |/3/2|V2
0] 1/2|0] =12 0 172 [0 [—1/2] ©

tabla 2.4 Puntos de la Lemniscata (2.4.15)
dados en coordenadas cartesianas.
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Ahora nuestro problema se reduce a construir los splines f; y f2 que inter-
polan los datos de las tablas 2.5 y 3.6 respectivamente

ti 0} 0.74{1.74 2.74 | 3.48 4,56 15,23 | 6.23]16.97
= | V2|32 o[-vB2 [—2[=V32 | 0 |[VB[2| V2
tablﬁ 2.5 Puntos por donde debe
pasar el Spline fi.
t |0j0.74]1.74] 2.74 |3.48|4.56 [5.23 | 6.23[6.97
IO 2T o122 | 012 0 (=172 0

tabla 2.6 Puntos por donde debe
pasar el Spline fa.

Seguin (2.4.12) los coeficientes del spline f, se obtiene como solucién del siguiente
sistema lineal

296 0.74 - 0.74 81 0

1 348 0.74 82 —4.14

1 4 1 5 -5.20

0.74 348 1 sa| _ | -414

0.74 296 0.74 ss{ | o [

1 348 074 s 4.14

_ T4 1 s7 5.20

1 0.74 348/ \sg 4.14
(24.16).

Utilizando el programa TRIDCSIS, que presentamos en el Apéndice, se puede veri-
ficar que la solucién de (2.4.16) con 2 cifras decimales es’:

51 =0, s2=-1.02, s§3=-0.79, s4=-102
s5 =—0, sg=102, s7=0.79, sz = 1.08.
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Por lo tanto, a partir de (2.4.14) se pueden calcular los polinomios p;(t), i=1,...,8
que constituyen el spline fi.

Por otro lado, los coeficientes del spline f2 se obtienen resolviendo el sistema
(2.4.16), donde el lado derecho se sustituye por el vector

b= (3, 091, =3, 091, 3, 081, -3, 091)'.

Mediante el programa TRIDCSIS se obtiene entonces que los coeficientes del spline
fa que interpolan las ordenadas son:

sy =093, s2=0.17, s3=-0.84, s4=0.17,
ss =093, s¢=0.17, sr= =084, s3=0.17.

Los polinomios que constituyen el spline fa se calculan sustituyendo en (2.4.14) estos
valores y x; por yi, i=1,...,9.

Para construir un grifico del spline de interpolacién podemos tomar, por ejemplo,
50 puntos equidistantes del intervalo [t, tg] = [0,6.97]

t=ti+(—-1h j=1,...,50con h="i‘i;i=o.142

y evaluar los splines f; y fa en estos puntos, es decir calcular:

= =h(E)
!/; =f2(t;)l j=1...,60.
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III. SUAVIZAMIENTO Y AJUTE

Con mucha frecuencia, en problemas de la ciencia y la técnica, los especia-
listas disponen de datos que no pueden considerarse precisos. Estos datos se obtienen
por lo general como resultado de algiin experimento o medicién, y estan afectados
con “ruidos” debido a la imprecisién de los equipos o técnicas que se utilizaron para

obtenerlos.

Esta claro entonces que los métodos de interpolacién que hemos estudiado hasta
aqui, no nos servirian para aproximar tales datos, puesto que no tiene sentido
construir una funcién que pase por los mismos, Por eso, en lo que resta de este
capitulo nos vamos a dedicar a la construccidn de otro tipo de aproximacién que sea
capaz de reflejar la tendencia o el comportamiento de los dates ignorando el ruido
de los mismos.

III.1. PROPIEDAD DE NORMA NINIMA DEL

SPLINE CUBICO NATURAL

En esta seccién vamos a probar que entre todas las funcionesg € C? que
interpolan un conjunto de datos (z;,3) i = 1,...,n, el spline ciibico natural
que definimos en 11.2., es la funcidn mds “suave” en el sentido de que minimiza el

funcional

Ho)= [l @) 3.1

precisamente debido a esta propiedad las funciones spline recibieron tal nombre, ya
que durante mucho tiempo para dibujar una curva suave que pasara por un conjunto
de puntos prefijados los ingenieros utilizaban un instrumento llamado spline,

Este instrumento mecanico estaba formado por una varilla flexible de acero a la cual

se le sujetaban ciertos pesos (ver fig 3.1), que hacian que la varilla se flexionara y la
curva resultante f pasara por los puntos.
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fig 3.1 Spline mecdnico.

De este modo, el spline mecdnico f minimizaba la energia de tensién que aproxi-
madamente es proporcional a (3.1.1). De ahi que por analogia, la funcién que
minimiza I{g) recibiera el nombre de spline.

Teorema 3.1.

Sea f(z) el tinico spline cibico natural que interpolalos datos {z;,%:), i=1,...,n
(n > 2), v sea g(z) cualquier funcién de clase C? tal que

9(zi) = wi, i=1,...,n.

entonces:
I{g) 2 I(f) (3.1.9)

y la igualdad en (3.1.2) se cumple si y sdlo si g(z) = f().

Demostracién.

Como evidentemente

g'(=) = ' @+{e"(2) — £ =)
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entonces :
[o'@r= [0 ere+ [ @ - @)
b R o . (3.1.3)
w2 [T f @l @ - f @l

calculemos la ltima integral del lado derecho de (3.1.3) que denotaremos por I .

Integrando por partes obtenemos :

I=f"(=)g'(z) - ()]

[ el @) - S @), (3.14)

como f es un spline ctibico natural, entonces £ (z1) = f"(r,.) = 0. Por lo tanto, en
(3.1.4) nos queda

ety zitl " 1 '
1=~§/ﬁ " ()7 (=) = F ()] dz,

pero f"'(z) es una funcién constante por tramos, cuyo valor en el intervalo [z, T4t
denotaremos por h;. Luego

I=— nz-f}li [(9(1‘-'+1) - f(ﬂ-'s'+1)) —(nyi) - f(“"i))}

il
y como f y g interpolan los mismos datos (z;, %), i=1,...,n, entonces g(z;)~
f(z:) = 0 para toda i. Por lo tanto, { =0 y de (3.1.4) llegamos a que

/, " @)de = L U (@) + / " @) = £ (@) de (3.15)

de aqui resulta inmediatamente (3.1.2), ya que la ultima integral en (3.1.5) es no
negativa. Por otro lado, la igualdad en (3.1.2) se obtiene si y sélo si g"(:z:) - f"(::)
es idénticamente nula, lo cual implica que g — f es un polinomio de grado < 1. Sin
embargo, de acuerdo con las condiciones de interpolacidn, la funcién g — f se anula

“en n puntos (n > 2} y por lo tanto g — f tiene que ser el polinomio nulo o en otras
palabras g = [, lo cual completa la demostracién.

Como veremos, en la siguiente scccion, la propiedad de norma minima del spline
cibico natural es muy 1itil cuando estamos interesados en construir una curva
“suave” que aproxime un conjunto de datos, sin que necesariamente los interpole.
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II1.2. SUAVIZAMIETNO DE DATOS CON “RUIDO”

Planteamienﬁp del problema.

Como ya mencionamos al inicio de este capitulo, el problema de suavizar
un conjunto de datos, estd vinculado a la necesidad de construir una aproximacién
que refleje la Eéndencia de datos imprecisos, lo cual evidentemente no se logra in-
terpolando los mismos. Las caracteristicas m4is importantes de este problema se
pueden resumir en los siguientes aspectos:

1. El especialista necesita poca precisién en los resultados (a lo sumo 3 digitos
correctos).

2. Los datos son sustancialmente imprecisos, de modo que el ruido que los
afecta usualmente es aleatorio pero se desconoce su distribucién.

3. No se dispone de suficiente informacién especializada sobre el modelo de
comportamiento de los datos,

4, Los datos son discretos y resulta muy dificil o muy costoso obtener infor-
macidn adicional,

Supongamos que g es una funcién suave (usualmente desconocida) y que
yi=g(zi)+e, i=1,...,n

es el valor de g en el punto z; afectado con el ruido e;. El problema de suavizar los
datos (z;, ¥:) se puede formular entonces, como el de construir una funcién “suave”
que aproxime a los datos (z,%), ¢ = L,...,n, de modo que se conserve la
informacidn sobre g, contenida en los y; y se elimine el ruido e;.

En otras palabras, se trata de encontrar la funcién mds “suave”, cuya distancia a los
datos se mantenga acotada por una magnitud que usualmente conoce el especialista
apartir del problema préctico que representan los mismos.

Ahora para que esta formulacidn del problema sea precisa debemos aclarar los

términos de funcidn “suave” y de "distancia”.

Como medida de la distancia de una funcién f a los datos vamos a utilizar el fun-
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cional

n 2

5(f) = Z[————f(r') y‘] (3.2.1)
e NG

donde §y; es una estimacién de la varianza de los y;. Por ejemplo, en ciertos prob-

lemas técnicos el experimento que nos petmite obtener los y; se tepite varias veces

(réplicas) de modo que en vez de uno sdlo y;, para cada z; tenemos un conjunto de

y‘("), j=1,...,m, donde m es el nimero de repeticiones. En tal caso es aconse-

jable tomar como y; en (3.2.1), la media de los y§j), es decir

%= (]_Z:;y.f”)/m

y como §y; la varianza de cada y;, o sea

Sy = (i (y.m - y.-) zl(m - 1)) é.

j=1
Otras veces el experimento sélo se realiza una vez, pero se conoce que el equipo de
medicidn que se utilizé para obtener los y; tiene cierta precisién. Por ejemplo, si el
equipo nos permitiera medir los y; con un 1 % de error, entonces es razonable tomar
en (3.2.1) éy; = 0.01 para todo i.

Porotra parte, como medida de la suavidad de una funcion f, tomaremos el funcional
I definido por (3.1.1), pués es conocido que I{f) nos da una aproximacién de la
curvatura de f en el intervalo [zy, z,).

Esto significa que en términos matemdticos, el problema de suavizamiento de los
datos se puede formular, como el de hallar una funcién que minimice I(f) entre
todas aquellas para las cuales S(f) estd acotado, es decir

minI(f) con f € C*[zy,za] sujetoa S(f) <o )

donde o es la distancia maxima entre la aproximacién, y los datos que el especialista
desea.

Teorema 3.2.

Si el problema [ tiene solucién entonces una solucién del mismo, es un
spline cibico natural y es wnica.
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Demostracion.

Supongamos que f* es una solucién de . De los resultados del capitulo II
sabemos que exite un unico spline cibico natural f, que interpolaa f* en los puntos
T1y...,&n, es decir tal que

Fz)=flz), i=1,...,n,
pero entonces de (3.2.1) tenemos que
S(f)=S(f) <o

es decir, f es una solucidn factible de I. Mds adn, del Teorema 3.1 podemos asegurar
que

I(f) S K{f7)

y que la desigualdad es estricta a menos que f* = f. Por lo tanto, f es la tinica
solucién optima de I. g




1I1.3. PLANTEAMIENTO Y SOLUCION
DE UN PROBLEMA EQUIVALENTE

Aunque el teorema 3.2 nos asegura que la solucién del problema I es un
spline edbico natural, su demostracién no nos ofrece un método para construir el
mismo. Por eso, en la practica, en vez de resolver el problema I vamos a considerar
el siguiente problema

minA,(f) con  f€C¥zi, 2]

donde
2(f)=pS(N)+ (1 ~p)(F) v pE(0,1). I

Al final de esta misma seccidn, probaremos que para cierto valor del pardmetro p en
el intervalo (0,1), la funcién f, que resuelve el problema IF, es la solucién éptima

de I.

Pero, supongamos inicialmente que el pardmetro p aiin esta libre en (0,1). El primer
término de la suma en A, nos proporciona una medida de la distancia de la aproxi-
macidn a los datos, mientras que el segundo constituye una estimacién de la suavidad
de f, la minimizacién de A, establece una especie de compromiso entre éstos dos
aspectos, de modo que, la seleccion del pardmetro p nos da la posibilidad de es-
coger a cual de ellos le damos la mayor importancia. Por ejemplo, si p estd cerca
de 1, entonces la minimizacion de A, requiere sobre todo minimizar la sumatoria
y eso signiﬁca, que estamos mds interesados en ajustar los datos que en obtener
una aproximacidn suave. Si por el contrario, tomamos p cerca de 0 entonces para
minimizar Ap hay que lograr que la integral sea pequefia y por lo tanto, en ese caso,
le damos mds peso al hecho de que la curva de aproximacién sea suave.

El siguiente teorema, nos demuestra que la solucién del problema IT también
es un spline ciibico natural.
Teorema 3.3

Sea f, € C*[z), zn), la funcién que resuelve el problema IT para un p fijo en
el intervalo (0,1). Entonces f, es un spline ciibico natural, y satisface adicionalmente
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las siguientes condiciones:

l) - f;"(1+) - I—:L;f(z:;;l;zyl

i) @01 et = e,

i) £ ()= Lo

Demostracién.

El hecho, de que f, es un spline ciibico natural, se obtiene de manera muy
similar a como hicimos en el teorema 3.2. En efecto, si f~ fuese la solucion optima
de II, entonces el inico spline ciibico natural fp, que interpola a f* en los puntos

T1,..4, 25, satisface que J

S(fp) = S(f)s (3.3.1)
pero de acuerdo con el teorema 3.1
I(f) S I(F°) (3.3.2)
por lo tanto, combinando (3.3.1) y (3.3.2) obtenemos que
pS(fp)+ (1 — PI(f) £ pS(ST)+ (L =p)I(f7) (3.3.3)
y 15 desigualdad en (3.3.3) es estricta, a menos que f* = f,. En otra; palabras
A,(fp) S AQ(f7).

Veamos ahora que f, satisface las condiciones i), ii) y iii). Del célculo variacional es
conocido que si f, es la solucién del problema /7, entonces la variacién del funcional

" Apdebe anularse para toda funcién h € C?[z), z,], s decir

S[AL(fp)i h] = dieAp(f,, +eh) n= 0 paratoda h € C*z1,2n)
e=

Pero
8[Ap(fp)i k] = pd[S(S,)i ] + (1 ~ p)S[I(fp)s h). (3.34)




Por eso vamos a calcular a continuacién la variacion de los funcionales S(f5) e 1(fp).
De (3.2.1) tenemos que :

65(fyi =%gl[f’(z') bl e =u] ..

%:[f {zi) +6€h(r.~) - yi] 'ﬂﬁi")
Pt Ui Y

=2
o[ folz) — ] M)
—221[ 8y; ] Sy

Por otro lado, de (3.1.1) resulta que :

(3.3.5)
e=0

s1lfwitl = & [ U () - " @ lens
=2 /, () + e (@) dzlems

=2 [ i@ eps
=2 Zl: / fP'(z)h"(r)da:.

- Integrando dos veces por partes se obtiene entonces que :

o N
61(fpi h] =2 [—f,'.' @A )+ (f,f'(z;) - f;’(;f)) B ()
i=2
+ Fy (27K (2a) + fy ()h(ar) - i:(f;"<r. )= 1y (a) ) e
=2
nel
ADUCEDY / :)h(::)d::]

(33.6)
Ahora como. f,(z) es un spline clibico natural entonces f,, =H = fp (z;)=10y
fIY(z) = 0. Ademds f, € C*[z1, 4], luego f, (27) = £, (z}), i=2...,n—L
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Por'lo tanto (3.3.6) se reduce a

WU =2 e htz) - z(f,, - 1)) bz

i=2

(3.3.7)
- 1} @ hGen)|

Sustituyendo (3.3.5) y (3.3.7) en (3.3.4) obtenemos que si f, € C%[zy,z,] es la

funcién que minimiza Agentonces para toda h € C%[z, 4] se debe cumplir que

{(J%% 1“”f,i"( D) hte)

* E (f ((;J N (f»;"("'?) - f;"(Z.-”)))h(ri) (3.3.8)

+ l(_——}P((fS;)n;”" f,;"( ) hlen)]| =

Finalmente, de (3.3.8) resulta evidente que f, debe satisfacer entonces, las condi-
ciones i), il) y iii) con lo cual concluye la demostracién del teorema g

A diferencia del teorema 3.2, el teorema 3.3 no sélo nos dice que la solucién del
problema I es un spline cibico natural, si no que ademds nos informa que este
spline satisface las condiciones i), i) y iii) gracias a ésto la construccién explicita
de tal spline se puede llevar a cabo sin ninguna dificultad, como probaremos en la
siguiente seccion.

Por otra parte, este spline natural no necesariamente interpola los datos (como el
que construimos en el problema I). En particular, si p = 0t la solucién éptima del
problema I7 es la recta de ajuste minimo cuadrada, o sea la aproximacién minimo
cuadrada para los datos desde el espacio de los polinomios de grado < 1 . En efecto,
cuando p = 0% la recta f, que se halla mds cerca de los dates (en el sentido de que
minimiza S(f) ) es la solucion éptima del problema 17, ya que I(fo+) = 0 mientras
que I(f,} >.0 para todo p. Notese que una recta también es un spline ciibico natural,
pués estd formada por “secciones” de polinomios de grado < 3, tiene hasta segunda
derivada continua y en los extremos vale 0.
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Sin embargo, si p = 1~ lasolucién éptima del problema I es el spline etibico natural
que interpola los datos {ver seccidn 1) ya que esta funcién anula S(f;) y entre todas
las funciones que interpolan los datos (y en consecuencia hacen 0 la sumatoria) es

la que minimiza I{f) (teorema 3.1).

De todo lo anterior podemnos concluir que la solucidn del problema I es un
spline cibico natural, que (en la medida en que el pardmetro p varia entre O+ y 1)
oscila entre la recta que mejor ajusta los datos y el spline cibico natural que los
interpola.

Para finalizar esta seccion veamos entonces cual es la relacién que existe
entre el problema [ y II.
Teorema 3.4

Supongamos que para p = p, el spline cibico natural fp, que resuelve el
problema IT satisface que:

N} (fp.) =g, (3.3.9)

entonces f,, es la solucién éptima del problema I.

Demostracion.

Supongamos que f* es la solucidn dptima del problema [ y que f* # f,,. Como
fp. satisface (3.3.9) es una solucién factible del problema I y por lo tanto debia
cumplirse que

I(FYy< I(fpo) (3.3.10)

pero
S(f7) €0 =5(fp.) (3.3.11)

Luego de (3.3.10) y (3.3.11) obtendriamos que

PoS(f7) + (1 = poM(F*) < poS(fp. T+ (1 =2} (fp,)

¥y ésto es imposible puesto que fp, es la solucién del problema [T parap=p, 1
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Como consecuencia inmedijata de este teorema podemos concluir que para resolver el
problemi I, basta con hallar la raiz p, de la ecuacién (3.3.9) y resolver e} problema
I con p = p,. Por eso en la siguiente seccidn vamos a construir explicitamente el
spline cibico natural que resuelve el problema IT para un p fijo.
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II1.4. CONSTRUCCION DEL SPLINE CUBICO
DE SUAVIZAMIENTO

Con los resultados de las secciones anteriores ya estamos en condiciones de
obtener explicitamente el spline ctibico natural que resuelve el problema I7 para un
p fijoen (0,1). Como fy(<} es un polinomio de grado < 3 para z € [zi, ziq1], i=
1,...,n—=1, entonces su segunda derivada en ese intervalo es la recta

11 " T—Tiqy

ALY

fP (=)= f (3x+l)

Tig =T

Sea ¢; = f;,'(z-;)/Q, entonces fp se puede escribir como

n . T&T T = Digd .
fo (%) = 2ci4 2z, 2¢; v (3.4.1)
donde Az; = zi41 — 7.
Integrando 2 veces en (3.4.1) obtenemos que
(=3 i)
Fol@) = i (”3 Ai‘_) C; - A’:) + bz + d; (34.2)

donde &; y d; son constantes a determinar.

Denotemos por a; = fp(z;), j=1i,i+1,entonces de (3.4.2) est4 claro que b;z +d;
es la recta que pasa por los puntos (z;, a; — $Az7) y (@igp1,0i41 — St A).
luego
x+l — Titl

~ —Aa: ) A

biz + di = (ai41 —
y sustituyendo en (3.4.2) obtenemos una expresién para fp(z) que sélo depende de
los pardametros ¢; y a;, i=1,...,n~1,
(=) (z~xig)?
(@) =en g e 3Az.

+ (ai.+l - '—ﬂ'A )

ci r—=z (343
—(ai— E'A:r;")——""-l-.

Az
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Ahora de (3.4.1) y (3.4.3) esta claro que f,(z) y f;,'(:) son continuas, ya que :

fp("’: )=g= fp(” )
fo(z7) =26 = £ (f)

i=1,...,,n-1

luego, para garantizar que fp(z) sea un spline ctibico natural sélo nos resta exigir

que

fy (=1) =0, (3.4.4)
f,;'(rl—) = fp(‘”?)l i=2,...,n—-1 (3.4.5)
L (=3) =0, (3.4.6)

Derivando en (3.4.3) obtenemos que :

vov_ o (z=w? (z-zia)? Qigl  Citl , o G,
fole) = e =R et (K, ~ T A ;A

por lo tanto, la condicién (3.4.5) se expresa mediante la ecuacion

Qi1 CGitl

&
—eiAzi + Ar; 3 Az ,—r+ 3A.w:, =c;Azi—y + — Az. ?;'Ari'l
a...l Cial
T Az Az 3 Azicy,
i=2.,..,n—-1

Agrupando ahora los términos de ¢; a la izquierda y los de a; a la derecha obtenemos
finalmente que f;, es continua si los pardmetros e¢; y ¢;, i=1,...,n, satisfacen
las ecuaciones

Aa;  Aag;.
Cim1AZi~1 + 20i(Azio + ATi) + i1 AT =3(a?:j - E:—_‘:').
3.4.7)

donde Ag; = aiy1 — ai.
. Afadiendo a las ecuaciones (3.4.7) las condiciones (3.4.4) y (3.48) ¢, = ¢cn = 0
obtenemos un sistemna de n ecuaciones lineales para el cileulo de las ¢; en términos

de las a;. Denotemos por c el vector de n — 2 componentes ¢ = (cz,...,6q-1)" ¥ por




61

“el vector a = (ay,...,an) . Entonces el sistema formado por las ecuaciones (3.4.7)
se puede escribir matricialmente como

Re=3Q'a, (3.4.8)

donde R es la matriz tridiagonal simétrica de orden n — 2 dada por

Z(ATI + AI:) Aza
Aga Z(Aa:z + Aza) . Az
R = ’ T . t. . '
Azp_3 2(Azn—3 + A"’v‘n—E) Azpz
Ar,_a Q(Azn—z +Azn_y
R=
(n-2)x{n—2)

y @* es la matriz tridiagonal de orden (n —2) x n definida por

1 =t 1
Az, Ary Azrg Aza
J =1 .
Q‘ - Azaz Azz Az Ary
= R '
S S 1
ATn-3 OTn-2 ATnat BT ney
Q=

o T T ey



Notese que el vector ¢ no incluye las componentes ¢; y cn ya que ¢; = cp = 0. Pero
hasta aqui, sélo hemos utilizado el hecho de que f,(z) es un spline ¢tibico natural.
Sin embargo, en el teorema 3.3 demostramos que la solucidn del problema I no es
cualquier spline cibico natural, sino que ademds satisface las condiciones i), il) y
iit). Derivando en (3.4.1) obtenemos directamente que

f;,"(::) = 2%‘} para toda & € (i, Tip1) (3.4.9)
H

donde Ac; = ci4y — ;.
Pero como f;’ (z) es una funcién constante por tramos, entonces de {3.4.9) tenemos

que

" AC;

5 =250

fah =252, 56 )-z““ Bost mggne
w Ac,...

fp (:n = Al'n_l.

Por lo tanto, en términos de los ¢; y los a; las condiciones i), ii) y iii) del teorema
3.3 se escriben como

—yt _pl=pa—co_ ,(l=p} e
(631)? p Az ? A&z
—¥ _ }_;g[v.'—cs'-l _ Cigl —f-‘-]
(8y:)? P Azi_y Az;
l1-p l 1 1 1 3.4.10
= e (ot ) ] O
oi=2,..n~1 ,
=Un _ _‘_:Bcn =Cn-1 _ (1 —D) Cn-t
@)~ p  Dza-r p Az’

En forma matricial las ecuaciones (3.4.10) se pueden escribir como

D%a-y)= -25‘—;L)Qc (3.4.11)
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donde D™? es una matriz diagonal de orden n cuyos elementos de la diagonal son
(/Y Y (Eu)) ¥ (=) = (@ —y,02 =32, @n ~ )"

Ahora de (3.4.11) tenemos que
a=y-— 21—02Qc donde D?=[D7%%, (3.4.12)
Multiplicando por 3Q* y utilizando entonces (3.4.8) llegamos a que

3Q'a = 3Q'y — 62 pQ‘D"’Qc—Rc

Luego

(sg—;—”lo'oﬁq + R)c =3Q', (3.4.13)
(o]

(6(1 —-p)Q'DQ + pR) u= Qly (3.4.14)

donde u = ¢/3p.

Por otro lado, en términos de la matriz D=2 y el vector (y —a), S(fp) se expresa
como

S5(f)=(y~a)D"*(y—a)
y de (3.4.11) obtenemos entonces que
1—-
Sth) = (v-ay2-—=F

= 2l22prgaya =2

Qe

Qe (3.4.15)
= [o2=2) " pouz
= [2 5 ] DQeli3,

donde ||DQc]l3 = 1 [(DQc):)® y (DQc); es la iésima componente del vector DQc.
La matriz del sistema de ecuaciones (3.4.13) es pentadiagonal, simétrica y definida
positiva. Por lo tantoes no singular y el sistema se puede resolver de manera eficiente
por el método de Cholesky que se describe brevemente en el Anexo.
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" En resumen, dado un valor fijo de p € (0, 1) el spline ciibico natural f, que minimiza
el funcional A, se construye resolviendo el sistema (3.4.13) para obtener el vector
u y sustituyendo en la expresion {3.4.3) del spline, los coeficientes a; y ¢; obtenidos
mediante (3.4.12) y (3.4.14) respectivamente .

64



II1.5. SELECCION DE PARAMETROS
DE SUAVIZAMIENTO

Una vez que ya sabemos resolver el problema I para un p fijo, de acuerdo
con el teorema 3.4 para hallar la solucién del problema I, solo nos resta calcular una
raiz p, de la ecuacién (3.3.9) y resolver el problema IT con p = p,. En esta seccidn
vamos a probar que S(f;) es una funcién estrictamente decreciente de pardmetro
P . Por lo tanto, en relacidén con la solucidn de la ecuacién (3.3.9) solo hay dos
posibilidades, o S(f,) corta la rectay = o en un solo punto S(f,,) 0 S(fs) < o para
todo p.

S(f,)

oy

.0 Pg

fig 3.2 S(f,) cortalarectay =c
en un solo punto o ro la corta.

En el primer caso el teorema 3.4 nos asegura que la solucidn éptimadel IT conp = p,
es la solucién éptima de I. En el segundo caso resulta evidente que la solucién del
problema I es la recta f; que mejor ajusta los datos (o sea, la solucién del problema
II para p= 0}, ya que I{f¢) = 0 mientras que I(f) > 0 para toda f.

Teorema 3.5

Sea S(fp) definido como en (3.2.1) donde f, es la solucién éptima del
problema IZ. Entonces, como flmcxon de p, S(fp) es estrictamente decreciente pa.ra
? €(0,1), de modo que S(f1-) =



Demostracién.

Vamos a probar que d{-S(f,,) < 0 para todo p € (0,1). De (3.2.1) se obtiene
directamente que

A (s
—S(I)—2Z(f”(")“y')i%. 3.5.1)

. 2
Por otro lado, vamos a calcular f:l" [%f;,’(z)] dz integrando 2 veces pot partes

Como f;,'(rf) = f;,'(::; ) = 0 de la primera integracién obtenemos que

[ () == [ gt e

S Etl g L d
- / ThO L @,

Teniendo en cuenta ademas que f’ ¥ =0 de la segunda integracién llegamos a que

[ (f5@) a==- 2 S ORIAC
[( T hle ) - fp(zl)"f"'(z)
+ (;,;fp(za)—f, (5) - —f,(zz);,—f, @)
bt (bl gty 55) = a0y (5|
=- [—ifp(rx)zf,, (=) + pr(zz)[ 4 piaz)
= ERED] et L[ a5
- FH |tz )],

luego
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L& (")) dr =~ [~—f,(m) :f'"(z )
+ ad;fp(’-‘n) %f:’(z; )J CD

Pero del teorema 3.3 sabemos cuanto valen los saltos de f}:" en los puntos z;, de
modo que derivando en la condicidn ii) obtenemos que

" 1 i) — ¥ ho(z)
( A B e o IR EL I

(3.5.3)
Similarmente, de las condiciones i) y ii) llegamos a que
d m +) _ 1 fo(z1) =1 + p %fp(’-’l)
1-p)*  (6m)? 1—p (6y)?
S (l=pP (6w) P (8) (3.5.9)

“f"’( ool S p &S
(1-pF  (w) 1—-p (bya)® ~

Sustituyendo entonces (3.5.3) y (3.5.4) en (3.5.2) resulta que

d e N _s~d L AE)-u, p ahE)
[ (Gre) = Z;dpf”(")[(l—p)z Gur T Gu:
1 _y~d [l
“(1—p)221:dpf*’(”'[ L ]
d
P i fp(i)]?
l—p‘=,[ 8y ]

Teniendo en cuenta ademds (3.5.1), de (3.5.5) se obtiene que

(3.5.5)

nfd . 2 1 d P = f;f}’(zl') 2
/,. (F;”(’)) "’”‘2(1-11)23:5("’)‘(1—::)2[ 5

i=1
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Por lo tanto

wks= [ (re) e gy SER >0

i=1

luego '-’(l—lp)’%s(fp) <0, es decir ;‘TS(fp) <0

Por tltimo S(f;") = 0 pues como ya habfamos seftalado si p = 1 la solucién
del problema IT es el spline cilibico natural que interpola los datos. g

El hecho de que S(f,) sea una funcién decreciente del parametro p solo nos asegura
que si la ecuacién (3.3.9) tiene solucidn entonces es inica , sino que nos garantiza la
convergencia del método de las secantes que se puede utilizar para resolverlae.

Sea G(p) := S(f,) — o. Entonces la ecuacién (3.3.9) se puede escribir como
Glpy=0

.. partiendo de pp = 0 el método de las secantes calcula p;4y como el punto donde la
" recta tangente a G(p) en p; se anula, En particular

. _ Gipy)
Pr=po G (7o) (3.5.6)

En otras palabras, a partir de pg y p; el método de las secantes calcula piy) como
el punto donde la secante a S(fp) en pi~1 ¥ pi toma el valor &, Luego

Pigt = pi ~ (ﬁ:ﬁ) (S(fp.) - 0’) (3.57)
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\ ¢
' "

1

Pi—I Pi Pitl \
fig 3.3 Método de las secantes para
hallar la raiz de S(fp)-
En vez de (3.5.6) se puede tomar
n= 7= 5(f) (35.8)

Dfo
donde Dfy = —24U'Ru y u es la solucién de (2.4.13) con p=10

Nétese que Dfp es una buena aproximacién de

diS(f,) = —244'Ru + 60(DQu)'(DQu).
P p=0

Como S(f,) es una funcién decreciente de p , entonces piy; > p; ¥ en concecuencia
S(fPM-I) < s(fpé)b

de modo que en un nimero finito de pasos se llega a un i* tal que

S(fp) S 0.
Si en algn paso i ocurriese que pi41 > 1, entoces se recomienda aproximar S(fp:)
por la pardbola

wp) = SU) (f—_‘-}’}) !
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que al igual que S(f;) vale 0 cuando p = 1 y vale S(f,;) cuando p = p;. En tal caso
Pi+1-€s el punto donde la paribola toma el valor g, o sea

Pt =1~/1/5(5)1~m)
y consideramos el signo negativo en la raiz para garantizar que p;41 < 1.
Una vez que ya sabemos como resolver aproximadamente la ecuacin (4.3.9) estamos

en condiciones de resumir los pasos que se deben dar para construir el spline cibico

que suaviza los datos (z:, 1), i=1,...,n.
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III.6. ALGORITMO PARA CONSTRUIR EL SPLINE
CUBICO DE SUAVIZAMIENTO

Se supone conocidos los puntos (z;,%), i=1,...,n, las estimaciones
6y; de la varianza de cada y; y la maxima "distancia” o (medida en términos de
S(f)) entre el spline y los datos que el especialista desea.

Paso 1. Verificar si ¢ = 0. En caso afirmativo la solucién del problema I es la
funcién que minimiza Ap en el problema I con p = 1, es decir el spline
ctibico natural que interpola los datos . En otro caso ir al paso 2.

Paso 2. Calcular la solucién fo del problema I7 con p = 0, verificar si S(fo) < ¢
. En caso afirmativo la solucién del problema I es Ia recta fy que mejor
ajusta los datos. De lo contrario ir al al paso 3.

Paso 3. Para{=1... comenzando con p; dado por {3.5.8).

3.1. Calcular el spline ciibico natural que minimiza A, resolviendo el sistema
(3.4.13) con p = p; y sustituyendo en (3.4.3) los coeficientes a; y c; del
spline obtenido mediante (3.4.12) y (3.4.14) respectivamente.

3.2. Verificar si S(f,,) < 0.

En caso afirmativo terminamos, es decir f,; es la funcidn mds “suave” entre todas

las que estan a una “distancia” menor que ¢ de los datos.

De lo contrario calcular p;41 por el método de las secantes (3.5.7) y regresar a 3.1

coni=i+ 1.

Por iltimo, es importante sefialar que si el especialista no dispone de informacién

para seleccionar la cota o entonces existen varias opciones. Si los §y; constituyen
" una buena estimacidn de la varianza de los y; entonces o se puede tomar entre v/2n

y n como propone Reinch, Craven y Wahba consideran una técnica mucho mds

sofisticada para la seleccién de o, que se basa en una estimacién del ruido de los

datos, obtenido mediante un proceso conocido como validacién cruzada .

Ademas en el Apéndice el lector interesado puede encontrar una subrutina llamada
SMOOTH que construye el spline ciibico de suavizamiento, a partir de un ¢ dado.

Ejemplo 2.1.

Supongamios que en el intervalo [0,1] se toman 21 puntos equidistantes, es
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decir )

zi =(i~-1)/20, i=1,...,21
y consideramos las parejas de dates (%1, %), ¢ =1,...,21 donde y =0 para
toda i, exepto para i = 14, es decir la pareja (z14, y14) = (0.65, 1}

Supongamos ademds que los datos tienen un error del 10 % y que por lo tanto
dy; = 0.1 para toda .

Con este ejemplo queremos destacar el papel que juega la seleccion de la cota o,
en la forma de spline cilibico que suaviza un conjunto de datos. Como en nuestro
ejemplo §y; = 0.1 para toda i

21
S(f) = 1/0001_(f(z) ~ w)*.

i=

Por lo tanto, la restriccidn S(f) < o se expresa en este caso de la siguiente forma:

21
Y (flz) = w)* < 0.010.

Construyamos el spline ciibico que suaviza los datos con o = 100.

Como o > 0, de acuerdo con nuestro algoritmo debemos calcular la solucién del
problema I con p =0 . Esto significa que tenemos que resolver el sisterna (3.4.13)
con p = 0. La matriz de este sistema es de orden 19. La solucién del mismo se halla
‘en el Apéndice y se obtuvo utilizando el programa SBANDP. Ademas de (3.4.15)
llegamos a que ’

' S(f) = 93.1.

Como S(fy) < 100, entonces fy es una solucidn factible del problema I y evidente-

mente la éptima puesto que
I{fe) =0.

Sin embargo, si tomamos ¢ = 90, entonces fp ya no es solucién factible y debemos
ir al paso 3 del algoritmo. En este caso se requieren 2 iteraciones para obtener la
solucidn del problema I que es la funcién que minimiza &, con p = 0.127.
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Utilizando la funcion SMOOTH que aparece en el capitulo V se calcularon ademds
los splines de suavizamiento para ¢ = 80,70, obteniéndose respectivamente que
p=0.807 y p= 0.9999,

Como era de esperar, en la medida que o disminuye, el valor de p aumenta, ya que
para un o grande incluso la recta de ajuste, que corresponde al ¢aso p = 0 en el
problema I, es una solucién factible del problema I' y en consecuencia es la éptima.
Sin embargo, cuando & es "pequefio ”, una solucién factible del problema I debe casi
interpolar los datos, lo cual corresponde a un valor de p cerca de 1 en el problema
II. La figura 3.4 representa los splines de suavizamiento obtenidos para los distintos
valores de la cota o

g =70

/V,CT=I00

XL
T =80

[o] 0.65 i
fig 3.4 Spline ciibico de suavisamiento
para diferentes valores de o .
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IV. FAMILIAS DE SPLINES

Una pregunta que cualquiera se haria, al terminar de hojear este trabajo,
seria, ;Cémo se puede generalizar el concepto de Spline?, la respuesta se puede dar,
tomando en cuenta, los distintos aspectos considerados anteriormente y su posible
generalizacién, Como los splines tratados hasta ahora son funciones formadas por
polinomios de cierto grado, uno a continuacién de otro, una generalizacion posible
seria la que enseguida mostramos en una grafica, donde p1, ps, hasta p, son
polinomios de cualquier grado, que forman la funcién Spline.

~ N\

) : t —t
a b
' L Tha
fig. 4.1

Una idea que se refleja en esta grafica; es que una funcidn Spline: es una
funcién a trozos, en donde cada trozo es un polinomio p;, y cada polinomio p; esta
evaluado sobre un subintervalo del intervalo [a,8], que denotamos como ;. Asi pues,
podemos ver que el polinomio py, esta evaluado sobre el subintervalo Iy, pa sobre el
subintervalo I3, y asi sucesivamente.

Esta funcidn Spline queda determinada por su dominio, contradominio y
regla de correspondencia; podemos hablar del concepto de funcién de clase C7,
donde o es un entero no negativo . Si ¢ toma el valor 0, decimos que la funcién
Spline es Continua; si o toma el valor 1, estamos hablando de que la funcién spline
es continuamente derivable; si & es igual a 2 estamos hablando de segunda derivada
continua y asi sucesivamente. A continuacién presentamos varios ejemplos, donde
destacamos algunas caracteristicas importantes de las funciones spline.
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fig. 4.2
~Ejemplo 1

Esta es una funcién Spline, formada por los polinomios

: p1(z) =2 =3, sizel;=(1,2)
s(z) = {pz(z) =(z-2(z—3), sizel=[23)
pa(z) ={z - 4)% siz € ;= (3,5].

La figura 4.2 muestra la grifica del Spline.
Observaciones :

1. I, y I> son subintervalos cerrados por la izquierda y abiertos por Ja derecha,
¥ I3 el ltimo subintervalo es cerrado.

. 2. El polinomio py(z) es lineal, p3(z) es cuadratico y pa(z) es cibico,

3. La funcidn s(z) presenta dos discontinuidades en los puntos de unién'2 y 3.



/2 T/2 T

-TT

- _ fig. 4.3
Ejemplo 2.

_[—z{(z+7), size[-m0)
s(z)= {z(:—vr), sizef0,r].
La funcién s(z) es continuamente diferenciable, en su dominio. La continuidad se
puede verificar en general, calculando la derivada por la derecha y por la izquierda,

y verificando que'son iguales. La figura 4.3, muestra la grdfica del spline y obsérvese
qtie es suave en el origen.

" -

od

fig. 4.4
Ejemplo 3

5(z) = (z = 1)(z - 2)(= - 3)(z - 4), = € [0,5].



Este ejemplo nos muestra que los polinomios son un caso especial de splines
(ver figura 4.4), con base a lo anterior, reformularemaos, la definicién de spline, para
poder analizar su estructura algebraica.

IV.1 Definicién:

Un spline s es una funcion formada por una familia p; de polinomios de grado
menor o igual que un entero positivo g, que esta definida sobre el intervalo I = [a.4].
El intervalo I = [a.] es la unidn de varios subintervalos J;, estos subintervalos
I; quedan determinados por una particién del intervalo [a, ], donde los elementos
de la particién de I = [a,b], son £1,82,...6n ¥ & S €1, < E2,< ... < & S b5 de
manera que los subintervalos I;, estan formados como I7 = (£),&2), [ = [£2,&3)
y asi sucesivamente, hasta In_3 = [fn—2,&n=1) ¥ Tn~1 = [En-1,€n]. La familia
pi de polinomios de grado menor igual a g, estan definidos sobre el conjunto de
subintervalos I;. Asi que, el spline s es una funcién que

s:I— R
s(z)=pi(z),sic € i, i=1l...n-1

y la denotamos como s = {I;, pi}, que indica que es una funcién, que depende de

:+una familia de polinomios p; y de un conjunto de subintervalos J;. . También

mencionaremos que a los elementos de la particién, reciben el nombre de nodos o
puntos de ruptura o puntos de unién de los subintervalos.
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IV.2 PROPIEDADES DE LA FAMILIA DE LOS SPLINES

Sea S =1(s|s= {I;,pg}}. la familiza de todas las funciones splines y para
analizar la estructura algebraica que tiene este conjunto; tomemos dos elementos de
S, sean s, y sz, preguntemos, si la suma s; + s tiene sentido y si pertenece a S.
La suma tiene sentido , sélo si sus intervalos de definicién se intersectan, pero atin
en este caso, la regla para obtener el spline suma, no es muy ficil, pues la particién
del intervalo de definicién de s; no necesariamente es igual a la particién de s y se
vuelve complicado describir la suma. Por lo anterior nos reducimos al caso en que
la suma estd bién definida y se obtiga facilmente.

Para ello, nos restringimos a aquellos splines, en que la particidn £;,&2,...6q,
del intervalo I = [g, 8], se mantiene fija; y Hamamos a esta subfamilia de S como

S(6) = {s €S|s:[61,8)— R | s(z) =pi(z), ¢ € [€i,&41) i=1,....n =2

y s(z) = pa-y(z), T € [En—-hEn]}

donde € = (61,62, n) - -

Si escogemos dos elementos distintos, Si 51, s2 € S(E); con sy = {I;,pi(z)} ¥
s2 = {I;, pi(z)} entonces

L st + 52 = {& pi(=) + fi(z)}

2. asy = {{;,api(z)}
también pertenecen a S(E-). Se puede checar facilmente, que S(E‘) forma un espacio
lineal .

Como S(E-) es un espacio lineal muy grande, es decir tiene dimensién infinita
debido entre otras razones a que el grado de los polinomios que forman los splines
no esta acotado, consideramos a la subfamilia de S(E}, formados por los polinomios
de grado menor o igual que g, que denotaremos como

S, g) = {s = {L,pi(z)}s € SE) | s es polinomio de grado menor o igual a g,

i=1l,...,n—-1 }



W X A
AITINE A} X RUAS

Si deseamos que el spline tenga cierto grado de suavidad podemos restringir, ain
mds éste conjunto, y pedir que las funciones spline sean de clase C7 en el intervalo

L

A estd subfamilia de S(£, g) la denotamos como
S(é‘,g,tr) = {S € S(g,g) | 5 es de clase c"en}.

A continuacion presentamos algunos ejemplos de estos subespacios y calcu-
laremos adicionalmente dimensién . Obsérvese que el mimero de argumentos de
S(f-, g,0), se refiere el primero a la particidn , el segundo al grado méximo de los
polinomios y el dltimo al grado de suavidad. Cuando no aparece alguncs de los
argumentos, quiere decir que no hay restricciones sobre lo no indicado.

80



IV.3 DIMENSION DE ALGUNOS ESPACIOS DE SPLINES

Familia de Splines lineales no Continuos

Consideremos, 2 la subfamilia de § (E') de todos los splines, formados por poli-
nomios de grado menor o igual 2 1, y llamemosle

S(€ 1) = {s = {L,pi(z)} €S()|pi es polinomio de grado menor o igual 2 1,

i=1,...,n—1 }

Enseguida mostraremos un ejemplo grafico de una funcién spline s(z) de esté
conjunto.

Y avs

} 1 Il

& & & Eaue ot G

fig. 4.5

Ast que en cada subintervalo [, se define un polinomio lineal p;(z). . La regla
de correspondencia de s(z) es :

pz1)=ayz+b; sizel
pazi)=agz+by sizel

Pr-i{z1) = an1z +bat; siz€ Lo
Veamos ahora, como se puede determinar la dimension de este subespacio, Dada

una funcién spline s € S(E-: 1), s esta formada de n—1 polinomios de grado menor o
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igui;l a 1,> y cada polinomio esta déterminado; por dos coeficientes. Por lo tanto, para
que quede determinado de forma énica un elemento s € S(€, 1), se necesitan elegir
2(n— 1) coeficientes, por tanto la DTM(S(, 1)) es igual al nimero de pardmetros
libres. Asi que, la )

DIM(SE 1) = 2(n - 1).

Ahora consideremos, a las funciones Spline s € S(E, 1), que sean continuos en
los nodos o puntos de unidn de los subintervalos,

S(€,1,0) = {s = {I;,p:(z)} € S(€;1) | s es continua en I}.
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fig. 4.6

Dado un elemento s en S(E, 1,0); s es de la forma:

s(z)y=p(z) =aqz+b; sizel;, i=1,...,n-1

Si s es continua en los puntos de unién, s satisface las siguientes condiciones, en
los puntos €2, £3, hasta €,y :

a1§3 + by = a262 + b2
agf3 -+ by = aaf3 -+ b3

@n=26n~1 +bn-2% anu1énot + bna1.

- Que representa (n-2) condiciones, que s cumple, para que pertenezca ala familia
S(E, 1,0); asi que la dimensién de 5(5,1,0) se puede ver como la dimensién de
$(£,1,) menos el nimero de condiciones, esto se puede formular como :

DIM(S(E,1,0)) =2(n— 1) - (n — 2)

=n,
Familia de Splines Cuadriticos

Ahora consideramos a la familia de splines s € S(g) formados por polinomios
de grado menor o igual a 2, y la denotamos

o
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S(€2) = {51 = {F;,pi(z)} € S(€) | i es polinomio de grado menor oiguala?,

i=1,...,n-1 }
"R Po-2 |
/\ 7 /\59/

a= al s2 ss an-z én-l E’

fig. 4.7

Ahora tomemos s en S(£,2); s es de la forma:
s(z) = pi{z) = aiz® + biz + ¢, sizE L

para cada i=1,...,n—1 , para determinar un elemento s € S(é', 2) de forma
inica, se necesita para cada polinomio 3 coeficientes; como son (n — 1) polinomios,
en total son 3(n-1) parémetros libres, la DIM(S(£, 2)) igual 3(n ~ 1).

Ahora consideremos a las funciones spline s € S(,2) continuas en su-intervalo
de definicién T = [a,4], ’

S(£,2,0)= {s € S(€,2,0) | s es continua en 1}.
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fig. 4.8
como s € S(£,2) es continua en [a,b] = (€1, €n], s satisface:
s(z) =pi(z) = aiz’ +biz +¢;, siz €k, i=1,...,n-1
y ademds :

@162  b16a + o1 = aa€] + baba + c2
363 + bols -+ 2 = 0563 + b3z + ca

an—Zf:‘;_l +ba~28n-1+Cn-2= an—lf,’;—x + bn-1€n-1+Cn-1
que son en total n — 2 condiciones, asi que la
DIM(SE,2,0)) = DIM(S(E,2) = (n-2)) =3(n— 1)~ (n—2).
Aln podemos restringir mds a la familia de Splines, s € S(E-, 2,0), pidiendo, que s

sea derivableen i=&;,...,64,—; puntos de unidn o nodos, y asi , 5 pertenece a
la familia §(€,2,1), que es

S(E-,2,l)={565(g,2,0)|sesdeclaseCl, i=1,...,n—1 }



Sea s € $(Z,2,1), s satisface :
1) s(z) = pi(z) =gzt bz +c, si 2z €L, i=1,...,n~1
2) pilGis) = piralivr)y  i=1...,m 2
3) i) = piaallir), i=1...,n =2
que contando las condiciones del inciso 2 y 3, hacen un total de 2(n-2).

Asi que
DIM(S(E,2,1)) =DIM(S(E,2) - 2(n - 2))
=3(n~ 1) - 2(n - 2).

Ahora) si restringimos mds, y nos fijamos en la familia de Splines s € S(E-. 2,1},
tienen segunda derivada;

S(£,2,2) = {s € 8(£,2,1) | ssea de clase C’enl},

Pn.2

P P2
L} 2 P"-l

ot

R SR ¥ e fon

fig. 4.9

Tomemos un elemento s € 3(5, 2,2), s debe satisfacer :

1 slz) =p(z) =a? +bizte, sizel, i=l...,n-1'
2 pil€isr) = pesr(§ier), i=1,...n=2
3pil&i) = PigiGin)y  i=1...,n~2
4 p; (€iy1) = pip(&1),  i=1,...,n=2

Todas estas condiciones del inciso 2,3 y 4 suman un total de 3(n-2) coﬁdiciones. Asi
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que, 7 - .
DIM(S(E,2,2)) =DIM(S(E,2) - 3(n—2))

=3.

Este resultado refleja, que si, se piden demasiadas condiciones al spline cuadratico en
los nodos, resulta que el spline formado por n — 1 polinomios cuadraticos diferentes,
se convierte en un solo polinomio de grado menor o igual a 2.

Familia de Splines formados por polinomijos de grado menor o igual a g

Ahora, consideremos, a la familia de Splines formados por polinomios de grade
menor o igual que g,

S(f,g) = {s = {Ii,pi(z)} € S(€)| pi es polinomio de grado menor o igual a y,}

i=1,...,n-1
Si tomamos un elemento 5 en 5(6-‘, 9), la regla de correspondencia de s es:
s(z) =P.'(I) = a.'i+a§z+ "'+a;+13’, siz €;, i=1,...,n~1

Esta expresién representa el polinomio p; de grado menor o igual que g, evaluado
en el intervalo ;. La dimensién de S(€,g) es el nimero de pardmetros libres, que
se expresa asf ;

DIM(S(,9)) =(a + 1)(n — 1)

Ahora buscamos una expresion adecuada, para generalizar, el caso de la familia de
funciones splines formados por polinomios de grado menor o igual a g, y que son de
clase ¢” en ¢l intervalo .

S(E,g,u) = {s € S(E,g) | s es de claseC%en I}.

donde ¢ es un entero no negativo., Asi pues , si o toma el valor 0, estaremos
‘refiriéndonos & la familia de splines, formados por polinomios de grado menor o




tgual a g ¥ que son continuos en el intervalo I. Si o toma el valor de 1, estaremos
refiriéndonos a splines derivables en I, y asi sucesivamente. Si o toma el valor de k,
estaremos refiriéndonos a los splines que son k veces diferenciables en I.

En otros términos, si tomamos un elemento s en S(€,9.0), s satisface las condi-
ciones de continuidad, derivabilidad, y ésto ocurre, en sus puntos de ruptura i =
2,...,6n—1 de s. Estas condiciones de s se expresan matemdticamente como:

pE(&w) = pEa(&4t), i=1,...,n=2, k=0...0

Si caleulamos la suma de las condiciones, tendremos que (n—2)(c+1). Teniendo
ésto, podemos saber la dimensién del espacio S(f—, g,0), que estd dada por el mimero
de pardmetros libres menos el nimero de condiciones. Asf que la

DIM(S(E 9, o)) =(g+ 1)(n — 1) = (¢ + 1}(n — 2}.
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V.. ANALISIS Y DETERMINACION
DE REQUERIMIENTOS

Problema a Resolver, Construir tres tipos de aproximacién :
1) Interplacién Ciibica.

-2} Suavizamiento de Histogramas.
3) Suavizamiento y Ajuste.

Objetivo del Problema. Realizar un sistema automatizado que determine las
funciones splines dado un conjunto de datos.

Las funciones de aproximacién que se construye son :

1) Spline Cidbico de Interpolacién para un conjunto de datos ( (z;, ¥:) i=
1,...,n ) de una funcién o curva representados en coordenadas polares o carte-
sianas

2) Funcién Histospline parabdlico para un conjunto de datos que provienen de
un histograma de frecuencias o diagramas de barras.

3) Funcién Spline Ciibico de Ajuste y Suavizamiento para un conjunto de datos

(zi,vi)i = 1...n, para diferentes cotas (‘c’), donde las cotas representan la distancia-

méxima que se permite entre la aproximacién y los datos.

Limitaciones.

Este sistema carece de un subsistema que realice el ordenamiento de los datos,
tanto en su representacion cartesiana como polar.
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Requerimientos Generales. Se requiere de funciones que realicen:

1) La lectura de los datos de entrada, por pantalla o por archivo.

2) Construccién analitica de las funciones splines

3) Graficacion de las funciones splines y los datos

4) Almacenar los datos de entrada y resultados

5) Crear un subsistema de ayuda para que gufe al usuario de cémo estructurar
sus datos de entrada, as{ como la interpretacién de sus resultados.

..8) Contar con mensajes suficientes para que el usuario detecte facilmente algiin

error en la lectura de la informacién.

T) Tener ejemplos de corridas disponibles para facilitar al usuario el uso del
sistema.

Dados los requerimientos anteriores, como primer disefio se puede crear la si-

‘guiente estructura del sistema.




Modelo Conceptual del Sistema.

preeeeaeasnreneeenanns
Sistem de Interpolacinnl A
. y Rutinas Generales
Splines .
p———] ﬁgudas
{818 , Mensajes de error
Lreeeeeeenmarneneaana
Interpolacion Suavizaniento de Suavizaniento
o . Y
Cubica Histogranas jiste

1 . Grafica ! {

filnacen de L A lnacen flmacen de
Resultados . de datos | | Resultados
[ Graf icar
Alnacen de
Lectura de | | Procesar Resultados Lectura de | { Procesar
1 Datos H Datos - Datos ™ Datos
lectura de | | Procesar
Pantalla A atos H Datos ) Pantalla
firchivo firchivo
Pantalla

prchivo




V.2. DISENO A DETALLE

El primer nivel del Modelo Conceptual del Sistema de Interpolacién Splines son
programas de control, es decir son programas que generan los mends de seleccion y
. llaman a'las rutinas necesarias segiin la opcién elegida. E! programa principal de

este sistema se llama SIS.
SIS muestra unas pantallas de presentacién y enseguida un meni de seleccién
llamado Menti Principal que contiene cuatro tipos de opciones:
Opcién 1. INFORMACION GENERAL.
En esta opcién se da Informacién General sobre los tépicos que puede resolver
el sistema SIS.
Opcién 2. TIPO DE APROXIMACION.
Esta opcién nos astiva otro ment de seleccion llamado Tipo de Aproximacion
que nos da cinco opciones {ver el Tipo de Aproximacidn).
Opcién A. AYUDA.
Esta opcién nos lleva a un meni de seleccién llamado Ayuda., Ayuda presenta
10 opciones, cada una presenta una serie de pantallas en donde se orienta al usuario
" del manejo de sus datos segin el tipo de aproximacién que valla a caleular.

* Opcion S. SALIRSE.

Esta opcién es para salirse del sistema de una forma adecuada.

TIPO DE APROXIMACION.
Este menii de seleccién cuenta con cinco opciones, las ‘res primeras nos activan
- médulos de Operacidn; la opcién A nos activa un meni de seleccion Ayuda y la
opcién S nos regresa al mend principal.

Los tres médulos de operacion son:

Médulo 1. INTERPOLACION CUBICA.

En este médulo construye el Spline Ciibico de Interpolacién (parimetrico yfo
_periédico) de a lo sumo 100 y minimo 2 datos de una funcién (periédica o no
periédica) o curva {cerrada o abierta); representados en coordenadas polares o carte-
sianas permitiendo seleccionar una de las siguientes condiciones en la frontera
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1) No se proporciona informacion (E! sistema calcula la informacidn en los ex-
tremos). -

2) Si se conocen los valores de la primera derivada de g, es decir d(®)=a
¥ y'(z,,) = b, pedir que f'(:r:l) =ay f(z,) = b, donde f es la funcién spline

" (Se construye Spline Completo de Interpolacion y en caso de una curva abierta el

Paramétrico ).

3) Pedir que en los valores extremos del intervalo f'(z)) = 0 y flza) =0
(se construye el Spline Natural de Interpolacién y en caso de una curva abierta el
paramétrico ) .

4) Cuando los datos se comporten o provengan de una funcién periddica o curva
cerrada se construye el Spline Ciibico Pardmetrico y/o Periddico.

Médulo 2. SUAVIZAMIENTO DE HISTOGRAMAS.

En este mddulo se construye el histospline parabdlico f que suaviza un his-
tograma de a lo sumo 50 barras. Apartir de la frecuencia absoluta observada en la
. i-ésima clase, Fa;, el programa calcula la altura h;, de esta barra de modo que su
atea corresponda a la frecuencia relativa de esa clase, es decir:

o Fa
T omg -
donde z; <z € ... < 2,4 son los extremos de cada barra.

Como el histograma de inicio que se construye es un histograma de frecuencias
relativas, el histospline que lo suaviza aproxima la funcion densidad de la variable
aleatoria, cuya distribucidn de frecuencias conoce el usuario. El programa permite
seleccionar una de las dos condiciones de frontera siguientes:

a) El histospline f se anula en los extremos.

b) La primera derivada de f se anula en los extremos.



Méddulo 3. SUAVIZAMIENTO Y AJUSTE DE DATOS.

Este mddulo aproxima un conjunto de datos {z;, ;) de una funcién (descono-
cida) mediante un spline cibico de suavizamiento. Esta aproximacién es recomenda=
ble cuando los valores y; con que se dispone son imprecisos o estan afectados por un
error §;, que es un estimadotr de la varianza y;. El spline ciibico de suavizamiento
satisface :

a) Entre todas las funciones que se mantienen a una distancia o de los datos es decir:

é[f(r:)—y.-rsg

i=1 dyi

b) Es la mds suave en ¢l sentido de que minimiza
Tn \
17 @ypde
zt

Este médulo ofrece la opcién de seleccionar tres valores diferentes de la cota o, de

esta manera se puede comparar (graficamente) las curvas obtenidas para diferentes

niveles de suavidad. Si se elige o = 0, se construye el spline ciibico natural; si no se

tiene idea de como elegir la cota el programa propone como cota al punto medio del
intervalo de Reinsh (n - v2n,n + vZn).

En general estos tres médulos cumplen con los requerimientos generales estable-
cidos en la seccién anterior.
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V.3. DESCRIPCION DETALLADA
DE LOS PROCESOS

1. Médulo ejecutivo SIS. )

Es el programa principal, hace pantallas de presentacidn, pantallas de Ayuda
al usuario, menis primarios y secundarios del sistema, y en general coordina la
ejecucidn de las tareas, llama a los siguientes mddulos.

Médulo UNIDAD. En este médulo se definen estructuras que sirven de apoyo
para el funcionamiento de los ments.

Modulo ejecutivo CONVIERTE.

Es un mddulo independiente de SIS, pero es necesario para la actualizacién del
Help que controla SIS.

Moédulo ejecutivo SPLCINT. Este mddulo se encarga de coordinar las tareas de
los submddulos para obtener el calculo de los splines ciibicos; entre las tareas que
coordina estan : lectura de datos, construccién analitica y grafica etc.; llama a los
siguientes mddulos:

1.1 Mdédulo LECTUSC.

Este mddulo se encarga de hacer la lectura por pantalla o por archivo de los
datos, dados en coordenadas cartesianas o polares, pertenecientes a una funcién o
curva, funcién (periédica o no periédica), curva (abierta o cerrada), hace la trans-
formacién de coordenadas polares a cartesianas.

1.2 Médulo SPLCUMSC.

Este mddulo se encarga de construir el Spline cibico de Interpolacién, para
datos que pertenecen a una funcién no periédica o curva abierta;

1.3 Mddulo SPLCUPSC.

Este mddulo se encarga de construir el spline ciibico parametrico y/o periodico
para datos que pertenecen a una funcién periddica o curva cerrada.

1.4 Mddulos PPVALSC y INTERVSC.

Ppvalsc es una funcién que llama al médulo Intervsc para identificar los interva-

los a los cuales pertenecen los puntos donde se va a evaluar la funcién interpolante
y realiza la evaluacidn.
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1.5 Médulo GRAVASC.

Este médulo almacena los datos, tanto originales como los que se construyen al
evaluar la funcion spline.

DIAGRAMA 1
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DIAGRAMA 2
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SPLCINT
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2. Médulo ejecutivo HISPLSH.

Este mddulo coordina tareas de submddulos para la construccidn analitica y
grafica del histospline que suaviza un histegrama; entre las tareas que realiza ésta
la de controlar la lectura de los datos (archivo o pantalla), chequeo contra pesible
captura de datos errénea ete.

2.1. Médulo TRIDSH.

Este mddulo resuelve el sistema de ecuaciones con matriz tridiagonal.
2.2, Mddulo PPVALSH.

Es una funcidn que evalua el histospline f en un punto x

2.3. Mdédulo INTERVSH,

Este médulo es llamado por Ppvalsh para calcular los intervalas donde se evaluard
la funcién Histospline.

2.4. Médulo GRAVASH.

Este médulo almacena los datos con que se construye el histograma de frecuen-
cias) y el histospline respectivamente.




DIAGRAMA 3

HISPLSH

TRIDSH

PPUALSH

INTERVSH

GRAVASH
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3. Mddulo ejecutivo SPLCSA.

Coordina las tareas de submodulos para la construccién analitica y grafica del
spline de suavizamiento y ajuste para datos de una funcién o curva, entre las
tareas que hace ésta la del control de lectura de datos, parametrizacidn de curvas,
preparacion de archivos etc.

" 3.1. Modulo VARRERSA.

Este médulo permite seleccionar una variante para la lectura de los errores de
los datos (pantalla o archivo).

3.2. Mdédulo CORPOLSA.

Este mddulo realiza la lectura por pantalla, de los datos representados en coor-
denadas polares pertenecientes a una funcidn o curva.

3.3. Mddulo CORCARSA.

Este mddulo realiza la lectura por pantalla de los datos representados en coor-
denadas cartesianas, pertenecientes a una funcién o curva.

3.4. Médulo SMOOTHSA.

Este médulo construye el spline que Ajusta y Suaviza al conjunto de datos, y
coordina la tarea de los médulos setupgsa y cholidsa.

3.5. Modulo PPVALSA. . )

Este mddulo llama al médulo Intervsa para identificar los intervalos a los cuales
pertenecen los puntos donde se va a evaluar la funcién de Suavizamiento y Ajuste y
realiza la evaluacion.

3.6. Médulo SMTERRSA.

Este mddulo calcula el error maximo que hay del spline ciibico de suavizamiento
y los datos.

3.7. Médulo SETUPQSA.

Este mddulo calcula la matriz del sistema de ecuaciones lineales que se forma
de definir una funcién spline ciibica que suavice los puntos (z;,5) i=1,...,n.
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3.8. Mddulo CGHOLIDSA.

Este mddulo. realiza la factorizacion de Cholesky de la matriz obtenida en se-
tupqsa y resuelve el sistema de ecuaciones.

3.9. Médulo INTERVSA.

Este mddulo recibe de ppvalsa los puntos donde se quiete evaluar el spline de
suavizamiento e identifica el intervalo al cual pertenece, regresando este dato para
sus evaluacion,

3.10. Médulo GRAVASA.

Este médulo almacena los datos de entrada y los datos que se construyen para
evaluar el spline cibico de suavizamiento (un conjunto para cada cota requerida).

DIAGRAMA 4

SPLCSA
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Médulo GRAFICA.

Este médulo contiene un conjunto de funciones cuya finalidad es graficar fun-~
ciones, y es llamado por SPLCINT, HISPL, SPLCSA.

La funcién con que fué realizado este médulo, es para reproducir gréficamente
los resultados que en un archivo de datos llamado DATOS resulta de correr SIS de
acuerdo con la especificacon de uso que el usuario desee, ésto es, para Interpolacién,
Ajuste de Datos o el Histospline. GRAFICA lee estos datos en un cierto formato y de
acuerdo a éste se tiene la especificacidn correcta, el grafo que desea ver representado
en la pantalla. Este mddulo consta de las siguientes rutinas MULTPLT e HISTPL,
que a continuacidén describiremos.

[ MULTPLT] Esta rutina toma los datos de las coordenadas de los puntos z y

y de cada grifica a representar en la pantalla y de acuerdo al tipo de datos se

tiene el resultado para Interpolacidn y el de Ajuste de datos.

[ HISTPL] Esta rutina toma los datos de las coordenadas de los puntos z y y de
cada grifica a representar en la pantalla y de acuerdo al tipo de datos se tiene
el resultado para representar el Histograma y el Histospline respectivo,

DIAGRAMA 5

GRAFICA

}

KULTPLT HIStPL
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DIAGRAMA 6
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SISTEMA
SIS

Convierte

Diagrama de Warnier que apoya al Sistema SIS

Detecta la tarjeta grifica

e Inicializa el modo grifico,
seglin poseea la computadora
en la que se este trabajando.

Construye portadas de presentacién
tanto al inicio y de cada médulo

Menii: Ment Principal
Con la ayuda del mddulo Unidad

costritye menus y su interrelacion Meni: Tipo de Aproximacidn

entre ellos
Menii: Ayuda

Interpolacién

Manda a ejecutar los modiilos
que construyen los Splines Histosplines

Ajuste y Suaviz. de Datos

Este Modulo es Independiente de SIS
hace la conversién del archivo Heldat.dat
al archivo Helbin.dat mediante su ejecucién
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Almacena los datos
¥ construye las grificas

" correspondientes



Interpolacién
Cibica
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Diagrama de Warnier que apoya al mddulo SPLCINT

prepara archivos
entrada y salida

(

pantalla

Lectura de
datos

archivo

¢ §i los datos pertenecen a una
curva se hace la parametrizacién

Construye el Spline
Cibico de Interpolacion

considerando diferentes opciones

en los extremos

grava los datos de entrada e

Coor, Polares

Coor. cartesianas

lee nimero de datos
max 100 y min 2

lee‘(:.v, y:) desde
i=l.n

st los datos estdn en
coor. polares los
transforma a cartesianas

si los datos pertenecen
a una funcidn checa que
esten en orden creciente
las abgisas de los datos
z; € Zi41

Datos de una funcién
no periddica o curva abierta

datos de una funcién periédica

o curva cerrada

los datos que se consiruyen apartir
del spline ( max. 100 y min. 2 puntos)
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Diagrama de Warnier. que apoya al médulo HISPL

Suavizamiento de
histogramas con
histosplines

prepara archives
(entrada y salida)

pantalla

Lectura de
datos

archivo

construye el histospline
considerando una condicién
en la frontera :

1) el histospline se anula
en los extremos

2) la primera derivada del
histospline en los extremos
se anula.

\

lee # n de clases o intervalos
@<n<50)

lee el ext. izq. de ¢/ intervalo
checando que :
ext. izq.; < ext. i2q.;4,

lee el # nl de obs. (11 2 0)
que hay en cada intervalo
i=1...nl

(frecuencia relativa)

con estos datos se construye
el sistema de ecuaciones
y los resuelve

evaluacién del histospline
en 100 puntos equidistantes
del intervalo (z1,Zn+1)

se grava en un archive
los resultados

almacena los datos del
histograma de frecuen-
cias y los datos donde
se evalua el histospline
(100 ptos. equidistantes)



Diagrama de Warnier que apoya al médulo SPLCSA

prepara archivas
(entrada y salida)

( lee #n de datos

pantalla
lectura de datos * Coor. car.
(zir i) ¥y de los

errores de los datos
Lectura de

datos ¢ (dri,dy)i=1...n ** Coor. pol.
transformacién de (z;, i)
Suavizamiento y archivo y (dzidyg:)i=1...n
Ajuste de Datos de caor. pol. a coor. car.
\ { i=1l...n

. lee # de cotas ( max 3 ¥ min 1)

Seleccién de la cota (o) (c20)

superior para la distancia se ofrece la opcién de que

del spline a los datos la cota este en el intervalo

(n-V2*n,n++2+n)

funcién
Construye el Spline
de ajuste y suavizamiento 2)

(para cada cota elegida)
Curva
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"‘Diégfuma de Warnier que apoya al médulo SPLCSA

" curva

funcién

cerrada o abierta

f error cte. para:
1) abces. y ords.
* (=i, vi, Yekdzi, Dokdy:)
2) angs. y rads.
** (i, ri, %okdd;, Yokdr;)

errot cte. para:

1) ords. y var. para abcs.
* (i) iy dzi, Yokdys)

2) cte. rads. y var. angs.
** (8 1i, 6, Tokdr)

error var. para:

1) ords. y cte. para abcs.
* (i, v, Bkdz;, dy;)

2) var. rads. y cte. angs.
b (ﬂi,r;,%k();. r.')

error cte. para:

1) ords.: y abes,

* (r.-, Yir %kdzl'l %kdyl')
2) rads. y angs. )

L ** (0, i, Tok0;, Tokr:)

error cte. para:
1) ords.

* (zi, yi, Yokdyi)
2) rads.

** (8iy7i, Tokdr;)

error var, para:
1) ords.

* (i, 31, dys)

2) rads.

¥ (0;, 11, dry)

110



2)

11l

Diagrama de Warnier que apoya al médulo SPLCSA

funcién

curva
(cerrada o abierta) °
(* en caso de curva)

* parametrizacion de la curva usando
= /(zi—zi-1)+ (pip1 —vi)i=1l...n
con (zq, yo) = (0, 0) y formando

parejas (ti,zi) y (ti,3) i=1...m

lee #n de puntos a evaluar
en el spline ( 2 < n < 100)

construye el spline de suavizamiento y ajuste.
* ( ordenadas y abcisas respectivamente)

calcula e imprime la distancia media cuadritica
de la aprox. a los datos * {abcisas y ordenadas
respectivamente )

representacién analitica del spline con
opcién a gravar los resultados en un archivo.
* {‘ordenadas y abcisas respectivamente)

calcula el error miximo que hay entre el
el spline cubico de suav, y ajuste y los datos,
* { ordenadas y abcisas respectivamente)

Almacena los datos de entrada, los datos que
que se originan al evaluar el spline
(max 100 ptos y min. 2 para cada cota requerida)



V.4. SOFTWARE USADO PARA EL DESARROLLO
DEL SISTEMA SIS

'Considerando la facilidad que proporciona TURBO PASCAL (ver. 6.0 ) para
accesar archivos texto, crear unidades, disefiar pantalles; usando colores, tipos y
tamaiios de letra etc; en general se usaron las rutinas de su modo grafico.

Como también este lenguage tiene la facilidad para llamar programas ejecuta-
bles de otros lenguajes, se uso como coordinador de la ejecucién de los tres médulos
principales del sistema SIS ( Intecpolacion, Suavizamiento de Histogramas, Ajuste y
Suavizamiento de Datos), los programas que apoyan a estos estan hechos en FOR-
TRAN 77 y fueron compilados usando el compilador microsoft (ver. 5.0).; estos
programas corresponden a la implatacién de las técnicas y algoritmos presentados
en los capitulos I, IT, 111, IV, y Apéndice.

Para la presentacion de las grdficas de las curvas se uso las rutinas de graficacion
LAHEY GRAPHIC LIBRARY. Los programas fuentes que apoyan al sistema SIS
son los siguientes

SIS.PAS - SPLCINT.FOR - HISPLSH.FOR SPLCSA.FOR

‘ UNIDAD.INC SPLCUPSC.FOR GRAVASH.FOR . CHOLiDSA.FOI?: .
CONVIER.PAS SPLCUMSC.FOR TRIDSH.FOR CORCARSA.FOR
HELPTEX.BAT PPVALSC.FOR INTERVSH.FOR CORPOLSA.FOR
HELPBIN.DAT INTERVSC.FOR PPVALSH.FOR GRAVASA.FOR
GRAFICA FOR GRAVASC.FOR PPVALSA.FOR

INTERVSA.FOR
SETPQSA.FOR
SMOOTHSA.FOR
SMTERRSA.FOR
VARERRSA.FOR
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V.5. REQUERIMIENTOS PRELIMINARES PARA
LA ACTIVACION DE SISTEMA SIS

El sistema SIS puede correr en cualquier microcomputadora IBM: o Compati-
ble con o sin coprocesador 8087 y con cualquier tarjeta grifica mencionadas mds
adelante.

Es indispensable disponer de 512k de memoria interna para su ejecucién, ademds
es necesario que en el directorio donde se aloje el sistema SIS, se encuentren los

siguientes archivos:
GOTH.CHR
LITT.CHR
SANS.CHR.
TRIP.CHR

(Los utilizan las rutinas graficas de Pascal, para elaborar y definir las diferentes
tipos y tamaiios de letras,)

EGAVGA.BGI, CGA., MCGA, EGA, EGAMONO, HERC,y VGA

{Lo utilizan tanto las rutinas de graficacién de Pascal como la biblioteca gréfica
de Fortran. }

HELPTEX.DAT
HELPBIN.DAT
{Archivos que contienen los textos que acompain al meni AYUDA.)
CONYIER.EXE

(Médulo ejecutable para hacer la conversién del archivo HELP- TEX.DAT
(archivo tipo texto) a archivo HELPBIN.DAT (archivo tipo binario))

SPLCINT.EXE

HISPLSH.EXE

SPLCSA.EXE

(Archivos lamados por SIS.EXE para el cilculo de los Splines.)

Observacion : Cada vez que se modifique HELPTENX.DAT seri necesario correr
el programa CONVIER.EXE para hacer la conversidn.
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V.6. ACTIVACION Y EJECUCION
DEL SISTEMA SIS

-El sistema splines es activado por el usuario, cuando este escribe en la pantalla
> SIS

Accidn que corresponde a la inicializacién del programa ejecutable SIS.EXE. En
respuesta a esta activacion, se presenta:
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Hasta que en la pantalla aparece el siguiente mend

<S8IS>

Pulsa opcidn, 6 T 49 luego -+
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El usuario puede elegir cualquiera de las opciones que ahi aparece, colocando el
cursor en la linea deseada y dando un < ENTER > o bien oprimiendo la tecla que
le corresponda a la opcién elegida.

Ment Principal. Opcidn 1. La respuesta a la eleccidn de esta opcidn es

4 adelantar pag. t regraser pag, ESE aalir




El usuario puede avanzar a la siguiente pig. apretando la tecla |, o regresar con |
y para regresar al meni principal apretar ESC.

Mend Principal. Opcién 2. La respuesta a la eleccidn de esta opcidn es el
siguiente menu

<S8SIS>

Pulse opcitn, 6 18 U luago <!




El usuario puede elegir cualquiera de las opciones que ahi aparece, colocando el

cursor en la linea deseada y dando un <« ENTER > o bien oprimiendo la tecla que
le corresponda a la opcidn elegida.

Tipo de Aproximacidn. Opcidn 1.

La respuesta a la eleccién de esta opcidn es
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En este momento el usuario esta accesando el médulo de Splines Ciibicos de Inter-
polacion, teclear < ENTER > y larespuesta a esta accidn es:

. Chivuts el sphine chbion de intepalalio psra .
. salns the w0s curvie o funcifia, .

Deses la entegda de dates por
Archive a par pentsila 7 (o}

£

$3iga el pombre def archive e datas
sine.dat

Los datos carrespoaden a wna
funicion @ wns curva T{if)

]

t.cu datns estin e coord, polarss
o cartesimay 7 {afc]

c

inga et nombre dat arehivo de resuitad

L]

By curva £3 cerrada o abienta Pieja}

©

£ cuontou plos desey eveluar of spline?
frrvax= 186}

jan

deseas volver a correr al nodulo
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En el Meni Ayuda que presenta SIS, se explica en forma breve cémo se debera meter
los datos o bien en la seccién de Validacién y Pruebas del Sistema SIS se dara la
corrida de algunos ejemplos.

Para salir de este médulo el usuario debera teclear < Crl + C > para abortar el
programa de este médulo, o bien tecler N.

Y enseguida volver a teclear < ENTER >; la respuesta a esta accion es regresar a
la pantalla de presentacién de Splines Citbicos de Interpolacidn, enseguida volver a
teclear < ENTER > para regresar al mend Tipo de Aproximacién.

Tipo de Aproximacion. Opcién 2. La respuesta a la eleccién de esta opcion es
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En este momento el usuario esta accesando el médulo de Suavizamiento de Histogra-
mas, teclear < ENTER > y la respuesta a esta accidn es:

. Calculo del histospline parabolico que .
suaviza un histagrama

Desta la entrada de datos por
Archivo o por pantalla ? (a/p)

A

Diga el nombre del archivo de datos
NO1.DAY

Escoja una de 1as sgtes condiciones
en [a frontera

1. El histospline se anula en [as extremos
2. La Tra derivada del histospline se
anula en los exiremos

1
Diga el nombre del archivo de resultados
RES.DAT

desaas wnluer a correr al nodulo



En el Menu Ayuda que presenta SIS, se explica en forma breve cémo se deberd meter
los datos o bien en la seccién de Validacidn y Pruebas del Sistema SIS se dard la
corrida de algunos ejemplos.

Para salir de este mddulo el usuario deberd teclear < Crl 4+ C > para abortar el
programa de este médulo, o bien tecler N.

y enseguida volver a teclear < ENTER >; la respuesta a esta accién es regresar
a la pantalla de presentacién de Suavizamiento de Histogramas, enseguida volver a
teclear <« ENTER > para regresar al mentt Tipo de Aproximacidn.

Tipo de Aproximacién. Opcién 3. La respuesta a la eleccién de esta opcidn es
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En este momento el usuario esta accesando el médulo de Suavizamiento y Ajuste de
datos, teclear < ENTER > y la respuesta a esta accidn es:

. Spavizamiento y Ajuste .
. de Dstos .

Desea la entrada de datos par
Archivo o por pantafia ? {ajp]

A

Diga el nombre del archivo de datos
SIN.DAT

Los datos corresponden a una
tuncion o a una curva ?{l/c}

Los datos estén en caord. polares
o corteslanas ? (pfc)
Error:
1. Por fichero.
2. Por pantatla.
N 2

Escoja una de las sgtes variantes:

gt ” o

1. ertor para las
2. eqeor cie para las ordensdss
2

% de error en lag
ardenadas [>0)
ot
diga ef nombre del ficheso de resuitados
RES



126

“Informacidn sobre fa cota superior para Ia distancla
- media cuadratica dc la aprox. a los datos
1. Cuantas cotas va dar [% 3) 7

Se recomienda tomar las cotas en
elintervalo [ 13,675, 26.325)

" 2.Valores de las cotas [5= 0]
13
20
26

En cuantos puntos desea evaluar el spline? (max=100}
100

" amseas uvolver a correr el nadule




En el Menit Ayuda que presenta SIS, se explica en forma breve cémo se deberd meter
los datos o bien en la seccién de Validacién y Pruebas del Sistema SIS se dard la
corrida de algunos ejemplos de este modulo.

Para salir de este médulo el usuario deberd teclear < Ctl 4+ C > para abortar el
programa de este mddulo, o bien tecler N.
y enseguida volver a teclear enter; la respuesta a esta accion es regresar a la pantalla
de presentacién de Ajuste y Suavizamiento de Datos , enseguida volver a teclear
< ENTER > para regresar al menii Tipo de Aproximacién.

Tipo de Aproximacién. Opcién A. Si el usuario elige esta opcion se desplegard
el siguiente meni Ayuda :

Pulsae opcidn, 6 &, ¢ 3, v luego <+
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. El usuario puede elegir cualquiera de las opciones que ahi aparece, colocando el
cursor en la linea deseada y dando un < ENTER > o bien oprimiendo la tecla que
le corresponda a la opcidn elegida. por ejemplo si elige la opcidn 4 se presentara :

Pulse opcidn, & T3, & 3, ¥ luago <!
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BISHE

Hid it ttal AR

4 adelantar pag. t regreser pag. ESC salir




El usuario puede avanzar a la siguiente pag. apretando la tecla |, o regresar con T y
para regresar al menu anterior apretar ESC. Este menii tiene cémo finalidad apoyar
y facilitar al usuario del manejo de sus datos dependiendo del tipo de aproximacidn.
Este memii se puede accesar desde el Ment Principal. Opcidén A.

Tipo de Aproximacién. Opcion S. La respuesta a esta opcion es desplegar el
mena principal.

Menii Principal. Opcidn A. si se elige esta opcion se desplegard el mend Ayuda
que menciondmos en Tipo de Aproximacién. Opcien A,

Ment Prineipal. Opcidn S. Es para salirse del sistema SIS de una forma ade-
cuada.
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V.7. VALIDACION Y PRUEBAS DEL SISTEMA SIS

" El objetivo de esta seccidn tiene doble propdsito
1) La validacién de SIS
2) Mostrar al usuario el manejo de SIS

La validacién correspondiente a la manipulacion de las pantallas de SIS se
mostraron en la seccidn anterior. Esta parte esta enfocada especialmente a los 3
médulos :

1) Interpolacién Cabica.
2) Suavizamiento de Histogramas.
3) Suavizamiento y Ajuste de Datos.

Se probaron todas las posibles opciones y se muestra en los siguientes ejemplos
algunas de ellas, se anexa a este sistema un disket que contiene archivos de datos
que se utilizaron para hacer las pruebas del sistema.
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INTERPOLACION CUBICA
CORRIDA 1

. Caleulo del spline cbico de interpolaciin para .
. datos de una curva o funcibn, .

Desea ia entrada de datos por
Archivo o por pantalla ? (a/p}

a

Diga el nombre del archivo de dates
batiarin.dat

Los datos cortesponden 8 una
funcion o a una curva ?(ifc)

c

Los dates estan en coord. polares
o carteslanas ? {p/c)

c
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GRAFICA DE DATOS
2% 1 S FACTORES DE
v e AJUSTE
EIE X: 1
230.50) - el et LE ¥: 1
8 T - .
123.50) -
66 T .
a.50 _, LM ,
5| 69.20 131.40 191.60 257.80 921
- PUNTOS ORIGINALES OPRINE UNA
TECLA




CONTINUACION.

diga ¢! nombre de! archivo de resultadas
bailarin.res

Su curva es cerrada o ablerta ?{c/a)
[
En cuantos ptos desea cvaluar el spline?

{max=100)
100
SPLINE DE INTERPGLACION CUBICA
292.71F ("'_" FACTORES DE
s AJUSTE
A ‘://' o EJE X! 1
239.861 ""-—- "\ s . EJE ¥: 1
1\-\ .-r-' g
A4
182.01F [l }
1 f
124.16) . .
| /
66.31 T /
’
]
8.45 . N :
s 68.20 131,40 191.60 257.00 321
- PUNTOS ORIGINALES OPRINE UNA
TECLA

—— SPLINE
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CORRIDA 2

. Célculo del spline ciibico de interpolacian para .
datas de una curva o funcién, .

Desaen la entrada de dates por
An:hlvn o por pantaita ? [a/p}

Daga &l nombre del archivo de datas
sin.dat

Los datos corresponden a una
funclon o a una curva ?f/c)

t

Los datas estan en coord. polares
o cartesianas ? (pfc)

[

GRAFICA DE DATOS

0.97 T - FACTORES DE
AJUSTE
. EJE X: %
0.57 | . EJE ¥: t
0.18 T
] 1.5 2.8 3.77 5.02 6.28
-0.z1 |
-0.60 1 .
-0.99 | .
- DATOS OPRIZE UNA

TECLA
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CONTINUACION

diga ¢l nambre del archive de resultados
sin.res

escoja una de las variantes sigulentes :
1-No hay i en los

2-La 2da derivada en los extremos es §
3-Se conoace a Tra derivada en los extremos
4-Lafuncijn es periédica

4
En tog ptos desea luarel spline?
[max=180}
nn
SPLINE DE INTERPOLACION CUBICA
0.100 T FACTORES DE
AJUSTE
EJE X: 1
0.60 | EJE ¥: 1
0.20 +
1 +
~0.200 1.25 2.51
~0.60 ¢
~0.160]
- DATCS OPRINE Ut
TECLA

—— SPLINE
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- CORRIDA 3

archivo de dalos mape.dat
archive de resultadas mapa.res

GRAFICA DE DATOS
s .. FACTORES DE
W "AJUSTE
S . EJE X: 1
2540 L ot EJE ¥: 1
T .
. - LY
19.30 + . .
. .
13.20 . . .
1 .
“ . - K
7.0 7 . R
. R .- .
1 - W
0 B.66  17.20 25.86 34.40 13
- PUNTOS DRIGINALES OPRINE UNA
TECLA
SPLINE DE INTERPOLACION CUBICA
FACTORES DE
AJUSTE

17.26 25.89 31.52 43.15

8.63

"

+  PUNTOS ORIGINALES
—— SPLINE

OPRINE Ut
TECLA




SUAVIZAMIENTO DE HISTOGRAMAS

CORRIDA 4

. Calculo del higtospline parabolico que .
. suaviza un histograma

Desea la entrada de datos por

Archivo o par pantalla ? (2/p}
A

Diga el nombre de! archive de datos

NO147.DAT
HISTOGRANA
1004 FACTORES DE
AJUSTE
EJE X: 1
803.208} EJE ¥: 1
602.10'['
401.60
200,80+
o S——
-3:50 -1,30 0.9 3.10 §5.30 7?.50
OPRIME UNa

TECLA




CONTINUACION

Escoja una de las sgles condiciones
en {a frontera

1. €] histaspline se anula en los extremos

2. La 1ra derlvada del histospline se
anula en fos extremos

2

Diga el nombre del archivo de resultados

N0141.AES

HISTOSPL INE
1004 T FACTORES DE
AJUSTE
) EJE X: 1
803.20), EIE ¥:
602.40+
401,60
200.80+
S
350 -1.30 9.9 3.16 5.30 7.50
OPRINE UNA

TECLA
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CORRIDA 3
archivo de datos  N10KA-1.0AT

HISTOGRAMA
78 T FACTORES DE
AJUSTE
EJE X: 1
62.40 | EJE ¥ 1
46.890 T
31.20 |
15.60 T
] pu— i
© 9176 0,70 0.87 ©0.% 1.05 1.1¢
DPRINE UNa
TECLA
HISIGSPLINE
78 FACTORES DE
AJUSTE
EJE X: 1
62.40 EJE ¥: 1
46 .80 J’-
31.20 |
15.60
0
OPRINE UNa
TECLA




CORRIDA §
- archlve de datos MADREBUL.DAT

HISTOGRAMA

FACTORES DE
AJUSTE

EJE X: 1

EJE ¥: 10

OPRINE UNA
TECLA

HISTOSPLINE

FACTORES DE
AJUSTE

EJE X: 1

EJE ¥: 10

OFRIHE UNA
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AJUSTE Y SUAVIZAMIENTO
CORRIDA 7

. Suavizamlientoy Ajuste .
. de Datos -

Desea la entrada de datos por
Archlve o por pantaila ? (afp)
A

Dlga el nombre del archivo de datos
DPSIN.DAT

Los datos corresponden a una
funclon e a una curva 7(lfc)

F

Los datos estén en coard. polares
o cartesianas ? [p/c}
Cc

Error;
1. Par archive.
2. Por pantalia.
1

0.99 1 T FACTORES DE
* . AJUSTE
EJE X: 1
0.59 | ) EJE ¥: 1
0.20 + ‘
-0.200 1.25 2.51 3.727 5.02 6.28
-0.59 + . )
-0.99 | -t
- DATOS OPRINE UNA

TECLA
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CONTINUACION

diga el nombre del archive de resultadas

SINRES

Infarmacicn sobre ia cota superlor para {a distancia
media cuadratica de la aprox. a los datos
Cuantas catas min 1 (max 3] 7

3

Se recomienda tomar las cotas en
elintervalo (  13.675, 26.325)

Valores de las cotas { 3= 0]
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10
20
30
En cuantos puntas desea evaluar el spline ?(max=100)
100
SURVIZANIENTO ¢ AJUSTE
0.99 FACTORES DE
AJUSTE
EJE X: 1
0.59 EJE ¢: 1
0.20
-0.200
-0.59 +
.
-0.99 | -
« DATOS —— COTA 1 10 OPRIME LUNA
— |z 20 TECLA
~— C01R 3 30
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A. Algebra Lineal Bésica

La construccién de una gran variedad de funciones splines, requiere la solucién
de sistemas de ecuaciones lineales que nos permiten calcular sus coeficientes. Las
matrices de tales sistenas tienen propiedades especiales. En particular, en el caso de
spline ctibico de suavizamiento la matriz es simétrica y definida positiva, mientras
que en el resto de los casos que vimos en el capitulo II, las matrices son tridiagonales
o tridiagonales ciclicas, con diagonal dominante por filas o por columnas.

En esta seccién vamos a demostrar que tales matrices son no singulares y en
consecuencia los sistemas de ecuaciones tienen solucién tinica. Ademds discutiremos
de forma muy breve, los métodos computacionales mds utilizados para resolver los
mismos. Comencemos recordando que una matriz A = (a;;)i,j=1,..,n se dice de
diagonal dominante (por filas ) si :

n
leegl 2 Y lawils
J=Ljs
y la desigualdad es estricta al menos para un i, Por otro lado, la matriz A es

tridiagonal si

a;j=0 para [i—j]>1,

y tridiagonal ciclica si

a;,; =0 para 1<|i—jl<n-1.

En particular las matrices tridiagonales o tridiagonales ciclicas, que aparecen en los
sisternas de ecuaciones para el cilculo de los splines ya mencionados, tienen todos los
elementos de la subdiagonal y supradiagonal diferente de cero. El siguiente teorema

" 'nos asegura, que tales matrices son no singulares:

Teorema A.l.

Sea A = (i ;)i,j=1,..n Una matriz tridiagonal o tridiagonal ciclica de diagonal
dominante por filas y con elementos no nulos en subdiagonal y la supradiagonal.

Entonces A4 es no singular.
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Demostracidn.

Supongamos que A fuese singular, entonces existe un vector 2 = (z), 23, ...,Zn)*
ro nulo tal que

Az =0. ’ T (A1)

Sea I:ckl = maxlgs,, Ia:j|.

Como z no es ¢l vector nulo |zi| > 0. Por otto lado, de (A.l) tenemos que
n
Za;w-z,- =0. (A.2)
j=1
Pero como A es tridiagonal a;; = 0 para [k — j| > 1 y de (A.2) obtenemos que

@k, k—1Tk—1 + Ck Tk + Ak 41Tk 41 =0,

es decir
=8k kTh = Qi k—12k-1 + Ok k+1Tk+1,
luego
[akl< lak,k—lllxk_ll + |ak,k+1l——lzk+ll (4.3)
Iz 1kl

Silzg| > [z;] para j =k ~10j = k+1, entonces como @k k-1 ¥ @kk4+1 son no nulos
por hipdtesis, de (A.3) obtenemos que :

lax k] < lake-1]+laxes1),
lo cual contradice que A es de diagonal dominante por filas .

Porotro lado, si |z¢| = |z4—1| = |2x41], entonces pudiéramos repetir la demostracion
anterior con la ecuacién k—1 o0 k-1, si se cumpliese una de las alternativas siguientes

i) |zk-1] 2 )z;} para j=k-2 o j=k.
i) el 2lz;] para j=k o j=k+2.

Sin embargo, si para ningiin £ se cumple que
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|2l 2> |z5| para j=k—-1 o j=k+1

entonces esto significa que |z3| = |z2| = ... = |za| ¥ en tal caso de (A.3) podemos
concluir que

Iﬂg,kl < Iak,k-ll -+ Iak.k-{'-ll para todo k,

lo cual contradice que A sea diagonal dominante. g

La demostracidén para el caso tridiagonal ciclico es muy similar y queda de
ejercicio para el lector. Los sistemas de ecuaciones lineales con matriz tridiagonal
se pueden resolver de manera eficiente por el método de eliminacién de Gauss, que
describiremos brevemente a continuacién para este caso. Por otro lado, se puede
demostrar que si la matriz del sistema tiene todos los elementos de la subdiagonal y
supradiagonal diferentes de cero (es irreducible) entonces no es necesario utilizar el
pivoteo en el método de Gauss. Una de las ventajas inmediatas que tiene la solucién

.-de sistemas de ecuaciones lineales con matriz tridiagonal, es el hecho de que se puede
aprovechar su estructura de banda y guardar solamente los elementos no nulos de
la matriz en tres vectores, lo cual consume 3n localizaciones de memoria, en lugar
del total de n? que se necesitan para guardar una matriz A densa.
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A.1. Solucidn de sistemas de ecuaciones

con matriz tridiagonal

Supongamos que la matriz A del sistema

Az =1} (A.4)

se escribe de la forma

a2 d2 ca

Gp-y duo1™Caml

0 an dn
La idea esencial del método de Gauss consiste en transformar el sistema (A.4) en
otro sistema, cuya matriz sea triangular superior y que a su vez tenga la misma
solucion que (A.1). Esto se debe a que un sistema con matriz triangular superior se
puede resolver facilmente. En efecto, supongamos que se tiene el sistema

Az =b,

donde A es una matriz de la forma

aj;y a2 ... G

a; PRI §
A= @ e G (A5)

con elementos no nulos en la diagonal.

Entonces, de la dltima ecuacion se obtiene inmediatamente que como an,n #0

bn

zn =
a'\’l
Una vez conocida z, podemos sustituir en la peniltima ecuacién y como an_1,0-1

es diferente de cero, obtenemos

[ 2 — Qp-1,n¥n
Tpo) = —————————,

An-1,n~1
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En general, una vez que se han caleulado zg4y, 2e42,...,%q, como ag ¢ # 0, de la

k-ésima ecuacidn legamos a que

n
o = b — ¥ kg Gk
Akl

Este preceso se conoce como sustitucidn hacia atrds ya que las incégnitas se calculan
en orden z,,Z,-1,...,Z1. Si la matriz del sisterna de ecuaciones no es triangular
superior, entonces se debe transformar inicialmente mediante el método de elimi-
nacién de Gauss. El método se basa en el hecho de que la solucién de un sistema
de ecuaciones lineales, no cambia si se realiza una de las siguientes operaciones
elementales:

1) Muitiplicacidn de una ecuacién por una coanstante no nula.
i) Adicién de un miiltiplo de una ecuacién a otra ecuacion.
iif) Intercambio de dos ecuaciones.

En particular, si la matriz A del sistema de ecuaciones es tridiagonal, entonces
resulta muy ficil transformarla en una triangular superior, mediante operaciones
elementales, ya que sélo habria que “hacer cero” los elementos de la subdiagonal.
Como en la primera ecuacién no hay ningin elernento en la subdiagonal, entonces
podemos empezar con la segunda. Una forma de eliminar la incdgnita z; de esta
ecuacidn (o lo que es equivalente, poner un cero en lugar de az ) serfa sustraer az/d)
veces la primera ecuacidn de la segunda. La nueva segunda ecuacién seria entonces

' .
d212‘+ Ca¥y = b21

donde
dy = do = 22¢y, (A6)
dy
y

’ a:
by = by — flzl.

Notese que en particular el coeficiente de x3 en la segunda ecuacién, es decir ca, no
se altera por esta transformacion, debido a que el coeficiente de z3 en la primera
ecuacion es cero.

Después de este primet pasgo de la eliminacidn el sistema original se ha transfor-
mado en otro equivalente (con la misma solucién) de la forma
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Az = V),

donde ’ ’

dy €y 0 b}

d: c2 b:

AN = 4 G =]
Gn -1 dn_1 Cn-t : by

0 ap dy by

. !
yb =by, d =4di.

Suponiendo entonces que d; es diferente de cero podemos utilizar la ecuacién
(A.6) para eliminar la incdgnita zz de la tercera ecuacién. En efecto, si a esta
ecuacién le restamos az/d, veces la segunda ecuacién obtenemos

! U

d;,Ia +e3ry = b:,, (A.?)
donde

! aa

d3 = d3 - d—,c:,
2

az,:

by = by — =b,.

. T dy

De este modo, al concluir el segundo paso del proceso de eliminacién tenemos el
siguiente sistema equivalente a (A.4)

Az = 52,

donde
d; c b
dlz ez b;
d;, c3 b3
. V‘A(ﬂ) = ag di. eq | b3 = ba

a, dn bn
Continuando de esta manera, en el k-ésimo paso podemos climinar z de la ecuacién
. U .
k + 1 (suponiendo que d; # 0), Io cual da lugar a la nueva ecuacién
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' [
dpp1Tett + Chr1Tes2 = bepys

donde
. a
dppy =dgpr = :;'lc,, para k=1,2,...,n-1,
k
¥y ax
. 1y
bepr = brgy — 5 by
k

Al concluir este proceso hemos transformado el sistema original (A.4) en un sistema
equivalente

Al=Ug = pln=1), (AB)

donde A(=1) es una matriz triangular superior de la forma

a dy ¢ by

Aln=1) , p(n=1) - .
d;-—l Cn-1 b:t-l

0 d, b,

El sistema triangular (A.8) se puede resolver incluso mds rdpido que (A.5), ya que
en cada ecuacién del mismo sélo aparecen involucradas dos incognitas. En efecto,
de la Ultima ecuacién se obtiene que

bo

Ty = =%,
7
n

Sustituyendo en la pendltima resulta que

,
bnmy = €n-1Zn

d, !

n—1

Tpa-1 =

y en general para k =n — 1,...,1, se ticne que

'
bk — CxTk41
———eee,

g =
d
k

A.Ll. Algoritmo
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El algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones con matriz tridiagonal se puede

resumir de la siguiente forma :

Dados los coeficientes a;, d;, c; y el lado derecho b; del sisterna tridiagonal

aizi-y +dizi Feizipi =k, i=1...n (cona =c,=0).

Repetir para k =2,...,n

Sidi-1 =0  detener el proceso (la matriz es
singular para la precisidén con
que estamos trabajando)

En otro caso
Calcular
m=apfdi_
dip sdp ~m-cpay
b =bp ~m - bry

Sidy, =0 detener el proceso (la matriz es singular
para la precisién con que estamos trabajando

En otro caso
zn=bn/ds

Repetirpara kb =n-1,...,1
zp = (b — crTppr)/dx.
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. El algoritmo mencionado en la seccidn anterior aparece programadoe en la sub-
rutina TRID escrita en FORTRAN 77. Los pardmetros de entrada de la subrutina

A.1.2. Subrutina TRID

son el orden n del sistema tridiagonal

asi como los vectores de dimensién n, sub, diag, sup y b, que contienen los coe~
ficientes del sistema (A9} y el lado derecho del mismo. Al finalizar la subrutina la

Sub(i)zi_1 + diag(i)z; + sup(i)zis1 = b(i)

solucién del sistema se almacena sobre el vector b.

11

12

Ejemplo.

Subroutine Trid {sub, diag, sup, b, n)
Integer n, x
real b(n), diag(n), sub(n), sup(n)
if (n .le. 1) then
b(1) = b(1)/diag(1)
return
endif

“doll i=2,n

sub(i) == sub(i) / diag(i-1)

diag(i) = diag(i) - sub(i) sup(i-1)
b(i} = b(i) - sub(i) b(i-1)
b(n) = b(n) / diag(n)
do12 i=n-1,1

b(i) = (b(i) - sup(i) b(i+1)) /diag(i)
return
end

Resolver el sistema de ecuaciones lincales
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+21‘1 -3 =1
Ty +2z; —-Tip1 =0 i=2,...,n=1

~Zpy +2z, =0, . {A.10)

"'donde n = 10.
Como la matriz del sistema (A.10) es tridiagonal y de diagonal dominante, para
- resolver el mismo basta con escribir un programa principal que {lame a la subrutina
TRID. La solucién exacta de este sistemna es

,.-L"L‘_" i=1 n
i~ ﬂ+1 3 = dyeney

E! programa que ofrecemos a continuacién compara la solucidn exacta z;, con la
soluctén aproximada £;, e imprime el valor relativo en cada punto dado por :

. 2 — % .
e(x)=|T|, i=1,...,n
Ademas calcula {a norma uniforme del error relativo, es decir

llell = max {e(i)}

Programa para calcular la solucién
del sisterna lineal (A.10)

aQaanan

parameter (n=10)
integer i
real a(n), b(n), ¢{n), d(n), errmax
C Formacién de la matriz del sistema (2.2.6)
do 10 i=1, n
afi) = -1
d(iy =2
cfi) = -1
10 bli)=10
b(1) =1
C Solucidn del sistema (2.2.6}
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call Trid (a,d, ¢, b, n)

print *la solucién del sistema es

write(*,20) (i, b(i), i=1, n)

20 format (i5, el5.7)
errmax = 0
C Calculo del error relativo

do 30i=1,n
a(i) = (float (n-+1 -i) ) / float (n+1)
¢(i) = abs( (a(i) - b(i)) / a(i))

if (c(i) .gt. errmax) errmax = ¢(i)

H

30 continue
print *,*
print *, 'El error relativo ’
write (*,20) (i, (i), i=1,n)
print *, 'Norma del error relativo
write (*,40) errmax

40 format (el5.7)
stop
end

3

La solucién del sistema (A.10), utilizando este programa en una IBM AT, se mues-
tran a continuacion.

Solucién del sistema (A.10)

1 09090070 £ +00
2 08181810 E--00
3 07272720 E 400
4 06363628 E+00
5 05454537 E 400
6 045645446 E+00
7 03636356 E-00
8 02727266 E+00
9 01818177 E-+00
10 0.8090886 E —01.



La norma del error relativo que se obtuvo, fue |[[e]| = 0.2622604 £ — 05, lo cual
significa que el error de la solucidén aproximada aparece en la quinta cifra decimal.
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A.1.3. Programa TRIDSIS

En general para resolver un sistema de ecuaciones lineales con matriz tridia-

gonal y diagonal dominante, se puede utilizar el siguiente programa

aaaaogaaaaq

10

20
15

Programa TRIDSIS para resolver un sistema de ecuaciones lineales
con matriz tridiagonal y de diagonal dominante. El sistema se resuelve
por el método de eliminacién de Gauss sin pivoteo, utilizando la
subrutina TRID. La matriz se lee por diagonales y la solucidn del
sistema se guarda en el vector b que contiene al inicio el lado

derecho del sistema.

parameter (nmax=>50)
integer i
real a(nmax), b(nmax), c(nmax), d(nmax)
print *, 'Solucién de un sistema lineal’
print *,” con matriz tridiagonal’
print *,’ ’
print *," orden del sistema’
read(*,*) n
print *'Lectura de la matriz por diagonales’
print *, !
print *,'diagonal’
do10i=1,n
write(*,5) i
read(*,*) d(i)
format (5x, ’d(’, 12, ")=")
print *, ’subdiagonal’
do 20i=2,n
write(*,15) i
read(*,*) a(i)
format (5x, 'a(’, i2, ’)=")
print *,’supradiagonal’
do 30 i=1, n-1



25

30
35

50

write(*,30) (i, b(i), i=1, n)
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write(x,25) i
read (*,*) c(i)
format (5x, '¢(’, i2, ’)=")
print *, 'lado derecho’
do 40 i=1, n
write(x,35) i
read (*,*) b(i)
format (5x, 'b(’, i2, ")=")
call Trid(a, d, ¢, b, n)
print *,’'La solucidn del sistema es’

format (1x, €15.7 )
stop
end

La subrutina SGTSL que se halla en el LINPACK , resuelve de manera atin mds
eficiente sistemas de ecuaciones con matriz tridiagon;xl; aunque en este caso se utiliza
pivoteo parcial, porque la subrutina también es vilida para matrices tridiagonales

que no tengan diagonal dominante.



A.2. Solucién de sistemas de ecuaciones

con matriz tridiagonal ciclica

Veamos shora como se modifica el método de eliminacién de Gauss que acabamos
de describir, si la matriz es tridiagonal ciclica, como la que aparece en el caso de
spline ciibico periddico .

Consideremos el sistema lineal

Ac=b (Al

donde A es una matriz tridiagonal ciclica dada por

d ¢ ax
as dg [+ 0

8n-t dn-1 Cn-1
Cn an dn

- Segtin el método de Gauss para cada £ = 2,...,n —~ 2 debemnos transformar
. lag ecuaciones k y n, a partir de la ecuacion k —~ 1, con el objetivo de eliminar la
incdgnita z, de las ecuaciones k a la n.

Vamos a denotar por ry, ..., r,.; las componentes del vector r que se va formando
en la Gltima columna de la matriz A, como consecuencia de los pasos 1,...,n — 2
de la eliminacidn de Gauss. Entonces en el primer paso, debemos eliminar z;, de
la segunda y la dltima ecuacién, restandole a la segunda ag/d; veces la primera

ecuacion y a la dltima, cs/dy veces la primera. En otras palabras debemos caleular

— a —
d:'.r-dz—zf‘ch € = —gon
e
b2=bz—ﬂfch dn=d,‘—§'l"ah
] L [
ro = —;fl»al, b" = b" - 'E':bl.

Al concluir este paso tenemos el sistema equivalente
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dl E} L8} z1 b}
dg [ r2 fob] b;
a3 d c3 0 1 23 by

@no1 @ny Cn-y Tn-1 b:x-x

0 ca 0 an  dn Zn b,

donde r; = ay, dlx =d, b'l = b.

En general, para k= 2,...,n -2, eliminamos la incognita zx—, de la k— ésima
ecuacion restandole a esta ai/dg.; veces la ecuacion k — 1. Esto significa que
debemos calcular

ax
d; =dg - Ck—1,
dy _
33
Ty =~ -7 Tk=1,
k-1

¢ ag ¢

by, =bx — ‘2—"5.&-1
-1

" Ademds eliminamos la incdgnita rx_; de la n— ésima ecuacién, restandole ala
v ' .
misma ¢n/d,_; veces la ecuacién k& — 1. Para ello debemos calcular

Cn
7
dk-—l

Cn 4 4 Cn
Tk, bn = b" - ———bk

" '

Cke1y Ay =dp— 5 g
d d

k=1 k-1

Cp = —

Al cabo de estos n — 3 pasos del método de Gauss, el sistema original se ha trans-
formado en el sistema equivalente

’ '
dy ¢ 1 Ty b
df., c2 0 ro 2 b,
.. -, . I3 .
‘ M . . = .’ (A.12)
d’"_z Cn—2 Tn-2 : bn—'.'
f
poy dn-) Cn-t Tp-t b,_y
1
0 [ [ dy zn b

Para concluir el proceso debemos entonces eliminar de la ecuacidn z,-z de la
ecuacion n — 1 ¥y Tne2 ¥ Tn-1 de la n-ésima ecuacidn.  Esto se logra restindole



.. ¢ s . !
ala ecuacidén n — 1. a,_,/d, _, veces la ecuacién n— 2y a laecuacidn n, ¢,/d,_,
veces la ecuacién n — 2. De este modo obtenemos

'
dooy = dnoy = 5=4Cacr Ca=an— FPCa-z
a =1 . . l;-]
Th-1 = Cpl — ?L-J'rn—Z dn = dn - 'd—r"“"f‘n_g
n=3 ne=
r _ Bny gt b e .
bn—l - bn-l = dama ba2 b = b, d’“ :bu-m

y el sisterna (A.12) se transforma en el sistema equivalente

: b
dl C!_ T ) b;
d -0 2

2 C2 T2 T ;

.. : T3 .
) = b

dn_'_» Cn-2 Tn-2 : b:
.
dn_l Fn-t Tn-1 2:—1
4
0 Cn d, Tn n

Por iiltimo, para eliminar z,._; de la ecuacién n, le restamos a ésta ;ﬁh veces la
n—1t

ecuacién n — 1 y caleulamos entonces:

’ ’ cn

dn = dn - T Tn-1,
n—1

U ' Cn

by = by — d,——bn_l.
n=1

Esto nos conduce finalmente a un sistema triangular equivalente al original dado por

d’l c r z bl;

d2 c2 0 r2 T3 b?
e 3 = 5 A3
d:._z Cp-2 Tn-2 b:-u-—z ' ( ' )

du_y Ta- Zn-1 b,'.,_,

0 d:‘ Zn b’rl

La solucién de (A.11) se obtiene entonces mediante sustitucién hacia atrds, apartic
de (A.13). En efecto, de la iiltima ecuacién obtenemos inmediatamente que
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' o @ =by/dy

Sustituyendo T, en la ecuacién n — 1 resulta entoncss que

Tney = (bpoy = Tne1Za)/dy_y.

En general, patak=n—2,...,1 se calcula z; como

[
bk = CkTh4l — TxkTn

T = -
d
k
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A.2.1. Algoritmo

El algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones con matriz tridiagonal ciclica
y de diagonal dominante se puede resumir entonces de la siguiente forma.

Dados los coeficientes a;, d;,c; y el lado derecho b; del sistema tridiagonal ciclico

dizy + c1xa + ayzn = by,
diz;_y +dix; +ciTigy = bi. i=2,...,n=1

enTy + GnZn~} + dnZn = bn.

Asignar ry = a,
Repetir para k=2,...,n—2
Sidg-; =0  detener el proceso
(la matriz es singular para la
precision con que trabajamos )

En otro caso , caleular

m = ag/di-y

dk =dg —mM - Crl
PR = =M Te—y
I=c,./dk_g

en ==l Ck1

d,., =dn —I-rg_[
by =by — 1 by

Sid,—2a=0  detener el proceso
( la matriz es singular para la
precision con que trabajamos )
En otro c'aso, calcular
m= ﬂn—-l/dn-—2
dp_y1=dp_y — M cn-2
Tn-1=€Cpu1 — M- Tn-2
bn—1=bnay—m-bno2
= cn/dn--l

¢n =08y, —1! -cn-2
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dp = dn —I~r,,_2
bn=bp~1- by
Sidy_; =0 detener el proceso
(la matriz es singular para la
precision con que trabajamos )
En otro caso, calcular

= cﬂ/dl’l-l
dn=dn—1-rp1
bn=b,‘—l~bn_l

Si d, = 0 detener el proceso
(la matriz es singular para la
precisién con que trabajamos )
En otro caso , calcular
zn =bnfdy
Tn=1 = (bna) = ram1Zn)/dn-1
Repetir parak =n~2,...,1
Tp = (bk — CkTp41 — rk.rn)/dk .



A.2.2. Subrutina TRIDE

El algoritmo que acabamos de describir en la seccién anterior aparece progra-
mado en la subrutina TRIDE, escrita en Fortran 77. Los pardmetros de entrada de
esta subrutina son el orden n del sistema tridiagonal ciclico.

diag(1)z; -+ sup(1)za + sub(1l)z, = b(1), ‘
sub(i)z;~1 + diag{i)z; + sup(i)zipr = b(i), i=2...,n~-1 (A.ld}
sup(n)x) + sub(n)za—1 + diag(n)z, = (bn),

asf como los vectores de dimensidn n, sub, diag, sup y b, que contienen los coeficientes
del sistema (A.14) y al lado derecho del mismo. La solucidn del sistema a la salida
se guarda sobre el propio vector 4, El vector ULT es un arreglo de trabajo y contiene
lailtima columna del sistema en cada paso del método de eliminacién .

Soubroutine Tride (sub, diag, sup, ult, b, n)
integerm, i )
real b(n), diag(n), sub(n), sup(n), ult(n)
if (n le. 1) then
b(1) = b(1) / diag(l)
return
endif
ult(1) = sub(1)
do 11 i=2, n-2
C Transformacién de la ecuacién i a partir de la i-1
sub(i)= sub(i) / diag(i-1)
diag(i) = diag(i) - sub(i) sup(i-1)
ult(i) = -sub(i) ult(i-1)
b(i) = b(i) - sub(i) b(i-1)
C Transfotmacién de la ecuacién n a partir i-1
sub(i) = sub(n) / diag(i-1)
sup(n) = -sub(i) sup(i-1)
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diag(n) = diag(n) - sub(i) ult (i-1)
b(n) = b(n) - sub(i) b(i-1)
continue
Transformacién de la ecuacién n-1 a partir n-2
sub(n-1) = sub(n-1) / diag(n-2)
diag(n-1) = diag(n-1) - sub(n-1) sup (n-2)
ult(n-1) = sup(n-1) - sub(n-1) ult(n-2)
b(n-1) = b(n-1) - sub(n-1) b(n-2)
Transformacién de la ecuacién n a partir n-2
sub(n-1) = sup(n) / diag(n-2)
sub(n) = sub(n) - sub(n-1) sup(n-2)
diag(n) = diag(n) - sub(n-1) ult (n-2)
b(n) = b(n) - sub(n-1) b(n-2)
Transformacién de la ecuacién n a partir n-1
sub(n) = sub(n} / diag(n-1)
diag(n) = diag(n) - sub(n) ult (n-1)
b(n) = b(n) - sub(n) b(n-1)
Sustitucion hacia atrds
b(n) = b(n) / diag(n)
b(n-1) = ( b(n-1) - ult {n-1} b(n)) /diag(n-1)
do12 i=n21,-1 e

b(i) = (b(i) -sup(i) b(i+1) - ult(i) b(n)) / diag(i) _

return
end.
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A.2.3. Programa TRIDCSIS

Para utilizar esta subrutina en la solucién de un sistema arbitrario, con matriz
tridiagonal ciclica y de diagonal dominante, se puede emplear el siguiente programa

principal.

(e} Programa TRIDCSIS para la solucién de un sistema
C de ecuaciones lineales con matriz tridiagonal ciclica
(o] y de diagonal dominante. El sistema se resuelve por el
C método de Gauss sin pivoteo, utilizando la subrutina
C TRIDC.

o] La matriz se lee por diagonales y al final se leen los
(¢} elementos de la esquina superior derecha e inferior

C izquierda respectivamente.

C la solucidn del sistema se guarda en el vector |

integer i, n
parameter (nmax,=50 )
real a(nmax), b(nmax), ¢(nmax), d(nmax), trab(nmax)
print *, ‘Solucién de un sistema lineal con ’
print *, ? matriz tridiagonal clclica ’
print *, !
print *, ’ orden del sistema’
read (*,*) n
print *, 'Lectura de la matriz por diagonzﬂes ’
print *,’ !
print *, ’diagonal’
do 10i=1,n
write (*, 8) i
10 read (*,*) d(i)
5 format ( 5x,'d(’, i2,")=")
print *, ’subdiagonal ’
do 20 i=2,n
write(*, 15) i
20 read (*,*)a(i)
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30
25

40
35

50

Ejemplo.

‘format ( 5x, "a(’, 12, ")=")
print *, 'supradiagonal’
do 30i=1, n-1
write (*, 25) i
read (*,*) (i)
format ( 8x, 'e(’, i2, ’)=")
print *, ’esquina superior derecha ’
read (**) a (1)
print *, 'esquina inferior izquierda ’
read (**) c{n)
print *, "lado derecho’
do 40i=1,n
write (*,35) i
read (*,*) b(i)
format ( 5x, 'b(’, i2, ")=")
call Tride (a. d, ¢, trab, b, n)
print *, * La solucién del sistema es ’
write (*,50) (i, b(1), i=1, n)
format (i5, €15.7)
-stop
‘end

Resolver el sistema de ecuaciones lineales

~2z2 425 =-—3
+2z2  ~0.5z; =2
z2 =3z, +z4 =0

—-21'3 +4z,4 45 =1
+.l'4 +315 =~2

Como la matriz del sistema es tridiagonal ciclica y de diagonal dominante por filas,
para resolver el mismo basta con utilizar el programa que acabamos de presentar.
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Los resultados de la corrida de este programa-en una microcomputadora IBM-
AT son los siguientes

-0.4918033 E+00
0.1126464 E+01
0.4777518 E+00
0.3067916 E+00
0.783372 E+00
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A.3. - Solucién de Sistema de Ecuaciones con matriz

simétrica y definida positiva
Consideramos la solucién del sistema lineal
Az =b,

cuando A es una matriz de orden n simétrica y definida positiva, como la matriz
que aparece en sisterna (3.4.13) para célculo de los coeficientes del spline cibico de
suavizamiento .

Recordemos que una matriz A se dice definida positiva si para todo vector z, no
nulo
2T Az > 0.

Las matrices definidas positivas tienen todos los valores propios positivos, como
muestra el siguiente teorema

Teorema A.,2.

Sea A una matriz de orden n simétrica y definida positiva entonces todos los
valores propios de A son positivos.

Demostracisn.
Sea A un valor propio de A, entonces existe un vector z* no nulo tal que
Az® = Az°. (A.15)
Por otro lado como A es definida positiva y * # 0 sabemos que
=T Az >0, (A.16)
luego de (A.15) y (A.16) se obtine que
0<zTAz" = (z*T)Az" = Az*Tz" = Al|z” ||: (A17)

donde Ilz.“?: (Z'II=I(II=)2)‘/21
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como z* # 0, ||z'|[§> 0 y por lo tanto de (A.17) resulta que A > 0.

Por otro lado, es conocido que el determinante de una matriz A es el producto de
sus valores propios. Luego, si A es definida positiva el teorema A.3 nos permite
concluir inmediatamente que A es no simgular. Esto nos garantiza en particular,
que el sistema de ecuaciones (3.4.13) tiene solucin wnica y en consecuencia el spline
clibico de suavizamiento existe y es tnico. g

Los sistemas de ecuaciones lineales con matriz simétrica y definida positiva se pueden
resolver de manera eficiente por el método de Cholesky, que no es mds que la versién
del método de Gauss para este tipo de sistema y que se basa en el siguiente resultado

Teorema A.4.

Sea A una matriz real, simétrica y definida positiva, Entonces existe una tnica

matriz triangular superior R.

™1 ™2 ... Tin
rez ... Tanp
Tnn

con elementos positives enla dia.gbnél, tal que

A=RTR. (4.18)

Desarrollando el producto R7 R que aparece en (A.18), se obtiene inmediatamente
que si a;; estd en la diagonal de A, entonces

aj=rig+rii . (4.19)

mientras que si ag,; es un elemento de A por encima de la diagonal, entonces

@k j = TLATL b T2 2 R TEETR, (5.20)

Utilizando las expresiones (A.19) y (A.20) se pueden calcular todos los elemen-
tos del tridngulo superior de R por columnas, es decir en el orden ryy, ry2,r22,. ..,

TtnsT2n, <o oy Tnne
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A.3.1. Algoritmos

Algoritmo para efectuar la descomposicion RTR de una matriz simétrica y
definida positiva.

Para cada j = 1,...,n calcular
Parak=1,...,j—1
rhg = (ak,; = Sl riarig) e
rya = (5,4 ~ Dizt e

Nétese que los elementos de la matriz A por debajo de la diagonal no aparecen
involucrados en el algoritmo, debido a que A es una matriz simétrica. Por otro
lado gracias a la simetria de 4, sélo se necesita guardar los elementos del tridngulo
superior, que ocupan -._En(n + 1) localizaciones de memoria. Una vez que se calcula
la matriz R, como A = RT R el sistema de ecuaciones original es equivalente a

TRz =, (A.21)

A su vez la solucién de (A.21} se obtiene resolviendo los sistemas

RTy=4, (A4.22)
Rz=1y. ’ (A.23)

en ese orden, con la ventaja de que ambos sistemas tienen matrices triangulares
y pot lo tanto sus soluciones se calculan de forma sencilla, mediante los procesos
conocidos como sustitucion hacia adelante y hacia atris respectivamente. En efecto,
como R7 es una matriz triangular inferior, de la primera ecuacion de (A.22) resulta
que

‘ v =bi/ra.

Sustituyendo y; en la segunda ccuacién podemos despejar y2 y obtenemos entonces

y2 = (b2 ~ri2tn)/r20



En general, conocemos y,..., k-1, de la K-ésima ecuacién de (A.22) se obtiene

k=1
ve = (be — O ripbi) ek
=1

Después que se¢ ha resuelto el sistema (A.22) disponemos del lado derecho para el
sistema (A.23) y en este caso, como R es una matriz triangular superior, de la dltima
ecuacién se obtiene inmediatamente que

Tn = Yn/Tan

¥ en general, cénocidos zn, Tn-t,..., k41 de la K-ésima ecuacion resulta que

n
ze=(ye— D rkiTi)/ ek
izk+1
Si se observa con detenimiento el proceso que hemos descrito, es evidente que en el
primer paso la solucidn y del sistema {A.22) se puede guardar en el propio vector b
y de manera similar, en el segundo paso, la solucién z del sistema (A.23) se puede
guardar sobre &, de modo que no hace falta reservar memoria adicional para los

vectores = y .

El algoritmo para calcular la solucidn del sistema (una vez que se tiene la facto-
rizacién de Cholesky de la matriz) se puede resumir entonces de la siguiente forma :

Sustitucién hacia adelante
Para k = 1,...,n calcular
b= (b — 0T rinbid/ree
(En este momento & contiene la solucién
y del sistema (A.22)
Sustitucién hacia atris
Para k = n,...,1 calcular
be = b /rik
Parai=1,...,k =1 calcular
b = by~ beryk)
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{En este momento b contiene la solucién
z del sitema (A.23))

Si la matriz A ademds de ser simétrica y definida positiva es una matriz banda, con
..m diagonales por encima de la diagonal principal (como la que aparece en el sistema
(3.4.13) para el cileulo de los coeficientes del spline ciibico de suavizamiento, donde
m = 2), entonces la matriz R de la factorizacién de Gholesky, sélo tiene elementos
no nulos en las m diagonales por encima de la principal.
Esto nos permite ahorrar Jocalizaciones de memoria para almacenar tanto 4
como /¢, Por ejemplo, si A es una matriz pentadiagonal simétrica de oredén 7,es
decir A tiene la siguiente estructura

112 n 0
12 22 23 24

13 23 33 34 3b
A= 21 34 44 45 46
35 45 55 56 57
16 56 66 67
a 57 67 77

centonces los elementos del tridangulo supcrior de 4, se pueden guardar en una matriz
ABD de dimensién 3 x 7, de nmodo que las columnas de A coinciden con lasde ABD
v las diagonales de A se guardan en las filas de ABD, es decir

« x 13 24 35 46 57
ABD=1| = 12 23 34 45 56 67

11 22 33 44 55 66 77

Los elementos sefiulados con * en AB[? nunca se ulilizan porque corresponden a
elementos que no existen en la matriz A,

Suponiendo que m ¢s la cantidad de diagonales de la matriz simétrica A , por
encima de la diagonal principal, el siguiente segmento de programa traslada las m+1
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diagonales del tridngulo superior de 4, a las filas de la matriz ABD

do 20j=1,n
il= max0 (i, j-m)
do 10 i=il,

k=i-j + m + 1
o abd(k)=ald)
0 - continue

20 continue

Gracias a ese tipo de almacenamiento, si m < n/2 entonces las subrutinas que
trabajan con matrices de banda definidas positivas, pueden utilizar menos localiza-
ciones de memoria, que las subrutinas preparadas para matrices definidas positivas
pero llenas y pueden utilizar menos tiempo si m < n/v/3. Claro que los resul-
tados numéricos no varian, aunque los elementos se van guardando en posiciones

diferentes.
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A.3.2, Subrutinas y Funciones

Subrutina SBANDP

La subrutina SPBFA, que presentamos a continuacidn pertenece al paquete LIN-
PACK y realiza la factorizacion de Cholesky de una matriz simétrica, de banda y
definida positiva.

Los pardmetros de entrada de la subrutina SPBFA son los siguientes

ABD

Ida

matriz de dimensién (/da, n) que contiene
en sus filas, las diagonales del tridngulo
superior de la matriz simétrica A. que se
quiere factorizar

nitmero de filas de la matriz ABD. Se
debe cumplir que Ida > m+ 1

orden de la matriz A

nimero de diagonales de 4 por encima de
la diagonal principal. Se debe verificar que
0<mgn,

Los pardmetros de salida de esta subrutina son

ABD

que contiene las bandas de la matriz triangular
R, tal que RTR

La factorizacién de Cholesky no se realiza hasta el final si INFO no es cero

INFO

es un entero que vale 0, si A es definida
positiva y en consecuencia la factorizacién
de Cholesky se realiza exitosamente, y vale
k si la submatriz principal de orden & de A
no es definida positiva.

En este caso la factorizacién de

Cholesky no sc realiza




QaQQQ

10
20

30

40

Subrutine SPBFA

Subroutine SPBFA (ABD, lda, n, m, INFO )

Utiliza las subrutinas y funciones siguientes
BLAS SDOT

FORTRAN MAXOQ, SQRT

real sdot, t

real s

integer ik, j, jk, k, mu

do 30j=!,n
info = j
s = 0.0e0
ik = m+1
jk = max0( j-m, 1)
mu = max0( m+2-j,1)
if ( m lt. mu ) goto 20
do 10 k=mu, m ' '
t = abd(k,j)- sdot(k-mu, abd(ik, jk), 1, abd{mu, j))
=t / abd(m+1, jk)
abd(k, j) =t
s=s+t*t
ik=1ik-1
jk=jk+1
continue
continue
s=abd (m+1,j)-s
if (s .le. 0.0¢0) goto 40
abd(m+1, j) = sqrt(s)
continue
info=10
continue
return
end
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Para emplear la Subrutina APBFA, en la solucidn del sistema lineal
Az =6

necesitamos otra subrutina, que una vez calculada la factorizacién de Cholesky RTR
de la matriz A, utilice la misma para hallar {a solucién del sistema.

Subrutina SPBSL

La subrutina SPBSL, que ofrecemos a continuacién, también pertenece al paquete
LINPACK y usa la factorizacién de Cholesky construida por la subrutina SPBFA,
para resolver el sistema lineal Az = b.

Los pardmetros de entrada de la subrutina SPBSL son los siguientes
ABD matriz de dimensidn (Ida, n) que contiene
factorizacion de Cholesky de la matriz A,
calculada mediante SPBFA
da nimero de filas de la matriz ABD
n orden de la matriz A y nimero de elementos
del vector b
m niimero de diagonales de A por encima de
la diagonal principal
b arreglo de dimensién n que contiene el lado

derecho del sistema Az =6

A lasalida de la subrutina SPBSL, el vector b contiene la solucidn del sistema Az = &

Subroutine SPBSL ( ABD, lda, n, m, b )
Integer lda, n, m
real abd (Ida, 1), b(1)

C Utiliza las subrutinas y funciones siguientes

]
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C BLAS saxpy, sdot
C FORTRAN min0
real sdot, t

integer k, kb, la, Ib, Im

¢ Resolver trans(R) *y = b
C
do 10 k=1,n
Im = min0(k-1, m)
la = m+1l-Im
Ib=k-Ilm
t = sdot(lm, abd(la,k), 1, b(lb), 1)
b(k) =(b(k) -t} / abd(m-1, k)
10 continue
¢
C Resolver R* x =y
t =t fabd(m+1, jk)
C do 20 kb=1,n
k = nt+t - kb

Im = min0O(k-1, m)
la=m+1-1Im

ib=k-Im
b(k) = b(k) / abd(m+1, k)
T =-3(k)
Call saxpy (lm, t, abd(la, k), 1, b(lb), 1)
20 continue
return
end

Funcién SDOT y Subrutina SAXPY

Tanto la subrutina SPBFA como la subrutina SPBSL utilizan la funcién SDOT,
que pertenece a la biblioteca BLAS, también contenida en el LINPACK. Esta funcidén
caleula el producto escalar de dos vectores. Ademds la subrutina SPBSL utiliza la
subrutina SAXPY de la biblioteca BLAS, para sumar a un vector un miltiplo de



otro vector. A continuacion ofrecemos los listados de ambas funciones,

Q

10

20

.30

real function SDOT(n, sx, incs, sy, incy)

Calcula el producto escalar de dos vectores
real sx(1), sy(1), stemp
integer i, incx, incy, ix, iy, m, mp1, n

stemp = 0.0e0

sdot = 0.0e0

if (n .le. 0) return

if (incx .eq. 1 .and. incy .eq. 1) goto 20
Caso de incrementos desiguales o incrementos
iguales pero diferentes de 1

ix=1

iy=1

if (incx .it. 0) ix = (-n+1) incx+1

if (incy .it. 0) iy = (-n+1) incy +1

do 10i=l,n
stemp = stemp + sx(ix) sy(iy)
ix = ix + inex ’
iy = iy + incy

continue

sdot = stemp

return

Caso en que ambos incrementos son iguales a 1

m = mod (n. §)
if (m .eq. 0) goto 40
do 30i=l, m
stemp = stemp + sx(i) sy(i)
continue
if {n .it. 5) goto 60
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mpl = m+1

do 50 i=mpl, n, 5
stemp = stemp + sx(i) sy(i) + sx(i-+1) sy(i+1)
sx(i+2) sy(i+2) + sx(i+3) sy(i+3) + sx(i+4) sy(i+4)

continue

sdot = stemp

return

end

Subroutine SAXPY( n, sa, sx, incx, sy, incy )
Suma a un vector un miiltiplo de otro

real sx(1) , sy(l) , sa
integer i, inex, incy, ix, iy, m, mpl, n

if (n .le. 0) return

if (sa .eq. 0.0 ) return

if (inex .eq. 1 .and. incy .eq. q) goto 20
Caso de incrementos desiguales o incrementos
iguales pero diferentes de 1

ix=1

iy=1

if (inex .1t. 0 ) ix= (-n +1) incx+1

if (incy .1t. 0) iy= (-n+1) incy +1

do 10i=1l,n

 sy(iy)=sy(iy) + sa sx (ix)

ix=ix + incx
iy=iy + incy

continue

return

Caso en que ambos incrementos son iguales a 1

m= mod(n, 4)
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if ( m .eq. 0) goto 40

do 30i=1, m

sy(i)=sy(i) + sa sx(i)

continue

if (n ¢, 4) return

mpil=m+1

do 50 i=mpl, n, 4

sy(i) = sy(i) + sa sx(i)
sy(i+1)=sy{i+1) + sa sx(i+1)
sy(i-+2) = sy(i+2) + sa sx(i++2)
sy(i+3) = sy(i+3) + sa sy(i+3)
continue

return

end

Programa SBANDP -

Finalmente presentamos al lector un programa que utiliza las subrutinas SPBFA

y SPBSL para resolver el sistema lineal Az = §, cuando A es una matriz simétrica,

de banda y definida positiva

C
C
C

Programa SBANDP para resolver un sistema de
ecuaciones con matriz de banda definida
positiva

parameter (nmax=50)

real a(nmax,nmax), b(nmax), abd{nmax,nmax)
integer Ida, n, m, k, ¢

print *, "Matrices de banda definidas positivas ’
print *,'’

print *. *orden de la matriz’

read (*,2) n

format (i3)

print *, numero de diagonales por encima’
print *, 'de la diagonal principal ’



15

14

24

26

19
35

read (*,2) m

do §i=l,n
do 5j=L,n
a(1,j)=0
continue .
k=m+1
do 1ldi=l,n
do 15j=i, k

write(*,7) 1, j
read (*,6) a(iJ)
ali=a(ii)
continue
if (k .it. n) k= k+1
continue
format (1x, ’A(, 12, '), i2, )=")
format (f10.5)
print *, 'si deseas cambiar los datos de entrada ’
print *, 'diga cuantos, de lo contratio de e=0’
print *,? !
print *, ’e=’
read (*,2) ¢
if (¢ .eq. 0) goto 35
do 19k=1,¢ )
print *, 'teclee los indices del elemento a cambiar ’
wirte (*,24) .
format (1x, 'i=")
read (*,2) i
write(*,26)
format (1x, 'j=")
read(*,2) j
write(*,7) 1, j
read (*,6) a(i.j)
continue
do 120j=1,n
il= max0(1, j-m)
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do 130 i=il, j
k=i-j+m+1
abd(kJ)= a(i,j)
130 continue
120 continue
C LDA se utiliza para reservar memoria
lda=350

Q

Factorizacidn de Cholesky de la matriz A

call spbfa(abd, lda, n, info)
if (info .ne. 0) goto 150
print *,'b es el vector de terminos independientes’
do 30i=i,n
write(*,21) 1
read(*,6) b(i}
30 continue
21 format (1x, 'b(’, 12, )=")

C Solucidn del sistema a partir de la factorizacidn
print *,°* v ’ '
call spbsl(abd, Ida, n, m, b)
print *'SOLUCION"’
print *, * ?
do 40i=1,n
write(*,16) b(i)

40 continue

16 format (5x, {10.6)
stop

150 print *, ‘La matriz de entrada no es definida positiva’
stop

end

Ejemplo.

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones utilizando el programa SBANDP
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5 7T 6 5y sz 23
710 8 7| [=)_|[3
6 8 10 9]z ]2 (A.24)
5 7 9 10/ \z 31

Ndtese que la matriz del sistema (A.24) es densa pero se puede considerar
también que es de banda con (m = 3) bandas por encima de la diagonal prin-
cipal. Ademas esta matriz es simétrica y definida positiva. La siguiente corrida
muestra los resultados del programa obtenidos en una microcomputadora IBM-AT.

Corrida de prueba

Matrices de banda definidas positivas

Orden de la matriz 4

numero de diagonales por encima

de la diagonal principal
A(1,1)=5.0
A(1,2)=".0
A(1,3)=6.0
A(1,4)=5.0
A(2,2)=10.
A(2,3)=8.0
A(2,4)=7.0
A(3,3)=10.
A(3,4)=9.0
A(4,4)=10.

Si desea cambiar los datos de entrada

diga cuantos, de lo contrario de c=0
c=0

b es el vector de terminos independientes
b(1)= 23.0
b(2)=32.0
b(3)=33.0
b(4)=31.0



SOLUCION
0.999902
1000060
1.000025
0.999985

Bjemplo.

“'Resolver el sistema de ecuaciones lineales, que nos permite calcular los coefi-
cientes del spline cibico de suavizamiento, del ejemplo de la seccién 3.6 con p=0.

Utilizando las expresiones de QT v D calculamos la matriz 6Q7 D2Q del sistema
(3.4.13), que como ya sabemos es simétrica, pentadiagonal, definida positiva y de
orden 19. La diagonal principal de esta matriz es el siguiente vector {con 4 cifras
decimales):

(144.0 144.0 144.0 144.0 143.9999 144.0

144.0 1440 1440 = 143.9999 143.9999 144.0001
1440000  143.9999 143.9999 143.9999 144.0001 144.0001
143.9998)

La primera diagonal por encima de ia principal tiene todos los clementos iguales a
-96.0 {con 4 cifras decimales) salvo los elementos 12 y 17 que valen -96.00001, En la
segunda diagonal por encima de la principal todos los elementos valen 24.0. El lado
derecho del sistema (3.4.13), es decir Q', ¢s un vector que tiene todas las compo-
nentes nulas salvo a 12, 13 y 14 que valen 20.0002, -40.0002 y 20.0 respectivamente.

Ef sistema lineal

QT DQu=Qy

se resolvio con el programa SBANDP en una microcomputadora IBM-AT, obtenién-
dose los siguientes resultado (con cifras decimales ):
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(—0.007251 —0.024993 -0.056465 —0.104906  ~0.173537 =0.265656
—0.38444456 -0.533163 —0.715041 —0.933347 -1.19298 -1.839128
—1.402176 -0.689453 ~0.420197 ~—.213362 —0.072208)"

Como vimos en la seccién 3.4, el vector u nos permite calcular los coeficientes del
spline ciibico de suavizamiento mediante (1.4.13), asi como el valor del S(fy) a través

de (3.4.15).



REFERENCIAS

[Ahl] Ahlberg, J.H., Nilson, E.N., and Walsh, T.L. [1967], “The Theory of Splines
and their Applications”, New York, Academic Press .

{And] Andersson, L. and Elfving, T. [1991]. “Interpolation and Approximation by
monotone cubic splines ”, J. Approx, Theory , 66 302-333.

[Beh] Behforooz, G.H., and Papamichael, N. [1979]. “ End conditions for cubic
spline interpolation.”, J. Inst. Maths. Appls., 23 367-372.

[Bon] Boneva, L I., Kendall, D., and Stefanov, L., [1971]. “ Spline transformation:
three new diag alds for the statistical data analysis”, J. of the Royal Statistical
Society, Series B, 33, 1.

[Bool] De Boot, C. [1978]. * A practical guide to splines”, Springer Verlag. New
York.

[Boo2] De Boor C., and Swartz B. [1977]. “Piecewise monotone interpolation”, J.
Approx. Theo., 21, 411-416.

[Cli] Cline, A. K. (1974]. “ Scalar and planar-valued curve fitting using splines under
tension”, Comunications of the ACM, 7, 4, 218-220.

[Con] Conte,.S. D., and De Boor, C. [1980]. * Elementary Numerical Analysis”, Mc
Graw-Hill,

{Cra] Craven, P., and Wahba, G., [1979]. “ Smoothing noisy data with spline func-
tions: Estimating the correct degree of smoothing by the method of generalized
cross-validation”, Numer. Math., 31, 377-403.

[Dah} Dahlquist, G., and Bjorck, A. [1974]. “ Numerical Methods”, Pretince-Hall.

[Dau] Dauner, H., and Reinsch, C. [1989]. “ An analysis of two algorithms for shape
preserving cubic spline interpolation”, J. Numer. Anal. 9, 209-314.

[Don] Dongarra, J.J., Bunch, J. R., and Stewart, G, W. [1978], “ LINPACK User
Guide”, SIAM Publications Philadelphia, P.A.



[For] Forsythe, G., and Moler, C.B. [1967]. “Computer solution of linear algebraic
systems”, Prentice-Hall, INC. ’

[Fri] Fritsch, F., and Carlson, R. [1980]. © Monotone piecewise cubic interpolation”,
SIAM . Numer. Anal., 17, 238-246.

[Gam] Gamder, H. [1979]. “ Choice of an optimal shape parameter when smoothing
data”, Communications in Statistics: Theory and Methods, 14 , 1425-1435.

[Gol] Golub, G., Heath, M., and Wahba, G. [1979]. “ Generalized cross validation
as a method for choosing a good ridge parameter”, Technometrics, 21 , 215-224,

[Ign] Egnatov, M. I., and Pevnyi, A. B. [1990]. “ Reinsch’s method for solving the
smoothing problem in several dimensions”, U.R.S.5. Comput. Maths. Math. Phys.,
30,1, 137-142.

[Kam] Kammerer, W.J., and Reddien, G.W. [1972]. “ Local convergence of smooth
cubic spline interpolates”, SIAM J. Numer. Anal., 9 687-694.

[Luc] Lucas, T.R. {1974]. * Error bounds for interpolating cubic splines under various
end conditions”, SIAM J. Numer. Anal., 11, 569-584.

{Lyc] Lyche, T., and Shumaker, L. [1973]. * Computation of smoothing and inter-
polating natural splines via local bases”, SIAM J. Numer. Anal., 10, 6, 1027-1038.

[Mc] Allister, D. Mc., Pawsow, E., and Roulier, J. A. [1977]. * Algorithms for
computing shape preserving spline interpolation to data”, Math. Comp., 31, 715-
725.

[Nie] Nielson, G, [1974]. “ Some piecewise polynomial alternatives to splines under
tension”, Computer Aided Design, Academic Press, New York 209-236.

- [Pow} Powell, M. J. D. [1981). “ Approximation Theory and Methods”, Cambridge
University Press .

[Pre] Prenter, P. M. [1975]. “ Splines and Variational Methods”, Wiley, New York .

[Prul] Pruess, S. [1979]. “ Alternatives to the exponential spline in tension”, Math.
Comp. 33, 1273-1281.

188



{Pru2] Pruess, S. 1989.  Splines and their applications”, Comunicaciones Internas,
Departamento de Matem-ticas, Facultad de Ciencias, UNAM Vinculos Matem-ticos
i69.

[Rei] Reinsch, C. M. [1971]. “ Smoothing by spline functions”, Numer. Math. 16,
451-454.

[Ren] Renka, R. [1987]. “ Interpolatory tension splines with automatic selection of
tension factors” , SIAM J. Sci. and Stat. Comp., 8, 393-415.

[Sch] Schweikert, D. [1966]. * An interpolation curve using splines in tension”, J.
Math. Phys. 45, 312-317.

[Shk] Shumaker, L. [1981]. “ Spline functions: Basic Theory”, Wiley, New York

{Shl] Shumilov, B.M. [1990]. * Recursive Interpolation by cubic splines with addi-
tidnal nodes”, U.R.S.S. Compt. Maths. Math. Phys., . 30, 1, 132-137.

[Sil] Silverman, B. W. [1974]. “ A fast and efficient cross-validation method for
smoothing parameter chotce in spline regreession”, J. of the Amer. Stat. Assoc., .
79, 584-589.

[Sp=] Sp=th, H. [1974). “ Spline Algorithms for Curves and surfaces”, Utilitas
Mathematical Publ. Inc., Winnipeg, Manitoba.

[Utr] Utreras, Diaz F. [1979]. “ Cross validation techniques for smoothing spline
functions in one or two dimeansions”, “ Smoothing Techniques for Curve Estimation”,

Berlin: Springer-Verlag, 196-232.

[Wah1] Wahba, G. [1975]). * Smoothing noisy data with spline functions”, Numer.
Math. 24, 383-393.

[Wah2] Wahba, G. [1976]. “ A survey of some smoothing problems and the method
of generalized cross-validation for solving them”, Applications of Statistics, North
Holland, 507-524.

{Wah3] Walba, G. [1979]. “ How to smooth curves and surfaces with splines and
cross-validation” , Proceedings of the 24th Conference of design of experiments, U.S.
Army Research Office, Report 79-2.

189



[Wahd] Wahba, G., and Wendelberger 1. {1980]. “Some new mathematical methods
for variational object analysis using splines and cross validation”, Monthly Weather
Review, 108, 36-57.

{Wah3] Wahba, G., and Wold S. [1975]. “ A completely automatic french curve:
Fitting spline functions by cross-validation”, Communications in Statistics, 4, 1-17.

[Wah6] Wahba, G., and Wold S. [1975]. “ Periodic splines for spectral density
estimation: the use of cross-validation for determining the degree of smoothing”,
Communications in Statistics, 4, 125 -141.

[Weg] Wegman, E. J., and Wright, I. W. [1983]. “ Splines in Statistics”, J., of the
Amer. Stat. Assoc., . 78, 382 351- 3635.

[Woo] Woodford, C, H. [1970). “ An algorithm for data smoothing using spline
functions”, BIT 10 505-310.

190



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Splines Lineales y Cuadráticos
	Capítulo II. Splines Cúbicos de Interpolación
	Capítulo III. Ajuste y Suavizamiento
	Capítulo IV. Familias de Splines
	Capítulo V. Sistema de Interpolación Splines
	Apéndice
	Referencias



