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CAPITULO1I

EL ESTUDIO

En este documento se plantea una propuesta didictica para la incorporacién de
topicos de las matemdticas contemporéaneas, como son los Sistemas Dinamicos Discretos, la
Teoria del Caos y la Geometria Fractal, al curriculo del bachillerato, la propuesta contempla
el disefio, implementacién y reflexion de una experiencia en el salén de clase. En este primer
capitulo se presenta una breve discusion de la problematica de la ensefianza de la matematica,
se menciona el impacto de las nuevas tecnologias en la Educacion Matematica y se destacan
algunas caracteristicas del modelo educativo del CCH. Esto da un contexto en el que se
deben considerar propuestas como la presente.

Planificacién de la Enseil Una de las lecciones que mas a menudo aprenden los

estudiantes en sus clases de matematicas de varios niveles educativos, es la sensacion de tener
serias limitaciones para la comprension y asimilacibn de las matematicas; a lo que suele
llamarse matemafobia o fobia a las matematicas. Lo anterior, en muchos casos, conduce a la
frustracion del alumno llegando incluso al abandono escolar. Las convicciones negativas

ik

acerca de su propia capacidad no sélo estan pr en icas, sino que
aparecen en otras situaciones, por gjemplo, cuando un individuo dice "no puedo aprender
inglés, pues no tengo oido para los idiomas"; o bien, "no puedo flotar sobre el agua, no toco
piso y siento hundirme, nunca aprenderé a nadar". La mayoria de las veces las creencias se
repiten una y otra vez como supersticiones, creando un mundo de tables. Es entonces
cuando las deficiencias se convierten en una identidad de la persona, y en el caso escolar
estos tablies son comunes en el aprendizaje.

Recuerdo que cuando estudié la preparatoria un profesor de matemaéticas sefialaba
esas creencias. El maestro nos contd en clase que él como estudiante se propuso no
aprender Quimica y lo habia logrado con suma facilidad. Es comiin que cada uno de
nosotros, a lo largo de nuestra vida, tenga alguna creencia de esta indole. Si bien estas auto-
imagenes pueden ser superadas, en la vida de un individuo son extremadamente solidas. Si
una persona piensa que no puede hacer matematica, es casi seguro que tendra éxito en
impedirse cualquier tarea que reconozca como matematica. La consecuencia de este auto-
engaiio se refleja en un fracaso personal.



Es tarea del educador en matemiticas, de los investigadores en las ciencias
cognitivas y de la educacién, la busqueda de mecanismos que permitan romper con esas
barreras que impiden el aprendizaje de las matematicas. La tarea no es nada sencilla. Para
ilustrar lo complejo del problema, citaremos un caso que ejemplifica una evidencia clara de
las dificultades que surgen al modificar los contenidos y metodologias de ensefianza de las
matemticas ®rando se requiere adecuar los contenidos a las necesidades de la sociedad o
bien para mantenerlos vigentes

En los inicios de la década de los sesentas, en los Estados Unidos de Norteamérica se
dieron las condiciones propicias para que se elaborara e implementara un nuevo plan de
estudios en la ensefianza de la matematica en los niveles preuniversitarios. A esta accién se
le conoce como "La Reforma de las Matematicas Modernas". Uno de sus objetivos consistia
en la erradicacion de la Geometria Euclidiana y entre los nuevos contenidos se encontraban:
La Introduccién a la Teoria de Conjuntos, El Simbolismo Moderno, La Introduccién a las
Estructuras Algebraicas y los Sistemas Axiomdticos, La Algebrizacion de la Trigonometria,
etc. En cuestion de unos 15 afios la ii de las iticas modernas domind a
muchos paises. Sin embargo, a pesar de contar con el dinero, el tiempo y las energias
invertidas en el programa, los resultados fueron negativos, observéndose en los alumnos con
el transcurso del tiempo, una pobre formacion matemética. A este hecho se le denomin6 el
fracaso de las matematicas modernas (Kline, 1976).

La modernidad se originé por la necesidad de adecuar la formacion matematica al
desarrollo cientifico y tecnologico de las principales sociedades occidentales de ese tiempo y
también a cicrtas condiciones politicas especiales. Entre los factores para que la reforma
tuviera lugar se pueden sefialar tanto la ideologia y la filosofia de las matematicas de la
época como la accidn de los mateméticos en las universidades. Sin embargo el fracaso fue
una consecuencia quiza de la inmadurez del medio o bien porque estaba basada en premisas
erroneas y objetivos equivocados (Ruiz, 1992).

El hecho anteriormente descrito nos pone de manifiesto que para planificar la
ensefianza de las matematicas en particular, no es suficiente con ser un experto en ellas, Por
el contrario, ademas de conocerlas es menester tomar en cuenta otros elementos asociados
al proceso de ensefianza-aprendizaje, como son los procesos cognitivos que tienen lugar, las
diferentes metodologias de ensefianza existentes, los recursos diddcticos al alcance del
profesor y los resultados recientes de las investigaciones en educacién matemética.



Nuevas T logias y la Ed i0 dtica. A nuestra era se le conoce como
la era de la informacion, debido a la integracion en nuestras actividades cotidianas del
teléfono, la television y la computadora, los que nos permiten la transferencia de informacién
desde cualquier parte donde el hombre se encuentre. La informacién es el nuevo capital y la
nueva materia prima. La capacidad y la habilidad para comunicar informacién es el nuevo
significado de produccién, ya que la informacion solo tiene valor si es controlada y
organizada para un propésito bien definido. '

Las computadoras han invadido rapidamente nuestra vida cotidiana ocupando un
lugar muy importante en ella; las encontramos en todas partes desde objetos de uso
cotidiano como relojes de cuarzo, calculadoras de bolsillo (que suelen llevar calendario,
agenda, reloj despertador, etc.), hasta aplicaciones como vuelos espaciales y las fabricas
completamente automatizadas en donde los robots suplen la mano de obra humana (Shaff,
1985).

La tecnologia es catalizadora de los cambios que afectan tanto las actividades que
realizamos como las formas de pensar. Durante el siglo XVIII fue desarrollada por James
Watt la maquina de vapor, que posteriormente se adapté a Ja produccion de hierro forjado.
El resultado fue el incremento en quince veces la produccidn de hierro, inicidndose en
Inglaterra la Revolucion Industrial. La Revolucidén no sélo tuvo impacto en la tecnologia,
también lo tuvo en la estructura social, en los gobiemos, en las ciudades, en las familias, en
el arte y hasta en el concepto de tiempo; la sociedad industrial reemplazé a la sociedad
agraria.

En la actualidad la nueva maquina que se oculta tras la centellante sefial en el
monitor de una computadora, es una miquina que "piensa” a diferencia del reloj, del
telescopio o del tren (Turkle, 1984), lo que traera como consecuencia la aparicion de nuevas
formas de ser productivo en la sociedad. Asl, la era de la informacién reemplazard a la
sociedad industrial.

Los cambios implican que los educadores innovativos se deben anticipar a las
necesidades de los tiempos debido a que nuestros estudiantes seran los ciudadanos del siglo
XXI y la cultura necesariamente serd diferente; se requiere de una reestructuracién
fundamental en el ambiente educacional del modelo comiin de trasmision del conocimiento
al modelo basado en la estimulacién del aprendizaje. La transicion involucra cambios



fund les en los idos, en la modalidad de instruccién, en la formacién de
profesores y en los métodos de evaluacién (Sowder, 1989).

La Educacién Matemitica enfrenta una herencia escolar, donde el enfoque
tradicional acepta a la matemética como una entidad dada, como una ciencia ya terminada y
se esfiierza por hallar modos de ensefiarla, llega a usar computadoras con ese propdsito
obligando al estudiante a "tragar" material indigerible (Papert, 1981), Como una alternativa
deberia plantearse coémo reconstruir la matematica de modo que sea significativa para el
alumno; que la antigua idea de adiestrarse en una actividad para toda la vida se sustituya por
¢l poder de aprendizaje que depende de las habilidades para entender y para comunicarse,

Las nuevas tecnologias han provocado cambios en el uso y aplicaciéon de las
matematicas. Las actividades de abstraccion, de generalizacion y de demostracién como una
cadena de deducciones a partir de un conjunto de axiomas sigue siendo una herramienta de
gran utilidad para hacer matematicas. Sin embargo, debido a los medios electronicos de
céleulo con el propésito de aplicar o hacer matemdtica, se han tenido que adoptar
metodologias de trabajo de otras ciencias, como son la exploracion, la observacion, la
simulacién de situaciones reales y el control de variables. No obstante la matematica nunca
serd una ciencia puramente experimental.

Las computadoras son manipuladoras extraordinarias de simbolos. Principalmente en
materias donde hay necesidad de manipular una gran cantidad de simbolos, las
computadoras tienen un valor incalculable, pero es necesario erradicar la creencia errénea en
el alumno de que cualquier problema puede resolverse por medio de una computadora
altamente sofisticada. La computadora tiene una diversidad de aplicaciones en tica:
Una aplicacion sobresaliente fue en la solucion del problema cldsico de los cuatro colores,
que mantuvo ocupados a los matematicos sin cncontrar su solucion, durante mds de un
siglo. El problema surgi6 de la manera siguiente, alrededor del afio de 1850 Francis Guthrie
(1831-1899) discipulo de Augustus De Morgan, notd que cuatro colores eran suficientes
para distinguir los condados de un mapa de Inglaterra. Posteriormente indicé mediante un
argumento insatisfactorio que cuatro colores eran suficientes para colorear un mapa sobre
un plano o una esfera, donde los paises compartiendo una frontera comtn tenfan colores
diferentes. La conjetura se conoce como el problema de los cuatro colores. Muchos
matematicos trabajaron en su solucién, encontraron varios esquemas reducidos que
limitaban el tipo de mapa, sin embargo, a pesar de las variadas pruebas, el problema
permanecié inmune. Fue hasta 1976 cuando Kenneth Appel y Wolfgan Haken probaron la
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conjetura complicado, auxiliados por una computadora,
invirtiendo una buena cantidad de horas/méquina en el proceso (Eves, 1983),

un

Modclo Educativo del C.C.H. En la actualidad, el bachillerato del Colegio de
Ciencias y Humanidades de la UNAM realiza una revisién de sus planes y programas de
estudio. La primera versién de los programas de estudio de las cuatro primeras asignaturas
de mateméticas se di¢ a conocer en un documento (Cuademillo 22, Dic. 1993), En este
documento se ratifican los principios que dieron origen al Colegio de Ciencias y
Humanidades, en los que se plantea una ensefianza activa en la cual el estudiante no es un
simple receptor de informacidn, sus objetivos son: que el alumno aprenda a aprender;
aprenda haciendo; y aprenda a ser. Para que dichos objetivos sean vigentes, toda propuesta
debe tomar en cuenta las modificaciones de la cultura y de la vida social del individuo, en
nuestro caso ¢l desarroflo continuo y creciente de las tecnologias, entre las que se destacan
las computacionales, junto con las investigaciones en el campo de la educacién, en particular
la Educacion Matemitica.

El modelo educativo del C.C.H. fue creado con el propésito de ser un motor
permanente de innovacién de la ensefianza universitaria (Gonzalez, 1983), para promover
cambios en las estructuras universitarias forjando una nueva manera de alcanzar y desarrollar
conocimiento cientifico, estableciendo una nueva forma de conexién entre Universidad y
Sociedad. Su filosofia estd encaminada hacia objetivos que persiguen el desarrollo integral
del estudiante, su realizacion como individuo y su desempefio como miembro de la sociedad.
Para ello se supone una educacién que centra sus intereses en el aspecto formativo y no en
la mera trasmision de conocimientos. Su metodologia gira en tomo a la filosofia de la
enseflanza activa, la cual asigna al alumno un papel protagbnico en la busqueda del
conocimiento, el alumno debe aprender a aprender, debe aprender a hacer y debe aprender a
ser. Sitiia al maestro como guia y orientador hacia tal propésito dentro de una ensefianza
interdisciplinaria, con lo que la relacién maestro-alumno se modifica.

No es propdsito de este trabajo hacer un andlisis de la primera version de los
programas de estudio sefialados con anterioridad; mas bien e! trabajo tiene como objetivo
presentar una propuesta que incorpore dentro de revisiones futuras mas elementos a
considerar que nos conduzcan a lograr los fines que dieron origen al Colegio de Ciencias y
Humanidades, "ser un motor permanente de innovacién de la ensefianza", en nuestro caso la
ensefianza de las matematicas.



Matemiticas Contempordneas en el Bachillerato. En este trabajo se propone la
incorporacién al curriculo del bachillerato de temas de las matematicas contemporaneas,
como son los sistemas dinamicos, la Teoria del caos y la Geometria Fractal. Para su
adopcién no es necesario que los alumnos tengan conocimientos sobre atica
avanzadas, ya que los pre-requisitos indispensables son los que tiene un educando de este
nivel. Los temas anteriores permiten explotar la potencia de calculo y la capacidad grafica
que poseen las computadoras personales y/o las calculadoras graficas, resultando ser
excelentes auxiliares didacticos dentro de este enfoque. Si se logran cambios en los
[ idos tradicionales y se incluyen tépicos de la matemética actual, que son idé:.5%s para
la inclusién de un estilo visual y experimental se podrian iniciar cambios fundamentales en el
desempeiio de los alumnos (Goldenberg, 1989).

De acuerde con algunos cientificos, el caos, los sistemas dinamicos y los fractales
constituyen la tercera revolucién cientifica de este siglo. La primera revolucion se debe a
Albert Einstein con su Teoria de la Relatividad en la que se permite entender el universo de
lo infinitamente grande. La segunda revolucién fue la mecanica cuéntica ¢ fisica de lo
infinitamente pequefio, creada por un conjunto de notables cientificos entre ellos Max Plank,
Louis de Broglie, Niels Bohr, Erwin Schorédinger, Werner Heisenberg, Enrico Fermi, Paul
M. Dirac, etc. (Del Rio, 1990). La creacion de la Teoria de los Fractales se le debe al
matematico Bendit Mandelbrot, descubierta durante la década de los sesentas y pasa a
formar parte significativa de la cultura de finales del siglo XX.

Atin cuando haya reformas educativas todavia queda la necesidad de desarrollar los
materiales, probar o refutar su adecuacidad en el salén de clases y sugerir metodologias para
su implementacién. En este trabajo se aborda esta problematica del educador matemtico en
el contexto de reforma y revolucion descrito en las péginas anteriores,

Organizacién del trabajo. Con esa dptica, el trabajo sigue una experiencia del autor
dentro de un curso de Geometria Euclidiana en un grupo de mateméticas ITI del plantel Sur
del Colegio de Ciencias y Humanidades, presenta el desarrollo de los materiales, describe las
diferentes actividades en la implementacion del curso, el anlisis de los resultados logrados y
da a conocer los hallazgos en el salén de clase.

El trabajo presenta la siguiente estructura. En el primer capitulo se presenta una

breve discusion sobre la problemética que enfrenta particularmente la ensefianza de las
matematicas, se menciona el impacto de las nuevas tecnologias en la Educacion Matematica,
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se sefiala uno de los propésitos del modelo educativo del CCH, "ser un érgano permanente
de innovacién”, como una de las justificaciones para la incorporacién de temas de la
M atica Cc poranea en el curriculo de! bachillerato y con ella hacer las matematicas
més dindmicas y significativas al alumno, en la construccidén del conocimiento. En el
segundo capitulo se encuentra una breve descripcion del modelo de razonamiento
geométrico de Van Hiele; también una breve descripcién del desarrollo histérico de la
Geometria, desde la Geometria de Euclides hasta llegar a la Geometria Fractal, se
puntualizan algunos problemas que motivaron el surgimiento de otras Geometrias y se
destaca la influencia de las computadoras en la creacion de una nueva Geometria; la
Geometria Fractal. En el capitulo tres, se hace una descripcion de la experiencia realizada
con un grupo de alumnos del tercer semestre, en el plantel sur de C.C.H. donde se impartié
un curso sobre los topicos de Sistemas Dindmicos, Caos y Fractales; en este capitulo se
presentan el contenido tematico y la metodologia empleada. El capitulo cuarto presenta los
materiales que se elaboraron y que fueron empleados durante el curso. En el capitulo cinco y
Gltimo de la tesis, se discuten los resultados observados a lo largo de la experiencia, y se dan
las conclusiones sobre la incorporacion de temas de la matematica contempordnea al
curriculo del alumno del bachillerato.




CAPITULO II
LITERATURA AFIN

Este capitulo contiene la literatura relacionada con la presente propuesta para
incorporac el curriculo del nivel medio superior algunos temas de la Geometria Fractal.
Primero se hace una breve descripcion del modelo de razonamiento geométrico de Van
Hiele, posteriormente se describen ‘algunas de las consideraciones més importantes que
dieron origen al desarrollo de la geometria y que motivaron el surgimiento de las Geometrias
no Euclidianas. También se hace referencia a las Geometrias Proyectiva y Moderna y luego
se aborda la Geometria Fractal, como una modeladora de objetos de la naturaleza,
Finalmente se analiza el papel de las nuevas tecnologias en la de las matemati
enfatizando su importancia al incorporar temas de la matematica actual en el curriculo del
bachillerato.

Generalidades, Desde la gran época de los Griegos y probablemente hasta los
inicios del siglo XX, se pensaba que cualquier descripcion del espacio debia ser mediante la
Geometria Euclidiana, y que cualquier otra descripcién no basada en esta geometria deberia
ser incompatible y contradictoria. Es Albert Einstein, quien en el desarrollo de la Teoria
General de la Relatividad, emplea un modelo geométrico diferente al de Euclides; un modelo
geométrico Riemanniano.

A partir del siglo XVIII, nuevas contribuciones enriquecicron a la Geometria dando
origen a la Geometria Moderna, la Geometria Proyectiva y mids tarde a las Geometrias
Hiperbolica y Eliptica llamadas Geometrias no Euclidianas.

No obstante la vasta y rica produccion geométrica, con ninglin modelo geométrico
se logro modelar a la naturaleza, es decir, construir imagenes de rios, de costas, de
montafias, de flores, de hojas, de arboles, de nubes, etc., ya que a partir de los elementos
con que cuentan esas Geometrias solo se logran aproximaciones asperas de tales objetos. La
imposibilidad parte fundamentalmente de que las nubes no son esferas, las montafias no son
conos, las costas no son semicirculos, etc.

Durante la década de los setentas en este siglo, Bendit Mandelbrot logré
representaciones de la naturaleza gracias a una nueva geometria creada por €l, a la que llamé
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Geometria Fractal, del adjetivo latino fractus que significa interrumpido o irregular. Su
desarrollo estd intimamente ligado al avance tecnoldgico en el campo de la computacién
electrénica, conjuntamente con la gran capacidad grafica de esos dispositivos,

La relacion entre las computadoras y los fractates es simple. Sin la ayuda de la
computadora hubiera sido practicamente imposible crear y visualizar los fractales, debido a
que las formulas que los generan requieren de muchos calculos iterativos. El nimero de
iteraciones llega a ser del orden de millones de veces. En la actualidad una computadora que
edor de 55 millones de

llega a tener las dimensiones de un archivero, puede realiza;
operaciones por segundo (Sierra, 1993), por lo que el nimero elevado de célculos
necesarios para generar los fractales en la actualidad ya no es una limitacién. Las
computadoras personales al igual que las calculadoras graficas, por su costo relativamente
bajo, cada dia se encuentran mas al alcance de los alumnos y de los profesores. En muchas
escuelas, inclusive, existe una tendencia creciente al suministro de equipos de cémputo para
usos en la ensefianza como apoyo didéctico.

Antes de abordar la temitica sobre el uso de la tecnologia como apoyo didéctico
para la ensefianza de los fractales, se har4 una breve descripcién del modelo de Van Hiele, ya
que se encuentra directamente relacionado con el aprendizaje geométrico de los alumnos,
consecuentemente se relaciona directamente con la propuesta que se presenta en este
documento.

El Aprendizaje de Ia Geometria en los Estudiantes. La evolucién del
razonamiento geométrico de los estudiantes puede ser descrito con el modelo de Van Hiele.
Sus autores son los esposos Pierre M. Van Hiele y Diana Van Hiele Geldof que en los afios
50's eran profesores de geometria en Holanda. Ef trabajo fue expuesto por primera vez en
sus tesis doctorales en el afio de 1957 (Fuys, 1988).

El modelo de Van Hiele esta formado por dos partes: la primera es la descripcion de
los distintos niveles de razonamiento geométrico de los estudiantes a lo largo de su
formacién matematica, que van desde el reconocimiento visual hasta el razonamiento formal
o abstracto; la segunda parte es una descripcién de cdmo puede un profesor organizar la
actividad en sus clases para que los alumnos tengan acceso a un nivel de razonamiento
superior al que tienen; son las fases de aprendizaje. Los niveles se encuentran numerados del
cero al cuatro y en cada uno se observan algunas de las caracteristicas mas importantes. Los
niveles son:
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Nivel 0: Reconocimiento: el estudiante percibe los objetos en su totalidad como
unidades. No reconoce explicitamente las componentes ni las propiedades de
fos objetos. Describe los objetos por su aspecto fisico y los diferencia o
clasifica en base a las semejanzas o diferencias fisicas entre ellos.

Nivel 1: Anélisis: el estudiante, percibe los objetos como formados por partes y dotados
de propiedades, pero no identifica las relaciones entre ellas, deduce nuevas
relaciones entre componentes de manera informal a partir de la

sanera informal mediante el

experimentacién y puede describir los objetos d=
reconocimiento de sus componentes y propiedades.

Nivel 2: Clasificacidn: el estudiante reconoce la relacion entre las propiedades, describe
las figuras de manera formal. No es capaz de realizar razonamientos l6gicos
formales, ni siente su necesidad y tampoco comprende la estructura axiomética
.de la geometria. Un alumno en este nivel comprende los pasos individuales de
un razonamiento Iogico de forma aislada, no entiende el encadenamiento de los
pasos ni la estructura de una demostracion.

Nivel 3: Deduccidn: el estudiante comprende la estructura axiomatica de la geometria.
Acepta la posibilidad de llegar el mismo resultade desde premisas distintas y es
capaz de realizar razonamientos 16gicos formales.

Nivel 4: Rigor: el estudiante establece teoremas en diferentes sistemas axiométicos y

analiza y compara esos sistemas.

E!l modelo de Van Hiele propone una secuencia ciclica de cinco fases de ensefianza
para ayudar a progresar al estudiante desde un nivel de pensamiento al nivel siguiente, ya
que no es posible alcanzar un nivel de razonamiento sin haber superado todos los niveles

inferiores. Las fases son las siguientes:

Informacién: En esta primera fase, el alumno obtiene informacion sobre el campo de
investigacidn y sobre cuéles son los problemas que va a tratar de resolver.

Orientacidn dirigida: En esta fase, el estudiante hace tareas que involucran diferentes
relaciones de la estructura que esta formando y explora el campo de investigacion.



Explicitacién: En esta fase, el alumno se hace consciente de las relaciones en la
estructura, explicita verbalmente estas relaciones y aprende el lenguaje técnico que
acompafia a la materia en cuestion (los estudiantes aprenden a expresarse con
precision dentro de las caracteristicas de su nivel de razonamiento).

Qrientacion libre: En esta fase, el estudiante aprende haciendo tareas més complejas
y encuentra sus propias formas en la estructura de relaciones formada (conoce las
propiedades de un tipo de formas e investiga estas propiedades en una nueva forma).

Integracion: En esta fase, la final, el alumno integra todo lo que ha aprendido sobre
Iz materia, refleja sus acciones y obtiene una vision global de la estructura de las
relaciones, ahora ya disponibles, (son resumidas las propiedades de una figura).

Este modelo tiene 5 propiedades que son de particular importancia para los
disefiadores de estrategias didécticas.

1.- El modelo es secuencial, es decir, para funcionar apropiadamente en un nivel, un
estudiante deberd adquirir las estrategias de los niveles que le proceden, en forma
ordenada.

2.- El modelo es progresivo, el avance (o necesidad de €l) de un nivel al nivel
siguiente depende del contenido y los métodos de instruccion recibidos, mas que de
1a edad del alumno.

3.- El modelo es intrinseco y extrinseco, o sea que los objetos inherentes en un nivel
resultan los objetos de estudio del nivel que le sigue.

4.- El modelo asocia un lenguaje a cada nivel. "Cada nivel tiene sus propios simbolos
lingitisticos y su propio si de relaciones que conectan estos simbolos".

B

S.- El modelo prevee coherencia, o sea, si el estudiante estd 2 un nivel y la
instruccion estd en un nivel diferente, el aprendizaje deseado y el progreso pueden no
ocurrir (Crowley, 1987).

El propésito de-este trabajo de tesis es Unicamente hacer una propuesta didéctica en
el campo de la Geometria Fractal, por ello se ha considerado el modelo de Van Hiele, como
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un medio para guiar el aprendizaje del alumno. Actualmente en la bibliografia especializada,
no se conoce algun estudio que aplique e! modelo de Van Hiele a la enseftanza de la
Geometria Fractal, por o que existe la necesidad que dentro de la Educacién Matematica
sea explorada esa relacion,

GEOMETRIAS. Breve resciia histérica. En esta seccién se presenta una breve
resefia histérica del desarrollo de la Geometria. Se sefiala la importancia de la Geometria
Euclidiana como prototipo de un sistema axiomatizado, se analizan algunos axiomas de la
Geometria de Euclides y se destaca cémo del anlisis del quinto postulado de ¢.:: Geometria,
surgieron las Geometrias no Euclidianas, lo que no sélo enriquecié a la Geometria, sino que
fue de gran trascendencia a la matemdtica. Posteriormente se hace referencia a Ja Geometria
Proyectiva, luego a la Geometria Moderna y finalmente se aborda la Geometria Fractal.

La Geometria Euclidiana y las Geometrias no Euclidianas. Desde los dias de
Euclides (siglo IIT A.C.), la Geometria ha sido el prototipo de una disciplina axiomatizada.
El método axiomatico es una de las grandes aportaciones de la Geometria Euclidiana. En
términos generales el método axiomatico puede describirse como sigue: probar un teorema
en un sistema deductivo consiste en hacer ver que el teorema es una consecuencia logica y
necesaria de ciertas proposiciones previamente establecidas, que a su vez deben ser probadas
con otras proposiciones, y asi sucesivamente hasta llegar a un conjunto de proposiciones
llamadas postulados o axiomas, los que son aceptados como verdaderos y no requieren
ninguna demostracién. La eleccion de las proposiciones aceptadas como axiomas es en
cierta medida arbitraria, no obstante es necesario que cumplan con normas, asi los
postulados o axiomas deben ser compatibles, (no deben deducirse de ellos dos teoremas que
sean contradictorios entre si); deben poseer la propicdad dc completez, (todo teorema del
sistema es deducible de ellos) y deben ser independientes, (ninglin axioma es consecuencia
1dgica de los restantes).

El libro I de Ia obra de Euclides trata sobre la Geometria Plana; consta de veintitres
definiciones, cinco postulados (P), cinco nociones comunes (NC) y cuarenta y ocho
teoremas, Los cinco postulados y las cinco nociones comunes, se pueden considerar los

Tiedi

axiomas de Ia Geometria Ey

y son los si
Nogiones Comunes.

NCl.-Las cosas que sean iguales a la misma cosa también son iguales entre si.
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NC2.-Si a cantidades iguales se suman otras también iguales, los totales seran
iguales.

NC3.-Si se restan cantidades iguales de otras también iguales, los totales serdn
iguales

NC4.~Las cosas que coinciden entre si son iguales entre si.
NC5.-El todo es mayor que una-;i‘f;:}e.

Postulados

P1.-Una recta puede trazarse desde un punto cualquiera hasta otro punto cualquiera.

P2.-Una recta finita puede prolongarse continuamente y hacerse una recta ilimitada o
indefinida.

P3.-Una circunferencia puede describirse con un centro y una distancia.
P4.-Todos los &ngulos rectos son iguales entre si.

P5.-Si una recta que corta a otras dos forma con éstas &ngulos interiores del mismo
lado de ella que sumados sean menores que dos dngulos rectos, las dos rectas, si
se prolongan indefinidamente, se cortardn del lado en que dicha suma de éngulos
sea menor qhe dos angulos rectos.

El quinto postulado (P5) es conocido como el postulado de las paralelas, que como
se podrd observar no habla de rectas paralelas. Este postulado es bastante diferente a los
otros nueve axiomas (Ias 5 nociones comunes y los postulados P1 a P4), por que estos
ultimos son proposiciones simples que perecen estar en completo acuerdo con nuestra
experiencia sobre el mundo que nos rodea. No asi ¢l postulado quinto que es largo y dificil
de entender, por lo que resulta de utilidad usar un esquema para comprenderlo.

Desde el punto de vista de los griegos, un axioma es una verdad evidente por si
misma, lo que debe tomarse con reservas, ya que si se analiza por ejemplo Ia NC5 "el todo



es mayor que una de sus partes", se puede probar que el axioma no siempre es vélido, sobre
todo si se aplica a conjuntos infinitos. Por ejemplo, sean:

N, el conjunto de los nimeros naturales, N = {1,2,3,....., n,....} ¥
Np, el conjunto de los nimeros naturales pares, Np = {2,4,6, .....,.2n, .....

Es claro que Np < N, sin embargo se puede establecer una relacién uno a uno entre los dos .
conjuntos:

de tal manera que a todo elemento de N le corresponda un elemento de Np y
reciprocamente a cada elemento de Np se le puede asociar un elemento de N. De aqui se
puede concluir que ambos conjuntos contienen el mismo niimero de elementos, porque no
existe un elemento de N al que no pueda asociarsele un elemento de Np y a su vez no hay
un elemento en Np, al que no pueda asocidrsele un elemento de N. Esto claramente
contradice [a proposicion, o sea que el todo no siempre es mayor que la parte.

La diferencia entre el postulado de las paralelas y los otros axiomas fue notado por
los griegos, asi como por otros matematicos posteriores quiencs generalmente lo
consideraban més bien como teorema que debia ser probado con el resto de axiomas lo que
condujo a que durante aproximadamente 2000 afios los matematicos se dieron a la tarea de
demostrarlo. Los intentos generalmente convergian a la suposicion implicita de algin’
principio geométrico tan dificil como el mismo postulado Euclidiano o la supuesta
demostracidn contenia un error 1ogico.

El intento mds sobresaliente fue del Jesuita italiano, Girolamo Saccheri (1667-1733)
quien intentd probar el postulado de las paralelas por el método llamado "reduccion al
absurdo"; el cuél consiste en suponer la falsedad del postulado y entonces mostrar que esta
suposicion conduce a una contradiccion de algo verdadero (un absurdo). Sin embargo
Saccheri obligd a que entrara en juego una contradiccién no convincente donde intervenian
nociones confusas sobre elementos infinitos, lo que condujo a que no se le considerara como
descubridor de las Geometrias no Euclidianas.



La Geometria puede ser comparada con los juegos. Cualquiera que guste de éstos
probabl e ha biado las reglas. Algunas veces cambiando una sola regla, el juego
resulta completamente diferente. En Geometria, los postulados pueden considerarse las
reglas, entonces si se cambia un postulado, se puede crear una nueva Geometria. El cambio
puede consistir en la negacion de un postulado. Justamente esto es lo que di6 origen al
surgimiento de otras Geometrias, en particular, la negacién al quinto postulado de la

Geometria de Euclides.

El postulado de las paralelas es logicamente equivalente al axioma de Playfair, (1748-
1819) que es la version quizas méas conocida de ese postulado donde se establece: por un
punto dado "A" que no esta en una recta "m" pasa a lo més una recta que no corta a "m".

Tomando el postulado de Playfair y entendiendo por rectas paralelas aquellas que al
prolongarlas indefinidamente no se intersectan, se pueden construir dos negaciones
diferentes:

a) Por un punto fuera de una recta pasa méas de una paralela a la recta dada.

b) Por un punto fuera de una recta no pasan paralelas a la recta dada.

Durante el siglo XTX, los trabajos de Carl Friedrich Gauss (1777-1855), de Nicolai
Lobachevsky (1793-1856) y Janos Bolyai (1802-1860), hicieron la primera suposicién: a
través de un punto fuera de una recta dada pasan al menos dos rectas paralelas a la recta
dada. Esta suposicion condujo a una nueva Geometria no Euclidiana que no cc di
ninguno de los otros postulados de Euclides, de igual manera tampoco se contradicen los
teoremas que no dependen del quinto postulado en 1a misma Geometria. Esta Geometria es
llamada Geometria Hiperbolica.

No es dificil encontrar un modelo que satisfaga las condiciones anteriores. Un
modelo puede ser el conjunto de puntos limitados por un circulo, incluidos los del circulo,
(figura 1). En nuestro modelo algunas "rectas” son m, n, ¢ y /. En el modelo consideramos
"rectas" a los segmentos de recta contenidos en el circulo y "puntos” a cualquier punto del
circulo. Es hasta cierto punto sencillo ver que por el "punto" P pasan las rectas m, 1, q, y
mucho més "rectas" que no cortan a la "recta" / por lo que se pueden considerar "rectas
paralelas” a / ya que ninguna intersecta a dicha recta.
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Georg  Friedrich  Bernard
Riemann (1826-1866), hizo la segunda
suposicion: a través de un punto fuera

de una recta dada, no pasarin rectas
que sean paralelas a la recta dada. Esta
suposicion conjuntamente con ciertos
ajustes a otros postulados, condujeron
a uma segunda Geometria que no

contradice a ninguno de los demas
axiomas de Euclides asi como tampoco
a ningiin teorema que no dependa del
postulado de las paralelas, A dicha
Geometria se le conoce como
Geometria Eliptica.

Fig. 1: Modelo de Geometria con varias
Paralelas.

Como ejemplo imaginemos que somos seres de dos dimensiones inicamente y que
habitamos la superficie de una esfera. En nuestro mundo el arco del circulo méximo tendria
todas las propiedades de la linea recta: por ejemplo, este arco seria el camino mas corto
entre dos puntos dados. Encontrariamos que en nuestro mundo no existen rectas paralelas,
ademas de que todas las rectas se cortarian.

En este caso se puede usar la
superficie de una esfera como modelo.
En el modelo se hacen dos cambios en
los postulados de Euclides. Primero,
hay que reemplazar la palabra "recta”
por la frase "circulo maximo" (un
circulo méximo es un circulo que
forma sobre la superficie de una esfera
un plano que pasa por el centro de la
esfera). Segundo, llamar a cada pareja
de puntos diametralmente opuestos
(puntos en los extremos de un
diémetro) sobre la esfera un punto

Fig. 2: Modelo Geométrico sin
Paralelas.

simple y reemplazar la palabra "punto"
con la frase "pareja de puntos”.



A'y A’ forman una pareja de puntos, asi como BB'y CC'. Mas de un circulo méximo
pueden pasar por AA' o por cualquier pareja de puntos en el modelo. Sin embargo,
solamente un circulo méximo puede pasar a través de ambos AA'y BB!, en la figura 2 es el

circulo que pasa por los puntos AA'y BB!, es el circulo que pasa por CC".

Geometria Euclidiana (siglo
II, A.C.)

Geometria Lobachevskiana
(ca 1830)

Geometria de Riemann (ca
1850)

Dadoe un punto P fuera de
una recta m, puede trazarse
exactamente una recta
paralela a m, a través de P,

Dado un punto P fuera de
una recta m, a través de P,
pueden trazarse mas de una
recta paralela a m.

Dado un punto P fuera de una
recta m, a través de P no
puede trazarse ninguma recta
paralelaa m

Dos tridngulos con éngulos
de la misma medida pueden
tener lados con medidas
diferente (hay congruencia

Dos triangulos con angulos
de la misma medida deben
tener sus lados de la misma
medida (hay congruencia y

Dos trigngulos con angulos de
la misma medida deben tener
sus lados de la misma medida
(hay congruencia y no hay

;janza)

y semejanza)

no hay janza)

Dos rectas se encuentran
cuando mas en un punto.

Dos rectas se encuentran
cuando més en un punto.

Dos rectas se encuentran
exactamente en dos puntos,
(una pareja de puntos en el
modelo anterior)

Dados tres puntos distintos
en una recta, uno se
encuentra situado entre los

otros dos.

Dados tres puntos distintos
en una recta, uno
encuentra situado entre los
otros dos.

se

En el modelo de la esfera,
como las rectas son diémetros
méximos, un punto cualquicra
siempre queda situado entre
los otros dos puntos.

A A+B4CmINn

A+BeCalno

c

A¢D4CH100°

Tabla 1: Comparacion de Geometrias.
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Albert Einstein en su teoria General de la Relatividad aplica un modelo de Geometria
Riemanniana. Luis Enrique Erro (1986), er un ensayo sobre El Pensamiento Matematico
Contemporéneo dice:

a 1 que

Quizd se piense que las otras Geometrias no
repugnan al buen sentido, No sé qué serd ¢l buen sentido, pero scguramente no repugnan al

bien pensar. Si por buen sentido sc enti un conj de juicios en cada uno

de nosotros, sin mayor critica, y de nuestra da percepceion del uni yde
nuestra convivencia con seres y cox%:, +l buen sentido no merece mayor respeto.

Con la creacién de las Geometrias no Euclidianas, no sélo se ampli6 el horizonte de
la Geometria, sino que fue de gran impacto para las matematicas, emergiendo ésta como una
creacion de Ja mente humana y no como algo impuesto por la naturaleza. En la actualidad un
axioma no es una verdad evidente por si misma, de hecho se pueden elegir los postulados de
un sistema en forma arbitraria, siempre y cuando sean compatibles.

Antes de que las Geometrias no Euclidianas vieran la luz, se pensaba que (inicamente
existia una Geometria posible, naturalmente la de Euclides y que cualquier descripcion del
espacio opuesta a esa Geometria, deberia ser incompatible y contradictoria.

Se pueden establecer diferencias en algunas de las proposiciones de las Geometrias
Euclidiana, Lobachevskiana y Ri jana, segin la tabla 1.

Geometria Proyectiva. En 1639 Gérard Desargues (1593-1662) publicé un tratado
original sobre las sccciones conicas donde aprovechaba la idea de proyeccion; sin embargo
el trabajo no tuvo éxito y fue olvidado. En 1845, Michael Charles encontré una copia
manuscrita del trabajo de Desargues, hecha por uno de sus discipulos y desde entonces el
trabajo fue reconocido como un clasico en el desarrollo primitivo de la Geometria
Proyectiva.

Posteriormente, Jean Vincent Poncelet (1788-1867) impulsé el resurgimiento de la
Geometria Proyectiva, con la publicacion de su obra Traité des propiétés projectives des
Jfigures en el afio de 1922, iniciando el periodo de la Geometria Proyectiva que se llamé
“gran periodo”. Un resultado notable derivado de los trabajos de la Geometria Proyectiva
fue el clasificar las propiedades geométricas en dos categorias: primero, las propiedades
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métricas, en las que intervienen las medidas de las distancias y los angulos, (por ejemplo el
teorema de Pitagoras habla de una propiedad métrica de los tridngulos rectangulos); y
segundo, las propiedades descriptivas o de posicién, en las que sélo se trata la relacién de
las posiciones de los elementos geométricas entre si, (por ejemplo el teorema del
"hexagrama mistico" de Blaise Pascal que dice: si un hexdgono se inscribe en una cénica
entonces los puntos de interseccion de los tres pares de lados opuestos son colineales, y,
reciprocamente, si los puntos de interseccion de los tres pares de lados opuestos de un
hexagono son colineales, entonces el hexagono esta inscrito en una conica). Se puede decir
que al menos para el caso de las figuras planas, las propiedades descriptivas no se alteran
cuando se somete la figura a una proyeccion. En contraste, las propicdades métricas pueden
ya no verificarse cuando se proyecta la figura. E! estudio de las propiedades descriptivas de
las figuras geométricas se conoce como Geometria Proyectiva.

Geometria Moderna. En la era posterior al renacimiento europeo (Siglo XVIII), sc
extendi6 a la Geometria mas alld de la que nos heredaron los griegos. En ese momento de la
historia se descubrieron una gran cantidad de nuevas proposiciones relacionadas con la

Tamid a

de las iadas en los elementos de

circunferencia y las figuras rectilineas d
Euclides: traténdose de una continuacion o extensién de la Geometria Euclidiana, se conoce
como Geometria Moderna elemental (contribuyeron a su desarrollo, Gergonne, Nagel,
Casey y Euler, entre otros).

Geometria Fractal, No obstante €| desarrolio de otras Geometrias que tuvieron sus
origencs en las Geometrias no Euclidianas, con ellas al igual que con la Geometria de
Euclides no es posible modelar a la naturaleza o sea dibujar diversos elementos del mundo
que nos rodean tales como; costas, 4rboles, plantas, montafias, rios, nubes, planetas,
etcétera, ya que Unicamente se logran aproximaciones burdas de éstos, porque las costas no
son circulos, la corteza de los arboles no es lisa, las montaiias no son conos, ni los planetas
ni Jas nubes son esferas. Bendit Mandelbrot (1987), dice: "La Geometria de la naturaleza es
cadtica y estd mal representada por el orden perfecto de las formas usuales de Euclides o del
Calculo diferencial."

En la actualidad el modelaje de la naturaleza ha sido posible mediante una nueva

geometria, la Geometria Fractal, llamada asi por su descubridor Ben6it Mandelbrot. La
palabra "fractal” proviene del adjetivo latino Fractus que significa fraccionado o partido.
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Los fractales son figuras geométricas que poseen la propiedad de autosemejanza: son
figuras que no cambian su forma si se amplia o se reduce la escala, cada una de sus partes es
parecida al todo cualquiera que sean sus dimensiones. Dicho en otras palabras, si se toma
una imagen fractal y se amplia un sector, generalmente la figura que resulta es semejante ala
figura original. Los fractales pueden ser perfectamente autosemejantes o fractales donde la
autosemejanza es de tipo estadistico, ahi interviene el caos. En el caso de las nubes y el
humo los fractales cambian continuamente, sus formas se encuentran dominadas por el azar
(repr porque cambian con ¢l tiempo), hay otros que preservan su
estructura por periodos mas largos de tieii.; como por ejemplo el sistema vascular del
cuerpo, los érboles, las plantas, las costas, etc. A partir de ciertos procesos recursivos se
pueden generar imégenes fractales que son perfectamente autosemejantes, entre ellos se
pueden considerar los polvos de Cantor, la curva de Koch, el tridngulo se Sierpinski, etc. En
ellos se puede observar que la parte es perfectamente semejante al todo, figura 3.

Fig. 3: Polvos de Cantor.

El principio de-autc j es una idealizacién de la realidad ya que ninguna
estructura real se puede aumentar indefinidamente. Sin embargo, hay muchos fenémenos
naturales en los cuales se observa este principio en forma aproximada, como en costas, rios,
flujo turbulento de liquidos o la organizaci6n jerarquica de los seres vivos.

Los procesos que generan estructuras autosemejantes son procesos simples de
retroalimentacion, esto es, una operacién se repite una y otra vez de tal manera que el
resultado (condicién final) de un paso constituye el inicio (condicion inicial) del paso
siguiente, lo que se denomina recursividad. Por ejemplo se puede aplicar a la funcién
matematica f{x) = x?, si se toma un valor inicial diferente de la unidad, al.elevarlo al
cuadrado se produce un valor distinto al inicial, el nuevo valor se eleva al cuadrado y se

obtiene otro valor, otra vez este Gltimo valor se eleva al cuadrado y se encuentra un nuevo
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valor. La operaci6n puede repetirse un gran nimero de veces, lo que constituye un proceso
recursivo. Aunque es necesario aclarar que a partir de este proceso no se genera una imagen
autosemejante.

Dicho de otra forma si f{x) = x?y x, es un valor inicial cualquiera, se puede elevar al
cuadrado el valor inicial x,, al resultado llamarle x,, a este valor elevarlo otra vez al
cuadrado Ilamandole x, y asi sucesivamente. O bien tomar un valor inicial x,, extraerle raiz
cuadrada, al resultado denominarle x,, extraerle raiz cuadrada a x,, para encontrar a X, y
S0 una y otra vez, un gran nimero de veces. Esto se denomina en

repetir el pr
matematicas, iteracién recursiva de la funcién f(x) (figura 4).

Los procesos recursivos tienen su
origen en el periodo comprendido entre
1875 y 1925 donde matematicos de la talla

= = y? =
X =J(%) =X 0 6 X, =1 (%)= \/Z de Paincaré, Cantor, Peano, Sierpinski y
Xy = f(x)=x30 6 %= f (x)= J— Koch, manejaron esta idea y construyeron
"': = f(xz) =, x} x, = f(xz) \/’Z ciertas  curvas monstruo-sas, curvas
' \ i % verdaderamente patoldgicas que

2 aparentemente no tenian relacién alguna
X, = =x2, 6 X, =1 (%) =% . .
f( ") ! f( ’) *n entre ellas, ni tampoco una aplicacién

prictica. El mérito de Mandelbrot fue

vincularlos y encontrarles aplicaciones,

Fig. 4: Tteracién de Funciones entre las que se destacan el sintetizar

iméagenes de relieves diversos, (costas,

rios, montafias, etc.) y'el andlisis de fendmenos tan diversos como: turbulencias, bolsa de
vaiores, coloides, dispersion del humo, etc.

Existen paquetes que le dan a la computadora capacidad para realizar tareas
matematicas (resolver ecuaciones, derivar una funcion, graficar expresiones algebraicas,
etc.) como son Derive, Calcula, MathCad, Mathiab, Mathematica y otros mas, que nos
permiten hacer exploracion matemética. Otros paquetes permiten al usuario realizar gréficas
a partir de elementos geométricos, entre ellos se cuentan el Paintbrush, el Page Maker,
Drawing, Harvard Graphics, etc. Con estos programas y la computadora es posible
implementar procesos recursivos y presentar sus imagenes en la pantalla de un monitor o
con una impresora imprimirlas en papel. Existe también Software dirigido a la exploracién
de fractales, entre ellos se cuenta con el Fractint y con el Chaos que son sencillos de
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manejar. Finalmente, por medio de lenguajes de programacién como el BASIC, LOGO,
PASCAL, etc. que se pueden agregar a Ja computadora, ¢s posible generar y visualizar
figuras fractales,

..

Los Sistemas Dinamicos Discretos (si que con el tiempo), la Teoria
del Caos y los Fractales, son temas de las matematicas actuales que se encuentran
intimamente relacionados; para su desarrollo se parte de procesos recursivos: Las formulas
que los generan requieren una gran cantidad de cilculos que Hega a ser del orden de

Suta muy valiosa para su generacién y

millones, por lo que las computadoras son una herra
representacion grafica.

Los fractales ademis de ser estructuras autosemejantes, cuentan con otras
propiedades. Son figuras que tienen una longitud infinita limitada por un drea finita,
representan funciones que siendo continuas no son derivables en ningurio de sus puntos o
sea que estdn formadas por puros picos, en general tienen dimension diferente a las
dimensiones clasicas euclidianas, cero, uno, dos o tres. Ademas en los fractales se abre la
posibilidad de encontrar el orden que se esconde tras una multitud de fenémenos
aparentemente cadticos, se puede decir que los fractales representan un "verdadero nexo
entre la ciencia y el arte" (Ruiz, 1990), ya que son figuras de gran belleza, (figura 5).

Conjunto de Mandelbrot _j Conjunto de Julia Conjunto de Newton

Fig. 5: Iméagenes Fractales.

Las formas euclidianas tienen tamafios caracteristicos. Una esfera se caracteriza por
su radio, un tridngulo por sus éngulos y sus lados, etc., en tanto que los fractales son
independientes de la escala. La Geometria Euclideana es 1itil para representar los objetos
hechos por el hombre como son los planos de edificios, puentes, diagramas de circuitos
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eléctricos, etc., se describe con formulas por ejemplo la expresion algebraica X2+Y2= 25
representa una circunferencia con centro en el origen de un sistema de coordenadas y tiene
un radio r = 5. Sin embargo es inapropiada para las formas naturales. La Geometria Fractal
es apropiada para las formas naturales, se describe con procedimientos recursivos y son
necesarias las computadoras. En Geometria euclidiana, un conjunto de puntos tiene
dimensién cero, una linea tiene dimensién uno, una superficie tiene dimensién dos y un
volumen tiene dimensién tres. En Geometria Fractal los objetos tienen dimensiones entre
cero y tres, por ejemplo una hoja de papel aluminio tiene dimension dos, pero si se arruga y
se extiende, ;%10 es una superficie pero tampoco tiene un volumen, en consecuencia posee
una dimension entre dos y tres; una costa muy accidentada no llena una superficie pero por
lo accidentado es algo mas que una linea, por lo que tendrad una dimension comprendida
entre uno y dos, etc. La tabla No. 2, resume algunas de las diferencias mas notables entre la
Geometria Euclidiana y Ia Geometria Fractal.

Existgn diversas formas de gencrar imagenes fractales entre las que destaca la
representacion gréfica de la iteracién de funciones, a partir det tridngulo de Pascal, mediante
el juego del caos, a través de procesos recursivos usando elementos de la Geometria clasica,
etc. En un capitulo posterior se describen algunos métodos para generar fractales, en los que
sélo es indispensable conocer algunos conceptos el tales de r aticas como son
algebra, Geometria euclidiana, trigonometria, etc.

GEOMETR{A EUCLIDIANA GEOMETRIA FRACTAL

Tradicional mas de 2000 afios. Reciente, alrededor de una década

Basada en tamaiio o escalas caracteristicas | No se basa en tamafio o escalas especificas
Describe objetos hechos por el hombre Apropiada para formas naturales

Admite sélo dimensiones enteras Admite di iones no enteras

Se describe con formulas Se describe con algoritmos recursivos

Tabla No 2: Diferencias entre Geometrias Euclidiana y Fractal

E! estar repitiendo una y otra vez un mismo procedimiento hace de los procesos
recursivos una tarea bastante tediosa, aburrida y mucho muy tardada, lo que tal vez provocé
que las ideas de recursividad no tuvieran pleno desarrollo en el pasado. En la actualidad
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gracias al vertiginoso desarrollo tecnolégico en las Gltimas cuatro décadas en el campo de la
computacion electrénica se han disefiado dispositivos de célculo y manejo de informacién de
gran capacidad y velocidad, caracteristicas que dia con dia son superadas. Para darse una
idea de lo ultimo, el afio de 1950 una computadora realizaba 1000 operaciones por segundo,
lo que impacté en esa época. En la actualidad un dispositivo de esa naturaleza es capaz de
efectuar 55 millones de operaciones por segundo (Sierra, 1993). Ademas de que cada vez
son mas pequefias: mientras que la computadora del afio de 1950 pesaba 7 toneladas y
contenia 5000 bulbos, las actuales usan microcircuitos y tienen ¢l tamafio de un archivero.
También se han disefiado i :computadoras personales que son de tamafio mas reducido,
llegan a ser de las dimensiones de un libro tamafio carta, pero con una enorme versatilidad

La capacidad de célculo o de manejo y almacenaje de informacién, la facilidad para
representar graficas o cualquier tipo de datos en pantallas de video o la impresion en papel,
el costo relativamente bajo del equipo, han permitido el uso de la micro computacién en los
campos mas diversos incluido el de la educacién.

Papel de las Nuevas Tecnologias en la Ed ibn Matemitica. El aprendizaje
activo y la exploracion dirigida hacen la matematica mds interesante y mds atractiva,
adoptando un estilo visual y experimental de explorar matematicas. Los alumnos aprenden
contenidos matemdticos y habitos para construir el conocimiento, el vehiculo pueden ser las
computadoras o las calculadoras graficas (Goldenberg, 1989), conjuntamente con algunos
temas de la matematica contempordnea como son los sistemas dindmicos, teorfa del caos y

Geometria Fractal

Como se sefialé en el primer capitulo, las calculadoras y las computadoras han
cambiado la naturaleza de muchos procedimientos mateméticos, han dado potencia de
célculo y facilidad de representacién grafica, por lo que la matemtica ha extendido su
aplicacién a campos de la ciencia muy diversos e inusitados como la medicina, la
composicién musical y la coreografia (Wenzelburger, 1992). Como consecuencia el tipo de
habilidades matematicas que el individuo necesita en la sociedad actual, para ser productivo,
ha cambiado como resultado del poder y accesibilidad de esas herramientas, por lo que es
necesario realizar cambios curriculares en diversa formas.

Con las computadoras y las calculadoras graficas se tiene un excelente medio
disponible para hacer que las matematicas sean més significativas y excitantes al alumno, por

medio de problemas relevantes o problemas de desafio en el salon de clase
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Por la disponibilidad de las computadoras y las calculadoras gréficas, los temas de la
representacién externa en la instruccién matemética condujeron a la discusion del impacto
de las nuevas tecnologfas, en el aprendizaje de las matematicas, aspecto nuevo de la
investigacién en Educacién Matematica que no ha sido investigado y de resultados ain no
predecibles por ahora (Sowder, 1989). Las imédgenes son muy importantes para la
percepcién y comprensién, porque las imagenes pueden representar informaciéon en una
estructura bidimensional o tridi ional. Se puede afirmar que uno de los usos
fundamentales para las graficas se ubica en las ciencias y en la educacién.

Las nuevas tecnologias pueden cambiar, no sélo cémo enseifar mateméticas, sino
también qué ensefiar en matematicas (Fey, 1984). Las representaciones graficas son un buen
medio para desarrollar el pensamiento matematico (Goldenberg, 1992). Una manera como
una computadora o una calculadora grafica pueden ser usadas como herramienta en el salon
de clase, es la representacién de una expresion algebraica junto con la gréfica de la funcion.
Cuando un estudiante hace cambios en los pardmetros de Ia expresion, ripidamente observa
los cambios en la grafica de la funcion, lo que le permite realizar exploracion en la

atica y posibl e lo d a realizar conjeturas que puede verificar de
inmediato, haciendo que el conocimiento sea mas significativo. Antes de los graficadores (las
computadoras personales y las calculadoras grificas) el tratar de hacer exploracidn

significaba una gran inversidn de paciencia y tiempo.

Muchos investigadores arg la importancia de las representaciones multiples
ligadas, a fin de desarrollar entendimiento matematico (NCTM, 1989). Si se logra cambiar
los contenidos tradicionales ¢ incluir topicos de ia matemética contemporanea, como son los
Sistemas Dinamicos, la teoria del Caos y la Geometria Fractal, que se prestan para la
adopcién de un estilo de aprendizaje visual y experimental, se podrian iniciar cambios

draméticos y fund les en el d pefio de los alumnos {(Goldenberg, 1989),

Con una calculadora gréfica se pueden obtener en Ia pantaila gréficas de una o mis
expresiones algebraicas, si es necesario en forma simuitinea. Con la capacidad de
programacién que tienen estos dispositivos es posible realizar la iteracién recursiva de
funciones o simular procesos recursivos, que requieren de la repeticion de una misma tarea
una gran cantidad de veces, y presentar los resultados graficamente.

Al contar con una computadora personal, el poder de operacion y representacién
gréfica, se incrementa de acuerdo con la capacidad misma de I2 maquina y la disponibilidad

30



de Software con que se cuente. El Software se puede decir que es un conjunto de programas
que permite la interaccion entre el usuario y la computadora, para la realizacién de un
sinnimero de funciones (programadora, procesador de texto, hoja electrénica, manejador de
bases de datos, graficadores, etc.).

Resumen. En este capitulo se describié un modelo de razonamiento geométrico
(Van Hiele, 1957), se reseiid brevemente el desarrollo historico de la geometria, se
presentaron algunas caracteristicas sobresalientes de la Geometria Fractal y se destacd la
importancia de las nuevas tecnologias en la ensefianza como apoyo didéctico y su relacién
con algunos temas de la matematica contemporanea. El siguiente capitulo presenta la
descripcion de la experiencia didactica que se tuvo, al planear e implementar un curso sobre
topicos de la matematica contemporénea, con alumnos de curso de matematicas I, en el
plantel sur del Colegio de Ciencias y Humanidades, como parte de este trabajo.
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CAPITULO III
EXPERIENCIA DIDACTICA

La propuesta didéctica que se presenta en este trabajo, fundamentalmente gira en
torno a la inclusion en el curriculum del bachillerato de algunos tépicos de las matematicas
contemporaneas, como son los Sistemas Dinamicos Discretos, la Teoria del Caos y la
Geometria Fractal. En =~ie capitulo se presenta, la descripcion de una experiencia didéctica
que se tuvo al implementar un curso de Geometria Fractal con alumnos de bachillerato. Una
justificacién de la presente propuesta precede la descripcion.

Justificacién de In Propuesta. Primero, muchos alumnos al nivel bachillerato creen
que las mateméticas terminaron en los tiempos de Euclides o de Pitagoras, o bien si sus
cursos de matematicas llegaron hasta el célculo diferencial e integral, cuando mas a los
tiempos de Newton y Leibniz. Estos alumnos sienten que la matemética es una ciencia
muerta; y que como profesion, conduce tini cala fi con Ja tinica finalidad de
perpetuar una disciplina muerta (Devaney, 1990). Con la inclusién de los Sistemas
Dinamicos Discretos, la Teoria del Caos y la Geometria Fractal, se presenta una
oportunidad para dar a los estudiantes un acercamiento a lo nuevo y excitante en la
matemdtica, logrando que les resulten mas significativas. Estos topicos constituyen una
importante area de la investigacién contempordnea en matematicas, que tiene la gran
ventaja de ser muy accesible a los no-matematicos y con ello a los estudiantes en el nivel
bachillerato.

Segundo, el hombre desde siempre ha transformado el ambiente de acuerdo con sus
necesidades. Se pueden identificar dos tipos de ambientes: los ambientes "naturales” creados
por la naturaleza y los ambientes "artificiales" creados por el hombre. Existe una gran
diferencia entre estos ambientes; mientras que los ambientes "naturales" son practicamente
estiticos, excepto por eventos catastroficos, los ambientes "artificiales" sufren una
metamorfosis continua. El cuerpo se adapta fisicamente al medio que lo rodes; la
adaptacion es automética, a un nivel subconsciente. Los ambientes "artificiales” que ha
creado el hombre han requerido del desarrollo de habilidades de adaptacién. Sin embargo en
la actualidad, en un ambiente que cambia continuamente, es riesgoso pensar que las
habilidades que desarrollamos hoy seran de utilidad para mafiana, en estos ambientes son
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nuestras mentes las que deben adaptarse y la adaptacion es a un nivel consciente (Sierra,
1993).

Durante muchos siglos los cambios en la complejidad de la vida fueron muy lentos y
ocurrian en varias generaciones. En los tiltimos afios los cambios amibientales son cada vez
més répidos, debido principalmente al desarrollo tecnolégico. La rapidez de los cambios se
incrementa continuamente, pues en las Ultimas cuatro’ décadas los microprocesadores han
alcanzado un gran desarrollo cn términos de velocidad, capacidad de memoria, confiabilidad
y costo. Los cambios inducidos por el vertiginoso - progreso tecnoldgico afectan las
economias de los pueblos; se avanza hacia economias post-industriales, donde el
conocimiento y mancjo de la informacién reemplazan al capital fisico y financiero. La
informacién es la nueva materia prima y la habilidad para su manejo es el nuevo significado
de produccion, pero la informacion solo tiene valor si puede ser controlada y organizada
para un propasito definido. )

A su vez, la tecnologia rapidamente sc vuelve obsoleta, lo que implica que el
individuo “calificado” tiene que estar adaptindose continuamente a esos cambios, una
adaptaciéon mas bien mental a un nivel consciente y no corporal a un nivel subconsciente.
Las habilidades del individuo “calificado™ deben ser las de pensar, hacer generalizaciones,
organizar informacién para analizar problemas, etc. Entonces el individuo debe ser versado
no solo en la informatica, sino también ser capaz de transformar la informacién en
conocimiento Util. Por lo tanto es esencial entender los cambios a los que nos tenemos que
adaptar; principalmente al impacto del progreso tecnologico en nuestra sociedad y como
educadores tenemos que preparar a los estudiantes para que se encuentren listos para
enfrentar los dramaticos cambios en la forma de percibir al mundo y al universo que se
avecinan. Un medio para esa preparacion puede ser mediante el estudio de temas de la
matemética contemporanea conjuntamente con el uso de las nuevas tecnologias en el campo
de la computacion (Barnsley, 1988; Devaney, 1990; Goldenberg, 1989, NCTM, 1989).

Finalmente, la tercera razon se debe a que actualmente el bachillerato universitario,
en particular el del Colegio de Ciencias y Humanidades, se encuentra en una etapa de
revision de planes y programas de estudio, por lo que surge la imperiosa necesidad de
contemplar materiales que versen sobre temas que posiblemente hagan ver a las
matemiticas en forma mas significativa, para la construccién del conocimiento de los
alumnos del nivel medio superior y a la vez preparar al estudiante para que su formacion se

encuentre acorde con los cambios que se estan dando.
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Diseiio de Materiales. Un propésito del trabajo fue el disefio de los materiales que
contendria la propuesta. Con este objetivo, se rcalizé una investigacién bibliogrifica bajo
los siguientes antecedentes. La Geometria Fractal no obstante de que parte de algunas ideas
que surgieron a finales del siglo XIX y principios del siglo XX, es de muy reciente creacion.
Su creador Benitt Mandelbrot (1924, ), publicé 1a obra que titulé “Les Objets Fractals:
Jorme, hasard et dimension”, en el afio de 1975, donde introdujo por primera vez las ideas
de la Geometria Fractal, Por lo que el material que se ha recopilado, en relacion a Jos temas
de la Geometria .Fractal, los Sistemas Dindmicos y la Teoria del Caos, dentro de ese
enfoque, en su generalidad aparece publicado de la década de los 80's a la fecha. Son de
destacarse algunas - publicaciones aparecidas en revistas especializadas = Educacion
Matematica Mathematics Teacher y los trabajos de Devaney {1990) y Peitgen ct.al (1992).

Tomando como fuente la bibliografia recopilada, se inicié la elaboracidon de los
materiales. Se reprodujeron las imagenes clasicas de fractales como son los polvos de
Cantor, la curva de Koch o copo de nieve, el tridngulo de Sierpinski y algunas modalidades
de éstos, que se obtienen al cambiar las reglas del proceso de recursion. Los materiales
fueron elaborados a base de papel y lapiz en unos casos, en otros con el apoyo de una
calculadora grifica y otros por medio de la computadora personal unas veces usando un
simulador de la calculadora grafica, otras con un paquete graficador, o con lenguajes de
programacion LOGO y BASIC o con dos paquetes de software especialmente discfiados
para la exploracion de fractales, (FRACTINT y CHAOS). Los materiales se han trabajado
en acetatos y diapositivas con la finalidad de emplearlos como materiales de apoyo en las
presentaciones de los productos. Las diapositivas fueron obtenidas tomando fotografia a las
imagenes creadas en el monitor de una computadora personal con los paquetes de sollware,

Fractint y Chaos.

Con el propésito de auxiliar a los alumnos en ¢! dibujo de imagenes fractales por
ejemplo, los Polvos de Cantor, el Tridngulo de Sierpinski, la Curva de Koch y otros
derivados de ellos, se disefiaron un par de hojas punteadas que se les proporciond a los
estudiantes durante el curso, el apéndice D conticne trabajos#hechos en esos formatos.

Con la intencién de que los materiales se sometan a juicio de expertos (Flagg, 1990)
y sean considerados los cambios pertinentes en la propuesta, se han enviado trabajos que
contienen parte del material a diversos congresos y reuniones, tanto nacionales como
internacionales. Con las criticas hechas por expertos educadores mateméticos se han
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realizado las modificaciones necesarias al material. Esto ha permitido el enriquecimiento del
trabajo tras una continua revisién. En el capitulo IV se presentan los materiales disefiados.

Experiencia Didactica. Con la finalidad de evaluar parte del material elaborado yla
implementacién de la presente propuesta con alumnos del nivel bachillerato, se impartié un
curso con contenidos de temas de Sistemas Dinamicos Discretos, Teoria del Caos y
Geometria Fractal. El curso tuvo efecto durante el periodo comprendido entre los dias 10y
28 de enero de 1994 al terminar el curso de geometria elemental. El gfupo seleccionado
pertenecia al C.C.H Sury cursaba mateméticas II1.

E! curso disefiado tenia varios propositos. Uno de ellos fue que los alumnos
percibieran durante el desarrolle del curso, que la matematica es una ciencia en constante
evolucion. En el pasado Iz evolucidn fue lenta y en la actualidad el desarrollo se verifica con
una rapidez increible. En el caso de la geometria, ésta ha tenido diversas contribuciones por
diferentes matematicos ilustres en diferentes €pocas, motivando el surgimiento de otros
modelos geométricos como las geometrias no Euclidianas ademas de la  geometria
Euclideana. Otro propésito consistié en que el alumno notara que con tales geometrias,
inicamente es posible representar objetos creados por el hombre y que no es posible con
esas herramientas modelar elementos de Ia naturaleza, como son arboles, hojas, rios, etc.,
por lo que era necesaria un nuevo modelo geométrico. Ese nuevo modelo resultd ser la
geometria fractal, que se encuentra estrcchamente vinculada al desarrollo tecnologico en el
campo de la computacion clectronica. El tltimo propoésito fue el de detectar en los alumnos,
si los conceptos manejados resultan significativos en su aprendizaje, si los temas que se
manejaron resultaban de interés, les parecian importantes, dc utililad y los aceptaban, si
mostraba indiferencia o habia rechazo, ya que el caracter de nuevo, implica una nueva
terminologia (autosemejanza, recursion, iteracion) y en la mayoria de los casos también

nueva para el docente.

El curso se desarrollé con ¢l apoyo de materiales didacticos que se elaboraron con
ese fin. Los materiales incluyen acetatos, diapositivas y programas para la calculadora
grafica. Con un dispositivo con que cuenta la calculadora grifica, (View Screen) y un
retroproyector, fueron presentados los distintos materiales sobre fractales en el salon de
clase. También en la microcomputadora se elaboraron algunos materiales en lenguajes de
programacién LOGO y BASIC, que fueron presentados con el auxilio de un retroproyector
y un Data Show.
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Bosquejo del Curso. El contenido temético del curso inicia con un breve desarrollo
histérico de la geometria, se describe lo que es un sistema axiomitico y se hace notar cémo
del anilisis del quinto postulado de'la geometria de Euclides surgen otras geometrias
llamadas géometrins no Euclidianas. Posteriormente se plantea a la geometria fractal como
modeladora de la naturaleza, una geometria Gtil para P diversos el de la
naturaleza. En geomelrla fractal se analizan- los conceptos de recursividad, iteracién,
autosemejanza, curvas con longnud infinita que siendo continuas estan formadas por puros
picos (y por lo tanto no son derivables en ninguno de sus puntos). El analisis se realiza a
partir de la construccmn de es!ructuras fractales con diferentes métodos recursivos, se
establecen vinculos entre los Sistemas dindmicos discretos, la teoria del caos y los fractales.
Se plantea un problema clasxco en geometria fractal, la medicion de ta longitud de una costa
y su modelacién; para establecer la relacion entre estructuras de la geometria fractal y
elementos de la naluraleza

En particular se comparé la longitud de la curva de Koch con la longitud de una
costa, observando que fa longitud de la curva de Koch aumenta conforme se aumenta el
namero de la etapa en su construccion y que la longitud de la costa también se incrementa al
disminuir la escala de medicién. En cuanto a su model
que tendrian los modelos deterministicos de fractales como la curva de Koch pero que al
introducir ciertos elementos aleatorios se obtienen figuras que semejan mas a la costa. Sin
embargo para lograr un modelaje mas adecuado de una costa es necesario realizar un
andlisis més detallado de la forma de la costa.

ion se discutieron las limitacione:

Proyecto de un curso de Fractales en el Curso de Matemiticas ITT
1.- Otras Geometrias (2 hrs.)
2).- Enriquecimiento de la Geometria Euclidiana.
b).- Geometria Euclidiana y los sistemas axiomaticos.
c).- Analisis del quinto postulado de Euclides y sus consccuencias.
Geometria de Lobachevski, ejemplo de geometria sin paralelas
Geometria de Riemann, ejemplo de geometria con méas de una paralela.
d).- Geometria Fractal como modeladora de algunos objetos de la naturaleza,
2.- Introduccion a los Fractales. (3 hrs.)
a).- Conceptos de: Proceso iterativo y Proceso recursivo.
b).- Propiedades de los fractales: autosemejanza, longitud “infinita" limitada por una
area finita, graficas continuas formadas por picos

36



c).- Generacion de Fractales: Polvos de Cantor, Curva de Koch, Tridngulo de
Sierpinski (el modelo determinista y ¢l modelo aleatorio), Juego de! Caos.

d).- (Actividad extra clase). Generacion de variaciones de los ejemplos dados (para
esta actividad se proporcionaron hojas que facilitan la realizacion de las figuras
en clase y Ins de tarea).

3.- Medlcnoh de la longxlud de una curva fractal. (2 hrs)

a).- Usando la Ciirva deé Koch, medir la longuud Y el érea que encierra la Curva para

Jas pnmeras 5 etapas de su constmccuon enar la sxgmenlc tabla:

No de Emga L 0‘ e
Longitud de Curva’ S
Area de Curva

b).-Analizar los datos y verificar que en cada etapa la longitud de la curva aumenta
por un factor mayor que la unidad. "La curva crece etapa tras etapa
sobrepasando cualquier valor, al generalizar la expresién que encuentra la
{ongitud". "Etapa con etapa el drea aumenta, aun cuando no sobrepasa al area
del circulo o de un exagono circunscrito a la curva de Koch". Con los datos
construir la grafica No. de etapa contra longitud de la curva.

4.- Explorar las funciones : y =10"; y=2%, (1 hr)
a).- Con la finalidad de observar que el exponente "x" es el logaritmo de un nimero
verificar los logaritmos de algunos niimeros en base diez con calculadora y

realizar la grafica de las funciones.

5.- Planteamiento de! problema de la medicién de una costa muy rocosa. (2 hrs).

Por no poder tener acceso a una costa, el problema se resolvera tomando el mapa
de la Repiblica Mexicana. En particular se tomara todo el Golfo de México, la Costa del
Pacifico desde Chiapas hasta Sonora y toda la Peninsula de Baja California.

Proceso de medicion: La medicion se lievara a cabo con el auxilio de un compas
con diferentes aberturas (8, 4, 2, 1, 0.5, 0.25 cm.), contando el nimero de pasos que son
necesarios para recorrer el mapa. (Es necesario hacer Ia analogia con lo que ocurriria en
la medicidn en la costa directamente, indicando los posibles obstaculos).
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Con los datos se construye la tabla:

No. de Ensayo. 1 2 3 L4 s e

Tamaiio de Escala(cm.)| 8 4 2 T 705 | 025
Longitud Costa (cm.) . =L :

Para cada costa constriyanse las grificas: Longitud de la cosia contra Nimero
de ensayo y Longitud de la costa contra Tamafio de escala

a).- De las tablas y las gréificas observar como a medida que disminuye la escala de
la medicién, aumenta la longitud de la costa (es menester hacer referencia a la
situacion real).

6.- Conexién al concepto de fractal. (2 hrs).
Con los datos del punto 2 construir fa tabla y la grafica de:

No. Etapa 0 1 2103 4 5
Logaritmo (Long Curva Koch) ) :

Con los datos del punto 4 construir Ia tabla y la gréﬁca de:

No. Ensayo )] 2 3 4 5 |1 6
Log.(long. costa).

Comparar las graficas y hacer notar que en ambos casos se trata de lineas rectas.

Inducir Ja conclusién de que la longitud de una costa es un fractal como el caso de la
curva de Koch.

Concluir que lo accidentado de una costa se relaciona con la inclinacion de Ia recta y
que eso conduce a otra caracteristica de los fractales, lamada Dimension.
7.- En la Gltima sesion se aplicd un cuestionario a los alumnos, que intenta colectar datos
sobre la asimilacion del concepto de fractal y los conceptos asociados con ellos.
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8.- Asl mismo se llevd un control de las actividades desarrolladas por los alumnos,
tanto en el salon de clase como tareas extraclase, con [a finalidad de dar una calificacion
para el promedio de los alumnos y hacer una evaluacion del proyecto.

A fin de que el lector pueda comprender la implementacion del curso, s¢ dari a
continuacién informacion al respecto. Esta informacién surge de las notas del autor.

Implementacién del Curso. En esta seccion se describen las actividades que se
realizaron en el salén de clase durante el curso de geometria fractal, sistemas dindmicos y
teoria del caos, en un grupo del plantel Sur del Colegio de Ciencias y Humanidades, La
implementacion del curso se realizé con el propdsito de conducir con un grupo de alumnos
una experiencia que nos permita hacer una evaluacion de los contenidos de la propuesta
didactica. La descripcion sefiala puntualmente el conjunto de actividades que se realizaron
en cada una de las sesiones en el salon de clase.

Clase No. 1.- Otras Geometrias. (2 hrs).

Se sefialaron los objetivos del curso, el contenido, la dindmica de trabajo y la forma
de evaluacion. Se informd a los alumnos que al final del curso se entregaria al profesor
titular del grupo un reporte de las actividades realizadas por cada uno de los participantes
durante el curso, el que seria considerado para la cvaluacion final de la asignatura de
matematicas IIT (Geometria Elemental).

Se procedio a dar inicio a la secuencia didactica. Para dar continuacién al tdpico
sobre Geometria Euclidiana recién finalizado, se procedio primero a dar una introduccion a
las Geometrias no Euclidianas. Se hizo notar como a partir del andlisis del quinto postulado
de Euclides surgen otros modelos geométricos, que tienen como diferencia significativa con
la Geometria de Euclides, el nimero de paralelas, Se mostrd por medio de un ¢jemplo, que
Ia Geometria de Lobachevski, es un modelo de Geometria que se caracteriza por tener mas
de una paralela, una recta dada. También mediante un ejemplo se¢ mostré un modelo de
Geometria de Riemann, donde la caracteristica sobresaliente es no tener lineas paralelas. Se
discutieron algunas semicjanzas y diferencias entre los tres modelos geométricos.

En esta parte del curso, la metodologia de ensefianza que se empled, fue de tipo
expositivo a cargo del profesor, sin embargo en el desarrollo de la clase, se plantearon
preguntas hacia los alumnos de tal manera que los condujera a la reflexion y a la discusion
de las ideas expuestas. Las ideas principales de las geometrias no Euclidianas, por ejemplo
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que en esos modelos la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es diferente de 180
grados, chocan con el sentido comin de los esmdlantes, y es ahi donde se aprovecho para
discusion. T g : o :

una nueva Geometrla que en-m:e mol elar algunos 'objetos de la nétumleza, la' Geometria
Fractal, Se sefialaron algunas de las propxedadcs ms significativas de esa nueva Geometria.

Clase No. 2.- Geometria Fractal. (1 hrs.);‘

La clase tuvo como proposito general explorar los conceptos de proceso recursivo e
iteracidn, fundamentales en ia Geometria Fractal. Se hizo un resumen de lo visto sobre las
Geometrias no Euclidianas en la clase anterior, estableciendo algunas diferencias y
semejanzas entre los distintos modelos geométricos tratados hasta ese momento, resaltando
que Albert Einstein utiliz6 la Geometria de Riemann para representar su Teoria de la
Relatividad Lo anterior abrié la posibilidad a la existencia de varios modelos de Geometria.
Se sefialé que con las Geometrias descritas solo se logro una representacion burda de la
naturaleza y que para lograr un mejor modelaje es necesaria una nueva Geometria, que es la
Geometria Fractal.

Hasta el momento la clase se asemeja a una conferencia, en la que el profesor se
dedico a exponer el contenido y los alumnos fucron receptores. A lo largo de la exposicion
el profesor formuld preguntas hacia los alumnos, por ejemplo al analizar las proposiciones
de Euclides se pregunto “;crees que de acuerdo con la Geometria Euclidiana, el todo es
mayor que cualquiera de sus partes?". Después de escuchar respuestas y su justificacion se
indicé la no universalidad del axioma creando un ambiente para la discusion. Se analizaron
algunos contragjemplos a la proposicion; uno de los cuales fue hacer ver que se puede
establecer una correspondencia uno a uno entre los nimeros naturales y los nimeros
naturales pares y que por lo tanto ambos conjuntos tienen la misma cardinalidad; con lo que
se concluyé que el todo no siempre es mayor que cualquiera de la parte.

Se inici6 el tema de Geometria Fractal, apuntando algunas de las propiedades que
tienen los fractales. Dentro de las propiedades se sefiala la de autosemejanza y su
significado, que son curvas formadas por puros picos, que tienen un perimetro infinito
limitado por una area finita, que para su generacion se requiere de procesos recursivos, etc.
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generando algunos ejemplos de éstos. Se hablo del concepto de recursién como la
repeticion de un mismo procedimiento una gran cantidad de veces, donde el resultado final
de un paso es el inicio del paso siguiente, que cuando se aplica un proceso de esta
naturaleza a cualquier funcién, se le llama iteracidon de la funcién. Se tomaron como
ejemplos las funciones f(x)=x*y f(x) =¥, para ilustrar la facilidad de iterarlas con la
calculadora. L

Los alumnos  fueron parte activa de la clase, construyendo paralelamente con el
profesor algunas imagenes fractales en sus- cuadernos e iterando las funciones antes
sefialadas para verificar algunas propiedades de los fractales.

Clase No. 3.- Construccion de Iméagenes Fractales. (2 hrs)

Con el objetivo de que los estudiantes reforzaran el concepto de proceso recursivo y
se aplicara a la construccion de imagenes fractales, se doté a los alumnos de unas hojas
punteadas, disefladas especialmente para que el alumno tenga menos dificultades para
dibujar las imagenes fractales, Se construyeron los polvos de Cantor, el triangulo y el
cuadrado de Sierpinski, y la curva de Koch. En cada caso, se partié de una etapa cero y
aplicando una regla de transformacion ¢ generador, se avanzoé en la construccion del fractal,
etapa tras etapa, hasta lograr el objetivo. En las graficas se hicieron notar las propiedades de
autosemejanza, perimetro infinito limitado por una area finita y proceso recursivo propias
de los fractales. Se sefialo que al modificar las reglas generadoras en los procesos recursivos
en cada uno de los casos se encuentra una variante de la imagen fractal.

Se dieron sugerencias para modificar las reglas generadoras de los fractales y se
pidid como tarea que realizaran los dibujos correspondientes. A partir de este dia, ¢l curso
se apoyd con las construcciones de los fractales hechas en acetatos para una mejor

presentacion de los temas.

Clase No. 4.- Longitud de las Curvas Fractales. (2 hrs.)

La finalidad de esta sesion fue verificar que la longitud o perimetro de una curva
fractal es infinita, Para alcanzar esta meta, se plante6 el problema de medir la longitud de la
curva de Koch, como antecedente a la medicién de la longitud de una costa. Se enfatizo en
los distintos generadores de la curva de Koch y se di6 inicio a la medicion de la curva a
partir de un tridngulo equilatero que fue la etapa cero continuando hasta la ctapa cuatro. En
cada etapa, se contd el nimero de lados, se "midié" la longitud del lado y se encontrd la
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longitud o perimetro de la curva, (producto del nimero de lados por su longitud), también
se encontré el Area que encierra la curva tratando en ambos casos de llegar a un patrén o
formula para encontrar el perimetro y el area de la curva en cualquier etapa.

Se indicé que la propiedad de autosemejanza que tiencn fos fractales puede ser de
tipo deterministico; esto es que son figuras perfectamente autosemejantes o de tipo esta-
distico (aleatorio) dénde las figuras sélo conservan rasgos caracteristicos. Se formaron
equipos de 5 alumnos como maximo, y se les ensefio el juego del caos, dejando como tarea
por equipo la construccion de la figura con el juego del caos.

Clase No. 5.- Las Curvas Fractales tienen longitud infinita. (1 hrs).

Con el fin de verificar que una curva fractal tienc una longitud infinita, se retomé el
problema de ta medicién de la longitud de la Curva de Koch y se encontré una expresion
para calcularla en cualquier etapa, por la observacion que el perimetro aumentaba en un
factor de (4/3) etapa tras etapa. A partir de algunos trabajos realizados sobre el juego de
caos, se empezd a sospechar que la figura seguia un patron caracteristico ya conocido -el
triangulo de Sierpinski-, sin embargo no habia un convencimiento absoluto en los alumnos
solo sospechas. Se dejo como tarea construir la grafica del nimero de etapas contra la
longitud de la curva de Koch.

Clase No. 6.- Juego del Caos. (2 hrs).

Se exploraron casos de las funciones exponencial y logaritmica. Haciendo notar que
son funciones reciprocas se investigaron algunas propiedades de los logaritmos, con la
finalidad de que los alumnos supieran qué es ¢l logaritmo de un niimero, entendieran su
significado, obtuvieran el logaritmo de un nimero y el proceso inverso (conocido el
logaritmo de un ntimero encontrar el nismero). Se dcjé de tarea graficar el nimero de ctapa
contra el logaritmo del perimetro de la curva de Koch.

Apoyado en una calculadora grafica T1-85 Texas instruments, se¢ simuld el juego del
caos y fue presentado a los alumnos por medio de un mini-datashow de la misma
calculadora, para 100, 200, 500 y 2000 lanzamientos de un dado con lo que los alumnos
quedaron mucho mas satisfechos de que la figura que genera el juego del caos es el
triangulo de Sierpinski.

Se presentd una forma mas para generar imédgenes fractales, a partir de la
construccion del triangulo de Pascal. Se mostrd que cuando se construye el tridngulo de
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Pascal de tal manera que se sustituyan los valores por cero'y la unidad cuando estos sean
pares o impares, la figura que se genera es semejante al trlangulo de Sierpinski. Al cambiar
las reglas de sustitucion, multiplos del tres por e)emplo, se obtienen .otros patrones. Se
menciond que esto constituye una aphcaclqn §|mp!e de log automatas celulares.

Finalmente se formaron equipos de 5 mtegrantes més o menos para medir la longitud
de una costa. Se tomé el mapa de la Repubhca Mexicana, y se dividi6 en tres sectores que
se etiquetaron como Costa del Gplfo, Costa del Pacifico y Costa de Baja California. A cada
equipo se le dio un mapa y se le asignd una costa para realizar la medicion. Se defini6 que
ésta se realizaria por medio de un compés con diferentes aberturas (8, 4, 2, 1, 0.5 y 0.25
cm.). En cada ctapa los alumnos midieron el nimero de pasos necesarios para recorrer la

costa,

Clase No. 7.- Longitud de una Costa. (2 hrs),

Se realizé la medicion de la costa con diferentes escalas, haciendo alusion a lo que
sucederia en la realidad. Con los datos fue construida la tabla que contenia el tamafio de
escala contra la longitud de ia costa. En esta clase practicamente se llevo a cabo la medicion
y se construyeron las graficas, se aprovechd el momento para presentar imagenes de
fractales por medio de la computadora.

Se dejo de tarea hacer las graficas: tamafio de escala contra longitud de la costa y
tamafio de escala contra logaritmos de la longitud de la costa.

Clase No. 8.- La Longitud de una Costa cs un Fractal. (1 hrs).

Se compararon las grificas de la longitud de la curva de Koch y de la longitud de la
costa, tanto en escala normal como en escala logaritmica. Se observé que las graficas
mostraban similitudes; entonces se indujo a los alumnos a la conclusion de que se trataba de
dos cosas semejantes, por lo que una costa también representa un fractal por el hecho de
poseer la propiedad de tener una longitud que crece indefinidamente al disminuir la escala
de medicion, ademas de que una costa ¢s estadisti e autc jante de acuerdo con
una serie de fotografias de una costa, tomadas en diferentes escalas, que fueron presentadas
a los alumnos en acetatos durante el curso, y de que un objeto de la naturaleza es fractal si
lo es la figura que conforma su modelo.

En la Gltima sesibn se aplicd un cuestionario, con la finalidad de recopilar
informacion que nos aproxime a observar ¢l impacto de los temas de las matematicas
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actuales que fueron expuestos ante los estudiantes de ese nivel y fundamentar una propuesta
para la incorporacion de topicos de Geometria™ Fractal, ‘Teoria del Caos y Sistemas
Dindmicos en el curriculum del bachillerato, en términos de vmblhdad y grado de aceptacion
de los materiales por parte de los alumnos.

Un cambio en los contenidos de los cursos y en la metodologia de ensefianza, como
el que se pretende, también lleva implicito un cambio de las formas de cvaluacion del
aprendizaje de los alumnos (Yearbook. NCTM, 1993), En el caso particular la evaluacion se
llevo a cabo llevando un registro de las actividades desarrolladas por los alumnos durante la
clase y la realizacion de los trabajos extraclase que se propusieron, Al final del curso se
entregd un informe de actividades al titular del curso.

Evaluacién de la Experiencin. El papel que tiene la investigacidn es suministrar
conocimiento fiable sobre aspectos importantes asociados a un estudio. La recoleccién de
evidencia y la construccion de argumentos son los medios por los cuales los investigadores
sustancian sus conjeturas. Esta es una tarea ardua e interminable que requiere de métodos
adecuados, de adiestramiento y de esfuerzo. Cuando se establecen conjeturas en el terreno
de la ciencias naturales y la industria entre otras, la informacidn que se obtienen
generalmente es de tipo numérico y algunas de las variables pueden ser controladss, lo que’
permite una validacion altamente sofisticada con la herramientas de la estadistica. Las
ciencias sociales como la Antropologia y la Sociologia usan otro método para validar sus
conjeturas, el llamado Analisis Cualitativo de Datos, que tienen como elemento principal de
analisis palabras en lugar de nimeros. En la actualidad son cada vez mas los investigadores
en campos con un énfasis tradicionalmente cuantitativo, como la Psicologia, los que se han
cambiado 2 un paradigma mas cualitativo (Miles, 1991).

En la investigacion de la Educacion Matematica mas que llegar a generalizaciones, la
mayoria de las vcces descontextualizadas, los investigadores prefieren descripciones
cualitativas, muchas veces de casos individuales, que los guien a un mejor entendimiento de
las situaciones especificas del proceso de la ensefianza aprendizaje. Actualmente, en la
Educacion Matemdtica, al no tener una metodologia propia se han adoptado metodologias
propias de ciencias como la Antropologia y la Sociologia; éstos son los métodos
cualitativos.

Los datos cualitativos son una fuente de ricas descripciones y explicaciones bien
fundadas de procesos que ocurren en contextos locales. Con datos cualitativos se puede
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preservar un flujo cronoldgico, valorar causalidad local y derivar explicncidnés fructiferas,
con lo que probablemente se conduzca a encomrar hallazgos y nucvas 1megracnones
tedricas. s

los alumnos.

El cuestionario fue disefiado considerando los objetivos .propuestos por el curso.
Primeramente se elabord un precuestionario que fue sometido a la consideracion del
\

Director del trabajo de tesis, Dr. Armando Martinez C., y conj se izaron los
objetivos propuestos en el curso y se contrastaron con las preguntas del precuestionario,

realizando los cambios o los ajustes a las preguntas o incorporando otras nuevas, hasta
lograr tener un cuestionario vilido. El cuestionario aparece en el apéndice A.

Resumen.~ Este capitulo presentd inicialmente una justificacion de la propuesta
didactica contenida en este trabajo, se discutio el disefio de los materiales para la propuesta,
se presento el proyecto para un curso de Geometria Fractal y se describio la experiencia al
impartir el curso en un grupo del plantel Sur del Colegio de Ciencias y Humanidades. El
siguiente capitulo contiene los materiales desarrollados y utilizados durante el curso.

1 4

En el capitulo V se presentan las cc iones sobre la propuesta
didactica que contempla la inclusion de la Geometria Fractal al curriculo del bachillerato,
objetivo de esta tesis, a partir del andlisis de las respuestas que se obtuvieron en la

aplicacion del cuestionario junto con las observaciones que se tienen en las diferentes

y rece

presentaciones de los materiales en las diversas reuniones de profesores
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CAPITULO 1V

Geometria Fractal.

En este capitulo se presentan los materiales que se usaron en el curso que se impartié
sobre Geometria Fractal en un grupo del plantel Sur del Colegio de Ciencia y Humanidades.
Primero se hace una vinculacién entre los Sistemas Dinamicos Discretos, la Teoria del Caos
y los Fractales, temas que se encuentran relacionados. En la seccion que sigue se describen
los procesos para construir algunas estructuras fractales que se pueden considerar clisicos
(la Curva de Koch, los Polvos de Cantor, el Tridngulo de Sierpinski), y se aplica el método
en la construccion de arboles. En la seccion que sigue se vincula el tridngulo de Pascal y los
automatas celulares a la construccion de fractales. En todo momento se sefialan las
propiedades de recursion autosemejanza, longitud infinita, etc. En las siguientes secciones se
aborda el tema de los sistemas dinamicos discretos y se habla sobre la teoria del caos. En
una seccion siguiente se plantea un problema clisico en fractales, que es la medicion de la
longitud de una costa. Finalmente en la Gltima seccion se trata sobre la dimension fractal.
Debe advertir que durante la imparticion del curso los temas no fueron abordados en ese
orden ya que comiinmente se presentaron varios topicos en una clase y en la siguiente
nuevamente se retomaron algunos aspectos anteriores.

Generalidades. Al hablar de sistemas dinamicos generalmente se asocia el tema con
las ecuaciones diferenciales, lo cual entra en franca contradiccién con lo expresado con
anterioridad en el sentido que sdlo son necesarias las matemdticas elementales para la
construccion de ese concepto. Los sistemas dinamicos son el campo de las matematicas que

los en movimi o sistemas que cambian con el tiempo, por ejemplo el
q

"

movimiento de las estrellas y las galaxias o ¢l movimiento de un péndulo, entre otros. El
proceso de iteracion de una funcion clemental tal como una funcion cuadratica en una
variable real o compleja, también representa un proceso dinamico, por ejemplo al tomar la
funcion f{x)=Ax(1-x) e iterarla para difercntes valores de A, en particular entre cero y cuatro,
se observa que para algunos valores de la constante su comportamiento resulta tan
impredecible como, el stock de mercados, el flyjo turbulento en una caida de agua, la
dispersion del humo del cigarro, entre otros muchos casos. A este comportamiento tan
impredecible se le ha llamado caos. La representacion grafica del proceso iterativo de la
funcion cuadritica produce lo que se conoce como imagen fractal.
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Los acontecimientos presentes estin relacionados con los precedentes médihnte un
vinculo basado en el principio evidente de que nada puede suceder sin una causa que lo
produzca. Todos los acontecnmxcntos incluso aquellos que por.su |nsxgn|ﬂcancm parecen no’
seguir leyes de la ‘naturaleza, son una consecuencm de ésta.: Cuando el ser humano, incluidos -
los cientificos, desconoce as relacmnes que unen cada acome imiento con: e toma total *
del universo, esto es, no lo pucden ercibir de una manera logica; tienden'a calific os de»

cadticos.”

intimamente relacmnudo con los snstemas dlnamlcos y los fracmles Al tomar mertos,

elementos geométncus y recurswamenle repetir-con ellos una y otra vez un mlsmo proceso
se producen objetos geometncos complicados; son figuras- fractales.” Los fractales los
encontramos por todos lados. La geometria fractal es la que la naturaleza utiliza para sus
representaciones, un objeto real es fractal si lo es la figura que conforma su modelo, la
recursividad significa que el resultado de un paso cualquiera es el inicio del paso siguiente.
La teoria de los fractales representa un verdadero nexo de unién entre la ciencia y el arte
(Ruiz, 1990).

En los fractales se encuentra una teoria de carizzer novedoso y 0til que abarca desde
la simulacion de objetos de la naturaleza como: flores, hojas, arboles, cristales, montafas,
valles, rios, lineas costeras, etc., hasta la investigacion en campos como: la
superconductividad, los coloides, €l magnetismo y la termodindmica. Son de un carécter
matemitico clemental y por su vinculacion con la computadora y la calculadora grafica
resultan acordes con los nuevos valores y destrezas que se buscan actualmente en la
enseif de las aticas (Goldenberg, 1989). Es amplia la gama de conceptos que se
pueden reconstruir con los alumnos del bachillerato dentro del salén de clase, entre los que
se pueden citar: topicos de las matematicas discretas, iteracion de funciones, recursividad y

algoritmos en ambientes geométricos, geometria de exploracion, matematicas del
crecimiento (progresiones, sucesiones), aproximacion al concepto de infinito, el concepto de
limite a través de la geometria, logaritmos y escalas logaritmicas, concepto y papel de las
escalas, concepto de dimensidn, etc. Ademds, con ¢l concepto de recursion se puede
fomentar la creatividad en el alumno, en virtud de tener la posibilidad de crear sus propias
imagenes fractales con sélo realizar variaciones a los patrones de construccion que se le
establezcan, inventando nuevas reglas de construccion o simplemente ilustrando las ya
existentes con otros colores.
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Los Slstemas Dinamicos Discretos, la Tcoria del Caos y la Geometna Fractal, son
temas de las matemétlcas conlemporaneﬂs que se encuemran mtlmameme relacionados o
sea que en diversas situaciones, con un caso, se pucden’ estudlar las- tres teorias.. Por
ejemplo, la funcion cuadratica f(x)= /‘L\‘(l-x) que representa un lstema dmamlco,

funcién se comporta de una manera bastante cadtica.

nos: conducen ala

En las secciones siguientes, se describen algunos mclodos que?
construccién de imagenes fractales, en los que se enfatizan 16s’ conceplos des recursnon y de
iteracion, se resaltan muchas de las propiedades que tienen los fractales ¥ sus vinculos con
los sistemas dinamicos discretos y la teoria del caos. También se proponen algunas
actividades que cond al enriquecimiento de la presentacién de los temas. Finalmente se

aborda un problema clasico en fractales, que es la medicion de la longitud de una costa.

Geometria Fractal. Los fractales son figuras virtuales compuestas por una curva
infinita contenida en una superficie finita. Son curvas que atn siendo continuas no son
derivables en ninguno de sus puntos. En los tiempos que aparecieron por primera vez,
fueron denominadas curvas patoldgicas; objetos degenerados de incalificables
caracteristicas. Sin embargo, las curvas que no admiten tangentes son la regla, las curvas
"regulares" aunque son objetos mucho mas faciles de manejar con las herramientas
habituales del célculo diferencial, constituyen la excepcion, por lo tanto, la geometria de las
formas naturales esta mal representada por ¢l orden perfecto que reina en las formas usuales
de Euclides o del calculo diferencial (Mandelbrot, 1987).

Los fractales preservan su estructura al reducir la escala o al amplificar la imagen, el
todo esta contenido en la parte ya que estas figuras tienen infinitas copias de si mismo.
Tienen como caracteristica la recursividad, término que expresa la repeticién al infinito de
un mismo proceso por lo que se puede afirmar que son procesos simples de
retroalimentacion. En la figura 6 se esquematiza el proceso, €ste consta de unidad de
entrada, unidad de salida y unidad de proceso. Se indica como a partir de la alimentacion de
una condicion inicial Xp,, entra a una unidad de proceso donde sufre una transformacién y
entrega como resultado Xj4), la que posteriormente se transforma en una nueva
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alimentacién Xp, del mismo proceso, que a su vez entregari una nueva salida Xp4;. El
proceso se puede repetir una y otra vez, una gran_cantidad de veces, y es ahi donde las
tecnologias resultan de gran valor. : )

‘Fig.'6 Procéso de Relroahmentaéiﬁd

Otra caracteristica més de los fractales es su dimension. En la geometria clasica un
conjunto de puntos, tiene dimension cero, una linea tienc dimensién uno, una superficie
dimension dos y un cuerpo tiene dimensién tres. En el caso de los objetos fractales se
introduce el aterrador concepto de dimensidn no entera. Por cjemplo, la linea que describe
una costa rocosa, es muy irregular y ocupa mas espacio que el de una linea, pero menos que
un plano, por lo tanto su dimension deberd estar entre uno y dos. Si se arruga una hoja de
papel aluminio y después se extiende, al final el papel aluminio ya no formara una superficie
lisa y suave mas bien aparecera una superficie muy rugosa, por lo que ocupara més espacio
que una superficie lisa pero menos espacio que el de un volumen, por lo que su dimension
debe estar entre dos y tres. Entonces la dimension (entre uno y dos) mide de alguna manera,
qué tan quebrada es una linea, qué tan arrugada es una superficie o en general se mide qué
tanto un cuerpo llena el espacio euclideo en que se encuentra sumergido.

Encontramos a los fractales tan frecuentemente que nos pasan desapercibidos. Las
montafias, los rios, las nubes, los pulmones, la distribucién de galaxias en el universo, las
fallas en las redes telefonicas, los arboles, el comportamiento de la bolsa de valores, las
colas, el mapeo logistico, son de naturaleza fractal.

En este apartado sc describen los métodos para generar objetos fractales, que vieron

luz entre los afios 1875 y 1925, conociéndolos por ¢l nombre del autor que los cred. Se
inicia con los Polvos de Cantor.
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Polvos de Cantor. (1845-]918). El método. para generar esta imagen fractal o
cualquier otra estructura fractal, se divide en etapas. En el caso de los polvos de Cantor, el
proceso consiste en’tomar un segmento de linea recta; dividirlo en tres partes iguales y
eliminar e tercio central.. La etapa cero consta de un segmento de recta de una longitud
determinada, en la etapa uno se obticnen dos segmentos de recta cada uno de'longitud 13
de la longitud del segmento original, separados una longitud 1/3, para la etapa dos se parte
de los dos segmentos de la etapa uno, se divide a cada uno en tres partes iguales y se elimina
el tercio central, el resultado es de cuatro segmentos de longitud (1/9), (figura 7). El proceso
se repite recursivamente, o sea a cada uno de los cuatro segmentos de la etapa 2 se dividen
en tres partes iguales y se elimina el tercio central, el resultado es de ocho segmentos de
longitud 1/27 de la longitud original. El proceso se repite una y otra vez una gran cantidad
de veces, la imagen que resulta es un fractal y se puede verificar que tiene la propiedad de
autosemejanza, 0 sea que posee infinitas copias de si mismo. Para verificar csa propiedad
basta con tomar una parte de la imagen y amplificarla lo suficiente para observar que es
semejante a la figura original, No importa de que tamaiio se seleccione la region que se
amplifique, se podra constatar que la estructura de la figura es independiente de la escala.
Otra propiedad que serd verificada posteriormente, es que su dimension se encuentra entre
cero y la unidad, en particular la dimension es D = jog 2/log 3 = 0.6309, o sca que los
polvos de Cantor representan algo mas que un conjunto de puntos, pero menos que una
linea.

Fig. 7: Polvos de Cantor, primeras 3 etapas.

Actividad 1: Se puede hacer una modificacion al proceso en ¢l caso de la construccion
de los polvos de Cantor, por ejemplo, se toma el segmento de recta se divide en cinco partes
iguales, se suprimen la parte segunda y cuarta, si el proceso se repite recursivamente, la
imagen que resulta es un fractal. Pedir al alumno que genere algunas ctapas del proceso
descrito.
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Tridngulo de Sierpinski: (1882-1969). La imagen se construye partiendo de un
tridangulo equilatero, (etapa cero). Para pasar a la ctapa 1, se toman los puntos medios de
cada lado del tridngulo y se unen por medio de segmentos de linea recta, lo que divide a la
figura original en cuatro tridngulos congruentes entre si y semejantes al triangulo original. Se
elimina el trigngulo central. El resultado son tres triangulos equilateros congruentes de lado
1/3 del lado del tridngulo original. Para la construccion de la etapa 2 se procede de la misma
manera, se divide cada uno de los tridngulos en cuatro triangulos congruentes, elininando al
triangulo central. El proceso se repite recursivamente para la construccion de las etapas
subsiguientes. La figura que resulta es un fractal (figura 8).

Etapa 0 Etapa | Etapa 2 Etapa 3
Fig. 8: Triangulo de Sierpinski

Una modalidad al tridngulo de Sierpinski, Ia encontramos si en lugar de un tridngulo
equilatero, se toma un cuadrado en la etapa cero. Se divide al cuadrado en nueve cuadrados
congruentes y se elimina al cuadro central para construir la ctapa uno. La etapa dos se
construye dividiendo a cada cuadro resultante de la etapa uno en nueve cuadros congruentes
y eliminando en cada uno de eilos el cuadro del centro. El proceso se repite una y otra vez
un gran nitmero de veces, formando el tapete de Sierpinski (figura 9). Ambas figuras se
pueden construir en tres dimensiones, en el caso del cuadrado, la figura inicial seria un cubo,
al construir las ctapas sucesivas, se formara lo que se denomina esponja de Sierpinski.

Etapa 0 Etapa | Etapa 2 Etapa 3
Fig. 9: Tapete de Sierpinski
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En ambas figuras fractales se tiérié' la ’p'ropicdad'dé ’nulosemeja'nza, o sea si una parte
de la grafica es amplificada, la fi igura que resulm €es semejante alafi igura original. También
se puede verificar que la longxtud es anlta, no obstame de‘que se cncuentra limitada por un
drea finita. ;

Actividad 2: En la construccién del tfié;lguldlde‘ Sierpiqski.se parti6 de un tridngulo
equilatero. Se pudo haber tomado un tridngulo is()sceles"éscaleho ‘rectangulo, obtusangulo
o acutangulo: el resultado es semejante, O en lugar de un"cuadrado; tomar un rectangulo,
cualquier otro cuadrildtero o un pollgono cualqulera (f igura’13 y 14). También s¢ puede
climinar otro u otros elementos que sean.distintos del elemento central de la figura, en las
etapas sucesivas del proceso recursivo y construir un fractal diferente. Practique cambiar las
reglas del proceso recursivo y genere la imagen fractal,

Curva de Koch. En la etapa 0, se parte de un tridngulo equilatero. Para construir la
etapa 1 se toma cada uno de los lados y se divide en tres segmentos iguales, se elimina el
tercio del centro y se sustituye por dos segmentos de igual longitud de acuerdo con el
esquema que se muestra en la (figura 10). Al segmento original se le llama iniciador y a la
figura que lo sustituye se le llama generador. Entonces al sustituir en la etapa cero a cada
fado del triangulo por el generador indicado en la figura 10, se construye la etapa 1. La
figura que resulia es un poligono de 12 lados de longitud 1/3, cada uno, de la longitud inicial
del lado del tridngulo, como se podréa apreciar en la misma figura 10. Para la etapa 2, se
toma cada una de las aristas del poligono de la etapa 1, se divide en tres partes iguales de
longitud 179 cada uno, se elimina el tercio central y se sustituye por dos segmentos de 1/9 de
la longitud original en forma semejante al generador inicial. El resultado que se obtiene es un
poligono de 48 lados, cada uno de longitud 1/9 de la longitud original del lado del tridngulo.
El proceso se repite una y otra vez en forma recursiva. La figura final es conocida como
curva de Koch o copo de nieve.

La imagen fractal se encuentra circunscrita a una circunferencia, con el proposito de
observar intuitivamente, como al aumentar las etapas en la construccion del copo de nieve la
figura no sobrepasara el area de la circunferencia. Esto nos puede conducir a deducir de una
manera intuitiva, que mientras la longitud de la figura crece sin limite etapa tras etapa, el
drea ain cuando también crece, no sobrepasari el area del circulo (figura 10). Lo anterior se
verificara en forma mas formal, en otro apartado en este mismo capitulo.
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BIcIADon.

cenemanon,

Por medio de la curva de Koch, es posible verificar también la propiedad de
autosemejanza, o sea que una parte de la curva es una copia de la figura original. Tambidn
esta curva se presta para observar como en el limite, o sea cuando el proceso recursivo se
repite una y otra vez, un namero infinito de veces, la curva aln siendo continua no es
derivable en ninguno de sus puntos, ya que en ¢l limite de su construccion, estard formada
por puros picos. Las figuras tales como los circulos, las pardbolas, las elipses y muchas mads,
tienen la propiedad comiin que en su construccié, los cambios de direccion son de manera
uniforme, desde un trazo suave. Sin embargo al construir un poligono, como un
cuadrilatero, el trazo de sus lados es uniforme, es suave, pero cuando se llega a un cxtremo
de un lado, para continuar el trazo del lado que le sigue es necesario cambiar de dircccian
rapidamente en forma repentina formando un pico en la figura, pues bien las estructuras
fractales cn el limite de su construccion estin formadas solo por picos. En este caso la
dimensién se encuentra entre uno y dos ya que cubre mas espacio euclidiano que una curva,
pero no llena una superficie. En cierta manera se puede decir que la dimension fractal entre
uno y dos mide qué tan "picuda” es una figura fractal ya que conforme aumenta el niimero
de picos del generador, aumenta la dimensién (figura 11). También es de hacerse notar que
cualquier porcidn de la curva de Koch de cualquier tamafio, posee una longitud infinita.
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Fig. 11: Diferentes tipos de Generador.

Actividad 3: Se pueden disefiar otros tipos de generadores. La figura 11 presenta
varias alternativas diferentes de generador. También se puede partir de otras figuras
geométricas diferentes a un tridngulo equildtero, tales como otros tipos de triangulos no
necesariamente equilateros, cuadrados, rectangulos o cualquier otro poligono. La tnica
norma serd, que sea un proceso recursivo que garantice que la figura sea autosemejante, ya
que como se ejemplificard, en algunas situaciones cl proceso atn siendo recursivo puede
conducir a figuras que no son fractales. Construya la figura fractal que resulta al tomar un
cuadrado como ctapa cero y como generador, cualquiera de los que aparecen en la figura
11. También invente un generador y construya su imagen fractal.

Construccion de Arboles, Mediante un proceso recursivo, se puede dar inicio a la
construccion de elementos de la naturaleza, como son los arboles, {aunque la construccién
que se presenta aun es limitada para un verdadero modelaje de la naturaleza). Para modelar
un érbol, se parte de un segmento de recta en posicion vertical en la etapa cero, se divide en
dos partes y se climina la parte superior y es sustituida por dos segmentos de igual tamafio
separados por un angulo de 90 grados, cada uno colocado a uno y otro lado del segmento
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climinado, formando un éngulo de 45 grados con la vertical que fue eliminada. E! proceso se
repite una y otra vez recursivamente, en la construccion de las ctapas que siguen, obteniendo
al objeto fractal, (figura 12).

Fig. 12: Arboles

Se puede hacer variantes al proceso y se encontrarn otras figuras fractales que se
aproximan més a la in:mgen de un arbol o mejor dicho a una planta. Por ejemplo se puede
modificar el dngulo deseparacion entre las ramas del arbol que se construye, asi en lugar de
estar a 90 grados, pueden estar a 60 grados, 30 y 30 grados de la linca eliminada y
simultdneamente hacer una rama mas corta que la otra. Dos opciones diferentes se presentan
en la figura 12. Las graficas fueron elaboradas con el programa LOGO, aunque se pueden
elaborar con papel y lapiz. También con ese lenguaje de programacion, asi como con el
lenguaje BASIC, se construycron las imagenes fractales de la curva de Koch, y el tridngulo
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de Sierpinski (Figuras 13 y 14) y fueron elaboradas en acetatos, y presentados a los alumnos
durante el curso, para verificar algunas de sus propiedades (por ejemplo: la autosemcjanza),
Aunque los procesos con los que se generaron es un tanto diferente a los descritos en esta
secci6n, esencialmente son procesos recursivos. La figura 13 se construyd en lenguaje
BASIC y se tomé como base el triangulo de Pascal, que se describe en otra seccién de este
capitulo, La figura 14 fue generada en LOGO y se presentan varias etapas de su desarrolio;
para construirla se tomé un generador que aparece incluido en la figura 11 de este capitulo,
la figura generadora esta compuesta por tres lados adyacentes de un hexagono regular. En el
apéndice B se presentan los programas que los gencran.

b

'.“Ah":.m X’
bbb

&

Fig. 13: Triangulos de Sierpinski generado con Lenguaje BASIC.

Actividad 4: Construya un drbol con las reglas descritas con anterioridad. Modifique el
angulo de separacion de las ramas, cambie la longitud de las ramas de tal forma que una sea

mas larga que |z otra.
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Fig. 14: Triangulo de Sierpinski generado con ¢l Lenguaje LOGO

El Tridngulo de Paseal y los Fractiales. A partir del tridngulo de Pascal, también es
posible la construccion de una imagen fractal. El tridngulo de Pascal es un arreglo triangular
de nimeros naturales que generan los coeficientes de la expansion del binomio (1 + X)N,
donde n es nimero natural igual o mayor que cero. El tridngulo puede obtenerse de una
manera sencilla. En un arreglo triangular, en un primer renglén se coloca el niimero uno, en
el segundo renglon contiguo al primero, se coloca el digito uno a ambos lados del elemento
del primer renglon, para el tercer renglon se inicia colocando ¢l nimero uno por debajo y a
la izquierda del primer elemento del renglon anterior, el siguiente nimero se obtiene al
sumar los dos niimeros que se encuentran colocados por encima del nimero, a uno y otro
lado de €l, y el tiltimo elemento nuevamente es la unidad. Para generar los renglones
posteriores, se siguen las mismas reglas, se inicia y termina con ¢l nimero uno y los
elementos intermedios son el resultado de sumar los términos que estan por encima de ¢l a
su izquierda y a su derecha (figura 15).
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Tridngulo de Pascal

1. 11
12 1 101
13 1 1111
1 4 6 4 1 10001
15 10 105 1 110011
5 2 6 1 1010101
17 21 38 38 7 1 it111111
1 '8 28 56 70 56 28 8 1 100000001
1.9-36 8 126 6 84 36 1 1100000011
1.10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 10100000101
1.11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1 111100001111
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1 1000100010001
1 13 78 286 715 128717161716 1287715 286 78 13 1| 1001100110011
114 91 364 1001 20023003 343230032002 100t 364 9114 1 101010101010101
115 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 45510515 1 111111111

1t1tin

Tridngulo de Pascal en sistema
binario )

Fig. 15:

Una importante interpretacion del

Triangulo de Pascal,

tridngulo de Pascal, es por medio de los coeficientes

del desarrollo binomial, o sea, los coefici de los poli mostrados en la tabla 3.
a+Xp= 1
(1+X= 1+ 11X
(1+Xp= 1+2X + 1x2
(A+XP={ 1+3X+3X%+1X
(1+Xp=] 1+AX+...+AX"

Tabla 3; Coeficientes Binomiales

Los coeficientes se pueden obtener mediante la expresion matemdtica:
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n ni
=—— 0\ ;0sksn, 3
(k) ] < n, donde.

nl=(1)(2)(3) ... (n), paran20y 0l =1

Al desarrollar el factorial de un nitmero, éste crece rapidamente cuando n crece, por
ejemplo, 10! = 3,628,800, el factorial de 100 tiene 158 digitos y el factorial de 1000 tiene
2568 digitos, lo que hace que el cilculo de los coeficientes binomiales sea un tanto
complicado, atin con una computadora por medio de la formula anterior. Sin embargo al
emplear el triangulo de Pascal, no es necesario ¢l célculo de factoriales ya que como se
apunté con anterioridad un elemento cualquiera en una celda, resulta de la suma de los
elementos de las celdas vecinas a uno u otro lado por encima de ellas, en simbolos:

()-(-)-6)

aunque también los coeficientes binomiales crecen rapidamente conforme el niimero n crede,
asi podemos observar que cuando n=34 y k=17 el valor del coeficiente es igual a
2,333,606,220,

Afortunadamente para el propésito que se persigue en este trabajo no es necesario el
valor del coeficiente binomial. Para nuestro fin basta saber si el coeficiente tiene una cierta
divisibilidad, por ejemplo el investigar si un coeficiente binomial es par o impar es suficiente
para conocer su divisibilidad por dos. Cuando se quiere expresar el tridngulo de Pascal en
cddigo binario, se aplican las reglas que se muestran en la tabla 4.

Cuando en el tridngulo de Pascal, sustituimos los nimeros pares por el niimero cero y
los niimeros impares por el nimero uno, se obtiene un patrén como el que aparece en la
figura 15. Si se observa la imagen detenidamente, aparece nada menos que el tridngulo de
Sierpinski! Esto se puede verificar con mas detalle, si en lugar de ceros y unos usamos
pequeifios cuadros negros y blancos, de tal forma que los ceros se sustituyen por un cuadro
vacio (blanco) y los unos por un cuadro relleno de color negro, y en este caso la figura que
aparece, es semejante al tridngulo de Sierpinski, o sea un fractal, (figura 16).
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Fig. 16: Trisngulo de Pascal, en Sistema Binario

)

Impar+ Par = Impar

nt+l

(

L}

+ n
~1 k
Par + Par = Par

n

Par + Impar= Impar
Impar + Impar = Par

Tabla 4: Reglas para Sumar
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La construccion del tridngulo de Sierpinski en numeracién binaria, suministra una liga
con los automatas celulares. Existe toda una clase de autématas celulares que se encuentran
intimamente relacionados a los patrones de divisibilidad en el tridngulo de Pascal, se podria
decir que dicho tridngulo es el primer autémata celular. Los autématas celulares son una
herramienta muy importante en el modelaje y simulacion en la Ciencia y Tecnologia de la
Fisica, la Quimica y la Biologia.

Los autématas celulares son miquinas perfectas de retroali acion, un esq
que muestra un proceso de retroalimentacion se presentd en la figura 6, en donde el estado
final de una etapa es el inicio de la etapa subsiguiente; son estados matematicos finitos en los
cuales se cambia el estado de las celdas paso por paso. Los autématas celulares pueden estar
formados de una sola dimension, donde las celdas se encuentran simplemente alineadas en
forma semejante a una cadena como en el caso anterior, o bien su arreglo puede tener mis
de una dimension.

Para correr un autdmata celular, es necesario conocer dos entidades de informacion,
Primero, un estado inicial de las celdas también llamado capa inicial, que es una fila alineada
de celdas rellenas (negras) o vacias (blancas), como en el trizngulo de Pascal de la figura 16
que estd formada con cuadros llenos o vacios. Segundo, un conjunto de reglas o leyes, para
el tangulo de Pascal en sistema binario las reglas aparecen en la figura 17.

Estas reglas describen cémo una celda en una nueva capa, en el siguiente paso, es
determinada del estado de un grupo de celdas de la capa que le antecede. Las reglas no
dependen de la posicion ‘del grupo de celdas dentro de la capa. Entonces se puede
especificar por medio de una tabla o si es posible mediante una formula; por e¢jemplo para
construir el tridngulo de Pascal en una base binaria, se tienen las reglas que se indican en la
figura 17.

ag
Q

Fig. 17: Reglas para el Automata celular

Que en si, son las reglas que determinan si la suma de dos nimeros enteros es par o
impar, conociendo si los sumandos a su vez son pares o impares. Se pueden obtener
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modificaciones de la imagen fractal que se observa en la figura 16, cuando son modificadas
las reglas, por ejemplo al tomar en el triangulo de Pascal los miltiplos de otros niimeros,
como por ejemplo, multiplos del tres, multiplos del cinco, etc.

Actividad No. 5. A partir del Tridngulo de Pascal, sustituir los valores que sean maltiplos
del niimero tres por el digito uno y los que no sean maltiplos de tres por el digito cero, para
la construccién de otra figura fractal. Buscar el patron de reglas que se derivan de la
construccién del Tridngulo de Pascal con multiplos del tres, para que se pueda construir
como un autémata celular.

Sistemas Dindmicos Discretos. Un ejemplo tipico de un sistema dinamico, es ¢l
movimiento de las orbitas de los cuerpos celestes. Su estudio requiere de las herramientas
del calculo, en particular de las ecuaciones diferenciales. E! proceso de interaccién de una
funcion también describe un sistema en movimiento, de ahi que se adopte una terminologia
similar a la de los cuerpos celestes. Entonces previo al estudio de un sistema dinamico
discreto, se iniciar la seccidn presente con la descripcion de la terminologia.

La iteracién de una funcion, ya se sabe que es un proceso simple de fetroalimentacion,
donde el resultado de una etapa es el inicio de la etapa que le sigue. El proceso se puede
resumir por medio del esquema mostrado en la figura 18, que representa una méquina de
retroalimentacion la cual procesa nimeros y esta caracterizada por una formula de iteracion
Xpn = f{Xp), donde f{IX) puede ser una funcién de X. Se requiere un nimero de entrada y
la maquina regresa un nuevo nimero, el resultado de la formula, como salida. Estas
méquinas son muy usadas como herramienta en mateméticas y se han desarrollado
principalmente para la solucién de problemas complejos.

() () Sile)

Xas1 = fl(xn) ,
fJ(xn)

La funcién depende del azar

Fig. No 18: Maquina de retroalimentaci6n, con tres posibles salidas

62



Iterar significa repetir un proceso una y otra vez una gran cantidad de veces. En
dinimica, el proceso que se repite es la evalvacién de una funcién matematica. Una funcién
expresada algebraicamente se puede ver como una operacién que convierte ciertos niimeros
en otros nimeros posiblemente diferentes. Por ejemplo para iterar la funcién f (¥)=vx es
necesario tomar un valor inicial de x y extraerle la raiz cuadrada, al resultado nuevamente
extraerle la raiz cuadrada y asi sucesivamente (Tabla 5). Si se toma el valor inicial x = 256,

entonces calculamos en orden:

=f(xo)=\/—25_6=15
X =fx) = V16 =4

Tabla 5:

. En simbolos, se puede representar al proceso como una composicién de funciones
(tabla 6):

= fX) = VX,

= %) = FEC) =V Xo

X, = R = FEEC) = VWV Xo

Xn 1 =fn)

Tabla 6:
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La lista sucesiva de resultados de las iteraciones de un punto o un niimero, por medio
de una funcién f (X), se llama 6rbita del punto. Asf los némeros 16, 4, 2, 1.4142, 1.1892,
1.0905, ..., forman la érbita de X, = 256 bajo la funcion £ (X) = /X . La érbita de un punto,
puede crecer sin limite o sea en cada iteracion crecer y crecer o bien se puede aproximar mds
y més a un valor determinado. En el primer caso se dice que se tiene un punto fijo repulsor y
en el segundo se tiene un punto fijo atractor. Las orbitas también pueden ser periddicas o
ciclicas. Cuando la iteracién de una funcion eventualmente regresa a donde se inicio la érbita
de X,, es ciclica. Si hay un niimero n, tal que X;, = f (Xp.,) = X, a X, se le denomina punto
ciclico de periodo n, y a n periodo de la orbita.

Al iterar una funcion para conocer el comportamiento de las orbitas de los puntos, es
necesario realizar los célculos respectivos (que pueden resultar muy tediosos por lo
laborioso). Una forma de reducir lo tedioso de los calculos es sin duda si se efectan en una
calculadora gréfica, que tienen una gran capacidad para procesos iterativos de funciones, o
bien con una computadora personal.

Existe otra técnica para observar el comportamiento de la 6rbita de un punto, a ésta se
le denomina Andlisis Grafico. La gréifica de una funcién f (X) se puede construir mas
facilmente usando una computadora con un paquete graficador, lo que hari que la tarea
resulte mucho mas simple, para ello se puede usar alguno de los muchos paquetes de
software disponibles para trazar las graficas de funciones en la pantalla del monitor y/o en
una impresora. También pueden ser construidas usando algin lenguaje de programacion.

Existe un método geométrico simple para describir el comportamiento de las orbitas
de una funcion f{X). Para describir fa orbita de un punto X, se puede auxiliar con la grafica
de la funcion identidad Y = X, la cual forma un angulo de 45 grados con el eje X en un
plano coordenado XY, y la prafica de la funcion. Para ejemplificar el método y
simultaneamente visualizar un punto fijo atractor y un punto fijo repulsor, consideremos las
funciones simples f(X) = X/2 y g(X) = 2X, ambas funciones tienen al cero como punto fijo,
sin embargo la dinamica es diferente en cada caso.

La construccion de la 6rbita de un punto X, para la funcién f{X) = 1/2 X, usando un
andlisis grifico, se realiza de la siguiente manera. Para obtener el valor de X, = f{X,), la
gréifica de f{X) y la funcion identidad Y=X permiten leer este valor, cuando se traza una
linea vertical desde X, localizado sobre el eje de las abscisas hasta la grafica de la funcién
f{X), entonces se localiza X, = f{X,) grificamente, la interseccion de la vertical trazada
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desde X, con I gréfica de Ia funcién, es el punto (X,, f(X,) = X,). Para ubicar a X, = fiX,)
sobre el eje X, se traza una linea horizontal desde el punto (X, f{X,)) localizado sobre la
grafica de la funcién f{X), hasta el eje y, la interseccion de la horizontal con la funcion
identidad f(X)=X es el punto de coordenadas (X,, (X)) porque X, = f{X,) ya que Y=X de
acuerdo con la funcién identidad, entonces para ubicar a X, sobre el eje X, se traza una
vertical del punto (X,,f{X,)) hacia el eje de las abscisas y la interseccién de ambas, es el
punto buscado. Si el proceso es repetido ahora con el punto X, se localiza a X,, uego X; a
partir de X, (fig. 19), es como recorrer la grifica en escalera. El conjunto de valores de X
que se forman sobre el eje X 6 sobre la funcion identidad constituyen i Srbita de X,. Es de
hacerse notar que independientemente del valor X, en el caso de la funcién {X) = X/2 la
orbita de X, se aproxima al valor de cero, entonces el cero es un punto fijo atractor de dicha
funcion.

Tig. 19: Punto fijo Atractor.

La funcién f{X) = 1/2 X tiene a cero como un punto fijo y mediante un anlisis grafico
se puede verificar que todas las érbitas tienden a cero bajo el proceso de iteracion. El cero
atrae a las orbitas de todos los puntos, lo que se puede verificar facilmente con el uso de una
calculadora o una computadora, entonces el cero es un punto fijo atractor de la funcion f{X)
=12X.

Un anélisis grafico similar al anterior con Ia funcién g(X) = 2X muestra que todas las
orbitas diferentes de cero se comportan en forma distinta que en el caso de la funcion fiX) =
1/2 X; en esta funcion las orbitas se mueven alejandose de cero, por lo que ahora se tiene un
punto fijo repulsor (figura 20).
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Fig. 20: Punto fijo Repulsor.

Para ser més precisos, el punto P de f{X)se llama punto fijo atractor si hay un intervalo
a <X <b que contiene a P en el cual todos los puntos tienen 6rbitas que tienden a P. Esto
es, si X satisface a< X <b, entonces X, = ' (Xp.,) ~»P cuando n —» o, En forma semejante
a los puntos fijos, las érbitas periédicas pueden también ser atractoras o repulsoras. Existe
una diferencia fundamental entre puntos periddicos atractores y puntos periddicos
repulsores. Los puntos periddicos atractores pueden ser vistos por medio de un anlisis
gréfico, usando la computadora y un graficador mientras que los puntos fijos repulsores no
tienen esta cualidad.

Fig. 21: Orbitas de Ia funcién £(x)=x

Por lo anterior una drbita de un sistema dindmico es estable si tiene la propiedad de
que al cambiar ligeramente la entrada inicial X,, la orbita que resulta se comporta en forma

66



similar. Por ejemplo todas las orbitas diferentes de cero de la funcion raiz cuadrada, son
estables porque todas ellas tienden al punto fijo atractor uno, (figura 21). Un punto fijo
atractor o un punto periédico siempre es estable, mientras que un punto repulsor nunca es
estable.

Para un bidlogo que estudie el crecimiento o agotamiento de la poblacion de diferentes
especies de pajaros, peces o animales, un problema importante es la construccion de un buen
modelo matematico que permita predecir con precisién la poblacion futura de una especie.
Generalmente el investigador recurre a modelos matemiticos que son ideados para ayudar
en la prediccion o agotamiento de una poblacion. A menudo, estos modelos producen
sistemas dinfimicos de un tipo o de otro.

Uno de los modelos mas simples de sistemas dindmicos, es la ecuacién logistica
S (x)= Ax(1-x)= A. Este modelo puede ser usado para describir el comportamiento de la
poblacién de una especie simple que viva, se reproduzca y muera en un ambiente controlado
tal como un laboratorio. Fue Verhulst quien en 1875 formul6 esta ley por vez primera.

En cualquier ambiente, hay un nimero méximo L de especies que pueden estar
presentes en cualquier tiempo. La limitacion puede ser el espacio fisico del laboratorio en la
cual la especie est confinada, a ese nimero le podemos llamar L. El investigador denota por
Pn el porcentaje de esta poblacion limite, que vive en una generacion n. La ecuacion
logistica permite al bidlogo calcular la poblacion Pn4, de la generacién precedente Py, La
ecuacién es Py, = C Py, (1-Pp). Donde C es una constante que depende de cosas tales como
la cantidad de alimento disponible o la temperatura del Jaboratorio entre otras cosas. Usando
esta ecuacidn, a partir de una poblacidn inicial P, se puede calcular cualquier poblacion de
una generacion posterior.

No obstante, como se hard notar, este modelo simple, conduce a todo tipo de
comportamiento complicado e inexplicable. La iteracion de Ia funcién logistica, se torna en
uno de los més ricos e interesantes ejemplos de un sistema dinidmico discreto. La funcién
logistica es una funcién cuadratica dada por: f{X) = A X(1-X), donde A es una constante que
generalmente se elige entre cero y cuatro. En poblaciones el valor inicial X, es elegido
generalmente entre cero y uno.

Es aqui donde para iterar a la funcion para diferentes valores de A y encontrar las
orbitas de los diferentes valores de X, se hace indispensable el uso de la microcomputadora
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y algin software graficador o bien con un lenguaje de programacién que puede ser BASIC,
LOGO, PASCAL, etc., aunq'u_e también el proceso de iteracién se puede realizar con una
calculadora grafica quq'ahora”:ya se ehcuéntran comiinmente en el mercado.

La secuela de gféﬁcas pl;esenta las iteracion de la funcién logistica para valores de A
de 1, 3.2, 3.5, 3.9, y 4, asi como para diferentes valores iniciales de X, estas figuras fueron
realizadas en una microcomputadora empleando un programa en lenguaje BASIC. (figuras
22 a3l).

Fig.22: A=1,X,=0.25 Fig. 23: A =1, X, =0.65

Fig. 24: A=3.2, X, = 0.25 Fig. 25: 1 =3.2, X, =0.90
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Fig. 26: A=3.5, X,=0.25 Fig. 27: 2 =3.5,X,=0.90

Fig. 30: A =4.0, X;,=0.25 Fig. 31: 2 =4.0, X;=0.26
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Las graficas expresan lo siguiente. Independientemente del valor inicial X, la 6rbita del
punto muestra ser estable pues siempre converge a cero, por lo que el valor cero es un punto
fijo atractor, cuando A = 1, Para el valor de A = 3.2 se encontrd una 6rbita ciclica de periodo
dos, Jos valores son: 0.5130456 y 0.799456, también sc observa que independientemente del
valor inicial X, las orbitas son estables, (fig. 24 y 25). Para un valor de A = 3.5 aparece una
orbita ciclica estable de periodo cuatro, los valores son 0.38282, 0.82694, 0.50088 y
0.87500 Sin embargo con el valor de A = 3.9, se observa que las érbitas son inestables,
cuando se toman diversos valores de X,, las orbitas de los puntos no son periddicas ya que
se encuentran en ¢i inds completo desorden. Una cosa semejante sucedié cuando se tomo6 el
valor de A = 4 para un valor inicial X, = 0.26, no obstante, cuando fue iterada nuevamente la
funcion para A = 4 y X, = 0.25 sorprendentemente se encontr6 un punto fijo atractor que es
0.75, lo que viene a mostrar que el comportamiento de ésta funcion cuadrética no es
predecible para algunos valores de A. En el apéndice B se encuentra el programa (escrito en
BASIC )con que fueron obtenidas las figuras 22 a 31,

33:4=3.5, X, = 0.65.
Fig. 34: 1 =3.9, X, = 0.65 Fig. 35: A =4.0, X, = 0.65
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Otra forma como se pueden obtener las érbitas de los puntos para valores de A entre
cero y cuatro y distintos valores del punto inicial X,, es mediante un programa en una
calculadora grafica TI-81 aunque en este caso el programa indica en pantalla la grafica de
los puntos X, = f (Xp.,) que resultan de las iteraciones sucesivas de la funcién, En las
figuras 32 a 35 se presentan las graficas para la iteracion de la funcion logistica, con valores
diferentes de A, valores distintos de X y 40 iteraciones en cada ejemplo. Las figuras fueron
obtenidas en una computadora personal, con un simulador de la calculadora TI-81 y cada
gréfica contiene el valor de A con que fue iterada. La figura 32 muestra que para un valor de
A = 2.5, se obtiene el punto fijo atractor 0.6 , si A = 3.5, se obtienen los cuatro puntos
ciclicos 0,875, 0.383, 0.827 y 0.501, pero si 4 = 3.9 8 A = 4.0, se observa un
comportamiento cadtico en las sucesivas iteraciones de la funcion logistica, o que fue visto
anteriormente en las figuras 32 a 35.

Fig. 36: Curva Logistica con la calculadora TI-81

Si en una grafica se dibujan los puntos fijos atractores o las drbitas ciclicas de X =f
(Xp-1) contra el valor de A se obtiene una grafica como la mostrada en la figura 36, Esta
grifica fue elaborada usando un simulador de Ja calouwladora TI-81 en una
microcomputadora: se tomé un mismo valor inicial X, para cada caso y valores de A desde
0.1 hasta 4.0 tomando incrementos para A de 0.1 y 300 iteraciones de la funcién para cada
conjunto de condiciones iniciales. De la grifica se puede observar que para valores de A
entre cero y uno, las drbitas de los valores iniciales, tienen un punto fijo atractor en cero, tal
es el caso de A = 0.8 y X; = 0.5. Con estos valores se obtuvo el valor Xy, de cero como se
puede verificar en la figura 36.
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Para valores de A mayores que uno y menores que tres, se tiene un punto fijo
atractor que se mueve desde cero hasta un valor aproximado de 2/3. Sisetoma A =25y X,
= 0.5 se obtiene X, = 0.6 (Figura 36). Para valores de A iguales o mayores de 3 aparece
primero una drbita ciclica estable de periodo dos, por ejemplo para A =3.0 y X, = 0.5 se
obtienen los valores de X = 0.6994 y X = 0.6308 para la orbita ciclica (Figura 36). Luego
aparecen orbitas ciclicas de periodo 4, por ejemplo para A = 3.5. Luego para A = 3.55
aparece una orbita ciclica de periodo 8, sin embargo para valores desde A = 3.6 hasta A =
4.0 la grafica no muestra un patrén determinado y se comporta en forma cadtica (Figura
36).

Una grafica con mas puntos, se presenta en la figura 37. Para su construccién, se
tomaron valores de A mucho mas proximos unos de otros. En la gréfica se puede observar
como existen regiones negras donde no hay puntos como resultado de la iteracion de la
funcién logistica, Finalmente la figura presenta una amplificacion de una zona que se marco
con un recuadro en la primer grafica. Como podré observarse la figura es semejante & la
primera, lo que viene a verificar nuevamente que el todo esta contenido en la parte.

Como una consecuencia de todo lo anterior, se puede ver que ain el mis simple de
los sistemas dindmicos, tan simple como una funcién cuadrética, pueden exhibir un

comportamiento pletamente complicado y cadtico.

Actividad 6. A partir de la funcion f{X) = X2 + C calcular algunas Orbitas, para
valores de X, = 0y valores de C decreciendo desde 0.5 hasta cero.

Teoria del Caos. En la exploracion de la funcion logistica, cuando sc toman ciertos
valores de A cercanos a cuatro, la funcién se comporta en una forma caotica, pues bien, se
puede partir de un experimento puramente dominado por el azar para la construccion de una
imagen fractal. En estos casos se podrd verificar como el caos es en cierta medida
“ordenado", o sea que en el caos se encuentra el orden. Cuando se estudiaron sistemas
dinamicos se constaté cémo dentro del mas estricto orden matemitico, se encuentra la
semilla del mas completo caos, lo que nos conduce a conjeturar que el caos y el orden
aparecen en completa armonia.

Muchos fractales estan denominados por el azar y para comprender su significado

construiremos un fractal con esa caracteristica, lo llamaremos el juego del caos. Para su
construccion, partimos de las siguientes reglas: en una cartulina seleccionar 3 puntos, que
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bien pueden ser los vértices de un tridngulo equildtero, a los que llamaremos CASA,
PARQUE Y ESCUELA; en el orden que desees. Las reglas del juego son las siguientes,

1). Seleccionar aleatoriamente un punto en la cartulina lo llamaremos punto P, (punto
inicial).

2). Lanzar un dado. Si aparece 1 6 2 seleccionar el vértice CASA, si aparece 3 6 4
seleccionar el vértice PARQUE y si aparece 5 ¢ 6 seleccionar el vértice ESCUELA.

- 3). Encontrar el punto medio entre Py y el vértice seleccionado después del lanzamiento del
dado y hnumarle el punto P,

4). Repetir el paso niimero 2 con P;. Repetir el paso nimero 3 y al punto llamarle P,. Con el
punto P, repetir los pasos 2 y 3, para obtener el punto Py, repetir los pasos 2 y 3
recursivamente para encontrar mas puntos ;Qué figura se observa en la nube de puntos
que se genera?. La figura 38 indica el resultado para 100, 200, 500 y 2000 lanzamientos
del dado jsorprendente aparece el tridngulo de Sierpinski nuevamentel.

e n " . it

. - 3 g S
100 Puntos 200 Puntos 500 Puntos 2000 Puntos

Fig. 38: Tridngulo de Sierpinski por medio del juego del caos

El proceso se puede simbolizar por medio de una maquina de retroali ion que
se presenta en la figura 18. La maquina de retr ion contiene una entrada Xy, y para
la salida cuenta con tres opciones dentro de la unidad de proceso, de acuerdo con el
resultado del lanzamiento del dado, la salida esta dominada por las leyes del azar.

Cambiando las reglas del juego aparecen otras iméagenes fractales (figura 39). Como
se sefiald con anterioridad los procesos recursivos son tediosos, aburridos y gastan una gran
cantidad de tiempo. Las figuras que aparecen fueron obtenidas a partir de la simulacion del
experimento del Juego de Caos usando un simulador de la calculadora grafica TI-81 en una
microcomputadora y de ahi se insertaron en el procesador de texto. Esto viene a confirmar
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que el desarrollo de Ia teoria fractal fue posible en virtud del avance vertiginoso de las
tecnologias en el campo de la electronica.

Fig. 39.

Lo sorprendente de la teoria del caos es que muestra que el determinismo
matematico es en muchos casos solamente aparente, ya que nos conduce a resultados
inusitados, pues no se puede predecir el comportamiento del modelo matemdtico, adn
cuando este modelo sea suficientemente preciso. Entonces se puede decir que es dentro del
més riguroso orden matemético donde encontramos la semilla del mas completo caos.

Ese tipo de comportamiento, también aparece cuando se estudia el comportamiento
de la funcién logistica fX) = A X(1-X), que representa un proceso dinimico muy simple.
Sin embargo se comporta de una manera muy complicada; de una forma aleatoria. Se puede
constatar por medio de un andlisis grafico que para algunos valores de A, la funcién f(X)
salta alrededor de la linea de la funcion identidad en forma impredecible, como se puede
apreciar en las figuras 28, 29 y 31. Esto es el concepto de caos, uno de los conceptos mas
importantes en la matemdtica actual.

Generalmente el Caos esti presente en todo lo que nos rodea, aparece en los
patrones del remolino de un huracén, sobre un radar, en las subidas y bajadas del stock de
mercados, en los incontables patrones formados por el humo del cigarro, etcétera. Dichos
fenémenos parecen ser totalmente impredecibles y estan fuera de control. Estos ejemplos
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involucran a innumerables variables, sin embargo no es el nimero de variables Jo que hace
cadtico a un sistema, ya que un sistema simple que consta de una sola véﬁableﬁcomo el caso
de la funcion logistica f{X) = A X(1-X), se comporta en forma lmpredemble para ‘ciertos
valores de A, aiin cuando tinicamente depende de una sola variable - e

Un prototipo de una funcién cadtica es la funcion cuadrética f(Z) = Z?, donde Z es
un nimero complejo. En esta funcion no todas las orbitas de los puntos son impredecibles.
Cuando -1 < |Z| < 1 1a érbita de Z tiende al punto fijo atractor cero, pero si |Z| >1lla
oOrbita de Z tiende a infinito. Si a la funcidn cuaaratica, se le agrega una constante C, o sea
que la funcién aparece como f{Z) = Z2 + C, aparecen los conjuntos de Julia y Mandelbrot.
En Ia figura 40, en el primer cuadro aparece la imagen fractal del Conjunto de Mandelbrot.
Los siguientes cuadros son amplificaciones de un recuadro de la imagen anterior, sefialada
en la figura, se puede constatar que después de varias amplificaciones aparece nuevamente la
imagen inicial, o sea que la parte contiene el todo, la figura posce infinitas copias de si

misma,

Fig. 40: Conjunto de Mandelbrot y amplificaciones sucesivas de la imagen.
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Cabe sefialar que no todo proceso recursivo genera imégenes fractales por ejemplo
en la secuencia de gréificas de la figura 41 aparece una sucesion de figuras de perimetro
constante cuyo limite es un cuadrado.

Fig. 41

Igualmente las grificas de la figura 42, ain cuando se realizan mediante procesos
recursivos, no son imagenes fractales, en ambos casos el perimetro es constante y el area
tiende a cero.

Fig. 42
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Las figuras anteriores no pueden ser imagenes fractales debido a que los fractales
tienen la propiedad de tener una longitud infinita y en los casos anteriores las figuras poseen
una longitud finita que permanece constante al pasar de una etapa a la otra en la
construccion de la figura,

Medicién de la longitud de la Curva de Koch. Para realizar la medicién de la
longitud P de la Curva de Koch, procedamos considerando etapa tras etapa. La etapa cero
consta de 3 lados, si la longitud de cada lado es unitaria entonces la longitud de la figura es
Py = (3)(1) =3 o sea que la longitud se obtiene al multiplicar el nimero de lados N, por la
longitud del lado L,, por lo tanto Py= NgL,. En la etapa uno, cada lado de la figura de la
etapa cero se dividié en tres partes de un tercio de la longitud inicial, se elimind el tercio
central y fue sustituida por dos segmentos de igual longitud L, = 1/3. El resultado fue una
figura de 12 lados iguales (ver figura 10) cuatro por cada lado de Ia etapa anterior, N,= 4(3)
=12, por lo que la longitud de la figura es P, = N,L,= 12(1/3) = (4/3)3. La etapa dos se
construye dividiendo cada lado de Ia etapa uno en 3 partes, cada uno de longitud
L, = 1/3(1/3) = 1/9 eliminando la parte central y agregando dos segmentos de longitud 1/9,
el resultado es N, =(12)(4) =48 segmentos, por lo que la longitud total es P, =N,L,
= 48(1/9) = 4(4)(3)/3? = (4/3)?3. En la etapa tres, cada lado de la figura de la etapa dos se
divide en tres partes iguales, Ly = 1/3(1/9) = 1/27 de nueva cuenta eliminamos el tercio
central y en su lugar colocamos dos segmentos de longitud L,, el resultado es una figura de
N, = 4 (48) = 192 lados, la longitud total es consecuentemente Py = N; L, = 192/27 =
4(4)(DB)BB)3) = (413)%3.

Etapa | No de lados. Long. del lado. Perimetro

0 Ny=3 L, =1 Pp=NyL,=(3)1)=3

1 i3y =12 (131 =(/3)L, 4(3)1/3(1) = (413)(3),

2 4(12) = 41(3) (1/3)(1/3) = (3/3)2(1) 42(3)(1/3)2(1) = (4/3)*(3)
3 4(48) = 4°(3) Q13132 = (1/3)%(1) $3)(A/3P(1) = (4/3)%3)
4 4092)=443) | (1/3)(1/3)* = (1/3)(1) A(3)(1/3)1(1) = (4/3)4(3)
5 4(768) =455(3) | (1/3)(1/3) = (113)5(1) A33)(1/3)5(1) = (4/3)%(3)
6 4(3072) =45(3) _ | (1/3)(1/3)° = (1/3)°(1) 45(3)(1/3)5(1) = (4/3)%(3)
n Np = 4(Ny) Lp=Q/3)"Ly) Pp=(4/3)"Py

Tabla 7.

78




TESIS D DEBE
SA%QA DE LA BIBUIOTECH

En la tabla 7 se presentan algunas etapas de la curva de Koch, el nimero de lados,
longitud del lado y la longitud total de la figura en cada etapa. Al analizar esta tabla se
observa que conforme se pasa de una etapa a la otra, el nimero de lados aumenta por un
factor de cuatro mientras que la longitud de los lados disminuye en un tercio, por lo que
resulta facil llegar a generalizar el resultado y observar como a medida que aumentan las
etapas la longitud total de la curva aumenta en el factor (4/3) que es mayor que la unidad,
etapa tras etapa. En matematicas cuando una sucesion de niimeros aumenta sin tener un
limite, como en el caso del perimetro, sc les llama sucesiones no convergentes.

Etapa_|Longitud de la Curva. | Area dentro de la Curva

0 Py=3 Ay=(3/4) =04330

1 P,=@43)3=4 A, = (3/4) + (f3/4)(1/9)3 = 0.5773

A, = (V314) + (V314)(1/9)3 + (V3 14)(1/9)2(3)(4) =
2 Py =(43)3=533 |0.6415 :

A= (V374) + (V374)(1/9)3 + (V37 4)(1/9)2(3)(4) +
3 Py=(4373="7.11 | (/3/4)(1/9)3(3)(4)2 = 0.6700

A= (314) + (314)(119)3 + (Y31 4)(19)2(3)(4) +
4 Py=(4/3)3=12.64 | (J3/4)(1/93(3)(4)2 + (V3 /4)(1/9)4(3)(4)3 = 0.6827
Ap = (V374) + (V374)(1/9)3 + (V31 4)(119)2(3)(4) +
n P =(4/3)"3 ... + (314)/9GE) @)

Tabla 8.

Con la construccién de la curva de Koch, también se puede verificar otra propiedad
que tienen los fractales: el poseer una longitud infinita encerrada en un 4rea finita.
Efectivamente al analizar la tabla se puede observar que el perimetro en cada etapa es cuatro

79



tercios mayor que la etapa que la antecede, por lo que crecerd sin limite. Por el contrario, el
drea alin cuando aumenta etapa tras etapa, el aumento no es de la naturaleza del perimetro.
Intuitivamente se puede observar que el &rea nunca sobrepasard el drea de un circulo
circunscrito a la grafica de la curva de Koch. En cada etapa aumenta el &rea un cierto
nimero de triangulos equilateros cada vez mas pequefios, como en el caso de la longitud.
Matematicamente se puede obtener una formula general para el area que encierra la curva y
se puede mostrar que la expresion para encontrar el irea en cualquier etapa estd formada por
una sucesion de términos, a la que se le llama serie y se representa por Ap. (Tabla 8). Se
podré observar que cuando se aumenta el nimero de etapas, aumenta el nimero de términos
en la expresién Ap. Sin embargo el drea no sobrepasaré el valor aproximado de 0.6928, lo
que se demuestra medi técnicas aticas que estan fuera del propdsito de este
trabajo. El valor que no es alcanzado y por lo tanto no superado, se le conoce como limite
de la serie (si la serie tiene limite, se dice que la serie es una convergente). Lo anterior
verifica el hecho de que los fractales tienen una longitud infinita.

El problema de la medicién de la longitud de una costa y su modelaje. Un
problema clésico en el desarrollo de la geometria fractal fue la medicién de la longitud de
una costa. En efccto el padre de los fractales, Benoit Mandelbrot se plante6 el problema de
medir la costa de la Gran Bretafia. Por ejemplo, si se toma un trozo de costa maritima en
una region accidentada para tratar de medir su longitud efectiva, la longitud debe ser igual o
mayor que la distancia en linea recta entre los extremos de la curva. Si la costa fuera recta la
distancia entre los extremos daria la solucion al problema, no obstante una costa muy rocosa
es sumamente sinuosa y resulta mds larga que una linea recta, la longitud final resultara ser
tan grande que para fines pricticos se le puede considerar infinita.

Un método de medicién puede ser pasear un compds, con una abertura dada sobre la
costa, iniciando cada paso donde termina el paso anterior. El valor de la abertura def compés
multiplicado por el nimero de pasos nos daré una aproximacion de la longitud de Ia costa.
Si se repite la operacion reduciendo cada vez mas la abertura del compés, se encuentra que
la longitud tiende a aumentar sin limite. Se puede decir que el principio en que se basa la
medicion consiste en reemplazar el objeto que se va a a medir, que es demasiado irregular,
por una curva suavizada o regularizada. Es como imaginarse que un hombre camina a lo
largo de la costa siguiendo el camino més corto posible sin separarse de ella mas de una
distancia fija n, luego, se repite el proceso, haciendo cada vez més pequeia la distancia n.
Despusés se sustituye al hombre por un ratdn, después por una hormiga. Cuanto mas cerca
se quiera uno mantener de la costa, tanto mayor sera la distancia por recorrer.
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Cuando las costas son consideradas como figuras geométricas, éstas resultan ser
desordenadas y complicadas. Sin embargo les subyace un orden y el grado de irregularidad

que se presenta a distintas escalas, es a grosso modo igual. Esto es, cuando se observa una
bahfa o una peninsula representadas en un mapa a cierta escala, y si son observadas
nuevamente a una menor escala es asombroso ver que sus contornos estan formados por
innumerables sub-bahias y sub-peninsulas. Al cambiar nuevamente a una escala menor
aparecen sub-sub-bahias y sub-sub-pininsulas, y asi sucesivamente. La iteracion no se puede
continuar indefinidamente, los mapas en las distintas escalas son diferentes en lo especifico
sin embargo tienen el mismo carécter global, los mismos rasgos genéricos, se puede pensar
que un mismo mecanismo puede generar tanto los detalles pequefios como los grandes,
como si la escala no importara. Hablando estadisticamente cada pedazo de costa es
|

ite a la costa a

Con el propésito de simplificar el problema de la medicién de una costa y su
modelaje, se puede partir de una figura mds regular, que sirva para medir el grado de
irregularidad de las curvas por la intensidad de los grandes y pequefios detalles o sea por su
relacion de autosemejanza, Consideremos la costa de una isla trazada tan burdamente como
un tringulo equilatero, a continuacién se construye sobre el tridngulo, la curva de Koch
descrita con anterioridad, para hacer la medicién de su longitud.

Medicién de la Costa. La propiedad de autosemejanza que poseen los fractales
puede ser deterministica o de tipo estadistico, El primer tipo se refiere a que si se toma una
porcion de la figura y se amplifica, la figura que resulta es semejante a la figura original. El
segundo tipo se refiere a que si se toma una porcion de la grafica y se amplifica la imagen
que resulta conserva sélo algunos aspectos de la imagen original, figura 44

Aun cuando la Curva de Koch se ha introducido como modelo simplificado de una
costa, el modelo es inaceptable, no porque sea demasiado irregular sino porque su
irregularidad es d iado sistematica en comparacién con una costa. Se puede decir que su
desorden no es excesivo sino insuficiente. De hecho si se desea modelar una costa por medio
de la construccion de Koch, es necesario introducir elementos del cacs. Una forma de
hacerlo, es orientando el pico del generador de la curva de Koch en forma aleatoria. La
figura 9 muestra la curva de Koch, en ella el pico del generador se orienta hacia afuera de la
figura. Cuando se construye en forma aleatoria la curva, el pico puede orientarse hacia un

lado o hacia el otro lado (figura 43).
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Fig. 43: Generador Aleatoria

Una variante en la construccion de la Curva de Koch se presenta si se modifica el
angulo del generador. Originalmente el dngulo que forma con la horizontal es de 60°,
cuando se varia el dngulo y simultineamente [a eleccion del pico se aleatoriza. La curva
modela de una manera mejor el contorno de una costa, sin embargo para realizarlo es
recomendable utilizar algin lenguaje de programacién y la computadora. La figura 44
muestra una porcién de la curva de Koch generada con un dngulo diferente a la figura
original y otra porcién de una curva donde se modificé el éngulo y se aleatorizd la
orientacion del pico (figura 44).

Fig. 44: Variaciones de la curva de Koch.

Dado el tiempo en el que se desarrollard el curso y la limitacién en el uso de la
computadora no se hara la modelacion de la costa, sin embargo, el proceso de medicién de
la longitud de la costa y la semejanza con la longitud de la curva de Koch, se llevaran a cabo
durante el curso, Para la medicion de la longitud de la costa, se tomarad el mapa de la
Repiiblica Mexicana figura 45 y se dividird en tres porciones: el Golfo de México, la Costa
del Pacifico, desde Chiapas hasta Sonora y la costa de la peninsula de Baja California. Para
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implementar el ejercicio se formaron grupos de alrededor de cinco integrantes y a cada
grupo se les dio una de las costas. Los resultados para las longitudes usando diferentes
escalas, estin resumidos en fa Tabla 9.

Fig. 45: Mapa de la Repiblica Mexicana.

Longitud de las Costas.
Etapa [Long.de Golfo Pacifico Peninsula
Escala (cm.). -
1 8 63.3 94.0 60.4
2 4 67.4 95.4 66.8
3 2 71.6 98.1 74.4
4 1 814 101.6 82.6
5 0.50 89.3 104.5 86.7
6 0.25 100.7 118.0 100.5
Tabla 9.

Con los datos obtenidos se construyen las grificas de la figura 46. Una grafica
presenta la longitud de la curva de Koch contra el nlimero de etapa que aparecen en la Tabla
8 y la otra grafica contiene la longitud de la escala contra la longitud de la costa Tabla 9. Se
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notaré que en forma semejante con ia curva de Koch, Ia longitud de la costa aumenta al
disminuir la escala o sea aumenta etapa tras etapa,
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Etapa contra longitud de curva  Escala contra longitud costa

Fig.: 46, Grificas, de la curva de Koch y de las costas.

Conexién hacia los Fractales, Existe cierta similitud entre las graficas de las
longitudes de la curva de Koch y la de la costa. Para hacer méas explicita la semejanza se
construyen y grafican las tablas 10 y 11 que estan formadas con el nimero de etapa y el
logaritmo en base diez del perimetro de la curva de Koch y el nimero de etapa y el
logaritmo en base diez de la longitud de las costas (figura 47).

No. Etapa 0 1 2 3 4 S
Log.(Long. Curva Koch). | 0.4771 0.6021 }0.7270 {0.8519 |0.9769)1.1018

Tabla 10.

No. Etapa 1 2 3 4 5 6

Log.(Long.Costa Golfo). 1.8014 |1.8287 | 1.8549 | 1.9106 [1.9509 }2.0030

Log.(Long.Costa Pacifico) }1.9731 }1.9795 |1.9917[2.0069 |2.0191 [2.0719

Log.(Long.Costa Peninsula) | 1.7810 | 1.8248 [1.8716{1.9170 |1.9380 [2.0022
Tabla 11
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Fig. 47.

Se podré apreciar que las graficas son rectas en el caso de 1a lopgitud de la costa y la
longitud de la curva de Koch, lo que quiere decir que ambas representan cosas similares.
jAmbas son Fractales! y se puede afirmar que un objeto de la naturaleza es un fractal, si lo
es la figura que modela su contorno.

Es de destacarse que la inclinacién de la recta o sea la pendiente, esta relacionada
con lo accidentado de la costa, mientras més sinuosa sea la costa, la recta tendré una mayor
pendiente, lo que quiere decir que la longitud de la costa aumentara mas rapidamente en un
€aso que en otro 0 que una costa es mas rocosa que la otra. Por otro lado cuando las costas
producen la misma pendiente de la recta, aunque sean diferentes en detalles dan la misma
impresidn cualitativa: "son igual de rocosas".

La pendiente de la recta estd estrechamente vinculada a la nocién de dimensién
fractal, "dos curvas que tienen la misma pendiente, tendrén la misma dimensién fractal”. Los
fractales poseen una dimension generalmente fraccionaria ya sea entre cero y uno, entre uno
y dos o entre dos y tres.

Dimension Fractal. Otra de las caracteristicas de los fractales, se refiere a la
dimension fractal. En Geometria Euclidiana es bien sabido que un punto o un niimero finito
de puntos tienen dimension cero, una linea es una figura de dimension uno; un plano o
cualquier otra superficie ordinaria es una figura de dimensién dos; un cubo o cualquier otra
figura solida, tiene dimension tres. En Geometria Fractal, la dimensién D nos da el grado de
irregularidad o interrupcion, el grado de rugosidad o fragmentacion, de una estructura
fractal. La dimension fractal, puede ser una fraccidn simple como: 1/2, 3/5; un nGmero
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irracional por ejemplo; log 4/log 3 = 1.2618, /2, +/3, 7, etc.; o incluso un niimero entero
uno o dos, sin parccerse en nada a una recta, ni a un plano. Ciertas curvas planas muy
irregulares tienen una di ion fractal entre uno y dos; las superficies rugosas o llenas de
convulsi tienen di ion entre dos y tres; y los polvos sobre una recta (Polvos de

Cantor) tienen una dimension ue se encuentra entre cero y uno.

Gran parte de los objetos naturales son sistemas, en el sentido de que estan formados
por muchas partes distintivas organizadas por fendémenos de caricter cooperativo. La
dimension fractal describe un aspecto de esa regla de articulacién.

Exi varias definici de di ion fractal, una de éstas definiciones es debida a
Hausdorff (1919) y elaborada por Besicovitch, la formula es NrP= 1, donde: N es el niimero
de componentes lineales; r es el factor de escala y D la dimensién. Cuando en la expresién
dada se despeja la dimension se tiene: D = log Nflog (1/r).

La dimensién fractal es un concepto mas complicado, sin embargo al aplicar la
relacién anterior a diferentes situaciones, la formula se verifica, como se muestra a
continuacion:

i) en el caso de un segmento de recta, se tiene que la dimensiéon D = 1.

N=3yr=1/3, se verifica que Nr® = 1, ya que 3(1/3)! = 1

iia). Si se parte de una superficie plana, donde D =2,
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N =9, r=1/3, Entonces al aplicar NiP = 1, s tiene que (9) (1/3)2=1

iib). Otro ejemplo en D =2 o

N=625,r=1/235, Ni® = 1, (6:25) (122512 =1

iii). Cuando D =3, se tienen cuerpos solidos como el caso de un cubo.

N =27, r=1/3, N(1/r)>= 1, entonces 27(1/3)* = 1, y se verifica la formula.

De lo anterior, es de esperarse que la dimension esté dada por la relacion:
D = log Nflog (1/r)
Entonces al aplicarla en diferentes situaciones, se obtiene la dimension fractal. En el
caso de los Polvos de Cantor, se tiene que su dimension es: D == log 2/ log 3 = 0.6309

A partir de las dimensiones encontradas en estos generadores de fractales, se puede
observar que a mayor numero de elementos en el generador, la dimension del fractal

aumenta, entonces se puede pensar que la dimension mide qué tan "quebrada" esta la figura
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fractal, o también se puedekpens.ar que Ia dimension fractal aumenta con un atimero de picos
de su generador, en dimensiones entre uno y dos. Para dimensiones entre dos y tres, se mide
el grado de rugbsidad de una superficie, mientras que para dimensiones entre cero y uno, se
tendré el nivel de rupturas de la estrictira fractal.

El concepto‘ puede verse intuitivamente de la siguiente manera. Cuando en una curva
aumenta el nimero de piéosrly'nz'xs rapidamente en una construccion que en otra, aumenta la
dimensién fractal. Por ejerﬁplo si consideramos los generadores de la figura 48, las curvas
fractales que gencrarian tendran una dimension fractal.

Iniciador -

Generador log Bliog 4= 1,2925

:Dim,= log Bflog 4= 1.5

Fig. 48 Dimension Fractal con dos generadores.

Se puede interpretar como que a medida de que la curva tiene un mayor niimero de
dobleces o picos, aumenta la dimensién fractal, sin llegar a ser una superficie. En el caso de
fractales con dimensiones entre uno y dos el significado seria de superficies rugosas, también
se puede decir a medida que aumenta la dimension la superficie resulta més rugosa.

Resumen.- En esta seccion se presentaron los materiales desarrollados y se incluyé
una discusion de su elaboracion para la mejor implementacion del curso sobre fractales. En
el siguiente capitulo, el Gltimo de la tesis, se discuten las conclusiones y recomendaciones.
Al final se presentan los apéndices del trabajo y la bibliografia correspondiente.
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CAPITULO V

DISCUSION, CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Este capitulo contiene una discusion de las respuestas que los alumnos dieron al
cuestionario que se les aplico al final del curso sobre fractales, el total del grupo fue de 34
alumnos, de los cuales 30 de ellos dieron respuesta al cuestionario. Después se presentan las
conclusiones y al final se propone una serie de recomendaciones para la implementacién de
los temas de la matematica contemporanea al bachillerato, contempiando el uso de las
nuevas tecnologias en la ensefianza como auxiliar didactico. Al discutir las recomendaciones
pedagogicas se hacen también recomendaciones para investigaciones futuras.

Discusién. El cuestionario (Apéndice A) contiene 13 preguntas. Hemos dividido la
discusién del cuestionario en grupos de preguntas afines para facilitar la interpretacién de
sus datos. El grupo uno, Geometrias no Euclidianas, consta de las dos primeras preguntas y
con ellas se quiere observar si los alumnos captaron los fundamentos que dieron origen al
surgimiento de las Geometrias no Euclidianas y si podian establecer algunas diferencias
entre estas Geometrias y la Geometria de Euclides. En el grupo dos, Relacion entre la
Geometria Clasica y Geometria Fractal (preguntas tres y seis), se persigue observar si los
alumnos relacionan la Geometria Cldsica y la Geometria Fractal y pueden establecer
diferencias entre ellas. El grupo tres, Geometria Fractal y sus propiedades, contiene las
preguntas 4, 5, 7, 8, 9 y 10, en ellas se interroga al alumno sobre lo que cree que son los
fractales, cuales son sus propicdades y 1a utilidad que le encuentran. En el grupo cuatro,
impacto de la Geometria fractal en el alumno, en el se pretende investigar hasta qué punto el
tema de fractales fue del agrado del estudiante, (preguntas once y doce). Finalmente, el
grupo cinco, evaluacion del curso (pregunta trece), intenta que el alumno evalue al profesor
en la imparticion del curso y presentacion del contenido. Los datos se discuten en los
parrafos siguientes; esta discusidn contiene otros datos cualitativos como son las
observaciones del instructor y los trabajos que los alumnos realizaron durante las sesiones
del curso. Las respuestas dadas al cuestionario aparecen en el apéndice B.

Las Geometrias no Euclidianas tienen como proposito observar en el alumno si
percibe que ademas de la Geometria de Euclides, al modificar los postulados, es posible
encontrar otros modelos geométricos y a su vez establecer alguna diferencia entre la
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Geometria Euclidiana y las Geometrias no Euclidianas. Asi la primera pregunta del
cuestionario interroga al alumno sobre lo que motivé el surgimiento de Geometrias no
Euclidianas. A pocos alumnos les quedé precisa la idea; tinicamente dos alumnos lo hicieron
en forma adecuada, en tres casos se dieron respuestas aparentemente sin sentido como "La
Geometria se basa en postulados, leyes, etc., creadas por el hombre". Sin embargo en
aproximadamente la mitad de los alumnos se encontraron respuestas asociadas con la
Geometria Fractal. Una cosa similar ocurrié con las respuestas a la pregunta nimero dos,
donde se pidi6 a los alumnos que establecieran diferencias entre la Geometria Euclidiana y
las Geometrias no Euclidianas, donde casi uno de cada tres alumnos respondieron con
argumentos de la Geometria Fractal. En esta pregunta el niimero de estudiantes que
contest6 en forma mas congruente se aproximo al 50%. Es posible qixe la razon para que los
alumnos ligaran estas preguntas con la Geometria Fractal, haya sido porque a las
Geometrias no Euclidianas, se les dedico en el curso muy poco tiempo en la clase ya que el
tiempo se concentrd hacia la Geometria Fractal que constituia el objetivo primario del
curso. Es evidente que un estudio de las Geometrias no Euclidianas seria de gran provecho,
pero su implementacion requeriria del alumno un mayor grado de abstraccién para su
comprension, por lo tanto en el curso se contemplé su inclusion con el tnico proposito de
que el alumno se diera cuenta de la existencia de otros modelos geométricos distintos al de
Euclides y como habian surgido éstos. Con un antecedente de esa naturaleza se esperaba
que los estudiantes observaran que las matematicas son dinamicas y estan en continua
evolucidn, hasta llegar a la Geometria Fractal que es de muy reciente creacion y nos permite
modelar a la naturaleza. Las siguientes preguntas se encuentran enfocadas a observar en el
alumno, los efectos de estos temas en su formacion y modo de ver las mateméticas como

objeto de estudio.

Relacién entre las Geometrias Euclidiana y Geometria Fractal, en la pregunta tres, se
pide a los estudiantes que establezcan algunas de las limitaciones que tiene la Geometria
Euclidiana para representar objetos de la naturaleza; mientras que en la pregunta seis se les
pide establecer algunas diferencias entre ambas Geometrias. Estas dos preguntas pueden
relacionarse en sus respuestas asi que de acuerdo con esto, la pregunta tres aunque sigue
involucrando a la Geometria de Euclides, tiene la intencion de que el alumno enfoque su
atencion hacia la Geometria Fractal y se le pregunta las limitaciones que tiene la Geometria
Clasica para modelar algunos elementos de la naturaleza. Aqui se detectaron en los alumnos
problemas de orden logico o problemas de comunicacién. En este caso ningun alumno dio
un argumento convincente que nos conduzca a deducir que el alumno tiene interiorizadas
algunas fle las limitaciones que hay para construir elementos de la naturaleza a partir de la
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Geometria de Euclides, pero si se observaron respuestas del tipo "no s¢ puede porque sus
trazos son rectilineos”, otras son del tipo "describe a la naturaleza toscamente y sélo sirve
para hacer planos”. Se aprecia que hay un cierto manejo de la terminologia sobre fractales
pero sin una precision sobrg los significados. Aproximadamente en la mitad de los alumnos
se detectd una idea sobre aspectos de la Geometria Fractal,

La pregunta seis busca que el alumno mencione las principales diferencias entre la
Geometria Euclidiana y la Geometria Fractal. Por las respuestas dadas, se puede establecer
que en la mayoria de los casos, se establece una contrastacién adecuada entre los dos
modelos geométricos apoyandose en argumentos que son adecuados tales como que la
Geometria de Euclides tiene dimensiones enteras, mientras queA la Geometria Fractal
comiinmente tiene una dimension fraccionaria. Sin embargo casi en la totalidad de los casos
Unicamente se menciond una diferencia entre las dos Geometrias en lugar de las dos
diferencias que se le pidieron. Se observo nuevamente que hay un buen nimero de casos
donde se confunde la pregunta con las caracteristicas que tienen los elementos ya sea de la
Geometria Fractal o de la Geometria Euclidiana y que también se encontraron un niimero
significativo de respuestas que no tienen aparentemente relacion con la pregunta que sc les
formuld; como por ejemplo un alumno respondié que “"depende de escalas y la no
Euclidiana utiliza mas de una paralela”.

El bloque tres, pretende que el alumno exteriorice los conceptos que sobre Geometria
Fractal le fueron significativos durante el curso, asi como también poder observar si
quedaron en su interior algunos de los elementos que’ permitieron que esta importante
disciplina de la matematica actual viera luz y a su vez rindiera frutos. En la pregunta nimero
cuatro se pide al alumno que explique con sus propias palabras qué es un fractal. Por las
respuestas dadas, sc puede inferir que para la gfin mayorfa de los estudiantes queda en
mente una idea lo suficientemente clara de lo que son los fractales. Las respuestas
generalmente estan conectadas con las propiedades que tienen los fractales. Las propiedades
de los fractales que mas cominmente enumeraron los alumnos son: la de autosemejanza,
que es una figura construida por procesos recursivos, que son de longitud infinita limitada
por un drea finita y la capacidad de modelar a la naturaleza. Sélo en un par de casos las
respuestas estan fuera de contexto, por ejemplo un alumno escribié "es la remodelacion de
una figura geométrica sacada en varias dimensiones”. Esta respuesta sugiere que el alumno
tiene ciertas dificultades para conectar un conjunto de ideas aparentemente dispersas y que
se queda con una idea inicial o con un ejemplo especifico de lo que es un fractal.

91



En la pregunta nmero cinco, se le pide a los alumnos que mencionen dos factores
que permitieron el desarrollo de la Geometria Fractal. Poco més de Ja mitad del grupo
atribuyé este desarrollo a los medios electrénicos de célculo y la visualizacién grafica, que
tienen las computadoras, otros casos seiialan como un factor a la necesidad de representar a
la naturaleza. Sin embargo en un buen niimero de alumnos se percibe que existe una
confusién entre los conceptos de la Geometria Fractal y las Geometrias no Euclidianas,
confusién que quiza surja por lo novedoso del tema. Hubo una respuesta que en particular
me llamé mucho la atencién, Un alumno escribié como respuesta solo la palabra
"sabiduria“. Al analizar la respuesta imicamente, la misma no tendria tal vez un significado,
pero en particular sé que la respuesta fue dada por un alumno al que le causaron una gran
impresion los topicos sobre Geometria Fractal, motivandole a trabajar con mucha
creatividad tanto en el saldn de clase como en las actividades extraclase. De hecho fue uno
de los alumnos que mejor trabajaron. Al analizar las respuestas a los cuestionarios la
impresion entonces se transfirio hacia mi persona ya que esa palabra "sabiduria" encierra un
contenido bastante amplio que quiza el alumno no pudo expresar en forma mas explicita y
que tal vez con mds tiempo para el estudio y por medio de una entrevista, s¢ hubiera podido
indagar todo el contenido que ¢l alumno le quiso dar a este vocablo,

Las preguntas siete, ocho y nueve pretenden que los alumnos enuncien y/o expliquen
con sus palabras algunas de las propiedades que caracterizan a los fractales, por lo tanto en
la pregunta que continia, se les pide que den dos ejemplos de procesos recursivos. En la
mayoria de las respuestas mencionan ¢jemplos de fractales vistos en clase. En esta pregunta
se observo que dos estudiantes dejaron la pregunta sin respuesta, otros dos construyeron
figuras que no representan fractales y un alumno cunlestd 1o que cra un proceso recursivo.
Los alumnos que dieron ejemplos sélo mencionaron como ejemplo los Polvos de Cantor, el
Triangulo de Sierpinski o la Curva de Koch en su mayoria. Poco menos de la mitad de
alumnos argumentaron la respuesta haciendo las graficas de los fractales. En su mayoria de
nueva cuenta fueron los Polvos de Cantor, el Triangulo de Sierpinski y la Curva de Koch
los mis populares. En general se observo que para los alumnos existe una relacion entre

procesos recursivos y fractales.

La pregunta namero ocho, se refiere al significado de autosemejanza.
Aproximadamente en el 70% de los casos, se observé una idea hasta cierto punto clara del
concepto de autosemejanza; aunque algunas ocasiones expresado en un lenguaje limitado
como cuando algunos alumnos expresaron "es casi igual a la figura original, pero mds
chica”. En un caso se expresé que mediante procesos recursivos se obtienen figuras
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semejantes. Se encontraron dos casos donde se confundi6 la respuesta y dos casos donde no
se encontré sentido a Ias respuesta_s dadas, : . .

Pnstenormente se les’ pxdlé que expllcaran la propxcdad que uencn los fractules de
poseer una longltud mﬂmta, encerrada en un area finita. Se encontro que 20 alumrios que
representan més del 60% del total de alimnos de la clase;’ ‘si tenfan una idea clara de la
respuesta; sin embargo su Iengunje para describir la propiedad es todavia limitada, porque la
respuesta mas comun fue "los fractales pueden aumentar su longitud conforme se aumentan
las etapas y esta puede extenderse sin sobrepasar un drea determinada”. En estc caso tres
alumnos no dieron respuesta, tres respondieron sin un significado claro y tres mas
confunden la pregunta con otra cuestion asociada a los fractales.

La pregunta nimero diez cuestiond a los alumnos sobre la utilidad que se encontraba
en los fractales. Con los problemas propios para expresar las ideas en un lenguaje claro, se
puede decir que casi todos los alumnos le encontraron utilidad a la Geometria Fractal y solo
en un caso se aprecia una respuesta sin sentido, ya que dice "poder sacar calculos en
dimensiones grandisimas®. Sin embargo de los que responden en forma mas adecuada, la
mitad del grupo indica que la Geometria Fractal sirve para modelar a la naturaleza,
argumento que fue muy puntualizado en clase. Algunos alumnos indicaron en sus
respuestas, por ejemplo que era til para desarrollar la imaginacion y la creatividad, como
un arte y mas trabajo para el cerebro. Desde mi punto de vista los alumnos fueron més alld
de lo que se les dijo y motivados por el tema, conjuntamente con los materiales presentados
en clase y los trabajos que realizaron, formaron sus propias conjeturas sobre el tema.
Aunque este tipo de respuestas fue alrededor de un 20% de los alumnos.

Las siguicntes preguntas, bloque cuatro, ticnen como propésito que los estudiantes
emitan su opinién sobre el grado de aceptacion o rechazo que les causd el tema. Asi la
pregunta niimero doce les pide que mencionen dos cosas que les gusté y dos que no les
gustd del curso sobre fractales. La gran mayoria manifiesta que lo que les gusto del curso,
fueron los materiales que se presentaron tanto en diapositivas como en acetatos y las
presentaciones en la computadora; también manifestaron en un menor grado, que les gusté
porque se enfrentaban con algo nuevo que generaba cosas inesperadas de gran belleza. Un
alumno manifestd su gusto al descubrir un lado interesante de las matematicas. Entre las
cosas que manifiestan no haberles gustado, en aproximadamente un 25% de los casos, fue
que se vieron formulas, que les resultaban complicadas y no les entendian o porque en
ocasiones se requiere de mucho tiempo para desarrollar los fractales. Se menciondn otros
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aspectos que no les gustd del tema, entre ellos se destaca que finalmente no le habian
entendido o que no les habia gustado medir mapas entre otras cosas, pero fueron respuestas

Unicas.

Al preg les si le recc darian a un amigo que tomara un curso de fractales, en la
totalidad de los casos se contestd afirmativamente y al dar el porqué, éste fue desde un
simple si por lo fantastico y novedoso del tema, que permite modelar a la naturaleza, que
desarrolla habilidades y fomenta la creatividad, hasta considerar que es la geometria del
futuro. Lo anterior manifiesta que el tema impacté sobremanera a los estudiantes.

La ultima pregunta, Unica en ¢l blogue cinco, tuvo como prépésilo que el alumno
{levara a cabo una evaluacion del desarrollo del profesor en el curso. Mas o menos un 30%
de los alumnos indicaron que no tenian ninguna sugerencia y que todo estaba bien. Un
importante sector del grupo, sugirid que hubiera mas materiales tanto para presentar en
clase como para proponer como actividades. También hubo otras sugerencias de otra
indole: que se explicara con términos mas ficiles, que la clase fuera mas dinamica o ensefiar
a dibujar con fractales, aunque estas sugerencias resultaron de tipo individual.

El apéndice B es una tabla, que presenta el concentrado de las respuestas que los
alumnos dieron a cada una de las preguntas del cuestionario.

Conclusi y Rec daciones, Después de una discusion de los resultados
observados en las respuestas formuladas por los alumnos, al cuestionario y con las
observaciones que el autor realizé en ¢l saldn de clase, al estar exponiendo el tema de
Geometria Fractal, se puede decir que e! material de Geometrias no Euclidianas, en general
fue de dificil acceso a los alumnos. Esto se¢ debe quiza a que por un lado se le dedicd muy
poco tiempo durante el curso, pero también porque para su comprension se requiere de un
alto grado de abstraccion, que en el modelo de Van Hiele ocuparia el tltimo nivel y como
ya Estrada(1992) documento, los alumnos del bachillerato del Colegio de Ciencias y
Humanidades no se encuentran en ese nivel. Ya en el terreno de la Geometria Fractal, fue
dificil para los alumnos comprender cuales son las limitaciones de la Geometria Euclidiana
para modelar a la naturaleza, sin embargo se nota que en general los alumnos se apropiaron
de varios conceptos de la Geometria Fractal, como el concepto de recursividad, figura
autosemejante, conceptos que resultan muy importantes en dicha geometria.
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En general creo que los alumnos quedaron gratamente impresionados. con los
conceptos vertidos durante el curso y mostraron mucho interés tanto en la clase como en las
actividades que de ella se denvaron No obstante al hablar de conceptos mntematxcos, como
iterar una ﬁlncnon sencnlla, or tabulacwn de los valores o el verificar que un fractal posee
una longllud mﬁmta mxtada por un érea finita, el alumno por lo general manifesté cierto
rechazo ‘a la temiatica, sin -embargo’ ese mismo concepto visto geométricamente, fue
entendido - me}or por: los alumnos, De aqui la necesidad de explorar mas el uso de la
visualizacién en el salén de clases (Goldenberg 1989), Se siente que la inclusién de estos
temas en el cumculo del bachlllerato, junto con auxilio de la computadora posiblemente
motivarz al alumno para aprender esta drea de las matematicas.

Adn cuando la propuesta se implement6 dentro de un curso de geometria elemental,
surge un cierto problema cuando se trata de ubicar los topicos de la matematica actual, aqui
sugeridos, en los contenidos programaticos de los cursos. Por su naturaleza el material
puede ser esparcido en varias areas dentro del curriculo del bachillerato, para que con ello el
alumno paulatinamente adquiera la terminologia que generan los sistemas dinamicos, la
teoria del caos y la geometria fractal. Asi por ejemplo el material de iteracion y analisis
grafico puede ser visto en los cursos donde se aborda el tema funciones y sus graficas, aqui
pueden generarse muy bien los conceptos de orbita de un punto, punto fijo tractor, punto
fijo repulsor y aproximarse al concepto de limite. En un curso de algebra se puede generar
el concepto de fractal a través del tridngulo de Pascal, como una aplicacién muy simple de
automatas celulares. Al final del curso de geometria clemental, se puede explotar el
concepto de recursion a partir de elementos geométricos para visualizar las maravillosas
estructuras de los fractales. Al estar hablando de probabilidad, la teoria del caos puede ser
un gran auxiliar mediante el jucgo del caos y sus modalidades. En un curso de cilculo
pueden construirse las monstruosas curvas que aun siendo continuas no tienen derivada en
ninguno de sus puntos. Al estar estudiando sucesiones, se puede llegar a la construccién de
sucesiones acotadas y no acotadas al investigar el perimetro y el drea de una figura fractal.
En cursos de computacion el material resulta de un gran valor ya que los procesos de
iteracion y recursidon son muy sencillos de realizar con una computadora personal, incluso
con una calculadora grafica; un programa relativamente simple en lenguaje BASIC,
PASCAL, LOGO, etc. de unas cuantas lineas, permite calcular cicntos o miles de
iteraciones de una funcion simple, o bien se pueden construir figuras a partir de recursiones
con elementos geométricos simples. También el material podria ser adaptable para un curso
optativo para alumnos sobre topicos de las matematicas contemporaneas, o bien como
material de apoyo para un curso de formacion y actualizacion de profesores sobre esa
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temitica. Otros estudios similares a éste que mvestlgucn cual es la mejor opcion de todas las
mencionadas son necesarios.

En las aplicaciones que se sefialan-en ﬁﬁ'pi’iﬁafovdﬁieﬁbr es de destacarse la
importancia que tienen las nuevas tecnologms, como son la computadora y la calculadora
grifica como auxiliares didacticos. Por su gran capﬂcndud para realizar cilculos aunado al
poder de visualizacion de resultados en forma grafica si asi se requieren, hacen- de estos
dispositivos herramientas muy valiosas paré’la géﬁeracién de conceptos matematicos con
los alumnos en el proceso de construccion del conocimiento.

Por ejemplo cuando se analizd la construccion de la curva logistica, se tuvo la
oportunidad de verificar que la teoria de los fractales y otros topicos de la matematica
contemporanea se desarrollaron gracias a los avances tecnoldgicos en el campo de la
computacion electrénica. En efecto cuando se construye la curva logistica, que es la funcién
cuadratica de segundo grado f(x)= Ax(1-x), para generar su grafica, si A cambia para
valores entre cero y cuatro con incrementos de un décimo y realiza la iteracion de la funcion
300 veces para cada valor de A, es necesario repetir el proceso de calculo 12,000 veces,
empleando una calculadora grafica alrededor de ocho minutos, presentando resultados
parciales en forma grafica por instrucciones del programador. Sin embargo aln es una
aplicacion limitada, ya que el nimero de iteraciones de la misma funcion para una mejor
visualizacion es mucho mas elevado en otros programas con computadora personal
empleando tiempos que dependen del equipo usado. Por lo que es ficil comprender que sin
las computadoras, la ciencia de los fractales muy posiblemente ain no tuviera luz.

En virtud de ser una primera experiencia, el curso se disefié para que las actividades
que desarrollaran los alumnos fuera con papel y lapiz. Sin embargo se contempla que en un
futuro medio sea desarrollado el curso con apoyo de calculadoras graficas ylo
computadoras para que sean manipuladas por los alumnos, a la vez capacitados para el uso
adecuado de dichas herramicntas. Sin embargo, también hace falta documentar qué sucede
en un curso como el propuesto en el que los alumnos tienen acceso libre e inmediato a la

tecnologia.

Con la finalidad de verificar que la longitud o perimetro de una curva fractal es
infinita, se planted ¢! problema de medir la longitud de la curva de Koch, como antecedente
a la medicion de la longitud de una costa. Se enfatizé en los distintos generadores de la
curva de Koch y se di6 inicio a la medicion de la curva a partir de un triangulo equilatero

96



que fue la etapa cero continuando hasta la etapa cuatro. En cada etapa, se conté el nimero
de lados, se "midié" la longitud del lado y se encontrs la longitud (perimetro) de la curva,
(producto del niimero de lados por su longitud), también se encontré el drea que encierra la
curva tratando en ambos casos de llegar aun patrén o formula para encontrar el perfmetro y
el drea de la curva en cualquler etapa Esta pane resulto ser de dificif acceso a Jos alumnos,
solo unos cuantos sxgmeron el proceso y algunos manifestaron no entender muchas cosas,
Esto sugiere que.es necesano repa ra los alumnos en la manipulacidn algebraica para
poder representar los patrones § mbo cnmeme y con cllo puedan obtener mejor provecho

det curso.

Otro aspecto que se mancjé con los alumnos, con la finalidad de vincular el
contorno de una costa con fractales por medio de la medicion de su longitud, fue que
supieran qué es el logaritmo de un nimero, entendieran su significado, obtuvieran el
logaritmo de un nimero y el proceso inverso (conocido el logaritmo de ui“nimero
encontrar el nimero), Esta parte de! curso resultd poco alentadora a los alumnos, sin
embargo la mayoria supo como obtener el logaritmo de un niimero usando la calculadora.

Fue notorio en los alumnos una buena disposicion hacia la construccion de figuras
novedosas e interesantes. En el apéndice D se presentan algunos de los muchos trabajos que
los alumnos desarrollaron durante el curso, en ellos se aprecia la creatividad de los alumnos,
la que puede ser incrementada con los contenidos novedosos de la Geometria fractal.

También la presentacion de imagenes fractales por medio de diapositivas, en los
alumnos resulté impactante y estuvieron de acuerdo con que "los fractales son un verdadero
nexo entre la ciencia y el arte". Por ¢jemplo con la presentacion de la imagen del conjunto
de Mandelbrot, con una seric de amplificaciones, se contd con la oportunidad de verificar la
propiedad de autosemejanza de tipo estadistico que tienen muchos fractales y que no es
visible en lo inmediato. Fue aprovechada la oportunidad para comentar con los alumnos que
las figuras se obtenian a partir de iterar una funcion cuadratica, pero en el campo de los
nimeros complejos. Lo anterior cred en algunos de elios la inquietud de conocer ese
campo, aunque fue reaccion de unos cuantos.

Un cambio en los contenidos curriculares y en los métodos de ensefianza, que
incorpore temas de las matematicas contemporaneas y el uso de las nuevas tecnologias
como apoyo didactico, requiere a su vez de un replanteamiento de la evaluacion del
aprendizaje de los alumnos. Se debe reflexionar el propdsito de la evaluacion para que
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acorde con ello se encuentre un método adecuado de evaluacién de los c¢ idos del

conocimiento de los alumnos. En cursos tradicionales de iticas, es comun que la
evaluacion se realice observando si el estudiante es capaz de aplicar un algoritmo a un
problema dado, que requiere del estudiante una respuesta esperada. La evaluacion no debe
ser considerada como un fin de las experiencias educacionales, mas bien debe servir de
medio para alcanzar los objetivos educacionales. P

La evaluacién es la estimacion comprensiva del conocimiento de los estudi
(Webb, NCTM. 1993). Con un nuevo enfoque de ensefianza y con nuevos contenidos, la
evaluacién debe ser cambiada. En las nuevas formas de evaluar deben considerarse todas las
actividades que el estudiante realiza, las habilidades que desarrolla, la capacidad de
adaptacion ante nuevas situaciones. El resultado de la evaluacion debe servir al profesor
para una retroalimentacién de la instruccion. Martinez (1993) propone tres posibles
alternativas congruentes con la reforma en la Educacién Matematica para la evaluacién de
los alumnos.

Los cambios contenidos en cualquier propuesta solo son realizables si quienes deben
implementarlos se encuentran en condiciones para ello; esto conduce a la necesidad de
programas sobre formacion y actualizacion de profesores en los contenidos de la propuesta
de éste trabajo, 2a los métodos de evaluacion acordes con los nuevos enfoques y en el uso
de Ia tecnologia como apoyo diddctico. Es de esperarse que sin programas de formacion de
profesores, sin apoyo de las nuevas tecnologias y sin capacitacion sobre el uso de éstas
como apoyo didéctico en el salon de clase, dificilmente la propuesta es viable.

Respecto al curso de fractales que se impartio, en general se detectaron por parte de
los alumnos actitudes positivas hacia ¢l curso y hacia el uso de las tecnologias empleadas
durante el mismo. En este renglon es necesario manifestar que para la realizacion del curso,

se contd con el equipo suficiente.

Finalmente se puede manifestar que en virtud de los cambios esperados para la
adecuacion de los contenidos y metodologias a la época en que vivimos, este trabajo es una
contribucién a la reforma en la Educacion Matematica, en particular para el nivel del

bachillerato, que se realiza en nuestro pais.
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APENDICE A

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES PLANTEL SUR
CUESTIONARIO DE CONCEPTOS DE GEOMETRIA FRACTAL.

Nombre del alumno:

Asignatura; Grupo:

INSTRUCCIONES: Lee cuidadosamente cada una de las preguntas, antes de contestar
reflexiona y escribe las respuestas, sin importar el orden, en las hojas adicionales que se te
proporcionan. Trata de ser lo més explicito posible, puedes usar diagramas o dibujos si lo
consideras necesario.

1.- ;Qué motivo el surgimiento de las geometrias no Euclidianas?

2.- ;Cudl es la diferencia entre la geometria euclidiana y las geometrias no Euclidianas?

3.- ;Qué limitaciones ticne la geometria de Euclides para modelar ciertos aspectos de la
naturaleza, como por ejemplo, las nubes, las montafias, las plamas, los rios, etc.?

4.- Explica con tus propias palabras qué es un fractal.

5.- Menciona dos factores que hayan permitido el desarrollo de la geometria fractal

6.- Enuncia dos de las principales diferencias entre la geometria de Euclides y la geometria
fractal.

7.- Da dos ejemplos de procesos recursivos.

8.- ¢ Qué significa para ti que un fractal sea una figura autosemejante?

9.- Explica con tus propias palabras la siguiente propiedad de los fractales, "los fractales
poseen una longitud infinita encerrada en un &rea finita",

10.- ;Qué utilidad le encuentras a la geometria fractal?

11.- Menciona dos cosas que te hayan gustado y dos que no te hayan gustado del curso
sobre fractales y explica tu respuesta.

12.- Le recomendarias a un amigo que tomara este curso si se pudiera, ;por qué?

13.- ;Qué sugerencias le harias al instructor de este curso?
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APENDICE B

F

R tas de los al al cuesti io sobre conceptos de Geometria Fractal,

1.- ¢Qué motivé el surgimiento de las geometrias no Euclidianas?

"Se debid a la necesidad de modelar (representar), (imitar), (describir), a la naturaleza™;
"Que a los matematicos siempre les ha interesado estar investigando (pensar) o
inventando cosas o no se conforman con la geometria Euclidiana”; "Que la geometria
Euclidiana tenia proposiciones (postulados) que no se cumplian (contradiccion) en
ciertos casos"; "Describir, (desarrollar), (descubrir) las dimensiones que nuestros
sentidos no pueden describir (percibir)"; "Andlisis del quinto postulado”; "La geometria
Euclidiana no era suficiente para responder preguntas respecto a otro universo de
geometria."

2.- ;Cuil es la diferencia entre la geometria euclidiana y las geometrias no euclidianas?
"La Geometria Euclidiana usa formulas, las Geometrias no Euclidianas usa procesos
recursivos"; "Muchas paralelas en una y sin paralelas otras (mencionaron Riemann. y
Lobachevsky) fractal procesos recursivos”; "En las Geometrias Euclidianas no se puede
hacer trazos de la naturaleza (solo planos) y con la Geometria no Euclidianas ya se
puede hacer"; "Tamafio o escalas caracteristicas, describe objetos hechos por el hombre
tiene dimensiones 1, 2, 3"; "Geometria Euclidiana paralela tnica; Riemann sin paralelas;
Lobachevsky muchas paralelas”; "No tiene explicaciones o utilidad en la naturaleza."
+Qué limitaciones tiene la geometria de Euclides para modelar ciertos aspectos de la
naturaleza, como por ejemplo, las nubes, las montaiias, las plantas, los rios, etc.
"Es deficiente ya que para modelar la naturaleza se necesita de procesos recursivos
como las que tiene la Geometria Fractal”; "Basada en formulas y trazos con los que no
puede lograrse una forma"; “Aplica (hay), (admite) dimensiones 1, 2, 3"; "No puede
porque sus trazos son rectilincos"; "Describe la naturaleza toscamente y sirve para
hacer planos."

w
N

4.- Explica con tus propias palabras qué es un fractal.
"Figura autosemcjante”; "Figura hecha por procesos recursivos”; "Aumenta la longitud
al aumentar el nimero de etapas"; "En un drea encierra la longitud infinita"; “Tener
capacidad y destreza de poder modelar por un proceso (recursivo) a la naturaleza"; "Es
una remodelacion de una figura geométrica sacada en varias dimensiones"; "Geometria
|__yarte"; "Figura st ¢ bella formada después de repeticiones."

5.- Menciona dos factores que hayan permitido el desarrollo de la geometria fractal.
"Geometria Euclidiana base de esta geometria idea (necesidad) de representar (ilustrar)
a la naturaleza,, idea de procedimiento recursivo"; "La computadora (calculadora) es
indispensable para su realizacion”; "La aparicion de muchas geometrias no
Euclidianas"; “Encontrar una nueva geometria"; "Contradecir al 5° postulado y modelar
la naturaleza"; "Sabiduria"; “"Llegar a hacer figuras autosemejantes y procesos
recursivos."
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6.- Enuncia dos de las principales diferencias entre la geometria Euclidiana y la Geometria
Fractal.
"La geometria. fractal modela la naturaleza”; "La geometria. fractal se basa en procesos
recursivos”; "La geometria. fractal se basa en tamafios o escalas”; Una se desarrolla con
tamafios y escalas (caracteristicas), la otra no se basa en tamafios o escalas’;
"Geometria Euclidiana con més de 2000 afios, Geometria Fractal alrededor de 10"; "Se
describe con formulas una y la fractal con algoritmos"; "Geometria Euclidiana
dimensién 1, 2 6 3, Geometria Fractal dimensién fraccionaria"; "Geometria Euclidiana
una paralela, Geometria fractal més de una recta"; "Geometria Euclidiana para construir
edificios (planos), Geometria Fractal para describir la naturaleza"; "Depende de escalas

___y la no Euclidianas utiliza mas de una paralela.”

7).- Da dos ejemplos de procesos recursivos.
"Polvos de Cantor"; "Tridngulo de Sierpinski"; "Curva de Koch."; "Variacién a la
construccion de Koch”; "Juego del Caos"; "Arbol"; En la respuesta el alumno presentd
graficas de fractales del Triangulo o cuadrado de Sierpinski, curva de Koch,
modificacion a la curva de Koch, o los Polves de Cantor; "Repetir una y otra vez un
mismo procedimiento”

8).- {Qué significa para ti que una figura sea autosemejante?.
"Por medio de procesos recursivos se obtienen figuras semejantes"; "Cuando se
fracciona, la fraccidn es igual o semejante al original"; "Que por mas pequefia que sea
una de sus partes, siempre tiene una semejanza con la figura inicial (al amplificaria)";
"La parte se parece (es igual) al todo"; "Es casi igual a la figura original, pero mas
chica"; "Que siempre se parece a la figura base"; "Los fractales vienen de los procesos
Tecursivos

9.- Explica con tus propias pz'2bras la siguiente propiedad de los fractales, "los fractales
poseen una longitud infinita encerrada en un érea finita"
"Los fractales pueden aumentar su longitud (area) conforme aumentan las etapas y esta
puede extenderse sin sobrepasar un drea determinada; "Los fractales pueden aumentar
su longitud (drea) conforme aumentan las clapas y csta puede extenderse sin sobrepasar
la circunferencia®; "La figura aumenta pero no sale de un circulo, la figura va a
continuar infinita"; "Por mds que aumenta su longitud no rebasa un cierto limite"; "Los
procesos recursivos se repiten una y otra vez"; “Se limita por la longitud de la hoja";
“Dentro de un area normal s puede hacer lo que sea"; "Arca cerrada, contraccion
infinita"

10.- ;Qué utilidad le encuentras a la geometria fractal?

Con ella se acabaron Jos limites para dibujar y configurar cosas por medio de trazos";
"Sirven para facilitar (surgen para) la representacion de la naturaleza, (con mas
precision)”; "Util para medir cosas o figuras que no se pueda hacer con la geometria
Euclidiana”; "Se pueden hacer muchas cosas", "Proyecciones para cine (television)"; *
Nos ayuda a hacer dibujos animados y paisajes por computadora”; "Es como arte";
"Desarrolla imaginacion y creatividad"; "Poder sacar cdlculos en dimensiones
grandisimas (distintas)"; "Mas trabajos para el cerebro”
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11.- Menciona dos cosas que te hayan gustado y dos que no, del curso de fractales,
explica.
"Me gusto porque es algo nuevo y porque me entretuve haciendo fractales (que

parecian muy dificiles)"; "La geometria. fractal sobre la geometria Euclidiana";

"Me gustaron los helechos y las diapositivas (todo el material) fue novedoso y llama la
atencion (por el sin fin de figuras) (las figuras son impresionantes)"; "Geometria muy
interesante y bonita (me gust6)"; "No me gusto porque en ocasiones se requiere mucho
tiempo y paciencia (no la tengo)"; "No me gusto cuando se vieron férmulas, son
aburridas (complicado) (no entendi)"; "No le entendi a la mera hora (en muchas
cosas)"; “No me gusto que haya habido poco tiempo (que dio clase)"; "Me gustd
descubrir un lado interesante de las matematicas", "Me gusto ver que con procesos
recursivos puede crear formas inesperadas”; "No me gusto medir los mapas"; "No me
gusto porque son procesos monotonos y hay que tener paciencia”; "Me gusto saber que
con una computadora podemos crear cosas inimaginables”; "No me gustaron las clases
de teoria (largas y aburridas)”; "Me gustd conocer cosas que nuestros ojos tienen
limitaciones para ver"

12.- Le recomendarias a un amigo que tomara el curso de fractales. ¢ Porque?
"Si la recomendaria, porque es fantastico modelar cualquier cuerpo (cosas del medio en
que vive la naturaleza)"; "Si, porque es algo que desarrolla habilidades (creatividad) y
es bonito"; "Si, porque es interesante ¢ importante (hay muchas cosas por hacer)"; "Si,
porque se pueden hacer manualmente o con computadora®; "Si, por conocer un nuevo
(y diferente) camino hacia la geometria fractal'; "Si, porque es muy bonita y
sorprendente, (impresionante), se ven cosas que no sc imaginaba uno (le gustaria
mucho)"; "Si, le ayudaria si va a una carrera donde se realicen imégenes de la realidad”;
"Si, porque es una geometria que se usard en el futuro (es muy interesa-ze”

13.- {Qué sugerencias le haces al instructor del curso de Fractales?
"Ninguna, (todo esta bien). 2, 3, 5, 13, 19, 26", "Que hubiera mas figuras para
construirlas (me gustaron todas las figuras proycctadas)'; "Mas fractales para
proyectar"; "Explicar con términos mas faciles"; “La clase mis dinamica"; "Que escriba
sobre fractales en espafiol y los ponga al alcance de los estudiantes con asesoria y
cursos (aunque cobre)"; "Traer a diario la computadora™; "Més explicacién sobre otras
geometrias"; "Enseiiar a dibujar con fractales”

NOTA: A lo largo de! cuestionario, varios alumnos al dar respuesta a las preguntas,
ifestaron ser privilegiados por haber conocido el tema.
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APENDICE C

Programa que genera un arbol en lenguaje LOGO (ﬁgura 12).
TO ARBOL1:L .- .°

Arbol con vanaclon del angulo (figura 12).
TO -\R.-aOL Z L:AP
IF:P= OTI-IEN [STOP]
LT:A 77
FD2*:L: v
ARBOL2:L*A iP-1
BK2*:L ..~
RT2%:A"

FD:L

ARBOL2 'L ‘A :P-1

BK L

LT:A

END

Modalidad al tridngulo de Sierpinski (figura 14).
TO CURVA N L:P

IF :N =0 THEN [FD :L STOP]

LT 60 *:P
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CURVA :N-1:L/2 (- :P)
RT 60 * :P :
CURVA :N-1:L/2 P
RT60*:P R
CURVA :N-1 1L/2 (& P) ‘
LT60* P Sl

KOCH :L/3
KOCH 123

KOCH us N-]V
END
Curva de Koch ¢ r o' (figira44). .-
TO KOCHAN :L iNiA - i s
IF :N = 0 THEN FD ‘L STOP
KOCHAN :L/3 :N-1:ALT :A
KOCHAN :L/3 :N-1 :ART :A *2
KOCHAN :L/3 :N-1 :ALT :A
END

Curva de Koch con variacion del dngulo y generador aleatorio del pico (figura 44).
TO KOCHANA :L :N:A

IF :N =-1 [STOP}

IF:N=0(FD:L]

MAKE ".H RANDOM 2
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IF H= 1 [KOCHANA :L/3 :N-1 :ART:A
KOCHANA :L/3 :N-1:ALT:A*2
KOCHANA :L/3 :N-1 :ART:A
KOCHANA :L/3 :N-1 :A)

IF H=2 [KOCHANA :L/3 :N-1:ALT:A_*'
KOCHANA :L/3 N-1:ART:A*2°
KOCHANA :L/3 :N-1:ALT :A’
KOCHANA :L/3 :N-1 ;A] S

Programa en Ienguaje BASIC™ que - calcul v éréf’ ca ias ! éfbitas de la funcién
f(x) = 2x(1-x) ,pm'a un r lrucml X,, (f’guras 22 a3 1)

10 INPUT "PARAMETRO /

20L=10" :

30W=180

OM=1"""

50 IMAX =100 -

60 SCREEN 9

70 REM TRAZ

80 LINE 8L+ W/ L

90FGRI=1TOW

100 XNE=[/Wii

110 FORK=1TOM o

120 KN=A*XN*(1- XN)

130 NEXTK .

140 - LINE«(I'+L, L+ W * (1 - XN))

150 NEXT I

160 REM INICIO EN X0

170 XN = X0

180 PSET (L + W * XN, L+ W)

190 FOR I =1 TO IMAX

200 REM EVALUACION DE LA FUNCION

210 FORK=1TOM

220 XN=A*XN*(l-XN)

230 NEXTK

240 REM TRAZADO DE LAS RECTAS HORIZONTAL Y VERTICAL

250 LINE-(L+W *X0,L+W *(I-XN)

105



260 LINE-(L+W * XN, L+W *(1'- XN))
270 X0=XN

280 NEXT 1

290 END

Programa en BASIC que genera el tridngulo de Sierpinski (figura 13),
10 DEFINT X-Y - SRS
15 SCREEN 9

20 FOR Y =0 TO 255

30 FOR X=0TO 255

40 IF (X AND Y)=0 THEN PSET (X + 30, Y)
50 NEXTX
60 NEXT Y

Programa en BASIC para general el tridgngulo de Slcrpmskl (ﬁgura 13).’
10 DEFINT X-Y

15 SCREEN 9

20FORY =0TO 255

30 FORX=0TOY

40 IF (X AND (Y - X)) = 0 THEN PSET (x + 1ss 54Y)Y)
50 NEXTX
60 NEXT Y

Programa para la calculadora TI81 Texas Instrument que genera el juego del CAOS, con
2000 puntos (figura 38). v
Prgm: CAOS

:C1 rDraw

:0->Xmin

:1->Xmax

:0->Ymin

:1->Ymax

:Rand->X

:Rand->Y

:0->1

:Lbl 1

:I+l->~I
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:PT-On(X,Y)
:If 1>2000
:End
:Rand->N
I N<=(1/3)
:Goto 2
IEN>(2/3)
:Goto 3~
LSX->X
WYY
:Goto'1

:Lbl 2
L5(X+1)->X
WSY->Y
:Goto 1
:Lb1.3.
L5(X+S5)>X
L5(Y+1)->Y
:Goto 1

Programa para la Calculadora TI - 81 Texas Instruments que genera el juego del CAOS que
calcula y grafica los valores para la iteracion de la funcién f(x) = Ax(1- x), para un valor
de A, un valor inicial X, y un niimero dado de iteraciones (figuras 32 a 35).
Prgm: ORBITA

:Disp "LAMDA"

:Input C

:Disp "PTO INICIAL"

Input X

:Disp "NO DE ITERAC"

InputN

:Cl rDraw

:0->Xmin

‘N->Xmax

:0->Ymin

1->Ymax

1->1
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:Lbl 1
COHX(1-X)>X
:PT-On(I,X)
JIS>(IN+1)
:Goto'1

Programa para la Calculadora TI-81 Texas lns(ruments que gencra la Curva logistica

(figura 36). * :

Prgm: LOGIS . : e
:Disp "VA.LOR rNTCIAL"
dnputP- U :

:Cl tDraw
:0->Xmin
:4->Xmax :
:O->Ymm :
d->Ymax - -
1
{0->N
PPoX
:Lbl 1
(10)5L
L*X(1-X)->X
N+1->N
(IFN>300
:Goto 2
JIfN>200
PT-On(L, X)
:Goto 1
:Lbl2
T+l
0->N
P->X
If I>40
:End
:Goto !

.
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