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Introduccion

El problema de mantcner conjuntos disjuntos (union-find problem), llamado
también problema de equivalencia (equivalence problem), consiste en dar
una estructura de datos para representar la particién en un universo con n
elementos; ésta resulta de una serie de afirmaciones de la forma “z = .
Para esto, la estructura debe poder realizar, en cualquier instante, una de
las siguientes operaciones: CREA-ELEMENTO(z, ), para crear en el universo
un conjunto con nombre [ y tinico elemento 2; ENCUENTRA-ELEMENTO(2)
para determinar la clase de un elemento z; y UNE(z, y) para unir las clases
de los elementos z y y.

Varios algoritmos para estas operaciones y que usan la estructura de
datos de [12] han sido desarrollados en [4, 8, 12, 19, 23, 24, 36] y una
coleccién de 26 algoritmos son descritos y analizados en [45). Muchos de
los resultados importantes son en parte debidos a Rober: Ende Tarjan [38,
42, 43, 45, 50). Las soluciones del problema tienen aplicacion en teoria de
gréficas [28, 40, 22, 37, 18, 30}, sistemas operativos [17, 35, 16, 31, 13] y
otras ramas de la computacién 2, 32).

La intencidn de esta tesis es exponer dos de los resultados mds impor-
tantes sobre el problema. Primero, el andlisis de una solucion, la dada en
[45], que obtiene una complejidad amortizada de O(ma(m + n,n) + n),
donde a es la funcidn inversa de Ackermann. O sea, lo anterior es el
tiempo maximo de cualquier secuencia con m operaciones de ENCUENTRA-
ELEMENTO y n clementos iniciales en el universo. Y segundo, la de-
mostracién de que la anterior complejidad es la mejor que se puede esperar
para cualguier solucion, bajo ciertas restricciones Léenicas [42].

Los dos primeros capitulos sirven para introducir la notacién y las her-
ramientas que usamos en el resto del trabajo y en su mayor parte provienen
de [10, 43, 2]. El conocimiento de la notacién-O es fundamental para en-
tender éste y cualquier trabajo sobre complejidad de algoritmos. En el
capitulo 2 describimos ¢l analisis amortizado que tiene un uso muy difun-
dido para analizar las estructuras de datos; las definiciones y ejemplos son
de [10]. En el capitulo 3 exponemos ampliamente el problema de mantener
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conjuntos disjuntos y analizamos una de las soluciones mds conocidas, la
dada por Tarjan; esto en su mayor parle es de [43, 45). En el capitulo 4
describimos la mdquina de apuntador y presentanios una implantacion de la
solucidn del capitulo 3; todas las ideas son de [42] y sélo su implantacién ha
sufrido nuestros cambios. En el capitulo 5 mostramos uno de los resuitados
importantes de este problema, la cota inferior de Q(ma(m+n,n)+n) para
la complejidad de los algoritmos que solucionan el problema. La prueba es
la de Tarjan dada en [42] con las correcciones de Banachowski [5]. En las
conclusiones pusimos una lista de aplicaciones que usan nuestra solucién,
o sea, su funcionamicnto se basa en el algoritmo del capitulo 3; ademds,
mencionamos algunos resultados sobre la complejidad de tiempo en el peor
caso y el caso promedio.



Capitulo 1

Conceptos Preliminares

Durante el presente trabajo vamos a realizar analisis de algoritmos, para
lo cual es necesario taber qué son los algoritmos y la forma de describirlos,
qué es lo que analizamos de ellos y sobre cual modelo de computacién los
pensamos implantados. En las siguientes tres secciones describimos esto.

1.1 Modelo de computacion

Histdricamente, el primer modelo de computacién fue la mdquina de
Turing [46]; pero para nuestro propdsito modelos mis adecuados son la
mdquina de accesc aleatorio o RAM (random-access machine) [9] y la
mdquina de apuntador (poinier machine) (34].

Un RAM consiste de un programa, una coleccion finita de registros,
cada uno de los cuales puede guardar un solo entero o un plimero real, y una
memoria formada por un arreglo con N palabras, cada palabra tiene una
direccidn tnica entre 1 y N pudiendo contener un entero o nimero real.
En cada paso, la mdquina, puede realizar una operacidn légica o aritmética
sobre el contenido de algunos registros especificos; traer hasta un registro
cl contenido de una palabra cuya direccion esli en otro registro; o guardar
el contenide de un registro en una palabra cuya dircecion estd en algin
registro.

En la mdquina de apuntador, la memoria consiste en una coleccién de
nodos, cada uno dividido en un mimero fijo de campos. Un campo puede
contener un niimero ¢ un apuntador a un nodo. Para usar la informacién,
la mdquina debe tener un conjunto de registros con apuntadores a nodos en
la memoria. Operaciones sobre el contenido de los registros, leer los campos
de un nodo y la creacion o destruccion de nodos toman tiempo constante.
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La méquina de apuntador nos facilita el estudio de colas inferiores para la
complejidad de los algoritmos que estudiamos aqui, por lo que hablaremos
mas sobre este modelo en el capitulo 4.

Los madelos que utilizamos comparten dos propiedades: son secuen-
cinles, o sea, ejecutan un paso o instruccién en cada unidad de tiempo;
y son deterministicos, esto es, la conducta futura de la mdquina es
linicamente determinada por su configuracién presente.

1.2 Algoritmos

Informalmente, un algoritmo es una sucesién finita de pasos que se pueden
ejecutar en un tiempo finito y que reciben una entrada para cbtener una
salida. Una vez establecido el modelo, podemos pensar cada paso del algo-
ritmo como un conjunto finito y fijo de instrucciones elementales del modelo.
Expresamos los algoritmos en un cédigo que describe en cada linea un paso;
esta codificacion es llamada seudocddigo.

Los algoritmos pueden ser evaluados por gran variedad de criterios;
en los que estamos interesados son el crecimiento en tiempo y espacio re-
queridos para que un algoritmo resuelva ca~os grandes de un problema,
ya imnplantado en un modelo, Para esto asociamos a cada caso vilido del
problema un nimero entero, llamado el tamaiio de la entrada, lo cual
es una medida para la cantidad de entrada de datos y depende de cada
caso particular. Por ¢jemplo, el tamaiio de Ja entrada en un problema de
grificas puede ser el nimero de aristas de la grafica.

Para determinar el tiempo y espacio de una implantacion del algoritmo
en un modelo, debemos conocer el tiempo requerido para ejecutar cada
linea de seudocddigo en el modelo y el espacio usado por cada registro.
Utilizamos el criterio del costo uniforme en ambos casos, o sea, cada
linea requiere una unidad de tiempo y cada registro requiere una unidad
de espacio. Otro criterio, a veces mds realista, toma en cuenta el tamaro
de cada palabra en memoria, y es llamado costo logaritmico; éste carga,
para cada operacion, un tiempo proporcional al nimero de bits necesarios
para representar el operando.

El tiempo requertdo por un algoritimo, o tiempo de corrida, en una
entrada particular es entonces, cl niimero de lineas de seudocédigo ejecu-
tadas, Cada linea de scudocddigo puede requerir de un tiempo diferente
para su ejecucién en nuestros modelos, pero asumimos que cada ejecucion
de la i-ésima linea toma un tiempo C;, donde C; es constante y existe una
constante real C > 0, independiente del tamaiio de la entrada, tal que
Ci<Cparatodai>1.

El tiempo de corrida expresado como una funcion del tamafio de la
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entrada serd el maximo tiempo de corrida tomado sobre todas las entradas
del tamafio dado, y la llamamos complejidad del tiempo de corrida
del algoritmo, o mds familiarmente costo en tiempo; también es conocido
como complejidad del peor de los casos. Si como funcién se toma el
tiempo de corrida de la entrada mas probable, se le Hama complejidad
del caso promedio,

El comportamiento limite de la complejidad de tiempo cuando e] tamaio
crece lo llamamos complejidad asintética del tiempo. Andlogas defini-
ciones pueden ser hechas para complejidad de espacio y complejidad
asintética de espacio.

Usamos la siguiente notacién para la complejidad asintética.

Definicion 1.1 Sean F,G: N x ... x N = R, funciones no negaitvas,
Decimos que F(n,m,...) = O(G(n,m,..))), F(n,m,...) es del orden
de G(n,m,...), si
ICeRyI(ng,mg,. . ) ENX...xN - D-Vadne,m>mg..., ¥

F(n,m,...) < CG(nm,...).

Escribimos F(n,m,...) = Q(G(n, m,...)} si
G(n,m,..)=0(F(n,m,...))

y P(nym,..)=O(G(n,m,...)) si

Fla,m,...)=0(G(n,m,...)) y F(n,m,...) = UG(n,m,...).

1.3 Seudocdédigo

Usamos las siguientes convenciones para el seudocddigo que describe nues-
tros algoritmos:

1. La identacién indica estructura de blogque.

2. Las estructuras de control while, for, return ¢ if-then-else tienen
la misma interpretacién que en Pascal,

3. Los comentarios se encierran entre los simbolos /* y */.
4. Usamos — para denotar asighacién.

5. Las variables son locales a los procedimientos donde se dan. No usa-
mos variables globales sin indicacion explicita.
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6. Los elementos de un arreglo son referidos especificando el nombre del
atreglo seguidos por el indice entre corchetes. Por ejemplo, A[i] indica
el i-ésimo elemento en el arreglo A, La notacién “.” es usada para
denotar un rango de valores dentro de un arreglo. Entonces Afl .. j)
indica el subarreglo de A consistente de los elementos Af1],..., Afj].

7. Los elementos compuestos son organizados dentro de objetos, los
cuales estan formados por atributos o campos. Se tiene acceso a
un campo partticular mediante su nombre seguido por ¢l nombre del
objeto entre paréniesis cuadrados. Por ejeinplo, en una estructura de
datos de 4rbol, un objete v de tipa nodo tienen un atributo llamado
padre, su padre en el irbol, y puede referirse el padre de un nodo v
come padre[v].

A una variable que represente 1 arreglo u objeto la tratamos como
un apuntadoer a los datos representados.

Un apuntador puede no referir ningiin objeto en absoluto. En este
caso le damos el valor especial de NIL.

8. Los pardmetros son pasados a un procedimiento por valor: ¢l pro-
cedimiento que Hama recibe su propia copia de los patametros, y si
asigna un valor a un pardmetro el cambio no es visto {uera del pro-
cedimiento, Cuando pasamos objetos como pardmetros, el apuntador
a los datos que representa el objeto es copiado, pero los campos del
objeto no.

Nuestro siguiente paso es dar una forina de analizar los algoritmos, en
especial los que operan sobre estructuras de datos.



Capitulo 2

Analisis Amortizado

En este capitulo exponemos el concepto de andlisis amortizado; describi-
mos tres de las técnicas para realizarlo, las dos primeras serdn usadas en
el capitulo siguiente y la tercera la ponemos para comparar; al final del
capitulo desarrollamos dos ejemplos.

2.1 Descripcién

Veamos en qué consiste el andlisis amortizado y qué le motiva.

Las estructuras de datos tienen ciertas operaciones que actian sobre
ellas. Para muchas de sus aplicaciones se realiza una secuencia de operacio-
nes, mas que sélo una operacién, y estamos interesados en el tiempo total
de la secuencia, mds que en el tiempo de cada operacion individual,

Al hacer un analisis del peor caso sumamos el tiempo mdximo de cada
operacion, lo cual resulta sumamente pesimista ya que se estdn ignorando
los efectos correlacionados de las operaciones en la estructura, Por otra
parte, un analisis usando el caso promedio puede ser inexacto dado que las
suposiciones probabilisticas necesarias para realizarlo a veces son falsas,

En tal situacién podeinos promediar un tiempo que acote al de cualquier
secuencia con ¢l mismo mimero de operaciones sobre el total de operaciones.
A este andlisis le llamamos amortizado, y a su resultado complejidad
amortizada o costo amortizado.

El analisis amortizado proporciona un modo mds preciso, que las dos
aproximaciones anteriores, para medir el tiempo que gasta cualquier tipo
de operacidn en una estructura de datos, y cualquier secuencia de opera-
ciones; ademds puede ser usado para mostrar que el costo promedio de una
operacion es pequeilo, si uno promedia sobre una secuencia de operacio-

5
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nes, aunque ella sola pueda ser cara. Sugicre también nuevas estructuras
de datos y algorilmos, para sus operaciones, que sean eficientes en este
sentido.

Por ejemplo, para estructuras de datos de baja complejidad amortizada
el costo cn tiempo para operaciones sucesivas puede variar considerable-
mente, pero de tal modo que el costo total, promediado sobre ¢l total de
operaciones, sea pequefio, esto es, los costos se van coinpensando. Por ello,
para llevar a cabo un analisis amortizado necesitamos métodos que pro-
porcionen colas para los tiempos totales de las secuencias y sus variaciones
durante el tiempo. Consideramos ahora tres formas de hacer esto.

2.2 Meétodo del rasero

En el método del rasero (aggregafe method) [10] se busca una funcién
T(n), T : N = R, que acote el tiempo total empleado para cualquier se-
cuencia de n operaciones en la estructura, o sea, si o es una secuencia tal y
A(g) es el tiempo que se emplea en realizarla, entonces A(e) < T(n); y el
costo amortizado por operacidn es entonces T'(n)/n. Hacemos notar que
este costo amortizado se aplica a cada operacién aun cuando haya varios
tipos de operacién en la secuencia; ésta también es la razén para el nombre
que le dimos en espafiol.

2.3 Msétodo del saldo

Para el método del saldo (accounting method) {10, 44] pensemos por un
momento que nuestra computadora opera con Imonedas; insertando una
moneda liacemos que la maquina funcione por un instante constante de
tiempo. Para cada operacion asignamos un cierfo niimero de monedas, lo
cual es el costo amortizado de la operacién. Cuando éste sea mayor que
su costo real asignamos la diferencia a objetos especificos en la estructira
de datos, como crédito. Este servird después para ayudar a pagar por ope-
raciones cuyo coslo amortizado sea menor que su costo real. Nuestra meta
es mostrar que todas las operaciones pueden ser realizadas en la maquina
con el costo asignado, asumiendo que al comenzar no hay crédito en la
estructura, Se petmiten préstamos, sin embargo cualquicr deuda deberd
finalmente ser pagada con el ¢rédito en la estructura,

Si podemos probar que no necesitamos préstamos para pagar por las
operaciones, entonces ¢l costo real de tiempo en cualquier segmento inicial
de la secuencia estd acotado por la suma de los correspondientes costos
amortizados. Si necesitamos préstamos, pero tales son pagados al final de
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la secuencia, también tendremos una cota para el tiempo empleado, aunque
en medio de la secuencia el tiempo consumido exceda la suma de los costos
amortizados por el monto de la deuda, En ambos casos habremos obtenido
el costo amortizado para las secuencias con n operaciones.

Es de notar que nos interesa tal coslo amortizado para secuencias con
n operaciones, y it > N para alguna N € N fija, entonces no importa que
tal costo no funcione para sccuencias con pocas operaciones.

2.4 Meétodo del potencial

Para cl método del poteneial (poiential method) [10] se empieza con una
estructura de datos Dy; denotamos ; a la estructura resultante de aplicar
la i-ésima operacién de alguna secuencia con n operaciones a la estructura
D;_y, y por C; al costo real de la i-ésima operacion, para cada i 2 1. Se
propene una funcion

&:{Do,Dy,..., D0y} = R

que llamamos de potencial, la cual asocia a cada estructura [ e} nimero
real &{D;), el potencial asociado a la estructura de datos. Con esto, defi-
nimos a ser ¢l costo amortizado C} de la i-ésima operacién como:

Cl = Ci +9(D) - ¥(Dic),

o sea, el costo real mads el incremento o decremento del potencial en la
estructura. De esto se sigue que el costo amortizado de las n operaciones
es;

Y ¢ = Y (Gi+8(Di) +B(Dip1))
i=1 i=1
= fc;+¢(v,,)-q)(no).
i=l

Como en los anteriores métodos se requiete que este costo amortizado
sea una cota supcrior para el costo real, lo cual se logra tomando @ tal que
®(Dn) 2 ®(Do) para toda n > 1.

Notemos adicionalmente que dada una funcién de potencial ®, podernos
definir una nueva funcién ¢' como:

q":{Do,D]....,Dﬂ,u.}—‘m
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donde @'(D;) = ®(D;) - (Do) ¥

Ci+ ¥(Di)=¥'(Dica) = Cik (D5) = (Do) = ®(Di1) + ¥(Do)
= Ci+9(D;) - ¥(Dioy) =C!

esto es, da el mismo costo amortizado que ®; con esta funcidn es suficiente
ver que 4(D;) > 0, para toda i > 1.

Intuitivamente la diferencia &(D;)—(D;-1) refleja, cuando es positiva,
que sobreeargamos el costo C! y tal sobrecarga la guardamos como energfa
potencial; cuando es negalivo estamos descargado el costo G}, y para pagar
la operacién usamos la encrgia en la estructura con su consecuente dismi-
nucién.

El método del rasero es el mas simple de los tres, pero puede ser dificil
de utilizar en estructuras con operaciones fuertemente relacionadas entre
si. El mélodo del saldo y el método del potencial son enteramente equi-
valentes y la eleccién de uno u otro dependerd de cudl se ajusta mas a
las dificultades del problema. Ademas tiene la ventaja de que se pueden
ajustar a las abstracciones que se hagan del problema. En todo caso se
pueden complementar unos con otros en el andlisis de una estructura de
datos.

A continuacién presentamos dos ejemplos que ilustran el uso de los tres
métodos.

2.5 Operaciones de pila

En nuestro primer ¢jemplo implantamos una pila usando un arreglo S[1..1);
el arreglo tiene el atributo top[S] que indica ¢l objeto insertado mads recien-
temente.

Pusu(s, )

/* Pone el objeto z dentro de la pila S */
1 if PiLA-LLENA(S)

2 then error “overflow”

3 else lop[S] — top(S] + 1

4 S{top[8)) ~ =

Por(8)

/* Saca el objeto del tope de la pila S */
1 if P1La-Vacia(s)

2 then error “underflow”

3 else 1op[S] — top{S]-1

] return ${lop[S]+1]
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Dado que estas operaciones corren en tiempo O(1), consideramos su
costo como 1 y el costo total de una sccuencia de n operaciones, entre
Pusi(S, =) y Por(S) es, por lo tanto, ©(n).

A esta estructura afiadimos una operacién llamada MuLtirop (S, k), la
cual remueve los k objetos en el tope de la pila, o bien, saca el contenido
total de ésta si contiene menos de k objetos,

Murripor(S, )

/* Remueve min(|S], k) objetos de la pila §*/
1 while not PiLA-VAciA(S) and k # 0

2 do Por(S)

3 h—k-1

MurtipoP se basa en la operacién de Pop, que tiene un costo de 1;
al realizar MULTIPOP en una pila con |5} abjetos, el while sc satisface en
total min( [§], & ) veces y éste cs el nimero de operaciones Pop usados en
la llamada, por lo que su costo es proporcional a min{ |5, k).

Analicemos ahiora una secuencia de n operaciones Por, Pusu y Murti-
POP, en una pila § inicialmente vacia. Basta observar que cada objeto que
sea sacado, tuvo que haber sido metido en la pila, por lo que el nimero de
veces que es llamado PoP(S) en una pila no vacia, incluyendo las llamadas
hechas por un MurTlPoP(S, k), es a lo méis tantas como los Pusu(S, z)
que se hicieron, lo cual no sobrepasa n; de lo cual concliuimos que cualquier
secuencia de n operaciones toma un tiempo O(n), ¥n € N, El costo amor-
tizado de cada una de las tres operaciones es, segin el métado del rasero,
o(1).

Para el método del saldo asignamos los siguientes costos amortizados:

Pusu($, ) 2;
Pop(S) 0;
Muiriror(S, k) 0;

notemos que cl costo amortizado de MULTIPOP(S, ) es constante mientras
que su costo real es variable. Estos costos, obtenidos del razonamiento
dado arriba, intentan distribuir el costo variable de MULTIPOP sobre las
operaciones de PusH.

Utilizamos una moneda para representar una unidad de coste y pen-
samos en la estructura como una pila de charolas, entonces la operacidn
de Pustt recibe 2 monedas y las otras operaciones no reciben monedas.
Mostramos ahora cdmo pagar por una secuencia de n operaciones de pila
usando el costo amottizado. Cemenzamos con una pila vacia; cuando se
pone una charola en la pila, usamos una moneda para pagar por la ope-
racion de Push y dejamos la moneda sobrante como crédito encima de la
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charola. En cualquier momento todas las charolas en la pila tendrdn una
moneda como crédito.

Cuando ejecutamos una operacion de Pop pagamos su costo usando el
crédito guardado en la pila, o sea, de la charola que saquemos, tomamos la
moneda que contiene y pagamos ¢l costo de la operacion.

Para pagar el coslo de una operacién de MULTIPOP, al sacar la primera
charola tomamos la moneda de crédito que contiene y pagamos el costo de
esa operacion de POP; asi actuamos con todas las charolas que tengamos
que sacar.

Dado que cada charola tiene una moneda y la pila siempre tiene un
mimero no negativo de éstas, tenemos que el crédito siempre es no negativo.
Entonces para cualquier secuencia de n operaciones en la estructura, la
suma de los costos amortizados de cada operacién es O(n) y funciona como
una cota superior para ¢l costo real de la secuencia.

2.6 Incrementando un contador binario

Como segundo ejemplo tenemos la implantacion de un contador binario de
k bits usando un arreglo A[0..k ~ 1] de bits que tiene el atributo length,
con el valor de la longitud del arrcg]o Un nimero binario = que estd en el
contador tiene su blt de orden més bajo en A[0], el mds alto en Afk - 1]
yestal quez = z‘ ~o A[}2%; inicialmente z = 0 y para incrementar en 1
usamos el siguiente procedimiento:

INGREMENTA (A)

/* Incrementa en 1 el contador */
1ie=0

2 while i < length{A] and Afi] = 1
3 do A[i] —0

4 i—i+]

5 if i < length{d] then

6 Ali] —1

Al comienzo de cada iteracién, debemos afiadir un 1 a la posicién i; si A[i] =
1 Jo hacemos cambiando a cero el bit i-ésimo y levando un acarreo de 1; de
otro medo el ciclo termina, entonces, si i < length{A) sabemos que Alf} =
0 y sumamos el uno del acarreo en la posicion # prendiendo el bit. Es claro
que e| costo de INCREMENTA es proporcional al mimero de bits cambiados.
De nuevo usamos en ¢l método del saldo una moneda para representar
cada unidad de costo, que en este caso serd el de cambiar un bit.
Asignamos 2 monedas a la operacién de prender un bit y 0 para apagar
un bit. Cuando prendemos un bit, usamos una moneda para pagar el
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costo de la operacidn y colocamos la que sobra en el bit como crédito. En
cualgquier momento, todo bit prendido tendrd una moneda de crédito; para
pagar por la operacidn de apagar un bit, usamnos la moneda de crédito que
éste contiene.

Podemos asi determinar el costo amortizado de la operacion de INCRE-
MENTA. El costo de apagar los bits dentro del while se paga con las mone-
das contenidas en los bits que son apagades. A lo mds un bit es prendido
en la linea 6, y el costo amortizado es de 2. El nimero de bits prendidos es
siempre no negativo, por lo que el ctédito es no negativo. Entonces, para
n operaciones de INCREMENTA, el costo total de la secuencia es O(n).

En el método del potencial, definimos a ser la funcién de potencial,
O(D;) = b, el nlimero de bits prendidos en el contador; comoinicialmente el
contador empicza en 0, todos los bits estén apagados y ®(Dy) = 0; ademds
el nimero de bits prendidos es no negativo, por lo que ¢(1%) > 0, para toda
i 2 1. Calculamos el costo amortizado de una operacién de INCREMENTA
en el contador. Suponiendo que la operacion apagé t; bits, el costo de la
operacion es a lo mads {; + 1, por el bit que posiblemente prendemos al
final; y el niimero de bits que permanecen prendidos es entonces, a lo mas,
bi—y = t; +1; por lo que

Ci=Ci4b=bisi Sl + 1)+ (bimy =t + 1)~ bim1 = 2,

de lo cual concluimos que en n operaciones ef costo es O(n).

El método da la flexibilidad de analizar un contador que no empiece
inicialmente en 0. Supongamos que el contador empicza con b bits prendidos
y después de las n operaciones hay b, bits prendidos; de la definicién de
costo amortizado obtenemos:

>a
i=1

1

}_"jc: — ®(Dy) + @( Do)

i=1
n
Y Ci=by=b,
i=1

Como C} es independiente del valor especifico ®(Dy), tenemos que
E:-;l Cles O(n); y comob—b, < b,¥n > !, el costo de n operaciones estd
acotado por una funcién O(n) mds el factor b; si n es Q(5) la funcidn es
O(n), o sca, si realizamos suficientes operaciones en la estructura el costo
se mantiene como O(n).



FALTA PAGINA

No. / 7



Capitulo 3

Conjuntos Disjuntos

Introducimos ahora el problema que da origen a esta tesis. Damos primero
una estructura de datos, con sus operaciones imnplantadas en dos formas,
que lo resuelven, para finalmente determinar su complejidad en tiempo
mediante un analisis amortizado.

3.1 El problema

El problema de mantener conjuntos disjuntos consiste en poder determinar
en cualquier momento, a qué conjunto pertenece un elemento cualquiera
y unir los conjuntos de dos elementos dados, esto sobre una coleccion de
conjuntos disjuntos. Inicialmente hay un universo { z1,22,...,z, } de n
elementos y se realiza una sucesion cualquicra de las siguientes operaciones:

CreEA-CoNJuNTO(2,{) Crea un nuevo conjunto con etiqueta [ conteniendo
como tinico elemente a z, el cual no estd previamente en ningun con-
Junto. Supondremos que se ejecuta una operacion por cada elemento
del universo.

ENCUENTRA-ELEMENTO(z) Determina el conjunto que contiene al ele-
mento z y tiene como salida su nombre.

UNE(z,y) Crea un nuevo conjunio que es Ja union de los que contienen a
los elementos z y ¥, la etiqueta es la del viejo conjunto conteniendo
al elemento z, y destruye los dos conjuntos anteriores. La operacién
se realiza sdlo si los elementos = y ¥ estdn inicialmente en conjuntos
diferentes.

13
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Nuestro plantcamiento puede ser puesto en términos generales especi-
ficando las entradas vilidas (instancias del problema), las salidas co-
rrectas (soluciones) y la relacién que guardan estas dos. La entrada serd
una coleceion finita de conjuntos, cada uno de los cuales tiene un nombre
distinto y un solo elemento; una operacién de CREA-CONIUNTO por cada
uno de los conjuntos anteriores; y una sucesion de operaciones UNE(z,y)
y ENCUENTRA-ELEMENTO(z). La salida serd una sucesién de nombres de
conjuntos. Cada nombre corresponde a la respuesta correcta de una ope-
racion ENCUENTRA-ELEMENTO. Esto nos permite hacer la siguiente

Definicién 3.1 Por PCD{m,n,1) denotamos una instancia del problema
de maniener conjunlos disjunfos con n elemenlos iniciales, m operaciones
de ENCUENTRA-ELEMENTO y un folal det operaciones, Ademds ¢l nimero
de operaciones UNE es a Ib mdsn — 1,

Por las restricciones hechas para CREA-CONJUNTO, los conjuntos exis-
tentes en cualquier momento son disjuntos y definen una particion de los
elementos en clases de equivalencia [12].

Hacemos una clara distincidn entre sucesién de operaciones dada en
linex (on line) y fuera de linca (off line).

Definicién 3.2 La ejecucidn en linea de una sucesién de operaciones o
requiere que las operaciones en o sean ejecutadas de izquierda a derecha,
ejecutando la i-ésima aperacién sin lener conocimienlo de las siguienfes
operaciones. La ejecucidn fuera de linea de o permile que @ sea recorrida
anles que cualguier respueste sea producida.

Claramente cualquier algoritme para una sucesién de operaciones dada
en linea puede ser usado para una dada fuera de linca pero al revés no
es necesariamente cierto. Durante este trabajo estaremos interesados sélo
en algoritmos para sucesiones de operaciones dadas en linea. Sélo en ¢l
capitulo final haremos algunos comentarios sobre algoritmos para el caso
fuera de linea.

3.2 Solucion

Procedemos a dar una primera solucién. Con cada conjunto distinguimos
un elemento arbitrario pero tnico, llamado elemento candnico, el cual
sirve para representar al conjunto. Cada elemento es representado por un
cbjeto de tipo nodo con los siguientes atributos. El atributo simbolo tiene
un simbolo para el elemento representado y el atributo etiqueta contiene el
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nombre del eonjunto donde estd este elemento, este nombre es actualizado
solo para los elementos candnicos.

Para llevar a cabo ENCUENTRA-ELEMENTO y UNE usamos dos opera-
ciones de bajo nivel que manipulan elementos candnicos:

Busca{z) Regresa el elemento canonico del conjunto que conticne al ele-
mento z. :

JuNTA(z,y) Combina los conjuntos cuyos elementos candnicos son z y y
en un solo conjunto y hace a z, o bien a y, el elemento canénico del
nuevo conjunto. La etiqueta del nueve conjunto es la etiqueta del
viejo conjunto que contiene al elemento z. Esta operacion requiere

que z #y.

Los procedimientos ENCUENTRA-ELEMENTO y UNE se implantan como
sigue:

UNE(z,y)

1 e — Busca(z)

2 f — Busca(y)
Jifes f

4 then JUNTA(e, f)

ENCUENTRA-ELEMENTO (z)
1 return etiguelefBusca(z)}

Ahora usamos la estructura de datos propuesta por Galler y Fischer
[19]. Representamos cada conjunto mediante un drbol con raiz. Los vértices
del drbol son los elementos del conjunto y el elemento candnico es la raiz
del arbol. Cada elemento = tiene un apuntador a su padre en el arbol,
ghardado en un atributo nuevo llamado padre, y la raiz apunta a s{ misma,
Ver figura 3.1, De ahora en adelante no hacemos distincidn entre elementos
de un conjunto, vértices en un drbol y objetos tipo node que representen
a los elementos.

Para realizar CREA-CONJUNTO(z) hacemos padre(z] igual a z. Para
Busca(z) seguimos los apuntadotes hacia los padres, desde z hasta la raiz
del drbol, y regresamos la rafz, lo cual asocia una trayectoria a cada ope-
racién Busca. Para JUNTA(z, y) hacemos que padre[y] sea z y éste serd el
elemento candnico del nueve conjunto,

Este primer algoritmo no es eficiente, pues cuando el drbol es una trayec-
toria de n elementos, requiere de O(n) unidades de tiempo para cada ope-
racién Busca{z). Afiadimos dos tipos de mejoras para disminuir el tiempo
total de ejecucion.
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Figura3.1: La estructura de datos utilizada en la representacion para Ja par-
ticién del universo. Los conjuntos son A = {a,b,c,d, e} y B ={f,g,h,i}.

La primera idea es mantener los drboles poco profundos después de
cada operacion JUNTA usando un nuevo atributo, para la estructura de
nodo, llamado range. Galler y Fischer [19] propusieron unién por pesos
(linking by size). Mantenemos en el atributo rango, del clemento candnico,
el tamario del drbol y hacemos que la raiz del drbol mds chico apunte a la
raiz del arbol mais grande. Una variante es la de unién por altura (linking
by rank) inventada por Tarjan [45). Mantencmos una cota superior para
la altura, en el atributo rango de los elementos candnicos, y hacemos que
la raiz del drbol menos alto apunte a la raiz del érbol mds alto. Ambas
versiones tiene efecto parecido pero union por altura es prefetible ya que
requiere menos recursos de memoria.

La segunda idea es cambiar la estructura del drbol durante una ope-
racién Busca(z) acercando los vértices a la raiz. Mellroy y Morris [2)
(Knuth se lo atribuye a Tritter [8]) proponen la mejora de compresién por
trayectoria (path compression). Después de localizar la raiz » del drbol que
contiene a £ hacemos que cualquier vértice en la trayectoria de r a r apunte
directamente a la raiz; esto incrementa el tiempo de la operacion en un
factor constante pero ahorra suficiente tiempo a las posteriores operaciones
como para pagarse por s{ mismo.

En conclusion, la estructura de nodo tiene 4 tributos: simbolo, efiquels,
rango y padre. El valor simbolefz] ticne un simbolo para el elemento z,
Fl valor padrc[z] tiene el padre del efemento x en el drbo). Los valores
eliquetafz) y rangolz] estin actualizados sélo para elementos canénicos; el
primero es el nombre del conjunto donde estd z y el segundo es un valor
asociado al tamaiio del conjunto de x. Los siguientes programas usan los
métodos anteriores.

CREA-CONJUNTO(2, )

1 padrelz] — ¢
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2 rangofz] — 0
3 etiguetafz] —{
4 simbolo[z] — z

JUNTA(z, y)

J* Versién para unién por altura. En el atributo rango guardamos un
entero que servird para mantener una cota superior a la altura del arbol.
La implantacién para unién por pesos es andloga, sélo que en rango[z) se
mantiene el peso del arbol.

o Si rango[z] > rango[y] hacemos y hijo de z y z es el elemento canénico.
» Si range[z] < rangofy) hacemos z hijo de y ¥ ¥ cs el elemento canénico.

# Si rangolz] = range[y] hacemos z hijo de y, incrementamos rango(y]
en 1 ¥ y es el elemento canonico. La etiqueta del conjunto es la de z.

*/
1 if rangof[z] > rangoly)

2 then padrely] — =

3 else padrela) —y

4 eliguetaly] — etiqueta(z)

5 if rango[z} = rango[y}

6 then rangoly) — rango(z]+1
Busca(z)

/* Utilizamos un procedimiento recursivo. Si z es la rafz, entonces regre-
samos z = padre(z], lo cual termina la recursién. De otro modo llamamos a
Ia funcidn recursivamente con pardametro padre[z], lo cual regresa un apun-
tador a la raiz y es puesto en padre[z], que se regresa como resultado */

1if z # padre(z]
2 then padrez) — Busca( padre(z])
3 return padre(z]

Busca(z)

/* Version no recursiva, En la primera iteracién se encuentra la raiz del
arbol, En la segunda se actualiza el atributo padre en todos los vértices de
la trayectoria para que apunten a la rafz */
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1raiz ~—z
2 viejo — z
3 while padre[raiz] # raiz

4 do raiz ~ padre[raiz)

5 while padre[viejo] # viejo

] do nuevo « padre|viejo]
7 padre[viejo} ~ raiz

8 vigjo «— nuevo

9 return raiz

Van Leeuwen y Van Der Weide [49, 47) propusieron otros dos modos
para acotar las trayectorias durante una operacién Busca(z). Dividir a
Yo largo (splitting) y dividir en des (halving). En el primero, durante la
operacidn hacemos que cada vértice en la trayectoria hacia la raiz apunte
a un vértice que esté dos lugares adelanle (excepto para el iltimo y el
peniltimo ). Esto rompe la trayectoria en dos que tienen la mitad de la
longitud de la original. En la segunda, hacemos alternalamente que un
vértice apunte al padre de su padre, o bien, no lo cambiamos. Ambas
requieren de un solo recorrido de la trayectoria en cada operacion Busca,
a diferencia de compresidn de trayectoria que requiete dos. Usamos
s6lo dividir a lo largo en nuestro trabzjo.

Busca(x)

/* Durante ¢l recorrido de la trayectoria desde = hasta ia raiz del 4rbol
hacemes el padre de un vértice lia ser el padre de su padre */

1 ancestro « padrelz)
2 while ancestro # padre{ancestro)

3 do padre[z] ~ padre[padrefx])
4 I — ancestro
5 ancestro +— padrefz]

6 return ancestro

3.3 Anilisis

Hicimos ya un andlisis de Ja complejidad para la primera solucidn, ahora
damos el andlisis para nuestra solucion con las mejoras anteriores.

Como las operaciones ENCUENTRA-ELEMENTG y UNE las construimos
a partir de las basicas Busca y JUNTA, basta que consideremos sucesiones
de este tipo de operaciones para determinar el cosio de tiempo en nuestra
solucion, Hasta el final de este capitulo usamos por extensién PCL{m,n,t)
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para una instancia del problema pero con operaciones CREA-CONJUNTO,
Busca y JUNTA.

Para unidn por pesos y compresion de trayectorias, Fischer [12] encontré
una complejidad de O(t log(log(n))). Hoperoft y Ullman [23] probaron una
complejidad de O(1 log*(n)) para unién por altura y compresién por trayec-
toria, donde definimos para j > 1

j . parai=0, '
log'(j) = log(log~"(7)) parai> 0 ylogi=!)(j) > 0,
BYI= Y indefinido parai >0 ylog~(j) <00

log(i'l)(j) es indefinido;

log"(7) = min{if 1og™(j) < 1},

Tarjan y Van Leeuwen [45] obtienen una complejidad de O(ma(m +
n,n)+ n) para unidn por altura o por pesos y compresion de traycctoria
o dividir a lo largo, donde a(i, ) es la funcién inversa de la funcién de
Ackermann.

Definicion 3.3 Definimos la funcidn de Ackermann A(i, §) para i, j € N
por )

Al ))= ¥ para j > 1

A 1)= A(G-1,2) parai > 2

A(il J) = A('“ ]'DA(I!] = 1)) para 1lj 2 2.

Definicién 3.4 Definimos la funcién inverse de Ackermann, ofi,j) para
i>jeN por

a(i, §) = min{l > 1} A(!, LiJ) > log(4)}.

Las definiciones de la funcién de Ackermann y su inversa se han ido
ajustando durante el tiempo y surgen a partir de los requerimientos de la
prueba [10], nosotros usamos la dada en [43}. Una caracteristica sobre-
saliente de la funcidn de Ackermann [1, 43] es su acelerado crecimiento en
ambas entradas. La funcién a(f, j) no es realmente una funcidn inversa de
A(i,j) pero captura la esencia de una funcién inversa, crece tan despacio
como la funcién de Ackermann lo hace rdpido.

Si fijamos el valor de n, cuando m crece, la funcién a{m + n,n) es
monétonamente creciente. Para ver esta propiedad basta notar que Lﬂ;fﬂj
es mondtonamente creciente cuando m crece; entonces, como n es fijo,
el valor minimo necesario para que A(i, [E"‘ﬂj) sea mayor que log(n)
es monotonamente decreciente. Esta propiedad puede ser vista intuitiva-
mente en la estructura dada, con la mejora de compresion por trayectoria,
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como sigue: para n elementos iniciales, cuando el mimero m de operacio-
nes ENCUENTRA-ELEMENTO se incrementa, esperamos que en promedio la
longitud de sus trayectorias decrezca. Si, como aseguramos, realizar m ope-
raciones de ENCUENTRA-ELEMENTO toma un tiempo de O{ma(m+n, n)),
entonces ¢l tiempo promedio por operacion es de a(m + n,n).

Es de notar que a(m + n,n) < 4 para todo prepésite practico. Dado
que !a funcion de Ackermann es estrictamente creciente en cada entrada,
ver Apéndice, A3, [ﬂ‘—;{ﬂj) > A(i,1) para todo i > 1. En particular
A4, | 2E2]) 2 A(4,1). Pero

A1) = A@B,2)

R 1
= 9? } ,
lo cual es mds grande que ¢l niimero estimado de atomos en el universo
observable (aproximadamente 10%°). Entonces slo para valores impricticos
de n, A(4,1) < log(n). Otras propiedades son enunciadas en el Apéndice.

Todo el resto del capitulo lo dedicamos a la prueba de la cota dada
por Tarjan y van Leeuwen en [45); los pocos cambios liechos los sefialamos
explicitamente.

Primero, para una trayectoria en la operacion BUsCa decimos que se
hace un acortamiento de trayectoriasi cada vértice en la trayectoria, ex-
cepto el dltimo y el pemiltimo, apunta a un vértice que estd a una distancia
de al menos dos hacia adelante. Compresién por trayectoria es localmente
el mejor tipo de acortamiento, mientras que dividir a lo largo es Jocalmente
el peor.

Medimos los cambios de apuntadores causados per el acortamiento con
respecto a un bosque inicial, lamado bosque de referencia, el cuat es pro-
ducido por una secuencia de operaciones ignorando las operaciones Busca.
Durante esta parte definimos el rango de un elemento, rango(z), como su
altura en el bosque de referencia y famaiio{z) como el peso del subarbol
que genera; si unién por altura es usada para JUNTA, entonces el rango de
un vértice es el iltimo valor asignado a rangolz].

Las siguientes propiedades se mantienen en cualquier secuencia de ope-
raciones usando una forma de acortamiento de trayectoria,

Lema 3.5 Sea B un bosque de referencia de la sucesion de operaciones
o. Siz es un elemento de B, enlonces el valor padre[z] es un ancestro
de x en B duranie la ejecucion de ¢, Ademds, si 29 — 2y — ... —
z3, es la trayecloria de una operacidn BUSCA en o, enlonces rango(zg) <
rango(z1) < ... < rango(zy).

Demostracién Se prueba usando induccidn sobre el mimero de operaciones
JUNTA. o
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Lema 3.6 Sea z cralguier vérlice en un bosque de referencia, Si usamos
untén por allura o por pesos, enfonces tamaitofz) > grango(r)

Deniostracién Procedemos por induccion sobre el mimero de operacio-
nes JUNTA. Para cero operaciones se cumple el enunciado claramente.
Supongamos, como hipétesis inductiva, el resultado para k operaciones.
Para k + 1 operaciones el enunciado se mantiene micntras no se altere el
valor de rango(z) en la ultima operacién. La dnica forma en que cambie
rango(z) cs que JUNTA haga a un vértice w, con rango(w) = rango(z), hijo
de z, pero entonces

tamaro'(z) tamano(x) + tamadiow)
2ranya(r) + 2rango(w)

2ran_qa(.r)+l

v Iv Iv

2rango'(r)'

donde rango’(z) y tamaio'{z) denotan los valores después de realizar la
operacion JUNTA, 0

Corolario 3.7 En un bosque de referencia, usando unidn por altura o por
pesos, el mimero de vértices de rango i es a lo mds n/f2'.

Demostracién Por el Lema 3.5, los rangos de los vértices son cstrictamente
crecientes a lo Jargo de cualquier trayectoria en el bosque, entonces los
vértices con rango ¢ no estan relacionados en el bosque de referencia y los
descendientes de cualesquiera dos son conjuntos disjuntos, por el Lema 3.6
cada vértice con rango 7 tiene al menos 2° descendientes, por lo tanto hay
a lo mids n/2' vértices de rango i, o

Corolario 3.8 En un bosque de referencia, usando unién por altura o por
pesos, la distancia de cualquier vérlice  a la raiz no excede log(n), y
rango(z) estd acotado par log(n).

Demostracién Consecuencia del Corolario 3.7, pues n/2°8M+ < 1, O

Procedemos a acotar el total de vértices en las trayectorias de las opera-
ciones Busca. Para esto usamos la téenica de particion miiltiple (mul-
tiple pariition) de Tarjan [38], que usa el incremento de los rangos de los
padres a lo larg: del tiempo para agrupar nodos y poder contabilizar sus
gastos,

Definimos una particién de Jos enteros desde 0 hasta el maximo rango
de un vértice. Ilay una particién por cada nivel i en [0,...,x]. La clase
Jj-ésima, llamada bloque de la particién, para el nivel i es definida como

blogue(i, §) = [B(i, ), B(i,j + 1) = 1] paraj € (0,4~ 1],
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dounde las cotas de los intervalos, B(i, j); el nlimero de bloques en el nivel
i,1;; y ¢l nimero de niveles, &; son pardmetros ha ser determinados después.
Denotamos por Il al maximo rango de un vértice.

Para que nuestra definicién tenga sentido requerimos de una funcién
B(1,), con i €[0,x] y j € [0,4), los siguientes propiedades:

1. B(0,j) = j para j € [0,{y).

2. B(i,0) = 0 para i € [1,4].

3. B(,§) < Bi,j+1) paraie[l,s},j€[0,i-1).
4, B(i, ;) > H parai € [0,x]

5. k=1,

Primero, la propiedad 3 implica que los bloques de particidn en el nivel i
son intervalos disjuntos no vacios. Segundo, las propiedades 2 y 4 implican
que cualquier entero en {1, 7] estd en algiin bloque de particién en el nivel
i. Tercero, la propiedad 1 implica que cada bloque de particién en el nivel
0 consiste en un solo entero. Finalmente, la propiedad 5 implica que la
particion del nivel x consta de un solo blogque.

En cada nivel los bloques particionan a los vértices por rangos. Para
i € [1,&], 5 € [0,; 1], definimos n; ; como el niimero de vértices con range
en bloque(i, j) — blogue(i — 1,0).

Corolario 3.9 Para cualquieri € [0, x},

li~1

E ni; <.
j=0

Demostracién En cada nivel i hay n vértices. u}
Intentamos que los bloques sean cada vez mas amplios conforme los
niveles aumentan. Como una medida para este aumento denotamos por
b j, parai € [L,x],j € [0, — 1], al mimero de bloques en el nivel {—1 cuya
interseccién con blogue(i, 5) es no vacio.
Definimos el nivel que le corresponde al vértice z, nivel(z), como

min{i| rango{z), rango(padre(z]) € blogue(i, ), p.a. j€([0,li-1]]}.

La posibilidad de tal definicién se sigue de la propiedad 4. Ademds,
cada nivel(z) € (1, &}, a menos que z sea la raiz de un 4rbol en el bosque
de referencia, en cuyo caso ntvel(z) = 0. Aunque el rango de un vértice es
fijo, su nivel puede incrementarse pero no decrecer.
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Usamos el métode del saldo para acotar el niimero de vértices en las
trayectorias de las operaciones Busca en un PCD( m, n,t), que es propor-
cional a su costo de tiempo. El crédito asignado por operacion es repartido
entre los vértices en la traycctoria y la operacién misma, tal que dependa
de los niveles justo antes de realizar la operacion. El crédito asignado a un
vértice es guardado en los niveles que serdn especificados después.

Crédito por operacién Asignamos un crédito de 3x para cada operacion
Busca.

Crédito por vértice Sea z un vértice en la trayectoria de Busca, dife-
rente del primero y del dltimo. Sea I ¢l valor maximo de la funcidn
nivel para los vértice precediendo a = en la trayecloria. Si

min{!, nivel(padre[z])} > nivel(z)
entonces asignamos
min{!, nivel(padre[z])} = nivel(z) + 1

ar.

Esta cantidad es guardada en el intervalo
[nivel(x), min{I, nivel(padre[z])}].

Ver figura 3.2.

Notemos que la regla de crédito por vértice no asigna crédito al penul-
timo vértice de la trayectoria. Veamos como usar este crédito para pagar
el costo de cada operacién Busca, después sumamos el total de créditos y
obtenemos una cota superior al costo real de las operaciones Busca.

Teorema 3.10 La caniidad de crédile para una operacidn BUSCA en un
PCD(m,n,t) es al menos el nimero de vérlices en su trayectoria.

Demostracion Sea ¢ = 29 — z; — ... — 1z la trayectoria de la opera-
cién. Tomamos
P={i€[0,h=1)| nivel(z;} < nivel(padre[zi]}} ¥
N = {{ €0, h— 1)} nivel(z;) > nivel(padre[z]}};
claramente PUN U (A} =[0,h]y PNN =0.
Notemos lo siguiente:
A-1
Z nivel(ziy1) — nivel{z;) = nivel(zy) — nivel(zo) > —nivel(zy).
i=0
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Nivel '™ TeTe e
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Figura 3.2: Ejemplo de la asignacién de erédito por vértice en una trayee-
toria para la particion del dibujo. Ademds, se muestra el modo de guardar
este crédito.

Despejando los Lérmino en P oblenemos

z(nivel(r;H) - nivel(z;))

igP
> ~nivel(zg) + E(niud(z;) — nivel(zit1))
iEN
> —nivel(zo} + |N|.

Sumando |P| en ambos lados

Z(nfvel(z.-H) — nivel(zi) + 1)
icP

1\

—nivel(zg) + |N|+ |P|
= h— nivel(zg).

Seayp, ..., Y, lasubsucesion maxima de la sucesion de vértices formada
con los z; tales que

nivel(z;) > mivel(x;) Vi <.

De la definieidn yg = 2o ¥y g < £ — 1, pues & es el nivel maximo.

Procedemos a determinar la cantidad de eréditos dados a la operacidn.
Para que un vértice r; reciba crédito por vértice es necesario que i € P.
Tenemos dos casos:
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e Sizigey & {yo,...,¥4s} cntonces existe y; que estd antes que z; en
la trayectoria y cuyo nivel es mayor al de z;41; en consecuencia, z;
recibe un crédito de

nivel(z;41) — nivel(zf) + 1.
¢ Sizipyy =y, P 3 §€[L,Kyzi # yj-1, entonces z; recibe
nivel(yj—1)=ntvel(z;)+1 de crédito, o sea, al menos
nivel(y;-1) — nivel(z;) =
[nivel{ziy 1) — nivel(z;) + 1] = [nivel{y;) — nivel{y; 1) + 1)
tal cantidad sc mantiene axin si ; = y;_1, pues r; no recibe crédito.

Como el anterior andlisis considera todos los vértices U = {z;} i € P},
sumamos las cantidades obtenidas para cada vértice en U, algunas de las
cuales son 0, mas 3k, del crédito por operacion, para oblener un total de
al menos

Z(nivel(z;+1) — nivel(z) + 1} — i(m’vcl(yj) —nivel(y;—1)+ 1) + 3«

iep j=1
2 h — nivel(zq) — nivel(y,) + nivel{yo) — g + 35
> h—k—(k=1)+3>h

]

Lema 3,11 Eltotal de créditos por vérlice para todas las operaciones Bus-
ca en un PCD{m,n 1} es ¢ lo mds

K =1

}:z bijniy.

i=1 j=0

Demostracién A cada vértice = que recibe crédito por vértice le haremos
una marca por cada unidad recibida, las marcas son de diferentes tipos:
ponemos una marca de tipo { si su nivel es exactamente i antes de una
operacion Busca. Veremos que si nivel(z}= 1y el rango de z estd en
blogue(é, j), entonces no ponetrios mds de b; ; marcas de tipo i. Ademds, de
estos vértices marcados, cuyos rangos estén en bloque(i, j), no marcamos
mds que a n; ;. La idea de marcar los vértices es nuestra.

Consideremos un vértice z que recibe crédito por vértice y su nivel es i.
Antes de la operacion Busca, 1 < nivel(z) < iy después, nivel(z) > 1.
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Supongamos que z recibe un crédito de g 4 1, de la regla para ¢rédito
por vérlice se sigue que nivel(padrelz]} > ¢ + i y existe 2, en la trayec-
toria de la operacién, que estd antes que z y nivel(z')—nivel(z) > q¢.
Como nivel(padre[z]) > i, rango(padre[z]) y rango(padre[padre[z]]) estin
en diferentes bloques de nivel i — 1 antes de la operacién y después de ella
rango(padre[z]) y rango(z) estardn separados por al menos un blogue mds
de nivel i — 1. Esto no puede suceder mds de b; ; — 1 veces antes de que se
incremente nivel(z). Ponemos en cada uno de estos casos una marca de tipo
taz. Sig> 0, entonces nivel(z) pasa a ser al menos i 4 g, y en este caso
hacemos una marca adicional de tipo i, lo cual haria tener a z a lo mds &; ;
marcas de tipo 7; podemos biyectar las ¢ unidades de crédito con marcas de
tipot,...,i+g—1, que se hubicran desperdiciado. Ademas, nivel(z') > i+q,
entonces rango(z) & blogue(i—1,0),..., blogue(i+¢—1,0), por loque las mar-
cas que hicimos son cuando rengo(x) € blogue(i +!, ji)—bloque(i +1 - 1,0),
para [ € [0,x]. Concluimos que no marcamos mas de n;; vértices cuando
su nivel es 4.

Sumando todas las marcas obtenemos el resultado. 0

Corolario 3.12 El iotal de vértices recorridos por las trayeclorias de m
operaciones Busca en un PCD(m,n,t) es a lo mds
& -1

3ms + Z Z bijnij.
i=1 j=0
Demostracion Por el Lema 3.10 la cantidad total de crédito acota el total
de vértices, El Lema 3.11 da una cota para el total de crédito por vértice
y 3mx es el total de crédito por operacién. (n]

Lema 3.13 Si utilizamos unidn por alfura o por pesos pare la operacidn
JUNTA en un PCD(m,n,t) tenemos que

n . ,
nij < amex{BE) BT =T Para i e (l,x),j €10, -1].

Demostracién Sabemos por el Corolario 3.7 que hay a lo mds & vértices
con rango {; dado que n;; son todos jos vértices cuyos rangos estdn en
blogue(i, j)—bloque(i—1,0), o sea, en el intervalo [B(i, j), B(i,j+1)-1}-[0,
B(i = 1,1) — 1) obtenemos
B(ij+1)-1
nij £ Z 5
{=max{B(i,§),B(i~1,1)}
ad n
s 2 o
1=max{B(i,j),B(i~1,1)}
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n
gmax{B(i,j),B(i-1,1)}-1"

[m}

Lema 3.14 Si usamos unién por allura o unidn por pesos y cualquier for-
ma de acorlamiento de {rayecloria, enlonces el tolal de vérlices en las
trayectorias que siguen las operaciones Busca en un PCD{m,n,t) es a
lo mds

Ima(m+n,n)+ 11n +4m.

Demostracién Aqui el rango maximo es de fog{n), por el Cerolario 3.8.
Tomemos xk = a(m + n,n) + 1; § = min{j| A(i,j) > log(n)}, para i €
[1,a(m + n,n)] y I = ; definimos también
B(i, )
Bk, 1)

AG,), sii€[l,a(m+nn),je[L,L]y
{log(n)] + 1.
Las propiedades 3 y 4 se siguen de las propiedades para la funcién de

Ackerman en e Apéndice.
Tenemos que acotar la suma

a(m+n,n)4ll=1

E 3 bigneg,
i=0

§=]
para lo cual estimamos los valores de b; ;:
(i) bio < 2, parai €{l,a(m+n,n)).

blogue(i,0) = [B(i,0),B(i,1)-1]

[0, AG,1) = 1)

[0, AG=1,2)-1]

[0, B(i~1,2)-1]

[0, B(i—1,1)-1JU[B({i-1,1),B(i-1,2)-1].

]

(i) bagminn)rr,o < |BEE].
Afa{m +n,n), lm# 1) > log(n)

por definicién. De donde

m+n

).

la(m+n,n) .<.. l
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(i) b5 < A(f, ), i € [L,a(m+ n, n)].J € [1 l. - 1]
Sii =1, entonces i

bloQuC(llj) [B(I,J)’B(llj-i- 1)_1]
[A“\j): A(laj"'. 1) - 1]
[ ARESS)]

yb; g¥H~1 -2 <Y = AL, ).

Sii> 1, entonces

[B(iyj)n B(ilj + 1) - l]
[A(l.lj)l A(i1j+ l) - 1]

fﬂ,A(t',j + l) - 1]

[0, A(# - 1, A(i, ) — 1]

[0, B(i = 1, A, §)) - 1).

bloque(i,j)

il

Ahora procedemos a acotar las siguientes sumas parciales:

Primero,
a(mtn,n)4l

E bionio < In+m.

i=1
Si usamos [blogue(i, j)| para el niimero de vértices con rango en bloque(i, j),
entonces ny g = |blogue(i,0)| — |blogue(i — 1,0)], para i > 0,y

a{m+n,n)
Z njo = |blogue(a(m + n,n),0)} ~ |blogue(0,0)| <
i=1
por lo que
a{m+n,n)+1 a(m+n,n)
bionip = Z bi 01,0 + bagm4n,n)41 0Ma(mn a)41,0
i=] i=1
a{m+n,n}
<2 % mok P20 n de (i) y i)
i=1

< 2n4+m+n

Esto es una mejora a la dada en [45} de 5n + m.
Segundo,

a{m+n,n)i, -1 a{m+4n,n) s

Al 1)+ 1
Y Shums 3 n (g,
i=1 ist

i=1
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Usamos el Lema 3.13 econ k = a{m + n,n) y obtenemos

< n _ n
M S Omas(BEABU-LDI-T  2AG4)-1"

Entonces

fi=1 li-1 n
Zbi.)'"i,j < ZA('.J)W
i=1 j=t

o $ AG)

= 2A(i,j)—l

S n Z

J=A(, 1)
_ A1) +1
= flgaan-7 )"

Concluimos que
a(m+an)l~1 a(m+n,n)
Al 1) +1
Z Ebd"'d< Z (2/1(!1)2)'

Como A(#,1) 2 2,i > 1, podemos aumentar sumandos y obtener la
siguiente serie que acota a la anterior suma

htl =/ 1 h
HZQI)-Z = "Z('Qm'*?QT.T)

h=2
< n(2+2x3)
= 8n.
Por lo tanto
a(m+nn)+ili-1
bijni;
izl Jj=0
a(m+nn)+l al{m+n,n)i,-t
= Z bi,oni,o + Z Z bi,jlli'j
i=:l i=1 j=1
< ln+4m
y del Corolario 3.12 se sigue el resultado. o

Finalmente, tenemos el resuitado principal del capitulo.
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Teorema 3.15 Para el problema de mantener conjuntos disjunios existe
un algoritmo que tiene una complejidad asinidtica de tiempo

O(n + ma(m + n,n)).

Demostracion Consideremos el algoritmo descrito usando la operacién
JUNTA con unién por altura o unién por pesos y la operacion de BUSCA con
compresion de trayectoria o dividir a lo largo. Cada operaciones de CREA-
CoNJunTo y JuNTA toman Liempo constante y su complejidad de tiempo
total es O(n). La operacion de Busca estd implantada con una forma de
acortamiento de trayectoria, y su complejidad de tiempo es proporcional al
total de vértices recorridos, del Lema 3.14 obtenemos una complejidad en
tiempo para las operaciones de Busca de O(n + ma(m + n, n)). o

En los dos siguicntes capitulos verciios que para los algoritmos llamados
sepatables esto es lo mejor que podemos obtener.



Capitulo 4

Méquina de Apuntador

Ahora nos hacemos una pregunta dificil de contestar. ;No hay un modo de
implantar las operaciones para resolver el problema de mantencr conjuntos
disjuntos, cuya complejidad asint6tica sea una funcién lineal en el nimero
de operaciones?. Claro que una pregunta tal debe hacerse en el marco de
referencia de un modelo de computacién, Si el modelo es una mdaquina
de apuntador, entonces la respuesta es ne; adin mds, podemcs decir que
ma(m + n,n) 4+ n es la menor complejidad asintética en tiempo de un
PCD(m, n,t). Para esto necesitamos analizar mds a detalle la maquina <e
apuntador,

Las descripciones del modelo de computacién y la solucion del problema
de conjuntos disjuntos en una mdquina de apuntador provienen de las dos
primeras secciones en [42). Ademds, tomamos la idea de representacién de
un entero por una lista y el Lema 4.1 de [42). Afiadimos el algoritmo que
incrementa un contador binario de [10), explicado en el capitulo 2, para
incrementar un mimero en 1.

4.1 El modelo

Una maquina de apuntador consiste en una memoria y un nimero finito
de registros. Los registros son de dos tipos: de datos y de apuntador. La
memoria consiste en un niimero finito, pero expandible, de celdas {records).
Cada celda consiste en un nimero finito de campos, cada uno de los cuales
es campo de datos, o bien, campo de apuntador. Cada campo tiene un
nombre de identificacion. Todas la celdas son idénticas en estructura, o
sea, ellas constan de los misinos campos. Ver figura 4.1.

Una mdquina de apuntador manipula datos y apuntadores. Un apunta-

31
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REGISTROS MEMORIA
a1
2
714156 bl2
I'c E) 1
a
Fabed”

Figura 4.1: Visualizacién de una mdquina de apuntador.

dor especifica una celda en particular, o bien, tiene el valor NIL (#). Cada
registro de apuntador y campo de apuntador puede guardar un apuntador.
Los datos pueden ser de cnalquier tipo (enteros, valores ldgicos, cadenas,
reales, ete.). Cada registro de datos y campo de datos puede guardar un
dato.

Un programa para una mdquina de apuntador consiste en una sucesién
finita de instrucciones de los ocho tipos siguientes y la \iltima siempre serd
halt.

Denotamos a un registro de apuntador por r, un registro de datos por s
y un registro de cualquier tipo por ¢; cada n denota el nombre de un campo
en una celda.

r — 0 Coloca el valor NIL en el registro r.
1) — 13 Coloca el contenido del registro 3 en el registro ¢.

{ — n[r] Coloca el contenido del campo n de la celda especificada por el
registro r en e registro .

nfr] —1 Coloca el contenido del registro { en el campo n de la celda cs-
pecificada por el registro »,

81 — 8303 Coloca el resultado de aplicar la operacidn 6 a sy y s2 en 5.

create r Crea una nueva celda, o sea, no estaba especificada por ningin
apuntador, y coloca un apuntador a ésta en r. Todos los campos
inicialmente contienen un valor especial llamado INDEFINIDO(A).
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halt Cesa la ejecucién del programa.

if condicién then go to i Sila condicidn es verdadera, entonces el control
se transfiere a la instruccidn 4, Si es falsa no lo hace.

Las asignaciones solo se realizan entre objetos del mismo tipo y cada
condicién es de uno de los siguientes tipos:

TRUE Siempre verdadera.
t; =ty Es verdadera si los contenidos de ¢, y 2 sou iguales.

P(s1,82) Es verdadera si ¢l contenido de 51 y s7 satisface el predicado P
sobre datos.

Usamos el término simbolo para referirnos a datos sobre los cuales sélo
la verificacion de igualdad es una operacién permitida, Una miquina de
apuntador pura es una maquina de apuntacor que no usa datos. La
méquina de apuntador que aparece en [24] sélo usa simbolos como datos.

En la médquina de apuntador, la consulta a memoria es sélo por referen-
cia explicita; ningiin calculo sobre apuntadores es posible. Aparentemente,
es menos poderosa que el modelo RAM con costo uniforme, pues pierde
la capacidad de usar aritmética de direcciones para propésitos como el de
manejar tablas hash (hash table) [25] o realizar un ordenamiento radix
(radiz sort) [2]. Sin embargo, es suficientemente poderosa para simular
lenguajes de procesamiento en listas como LISP [42).

4.2 Una solucién

Una solucién mdquina apuntador para el problema de conjuntos disjun-
Los consiste en una maquina de apuntador y programas que lleven a cabo
las operaciones ENCUNTRA-ELEMENTO y UNE. Inicialmente una coleccién
de celdas de memoria representa los conjuntos de entrada. Illacemos las
siguientes suposiciones:

1. Cada conjunto y cada elemento ticne asociado un simbolo distintivo.
2. Ninguna celda en la coleccion contiene el simbolo de otro conjunto o
elemento fuera del suyo.

3. Ninguna celda en la coleccién de conjuntos de entrada contiene un
apuntador a otra celda {uera de la coleccion.
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4. Antes que el programa ENCUENTRA-ELEMENTO(z) sea ejecutado, un
apuntador a la celda conteniendo el simbolo para z es colocado en
el registro r, designado para entrada, y A es colocado en todos los
demas. El programa para con el simbolo del conjunto que conticne a
z en el registro sp, designado para salida.

5. Antes que el programa UNE(z, w) sca ejecutado, apuntadores a celdas
conteniendo los simbolos para z y w son colocados en los registros m
y ra, designados para la entrada, y A en todos los demas; al terminar
no se produce salida.

La restriccion 1 impide codificar todos los elementos de un conjunto en un
solo dato y mover este dato con un costo de uno; mientras que las restric-
ciones 2, 3, 4 y 5 implican que la maquina, cuando realiza ENCUENTRA-
ELEMENTO(2) o UNE(x, w), ticne acceso sdlo a celdas que representen a z,
oz y w. Se sigue, por induccion sobre el mimero de operaciones, que las
restricciones 2 y 3 se mantienen para los conjuntos existentes en cualquier
instante, o sea, ¢l contenido de la memoria tiene una particion en colecciones
de celdas y cada coleccion corresponde a un conjunto. Sin las restricciones 2
y 3 cualquier problema de conjuntos disjuntos puede ser resuelto en tiempo
lineal.

La sucesién de pasos ejecutados por una solucion maquina apunta-
dor de un PCD(in, n,t), la cual denotamos como SPCD(m,n,1), mide el
tiempo total de ejecucién en la mdquina de apuntador. Ademas, dada una
S§PCD(m, n,1), sc puede particionar en subsucesiones de pasos que corres-
ponden a las operaciones ENCUNTRA-ELEMENTO y UNE del PCD(m,n,t).

Los algoritmos del capitulo 3 tienen una implantacion inmediata en la
maquina de apuntador, observando que la instruccién while se logra con
las instrucciones:

M if ~ condicidn
then go to N +2

[* cuerpo del while*/
N if condicidn
then go to M +2

4.3 Analisis

Procedemos a tealizar el andlisis de complejidad en tiempo para nuestra
solucién,
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ki
Figura 4.2: Representacién de 26 = 101107 como una lista.

El algoritmo requiere que las celdas contengan campos de datos enteros
¥ que la mdquina incremente en 1 y compare enteros. Veamos que podemos
implantar la operacidn basica de JUNTA en una mdquina de apuntador pura,
en modo que el tiempo totul de las operaciones JUNTA sea de O(n) para un
PCD(m, n,1).

Cada entero no negativo es representado en modo binario por una lista
de celdas. Cada celda contiene los campos valor y siguiente. El campo
valor es un cero o un uno y siguienic tiene la siguiente celda en la lista.
El cero se representa con NIL y el uno con un apuntador diferente de NIL
(puede apuntar a la celda donde estd). La lista empieza con el bit de orden
més bajo y termina con el bit de orden mds alto. Ver figura 4.2.

Para incrementar en 1 el contador del campo rango de la estructura de
nodo, representado como una lista, usamos el algoritmo del capitulo 2.

INCREMENTA(r)

/* Donde r es un apuntador al comienzo de la lista que representa al nimero
que se va incrementar.*/

1 while r # @ and valor{r] # 0
do valor{r) — ¢
anterior «— r

r — siguienle[r]

=
-
]

then create{nuevo)
siguiente[anterior] — nuevo
valor{nuevo] — nuevo
siguiente[nuevo] — @

WO =IO N

Como vimos en el capitulo 2, este algoritmo tiene una complejidad amor-
tizada de tiempo O(k), donde k es ¢l niimeto de operaciones INCREMENTA.

Ahora consideremos los n contadores y notemos que cada vez que se
ejecuta JUNTA, uno de ellos desaparece; nuestro peor caso es que en cada
operacion de JUNTA tengamos que usar INCREMENTA y haya n—1 operacio-
nes JUNTA. Como la complejidad de tiempo para un contador en particular
es la cantidad de veces que fue incrementado, y para todos los contadores
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la suma de estas cantidades no pasa de n — 1, la complejidad de tiempo en
total es O(n).

Para realizar las comparaciones entre valores enteros, representados
como una lista, usamos el siguiente algoritmo,

COMPARA(ry, r2)

J* r1 y r2 son apuntadores al inicio de las listas que representan los nimeros
ay b aser comparados. Sia < b en el registro M queda cl valor §. Sia > b
en el registro M queda valor diferente de 0.*/

1M~

2 while r; # 0 and ry # 0 and valor{r] = valorry]

3 do »; — siguiente[r]

4 ry — siguieniefry]

/* Si termino aqui, entonces a = b y M = 0.*/

5 if ™ # ra

¢ then M = r| halt

J¥Sir #Byra=0 cntoncesa>by M £0.

Siri=0yrs#0,entonces a< byM=0*

Twhilery Z0and rp #6

8 do if valor[ry} # valor{rg]

9 then M = valor{r]
/* Si valor{r) # 0 y valor{ry] = §, hasta aqui a > b y M# @.
Si valor{r] = @ y valor[r] # 0, hasta aqui a < by M= §.*/

10 if r # r2

11 then M = ry halt

Un algoritmo andlogo se puede hacer para ver si ambas listas son iguales,
o bien, usar la instruccion COMPARA(ry,r2) = COMPARA(rz, 1), lo cual
ocurre si y s6lo si los mimeros representados son iguales,

La complejidad de los algoritmos para comparar es proporcional a la
longitud de la lista mds chica. Basta acotar la suma de las longitudes
de los enteros binarics menores en cada par comparado para encontrar la
complejidad de todas las comparaciones. Sea f(n) una cota para el peor
caso de ese total en un PCD{m,n,1).

f(1) = 0 pues sélo hay un entero y no hay comparaciones,

J(n) = max{[log(k)] + 1+ f(k) + f(n— k)| 1 Sk <nf2}, n 21,

que es el mds grande de sumar el peor caso para k elementos, mas el peor
caso de los n—F restantes y después tener que unir un conjunto de cada uno,
donde se comparan dos enteros menores o iguales que k y n — k, entonces
el tamaiio del mimero binario menor es a lo mds log(k) + 1.
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Lema 4.1
J(n) < 2n—log(n) -2

Demostracién Por induccién sobre n,
Paran=1, :
f)y=0<2—~1log(l}~2=0.

Sea n > 2 y supongamos valido el lema para todos los valores menores a n.
Sea 1 < ko < n/2 tal que
J(n) = [log(ko)] + 1+ f(ko) + f(n - ko).
Por 1.1
f(n)
< log(ko) + 1 + (2ko —log(ka) — 2) + (2(n — ko) — log(n — ko) — 2)
< - (log(n — kp) 4 1) -2

y como log(n — ko) -+ 1 > log(n) pues n/2 > ko
f(n) < 2n—log(n) -2,

o
Del Lema 4.1y el resultado enunciado antes de éste, concluimos que el
total de las operaciones JUNTA, que usa los algoritmos expuesto, tiene una
complejidad de tiempo O(n).
Finalizamos el capitulo con el siguiente resultado.

Teorema 4.2 Eriste una mdquina de apuntador pura la cual resvelve cual-
quier PCD(m,n,1) con una complejidad de tiempo

Of{ma(m + n,n) +n).

Demostracion Se sigue del andlisis en el capitulo 3 y notando que podemos
identificar cada simbolo para elemento y conjunto con un apuntador hacia
la celda misma que lo contiene. m]
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Capitulo 5

Una Cota Inferior

Veamos ahora que para cualquier par de algoritmos usados en las ope-
raciones de ENCUENTRA-ELEMENTO y UNE, que tengan las caracteristi-
cas 1-5 del capitulo 4, la complejidad de tiempo de un PCD(m,n,t) es
Qma(m -+ n,n)+n). .

¥n la primera scecidn, establecemos una relacidn entre las soluciones
del problema de mantener conjuntos disjuntos y las soluciones para un
problema de construccién de graficas. En la segunda seccidén, mostramos
una cota inferior para el tiempo de las construcciones de las grificas. En
la a=ccidén final, juntamos esto para poder obtener una demostracién de la
afirmacidn anterior. :

5.1 Las soluciones

El primer paso es darle una forma normal a las posibles soluciones SPCD(m,
n, t) para poder relacionar con cada una, la construccién de una gréfica.

Notemos que para solucionar un PCD(m, n,1) basta una miquina de
apuntador y una sucesién de instrucciones, las cuales se puedan partir en
subsucesiones correspondienles a las operaciones ENCUENTRA-ELEMENTO
y UNE y las realicen. Generalizamos nuestra SPCD(m,n,t) a ser todo
este tipo de soluciones. Supondremos ademds que cualquier SPCD(m, n,1)
puede llevarse a cabo sin necesidad de instrucciones condicionales ya que
éstas pueden ser removidas sin alterar la ejecucion,

Teorema 5.1 Sean m,n € N y Sy un SPCD{m,n,t) con t > m, enlonces
existe un SPCD(m,n,t), S3, que soluciona también el problema y tiene las

siguientes propiedades:

39
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1, ls longitud de la sucesién Sy es menor o igual a 2(m + n + |S).
2. Lo sucesién S2 mancja sélo simbolos para conjunios y clemenlos.

3. Lasucesidn Sy representa cada conjunio de entrada medianie una sola
celda y no licne instrucciones create.

4. Lo sucesion Sy busca un simbolo en memoria sélo como la iillima
instruccion de una operacion ENCUENTRA-ELEMENTO y no lo hace
para UNE,

Demostracién Ver [42). a

A partir del Teorema 5.1 podemos pensar a cada SPCD(m,n,t) como
la construccion de una gréfica, Inicialmente hay n vértices, uno por cada
celda inicial. Cada que ponemos o seguimos apuntadores entre celdas, o
sea, establecemos relaciones, ponemos alguna arista en la grafica. UNE(z, y)
establece una relacién entre z y y por lo que debe haber una arista entre
ellos. ENCUENTRA-ELEMENTO(z) recorre apuntadores hasta encontrar el
nombre del conjunto, digamos y; las aristas que ponemos en la grifica
establecen la relacidn de todos los vértices que pasamos con y. Necesitamos
de una representacin de la memoria para reglamentar los movimientos de
apuntadores; para lo cual usamos una grafica que represente las operaciones
de UNE.

Definicién 5.2 £ibosque de unién de una sucesion de operaciones UNE
es uia grafica donde los vértices son los conjuntos iniciales y las aristas son
los pares (x,y), tales que UNE(z,y) ocurren en ln sucesidn,

Si pusiéramos las flechas @ — y para cada UNE(z,¥), de la restriceidn
para UNE tenemos que cada componente conexa en la digréfica es un drbol
dirigido, entonces cada componente conexa en nuestro bosque de unién
es un arbol, Elegimos como raiz al vértice que sea nombre del conjunto
después de llevar a cabo todas las operaciones. Notemos que cualquier
bosque es posible como bosque de unién.

Definicion 5.3 Sea p un enlero no negative. Una p-solucién por aristas
para un PCD{m,n,t) con bosque de unidn T consisle en:

1. Una representecidn de la coleccidn de conjunios iniciales por medio de
une grifica G = (V, E), donde los vértices son los conjunios iniciales
y el conjunlo de aristas es

{z) 25 yydz)2pen T}

A estas arisias les llamamos gratuitas.
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2. Una sucesidn de instrucciones ligafz,y), donde z,y €V y z A y en
T. La operacidn lige(z,y) inscrla en ln grdfica G todas las arislas
(w, z) teles que

shwhl y
en T
Ademds, la sucesién debe cumplir con las siguienies propiedades:

(a) La sucesién puede ser dividida en subsucesiones contiguas, y
cada una represenia una operacion ENCUENTRA-ELEMENTO o
UNE.

{b) Sea ENCUENTRA-ELEMENTO(Y) con respuesla z. Si z # y, en-
tonces al terminar la subsucesion asociada con esta operacidn,
(2,4} es una arisia de lo grifica G y cada operacidn ligafw, z)
en la subsucesion salisface
(i) w=uz.

(il) Ag(w,z) =2 antes de realizar ligafw, z).

(¢) Sea UNE(z,y). En la subsucesién asociada a esta operacién
hay una instruceidn liga(z,y) y para cualguier olra instruccidn
ligafw, =} en ella, las condiciones (i) y (ii) se cumplen.

A las 0-soluciones por aristas, o sea, que no tiene aristas gratuitas, las
Hlamamos simplemente soluciones por aristas. La complejidad asociada a la
p-solucién por aristas S, es la longitud de su sucesién que denotamos por
|S]. El simbolo u 2 vindica que v es descendiente propio de u en el drbol
Ty u - v, que v es descendiente impropio.

La definicién de p-solucién por aristas es una generalizacién de Bana-
chowski {5} a la dada por Tarjan en [42], para tener una descripcion precisa
de cuales son las aristas gratuitas que permitimos; ademds refleja nuestro
anterior razonamiento y la forma en que opera una maquina de apuntador.
Notemos que en el inciso 1 de la definicién permitimos que haya aristas cuya
construceion no contamos para la complejidad; y el inciso 2 permite al algo-
ritmo establecer muchas relaciones a un bajo costo. Debe quedar claro que
el bosque de unidn no tiene que ver con los drboles que consideren algunos
algoritmos como representacién de los conjuntos.

El siguiente teorema nos relaciona las SPCD(m, n, 1) con las p-soluciones
por aristas,

Teorema 5.4 Para cualquicr SPCD(m,n, ) con k pasos hay una solucidn
por aristas cuya sucesion dc operaciones {iene una longitud que no ezcede a
dm 4 5n +-4k. En particular esta cola se cumple para cualquier p-solucién
por aristas.
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Demostracién Ver [42). a

5.2 Analizando las soluciones

Veamos ahora que las p-soluciones por aristas para ciertos PCI(m, n,1) no
pueden tener una longitud pequeiia, para lo cual usamos como bosque de
unién un drbol binarie completo, lo cual facilita el manejo de los conjuntos;
ademds, representa cl peor caso, en el sentido que las operaciones UNE son
hechas de forma distribuida.

Para el manejo de la profundidad de los arboles consideramos la siguien-
te funcion,

Definicién 5.5 Para i,j € N, defininios la funcidn Cfi,j) como

c(l,i)= 1 paraj =1
Ci, )= Cli-1,2)+1 N parai>?2
c(i,jY= Cli,j-1)+C3i-1,2664=1)) parai,j>2

C(i,j)+1 < Al 44).
Demostracién Ver Apéndice. 0

Teorema 5.7 Sea k,s > 1. Sea T un drbol binario complelo con profun-
dided 6 > C(k,s) {al que conliene un conjunto de vérlices

V= {u]l<igs26k)

no relacionados dos a dos, cada uno a profundidad esfrictamente mayor
que C(k,s) y exaclamenle s vérlices de V estin en cada subdrbol de T' con
rafz @ profundidad Cfk,s). Entonces, para n = 2041 = 1 y m = 52C»),
ezisle un PCD(m,n,t) tal que:

1. El bosque de unidn es T,

2. Los vérlices de V son los inices sobre los que se realizan las epera-
ciones ENCUENTRA-ELEMENTO,

3. La respuesta de eada operacidn ENCUENTRA-ELEMENTO es un vérlice
a profundidad estrictamente menor que C(k,s).

{. Cualiquier Cfk,s)-solucién por aristas tiene complejidad al menos de
km.
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}

C(l,s)=1

t

Vi) T

Figura 5.1 Arbo) para el caso k = 1. T} y T son arboles hinarios comple-
tos. Cada v denota un vértice ¥ todos los vértices v estdn a una distancia
de al menos 2 de la raiz.

Demostracién. la posibilidad de la construccién en 1 se sigue de la
definicion de bosque de unidn y de la libertad para elegir las operaciones se
sigue el inciso 2.

Para los incisos 3 y 4 procedeinos po: doble induccion sobre & y s.

Sik=1ys 2 1entonces C(k,s)=1. Sean T'y V gque cumplen las
cendiciones del teorema. Ver figura 5.1, Formamos un PCO(m,n,m+2n ~
1) con las n — 1 operaciones UNE necesarias para tener a T como bosque
de unidn y al final las operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO para cada
vértice en V. Cualquier C(k,s)-solucién por aristas rcaliza al menos una
instruccién liga para resolver cada operacién ENCUENTRA-ELEMENTO, ya
que los vértices no estan relacionados, o sea, al menos Am instrucciones.

Consideremos la siguiente construccién dada en (5] para los casos fal-
tantes. Sean Ty V como en el teorema; elegimos en cada subdrbol con raiz
a profundidad C(k, s) un w; € ¥, 1 < i < 2644 y formamos

Vo= (w120,
Vi, = V-¥y
Vo= {u € V(D)) d(w) = C(k,s}}

numerados tal que u; A w;. Notemos que Vo puede ser vacfo. Sea P, =
PCI(m!, n, m'+2n—1) que satisface el tcorema para k', s, T'y V. Parael
inciso 4, consideramos f-soluciones por arista con f < C(k,s). Formemos
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un PCO(n', n, m" + 2n ~ 1} = P, de P, sustituyendo cada ENCUENTRA-
ELEMENTO(u;) por ENCUENTRA-ELEMENTO(1). Sea S una h-solucidn
por aristas de Py, con h = f o h = f+ 1. Ahora, construimes una f-
solucién por aristas §) a partir de S;, considerando la grafica con aristas
gratuitas adecuada y sustituyendo:

La operacién liga(z,z), Yo,z € V(T), tal que u; . , para
alguna i € [1,2¢(4}], y  no es descendiente de ningiin vértice
en Vo, por la operacién liga{z, u;).

Ademas, quitamos de Sy todas las operaciones que no produzcan nuevas
arisias.

Lema 5.8 La Sucesidn Sy es una f-solucién por aristas para P, y
18] > |51 + 2€C9) > ! 4. 26 (k)

La demosiracién de este lema se pospone para el final.

Continuamos con la demostracién. Supongamos como H.I. ¢l resultado
parak—1ys> 1, con k > 2, demostraremos el caso k > 2y s=1. De
la definicion C(k,1) = C(k - 1,2)+1. Hagamos la construccién anterior
aplicando H.l al tomar &' = k—=1,s' =2y f-+1 = h = C(k,s), veamos que
Py satisface el teorema. Ver figura 5.2. ENCUENTRA-ELEMENTO(w;) tendrd
la misma respuesta que ENCUENTRA-ELEMENTO(u;) que es un vértice a
profundidad estrictamente menor a O(k —1,2) < C(4,1). Para cualquier
C(k, s)-solucidn por aristas Sy,

lS2l > ' + 20(’6,!) (L - 1)2 x 20(&-1,2)_*_ 20(’:.1)
(k - 1)2C(k,1) + 2C(k.l)

km.

]

Supongamos ahora el resultado para k ~ 1y s > 1, también para k y
s — 1, en ambos casos k,s > 2; demosiraremos el caso &,5 > 2. De la
definicion C(k,s) = C{k,s— 1)+ D, donde

D =C(k - 1,26k»-1)),

Hagamos la primera parte de la construceién para el Lema 5.8, Considere-
mos los drboles
T 15527,

con raiz a profundidad D en T. Apliquemos la 1LI. con &, s - 1, Ty,
Va NV(T}), nj = 24T+ y ;= (s ~ 1)2€0#=1). QObtenemos para
cada j un PCD(m;, nj, m; +2n; — 1} = ¢, que satisface Jos incisos 1-4.
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Figura 5.2: Rama del arbol T en el caso s = 1. Cada v denota un vértice
de V}; cada u denota un vértice de V.

Ver figura 5.3. Continuamos la construccién original aplicando H.I. con
F=k—14=2CE-0) Ty V', Obtenemos el PCO(m', n, m' +2n—1),
Py, que satisface los incisos 1-4. Podemos asumir que los drboles Tj son
construides al comienzo de Py, por las aristas gratuitas que permitimos.
Después, formamos P| de Py quitando las operaciones que construyen los
arboles T;. Finalmente construimos P de P| cambiando cada ENCUENTRA-
ELEMENTO(u;) por ENCUENTRA-ELEMENTO(w;). Veamos que el PCD(m,
n,m+2n-1), P =4y -0/, satisface el tecrema.

Por la observacién anterior, P tiene a T' como bosque de unidn y se
realizan las operaciones ENCUENTRA- ELEMENTO sobre todos los elementos
de V. Para cada v € 1%, la respuesta de ENCUENTRA-ELEMENTO(v) es
un vértice a profundidml menor a C(k,s - 1) en I}, que es un vértice a
profundidad menor que C(k,s) en T', Para w; € W, la respuesta sera igual
a ENCUENTRA-ELEMENTO(#;) que es un vértice a profundidad menor que
C(k - 1,260=13) < ({k,s). Sea Sz una C(k, s)-solucién por aristas para
P, siguiendo la construccion para el Lema 5.8 obtenemos S, que es una
C(k, 8)-solucidn por aristas para qiqq « - -qao P, tal que [Sa > |5+ 26(k),
La solucién 8y se puede dividir en Clk, s—1)-soluciones por aristas para g4,
1<j <22, digamos rj v en unn D-solucién por aristas para Py, digamos
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. C(k — 1,26(k5=1))

Clk8)

Figura 5.3: Rama del drbol T en el caso gencral. Cada v denota un vértice
de V3, cada w denota un vértice de Vi, cada u denota un vértice de V',
Todas las operaciones de ENCUENTRA-ELEMENT O ent vértices de V, ocurren
en 1}, las operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO en vértices de V) se
realizan en el drbol T
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S{. Finalmente obtenemos que

zD

O Il + 53+ 26

i=1

ZD

3 kmj 4 (k= 1)2064=1092 4 20(k0)

i=1

= k(s—1)200=190 4 (k- 1)26¢a) 4 9C)
= ks2Ckn) = kb,

|52

v

v

(=]

Demostracién del Lema 5.8 La siguiente propiedad se mantiene du-

rante la ejecucion paralela de S) y Sy en graficas separadas, G(S}) y G(S2),
donde inicialmente ((S;) conticne todas las aristas

{2 )l 2B yy d@)> 1)
y G(S2) contiene
{enlzdyy dz)2h).

Propiedad 5.9 Si en G(S3) se pone la arista (z,2), enlonces en G/(S})
estd la arista

L (x,w), siz AP A y # no es descendienie de un vérlice en Va.
2. (z,z), en otro caso.

Lo cual se sigue por induccidn sobre el mimero de operaciones liga en
S

Como Sy soluciona las operaciones ENCUENTRA-ELEMENTO(v), para
v € V, entonces S; tambien las soluciona, dado las aristas gratuitas que per-
mitimos. Al final de una operacién ENCUENTRA-ELEMENTO(w;), G7 tiene
la arista (z,;), entonces del inciso I se sigue que al final de ENCUENTRA-
ELEMENTO(u;) se tiene la arista (z,1;}. Durante la operacion UNE(a,b),
S2 pone la arista (a, b), con d(a),d(l) < I, entonces Sy pone la arista (a, b),
o bien, ya la tenia. Las propiedades 2b(i) y 2¢(i) son claras, pues no se
cambia el primer parametro de una operacién liga. Falta ver que si liga(z, 2)
se ejecuta en Sy, entonces Ags,y(z,2) = 2.

Supongamos que S, realiza liga(z, 2), entonces Ag(s,)(z, 2) = 2 y existe
un vértice £ tal que estdn las aristas (z,¢) y (¢, 2z) en G{S;). Tenemos los
signientes casos.
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(i) Si d(z) < d(u;), entonces (z,i} y (f,z) estdn en G(S;) por 5.9 y S
puede ejecutar lige(z, z).

Para los otros caos tenemos que u; X 7, p. a, t.

(ii) Siexiste v € ¥, tal que z sea su descendiente, entonces S tiene que eje-
cutar liga(z, z). Las aristas (1, 2) y (ui, ) cstdn en G(S2), la primera
por 5.9 y la segunda es gratuita. Por 5.9 estd la arista (x,u;}, o bien,
(z,t) en G(S1), pero en ambos casos se puede realizar la operacién.

(ili) Como 1iltimo caso, ) lienc que ejecutar liga(z,%). Como z no es
descendiente de algtin v en Va2, tampoco lo es{. Tenemos las siguientes
situaciones:

Primero,
x = u; = ] i 2,
entonces (z, u;) estd en G(S)) lo cual no es posible pues quitamos las
operaciones liga que no introducian nuevas aristas.
Segundo,
T i» { io u; LA z,
y por 5.9 tenemos las aristas (z,8) y ({,u;).

Concluimos que S es una f-solucidén para Py,
Finalmente veamos que |5;] > |Sy| + 2%+*), Consideremos la primera
instruccidn lige (z,z) en S con

Iillliw;;z,

esto ocurre pues se resuelve la operacién ENCUENTRA-ELEMENTO(wi).
Debe existir un vértice ¢ tal que (1) y (7,2} estan en G(Sz). Sid{t) <
d(), entonces se habria realizado una operacién del mismo tipo antes de
liga(z,2) lo cual es contradictorio. Tenemos que u; — { y estd la arista
(z, 1) en G(S)), por lo que quitamos liga(z, ;). Procedemos asi con los
demds elementos de IV, por lo tanto

[S2] > ISi]+ V'] = |5y ] + 26w,
o

Corolario 5,10 Seak,s > 1 yT un drbol binario complelo de profundidad
C(k, 5). Entonces, eciste un PCDfm,n,m +2n—1), con m = 52€¢) ¢
n = 2°(e)+ | cuyo bosque de unidn es T y requiere ol menos (k-1)m
operaciotes liga para cualquier solucicn por aristas.
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Demostracién Sea ! > 1 tal que 2! > 5. Sea T' el arbol binario
completo formado mediante reemplazar cada hoja de T por un drbol binario
completo de altura I. Sea

V={yl1<i<m}

cualquier conjunto de vértices que satisface las hipdtesis del Teorema 5.7
para k,s y T'. Obtenemos un PCD(m, n', m 4 2’ - 1) = P, donde
n' = 28" 1, cuyas C(k, s)-soluciones por aristas tiene una complejidad
de al menos km; podemos asumir que las operaciones UNE que forman
los subarboles de T” con raiz a profundidad C(k,s) suceden al inicio del
problema, por las aristas gratuitas que permitimos,

Elegimos un vértice u; a profundidad C{k, s) en T' tal que u; X, cada
vértice se repite s veces. Después formamos P de P’ borrando las operacio-
nes UNE antes expuestas y reemplazande cada ENCUENTRA-ELEMENTO (%)
por ENCUENTRA-ELEMENTO(u;). Entonces, P define un PCD{m,n,m +
2n — 1) que tiene como bosque de unién a T' y realiza m operaciones
ENCUENTRA-ELEMENTO. Ahora, tomamos una solucion por aristas de P,
digamos S y formamos $' poniendo después de cada operacidn liga(z, u;)
en S, una operacion liga(x, v;); esto define una C{(k,s)-solucién de P' y
|S'l > km. Por lo tanto

1512 181~ m 2 (k = Dym.

[w]

Concluimos esta seccién con el resultado mas importante en [42], Iace-

mos notar que en {42] se usa otra definicién para la funcién de Ackermann

pero el hecho de usar el Lema 5.6 (4.1 en [42]) hace que no varie la de-
mostracion sino en las constantes.

Teorema 5.11 Eziste una constanie real positiva c tal que, para {odo mn >
n > 1, hay un PCD(m, n, m 4 2 — 1} cuya solucidn por une mdquina de
apuniador requiere al menos ca(m, n) pasos.

Demostracién Sea 5 = | ), n > 3, Elegimos
k= max{i] 266G Z 1 <),

Partimos los n elementos en conjuntos A, ..., A de tamafio 20+t
1, mas el conjunto Ay con los restantes, entonces fAna| < 3yl =
L)

Cada conjunto A;, 1 < i < I, define un PCD(my,n;,m; + 2n; = 1)
que satisface el Corolario 5.10. Concatenamos estos problemas y tenemos
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1526 (k) operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO, o sea, a lo mis

15200

IA

Clk,s
lzc(k ,)J[. JQ (k )
< m

lgcuu)+x 1

Aiiadimos las operaciones necesarias para completar el PCD(m,n, m+
2n—1). Cualquier solucidn por aristas para este problema requiere al menos

I(k — 1)526k)

l2%)7:—1“/& - 1| 226

C(k,
> gewmamroy - DG
ml
> (k=177
= (k —81)m operaciones liga

Entonces, por el Teorema 5.4, cualquier SPCD(m,n,m + 2n — 1) tiene
al menos

(k-—l)m_m 5n _ (k=33)m bn

32 4 - 32 4
5 (k=33)m _bm
= 32 4
(k—73)m
2 72 pasos.

Si a(m,n) > 4, entonces & > a{m,n) — 3, pues

m

Cla(m,n) =3, |_—_|)+1 A(o(m.n)—ll.!i[%j) Lema 5.6

<

m -
< A(a(m.n)—l,l_;]) Apéndice
<

log{n).
Entonces
(k- 73)m N (a{m,n) —76)m N a{m,n)m
32 = 32 = 64 '

si a{m,n) > 156; pero si a(m,n) < 166 o n < 3, entonces cualquier
SPCD{m,n,m + 2n — 1) requiere m > E{l"—’ﬂ pasos. Eligiendo ¢ = 1}
obtenemos el resultado.

Oa
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5.3 La cota inferior

Danos ahora una cota inferior general para la complejidad de las soluciones
del problema en una maquina de apuntador; ésta se puede extender para
la clase de algoritmos, llamados separables, que solucionan el problema y
cumplen con las siguientes caracteristicas:

1. Aplican el método del elemento candnico.

2. Empiezan con una estructura de lista L que representa los conjuntos
definidos por las operaciones CREA-CoNJUNTO. Cada nodo es un
elemento y puede contener un nimero arbitrario de nodos auxiliares.

3. Cada nodo contiene un nimero arbitrario de apuntadores a olros
nodos. Cada nodo puede ser usado o no-usado, y esta etiqueta cambia
en cada operacién.

4, El algoritmo tiene dos tipos de pasos:

(i) Seguir un apuntador  — y de un nedo #sado z a un nodo ne-
usado y. Esto hace a y ser un nodo usado.

(ii) Poner un apuntader de un nodo usado z a otro usado y.

5. Las operaciones CREA-CONJUNTO(x), ENCUENTRA-ELEMENTO(z) ¥
UNEg(z, y) hacen que z sea un nodo usado, y también y en el iltimo
caso,

El algoritmo realiza una sccuencia arbitraria de pasos que causan,
para ENCUENTRA-ELEMENTO(z) tener el representante candnico del
conjunto donde estd z, como nodo usado; para UNE(z,y), la estrue-
tura de lista L refleja la unidn de los conjuntos. Al final de cada
operacién todos los nodos son no-usados.

6. La estructura de lista L puede ser dividida en n compenentes, tal
que cada elemento estd en una componentie diferente y no hay apun-
tadores de una componente a otra. Como no hay memoria global,
esta propiedad, llamada separabilidad, se preserva después de cada
operacién.

Estas caracteristicas son abstracciones de los requisitos 1-5 del capitulo 4
que pedimos para nuestras soluciones maquina apuntador, y los resultados
anteriores son vilidos para tales algoritmos. En particular nuestras solu-
ciones maquina apuntador son algoritmos separables.
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Teorema 5,12 Cualquier algoritmo scparable que implanie las operaciones
del problema dec conjuntos disjunios tiene una complejidad de tiempo

f(n,m) = Q(malin + n,n) + n),
para n conjunios iniciales y m operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO.

Demostracidn llemos probado lo anterior para la cota ma(m,n), si
m > n. Asumiendo que cualquier elemento estd involucrado en al menos
una operacidn, tenemos un tiempo de Q(n); un elemento que no interviene
en las operaciones lo podemos quitar.

8i m > n, entonces 1 € a(m+ n,n) < a(m,n) y el resultado se sigue
det Teorema 5.10.

Si m < n y ma(n,n) < n, como a(n,n) 2 a(m + n,n), entonces

Qma(m +n,n)+n)=n
y como dijimos f(m,n) = Q(n), por lo tanto
f(n,m) = Q(ma(in+ n,n) + n).

Si m < n, pero me(n,n) > n, obtenemos del Teorema 5.10, con-
siderando solo m elementos,

J(m,n) = Q(ma(m,m)).

Como

n> /1> log(n) > a(n,n),
entonces m > /A, o sea, m? > n. De al definicién de o y el hecho que
log(m) < log(n), obtenemos
a(n,n)
u(mz,mz)
a(m,m) 4+ 1.

a{m,m)

IA A A

La tiltima desigualdad se sigue de que;

Ala(m,m)+1,1) > 2A(a(m,m),1) Apéndice
> 2log(m) = log(m?).

Por lo tanto

a(m,m) > a(n,n)-1>a(m+4n,n)-1
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Q(ma(m + n,n)} = ma(m,m);

junto con el hecho de que f{n,m) = Q(n) y f(n,m) = Yma{m,m)) con-
cluimos
f(n,m) =Q(ma(m+n,n)+n).
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Capitulo 6

Conclusiones

La intencidn de este capitulo es dar una breve discusién de los resultados
expuestos en esta tesis, presentar algunas aplicaciones que tiene el algoritmo
analizado en nuestro trabajo y mencionar otras investigaciones que sobre
el problema.y sus soluciones se lian venido realizando,

6.1 Discusidn de resultados

Hemos hecho un andlisis de tipo amortizado para la solucidn del problema
de mantener conjuntos disjuntos dada en [43, 45]. De dste obtuvimos que
su complejidad asintdtica de tiempo es O(ma(m + n,n)} + n), en donde
a es la funcidn inversa de Ackermann y la instancia del problema tiene n
conjuntos iniciales y realiza m operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO.

Una vez analizado el algoritmo tratamos de determinar su complejidad
exacta de tiempo, para lo cual intentamos ver que existia una sucesién de
instancias del problema que requerian un tiempo de ejecucién Q(me(m +
n,n)+ n), y asi obtener una complejidad de @(ma(m + n,n)+ n).

Con esto en mente estudiamos la mdquina de apuntador e implantamos
nuestro algoritmo en ella. Después sacamos las earacteristicas del algoritmo
y usamos el hecho de que el modelo obticne informacién sélo por medio
de apuntadores para poder asociar a cada solucién de una instancia la
construccion de una grifica, Logramos definir construcciones que requerian
un nimero de Q{ma(m, n)) instrucciones fundamentales y asi mostrar que
los algoritmos con las caracteristicas del nuestro, la clase de los algoritmos
separables, requiere un tiempo de Q(ma{m + n,n) + n).

Concluimos al final de este proceso que nuestro algoritmo, al tener un
tiempo de ©(ma(m + n,n)+ n), o sea, Yma(m + n,n}+n) y O{me(m+

55
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n, 1)+ n), es ptimo en ticmpo dentro de la clase de los separables.

Para obtener la prucha de la cota inferior fue necesario unificar los
resultados del trabajo en [45] y en [5]. Ya que el primero contenia una
prucba con errores y el segundo mencionaba las correcciones necesarias,
Ademds, como estos dos articulos y el andlisis amortizado del algoritmo se
habian publicado con definiciones diferentes de la funcidn de Ackermann,
elegimos una definicién, la que se da en [43, 45] y es ahora su definicién
habitual, y adecuamos ambas prucbas a esta definicion.

6.2 Aplicaciones

Damos una lista de aplicaciones que usan nuestro nuestro algoritmo para
su funcionamiento. Todas se mencionan en [18].

1, Distribucién del trabajo en dos procesadores. La entrada consiste
en una coleccidn de n tareas que requieren una unidad de tiempo
de procesador y un orden parcial dado mediante una gréfica aciclica
dirigida, dag (directed acyclic graph) con n vértices y m aristas. El
objetivo es distribuir las tareas en dos procesadores para minimizar
el tiempo de ejecucién. El algoritmo de Gabow [17] tiene un tiempo
de O(m + na(n,n)).

L

Distribucién del trabajo en multiprocesadores. Hay dos aplicaciones
relacionadas. La primera es calcular una distribucién del trabajo en
varios procesadores a pattir de una lista de prioridad. La entrada
es una coleccion de n tareas que requieren una unidad de tiempo de
procesador con un orden parcial dado por un dag con m aristas, una
lista de prioridad que da un orden total a las tareas y un nimero
de procesadores p < n. El objetivo es distribuir las tareas en los
procesadores tal que la préxima tarea a comenzar es la primera tarea
disponible en la lista de prioridad. El algoritmo de Sethi [35] tiene
un tiempo de O(m + na(n, n)).

La segunda aplicacion es optimizar la distribucidn de las tareas cuyas
resticciones estan dadas por un orden de intervalos (inlerval order),
o sea, un orden parcial P = (V, A), donde V ¢s un conjunto de inter-
valos cerrados en larectareal y (u,v) €A (r€u,y€v =z < y).
La entrada es una coleccién de n tareas, un orden de intervalos con
m resticciones y un nimero de procesadores p < n. El objeto es dis-
tribuir las tareas para minimizar el tiempo de ¢jecucion, Papadim-
itriou y Yannakakis dan un algoritmo para encontrar una lista de
prioridad de tiempo O(m + n} {16, 31). Combinando esto con el algo-
ritmo de arriba se obtiene un algoritmo de tiempo O(m + na(n, n)).
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3. El problema del minimo dado fuera de linca 2. El objetivo es man-

tener un conjunto de enteros en ¢} rango {1...n] bajo dos operaciones:
o INSERTA(7). El cual afiade el elemento 7 al conjunto,
o EXTRAE-MiN. El cual borra y regresa cl elemento minimo.

Si cada entero es afiadido una sola vez y la secuencia total de ope-
raciones es dada fuera de linea, en {2] se encuentra un algeritno que
resuelve el problema en tiempo O(na(n,n)).

. Apareamiento en grdficas convexas y distribucidn del trabajo con

tiempos de cspera y espera mdxima. Ilay dos problemas que estdn
may relacionados. En ¢l primero, el objetivo es encontrar el mdximo
aparcamiento en una grafica convexa, bipariita de n vértices. El al-
goritmo de Lipski y Preparata [28) tiene un tiempo de O(na(n, nj).
En e segundo problema, la entrada es una coleccion de tareas que
requieren una unidad de tiempo de procesador con un tiempo entero
de espera y uno de espera mixima, ademds de un numero p < n
de procesadores. Frederickson [13] da un algoritmo gue involucra el
problema fuera de linea del minimo, por lo que ¢! tiempo de ejecucion
para su algoritmo es Of{na(n, n)).

. Dos arboles generadores dirigidos. Dada una grafica de flujo con n

vértices y m aristas, el objetivo es encontrar dos drboles generadores
dirigidos con el menor mimero de aristas en comtin posible. Ef algo-
ritmo de Tarjan en [40] tiene un tiempo de O{ma(m, n)).

. Reducibilidad de graficas de flujo. Hoperoft y Ullman [22] han cons-

truido un algoritmo para determinar si una grafica de flujo, con n
vértices y m aristas, es reducible o no, de acuerdo a la definicion de
Hecht y Ullman en [21], con una complejidad de tiempo O(m log(m}).

Tarjan [37] da un algoritmo mis veloz que el de Hloperoft y Ullman.
El algoritmo verifica la caracterizacion esiructural de Hechy y Ull-
man [21]. Su método usa DFS {depih-first search} para recorrer la
estructura de la grafica de flujo y nuestro algoritmo para verificar la
reducibifidad usando la informacion encontrada. La complejidad del
algoritmo depende de Ja complejidad de nuestro algoritmo por lo que
se obtiene una complejidad de O(ma(m,n}} ( en las grificas de flujo
n=0(m) ).

. Aparcamiento de cardinalidad maxima en graficas no bipartitas. El

algoritmo de Gabow [15] tiene una complejidad de O{nma(m, n)),
donde n es el nimero de vértices y m el de aristas, y se asume n =
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O(m). Unalgoritmo més veloz que usa nuestro algoritmo ha sido dado
por Micali y Vazirani en {30], y Liene una complejidad de O(y/nm).

8. Equivalencia de aulématas finitos. Sean dos autdmatas finitos de-
Lerministicos My = (Q1, A, 61,90, F1) y M2 = (@2, A, 62,0, F2). El
problema consiste en determinar st Af; y My aceptan el mismo len-
guaje, o sea, si son equivalentes. En {2] se da un algoritmo que realiza
alomisn~t = |@;|+|Q2] operaciones de UNE y alo mds m = nx |4]
operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO y tiene una complejidad de
O(m 4+ ma(m,n)).

Es de notar que para las aplicaciones 1-7, el tiempo se puede mejorar
para ser lineal, al poder aplicarse la restriccién del problema de tener la
sucesién de operaciones UNE fuera de linea y usar el algoritmo dado en
[18}.

6.3 Lineas de desarrollo del problema

La investigacién sobre soluctones del problema ha continuado por diferentes
caminos y no se detiene en [45) y lo expuesto en esta tesis.

Para que se tenga un panorama de las diversas lineas de desarrolio del
problema, se hard a continuacidn una breve descripcién de ellas,

Durante algin tiempo quedd la pregunta abierta de si existia un algo-
ritmo con tiempo lineal para cl problema. Esto debido a que lov algoritmos
separables no usan todo ¢l poder del modelo RAM, pues tienen la restriccion
de separabilidad la cual no permite que un elemento de una clase tenga ac-
ceso a otro elemento de una clase diferente. Ademds, tienen resiricciones
en el modo en que los datos son representados y manipulados.

Pero en [14], Fredman y Saks muestran que cualquier implantacién en
el modelo CPROBE(log(n)} requiere un tiempo de Q(mn(m,n)) para eje-
cutar m operaciones de ENCUENTRA-ELEMENTO ¥ n ~ 1 UNE con 1 el-
ementos iniciales. En el modelo cell probe con palabras de tamafio b,
CPROBE(b), la complejidad de tiempo en una sectuencia de operaciones
se define como el mimero de palabras que fueron consuitadas. E} mimero
b de bits es un pardmetro al modelo y en nuestro caso & = log(n). Este
modelo es al menos tan poderosos como el modelo RAM, pues permite
las mismas instruccioncs, representacion de datos y el direccionamiento in-
direclo, ademds éstas pueden costar menos que en el modelo RAM. Sin
embargo, Fredman y Saks dicen 1o saber si el resultada se mantiene para
el modelo CPROBE(POLYlog(n)), donde aqui b < log'(n) para algunat.

Un algoritma con tiempo lineal para el modelo RAM, en el caso especial
donde las operaciones UNE son conocidas fuera de linea, lo describen Harold
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N. Gabow y Robert E. Tarjan en (18].

Todos los andlisis hasta ahora han sido amortizados. El analisis para
el peor caso fue considerado por N. Blum {6] y prucba una complejidad
de O(log(n)/loglog(n}); para la cota inferior de la complejidad asume la
propiedad de separabilidad de los algoritmos. Fredman y Saks muestran
en [14] que el algoritmo dado por Blum en [6] es 6ptlimo en el modelo
CPROBE(POLYlog(n)).

El anélisis en el caso promedio fue considerado por Doyle y Rivest {11),
Yao [51), Knuth y Schénhage [26], Yao [52) ¥ Bollobds y Simon [7]. Mues-
tran que bajo varias suposiciones probabilisticas el tiempo de corrida es-
perado es lineal, aun si sdlo una de la mejoras es usada.

Manilla y Ukkonen [29] considera una variante del problema mediante
permitir dar marcha atrds ( dacktracking ) sobre las tiltimas operaciones
de unidn, esto es posible mediante una operacion de desunir { Deunion ),
Presentan dos métodos que permiten realizar m ENCUENTRA-ELEMENTO,
& UNE y k DEs-UNE con una complejidad de O((m + &) log(n)/ loglog(n))
y O(k + mlog(n}) respectivamente [50]. Una generaiizacion més donde se
le asocia un peso a cada operacion de Une es considerada por Gambosi en
[20).

La prueba de Fredman y Sacks nos dice que el algoritmo dado es éptimo
atn en el modelo RAM con palabras de tamafio log{n), un tamafio razo-
nable para nuestro problema. El resultado de Gabow y Tarjan cubre en
parte el caso cuando las operaciones son dadas fiera de linea, diferente
& nuestra suposicion de operaciones dadas en linea. Los otros resultados
cubren dos tipos de analisis que no tratamos aqui, el del peor caso y el del
caso promedio.
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Apéndice

Enunciamos algunas de las propiedades de la funcién de Ackermann. Su
demostracién se puede realizar por induccién sobre la definicidn y siguiendo
el orden en que se enuncian.

Definicidn 6.1 Usamnos la siguiente funcidn auziliar.
90 =2
g(i) = 290-Y yi> 1,
Teoretna 6,2

L i< 2 <gd), Vi> 0. En particular
2 < g(i}, Vi>O0.

2 A(2,9)=g(3), Vi>1. En particular
A(2,141) =240 yi> ],

Lz < A(iyz), Viz2 1
LAl 2) < A(f,z+ 1), Viz>1.
LA} <A@+ 1,2), Viz> 1.

T Sy b o

LAY < A(i+ 1,2+ 1), Vi,z > 1. En particular
AG,27) < A(i+1,2+1).

A I) S A G+ 1), Vij2 L
8 C(2,4)=j+1, ¥i>1.

9. Alz,4j) < A(z +2,7), Yi,s>2
10. 25 S A(hj - 1), Vi,j2> 2.
1. Az, 1)< jA(z+1,1), Vz2 1.
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12. Siz >y > 1, enlonces afz, 2} < a(y, 2). o
Demostracion Lema 5.6
C(’l]) < A(lldj)i Vilj 2 l'

La demostracion se realiza por doble induccién sobre i, j.
Probemos el caso i =1,2,

¢,y = 1<A(Lp), Yp2 L.
C(Q.j) = j+1

< g(j)

< A(2,45).

Probemos el caso i > 3 y j = 1. Tenemos que
Cli,1)=Cli~1,2)4+1< 14+ A(i ~1,8),
pero A(i - 1,8) < A(i — 1, A(i, 3)), entonces
C(i,1) < A(i = 1, A(, 3)) = A(4,4).
Probemos el caso 1 > 3,7 > 2. De la definicién,
C{i,j) = Cli,j — 1)+ C(i—1,2604-1),
el resultado se sigue de que

Ci,j-1)

N

Aliy 47 - 1)
| YT
iA('ldJ—a)

1A

1A

SAGA) y

A(i - 1‘2C(i.1‘-1)+2)

Afi = 1,204 -0+

Ali - 1'.2.4(-'.4,'-3))

Ali = 1, A(i — 2,24047-3)
Ai - 1,AG =1, A3, 47 - 3)))
Ali -1, A(i, 45 - 2))
Aiy45=1)

)
§A(t,4j).

C(i—1,2004-1)
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Indice de Términos

Listamos los términos usados para esta tesis.
¢ N denota los nimeros naturales.
¢ R denota los mimeros reales,
o [a,b] denota los nimeros naturalesa, a +1,..., b,

e , y, ... variables usadas principalmente para denotat elementos de
un conjunto,

e u, v,... variables para denotar vértices de una grifica.
e A, B, ... variables para denotar conjuntos.

o V denota un conjunto de vértices.

¢ (G denota una grafica.

¢ T denota un érbol.

° ‘a y S denotan una sucesion de operaciones.

¢ V(G) denota los vértices de la grifica G.

& G(S) grifica que asociamos a una sucesidn de operaciones segin el
capitulo 5.

e u— v flecha de u a v en una gréafica.

e Ag(u,v) distancia entre u y v en la gréfica G,

o Para uy v vértices de un drbol T con raiz r :
— d(u) la distancia de u a r,

= d(T) la mixima distancia de r a un nodo.
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~ ud v v es descendiente propio de u en el drbol T'.

L] . . + '
— u— v v es descendiente impropio de u en el drbol T.

log denota la funcion log,.

[2] el mdximo entero menor o igual que z, x € R.

[z} el minimo entero mayor o igual que z, = € R,

A(m,n) funcién de Ackermann. Ver capitulo 3

a(m,n) funcién inversa de Ackermann. Ver capitulo 3

PCD{m,n,t) abreviacién para problema de conjuntos disjuntos con m
operaciones ENCUENTRA-ELEMENTO, n elementos iniciales y { ope-
raciones totales.

o SPCD(m,n,t) abreviacidn para solucion de un PCD{m, n, t}.

Los nombres de subrutinas se ponen en MAvUscuLAS; los nombres de
campos se ponen en ildlices; las palabras reservadas del seudocddigo se
ponen en negrillas v las constantes, como NIL, en Mav(SCULAS; para los
nombres de funciones usamos ildlicas; usamos negrillas para la primera
apatricién de términos introducidos en ¢l trabajo y el término en inglés en
itdlicas.

No traducimos las palabras como while o TRUE por ser de uso di-
fundido. Traducimos las palabras como memeory (memoria), fieid (campo),
register (registro} por ser usadas con el mismo significado en espaiiol. Los
términos técnicos relacionados al trabajo { maquina de apuntador, com-
plejidad amortizada, método de el saldo) los traducimos y ponemos a la
derecha de su primera aparicidn su nombra en inglés,
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