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INTRODUCCION

‘Desde hace mucho tiempo, el andlisis de redes ha desempefiado un
papel muy importante en la ingenieria. En las dltimas décadas se
han realizado aplicaciones importantes del andlisis de redes en
la teoria de la informacién, la cibernética, el estudio de
sistemas de transporte y la planeacién y control de proyectos de
investigacién y desarrollo. Otras &areas de aplicacién incluyen
estructuras de grupos sociales, sistemas de comunicacién,
programas de produccién, estructuras de enlaces quimicos,
estructuras de lenguaje, etc.

La representacién en redes proporciona una ayuda conceptual
poderosa para visualizar las relaciones entre las componentes de
sistemas complicados que con frecuencia se tienen gque analizar en
la investigacién de operaciones. Como resultado, ciertos
aspectos del anilisis de redes (conocidos comGinmente como teoria
de flujo en redes) se han convertido en una herramienta de gran
utilidad para el investigador de operaciones.

Existen varios tipos de problemas en los sistemas de transporte,
entre ellos:

i) Escoger un conjunto de conexiones gque proporcione una ruta
entre dos puntos cualesquiera de una red de manera gue se
minimice la longitud total de estas conexiones.

ii) Asignacién de flujos con el fin de maximizar el flujo a
través de una red que conecta una fuente u origen y un destino.

iii) Encontrar los caminos para trasladar mercancia desde varios
origenes a diferentes destinos, de manera gque se mninimice el
costo de transporte.



iv) La planeacién y control de proyectos se ha atacado por medio
de las técnicas de redes, en especial el PERT (Program Evaluation
.and Review Technique o técnica de Evaluacién y Revisidn de
Programas) y el CPM (Critical Path Method o‘Método de la Ruta
Critica).

Todos estos éroblemas son estructuras especiales de la
programacidn lineal gue, aGn cuando pueden resolverse por el
método simplex, sus propiedades especiales ofrecen un
procedimiento de solucién més sencillo.

El presente trabajo trata sobre la parte de la programacién
lineal denominada redes de flujo, en particular sobre el
algoritmo desarrollado por L. R. Ford & D. R. Fulkerson, con el
nombre del algoritmo Out-0f-Kilter (o desviaciones) para resolver
el problema general de redes con flujos restringidos y costo
minimo. La importancia practica de este problema se encuentra en
el hecho de que una buena cantidad de la 1literatura de 1la
programacidn lineal esta dedicada a su estudio y una variedad de
aplicaciones estan en su dominio. Los problemas de transporte
gue involucran cientos de restricciones y miles de variables
pueden ser resueltos, mientras que para resolver un problema de
programacién lineal de estas dimensiones por el método simplex,
es actualmente una tarea casi imposible. Cabe mencionar también
gue una variedad de problemas de la programacién lineal
(Transporte, flujo maéximo, ruta ma&s corta, asignacién,
distribucidn etc.), pueden ser formulados en el marco de redes y
resueltos con el algoritmo Out-0f-Kilter.

El objetivo fundamental de esta tesina es la creacién de un
material de apoyo didactico accesible a los estudiantes en
particular de las carreras de Matemidticas . Aplicadas y
Computacidn, Actuaria e Ingenieria Civil; y en general, cualguier
estudio profesional que lo requiera.

Il



Los conocimientos bAsicos para la comprensién de este trabajo
son, elementos de algebra matricial, teoria de redes, e
investigacién de operaciones.

Esta tesina no pretende, en modo algunc, ser un tratado
exhaustivo sobre Teoria de Redes; mds bien se desea motivar al
lector hacia un conocimiento mas profundo de la materia vy,
sobre todo, hacia una implementacién de este tipo de modelos
de redes en su campo especifico de trabajo. Por esta razén se
ha buscado un enfoque ante todo practico, utilizando como
apoyo una computadora.

El trabajo se desarrolla como sigue: En el capitulo I se
presentan algunas definiciones b&sicas de redes, con el propésito

de unificar conceptos. En el capitulo II se introduce el
problema de redes con flujos restringidos y costo minimo y se
muestra la obtencién del problema dual. A continuacién se

establecen las condiciones de optimalidad y algunas propiedades
importantes de la matriz de coeficientes, ademds se presenta la
estrategia del algoritmo Out-Of-Kilter para que un arco no
conformable pase a ser conformable, se muestra también la no
factibilidad del problema cuando & = o Yy se prueba la
convergencia del algoritmo. El capitulo III se concentra en los
problemas y aplicaciones, resolviéndose un problema de ruta
critica utilizando el programa CPM. E1l trabajo contiene tambié&n
dos secciones de anexos, en el Anexo A se presentan los diagramas
de flujos de algoritmos de solucién, especificos para problemas
de redes. En el Anexo B se presenta el Manual de Usuario del

programa CPM que resuelve problemas de redes utilizando la ruta
eritica.
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CAPITULO I

ANTECEDENTES

En 1975 la Academia Real Sueca de Ciencias otorgd el Premio Nobel
en Ciencias Econémicas, compartido, al Profesor Leonid
Kantorovich de la URSS y al Profesor Rjalling C. Koopmans de los
Estados Unidos, por sus contribuciones a 1la teorfia de 1la
asignacidén 6&ptima de recursos. Aunque estos distinguidos
profesores investigaron una gran variedad de problemas de
optimizacidn, es interesante notar gque ambos estin asociados con
algunos de los primeros papeles que describen los problemas de
flujo en redes, tal como los conocemos ahora. En 1939, en un
papel expositor, Kantorovich discutié una clase especial de
modelos de optimizacién, junto con ejemplos especificos. La idea
subyacente de cada ejemplo fue la de alcanzar la produccién més
alta posible, sobre 1la base de la utilizacidén 6ptima de los
recursos existentes. Uno de estos ejemplos involucrd la
distribucién de flujos de carga entre las diferentes rutas de una

red de carreteras, con el objeto de minimizar el uso de
combustible.

Discusiones posteriores del flujo de carga en 1la URSS fueron
dados por Kantorovich y Gavurin. Estos trabajos no fueron
conocidos en Occidente hasta finales de la década de los
cincuentas. Mientras tanto, en los Estados Unidos, Frank L.
Mitchcook presenté lo que ahora es conocido como la formulacién
estandar del problema de transporte. Trabajando
independientemente, el profesor Koopmans formuld el mismo
problema en conexién con su trabajo con la Oficina de Regulacién
de Embargques. Debido a estos trabajos, el problema de
transporte, frecuentemente es referido como el problema de



transporte de Hitchcock o el problemé ‘de ‘trénsporte de
 Hitchcoock~Koopmans.

Tanto Hitchcock en 1941, como Koopmans eﬁ 1946, presentaron
métodos computacionales del tipo primal simplex para la solucidn
del problema de transporte. Hitchcock mostrd que una solucidn
Sptima deberia ser un punto extremo de solucidn y mostrd como se
podian construir iterativamente mejores soluciones de puntos
extremos, tomando en cuenta soluciones o6ptimas alternas vy
degeneracién. Koopmans lo resolvid desarrollando multiplicadores
simplex, o '"nodos potenciales" y el criterio de optimalidad,
mostrando que el punto extremo es egquivalente a un &rbol.
Dantzig mostrd en 1951 que el modelo de transporte puede ser
resuelto por su algoritmo simplex, y también desarrollé una
variante especial del algoritmo simplex para el problema de
transporte.

En 1956 Alex Orden propuso una deneralizacién del modelo de
transporte, en la cual se permitirian puntos de transbordo. Esta
formulacidén es conocida hoy en dia como el Problema de Transbordo
sin Capacidades. Aproximadamente al mismo tiempo, ambos, el
problema de flujo maximo en redes y el problema de costo minimo
de flujo en redes, fueron formulados e investigados por el famoso
equipo de Lester Ford y Delbert Fulkerson.

Desde 1950 hasta 1965, se dirigi® mucha actividad hacia el
desarrollo de algoritmos para modelos lineales de flujo en redes.
Los algoritmos desarrollados pueden ser clasificades en dos
tipos, como sigue: (1) especializaciones del método simplex
primal y (2) métodos primales-duales.

Las implementaciones contemporaneas del algoritmo primal simplex

de redes estdn basados en la representacién compacta de la base,



la determinacién del arco de partida sin prueba y error y en
_técnicas eficientes para actualizar los multiplicadores simplex
en cada pivote. Algunos de estos desarrollos fueron sugeridos en
1960 por Glicksman. Las especializaciones. del método primal
simplex empezaron con el trabajo de bantzig y culminaron con el
papel de Ellis Johnson y Eselson, que describieron un problema de
transporte con pocas fuentes y muchos destinos; sus estructuras
de datos pueden ser vistas como el almacenamiento de la base en
forma de &rbol y la utilizacién de esta estructura para encontrar
eficientemente el arco de salida. E. Johnson describid un
esquema de triple etiqueta que representa la base con un arbol y
permite gque los multiplicadores simplex sean actualizados
eficientemente. Johnson describe su trabajo como una modificacidn
del propuesto por Scoins.

Los métodos primales-duales se originaron con el algoritmo
hGngaro de Harold Kuhn para el problema de asignacidn vy
culminaron <con los del algoritmo out-of-kilter de Delbert
Fulkerson, el primal-dual de Ford y Fulkerson, el dual de Balas y
Hammer, el de ruta de Busacker y Gowen, el de ciclo negativeo de
Kley y el de escalamiento de Edmonds y Karp. También se han
desarrollado algoritmos especiales para les problemas de
asignacién, de la ruta mids corta y de flujo maximo.

La mayor parte de la actividad desarrollada a partir de esos
papeles clisicos ha involucrado la implementacidén eficiente de
estas técnicas bédsicas y la extensién de esta tecnologia a los
problemas 1lineales de redes que involucran ganancias, a los
problemas lineales de asignacién de bienes midltiples, a los
problemas lineales de redes con restricciones <generales
adicionales, y a los problemas de redes que tienen funciones de
costo no lineales y convexas.



Los propésitos de Glicksman, L. Johnson y Eselson, Scoins y E.
. Johnson para 1los algoritmos primales no fueron inmediatamente
alcanzados, el cddigo mds ampliamente conoc;do de esa década es
una implementacién del algoritmo out-of-~kilter hecha por Clasen.
Mas tarde, e independientemente, Mc Bride y Graves expecializaron
su trabajo sobre la factorizacién de programas lineales de
problemas de transbordo. Aunque su desarrollo es un poco
diferente, la especializacién en redes de sus estructuras de
datos es similar en muchos aspectos a las estructuras de datos

que emergieron del punto de vista de teoria de graficas de las
redes.

Mulvey ha desarrollado un cdédigo primal eficiente a gran escala,
Harris desarrolld un algoritmo primal para el problema de

transporte. Langley, Kennington y Shetty también desarrollaron
un cédigo primal.

Un aspecto significante del trabajo contemporéneo en
investigacién de redes ha sido la prueba computacional de
diferentes algoritmos para problemas estédndares muy grandes.
Uno de 1los tépicos principales ha sido la confrontacién de
los algoritmos ©primales contra el algoritmo de out~of-kilter.
Los experimentos hechos en los cincuenta y a principio de los
sesenta, convencieron a los investigadores de que el
algoritmo out-of-kilter era superior, especialmente para
problemas de transbordo.



1.1 LAS REDES Y SU UTILIDAD

. El hombre, en su deseo de conocer y manejar su entorno, ha
buscado representarlo en forma simplificada.’ Para ello, se ha
valido de diferentes metodologias de solucién, una de ellas es el
uso de redes (representaciones gréaficas). Este proceso no sbélo
le ha ayudado. a comprenderla més, sino también a resolver

problemas complejos dque pretenden imitar el medio en que se
encuentran.

En forma general, en un proyecto se construyen las redes por
tres razones:

1. Planear
2. Programar
3. Controlar

En la etapa de planeacidén, una red muestra las interrelaciones
que se dan en un sistema, esto ayuda a determinar el conjunto de
actividades que se requieren incluir al realizar la asignacién de
los recursos de la manera mi&s eficiente sobre las actividades que

lo requieran. El uso de redes en esta fase es bastante simple y
econémico.

En cuanto a la programacién de actividades, lo anterior es uno de
tantos aspectos que hacen atractivo el uso de redes.

Una vez que un proyecto se encuentra "caminando", es muy f&cil
perder el control del mismo, las redes pueden ayudar a evitarlo
al proporcionar al usuario el grado de avance en un periodo dado.

Lo anterior de ninguna manera asegura una efectividad del 100% en
esta labor, pero permitirid detectar fuentes problemiticas que
ameriten de mayor atencién y cuidado.



1.2 MODELOS DE REDES DE FLUJO

comc se ilustra en la Figura 1.1, una red es una coleccién de
nodos y arcos. Esta representacién es Gtil para modelar o
formular una gran variedad de situaciones fisicas y conceptuales.
Por ejemplo, sistemas de carreteras para el tré&afico de vehiculos
a menudo son formulados como modelos de redes. En éstos, los
nodos representan a los centros de trafico y los arcos son las
vias que unen pares de centros. En forma similar, sistemas de
ferrocarriles, sistemas de aerolineas Yy, en general, todos los
problemas de planeacién de transporte se pueden representar
apropiadamente como redes. Otras situaciones, tales como
sistemas de inventarios, sistemas de produccién-distribucién,
sistemas de comunicacién, sistemas de rios y sistemas de tuberia,

han sido representados como redes. A los modelos de tales
situaciones se les llama modelos de redes de flujo.
arcos
\AL v
¥
.nodos

Figura 1.1 Red



Se
. en

- es

de

consideraran modelos de redes de flujo en los que el flujo
cada arco se maneja entre cierto rango, y el objetivo
seleccionar flujos en los arcos que optimicen alguna medida
efectividad. .

Para ilustrar esto, suponga que la red de la Figura 1.2 define un

modelo de redes de flujo. cada arco en la red lleva un flujo

dirigido segiin la fecha y tiene tres parimetros asignados: una

cota inferior, que es la minima cantidad que puede fluir en el

arco; una cota superior, que es -la maAxima cantidad de flujo que

puede llevar el arco; y un costo para cada unidad de flujo que

pase a través del arco.

(0.3.5) (1.2,-1)

(©.1.2) 0.1,2)

(1.3.2) (0,53) Definicién de términos
(cota inferior, cota

superior, costo)

Figura 1.2 Red de Flujo con Solucién



Si el paré&metro de cota inferior no est& presente en el arco se
asume que su cota inferior es cero y si estd presente, y por
alguna razdén se debe de reducir a cero, no hay problema, en la
seccién 1.6 se proporciona una transformacién sencilla para
remover cotas inferiores.

Claramente, los flujos en los arcos son las variables de
decisién en el problema de optimizacién, el cual, consiste en
seleccionar flujos en los arcos que satisfaciendo las condiciones
restrictivas establecidas, optimicen el costo total del
flujo.

1.3 RELACION ENTRE LOS PROBLEMAS DE PROGRAMACION DE REDES DE FLUJO

El problema de optimizar alguna funcién objetive sujeta a
restricciones es denominado programacién matem&itica. Debido-a
que todos los problemas considerados aqui se definen como una red
que lleva flujo, se usa el término programacién de redes de
flujo. En la Figura 1.2 se ilustra un ejemplo especifico de un
problema de flujo a costo minimo, lineal y sin ganancias. Se
dice que el flujo es sin ganancia cuando el flujo se conserva al
pasar a través del arco Yy, con ganancia, cuando el flujo se
incrementa o disminuye por algtn factor al pasar por el arco. A
dicho factor se le llama ganancia. Ahora bien, en la Figura 1.3
se muestra la relacidn entre 1los diferentes problemas de
programacidén de redes de flujo. El punto central de esta figura
es el problema de flujo a costo minimo, lineal y sin ganancia. &a
la izquierda se 1listan los problemas menos generales en el
sentido de que son especializaciones del problema central. Los
problemas listados a la derecha son m&s generales o bien, los
problemas bisicos son un caso particular de éstos. También se
muestra el problema general de programacién lineal para indicar



su relacién con los problemas de programacién de redes. Se han

identificado algoritmos que resuelven cada uno de los problemas
encontréndose que los algoritmos para los
eficientes; en tiempo de
problemas més

de la PFigura 1.3,
problemas menos generales son méas

procese y espacio (memoria), que para los

generales.

Resulta que los algoritmos definidos para los problemas més

pueden resolver los problemas en su forma menos

generales
sin embargo, el inverso rara vez es cierto.

general,

PROBLEMA OF

PROGRAMACION
UNEAL

PROBLEMA

PROBLEMA
DE FLUJO A
COosTO
MINIMO

PROBLEMA DE
FUJO A COSTO
UMD CON COS-

TQS CONCAVOS

PROBLIMA
e
TRANSPORTE

PROBLEMA DE
FLUJO A COSTO
MINNO CON GOS-

TOS CONVEXOS

PROBLEMA

ASIGNACION

Problemas Menos Generales

Pioblemus Mis Generslos

Figura 1.3
Relac16n entre los Problemas de Programacidén de Redes de Flujo



1.4 NOTACION EN REDES
1.4.1 Estructura

La estructura de un modelo de redes esté definida por un conjunto
finito de nodos (puntos o vértices) y arcos (lineas,aristas o
ramas) . Un nodo i es un elemento de- la lista de nodos
N={1,2,3,...,i,...,m}, y un arco gqueda definido por un par
ordenado de nodos (i,j) o como un elemento k de la lista de arcos
A={(i,3),(k,1),...,(s,t)}. E1l arco k o k(i,j) se origina en el
nodo i, nodo origen, y termina en el nodo j, nodo terminal o
destino. Para definir todas las conexiones presentes en la red,
se identifican las listas origen y destino

0= [01,02 ,...,0m]
T = [t1,t2,...,ta)

donde O, y t, son los nodos origen y destino, respectivamente,

del arco k. La coleccién de nodos y arcos es una red dirigida (o
simplemente red) y se identifica por D = { N,A }, donde los
valores de n y a y los conjuntos O y T son suficientes para
definir todos los arcos de la red.

1.4.2 Flujo y Costo
Flujo
El flujo en el arco usualmente representa alguna cantidad fisica

tal como el flujo de un fluido, flujo de personas, articulos,
materiales o flujo de dinero, y se denota por XIJ para el flujo

entre los nodo i y j. Una caracteristica principal del flujo en
la red es que se conserva en cada nodo.

10



Costo

. Un costo se asocia con el flujo en el arco. El costo en el arco
es una funciédn del flujo, c(¢). - Nuestro objetivo sera optimizar
el costo de la red, el cual, es la suma de los costos de todos
los arcos.

Clp) =.F e (Ugy)

k=1

1.4.3 Representacidn Grafica Del Modelo De Redes

En la representacién grafica 1los nodos se simbolizan por
circulos con el indice de nodo adentro. Los nodos se
enumeran consecutivamente comenzando con el nGmero uno. Un arco

se dibuja como un segmento de linea dirigido que conecta sus

nodos origen y terminal, y tanto su indice como sus
parémetros se muestran adyacentes al arco, estos Gltimos
entre paréntesis. Para identificar los par&metros, en cada
representacién grafica se proporciona la definicidén de los

mismos (Figura 1.2).
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1.5 TRANSFORMACION DE UN ARCO NO DIRIGIDO

Un arco no dirigido (i,j) con capacidad minima igual a cero y
capacidad mé&xima Ci1j se puede manejar reempiazéndolo por un par
de arcos opuestos (i,j) y (j,i), ambos con capacidad minima igual
a cero y capacidad maxima igual a Cij

O

Figura 1.5
Transformacién de un Arco No Dirigido

Otra manera de manejar este caso es asignando una
direccién arbitraria a la linea y tratarla como un arco con
C=-c y ¢= ¢. Luego, si el flujo en el arco es positivo, este
va en la direccidén supuesta; mientras que si el flujo es
negativo, fluye en la direccién contraria a la supuesta con el
signo cambiado, es decir, positivo. Por supuesto, io
anterior procede si el algoritmo de resolucién usado permite
flujos negatives

12



1.6 TERMINOLOGIA SOBRE REDES

. Para continuar con el andlisis de redes, es necesario revizar
terminologia bésica de las mismas, para su htilizacién, con lo
cual se pretende unificar definiciones utilizadas, ya gque es
comin encontrar en la literatura al respecto diferentes
definiciones pafa el mismo término.

1.6.1 Gréafica, Multigrafica y Grédfica Dirigida

Una gréafica, denotada por G =[N,A), consiste de un conjunto
finito de nodos N y un conjunto A formado por pares ordenados de
nodos de N. Cada elemento de A es una linea o© arista y se
representa por (i,3j) donde i y j son elementos de N. Una vuelta
("loop") se forma con una linea ‘que une a un nodo consigo mismo.
En una grafica no se permiten vueltas ni 1lineas miltiples, es
decir, dos o mds lineas gque unen al nismo par de nodos. En
cambio, en una multigrafica si se permiten lineas mdltiples pero
no vueltas. Finalmente, una grafica es dirigida si todas sus
lineas son arcos o pares ordenados de nodos (i,j), cada arco
tiene una orientacién o direccién especifica. También puede
haber grédficas no dirigidas en gue todos los arcos no tengan
direccién especifica, también gradficas mixtas en las cuales
algunos arcos son dirigidos otros no. Podemos dibujar este tipo
de graficas en la misma forma, solo que omitiendo las flechas en
los arcos que no tienen alguna orientacién. En 1la figura 1.6
se ilustran ejemplos de estos términos.
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(d)

Figura 1.6
uelta ("loop") {b) grafica

Ejemplos de (a) Vv
4fica Dirigida

{c) Multigrafica (d) Gr
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Matriz de Incidencia Nodos-Nodos:

Consiste en una matriz Q de orden mxm, donde m es el nGmero de
nodos. En la matriz Q = (qi)) se tiene que q'u = 1, si existe un
arco gque va del nodo 1 al nodo J; de otra manera gty = 0. La
matriz de incidencia nodos-nodos asociada a la gréafica dirigida
de la sigquiente grafica es:

®Q=211o

3 O 1 0

Claramente, toda la informacidédn acerca de la estructura de 1la
grafica estd caracterizada en su matriz de incidencia nodos-nodos

Matriz de Incidencia Nodos-arcos:

Consiste en una matriz P de orden mxn, donde m es el nGmero de
nodos y n el nGmero de arcos, 1los cuales han sido previamente

numerados. En la matriz P = (Pij) se tiene que Pij =1 si el

nodo i parte del arco con nimerc j. Asimismo, Pij = -1 si al
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nodo i llega el arco con nGmero j. En otros casos, Pij = 0,

Es conveniente hacer notar gque esta caracteristica es solo
aplicable cuando no hay arcos de la forma (i,i) en la gr&fica
dirigida. La matriz de incidencia nodos-arcos asociada a la

grafica dirigida de la siguiente figura es P.

X

V2SIV I VA

R 7]

S 1 1 0 0 0 0
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1.6.2 Cadena y Circuito

Una cadena del nodo i al nodo j en G, es una sucesidén de nodos
y arcos distintos de N, denotados por i=ii,iz,...,ir=j, y arcos
de A, denotados por A1s85, 000,80, tales que at=(it,it+1),

donde t=1,...,r-1. De esta manera, cada arco en la ' cadena
tiene la misma direccién. Un circuito es una cadena en gque el

nodo inicial es igual al nodo final. Ver firgura 1.7.

@ ’ (o)

\
\
N\~

e

© (@
Figura 1.7
Gréificas Dirigidas (a) Cadena (b) Trayectoria
(c) Circuito (4) ciclo
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1.6.3 Trayectorias y Ciclos

Si en la definicidén de cadena se permite que cada arco tenga la
forma at=(it'it+1) o bien at=(it+1'it) donde t=1,...,r-1, se
obtiene una trayectoria del nodo i al nodo j. Una trayectoria de
i a i que contiene al menos dos arcos es un ciclo (o anillo) ¥y
se dice que contiene a i. Ver figura 1.7.- De las definiciones
anteriores se deduce que toda cadena es una trayectoria y que
todo circuito es un ciclo, pero no reciprocanmente.

Grafica Conectada
G es una grafica conectada (o red conexa) si existe

una trayectoria entre cada par de nodos. En caso contrario
G es desconectada (o red inconexa).

1.6.4 Red Simple, Reducida, Conexa, Inconexa y Subred Dirigida

Una red dirigida es una multigrafica dirigida D={N,M] o bien, es
una gridfica en que se permiten lineas mdltiples.

Red simple:
Una red G = (N, A), es simple si el conjunto de nodos N

puede dividirse en dos subconjuntos, Ni y N2, tales que si
(i,j)eA entonces, i € N1 y j € Nz.

18



Red reducida:

Una red G = (N, A), es reducida si tiene un solo depésito s y un
solo destino r, y no existen arcos de la forma (i, s) o (r, 3J)

donde i, j € N.
CO—(

O ®

RED SIMPLE RED REDUCIDA

Red conexa:

Es aquella en donde existe por lo menos una cadena que conecta a
cada nodo con el resto de los nodos de la red.
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O

_

RED CONEXA

Red inconexa:

quella gue no est4 conectada.

AN

RED INCONEXA

Es a
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1,6.4.1 Red Circulatoria

Una red esta en forma circulatoria si todos sus nodos son de
traspaso.

NN
D N

A

RED CIRCULATORIA
Mencionaremos que toda red simple puede facilmente transformarse
en red circulatoria.

Para convertir una red simple que tiene varios nodos fuente
(depdsito), por ejemplo (s1, s2) y varios nodos destino por
ejemplo (ti1, tz, t3) como la que se muestra en la figura, a una
red circulatoria, primero
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DEMANDA b1
OFERTA a1

o

©)

;O-

DEMANDA b2

00

27\

DEMANDA b3

O ©

Figura 1.8 RED CON FUENTES Y DESTINOS MULTIPLES

&

OFERTA a2

hay que construir una red equivalente con un nodo superfuente y
un nodo superdestino. Esto se logra afiadiendo un nodo artificial
s unido a los nodos fuente originales por arcos (s,st), (s,s2),
etc., con costo cero, capacidad minima cero y capacidad m&xima
igual a la oferta del nodo fuente original.

Ademds, se construye un nodo destino artifical t, unido a los
nodos destino originales por arcos (ti, t), (tz2, t), (ts, t),
etc., con costo cero, capacidad mnidxima infinita y capacidad
minima igual a la demanda del nodo destino original.
Graficamente se muestra en la siguiente figura:
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NODO SUPERFUENTE

NODO SUPERDESTING

(b1,&,0)

(0.a1,0) @

/

(62,8.,0)

(63,%,0)

Para convertir la red anterior (qon un solo nodo fuente y un solo
destino), a una red circulatoria, afddase un arco (t, s) que una
el nodo superdestino con el nodo superfuente. Este arco tendria
un costo cero o negativo (para obligar a la circulacién del
flujo), capacidad minima dada por la suma de todas las demandas
de los destinos originales, y una capacidad méxima dada por la
suma de todas las ofertas de los nodos fuentes originales.
Obviamente para gque el problema resulte factible, la capacidad
maxima de este arco (t, s), debe ser mayor o igual a su capacidad
minima. Graficamente se tiene: ‘
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(0.81.0)

(b2.8.0)

{0.a2.0)

(b3.4.0

1,.6.5 Arboles y Bosques

Un &rbol es una grafica conectada y sin ciclos, mientras que un
bosque es una grafica sin ciclos. Un &arbol dirigido D = (Nt,Mt),
es una subred que define una trayectoria Gnica entre algin nodo
especifico, llamado nedo raiz, y cualquier otro nodo en Nt. Una
subred de expansién de D es una subred con Ns = N, por
consiguiente, un &rbol de expansidén (o generador) de D tiene
Ne=N. Un bosque de expansién de D es una subred de expansién
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dirigida, desconectada y sin ciclos.

~Caracteristicas de los &rboles

1.

El nimero de arcos en un &rbol es n-1 donde n es el nfimero
de nodos, ya que este es el minimo nlmero de- arcos
necesarios para tener una red conexa y el miximo nGmero
posible para que no haya ciclos.

En un &rbol de expansién dirigido solo el nodo raiz no es
terminal de algGn arco.

Cualquier nlmero de arcos se pueden originar en un nodo del
arbol dirigido.

Entre cualesquier par de nodos hay una Gnica- trayectoria.

Las n~1 columnas de la matriz A, que forman la base para el
problema de flujo a costo minimo, corresponden a los arcos
en Mt de un Arbol de expansidn. (Se explicara este punto
con mayor detalle en la seccidén de problemas de flujo a
costo minimo)

Los arcos que no se incluyen en Mt reciben el nombre de
aristas. Si una arista es agregada a un &rbol, se forma un
Gnico ciclo y la red resultante ya no es un &arbol.

Si existe una trayectoria dirigida o cadena del nodo i
al nodo j entonces, el nodo i precede al j y el nodo Jj
sucede al i.

En la figura 1.9 se ilustran &rboles obtenidos de la figura 1.9a.
En (b) se tiene un arbol de expansién y (c) y (d) tomadas juntas
constituyen un bosque de expansién.
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O—0 ®
N\
@/

@) (b)
< raiz=5
Nt={1,2,3,4,5}

© | O,

© . | S @
raiz=3 : raiz=5

Nt={3,4} o Nt={1.2.5}

Figura 1.9
Ejemplos de Redes de Arboles
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1.6.6 Redes de Transporte

. Se llama red de transporte a una gr&fica finita sin anillos tal
que :

L) Cada arco k tiene asociado un nfimero C(k) =z 0 llamado
capacidad del arco . :

tL) Existe un vértice Xo y uno solo tal que W (Xo)=¢
llamado fuente de la red.

tiLL) Existe un vértice %» y uno sole tal gque W' (Xn)=¢
llamado sumidero de la red.

1.6.6.1 Flujo

Sean W (x1) el conjunto de los arcos incidentes al vértice X

hacia el dinterior y W (Xi1) el conjunto de arcos incidentes
al vértice X1 hacia el exterior. Se dice gque una funcién
entera ¢p(K) definida sobre el conjunto A de los arcos Ki es
un flujo para una red de transporte si se tiene:

(k) =0 Vkea

Xi = Xo

Lok = I ek , (1.1)
Xi =# Xo

KeW ™ (X4) kew" (X1)

p(k)y = c(k) V keA
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Puede pensarse que @(k) es un gasto gue fluye por el arco k y gque
nunca puede exceder la capacidad de dicho arco. Afn més, si X1
no es ni la fuente ni el sumidero, entonces (1.1) significa que
el gasto que llega a X1 es igual al gasi:q que sale de X,
{(propiedad conservativa de flujo). Es decir:

Yok = Y p(k) = ¢(¥Xn) (1.1)
UeW (X0}  ueW (Xn)
Donde a ¢(Xn) se le llama el valor del flujo.
En este trabajo se tratard el problema de calcular el valor

éptimo del flujo correspondiente a una red de transporte a través
de técnicas de redes de optimizacién.

1.6.6.2 Arco Saturado, Flujo Completo,
Se dice gue un arco KieA est8 saturado si se tiene: ¢(ki) = C(ki)

Un flujo es completo si todo camino que va de la fuente al
sumidero contiene al menos un arco saturado.

En la figura 1.10 se muestra una red de transporte y un flujo
asociado a esta red. Obsérvese gque los. arcos con trazo grueso
estian saturados y que el flujo no es completo ya que al menos
existe el camino (Xo,X1,Xs,Xs) que no posee ningin arco saturado.
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1.6.6.3 Corte, Capacidad De Un Corte.

Sea un conjunto Y < X de vértices que contiene al sumideroc Xn y

no contiene a la fuente Xo. E1 conjunto h—(Y) de 1los arcos
incidentes a Y hacia el interior es un corte de la red. Por
ejemplo, si en la figura 1.10 se tienen Y = {X7,X9}
entonces ei corte correspondiente a Y estd dado por:
W(Y)={(X1,X7), (X2,X7), (X3,X7),(X4,Xs), (X5,X9), (X6,%X9), (X8,X9) }.

A la expresién C[W (¥)] = z c(k)
keW (Y)

se le llama capacidad del corte W (Y). Asi en el ejemplo se
tiene:

C[W (¥)] =8 +8 + 7 + 10 + 10 + 15 + 5 = 63.

Como siempre Y contiene al sumidero, toda unidad de gasto que va

de Xo a Xn pasa al menos una vez por un arco W_(Y) Y,
consecuentemente, cualquiera que sea un flujo ¢(Xn}) y un corte
W(Y), se tendra:

$(Xa) = C [W (¥)]

Luego, existe un flujo ¢«(Xn) y un corte W (Ye¢) tales que:
o (Xn) = C[W (Yo)]

Entonces el flujo ¢o(Xn) tiene un valor maximo y el corte W (Y¥o)
tiene una capacidad minima, lo cque origina el siguiente teorema:

TEOREMA DEL CORTE MINIMO - MAXIMO FLUJO

En una red de transporte dada, el valor mi&ximo de un flujo es
igual a la capacidad minima de un corte, esto es:
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max ¢(Xa) = min C[W (¥)]
© Es decir, si se logra encontrar un flujo igual a la capacidad de
un corte minimo, se estard seguro de que dicho flujo es méximo.

En esta idea estd basado el algoritmo de. Ford y Fulkerson, el
cual permite calcular el flujo méximo asociado a una red de
transporte.

10,10)

£
v X8

FUENTE (2019

%0

(15.11)

Figura 1.10 (C(ki),¢ (k1))
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1.7 REDES EXPANDIDA Y MARGINAL
1.7.1 Red Expandida

Los modelos de redes considerados aqui se basan en gréaficas
dirigidas. Es conveniente, desde el punto de vista de obtener
soluciones 6ptimas a los problemas de redes de flujo, definir una
red expandida, la cual se obtiene directamente de 1la red
original.

Primero es necesario definir la existencia de un arce reflejado,
~k, para k € A tal que el arco -k conecta los mismos nodos que k
(arco hacia adelante} pero tienen direccidn opuesta.

o(-k) = t(k)

t(-k) = O(k)
La red expandida, De = [N,Ne], tiene el mismo conjunto de nodos
que D y su conjunto de arcos contiene, ademéds de los arcos de D,
todos los arcos reflejados, esto es, si S={(i,j),(k,1),...,(s,t)}
entonces Se={(i,J),(k,1),.... (s, &), (3, L), (1, k),...,(t,s)}. La
figura 1.11 muestra una red dirigida y su red expandida asociada.

Nétese gque si la red original es conectada, entonces existe una
trayectoria dirigida entre cada par de nodos en la red expandida.
Es claro que el arco reflejado de un arco reflejado es su
asociado arco hacia adelante.

~ Para una red sin ganancia, si Cx es el costo para el arco hacia
adelante k, entonces -Ck es el costo para el arco reflejado -k.
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)

Figura 1.11
Ejemplo de Red Expandida (a) Red Dirigida
(b) Red Expandida Asociada

1.7.2 Red Marginal
D'=[N,Af], tiene el mismo conjunto de nodos que

La red marginal,

D y De. E1 conjunto de arcos de D' consiste de un subconjunto de
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Ar que incluye solo arcos admisibles. Un arco hacia adelante es
~admisible si el flujo no ha alcanzado su capacidad; es decir, si
es posible incrementar el flujo en la red original. Un arco
reflejado es admisible si el flujo en el correspondiente arco
hacia adelante no es igual a cero (cota inferior); esto es, =i es
posible disminuir el flujo en el arco asociado de 1la red
original. o

La definicién usual de la funcién que indica la admisibilidad de
los arcos de la red expandida es .

si k >0y px > ck
Ad (k)

L}
[

arco admisible
sik<Oyepc >0

si k >0y ¢x = cx
ad (k)

]
o

arco inadmisible
si k <0y px = 0

lLa figura 1.12b muestra la red marginal asociada con la figura

1.12a como resultado de aplicar 1la anterior funcién de
admisibilidad.
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1.12 (b)
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CAPITULO II

EL PROBLEMA GENERAL DE REDES

Una clase general de problemas de redes queda resumida en el
denominadc problema de redes con flujos restringidos y costo
minimé. Una caracteristica importante de este problema es que
siendo uno de programacién lineal tiene métodos de solucién més
sencillos y eficientes que el simplex revisado y sus variantes.

Una de las razones por la cual existe gran concentracién en
los problemas de esta &rea es debido a gque los grandes
problemas de transporte que involucran cientos de
restricciones y miles de variables pueden ser facilmente
resueltos por medio de 1las técnicas de optimizacién de redes,
mientras gque actualmente es una tarea imposible resolver un
problema general de programacién lineal de estas dimensiones.

Dentro de los métodos de solucién para este tipo de problemas,
los dos m&s eficientes son: el método heuristico, disefiado por
Busacker y Gowen y el método basado en el teorema de holguras
complementarias, que sirvié a Ford y Fulkerson para desarrollar
uno de 1los algoritmos m&s potentes de 1la Investigacién de
Operaciones. Este algoritmo se conoce con el nombre de Out-Of-
Kilter, que significa fuera de orden.

El algoritmo de Busacker y Gowen, tiene la gran ventaja de que es
muy fAcil de entender y de utilizar para problemas relativamente
pequenos. Su gran desventaja consiste en que en cada iteracién
se requiere la construcidén de nuevos arcos, los arcos en reversa,
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y por lo tanto, el nlimero de elementos de la red original también
aumenta. En redes de tamafio medio y peor atn, en redes de gran
dimensién, esto resulta un inconveniente muy serio, pues 1la
memoria de la computadora tiende a saturarse ripidamente.

En conclusién, el algoritmo de Busacker y Gowen limita de
inmediato el tamafio de las redes que se pueden resolver. Se
muestra este algoritmo en la rutina A-I (Anexos).

Debido a las desventajas que presenta el algoritmo de Busacker y
Gowen se desarrolld® el algoritmo Out-Of-Kilter que resuelve el
problema de flujos restringidos en una red a costo minimo, sin
modificar la estructura de la red. Este algoritmo esti basado en
los teoremas de holguras complementarias, de la programacién
lineal, los cuales serin analizados en temas posteriores.

El algoritmo Out-Of-Kilter requiere que todos los elementos Uiy
(capacidades) sean nGmeros enteros para todos los arcos. Ademas
requiere dgue la red a resolver sea circular (red donde
pricticamente han dejado de existir el nodo fuente y el nodo
destino, al afiadir un arco artificial con costo cero).

Este algoritmo puede iniciar con cualquier clase de flujo Xiy en
la red. Si este flujo para empezar ya es factible, entonces el
algoritmo lo convierte en 6ptimo. Si no es factible, entonces el
algoritmo lo convierte primero en factible y después en &Sptimo.
Cabe tambié&n mencionar gque este tipo de redes deterministicas (el
flujo total que entra a un nodo es igual al flujo total que sale
de otro, es decir, no hay pérdida de flujo), ha sido extendido a
el caso estocdstico por Connors y Zangwill. El algoritmo antes
explicado se expresa en la rutina A-II (Anexos).

36



2.1. El problema de redes con flujos restringidos y costo minimo

El problema consiste en considerar una red circulatoria en que
los flujos permitidos en cada arco estdn sujetos a cuotas
superiores e inferiores, y donde ademds se tiene un costoc por
unidad de flujo que pasa en cada arco. El objetivo que se
persigue es determinar el flujo en la red que proporcione el
costo minimo.

Consideremos la red circulatoria G = (N,A). Supongamos que 0 =
ai} s b1y s o son los filujos minimos y maximo permitidos en cada
arco (i,j) € A, y denotemos por cijy el costo por unidad de flujo
que pasa por este arco. Entonces se desea

.

Minimizar J ciy x1)

(1, J)€ A

S.a.

1 I =1 - I xn =0 ieN
(1,3)€ & (J),1)€ A
atj = X1y = biy (i,3) e A

\

donde el vector de variables de decisién, x = (x13), se denomina
flujo de la red. Este es el denominado problema de redes con
flujos restringidos y costo minimo.

Flujo Circulatorio

En este problema se dice que un flujo que satisface las
restricciones en los nodos es un flujo circulatorio.
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Flujo Factible

Asimismo, un flujo que satisface todas las restricciones del
problema se dice que es un flujo factible.

Flujo Factible Bisico
Por otra parte, un flujo factible que es una solucidn bésica de

las restricciones del problema de redes, se dice que es un flujo
factible béasico.

Flujo Factible Entero

Finalmente, un flujo factible, x = (xi1)), se dice que es entero
si para cada arco (i,j) el flujo, esto es x1), es cero o un
ntimero entero positivo.

Una gran variedad de problemas practicos pueden formularse como
el de flujos restringidos con costo minimo; ejemplos particulares
son el de la ruta més corta, el del flujo méximo entre dos
nodos de una red, el de transporte, el de distribucitén de bienes
y otros. Es también conveniente mencionar que si los flujos
minimo y m&ximo permitidos en cada arco de la red son nfimeros
enteros, entonces los flujos factibles bésicos (y 6ptimos) son
enteros. como consecuencia de esta propiedad es frecuente
plantear problemas lineales cuyas soluciones deben ser
necesariamente enteras, en términos de redes.
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2.2 El Problema Dual

Considerando el problema de redes formulado anteriormente en
el que la red circulatoria es de la forma ¢ = (N,A), donde
N=(1,2,...,n) ¥y A es un conjunto de arcos conocidos. Es sencillo
verificar que este problema es eguivalente a:

n n
Minimice z z ey X1y
1=1 =
n
Z“(xu "é ®31) =-0.1=1,2,...,n

J=1

a =i ysbij 1,39=1,2,...,n
\
donde a1y = by = 0 si (i,J) ¢ A. Note que en estos fltimos
arcos el flujo es siempre xiy = 0. También note que la nueva

formulacién corresponde a crear arcos ficticios en la red cuyos
flujos son igual a cero. Por otra parte, para estos arcos,
el valor del costo unitario cij} en la funcién objetivo,
es completamente irrelevante.

A continuacién se trata de obtener la formulacién dual del
problema primario. La formulacién dual no es fécil de obtener y
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por lo tanto se muestra con un ejemplo muy pequefic y de ahf
tratar de generalizar.

Sea la red circulatoria de la figura:

Ci12 X12 C24 X24

C13 X13 C34 X34

El problema primario es:

40



MIn 2 = Cip Xyp + CpaXy5 + CpaX¥py + CpuXo, + CauXy,

s.a. 1) Flujo gue entra a un nodo es igual al flujo que sale del
nodo. z p(k) = Z p(k)

Variable dual

Nodo 1 X 12 Xl +X41 =0 U1
Nodo 2 -X23-X24+X12 =0 U2
Nodo 3 =X 4+X +X =0 U3
Nodo 4 X41+X24+X = 0 U4

ii) Flujo en un arco z capacidad minimo del arco
Variable dual

X5 =2y, V2
X13 = 244 Vis
X33 = 2y, Vas
X4 = 2y Vs
X34 = A5, Vi
Xpq = 24 Va1

iii) Flujo en un arco = capacidad mfxima del arco
Variable dual

W

X153 % by, 12
¥13 % Pyg Y3
X33 = byy Ya3
X34 = by ¥aa
X34 5 by, Wag
X4 = Byy Y41
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El problema dual es el siguiente:

)
Max Z= OU, + OU, + OU, + 0U, + 21222 * 313%13 * A53V3 * 25,
T A34V34 * 343V T PigWyp — bigW g = byaWogy = by Wo, = by o, -
bs1¥a1
s.a.
Up = Uy # Vi =W, 5 Gy
= C
S23
s ¢
24
U -U +V -W s C
3 4 34 34 34
U -U +V -w s C
4 1 41 a1 41
Vi2: V13 Va3 VagVageVay = 0 0 Wy o Wyg Wog Wy WayiWyy 20
Ul,Uz,Ua',U4 no restringidas en signo.
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En términos generales, si la formulacién primal de un problema de

flujo maximo en una red a costo minimo es:

n n
Min 2 = Z z Ciy Xij
=1 3=1 '

Y (¥ )

=0 1=1,2,...,n
=1
a1y = X1y s by 1,1_—-—1,2,._..,n
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el problema anterior es equivalente a:

n n
ﬁin 2 = Z Z ‘1) Xi1)

1=1 §=1

n
S.a. 2 (x13 = x)1) 2 0. 1=1,2,.0.,0

z - (XIVJ"-“ZXUV);: z'"o 1=, 2 e, R




En forma matricial:

Min [Ctl,clz,.. . yCPN ] K4

K12

! ®nn

s.a Restricciones en los nodos

R pery o]

-R X422 0
=

1o a

-Io ®nn -b

Restricciones en los arcos

xX1) = 0
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donde:

<-~——n-ﬁ"*>:l,
[0,1,1,-01 ]
(0,-1,0,.,:)
R = . v

[0,0,;.;flg

o

D T rar 1)
o o
1
1
0
1
1
Io = . * ’
0
1
P
0
P - nxn T S

} n¥Xn
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El problema dual ser& entonces:

Max 2 = [s,t,v,w] 0
0
‘a
-b
s.a.

) [Srt;V:W]’ R c11

-R c12

< .

Io .
~To con

s, t,v,wzo0

problema gque es equivalente a:

Max 2 = av - bw

S.a. sR -~ tR + vIo = wlo s C

s, t,v,w=z0
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haciendo u = s-t la restriccién queda como:
uR + VvIo -wIe = C

u neo restringida en signo ya que si:

s>tsu>0

Finalmente el dual queda como:

Max Z=a v + a

11 Via ¥ 312 Vap *oeee ¥ A5, Y T Py W3g7PypWap Tk
S.ae. ul - u2 + V12 - le = c12
Uy = U3 + Vi3 = W3 =Gy
Yn-1 T Y P Vpop “Wno1B F Cplavg

u,,u,,...,0, MO restringido v

.. =
n 117V12r VWi eWagee e ¥y = 0

que se puede exXpresar Como:

n n
z Z 334 Vig ~ blj ij
1=1 Jj=1

s.a. Uy T Uyt Veg T Wy S Gy

u, no restringida ; wv,. w,.
i 9 ! ij "ij

i
o
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2.3, Condiciones de optimalidad del problema de redes.

En el problema de redes equivalente y su dual ‘se tiene que, si un
flujo es factible y v, w y u son vectores de variables duales
factibles, entonces estas soluciones son &ptimas si y sdlo. si se
satisfacen las condiciones de complementériedad, esto es, se
cumple que:

A% [Ax - b] = 0 ... (1)
X* [c - a*A] = 0 c e . (2)

Desarrollando (1) y haciendo u = s=t se tiene

Uplxgp + X3 Feee® Xgp)=(Xgy + Xyg Feeed Xyl F U LKy, + Xps
oo+ x2n)—-(x12 + Xqy Fooot xné)]'+...+ un[(xnl + X +...+xnn)

—(x1n + x2n +ooot xnn)] + v

12 (¥1p = 33p) *+ Vi3(¥y5 = 355) Heeot
YnnFnn T 3nn)t ¥12(P1p T Xyp)F Wy (byg = Xgg) et W, (BpnXpp)
=0 . e . (3)

Los primeros n términos de la ecuacién (3) se satisfacen para
todo flujo factible por la propiedad de conservacién de flujo en

la red (xiyj - x3i) = 0. Ademds para que se cumpla la igualdad
(3) es necesario que:
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Desarrcollando (2):

(Ch-1'n™Mp-1 % Yy = Vpo1r ¥

)% =0

n-1'n’“n-1'n

Resumiendo (1) y (2) podemos decir que para el problema de redes
con flujos restringidos una solucién factible y &ptima debe
cumplir gque:

para toda i, j =1, 2,...,Nn

Es sencillo verificar que esta condicién de complementariedad es
equivalente a que se cumpla una de las condiciones:

Xi4 = aij ; wij =0 Vig T G435 T 9y + uy = 0
ai] < xlj < bij H vij = wlj = cl] -uy + uj =0
xij = bij ; Vij =0 ; wij = —cij + u; - uj =z 0
Para toda i, 3 =1, 2,,..,n

En este punto conviene observar gue para los arcos tales due

aij = bij = 0 (como es el caso de -aquellos arcos due no
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pertenecen a la red original) las condiciones de
complementariedad se satisfacen, esto es, los arcos ficticios del
problema de redes equivalente satisfacen estas condiciones.

Una forma de verificar la condicién de complémentariedad con un
minimo de informacién, es la siguiente:

Sea x = (xij) un flujo factible del problema de redes y u = (ui)
el vector de potenciales en las redes, entonces, para calcular
los wvectores v = (vij) Yy w= (wij) se usan las férmulas:

donde cij = cij -ouy + uj es denominado el costo relativo del
arco (i, ). Como consecuencia de estas formulas es sencillo
verificar que si x y u forman parte de las soluciones éptimas del
problema de redes y su dual, entonces los vectores x, u, vy w
son vectores factibles y 6ptimos, esto es, satisfacen 1las

condiciones de complementariedad.

Como conclusidén de la discusién anterior podemos establecer que
un flujo circulatorio y factible x = (xij), es optimo, si y sblo
si existe un vector de potenciales u = (ui) tal que para cada

arco de la red se satisface alguna de las condiciones o estados
siguientes:

i3 > 0 > Xgg = a5
cij =0 = aij = xij = bij
c:. < 0 2 X:.. = b,

Si5 S ij = Pij

51



Por otra parte, si el flujo circulaterio % y el vector de
potenciales u no son éptimos, se tiene que algunos de sus arcos se
encuentran en las condiciones o estados siquientes:

2.4 Propiedades de la matriz A, del problema de flujo con costo
minimo.

Es de interés particular la estructura de la matriz A. Cada
columna de A tiene dos elementos diferentes de cero, +1, y =1, ¥y
debido a su estructura, la matriz A es de rango n-1. Fisicamente
cada renglén de A corresponde a una ecuacién de conservacién de
flujo, en cierto nodo. Otra propiedad de A que es importante, es
que cada subdeterminante de A, tiene valor de 0, & *1, esta es la
llamada propiedad de unimodularidad. Es esta propiedad de
unimodularidad, la que garantiza gue la solucidén optima sea
entera, si el vector b, es un vector entero. Una matriz se dice
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totalmente unimodﬁlar, si cada subdeterminante de A, es igual a
0, 6 1. La condicién de gue A es totalmente unimodular, es
suficiente para la existencia de soluciones &ptimas enteras, la
dificultad es demostrar, que la condicién es ‘también necesaria.
La demostracién se debe a Veinott y Dantzing. 1

Rango de la matriz A.

Para mostrar gque la matriz A tiene rango m-1, necesitamos
seleccionar una submatriz de A de (m~l)x(m~1) gue sea no
singular. ’

Sea T cualquier &rbol de expansién de la red G. El &arbol T
consiste de m nodos y m-1 arcos de G que no forman un ciclo.
Considere la submatriz AT de A de mx(m-1) asociada con los nodos
y arcos de T. Puesto que mz2, T tiene a lo menos un nodo
terminal, digamos el nodo k, con exactamente un arco que incide
sobre ese nodo. En tal caso el k-ésimo renglén de Ar contiene un
elemento diferente de cero. Permutando los renglones y las
columnas de Ar de tal manera que, el elemento diferente de cero
del k-ésimo renglén, sea colocado en la primera columna y primer
rengldéon. Entonces:

Borrando el primer renglén y 1la primera columna de Ar Y
considerando la matriz Ar’ de (m-1)x(m-2), correspondiente a la
grafica T’ de T, a la cual se le ha quitado el nodo kK y el arco
incidente. T’ es también un arbol. Debe de contener a lo menos

Veinott, Dantzing, Integral Extreme Points. SIAM, Review, Vol.
10, No. 3, julio de 1968.
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un nodo terminal, digamos el nodo 1. Permutando los renglones y
las columnas de At/ de tal forma que el elemento diferente de
.cero en el rengléon 1, quede en el primer renglén, primera
columna, podemos escribir AT como: )

*1 0 4]
AT= p1 *i s}
p2 g AT I

Podemos continuar de esta manera exactamente m-1 veces., Borrando
la Gltima columna de Ar’ obtenemos una matriz de (m-1)x(m-1) que
es triangular inferior, con elementos en la diagonal diferentes

de cero y que por lo tanto es no singular. Entonces el rango de
A es m-1.

Teorema. Una matriz es unimodular si las siguientes cuatro
condiciones se satisfacen:

Condicién 1. Cada columna contiene a lo mas, dos elementos
diferentes de cero.

Condicién 2. Cada elemento es 0 &*l. La matriz A puede ser
descompuesta en dos conjuntos disjuntos de renglones Ri y R2 tal
que:

2a) Dos elementos diferentes de cero en una columna con el
mismo signo, no estidn contenidos en el mismo conjunto de

renglones.

2b) Dos elementos diferentes de cero en una columna con signos
diferentes, estédn contenidos en el mismo-conjunto de renglones,
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Prueba: Es suficiente con probar gue cualquier matriz cuadrada
A, que satisface las cuatro condiciones anteriores, tiene su
determinante igual a 0 & *#1. La prueba es por induccién sobre el
tamafio de la matriz. Para una matriz de uno ﬁor uno, el teorema
es verdadero por la condicién 2. Considere ahora que el teorema

es verdadero para una matriz de (n-1)x{n-1), y A es una matriz de
nxn.

Si alguna columna de A tiene todos sus elementos igual a cero,
entonces det(A) = 0. Si alguna- tiene exactamente un elemento
diferente de cero, entonces, expandiendo para esta columna det(A)
= *+ det(A’), donde A’ es el cofactor de los elementos diferentes
de cero, Yy tiene un determinante igual a 0 & %1, por la
hipdétesis de induccidn.

Consideremos gque cada columna de la matriz A, contiene

exactamente dos elementos diferentes de cero. De las condiciones
1 y 2 se sique que:

z aij = z aij J=l,...,0
Esto implica que det(A} = 0. Note que el argumento'es véalido,

atn cuando alguno de los conjuntos Rl 6 R2 es vacio.

Teorema. La matriz de los coeficientes del sistema, del problema
de flujo con costo minimo, es totalmente unimodular.

Prueba. Sea B cualquier submatriz kxk de A. Se prueba por

induccién que det(B) = 0 & *1, y entonces gque la matriz A es
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totalmente unimodular. Obviamente si k=1, entoncesdet (B) =06
+1. Supongamos ahora que det(B) = 0, %1, para cualquier matriz
cuadrada de tamafio k-1.

Sea B una submatriz kxk de A. Si alguna columna de B es cero,
entonces det(B) = 0. Si cada columna de B tiene un +1 y un -1,
entonces det(Bj = 0 (los renglones de B son linealmente
dependientes, y sumandolos obtenemos el vector cero). Suponga
ahora, que hay al menos una columna con un elemento diferente de
cero. Entonces det(B) = % det(B’), donde B’ es la submatriz de B
formada quitando esa columna y el renglén con elementos
diferentes de cero. Por la hipétesis de induccién det(B’) = 0 6
t1, y entonces det(B) = 0 &6 1, con lo que el argumento de
induccién queda completo.

Teorema. (Soluciones enteras). Sea el problema de redes en
forma circulatoria en el gque 1los flujos minimo y méximo
permitidos en cada arco son nimeros enteros. En este problema
toda solucidn factible basica es entera. Asimismo, si existe una

solucidén Optima, existe una solucidn éptima que es entera.

Prueba,

Sea x = (xij) una solucién factible basica del problema de redes.

Note que los valores de las variables basicas guedan determinadas
en forma tGnica si las variables no bdsicas han sido identificadas
y tienen el valor cero.

Asociemos con esta solucién una red :definida como G’/ = (N7,A’)
donde N/ = N y

A’={(i,j)eA / %4, > 0 j no x

3
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Es claro dque si el conjunto A/ es vacio, el teorema
gueda demostrado.

Suponga que A’ es un conjunte no vacio. ‘En este caso se
prueba, gue G’ tiene un ciclo y se contradice la hipdtesis de
que X es una solucidn factible bdsica. Se hace notar gque en
cada nodo, si existe un arco con flujo que entra, entonces
existe un arco con flujo que sale, pues todos los nodos
son de traspaso. Asimisme, si el flujo total que entra al nodo
es un nlimero entero, 1lo mismo -es cierto del flujo total que
sale.

Considere la grafica dirigida G’ = (n’,A") definida
anteriormente, seleccione un arco a, €A’ y etiquete los nodos de
este arco, ésto es, a, = (il'iz)' Note gque existe un arco

a, ® a, tal que azA’ y que a, = (i2'is) 6 bien a, = (i3,i2). si

2
i3 = '1, se tiene un ciclo. Por otra parte, si iy = i, suponga,
por simplicidad, que a, = (iz,i3). Entonces, seleccione un arco
a; * a, tal que azA’ y que ag = (14,13) 6 a; = (13,14). Si el
nodo i4 fue anteriormente etiquetado se tiene un ciclo. De otra

manera podemos generar mss arcos y etiquetar sus nodos hasta
encontrar que un nodo ha sido reetiquetado. Esto se logra en un
nGimero finito de pasos. Sea ir el nodo tal que ir = ik para

alglin k<r. Entonces se tiene un ciclo con los nodos ir’

lpgqreeerip

Los arcos de este ciclo pertenecen al conjunto A’ y puede
dividirse en dos conjuntos

Co = {(1,3);(1,3) = (it'it+1)' para algtn te{k,k+1,...,r-1}}
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cr = {(i,3);(i,3) = (it+1'it)’ para algin te{k,k+1,...,r-1}}

Esto es, Cy vy CI son los conjuntos de arcos que siguen el sentido

directo e inverso de la numeracidn de nodos consecutivos del

ciclo respectivamente. De donde x’/ = (xij) dado como
x13+E (i,9)e oo
X'y = sxiy-E (i,3)e €1
X1) De.otra manera

es un flujo circulatorio factible para E >0 suficientemente
peguefio. Sin embargo, esto contradice la hipdtesis que x = (xtJ)
es una solucién factible bssica. Por lo tanto, el conjunto A’ es
vacio y la prueba termina.

2.5 El Método de Solucién del Problema de Redes.

El algoritmo "out-of-kilter" es similar al algoritmo "primal-
dual", en el sentido de que el algoritmo empieza con una
solucidn factible en el dual, pero no necesariamente con una
solucidn factible del primal e interacciona entre el primal y el
dual hasta que el 6ptimo es alcanzado, Este algoritmo se puede
ver como una generalizacién del algoritmo primal dual para los

problemas de flujo en redes.
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2.5.1 Formulacién del problema de redes con costo minimo

Por conveniencia se muestra el problema de redes con costo minimo
en la siguiente forma:

S.a.
m L
ﬁ 2 Xij = 2 Xky =0 t=1, ,m

J=1 k=
X1§ Z aly - 1, =1,. ..,

Xi) 5 b1y 1,5=,...,m

en donde las sumas y desigualdades son consideradas solamente
para los arcos existentes en la red.

La primera restriccién es de ‘"conservacién de £flujo", 1las
restricciones siguientes son de ‘'"capacidad® y dan 1la cota
superior e inferior para cada arco en la red. Un flujo que
satisface estas restricciones se denomina "flujo factible". Se

considera aij, biy y c1) enteros, y que 0 = aty = bij.
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Observamos en las restricciones de conservacién de flujo que los
valores del miembro derecho son ceros, de donde podemos concluir
que el flujo en la red no tiene un punto inicial o un punto
final, sino que circula continuamente a traves de toda la red.

Podemos mencionar entonces que la conservacidén de flujo en la red
sers a través de circuitos.

2.5,2 La estructura del dual en un problema de redes con costo
minimo y sus propiedades.

Si asociamos una variable dual w a cada "ecuacién de
conservacién de flujo", una variable dual wiy a cada restriccién
X1y = bu (la cual consideraremos como =-X13 = =hb1y para
propésitos de la formulaciédn del dual), y una variable dual vij a
cada restriccidon del tipo xi) = aij, la formulacidédn del problema
dual en un problema de redes con costo minimo esta dada por:
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1 ‘w - uy +.viy = Wi=ren) e e
Vij, Wiy = 0 ‘lj=1""lm
u1l no restringida 1=t,...,m

en donde las sumas y las restricciones se consideran solamente
para los arcos existentes en la red.

El problema dual tiene wuna estructura muy interesante.
Supongamos que se selecciona cualquier conjunto a’s
(consideremos a través de todo el desarrollo gue las ui’s son
enteros). Entonces la retriccién dual para un arco (i,]j) es:
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la cual puede satisfacerse por:

‘Max {Q, ',cij =4,

n

Max {0, '(c,ij‘ - ui + uj)} .

de donde el problema dual siempre tiene una solucién factible
para cualquier conjunto dado de ui's. De hecho 1los valores

anteriormente seleccionados de vij Y wij nos da los valores

éptimos de vij y wj_j para un conjunto fijo de wi’s.

2,5.3 Cohdiciones de holgura complementaria

Las condiciones de complementariedad por la optimalidad son:
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Definamos c., = c - u, + u.. Entonces por la definicién de vij

ij ij i 73
Y wij obtenemos:
vij = Max {0, cij}
Vig = Max {o,-cij}
dado un conjunte de ui’s podemos calcular c,. = c - u. + u..

ij i3 i J
Observamos gque las condiciones .de holgura complementaria se
cumplen solamente si:

cij < 0 3 wj.'j >0 = xij = bij i,j=1,...,m
cij > 0 » Vij > 0 » xij = aij 1.Jf1. .M
C.. =03 a,., = X.. =Db,. i, j,=1,....m

1] 1] 1) i3] ’

cualquier flujo que satisfaga las tres condiciones anteriores
serd 6ptimo. El problema entonces radica en investigar para
cuales valores de 1las ui’s y x13’s las tres condiciones
anteriores se satisfacen.

Arco Conformable y No Conformable

Un arco (i,j) se dice gue esta en un estado "conformable", si
cumple con las condiciones de optimalidad. Un arco (i,j) se dice
gque estd en un estado no conformable, si no cumple con 1las
condiciones de optimalidad.

Para hacer gque un arco (i,j) no conformable, pase a un estado
conformable, debemos incrementar la xij o disminuir el valor de

ciy cambiando las wi’s. Esto es lo que hace el algoritmo out-of-
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kilter exactamente. Durante 1la fase primal del algoritmo

modificamos las x1)’s para que el arco pase a un estado
conformable. Durante la fase dual modificamos las ui’s para
alcanzar un estado conformable. 0

0 (1.7.3)
Figura 2.1

Consideremos la figura 2.1 , donde los nimeros de los arcos
indican respectivamente aij, biy y cij. El flujo inicial
(arbitrario) en cada arco también se indica como el nfmero sin
paréntesis. Los precios duales asignados arbitrariamente a cada
nodo, son todos ceroc y estin indicados sobre el misme nodo. Los
costos negativos representan ganancias.

Se calcula ci1j = ctj-ui+uj, para cada arco (i,j). Como todas las
wi=w=0, en esta iteracién ciy=ciy para todo arco (i,3J). Los
arcos (1,2), (2,3) y (2,5) estdn en orden pues satisfacen las
condiciones siguientes:

cij > 0 > xij = aij
cij =0 = _aij = xij = blj
°i3 SO0 %y TRy
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Asi, por ejemplo, Cip = 2 > 0, lo que implica que el flujo x12

debe satisfacer x12= a5~ 2. X12 estd en orden, porque en

efecto, X12= a,,- 023 = 2 > 0, lo que 1mp1;qa que el flujo X23

debe satisfacer x23 = a,, = 1, X esti en orden, porgque
X

23

(o4 =1 >0 3 X a =2, X

23 “223° 25 T 25
decir es conformable porque Xyg=a,ge

25 estad en orden es

Se analizari arbitrariamente_el arco (1,3) que estd fuera de
orden es decir es no conformable, '¢,,= 1 >0 lo que indica que X4

deberia ser igual que a;4 = 1. Pero x13= 2 > a .= 1, y por lo

3
tanto, esta fuera de orden es no conformable, se debe reducir el
valor de X13 al valor a,4 = 1. Esto es precisamente lo que

intenta hacer el algoritmo Out-Of-Kilter.

Los estados conformables y no conformables para un arco en una
red est&n dados en la siguiente forma:

Eu < 0 Eu = 0 Eu >0
xij < ai) no conformable no conformable no conformable
Xty = at) no conformable conformable conformable

aij<xii<bij no conformable conformable - no conformable

x1) = b1y conformable conformable no conformable

¥ij] > biy no conformable no confarmable no conformable
Figura 2.2
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Note que un arco estd en el estado conformable si ausxusbu, Yy
las condiciones de complementariedad se cumplen.

‘Conforme vayamos modificando el flujo en un arco (i,j), el arco
se mueve hacia arriba o hacia abajo de una columna particular de
la figura anterior, dependiendo de si xi1j se incrementa o
disminuye. Conforme modificamos los valores de las ui’s, el arco

se mueve hacia la izquierda ¢ hacia la derecha a través del
renglén particular,

Una descripcién grafica de los estados de un arco se nuestra a
continuacidn.

ni
&

n A H
£-1
e :
(-3 (=
S il H
n { .
i 2 i
o. e H . no-conformable
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Figura 2.3
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Con el objetivo de asegurarnos que el algoritmo convergeri, es
necesaria alguna medida de la "distancia" para alcanzar la
optimalidad; si podemos construir un algoritmo que reduzca
periddicamente (en un nfimero finito de iteraciones) la distancia
para alcanzar la optimalidad, entonces el algoritmo eventualmente
convergerd (realmente es necesarioc un argumento mas fuerte acerca
de la reduccién de la distancia para alcénzar la optimalidad,
pero como veremos, esa reduccién es en nfimeros enteros por lo
cual no habra problema para que sea finita).

2,5.4 Nameros Kilter para un arco, ‘

Hay muchas medidas diferentes de distancia para el problema
out-of-kilter. En la siguiente figura se muestra una medida de
distancia que 1llamaremos el nGmero Kilter kij, para un arco
(i,3)-

Cij

.
=
2

.

Rij

Figura 2.4
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El nimero de Kilter se define como el minimo cambio de flujo en
el arco, que es necesario para llevarlo a un estado conformable.
Note gque puesto gque todos 1los términos involucran valores
absolutos, el nfimero Kilter para un arco es no-negativo. También
note que si el arco estad en un estado conformable el nilmero
Kilter asociado es cero, y si el arco estid en un estado no
conformable, el namero Kilter asocciado es estrictamente positivo.

Note ¢gue si 1) < 0, entonces el arco (i,3j) esta en un estado
conformable solamente si el flujo es igual a bij, y el nGmero

Kilter | x5 - b1y | nos indica que tan lejos estd el flujo x
del caso ideal bij. Similarmente si ciy > 0, entonces el nGmero
Kilter | =xi1} - ai) | nos indica la distancia para alcanzar el
flujo ideal aij. Finalmente, si Cij = 0, entonces el arco (i,3)

esta en estado conformable si aij = xi1j s b1y, en particular, si
XiJ > bij, entonces el arco pasard a un estado conformable si el
flujo disminuye en | x5 - biy |, ¥y si x13 < a1y, entonces el
arco pasara al estado conformable si el flujo se aumenta en
|1y = aiy].

En la siguiente figura se muestran las desviaciones (mininmo
cambio de flujo requerido sobre el arco para que sea conformable)'
necesarias para gque un arco (i,j) pase de un estado no
conformable a un estado conformable. '
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®ij . =.aij;

aij<xij<bij

wi=by |6 0 o | R |
®ij < bij | ®ij = bij | | %ij — bitj | | xij - aij |
Figura 2.5

Un método para asegurar la convergencia finita del algoritmo
out-of-kilter es demostrando lo siguiente:

— El1 nGmero Kilter de un arco nunca se incrementa.
- En un nGmero finito de iteraciones el ntimero Kilter del arco es
disminuido (en un ntmero entero).

2.5.5 Estrategia del algoritmo out-of-Kilter

Como se mencioné anteriormente, el algoritme out-of-Kilter se
puede ver como una generalizacién del algoritmo primal-dual. En

este aspecto los pasos generales del algoritmo son los
siguientes:

Paso 1. Iniciar con un flujo tal como X1y = 0, y una solucién
factible del dual, por ejemplo w=0. Identifique los estados y
calcule los nimeros Kilter.

Paso 2. Si la red tiene un arco no conformable, inicie la fase
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primal del algoritmo, durante la cual se elige un arco no
conformable y se trata de construir un nuevo flujo, en tal forma
.que el nimero Kilter de los demas arcos no se vea afectado (no

aumente) y que el arco seleccionado sea mejorédo (disminuya) .

Paso 3. Cuando se determina que esa "mejora" no puede realizarse
durante la fase‘primal, el algoritmo construye una nueva solucién
dual, de tal manera gque el nGmero Kilter no se vea afectado (no
aumente), y se va al paso 2.

Paso 4. Iterando entre los pasos 2 y 3, el algoritmo
eventualmente construye una solucién éptima, o determina gque no
existe solucidén factible.

La fase primal: cambio de flujo.

Durante la fase primal, el algoritmo out-of-Kilter, intenta
disminuir el nGmero Kilter de un arco no conformable, cambiando o
modificando el flujo, en tal forma que el nimero Kilter de los
deméds arcos no se vea afectado (no aumente).

Examinando la figura 2.3, observamos que el fluje debe ser
modificado de tal manera que los estados no conformables se
acerquen a los estados conformables. Por ejemplo, para el estado
no conformable xij} > biy y ciy < 0, podemos disminuir xi) tanto
como | xij - biy |- Si disminuimos el flujo mas alld de esa
cantidad, el arco pasard a un estado no conformable (cosa gue no

gqueremos que suceda), también, no permitiremos ninglin aumento de
flujo en esta xij.

Un andlisis similar de 1los otros estados conformables, nos

proporcionan los siguientes resultados que aparecen en la figura
2.6. :
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cly < 0 Ciy > 0
' —q
xi13 > ai) L>_<'_"u
: = N
Xt) = aty 5
: R SN
aty<xiy<hiy >'<=
K= By \ \\\\\ s
1
xiJ < b1) N - BN v
x5

Figura 2.6

Varios estados de 1la figura anterior merecen una atencidn
especial. El estado no conformable %1y > b1y y cij = 0, indica
que el flujo deber de ser disminuido en | x1y ~ aiy |,
refiriéndose a la figura 2.3, vemos que solamente necesitamos
disminuir la xiy en | x1 - by |, que es una cantidad menor,
para alcanzar el estado conformable. Sin embargo como se puede
ver en la misma figura, podemos continuar disminuyendo el flujo
xiy hasta en una cantidad | xij - a1y | y el arco permancerad en
el estado conformable. Frecuentemente, es deseable hacer esto

. para ayudar a otros arcos a alcanzar el estado conformable.

También un arco en un estado conformable aiy < xi) < by ¥y

Ciy = 0, puede aumentar o disminuir su flujo permaneciendo en el
estado conformable. Esta situacién se muestra en la siguiente

figura.
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cij

& bij

Xij

»
£
“

Figura 2.7

Hemos determinado cuénto podemos variar un determinado £lujo,
sobre un arce, debemos ahora determinar gque combinacidén de
flujos podemos hacer para que exista la "consevacién de flujo".

Sea x el vector de flujos (actuales), entonces, la restriccién
de conservacién flujo del problema primal, se puede escribir

como: AX = O, donde A es la matriz de incidencia nodos-arcos. Si

D es el vector de modificacién de flujo, entonces debemos tener:

A(X+D) =0 6 AD=0
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si abp = 0, para D #* 0, entonces cada columna de A tiene
exactamente un +1 y un -1 (Puesto que A es una matriz de
incidencia nodo-arce), y los componentes diferentes de cero de D
deben corresponder a un ciclo (no dirigido') o conjunto de
ciclos. El1 flujo deberad ser modificado a través del ciclo o
conjunto de ciclos, en tal forma que se satisfaga la restricién
de "conservacién de flujo".

Dado un arco no conformable, debemos construir un ciclo dque
contenga a este arco. Este ciclo debe tener la propiedad de que
cuando se le de una orientacidn y cuando se adicione un flujo,
ningtin arco sea afectado (aumentado) en su ndmero Kilter.

fase dual: cambio de variable dual.

Cuando no es posible construir un cicle gque contenga al arco no

conformable especifico, entonces debemos de modificar las cis’s,
en tal forma que ningin nimero Kilter sea afectado (aumentado), y
que nos permita encontrar un ciclo gue contenga al arco no
conformable en cuestién. '

Puesto que Ciy = c1) - w + uj, debemos modificar las ui’s para
poder modificar las cij’s. Sea (p,q) un arco, no conformable, y
sea I el conjunto de nodos que pueden ser alcanzados desde el
nodo q a través de alguna trayectoria. Sea I= N-1, donde
N=1,2,...,n. Note gque ni T ni I, pueden ser vacios puesto que gq <

Typertr .cuando pasamos a la fase dual. Queremos modificar las
ui’s de tal forma gque ningdn nGmero Kilter se vea afectado, y el

conjunto 1 vaya creciendo periédicamente. Si otro nodo pasa a
formar parte de ?, en un naimerc finito de intervalos, entonces

"p" pasard a formar parte de 1 y se creard un ciclo. Se
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considera implicitamente que el conjunto I nunca se hari mas
pequeiio. Para asegurar que esto sucede, debemos modificar las
ui’s en tal forma que todos los arcos con ambas terminaciones en

1 sean retenidos.

Considere iy = c1j — w + uj. Si w y wy son modificadas.en la
misma cantidad, entonces cij, permanece sin cambiar. Entonces
podemos asegurar, que el conjunto 1, contendrid al menos todos
los mismos nodos después del cambio en la variable dual, si
cambiamos todas las w’s en I en la misma cantidad 6. Suponga
que dejamos las ui’s en I sin cambiar. Entonces los Gnicos arcos
gque seran afectados, seran los arcos de T alydeTIa .
Especificamente, si 6 > 0 y modificamos las ui’s de acuerdo a:

u +8 ieT
i
u =
1 u iel
i
entonces:
.y - . - -
N ] €1
c_,Lj c iier , J

Ahora, si i e T y j e I obtenemos:
- - o ,.
c; = cij - (uy + g) + uj =c ‘ e

[N
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También; si i ¢ I y 'je .1 obtenemos:
- ’ .

Cij

Entonces todos 1los arcos Que' van‘de ‘T a’' I tendran sus ciy’'s
disminuidas en @, y aquellos arcos de I a I, tendran sus ci)’'s
incrementadas en @,

Debemos determinar @, en tal forma que el nlmero Kilter de los
demds arcos no se vea afectado (empeorado), y el estado de
algunos arcos sea modificado. Primero debemos identificar 1los

arcos que pueden estar en el conjunto (1,I), Y en el conjunto
(L,71).

(La notacién (x,y) representa el conjunto S={(x,y): xeX, yeY¥}).

Examinando la figura 2.6, vemos que el conjunto (1,I) no puede
contener un arco asociado con el estado conformable xi) < atj y

ciy > 0, puesto que tal arco podria formar parte de un ciclo, con
el resultado de que si i puede ser alcanzado (a través de una
trayectoria), desde dq, entonces Jj, puede ser alcanzado desde

g, y entonces jel (lo cual es una contradiccién).

Examinando los estados conformables restantes, encontramos gque

los Gnicos candidatos para ser miembros de (1,I), son agquellos
que se muestran en la siguiente figura:

75



cij

CINWNNNGNY
AN

Poniendo estos estados en forma tabular:

cij = 0
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Recuerde que estos arcos de I a I, tendran sus cij’s disminuidas,
entonces estos arcos cambiardn su estado de derecha a izquierda
como se indica en la figura "2.8".

Examinando el arco 1 a I, que estd en el estado x1y > biy,

Ci) > 0 vemos en la figura 2.4, que mientras & se incrementa, ki)
permanece constante y posteriormente ki3 disminuye desde

kij=| x1j- a1y a ki) = | x5 - biy |, entonces para este arco
podemos incrementar €, tanto como queramos y el nGmero de Kilter
del arco nunca se incrementara. Para estos arcos podemos
establecer un limite superior de «» para 8, como se indica en la
figura "2.8".

Cualgquier arco de T a I, gque este en el estado x5 = biy ¥

ciy > 0 conforme 6 se incrementa, ki; disminuira ( a cero), Yy
después su numero Kilter permanecerid constante, nuevamente el
limite superior de variacién de @8, para asegurar que el nimero
Kilter no se vera afectado, serd de «. (m» es un limite superior
sobre el cambio permitido en 8 para asegurar que ningin nimero de
Kilter empeorari).

Ssin embargo, examinande un arco de 1 a I, en el estado

conformable aij<xij<bi" Yy cij > 0, vemos gue el nimero Kilter

asociado Xij,primero disminuye (a cero), y luego empieza a
incrementarse. Con el fin de eliminar el incremento en kij para

el arco, debemos poner un limite de | aij | en 6.

Similarmente debemos poner un limite | ¢;. | en 8 para los arcos

i3

en el estado xij=aij Y cij > 0.
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iy > alji|

wij = el L

aij4xij<bij

Xij

Figura 2.12 .
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En cuanto a lo que concierne a la variacién (aumento) de 1los
nGneros Kilter, las figuras 2.8, 2.10 y 2.12, indican que solo

necesitamos calcular 8 basado en los arcos de 1 a I con xij<biy

y los arcos de I a 1 con xij>aty. Sin embargo, si procedemos
a definir un métecdo de cédlculo de 68, basado solamente en

estas consideraciones, tendremos dificultades en la
interpretacién del significado del valor B=a. Esto se
simplifica, si en vez de desigualdades estrictas de flujo
(esto es, xi<biy, xi1y>ay), admitimos desigualdades débiles
(esto es, xij=biy, xi1j5zai)). La razén para tal desviacién,
parece ser contrario a la intuiciédn, serd clara cuando

establezcamos la convergencia del algoritmo.

La discusién anterior concierne a los limites de 8 basados en la
consideracién de los nimeros de Kilter, y en las propiedades de
convergencia (todavia no establecidas), o gque nos conduce a
el siguiente procedimiento formal para el cdlculo de 8.

Definamos Si1 y Sz por:

Sl = { (i,j) : 1ier, JjeI, cij>°’ xisbij}

_ieI,~jer,.cy

Sea

Min (|3,

8, =M1 ‘ 1ﬂ|-}
(ilj),E Sl
8, = Min. {|Eij|}‘
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6 = Min {91,82}
donde 6=« si S1 es vacio. Entonces 6 es estrictamente positivo.
También, 8 es un entero positivo o w.

Estas dos posibilidades se discuten brevemente a continuacisén:

CASO 1l: 0<8<w»

En este caso hacemos los cambios apropiados en w1 (esto es,

w’=u1+6 si ieT, y ui’=us si ieI) y pasamos a la fase primal del
algoritmo.

CASO 2: €=w

En este caso el problema primal no tiene solucidén factible, esto
termina la fase dual del algoritmo out-of-Kilter, y proporciona
el fundamento de la totalidad del algoritmo out-of-Kilter.

Como una ilustracidn consideremos el ejemplo de la figura 2.1.
Agqui tenemos :

Sl = {(1,2),(1,3)}
5, = {(5,1)}

8, = Min |2,1} =1
6, =3 '
@ = Min |1,3| =1

Esto da origen al siguiente cambio en las variables duales:

= ]
W N
I it
=
W oN
o
BB
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= ‘g =
}14 u4 +_6 1
{1 = =
u u5+9 1.

2.5.6 La no-factibilidad del problema cuando 8=a«.

Supongamos que durante alguna aplicacién de la fase dual del
algoritmo out-of-Kilter, tenemos el caso donde 8=w. Cuando esto
ocurre, debemos tener S1=Sz=¢. Puesto que S1 = ¢, revisando la
definicién de Si1, concluimos que ier, y jeI, lo que implica uno
de los siguientes casos:

i) Cly > 0y xij > biy
ii) ciy = 0
iii) ciy < 0

De !a figura "2.8", y puesto que ier y jeI, posiblemente ii) o
jii) pueden suceder solamente si xi1jJ = b1y . Entonces Si=¢ puede

suceder solamente si Xij=bij, para ie1 y JjeI.

Similarmente, S2 = ¢ solamente si ieI y je1, implica que xij =
aij Entonces S1=Sz=¢ implica:

X4 = bij si iel y jeI"ﬂ" R . . . (1)

X,. = a;. si 1eI,yjeT . : . . . (2)
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Sumando estas desigualdades obtenemos:

z Xij - z xij > Z bij - Z aij . . « (3)
ier ier ietl ier
jet jei Jer jet

= ¢, entonces

Puesto que el flujo dado por x!j’s es "conservatorio", y notando
que el conjunto de nodos consistente de 1ul y 1nI

la ecuacidén de conservacién se puede escribir como:

i=1,...,m

sumando estas ecuaciones sobre iel obtenemos:

L¥ig * L ¥4 " L%y T L %330
iel iel jet ier
jel jer iel Jer

Notando que: ) X4 5 = xj-‘i .Y que ) x5 = ) X540 1a
' iei et ief
jel iel jer



ecuacién se reduce a:

Z Xpg o ¥ Z‘xij =0 : AP ¢ T
ier Cier
jer jeI

sustituyendo en la desigualdad (3) obtenemos:

"o > Zbij - Zaij SO s (4)
iel ier '
jer jeT

Supongamos por contradiccién que hay un flujo factible

representado por iij para 1i,j,=1,...,m. Entonces bij = x4
Y —aij = _xij ; la desigualdad (4) nos da:
0 > Z byy - Z a4 = Z X4 - Z Xig o . . (5)
iel ier iet iex
jex jeT jer- jel

pero como el flujo X, representa un flujo factible, debe ser

ij
conservativo.
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En forma similar a la ecuacidn (3’), es claro que el miembro
derecho de la desigualdad (5) debe ser igual a cero. Entonces
(5) implica que 0>0, lo cual es imposible. Esta contradiccidn
demuestra que si 6=» no puede haber flujo factible.

Nota: sSi Sly ste hubieran definido mediante desigualdades

estrictas para X (xij < bij Y xij > aij ‘respectivamente), no

hubiera podido producirse la desigualdad requerida en (3).

2.5.7 Convergencia del algoritmo out-of-Kilter

Para el propdsito del siguiente argumento de convergencia
finita hacemos la consideracidén de que los vectores c,b,y a

tienen valores enteros.
Hay varias propiedades del algoritmo, que deben ser mencionadas:

- Primero, cada vez que un circuito es construido conteniendo un
arco no conformable, el nimero Kilter de ese arco y de los dem&s
arcos, se reducen en un nimero entero. Solamente podemos
construir un numero finito de circuitos, que contengan arcos no
conformables, antes de alcanzar la solucién dSptima.

- Segundo, después de cada cambio de variable dual, el estado de

cada arco, que tiene ambas terminales en 1, permanece sin cambio.

Si (p,q), es no conformable, entonces, después de un cambio de

variable dual, cada nodo en 1, estd todavia en T.

86



Existen dos posibilidades:

‘Una posibilidad es que, un nuevo nodo k, entre al conjunto 1,

cada vez que esto ocurra, el conjunto 1 crece, para al menos un
nodo. Esto puede ocurrir, a lo mucho en un nimero finito de

veces, antes de que el nodo "p", pase a ser miembro de 1, y se
obtenga un circuito que contenga a (p,q). Entonces, si el
algoritmo no es finito, debe de existir la posibilidad, de que en

un nGmero infinito de cambios de variable dual, el conjunto I no
se incremente, &6 6==. Mostraremos, que esto no puede ocurrir,

Supongamos gue después de un cambio de variable dual, no hay
nuevos nodos gue pasen a ser miembros de 1; esto es, I no se
incrementa. Entonces al pasar a la siguiente fase dual, tenemos
los mismos conjuntos T, I, y las mismas xij’s. Ademas cada arco
de T a I, ha incrementado su &1y, cada arco de I a 1, ha

disminuide su cij. Entonces, después del cambio de variable
dual, los nuevos conjuntos sl' y Sz" satisfacen:

7 I
S;'< S, ¥y S,/ <5, e . . (1)

Seleccionando un valor de & (finito), al menos un arco ha sido
sacado del conjunto S, o de S, -
"inclusiones" anteriores es propia.

Entonces alguna de 1las

Ahora; si S, y s, pudieran decrecer a lo mas de un ndmero finito

1
de veces antes de dque S1 v 52 =¢ y O6 = e, en Ccuyo caso
el algoritmo termina. Esto completa el argumento de que al

algoritmo out-of-Kilter es finito.
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2.5.8 Resumen del algoritmo out-of-Kilter

Paso 0. Empiece con un flujo circulatorio x=(xi.) y un vector de

J
potenciales u=(ui) (arbitrarios).

Paso 1. Si existe un arco (s,t) no conformable, ir al pasoc 2; de
otra manera, el flujo circulatorio es factible y &ptimo.

Paso 2. BAplique el método de .las etiguetas para formar un
circuito que contenga a (s,t), donde t es el origen y s es el
destino, si el arco (s,t) estid en uno de los estados no
conformables;

i3 >0 ;‘xij < aij
cij =0 ; xij—< aij
cij <0, xij < pij

de otra manera, sea s el origen y t el destino.

Paso 3.(modificacién del flujo). Existe un ciclo que contiene a
(s,t).

Aumenta en a el flujo en (s,t) donde o es

min {a_,a_, -%x] si (s,t) esta en el estado Ei >0; X%

J
min fa_,b_ -x_.] si (s,t) esta en el estado Eij=0; x,

en el estado cij<0’ xij<bij'
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min -[as,xst—asﬁ] si (s,t) .esta en el estado cij>0; xij>aijb' o en
el estado cij=°; xij>bij'

min [as,xst-bst] si (s,t) esta en el estado cij<0; xij>bij'

S8i el arco (s,t) es conformable, regrese a 1. De otra manera,
borre las etiquetas y empiece nuevamente en 2.

Método de las etiquetas

Paso 0. Denote con k el origen y con p el destino. Se desea
encontrar un ciclo que contenga (k,p). Etiguete el nodo k con

(=,2).

Paso 1. Sea i un nodo con etiqueta (h,ai). Etigquete con (i,ocj)

cada nodo j que satisfaga alguna de las condiciones.

A; (i,3)en, Eij >0 X4 < ai4

w;  (i,3)en, aij =0 ; Xi4 < bij

i (3,1)en, Eij =0 ; X43 > 244

p; (J3,i)en, cij <0 ; xji > bj'
donde ay es igual a min[rxi, ajy - xij]' min[ai, bij - xij]’
min[ai, xji - aji]’ min{ai, xji - bji]' en cada uno de 1los

respectivos casos A, U4, ¥ Y p.

Paso 2. Si el destino p es etiquetado, considere la trayectoria
de k a p en que cada nodo es la etigueta del siguiente. Aumente,
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en op el flujo en la trayectoria de k a p; especificamente,
aumente (disminuya) en op el flujo en un arco (i,j} si el arco
estd en el sentido opuesto de la circulacién del flujo en el arco
(x,p) . |

Paso 3. Si el destino no es etiquetado, termine.

Método de cambio de potencial

Denote por 1 y I ; es conjuntec de nodos etiquetados y no

etiquetados al final del método de las etiquetas. Sean Jlos
conjuntos:

s, = {(i,3) i ier, JjeI, S5 > 00 X4y = b4}

S, = {(1,3) ; dieI, jeT1, Sy < 0, X = g4}
si 5, = s, = ¢ hagamos 68 = +o. Asimismo termine, pues el

problema no tiene solucidén factible. De otra manera, sea

que es un ndmero finito. Reemplace el vector de potenciales u
por un nuevo vector u’ donde

u,’ =u; si del ; u;’ =u; + 8 si ier

Es conveniente puntualizar que en este caso, la correspondiente
matriz de costos relativos es dada por
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G - @ st ‘(i_,‘j)k' € (T,1)

+8 st (i,3) & (1,1

_ -.de_ otra manera
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CAPITULO III

PROBLEMAS Y APLICACIONES

los problemas de redes surgen en una gran variedad de
situaciones. La representacién de redes se utiliza ampliamente en
4reas tan diversas como campos de distribucidén de reéursos,
secuenciacién, inventarios, asignacién de récursos, localizacidn
de instalaciones, planeacidn de produccién, planeacidn
financiera, disefio de rutas de vehiculos, por citar algunos. En
general una representacién de redes nos permite visualizar las
relaciones entre los componentes de los sistemas gue se usa casi
en todas las &reas cientificas, sociales y econémicas.

Gran variedad de problemas de la programacién lineal pueden ser
formulados mediante 1o gque denominaremos estructuras de
transporte. Estas estructuras pueden subdividirse en varias
subcategorias las cuales provienen de alguna modificacién, a
veces elemental de 1la estructura de transporte. Estas
subcategorias son: las estructuras de transbordo o transporte con
nodos intermedios, las estructuras de asignacidn, estructura de
transporte con capacidad limitada y estructuras de transporte
generalizadas.

Todas estas estructuras pueden ser resueltas por el método
simplex, aungue esto podria resultar ineficiente, debido a que
para cada caso particular han sido desarrollados algoritmos gque
justifican métodos de solucién mas eficientes.

- Un ejemplo representativo sobre problemas de redes de
optimizacién ha sido la que se llevé a cabo con la Compaiiia
"Citgo", cuyo giro es el refinamiento y comercializacién de
petréleo. En 1983 la Southland Corporation adquirié "Citgo" 1la
administracién de esta compafifa visualizé la necesidad de crear
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un sistema de modelado para ayudar a "Citgo" a superar las
presiones de 1los precios cambiantes de petrdleo crudo y un

aumento de 30 veces los costos de capital de trabajo.

El equipo de investigacién de la compafiia desarrolld mediante el
uso de redes un sistema para apoyar decisiones; el modelo
utilizado para cada producto de la compafifa "Citgo" fue el
problema de flujos restringidos a costo minimo, analizado en el
capitulo anterior. cada modelo tiene cerca de 3000 ecuaciones
(nodoes) y 15,000 variables (arcos), lo cual representa un
problema de tamafio medio para 1los estédndares actuales de
aplicacidn de los modelos de optimizacidén de redes.

El sistema toma en cuenta todos los aspectos del negocio, ademés
ayuda a la administracién en todas las decisiones, esto es desde
la produccidn en refinerfias hasta los precios gque debe pagar o
cobrar. Fue esencial utilizar la representacidén de redes, debido
a el flujo de bienes en actividades tales como la compra de
petréleo crudo de los proveedores, el embarque a las refinerias,
el refinamiento de los diferentes productos y el embarque de
estos productos a los centros de distribucién y terminales de
almacenamiento para su venta posterior.

Este sistema ha permitido a la compafiia reducir su inventario en
$116 millones de dblares, lo cual significa un ahorro en los
intereses anuales de $14 millones de dslares, asi como mejoras en
la toma de decisiones de lo que es la coordinacién, costeo y
compra lo cual eqguivale a $2.5 millones de délares anuales.

El capitulo se desarrolla como sigue; primeramente se mostrari la
forma matemdtica de transformar el problema Ax=d a la forma Ax=0,
conduciendonos asi de una manera natural a la solucién del
problema del transporte con el algoritmo Out-of-Kilter. Se
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muestra también la solucién de un problema prototipo de
transporte. Cabe mencionar que este algoritmo proporcionari la
solucidn del problema del transporte, pero tambié&n existen ademis
otros algoritmos gque lo resuelven eficientemente, como el
algoritmo Stepping Stone de Dantzig, y que se han desarrollado
métodos, como el de la esquina noroeste y el método de Vogel, que
proporcionan una solucién factible del problema del transporte.

Otro grupo de problemas de la programcidn lineal, que pueden ser
resueltos por el algoritmo Odt-Of—Kilter, son los modelos
asociados a las redes de optimizacién, estos modelos incluyen:
problemas de flujo mdximo, problemas de ruta corta (o mds larga),
ruta critica, problemas de flujo restringido en una red con costo
minimo, redes de actividad, etc.

Se mostraré& los problemas de flujo mdximo y ruta mds corta (o més
larga), y se ilustra su método de solucién con el algoritmo
out-0of-Kilter. Ademds se resuelven problemas utilizando ruta
critica dandoles solucidn mediante un programa elaborado en
pascal.
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3,1 Transformacién del Problema Ax=d a la forma Ax=0

Cualquier problema de flujo en redes con costec minimo, puede ser

transformado a la forma Out-0f-Kilter. s

Sea el problema:
Minimice Cx

S.A. Ax=d

asx=b

donde A es la matriz de incidencia nodos-arcos. Si di>0.
Defina una variable Xm+1,:1, tal que, Xee,1=dt. Para asegurar

que Xm+1,1=ds, hacemos am+1,i1=bm+1,1=d1.

Similarmente, si di<0, entonces definamos una variable Xi,m1 tal

gque Xi,mrt=-di. Para asegurar esto, hacemos ai,m+i=bi,mei=-di.
Entonces:

m m
z X1y - z X1} = Xw+1,t si did0
=1

J=1

m m ) .
Z pASE = Z Xy = ~%i,me1 i di<0

_‘:1 J:‘l

Las variables Xi,m1, Xm#,:, Se pueden interpretar como un fiujo
desde el nodo i, al nuevo nodo m+i, y un flujo desde el nodo m+l,
al nodo i respectivamente.
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Igualando a cero las restricciones, obtenemos:

m m+1 .
z X1y - z . Xpn=0 ‘si.di>0

J=1 j;l '
1 m

mé . . . )
z X1y - z X1y = 0 si di<0
J=1

J=1

Sumando ambas ecuaciones, obtenemos:

m m
Z Kme1,y = z Xj,m¢1 = 0

J=1 )=1

con lo gue hemos transformado el problema a la forma circulatoria.

3.2 El Problema del Transporte

Una clase importante de problemas de programacién lineal son los
problemas de transporte. Esta clase y su extensioén, la clase de
los problemas de flujo en redes, poseen una estructura especial
que 1) permite el desarrollo de algoritmos simples y eficientes
2) facilita una mayor intuicidn y un mejor entendimiento de las

técnicas de programacidén lineal y del método simplex.

Ejemplos de este tipo de problemas se presentan en &reas de
planeacién y programacién de la produccién.. En lo que a
produccidén se refiere es necesario manejar una gran cantidad de
planeacidén con el fin de compaginar la capacidad del proceso de
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produccién con la demanda del producto final. Un ejemplo en el
cual se presenta esta situacién es en la produccién de Jjuegos
para televisidn, en el cual la demanda de juegos de video se
presenta durante las ventas de navidad, periodo en el cual se
rebasa la capacidad de produccién. Para resolver este problema
es necesario utilizar inventarios, considerados como forma de
almacenamiento de capacidad de produccién. En general existen
costos asociados con el mantenimiento de inventarios, que
resultan de inversiones de capital, costos de almacenamiento,
costos por deterioro, etc. Los costos de mantenimiento podemos
denotarlos como porcentajes de los costos de produccién o como
costos unitarios durante los lapsos de tiempo en que se mantenga
o conserve el inventario. El problema ahora es cdmo utilizar la
capacidad disponible para satisfacer 1las demandas presente y
futura a un costo minimo, considerando también los costos de
produccién y los de manteninmiento.

Podemos plantear el problema como uno de transporte si 1lo
consideramos como un problema de transportar la preduccién, en
donde las capacidades de produccién en cada periodo de tiempo se
convierten en las ofertas, y los requerimientos por periodo se
convierten en las demandas.

Definicidén del problema de transporte

Conside m puntos origen localizados en un mapa, donde el origen i
tiene una oferta ai unidades de un producto particular. Adenéis,
existen n destinos, donde el destino j tiene una demanda de b
unidades del producto. Asociado a cada arco (i,j), hay un costo
unitario ciy de transporte del preoducto. El problema, es
determinar la distribucién del producto, en tal forma gque
satisfaga la demanda y se minimice el costo total de transporte.
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Sea xij- el nGmero de unidades transportadas a lo largo del arco
(1,3), del origen 1 al destino j. Supdéngase, ademds gque la
oferta total es igual a la demanda total, es decir

Si la oferta total excede a la demanda total, entonces se puede
introducir un destino ficticio o artificial con demanda
bn+1=yiai~-yjby, y Ci,nst = 0 para i=1,...,m. Suponiendo gque la
oferta total es igual a la demanda total, el modelo de
programacién lineal para el problema de transporte resulta ser el
siguiente:

Minimizar
r

Z = C11X1i+ ... +CinXintC21X21+ ... +Ca2n¥Xaznt ... +Cz1Xmi+ConXmn
Sujeta a:

1 X1 +.. .+ Xin = a1
X21 +...+ Xan = a2

Xm1 ++ Xon = am

X1 + ) Xa1 e +  Xm: = b1

Xin 4+ - Xoa 4+ Xan = bn

L X1, e Xin, X21, reeesXon, +o.,Xm, veo Xmn = O

El problema de transporte se puede escribir en forma matricial si
se hace
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(X11, X12,% 5., Xin, Xa1,.v., Xan,vo., Xan) T
(Ct1, Ci12,4.4,2Cin, C21,..3, Ca2nyyuey Cun) '~

('}

. (a1, @z, s, @n, bi,be, L iy pn) T
(a11, a2, ..., atn, a21,..., azzMn,..., am)

po X
'R

en donde

alj = ei + ent)

Y el y em+) son vectores unitarios en EM*N con unos en la i-ésima
y la (m+j)—ésima posicidén respectivamente; ai es un escalar, aij
es un vector, con estas definiciones el problema sera:

Minimice ex

Ax b
X 0

L]

La matriz A, con dimensidén (m+n)*mn, tiene la siguiente forma
especial. .

1 0 oW
0o 1 0
A= | .
0o o 1
I I I
i J

en donde 1 es un vector n-vector renglén de componentes todas
iguales a 1, e I es una matriz identidad nxn. La matriz A es la

que da al problema de transporte su estructura especial.
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Ejemplo prototipo:

Como ejemplo del problema de transporte considere dos origenes y
tres destinos. Los datos aparecen a continuacién:

DESTING
_ 1 2 KA ai
(=]
p 1 Ci1=4 Ci2=7 .| . Cis=5 )
- Ces=2 | Czz=4 | Czs=3 | =0
N b | - 15 10 25

El problema presentado en forma de red, es comc sigue:

20
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El problema puede ser resuelto con el algoritmo du{:fo'f—}(il{:er o
introduciendo las siguientes modificaciones en la red: :

(ail,bii,Cij)

(0.30,4) I
@ (0,30,7) (0,20,2) (15.15,0)
(30.30,0)
@ (0,20,4) @ {10,10,0) 4@
t (20,20,0)
(0,30.5)
(0.20,3)
(25,25,0)
(50,50,0)

Cabe mencionar gque el algoritmo "Out~Of-Kilter" proporciona la
solucién del problema de transporte perc existen ademds otros
algoritmos que lo resuelven algunos son: Stepping-stone (Piedra
de Paso), Solucidn Numérica de Houthakker, Método de Wagener,
Primal-Dual y el Primal de Balinsky y Gomory. Se presenta el
algoritmo de Piedra de Paso en la rutina A~III (Anexos). También
se han desarrollado métodos como Regla del Extremo
Noroeste,Columna Minimo, Renglén Minimo, Matriz Minima, Métodos

de Vogel y Algoritmo de Russell que proporcionan una solucién

101



basica factible inicial del problema del transporte. De estos
algoritmos el que proporciona una mejor solucidén es el Mé&todo de
Vogel, el cual se presenta en la rutina A-IV (Anexos)

3.3 El1 Problema de Asignacién

El problema de asignacién, es un tipo especial de problema de la
programacién lineal, en donde; se trata de determinar la mejor
manera de asignar una serie de recursos a un grupo de actividades
que proporcionan diferentes valores. Los problemas tipicos de
esta naturaleza incluyen asignar trabajadores a mdquinas, equipos
de trabajo a proyectos, etc. En estos problemas las variables de
decisibén Xi1j representan la asignacién del recurso i-ésimo a la
actividad j-ésima, cuyos lnicos valores son 0 & 1; hay un costo
asociade c¢i1)y a cada asignacién. La funcién objetivo sera
determinar, como deben ser hechas todas las asighaciones, para
minimizar el costo total.

La formulacidén del problema de asignacién es como sigue:

m n
Minimice z z c1y XiJ

=t J=1

S.A. z Xiy = 1 o i=1,...0m
= ‘
n .
z X1y =1 j=1,...,n
o o
Xty =0 i=1,...,m
X )=l e n
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Ejemplo prototipo:

La compafiia %, ha comprado 3 nuevas mdguinas de diferentes tipos.
Hay cuatro lugares disponibles en donde una maguina pudiera ser
instalada. Algunos de estos 1lugares disponibles son més
deseables gue otros, para cada maguina en particular, debido a su
proximidad a los centros de trabajo. El objetivo es asignar las
nuevas miquinas, a los lugares disponibles para mninimizar el
costo total de manejo de materiales.

COSTO DE MANEJSD DE MATERIALES

LUGAR
1 2 JE 4
1 13 10 12 11
t
2 15 - 13 20
3 5 7 10 &
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El problema puede ser resuelto con el algoritmo Out-of-Kiltef,-
mediante el siguiente planteamiento. ) e

(0.1,18)

(3.3.0)

Debido a la estructura tan particular de este tipo de modelos,
existe un algoritmo sumamente eficiente para resolverlo conocido
como algoritmo Hungaro de Asignacién, gque se presenta en la

rutina A-V (Anexos).
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3.4 El Problema de Flujo Maximo

En ciertos problemas estamos interesados en los valores dque se
generan a través de cierto flujo que pasa éor una red. Este
valor puede estar dado en términos de dinero, distancia, tiempo o
alguna otra medida. Existen problemas en los que el valor del
flujo no es tan importante como la cantidad de flujo que pasa a
través de la red. Los gasoductos y las 1lineas de
transmisién de electricidad son ejemplos de esta
situacidn. En general tendremos, una red dirigida y conexa
que tiene un solo nodo fuente y un solo nodo destino y el resto
son nodos de transbordo. Dada la capacidad en los arcos, lo
gque nos interesa es determinar el flujo factible que pasa
através de una red, gue maximiza el flujo total, desde el nodo
fuente al nodo destino, donde es necesario suponer que existen
restricciones de capacidad en los arcos. Si no fuera asi, el
flujo maximo gue pasaria a través de la red seria infinito.

Considérese una red con m nodos y n arcos através del cual fluye
un solo tipo de bien o unidad. Con cada arco (i,j) se asccia
sobre el flujo una cota inferior de £ij = 0 y una cota superior
de Cij. En todo el desarrollo que sigue se supondrd que las Ci)
(capacidades de los arcosg) son enteros. En el problema de flujo
maximo no intervienen costos. En la red, se desea encontrar la
cantidad mdxima de flujo del nedo 1 al nodo m.

Representandose por £ la cantidad de flujo en la red del nodo 1

al nodo m, el problema de flujo maximo en una red puede
establecerse como sigue:
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Maximizar £

m m f Sii=1 .
S.A. L Xiy = T Xxi g
J=1 k=1 ©o. 0 sivi=lém

-f si i=m
0= X1y s b1y i,j =1,2,...,m

donde las sumas y las desigualdadgs se consideran sobre los arcos
existentes en la red. Esta es la denominada formulacién nodos-
arcos para el problema de flujo maximo, puesto qgue la matriz de
restricciones es una matriz de incidencia nodos-arcos. Notamos
que f es una variable y sea A la matriz incidencia nodos-arcos,
podemos escribir el problema de flujo maximo en forma matricial

Maximice £
S.A.

1 (em~et)f + A% = 0

1
o2

X

v
o

X

Esto proporciona la formulacién directa del problema de flujo
maximo en la forma OQut-0Of-Kilter, en donde el flujo es
circulatorio.

Recordando que el algoritmo Out-0Of-Kilter minimiza la funcién

objetivo, asignamos un costo de cero a cada una de las variables
de flujo, excepto Xm,1 = £, a la cual asignamos un costo de -1.
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En la siguiente figura se muestra un ejemplo de un problema de
flujo méximo y su problema equivalente en la forma Out-Of-Kilter.

' 4 " (@ijbij Cij)
@ bi @
Ve

k ® (0.1,0) (0.3.0)
, (
2 @—» — (0.2,0) @_
4 2 (0.4,0)
- o 2 (0,2,0
° ©) )
(0.&-1)

Cabe mencionar que existen otros algoritmos mis eficientes para
resolver el problema de flujo maximc en una red, estos son:
algoritmo de las Etiquetas y el de Ford y Fulkerson. Se muestran

sus diagramas de flujo en las rutinas A-VI y A-VII (Anexos
respectivamente).
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3.5 E1 Problema de Ruta ma&s Corta

El problema de ruta mas corta, consiste en encontrar la
trayectoria més corta del nodo 1 al nodo m, El costo de 1la
trayectoria es la suma de los costos sobre los arcos en la

trayectoria.

El problema de ruta mids corta en el contexto de redes, consiste
en enviar una unidad de flujo, del nodo 1 al nodo m, con costo

minimo.

La formulacidn matemidtica de este problema es como sigue:

m m
Minimice Z Z ci) X1

=1 }=1 -

S.A.
4 ‘'m o . 1 si i=1
I X3 = ¥ Xkt=4{ 0 -siizlam
J=1 cook=1 oo el osiodi=m
[%iy =0 i=1,2,...,m

El problema de ruta mas corta puede ser reformulado para ser
resuelto con el algoritmo Out-O0f-Kilter, usando la transformacién
del problema Ax=d a la forma Ax=0.
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Para ilustrar como se resuelve este problema con el algoritmo
Out-0f-Kilter, consideremos la red:

En donde los nimeros sobre los arcos son las distancias, y se
desea encontrar la ruta mas corta entre el nodo 1 y el nodo 5.
Primero afiadimos un arco (5,1) con limite inferior de flujo de
tmo, limite superior de uno, y costo por unidad de flujo de cero.
lLos demds arcos de la red, tendrdn un limite inferior de cero,

limite superior de uno y los costos por unidad de flujos iguales
a ciJ. ’

A continuacidén se muestra la red anterior ya transformada para
ser resuelta con el algoritmo Out-Of-Kilter.

(1.1,0)

(aij,bij,Cif)
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Para encontrar la ruta mids larga entre los nodos 1 y m, afiadimos
el arco (m,1l) con limite inferior de flujo de cero, limite
.superior de uno y costo igual a cero. Para los demas arcos
(1,3), limite inferior de cero, 1limite superior de uno y
costo de cij=-ciy.

El algoritmo de Dijkstra rutina A-VIII (Anexos); gue resuelve el
problema de flujo a costo minimo, se puede aplicar al problema de
ruta mé&s corta con mejores resultados.

En el ejemplo anterior, los arcos representan las distancias y
los valores correspondientes a cada arco representan el costo de
esas distancias, en este caso el objetivo consistid en encontrar
la secuencia de distancias que minimizaran el costo total
relacionado.

Otra posibilidad es considerar al valor asociado de cada arco
comoe el tiempo requerido para realizar dicha actividad, el
objetivo seri encontrar la secuencia de actividades con las
cuales se minimiza el tiempo total requerido.

Existen otras versiones de la ruta mis corta las cuales consisten
en :

- Encontrar la ruta mas corta del origen a todos los demds nodos
de la red.

- Encontrar la ruta mds corta desde todos los nodos a todos los
demds nodos.
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3.6 Técnicas de Previsidén y Evaluacién de Proyectos y Ruta
Critica (PERT/CPM).

Los problemas que involucran un considerable nlmero de
actividades tienen que planearse para que exista una programacién
controlada en el uso de los recursos durante el tiempo que se
reguieran. Un analisis de tiempos y costos, puede proporcionar
parametros valiosos para el administrador de un proyecto.

Existen diversas +técnicas que perniten planear, programar Yy
controlar una serie de actividades complejas dentrc de los
procesos administrativos o de produccién, entre ellas pueden
citarse como més importantes:

- E1 Método del Caminc Critico (CPM).

- Las Técnicas de Previsién y Evaluacién de Proyectos (PERT).
Existen miltiples aplicaciones en las que estas técnicas han sido
de gran ayuda, por ejemplo:

- La construccién de un edificio.

- La planeacidén e introduccién de un nuevo producto al mercado.

- La instalacién y correccién de algin defecto en un sistema de
computadoras.

- Proyectos de investigacién y disefio de ingenieria.
- La programacién de la construccién y reparacién de navios.

- El proceso de secuencia en tramites administrativos, etc.

Una de las caracteristicas que particularizan a las técnicas de
planeacién es el uso de graficas o redes de actividades.
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PERT

Primero definiremos algunes conceptos relevantes ' en la
terminologia del PERT:

Actividad: Es el trabajo necesario para cumplir un evento
particular; cada actividad requiere tiempo y recursos, tiéne un
inicio y una terminacién bien definidos 'y puede darse en
cualquier posicién del proyecto.

Evento: Es un punto en el tiempo' y significa la terminacién de
alguna actividad y/o inicio de otra.

Varias actividades pueden predecer a un evento y dirigirse a
otro. Normalmente se presentan las actividades con una flecha
orientada cuya longitud no tiene significado y no es proporcional
al tiempo de duracién de las mismas. Cada evento esté&
simbolizado por un nodo o circulo. Las actividades se trabajan
con un tiempo de ejecucién cero para facilitar la enumeracién de
los nodos, Y se les llama actividades ficticias.

La numeracion de nodos es tal que cada actividad i es siempre
menor que j, (i < j). Los nfimeros de cada arco son progresivos.
Esta. numeracidén de nodos es importante para entender la légica de
la red de optimizacién y el cdlculo de la misma.

Una red describe la secuencia de actividades gue son necesarias
para completar un proyecto. Para desarrollar la red de 1la
técnica de evaluacidén y revisién de proyectos (PERT) se necesitan
seguir tres pasos:
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i) Andlisis de actividades

-Esta etapa involucra la delineacién detallada de las operaciones
Yy los métodos de trabajo que se deben llevar a cabo para 1la
realizacién del proyecto; esencialmente el proyecto en su
totalidad estd subdividido en actividades. El analisis de
actividades es el proceso de reducir el proyecto ‘a sus
componentes operativos para formar una lista completa de las
actividades esenciales.

ii) biagrama de flechas

Este desarrolla una presentacién grafica que representa las
interdependencias y relaciones de precedencia entre las
actividades de un proyecto. Requiere un conocimiento amplio de
saber cudles actividades deben cumplirse antes de otras
actividades, cudles pueden ejecutarse paralelamente, cuales
empiezan inmediatamente después de x actividades, etc.

iii) Determinacién de los tiempos de actividades

Después de haber obtenido la red es necesario estimar los tiempos
de cada actividad: los modelos deterministicos requieren un solo
tiempo estimado mientras que los probabilisticos necesitan 3
tipos de tiempo para cada actividad; ademds se supone que los
tiempos de las actividades tienen una distribucién tipo Beta
(Fig. 3.1).

La distribucién de los tiempos en PERT se supone gue es una
distribucidén continua de tipo Beta y se miden no en el eje
vertical (probabilidad), sino por el A&4rea bajo la curva, y se
supone que cada parte hacia la media es igual a tres desviaciones
estdndar, por 1lo gue toda el 4&rea bajo la curva serid 6
desviaciones estandar.
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&
PROBAEBILIDAD
DE 1A 100
tm tp M
TIEMPO MAS TIEMPO MAS TIEMPO MAS
OPTIMISTA PROBABLE PESIMISTA
Figura 3.1
Tiempos:

‘1. tm: Tiempo minimo u optimista. Es el tiempo minimo que una
actividad puede requerir.
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2., tM; Tiempo médximo o pesimista. Es el tiempo maximo requerido
por una actividad.

3. tp: Tiempo mads probable. Es el tiempo que se requerird si la
actividad ocurre varias veces bajo las mismas circunstancias, es
decir, es una estimacidén de la moda de ‘la distribucién del
tiempo.

En una red pueden aparecer los tres tiempos © uno sélo, que es el
valor esperado.

Normalmente se utiliza un solo tiempo cuando hay datos histodricos
adecuados de la duracidén de las actividades o cuando no hay datos
histéricos confiables, ocuando se estd desarrollando por primera
vez un proyecto y requiere estimar los tiempos minimo, mé&ximo y
probable de cada actividad.

La distribucién Beta tiene la ventaja de proporcionar los tres
tiempos mencionados (tm,tM y tp), ademids la facilidad para medir
la incertidumbre en las estimaciones.

Después de estimar los tiempos mas pesimista, m&s optimista y més
probable, se deben combinar para determinar uno solo. Esto se
logra mediante el promedio ponderado.

a+ 4m + b

t =
6

donde:

t = Tiempo esperado

a = Tiempo mias pesimista

b = Tiempo mas optimista

m = Tiempo mds probable.
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Como tenemos tres tiempos para cada actividad, se puede calcular’
una desviacién estindar para ella:
b - a
6

RUTA CRITICA

Determinar la ruta mas larga de una red es conocer la ruta
critica de ella. Para determinar la ruta critica es necesario
calcular el tiempo de terminacién mas rapido, el tiempo de
terminacién mis tardio y las holguras disponibles.

Tiempo de terminacidn mds rdpido (TTMR). Es el tiempo necesario
para iniciar las actividades de un evento dado. Si dos o méas
actividades parten de un evento el TTMR de ése es el mayor de
todos, es decir, es la actividad que requiere mas tiempo para su
terminacidn, ya que no se pueden empezar las nuevas actividades
mientras no se haya terminado por completo la etapa anterior.
Para encontrar el tiempo de terminacién m&s rédpido se debe
iniciar el célculo con la primera actividad, recorriendo toda la
grdfica hasta el final de la misma, acumulando los TTMR de las
fases precedentes.

TTMT
TTMR

tiempo de inicio m&s temprano TIT + tiempo esperado (T)
TIT + T.

El tiempo de terminacidén mds tardio es el mayor tiempo que se
requiere para que una actividad siguiente pueda realizarse; el
cdlculo se hace del dltimo evento hacia el primero, acumulando
los TTMR en el recorrido de toda la gridfica. Se toma como base
el total acumulado hasta el evento y de ahi se van restandoo las
actividades precedentes.
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1

TTMT
TTMT

Ultimo tiempo de terminacién ~ tiempo esperado
UTT - T

Cuando dos o mids actividades parten de un evento se elige como
TTMR el minimo entre ellos, ya que nos indicara cuil es la
actividad que requiere menos tiempo.

Después de realizar los dos pasos anteriores para calcular el
tiempo de terminacidén mds radpido y el tiempo de terminacién mis
tardio, se pueden calcular las holguras.

La ruta critica del programa seri aquella en que las holguras de
todas y cada una de las actividades sea cero.

A la cantidad de tiempo que una actividad puede retrasarse sin
afectar el tiempo de ocurrencia mis ridpido de otra actividad se
le llama holgura libre, o también se le puede conocer como exceso
de tiempo.

La ruta critica nos permite manejar las holguras de manera que la
combinacidon de las actividades no criticas nos lleve a ahorros de
tiempos y costos, o también a recortar el tiempo de realizacién
del proyecto al menor costo posible.

La notacidén que utilizaremos simplificari lo mé&s posible la red,
para que en una sola se tengan todas las posibles situaciones que
se puedan presentar por la o las rutas criticas, los tiempos de
las actividades, los costos de las mismas, la comprensién de la
red, etc. (Fig. 3.2). Por ejemplo, si tenemos el proyecto de
producir y lanzar al mercado un articulo, de manera general, en
el cual se pueden citar las siguientes actividades:
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I 1) Localizacién de planta.

II 2) Disefio de instalaciones.

~IIT 3) Concurso y cotizacién.

Iv 4) Construccidén o remodelacién. '_
A4 5) Adaptaciones finales para instalacién de maquinaria.
VI 6) Adguisicién de maquinaria.

VII 7) Instalacién.

VIII 8) Pruebas preliminares.

IX 9) Contratacién de personal.

X 10) Compra de materia prima.-

X1 11) Iniciacién de operaciones.

Las actividades 1,2,3,4,5 y 11 se suceden en este orden, lo mismo
que las actividades 7,8 y 10.

TIEMPO
NUM. DE EVENTO te = tm = esperado NUM. DE EVENTO
TIMR | TTMT TIMR | TTMT
Figura 3.2

Poniendo 1los eventos numerados de mayor a menor Y haciendo
pequeiios arreglos para evitar el cruce de actividades, la red nos
guedaria como se indica en la figura 3.3.
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METODO DE LA RUTA CRITICA

Nodo

Sumideso

Actividad

Tiempo

Continuat
Otro Nodo

Salit

1 > oo

I 3 = Aceptar,

+/- = Velocidad del cursor

Slguiente

Figura 3.3
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calculando los TIMR y TTMR utilizando el programa llamado CPM (el
manejo del programa se presenta en la seccién de anexos) tenemos
la siguiente figura 3.4 donde las unicas actividades criticas,
sin holguras son: 1 (fuente)-2, 2-3, 3-4,' 4-7, 7-8, y 8-9
(sumidero), lo que nos indica que es la ruta critica.

METODO DE LA RUTA CRITICA "

Nodos Tiempo Actividad T.msPrx. T.msPr:

Holgura Holgura

~'InicioAct 'Fi “Total ‘Indep.
1 2 4 T - [5) 7. 5 O—f
i D z VII 0 BT 3 [§)
1 & 2 X o] 2 & 2
i 7 3 VI 0 it 7 7
=z s 2 11 3 5 5 3]
S a = 111 & ] 0 0]
& 7 2 IV 8 10 ) )
5 & 1 VIII 1 3 3 [¥)
4 2 X 4 & q 4
[ 7 8 5 v 10 15 9] 0]
IEE 3 X1 15 18 15 18 0 o]
;
)
Figura 3.4

e
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Las condiciones gque deben cumplirse para que la ruta sea critica
deben ser:

a) Los tiempos inicial y final en cada evento tienen que estar
iguales.

b) La diferencia entre el tiempo inicial y el final anterior al
primero debe ser al tiempo de las actividades entre el TIMR y
TTMT anterior.

Tiempo actividad j = TIMR; - TTMT - 1
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CONCLUSIONES

"En el desarrollo de este trabajo se ha mostrado gue redes de
ciertos tipos surgen en una amplia variedad de contextos,
pudiéndose considerar como problemas de Programacién Lineal.

El andlisis de redes proporciona técnicas Gtiles ( en especial
las técnicas de optimizacién) para el disefio y operacién de
sistemas de redes. Por su naturaleza los problemas de redes son
con frecuencia dificiles de resolver, peroc se han hecho grandes
avances en el desarrollo de poderosas técnicas de modelado y de
metodologias que incluso, amplian el panorama hacia nuevas
aplicaciones. De hecho 1los algoritmos ma&s recientes han
permitido resolver algunos problemas de redes dgrandes vy
complejos.

Los problemas lineales que resultan en el estudio de redes de
flujo, han sido analizados en un marco metodolégico que permite
unificar los diversos enfoques y métodos de solucidn existentes
en campos tan diversos como la investigacién de operaciones,
ingenierfa eléctrica y optimizacidén combinatoria.

El aspecto unificador del andlisis de los problemas lineales a el
denominado problema de redes con flujos restringidos y costo
minimo es que pueden reducirse a sus casos particulares,
conocidos como problemas basicos de redes de flujo, permitiendo
la generacién de métodos de solucidn combinando métodos
aparentemente desconectados. Este aspecto no interfiere con el
hecho de que se sigan usuando y generando métodos de solucién
particulares.

Los problemas de redes de flujo tratados en este trabajo cuentan
con un andlisis de existencia y factibilidad de soluciones asi
como Dprocedimientos para determinar tales soluciocnes (si
existen), ademads se proporcionan diversos algoritmos para
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resolverlos,

. Cabe mencionar que el algoritmo de las
desviaciones (Out-0f-Kilter) resulta facil ‘de aplicar 1lo que
constituye una de las técnicas mds aplicadas en diversos campos
de la ingenieria.

Conviene sefialar que los modelos de redes de flujo presentados
han sido motivados con ejemplos para mostrar su aplicabilidad,
como pudo apreciarse, éstos modelos persiguen un fin especifico:
servir de auxiliares en el dificil proceso de 1la toma de
decisiones. En esta accién, se auxilia de representaciones
matemdticas con diversos grados de complejidad, con las que busca
determinar cursos de accién viables que permitan al decisor
satisfacer al maximo sus necesidades. Sin embargo, en su
aplicacién, el uso de las computadoras se wvuelve imprescindible,
pues es dificil concebir procesos de resolucidén manuales para
problemas reales. No obstante, es importante tener en cuenta que
como tales, estas herramientas auxiliares, no representan 1la
panacea. El factor humano, juega un papael preponderante; es el
hombre quien, a fin de cuentas, decidira y pondri en practica los
planes de trabajo. La intuicidén de este y su compenetracién con
los problemas reales, lo ayudarin a obtener con mayor éxito las
metas que persigue.

Las matem&ticas al igual gque las computadoras son herramientas
gue en su afan por simplificar y universalizar un lenguaje com(n,
ha creado el hombre. Por esta razdn resulta importante que, como
tales, sean utilizadas para el fin gque por el gque fueron
concebidas, que nos familiaricemos mds con su empleo y gue no
sean consideradas como el manjar de un pequefio circulo de
intelectuales. en ello el proceso de aprendizaje juega un papel
preponderante como factor motivacional, gque ayudard al interesado
a profundizar mads sobre el conocimiento en el que incursiona.
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Anexos

Seccién B

Manual de Usuario para el manejo del programa de la Ruta critica

Funcionamiento del Programa

B.1 Requerimientos de Equipo

El programa de la Ruta critica (CPM), recomienda lo siguiente

como requerimiento minimo para lograr un correcto funcionamiento:

* computadora PC compatible con IBM, Sistema Operativo MS-DOS
versidn 3.1 en adelante; ya sea XT 8086 & una AT 80286 o
posterior.

* 640 Kb en memoria RAM.

* Monitor CGA, VGA, o SUPER VGA.

* Unidad de disco flexible 5'/4

* El1 archivo Config.sys debe tener como minimo 40 Files y 35
Buffers.
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B.2 Entrada al Programa

Para tener acceso al programa de la Ruta Critica, es necesario
teclear CPM en la unidad en que esté cargado el programa, al
hacer esto aparecera en la pantalla la siguiente presentacién:

METODO DE LA RUTA CRITICA

Numero ae

Activigsdes

Fuente
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B.3 Modo de operacidn en pantalla

Como se observa en la pantalla se presenta encerrado en un
rectingulo el dato que se debe proporciocnar, el primer dato que
pide es el nimero de nodos del problema; en el cual el mayor
nimero de nodos gque acepta el programa son 20, aungque esto se
puede modificar fAcilmente en el programa, entrando al editor de
PASCAL versidén 5.5 y modificando 1la variable Max_Nodos e
indicando el nimero de nodos deseado. El programa valida 1los
datos, en las opciones en las que Gnicamente se pueden
proporcionar como datos ntmeros, (como son nimero de nodos,
_naimero de actividades, tiempo), no acepta ningGn otro valor, si
lo que damos son letras y tecleamos ENTER el programa nos vuelve
a solicitar el valor, hasta que se proporcione un nimero, una vez
indicado no se puede modificar el valor; al dar ENTER el
rectdngulo se posiciona del sigquiente dato que es requerido en
este caso es el nimero de actividades, el cual no debe ser mayor
de 30, aungue comoc en el caso anterior también puede ser
modificado este valor con la variable Max_Acti. Ademds se

encuentra dibujado el nodo nimero 1, el cual es la fuente de la
red., ’

Una vVvez proporcionade el numero de actividades aparece 1la
siguiente pantalla:
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METODO DE LA RUTA CRITICA . Nodo | Slgulanie

]
Actlvidad
Tlempo

Fuenite

GContinvar
QOtro Nodo

Sallr

El rectangulo ahora de encuentra posicionade en las opciones de
la parte baja de la pantalla estas son: Continuar, Otro Nodo Yy
Salir, para elegir alguna opcién es suficiente con moverse
através de éstas mediante flechas y presionar ENTER en la opcién
deseada.

Si la opcidn es continuar el recténgulo ahora se encuentra en

Siguiente, se proporciona el niimero de nodo que le sigue, y se
continta con el nombre de la actividad y el tiempo para realizar
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esa actividad, para posicionarse en estas opciones de actividad y
tiempo también se realiza con las flechas.

Dades estos datos aparece en el centro de la pantalla el nodo gue

continGa , el cual el usuario debe colocar en la posicién deseada

para moverle, Gnicamente se pueden utilizar las teclas que se

observan en la pantalla v = Mover, .| = aceptar, +/- =
P -

velocidad el cursor; se debe tener cuidadeo de no cruzar los nodos
sobre las actividades, © los nodos sobre los nodos pues el
programa no redibuja la grafica, una vez colocado el nodo se
tecla ENTER para aceptar el nodo en la posicién dada; el programa
simaltidneamente une los nodos con rectas, si la actividad es
ficticia ésta es dibujada en forma discontinua, en caso contrario
la linea es continua.

Ahora si l1la opcidén elegida es Otro Nodo significa, por ejemplo
gque del nodo 1 ya no continGa ningin otro node, por lo tanto en
la parte superior de la pantalla en la opcidén Nodo aparecera el
ndmero 2 y se pide proporcionar el nimero de nodo que le sigue al
nodo 2, de esta manera Se prosigue hasta concluir con el nimero
de nodos y actividades que se solicitaron.

A el dltimo nodo el programa le da el nombre de sumidero, si
durante la entrada de datos ya estidn dibujados 1los nodos
requeridos finicamente el programa dibuja los arcos o actividades
que los unen.

En la siguiente pantalla se presentan todos los nodos y arcos gque
se proporcionaron.
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METODO DE LA RUTA CRITICA Nodo Siguiente
Aclividad
Tiempo
Sumidero

Continuar

7 Quo Node
Salit

2y > « v L_' = Aceptar, +/- = Velocidad del cursor

Proporcionados todos los datos, tGnicamente se teclea la opcién
ENTER en la cual aparece la siguiente pantalla donde se observan
todos los datos proporcionados y los céalculos que realiza el

programa, encerrando en rectiangulos las actividades y nodos dque

forman parte de la ruta critica.
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METODO DE LA RUTA CRITICA

Nodos Tiempo Actividad T.msPrx. T.msPrx. T.mslej. T.mslej. Holgura Holgura
" IniciofAct Fin Act InicioAct Fin Act Total Indep.

1T Z L 1 0 7 0 3 0 )
1 S5 S VII 5] 3 4 7 r [¢]
1 6 2 IX 0 2 & 8 & 2
1 7 3 VI 0 3 7 10 7 7
23 2 11 4 3 4 6 0 0]
3 4 2 111 & 8 & ] ) 0]
a7 2 iV 8 10 8 10 0 0]
S & 1 VITI 3 4 7 8 4 [¥)
6 7 2 X 4 6 =] 10 4 4
(7 8 5 Y 10 15 10 15 5] 0]
e ¢ 3 X1 15 i8 15 18 [ Q}

Si no se desea concluir el problema se tiene la opcién Salir con
lo cual permite al usuario salir al sistema operativo.

B.4 Listado del Programa

Debido a que el programa puede ser modificado, se presenta el
listado del mismo.
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{ Programa

CPM.PAS 3

{ Funci‘n + M tédo de la Ruta Cr tica X Critical Path Method) }
{ Fecha : 29 Ene 1883 - 7 Abr 1933 }
{ }
Program CPNM;
Uses

Crt, Graphs
Const

Max_Nodos = 203

Max_Acti = 30;

CTab = "T3

CRight = ~D;

Cup = “E;

CLeft = ~§5;

CDhouwn = ~X;

CExit = ~I[;

CEnt = ~13
Type

Atributo = (KN,I11,8R);

Rum_Kod =
Kum_Activ =
Vectit =
Vecth =
Cadena =
Coord =

Conj =

Var
Kil, WF, ES,
Rod

0. .Max_Rodos;

0..Max_Acti;

Arrayl[1..Max_Rodos] Of Word;
Array[i..Max_Actil) Of Hord;
Arrayfl..Max_Actil Of Stringl20);
Array(1..Max_Nodos] Of PointType;
Set 0Of Num_HNod;

LS, LFf, TF, FF, T, TE, RC, EF : VectA;
: Integer; {HAum_Kod;l

NumAct, ContAct : Integer; {Num_Activ;



ACT, DIB, eerc ¢ Cadenaj;

Posi : Coord;’
op2, tit, numst, nis,nfs,ess,lss,lfs,tfs,ffs,ts,efs : String;
Sigue, Ch, mat, Res, Res4, KK, opl, op3,

op4, opb, op6, Con ¢ Char;
cumple, Dome, Rueva, Acaba, Sale, Graf ¢ Boolean;
Nodos

¢ Pointer;
Gd, Gm, KaxX, MaxY, Rango, coef2,
valor3, valor4 : Integer;

Size, i, j, xxi, yyl, tas2, %k, ijk, cuadsel,

Conta, Max, Min, Inter, Vel _Cur s Word;
Conj_Rodos ¢ Conj;
Procedure Ver{Atrib : Atributo); (Este procedimiento detecta
Begia st la computaders cuenta
Case Atrib Of con tarjeta graficaddro.
KN : NoraVideos;
Il : Begin
TextColor(Black); TextBackGround{(LightGray);
End;
¥R : Begin
TextColor(Biack?; TextBackGround{(LightGray);
End;
End;
End;
Procedure Inicia_Grafica; (Procedimiente con &l cual
Var se Lntcte el dibuja de la
InGraphicsfode : Booleans grifick
PathToDriver : String;

Graphfinde, GraphDriver : Integer;

Begin
GraphDriver := Detect;
InitGraph(GraphDriver, Graphlode, PathToDriver);
If GraphResult <> grOK Then Graf := False
Else Graf := True;

end;




Procedure Beep;
Begin

Sound (500); Delay(25); NnSound;
End;

Function ReadGhar : Char;
Var
Ch : Chars
Begin
GCh := ReadKey;
if Ch = %0 Then
Gase Readkey Of

#45: Ch 3= GExits; U AlEX
£72: Ch 1= CUp; t Up
k751 Ch := CLefts { Left
#77: Ch := CRights { Right
#80: Ch := CDownj { Down
End
Else

If Ch = #3 Then Ch := CTab { Tab 3
Else
If Ch = #13 Then Ch := CEnt
Else
Ch := UpCase(Ch);
ReadChar := Ch;
End;
Procedure Correcta( i,j : Word; inta, intb : 1ntqger¢‘véx_opp1;: ]ﬁteger):
Var :

cod, coef : Integer; {Fﬁ*ocedimﬁe;‘ais cc; el cual
opp2 3 Skring; e deteq:a]s;flﬂgfdd;qsvde
opp : Ghar; T lagrdficd:so 10&#9:[05

es decir detos. Jndmero

.de‘hoddsa

Begin



cod :=13;
Repeat

coef = 03

oppa 3
Repeat

Repeat
opp := ReadChar:
Ontil opp fn [?0*..797,CEntl;
if opp <> CEnt Then
Begin
OPP2 ;= OPP2+OPP;
OutTextXY (i+coef*6,j,0ppl:
coef := coef+1;
End;
Until opp In [CEntl;
Val (opp2,0ppl,cod);
If (oppl < inta) Or (oppi > intb) Them cod =
if cod <> 0 Then
Begin
SetColor(0);

[}
[
-

OutTextXY{i,3,opp2+’ ");
SetColor(GetBaxColor);
End;
Until cod = 0;
End;

Procadure Marco {(Ren, Col, Ren2, Col2 : Integer);{Preocedimiento ’eon':e:-‘l‘

Begin cual se realizan  los -

Line{Ren,Col,Ren,Col2}); LinefRen,Co!2,Ren2,Col2); nercos de 'Ldér
Line(Ren2,Col2,Ren2,Col); Line(Ren2,Gol,Ren,Gol); ‘ct&ﬁi:dk;"
End; Lot
Procedure Dibuja_Nodos; {Procedimiento kbjpn{ _é
Begin se dibujan Los'nbdas”

GClearllevice; grédfick

For i:=1 To 7 Do Circle(8,8,i);



Size := ImageSize(1i,1,16,16);
GetMeoa (Kodos,Size);
GetlImage (1,1, 16,16,Nodos");

GClearDevices;

End;

Procedure Pon_Rodos; {(Frocedimients con lo  cual
Begin sa dejon  filjos los nodes
Inicia_Grafica; e el luger solict fads

Dibuja_Nodos;

MaxX := GetMaxX; HaxY := GetMaxY; Rango := 100;

Rectangle(i,10,MaxX~Rango-1,MaxY-1); Line(1,BaxY-15,MaxX-Rango-1,Max¥-15);

SetTextStyle(SmallFont,BorizDir,4);

QutTextXY(Trunc ( (MaxX-Rango)/2)-Trunc(TextWidth(" METODO DE LA RUTA CRITICA ')
-3,” BETODO DE LA RUTA CRITICA *);

Putlmage(4,Trunc{BaxY/2) ,Nodos~,RormalPut); { 2003

Posilll.x := 4; Posilll.y := Trunc(RaxY¥/2); { 200 )

OutTextiY (4, Trunc{MaxY/2)+15,"Fuente”); { 200 }

Rectangle(BaxX-Rango,1,Maxi-1,BaxY-1);

OutTextXY (HaxX-Rango+5,7, 'Rimero de Nodos');

OutTextXY (MaxX-Rango+16,50,' Rimero de’l;

OutTextXY (MaxX-Rango+16,83, 'Actividades”);

Rectangle(BaxX-Rango+3,7,Max%k-4,20);

Correcta (BaxX-Rango+36,20,2,Max_Nodos,Nod) ;

SetColor(Q);

Rectangle(MaxX~-Rango+3,7,MaxX-4,20);

SetColor (GetfaxColor);

Rectangle(flaxX-Rango+10,50,8axX-Rango+82,76) ;

Correcta (MaxX-Rango+38,76,Rod-1,Hax_Acti,RumAct);

SetColor(0);

Rectangle(BaxX-Rango+10,50,axX-Rango+92,76);

SetColor (GetMaxColorl;

SetFillStyle(EmptyFill,GetMaxColor);

Bar (MaxX-Rango+2,7 ,MaxX-2,89);

SetFillStyle(SolidFill,GetMaxColor)s

Conj Modos := [{3; j := 1; op2 := *"; ContAct := O; cuadsel := TextBeight(TAY)+




Repeat
OutTextXY (HaxX-Rango+2, Trunc (Trunc (Max¥/2)%0.035),*Nodo" ) ; {712
OutTextXY (HaxX—-Rango+40,Trune (FYrunc (BaxY/2)*0,035), 'Siguiente’); i 7.1
OutTextXY (BaxX-Rango+10,Trunc (Trunc (BaxY/2)20.25}, Actividad™); { 50
OutTextXY (HaxX-Rango+10,Trunc(Trunc (Max¥/2)%0.45}, 'Tiempo™); { 90 )
OutTextXY(MaxX-Rango+12,Trunc(MaxY/2), 'Continuar’); { 200 3} .
QutTextXY (NaxX-Rango+12,Trunc (Trunc (HaxY/2>#%1.10}, 0tro Nodo"); { 220 )
OutTextXY(NaxX-Rango+12,Trunc(Trunc (BaxY/2)%1.20>,Salir"); 4 240 3
tit := "’; coef2 := 0; op6 := 'C’; ContAct := ContAct + 1;
Conj_Rodos := Conj_Nodos + [31;
Str(j,op2):
OutTextXY (BaxX-Rango+10,Trunc(Trunc (MaxY/2)%0.102,0p2); { 20 )
Rectangle (MaxX-Rango+36,Trunc (Trune (MaxY/2)%0.035) ,MaxX-Rango+92, 20); i7,
Correcta (NaxX-Rango+58,Trune(Trunc (NaxY/2)%0.107,3+1,Kod,valor3d; { 20}
NIIContAct] := j; NFI[ContAct) := valord:
SetColor(0);
Rectangle(NaxX-Rango+36, Trunc (Trunc (BaxY/2)%0,035) ,AaxX-Rango+92,20); { 7 ,
SetColor(GetMaxColor); ,
Rectangle(MaxX-Rango+6, Trunc(Trunc(KaxY/2)%0.25) MaxX-Rango+61,Trunc(Trunc (A
op4 = " ";
Repeat
op4 := ReadChar;
If op4 <> CEnt Then
Begin
tit = tit+op4;
OutTextXY (MaxX-Rango+7+coef2x6, Trunc(Trunc(Bax¥/2)%0.315),0p42; { 63 1}
coef2 := coef2+1;
End;
Until op4 = CEnt;
ACTIContAct] := tit;
SetColor(0);
Rectangle(BaxX-Rango+6, Trunc (Trunc (HaxY/2)%0,25) ,AaxX-Rango+61, Trunc(Trunc (N
SetColor (GetMaxColor);
Rectangle (NaxX-Rango+6, Trunc (Trunc (MaxY/2)%0.45) ,8axX-Rango+51, Trunc(Trunc (A
Correcta (MaxX—Rango+30, Trunc(Trunc (NaxY/2)%0.515),0,3000,valor4);
TiContAct]) := valor4;



SetColor(0);

Rectangle (HaxX-Rango+6€, Trunc(Trunc (Maxy/2)%0.45)  NaxX-Rango+51, Trune (Trunc(N -

SetColor(GetMaxColor);
If Rot (valor3 In Conj_Rodos) Then
Begin ‘
PutImage (250, Trunc(Trunc (MaxY/2)%0.10) ,Rodos™,NormalPut); {20

Conj_Rodos := Conj_Nodos + Ivalordl;

xxi := 250; yy1 := Trunc{(Trunc{(MaxY¥/2)%x0.10); tam2 := 15; opdS = * *: Vel

SetTextStyle(DefaultFont,.HorizDir,1);

OutTextXY(10,%ax¥-13,Chr(24)+" "+Chr(2Z5)+" '+Chr(26)+’ *+Chr(27)+’ = Kover
QutTextXY (150, Max¥-15,Chr(28)); OutTextXY(155,8ax¥-13,Chr(16)+" = Aceptar,

OutTextXY (255,Max?-13,*+/- = Velocidad del cursor');
SetTextStyle(SmallFont,BorizDir,4);
Repeat

op5 := ReadChar;

Putlmage(xxl,yyl ,Nodos™,X0rPut);

Case opb Of

Clip : If (yyl >= (Trunc{(Trunc(BaxY¥/2)x0.10)+Vel_Cur)) And (yyl <= A

{ 20, 301
yyl := yyl - Vel _Cur
Else Beep;

CDown : If (yyl »= Trunc(Trunc(MaxY/2)x0.10)) And (yyl <= HMaxY-tam2-T

{ 20, 302
¥yl := yyi + Vel Cur
Else Beep;
CRight : If (xx1 >= 5) And (xx1 <= MaxX¥-tam2-Rango-30-Vel_Cur) Then
xx1 := xx1 + Vel _Cur
Else Beep:
CLeft : If (xx1 >= 5+Vel_Cur) And (xx1 <= BaxX-tam2-Rango-30) Then
xx1 = xxi - Vel Cur
Else Beep;
ra? s If Vel _Cur <= 45 Then Vel _Cur := Vel Cur + 5
Else Beep;
r-r : If Vel _Cur >= 10 Then Yel_Cur := ¥el_Cur - 5
Else Beep;

Elze




1f op5 <> CEnt Then Beep;
End;
Putlmage(xx1,yy1,Nodos™,RormalPut);
Until op5 = CEnt;
If vajor3 = Nod Then numst := "Sumidero’
Else Str(valor3,numst);
OutTextXY{xx1,yyl+15,nusst);
Posilvalor3l.x := xx1; Posilvalor3l.y := yyi;
SetColor((;
SetTextStyle(DefaultFont,BorizDir,1);
OutTextX¥Y(10,8ax¥-13,Chr(24)+' *3Chr(25)+" *+Chr(26)+’ "+Chr(27)+" = Rover
OutTextXY(150,Max¥-15,Chr(28)); OutTextXY(155,8axY-13,Chr{i6)+’ = Aceptar,
CutText?Y(255,8ax¥-13,'+/- = Velocidad del cursor’);
SetTextStyle(SmallFont,HorizDir,4);
SetColor(GetNaxColor);
End;
If TiContAct]l = 0 Then SetLineStyle(Dottedin,0,NoreWidth?;
Line(Posifjl.x+7,Posil(jl.y+7,Posilvalor3].x+7,Posilvalor3l.y+7);
SetLineStyle(SolidLn,0,NormRidth);
If ContAct = NumAct Then opb := "S"
Else
Begin
Restangle(MaxX~Ranga+8, Trunc (MaxY/2),AaxX-Rango+64,Trunc(Trunc (8axY/2)*1.0
Repeat
opl := ReadChar:
Case opl OF
COp : Case op6 Of
'C" : Begin
opG = 'S”;
SetColor(0);
Rectangle (BaxX-Rango+8, Trunc (BaxY/2) ,BaxX-Rango+64
Trunc(Trunc(NaxY/2)x1.065)+cuadseld; { 200, 213 ]
SetColor(GetfaxColor);
Rectangle (BaxX-Rango+8, Trunc (Trunc (BaxY¥/2)x1.20) A
Trunc(Trunc(MaxY/2)%1.265) +cuvadsel);
End;




'0" : Begin
op6 := 'C";
SetColor(0);
Rectangle (NaxX-Rango+8, Trunc(Trumc(Rax¥/2)%1.10) K
Trunc(Trunc(ﬂax)/Z);l.IBB));
SetColor (GethaxColor);
Rectangle (NaxX-Rango+8, Trunc (BaxY/2) ,MaxX-Rango+64
Trunc(Trunc(MaxY/2)*1.065)); { 200, 213 }

End;
'S’ : Begin
op6 := 0"
SetColor(02;

Rectangle (MaxX-Rango+8,Trunc{Trunc(NaxY/2>*1.20) A
Trunc(Trunc(BaxY/2)#1,.2653};
SetColor (GethaxColor);
Rectanglie (MaxX-Rango+8, Trunc(Trunc(SaxY/2)%1.10) A
Trune (Trunc (Max¥/2)%1.165));
End;
End;
Clown : Case op6 Of
*C" : Begin
opB := "0";
SetColor(0};
Rectangle(MaxX-Rango+8,Trunc(BaxY/2) ,BaxX-Rango+64
Trune (Trunc(MaxY/2)#1.065)); { 200, 213 }
SetColor(GetMaxColor);
Rectangie (MaxX—Rango+8, Trunc(Trunc(Bax?/2)»1.10) .M
Trunc(Trunc(MaxY/2)#1.165));
End;
'0* : Begin
op6 = '5";
SetColer(0);
Rectangle(BaxX-Rango+8, Trunc (Truonc(BaxY¥/2)%1,103 1
Trunc(Trunc (NaxY¥/2)%1.165));
SetColor(GethaxColor);
Rectangle (MaxX~-Rango+8, Trunc (Trunc(Bax¥Y/2)%1.20) B




Trune(Trunc(faxY/2)%1.265));
End;
'S” : Begin
opB = "C";
SetColor(0);
Rectangie (BaxX-Rango+8, Trunc(Trunc(Nax¥/2}%1.20) 1
Trune(Trunc(Bax¥/2)%1.265));
SetColor(GetlaxColor);
Rectangle (MaxX-Rango+8, Trunc (Hax¥/2) ,BaxX-Rango+64
Trunc(Trunc(Bax¥/2)%1.065)>;{ 200, 213 1}

End;
End;
Else
1f opl <> CEnt Then Beep;
End;

Until (op6 In ["C','07,'S"1) And (opl = CEnt);
1f op6 = 07 Then J := j+1;

Case op6 Of
'¢" : Begin
SatColor(0);

Reetangle (MaxX-Rango+8,Trunc (MaxY/2) ,MaxX-Rango+64,
Trunc(Trunc(Bax¥/2)%1.065)); { 200, 2131
SetColor (GetNaxColor)s;
End;
'G" : Begin
SetColor(0);
Rectangle (BaxX-Rango+8, Trunc(Trunc (BaxY/2)%1.10) ,Max3~-Rango+64,T
SetColor(GetBaxColor);
End;
*§* : Begin
SetColor(0);
Rectangle (BaxX-Rango+8, Trunc(Trunc(BaxY/2)%1.20) ,MaxX-Rango+G4,
Trunc(Trunc(BaxY/2)%1,.265)); { 240, 253}
SetColor{GetBaxColor);
End;
End;



SetFillStyle(EmptyFill,GetBaxColor);
Bar (MaxX-Rango+2,2,MaxX-2,MaxY-2);
SetFillStyle(SolidFill,GetNaxColor);

End;
Until op6 = *S";
SetVisualPage(0);
End;

Procedure Gra;
Begin
CirScrg;
Pon_Nodos;
End;

Procedure Resuelve;
Begin
Centa 3= 15 Max := 03
For i:=1 To NumAct Do
Begin
If Wifil = 1 Then ES[il =0
Else
Begin
Bax := 0;
For 3j:=1 Te i-1 Do
If NILi} = HFLj] Then
If EFLj) > Max Then MHax
ES5E13 := Max;
End;
If N10i] = Conta Then
Begin
TEIRILi1] := Max:
Conta := Conta + 1;
End;
EF[i] := ESLi) + TLil;
End;

Max == 0;

¢

Pecsyalva
resuelve.

utilizando.

cPit

:= EF[3]1;



For j:=1 To NumAct Do
If Rod = NF[j3 Then
If EF[33 > Bax Then Bax := EF[3jl;
For j:=RumAct DownTo 1 Do
Begin
If NF{j] = Rod Then LFI[3] := Max
Else
Begin
Nin := Bax+1;
For i:=MumAct DownTo j+1 Do
If R1Li] = AF[3] Then
If LSILiY < Min Then Min := LS[il:
LFL3] == Min;
End;
LSi31
End;
TE[Rodl := LF[NumsActl;
For i:=1 To NumAct Do
Begin
TFIil := LFIiJ - EFI[il;
FFIil := TEINF[ill - TEIRILil] - TLiJ;
End;
End;

1

LFIj1 - TI[3);

o

Procedurse Sol_Texto; {Pfocedimienté,p@r&'o&géner:f
Begin el‘cuaérq'dé*fééélgcéﬁs?de?'
GlrScrs; la rute cri:‘i)c;qi?,'. . o w
GlrsSer; . T
Ver(II};
GotoXY(22,1); Write(” METODO DE LA RUTA CRITICA *); .
Ver (KN} ;
GotoXY(6,3); Brite(’Nodos');
GotoXY(17,3); Write(’T");
GotoXY(¢23,3); Write(’Actividad®);
GotoXY({35,3); Write(’ES");
GotoX7(42,3); Write('EF’);




GotoXY(49,3); Write('LS’);
GotoXY(56,3); Urite(’LF");
GotoXY(63,3); Write("TF’);
GotoXY(70,3); Write('FF");

13k = 1;
For i:=1 To NumAct Do
Begin
If TFIil = O Then
Begin
Ver(ll);

DIBLijk] := ACTIil;
RCLijk] := KI{il;
ijk = ijk + 1;
End;
GotoXY(5,5+1); Write(NI[il:z2);
GotoXY (9,5+i); Write(RFIlil:2);
GotoXY (16,5+i); Brite(TIil:z2);
GotoXY (26,5+1); Write(ACTLil);
GotoXY (34,5+1); Write(ESLil:=2);
GotoXY(41,5+i); Write(EF[id:2);
GotoXY(48,5+1); Urite(lS[il:2);
GotoXY(55,5+i); Write(LFiil:2);
GotoXY(62,5+i); Write(TFLil:2);
GotoXY(69,5+i); Write(FFLil:2);
Yer (AR); :
End;
RCLijk] := Rod;
Inter := 5;
For i:=1 To ijk-1 Do
Begin
GotoXY (i*Inter,23); Urite(’0-——0");
GotoXY (isInter+2,24); Urite(DIBLil);
GotoXY(i*Inter-1,22); Write(RC{iJ:2);
End;
GotoXY(ijk*inter-1,22); Write(RCLiijkl:2);
€ Readln;}



ClrSer;

End;
Procedure Sol_Grafica; {(Procediqiente con =1 cucl
Begin se dibujoe toda lo grd¥ica

SetActivePage(D); ClearViewPort;

Rectangle(l, 10, Maxk-1,Max¥-1); Line(1,Max¥-15,HKaxX-1,Nax¥~15);
{ Rectangle(MaxX~Rango,1,MaxX~-1,Hax¥-1); }
OutTextXY (Trunc (MaxX/2)-Trunc(TextWidth(* METODO DE LA ROUTA CRITICA ’)/2),

~3,” METODD DE LA RUTA CRITICA *);

GotoXY(22,1); Urite(® N todo de la Ruta Cr!tica *); }
DutTextXY(ll,Trunc(Trunc(ﬂax?/Z)*O.DSS),’lodos’):‘ {13 }
OutTextXY (58, Trunc(Trunc (NaxV/2)#0.065), ’Tiempo’); ODutTextXY (106, Trunc(Trunc(l
OutTextX¥ (184, Trunc (Trunc (Max¥/2)#0.065),’T. m s Pr¥x.”"); OubTextIV(134,Trunc(
*Inicio Act.’);{ 13 }
QutTextXY (260, Trunc (Frunc (BaxY/23%0.065),’T. ® s Prox.’); OutTextXY(260,Trunc(
*Fin de Act.’2;{ 13}
OutTextXY (336, Trunc (Trunc (BaxY/22%0.065),"T. = 5 Lej."); OutTextX¥(336,Trumc(T
*Inicio Act.”); { 13}
OutTextXY (406, Trunc(Trunc (Max¥/2)*0.065),’T.' m s Lej.”); OutTextXY (406, Trunc(T
'Fin de Act.’)5; { 13 )
OutTextXY (476, Frunc(Trunc (BaxY¥/2)%0,.065),Holgura’); OutTextXY(476,Trunc(Trunc
* Total"™>; €13} {263
OutTextXY (528, Trunc(Trunc (Max¥/2)*0.065),’Holgura’); OutTextXY(528,Trunc(Trunc
' Indep.’); {13 3 { 26 )}

-~

ijk == 1%
For i:=1 To NumAct Do
Begin
If TFI[il = 0 Then
Begin L )
Rectang]e(S.Trunc(Trunc(HaxY(Z)*O.15)+il13.573;Trunc(Trunc(naxY/2)*0.215)+
DIBLijk3 := ACTIil; S
RCLijk3 == NILi3:
ijk == ijk + 13
End; . .
Str(Nifil:z2,nis); Str(RFIil:2,nfs); Strthi]:ﬁ.ts): Str(ESLil:6,e55);




-

{
{
£

Str(EF[i1:6,efs); Str(LS[13
StrFFLil:6,ff2):
QutTextxY (13, Trunc
DutTextXY (58,Truné (Ir
ACTLiD); o 36 30°
OutTextXY(lsa Trunc(Trunc(HaxY/Z)
efs); { 30, 307}

6 1 s)-'Str(LF[x] 6 lfs)' Str(TFliJ:6,tfs) s

O‘Trunc(Trunc(H
106 Trunc(Trunc(H.

runc (Trune

GutTextRY (340, Trunc(Trunc(HaxY/2]!0._ : gnqkjfgnc

1fs); (30, 30 } o —

OutTextXY (480, Trunc(Trunc (Haxy/2)x0. 15’*.v ,tfs) 3 Frunc (Trunc

ffs¥; 4 30, 30 } - T
End;

RCLijk] := Rod;
Inter := B3
For i:=1 To ijk-1 Do
Begin )
GotoXY(ixIinter,23); Hrite(’ﬂ—---ﬂ’)'
GotoXY (ixInter+2,24); nrxte(DJB:zJ),‘l_,
GotoXY(ixlnter—1,22}; Hrlte(RC[l] 2),'
End;
GotoXY (ijkxInter-1,22); Brlte(RC[ijk] 23} ‘
Readln; : T
SetVisualPage(0);
Readin;)
SetVisuaiPage(0);}
ReadLn;}

ClearVieuPorts;

End;

Procedure Pon_Upciones; {(Procedimiente zon -2l cual

Begin se marcan las opclones y

SetTextStyle (DefauitFont,Horizlir,1); mediante gue Léq:)l.czsl

OutTextXY (10,MaxY-13,Chr(24)+* *+Chr(25)+° *+Chr(26)+’ ’+Ch§(27)+' = Nover
OutTextXY (150,Max¥-15,Chr{28)); DutTextXY(155,Hax¥Y-13,Chr(i6)+! = Aceptar,
OutTextXY (255,MaxY-13,"+/- = Velocidad del cursor’); '
SetTextStyle(SmallFont,HorizDir,4);



Repeat
opl := ReadChar;

Case opl Of
Clp H
Else
ITf opl <> CEnt Then Beep;
End;
Until (op6 In £°C’,’0%,'S”J) And (opl = CEnt);
End;
Begin
Grag

If (ContAct = NumAct) Then
Begin
Resuelves;
Pon_Opciones;
Sol_Grafica;
CloseGraph;
End;
End.

1 Fin del Programa CPH.PAS
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