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INTRODUCCION

En el estudio de los fenémenos fisicos nos encontramos con frecuencia sistemas oscilato-
rios, los cuales al ser excitados por una fuerza periddica externa pueden ganar energfa.
Por ejemplo, en el efecto fotoeléctrico, un electrdn es desprendido de una, placa de metal
por la excitaciéu de un fotén. Tales fendmenos se explican facilmente con ayuda de un
oscilador arménico con una fuerza de exitacion externa. Cuando se tiene que la fuerza de
exitacion tiene la misma frecuencia que la frecuencia natural del oscilador, se presenta el
fenémeno conocido de resonancia, que es cuando el oscilador arménico comienza a crecer

sin medida debido a la ganancia de energia que le suministra la fuerza de excitacidn,

Sin embargo, las oscilaciones no amortiguadas no sélo aparecen mediante una fuerza pe-
riddica externa, sino también por una variacién periddica de los pardmetros del sistema
oscilatorio. A esta excitacién de las oscilaciones se denomina resonancie paremélrica.
Como ejemplo podemos citar el balance de una persona en un columpio que regularimen-
te se acuclilla y sc levanta, variando periddicamente con ello la posicién de su centro de
gravedad, A manera de recordatorio de nuestranifiez, y a reserva de justificarlo més ade-
lante, la manera en que ganabamos altura en un columpio era cuando nos acuchilabamos

dos veces por cada oscilacién del columpio, como se muestra en la Fig 1.

@

©

N

Fig1

Sin embargo, el origen de la investigacién acerca de la resonancia paramétrica no co-
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mienza con el estudio del columpio, éste empezé cuando George William Hill (Nueva
York, 1838-West Nyack,1914), un astrénonio y matemitico estadounidense que trabaja-
ba como contador para la National Burean of Standards, decidid construir un esquema
del movimiento de la Luna que involucrara las pequefias anomalias presentadas por e-
fectos de la fuerza de atraccidn del Sol. Sus estudios sobre el movimiento lunar, que
llevaron a la introduceién de la érbita periddica (curva variacional de Hill), representa-
ron una contribucién fundamental al desarrollo de la Mecanica Celeste. Estudié también
los movimientos de Jipiter y Saturno, calculando sus cfectos sobre el movimiento de la
Luna.[EC]

Es facil notar la variacion periddica de los pardmetros de la que hablabamos al principio,
ya que la distancia del Sol a la Tierra no es constante, pero varia de manera peridédica
(por la periodicidad de la érbita de la Tierra). Como se vera en el capitulo 0, Hill obtuvo
una ecuacién diferencial que gobierna la coordenada normal al plano de la ecliptica para

la Luna:

7 |~
?l_T_2 + [Z qnehns} 7 =0.

De aqui que las ecuaciones genéricas de la forma

E§+Q(t)e=0, Q(t+T)=0q() (1)

se conozcan como ecuaciones de Hill. En particular la ecuacién de Hill que vamos a

trabajar en esta tesis se conoce como la ecuacién de Mathieu {

E+ (@ —20cos2t)z =0, (2)
como se verd en la seccién 0,7,

Es interesante hacer notar que la ecuacién de Hill la podemos encontrar en diversos
campos de la fisica, que va desde la Mecidnica Clisica con el columpio, hasta la fisica de
altas encrgias, para determinar drbitas en aceleradores de particulas,ICH ¥ (4=L] por esto

¢s importante estudiar este tipo de ceuacion y determinar sus propiedades.

1 Claudio Luis Mathieu (Macon, 1783 - Paris, 1875), fue un astrénomo y politico francés

quién se dedicd a la astronomia y a observaciones para el estudio del péndulo.
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Comos se puede apreciar de la ecuacidn (2), la ecuacién de Mathieu involucra dos
pardmetros, a y §. Estos pardmetros determinan la estabilidad de la solucién sin impor-
tar ta condicién inicial (excepto x(tg) = 0, (to) = 0). Por esto, gran parte de nuestro
estudio estd encaminado a determinar qué puntos del espacio (a, #) nos dan soluciones

acotadas o no acotadas, y dentro de las acotadas qué puntos nos dan soluciones periddicas

¥y cuales no.

Como se verd en el capitulo 2, estos puntos determinan curvas, es decir, no estdn puestos
de manera aleatoria en el plano. En otras palabras, los puntos que nos determinan
soluciones periddicas de la ecuacién (2), estdn puestos en curvas como puede apreciarse
en la Fig 2. Ya que estas curvas no aparecen en la literarura las denominamos como

curvas de periodo fijo.

1 T T
e —
70t \ ’ '

60 |-

80 T T T

1

-50 -40 -30 -20 -10

Fig 2

Se puede decir todavia mils sobre estas curvas: las que nos dan soluciones 7 y 27 pe-

riodicas de la cenacion de Mathien, dividen ol plano (o, #) en dos regiones, una que nos



da soluciones acotadas (estables) y otra que nos da soluciones no acotadas (inestables),

como se muestra en la Fig 3. Esta curvas son conocidas como las curvas de transicidn,

plano fase de un
punto inestable 0]
]
[N
»l.ll..l
uz s §

‘20
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Fig 3

Es conveniente hacer énfasis, que la lave para el estudio de la ecuacidn de Mathieu

se encuentra cn el teorema de Floquet, el cual nos dice que si tenemos un sistema de
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ccuaciones

X = A()X; con A(t+T)=A(t), |

entonces la matriz fundamental tiene la forma

®(t) = P(t)e!? (3)
donde P(1) es una matriz no singular de periodo T' y R es una matriz constante.

Esto nos permite caracterizar la estabilidad que nos entrega un punto (a, 8), asf como
obtener propiedades sobre los multiplicadores y exponentes de Floquet, ver seccién 2.1.

Expresando la solucién de la ecuacién de Mathien en series de Fourier

z(t) = Z bme™, (4)

m=—o0
se obtienen relaciones de recurrencia para los coeficientes, que nos dan expresiones para
las curvas de transicién y para las curvas de periodo fijo. De esta manera se obtienen
propiedades sobre estas curvas tales como analiticidad, paridad, forma, cruces con los
ejes, etc.
El material expuesto aqui tiene la particularidad de ser autoconsistente, de estar en un
lenguaje mds sencillo que el de la literatura usual, contando ademads con demostraciones

de propiedades sobre las curvas en el espacio (@, §) que normalmente no aparecen en ésta

y algunos resultados que parecen novedosos en su planteamiento.

El capitule 0, tiene como propodsito hacer una resena histérica del problema de los tres
cuerpos, presentando las ideas cambiantes sohre el sistema solar en el transcurse de la
historia, hasta llegar a Newton y plantear el problema de los tres cuerpos restringido de
la manera mds cercana o como lo hizo Hill, concluyendo con la ecuacidén que lleva su

nombre. Se ohtiene también la ecuacidn de Mathicu a partir de un péndulo con longitud

variable.

El capitulo 1 se propone dar las herramientes matesdticas minimas necesarias para seguir
adelante, se introduce a la teoria de los sistemas de ecuaciones diferenciales linenles,
haciendo especial énfasis en la reduccion a la forma candnica de Jordan, a la cual se le

dedica un apéndice. Mds importante todavia, y siendo la parte medular de este trabajo, es
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la teorin de Floguet, que consiste en obtener propiedades de las soluciones de los sistemas

lineales con cocficientes periddicos.

El capitulo 2 cstudia la ecuacién de Mathieu, estableciendose una divisién del plano (a, 8)
en regiones de cstabilidad e inestabilidad y se obtienen propiedadeé sobre las curvas de
transicion de estas dos regiones, como analiticidad, paridad, forma, origen, ctc. Tales
propiedades se obtuvieron a través de poner estas curvas en fracciones continuas y en
expresiones con operadores. Se estudian también las curvas en la zona estable que nos
dan periodo fijo y, al igual que las curvas de transicién, se establecen propiedades de
analiticidad, forma, origen, etc., asi también se ven otras propiedades importantes como
la foliacién de la zona estable por curvas de periodo fijo. Se estudia el método de Poincaré-
Linstedt y se obtiene una expresién para la frecuencia de las soluciones periédicas en
términos de B. Por dltimo, siendo importante para saber el comportamiento para f8’s
grandes, se analizan los cruces de las curvas de transicidn con el cje § y el comportamiento
agintdtico para § — oo,

El capitulo 3 consta de resultados numeéricos, donde se ponen los métodos para construir
tanto las curvas de transicién como las curvas de periodo fijo. Se tiene ademas las gréficas
de las primeras curvas de transicidn y de algunas curvas de periodo fijo para periodos
chicos. Se pone una breve descripeion de los algoritmos numéricos que se utilizan. Se hace
ademés un desarrollo con el método de perturbaciones hasta orden 8 con ayuda de un
manipulador algebraico, y sc comparan los resultados con los obtenidos numéricamente.

Por 1ltimo se obtienen algnnas curvas con ¢l método de Poincaré-Linstedt y se comparan

con los resultados numéricos,

El propdsito del capitulo 4, es dar un par de aplicaciones, una consiste en determinar
la estabilidad para un sistema periddico con N grados de libertad y la otra aplicacién
consiste en analizar la estabilidad de un satélite puesto en drbita, el edpitulo termina con

las conelusiones de la tesis.
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ANTECEDENTES

FISICOS HISTORICOS

<< Todos vivimos bajo el
mismo cielo, pero ningunc

tiene el mismo horizonte >>.

Konrad Adenauer (1876-1967)

canciller alemédn.
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La humanidad ha tenido que seguir un dificil camino en la comprensién del Universo y
de manera particular del sistema solar. El estudio de éste ha tenido lugar desde tiempos
remotos, y de alguna manera siempre marcado por las corrientes filosoficas y religiosas
de la época. Los griegos crefan que los plenetas se tenfan que mover en la trayectoria
de mayor perfeccién, el circulo, y ésta idea no se abandoné sino hasta el siglo XVI con
la llegada de Kepler y Newton. Kepler establecid en su primera ley que las trayectorias
de los planetas son elipses y Newton con su teoria de la Gravitacién Universal dié una
explicacién del fenémeno (dos cuerpos). Sin embargo, el mismo Newton se dié cuenta de
lo complicado e imposible que puede ser el estudiar el problema de los tres cuerpos.

En la observacidn del movimiento de la Luna, se encuentra, haciendo delicadas observa-
ciones, que ésta no se mueve realmente sobre una elipse. La causa principal de esto es la
fuerza gravitacional del Sol, y no fue sino hasta fines del siglo XIX que Hill establecié un
método para poder tratar el problema de los tres cuerpos restringido.

El propdsito de este capitulo es hacer una breve descripcidn de la evolucién en las ideas de
concepeion del Universo, asi como un reconocimiento a los protagonistas mas importantes
en ésta. La primera parte del capitulo (seccién 0.1 a 0.3}, la cual fue tomada de las partes
Ay B (caps 1-11) del libro de Gerald Holton ([Ho}), trata la parte historica del problema,
signiendo las teorias y maneras de pensar de la época. La segunda parte consite del
tratamiento matemético al problema restringido de los tres cuerpos, y la deduccién de la
ecuacién de Mathieu pare el péndulo con longitud periddica variable.

0.1 EL, CIRCULO: TRAYECTORIA DIVINA

0.1.a Teoria geocéntrica

Pare fijar un punto de partida, situémonos en la posicidn de la comunidad cientffica
de vanguardia del mundo antiguo unos 400 afios a. de C., en Atenas. Aunque los
instrumentos opticos tardaron todavia 2000 afios en aparecer, la simple observacién del
cielo nocturno habia proporcionado los datos e interpretaciones suficientes respecto a
los movimientos de los cuerpos celestes. Por las observaciones realizadas desde distintos
puntos de la superficie terrestre podia deducirse que a béveda celeste era como una gran
csfera rodeando a la Tierra.

Se cuenta que Platén (siglo IV a. de C.) planteaba a sus alumnos un problema en estos
términos: Las estrellas —consideradas como eternas, divinas e inmutables- se mueven
alrededor de la Tierra dando una vuelta por dia como puede verse, y segiin la trayectoria
de mayor perfeccién: el cireulo. Pero hay algunos cuerpos celestes que, si los observamos
durante un afio, aparecen como errando, casi en desorden, por el cielo, recorriendo tra-
yectorias anuales de una irregularidad desconcertante. Estos son los planetas. Tomando
d~ este movimiento circular como axioma,(’t}:émo podenos interpretar las observaciones del
4 mov@ento planetario?

Platén y su escucla entendia que una teoria fisica es inteligible solamente en razén de

11
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concepciones mc(.aflsxcas i

Estos intentaron construir un sistema del Umvelso de acuerdo con el axioma del “movi-
miento umforme ordenddo", es decir, de un sistema que permitiera a los objetos celestes”
moverse sélo en ‘movimientos cuculmes uniformes (constantes) o en combinaciones de
vcmos de estos movxmleutos (ver Fig 0. 1)‘ lo cual traJo muchas complicaciones. -

Fig 0.1

Eudoxio —alumno de Platén~ establecid que serfan necesorios veintiseis movimicentos u-
niformes simultdneos para el conjunto de los siete cuerpos celestes. Otros propusicron
abandonar la hipdtesis de que el Sol y los planetas se mantenian fijos sobre esferas cclestes
~lo cual significaba que deberian permanecer siempre a la misma distancia de la Tierra-
y desarrollardn las combinaciones mis complicadas de circulos.

;, Es tarea Ginica del astrénomo (o de cualquier cientifico) limitarse a la construccién de sis-
temas matemalicos que concucrden con las observaciones realizadas, independientemente
de su artifiosidad? ;Estd su trabajo terminado cuando puede “ajustar los datos”, o debe
él buscar una explicacion fisicamente posible de la forma en que trabaja la Naturaleza?

Una respuesta clara a esta cuestién fue dada por Aristdteles (384-322 a. de C.). Los
escritos de Aristételes sobre cosmologia estaban intimamente integrados en su filosofia.
Aristoteles unificd en un esquema conceptual elementos que estan ahora separados en
distintos componentes: cientificos, poéticos, teoldgicos, éticos. Precisamente, por concen-
trar su teoria del Universo en la comprensién fisica mis que en el cileulo matensitico,

aquélla fue ampliamente adoptada, especialmente en el periodo medieval, poco antes del
nacimiento de la ciencia moderna.

JEn qué cousiste el Universo? Siguiendo una creencia entonces corriente, Aristdteles
postuld que la materia, dentre de nuestro alcance fisico (cognitivo), es una mezcla de
cuatro clementos: ticrra, agua, aire y fuego.

El término metafisica se usa aqui en un sentido determinado: se refiere a la discipling en
la cual se investigan los principios del conocimicnto o del ser en términos de conceptos
intuitivos y “autoevidentes”, de la “experiencia diaria” y de analogias.

12



Un segundo postulado prescribia que cada uno de estos cuatro elementos tenia tendencia
acusada de alcanzar sn “estado natural” de reposo: la Tierra al fondo (o centro del
Universo), a continuacion el agna y el aire, y, finalmente el fuego en su parte superior.

Un tercer postulado afirmaba que el movimiento real de un objeto viene determinado
por la tendencia del elemento presente en mayor abundancia. Asi, la conducta del vapor
que se eleva de un vaso en ebullicién, se explica por el movimiento ascendente debido
al la introduccién del elemento fuego en el agua que se calienta; al enfriarse, el vapor
abandona su fuego y, entonces, el elemento predominante, agua, se asegura asi mismo y
la humedad condensada se precipita ocupando su lugar natural abajo.

Una consecuencia de este punto de vista es que el movimiento de un objeto hacia arriba
o hacia abajo de su lugar natural, viene gobernado por el equilibrio de sus elementos
constituyentes, de tal manera que la velocidad de movimiento debe ser proporcional a la
cantidad del elemento predominante,

Aristdteles también postuld que estos cuatro elementos se encontraban sélo en dominio
terrestre o “sublunar” (debajo de la Luna). Maés alld, existe una clase de elemento
complctamente distinto: ¢l éter *, del cual estaban constituidos los cielos. Mientras los
cuatro elmentos terrestres estaban siempre sometidos a procesos de cambio ~“generacidn
y corrupcion” en la frase de Aristoteles—, el éter es por definicién puro e inmutable, Tiene
su propio movimiento natural apropiado a su naturaleza, movimiento sin principio ni fin
y que se mantiene siempre en su lugar natural: “movimiento circular”, Asi, el uso de
circulos parn explicar los movimientos de los cuerpos celestes, como fue sugerido por
Platdn, no es simplemente una consecuencia matemdtica: era una necesidad filoséfica en
¢l sistema de Aristételes.

Ma4s alla de la mayor esfera (donde estaban enbebidas las estrellas) esta el divino “mévil
primario”. El inévil primario gira la esfera estrellada con ritmo regular; este movimiento
se transfiere por friccién, con alguna pérdida, a las esferas de los planetas mas externos
¥, por tanto, a las esferas del Sol y de los planetas mas internos.

Sin embargo, algunas de las caracteristicas de facil observacion en el firmamento, queda-
ban sin explicacién en el sistema de Aristételes. Notable era el hecho de que el Sdl, la
Luna, Venus, Marte y Jupiter aparccieran a veces mds brillantes o mds proximos, y otras
veces mis alcjados de la Tierra. Atinque Aristoteles se did cuenta, quitd importancia a
este simple pero fatal arguinento.

También conocido como “quinta esencia” del término latino “quinto elemento”. El éter
procede de una palabra griega. que significa quemar o inflamar.
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. Fig 0.2

Las modificaciones introducidas después de Aristételes fuerén a menudo ingeniosas, y
sirvieron para explicar algunas de las dificultades del primitivo sistema geocéntrico de
esferas concéntricas. Con estas modificaciones fue posible explicar el que los plunctas
tuviesen distancias variables o la Tierra considera atn como inmdvil. Entre los As-
trénomos que hicicrdn éstas contribuciones se encucntra Apolonio, Hiparco y, flualmente
Claudio Ptolomea {siglo 1T a. de C.), él cual Lizo las siguientes suposiciones:

a) Movimienta cacénirico. Sila Tierra no estuviese exactamente en el centro de rotacién
de un cuerpo celeste, éste se moveria seglin una trayectoria excéntrica respecto a la Tierra
y su distancia 2 la misma variaria en el transcurso del tiempo. Este sistema explica ¢l
movimiento aparente anual del Sol.

Fig 0.3

b) Mouvimiento ¢n epiciclos. La Fig 0.3 representa un objeto P (tal como el Sol o un
planeta) dotado de dos movimientos simultaueos uniformes de rotacion. Un movimiento
circular de P alrededor de D, ¥ un movimiento circular de D alrededor de O, El circulo
pequedio es un epiciclo y el efreulo grande se lama deferente. Los dos movimientos pueden
tener velocidades, direcciones y radios independientes (ver Fig 0.4).
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Notemos lo que se ha retenido y desechado de Aristdteles y Platén en la concepeidn de
Ptolomeo de epiciclos y movimiento excéntrico. Todavia se hace uso del movimiento
circular uniforme y de la Ticrra en reposo. No sc hace hincapié en el esquema de las
esferas rotatorias ~todas concéntricas en la Ticrra — sobre las cuales se hallan fijos el
Sol, la Luna y los planetas. Tampoco se requiere que todas las rotaciones tengan como
centro la Tierra. Este cambio es todavia més evidente cuando vemos que Ptolomco
tuvo necesidad de afiadir ain otro artificio , el ecuante, para representar de modo mis
adecuado ciertas caracter{sticas del movimiento celeste.

¢) Bl ecuante. El Sol se mueve la mitad de su trayectoria a través de las csircllas (es
decir, 180° en un ciclo completo de 360°) eutre el equinoccio de primavera (21 de marzo)
y €l equinoccio de otofio (23 de septiembre). La otra mitad de su trayectoria se completa
entre el 23 de septiembre y el 21 de marzo. Asi, el Sol parece moverse un poco msgs
lentamente durante el verano y un poco mis rapido durante el invierno; en verano tarda
seis dias mds en cubrir la misma distancia anguler (inedida respecto a la esfera celeste)
que en invierno,

P
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El hecho no podia explicarse por cualquier combinacién de esferas rotatorias o epiciclos,
ya que, en todo caso, se supone que la velocidad de movimento circular es constante,

Dificultades semejantes —~pero menos obvias- surgen al intentar explicar los movimientos
planctarios,

El artificio del ecuante de Ptolomeo puede verse en la Fig 0.5. Un objeto P se encuentra
en movimiento ciclico alrededor de D, el cual, a su vez, se mueve simultdneamante en un
circulo centrado en Q. Si éste esquema fuera puramente epiciclico, la Tierra estaria en O,
Si fuese una mezcla de movimiento epiciclico y excéntrico, la Tierra estaria en cualquier
otro lugar de la linea AA’, por ejemplo en E. Hasta aliora, el movimiento de D ha sido
especificado como un movimiento uniforme con respecto a Q. Pero para que el sistema de
DPtolomeo se ajustase a ciertos movimientos planetarios fue necesario, en algunos casos,
hacer que D girase uniformemente con respecto a un punto Q lamado ecuante; esto es,

habia que considerar que el Angulo DQA variaba con razon constante mientras D daba
una vuelta completa.

Con la adopcién de este nuevo artificio, no existia ningin punto respecto al cual el
movimiento de D fuera, a la vez, uniforme y circular. Su movimiento es uniforme visto
desde Q, y circular visto desde O.

Para aquellos astrénomos que sélo estaban intercsados en salvar las apariencias, cs decir,
en establecer un sistema que proporcionase predicciones exactas de todos los fendémenos
celestes, era un brillante éxito. Pero cuantos deseaban un sistema compatible con los
principios filoséficos generales, tales como la necesidad de un movimiento circular unifor-
me, se¢ sentian defraudados con el cardcter artificial del ecuante. ; Cudl es el criterio mds
importante para una teoria cientifica: exactitud o intelegibilidad?

El mismo Ptolomeo consideraba que su sistema estaba basado en una serie de hipdtesis
razonables que cualquicr lector podia aceptar, incluso aunque no pudiera seguir todos lo
detalles de los cdleulos. En su gran trabajo, que a través de las traducciones drabes llegd
a conoccrse con el nombre de Almagesto, establecié las siguientes hipétesis:

1. Que el cielo es de forma esférica y tiene un movimiento de giro.
2. Que la Tierra, considerada como un todo, es también de forma csférica.

3. Que estd situada en medio del cielo como su centro.

4. Que por razén de sus dimensiones y distancia a las estrellas fijas, la Tierra se comporta
frente a esta esfera como si fuera un punto.

5. Que la Tierra no participa en ningin movimiento,
Implicita cn su trabajo estd también la vieja —pero ahora algo distorsionada doctrina-

del movimiento circular uniforme como la tinica conductora imaginable de los objetos
celestes,
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Fig 0.6

Ajustando los respectivos ejes, direcciones del mavimiento, velocidades y radios de rota-
cién, el mimero de epiciclos, excéntricos y ecuantes a las trayectorias observadas a manera
de patrdn, Piolomeo establecié un esquema que fue (til para astrénomos y navegantes
durante mdas de catorce siglos. Fue la respuesta original de Platon, y representa una
magnifica obra naestra llevada a cabo por un hombre de habilidad extraordinaria.

Pero la complejidad de este esquema también era extraordinaria, y observaciones poste-
riores requerian la modificacién del modelo de tiempo en tiempo y requerin de mis de
sesenta movimientos simultaneos para los siete cuerpos celestes. Sin embargo, este sisteina
tuvo gran aceptacion cuando llegd a conocerse, ya que daba una descripeion precisa de
lo que podia observarse con los instrumentos de la época; servia entonces para predecir
futuras posiciones de los cuerpos celestes ~aunque fuesen necesarios caleulos luboriosos-,
y estaba de acuerdo con la doctrina filoséfica y fisica de los griegos y tenia “una apariencia
de sentide comun”. No es dificil sentir la sensacién de que realmente “vemos” al Sol y
las estrellas moviéndose alrededor nuestro, y es razonable pensar que nos encontranos cn
una Tierra inmdévil y fija.

0.1.b Teoria heliocéntrica

Nuestro estudio nos lleva ahora a la Europa del Renacimiento, alrededor del afio 1500
d. de C. La teor{a astrondémica no habia progresado de un modo considerable desde
Ptolomeo. Santo Tomas de Aquino (1225-1274) habia unido las ideas aristotélicas de los
movimientos celestes con la teologia cristiana. Asi, la teoria geocéntrica habia alcanzado
cicrto significado en funcion de la doctrina flosdfica de la época; poner la primera en tela
de juicio, significaba atacar la segunda, y hasta entonces no habia aparecido nadie que
pensara que ello era necesario, o que tuviera la osadia de batallar seriatente contra tan
formidables aliados.

Pero el espiritu estaba cambiande; los movimientos renacentistas se extendion desde Italia
barriendo el mundo oceidental y, dentro de pocas generaciones, surgirfa un nuevo ideal
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de hombre, lleno de curiosidad y entusiasmo por explorar el mundo natural. La invencién
de la imprenta permitio el flujo de ideas y esto aumentd la audiencia ripidamente.

El afio que se descubrié el Nuevo Mundo, Nicolds Copérnico (1473-1543) era un joven
estudiante en Polonia. Durante su vida observo en el vicjo mundo grandes cambios
culturales, Y sc dice que el mismo dia que murié vib impresa la primera copia de su libro
Revoluciones.

Copérnico se ocupd del viejo problema de Platdn: la construccién de un sistema plane-
tario por combinacién del menor nimerc de movimientos circulares uniformes. Lejos de
ser un revolucionario que buscaba reemplazar teorias tradicionales por una nueva radi-
cal, él deseaba eliminar algunas de las innovaciones que Ptolomeo habia introducido, en
particular el ecuante descrito anteriormente, y volver a los principios establecidos por los
primeros astrénomos griegos.

Copérnico tuvo mucho cuidado al afirmar que su propuesta de un modelo heliocéntrico
-dejando que la Tierra y los planetas girasen alrededor del Sol fijo- no era una ides nueva,
sino sancionada por algunas autoridades de la Antigiiedad.

Las primeras idcas de Copérnico comenzaban atacando cl ecuante de Ptolomco:

<<...Las tcorias planetarias de Ptolomeo y otros muchos astronomos, aunque consistentes
con los datos numéricos, parecen... presentar no pocas dificultades. Puecs estas teorias
no son adecuadas, a no ser que se introduzcan los ecuantes, y entonces aparece que un
planeta no se mueve con velocidad uniforme ni sobre su circulo ni alrededor del centro de
su epiciclo. Un sistema tal no parece ser ni suficientemente absoluto ni suficientemente
aceptable >>.

<<Conciente de tales efectos, empecé a considerar si podia encontrar una disposicién de
circulos mas razonable y de la cual pudieran deducirse las aparentes desigualdades y que
todo se moviese alrededor de un centro propio>>.

Para Copérnico, cualquier tipo de movimiento distinto del circular era obviamente impo-
’ . . . ’

sible. Estos argumentos eran del mismo tipo que los aportados por Aristoteles, excepto

que para éste, la inmovilidad de la Tierra cra igualmente obvia.

« Thnets

Treres

Fig 0.7
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Copérnico arguy 6 entonces que, s1tuando el Solyno la Txex raen el ccnhlo podm constl uir

un sistenia més razonable de circulos. Mas tarde cscrlbm en las I?cnolucwncs que “esta
idea la habia encontrado leyendo los clisicos:

<<.. de acuerdo con Cicerdn, Nicetas mantenia que la Tierra se movia ... de acuerdo
con Plutarco, nuchos otros (incluyendo a Aristdrco) también habfan mantenido la misma
opini6én... Cuando concebi por ellos la posibilidad de que ésio fuera asi, comencé a
meditar sobre el movimiento de la Tierra. Y aunque me parece una opinién absurda,
como sabia que ofros antes que yo se habian tomado la libertad de suponer circulos que
ellos elegian para demostrar las observaciones relativas de los cuerpos celestes, consideré
que s¢ me podia permitir suponer algiin movimiento de la Tierra y tratar de descubrir
mejores demostraciones de las revoluciones de los cucrpos celestes... Encontré, después
de muchas largas observaciones que, si al movimiento de los otros planetas se le sumase
los de al Tierra (rotacién sobre su eje y rotacién alrededor del Sol)... no solamente se
explica el comportamiento aparente de otros planetas, sino que el sistema conectaria de
tal modo los érdenes y dimensiones de los planctas en sus drbitas y de todo el cielo>>.

Es digno destacar que el problema tenia aspectos teoldgicos ademas de los astronémicos,
y que Copérnico fue candnigo de la Iglesia Catdlica Romana. Cuando dedicd su libro
Acerce de las revoluciones del mundo celeste, al papa Paulo 111, Copérnico sugirié que
sus resultados podian servir de alguna ayuda a la comunided eclesidstica. En conexidn con
el problema del calendario, el sistemna de Copérnico fue usado, en efecto, en los caleulos
astrondmicos que sirvieron de base al calendario Gregoriano. Pero ésto no significaba,
necesariamente, que la Iglesia aceptase las hipétesis fisicas —en particular el movimiento de
la Tierra~ a partir de los cuales se habia desarrollado el sistema de Copérnico; simplemente
se admitia que se trataba de un sistema mds eficaz para hacer los céleulos.

Fig 0.8

Para Copérnico, como para la mayoria, ¢l mundo observable no era sino un simbole
de la actividad de la mente divina, La anmonia y el orden de su trabajo frente al de
Ptolomeo reflejaba la idea del Divino Arquitéeto. Encontrar una simetrin y orden en el
caos aparente era para ¢l un acto de reverencia , una prueha indudable de la actividad
de nna deidad. Se hubiera sentido aterrorizado si lubiera sabido que su teoria habfa de
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ser, en iiltimo término, la responsable de la separacién entre la Ciencia y la Iglesia en
tiempos de Galilco,

0.2 MOVIMIENTO ELIPTICO

La teoria del movimiento planetario se desarrolla ahora con inusitado impulso. Nos encon-
tramos alrededor del afio 1600 d. de C. El Renacimiento y la Reforma estdn pasando. El
sistema de Copérnico era seguido por unos pocos astronomos que comprendian las venta-
jas del cdleulo que ofrecia pero no tomaban en serio sus implicaciones fisicas y filoséficas.
A través de este silencio se levanté una voz, el panteista } antiortodoxo Giordano Bruno,
evangelizando a Copérnico, viajé por toda Europa anunciando que los limites del Univer-
so estaban infinitamente alejados y que nuestro sistema solar es simplemente uno entre
los infinitos que existen. A causa de las distintas herejias pronunciadas, fue juzgado por
la Inquisicién y quemado en el patibulo en 1600.

Bl astrénomo danés Tycho Brahe (1546-1601), fue el primer hombre desde los griegos que
aportd mejoras en lag observaciones astronémicas, paso casi toda su vida en la paciente
observacién de los movimientos planetarios con una precisién superior a medio minuto
de arco, mnds de veinte veces superior a los de Copérnico, cuando el telesedpio no se habia
inventado. ‘

Despties de la muerte de Tycho, su colega alemdn Johannes Kepler continud sus observa-
ciones y, especialmente, el andlisis de la gran cantidad de datos recopilados. Para Kepler,
ain més que para Copérnico, la directriz de la mente divina cra lo gecométrico y las rela-
ciones matemdticas que venian expresadas en las caracteristicas del modelo heliocéntrico.

Al intentar ajustar los nuevos datos a la érbita de Marte, en el sistema de Copérnico
con movimiento circular uniforme {(aunque se usasen ecuantes), Kepler halld, después de
cuatro aflos de labor, que esto no podia hacerse. Los nuevos datos colocaban la drbita
justamente ocho minutos fuera del esquema de Copérnico. Copérnico no podia haber
dado importancia & esto, porque sabia que sus observaciones tenian errores dentro de este
marget. Pero Kepler sabia que ¢l ojo infalible de Tycho y sus soberbios instrumentos,
daban medidas con un margen de error menor que estos ocho minutos. Con la integridad
que ha de considerarse como actitud caracteristica del cicntifico, frente a los hechos
cuantitativos, Kepler no quiso ocultar, con hipétesis convenientes, esta fatal diferencia.
Para él, estos ocho minutos significaban, simplemente, que el esquema de Copérnico,
fallaba pura explicar el movimiento real de Marte cuando las observaciones de aquel
movimiento se hacian con suficiente precisién.

Kepler debié quedarse anonadado con este descubrimiento, pues, después de todo era
un copernicano convencido. Después de algunos afos por intentar rescatar la teoria de
Copérnico, termind finalmente por desechar la premisa que ligaba ¢l sistemna de Copérnico
mads explicitamente a las doctrinas de la antigua Grecia. Cuando Kepler estaba estudian-
do las trayectorias de los planetas segin la imagen heliocéntrica, se le ocurrié que podia

1 Sistema de los que identifican a Dios con el mundo.

20



corresponder a una figura, la elipse, cuyas propiedades ya eran conocidas de los ma-
temiiticos del siglo 11 a. de C. Por lo tanto, si se admitia que la elipse era la trayectoria
natural de un planeta, sc obtenia un esquema geométrico del mundo, de gran simplici-
dad, en el cual todos los planetas se mueven en drbitas elipticas, con el Sol en uno de sus
focos. Esta <<ley de la érbitas elipticas>> es una de las tres grandes leyes de Kepler
del movimiento planetario, generalmente conocida como su primera ley.

(=]

Fig 0.9
Kepler sabia que necesitaba una relacién matematica entre la velocidad de un planeta en

una posicién de su 6rbita y la velocidad en cualquier otra posicién, el resultado final de
estudiar esto le dié su segunda ley

t o 4rea barrida por la linea planeta-Sol.

Peribelio

Fig 0.10

la primera y la segunda ley de Kepler fuerdn publicadas juntas en 1609 en su Astro-
nomie Nowva (Nucva Astronomia), Pero Kepler atn estaba insatisfecho con un aspecto
de sus descubrimicentos: no se habia halludo ninguna relacidn entre los movimientos de
los distintos plinetas. Ni habia algnna razén por la que pudiese esperarse que existiese
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tal relacién. El largo y cansado esfuerzo que hizo tuvo su recompensa al encontrar su

tercera ley, que establece que si T es el periodo de un planeta dado, y R el redio medio
de su Orbita, entonces }

T = K(RY,

donde I es una constante que tiene el mismo valor para todos los planetas. Por ejemplo,
si T2 /(R)® es el mismo para todos los planetas, podemos calcular su valor numérico para
uno de ellos {para la Tierra Tg= 1 afio, Rg = 15 x 107 Km) y, por lo tanto, siempre
podemos calcular el valor de T para cualquier otro planeta si se conoce R,y viceversa.

La manera de abordar los problemas fisicos por parte de Kepler fue tomando una nueva
actitud ante los hechos. Hay que destacar su intento fructifero en formular las leyes
fisicas en forma matemdtica, en el lenguaje de la gcométria y el dlgebra. Desde entonces,

después del periodo de Kepler, la ecuacidn se desarrolla, naturalmente, como e} prototipo
de las leyes en las ciencias fisicas.

En este sentido, la ciencia de Kepler fue totalmente moderna; é1, més que ningun otro
antes, se inclinaba ante el drbitro implacable y supremo de toda teoria fisica, a saber: la
evidencia de la observacién realizads de un modo preciso y cuantitativo,

Uno de los pocos amigos y compaiieros cientificos con que Kepler tuvo correspondencia
e intercambio de noticias de los tltimos descubrimientos, fue Galileo Galilei (1564-1642).
Aunque la contribucion cientifica del italiano a la teoria del movimiento planetario no
fuese, desde el punto de vista cuantitativo, tan buena como la de Kepler, Galileo es
una figura clave en el campo de la astronomia. En cierto sentido, Kepler y Galileo se
complementaron uno al otro al preparar al mundo para una aceptacién completa desde
el punto de vista helicéntrico: el uno, estableciendo los fundamentos cientificos con su
trabajo astrondmico; el otro, combatiendo las objeciones dogméticas y ayudando, con sus
trabajos sobre Mecdnica, a derrotar toda la estructura de la fisica escoldstica en la que
se apoyaba la antigua cosmologia.

Fue Galileo, més que ningin otro hombre, quien desafié la fertilidad de la antigua inter-
pretacidn de la experiencia y enfocd la atencién de las ciencias fisicas en los conceptos
preductivos {tiempo y distancia, velocidad y aceleracién, fuerza y materia) y no en las
cualidades o esencias, iltimas causas o armonias que fuerén todavia la motivacién de
Copérnico y, a veces, €l éxtasis de un Kepler.

En 1610 Galileo publicé un pequefio libro titulado Sidereus Nuncius, que podria traducirse
como Mensajero Celestial. En él anuncia los descubrimientos que habia hecho con su
telescopio:

1) El planeta Jipiter tiene cuatro planetas mis pequefios que giran a su alrededor. Més
tarde fuerdén llamados satélites por Kepler y otros astronomos. Esto era un gran golpe
a las ideas tradicionales por dos razones: Primero, muchos filosofos estaban plenamente
convecidos de que existian siete cuerpos celestes (no contando las estrellas), segundo,

t El valor de R es la mitad del eje mayor. La mayoria de las orbitas son casi circulares, de
modo que R es el radio de las circunferencias.
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mientras todos los restantes objetos aparecian girando alrededor de la Tierra, los satélites
de Jipiter, lenta pero claramente, giraban alrededor de Jupiter; por lo tanto la Tierra no
era el centro de rotacion de todos los cuerpos del Universo.

2) Segin las observaciones telescdpicas, la superficie de la Luna no era suave, uniforme
y precisamente esférica como creian un gran nimero de fildsofos, sino desigual, rugosa
y Uena de cavidades y prominencias, lo mismo que la superficie de la Tierra, recorrida
por cadenas de montafias y valles profundos. Galileo alude aqui al hecho de que la
misma serie de doctrinas que defendieron el sistema geocéntrico como el tinico posible,
también requerian que los objetos celestes fuesen “perfectos” —esféricos y sin manchas—,
sin embargo él podia ver no sdlo montafias en la Luna, sino también manchas en el Sol.

3) Las estrellas fijas no aparecen mayores cuando se observan a través del teleseépio, a
lo que Galilco le atribuyé la propiedad de estar infinitamente alejadas.

4) La Via Lictea, que aparece como una regién continua de luz al ojo desnudo, se resuelve
mediante el telescopio en muchas estrellas individuales.

Los escoldsticos en lucha con los nuevos partidarios de Copérnico, estaban convencidos,
de que la teoria heliocéntrica, ademds de sus errores teoldgicos, era falsa y en contra-
diccidn con el sentido comiin y las observaciones. Al ser condenado por la Inquisicidn,
al mismo tiempo que se le prohibid ensefinr Ja nueva astronomia, Galileo se dedicod a la
Mecdnica. Sulibro Dos nucvas ciencias, fue escrito estando précticamente prisionero por
la Inquisicién. Este establece las siguientes leyes de movimiento que no son suficientes
por si mismas para construir una ciencia completa del movimiento, pero que ciertamente
son un buen punto de partida:

1) Cualquier cuerpo puesto en movimiento sobre un plano horizontal sin rozamiento
continuard moviéndose indefinidamente con la misma velocidad (ley de la inercia).

2) En caida libre a través del vacio todos los objetos ~de cualquier peso, tamafio o
constitucidn- caen una distancia determinada en el mismo tiempo.

3) El movimiento de un objeto en caida libre o rodando hacia abajo sobre un plano
inclinado, es uniformemente acelerado, es decir, se tienen incrementos iguales de velocidad
en tiempos iguales,

Sin embargo, a pesar de la lucha del autoritarismo contra la ciencia, como lucha de la
ignorancia contra el conocimiento, la ciencia no ha dismninuido desde los tiempos de Gali-
leo. Es el veredicto de la historia el que resuelve la postura de los cientificos. La actitud
de lucha de Galileo ha llegado a ser completamente aceptable a las autoridades religiosas.
Aungue ¢l Vaticano no anuncié hasta 1968 la conveniencia de anular la condenacién, en
1633, de las teorias de Galileo, la utilidad cientifica de su trabajo no se retrasé tanto.
Antes de transcurridos cincuenta afios de la muerte de Galileo, habia aparecido el libro
de Newton, Principia, integrando tan brillantemente el trebajo de Copérnico, Kepler y
Galileo con los principios de la mecdnica.

Existian abundantes ejemplos en los escritos de Galileo de como llegar a una correcta
formulacién de los problemas. Su trabajo representa el nuevo modo de observar el mundo
de los hechos y experimentos. Mientras el énfasis sobre la observacién y la induccion era
aclamado por muchos, especialmente en la Royal Society, Gulileo habia ya demostrado
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la fertilidad de hipdtesis atrevidas combinadas con la deducién matemética. La vieja
pregunta de Platén: <<jqué hipétesis de movimientos uniformes y ordenados puede
explicar los movimientos aparentes de los planetas?>>, habia perdido su significado
original en la nueva ciencia; la nueva preccupacion se manifiesta por lo que puede llamarse
los dos problemas criticos de la fisica del siglo XVIL <<jqué fuerzas actiian sobre los
planetas para explicar las trayectorias observadas?>> y <<jcémo han de¢ explicarse

los efectos observados de la gravitacidn terrestre ahora que la doctrina aristotélica ha
fallado?>>.

Se habian creado también buenos instrumentos de trabajo, tanto matemédticos como expe-
rimentales. Las matemdticas encontraban ahiora amplia aplicacidn en la fisica, fertilizan-
dose mutuamente los dos campos y dando ricas cosechas; los mismos hombres (Descartes,
Newton y Leibniz) haclan descubrimientos importantes en ambos campos. La geometria
analitica y ¢l cadlculo son parte del rico legado del siglo XVII, todavia titiles a la ciencia,
aungue muchas de las teorias cientificas de aquel siglo han sido superadas.

0.3 LA LEY DE GRAVITACION UNIVERSAL

Cuando analizamos la historia, nos encontramos con que a veces, e} progreso en un campo
del conocimiento depende de una formulacién incisiva del hombre sobre un problema
concreto en el momento oportuno. Asi ocurrié con la parte de la mecdnica llamada
dindmica, que estudia los efectos de las fuerzas sobre los cuerpos méviles. El hombre
fue Isaac Newton, quien formuld los conceptos de la fuerza y mase en tres enunciados
asociados entre si, que con cl tiempo se llaman las “res leyes de movimienio de Newton”,
Estas junte con una introduccién al movimiento de rotacion extienden su estudio a la
cinemética pura. Con ello, no sdlo entendemos un gran nimero de fendmenos mecénicos
simples, sino también, con ayuda de la ley de gravitacién universal de Newton, podemos
resolver algunos de los problemas sobresalientes de astronomia.

Isaac Newton nacié el dia de Navidad de 1642 en la pequeiia aldea de Woolsthorpe, en
Lincolnshire. Fue un joven tranquilo, que como ¢l joven Galileo, gustaba de construir y
arreglar aperatos mecanicos y parecia tener una inclinacion secreta por las matemdticas,
Por la afortunada mediacidn de un tio suyo, Newton fue al Trinity College, en la univer-
sidad de Cambridge; en 1666, a los 24 afios, habia hecho importantes descubriniientos.
Referente a este periodo Newton escribid mds tarde: <<Y el mismo afio comencé & pen-
sar en la gravedad que se extendia a la 6rbita de la Luna y... a partir de la regla de Kepler
(tercera ley) deduje que las fuerzas que mantienen los planetas en sus érbitas deben estar
en razdn inversa a los cuadrados de las distancias al centro alrededor del cual giran: y de
cste modo comparé la fuerza necesaria para mantener la Luna en su drbita con la fuerza
de gravedad en la superficie de la Tierra y encontré para ella un resultado suficientemente
preciso. Todo esto fue cn los dos afios de la peste de 1665 y 1666, pues en aquellos dias
estaba en la edad ideal para la invencidn y discurria acerea de lus matemdticas y filosofia
(viencin fisica) mejor que en cualquier tiempo después>>.
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En 1672 Newton se vié envuelio en amargas controversias con sus rivales de la Royal
Society al publicar su Teoriu acerca de la luz y los colores. Timido e introvertido, resolvid
no publicar ninguna otra cosa. Como Bertrand Russell decia: <<Si Newton hubiese en-
contrado €l tipo de oposicién que tuvo Galileo, es probable que nunca hubiera publicado
una linea>>. Newton se concreté entonces, principalmente, en sus primeros trabajos
sobre mecanica celeste y el estudio de los movimientos planetarios. En 1684, su amigo
Edmond Halley pidi6 su consejo en la disputa que tenia con Christopher Wren y Robert
Hook relativa a la fuerza que debe actuar sobre un cuerpo para que este se mueva en una
orbita eliptica, de acuerdo con las leyes de Kepler. Newton le dijo que habia encontrado
hacia tiempo la solucién rigurosa para este problema y para otros muchos, Halley per-
suadié a su indispuesto amigo a completar y publicar este trabajo relativo a uno de los
problenas cientificos mas debatidos e interesantes de aquel tiempo. En menos de dos afios
de increible trabajo, los Principios estuvierén preparados para el impresor; su aparicién
en 1687 dicron a Newton reputacién como uno de los mayores cientificos de todos los
tiempos. El tratado propiamente dicho comienza con un conjunto de definiciones: masa,
centidad de movimiento, inercia, fuerza, fuerza ceniripeta. Sigue después una parte sobre
el espacio absoluto y relativo, tiempo y movimiento. Un tratamiento diddctico desde €l
punto de vista moderno nos daria que la primera ley, llamada a menudo Principio de
inercia se puede enunciar asi: “Todo cuerpo material persiste en su estado de reposo o
movimienio uniforme (no acelerade) en linca recta, solemente si no actida sobre él una
fuerza resultante (no equilibrade)”; desde el mismo punto de vista moderno la segunda
ley de movimiento se puede enunciar en la siguinete forma: “La fuerza exterior resultante
{no equilibrada) que acide sobre un cuerpo material, es directarnente proporcional y en
le misma direccidn que la aceleracidn del cuerpo”.

Lo que la segunda ley establece es lo siguiente: si la presencia de una fuerza resultante
se manifiesta cualitativamente por la variaciones que produce en la velocidad (segin la
primera ley}, definimos esta fuerza precisamente como proporcional a la rapidez con que
varia la velocidad del cuerpo. Si representamos por Fy.; la fucrza neta resultante que
actiia sobre un cuerpo dado y por ¢ su aceleracion, podemos escribir

Fpee o a (para un cuerpo determinado),
0 sea

Fnel

= constante (para un cuerpo determinado).

La constante asi definida es una medida de la inercia del cuerpo pues, evidentemente, si la
razén Fyep o a cs grande, quicre decir que para producir una gran aceleracién se requiere
una fuerza grande, justamente lo que esperamos que ocurra con cuerpos de gran masa,
a los que asignamos, intuitivamente, una gran inecrcia, mucho mayor que a los cuerpos
pequeiios y poco voluminosos.

La primera ley de Newton defini, cualitativamente, el concepto de fuerza, y la segunda ley
nos proporciona una definicién cuantitativa de la fuerza e introduce el concepto de masa.
A ésto, Newton anadié la tercera ley del movimiento, que completa la caracterizacién
general del concepto de fuerza, explicando en esencia, que toda fuerza que pucida existir
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tiene su imagen gemela. En palabras de Newton: <<A4 cada accidn, se le opone siempre
una reaccién igual: o bien, las acciones mutuas de dos cuerpos, unos sobre otros, son
siempre iguales y dirigidas hacia lus partes contrarias>>.

En la mitad del siglo XVII, cuando la ciencia estaba tomando una forma moderna re-
conocible, continuaba sin resolverse un antiguo problema: la estructura y la dinémica
dlel sistema. solar, Las tres secciones principales de los Principios contienen una riqueza
abrumadora de descubrimientos fisicos y matematicos; entre ellas se incluyen las pruebas
que condujeron a la ley de gravitacién universal, pruebas tan rigidamente modeladas*
que se presenta aqui una deduccién de esta hitorica ley en una secuencia plausible.

a) Los planetas y los satélites no estdn en equilibrio. Una fuerza neta (no equilibrada)
actiia sobre ellos. Si estuvieran en equilibrio, es decir, si ninguna fuerza neta actuara
sobre ellos, su movimiento seria en linea recta y no en érbitas elipticas, de acuerdo con
la primera ley del movimiento de Newton.

b) Cualquiera que sea la naturaleza o la magnitud de la fuerza neta que actua sobre
un planeta o sobre un satélite, su direccién en cada instante, es hacia el centro del
movimiento, Newton dedujo esta conclusion de la segunda ley de Kepler (Principios, libro
1, proposiciones I y II), y podemos expresar su propio argumento del modo siguiente:

Un cuerpo que se mueve en linea recta a velocidad constante; en intervalos iguales de

tiempo At recorrerd espacios iguales en tiepos iguales, es decir, en la figura 0.11, PQ =
QR = RS, etc. Respecto a cualquier punto fijo O,

P Q R S

Fig 0.11
la linea que une O con el cuerpo mévil barrera dreas iguales en tiempos iguales, ya que
los triangulos PQO, QRO, RSO, etc., son todos de igual drea por tener igual base y la
misma eltura. Imaginemos ahora que este cuerpo experimenta un impulso sibito y breve

* Es interesante notar que los argumentos de Newton presentan la forma deductiva tradi-
cional de Euclides.
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en @ por la accién de la fuerza dirigida exactamente a lo largo de QO. Naturalmente,
la direccion del movimiento se modifica. Se ha aiiadido una componente de la velocidad
que durante el tiempo At por s{ misma moviera el cuerpo de @ a @' (Fig 0.12),

Fig 0.12

pero que junto con la velocidad original hacia R, da lugar a un desplazamiento total de
Q a R'. Sin embargo, el drea barrida durante el tiempo At no viene afectada por esta
reorientacién; ya que RR' es paralela a QQ', por tanto, los tridngulos OQR y OQR'
tienen las mismas bases e iguales alturas, Por consiguiente, el drea OQR' es también
igual al area OPQ.

Si no actuarn otra fuerza, ¢l movimiento durante intervalos iguales de tiempo At seguiria

deQalt,de R a ¥, etc. Pero un segundo impulso en R' de nuevo en direccién de O,
modifica ¢l movimicento una vez mas (Fig 0,13).
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Fig 0.13

Por el mismo argumento que antes, conocemos que area OR S" = drea OR'S’. En general,
llegamos a la conciusion de que las fuerzas de direccion central aplicadas en intervalos
iguales de tiempo no afectan las areas barridas por unidad de tiempo. Como no hay
ninguna razén restrictiva sobre el tamafio de los intervalos de tiempo, podemos elegirlos
tan pequefios como queramos, de modo que en el limite cuando At tienda a cero, la fuerza
dirigida al centro se convierte en una fuerza continua de direccién centripeta y la linea
quebrada se convierte en una curva uniforme. Finalmente, invirtiendo et argumento, y
de acuerdo con Newton, diremos que, puesto que los planetas -segiin la segunda ley de
Kepler-, barren dreas iguales en tiempos iguales, la fuerza que actia sobre ellos debe ser
una fuerza continua en direccion central. En el caso de la elipse, este centro de fuerza es
uno de los focos; para el circulo es el centro.

¢) Ahora hemos aceptado que la fuerza esté dirigida al centro, fuerza centripeta, surge el
siguiente problema crucial: << Si un cuerpo describe una elipse, es necesario determinar
la ley de la fuerza centripeta dirigida al foco de la elipse >>. Newton demostrd que sila
trayectoria de un cuerpo es cénica, y si la fuerza que actiia sobre él en cualquier instante
estd dirigida hacia uno de los focos, entonces dicha fuerza es inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia del cuerpo al foco de la conica.

Con el propésito de facilitar la explicacion no seguiremos la prueba general de New-
ton, pero demostraremos que, si para un planeta en una trayectoria: circuler la fuerza
centripeta se acepta igual a F = C/R?, la ley es cierta.

La fuerza centripeta F sobre el planeta ~que como se ha supuesto- viene dada por C/R?,
cs tarnbién la segunda ley de Newton, igual a mpac, donde mj, es la masa del planeta y a,
la aceleracién centripeta, Para las trayectorias cireulares alrededor del Sol, como ocurre
aproximadamente, con casi todos los planctas,
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Ao = = = o =
en donde T' es el periodo de revolucién del planeta en su érbita. Asi resulta que

'R
F= Mplc = mP—T‘:‘,—. (0.1)

Combinado el 1ltimo resultado con nuestro valor supuesto para F, tenemos

c 4n’R 42
-}—?’5 = m,,——fi——-, o4 Tz = [m,,?-] Rs. (02)

Aqui, T? es proporcional a R®, pero a menos que podamos probar que my/C es una
constante para todos los planetas, no se habra justificado la tercera ley de Kepler.

d) El origen de la fuerza centripeta necesaria para mantener los planetas en sus érbitas
no ha sido analizado hasta ahora. Recordemos que ya Kepler especulaba acerca de alguna
fuerza magnética que emanaba del Sol para mover los planetas. Aunque no implicaba en
si mismo una hipdtesis (itil, esto ayudé a llamar la atencién hacia el Sol como un factor
importante en la explicacién del movimiento planetario.

En este momento Newton propuso una solucién dristica: Todos los cuerpos del Universo
se atraen unos ¢ otros con una fuerza gravitatoria, como lo que exisie entre una piedra que
cae y la Tierra; por consiguiente, las fuerzas centrales sobre los planetas no sen otra cosa
que la atraccidn gravitalorie por parie del Sol, y de modo semejante, la fuerza central del
satélite que gira alrededor de un planeta viene dada por la atraceidn gravitatoria ejercida
sobre él por el planeta. Un siglo antes hubiera sido vista como una locura considerar que
las fuerzas responsables de los movimientos de los cuerpos celestes estuviesen regidas por

leyes andlogas o las terrestres, pero ahora, despiies de Kepler y Galileo, se habia unificado
la fisica del cielo y la Tierra.

Veamos si la fuerza ceniripete F' necesaria para mantener la Luna en su (aproximada-
mente) Srbita circular alrededor de la Tierra puede identificarse con la gravedad terrestre.
La. direccién de F, es por definicién hacia el centro de la Tierra, y esto coincide con la

direccién de la fuerza de gravedad. Aplicando la ecuacién de la fuerza centripeta en este
caso

4r’R

Tz
cn donde my, es la masa de la Luna, R su distancia medida desde el centro de la Tierra,
y T su periodo de revelucién.

F=mp

i, Coincide este valor de F con la atraccién gravitatoria que la Tierra ejerce sobre nuestro
satélite, como propdnia Newton? Esto depende de la fuerza gravitatoria. 5ila gravedad se
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propaga sin disininuir en todo el espacio, el peso de la Luna serd simplemente, mp, g, el
mismo que tendria una piedra de la masa de la Luna situada en la superficie de la Tierra.
Pero es poco probable que la aceleracién gravitatoria sea la misma a cualquier distancia
de la Tierra, ya que debemos recordar que en la parte ¢) anterior se evidencié que la
fuerza centripeta, debe segnir también una ley inversa con el cuadrado de la distancia.

Supongamos entonces que el peso de un objeto disminuye de acuerdo con tal ley y ve-
amos si la atraccién gravitatoria de la Tierra sobre la Luna iguala justamente la fuerza
centripeta (0.1). Un objeto de la misma masa que la Luna, mp, tiene un peso de mpg
cuando se pesa en la superficie de la Tierra, es decir, a una distancia rr (el radio de
la Tierra) del centro de la Tierra. Aquel mismo objeto cuando se lleva a una distancia
R del centro de la Tierra tendrd un peso menor, Wy, que deberd cumplir la siguiente
proporcién si se obedece la ley inversa del cuadrado

myg _ 1/r&
Wr ~ 1/R?
o sea,
7.2
Wr = mbgﬁ"g- "~ (0.4)

Si la fuerza centripeta F que actia sobre la mase my, que gira elrededor de la Tierra a
la distancia R con un periodo T es realmente equivalente a la fuerza gravitatoria Wg a
dicha distancia, los términos del segundo miembro de (0.1) y (0.2) serdn iguales

Ar*R ré,
el

o simplificando,

2
T? = — R (0.5)

Si sustituimos los datos chservados para T, g, rr, R en (0.3) y encontramos que se cumple
la igualdad, esta justificado que tomemos como valida nuetra hipotesis.

Este fue el cdlculo que Newton hizo con los datos de la época y encontré una “respuesta
muy préxima” dentro de un porcentaje reducido. La hipdtesis de una trayectoria estric-
tamente circular y valores algo inexactos de rp y ¢ aclararén desde un principio que no
podia esperarse un acuerdo perfecto.

No se han considerado hasta ahora las fuerzas entre €l Sol y los planctas, pero debemos
sospechiar, de nuevo, que estas ideas pueden extenderse a todo el sistema solar, Newton
decia:

La fuerza que retienc los cuerpos celestes en sus drbitas hae sido llomadae hasta ahora,
Juerze centripeta; pero estd clero que ésta no puede ser otre mds que la fuerza gravitatoria
que llamaremos en adelante gravedad. Por esta cause le fuerze que retiene la Luna en
su drbita se extenderd a los planetas.

Sin embargo, csto no es una prescripeidn y debe ser probado.
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Recordemos que la fuerza centripeta que actiia sobre los planetas en sus érbitas circulares
alrededor del Sol viene dada. por la ecuacién (0.1). ;Corresponde esta ecuacidn, cn cada
caso a la atraccion gravitatoria del Sol sobre un planeta en particular? Si conociéramos
el valor de g sobre la superficie del Sol, podriamos modelar los argumentos como en el
caso anterior, pero lo desconocemos y debemos de recurrir a otro argumento.

De la discusién de la Tierra y la Luna, podemos decir atrevidamente que, la fuerza
gravitatoria Fyreu entre dos cuerpos simétricos esféricos es proporcional a la inversa del
cuadrado de la distancia entre sus centros t

1

ﬁ.

Si por otra parte consideramos dos cuerpos sélidos especificos totalmente aislados del
resto del Universo; por ejemplo, una piedra (m;) y la Tierra (m3) a una distancia R
entre sus centros. La atraccion de la gravedad o peso de m; a la distancia R es Fyray.
Pero segiin la segunda ley de Newton de accién y reaccidn, la atraccion de la Tierra (my)

ejercida por m; es igual a la atraccién de m por my, por lo tanto cualquicra de las dos
atracciones puede llamarse Fyrqy.

Fgrau x

Sin embargo, sabemos por cxperiencia que en una determinada localidad el peso de la
piedra crece proporcional a su masa, o sea, Fyrqy o my. Por otra parte, si la masa del
planeta cambiara, el peso de la piedra determinada variaria también.

Combinando estas tres proporcionalidades,

1
Fyrav x h‘z‘; Fgrav X my, Fgrau x mg,
tenemos
myms myma
Fgrav X —1—22—— o F=@G R2 s (0.6)

en donde R es la distancia central cntre los dos cuerpos y G es una constante de propor-
cionalidad. Parece ser entonces que tenemos una “ley de gravitacién universal’, y para
confirmar ésta debemos mostrar que es compatible con las tres leyes de Kepler. No hay
problema con las dos primeras: drbitas elipticas y relaciones de areas iguales, ya que es
una fuerza central y proporcional a la inversa de los cuadrados de las distancias. jPero
que ocuire con la tercera ley de Kepler? Recordemos que nuestro argumento previo en
la ecuacion (0.2) no bastaba. No habfamos probado alli que T%/R? era una constante
universal.

Apliquemos la ley de gravitacién universal al movimiento de nuestro propio planeta. La
fucrza centripeta que debe existir en nuestra masa mp a la distancia R, del Sol, viene
dada por

Esto puede demostrarse matematicamente integrando las fuerzas de punto a punto sobre
los dos cuerpos. Esta fue una de las razones por las que Newton no publicé antes su
Principia.
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La fuerza gravitatoria supuesta es

Gm,,nh
Rz
ps

Si las dos coinciden, es decir, si la fuerza gravitatoria suminisire y asi explica la fuerza
centripeta, entonces

2 2
mp47r Bps =gl o2 [47r ]R3 (0.7)

T? Rz, Gm,| ™

Alora podemos ver que , T?/ R?,, es realmente una constante para todos los planetas,
como requiere la tercera ley de Kepler, ya que el paréntesis de (0.7) contiene sélo la
constante G, la masa del Sol y un factor numérico; ninguna de estas magnitudes es
variable de un plancta a otro.

Pero todavia queda otra duda. }Es correcto haber supuesto, con tan poco rigor, que G
tiene el mismo valor para todos los planetas? Esta respuesta fue contestada afirmativa-
mente por Cavendish, al utilizar una balanza de torsion y medir la fuerza de atraccidn
entre diferentes materiales.

0.4 EL PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS

La contencién de las leyes de Kepler en las leyes de Newton se puede probar sin las apro-
ximaciones del capitulo anterior, suponiendo que la atraccién entre dos cuerpos esféricos
Liomogéneos es equivalente a la atraccidn entre dos puntos (esto es sencillo de hacer).

Tenemos que el Lagrangiano para dos particulas, m; y mg, que interacttan libremente
esta dado por

1
L= sulgf* - U(r)

donde y es la masa reducida, p = JM-, y U(r) es la energia potencial. Hemos reducido
¢l problema de¢ movimiento de dos cuerpos al problema equivalente de un cuerpo, en el
cual debemos determinar sélo el movimiento de una particula de masa p en el campo
central descrito por la funcién de potencial U(r). Ya que la cnergia potencial depende
sélo de la distancia de la particula al centro de fuerza, y no de la orientacién, el sistema

posee simetria esférica, y por lo tanto el momento angular del sistema se conserva

L =r x p = const.
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De csta relacién es claro que ambos, el radio vector y el momento angular de la particula
permanecen cn un plano normal al momento angular L. Por lo tanto tendremos que el
movimiento serd en un plano.

Sean las masas del Sol y la Tierra, m y m; , con coordenadas ¥ y 71 respectivamente.
Eligiendo al Sol como origen de coordenadas, es decir, poniendo £ = 7] — 7, se tiene que
la ecuacién de movimiento de la. Tierra es

n _ (mitm),
HETTREE

Poniendo las coordenadas del vector #; en coordenadas polares, z(t) = r(t)cos0(t) y

y(t) = r(t)sen8(t), se tiene
T i [ —send
) = ;zl +r0( cosf )

5 _ e gay [ cosf g(_lff —senf
gy =(F~rf )(sen9> t r di?2 \ cosé
ds

2 , 3 , . .
con & = 5 ® 1a velocidad nerolar. Ahora como 71 depende sdlo de la distancia entre

Sol y Tlerra, en otras palabras, el potencial no depende del dngulo, se tendré que 57 ds
const = k, y recuperamos la segunada ley de Kepler.

De la expresién para %1 y usando el hecho que § = 2k /12 se tiene

4k
F e ("“:’m) =0
r r
Pero 7 = dr(ﬂ(t)) g{,—ﬂ = 3’}"—; 2/»(,%’, (1). Del mismo modo 3 dt =

r_dt(Zk (1)) = —2kfgr () 6=~ (2).

La ecuacién de movxmlento se escribe

d? 1 (mitm)
T ( )+" a0

(m1+m)

y poniendo y(8) = T g—%@ +y =0, con solucién

y(8) = Acos(6 - ¢).

Por lo tanto, tomando ¢ = w, lo cual se logra con una simple rotacion de ejes,

pe

"= T ecosd’

conp=-A,ye= Aw,%f—i;;-, por lo tanto, tenemos una elipse, es decir, la primera ley
de Kepler.
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Finalmente, el drea de una élipse es wab, barrida con velocidad constante d’ =k en un

tienpo T, es decir: mab = kT. Como r = ;=£—;, tenemos 2a = ;& + ﬁ-; '2:'%
Ademas B = a? — ¢ = ¢*(1 — ¢?), por lo tanto
m2a?h?  wigl T 4r? -
T2 = —‘12—— =—(1-¢)= —Eaape =—q°
k k? k 1(m1 +m)

recuperando la tercera ley de kepler, ya que m; << m.

0.5 EL. PROBLEMA DE LOS TRES CUERPOS

Consideremos las ecuaciones de movimiento de dos planetas (con masas my,mz) y el Sol

(con masa M), moviendose bajo las leyes de Newton e ignorando todos los otros efectos,
Fig 0.14,

z
m, y

7
-, S.
X X

0/

M
r
y
X
Fig 0.14

donde 7] y 72 son los vectores de posicidn de los planetas y 7 el del Sol. Tenemos por lo
tanto que la fuerza sobre ¢l Sol, tomando la constante de gravitacidn igual a la unidad,
¢s:

5 Mmi(fi=7)  Mma(f —7)

Fg = .
SR T R ©%)
de aqui que la aceleracién del Sol sea
L _my(F =) mal(iH —7)
dg = 7 7P + =7 (0.9)
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Bligiendo al Sol como el origen de coordenadas, es decir, poniendo Z;, = 7 — &

y &2 = 7 — ¥ vemos que la ecuacidén de movimiento para el primer planeta estd da--
da por

- ME mg(:ﬂ - 52)
A SR
(mi 4+ M)E - mads  ma(dy — 3h)
|71 T
donde &3 = {z1,41, %), T2 = (2,1, 22).

De la misma forma, se obtiene la ecuacidn de movimiento para el segundo planeta que
esta dada por

CX
i
]
=
in

(0.10)

" (me+M)T mud  m(ih-T)
Ty = — ~ — e e . 0.11
: |2 [#}) jEa - &P (011

El problema de los tres cuerpos consiste entonces en resolver estas dos ultimas ecuaciones,

peto & menos que impongamos condiciones sobre masas y distancias el problema sc vuelve
préacticamente imposible de resolver,

A continuacién definimos la signiente funcidn que nos serd de utilidad en los cdleulos de
la siguiente seccidn

V= my(my + M) myms mimy(Ty + Ta)

= 7 — 0.12
T e R P (012)
la cual tienc la propiedad de que
“ g o6 &
mTy = V] V; donde V, = (-é;-l—, a—y‘-’ -a—z-)_ (0‘13)

0.6 LA TEORIA LUNAR DE HILL

Y EL PROBLEMA RESTRINGIDO DE LOS TRES CUERPOS

E! propésito de esta seccién es mostrar ln manera en la que influye el Sol en el movimiento
de la Luna para desviar a ésta de una drbita ecliptica con centro en la Tierra. Primera-
mente se plantea el problema como un problemna de tres cucrpos y enseguida se manejan
las diferencias significativas que existen enire distancias y masas de los cuerpos involu-
crados; haciendo de este problema, un problema restringido. Esto nos arrojard un factor
pequeiio debido al Sol en las ecuacienes de movimiento para la Luna, una perturbacion.
La mancra de resolver estas ecuaciones de movimiento, que involueran esta perturbacién
debida al Sol, es considerando que la inclinacion de la Luna a la ecliptica de la Tierra
es pequeila, lo cual simplifica las ccnaciones, y a su vez influye en que ¢l movimiento
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ortogonal de la Luna a la ecliptica de la Tierra sea despreciable sobre sus otras dos
coordenadas. Sin embargo, ¢l movimiento periddico de la Luna sobre la ecliptica de la
Tierra jugard un papel decisivo sobre el movimiento ortogonal, que estard gobernado por
lo que se conoce como la ecuacién de Hill.

Reconsideremos la situacién similar al sistema Tierra-Luna-Sol. En este caso, la Tierra
ejerce una fuerza mayor sobre la Luna que la del Sol (Fig 0.15), por esto el Sol le cede
el lugar a la Tierra en el esquema de la seccién anterior, y tendremos que la ecuacién
(0.10), la ecuacién de movimiento de la Luna respecto a la Tierra, se transforma en

Mrticrra +mLuna)i" Mmig, 3 Mig, (5— .'i“])
_( T‘3 — :.}l - S lAa (0'14)

donde por simplicidad consideramos sélo la primera coordenada, es decir

.,
T =

- _(MTierra +mLuna)$ _ Mig,T1 mlg,[(w - 3'1)
r s A3

(0.15)

Luna (x.y,2) A Sol (x,y,.z)

Tierra

Fig 0.15

Ya que r << 71, ¥y los hechos fisicos de que €l baricentro del sistema Tierra-Luna per-
manece dentro de la Tierra y el de Tierra-Sol permanece dentro del Sol, se sigue que la
perturbacién de la érbita del Sol es muy pequeiia —. Sin embargo, el efecto de] Sol en la
érbita de la Luna no es despreciable, y ésta es la causa principal de la dificultad en la
teoria lunar.

Sea ¢ €l angulo entre r y ry, entonces

rry cosy = za; + Yy + 221, (0.16)

de donde se obtiene
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A=z —-n)l+y—n)+(z-a) =r"+r?~2rr cosyp. (0.17)

Escribamos r = a@ry, y como a es una funcién del tiempo y es pequefia (~ 1/400),
podemos hacer el siguiente desarrollo en potencies de «

-1--:-----l-(1-2ozcosu,o+0z2)_l/2

A ™
o1 acosy o? R SN T (018)
“1‘1 ry ri. 2 2 o5y

1., M+m m m
;;V—- ——+ 3 T71C08(p (0.19)

De (0.18) y escribiendo 4% cos como %12 cos(p vemos que la Gltima ecuacion se trans-
i
forma en

%V=M+m+ﬂ+ma2[—--1-+3

— 2 L) ’

r rooon g ¢o® ‘P] + (0.20)
Ahora %L no depende de (z,7,7) y para nuestros fines puede ser omitida de V, por esto,
¢l término de mayor perturbacién es

m 2| L3 e
Tla [ 2+2cos ga]. (0.21)

Comparando éste con el término principal “—”i‘ﬂ y usando la relacién (3) del apéndice I,
se tiene que el cociente es proporcional a

3 2
m el s
~

Mim® ~ M4mri u

(0.22)

donde y; es ¢} movimiento medio (aproximadamente) del Sol (=1 por afio) mientras que
pesel dela Luna (= entre 12 y 13 por afio). Entonces el término de mayor perturbacién

es del orden de magnitud de 5 - .

Hill en su trabajo fundamental razond como sigue: Supongamos, a primera aproximacion,
yue podemos ignorar la exentricidad solar {e; = 0.017) y la razén o~ 0.0023). (Estos
efectos pueden ser introducidos después como perturbaciones). Entonces la funcién de
perturbacién (0.21) es

1 3 2 1 3
-T—:l—laz [—5 -+ 3 cos® tp] [ mal; [—E 4 5 cos? cp] ,
- (0.23)

= ulr? [—% + gcos2 p] .

donde a; es ¢l semieje mayor de la trayectoria del Sol.
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Introduzcamos las coordenadas X,Y,Z donde Z = z y X,Y rotan en el plano zy (la
ecliptica) con la velocidad angular p,, asf el cje positivo X esta siempre dirigido hacia el
Sol (en promedio), como se muestra en la figura 0.1C.

Reescribiendo las ecuaciones de movimiento en estas nuevas coordenadas tenemnos

7] =l

donde A(t) = cospyt  senjut
~—senpt  cospt ]’

Ahora,
R —sen it cogplf.z S _ 2
Aty =g | Zoomit oot |y ) =i A
y
YI
: X
\So
n
Tiems a X
Fig 0.16
Ya que

[Fl=do[}saoff]-m| %] o]
de donde se tiene
() -+o()

A] - m +2A(0A7 (1) [i\';ﬁfi] +M[

m

tenemos

<M<

<l

|

&;IQ:QJIQ:
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Ahora, es facil ver que

At ='[_°1' (1,] s

v que el Gltimo término es igual a

a
De esta manera finalmente tenemos
X ) (M +m)X  OR
o A kX = r3 X’
¥y X (M+m)Y OR
= 0.24
oz g —mY A tay (024)
é’__g _ (M +m)Z + o8 oR
p di2 e az’

donde R~ ,u 2 [~1 + 2 cos? ] es el término de mayor perturbacion.
Haciendo la suposicién adicional de que la inclinacién de la Luna es pequeiia, se puede
)
oner, a primera aproximacién que rcosp = X, es decir B ~ 2 (-2 + 2X?), con
p ) P P q p = ) ~H 2 2 ]

12 = X2 +4+Y?+ 2%, y las primeras dos ccuaciones de (0.24) se transforman en

2 vV ¥ r
d*X 2de_3 2x+(]\1+m)z\ ~0;
d dt 3 (0.25)
Y dX (M+m)Y
gzt t—m—=0

yaque §% =2u1X, SR =-ply, o= —MZ

Es usual para comparar las magnitudes de varios términos hacer el cambio de variable
7 = (i — p1 )¢, entonces (0.25) se transforma en

X" ~wY' -32X + LA

=0
(0.26)

Y+ 20X+ g =0,
r

- ~ .. (MA4m)
donde v = ,—‘f_—"—“— (% {5 en el caso de ln Luna) yhk= Tm)®

Ya que v es pequefia podemos ignorar ¥? y suponiendo a primera aproximacién que la
trayectoria de la Luna es circular, r = a (con a el semieje mayor de la elipse), tenemos
que una solucién aproximada explicita de (0.26) es

X =acosAr; Y =asenAr, (0.27)

si se cumple que 45 = A? 4+ 2)v, la cual es un circulo.
pie que 7 )
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Es de esperar entonces que el término 32X tenga el efecto de distorsionar el cireulo
en una figura ovalada. En efecto, observamos que si (X(7),Y (7)) es solucién de (0.26),
entonces también lo serd (X(~7),=Y(-7)) y (-X({~7),Y(~7)). El primero de estos
hechos implica, por el teorema de existencia y unicidad, que si (X(7),Y(r)) es una
solucidn con la condicidn inicial Y(0) = 0, X(0) = 0 (cruza perpendicular al cje X),
entonces X(—1) = X(r)y ¥Y(—7) = =Y (—r). Entonces la curva es simétrica con respecto
al eje X. De igual manera, una curva que cruza perpendicular al eje Y, serd simétrica
con respecto al eje Y.

Guiado por el hecho de que la curva es un ovalo, Hill procedié a determinar la solucién
periddica poniendo

X(r) = Z Ay cos(2n 4 1wr;

(0.28)

Y(r)= Z B, sen(2n + 1)wr,
determinando los coeficientes A,, By. Notese que en X(7) no se presentan términos senos
¥ en Y(7) no se presentan términos cosenos, ya que X(—7) = X(7) y Y(-7) = =Y (~7).
De manera aniloga sélo tenemos enteros impares por simetria con respecto al eje Y. Aqui
w es el profedio sinédico de la Luna (el mes promedio).

En resumen, las aproximaciones de: R por p3r? [=1 + £ cos? ¢], de X por rcosp y de r?

por X% -+ Y2, se reflejan en una aproximacién de las ecuaciones (0.24) por las ecuaciones

X" —wY - 32X + k:} =0
I
Y4 ouX! +-l:‘TY =0
Z"+u22+%z—=0,
T

La funcién Z = 0 es solucidn de la tercera ecuacién. Sin embargo, se quiere considerar el
caso Z & 0 y ver como se¢ comporta Z en ese caso, entonces las primeras dos ecuaciones
de (0.24) permanecen independientes de la tercera, y por lo tanto asumimos que X, YV
son soluciones de (0.26). De esto, X, Y son funciones periddicas de 7, y por ende de ¢.
Por esto la tercera ecuacién de (0.24) puede ser escrita como

Z+07=0, (0.29)

donde © = 2+ an es una funcién periédica por la periodicidad de X y Y. Esta ecuacién
es conocida como la gcuacién de Hill.[St]

Ahora si multiplicamos la primera ecuacién de (0.26) por X' y la segunda por Y' y
SUMamos

d [l on vay 3 oy MXP4Y?)\ _
:l—;{'é(X +Y)—'§V}x —_7‘3—— -—O,

o lo que es lo mismo
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Uiy oy 8 ao0 MEZ4YY |
De csta ltima tenemos
bR 4T - 12X -0
kAT -5 . (0.31)
73 XT1Y7)
Ya que X y Y son series trigonométricas en cos(2n+1)wr y sen(2n+1)wr respectivamen-

te, se sigue de (0.31) que © es una serie trigonométrica con coeficientes pares solamente.
Entonces podemos escribir a © como

© = 6, + 20, cos 2wr + 20; cosdwr 4+ -+

El procedimiento de Hill para resolver (0.29) fue escribir a ésta en series de Fourier

27 Iy
’('l;f + [Z qne?.xns] Z= 0’

-0

{con otro cambio de variable); agrupar los términos correspondientes en potencias de
la exponencial, lo cual le condujo a tratar un sistema infinito de ecuaciones lineales. El
introdujo los llamados “determinantes infinitos” para resolver la ccuacion, lo que fue mds
tarde justificado por Poincaré.

El trabajo de Hill introdujo {res ideas bdsicas las cuales fueron tomadas por Poincaré
y desarrolladas por otras areas de las matematicas modernas: la idea de la geometria
cualitativa para el estudio de las ecuaciones diferenciales, métodos de funciones implicitas
en espacios de dimensién infinita, y analisis lineal en espacios de dimensién infinita.

Es interesante hacer notar que Hill no tenia ninguna posicién académica en su pais, era
un contador en the National Burcau of Standards. Hill trabajaba varias horas haciendo
su propia investigacidn en las noches y, a pesar de esto, su trabajo no fue apreciado por
sus colegas durante muchos aflos. Cuando Poincaré fue a los Estados Unidos después de
terminado el siglo, a la iinica persona que fuc a visitar fue a Hill. Después se le ofrecié a

Hill una promocién, pero éste se negd argumentando que las nuevas responsabilidades le
dejarian menos tiempo libre para su propio trabajo.
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0.7 EL PENDULO CON LONGITUD VARIABLE

El estudio de la ecuacién de Hill, como se vi6 en la seccidn anterior, comienza al tratar de
describir el movimiento de la Luna, considerando que ésta tiene una masa mucho menor
que la de la Tierra y el Sol. Al tratar de modelar un péndulo con longitud variable
aparece la misma ecuacién.

Consideremos ahora el problema de un péndulo de longitud a con una masa m que esta
suspendido de un soporte el cual se mueve verticalmente con un desplazamiento £(t) (este
ejemplo ha sido tomado de [J-S] pg 237)

Fig 0.17
las coordenadas cartesianas de m son
z = asen(f),
y = £() + acos(0),

con el objeto de deducir la ecuacién de movimiento, debemos obtener la energia cinética
y potencial, entonces derivemos las ecuaciones anteriores

& = acos(8)d
y=€—asen(f)d
y calculando la encrgfa cindtica (T = (32 + 7))
=7 [(¢ — asen (96" +* cosz(ﬂ)éz] =2 [ + 06" - 20dsen(0)]

y la energia potencial



= ~my(€ + acosf).

obtenemos al sustituir estas en la ecuacién de Lagrange g‘l; (%f-—) - ‘3—3; = —%%[La"] ,
ab + (g —€)sen = 0.

Para amplitudes pequefias, ésta tltima se transforma en

abf +(g - £)8 =0.
A esta ecuacién la podemos escribir en la forma estandar siguiente

E+(a+pt))z=0 (0.32)
Cuando p(t) es periddica, la ecuacién (0.22) no es mas que la ecuacién de Hill (0.29).
Para el caso especial en que p(t) = ~2fcos2t 1

, &4+ (a~—20cos2t)yr=0 (0.33)

§
es conocida como la ecuacién de Mathieu. Este tipo de movimiento forzado en el cual
p(t) actta como una fuente de energia, es conocido como resonancia paramétrica, ")

1 La eleccién de esta rara expresion es simplemente para facilitar los calculos, sin embargo,
basta con que p(t) sea cosenoidal para tener la ecuacién de Mathieu.
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1
ANTECEDENTES

MATEMATICOS

<<Te diré lo que es conocimiento
verdadero: cuando sabes, saber que
sabes; cuando no sabes, saber que

no sabes >>.
Confucio (551 4.C.-479 a.C.)

fildsofo chino,
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Este capitulo consta del material necesario para los desarrollos que se presentan en los
capitulos siguientes.

La primera seccién consta del teorema de existencia y unicidad, que aunque es de dominio
ptblico, se incluye porque se demuestra de una manera simple y elegante. En la segunda
seceion se dan las nociones de distancia, polinomio caracteristico, valores propios, vectores
propios, forma candnica de Jordan, etc. La tercera parte tiene que ver con ecuaciones
diferenciales ordinarias con coeficientes constantes, por lo que se hace especial énfasis la
obtencidén de la exponencial de una matriz. Por dltimo, siendo la parte mas importante
del capitulo y también el principio de la parte medular de la tesis, la teoria de Floquet.

1.1 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

En Matematicas existen varios teoremas importantes de punto fijo. El que veremos aqui
se refiere a contracciones en un espacio métrico completo, y se llanta teorema de punto
fijo de Bana}ch, en honor del matemadtico polaco Stefan Banach (1892-1945).

Definicién 1.1: Sean (X, d, ), (Y, dy) espacios métricos. Una transformacion T' de X en
Y se llama contraccion si existe un nimero A € (0,1) tal que

do(T(xX), T(y)) < Mi(x,y) paratodo x,y € X.

Una contraccién T transforma cada par de puntos (x,y) en un par (T(x), T(y)), cuyos
miembros estdn mas cerca uno de otro. La definicién implica claramente la continuidad
de una contraccién,

Si f es unafuncién de valores reales y de variable real que es diferenciable cn €l intervalo
(a,b] y si

[f'(z)} <A <1 paratodo z € [a,l],

entonces f es una contraccién en [a, }]. Esto es consecuencia del teorema del valor medio:
para cada 2,y € [a,b], existe un z € [e, ] tal que

[f(w) = £(@)] = £ (a)(y — 2)| < Aly = =l.

Teorema 1.1: (Teorema del punto fijo de Banach)

Sea T una contraccion de un espacio métrico completo en si mismo
d(T(x), T(y)) < Md(x,y); A€ (0,1).
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Entonces, T tiene un punto fijo unicox. Es mds, si X, es cualquier punto en X y se define
recursivamente la sucesion {x,,} por la formula x, = T(xn_1), n=1,2,..., entonces
limx, =%, y

A An
d(®E,x,) £ - Ad(xn_l,xn) d(x,,,xl)

Dem: Como T' es una contraccidn, no puede tener mds de un punto fijo, pues 5i X; y X
son puntos fijos de T,
d(X1, %) = d(T(X1),T(X2)) € Ad(%1,%;) donde X €(0,1).

Por lo tanto X; = X;. A continuacién verificaremos que T tiene un punto fijo.
Tomemos cualquier punto x, € X y sea x5 = T(xp-1), » = 1,2,.... Entonces, para

k>0,
§ d(xpyXp4) = d(T(xg-1), T(xx)) < Ad(xp—1,%4)-

Al utilizar repetidamente esta férmula, obtenemos

d{xp, Xp1) S Md(Xpmiy Xpmign )y =12,k

En general, si m > n > 1, entonces

-
m—n—1 m-n—1

d(Xn,Xm} < Z d(Xn+tjs Xntj+1) S Z ’\de(xn-l,xn)
j=0 j=0 (1.1)
’\ ,\"
< md(xn-laxn) < md(xﬂ,xl)-
Como A € (0,1), para cada € > 0 existe un entero positivo ng tal que
,\ﬂ
1-2

Por lo tanto, {x,} ¢s una sucesién de Cauchy en el espacio completo X, de modo que
converge a un punto X € X. Como T cs continua,

d(xg,X1) < € siempre que n > ng.

X = limxy, = linT(x,—1) = T(X).

Por consiguiente, X, es un punto fijo de T en X.

Al aplicar (1.1) y el resultado de que, para X, fija en X, la funcién ¢ definida por
g(x) = d(x, %) es continua, tenemos

d(x, x,,)— Inn d(xm,x,,) '\ d(x,,_l,xn)< A Atl(xo,xl). [
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Consideremos shora una sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden con n
incégnitas, con valores iniciales dados

x(t) = f(t,x(t)); x{to) = Vo, (1.2)

donde f es una funcién continua dada de R™? en R", y X es una funcién desconocida de
R en R™, A fin de obtener un teorema sobre la nnicidad de la solucién de este problema,
suponemos que f satisface la condicidn de Lipschitz en la segunda variable.

Definicién 1.2: Se dice que f satisface una condicion de Lipschitz en la segunda variable
si existe un ndmero L tal que, para todo x,

[F(x,¥1) = f(x,y2)l < Liy1 = y2l,

N £ v ’ . LRy LR . .
Resulta facil ver que la ecuacidn (1.2), con la condicidn inicial, equivale a la ecuacidn
integrat

xt) = [ Fex(o)ds +v (19)

es decir, % es solucién de'la ecnacidn diferencial (1.2) que satisface la condicion inicial si
y sdlo si, es solucidn de la ecuacién integral (1.3).

La ecuacidn integral (1.3) es del tipo Volterra, y su nombre proviene del matemdtico
italiano Vito Volterra (1860-1940), quien instituyd un estudio sistematico de estas ecua-
clones, A continuacidén estudiaremos un caso especial de la ecuacidn integral no lineal de
Velterra de segunda especie que incluye a (1.3).

Teorema 1.2: Supdngamos que la funcién g : R - R" salisface una condicion de
Lipschitz

lg(ts) = g(t2)| < Lslts ~ taf

cn una vecindad Ny de to, y sea f i R™*? — R™ una funcidn continua que satisface una
condicidn de Lipschitz

(8, ve) = f(tys,va)| € Lalvy — v

en una vecindad Ny de {tg,%0,9(to)). Entonces para cada a > 0 tal que
I={ty—a,ig+a C N
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S =1Ix1IxBlg(te);}] C N3 para algin b>0,

entonces la ecuaciin integral no lineal de Volierra de 3egunda especie
t ‘
()= [ 1t o x(o)ds o), (14)
to

tiene solucion tnica en I para cada A € R.

Dem: Sea X cl espacio de todas las funciones continuas del intervalo I en la bola cerrada
Blg(t,); 8], con la distancia definida por (4]

dix,y) = max (x(t) - y(2)|e™1])

donde @ > 0 }. Se demucstra ficilmente que X es un espacio métrico completo. Si
tomamos T' como la transformacién definida en X por la regla

* 766 = | 'ty 5,x(6))ds + 9(8),

entonces las soluciones a la ecuacién integral (1.4) son puntos fijos de T\
A continuacién veremos que T mapea X en si mismo, siempre que se tome el pardmetro

o suficientemente grande. Si M = max{|f(t,s,v)| : (t,s,v) € S}, entonces, para cada
x € X, y=T(x) satisface
¢
906) =ttt = [ £ +400)- ft)
S (1AM + L))t - o)

para todo ¢ € I. En consecuencia,
- _ —alt=tg|
d(y, glt0)) = max (Iv(#) - g(t)le™o1"1)
— y — —ajt—to]
= max {(|/\]M+L1)]t tole ]
1
< (Al <b
S (M + 1) S

pura a 2 (|A|M + L)/ (eb) (Esto iltimo se tiene ya que ze™®% tienc un minimo en
z = 1/a con valor 1/ae). Por ende, para ésta «, T(x) C X.

Falta verificar que T cs una contraccién de X para valores suficientemente grandes de a.
Tomemos x;,%x € X, y scan y; = T(x1), ¥z = T(x2). Entonces, para todo t € I,

1 Se clige esta distancia porque simplifica mucho los calculos que se presentan en la de-
mostracién usando sucesiones de Picard.
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Por tanto,
g
: dy1,¥2) = d(T(x1), T(x2)) < |\ Lad(x1, o).

Luego, T es una contraccién en X si a > [A|L. Por esto, si escogemos a de modo que

@ > max {|A|L2, Ma’iﬂ} )

entonces T satisface las condiciones del teorema del punto fijo de Banach y, en consecuen-
cia, T' posee un punto fijo tnico, que es la solucién tdnica en I de la ecuacion integral gy

1.2 SISTEMAS DI ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Si A es una matriz de ndmeros complejos (a;;) con n renglones y n columnas, definimos
la norma de A4 por

4] =" lasl. (1.5)

ij=1
Es facil ver que
|4+ B| < |A]+|B|
|AB| < |4]|B]
|Ax| < [Allx|
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donde A y B son matrices y X es un vector n-dimensional. La distancia entre dos matrices
estd definida por |4 — B, y esta distancia satisface las propiedades usuales de la métrica.
El polinomio en A de grado n, det(A — AI), es llamado el polinomio carateristico de 4,
y las raices son llamadas indistintamente raices caracteristicas, valores caracteristicos o
cigen-valores.

Si A y B son semejantes, entonces podemos comprobar que tienen el mismo polinomio
caracteristico

det(B = AI) = det(P(4 ~ AI)P™1)
= det(P) det(A — M) det(P")
= det(A— AI), (det(P) #0).

En particular los coeficientes de las potencias de A en det(4 ~ AI) son invariantes bajo
transformaciones de semejanza. Dos de los invariantes mas importantes son det 4 y Tr4.

P

_ Teorema 1.3: (Forma Canénica de Jordan)

Toda matriz A € M, x, es semejante a una matriz de la forma

Jo 0
Ji
J= . (1.6)
0 Js

donde Jy es una matriz diagonal con los valores Ay, Az,..., A, en la diagonal, y

Agbi 1 0
Agri 1
Ji= ' (1.7)
o1
0 /\q+|'

Las Aj, 7 =1,2,...,¢+ s son raices caracteristicas de A, no necesariamente distintas.

Si A\; es una raiz simple, cntonces ésta aparece con Jp or lo tanto, si todas las raices
] pie, ] 1

son distintas, A es semejante a una matriz diagonal

{ Ver apéndice II
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AM 0

0 An
Si {4,,) es una sucesién de matrices, esta sucesién se dice que es convergente si, dado
cualquier € > 0, existe un nimero entero N tal que
|Ag — Al <€ paratodo p,q> N,
La sucesién {4,,} se dice que tiene como limite la matriz 4 si, dado cualquier € > 0,
existe un entero positive N, tal que
|Am — A] < ¢ paratodo m> N..

La serie infinita

$ <)
Am
1

m=
se dice que es convergente si la sucesion de sumas parciales es convergente.

Una serie particular que es de gran importancia para el estudio de ecuaciones lineales es
la que se define como la exponecial de una matriz A, dada por

A
e =TI+ Z_I’J (1.8)

donde A™ representa la m-ésima potencia de A. La serie que define e es convergente
para toda A, ya que cualquicra dos enteros positivos p, ¢

pte pte
Am A"l

> s x5 1)
m! ml

m=p+1 m=ptl

y la Gltima parte representa la diferencia de Cauby para la serie el la cual converge
para todo 4] finito.

Si B es una malriz no singular, cntonees existe A (Hamada el logaritimo de B) tal que
e = B. Veunos, s1 B estd en la forma candnica J, por el teoremna anterior, es evidente
que A puede ser tomada como

Ao 0
4

0 4,



con tal que et = J;, 7 =0,1,...,s. Bs facil verificar que

- logA 0
loghg :
Ap = - {1.10)
0 logA,
Claramente
1
Ji = Agaj (Er,- + ij) (1.11)
g+

donde Z; es la matriz nilpotente definida en el teorema. Ya que las potencias grandes de
Z; todas son ccro, la serie

(=]

DD (gt 2

k=1

4
tiene solaniente un nimero finito de términos, y por lo tanto es convergente. Definamos

log (E,, + Xl—zj) (1.12)
g+j

como la serie del logaritmo, la cual es, un polinomio en /\;'_}1_ ;Z;. Entonces

- ' 1
F(AqﬁjZ_,-) = exp [log (Er,- + ij)] (1.13)
g+i
es un polinomio en A7y JZ Por otra parte, de
14z = glosl+a)
1
=1+(z-—1/2m2+---)+§T(m-—1/2$2 +eo P4 2l g,

se sigue que, cuando el lado derecho es reareglado, los coeficientes de z*, k> 2, son

todos cero, mientras que el coeficiente de z cs 1. Esto implica ¢l mismo resultado para
F y prucba que

exp [log (Br; + A;1;Z5)] = B, +271,2;

multiplicando por Agy; Er; = expllog(Ag4; Br; )] = expflog(Ag4;)]Er; tenemos que

expllog(Agt;) Er; +log(Er; + /\q+JZJ)] = gt (Ery + ’\q—J:) i)

esto implica que
A= 10g("q+i)Ef‘j + 10g(E": )‘;41‘]2 ).
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Usando que :
(PMP™)f = pMb Pt
se comprucba ficilmente que: '
PeM p=1 < (PMP! (1.14)

Esto no sdlo es valido para una matriz canénica B, es vahdo para cualquler matriz

B. Cicrtamente, si J = €4 y B = PJP~!, entonces B = ¢4, donde 4 = PAP~1.
Naturalmente A no es tinica, por ejemplo,

BA — eACZmIJ A+27rlk1) (k — 0,:!:1,:*:2,-.-).
Si @ es una matriz de funciones de 7 x 2 en un intervalo I (las funciones pueden ser reales
o complejas), se dice que @ es continua, diferenciable o analitica en I si cada elemento

de & es diferenciable en I, entonces &' denota la matriz de derivadas, ademds tenemos
la siguiente propiedad, (&71)) = —~¢~1§'¢!
§

Teorema 1.4: Sea A una matriz de n X n con elementos continuos en el intervalo
I:a <1<, ysupongamos que ¢ es una matriz de funciones en I la cual satisface

= A®)3(t), (tel).

Entonces det @ satisface en I la ecuacicn

(det @) = (TrA)(det &)

y entonces para 1,1 € I

¢
det B(t) = det $(r) exp / TrA(s)ds

Dem: Scan ¢;; y a;; los clementos en el i-csismo renglon y la j-ésima columna de @ y
A respectivamente. Entonces,

FOEDIAOINON (i, =1,2,...,n)
L.
Como det & = E 6(0(1)1 0(2)! X i”(’l))¢la(l)¢2¢(2) v ¢nu(n)

(det &) = > e(x)8)5(1)(B20(2)  * Bro(m) + D €(¥)B10(1) (B2002) *** Bra(m))’
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o lo que es lo mismo

TR PR i1 b1z . . Bin|
ﬁl)?l 9522 L 952“ 95!21 ¢’2£ ©o {zu

(dct (D)’ = + + e

¢;ll ¢;12 L ¢nn ¢nl 4’;12 L d’;m

d11 dr2 . . Pin
b1 P . Pan
P .
" '
nl n2 - nn

Analicemos ahora el primer determinante de ésta expresion. Como ¢};(t) = 3 aidi;
tenemos que

Tr0nbir Dop@kbre . . Dok G1kPka

P ¢22 .o P2n

¢;1 QS.nZ (. ¢1.m

Este determinante no cambia si substraemos a1 veces el segundo renglén, ¢13 veces el
tercero-y asi sucesivamente, por lo tanto esto dora

angn andiz . . Gidin

pax $22 . . Pun

b b o b

lo cual es justamente ayydet @. Llevendo a cabo un procedimiento similar obtenemos
finalmente :

(det @) = ayydet @ +agp det B+ -+ a,, det @
= (TrA)(det @)

(det ()" = (TrA(E))(det B(2)) (1.15)

Integrando esta tltima ecuacién

in(det ®(t)) — In(det ®(r)) = ft TrA(s)ds
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de donde

det ®(t) = det ®(r)exp / t Trd(s)ds. | (1.16)

Estas ecuaciones jugardn un papel muy importante en el estudio de la ecuacién de Mat-
hieu.

1.3 ECUACIONES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

Sea, A una matriz n X n con coeficientes constantes, y considere el correspondiente sistema
homogéneo

, x = Ax (117)

§
Sin=1, es trivial que la solucién es e'/.

Definicidn 1.3: & es una matriz fundamental de (1.17) si sus columnas son soluciones
linealmente independientes de (1.17).

Teorema 1.5: Una matriz fundamental @ de (1,17) estd dada por

B(t) = e, (It} < o0).
¥ la solucidn ¢ de (1.17) que satisface

#(r)=¢, (Il < oo, [l < 00).

estd dada por

#(8) = =4, (jtl < oo). (118)

Dem: Ya que e(t+804 = ot4AIA 6 gigye ficilmente de la definicién de la derivada que
!
()" = At

Entonces la matriz definida por O(t) = e'4 es una solucién. Ya que &(0) = I, se sigue de
lo amterior que det $(¢) =¢' ™4, Entonces  ¢s una matriz fundamental. gy
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Es de interds investigar la forma de la matriz fundamental () = ¢*4, Sca J la forma

candnica de A, dada por el teorcma 1.3, v supongamos que P es una matriz constante
no singular tal que

AP =PJ.
Entonces
elA = otPIPTH _ petip-1
y J tiene la forma |
Jo 0

Ji

. s 0 Js

donde Jy es una matriz diagonal con la dingonal Ay, Aey.v i) Ag ¥

Ag+i 1 0
Agti 1
Ji= ' ‘ ) } (2‘:1)-"15)1.
|
0 Agti
se sigue que
et 0
ef.]l
e = ,
0 et

y es fcil de caleular que

0 e‘Aq
Ya que J; = Ag4iBp, + Ziy €' = etetie!Zi tenemos
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~

t ritt
1t 5 Tl
tr{—!
1t =2y
clJ.' = cl)\q.u *
t
0 1
Con J; una matriz de ry % r;.
Ya que Z; es nilpotente, tenemos que
242
4 =T+ 2+ ..'2__.' 4o
serd un polindmio,
Supongimos que P tiene como columnas los vectores py, pz,...,pn. Las columnas de @,

lag cuales son &1, d2,. .., Pn, hacen un conjunto de n soluciones linealmente independien-

tes de x' = Ax. Ahora otra matriz fundamental del sistema estd dada por

B(t) = 4P = P,

de lo anterior obtenemos

d1(t) = eh\xpl, $a(t) = c"\’pg,...,rﬁq(t) = c"\"pq,,

Pora(t) =ePetip,yy
Bota(t) =M H(tpors + posa)

r—1

t
A OE (mpq“ +o+ tPgtr -1+ Pq+r1)

$n-r.+1(t) =eb\q+‘Pn—r.+1

r,~1

t
du(t) =etet (mpn—rﬁl +eo +tppar + Pn)
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Ya que AP = PJ, pi,...,p, satisfacen la relacion

Ap.l =/\lp]:"'a‘4pl) =)‘qpll

API)-H ==Aq+1 Pyt
APgi2 =Pg+1 T Agt1Pg42

APgtry =Pgir, T Agtr Petn

Apn—r.-{-;l =/\q+apn—r,+1
APner, 42 =Pn-r, 41+ AgtaPn-r,42

App =pp-1+ ’\q+spn

que se muestran solamente a manera de facilitar la lectura (ver apéndice II).

1.4 SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES PERIODICOS

Considere el sistema lineal homogéneo

x' = Alt)x, (—o0 <t < +00). (1.19)

donde A es una matriz de funciones continuas complejas, y

Al +T) = A(t)

para alguna constante T # 0. En este caso (1.19) es llamado un sistema periédico
y T un periodo de A. El resultado fundamental para tales sistemas consisten en la
representacién de una matriz fundamental como el producto de una matriz periodica con
el mismo periodo 7'y una matriz solucion para un sistema con coeficientes constantes.
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Teorema 1.6: (Teor{a de Floquet)

S5i ¢ es una matriz fundamental para (1.19), asi también es ¥, donde

) =01t +T), (-o0<t<+x).

Correspondiendo a cada , existe una matriz no singular P con periodo T', y una matriz
constante IR tal que

B(t) = P(t)e'®. (1.20)

Dem: Ya que

®(t) = At)B();, (=00 < t< +w),
uno tiene
$ P(E) = B(t +T) = At + T)B( + T) = A(t)¥(2),

lo que quierc decir que ¥ también es una matriz fundamental.

Ya que ¥ es una solucion de (1.18) y det P(¢) = det 2(¢+T") # @, completa la demostracién
de que ¥ es una matriz fundamental. Por lo tanto existe una matriz constante C' (Ilamada
comtnmente como la matriz de monodromia) tal que

8t + T) = 2(1)C,

(ya que ambas son matrices fundamentales) y ademds por la seccion anterior, de la
definicién de logaritmo, existe una matriz constante R tal que

C=¢t,
Lo cual nos da
Bt 4+ T) = o(t)e"™,
Sca P definida por
Pt) = ®(t)e™ .
Entonces '
P(t 4+ T) = &t + T)e DR = g(1)eT e HDE = ()R = P(t). (1.21)

Lo que demuestra que P es periédica en T\ Ya que &(¢) y e*# son no singulares para
~00 < t < 00, asi P(t) es no singular, g
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La importancia de este tcorema es que la determinacién de una matriz fundamental @

sobre un intervalo de longitud T, por ejemplo 0 < ¢ £ T, nos conduce a la determinacion
de & sobre (—o0, 00).

Por otra parte C estd dada por ®~1(0)®(T) y R estd dada por (log)/T, P(t) estd
determinada sobre (0,T). Sin embargo, ya que P(¢) estéd determinada sobre (—oo, 00),
entonces € estd determinada sobre (—co, c0).

Si @; es otra matriz fundamental, ésta se puede escribir como

P =y,
donde x es una matriz constante. Ya que ®(t -+ T') = §(t)eT?

Byt +T)x = @1(t)xe™™®,

&1t +T) = &y (t)xe” "X~

Por lo tanto, toda matriz fundamental ®, determina una matriz yeT%y™!, la cual es
semejante & eT"*, Por otra parte, si x es una matriz constante no singular, existe una
matriz fundamental ®;. En particular, el conjunto de todas las matrices fundamen-
tales de (1.19) detcrmina un Gnico conjunto de valores carateristicos, a saber, los de
C = ¢™®, Denotemos estos valores caracteristicos por Ay, Az, ..., A, y llamemoslos los
multiplicadores asociados 8 A. Ninguno de los muitiplicadores puede ser cero ya que

II;A; = det (e7%) # 0 (matriz no singular). Los valores caracteristicos de R son llamados
los exponentes caracteristicos de A.

Es de interés ver la forma explicita que tiene el conjunto de vectores solucién. Sea x una
matriz no singular tal que x~'Ry = J tiene la forma candnica y pongamos &; = @y,
P, = Px. Entonces de (1.20) uno tiene

D)(t) = Pie"; Pt +T)=Py(3) (1.22)
Por lo tanto, si los valores carateristicos de R son pj, €'’ tendra la forma
etdo 0
elJl
et = ‘ ,
0 et
donde
elrt 0
ctpl
el.’o = ,
0 etp!

60



l! ) 1"|'+1
1 ¢ TR (—T-_——lz)—!
iz
) 1t (ri=2)!
el = gtPati : . ; (i=1,2,...,s,q+2ri=n).
. t
0 1

Claramente A; = e7?, y por lo tanto mientras p; no estd determinada de manera tnica,
su parte real si lo estd. De (1.22) se sigue que las columnas de &1, ¢1,¢2,...,¢n, las
cuales forman un conjunto de n soluciones linealmente independientes de (1.19), son de
la forma:

$1(t) =e'"'py,
¢Z(t) =etp2 P2,

¢q(t) =c!ﬂqpn‘

bar1(t) =e'+1 pgyy
bos2() =€"e¥1 (tpgrs + Poyz)

(1.23)

r-1

t
Potn(t) =g'Prtt ((‘r;__l—).PqH + o+ tPgdr -1 + Pgtn

Gnr,+1(t) =€t pp_ 1y

r,—l

$alt) =c!Prts ((1‘ )lpu ret1 e+ Pa-i +p")

done p1, P2, .« . Pn son las columnas periédicas de ;. De (1.22) es claro que si Re{p;) < 0
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o equivalentemente | ;| < 1, entonces

¢:(t) = 0; (¢ = o0),
de manera exponencial.

Si ®(0) = I, tenemos por (1.20) que &(T) = eTR. Por otra parte los ); pueden ser
pensados como los valores caracterfsticos de $(T") = ®(0)~'®(T). De esto y de (1.16)
tenemos

T
det B(T) = MAz- - dn = exp/ TrA(s)ds (1.24)
. 0

De (1.24) se sigue que, sin—1 de los A; son conocidos el otro esta determinado. Finalmente
damos una expresién para la suma de los exponentes carateristicos que se deducen de la
expresion anterior

z 1 (T o
Z;p.:f /0 TrA(t)dt, (modT). (1.25)
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2
ESTUDIO DE LA

ECUACION DE MATHIEU

<<La vida es breve, el Arte
largo, la ocasién fugaz, el
experimento peligroso, el
juicio dificil >>.
Hipéerates de Quios (470 a.C.-400 a.C.)

matematico griego.
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En la seccidén 2.1 se muestra la divisién del plano (e, 8), para la ecuacién de Mathieu,
en regiones de estabilidad e inestabilidad y, se establecen algunas propiedades de las
curvas de transicion, se expresan las relaciones de los coeficientes de Fourier mediante
relaciones de recurrencia, Estas relaciones de recurrencia entre los coeficientes se juntan

para generar fracciones continuas.

En la seccién 2.2 se demuestra la analiticidad de estas fracciones continuas para las
curvas de transicién. El desarrollo de potencias de dichas curvas de transicién se hace en
la seccién 2.3 por dos métodos, uno es con el uso de las fracciones continuas y el otro es
con perturbaciones, en amnbos se obtienes las mismas expresiones y se mencionan los pros

y los contras de cada método.

En la seccion 2.4 se obtienen las curvas en el plano @, § que nos representan soluciones

periodicas y en la seccidn 2.5 se muestra que la regién de estabilidad se llena con estas

r
curvas. §

Por iltimo, en la seccidn 2.6 se usa el método de Poincaré-Linstedt para g pequeila, y se

obtiene una expresién aproximada para las {recuencias.

2.1 CURVAS DE TRANSICION PARA LA ECUACION DE MATHIEU
2.1.a Regiones de estabilidad e inestabilidad

La ecuacién de Mathieu (0.23) la podemos escribir en el siguiente sistema de ecuaciones

(;) =. (—a+7?ﬂcos2t (1)> (::,) ) (2.1)

donde

0 - 1
A(t)z(—a+2ﬁcos2t 0)

es una matriz con cntradas 7 periédicas. Por esto, tenemos un sistema lineal con coefi-
cientes periddicos y podemos utilizar los resultados de la teoria de Floquet obtenidos en

la seccién 1.4.
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Seréd muy importante para cl estudio de la estabilidad, ser capaz de decir para que a, 8
habrd soluciones acotadas o no acotadas asi como cuando habra soluciones periddicas.

Como se verd mas adelante, las soluciones periédicas nos ayudaran a estudiar las regiones

de estabilidad.

Primeramente de (1.24) tenemos que ¢l producto de los multiplicadores asociados a A(t)

cumplen con

g = exp{Tr /o" A(s)ds} = exp{0} =1, (2.2)

de lo cual, el polinémio caracteristico de la matriz de monodromia C es

g — (o, B)p +1=0,

resolviendo, tenemos que las soluciones a ésta ecuacion estin dadas por
P
§

proe =1/2 4% /FT—4]. (23)

Ahora, ¢(a,f) no es conocida explicitamente, pero podemos hacer las siguientes de-
ducciones usando la teorfa de Floquet (scccidn 1.4). Por la dependencia respecto a los
pardinetros, la matriz fundamental es analitica en (o, §) y por lo tanto también su traza,

es decir ¢(a,B) es analitica en (q, ).

(1) ¢ > 2. Los multiplicadores son reales, diferentes y positivos. Por (2.2), uno de
ellos, digamos p; = ¢™ es real mayor que uno, py = o > 0, y gz = e™? es real menor

que uno y por lo tanto p2 = — < 0. Por consiguiente, de (1.23)

z(t) = c1e7' pu(t) + cae ™ pa(t),
donde ¢y, c; son constantes y py,p2 tienen periodo minimo igual a 7. La regién (o, 8)
tal que ¢{a,3) > 2, contiene por lo tanto soluciones no acotadas y la llamaremos la
regi6n_inestable. De hecho, de la expresidn anterior la tinica solucién acotada es 2(t) = 0.
(ii) ¢ = 2. Entonces de (2.3) gty = yt2 =1, p1,p2 = 0. En consecuencia de (1.23)
existe unasolucién de periodo 7 sobre las curvas ¢(a, f) = 2, la otra puede ser no acotada,

pero se probard mds adelante que la otra solucién es no acotada para 8 # 0.
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(i) =2 < ¢ < 2. Los multiplicadores son complejos, entonces de (2.3) yz = ;. De
esto y de {2.2) tenemos que ju1] = |uz| = 1. Porlo tanto, tenemos que py = iv, py = —iv:

con v real, y y; = e™™. La solucidn general serd de la forma

.'l}(t) =0 eiulpl (t) + cze"{"‘pg(t).
Entonces todas las soluciones en la regién —2 < ¢{e, ) < 2 son acotadas. Esta es

llamada la _regién estable. Las soluciones son oscilantes, pero en general no periddicas,

ya que dos frecuencias v y 2 estdn presentes.

(iv) ¢ = —2. En este caso tenemos que py = pg = —1, es decir p1,p2 =i Por
(1.23) hay una solucién de periodo 27 en cada punto de ¢(a, f) = —2, la otra solucién

puede ser no acotada, aunque se probaré que la otra solucién es no acotada para § # 0.

v ¢ < —2. En este caso y1 y g son reales y negativos. Ya que también gy iz = 1,
; H#d
la solucién feneral es de la forma

.'U(t) —_ cle(0+i)fpl(t) + 026(_a+i)‘p2(t)

donde ¢ > 0 y p1, p; tienen periodo 7. Es importante notar que las soluciones tienen la

forma alternativa, con py = —e°" = (o7

z(t) = et qu(t) + cae " qo(t).
donde qy, q2 tienen periodo 27. Como es de esperarse ésta es llamada la regidn inestable.

De (i) y (v) pucde verse que las curvas de la forma

$(a, ) = £2,
separan las regiones inestables (|¢(a, #)] > 2) dc las regiones estables (|¢(a, 8)| < 2).
No conocemos ¢(a,f) explicitamente, pero sabemos que las curvas con periodo w, 27
dividen el plano a, 8. Por lo tanto, si podemos encentrar por algin método los valores a, 4
para los cuales tales soluciones periddicas pueden ocurrir, habremos también encontrado
las fronteras entre la region estable y la inestable, Estas fronteras son llamadas las

curvas de transicion, en la Fig 2.1 se ejemplifica como podrian verse las regiones y la

curva de transicion.
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Lstable —

E===] Soluciones no acoladas
[——1 Qnl. 4 PP |

Curvas de transicion

Fig 2.1

Para f = 03, de las soluciones a la ecuacién z" + az = 0, es inmediato ver que @ < 0
pertencce a la region inestable y o > 0 a la regién estable. También si & = n?, para algin
entero n, entonces las soluciones son 27-periddicas, de hecho 7-periddicas en el caso que
n sea par y 2n-periddicas si n es impar. Por lo tanto ¢(2p,0) = -2, ¢(2p+1,0) = 2.

Por lo tanto si uno toma el cje de las a's y sigue el movimiento de los multiplicadores de

Floquet, uno ve lo siguiente en el plano complejo

4 N
N KV N

a<0 a=0 O<acl

4 4
=]/ \V N

aml l<a<4 and

Fig 2.2

y para a > 4, los multiplicadores siguen dando vueltas sobre el circulo unitario, generando

soluciones 2r-periddicas cada vez que a estd en (2p + 1)? y w-periddicas cada vez que
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estd en 4p?,

Para (f pequefio, p1 y p2 deben comportarse de manera continua con respecto a f y uno

espera, por lo menos para @ # n?, un comportamiento similar.

2.1.b Curvas de transicién

A manera de facilitar la lectura, la ecuacion de Mathieu que se estd considerando tiene

la forma

4+ (a—2Fcos2t)z =0,

que es una ecuacién diferencial lineal ordinaria, de orden dos y no auténoma.

Sabemos dgla seccion anteriér que las curvas de transicign tienen como caracteristica
que dan soluciones a la ecuacidn de Mathieu con periodos 7 y 27, y no existen otras

curvas fuera de estas con estos periodos.

Entonces nuestro objetivo es determinar alguna relacion que nos permita construir estas

curvas. Para esto, pongamos & la funcién 2w-periddica @(t) como una seric de Fourier

a(t)= Y bpe™ (2.4)

m=—oo

y sustituydmosla en la ecuacion de Mathieu

[+

Z _1n26meimt+ (Q—Qﬂ[ '2‘+e—l2t]> Z ’Smc (2.5)

m=-—oQ m=—ca

agrupando en potencias de ¢*'

<]

> {(a—m¥bm = BBz + b)) €™ =0 (2.6)

m=-—oo

- Como el conjunto de funciones {¢'™*} forman una base para cl conjunto de las funciones

2r-periddicas y continuas por partes!!?®) la expresién anterior se cumple solamente si

(a - m2)6m - ﬂ(am—2 + 5m+2) = 07 (2.7)
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es decir, el coeficiente de cada e™! es cero.

Como x(t) € R, z(t) = T(t), tenemos de (2.7)

oo co

imt _ T —imt
E bmet™ = g e .
m=-—o00 m=-—00

Para que se cumpla ésta, debemos de tener que los coeficientes de cada €™ en ambos

miembros de la igualdad scan iguales, es decir

B = b—m, (2.8)
en particular tendremos que & € R.

Poniendo &y = 24¢ y 6 = A + (B, m > 0; (2.8) nos dard que A, = Ay y

B_,, = ~B,, param > 0. Por lo cual, de (2.7) param > O:
b

(0’ - mQ)Am - ﬂ(Am—2 + Am+2) = 0') (2.9)

(CY - 777'2)Bm - ﬂ(Bm—z +Bm+2) =0 (2~10)

Que son los coeficientes de cosmt y senmt que aparecen directamente de la ccuacién
diferencial de Mathicu.

Veamos que nos da la ecuacion (2.7) con m=0:

Sustituyendo m directamente en la ecuaciou

(a - 0)450 - 6(6..2 + 62) = 0

la cual se transforma en

ado - fA; =0, (2.11)
ya que ésta corresponde al término constante en la serie de la ecuacién de Mathieu,
m=1:

Abora tenemos que (2.7) se desdobla en las siguientes dos ecuaciones
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(o= 1)y = A(As 4 4) =

(a- 1)B'v1 —B(~Bi + B;) = b,

(212)

(2.13)}

los coeficientes para cost y sent en la ecuacion diferencial de Mathicu respectivamente.

m=2:

Haciendo lo mismo que en el caso anterior, tenemos

(O.' - 4)A2 bt ‘B(QA(] + A4) = O;

4

(a —4)32 - ﬁ31 = 0,

coeficientes para la ecuacion de Mathieu correspondicntes a cos 2t y sen2t.

Por otra parte

Sme™ 4 6_me™ ™ = 2Re (6meim‘) = 2(Am cosmt — B, senmt),

lo cual implica que (2.4) se puede escribir como

o ~] o0
z(t) = 240 + 2 Z A cosmt —2 E B,, senmt,

m=1 m=1

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Las ecuaciones (2.9)-(2.15) muestran una relacién entre los coeficientes de los términos

de la serie de Fourier de z(t). Esta relacién aparece como una relacidn de recurrencia, la

cual se obtiene directamente de (2.9) y (2.10).

A = ]
Ami2 (a - mQ) - ﬂ%
B 3 ™, m23.

Bmt2  (a-m?)- ﬂgylﬂ

m
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el signo =+ aparece porque, dependiendo de la @ con que empecemos, se necesitard “avan-
zar” y “retroceder” para expresar a ésta como una fraccién continua, como se verd mas

adelante. Para poder hacer esto es necesario estar seguro de que Ay, #0, B,, #0 Ym,

Quceda claro que hay cuatro relaciones generando las sucesiones {Ayn}, {Aznsa}y {Ben} ¥
{Ban+41]} ¥ que si en una de estas dos términos consecutivos, por cjeuplo Ay, ¥ Azpte son
cero entonces toda la sucesion es 0, si § # 0: en cfecto Azppa =0, cben.  Ayyg =0,--,

Pero se puede decir mds, como veremos enscguida.

Lema 2.1: Dado « existe una vecindad, |8| < e(e), tal que si § # 0, entonces todos los
elementos de una sucesién son diferentes de 0 o todos son 0. Si o no estd en una vecindad

de m?, entonces las 4 sucesiones son 0.
/

Dem: Dad$ que la prueba es la misma en las cuatro sucesiones, sélo trataremnos el caso
{Azn}. Podemos escribir (2.9), (2.11) y (2.14) en la forma

a — 4n? -8 0 Agn Agpz
-B  a—4(n+1)3? -8 Aznsz 0
0 N . .
. N . . = ﬂ '
. . -8 . .0
0 -8 a—4(n+p)? Agnyap Azni2ptr

donde, si n = 0, se reemplaza el elemento de la primera columna y segundo renglén por

—28 vy Apn—3, del lado derecho por 0, es decir, definiendo A—; = 0.

Sea Ay p la matriz diagonal (@ —4n?,...,a — 4(n +p)?), ¥ Ja,, la matriz con 1's al lado

de la diagonal y 0 en lo demds, entonces tenemos

AZn Azn..z
Azute 0
(An.n - ﬁJn,p) =f :
A2n+2p—2 0 .
A2n+2p A2"+2F

Si a#4n?,...,4(n +p)?, entonces An,p es invertible, y, para f pequeiio también lo serd

Anp—BTnp = A,,,P(I—ﬂA;,},J,,,p), con inversa (I+ﬂ.A;'lpJ,,',, +ﬂ2(./4,',‘|],,J,.|,,)2 +.. oA

mp
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donde la serie geométrica es convergente si || ﬂ/l;;,.] na <1, 1o cual serd cierto si |8] <

m. Es facil ver que || Jn,p S 2y que || A’-‘-,;"____m, k=0,...,p.

Entonces

A2n AZn—Z
Aznta 0 '
L =B -n T | s 18IS S s R
. 0
A2n+2p Azntopia

Utilizando csto, comencemos la prueba proplamente dicha del lema. Supongamos que

Azn, =0, n, > 0. Sia no es vecino a 0,4,16,---,4(n, — 1)2, entonces

— AO A.-z =0
] 5 b Ay 0
-2 a—4 -f A 0
0 - a-16 P o ,

. A2no—2 AZno =0

como la matriz (Ag n, — BJon,) es invertiple, Ag,+++, Asn,—2 = 0y toda la sucesién es
ccro, ya que Agp, 2 = Az, =0.

Si « estd en una vecindad de 4m? con 0 < my < ng — 1, tendremos que Ay 5, ya no es
invertible, y por lo tanto habrd que dar un argumento diferente al anterior. Sabemos que

(Ang+1,p = BJno41,p) es invertible, entonces

Azngta Azny =0

Aznpta - 0 1 \
. = ﬁ(A"u+1,P —IBJnoH.p) . , para < §l““4("0+1) L

Azngt2p Aanotapte

esto implica que

18] !
‘A2n0+2ly reey 'A7-"0+2P| < 2 2 28 ‘A2"+2P+2(’
4((no +1)2 = (ng - 1)*) 1 - (roFD) )

—(no—1

usando el hecho que
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1
Iﬂ‘ " 'Ano+l,p no-t1,p "’

I (Augt1,0 = BIng1,0) " I Amag “

Como esto debe ser cierto para todo p y que la convergencia de la serie requiere de

Agnotapt2 = 0si p — oo, esto implica que Agn 2 es arbitrariamente chico, por lo tanto

Agny42 = 0y la sucecidn es cero.

Si @ es vecino a 0, entonces si la serie para {A3,11) es convergente, el mismo argumento,
con Azpag — 0 cuando n — oo, implica que {A2n41} =0, y de modo similar {Bzy41} =
0= {Bs.}.

Volviendo al primer caso, si @ no estd en una vecindad de 4m?, se puede recuperar el
resultado, {A3,} =0, con el argumento anterior. Tomando A2, con p arbitrariamente

grande se tiene que, usando el mismo argumento, {Az,} = 0.

M4s generafmente, si o cs vec/iuo a 4m? entonees {Az+1} =0y {Bant1} =0. Sices
vecino a (2m + 1)? entonces {4z, = {B2,} = 0. En el primer caso la solucién es #-
periddica y se escribe como z{t) = 249 +2 3 Apycos 2t — 23 Byy senlnt, con 4z, # 0
0 Agp =0VYn, By, £ 00 By, =0 Vn, en el segundo caso, la solucion es 2r-periddica y
sc cseribe como z(t) =2, Az cos(2n + 1‘)75 —2) Agugrsen(2n 4+ 1)t. @

Supongamos que a esté vecino a 4m? y f vecino a 0. Entonces podemos escribir (2.9) en

la forma siguiente

Ao 0
A, 0
(Ao,m=~1 — BJo,m-1) : =0}
A2m-4 0
Azm—2 A'hn

(@ —4m?)Aom — B(A2m—2 + Azm2) =0

Amyz Azm
Azm44 0
(Am+1,mt14p = BImt1,mt145) : =8 :
A2m+2p—2 0
A2m+2p A2m+2p+2
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En este caso las matrices son invertibles, como se acabé de ver, si por ejemplo

la~4m?| < 4m~1,|B] < 1, entonces Ay,. .. Aam-z, son funciones lineales de fAzm, es de-
cir Agm—2k = a-g(a,5)8A2m,y Aam+a,...son funciones lineales de BA2n y fAomt2p+2.
Como las cotas son independientes de p y Azm42p42 — 0 cuando p — o0, uno tiene que
Aomyor = ar(a, 3)BAam. Este paso se puede justificar con un poco de andlisis funcional,

(como se vera més adelante). Por lo tanto el problema se reduce a una séla ecuacién:

(a — 4m*)Agm — Bla—1(e, B)B + a1(a, B)B)Azm = 0.

Si Ay = 0, ya vimos que Az, = 0 para tedo n, entonces se tiene la “ecuacién de

bifurcacion”:

@~ 4m’ ~ (a_1(a, B) + a1(a, ) = G(e, ).

Como G(m?,0) =0, Ga(m?,0) =1, Gs(m?,0) = 0, uno puede usar el teorema de
la funcién implicita y probar que existe una dnica curva, cerca de (m?,0), de la forma
a = af), tal que G(a(F),H) = 0.

Veremos mas adelante una manera eficiente, con fracciones continuas, de calcular los

coeficientes a41(e,8). Por ahora demos un poco de andlisis funcional.

El método que acabamos de desarrollar es un caso particular del método de Liapunov-
Schmidt. Este se puede plantear en la siguiente forma: Sea L%, [0, 2] el espacio de las
funciones periddicas de cuadrado integrable, el cual se puede identificar con el espacio
de succsiones 6, € C, con b_, =8, ¥ Z‘f_"w 16a]? < 0o ¥y el preducto escalar usual. Sea
también H3,,[0,27] = {2 6ae™, bon =8, T2 n'l6al? <oo}. Sea Loz el o-
perador lineal L, g7 = 2" +(@~2 cos 2t)z, considerado como operador de H},,[0,27] en
L%,,[0, 2% y dado, al nivel de los coeficientes de Fourier, por las relaciones de (2.9). Dado
que cos 2¢ es una funcidn par en ¢, es facil ver que si z(t) es par (impar respectivamente),
entonces L, g es par (respectivamente impar). Por lo tanto uno puede descomponer L?
con Lf, @ L2, correspondiente a las funciones pares (las A,) y las funciones impares (las
Bp) y H? como H} @ H?. Entones Lq,s manda HZ en L} y H? en L?. Finalmente L2
puede también descomponerse en L2 , @ Lf,,l donde Lf,,o corresponde a las funciones -
peribdicas {gencradas por Aj,) y su complemento ortogonal Lf,l 1 (generado por Aazpny1)

y las descomposiciones correspondientes para L? y HZ. Es inmediato comprobar que
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Lo,p manda H2 g en 2o, HZ, en L2, H}, en L}, y H}, en L, (también se puede ver

esto usando los coeficientes de Fourier y las cuatro sucesiones). Los siguientes hechos son

inmediatos:
1) La,g es continuo (es decir acotado) como operador de H? en L?,
2)Lq,p €s autoadjunto con respecto al producto escalar de L?,

3) La dimensién de ker Ly g ¢s a lo mds 2 (a 1o més dos soluciones linealmente indepen-

dientes y 2x-periddicas de la ecuacién de Mathieu),

4) Alternativa de Fredholm: la ecuacién La gz = f, con f € L}, [0, 27, tiene solucién si
y solo si f es ortogonal a ker Lq,g, (en efecto (Lz,v) = (z,Lv) = (f,v) = 0si Lz = f
y Lv = 0, por lo tanto f es ortogonal a Ly g. Al revés, la férmula de variacién de

pardmetros da una solucién particular en H? si f estd en L?).

5) Lo, es un operador de Fredholm de H? a L2, es decir dim (ker Lq,5) < 00, Rango(Lg,g)
es cerrado y de codimensién finita. La diferencia de esas dimensiones, el indice de Ly g,
es 0.

6) Se puede complementar ker L 4 por RangoL, s()H? en H? y por RangoL, g en L?
¥ La,g restringido a RangoLg s () H? es un operador invertible sobre RangoL, 5. Sea
K, el inverso y sea P la proyeccion, ortogonal en L?, de L? sobre ker La . Entonces
la ecuacién Lo gz = f, se descompone en dos ecuaciones, escribiendo z = z¢ + 1 con

z9 =Pz, z1=(I~P)r: Lag(zo +z1)=Pf+ (I —P)f = Lopz, es decir

Pf=0
21 = Ka,g(I - P)f

Recuperamos as{ la alternativa de Fredholm, con este método de proyeccidn, el método

de Liapunov-Schmidt.

7) Supongamos que ker L, g, €s conocido, entonces podemos escribir

Ly,p2 = Log,g,T + (& — g — 2(B — fo) cos 2t)z.

Usando la proyeccion sobre ker Ly, g, y RangoLy, g,, se tiene

(o — ag)zo — 2(B — Bo)P(cos 2t(z + z1)) = 0,
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z1 + (@ — ag)Kaq, 8,71 — 2(8 — Ho)(I — P)[cos2t(zo + 1)) = 0.

Podemos aplicar el teorema de la funcién implicita a la segunda ecuacién y obtener
z1 = z1(wp, @, B) como tinica solucidn, con z3(xg,x0,Ho) = 0. De hecho, dada la unicidad
y la linealidad, z,(tzo, @, 8) = tz1(z0,a, 8). El problema es entonces equivalente, en una

vecindad de (0, ap, fo) a la ecuacidn de bifurcacidn

(& — ao)zo — 2(B — Bo)Plcos 2t(zq + 21(%0, @, 8))] =0

Queda claro que esta manera de hacer las cosas funciona también para cada uno de los
operadores definidos sobre los cuatro espacios que configuran L?, es decir L;,o: Lfm, L?,o,
L.

Por ejemplo si tomamos a, = 4m?, ff = 0, entonces zg = 2Asm cos 2mt, P(cos 2tzq) = 0
¥ P(cos 2tz1) = (Azm—2-+Azm42) cos 2mt, con Agm_2(a, )+ Azmya(e, B) = a_1(a, )+
ar{a,8)f y la ecuacién de bifurcacién es la que ya encontramos. Si § 3 0, entonces zq
se puede expresar como una serie {en cos2nt en el ejemplo anterior) y la ecuacién de

bifurcacién serd mas complicada. Sin embargo se puede probar lo siguiente:

Lema 2,2: Si fp # 0, sea f,au,ﬂo el operador Lo, g, restringido a uno de los 4 espacios,
entonces dim (ker an,ﬂo) <1 y existe p(ao, fo) tal que los coeficientes de Fourier de zg

son todos diferentes de 0, a partir de p, o ¢ = 0, para zp en ker l.},,o, 8o

Dem: Tomemos esta vez el ejemplo de Ly o, generado por {cos2nt}. Si Ay, = 0, para

una sucesion de n's tendiendo a oo, entonces tenemos

Ajnie Az
0

(An+.‘l,oo - ﬂJn-{-l,oo) . = ﬂ 0 ’

donde usamos el mismo argumento que antes, al tomar una matriz “infinita”, es decir,
tomando matrices cada vez mas grandes como aproximacién a los operadores respectivos,
Ahora si n es tan grande que en Anpj1,00 — fJn41,00 dominan los términos diagonales
—4(n + 1 + k)2, entonces este operador es invertible, y tenemos Agpy2 = ... = 0, y por

lo menos dos términos consecutivos son 0, por lo tanto g = 0 si §y # 0.
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’
4

Si hay dos elementos zg y #g en ker an, B0 con coeficientes Agy, ¥ ;12,., entonces, tomando
no > p(ag, o), se tiene Ap, +k_f~12n., =0, para k = —%:—"9-. Por lo anterior zg + k%o = 0,
no

y hay sdlo una solucién lincalmente independiente. g

Notamos ademads que

Az"‘ﬁ'? A?rlg
A2uo+4 0
(Anot1,00 = Bng+1,00) . =B{ o |-

implica que Azn,+2 = Balao, Bo)Azn, ¥, por lo tanto las otras relaciones se escriben

0
(v‘io,no - ﬂJO,uo) =0,

7 A2no
$

donde Ag,n, difiere de Ap,n, sélo en el dltimo renglén y en la Gltima columna donde
g —4n3 es recmplazado por ag —4n2 - f2a{ag, fo). Se tiene entonces que Ag,, — B0 Jo,nq

tiene un niicleo de dimensién 1. Cambiando Ay por Ay = 24y, tenemos

al2 -f 0
B a—-4 -f
det| 0 ~f a-16 -f =0
0 a ~4n} — B%a(e, )

Como esta matriz es sunétrica y 0 es un cero simple, tenemos, para (a, f) vecinos a

(a07ﬂ6)-

det(), @, B) = det(AL — Ao,ne(2,8) — BJo,na(:8)) = (A = Ao(e, B) TJ(A = Aile, )

con Ai(ao,fo) # 0, parai 2> 1, Ao(ao, Bo) = 0y Ao(a, F) es una funcién suave de (a, 8), de
hecho analitica: con el método de la funcidn implicita, para variable compleja y series, que
se verd mds adelante, es ficil probar que a4 g es analitica. Por lo tanto el determinante,
como funcidn de (), e, §) es analitico. Como Ag{ag, fy) €s un cero simple se tiene que
la derivada parcial del determinate con respecto a A y evaluada en (Ag{ao, fo), @o, o)

es diferente de cero. Por lo tanto, por el teorema de la funcion implicita, la ecuacién
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det(A, @, 8) = 0, se resuelve de manera tinica para A = Ag(a,f) con Mo{eg, fo) = O, la
curva de transicién se encuentra, cerca de (ap, fy), al resolver Ag(a, B) = 0.

Notese que para Agpi1, Bant1 ¥ Baa, las matrices correspondientes son simétricas y que
Ano+1,00 €5 la misma para {Az2q} ¥ {Bon)}, ast como para {Azn41} ¥ {Ban+1}. Por lo
tanto azn, es el mismo para {A3,} y {Ban}, mientras que azny41 €s para {Agnt+1} ¥
{Ban+1}. .

Usando el lema anterior, el niicleo es de dimensién 1, y zy = tZ¢ para cualquier zo
en ker Lo, Como z1(zg,a,8) es lincal en ¢, la ecuacion de bifurcacién se reduce a la

ecuacién siguiente, para t # 0, para a y B

27
a—og—2(f- ﬂo)/ cos 24(2 + F91 (%0, @, B))dt = H(a, B) = 0.

Con 'cl(mo,ao,ﬁo) = 0 y la proyeccion P sobre ¢ : Py = &y j;) y(t)Eo(t) dt, normali-
zando o de tal forma que fo idt = 1.

Como Halag, fo) =1, Ha(ao,fo) = —2 foz" cos 2t73d¢, podemos resol ver localinente esta
ecuacién para @ = o(f) enalitica en f, aplicando otra vez el teorema de la funcién
implicita compleja, con &/(f) = 2 fo cos A2 dd.

Si& =23 Agncos2nt (por ejemplo), con todos los A, # 0y fo 0,y da Yo A2, =
entonces es facil ver que o' (fo) = 3 Azn(Azn—1+Aont2). S1F0 =23 A2nt1 cos(2n+1)t,
entonces a'(By) = 3, Azat1(A2n—1 + Az2n43) ¥ lo mismo para Ba, y Bayty.

Este argumento funciona también para fy = 0, con & = ﬁ;cos 2n9t ¥ ag = 4n2,
6% = a—‘l/; cos(Zny + 1)t y @0 = (Zng +1)%, 0 & = Wlﬂ-sexlznot y ap = 4ng, 0
Zp = Kl/;:sen(an + 1}y ao = (2no +1).

En ese caso a'(0) excepto para o = ﬁ; cost,cona'(0)=1(Ao; = 4)) ydo = ﬁ;sent
con &'(0) = =1 (B-y = ~By).

Finalmente queda claro que, debido al Teorema de la Funcién Implicita, cada curva de
transicién queda definida para todo 8 (un argumento por contradiccion implica que no
pueden terminar) y que toca al eje a en 4nd 0 (2ny + 1)%. Ademds, dentro de cada
espacio, dos curvas de transicién no se cortan. Hemos probado la primera parte del

siguiente resultado.
Teorema 2.1: Si gy es una solucién periddica de la ecuacion de Mathieu de periddo =
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(respectivamente 2r ) par (impar), entonces existe una inica curva analitica ap(f),

respectivamente ap,1(8), 0 a,0(f) respectivamente a;1(f), definida para todo p y pasan-
do por a = 4n?, f = 0 para las soluciones 7-periédicas y por (2ng +1)? para las soluciones
2r-periddicas. Ademds apo(—p) = apo(B), aio(=8) = @in(B), apa(—F) = ain(B) 3,
dentro de una de las cuatro categorias, dos de estas curvas no se cruzan. Finalmente el
niimero de ceros de zo(t) entre 0 y 27 es coustante sobre la curva de transicion, igual a
2ng para las funciones pares y la curva que pasa por (nd,0), y a 2no—1 para las funciones

impares.

Dem: Falta probar las simetrias y los ceros. Sea z(t) solucién de la ecuacién de
Mathieu z"(t)+(a —2f cos 2t)z(t) = 0. Tomamos y(t) = z(t4-7/2), entonces y"'(t)+(a+
Beos2t)y(t) = 0, es decir y(t) es solucidn para (@, —B). Ademas y(t) tiene la misma pe-
riodicidad que z(t). Si z(t) =235° A2, cos2nt, entonces y(t) = 23 0°(~1)" Azn cos 2nt
y pertenecg también a Hyo ¥ por lo tanto ay,0(—8) = ap,o(B) ya que estos dos pedazos
de la curva deben reunirse en @, g(0) = 4nj. Del mismo modo si z(t) = 2 ) 7° Bap sen 2nt
entonces y(t) = 2)7°(—1)"Bansen 2nt. También si o(t) = 2370 syt cos(2n + 1)t se
tendrd que y(t) =2Y 7" sen (2n + 1)t pertenece a Hi)y y a;1(—f) = ap1(B).

Para los ceros basta ver que la ecuacién de bifurcacidn ¢s independiente de ¢ y que
z1 (%0, @, B) = tz1(do, @, B) es analitico en a y f. Por lo tanto z(t), sobre ia curva de
transicidén a = a(f), es una funcién analitica de (@, 8) y por lo tanto de 8. Ahora bien z(t)
tiene todos sus ceros simples (un cero doble implica que ¢l problema de valores iniciales
en esc cero, cs con z(tg) = z'(to) = 0, y por la unicidad de la solucién a la ecuacién
diferencial, tendriamos z(t) = 0). Esto implica que el niimero de ceros se conserva sobre
cada curva de transicidn y basta calcularlos para cosngt o senngt, en g = 0. Probaremos

’ + 02
méds adelante que las curvas de transicién no se cortan. g

Parte del tecorema 2.1 es conocida: ¢l comportamiento de los ceros es clasico para el
problema de Sturm-Liouville (Abramowitz, [Ab], pg 724), cl hecho que las curvas no se
cortan para B pequeiio (se usara este argumento mas adelante:[Ab] 20.2.21-20.2.23) y que
el nicleo es de dimensidn 1 ([Ab] pg 724). Las propiedades de simnetria estas mencionadas
en [Ab] pg 728 y en Meixner-Shifke, [M-S), pgs 99 y 133. Que uno obtenga curvas
continuas se puede probar usando las propicdades espectrales como en el Coddington y

Levinson, pg 219. Sin cibargo, cl uso del mnétodo de Liapunov-Schmidt parece novedoso
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en este contexto, La analiticidad global estd probada en [M-§], pg 133, con métodos mas

sofisticados de analfsis funcional.

Encontremos aliora las expresiones en fracciones continuas para las curvas de transicién.

La ecuacién (2.11) nos da una relacion entre los coeficientes de Fourier, si 4 # 0,

As
a= ﬁA_[),
a su vez de (2.14), %‘7; es
Az 28
1 4 aA
Ay (a—4)-pot
que sustituyendo en la ecuacién anterior nos da
(44 2ﬂ2
] = —,
L (a—4)— %
aplicando (2.18) de manera repetida tenemos
24?
R — (2.19)

- (a—m)—-"—-’

donde tenemos una relacién entre @ y §, la cual nos determina la curva de transicién que
patede f=0,a=0.

Como se vid, (2.19) determinard una solucién 7-periédica par, poniendo en la serie (2.17)
Bi =01y Aaiy1 =0, ya que ésle es el dnico con su serie convergente,

Hagamos lo mismo para las curvas que parten de § = 0, & = 1. De (2.12), si 4; # 0,

Az
=1 —
a=1+0+p5
nucvamente aplicando (2.18) de manera repetida tenemos

ﬂl

a=1+ﬂ+(a-—9)_

3 (2.20)
(a—28) =L

quc ¢s la curva de transicidn para soluciones pares y 2n-periddicas, ul tomar B; = 0y

Ag; =0 en (2.17). Repitiendo ¢l mismo procedimiento, con (2.13) se tiene, si Dy # 0,
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a=1-8+ 'BB_I-
la cual, por (2.18)
8
=1- 5 2.21
ﬂ + (1 9) (a—25)~£= ( )

que es una curva de transicién para soluciones impares y 27r-peri6dicas, poniendo A; =0

y Bz; =0en (2.17).

De manera andloga tenemos que las dos curvas de transicién que salen de f =0, a =4,
si Az # 0, son:

ﬂ2 g ,
a=4+ " + 2.22
(a —16) - —ﬂ—r (2.22)
(a-36)-L%
que corresponde a las soluciones pares y w-ﬁeriédicas (A2i41=0,B;=0) y
B2 ‘
a=4+ : (2.23)
(a—16) - —ﬁ——,—(a_%)_L

correspondiente a las soluciones impares y -periédicas {(4; = 0, Baij; = 0) .

Finalmente, de (2.9) y (2.10) tenemos que las curvas que se originan en § = 0, & = m?

para m > 3 estdn dadas por, si Ay, # 0,

- Am+2
a=m ”( A Ty )

pero por (2.18) esta ultima se transforma en

B B
y=m? + +
a=m"+j ((a— (m —2)?) - ﬂﬁ: =2 (a=-(m+2)?) - ﬂAm“)

la cual estd bien definida ya que o es cercana a m? cuando B ~ 0. Haciendo esto de

manera repetida y suponiendo que m es impar tenenios que

81



T

M —— — : _ .
S 9NZY o B
o (a (m 2)) (a=(m=g)?)-—L— "

o =

., 2
) a=1-§

R Vk.ﬂz
Fe—mrep)-

Ez .
(a=(m+4)3)= 2L

Esta ecuncién surge de los cocficientes A,; con m impar, por esto, los &, 8 que la cumplan
daran scluciones de la ecuacién de Mathieu 2w-periddicas pares, al tomar Ay; = 0y B; =0
en (2.17).

Cabe sefialar que esta ccuacién relaciona a todos los coeficientes de la expansién, y se
reduce a pedir que a y B cumplan tal expresion; es decir, para tener soluciones con
periodos 7 y 27, @ y B no pueden ser cualquier punto en el plano. Los o, # que satisfacen

ésta, determinan una curva, la curve de transicién que se definid en la seccién anterior.

Las cuatro expresiones que s¢ obtienen considerando los coeficientes A, B y la paridad

de m se muestran enseguida:

Curvas de transicién para soluciones 27r-periddicas: (n=2n+1, 1<n€eN)

ﬂ2

—(m — 9)2) — B2
(a —(m—2)?%) P —

vt (2.24)

a=mit+

iz
* (¢ = (m+2)2) -

2

{a—(m+14)2)-£=

que nos dard soluciones pares de (2.17) tomando Ay; = 0, B; = 0.
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. _ _ 2 - : ‘ﬁﬂ
(o= (m 2,)) (=m0 P . E—

a=m2+

e (2.25)
+ __F
(o~ (m £ 27) -

..__.5_'___.,_
(a=(m+4)?)—L=

que nos dard una soluciones impares de (2.17) tomando 4; =0, By; = 0.

Curvas de transicién para soluciones r-periddicas: (m =2n, 2<ne€ N)

@=mit - B? .
(a—(m—2)Y) - P — —
. p?
o (a-0)- 27 (2.26)

Jr(a,—(nw,zy)_——ﬁ‘-—r

(e=(m+4)7)- L2

que nos entregara soluciones pares de (2.17) poniendo Agiy1 =0, B; = 0.

a= m2+ pYes '32 7
(a=(m=2)) = = —
. E!
Cemto- (2.27)
ﬂ2

Ma—tmiop- — 2

(a—(m-+4)?)-2=
que nos entregard soluciones impares de (2.17) poniendo 4; = 0, Byi41 = 0.

Si « ¢3 vecino a m? = (2n + 1)%, vimos que Ag; = B2; = 0y que si Azi+; # 0 para algin
i, entonces Azp41 #0 Vp, y a queda determinado por (2,24), mientras que st By # 0
para algin 7, entoces Bapyy #0 Vp, y a queda determinado por (2.25).

Por lo tanto si para algin (a,8) & ((2n + 1)?,0) hay una solucién con Agzip: # 0y
B3j41 # 0 para algin ¢ y j, entonces (a, f) pertenece a la interseccién de las dos curvas

de transicién que salen de ((2n 4+ 1)?,0) y dadas por (2.24) y (2.25). Por lo tanto
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ﬂz _ : ﬂZ i )
(==~ B {a- (-0~ —Lp

i

de lo cual se deduce que @ — 1~ 8 = a—1+f, es decir § = 0 y la tnica interseccién de las
curvas para § ~ 0 es f = 0,a = m?. Por lo tanto para (2.24) uno tiene que Byip; =0y
para (2.25) que Azi+q = 0. Esto implica que la otra solucion sobre la curva de transicién

es no acotada y crece como ¢ (si fuera acotada por el teorema de Floquet serfa periédica).

Para (2.26) y (2.27), la interseccién de las dos curvas de transicién darfa ¢ ~4—28%/a =
a—4, es decir 8 = 0, con los mismos resultados. El hecho que las eurvas no se intersecten

para todo 8 # 0, serd probado mds adelante.

2.2 ANALISIS DE CONVERGENCIA PARA LAS
CURVAS DE TRANSICION Y SOLUCIONES

En estas ecuaciones ((2.19)-(2.27)), aparecen e, § implicitamente, nos gustaria despejar
a en términos de 8 para poder tener un dibujo de las curvas; y si esto no es posible, por

lo menos pader dar una aproximacién de a dada una 8.

Para hacer esto definamos la siguiente funcién “cortada” de (2.24) (ésta fue elegida de

manera arbitraria) que pudo haber sido cualquier otra de estas ecuaciones.

,32
Fi(,8) = o~ m~ : -
(a=(m=-2)2)- Py ——
, = (2.28)
T 2y _ g2
(@ = (m+2F) ~ i —

donde suponcmos que o, f € C: Fy; es el cacicnte de dos polinomios en a y 4.

Enunciamos cnseguida el teorema de la funcién implicita sélo con fines explicativos:
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Teorema 2.2: (Teorema de la funcién implicita)t™al
Si F(z,w) es una funcién de dos variables complejas analitica en €l recinto |z — zorl <r,

lw — wo| < p y satisface las condiciones

OF(zg,wp)
-——5%’— #0, (2.29)

entonces, en cierto entorno {z — 29| < ' < r, jw — wo| < p' < p del punto (z,ws),

Fzg,we) = 0;

la ecuacién F(z,w) = 0 tiene para cada z una raiz w(z) y sélo una. Esta raiz es una
funcién uniforme y analitica en el circulo |z - 2| < r' y representa una funcién implicita,
determinada por la ecuacién F(z,w) = 0, y por la condicién suplementaria w(zp) = wo.
Ademds r' > r(;)—_”_’—z;)z, donde ¢ = max|F(z,w)|/ |55 (z0,ws)| con |z~ 2| < 7, |w~
wg| € p. La demostracién de la estimacidn sobre ', la cual no es usual, se dard en el

apéndice II1.

Procedamos a demostrar que (2.28) cumple con este teorema. Antes de pasar a mostrar

que Fi(a, ) es analitica primero exhibamos que cumple (2.29).

Primeramente Fi(m?,0) = 0, simplemente de evaluar. Procedamos a calcular las de-

rivadas parciales en (m?,0)

( S — \
(@ —(m=-2)2) - (a=(m—4)3)m bl
6Fk(7n230) o '..-;—A—Tf_ —
=1 : -
(@ =(m+2)?) (a=(m+4)2)~ ——

y de la misma manera se tiene

2 24 h 2
0F(m ’0)=limm +h-m -

1.
O h—0 h

Por lo tanto, si demostramos que Fi(w, ) es analitica en un entorno de (m?, 0), podremos
aplicar el teorema de la funcién implicita. Una manera de hacer esto, es exhibir que el

tercer y cuarto término de (2.28) son composiciones de funciones analiticas.
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Sea

)= (m——ﬂzky) —i zFa—(m-2, (2.31)

esta funcion es analilica. De esto tenemos que el tercer término de (2.28) se puede espresar

como

_n2
e (Frsa Pz o)) )) = L (232)

—(m —2)2) —
(& —(m —2)?) Y — —

. 2
“Ta=1¥=19

con z = f,y @ € {(m - 2)%,(m +2)).

Ahora famoi(2) = m{f;—_; es analitica en zg ya que (o, f) € V;(m?,0) (Una vecindad de
radio r alrededor de (m?,0)). Ademés f mot (20) = za—:%’:? tiene norma menor que 1 ya
que la norma del numerador es menor que 1 si |§] < 1 y la del denominador mayor que 1
{en cste caso o 2 9). De la misma manera f m=a (2) evaluado en fm_z—_L (20) tendra norma
menor que 1 (& 2 25) y estard de nuevo bien definido, y serd analitico. En término
general es facil ver que si |8] € 1, |2| €1, |a — m?] € 2m — 1, entonces |fi(z)] € 1y
por lo tanto las iteraciones estén bien definidas. En efecto, |fi{2)} < W:Ir—n_{%j’r:ﬂ’ ¥
la = (m — 2k)?| = (m = 1)2 — (m — 2k)? > 2 si @ — m?] < 2mk y m > 2. Por lo tanto
para |2} < 1, |A] €1, |a — m?| < 2m — 1, entonces |fr(z)] < L.

Para gi(z), tenemos que si o — m?| < 2m — 1, entonces |a ~ (m + 2k)%| 2 (m + 2)* -
(m+1)?%>38sim>0.

Por lo tanto |gi(2)] € 151 8] < 1, la ~ m?} < 2m —1, |2} < 1y Fi(2) es un coeficiente
de dos polinomios, sin polos en |a—m?{ < 2m -1, |8] < 1.

Andlogamente, se tiene que (2.32) estd bien definido, y como es la composicién de fun-

ciones analiticas, serd también analitico.

En término general es facil ver quesi |8} < 1, |2} < 1, ja~m?| < 2m—1, entonces |fi(2)] <

1y por lo tanto las iteraciones estdn bien definidas. En efecto, |fi(2)] £ l—a_—(m-%:l—);l:—m,
yle-(m=-2kP2(m-12 —(m-2k)2 > 2sija—m?| <2m—-1ym 22 Porlo
tanto para |2{ € 1, )8} € 1, |a — m?| £ 2m — 1, entonces |fi(2)] < 1.
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Para gi(z), tenemos que si |@ = m?| < 2m — 1, entonces |a + (m + 2)9)2 | > (m + 2)2 -
(m+1)223sim>0. Por lo tanto |gx(2)] S 1si|f| < 1, a—m?| <2m =1, |z| < 1y
Fi(z) es un cociente de dos polinémios sin polos en o ~m?| < 2m ~1, |B| < 1.

Ahora, de manera anéloga se prueba que el cuarto término de (2.28) también es analitico.

Para esto se define

a2
gk(z) = =0 +ﬂ2k)7) — 2 #a— (m+ 2k)%. (2.33)
lo cual nos da
‘ h
e (gk(0). ) = - 3 2.34

Finalmente Fi(a, 8) es la suma de funciones analiticas en V;(a, 8), por lo tanto Fi(a, 8)
también es una funcién analitica y cumple cl teorema de la funcién implicita en una
vecindad de este punto.  Entonces se puede despejar @ como funcién de § y a serd
analitica. Denotemos por oy a la @ que cumpla con Fi(a, 8) = 0 para una determinada
B.

Hasta aqui hemos probado que podemos aplicar el teorema de la funcién implicita a
Fy(a, B); sin embargo lo que realmente nos interesa es poder despejar la @ en cada una

de las ecuaciones (2.19)-(2.27). Para esto tenemos que echar mano del siguiente teorema,

el cual solamente enunciamos

Teorema 2.3: (Weierstrass sobre convergencia uniforme de funciones analiticas)(* ]

Si Ia sucesién {f,(2)} es uniformemente convergente en cada subconjunto compacto de

G, y si cada término fu(2) es analitico sobre G, entonces la funcién limite

f(z) =nl_i_‘“;°fn(z) A (2.35)

¢s también analitica sobre G. Ademas, cuando n — oo la sucesidn de las derivadas

{fi(lk)(z)}’ k =1,2,--- converge uniformemente a {f*)(z)} en cada subconjunto com-

pacto.
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Si logramos probar que cada una de la Fi(a, f) es uniformemente convergente en cada
vecindad compacta de (m?,0), y usando que Fi(e, ) es analitica sobre tal vecindad,
tendremos que F(w, ) es también analitica, y esto implica que se puede usar el teorema

de la funcién implicita para F. Ademds

klingoFk(akyﬂ) = F(Q)ﬂ) =0.

Ahora veamos ciertas propiedades que nos serdn de utilidad en el andlisis de la conver-

gencia de las Fglag, §).

Sea

2

§(r) = —————; w,r€R, (2.36)
L . .
a ¢ésta la podemos escribir como
2
f= 2
r46
resolviendo tenemos que § es
—_r ST = a2
§= _Li_;l"_ (2.37)

Lo que & nosotros nos interesa es estimar el lim,—,_o, 6(7), lo cual nos lleva a eliminar el

signo positivo para tener

lim_6(r)= lim_ 1—1——2———— =0, (2.38)
donde r € (—00,—2w).
Ademés
)= —io i T
6 (T) = 2 2 ,——_1"2 —4(,02’

como r € (—00, —2w), implica que §'(7) > 0. Por lo tanto tenemos una funcién monétona

creciente como s¢ muestra en la siguiente figura
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. Bt

Fig 2.3

Si ahora consideramos la siguiente expresion

—w?

Tn = 8(6 — (m + 2n)%) = (6 (m+2n)8) — 2=

fweR (2.39)

podemos ver facilmente usando lo anterior sobre 6 que, si § — (m + 2r)? < —2w, para
nz2l,

>U> o >ra > >0

Entonces, dado que € >0 3k(e) tal que 0 < y2; < €. Aprovechando esto y considerando
que |§ —m? <2m -1y -1 <w < 1 tenemos
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€7k G (w29 o
. —w?
>
(8 = (m + 2k)%) + Ya(r+1)

= 2
(6 = (m +28)*) ~ =gt ey
2

—W

3
(0 - (m + 2k)2) - (0—(m+2(k:l))°)+‘12(:=+2)

_w2 . . )
(0 - (m+2k)) - w? (2.40)
. o

TR gy

> —w? 7
(8 — (m + 2k)2) — o
- (9-(m+i(k+lu)l)’7)+'lz(|,+l+1) )
—w?

" (0= (m+2kP) - 2

w?

e .
. (0= (mt2a(k41))?)- (9-("'+2("+'w)a)+‘72(h+l+l)

>
De donde 3k € N tal que

— N2 _ w?
(6 - (m+28) - i ok

<€ (2.41)

(en particular la k tal que ;) < € sirve) lo cual significa que las colas de las fracciones
continuas de las ecuaciones (2.19)-(2.27) son pequefias a partir de una cierta k y, por lo
tanto, esperamos que sean despreciables.

Ahora establezcamos el resultado de (2.41) pero con w,8 € C; ya que, a pesar de que
en las ecuaciones importantes, (2.19)-(2.27), w, § son reales (los equivalentes a «, 3), los

resultados que queremos obtener son justificados con teoremas de variable compleja.

90



Si probamos que

g

0< — S
(e — (m +2k)?) = ———— .
B UL AR -
[z
< L (2.42)
Re(a — (m +2k)?) - —— 1L

N -|g2
(2,8 € C) es vélido para toda L, por (2.41) tendremos que el lado derecho de (2.42) lo
podemos hacer tan pequefio como queramos, dependiendo de la & que elijamos, y por lo

tanto, también el lado izquicrdo. Aqui se supone Re(a) < (m + 2k)2.
Procediendo por induccién, de (2.42) para L = 0 tenemos
-p? —18?]

(@ —(m 1 20)%)| < Rela = (m + 20)7)
directamente de maximizar el lado derecho.

a,f€C, Re(a)<{m+2k),

Supongamos (2.42) vélido para L = I, es decir, para Re(a) < (m + 2k)?,

_ﬂz

0< 2
(& — (m + 2k)?) — 8
- (a—(m;=(2~+r))’)
=18
< 7 )
Re(a — (m +2k)) - —— &L
* ~182
de donde se ticne facilmente que
_q?
0< ﬂ 7
(o~ (m+2(k+ 1)) = 2 ‘
*e g
e (mEakr )
_la?
< 6] ] (2.43)
Re(a - (m +2(k +1))2) -

. =183]
* Rela=(m+2(:H+10)7)
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Procedamos entonces a probar que (2.42) es vdlido para L =141,

_.52
<
(@~ (m + 2k)?) - ——F——— |~
_n2
< B 3
Re(a — (m + 2k)2) — LH
b —132
< =18’
Re(a — {m +2k)?) - Lk
N .
S —!ﬁzl 2 ’ (2‘44)
. 7 Re(a —(m+2k)2) - La

. ~|82
' Refa~(m '+E=(Al+‘t+x N5

en este tltimo paso se usé (2.43). Por lo tanto (2.42) se cumple, y como es para todo L,
tendremos que {2.41) es vélido con w,8 € C. {

Por otra parte, Fi(a,f) es continua en un compacto (vecindad compacta de (m?,0)),
entonces dado e > 0 existe k tal que

- 8
(a=(m+2)) - ———
‘e 22
IF(avﬁ) - Fk(ﬂf;ﬂ)l = n gz(a-(mH” Hek) < €, (2.45)

T (a—(m2)) - ——E
b 2
va que £(k) - 0, & — oo (por (2.41)). Por lo tanto, existe una vecindad compacta de
(m2,0), V(m?,0) = {(a,B)/la = m?| <2m —1, |B] <1}, tal que

Fi(a,8) = F(“)ﬁ)x Y(a,B) € V(m2:0)'

t En esta parte estamos suponiendo que o =~ m?, a,f € C y que a, 8 toman el lugar de
f,w en (2.41)



DPor el teorema 2.2 tenemos

lim Fi(m?,0) = F(m?,0)=0
k—o0

Jim %ﬁ(m?,m = g—i(m2,0) =1

¥ F(a, B) serd analitica en una vecindad de (m?,0) definida por {|a—~m?| < 2m-1,|8| <
1} y, por lo tanto puede aplicarse el teorema de la funcién implicita para variable compleja;
el cual nos dice que que podemos despejar o de F(a, ) = 0 en una vecindad de (m?,0),

y ademas « es analitica, es decir, podemos hacer desarrollos de potencias de 3.

Usando el teorema 2.2, podemos dar una estimacion del radio de convergencia: Aqui
r =1 p=2m-1, Flum20 = 1, y por las estimaciones que se han dado |F| <

la— m2| 4141 <2m+1. Porlo tanto ¢ = 2m+1 y el radio de convergencia es al menos

2m—1 z 1 2> 5 2> X .
2m—1+20@2m+1))  \3+4/2m-1)) “\19) “16 para m 2 3.

El mismo tipo de estimacién es vilido para las ecuaciones (2.25), (2.26) y (2.27) es decir,
param 2> 3.

Para el caso m = 0 el mismo tipo de razonamiento funciona en la vecindad de |a| < 1,
18] €1, con |F| < 1, como se puede ver de (2.19). Aqui ¢ = 1 y hay convergencia para

18l < 1/9.
Parael casom = 1, @ - 1] < 1, |A] < 1, entonces, de (2.20) y (2.21), se tiene |F| <3 y

convergencia para || < 7.
Param = 2, la — 4] < 3 ,|8] € 1 entonces en (2.22), |F| < 6 y en (2.23), |F| < 4, con
convergencia para || < 1/25 y |8] £ 1/16 respectivamiente.

Sea Fpp(e, ) la ecuacién para m y soluciones pares, y Fu i(a,8). la ecuacién para
m y soluciones impares. Es facil deducir que Finyyi{a, f) = Fangp{a, —f) viendo
(2.19)-(2.27), y tanto Fin,i(a, 8) como Fy, p(c, 8) son funciones de #%. De la primera
observacién y de la unicidad dada por el teorema de la funcién implicita se tiene que

ai(B) = a,(-p) para 2n + 1 y, para 2n que, poniendo §* = 4, entonces F{a,y) = 0
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implica que @ es una serie en ¥, es decir a = a{?) en ese caso y, en particular las curvas
son verticales y simétricas con respecto al eje de las a’s. Obtenemos asi otra prueba,
vilida sdlo para 8 pequeiio, de las simétrias de las curvas de transicién. Por lo tanto las

curvas de transicién deben tener las siguientes formas.

/\D / N ,\ (2nf \ 2n+1d a
- 4 \

— par  eeeeseee impar

Fig 2.4

La forma local de estas curvas se dard en la siguiente seccién.

Ahora hagamos el andlisis de convergencia correspondiente para las soluciones de la
ecuacién de Mathieu sobre estas curvas de transicidn. Sin perdida de generalidad consi-
deremos una solucién 2n-periddica par, que se origine en & = m?, m es impar, f§ = 0.

Por (2.17) ésta tiene la forma

z(t) = 24; cost + - - + 2Apm—q cos(m — 4}t + 245, cos(m — 2)t 4+ 2Ap, cos mi

(2.46)
+ 24,042 cos(m + 2} + 24544 cos(m +4)t + -+

donde suponemos A,, = A = cte.

De la relacidn de recurrencia (2.18) tenemos que el siguiente coeficiente en la serie estd
dado por

94



A

Amyz = (a"(m+2)2)~ ﬂ%% x
Ap o B
(a—-(m+2)’) —‘—ﬁ—‘—r(a S (247)
. S
T 4m + 4+ O(B?)

Ahora calculemos A4, nuevamente de la relacién de recurrencia (2.18)

Am+4 - ,B
Az (a—(m+47) -

3
{o~(m-+6)2)~£2

despejando Apy2 tenemos

A AB
m+4 = o ——-——L——T _ 2 —-——-—L———,—
(o= (m +2)%) = e x (= (m+ 47 =~ =
de lo cual

A ] = A8 i
"= T+ 4+ O(F5)] B + 16 + O(F%)]”

De (2.24) se tieue que o —m?} < 2% si |8} < 1 y los términos en los denominadores son

acotados. En este caso, se tiene

A8
+ D)(8m + 13)]

Procediendo de manera inductiva y considerando también el signo menos, se obtiene

lAm+2| < |(4m (2.48)

Mt
maarl S e T T D Em - DE 1) 12m - DE50) - @Rem — DRy 249

Por lo tanto, de {2.46) tenemos
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o) . LA(lBP2 LAl18]
2:‘ F Em =D - HEm =D =10 T @m-n-5 T
Al A8 o
[(4(m — 1) +4)] * [(4(m — 1) +4)(8(m — 1) + 16)]
< on b LAYBE 4 JAIBL+ 1AL+ LIS + LAY +
= A} + 241 {181 + 18P + -}
81 1.
|A1+21A|{ w,}, B1<1.
de lo cual se deduce que
l(t)|_2|A1{”}§}} 20)

lo cual demuestra que la solucidn (2.46) estd bien definida en la curva de transicién, para
18] < 1. De hecho |a(t)] < 2]Alel?l.

El dltimo resultado de esta seccién es el siguiente:

Teorema 2.4: Las curvas de transicién se intersectan sdlo en el eje de las a’s y por lo

tanto la otra solucidn sobre ellas crece como t.

Dem: Ya vimos que, dentro de cada una de las cuatro categorias, las curvas de transicion
no se intersectan. Por otra parte sabemos que ¢{e,B) es analitica, por lo tanto es

constante sobre cada curva de transicién y vale 2 pata las 7-periédicas y -2 para las 2r-
periddicas. Por lo tanto a(f) no puede intersectar a;(§). Notemos que ya que estas
curvas se alternan sobre el eje de las a’s, esto dé otra prueha de que dos curvas en la

misma categoria no se pueden intersectar.

Queda por probar que dos curvas saliendo del mismo punto (m?,0) no se pueden volver
a intersectar. Supongamos que no sea el caso y que se intersecten en (a,B), con g # 0:
en ese caso ker Lg g tiene dimensién 2 ya que toda solucién y(t) se p\;xede escribir como
y(t) = ”(')""2”("‘) + y(‘)'z”("') donde la primera funcién es par (y periddica si y{t) lo es)
y la segunda es impar.

De lo que ya hemos visto, tenemos que, si m es par:
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s -

det =f -4 : :
a —4nf — Ban (e, §) /"
a-4 -
=det| -f ... =0,

@ — 4"’% - ﬂzano(av 8

donde a(a, 8) se determina a partir de Azngt2 = Bang(a, B)Aan,. A partir de la relacién

de recurrencia tenemos que:

1

ano(a’)ﬁ) = o 4(720 T 1)2 ~

2 ?

a-4{ne+2)?~ &=
como en (2.47). Si escogemos ny muy grande (<lependiendo de a y B) tal que esta fraccién
continua tiene sentido (el anslisis de convergencia es cl mismo que antes) se puede suponer

que |an(e, B)| es decreciente como funcién de ng y tiende a 0 cuando ng — co.

Ahora bien la primera matriz se puede ver como

a=(% 3)

donde B es la segunda matriz. Por lo tanto detA = $detB + fdet ( Efo)
= ZdetB — p?det By, donde By,; es la matriz B sin la primera colmuna y sin el
primer renglén. Por lo tanto si detA=detB = 0 y § # 0, entonces detBy ; = 0. Pero
detB = (@ — 4)dei By, ~ f%detB, 2 = 0, con la misma definicién para By 2 a partir de
Bj,1. Por lo tanto, detBy; = 0. Siguiendo este proceso se lega a det By, = 0 =
& — 4nd ~ an,(@, ). Pero como ny puede ser tomado tan grande que esto no es cierto,
llegamos a una contradicciéon: Hay una sola solucién periddica sobre la curva de transicién

y por lo tanto la otra es no acotada.

Para el caso m impar, entonces tenemos det A = det (a -1ﬂ— 8 —Cﬁ) =0ydetB =
det (a -1+8 -p

8 C ) = 0, con la misma matriz C. Pero entonces det A = (a —1 —
B)detC — B2det G =0y det B = (a — 1 4 B)det C — B2 det C;; = 0. Esto lleva a,

si B #0,detC =0 =detCy;,y con la misma sccuencia que antes, a la contradiccién
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o = (2no + 1)? — an,(@,f) = 0. Nétese que estos resultados deberdn ser tomados en

cuenta al momento de interpretar los resultados miméricos.

2.3 DESARROLLO DE POTENCIAS PARA LAS CURVAS DE TRANSICION

2.3.a Método de las fracciones continuas

En Ja seccién anterior se demostré que podemos expresar las curvas de transicidn y
soluciones de la ecuacidén de Mathieu en series de potencias del parémetro 8. Comencemos
por hacer esto para la curva que se origine en a = 0, 8 = 0. De (2.19) es facil ver que a

hasta orden uno en f es cero. A segundo orden se obtiene (ya se probd que que a es una

serie en A2 en este caso)

_ 232 _ ﬁz
S CEDE GO R

y el siguiente término de la expansién aparece en g

o = 2ﬁ2
- H 2
(-7 -4~ (0-16)+0(FY)
232

entonces, o a orden 4 en f es:

_ ﬂ2 4
&= 128ﬂ

Haciendo el mismo procedimniento se obtiene que « a orden 6 en 8 es:
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oo B T 48T
- +128ﬂ T (2.51)
_ _/gj T BT oo

== 123[j T3l 0P

obteniendo una curva simétrica con respecto al eje a y con un méximo local en (0,0).

Ahora procedamos a obtener €l desarrollo en series de potencias para la ecuacién (2.20),

en este caso & a orden 0 en J:

a=1,
a orden O(B)
a=1+4 ﬁ’
a orden O(f?)
2
a=1+ ﬂ !
a orden O(f%)
2 g
a=1+f-F -G
a orden O(f*)
1 g3 g
a=1+f4- -ﬁ—- _£ —t '6
ﬁz B 54 0 '
o =14p— "~ o+ o=+ 0(F%)
etc.

Procediendo de la misma manera tendremos las expansiones para las relaciones que nos
faltan, Para la ecuacion (2.21) tenemos
g B 5
bh=a=1-p +64+768+O(ﬂ) (2.53)
El ancho de la lengua de Arnold serd entonces |a; — ;] = 28] + O(]8%]). La expansién
pura (2.22) es
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763 ‘
Gy=a=4+ -ﬂ2 13824!34 +0(8%), (2.54)

y para (2.23)

oy ___1__ 2 o 6
h=a=4-p +13824ﬁ +0(8°). (2.55)

Aqui el ancho de la Lengua de Arnold es jap — by| = %—2 + O(B%).

Por dltimo ponemos a (2.24), (2.25), (2.26) y (2.27) a segundo orden en §

Om =bn=a=ml+ Tr—;ﬁ’ +0(8%). (2.56)

En la Fig 2.5 se bosquejan las gréficas de estas dltimas ecuaciones.

B f
/R S
@s0 25
’ B
| E
1 1 a = j a
{2.53) ' @59
o oo
3:4 * B "":{ a
Pas) s
Fig 2.5

Podemos probar que la curva para las soluciones pares estd, para 8 > 0, a la derecha de
la curva para las soluciones impares. Ademds la apertura de las lenguas de Arnold es del

orden de |B|™ para las curvas que salen de m?.

En efecto, escribamos (2.24) como a = fola,#) con solucion ap(B) y (2.25) como a =
fila, B) con solucion a;(B) para m = 2n +1 y ao{0) = «(0) = m?. Bs facil ver que

los denominadores en fo y en f son crecientes como funcién de a, por lo tanto fy y fi
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son decrecientes en . Ademds para § > 0, @ ’i(:érCa}:dé,vvmz' se prueba sin problema que
Filen ) < fola, B). BRI Vs
Tendremos que ag — a1 = fo(ao, 8) — fr(an, 8) > fi

lo tanto si ag < @1 se tendria 0 > ag — ar >0,

a0,) - fi(as, ), pare > 0. Por

‘por lo tanto @y < ag. Entonces

_ _ao—(m—2)2——L

} o B
0 < ap =01 < folag, ) - fo(en,8) =

—_ﬂ_z ) — o 1 : _ 1 -
S0\ T = T m e ar—

Por lo tanto (@ — ay) (1 + &% + E et Eltl-) < JEL’"_J'; y para |B| pequefio, se
tiene 0 < |ag — ay| < C|B[*" 1.

Para las ecuaciones (2.26), con ao = fo(ao, 8), y (2.27) con ay = fi(e,8) y m = 2n, se
tiene que fy y fi son decrecientes en a y fi(a,8) < fa(a,8). El mismo argumento que
antes implica que 0 < ap ~ ay ¥ es claro que se tendrd una estimacién del orden de |5]*".
Una vez dadas las expansiones de las curvas de transicion, calculemos las soluciones
aproximadas de la ecuacién de Mathieu sobre estas curvas. Comencemos por encontrar
la solucién m-periddica que parte de o = 0, # =0, de (2.11) y (2.51) tenemos

Az _ _ 4 487 6
Ay =o=—5F + 1557 ~ sl

por lo tanto, donde a(f) es par, tendremos que Az es impar en f.

1, 1 487
Ao = Ao |-5P+ 752b" -

m” Tl o) : (2.57)

ahora, por (2.14) el siguiente coeficiente de la serie es

Ay = %Z(a ~4) - 24,
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1 2 487 4 2 4 )
~ ——fB'—4) - 24
4o ( 2 128ﬂ 737287 ) ( LA 1’78ﬂ 240
(1, B2, ) .
~ A (32ﬂ Tea’ O , (2.58)
De nuevo con A3/8 par y Ay par en B, de donde la solucién a la ecuacién de Mathieu

que se originaen a = 0, # = 0, poniendo 4y = A es

:l:(t) =24y + 24z cos 2t + 2111 cos4t 4.

= g 487 5 . )
= red ( i 128ﬂ gl TO(BY) ) cos2t (2.59)
32 2 1 6 LY
24 (32ﬂ 13430ﬂ +0(p )) cos4t +

Es facil ver, de (2.9) y por induccidn, que Agy, es paren f y Azny s impar en 3.

De igual manera, calculemos la curva que se origina en a = 1, f = 0, que nos represente
soluciones pares, por (2.12) y (2.52)

A
X 1-f+a
2 3 4
=—=f _ﬂ +768ﬂ +O(ﬂ)
que nos da
Ay=A —-1[3-———1 ﬂ2+—~—1 8+ 0! 2.60)
3 Y1787 T 6a 768 (&) (@.

ahora por (2.10) el siguiente coeficiente de la serie es

As = ';-(01 —_ 9)A3 - A]

A _ﬁi__s _1__)
-ﬂ(1+ﬂ ¥

708
(-36- g7+ " + 000" -
~ A (—g—ﬁ +0(8° )) (2.61)
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de donde, la solucién 27-periédica par de la ecuacién de Mathieu para a & 1, poniendo

= A es

z(t) = 2{A; cost + A3 cos 3t + A5 cos bt 4+ ]
_ 1, 1o 1 "
—-ZAcost-i-ZA(—-gﬂ 64ﬂ + 768ﬂ +O(B*) | cos 3t (2.62)

+2A4 (—616,62 + O(ﬂa)) cosbt +---

De nueva cucnta, de (2.13) y (2.53), #B3/B; = a — 14 f. Como a;(8) = ap(—p), se
ticne —fB3(—p)/B1 = fA3(f)[A; ¥, por lo tanto B3()/ By = —A3(-B)/4:.

By =h [—"ﬁ += ﬂz + 7—6—8/53 +0(8" )l (2.63)
y por (2.10)
1
Bs(ﬂ) = E(a - Q)Bg - Bl
(( al-p)-0 2 1),
= A—lAs(—ﬂ)
1
~ B, (—-9—6ﬁ2 + O(ﬂa)) (264)
Otra vez, por induccién, uno obtiene que B"“gl‘w) = A‘“*;l‘l("m ¥ B‘"l‘;:’w) = ._A""tl-”l(“’)’

de donde, la solucién impar de la ecuacién de Mathieu para e = 1, § = 0, poniendo
By =8Bes

z(t) = —2[B;sent + By sen3t + Bysenbt 4 -]

= —-2Bsent — 28 (——ﬁ + -—ﬁz + ,—r—ﬁgﬂ:’ + O(ﬁd)) sendi (2.65)
- 2B (—5—6-ﬁ2 + O(ﬁs)) sendt 4.+
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Repitiendo el procedimiento tenemos tomando @ lgual a (2 54) y poniendo A, = A, que

Ag y Ay son, 4g = QAZ es imparen f,y Ay = ((a 4) z = 2ﬂ 44)/8 es impar

(ﬂ—wzﬂwé(ﬂﬂ) . (2.60)

ta=A(=p+ 22 400 (267

Por induccidn, a partir de (2.9), A4, es impar y Aqn.i2 €s par. Por lo tanto, la solucién

parparaa x4, =0 es

z(t)=A (}1 ———ﬂ“ + O(ﬂ5)) + 24 cos 2t

192
1483

(2.68)
5
+2A4 (_ﬁﬂ + e 1389 — 4 o(B )) cosdt .-

Ahora, tomando « de (2.55), y poniendo By = B se tiene que By = (a —4)%z es impar

By = (— 112/3 1955 4ﬂ3 + 0(ﬂ5)) (2.69)

Bg = 5(a—~4*)By — By espary

By = (1382 4;32 +0(g? ) (2.70)

de donde, la solucidn impar para o & 4, S~ 0 es

- _ _1 3 5
z(t) = —2Bsen2t 213( B+ 13824ﬂ + O(p )) se4n4t

@.71)
-8 (138"4ﬂ2 + O(ﬂ‘)) sen 6t —

De nuevo por induccién By, cs impar y By,42 ¢s par.

Para mn > 3 tendremos las soluciones
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aft) = +72A’ [mz—(m 2] B cos(m — 4)t
1. s k
iR (272)
+2Acosmt + 24 [m—-————-—- ﬁcos(m 4 2)t
24 [m2 =(m+ 2 m? %,(m,+=4)?] Fromlm +4)i 4
que ¢s la solucién par y, o
()= =28 | —— L ]ﬂz e
av= m? —(m - 22 m? — (m — 4)? sen(m —4)
1
- 928 [m] Bsen (m - 2)t .
1 (2.73)
—2Asenmt 4 2A [m] fsen(m+ 2)t
1 1 2
- 24 [m2 —(m+27Fm? —(m+4)2] Bsen(m +4)t+ -

que es la solucion impar. Ademas si m = 2n, entonces Azn4p €3 par en fy Asntaps2

es impar en 3. Micntras que si m = 2n + 1 se ticne que 22tsrstl8) _ Amzepsi(=F)

Ban Azn
y Bz..;n::a(/?) = _A="i:1*’;:"(—ﬁ). En la seccién 2.4 s hace un analisis para las curvas
peribdicas en general,

2.3.b Método perturbativo

En esta seccién haremos el desarrollo de potencias para las curvas de transicidén por el
método de perturbaciones, €l cual consiste en suponer que la solucién y la « de la ecuacién
de Mathieu (0.33) son series de potencias de f3, lo cual sahemos que es cierto. Escribamos

dicha ecuacién simplemente para aclarar el proceso

F 4+ (a — 28 cos(2t))x =0
poniendo a z(2) y a @ cn series de potencias de
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' :B(t) = :L‘g(t) +ﬁm1(t)+ vee

o=ag+fon+
se tiene
g o + aguo =0
g &1 + ogry = 2xpcos 2t — a2
- Fg + 0Ty = —~0y Ty — ey + 227 oS 2t
g Fn + gy =~ ZLI @iTn—i + 22,1 cos 2t

resolviendo (2.75), tenemos que la solucidn es:

o = Ay cos Japt + By sen /agl,

2.74)

(2.75)
(2.76)
(2.77)
(2.78)

de donde se ve claramente que el periodo de la solucién depende de (/@g. Dado que se

busca una solucién 7 o 27 periddica, se debe tener /&y € N. Empecemos con /ag =0

(periodo 7), se tiene entonces que 24 estd dado por

zg = Ay,

sustituyendo esta ecuacién en (2.76), tenemos que se transforma en

&) = 2Aq cos 2t — a1 Ap.

Por lo tanto, de esta titima ecuacidn se ve que si queremos una solucién periddica,

debemos pedir que a; = 0, y ésta se transforma ahora en

£ = 249 cos 2,

integrando y recordando que queremos soluciones periddicas tenemos

T = —-%Ao cost 4+ A;.

Ademaés requiriendo que z;,i 2 1 sea ortogonal al nicleo del operador 2" + agz, es

decir en este caso a las constantes y a t. Por lo tanto se tomard A; = 0. Repitendo el

procedimicnto, sustituyendo esta tiltima en (2.77) se tiene
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&g = ~agdg +2 ('—%Ag cos Zt) cos 2t
Ap Ao

= -012A0 - —,:2,— - -—2— COS4t,

donde nuevamente, si queremos soluciones periédicas debemos eliminar las constantes del

lado derecho, es decir

ang—i—%—O =0,

lo que equivale a pedir que

Qg = —

[

Por lo tanto, de (2.74) tenemos la siguinte aproximacién de la curva de transicién para

8 pequeia

2
G=a=-"-+ 0(p*), (2.79)

y la aproxiniacién w-periédica a la solucién de la ecuacion de Mathieu pare @ 2 0, A = 0

e8!

z(t) = zo + fz1 + Fz2 + O(F°)

2.80
= A0+ﬂ("%An Cos?t)-}-ﬂz(g-—g COS4t)+O(ﬂ3)_ (2.80)

A orden n se ticne 2} = ~ap4q - E;"l Ty —i + 22,1 cos 2t la cual tendra solucio-
nes acotadas con tal que no haya constantes del lado derecho (los otros términos van
a ser miiltiplos de cos2j¢, como se puede ver por induccién). Por lo tanto a,4p =
?17; f:” 22,1 cos2idt determinard ay, de manera tnica, El hecho que la serie obtenida

converja ya se demostrd con el método de las fracciones continuas.

Haciendo lo mismo para /ag = 1, tenemos que la solucién a (2.75) es

z¢ = Ag cost + Bysent,

pero por el montento, y por razoucs de comparacion con los resultados de la seccién 2.3.a,

pediremos que By = 0, o de otra forma que xp sca par
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zg = Ag cost.
sustituyendo en (2.76) esta Gltima ecuacién tenemos
By + 2y = (Ap cost)(2cos 2t — o)
= Ap(1 — a3)cost + Agcos 3t

cntonces, para evitar resonancias debemos imponer que o = 1, la solucién a la ecuacion

anterior cs entonces

Ty = —%gcosiit,

y por (2.74)

ap=a=14+4, - (2.81)
que es la curva de transicién que sale dea =1, 8 =(.

Ahora si en lugar de considerar la solucién par, consideramos la solucién impar, tenemos

que

zg = Bysent,

la cual al sustituirla en (2.76) nos da

#y + @y = (Bysent)(2cos 2t — a)

= ~Bg(1+ «;)sent + Bysendt,

y nuevamente, para evitar resonancias debemos pedir que ay = —1. La solucién a la

ecuacion anterior es entonces

B
Ty = —--ég-senfit,

y por (2.53)

bh=a=1-8. (2.82)

Que es la parte complementaria de Yo lengua de Arnold que sale de 1.
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Entonces, las aproximaciones 2r-periddicas a la solucién de la ecuacion de Mathieu para

a &1 son:

a:(t)=Agcost—ﬁ%°—cos3t+0(ﬁ_2); ST (2.83)

z(t) = Bgsent — ﬂ%‘lsen 3t+ 0. (2.84)

Notese que aqui ya no tenemos que preocuparnos por la convergencia ya que ésta y la

tnicidad de la solucién ya fueron probadas. Queda claro que para o & m?, este desarrollo

se puede hacer de la misma forma y se obtendra la serie para z(¢). La ventaja de este
) . . . s

método con respecto al de fracciones continuas es que quizas sea mas rapido para calcular

los coeficientes y es conceptualinente mas directo. Sin embargo, la prueba de convergencia

con este método es mucho mas dificil. En nuestro caso podemos usar los dos métodos,

ya que se probé la unicidad de la solucién y la convergencia de cualquier serie analitica.

2.4 SOLUCIONES PERIODICAS DE LA ECUACION DE MATHIEU

Hemos visto en la seccién 2.1 que dependiendo de que «, # tengamos, habré soluciones
acotadas o no acotadas, y dentro de las primeras se hallan las soluciones periddicas. En
esta seccion se pretende dar expresiones para estas iltimas, lo cual también serd una

generalizacion de lo visto en la seccidén anterior.

Sabemos entonces que las soluciones acotadas tienen la forma de (iii) de la seccién 2.1.
Esta puede ser periddica, y si esto sucede su periédo serd pr, p € Z, debido a que cos 2¢
es m-periddica, t ¥ v es de la forma 2kfp. Por lo tanto, poniendo a z(t) en series de

Fourier, en particular de periédo px

Si P{t) y G(¢#) son periddicas con periédos Ty y Ty respectivamente, entonces se tendrd

que

P(t + nD)G( + nTy) = PR)G(t + nT)

es igual a P()G(2) si y sdlo si existe m tal que nTy = mnTh.
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Z Bl )"" : (2.85)

m—-—oo

y al sustituirla en la ecuacmn de Mal;hxeu, se obtlene

E-—mz( ) 'mt_*_aZ& ez Zmi
.y {Z EellEmtalt 4 5 6me;1%m_2]¢} -0

Esta igualdad se cumple sélo si los coeficientes de las exponenciales son cero, es decir

(2.86)

m2
—-4?6,” 4 by — )86:11—17 - ﬁ6m+p =0 (287)

la cual, al igual que en la seccién 2.1.b, para cl caso p = 2, al considerar z(t) real, nos da

las relaciones de recurrencia entre los coeficientes para soluciones pares e impares.
Notemos primero que la relacién (2.87) se puede escribir como (& — m?)6m ~ B(8m—p +

Sm+p) = 0 con & = ap? /4, f = Bp?/4, lo cual corresponde a hacer el cambio de escala en

el tiempo de t = 7p/2, que cambia cos 2t por cospr.

Ahora poniendo 8y = 24q, 6 = Ay + 1B, y recordando que b = Xk, obtenemos:
aAo - ﬂAp ={)

(o —4)4; ~ f(2A0 + Agp) =0

(CY - 4m2)Amp - B(A(m—l)p + A(m+1)p) = 0: m 2 2.
(a - 4m2)Bnlp - ﬁ(B(m—-l)p + -B(m-H)p) =0

k2
(a - 4-{-)-2-) A — BA-pri + Apti) =0
k 2
(a - (m * I-J) ) Ampk = BlA@m-1)p+s + A(mt1)prs) =0, m >0
K\ |
(C\’ - (1 B ;) ) Ap—i = PlA-k + Agp-t) =0
B\ 2
(a - (m - ;) ) Amp~k ~ BlA(m-1)p-t + Amt1)p4x) =0, m>1
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para k= 1,...,[p/2), la paric entera de p/2, y las mismas relaciones con las B’s en lugar
de las A’s,

Notemos primero que las relaciones con k = 0 son las que ya obtuvimos para las soluciones
m-periodicas: cn efecto, cualquier solucién w-periddica puede considerarse también como
pr-periddica, pasando de Ao, Ay, As,... a Ag, Ap, Asp,.... Del mismo modo si p es
par, entonces las soluciones con &k = p/2, corresponden a las soluciones 2r-periddicas ya
cstudiadas. Finalmente si &/p = &’/p' obtendremos una solucién pr-periédica que serd

la reproduccién p/p’ veces de una solucién p'm-periddica.

Notemos también que las relaciones de recurrencia conciernen sélo Ay, Ampyky A-ppr =
Arapy Aepgmp param > 0,51 k =1,...,(p/2] (para k =0 o [p/2] con p par solo A,
0 Amp4pj2). Esto implica que el operador La,g de Hp,.[0,p7] a L},,[0, pr] preserva

la descomposicién de L? en L? | = {series con Aurtnp} vy L7, = {series con Bt ymp),

generando operadores L’;% y Lf;fﬂ los cuales son operadores de Fredholm de indice 0, con

nicleo a la més de dimensién 2, y autoadjuntos en L2,

Si (0, Bo) es tal que L o noes invertible, entonces se obtiene la ecuacién de bifurcacién

(a —ao)zo — 2B — fo)P(cos 2t(zo + 1 (z0,0, B))} = 0

con

Py = ( fo ” y(t)ﬁo) £o

con &y en una base de ker Lﬁy g+ Ahora podemos escribir Lﬁ’ﬁ, para soluciones pares en
la forma
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A K0 -8 -8 0

Ap-i 4 K1) 0 -f ‘ A
L jm -8 0 Kt1l) 0 -8
Ans Zl."k = 0 - 0 K-(2) - »
Auo'P"k K=(no) - +0 Anoptk
Angptk Ov K*(ng)
0
=p 0 )
A(ﬂo+l)p—-k
(no+1)p+k

con K(0) = @ —4k%/p?, K*(n) =a—4(n £ k/p)%, y
i("o+l)l’+k\ Anpth
2)pk
‘A-'f'-moo (no+2)p =ﬂ ( (;] ) ;

A(1lu+1)p—k Anulﬁ—k

A A("0+2)P_k — ﬁ 0

10,00

Estas matrices son simétricas y Afo'm son invertibles si tomamos ng lo suficientemente

grande. Se obticne Agugp1)ptr = Bang,2(a, B)Angptr con |an, +(a,B)| tiende a cero
cuando ng tiende oo.
Se ve también que para f§ # 0, Anp+s # 0 para n > ng (si no, hay dos términos sucesivos

que son cero ¥ toda la sucesion es 0). El problema se reduce entonces a

Ax
An, ( P =0
Auop—k

donde los tltimos dos términos en la diagonal de A son reemplazados por a — 4(no &
(k/p))? = BPan,x(e, B).

Del mismo modo que antes sc obtiene que no puede haber mds de una solucién linealmente
independiente, es decir dim ker Lﬂ'ﬁ, = 1, generado por &g con f:" #8dt = 1. La ecuacién

de bifurcacién se reduce a
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rr ' '
a—ay~2(f~ ﬁo)/ cos 24(#} + Eoz1(F0, o, B))dt
0

con una solucién analitica o = o, o' (Bo) =2 [T cos 2F2dt.
P » ¥ Qg 0 0t

Obtenemos asf una curva a = ajp 4(#) analitica para todo 8 y dos curvas correspondientes

al mismo % y a la misma paridad no pueden intersectatse.

Para 8 = 0 cntonces, ./if,o = Aﬁo es diagonal y no invertible sélo si @ = 4(n & k/p)?,
correspondiente a un niicleo generado por 7o = cos2(n £ &/p}t. Como fop " cos2tFEdt = 0

51 k#0 o 2k # p, la ecnacidn de bifurcacion se escribe
2

o —4(n £ k/p)* —28%(a, B) = 0,

ya que en este caso ¥y = BF{a,f,29): en ese caso Appix sOlo depende linealmente de
Auptr y es dilerente de 0, justificando asi ¢l uso de¢ fracciones continuas, como se vera,

mis adclante.

Para las funciones impares obtenemos, B¥ | B = A% or lo tanto tenemos el
p no Png,o0 no,o0 ¥ P

mismo apg (v, ). Por lo tanto, si escribimos

N a—4kpt —ef -8 0
A = —efi , con e=1,
-B C
entonces B ,’io serd la misma matriz con € = ~1. Desarrollando con respecto a la primera

columna, se tiene

detA=(a_4k2/p2)dctC+eﬂdet(—QﬂC—l'f 0) __ﬂdet (_2662—ﬂ)

,0

¥

donde C;p es la matriz C sin el i-ésimo renglén, i =102,

det A = (a ~ 4k2/p2)detC —e2f%det Cii+ €82 det Cig+ % det 02,1 — p?det Cap2

donde C; ; cs la matriz C, sin el i-ésimo renglén y sin la j-ésima columna. C, Cy,5, Ca 0

son simétricas y Cy g = C{']. Ci,2 tiene la forma
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0 -8 :
0 4’5 . 0 —-ﬁ
- 0 a 0 -8
0 —ﬁ 0 3 0 '—ﬂ

Desarrollando el determinante con respecto al primer renglén y después con respecto a

la primera columna se obtiene

0 -8
0 a3 0 -8
det Cy 2 = 5° det _()ﬂ 0 a 0 -P

-8 0 a5 0 -f

es decir una matriz de la misma forma, terminando con 0. Por lo tanto detCy,z =0y
det A = (o — 4k?/p?) det C — F% det Cy,; — % det Cz,3. Por lo tanto, si dim ker L’;"kﬁ =1,
cntonces dim ker L:;f’p =1, y las curvas a, () = a;(f). Podemos de csto probar el

siguiente resultado:

Teorema 2.5:

a) Sca zo(t) una solucién pr-periddica de la ecuacion de Mathieu para (g, f), entonces
oxiste una tinica curva & = otk n(B) que estd definida para todo 3, es analitica en 8, pasa
por {ag, fo) y corta al cje de las a’s en a = 4(m £ k/p)* para algiin entero k € (0, [p/2)).
b) Si k # 0, p/2, entonces existe una solucion z(t), para (aq, ) linealmente indepen-
diente de zo(t), es decir las curvas para las soluciones pares ¢ impares son las mismas.
También atr,m(—8) = axr,m(8) y no se intersectan. Las soluciones pares sobre estas
curvas tienen el mismo mimero de ceros sobre (0,pr) que cos2(m £ k/p)t y las soluciones
impares el mismo que sen2(m % k/p)t.

¢) Si p1 < py, entonces las curvas son siempre separadas, excepto si pasan por el mismo
punto 4(my % ky /py)? = d(my % ka/p2)?, con my = my, ky/py = kafps = l:'/ﬁ con F y
i primos relativos, k < $/2, en cuyo caso las dos curvas son la curva correspondiente de

las soluciones pr-periddica.

Dem: Considerando §(xo(t) + zo(—1)) 0 5(x0(t) — zo(~t)) podemos suponer que una de

cstas dos funciones es diferente de 0y que ¢o(t) es par (o impar). La parte a) es entonces
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inmediata. La parte de b) ya fue probada o podemos usar el siguiente argumento: si
zo(%) es solucién para {ag, 8y) entonces zy{t + 7/2) = y(t) es solucién, para {ag,—f).
Suponiendo que () = 2" Aktmp cos(2m +2k/p)t + 237" A gy mp cos(2m — 2k /p)t,
entonces y(t) = 230° Airmp(—1)™(cos(km/p)cos(2m + 2k/p)t — sen(kw/p)sen (2m +
2k/P)t)+ 2350 A kpmp(—~1)"(cos(km /p) cos(2m ~ 2k /p)t+ sen (k7 /p) sen (2m — 2k /p)t).
Notando que m+k/p # m+1—k/pal menos que 2k = p, y m+ k/p # m — k/p al menos
que k = 0, entonces estas series son en espacios diferentes ya que cos(kw /p) y sen(kn/p)
son diferentes de 0 en los otros casos y Axtymp # 0 para m grande. Por lo tanto la
parte par (y la parte impar de y(t)) son dos soluciones linealmente independientes de
la ecuacidn de Mathieu para (ag,—f0). Repitiendo este razonaminto para todo 8 > 0,
vemos que las curvas para § < 0 son dobles y simétricas con respecto al eje de las a’s.
Otra vez con el mismo argumento tendremos para # > 0, dos soluciones linealmente

independientes provenientes de {a, — ).

También se puede usar el mismo argumento con z(1) = zo{t+7): si 2k/p no es un entero,

tendremos una segunda solucién para el mismo (a, 8). Ver [M-5) pg 102.

La conservacion del niimero de ceros se prueba con ¢l mismo argumento que en el caso
p = 2. Finalmente el hecho que no se intersectan (también en el caso (c)) viene de que
m = k/p varia de m —1/2 a m +1/2 (estrictamente al menos que p sea par), por lo tanto
si my £ ky/p1 = mz £ pa/ps, entonces my = ma, ky/p1 = ky/p2 = l.c/ﬁ, al menos que
k1 = p1/2, k2 = p2/2y m1 = ma—1 caso ya estudiado. Ahora si dos curvas se intersectan
tendrfamos, en (o, Bo), recordando la descomposicién de L? en espacios ortogonales, 4
soluciones linealmente independientes, lo cual es ridiculo para la ecuaciéon de segundo
orden. Otra prueba de este hecho es considerar ¢(a, #) = 2cos v = 2cos(2k; /p)7, para
algtin ki, para una solucion pr-periédica. Sabemos que ¢(a, ) es una funcién analitica en
a y B, y como para las soluciones periddicas sdlo toman estos valores discretos, tenemos

que ¢(a, f) es constante sobre una curva. Si la curva pasa por (4(m £ k/p)?, 0}, entonces

la matriz fundamental es
cos(2m £ 2k/p)t  sen{2m £ 2k/p)t
—sen(2m £ 2k /p)t  cos(2m £ 2k[p)t )

con trazaen t = w igual a 2 cos 2kn/p. Por lo tanto &y = & y las tinicas curvas con la misma

$, corresponden a £k, pero estas estdn separadas por las curvas con &'/p, 0K <k
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y por lo tanto tampoco se pucden cortar. Notamos finalmente que (c) también se puede

probar con este argumento.

Notemos finalmente que la relacién

pr
a'(ﬁg)=2/ cos 2tEgdlt,
0

para Fp tal que sea solucién de la ecuacién de Mathieu

" + (@~ 2B cos2t)z =0,

con f;" #dt = 1 puede ser tansformada en

par
a(fo) = 5 ] (830 + ad2)dt,
0

ey

- De la primera ecuacién para o (), se ve que [o/(8)] < 2. En particular si @ < 0, entonces

la curva es decreciente para 8 > 0. Por otra parte, dado que

Fo= 22 Bnpyrsen2 (m + 1—)) t+ 223,,.,,4 sen?2 (m - ;)t
) 1

para las soluciones impares, con [J" #2dt = 2pn (Eu 2otk T 2y B pqk) =1,
tenemos

p) > k k ki k k
Fy=4 ZB"‘P“ m-+~)cos2|m+ —~ t+ZBmp_k m——Jcos2{m—~—|)¢
0 p p p p

1

con

pr [-9) 00 ‘
/ ~“dt 8p7r (Z (HL + k) B,,,p_“ Z (Tn - é) B?",,_k)
0 1 1

+
> 8pr min (( ) (i; Bl + ZB,,,P_ )



2

Es decir [I" #fdt > 4min ((;) , (1 - %) ), un caso particular de la desigualdad de
Poincaré. Por lo tanto para 8 > 0, se tiene &/(f) £ -‘3-(-‘-’;)- - 1‘: , donde X es la constante
de Poincaré, o sea f (‘—'%ﬂ) < ﬂ“ y para > o > 0 a(ﬁ) < (am“) o) B+ K.

En particular si ¢(fy) < K, entonces la curva afB), para § > fiy, estd abajo de la recta
a= (5'—%%‘1 -~ %) B+ K, que pasa por {a(fo), o). Notemos que K =4sip=1y K =1
para p = 2. Para el caso de las soluciones pares podremos tomar K = 0. De la ecuacién
se ve que si @ < ~2f, entonces 2" = —(a — 2fcos 2t)x > 0 si x(t) > 0 (caso de la rama
que sale de (0,0): tiene €l mismo nimero de ceros que z(t) =constante en (0, 7)). Por lo

tanto en ese caso z(t) no puede ser periddica. Esta informacion se puede resumir en el

siguinte resultado,

Teorema 2.6: Las ramas que lleguen a 0, soluciones w-periédicas pares, a I con soluciones
2n-periddicas impares y a 4 con soluciones w-periédicas impares crecen de & = —oo para
B = oo y son mondtonas. Para § > 0, la rama que llegue a 0 estd arriba de la recta
o = ~32f, la rama que llega a 1 estd abajo de Ja recta o 4 § = 1 y la rama que llega a 4

estd abajo de la recta o = (-‘iﬁi) B + 4, para todo ay(fs) dado en la expansidn local de
la rama.

Ademds la rama que sale de 1, con soluciones pares, debe seguir, para todo $, entre las

ramas que salen de 1 y 4 con soluciones impares, y es mondtona para o < 0.

”

Fig 2.6
La parte (b) del teorema 2.5 estd reportada en el [Ab] pg 724. El resto del teorema 2.5
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y el teorema 2.5 y el teorema 2.6 parecen ser resultados nuevos. Veremos més adelante

que todas las ramas cruzan el cje de las #’s.

2.4.a Método de las fracciones continuas

Como probamos que para # pequefio, todos los coeficientes de una sucesion son diferentes

de 0, entonces

Am_ _ B :
Amtp (o —487) - phoze’ (2.88)
By, B |

Brty  (a—4m) — glnze’
mtp (a 4 7 ) ,3 B
es decir, las curvas que dardn soluciones periddicas salen de un racional al cuadrado.

Supongamos que a & 4-’;—,‘; = 4(mg +k/p)?, con k entre ~[p/2] y [p/2), entonces de (2.88)
y param > p,

2 2 2
«=d40 + e + . , (2.89)
m= ? mt
)= )=
que para 8 pequefia nos da
2 2
a=4" + B i param > p, (2.90)

7?7 o(u(m) 1)+ o

que es la curva en el espacio v, 8 que nos da soluciones pr periddicas de la ecuacién de
Mathicu.

Si buscamos la expansién a mayor orden, deberiamos pasar el segundo término en (2.89)
a m — 2p, ete.. hasta llegar a k, k ~ p, es decir p — k y volver a subir con 2p — k, ete,..,

obteniendo, para k # 0, £p/2, dos fracciones continuas.

n

Si —If=mg+%, conmg =0y 0<k#p/20conmg=1y—p/2 <k <0, entonces las
sucesiones de recurrencia deben tomar en cucnta las dos sucesiones. En lugar de hacer

este desarrollo, usaremos el hiecho de que det ./if =0, con
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o —f - 0
ik —-ﬁ (473} 0 —ﬂ
Al - —ﬂ 0 a3 0
0 -~ 0 m .
conag =a—4k?/p?, oy =a~4(1—k/p)?, e =a—4(1+k/p) = af?, e =a—-4(2 -
k/p)? - bp2.

Es facil ver, desarrollando respecto al ltimo renglén, que

a -8 0 a0 —B B
det AF = —Bdet (—ﬂ 0 —ﬂ) + ag det (—ﬁ a; 0 )
-B @ O -8 0 o
= ' - Blagay +as(agaray — f%(a) + az))

Recordando que af) es una funcién analitica par, entonces, en el primer caso, tendremos
«= %2- + 48, por lo tanto ay = 4%, @y = 4(1 - %f‘-) +96%, ap = —4 (1 + 2_;:)»_*.(7_
a)ft a3 = 8(2—%;:—11 + (v — b)A%. Quedandonos con los términos en B2 en la relacién
anterior, se tiene v = ;- + ;—2 = _E(']—_'Z'JEW + O(B?). Notemos que esta formula es la
misma que (2.90).
Para el caso o = 4(1 — k/p)? + vB%, cntonces oy = 4(1 — 2k/p) + 162, a1 = 752,
az = ~16k/p+ (v~ )%, ay = ~4(3 - 2k/p) + (v - B)B*.
Torhando la relacién a segundo orden se tiene %(~agag +yapazas — azas) = 0, es decir
¥ = a_l.,' + _&1_; = mm, la férmula de (2.90).

También de (2.88) tenemos que los coeficientes de las soluciones pares cumplen

Amtp _ B
An man)2 2 !
(=-1(=2)) - e

Ay 8

Am (a -4 (L"?—B)Q) - (“"4(”?—’52)2)'_% |

con las mismas precauciones para m < p.
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Haciendo 4,, = A (una constante), denotando a 2m/p por /ag = 2mq + 2k / p, tenemos

que estas dos ecuaciones se transforman en

A AB
" T (Vs + 2 + O(F%)
Am-p = Aﬂ

0= (an - 27 + 03"’

las cuales se pueden resumir en la siguiente ecuacidn

POy (j% oy +0(8%). | (2.01)

Am:bp ==

Estas férmulas son también vélidas para m < p. Por (2.88) tenemos que el siguiente

coeficiente de la serie se obtiene de

Am+2p . ﬂ
- 2
Am+rr (01 —4 (m+22) ) _ ﬂﬁmi:}g
P m42p
entonces
B
Amiop = Amyp

a - (Ve - 4P -

= 1 1 R s
- A[ao — (oo +4)?] [ —- (\/a';.m)z]ﬁ +0(8%),

haciendo 1o mismo para A, y de esta dltima se tiene

A 1 A
{vo — (Voo £ 4] [eo ~ (Vo % 2)2]‘62 +0(8*). (2.92)

Am:i:2p =

De lo cual se obtiene la solucién par de la ecuacion de Mathieu de periédo pr
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o(t) = o 4 24,9, cos( /g — 4)E + 2;4,,1_‘,, cos((/ag — 2)t + 24, ¢°5.J56—t,‘- o
+ 2 A mtp c08(y/G0 + 2)t + 2Amyzp cos(y/@ + A o
= 2Acos /ot

+24 [m cos(\ﬁﬂ; - 2)5 + m.cos(\/aﬁ-l- 2)t] g

1 1
+2A4 [[au (/s + 4)%] a0 - (/s + 2)7] cos{/ag +4)t
+ {ovo - («/15' 8% g — (\/Ia; oy cos(/ag ~ 4)t] B+ 0(8°).

(2.93)
donde \/ap € Z. Dado que las expresiones en (2.88) son idénticas para las A’s que para

las B’s, tendremos que las ecuaciones (2.91) y (2.92) son iguales en forma, y que vimos
que a es el mismo en este caso si 2k # 0, p, estardn representando la relacidon entre los

coeficicntes de las soluciones impares:

88

- 33,
Bty = PO +0(8") (2.94)
Bmsap = 2 - A% +0(8") (2.95)
R [oro ~ (/@p % 4)?} {ap — (/g £ 2)?] , .

con B una constante,
Por lo tanto, la solucién impar de la ecuacion de Mathieu de periddo pr es:
z(t)
——y = + Bu—2psen(y/ag — 4)t + Bm—psen(y/ag — 2)t + By, sen Jagt
+ Bpgpsen{y/ag + 2)t + Bingopsen(ag +4)t 4 -
= Bsen /agt
1

1
+ B [m sen(\/ﬁ- 2)t + msen:(\/&_&+ 2)t] B

1 1
+8B [{aa - (/a0 +4)2} {ao —(\/53+2)2]3en(\/5°‘+4)t

1 1 2
R TR R Ve 41 06
(2.96)
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donde /o ¢ Z.

2.4.b Método perturbativo

Aqui se pretende usar el mismo método perturbativo de la seccién 2.3.b, sblo que consi-
deraremos soluciones pr-periddicas, lo que se traduce en exigir que ag sea un racional al

cundrado. La solucién pr-periédica par de (2.75) es

zo = Ap cos Jagt

con g = 4%'7, sustituyendo ésta en la ecuacidn (2.76) tenemos la ecuacién diferencial

&1 + agry = 24y cos /gt cos 2t — Agay cos Japt

= Ag cos(2 + &g )t + Ag cos(2 — Jag)t (2.97)
— Aoy cosJaot.

Para evitar resonancias es directo que debemos de pedir que «; = 0, lo cual nos da como
solucién de (2.97)

Ao
I (t) = m COS(2 + \/Cl'o)t
I (2.98)
+ m COS(2 ~ oo lt.

La otra posibilidad seria 2 - \/ag = /&g, es decir g = 1, caso ya estudiado y que
evitamos suponiendo que /ag ¢ N. De igual manera, de (2.77) tenemos que

T9 + agTe = —agxg + 27 cos 2t

= —agAg cos /gl

1 1
24 —— N — -/ )
+240 [ao -2+ a)? cos(2 + Vaot + ap — (2 — /ag)? cos(2 = Ve t] o2t

1 1
=4 [00"(2+\/&E)2 RrreTer o e T
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Ay o .
HETETory A A GO S (2.99)

4o
t—————— o (2 ~ 7P cos(4 - \/ao ..

Para evitar resonancias debemos pedir, ya que 4 — \Jag # /&g ¥ ap # 1, que

1
lo que nos da como solucidn de {2.99) a
Ay 1
") = T e e @ v T Vet

o A (2.101)
T TEo Jao)? ag — (4 — /ag)? cos(4 — /ao)t

Resumiendo, de estos resultados tenemos que la solucién par pr-periédica de la ecuacion
de Mathieu es:

z(t) = Ap cos /ag?
1 1
e e R e Rl e s

(2~ \/aa)?
1 1
o {ao (24 Vo) ao — (4 + ya ) cos(4 + /o)t
1 !
v A v o)
(2.102)
y
alf) = av + )ﬂ2 +0(8) ' (2.103)

2 . . 3
ambas con ag = 4%’-;-. De igual mancra tendremos que la solucién de la ecuacion de

Mathieu impar con periddo pr es:



z(t) = By sen+/apt

(2.104)
con By una constante.

2.5 FOLIACION DE LAS CURVAS PERIODICAS

En la seccidn anterior se mostré que en la regién de estabilidad del plana a, 3 existen
curvas que nos dan soluciones periddicas de la ecuacidn de Mathieu, sin embargo, no se
exhibid la forma de éstas, y en particular nos gustaria probar que dado un punto (o', §')
existe una curva que nos da soluciones periddicas que pase tan cerca como queramos de

cste punto. En lo subsecucnte se piensa que # es pequeiia.

Notemos que para 8 = 0, los puntos 4%‘;—, com m ¥ p enteros, son densos en la semirecta
o > 0. Sabemos ademds que si m y p son primos relativos, entonces existe una dnica
curva analitica, correspondiente a soluciones pr-periddicas y una k tal que -’i‘- =mo+ &

con mmy entero y k entre —[p/2} y [p/2]. Sabemos que estas curvas estdn definidas para
toda B y son analiticas, Ademas estas curvas no se intersectan.

Probaremos primero que la situacién, para 8 = 0}, se conscrva pare 8 pequeiio, Daremos
después un argumento gencral.

Tomemos pues la aproximacion (2.103) a estas curvas

a(f) = ap + 5= ( 1) noa 1, (2.105)

la cual por razones practicas es convenicnte escribirla como
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B ~ 2(ap — 1)(@ — ag);
=4 [%(ao - 1)] (a — o),

que tiene por gréfica una pardbola con vértice en (ap,0) y distancia focal

(2.106)

p= f;(ag —1). Entonces, las curvas que estamos considerando a primeras aproxima-

ciones en § son pardbolas con el eje focal sobre el eje a y su distancia focal crece con a,
ﬁ T
Ah‘ [#-

. o
=

como se muestra en la figura

Fig 2.8

En este paso sabemos la forma que tienen dichas curvas, lo siguiente es mostrar que dado
un punto (&', ') con B' pequefio, existe una de estas curvas que pasa cerca de él, lo

que es equivalente, existe una parabola con vértice, (ag,0), donde ag es un racional al

cuadrado.

Para resolver esto, basta considerar que (a', ') cumple con (2.106)

ﬂ'2 & 2(ag — 1)(a' — ay),

lo que nos da

Na'+1i\/(a'+1)’~’—4(a'+%'—')

& 9 y

(2.107)
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como B’ es vecino a cero, tenemos que el discriminante de la exprecion anterior es

Ao —1),

por lo tanto

]

Gpy "o,
(2.108)
gy A3 1.
Dado que buscamos una rafz cerca de o, descartamos la segunda raiz, si ¢/ # 1. En

12 " 12 .

efecto, &' —ap, = E@;—l—, mientras que @' ~ @, & -a@«:f, por lo tanto, si &' # 1, para §'
suficientemente pequetio o' estard més cerca de ag, . Es necesario notar que los racionales
al cuadrado son densos, siendo o' un nimero real, existe un racional al cuadrado tan cerca
como queramos de éste, en otras palabras, cerca de (o', 8') pasa una curva en el espacio

@, f que nos estard representando soluciones periddicas.

Hasta aqui hemos visto que para § pequefio las primeras aproximaciones de las curvas
periddicas (ecuacién (2.100)), son densas. Esto quiere decir que existen curvas que repre-
sentan soluciones periddicas que pasan tan cerca como queramos del punto (o, 3') para
B pequeiio.

Quicieramos verificar directamente, que dichas curvas estan foliendo el espacio, es decir

que no se intersectan.

Para mostrar csto simplemente encontremos Ja interseccién de dos de estas pardbolas

(ecuacion (2.105)), que tengan una separacidn entre vértices de n, en ap ¥ oo + 1), las

ecuaciones que resultan son:

de lo cual

®(ag— 1o+ ~1) ag#1, 1-n,
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ﬂzi¢z(do-1)(a§+n—1); w#Al (2.109)

v i8] = V2(aq = 1) si ap > 1, mientras que |8 > v2(1 - ag — ) st ag +7 < 1. Lo que
muestra que las curvas no se cruzan cerca del eje a para ap # 1, para ser més precisos

para ag € R — (1 —¢,14¢).

De hecho usando un poco de topologia, podemos probar que las curvas folean toda la

region estable.

Teorema 2.7: Si(a’,#') estdn en la regidn estable, entonces existe arbitrariamente cerca

un punto («, 8} que correspende a una solucidn periédica.

Dem: Supongamos que en (a', ') las soluciones no sean periédicas. Entonces ¢(a’, f') =
2cosvT cs tal que v no es de la forma Zf, k < £, donde p, & son primos relativos. Pero
existen k;, p; tales que lp‘—'l aproximan a v. Supongamos que cerca de (a’, ') no haya
ninglin (a, §) como en-el teorema, es decir existe una vecindad de {a', 8') donde ¢(a, 8),
una funcién analitica en {a, #) no pueden ser de la forma 2 cos{2k/p)m. Pero entonces la

tunica posibilidad es que ¢(a, ) = ¢(a’, §') en esa vecindad.

Consideremos las curvas a.ti;+mp;(8) que salen de 4(m =+ k;/p;)*. Como estas curvas
son ordenadas existe m; tal que @—giqm;p(8') < @ < @pigmipi(B"), 0 se puede tomar

ap(f) < & < ag(B') o que &' > akqmp(B') para todo m.

En el primer caso, dado que las curvas son ordenadas, tendremos @—gqm;p{f') < a' <

ar4mip(B') para todo & y p.
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/ 4(w\0t/p)' a

why _ um. kuq

Fig 2.9
Tomando las curvas a4x4.m,p, con k/p — 0, entonces la bola alrededor de (o', #) quedarfa
cntre las dos curvas de transicién que salen de (4m?,0), es decir en la regién inestable.

En ¢l segundo caso, la bola quedaria entre ap(#) y la curva limite ax(8), con k/p — 0,
pero entonces tendriamos un punto (ag, §') con ¢(ap, ') =2 y aoe(8') < ag < as(4'), lo
cual es imposible, ya que hemos clasificado totalmente estos puntos.

En el tercer caso, a' > liMyy—00 k+mp(8') para todo & y p. Sea qy este limite, enton-
ces @(an, f') = limg—a, ¢(e, ). Pero ¢(arymp(B')) = 2cos2kn/p y, como k y p son

arbitrarios, no podemos tomar su limite.

Hemos probado la foliacién global del conjunto estable: este resultado parece nuevo.

2.6 EL METODO DE POINCARE-LINSTEDT PARA
LLA ECUACION DE MATHIEU

Supongamos a primera instancia que es posible resolver la ecuacidn de Mathieu (0.33) po-
niendo solamente a = en una seric de potencias de 8. Se obtienen las siguientes ecuaciones

para cada potencia de §

i Fo + azg =0, (2.110)
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gt 'vl + ) ?-2.69§2t ,' ¢01  :' - . (2.111)
g #2+ 0z =2c082 7, (2.112)
g i+ af:::,-'=; 2c052i:c,_1 - ) ‘ {2.113)

Considerando soluciones pares, de (2.110) tcnemos que zp = Ag cos /at, sustituyendo en
(2.111)

#1 4 az = 2cos 2+ Ay cosvat;
= Ao (cos(v/a + 2)t + cos( v - 2)t) ,

resolviendo ésta se ticne

1 1 .
r] = AO {a—:—-(—-\/.—_m-)-{ COS(\/E-}- Z)t + m COS(\/E— 2)t} .

Sigutendo con el procedimiento, de (2.112) se tiene

¥y 4+ awg = 24 cos 2t {;———(T/%_-l-—f)_z_ cos(va +2)t + -&—:(—\71—(;——_—5)—2- cos{ /& — 2)t} i
1 1
= A() {m COS(\/&'{* 4)i + '(Y—;—(y_a—_-z—)icos(\/&-— 4)t}
1 1
o e e

donde tencmos un problema: una de las frecuencias del término forzante coincide con la

frecuencia natural, lo cual nos lleva a tener resonancia, y no hay manera de evitar ésta.

Es aqui donde surge la necesidad de un grado de libertad mds, que nos permita tratar
cstas resonancias, y la mancra natural es permitiendo que la frecuencia de la solucién
para la ccuacién de grado cero varie. Esto lo haremos proponiendo a dicha frecuencia

como una serie de potencias en f.

Es necesario notar que tenemos una ecuacién de segundo orden, y los cambios en la
frecuencia sc manifiestan en la aceleracién, la segunda derivada en la ecuacién. Lo que
haremos enseguida, a diferencia del método que falld, es no pedir soluciones exactas para
cada orden en f, sino unas que nos resuelvan estas al orden correspondiente. En particular

la primera ecuacién {grado cero) sc resolverd hasta grado cero en § y los grados mayores
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en f§ los heredard a las ecuaciones correspondientes, este procedimiento se conoce como

el método de Poincaré-Linstedt.

Para hacer esto es conveniente escribir la ecuacién (2.110) en términos de la diferencia

relativa de las frecuencias, pidiendo que ésta sea de orden mayor que cero en f, es decir

. . (wi-a
%mﬂ +azg = ~Fo ( = ) , (2.114)

0 z— 1] . . .
donde w? es la nueva frecuencia Y4 es la diferencia de las frecuencias relati-
W

va a w? Ahora, ya que estamos exigiendo que esta nuecva frecuencia sea tal que

la diferencia relativa sea de orden mayor que cero en 8, debemos pedir que w = /o +
wif + w4t

Por lo que podemos escribir a (2.114) como

o . . o v @ '
;EIL‘() + arty = ()1 (-—J:() (1 - w-—z)) ,B + 02 (—wo (1 - 52-)) ﬂz Tty (2115)
donde Oy es una funcién tal que Oy (352, a;ﬂi) = qp.

Siguiendo con ¢l métado, las ecuaciones (2.110) a (2.113) se transforman en

a

;-z-wo + azy =0 (2.116)
" w @
£ 4+ ax; =2cos2t z¢ + Oy (—.’Eg (1 - ;—2-)), (2.117) .
. " a
Fo 4+ oz =2c082t 7,4+ 02 (-mo (1 - ;5)) ] (2.118)
FiFavi=2cos2 wim +0; (~.‘éu (1 - 57)) . (2.119)

Donde la solucién de (2.116) (considerando soluciones pares) es

w? = & + 2vaw; B + (2vaw; + wi)B? 4 (2vVaw; +2wiw)BR + -
(1 - "07) =af+ b +af+-
w

con ap =, @y = -

Ve o

[

4w Swpw; 2w
3y = —l, _ 2M¥2 + Wy
va't @ (£4

B
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zg = Ag coswt, (2.120)
. N n P} o . B
independientemente de lo que sea w, avinque ésta ird cambiando conforme avancemos en
la resolucién de las ecuaciones a diferentes ordenes.

Sustituyendo (2.120) en (2.117) y tomando el orden correcto en f sobre el lado derecho

de la ecuacién, se tiene que

T +axy =2cos2t - xg + A coswt - q)
= 2cos2t + Ap cos /ot + 24y /aw; cos/at
= Ag [cos(v/a + 2)¢ + cos(va — 2)t + 2y/aw; cos v/at] .

Para resolver esta ecuacion y pidiendo soluciones acotadas (eliminando resonancias), de-
b

bemos pedir que w; =0, lo que nos da por solucién

z = &—%2—)5 cos(v/a + 2)t + ﬁ%ﬁ cos( /e — 2)t, (2.121)

A diferencia del método anterior, nucstro grado de libertad extra, nos ha permitido tratar

cl problema de las resonancias.

Para el segundo grado en # se ticne la siguiente ecuacidn diferencial

Fo + arg = 2c082t - xy + Apcoswi (1 - %)
w

ya que w = /& + wyf? 4+« -, tenemos

To 4 azg = 2cos2t - Ty + Ag coswl - ag

de lo cual

. A 4
Iz +awy = 377\77%12_)2 cos(v/ae -+ 4)t + ﬁ cos(y/a — 4)t

1 1
+Au{0,_(\/§+2)2 +a—(\/5_2)2+“a2}c°5\/3t

donde a es el cocficiente correspondiente a 82 en la serie de (1 - %) =y aif i, De

nueva cuenta, para resolver esta ecuacion impidiendo resonancias, serd necesario que
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oz = % (a~(§/1c7+”2)z ¥ a“(\/l_‘“”z)

2

va que ag = 292 _ 3: , ¥ que wy = 0. Esta dltima ccuacidn se transforma en

(4

1 i
1 9.122) -
4 /oa—1 (2.122)

lo que nos permite calcular una solucién acotada para (2.118)

wa

A 1
oy = cos{y/a + 4)t
R D (2.123)

+ cos(va — 4)¢,
STWas e va-ap e
El procedimiento se sigue de esta manera indefinidamente.

En este punto tenemos que la solucidn a la ecnacidn de Mathieu es

z(t) = Ap coswit

1 1
o (g oo+ D e - 2K)
(2.124)

1 1
* o (a (e a (e raE et
! ! cos(y/a — LRI

conw=\/a‘+ﬁz_altrﬂ2+..._

2.7 CRUCES DE LAS CURVAS DE TRANSICION CON EL EJE BETA

Teorema 2.8: Las curvas de transicidn cortan al eje # en puntos 3, que tiendeu a 0o y
por lo tanto se extienden a o < 0 con a{ff) — ~o0.

Dem: Tomemos las soluciones impares w-periddicas, de la forma
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z(t) = 22B2n sen2nt, con a = 0,
1

La ecuacién 2" ~ (2f cos2t)z = 0, se escribe —4n*Bs, — B(Ban-2 + Bjnie) = 0, con
By =0. Sca y = B/4, entonces

12« B, 0
v 2 : :
" . == : 3
7 Tl2 B2u B2u+2
(r+1) v

B2n+2 Bgn
pe Bawis | ==y 0 .

n+41 0 1
Sea Apqy = n+2 ), j,,+; =]1 ™. " |, entonces la segunda

ecuacion se escribe

D
. Bany2 an
1 = B2n+2
= An+1 (I + 7A".]+1Jn+l~4;.]{.1) Au+] ( . )

y por lo tanto

B B2u
2n4-2 -1 -1 4=1 0
. = _7An+1(1+73"+1) An-[-l ,

-1 % -
con Buyy = Ayt Jurr AL

Es facil ver que || 45}, (IS ;]ﬁ, I| Jusr IS V3, por lo tanto || By < (n+::) y

. . + 2
I+ B4y es invertible si |y] < (—%%)—-, con (I 4 yB,p1)™" = 50 (1) y*BE ;. Ahora

solo nos interesa
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1
Bapya = 0 (BQ':H) = ~1By, 0 A+ vBap) A °
0 ‘ 0 | 0
Como A}, (I + 7Bn+1)"1A,‘H{1 es simétrico, sélo tenemos que calcular
ef Aty (Timo(=1)*v*Bhys) A tie1 = ag(y), con ef =(1,0,...).

an(‘Y)=(A;4I-1CJ)TZ )k L(An+1J"+1An+I)( n+1el)
0

Z ~1)*y An+1Jn+lAn+1Jn+lAn+1W,‘fjri"JrIA;-%-l) e’
0 S

(n+1 ( zg: n+1)2("+‘e‘) AdiIn

Pero Jug1e; = e2. Aqui se usé que para k =1, €] J,,+1e;

1 1 1 @ v , T
an(7) = (n+1)2 (1 + (n+1)2 (n+2)? + 24: n+ 12 m+2)F (J""Hez) A (J"'HGZ))

donde se usé, para k = 3, €] Jyt1€2 = 0. Como Jyi1€ez = €y + €3 entonces

1 12 4 1 1
V) = iy (1 ATV T ((n Y (n+3)2) +)

Por induccién se puede probar que a,, depende sélo de ¥* y que todos los coeficientes son

positivos,

Otra manera de ver esto es lo siguiente:

BZu+2 an
(Afa-’-l + ’)’J,,.H) B2n+4 = —n 9

tiene como primera linca: (n+1)?Byns2+7Bangs = —7Bay. Pero Bopyr = —van(7)Bin.
Ban2

an-i-l
Si hubicramos tomado (42 4ot YT ns2) ( = — 0 entonces Bayqq =

~Yapgy (V) Bantz = Yian(¥)ans1{7)Baa. Por lo tanto,
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=1(n + 1) au(¥)Ban + ¥ tu(Vans1 (1) Ben = ~Bau

(Parssl) = (a4 DPanr)= -1

g
es decir an(y) = W?—:lrm para todo n'con (—'%%)— > |¥l. Por lo tanto

1
(41— ——L

2y
(n+2) ("+a)2-i

an(y) =

expresando a,(7y) como fraccién continua. De esta expresidn se ve que si |y|? < (n 41},

entonces a,(7v) cs analitica en 42 y positiva.

Como ya se vi6 anteriormente ¢l problema se reduce a, usando Banye = —yau(y)Ban
1 Y Bz
22
=0

e Y .
v n*~9*an(y)/ \DBam
y por lo tanto se necesitard estudiar los ceros del determinante de esta matriz. Desarro-

llando el determinante con respecto al ultimo renglén

1 7 1y
(n2 - 72‘111(7)) det T, —_ 7det v he
! (n—1) (n-2p 0
Y Y
= (n2 - ’Yzan(’y))Jﬂ—l - 72‘711—'2
1y
donde Jp =det§ , ..
v nt

Haciendo lo mismo con J,, tenemos J, = n?Jy—y =42 Jng, i =1y Jo =4 - 42

Es facil ver por induccién que Ju(0) = (n})? y que Juu(7y), Jan+1(7) (polinomios en 4?)

tienen un término dominante e, y*" con ey > 0y, Jynt2(7) ¥ Jans2{¥) ticnen un término

dominante —c¢,y'"*? con ¢, > 0.
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Estudiemos los ceros de Jn(’Y)' “’7 an(’Y)J n1(7) = faly

("’ ) T
Ja(0) =1, Ji(1?) =1, jg('yz) = 1 - -'741. Sea df, el primer cero de J,(72)

Lema 23: 0<dl, <da,_;<--<ap =4

Fig 2.10

Dem: Por induccién

2 ¢
a g

Jy(az) = - ox 3)211(02) (72';—:3")3<0

esto implica que af < aj. Sial,_; <al_, <---, entonces Ju(al,_,) =

'
n_y

-—m-'-‘_—])-sjn_g(a',,_l) <0, ya que el primer cero de a,_, es ¢, _, > a),_;, lo que implica
que a), < d},_;. Como _f,,(()) =1y f,.(a:,) =4 a,’;z(a )J,, 1(a;,) < 0 entonces f,,(72)
tiene un primer eccroen oy, (0 < oy < al, delo enal oy < limn — coal, (serie decreciente).
De hecho a3 = limy-co @l En cfecto, veremos que jm(m) y j,,,.;.](m) tienen 2n ceros
paraz > 0y que j.]"+2($) y j.,,+3(m) ticnen 2n+4-1 ceros para & > 0 y todos son positivos

para ¢ < (). Por lo tanto .f,,(:l:) <1 para 0 < & < df,. Ya que los ceros de la derivada de
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,,(r) eslan cntre los ceros de J,,( ), es facil ver que y 0< a,,('y ) — 0 Clld.l'ldO n — 00.

Por lo tunto

a a
f"(a;) = _;’gi"]n—l(a:l)a"(aln) - 0! n —*0o.

IFulal) < % % paran grande o), ~ . | n

Sea entonces a2 el segundo cero de J,(v?), paran > 4.

Lema 2.4: o} <a_, <. - < a}

Dem: Hagamos la prucha por induccién. Se tiene primeramente que j5(a§) =
: ., R R 2 .o

~ ey da(ad) > 0 ya que Jy(af) = 0 = Jy(a}) ~ iy Ja(ad), lo cual implica que

Js{a2) y Ja(a?) tienen el mismo signo. Si Jy(a?) fuera positive se tendria que a? < af,

pero Jy(ay) = J3(ah) < 0 lo que nos lleva & una contradiccion.

Fig 2.11
. , s, 2 dn_a(a?
Suponiendo que se probd a?_, < -+ < a, entonces Jy(a%_;) = -2t ';1__21(“"") >0ya
que J,; es positiva entre a;,_, y a5_p. Porlotantoa?_,<dl_,. m

Como antes, hay un segundo ccro ay de f, con d)_; < az < o para todo n > 4, ya

que fo(a?) = 5'-(",—;{',‘1—‘—1(7“5';—) >0y fuld,_,) = Ju(e',_,) < 0. También es facil ver que a
converge a o,

{ El hecho que para z < 0 J,{z) > J.-1(2) se prucha por induccién.
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Lema 2.5: j4,, y j4n+1 tienen 2n ceros simples, j,,,,.,.g y j4,.+3 tienen 2n 4 1 ceros
simples.

Dem: Esta serd por induccién, probando que los ceros de J,—1 separan los ceros de J,,
es decir, si af es el k-ésimo cero de Jy, se tiene

k- bl k 3
a“ 8&2 a a

Fig 2.12
k—

k-1 1 k-1 & & k 7 ; T
o < Gp_y <A1y <y < ayoy < dpog con Jafk-r iy del signo de J"‘lilaf,:’l.a:_l

8i esto es valido para n — 1, entonces, suponiendo que el signo comin de Jy~; y Ja—z €3

negativo (hipétesis de induccién)

Fig 2.13
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De Jn = Jp-g - '(—(—f—jvjﬂ_z, evaluando en los puntos de arriba se deduce que

Ja(a72) > 0, J|[ak2 a*73) > 0, J',,(a <o, jl[k-l at-i) <0 j(aﬁ,1)>0
jn| _pato 1 >0 Por lo tanto existen ceros de J, entre a® _§ y a* _1 El hecho de que

s6lo hay un cero en cada intervalo viene del niimero total de ceros de esos polinémios:
Tomemos k dando el dltimo cero de Jp—; (otra induccion). Segiin la paridad de n — 1

tendremos:

Fig 2.14
Como Jynt2 decrece como —y4"+% y es positivo en [adh, ;, a37], entonces hay otro cero a

la derecha de a3?.

2n L A} \ 241
4543 ang2e” Sl Y
p

4“ ,

Fig 2.15

Como Jyugz > 0 en [adiyy,a3u,,] ¥ Jinga (533) < 0, entonces hay otro cero, aints,
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o 2 2n--1
entre a3, ¥ ajnil.

Fig 2.16
Jants <0 en [a3n13,a2n 4] v crece como 4*"*, por lo tanto hay otro cero, antl ala
derecha de aﬁﬁii.

Fig 2.17
2n42

Jin+s > 0 en agpiy y negativo en a:f;‘,"'l, por lo tanto hay un cero entre esos dos niimeros.

Por lo tanto a¥ es mondtonamente decreciente a oy y fu(ax) = 0 para ey, entre aﬁ:]l y

«¥ (mismo argumento).

Falta probar que aj ~—+ 0o ay es una sucesidn creciente, si {orx} se acumulan en fy. Por
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la separacién de las curvas de transicién para soluciones 27-periédicas, con ¢(0, 8) = 2.
Pero ¢(0,4/a%) = —2 (soluciones 7-periddicas) y ¢ es continua: contradiccion. g

Para la ecuacién 2" + (o — 2B cos2t)z = 0, con & = 2 7" sen2nt se puede hacer lo

mismo con v = /4, § = —a/4, entonces se tiene
& + 12 > B2 0
7 == )
. ‘. ¥ : .
¥ 6+n? By, Bypya
2
6 + (?l + 1) Y B‘lu+2 an
v D=l 0
y por lo tanto Bonys = —vyau(6,7)Bay. Pero Banis = =yant1(8,7)Bansz =

Y anant1Ban ¥ Bany2(6 + (n+ 1)2) 4 9(Bzn+1 + B2y ) = 0 implica que

1 1
+(n+1)2 = Yant1(67) b+ (n+1P—- —L—f

54 (n42)2—1—

an(6,7) = 5

En particular @, es una funcién de 42, analitica y positiva con a, > 671-(%%_1_)7 yé+(n+

2 : >4 2 _ : = = 2—:71 i
1) m _6+(1l+1) ;_:(—1—]:})—215— b, con b 6(7!+1) b,CS decxr

¥ —(E+(n+ 1)2.)b + 9% = 0 con dos raices posiiivas. Entonces lo de arriba es cierto si
Iyl <6+ (n+1)%

El problema es entonces cquivalente a
§+1%
det v R =0

v
v 6+ n? — '720u(a’,')’)
= (6 +n% = Vau)Ju-1(6,7) ~ v Ju-2(6,7)
§4+1%

con Jyu(8,7) = det 7
7 1
¥ 6+ m?
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con Jn = (& + n¥)n1 — Y2, J1—6+1 Jz-—(6+1)(6+4) -, y se trata de

resolver la ecuacién

Ta(8,7) = Poan(6,7)Inct(5,7) = 0 = Fulby7).

Como antes J,, es par en v, y para § > ~1, es decir & < 4, tendremos el mismo compor-

tamiento de los ceros.

Notamos que J,, es funcién de 7% y que f,(6,7) es una funcién analitica en 6§ y v (que
se pueden tomar complejas). Por lo tanto si (§,9) estdn sobre la curva de transicién,
también lo estd (6,—) y si Vfu(b,7) # 0 en un punto donde fn(8,7) = 0, entonces
por el teorema de la funcidn implicita podemos resolver localmente para & como funcién

analitica de v (o0 7 como funcién de 6).

Para otro argumento para probar que las curvas de transicién son curvas parametrizadas

por %, se puede ver el Coddington y Levinson, pg 219,

Para ~4 < § < -1, con Ju(z) = (n? + 6)Ju—1(x) = 2Jp—2(z) uno tiene el primer cero

para z < 0 (no relevante para nuestro problema). Es facil ver que uno tiene:

Fig 2.18

es decir af, _y < af,q < @y, <0, Ju(z) > 0 para z < @}, Ju(z) <O para 0 <z < ay,
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Fig 2.19
obteniendo dos succsiones aj,,., que es creciente, y aj, que es decreciente y un cero de
Fa(2).

Para z > 0, tendremos de nuevo los ceros ordenados en forma decreciente, generando los

ceros de fr() como antes.

Para § < —4, es decir a > 16, hay una sucesion de ceros cerea de § = —4 que desaparecen
cuando é crece. El analisis se vuelve entonces mas complicado ya que el polinomio J,, no
tiene todos sus ceros simples y reales. Sin embargo, se puede calcular numéricamente los

ceros de J, para localizar los ceros de f,,.

Sea ny tal que a,(8,7) estd bien definido para n > ng. Definamos J,(6,7) = ITJ—(?';—';—)—,
f (6 y) = fln('s.‘r)' )

Entonces, paran > ng + 1 se tiene:

J 72jn—l
"B 6+ (n+1)7)

u+l

7 T 1:6+
fn=Jn_ 2(55(+ ])Jn 1

X ;oo Yangr § o f Yany 72 Jn
Por lo tanto fn-H = J"+| - ﬂ'("—ﬁ%i-]n = Jn ( 5+(,,+,|)2) - (5+,,2)(5+(,l,+])§)'

Como 1~

2
Y anyr _, ! .
I = an(BFnFn” entonces
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]'5 fn“}"Y ay n-—l/(6+n2) : o 2Jn lu
= an(@+(m+1?) (5+(n+1)2)(5+n2)

- £ = f"
y por lo tanto fn,4p = T u+jz5+('~'+1)’)'
0 n

Ahora sabemos que 1 < an(6 + (n + 1)?) < 2, por lo tanto {|f.]} es una sucesién

decreciente. Pero ademds

1 72(ln+] 1
w8 +(n+1)) = =1+ 7
- 31(':11')7 b+(n+1)1- ns-.Z(:lml)i
=1+ ')’zanau-i-l

Ahora, es bien conocido que el producto infinito, con 0 < |es| < 1, TIT°(1 + €,) es
convergente st y sblo si Y. le,| < oo (ver Ahlfors pg 191). Por lo tanto el producto

T15° @no+i{4(k+1)?) es convergente ya que ¥* 10 |ananst| < ¥ Lo UT-(—Y%FTW < 0,
Sea

f" — fno
"t I angta(6+ (K + 1)
entonces lf',,n+W| < |f,,.,+p| < Ifnol

En particular, de l.f,, - C}%’i—).fn_ll <K= sup|fn,,|, sobre un intervalo I, se tiene que

J
1<, Onotp _§ 2_ %natp g, 2 Onotp—1Ynotp—~2
[aotal < [Jnotp ~7° S (o4 p) no+p-1| + ¥ 5+ (no + p)? agtomt =7 §+(np+p—1)2
.. 2p Aug+p " Angtl j Qo J -
Y T Gt ) G Gk B T G
Jnoinl <K (1 2__ Qo 1 @yl pOng+p-1 )
nstal < ( + 6+(no+p)2+ (6 + (0 + p)?) 5+("0+I’"1)2)

2 (2% ) .
<K{1 - - e ) <
=4 ( i (6 + ni)? + (64 ni) K SK

por la convergencia de la funcion de Riemann.
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Esto implica que para n muy grande fo(7,6) = Ja(7,6) & Jaot1(7,6) en el 111tervalo I
Por lo tanto si en I, se tieue fo(v) # 0, entonces |frgtoo(7)] 2 A > 0 en cse intervalo
v Ju(y) # 0 en I, para n gmnde Esto implica que si existen 7, con Jo(v,) =0y 7,

converge a 7y, entonces fn,(70) =

Igualmente, si f,,o('yo) =0y fu, cambia de signo en 7o, entonces para cualquier intervalo
I, vecindad de 7o, en la frontera de I, f,, tiene signos diferentes. Lo mismo pasara para

Ja paran grande y por lo tanto, Jn ticne un cero en I , ¥ Yo es el limite de los ceros de

Jn.

Finalmente, si f,,{70) = 0, entonces J,(79) tiene el mismo signo, para todo n > ng, y
pucde ser 0 (si 10 fug{10) = Jug(70) implica que Jn-1(70) =0 si y # 0y sucesivamente
Jp{70) = 0 para todo p > 0, lo cual no puede ser cicrto). Entonces si fn°(7o) =0y f,,o('y)

s posttivo, por cjemplo, en una vecindad de vy, y Ju{70) < 0, tendremos dos ceros de

j,,('y) cerca de vp.

Hemos probado cl siguicnte resultado, aparentemente novedoso,
Teorema 2.9: f,,(10) = 0 si y sélo si existen 7, con Ju(ya) = 0y ¥a = 70.

En el caso de las funciones pares y 2n-periodicas de la forma

x(t) = 22 Agn.“ COS(272 + l)t,

se tienc, de las relaciones
(~(2n +1)° + a)dont1 — B(Aans + Azu—1) =0,

l—a+p i) 0

B P-a 4 0
0 e A A
B (n+1p-a) ‘A Aans
(2 +3f~a B Azuta Azniy
N B B el B

Por lo tanto
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Agnys = ~fasns1Aznyr

Agnys = —Pazntadonts = ﬂ202r|+1a2n+3A2n+1- ‘
De la relacién '

{(2n +3)* ~ d)A2n+3 + BAanys = —BAany

se obtiene

1 1

(2n+ 1) — @ — faznis - @Cn+1P-a-— :

41 = 3
(2n43)2~a-£2

y ¢l problema se reduce a

l-a+f B

¥ —a
det g . = 0.

“ B
B8 (Cn+1?%-a-pan
Es decir

Fn(ﬂa U) = ((271 + 1)2 —-—a- ﬂ2a2n+l )Gn(pra) - ﬂZGn—l(ﬁ: (1') =0,

1-a+8 B
con Gp(B, ) el determinante de la matriz .
2n-1-a
Tenemos
Gn-l-l (ﬂ’a’) = ((2n + 1)2 - Q)Gn(ﬂ) a) = ﬁ2Gn—l(ﬂ: a)
y

Fu(8,0) = Guy1{B,a) - ﬁ202n+1(ﬂ, a)Gp-1(B, @) ,

con Go(B,e) =1—a+p, G1(B,a) = (1~ a+ B)(3% ~ a) — B%. Es facil ver que G, es un
polinémio en 8 de grado n + 1 y término dominante (—1){(+1)/21gn+1 Lo ceros de Fy,
para 8 < 0, darén las curvas de transicion, en g4 > 0, para las soluciones 27-periddicas e

impares, por las propiedades de simetria.
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Para o = 0, se tiene

Fig 2.20

Se pucde probar, como antes, que Gy, tiene n 4 1 ceros y que los ceros correspondientes
se acumulan en un cero de F,. Dejamos los detalles al lector.

Finalmente en el caso ce las soluciones pares y w-periddicas de la forma

o o]
x(t) = Ap +2 Z Az, cos 2nt,
1

cntonces, con y = [‘1 yb=-%
52 4
Y 146 Ao 0
p nz‘:—6 Az, Axnga
y

0

AZu

(n+1)+6 v A
2n-t2
¥ - ( : ) =77

Obtenemos ¢l mismo au(6, ¥) que antes y el problema se reduce a
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62 v
14§
det v . =1,

es decir

I\’n(&»'Y) = Hn(éa 7) - 72‘111(6:7)}{"—1(6’ 'Y) =0

con Hy(6,7), el determinante sin 4%ay, que satisface

Ha(6,7) = (02 + 6} Hu s (6,7) = 7 Haca(6,7), Ho = 6/2, Hy = 6/2(1 + ) — 7.

Los polinémios H,,, son funciones de 72, reficjando la simetria de las curvas de transicién,
.. . nl . - . .

con término dominante (—72)[+], y propiedades similares a los polinémios anteriores.

Si a = 0, tendremos H,(0) = 0 y la misma estructura de ceros ( o} primer cero para K,

serd un poco menor que 36 = 72, es decir, para § < 24).

Fig 2.21

Dejmnos al lector hacer el andlisis de estos polindmios.

Otra mancra de probar que las curvas de transicion deben cortar el eje de las f's es la

signiente:
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Consideremos el operador L:c = :c" + (0: - 9[:? cos 2t)z en cl espacio de funcmnes 1mpares

y m-periddicas (por ejemplo) con

S 00
z(t) = 2 Z By, sen2nt.
- v

Por lo tanto la ecuacién es equivalente a 4n?By, = aBay, ~ B(Bansz + Ban—2), n 21,

y 2. n' B2, < co. Definamos By, = 2nBsy,, entonces estas ecuaciones son equivalentes a

= QG o~ B’zn+2 an—z
= —5ln — > H
Ban= gz Ban— A (2n(2n +2) + 2n(2n — 2)) BUES

con By =0. Scana=fayyf= ]X’ tenemos

ABy, = Kon(B),...)

- o Bay Ban-
donde Kn(Br, ..) = 25 Bn — (it + 7oy )

Sobre el espacio de las series B = (B,, By,...) pongamos el producto escalar

Zf"ZnDZn =< B:-D >
el cual corresponde, para B y D, al producto escalar de energia en H},,,[0,7].

Es facil ver que < KB, D >=< B,KD >, es decir K es autoadjunto con respecto a este
producto escalar y que K ¢s compacto {cde hecho It corresponde a la funcién de Green
asociada a la ecuacién de Mathieu y manda H! en H3), Ademés, AB = K B corresponde

a la ecuacién de Mathieu.
Por lo tanto el espectro de K consiste solo de valores propios y las funciones propias

son una base del Rango de IV ([A-G] pg 127). Por lo tanto los espacios propios son de

dimensién uno.

Para ver que tan grande ¢s el rango de I, sea f(t) = 23 7° 2nD,, sen2nt con
n?D2. < oo (es decir f estd en sea z(t) = sen 2nt. Entonces la ecua-

S u?D2, (es decir f estien H') y (1) = 235 Bu sen2nt. Ent 1

cidn (ap —2cos 20)x(t) = f(2) corresponde a KB = D. Queda claro que z(t) = E'Fj;z%?i?

estard en H), [0, 7], y serd impar, con tal gue no tenga singularidad en t = lAlCOh—f‘,
por ejemplosi f tiene un cero doble en ty. Tomando f(t) = sen2nt sen 2(E—ty) sen ?(¢+1y),

la cual es una funcién impar, 7-periddica. y con un cero doble en ty y varlandon de 1 a
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oo tendremos que ¢l rango de K es denso. Por lo tanto hay un ntimero infinito de valores

propios.

2.8 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

En esta seccidn daremos el comportamiento asintStico de las curvas de transicién cuando

/3 — oo, Para esto segniremos, on parte, [M-S] pg 134-139,

Sea z(t) una solucién 2r-periddica de

a" + (a — 2B cos2t)z = 0.

Entonces a = a(f) = au(f) si z(t) es par y la curva de transicién sale de n? y a = b,(B)
si z(t) es impar. En el primer caso sabemos que z(t) tiene n ceros en (0, 7), mientras que
en el segundo caso x(t) tiene n — 1 ceros en ese intervalo abierto.

Sca T = 28Y14(t — n/2) y y(r) = x(t), entonces
" 4 (@ —2Fcos2t)z = 2" + (o + 26 — 4 cos® i)z

a2
= 4p1/2 (d—’g— +{a+28 - 4ﬂsen2§£;—/7)> Y.

Por lo tanto y es una solucién periédica, con periodo 473174, de la ecuacién

y' + (4 -8 sch;,ETl—,;)y =0,

con A = %};;@

Recordemos que A > 0, ya que fOT yydr = - foT y?dr, con T = dxfB'/*, seria positiva
si A < 0,y por lo tanto y = 0.

s . 2
Ademsds de |sent| < [t] y limgooo B2 senzﬁﬁ = L., vamos a comparar y con lag

soluciones de la ecuacidn

2
D"+(B—%)D=().

Lema de comparacién 2.6 Siy; es la solucién de y! + pi(t)y; =0, i = 1,2, entonces

sipa > m, entre dos ceros de yy(t) hay por lo menos un cero de ya(t).
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Dem: (Coddington y Levinson pg 208)

Sean t; y ta dos ccros consceutivos de yy (). Supongamos que ya(t) # 0 en (t,t2).
Multiplicando por -1, en caso de necesidad, podemos suponer que y; y y2 son positivos
en (t1,t2). Ademds yi(¢;) > 0y yi(t2) < 0 (no pueden ser cero por la unicidad del

problema de valores iniciales en ¢ o en t3).

Entonces

lz t2

(v —yau)dt = /

b

(p2 — p)yiyedt >0
4L - )

= (o —wm)l <0
lo que cs una contradiccién. gy
Neccsitamos ahora algunas propiedades de las soluciones de la ecuacién
D" 4 (B - "Tz) D = 0, funciones cilindricas parabdlicas.
Propiedades:[4%
1) Si D(t) es solucién también lo es D(~1).
2) Si D(t) tiene un cero para t > 2/f entonces D(t) — oo cuando t — 00 y sélo hay un
cero en ese intervalo.
3) D(?) es acotado sélo st B =m + 15, m=0,1,2,...y
D(t) = Dy(t) = (—1)"et*/4 (c"'”"’) (u), es una funcién de Hermite.
4) Dy(t) = e="/1H,(t), donde H,, es un polinémio de Hermite de grado n, con n ceros.
I, es par si n ¢s par e impar si n es impar.
5) Hyy1 =tH, — H},, Dyyyy =tDy, —nD,_;.

6) {Du} es una base ortogonal de L2(R), y [ Didt =n!\/T.
Dem: (1) es evidente. Si D(tg) = 0, con to > 2V/B, entouces D'(tg) # 0 (unicidad

del problemu de valores inicinles), D"(t) tienc el signo de D(t) para t > 1y, positivo si
D'{t5) > 0, negative si D'(t3) < 0. Por lo tanto, en ¢l primer caso D'(t) ¢s creciente y
positivo, en ¢l segundo caso D'(t) cs decrecicnte y negativo. En ambos casos |D(2)] es

deereciente y convexo para ¢ > .

Como
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‘. D"_H _ (_1)n+41 e'_zr/y‘ir‘(i_‘te_vlzlz)(") - (.—1)".6‘2/4 (t' (é—ﬂ/é) (ﬂ)‘+ n (e"-"/z) (n-’—?))
- =t-Dn"“‘nDn—1, o .

se tiene
Hyy1 =tH, —nH,_4, con Hy = 1. Por lo tanto, por induccién se puede probar que H,

tiene grado n, con el coeficiente de £ igual a 1, y tiene la paridad de n.

De la relacién inmediata Hyqq = tH, — H, se ve que entre dos ceros de H,, hay por
lo menos un cero de Hyy1. Ademas si af} es el tltimo cero de Hy (con H;{ah) > 0 ya
que el término dominarte de Hy, es t*), entonces de Hy41(al) < 0y Hyyq, con término
dominante $"*!, se tiene un cero de Hy4y a la derecha de a”. Dado que Hy.; es par o

impar, esto genera otro cero para t < 0 y una cuenta final de n+ 1 ceros (otro argumento

por induccidn).

Sea H(t) = ¢"/AD(t), entonces H' = LH + /D', H' = % + UH +t(H' - LH) +

e’ /4 D", por lo tanto
" ' 1
H" —tH +(B—§)H=0,

Si buscamos soluciones en series H(t) = ¥ agt", se tiene

(n+2)(n-+1)apss = (n - B + %) an

con ag ¥ @y arbitraries. La solucién con ap = 1, a; = 0 genera una solucién par, la cual
serf un polindmio si B = n + § con n par, mientras que la solucién con ¢p = 0, a; = 1
genera una solucion impar, la cual sera un polinémio si I =n + % con n impar. Notemos

que como 2442 — (), si n — 00, la serie tiene radio de convergencia infinito.
n

Si B no es de la forma n %, sea ny el primer entero con ng — B + %— > 0. Entonces a,

ticue el signo de a,, para n > ny. Entonces

o B 3 ,_B_s B 1
02"_('0(’2—115? n-g g\l o) Tlo-g-*-z Ao,

Por lo taunto,
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Uyn 5 onn| 1 1 ,’ ‘1_4'.,  B s 1",
agdo ~ (2n)! (ng — i (no - 1)‘ 1% 3 X 5 X x (2n—1) 7 (ng — 1)128nt’

es decir

no—1 . o1 o,
E n i 2 Z i
( © a"tn) ( 00 e~ 2nnl’

/2

y H(t) crece como ' /2, Lo mismo sucede con la serie de los impares. Esto prueba (3).

Finalmente [ (Dﬁ{ + (% - r;) n) w = 7o (D" (- - ﬂi) -Dm) D, =0
= [ (m —n)D,D,,dt, por lo tanto Dy, es ortogonal a Dy,

Ademds, f Didt = f et /4H )Da(t)dt = f_ 1) Hy(2) ( "2/2)(n) dt =
e, HMe 120t = n 2 et 1, mtegrando por partes y usando el hecho que H™ =
nl,

Que D, sca una base de L%(R) se puede ver en Akhiczer-Glazman pg 25. [}
Regresando al problema original, tenemos que y(r) tiene ng ceros en |7} < npi (co-
rrespondiente a 0 < ¢ < ) si z(t) es solucion para a = a,,,,(ﬁ oca= bno+1(ﬂ).

Si A > n+ 3, entonces A — B'/%sen? gm > A-F 2 n+ 4% — I, y por el lema de
comparacién y(r) tiene, en el intervalo || < 2\/775, al menos n —1 ceros. Porlo tanto,
tomandon > ng+2y wﬂl/ 1>9. /n+ ;—, tenemos una contradiccidn, al menos que en
ese caso A < ng + -g- Por lo tanto si 78'/4 > 2y /no + 3 3, entonces 0 < ﬁg <ng+ g—
Tomemos ahora fy —+ 0o, con A{fs) — Ao, Sea my tal que mo — 1 < Ag <my - %, y
Dy(7) la solucién de la ecuacion D" + (A() - —) D =10, con Dg(0) = y(0), D§(0) = y'(0).
Sea M = max|Dy(7)| sobre el intervalo || < 44/mqg + 3. Ahora, si Ay < mqo + &
entonces vimos que Do{7) — oo cuando 7 — co. Sca entonces & con 44/my + % <Ry
con My = max|Do(7)]|, sobre el intervalo —R < 7 £ 0, tal que My > 2M, (recordemos
que |D(7)| y |D(-7)| tienden a co cuando 7 — oo).

Ahora, para B, grande, A — g'/? sen®sim < 0 en los dos intervalos definidos por
4y/mo + 1 < |r| < wB'/%, ya que A estd cerca de Ap y esa cantidad es positiva si y sélo
sifr) < 2ﬂ'/’mcqenﬁl,, = 2VA + O(f~/?). Por lo tanto en esos intervalos 3" ticne el

siguo de y.
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Si tomamos el caso de () par, entonces z'(0) =0 y y’(—érﬂl/ 1) = 0, multiplicando por
-1 si es necesario, podemos suponer que y(—m41/1) > 0. Por lo tanto, §" > 0 inmediata-
mente a la derecha de —mf!/4 y y' es creciente y positivo ahi, es decir, y serd creciente
(v positivo) en el intervalo (—wﬂ‘“, ~4y/mg + } ). Como z'(t) es r-periddica e impar,
se tiene y'(7f'/*) = 0, y por lo tanto, |y(7)] es decreciente en (4\/"10 + %,wﬂlﬂ).

En ¢l caso de z(t) impar, entonces z(0) = 0 y podemos suponer z'(0) > 0. Por lo tanto
y(=7B4) = 0, y'(~7BY4) > 0, y" es positivo inmediatamente a la derecha de —zf'/4
¥, por ¢l mismo argumento, y(7) es creciente en el intervalo —xf'/ < v < —4,/m + 1.
Como z(t) es 2r-periédica impar, tendremos y(r8'/*) = 0y |y(r)| es decreciente en
(41/7710 + %,wﬂ‘/").

Ahora bien, para 8, grande, por la continuidad con respecto a los coeficientes, se debe
tener que y(r) = Do(T) en cualquier intervalo compacto, en particular en |r| < R. En
particular max [y(r)| & M en |r| < 44/mg + § ¥ max |y(7)| ~ Mg en —R < 7 < 0. Pero
esto no es cierto ya que Jy(r)| es creciente en —R < 7 < —44/mo + % Por lo tanto,
Ag=my+§ y Dy = Dy,

Otra vez, por la continuidad con respecto a los coeficientes, y{r) debe tener my ceros en
Ir| £ 4‘/mo + %

Ya vimos que |y(7)| es mondtona creciente y sin ceros en (—wﬂl/“,—ﬂ/mo +1)y
mondétona decreciente y sin ceros en (41/7710 + %,ﬂ'ﬂlﬂ). Dado que y(7) tiene ng ce-
ros en |r| < 7B/, se tiene ng = my. (Nétese que en lugar de 44/mq + 3 se hubiera

podido tomar 2y/ng + 1 +¢).

Teorema 2.10: Las curvas de transicion @ = a,,(8) y @ = bpy4+1(8) tienen las expre-
siones & = —2f + (2ng + 1)y/B + O(1). La solucién z(t) correspondiente tiene ny ceros
ntict< I+ o ! intervalo simétri

FRL <i < -2-+ AT otros ny ceros en el intervalo sumetrico y

centrado en —%. En el caso de z(t) impar, hay ademds un cero en el origen y otros en

en el intervalo § —

#m. En el complemento de esos intervalos |z(¢)| es mondtona, sin ceros.

Sea ahora ¢(7) una funcién C° con ¢(r) =1 si |r| < 714, ¢(r) = 0 si 7| > nB1/1 1.
Sea z(t) = ¢(7)y(r). Entonces z pertenece o L*(R) y por lo tanto z = Y"0° @y Dyn.

Por otra parte,



” Do | 1 D o " S\
2 +(n0+§—z z=¢"y+ 24"y + Tlu+§—A“‘ Z’"‘ﬂb_“sen'glglh %

Por lo tanto,

o0 1 72 T
(n0 — M)aw || Du |*= /—m(d:"y +2¢'y" Dy + (no + 5~ A- (—4— - pin 501]22/31/4)) zDdt

donde || D,, ||>= f‘_)ooo D2 (r)dt.

m

Alora ¢' y ¢" son diferentes de 0 sélo en dos intervalos de longitud 1, donde y es acotada

(y es periddica por el resultado anterior) y D,, decrece como e~™/4. Por lo tanto

12

oo
\/ (‘/’“'U + 2¢1y')Dde <Cpe” "7

4

, 2 2 1/2 )
Ademas,(ls%—-ﬂ”%mﬂﬁ:%——%—(l—cos#ﬁ) = T ~ e T S

4 .
Bx::;pl 5, (por ser una serie alterna).

Como z = 0 fuera del intervalo |7| < 78'* + 1y ng + § — A = O(8~1/2), tenemos

1
(no — m)am || Dm ”2= tm || D ﬂ2 ("0 + 5~ ,{) + Cme—nﬂ'“/'t + O(H—l/'l),

por lo tanto, para m # 0, a,, = O(8~/4).

Ahora, usando 7Dy = Dyygy + MDDyt y 72Dy, = 7(1Dyy) = Dz + (2m + 1Dy, +

m(m — 1} Dy g, se ve que

D = Dygs + 2(2m + 3) Dy + 3(27712 +2m+1)Dp, + 2m(2m2 —-3m+1)Dp—2
+m(m ~1)m —2)(m — 3)Dp—4

por lo tanto



[:) (142— — g senz‘—?ﬁ?;—/;l-) zDpdr = m(amﬂ | Dinta |2
+am+22(2m + 3) || Dinsz |2
_ + 8 3(2m? + 2m+ 1) || D |2
+ am-22m(2m*® - 3m + 1) || Dpns |
+am-gm(m — 1)(m ~2)(m ~ 3) || Dpu—s [*)
+0(67%)

esto implica que a,, = O(ﬁ"”"), para m # ng, ng £2, ng £ 4 ¥ angt2, Angts son del
orden de §~1/%,

En efecto de las relaciones,

mo == (ngt 2= a)Yam | D o= [ 3 C inp oo H
0 ot am || Dm |*= _MEZ:Z(%)!B("")/?T zDpdr + O(B )

tomando N = 2, se tiene

1 -
48ng—4 || Dng-a |*= ~X Ao I Dny 2 +O(871)

1 -
2an0-2 || Pro=2 "= ~ 3z 2n0 ~ any || Do, |I* +0(57")

1, 8{(2no+1)* +1) oy (@+)) -
A"("°+§)—_W+O(ﬁ 1)~~W+O(ﬂ )
_2an0+2 ” Dno+2 "2': —2(110 : 1;(1)204—';3?%2”0 ki 3)a"o ﬂ Dno "2 +O(ﬂ~l)

n n 2
Aot || Dagsa 2= - LT DL ZEZ‘,’ 0t ) Dy, I +OU™)

Para N = 3 y usando la informacion sobre a,042, €oe, s¢ obtinene
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- ' 1‘ 7_. - (¢ + 1)‘ | (.2 —1
A=(mot 3) = ~3ip ~ Tx Tﬂq +9)+0(7)

Hemos probado la primera parte del siguiente resultado

Teorema 2.11:

a) Las soluciones correspondientes a ay, ¥ bng+1 son multiplos de

R“”—8x;anJT@J%“Aﬂ+“M—Umuw_npwﬂﬁf

— 4(2n9 + 3)Dnga(7) = Drga(r)) + O(7)
b) ang(B) ¥ bug+1(B) tienen la misma expresién, con g = g +1

27ﬁl/2
C) a"o(ﬂ) = buo+l(ﬁ) = O(ﬂ-N),VN

Falta slo probar {c): sea z(r) asociada a an, y Z(7) ssociada a byy41, con 2(7) =
a(Duy (7)), 2r) = @(Dy(r)- ) con la expansién de (a) en el paréntesis. Notese que
en la expansion que se hace para obtener a,., se tendrd siempre @ = an,bm, donde

by es el mismo para las dos funciones. Por lo tanto, para u = @z — a? = ¢v, se tiene
y -N
u=0(8~")y

1 72 1 7? T .
u"+(n0+§—- 'Z')u = ¢"v+2¢"v' +(no+ 5 —A—(-Z —ﬂ1/22sen2§ﬁ—lﬁ))u+(A—A)az.

Como todos los términos en esta expresién, excepto el Gltimo con edD,,,, son de orden
BN, esto implica que A~ A = ——“47,7"-,“1’— oM.
Nota: En [M-§], se da la expresion b sin prueba, la cual se reproduce en el [Ab] pg 726,

la expansién a dada, sin prucba, cn el {Ab] pg 742, no corresponde en todos sus términos

a la presente. Finalmente en [M-5] se da sin prueba la expresién

odats 7o\ 1/2 s 1/2 6n? 4dn+7
= hul 1 -8 —_——
bn+l —Qn = nl (77‘) ﬂ € (l 325]/2 ) '
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En cste capitulo se muestra Ja forma de calcular las curvas de transicién y las soluciones
peritdicas de la ecuacién de Mathieu, se hace ademds una comparacion entre los métodos
asintdticos y los métodos numéricos siguiendo la siguiente metodologia: 1) Interpolacion
numérica de la ecuacién diferencial. 2) Determinacién de las soluciones acotadas y no
acotadas mediante e} teorema de Floquet. 3) Expansién de las curvas de transicidn como
la frontera de las soluciones acotadas y no acotadas. 4) Soluciones acotadas: cdlculo
de las soluciones periédicas de la ecuacidn diferencial. §) Comparacién de las curvas de
periddo fijo calculadas numéricamente contra las expansiones asintoticas. 6) Método de
Poincaré-Linstedt para calcular las curvas de periodo fijo. Comparacion con las curvas

calculadas numéricamente.

3.1 HERRAMIENTAS NUMERICAS PARA CALCULAR
LAS CURVAS DE TRANSICION

in esta seccién damos una metodologia para diferenciar numéricamente soluciones aco-
tadas y no acotadas apoyados en la teoria de Floquet. El propdsito es determinar si
una solucién a la ecuacién diferencial, dados los valores de los pardmetros, (a, ), va a
ser acotada o no acotada en el plano fase. En la base de este criterio de diferenciacién
podemos desarrollar un procedimiento para la construccidn de las curvas de transicién.

Sabemos de la teoria de Floquet, ecuacién (1.20), que la solucién a la ecuacién de Mathieu

tiene la forma

®(t) = P(t)e™

donde P(3) cs una matriz m-periddica 2 X 2 y R una matriz constante 2 x 2, Si suponemos

que dicha solucion es inestable tendremos que un exponente caracteristico tiene parte
real positiva (secc 2.1), y por tanto, para tiempos grandes la solucién de la ecuacién de

Mathieu se puede escribir de manera aproximada como:

B(t) = Q)" + O(c™"") (3.1)
donde ()(¢) es una matriz de periodo 7 0 27 y ¢ s uu miimero real mayor que cero { ver
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fa scccién 2.1). De ésta dltima ecuacién se tiene gue al transcurrir un periodo de tiempo

igual a 2m:

B(t + 27) = Q(t +2m)e (2D
= Q(t)eotczmr
- @(t)emm

de donde es directo ver que

i1

(¢ + 2m)] = Cl®(1)] > |(2)], (3.2)

ya que C = ¢?™ > 1, la cual es una propiedad importante de las soluciones incstables
para tiempos grandes. En general si tenemos que la matriz A(2) es T-periddica en la
ecuacién difercncial, la desigualdad (3.2) se escribe como |B(t + 2T°)| > J@(¢t)].

Diremos pucs, que el punto («, i) es inestable en el intervalo {a, ], si la solucidn de la

ccuacién de Mathieu cumple para todo £ con

1B(t + 27)] - |2()] > 0 (3.3)
y

im —-—————‘Q(t + 2m)| -

T T (3.4)

La primera de estas condiciones no es mis que (3.2) y la segunda asegura que después
de transcurrido un periodo, el cociente tienda a una constante. Diremos también que el

punto (a, B) es esiable en el intervalo {a, 8], si no es inestable en [q,b]. Ver Fig 3.1 y 3.2

s evidente que debernos tomar en cuenta las limitaciones de cémputo, por lo tanto, la

condicién (3.3) se puede reducir a pedir que la sucesién

“I)(tn + 27")[ I‘I’(tn—l + 27")‘
n = - 3 ta =taoy + 27, 3.
CENTREN T ] e (®5)

sca decreciente y pequefia a partir de cierta N. Esto es asi debido a que el efecto del
otro exponente caracteristico, —a, de la ccuacion 1,20, va desaparcciendo a medida que

¢ erece, ya que a, 8 O(e™7), vy la aproximacion (3.1) serd cada vez mejor,
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Fig 3.2
Otra propiedad importante de la ecuacién de Mathieu es la “inealidad”. Esta es im-
portante para que el comportamiento acotado o no acotado de la trayectoria en plano

fase no dependa de la condicion inicial que tomemos. Es decir, si para un punto (a,f) y
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una clerta condicién inicial, la solucidn no es acotada, ésta seguird siendo inestable para
cualquier otra condicién inicial (excepto si la condicién inicial corresponde solamente a la
parte de la solucién que tiene el valor propio negativo, el cual es un conjunto de medida

cero en el espacio fase).

Una vez que hemos establecido el criterio para determinar la estabilidad, describiremos
como podemos utilizar dicho criterio para calenlar la posicidn de las curvas de transicién

en el espacio de pardmetros (o, ).

Supongamos que tenemos el plano dividido en dos regiones: una regién tiene la propiedad
de ser blanca y la otra regién negra, y se nos presenta el problema de dibujar de manera
aproximada la curva que divide estas dos regiones preguntando sélo si el punto es blanco
o negro. Para resolver el problema supongamos que tenemos dos puntos cercanos, t colo-
cados en regiones diferentes, un punto negro y un punto blanco, el proceso de biparticién
que daremos consiste en ir tomando el punto medio contenido en la recta que une el punto
blanco con el negro y luego, verificar de que color es el punto medio y se desecha el punto
que tenga el mismo color que éste. Supongamos que €} punto medio es blaneo, entonces
desechamos el primer punto blanco y repetimos el proceso con el nuevo punto blanco y
cl punto negro viejo. Hacernos este proceso hasta que la distancia entre los puntos sea
menor que algilin niimero positivo previamente determinado, el error. Haciendo lo mismo
con varios puntos, podemos obtener un esquema de la curva separatriz. Ademds si su-
ponemos que tal curva es diferenciable podemos continnarla en la direccién tangente de
ésta, lo que nos dard una manera de ir avanzando y ahorrar tiempo en encontrar puntos

cercanos de regiones diferentes. En la Fig 3.3 se muestra esto.

t+ Haremos la suposicién adicional que la recta que une estos dos puntos corta sélo una vez

la curva de separatriz de las dos regiones.
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Fig 3.3

Por consiguiente lo que tendremos en el plano (a, 3} de la ectiacion de Mathieu es sim-
plemente dos colores, ¢l estable y el inestable, por lo tanto, podemos dar el siguiente

algoritmo de construccion:

Algoritmo de construccion para las curvas de transicion de Ja ecuacion de Mathieu:

1. Dados dos puntos Py, P, previamente determinados sobre la curva de transicion, se

traza la recta que pasa por estos, sea ésta L.

2. Nos movemos sobre la recta L una distancia d a partir de P;. Sea este nuevo punto
Q1.

3. Determinamos la estabilidad de @i, supongamos para nuestro propésito que @ es

inestable, ver Fig 3.4,

4, Trazamos la recta que pase por §; y que sea ortogonal a L,

llamemos a ésta L.

5. Nos movemnos sobre L' a ambos lados de @) en pasos de 5 hasta encontrar un punto

que sea estable, denotemos a éste por Q.

6. Hacemos un proceso de biparticién hasta que la distancia entre la regién estable
¢ inestable sea menor que algiin mimero determinado (el error) y denotamos al punto

medio por 1.
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7. Hacemos la asignacién Py — Py, Py — Py y volvemos a comenzar el algoritmo, Ver
Tig 3.4.

sl /Q\é%ﬁ

Fig 3.4

3.2 HERRAMIENTAS NUMERICAS PARA CALCULAR
LAS CURVAS CON PERIODO FIJO

Esta seccién, al igual que en la anterior, tiene como propésito el dar una metodologia para
la construccién de curvas con periodo fijo apoyada en la teoria de Floguet, sélo que aqui
no podemos usar el método de los colores porque estaremos siempre en la region estable,
por lo que tendremos que echar mano de otra propiedad de la ecuacion de Mathieu, la

continuidad de la solucidn sobre lo variacidn en los pardmetros Pl

Es facil ver que la ecuacién de Mathicu para = 0 se transforma en el oscilador arménico

Ft+ar=0, (3.6)

¥ que con las condiciones iniciales (0} = 1, £(0) = 0 ticne por solucidn {

t Al igual que en la seccion anterior, la linealidad de la ecuacidn y la continuidad de
las funciones hacen que las propiedades del plano fase no dependan de las condiciones

iniciales.
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'év(?),=,‘¢°?@-': T (3.7)

Esta funcién tiene periodo T = pr si se cumple que

Nez

o lo que s lo mismo

o= 4;2— (38)
Dado que el periddo es una funcién de los pardmetros, T = T(a, §), ¥ que las soluciones
de la ecuacién de Mathieu son continuas ante la variacién en los pardmetros, esperamos
que al cambiar un poco éstos, la forma y propiedades de la solucién cambien también
poco, en particular el periddo. De esta forma, si la solucidén se cierra al tiempo T, al
variar el valor de « y 8 un poco veremos que, en general, In solucién ya no se cierra al
ticmpo T, pues el punto final ahora se encuentra alejudo cierta distancia del punto de
partida. Veamos en forma grafica lo que queremos decir con esto, si tomamos el punto
(a,8) = (1/4,0), tenemos el oscilador armdnico descrito arriba, el cual tiene periodo
T = 4n. Por lo tanto esperamos encontrar en una vecindad de este punto una curva que

nos de soluciones con cste periodo. En las siguientes figuras mostramos los planos fases

de tres puntos vecinos a (a, ) = (1/4,0).

¥ T ¥ T T
ueL 4
Wt s
' J <——_> ]
(R 4
QLB -
BX! T T T T Tk

a=0.20, #=0.1, t € [0,47].
Fig 3.5
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Fig 3.6
T 1] T T T
0. n
mn_r p
[ N
"M -
148 i
1 ] } 1 I.
~3.000 -1.000 -.8ud0 b o.sedd 1,60

a=0.30, #=0.1, t € [0,4n].
Fig 3.7
Como esperabamos, estas figuras muestran una forma similar, y lo mas importante, en-
contramos una curva que parece cerrar en T' = 4x. Esto lo podemos aplicar para decidir

si algin punto pertencce o no a la curva del periodo que estamos buscando.
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o varia cierta cantidad.

X
/a=0,20
\ - o=0.25
1 X
/ o=0.30
Fig 3.8

Esto nos permitird tener una manera de localizar un punto en el espacio (a, ) que nos
represente una curva de periodo T en cl espacio fase. Esto es porque las curvas que nos
dan drbitas periddicas de periddo T existen para todo 8 y por lo tanto existe una o para

la cual la solucidn es de periodo T' (ver teorema 2.5 de la seccion 2.4).

Definamos una funcién dg(e), distancia con signe, como la distancia del punto inicial
{1,0) al punto final (transcurrido el tiempo T), que ademas sea positiva si el punto final
estd arriba del ¢je ¢ y negativa si cstd abajo. Esta funcion es continua y tiene siempre
un cero. Podemos aliora dar un algoritmo para contruir la curva. Debemos notar que g

la hemos fijado para tener dependencia sélo de a.
Algoritmo de construccidn para las curvas de periodo fijo: (Método de la secante)
Supongames que (a;, ;) nos da una curva T-periddica en ¢l espacio fase.
1. Se incrementa la ordenada en una constante, 4y = f#; + I, con h constante.
Se evalua dg,, (a) cn los puntos a; + né, n = 0,+1,%2,..., &M (para propdsitos

practicos § se toma aproximadamente /i/2) para determinar los puntos donde dg, ()
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cambia de signo, sean estos af y o,

3. Dado que los dos puntos (a1, dg;,,(a})) y_(aé,dg; +‘,(a'2))-dcterminan una recta, en-

tonces el cruce de ésta con el eje « determina a su vez o}, ver Fig 3.9.

(o)
d’ i

Fig 3.9

4. Sin pérdida de generalidad supongamos que dg,,,(a3) > 0, hacemos entonces la

asignacién oy — ay y aplicamos nuevamente (3) tantas veces como se necesite para que

laf, - a}] < ¢, donde € es el error.

s ]
5. Hacemos aijyy = 5'—-"—}1* y de esta. manera hemos encontrado el punto {evj4q, figy ). Ver

Fig 3.10.
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_/ (o0.ff,,)

Fig 3.10
Es conveniente mencionar que si la pendiente de la curva es pequeiia, este método tendrd
evidentemente problemas. Esto se soluciona facilmente tomando la recta ortogonal a la
curva y parametizando ésta con respecto a la longitud de arco, s. Asi la curva esta des-
crita en la forma paramétrica {a(s), 5(s)) , s € R. Dado que a y § ahora dependen de
la longitud de arco s, entonces la funcién dg(a) depende ahora de s y de ¥, d,(7), donde
7 es el pardmetro que genera la recta ortogonal a la curva en el punto (a(s), #(s)). Mos-
traremos ahora otro procedimiento para calcular la curva de las soluciones T-periddicas
continuando ahora la longitud de arco s. Ademds aprovecharemos que dicha curva es
diferenciable (ver teorcma 2.5), para aplicar un método tipo Newton para acelerar la

biisqueda del cero de la funcién d,(¥).

1) Dado (e, Bi), se determina (@}, B},,) extendiendo linealmente una distancia % en

la direccion tangente a la curva, de la siguiente forma: oy, = & + h(a; — ai-;) y
Biy1 = Bi + h(B; — Bi-1) donde h cs el incremento sobre la longitud de arco s, tal que

Sig1 = 8i +h

2) La funcion dg(a) es compuesta con la funcion (afs, ), B(s, 7)) definidas de la siguiente

forma:

a=dfy =B - fir1), P =Bl +vh(ai —aiy),
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donde 7 es el desplazamiento en la direccién ortogonal de la curva.

3) La hisqueda del cero de la funcién dy(y) se reahza por el método de Newton:

Yoy =7 dy 0 (75)
A0 Bt I I INY
! ! e (d"i+l(7;'))
comenzando con ) = 0.

4) Cuando |7}y, — ;| < &, donde € es el error prefijado en el método de Newton, se hace
la asignacién v}, = Yi+1, ¥ con este valor de 1 se asignan los nuevos valores de « y g
@ip1 = &y — Vi1 h(Bi = Bit1): Bit1 = Py — Yitrh(ai ~ aipa).

5) Se repite el proceso comenzando con (1)} y asignando i + 1 — i.

=

Fig 3.11
Debemos mencionar que cuando la funcién d,(+) no se conoce explicitamente, su derivada

se puede calcular mediante un proceso de diferencias centradas, tomando 6 suficientemen-

te pequeno:

0 _dy(vi +8) —dsi{yi = 8)
3y (ds; (7)) = 55

Para dcterminar con una mayor precisién los siguientes valores iniciales de a4y ¥ fita

+ O(8%)

se puede utilizar la informacién de los puntos anteriores mediante una interpolacién po-

linomial,
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Scan (@i, Bi,si), i = 1,2,...,n + 1, un conjunto de n + 1 puntos (a(s), 5(s)) que estdn
sobre la curva de soluciones periédicas. Sobre estos puntos podemos pasar una curva
polinomial de orden n utilizando la interpolacién de Lagrange, en funcién de longitud de

arco 8

n+1 n+l (s ntl n+l (3 )

a=;a,H(s ZJ)) p= Zﬂ'H (i — 35)

j=t
J#-

asi a2 ¥ P2 se pueden estimar asignando a los polinomios anteriores el valor de

8n+2 = 8n+1 + h.

3.3 INTEGRADORES NUMERICOS

Muchas de las ecuacioncs diferenciales, aunque en aparicncia sencillas son imposibles
de resolver en términos de funciones conocidas. Un procedimiento comin cuando nos
encontramos con una de estas ecuaciones, es proponer alguna solucién en serie, pero a
veces ésta tampoco resuelve el problema, pues a tiempos largos el error de la serie crece.
Asf que tenemos que echiar mano de algin integrador numérico. La cenacién de Mathicu
no es la excepcién: hemos podido calcular sélo algunos términos de la serie de Fourier.
Y no hemos podido conocer mucho de la forma global de las curvas de transicién y de las
curvas de periodo fijo en el espacio (o, ). Surge por lo tanto la necesidad de usar algin

integrador numérico.

Un integrador numérico que se us6 en esta tesis es el Runge-Kutta de orden 4, éste es un
método interpolador que reproduce la expansién de Taylor a orden 4 de la solucién: dado
un punto (x;, ¥;} al tiempo ¢; y el campo vectorial generado por la ecuacién diferencial,
se calcula el punto (2i45,yit1) 8l tiempo ¢iyy usando la serie de potencias de Taylor de
la solucion alrededor del punto (i, ¥i,¢;). Las derivadas involucradas en dicha serie son
interpoladas por evaluciones del campo en diferentes puntos alrededor de (x4, yi} (usando

csencialmente el teorema del valor medio para sustituir las derivadas).|BY

Recordemos que la ccuacion de Mathieu que estamos trabajando con condiciones iniciales

estd dada por

171



EF+(a—28cos2)x=0; a(th) =0, &(t)=10. (3.9)

Paralos problenias de determinar los valores de a y f# para los cuales obtenemos soluciones
periddicas de periodo T, o bien soluciones no acotadas sabemos que la condicién inicial
en el plano fase no sera relevante, gracias a la linealidad de la ecuacidn de Mathieu.

Tomaremos x(0) = 1 y #(0) = 0 simplemente por comodidad.

Para implementar el Runge-Kutta serd necesario transformar esta ecuacion en el siguiente

sistema

(;) = (—a+gﬂc052t (l)) (;)’ 2(0) =1, y(0)=0, (3.10)

cuyo Runge-Kutta de orden cuatro en el intervalo de tiempo [a,d] tiene los siguientes

cocficientes:
g = 1
Yo=0

Ky = hy;

Iy = h{—a + 2B cos(2t;))z;

Kz = h(y; + §K1y)

Iy = h(—a + 2B cos[2(t; + 2)))(z; + L K1z)
Ko = by + bE2,)

Kyy = h{—a + 2B cos(2(t; + $))(z; + §K2z)
K = h(yj + I\':]”)

Kiy = h(~a + 23 cos|2(t; + h)])(x; + Ks3;)
Tjt1 =Tj + };(I\'lr + 2-[\’2.1: + 2]\,31: + I{-lz)

Yitt = Yj + (l_i(h’]y + 21\.21; + 21\':1_11 + I\:ly)
donde ¢l intervalo I = [a, 4] es dividide en N partes iguales, dando lugar a la particién ¢;
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de este intervalo. Como hemos dicho, el RungefKu:l_;(tg.ide’grdenv 4 nos entrega la serie de

Taylor a orden 4, y cste tiene como residuo a

Ry(k) = % / ” FO @) (e +h-t)tdt (3.11)
‘e

con h= b—;,—“ ¥ ¢ algin punto de la particién de I, y donde f®)(2(t)) es la quinta derivada
direccional del camnpo vectorial en la direccién tangente a la solucién {t).
Para las curvas de periodo fijo fue necesario un integrador numérico mis fino que el
Runge-Kutta de orden 4, en este caso se usé un Runge-Kutta 7-8. El Runge-Kutta 7-8
nos da la serie de Taylor de la solucién de la ecuacién a orden 7 y a orden 8, pero ademés se
diferencia del Runge-Kutta de orden 4 porque nos permite controlar el paso de integracién
mediante un proceso de correccién. Mostremos commo se hace esto: consideremos que
S = Z:n:() anh"y Sg = ZLD a, 1" son las series de Taylor a orden 7 y 8 respectivamente
alrededor del punto zg al tiempo t, de la ecuacidn diferencial de primer orden, z(t).

Tomando la diferencia de las aproximaciones evaluadas en o + h se tiene

B = |58 — S} < a(ta + h) ~ Sl + falto + 1) = 7] < O(F").

Esta misma diferencia, evaluada en ¢y + h/2 es

03"
bnjz =158 — S7] < 27 )
De lo cual, f%fl < 27, Entonces, si realmente estamos haciendo una buena aproximacion,
esto dltimo se debe de cumplir, si no, tendremos que disminuir el paso hasta que los
desarrollos de Taylor sean una buena aproximacién, El residuo del Runge-Kutta 7-8 serd

el correspondiente al de orden 4, sélo que esta vez h no serd constante.

3.4 RESULTADOS NUMERICOS: CURVAS DE TRANSICION

En esta seccion mostramos las curvas de transicién caleuladas con la metodologia descrita
en la seceién 3.1, usando ¢l Runge-Kutta de orden 4 para integrar la ecuacion de Mathien
donde se toma el intervalo de tiempo I = [0,307] y una divisién de éste de N=50000.

Entonces, de la formula del resicuo de la seccidn anterior se tiene
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Ry(h) < / |f““’(w(t))|h4dt

donde h = s%% y ¢ € [0,307]. Usando el heclio de que las soluciones de la ccuacién
de Mathieu son analiticas, tendremos que en este intervalo sus derivadas existen y son

acotadas. Asi podemos acotar l f(5)(m(t))[ por M, por lo tanto podemos escribir

1 B+fl
Ry(R) £ —/ hMdt; ,
c (3.12)

lo que a su vez nos da que el error total acumulado, es decir, ¢l error del punto final de

la solucién cstd dado por

It
error =€ < Z'-MSOn' (3.13)

de donde tendremos que el error es menor que € si M es menor que 7:4"!" s&—, en particular

si M < 2.6 x 10® el error serd menor que 0.1.

La Fig 3.12 muetran las curvas de transicién y en cada grafica el nimero de éstas (las
curvas de transicién) van aumentando a medida que nos movemos de izquierda a derecha

y de arriba a ubajo. Las curvas que se muestran en las figuras corresponden a valores de
a?=0,1,4,9,16 y 25 para 8 = 0.
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———————— Puntode partida.

Fig 3.13
Se tiene pues una division del plano e, # en regiones estables ¢ inestables, las primeras
aparecen en las figuras 3.12 c¢n forma de “cdpsules”. A pesar de la apariencia acotada
que sc muestra, cada curva de transicién tiende a infinito conforme f tiende a infinito
(ver seccion 2.7, teorema 2.8).
Por la forma que tienen el par de curvas que se originan en un mismo punto del eje «,
s¢ le llama a la regién de inestabilidad que delimitan, la lengua de Arnold, en honor del

precursor de este tipo de problemas, V.1, Arnold.

Debido al error fijado en ¢! procedimiento de biparticion, no es posible detectar la curva
de trausicién cuando la distancia entre las curvas es menor que el error definido, ver Fig
3.13, Una forma alternativa para continuar las curvas de transicion es identificar tales
curvas con alguna curva de soluciones periddicas que esté contenida entre ambas curvas

de transicidn. En la siguiente seccion se puede apreciar como estas curvas son extendidas

para valores mayores en f3.

3.5 RESULTADOS NUMERICOS: CURVAS DE PERIODO FIJO

En esta seccién mostramos algunas curvas de periodo fijo por dos métodos. El primero

es por un proceso de biparticién, el cual muestra ciertas limitaciones de continuacidn, y
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el segundo es usando la metodologfa descrita en la seccién 3.2.

De las propiedades descritas en la seccién 3.2, en particular la continuidad del periodo,
T, ante los pardmetros, (@, B), se puede obtener un algoritmo de biparticién parecido al
de la seccion 3.1, sélo quc esta vez, el criterio para decidir si estamos o no en la curva de

periodo fijo T, estard basado en el periodo:

Algoritmo de construccién para las curvas de transicién de la ecuacién de Mathieu:

Sea ¢ un punto en el espacio (a, ), y consideremos que estamos integrando la ecuacién
de Mathieu en un intervalo de longitud T', entonces d(@) es la distancia entre el punto

inicial y el punto final en el plano fase.

1. Dados dos puntos Py, Py previamente determinados sobre la curva de periodo fijo T,

se traza la recta que pasa por cstos, sea ésta L.

2. Nos movemos sobre la recta L una distancia h a partir de P; (por lo regular h = 0.1

funciona). Sea este nuevo punto ¢, ver Fig 3.14.

Fig 3.14
3. Trazamos la recta que pase por @ y que sea ortogonal a L, llamemos a ésta L'.

4, Nos movemos sobre la recta L', a partir de 1, n puntos a la derecha, (@;’s), y n
puntos a la izquierda, (Q%’s), en pasos de 5, normalmente n = 5, n = 0.01, ver Fig 3.15.

5. Determinamos d(Q;) y (Q%), i=2,...,n.

6. Hallamos por un proceso de burbuja la distancia mds chica, digamos d(@).
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7. Hacemos un proceso de biparticién entre los puntos Q-1 y @x+1 hasta que d{Q}) sea

menor que algin error prefijado. Sea este ltimo punto Ps.

8. Hacemos la asignacion P, — Py, Py — P, y volvemaos a comenzar el algoritmo.

Fig 3.15
A continuacién s muestran algunas curvas de periodo fijo calculadas como se dice a-
rriba. El integrador numeérico que se usé para integrar la ecuacidn de Mathieu fue un
Runge-Kutta de orden 4, donde se toma un intervalo de tiempo I = {0, T}, para pe-
riodos T £ 177, y una divisién de este intervalo de N = 20000. Entonces como en la
seccién 3.4 se puede estimar facilmente el error y éste estd dado por la ecuacidn (3.13),

€ < 1.13x10~1°M, donde M es el méximo de la quinta derivada del campo en el intervalo
L

En la Fig 3,16 se muestran soluciones Sn-periddicas. Para § = 0 (el oscilador arménico)
se tiene que cumplir que
2
Va = -5~N ; NeZ,

donde se ha tomade N = 3. Por lo tanto

a=144, f=0,

que es el punto cercano de donde empieza lu Fig 3.16. De la misma manera se obtubierén

lus otras curvas. La curva de la Fig 3.17 nos dard soluciones 10z-periddicascon N = 11, y
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Sin embargo, como sc puede apreciar en las figuras, este método no prolonga mucho
las curvas de periodo fijo. La rasén por la cual no se pudieron continuar Ins curvas
con el algoritmo de biparticion, es debido a que el conjunto de las curvas de periodo
fijo se acercan exponencialnente (ver [M-S] y seccién 2.8) dando como consceuencia
que la funcién distancia sca muy inestable, y un proceso de biparticién resulta poco
adecuado para localizar ¢l cero de la funcién. Por lo tanto, se tiene la necesidad de utilizar
procedimientos numéricos mds precisos. Es aqui donde usamos el algoritmo descrito en

la scecidn 3.2.

En la figura 3.20 se usé ¢l método de integracion Runge-Kutta 7-8 con un error asignado
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de 1072, y al método de Newton se le asigné un error de 1078. Se calculan todas las
ramas correspondientes a las soluciones periédicas de periodo mas bajo cuyo valor de a,

usando f = 0, es:

conp,n €N, 0<p<n<10y (pn) primos relativos.

Como se puede apreciar en la Fig 3.20, las ramas correspondientes a las soluciones pe-
riédicas se aproximan exponencialmente entre ellas. Para valores de # mayores que 20,
las curvas de transicién corresponden préacticamente a las ramas de soluciones periddicas.
Asi podemos verificar que el comportamiento de las curvas de transicién para valores de

f grandes, es similar al comportamiento asintético de estas curvas predicho en la seccién
2.8 del capitulo 2.

1
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Fig 3.20
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3.6 DESARROLLO ASINTOTICO DE LAS CURVAS DE PERIODO FIJO

En esta seccidn obtendremos el desarrollo en series de potencias de «(f) para solucio-
nes periddicas. Con este desarrollo podemos calcular las curvas que corresponden a las
soluciones de cierto periodo. Se comparan las graficas obtenidas de esta manera con los

resultados numeéricos de la seccién anterior.

Como ya se vid, en el capitulo anterior se demostrd que tanto las curvas de transicidn coma
las curvas de periodo fijo son analiticas en 3, ver secciones 2.2 y 2.4. Se vieron ademds
en las secciones 2.3 y 2.4 algunos métodos para calcular los desarrollos de potencias y
se cstablecié que podemos usar cualquiera de cstos puesto que las expresiones son las

mismas, gracias a la unicidad de la solucién y convergencia de la serie.

También se vid, que el método mas sencillo para trabajar en este caso, cs el método
perturbativo. Pero a pesar de esto, sigue siendo dificil manejar las expresiones que se
presentan para ordenes mayores que 2, porque son muy grandes (cc. (2.102) y (2.103)),
¥ sc corre el riesgo de equivocarse en el dlgebra. Surge pues la necesidad de usar
algin manipulador simbdlico. En nuestro caso se usd el manipulador algebraico de

MathematicaIM ] Las expresiones obtenidas fueron hasta orden 8 en 8, las cuales se
mucstran en el apéndice IV. En las figuras 3.21a-3.21d se muestran dos curvas: una es
la grifica de los desarrollos a orden 8 (linea continua), y la otra es la curva obtenida
numéricamente con el proceso de biparticidn de la seccién 3.5 (linea punteada). Llama-
remos ag(f) a la curva obtenida por la scrie de potencias hasta orden 8 y an{f) a la

obtenida por un método numérico.

Podemos decir que las curvas se ajustan bien si la diferencia entre las dos curvas,

lag — anl, es del orden O(A?), ya que una es el desarrollo a orden 8 en 8, y la otra
tiene sélo el error debido al método numérico. En cuyo caso esperamos tener una recta
de pendiente § en la grafica log;,(8) vs log y(laz — a1]) cuando comiencen a separarse

las curvas, ver figuras 3.22a-3.22d.

Sc aprecia pués, en la parte superior de estas grificas (que corresponde a la separacién
entre las curvas), una recta, cuya pendiente es aproximadamente 8. Esta recta se apre-

cia para valores de # mayores que 107%, que corresponde al error asignado al método

numerico,

Para 8 > 107% vemos que se cumple la relacion
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logyo(laz — ayl) = 9+ log;o(B) + cte,

concluimos que el error de nuetra serie de potencias es del orden de O(f°), el cual es el

error esperado.
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3.7 POINCARE-LINSTEDT

In esta seccién compararemos las curvas de periodo fijo obtenidas con el método de

Poincaré-Linstedt con las obtenidas por el método de biparticidn deserito en la seccién
3.5.

En la scecién 2.6 se obtuvo una expresién para la frecuencia, w, en términos de o y 8.
En este caso no fue posible usar el manipulador algebraico de Mathematica, debido a
que la frecuencia aparece directamente en los cosenos, dando lugar a que la frecuencia w
dependa de t para ordenes mayores que 2 en . Por lo tanto, nos tenemos que conformar
en este caso con analizar la expresion de la frecuencia a orden 2 en f de la seccién 2.6

w=vat ﬁaaf_lpz. (3.14)

Es directo que ¢l problema de construir una curva de periodo fijo se traduce en este caso

a construir una curva de frecuencia fija. Entonces de (3.14) se tiene

Fla,f) =w - Va - Z}\/_?'&?.Tl_-lﬂz =0, (3.15)

una funcién de dos variables donde podemos despejar cualquicra de las dos variables en

términos de la otra, por ejemplo es facil despejar 8

8= /lw-vayyala-1) (3.16)

1a cual, si fijamos la frecuencia w, nos determina una curva en el espacio (e, §) para dicha

frecuencia fija.

En la Fig 3.23 se muestran las grificas obtenidas con (3.16) para las mismas frecuencias
que tomamos en la seccién 3.5 (Figs 3.16-3.19), contra las curvas obtenidas numéricamente

para las mismas frecuencias.
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4
APLICACIONES

Y
CONCLUSIONES

<< Todos vivimos bajo el
mismo cielo, pero ninguno

tiene el misimo horizonte >>.

Konrad Adenauer (1876-1967)

canciller aleman,
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4.1.a Estabilidad de soluciones periédicas

La teoria de Floquet ha sido aplicada intensamente en el estudio de la estabilidad de las
soluciones periédicas de sistemas mecanicos, Consideremos un sistema mecénico con N
grados de libertad d—i = F(7), y supongamos que conocemos una solucién periddica con
periodo T, ¢(t) = (t + T). Para determinar la estabilidad en el entorno de la solucién
periddica, consideremos un cambio de coordenadas en el espacio fase de 2N dimensiones.
" Las nuevas coordenadas § € R*V estén relacionadas con las antiguas coordenadas T €
R?M| de la siguicnte forma: & = $(t)+7. Debemos notar que el nuevo sistema coordenado
depende del tiempo y viaja en la direccién tangente de la solucién periddica $(). El

sistema escrito en las nuevas coordenadas es entonces

dy
¢(f) = F(y + ¢(t)).

Como nucstro interés es estudiar la estabilidad de la solucién periddica ¢(t) en su entorno,
podemos considerar que los valores que alcanzan las coordenadas § son pequefios. De

esta manera podemos expander el campo vectorial F alrededor de la solucién $(2):

dy
T+ qs(a) F(4(8)) + DF(4()7 + O v |-
Despreciando los términos de orden igual o mayor dos, y recordando que $(2) es solucién

de la ccuacidn original, obtenemos el sistema lineal:

dy
& =DF@EOR (1)
donde DF corresponde & la matriz jacobiana de F. Esta matriz es T' periddica puesto

que estd evaluada en T = ¢(2).

La cstabilidad de la solucién periddica queda entonces descrita par la estabilidad de la
ccuacion (4.1). Siguiendo la teorfa de Floquet descrita en la seccidn 1.4, sabemos que

la suma de los exponentes caracteristicos son igual a la integral de la traza de la matriz
periddien
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El primer exponente de Floquet vale siempre cero y esta asociado a la direccidn tangente
de la érbita periédica @(t), la cual parametrizamos con la longitud de arco. Si nuestro
sistema posee integrales de movimiento tales como la energia total, movimiento angular,
etc., habra igual niimero de exponentes o; con valor cero como integrales de movimiento.
A la matriz DF(¢(t)) se le denomina matriz de monodromia., Dado que la traza de la
matriz Jacobiana es equivalente a la divergencia del campo, un sistema mecénico de N
grados de libertad y con M integrales de movimiento suaves, los exponentes caracteristicos

que no se anulan cumplen con la relacién

N

T
Y oa= / divF(§(t))dt.
i=N—M+1 0
En particular, cuando nuestro sistema es de dos grados de libertad, solamente tenemos

dos exponentes caracteristicos. El primero siempre es cero, asi que el segundo se puede

calcular directamente como

o2 = /OTdivF(?ﬁ'(t))dt. '

Este exponente caracteristico es real y determina la estabilidad de la solucién 4(t) en la
direccién ortogonal. Podemos concluir que la estabilidad de la érbita periddica depende

del valor promedio de la divergencia del campo vectorial en ¢l entorno de dicha drbita.

4.1.b Estabilidad de 6rbitas geoestacionarias y dérbitas de estacionamiento

Uno de los cambios tecnoldgicos de mayor impécto en este siglo es la posibilidad de
comunicarse via satélite con cualquier punto de la Tierra. Este tipo de comunicaciones
es posible gracias a poder mantener satélites en drbitas sincronizadas con el giro de la
Tierra. Tales érbitas deben tener el periddo de un dia y son esencialmente circulares.
Al estar cn el plano ecuatorial dichos satélites se ven desde la Tierra como un punto fijo
cn el espacio, de tal forma que las antenas de comunicacion no tienen que modificar su

posicion.
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Un problema que se puede presentar en estas érbitas geoestacionerias es la pérdida de
estabilidad. Una perturbacién importante a estas érbitas es el movimiento de la Luna
alrededor de la Tierra. Es posible que el movimiento de la Luna produzca una resonancia
paramétrica cn la érbita geoestacionaria, lo cual implicaria la imposibilidad de mantener

dichios satélites en tales drbitas en un periodo largo de tiempo.

El mismo tipo de fenémeno ocurre con las drbitas de estacionamiento, las cuales son
utilizadas como puntos de transferencia a érbitas més lejanas. Estas érbitas estédn a 300
km de altura de la Tierra, lo cual corresponde al alcance de los cohetes propulsores que

transportan los satélites desde la Tierra.

Dichas érbitas son circulares y estén también en el plano de la ecliptica. Es de esperar
cue la perturbacién debida al movimiento de la Luna pueda alterar la estabilidad de dicha
orbita.

Para estudiar el comportamiento de las érbitas circulares, utilizaremos la teor{a desarro-

lada por Hill para el estudio del movimiento de la Luna alrededor de la Tierra, descrita

en la seccion 0.6.

Considercmos que el satélite se mueve en una érbita cercana a la Tierra en forma circular,
y el movimicnto de la Luna es también circular pero los planos de las érbitas no coinciden
exactamente, los vectores normales hacen un pequefio angulo. Reemplacemos en las
ccuaciones (0.14) y (0.15) y en la Fig 0.15 la nomenclatura de la Luna y el Sol por la de
satélite y Luna respectivamente, De esta forma |r| representa la distancia del satélite a
la Tierra.

Consideremos un nuevo sistema de referencia, de tipo sinddico, el cual gira sincronizada-
mente con el movimiento de la Luna. En este caso p1 es la velocidad angular de la Luna
y el nuevo sistema de ecuaciones queda descrito por (0.24).

Dado que la inclinacién del plano donde se desplaza el satélite es pequeiia, se puede
reducir el sistema a las ecnaciones (0.26) y (0.29). Supongamos que el movimiento del
satélite es en forma circular alrededor de la Tierra, entonces la solucion al sistema (0.26),

a primer orden, corresponde a funciones de tipo trigonométrico de la forma

X =rgcoswr y Y =rgsenwr

donde ry representa el radio de la érbita y w es la frecuencia de la drbita respecto al

189



giro del satélite alrededor de la Tierra. Las coordenadas X y Y estdn en el plano de la
ecliptica y ahora estudiaremos e} comportamiento de la coordenada normal al plano, Z.

Lu ecuacién que describe la dindmica de esta coordenada es

k
VAR Z+—f=
To

El término v es la razén entre la frecuencia del movimiento de la Luna, 1, y la del
satélite, j, donde v = 7‘—517{ El radio de giro de la 6rbita es rg y k relaciona la masa
de la Tierra y el satélite con sus frecuencias (ver ec. 0.26). La razén k/rj la podemos
reemplazar por la relacién (0.31), donde C representa la constante de Jacobi. Debemos
notar X% + Y% = 7% por ser érbita circular y (X')? + (Y')? = w?r2. De esta forma

obtenemos la signiente ecuacién

o (V2 N Hw?rd) — 302rd cos?(wr) — C) 0.

Z
s

Reemplazando el cuadrado del coseno por el coseno del dngulo doble y haciendo et cambio
en el tiempo ¢ = wr, reescribimos la ecuacion anterior en esta nueva forma:

d? 1 12 ¢ 3/

—Zt s+ =5 — - 2 .

de? + (2 + 4w? rng 4u? cos( t)) (42)
1 Cual es la estabilidad de la coordenada Z? Debemos investigar entonces si el valor de

f escogido da un punto en el plano («, §) que corresponde a una solucién acotada o no

acotada.

Esta ecuacion la podemos interpretar como una ecuacion del tipo Mathieu. En este caso

interpretamos los pardmetros de la ecuacién de Mathieu de la siguiente forma:

1 1 4 C
“*5“(5‘5@5)"

Dado que la constante de Jacobi es pequefia por considerar érbitas circulares, entonces

el término —%—,—ﬁ lo podemos despreciar. De esta forma

R

i
T
+
ol b
w
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En la Fig 4.1 representamos la regién acotada de la ecuacién de Mathieu y pintamos la
curva o = 1/2 4+ 24/3.

Observemos que para || > 0.3, la solucién resulta ser inestable y por lo tanto, las
oscilaciones en la direccién normal al plano de la ecliptica aumenteran exponecialmente.

En cambio, para valores |8] < 0.3, las soluciones serin acotadas.

Por lo tanto, la condicidn de estabilidad de drbitas circulares alrededor de la Tierra estd

dada por las siguientes condiciones:

Cc<riw® vy |8l<04

En particular, consideremos las drbitas geoestacionarias donde los periodos de las érbitas

son: py =1, p = 28 y w = 1, obtenemos un valor de f = ;. Lo cual indica que el
sistema lineal es estable.

Finalmente debemos indicar que las situaciones que representan un riesgo para mantener
satélites en 6rbitas alrededor de la Tierrs, es cuando la constantes de Jacobi no es pequefia
y ademds 1 — ;0%5- a2 n? con n € N, Es claro que esta situacién conduce a tener

tomportamiento inestable puesto que el punto (a, ) puede caer en una lengua de Arnold.
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4.2 CONCLUSIONES

En este trabajo hemos estudiado la ecuacién de Mathieu, que podemos considerarla
como genérica en el tipo de ecuaciones de los problemas de resonancia paramétrica. Sin
embargo, no hemos dicho cual es la diferencia con el tipo de resonancia debida a una

fuerza de excitacién externa.

Consideremos al oscilador arménico con fuerza de exitacion externa F' = Asen (4, el cual

tiene por ecuacién

& +w?s = AsenQt, (4.3)

sabemos que si §) # w la solucién estd dada por

z(t) = senﬂt + Csen(wt - ), . (4.4)

y la solucién estd acotada a pesar de que la amplitud sea grande cuando Q ~ w. Si shora

tomamos § = w, una de las soluciones serd, de la forma

z(t) = -—;‘;t coswt, (4.5)

de donde es facil ver que la solucién es no acotada en posicién y velocidad, y crece como

t, es decir linealmente,

Por otra parte, sabemos que las soluciones inestables de la ecuacién de Mathieu, para

(ary B) en la lengua de Arnold, tienen la forma

3(t) = c1e” Py(t) + coe ™' Po(t)

(ver seccién 2.1.a) de donde es directo que la solucién crece como e, es decir expone-

cialmente,

Entonces, en la resonancia paramétrica tenemos una transferencia de energia mucho més
cficiente que en las resonancias debidas a una fuerza de excitacién externa, ya que con-
tamos con un crecimiento exponencial para la resonancia paramétrica. Esta ganancia de
energia se puede apreciar en la Mecanica Hamiltiniana, donde el fenémeno de resonancia

paramétrica es el que determina los cambios més notables en la dindmica del sistema, y
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en particular estos son observables en la Mecanica Celeste al determinar las condiciones

que dan origen a la distribucidn de los cuerpos celestes en el sistema solar.

Sin embargo, ninguno de estos fenémenos de resonancia se presentan en la naturaleza en
su forma global. Si estos en realidad ocurrieran, entonces el ruido blanco, que presenta

todas las frecuencias, nos hubiera hecho estallar desde hace mucho,

Tenemos que caracterizar entonces a estos tipos de resoﬁancia, que en el sentido estricto
no existen en la naturaleza. Los vamos a caracterizar por el tipo de ecuacién diferencial
que los modela, y por lo tanto, los conoceremos como resonancia lineal. Si ahora nos
ponemos m3s estrictos con los fendmenos que observamos, y consideramos los efectos de
no lineales, por cjemplo en el péndulo fisico, tenemos que un hecho significante de la
resonancia no lineal es el acotamiento de la solucién, a diferencia de la resonancia lineal,
para la cual como se ha visto no hay cota. Las oscilaciones son acotadas debido a la
dependencia de la frecuencia con respecto a la energia. Tal dependencia es entonces una
propiedad importante y la primera sefial de una propiedad no lineal. El acotamiento de
las oscilaciones debido a la no linealidad es una clase de estabilizacién en la naturaleza,
que evita que una perturbacién resonante haga explotar el sistema. La dependencia de
la frecuencia de resonancia con la energia permite que ¢l sistema escape de la resonancia
al aumentar la amplitud de la oscilacién, Al modificarese la frecuencia de oscilacién el
sistema sale de fase respecto a la perturbacién y al cabo de cierto tiempo, la misma
oscilacién frena al sistema cambiando la frecuencia de oscilacién otra vez. Este fenémeno
de ganancia y pérdida de energfa da origen a un nuevo fendmeno oscilatorio conocide
como oscilacidn en fase, el cual lo podemos identificar como una condicion de estabilidad

en el sistema.

Sim embargo, comunmente las perturbaciones se presentan como un paquete de frecuen-
cias que perturban al sistema. Es entonces posible que el escape de una resonancia
condusca a caer en una nueva resonancia, Si este fenémeno se repite varias veces, la

perturbacién generara una gran inestabilidad en el sistema.[C#l

Sin embargo, el conjunto de problemas oscilatorios tratados por la mayoria de los ma-
teméticos hoy dia es pequefio, mas pequefio atn es el conjunto de modelos con que se
cuenta (el oscilador arménico). El papel de los sistemas Hamiltonianos, o cerca de Ha-

miltonianos, van més lejos en sus aplicaciones, por ejemplo el movimiento de particulas
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cargadas (especialmente pesadas) en accleradores de particulas o el movimiento de pla-

netas en el sistema solar asi como las naves espaciales: sputnicks, viajes espaciales, etc.

Es necesario remarcar que el estudio hecho en esta tesis fue para una ecuacién lineal,
que por lo anterior es sélo una primera aproximacién de los fendémenos de la naturaleza,
y en consecuencia nos restringe su rango de aplicacién. Llegamos por lo tanto a la
conclusién inevitable de que los factores de no linealidad son importantes en el estudio de
la naturaleza, y nos conducen a un campo mds amplio de investigacidén. Es por esto que
los fendmenos de estabilizacidn no lineal, asi como de resonancia no lineal son bastante

bien conocidos y han atraido la atencién de muchos investigadores, ver [Ch] y [L-L].

Como se ha visto en el estudio de la ecuacién de Mathieu, en el espacio de los pardametros
se encuetran zonas de estabilidad e inestabilidad. Asi también se encuentran curvas
de transicién a partir de analizar la solucién de la ecuacién. Expresando las curvas de
transicion en fraccidnes continuas y en operadores se han establecido propiedades tales
como que se originan en los cuadrados de los enteros (lema 2.1), que se cortan sélo en el
eje de las o’s (teorema 2.4), que son ansliticas (seccién 2.2), los cruces con el eje de las B
(seccién 2.7), comportamiento asintético para f — o0, ete. También se dan desarrollos
de potencias (@ = a(8)) por ¢l método de las fracciones continuas, por el método de
perturbaciones (seccién 2.3), y por el método de Poncaré-Linstedt (w = w(B)) que se

mostrd mas restringido que los dos primeros métodos (seccién 2.6).

Para las curvas de periodo fijo se encuentran de nueva cuenta propiedades de analiticidad,
que se originan en los cuadrados de los racionales, ete. (seccién 2.4). Se trabaja més en
este caso sobre la clesificacion de estas curvas de acuerdo en la solucién que entreguen:
paridad (par o impar) y periodo (7 o 2m). Se establece una propiedad interesante e

importante de estas curvas de periodo fijo, y es que folean las regiones estables (seccién

2.5).

En laintegracién de las curvas de transicién fue bésica la teoria de Floquet, para establecer
una definicién til (numericamente) sobre la estabilidad e inestabilidad, lo que a su vez
nos determina la curva de transicién (seccién 3.1). En lo que respecta a las curvas de
periodo fijo, no fue suficiente el material desarrollado analiticamente en el capitulo 2 y se
tuvo que echar mano de la continuidad de la solucién ante la variacién de los parametros,

reduciendo con esto el problema de encontrar soluciones de un cierto periodo al problema
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de encontrar el cero de una funcién por un método de Newton (seccién 3.2). Se comparan
las curvas obtenidas numericamente contra los desarrollos de potencias obtenidos por el
método perturbativo, encontrandose un buen ajuste para 8 pequefia (seccién 3.6).7 Por
dltimo se comparé el método numérico contra el de Poincaré-Linstedt, encontrandose
nuevamente aproximaciones buenas para f§ pequefia, pero con el inconveniente adicional
de que, la expansién de la frecuencia involucra una dependencia del tiempo haciendo con
esto casi imposible su tratamiento (seccién 3.7).

En la seccién 4.1 se da una aplicacion de la teoria de Floquet para analizar la estabilidad
de un sistema mecénico que tiene una érbita periddica, concluyendose que la estabilidad
depende del valor promedio de la divergencia del campo vectorial que rodea la 6rbita
periddica. Se da también otra aplicacién sobre la estabilidad de un satélite terrestre en
érbita circular, reduciendo este al problema, de los tres cuerpos, Tierra, Luna, satélite, y
determinando que los pardmetros (@, 8}, en este caso, se encuentran en la regién estable.
Es necesario hacer notar, que todavia existen muchas cosas por hacer: como analizar
el comportamiento de la ecuacién de Mathieu cuando entra un término de friccién, o
cuando se le agrega un término de fuerza externa. Tampoco sabemos mucho de lo que
ocurre cuando entra en consideracién algin término no lineal, ni lo que ocurre cuando

acoplamos dos de estos sistemas en resonancia paramétrica.

Sin embargo, al presentar con mucho detalle una serie de téenicas, a veces en forma
redundante, se puede detectar cuales de estas técnicas tienen una posibilidad de arrojar
cierta informacién en los casos mas complicados. Por lo tanto hay que considerar este

trabajo como un esayo preliminar para el estudio de modelos més complicados.

t En realidad ¢l ajuste sc mcjora a medidad que tomamos a mas grande, ver Fig 3.21,
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APENDICE I

ECUACION DE KEPLER

Al describir el movimiento de un planeta en funeién del angulo de anomalia excentrica,
el angulo que hace el eje mayor de la elipse con el segmento que une al planeta con el

centro de la elipse {ver Fig 1), se obtiene la ecuacién de Kepler

2k
u—esenu = ut; ”=E' . (1)

donde a, b son los semiejes mayor y menor respectivamente, y 4 se denomina el movimiento
medio del planeta.

 x
N

Fig 1
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De la segunda ley de Kepler sabemos que T' = k1 A, donde T es el periodo del planeta, A
es el drea de la elipse, y k; una constante de proporcionalidad; ademés, como A = rab,
se tiene que &y = & = 1’—;—.1, de lo cual el movimiento medio se escribe como

2k7rk1
p= g (2)

y por la ecuacién (0.5) obtenemos

2 (2kky)?  (2kmhy)?

T2 4n2] Bps
G 1 om,
o lo que es lo mismo
m
2 _ 8
3 = const. -RT- ‘(3)
P8

esta relacién es de utilidad en el desarrollo de la ecuacién de Hill,
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APENDICE I

FORMA CANONICA DE JORDAN

La idea fundamental para obtener la forma canénica de Jordan de A € M, %, vuelve a
ser la del cambio de base y consiste en encontrar una base formada por vectores pro-
pios y otros vectores asociados a ellos que completen la dimensién del espacio. Esta
base es llamada base de Jordan, y la matriz asociada a esta nueva base la llamaremos

Forma candnica de Jordan de A.

Esta nueva forma de la matriz A estard compuesta por bloques con los valores propios

en la diagonal principal, en la diagonal inmediatamente superior 1 y el resto ceros.

Para llegar a la forma canénica de Jordan necesitamos dos resultados previos

Sea A una matriz con elementos en € con valores propios distintos Ay, Ay y vectores

propios asociados

Vi, Viz,o ot Vo, Vaz, oo

At ;\:

Sea A un valor propio de A. Entonces tenemos que

ker(A - AI) = {v/Av = Av},
el niicleo de A.
PROPOSICION: 3 a tal que ker(A — AI)®t? = ker(A ~ AI)®, Vp> 0.

Dem: Es ficil de ver que

ker(A — AI) C ker(4 — MI)? Cker{A~AI)* ¢ ... cC™.

es una sucesion de subespacios de €©", esto implica que en algin momento la dimensidn

dejord de crecer.
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Definicion 1: El rango de A — AT se define como

Rango(A — M) = {w/existe n con (A —Al)u=w}

Es fécil ver que

Rango(A — AI) D Rango(A — AI)? D Rango(A — AI)* D --. 2 {0},

Entonces 3 f tal que Rango(A — AI)? = Rango(A — AI)P*? ¥p > 0.
cya=p
Viene de que dim Rango(A —AI)* = n—dim ker{A—AI)* ya que cuando uno se estabiliza

el otro también,
d) €" = ker(A — AI)® @ Rango(A — AI)®

Dem: Si v pertencee a la interseccion

(A=A =0 y v=(4-)W

y por lo tanto

(A= AD)*ow =0

Esto implica que

w € ker(A — AI)** = ker(A - AI)*

de donde
(A=-AM)*'w=0—v=0
A— AL ker(A— A% — ker(A — AI)®
Rango(A — AI)* — Rango{A — AI)*
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Porque si

v € ker(A - AI)* — (4 - /\I)v € ker(A z\I)

v € Rango(A - AI)® — v= (A4 - A)w
S (A=A = (A= AI)PHw = (A = AD®(4 = AD)w.
También I manda ker{A — AI)* y Rango(4 — A\I)* sobre si mismos. De esto tenemos
C"= Ker(A-A)® @& Rango(A—\I)®
1A 14

Ker(A - A" @ Rango(A— A"

Tomando bases de C" respetando esa descomposicién, tenemos

(A0
(4 1)
donde 4 estd sobre Ker(A — AI)* y A est4 sobre Rango(A ~ AI)®.

f) (A1 = AI)* =0y A es el tinico valor propio de A;.
g) Sea p valor propio de A diferente de Ay v= (Xl ), entonces
2
. (A] [II)Vl =0-= (Al - /\I)Vl ([,L /\)V;
(A= plv=0— {(A] — vy =0

De aqui v, € Rango{A — AI)* y vi =0 ya que

0= (Ay = AD)®vy = (= A4 =AD" = (1= NPvi =0,

como u es diferente de A esto implica que vy = 0. De lo anterior

ker(A — pI) C Rango(A — M)

ker(A, — uI)¥ C Rango(A — AD)*, Yk,
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¥, como antes, Rango(A — AI® = ker(A; — uI)? ® Rango(A; — pI)?. De donde hay una
base para A tal que

A 0 0
A=[0 4 0
0 0 A

y asi sucesivamente. De esto tenemos entonces

C"=Ker(A—MI)" @ Ker(A = A2D)* @--- & Ker(A — A\ I)™.

donde Ay, Ag,..., A, son valores propios distintos.

Con A en esa base

A1 0
Az

A= N L)

0 Ay
Ahora tenemos que (A4; ~ A;)* = 0 y una propiedad importante es
det(A — \I) = [] det(4: - AT),

como A; tiene a A; como valor propio tinico, tenemos

det(Ai - )\I) = P‘(,\ - )\t.)dim Ai

De esto

dimA4; = exponentede (A—);) en det(A—AD).

Ademis como (A — \;I)m 4i = 0 (Teorema Fundamental para matrices), tenemos

(Ai — A\iI)™ =0 con o; el més chico, esto implica a; = dim A,.
Dado lo anterior, es suficiente probar el teorema de Jordan para cada A;.

Tenemos primeramente que

Ker(A =AD" C Ker(A - \)®
con una inclusion estricta, por la minimicidad de a.
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Por lo tanto, sean vy, vy,...,v,, € Ker(A—AI)* generandoun complemento de Ker{A—
D1,

Sea

wi=(A—A)*";, wj€ Ker(A-Al).

Primeramente tenemos que wy,Ws,...,W,, son linealmente independientes: para pro-

barlo, supongamos que no lo sean, entonces

ZF‘J'WJ' =0

con no todos los u; = 0, pero

S uiwi =Y (A ALy,
= (A=Y gy

Esto implica que
Zu,-v,' € Ker(A - A1) 1

pero esto es una contradiccidn con la definicién de v;.

Sea

Wik = (A= M)y Wia= vy

Demostremos que estos son linealmente independientes. Para hacer esto tomemos una .

combinacién lineal igual a cero manteniendo j fija

a—1 a=1
Y Wik + pava = Y plA = MRV + v =0,
k=1 k=1

multiplicando esta tltima expresion por (4 ~ AI)*~! tenemos

a-1

(A=Ant? (E PEW; g -+ pavu) = pa(A= A"y, =0
k=1
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pero por la definicién de vq, la (inica manera de que esto se cumpla es que po = 0. De

manera andloga, multiplicando a esto tltimo por (4 — AI)*~2 tenemos que

=1 .
(A= AN ppwin = a1 (A= M)* v =0
k=1

y nuevamente esto se cumplira solo si g3 = 0. De esta manera inductiva se concluye

que los w; para § fija son linealmente independientes.

Por otra parte tenemos que

(A= MD)Wk = Wikgr — AWjk = AWk + Wj kg1

De lo cual

Al 0
Al
Bus, = | @
Al
0 A

con un bloque para cada j de dimensién a. Después se completard el ker(A — AI}*~2 en

ker(A — AI)*~! y se repite la construccién, obteniendo bloques de dimensién & — 1 etc...

Finalmente, volviendo a considerar a A en su forma general (1), es decir en subespacios

independientes, tendremos por lo anterior que
Ji 0
Jy
0 Jq

donde J; representa a A; en la base de los wj 1.

nxn
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Ejemplo : Consideremos la siguiente matriz

2 1 0 1
11 3 -1 3
A= 6 1 2 1
1 -1 -1 =1

Tenemos que el polinomio caracteristico de ésta es

det(A - A=A -2 =0

luego los valores propios son

/\1 = 2, m(/\l) =3,
Az = 0, m(Ag) =1

Si estudiamos sus valores propios tenemos que

/\1=2 — ‘Ul=(1,0,1,0),
Aa=0 — u=(0,1,0,-1).

De esto se ticne que la matriz no es diagonalizable, pero segin el fitimo resultado su

forma canénica de Jordan serd:

2100
0210
J_0020
006009

Cuél scrd la matriz P, regular tal que P~1AP = J?
Si

verificando AP = PJ, entonces:

I | i | |
AP = [Avl Avg Avs Auy | =PJ=|Avy v+Mve v+ vz Aug |,
[ B | | | |
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Entonces, igualando

Avy =XAwy — (4 - A;I)v1 =0 ()
Avy=v +Mvy = (A /\"If‘jvz =1 | 2
Avs = vy + A1vg = (A= MI)vy = vy (3)

Auy = Ay = (A - A2Duy =0 4) |

(1) y (4) ya estan hechos, resolvamos entonces (2) y (3)

01 0 1
1 1 -1 3

A=MI=1y 1 o 1|
1 -1 -1 -3

como v; = (0,1,0,1) y (A — A\1I)vy = vy, haciendo un iaoco de dlgebra tenemos que
vz = (0,3/2,0,-1/2).

De la misma manera v3 = (0,-1/2,~1/2,1/2), de lo cual obtenemos

1 0 0 0
0 3/2 -1/2 1
1 0 -i/2 o}
0 -1/2 12 -1

P=
y entonces

P lAP =

A v),v2 se les llama vectores asociados a v;. Al sistema {v;,vs,v3,u1} se le llama
base de Jordan.

Para conseguir csta base, buscaremos siempre vectores asociados a vectores propios hasta

alcanzar la multiplicidad del valor propio correspondiente.
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APENDICE IIT

TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

En este apéndice se demostrara la estimacién sobre ¢l radio de convergencia de la serie

para w(z). La demostracidén es adoptada de Berger, Nonlinear Analysis, pg 134.

Ya que F es analitica, tenemos

Flo) = Fu(zo,on) = 20) Flean)o —wo) + 3 R0l oz
i j=2 ) n

donde

5 gitip F('fa")
Fi = g 00) = o / l/ caofes E =20 (7~ w0y 07

donde se usé la férmula de Cauchy.

Si M = supje_pi<r, Jp-wol<p [F(E)); se tiene que lﬁ}lil < M 7,7+ Entonces, la ecuacién

F(z,w) = 0 es equivalente a la relacion

F71F;
w—wp=~F F(z— 2} - Z 7 L(z — 29)(w ~ wp)! (1)
ij=2 Y

donde la serie del lado derecho es acotada por la serie

-1 M)z—¢ oo - z—zg] w—wo
[Pt Mlezsol 3202 7" |y lemaliemel
itj=

Ti 7 )
= O ((v=reoe) (o) — 1~ 1254)
Ahora sabemos, de la primera parte del teorema de la funcién impicita, que w — wp =
Y an(z — z)"

Si escribimos la relacién (1) como
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w—wy =ap(z—2)+ Y aijlz —2)(w - w)
i+j=2 .
y se sustituye la serie por w — wy, se obtiene
ag = 0
ay = ap = -F;'F,

2
az = ag + ay1a1 + ap2ay

an = ‘]n(als-":an—l,ai]‘ai +i< n)
donde g, es un polinémio con coeficientes positivos. Ahora bien, supongamos que |a;;| <
a;; y consideremos la ecuacion y = Z‘I’i =1 @iy (con agy = agg =0).

Si buscamos una solucién y = 3 ;° anz™ a cste problema, se tendrd

Qg = 0
) = Qajp
2
ag = ago + ooy + apey
Gp = QN(ala'-wan—laaijai +] < n)

ya que se trata de los mismos polinémios.

Ademds |ap| = lgn{a, ..., an-1,8ij)| = ¢a(Ja1l,-..,|an-1],|aij|) (porque los coeficientes

de ¢n son positivos) y, ya que |aij| < aij se tienc

jan] < gullarl,. ., Jan—1],@ij) < gulan,...,@n-1,0) = an
donde se usa un argumento de induccidn. Por lo tanto, Ja,| < ap.

Esto implica que si la serie para y converge, entonces también convergerd la serie para

W — wy.

Aqui, consideremos y tal que

sof—— 1 _,_¢
TJ—C((l—wlr)l—u/;o : p) )
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esdeciry =73, +i a;iz'y?, con los «ij dados en la serie del principio.
Ahora si y es solucién de (2) con y(0) = 0, y es solucién de la ecuacién
Y1+ C/p)1-z/r)/p-y(l —z/r) + Cz[r =0 es decir

2 1\2 2
P a(p +2C) ) -1/2
y=—(1-[1-=2 ) (1—g/r
v 2(p+c>( (1= ) e
Es obvio que y tiene una serie de potencias convergente si

2 2
i S [ R
|z} < min (r,r<p+2c) ) =r (p+20) .

2
Por lo tanto el radio de convergencia para la serie de w —wy es por lo menos r (3_-'_32-5)

Notese que este razonamiento prueba también el teorema de la funcién implicita.
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APENDICE 1V

ALFA EN POTENCIAS DE BETA ALREDEDQR DE ay:

Q] = 0
1
a2 = 3ae=3
a3 = 0
_ 7450
Qg = 32(00—4)?010-1)
a5 = 0
_ 29+58cvo+9a?
&6 = G a =N Ve =y a1 (VaoF DN Vet vae )
ar=0

_ 467892+1118983ap+620300a3—365302a3 4132220843470+ 86408 —68a)+2ad

@8 = a576(yae—){vas—0)(va =275 ao—T) (yas +1) (y/ae D (Vart 8l aet)
donde

o(f) = ay+ a18 + agf? + aaf® + @yt + s f° + ag Bt + a7 + agf + -
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