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INTRODUCCIÓN 

En el estudio de los fenómenos físicos nos encontramos con frecuencia sistemas oscilato­

rios, los cuales al ser excitados por una fuerza periódica externa pueden ganar energía. 

Por ejemplo, en el efecto fotoeléctrico, un electrón es desprendido de una placa de metal 

por la excitación de un fotón. Tales fenómenos se explican facilmente con ayuda de un 

oscilador armónico con una fuerza de exitación externa. Cuando se tiene que la fuerza de 

exitación tiene la misma frecuencia que la frecuencia natural del oscilador, se presenta el 

fenómeno conocido de re3onancia, que es cuando el oscilador armónico comienza a crecer 

sin medida debido a la ganancia de energía que le suministra la fuerza de excitación. 

Sin embargo, las oscilaciones no amortiguadas no sólo aparecen mediante una fuerza pe­

riódica externa, sino también por una variación periódica de los parámetros del sistema 

oscilatorio. A esta excitación de las oscilaciones se denomina re8onancia paramétrica. 

Como ejemplo podemos citar el balance de una persona en un columpio que regularmen­

te se acuclilla y se levanta, variando periódicamente con ello la posición de su centro de 

gravedad. A manera de recordatorio de nuestra niñez, y a reserva de justificarlo más ade­

lante, la manera en que ganabamos altura en un columpio era cuando nos acuclill11.bamos 

dos veces por cada oscilación del columpio, como se muestra en la Fig l. 

©~ 
i ,,, 
: 

11 
' ! ¡ 

Fig 1 

Sin embargo, el origen de 111 investigación ucerca de la resonancia paramétrica no co-
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mienza con el estudio del columpio, éste empezó cuando George William Hill (Nueva 

York, 1838-West Nyack,1914), un astrónomo y matemíttico estadounidense que trabaja­

ba como contador para la National Bureau of Standards, decidió construir un esquema 

del movimiento de la Luna que involucrara las pequeñas anomalías presentadas por e­

fectos de In fuerza de atracción del Sol. Sus estudios sobre el movimiento lunar, que 

llevaron a la introducción de la órbita periódica (curva variacional de Hill), representa­

ron una contribución fundamental al desarrollo de la Mecánica Celeste. Estudió también 

los movimientos de Júpiter y Saturno, calculando sus efectos sobre el movimiento de la 

Luna.fECJ 

Es facil notar la variación periódica de los parámetros de la que hablabamos al principio, 

ya que la distancia del Sol a la Tierra no es constante, pero varía de manera periódica 

(por la periodicidad de la órbita de la Tierra). Como se verá en el capítulo O, Hill obtuvo 

una ecuación diferencial que gobierna la coordenada normal al plano de la eclíptica para 

la Luna: 

d2Z [
00 

] dr2 + ~ qne2ins Z = O. 

De aquí que las ecuaciones genéricas de la forma 

x + Q(t)x = O, Q(t + T) = Q(t), (1) 

se conozcan como ecuaciones de Hill. En particular la ecuación de Hill que vamos a 

tmhnjnr en esta tesis se conoce como la ecuación <le Mathieu t 

x +(a - 2,Bcos2t):r. =O, (2) 

como se verá en la sección O. 7. 

Es interesante hacer notar que la ecuación de Hill la podemos encontrar en diversos 

campos de la física, que va desde la Mecánica Clásica con el columpio, hasta la física de 

altas energías, para determinar círhit.as en aceleradores de part.ículas,fClil Y [L-L] por esto 

es import.nnte estudiar este tipo de ccnacilÍll y det.crmiuar sus propiedades. 

Claudia Luis Mathieu (Ma.con, 1783 - París, 1875), fue un astrónomo y político francés 

quié>u se dedicó a la astronomía y a observaciones para el estudio del péndulo. 
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Comos se puede apreciar de la ecuación (2), la ecuación de Mathieu involucra dos 

parámetros, a: y (3. Estos parámetros determinan la estabilidad de la solución sin impor­

tar la condición inicial (excepto x(to) ==O, x(to) ==O). Por esto, gran parte de nuestro 

estudio está encaminado a determinar qué puntos del espacio (a:,~) nos dnn soluciones 

acotadas o no acotadas, y dentro de las acotadas qué puntos nos dan soluciones periódicas 

y cuales no. 

Como se verá en el capítulo 2, estos puntos determinan curvas, es decir, no estéÍn puestos 

de manera aleatoria en el plano. En otras palabras, los puntos que nos determinan 

soluciones periódicas de la ecuación (2), están puestos en curvas como puede apreciarse 

en la Fig 2. Ya que estas curvas no aparecen en la literarura las denominamos como 

curvas de periodo fijo. 

"1111"-
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Se pueilc decir todavía m:Í8 soliw 1:sla8 curn1s: las c¡uc nos dan solucione8 ;r y 2rr pe· 

riodic:as d1) la ecuación de 1vlnthieu, di\'idcn ·~1 plano (n,/:/) <'11 dos l'<!f\ÍOJws, 111111q111~1ws 
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da soluciones acotadas (estables) y otra que nos da soluciones no acotadas (inestables), 

como se muestro. en la Fig 3. Esta curvas son conocidas como las c¡¿rvas de transición. 

ID 

ID 

····~ ••• 1 1 1 

plano fose de un 
punto inestable ID 

Fig 3 

·ID. 

ID 

plano fase de un 
punto estable 

curvas de transición 

Es conveniente hacer énfasis, que la llave para el estudio de la ecuación de ~fathieu . 
se encuentra. en el teorema de Floquet, el cual nos dice que si tenemos un sistema de 
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ecuaciones 

X= A(t)X; con A(t + T) = A(t), 

entonces la matriz fundamental tiene la forma 

<l>(t):::: P(t)etn (3) 

donde P(t) es una matriz no singular de periodo T y Res una matriz constante. 

Esto nos permite caracterizar la estabilidad que nos entrega un punto (o:, ¡J), así como 

obtener propiedades sobre los multiplicadores y exponentes de Floquet, ver sección 2.1. 

Expresando la solución de la ecuación de Mathieu en series de Fourier 

x(t) = (4) 
1n=-oo 

se obtienen relaciones de recurrencia para los coeficientes, que nos dan expresiones para 

las curvas <le transición y para las curvas de periodo fijo. De esta manera se obtienen 

propiedades sobre estas curvas tales como nnaliticidad, paridad, forma, cruces con los 

ejes, etc. 

El material expuesto aquí tiene la particularidad de sc1· autoconsistcnte, de estar en un 

lenguaje más sencillo que el de la literatura usual, contando además con demostraciones 

de propiedades sobre las curvas en el espacio (o:, {3) que normalmente no aparecen en ésta 

y algunos resultados que parecen novedosos en su planteamiento. 

El capítulo O, tiene como propósito hacer una reseña histórica del problema de los tres 

cuerpos, presentando las ideas cambiantes sobre el sistema solar en el transcurso de la 

historia, hast.a llegar a Newton y plantear el problema de los tres cuerpos restringido de 

la manera más cercana a como lo hizo Hill, concluyendo con la ecuación que lleva su 

uombre. Se obtiene también la ecuación de Mathieu a partir de un péndulo con longitud 

variable. 

El capítulo 1 se propone dar las herrmnicnt.es mat.enuíticas mínimas ueccsarins ¡inrn seguir 

adelante, se introduce a la teoría de los sistcmus de ecuaciones difcrcuciules linc11les, 

haciendo especial énfasis en In reducción a la. fornm canónica ele .lonlan, a la cual se le 

dedica un apéndice. M<Ís importante todavía, y siendo la parte medular de este trabajo, es 
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la teoría de Floquet, que consiste en obtener propiedades ele las soluciones ele los sistemas 

lineales con coeficientes periódicos. 

El capítulo 2 cstll<lia la ecuación de Mathieu, estableciendose una división del plano ( n, (3) 

en regiones de estabilidad e inestabili<la<l y se obtienen propiedades sobre las curvas de 

transición de estas dos regiones, como analiticidad, paridad, forma, origen, etc. Tales 

propiedades se obtuvieron a través de poner estas curvas en fracciones contínuas y en 

expresiones con operadores. Se estudian también las curvas en la zona estable que nos 

clan periodo fijo y, al igual que las curvas de transición, se establecen propiedades de 

analiticidad, forma, origen, etc., así también se ven otras propiedades importantes corno 

la foliación de la zona estable por curvas de periodo fijo. Se estudia el método de Poincaré­

Linst,edt y se obtiene una expresión para la frecuencia de las soluciones periódicas en 

términos de (3. Por último, siendo importante para saber el comportamiento para /3's 

grandes, se analizan los cruces de las curvas de transición con el eje f3 y el comportamiento 

asintótico para fJ -f oo. 

El capítulo 3 consta de resultados numéricos, donde se ponen los métodos para construir 

tanto las curvas de transición como las curvas de periodo fijo. Se tiene además las gráficas 

de las primeras curvas de transición y de algunas curvas de periodo fijo para periodos 

chicos. Se pone una breve <lcscripción de los algorítmos numéricos que se utilizan. Se hace 

además un desarrollo con el método de perturbaciones hasta orden 8 con ayuda de un 

manipulador algebráico, y se comparan los resultados con los obtenidos numéricamente. 

Por último se obtienen algunas curvas con el método de Poincaré-Linstedt, y se comparan 

con loR resultados numéricos. 

El propósito del capítulo 4, es dar un par de aplicaciones, una consiste en determinar 

la estabilidad para un sistema periódico con N grados de libertad y la otra aplicación 

consiste en analizar la estabilidad de un satélite puesto en órbita, el cápitulo termina con 

las conclusiones <le la tesis. 
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La humanidad ha tenido que seguir un difícil camino en la comprensión del Universo y 
de manera particular del sistema solar. El estudio de éste ha tenido lugar desde tiempos 
remotos, y de alguna manera siempre marcado por las corrientes filosóficas y religiosas 
de la época. Los griegos creían que los planeta3 se tenían que mover en la trayectoría 
de mayor perfección, el círculo, y ésta idea no se abandonó sino hasta el siglo XVI con 
la llegada de Kepler y Newton. Kepler estableció en su primera ley que las trayectorias 
de los planetas son elípses y Newton con su teoría de la Gravitación Universal <lió una 
explicación del fenómeno (dos cuerpos). Sin embargo, el mismo Newton se <lió cuenta de 
lo complicado e imposible que puede ser el estudiar el problema de los tres cuerpos. 

En la observación del movimiento de la Luna, se encuentra, haciendo delicadas observa­
ciones, que ésta no se mueve realmente sobre una elípse. La causa principal de esto es la 
fuerza gravitacional del Sol, y no fue sino hasta fines del siglo XIX que Hill estableció un 
método para poder tratar el problema de los tres cuerpos restringido. 

El propósito de este capítulo es hacer una breve descripción de la evolución en las ideas de 
concepción del Universo, así como un reconocimiento a los protagonistas mas importantes 
en ésta. La primera parte del capítulo (sección 0.1 a 0.3), la cual fue tomada de las partes 
A y B (caps 1-11) del libro de Gerald Holton ((Ha]), trata la parte historica del problema, 
siguiendo las teorías y maneras de pensar de la época. La segunda parte consite del 
tratamiento matemático al problema restringido de los tres cuerpos, y la deducción de la 
ecuación de Mathieu para el péndulo con longitud periódica variable. 

0.1 EL CÍRCULO: TRAYECTORIA DIVINA 

0.1.a Teoría geocéntrica 

Para fijar un punto de partida, situémonos en la posición de la comunidad científica 
de vanguardia del mundo antiguo unos 400 años a. de C., en Atenas. Aunque los 
instrumentos ópticos tardaron todavía 2000 años en aparecer, la simple observación del 
cielo noct.11rno había proporcionado los datos e interpretaciones suficientes respecto a 
los movimientos de los cuerpos celestes. Por las observaciones realizadas desde distintos 
puntos de la superficie terrestre podía deducirse que la bóveda celeste era como una gran 
esfera rodeando a la Tierra. 

Se cuenta que Platón (siglo IV a. de C.) planteaba a sus alumnos un problema en estos 
términos: Las estrellas -consideradas como eternas, divinas e inmutables- se mueven 
alrededor de la Tierra dando una vuelta por día como puede verse, y según la trayectoria 
de mayor perfección: el círculo. Pero hay algunos cuerpos celestes que, si los observamos 
durante un año, aparecen como errando, casi en desorden, por el cielo, recorriendo tra­
yectorias anuales de una irregularidad desconcertante. Éstos son los planetas. Tomando 

t- este movimiento circular como axioma,(b,\ómo podemos interpretar las observaciones del 
i-- mov@ento planetario? 

Platón y su escuela entendía que una teoría física es inteligible solamente en razón de 
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concepciones metafísicas. t 
Estos intentaron construir un sistema del Universo de acuerdo con el nxioma del "mO\·i­
miento uniforme ordenado", es decir, <le un sistema que permitiera a los objetos celcsll's 
moverse sólo' en movimientos circulares uniformes (constantes) o en combinaciones de 
varios ele ésto,s movimientos (ver Fig 0.1), lo cual trajo muchns complicaciones. 

Fig 0.1 

Eucloxio -alumno de Platón- estableció que serían necesarios veinliscís movimientos u­
niformes simultáneos para el conjunto de los siete cuerpos celestes. Otros propusieron 
abandonar la hipótesis de que el Sol y los planetas se mantenían fijos sobre esferas celestes 
-lo cual significaba que deberían permanecer siempre ¡i la misma distancia <le la Tierrn­
y desarrollarón las combinaciones más complicadas de círculos. 

¿Es tar'ea única del astr6nomo (o de cualquier científico) limitarse a la construcción de sis­
temas matemáticos que concuerden con las observaciones realizadas, indcpendie11le1111'11te 
de su artifiosidad? ¿Está su trabajo terminado cuando puede "ajustar los datos", o debe 
él buscar una explicación füicamente posible de la forma en que trabaja la Naturnleza'? 

Una respuesta clara a esta cuestión fue dada por Aristóteles (384-322 a. de C.). Los 
escritos de Aristóteles sobre cosmología estaban íntimamente integrados en su filosofía. 
Aristóteles unificó en un esquema conceptual elementos que están ahora separados en 
distintos componentes: científicos, poéticos, teológicos, éticos. Precisamente, por concen­
trar su teoría del Universo en la comprensión físiCil más que en el cálculo 111ale11uítiw, 
aquélla fue ampliamente adoptada, especialmente en el periodo medieval, poco antes del 
nacimiento de la ciencia moderna. 

¿En qué consiste el Universo? Siguiendo una creencia entonces corriente, Ari:;tótr.les 
postuló que la materia, dentro <le nuestro alcance físico (cognitivo}, es una mezcla de 
cuatro elementos: tierra, agua, aire y fuego. 

El término metafísica se u:;a aquí en un sentido <letcnninado: se refiere a In disciplina en 
la cual :;e im·cstignn lo:; principio:; dd conocimiento o del ser en términos de concqitos 
intuitivo~ y "autocvidcntcs", de la "experiencia diaria" y de anulogím;. 
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Un segundo postulado prescribía que cada uno de estos cuatro elementos tenía tendencia 
acusada de alcanzar su "estado natural" de reposo: la Tierra al fondo (o centro del 
Universo), a continuación el agua y el aire, y, finalmente el fuego en su parte superior. 

Un tercer postulado afirmaba que el movimiento real de un objeto viene determinado 
por la tendencia del elemento presente en mayor abundancia. Así, la conducta del vapor 
que se eleva ele un vaso en ebullición, se explica por el movimiento ascendente debido 
al Ja introducción del elemento fuego en el agua que se calienta¡ al enfriarse, el vapor 
abandona su fuego y, entonces, el elemento predominante, agua, se asegura así mismo y 
la lrnmedacl condensada se precipita ocupando su lugar natural abajo. 

Una consecuencia de este punto ele vista es que el movimiento de un objeto hacia arriba 
o hacia abajo de su lugar natural, viene gobernado por el equilibrio de sus elementos 
constituyentes, de tal manera que la velocidad de movimiento debe ser proporcional a la 
cantidad del elemento predominante. 

Aristóteles también postuló que estos cual.ro elementos se encontraban sólo en dominio 
terrestre o "sublunar" (debajo de la Luna). Más allá, existe una clase de elemento 
completamente distinto: el éter *, del cual estaban constituidos los cielos. Mientras los 
cuatro cimentos terrestres estaban siempre sometidos a procesos de cambio -"generación 
y corrupción" en la frase de Aristóteles-, el éter es por definición puro e inmutable. Tiene 
su propio movimiento natural apropiado a su naturaleza, movimiento sin principio ni fin 
y que se mantiene siempre en su lugar natural: "movimiento circular". Así, el uso de 
círculos pam explicar los movimientos de los cuerpos celestes, como fue sugerido por 
Platón, no es simplemente una consecuencia matemática: era una necesidad filosófica en 
el sistema de Aristóteles. 

Más allá de Ja mayor esfera (donde estaban enbebidas las estrellas) está el divino "móvil 
primario". El móvil primario gira la esfera estrellada con ritmo regular; este movimiento 
se transfiere por fricción, con alguna pérdida, a las esferas de los planetas más externos 
y, por tnnto, a las esfcrus del Sol y de los planetas más internos. 

Sin embargo, algunas de las características de fácil observación en el firmamento, queda­
ban sin explicación en el sistema de Aristóteles. Notable era el hecho de que el Sol, la 
Luna, Venus, .Marte y Júpiter upareciernn a veces uHÍs brillantes o m<Ís prnximos, y otras 
veces más alejados de la Tierra. Aúnqne Aristóteles se dió cuenta, quitó importnncin a 
este simple pero fatal nrgumeuto. 

* También conocido como "qui uta esencia" del término latino "quinto elemento". El éter 
procede de nna palabra griega que significa qnemar o inflamar. 
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Fig0.2 

Las modificaciones introducidas después de Aristóteles fuerón a menudo ingeniosas, y 
sirvieron para explicar algunas de las dificultades del primitivo sistema gcocéutrico de 
esferas concéntricas. Con estas modificaciones fue posible explicar el que los planetas 
tuviesen distancias variables a la Tierra considera aún como inmóvil. Entre los As­
trónomos que hicicrón éstas contribuciones se encuentra Apolonio, Hipnrco y, fümlmcut.c 
Clau<lio Ptolomco (siglo II a. de C.), él cual hizo las siguientes suposiciones: 

a) .M ovimicnta excéntrica. Si la Tierra no estuviese exactamente en el centro de rotncíón 
de un cuerpo celeste, éste se movería según una traycctoría excéntrica respecto a la Tierra 
y su distancia a la misma variaría en el transcurso del tiempo. Este sistema explica el 
movimiento aparente anual del Sol. 

Fig 0.3 

b) .Movimiento en epiciclos. La Fig 0.3 representa un objeto P (tal como el Sol o un 
planeta) dotado de dos movimientos simultáneos uniformes de rotación. Un movimiento 
circular de P alrededor de D, y un movimiento circular <le D nlrededor de O. El círculo 
pequeño es un epiciclo y el círculo grande se llnum deferente. Los dos movimientos pueden 
tener vcloci<la<lcs, direcciones y rndio8 iudepenclieulcs (ver Fig OA ). 
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Fig 0.4 

Notemos lo que se ha retenido y desechado de Aristóteles y Platón en la concepción de 
Ptolomeo de epiciclos y movimiento excéntrico. Todavía se hace uso del movimient.o 
cit·cular uniforme y de la Tierra en reposo. No se hace hincapié en el esquema ele lns 
esferas rotatorias -todas concéntricas en la Ticm1 - sobre lus cuales se hallan fijos el 
Sol, la Luna y los planetas. Tampoco se requiere que todas las rotaciones tengan como 
centro la Tierra. Este cambio es todavía más evidente cuando vemos r¡ue Ptolomeo 
tuvo necesidad ele añadir aún otro artificio , el ecuante, para representar de modo rwís 
adecuado ciertas características del movimiento celeste. 

e) El ecuante. El Sol se mueve la mitad de su trayectoria a través de lns estrellas (es 
decir, 180º en un cíclo completo de 360°) entre el equinoccio <le primavera (21 de marzo) 
y el equinoccio de otoño (23 de septiembre). La otra mitad de su trayectoria se complct.n 
entre el 23 <le septiembre y el 21 de marzo. Así, el Sol parece moverse un poco mns 
lentamente durante el vernno y un poco más rápido durante el invierno¡ en vcrnno tarda 
seis días más en cubrir la misma distancia angular (medida respecto a In esfera celeste) 
que en invierno. 

Fig 0.5 
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El hecho no podía explicarse por cualquier combinación de esferas rotatorias o epiciclos, 
ya que, en todo caso, se supone que la velocidad <le movimento circular es constante. 
Dificultades semejantes -pero menos obvias- surgen al intentar explicar los movimientos 
planetarios. 

El artificio del ecuante de Ptolomeo puede verse en la Fig 0.5. Un objeto P se encuentra 
en movimiento cíclico alrededor de D, el cual, a su vez, se mueve simultáneamante en un 
círculo centrado en O. Si éste esquema foera puramente epicíclico, la Tierra estaría en O. 
Si fuese una mezcla de movimiento epicíclico y excéntrico, la Tierra estaría en cualquier 
otro lugar de la línea AA', por ejemplo en E. Hasta ahora, el movimiento de D ha sido 
especificado como un movimiento uniforme con respecto a O. Pero para que el sistema de 
Ptolomco se ajustase a ciertos movimientos planetarios fue necesario, en algunos casos, 
hacer que D girase uniformemente con respecto a un punto Q llamado ecuante; esto es, 
había que considerar que el ángulo DQA variaba con razón constante mientras D daba 
una vuelta completa. 

Con la adopción de este nuevo artificio, no existía ningún punto respecto al cual el 
movimiento de D fuera, a la vez, uniforme y circular. Su movimiento es uniforme visto 
desde Q, y circular visto desde O. 

Para aquellos astrónomos que sólo estaban interesados en salvar las apariencias, es decir, 
en establecer un sistema que proporcionase predicciones exactas <le todos los fenómenos 
celestes, era un brillante éxito. Pero cuantos deseaban un sistema compatible con los 
principios filosóficos generales, tales como la necesidad de un movimiento circular unifor­
me, se sentían defraudados con el carácter artificial del ecuante. ¿ Cuál es el criterio más 
importante parn una teoría científica: exactitud o intelegibilidad? 

El mismo Ptolomeo consideraba que su sistema estaba basado en una serie de hipótesis 
:razonables que cualquier lector podía aceptar, incluso aunque no pudiera seguir todos lo 
detalles <le los cálculos. En su gran trabajo, que a través <le las traducciones árabes llegó 
a conocerse cou el nombre de Almagesto, estableció las siguientes hipótesis: 

l. Que el cielo es de forma esfél'ica y tiene un movimiento de giro. 

2. Que la Tierra, considerada como un todo, es también de forma esférica. 

3. Que está situada en medio del ciclo como su centro. 

4. Que por razón de sus dimensiones y distancia a las estrellas fijas, la Tierra se comporta 
frente a esta csfcrn como si fuera un punto. 

5. Que ln Ticrrn no participa en ningún movimieut.o. 

Implícita en su trabajo está también la vieja -pero ahora algo distorsionada doctrinn­
dcl movimiento circular uniforme como la única conductorn imaginable de los objetos 
celestes. 
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Fig 0.6 

Ajustando los respectivos ejes, direcciones del movimiento, velocidades y radios de rota­
ción, el número de epiciclos, excéntricos y ecuantes a las trayectorias observadas a mnuera 
de patrón, Ptolomeo estableció un esquema que fue útil para astrónomos y navegnntes 
durante más de catorce siglos. Fue la respuesta original ele Platón, y rcprcseut.a \l!m 
magnífica obra maestra llevada a cabo por un hombre de habilidad extrnordi11aria. 

Pero la complejidad de este esquema también era extraordinaria, y observaciones poste­
riores requerían la modificación del modelo de tiempo en tiempo y requería de más de 
sesenta movimientos simultáneos para los siete cuerpos celestes. Sin embargo, este sistema 
tuvo gran aceptación cuando llegó a conocerse, ya que daba una descripción precisa ele 
lo que. podía observarse con los instrumentos de la época; servía entonces pnra predecir 
futuras posiciones de los cuerpos celestes -aunque fuesen necesarios cálculos laboriosos-, 
y estaba de acuerdo con la doctrina filosófica y física de los griegos y tenía "una npariencia 
de sentido común". No es difícil sentir la sensación de que realmente "vemos" al Sol y 
las estrellas moviéndose alrededor nuestro, y es razonable pensar que nos encontramos en 
una Tierra inmóvil y fija. 

0.1.b Teoría heliocéntrica 

Nuestro estudio nos lleva ahora a la Eurnpa del Ilenucimiento, alrededor del año 1500 
d. de C. La teol'Ía a'stronómica no había progresado de un modo considerable desde 
Ptolomeo. Santo Tomás de Aquino (1225-1274) había unido las ideas aristotélicas de los 
movimientos celestes con la teología cristiana. Así, la teoría geocéntrica había nlcunzndo 
cierto significado en función de la doctrina lilosófica de In época¡ pouer la primcrn cu t.eln 
de juicio, sig;uificaba atacar h1 segunda, y hasta entonces no había upareciclo nmlie que 
pensara que ello era necesario, o que tuviera In osadía de balall11r seriamente conl.rn tuu 
formidables aliados. 

Pero el espÍl'itu estaba cmnbinndo¡ los movimientos renacentistas se extendían desde Italia 
barriendo el mundo occidental y, deutrn ele pocas generaciones, surgida uu u11evo iclcnl 
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de hombre, licuo de curiosidad y entusiasmo por explorar el nmndo natural. La invención 
ele la imprenta permitió el flujo de ideas y esto aumentó la audiencia rápidamente. 

El año que se descubrió el Nuevo Mundo, Nicolás Copérnico (1473-1543) era un joven 
estudiante en Polonia. Durante su vida observó cu el viejo muncl() grnnclcs cambios 
culturales. Y se dice que el mismo día que murió vió impresa la primera copia <le su libro 
Revoluciones. 

Copérnico se ocupó del viejo problema de Platón: la construcción de un sistema plane­
tario por combinación del menor número de movimientos circulares uniformes. Lejos ele 
ser un revolucionario que buscaba reemplazar teorías tradicionales por una nueva radi­
cal, él deseaba eliminar algunas de las innovaciones que Ptolomeo había iutroducido, en 
particular el ecuante descrito anteriqrmente, y volver a los principios establecidos por los 
primeros astrónomos griegos. 

Copérnico tuvo mucho cuidado al afirmar que su propuesta de un modelo heliocéutrico 
-dejando que la Tierra y los planetas girasen alrededor del Sol fijo- no era una idea nueva, 
sino sancionada por algunas autoridades de la Antigüedad. 

Las primeras ideas de Copérnico comenzaban atacando el ecuante de Ptolomco: 

<< ... Las teorías planetarias de Ptolomeo y otros muchos astrónomos, aunque consistentes 
con los datos numéricos, parecen... presentar no pocas dificultades. Pues estas teorías 
no son u<lecuadus, a no ser que se introduzcan los ecuantes, y entonces aparece que 1111 

planeta no se mueve con velocidad uniforme ni sobre su círculo ni alrededor del centro de 
su epicíclo. Un sistema tul no parece ser ni suficientemente absoluto ni snfi.cientement.e 
aceptable>>. 

< <Conciente de tales efectos, empecé a considerar si podía encontrar una disposición de 
círculos más razonable y de la cual pudierán deducirse las aparentes <lesigualdadcs y c¡ue 
todo se moviese alrededor de un centro propio>>. 

Para Copérnico, cualquier tipo de movimiento distinto del circular era obviamente impo­
sible. Éstos argumentos eran del mismo tipo que los aportados por Aristóteles, excepto 
que para éste, la inmovilidad de la Tierra era igualmente obvia. 

, ..... 

Fig 0.7 
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Copémico arguyó entonces que, situando el Sol y no la Tierra en el centro, podía constrnir 
un sistema más raionable ele círculos. Míls, tarde escribía en las Re11ol11ci11'ncs que esta 
idea la había encontra<lo leyendo los chísicos: 

<< ... ele acuerdo con Cicerón, Nicetas mantenía que la Tierra se movía , ... de acuerdo 
con Plutarco, muchos otros (incluyendo a Aristárco) también habían mantenido la misma 
opinión... Cuando concebí por ellos la posibilidad de que ésto fuera así, comencé a 
meditar sobre el movimiento de la Tierra. Y aunque me parece una opinión abstirda, 
como sabía que otros antes que yo se habían tomado la libertad de suponer círculos que 
ellos elegían para demostrar las observaciones relativas de los cuerpos celestes, consideré 
que se me podía permitir suponer algún movimiento de la Tierra y tratar de descubrir 
mejores demostraciones de las revoluciones de los cuerpos celestes... Encontré, después 
de muchas largas observaciones que, si al movimiento de los otros planetas se le sumase 
los de al Tierra (rotación sobre su eje y rotación alrededor del Sol)... no solamente se 
explica el comportamiento aparente de otros planetas, sino que el sistema conectaría de 
tul modo los órdenes y dimensiones ele los planetas en sus órbitas y de todo el cielo>>. 

Es digno destacar que el problema tenía aspectos teológicos además de los astronómicos, 
y que Copérnico fue canónigo ele la Iglesia Católica Romana. Cuando dedicó su libro 
Acerca de las revolltciones del mundo celeste, al papa Paulo III, Copérnico sugirió que 
sus resultados podían servir de alguna ayuda a la com1Lnidad eclesiástica. En conexión con 
el problema del calendario, el sistema de Copérnico fue usado, en efecto, en los cálculos 
astronómicos que sirvieron de base al calendario Gregoriano. Pero ésto no significaba, 
necesariamente, que la Iglesia aceptase las hipótesis físicas -en particular el movimiento de 
la Tierra- a partir de los cuales se había desarrollado el sistema de Copérnico; simplemente 
se admitía que se trataba de un sistema más eficaz para hacer los cálculos. 

Fig 0.8 

Para Copfrnico, como para la mayoría, el mundo observable no era sino un símbolo 
ele la acti\·idacl ele la mente divina. La armonía y el urden ele su trabajo frente al de 
Ptololll!!O rdlejaha la idea di'! Divino Arc¡11ite!eto. Encontrur una simetría y orden en el 
1:aoH aparente era para 1°!l 1m acto de reven•111:ia , 1111a prueba includable de la actividad 
de 111rn clci1lad. 5., lllliiiPra ~··utiilo alcrruri:mdo ::;i llllhiera ~abido e¡11e su teoría había de 

1!l 



ser, en último término, la responsable de la separación entre la Ciencia y la Iglesia en 
tiempos de Galileo. 

0.2 MOVIMIENTO ELÍPTICO 
La teoría del movimiento planetario se desarrolla ahora con inusitado impulso. Nos encon­
tramos alrededor del año 1600 d. de C. El Renacimiento y la Reforma están pasando. El 
sistema de Copérnico era seguido por unos pocos astrónomos que comprendían las venta­
jas del cálculo que ofrecía pero no tomaban en serio sus implicaciones físicas y filosóficas. 
A través de este silencio se levantó una voz, el panteísta t antiortodoxo Giordano Bruno, 
evangelizando a Copérnico, viajó por toda Europa anunciando que los límites del Univer­
so estaban infinitamente alejados y que nuestro sistema solar es simplemente uno entre 
los infinitos que existen. A causa de las distintas herejías pronunciadas, fue juzgado por 
la Inquisición y quemado en el patíbulo en lGOO. 

El astrónomo danés Tycho Brahe (15'16-1601 ), fue el primer hombre desde los griegos que 
aportó mejoras en las observaciones astronómicas, pasó casi toda su vida en la paciente 
observación de los movimientos planetarios con una precisión superior a medio minuto 
de arco, más de veinte veces superior a los de Copérnico, cuando el telescópio no se había 
inventado. · 

Despúes de la muerte de Tycho, su colega alemán .Tohannes Kepler continuó sus observa­
ciones y, especialmente, el análisis de la gran cantidad de datos recopilados. Para Kepler, 
aún más que parn Copérnico, la directriz de la mente divina era lo geométrico y las rela­
ciones matenuíticas que venían expresadas en las características del modelo heliocéntrico. 

Al intentar ajustar los nuevos datos a la órbita de Marte, en el sistema de Copérnico 
con movimiento circular uniforme (aunque se usasen ecuantes), Kepler halló, después de 
cuatro años de labor, que esto no podía hacerse. Los nuevos datos colocaban la órbita 
justamente ocho minutos fuera del esquema de Copérnico. Copérnico no podía haber 
dado importancia a esto, porque sabía que sus observaciones tenían errores dentro de este 
marge11. Pero Kepler sabía que el ojo infalible de Tycho y sus soberbios instrumentos, 
daban medidas con un margen de error menor que estos ocho minutos. Con la integridad 
que ha de considerarse como actitud característica del científico, frente a los hechos 
cuantitativos, Kepler no quiso ocultar, con hipótesis convenientes, esta fatal diferencia. 
Para él, estos ocho minutos significaban, simplemente, que el es1¡uerna de Copérnico, 
follaba pura explicar el movimiento real de Marte cuando las observaciones de aquel 
movimiento se hacían con suficiente precisión. 

I\epler debió quedarse anonadado con este descubrimiento, pues, después de todo era 
un copernicnno convencido. Después de 11lg1111os años por intentar rescatar la teoría de 
Copémico, termimí finalmente por desechar la premisa c¡ue liga ha el sistema de Copérnico 
nuís explícitmnente 11 las doctrinas de la antigua Grecia. Cuaudo Keplcr estaba estudian­
do las trayectorias de los planetas según la imagen heliocéntrica, se le ocurrió que podía 

t Sistema de los que identifican a Dios con el mundo. 
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corresponder a una figura, la elipse, cuyas propiedades ya eran conocidas de los ma­
temtí ticos del siglo II a. de C. Por lo tanto, si se admitía que la elipse era la trayectoria 
naforal de un planeta, se obtenía un esquema geométrico del mundo, de gran simplici­
dad, en el cual todos los planetas se mueven en órbitas elípticas, con el Sol en uno de sus 
focos. Esta <<ley de la órbitas elípticas>> es una de las tres grandes leyes de Kepler 
del movimiento planetario, generalmente conocida como su primera ley. 

Fig 0.9 

Kepler sabía que necesitaba una relación matemática entre la velocidad de un planeta en 
una posición de su órbita ·y la velocidad en cualquier otra posición, el resultado final de 
estudiar esto le dió su segunda ley 

ex área barrida por la línea planeta-Sol. 

Fig 0.10 

la primera. y In segunda ley de Kepler fueróu publicadas juntas en 1609 en su Astro­
nomía NO"na ('.'\ucva Astro11omía). Pero Kepler aún estaba insatisfecho con un aspecto 
de sus descubrimientos: no se había hallado ninguna relación entre los movimir.nt.os ele 
los cfülintus planetas. Ni había alguna ruzón por la que pudiese esperarse c¡ue existiese 
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tal relación. El largo y cansado esfuerzo que hizo tuvo su recompensa al encontrar su 
tercera ley, que establece que si T es el periodo de un planeta dado, y R el radio medio 
de su órLita, entonces t 

T2 = K(R)3
, 

<lande ]( es una constante que tiene el mismo valor para todos los planetas. Por ejemplo, 
si T2 /(R)3 es el mismo para todos los planetas, podemos calcular su valor numérico para 
uno de ellos (para la Tierra TE=- 1 año, RE = 15 X 107 Km) y, por lo tanto, siempre 
podemos calcular el valor de T para cualquier otro planeta si se conoce R, y viceversa. 

La manera de abordar los problemas físicos por parte de Kepler fue tomando una nueva 
actitud ante los hechos. Hay que destacar su intento fructifero en formular las leyes 
físicas en forma matemática, en el lenguaje de la gcométria y el álgebra. Desde entonces, 
después del periodo de Kepler, la ecuación se desarrolla, naturalmente, como el prototipo 
de las leyes en las ciencias físicas. 

En este sentido, la ciencia de Kepler fue totalmente moderna¡ él, más que ningun otro 
antes, se inclinaba ante el árbitro implacable y supremo de toda teoría física, a saber: la 
evidencia de la observación realizada de un modo preciso y cuantitativo. 

Uno de los pocos amigos y compañeros científicos con que Kepler tuvo correspondencia 
e intercambio de noticias de los últimos descubrimientos, fue Galileo Galilei (1564-1642). 
Aunque la contribución científica del italiano a la teoría del movimiento planetario no 
fuese, desde el punto de vista cuantitativo, tan buena como la de Kepler, Galileo es 
una figura clave en el campo de la astronomía. En cierto sentido, Kepler y Galileo se 
complementaron uno al otro al preparar al mundo para una aceptación completa desde 
el punto de vista helicéntrico: el uno, estableciendo los fundamentos científicos con su 
trabajo astronómico; el otro, combatiendo las objeciones dogmáticas y ayudando, con sus 
trabajos sobre Mecánica, a derrotar toda la estructura de la física escolástica en la que 
se apoyaba la antigua cosmología. 

Fue Galileo, más que ningún otro hombre, quien desafió la fertilidad de la antigua inter­
pl'etación de la experiencia y enfocó la atención de las ciencias físicas en los conceptos 
productivos (tiempo y distancia, velocidad y aceleración, fuerza y materia) y no en lM 
cualidades o esencias, últimas causas o armonías que fuerón todavía la motivación de 
Copérnico y, a veces, el éxtasis de un Kepler. 

En 1610 Galileo publicó un pequeño libro titulado Sidereu3 Nuncius, que podría traducirse 
como Mensajero Celestial. En él anuncia los descubrimientos que había hecho con su 
telescopio: 

1) El planeta Júpiter tiene cuatro planetas más pequeños que giran a su alrededor. Más 
tarde fuerón llamados satélites por Kepler y otros astrónomos. Esto era un gran golpe 
a las ideas trudicionales por dos ruzones: Primero, muchos filósofos estaban plenamente 
convecidos de que existían siete cuerpos celestes {no contando las estrellas), segundo, 

El valor de R es la mitad del eje mayor. La mayoría de las órbitas son casi circulares, de 
modo que R es el radio de las circunferencias. 
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mientras tocios los restantes objetos aparecían girando alrededor de la Tierra, los satélites 
de Júpiter, lenta pero claramente, giraban alrededor de .Júpiter; por lo tanto la Tierra no 
era el centro de rotación de todos los cuerpos del Universo. 

2) Según las observaciones telescópicas, la superficie de la Luna no era suave, uniforme 
y precisamente esférica como creían un gran número ele filósofos, sino desigual, rugosa 
y llena de cavidades y prominencias, lo mismo que la superficie de la Tierra, recorrida 
por cadenas de montañas y valles profundos. Galileo alude aquí al hecho de que la 
misma serie de doctrinas que defendieron el sistema geocéntrico como el único posible, 
también requerían que los objetos celestes fuesen "perfectos" -esféricos y sin manchas-, 
sin emburgo él podía ver no sólo montañas en la Luna, sino también manchas en el Sol. 

3) Las estrellas fijas no aparecen mayores cuando se observan a través del telescópio, a 
lo que Galileo le atribuyó la propiedad de estar infinitamente alejadas. 

4) La Vía Láctea, que aparece como una región continua de luz al ojo desnudo, se resuelve 
mediante el telescopio en muchas estrellas individuales. 

Los escolásticos en lucha con los nuevos partidarios ele Copérnico, estaban convencidos, 
de que la teoría heliocéntrica, además de sus errores teológicos, era falsa y en contra­
dicción con el sentido común y las observaciones. Al ser condenado por la Inquisición, 
al mismo tiempo que se le prohibió ensciwr la nueva astronomía, Galileo se dedicó a la 
Mecánica. Su libro Do3 nue11a3 cicncia3, fue escrito estando prácticamente prisionero por 
la Inquisición. Éste establece las siguientes leyes de movimiento qne no son suficientes 
por sí mismas para construir una ciencia completa del movimiento, pero que ciertamente 
son un buen punto de partida: 

1) Cualquier cuerpo puesto en movimiento sobre un plano horizontal sin rozamiento 
continuará moviéndose indefinidamente con la rnisma velocidad (ley de la inercia). 

2) En caída libre a través del vacío todos los objetos -de cualquier peso, tamaño o 
constitución- caen una distancia determinada en el mismo tiempo. 

3) El movimiento de un objeto en caída libre o rodando hacia abajo sobre un plano 
inclinado, es uniformemente acelerado, es decir, se tienen incrementos iguales de velocidad 
en tiempos iguales. 

Sin embargo, a pesar de la lucha del autoritarismo contra la ciencia, como lucha de la 
ignorancia contra el conocimiento, la ciencia no ha disminuido desde los tiempos de Gali­
leo. Es el veredicto de la historia el que resuelve la postura de los científicos. La actitud 
de lucha de Galileo ha llegado a ser completamente aceptable a las autoridades religiosas. 
Aunque el Vaticano no anunció hasta l!J68 la conveniencia de anular la condenación, en 
1633, <le las teorías de Galileo, la utilidad científica de su trabajo no se retrasó tanto. 
Antes de transcurridos cincuenta años de la muerte de Galileo, había aparecido el libro 
ele Newton, Principia, intcgrnnclo tan brilluntcmeute el trabajo ele Copérnico, Kepler y 
Galileo con los principios de la 111ccúuicu. 

Existían abundantes ejemplos en los escritos de Galileo de como llegar a una correcta 
formulación de los problenms. Su trabajo representa el nuevo modo de observar el mundo 
ele los hechos y experimentos. Mientras el énfasis sobre la observación y In inducción era 
aclaurnclo por muchos, cspccialment.e en la Royal Society, Galileo hubía ya demostrado 
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la fertilidad de hipótesis atrevidas combinadas con la dedución matemática. La vieja 
pregunta de Platón: <<¿qué hipótesis de movimientos uniformes y ordenados puede 
explicar los movimientos aparentes de los planetas?>>, había perdido su significado 
original en la nueva ciencia; la nueva preocupación se manifiesta por lo que puede llamarse 
los dos problemas críticos de la física del siglo XVII: <<¿qué fuerzas actúan sobre los 
planetas para explicar las trayectorias observadas?>> y <<¿cómo han de explicarse 
los efectos observados de la gravitación terrestre ahora que la doctrina aristotélica ha 
fallado?>>. 

Se habían creado también buenos instrumentos de trabajo, tanto matemáticos como expe­
rimentales. Las matemáticas encontraban ahora amplia aplicación en la física, fertilizán­
dose mutuamente los dos campos y dando ricas cosechas¡ los mismos hombres (Descartes, 
Newton y Leibniz) hacían descubrimientos importantes en ambos campos. La geometría 
analítica y el cálculo son parte del rico legado del siglo XVII, todavía útiles a la ciencia, 
aunque muchas de las teorías científicas de aquel siglo han sido superadas. 

0.3 LA LEY DE GRAVITACIÓN UNIVERSAL 

Cuando analizamos la historia, nos encontramos con que a veces, el progreso en un campo 
del conocimiento depende de una formulación incisiva del hombre sobre un problema 
concreto en el momento oportuno. Así ocurrió con la parte de la mecánica llamada 
dinámica, que estudia los efectos de las fuerzas sobre los cuerpos móviles. El hombre 
fue Isaac Newton, quien formuló los conceptos de la fuerza y masa en tres enunciados 
asociados entre sí, que con el tiempo se llaman las "tres leyes de mo·vimicntv de Newton". 
Estas junto con una introducción al movimiento de rotación extienden su estudio a la 
cinemática pura. Con ello, no sólo entendemos un gran número de fenómenos mecánicos 
simples, sino también, con ayuda de la ley de gravitación universal de Newton, podemos 
resolver algunos de los problemas sobresalientes de astronomía. 

Isaac Newton nació el dia de Navidad de 1G42 en la pequeña aldea de Woolsthorpe, en 
Lincolnshire. Fue un joven tranquilo, que como el joven Galileo, gustaba de construir y 
arreglar aparatos mecánicos y parecía tener una inclinación secreta por las matemáticas. 
Por la afortunada mediación de un tío suyo, Newton fue al Triníty College, en la univer­
sidad de Cnmbridge; en lQ(i(), n los 24 años, había hecho importantes descubrimientos. 
Referente a este periodo Newton escribió más tanlc: <<Y el mismo año comencé a pen­
sar en la graveda<l que se extendía a la órbita de la Luna y ... a partir de la regla de Kepler 
(tercera ley) deduje que las fuerzas qne mantienen los planetas en sus órbitas deben estar 
en razón invernan los cuadrados de las distancias al centro alrededor del cual giran: y de 
este modo comparé la fuerza necesaria para mantener la Luna en su órbita con la fuerza 
de gravedad en la superficie de la Tierra y encontré para ella un resultado suficientemente 
preciso. Todo esto fue en los dos años de la peste de 1()65 y 1606, pues en aquellos días 
cst.aba en la edml ideal parn lit invención y discurría acerca ele lus matc1111íticas y filosofía 
(ciencia fü1ic11) mejor que cu cnulqnicr t.icmpo después>>. 
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En 1672 Newton se vió envuelto en amargas controversins con sus rivales de la Royal 
Society al publicar su Teoría acerca de la luz y los colores. Tímido e introvertido, resolvió 
no publicar ninguna otra cosa. Como Bertrand Russell decía: <<Si Newton hubiese en­
contrado el tipo de oposición que tuvo Galileo, es probable que nunca hubiera publicado 
una línea>>. Newton se concretó entonces, principalmente, en sus primeros trabajos 
sobre mecánica celeste y el estudio de los movimientos planetarios. En 1684, su amigo 
Edmoud Halley pidió su consejo en la disputa que tenía con Christopher Wren y Robert 
Hook relativa a la fuerza que debe actuar sobre un cuerpo para que este se mueva en una 
órbita elíptica, de acuerdo con las leyes de Kepler. Newton le dijo que había encontrado 
hacía tiempo la solución rigurosa para este problema y para otros muchos. Halley per­
suadió a su indispuesto amigo a completar y publicar este trabajo relativo a uno de los 
problemas científicos más debatidos e interesantes de aquel tiempo. En menos de <los años 
de increíble trabajo, los Principios estuvierón preparados para el impresor; su aparición 
en 1687 dierón a Newton reputación como uno de los mayores científicos de todos los 
tiempos. El tratado propiamente dicho comienza con un conjunto de definiciones: masa, 
cantidad de movimiento, inercia, fuerza, fuerza centrípeta. Sigue después una parte sobre 
el espacio absoluto y relativo, tiempo y movimiento. Un tratamiento didáctico desde el 
punto de vista moderno nos daría que la primera ley, llamada a menudo Principio de 
inercia se puede enunciar así: "Todo werpo material persiste en s1t estado de reposo o 
movimiento 1miforme (no acelerado) en línea recta, solamente si no actúa sobre él una 
fuerza resultante (no equilibrada)"; desde el mismo punto de vista moderno la segunda 
ley de movimiento se puede enunciar en la siguinete forma: "La fuerza exterior resultante 
(no equilibrada} q1Le actúa sobre un cuerpo material, es directamente proporcional y en 
la misma dirección que la aceleración del c¡¡crpo". 

Lo que la segunda ley establece es lo siguiente: si la presencia de una fuerza resultante 
se manifiesta cualitativamente por la variaciones que produce en la velocidad (según la 
primero. ley), definimos esta fuerza precisamente como proporcional a la rapidez con q11e 
varía la velocidad del cuerpo. Si representamos por Fnet la fuerza neta resultante que 
actúa sobre un cuerpo dado y por a su aceleración, podemos escribir 

o sea 

Fnet o:: a (para un cuerpo determinado), 

Fnet ( d . ) -- = constante para un cuerpo etermmado . 
a 

La constante así definida es una medida de la inercia del cuerpo pues, evidentemente, si la 
razón Fnet u a es grande, quiere decir que para producir una gran aceleración se requiere 
una fuerza grande, justamente lo que esperamos que ocurra con cuerpos de gran masa, 
a los que asignamos, intuitivamente, mm gran inercia, mucho mayor que a los cuerpos 
pequeños y poco voluminosos. 

La primera ley <le Newton definió, cualitativamente, el concepto de fuerza, y la segunda ley 
nos proporciona una definición cuantitativa de la fuerza e introduce el concepto de masa. 
A ésto, Newton añadió la tercera ley del movimiento, que completa la caructerización 
gerwrnl del concepto de fuerza, explicando eu esencia, c¡uc toda fuerza que ¡meila existir 
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tiene su imagen gemela. En palabras de Newton: <<A cada acción, se le opone siempre 
una reacción igual: o bien, las acciones mutuas de dos cuerpos, unos sobre otros, son 
siempre iguales y dirigidas hacia las partes contrarias>>. 

En la mitad del siglo XVII, cuando la ciencia estaba tomando una forma moderna re­
conocible, continuaba sin resolverse un antiguo problema: la estructura y la dinámica 
del sistema solar. Las tres secciones principales de los Principios contienen una riqueza 
abrumadora de descubrimientos físicos y matemáticos; entre ellas se incluyen las pruebas 
que condujeron a la ley de gravitación universal, pruebas tan rígidamente modeladas* 
que se presenta aquí una deducción de esta hitorica ley en una secuencia plausible. 

a) Los planetas y los satélites no están en equilibrio. Una fuerza neta (no equilibrada) 
actúa sobre ellos. Si estuvieran en equilibrio, es decir, si ninguna fuerza neta actuara 
sobre ellos, su movimiento sería en línea recta y no en órbitas elípticas, de acuerdo con 
la primera ley del movimiento de Newton. 

b) Cualquiera que sea la naturaleza o la magnitud de la fuerza neta que actua sobre 
un planeta o sobre un satélite, su dirección en cada instante, es hacia el centro del 
movimiento. Newton dedujo esta conclusión de la segunda ley de Kepler (Principios, libro 
I, proposiciones 1 y II), y podemos expresar su propio argumento del modo siguiente: 

Un cuerpo que se mueve en linea recta a velocidad constante; en intervalos iguales de 
tiempo !:lt recorrerá espacios iguales en tiepos iguales, es decir, en la figura 0.11, PQ = 
QR = RS, etc. Respecto a cualquier punto fijo O, 

o 

Fig 0.11 
la línea que une O con el cuerpo móvil barrerá áreas iguales en tiemp'os iguales, ya que 
los triangulos PQO, QRO, RSO, etc., son todos de igual área por tener igual base y la 
misma altum. Imaginemos ahora que este cuerpo experimenta un impulso súbito y breve 

* Es interesante notar que los argumentos de Newton presentan la forma deductiva tradi­
cional de Euclides. 
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en Q por la acción de la fuerza dirigida exactamente a lo largo de QO. Naturalmente, 
la dirección del movimiento se modifica. Se ha añadido una componente de la velocidad 
que durante el tiempo lit por sí misma moviera el cuerpo de Q a Q' (Fig 0.12), 

o 

Fig 0.12 

pero que junto con la velocidad original hacia R, da lugar a un desplazamiento total de 
Q a R.'. Sin embargo, el área barrida durante el tiempo lit no viene afectada por esta 
reorientación¡ ya que RR' es paralela a QQ', por tanto, los triángulos OQR y OQR' 
tienen las mismas bases e iguales alturas. Por consiguiente, el área OQR' es también 
igual al área OPQ. 

Si no nctunrn ot.ru fuerza, el movimiento durante intervalos iguales de tiempo lit seguiría 
de Q a R', de R' a S', cte. Pero un segundo impulso en R' de nuevo en dirección de O, 
modifica el movimiento unn vez nuís ( Fig 0.13). 
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o 

Fig 0.13 

Por el mismo argumento que antes, conocemos que área OR
1 s" =área OR' 8

1

• En general, 
llegamos a la conclusión de que las fuerzas de dirección central aplicadas en intervalos 
iguales de tiempo no afectan las áreas barridas por unidad <le tiempo. Como no hay 
ninguna razón restrictiva sobre el tamaño de los intervalos de tiempo, podemos elegirlos 
tan pequeños como queramos, de modo que en el límite cuando D..t tienda a cero, la fuerza 
dirigida al centro se convierte en una fuerza continua de dirección centrípeta y la línea 
quebrada se convierte en una curva uniforme. Finalmente, invirtiendo el argumento, y 
de acuerdo con Newton, diremos que, puesto que los planetas -según la segunda ley de 
Kepler-, barren áreas iguales en tiempos iguales, la fuerza que actúa sobre ellos debe ser 
una fuerza continua en dirección central. En el caso de la elípse, este centro de fuerza es 
uno de los focos; para el círculo es el centro. 

e} Ahora hemos aceptado que la fuerza está dirigida al centro, fuerza centrípeta, surge el 
siguiente problema crucial: < < Si un cuerpo describe una elípse, es necesario determinar 
la ley de la fuerza centrípeta dirigida al foco de la elípse >>. Newton demostró que si la 
trnyectoría de un cuerpo es cónica, y si la fuerza que actúa sobre él en cualquier instánte 
está dirigida hacia uno de los focos, entonces dicha fuerza es inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia del C1Lerpo al foco de la cónica. 

Con el propósito de facilitar la explicación no seguiremos la prueba general de New­
ton, pero demostraremos que, si pura un planeta en una trayectoria circular la fuerza 
centrípeta se acepta igual n F = C / R2

, la ley es cierta. 

La fuerza centrípeta F sobre el planeta -que como se ha supuesto- viene dada por C / R2, 

es también la segunda ley de Newton, igual a mpac, donde mp es la masa del planeta yac 
la aceleración centrípeta. Parn !ns trnyectorins circulnrcs alrededor del Sol, como ocurre 
uproximuclamente, con casi lodos los planetas, 
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v2 

ac = R' 

siendo v la velocidad del planeta en su órbita. Pero 

v2 411'2 R2 411'2 R 
ª0 = R = T2R = "°T2' 

en donde T es el periodo de revolución del planeta en su órbita. Así re¡mlta que 

411'2R 
F = mpac = mP'.f2' (0.1) 

Combinado el último resultado con nuestro valor supuesto para F, tenemos 

C 411'
2 
R [ 411'

21 R2 = mP'.f2• o T2 = mpG R3. (0.2) 

Aquí, T 2 es proporcional a R3 , pero a menos que podamos probar que mp/C es una 
constante para todos los planetas, no se habrá justificado la tercera. ley de Kepler. 

d} El origen de la fuerza centrípeta necesaria para mantener los planetas en sus órbitas 
no ha sido analizado hasta ahora. Recordemos c¡ue ya Kepler especulaba acerca de alguna 
fuerza magnética que emanaba del Sol para mover los planetas. Aunque no implicaba en 
sí mismo una hipótesis útil, esto ayudó a llamar la atención hacia el Sol como un factor 
importante en la explicación del movimiento planetario. 

En este momento Newton propuso una solución drástica: Todos los cuerpos del Universo 
se atraen unos a otros con una fuerza gravitatoria, como la que existe entre 1ma piedra que 
cae y la Tierra¡ por consiguiente, las fuerzas centrales sobre los planetas no son otra cosa 
que la atracción gravitatoria por parte del Sol, y de modo semejante, la fuerza central del 
satélite que gira alrededor de un planeta viene dada por la atracción gravitatoria ejercida 
sobre él por el planeta. Un siglo antes hubiera sido vista como una locura considerar que 
las fuerzas responsables de los movimientos de los cuerpos celestes estuviesen regidas por 
leyes análogas a las terrestres, pero ahora, despúes de Kepler y Galileo, se había unificado 
la física del cielo y la Tierra. 

Veamos si la fuerza centrípeta F necesaria para mantener la Luna en su (aproximada­
mente) órbita circular alrededor de la Tierra puede identificarse con la gravedad terrestre. 
La dirección de F, es por definición hacia el centro de la Tierra, y esto coincide con la 
dirección de la fuerza de gravedad. Aplicando la ecuación de la fuerza centrípeta en este 
caso 

4rr2 R 
F==mi-;¡2" 

en donde mi es la masa de la Luna, R su distancia medida desde el centro de la Tierra, 
y T su periodo de revolución. 

iCoincide este valor de F con la atracción gravitatoria que la Tierra ejerce sobre nuestro 
satélite, como propónia Newton? Esto depende de la fuerza gravitatoria. Si la gravedad se 
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propaga sin disminuir en todo el espacio, el peso de la Luna será simplemente, m L g, el 
mismo que tendría una piedra de la masa de la Luna situada en la superficie de la Tierra. 
Pero es poco probable que la aceleración gravitatoria sea la misma a cualquier distancia 
de la Tierra, ya que debernos recordar que en la parte c) anterior se evidenció que la 
fuerza centrípeta, debe seguir también una ley inversa con el cuadrado de la distancia. 

Supongamos entonces que el peso de un objeto disminuye de acuerdo con tal ley y ve­
amos si la atracción gravitatoria de la Tierra sobre la Luna iguala justamente la fuerza 
centrípeta (0.1). Un objeto de la misma masa que la Luna, mL, tiene un peso de mig 
cuando se pesa en la superficie de la Tierra, es decir, a una distancia rr (el radio de 
la Tierra) del centro de la Tierra. Aquel mismo objeto cuando se lleva a una (fütancia 
R del centro de la Tierra tendrá un peso menor, Wn, que deberá cumplir la siguiente 
proporción si se obedece la ley inversa del cuadrado 

o sea, 

(0.4) 

Si la fuerza centrípeta F que actúa sobre la masa ffiL que git'a alrededor de la Tierra a 
la distancia R con un periodo Tes realmente equivalente a la fuerza gravitatoria Wn a 
dicha distancia, los términos del segundo miembro de (0.1) y (0.2) serán iguales 

4ir2 R r 2 

ffiL'.f2 = mLg ¡;, 
o simplificando, 

T2 - 4ir2 Rª 
- grt . (0.5) 

Si sustituímos los datos observados para T, g, rr, R. en (0.3) y encontrarnos que se cumple 
la igualdad, está justificado que tomemos como válida nuetra hipótesis. 

Este fue el cálculo que Newton hizo con los datos de la época y encontró una "respuesta 
muy próxima" dentro de un porcentaje reducido. La hipótesis de una trayectoria estric­
tamente circular y valores algo inexactos de rr y g uclurarón desde un principio que no 
podfo. espcrar~c uu acue!'do pmfocto. 

No se han considerado hasta ahora las fuerzas entre el Sol y los planetas, pero debemos 
sospechar, de nuevo, que estas ideas pueden extenderse a todo el sistema solar, Newton 
decía: 

La fuerza que retiene los cuerpos celestes en sus órbitas Ita sido llamada hasta a/tora, 
fuerza cenfrípeta¡ pero está claro que ésta no puede ser otra más que la fuerza gravitatoria 
que //amaremos en adelante gravedad. Por esta causa la fuerza q11e retiene la Luna en 
su órbita se extenderá a los plcmetas. 

Sin embargo, esto no es una prescripción y debe ser prohndo. 
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Recordemos que la fuerza centrípeta que actúa sobre los planetas en sus órbitas circulares 
alrecle<lor <lcl Sol viene <lada por la ecuación (0.1). ¿Corresponde esta ecuación, en cada 
caso a la atracción gravitatoria del Sol sobre un planeta en particular? Si conociéramos 
el valor de g sobre la superficie del Sol, podríamos modelar los argumentos como en el 
caso anterior, pero lo desconocemos y debemos de recurrir a otro argumento. 

De la discusión de la Tierra y la Luna, podemos decir atrevidamente que, la fuerza 
gravitatoria Fgrav entre dos cuerpos simétricos esféricos es proporcional a la inversa del 
cuadrado de la distancia entre sus centros t 

1 
Fgrav CX: R 2 • 

Si por otra parte consideramos dos cuerpos sólidos específicos totalmente aislados del 
resto del Universo; por ejemplo, una piedra (m1) y la Tierra (m2) a una distancia R 
entre sus centros. La atracción de la gravedad o peso de m1 a la distancia R es Fgrav· 

Pero según la segunda ley de Newton de acción y reacción, la atracción de la Tierra ( m2 ) 

ejercida. por m 1 es igua.l a la atracción de m¡ por m2 , por lo tanto cualquiera de las dos 
atracciones puede llamarse Fgrav· 

Sin embargo, sabemos por experiencia que en una determinada localidad el peso de la 
piedra crece proporcional a su masa, o sea, Fgrav ex: m¡. Por otra parte, si la masa del 
planeta can1biara, el peso ele la piedra determinada variaría también. 

Combinando estas tres proporcionalidades, 

1 
F9rav ex: R2, F9rav ex: m1, F9rav ex: m2, 

tenemos 

m1m2 F = 0 m1m2 
Fgrav ex: -W O R 2 , (0.6) 

en donde R es la distancia central entre los dos cuerpos y Ges una constante de propor­
cionalidad. Parece ser entonces que tenemos una "ley de gravitación universaf', y para 
confirmar ésta debemos mostrar que es compatible con las tres leyes de Kepler. No hay 
problema con las dos primeras: órbitas elípticas y relaciones de áreas iguales, ya que es 
una fuerza central y proporcional a la inversa de los cuadrados de las distancias. ¿Pero 
que ocurre con la tercera ley de I<epler? Recordemos que nuestro argumento previo en 
la ecuación (0.2) no bastaba. No habíamos probado allí que T 2 / R3 era una constante 
universal. 

Apliquemos la ley de gravitación universal al movimiento de nuestro propio planeta. La 
fuerza centrípeta que debe existir en uuestrn musa mp a la distancia Rps del Sol, viene 
dada por 

Esto puede demostrarse matemáticamente integrando las fuerzas de punto a punto sobre 
los dos cuerpos. Ésta fue una de lus razones por las que Newton no publicó antes su 
Principia. 
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La fuerza gravitatoria supuesta es 

47T
2 Rp• 

mps--;¡;¡:-. 

G
m1,1n, 

R2 . 
p• 

Si las dos coinciden, es decir, si la fuerza gravitatoria s1tministra y así explica la fuerza 
centrípeta, entonces 

41T
2 
Rps == Gmpms T2 == [ 41T

2 
) RJ 

mp r2 R2 o G P• ·ps m. 
(0.7) 

Ahora podemos ver que , T2 / R~, es realmente una constante para todos los planetas, 
como requiere la tercera ley de Kepler, ya que el paréntesis de (0.7) contiene sólo la 
constante G, la masa del Sol y un factor numérico; ninguna de estas magnitudes es 
variable de un planeta a otro. 

Pero todavía queda otra duda. ¿Es correcto haber supuesto, con tan poco rigor, que G 
tiene el mismo valor para todos los planetas? Esta respuesta fue contestada afirmativa­
mente por Cavendish, al utilizar una balanza de torsión y medir la fuerza <le atracción 
cutre diferentes materiales. 

0.4 EL PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS 

La contención de las leyes de Kepler en las leyes <le Newton se puede probar sin las apro­
ximaciones del capítulo anterior, suponiendo que la atracción entre dos cuerpos esféricos 
homogéneos es equivalente a la atracción entre <los puntos (esto es sencillo de hacer). 

Tenemos que el Lagrangiano para dos partículas, m 1 y m2, que interactúan libremente 
está dado por 

L == ~ µl!il 2 
- U(1·) 

2 

dondeµ es la masa reducida, ¡1 = :,~';~.,y U(r) es la energía potencial. Hemos reducido 
el problema de movimiento de dos cuerpos al problema equivalente de un cuerpo, en el 
cual debemos determinar sólo el movimiento de una partícula de masa µ en el campo 
central descrito por la función de potencial U(r). Ya que la energía potencial depende 
sólo de la clistaucia de la partícula al centro ele fuerza, y no de la orientación, el sistema 
posee simetría esférica, y por lo tanto el momento angular del sistema se conserva 

L = r x p = const. 
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De esta relación es claro que ambos, el radio vector y el momento angular de la partícula 
permanecen en un plano normal al momento angular L. Por lo tanto tendremos que el 
movimiento será en un plano. 

Sean las masas del Sol y la Tierra, m y m 1 , con coordenadas? y r1 respectivamente. 
Eligiendo al Sol como origen de coordenadas, es decir, poniendo x1 ~ r1 - r, se tiene que 
la ecuación de movimiento de la. Tierra es 

::. (m1 +m)~ 
x1 = -1 lx1 Iª x1 

Poniendo las coordenadas del vector x1 en coordenadas polares, x(t) = r(t) cos B(t) y 
y(t) = r(t) sen B(t), se tiene 

· (j) r · (-senO) x1 = !, = -x1 + rO O y r cos 

:: (" ;,2 ) (cosO) + 2d
2
S (-senO) X¡= r-ru ---

senO r dt2 cosO 

con ~7 = r~IJ la velocidad aerolar. Ahora como :i1 depende sólo de la distancia entre 

Sol y Tierra, en otras palabras, el potencial no depende del ángulo, se tendrá que ~7 = 
const = k, y recuperamos la scgunada ley ele Kepler. 

De la expresión para~¡ y usando el hecho que iJ = 2k/r2 se tiene 

.. _ 4k2 (m1 + m) _ 
0 r 3 +1 2 - • r r 

P • dr(B(t)) driJ 2kdr 2kd2 (1) DI• d d2 r ero r = -d-1 - = dñu = T'"dñ = - 'il8'" ¡; . e mismo mo o w = 
¡: = .!!... (-2k.!!... (!)) = -2k-ih (!) iJ = -~-lh (!) di d8 r u8• r r• a8• r ' 

La ecuación de movimiento se escribe 

~ (~) + ~ _ (m1 tm)= 0 
d02 r r 1 4k2 

y poniendo y(B) = ~ - 1<m;;,m), ~+y= O, con solución 

y(O) = Acos(B -<fi). 

Por lo tanto, tomando </i = 7r, lo cual se logra con una simple rotación de ejes, 

pe 
r= 1-ecosO' 

con p =-A, y e= A'l'(,:~:ni)' por lo tanto, tenemos una elipse, es decir, la primera ley 
de Kepler. 
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Finalmente, el área de una elípse es 7rab, barrida con velocidad constante * = k en un 
tienpo T, es decir: 7rab = kT. Como r = 1_.e;

0
, 9 , tenemos 2a = f!e + ffi = 12.!;2. 

Además b2 = a2 - c2 = a2 (1 - e2 ), por lo tanto 

2 7r2a2b2 7r2a4 2 7r'2 3 47r2 . a 
T = ~ = ---¡2(1- e)= k2ª pe= "'1(m1 + m)ª 

recuperando la tercera ley de kepler, ya que m 1 << m. 

0.5 EL PROBLEMA DE LOS TRES CUERPOS 

Consideremos las ecuaciones de movimiento de dos planetas (con masas m1, m2 ) y el Sol 
(con masa M), moviendose bajo las leyes de Newton e ignorando todos los otros efectos, 
Fig 0.14, 

z 

Fig 0.14 

donde rl y r2 son los vectores de posición de los planetas y r el del Sol. Tenemos por lo 
tanto que la fuerza sobre el Sol, tomando la constante de gravitación igual a la unidad, 
es: 

f _ Mm1(r1 - r') Mm2 (f2 -r') 
s - li"1 - rJª + lf2 - r¡a ' 

de aquí que la aceleración del Sol sea 
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Eligiendo al Sol como el origen de coordenadas, es decir, poniendo x1 = r1 - r 
y x2 = 1'i - r vemos que la ecuación de movimiento para el primer planeta está da­
da por 

::. ~ Mx1 m2(x1 - x2) 
xi= -as - IX113 - lx1 -X'2l3 

(m1 + M)x1 m2X'2 m2(ii1 - x2) 
= - IX'il3 - lxW - lx1 - xW · 

(0.10) 

donde X¡ = (:ri, y¡, Z¡ ), X'2 = (x2 1 Y2, z2). 

De la misma forma, se obtiene la ecuación de movimiento para el segundo planeta que 
está. dada por 

::. (m2+M)x2 m1x1 m1(X'2-x't) 
x2 = - lx2!3 - lxdª - IX'2 - xW · (0.11) 

El problema de los tres cuerpos consiste entonces en resolver estas dos últimas ecuaciones, 
pero a menos que impongamos condiciones sobre masas y distancias el problema se vuelve 
prácticamente imposible de resolver. 

A continuación definimos la siguiente función que nos será de utilidad en los cálculos de 
hi siguiente sección 

V- m1(m1 + M) m1m2 
- P!d + lx1 -x2I 

la cual tiene la propiedad de que 

m1m2(x1 · x2) 
lx2Iª 

a a a 
donde V1 = (-

8 
, -
8 

, -
8 

). 
X¡ Yt Z¡ 

0.6 LA TEORÍA LUNAR DE HILL 

Y EL PROBLEMA RESTRINGIDO DE LOS TRES CUERPOS 

(0.12) 

(0.13) 

El propósito de esta sección es mostrar la manera en la que influye el Sol en el movimiento 
de la Luna para desviar a ésta de una órbita eclíptica con centrn en la Tierra. Primera­
mente se plantea el problema como un problema de tres cuerpos y enseguida se manejan 
las diferencias significativus que existen entre distancias y musas de los cuerpos involu­
crndos; haciendo de este problema, un problema restringido. Esto nos arrojará un factor 
pequeño debido ul Sol en las ecuaciones de movimiento pura la Luna, una perturbación. 

La manera de resolver estas ecuaciones <le movimiento, que involucran esta perturbación 
<lcbi<lu al Sol, es considerando que la inclinación de la Luna a la eclíptica de la Tierra 
es pequeña, lo cual simplifica las ecuaciones, y a su vez influye en que el movimiento 
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ortogonal de la Luna a la eclíptica de la Tierra sea despreciable sobre sus otras dos 
coordenadas. Sin embargo, el movimiento periódico de la Luna sobre la eclíptica de la 
Tierra jugará un papel decisivo sobre el movimiento ortogonal, que estará gobernado por 
lo que se conoce como la ecuación de Hill. 

Reconsideremos la situación similar al sistema Tierra-Luna-Sol. En este caso, la Tierra 
ejerce una fuerza mayor sobre la Luna que la del Sol (Fig 0.15), por esto el Sol le cede 
el lugar a la Tierra en el esquema de la sección anterior, y tendremos que la ecuación 
(0.10), la ecuación de movimiento de la Luna respecto a la Tierra, se transforma en 

::. (MTierra + ffiLuna)x m1 5 , 1X1 m1 8 , 1(x - X¡) 
x-- ------ r3 rf A3 (0.14) 

donde por simplicidad consideramos sólo la primera coordenada, es decir 

(0.15) 

Luna (x,y,z) Sol (x ,y, ,z.) 

r, 

Tierra 

Fig 0.15 

Ya que r << r1 , y los hechos físicos de que el baricentro del sistema Tierra-Luna per­
manece dentro de la Tierra y el de Tierra-Sol permanece dentro del Sol, se sigue que la 
perturbación de la órbita del Sol es muy pequeña -. Sin embargo, el efecto del Sol en la 
órbita de la Luna no es despreciable, y ésta es la causa principal de la dificultad en la 
teoría lunar. 

Sea r.p el ángulo entre r y r 1 , entonces 

rr¡ cos 4' ::: XX¡ + yy¡ + ZZ¡, (0.16) 

de donde se obtiene 
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t:,,2 = (x - xi)2 +(y - Y1)2 + (z - zi)2 = r 2 + r~ - 2rr1 cos tp. (0.17) 

Escribamos r ='ar¡, y como a es una función del tiempo y es pequeña("' 1/400), 
podemos hacer el siguiente desarrollo en potencias de a 

2- = 2- (1- 20' COS!p + 0:2r
1

/
2 

Á r 1 

1 Q CDS r.p a
2 

[ 1 3 2 ] = -+--+- --+-cos r.p +··· 
ri r1 r1 2 2 

Por otra parte tenemos que (0.12) se puede escribir como 

1 M +m m1 m1 -V=---+-- -rr1cosr.p 
m r /::,. rt 

(0.18) 

(0.19) 

De (0.18) y escribiendo ~ cos <p como !.!!12 cos r.p vemos que la última ecuación se trans-
r1 r1 

forma en 

1 M + m m1 m1 2 [ 1 3 2 1 -V=---+-+-a --+-cos cp +··· 
m r r1 r1 2 2 

(0.20) 

Ahora T no depende de ( x, y, z) y para nuestros fines puede ser omitida de V, por esto, 
el térmii:o de mayor perturbación es 

m1 2 [ 1 3 2 1 -a --+-cos rp , 
r 1 2 2 

(0.21) 

Comparando éste con el término principal u;m y usando la relación (3) del apéndice 1, 
se tiene que el cociente es proporcional a 

m1 3 m1 r
3 µi 

---Q = ---- ~ -
M + m M + m rt ¡12 

(0.22) 

donde ¡1 1 es el movimiento medio (aproximadamente) del Sol (=1 por año) mientras que 
µ es el de la Luna ( == entre 12 y 13 por año). Entonces el término <le mayor perturbación 
es del orden de magnitud de fi · tJ. 
Hill en sn trabajo fundamental razonó como sigue: Supongamos, a primera aproximación, 
que podemos ignorar la exentrici<lnd solar (e¡ = 0.017) y la raión a(~ 0.0025). (Estos 
efectos pueden ser introducidos después como perturbaciones). Entonces la función de 
perturbación (0.21) es 

m1 2 [ 1 3 2 ] m1r
2 

[ 1 3 2 ] -n -- + - cos <p ~ - 3- -- + - cos <p , 
1"¡ 2 2 ª1 2 2 

:::: ¡1~r2 [-~ + ~ cos
2 'P], 

(0.23) 

donde a1 es el semieje mayor de la trayectoria del Sol. 
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Introduzcamos las coordenadas X, Y, Z donde Z = z y X, Y rotan en el plano xy (la 
eclíptica) con la velocidad angular ¡t1 , así el eje positivo X está siempre dirigido hacia el 
Sol (en promedio), como se muestra en la figura O.lG. 

Reescribiendo las ecuaciones de movimiento en estas nuevas coordenadas tenemos 

donde A(t) = [ cosµ¡t 
-senµ¡t 

Ahora, 

1 

Ya que 

Á(t) = [-senµ¡t cosµ¡t ] 
µ¡ -cosµ1t -senµ1t ' 

y 

Y, 

ncm 

Fig 0.16 

y A(t) = -µ~ A(t). 

X 

X 

[ 1] = Á(t) [;] + A(t) [ ~] = µ1 [ !x] + ~(t) [ ~] 
de donde se tiene 

tenemos 

.[X] 2 [X] · _1 [X - µ1Y] A(t) [ ~~] y = -¡t1 y + 2A(t)A (t) y+ /tiX + -;:n- ~~ . 
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Ahora, es fácil ver que 

A(t)A-1 =[~1 ~]µ1, 
y que el último término es igual a 

1 [ .!!.r.] - ~i . 
m ¡¡y 

De esta manera finalmente tenemos 

d2X -2 dY - 2x __ (M+m)X aR. 
dt2 /L¡ dt µl - r 3 +ax' 
d2Y 

2 
dX 2y (M +m)Y aR 

dt2 + µ1 dt - µ1 = - r 3 + ay j (0.24) 

d2Z (M +m)Z 8R 
J di2=- r 3 +az• 

1 
donde R ~ µir 2 [-t + ~ cos2 cp] es el término de mayor perturbación. 

Haciendo la suposición adicional de que la iuclinación de la Luna es pequeña, se puede 

poner, a primera aproximación que rcoscp = X, es decir R ~ JL~ (-~ + ~x2), con 

r2 = X 2 + Y2 + Z2
, y lus primeras dos ecuaciones de (0.24) se transforman en 

d
2
X 2 dY 3 2x (M+m)X =O·, 

dt2 - µ¡ dt - µ¡ + r 3 

d2Y 
2 

dX (M+m)Y -O 
dif + µ¡ dt + r 3 - ' 

ya que~= 2¡t~X, g~ =-µ~Y, g~ = -¡t~Z. 

(0.25) 

Es usual para comparar las magnitudes de varios términos hacer el cambio de variable 
T = (µ - µ¡)t, entonces (0.25) se transforma en 

X II Y' 2v kX - 2v - 3v '" + - = O; rª 
Y"+ 2vX' + k~ = O, 

r 

donde v = -1!.J_ (~.Len el caso de la Luna) y k = ~. 
1•-1•1 12 (1•-1•¡) 

(0.26) 

Ya que v es pequeña podemos ignorar v2 y suponiendo a primera aproximación que la 
trayectoria de la Luna es circular, r =a (con a el semieje mayor de la elípse), tenemos 
que una solución aproximada explícita de (0.26) es 

X=acos.\r; Y=asen.\r, 

si se cumple que ~ = ,\2 + 2,\v, la cual es un círculo. 
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Es de esperar entonces que el término -3v2 X tenga el efecto de distorsionar el círculo 
en una figura ovalada. En efecto, observamos que si (X( r ), Y( r)) es solución de (0.26), 
entonces también lo será (X(-r), -Y(-r)) y (-X(-r), Y(-r)). El primero de estos 
hechos implica, por el teorema de existencia y unicidad, que si (X(r),Y(r)) es una 
solución con la condicióu inicial Y(O) = O, X(O) = O (cruza perpendicular al eje X), 
entonces X( -r) = X( r) y Y(-r) = -Y(-r ). Entonces la curva es simétrica con respecto 
al eje X. De igual manera, una curva que cruza perpendicular al eje Y, será simétrica 
con respecto al eje Y. 

Guiado por el hecho de que la curva es un ovalo, Hill procedió a determinar la solución 
periódica poniendo 

X(r) =LA,. cos(2n + l)wr; 

Y(r) = ¿B,.sen(2n+ l)wr, 
(0.28) 

determinando los coeficientes An, B,.. Notese que en X( r) no se presentan términos senos 
y en Y(r) no se presentan términos cosenos, ya que X(-r) =X( r) y Y(-r) = -Y(-r). 
De manera análoga sólo tenemos enteros impares por simetría con respecto al eje Y. Aquí 
w es el prohiedio sinódico de la Luna (el mes promedio). 

En resumen, las aproximaciones de: R por µ~ r 2 [- ~ + ~ cos2 <p], de X por r cos 'P y <le r 2 

por X 2 + Y2 , se reflejan en una aproximación de las ecuaciones (0.24) por las ecuaciones 

X ,, 2 Y' 3 2x kx o· - V - V +-3-= 1 
r 

Y"+ 2vX' + kY =O¡ 
rª 
kZ 

Z" + v2 Z + 3 = O, 
r 

La función Z := O es solución de la tercera ecuación. Sin embargo, se quiere cónsiderar el 
caso Z ~ O y ver como se comporta Z en ese caso, entonces las primeras dos ecuaciones 
de (0.24) permanecen independient.es <le ln. tercera, y por lo t.anto 11s11mimos que X, Y 
son soluciones de (0.26). De esto, X, Y son funciones periódicas de r, y por ende de t. 
Por esto la tercera ecuación de (0.24) puede ser escrita como 

z +ez =O, (0.29) 

donde 8 = v2 +-fa es una función periódica por la periodicidad <le X y Y. Esta ecuación 
es conocida como la ecuación de Hill.181 •1 

Ahora si multiplicamos la primera ecuación de (0.26) por X' y la segunda por Y' y 
sumamos 

o lo que es lo mismo 
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~(X2 + 1'2)- ~v2x2 - k(X2r; y2) =C. (0.30) 

De esta última tenemos 

k 1(x2 + y2) _ il.v2 x2 _ 0 -= 2 2 
r3 (X2 + y2) 

(0.31) 

Ya que X y Y son series trigonométricas en cos(2n+l )wr y sen(2n+l)wr respectivamen­
te, se sigue de (0.31) que El es una serie trigonométrica con coeficientes pares solamente. 
Entonces podemos escribir a 8 como 

8 == 80 + 281 cos 2wr + 282 cos 4wr + · · · 

El procedimiento de Hill para resolver (0.29) fue escribir a ésta en series de Fourier 

d
2

Z [°" ] dr2 + L q,.e2ins Z = O, 
, -oo 

l. 
(con otro cambio de variable); agrupar los términos correspondientes en potencias de 
la exponencial, lo cual le condujo a tratar un sistema infinito de ecuaciones lineales. Él 
introdujo los llamados "determinantes infinitos" para resolver la ecuación, lo que fue más 
tarde justificado por Poincaré. 

El trabajo de Hill introdujo tres ideas básicas las cuales fueron tomadas por Poincaré 
y desarrolladas por otras ¡treas de las matemáticas modernas: la idea de la geometría 
cualitativa para el estudio de las ecuaciones diferenciales, métodos de funciones implícitas 
en espacios de dimensión infinita, y análisis lineal en espacios de dimensión infinita. 

Es interesante hacer notar que Hill no tenía ninguna posición académica en su país, era 
un contador en thc Nationa.l Burcau of Standards. Hill trabajaba varias horas haciendo 
su propia investigación en lus noches y, a pesar de esto, su trabajo no fue apreciado por 
sus colegas durante muchos años. Cuando Poincaré fue a los Estados Unidos después de 
terminado el siglo, a la única persona que fue a visitar fue a Hill. Después se le ofreció a 
Hill una promoción, pero éste se negó argumentando que las nuevas responsabilidades le 
dejarían menos tiempo libre para su propio trabajo. 
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0.7 EL PÉNDULO CON LONGITUD VARIABLE 

El estudio de la ecuación de Hill, como se vió en la sección anterior, comienza al tratar de 
describir el movimiento de la Luna, considerando que ésta tiene una masa mucho menor 
que la de la Tierra y el Sol. Al tratar de modelar un péndulo con longitud variable 
aparece la misma ecuación. 

Consideremos ahora el problema de un péndulo de longitud a con una masa m que está 
suspendido de un soporte el cual se mueve verticalmente con un desplazamiento ec t) (este 
ejemplo ha sido tomado de [J-S] pg 237) 

T 
~( t) 

Fig 0.17 
las coordenadas cartesianas de m son 

x =asen (8), 

y= ~(t) + acos(O), 

m 

con el objeto de deducir la ecuación de movimiento, debemos obtener la energía cinética 
y potencial, entonces derivemos las ecuaciones anteriores 

x = a.cos(O)B 

y=~ - asen(B)B 

y calculando la energía cinética (T = !f(:i:2 + ¡¡2)) 

T= I [ce-asen(B)B)2 +a2 cos2(0)02
) = I [e+a282 -2ae8sen(O)), 

y la energía potencial 
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V= -mg(e + acosfJ) . 

. obtenemos al sustituir estas en la ecuación de Lagrange fi ( ~n -~~ = - ~~[La"], 

aO + (g - {)senfJ =O. 

Para amplitudes pequeñas, ésta última se transforma en 

ªº + (g - t)fJ = o. 
A esta ecuación la podemos escribir en la forma estandar siguiente 

x +(a+ ¡>(t))x =O (0.32) 

Cuando p(t) es periódica, la ecuación (0.22) no es más que la ecuación de Hill (0.29). 
Para el caso especial en que ¡>(t) = -2(3cos2t t 

x +(a - 2(3cos2t)x =O (0.33) 
j 

es conocida como la ecuación de Mathieu. Este tipo de movimiento forzado en el cual 
p(t) actúa como una fuente de energía, es conocido como resonancia paramétricaJLan] 

La elección de esta rara expresión es simplemente para facilitar los cálculos, sin embargo, 
basta con que p(t) sea cosenoidnl para tener In ecuación de Mathieu. 
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<<Te diré lo que es conocimiento 
verdadero: cuando sabes, saber que 
sabes¡ cuando no sabes, saber que 
no sabes >>· 

Confucio (551 a.C.-479 11.C.) 
filósofo chino. 



Este capítulo consta del material necesario para los desarrollos que se presentan en los 
capítulos siguientes. 

La primera sección consta del teorema de existencia y unicidad, que aunque es de dominio 
público, se incluye porque se demuestra de una manera simple y elegante. En la segunda 
sección se dan las nociones de distancia, polinomio característico, valores propios, vectores 
propios, forma canónica de Jordan, etc. La tercera parte tiene que ver con ecuaciones 
diferenciales ordinarias con coeficientes constantes, por lo que se hace especial énfasis la 
obtención de la exponencial de una matriz. Por último, siendo la parte más importante 
del capítulo y también el principio de la parte medular de la tesis, la teoría de Floquet. 

1.1 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE EXISTENCIA Y UNICIDAD 

En Matemáticas existen varios teoremas importantes de punto fijo. El que veremos aquí 
se refiere a contracciones en un espacio métrico completo, y se llama teorema de punto 
fijo de BanOfh, en honor del niatemálico polaco Stefan Banach (1802-1945). 

Definición 1.1: Sean (X, d1 ), (Y, d2 ) espacios métricos. Una transformación T de X en 
Y se llama contracción si existe un número,\ E (O, 1) tal que 

d2(T(x},T(y))~Ad1(x,y) paratodo x,yEX. 

Una contracción T transforma cada par de puntos (x,y) en un par (T(x),T(y)), cuyos 
miembros están más cerca uno de otro. La definición implica claramente la continuidad 
de una contracción. 

Si f es una función de valores reales y de variable real que es diferenciable en el intervalo 
[ci,b] y si 

lf'(x)j ~ ,\ < 1 para todo x E [a,b], 

entonces fes una contracción en [a, b]. Esto es consecuencia del teorema del valor medio: 
para cada x, y E [a, b], existe un z E [a, b] tal que 

lf(y) - f(x)I = lf'(z)(y - x)I ~ ..\jy -xj. 

Teorema 1.1: (Teorema del punto fijo de Dauach) 

Sea T una contracción de un espacio métrico completo en sí mismo 

d(T(x),T(y)) :=; ..\d(x,y)¡ ,\ E (O, 1 ). 
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Entonces, T tiene un punto fijo ÚIJico x. Es más, si x0 es cualquier puIJto en X y se deíiIJe 
tecursivameIJte la sucesión {xn} por la fórmula Xn = T(xn-1 ), n = 1, 2, ... , cIJtonccs 
limxn =x, y 

Dem: Como T es una contracción, no puede tener más de un punto fijo, pues si x1 y x 2 

son puntos fijos de T, 

Por lo tanto x1 = x2 • A continuación verificaremos que T tiene un punto fijo. 

Tomemos cualquier punto x 0 E X y sea x,. = T(x,.-1), n = 1,2, .... Entonces, para 
k >o, 

Al utilizar repetidamente esta fórmula, obtenemos 

i = 1,2, ... ,k. 

En general, si m > n ;:::: 1, entonces 

m-n-1 m-n-1 

d(xn,Xm) :5 L d(xn+j 1 Xn+j+i) :5 L ,\i+1d(Xn-1iXn) 
j=O j=O (1.1) 
..\ ..\" 

:5 l _ ..\ d(Xn-JiXn) :5 l - ..\ d(xo,X¡). 

Como ..\ E (O, 1 ), para cada € > O existe un entero positivo no tal que 

..\n 

1 
_ ..\ d(xo,x1) < € siempre que n;:::: n0 • 

Por lo tanto, { x,.} es una sucesión de Cauchy en el espacio completo X, de modo que 
converge a un punto x E X. Como T es continua, 

x = limx,. = limT(x,.-1) = T(x). 

Por consiguiente, x, es un punto fijo de Ten X. 

Al aplicar (1.1) y el resultado de que, para Xn fija en X, la función g definida por 
g(x) = d(x,xn) es continua, tenemos 
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Consideremos ahora una sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden con n 
incógnitas, con valores iniciales dados 

x(t) = f(t,x(t))¡ x(to) ==va, (1.2) 

donde f es una función continua dada de IR"+1 en IR", y x es una función desconocida de 
IR en IR". A fin de obtener un teorema sobre la unicidad de la solución de este problema, 
suponemos que f satisface la condición de Lipschitz en la segunda variable. 

Definición 1.2: Se dice que f satisface una condición de Lipschitz en la segunda variable 
si existe un número L tal que, para todo x, 

Resulta fácil ver que la ecu¡{ción (1.2), con la condición inicial, equivale a la ecuación 
integral 

x(t) = [' f(s,x(s))ds +v; 
11. (1.3) 

es decir, x es solución de'la ecuación diferencial (1.2) que satisface la condición inicial si 
y sólo si, es solución de la ecuación integral (1.3). 

La ecuación integral (1.3) es del tipo Volterra, y su nombre proviene del matemático 
italiano Vito Volterra (1800-1940), quien instituyó un estudio sistemático de estas ecua­
ciones. A continuación estudiaremos un caso especial de la ecuación integral no lineal de 
Volterra de segunda especie que incluye a (1.3). 

Teorema 1.2: Supóngamos que Ja función g IR -> llr satisface una condición de 
Lipscbitz 

en una veciudad N¡ de t 0 , y sea f : IR"+2 -+ IR" una función continua que satisfocc una 
condición de Lipscl1itz 

en una vecindad N2 de (t0 , to, g(to)). Entonces para cada a> O tal que 

I = [to - a, to + a] C N1 
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y 

S = l x l x B[g(to);b] cN2 para algún b >O, 

entonces la ecuación integral no lineal de VÓlterra de aegunda eapecie 

x(t) = ,\ f 1 f(t, s, x(s))ds + g(t), 
to 

(1.4) 

tiene solución única en I pru·a cada ,\ E IR. 

Dem: Sea X el espacio de todas las funciones continuas del intervalo I en la bola cerrada 
B[g(t0 )¡ b], con la distancia definida por 111111 

d(x,y) = max (lx(t) - y(t)ie-nlt-to[) 
!El 

donde a > O t. Se demuestra fácilmente que X es un espacio métrico completo. Si 
tomamos T como la transformación definida en X por la regla 

, ¡t 
T(x)(t) = ,\ f(t,s,x(s))ds + g(t), 

to 

entonces las soluciones a la ecuación integral (1.4) son puntos fijos de T. 

A continuación veremos que T mapea X en sí mismo, siempre que se tome el parámetro 
a suficientemente grande. Si lvl = max{lf(t,s, v)I : (t,s, v) ES}, entonces, para cada 
x E X, y = T(x) satisfü'ce 

iy(t) - g(to)I = 1,\ ¡: f(t,s,x(s))ds + g(t)- g(to)I 

:5 (l..\IJ'vl + L1)lt - tol 

para todo t E l. En consecuencia, 

d(y,g(to)) = max (iy(t)- g(to)le-<>[t-to() 
!E/ 

= mnx (Cl..\IM + L1)lt - tole-0 it-to[) 
!E/ 

:5 _!_(IA!1W + L1) ::; b 
ae 

para a ;::: (l..\IM + L1)/(eb) (Esto último se tiene ya que xe-<>x tiene un mínimo en 
x = 1/a con valor 1/ae). Por ende, para ésta a, T(x) C X. 

Falta verificar que Tes una contracción de X para valores suficientemente grandes de a. 
Tomemos X¡,x2 E X, y sean y¡= T(x1), Y2 = T(x2). Entonces, para todo t E I, 

t Se elige esta distancia porque simplifica mucho los calculos que se presentan en la de­
mostración usnndo sucesiones de Picard. 
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Por tanto, 

< . 1 
d(y1,Y2J = d(T(x1),T(x2)) ~· _:l-'IL2d(x1,x2). 

a 

Luego, T es una contracción en X si a > l-'IL2. Por esto, si escogemos a de modo que 

entonces T satisface las condiciones del teorema del punto fijo de Banach y, en consecuen­
cia, T posee un punto fijo único, que es la solución única en I de la ecuación integral .• 

1.2 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

Si A es una matriz de números complejos (aij) con n renglones y n columnas, definimos 
la norma de A por 

Es facil ver que 

n 

IAI = L 'ªii'· 
i,j=l 

IA+BI ~ IAl+IBI 
IABI ~ IAllBI 
IAxl ~ IAllxl 
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donde A y B son matrices y x es un vector n-dimensional. La distancia entre <los matrices 
está definida por IA- B j, y esta distancia satisface las propiedades usuales de la métrica. 
El polinomio en >. ele grado n, det(A - AJ), es llamado el polinomio carnterístico de A, 
y las raíces son llamadas indistintamente mices características, valores característicos o 
eigen-valores. 

Si A y B son semejantes, entonces podemos comprobar que tienen el mismo polinomio 
característico 

det(B - AJ)= det(P(A - AJ)P-1
) 

= det(P) det(A - >.I) det(P-1
) 

= det(A- AJ), (clet(P) :¡l: O). 

En particular los coeficientes de las potencias de >. en det(A - >.I) son invariantes bajo 
transformaciones de semejanza. Dos de los invariantes más importantes son det A y TrA. 

, 
Teorema l.3: (Forma Canónica de Jordan) t 
Toda matriz A E Mnxn es semejaIJte a Uila matriz de Ja forma 

(

Jo 

J= 

o 

(1.6) 

donde Jo es una matriz diago11al con los valores ..\1, ..\2, ... , Aq eIJ la diagonal, y 

[

>.qo+i 

J¡ = 
1 ] (1.7) 

Lns >. i, j = 1, 2, ... , q + s son raíces características de A, no necesariamente distintas. 
Si Aj es una raíz simple, entonces ésta aparece con Jo, y por lo tanto, si todas las raíces 
son distintas, A es semejante a una matriz diagonal 

t Ver apéndice Il 
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Si {A,,.} es una sucesión de matrices, esta sucesión se dice que es convergente si, dado 
cualquier e > O, existe un número entero N, tal que 

IAq -Apl <E para todo p,q > N,. 

La sucesión {Am} se dice que tiene como límite la matriz A si, dado cualquier e > O, 
existe un entero positivo N, tal que 

IAm - Al < E para todo m > N,. 

La serie infinita 

00 

LA"' 
m=l 

se dice que es convergente si la sucesión de sumas parciales es convergente. 

Una serie particular que es de gran importancia para el estudio de ecuaciones lineales es 
la que se define como la .. exponecial de una matriz A, dada por 

(1.8) 

donde A m representa la m-ésima potencia <le A. La serie que define eA es convergente 
para toda A, ya que cualquiera dos enteros positivos p, q 

1 

p+q A"' 1 p+q IA"'I 
~ -< ~ -
L., m! - L., m! 

m=p+I m=¡>+l 

(1.9) 

y la última parte representa la diferencia ele Cauhy para la serie elAI la cual converge 
para todo !Al finito. 

Si B es una matriz no singular, entouccs existe A (llamada el logaritmo de D) tal c¡ue 
eA = n. Veamos, sin está en la forma canónica J, por el teorema anterior, es evidente 
que A puede ser tomada como 
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con tal que eA; = Jj, j =O, 1, ... , s. Es fácil verificar que 

.(log,\1 

Ao = 

o 

(1.10) 

Claramente 

(1.11) 

donde Z; es la matriz nilpotente definida en el teorema. Ya que las potencias grandes de 
Zj todas son cero, la serie 

00 

2:(-l)ktl(,\q+jrk zj 
k=l , 

tiene solamente un númcrn finito de términos, y por lo tanto es convergente. Definamos 

log (Er; + ,\:+/i) (1.12) 

como la serie del logaritmo, la cual es, un polinomio en >.;i;z;. Entonces 

F(,\;i;zi) = cxp [1og ( Er; + Aq~i Z;)] (1.13) 

es un polinomio en >.;~;Z;. Por otra parte, de 

1 t X :::: elog(Jtz) 

:::: 1 + (x - 1/2x2 + .. ·) + ii(x - 1/2x2 + · .. )2 + .. ., !xi < 1, 

se sigue que, cuando el lado derecho es rea.reglado, los coeficientes de xk, k ~ 2, son 
todos cero, mientras que el coeficiente de x es l. E8to implica el mismo resultado para 
F y prueba que 

exp [log (Er; + >.;i;z;)] = Er¡ + >.;i;zi 
multiplicando por Aq+ ;Er; = exp[log( >.9+; Er¡ )] = exp[log( >. 9+; )]Er¡ tenemos que 

exp[log(..\9+;)Er; + log(Er; + >.;i;zi)] = Aq+i(Er; + >.;Lz;) 

esto implica que 

52 



Usando que 

se comprueba fácilmente que: 

(1.14) 

Esto no sólo es válido para una matriz canónica B, es válido para cualquier matriz 

B. Ciertamente, si J = eA y B = PJP-1, entonces B = eA, donde A= PAP-1• 

Naturalmente A no es única, por ejemplo, 

eA = eAe2,,.ikI = eA+21rikI 
1 

(k =O, ±1, ±2,, .. ). 

Si <Ji es una matriz de funciones de n x n en un intervalo I (las funciones pueden ser reales 
o complejas), se dice que <Ji es continua, diferenciable o analítica en I si cada elemento 
de <I> es difcrenciable en I, entonces <I>' denota la matriz de derivadas, además tenemos 
la siguiente propiedad, ( q¡-1 )~ = _q,-1 el>' q,-1. 

l. 

Teorema 1.4: Sea A una matriz de n x n con elementos continuos en el intervalo 
I : a :$ t :$ b, y supongamos c¡ue <I> es una matriz de funciones en I la cual satisface 

<Ji'= A(t)<I>(t), (t E J). 

Entonces det <I> satisface en 1 la ecuación 

(det<I>)' = (TrA)(det<I>) 

y entonces para r,t E 1 

det <I>( t) = det <I>( r) exp [ TrA( s )ds 

Dem: Sean </>ij y a;j los elementos en el i-esismo renglón y la j-ésima columna de <I> y 
A respectivamente. Entonces, 

<t>ij(t) = ¿ ªik(t)<t>k;(t), (i,j = 1,2, ... ,n). 
k 

Como clct <I> = 2: e(a(l), a(2), ... 1 a(n))</>111(1)</>2u(2) •" <f>nu(n) 
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o lo que es lo mismo 

<Pi1 <f>i2 </>~" r/>11 r/>12 </i111 
</>21 </>22 r/>2 .. c/i~1 </i~2 <PL 

(det <!>)' = + +· .. 

<P111 </>n2 </>nn </>ni </>112 </>11n 

efi11 </>12 </J1n 
efi21 </>22 cP2n 

... + 

<1>:.1 cJi:.2 </J~in 

Analicemos ahora el primer determinante de ésta expresión. Como </>ii(t) = "¿, a¡1;</>ki 
tenemos que 

t. 
L:1.: a111</>k1 'L:k a1krPk2 

c/i21 </>22 

</>112 c/inn 

Este determinante no cambia si substraemos a12 veces el segundo renglón, a 13 veces el 
tercero y así sucesivamente, por lo tanto esto dnrá 

au c/iu au </>12 
</i21 </>22 

i/Jn1 iftn2 

lo cual es justamente a11 det <!>. Llevendo a cabo un procedimiento similar obtenemos 
finalmente 

o 

( det •1' )' = au dct <I> + a22 dct <I> + · · · + ª"" det <I> 

= (TrA)(det <Ii) 

(det <Ii(t))' = (TrA(t))(det !J?(t)) 

Integrando esta última ecuación 

ln(det <Ii(t)) - ln(det <Ii( r)) = l TrA(s)ds 
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de donde 

det !J?(t),,;,, det !J?(r)exp l TrA(s)ds. • (1.16) 

Estas ecuaciones jugarán un papel muy importante en el estudio de la ecuación de Mat­
hieu. 

1.3 ECUACIONES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES 

Sea A una matriz n x n con. coeficientes constantes, y considere el correspondiente sistema 
homogéneo 

x' =Ax 
J 

t 
Si n= 1, es trivial que la solución es e1A. 

(1.17) 

Definición 1.3: el> es una matriz fundamental de (1.17) si sus columnas son soluciones 
linealmente independientes de (1.17). 

Teornma 1.5: Una matriz fundamental lJ? de (1.17) está dada por 

•Ji( t) = e1A, (itl < 00 ). 

y la solución ijJ de (1.17) que satisface 

<P(r) =e, (irl <;'. oo, 1e1 < oo). 

está dada por 

<P(t) = e<t-r)Ae, (itl < oo ). (1.18) 

Dem: Ya que e<1+At);t = e1AeAtA, se sigue fácilmente ele la definición de la derivada que 

(e1A)' = Ae'A 

Entonces la matriz definida por •1'(t) = e1A es una solución. Ya que <I>(O) = I, se sigue de 
lo anterior que clet <I>(t) = e1 TrA. Entonces lJ? es una matriz fundamental. • 
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E~ de interés investigar la forma de la matriz fundamental <}(t) = e1A, Sea J la forma 
canónica de A, dada por el teorema 1.3, y supongamos que P es uno. matriz constante 
no singular tal que 

AP=PJ. 

Entonces 

y J tiene la forma 

J = (Jo Ji O) 

o J. 

donde J0 es una matriz diagonal con la diagonal ..\1, ..\2,. .. , ..\q y 

(i=l,. .. ,s), 

se sigue que 

y es fácil de calcular que 

]· 
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1 

o 
Con J¡ una matriz de r; x r¡. 

Ya que Z; es nilpotente, tenemos que 

tr¡fl 

(r;-1)1 
tr¡-2 

(r;-2)! 

t 
1 

tZ· J z Zlt2 
e ' = + ¡t + 2! + · · · 

será un polinórnio. 
Supongúmos que P tiene como columnas los vectores p¡, p2, ... , Pn· Las columnas de <I>, 
las cuales son </11, </12, •.• , <Pn, hacen un conjunto den soluciones linealmente independien­
tes de x' = Ax. Ahora otra matriz fundamental del sistema está dada por 

de lo anterior obtenemos 

<P1(t) = é\ 1 p1, <P2(t) = e1
"

2 p 2, ... ,</Jq(t) = e1"•pq, 

</Jq+1(t) =e
1"•+1 Pq+1 

rPq+2(t) =e1'\•+1(tPq+1 + Pq+2) 

J. . (t) - t.\•+• p 'l'n-r,+1 -e n-r,+l 

57 



Ya que AP = P J, P1, ... , p,. satisfacen la relación 

Apq+l =Aq+1 Pq+1 

Apq+2 =Pq+i t Aq+1Pq+2 

APn-r,+1 ==Aq+sPn-r,+1 

i 
AJ>.n-r,+2 ==Pn-r,+l + Aq+•Pn-r,+2 

que se muestran solamente a manera de facilitar la lectura (ver apéndice II). 

1.4 SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES PERIÓDICOS 

Considere el sistema lineal homogéneo 

x' = A(t)x, (-oo < t <too). (1.19) 

donde A es una matriz de funciones continuas complejas, y 

A(t t T) = A(t) 

para alguna constante T /= O. En este caso (l. Hl) es llamado un sistema periódico 
y T un periodo de A. El resultado fundamental para tales sistemas consisten en la 
representación de una matri?. fundamental como el producto de una matriz periódica con 
el mismo periodo T y una matriz solución para un sistema con coeficientes constantes. 
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Teorema 1.6: (Teoría de Floquet) 

Si <I> es una matriz fundamental para (1.19), así también es W, donde 

w(t) = <li(t + T), (-oo < t < +oo). 

Col'l'espondiendo a cada <li, existe una matriz no singular P con periodo T, y una matriz 
c011stm1te R tal que 

(1.20) 

Dem: Ya que 

<li'(t) = A(t)<I>(t); (-oo < t < +oo), 

uno tiene 

IJ!'(t) == <li'(t + T) == A(t + T)<li(t + T) = A(t)\Il(t), 

lo que quiere decir que '1! también es una matriz fundamental. 

Ya que \II es una solución de (1.19) y det IJ!(t) = det <I>(t+T) =/=O, completa la demostración 
de que '11 es una matriz fundamental. Por lo tanto existe una matriz constante C (llamada 
comúnmente como la matriz de monodromía) tal que 

<I>(t + T) = <I>(t)C, 

(ya que ambas son matrices fundamentales) y además por la sección anterior, de la 
definición de logaritmo, existe una matriz constante R tal que 

Lo cual nos da 

<I>(t + T) = <I>(t)eTU. 

Sea P definida por 

P(t) = il'(t)e-tn. 

Entonces 

P(t + T) = iI>(t + T)e-(Wl')R = <li(t)eTile-(t+T)R = iI>(t)e-in:::: P(t). (1.21) 

Lo que demuestra que P es periódica en T. Ya que <l!(t) y e-IR son no singulares para 
-oo < t < oo, así P(t) es no singular. • 
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La importancia de este teorema es que la determinación de una matriz fundamental <I> 

sobre un intervalo de longitud T, por ejemplo O$ t $ T, nos conduce a la determinación 
de <I> sobre ( -oo, oo ). 

Por otra parte C está dada por q;-l (O)<I>(T) y R está dada por (log)/T, P(t) está 
determinada sobre (O, T). Sin embargo, ya que P(t) está determinada sobre (-oo, oo ), 
entonces <I> está determinada sobre (-oo, oo ). 

Si <P1 es otra matriz fundamental, ésta se puede escribir como 

<I> = <I>1x, 

donde x es una matriz constante. Ya que <I>(t + T) = <I>(t)eTR 

o 

<I>1(t + T) = <I>1(t)xern[1. 

Por lo tanto, toda matriz ftindamental <1> 1 determina una matriz xeTRx-1, la cual es 
semejruite ~ ern. Por otra parte, si x es una matriz constante no singular, existe una 
matriz fundamental <1> 1• En particular, el conjunto de todas las matrices fundamen­
tales de (1.lD) determina un único conjunto <le valores caraterísticos, a saber, los de 
e= eTR. Denotemos estos valores característicos por A¡,A2, ... ,,\,.,y llamemoslos los 
multiplicadores asociados a A. Ninguno de los multiplicadores puede ser cero ya que 
II;,\¡ = det (eTR) -:f. O (matriz no singular). Los valores característicos de R son llamados 
los exponentes característicos de A. 

Es de interés ver la forma explícita que tiene el conjunto de vectores solución. Sea x una 
matriz no singular tal que x-1 Rx = J tiene la forma canónica y pongamos <1>1 = <I>x, 
P1 = Px. Entonces de (1.20) uno tiene 

<I>1(t)=P1etJ¡ P1(t+T)=P1(t). (1.22) 

Por lo tanto, si los valores caraterísticos de R son Pi> e1J tendrá la forma 

donde 

etJº = 
(

e1

0

p, 

,J 
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y 

t' 
2i 1 

1 t 

(i = 1,2,. .. ,s,q + 'l:::r¡ = n). 

o 
Claramente ..\¡ = eTp;, y por lo tanto mientras p¡ no está determinada de manera única, 
su parte real si lo está. De (1.22) se sigue que las columnas de <I>1, ~¡, </12, •• ., ~n, las 
cuales forman un conjunto de n soluciones linealmente independientes de (1.19), son de 
la forma: 

~1(t) =e1
P• p 1, 

~2(t) =e1P'p2, 

~g+1(t) =e1P9+ipg+I 

~g+2(t) =e1P9+1 (tpg+1 + Pq+2) 

( 
t''•-1 . ) 

~n(t) =e
1
P9+• (r, - l)!Pn-r,+1 + • • · + tpn-1 + Pn , 

(1.23) 

done p¡, p2,. .. , Pn son las columnas periódicas de P1. De (1.22) es claro que si Re(p¡) < O 
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o equivalentemente l>-d < 1, entonces 

r/J;(t)--+0¡ (t--+oo), 

de manera exponencial. 

Si <I!(O) = I, tenemos por (1.20) que <I!(T) = eTR. Por otra parte los A¡ pueden ser 
pensados como los valores característicos de <I!(T) = <I!(Ot1 \I>(T). De esto y de (1.16) 
tenemos 

det\I>(T) = >.1>.2 •00 An = exp ¡T TrA(s)ds (1.24) 

De (1.24) se sigue que, si n-1 ele los A¡ son conocidos el otro está determinado. Finalmente 
damos una expresión para la suma de los exponentes caraterísticos que se deducen de la 
expresión anterior 

n l ¡T LPi = - TrA(t)dt, 
i=I J T o 

(1.25) 
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En la sección 2.1 se muestra la división del plano (a,{3), para la ecuación de Mathieu, 

en regiones de estabilidad e ine.stabilidad y, se establecen algunas propiedades de las 

curvas de transición, se expresan las relaciones de los coeficientes de Fourier mediante 

relaciones de recunencia. Estas relaciones de recurrencia entre los coeficientes se juntan 

para generar fracciones continuas. 

En la sección 2.2 se demuestra la analíticidad de estas fracciones continuas para las 

curvas de transición. El desarrollo de potencias de dichas curvas de transición se hace en 

la, sección 2.3 por dos métodos, uno es con el uso de las fracciones continuas y el otro es 

con perturbaciones, en ambos se obtienes las mismas expresiones y se mencionan los pros 

y los contras de cada método. 

En la sección 2.4 se obtienen las curvas en el plano a, {3 que nos representan soluciones 

periódicas y en la sección 2.5 se muestra que la región de estabilidad se llena con estas 

curvas. 

Por último, en la sección 2.G se usa el método de Poincaré-Linstedt para f3 pequeña, y se 

obtiene una expresión aproximada para las frecuencias. 

2.1 CURVAS DE TRANSICIÓN PARA LA ECUACIÓN DE MATHIEU 

2.1.a Regiones de estabilidad e inestabilidad 

La ecuación de Mnthieu (0.23) la podemos escribir en el siguiente sistema de ecuaciones 

G) = (-a + ~{3 cos 2t ~) ( ~) • (2.1) 

donde 

A(t) - ( O . 1) 
- -a + 2{3 cos 2t O 

es una matriz con entradas 7r periódicas. Por esto, tenemos un sistema lineal con coefi­

cientes periódicos y podemos utilizar los resultados de la teoría de Floquet obtenidos en 

la sección 1.4. 
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Será muy importante para el estudio de la estabilidad, ser capaz de decir para que a,/3 

habrá soluciones acotadas o no .acotadas así como cuando habrá soluciones periódicas. 

Como se verá mas adelante, las soluciones periódicas nos ayudarán a estudiar las regiones 

de estabilidad. 

Primeramente de (1.24) tenemos que el producto de los multiplicadores asociados a A(t) 

cumplen con 

µ1µ2 = exp{Tr L" A(s)ds} = exp{O} = 1, (2.2) 

de lo cual, el polinómio característico de la matriz de monodromía C es 

µ2 
- <f>(a,{3)µ + 1 =O, 

resolviendo, tenemos que las soluciones a ésta ecuación están dadas por 
J 

(2.3) 

Ahora, </J(a,(3) no es conocida explícitamente, pero podemos hacer las siguientes de­

ducciones usando la teoría de Floquet (sección 1.4). Por la dependencia respecto a los 

parámetros, la matriz fundamental es analítica en (a, /3) y por lo tanto también su traza, 

es decir <P( a, (3) es analítica en (a, /3). 

(i) </> > 2. Los multiplicadores son reales, diferentes y positivos. Por (2.2), uno de 

ellos, digamos µ1 = e"P1 es real mayor que uno, p1 = a > O, y µ2 = e"P2 es real menor 

que uno y por lo tanto p2 = -a < O. Por consiguiente, de (1.23) 

donde e¡, c2 son constantes y p1, p2 tienen periodo mínimo igual a 7í. La región (a, /3) 

tal que ijJ(a, (3) > 2, contiene por lo tanto soluciones no acotadas y la llamaremos la 

región inestable. De hecho, de la expresión anterior la única solución acotada es x( t) = O. 

(ii) </> = 2. Entonces de (2.3) ¡t1 = ¡12 = 1, p¡,p2 =O. En consecuencia ele (1.23) 

existe una solución ele periodo 7í sobre las curvas</>( a:, /3) = 2, la otra puede ser no acotada, 

pero se probará m1ís adelante que la otra solución es no acotada para ¡3 #- O. 
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(iii) -2 < </> < 2. Los multiplicadores son complejos, entonces de (2.3) µ2 = µ1• De 

esto y de ( 2.2) tenemos que 1µ1 I =:: jµ 2 I = l. Porlo tanto, tenemos que p 1 = iv, p2 = -iv 

con v real, y /Ll = eivrr. La solución general será de la forma 

Entonces todas las soluciones en la región -2 < <f>(cr,/3) < 2 son acotadas. Esta es 

llamada la región estable. Las soluciones son oscilantes, pero en general no periódicas, 

ya que dos frecuencias v y 2 están presentes. 

(iv) </> = -2. En este caso tenemos queµ¡ = ¡12 = -1, es decir p¡,p2 = i. Por 

(1.23) hay una solución de periodo 27í en cada punto de <f>(cr,(J) = -2, la otra solución 

puede ser no acotada, aunque se probará que la otra solución es no acotada para fJ f O. 

(v) </> < -2. En este casoµ¡ y µ2 son reales y negativos. Ya que también µ¡¡12 = 1, 
J 

la solución general es de la forma 

donde a> O y p¡, P2 tienen periodo 7í. Es importante notar que las soluciones tienen la 

forma alternativa, con µ 1 =-e",,. = e<a+ilrr, 

donde q1, q2 tienen periodo 27r. Como es de esperarse ésta es llamada la región inestable. 

De (i) y (v) puede verse que las curvas <le la forma 

e/>( cr, /3) = ±2, 

separan las regiones inestables (lc/>(cr,/3)1>2) <le las regiones estables (l</>(a,/3)1<2). 

No conocemos <f>(cr,(J) explicitamente, pero sabemos que las curvas con periodo ir, 27í 

dividen el plano cr, /3. Por lo tanto, sí podemos encontrar por algún método los valores cr, /3 
para los cuales tales soluciones periódicas pueden ocurrir, habremos también eucont.ra<lo 

las fronteras entre Ja región estable y la inestable. Estas fronteras son llamadas ]as 

curvas de trnnsición, en Ju Fig 2.1 se ejemplifica como podrían verse las regiones y la 

curva de transición. 
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lne<;tablc 

~ Soluciones no acotadas 
l=:::J Soluciones acotadas 

Curvas de ttansicion 

Fig 2.1 

Para (J = O, de las soluciones a la ecuaci<ín x" + ax = O, es inmediato ver que a < O 
s 

pertenece a la región inestable y a ~ O a la región estable. También si a = n2 , para algún 

entero n, entonces las soluciones son 2ir-periódicus, de hecho ir-periódicas en el caso que 

n sea par y 2ir-pcriódicas si n es impar. Por lo tanto ~(2p, O) = -2, rp(2p + 1, O) = 2. 

Por lo tanto si uno toma el eje de las a's y sigue el movimiento de los multiplicadores de 

Floquct, uno ve lo siguiente en el plano complejo 

+•• a<O a=O O<a<l 

•••• a•I l<a<4 «•4 

Fig 2.2 

y para a > 4, los multiplicadores siguen dando vueltas sobre el circulo unitario, generando 

soluciones 2ir-periódicas cada vez que a está en (2p + 1 )2 y ir-periódicas cada vez que a 
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está en 4p2
• 

Para {J pequeño, µ1 y µ2 deben comportarse ele manera continua con respecto a {J y uno 

espera, por lo menos para a =/= n 2 , un comportamiento similar. 

2.1.b Curvas de transición 

A manera ele facilitar la lectura, la ecuación de Mathieu que se está considerando tiene 

la forma 

x +(a -2{Jcos2t)x =O, 

que es una ecuación diferencial lineal ordinaria, <le orden <los y no autónoma. 

Sabemos d11 la sección antcriór que las curvas de transición tienen como característica 

que dan soluciones a la ecuación de Mathieu con periodos 71" y 271", y no existen otras 

curvas fuera de estas con estos periodos. 

Entonces nuestro objetivo es determinar alguna relación que nos permita construir estas 

curvas. Para esto, pongamos a la función 271"-periódica x(t) como una serie de Fourier 

00 

x(t) = 2:::: émémt (2.4) 
m=-oo 

y sustituyámosla en la ecuación de Mathieu 

(2.5) 

agrupando en potencias de eit 

00 

2:::: {(a - m2)érn -{J(érn-2 + Órn+i)} eimt =O (2.6) 
m=-oo 

Como el conjunto de funciones { cirnt} forman uno. base ¡mm el conjunto de las funciones 

27r·periódicas y continuas por partesl//ol, la expresión anterior se cumple solamente sí 

(2.7) 
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es decir, el coeficiente de cada eimt es cero. 

Como x( t) E IR, x( t) = x( t), tenemos de (2. 7) 

00 00 L 6meiml = L bme-imt. 
m=-oo m=-oo 

Para que se cumpla ésta, debemos de tener que los coeficientes de cada eimt en ambos 

miembros de la igualdad sean iguales, es decir 

(2.8) 

en particular tendremos que 60 E IR. 

Poniendo 60 = 2Ao y 6m = Am + iBm, m > O¡ (2.8) nos dará que A-m = Am y 

B-m = -Bni para m > O. Poy lo cual, de (2.7) para m > O: 
1 

(2.9) 

(2.10) 

Que son los coeficientes de cos mt y sen mt que aparecen directamente de la ecuación 

diferencial de Mathieu. 

Veamos que nos da la ecuación (2. 7) con m=O: 

Sustituyendo m directamente en la ecuación 

la cual se transforma en 

aAo - /3A2 = O, (2.11) 

ya que ésta corresponde al término constante en la serie de la ecuación de Mathieu. 

m=l: 

Ahora tenemos que (2. 7) se desdobla en las siguientes dos ecuaciones 
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(a:-:- l)A1 - {3(A1 + Aa) =O; (2.12) 

(a: - l)B1-: {3(-B1 + Ba) =O, (2.13) 

los coeficientes para cos t y sen t en la ecuación diferencial de Mathicu respectivamente. 

m=2: 

Haciendo lo mismo que en el caso anterior, tenemos 

(a: - 4)A2 - {3(2Ao + A4) =O; (2.14) 

(a: -4)B2 -(3B.¡ =O, (2.15) 

coeficientes para la ecuación de Mathieu correspondientes a cos2t y sen2t. 

Por otra parte 

(2.16) 

lo cual implica que (2.4) se puede escribir como 

00 00 

x(t) = 2Ao + 2 L Am cos mt - 2 L B111 sen mt. (2.17) 
m=l m=l 

Las ecuaciones (2.9)-(2.15) muestran una relación entre los coeficientes de los términos 

de la serie de Fouricr de x(t). Esta relación apnrccc como una rclacirín rlc rcc'llrrcncia, la 

cual se obtiene directamente de (2.9) y (2.10). 

Am {3 
Am±2 = (a: - m2) - pAm:r.2 

Am ' m 2:: 3. 
Bm {3 

fl111±2 = (a:_ m 2 ) _ (311'""'' 
llm 
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el signo± aparece porque, dependiendo de la et con que empecemos, se necesitará "avan­

zar" y "retroceder" para expresar a ésta como una fracción continua, como se verá mas 

adelante. Para poder hacer esto es necesario estar seguro de que A111 :f. O, B,,. :f. O Vm. 

Queda claro que hay cuatro relaciones gc11cruudo lus sucesiones {A211 }, {A211+1}, {B211 } y 

{ B211+1} y que si en una de estas dos términos consecutivos, por ejemplo A2n y A2n+2 son 

cero entonces toda la sucesión es O, si (J :f. O: en efecto A2n+1 = O, ek .. 1 A2n-2 = O,···. 

Pero se puede decir más, como veremos enseguida. 

Lema 2.1: Dado et existe una vecindad, J(JJ ::::; e( et), tal que si (J :f. O, entonces todos los 

elementos de una sucesión son diferentes de O o todos son O. Si et no está en una vecindad 

de m2 , entonces las 4 sucesiones son O. 
J 

Dem: Dad6 que la prueba es la misma en las cuatro sucesiones, sólo trataremos el caso 

{A211 }. Podemos escribir (2.9), (2.11) y (2.14) en la forma 

[

a -4n2 

-(J 
o 

o 

-(J 
et -4(n+ 1)2 

o 
-(J 

-(J l [ A2n l [ A2n-2 l A211t2 O 

o - 4(! + p)' A,,,+,, = p ~'"~"H 
donde, si n = O, se reemplaza el elemento de la primera columna y segundo renglón por 

-2(3 y A2n-2i del lado derecho por O, es decir, definiendo A-2 =O. 

Sea An,p la matriz diagonal (et - 4n2
, ... , a - 4( n + p )2 ), y J n,p la matriz con 1 's al lado 

de la diagonal y O en lo demás, entonces tenemos 

( 

A2n ) ( A2n-2 ) A2u+i O 
(An,p - fJJn,p) ; = fJ ; 

A211+211-2 O 
A2nt2v A211+2p 

Si a .¡. 4n2 , ••• , 4( n + p )2
, entonces An,¡i es invertible, y, para (J pequeño también lo será 

An,p-(JJ,.,p = A11 ,p(I -(JA;,~,J11 ,p), con inversa (I + (JA;,~J11 ,p + (J2 (A;,~J11 , 1,)2 + ... )A;,~ 
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donde la serie geométrica es convergente si ll /3A;;,~Jn,p 11< 1, lo cual será cierto si l/31 < 
llA;;-,~ l~llJn,p 11 . Es facil ver que 11.Jn,p 11$ 2 y que 11 A;,~ 11;,,; minJa-¡(n+kl21' k = O,. . ., p. 

Entonces 

( 

A211 J ( A2n-2 J A2n+2 O 

· = f3 (An,p - f3Jn,p)- 1 
, si 

A2~+2v A2n~2p+2 

min 
lf31 $ 2'ª - 4(n + w1. 

Utilizando esto, comencemos la prueba propiamente dicha del lema. Supongamos que 

A2n. =O, n0 :2: O. Si a no es vecino a 0,4, 16, · · · ,4(n0 -1)2, entonces 

) ( 1: ) = ( A-2~ = O ) 

A2no-2 A2no = O 

( 

a -/3 I 

i -2(3 a - 4 -(3 
O -/3 a -16 -(3 

como la matriz (Ao,n 0 - f3Jo,n.) es invertiple, Ao," · ,A2n.-2 =O y toda la sucesión es 

cero, ya que A2n.-2 = A2n. = O. 

Si u está en una vecindad de 4m~ con O $ m0 $ no - 1, tendremos que A01 ,. 0 ya no es 

invertible, y por lo tanto habrá que dar un argumento diferente al anterior. Sabemos que 

(An0+1,p -f3Jn0 +1,p) es invertible, entonces 

( 

A2no+2 ) ( A2n
0 = O ) A2no+4 O 

: = f3(Ano+l,p -f3Jno+1,pf
1 

: , 

A2no+2p fhno+2p+2 

esto implica que 

usando el hecho que 
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ll (A,..+t,p - f3Jno+t,p).-
1 

11:511 A;;:+t,p ll l - lf31 ll A_; J 11 • 
no+l,p no+l,p 

Como esto debe ser cierto para todo p y que la convergencia de la serie requiere de 

A2no+2P+2 -; O si p-+ co, esto implica que A2no+2 es arbitrariamente chico, por lo tanto 

A2no+2 = O y la suceción es cero. 

Si a es vecino a O, entonces si la serie para {A2n+1} es convergente, el mismo argumento, 

con A2n+1-; O cuando n-> oo, implica que {A2 11+1} =O, y de modo similar {B2n+i} = 
O= {B2n}· 

Volviendo al primer caso, si a no está en una vecindad de 4m2
, se puede recuperar el 

resultado, {A2n} =O, con el argumento anterior. Tomando Ao,2p, con p arbitrariamente 

grande se tiene que, usando el mismo argumento, {A2,.} =O. 
, 

Más generafmcnte, si a es vecino a 4m2 entonces {A2u+d =O y {B2n+d =O. Si a es 

vecino a (2m + 1)2 entonces {A2n} = {B2n} = O. En el primer caso la solución es rr­

perió<lica y se escribe como x( t) = 2Ao + 2 l: A2n cos 2nt - 2 I; B2,. scn 2nt, con A2n =/: O 

o A2n =O Vn, B2n =/: O o B2,. =O Vn, en el segundo caso, la solución es 2rr-periódica y 
' se escribe como x(t) = 2I;A2 11+1 cos(2n + l)t- 2I;A2n+1 scn(2n + l)t. • 

Supongamos que a esté vecino a 4m2 y f3 vecino a O. Entonces podemos escribir (2.9) en 

la forma siguiente 

(Ao,m-1 - fJJo,m-1) ( ~~ ) = f3 ( : ) 
A2m-4 O 
A2m-2 A2m 
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En este caso las matrices son invertibles, como se acabó de ver, si por ejemplo 

ia-4m2 
J :::; 4m-1, 1/31 ~ 1, entonces Ao, ... A2m-2, son funciones lineales de /3A2m, es de-

cir A2m-2k = ª-k( a, /3)/3A2m, y A2m+2i ... son funciones lineales de /3A2m y /1A2m+2P+2· 

Como las cotas son independientes de p y A2m+2p+2 -> O cuando p -> oo, uno tiene que 

A2m+2k = ak(a, {3){3A2m. Este paso se puede justificar con un poco de análisis funcional, 

(como se verá más adelante). Por lo tanto el problema se reduce a una sóla ecuación: 

Si A2m = O, ya vimos que A2n = O para todo n, entonces se tiene la "ecuación de 

bifurcación": 

a - 4m2 
- {32(a-1 (a, /3) + a1 (a, /3)) = G(a,{l). 

Como G(m2 ,0) ==O, G 0 (m2 ,0) = 1, Gp(m2 ,0) =O, uno puede usar el teorema de 

la función implícita y probar que existe una única curva, cerca de ( m2 , O), de la forma 

a= a(/3), tal que G(a(/1), {3) =O. 

Veremos más adelante una manera eficiente, con fracciones continuas, de calcular los 

coeficientes a±1 (a, /1). Por aliora demos un poco de análisis funcional. 

El método que acabamos de desarrollar es un caso particular del método de Liapunov­

Schmidt. Este se puede plantear en la siguiente forma: Sea L~er[O, 27r] el espacio de las 

funciones periódicas de cuadrado integrable, el cual se puede identificar con el espacio 

de sucesiones Ón E(:, con Ó-n = hn y L:~oo J6nl 2 < oo y el producto escalar usual. Sea 

también H~erf0,27r] = {L:'.'.'.'00 óneint, 6-n = Sn, L:'.'.'.'00 n4 lónl 2 < oo}. Sea L0 ,px el o­

perador lineal La,px = x" +(a-2/1cos2t)x, considerado como operador de ni.r[D, 27r] en 

L~er[O, 27rj y dado, al nivel de los coeficientes de Fourier, por las relaciones de (2.9). Dado 

que cos2t es una función par en t, es facil ver que si x(t) es par (impar respectivamente), 

entonces L 0 ,px es par (respectivamente impar). Por lo tanto uno puede descomponer L2 

con L~ El) L~, correspondiente a las funciones pares (las An) y las funciones impares (las 

Bn) y H2 como n; EB Hf. Entones Lo,/J manda n; en L~ y Hf en L~. Finalmente L~ 

puede también descomponerse en L~,o $ L~,1 donde L~,o corresponde a las funciones 71"­

perió<licas (generadas por A2n) y su complemento ortogonal L~, 1 (generado por A2 11+i) 

y las descomposiciones correspondientes para L~ y H[. Es inmediato comprobar que 
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La,P manda H;,0 en L~,0 , n;,1 en L~, 1 , Hl,0 en L~,o y Hl,1 en L~,1 (también se puede ver 

esto usando los coeficientes de Fourier y las cuatro sucesiones). Los siguientes hechos son 

inmediatos: 

1) La,p es continuo (es decir acotado) como operador de H2 en L2 , 

2)La,p es autoadjunto con respecto al producto escalar de L2 , 

3) La dimensión de ker La,p es a lo más 2 (a lo más dos soluciones linealmente indepen­

dientes y 211"-periódicas de la ecuación de Mathieu), 

4) Alternativa de Fredholm: la ecuación La,px = f, con f E L~er[O, 211"], tiene solución sí 

y solo sí fes ortogonal a kerLa,p, (en efecto (Lx,v) = (x,Lv) = (f,v) =O si Lx = f 

y Lv = O, por lo tanto f es ortogonal a La,P· Al revés, la fórmula de variación de 

parámetros da una solución particular en H2 si f está en L2 ). 

5) La,p es un operador de Fredholm de H2 a12, es decir dim(ker La,p) < oo, Rango(L0 ,p) 

es cerrado y de codimensión finita. La diferencia de esas dimensiones, el índice de La,/J, 

es O. 

6) Se puede complementar ker L0 ,p por RangoLa,P íl H 2 en H2 y por RangoLa,p en L2 

y La,p restringido a RangoLa,P íl H 2 es un operador invert.ible sobre RangoLa,P· Sea 

Ka,p el inverso y sea 'P la proyección, ortogonal en L2 , de L2 sobre ker La,P· Entonces 

la ecuación La,fJX = f, se descompone en dos ecuaciones, escribiendo x = xo + x1 con 

xo = 'Px, X1 = (I - 'P)x: La,p(xo + x1) = 'P f + (I - 'P)f = La,pX1, es decir 

'Pf =o 
X1 = Ka,p(l - 'P)f 

Recuperarnos así la alternativa de Fredholm, con este método de proyección, el método 

de Liapunov-Schmidt. 

7) Supongamos que ker La0 ,p0 es conocido, entonces podemos escribir 

La,pX = La0 ,p0 X +(a - ao - 2(/3 - f3o) cos 2t)x. 

Usando la proyección sobre ker L00 ,p0 y RangoL00,p0 , se tiene 

(a - ao)xo - 2((3- f3o)'P(cos2t(xo + x1)) =O, 
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x1 +(a - ao)Kcr0 ,p0 X¡ - 2((3- f3o)(I - P)[cos2t(xo + x1)] =O. 

Podemos aplicar el teorema de la función implícita a la segunda ecuación y obtener 

x1 =X¡ (xo, a, (3) como única solución, con x1(xo,ao,f30) =O. De hecho, dada la unicidad 

y la linealidad, x1(txo, a,(3) = tx1(xo, a, (3). El problema es entonces equivalente, en una 

vedndad de (O, a 0 , (30 ) a la ecuación de bifurcación 

(a-ao)xo -2(f3-f3o)P[cos2t(xo +x1(xo,a,f3))] =O 

Queda claro que esta manera de hacer las cosas funciona también para cada uno de los 

operadores definidos sobre los cuatro espacios que configuran L2, es decir L;,0, L;,1, L;,0, 

L;,I. 

Por ejemplo si tomamos ªº = 4m2
, /30 = O, entonces xo = 2A2m cos 2mt, P( cos 2tx0) = O 

y P(cos 2tx1) = (A2m-2"1-A2m+2) cos 2mt, con A2m-2(a,f3)+A2m+2(a,f3) = a-1(a,f3)f3+ 

a1 (a, f3)f3 y la ecuación de bifurcación es la que ya encontramos. Si f3 f= O, entonces x0 

se puede expresar como una serie (en cos2nt en el ejemplo anterior) y la ecuación de 

bifurcación será más complicada. Sin embargo se puede probar lo siguiente: 

Lema 2.2: Si f3o -:/= O, sea Lcr0 ,p0 el operador Lcr0 ,p0 restringido a uno de los 4 espacios, 

entonces dim(ker Lcr0 ,p0 ) ::; 1 y existe p(ao, f3o) tal que los coeficientes de Fourier de Xo 

son todos diferentes de O, a partir de p, o Xo =:O, para xo en ker Lcro,Po· 

Dem: Tomemos esta vez el ejemplo de Lp,o, generado por {cos2nt}. Si A2n =O, para 

una sucesión de n's tendiendo a oo, entonces tenemos 

donde usamos el mismo argumento que antes, al tomar una matriz "infinita", es decir, 

tomando matrices cada vez más grandes como aproximación a los operadores respectivos. 

Ahora si n es tan grande que en An+l,oo - f3Jn+1,oo dominan los términos diagonales 

-4( n + 1 + k )2 , entonces este operador es invertible, y tenemos A2n+2 = ... = O, y por 

lo menos dos términos consecutivos son O, por lo tanto x0 = O si (30 f= O. 
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Si hay dos elementos Xo y Xo en ker L00 ,p0 , con coeficientes A2n y A2n, entonces, tom!Índb 

no ;::: p( ero, /30 ), se tiene A2no + kA2n0 = O, para k = -S1
2

" • Por lo anterior xo + kxo = O, 
· I 2no 

y hay sólo una solución linealmente independiente. • 

Notamos además que 

implica que A2no+2 = f3a( ero, /30 )A2no y, por lo tanto las otras relaciones se escriben 

(Ao,n 0 - f3Jo,11 0 ) ( ~ ) =O, 
, A2no 

1 
donde Áo,110 difiere de Ao,no sólo en el último renglón y en la última columna donde 

ao - 4n5 es reemplazado por ao - 4n5 - /32 a( ao, /30 ). Se tiene entonces que Ao,n0 - /30 Jo,n 0 

tiene un núcleo de dimensión l. Cambiando Ao por Ao = 2Ao, tenemos 

Como esta matriz es simétrica y O es un cero simple, tenemos, para (a, /3) vecinos a 

(ao,/30). 

det(>.,a,/3) = det(>.I-Ao,n 0 (a,/3)-/3Jo,n 0(a,/3)) = (A->.o(a,/3)) TI(>.- A¡(a,/3)) 

con>.;( a 0 ,/30) # O, para i ;::: 1, >. 0( ao, /30) =O y >.o( a, /3) es una función suave de (a, /3), <le 

hecho analítica: con el método de la función implfcita, para variable compleja y series, que 

se verá más adelante, es fácil probar que a0 ,p es analítica. Por lo tanto el determinante, 

como función de (>.,a,/3) es analítico. Como >.o(ao,/30) es un cero simple se tiene que 

la derivada parcial <le! determina te con respecto a >. y evaluada en (>.o( ao, /30 ), a 0, /30) 

es diferente de cero. Por lo tanto, por el teorema <le la función implícita, la ecuación 

77 



det(..\,a,,B) =O, se resuelve de manera única para..\= ..\0 (a,,B) con ..\0(a0,,B0) '=O, la 

curva de transición se encuentra, cerca de (a0,,80), al resolver >.0(a,,B) =O. 

Notese que para A2n+1 1 B2n+1 y B2,,, las matrices correspondientes son simétricas y que 

An0 +1,oo es la misma para {A2n} y {B2n}, así como para {A2n+1} y {B2n+i}· Por lo 

tanto a2n 0 es el mismo para {A2n} y {B2 71}, mientras que a2no+l es para {A2n+iJ y 

{B2n+d· 

Usando el lema anterior, el núcleo es de dimensión 1, y x0 = tx0 para cualquier x0 

en ker La,/J· Como x1 (x0 , a, ,B) es lineal en t, la ecuación de bifurcación se reduce a la 

ecuación siguiente, para t f= O, para a y ,B: 

a -a0 - 2(,8-,80 ) fo 2

" cos2t(x~ + x0 x1(x0 ,a,,B))dt = H(a,,B) =O. 

Con x1(x0 ,a0 ,,B0 ) =O y la proyección P sobre x0 : Py = x0 f0
2

" y(t)x0 (t) dt, normali-
~ 

zando xo de tal forma que fo
2

" xiidt = l. 

Como Ha(exo, .Bo) = 1, Hp(ao,.Bo) = -2 J~" cos 2txiidt, podemos resolver localmente esta 

ecuación para ex = ex(,B) analítica en (J, aplicando otra vez el teorema de la función 

implícita compleja, con a'(fJo) = 2f0
2

" cos2txiidt. 

Si Xo = 2 E A2n cos 2nt (por ejemplo), con todos los A,, f= O y f3o f= O, y 4ir E~ A~11 = 1, 

entonces es facil ver que ex'(.Bo) = E A2n(A2n-l +A2n+2)· Si xo = 2 E A2n+1 cos(2n+ l)t, 

entonces ex'(fJo) =E A2n+I(A2n-1 + A2n+a) y lo mismo para B2n y B2n+l· 

Este argumento funciona también para .Bo = O, con Xo = ~ cos 2110 t y ao = 4n~, 

ó Xo = ~cos(2n0 + l)t y ao = (2no + 1)2
, o xo = ~sen2not y ao = 4no, o 

xo = ~sen (2no + l)t y ao = (2no + 1). 

En ese caso a'(O) excepto pando=~ cost, con a'(O) = 1 (A-1 = Ai) y xo = ~sent 

con a'(O) = -1 (B-1 = -B1). 

Finalmente queda claro que, debido al Teorema de la Función Implícita, cada curva de 

transición queda definida para todo fJ (un argumento por contradicción implica que no 

pueden terminar) y que toca al eje ex en 4116 o (2no + 1)2
• Además, dentro de cada 

espacio, dos curvas de transición no se cortan. Hemos probado la primera parte del 

siguiente resultado. 

Teorema 2.1: Si x0 es u11a solución periódica de la ecuación de M11tl1ieu de periódo ir 

78 



ESTA TESIS "9 DEBE 
SAUI BE LA BIBLIOTECA 

(respectivamente 271") par (impar), entonces existe una única curva analítica ap;u(/3), 

respectivamente O'.p,1 (/3), o a;,o(/3) respectivamente a;,1 (/3), definida para todo /3 y pasan­

do por a = 4n5, /3 = O para las soluciones 11"-periódicas y por (2no + 1 )2 para las soluciones 

211"-periódicas. Además ap,o(-/3) = O'.p,o(/3), a;,o(-/3) = a;,o(/3); O'.p,1(-/3) = a;,1 (/3) y, 

dentro de una de las cuatro categorías, dos de estas curvas no se cruzan. Finalmente el 

número de ceros de x0(t) entl'e O y 2~ es constante sobre la curva de transición, igual a 

2no para las funciones pares y la curva que pasa por ( nii, O), y a 2no -1 para las funciones 

impares. 

Dem: Falta probar las simetrías y los ceros. Sea x(t) solución de la ecuación de 

Mathieu x11 (t)+(a-~{3cos2t)x(t) =O. Tomamos y(t) = x(t+'ll"/2), entonces y11(t)+(a+ 

/3 cos 2t)y(t) =O, es decir y(t) es solución para (a,-{3). Además y(t) tiene la misma pe­

riodicidad que x(t). Si x(t) = 22:;;;" A2ncos2nt, entonces y(t) = 2¿:(-l)nA2ncos2nt 

y pertenec~ también a Hp,o j por lo tanto a 1,,0(-/3) = ap,o(/3) ya que estos dos pedazos 

de la curva deben reunirse en ap,o(O) = 4nii. Del mismo modo si x(t) = 2 ¿~ B2n sen 2nt 

entonces y(t) = 2 l:~(-1)" B2nsen 2nt. También si x(t) = 2 2::: A2n+1 cos(2n + l)t se 

tendrá que y(t) = 2¿;~ sen(2n + l)t pertenece a H;,1 y a:;,1(-/3) = a:p,1(/3). 

Para los ceros basta ver que la ecuación de bifurcación es independiente de t y que 

x1(tx0 ,a,/3) = tx¡(x0 ,a,{3) es analítico en a: y {3. Por lo tanto x(t), sobre la curva de 

transición a = a:(/3), es una función analítica de (a, /3) y por lo tanto de /3. Ahora bien x( t) 

tiene todos sus ceros simples (un cero doble implica que el problema de valores iniciales 

en ese cero, es con x(t0 ) = x'(t0 ) = O, y por la unicidad de la solución a la ecuación 

diferencial, tendríamos x(t):: O). Esto implíca que el número de ceros se conserva sobre 

cada curvn. de transición y basta calcularlos para cos n0 t o sen n0 t, en f3 = O. Probaremos 

más adelante que las curvas de transición no se cortan. • 

Parte del teorema 2.1 es couocida: el comportamiento de los ceroH es cl1ísico ¡iam el 

problema de Sturm-Liouvillc (Ahrnmowitz, [Ab], pg 724), el hecho que las curv1Lq no se 

cortan para f3 pequeño (se usará este argumento mtis adclante:[Ab] 20.2.21-20.2.23) y que 

el núcleo es de dimensión 1 ([Ab] pg 724). Las propiedades de simetría estás mencionadas 

en [Ab] pg 728 y en Meixner-Shafke, [M-S], pgs 99 y 133. Que uno obtenga curvas 

continuas se puede probar usando las propiedades espectrales como en el Coddington y 

Levinson, pg 2UJ. Sin embargo, el uso del método de Liapuuov-Schmidt parece novedoso 
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en este contexto. La analíticidad global está probada en [M-S], pg 133, con métodos más 

sofisticados de analísis funcional. 

Encontremos ahora las expresiones en fracciones continuas para las curvas de transición. 

La ecuación (2.11) nos da una relación entre los coeficientes de Fourier, si Ao =f. O, 

a su vez de (2.14), 4; es 

A2 a=/3-, 
Ao 

A2 2/3 
Ao = (a-4)-/3;1;' 

que sustituyendo en la ecuación anterior nos da 

2/32 
a= A ' (a-4)-/3% 

aplicando (2.18) de manera repetida tenemos 

2/32 
a=-----~,--~ 

(a -4) - fJ• ' 
(a-16)-.I!!. 

(2.19) 

donde tenemos una relación entre a y {3, la cual nos determina la curva de transición que 

parte de (J = O, a = O. 

Como se vió, (2.19) determinará una solución ir-periódica par, poniendo en la serie (2.17) 

B; = O y A2i+l = O, ya que ésLe es el único con su serie convergente. 

Hagamos lo mismo para las curvas que parten de f3 =O, a= l. De (2.12), si A1 =f. O, 

Aa 
a= 1 + f3 + (J-

A1 
nuevamente aplicando {2.18) de manera repetida tenemos 

(32 
a= 1 + f3 + f!• 

(a -!l)- ' (n-2~)-.I!!. 

(2.20) 

que es la curva de transición para soluciones pares y 2ir-pericídicas, al tomar B; = O y 

A2i =O en (2.17). Repitiendo el mismo procedimiento, con (2.13) se tiene, si B1 =f. O, 
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la cual, por (2.18) 

B3 
a= 1-{3 + {3-

B1 

[32 
a=l-{3+ p2 

(a - 9)­
(o-25)-1!. 

(2.21) 

que es una curva de transición para soluciones impares y 2ir-periódicas, poniendo A¡ = O 

y B2¡ =O en (2.17). 

De manera análoga tenemos que las dos curvas de transición que salen de f3 = O, a = 4, 

si A2 -:f:. O, son: 

2{32 {32 
a=4+-+ p2 

a (a -16) - 2 (o-36)-E.. 

que corresponde a las soluciones pares y ir-periódicas (A2;+1 =O, B¡ =O) y 

(32 
a=4+ 132 (a -16)­

(o-36)-1!. 

(2.22) 

(2.23) 

correspondiente a las soluciones impares y ir-periódicas (A¡= O, B2i+I =O) . 

Finalmente, de (2.9) y (2.10) tenemos que las curvas que se originan en f3 =O, a = m2 

para m;::: 3 están dadas por, si Am -:f:. O, 

2 {3 (Am-2 Am+2) a=m + -A +-A ' 
m m 

pero por (2.18) esta última se transforma en 

a: - m2 + ( f3 + f3 ) 
- {3 (a - (m - 2)2) - f3'11m-• (a: - (m + 2)2) - {3AmH ' 

1 m-2 Am+2 

la cual está bien definida ya que a es cercana a m2 cuando f3 ~ O. Haciendo esto de 

manera repetida y suponiendo que m es impar tenemos que 
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/P 
a= m

2+ . . .· p• 
(a-::- (m- 2)2

) - (<>-(m-4)2)--· --"-p_2 _ 

•• ·- 2 a-P1-p 

+ (~-(m.+2)2)- 11• u -,,.-_-,-m~+~4-)2_) ___ E._~2 

. (32 

Esta ecm1ción surge de los coeficientes Arn con m impar, por esto, los a, {3 que la cumplan 

ciarán soluciones ele la ecuación de Mathieu 2ir-periódicas pares, al tomar A2; = O y B; = O 

en (2.17). 

Cabe señalar que esta ecuación relaciona a todos los coeficientes de la expansión, y se 

reduce a pedir que a y f3 cumplan tal expresión; es decir, para tener soluciones con 

periodos ir y 2ir, a y f3 no pueden ser cualquier punto en el plano. Los a, f3 que satisfacen 

ésta, determinan una curva, la curva de transición que se definió en la sección anterior. 

Las cuatro expresiones que se obtienen considerando los coeficientes A, B y la paridad 

ele m se muestran enseguida: 

Curvas de transición para soluciones 2ir-periódicas: (m = 2n + 1, 1 :5 n EN) 

(32 
a= m2+ 2 

(a - (m - 2)2 ) - 11 p• 
(a-(m-4)2)--~---

.. 2 
a-pl-íJ (2.24) 

(32 
+ (J2 

(a-(m+2)2)- p2 
(o-(m+t)2)--

que nos dará soluciones pares de (2.17) tomando A2¡ = O, B¡ = O. 
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(32 
a= m2+--------'---------

(a - (m - 2)2 ) - ---'----""-P2-~--
. (a...;(m...;4)2) 

(32 

•- (a-9)--1!_ 
a~l+~ 

+ . p2 
(a - (m + 2)

2
)- (a-(mt4)'l-e 

que nos dará una soluciones impares de (2.17) tomando A; = O, B2¡ = O. 

Curvas de transición para soluciones ir-periódicas: (m = 2n, 2 ~ n EN) 

(32 
a= m2+--------------­P' (a - (m - 2)2) - ---~----­

("'-(m-4)2) 
p2 

(•-•)-~ 
(32 

+ !3' 
(a - (m + 2)2) - ("'-(mHJ2l-e 

que nos entregará soluciones pares de (2.17) poniendo A2¡+I = O, B; = O. 

(32 
a - m2+--------'---------

- (a - ( m - 2 )2) - -,"'---( m---4-)'_) __ P._'-~--

P' 
(n-16)-?. 

+ {P 
(a - (m + 2)2)- ("'-(mt4)')-e 

que nos entregará soluciones impares <le (2.17) poniendo A; = O, B2it1 = O. 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

Si a es vecino a m2 = (2n + 1 )2 , vimos que A2; = B2¡ = O y que si A2it1 =/=O para algún 

i, entonces A2p+1 f= O Vp, y a queda determinado por (2.24), mientras que si B2i+1 f= O 

para nlgi'm i, entoccs B2p+1 f= O Vp, y a queda determinado por (2.25). 

Por lo tanto si pnra alg1ín (a,(3) ~ ((2n + 1)2 ,0) hay una solución con A2;+1 f= O y 

ll2jt1 f= O para algún i y j, entonces (a,(3) pertenece a la intersección de lns dos curvas 

de transición que salen <le ((2n + 1 )2 , O) y ciadas por (2.24) y (2.25). Por lo tanto 
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de lo cual se deduce que et -1-{3 = a -1 + (:J, es decir (:J = O y la única intersección de las 

curvas para f3 ~O es f3 =O, a= m 2
• Por lo tanto para (2.24) uno tiene que B2;+1 =O y 

para (2.25) que A2;+1 = O. Esto implica que la otra solución sobre la curva de transición 

es no acotada y crece como t (si fuera acotada por el teorema de Floquet sería periódica). 

Para (2.26) y (2.27), la intersección de las dos curvas de transición daría a - 4- 2/32 /et = 
et -4, es decir (:J = O, con los mismos resultados. El hecho que las curvas no se intersecten 

para todo f3 -:/:: O, será probado más adelante. 

2.2 ANÁLISIS DE CONVERGENCIA PARA LAS 

CURVAS DE TRANSICIÓN Y SOLUCIONES 

En estas ecuaciones ((2.19)-(2.27)), aparecen a, f3 implícitamente, nos gustaría despejar 

a en términos <le f3 para poder tener un dibujo de las curvas¡ y si esto no es posible, por 

lo menos poder dar una aproximación de et dada una (:J. 

Para hacer esto definamos la siguiente función "cortada" de (2.24) (ésta fue elegida de 

manera arbitraria) que pudo haber sido cualquier otra de estas ecuaciones. 

{32 
Fk(a {3) = et - m2

- ----------..,.,,..----
, (a - (m - 2)2 ) - ¡!2 

(a-(m-4)2)- P
2 

·. ·- .!1'-/J 
(2.28) 

(a - (m + 2)2) - t!' 
(a-(m+4)2) -~--

donde suponemos que a, fJ E CD: Fk es el cociente ele <los polinomios en a y (:J. 

Enunciamos enseguida el teorema <le la funci<Ín implícita sólo con fines explicativos: 
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Teorema 2.2: (Teorema de la función implícita)[Ma] 

Si F(z,w) es una función de dos variables complejas analítica en el recinto lz - zol <r, 

lw - wol < p y satisface las condiciones 

F(zo, wo) ==O; é>F(zo, wo) =/=O, 
aw (2.29) 

entonces, e11 cierto entomo lz - zol < r' < r, lw - wol < p1 < p del punto (zo,wo), 

la ecuación F(z, w) = O tiene para cada z una raíz w(z) y sólo una. Esta raíz es una 

función uniforme y analítica en el círculo lz- zol < r' y representa una función implícita, 

determinada por la ecuación F( z, w) = O, y por la condición suplementaria w( z0 ) = w0 • 

Además r';::: r(p:fu)2, donde c:::: max!F(z,w)l/l~~(zo,wo)j con lz-zol::; r, lw­

w01 :=; p. Ln demostración de la estimación sobre r', la cual no es usual, se dará en el 

apéndice Ill. 

Procedamos a demostrar que (2.28) cumple con este teorema. Antes de pasar a mostrar 

que Fk(a,fJ) es analítica primero exhibamos que cumple (2.29). 

Primeramente Fk( m2 , O) = O, simplemente de evaluar. Procedamos a calcular las de­

rivadas parciales en ( m2 , O) 

h 
(cr-(m-2)2)- h• 

(n-(m-4}2}---=;..._-

8F1;(m2
, O) = lim 

{)¡3 h-+O 

"·- 2 a!l-h 
=O, (2.30) h 

(a - (m + 2)2) - (a-(mH)•) h_• -~-

y de la misma manera se tiene 

é>Fk(m2
,0) == lim m

2 + h-m2 =l. 
8a 1i-o /¡ 

Por lo tanto, si demostramos que Fk(a, fJ) es analítica en un en tomo de (m2 , O), podremos 

aplicar el teorema de la función implícita. Una manera de hacer esto, es exhibir que el 

tercer y cuarto término de (2.28) son composiciones de funciones analíticas. 
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Sea 

(2.31) 

esta función es analílica. De esto tenemos que el tercer término de (2.28) se puede espresar 

como 

-/J2 
/1(h( ... (fm;•U~(zo))) .. . )) = (a_ (m _ 2)2)- -·--~P'-...,..--

(o-(m-4)2)---"---

(2.32) 

.. 2 
(cr-~)-_.o 

con z0 = (3, y a E ((m - 2)2
, (m + 2)2 ). 

Ahora /=.!(z) = (o:f;_, es analítica en zo ya que (0!,{3) E Vr(m2,0) (Una vecindad de 
2 2 

radio r alrededor de ( m 2 , O)). Además f m; 1 ( zo) = ( 
0

: f )- fJ tiene norma menor que 1 ya 

que la norma del numerador es menor que 1 si 1!91 < 1 y la del denominador mayor que 1 

(en este caw a 2: O). De la misma manera /=E.(z) evaluado en /=i.(z0 ) tendrá norma 
2 2 

menor que 1 (O! ;::: 25) y estará de nuevo bien definido, y será analítico. En término 

general es facil ver que si lfil $ 1, lzl $ 1, 10! - m2 1 $ 2m - 1, entonces lfk(z)i $ 1 y 

por lo tanto las iteraciones están bien definidas. En efecto, l/k(z)I $ lo-(m~2
2

tp1-l•I' Y 

lo: - (m - 2k)21 2: (m - 1)2 
- (m - 2k)2 2: 2 si la - m2 1 $ 2mk y m 2: 2. Por lo tanto 

para lzl $ 1, 1/31:51, 10! - m2 1 $ 2m -1, entonces lfk(z)I S l. 

Para gk(z), tenemos que si la - m21 S 2m -1, entonces jo: - (m + 2k)2 j ;::: (m + 2)2 -

(m + 1)2 ;:: 3 si m;::: O. 

Por lo tanto IUk(z)! $ 1 si l.BI S 1, la - m21 S 2m - 1, lzl S 1 y Fk(z) es un coeficiente 

de dos polinomios, sin polos en la - m2 1:52m - 1, l.BI :5 l. 

Análogamente, se tiene que (2.32) está bien definido, y como es la composición de fun­

ciones analíticas, será también analítico. 

En término general es facil ver que si lfll S 1, lzl S 1, ln-m21 S 2m-l, entonces !fk(z)I S 
1 y por lo tanto las iteraciones están bien definidas. En efecto, lfk(z)I :5 Jo-(m1!rl21-i•i' 
y ja - (m - 2k)21 2: (m - 1)2 - (m - 2k)2 ;::: 2 si la - m21 S 2m -1 y m ;::: 2. Por lo 

tanto para lzl::; 1, l.BI S 1, 10! - m21 $ 2m - 1, entonces lfk(z)I $l. 
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Para gk(z), tenemos que si Ja...:. m2 J :5 2m -1, entonces Ja+ (m + 2k)2J ~ (m + 2)2 
-

(m + 1)2 ~ 3 si m ~ O. Por lo tanto Jgk(z)J :5 1 si J/11 :5 1, Ja - m2 J :5 2m - 1, JzJ :5 1 y 

Fk(z) es un cociente de dos polinómios sin polos en Ja - m 2 J :5 2m -1, J,8J :5 l. 

Ahora, de manera análoga se prueba que el cuarto término de (2.28) también es analítico. 

Para esto se define 

-,82 
Yk(z)= (a-(m+ 2k)2)-zi z:¡l:a-(m+2k)

2
• (2.33) 

lo cual nos da 

g¡(g2( ... (gk(O)) .. . )) = 
h 

(2.34) 
(a - (m + 2)2) - h, 

(a-( mH )2)----""----

Finalmente Fk(a, ,8) es la suma de funciones analíticas en Vr(a, ,8), por lo tanto Fk(a,fJ) 

también es una función analítica y cumple el teorema <le la función implícita en una 

vecindad de este punto. Entonces se puede despejar a como función de ,8 y a será 

analítica. Denotemos por Cl'.k a la a que cumpla con Fk(a,/3) =O para una determinada 

,8. 

Hasta aquí hemos probado que podemos aplicar el teorema de la función implícita a 

Fk( a, ,8); sin embargo lo que realmente nos interesa es poder despejar la a en cada una 

de las ecuaciones (2.10)-(2.27). Para esto tenemos que echar mano del siguiente teorema, 

el cual solamente enunciamos 

Teorema 2.3: (Weierstrass sobre convergencia uniforme de funciones analíticas)[Ma] 

Si la sucesión {J,.(z)} es uniformemente couvergente en cada subconjunto compacto de 

G, y si cada término f n(z) es analítico sobre G, entonces la función límite 

f(z) = lim f,.(z) 
n-<oo 

(2.35) 

es también analítica sobre G. Además, cuando 11 --1 oo la sucesión de las derivadas 

{J~k)(z)}, k = 1, 2, ... converge uniformemente a u<kl(z)} en cada subconjunto com­

pacto. 
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Si logramos probar que cada una de la Fk(Di,/3) es uniformemente convergente en cada 

vecindad compacta de ( m2, O), y usando que Fk( o:, /3) es analítica sobre tal vecindad, 

tendremos que F( Oi, /3) es también analítica, y esto implica que se puede usar el .teorema 

de In función implícita para F. Además 

lim Fk(o:k,/3) = F(o:,/3) ==O. 
k-+oo 

Ahora veamos ciertas propiedades que nos serán de utilidad en el análisis de la conver­

gencia de las Fk(o:kif3). 

Sea 

á(r) = 

a ésta la podemos escribir como 

resolviendo tenemos que á es 

w2 

w• ' r - r-w• 

-w2 
á==­

r+á' 

w,rE R, 

-r ± Jr2 -4w2 

á= 2 . 

(2.36) 

(2.37) 

Lo que a nosotros nos interesa es estimar el limr--oo á(r), lo cual nos lleva a eliminar el 

signo positivo para tener 

donde r E (-oo,-2w). 

Además 

. . -r - .,/r2 - 4w2 
hm á(r) = hm 

2 
=O, 

r-+-oo r--+-oo 

á'(r) = -~ - ~ r 
2 2 .,/ r 2 - 4w2 ' 

(2.38) 

como r E (-oo, -2w), implica que á'(r) >O. Por lo tanto tenemos una función monótona 

creciente como se muestra en In siguiente figura 

88 



B(r) 

------1º'''''''''''':••••• ID 

-2m 

Fig 2.3 

Si ahora consideramos la siguiente expresión 

-w2 
1'2n = 6(9 - (m + 2n)2) = (9 _ (m + 

2
n)2)- ~; 9,w E R (2.39) 

podemos ver facilmente usando lo anterior sobre 6 que, si 9 - (m + 2n)2 < -2w, para 

n?: 1, 

'Y2 > "(4 > ' ' ' > 1'2n > ' ' ' > O. 

Entonces, dado que E> O 31.:(e) tal que O< 1'2k <e. Aprovechando esto y considerando 

que 19- m21$2m - 1y-1<w<1 tenemos 
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-w2 

e> 72
k = (O - (m + 2k)2) + 'Y2k 

-w2 
>---------(0 - (m + 2k)2) + 'Y2(k+l) 

-w2 
= 2 

(O - (m + 2k)2
) - (e-(m+2(k:1))')+r2c•+1) 

-w2 

-w2 =-------------,,------(O -(m + 2k)2) - ---~w• __ _ 
• - c•-Cm+•c•+•ll'i+~,c•+•l 

-w2 >-------------,,------(0-(m +2k)2)- ---~w-'----

' - C•-Cm+•C•+lll2lh2c•+1+1) 
·-w2 

=----------------,.---------
(6 - (m + 2k)2) - ------=-w'------

> 

De donde 3k E N tal que 

-w2 

(9 - (m + 2k)2) - (B-(mH(~~l))')-¿ 
<e, 

(2.40) 

(2.41) 

(en particular la k tal que "'f2 k < e sirve) lo cual significa que las colas de las fracciones 

contínuas de las ecuaciones (2.19)-(2.27) son pequeñas a partir de unl!- cierta k y, por lo 

tanto, esperamos que sean despreciables. 

Ahora establezcrunos el resultado de (2.41) pero con w, 8 E C ¡ ya que, a pesar de que 

en las ecuaciones importantes, (2.19)-(2.27), w, 6 son reales (los equivalentes a cx, /3), los 

resultados que queremos obtener son justificados con teoremas de variable compleja. 
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Si probamos que 

-{P 
0< 

(a - (m + 2k)2) - ----'~---
-p2 

'C•-Cm+2c•+Lll2> 

-l.B2I 
<~~~~~~-'--'-~_,,.lfi='~I~-
- Re( a - (m + 2k)2) - --~-~---

, -IP 2 1 
Re(•-(m+2c•+L))2¡ 

(2.42) 

(a,,8 E{)) es válido para toda L, por (2.41) tendremos que el lado derecho de (2.42) lo 

podemos hacer tan pequeño como queramos, dependiendo de la k que elijamos, y por lo 

tanto, también el lado izquierdo. Aquí se supone Re( a) < (m + 2k )2
• 

Procediendo por inducción, de (2.42) para L = O tenemos 

1 
-,8

2 
\< -1/3

2

1 a,BEC Re(a)<(m+2k)2, 
(a - (m + 2k)2) Re( a - (m + 2k)2) ' ' 

directamente de maximizar el lado derecho. 

Supongamos (2.42) válido para L == 1, es decir, para Re( a)< (m + 2k)2 , 

-,82 
º< (a - (m + 2k)2) - -----"---

'(o-(m+2(kt1))2) 

-l.B2I 
<~~~~~~~~~~~~-

- Re(a-(m+2k)2)- lfi'I 

de donde se tiene facilmente que 

-,82 
0< 

, -!P 2! 
R•C•-Cm+•c•+•n2> 

(a - (m + 2(k + 1))2) - --~---

-l,82
1 

<~~~~~~~~~~~---...,~~~~ 

- Re( a - ( m + 2( k + 1 ))2) - __ _,l,_/J'.._I __ 
, -!P2! 

Re(•-Cm+2c•+1+1))2) 
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Procedamos entonces a probar que (2.42) es válido para L = l + 1, 

-[32 

(a -(m + 2k)2) - --~---
. -p2 

(•-(mt2(ktltt))l) 

-(32 
$ 11121 Re(a-(m+2k)2)---~-~---

'Re(a-(mt2(ktlf1))2) 

-lf32l $---------'-,--'-------
11121 Re( a - (m + 2k)2) - ·- . 

Re(a-(mf2(ktlt1))l) 

-lf32 l < -------'---'----.,..,111~2 ,,.----~ 
- Re( a - (m + 2k)2) - --~-~---

(2.44} 

-1e21 
'Re(•-(mt2(~tlt1)¡'l¡ 

en este último paso se usó (2.43). Por lo tanto (2.42) se cumple, y como es para todo L, 

tendremos que (2.41) es válido con w, 8 E 40. t 
Por otra parte, Fk(a,{3) es continua en un compacto (vecindad compacta de (m2 ,0)), 

entonces dado e > O existe k tal que 

(Q-(m+2)2)-----"'-----

(a-(mt2kJ')H(k) 

+ p2 
(Q-(m+2)')----"----

<e, (2.45) 

ya que e(k) ~O, k-+ oo (por (2.41)). Por lo tanto, existe una vecindad compacta de 

(m2 ,0), V(m2 ,0) = {(a,{3)/la-m2 l < 2m -1, 1111<1}, tal que 

Fk(a,{1) => F(a,/3), 'V(a,¡1) E V(m2 ,0). 

En esta parte estamos suponiendo que a ~ 111 2 , a, {3 E 40 y que a, f3 toman el lugar de 

0, W en (2.41) 
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Por el teorema 2.2 tenemos 

y 

. aFk 2 fJF 2 
hm -

8 
(m ,O)= -

8 
(m ,O)= l. 

k-oo a a 

y F(a, (3) será analítica en una vecindad de (m2 , O) definida por {la-m21 < 2m-1, l/11 < 
1} y, por lo tanto puede aplicarse el teorema de la función implícita para variable compleja; 

el cual nos dice que que podemos despejar a de F( a, [3) =O en una vecindad de (m2, O), 

y además a es analítica, es decir, podemos hacer desarrollos de potencias de {3. 

Usando el teorema 2.2, podemos dar una estimación del radio de convergencia: Aquí 

1· = 1, p = 2m - 1, Fwl(m2,o) = 1, y por las estimaciones que se han dado IFI $ 

la - m2 I + 1 + 1 :5 2m +l. Porlo tanto e = 2m + 1 y el radio de convergencia es al menos 

( 
2m -1 )

2 

( 1 )
2 

( 5 )
2 

1 
2m-1+2(2m+l) = 3+4/(2m-l) ~ l!) ~ 16 para m;::: 3. 

El mismo tipo de estimación es válido para las ecuaciones (2.25), (2.26) y (2.27) es decir, 

para m;::: 3. 

Para el caso m = O el mismo tipo de razonamiento funciona en la vecindad de lal :5 1, 

lf31 :5 1, con IFI :5 1, como se puede ver de (2.19). Aquí e = 1 y hay convergencia para 

li31<1/9. 

Para el caso m = 1, la - ll :5 1, l/11 :5 1, entonces, de (2.20) y (2.21), se tiene IFI :5 3 y 

convergencia para l/31 < fu· 
Para m = 2, la - 41 $ 3 ,l/11 :5 1 entonces en (2.22), IFI :5 6 y en (2.23), IFI :5 4, con 

convergencia para l.BI $ 1/25 y l.BI $ 1/16 respectivamente. 

Sea Fm,p(a,,B) la ecuación para m y soluciones pares, y Fm,;(a,/3) la ecuación para 

m y soluciones impares. Es facil deducir que F2 11+1,;(a,{J) = F2n+1,p(a, -f3) viendo 

(2.10)-(2.27), y tanto F2 11 ,;( a, /3) como F2 11 ,1,( a, fJ) son funciones de {32• De la primera 

obsermción y de la unicidad dada por el teorema ele la función implícita se tiene que 

a;(,B) = a1,(-f3) para 2n + 1 y, para 2n qne, poniendo (32 =¡,entonces F(a,¡) =O 
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implica que u es una serie en "!, es decir a = o:(/32) en ese caso y, en particular las curvas 

son verticales y simétricas con respecto al eje de las a's. Obtenemos así otra prueba, 

válida sólo para f3 pequeño, de las simétrias de las curvas de transición. Por lo tanto las 

curvas de transición deben tener las siguientes formas. 

\ (2n+lj a 
\ 

2rl 

-- par --·-····· impar 

Fig 2.4 

La forma local de estas curvas se dará en la siguiente sección. 

Ahora hagamos el análisis de convergencia correspondiente para las soluciones de la 

ecuación de Mathieu sobre estas curvas de transición. Sin perdida de generalidad consi­

deremos una solución 27r-periódica par, que se origine en a = m2, m es impar, {3 :::: O. 

Por (2.17) ésta tiene la forma 

x(t) = 2A1cost+···+2Am-4 cos(m -4)t + 2Am-2 cos(m - 2)t + 2Am cosmt 
(2.46) 

+ 2Am+2 cos( m + 2)t + 2Am+4 cos( m + 4 )t + · · · 

donde suponemos Am = A = cte. 

De la relación de recurrencin (2.18) tenemos que el siguiente coeficiente en la serie está 

dado por 

!l4 
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A - .A(3 ... 
m+2 - (a -(m + 2)2) -f3Am+• 

Am+> 
. .Af3 

:::: fJ2 
(a - (m + 2)2 ) -

(a-(m+4)2)-L:. 

- -A(3 
- 4m+4+0(,82 ) 

Ahora calculemos AmH, nuevamente de la relación de recurrencia (2.18) 

Am+4 (3 
Am+2 = (a-(m+4)2)- /P .é. 

(a-(m+6)2)-

despejando Am+2 tenemos 

(2.47) 

[ 
A(3 ] [ ,8 ] Am+4 = 2 2 p• 4 2 f!' 

(a - (m + ) ) - (a-(m+4)•)-~ (a - (m + ) ) - (a-(m+a)2)-~ 

de lo cual 

IAllf31 lf31 
IAm+2 I::::: l4m + 4 + 0((32)1ISm+16 + O(f32)1' 

De (2.24) se tieue que ja - m2 j < 2(32 sí IPI ::; 1 y los términos en los denominadores son 

acotados. En este caso, se tiene 

< IAllPl2 

IAmHI - l(4m + 1)(8m + 13)1 (2.48) 

Procediendo de manera inductiva y considerando también el signo menos, se obtiene 

< IAll,Blk 
IAm±2kl - l(4(m -1) ± 4)(8(m -1) ± 16)(12(m - 1) ± 36) · · · (2k(m -1) ± 4k2)j (2

.4
9) 

Por lo tanto, de {2.46) tenemos 
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lx(t)I < . IAll.812 IAll.BI 
-2- - ... + l(4(m -1) -4)(8(m -1)-16)1 + j(4(m -1)-4)1 + IAI 

IAll.BI IAll.812 
• 

+ 1(4(m-1)+4)1 + l(4(m-1)+4)(8(m-1)+16)1 +··· 
:5 · · · + IAll.812 + IAll.BI + IAI + IAll.BI + IAll.812 + · · · 

= IAI + 2IAI { l.BI + l.812 + · · ·} 

= IAI + 2IAI {i ~:fil } ; l.BI < L 

de lo cual se deduce que 

{
1 + l.BI} ix(t)i :5 2IAI 1 - l.BI , (2.50) 

lo cual demuestra que la solución (2.46) está bien definida en la curva de transición, para 

l,BI < l. De hecho jx(t)I :5 2jAjelPI, 

El último resultado de esta sección es el siguiente: 

Teorema 2.4: Las curvas de transición se intersectan sólo en el eje de las O! 's y por lo 

tanto la otra solución sobre ellas crece como t. 

Dem: Ya vimos que, dentro de cada una de las cuatro categorías, las curvas de transición 

no se intersectan. Por otra parte sabemos que </>(0!,/l) es analítica, por lo tanto es 

constante sobre cada curva de transición y vn.lc 2 para las 71"-periódicas y -2 para las 271"­

periódicas. Por lo tanto a:,0(,8) no puede intersectar a,1(/3). Notemos que ya que estas 

curvas se alternan sobre el eje de las a's, esto dá. otra prueba de que dos curvas en la 

misma categoría no se pueden intersectar. 

Queda por probar que dos curvas saliendo del mismo punto ( m2, O) no se pueden volver 

a intersectar. Supongamos que no sea el caso y que se intersecten en (a,/3), con ,8 =/;O: 

en ese caso kcr L0 ,p tiene dimensión 2 ya que toda solución y( t) se p~ede escribit· como 

y(t) = y(c)+l(-t) + y(t)-:(-t) donde la primera función es par (y periódica si y(t) lo es) 

y la segunda es impar. 

De lo que ya hemos visto, tenemos que, si m es par: 
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det -(3 ª - 4 

( 

]'. -(3 

= det (ª--¡/ ~~ ) =O, 
a - 4n~ - f3 2an0 (a,f3) 

donde a(a,(3) se determina a partir de A2no+2::: f3an 0 (a,f3)A2no· A partir de la relación 

de recurrencia tenemos que: 

1 
ª"º(a,(3)= a-4(no+1)2 - ff' 

2 
<>-·l(no+2)2-~ 

como en (2.47). Si escogemos no muy grande (dependiendo de a y (3) tal que esta fracción 

continua tiene sentido (el análisis de convergencia es el mismo que antes) se puede suponer 

que lan0 ( a, f3)1 es decreciente como función de no y tiende a O cuando no --+ oo. 

Ahora bien la primera matriz se puede ver como 

A - (ª12 -(3) 
- -(3 B ' 

donde B es la segunda matriz. Por lo tanto det A = ¡ det B + f3 det ( ;{3 ) 
1,0 

= ~ det B - {32 det B1 ,1, donde B1 ,1 es la matriz B sin la primera colmuna y sin el 

primer renglón. Por lo tanto si detA=detB =O y f3 =f. O, entonces detB1,1 = O. Pero 

detB = (a - 4)detB1,1 - f32detB2,2 =O, con la misma definición para B2,2 a partir de 

B1 ,1 • Por lo tanto, detB2,2 = O. Siguiendo este proceso se llega a det Bno,no = O = 

a - 4n~ - an 0 (a, (3). Pero como no puede ser tomado tan grande que esto no es cierto, 

llegamos a una contradicción: Hny una sola solución periódica sobre la curva de transición 

y por lo tanto la otra es no acotada. 

Para el caso m impar, entonces tenemos detÁ = det ( ª -_i(J-(3 1) =O y det.B = 

det ( ª -},{3+ {3 t) = O, con la misma matriz C. Pero entonces det A = (a - 1 -

(3) det C - /32 det C1 ,1 = O y <let fJ = (a - 1 + ¡3) det C - /32 det C1 ,1 = O. Esto lleva a, 

si fJ =f. O, detC =O= detC1,i, y con la misma secuencia que antes, a la contradicción 
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a.- (2no + 1)2 
- an 0 (a,{3) = O. Nótese que estos resultados deberán ser tomados en 

cuenta al momento de interpretar los resultados numéricos. 

2.3 DESARROLLO DE POTENCIAS PARA LAS CURVAS DE TRANSICIÓN 

2.3.a Método de las fracciones continuas 

En la sección a.nterior se demostró que podemos expresar las curvas de transición y 

soluciones de la ecuación de Mathieu en series de potencias del parámetro (3. Comencemos 

por hacer esto para la curva que se origina en a = O, ¡3 = O. De (2.19) es fácil ver que a: 

hasta orden uno en ¡3 es cero. A segundo orden se obtiene (ya se probó que que a: es una 

serie en {3 2 en este caso) 

2(32 ¡32 
ª = (O - 4) + 0((32 ) ::::: -2, 

y el siguiente término de la expansión aparece en {3'1 

entonces, a a orden 4 en (3 es: 

Haciendo el mismo procedimiento se obtiene que a a orden 6 en (3 es: 
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132 
7 4 487 13º ª = -2 + 128/3 - 73728 ' 

/3
2 

7 4 487 6 ( 8) 
ªº = -2 + 128/3 - 73728 13 +o 13 . 

(2.51) 

obteniendo una curva simétrica con respecto al eje a y con un máximo local en (0,0). 

Ahora procedamos a obtener el desarrollo en series de potencias para la ecuación (2.20), 

en este caso a a orden O en /3: 

a= 1, 

a orden 0(/31) 

a= 1 + /3, 

a orden 0(/32
) 

a orden 0((33
) 

132 f3ª 
a=lt/3-8-64' 

a orden 0(/34) 

(32 /3ª {34 
ª = 1 + /3 - B - 64 + 768' 

(32 /3ª (34 
a1 = 1 + /3 - - - - + - + 0((35

) 8 64 768 

(2.52) 

etc. 

Procediendo de la misma manera tendremos las expansiones para las relaciones que nos 

faltan. Para la ecuación (2.21) tenemos 

{P {P 13·1 
b1=a=1-{3- - + - + - + 0((35

) 8 64 768 . 
(2.53) 

El ancho de la lengua de Arnold será entonces ja¡ - b1 1 = 21/31+0(1133 1). La expansión 

pnra (2.22) es 
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(2.54) 

y para (2.23) 

1 2 5 [34 ({3ª) b2 = et :::::: 4 - 12,B + 13824 +o . (2.55) 

Aquí el ancho de la Lengua de Arnold es ja2 - b2 j = ~ + 0(,84). 

Por último ponemos a (2.24), (2.25), (2.26) y (2.27) a segundo orden en ,B 

1 
Cl'm = bm =a= m2 + 2(m2 - 1/2 + 0({34). (2.56) 

En la Fig 2.5 se bosquejan las gráficas de estas últimas ecuaciones. 

~. 
(2.52) 

~. 
. (253) *-· (2.5-1) 

pi l; 
imt-a 

¡ (2.56) 

Fig2.5 

Podemos probar que la curva para las soluciones pares está, para f3 > O, a la derecha de 

la curva para las soluciones impares. Además la apertura de las lenguas de Arnold es del 

orden de l/31m para las curvas que salen de m2• 

En efecto, escribamos (2.24) como a = fo(a:, /]) con solución ao(/3) y (2.25) como a = 
/1(a,/3) con solución 0:1({3) paru m = 2n + 1 y o:0 (0) = n¡(O) = m2

• Es facil ver que 

los denominadores en fo y en /1 son crecientes como función de a, por lo tanto fo y Ji 
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son decrecientes en a. Además para (3 > O, a cerca 'de m2 se prueba sin problema que 

f1(a,(3) < fo(a,(3). 

Tendremos que ao - a¡ = fo(ao,(3) - fi(a¡;f3J-;> J1(ao,f3) - f1 (a1, {3), para f3 >O. Por 
'- .. ·.. .. . 

lo tanto si a0 < a 1 se tendría O > a0 - a¡ :>, O, Y por lo tanto a 1 < a0 • Entonces 

. 132 
O< ao - O'¡< fo(ao,(3)-fo(a¡,{3) = p• 

· a0 - (m - 2)2 - --""---

" 2 'ao~i-íl 

= - a¡ - ªº + (32 - ---,--,..,.----(32 ( ( 1 . 1 . ) ) 
()() ao-(m-4)2 ~ O'¡-(m-4)2~ 

· ( .t!.._ f!:.. p>•+I) JPJ2n+1 
Por lo tanto ( a0 - a¡) 1 + ffO + ... + · · · + ... < ... , y para 1/31 pequeño, se 

tiene o < lao - a1 I < c11112n+1. 

Para las ecuaciones (2.26), con a0 = f0(a0,{3), y (2.27) con a 1 = f 1(a¡,(3) y m = 2n, se 

tiene que fo y f¡ son decrecientes en a y f¡(a,(3) < fo(a,(3). El mismo argumento que 

antes implica que O< a 0 - a 1 y es claro que se tendrá una estimación del orden de lf312". 

Una vez dadas las expansiones de las curvas de transición, calculemos las soluciones 

aproximadas de la ecuación de Mathieu sobre estas curvas. Comencemos por encontrar 

la solución 11'-periódica que parte de a= O, fi =O, de (2.11) y (2.51) tenemos 

A2 1 2 7 4 487 6 
¡1 A

0 
= ª = -2(3 + 128(3 - 73728(3 ' 

por lo tanto, donde a((3) es par, tendremos que A2 es imp11r en (3. 

(2.57) 

ahora, por (2.14) el siguiente coeficiente de Ja serie es 
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A ( 
1 7 2 487 4) ( 1 (.12 7 {34 ) ,, :::::: o --+-f3 ---{3 --p +- -4 -2."o 
2 . 128 73728 2 128 

( 
1 2 521 4 6 ) 

Ri Ao 32{:1 - 18432{3 + O({J ) (2.58) 

De nuevo con A2/ f3 par y A4 par en f3, de donde la solución a la ecuación de Mathieu 

que se origina en a = O, f3 = O, poniendo A0 = A es 

x(t) = 2Ao + 2A2 cos2t + 2At cos4t + .. · 

( 
1 7 3 487 5 ( 7 )) = 2A+2A - 2{3+ 

128
{3 -

73728
{3 +O f3 cos2t (2.59) 

( 
1 2 521 1 º)) +ZA -/3 - --/3· + 0(13 cos4t + · · · 
32 18432 

Es facil ver, de (2.0) y por inducción, que .44 11 es par en f3 y A2n+1 es impar en (3. 

De igual manera, calculemos la curva que se origina en a = 1, /3 =O, que nos represente 

soluciones pares, por (2.12) y (2.52) 

que nos da 

AJ /3-=-1-fJ+a: 
A1 

1213 14 5 = --/3 - -/3 + -f3 + 0(/3 ) 8 64 768 

Aa = A1 --{3- -f3 t -(3 + 0(/3 ) [ 
1 1 2 1 3 4) 
8 64 768 

ahora por {2.10) el siguiente coeficiente de la serie es 
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de donde, la solución 27r-periódica par de la ecuación de Mathieu para a~ 1, poniendo 

A1 =A es 

(2.62) 

De nueva cuenta, de (2.13) y (2.53), ¡3B3 / B1 = a - 1 + (3. Como a¡({3) = ap(-(J), se 

tiene -(Wa(-(3)/B1 = (JAa(f3)/A1 y, por lo tanto Ba(.8)/B1 = -Aa(-(3)/A1. 

y por (2.10) 

1 
Bs(f3) = -(a - 9)Ba - B1 

f3 

( 
Aa(-.8) ) = (ap(-(3)-9)-- -1 B1 
-.BA1 

B1 = -As(-(3) 
A1 

~ B1 (-;6{32 + O(fJª)) 

(2.63) 

(2.64) 

Otra vez por inducción uno obtiene que 8 <n+i(Pl = A<n+i(-Pl y 8 4n+a(Pl = A<n+a(-P) 
' ' 81 A1 81 A1 ' 

de donde, la solución impar de la ecuación de Mathieu para a ~ 1, f3 ~ O, poniendo 

B1 = 8 es 

x(t) = -2[B¡sent +Basen3t + Bssen5t + ... ¡ 
= -2Bscnt- 28 (-~,B + 

6
1
4

132 + 7~8 ¡33 + O((l1
)) scn3t (2.65) 

- 28 (- 9~/12 + 0((3
3
)) scn5t + · · · 
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Repitiendo el procedimiento tenemos tomando a igual a (2.54) y poniendo A2 = A, que 

Au y A.1 son, Ao = ~A2 es impar en /3, y A4 =((a -4)A2 --'. 2/3Ao)//3 es impar 

Ao =A (~{J -~p3 + 0({35
)) 

4 192 . 
(2.66) 

y 

(2.67) 

Por inducción, a partir de (2.9), A4n es impar y A4n+2 es par. Por lo tanto, la solución 

par para a: Rl 4, {J ~ O es 

x(t) =.A G{J - 1~2 /33 + 0({35
)) + 2.A cos2t 

( 
11 1483 3 ( 5 ) + 2.A -12{3 + 13824,8 +O /3 ) cos4t + ... 

(2.68) 

Ahora, tomando a de (2.55), y poniendo B2 = B se tiene que B4 =(a -4).!ff es impar 

(2.69) 

( 
36 2 4 ) 

Ba = 13824/3 + 0(/3 ) B, (2.70) 

de donde, la solución impar para a Rl 4, {J Rl O es 

x(t) = -2Bsen2t - 28 (-
1
1

2
{:J + 13~24 {33 + 0(,85

)) sen4t 

-28 (~,82 + 0(/34)) sen6t - .. · . 
13824 

(2.71) 

De nuevo por inducción B.1,. es impnr y B.1 11 +2 es pnr. 

Pm·a m ;::: 3 tendremos las soluciones 
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x(t) = · · · + 2A [m2 -.: (~ ~ ~fm2, ::-(~ ,_4)2 ] (3
2 

cos(m - 4)t 

+ 2A [ 
2 
t 2)~]· ¡J'.~~~(~;~-~)t _ •. · .... 

m - m - ·.· -.: ~~ ::~¡~~:~,;'.?'. ' (2. 72) 

+ 2Acosmt + 2A [ ~·-rr·¡,:;);]~clJs(m + 2)t 

+ 2A [m' -(~ + ,: m' ;;~~:~)'.] P'oo•(m H)t + ·· · 

que es la solución par y, 

x(t) = .. · - 2B [ 2 / 
2

)2 2 / 
4

)2 ] (3 2 
sen(m - 4)t m - m- m - m-

- 28 [m2 -(~n _ 2)2 1,Bsen(m - 2)t 

- 2Asenmt + 2A [ 2 / 
2

)21/Jsen(m+2)t 
m - 111+ 

(2.73) 

[ 
1 1 ] 2 

-2A m2-(m+2)2m2-(m+4)2 ¡3 sen(m+4)t+··· 

que es la solución impar. Además si m = 2n, entonces A2n±4p es par en ¡3 y A2n±4p±2 

es impar en {J. Mientras que si m = 2n + 1 se tiene que 8 ••±4 p+i(.8) = A,n± 4e+ 1 C-.8l 
B2n A:zn 

y 8 •n%<p+3 (.8) = - A,nHp+a(-.Bl_ En la sección 2.4 se hace un análisis para las curvas 
B2n A,n 

periódicas en general. 

2.3.b Método perturbativo 

En esta sección haremos el desarrollo de potencias para las curvas de transición por el 

método <le perturbaciones, el cual consiste en suponer que la solución y la a de la ecuación 

de Mathieu (0.33) son series de potencias de ¡3, lo cual sabemos que es cierto. Escribamos 

dicha ecuación simplemente para aclarar el proceso 

x +(a - 2/3 cos(2t))x =O 

poniendo a x( t) y a a en series de potencias de /3 
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se tiene 

{3º : 

[31 : 

p2 : 
pn : 

x(t) = xo(t) + f3x1 {t) + · · · 
a = ao + f3a1 + · · · 

xo + aoxo =O 

X¡ + aox1 = 2xo cos 2t - a1 xo 

X2 + aox2 = -a¡ xi - a2xo + 2x¡ cos 2t 

resolviendo (2. 75), tenemos que la solución es: 

Xo = Au cos Fot +Bu sen fo{it, 

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

(2.78) 

de donde se ve claramente que el periodo de la solución depende de .¡aü. Dado que se 

busca una solución 71' o 2ir periódica, se debe tener Fo EN. Empecemos con Fo= O 

(periodo 7T ), se tiene entonces que x0 está dado por 

Xo = Ao, 

sustituyendo esta ecuación en (2.76), tenemos que se transforma en 

xi = 2Ao cos 2t - a1Ao. 

Por lo tanto, de esta última ecuación se ve que si queremos una solución periódica, 

debemos pedir que a:¡ =O, y ésta se transforma ahora en 

x1 = 2Ao cos2t, 

integrando y recordando que queremos soluciones periódicas tenemos 

Además requiriendo que x;,i ;:::: 1 sea ortogonal al núcleo del operador x" + a0x, es 

clecir en este caso a las constnntes y a t. Por lo tnnto se tomará A1 =O. Repitendo el 

procedimiento, sustituyendo esta í1ltirna en (2. 77) se tiene 
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:E2 = -a2Ao + 2 (-~Ao cos2t) cos 2t 

Ao Ao 
== -a2Ao - - - - cos4t 

2 2 ' 

donde nuevamente, si queremos soluciones periódicas debemos eliminar las constantes del 

lado derecho, es decir 

lo que equivale a pedir que 

1 
ª2:::: -2· 

Por lo tanto, <le (2.74) tenemos la signinte aproximación de la curva de transición para 

(1 peq11ciia 

(12 
ªº = °' = -- + 0((1ª), 2 

(2.79) 

y la aproximación 7!'-periódica a la solución de la ecuación de Mathieu para a ~ O, fJ ~ O 

es: 

x(t) = xo + {Jx¡ + (12x2 + 0(¡33
) 

1 2 Ao a 
= Ao + ¡1(-2Ao cos2t)+ (J ( 

32 
cos4t) + 0(¡1 ). 

(2.80) 

A orden n se tiene x~ = -anAo - ¿:~-! a;Xn-i + 2x11-1cos2t la cual tendrá solucio­

nes acotadas con tal que no haya constantes del lado derecho (los otros términos van 

a ser m1íltiplos de cos2jt, como se puede ver por inducción). Por lo tanto a,.Ao = 

2
1
ir f0

2
" 2Xn-I cos 2tdt determinará cr,. de manera única. El hecho que la serie obtenida 

converja ya se demostró con el método de las fracciones continuas. 

Haciendo lo mismo pru·a ,fiiO = 1, tenemos que la solución a (2.75) es 

xo = Ao cost + Bosent, 

pero por el I110111cuto, y por rnzoues ele compurnción cou los resultndos de lu sección 2.3.n, 

pediremos c¡ne Bo =O, o de otra forma que xo sen pur 
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xo =Aocost. 

sustituyendo en (2.76) esta última ecuación tenemos 

x1 + X1 = (Ao cost)(2 cos 2t - O'¡) 

= Ao(l -a¡)cost+Ao cos3t 

entonces, para evitar resonancias debemos imponer que a¡ = 1, la solución a Ja ecuación 

anterior es entonces 

y por (2.74) 

ao =a= 1 + (3, (2.81) 

que es la curva <le transición que sale <le a = 1, f3 = O. 

Ahora si en lugar de considerar la solución par, consideramos la solución impar, tenemos 

que 

xo = Bosent, 

la cual al sustituirla en (2.76) nos da 

X¡+ X1 = (Bosent)(2cos2t- a 1) 

= -Bo(l + a¡)sen t + Bo sen3t, 

y nuevamente, para evitar resonancias debemos pedir que O'¡ = -1. La solución a la 

ecuación anterior es entonces 

y por (2.53) 

b1=(\'=1- fJ. (2.82) 

Que es ln ¡mrte complementaria ele la lengua ele Arnold qnc snle ele l. 
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Entonces, las aproximaciones 2ir-periódicas a la solución de la ecuación de Mathieu para 

a: R:J 1 son: 

Ao ( 2 x(t) = Ao cost -/13 cos3t+ O ¡1 ), (2.83) 

y 

Bo 2 x(t) = Bo sent - ¡1Ssen 3t + 0(¡1 ). (2.84) 

Notese que aquí ya no tenemos que preocuparnos por la convergencia ya que ésta y la 

únicidad de la solución ya fueron probadas. Queda claro que para a R:! m2
, este desarrollo 

se puede hacer ele la misma forma y se obtendrá la serie para x(t). La ventaja de este 

método con respecto al de fracciones continuas es que quizas sea. más rápido para calcular 

los coeficientes y es conceptualmente más directo. Sin embargo, la prueba de convergencia 

con este método es mucho más dificil. En nuestro caso podemos usar los dos métodos, 

ya que se probó la unicidad de la solución y la convergencia de cualquier serie analítica. 

2.4 SOLUCIONES PERIÓDICAS DE LA ECUACION DE MATHIEU 

Hemos visto en la sección 2.1 que dependiendo de que a, ¡1 tengamos, habrá soluciones 

acotadas o no acotadas, y dentro de las primeras se hallan las soluciones periódicas. En 

esta sección se pretende dar expresiones para estas últimas, lo cual también será una 

generalización de lo visto en la sección ;mterior. 

Sabemos entonces que las soluciones acotadas tienen la forma de (iii) de la sección 2.1. 

Ésta puede ser periódica, y si esto sucede su periódo será pir, p E :a'., debido a que cos 2t 

es ir-periódica, t y ves de la forma 2k/p. Por lo tanto, poniendo a x(t) en series de 

Fourier, en particular de periódo pir 

Si P(t) y G(t) son periódicas con pcriódos T1 y T2 respectivamente, entonces se tendrá 

que 

P(t + 11T1 )G(t + nT1) = P(t)G(t + nT1) 

es igual a P(t)G(t) si y sólo si existe m tal que nT1 == mT2. 
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00 

x(t)'= b Smei(nmt 
m==-oo 

y al sustituirla en la ecuación de Mathieu, se obtiene 

2:-m2 (;) Omei%mt +a¿ 8mei%mt 

-/1{:~=8mei[:m+2Jt + ¿ 8meil%m-2Jt} =O. 

(2.85) 

(2.86) 

Esta igualdad se cumple sólo si los coeficientes de las exponenciales son cero, es decir 

(2.87) 

la cual, al igual que en la sección 2.1.b, para el caso p = 2, al considerar x(t) real, nos da 

las relaciones de rccurrencia entre los coeficientes para soluciones pares e impares. 

Notemos primero que la relación (2.87) se puede escribir como (& - m2)8m - /:J(8m-p + 
8m+p) = O con a = o:p2 / 4, /:J = {3p2 / 4, lo cual corresponde a hacer el cambio de escala en 

el tiempo de t = rp/2, que cambia cos2t por cospr. 

Ahora poniendo 80 = 2Ao, Ók = Ak + iBk y recordando que 6-k = lJ1;, obtenemos: 

aAo -/1Av =O 

(o: - 4)Ap - ¡J(2Ao + A2p) =O 

(CI' - 4m2 )Amp - ,B(A(m-l)p + A(m+!Jp) =O, m;::: 2. 

(a - 4m2 )Bmp - {3(B(m-l)p + B(m+!Jp) =O, m C: l. 

(a -4~:) Ak -{j(A-v+k + Av+k) =O 

(a -4 (m + ~) 
2

) Amp+k - ¡J(A(m-l)ptk + Á(m+J)p+k) =O, m >O. 

(a: -4 ( 1 - ; ) 
2

) Ap-k - {J(A-k + A2v-k) = O 

(a -4 ( m - ~) 
2

) Amp-k - ¡J(A(m-l)p-k + Acm+1)¡1H) =O, m > 1 
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para k = 1, ... , [p/2}, la parte entera de p/2, y las mismas relaciones con las B's en lugar 

de las A's. 

Notemos primero que las relaciones con k = O son las que ya obtuvimos para las soluciones 

ir-periódicas: en efecto, cualc¡uier solución ir-periódica. puede considerarse también como 

pir-periódica, pasando de A0 , A1 , A2,... a Ao, Ap, A2p, .... Del mismo modo si pes 

par, entonces las soluciones con k = p/2, corresponden a las soluciones 271'-periódicas ya 

estudiadas. Finalmente si k/p = k' /p' obtemlremos una solución p7!'-periódica que será 

la reproducción p/p' veces de una solución p17!'-periódica. 

Notemos también que las relaciones de recurrencia conciernen sólo Ak, Amp+k' A-p+k = 
A-k+P• A-k+m¡i para m ~ O, si k ::: 1, ... , [p/2] (para k = O o [p/2] con p par solo Amp 

o Amp+p¡2). Esto implica que el operador La,p de H~crf0,p11'] a L~erfO,pir] preserva 

la descomposición de L 2 en L¡,,k = {series con A±k+mp} y L~,k ={series con B±k+mp}, 

generando operadores L~',~ y L~~ los cuales son operadores de Fredholm de índice O, con 

núcleo a la más de dimensión 2, y autoadjuntos en L2 • 

Si ( a0 , f3o) es tal que L~ ,, no es invertible, entonces se obtiene la ecuación de bifurcación .... o,,....o 

(a - ao)xo - 2(/3 - f3o)P(cos 2t(xo +xi (xo, a, (3))) =O 

con 

Py = ([" y(t)xo) xo 

con .Xo en una base de ker L~,P' Ahora podemos escribir L~,P' para soluciones pares en 

la forma 

111 



Ák K(O) -(3 -(3 o 
Av-k -(J K-(1) o -(3 
Av+k -(3 o K+(l) o -(3 

Ak A21i-k = o -(3 o K-(2) no 

=(3( : )' Á(no+l)p-k 
Ac,, 0+1lv+k 

con K(O) =a -4k2/p2 , J(±(n) =a -4(n ± k/p)2, y 

nop+k 
At.,oo Ac".+'l'*' ~ p ~ ; 

(

A(no+l)p+k) (A ) 

A no¡>-k 
_ (no+2)p-k _ O 

(

A(no+l)p-k) (A ) 
An 0 ,oo - f3 . • 

: : 

Estas matrices son simétricas y A;
0

,00 son invertibles si tomamos no lo suficientemente 

grande. Se obtiene Á(no+l)p±k = f3an 0 ,±(a,(J)Anop±k con lano,±(a,,B)I tiende a cero 

cuando no tiende oo. 

Se ve también que para (3 f= O, Anp±k f= O paran~ no (si no, hay dos términos sucesivos 

que son cero y toda la sucesión es O). El problema se reduce entonces a 

j{k ( ~k ) =o no . 
A,.op-k 

donde los últimos dos términos en la diagonal de A son reemplazados por a - 4(n0 ± 
(k/p))2 -,82a110 ,±(a,,8). 

Del mi8mo modo que antes se obtiene que no puede haber más de una solución linealmente 

independiente, es decir dim ker L~',~ = 1, generado por io con J:'' x5dt = l. La ecuación 

de bifurcación se reduce a 
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[P" a -o:o - 2((3-fJo) Ío cos2t(x~ + x0x1(x0 ,o:,.B))dt 

con una solución analítica a= a1,,k(f3), y a~,k(f30 ) = 2 ¡¿" cos 2tx~d~. 

Obtenemos así una curva a = O:p,k(fJ) analítica para todo fJ y dos curvas correspondientes 

ul mismo J.: y a la misma paridad no pueden intersectarse. 

Para f3 = O entonces, .A~0 = A~0 es diagonal y no invertible sólo si a = 4(n ± k/p)2, 

correspondiente a un núcleo generado por xo = cos 2( n ± k / p )t. Como Jt" cos 2t.T~ dt = O 

si k i- O o 2/.; i- p, la ecuación de bifurcación se escribe 

a - 4(n ± k/p)2 
- 2/32a(a, /3) =O, 

ya que en este caso x¡ = fJx1(a,J3,xo): en ese caso Amp±k sólo depende linealmente de 

Anp±k y es diferente de O, justificando así el uso de fracciones continuas, como se verá 

mús adelante. 

Para las funciones impares obtenemos, B~0 , n;
0

,00 = A;,:
0

,00 y por lo tanto tenemos el 

mismo a,. 0 ,±(a, fJ). Por lo tanto, si escribimos 

o ''') , con e= 1, 

entonces B~0 será la misma matriz con e = -1. Desarrollando con respecto a la primera 

columna, se tir.ne 

donde C;,o es la matriz C sin el i-ésimo renglón, i = 1 o 2. 

donde C;,j es la matriz C, sin el i-ésimo renglón y sin la j-ésima columna. C, C 1,1 , C 2,2 

son simétricas y C 1 ,2 = C{i. C 1,2 tiene la forma 
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Desarrollando el determinante con respecto al primer renglón y después con respecto a 

la primera columna se obtiene 

<lote,, = p' <lof P 

-/3 
a3 o 
o a4 

' o -/3 o 
-/3 ) o -/3 

as ·~. -/3 

es decir una matriz de la misma forma, terminando con O. Por lo tanto det C 1,2 = O y 

dct A= (a - 4k2 /p2
) det C - /32 det C1 ,1 - ,82 dct C 2 ,2 • Por lo tanto, si dim ker L~',~ = 1, 

entonces dim ker L~~fl = 1, y las curvas a11 ,k(f3) = a¡,k(/3). Podemos de esto probar el 

siguiente resultado: 

Teorema 2.5: 

11) Sea xo(t) uJJa solución ¡nr-periódica de la ecuación ele Matliieu para (o:0 ,/30 ), entonces 

existe una tínica curva o:= o:±k,m(/3) que está definida para todo {3, es analítica en /3, pasa 

por ( o:0 , ,80 ) y corta al eje de las o: 'sen o: = 4(m ± k /p )2 para algún entero k E (O, [p/2]). 

b) Si k ol O, p/2, entonces existe una solución x1(t), para (o:0 ,/30 ) linealmente indepen­

dieute de xo(t), es decir las curvas para las solucioues pares e impares sou las mismas. 

Trunbién O:±k,m(-/3) = O:±k,m(/3) y no se ilitersectan. Las soluciones pares sobre estas 

curvas tienen el mismo número de ceros sobre (0,p11") que cos 2(m ± k/p)t y las soluciones 

impares el mismo que sen2(m ± k/p)t. 

c) Si p1 < p2, eutonces las curvns son siempre separndus, excepto si pasan por el mismo 

punto 4(m1 ± ktfp1)2 = 4(m1 ± k2/p2)2
, con m1 = m·l, k¡/p¡ = k2/p2 = k/f> con k y 

ji primos rcl11tivos, k ~ ¡3/2, en cuyo c11so las dos cUl'l'llS son }¡¡ curva correspondierite de 

fos soluciones f>rr-perióclicn. 

Dem: Considerando !(xo(t) + xo(-t)) o Kr.o(t)-xo(-t)) podemos suponer que una de 

estus dos funciones es diferente de O y que x0 (t) es par (o impar). La parte a) es entonces 
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inmediata. La parte de b) ya fue probada o podemos usar el siguiente argumento: si 

x0(t) es solución para (a0 ,¡30 ) entonces x0(t + 7r/2) = y(t) es solución, para (ao,-J3o). 

Suponiendo que x0(t) = 2L::;;" Ak+mp cos(2m + 2k/p)t+ 2 ¿:;~ A-k+rnp cos(2m -2k/p)t, 

entonces y(t) = 2L::;;'° Ak+mp(-1r(cos(k7r/p)cos(2m + 2k/p)t - sen(h/p)sen(2m + 

2k/p)t)+2 ¿:;~ A-k+mp(-l)m(cos(h /p) cos(2m-2k/p)t+ sen (h /p) sen (2m-2k/p)t). 

Notando que m + k/p # m + 1- k/p al menos que 2k = p, y m + k/p i= m - k/p al menos 

que k =O, entonces estas series son en espacios diferentes ya que cos(k7r/p) y sen(k7r/p) 

son diferentes de O en los otros casos y Á±k+mp i= O para m grande. Por lo tanto la 

parte par (y la parte impar de y(t)) son dos soluciones linealmente independientes de 

la ecuación de Mathieu para (o:0,-/1o). Repitiendo este razonaminto para todo f3;::: O, 

vemos que las curvas para ¡1 :::; O son dobles y simétricas con respecto al eje de las o:'s. 

Otra vez con el mismo argumento tendremos para ¡3 > O, dos soluciones linealmente 

independientes provenientes de (a,-¡3). 

También se puede usar el mismo argumento con z(t) = xo(t +7r): si 2k/p no es un entero, 

tendremos una segunda solución para el mismo (a, ¡3). Ver [M-S] pg 102. 

La conservación del número de ceros se prueba con el mismo argumento que en el caso 

11 = 2. Finalmente el hecho que no se intersectan (también en el caso (c)) viene de que 

m ± k/p varia de m-1/2am+1/2 (estrictamente al menos que p sea par), por lo tanto 

si m1 ± kifp¡ = m2 ± P2/p2, entonces m1 = m2 1 ki/p1 = k2fp2 = k/f>, al menos que 

k1 = p1 /2, k2 = P2 /2 y m1 = m2 -1 caso ya estudiado. Ahora si dos curvas se intersectan 

tendríamos, en (ao,/10), recordando la descomposición de L2 en espacios ortogonales, 4 

soluciones linealmente independientes, lo cual es ridículo para la ecuación de segundo 

or<len. Otra prueba de este !techo es considerar </i(a, ¡3) = 2 cos V1í = 2cos(2k¡/p)7r1 para 

algún k1, para una solución p7r-periódica. Sabemos que </i( a, ¡1) es una función analítica en 

a y (3, y como para las soluciones periódicas sólo toman estos valores discretos, tenemos 

que <fi(a, ¡3) es constante sobre una curva. Si la curva pasa por ( 4(m ± k/p)2
, O), entonces 

la matriz fundamental es 

( 
cos(2m ± 2k/p)t sen(2m ± 2k/p)t) 

-sen(2m ± 2k/p)t cos(2m ± 2k/p)t ' 

con traza en t = 7r igual a 2 cos 2k7r/p. Porlo tanto k1 = k y las únicas curvas con la misma 

</i, corresponden a ±k, pero estas están separadas por las curvas con k' /p, O :::; k' < k 
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y por lo tanto tampoco se pueden cortar. Notamos finalmente que (c) también se puede 

probar con este argumento. 

Notemos finalmente que la relación 

e/ (/30) = 2 lP" cos 2txo<lt, 

para x0 tal que sea solución de la ecuación de Mathieu 

x" +(a - 2{3cos2t)x =O, 

con Jt'' x5dt = 1 puede ser tansformada en 

a'(/30) = ~ ["(x~xo +axndt, 

1 f P" -2 -tº = {i Ío ( a:r.0 - x0-)dt, 

= -~ (1P" x~2 - a). 
De la primera ecuación para a'(/3), se ve que la'(/3)1 ~ 2. En particular si a< O, entonces 

la curva es decreciente para f3 > O. Por otra parte, dado que 

00 ( k) 00 

( k) Xo=2~Bmp+ksen2 m+p tt2~Bmp-ksen2 m-p t 

para las soluciones impares, con ¡¿" x~dt = 2p7r ( 2:;:" B~ip+k + 2:~ B~p-k) = 1, 

tenemos 

con 
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Es decir J['' x~2 dt;::: 4min ( (*)2, (i - *)2} un caso particular de la desigualdad de 

Poincaré. Por lo tanto para f3 > O, se tiene ci({J) :5 °'~) -1f, donde K es la constante 

de Poincaré, o sea dd.B ( "~)) :5 -f., y para /3 > /30 > O, a:(/3) :5 ( °'~º) - fk) /3 + J(. 

En particular si a:(,80 ) < [(, entonces la curva a:({J), para ,8 > /30, está abajo de la recta 

a= ( °'~º) - f.) f3 + K, que pasa por (a:(f30 ),¡30 ). Notemos que K = 4 si p = 1yK=1 

para p = 2. Para el caso de las soluciones pares podremos tomar K = O. De la ecuación 

se ve que si a: < -2(3, entonces x" = -(a - 2/3 cos 2t)x > O si x(t) > O (caso de la rama 

que sale de (0,0): tiene el mismo número de ceros que x(t) =constante en (O, ir)). Por lo 

tanto en ese caso x(t) no puede ser periódica. Esta información se puede resumir en el 

siguinte resultado. 

Teorema 2.6: Las ramas que lleguen a O, soluciones ir-periódicas pares, a 1 con soluciones 

2ir-periódicns impares y a 4 con soluciones ir-periódicas impares crecen de a= -oo para 

(:J = oo y son mouótonas. Para f3 > O, Ja rnma que llegue a O está arriba de la recta 

a = -2{3, Ja rama que llega a 1 está abajo de Ja recta a + f3 = 1 y Ja rama que llega a 4 

es tú abajo de la recta a = ( °'~;4 ) f3 + 4, parn todo a:o(f3o) dado en Ja expansión local de 

la rama. 

Además la rama que sale de 1, con soluciones pares, debe seguir, para todo {3, entre las 

ramas que salen de 1 y 4 con soluciones impares, y es monótona para a < O. 

Fig 2.6 

La parte (b) del teorema 2.5 está reportada en el [Ab] pg 724. El resto del teorema 2.5 
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y el teorema 2.5 y el teorema 2.6 parecen ser resultados nuevos. Veremos más adelante 

c¡ue todas las ramas cruzan el eje de las (i's. 

2.4.a Método de las fracciones continuas 

Como probamos que para {3 pequeño, todos los coeficientes de una sucesión son diferentes 

de O, entonces 

(2.88) 

es decir, las curvas que darán soluciones periódicas salen de un racional al cuadrado. 

Supongamos que a~ 4~ = 4(mo + k/p)2 , con k entre -[p/2] y [p/2], entonces de (2.88) 

y param > p, 

m2 
a=4-+ p2 

{32 (32 

(a-4(7)2)-~ + (a-4(~)2)-~ 
c¡ue para fJ pequeña nos dn 

m2 {32 
a = 42 + ( ( ) ) ¡ para m > p, 

p 2 4 ~ - 1 + 0((32) 

(2.89) 

(2.90) 

que es la curva en el espacio a, {3 que nos da soluciones p'll' periódicas de la ecuación de 

Mathieu. 

Si buscamos la expansión a mayor orden, deberíamos pasar el segundo término en (2.89) 

a m - 2p, etc .. h11sta llegar a k, k - p, es decir p - k y volver a subir con 2p - k, etc, .. , 

obteniendo, para k :/= O, ±p/2, dos fracciones contínuas. 

Si ~ = m0 + *' con m0 =O y O < k :/= p/2, o con m0 = 1 y -p/2 < k < O, entonces las 

sucesiones de recurrencia deben tomar en cuenta las dos sucesiones. En lugar de hacer 

este desarrollo, usaremos el hecho de que det .4t = O, con 
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-k - (~p :~ -: ~{3) 
Ai- -(3 o a:2 O 

o -{3 o 0'3 

con a:0 =a: - 4k2 /p2, a:1 =a: - 4(1- k/p)2 , a:2 =a: -4(1 + k/p)2 
- a/32

, a:a =a: -4(2 -

k/p)2- b¡32
• 

Es facil ver, desarrollando respecto al último renglón, que 

detAf=-f3det(~p -: ~f3)+a:adet(~p :~ 
-¡3 a2 O -{3 O 

= {3 4 
- {32a:oa2 + aa(aua:1a2 - {32(ct¡ + a2)) 

Recordando que a(f3) es una función nnalíLica par, entonces, en el primer caso, tendremos 

a = ~s + 'Y {32, por lo tanto a:0 = 7 {32, a: 1 = 4 ( 1 - ~) + 7 {32, a:2 = -4 ( 1 + ~) + ("! -
a )(32 , a:3 = 8 ~;- 1 J + ('y - b )(32 • Quedandonos con los términos en {3 2 en la relación 

miterior, se tiene 'Y= ~1 + ~. = - 2(1_4~ 2 /p') + 0(/32
). Notemos que esta fórmula es la 

misma que (2.90). 

Para el caso a: = 4(1 - k/p)2 + "({32, entonces a:0 = 4(1 - 2k/p) + 7{32, a:¡ = 'Yf32 , 

a:2 = -16k/p + (¡ - a)f32, a:a = -4(3 - 2k/p) + ('Y - [3){3 2
• 

Tomando la relación a segundo orden se tiene f32(-a:oa:2 + 7a:oa:2a:a - a:2a:a) =O, es decir 

'Y= ;
0 
+ ;

3 
= 2¡1_ 2k/p\(a-4 k/p)> la fórmula de (2.90). 

También de (2.88) tenemos que los coeficientes de las soluciones pares cumplen 

Am+p f3 

~ = ( (!!tl.1!)2) f!' , 
a:-

4 P - (a-4(~)')-~ 

y 

Am-p f3 --=------,---------
A,,. ( (!!!..=.l?.)2) fJ' ' 

a - 4 P - (a-4(~)')---2.!._ 

con las mismns precauciones para m < p. 
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Haciendo Am =A (una constante), denotando a 2m/p por {fió= 2mo + 2k/p, tenemos 

que estas dos ecuaciones se transforman en 

Af3 
Am+p = ªº _ ({fió+ 2)2 + O(f32) i 

Af3 
Am-p = ao - (foO - 2)2 + 0(¡32)' 

las cuales se pueden resumir en la siguiente ecuación 

Af3 ( 3) 
Am±p = ªº - ( foO ± 2)2 +O {3 • (2.91) 

Estas fórmulas son también válidas para m < p. Por (2.88) tenemos que el siguiente 

coeficiente de la serie se obtiene de 

f3 

(
Cl' -4 (m+2p)2)-/3~ 

p Am+>p 

entonces 

A -[ {3 ]A m+2p - a - ({fió - 4)2 - ~ m+p 

=A 1 1 µ2 + 0(¡34), 
(ao - (Fo+ 4)2] (ao - ( foO + 2)2] 

haciendo lo mismo para Am-p y de esta última se tiene 

(2.92) 

De lo cuul se obtiene In solución par de la ecuación de Mnthieu de periódo 7nr 
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x( t) = · · · + 2Am-2p cos( Fo - 4 )t + 2Am-p cos( JriO - 2)t + 2A.;. cos Fot -

+ 2Am+p cos( Fo+ 2)t + 2Am+2¡• cos( Fo+ 4)t + · · · . 

= 2AcosJriüt 

+ 2A [ ( )ao 2)2 cos( Fo - 2)t + ( )ao 2)2 cos( Fo+ 2)t] (3 
~- ~- ~- ~+ 

[ 
1 1 

+ 2A (cto - (Fo+ 4)2] (ao - ( y<ió + 2)2] cos( JriO + 4)t 

1 1 ~ )] 2 3 + (cto-(yao- 4)2](ao-(yao- 2)2)cos(ycto-4t (3 +0((3 ). 

(2.93) 

donde Fo <t 7!... Dado que las expresiones en (2.88) son idénticas para las A's que para 

las B's, tendremos que las ecuaciones (2.91) y (2.92) son iguales en forma, y que vimos 

que a es el mismo en este caso si 2k /. O, p, estarán representando la relación entre los 

coeficientes de las soluciones impares: 

13(3 ( ª) 
Bm±p = a:u - ( VaO ± 2)2 +O (3 ; (2.94) 

Bm±Zp = (ao - (Jan± 4 )2] (ao - ( )ao ± 2)2] (3
2 + O(f3

4 
), 

(2.95) 

con B una constante. 

Por lo tanto, la solución impar de la ecuación de Mathieu ele periódo pir es: 

x(t) -2 = · · · + Bm-2p sen ( JriO - 4)t + Bm-p sen ( ,fiiO - 2)t + B,,. sen ,fiiOt 

+ Bm+psen(y'aó + 2)t + Bm+2pscn( ..[iiO + 4)t + · · · 
= Bsen,¡aot 

+B[ ()ao 2)2 sen(Fo-2)tt ()ao 2)2 sen(,fii0+2)t](3 
~- ~- ~- ~+ . 

[ 
1 1 

+8 ( (y'(iO 4)2][ (y<ió ?)2]sen(y'aó+4)t cto - eta + a:o - a:o + -
1 1 ~ ] 2 3 + (cto-(y'(i0-4)2](o:o-(JQ0-2)2Jsen(vCl'o-4)t (3 +0((3 ). 

(2.96) 
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donde ,,,fiió t/. 7l... 

2.4.b Método perturbativo 

Aquí se pretende usar el mismo método perturbativo de la sección 2.3.b, sólo que consi­

deraremos soluciones p7r-periódicas, lo que se traduce en exigir que ao sea un racional al 

cuadrado. La solución p7r-periódica par de (2.75) es 

xo = Ao cos foii t 

coa a0 ::: 4 ;•:, sustituyendo ésta en la ecuación (2. 76) tenemos la ecuación diferencial 

x1 + a 0x1 = 2A0 cos Jaot cos 2t - A0a1 cos Fot 
= Ao cos(2 + .foO)t + Ao cos(2 - Fo)t 

- Aoa¡ cos ylaíit. 

(2.97) 

Para evitar resonancias es directo que debemos de pedir que a¡ = O, lo cual nos da como 

solución de (2.97) 

Ao 
x1 ( t) = (

2 
y'iiií)2 cos(2 + foii)t 

ªº - + ªº 
Ao 

+ (2 ,,fiió)2 cos(2 - yíi'ii)t. 
ªº - - ªº 

(2.98) 

La otra posibilidad sería 2 - Fo = ,fiió, es decir ao = 1, caso ya estudiado y que 

evitamos suponiendo que ,,,fiió r/. N. De igual manera, de (2.77) tenemos que 

:T.2 + aox2 = -a2xo + 2x1 cos 2t 

= -a2Ao cos .¡¡;Qt 

+ 2Ao [ (2 

1 
fo0)2 cos(2 + .foO)t + (2 

1 
,,fiió)2 cos(2 - foií)t] cos 2t 

ao - + ªº ªº - - ll'o 

= Ao [ 
1 + 1 

- a2] cos .,fiiót ªº - (2 + Jao? ªº - (2 - FoF 
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Ao 
+ ao _ (2 + y'Q0)2 cos( 4 + Fo)t (2.99) 

Ao + (2 yla0)2 cos( 4 - JQO)t. 
ªº - - ªº 

Para evitar resonancias debemos pedir, ya que 4 - .fiió =/: ,fiiO y ao =/: 1, que 

1 
a2=---

2(ao -1) 
(2.100) 

lo que Ílos <la como solución <le (2.99) a 

Ao 1 
x2(t) = (2 y'CT0)2 (4 fo0)2 cos(4 + ,fiiO)t 

ªº - + ªº ªº - + ªº 
Ao 1 + cos( 4 - Fo)t ªº - (2 - y'a0)2 a:o - (4 - .,fo0)2 

(2.101) 

Resumiendo, de estos resultados tenemos que la solución par p7r-periódica de la ecuación 

de Mathieu es: 

x(t) = Ao cos ,¡<iOt 

+ Ao [ (2
1 

.,fo0)2 cos(2 + .fiió)t + (2 
1 

Jii0)2 cos(2 - Fo)t] {3 ªº - + a:o ao - - ao 

[ 
1 1 

+ Ao (? J"ii0)2 ( 4 .fiió)2 cos( 4 + JQO)t 
ªº - ~ + ªº ªº - + ªº 

1 1 ~ ] 2 ª) + ao _ (2 _ .fii0)2 ªº _ (4 - .,fo0)2 cos(4 - yao)t f3 + 0((3 
(2.102) 

y 

1 2 3 
a({J) = ªº + 2(1l'o -1/~ + O([J ) (2.103) 

ambas con a 0 = 4~. De igual manera tendremos que In solución de la ecuación de 

Mathieu impar con periódo ¡nr es: 
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(2.104) 

con B0 una constante. 

2.5 FOLIACIÓN DE LAS CURVAS PERIÓDICAS 

En la sección anterior se mostró que en la región de cst.abilídad del plano a:, f3 existen 

curvas que nos dan soluciones periódicas de la ecuación de Mathieu, sin embargo, no se 

exhibió la forma de éstas, y en particular nos gustaría probar que dado un punto ( a:1, {3') 

existe una curva que nos da soluciones periódicas que pase tau cerca como queramos de 

este punto. En lo subsecuente se piensa que f3 es pequeña. 

Notemos que para f3 =O, los puntos 4i¡;;., com m y p enteros, son densos en la semirecta 

a > O. Sabemos además que si m y p son primos relativos, entonces existe una única 

curva analítica, correspondiente a soluciones pir-periódicas y una k tal que !J!- = mo + *' 
con m0 entero y k entre -[p/2J y [p/2]. Sabemos que estas curvas están definidas para 

toda f3 y son analíticas. Además estas curvas no se intcrsectan. 

Probaremos primero que la situación, para /3 =O, se conserva para {3 pequeño. Daremos 

después un argumento general. 

Tomemos pues la nprnximación (2.103) a estas curvas 

(2.105) 

la cual por razones prácticus es conveniente escl'ihirla como 
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(32 ~ 2(ao - l)(a - ao); 

= 4 U(ao -1)) (a - ao), 
(2.106) 

que tiene por gráfica una parábola con vértice en ( ao, O) y distancia focal 

p = H a 0 - 1 ). Entonces, las curvas que estamos considerando a primeras aproxima-

ciones en (3 son parábolas con el eje focal sobre el eje a y su distancia focal crece con a, 

como se muestra en la figura 

ex 

Fig 2.8 

En este puso sabemos la formn que tienen dichas curvas, lo siguiente es mostrar que dado 

un punto (a', (3') con (3' pequeño, existe una de estas curvas que pasa cerca de él, lo 

que es equivalente, existe una parábola con vértice, (ao, O), donde Cl'o es un racional al 

cuadrado. 

Para resolver esto, basta considerar que (a', fJ') cumple con (2.106) 

fJ' 2 ~ 2( no - 1 )(o:' - nu ), 

lo que nos da 

a'+ 1±J(o:'+1)2 -4(a1 + ~) 
ªº ~ 2 ' (2.107) 
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como (3 1 es vecino a cero, tenemos que el discriminante de la expreción anterior es 

por lo tanto 

ao1 ~a/, 
(2.108) 

Dado que buscamos una raíz cerca de ex', descartamos la segunda raíz, si e/ =/= l. En 
,.,, ,. .. 

efecto, a' - a 01 ~ cfr:=r, mientras que a' - ao 2 ~ -cfr::r, por lo tanto, si a'=/= 1, para /31 

suficientemente pequeño a' estará más cerca de ao1 • Es necesario notar que los racionales 

al cuadrado son densos, siendo n' un número real, existe un racional al cuadrado tan cerca 

como queramos de éste, en otras palabras, cerca de (a', (31
) pasa una curva en el espacio 

a, f3 que nos estará representando soluciones periódicas. 

Hasta aquí hemos visto que para f3 pequeño las primeras aproximaciones de las curvas 

periódicas (ecuación (2.106)), son densas. Esto quiere decir que existen curvas que repre­

sentan soluciones periódicas que pasan tan cerca corno queramos del punto (a', {31
) para 

f3 pequeño. 

Quicicramos verificar directamente, que dichas curvas están foliando el espacio, es decir 

que no se intersectan. 

Para mostrar esto simplemente encontremos la intersección de dos de estas parábolas 

(ecuación (2.105)), que tengan una separación entre vértices de r¡, en ao y ao + r¡, las 

ecuaciones que resultan son: 

ª ~ ª 0 + 2( cro - 1) 

ª ~ ª 0 + 11 + 2( a 0 + 1J - 1) 

de lo cual 

(l2 
2 
~ (o:o - l)(ao +1¡- l)¡ a·0 =/=1, 1-r¡, 

o 
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f3 ~ ±v'2(ao - l)(ao + TJ -1)¡ ao # 1 (2.109) 

y if31;::: J2(ao -1) si ao > 1, mientras que lf31;::: J2(1- ao - ri) si ao + 1¡ <l. Lo que 

muestra que las curvas no se cruzan cerca del eje a para ao # 1, para ser más precisos 

para ao E IR - (1 - e, 1 +e). 

De hecho usando un poco de topología, podemos probar que las curvas f olean toda la 

región estable. 

Teorema 2. 7: Si (a', {J') están en la región estable, entonces existe arbitrai·iamente cerca 

u11 punto (a, (3) que corresponde a una solución periódica. 

Dem: Supongamos que en (a', /3') las soluciones no sean periódicas. Entonces <fi( a1
, /3') = 

2cos11ir es tal que 11 no es de la forma~, k s; ~.donde p, k son primos relativos. Pero 

existen k;, p¡ tales que~ aproximan a 11. Supongamos que cerca de (a',(3') uo haya 

ningún (a, (3) como en-61 teorema, es decir existe una vecindad de (a', {J') donde </i( a, (3), 

una función analítica en (a,f3) no pueden ser de la forma 2cos(2k/p)ir. Pero entonces la 

única posibilidad es que <f¡( a, (3) = <f¡( a', f3') en esa vecindad. 

Consideremos las curvas Cl'.±k;+mp;(f3) que salen de 4(m ± k;/p¡)2
• Como estas curvas 

son ordenadas existe m¡ tal que Cl'.-k;+m;p;(f3') < a' < Cl'.k;+m;p;(/31), o se puede tomar 

ao(f3') <a'< Gk1((3') o que a' > CTk;+m¡¡>;(/3') para todo m. 

En el primer caso, dado que las curvas son ordenadas, tendremos Di-k+m;p({J') < a' < 
<tk+111;p((31) para todo k y p. 
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. <> 
p' ················.\fi)\~ 

~~~· 
1 .,\ 

<C"\+'/r/ 1 

Fig 2.9 

Tomando las curvas ª±k+m;pi con k/p-+ O, entonces la bola alrededor de (a' ,,B') quedaría 

entre las dos curvas de transición que salen de ( 4mr, O), es decir en la región inestable. 

En el segundo caso, la bola quedaría cutre ao(,B) y la curva límite etk(,B), con k/p-+ O, 

pero entonces tcndríumos un punto (cro,,B') con </J(a0 ,,B') = 2 y a 0(/3') < a 0 < a1(,B'), lo 

cual es imposible, ya que hemos clasificado totalmente estos puntos. 

En el tercer caso, a' > limm-oo ªk+mp(,B') para todo k y p. Sea ao este límite, enton­

ces <f>(ao,/31
) = lim0 - 00 </J(a,¡31

). Pero </J(nk+m1,(,B')) = 2cos2br/p y, como k y p son 

nrbitrarios, no podemos tomar su límite. 

Hemos probado la foliación global del conjunto estable: este resultado parece nuevo. 

2.6 EL MÉTODO DE POINCARÉ-LINSTEDT PARA 

LA ECUACION DE MATHIEU 

Supongamos a primera instancia que es posible resolver la ecuación de Mathieu (0.33) po­

niendo solamente ax en una serie de potencias de ,B. Se obtienen las siguientes ecuaciones 

para cada potencia de ,B 

xo + axo =O, (2.110) 
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X¡+ ax1 = 2cos2t · xo, 

x2 + ax2 = 2cos2t ·X¡, 

Xi +ax¡= 2cos2t·.Xi-1· 

(2.111) 

(2.112) 

(2.113) 

Considerando soluciones pares, de (2.110) tenemos que Xo = Ao cos .jfrt, sustituyendo en 

(2.111) 

X¡ + ax1 = 2 cos 2t · A0 cos y'Qt¡ 

= Ao ( cos( ,fo+ 2)t + cos( ./fr - 2)t) , 

resolviendo ésta se tiene 

X¡ = Ao {a_ (Ja+ 2)2 cos( ./fr + 2)t +a_ ( ~ _ 2)2 cos( ./fr- 2)t}. 

Siguiendo con el procedimiento, de (2.112) se tiene 

x2 + ax2 = 2Ao cos 2t {a _ (); + 2)2 cos( ./fr + 2)t + a _ (Ja_ 2)2 cos( /a - 2)t} ; 

= Ao {a_ ( ~ + 2)2 cos( fo+ 4)t + C\' _ ( ~ _ 2)2 cos( ./fr- 4)t} 

+ Ao {a - (Ja+ 2)2 + a - (Ja_ 2)2 } cos JQt, 

donde tenemos un problema: una de las frecuencias del término forzante coincide con la 

frecuencia natural, lo cmil nos lleva a tener resonancia, y no hay manera de evitar ésta. 

Es aquí donde surge la necesi<la<l de un grado de libertad más, que nos permita tratar 

estas resonancias, y la manera natural es permitiendo que la frecuencia de la solución 

para la ecuación de grudo cero varíe. Esto lo haremos proponiendo a dicha frecuencia 

como una serie de potencias en [3. 

Es necesario notar que tenemos una ecuación de segundo orden, y los cambios en la 

frecuencia se manifiestan en la aceleración, la segunda derivada en la ecuación. Lo que 

haremos enseguida, a diferencia del método que falló, es no pedir soluciones exactas para 

cuclaorclcu cu {J, sino unas que nos resuelvan estas ni orden correspondiente. En particular 

la primera ecuación (grudo cero) se resolverá hastft grado cero cu /3 y los grndos mayores 
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en f3 los heredará a las ecuaciones correspondientes, este procedimiento se conoce como 

el método de Poincaré-Linstedt. 

Para hacer esto es conveniente escribir la ecuación (2.110) en términos de la diferencia 

relativa de las frecuencias, pidiendo que ésta sea de orden mayor que cero en (3, es decir 

a .. .. (w2 -a) 
w2 .'l:o + axo = -xo ~ , (2.114) 

donde w2 es la nueva frecuencia y ( w~2") es la diferencia de las frecuencias relati­

va a w2 • Ahora, ya que estamos exigiendo que esta nueva frecuencia sea tal que 

la diferencia relativa sea de orden mayor que cero en (3, debemos pedir que w = ,/Q + 
w1f3+w2fJ2+ .... t 
Por lo que podemos escribir a (2.114) como 

; 2 xo + axo = 01 (-xo ( 1- ; ) ) f3 + 02 (-ii:0 ( 1 - ; ) ) (32 
•• ·, (2.115) 

donde ok es una función tal que ok 0:::::1 a¡f3i) = ªk· 

Siguiendo con el método, las ecuaciones (2.110) a (2.113) se transforman en 

(2.116) 

x1 + ax1 = 2 cos 2t xo + 01 (-xo ( 1 - ; ) ) ; (2.117) 

x2 + ax2 = 2 cos 2t x1 + 02 (-ii:o ( 1 - ; 2)) ; (2.118) 

ii:;+ax¡=2cos2t Xi-I +o;(-:r.0 (1-;)). (2.119) 

Donde la solución de (2.116) (considerando soluciones pares) es 

con a 1 = ~· 
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Xo = Au cos wt, (2.120) 

independientemente de lo que sea w, aúnque ésta irá cambiando conforme avancemos en 

la resolución de las ecuaciones a diferentes ordenes. 

Sustituyendo (2.120) en (2.117) y tomando el orden correcto en f3 sobre el lado derecho 

de la ecuación, se tiene que 

X¡+ ax1 = 2cos2t · Xo + Ao coswt ·a¡ 

= 2 cos 2t · A0 cos ,/ñt + 2Ao ./(Xw1 cos ./(Xt 

= Ao [cos( Va+ 2)t + cos( ,/ñ- 2)t + 2vaw1 cos vat] . 

Para resolver esta ecuación y pidiendo soluciones acotadas (eliminando resonancias), de­

bemos pedir que w1 = O, lo que nos da por solución 

_ Ao . r::. 9 Ao r::. 
X¡ - a-(fo+ 2)2 cos(va+-)t+ a-(fo- 2)2 cos(ya-2)t, (2.121) 

A diferencia del método anterior, nuestro grado de libertad extra, nos ha permitido tratar 

el problema de las resonancias. 

Para el segundo grado en f3 se tiene la siguiente ecuación diferencial 

x2 + ax2 = 2 cos 2t ·X¡ + Ao cos wt (1 - ; 2 ) 

ya que w = fo+ w2f32 + · ·., tenemos 

x2 + ax2 = 2cos2t · x1 + Ao coswt · a2 

ele lo cual 

x2 + a:1:2 = ( ~ )2 cos( Ja+ 4)t + ( ~ )2 cos( ,/ñ- 4)t a- n+2 n- o-2 

+ Ao { (}a: )2 + ( Jt )2 + aa2} cos ,/ñt a- a+2 a- ct-2 

clonclc a2 es el coeficiente correspondiente a /32 en la serie de (1 - -!}¡) = E~1 a¡{3i. De 

nueva cncnta, pnra resolver esta ccnacic\n impiclit!nclo rcso111111cias, sení. necesario <¡He 
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a2 = ~ ( 1 + ___ 1~--) 
a a - (fo+ 2)2 o: - (fo - 2)2 

1 1 ::::---
2a a -1 

ya que a2 = ~ - ~'y c¡uc w1 =O. Esta última ecuación se transforma en 

1 1 
W2=----

4foa-l 
(2.122) 

lo que nos permite calcular una solución acotada para (2.118) 

Ao 1 r::. 
X2 = a_ (fo+ 2)2 a_ (fo+ 4)2 cos( v ex+ 4)t 

Ao 1 r::. 
+ex - (va- 2)2 a -(fo-4)2 cos(va-4)t. 

(2.123) 

El procedimiento se 1úguc de esta mancrn indefinidamente. 

En este punto tenemos que la solución a la ecuación de Mathieu es 

x(t) = Ao coswt 

+ Ao (a _ ( ~ + 2)2 cos( fo+ 2)t + a _ ( ~ _ 2)2 cos( fo - 2)t) (3 

( 
1 1 

+ Ao a - (va+ 2)2 a - (fo+ 4 )2 cos( fo+ 4 )t 
{2.124) 

1 1 r::. ) 2 + a-(fo-2)2a-(fo-4)2cos(vex-4)t (3 +· .. 

2.7 CRUCES DE LAS CURVAS DE TRANSICIÓN CON EL EJE BETA 

Teorema 2.8: Las curvas de tra11sición cortnn al eje f1 en punt.os {3 11 que tienden a oo y 

por lo tnuto se extienden a a < O con o:(,8) -1 -oo. 

Dem: Tomemos las solnciones impitrcs ir-periódicas, ele In fornm 
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00 

x(t) = 2 L B2n sen2nt, con a= O, 
1 

La ecuación x 11 
- (2fJ cos 2t)x = O, se escribe -4n2 B2n - fJ(B2n-2 ·+ B211+2) = O, con 

ll0 = O. Sea 'Y = fJ / 4, entonces 

'Y 

) (

B2,.+2) (B2n) B211+1 = -r O • . . . . . ·. ' . 

Sea A11+1 = 
(

ll + 1 

· · . ) , ""'ºº"' la """"'la 
ecuación se escribe 

y por lo tanto 

B A-1 1- A-1 
con n+l = 11 +1 11+1 n+1 · 

Es facil ver que 11 A~¡ 1 11:5 11 ~ 1 , 11 111+1 11:5 J3, por lo tanto 11 B11+1 11:5 (n~f¡. Y 

I B . ·11 . 1 1 <11+1¡• (I B )-1 "'°"( l)k k13k Al +'Y 11 +1 es 111vert1 Je s1 "f < ~·con +'Y 11 +1 = L..o - "f 11 +1· !Ora 

sólo nos interesa 
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(~)T (B2n+z) (~)T -1 _1 _1 (~) 
B211+2 = b : = -¡B2,, b A,,+i(I + ¡B,,+1). A,.+1 b 

Como A;;-¡1 (I + 7B11+1t 1 A;¡1 es simétrico, sólo tenemos que calcular 

ei'A;;-¡1 (L.;;:0 (-l)k-yk8~+ 1 ) A;;-¡1e1 = an(r), con ej' = (1, O, ... ). 

00 

a,.(r) =(A;;-¡¡ C¡ f z)-1)k'Yk(A;;iJn+1A;;i1)k(A;;i1 e¡) 
o 

= (n: l)2 ef ( ~(-l)krk A;;¡1in+1A;¡Jn+,1A;;¡1 ·· ·in+1A;¡1) e¡· 

= (n: 1)2 (1 + ~ (n rl)2 (Jntte1) TA;¡1j~f1~,4;;¡i···:(i11+1e1)} 
• T. . ··: ·e·.;··;;•, . -•· .. 

Pero ln+1e1 = c2. Aquí se usó que para k = 1, e1 ln+1e1 =·O::::': (ln+1)(1,t)· 

<loncle se usó, pnra k = 3, ef i 11+1 e2 = O. Como i 11+1 e2 =e¡ + ea entonces 

1 ( 7
2 

14 ( 1 1 ) ) 
a .. (1) = (n + 1)2 1 + (n + 1)2(n + 2)2 + (n + 1)2(n + 2)2 (n + 1)2 + (n + 3)2 + "· 

Por inducción se puede probar que a11 dcpen<le sólo de 12 y que todos los coeficientes son 

positivos. 

Otra manera de ver esto es lo siguiente: 

(
B211+2) (B2n) (A~1+1+1in+1) B2;•+4 = -1 ~ 

tiene como primera línea: (n+ 1)2 B2nt2+i'B211+·t = -1B211· Pero B2n+2 = -¡a11 (1')B2n· 

- 211+1 (B ) (B211+2) 
Si hnbiermnos tomado (A~+2 + 1111+2) : = -¡ ~ entonces B2nt4 = 

-"(an+I (¡ )B211+2 = ¡ 2a11(1-)a,,+1 (1' )B211 · Por lo tau to, 
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( 2 3 (' ( -"( n + 1) a,.(¡)B2n +"('a,. ¡)an+I "t)B2n =-"(B2n 

y 

' . 

("t2an+1("1)-(n + 1)2)an(I)::,,, .'.-1 

es decir a,,("t) = (n+I)>-;•an+ih) para todo n con (njt > l"fj. Por lo tanto 

1 
a,,(¡)= (n+1)2- 1' 2 

(nt2) 2- 2 (nta)2-X.. 

expresando a,. ( ¡) como fracción continua. De esta expresión se ve que si 1"112 s ( n + 1 )4 , 

entonces a,,("t) es analítica en ¡ 2 y positiva. 

Como ya se vió anteriormente el problema se reduce a, usando B2n+2 = -"(a,.(1)B2n 

'Y 22 

(

1 'Y 

y por lo tanto se necesitará estudiar los ceros del determinante de esta matriz. Desarro­

llando el determinante con respecto al último renglón 

(n - 1)2 )
- -ydet (: 

(n -2)2 o) 
'Y 'Y 

'Y). 
n2 

Haciendo lo mismo con J11 tenemos J11 = n2 J,._¡ - -y2 ln-2, Ji = 1 y J2 = 4 - "¡2 • 

Es facil ver por inducción que J,.(O) = (n!)2 y que J.1 11 (-y), J4 11 +1("/) (polinomios en -y2) 

tienen un término dominante r. .. -y4
" con e,.> O y, J.111+2(1) y J4 11 +2('Y) tienen un término 

dominante -c11 -y411+2 con e,. >O. 
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' . 

Estudiemos los ceros de J,.('Y)-')'.:an('r)!11 ~1('r)= fn(12
), o si hacemos J,,("(2

) = (~¡¡;, 
los ceros de J,. ( 12

) - 12 ª·~;r'> Ín-1ci~y:¡;j,;(72 
), d¿n<le 

Lema 2.3: O < a:, < ª~-l < · · · < a~ = 4. 

Fig 2.10 

Dem: Por inducción 

esto implica que a~< a~. Si a;,_1 < a;,_2 < · ··, eut.ouccs J11 (a;1_ 1) = 

ª~- t A ( I • I , I • • -~Jn-2 a11 _¡) <O, yn que el primer cero de ªn-I es a 11 _ 2 > a,._ 1, lo que 1mphca 

que a;,< a;,_1. Como / 11 (0) = 1 y .f,.(a;,) = _a;,ª;;~ª~>J,._¡(a~) <O entonces f,.('Y2) 
tiene un primer cero en a 1 , O < n 1 < a;., de lo cual a 1 :S: lim 11 -+ ooa;, (serie decreci¡m te). 

De hecho a¡ = lim 11 - 00 a:,. En efecto, veremos que J.1 11 (:r) y J.1 11 +1(x) tienen 2n ceros 

parnx >O y que l.1n+2(:r) y J.111 +a(:r) tienen 2n+l ceros para x >O y todos son positivos 

pum;¡; < O. Por lo tanto .i11 ( l') :S: 1 pnrn O :S: ;r :::; a:,. Ya c¡11e los ceros de In 1leriva<la de 
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} 11(x) esLá.n entre los ceros <le .i11 (x), es facil ver que y O< a11 (¡2 )-; O, cuando n-; oo. 

Por lo tanto 

I 

Ín(a~) = - ª~ l11-1(a;,)a,.(a;,)-; O, n-> oo. 
n 

A a' lfn(a:,)I :5 '¡';t, paran grande a;,~ O'¡. t • 
Sea entonces a~ el segundo cero de }11 (¡2), paran~ 4. 

Lema 2.4: a~ < ª~-J < · · · < aJ 
Dem: Hagamos la prueba por inducción. Se tiene primeramente que }5(an = 

-(5 ~1pJa(aJ) > O ya que Í1(an = O = Ía(aD - ¡ 3 ~\¡>J2(a~), lo cual implica que 

Ía(aJ) y i2(a¡) tienen el mismo signo. Si Í2(a~) fuera positivo se tendría que a~ <a~, 

pero Í1 (a~) = Ía (a~) < O lo que nos lleva a una contradicción. 

Fig 2.11 

Suponiendo que se probó ª~-I <···<a¡, entonces J11(a~_¡) = - ·~y,;;:-•1<)¡1-il >O ya 

q11e .in-2 es positiva entre a:,_2 y a~_2 . Por lo tanto a;,_2 < a~_ 1 . • 

Como antes, hny 11n segundo cero ct2 ele f11 con a;,_ 1 < n 2 < a;, para todo n > 4, ya 

J.(2)- a~Ín-tC• 2 ) O¡"(' )-J.(' ) O 'TI b'~ r. 'l 2 que n <1 11 - - (n(n-1)~ > Y n a11 _ 1 - 11 a 11 _ 1 < . .tll!ll len es 1ac1 ver que a11 

converge n n2. 

El hecho que para x <O .f11 (x) ~ } 11 _,(;v) se prneba por inducción. 
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Lema 2.5: }4,. y J4n+I tienen 2n ceros simples, J4nt2 y J4nt3 tienen 2n + 1 ceros 

simples. 

Dem: Ésta será por inducción, probando que los ceros de Jn-1 separan los ceros de J,., 
es decir, si a~ es el k-ésimo cero de J,., se tiene 

ª"' ... 

Fig 2.12 

a~-l <a~:~ < a~:t <a~< ª~-l < a~_2 con J,.I¡.~-· .• ~] del signo de Ín-11¡.~:~,•!-.I 
Si esto es válido paran -1, entonces, suponiendo que el signo común de J,._1 y J,._ 2 es 

negativo (hipótesis de inducción) 

Fig 2.13 
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• • 2 • 

De Jn = Jn-1 - (n(J-1¡¡2'n-2, evaluando en los puntos de arriba se deduce que 
• k2 • • kl • • k 
Jn(an:1) > O, Jnl¡a~:~,a~:~J > O, Jn(a~:1) < O, Jnl¡a~:~,a~:~J < O, Jn(a~-1) > O, 

J .. l¡a• a• 1 > O. Por lo tanto existen ceros de J,, entre akn·:~ y ank:
1
1• El hecho de que 

n-11 n-2 

sólo hay un cero en cada intervalo viene del número total de ceros' de esos polinómios: 

Tomemos k dando el último cero de Ín-1 (otra inducción). Según la paridad den - 1 

tendremos: 

Fig 2.14 

Como J4n+2 decrece como -')'4"+2 y es positivo en [aJ::+i •a¡~¡, entonces hay otro cero a 

la derecha de a~~. 

Fig 2.15 

e J• > () , [ 2n 211 ] ¡· ( 211+1) < () t . 1, t . 2n+I omo .1 11 +a en a4,.+2 ,a411 + 1 y ·ln+J a411 + 2 , en onces 1,1y o ro cero, a411 + 3 , 
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Fig 2.16 

J• O [ 2n+l 2n+lj 4n+4 ¡ t t h t 2n+2 ¡ 4n+4 < en a4n+3, a 4n+2 y crece como 'Y , por o an o ay o ro cero, a 4n+4, a a 

d ch d 2n+l ere a e a4n+2· 

Fig 2.17 

Jfo+s > O en a~~:j:~ y negativo en a~~+l, por lo tanto hay 1111 cero entre esos dos números. 

Por lo tanto a~; es monótonnmente decreciente a O'k y j,.( o:k) = O para a:k entre a~:\ y 

a~ (mismo argumento). 

Falta probar c¡11c ak-+ oo: a·k es 111111 sucesión creciente, si {nd se acumulan en (30 • Por 
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la separación de las curvas de transición para soluciones 27í-periódicas, con ,P(O, /3) = 2. 

Pero r¡?(O, 4JCTk) = -2 (soluciones 7í-periódicas) y ,P es continua: contradicción. • 

Para Ja ecuación x11 + (a - 2/3 cos 2t)x = O, con x = 2 ¿~ sen 2nt se puede hacer lo 

mismo con¡= (3/4, {¡ = -a/4, entonces se tiene 

(

fi+1
2 

.' 

'Y " 

'Y fi+n2 

('+(>~+!)' 

y por lo tanto B2n+2 = -1a 11 (ó,;)B2ri· Pero B211+4 = -fan+1(ó,-y)B2n+2 = 
72 anan+1B2n y B2 11 +2(fi + (n + 1)2) + ¡(B2n+1 + B2 11 ) =O implica que 

En particular a 11 es una función de ¡ 2
, analítica y positiva con a,. ?: 6+(•:+tl' y{¡+ (n + 

1)2 -
12 

2 ?: /j + (n + 1)2 - 12 
2 = b, con b = 8(11 + 1? - Lb

2

, es decir 
6+(n+2)2-..l.:. 6+(n+1)2-..l.:. 

. . 
b2 - ( {¡ + ( n + 1 )2 )b + ¡ 2 = O con dos raíces positivas. Entonces lo ele arriba es cierto si 

l11::;fi+(n+1)2. 

El problema es entonces equivalente a 

det 'Y 
(

{¡ + 12 
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con Jn = (6 + n2)Jn-1-12Jn-2, J¡ =o+ 1, h = (6 + l)(c5 +4)--y2, y se trata de 

resolver la ecuación 

Como antes Jn es par en -y, y para c5 > -1, es decir a< 4, tendremos el mismo compor­

tamiento de los ceros. 

Notamos que Jn es función de -y2 y que fn(6,-y) es una función analítica en 6 y 'Y (que 

se pueden tomar complejas). Por lo tanto si (6,-y) están sobre la curva de transición, 

también lo está (c5,--y) y si '\lfn(é,-y) =/=O en un punto donde fn(6,-y) =O, entonces 

por el teorema de la función implícita podemos resolver localmente para 6 como función 

analítica de 'Y (o¡ como función de 6). 

Para otro argumento para probar que las curvas de transición son curvas parametrizadas 

por -y, se puede ver el Coddington y Levinson, pg 219. 

Para -4 < 6 < -1, con Jn(x) = (n2 + 6)Jn-1(x) - xln-2(x) uno tiene el primer cero 

para x < O (no relevante para nuestro problema). Es facil ver que uno tiene: 

Fig 2.18 

es decir a~n-I < a~n+I <a~,. <O, J,.(x) >O para x <a:" J,.(x) <O para O< x <a:" 

142 



Fig 2.l!l 

obteniendo <los sucesiones a~n+l que es creciente, y a~,. que es decreciente y un cero de 

.f,. (a:). 

Para x > O, tendremos de nuevo los ceros ordenados en forma decreciente, generando los 

ceros de f,.(x) como antes. 

Para ó < -4, es decir a: > 16, hay una sucesión <le ceros cerca de ó = -4 que desaparecen 

cuando ó crece. El annlísis se vuelve entonces más complicado ya que el polinomio J,. no 

tiene tocios sus ceros simples y reales. Sin embni·go, se puede calcular numéricamente los 

ceros de J n para localizar los ceros de f,.. 

Sea n0 tal que a,.(ó,"Y) está bien definido paran;::: no. Definamos J,.(ó,7) = n:::~~·~~ 2 >' 
¡ (ó ) _ fn(6,"() 
Jn ,7 - 11" (H")' 

no J 

Entonces, paran ;:: n0 + 1 se tiene: 

• • 2 a,,(ó+7) • 
Ín = J,. - 7 Ó 2 Jn-1 +n 

Por lo tanto fn+l = Í11+1 - 6 ¡~~,'{i'¡2111 = J,, ( 1 - 6¡~~1'+'\'¡2) - (6+n•1~f+(,',+ 1 p¡ · 
1 ~ 1 • Como 1- b+(n+IJ' = a,,(b+(n+JJ'J' entonces 
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.. 2 .. ii ... ··2· • f n +'Y a,.Jn-i/(ó + n ) ·• . 'Y Jn;...¡· 
Ín+t = a,.(ó + (n +1)2) •. + (ó+ (n + 1)2)(ó+ n2) 

y por lo tanto Íno+P = n: 1 ª•o~:(6+(k+l)2), 
Ahora sabemos que 1 :5 a11 (ó + (n + 1)2 ) :5 2, por lo tanto {IÍnll es una sucesión 

decreciente. Pero además 

a (ó (n 1)2) - 1 - 1 + 'Y2ªn+1 1 
n + + - 1 - "Y"ªn+t - Ó f (n + 1)2 1- •!2an+! 

mn+i)! m;¡:¡:¡p 
= 1 +-y2a11 a11+1 

Ahora, es bien conocido que el producto infinito, con O :5 lenl < 1, íl~(l + En) es 

convergente si y sólo si L; le,, 1 < oo (ver Ahlfors pg 191 ). Por lo tanto el producto 

n~ ªno+k(ó+(k+1)2) es convergente ya que -y2 L:: Ja.,a.,+1 I $ 12 E: (H(n~tl'J' < 00, 

Sea 

f
. Íno 
no+oo = n~ llno+k(ó + (k + 1)2)' 

entonceti IÍno+ool :5 IÍ110+1il '.5 l.fno j. 

En particular, de jJ11 - cJ:~"i¡ J.,_¡ 1 :5 J( = sup IÍno J, sobre un i11tervnlo 1, se tiene que 

¡J ¡ < !{ (1+ 12 llno+I' + 1.i <l11o·l¡•ªno+P-I + .. ·) 
no+!• - ó+(no+p)2 (ó+(no+p)~)(ó+(notp-1)2 ) 

, ( 2-y2 (2-y2)2 ) -. 
$ A 1 + ( < . 2 ¡2 + (e . 2 ¡·1 + " . :5 A u+"º u, 110 

por la convergencia ele la función ele Ricmann. 
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Esto implica r¡ue pura n muy grande fn(¡, 6) ~ J11 (7, 6) ~ ln+1(7, 6) en el intervalo I. 

Por lo tanto si en I, se tiene fn 0 (-y) f. O, entonces IÍno+oob)I ~A >O en ese intervalo 

y J,.(¡) f. O en I, paran grunde. Esto implica que si existen -y11 con J11(-y11 ) = O y -y11 

converge a 'Yo, entonces J .. 0 ('Yo) = O. 

Igualmente, si },. 0 ( -y0 ) = O y f110 cambia de signo en -yo, entonces para cualquier intervalo 

I, vecindad de -y0 , en la frontera de I, }110 tiene signos diferentes. Lo mismo pasará para 

} 11 pnru n grande y por lo tanto, J11 tiene un cero en I, y 'Yo es el límite de los ceros de 

J ... 

Finalmente, si }110 (70 ) = O, entonces J11 (-yu) tiene el mismo signo, para todo n 2:: no, y .. 

puede ser O (si uo f,. 0 (To) = 111 0 (70) implica que 111 -1(70) =O si 'Y /- O y sucesivamente 

J1,(-yo) =O para todo p 2:: O, lo cual no puede ser ciert.o). Entonces si J110 ('yo) =O y }110 (7) 

es positivo, por ejemplo, cu una vecindad de 'Yo, y Í 11 ('Yo) < O, tendremos dos ceros de 

J n (-y) cerca de 'Yo. 

Hemos probado el siguiente resultado, aparentemente novedoso, 

Teorema 2.9: / 110 (70) =O si y sólo si existen 'Yn con J11 ('Y11 )-. O y 'Yn-. -y0. 

En el caso de las funciones pares y 2ir-periodicas de la forma 

x(t) = 2 L A2n+1 cos(2n + l)t, 

se tiene, de las relaciones 

(J 
32 - ll' 

Por lo tnuto 
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A2n+3 ::::: -,8a2n+1A2n+1 

A2n+s::::: -,8a2n+aA2n+a = ,82a211+1ll2n+aA2n+t· 

De la relación 

se obtiene 

1 1 
a2n+1 = = 2 

(2n+1)2 -a--/32a2n+J (2n+1)2-a-- (! 2 
(211+3)2-a-~ 

y el problema se reduce a 

,8 
32 -ll' 

,8 

Es decir 

(

1-a-+,8 

con Gn (,8, a) el determinnnte de la matriz ,8 

Tenemos 

Gn+1(,8,a-) = ((2n + 1)2 -a-)Gn(,8,a-)-/32Gn-1(/3,a-) 

y 

con G0(/3,a-) = 1-a-+,B, G1(,8,a-) = (1-a+/1)(32 -a)-,82 • Es facil ver que Gn es un 

polinómio en ,B de grado n + 1 y término dominante (-1 )[< 11+1 l/2Jpn+t. Los ceros de Fn, 

para ,B < O, darán las curvas <le transición, en ,B > O, para las soluciones 2ir-periódicas e 

impnxcs, por las propiedades de simetría. 
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Para a:= O, se tiene 

º' 

G, 

Fig 2.20 

Se puede probar, como antes, que Gn tiene n + 1 ceros y que los ceros correspondientes 

se acumulan en nn cero ele Fn. Dejamos los detalles al lector. 

Finalmente en el caso de lns soluciones pares y 7r-perióclicas de la forma 

00 

x(t) = Ao + 2 L A2n cos2nt, 
1 

entonces, con 'Y= q y ó = -'.[ 

'Y 1 + ó 

(

ó/2 'Y 

y 

Obtenemos el mismo <1 11 ( ó, 1) que antes y el problemn se reduce a 
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es decir 

det (
ti~2 'Y 

l+á 

I< .. (á, 'Y) = H .. (á, -y) - -y2an(ó, ¡)Hn-1 (ó, 'Y)= o 

con Hn(ó,-y), el determinante sin ')'2an, que satisface 

H11 (6,¡) = (n2 + á)Hn-1(6,7)-¡2 H11 -2(ó,¡), Ha= 5/2, H1 = ó/2(1 + ó)- ¡ 2. 

Los polinómios H,., son funciones de -y2 , reflejando la simetría de lns curvas de transición, 

con término dominante (-¡2 )f!!j:!J, y propiedades similares a los polinómios anteriores. 

Si a = O, tendremos Hn (O) = O y la misma cstr11ct.11ra de ceros ( el primer cero para J(,. 

será un poco menor que 36 = ¡ 2, es decir, para P :::; 24 ). 

Fig 2.21 

Dcjnmos al lector hncer el umílisis <le estos polinómios. 

Otra manera de probar que las curvas de transición deben cortar el eje de las (3's es la 

i;ig11ic11h:: 
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Consideremos el operador Lx = x" + (a - 2{1cos2t)x en el espacio de funciones impares 

y ir-pcrióclicas (¡)Qr ejemplo) con 

:oo 

:r.(t) = 2 'L:B211 sen2nt. 
1 

Por lo tanto la ecuación es equivalente a 4n2 B2n = aB2n - (:J(B2u+2 + B2n-2), n 2:: 1, 

y L; n4 B~,. < oo. Definamos Í:J211 = 2nB2,., entonces estas ecuaciones son equivalentes a 

- et - ( B2n+2 B2n-2 ) 
B2

" = 4n2 B2
" -(:J 2n(2n + 2) + 2n(2n - 2) ' n 2:: 1, 

con Bo = O. Sea a = {:Jet 0 y f3 = ! , tenemos 

>.B2n = K2n(B1, .. . ) 

1 d F (B ) S!.2..Í:J (~ + ñ•n-2 ) Con e l2n 11 • • • = 411 2 2n - 2n(2n+2) 2n(2n-2) ' 

Sobre el espacio de las series ñ =: ( B2, ñ4, ... ) pongamos el producto escalar 

el cual corresponde, para By D, ni producto escalar de energía en HJ,cr[O, ir]. 

Es facil ver que< J(Í:J, ÍJ >=< ÍJ,l(ÍJ >,es decir J( es antoadjunto con respecto a este 

producto escalar y que J( es compnct.o (de herho J( corresponde a la función de Green 

nsociada a la ecuación de Mathieu y manda H 1 en H 3 
). Además, >.ñ = K B corresponde 

a la ecuación de Mathieu. 

Por lo tanto el espectro de ]( consiste sólo de valores propios y las funciones propias 

son mm base del Rango de ]( ([A-G] pg 127). Por lo tanto los espacios propios son de 

dimensión uno. 

Para ver que tan grande es el rango de J(, sea f(t) = 2 E;" 2nÍJ2 11 sen2nt con 

¿ 112 ÍJ~ 11 < oo (es decir f est.á en H 1 ) y sea .r( t) = 2 L;;"' ~sen 2nt. Entonces la ecua­

ción ( nu - 2 cos 2t )x( t) = f ( t) corresponde a J( ÍJ = ÍJ. Queda claro que x( t) = 00 .!}!~. 21 

estará en ll}'er[O, ir], y sení impar, con tal que no tenga singularidad en to = ~ArcosT, 

por ej<~111plo si f tiene 1111 cero doble en iu. Tomando f(t) = scn 2nt sen 2 ( t-tu) sen 2 ( t+tu), 

In cual es una función impar, ir-peri<íclica y con un cero doble en fo y variando 11 ele 1 a 
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oo tendremos que el rango de K es denso. Por lo tanto hay un número infinito de valores 

propios. 

2.8 COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO 

En esta sección daremos el comportamiento asintótico de las curvas de transición cuando 

/~ -1 oo. Para esto seguiremos, en parte, [M-S] pg 134-13!). 

Sea x( t) mm solución 2ir-periódica ele 

x 11 +(a-2¡'3cos2t)x =O. 

Entonces a= a(¡J) = cv,.(¡J) si x(t) es par y la curva de transición sale de n2 y a= bn(fJ) 

si x(t) es impar. En el primer caso sabemos que x(t) tienen ceros en (O, ir), mientras que 

en el segundo caso x( t) tiene n - 1 ceros cu ese intervalo abierto. 

Sea r = 2¡J11·1(t - ir/2) y y(r) = x(t), entonces 

x" +{a - 2/J cos2t)x = x" +(a+ 2/J- 4¡Jcus2 t)x 

- 1/2 (d2y - 2_r_ ) - 4fJ clr2 +(a +2/J 4/Jsen 2¡J1/ 4 ) y. 

Por lo tanto y es una solución periódica, con periodo 4irf3 114
, de la ecuación 

y" + (A - /31
/
2 sen 2 -

7
-)y = O 2fJl/1 , 

con A=~· 

Recordemos que A ;:: O, ya que Jt y"ydr = - f0T y'2dr, con T = 4ir¡J114 , sería positiva 

si A < O, y por lo tanto y = O. 

Además de isentl :5 itJ y lim/1'_,00 ¡J112 sen\;;,. ' .i;¡-, vamos a comparar y con las 

soluciones de la ecuación 

D" + ( B -
7

4

2

) D = O. 

J,ema de compamcióu 2.6: Si y¡ es la solucióu de v:' + p¡(t)y¡ =O, i = 1,2, eutouces 

si ]J2 ~ p¡, entre dos ceros rfo y¡ ( t) lwy por lo mcuos 1111 cero de y2(t). 
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Dcm: (Coddington y Levinson pg 208) 

Scnn Is y 12 clos ceros consecutivos de Y1(t). Supongamos que Y2(t) =JO en (t¡,t2). 

Multiplicando por -1, en caso de necesidad, podemos suponer que y¡ y Y2 son positivos 

en (t1,t2). Además y;(t1 ) > O y y\(t2) < O (no pueden ser cero por la unicidad del 

problema de valores iniciales en ts o en t2). 

Entonces 

lo que es mm contradicción. • 

Necesitamos ahora algunas propiedades de las soluciones de la ecuación 

D" + ( B - r¡.) D = O, funciones cilíndricas parabólicas. 

Propiedades:IAb] 

1) Si D(t) es solución también lo es D(-t). 

2) Si D(t) tiene un cero para t 2". 2./ll entonces D(t)-> oo cuando t-> oo y sólo hay un 

cero en ese intervalo. 

3) D(t) es acotado sólo si B = m + !, m =O, 1, 2, ... y 

D(t) = D,.(t) = (-1 )" c12 
/ 4 ( c- 1212) (n), es una función de Hcrmite. 

4) D,.(t) = e-1' / 4 H,.(t), donde H,. es un polinómio de Hermite de grado n, con 11 ceros. 

JI,. es par si n es par e impar si n es impar. 

6) {D,.} es una base ortogonal de L2{R), y J~00 D~dt = n!Jf. 

Dem: (1) es evidente. Si D(to) = O, con to ~ 2VB, entonces D'(t0 ) =J O (unicidad 

del problema de valores iniciales), D"(t) tiene el signo de D(t) para t > t0 , positivo si 

D'(to) > O, negativo si D'(t0 ) < O. Por lo tanto, en el primer caso D'(t) es creciente y 

positivo, en el segundo cru;o D'(t) es clccrccicntc y negativo. En amhos casos ID(t)I es 

decreciente y convexo para t > t0 • 

Corno 
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Dn+1 == (-1r+1 e12 /4 (-:te-1'/2) (n) == (-1re1' /4 (t (e-1' /2) (n) + n ( e...,12 /2) (n-1)) 

== tDn - nDn-i. 

se tiene 

Hn+i == tHn - nHn-li con Ha== l. Por lo tanto, por inducción se puede probar que Hn 

tiene grado n, con el coeficiente de tn igual a 1, y tiene la paridad de n. 

De la relación inmediata Hn+l == tHn - H~, se ve que entre dos ceros de Hn, hay por 

lo menos un cero de Hn+l· Además si a~ es el último cero de Hn (con H:,(a~) >O ya 

que el término dominañte de Hn es tn), entonces de Hn+i(a~) <O y Hn+li con término 

dominante t"+1, se tiene un cero de Hn+I a la derecha ele a;:. Dacio que Hn+I es par o 

impar, esto genera otro cero para t < O y una cuenta final de n + 1 ceros (otro argumento 

por inducción). 

Sea H(t) == e1'14D(t), entonces H' == ~H + e
1214D', H"::: ~ + fH + t (H' - ~H) + 

e12 /4 D", por lo tanto 

H" - tH' + ( B - ~) H = O. 

Si buscamos soluciones en series H(t) = :Lant", se tiene 

con a0 y a 1 arbitrarios. La solución con a0 = 1, a 1 =O genera una solución par, la cual 

será un polinómio si B == n + ~ con n par, mientras que la solución con a0 =O, a 1 = 1 

genera una Holnción impar, la cual será un polinómio si B == n + ~ con n impar. Notemos 

que como !!.!!±! -4 O, si n -4 oo, la serie tiene radio de convergencia infinito. 
ª" 

Si B no es de la forman+~. sea n 0 el primer entero con 11 0 - B + ~ >O. Entonces a,. 

tiene el signo <le a,, 0 paran ?'. n0 • Entonces 

n2 = 110 ~ (n - !!_ - ~) (n - 1 - !!_ - ~) · · · (no - !!_ + ~) Ao 11 (211 )! 2 4 2 4 2 4 . 

Por lo tauto, 
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a211 > 2nn! 1 = 1 . 1 ·. > 1 . 
aoAo - (2n)! (no -1)! (no -1)!1x3 x 5 x ... x (2n-1) ~(no -1)!211n!' 

es decir 

H(t) - " a tn no - . > et' /2 - " _t_ 
( 

no-1 ) ( l)I no-1 2n 

L.,, " A - L.,, 2" '' o ªº o o n. 

y H( t) crece como e12 
/

2
• Lo mismo sucede con la serie de los impares. Esto prueba (3). 

Finalmente fº00 (D::+(t-1:¡'-)Dn)D111 - J~00 (D::,+(!-1:¡'-)n111)D,. = O 

= J~00(m - n)D11 D111dt, por lo tanto Dn es ortogonal a Dm. 

Además, J~00 D;1 dt = J~00 e-t'l4 Hn(t)Dn(t)dt = J~00(-l)nH11 (t)(e- 12 /2f) dt = 
J~00 JI!,") e-1

' l2dt = n! J~00 e-1' l 2dt, integrando por partes y usando el hecho que H~") = 
n!. 

Que D 11 sea una base de L2(R) se puede ver cu Akhiezer-Glazman pg 25 .• 

Regresando al problema original, tenemos que y(r) tiene no ceros en lrl < 11'{3t (co­

rrespondiente a O< t < 7r) si x(t) es solución para a:= an 0 ({3) o a= bn 0+1 ({3). 

S. A > + 1 t A f.11/2 2 r A r
2 > 1 r

2 
) ) d 1 _ n 2• en onces - 1-' sen 2 /J 1¡4 > - -;¡- _ n + 2 - T• y por e ema e 

comparación y( T) tiene, en el intervalo Ir 1 :::; 2¡;:+¡, al menos n - 1 ceros. Por lo tanto, 

tomando n 2:'. no + 2 y 7r{31/·I ;::: 2Jn + t, tenemos una contradicción, al menos que en 

ese caso A< no+~· Por lo tanto si 7r{3114 
;::: 2Jno +~.entonces O :::; ~%1~~ :::; no+ ~· 

Tomemos ahora f3n -+ oo, con A(fJn) -+ A0 • Sea m 0 tal quemo - ~ < 110 :::; mo + !, y 

Do(r)lasoluciónde la ecuación D"+ (Ao -1:¡'-) D =O, con D0(0) = y(O), D~(D) = y'(O). 

Sea M = 11111.xlDo{r)I sobre el intervalo lrl :::; 4Jmu + &· Ahora, si Au < mo + ~ 
entonces vimos que Do(r) -1 oo cuando r -1 oo. Sea entonces R con 4Jmo + t < R y 

con Mo = maxlDo(r)I, sobre el intervalo -R:::; r:::; O, tal que Mo ~ 2M, (recordemos 

que ID( r )1 y ID( -r )1 tienden a oo cuando r -1 oo ). 

Ahora, para f3n grande, A - [3 112 sen 2 2/J~'" < O en los dos intervalos definidos por 

4Jmo + ! < lrl < 7rf3114
, ya que A está cerca de Ao y esa cantidad es positiva si y sólo 

Ni lrl S 2,B 114nrcscn
1
(i;\ = 2VA + 0((3- 112 ). Por lo tnut.o en esos intervalos y" tiene el 

Hi!,\UO de y. 
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Si tomamos el caso de x(t) par, entonces x' (O) =O y y' (-7rf3114 ) = O. multiplicando por 

-1 si es necesario, podemos suponer que y(-7r(311·1) >O. Por Jo tanto, y"> O inmediata­

mente a la derecha de -7rf3114 y y' es creciente y positivo ahí, es decir, y será creciente 

(y positivo) en el intervalo (-7rf3114,-4¡;;;;+f'). Como x'(t) es 2ir-periódica e impar, 

se tiene y1(7r(3114 ) =O, y por lo tanto, jy(r)i es decreciente en (4Jmo + !,7r,B114). 

En el caso de x(t) impar, entonces x(O) =O y podemos suponer x'(O) >O. Por lo tanto 

y(-7r(:J114 ) =O, y'(-7r,B114 ) > O, y" es positivo inmediatamente a la derecha de -7r(3114 

y, por el mismo argumento, y( r) es creciente en el intervalo -7r(3114 < r < -4Jm + ! . 

Corno x(t) es 27r-periúdica impar, tendremos y(7rf3114 ) = O y jy(r)i es decreciente en 

(4Jmo + !,7r(:Jl/·t). 

Ahora bien, para .Bn grande, por la continuidad con respecto a los coeficientes, se debe 

tener que y( T) ~ Do( T) en cualquier intervalo compacto, en particular en lrl :5 R. En 

particular max lv(r)I ~ M en lrl :5 4Vmo +!y max lu(r)I ';>!. Mo en -R :5 r :5 O. Pero 

esto no es cierto ya que jy(r)I es creciente en -R :5 T :5 -4Jmo + !· Por lo tanto, 

Ao = mo +!y Do= Dmo· 

Otra vez, por la continuidad con respecto a los coeficientes, y( T) debe tener m0 ceros en 

lrl :5 4Jmo + !· 

Ya vimos que lv(r)I es monótona creciente y sin ceros en (-7r(:J 114,-4Jmo + !) y 

monótona decreciente y sin ceros en ( 4Jmo + ! , 7r,B 114 ). Dado que y( T) tiene n0 ce­

ros en irl < 7rf3114, se tiene no = mo. (Nótese que en lugar de 4)mo + ! se hubiera 

podido tomar 2Jno +!+e). 

Teorema 2.10: Las curvas de transición a= an0 (f3) y a= bn0+1(,8) tienen las expre­

si011es a= -2,8 + (2no + 1)/"/1+0(1). La solución x(t) correspondiente tiene 11 0 ceros 

I ' al " y'no/t t " + Y"º/Í t I ' t al ' 't ' en e mterv; o 2 - pi 4 < < 2 pi 4 , o ros no ceros en e m erv; o s1mc neo y 

centrado en -f. En el caso de x(t) impar, hay además un cero en el origen y otros en 

±7r. En el complemento de esos intervalos lx(t)I es mouótona, sin ceros. 

Sea ahora </>(r) una función C!f' con </>(r) = 1 si lrl :5 7r/31f4, </>(r) =O si lrl 2: 7r{31f·I +l. 

Sea z(r) = </>(r)y(r). Entonces z pertenece a L2(R) y por lo tanto z =E;;" amDm. 

Por otra p11rte, 
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11 ( 1 T
2

) 11 1 1 [ 1 ··(r2
·: 1 2 2 T )] z + n0 + '2 - -¡- z = <P y+ 2¡/J y + n0 + '2 - A - 4 - (3 ~ sen 2(31/4 z. 

Por lo tanto, 

donde 11D,,,11 2 = J~00 D~1 (r)dt. 

Ahora <P' y <P" son diferentes de O sólo en dos intervalos de longitud 1, donde y es acotada 

(y es periódica p11r el resultado anterior) y Dm decrece como e-r/·1• Por lo tanto 

Ad ' O < r
2 (31 /2 2 T _ r

2 t..!.:.. (i T ) r
4 

r
8 + < emas, - T - sen 2tJ•I• - T - 2 - cos 2tJ•I• = 2x4!fJ•I• - 2x6l/J ''' -

axii~•I•, (por ser una serie alterna). 

Como z =O fuera del intervalo lrl :=:; 7r(3 114 + 1 y no+! - A= 0((3-112
), tenemos 

por lo tanto, para m #O, am = 0((3- 114 ). 

Ahora, usando rDm = D111 +1 + mD111 -1 y r2D,,. = r(rD111 ) = D111 +2 + (2m + l)D111 + 
m(m - l)D111 -2, se ve que 

r4D 111 = D,,.H + 2(2m + 3)D 111 +2 + 3{2m2 + 2m + l)Dm + 2m(2m2 
- 3m + l)Dm-2 

+ m(m - l)(m - 2)(m - 3)Dm-4 

por lo tanto 
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f: ( T: - (3
1
1

2 
sen 

2 

2; 14 ) zD111dr = 2 X ~!(3l/2 (am+4 11 Dm+4 11
2 

+ am+22(2m + 3) 11 Dm+2 11'2 

+ a111 3(2m2 + 2m + 1) 11Dm112 

+ a111-22m(2m2 - 3m + 1) 11Dm-2112 

+ a111-1m(m - l)(m - 2)(m - 3) 11 Dm-4 11 2) 

+ O(fr3f4) 

esto implica que ª"' = ou;-3/ 4 ), para m f:. no, no ± 2, no ± 4 y ªno:!:2, ªno±4 son del 

orden de p-1/ 2 • 

En efecto de las relaciones, 

( ( 
1 )) loo N (-l)n 

no - m - no+ 2 -A ª"' 11Dm112= - -oo ~ 2(2n)!{3(n-1)/2 T
2
nzDmdT + oc,a-~+l) 

toll!ando N = 2, se tiene 

A-( +~)=-3((2no+1)2+1) +O(P-1)=- (q
2

+1) +O(P-1 ) 
no 2 4 x 4!(31/2 4 x 8(31/2 

11 D 11
2 2(no + 1)(110 + 2}(2no + 3) ll D ll2 O(f3_1) 

-2«no+2 no+2 = 2 X 4!(31/2 «no no + 

_ 4 ll D ll2= (no+ 1)(110 + 2)(no + 3)(110 + 4) ll D 112 +O((J-I) 
U.no+4 110+1 2 X 4!(31/2 ª" 0 110 

Parn N = 3 y 11s1111clo In información sobre a110 :1:i, a110 :1:.1, se oht.iucnc 
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A- (no+~)= - (q
2 

+ l) - _q -(q2 + 3) + O(.S-1). 
2 . 4 X S[Jl/2 4 X 27 f3 

Hemos probado la primera parte del siguiente resultado 

Teorema 2.11: 

a) Las soluciones correspondientes a a110 y b110+1 son múltiplos de 

1 no! 
n ... (r)- 8 X 4!(31/2 ((no -4)!Dno-4(r) + 4(no - l)no(2no - l)Du.-2(r) 

-4(2no + 3)Dn0 +2(r)- Dn0+4(r)) + O(P-1) 

b) a110 ({J) y b110+ l (,8) tienen la misma expresión, con q = 2no + 1 

-2{3 + 2q{Jl/2 - ~(q2 + 1) - q~~~t;) + 0((3-1) 

e) a .. 0 (,8)- b,, 0 +1(f3) = 0({3-N), VN. 

Falta sólo probar (c): sea z(r) asociada a a110 y z(r) asociada a b110+1, con z(r) = 
a(D110 (r) .. ·), z(r) = a(D,. 0 (r) .. ·) con la expansión <le (a) en el paréntesis. Nótese que 

en la expansión c¡ue se hace para obtener a,,., se tendrá siempre am = a110 bm, donde 

b111 es el mismo para las dos funciones. Por lo tanto, para u = az - az = </Jv, se tiene 

U= 0((3-N) y 

11 1 T2) 11 I I ( 1 ( T2 l/2 2 T ) • u +(no+--- u=<P v+2<Pv + n0 +--A- --{3 2sen --) u+(A-A)az 2 4 2 4 2[31/4 . 

Como todos los términos en esta expresión, excepto el ítltimo con aaD 110 , son de orden 

{3-N, esto implica que A - A = ª·~;~W' = O((J-N). 

Nota: En [M-S), se da la expresión b sin prueba, la cunl se reproduce en el [Ah) pg 726, 

la expansión a dada, sin prueba, en el [Ab) pg 742, no corresponde en todos sus términos 

a la presente. Finalmente en [M-S) se da sin prneba In expresión 

b _ = 24n+
5 (3-) 1 

/
2 (J~ _4p1/2 (i _ 6n2 + 411 + 7) 

n+I lln ri! 7r e 32(31/2 • 
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<<La Historia ha probado la 

capacidad modeladora de las 

matemáticas y éstas me aco­

gierón sin más ni más > >. 



En est.e capítulo se muestra la forma ele calcular las curvas ele transición y las soluciones 

periódicas ele la ecuación de Mathieu, se hace además una comparación entre los métodos 

asintóticos y los métodos numéricos siguiendo la siguiente metodología: 1) Interpolación 

uumérica de la ecuación diferencial. 2) Determinación <le las soluCiones acotadas y no 

acotadas mediante el teorema de Floquet. 3) Expansión de las curvas de transición como 

la frontera de las soluciones acotadas y no acotadas. 4) Soluciones acotadas: cálculo 

de las soluciones periódicas <le la ecuación diferencial. 5) Comparación de las curvas de 

perió<lo fijo calculadas numéricamente contra las expansiones asintóticas. G) Método de 

Poincaré-Linstcclt para calcular las curvas de periodo fijo. Comparación con las curvas 

calculadas numéricamente. 

3.1 HERRAMIENTAS NUMÉRICAS PARA CALCULAR 

LAS CURVAS DE TRANSICIÓN 

En esta sección damos una metodología para diferenciar numéricamente soluciones aco­

tadas y no acotadas apoyados en la teoría de Floquet. El propósito es determinar si 

una solución a la ecuación diferencial, dados los valores de los parámetros, (a:, /3), va a 

ser acotada o no acotada en el plano fose. En la base de este criterio de diferenciación 

podemos desarrollar un procedimiento para la construcción de las curvas de transición. 

Sabemos de la teoría de Floquet, ecuación (1.20), que In solución a la ecuación de Mathieu 

tiene la forma 

~(t) == P(t)eRt 

donde P(t) es una matriz 7r-periódicn 2 x 2 y Runa matriz constante 2 x 2. Si suponemos 

c¡ue dicha solución es inestable tendremos c¡ue un exponente característico tiene parte 

real positiva (secc 2.1), y por tanto, para tiempos graneles la solución de la ecuación de 

Mathieu se puede escribir de manera aproximada como: 

(3.1) 

donde Q(t) es una matriz ele periodo 7r o 27r y a es 1111 uúmero real mayor que cero (ver 
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la sección 2.1). De ésta última ecuación se tiene que al transcurrir un periodo de tiempo 

igual a 211': 

<le <loncle es directo ver que 

<I>(t + 271") = Q(t +27r)eªC1+2rrl 

= Q(t)eª'e2rra 

= <I>(t}e2ircr 

l<P(t + 211')1 == Cl<P(t)i > l<Ii(t)I, (3.2) 

ya que e = c2"ª > 1, la cual es una propiedad importante <le las sol11cio11es inestables 

pura tiempos grandes. En general si tenemos que la matriz A(t) es T-periódica en la 

ecuación diferencial, la desigual<lacl (3.2) se escribe como !<P(t + 2T)\ > l<I>(t)!. 

Diremos pues, que el punto (n, (:J) c8 inc8tablc eu el intervalo [a, /i], si la solución de la 

ecuación de Mathieu cumple para tocio t con 

l<P(t + 271")1- l<I>(t)I >o (3.3) 

y 

. !1I>(t+27r)I 
,~! \<P(t)I -1 c. (3.4) 

La primera de estas condiciones no es más que (3.2) y la segunda aseg11rn que después 

de transcurrido un periodo, el cociente tiendo. a una constante. Diremos también que el 

punto (a:, /3) es c3table en el intervalo [a, b], si no es inestable en [a, b]. Ver Fig 3.1 y 3.2. 

Es evidente que debemos tomar en cuenta las limitaciones de cómputo, por lo tanto, In 

condición (3.3) se puede reducir a pedir que la sucesión 

(3.5) 

sea clccrcciente y pequcün 11 pnrtir ele cierta N. Esto es así debido a que el efecto del 

otro expo11e11te cm·actcrfot.ico, -a, ele In ec:uncic)n 1.20, va dcsaparecienclo a mc<licla que 

t crece, yn que u.,. >:::O( c-at., ), y In aproxiumción (3.1) será cacla vez mejor. 
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l.Bll 

11111 

·Lllll 

·lllll 

·1.0 ·2. o 2.0 o. o 

c¡,=20.0, /3=8.8, t E [0,30ir). 

Fig 3.1 

lllll 

·lllll 

·1.00 

0'.=20.0, /3=8.9, t E [0, 30ir). 

Fig 3.2 

Otra propiedad importante de la ecuación de Mathieu es la "linealidad". Ésta es im­

portante para que el comportamiento acotado o no acotado de la trayectoria en plano 

fase no dependa de la condición inicial que tomemos. Es decir, si para un punto (c¡, 1 f3) y 
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una cierta condición inicial, la solución no es acotada, ésta seguirá siendo inestable para 

cualquier otra condición inicial (excepto si la condición inicial corresponde solamente a la 

parte de la solución que tiene el valor propio negativo, el cual es un conjunto de medida 

cero en el espacio fase). 

Una vez que hemos establecido el criterio para determinar la estabilidad, describiremos 

como podemos utilizar dicho criterio para calcular la posición de las curvas de transición 

en el espacio de parámetros (a,(3). 

Supongamos que tenemos el plano dividido en dos regiones: una región tiene la propiedad 

de ser blanca y la otra región negra, y se nos presenta el problema de dibujar de manera 

aproximada la curva que divide estas dos regiones preguntando sólo si el punto es blanco 

o negro. Para resolver el problema supongamos que tenemos dos puntos cercanos, t colo­

cados en regiones diferentes, un punto negro y un punto blanco, el proceso de bipartición 

que daremos consiste en ir tomando el punto medio contenido en la recta que une el punto 

blanco con el negro y luego, verificar de que color es el punto medio y se desecha el punto 

que tenga el mismo color que éste. Supongamos que el punto medio es blanco, entonces 

desechamos el primer punto blanco y repetimos el proceso con el nuevo punto blanco y 

el punto negro viejo. Hacemos este proceso hasta que la distancia entre los puntos sea 

menor que algún número positivo previamente determinado, el error. Haciendo lo mismo 

con varios puntos, podemos obtener un esquema de la curva separatriz. Además si su­

ponemos que tal curva es diferenciable podemos continuarla en la dirección tangente de 

ésta, lo que nos dará una manera de ir avanzando y ahorrar tiempo en encontrar puntos 

cercanos de regiones diferentes. En la Fig 3.3 se muestra esto. 

Haremos la suposición adicional que la recta que une estos dos puntos corta sólo una vez 

la curva de separatriz de las dos regiones. 
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811xl1doadc1cCJ1cucarn 

l1cwv11proalmld11l11eru1b1i. 

Fig 3.3 

Por consiguiente lo que tendrnmos en el plano (i:v,,8) de la ecuación de Mnthieu es sim­

plemente dos colores, el estable y el inestable, por lo tanto, podemos dar el siguiente 

algoritmo ele construcción: 

Algorítmo de constmccióll p11rn las curvas de transición de Ja ecuación de ]\t[¡¡t]iieu: 

l. Dados dos puntos P0 , P1 previamente determinados sobre la curva de transición, se 

traza la recta que pasa por estos, sea ésta L. 

2. Nos movemos sobre la recta L una distancia d a partir <le P1 • Sea este nuevo punto 

Q¡. 

3. Determinamos la estabilidad de Q1, supongamos para nuestro propósito que Q1 es 

inestable, ver Fig 3.4. 

4. 'frnzamos la recta que pase por Q1 y que sea ortogonal a L, 

llamemos a ésta L'. 

5. Nos movemos sobre L' a ambos lados de Q1 en pasos ele r¡ hastn encoutrnr un punto 

que sea estable, clcnot.emos ¡i éste por Q~. 

G. Hacemos un proceso de bipartición hasta que la distaucia entre In región estable 

e inestable sea menor c¡ue alg1í11 111'1mcro determinado (el error) y denotamos al punto 

medio por P2. 
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7. Hacemos la asignación P2 -t Pi, P1 -t P0 y volvernos a comenzar el ulgorítmo. Ver 

Fig 3.4. 

Fig 3.4 

3.2 HERRAMIENTAS NUMÉRICAS PARA CALCULAR 

LAS CURVAS CON PERIODO FIJO 

Esta sección, al igual que en la anterior, tiene como propósito el dar una metodología para 

la construcción de curvas con periodo fijo apoyada en la teoría de Floquet, sólo que aquí 

no podemos u:sar el método de los colores porque estaremos siempre en la región estable, 

por lo que tendremos que echar mano de otra propiedad de la ecuación de Mathieu, la 

continuidad de la 8ol11ción sobre la variación en los parámetros.f P•] 

Es facil ver que la ec1mci<Sn de l\fathieu para f3 = O se lransforma en el oscilador armónico 

x +ax= O, (3.6) 

y que con las condiciones iniciales x(O) = 1, :i:(O) =O tiene por solución t 

Al igual que cu la sección nnt.erior, la linealidad de la ecunción y la continuidad de 

h~~ funciones hacen que las propicclnclcs del plano fase 110 dependan de !ns condiciones 

iniciales. 
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x(t) = co~ .,fot. (3.7) 

Esta función tiene periodo T = pir si s~ cu~1ple que 

o lo que es lo mismo 

N2 
Q = 4-2 . (3.8) 

p 
Dado que el periódo es una función de los parámetros, T = T( a:, (3), y que las soluciones 

de la ecuación de Mathieu son continuas ante la variación en los parámetros, esperamos 

que al cambiar un poco éstos, la forma y propiedades de la solución cambien también 

poco, en particular el periódo. De esta forma, si la solución se cierra al tiempo T, al 

variar el valor de a y f3 un poco veremos c¡ue, en general, la solución ya 110 se cierra al 

tiempo T, pues el punto final ahora se encuentra alejado cierta distunciu del punto de 

partida. Veamos en forma gráfica lo que queremos decir con esto, si tomamos el punto 

(a,(3) = (1/4,0), tenemos el oscilador armónico descrito arriba, el cual tiene periodo 

T = 4ir. Por lo tanto esperamos encontrar en una vecindad de este punto una curva que 

nos de soluciones con este periodo. En las siguientes figuras mostramos los planos foses 

de tres puntos vecinos a (o, (3) = (1/4, O). 

l.l(JI 

·.l1ll •• 

·UID • 

·U ·1.1 •,6 o o.eoo 1.1 

o:=0.20, {J=0.1, t E [0,4ir). 

Fig 3.5 
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l.lllL 

l.llD 

·.llD -

·l.IW. -

·3,0>------1.-1 ,_O -----.6G-tO--+-D.-6DJo---l-.8+---~ 

a=0.25, {J=O.l, t E [0,4irj. 

Fig 3.6 

uro. 

lllD 

·.l!ID 

·IJiD 

-3.D -1.10 ·.!GD D.IOD 1.8 

a=0.30, {J=O.l, t E [0,4ir]. 

Fig 3.7 

Como esperahmuos, estas figurus muestrnn una forma similar, y lo mus importante, en­

contrrunos una curva que parece cerrar en T = 4ir. Esto lo podemos aplicar para decidir 

si algún punto pertenece o no a In curva <le! periodo que estamos buscando. 
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De las Fig 3.5-3. 7 podemos establecer uii niétodo para determin~r qué· tan alejada está 

la solución de ser periódica, de periodo T, en f~ridiól1 cl~l parrurieti:~. Se puecl~ ~er que el 

punto final de las órbitas en el espacio fase.describeunlicur~a amédid;;,:~u~~l~arámetro 
. . . . ' '' - _,_'" ,.. . .. '' :~ . 

n varia cierta cantidad. 

. 
X 

/a=0.20 

X 

/ a=0.30 

Fig 3.8 

Esto nos permitirá tener una manera de localizar un punto en el espacio (a,,8) que nos 

represente una curva de periodo T en el espacio fase. Esto es porque las curvas que nos 

clan órbitas periódicas de perióclo T existen para todo fj y por lo tanto existe mm a 0 para 

la cual la solución es de periodo T (ver teorema 2.5 de la sección 2.4). 

Definamos una función dp( a), distancia con signo, como la distancia del punto inicial 

(1,0) al punto final (transcurrido el tiempo T), que además sea positiva si el punto final 

está arriba del eje x y negativa si está abajo. Esta función es continua y tiene siempre 

un cero. Podemos ahora dar un algorítmo para contmir Ja curva. Debemos notar que (3 

la hemos fijn<lo ¡mrn tener clcpen<lencia sólo de a. 

Algorítmo de constrncción para las curvas ele periodo fi,io: (Método de la secante) 

Supongamos que (a¡,¡1¡) nos cla una curva T-periódica en el espacio fase. 

l. Se incrementa la ordcnuda en mm coust.aute, /3;+1 == (3¡ + h, con h constante. 

2. Se cvnlua d#;+1(a:) cu los puntos cr¡ + nó, 11 = 0,±1,±2, ... ,±M (para propósitos 

pnícticos b se toma aproximaclumeutc lt/2) para determinar los puntos donde d¡1;+ 1(a) 
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cambia de signo, sean estos a~ y o:~. 

3. Da<lo que los dos puntos (a\,d11;+1(a:D) y (a~,dp1+ 1 (a~)) dcterm!nnn una recta, en­

tonces el cruce de ésta con el eje a determina a su vez a~, ver Fig 3.9. 

Fig 3.9 

.. ··. 

a 

4. Sin pé1·dicla de generalidad supongamos que dµ;+i (a~) > O, hacemos entonces la 

asignación a~ -> a1 y aplicamos nuevamente (3) tantas veces como se necesite para que 

la~ - a\ 1 < e, donde E es el error. 

n' +n' 5. Hacemos ll:'itl = ~ y de cstn mnncrn hemos cncontrndo el pnuto (a;tl, /J;+1 ). Ver 

Fig 3.10. 
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Fig 3.10 

Es conveniente mencionar que si la pendiente <le la curva es pequeña, este método tendrá 

evidentemente problemas. Esto se soluciona facilmcnte tomando la recta ortogonal a la 

curva y parametizando ésta con respecto a la longitud de arco, s. Así la curva está des­

crita en la forma paramétrica (a( s ), ,8( s)) , s E R Dado que a y ,8 ahora dependen de 

la longitud de arco s, entonces la función dp( Q) <lepen de ahora de s y de r. d.( r), donde 

res el parámetro que genera la recta ortogonal a la curva en el punto (a(s),,B(s)). Mos­

traremos ahora otro procedimiento para calcular la curva de !ns soluciones T-periódicas 

continuando ahora la longitud de arco s. Además aprovecharemos que dicha curva es 

diferonciable (ver teorema 2.5), para aplicar un método tipo Newton para acelerar la 

búsqueda del cero de la función d.(r). 

1) Dado (a¡, ,B; ), se determina ( ai+ 1 , f3:+ 1) extendiendo linealmente una distancia h en 

la dirección tangente a !u curva, de la siguiente forma: <l':+i = a¡+ h(a:¡ - ct;-1) y 

Pl+i = (3¡ + h(,8¡ - /3;-i} donde h es el incremento sobre !u longitud de arco s, tal que 

S;+J = S¡ +h. 

2) La función dp( a) es compuesta con la función (a( s, r), ,B( s, r )) definidas de la siguiente 

forma: 

a= a:+i - rlt(,8; -/J;+1), /3 = .Bl+ 1 + rh(a¡ - a;+i), 
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donde 'Y es el desplazamiento en la dirección ortogonal de la curva. 

3) La búsqueda del cero de la función d8 ('y) se r~alizá poi· el método ele Newton: 

comenzando con 'Y~ =O. 

4) Cuando \'Y}+1 - l'jl < e, donde e es el error prefijado en el método de Newton, se hace 

la asignación l'J+I --t 'Yitl • y con este Vd)or de 'Y se asignan los nuevos valores de a y {3: 

CTitl = ªJtl - 'Yi+I h({3¡ - f3itl ), f3itl = f3)+1 - /'jtl h( a¡ - a;+¡), 

5) Se repite el proceso comenzando con (1) y asignando i + 1 --ti. 

<X 

Fig 3.11 

Debemos mencionar que cuando la función d,( 'Y) no se conoce explícit.nmente, su derivada 

se puede calcular mediante un proceso <le diferencias centradas, tomando 6 suficientemen­

te pequeño: 

~ ( l ( ·)) = d,,;(')'¡ + 6) - d,;(')'¡ - 6) + 0(62) 
ª'Y < •; 'Y• 26 

Para determinar con una mayor precisión los siguientes valores iniciales de a¡+ 1 y f3¡+ 1 

se pnecle utilhmr la información de los puntos anteriores mediante uua interpolación po­

liuominl. 
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Sean (a¡,/3¡,s¡), i = 1,2, ... ,n + 1, un conjunto den+ 1 puntos (a(s),/3(s)) que están 

sobre la curva de soluciones periódicas. Sobre estos puntos podemos pasar una curva 

polinomial de orden n utilizando la interpolación de Lagrange, en función de longitud de 

arcos: 

n+J n+J (s-s·) 
a='""a¡IT 1

), ~ j=I (s¡-Sj 
j'#i 

n+l n+J ( ) 

f3=l:f3¡IT ~ 
i=l i=I (s¡ - Sj) 

j¡l;.i 

así ctn+2 y f3n+2 se pueden estimar asignando a los polinomios anteriores el valor de 

s,.+2 = sn+J + h. 

3.3 INTEGRADORES NUMÉRICOS 

Muchas de las ecuaciones diferenciales, aunque en apariencia sencillas son imposibles 

de resolver en términos de funciones conocidas. Un procedimiento común cuando nos 

encontramos con una de estas ecuaciones, es proponer alguna solución en serie, pero a 

veces ésta tan1poco resuelve el problema, pues a tiempos largos el error de la serie crece. 

Así c¡ue t.enc~mos qnc echar mano de algún integrador 1111mérico. La ec11ación de Mathic11 

no es la excepción: hemos podido calcular sólo algunos términos de la serie de Fourier. 

Y no hemos podido conocer mucho de la forma global de las curvas de transición y de las 

curvas de periodo fijo en el espacio (a, f3). Surge por lo tanto la necesidad de usar algím 

integrador numérico. 

Un integrador numérico que se usó en esta tesis es el Runge-Kutta de orden 4, éste es un 

método interpolador qne reproduce la expansión ele Taylor a orden 4 de la solución: ciado 

un punto (x¡,y¡) al tiempo t¡ y el campo vectorial generado por la ec11ación diferencial, 

se calcula el punto (x;+1iYi+i) al tiempo t;+1 usando la serie de potencias de Taylor de 

la solución alrededor del punto (x¡, y¡, t¡). Las derivadas involucradas en dicha serie son 

interpoladas por evaluciones del campo en diferentes puntos alrededor de (x;, y¡) (usando 

esencialmente el teorema del valor medio para sustituir las derivadas).18111 

Tiecorclcmos que la ecuación de Mathicu que estamos trabajando con condiciones iniciales 

está dada por 
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x +(a - 2/3 cos 2t).r. =O¡ x(to) = x0 , :i:(to) =¡¡o. (3.9) 

Para los problemas de <let.enuiuar los valores ele a y (-J ¡mrn los cuales oht.cucmos soluciones 

periódicas de periodo T, o bien soluciones no acotadas sabemos que la condición inicial 

en el plano fase no será. relevante, gracias a la linealidad de la ecuación <le Mathieu. 

Tomaremos x(O) = 1 y x(O) =O simplemente por comodidad. 

Para implementar el Runge-Kutta será necesario transformar esta ecuación en el siguiente 

sistema 

- · a·0-1 i0-0 (:i;) ( O l)(x) iJ - -a+ 2¡3cos2t O y ' .( ) - ' y( ) - ' (3.10) 

cuyo Runge-Kutta de orden cuatro en el intervalo de tiempo {a, b) tiene los siguientes 

coeficientes: 

Xo = 1 

Yo= O 

K1y = h(-a+2/3cos(2tj)):cj 

K2x = h(Yi + !K1y) 

K2y = h(-a + 2¡1cos[2(tj +~)])(xi+ !K1z) 

Kax = h(yj + !K2y) 

Kay = h(-a+2/3cos[2(tj + ~)J)(xj + !K2z) 

IC1x = h(Yi + Kay) 

K1y = h(-a + 2/3 cos[2(tj + h)])(:ci + Kax) 

:l'j+¡ = Xj + k{fl¡x + 2fl2x + 2K3x + K.1x) 

Yi+t = Yi + tcK1y + 2Il2y + 2K:i 11 + K.1y) 

donde el intervalo I = [a, b) es dividido cu N partes iguales, dundo lugar a la partición ti 
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de este intervalo. Como hemos dicho, el Runge-Kutta de orden 4 nos entrega la serie de 

Taylor a orden 4, y este tiene como residuo a .· 

1 ¡c+l1 . 
R.1(h) = 4f e ¡C5l(x(t))(c + h- t)'1dt (3.11) 

con h = bÑn y e algún punto de la partición de I, y donde J< 5l(x(t)) es la quinta derivada 

direccional del campo vectorial en la dirección tangente a la solución x(t). 

Para las curvas de periodo fijo fue necesario un integrador numérico más fino que el 

Runge-Kutta de orden 4, en este caso se usó un Ilunge-Kutta 7-8. El Ilunge-Kutta 7-8 

nos da la serie de Taylor de la solución de la ecuación a orden 7 y a orden 8, pero además se 

diferencía del Runge-Kutta de orden 4 porque nos permite controlar el paso de integración 

mediante un proceso de corrección. Mostremos como se hace esto: consideremos que 

S1 =¿~=o anh" y Sa = I:~a=O anh" sou las series de Taylor a orden 7 y 8 respectivamente 

alrededor del punto Xo al tiempo to, de la ecuación diferencial de primer orden, x(t). 

Tomando la diferencia de lns aproximaciones evalunclas en to + h se tiene 

Ó1i = ISa - S1I $ lx(to + h) - Sal+ lx(to + h)- Sri$ 0({3r). 

Esta misma diferencia, evaluada en to+ h/2 es 

0((37) 
81,¡2 = ISa - Sri $ 27· 

De lo cual, ~ $ 27 • Entonces, si realmente estamos haciendo una buena aproximación, 

esto último se debe de cumplir, si no, tendremos que disminuir el paso hasta que los 

desal'l'o!los de Taylor sean una buena aproximación. El residuo del Runge-Kutta 7-8 será 

el correspondiente al de orden 4, sólo que esta vez h no será constante. 

3.4 RESULTADOS NUMÉRICOS: CURVAS DE TRANSICIÓN 

En esta sección mostrarnos las curvas de transición calculadas con la metodología descrita 

en la sección 3.1, usando el Runge-Kutta de orden 4 para integrar la ecuación de Mathieu 

cloudc se t.omn el intervalo ele tiempo I = [O, 31hr] y mm clivisión de éste de N=50000. 

E11to11cc!H, ch! la fórmula del rcsicluo <le la scccicíu autcrior se tiene 
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donde h = 5~~~0 y e E (O, 30ir]. Usando el hecho de que las soluciones de la ecuación 

de l\fothieu son analíticas, tendremos que en este intervalo sus derivadas existen y son 

acotadas. Así podemos acotar ¡¡<5>(x(t))I por M, por lo tanto podemos escribir 

. (3.12) 

lo que a su vez nos da que el error total acumulado, es decir, el error del punto final de 

la solución está dacio por 

/¡4 
error = e < - M30ir 

- 4! 
(3.13) 

de donde tendremos que el error es menor que e si A1 es menor que ~ 3~,., en particular 

si M < 2.6 X 108 el error será menor que 0.1. 

La Fig 3.12 muetran las curvas de transición y en cada gráfica el número de éstas (las 

curvas de transición) van aumentando a medida que nos movemos de izquierda 11 derecha 

y de arriba 11 abajo. Las curvas que se muestran en las figuras corresponden a valores de 

a 2 =O,1,4,9, 16 y 25 pnrn /3 =O. 
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Punto de partida. 

Fig 3.13 

Se tie11e pues una división del plano a, fJ en regiones estables e incstaLles, las primeras 

aparecen en las figuras 3.12 en forma de "cápsulas". A pesar de la apariencia acotada 

que se muestra, cada curva de transición tiende a infinito conforme fJ tiende a infinito 

(ver sección 2.7, teorema 2.8). 

Por la forma que tienen el par de curvas que se originan en un mismo punto del eje a, 

se le llunm a la región de inestabilidad que delimitan, la lengua de Arnold, en honor del 

precursor ele este tipo de problemas, V.I. Arnold. 

Debido al error fijado en el procedimiento de bipartición, no es posible detectar la curva 

de transición cuando la distancia entre las curvas es menor que el error definido, ver Fig 

3.13. Una forma alternativa para continuar las curvas de transición es identificar tales 

curV!!B con alguna curva de soluciones periódicas que esté contenida entre ambas curvas 

de transición. En lu siguiente sección se puede apreciar como estas curvas son extendidas 

para valores mayores en {3. 

3.5 RESULTADOS NUMÉRICOS: CURVAS DE PERIODO FIJO 

En esta sección mostrnmos algunas curvas ele periodo fijo por dos métodos. El primero 

es por 1111 proceso de bipartición, el cuul muestra ciertas limitaciones de continuación, y 
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el segundo es usando la metodología descrita en la sección 3.2. 

De las propiedades descritas en la sección 3.2, en particular la continuidad del periodo, 

T, ante los parámetros, (a, P), se puede obtener un algorítmo de bipartición parecido al 

de la sección 3.1, sólo que esta vez, el criterio para decidir si est.amo~ o no en la curva de 

periodo fijo T, estará basado en el periodo: 

Algorítmo de construcción para las curvas de transición de Ja ecuación de Mathieu: 

Sea Q un p•mto en el espacio (a, P), y consideremos que estamos integrando la ecuación 

de Mathieu en un intervalo de longitud T, entonces d(Q) es la distancia entre el punto 

inicial y el punto final en el plano fase. 

l. Dados dos puntos P0 , P1 previamente determinados sobre la curva de periodo fijo T, 

se traza la recta que pasa por estos, sea ésta L. 

2. Nos movemos sobre la recta Luna distancia h a partir de P1 (por lo regular h = 0.1 

funciona). Sea este nuevo punto Q¡, ver Fig 3.14. 

P, 

Fig 3.14 

3. Trazamos la recta que pase por Q¡ y que sea ortogonal a L, llamemos a ésta L'. 

4. Nos movemos sobre la recta L', a partir de Q1, n puntos a la derecha, ( Q¡ 's ), y n 

puntos a la izquierda, (Q\'s), en pasos de r¡, normalmente n = 5, r¡ = 0.01, ver Fig 3.15. 

5. Determinamos d( Q¡) y d( QD, i = 2, ... , n. 

G. Hallamos por un proceso de burbuja la distancia más chica, digamos d(Qk)· 
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7. Hacemos un proceso de bipartición entre los puntos Qk-1 y Qk+1 hasta que d(Q) sea 

menor que algún error prefijado. Sea este último punto P2. 

8. Hacemos la asignación P2 -t Pi, P1 -> Po y volvemos a comenzar el algoritmo. 

L' 

Fig 3.15 

A continuación se muestran algunas curvas de periodo fijo calculadas como se dice a­

rriba. El integrador numérico que se usó para integrar la ecuación de Mathieu fue un 

Runge-Kutta de orden 4, donde se toma un intervalo de tiempo I = [O, TJ, para pe­

riodos T 5 1771'1 y una división de este intervalo de N = 20000. Entonces como en la 

sección 3.4 se puede estimar facilmente el error y éste está dado por la ecuación (3.13), 

e < 1.13x10-10 M, donde Mes el máximo de la quinta derivada del campo en el intervalo 

I. 

En la Fig 3.16 se muestran solucione~ 571'-periódicas. Para f3 =O (el oscilador armónico) 

se tiene que cumplir que 

2 
..ja= 5N; N E ?l, 

donde se ha torunda N = 3. Pal' lo tanto 

O' = 1.44, (3 = o, 

que es el punto cerco.no de donde empieza la Fig 3.16. De la misma manera se obtubierón 

lus otrns c11rv1tS. La cmvn de In Fig 3.17 nos ciará soluciones lOir-pcrióclicns con N = 11, y 
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parte cerca de a = (1/5)2 112 
::: 4.8~; ,8 = O. Ln curyn de la Fjg ~.l81HJS dasolm:irn,lCH irr-, 

periódicos con N =O,y parte~er~ad.~a ~,(2/7)2 02 ~ 6.Gl, 13·.== O.Ln~m;Vii (Íeli~ Fig 3~1!) . 

nos da soluciones 17~-pe~iódicil.S ~on N =:: 42, /part~cérc~,de,(t =,(2/17)2422 ~ ÜA1, 
(3::: o. . ·.· ... ' . < " ' •<. ...•.. ' ' . ' ''. ' ')_, :;, ' ;. •,· ···.','' ·.·•• 

Flg 3,16 

6 7 

Flg ,3.18 

Flg 3,17 

2, ---------- --

20 --·l---l---1 

i 10 20 22 

Flg J.19 

Sin embargo, como se puede apreciar en las figuras, este método no prolonga 1111tcho 

las curvas de periodo fijo. La rnzón por la cual no se puclierou continuar !ns curvas 

con el algorítmo de biparticic>n, es debido a que el conjunto ele lus curvas ele pcrioclo 

fijo se acercan exponcnciahncnte (ver [M-SJ y sección 2.8) dando como consccuc11cia 

que la función distancia sea muy iuestnble, y un proceso de bipartición resulta poco 

adecuado para localizar el cero <le la función. Por lo tanto, se ticuc la necesidad de utilizar 

procedimientos numéricos más precisos. Es nc¡uí donde usamos el ulgorítrno clcscrito en 

la sección 3.2. 

En la figura 3.20 se usó el método de iutcgraciúu íl1111gc-J\11tta 7-8 cou un error nsiguado 
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ele 10-13 , y al método de Newton se le asignó un error de 10-6 • Se calculan todas las 

ramas correspondientes a las soluciones periódicas de periodo más bajo cuyo valor de a:, 

usando {:J = O, es: 

con p, n EN, O< p < 'n < 10 y (p, n) primos relativos. 

Como se puede apreciar en la Fig 3.20, las ramas correspondientes a las soluciones pe­

riódicas se aproximan exponencialmente entre ellas. Para valores de {:J mayores que 20, 

las curvas de transición corresponden prácticamente a las ramas de soluciones periódicas. 

Así podemos verificar que el comportamiento de las curvas de transición para valores de 

{3 grandes, es similar al comportamiento asintótico de estas curvas predicho en la sección 

2.8 del capítulo 2. 

"ttt1"-

70 

60 

50 

40 

30 

20 

10 

o L-~~-'-~~~-'-~~--'~~~-<--~~--'"'-"'"-'!!1.1!"-=-'""'=---'--,__~~~ 
-50 -40 -30 -20 -10 o 10 20 3( 

Fig 3.20 
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3.6 DESARROLLO ASINTÓTICO DE LAS CURVAS DE PERIODO FIJO 

En esta sección obtendremos el clcsa.rrollo cu series ele potencias ele n'{,B) para solucio­

nes periódicas. Con este desarrollo podemos calcular las curvas que corresponden a las 

soluciones de cierto periodo. Se comparan las gráficas obtenidas de esta manera con los 

resultados numéricos de la sección anterior. 

Como ya se vió, en el capítulo anterior se demostró que tanto las curvas de transición como 

las curvas ele periodo fijo son analíticas en {3, ver secciones 2.2 y 2.4. Se vieron además 

en las secciones 2.3 y 2.4 algunos métodos para calcular los desarrollos ele potencias y 

se estableció que podemos usar cualquiera de estos puesto que las expresiones son las 

mismas, gracias a la uniciclad de la solución y convergencia de la serie. 

También se Yió, que el método más sencillo para trabajar en este caso, es el método 

perturbativo. Pero a pesar de est.o, sigue siendo dificil manejar las expresiones que se 

presentan para ordenes mayores que 2, porque son muy grandes (ce. (2.102) y (2.103)), 

y se corre el riesgo de equivocarse en el Mgebra. Surge pues la necesidad de usar 

algún manipulador simbólico. En nuestro caso se usó el manipulador algebráico de 

Mathcmatica.IMatl•I Las expresiones obtenidas fueron hasta orden 8 en {3, las cuales se 

muestran en el apéndice IV. En las figuras 3.21a-3.21d se muestran dos curvas: una es 

la grá.fica de los desarrollos a orden 8 (línea continua), y la otra es la curva obtenida 

numéricamente con el proceso de bipartición de la sección 3.5 (línea punteada). Llama­

remos OE(f3) a la curva obtenida por la serie de potencias hasta orden 8 y ON(f3) a la 

obtenida por un método numérico. 

Podemos decir que las curvas se ajustan bien si la diferencia entre las dos curvas, 

laE - GNI, es del orden 0({39
), ya que una es el desarrollo a orden 8 en {3, y la otra 

tiene sólo el error debido al método numérico. En cuyo caso esperamos tener una recta 

de pendiente 9 en la gráfica logrn(f3) vs log 10(la2 - a:¡j) cuando comiencen a separarse 

las curvas, ver figuras 3.22a-3.22d. 

Se aprecia pués, en la parte superior de estas gráficas ( c¡uc corresponde a la separación 

entre lns curvas), una recta, cuya pendiente es aproximadamente 8. Esta recta se apre­

ci11 para valores de f3 mayores que 10-3 , que corresponde al error asignado al método 

numérico. 

Para f3 > 10-3 vPmos c¡ue se cumple la relación 
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concluímos que el error de nuetra serie de potencias es del orden de 0(/39 ), el cual es el 

error esper<tdo. 
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3.7 POINCARÉ-LINSTEDT 

En e8ta sección compararemos las curvas de periodo fijo obtenidas con el método de 

Poincaré-Linstedt. con h18 olJtenidas por el método de bipartición dcscrit.o en la sección 

3.5. 

En la sección 2.6 se obtuvo una expresión para la frecuencia, w, en términos de a: y {3. 

En este caso no fue posible usar el manipulador algebráico de Mathematica, debido a 

que Ja frecuencia aparece directamente en los cosenos, dando lugar a que la frecuencia w 

dependa de t para ordenes mayores que 2 en {3. Por lo tanto, nos tenemos que conformar 

en este caso con analizar la expresión de la frecuencia a orden 2 en fJ de la sección 2.6 

t:: 1 1 2 
w == vu+ 

4
. r;;;-

1
/3. 

yCTO:-
(3.14) 

Es directo que el problema de construir una curva de periodo fijo se traduce en este caso 

a const.ruir una curva <le frecuencia fija. Ent.onccs de (3.14) se tiene 

( 
r:: 1 1 2 F a:,{3) == w - va: - ---/3 ==O, 

4fo a: -1 
(3.15) 

una función de dos variables donde podemos despejar cualquiera de las dos variables en 

términos de la otra, por ejemplo es facil despejar f3 

f3 = J(w - va)4va(a -1), (3.16) 

la cual, si fijamos la frecuencia w, nos determina una curva en el espacio (a, {3) para dicha 

frecuencia fija. 

En la Fig 3.23 se muestran las gráficas obtenidas con (3.16) para las mismas frecuencias 

que tomamos en la sección 3.5 (Figs 3.16-3.19), contra las curvas obtenidas numéricamente 

para las mismas frecuencias. 
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4.1.a Estabilidad de soluciones periódicas 

La teoría <le Floquet ha sido aplicada intensamente en el estudio de la estabili<la<l de las 

soluciones periódicas de sistemas mecánicos. Consideremos un sistema mecánico con N 

grados <le libertad ~ = F(x), y supongamos que conocemos una solución periódica con 

período T, if;(t) :::: 4i(t + T). Para determinar la estabilidad en el entorno de la solución 

periódica, consideremos un cambio de coordenadas en el espacio fase de 2N dimensiones. 

Las nuevas coordenadas y E R2
N están relacionadas con las antiguas coordenadas x E 

R2N, de la siguiente forma: x:::: 1(t)+y. Debemos notar que el nuevo sistema coordenado 

<lepen<le del tiempo y viaja en la dirección tangente de la solución periódica 4i(t). El 

sistema escrito en las nuevas coordenadas es entonces 

d- d -
d~ + dt </>(t) = F(y + </>(t)). 

Como nuestro interés es estudiar la estabilidad de la solución periódica efí( t) en su entorno, 

podemos considerar que los valores que alcanzan las coordenadas y son pequeños. De 

esta manera podemos expander el campo vectorial F alrededor de la solución efí(t): 

~; + ! </>(t):::: F(<f>(t)) + DF(</>(t))y + 0(11y112
). 

Despreciando los términos <le orden igual o mayor dos, y recordando que ef;(t) es solución 

de la ecuación original, obtenemos el sistema lineal: 

dly = DF(4i(t))Y 
d 

(4.1) 

donde DF corresponde a la matriz jacobiana de F. Esta matriz es T peri6dica puesto 

que está evaluada en x = <f>(t). 

La estabilidad de la solución periódica queda entonces descrita por la estabilidad de la 

ecuación (4.1). Siguiendo la teoría de Floquet descrita en la sección 1.4, sabemos que 

la suma de los exponentes característ.icos son igunl a la integral de la traza de la matriz 

perió<lic1~ 
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O"¡ + 0"2 + · · · + 0"2N = ¡T Tr(DF(1°(t)))dt 

El primer exponente de Floquet vale siempre cero y está asociado a 1,a dirección tangente 

de la órbita periódica "é¡(t), la cual parametrizamos con la longitud de arco. Si nuestro 

sistema posee integrales de movimiento tales como la energía total, movimiento angular, 

etc., habrá igual número de exponentes u¡ con valor cero como integrales de movimiento. 

A la matriz DF(iP(t)) se le denomina matriz de monodromía. Dado que la traza de la 

matriz Jacobiana es equivalente a la divergencia del campo, un sistema mecánico de N 

grados de libertad y con M integrales de movimiento suaves, los exponentes característicos 

que no se anulan cumplen con la relación 

N T 
L u¡=¡ divF(1°(t))dt. 

i=N-Mtl o 

En particular, cuando nuestro sistema es de dos grados de libertad, solamente tenemos 

dos exponentes característicos. El primero siempre es cero, así que el segundo se puede 

calcular directamente como 

u2 = ¡T divF(1°(t))dt. 

Este exponente caxacterístico es real y determina la estabilidad de la solución 1°(t) en la 

dirección ortogonal. Podemos concluir que la estabilidad de la órbita periódica depende 

del valor promedio de la divergencia del campo vectorial en el entamo de dicha órbita. 

4.1.b Estabilidad de órbitas geoestacionarias y órbitas de estacionamiento 

Uno de los cambios tecnológicos de mayor impácto en este siglo es la posibilidad de 

comunicarse via satélite con cualquier punto de la Tierra. Este tipo de comunicaciones 

es posible gracias a poder mantener satélites en órbitas sincronizadas con el giro de la 

Tierra. Tales órbitas deben tener el periódo de un dia y son esencialmente circulares. 

Al estar en el plano ecuatorinl dichos satélites se ven desde la Tierra como un punto fijo 

en el espacio, de tal forma que las nntenas de comunicación no tienen que modificar su 

posición. 
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Un problema qne se puede presentar en estas órbitas geoestacionerias es la pérdida de 

estabilidad. Una perturbación importante a estas órbitas es el movimiento de la Luna 

alrededor de la Tierra. Es posible que el movimiento de la Luna produzca una resonancia 

parnmétrica en la órbita geoestacionaria, lo cual implicaría la imposibilidad de mantener 

dichos satélites en tales órbitas en un periodo largo de tiempo. 

El mismo tipo de fenómeno ocurre con las órbitas de estacionamiento, las cuales son 

utilizadas como puntos de transferencia a órbitas más lejanas. Estas órbitas están a 300 

km de altura de la Tierra, lo cual corresponde al alcance de los cohetes propulsores que 

transportan los satélites desde la Tierra. 

Dichas órbitas son circulares y están también en el plano de la eclíptica. Es de esperar 

que la perturbación debida al movimiento de la Luna pueda alterar la estabilidad de dicha 

órbita. 

Para estudiar el comportamiento de ]as órbitas circulares, utilizaremos la teoría desarro­

llada por Hill para el estudio del movimiento de la Luna alrededor de la Tierra, descrita 

en la sección 0.6. 

Consideremos que el satélite se mueve en una órbita cercana a la Tierra en forma circular, 

y el movimiento de la Luna es también circular pero los planos de las órbitas no coinciden 

exactamente, los vectores normales hacen un pequeño ángulo. Reemplacemos en las 

ecuaciones (0.14) y (0.15) y en la Fig 0.15 la nomenclatura de la Luna y el Sol por la de 

satélite y Luna respectivamente. De esta forma lrl representa la distancia del satélite a 

la Tierra. 

Consideremos un nuevo sistema de referencia, de tipo sinódico, el cual gira sincronizada­

mente con el movimiento de la Luna. En este caso µ¡ es la velocidad angular de la Luna 

y el nuevo sistema de ecuaciones queda descrito por (0.24). 

Dado que la inclinación del plano donde se desplaza el satélite es pequeña, se puede 

reducir el sistema a las ecuaciones (0.26) y (0.29). Supongamos que el movimiento del 

satélite es en forma circular alrededor de la Tierra, entonces la solución al sistema (0.26), 

a primer orden, corresponde a funciones de tipo trigonométrico ele la forma 

X= !'o COSWT y y= ro senwr 

donde r 11 representa el radio de la órbita y w es la frecuencia de la órbita respecto al 
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giro del satélite alrededor de la Tierra. Las coordenadas X y Y están en el plano de la 

eclíptica y ahora estudiaremos el comportamiento de la coordenada normal al plano, Z. 

La ecuación que describe la dinámica de esta coordenada es 

kZ 
Z" + v2 Z + 3 = O. 

ro 

El término v es la razón entre la frecuencia del movimiento de la Luna, µ1, y la del 

satélite, µ, donde v = ~· El radio de giro de Ja órbita es r 0 y k relaciona la masa 

de la Tierra y el satélite con sus frecuencias (ver ce. 0.26). La razón k/rg la podemos 

reemplazar por la relación (0.31), donde C representa la constante de .Tacobi. Debemos 

notar X 2 + Y2 = r~ por ser órbita circular y (X')2 + (Y')2 = w2 r~. De esta forma 

obtenemos Ja siguiente ecuación 

( 
l(w2r 2) - !v2r 2 cos2(wr) - C) 

Z" + v2 + 2 o 2 ~ z = O. 
7'o 

Reemplazando el cuadrado del coseno por el coseno del ángulo doble y haciendo el cambio 

en el tiempo t = wr, reescribimos la ecuación anterior en esta nueva forma: 

d
2 

(1 1 v
2 e 3 v

2 
) -Z+ -+-------cos(2t) Z=O. 

dt2 2 4 w2 7'BW2 4 w2 (4.2) 

¿Cual es la estabilidad de la coordenada Z? Debemos investigar entonces si el valor de 

(3 escogido da un punto en el plano (a, (3) que corresponde a una solución acotada o no 

acotada. 

Esta ecuación la podemos interpretar como um1. ecuación del tipo Mathieu. En este caso 

interpretamos los parámetros de la ecuación de Mathieu de la siguiente forma: 

3 v2 

{3= --8w2 

Oi = ! + 2 (! -~.$-) f3 
2 3 3 r~v2 

Dado que la constante de Jncobi es pequeña por considerar órbitas circulares, entonces 

el término _!3 ::f. lo podemos despreciar. De esta forma 
ro" 

1 2 
Oi = - + -/3 2 3 . 
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En la Fig 4.1 representamos la región acotada de la ecuación de Mathieu y pintamos la 

curva a= 1/2 + 2{3/3. 

Observemos que para lf31 > 0.3, la solución resulta ser inestable y por lo tanto, las 

oscilaciones en la dirección normal al plano de la eclíptica aumenterán exponecialmente. 

En cambio, para valores j{3j < 0.3, las soluciones serán acotadas. 

Por lo ta11to, la condición de estabilidad de órbitas circulares alrededor de la Tierra está 

dada por las siguientes condiciones: 

En particular, consideremos las qrbitas geoestacionarias donde los periodos de las órbitas 

son: µ1 = 1, µ = 28 y w = 1, obtenemos un valor de {3 = 1 i44 • Lo cual indica. que el 

sistema lineal es estable. 

Finalmente debemos indicar que las situaciones que representan un riesgo para mantener 

satélites en órbitas alrededor de la Tierra, es cuando la constantes de Jacobino es pequeña. 

y además ! - ;:o%r ~ n2 con n E N. Es claro que esta situación conduce a tener 

comportamiento inestable puesto que el punto (a, {3) puede caer en una. lengua de Arnold. 
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Fig 4.1 
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4.2 CONCLUSIONES 

En este trabajo hemos estudiado la ecuación de Mathieu, que podemos considerarla 

como genérica en el tipo de ecuaciones de los problemas de resonancia paramétrica. Sin 

embargo, no hemos dicho cual es la diferencia con el tipo de resonancia debida a una 

fuerza de excitación externa. 

Consideremos al oscilador armónico con fuerza de exitación externa F = Asenílt, el cual 

tiene por ecuación 

x + w2x = Asen~U, (4.3) 

sabemos que si íl f:. w la solución está dada por 

A 
x(t) = Tn2senílt+ Csen(wt- ~), 

w - •• (4.4) 

y la solución está acotada a pesar de que la amplitud sea grande cuando íl Rl w. Si ahora 

tomamos íl = w, una de las soluciones será de la forma 

A 
x(t) = -

2
wtcoswt, (4.5) 

de donde es fácil ver que la solución es no acotada en posición y velocidad, y crece como 

t, es decir linealmente. 

Por otra parte, sabemos que las soluciones inestables de la ecuación de Mathieu, para 

(ex, {3) en la lengua de Arnold, tienen la forma 

(ver sección 2.1.a) de donde es directo que la solución crece como eª1, es decir expone­

cialmente. 

Entonces, en la resonancia paramétrica tenemos una transferencia de energía mucho más 

eficiente que en las resonancias debidas a una fuerza de excitación externa, ya que con­

tamos con un crecimiento exponencial para Ja resonancia paramétrica. Esta ganancia de 

energía se puede apreciar en la Mecánica Hamiltiniana, donde el fenómeno de resonancia 

paramétrica es el que determina los cambios más notables en la dinámica del sistema, y 
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en particular estos son observables en la Mecánica Celeste al determinar las condiciones 

que dan origen a la distribución de los cuerpos celestes en el sistema solar. 

Sin embargo, ninguno de estos fenómenos de resonancia se presentan en la naturaleza en 

su forma global. Si estos en realidad ocurrieran, entonces el ruido blanco, que presenta 

todas las frecuencias, nos hubiera hecho estallar desde hace mucho. 

Tenemos que caracterizar entonces a estos tipos de resonancia, que en el sentido estricto 

no existen en la naturaleza. Los vamos a caracterizar por el tipo de ecuación diferencial 

que los modela, y por lo tanto, los conoceremos como resonancia lineal. Si ahora nos 

ponemos más estrictos con los fenómenos que observamos, y consideramos los efectos de 

no lineales, por ejemplo en el péndulo físico, tenemos que un hecho significante de la 

resonancia no lineal es el acotamiento de la solución, a diferencia de la resonancia lineal, 

para la cual como se ha visto no hay cota. Las oscilaciones son acotadas debido a la 

dependencia de la frecuencia con respecto a la energía. Tal dependencia es entonces una 

propiedad importante y la primera señal de una propiedad no lineal. El acotamiento de 

las oscilaciones debido a la no linealidad es una clase de estabilización en la naturaleza, 

que evita que una perturbación resonante haga explotar el sistema. La dependencia de 

la frecuencia de resonancia con la energía permite que el sistema escape de la resonancia 

al aumentar la amplitud de la oscilación. Al modificarese la frecuencia de oscilación el 

sistema sale de fase respecto a la perturbación y al cabo de cierto tiempo, la misma 

oscilación frena al sistema cambiando la frecuencia de oscilación otra vez. Este fenómeno 

de ganancia y pérdida de energía da origen a un nuevo fenómeno oscilatorio conocido 

como o3cilación en fa3e, el cual lo podemos identificar como una condición de estabilidad 

en el sistema. 

Sim embargo, comunmente las perturbaciones se presentan como un paquete de frecuen­

cias que perturban al sistema. Es entonces posible que el escape de una resonancia 

condusca a caer en una nueva resonancia. Si este fenómeno se repite varias veces, la 

perturbación generará una gran inestabilidad en el sistema.[Ch) 

Sin embargo, el conjunto de problemas oscilatorios tratados por la mayoría de los ma­

temáticos hoy din es pequeño, más pequeño aún es el conjunto de modelos con que se 

cuenta (el oscilador armónico). El papel de los sistemas Hamiltonianos, o cerca de Ha­

miltonianos, van más lejos en sus aplicaciones, por ejemplo el movimiento de partículas 
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cargadas {especialmente pesadas) en aceleradores de partículas o el movimiento de pla­

netas en el sistema solar así como las naves espaciales: sputnicks, viajes espaciales, etc. 

Es necesario remarcar que el estudio hecho en esta tesis fue para ~na ecuación lineal, 

que por Jo anterior es sólo una primera aproximación de los fenómenos de la naturaleza, 

y en consecuencia nos restringe su rango de aplicación. Llegamos por lo tanto a la 

conclusión inevitable de que los factores de no linealidad son importantes en el estudio de 

la naturaleza, y nos conducen a un campo más amplio de investigación. Es por esto que 

los fenómenos de estabilización no lineal, así como de resonancia no lineal son bastante 

bien conocidos y han atraído la atención de muchos investigadores, ver [Ch] y [L-L]. 

Como se ha visto en el estudio de la ecuación de Mathieu, en el espacio de los parámetros 

se encuetran zonas de estabilidad e inestabilidad. Así también se encuentran curvas 

de transición a partir de analizar la solución de la ecuación. Expresando las curvas de 

transición en fracciónes continuas y en operadores se han establecido propiedades tales 

como que se originan en los cuadrados de los enteros (lema 2.1), que se cortan sólo en el 

eje de las a's (teorema 2.4), que son analíticas (sección 2.2), los cruces con el eje de las (J's 

(sección 2.7), comportamiento asintótico para (3-+ oo, etc. También se dan desarrollos 

de potencias (a = a(f3)) por el método de las fracciones contínuas, por el método de 

perturbaciones (sección 2.3), y por el método de Poncaré-Linstedt (w = w(f3)) que se 

mostró más restringido que los dos primeros métodos (sección 2.6). 

Para las curvas de periodo fijo se encuentran de nueva cuenta propiedades de analiticidad, 

que se originan en los cuadrados de los racionales, etc. (sección 2.4). Se trabaja más en 

este caso sobre la clasificación de estas curvas de acuerdo en la solución que entreguen: 

paridad (par o impar) y periodo (11' o 211'). Se establece una propiedad interesante e 

importante de estas curvas de periodo fijo, y es que folean las regiones estables (sección 

2.5). 

En la integración de las curvas de transición fue básica la teoría de Floqnet, para establecer 

una definición útil (numericamente) sobre la estabilidad e inestabilidad, lo que a su vez 

nos determina la curva de tmnsición (sección 3.1). En lo que respecta a las curvas de 

periodo fijo, no fue suficiente el material desarrollado analíticamente en el capítulo 2 y se 

tuvo que echar mano de la continuidad de la solución ante la variación de los parámetros, 

reduciendo con esto el problema de encontrar soluciones de un cierto periodo al problema 
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de encontrar el cero de una función por un método de Newton (sección 3.2). Se comparan 

las curvas obtenidas numericamente contra los desarrollos de potencias obtenidos por el 

método perturbativo, encontrandose un buen ajuste para (3 pequeña (sección 3.6). t Por 

último se comparó el método numérico contra el de Poincaré-Linstedt, encontrandose 

nuevamente aproximaciones buenas para (3 pequeña, pero con el inconveniente adicional 

de que, la expansión de la frecuencia involucra una dependencia del tiempo haciendo con 

esto casi imposible su tratamiento (sección 3.7). 

En la sección 4.1 se da una aplicación de la teoría de Floquet para analizar la estabilidad 

de un sistema mecánico que tiene una órbita periódica, concluyendose que la estabilidad 

depende del valor promedio de la divergencia del campo vectorial que rodea la órbita 

periódica. Se da también otra aplicación sobre la estabilidad de un satélite terrestre en 

órbita circular, reduciendo este al problema, de los tres cuerpos, Tierra, Luna, satélite, y 

determinando que los parámetros (a,(3), en este caso, se encuentran en la región estable. 

Es necesario hacer notar, que todavía existen muchas cosas por hacer: como analizar 

el comportamiento de la ecuación de Mathieu cuando entra un término de fricción, o 

cuando se le agrega un término de fuerza externa. Tampoco sabemos mucho de lo que 

ocurre cuando entra en consideración algún término no lineal, ni lo que ocurre cuando 

acoplamos dos de estos sistemas en resonancia paramétrica. 

Sin embargo, al presentar con mucho detalle una serie de técnicas, a veces en forma 

redundante, se puede detectar cuales de estas técnicas tienen una posibilidad de arrojar 

cierta información en los casos más complicados. Por lo tanto hay que considerar este 

trabajo como un esayo preliminar para el estudio de modelos más complicados. 

En realidad el ajuste se mejora n medidad que tomamos a más grande, ver Fig 3.21. 
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APÉNDICE 1 

ECUACIÓN DE KEPLER 

Al describir el movimiento de un planeta en función del ángulo de anomalía excentrica, 

el ángulo que hace el eje mayor de la elípse con el segmento que une al planeta con el 

centro de la elípse (ver Fig 1), se obtiene la ecuación de Kepler 

2k 
u - e sen u = ¡ti; µ = ab. (1) 

donde a, b son los semiejes mayor y menor respectivamente, yµ se denomina el movimiento 

medio del planeta. 

Fig 1 
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De la segunda ley de Kepler sabemos que T = k1A, donde Tes el periodo del planeta, A 

es el área de la elípse, y k1 una constante de proporcionalidad; además, como A = 7rab, 

se tiene que -;!¡; = * = .rrf1., de lo cual el movimiento medio se escribe como 

2k7rk¡ 
µ = -;¡--• 

y por la ecuación (0.5) obtenemos 

o lo que es lo mismo 

2 - (2hk1)2 
- (2hk1)2 

µ - - 8 
T2 [4""2] ~ 

G m, 

2 m. 
µ = const. Ji3 

ps 

esta relación es de utilidad en el desarrollo de la ecuación de Hill. 
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APÉNDICE 11 

FORMA CANÓNICA DE JORDAN 

La idea fundamental para obtener la forma canónica de Jordan de A E Mnxn vuelve a 

ser la del cambio de base y consiste en encontrar una base formada por vectores pro­

pios y otros vectores asociados a ellos que completen la dimensión del espacio. Esta 

base es llamada base de .lordan, y la matriz asociada a esta nueva base la llamaremos 

Forma canónica de Jordan de A. 

Esta nueva forma de la matriz A estará compuesta por bloques con los valores propios 

en la diagonal principal, en la diagonal inmediatamente superior 1 y el resto ceros. 

Para llegar a la forma canónica de .lardan necesitamos dos resultados previos 

Sea A una matriz con elementos en () con valores propios distintos A1, • • • Aq y vectores 

propios asociados 

Sea A un valor propio de A. Entonces tenemos que 

ker(A- U)= {v/Av =Av}, 

el núcleo de A. 

PROPOSICIÓN: 3 a tal que ker(A- H)"+P = ker(A- H)", Vp >O. 

Dem: Es fácil de ver que 

ker(A - H) e ker(A - A/)2 e ker(A - H)3 e .. · e G:ln. 

es una sucesión de subespacios de G:l n, esto implica c¡ue en algún momento la dimensión 

dejará de crecer. 

200 



Definición 1: El rango de A - >.I se define como 

Rango(A - >.I) = {w/existe u con (A- >.I)u = w} 

Es fácil ver que 

Rango( A- >.I)::) Rango( A- >.I)2 ::) Rango( A - >.I)3 
::) ···::){O}, 

Entonces 3 (:J tal que Rango( A - >.I)P =Rango( A - >.J)P+P, 'r/p >O. 

c) a= (:J 

Viene de que dim Rango( A->.I)k = n - dim ker( A->.J)k ya que cuando uno se estabiliza 

el otro también. 

d) con= ker(A - .>..!)ª Ell Rango( A - >.!)ª 

Dem: Si v pertenece a la intersección 

y por lo tanto 

Esto implica que 

de donde 

e) 

(A - >.I)"'v =O y v =(A - >.I)ªw 

(A- >.I)2ªw =O 

w E ker(A- >.!)2ª = ker(A- >.!)"' 

(A - >.I)ªw =O--. v =O 

A-)..[: ker(A- >.!)ª H ker(A - >.!)ª 

Rango( A - >.!)"' H Rango( A - >.!)ª 
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Porque si 

v E ker(A - U)"'-+ (A - U)v E ker(A- U)"' 

y 

v E Rango( A - U)"' -+ v =(A - U)"'w 

-+(A- U)v = (A-U)"'+1 w =(A- H)"'(A- U)w. 

También I manda ker(A - U)"' y Rango( A - U)"' sobre si mismos. De esto tenemos 

C n = J( er( A - U)"' E!l Rango( A - U)"' 

lA lA 

J( er( A - U)ª E!) Rango( A - )..[)"' 

Tomando bases de C" respetando esa descomposición, tenemos 

A= (A1 9) 
O A1 

donde A1 está sobre J{ er(A - U)"' y Á1 está sobre Rango( A - U)"'. 

f) ( A1 - )..[)"' = O y ,\ es el único valor propio de A1. 

g) Sea ¡1 valor propio de A diferente <le ,\ y v = ( ~~ ) , entonces 

(A_ J)v = 0 -+ { (.t_!1 - µJ)v1 =O-+ (A1 - U)v1 = (µ - .\)v1 

µ (Ai - ¡1J)v2 =O 

De aquí v2 E Rango( A- U)"' y V¡ =O ya que 

O= (A1 - H)"'v¡ = (µ - .X)(A - U)"'-1v1 = · · · = (µ - .X)"'v1 =O, 

como µ es diferente de >. esto implica que V¡ = O. De lo anterior 

ker(A - µI) e Rango( A - U)cr 

ker(A 1 - ¡1I)k e Rango( A - .XI)ª, Vk, 
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y, como antes, Rango( A - M)ª = ker(A1 - ¡1I)f3 EB Rango(A1 - µJ)f3, De donde hay una 

base para A tal que 

(

A, 

A= ~ ~, 1) 
y así sucesivamente. De esto tenemos entonces 

CD"= Ker(A - A1l)"1 EB Ker(A - A2l)"> EB ···Ea Ker(A-Aql)ªq. 

donde AJ, A2, ... , Aq son valores propios distintos. 

Con A en esa base 

(

A, 
A2 

A= 

o 
Ahora tenemos que (A¡ -.A¡)ª; =O y una propiedad importante es 

det(A - H) = I1 det(A; - M), 

como A; tiene a A¡ como valor propio único, tenemos 

det(A¡ - H) = P¡(A - .X¡)dim A;. 

De esto 

dimA¡ = exponente de (.X - .X¡) en clet(A - H). 

Además como (A - .X;J)dim A; =O (Teorema Fundamental para matrices), tenemos 

(A¡ - A¡I)ª; =O con a¡ el más chico, esto implica a¡ = dimA¡. 

Dado lo anterior, es suficiente probar el teorema de Jordan para cada A¡. 

Tenemos primeramente que 

K er(A - H)"-1 C K er(A - A)'' 

con mm inclusión estricta, por la minimicidad de a. 
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Parlo tanto, sean v1, V2 1 ... 1 Vr1 E J(er(A-H)"' generando un complemento de Ker(A­

>.I)"'-1. 

Sea 

Primeramente tenemos que w1, w2, ... , w ,1 son linealmente independientes: para pro­

barlo, supongamos que no lo sean, entonces 

con no todos los µ; =O, pero 

¿µ;w; = ¿µ;(A-U)"'-1v;. 

=(A- U)"'-1 Lµ;v;. 

Esto implica que 

¿µ;v; E Ker(A- .U)"'-1 

pero esto es una contradicci6n con la definici6n de v;. 

Sea 

Wj,k =(A- H)"'-kv;, w;,a = v;. 

Demostremos que estos son linealmente independientes. Para hacer esto tomemos una 

combinnci6n lineal igual a cero manteniendo j fija 

a-1 a-1 

L µkWj,k +/!a Va= L /lk(A- .U)"'-kv; +µa Va= O, 
k=l k=l 

multiplicando esta última expresi6n por (A - ,\I)"'-1 tenemos 
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pero por la definición de Va, la única manera de que esto se cumpla es queµ"'= O. De 

manera análoga, multiplicando a esto último por (A - )..J)"'-2 tenemos que 

<>-1 

(A - .H)"'-2 L JlkWj,k = µa-1(A- )..J)"'-2v; =·o 
k=l 

y nuevamente esto se cumplirá sólo si µa-1 = O. De esta manera inductiva se concluye 

que los w j,k para j fija son linealmente independientes. 

Por otra parte tenemos que 

De lo cual 

(3) 

con un bloque para cada j de dimensión a. Después se completará el ker(A- )..J)"'-2 en 

ker(A- H)"'-1 y se repite la construcción, obteniendo bloques de dimensión a -1 etc ... 

Finalmente, volviendo a considerar a A en su forma general (1), es decir en subespacios 

independientes, tendremos por lo anterior que 

(

J¡ 

A~ O J, . 1 .. 
donde J1 representa a A1 en la base de los Wj,k· 
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Ejemplo : Consideremos la siguiente matriz 

[

2 1 

A- 1 3 
- o 1 

1 -1 

Tenemos que el polinomio característico de ésta es 

luego los valores propios son 

det(A - H) = >.(>. - 2)3 =O 

>.1 = 2, m(>.1) = 3, 

>.2 =O, m(>.2) =l. 

Si estudiamos sus valores propios tenemos que 

>.1=2 --> v1=(1,o,1,o), 

A2=0 --> U¡=(0,1,0,-1). 

De esto se tiene que la matriz no es diagonalizable, pero según el último resultado su 

forma canónica de Jordan será: 

J = ¡~ ~ ~ ~1 o o 2 o 
o o o o 

¿Cuál será la matriz P, regular tal que p-1 AP = J? 

Si 

P= H 't "t H 
verificando AP = PJ, entonces: 

1 1 1 1 
Av2 Ava V¡+ >.1v2 112 + ..\1va 

1 1 1 1 
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Entonces, igualando 

Av1 = .\1111 -+ (A_- .\1/)v1 =O 

Av2 = v1 + .\1 v2-+ (A - .\1/)v2 == v1 

(1) y (4) ya estan hechos, resolvamos entonces (2) y (3) 

A- >.11 = [! ~ ~l ~ ] , 

1 -1 -1 -3 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

como v1 = (0,1,0,1) y (A- >.1I)v2 ==vi, haciendo un poco de álgebra tenemos que 

V2 = (0,3/2, 0, -1/2). 

De la misma manera v3 =(O, -1/2, -1/2, 1/2), de lo cual obtenemos 

y entonces 

[

1 o 
P - o 3/2 

- 1 o 
o -1/2 

o 
-1/2 
-1/2 
1/2 

p-1AP =J. 

¡ l · 
-1 

A vi, V2 se les llama vectores asociados a v1. Al sistema { V1, v2, va, ui} se le llama 

base de Jordan. 

Para conseguir esta base, buscaremos siempre vectores asociados a vectores propios hasta 

alcanzar la multiplicidad del valor propio correspondiente. 
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APÉNDICE 111 

TEOREMA DE LA FUNCIÓN IMPLÍCITA 

En este apéndice se demostrará la estimación sobre el radio de convergencia de la serie 

para w(z). La demostración es adoptada de Berger, Nonlinear Analysis, pg 134. 

Ya que F es analítica, tenemos 

~ (z - zo)i (w - wo)i 
F(z,w) = F.(z0 ,wo)(z -zo) + Fw(zo,wo)(w -wo) + L.J F;; .1 •1 

i+j=2 t. J·. 

donde 

ai+;p i!j! 1 1 F(e,11) 
F;; = -.-.(zo,wo) = --.-2 . .dedr¡ 

8z 18wJ (2m) ie-•ol=r jq-woj=p (e-zo)'(r¡-wo)1 

donde se usó la fórmula de Cauchy . 

. ' i ( )i . J!:u..1 M E 1 ., S1 1.1 = SUP¡e-•ol::>r, jq-wol!>P F e, r¡ ' se tiene que il ji ::; ;rpí• ntonces, a ecuac1on 

F(z,w) =O es equivalente a la relación 

¡ ~ p-IF¡; . . 
w-wo=-F; F,(z-zo)- ¿ --'T:¡-(z-zo)'(w-wo)' (1) 

i+j=2 !.J. 

donde la serie del lado derecho es acotada por la serie 

lp::I ¡ Mj:-•ol + "':'°. ¡p-1 IM l•-•ol;lw-wol; 
1¡ r .l.J1+1=2 w r' pi 

=e("':'°. l•-•oli lw-wolj - 1 - lw-wol) 
.l.J 1+ J=O r; r; p 

- e ( ( 1 ) ( 1 ) 1 ~) - 1-lz-•ol/r 1-lw-wolfP - - p 

Ahora sabemos, de la primera parte del teorema de la función impícita, que w - w0 == 

L; an(z - zo)n. 

Si escribimos la relación (1) como 
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00 

w -wo = a¡o(z - zo) + L a;j(Z - zo)i(w - wo)i 
i+j=2 

y se sustituye la serie por w - w0 , se obtiene 

ªº=o 
a¡ = a10 = -F;1 F, 

a2 = a20 + a11a1 + ao2a~ 

ªn = qn(a1, ... •ªn-Iiªii1 i + j :5 n) 

donde q,. es un polinómio con coeficientes positivos. Ahora bien, supongamos que la;;I :5 
a¡; y consideremos la ecuación y= EH.;=t a;;xiyi (con ao1 = aoo =O). 

Si buscamos una solución y = E~ cxnx" a este problema, se tendrá 

ªº=o 
a¡= 0:10 

<Xn = qn(a¡, .. . ,Cl'.n-ti<Xij,i + j :5 n) 

ya que se trata de los mismos polinómios. 

Además lanl = lqn(a1, ... , a,._¡, a¡j)I = qn(la11, ... , lan-11, la;;I) (porque los coeficientes 

de q11 son positivos) y, ya que la;il :5 <Xij se tiene 

donde se usa un argumento de inducción. Por lo tanto, lanl :5 O!n, 

Esto implica que si la serie para y converge, entonces también convergerá la serie para 

w-wo. 

Aquí, consideremos y tal que 

v = e ( i i - i - ~) 
(1-x/r)l-y/p p 

(2) 
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es decir y = l:i+ i a;;xiyi, con los ex;; dados en la serie del principio. 

Ahora si y es solución de (2) con y(O) = O, y es solución de la ecuación 

y2 (1 + C / p)(l - x/r)/ p - y(l - x/r) + Cx/r =O es decir 

y= p2 (i -(i - x(p + 2c)2) 2 (1- x/rr112) 
2(p+ O) rp2 

Es obvio que y tiene una serie de potencias convergente si 

Por lo tanto el radio de convergencia para la serie de w - Wo es por lo menos r ( pf.¡c) 2 • 

Notese que este razonamiento prueba también el teorema de la función implícita. 
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APÉNDICE IV 

ALFA EN POTENCIAS DE BETA ALREDEDOR DE a:0 : 

O:¡= o 
a: - 1 

2 - 2cro-2 

0:3 =o 
O: _ 7±5cro 

4 - 32(cr0-4)(cro-I)8 

0:5 =o 
_ 29+sBcro+9cr~ ª 6 - a4(V<iO-aH foii-2HV<i0-1J•( V<iD+i)•cJa."+2)( V<iD+a> 

0:7 =o 
_ 467892+ 1118983cro+o20300cr~-355302u~+ 1a2221>i+a17 cr~+B64crg-asa~+2crg 

a:a - 21s10( V<i0-4)( V<iO-a)( V<i0-2) 3( V<i0-1 7( 0i0+W(V<i0+2)ª( V<iD+aHfoiiH) 

donde 
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