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INTRODUCCION 

Un problema de control óptimo es un problema de optimización que difiere de un 

problema de optimización con restÍ-icciones clásico por el tipo de variables involucradas, 

llnmndas variabl" de e•lado y variable• de control. Lns variables (o funciones) de estado 

y de control us~almente son funciones que toman valores de un conjunto T a un espacio 

vectorial. Al conjunto de las funciones de control y ·al de las ftutcione8 de estado los 

denotamos por U y X, respectivamente. A la pareja (z, u) E X x U la llamamos un 

proceao ordinario, El prÓblema de control óptimo tiene una solución óptima (minimizador 

o proceso ordinario admisible óptimo) si existe un proceso ordinario (z, u) que minimiza 

eJ costo funcional (función objetivo) sujeto a un cierto n.úmero de restricciones sobre las 

variablc_s de estado y de control. Los problemas de control óptimo que trata.remos en 

este trabajo los clnsificrunos en problema" .tin retardo~ y en problema& con re.tardo.t en. lo.! 

controle.!. 

En general, condiciones de existencia para un problema de control óptimo no están 

bien establecidas, excepto para una clase muy restringida. La teoría de relajamiento surgió 

por In necesidad de probar teoremas de existencia de soluciones óptimas en aquellas situa

ciones donde es imposible asegurar su existencia, extendiendo el conjunto de las funciones 

de control U. Para ello es necesario encontrar un conjunto (de controles relajados) que 

contenga al conjunto de controles ordinarios piU'a el cual un proceso relajado admisible 

esté bien definido y se pueda asegurar la existencia de w1 proceso ordinario admisible Óp

timo. Entonces, el problema de control óptimo original considerado como un problema de 

optimización sobre los procesos 1·elajados se llama el problema relaiado. Sin embargo, la 

existencia de un minimizador del problema relajado no es la única propiedad que se pidf' 

de una técnica de relajamiento, sino que In solución óptima del problema relajado se pueda 

aproximar con una surC"sión ele rontrol('s ordinatios. 

La teoría de relajamiento está bien establecida para problemas de control óptimo 

sin retardos (ver \Varga fll)). En este caso, los controles relajados se forman como una 

compactificación de los controles originales con respecto a la toporogia débil estrella. La 



técnica clásica de relajamiento para este tipo de problema se puede resumir de la siguiente 

manera. 
. -

(1) llecmplaznr el problema original por un'próblénia extendid~; (el 'problema relajado). 
l' .• ~¡. . 

(2) Resolver el pro~lema relajad~. La solucf6n.obte;ud~ ..,·u~~ un, control relajado 

óptimo. 

(3) Aproximar el control relajado óptimo con una sucesió~ de controles originales. 

Cuando se logra este objetivo se dice que la técnica de relajamiento es propia. Una carac

terizacl6n para que una iécnica de relajamiento sea propin consiste en que el ínfimo del 

problema. original coincida. con el mínimo del problema. relajado. Es importarite que una 

técnica de relajamiento sea propia porque significa que hay una conexión estrecha entre el 

problema original con el que lo aproxima. Sugiere, además, una metodología para encon· 

trar procesos ordinarios admisibles que aproximan el costo ínfimo en situaciones donde ci; 

imposible asegurar In existencia de un proceso ordinario admisible óptimo: resolvienclo el 

problema relajado y aproximando la solución relajada óptima con una sucesión de controles 

ordinarios. 

Para los problemas de control óptimo con retardos en los controles pocos intentos se 

han hecho para encontrar técnicas de relajamiento propias. Los primeros intentos fueron 

realizados por 'Varga (ver [10111 112]), tratando los siguientes tres casos: cuando los retardos 

aparecen únicamente en las funciones de estndo; cuando lus funciones <le control retardados 

son sepnrables (aditivamente acopladas)¡ y cuando los retardos en los controles son cons· 

tantea y conmensurados (el cociente de dos retardos cualpsquiern es un número racional). 

Para los dos primeros casos1 la técnica de relajamiento se obtuvo por una adaptación 

directa de Ja térnica clásica de relajamiento para problemas sin retardos. Sin embargo, 

para el último caso la técnica dásicn de rdnjnmiento no produc~ una extensión propin. 

Por este motivo, Wargn [l l,!3J y posteriormente Rosenblueth-Vinter [3J desarrollaron 

tres nuevas técnicas de relajwniento. La primera, llamada relajamiento vía el problema 

reducido, está basada en la técnica de reducir un problema con retardos a uno sin retardos. 
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Aplicnndo a c~ntimmción In técnica clRsica de relajamien~~ al probl~ma reclurido, se puedr. 

asegurar la existencia de minimizadores'y se pueden aproximar con controlrs ordinarios. 

Sin embargo, esta técnica de rclnjnmientu tiene las _siguientes limituciones: n) la dimensión 

de los espacios involucrados en el pr~b.lcma origin~l p~~e ser muy grnnd~¡ b) lJ:I- dim~risión 

de los espacios crece rápidamente a medida (¡ue crece lá. longit~d del intervalo de tiempo; c} 

esto. técnica. de relajamiento se aplicó. ú_Ilica.n:i~nte a problemas Con retan.los _conmensurados. 

La segunda técnica de relajruriie~ta,:n~~a relaj¡.aniento. débil remedia nlgunns 

de las dificultades de la técnica de relajan:iieri.to ·vía el problema reducido. Esta técnica 

está basad.a en la idea de transformar el problema original en uno donde los coiltroles no 

están presentes en lns dinámicas siri~ .c_n c_iertns .condiciones de compatibilidad impuestas 

a. los co~troles. Los contt:ole.s d~bilm~~te _relajad~& se definen como los controles relajados 

clásicos que satisfacen olgunas condiciones de compatibilidad. El conjunto de controles 

débilmente relajados, considerftdo como un subespacio de controles relajados clásicos1 es 

convexo y compacto, por Jo que sC J'.'Ueden probar teoremns de cxistcnrin. Esta técnica 

de relajamiento .se pUede nplicnr·n problemas con retardos en los controles que pueden ser 

separables y no conmensu_ra.dos, Sin cmbo.rgo1 esta técnica no da u~a extensión propia. en 

el caso conmensur~do, excepto pn.r8. prob~emas con un retardo. (ver [3,41516)). 

La. tercera técnica de relajruniento, llamada relajamiento fuerte !ue introducida en 

Roscnblueth-Vinter [3]. Demostraron que esta técnica de rclnjnmiento es propia. Ademhs, 

coincide con la. técnica de relajamlento débil cuando el sistema tiene un ret.ardo en los 

controles. Para problemn..01 con dos o más retardos está definido únicamente para el caso 

conmensurado. Esta demostración da una respuesta a la pregunta de cómo los controles 

fuertemente relajados pueden estar asocindos a los contr~lcs relajados admisibles para el 

problema reducido. Sin embargo, esta demostración tiene ciertas lirnituciuncs, desde el 

punto de vista teórico ns{ coffio desde el punto de vista computn.cionñ.11 que impiden <¡uc 

sea de utilidnd práctica y cuya solución es el o~jctivo de .este trnbnjo· .. En primer lugar, 

desde el punto de vista teórico, es necesario utiliz~r ~.ª .técni~n del problema reducido, por lo 

que se heredan las desventajas que tiene dicha té~-nica de .relo.jroniénto. E~ segundo lugar, 

si bien es cierto que desde el punt~ de.yi_Si~·:·t~.~ico no es :11eteSarlo reducir el problemn 



original ni agrandar la dimensión de los espacios involucrados, desde el pwito de vista 

computncionnl la aproximación requiere de dicha reducción. En tercer. lugar~ sólo se ·puede 

asegurar la existencia de un control relajado para e-l .proble~1a ~educidó;~~~~ifldo:B. üií 
control fuertemente relajado dado, pero no se pudo construir cxplícitaffie~1te en términos 

de este último. 

La contribución de este trabajo es la solución del siguiente problema: 

Dado un control fuertemente re.lajado arbitmrfo µ, Jin la ayuda de la técnica de re· 

laja~iento vía el problema reducido, conJtn&ir ezplícitamente una JuceJión de controleJ 

retardado.s ordinarioJ que convergen a µ. 

En la solución de este problema se dará una metodología explícita para aproximar un 

control fuertemente relajado arbitrario con una sucesión de controles ordinarios, totalmente 

independiente de In técuica de relajamiento vía el problema reducido. 

Este trabajo consta ~e 
0

cinco capítulos. En los primeros dos se exponen los Cunde.

mentas te6ricos requeridos para exponer la teoría clásica de relaje.miento de problemas 

de control óptimo sin retard~s. En el tercer capítulo se presenta la técnica clásica de 

relajamiento pn.ra nproximRr controles relajados óptimos con una sucesión de controles 

originales. En el capitulo cuarto se exponen técnica.S de relajamiento para los problemas 

de control óptimo con retardos, enumerando sus ventajas y desventajas. En el quinto 

capítulo se introduce una nueva técnica constructiva para aproximar controles fuertemente 

relajados óptimos con controles retardados ordinarios, totalmente independiente de la téc

nica 'del problema reducido. Finalmente, a través de varios ejemplos se indica porque la 

nueva técnica constructiva es la más adecuada desde el punto de vista computacional. 
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l. TEORIA CLASICA.PARA SISTEMAS SIN RETARDOS 

En cstr. cnpil~Io se presentan algunos fundamentos matemátic<?s que se requicr~n para 

entender el problema de relajamiento de sistemas de control óptimo. El material de este 

capítulo se basa en el libro de Wargl\ (11), en donde se pueden encontrár. las 1~~·mostr8ciOnes 
de lós tea.remas que se enuncian. Es indispensable que se tengan algunos ·cona.cimientcls 

de teoría de ·conjuntos, topología, espacios métricos, cspnciós de BeÜ~; '}eóda · d~. le. 

medida (de conjuntos y funciones) e integración de Lebcs~c. TodO C~t~.mate~ial S*:' ~Uede 

encontrar en I<reyszig (2) y Royden (9). 

1.1 Medidas 

Sea S un conjunto arbitrario no vndo1 r; una f~lie. ·de s1:1bConjúntos"dc S, yµ una 
' ·.' ··- ... , ., .. 

fundón c¡nr. mnpca !: en R., donde· R.= RU {.~001 ~} deriOtR e~ conjmlto.de los.números 

reales extcnclidos, 

Deftnición 1.1 E es. una álgebra 

a) 0 E!:. 
-J., 

b) Si A É. E, entori~~.4; ~ S-A.~'riY 

e) Si A,B e É:~nto~~AíÚ Ej l::. 
· ... ·. ·~:-?;-: ' .. ;\,:. 

D~firiiCi6n ·t~2 E f·s· ~~;~:~a;ií~~ebryí.=~n:S ·si 

a) E es 0~ ~g¡?~il ~?:(J .. ·. 

~.:.~C~ii~~~~4:,,, '"""" .... , .. , 
•) µ(0),,,; o:> ·': ',:,_ ·f;. ;~: '' -' ,, 
bl 11(.4uBJ., ,;r.4Jij;i.8í :VÁ;B ~'i:\~1'<¡í'ic ::lnn = 0. 

Y\~- .. "·- .... -.: ;,.~.:." 

/les finÚa ~¡ rs adi~i.Y~ ~:·~us_ ~~O;~.\~·~-··;~~~~ 



Definición 1.4 µ es numerablemente aditiva en E si 

a) µes aditiva. 

b) µ(.Ü A¡)= f µ(A;), donde {A;};::, es cu~quier colecci6n numerable de elementos 
1=J •=J -

clisjunt;,. de i:: tal que Ü A; E i::. . 
. . ,·i=J 

DCftniC:i6n 1.5 µ es una mfdida en B si 

a) i:: es una u-álgebra en S. 

b) ¡1 es numernblcmente aditiva. 
.. . 

Deftnicié>n 1.6 Si·E es una u-áJgebrá en s. yµ es ~á me~ida.··~i:i S, enion~es 
a) (S, E) se llama un ••pacio medible. 

·b) (S,l::,µ) seUam~un eapacio de.medida.· 
·- ~,."-

Definición i.s Una medida pósiti~'íi ~~·un~¡;;,;¡¡d4· de probabilidad si µ(S) =l. 
-•kj_J:~-1\~: ~:·::; -,· ·~:~<-\.-. -

Definición 1.9 Sen( S, i) un esp~ci/iivolcÍgic¿: E~t~nces 
a) El dlgebra de conjunt~;:dr:t~"~¡;I~~;~;;da~o~ i::8 , es la mínima u-álgebra que con-

tien~ ar~ L~s.~J~ril~rit~·~ .. d~~~~.~~-,U·~~·l~~, coiijunto.1 de Borel . 
. _._' ,.!<';~~~k~~-~;:~:,~.'~:/_'..:: .<-~~-:: . 

b) Una médida defiilida~~ob_ré.~o se llarii• una medida de Dore/, 

Deflnici~n 1·~~·? '_U~~~-~~'d~~-~~ :._~é; _Bo~el --~ ~- i~ medida de _Di rae en ~ E S si 

n) µcs. u~a inedid;,dc pr~bnbili<lad. 

b) µ({s)) = !. 
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Deflnici6n 1.11 Sea E un~.Rlgebra·y·¡&·: E ~)'tadiuW: .. La:variación de ¡i1 denotada 

por¡µ¡., es In función no negativa 11•1•: E~ R dcfi~ldn, para t~dn E E E, pÓr • - "·., , .. ·· .. ,... ., ... ·"'· ,_ ... , 

lµl.(E) =.•:p• {~~¡f ~>ll~~.~·;E;.~~1;@.iirj'~~~··~/;E;.:e .. ~•} ' 
Si µ es positi~ :~~0:;;C;}i·~?~~1;:1;Y~if :¡~5. :.;~.st,'. .. ¡ .. :,;. ;) .. . . '.· . 
Dell~ición Ú2; Una medid~ ¡i es;fí~;litó~icd.~i pani cual,ciuier E.E E con lµl,(E) > O, 

3 A E É con l~ ~.;,~iedad: .·.<,;:;~:~;~~{'~;,, '"':: )~;, '. ·.. . . 
o.< l1il,(Al <,liil;(E): i ~¿E.? 

1:,• 

Deftnid6n .. 1.1a·sca'·(s;r),Un>-éSP8éio~~€~po1?~i-C~::::E u~n·:álgebra en S, y.µ :·E__. R 

aditiva.-- Entonces·/~ cs._rcg-ula.~-·~¡ Pai:a- t~J~ -_E_'~'-·E y:~~; o~ -~~Í~n :conJUnt~·s ·A~ BE E tal 
' . ; : . --- ' . " . . . -. ~ - , . . . . . - - . -

que : .' 

a) AcEcBº, 

b) lµl,(B - A) SE. 

µ es ~:;2i:~1~#!lu~:Q±:t.º;a~.~td~t¡.~:,¡~i:~~to~;d~~d;.i·~::: 

.;~~;;I:~;ii~~¡~~~f~~-~~!t~i~~~ ~ .. 
rnllts'i . ·.·:t~~p~~~·~~.ri~,í~·t,~~t·.~:~~~~~~i~~tt~'.fa'.~· .• 
. fnn+(s;. ni conjunto de lodiiii lnsínédidos de Radóri positivas .. ; • · 

rpm(S) nl~onJ:tnto ¡~ tod; l~·~~~~l~ ~~ ;,;~~~~i;icÍ~ ~é,~dón en S. 
•<"·•, 

Dellnici6n l.l~ Si (S,E, ¡1)es\1\1 ~.~~~i~c\:';~~dld~, ~t:tlJnc~s Z ~~~n conj~nt~ ¡1- nulo 
si 3 A E E tal que Z CA y 1µ1,(.4) ~·o'.. L;..;;edicln µ .;.•~oÍnplctn si cualquier conjunto 
µ-nulo pertcncc~ 11 ~. 



Deftnici6n 1.16 Un.a relación que involucra as ES se diCe que es.~A!ida µ:..C.s. (µ-cási. 

sienlpre) si ·exist'e. ~n c.~~J~nt~· ~.-~~l~ ~ \·~ q~~- l~· r~l.~i~~· ... es.: ~W.~d:~)>~~. t;~d~ '~ .. ·~ ~· :.ii 
E e S y la rela~ión es ~·áÍi~~~~,Íoda~ E É;_,z'.s~·dic~qu~ ~ ~állda ~~~;~.en¡;;. 

·.·;.;>.·· ;·· :,:.·-·.·:::'.' ·".'.j:·: "·:·:. 

Al espnciode medida finito (S,E',µ'); definido en'el,~r~;n~ 1.2, se le llama la 

ezlen•ión de Leb.,gue de (S, E,µ) yµ' la ezte...,ión'de Úbeigúifae µ, Un conjunto A E E' 

se Uaína µ-medible. Claramente, un conjunto es l~~~di~l~. <==> · es ¡i' -medible, ya que 

( 8 1 E', µ •) es su propia extensión de Lcbesgue. 

1.2 Funciones medibles 

Definición 1.18 Sea(S,E) unespaciomedible;(~,r) Un espaeio topológico, y f: S--> X 

una función. Entonces 

a) fes E-medible si ¡-1(A) E E •: '1.A E r: :/'.;-; :_ 

b) fes E-medible en B si Be E yr.'C1J'r;i ~.E,.E ·••Vier .. 

D~llnición 1,19 Sean (S, E,µ) un es~acÍÓ:d~ ;;;:did: ~nito, (S, E',µ') su extensión de 

Lebesgue, (X, r) un espacio topológicÓ, y f: 5' '.:..' Xouna ·función. fes µ-medible si fes 

E'-mcdiblc. Por lo tnnto, fes ¡1-mediblc {=}·0 f .es µ'~medible. 

Definición 1.20 Pnrn cualquier A e S, ln-./unc.ión característica de A.. denoteda·por ,\',,, 

es una función de S n {O, 1} dcfinidn por 

{
l sisEA 

XA(s) = O si s E S - .~. 

8 



1.3 Integrales de funciones simples, no-negativas 

Deftnici6n 1.21 Sea {S,E,¡1) 1111 espacio de medida positivo finito y X'un espacio de 

Banach separable. Entonces, 
: - . 

a) Una lunci6n f: S-. X es ¡i-si~p~~ si,3.~'k.e~:!'.f .. Zi:~ .:-; 1·y A¡~ i.= 1,2, ... ,k, 

conjuntos Jl-medibles disjuntos, tal~~-q~~· ,- ~ 

. ' A: ,..._.·,,.: _:_-~ - : . _ _:-, ',':;~ .: : . : ~' -. 

/(•);,,, L}XA1 (s)z~. V ses. 
·._ •Í=l(.;; ,._ - , ... : 

·1 4··~ .. ~,_~~;~~;¡~A'*' 
<I • ..... ~~~,t~E::~l~J~~,(·1 .. ,,.1 

parft cunl~t:ie1:· r~~ci6~- 'µ~~¡~·~1~:;~~ .. -~·;:~-~ 

Teorema 1.3 Sea f : s ~ R una'iu.~ci6n' IÍo~:n~~~ti~ y µ-medible. Entonces existe 

una sucesión {/;} de funcio~e~ µcsi~pies ;;;;:~cg;;:tl~ 1.;i qll~ {!;(•)} es no decreciente y 

converge a /(s) V s E S. Adem~, e;,¡~'.~:üitii]/;(;)-j;'(dJ)'en tty es el ,;;ismo para todas 

las sucesi1.1ncs {f¡} que sati~í~c~··¡~.~~;i~aad~f;ut~e~i~'res;.:~· .· 
'->''' - .··<---::~, . ,_ --~;_,,,/ 

.. , :-:·'.~:"}'..; ·:'-~:. ~ ;_ '" '," .. , ·' :: .. 
De0nlci6n 1.22 

n) Ln integral de f con. resPe~t~~·~'"µ:s'é-dclin:~·:~~·~o 

..• ,:'-'j}i~){lJi¡\~;;p;ft,(•)(1(d• ). 
b) Si E es un conju~t~ ¡t~~odibl~,."~t~nces 

. ))•)µ(d~J :=IXE(s)f(s)¡1(ds) . 

. 9 



1.4 Los espacios de Banach C{S,X) y LP(S,'E,¡1,X) 

1.4.1 El espacio de Banach C(S,X) 
. . . 

Sea S un espacio topol6gico y X un espacio métrioo.C:Ómplet~>sedénóÍa p~r 
BF(S,X) a la colecci6n de todas las funciones ~;ád,;;;¡f:s·~ :X y por 

C(S,X) a la colecci6n de todas.las funcio~~ c~~t(~~J;;.,ot~as Í :S :,_.X. 

La función 

{/, g) ~ da(J,gJ ,,;~~~d(J(s),g(.))• .. 
•ES.'y._: -:•~;·:·.,. 

es una métrica en BF(S, X) y B['(S, X) y s~t~~~~J;¡,,t~'Ó(,(X) son completos, .. :· '. ~:;~:;>: ·>;;,;:~·-. ,,,,_¡ .•. ' . '"' . .· 

.-·~· ::'>- :>.'_:)\. 
Si X es un espacio de Bonach, ent01;ccs BF(S, x'f y c(s; Xtson~pacios vectoriales y 

f ~ Jfl,•p = sup,es J/(s)J = da{f,OÍ, es ~~ª~º.;:;;,;¡~~;rj~{S,X), A:;¡, (BF(S,X), J,I,.,) 

y (C{S,X), J · J,.p) son espacios de Bannch; )~ ;.;;·: ;~j~: EL 
1.4.2 El espacio de Bannch LP(S,~·c:.i>~H~,~~;~: .. ,~r.·c;1·,c,: '> '·.· 

Definición 1,23 Sea X un espacio de Banacli·sepa~~.l~;:;~~S p < .. óo; y (S,E, µ.) ~n 

espacio de medida positivO finito;~~~(~~~~~.~-~i'.~i~)f,{~~~~~{~~;~:ffj~~-'.~~~~~'- :~:,'.2;;·>~:~·-< ..... . 

a) Dos funciones µ.-medible:i f, g :'s~i"~~:~~~i~:hte¿ (/~ g),'s;:í{;),,; g(•) µ.-.;.s. 
en S. · .. · .•.. ;· ;·;~;:•;; •. :~·/·:~~•; d?>\'·:i~'>'' . 

b) Si fes µ-medible; ént~n~es'{~~~~¡i,~~~ Jf(•)i''cst~Ín~dib!e. 
,1_c,;·.... ·;-·:,:t .-.:, 

j lf(•lJP¡i(ds) ~ J J!i(s)J'µ(d•)~ 
d) Se denota por 
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LP(S,E,µ,X) al conjunto de (clases de equimlcncia bajo - de) funciones f: S--> X 

µ-medibles tales que 

' ·. /11Csil'µ(d•) < oo. 

e) Para todo:f E L•(S,E,µ,X) se define' 

f) {!;} conV.rge a f en L•(S,E,µ,X) si 

. \~1!;:- 1/~~}o:' 

Teorema 1.4 Sea (~,~1 ¡J) u~ ~~~J~.:~e5n~~¡.~~·~p~~iuv~·fi~ito·,~~ .ml.t:spaclo dc·B~nch 
separable, E un conjunto ~-~~bl~:;ü;~¿~j(~~7·fül·; ~~ton~és ·. . 

a) 3 {!; : S __, X) d~ r.i~cio~~ p-si~pi~%(q';,~ , '.. 

·•,rlif,~1!,=d;l.iJ·~2y:!1,;~j¡1;(~"¡,·cª•l .. 
,.,, . "'- ~' < '"'/ !. ·-~' 

b) ::::;;~j::1:1~1zdt~f f r.~"t~~~·~º~º · 
.. ·• ,,y~ ··: .·~.'~:·~ _,, ''· :::.: ~·~:; ~ 

c) Si fe Ú(S,E,µ,X), 
0

deci~~. q~~ f ,$:_.._X' .. ,,.:.Ínt~~rnble. · 
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Deftnici6n 1.24 

a) Una.función J: S--+ X. es µ-eJtmcialmente :ác~la.da si 

l/(•)I~ e Í'~c.s. ~nipara ~lgu~a e E R. 

b) El µ-supremo .Senclal (p.:Stip ~}'.de'/¡ sedefin~'como, VAC S, . 
· .. ·- ,· . . ·:, .. ·.·,;;;.:' , ... ,·,,,,/····' 

~·: ~~~ ·~·.ifüMFini{J~tll?i~~I ~} µ~.sen A} 

e) Se denota poG .'·3,, J<:•:~-."~;;_~ .~~i ~é" > . .•.... .·• 
L00(S,E,µ,X)al c~_njunto d,e:todB81"'! (cl.,,es ~~equivalencia de) funciones f: S-+ 

x·j,-m~dlbl~;; µ:.Sed~{f~;t'e#~i:ui·~-~· >: < . ·. . . .. 

d) P;,,_~ tocia/ e_ L00(s; l::,'µ,X) ~ a~á~~ . 

l/loo := µ - sup ei l/(•)I V s E S. 

e) (V'(S,E,µ,XJ,1.1,), l.SvSoo,esunespaciodeBanach. 

1.5 Espacios duales y topologías débiles 

DeftniCión t.25 Sea X un espacio normado. ·El C$pacio dual de x. denotado po~ x·, se 
> ••• -

define como el conjunto de todas las fuuc.ionalcs lineál~ acOfad~ f ~~ -~"('. .·--

Dellnici6n 1.26 Sea X un espacio normado· y Xº. su dual .. La i'opofogía débil' de X 

generada por_x· s.e ~cfine .. comO la:t:ap~logÍ~ ~~- d~bi~--t~~--q~e::~d~ 1 ~~ x· es con~inua. 

Empezando con un .Sp..;io normad~ X, se ro;.ro_a:·;~ ~úal y s~ dcfin~ la topología débil 

en X en térmi~Oá·:~e· ~t~/ .~~.-~is~~: t~c~i:c~--P~_edc; np,¡~~se ~X• con la topología débil 

definida. en térffii~~s·d~ ~~.·~~.:)iin'.~~~.B:i:SO~"e.~is~~·-9_~f~}.~Pologí1:' dé~l en x• definida en 

terminos de X en CJuga,'de X;,;,' rf~.t~~cil~gía débil ¿nXº definida én termino• de X (o, 

más precisnmcntc, en téri1;in¿s d~ ~[ijá~~d~ ~; X -¿X" es tnl que (>px)(f) = f(x) 

para toda x E X y f E Xº )se!Íam" l~' t~p;log{~ débil e.trella. 
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2. FUNCIONES DE CONTROL ORIGINAL Y RELAJADO 

2.1 Normas fuert~s y débil~s e~ espacios duales 

Deflnici6n 2.1 Si (X, JI ~Ul '.i,,··~~·~~P.;.,iJ ~.Ctorial normndo separable y x· su dual, 
:,·;,, ,'.;.:.,.. 

entonces 

a) La norma /uert~ __ e~'.*--~~:1_~-~~~~~~~--~~~o 

/1i;~i~ sup{/l(zJ/ l i E X y l/zl/ S 1). 
- . -"< < :'.:.- -.-:' -

b) La norma dt!bilc~ .\:• l~ dc~nim~s como 

donde (zi,x2, ... ) es un subconjuiltó-dC1.1so .. númerabie de X.· 

Teorema 2.1 (Bishop) Si X es un espacio'y~cte~ii.I riíi;nÍndo separable y 

entonces, 

a) 1 · 1"' es una norma en x· ~ ), 
b) Iim;/1-, 1;/ .. =.o ~ 1ÍJ;í1;(xJ = 1¡;¡ v;e .Y,/,1; éucx:J. 

.,~, -~ º'-

e). La'topolo8íá ~~tivn.d~ U(X~)~;;:(X'.,j: /~j~ l~ntls1~.l'1'..;'.i Í~Cii.s' las ele~clones de 

{z;,i ,;,· 1; 2;~ .:f yc~i;~¡d;~~~ l;; t?p~l;~¡~~~éhil;~'.~~ll~ ,,;l~Íi:-:ac , 

2.2 El espá.Ci°';~(7\nr > · ·,. ,;.? ,,·_ <·e,> ' . 
Sean· T = [o.1Í

0

/n ~\l ~;\~ui;~cloy ~(~) el ésp•~i~'.de l;.s funcion.S cóntinuas 

:

0

, ~X S~a~~;~>~f ~~;~;:~ ~:~f :~:t:f t:·~~~;:~¡,~f [.:~MJ~;if ;r~i::~:ti:~:. '• 
existe.¡,,, inlcgrabic co~ /.,;(t;~)¡,~,S .P~(t{V t ET,~~; .,;ip, ·<==>.·· ~1 (t,.);, .,;2(t,.) 

¡l-c.s. cu T.· Entonces 

13 



. ' ., 

es una norma en B, y (B,I ·Is)¡,,¡ isométric.:mente is~niorfo a L 1(T;c(n)) asignando 

a cada 'I' E B Ía funci6n t .,.; :~(t,.); T 7 C(~h EÍ csplicio (B, l:lo) es de Bnnach y 

-:,:~~¡~~t~~t~ ~,~M~1~;,ic w,~,h···•· '"",¡. 
es denso P.n ·9:·.:\.:_· ·:·::~'/> ;:.'->~Vi-~~: •t::º ·.·:(;:~:::} '~}'_> º(: .. ::> .~,~t 

~;:~; ~2 ~~~2:~:r .• of ?:Jaci{~;t~~"c~~i!: E~}onf ;exi:fe_uri i~omó~smo -
. <_r; ,:,;.}:.;,-:--:~:?)?;·};;~)~: ·",·;:+:;¡:~ ·_:_~:: 

. I(síc~/J'j~{~¡s(dr) v8~:;~~(;J;iiS~·e~l~J. · 
. y satisface 

II(•JI, = l•l,(S). 

2.3 Los espacios isomorfos C(!l)' y frm(!l) 

, Por el teorema 2.2, existe un isomorfismo algebraico entre frm(!l) y. C(!l)' y, como 

C(O) es separable, los podemos considerar como espacios narmados eón Ú!JR. _r,i~rm~_débil. 

Teorema 2.3 El espacio vectorial normado (frm(!l), 1·IU.)es5eparable y sus subconjuntos 

rpm(!l) y 

U(frm(!l)) = {s E frm(!l) l l•lw(!l) :51) 

son compnctos, 
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2.4 Sumérgimiento de n en frm¡n¡ y la extensión de una función . 
continua de n a frm(n) . . 

El espacio métrico U se puede sumergir en frm(U) al id~ntificar. ~ruÍ~ ~ E n con la 

. medida de Dirac ó, en r [ o, equival~te;,,ent~, identificc.íidd ~· co~ 
0

/; ~¡{: C(!l)~ tal que • · 

/,(e) = c(r) 11 e E. C(!l)]. 

Se P~_ede cxtc~d~~. t~m.b_i_~~--~~- f~·~·~ -úóica :cualq~~er" r~ñc-ió~--~a~ ·e_: ri_:::.;.-R_;º ~C~ñién:. 
ciola en ·rnn~n) -~ie -~ª- ~i~C~~~- ~~~r~: .: · ·- - . . . . - :,: __ , ~ . 

c(•;=fc{r)s(d;) ·. ~•E ~ITlln)~; . 
En particul~r, e( ó;) ;,; ~¡;) ~: ~ e !'Í. ' ' · ···· . 

. ·.'.·.:~~': . ,~' -« ._( 

Como llmc(~j¡,;, e(•) si~j.~ e'ír(ú.,;;(riJJ/li111J•} ~~,:~ = Ó, y é~mo (frm(n), l · lwl 

::~~~?:i~i~~~tJt . . . . 
e .. ~~' .. ; i~~f;tp':;,;;·,·~~1> 1 .cn) < cxi 

< ... ;' . :'!{::?/{:~.>-:\·':;.:·~::: .... . . 

;E~L.~.cs(:T/,:C!.(:!l~)i)t•.Jiili~l&;~.t.:,v(t)) es ,int~grab;e para toda 

T •'··:,':.,V• , . _,._,. __ ,.,_' .. ", ",• 

. : ;·;0r:~2'::;;~Y!\::':'·.··. ·.·: ·. " .... 
2.5 El espacio N'ci;n¡y:sús s'üb°C'olljúíitos ·;\.{¡7',n) yu¡7',n) 

Denotamos poi· N(T, ~) d~c~~j,;füdl°itjJ~:l~(rl~cs.·~: equi~en~i~. de).íun~iones 
m<'<lihles v: T _, (f,,;,.(fl), 1; ¡;,) t~cs ~~;; ¿~'~: ~i;¡,;~;¡;fo¡;,('Q) < ;,;,; b~~óta~os por 



M(T,íl) = {v E N(T, íl) j v{t) E rpm(íl) c.s. en T) 

U(T, íl) = {p : T -+ n j p es ;..,dible} _ 

Mu(T,íl) = {ve M{T, n) j v(t),;. 6,<•> e.e. en T, pare. alguna. p: T-+ n} 

Por el Teorema. Ú,'.ei v_ e· .M~(i, nb v(t) = 6p(i) c.'e en T, entonces t-+ c(v(t)) = 

c(p(t)) es medible.V e €'.c(ri) y p~~-corieiguiente, t -+ p(t) es medible. Convers..;,,ente, 

si pes medible, entó'íi¿e~ t :..:; ~(p{t) =. c(6p(1)) ea medible y sup ea l6p(t)lo{íl) = l. Por' 

c.~n~i~ientc, ~ -+ .. ~P(I) ~·C~t~riece .. 11 ~u(T,O). Esto prueba que existe una ~r~sp~.Ilden~i~ 
1-1 entr.e Mu(T, n) y U(T, n). Al identificar cada. elemento p de U(T, n) con le. función 

t-+ 6p(•) en .Mu(T,n) ;e euI!l~rgeU(T, n) como un subconjunto de M(T,n)'. 

El siguirnte mult~do afirma que B(T, íl)º(:::< L1(T, CCri))0
) .. ·~gebralcruÜe;.te iso-

morfo aNÍT,nJ. -· .. - ... 

Teorema ¿5 {D~nford-Pettis). EXiste w, i;omo~~o i:Ar(T, nr'.:. .á¡T, íl)°i definido 

por 

(2.1) 

!I(v)l~~=E~~1~l;~v)(~Ú-=.;,;_~-es !v(t)h.(n) 

:·,".'' 

2.6 Los espaci~s i~dnióir~~ hc'.l':ni•·y N(T, ni y sus subconjuntos 
M(T, ni y uá, ni ¿ori'ia topbÍogfá dé lauorma débil 

. . - . ~· :~ ' ·- .:. ¡ ~ : : ·: ' ;.: . - , - ' . : 

Co~o sehi~o con_ C(h)• Y fm1( n), identificamos ahora los espacios isomorfos B(T, íl)º, 

L'(T, ccnh· ~-N{T,ri\ y P:or I el i~omorfismo definido por (2.1)~. identificamos cualquier 
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,, E .N'(T,íl) con In funcional lineal ccintinua.I(v) en B(T,íl): Escribimos < v,<;> >= 
I(v)(<p). Por el teorema 2.s, la no~ma fuert~ de un element<Íy E N,{T,íl) está.dada por 

·. lvl. =• sÜp~i fv(tif~(ri¡; 

Teorema 2.6 El espacio (N(T,nJ,Í\íE;~P;~l~)~u~;ubcolljint~ 
U(.N') "'. {~ ~;(;,~; i fvf, $1}, 

es com¡jacto. 

Teorema 2.7 Si v,VJ E U(N);je N, en.tonces 

.'·'· .··: .. .-·· /( .. -

li¡nv1,=.v ~ ili¡íi:< vj,<;>>=< v,<;> > .'i/"' E B(T,n). 
-.,_ - . 

El sigui~nte resultado e5 ~ruc~al en el pr~s~nte trabajo, r,;.ón por la cual se da su 

demostración. 

Teorema 2.8 .M(T, nJ coin~ide éón lá ceiradil;a débil estrella de U(T, '1). 
': ' ., . 

Demo.stración. Sea.µ E M(T, n). Cám9 n es Un' espacio méti-ico compacto, p8.ra CUalquier 

i E N se puede c.onstruir un~ c~~i~~ta d~ .. O ,í'?_r"lliada ~or ~na colección finita. de c~oj.~tos 
abiertos ií[, para .k = 1, 2,.: .,k(i), de diámetr~ a lo mós l/i. Definiendo 

. . .:· ·: 'k...:1·" ' - : 

RL:.~Ri-LJ"ílj, pl\fak,=1,2, .. :,~ci}~ 
i=~. " ... 

y eliminando todos los Rf. \'ñcíos;Se .obtiene una p~Ücidú de·fi ~~-~~~{~~t~~--di~j~~t~-~· RL; 

que ROO diícrcnC",ins de _conJ~~~~~ ~~i~r"t.?~;:. ,· . :,·: . · ~:},-_ ~~· ''. ·¡ .• • 

De urnncrn similar, se; ~ucde ~·~;tiC~onn~.'.'f.·~"'.;:'~ubc~lljúnl~;.de-. B~~~l .. disjÍlntos no 

vacíos Tj, para j = 112" ~ .~"(i); de··~~~~~r? :~_!o·.~~)/i:~.'.:: . . . 
. . ~., ~ . ··' ... -.,r ,"< ':·. 

,::·. ! 
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Como 
k(i) 

2:;a},.=m(Tj). 
k=I 

; .. : : 

dondC m denota la ~~di da: .de. ~,~~;~gu~ ._en _ :n.~· .· p~demos · particionar cada conjunto Tj 
en subconjnnt.os .. ~J,k:··t~··q~~ -~~~I'~,r:~::-~}.J/ 1 ~~ar'a.·j = 11 2 1 ... ,j(i)¡ k = 11 2, ... ,k(i)¡ 

eieN. ,·,,· 

Se probará ahora 

,_,, .-:• 

Para es~o ~s~i-á. sufiéiente' Prob~ <i~~ 

:/u~J1c1~c{uiCtJ)rlt '."j J(t)c(µ(t))dt, 

'para f E C(T) y ~E C(ií) ~~itr.;;~, si n, y n, represcnt;... un módulo de continuidad 

de¡ re .rcsP~~tiva·~~nt.~·, .. y t}·.~ un v~~to ·~bi~~~º de Tj, paraJ = 1,2, ... ,i(i), enton~ 

Jjf(t)dt J~(r)~(n (dr)-jJ(t)~(u;(t))dtJ 
. k(li': :. : : . . . ' k(;) . j(ó) . : ,· 

s Jf¡c1J~~rLiµ(t)(R1)dt- ~c(r1J~ h¡,. J(t)dtJ+n,(1/i) jiJ(t)ld.t 

.. .l:(i,.ÍCiJ··.:, -."-. ''" «.. . . _::·,, " 

= 1 ~~é(riJ[j~J(t)ji(t)(RL)dt-J~.~ J<t.)dt]J + n,(1/iJf IJ<tJ.ldt ... 

k(ó) j(;) .. -- . ~-·· : .· . - •. -· -

S 1 ~~c(rÜJCt)J:[h¡~(t)(Ri.)dt -m(Tj,kl] 

+ 2n,c1/iJniciJ1él~·• -1; n;(1/illfl;. 
= 2fl1(l/i)m(T)lcl;~P + n,/¡¡i¡¡j¡; :->O, i-:' oo, 

~o que demu<!stra q~-e -lá. ~,~cesi6~· { ~:~ f de -~~:nt~o~~ ~~·~·narios cónvfrgc a µ .. 



3. RELAJAMIENTO OLASIOO D.E. PROBLEMAS DE 
CONTROL OPTIMO SIN RETARDOS . 

. " . : . -· ~-· ·. . . . 

En est~ capítitlo tratRrenlOs ei·s.iguiente p~oblcnl~'.dc control ó~timo. Da'dos T: =(O, 1), 

un punto e E. R", u~ ~~~j~to.co~P~ta·~n c.':i.t-m.,·y.~u~~~c:>~e.s/':: ,¡.·~-.R.~,~·R111 -+ R" y 

u:R":-t.~t-

(3.1.1) 

(3.1.2) 

(3.1.3) . 

núnimizar g( ~(1)) 

sújeto a .. · 

x'(t) = j'(t,x(t)~~(t)) . 

z(O)={ 

u(t) e !l · ~.s: en ·T, 
·.· ·:_:..;.:'. " 

donde _u: T-+.Rm es: ~,Üalq~ier fl¡~ció~:-~C~Úbi~ y,:~::~ -~_.it~_>eS u~a funclón·ab~olutnª 
mente cOntinua. 

Denotamos por 

ll(T,!l) ~{~:; J1l'.". I ues iri~dibÍ~·y ~(t)"e !l ~,s. eriT¡. 

Definición 3.1 

;1.':: ··:· 

>.' _,}". 
:.;."': 

1) un· control ordinari~· (u ~rlgii~~/i~~~~~~i~§; ~~~q:·~~-:C~éi6~·: ~·:E U('r't O).-_ 
. -,::::: · .. ;· • --~::~'(' ';:c~;;':,;·-~:'.·~~'f'." . '!<~:::··, ·--~· ·, 

2) Un proce8o ardi~~~º _ 1~·.:·~e-~1~!ii~~- _C:~~~~--~O~ip~éja~ C.~.';~?. ~ú.e ··~~~Si~.té ~~·u.~ control 

,, :::;~~~;~~I~,.~~~~~::: 
es decir, si x(O) = e. (~ajo ~ondicioncs ~uáles so~re l?s datos del problema, dado un. 

control ordill~io ~ .exi's·~~:~~ ~~éci·~ l;J. ~~·~:_(z~'~) ~s;~~~~º-~~:~ -~~din~io nd~sib.le.) 
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El probl~ma.de opti~ización (3.1} cons~derado .como un problema de minimización 

sobre los proccsos·o~dill:~ºs adiiii~ibles se Íi~~ el -~r~~lC~a original, Y_. lo denOiaritos p~r 
(P),. ·.·;:.-

:·\.'<:'..: ... ;.·. '.·:··:·' ~-~ 
j(t,x;Í!) es cmivexa, V (i,;)E Tx.R\ · :,;,·;;-

o. .-.:·-:·· '. . ' .. • ··::. -~-.;_ 

se 'pued·~ ~a~sJ~ai_· ÍU::CXiSté"nci~·de un proceso ordinario adiri·i-sibl~ °6pti~:~~-Sin embargo, si 

fc't1x, rí) no'~~ cari~~~ ~~·im~~sible, en general, osegurnr la .existenci'á de un 'proceso ordi-
' ,·, . ' 

nario 8.dmisi~l.e ·óptimo. Para obtener una solución óptima del problema (3.1)1 es necesario 

exlencÍer el ésPRci~ de las funciones de control U(T, n) para que se puedan probar teoremas 

de exiS~~llcia.-·Para esto es necesario encontrar un conjunto (de contr~lcs relajados) que 

contenga .n U(T, n¡' parn el cual un proceso relajado admisible esté bien definido y se pueda 

ascg~ai' la existencia de un proceso relajado admisible óptimo. Cuando se logra encontrar 

es.te conjunto, el problema (3.1) formulado en tales procesos relajados admisibles se dice 

que és una extensión del problema originnl, ·más conocido como el problema relaiado. 

Si se logra t'ncontrnr w1 proceso ordinnrio admisiblt' que alcance el costo ínfimo del 

problema originnl, el problema cst.nrá resuelto. Una metodología para encontrar tales 

procesos involucrn el concepto de procesos relajados. Esto da lugar a la siguiente definición. 
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Deftnici6n· 3.2 

1) Un contrOl.r.elajado lo· definimos_ como una función esencialmente acolada medible 

µ .... (rpm(n), l ·l •. ) . . ·, ,. . . 

2) un· proce.so rclcijarÍo ~,~~firie -~~~~-i~ P~~ja (x; Ít) qu~ ·consiste en un cont'rol relaj.ado I~ 
y~~ ~unci6n ~~~~i~i~~~~-~·c~~t~riu~ x -~:! ~ R" Que·satisfncc I~ ecua~iórl: difefcncinl- · 

:~'(t_) ~J(t,Wt),µ(tH =j f(t,x(t),r)µ(t)(dr) c.s. en T. 

3) Un procesórel~Jado (~;µ)es admi;ible si x(OJ =e .. 

El probfomn de··aptimización (3,1) considerado com·o. un·llrobleffin .. de miiiimiznción 

sobre l~s. proic~os· r~l~jadris 8.d~i~ibte~ se 1ÍamR el .P.~blemii :ie!~J/J~o,:~ ~: ~--·-.~~~~Í~'·pnr 
(P)R.. ··'',::·· :;>: ,:·;:';:; .. , .. .,: 

:.,":···· 

Como en el capítulo ~terior, el ~~njUnlo d~.c~ri(~~~-~~~ja~~~.~o~d~n<?tanios ·p.or 
-:_;-~,:\· <· ~·.=:., ¡ ' .. •· - :·: .. · 

M(T,n) = {¡1: T ::C. (fr~(íl,l· 1~) 1 µ"es ~~ibl~"f'µ(!}}~~{nj:',c:':~ri T}: 

'>: __ ~/-·~ .'.f};/·: ~;3-.. ::;; .~ ...... :t.~ 

u~Rncio ~~~ ·.rcs~l.t:~.cl~;: ~~~,'.~~~í.t~~~··;.~t~~-~~.~~~~í ~~P~~i9:.iM(T;_~h_.:s_r~·u_~~~: ~~~.s-~~~ra~ · 

:;.:;~~:~,¡~J$¡Í~:~~¡:;:1:,~··~~,~-
--~ <~·\: - ".i' '· •• ;.:".'- -

Sui:áergi~oi.. ~~ 'r~~'~jt~ilit.~---.~~ c~i_1fr~i~' ·~i-<l!ÍiRfi~~!-U(i:, f!"f -~n .i~(T, Q) al identificar cada 

u E µ(T.íl) cn'1l· 1~'.·fü~1rii\ií-l.7(S~ú;\· ci~J1·ci~ '¡;,;.(;):es l~lnedk1H de Dime ·en u(t). 
- . . , - - . , . ':,:;·, - •, ' . . . . ~ . "• . :: ' ' . : 

Com~ ·viulcJ~':~Ji _f_·l · tcO~é~ln.' 2.s;· -~¡ · t!¡i :M(T~ Í2)" dcfinin1os In topología débil estrella 

'dr L~(·T, C(R))"·. ~:,.-~()J~~.id~rn~nos ;¡ ú(T, n)'·co~o ~m 'stÍbes~ncio de ..i"1(T,Q), cntoncCs 

.,\..f{T,.n)· ~~_111i:_coúj~mto·~~~np~c_to y C~-~1~~¡·~~ c~i1 1~ cc1·radurn ele U(T, !l). Este rcsultndo 

imt>lica"lft exi~tcncin. de un minfmizndnr re~~jndo, y <1ue lo po~emos nproximar con controles 
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ordinarios. Estns dos propiedades las resúmimoS con la frase "cfconjunto de· controle& 

relajado.9 e.s una e:dcniión propia del conjunt.o -de-'co'ntrolc& o~dinarioi~. Esto eS_cquivitlente 

n decir lo siguiente: 

El problema reiajado tiene un fnÍni~¿~~O:r.ti' ~f'~~~~~ .íri~~~ ~B-; ·e~-~;Obl~~a ·~~ginal 
coi~~id~_ con ~l co~t~:~~ni~:~ .de~'.-~rO~i~~~--~.l.~j~-~~{e~:·~~~j~,' : 

' .. , .. '::: :- . ~-:. ·- ~ 

Cuando un.problema de contíol ó~ti~~i~~oÍ~~~a reSÚicé:ioñeS.cn "el·~~nto final los dos 

concept~s de relaj~ient~ propiO'no D-C~~~-á~~~t~ ~~·eqt:iivalciltes1 ya que" al. relajar el 

problema original se puede re'ducir el ·c·ost~··ÍDfinl~);':··sin.~mbargo 1 el minimizndor relajado 

se puede aproximar cori co~trolés ordh~~io~· éuyoS ProccSos ordinarios nsociados son "casi" 

admisibles en el sentido de que sniisfaCen lo: restricción en el limite. Este fenómeno está 

ilustrado con un ejemplo d~do ~n Rosenblueth (GJ. El concepto de un relajamiento propio 

toma en cuenta que la restricción en' el punto final puede i-cpresentar restricciones con 

algún crrOr, por lo que se consideran puntos que (11cnsi,1 snth•facen esta restricción) pueden 

producir valores menores de g que minimizan soluciones ordinarias. Por lo tanto1 el objetivo 

. de encontrar procesos ordinarios admisibles que aproximan el costo ínfimo se reemplaza 

por el d~ -encontrar procesós ordinarios, no necesariamente admisibles, que aproximan el 

costo mínimo pnrn el problema relajado. 

Se pide cjue In técnica de relajamiento sea propia por las siguientes razones: 1) significa. 

que hay u~a conexión estrecha entre el problema original y el problem8. relajado¡ 2) S~giere 

una metodología para encontrar un proceso orclinnrio admisible cuyo costo se aproxime al 

costo ínfimo C'n sit1mcioncs donde no se puede nscgurnr la existencia de un proceso ordinario 

admisible óptimo. 
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La técnica de relajamiento clásico para resolver problemas de control óptimo sin re

tardos, se puede resumir de la siguiente manera. 

!) Relajar el problema original. 

2) Resolver el problema relajado. 

3) Aproximar la solución relajada con una sucesión de controles ordinarios. 

La té~Óica de rclajruniento para problemas de control óptimo sin retardos tiene por 

objetivo extend~r· e~ conj~~to de contro~cs ordinarios U(T, !l) para probar teoremas de 

existencia de minimizádorcs del problema relajado; y dar u'na metodología explicito. para 

aproximar: ~te mini~izadoi- cc;m una s.ucesión de controles ordinarios. La metodología 

para aproximar un control Í'elajado dado con una sucesión de controles ordinarios se des· 

cribe en Ja demostración del TeOremn. 2.S. Esta metodología está resumida en el siguiente 

algoritmo. 

Algoritmo 3.1 (Rclnjanüento clúsico). Dado un intervalo T, un conjunto compacto !l .e 
Rm, y· un control relajado /t E M(T,fl), el siguiente algoritmO calcula. una ~u~es.ión de 

conti·olCs ordinnrio.!i u¡ que converge ·aµ. 

!) Sea i e-N. 

2) Porticionadl en subcoójuntos R~, para .k.= 1,2, .. ; ,k(i),'de di~etro .~lo niés 1/i. 

3) Particionar ~l:.iiitCry~o·~ eri ~u~interval~··-_Tj,: _};~~':/_~. ~:,¡·2;.~'·'. ·;:·,)'.{i)/':d~.· di.~eÚ~ a 
Ío más)/i. • . . . . . · ...... , . . 

. '·.·· . ,' ·: -, :::._: 
4) Pnraj = 1,2,; .. ,}(i) c~lc~lnr,C 

. . ... -•. -. ~d··~,#i~Jl.ic~~>~1 .... 

5.) ._Parliciori~r· .tf.~~~ .~,~~G·~~~Jii~t~-~;tJ,,.' :~~.·1.·-~u~·~~cf},k) =. o}.k· 
o) Pa~a k.7 _1,21!··~· .. ,~-ui~ ./·.,.- ::1> · 

6.1¡ Ei1ei;ir rí ~·n¡' . 

6.2) ~sign~r u';{t¡ ~ ~i. parn°t E;º: ~j, •. 
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4. PROBLEMAS ·CON RETARDOS CONMENSURADOS 

4.1 Introducción 

En las últimas dos décadas se ha trabajado en desarrollar técnicas de relajnmiento 

propias para problemas de control óptimo que involucran retardos en los controles. Los 

primeros resultados fueron publicados por Warga en [10,11,12], tratando los siguientes tres 

casos: cuando los retardos aparecen únicamente en las funciones de estado¡ cuando las 

funciones de control retiirdados son a~tivruncnte acopladas¡ y cuando los retardos en los · 

contrples son constantes y conmensurados (el cociente de cualesquiera dos retardos ~ un 

número·racionnl). 

Para los primeros dos casos, la técnica de relajamiento utilizada es una adaptación .di

recta de la técnica de. relajamiento clásico para proble~as de control óptima··~in reta;dos. 

Para el tercer. casó, involucrando retardos constantes conmensll:r~os no necesariamente 

separable&, no es tan sencillo obtener un relajamiento propio: es fácil encontrar un ejem~ 

plo donde la. técnica de relajamiento clásico no funciono.¡ es decir, el problema relajado 

reduce el costo ínfimo (ver Wargn[l3)). Sin embargo, Wnrgn [ll[ desarrolló una técnica 

de relo.jamicnto, llamada relajamiento v{a el problema reducido. Esta técnica consiste en 

reducir un problema de control óptimo con retB:Idos a uno sin retar~os. Sin embargo, esta 

técnica presenta serias dificultades que impiden que sea de gran utilidad práctica. La más 

importante es qu~ la dimensión de los espacios involucrados en el problema reducido puede 

ser muy grande. 

En 1986, Warga (13) propuso nna nueva técnica de relajamiento, llamada relajamiento 

débil, aplicable a· prob}cmRS con. rct.~dos en los Controles acoplados no aditivamcnte, los 

cuales pueden o nO ser ccimncnsuraclOs. ·.:se· Prueba "que el problema relajado resultante 

tiene una solución. Sin ~-~b~~g~, -~ó'~~1~i~eih~Vinter (3). en 1991 encontraron un ejemplo 

con dos retnrdos Cf?~~~S~.f~~~~ ·P.~~i· ~~-~~al .él c~~trol iclRjado minimizante, obtenido con 

la técnica de re_l~j~ic~tO d~b},t~~-·~o sé:.P.~~~.~'. ~·p~~imaf.cOn controles ~~dinarios. 
;~:._ "; . 

Posterionncrit~: RoSenbl~~th-Yintér·. (3) <:J.esarrollaron °:º~· ~ucva técnica de relaja-
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miento, llamada relaiamienfo fuerte. Estn técnica de relajnmierito es propia. i.c., upara 

un problema de control óptimo sin restricciones en .él pu~tO final;· el m~nimo del problema 

relajado coincide con el ínfimo del problema. origi~ai11 ~ 'A:d.cffi~ ~t~: Í~cni~a.,. coincide con -

el relajamiento débil para sistemas con un retordO .. ~n·l~~ éonti~les;· Parti problemas con 

dos o má.'i retardos está definido únicamente ~ar~:.·el.:c~~·:co~~~~s~~ádo ;:~suelve elgu-

4.2 Planteamiento del problema'.' ' 
~-~. :; :-~·~~- ~-?·:~ ~-/~::'.~.· :· 

Dados o< 61 < 82 < ... <·~,:~~.r~~~~r.~'!f~~~/;.~n.'P~t.O'.<e·e":_;a·~~-U.n:·:~o~J~~.to 
ne Rm, funciones f: T x R" x~m~~t!>q~~:~f~jh~;x,+JO,,l);'y T= [~6,,1], 
consideremos el siguiente probleml\.dc'·cciD;trol ~pt~tiio .~ii'relru:do~ .:.·· 

(4.1.1) minimizar~¡~(;~~~·:~· .t>"r ;)' .. 
. · .. -. ,J~i-: ·--~,-.~,. ,t·~·; -·· :;;i '-' -<'·-

(4.1.2) 

(4.1.3) 

s.ujeto a~_\. ::;{{:) :·i~~. \~_~7r :"·:::~-~( -

;.(tj'~~~:'.~~::'~/7'.<" 
·~·-:;~;'-{-~,::-·. 

donde " : T ... .-.:a~·:·~~ ·c~~Üiui~?r~n~i6:~.: ~~dibÍ¿-; .: ~-~ 'T" -t ~ ~ es una r:,~~i-ón absol~~a-. 
mentecórltin~a.·", '/.:. ·:''.~:{:.::. ;,_~f-,;. -:f'' .,,, -- ... ,,, .· .. .-... :;.-::·: .. '·'" 

... ,' o:·;~i .. .t;;-.;·· )-~~'·.·.' ·· ·<·." 

En rel~-ión ~ '_~~~- ·~4?~i,e~~-;~~:.4~~\~,:~-~~~i\~.~ ~~~~-~¡6~ .'.. 
Definición 4.1 lÍ~-:~o~f~~·f·:s~~~~~~{J~{-~~j1;~d~i:i~~t~·:~~~·,,f~~~~{6~:~~·d¡bi~: .. u :>í\-t Ii~. ial 

.. . ' . '•' ,. ";• , .... :~l;; ,_, . ,1, ' 

que U('l en c.s .• · n ... x".":.- .......... :.·.:',',;.~· .... :'.·.: .. ·.' .. ·• · ... .:,. ·::·· 
Ir ~~~: ·-.: :; :.:~::· ·.\' '. ~·., v:;·-~: 

Como en el cap.ítulo ant~n?;·,.d.~~~l~·~os.P~·r., :··: 

U¡:f,n¡ ={u: :f2. Rº'.' j i¡;,.;;~dlbÍ~y ií(t) e ne:~. cuT). 

M(T, !l) = {µ: T ~ (frm(!l),j ,·l~l j)es mecliblc y ,;(1) E rpm(n) º·"· en T). 
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Un procc..rn retardado ordina.rio, un. proceÁo reta._rd~do ordinaryo admi.tible, un proÚ.Jo 

relaja.do, un proce10 rcla.jado o.dmbible ~ara.el problema (4.1); ~e ~efi,uC.n d~···man~r~'si~iar 
' . . . ' 

al caso sin retardos. El problem& (4.1) considerado como un Problema ·de miniinizllci6n 

sobre los procesos rCtardados ordinarios se llama. el problema ori.ginál·y. se d~nOiB.-par (.{')0 • _> · 
. ·. 

En (13] \Varga mostró con un ejemplo que si se aplica. la téénicn clásiéa de relajaniiento 

del capítulo anterior al problema (4.1), el conjunto M(T,Sl)no pr~po;cicina ~8. éxte~-· 
sión propia del problema (4.1), de riumera que no basta.considerar la.--~~~~i6ri,~taJ~~j'~· J~ 
}a función de control. Esto llevó nl desarrollo d~ nuevas técnic~ _de .. rClaj#ru~nt·9;::·~~y~ 
descripción se da en las siguientes secciones. 

4.3 Relajamiento vía el problema reducido 

Esta. técnka reduce el problemn de control óptimo_ C?u rdardos. conmensurados a. 

un problema sin retardos. Por uconrnensurndo" se entiende quc.8¡/6¡+1 es ·un número 

racional, para i = 1, 2, .. . p-1. Podemos, sin pérdida de generalidad, suponer que 6; =·i9, 

para. i = 1,2, ... ,p. La idea básica de esta técnica de relajamiento consiste en seccionar 

Jos controles ordinarios y lns correspondientes trayectorias cu segmentos de longitud(}, y 

apilar estos segmentos pnra fonnar funciones vectoriales ele dimensión mayor en e} intervalo 

(O, 9). Las funciones resultantes satisfacen unl\ ecuación diferencial sin retardos, junto con 

un conjunto de condiciones de frontera mix:tns que expresan la igualdad de una componente, 

de las funciones de e.stndo, extendidas en los extremos con el valor inicial de la siguiente 

componente pl\ta a.segurar la continuidad de la trayectoria original. 

Espedficamcntc, senn N = mnx(i EN 1 i9 < l}, k = -N +1, q = k+p = N +p+l, y 

A¡(t)=t+iB, para i=-p,-p+l, ... ;0,1,.~.,N, yl/te[0,8j .. 



donde 
. ::';. 

~. :~· (i~~ x"1 ·):.~~~;\i1íl'-·~~;< ~:··~,~:c·~i~~~tl~~~~i'~··:·~· .. :·~~\ E 2~m9, .. 
f=ci.:útG~í:t'!'' :: .,~~s ... 

,,, .. ,,.,< -,, ....... : ;<;: ·~-,:.·,_~·;· t:'.:~: ··-

UtiBZ_an~o ~S_tBs ~e~ni~i~~~s· ~(~~·a~l-~f1-~ f~~~~~~-R((4j)::,~e· ~f~sfÓrma e~· ~1 siguiente 

problema "' < }z:-.. -.:> ~ -~ ·:;~; ,_· 

(4.2.1) 

(4.2.2) 

(4.2.3) 

.,._¡ ... 
•' 

minhnizar. 9(:1( Íi) ), 

s\ij.eto a--.;· 

~'(t);,,j(t,f(t):u(t)) c.s. en. (0,6] 

. :rco1¿~(~(6)J 
;_;Ü(t);~fi c.s; en (O, 6], 

llamado el p~o ble;,.a. rcdu~ido.;. 

Se puede pr~b~r que el ·problema reducido (4.2) y el problema original (4.1), formu

lndoS sobrc_lós.proccsos.ordinnrios, son equivalentes en el sentido de que existe un mapeo 

(11',~) l·l de lo~·proce"~os'ordit~nrios admisibles para (4.1) e los procesos ordinarios admi

sibles para. ( 4.2), que satisfnccn lns condiciones de frontera mixtns ( 4.2.3). Además, este 

maJ>eo se puede definir ele tnl manera que se preserve el valor del costo cuando se pasa de 

un problema a. otro. El mapeo ('1',W) está dado como sigue. Dado un proceso ordinario 

ndmi_sible (r1 u) pnrn (4.'l)i extendemos x y u de tal tnan.crn c¡ue 

x(t) = x{l) y u(!)="" V t E (1, k6}, y w E fi fijo. 
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Para t E (O, 8J, sean 

:i:;(!} = ,P;(x)(t).; (x o A;)(i) = x(t + i8), para i =O, 1, •• ;, N 

ü;(t) = ef>;(u)(t) =(u o A;)(!}= u(t + j~), para';= -p,-p+ 1, ... ,O, l, .. :,N· 

Si 

entonces se puede verifica.i- Que ··.· ·~· 

.. •· • ·,~i, ~)~(!?i1.•:IJ!tu))y: 
~u~ proc.eso 0;4~nn~~ :~d~'~i~1~:·J:~~~:(¡;~j~~:·;;~:.:: !::· '·_. '. · 

-.;<':\ _;» .. 

narioE~:::~~::º,iJ:~·trJlt~:;c~;'.<~J;~~it~~). i.a.~de,;i.'(:i:;ü) es .un proceso or&-

\··. ·. ,-:;,.~:.·:: .-. '·>~ . ;o.::.->· ... 

•IJ!~'(~(t)};,; x;(t'<•8); vle[ÁJ<oi,A;(~)l'n T,·~¡;;; ó; l,: .. ;N · 
1 /-.:. ·<_:::·. ·'~>':-· ,:\!:·<'··::_.·,;··.~· - ::;::·';::;_:::;:.::':·.-~·,:.:_,:~---:\::·;··;_;: > ~:. -'". IJ!.- (ü(t)) = 1ij(t_:;;.j8); ·V t E.[A;(o);A;(~)] nT;y j .,;, -p.~p+ l; ... ,o, 1, ... ' N. 

Como. el. problE. ( 4:~ no ti~~e ~:ard:s se puede ~plicnr la técnica clásica de rela

jarili~nio d~l ~;;~iit.ti~ :i¡)D.ra~e¡¡j~ (4.2) én ténnlnos de M([0,8],fi}, y no es dificil ver .. · - .-·- .. ,. -.. , - - .. 

que_ el problema relajado. tie~e-.ll:ll.ª solución. Además, esta extensión es propia.1 ya que 

el conjunto M([O, 8], fii de controles relajados para ( 4.2) coincide con la cerradura débil 

estrella ·del ·conjUnto U([o, 6JJi) de conlroles ordinarios. Es importante hacer notar que 

los argumentos inVolucrados para establecer esta propiedad son diferentes a las utilizadas 

en el capÍtuio 3, puesto que se. debe asegurar que, dado un proceso relajado admisible 

para ( 4.2)¡ se puede encontrnr un proceso ordinw-io que lo aproxime y que satisfaga las 

condiciones de frontera nlixtas (4.2.3). 

En analogfa con las definiciones del capítulo 3, denotamos por (PR), al problema 

(4.2} fonnulado sobre los procesos ordinarios adnlisibles, y por (PR)n al problema (4.2) 

formulado sobre los procesos relajados admisibles en términos de M{[0,8J,fi). 
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El procedimiento de rccmplnznr el problema original (4.1) por el problema.reducido 

(4.2) y luego utilizar la técnica clásica de relajamiento para rel~jar ( 4.2) se llama la técnica 

de relajamiento vía el problema· re~~c~do,, Los diferentes :pasos·¿~~ c~~a Íé~nica. "cic 

relajamiento se pueden reswnir de la sig1:1iente manera: 

1) Reducir el problema original (4.1) a un problema de la f~nim(4.2¡: 
-:...·:'··'.· 

3) Constniir una sucesión de ®~t.rO~~-~~~iiari~s. ~.~~.·cO~Ycrg~~. ~ ·iltl~~f~~do~ del pr~ 
blema reducido. · - - ~: __ :,.:.._ 

4) Asociar a los controles o~din~o~ u~I\ sumión de prdces~ :r~in:ios ~d~ibies para 

el problema origin~Í ( 4.Í) q~i' ¡,l~,¡,;c~ el c~to í~fimo: '. ·. , . 

¿Cu~es.son f~ ·~an~_ion~~,c~n·.~~ prO~I.~~~·retar~~do original'.? N~e~~.ro· objetivo inicial 

fue encontrar M proc~ -Ordi~Drio .. admisible p~a ( 4.i) que nlcaitcc _el costo Ínfimo. ¿Se 

~ucde logr~· eSte: ~~jetiv~ sabiendo I.é. exi~tencia de un· minimi~ado~ relajado para ( 4.2)1 y 

si exiefe· unii· sucCsión de contrOles ordinarios para ( 4.2) que convergen al minimizador? 

Para responder estas preguntM1 obsérvese pri~ero que el problema reducido tiene 

restri~iOn.es e~ el Punto final, yo. que los procesos admisibles deben satisfacer una relación 

qu~ involucra· condiciones de frontera mixtas. Por lo tanto, si se do. un minimizador relajádo 

µ ¡)ara'( 4.2) y se construye una sucesión de controles ordinarios que convergen a µ, no se 

puede garantizar que el correspl?ndiente proceso sea admisible. Por otra parte, el mapeo 

~-1 q1;1~ .. ~xiste.·.entre_los dos_·problcmas está. definido solamente para procesos ordinarios 

adnüsibles, Esto significa que no se puede usnr el mapco inver;m y el objetivo de relajar el 

problema original no se podrá llevar n cabo. 

Lo que se necesita probar es que, dado un minimizador relajado para ( 4.2)1 exista un 

pro~ ordinario adecuado que lo aproxime y que :sat.isfaga lns condiciones de frontera 

mixtO:S .. En otras palabras, es necesario prob~ ·que 

(4.3) inf{(PR).) = min{(PR)n). 

29 



Si se logra probar esta relnción entonces se puede aplicar el mapco 1·1 que existe entre los 

dos procesos para obtener procesos ordinarios para (4.1) que nlcansen el costo í~o. En 

Roscnb\ueth-Vinter [3) se prueba que, en efecto, (4.3) se cumple. Por lo 'tanto (PR)R ~ 

una extensión propia de (PR) 0 • 

-. . . ' . -

·Sin embargo, ln. técnica de relajamiento vía el problema reducido· tiene .. iB.s· siguÍ~tes 
limitaciones que inlpiden que sea de utilidad práctica. 

o:~ .· .·::..:: « - -.,'. 

1) La dimensi6n del espacio .de estado, [(N +.lJn], yJa del ésp...Cio de có~t~ol; [(!of+I'+ · 

,,::=:~====w~i1tt: 
del intCrValo T.'crece. '<.'.;··:. ~ -~J ':.~" ~ "''-' '· '),'-· 

" 
3) La t~ciiica. de rclajluliiento se· aplica: -~~ic~~l~~t~\>~~'-~ti:ifdoS co~a;ensurados. 

. ; ' .... - ' -· ;_; -.· ··"' ._ ... ._ :- ;,- .· !-~, ... ' · .. '. '" , ~ 

4) La técni~á de relai.•~i~':'to ex~ib~ '.'.ri ~oiljunio. d~'co~troles reiajados para el problema 

4.4 Qontroles·débil~ent~relajados 
Debi~O a l~·seriaS limitaciones de la técnica de relaje.miento vía el problema reducido, 

0

Warga
0

(l3] desarrolló una nueva técnica de relajamiento, llamada relajamiento débil. 

Esta técnica se puede nPlicB.r a problemas con retardos en los controles que pueden ser no 

separables y no conmensurados. La idea de esta técnica, y de otras que fueron desarrolladas 

posteriormente, está basada en transfonnar el problema original en uno en donde los 

retardos no están presentes en las dinámicas, sino en ciertas condiciones de compatibilidad 

impuestas en los controles. Los controles débilmente relajados se definen como los controles 

relajados clásicos que satisfacen algunas condiciones que generalizan las condiciones de los 

controles ordinarios. 

30 



El.conjunto de controles débilm:cntc relajados, considerado como un subcspacio del 

espacio_ de lo_~ controles,: relaj_~~~_s __ ~l_ásicos, '.es ;·.~.n~c~o y comp~do. Sin embn.rgo, en 

Rosenblueth"'-Vinter (3]'ae'Clan ejemplos donde lás solÍlcioncs débilmente relajadas encon-
.,. » . ·, ' ., 

tradas cOO la iécniCa. de "relajantlentO débil tio se Púeden aproximar.con controles ordinarios. 
·. ·,- . . -:." ~ . . .:· :·.": ;_ 

'Para ~escribi~ -el pro~o·d~ reli~~~-ñto débit~···S~póngase que (x,u) es un proceso 

ordinario admisible dado y 80 = O. Definimos 

Si 

u;(t)=u(t-8;), parai=_0,1_,2,. .. ,p y teT 

z'(t)=f(t,:i:(t),ü(t)) c:s •. en.T 

i:(O)={ 

ü(t) E !lP+l 

. · .. _.: 

junto con las condiciones de comp~tibil(~n'.d 

- ; ;-:~ '~-- . 

(4.4) 

. . . 
De esta manera se separan las p + 1 funcionés sobre T las cuales están. en las últimas 

p + 1 componentes de f 1 y se imponen condiciones qu_e refl~Jnn e1 hécbo d~ que estás 

funciones son versiones retarda.das unas de Otras. Se utiliza-~ora IU: técnica' clásica. ele 

relaja.miento para definir los controles relajados para este sistema; tratan~o.~ uo, U1 1 •• , ~u,. 

como funciones independientes. El punto de arrnnque es tomar un con~~ol. relajadO com_o 

una función medible con valore:; en rpm(nP+I) e imponer nlgun~ COndicÍ~-~~:~U~ gCnerJ:l· 

lizo.o las condiciones de compatibilidad sobre los controles. 

31 



Denotamos p~r 

U(8¡,, .. ,8,) ={controle< ordinarios} 

= {ü = (uo, .. ., u,)e U(T;n•+!l J u;(tl.= ui,-1CI.,.. A;), c.s. enT,,i = 1,2, ... ,p) 

El. objeti'yo es·,~·~ª~~;·~:-.s~.~C~n~~nt~:.~.~.~p~~ct~~·4~ :~·(~~fl.r~~Y .. ~.~~ ~i.~.ci.cÍ~· .~n ·1.~ 

::;;:d:: q::b:~:t:::1·diü:iili~J~fa~51I1~±fil:i;~t~·~;;b1L"ti::ti .. 
::~:;;;.~#~~~;~~47~~~, .. 
(4.5) 'P;µ(t) "7.'P;-,p;1~~;i.~;~: .. ~~d~·121i p7~i.~~·:2,~:, .1(; 

··-.-·_:'.~~·~> _,·~:-;"·' .: -:-'.·:;.> ~ :-..:"::t: ;; ·::"-> . r' .,::'~·:·;,·; 

::n"~:l~;' cc~·;1 i·•71~nJ~;;·s}<1i~j~f ~{~:f~~i~~~:-~i·º~~~)f;i_tiA'·~º~~~n•~te 

'" Zf J~1~~1~t~1~.i~¡·~~,,,.,. . . 
donde 'f' E L 1(T,C(!l))'y·r¡·;;. (ro;·r 1·;;;·;·,r~):.l.Estáíi'condicionés expresán; en témúnos 

=~-~~~rt~?·~i~º:012l·"'~~ 
º•~olamo•'f ~~: .>l·.:t~~'.·é:;'.\~.::.·:~~;·)'t\1,.;;~'.\~ ~;.';'· .. : ·.· .. ·· .. 
Mw(81 ; ••• '.8,) = {coutrolesdébilment~·relajados} ;¡,,.· 

· = (µeMci.'ri~~li1~;;¡;f~~mt¡~E:t:c;~.f.n 1~;.11;:i= 1,2,. . .,p) 
•:~.;~ •'r•-• ~.-\;'.~ ::.'<A.':.~~}>" 

:- . · ..... ~;'.'' ... :( -.. -... : ' .. .'-:; : , 

Un prOc·~·"º:~~bi.l~~R:~e/~~aj~.~(~ ~ri.P~o~Cio dé.bilmente r~lajado admi.sible se definen, 

de manera similnra l~'défini~icSn' a'.2; 
0

Él problem~ (4.1) consider~do como un problema 
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de minimización sobre los procesos débilmente relajados se llama el Problema débilmente 

relajado, y se de~ota por (P)DR· 

Si µ.e µw(Bi, ••. , B,,)_ r~,~lta de alguna función ü : T -+ np+t, entonces las condi

ciones de compatibilidad (4.4) y (4.5) son equivalentes. En Warga [13] se prueba que el 

conjunto de controles débilmente relajados, considerado como Wt subcspacio del espacio 

de controles relaj~os clásico, es convexo y compacto. Además, se establecieron teoremas 

de existencia y condiciones de controlnbilidad de primer orden. 

La técnica de relajamiento débil tiene las siguientes ventn.jn.s. 

1) El rango del. espacio C(flP+l )' no depende de ln relación que pueda existir entre los 

retardos y el intervalo T. 

2) Se puede aplicar aún cuando los retardos sean no conmensurados. 

3) El problema débilmente relajado tiene una solución. 

Sin embargo, a pesar de que esta técnica de relajo.miento resuelve algunas de las 

desventajas de la técnica de relajamiento vía el problema reducido, tiene la siguiente 

desventaja que impide que sea de gran utilidad práctica: para problemBS que involu

cran dos o más retardos la solución del problema débilmente relajado no necesariamente 

se puede aproximar con controles ordinarios. Esto quiere decir que el problema débilmente 

relajado no es una extensión propia del problema original. Este fenómeno se ilustra con 

un ejem.plo en [3]. Con este ejemplo se prueba que 

inf(P),;:: min(P)Fll > min(P)oR· 
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4.5 Controles fuertemente relajados 

La t~cnica· de relajamiento débil r~sulta inapropiada porque parn. problemas con dos 

o más retárdos1 no da una extensión propia del problema original. Por este motivo en 

RO,.;nbl~~th'-Vl~ter (3] se desarrolló una modificación de esta técnica de relajamiento, 

llamnda ~elajamiento fuerte. Esta técnica rcsuel\'e elgunos de los problemas que presentan 

la técnica de relajamiento débil y la técnica de relajamiento vía el problema reducido. 

Otra característica de esta nueva t~cnica de relajamiento es que coincide con la técnica 

de relajamiento débil para sistemas que involucran un retardo en los controles. Para 

problemas con dos o más retardos está definido únicamente para el coso conmensurado. 

Para describir el proceso de rclajamicrlto fuerte, sup~ngasc que 8 E (O, i/p) tRI que 

8; = i8, pnrn i = 1,2, ... ,p. Dado· un.proceso ordinnri~ n~misible (.r,uJ para (4.1) 1 

definimos 

u¡(t) ".;'u(t ~i8), . para i =;O,i,:·,,,p; t.e T. 
'';i'.' " '-;'.;~'.~\ 

Entonces (:r, ü), co~. ü- = (uQ,·ui, ~:·.;;u~)~ ·aati~race<·> 
' ' ' '··-:;;';,:,, _, 

· ~'(t) = f(t;x(t)Jü(i})'J·c: •.. ~;, T ·· 

xio>.~e}t ,, -; ;. 
ücti:e.ñ•tV ~};~ :f 

·.:• ~ ~ . "''" ;: .. , 
: ·~·::_:.: ;:.;~'.-: .. 

junto con In condición d." CoJ!Ípai!bili<!Íid; , ">'. 

(4.6) Vt E (8,1). 

Este sistema es \lll~ rcformt;lación del p:bl~ma original, y un control retardado ordi· 

nario es un elemento ü de U(T, f!P+l) qUe satisfai:<da condición de compatibilidad (4.6). 

Esto sugiere unn nueva condición de compatibilidad ¡)ara definir los contro.les relajados que . 

involucran proyecciones 'Po,1,. .. ,p-l y''P1,2 1 ... ,p en las p coordenadas .de (uo, Uti, .• , u.p-1' y 

de (u1 1 ll2 1 ••• ;up)1 respectivamente. 
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Definición 4,3 Un conlrol /uerlemenlc relajado para ( 4.1) es una función medible µ 

con valores en rpm({lP+l ), que satisíace·la siguiente condición de co.mpatibilidad 

(4.7) 'P1,2,. .. ,p ¡1(l) 7".•'Po,1,. .. ,p-1 µ(t -9), .<,•::en J9, lJ;. 

donde 'Po,1,. .. ,,-1, 'P1,2; ... ,p : C(n•+1 )º __, C(ll•)• ; ipn~a'das a'/i(tr'dcnÚ;;,; 1.:.' ~,.;,yec-
ciones sobr~ !~ (ii, !, ; . : ;J,..:1) y (i,2,.;; ;~)~~.iiIÍ;.,¡'~~~~6~~~~~:JJ~f'.);~&f~c~6run~~t~. 

La co~dici6n ·de co!J1pati~mcÍiid '( 4. 7) ~~-.pu~~t{~~:pr~~~~q-~~-~~nic~i~-~~~t'.~ e'~~ténrunos 
de restricciones lineales continUas: ~óffiO - '.· - ·,;_:,-

J.' dtJ:(i,r;'..:~.'r,~Jµ'(:)cd~F==i!l-J'tii.·;.','. •.. :,;;c,,¡,¡/_:'9)idr) · 
para todá o,.; .E L1(T, ~(uP))¡· r ~-(~o. riY:!(r~¡. :ii- · ·. 

··-.:-

Dcno_t~os Í>.or 

M.(~; iír,;;; ¡ c'~;;1·r~i;,, ru~itéiñ~~¡.; ~eiáia~~~ ¡ '-· ' 

.. , . ~.P.e~('.r,ii•+•)í~!·<··~''<,ff = 'Po,~ •. :.:'.~·Z:'~.(~+ ~f,~·\~n (9, 1)} 

~Un proc~&o'Juerte~entC ;e-laj~do y wl·J,ro~e.H) fu:~rte;iint~ ;~lrija·d~::
0

~dñiÍ3ible. se dcfiil~n 
de manera ~mÚar a la defi.;,iciÓn. 3:2. ·.El pr~bl;llla ( 4.1) c~~iclcrndd co~d .Ün problema 

de minimizaci6n sobre los Pro~~~~ fuertC~cntC .rCl~j~do'S.' ~.~ 'ú~~{~·¡-;~Obie~~ juértemcnte 

relajado, y .se d~nota por (P)rn., ""' . . • . "· . 

Si µ E M,(p; 9) resulta de .. alguna funci6.;, ~edible ü ; 
0

T _, n•+1, entonces las condi

ci~nc~ de compatibilidad (4.6) y (:Í.iJ ~ri equÍ~e~Íes. :Es claro entonce5 que (P)FR es . . : ,. ... ~ .. -
umi.'extensión de (P).::En Rosenblueth-Vinter'[3) se prueba que (P)rn es Wla extensión . ~ . . 
.pro~in de F'lo Cn:C'fseutid~·clci que el ~os.to {nfiinO p"ara el problema original coincide con 

el cOSt<:>'llúniffiO'·para E-1 problOOin ru<'rté_mellte rclájado. Esta es la única demostración que 

~.ha lo.í;ra:do h~t~ 'ahora pRra probar que la técnica de relajamiento fuerte proporciona 

una cxterisión propia d~l problemR- original. Además, en la demostración se incluye una 

rcspucstn ni [>roblcma de cómo los contrnles fuertemente relajados admisibles pueden estar 

asociadoS·a _los cOntroles rela.jndos admisibles para el problema. reducido. 
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La existcucin de unn. solución fuertemente rclnjadn. es una consecuencia. directa. de 18.s 

hipótesis topológicas usuales sabre Jos datos del problema. Prob"ar que el mininúzador 

fuertemente relajado se puede aproximar con controles ordin~os, resultó.ser muy co~pU· 

cado en esa. demostración. La prueha de este último resultado se puCde describir breve

mente de la siguiente manera. Dado un control fuertemente relajado µ 1 se recurre a 

condiciones conocidas acerca de la existcn_cia de distrlbucion_es de probabiHdad ,cuyas cfü1· 

tribudones marginnles satisfacen_ ci.ertas relaciones, para co'nstruir un control relajado fa 
para el problema reducido. Luego se construye, Usando_ la teoría de relajamiento dásíco, . 

un control retardado ordinario ü para ei problema reducido cuyo costo está arbitrariamente 

cerc~ del deµ. Un control ordinario para (4.1) cuyo costo está arbitrariamente _cerca del 

deµ se obtiene vía el mnpeo inverso 1-1 que existé ~ntre los controles _orcHnarios ·pnm (4.1) 

y los controles ordjnnrios p~rn el problema reducido'. 

Pasar de los procesos fuertemente relajados admisibles para ( 4.1) a los procesos re

h>jados admisibles para ( 4.2) no es tari ~~ncill~. Dado un pr~~esofuert~é~te ~eÍájado . 
admisible (o:,µ) para (4.1), se tierié queconst.:Úir un~ont,;,l ...;laj~do ~ é~ M([Ó,B];fi) tnl 

que, si .t = <x1,&2, .... ,~Nl.sc-<lefi~~,,c~in~.- c;P.:. ·', .. ·~:,): :'.:.>· •.. 

x;(ti=•(t+ioD .~~ai·~·o\~:!:·.,;~~§~ i:: ... :r.º···.·~k (' 
' ·. ·:/:,.: ,,. ' '¡,· ' " -
' ·:;;·:·.-··. 

:::;'t}~~~~~~f¡f~~1,r~~:--
Len1a_~·~. Se~~ C:_~-~~- i~.~~~(tl-~-~O~pa~t~\y·~-~1<-:,,~i-~:fc~pílc~r li~~-~~:i_C~f ~~p.8ctos. 

~r.=:4r:;;\~~1j;f ~~'P:."·¡º[t~.cf~t.u);.·:_~-.; .•. ;'.·".icf1.;i'.' ... ; .. ic: .. '. ... ·, ... fe•.fn~•:~j'if'"" ,, 
. p_;~a1(t)6µ,'.(~) Y, .• ~·, . 'J'.: ..... · 

._;:, ••. :·~." '/< ); - :./~-;~ 
-. ,; ;·. : ·., ;-,,·',· >'.',: /. -~,, ·¡')>:~~'.:_;_-(¡'-,'' 

. Esté re.ult;1do es cru~lftl pnrn la ~gns!nlc~Íó~ d~l ~tiir~i ;elnj~;I~ ¡i pará d prob!emn 

rcd11cido. Es d~~ir, ~mp~~áricÍ~ ::¡,{~ ~' M(T,f!,;~i) satl~r.ci~~d~ l;.. condiciones ele 



compatibilidad (4.7), se aplica el lema.4.1 P!"'ª construir 1'J E M([O,N9),f!P+2) tnl que 

Po,1, ... ,p1'1(t)=µ(t+O) y Pi,2, .. .,p+11'1(!)=µ(1) c.s. ~n [O,NOJ. 

Despúés de N á~li~ohes~cl I~ni~ 4.1 se obtiene 1'N e M([O,~],riÑ+p~tj.y,definlendo 
, '• ... e. . . -. . •·. ,. ' 

µ en t&;minos de .~te cOntrOl, se muestra que (.i, P.) es un_ pro~~O. r'c1aj~o ~~drni_~_ih~c -~~a 
(4.2). 

La prueba del -lema 4.1 está basado en un resultado ·:Conoc-¡~~ c:~o _;;~_~si~~:l~~ción 
de ~edidas" (ver Dellacherie-Meyer [!]), cuyo uso tradicionaÚ1á. sido p;;p~~ci~~ar una 

definición de csp~ranzaa condicionales. Una aplicació~ del t~r~~~'d_~~ ~D: ~c~bt~~th
Vinter [3] produce familias de medidas de probabilidad.sobre In' u~át&e'br~ d~ ~ri!i.iunt~; de 

Borcl en .A y C sobre los cuales In función -y es construidn:_·Sin c~b~go~~ la:-d~ost~acl-ón' 
de ese teorema se recurre a varios resultados sobre exf e~~-Si~~~ d~. ¿-~~j~lcis ~de 'r~ciione~ · 
cuy~ construcción puede no ser explicita. EsÍe h~o ~~kici~ ,9.~~-~~ ~~~d~-~~b·ir el -~~~t~I 
relajado ¡i, asegurando únicamente su existencia. 

La técnica de relajamiento fuerte para proble~BS. dé_ con¡~l 6PÚmo ~on. ~ctard~-s 
conmcnsurn.clos, se puede re.swnir de la siguiente ~-ane~a. 

1) Relajar fuertemente el probiema original. 

2) Resolver el problema fuertemente relajado. 

3) Asociar al núninio fuertemente relaja.do un control relajado del probl~ma reducido. 

4) Usar la técnica de relajamiento vía el problema reducido para construir \Ula sucesión 

de controles ordinarios que converge a la solución del problema reducido. 

Como la técnica de relajamiento fuerte muestra explícitamente. qué subc~njunt~ del 

espacio de controles relajadas· clásicos da una extensión propia del problCID:a con .~e~rii:

dos (4.1), la dimensión de Jos espacios involucrados en el problema original no -sé altera· 

cuarido.el conjunto de controles es fuertemente relajado, resolviendo ele ~ta m~er~.:~na. 
de las dcsventnjns de Ja técnica de relajamiento vía el problema reducido .. _A~~-in~í·las 

condiciones que definen los elementos de M. se pueden verificar fácilmente, en términOs 
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de proyecciones sobre lns coordenadas de las funciones de control, de tal manera que este 

corijunto está caracterizado sin la necesidad de transformar el problema original. Por otra 

parte, en la demostración. de que esta técnica de relajamiento es propia se resuelve el 

problema de cómo los controles fuertemente relajados admisibles pueden estar asociados 

a los co!ltroles relajados admisibles para el problema reducido. Sin embargo, a pesar de 

que se ha demostrado que la técnica de relajamiento fuerte es propia, no se pudo exhibir 

explícitamente una sucesión de controles ordinarios que aproximen a un control fuerte

mente relajado <lado, nsegurnndo ~nicamente su existencia. Además, se aplica únicamente 

a problemas .con retardos conmensurados. 

Las técnicas de relajamiento hasta aquí discutidas tienen una limitación en común 

que impiden su utilidad en In práctica. En todns las técnicns de relajamiento la pregunta 

de e:z:i.dcncia de controles óptimos ha sido contestada afirmativamente1 pero el problema 

de c6mo aproximarlo no ha sido resuelto todavía. En otras palabras, todas las técnicas de 

relajamiento aseguran la. existencia de un control relajado óptimo, pero ninguna de ellas 

da una metodología explícita para aproximarlo con una sucesión de controles retardados 

ordinarios. Este es un problema cuya solución es uno de los propósitos principales para 

relajar problemas de control óptimo. 

En el siguiente capítulo se resolverá el problema común que presentan las técnicas de 

relajamiento, dando una' prueba constructiva totalmente independiente de la técnica de re-

laja.miento vía el problema redUcido, para aproximar minimiza.dores fuertemente relajados 

con una. sucesión de controles retardados ordinarios. 
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5. NECESIDAD DE UN NUEVO ALGORITMO 

La técnica de relajamiento fuerte ·4iscutida en el capítulo anterior se probó en (3) que es 

propia. La c1emostrnción de" este resultado se llevó a cabo utilizando ·resultados abstractos 

sobre "desintegración de medidas" así como de la técnica de relajamiento vía el problema 

reducidD. Esta· demostración se puede describir de la siguiente manera: dado un control 

fuertemente relajado µ1 construir un control relajado jJ para el problema reducido usando 

resultados abstractos sobre existencia de meclidas con ciertos distribuciones marginales. 

Luego· se construye un control ordinario ii para el problema reducido cuyo costo está 

arbitrariamente cerca del deµ, Usando el mapeo 1-1 que existe entre los procesos ordinarios 

admisibles para ( 4.1) y para los del problema reducido, se obtiene un control ordinruio cuyo 

costo está arbitrariamente cerca del de µ. 

Sin embargo, esta demostración tiene varias limitaciones, desde el punto de vista 

teórico 'así como desde el punto de vista computacional, que impiden su utilidad en la 

práctica. En primer lugar, desde el punto de vista teórico, como es necesario utilizar la 

técclca del problema reducido se heredan las desventajas de la dimensión que tiene dicha. 

técnica de relajamiento. En segundo lugar, si bien es cierto que desde el punto de vista 

teórico no es necesario reducir el problema original ni agrandar la dimensión de los espacios 

involucrados, desde el punto de vista computacional la aproximación requiere de cUchn 

reducción, p_or el siguiente motivo. Si empezamos el algoritmo resolviendo el problema 

fuer~emente rcl~jado, el siguiente paso consistirá en asociar al minimizador fuertemente 

relaj8do Wl contr~l relajado pnra el problema reducido. A continuación se usará la técnica 

del problema reducido para construir una sucesión de controles ordinarios que converge 

a la solución del problema reducido. Sin embargo', no se resolvió el problema de cómo 

aproximar un minimizador fuertemente relajado sin hacer uso del problema reducido. En 

tercer lugar, no se pudo llevar a cabo la construcción de un proceso t"elajado admisible 

para el problema reducido asociado n un proceso fuertemente relajado (a pesar de que et' 

mapeo l·l que indica cómo pasar entre los dos problenms rclnjndos está bien definido), 

asegurando únicamente su existencia. 
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P~r lo tanto, uno de los objetivos de una técnica de relajamiento no se ha logrado 

todavía. En este capítulo se resolverán c:stos problemas, dando una metodología explícita, 

completamente indevcndientc de la técnica de relajamiento vía el problema reducido, para 

aproximar un Co~trol fuertemente relajado arbitrario con una sucesión de controles ordina

rios, ·En esta m~todología se dará una nueva demostración de que los controles fuertemente 

relajados proporciona unn extensión propia de los controles retardados ordinarios. Esta 

demostración es mucho mlÍs sencilla que la que se dió en Rosenblueth-Vintcr (3J, puesto 

que la sucesión convergente se construye directamente en terminas del control fuertemente 

relajado sin recurrir a los resultados sobre "desintegración de medidas" rü de la técnica 

de relO.jamiento vía el problema reducido. Además, esta metología muestra directamente 

que la técnica de relajamiento fuerte es propia ~n el sentido de que el espacio de cont~oles 

fuertemente relajados coincide con la cerradura débil estrella del espacio de .controles ~

tardados ordinarios. 

5.1 La técnica constructiva 

La metodologí8., constructiV~··est~ .basada ~n el siguiente resultado, debido a Rosen-. 

blueth (5,6}." Para ü ;_ (uo, ti,·,.;.'; u,) E RP+I, denotari.os por 

u,(8) = {«;~t~~,~~~t~~jOá~rcÍinanos para (4.1)) 
'·. •' ; \ " .. -·~ ;.' . .. " - . . . 

;,; ¡ ü eqci!-~;+•,> 1 \;,;;~,, ... , .. ,¡(1i = <"•· ,,,, ... , u,-•><1- 8) c.s. en (8, 1]} . 
. .-·.-,::· 

M,(8) = {cont~;,lés~r~erte,;;~nternlájados} . . . . 

. =J~ ~\t(f:_;W{\>:I P,1~i; ... ,,/l(t) ';,, 1'0,1, .. :·•-•j,(t -8). c.s. en(B,11}: 

I.c;> = ¡1~2, ... ,:(Ipi,11;'e1'1. 
,·'.' ... 

Teorema 5.1 El conj.int~ M,(o)'coÚ~cidc'.~~ii liccr~ad.ira d~léa~].int~ /.1,(8}: 
" ,. ' ···_::. ,:-,e~, . '-,<.": .. ·,e· -,, - ' . ' .. ' . 

Demo&tración. Por-~im~~~i~a~~::~:~:;_~-iiJ_¡z¿. -P.~1_ri~i~ .. ei{_P~~~l~~~R·'. ~~~: -~~ .-rc_tar~_.º e~ los 

controles (p = 1). Para ~sic c.g;,f di;d~· B ei·[á;fry ü ',,;" (/ti), ~I conjunto de controles 
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U1(8)= {(u,v)eU(T~!l2 ) lv(t)=u(t:-'8) c,s. en (8,ll}, 

en (8, 11}. 
,,:., 

Como· en la _d~Oét·~ació~ dcl~Teori;~~ i:B;:-p~~'i ·E N,"se\~mPieza particionando el 

conj~to n·e~ coriJ~.n~~{~(~e -~-~é-~-~~';f)~·;·~~~:~y/?~#~--~:.~ /1Ci); (¡ue Son diferencias 

de conjllnt~s abiei:to~ t-8.i~s:q~~· ·, ~~-~-t- · '· :-
-..-. •·:-

De manera Siúiilar, partimos el, int~rya·l~ r"~. ~-~~int~iÍI~~ ·cli_sj~~~os c~nsecutivos Tj 
de diámetro 8/i, dela forma ''·<'.:' .;:,·. 

donde 

Como l(;} :. : ': ....... : • ': ·. ' ' 

¿; <>h,1 = m(TjJ, parai = 1,2, ..• ,i(iJ, ·· 
k,t=l 

donde m denota la mCclida de Lebesgue en R, podemos particio:nar ca?a subintcrvalo Tj 
en subconjuntos Tj

1
.1:,t de tnl ~anera. que m(Tj,.1:,1) = a'},k,t· 
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Para k E lt(i)1 elegimos_~ i>u.ri~~ ri E;.Ri y definimos. 
• . . • .·. ; ;e;¡" 

(u;(t), v;(t)) = (ri;rf) V t E LJ Tf,k,h para k, 1 E he;¡. 
j=:I 

' . ~; ·- ' : 

Apli~andO una prueba si~il~··a !'a del T~remn 2.8, se prueba que 

;~'!(u;(t),v;(t)) = µ. 

Hasta aquí se ha probado que la si.J.cesión {(u¡, v¡} converge a ¡t, pero esta prueba no 

garnntizn que sen unn sucesión de controles ordinarios. En otras pnlabras, puede suceder 

que (u¡(t), v¡(t)) restringida a T no pertenezcan nU1(8). A continunción se probará. que siµ 

es un control fuertemente relnjado1 se puede elegir el orden de los conjuntos Tj,k,I de tal ma· 

nera que (u¡(t), u¡(t)) sean controles ordinarios. Pnrn ello sólo se requie1·e que los conjuntos 

{T},1;,r} senn conjuntos medibles disjuntos que satisfagan las siguientes propiedades: 

(5.1) 

(5.2) 

m(Tj,1;,,} = o}.1;,1 

k(i) 

U Tj,k,I = Tj. 
k,l=I 

Para toda i E N, por coristrucción 

Tj .+e=-~}+¡, V j = 11 2, •.• ,j(i)-i. 

Si se denota por xA, l~ f~nció~ ·cnracterí~ica de un conjunto -~1 y definimos 

.,,(t,si ,,,; ·"ij.,.n¡(t, si, V (t,á) e T'x n. 

entonces ' · . .-.. ·, .~> "." , ' ' 
>¡>(t + 8,s) = Xr•xn' (t,s), V (t;s)E (T' -,,º8) x íl. 

: .... .. · 1.;_. ···:;': .: ... 

Como I' E M1(8). esto implica qué· : : .. ·. : :. _· . ·· 

fr
1 

,,(t)(Rt ~ íl)dt =f;._, dV~\1+. ó,;:·)~(t)(dr) 
. = f: atj··. ~(1,_•_;1 )µ(1)_(,_1r) . Jr, ·:·: . . 
=1· .· ... µ(tJ(n x~Ddt · 

1.'l+1 
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de modo que 

k(i) k(i) 

(5.3) X>l .. 1=:L<>}+i,l,li ViEN,j=l,2, ... ,j(i)-i y kElt(ó)• 
l=:l l=:l . 

Considere~o{~ri~~~.~~-.'~~· i.'.=:. l.: ~!e~~.~os ~.~ju~~~ mcqibl~ .. ~Sj~ntos (~i,k,i},_para 
k,j E r,11¡ con la p,.;piedad (s:i) y (5.2) •. Si . . · 

definimos 
~.. . ... -

- ·.-,,~ ... 

. B,,~ ;.,, A;,l+'O;' p~a k E !•en; 

De la ecuación (5.3),se li~ne ~J.}' ;'< 

·lo que permlt~ p~i/~,k~:.~M~j4tos ¡;J,i.~J:~•,> tales que 
. '.• ·• •/f~ 

.·•. ,m(TJ,1,kJ".'ah• 
''· ... ,.c.· 

satisfaciendo a_i18_' c~~~ié:_ió~_-(5.i).~· 9o,át? ·. 
'.in . kc11'. / << ' ... 
· LJn;;, ;._u(A1.t :f"B) =Ti .¡: 6 = TJ,. 

k=:l k=l ,_ .. ¡· .•• ' . 

~ .. -

-~:-

Es importnrite obse~. que,· ~i".fij~os-. ~,:E- ~~C!~~-;-.~C-~~~c~~: ~i·~:~e~~ _un:~-~·raslaci?~ de 

Ai,>, pero los conjuntos {T/,k,IJJ~/ ~u~ ~ubr~~;~'A1,~ so~ ,;í~te"rc~biados~ y la ~~bierta 
de B2,1.: está dada por {T~.1,1)!~1:·· En~~n~e:S· {~~-,~~·rrii:~"' . .'~~~-t~~'.~~i~~!~i_··~-·"~ccir, 
satisface la relación v1(I) "'.•l(t-6). ,., ;'.:: · '--.:·:·.· . .. ,, .. • 

. '·¡··"<-·'·"" ·--:<·->.. ·. '.·' 
Esta es la. idea básica de )n construcción ·y~ ·para'. un contro.l relajado arbitrarlo_µ E 

M(T,OP+l), esta construcción puede-no ser po~iblC·;· E¿ ,O~~~-p~·a~~~~,,~e ·~Uede ~~~ar 
sólo. po~que µ es un control fuertemente rel~jad·?.' 
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Por inducción, construimos, para j = 21 31 ••• ,j(l) - 1, 

l(I) 

A;,> := u TJ,.,h y B;+1,• := A;,k + 8, ¡>ara k E I•cll' 
l=l 

Como antes, como ~ 

' ': .'• ;: :'•(1) ' ' '' •Úl 
m(B;+.1,i) .;. n;(A;,•) .~ E aJ.~.Í ,;,, E <>}+1,1,• 

·'- ' ... ·1=1~-~ .. _, 1=1 

podemo.s particionar,B;]i;{ .;n-;~~b~anjt§tos frJ+1 ;,;.}~l\l cori ¡;¡,, propiedades (5.1) ~ 
(5.2)_. -:-· :;·;:···:··- ''-.' 

Ah~ra, ~~~é~d~~- q~·c: 
:•, ..• · .. ' ' ' ./, j(Í) ' ·• 

(u1(t),v1(t)) = (rk/hVie LJ T],>,1> para k eJ•c1)· 
' - .... ,_, . . ·-· -· j=t' . ·. . 

Tómese t E (8, lj y seiw je ¡2,:: .,j(l)} .tal i¡u~ te Tf y k e I•cotalcs que 

Obsérvese que 

Por lo t!111to, 

' •Cll 
t e'B;,> = LJ T},1,,:· 

:,l=J' 

. k(I) ' : 

t- 8 EA;..:¡;.= LJ T}.:i,1,1; 
.. l=l .-

'. ··-." ... 

V1(tJ.; ;r = ~~(!_:_ 8); 
¡' ·-·· .. , 

d~mostrando CJUC (U¡, l;·I) :~trln~d~" ~-T ;~~~te~~-~~-~ u~ (8)-~ 
. º-::: ;··.-z:'ú·--

La prucb~ p~-~-·i -~_ l :~ ~~~~~ªf-~_sC,-_'éllí~ieZa-·~1~-~~~~~ ~coójuntos ~edibles disjuntos 

Tj,,,1, para j = 1, 2, ,'.: ,i ;·1:, /~' i.c{:~.~;~~t~~ii't1e~ (~.1) y (s.2). Definiendo 

A;,;';-Yi1;;Fh 1ff '·9;~ 1j:.~t!:J~hj ~ 1'
2

' ~ .. 'i 
se partici~~a -~ }+1_,k en ~~1b:i~~~:u.~~-?i~:--~~j~i,;~-~·}/~~-li~~~~i~'~~~ :_ . 

. n1(~J+:i:1.~>.~~-.~}~·¡,:1;~~~- :-~;:~~'.~~:-~E Ik(i)· 
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Por inducción se definen, p~a j = i + 11 .,. ,j(i) - i, 

A;,k :=. ü Tj,.,I. y B;+i,k :=A;,•+ 8, .. · 
.· ·' ¡-'.. . ,. • . 

parÚcio~and~ ·!1;+·~~~. ~~O .~~~'. /~~¡_: (({ (~,, t) ._en.~~~ces, par~ __ alg~a j E {i+ 1,i+ 

2, .•. ,j(i)} y k er,,;(¡¡, ... < .• . . : • 

.. . ttÉ;·~~-:u_· ,· ~j,, .• ·~;;::~.~,;,~e·~;~1.•.~.yTj7;,,,,•·· 
- ,' ~ ·.':' 

"-';_··,::_·: 
de mOdo 'que,. 

Esto prueba que (ui, v¡) r.Stri~gidó~ '.l' j,~rtcne;;~·~ U1(B): .··. 

Para problemas que in\.oluc~an vanº' ret.Jd?°s; ~~ ,clcfin.;n Ioi conJuntos Ri, Tj y T' 
de manera similar, yµ E M,(8l. Ext~d.;;i;~. p·d¿:taf''.nru1e~a que . . 

1'1,2, ... ,,:U(t) = P~,1,:::;,~1 ¡,(í:...'oi c.s. en T' . 
·.·:: 

(5.4). 

•',\~ 

:. ~(~ti;;~e'.·:·:~~~~.~~,~~;i~~;~~.~t~·:~/~l: .. ~:;· ·, -
y asignando 

donde .. "·,.: 

ri E Ri; V k E I•cÍ¡· 

Entonces 

1~~(u?(t),ul(t);:.· ._,~fet))= µ. 
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La demostradó.n de ~ue .se puCd.e encontrar· una pru::ti,ción' de loS con~untos Tj tal 

que la sucesión de funciones mcdible;ü; ,,;_(~~.:-'; ;·i~fl pcrt~ne~~.: Ú,(8), serit estabecida 
solamente para el caso·¡ .. ~ -~~ 0·.qo1~·~·~~·n·:-~í:~~·':¿~· ~n'.'ret~d~,- -~~surgen· dificultades al 

extender la partición p.;,;;: tod~. i E r:r/ ' · <;~: · 
~ ·. •)· (;<!· . ~~!? 

Comoµ .e ~P(8):·_~,·.~!~~~>.·: ~=:/· -"-''· ·, ~ ·· 

(5.5) .:~;~,~Il~·f i\·~;~;~:,:.~ ..... ::.L_ .. 
·,~·,-,,,.,· .. ',;"·(:e <"~?J.>:;·¡.·;o ;-~·· 

.''"'~~llllf f Ji~~~;;~·;.~:,~~ 
tales que {T;+t,k · 1: ,; .• -"k ·~:~ }1:; fi~D; ~8: par~1c1.o~'.de B;.+1,1:0 ,-.::,.1.-¡;;. 1: y, por la ecuac1on (5.5) 1 

sati•:::a~}:!~;:;~~'.·:;H;~~~~i,'.1}'.::q~y·!Y.)·;;·E·< .,: . . . . 

. t ~ Bj:z'..;.a;~~fü'.:;:.::.·:._.: · 
• •. v:~ ':.,:,'.• '.~~:·~,.~:2 :;"• "; =::;.:.: 

- -.-_·-·· • _ •• -·. - - <'-•_ •• ,, ... _ •• J' para alguna; e {2, 3; .• .,;(1j)Y k~~ ;,;;k~..'.~·'e Ii(I¡.' ASí; 
- .:-··:-:·" ' ....... ::·.:_·-,·"\,_">;: 

t -8 E A;:_1,1 k0 ~; .. ,~~·~_.,· ·~<ü.TJ~-~.:k.~ 1 ... ~, 
' ,k, ' 

implicaiido que 

Esto demuestra que (uY. ul 1 .... un restringido a T. pertenece "u,(8).· 
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Los diferentes pasos- de. l~ .técnic~ constructiva se puc~~ resumir en el siguiente algo

ritmo. 

' . .··-.. 

AJgoritirio 5.1· ('J;'~cniCa.;·c~rist.i4Ctiya)'. D~dos' T.·c .R',1/0 C.·it,,,.. conjuntos compactos, 

p el ~wmiro de retái-do~,:i(e ('o;lfpJ; ,¡!lc~nt~lil fu~leme~t~ ~ajndci µ e M,(8). El 

siguiente-~g~rÍ~mo:¿~'~ul~:uria:~~ce~i6~- d~-:~~~¡I~l~ -~icÍi~~i~ {fi·~}r; 1· que converge aµ . 

1) Se~ieN·: 
. '.':: ::/·~_:: ;-.~~;: . :.--->-"' <:f~·.\~~(,; -~~ .. -

2) · Parlicion.ir !l Cli. é~~i~tcis'·:Íl[ ~~'di,i,feti-ii';;'la~ás'i¡i; par~ k,,; 1,2, ... ,k(i). 

3) Particionar Ten ~ubinÍerVáÍo~ de;dláiiict;:,i ~l~ más 8/i: 
•. ·" .' ....... -- .. <.·- ·»·<•' · .. , , 

T; ·[·<i~i)sill)''."'·.•::. • ·e·¡ ; = -.. -.-.-/ _,-:-_,, ::pnra;~:=::l, ... ,_. .. tJ 1. 

·. : ---~-<--~~~-.~ __ : .. ;~-,.:~:'\:·o_ -<· . . 
4) Para i = 1, ... ,j(i) y ko, k,,,. :,k~ ',,,·1,2,. :. , k(i);<~1é~n.. . • 

. ·· cr}:•;;.,, .... +~M f i~icnl,,x n[; x . : ·x R[, )dt, 

' ~ .. . 

:"; .. ~<:!V.L:ó.>,~.~}.i,.~; .... ;{ 

para j = l, 
2~ :,:.:··!,<irr:t:J~;-~_:M~'.:7;.1gl:;:~ :~:t:{i~. '.L·• 

6) Para k = 1,2, .·:·;·, k(i); elegir w1 punto·rt ER1:y.asignar·: · 
- . . . . -~:..~·-.:, -- :·et¡ ·=··::e--.=-"•_~ , -"'i~:: ·:·~ ·;#;',-,.,·,'-. ''.:!-,:!'"' ·~-;.;,;"/;;;-,-ó---·'.; -

.· ... ··.·1h;ltr{~"i1,w~ ... ~rfr1.~';·y;;f ·g·fj,. .. ~.; .. : ... . 
7) .Para i = 11 ~.; :·: ;.'.i. C~~.st~~J~~-:~~·pj~~~~.}~J;1:~\·;{ .. ~~~i\B j+f._~~;· ... ,1:,_ 1 } donde 

·._-:,Á;}~~:;-:·;k:~~:~~~ u Tiú-:E~·'.·:·~:-~~ •, 
.:-·:~·:, <::> _tp·.:·-·, :·:.---. 

':~;~i1~~1~ . .'~;·~;~~;.;~--~j:~0 ::\1;,·_' 1 :·+ 8 

para k0 ,k.,.: .,k, = 1,2, . . :,k¡;). · 
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· 8) Para. i = 1121 _ ••• , í p~~iciónar B;+i,ko,.,.,1:,.~, en S:UbconjuntoS Tj+i,k,,k0 ,~ 1 , ... ,1:,":'t .de 

tal _manera que 

; _rij(~}~i,k~';k~·.k;.;.:.~k, __ l·> ::=:. ~}+i.~~:.~~-,k·;·;·.:·;;¡.,~·~ .7 

para ká,k,;;., ,kp,;;1,2,:_,.;k{ÍJ:.' < . '. o.e ·•-•·•.·.. , 

,, =~~:.J\:~:.;,;;'~&1~·~~;~;;·~;,;;t· .,_,), 
10) Particionar ~i;H,k~;~1 ~.:::.1;~~-~ -~~ ·~u~~~j~t.?s fj,f¡;·li,.~,'k°;;:;:~·~;~í: _de~~ manera que - . ~ ... ~ . ' .: .. , ~ .. · ... · . . ·~ 

· .··:111ctjj,,k{;.:.,¡:.,;;_;s,~·I;W,~~:r:: •. ;::~t.·• 
' ,· ·-~.- ' . . . •' . 

paraj = i +l,. .. ~j(iJ~Í y k~1 k1 ,.\,k,:-:i= 1,2,.:.,k(i). 
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5.2 Ejemplos numéricos 

En·esta secci6n se dan varios 'ejemplos de controles fuertemente relajados constantes 

con uno y do~-r~tnr~Os c~~·~e·ri~·~rables, ~Íl los cuales se compara la: nueva metodología cons-
'.. ' 

tructiva con las técnicos de relajamiento discutidas en el capítulo anterior, para aproximar 

estos controles con una. sucesión de controles retardados ordinarios. Se explica, además, 

porque ~lo tina de ellas es útil .desde el punto de vista computñ.cional. Para todos los 

ejemplos se tiene T = n =(O, l]. 

Los siguientes ejemplos pertenecen a un control fuertemente relajado de la forma 

µ(t) = c16(0,0) + c26(0, 1)+c,6(1,0) + C,6(Í, l). 
. .. . . .. - ,-.·.-: ···:: -

donde O ::; e; :5 1 y E e; = 1 .. Puesto qu!! µ es un ContrOI 'fuei-t~ffiCnte relajado~· s'e sigue. 
j=l \. " .. . ' •",. .- ··- ·:·:.::·~·.:,·. ::~):· :·,.:· . -·· '.,.· .. , 

que 

La técnica de relajamiento Vía el" PrOb.lema .r;d\;cid~- ~o· se Pued~· ~Plicai ~n ·estos 

ejemplos porque no esté. relaciona.da. con c~ntroles fu~~t~~t~ .relajado~ en M(T~ n2 ), ya 

que esta técnica asocia. controles relaja.dos solamente a coDt~les rCtafdados ordinarios. 

Como se mencionó en el capítulo anterior, para problemas ~on un retardo la técnica.de 

relajamiento débil coincide con la técnica de relajanúento fuerte. Siguiend? la demostración 

de ln. Proposición 5 dada en (3), se asocia a un control fuertemente relajado I' E .1\lf{T1íl2). 

un control rclnjaclo (r<'<lucido) ¡,E /vf([O, 1/2J,íl:l) con ln propit'dnd, 

1'1.o¡i{t) = µ(t) ;- 1'2.1/i(f) = ¡1(t + 1/2), c.•. en [0, 1/2]. 
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Aplicando la técnica. clásica de rclnjnmiento para problemas sin retardos, Se construye .una 

sucesi6n {ü'} C U([O, l/2],íl3) de controles ordinarios reducidos que éonverge a p. Si se 

denota a ti.¡ Por (U~, ui 1.11~)1_ entonces In sucesión deseada {(u¡, u¡)} e U1{l/2)' d~ 'con~roles 
ordinarios con retardos qúc converge a µ se o~ticne dcfinicnd~ 

{
(ü\(t),üi(t)) _ .. si t_e [0,1/2), 

(u;(t),v;(t))= (üi(t-1/2),üi(t-i/2)) ·_sit E [l/2;1]. 

Para la técnica cOnstructiVá, se cmp1~a~·· p~~·. ~od~:i ·E)~:r; 'p~ .. ~,~~i~~~do ~ e·~ _conjuntos . 

disjuntos R~ de diámetro a lq niás_ 1/i; por.~jc'mplo,":'.: ,-.-

'. ' - - .: '~ - : : 

··· •sil' 



Para representar algunos elementos de la sucesión {il;(t)} ={(u;; v;)) obtenidos con 

la técnica .constructiVa se usan tablas con dos líneas. La ·primera línea represent~ el valor 

de u¡ y la segunda representa el valor de V¡ 1 ambas en el intervnlo (01 lj. · En cada tabla 

el área sombreada corresponde nl \'alar 11 mientras que el área en ,hlnnc_o corresponde al 

valor O de la sucesión. {(u¡,11¡)}. AdemRs, en cada tnb}a se represciltan :los conjuntos Tj 
así como su correspondiente partición Tj,1;,i· 

Ejemplo 5.1 Considérese la función 

l l . 
µ(t) = 2 6(0,0)+ 26(1,1) · (t E (O, l]). 

Para aplicar la técniéa de relajamiento fue.rie~ co'nSidércSC la' f~ción 

~(t) = ~ 6(0,0,0) + ~ 6(1;1,1) ¡;e ¡ói l/2Jl. 

Claramente, esta funció~ pcrten~cc a M((O, ~Í2J, rd y ~srtisfa~e 
'P1,o ¡'i(t) = µ(t) y ;2,11~(!) = ~(t t ¡/i) c,s. eri. (O, l/2). 

Aplicando In técnica clásica de relnj~~nio par~pro~ie~~'.~inretnid~sse obti~ne unn 

sut"csión. {ti i) que com·"rgc a p .. Estii sUccsió~: to~~-~H:~-~d~~-eni~ l~s ·~i_ilore~ (~ 1 01 O) y 

(1, Ú} en intc~mlos consecutivos de longit~d lf(4/í. L~ ~~~;,;.ión aso~lndn {(u;,v;}) e 
u, (1/2) que converge a ,, toma altern~amente los v~l~r~s (O, O) ici,i> en intervalos 

<onsecutivos tllII!bién de longitud i/( 4i) .. 

·La ~écDica constructiv~ n~ requiere pnsnr d.el cs~acio ~~ c~ntrol~s rélaj~dos ,\4(T ;112 ) 

. a M([O, 1/2), 11' ). Par~ este ejemplo se tiene, para toda i ~ N ~j ,;,;" 1, ~ .. ~.; 2i 

__ 0 ;··'·' = { l/(4il si k = 1 e ¡1/~I¡; : . 
J. ' O en OtrO.cBso:-. 

La sucesi6n {(u;, v;)) en U1(1/2) que convergen/, se obti~e defürl~ndo · - . --· ._ ., '. 

·. . ¡(O, O) .'V t E .u: ;j,;,,; { 
(u;(t),v;(t)) = < . . 1~1 

; ,, Y 
. · ... · (l,i) Úe .U Tj,¡:¡.,,;+:, . 

. . ': ·'. J=l 1 • • 

. . . ·,_ :.:.····- .. 

donde {T],1,1, T},i+l,i+J} pnrnj =). 21 •.• ~. 2( sOn inÚ~rml~s.consr.i:utfvos de-loi1gitud 1/(4i}. 

En lu. siguiente. 6~ura se represeút.á1_1. rilg~m~s ·~Jc1~cn~os.'de e~ta suce~i6.~:-
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¡1(t) = 4ó(O,O) + 4ó(l, I), 

TI 

Ti 1,1,1 T' 1,2,2 ~ 

T' 1 7'' 
' 

n.1,1 T' 1,3,3 7'' 2,1,1 Tf,3,3 

F==-=--===c:=== 
! ! 

T,' Ti 1j T~~ n ____,_..._ 
L_~ ... - - -1 - - - - -o to fo 

T,~ 

7'' 2,1,1 

7'' 3,1,1 

TJ 

Ti. 

7" 3,3,3 

T' 2,2.2 

T" ' 

T' . 
T' -l,1,1 T' 4,3,3 1 

T~ 

--- =-=-=-~ 1 

T.' 
' 

1
., 
IO 

====-= 



Ejemplo 5.2 Considérese la función 

1 1 . 
µ(t) = 26(0, l) +.26(1,0) (t E [O, 1)). 

Para aplicar la técnica ~~e .re~aja~i~nto fucrt.~ •. con_sidé~cse la función 

.. ·, ,.,,;: .··. 1 
· , /t(t) ;;· 2 6(1, O, l)+ :¡ 6(0, 1, O) · · (t e [O, 1/2)). 

Como en ~Í ejemplo anterior, jJ satisface 'P;+1,¡µ{t) = ¡1(! + j/2) para j =O, l. Al utilizar 

la técllicii·-clásiéB. de réla.j6niicnt.o para. problemas sin retardos se obtiene una sucesión 

(ü;} :én U([O, ~/~j,ri3 ) que con~erge a jJ. Esta sucesión toma alternodamente los valores 

(1,0;·1) ; (o,~;o) c11)nt~rvalos consecutivos de longitud l/(4i). La sucesión asociada 

{(ul, v;)) e U1(_1/2) ·que converge n µ toma entonces alternadamente los valores (O, 1) y 

(1,0) en (O, 1/2) y los Wlores (1,0) y (O, l) en (1/2, lj en intervalos consecutivos de longitud 

l/(4i). 

' ; .·. .{ l/(4i) 
.nj,~:' =.·o .-

~; k ,¡, 1 e ¡l.,;+·1}, 

en otro caso. 

Si {TJ1 1,¿·1.~ T},¡'.f.~·.~j ~nra./:'~.i.·:~-~~~-.~; 1 f fºri~~o~J~·:a ~~t.~~~oS c_o~é~-~~iv~~ ~e lo~gjtud 
i1i.~!'>, s_é A~fi···n.~.<:~ : -.;~_},::.~.~.--· ... ·,· .. -.'.· .. i .. :-.:~~.~.~.\~~:.~.~.~J.!:.'..'.·.···.:.'.~.~;~~x, ;-;,-.dú~;:-:.: .· :· .: .. -.,,:: .·· . - .;;''.¡~ ~-.: y , - - , .. _ :~--~~~, f.'-~:!r::;;_,:-:~:~?· ·t . .:,;:~ __ 

T1.~.~~·~;·.~ .Tj~;,;;:j;(t ~j~\ , .. Y.~ ·::·'.:·TJ,;~·~·,,.~·-= TJ.i.·~:i+.1;.~· + 112 
:v~,~ ;· "' ; \•f', .. ;·;• • 

para toda i = i + 1, Í;t 2, .. :: ,2!:;i;ii .~V1~i:Í~~{i ~¡j\;n 'd~dii por · 

. . ; ;.;f~$~~;r:J::·::::~::~'.:· 
converge aµ y."satisfacc Iná·concliciones de compntibilidnd v¡(t) = u¡(t - 1/2) c.s. en 

(1/2, 1). En In siguiente figurn llC representan algunos elementos de estn sucesión. En esta 

figurn se pucdC obscrmr el ''intc1·cnmhio11 de los conjuntos Tj,4.,1 qne se efectuaron pm·n qu~. 

la sucesi6n {fi;(t)} sntisfnga las condicione• de com¡mtibilidnd. 
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¡<(I) = ~6(0, 1) + ~6(1,0), O=~ 

7'' 1,1,3 

T/ 

T' 1,1,2 

T' 1 

7'' 1,3,I 

-

T' 1,2,1 

7'?,,,3 

7" ' -o Tf.1.-1 T~.u ~ ~.1.-1 Tlu ~ Ti.u TS,4,t 

i....---- -

7" 3,J,3 

7'' 
' 

7'' 3,3,I 

-

7'' 2,2,1 

T' 4,1,3 

-
7'' 
' 

Tl,'J,I 1 

-'f~.1,.1 Tl,.¡,¡ ~ 751.1.• 71, .... ~ Tl.1 .• ni .•. 1 1 

- - - -

-----------~------------º -1o ! fo ¡ r to fo 1 



Ejemplo 5.3 Considérese Ja función 
. . . . 1 . 3 3 

µ(t) = ;¡6(0, O)+ S6(0, 1) + ¡¡6(1, O) , (t E (O, l]). 

Para aPlicilr lli técnica 'de rclnjnmicnto ÍUf'.rlc1 considérese la. función 
. 1 3 . 3 . ' 

µ(t) = ;¡6(0,0,0) + 56(0, 1,0) + g6(1,0, 1) (!E (O, 1/2)). 

Como en el ejemplo ant.;,;or, ,l'satisfac~ 7';+1 ;¡i(t) = µ(t + j/2) para j =O, l. Al utilizar 

la técnica_cl4sica de relajamiento pnrá problcmns sin retardos se obtiene una sucesión {üi) 

en U{[01 1/2)¡ 0 3 ) qU~ c~O~crge a ít' Esta suCesió~ toma n.ltemndamcnte los valores (01 o, O) 

en int~rvalos consecutivos dé l~nÍ!itúd l/(Si) y (O,l,O)y (1,0,1) en intervalos c~nsecutivos 
de longitud 3/{16i) •. L~ su'c.,,;ión asociada {(u;,v;l} C U1(1/2) que converge a ¡t toma 

entonces nltemndarnente los valores (0,0), (O, 1) y (1, O) en [O, 1/2] y los valores (O, 0),(1,0) 

y (O, 1) en [1/2, !]'en intervaloúonsecutiVos de l~ngitud l/(Si) o 3/(Wi). 

Pnrn l~"té~nica.c·o~tí:~_cti~ se_,ti~ne,'Para_ ~o~a ~_E~ yj = i,~1 ••• ;2; 

.. • .¡ .. 1 rn1~i;:i~:2"~'}./ 
Si {Tj,1,11T},1.i+1 '·,·Tj,i+~,:1 ), p~~} ,~ :~; ~-' '. ';_; _, i --~~r~c~~~~~~º- .n ~.ni~rv~~.s. cons~cUtivos de 

~~;'. . .'~~-:.:;~·tt;;;~.~~:··"~'k'!'P·+' ~,, .•. · • ,,, 
para todaj.= i +lii + 2, ... ,2i. L~m';"i~n ((ui;vi)Ldefinidapor 

: -,,. : .· ... ; 2i' -¡·-·, •' 
co •. o) ;V,_~e ... U T;,.-,;; 

.</. '·'- ~:·::.~. ·.¡~.;>··· <,J=l ........ . 

(~¡(Í), v:(t}¡ ;;;: ,(o;y~;g1 ,~,;~1'T1: 1 :;~;, . · 

-¡~-~·~~ .- . ;_,,,~.,'._-. .<~_:·;¡ ~· ·:-:·,:·-··_ 
<\ºl'~' e);},ni+i;. 

converge R /l y satisface las coné!i~iones '<le co1iípaHbilidnd u¡(!) = u¡(I - 1/2) c.s. en 

(1/2, l}. En )fl sigt~icntc figura~ -r~{J~;s~l1t-~ -~¡~-n~ ~i_cm;nto~ de estn sucesión. Además, 

en '('nd11 táhln St! u;~stia ei' i'nt~~-~~~-1~!~-i~--~~ _í6s,_c~1.1J~·l;l~·o~ Tj,l:,l que S<.' cfcct11nron pnrn CJUC 

{ tij(l)} _ sntisí11p;n las Concli~ion~s ~de_ "~~.nÍl.\Übilid~d. . 
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¡1(1) = ~6(0,0) + ~6(0, l)+ ~6(1,0), o=~ 

7:' 1,1,1 7:' 1.1.2 T' 1,:r,1 

T' , 

T' 2.1,1 

T' 3 

T' 2,1,2 T' 2,2,1 

O Tl,1,1 T' 1,1,3 T~3,I ~ 'J1,1,1 Tl,1,3 7'?,J,I ~ TJ,1,1 ~ 71.1,1 T.' ~.J.3 T,l,3 ,1 1 

TI ~ 11 ~ T.' 
' 1' ' 

! -- ~ 
........, 

-- 1 - 1 
- 1 - 1 1 - 1 - 1 -! ! ' 1 3 

Tt r: I1 1" 
' 1~ 1" ' 11 T,I ____,..____ 

1 ~.., 
1 - ~ ... 1 - .. 1 ... 1 ... 1 --~ - 1 ..... 1 - 1 1 -- 1 - 1 - ~--,. 

' 1 ' • 

T,' T' , Tj 11 Tí T.' 
' TI r: r: T1

5o ----. 
l ~-. 1 - t - ~- 1 ---~ -' - 1 - 1 

- 1 -1 - 1 ... ~ - 1 L .. 1 - 1 -1 -1 -1 fo , 
~ fo 1 

"' "' 



Ejemplo 5.4 Considérese la fundón 

~(t) "';'~6(0,,1)+~6(1,qJ+ ~6(1,1) . (t E (0,1]). 

Para aplicar In- técni~i d~- ~1aJ~~~¡0·¿1~~ie, ~Onsidér~e In.función 
>. 3 ;:\, c,'.:,,:3 > : i.ó. > 

~<tl ~ 86(0,1,oi:-+ 86¡i!o;1) + 4~c1,1;,1i c1 e ¡0,1/2]). 

~0::º~:ª·~~::1~:~i~ffe!!f ~f~;~i~ ::~:~:~ :r:tt1:~··:~:1~::;: 
{ü') en U((o; lf2],0~)'qu~:~oiiv~rge~ ¡j. E~ta ~ucesión toma altemadamente Jos valores. 

(O, l,O)y (l,o,'1)~ó iuter~.;'Jo8 ~~ns~ctlÜvos de longitud 3/(16i) y (1: 1, ~) en intervalos · 

consccutiyos,de 10n~tud l'/(Bi). La sucesión asociada' {(u;;•;)} e U1(1/;) que éon~erge 
',,;µ t~~~;~t~~;;~;;¡¡~~~ad.,;;e~te i~s\'lllores(o;1),(l,O) )'. (1,1) ~n [Ó,1/2] ¡;¡.;;.;,lores 

(1, O), (o, 1) y (ÓJ en(l/2,1¡ en' lnten;,¡os i:'ons~cutivó~ de l~ngitud 'ai(rn/) ¡,·Í/(Si):' 
_, -.' .. : 

P~8: l~ té~niCa.COnstrÜ~tiv~ s~ ticne1 paro.' toda} EN y'j = 1~·2; ·.: .. 12i 

' ' <>}.~;, = { :º~¡~::~ :: :1 ~.: :'~~jt'.t ·~:.·~~,.: ' ' ' ' 
en· otro·· ca.SO/ 

·-,,", 

Si {T},1,i+i, Tj,i+1,1, Tj,i+t ,1+1} p~~ /.~· 1, 2;-.. • 1 ~.:¿~1·ies~·~¡i~~: a)~i~~~~ co_n~~clltivos 
de longitud 3/(16í) o l/(Si), s~ defin~/ ,,,, '::;; ,~;\ ::j; .; 

i i ·- ,.·. ·, -:; i '.C:. :•·;··;e;.¡:'~-:;;;;.;{~.':·:· _,;;. ",'• .>~:,;·:;~" .... Í~·~·:;.:;1 ·<;>> ~· '¡\,::'. > . .'·:' : ' 
T;,1,i+1=T;-i,1,1+1+1/~~ .T;,~+~.'~·'.~=: T;~¡.;¡~~:·~::~f)~~-'~-~~~;i~~r~,.~+.i 1!tl\~.'.T~~i,1+1,i+1 .. f ?/2 

para todai =; + l,iú,..:,2;.g•uc~si6~~{~~;~'.~n~i~1,ª~~~ :, , , ·. , . 

(0;1)>\lt'e'U'.Tfl i./.íí . 

; (•. icl .. ¡';·.··¡,,•.-.·.1(tl:.·l'-,·.,=.;,:···,···.··.· .. •. ~:<'i~J~'~/}u-:
1

;;> ;'' . · · 
- - \,4.,·!"'.:''•"','';=i ,p:ti .. ~:,o~; /'' , -.. :•:,· 

'• .. · (i;l) · \1 t ~ U Tf,1+1,1+1 
. . .. ·.. ·. · ... .:· ... '.·~·.:'.~ ·~, ··:·:~_ .. :::·.>::»: ·.~> j~·· · . :·.:- ._ / . ' 

converge aµ y satisfaee las '.<o.ndici.on.S:de'compati.bilidad t•;(I) = 111(1 - 1/2) c.s. en 

{l/~ 1 IJ. En Í~ si~iCnte' ~~n.r;·~.~ -~~p~~~~~tA~ n1gu1,10~ ~lement~s'cie c~t~ ~ucesi6n 1 así como 

los intcrcnm~'ios d~.~?s.:~~1~JurÍi~. T},¡.···' cj~~·~~ ~~~éti;nr~n ~·~~a <J~te! ~n sucesión satisfaga las 

cOndiciones ele compntibilidRd. 
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T' 1,1.l 

T' 1 

¡l(t) = i6(0, 1) + i6(1,0) + ~6(1, 1), 

T/ 
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T.J,2,2 1 
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Ti 
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Los siguientes ejemplos pertenecen a un control fuertemente re~ajado de la forma 

µ(t) = c,6(0, O, O)+ c,6(0, l,O) + c36(1,0, 1) + c.i6(1, 1, 1). 

Para estos rjemplos trn_lnmoS con dos rétnrdos conmensurado~ 1/4 y"J/2. En ~S.le coso el 

conjun~ de. cOiitroles ord(1_1~os y el de contrOles fueriemente rcla.jrÍdos Cs_t¡ín ~-~dos por 

u,(1/4; 1/2);;, {(u,u,,,;) E U(T, 113
) 1 (u, w)(t) = (u,u)(t -1/4) c.s. en [l/4, 11} •. 

M 2(1/4, 1¡2¡'~ {~ ~M(T,113) j 'P1,, µ(t) = 'Po,111(! -1/4). c.s. eit · [l/4, 11}, 

respCctiv~en~~; 
: . . 

Como-'eri los cjc~n~los ant~riores, la técnica de relajamiento vi~ el pr~bl~~~- rCdhddo 

no Se -pt~Cd~ apÚ~·ar:·en estos ejemplos porque no está relacionada con ~oi:ih~lCs ·r~~~t~~erite 
rclnjRdos en .i\tt(T, !13). Ln técnica de relaja~icnto débil tampoco se puede apli·~~ p~~~ue1 
como 00 mencionó en el capítul¿ anterior, pnra problemas con dos rc~nrd?s ~tn. téc1~ca de 
relajamiento no proporciona una extensión propia del problema original .. 

Ln técnica de relajamiento fuerte resuelve estos problemas. Siguiendo la demostración 

dada cri {3] de que hl técnica de relajamiento es propin, se asocin a un Control fuertém~utc 

rclnjnclu I' E M2([1/4,l/2]), 1m control relajndo (rcdncido) 1i E M([0,1/4],116) con ln 

propicdnd, c.s. en [O, l/4J, 'P2,1,0Í'(t) = 11(!), 'P,,,,,¡i(t) = 11{!+1/4), 'P4,,,,1i(t) = µ(t+l/2), 

y 'P.,,,,p(t) = 11(t + 3/4). Ilasado en la técnica clásica de relajamiento pnra problemns 

tiiÍl retardos, se construye una sucesión {11 1} C U(f0, 1/4]1 íl6) de contrOles ordinarios re

ducidos_ que convergenµ. Si se denota t\ Ü¡ ¡)or _(ú~ 1 1i{, ... ,1iÁ), entonces la sucesión 

dec;~ndO {(u;, v;, w¡)} e U2(1/4, 1/2) de controles oi'dinarios ~on rCtaf<los c¡uc converge a.1i 

se obtiene definiendo . .. . . 

• (u;(t),u¡(t),w¡(t)) = (ti}+i(l-j/4), ü}+;(t~j/4), uÚt ~Ú4l 
parn t E [j/4,(j + 1)/4) y j = 0, 1:2,3. . .. . . 

. ·!'·. 

Pera la: técnicf\ ~oás~rliét~va se ~~_ié~~, ·~~·~~e~ i~~- éj~íripíc;~ .~~ tCn~~~~\;·~·~t.iCiOnnnd~ · 
n en ronjuntos R1, para ~<= ·.11 2,,-. .... i,i ·+. l:: .;s~: ~-~iiéi~~a ·JnIDbién:.·~1 in~~~~- T en 

-.· .. ..:· .. :, 
suhi~t1.T\0nlo Tj, definiendo 

!.· =· [<i - ii L)· T, 4¡ ,, 4i 1 

•J ••. -::.,:· •• 

.. . ~ ;:-: . , : '· 
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y se calcula, pnraj = 1~21 •• ', 1 4i y k1.l 1m == 1,21· •• _.·~.if 1. 

ai,~.•'7:M ¡i~t)(R~, x ~i X R~ )dt. 

:;.:.~~i~º:.ª.~:~~~~~:~i~~Wf'.~rª;it~;¡::%{i'.'~?;tt~~ri:~;ºqu,•~l~/··•·ml = 

,.,,., .,.~z~¡,1-J[i~\;f ~!~l~;~iJf·Wt i~'>'" +• 
se sigu.~ qu~. ~i~~~-~¡_v~·!'wil._·~· ~-~~-~~~~~~?~;.~~·mo·~:e -~.e~0~r~~~~-c\!~~~e-~.~ .~'.~_,·_~1 hecho . .,~ .. ~~Tu1~r1if Ji.~:i·~J.·~;rr .· 
lo cual p_e~t~ i~rd~~~)~.:~~~~~$-~ ··d~:-¡~;~~~6~·~rÚ:);iA~.:~-¡~. ~~~~ªque las funciones 

(u;, u;, .;,¡)~~ti~fagai\'i~~i'i~ic:'l~~~ i;;\~cil;;~itibiÍidad (¿{;UJ;)(t) = (u;, v;)(t -1/4), c.s. 

en (1/4, 1¡/ . . >•. ·. ~;;' · • J /}' ~ f '.f, . .'' 
.··¡.'..'·· _.!_',:' 

Co~O'_cñ-.1~·.ej~~~;p1~:~~D~~~riO~cS/C~~~·~f' fü~·;. d~· rePrCScntar algunos elementos de la 
·"· ; ,,,, , .. .-

suce~ió~. { ü,(~~°J .~ {_-(u¡·,~¡~_·¡,, .. )_f ~~i¿~fd~s·:·~~ri_ ·~~-·~éCruCa Constructiva se usnn tablas con 

treS lin~as:~ L~ p~i~~n~-H~~ ~d~-~~~,~t{_~<~~~~--,~~,~¡1 la seguflda representa el valor de u¡ 

y 1~ t~rce~a rep~Csé~t~·et.'válolcÍ~ -~¡;·1~-~ris:~~-~Úiitcrvnlo (01 1}. 
~-.. - ; . :, ,_.,-' ~.~·.· i_,::·.~ : [°··.' . :· - ' 

Ejemplo 5,5 Considérese la f~~~¡J~/. · .. 
. ¡. .... , . 

. · 1' ;•: •.: : ·1···. : .. 
µ(t) = 2 6(0;~,0)-t2 fC}~;l) . (t E (O, lj). 

º' '-'" - ~-·e 

Para aplicar In ·técniCn_ de_ !e~aJ.~.;~~~~~·f~C~~~: ~~-. 
. 1 . :· .... ·. l" .. "·: :· 
µ(t) = 2 6(0, O, O, O, 0,0) + 26(1,.1,1, l, l, 1) (t E (O, l/4J). 

. . . 

Clnrnmente, esta función pertenecen M([O·, 1i4J, íl') ¡. snÍisfnce; P;.j.2,;+1,; ¡'i(t) = µ(t + 
· j/4) pnm j == O, l, 2. 3. Utiliznm~o ln técni~n ~lñsica d~ rehijl1mie~~o para _problemas sin 

rctnrdos se obtiene una sucesión { Ui} qur convcrgC n ¡,; Esta_sucesión toma altcr~adamentc 
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