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RESUMEN 

En el presente estudio, se discute la aplicación de diferentes 

técnicas para el Análisis Espectral de Anomal1as Geoeléctricas, en 

métodos de corriente continua, que permitan desarrollar nuevas 
técnicas interpretativas. 

Entre los métodos de Análisis Espectral empleados se 
encuentran los procedimientos autorrecursivos (AR), donde se 
plantean las técnicas de Máxima Entropía y de Probabilidad Máxima, 

y los procedimientos autorrecursivos de promedios móviles (ARMA). 
Como un procedimiento alterno, se emPle6 un filtrado de Wiener, en 
el dominio de las frecuencias, para obtener la estimación del 

espectro. 

Las distintas técnicas fueron probadas, primeramente, en 

anomalías sintéticas y posteriormente en anomalías reales obtenidas 

durante una campana de exploración para la detección de cuevas en 

la zona arquel6gica de Teotihuacan. 

Los re$Ultados presentados muestran.que es factible realizar 
un Análisis Espectral para este tipo de senales obteniéndose una 

mayor confiabilidad en la interpretación y una significativa 
reducción de tiempo de proceso. 
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l. INTRODUCCION 

Los registros eléctricos son comunmente utilizados en la 

geotermia, mineria, hidrogeolog1a, geotecnia y, en tiempos 

recientes, en las ciencias ambientales y en la arqueolog1a con 

buenos resultados. Pese a esta variedad de aplicaciones, existe una 

carencia de investigaciones en técnicas de procesado de datos 

geoflsicos eléctricos. Esto implica que, en la mayorla de los 

casos, los registros eléctricos sean interpretados sin aplicarles 
antes algun tipo de filtrado que permita resaltar a la sefial ütil 
del ruido contaminante, con lo cual se podria mejorar de esta 

manera el resultado final de la interpretación. 

Una técnica que ha sido de gran utilidad en el procesamiento 
de datos geoflsicos, aplicada de manera importante a las se~ales 
sismicas, es la del Análisis Espectral la cual realiza una 
caracterizaci6n del contenido de frecuencias de la sefial a 
estudiar. La Estimación Espectral puede ser formulada en términos 
de tres modelos diferentes: Autorrecursivos (AR), de Promedios 

H6viles (HA) y Autorrecursivos de Promedios H6viles (ARMA). Cada 
modelo requiere un procedimiento de análisis diferente y del 
conocimiento de la naturaleza de los datos a procesar, si esto no 
se tomara en cuenta, se corre el riesgo de obtener resultados 
err6neos del análisis al aplicar el modelo inadecuado. 

Los métodos denominados Clásicos de la Estimación Espectral se 
fundamentan en el modelo MA y se aplican mediante la Transformada 
de Fourier. Estos métodos han sido bien documentados por distintos 
textos, de los cuales cabe hacer menc16n el de Blackman y Tuckey 
[1958], y el de Jenkins y Watts [1968]. 

Sin embargo, el uso de la Transformada de Fourier no es el 
anico ni el mejor medio para el cálculo del espectro. Esto es 



debido principalmente a que estos métodos necesitan un na.mero 

infinito de muestras para obtener el resultado óptimo. Como esto es 

imposible de obtener, se ha buscado la implementación de nuevas 

técnicas de análisis que presenten una mejor resolución de 

frecuencias en una serie finita y corta de datos. Esta es la gran 

ventaja que presentan las técnicas de los modelos AR y ARMA basados 

en métodos paramétricos. 

Además de los métodos AR y ARMA utilizados en esta tesis, se 

implementó también el algoritmo del Filtrado de Wlener para ser 

aplicado a los espectros de potencia de las señales eléctricas. 

Cada una de las técnicas utilizadas fueron analizadas con 

curvas sintéticas de resistividad para evaluar su eficiencia. Una 

vez realizado lo anterior, se implementaron estos métodos de 

estimación espectral a registros obtenidos de un estudio 

geoeléctrico levantado en la zona arqueológica de Teotihuacan. Para 

este estudio, as1 como en la elaboración de las curvas sintéticas 

de resistividad, se utilizaron los arreglos Wenner y Dipolo-Dipolo. 



II. TEORIA DE LOS METODOS ELECTRICOS 

II.1 DEFINICION 

El método eléctrico de prospección se ocupa del estudio de los 

campos electromagnéticos de la corteza terrestre, tanto los 
naturales como los provocados en la misma; con la subsecuente 
interpretación geo16gica en términos de las propiedades eléctricas 
del subsuelo. Los principal~s parámetros que intervienen en la 

distribución de dichos campos son la resistividad, la constante 

dieléctrica, la permitividad magnética y la polarización de las 

rocas o de los minerales. 

II.2 CLABIFICACION DE LOS METODOB ELECTRICOS 

Con base al tipo de campo de potencial que se utilice, los 

métodos eléctricos pueden ser divididos en tres grupos principales: 

a) Métodos de Polarización Espont.S.nea: Esta modalidad es usada 

comunmente en minería para la detección de sulfuros; pues la 

oxidación de estos provocan las condiciones que generan el campo de 

potencial de manera natural. La posición del depósito mineral se 

determina estudiando las formas de las lineas equipotenciales en la 

superficie del terreno, pudiéndose hace~ directamente o mediante 

mediciones de perfiles. Además de usar el método en la detección de 

sulfuros, se puede utilizar para encontrar depósitos de grafito y 

para otros casos especiales, como la detecci6n de rasgos 

estructurales (fallas, diques, etc.). 

b) H6todos da Potencial. o conductivos: Este grupo está 

comprendido por aquellos métodos que crean un campo 

electromagnético por medio de electrodos que inyectan corriente 



directamente al terreno llamados electrodos de corriente, y cuyas 

variaciones en el subsuelo son medidas por electrodos denominados 

de potencial. Se puede utilizar corriente continua o alterna. Este 

método comprende las siguientes modalidades: Métodos de lineas 

equipotenciales, Métodos de resistividades, Métodos de gradiente de 

potencial, Métodos tipo Eltran y Métodos de polarización inducida, 

c) Mótodos Electromagnéticos: Estos métodos miden las 

variaciones de un campo magnético alterno inducido en el terreno 

por una corriente eléctrica. Si existe un material conductor en el 

subsuelo, el campo electromagnético creado presentará ciertas 

características; en caso contrario, el campo será diferente y esta 

diferencia puede reconocerse y medirse. Esto es, se reconocerá una 

anomalía cuando el campo se aparte de las características que debe 

cumplir un campo normal. 

II.3 METODOS DE RESISTIVID~DES 

El método de resistividades es considerado como el más 
importante de todos los métodos eléctricos. Existen tres modos 

básicos de operación: el sondeo, el perfilaje y el modo combinado 

sondeo-perfilaje. En el sondeo eléctrico, mejor conocido como 

Sondeo Eléctrico Vertical o SEV, la separcici6n de los electrodos de 

corriente va aumentando y sus resultados son interpretados en 

términos de estratos horizontales. En el perfil o calicata 

eléctrica, los electrodos de corriente o de potencial, o ambos, son 

desplazados a lo largo de la superficie del terreno para detectar 

anomalías laterales. El método más completo es la combinaci6n de 

los dos descritos anteriormente, el cual determina tanto las 

variaciones laterales como verticales del campo eléctrico en el 

subsuelo. 



II.3.1 Ecuaciones fundamentales del Método Resistivo 

Considerando a la tierra como un medio conductor, 

caracterizado en cada punto por un valor de conductividad a, el 

número de lineas de corriente que llega a un volumen V dentro del 

medio será igual al número de lineas de corriente que sale11 del 

mismo volumen; esto se cumple para cualquier punto del medio 

excepto en el punto conectado con la fuente de corriente, donde la 

integral de flujo de la densidad de corriente J, dentro del 

volumen, será igual a la corriente total I que fluye por un 

electrodo puntual hasta el medio, como se muestra en la siguiente 

figura: 

Fig. 2.1 Carga eléctric~ puntual 
en un medio 

La representación matem§.tica del enunciado anterior es: 

(2.1) 

5 



Por otro lado, la función impulso ó está definida como: 

f6(r)dV=1 (2.2) 

V 

combinando las dos ecuaciones anteriores, se obtiene: 

f J•ás• f I6 (i.) dV (2.3) 
6 V 

al aplicar el Teorema de la Divergencia, la integral de flujo para 
J se expresa como: 

f:I·ás= f V·'JdV (2.4) 
B V 

sustituyendo la ecuación (2.3) en (2.4) ahora se tiene: 

f V·JdV= f I6 (Z') dV (2.5) 
V V 

Para continuar con el análisis, se hará uso de la Ley de Ohm, 
la cual enuncia que la densidad de corriente en cada punto del 
medio es proporcional a la intensidad del campo eléctrico E y la 
conductividad del medio en el mismo punto, esto es: 

J=oE (2. 6) 

sustituyéndola en (2.5), ahora queda de la forma: 

(2. 7) 

donde E puede ser expresado en términos de una funci6n escalar, 

6 



llamada funci6n de potencial eléctrico, por la relaci6n: 

~=-Vq¡ (2.8) 

Utilizando la ecuación anterior en la (2. 7), se obtiene la 

expresión del comportamiento eléctrico del espacio estudiado en 

funci6n del campo potencial '!': 

(2.9) 

Ahora lo que se desea es encontrar la expresión de ffJ en un 

semiespacio como el mostrado en la figura 2.2, para cuando z > o: 

.... 
9cn1 

Fiq. 2.2 Condiciones de frontera 

bajo la condici6n de que E
1 

= O en z 

V'q¡=-Ig6Ci') en V 

i¡•o en z•O 

7 

0 1 esto es: 

(2.10.a) 

(2.10.b) 



Para solucionar el problema planteado se hará uso de la 

segunda forma del teorema de Green, la cual se enuncia como: 

f l«>V'qi-qiV'«>l dv=J («>~-q> ~~ l ds 
V s 

(2 .11) 

Lo anterior se presenta como un problema de Newmann, cuya 

solución es: 

V'«>=-6 li'-?l en v 
~~=O en z=O 

(2.12.a) 
(2.12.b) 

sustituyendo las ecuaciones (2.10) y (2.12) en (2.11): 

J «> (-IQ6 (?) -<¡> ( -6 (r-:í1) ) ) dV=O 
V 

despejando: 

-J«>zQ6 <I'> dv=-f qi6 <i'-rl dv 
V V 

reord"enando la ecuaci6n: 

f "'6 rr-r> dv=IQ f H cF'i dv 
V V 

de la siquiente propiedad de la funci6n impulso: 

f q> (i'1) 6 (i'-i'1) dV•q> (i') 
V 

8 



se tiene que: 

cp (r) •IQ f lf.>6 Ci.'1) dV 
V 

(2.13) 

La función de Green que satisface a la ecuación (2.12) en el 
semiespacio es: 

/f.>=_!_( l + l ) 
4" .J (x-x') 2+ (y-yl) '+ ( z-zl) > .J (x-x1) 2+ (y-yl) 2+ (z+zl) • 

sustituyendo en (2.13): 

cp (r) • ..!e. !J 6 (O) 6 (O) 6 (z 1-h) dx1dy1dz 1 +f 6 (O) 6 (O) 6 (z1-h) dx1dy1dz1
1 4" v .J (x-x1)ª+ (y-y1l'+ (z-z1)" v .J (x-x1l'+ (y-y1) ª+ (z+zl)' 

resolviendo la integral queda: 

(Z.14) 

considerando que la fuente puntual se enCuentra en la interfase, 
entonces h = o, quedando la ecuación (2.14) de la forma: 

cp(r) = Ig 
2n./x'+y2+z 2 

la expresión final del potencial eléctrico del espacio estudiado, 
considerandO que la carga puntual fue aplicada en la interfase, es: 

9 



ip("i')=~ 
27tR 

(2.15) 

Los dispositivos electr6dicos con mayor demanda en la 
prospección eléctrica utilizan dos electrodos de corriente A y B, 
los cuales crean un circuito cerrado al ser conectados de la 

bater1a al medio. Como se muestra en la figura que a continuaci6n 
se presenta. 

Fiq. 2.3 Circuito eléctrico 

El potencial en un punto tal como M, en donde se encuentra el 
electrodo de medida, viene dado por el teorema de superposición de 

los campos eléctricos: 

(2.16) 

10 



De la misma manera, para el punto N se tendrá: 

(2.17) 

siendo as! que la diferencia de potencial existente entre los 
puntos M y N, estará dada por la expresi6n: 

despejando la resistividad ~: 

(2.18) 

la expresión anterior es aplicable a cualquier disposici6n de los 

cuatro electrodos sobre una superficie plana, donde k resulta ser 

una constante que depende ünicamente del tipo de dispositivo 

empleado: 

k=~1~~1~2~~~l~-1~ 
AM-BM-AÑ+ BN 

(2.19) 

II.3.2 Dispositivos a1actr6dicos Wenner y Dipolo-Dipolo 
''-...... 

son muy empleados los dispositivos en que los cuatro 

electrodos AHNB se encuentren, en este orden, sobre una misma 

recta. El coeficiente del dispositvo correspondiente puede 

calcularse por medio de la ecuación 2.19. As!, para el dispositivo 

11 



Wenner, cuya configuración electr6dica es: 

se tiene que: 

A U N O 

j l ¡ ¡ 
Piq. 2.4 Arreglo Wenner 

k= 2n = 2n =2rn 
...!..-...!..-...!..+...!.. ..!.-...!..-...!..+..!. 
AM BM AN BN r 2r 2I r 

sustituyendo en 2.18: 

(2.20) 

obteniendo asi la expresión del cálculo de la resistividad para un 
arreglo tipo Wenner, el cual fué empleado para los perfilajes 

eléctricos procesados en esta tesis. 

12 



Otro dispositivo empleado fut el Dipolo-Dipolo. En los 
dispositivos electr6dicos dipolares, los electrodos de corriente A 
y B se encuentran lo suficientemente próximos entre si con respecto 

d~ la distancia a que se miden sus efectos para que pueda 

considerarse un dipolo. Existen dos dipolos en este dispositivo, el 

AB de emisión y el HN de recepción, cuya posici6n mutua puede ser 
en principio cualquiera. La posición que observan en el dispositivo 

Dipolo-Dipolo es la que se muestra en la figura: 

A B .. 

u NL u 
Fiq. 2.s Arreglo Dipolo-Dipolo 

Aplicando la geometría presentada en el esquema dipolar y 

sustituyendo en la ecuación 2.19 se puede conocer la expresi6n del 
valor de la resistividad del medio cuando un dispositivo Dipolo
Dipolo es usado: 

Q,,,,=7<L(N+2) (N+l)N~V (2.21) 

13 



II.3.3 concepto de la resistividad aparente 

La resistividad que hast~ ahora se ha venido manejando 
será constante siempre y cuando el medio en el que se encuentre sea 

homogéneo e is6tropo. Sin embargo, esto no existe en el subsuelo. 
La resistividad medida varia con la posición y dirección del 

arreglo electr6dico. Estas mediciones representan una resistividad 
ficticia o aparente en un semiespac!o homogéneo equivalente. La 
resistividad denominada aparente no es representativa de una 

resistividad real de cualquier elemento del subsuelo, ni tampoco se 
considera como un promedio de las resistividades existentes. Esta 

varia sistem&ticamente a través de una sección geológica y puede 
detectar la presencia de inhomogeneidades resistivas o conductivas. 
A la resistividad aparente se le representa por el símbolo Q. y es 

calculada mediante la fórmula: 

(2.221 

siendo aplicable para cualquiera de las expresiones deducidas para 
el cAlculo de la resistividad e. 

14 



fil. MODELOS AUfORRECURSIVOS 

Se define corno Densidad Espectral de Potencia (DBP) a la 

transformada discreta de Fourier de la autocorrelaci6n de una serie 

infinita de datos. A los distintos métodos utilizados para el 

cálculo del Espectro de Potencia por medio de la definición 

anterior reciben el nombre de métodos no parlimetricos. 

otro camino para realizar dicho cálculo, consiste en ajustarse 

a la forma de los datos de la sefial a procesar, por medio de los 
valores de los parámetros del modelo. Existen varias formas de 

aplicar esta metodolog1a y son denominados métodos parlímetricos. 

Dentro de los métodos paramétricos, los modelos 
autorrecursivos (AR) han recibido una mayor atención por parte de 
la literatura especializada. Esto se debe primeramente a que una 
estimación autorrecursiva tiende a adaptarse a una imagen sinuosa, 
lo cual es asociado a una alta resolución en el proceso; además, 
los valores ·paramétricos de los modelos AR pueden ser calculados 

por medio de soluciones de ecuaciones lineales. 

En la siguiente figura se muestra la clasificación de los 

métodos para la estimación espectral: 

-f 
proceso HA 

{ 

Métodos Paramlttricos proceso AR 

proceso J\RMA 

l\NALIBIB ESPECTRAL 

Métodos no Param6tricos 

15 



rrr.1 DESJ\llROLLO T20RICO 

Asumiendo que una serie discretizada de datos en el tiempo ha 
sido qenerada mediante un sistema lineal, a este se le puede 

describir, matemáticamente hablando, de distintas maneras. Una 
forma de representar al sistema es el modelo AR, el cual presenta 
una justificación teórica válida. 

un modelo autorrecursivo y, es descrito por la relación: 

(3.1) 

donde t es la variable discretizada en tiempo, a0 , a 1 , a21 ••• , am, 

son los coeficientes a determinar. En un lenguaje ingenieril, al 
modelo AR se le denomina sistema recursivo con una sef'ial de entrada 
x, y una señal de salida y,. En muchos casos, un ruido 
incorrelacionable e,, con una media y una varianza de: 

E[c,J =0 (3.2) 

E[e2 el =a' (3.3) 

puede sustituir al sistema de entrada "1• Donde B es conocido como 
operador promedio o esperanza. cuando x;=e11 al sistema de salida y1 

se le denomina proceso autorrecursivo de orden .m [AR.(m)}. Observese 
que el valor de y1 a un tiempo determinado t de un proceso 
autorrecursivo es una combinación lineal de los m valores previos 
del proceso y1 mas el ruido e,. 

La ecuación (J.1) puede ser representada en términos de la 

transformada z, donde z es el operador de desplazamiento unitario 
zy, = y,.1 , además si se considera al coeficiente a0 unitario, se 

tiene que: 

(3.4) 
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definiendo al polinomio A,,,(z) de la forma: 

se obtiene, de la ecuación (3.4): 

Y(z) e___!__( ) X(z) 
A• z 

(3.5) 

(3.6) 

donde X(z) y Y(z) san las transformadas Z de la seftal de entrada x, 

y de la sefial de salida y1 respectivamente. 

Puede definirse a la expresión Y(z)Y(z·1)=4>(Z) como la 
transformada Z de la función de autocorrelaci6n de y,. Evaluando 

~(z) en el circulo unitario, donde: 

z=e-Ju,. (3.7) 

se obtiene: 

(3.8) 

la cual es conocida como el espectro de potencia de y,, siendo ~ la 
frecuencia angular en radianes por unidad de tiempo. Ahora se puede 
escribir: 

(3.9) 

o simplemente: 

~(61)=iY(61) I' (3.10) 

Sustituyendo la ecuación (3.6) en la ecuación (3.10), se llega 
finalmente a la representación del espectro de potencia de un 

modelo AR: 
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(3.11) 

Para obtener el espectro de potencia de una serie de datos de 
un sistema AR, es necesario el uso de algoritmos que implementen a 
la ecuación anterior. El proceso de diseño debe realizarse con base 

en las caracter!sticas de la se~al y del ruido registrado en la 

información geof1sica. Como una simPlificación del cálculo del 

problema ilustrado, se asume que la señal de entrada x_, es un ruido 

incorrelacionable Ett con una media igual a cero y un valor de 

varianza de: E(<,' }=a'. Esto lleva a decir que jX(w) 1 '=a• quedando 
la ecuación (J.11) de la siguiente forma: 

(3.12) 

III.2 BCOACIONES DB YOLE-WALKBR 

La determinación de los pará!l'letros del modelo AR puede 

llevarse a cabo cuando los elementos de la secuencia de 
autocorrelaci6n son conocidos. Al multiplicar ambos lados de la 

ecuaci6n (3 .1) por y1_11 y considerando que la señal de entrada es un 

ruido incorrelacionable E11 el cual cumple con las condiciones de 

(J.2) y (3.J), se tiene• 

m 

$yCn) ·-~a Ckl$,Cn-k) +$,,. (n) 
f;t 

(3.13) 

paralelamente, al multiplicar la ecuación (3.1) por E1+ 11 se obtiene: 

m 
$,,. Ci) =-~a Ck) $,, (i+kl +$,(i) 

f;t 
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siendo k la variable en tiempo discreta y n e i los contadores de 
las funciones de cor.relación. Oe la ecuación (3.3) puede definirse: 

ctJ. (i) =E(t2 tl """ª2 

sustituyendo en (J.14): 

4>,,. ( i) =-f- a Ck) 4>,.. (i +k) •o' 
f:t 

(3.15) 

considerando las caracter1sticas de un ruido incorrelacionable se 
llega a las ecuaciones: 

4>,.. (0) =a' 
4>,,.Cil=O para V i•O 

(3,16) 

las cuales se sustituyen en la ecuación (3.13) y se expresan como: 

4>,Cn)=-t.a(kl4>yCn-k) para nd 

.PyCO) =-f- a(klcl>yC-k) +a' para n=O 
f:t 

(3.l7a) 

(3.l7b) 

lo anterior representa a un sistema de ecuaciones lineales 
denominadas ecuaciones de Yu.lo-Halker cuya representación matricial 
es: 

[ 

</l(Ó) 
</l(l) 

</l(m) 

1/1(1) 
1/1(0) 

</l(ttt-l) 

Ql(m) 
</l(m-1) 

4>(0) l [ t] [ ºT' l 
(3.18) 

A la matriz cuadrada se le conoce como matriz de Toeplltz. Los 
coeficientes. de la matriz columna a.. deben ser calculados para 
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realizar la operación de procesado. Distintas técnicas se han 
desarrollado para optimizar la estimación espectral de un modelo AR 
aprovechando las condiciones del sistema matricial presentado. En 
el caso particular de esta tesis, fué aplicado el método de Máxima 

Entrop1a (HEH),[Burg,1967], el cual ha sido una herramienta 
utilizada por los especialistas en los ültimos afies. Tres 
diferentes variantes del MEM se emplearon para el cálculo de los 
coeficientes autorrecursivos: la solµci6n directa del sistema de 
ecuaciones de Yule-Walker,[Yule,1927; Walker,1931]; empleando el 
algoritmo propuesto por Burg,[Burg,1967,1975] y por el método de 
covarianza HodiLicada,[Ulrych y Clayton,1976; Nutall,1976]. otro 
método paralelo al de máxima entropla, denominado de Probabilidad 

Hlixima (HLHJ (Lacoss,1976], fué también utilizado. 

rrI.3 ANALISIB ESPECTRAL POR Hl\XIHA ENTROPIA 

El Análisis Espectral por Máxima Entropía, se basa en 

seleccionar al espectro que corresponda a la serie en tiempo m~s 

aleatoria o menos predecible, y cuya autocorrelaci6n coincida con 
el namero de valores de la autocorrelaci6n conocida. 

[Robinson, 1982]. Para lograr esto, se debe maximizar la entrop!a de 
la serie temporal a procesar. La comprensión de este concepto, as! 
como el porqué de su maximizaci6n, conduce al análisis de la 
inforinaci6n concerniente a un sistema desde un punto de vista 
probabil!stico y su relación con la entropía. 

III.3.1 Concepto de entropia. 

Considerando una serie de posibles eventos cuyas 
probabilidades de ocurrencia sean p 1 , Pir .•• , p,, ... , p"; en el caso 
de que estas probabilidades sean iguales, ninguna información 
trascendente podrá obtenerse del sistema en cuestión. En cambio, al 
conocer el valor de una probabilidad especifica p1, se logrará 



estimar una información extra del proceso estudiado. Continuando 
con esta lógica, si el evento por el cual se calcula una 
probabilidad es totalmente impredecible, se obtendrá entonces un 
significativo incremento de la información de nuestro sistema. La 
relación existente entre la información y la probabilidad de 
ocurrencia está dada por la expresión: 

I=k·ln-1... 
P1 

(3.19) 

siendo k una constante la cual es igual a 1 cuando el logaritmo es 
de base dos. El logaritmo de la ecuación anterior es usado debido 
a la consideración de que la información es una cantidad aditiva. 

Observando a la serie dentro de un intervalo de tiempo T, 
donde T es muy prolongado, puede es~erarse que para cada evento i 
ocurra una probabilidad p1, en un de

1

terminado tiempo t dentro del 
intervalo. En consecuencia, la información total del sistema podrá 
ser expresada como: 

Icot•lªk (p1 tln...!.. +p2 tln...!.. + ••• +pntln....!..) 
P1 Pz Pn 

(3.20) 

Al promedio do la información dentro de.un intervalo tiempo T 
es conocido.como entropía, la cual se expresa como (Shannon,1948]: 

(3.21) 

oe la ecuación anterior se concluye que la entrop1a es una 
medida de la incertidumbre descrita por una serie de 
probabilidades. Si todas las probabilidades fueran nulas menos una, 
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la cual seria unitaria, entonces el valor de la entropía del 
sistema seria igual con cero; siendo el sistema perfectamente 
determinado. Para cualquier otro caso la entropla será positiva. En 

resumen, la entrop1a es una medida de la ignorancia que se tiene 
con respecto a la estructura de un sistema. 

rrr.3.2 El m6todo de mixima antropia. 

Como se mencion6 anteriormente, a los métodos que calculan al 
espectro de potencia de una serie discretizada en el tiempo 
mediante la aplicaci6n de la ecuación 

(3.22) 

siendo i!p(n) la función de correlación de dicha serie, se les conoce 
como métodos no paramétricos; o bien, como métodos convencionales 
de estimación espectral. Para obtener un resultado aceptable de la 
expresi6n anterior, se debe conocer el mayor rango de valores 
posible de la función de autocorrelaci6n. sin embargo, es muy 

frecuente que s6lo se conozca un determinado no.mero finito p de los 

valores correlacionados, esto es: n=l, 2, J, ••• , p. En base a la 
propiedad de simetría de la autocorrelaci6n, donde t/>(n) = t/>(-n), se 

conocen los valores de <fJ(n) para n= ±1, ±2, ±3, ... , ±p, y se 

desconocen los valores para lnl > p. 

Con la restricción anterior, se han venido haciendo 
estimaciones espectrales utilizando funciones de ventanas cuyas 
propiedades pueden ser analizadas mediante la teoría de Fourier. 

Estos métodos asumen que los valores conocidos de la 

autocorrelaci6n son periódicos, y los no conocidos son cero. Tales 
suposiciones provocan que estimaciones espectrales presenten 

valores negativos en ciertos rangos de frecuencias. Adicionado a lo 
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anterior, en la aproximación por ventaneo es usada una funci6n 

caracteristica w(n) la cual modifica a los valores conocidos de 

~(n), dando como resultado que la estimación espectral se amolde 

más a los valores de w(n) que de ~(n). 

Para tratar de evitar los inconvenientes mencionados, Burg 

(op.cit.), propuso un método basado en principios de varianza y de 

entrop1a del cual se obtiene un espectro de potencia consistente 

con los valores conocidos de nuestra serie y no hace suposiciones 

incovenientes con los no conocidos. Burq explica que para un no.mero 

limitado de coeficientes de la autocorrelaci6n ~(n), cuyo espectro 

de potencia •(w) debe ser positivo en todo su rango de frecuencias, 

existen muchos espectros probables que concuerden con nuestra 

información. Se requiere entonces encontrar una función •(w) la 

cual sea representativa de todos los espectros posibles y que 

concuerde con los valores conocidos. 

Siguiendo con la teoria de la información de Shannon 

(op.cit.), la entropia de una serie discretizada en el tiempo es 

proporcional a la integral del loqaritmo de su espectro de 

potencia: 

. 
H ~ Llog~ (r¡¡) d., (3.23) 

para obtener el espectro de potencia requerido mediante la entropia 

máxima, es necesario la maximizaci6n de la integral anterior de 

acuerdo a la condici6n: 

(3.24) 
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donde At es el intervalo de muestreo, w es la frecuencia angular y 
wN la frecuencia angular de Nyquist. 

Un método posible para la solución del problema planteado es 

el empleo de los multiplicadores de Lagrange. En este caso se 
presenta un desarrollo paralelo hecho por Robinson [1982]. 

Observando a la ecuación (3. 22), puede concluirse que la 
derivada parcial de la función •(w) con respecto a ~(n) es: 

Adem!is: 

actt ((¡)) =e-jl.Jn 

Ooj>(n) 

olog<:I(<>) = e-jwn =1'11(<>) 1-•e-í•n 
c14>Cnl q¡ (<>) 

(3.25) 

(3.26) 

Ahora se maximizará la ecuación (3.23) con respecto a los valores 
no conocidos de ~(n), donde lnl>p: 

o ¡ªlog<:l(<>)d<>=Jªolog<:l(r.>)d<>=O para lnl>P (3.27) 
~-• -• cJ4>(n) 

Haciendo uso de (3.26), se puede ver que la ecuación (3.27) se 
reduce a: . 

f.1q¡1-•e-J""d<>=O para 1n1 >p (3.28) 

Esta expresión indica la forma del espectro de potencia 
inverso, Jt(w) 1·1, de un proceso de máxima entrop1a. Esto es, que 
para cualquier proceso estacionario en el tiempo con un espectro de 
potencia positivo, t(w), su espectro inverso, también positivo, 
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estará representado por: 

(3.29) 

el cual es acotado e integrable. Por todo lo anteriormente 
expuesto, se puede asociar al espectro inverso una función de 
autocorrelaci6n, la cual será identificada como ~(n). En semejanza 
con las ecuaciones (3.22) y (3.24), puede escribirse que: 

y 

ljr(n)•__!_J• /~{w) ¡-1 ei•ndw V n 
2rc -• 

(3.30) 

(3.31) 

Regresando al proceso de máxima entropla, si se reemplaza n 
por -n y también multiplicamos cada lado de la ecuaci6n (3.28) por 
l/2rr, puede aprec.iarse de que el espectro de inverso de potencia 
satisface a dicha ecuación, así tenemos: 

i..¡' 1~(0>) 1-1 ei••d0>=0 para ln/>p 
2ft •K 

(3.32) 

comparando las ecuaciones (3.32) y (3.31), se observa que para un 
proceso de máxima entropla: 

1jr {n) =O para 1 n/ >p (3.33) 

As1, utilizando las ecuaciones (3.30) y (3.33), se obtiene la 
expresi6n del espectro inverso de potencia de un proceso de máxima 
entropía en funci6n de la autocorrelaci6n: 
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1 ~ l •1 = É "1 (n) e·i•n (3.34) 
IJ•-p 

el lado derecho de la ecuación anterior es una serie trigonométrica 
finita, por lo cual puede decirse que dicho espectro de potencia 
es igual al reciproco de una serie trigonométrica finita: 

~(w)=-.-~1 __ _ 

E "1Cn) e·i•n 
(3.35) 

n•-p 

Si se emplea la ecuación (l.?), es factible representar a la 
serie trigonométrica en términos de la variable z: 

_1_.É "1(n)z·n 
~ (z) n•·p 

(3.36) 

la cual puede ser factorizada mediante el m6todo de Fejer 
[Ro~inson, 1980] como: 

p 

E yt (n) z·n=~ [1+a1z-1 + •• , +«pz-P] [l+cr1z+ ••• +llPzP] (3.37) 
n•-p a 

donde 0 2 es una constante positiva y además: 

(3.38) 

es de fase minima. En consecuencia, el proceso de máxima entropia 
de un modelo autorrecursivo AR(p) es representado por: 

~ (z) = a' 
A(z)A(z·1¡ 

(3.39) 

26 



III.3.3 Método de Yule-Walker 

La primera técnica de aproximación desarrollada para calcular 

los parámetros del modelo AR, se basa en el uso de la función de 

autocorrelaci6n para la solución de las ecuaciones de Yule-Walker. 
Para realizar lo anterior puede optarse por cualquier método, 

(Gauss-Jordan, sobrelajaciones, etc.), sin embargo, al aumentar el 

orden m del sistema el problema se complica. El Algoritmo de 

recurs16n de Levinson es una eficiente técnica que aprovecha la 

simetria de la matriz de Toeplitz para encontrar el valor de los 

coeficientes AR disminuyendo en forma considerable el tiempo de 

cálculo del sistema. En base a que un modelo AR de orden m1 es 

idéntico a un modelo AR de orden m2> m1, si ami+-1= amH· 2= .•• = a1n1= O, 

entonces no es necesario conocer el orden m del modelo para 

utilizar las ecuaciones de Yule-Walker (Y-W) con el fin de 

determin:.ir los parámetros AR, puede resolverse únicamente la 

ecuación 3.17a para m=l,2,J •.. hast~· aknl=O para todo valor de k>m. 

Siendo ªtm y b= los parámetros de un modelo AR de orden m, su 

valores iniciales se calculan por las ecuaciones: 

--..till. a,,,- clJ(O) (3.40) 

b',=[l-a',14'(0) (3.41) 

y los subsecuentes valores emésimos de la recursi6n se estiman por: 

(3.42) 

b2 ... = [1-a2 oc1b2n1-1 (3.43) 

donde k=l,2,3, ... ,m-l (3.'4) 
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Los pará.metros obtenidos por este método producen un mejor 
resultado en la estimación a medida de que el número de muestras 
aumenta, provocando en consecuencia que, para una secuencia de 

datos pequeña, la resolución del espectro de potencia estimado será. 
muy pobre. 

III.3.4 K6todo de Burq 

Para un proceso estacionario de segundo orden, la solución del 
sistema de ecuaciones en (3 .18} es requerida, donde ak son los 

coeficientes del filtro a calcular, a 2 m es el error medio 

cuadrá.tico para un filtro de orden m y ~k los valores de la funci6n 

de autocorrelación. 

Los valores de la autocorrelaci6n pueden obtenerse de la 

secuencia de datos de entrada {Xt, k=l,2,3, ••. N} de acuerdo a la 

relación: 

s=O, l, 2, ••• (N-l) (3.45) 

sin embargo, como se dijo en el inciso anterior, estos cAlculos no 
son confiables para un valor pequei'í.o de N. Mediante la técnica 

propuesta por Burg los coeficientes a 1 son asociados directamente 

a los datos de entrada xk en lugar de utilizar los valores de la 

autocorrelaci6n <Pt. 

Definiendo a los valores l, a 1m, a 1m, amrn, como los 

coeficientes del filtro de predicción de error de orden m+l y al 

error medio cuadrático a2m como Pm; el filtro de primer orden, 

(l,a11 ) se determina minimizando el promedio de la sumatoria de los 

errores medios cuadráticos anteriores y posteriores con respecto al 

coeficiente a ... en turno: 
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N•l 

P1 = 2 c.r:-1) I1. CX,t.1•duX'J:) ª+ Cxk+auxk•l' a (3.46) 

minimizando la ecuación con respecto a a 11 : 

(3.47) 

obteniendo de este modo: 

(3.48) 

En base al procedimiento de Andersen (1974], el promedio de 

los errores cuadráticos delanteros y traseros para un filtro de 

orden (m+1.) se calcula mediante la expresi6n: 

(3.49) 

Donde los coeficientes aqi pueden ser expresados en términos 

de los coeficientes a.,..1.p: 

ar.p=alZl·l 'p-klZlalfl-1,ri:t-P 
amn=k111 

P=l,2,3, ••. , (m-1) 
(3 .SO) 

km es el único término a evaluar si los a 111•1,p son conocidos en la 

anterior etapa del proceso para poder generar todos los 
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coeficientes a.,.. si la recursi6n en (J.50) es sustituida en (3.49) 
se obtienen: 

donde 

N-m 

Pm• 2 (li-m) ~ (b,..+a.J>' ,,,.> '+ (b' ,..+a.,,,b,..l 2 

m-1 

b.,,.= :E ªm-1,,,Xkop 
p•O •·l 

b' l!lk= ¿ ªm-1.P"k•m-p 
P•O 

(3.51) 

(3.52) 

una vez que alM'i ha sido calculado, los dem6.s coeficientes am,tt 

a~2 , ••• , amm son determinados mediante la recursi6n en (J.50). De 
la sustituci6n de (3.50) en (J.52) se obtienen las siguientes 
relaciones: 

bmk=bm-1,.t-a111-1,m+b'm-1,k 

b'lllk=b'11-1,k' • • 
(3.53) 

observando que bm.t y b' mk también pueden ser calculados 

recursivamente. Para m=l, la inicializaci6n de los valores del 

arreglo anterior son: 

b 1k=xk 
b'1k=xt•1 k=l, 2,, •• (N-1) 

(3.54) 

La popularidad del método de Burg en el area del procesado ~e 

datos se refleja en la gran cantidad de información que se tiene al 
respecto, sin embargo, este método presenta, en algunos casos, 
problemas de sesgamiento (divisi6n) de la señal espectral y de bias 
en la frecuencia estimada, los cuales pueden ser evitados con el 
uso de o~ras técnicas, como la de Covarianza Modificada. 
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IIr.2.s Método de Covarianza Modificada 

La técnica de Covarianza Modificada, también conocida como 
método de M1nimos cuadrados, fué propuesta por Ulrich y Clayton 
(1976] y por Nutall (1976] de manera independiente. 

Para poder diseñar un buen estimador, debe minimizarse el 
error medio cuadrático de potencia, Pm de la ecuación (3.49). La 
técnica de Burg minimiza este error usando las propiedades 
recursivas del algoritmo de Levinson: 

p=l,2,3, ... ,m 

reduciendo el problema de la minimización con respecto a un solo 
valor desconocido ªmm• Los coeficientes AR del orden deseado son 
obtenidos de manera iterativa. 

El método de Covarianza Modificada minimiza P~ con respecto a 
todos los coeficientes AR en cada etapa de la recursi6n. Con base 
en lo planteado, diferenciando la ecuación (3.49) con respecto a 
cada coeficiente AR se obtiene el siguiente sistema lineal: 

(3.55) 

donde: 

p,q=l,2,3, •. . ,m (3.56) 

p=1, 2, 3, ••. ,m (3.57) 

La matriz resultante del sistema, aunque simétrica, no 
necesariamente representa a una matriz tipo Toeplitz, no obstante, 
a medida de que N aumenta se aproxima asintóticamente a esta forma. 
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Debido a que el algoritmo de Levinson no puede aplicarse a este 

caso, otras técnicas de cálculo s~ han elaborado, como el algoritmo 

de Cholesky [Gardner, 1988] o la solución de las ecuaciones 

normales de Marple [Marple, 1987]. 

III.4 EBTIHACION ESPECTRAL POR PROBABILIDAD HAXIMA 

El método de estimación espectral por Probabilidad Máxima 

(MLM), fué propuesto por Capan [1969], bajo el nombre de método de 

Mínima Varianza (MV) , para su aplicación en arreglos s1smicos 

multidimensionales. Lacoss (1971] reformul6 el análisis original de 

Capan para su aplicación en series de tiempo unidimensionales y 

renombró dicha técnica como Método de Probabilidad Máxima. El 

método de HI.nlma Varianza se basa en la minimización de la varianza 
en la salida de un filtro de banda limitada al cual se adapta el 

contenido de espectral de una seftal de entrada para cada frecuencia 
de intorás. (Marple, op. cit.) 

III.4.1 Método de Minima Varianza 

Si se considera un sistema con m+l coeficientes a0, a1, •• • , alfl, 

siendo x" y Yn las señales de entrada y salida del sistema 

respectivamente, éste puede expresarse de la siguiente manera: 

(J.58) 

siendo las matrices columna X[n) y a definidas como: 

X[n] 

[ 

x(n] 
x(n:l] 

x[n-m] 

.. = [ :m ] 
a[m] 
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pudiendo calcularse la varianza de la salida del sistema por la 
ecuaci6n: 

a'=e{iy0 I )'=e(a. • X[nJX'[nJ a.l=a. '4>-4 (3.59) 

donde la matriz de Toeplitz de orden (m+l) x (m+l) se encuentra 
representada por: 

[ 

r,6(0) 
r,6(1) 

r,f>(m) 

r,6(1) 
r,6(0) 

r,f>(m-1) 

r,f>(m) 
r,f>(m-1) 

r,6(0) 

Los coeficientes de la ecuaci6n ( 3. 59) deben ser calculados de 
tal manera, que a una frecuencia f 0 ,·· la respuesta del filtro debe 
ser unitaria; esto es: 

(3.60) 

siendo la matriz columna e(f0 ): 

B(fO) 

Se puede apreciar que para una señal sinusoide de frecuencia 
f

0
, ésta no será distorsionada en su respuesta de salida al pasar 

por el filtro. Para rechazar componentes del espectro que no so 
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encuentren cerca de la frecuencia f 0 , se debe minimizar el valor de 

la varianza de la ecuación (3.60). La solución de los coeficientes 
del sistema satisfacen lo siguiente: 

(3.61) 

si se sustituye la (3.61) en (3.59) se obtiene la varianza m1nima 
del sistema expresada por: 

de lo anterior es posible, ahora, formular 
Estimador Espectral por Mínima Varianza: 

(3.62) 

la ecuaci6n del 

~HV(f) =Ta 2 =----T __ _ 
HV 6 '(fl 4>,;i e(f) 

para -f T s f s f T (3.63) 

La estimación espectral obtenida por esta técnica no se ajusta 
del todo la potencia del espectro buscado [Marple, 1987], esto es, 
el area bajo la curva del espectro de Mlnima Varianza (MV) no 
representa al total de la energla del proceso estudiado, aunado a 
esto, su transformada inversa no corresponde a la función de 
autocorrelaci6n de la secuencia de datos con que el análisis fUé 
efectuado. No obstante, se puede considerar al proceso de MV como 
un estimador espectral siempre y cuando no deje de tomarse en 
cuenta que el resultado obtenido describe una Densidad Espectral 

Relativa. 
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III.4.2 Relaci6n existente entre el HLH y el KEM 

Burg (1972] demostró que el inverso del espectro por MV es 

igual al promedio de los inversos de los espectros de Máxima 

Entropía obtenidos desde el primer hasta el emésimo punto de los 

errores predictivos del filtro: 

1 1 
111 

1 
~HV(m, f) =ml;. ~HEH(k, f) (3.64) 

considerando que la notación t(k,f) indica que el espectro es de 

orden k con una frecuencia f. 

Musicus (1985] demostró que la estimación por MV podia 

realizarse en el dominio del tiempo mediante la expresión: 

calculándose 

~w=~~~-T~~~ 
t .HV[k] e-J2•fkT 

Jc•-lll 

los coeficientes 

autocorrelaci6n de los parámetros MEM: 

(3.65) 

mediante una 

k=0,1, ••• ,m (3 • 66 ) 

con base en lo anterior, para calcular de manera eficiente una 

estimación espectral por M1nima Varianza, debe seguirse la 

siguiente secuencia: 
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1) Estimar los coeficientes MEM mediante el algoritmo de 

Burq. 

2) Correlacionar los parámetros MEM para obtener los 

coeficientes MV (Ec. 3.66). 

3) Evaluar el espectro de Potencia MV en las frecuencias 

utilizando la ecuación (3.65) y un algoritmo de FFT. 
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IV. MODELOS AUTORRECURSIVOS DE PROMEDIOS MOVILES 

El modelo Autorrecursivo de Promedio H6vil (ARMA) utiliza 

tanto coeficientes autorrecursivos (AR) como de promedios móviles 
(MA) para realizar una Estimación Espectral. A pesar del mayor 

estudio que se le ha dedicado a los métodos autorrecursivos de 

análisis espectral, también se han desarrollado otras técnicas en 
base a los modelos ARMA, cuya aplicaci6n es más apropiada para 

sefiales que presentan un menor grado de sinuosidad en su forma, que 
las sefiales obtenidas en base a los modelos AR. 

xv.1 DESARROLLO TEORXCO 

Una manera diferente de describir en forma matemática a una 
serie de datos discretizada en el tiempo generada por un sistema 

lineal, es mediante un modelo autorrecursivo de promedio móvil~ 
ARMA. cuya expresión y, es: 

Yt=boxt+b1Xt-1 +b2Xt-2+,,. +b,.,Xt-n 
-a1Ye-1 -a2Y c-2- • • • -a..v c-m 

(4.1) . 

siendo t la variable temporal discretizada, am y b11 son los 

coeficientes autorrecursivos y de promedios móviles a determinar. 

Siguiendo el desarrollo efectuado en el capitulo anterior (ec. 

3.6), es posible representar al sistema en términos de la 

transformada Z: 

(4.2) 
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donde X(z) y Y(z) son las transformadas Z de la señal de entrada x, 
y de la salida y11 respectivamente. Además, los polinomios Aai(z) y 

B~(z) se definen como: 

Am(z) =a0 +a1 z+a2 z 2 + •• ,+amzm 
Bn(z) =b0 +b1z+b2 z 2 + ••.• +bnz" 

(4.3) 

y la expresión del espectro de potencia para un proceso ARMA será 
de la forma: 

(4.4) 

siendo a 2 la varianza de un ruido incorrelacionable e: 1 que sustituye 
al valor de la senal de entrada x,, esto es, que IXCw) l2=a 2. En un 
lenguaje ingenieril, a la senal de salida y 1 se le conoce como 
Proceso Autorrecursivo de Promedio H6vil da orden m,n. (proceso 
ARMA (m, n}]. 

El Análisis Espectral de los modelos ARMA puede realizarse por 
dos distintos criterios. El primero consiste en la optimización de 
técnicas iterativas basadas en la Estimación por Probabilidad 
Máxima (MLE) y de otros conceptos relacionados con métodos no 
lineales de minimos cuadrados. Estas técnicas requieren de un 
considerable tiempo de cálculo y no se tiene una garantia de la 
estabilidad del filtro resultante, pero potencialmente son las que 
realizan una mejor estimaci6n del espectro. 

El segundo criterio utilizado consiste en la estimación de los 
coeficientes AR y MA en forma separada. Este se basa en criterios 
de mínimos cuadrados y requiere de soluciones de sistemas de 
ecuaciones lineales. El cálculo de los coef icient~s AR es realizado 
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en primer lugar y, acto seguido, se estiman los parámetros MA 
asumiendo que los parámetros AR son conocidos o que han sido 
estimados con anter1oridad. Este O.ltimo método es el ruás práctico 
en lo que a simplificaci6n computacional se refiere, aunque se 
obtiene una relativa disminuci6n en la definici6n del espectro 
estimado. 

Marple (1987) desarrolló un algoritmo de estimación ARMA 
basado en el Gltimo criterio presentado, el cual, para los fines de 
esta tesis, presentó muy buenos resultados. 

xv.2 ESTIMACION SIMULTANEA DE LOS PARAMETROS AR y MA 

Distintos métodos se han diseñado para realizar el cálculo 
conjunto da los coeficientes AR y MA dentro de un proceso ARMA de 
estimaci6n espectral. Los más frecuentes se basan en variantes del 
concepto de prefiltrado iterativo propuesto por Steiglitz y McDride 
[ 1965], la cual es una de una serie de técnicas que procuran 
resolver un problema lineal mediante la estimación de la sefial de 
entrada, considerada como ruido incorrelacionable [Marple,op. cit.]. 

otros m6todos utilizados para la estimación de los 
coeficientes, requieren del cálculo de los valores máximos, en las 
ecuaciones (4.1) y (4.4), de los m+n+2 coeficientes ARMA am y b0 y 

de la varianza az, obteniendo asi una aproximación relevante a la 
función de · probabilidad máxima. Esta técnica incluye algunos 
métodos no lineales de mínimos cuadrados y otros procesos 
iterativos descritos por Kay (1987]. 

Las estimaciones realizadas mediante las técnicas de cálculo 
simultáneo deben ser aplicadas sobre una secuencia larga de datos, 
para no generar errores en el proceso de estimación. otro 
inconveniente presente en estos métodos radica en la no garantizada 
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convergencia de los procesos, pudiendo obtenerse f i 1 tros 

inestables, esto es, que no sean de fase rn1rnima. De hecho, no se 

conocen con exactitud condiciones de convergencia para estos casos. 

Para evitar lo anterior, usualmente se realiza alguna modificación 

del algoritmo iterativo para obtener un filtro inverso de fase 

m1nima. Uno de estos procesos de modificación al algoritmo ha sido 

implementado en el programa MAYNE en el texto de Kay [1987]. 

IV.3 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS AR Y HA EN FORMA SEPARADA 

Dentro de las técnicas desarrolladas para el cálculo de los 

parámetros AR y MA de un proceso ARMA, son las del cálculo por 

separado las más empleadas. Lo anterior se debe a la simplificación 

del desarrollo matemático y, en consecuencia, a la reducción del 

tiempo de cálculo que el proceso requiere. Generalmente los 

coeficientes AR son estimados en primera instancia, elaborándose a 

continuación un filtro inverso para ser aplicado a los datos 

originales. La función resultante de este filtrado es considerada 

representativa de un proceso de promedio móvil de orden n (proceso 
HA (n)], al cual puede serle aplicado un estimador lineal para 

definir a los parámetros del proceso b0 • 

La secuencia de autocorrelación de ARMA(m,n) satisface a la 

relación: 

(4.5) 

para p > n. Si la autocorrelación </Ju fuese conocida con exactitud, 

entonces las relaciones de m para n+l s p s m+n pueden ser 

consideradas como un sistema de ecuaciones simultáneas el cual 

tiene que ser resuelto para obtener los parámetros AR. A este 

sistema ·se le conoce como sistema de ecuaciones modificadas de 
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Yule-Hallcer. 

En una situación práctica, los ünicos valores conocidos son 
los de los datos muestreados, siendo así que los valores estimados 
mediante la función de autocorrelaci6n no sean del todo exactos. En 

consecuencia, los resultados obtenidos para el cálculo de los 

coeficientes AR mediante las ecuaciones modificadas de Y-W son 

generalmente de poca calidad (larga varianza). El Espectro de 

Potencia Estimado ARMA normalmente arroja valores pequeños cuando 
los valores de la autocorrelaci6n calculados son inexactos, o 

cuando el orden seleccionado no es correcto o cuando ambos casos 
sucedan. 

Si se utiliza un número mayor de ecuaciones que las definidas 
por el orden del proceso AR(n), y se minimiza el error cuadrático 

sujeto a estos parámetros, se obtiene una alternativa de 
aproximación que evita los inconvenientes mencionados en el párrafo 
anterior. A este proceso se le conoce como tácnica de m.fnimos 
cuadrados de las ecuaciones modificadas de Y-W. Asumiendo que las 
valores de autocorrelaci6n $n[n] de O a L han sido calculados, 
donde L es el indice del coeficiente mayor que puede ser 
exactamente estimado, las ecuaciones L-n (dado que L-n > m) quedan 
de la forma: 

cl>""=-f a [k] el>"" [p-k] +e [p] 
~ 

(4.6) 

para los n+l s p < L valores creados, el error estimado se denota 
como E[p]. La autocorrelaci6n estimada es usada para asegurar que 
el valor del error estimado no sea nulo. La suma de los errores 
cuadráticos: 

a'= É 1 e [p] [' (4.7) 
p•n•l 
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es minimizada con respecto a los m parámetros autorrecursivos a[k]. 
Las ecuaciones normales resultantes son idénticas a las usadas por 

el método de covarianza de predicci6n lineal [Marple, 1987, sec. 
8.5.l]: 

[v.] [ 

l 
a[l] 

a(m] [ rJ 
(4.B) 

donde T. representa a la Matriz de Toeplitz de los valores de la 

autocorrelaci6n estimada. 

Resolviendo la ecuaci6n (4.B) por medio del método de 
covarianza ya mencionado, los parámetros AR son obtenidos. Con la 
obtención de los coeficientes autorrecursivos, un proceso MA puede 

ser definido como el resultado del filtrado de la secuencia 
original de los datos con el filtro resultante de la función de 

transferencia del proceso AR: 

A(z) =l+f á'(kl z·k 
f=( 

(4.9) 

donde a[k] son los parámetros AR estimados. La función de 
transferencia para un proceso ARMA es B(z)/A(z), de la cual puede 

hacerse la consideración siguiente: 

B(z) A(z) =B(z) 
A(z) 

(4.10) 

De esta manera, al pasar la secuencia de los datos de entrada 
a través del filtro de la función de transferencia A(z) se obtiene 
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un proceso aproximado de promedio móvil. A este proceso resultante 
se le aplica alguna técnica de estimaci6n para el cálculo de sus 
coeficientes bª. 

Mientras que los parámetros MA son necesarios para estimar el 
modelo ARMA en tiempo, la estimación del Espectro de Potencia ARMA 
solo necesita conocer el valor de la función az j Bn (w) 1 :3. 

Explicitamente, la estimaci6n de los parámetros MA no es requerida, 
el método del. correol.ogra.JIJlJ puede ser usado directamente para 
calcular el numerador de la ecuación (4.4): 

(4.11) 

siendo <Pu. [i] la autocorrelaci6n producida por la secuencia 
filtrada z [m]. 

El proceso efectuado en esta tesis para la implementación del 
programa que realiza la Estimación ARMA del Espectro de Potencia se 
desarrolla en tres etapas: 

(1) Estimación de los parámetros AR mediante las ecuaciones 
modificadas de Yule-Walker. 

(2) Filtrado de los datos originales y 

(3) estimación de los parámetros MA del proceso residual 
filtrado. 

Para esta Qltima etapa, se utilizó un algoritmo de es~imaci6n 
espectral MA propuesto por Marple [1987, sec.10.J). 
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V. FILTRADO POR MINIMOS CUADRADOS EN FRECUENCIAS 

Además de los métodos parámetricos de Estimación Espectral 

descritos en los cap1tulos anteriores, el método de Filtrado de 

Mínimos CU.adrados o Filtro de Wiener, se presenta como una opción 
viable para realizar el análisis del espectro de potencia de las 

señales eléctricas a tratar. Esta técnica de filtrado se basa en la 
~eorla de H1nimos cuadrados, de ah1 su nomenclatura. Las ventajas 
que presenta este método, en las distintas aplicaciones que se le 

han asignado, son la calidad de los resultados obtenidos y la 

sencillez de los conceptos matemáticos que lo fundamentan. 

V.1 TEORZA GENERAL DE FILTROS 

se conoce como filtro a la parte de un sistema que elimina 
cierta información de la señal que entra a este. Dos clases de 

filtros son considerados. L<?s Filtros de Frecuencia permiten el 

paso o rechazo de ciertas componentes de frecuencias, mientras que 
los Fllt:ros optimas realizan una separación de la sefial Otil de la 
señal contaminante (ruido), cuando éstas tienen prácticamente el 

mismo contenido de frecuencias. Ambos tipos de filtrado pueden ser 
aplicados en forma numérica tanto en el dominio del tiempo como en 
el de la frecuencia. 

El uso de los filtros en forma digital ha permitido el 

mejoramiento de su resolución en la caracterizaci6n de las señales 

procesadas, indistintamente del dominio en el que se trabaje. un 

filtro digital es representado por una secuencia de números 
denominados coeficientes; la salida de un filtro digital (señal 

filtrada) se obtiene mediante la convolución, en el dominio del 
tiempo, de la señal de entrada con los coeficientes del filtro. 
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Para realizar el diseño de un filtro digital, debe elegirse un 
modelo el cual involucre las sefiales a estudiar. Un modelo versAtil 

y de amplia aplicaci6n se muestra en la siguiente figura. 

fil ti o 
rct) 

tiq. 5.1 Esquema general de un filtro 

El esquema del modelo consiste de tres señales diferentes: 

l. Una señal de entrada x, la cual representa en la práctica a 

un registro geoflsico, sea una curva resistiva, un 
sismograma, etc. 

2. La sef\al real o filtrada de salida y,. Esta es el registro 

geof1sico ya trabajado por alguna técnica de procesamiento. 
J. La sefial de salida z,, que representa a un modelo teórico de 

la anomal1a que se espera encontrar mediante el procesado del 
registro geoflsico. 

Una vez realizada la elección del modelo, lo que procede a 

continuación es aplicar una técnica la cual defina un filtro f, 

óptimo en términos de la sef'ial de entrada y la deseada. EKisten 
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diferentes técnicas de aproximación que realizan lo anteriormente 
expuesto, sin embargo, la técnica de mínimos cuadrados presentan 
una base matemática muy simple dando resultados satisfactorios¡ es 
este el motivo de su aplicación para los fines que esta tesis 
persigue. 

V.2 PRINCIPIO MATEMATICO DEL FILTRO DE HINIMOS CUADRADOS . 

El principio básico del criterio de m1nimos cuadrados es el de 
la minimización de la energía existente en la diferencia de la 
salida deseada z, y la salida real y,. Es decir, se pretende 
calcular los coeficientes de f, para cuando el valor de 

J=E {(z,-y,)'} (5.1) 

sea m1nimo. Siendo E el operador promedio o esperanza, J representa 
a la energ1a del error, entre más peque~o sea su valor, se irá 
obteniendo un mejor o un "6ptimo 11 filtro lineal segün la teor1a de 
los m1nimos cuadrados. Para realizar el cálculo de los coeficientes 
del filtro en forma digital, se debe restringir el número de éstos 
a un valor finito: 

siendo el filtro f 1 descrito por (m+l) coeficientes equiespaciados 
o, en otras palabras, se dice que el filtro f 1 es de orden (m+l). 

La salida y 1 es el resultado de la convolución entre los 
coeficientes del filtro y la señal de entrada Xii esto es: . 

Ye=Xe•.fe=E .fT:xr.~t ... 
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teniendo que la expresi6n de la energ1a del error puede ser: 

m 2 

J=E ((z,-:E f,x,.,l l (S.3) 
, .. 

Esta cantidad es minimizada derivando parcialmente a J con 

respecto a cada uno de los coeficientes del filtro e igllalando a 

cero. La derivada parcial de J con respecto a f 1 es: 

. 
=2E ( ( z,-:E f,x,.,l (-x,.,> l , .. 
=2E ( (-z,><e.1 +f, f,x,.,x,.11 ... 

=2 (-E ( z ,x,_11+ f, f,E { x,.,x,.1)] , .. 
=2 [-<l>,.lll +f, f,<l>..,(1-<} , .. 

~gualando la anterior expresi6n a cero, se obtiene la 

ecuaci6n: 

t f,<j>.,.{1-<) =<l>u(l) ... 
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De manera similar, se calcula la derivada parcial de J con 

respecto a f 1 (para j = 0,1,2, ••• ,m), dando como resultado un 

sistema de (m+l) ecuaciones simultáneas: 

EE,$.,,(j-<)=$.,«Jl para j Q 0,1,2, ••• ,m (S.4) ... 
cuya representaci6n matricial es: 

<l> .. C o <l>uC 1 <l>u( m) 

""'] 
<l>n(O) 

<1> .. C 1 <I> .. ( o <l> .. (m-1) f(l) </>n(l) 
<I> .. ( 2 <l>uC 1 <l>nCm-2) f(2) </>n(2) 

<I> .. ( m <1> .. Cm-1) <l>uC o l f(m) <l>n(m) 

Estas son las Ecuaciones Normal.es de cuya soluci6n se obtienen 

los coeficientes del filtro. Los valores conocidos del sistema de 

ecuaciones son los de la función de autocorrelaci6n ~u(T) de la 

senal de entrada y los de la correlación cruzada ~a(T) de la salida 

deseada con la señal de entrada. 

Si las señales de salida z1 y y1 son representadas en forma 

vectorial, se tiene que z = y + e¡ siendo e el error existente 

entre la salida deseada y la salida real, cuya magnitud será mlnirna 

cuando e sea normal a y. Es por esto que a las ecuaciones de (5.4) 

se les conoce como ecuaciones normal.es. 

V.3 ESTIHACION ESPECTRAL MEDIANTE EL FILTRADO DE WIENER 

Para aplicar el filtro de Wiener en espectros de potencia, 

fueron calculados éstos, en primera instancia, mediante la 
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Tra.nsformada de Fourier. De ésta manera, las variables >e¡ y z, de la 

ecuación (5.4) son sustituidos en la misma por sus respectivos 

espectros de potencia (X(r)(' y (Z(r)(' obteniendose as1 un filtro 
en el dominio de las frecuencias. El algoritmo de Wiener 

implementado sique los siguientes pasos: 

1) Cálculo de la autocorrelaci6n de IX(f)I' 

2) Cálculo de la crosscorrelaci6n entre (X(f) I' y IZ(f)(• 

3) Resolución del sistema resultante (ec 5.4) por medio del 

método autorrecursivo de Levinson. 

4) Convolución del filtro F(f) resultante con el espectro 

de la señal de entrada (X(f)(' para as1 obtener el 
espectro de la salida filtrada IY(f) I'· 

En base al an~lisis teórico del filtro presentado y apoyandose 

en el trabajo desarrollado por Martinez et. al. [1993] cabe hacerse 

notar que el filtro de Wiener trabaja como un identificador de 

patrones, esto es, basa su comportamiento en la existencia de un 

modelo teórico el cual supuestamente coincide en forma con la 

anomalía que busca hacerse resaltar dentro del registro. Esto 

presenta el inconveniente de que si el modelo teórico elegido no 

concordase con la forma de la anomalía, el filtro resaltará una 

sefial más parecida a la teórica que a la real [Martinez, op. cit.]. 
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VI. APLICACIONES 

Los métodos de estimación espectral descritos en los 
anteriores cap1tulos fueron implementados para el análisis del 

contenido de potencia de anomalias geoeléctricas dentro de un 

determinado rango de frecuencia. 

En primera instancia, se observó la efectividad de cada una de 

las técnicas utilizadas al ser aplicadas a modelos sintéticos de 

resistividad. Posteriormente, se analizaron anoma11as reales 
obtenidas durante una campafia de exploración para la detección de 

toneles en la zona arqueológica de Teotihuacan. 

VI. 1 ESTIMACION ESPECTRAL DE l\NOMALIAS ELECTR:ICAS S:INTETICAS 

Los modelos sintéticos usados para la observación del 
comportamiento de los íiltros implementados fueron obtenidos 
mediante un programa de cómputo elaborado por Cifuentes [ 1992] • 

Este algoritmo calcula la respuesta eléctrica de una calicata 

realizada sobre un subsuelo de capas verticales de resistividades 
p(1), p(2) y p(3), donde p(1):p(3) y, ademAs, p(2)/p(1):10. La capa 

p(2) es de un espesor E finito designado por el operador del 

programa, los modelos pueden realizarse simulando un perfilaje tipo 

Wenner o bien, uno tipo Dipolo-Dipolo. En la figura (6.la) se 

muestra el modelado de un perfil eléctrico considerando una 

configuración electródica de Wenner. A estos modelos resistivos les 

fué sumado una serie de valores aleatorios de manera que simulara 

el efecto de una senal eléctrica contaminada por ruido (fig 6.lb). 

Los espectros de potencia como los mostrados en las figuras 

(6.2a) y (6.2b) corresponden al de la sefial sin contaminar y a la 

contaminada, respectivamente. Estos fueron calculados mediante la 
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Transformada Rápida de Fourier y, en el mismo orden, fueron 

considerados como senal esperada y como senal a procesar para el 

filtrado. 

El criterio usado para evaluar la efectividad de cada proceso 

consistió en la comparación directa de los espectros de los modelos 

sin ruido contra los espectros obtenidos mediante las técnicas de 

análisis. El número de coeficientes utilizado para cada estimación 

es de aproximadamente la mitad del nt.\mero de muestras de los 

modelos analizados, a dicho estándar se lleg6 despues de realizar 

exhaustivas pruebas de ensayo y error. 

A continuación se describe la metodolog1a realizada de un solo 

proceso efectuado, esto se debe a la similitud de resultados que se 

consiguieron al aplicarse las técnicas de estimación a otros 

modelos con distintas caracter1sticas tanto de amplitud como de 

cantidad de ruido. 

En la figura (6.Ja) se observa el resultado del filtrado de 

Wiener a los modelos teóricos de la figura 6.2 usando 33 

coeficientes. Se puede apreciar que la amplitud de la seflal 

procesada disminuye, pero esto se debe a la diferencia de 

contenidos de potencia que las seflales involucradas en el filtrado 

tienen. No obstante a esta variación, la forma se define muy bien, 

y las caldas de amplitud del espectro estimado coinciden con las 

del espectro teórico en casi toda la gama de frecuencias siendo 

esto un buen indicador de la calidad del estimador. 

El proceso ARMA (fig. 6.Jb) presentó una mayor similitud en lo 

que a contenido de potencia respecta; sin embargo, en el rango de 

las frecuencias bajas, las caldas de amplitud no coinciden del todo 

con los del espectro esperado, esta discrepancia disminuye a medida 

que la frecuencia aumenta. No obstante, el resultado de la 

estimación se considera aun de utilidad para los fines que esta 

tesis persigue. El nümero de coeficientes autorrecursivos y de 
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promedios m6viles usados fué de 16. 

Los análisis espectrales de las técnicas autorrecursivas de 
covarianza Modificada (fig. 6.Jc), de Burg (fig. 6.Jd) y de Yule
Walker (fig. 6.3e) se aplicaron con 32 coeficientes para cada una. 
Los resultados obtenidos son muy similares entre s1, tanto en la 
amplitud como en la marcada sinusoidad de los espectros estimados. 
como se puede apreciar, no existe una similitud entre el espectro 
esperado y el espectro procesado, por lo cual se considera que 
estos estimadores no arrojan resultados confiables para el objetivo 
del presente estudio. 

La estimaci6n por M1nima Varianza que se observa en la figura 
(6.3f) es la más pobre en calidad de todas las realizadas en esta 
tesis. No solo los rangos de frecuencia de las ca1das de amplitud 
no coinciden entre las sef\ales comparadas, sino que además los 
valores del espectro de potencia estimado disminuyen notablemente, 
siendo muy similar al del espectro estimado por la técnica de 
Wiener. El número de coeficientes del filtro utilizado fué de 32. 

Una vez realizado un análisis de confiabilidad a los filtros, 
se procedi6 a aplicarlos a un problema real de procesado de señales 

eléctricas. 

VI, 2 PROSPECTO TEOTIHUMAN 

Distintos estudios se han venido realizando para lograr una 
mejor definición de las anomalias eléctricas obtenidas en una 
campafia de exploración. Cifuentes et al [1992) demostraron que la 
curva de resistividad aparente puede ser representada como la suma 
de dos efectos: un potencial primario y otro secundario, los cuales 
definen a las anomalias regional y residual respectivamente (fig. 
6.4) Un problema que surge de la metodolog1a por él explicada es 
la de encontrar la frecuencia de corte adecuada para obtener una 
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separaci6n satisfactoria de la curva resistiva en sus dos 

componentes. 

Estudiantes de la Facultad de Ingenierla de la UNAM hicieron 

un perfilaje eléctrico en la zona arqueológica de Teotihuacan, las 

anomal1as obtenidas fueron procesadas mediante las técnicas ya 

presentadas con la finalidad de obtener la frecuencia de corte 

propicia para la diferenciación de la curva de resistividad en sus 

componentes regional y residual. 

El estudio eléctrico fué realizado en la parte Este (E) de la 

pirámide del Sol para definir la continuaci6n de un túnel, el cual 

parte del centro de la base de la construcción hacia el Oeste (W) 

a una profundidad promedio de 6 metros. 

El método de prospección eléctrica utilizado fué el de 

perfilaje aplicándose con dispositivos Wenner y Dipolo-Dipolo, los 

cuales pueden ser identificados en el croquis de la figura 6.5 como 

TEOW y TEOD respectivamente. EL nümero de datos de los perfiles 

procesados fué de 128 para el Teow-1 y de 64 para los perfiles 

restantes, con un intervalo de muestreo de 1 metro. Los espectros 

usados como patrón de comparación, para los procesos de estimación 

efectuados, fueron obtenidos mediante el programa de Cifuentes ya 

mencionado. En base a las caracteristicas del túnel estudiado, se 

consideró un espesor de 3 m. y una relación de resistividades 

p(2) /p(l) de 10; la variante de cada uno de los espectros modelados 

radica en la configuración electr6dica usada para cada registro 

(tanto en el dispositivo empleado como en la separación de los 

electrodos). 

La anomalla observada en el perfil TeoW-1 se aprecia en la 

figura (6.Ga), la separación entre electrodos fué de 4 m. El modelo 

teórico de la anomalla, generado por el programa de Cifuentes, se 

observa en la gráfica b de la figura 6.6. El espectro de potencia 

a procesar, el cual corresponde a la anomalia observada es 
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presentado, en la figura 6.6c. Una vez realizados los procesos de 
estimación correspondientes, se compararon estos con el espectro de 
potencia obtenido del modelo teórico [fig. 6.6d). La frecuencia de 
corte considerada para el perfil estudiado tiene un valor de 0.195 

c/m. 

En la gráfica a de la figura 6. 7 se tiene el espectro de 
estimado por la técnica de Wiener {en linea continua), comparado 
con el espectro del modelo te6rico {en linea discontinua). El 
filtrado se realizó usando un operador de 65 coeficientes 
obteniéndose una destacada estimación, no coincidiendo la 
frecuencia de corte calculada (0.188 c/m) con la precisada en el 
modelo ideal (0.195 c/m}, aunque son muy próximas. Nuevamente se 
hace presente el problema de desescalamiento de una sef\al con 
respecto a otra, pero esto no genera ningón inconveniente para los 
fines del estudio realizado. 

La estimación realizada por el modelo ARMA (fig. 6.7b), se 
observa una discrepancia de forma para las frecuencias menores a la 
frecuencia de corte; debido a esto, la frecuencia calculada 
presenta un valor de o .101 c/m, que no es la requerida. Hacia 
frecuencias . más altas, las ca1das de amplitud de ambas señales 
coinciden en los mismos valores de las abcisas. 

Las estimaciones autorrecursivas de Covarianza Modificada 

(fig. 6.7c), de Burg [fig. 6.7d) y de Yule-Wall<er (fig. 6.7e) 
volvieron a presentar formas y contenidos de potencia semejantes 
entre s1. su sinuosidades muy marcada y, en consecuencia, la 
definici6n de la frecuencia de corte buscada es muy confusa, pues 
puede considerarse el valor de o. 094 c/m en lugar del valor 
obtenido del espectro teórico. 

En la gráfica del espectro estimado mediante el método de 
Mínima varianza {fig. 6.7d), se aprecia una pobre resolución del 
proceso efectuado, pues no solo el contenido de potencia entregado 
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es inferior al de la señal de entrada, sino que las caldas de 
amplitud no se encuentran bien definidas como en los procesos 
anteriores. El valor estimado de la frecuencia de corte fué de 
0~_141 c/m, diferente al valor estimado por los métodos 
autorrecursivos. 

Para el perfil dipolar de la linea 1 (TeoD-1) se utilizó una 
separación de dipolos de 6 m. Su anomalía observada, modelo teórico 
y espectros de potencia respectivos son mostrados en la figura 6.8. 
La frecuencia de corte precisada por el espectro del modelo teorice 
es de o.047 c/m, los resultados obtenidos a continuac.ión se 
mencionan. 

El espectro estimado por Wiener (fig. 6.9a) volvió a ser muy 
preciso en la definición de la señal, sobre todo en las frecuencias 
bajas, la frecuencia de corte estimada es de 0.047 c/m usando una 
filtro de 33 coeficientes. La fig.ura (6.9b) corresponde a la 
estimación realizada por el modelo ARMA con 12 coeficientes AR y 18 
MA. Para este perfil solo fué bien definida la frecuencia de la 
primera calda de amplitudes del espectro, la cual es la de corte 
requerida. El valor obtenido fué de 0.047 c/m. 

El espectro estimado por Covarianza Modificada (fig. 6. 9c) 
volvió a presentar una marcada sinuosidad, aun mayor que la de los 
otros métodos autorrecursivos, empleando 32 coeficientes para el 
filtro. la frecuencia de corte que le corresponde es de 0.125 c/m, 
la cual no Coincide con el valor esperadO. El método de Burg (fig. 
6.9d) realizó una estimaci6n similar a la de Covarianza, pero puede 
distinguirse una mejor definición de la frecuencia de corte 
buscada, a pesar de resaltar el mismo valor erroneo de D.125 c/m. 

Los métodos de Yule-Walker (fig. 6.9e) y de Minima varianza 
(fig. 6.9f) tuvieron una respuesta semejante en la forma estimada 
de los espectros, obteniéndose un valor para la frecuencia de corte 
de o .125 c/m para ambos procesos, aunque se aprecia que el 
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contenido de potencia y la definición de caldas de amplitud en la 
estimaci6n por M!nima Varianza es menor que en la de Yule-Walker. 

En la figura 6.10 se observa la respuesta eléctrica del perfil 
TeoW-4 y las gráficas concernientes a este registro. Se espera que 
las estimaciones realizadas arrojen un valor de 0.188 c/m par.a la 
frecuencia de corte. Los resultados obtenidos se comentan a 
continuaci6n. 

El filtrado de Wiener aplicado a este perfil (fig. 6. lla) 

volvió a realizar una estimación destacada del espectro en 
cuestión, la señal resultante se destaca es muy semejante al 
espectro del modelo esperado y, lo más importante, las frecuencias 
de corte de ambos espectros coinciden en 0.188 c/m. Por otro lado, 

la estimación del modelo ARMA mostrada en la figura llb resalta en 
forma clara a la calda de amplitud que define a la frecuencia de 
corte esperada (0.188 c/m); ademáG, muestra una buena resolución 
del espectro procesado para frecuencias altas. 

Nuevamente se presentaron resultados similares en los análisis 
realizados por los procesos de covarianza Modificada y de Burg 
(fig. 6.llc y 6.lld respectivamente), la sinuosidad mostrada es ya 
característica. Las frecuencias de corte obtenidas por ambas 
técnicas también coincidió en el valor de 0.156 c/m, siendo menor 
que la frecuencia estimada por el modelo teórico. 

Para este perfil, la estimación relizada por el método de 
Yule-Walker (fig. 6.lle) fué aun m~s pobre que la obtenida por la 
técnica de M!nima Varianza (fig. 6.llf). Para el primer caso se 
observa una disminución en el contenido de potencia del espectro 
obtenido, aunque el comportamiento de ambos son muy semejantes. A 
pesar de lo anterior, la frecuencia de corte estimada por Yule
Walker es identica a la esperada en 0.188 c/m, mientras que la de 
M!nima Varianza es de 156 c/m. 
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La linea ntlmero 4, realizada con el dispositivo dipolar, con 
una separaci6n entre dipolos de 6m., se muestra en la figura nümero 
6.12. La anomalia observada se tiene en la qr!fica 6.12a, el modelo 

teórico se presenta en la figura 6.12b, el espectro de la anomalia 
observada y del modelo teórico se tienen en las gráficas 6.12c y 
6. 12d respectivamente, de este ll.l timo espectro se obtuvo la 

frecuencia de corte a estimar, la cual tiene un valor de 0.047 c/m. 

El espectro estimado por el método de Wiener con 33 

coeficientes se observa en la figura 6.lJa. Como era de esperarse, 
volvi6 a resaltar el comportamiento del modelo espectral. La 

frecuencia de corte se encuentra bien definida en 0.047 c/m. El 
modelo ARMA (fig. lJb) no resultó tan eficaz como el de Wiener, 
aunque su resolución no es defic.iente, pues tiende a adaptarse a la 
forma del espectro esperado. La frecuencia de corte estimada es de 
0.078 c/m. 

Las estimaciones autorrecursivas de 32 coeficientes realizadas 

por el método de Covarianza Modificada (fig. 6.lJc) y de Burg (fig. 
6 .13d) presentan una estimación similar, pero difieren en los 

resultados de la frecuencia de corte: 0.063 c/m para el método de 
covarianza Modificada y de 0.094 c/m para el de Burg. El método 

espectral de Yule-Walker (fig. 6.lJe) y de M1nima Varianza (fig. 
6. lJf) aplicados con 32 coeficientes realizaron una estimación 
pobre en la definición de caldas de amplitud y un bajo contenido de 

potencia en el espectro estimado, sobre todo en Minima Varianza. 
Aunque en forma incierta, las frecuencias de corte calculadas son 

de 0.094 c/m. 

La anomalía eléctrica presentada en la figura 6.14a 
corresponde a la respuesta del perfil realizado en la linea 5, 
usando un dispositivo Wenner con una separación electr6dica de 6m. 

(perfil TeoW-5). Como en las anteriores anomalías presentadas, se 
adjuntan su modelo teórico (fig. 6.14b), su espectro de potencia 

(fig. 6.14c) y el espectro de potencia del modelo teórico (fig. 
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6.14e). La frecuencia de corte a estimar es de valor de o .• 188 c/m. 

La estimación realizada por el procesado de Wiener (fig. 
6.15a) presenta un espectro estimado muy semejante al espectro 
esperado. Las bajas frecuencias se encuentran muy bien definidas, 
se estim6 un valor de 0.188 c/m para la frecuencia de corte de este 
proceso. El espectro ARMA estimado (fig. 6.15b), no se apega a la 
forma del espectro del modelo esperado, sin embargo la frecuencia 
de corte (0.141) definida por esta técnica es cercana al valor 
definido por el espectro del modelo. 

Los espectros estimados de Covarianza Modificada (fig. 6.15c) 
y de Burg (fig. 6.15d) resaltaron una frecuencia de corte con un 
valor de 0.141 c/m el cual no coincide con el valor esperado. Entre 
ambos modelos se aprecia una marcada similitud. Los métodos de 
Yule-Walker (fig. 6.15e) y de M!nima Varianza obtuvieron un valor 
de la frecuencia de corte igual al obtenido por los métodos 
autorrecursivos mostrados en las figura 6.15c y 6.lSd, de 0.141 
c/m. 

Para el perfil Teoo-s, se realiz6 un perfilaje con una 
separación entre dipolos de 20 metros (fig. 6.16a), .en su modelo 
teórico se aprecia el efecto de tan marcada separación. Lo anterior 
provoca que el espectro de potencia obtenido tenga una marcada 
variación de amplitud para intervalos de frecuencia pequeños. La 
frecuencia de corte requerida es de 0.156 c/m. De las estimaciones 
realizadas se obtuvieron los resultados siguientes: 

Nuevamente la técnica de Wiener (fig. 6.17a) aplicada con un 
filtro de JJ coeficientes destacó con precisi6n la forma del 
espectro esperado, definiendo muy bien las variaciones de amplitud, 
coincidiendo su valor de frecuencia de corte con el del modelo 
esperado en o.156 c/m. 

Debido a la forma tan sinuosa del espectro de modelo teórico, 
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el proceso ARMA (fiq. 6.17b) result6 no ser tan buen estimador de 
la frecuencia de corte buscada, arrojando un valor de 0.141 c/m, 
sumado a que sus ca!das de amplitud no coinciden en toda la gama de 
frecuencias. 

Los métodos autorrecursivos tampoco resultaron ser buenos 

estimadores, observando que la disimilitud entre espectro te6rico 
y espectro estimado es marcada. Los valores que arrojaron fueron de 

0.219 c/m para la técnica de Covarianza Modificada (fiq. 6.17c) y 

Burq (fiq. 6.17d), de 0.156 c/m para el modelo de Yule-Walker (fiq. 
6.17e) y de 0.203 para el proceso de M1nima Varianza (fiq. 6.17f). 
Este Gltimo método volvi6 a presentar la disminución del contenido 
de potencia de la señal procesada, aunque para este perfil logró 

definir exactamente al valor buscado de frecuencia en forma clara. 

Cifuentes, en conversación personal, mencionó que la 
frecuencia de corte requerida para. obtener un buen proceso de 

separación de la curva resistiva, se encuentra dentro de una 

determinada banda de frecuencia, la cual está limitada por la 

primera y segunda calda de amplitud del espectro analizado. Con los 

resultados de las estimaciones realizadas en este trabajo, los 

c1.:1a1es se muestran en la tabla I, junto con las frecuencias de 

corte seleccionadas por Cifuentes (op. cit.), se llevó a efecto el 

proceso de separación de la curva resistiva en sus componentes 

residual y regional. 

En la fig. 6.lBa, la cual presenta el proceso efectuado para 

el modelo teórico sin contaminar de la figura 6.la, puede 

observarse la forma de la componente residual esperada en el 

proceso. La frecuencia de corte empleada (0.125 c/m) fué obtenida 

del espectro te6rico de potencia (fig. 6.2a), la cual coincide con 

la estimaci6n obtenida por el filtrado de Wiener. 

Las figuras 6.lBb a la 6.lBf presentan el proceso efectuado al 

modelo teórico contaminado de la fig. 6,lb, con las frecuencias de 
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corte estimadas por las técnicas espectrales estudiadas, as1 como 

la que podr1a precisarse del perfil contaminado sin proceso alguno. 

Los resultados obtenidos no fueron muy destacados para las 

frecuencias de corte menores a 0.12 c/m, la cual corresponde al 

modelo sin contaminar; para este valor, el residual mostrado en la 

fig. 6.19e logra atenuar algunos componentes de amplitud que 

distorsionan a la respuesta esperada del proceso, pero cabe 

resaltar que el resultado obtenido usando una frecuencia de corte 

de 0.14 c/m (obtenida de la estimación de Yule-Walker) mejoró aQn 
mas la definición del residual esperado, disminuyendo las 

amplitudes generadas por el ruido aleatorio de manera 

significativa. En base a lo anterior, puede resaltarse la 

importancia de realizar una estimación espectral, pues pueden 

precisar valores de frecuencia que optimizan el proceso a6n mejor 

que el que podr1a efectuarse por algún modelo sintético generado en 

base a estructuras esperadas. 

En la figura 6.19, se observa el resultado del proceso 

aplicado al perfil TeoW-1, con frecuencias de corte oportunamente 

estimadas mostradas en la tabla I. Los métodos autorrecursivos de 

covarianza Modificada, de Burg y de Yule-Walker coincidieron en el 

valor de o.o9 c/m para la frecuencia de corte requerida, el cual al 

usarse como valor de separación mostró una respuesta semejante a la 

obtenida usando una frecuencia de de corte de O .10 c/m 

(correspondiente al proceso ARMA) y a la resultante de una 

frecuencia de corte de 0.13 c/rn (que es la frecuencia seleccionada 

por Cifuentes), cuyas gráficas aparecen en las figuras 6.19a, 6.19b 

y 6.19c respectivamente. La anomalía de interés se encuentra 

sefialada por el rectángulo en cada gráfica. Puede observarse que a 

medida de que el valor de la frecJencia de corte aumenta, hasta 

llegar a 0.195 c/m, correspondiente al modelo sintético esperado 

(fig. 6.6d), el método tiende a enmascarar a la anomalía de interés 

resaltando otras componentes de la señal que no corresponden a lo 

previsto. Se puede de nuevo resaltar la importancia que la 
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estimaci6n espectral encierra en este proceso, pues arroja mejores 
resultados tanto en la optimizaci6n de tiempo por la busqueda de la 
frecuencia de corte requerida (en vez de usar la técnica de ensayo 
y error) , como en la mejor definici6n de la separaci6n de las 
componentes resistivas (resultando más confiable que el emplear 
modelos sintéticos para la selecci6n de la frecuencia a buscar). 
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Fiq. 6.5 a) Croquis de localizaci6n del tanel y de los perfiles 
realizados en la zona arqueológica de Teotihuacan. 
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Piq 6.7 (continuaci6n) Estirnaci6n del espectro de potencia del 
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32 coefs. y d) el método de Burg con 32 coeficientes. 
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Piq 6 .15 Estimaci6n del espectro de potencia del perfil TeoW-5 
con: a) Un filtro Wiener con 33 coeficientes y b) Un filtro 
ARMA con 12 coefs. AR y 24 MA. 
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Fiq 6.17 Estimación del espectro de potencia del perfil TeoD-5 
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,, 
Clf111 ltgh Elper lllHWr "" ""'"" 8urg Tul e "'"""' 

Modelo o.061 0.125 0.1i!5 '·"' 0.061 0.078 0,1'1 0.109 

Tloll•1 0,1JO o.m !l,19S 0,188 0.101 D.094 0,094 '·"" o.m 

hoD·t 0.170 O,fi!S 0.047 0.047 0.047 0.125 0.125 0.125 0.125 

fedl•4 0,110 0.110 0.188 0,188 0.188 0.156 D.156 0.188 0.156 

T.00•4 0,110 Q,094 0,0'7 0.(11;7 o.on 0,06] 0,094 0.09< º·"" 
h!oU·S 0.1'0 0,141 O.IM 0.188 0.11,1 0.141 0.1'1 0,141 0.141 

Teoo·S 0,156 0.203 0,156 0,156 0.1'1 O,i!19 o.z19 0,156 º·"" 

Tabla I Comparación de los procesos realizados 
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VII. CONCLUSIONFS 

Del estudio de las diferentes técnicas propuestas, podemos 

concluir que la del Filtrado de Wiener en frecuencias es la que 

realiza una mejor estimación espectral, siendo muy precisa para las 

bajas frecuencias y perdiendo definición hacia las frecuencias 

altas. No obstante, por no ser un estimador espectral propiamente 
dicho, sino un filtro identificador de patrones, este método 

presentó los inconvenientes, en alg"unos de los procesos efectuados, 

de calcular valores negativos de amplitud en cierto rango de 

frecuencias y de entregar un contenido de potencia menor al del 

espectro de potencia esperado. Además, es muy notable su tendencia 
a adaptarse a la forma de la se~al esperada, lo cual puede ser una 
fuente de error si el modelo resistiva empleado como señal esperada 
no coincide con la anomal1a encontrada en el perfil estudiado. 

El método que le precedi6 en resoluci6n fué el ARMA, cuya 
resolución superior a los métodos AR se puede explicar por la forma 
del espectro a analizar, que no es tan sinuosa como en un modelo AR 
sino que presentan cierto suavizamiento en su perfil, mostrando una 
tendencia a los modelos ARMA. Sin embargo, el método presenta 
inconvenientes al tratar de precisar el nO.mero determinado de 
coeficientes AR y MA para obtener un operador convergente. 

De los filtros AR, las técnicas de Covarianza Modificada, de 
Burg y de 'iule-Walker, aunque ésta ültima en menor grado, arrojaron 
resultados aceptables, muy similares entre s1, para la definición 
de la frecuencia de corte deseada. El método de M1nima Varianza 
mostró una resolución muy pobre en todos los espectros estimados, 
aunado al bajo contenido de potencia entregado por cada estimación, 
lo cual corrobora lo mencionado por Marple [op. cit.] al mencionar 
las caracter1sticas de este proceso. 
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El nOmero de coeficientes de los filtros fueron obtenidos por 
pruebas de ensayo y error, observandose que el orden requerido para 
una buena estimación es la de aproximadamente la mitad del nOmero 
de muestras de la sefial de entrada. 

Para el proceso de separación de la curva resistiva en sus 
componentes residual y regional, la ventaja de haber realizado una 
análisis espectral por distintos métodos, radicó en la obtención de 
la frecuencia de corte requerida en forma casi automática con un 
alto grado de confiabilidad, mejorando la resolución del proceso y 
optimizando el tiempo de c&lculo. 

Finalmente, podemos concluir a partir de los resultados 
obtenidos, que la Estimación Espectral se presenta como una 
alternativa viable para lograr una mayor fluidez y precisión en las 
técnicas interpretativas de las Anomalías Geoeléctricas. 
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N. de A.: Usualmente se refiere al espacio de la Frecuencia, 
a la dimensión en que una función es trasladada al 
aplicarse le la Transformada de Fourier, pero esto es 
solo cierto cuando esta función se encuentra en el 
espacio temporal. Para este trabajo se trabajaron 
con sefiales variantes en el espacio, por lo cual el 
espacio en el que se encuentran al serles aplicada 
la operación de transformación se le denomina el de 
Número de Onda. Lo anterior debe ser considerado al 
leer el capitulo VI y VII de la presente tesis. 
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