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INTRODUCCION
GENERAL

El objetivo de esta teains es relacionar la geometria y
la pintura del Renacimiento.

Ya desde la Edad Media hay relacidn de la geometria en
el dibujo;un ejemplo son los dibujos geometrizados de Villard
de Honnecourt en el aflo 1240 en Francisa.

En eate periodo de la Edad ltedia la pintura se caracteri-
zaba por ser de figure plana sin profundidad;se utilizé figu-~
ras geomédtricas como el cuadrado,la circunferencia,tridngulos,
octdgonos. Dentro de las matemdticas se conocian los Elementos
de Euclides,se estudiaba el 4lgebra de Al-Khuwarizmi,la solu -
cidn de las ecuaciones de primer y segundo grado,se introdujo ..
la trigonometria,y los resultados de Ptolomeo y Henelao,

En 1453 finalizd la Edad Media y surgid el Renacimiento en
Italia como movimiento cultural.Eeta influencia del Renacimien-
to #e dej6 =mentir en los campos de 1la literatura,la filosofia,
la ciencia,la arquitectura,la escultura y la pintura.En el Rena~
cimiento las pinturas ya no son de figuras tan planas,empiezan
a tener profundidad,la perapectiva adquiere importancia,en lo=s
trabajos de pintura me toman lineas rectas que convergen en un
punto y sobre esas lineas se trabajaba.Pintores como Vinci,bu -
rero,Rafael utilizaron la geometr{a,la perspectiva y trataron
de repressntar la realidad fisica. Las matemdticas se desarro -
llaron en el Renacimiento con los trabajos de Chuquet que intro
duce el exponente fraccionario de una potencia,lartaglia se in-
teresd en la resolucidn de ecuaciones cdbicas,Cardano en las
ecuaciones de cuarto grado,Viete introduce el problema sobre la
busqueda del producto infinito,Neper inveatigd la teoria gene-
ral de logaritmos.En este trabajo,siendo el objetivo relacionar

1a geometri{a y la pintura del Renacimiento,tendremos a Albegto



Durero desde 1535 en que se publicd las Instituciones de
Geometria sobre la geometrfa y la pintura afirmaba que "Que lo®
pintores que no hayan percibido su error se debe & que no apren
dieron geometrfa sin la cual ninguno puede hacerse o ser artis-
ta perfecto y es el verdadero fundamento de todo el arte del di
bujo" . Ademds utilizd la perspectiva en su libro IV de las Ing
tituciones de Geometr{a explica mediante un cubo iluminado y su
sombra proyectada y la perspectiva de un cubo dibujado,prolon--
gando lineas y concurriendo en puntos.

Se mantuvo el interes de la perspectiva,la pintura y la geome
tria en el Renacimiento. Leonardo Vinci (1452-1519) en Ploren -
cia sobre la perspectiva decfa que todos los problemas de la --
perspectiva quedan aclarados por los cinco términos de las mate
mdtica® que son el punto, la linea,el 4ngulo,la superficie y el
sdlido. La teorfa de la perapectiva se extendid considerablemen
te a principios del siglo XVII ' por un pequefio grupo de mateméti
coa franceses cuyo animador fue Gerard Desargues, un ingeniero
y arquitecto de Lyons,que influido por artistas y arquitectos -
pudo crear una teorfa mda profunda de la perspectiva.

Depargues publicd en Paris en 1639, un notable tratado origi-
nal sobre lar mecciones cénicas en que aprovechd la idea de pro
yeccidn., Por otra parte se desarrollo la nocidn de que un con -
junto de l{neas paralelas puede considerarse pasando por un bun
to en el infinito,se planteo la idea y surgio la nocidén de am -
pliar el plano euclideano al afladirles puntos al infinito. Esta
geometr{a del plano extendido es una geometrfa de puntos lineas
e intersecciones; cualquier teorema robre los puntos,las 1{neas
y las intersecciones que sea verdadero en ese plano correspon -
den a la geometria proyectiva.



Los teoremas de Desargues y Pascal se han hecho bdsicos en
la teorfa actual de la geometrfa proyectiva, el teorema de -
Desargues para dos tridngulos fue dada por el mismo en un ira
bajo de perspectiva en 1636.

latemdticos como Blaise Pascal (1623-1662) escribid "Ensayo
sobre las conicas",ademis demostrd el teorema del "Hexagrama

ti{stico". _
Poncelet (1748-1867) hizo del teorema de Jesargues de los

dos tridngulos el fundamento de su teoria de figuras homolé -
gicas. En 1822 escribid el "fratado de propiedades proyecti -
vas de lar figuras".Poncelet fue de los primeros en apreciar
que esta materia era verdaderamente una rama de las matemfti-
cas completamente nueva.

Veremos en esta tesls como a partir de los problemas de la
pintura, la perspectiva y geometria se desarrolld la geome -
tri{a en otra rama: la geometria proyectiva.



CAPITULO I
ANTECEDENTES HISTORICOS
Q_g Edad Med i_g

(1) La Edad Media fue el perfodo de la Historia Universal
comprendido entre 476 D.C. y 1456. En los primeros siglos de
la Bdad Media el Imperio Romanc cayé victima de su debilidad
interna y del ataque de pueblos extrafios a €1 como los bdrba-
ros que eran unos de origen germénico y otros de origen esid-
tico. Las invasior.s de los germanos fueron mds o menos paci
ficas al principio y después violentas,sobre todo cuando se
vieron empujados a ellas por las invasiones que sufrieron a
su vez de parte de los asidticos; hubo guerras y se formaron
estados nacionales. Con los territorios que los germanos ocu-
paron se formaron los Estados de Prancia,Espafia e Italia,

Puede decirse que,en general, la vida econémica medieval
descansé en la agricultura,la ganaderia,la artesanfa y el

comercio., Este florecid sobre todo en la Edad Media, a tra =
vés de las carreterar,los rios y el mar. Algunas ciudades
italianas,flamencas y alemgnas fueron centros activiaimos del
comercio. Entre los siglos XI-XV se da en Buropa la divisidn
del trabajo entre la ciudad y el campo,crecen las ciudades y
sfe desarrollan las relaciones monetarias mercantiles.

Europa se subdividié en miltiples sefiorfos gobernados por
los sefiores feudales. Estos posefan poder aobre un territorio
determinado y vivian rodeados de las tierras en las que habi-
taban y trabajaban sus siervos.El cristianismo en la Edad Me-
dia se extendié por todo el suelo europeo. En.los Wltimos 8i-
gloas de la Edad Media hubo un derarrollo apreciable del poder
de las ciudades en algunos paf{ses, En ellas los ciudadanos
llegaron a gozar de mayores libertades que 10s siervos,algunas

ciudades en Itelis y Alemania fueron caniros comerciales,
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(2) La base econdmica de la Edad kedia queds constituida en
él sistema feudal y su -xpresidn intelectual y administrativa
era la iglesia.Dentro de ésta los frailes utilizaron la per -
suasién para impedir la propagacidn de la here j{a;surgieron
las obras filoséficas como las de San Alberto (1193-1280) y
Sto.Tomdr de Aquino (1227-1274) quienes mostraron interes en
Aristdteles,el gran defensor del orden.Es diffcil estimar la
eficacia de esta persuasidn, en comparacidn con los esfuerzos
mds brutales de las cruzadas y la inquisicidn,pero lo cierto
es que las herejias fueron reprimidas durante tres siglose,

No obatante a pesar de los esafuerzos de los frailes en los
dltimos dos sigloes de la Edad Media se produjo un definido
debilitamiento de la iglesia. Por influencia de las ciudades
y con el transcurso del tiempo me requirié de una base inte -
lectual mds amplia que la que ofrecfa el mero remcate de la
erudiccidn cldeica. E1 clero se fue adiestrando para pensar
y escribir. Esta neceridad fue satisfecha por las eacuelas
adscritas a ciertas catedrales,como la de Chartres y Reims,

Hecia el siglo XII se hizo indispensable ampliarlae tra -
nsforméndolas en universidades con series de cursos en que
se enseflaban las siete artes liberales,la filosofia y, sobre
todo,la teologfa. La primera y mfs famosa de 4stas fue la
Universidad de Par{s cuyo reconocimiento tuvo lugar en 1160.

la idea de una universidad-studium generale- donde se
pudiera hacer conjuntamente eatudios de todas las materias
no era enteramente nueva. En la antiguedad habfan ya existi-
do las escuelas de Atenas y el Museo de Alejandrfa. La ense-
fianza se hacf{a por medio de disertaciones y discusiones,los
libros eran eacasos,

(1) Historia Universal Contempordnea,Carlos Alvear,Bdit.Jue
México 1972. :

(2) la Ciencia en la Historia,John D.Bernal,UNAM./Edit.Nue-
va Imagen,México 1979.



(3) Dentro de la ciencia en la sdad Media se puede mencionar

a Jordanus Nemorarius (haciz 1237) en experimentos de mecdnica
en una explicacidn més bien simple de la teoria de la palanca,
anticipd el principio de la igualdad del trabajo ejecutado por
una mdquina y del impulso que actua sobre ella,pero no pudo te-
ner efecto alguno sobre la mecdnica de su tiempo debido al esta
do de la %écnica.

Bn la Edad Media,quienes penszban de manera distinta a la -
teologia,se veian perseguidos como herejes o se ignoraban .

Hubo gran movimiento mercantil y de artesanos agrupados es-
tos dltimos en gremios,movimientos que vinieron a coincidir con
una ertabilidad que permitid el desarrollo cultural.

A fines de la Edad Media me operaron grandes cambios en lo

politico,en lo econdmico,en lo religioso y en lo cultural,

(3)Historia de las matemdticas,K Ribnikov,Edit.Mir tioscu.



§_£ Renacimiento

t

(1) Los historiadores llaman Edad Moderna al periodo comprén-
dido de 1453 a 1789, Alrededor de los siglos XV y XVI existid
el desarrollo cultural e ideoldgico en una serie de paimea de
Europa Occidental y Central; este desarrollo se conoce bajo el
nombre de Renacimiento,

El Renacimiento surgid en Italia a fines de la Edad Media
como un movimiento cultural que derivo en una revaloracién de
lo humano, un "nuevo nacimiento" de los grandes valores grie -
€09 y latinos. Se encontrd en ellos inspiracién,ejemplo y guia
lo mismo en la produccién literaria que en las elaboraciones
de la arquitectura,de la escultura,de la pintura,de la filoso=-
fia y de las ciencias.

(2) bentro de la ciencia en la época del Renacimiento se pue-
de mencionar a Nicolde Copérnico quien nacid en Polonia,en -
1473, estudid astronomia en Bolonia, medicina en Padua y dere-
cho en Ferrara,pasrando la mayor parte de su vida como candnigo
en Prauenburgo.Copdrnico tuvo que ocuparse de.los menesteres
derivados de la guerra y la administracidn; su interds princi-
pal estuvo siempre en la astronom{a,se esforzd por encontrar
una imagen mds racional de los cielos,misma que establecid en
su forma final en su libro De Revolutionibus Orbiun Coelestium
que fue impreso el mismo afio de su muerte,en 1543.

Copérnico postuld un sistema de esferas que giraban alrede-
dor del sol, y no de la Tierra, introduciendo la rotacidn de
nuestro planeta y demostrando detalladamente cémo este sistema
podia explicar todas las observaciones astrondmicas.

Copérnico mantuvo un espiritu de innovacidén,lo que indicd
un rompimiento con la Edad Media.



Kepler, astrénomo alemdn (1571-1630),dentro de la ciencia
tratd de encontrar el me Jor modo de representar los movimieﬂ-
tos planetarios mediante una sola curva.

EKepler encontro que la udnica explicacién del movimiento
observado del planeta Marte era la que de su drbita es una
elipse en le cual el sol ocupa uno de sus focos,

Le hipdtesis de las Srbites elipticas,y las otras dos le -
yes con las cuales explicd Kepler la velocidad de los plane -
tas 8l describir sus trayectoriss,no solamente destruyeron
la principal objecién astronémica @ la hipétesis de Copdrnico
fino que también termineron con la concepcidn Fitegdrico-Pla-
tdnica sobre le necesidad de que los cielos tuvieran vnica —-
mente movimientos perfectos, er decir,circuleres,que incluso
Copérnico habia mantenido.

El telescopio 1llego a ser el mayor inetrumento cientffico
de la época. La noticia de su invencidn llegd a ofdos del ---
profesor Jde fisica, Galileo Galilei (1564-1642) el cual se
decidid a construipr uno y con el cuel observd el cielo encon-
trando que la Luna en vez de ser unsz esfera perfects,esatd cu-
bierta por mares y montafias,

Galileo logrd una descripcidn matemdtica del movimiento de
los cuerpos que expuso en sus "Jidlogos acerca de dos rueves
ciencias", impugno los conceptos aceptados sometidndolos a -
prueba por medio del nuevo método el método experimental;
utilizd el péndulo y el plano inclinado para efectuar medi -
cionen precisas de la caida de los cuerpos.

Al hacer esto suministrd el primer ejemplo claro de los
métodos de la firica cque he 'an de dar lugar a un enorme de-

sarrollo en los riglos sigu: atea.
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En el Renacimiento surgié como parte esencial el Humanismo
o ertudio de las leitras griegas y romanas inspiradoras de las
obras nuevas y por este medio fue apareciendo también un nue -
vo estilo de vida en el que el hombre fue objeto de mayor aten
cidn y exaltacién. Se estudiaron los originales griegos de
Platén,Aristdteles,demdcrito y Arquimides.

El movimiento humanistico se inicio realmente en Italia a
principios del miglo XIV con el poeta Petrarca y el escritor
Bocaccio.

Hubo hombres de valia en los campos diversos de la cultura
y el arteyno faltaron protectores o'"mecenar", lo mismv entre
eclesidsticor que ontre reglares,que otorgaran su favor a qui
enes tenfan algo que decir o expresar en estas materias.

Bn su tiempo no hubo interferencis del mecenss con las --
ideag Jlel artiste respecto al temajel mecenms proporcionaba
el proyecto y el artista meguia su propia inspiracidn. En este
clima de libertad florecid un gran arte y surgieron grandes --
personalidades artisticas,especialmente porque gracias a la
filosof{a de la €poca el artista me sentia resuelto y obligado
a alcanzar altos niveles de calidad.

(3) Uno de los comerciantes mds famosos en Florencia en el
Renacimiento fue Cosimo de Medici; hijo de un pequefio comer -
ciante que cred un negocio independiente y alcanzé la posi --
cidén mde alta en Plorsncia, E1 largo periodo de paz que dis -
fruté Plorencia bajo la direccidn oculta pero omnipresente de
Cosimo habfa incrementado la riqueza de la ciudad y la fortuna
personal. E1 éxito de la banca ylas poderosas relaciones que
se establecieron con los papas,principes y reyes,convirtieron
a la siguiente generacidén de comerciantes Medici en sefiores.

Cosimo murid en 1464, Piero su hijo se lanzo a la caza de

X



~manuscritos y cred la famoea biblioteca y coleccidn Medici
Piero murid en 1469 y le sucedid su hijo Lorenzo (1449-1492)
de Medici llamado "E1 Magnifico". Pue modelo de mecenas y ca-
ballero renacentista,contribuyd al engrandecimiento de Floren
cia,fue excelente prosista y original poeta,protector incom = -
dicional de las letras y las artes,colabord para hacer de la
lengua toscana el idioma nacional de Italia. Fue un personaje
clave en el Renacimiento que runié en su corte a artistas de
la talla de Botticelli,Miguel Angel Buonarroti,creando las
obras maeatras que distinguen a este periodo de la historia.

Lorenzo E1l Magnifico dedicd su vida al cultivo y prote.--
ccidn de las artes,como la exprecién mds profunda y duradera
del hombre.

En ese regreso & la antiguedad la misidn no sdlo era la
imitacién del arte antiguo o de la naturaleza de forma direc
ta,se pretenifa con la ayuda de la enseflanza del arte anti -
guo y de métodos nuevos crear, una repreaentacidn que repro-
ducirfa la realidad desde el punto de viata del artista.

(1) Historia Universal Contempordnea,Carlos Alvear Acevedo,
Edit.Jus, México,1972

{(2) La Ciencia en la Historia,John L.Berhal,UNAM/Edit.Nueva
Imagen, Mexico,1979.

(3) Introduccidén a 1l]a Historia del Arte,El Renacimiento,

Rosa Maria Lettm,Edit. Gustavo Gili,S.A. Barcelonan,1985.
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La pintura en la Edad Med ia

. Los pintores medievales,que buscaban ante todo representar
y embellecer los temas centrales del drama cristiano,se con -
formaron con exprersarse en términos simbdlicos. Representaban
a la gente y a los objetos de una forma enteramente estilizada
generalmente sobre fondo dorado como si subrayaran que el tema
del cuadro no tenfa conexidn con el mundo real. Un ejemplo de
eate estilo,que los criticos condideran como lo mejor de la
pintura medieval, es la "Anunciacién" de Simone Martini.

Posteriormente loa pintores se interesan cada vez mia por
la realidad fisica y la reproduccidén precisa del aspecto de
las cosas. Como consecuencia la perspectiva adquirid importan
¢ia fundamental para los artistas,

13



Dentro de la Edad Media en los siglos XII y XIII en la -
pintura y en la arquitectura surgid el estilo gdtico que se
caracterizd por tener figuras muy elevadas verticales, ojiva-
les ternarias. Este estilo se integrd ademds a la escultura,
vidrieria,pintura mural.

El 4lbum de Villard de Honnecourt de 1240 en Francia pre -
senta figuras humanas y de animales teniendo como base prin.-
cipal la figura geometirica en sus dibujos.

14



. Villard de Honnmecourt,en su £lbum,deja el resumen dibujadq
de sus experiencias como arquitecto,trazados geométricos para
ordenar las figuras,como é1 dice "una manera para facilitar
el trabajo obrero", mfquinas de levantamiento,planos y eleva-
ciones. De sus apuntes textualmente se encuentra escrito:
"Aqui comienza el arte de los elementos del dibujo, tal como
los ensefia 1la disciplina de la geometria, explicados para ha-

cer fdcil el trabajo". 4

adr umelme T den aslogy




. Los paises mds representativos de la pintura en la Edad
Media y que registran obras de mayor antiguedad se encuentrén
en Francia,Inglaterra,Noruega,Italia,Espafia,Portugal, y Ale -
mania.

En PFrancia la pintura en miniatura se aprecia en el manus-
crito que ilustra pasajes de la Biblia,que lleva por titulo
Blanca de Castilla en 1230; se encuentra en Paris en la Biblio
teca del Arsenal.

En estos hay figuras de astrénomos,fueron hechas sobre 1lin-
ean internas de un hexdgono inscrito en una circunferencia --
cuyo didmetro esta determinado por la altura del rectdngulo,
la mitad de la altura del rectdngulo es el radio de la circun~
ferencia,para el hexdgono se tiene 360/6 = 60 .

Se trazaron li{neas de F a H, de Fa K, de G a I y de 6 a J,
e dividio el lado G H del hexdgono y por la mitad se prolonga
una 1fnea hasta dividir F J, el lado I P del hexdgono ae divi-
' de por la mitad se prolonga una linea haste dividir el lado
G K del hexdgono,resultando tridngulos y cuadrildteros.

Justamente en la interseccidén de lam lfneam de la altura y
las 1lineas P H y G I yqueda colocada una mano que sostiene un
astrolabio,adentro de los tridngulos quedan las caras de los
astrénomos,libroa,manos y ropas,hay dos cuadrildteros donde
quedan adentro dos drboles,

Este dibujo se baso en la geometria plana en la construcei-
dn de un hexdgono y en la interseccidn de l{neas.

16
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Se utilizaron octdgonos y sobre las lineas internas de

estor se realizaron dibujos y pinturas.
En esta forma en la Edad Media re utilizaba el compéds,la

construccidn de hexdgonos,cuadrildteros,tridnguios.
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Alrededor del afio 1300 en Italia los trabajos de pintura
‘que se realizaban eran de influencia religiosa cristiana,

Un pintor representativo de la Edad Media fue Giotto Di
Bondone (1266-1337). En Roma pinta figuras de profetas en
la iglesia de Santa Mar{a. También se dirige a As{s,donde
decora la nave central de la Bas{lice;sus pinturas ilustran

hechos de la vida de San Francisco.

Sus pinturas no presentan mucha profundidad;representan

figuras humanars al frente,mediante unos pequefios cubos figu-
ran casas,balconer,portales y ventanas. También aparecen pel
dafios y rocas. se obmerva que las l{neas de los cubos o las
l{neﬁs oblicuas no tienemn convergencia hacia ningun punto.

Sus pinturas presentan aspectos planos y la falta de pers-
pectiva.
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Las matemdticas en 1la

En la Edad Wedia ya se conocian los elementos de Euclid;e
¥y los matemdticos europeos comenzaron a conocer el £lgebra a
principios del siglo XII. La fuente de sus conocimientos sobre
el 4lgebra fue la obra de Al Khuwarizmi, el cual vivié en la pri-
mera mitad del siglo IX. Se estudié la solucidén de laa ecuaciones
de primer y segundo grado y las ecuacganes cdbicas.
(1)A estas dltimas conducfan diferentes problemas: a) la divicidn
de la esfera por un plano; b) la triseccidn del £ngulo; c¢) la bis
queda del lado de un polfigono regular de 7 lados,

Uno de los problemas de dpticas encontrar en una circunferencia
dada un punto tal que, el rayo indidente de un punto dado A de
refleja en otro punto dado B,conducia & una ecuacidn de cuarto
grado, Ademds se introdujo la trigonometr{a, se estudio a (2)

Ptolomeo del eiglo II se intereso en la geometria y astronomia
en enta Wltima su obra mixima es la Sintaxis matemftica en 13
libros, mfs conocida como Almagesto en este escribe un teorsma
de cuadriléteros .

Teorema de Ptolomeo Sea A,B,C,D un cuadrildtero inscriptible
en una circunferencia entonces AC'DB = AB+ DC + BC-AD
El producto de las diagonales es igual a la suma del producto de
lados no adyacentea.

(1) Ribnikov, Historia de Katemdticas,Edit, Mir.
(2) J. Rey P. Historia de las Matemf{tiwas, Bdit. Espasa Calpe.
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Demos fm-Cfdﬂ,

Sea £ en AC Y 4 AEB = & BeoD

Comparando A BCA y & B8¢o =y 4« BAC

= & 6oC
como /a Suma de [os a'nju/o.r de un A es 2 vecTas
{8 /780°% =2 4 EBA - & c@bd
=> A AEGB X pn 6DC
A€ _ pe
_— I = E.OB = AB -DC
VY] Y > A ¢ 1)
Fn'/ 07Y0 /a do compa Yaﬁt{o
A PAc y A BAD =3 £ BCA = & BDA

como X ABE = 4 »BC

=) & KR B>

4 PBE + XEPD -

¥PB c+ 4 EBD
4 f8¢C

Corno Ja suma de /Jos a):gu/.,_; es i vecTor (8- ,g0)
BEL

=y £ = ¥ BAD

=% A BEC X p BaP
EC

=) EL . A2 _ ¢c.8D = BC - -4AD
cc 35 7 £

Svmaado con C1')

AE-DOB+ EC.GD
=P AC 58

= A3-DC +0CAD
= AB . OC + 8BS, AD
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-~ Bn la Edad Media se.estudio a Menelao de AleJanﬂr

By
‘E“
N
[¢]
=

=1glo Iy aqtronomo Y8 eometra e=Ar1b10 anerl

en eate trubaao se ob=erVa el

se 1ntereao en. lon trlangulo

nometrla

tlenen ’u{trenaq co-!

wmunes es iguel al yrouuctoldefla otra terna Je segmentosaenvvl

las pare jso e triénguids «eme jantes se deduce: AC':;C.u=aB':
B'C 330':Cd = BA':A'C,-que por divieifn results : o v

AChI3te At = AB' BU' LA,

i en cambio,los tridngulos son esféricos y =¢ consideran

ios plenos del triangulo «3¢ y el nel circulo mdxima a's'u’,

esos Jjos planos se cortardin en Lz rectu AY8"C".ce coneivera

como truniversal del tridngulo pleno ABC du‘seg&n el tveorema

R ' - Cas
plano a¥e 0o = AC‘CB'DA, que pue le ercribirse

"

AB !CB"=(hdI:Bd3 (343Cx) me aicen Fustituciones trigonomé -
tricas por la razdn ce los senos® de ios arcos homdlogos
aegAE': gén UB'=(sen aC':ren o) (0en 3a':sen ¢ '), de Jonde
el teorema we Kenelao para 1o: sridnsulos esféricos es

1 .
sen AB's sen BCe®en Ca' = ven aC'e sen Useven BA




Se encontro un sisteme de trigononetrie en ls obra (e
Fesireddin (1201-1274) "Tratado sobre el cuadrildtero complé—
to",ionde 1) Se expons la teorfa de las figuras constitufdas
por cuatro rectas que se intersecan de dos en dos, 2) Se agru
pan los métodos de resolucidn de tridngulos planos y esféri -
cos, 3) Se resuelve sl problema de la determinacién de los la
dos de un tridngulo esférico por sus tres £ngulos.

Jentro del desarrollo de las matem{ticas en Europa estuvo
la creacidn de los centros de ensafianza. Uno de los primeros
centfos fue organizado en la ciudad de Reims (Prancia) por --
Geberto (940-1003) quien mds tarde fue papa romano bajo el
nombre de Silvestre II. En la escuela de Geberto,ademds de
otras ciencias,enseflaban cdlculo con el uso de la pizarra de
calcular, el dbaco,perfeccionado por el cambio de fichas en
blanco,cada una de las cuales tenfa el valor de la unidad,por
fichas con cifras escritas sobre ellas.Entre los partidarios ’
de las diversas tradiciones del cdlculo habfm dos partides
enemigoa: los abaquistas y los algor{tmicos. Lom primeros en
1o fundamental se distingufan por la exigencia del uso del
dbuco y la numeracidn duodecimal romana. Los algoritmicos uti
lizaban las notaciones escritas de las cifras hinddes,el cd--
lculo lo realizaban en papel.En las discumsiones se formardn
los sistemas de numeracidn y los métodos de cdlculo aritmético,
cada vez mds préximos a los rirtemas y procedimientos habitua-
ler a nosotros,

" Bn los miglos X1I-XIII,fueron surgiendo en Europa las prime-
rag undversidades,que fueron las italianas en Boloifia,Salerno
y otras ciudades. Tras estas fueron abiertas universidades en
Oxford y Par{s (1167),Cambridge(1209),Ndpoles (1224),Praga
(1347) y viena(1367). Las matem{ticas formaban parte de las

(1) Historia de las Matemdticar,K.Ribnikov,Edit.Mir Hoscu.l987.

(2) Historia de las Hatemdticam J.Rey Pastor,Edit.Calpe,Argentina
1971. ' 23




siete artes libres;re estudiaban en la Tacultad de artes.

‘Bodo el ciclo le estas artes pe dividfa en dos perfodos:

El primero lo componfs el trivium; gramdtica,retdrica,o ses «l
arte de expresar oralmente las idess y dialéetics o hebilidad
de llever a cabo las discuciones, E1 segundo periodo, el cua -
arivium,inclufa la aritmética,geometria,astronomfa y misica.

Los conocimientos matemfticos no se perfeccionaban en los cen
tros de ensefianza europeos. Ellos eran introducidos desde el
exterior; en la mayor parte los conocimientos cient{ficos se
adquir{an por la via de la traduccién de las obras del drabe
al latin. Por esta via los europeos conveieron los "3lamsntos®
de Euclides y el "ilmegesto" de Ftolomeo,

Lre matendtices en el siglo XIII tuvieron relacidn con los
factores: la lucha contra la escoldstica y la teologia,comen-
zada por Roger Bacon (1214-1294),y los trabajor matemdticos
de Leonardo de Pisa alrededor del afio 1200.

Bl primero de ellos en su aguda critica se opuso a los dog-
mas basados en la f£é,tamando la experiencia como dnica fuente
de conocimientos cient{ficos. Los méritos de Leonardo en las
matemiticas fueron de otro gzénero. El recibid una buena forma
cidn matemdtica en Argelia; alrededor del afio 1202 escribid
el "Libro sobre el dbaco". Eate contiene 15 partes; en lar mie

te primeras estdn expuestas el cdlculo de nimeros enteros se
gun el sistema pomicional y operaciones con fracciones comu -
nes. Las partes ocho al once contienen aplicaciones y cdlcu -
los comercialess regla de trem simple y compuesta,divieidn -
proporcional y problemas sobre la determinacidn de la calidad
de las monedas. La bisqueds de roluciones de nimeros enteros
de ecuaciones indeterminadas de primer grado,adicidén de pro -
gresiones ar{tmeticas y de los cuadrados de los nimeros natu-
ralers constituyen las partes doce y trece. kn la parte cator-

ce
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_tiene el calculo de rafces cuadradas y cdbicas,operaciones
con binomios, esto ea,expresiones de la forma atb

Culmina el "Libro sobre el #baco" con la parte gquince que
contiene una breve exposicién del 4lgebra,problemas sobre las
fracciones numéricas continuas y problemas geomdétricos que se
reducen a la aplicacién del Teorema de Pitdgoras.

Utra obra de Leonardo,"Geometr{a Prdctica",escrita alrede -
dor del afio 1220,estd dedicada a la medida de las £reas de
los poligonos y el volumen de los cuerpos,incluso del volumen
de la eafera. las demostraciones de los teoremas estdn toma -
dos de los trabajos de Euclider y Arquimides;se encuentran
problemas que evidencian el conocimiento de Leonardo de Pisa
en loe elementos de trigonometria.

Se conoce otra obra mds de Leonardo sobre la teorfa de los
nimeros. En ella se trata sobre las propiedades de los nfme -
ros, sumas de la forma Z ko, kzn 2 ) Z: (2k+1)

Yy la bﬁsqueda de soluciones racionales de las ecuaciones,
Y= x*+a g2?2zr-q

El profeaor de la Universidad de Par{s Nicole Oresme(l328-
1382) generalizd el concepto de potencia introduciendo los ex-
ponentes fraccionarios,las reglas de realizacidn de las ope -
raciones con ellos y una simbdlica especial.

0P ,5% 100 ]_5Y 2:p|_ /3
or ejemplos: ./ Fi- =373 =
por ejemplo: sz 2? 373 8

A propdaito Oreeme introduce el largo y el ancho de un re-
ctdngulo plano y utiliza las coordenadas rectangulares intro-
ducidas para la representacidén grdfica de la intensidad de
los fendmenos f{sicos en depsndencia del tiempo.

En la Edad Media las matemdticas empezaban 2 desarrollarse,
para ello tomaron en cuenta el trabajo de los 4rabes y los
Elementos de Euclides.idemds se abrieron centros de enseflanza
y Universidades,las matemdticas se ampliaron con trajos de

matematicos como Leonardo de Pisa y Ofesme.
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Problemas que dieron lugar .u ecudcivnes de grimero y
segundo grado

i [ . 2

a; ZC{. ory.st1on a/e /q QS{efq IDOY un /J/ana

Saa O\“‘Fbj-\'C?*J:o ,unlz)/’aﬁs

¢on veclor novemai (e, b,¢)

Sea (X-Xa)? 4(y-Yo)" + (2-2o3% v?
vita  ereve

6)”@:;‘”’&'9 el can bio de coov genadas
(Mvas/acion ol conivo de /q e;rre,ﬂ}

XI:‘/-XO . \él:kj~‘-ja L 2iz22-20
OATenemos

QX1 +hY, +C 2 4dizo
Cvn,c/l: Axo + byo-f-cia‘t'-d

4 (X + 4+ (2) e v?
&) Hacrendo el cambrs o Coordenasns
(volacidn <con el eje de 2 £140)

X1 = X2 cos® - Y2 Sanb

Yi2 X2 S5am@ + Ya Cos®

Z, = Z2
ton cos¢=_9%
S 8= b
Vatyir

b :angulo con ves/nJa a’f/‘"’o x.y
oblenemos para e//a/cno

ﬁ(\(z cos & - Yz SMQ) Fo (%2 samBtVYe Cas@>+cat+c1|=o
Xg( o cosb +b send) + Y2 (~aSemd +bsem@)t cTe+di-0

»

Naly bt
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Az Xz 4 Co 2, +dz zo con Az =\Va%yp?
Cﬂ.-:c
d2=ds

&= dngule con respeclo al eje x

y pava /Q ES'{.‘EYA

(X2€o%B - Y2 Sem6) + (X2 send +Y2 Cos8) 4 (2Yu

. 1
Xy Cos'd - 2 X2 Y, (os 6 Samo + Vo' st O + Xq Sam+ 2Xa2Y2

Sonp Cos6 + \/zzc:os‘e + 25 =2

2
k3
X2 (Cos?® +San'@) 4 Y, (sen’0 4 Cos"@)* 2, ="
, . 7

1 2 7
Xe 44, + 32, =v?

d) f/a,c:'en:/o af cambio de :ocvdlenaCJGS
lrolacidn con e/ ¢e y £Je)

X2 2X3Co56 -235mo Cos 8 -a,
Con

"{Z:VU . 5-4'“9:‘1
22 = X3 s¢nd + 23 (06

Olwﬂ’nemps peora el f/ano
A2 (X3 Cos &~ 23 Sam8) + Co (X3 Samb + 23 Cotb) + dz__o

X3 (Az Cos6 + Cy sam®) + Y3 (- Gz sams +C1C°‘>‘97+“ °

4 \"‘O
X's -\-dz =0

Y /a gspera (sim:

Javmende a en b)

2
%
X3" 4 Ny + Za =Y




. R) Ass gve nos redvcimos al caso en gue ¢//’/=!”9 )

es de /a Forma A+d zo

y /a esgeva P LIN LI

En cvgr e la. inTevseccion es el crvevls

de vads st =a e'/,o/ano Hz-d
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- b)) la Twsece,on o’o/ani\//o :
Mo se /o«/ec/e TnsecTav con 7(;/« y compas

vsando /as 7¢qlas & o soma o sopos Yeocenos
7}"?"’0; ?U(’_

(os 36 = Cos (20 +0)
Cos 26 (Cose) - Sen20(Senp)

((o56 - sam°8) (Co56)= (2 5an6 ((056)) (5ans)

1

v

U

Cos®0 _ SongCose - 2Sen’s Cose
= Cos’9 - 3Sen? (oso

= (05’0 — 3(1-Cos’0) (0

Cos’ - 3Cos0 + 30530

4 Cos® 8 - 3Cosh

"

Cos 36 = Cos 60°
‘ Vo  Eslo nes Meva a /a ecoacion

73 YxXax Tomads del hbro HevsTern Alflbva Hodevna Py
| - 8 Ka—GX

0 = ax’-gx-l
Yea me s gve es imedverble
BUX+2Y-6 (X42)-1 = 8 (XP+6x 412 x48) -6 (x42) -]

8X3+ 48X +q0x + 51

3
sfo , 3/51

1

p
37\8/ 3/4,5 ,

2
3 =9 X-¥ N 3 y Xz+‘70x4‘5l s
Tomando el cy,Tevio de Essenslern 6x 448 /wec/vc/éz

o 8)(3—‘ X=| es smedvcible "y Ja jvaﬂ/ﬂ 3

‘ ton 'n’/a Y compas no se ,ouw’e Triseclay un angvlo de ¢0°
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e) la Aus?wa/a el lado de un,oo//'?ona regulas de 7 Jaclos
No s¢ /w“/' constury v h’/°7“/””0 r/;u/w con vegla

4 -
y compas. x =2z cos (2T/7) 4 .M7/:/ar( e

22
X x —-2X.y 7omao/- c/&/ 14/(”7«'{” A/f'é'a //a‘/a,,,qf,o; 273
(X+1)3+ (X*Z)" 2( X+I) - - x’,‘. ¢ x‘—l— 12X + 8 + Xetr4x+4
X3 x4 14X + 3
7

{

—2X-H-
P

7*’ ’ ?I7 , 7,1‘1 , ?/? y 7"//?

S f:'n é‘/'so«nsﬁm
X5+ ?sz“/"/)f +7 es /we://c,é/c

s x’+ xt.2x -l es jweJuc‘l b/e

S8 ¥3+ gyt 4x -l es (wedocréle

Sy Neo se /’W‘Jt coﬂ.\‘Tyw'y U"ﬁeff"}“'" con 7'3/4 3rom,¢q4

30



Uno c/( /as froé/rmaj t/c o,)f’“\..

Enconlvor en ona Coveongeventia e, un/owijo fa’?uce‘/
Yeyo /'nr/a/p,‘], o/¢ on Iaunjo (:éc/o A se 7///P/q _(n07yg
/"’nfd dacs B condocsa avna ecoacionde ‘/'.7"""/".

£¢a, b ol: Zca b) - (cose, Sonb)

(-Seng , Cos&))

I (a, b) = ( cose, Soneril

————

g (¢,d6)_ <¢ad)- (Cos0, Send), (_5ons. Cose)

Hee d) - (Cos, Sanodrll

]3Ud/dAJo /=9

=r=85008 40010 - (- (016 Sem6 ¢ Sona. Cosa)

S5¢a

(L
==t 51!’_(’_..,'!‘__._4.{2.‘_"‘(- CosB Send 4+ Son e Co18) \ob\/. .
- L)
h(c-Cosd, d-Som o)l ?\L'/ o
AT (_,0:_’_,
Cosd = ‘%'(( ”
Sane =T >
SN X
~aVi-w? b _VI-&i4dx J

(A -ty,8, b-Sord)ll

ﬁ«)ﬁﬂ_vﬁ“)‘ T \lemays (4G )

~_\_‘_/’

(a? (1 -V e2al/l-a? bu +\n‘.(’)(c‘-u-u/-(‘-i»d‘-ze\\/t_-i“u-,('j
2(c =)= 2 VT & dusdlt) (al-2am 4+ b2 bV 41 - o)
=Y (& (b%a}) + o VI-at (-2ab)+ a') @ (-2)+VTealt (-2d) + ¢+ d¥1)

= (o edh ¢ )rAViES (-2ed)+¢

) (# (-2a) + Vi-a? (-2b) alrbia)

= 0 (6 -a) (2e)+ &\ Tow0 (bT-at) 2d) 44 (b%-a?)(c"+d"+1)

+ oA VTt (Habe) 4 & (1-u?) (Y abd)+ aVT=gT (~2ab) (Y d31)
+ e (-2alc) + V-t (-2 0*d) & 0\1(7{-*41-{-!)

k)




b3t b i bt alcty atdd, q*
d262+ Jzéi *c/z—clal—clé‘_c‘

~2b°c?412a%d®y a*4 d’

=« (d%c?) -2a) + VT=d2(d%c?) (-24)+ o*(d% ) (a’+b%)
+ PV yacd 4 o« (1-a?) (Ghcd) + L VTTRT (-2¢d) (aty b?41)
4+ o Cac?) Vicat (-2bct) 4+ c?(a*+ b+

«WTo=r [(b-at) (-2d)yuaber (dheY) (2b) - yacd]

Vo 27 [ (-2ab) Ccted®i) ¢ zed (a4 b‘+/)]+\¢§l[~2a‘4+z£cz]

S

5)43[(4’-6) (-2a)4(bP-a?) (2c)-vbed+yalbd] ;
4+ 2[-Cb%at) (P +dr) 4 (d%c?) (ﬂ‘*b‘ﬂ)] i
+o([qLcJ-eqc'—‘/aéd+2a‘cj+c7(é‘+l)-a‘CJ’+|) f[

(=2 [<*(bta?) C-2d+ habe (I 2c) (2o yacd)yy (Casbicidn) 4
2ed (a%4b%4 1)) + (2ad +2bc0])? '

_,_(_43[(4'.(') (~2a) 4 (b%al) (2¢) ~4bcd +4 akd) |
+<tat+drrzatd2 2 4%t) _ I
+ « (4bed - 2act - gabd + 2za¢)
+ S (bh)— aZ(d4n))’

= ﬁ::(?["(zat—f d‘ac *Qo]

= <3qy Jsz -+ *L'*LD

e ot st e B e e AR e 2 i e e



con Qy:(b%a?) (-2d) +4abe+ (d% 1Y) C2h) - yacd
o = (-zah) Ccad?hi) + 2cd (a%4 ki)

Qo = ..'ZClTJ +'zl)C?

bs ’-‘(J,-Cl) (-2a) + (L2 a?) 2¢ -4bhed + yabd
ba: a'4d? 4 20%d? 2L 2

b 4bed -2ac*~ yabd + za’c

bo= c*(4741) - at(dt4y

"
= (-a)[#'al+ itats Qo +24°0:1 % 42 £ 0Q0 424 Ao ]

2
- -‘(‘ l):'f o(q t): + 0(1 E.l’*’oo +7-‘l"’:| b;-&'z.’(qbslau-i.(’Ls Lo
+7.-(3L2.L| +'Zol2L1Lo -1—2“5.5‘,

= 4 (-a2") + L(-2aads «f (G-t -24q,q,)

|

. ‘f
* 2 (20:4,.20080) 4 & (0242 Oslo A )4 « (= 2144140, |
|
i
|

=0’ (ba') 4 by b))+ a2 bk 4

. A’AO‘F?LrA:)j
+ o (‘3/‘4- 2b2be) + o (2/0'50)4'/092

=2 ab(bstas) + 4 (b Lz+2070‘)+o¢"(b+zbw,- '+ 2aea)

a, 2q
+ 22 (2biby+2bibi-20:a.+2 Q, Ao)+ (ki 2bsbg- Q.-zq,a.4a;) o
+ < (2 L"m-' 2d:Q6) + k‘o "'ao =0

Es una €cvacion Je ¢? gyaJo,
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La vida econdmica medieval se apoyd en la agricultura, la
ganaderfa,la artesanfa y el comercid.

Europa se subdividié en miltiples mefiorios gobernados por
los sefiores feudales; datos porefan poder sobre un territorio
determinado y vivian rodeadas de las tierras en las que habi-
taban y trabajaban sus siervos,

El cristianismo en la Edad i‘edia se extendid a todo el sue

lo europeo.Ea la filosofia surgierdn obras de San Alberto y
Sto. Tomfs de Aquino.

Roger Bacon en la ciencia buscd su confirmacidén en la expe
riencia y la cisncia con fines de uso.

Al finalizar la Eded Media se operaron grandes cambios en
1o poli{tico,en lo econdmico, en lo religioso y en lo cultural,

Ya en el Renacimiento alrededor de los sigloe XV y XVI -
existid el desarrollo cultural e ideoldgico en una serie de
paferes de Europa Occidental y Central este demarrollo se co -
noce bajo el nombre de Renacimiento.

Se puede mencionar a Nicolds Copérnico dentro de la ciencia,

En la astronom{a postuld que un sistema de esferas giraban
alrededor del sol;introduciendo la rotacidn de nuestro planeta.

Kepler tratdé de encontrar el mejor modo de representar los
movimientos planetarios mediante una sola curva,.

Galileo mediante un tele mcopio observd que la luna estd
cubierta por mares y montafias hizo descripciones matemfticas
del movimiento de lom cuerpos de la fisica.

BEn el Renacimiento también surgié como parte esencial el
Humanismo en Italia & principios del siglo XIV con el ﬁoeta

Petrarca y el escritor Bocaccio.
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Uno de los mecenas mds importantes fue Lorenzo de Medici
llamado el"Magnifico" fue prosista original, poeta protector
incondicional de las leiras y las artes.

En los miglos XII y XIII en la arquitectura surgid el
estilo gético .Hay pruebas en la Edad Media de la geometria
en el dibujo. Un tertimonio del afio 1240 en Francia es el
4lbum de Villard de Honnecourt; sus dibujos muestran conexi-
én entre arquitectura, geometrf{a y figuracién humana y ani -
malfstica, En este periodo se utilizd la geometr{a paras rea-
lizar dibujos y pinturas del siglo XI1I,posteriormente en el
Renacimiento es cuando surgen trubejos de pintura con mayer
profundidad apoyados de la geometria.

ventro de las matemdticas en la Edad Media ya se conoci -
an los BElementom de Euclides y comenzaron a conocer el £lge-
bra a principios del siglo XII. La fuente principal de sus
conocimientos sobre el dlgebra fue la obra de Al-Khuwarizmi.

Se estudiaron soluciones de las ecuaciones de primero y
segundo grado y las ecuaciones cibicas,se introdujo la tri -
gonometria,resultados de Ptolomeo y Menelao.

Leonardo de Pisa en el afio 1200 escribié el "Libro sobre
el 4dbaco" donde expone los niémeroes enteros segin el sistema
decimal ,opermciones con fraccionee comunem,cdlculos comer -
ciales,regla de tres simple y compuesta,exposiciones de 41-
gebra y el Teorema de Pitdgoras,

Las matemdticas se desarrollaron tomando en cuenta los

traba jor de- griegos y drabes.
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CAPITULO II
LA PERSPECTIVA EN LA PINTURA

E_g pintura en e 1 .

Renacimien to

(1) Alrededor del afio 1453 finalizd la Edad Media y surgid

el Renacimiento en Italia como movimiento cultural;esta influ-
encia del Renacimiento se dejé sentir en los campos de la lite
ratura,la filosofia,las ciencias,la arquitectura y la escultu-

ra,
Jentro de la pintura se desarrollaron cambioa respecto a la

pintura de la Edad Media. Hay admiracidn por la figura humanz,
principalmente buscaban 1i representacidén f{sica,real,de las
cosas. Sue trabajos expresaban la distancia,el volumen,el espa
cio y la perspectiva adquirid importancia fundamental .

(2) Uno de los pintores mfs representativos fue Pieroc della
Francesca (1420-1492) quien nacid en Umbria,sstudié pintura en
Plorencia y a partir de 1470 ee dedica a las matemdticas.

Una de sum obras mds famosas es "Virgen con el Nifio"; rea-
lizada en (1472-1474); es oleo mobre tabla. En este trabajo
consigue dar & las figuras una poemicidn de perspectiva casi
perfecta,existiendo el equilibrio,la armonia de las proporcio-
aes,la serenidad de.las imdgenea y la arquitectura basada en
la geometria.

Otro de sus trabajos es la pintura "La Plagelacidn de Cristo"
del Palacio Ducal de Urbino,fechado en 1459. La obra muestra
dos niveles distintos de realidad en dos esmpacios diferentes
gobernados por un orden arquitectdénico interior y exterior de
suma armonia de proporciones. En el.dmbito cubierto se desarro
1la la flagelacidén de Cristo ante Pilatos,mientras en el des -

cubierto y en primer término aparecen tres personajes conver -

fando .

(1) Hirtoria Universal del Arte,tomo 5,Bdit. Planeta.
(2) Introduccidn a la Historia del Arte, Bl Renacimiento,Rosa
Me. Letts, Bdit. Gustavo Gili,Barcelona,1985.



"Virgan -on el nirno"

el wfo 1472.

wutor Piero della Frucce
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Lo notable de la obra es la perfeccidn con que Piero relaci-

ona y a la vez distancia las dos escenas mediante la pepspec -

tiva y las proporciones ¢ : |
Piéro della Francesca valord la geometria en el dibujo,y se ;

sirvid de la perspectiva para perfeccionar los espacios arqui-

tectonicos y luainosos,

"Flagelacidén"

esquema persgecti-

vo de la misma.




(1) Entre los pintores del Renacimiento se encuentra Pietro
Vanuci,llamado Perugino (144%5-1523). Establecid su taller en
la ciudad de Umbra. Trabajo con Piero della Prancesca y se
sintid atrafido por el orden geométrico de Piero. Una de sus
mds famosas pinturas es el fresco "La entrega de lam llaves"
Perugino se revela ya poseedor de un arte que sintetiza las
principales aportaciones renacentistas.Bl espacio en que tra-
nscurre la accidn,con dos arcos de triunfo y un edificio de
planta central como limite de horizonte arquitectdnico,no es
ni un espacio visual,ni un espacio tedrico,sino una media de
ambos.

(1) Historia Universal del Arte, Vol. 5, Edit.Planeta.
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.(2) Andrea Mantegna (1431-1506) nacido en Venecia,presenta
en sus trabajos mds conocidos "La muerte de la Virgen", la'
profundidad del paisaje que conduce & la perspectiva de la
pintura, las figuras de los apostoles, de la Virgen, el or-
den de las lineas del suelo, trazados tomando en cuenta la

distancia, el volumen y el espacio.

(2) Introduccidn a la Himtoria del Arte,Bl Renacimiento
‘ Roesa Ma. Letts,Edit Gustavo Gili,Barcelona 1985.
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 Antonello da Kessina (1430-1479) tiene un trabajo que se |
titula "San Geronimo en su estudio".

Esta obra es un manifiesto de la pintura renacentista.

En ella se observa por las ventanas un pisaje infinito que
le da realidad al estudio del santo. Em un cubo geométrica -
mente tallado para presentar la figura de aquel totalmente
de perfil en aparente cotidianeidad. El1 eanto aparece en su
estudio como un humanista,pero no como un eremita penitente.
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(1)Sandro Botticelli (1444-1510) en su famosa obra "La Prima-
vera hecha en tabla en 1477, en esta describe el jard{in de
Venus, el jardin de la eterna primavera y de los cielos sin
nubes, los naranjos rodean a la bella deidad.

La diosa radiante y luminosa,enmarcada por la verde sombra
del mirto, de Venus, vigila el desfile de la Primavera. A la
derecha, Céfiro, el viento de principios de marzo que calien
ta la tierra con sus primeros alientoas, alarga sus brazos
parae apoderarse de la ninfa Cloris, 8in adorno alguno y des-
muda como la tierra enm invierno,grita con la vane esperanza
de escapar. Pero de sus labios entreabiertos sdlo salen flo-
res. Luego reaparece,transformada por la Primavera en la fi-
gura ricamente ataviada de_ Flora, como una figura de triunfo
y opulencia. La propia diosa Venus dirige nuestra atencién
hacia su hijo Cupido, que ertd dispuesto a golpear con sus
dardos a una de las Tres Gracias., Son lams acompaflantes de
Venus, unidas ahora en la danza pero no por mucho tiempo.Las
flechas de Cupido atravezardn sus corazones. Mercurio, el
guardidn armado del reino de Venus, aparta unas nubes imper-
tinentes que podrian perturbar la serenidad del desfile de
la Primavera.

Botticelli fue un pintor que se caracterizdé por realizar
elegantes, armoniosas figuras que . parecen salir de las poe-

sias de un asunto mitoldgico.

(1y-Int, a 1la Historia del Arte,El Renacimiento,Rosa Ma.
Letts,Edit.Gili,Barcelona,1985.
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»  Los temas principales en la pintura del Renacimiento fueron
la figura humapa,motivos religiosos cristianos,espacios arqui-
tectdnicos y paisajee. Se caracterizd ademds por expresar la
realidad f{aica, el volumen,la distancia,el espacio y el color.

Sus trabajos se apoyuron en la figura geométrica y en la pe-
repectiva.

Los avances del arte italieno no quedaron estancados en loa
1{mites geogrdficos de la penineula itdlica.

Posteriormente en Alemania,Alberto Durero (1471-1525) daria
a conocer sus trabajos de pintura,grabado,geometr{a y perspec -
tiva.



Inicio de la perepectiva

en la pin tura

A(I) Los inicios de la perspectiva en la pintura se dieron con

los trabajoe de Piero della Prancesca (1420-1492) y Leon  -=

Battista Alberti (1404-1472).

(II) Alberti fue arquitecto,humanista,erudito al servicio del

pam do rompe con las tradiciones medievales 2 las simples re-
copilaciones Je recetas técnicas y artesanales; escribid libros
de pintura,de escultura y arquitectura .

Como arquitecto en Kantua trazd la zZona central y longitu -
dinal de la Iglesia de San Andres (1), trazd fachadas de Igle-
sias como la de San Sebastian (2), y la de Santa laria con --
naves o capillas laterales (3).

(I) Afirmaba Alberti en su libro de pintura "Yo deseo que el
pintor sepa todo lo posible acerca de todas las artes libera -
les,pero deseo,sobre todo,que sea versado en geometria" .

Ademds el propio Alberti intuyd que mo =6lo la distancia
con respecto al ojo del expectador hacfa variar la dimensiona-
lidad de las figuram,sino que el cardcter de las mismas,su ma-
terialidad,su definicidn,su cromatismo,variaban segdén el air-
y por tanto también la distancia que se interponfa entre é: .
y el eppectador. Por ello con la lejanfa,las figuras se desdi-
bujaban y los colores pierden intemnsidad:; "Yo creo-afirmaba
Alberti en su libro de pintura- que la causa de esto se encuen
tra en el hecho de que los rayos,al pasar a través del aire --
deneo,pierden algo de su masa de luz y de color,

De aqui se deriva la siguiente regla: cuanto mayor es la
distancia,tanto menos intensa y =in luz aparecerd la superfi--
cie obaervada".

Posteriormente estos principios de la llamada perspectiva
atmosférica o aérea, ser{an llevados a la prdctica por Piero

- della Prancesca.
{I) Hirtoria Universal del Arte,vol.5, Edit. Planeta
(I1)El Arte del Renacimiento, Pernando Franco,Grupo Anaya,
Edit. Espafiola,1990,
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(1) Alberti compard la pintura con "una ventana transparente"
a tra7ds de la cual contemplamos una parte del mundo viaible:
Objetos de igual tamafio empiezan a disminu‘r en cuanto se

alejan del espectador; las paredes, los suelos y techos que
delimitan el interior o la base en la cual fueron dispuestos
los elementos de un paisaje empiezan a alejarse hacia el fon-
do; y tales lineas que forman dngulos rectos en el plano pic-
térico evolucionardn en lineas de fuga, en perapectiva tendi-
4én a converger hacia un centro.

Este centro ya habfa tomado cardcter de dnico "punto de fu-
ga" en el cual las ortogonales convergidn con precisidn al --
menos en un plano libre.

Alrededor de 1425 se observd que las lineas horizontales de
una construccidn cibica aaenta@aa sergadamente en el espacio
parec{an converger en dos puntos situados simétricamente en
una horizontal. En esta forma no era aun posible determinar la
sucesidn correcta de transversales equidistantes.

Alberti condena una prdctica en 1435 por la que los eapacios
entre una tranaverral y la siguiente eran disminuidos mecdni--
camente y desde luego equivocadamente.

Posteriormente ra descubrié que todas las ortogonales y no
sdlo las situadas en un plano tenfan que converger en un punto
de fuga que establecio as{ el "horizonte general de la pintura"
¥y el problema de determinar la disminucidn gradual de transver-
sales equidistantes fue resuelto por el recurso de trazar una
1{nea oblicua a través de las ortogonales convergentes.

Se pensd que tal 1linea oblicua cortarfa las ortogonales con-
vergentes,para formar la diagonal comin de una serie continua
de pequefios cuadrados iguales,que determinarfan la sucesidn

(1)Durero como matemftico, Brwin Panofeky, Cap. 2 , Sigma el
mundo de las matematicas, Vol. 4 .
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correcta de otras tantas transversales.
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Fué también descubierto que esta diagonal cortazfa el ¥
"horizonte en el mismo punto que las diagonales de las hileras
adyacentes de pequefios cuadrauos,constituyendo asi "un punto
de fuga 1éteral“,qge cuanto mds aguda se haga el escorgo .del
sistema completo,méé pequefia es la distancia entre este
"punto de fuga lateral" y el"punto de fuga central'es decir el
punto de convergencia de las "ortogonales',y que si las diago-
nales fueran dibujadas de izquierda a derecha,lo mismo que e
derecha a izquierda,los dos "puntos de fuga laterales"serian
equidistanses del"punto de fuga central",

Zuclides en sus trabajos de Optica en el segundo,postulado
dice que los rayos visuales forman un cono alrededor del con-
torno del objeto como base,y con el vértice el cono en el

interior del ojo.kl séptimo postulado dice que los objetos
vistos por mayor cantidad ae rayos son mis claros. Veamos lo
que significa .Se euplea este postulado pura probar la propo-
sicidn 2 que dicesentre los objetos Situados a cierta distan-
cia,los gque fe encuentran mds cerca son mds claros.

Buclildes toma dos segmentos lineales iguales y paralelos
PQ y 86 y emplea el séptimo vostulado .EL dngulo RBS es mayor
que el dngulo PBQ y por lo tanto contiene mds rayos uivergen-
tem. Segin el postulado 7 es ldgico que KS parece mds claro
que PQ. P a




. Euclides trato de representar las imagenes visuales medi-¢
ante postulados y proposiciones en su trabajo de dptica.

Brunelleschi orfebre y apquitecto en 1420 propuso y conci-
bio la idea de cortar la pirdmide euclidea con un plano mes-

to entre el objeto y el ojo y de esta manera"proyectar'la

imagen visual en esta superficie.Asi una representacidn
pictdrica llego a ser definida como "una seccidn cruzada
atmaves de la oirdmide o cono visual"

Bn la obra de Piero della Francesca"De Prospectiva -
Pingendi"uescribe construcciones que requieren dos dibujos
preparatorios,a saber la elevacidn y el plano horizontal
del sistema visual completo.En cada uno de éstos,la pira -
mide o cono visual se representa por medio de un tridngulo
que tenga su vértice en un punto representando el ojo,
mientras que el plano de proyeccidn se representa por una
vertical que corta este tridngulo . En el dibujo de eleva-
cidn ,el objeto tiene que ser mostrado en diagrama vertical
y en el de plano hoéizontal,en diagrama horizontal.

Cada diagrzma es unido al punto que representa el ojo,y
los puntos de interseccidn entre las lines de unidn y la
vertical determinaran el orden de valoressrequerido a sa-
ber las pantidsades verticales y transversales de la ima -
gen en perapectiva, Finalmente pueden combinarse simple -
mente estos dos dibujos en un tercer dibujo,

EBata “oastrusidne legitima" requiere dos diagramas del
objeto uno horizontal y otro vertical presupone familia +
ridad con el método de proyeccién paralela,por el cual
cualquier diagrama requerido, puede ser obtenido de otros

.dos con tal gque se coloquen en planos formando entre si
éngulos rectos,
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(1) Bata "costruzione legitima" se trato extensamente en los
trabajos de Piero della Franceaca. Bn la actualidad ni siquie-
ra el pintor més escrupuloso compondria objetoe individuales
ni dejaria figuras solas desaérollando primero dos diagramas y
proyectdndoloa deapués en el plano pictdrico.

En la actualidad el estilo de dibujar y de pintar es dife -
rente en cada pintor o dibujante este ha cambiado de acuerdo

al tiempo.
5e considerd suficiente un sistema que podria ser desarro -

llado fdcilmente un cuadrado escorzado,dividido en una canti -

. -

dad de pequefios cuadrados,sobre bases empiricas,

"

A8

&F GH

oJo

6 ANE BF DM’

Construccidn perspectiva sistemdtica de un cuerpo

tridimensional (Construzione legitima")
(1) Durero como matemdtico,Erwin Panofsky,Cpp.2.oigma el mundo
de las matemdticas, Vol. 4 .
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Una definicidn importante y fundamental sobre perspectiva
“de Piero della Francesca ¥ que el 1llamé "Perspectiva artifi.-

cialis" ea la siguiente:

"La perspectiva es una rama de la pintura que comprende
cinco partes: la primera es el drgano de la vista,es decir el
oje; la segunda es la forma del objeto visto; la tercera es la
distancia entre el ojo y el objeto; laogﬁarta son las 1{neas
que fe inician en la superficie del objeto y se dirigen al ojo;
la quinta es el plano que estd entre el ojo y el objeto donde

quiera que uno intemte colocar los objetos!
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Jan Van Eyck inventor del dleo es uno de los primeros
en realizar un retrato realista como es el cuadro
Giovanni Arnolfini y su prometida; en esta pintura se en-

cuentran cuatro puntos de fuga, fue realizada en 1434.
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‘Los ini;ios de la perspectiva en la pintura se dieron con
los trabajos de Piero della Francesca y Leon Battista Alberti

Alberti se intereso porque los pintares tuvieran conocimi-
entos degeometria y ademds afirmaba que los rayos al pasar 3
atrevéds del aire denso pierden algo de su masa,de su luz y de
color. Estos principios dieron lugar a la perspectiva atmos -
férica o adrea. Comparo la pintura como "una ventana transpa#.
rente através de la cual contemplamos uné parte del mundo
visible"observc que los objetos disminuian en cuanto se alejan
del espectador las paredes,suelos techos,que delimitan el inta
eriopr o la base en la cual fueron dispuestos los elementos de
un paisaje empiezan alejarse hacia el fondo y . tales lineas que
forﬁan dngulos rectos en el plano pictdrico evolucionan en '
"1ineas de fuga" en perspectiva que tendfan a convergar-hacia
un centro. ’

Las idezs de Euclides sobre la visidn fueron tomadas en
cuenta para los trabajos de perspectiva por Brunele: y Piero
della Francesea eate Yltimo llega a dar una importa”ue

definicidn de perspectiva.
En los trabajos de perspectiva para la pintura trataron

de representar la realidad ffsica y para esto se apoyaron en

la perspectiva,la geometria y la dptica de Euclides,
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. ‘ Alberto vurerao .

Nacid en Nuremberg Alemania en 1471,su padre lo puso de =
aprendiz de pintura por tres afios con el pintor michael
Wohlgemut en Nuremberg.en el afio de 1486. Después pasd duatro
aflos seguidos viajando por Europa trabajando con varios
pintores,grabadores, tallistas e impresores,

Regresa a trabajur a Nuremberg en 1494 hace:visiigs a Italia
y @ otros paises europeos donde alcanzd gran fama por sus
grabados en cobre y en madera retratos y retablos.

gseribid libros de geometria y perspectiva también un libro
sobre proporci:snes humanas. Muere el 6 de abril de 1529,

Albeprto Durero escribe las Instituciones Geométricas en 1555
erte trabajo lo divide en 4 libros. )

El Libr> Primero de Las Lineas incluye en el punto nueve
Tres seccicnes :le la pirdmide y trata sobre la elipre, la p& -
rdbola, 1la hipérbola,no ipvestigacsus propiedades matemdticas
solo las construye mediante el método de la proyeccidn parale-
la. (1) Representd el cono,cortado segin el caso,en elevacidn
lateral y en el'plano horizontal y trasladd un numero suficien

te de puntos de la primera representacidn a la Yltima. En -
tonces la hipérbola normal-producida por una paralela en sec -
cidn transversal al eje del cono- puede ser interpretada direg
‘tamente,cuando se desarrolla una elevacidn central de los -
otros dos diagramas,mientras que las pardbolas y elipses pro -
longadas por secciones: pblioumge y apareciendo por lo tanto en
reduccién en cualquier diagrama,excepto en la elevacién late -
ral,deben ser obtenidas alargando proporcionalmente sus ejes

principales.
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, Jurero para Lka elipse traza primero el cono ab,c,d,e.
dentro de €l desde el punto a se traza la perpendicular ,
después traza la linea oblicua f, g. dividigesta seccidn en
11 puntoe,debajo "de la pirdmide dibujo su base,con centro e
y su circunferencia b,c,d,e, trasiada lineas de.la recta f
hacia la circunferencia ,con las medidas de los arcos de la
circunferencia construye la elipse.

&

Scccion de la elipse

Linea de la elipse

Ly Pyramis.

$ oo S

Fundamento de la
pirdmide

)



Jurero para el trazo de la pardbola utiliza el trazo le la
5irémide abcd y en ellz el eje a, corta la pirdmide en una p;ra-
lela al lado a b de la pirdmiie y lldmese f, g, h, a este corte.
divide en 12 espacios iguiles,lleva lineas transversales por to-
dos los puntos de la misma f, g.h, y llevd por los puntos, que
estdn hacia el lado a d, unas lineas transversales,desde la 1in-
ea levantada a hasta el mismo lado.

Jebajo de la pirdmide en una circunferencia se trasladan
lineas,utiliza el compds para los arcos,con las transversales
hace intersecciones con los arcos,en esta forma construye la
' Linea de la pardbola .

Seccién de la
pardhola

pardbola.

|
|
|

Fundamentos de
la pirdmide




purefo mediante transversales, 1ineas, puntos,saca las
secciones de la hipérbola.

L g Seccién de la hipérbole

Linea de la hipérbole

W A N\
' 2l N\
/A AW
s 4 AW
—pn -

~

» Fundamentos de
la pirdmide
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Eh el Libro Segundo de las Superficies pasa de las figurag
unjidimensionales a las bidimens&ionales recalcando especialmes.:
nte la cuadratura del circulo y la construccidn de aquellos
poligonos regulares que no pueden derivarse del cuadrado y is
del tridngulo equildtero como el pentdgono & el hexdgono.

(3) Albérto Juréro sobre la manera de dibujar superficies --
equidngulas escribe:Ahora mostraré de qué:manera pueden dibu-
jarse en una superficie plana las figuras equidngulares,como
son las trifngulares cuadrangulares,pentagonales y hexagona -
les, Z1 hexdgono en primer lugar dibuja el hexdgono,el cual
proporcionard el compds por si mismo con una sola abertura.
toma pues el compds y pérlo .om un pid en el.censres & y con
el otro de linea una circunferencia del tamafio que quieras, en
seguida,sin mover el compds=,mide la circunferehcia, tendrds
seis partes, andtalas con los nidmeros 1,Z,3,etc.Hecho esto
une los puntos 1 2, 2 3,etc. mediante el trazo de lineas rec-
tas y resulta elhexdgone.Y.no podrds equivocarte,pues del cen-
tro a la circunferencia hay una sexta parte.Asf mismo cada =~
lado del hexdgono entre dos puntos también es una sexta parte

como lo puse aquf.
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El tridngulo Corresponde ahora que, mediante el hexdgono .
dibujemos un :ridngulo dentro de la circunfeeencia,de este
modo. Toma la periferiavanterior con sus seis puntos,de los
cuales une L y 3, 3y 5, 5yl,mediante el trazo de lineas
rectag,y resultard que el iridngulo tocard a la circunferene
cia y serd equidngulo y equildtero conforme se puedie ver -~

aqui,

Ahora,con el susodicho trigomo y su circunferencia,por
la vi{a ordinaria que utilizamos por breve.ad en las obras,
dibujard un heptdgono asi.Llevo una linea recta del centro
a aila nota 2 y se cortard el lado 1 3 del trigono por en
medio,ahi escribo b; asi pues,la longitud lb dara vuelta 7
veces como lo mostré en la figura precedente y también lo

he dibujado aqui.
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. El tetradecdgono podemos facilmente deducir del heptdgono
ya descrito una figura de catorce lados y éngulos iguales de
este modo.Tome el arco del circulo del heptdgono entre 1 2

y dividelo en dos partes y con esta longitud mide la circun-
ferencia y resultaran en ella 14 puntos,une estos con lineas
rectas y tendras una figura de catorce ladogy dngulos igua -

les,como aqui aparece evidentemente.
En este libro segundo sobre las superficies planas indi-

ca la manera de dibujar las superficies equidngulas.

Bl Libro Tercero de los Cuerpos Sdlidos es de carac~
ter prdctico pretende ilustrar la aplicacidn de la geome -
tri{a a las tareas concretas de la arquitectura, 1a ingenieria
la.decoraci6n ¥ la tipograffa,vurero era estudioso admirador

de Vitrubio. ’
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. (2) Al final del libro tercero Durero hace la construccidn

i

geométrica de las letras romanas

s ‘g ,f b
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Jurero ademds construye sus letras gdticas con arreglo a
un principio totalmente distinto.Prescinde de los arcos de
la circunflerencia, y en lugar de inscribir la letra en un
cuadrado grande la construye a partir de cierto mdmero de
unicades geométricas pequeras, tales como cuadrados,triéhgu-

los o trapezoides
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En el Libro Cuarto de los Cuerpos Sdlidos.(Continu-
acidn)Representa a los sdlidos desarrolldndolos primero
sobre el plano de tal manera que las facetas constituyan
una'red”coherente que, recortada en papel y debidamente
doblada por las uniones de facetas contiguas,forme un
modelo real tridimensional del cuerpo en cuestidn agi so
bre esta figura vurero escribe. Cuando estd abierto tie:
ne 6 superficies octdngulas y 8 sexdngulas y 12cuadrdn -
gulas;y cuando se cierra tiene 40 dngulos y 72 lados -

agudos.

"Red" de uUurero para el Cuboctahedron truncum.
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J
dibujar lo que se ye por un vidrio en el ojo del observador

_ Dentro de eife;iibro Cuarto Durero explica la manera de
se fija mediante un viso, graduable y entre éste y el objeto
se inserta J bien una placa de vidrio, se puede obtener una
imagen mds o menos correcta simplemente copiando 1los contor-
nos del modelo tal como estos aparecen sobre la placa de
vidrio y trasladdndolos despues a la tabla o dibujo mediante

calca,




Jureyno en este libro cuarto” tambien explica la técnica
con la gue cuzlquier cosa que se ve y que no esta muy -~-
lejos i1e la vista ha de ser medina con tres hilos y asi
transferirlo a la pintura. kste instrumento elimina por
completo el ojo humano: consiste en una aguja clavada en .
la pared y un trozo de cordelt pero el trozo de coridel
tiene una clavija en un extremo y un peso en el otro;entre
el agujero de la aguja y el objeto,se coloca un marco de
madera en el cual cada punto puedé ser determinado por
dos hilos mdviles formahdo dngulo recto al cruzarse.Cuando
la clavija se pone en un cierto punto del objeto el lugar
por donde pasa la cuerfla a través dé4l marco determina la
situacidn de aquel punto en el cuadro futuro.Este punto se
fija ajustando los dos hilos mdviles y en seguida se regi-
stra sobre el papel colocado en el marco y repitiendo este
procedimiento el objeto ¢ntero puede ser trasladado gradu-

almente a la hoja del dibujo.
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- Sobre la perspectiva en la pintura ODurero conoce la perg’
pectiva sistemdtica abreviada. En este método abreviado se
divide la linea frontal del futuro cuéarado bdsico en un ni-
mero arbitrario de partes iguales y se unen los puntos divi-
gorios con el"punto de fuga'"central P. Pero la secuencia de
las transversales equidistantes se determinan sobre una baae
euclidiana es decir llevando el ya conocido alzado de perfil
del cono o pirdmide visual sobre el sistema de lineas de fuga
levantamos una vertical- que representa el plano pictérico-
en una de las esquinas frontales del futuro cuadrado bdsico y

" escogemo®, sobre la horizontal determinada por el punto de
fuga,un punto que represente el ojo . Si unimos este punto con
los.extremos ¥y puntos divisorios de la linea frontal del futu
70 cuadrado b4sico,los puntos de interseccidn de laa lineas
de union con la vertical ipdicarén,aobre esta Yltima, la sec-

uencia correcta de transversales equidistantes

distancia sntre el 0j0
Il y 8! plano de proyeccidn
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Construccidn perspectiva sistemdtica abreviada.
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cpbre mnreclunn

ria expli-

o”o ectadaﬁla‘pers-

"' COUCU.I‘I‘lQIlQD

urero déd a conocer

la construccidn perspectiva sistéemdtica reducida que el llama

"construccidn abreviada.

Utiliza ademds instrumentosunara;aaegurar exactitud aproxi;

di buja.cdnicaq poligonos regulares pero no

uye
hey demostraciones mat 6ﬁ<t1cas qonre ellas.

cuzrpns irregulare. gue recoriandolos y urniéadcZos forman moie-

cobré,;a mauasra,n 10Ff canteros,esizguarics ¥ finalmente a todes
los gus componen en 2bras con iz ay..d diel compds,la escuasra,
el nivel ¢ en cuziguler forme con la ayuda 42 alguna
Jursro 2scrite "qur los pintores gue no hayan percitido su
error se debe a gue no aprendieron geoametriz sin la cual nin--
uno pueds nacersz o gfer arvis=te verfecto y es el verdadero
undamento de todo el arte del dibujo'
Jurero irato dJde PBlQClon“r la pinturz,el dioujo basado en

la geometricz ¥ perspectiva,
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después de su

0

uf cuaiernos gque llegaron a

mperte. $us anotaciones Fl“ven'ﬁar& cdmp*én’er los esfuerzos

de su inteligencia extre o“dlparla nor a10¢pzar el conocimien-
to.Incluyen bocetcy dibu;os-c:entiflcos cetallados,obrervaciv

‘nes escrites,diversas notas e incluso listas de vocadulario

latino gue se proponia hémdrizar;Bntre ios diversos temas en-

1o grolessgo y acontecimientos reales mezclados con visiornes

N
(5]
]
o
m
!
iy

Tsicas sobra incendios y diluvios.lLes notas sotre nin-

tura,lo nazstante abundeantes como vara rublicarse aparte cono

artistica fue relativamente linitzds.Ui insistimos en consi -

werario en primer lugar come un artista podemos llegar 2 lu
corcimsidn use gue si rne produjo mis Tue a causa :de su cupio -

c
cidad inszcizble. Muere el 22 de zabril de 151¢ en iilan.
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Leonardo dec{a que entre los estudios sobre las causas y
efectos naturales, la luz es lo que mis deleita al especta-
dor: y entre las caracteristicas mds destacadas de las mate
mdticas 1o que tiende sobre todo 1o demds a elev.r el espi-
ritu del investigador es la certeza de sus demostraciones,

En consecuencia la perspectiva debe ser preferida a to -
das las demds pldticas y sistemas del saber humano.

En esta rama de la ciencia se explica el rayo de luz por
medio de aquellos métodos de demostracidn que constituyen
el esplendor no tanto de las matemdticas como de la f{eica
métodos que son agraciados con los frutos de ambas ciencias,

Leonardo divide la perspectiva en {res partes:

La primera divisidn incluye la disminucién del tamafio de los
objetos opacos,la segunde trata sobre la disminucidn y pérdé
da de contorno de dichos objetos,la tercera trata sobre la
disminucién y perdida de color en grandes distancias.

Todoa los problemas de la perspectiva quedan aclarados por
los cinco términoa de las matemdticas que son el punto,la
1inea,el 4ngulo,la superficie y el sélido,

Leonardo én su pintura "la Ultima Cena" realizada en 1498
en una pared del refectorio de Santa Maria delle Grazie,un
convento de frailes dominicos en Milan.

Bl procedimiento natural para la pintura mural era el fres
co,téonica que consistia en aplicar colores disueltos en -
agua de cal sobre una pared cubierta de yeso todavia himedo

Pero Leonardo empled una bese de arcilla y aglutinante que
contenia dleo y barniz, sus inovaciones resultaron desastro-
sas puea los colorea empezaron a borrarse y la arcilla se
agrietd y mse desprendid a causa de la humedad de la pared,

A pesar de todo,se han sucedido diversas restauraciones a
lo largo de los siglos.
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urante la aegunla guerra munil:-,el conven»o fue' bombardaado

he vistc nadz semejante a esta 1ntera001cr eht-e un grupo de pev-
sonas.Siempre se ha aumirado la maew rfa‘cue supone la diversi-

aad de gestos,z peser de la cual, las ma nos ‘dglld mayorfia de los

aplstoles estdn disnuestas e tal formaiqdé‘setextienae 2 lo lawv-

go e ura iinez e fuerze invisidie que. ccn;’uvn

ye de ios demde,en 21 certro de la composici
e

cue =e zlejan en el espaciv uel cuadre £2 encuentran y desapare-

dramz hurane anurcia el urzme solitario

4gi smerificic aivino ¥ finzimente queds envuelte en €1,
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e guia pera realizar los dibujos las figuree d in—
4 a para realizar los dibujos  de las figurze de la pi
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(;)La Adoracién de los Magos realizada por Leonardo Vinci en
el periado de 1481 a 1482, Esta pintura fue encargada por los
frailes de San Donato de Scopeto en Plorencia,pero quedd sin
terminar. Sus dibujos preparatorios de los que hoy solo =se
conserva una pequefia parte,revelan su interés por la perspec-
tiva y demds detalles. E1l cuadro en su estado actual,represeg
ta meses de esfuerzo; tal vez Leonardo lo abandond al ver que
no lo acabaria en el plazo de dos afios y medio estipulado en
el contrato con los monjes.

La Adoracién de los Magos a pesar de estar inacabada,es -
una obra extraordinaria. La historia tradicional relata c¢dmo
los Reyes Nagos llevan oro,incienso y mirra al recién nacido
nifio Jerus, que descansa entre animales mansos vigilada por
su madre, en el pesebre de un establo. La mayoria de los cua-
dros representan la escena en un recinto cerrado de una mane-
ra solemne y ceremoniosa, Leonardo la llevd al aire libre fue
ra del establo,situd la escena en un marco grandioso, el pa--
tio de un palacio en ruinas con unas escaleras en diagonal
que parecen dirigirse al vacio,unidas al grupo central por un
gran drbol que contribuye al equilibrio de la composicidn.

Estudio de perepectiva para la Adoracidn de los Magos 1481.

(1)El Arte de Leonardo va Vinci, Jouglas Hanering,Barcelona,1981.
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Eatudio de perspectiva para "lLa Adoracién de los Magos"



Leonaruﬁveé%&did:matéméticas con el monjs gedmetra Luca
Pacinli aufqr'déi 1ibro Le Divins Proporcion , Leonzpdo mantu-
vo interes ﬁéﬁ 1z ciencia, el arte,la perspectivad -y usa 'infi=-
nidad de conocimientos. vivide la perspectiva en 3 paries ¥y
sefialz gue todos los problemas de la perspectiva quedan acla--
radoskpor los cinco te€rmires de las matéméticas-que-éon el  ~-
punto,lz linea, el &ngulo, la superficie y 21 s61lido.

Lz perspectiva la supo aplicar en pinturas.como ka Ultime

Cenz y La Adoracidn de los Magos.
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Rafael nacid en ‘1483.en’Urbino,era hijo de un modesto pin-
tor de esa ciudad llamadOKGioVani di Sante a pesar de que el
padre murid cuando Rafael: qélo contaba ‘11 afios pudo transmi -
tirle las primeras nociones de plnyura.,

En 1504 se halla en rlorenc1h,reallza lakpintura Los -
Esponzales de la Virgen,estudia la obra -de Leonardo Vinci,
fafael teniz 30 afios menos que Leonardo. '

A pinales de 1508, Rafael cuya fema se habia exiendido ya
por distintos lugares de Italia,fue llamado a Roma Tor el papw
Julio II parz decorer las:estanciasipapzles.en el Vaticano '
dos de sus mds fzmosas pinturas dentro de este lugar son

La Jisputa del Sacramentc ¥ La Zscuela ds Atenas.

hi
m
2]
S}
7]
2]
g
o
1

wuere el 6 ds abril de 1%Z2C en Roma & lo

o

37 afios: de edaa,
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iz Jisputa del Sacramento tomposicion basada en ia aplica-
cion de la simetria y.de la. peérspective lineal perfecta.las’
1lineas. marcadas por el .émbaldosado del suelo,convergen en un

panto fuga que esta situado en la hostia.




Lz Escuela de iLtenas fue rezlizade por Rafezel en 1510,las

~iguras co"reuponuer a swbios y fildsofos de la antiguedad

staconstituido Doy une arquitectura
g oo 2or

Na comvo zicidn apa-

xm enuraua CO"l L.I“ arco, #e

eas conmple-

epresenta—

ntre lo= ers najes
dos e“‘La\Escpé1a de Atenas se ha llegado & identificer a

21go hacia su derecha escri--

gue f2 incline enire sus dis -




Lineas de perspectiva en "La Escuela de Atenas"

de Rafael.
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liezz, zrmonia OJQrclOn aquil 1or10 tdwa elenertoq de gev-
metria como angu;os,lln a‘,-flc r&s geom PhP’Cac,utlllZa el

puntc de fuge y realiza la perspective en la pintura,
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Las d 2t em é ticas en el

Renac 1 b ient 0

- o= e . . P
in los siglos X/ y XVI supgio el Renacimiento como un
movimiento cultural en Italia; vino a sep un"nuevo nacimiento”

de 1o

u}
(151

randes valores griegos . Sin emba,go no fue una sim -
ple copia de lo antigud. sino que supo crear es‘tilos y corric=-
ntes progias.Las matemdticas se fueron desarrolls-.io con tra-
bajos como los de Chuquet,Regiomontano, Tartaglia,Cardano,
Viete,Neper.

A finales del siglo XV el bachiller de la Universidad de
Paris, i, Chuguet introiujo el exponente fra cionario de una
potencia, los exponentes negativos,los numeros negativos,el
simbolismo algebrdico.

Jentro del simbolismo todavia no hay un simbolo especial
vara la incdgnita y la mayoria de los simbolos estin formadoe
me iiznte la= =brevizaturas de las pélabras.

1 - -3
Por ejemplo: S M designa § %
(. es 1 abreviature de lz palabra minus)

K- . -

Y en general: O M resigna A X k

Como simbolo de ia rziz se tiecne R x {(de la palabra rzuix
esto es refz) comy simbolo ue la suma, D.

o -2

Asi que la expresidn \Joy 4y3% — 207X

tomale al azar en ias simbologia ue Chuquet tenuria la foima
RY 24 p R, 3%+m 20" m.
x

La simbologia en el dlgebra se fue verfeccionando Tosteriorueg
te,
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cluyendo ensre ellos la

sos de inconmersurzbilidad gﬂometrwa

comenzade wor ctros cientificos de comeccmn Jde tapkas de las

igonoméiricas,

nes I‘l{;O'lO"‘Tet icas gue uoeterlormer‘tek =e denominarian langen -

) 7 . . .
las ecuacicnes cvbiczs y su métode consiss {o en e eleccidn e

zenacifn v poniendo pz3VU v ¢ el obuuve el sletema:

gudo rerolver la ccuxcidn de g fu:n.ha - 070)
3 _7\{_—"_‘ 7( = FX 1“4— ( P -
con la sustitueidn AU ANT,

- o

‘Pinzlmente comunicd nsue lus ecuzmciones Je la Lorﬂna X+ q.:fx
se reducen al tipo anterior, perc no dié el metodo de regue -

cidn.



- Tartaglia se dio cuenta de lz imposibilided e resolver ¢

aciones

el casc irreducitle gue consirtid ‘en gue’hay ecu

¢ lz fdrmula de tariaglia no zzbe la =olucidrn en
el caso irreducitle, ¥z aue no hebia posibilidad de interpre-
tar correctamente los numeros imaginerios que se obtenian en

este uyroceso .

L]

so irreuucible surgid en Tartagliz tazmbiér en las ecua -

<3
iy
0
]

SElua Azl alpeorg® y L0 coneligue des.

ecuacisn  cdoice

a T Panen pe Yo
a luororia o en e

mediante la surtiin

y 1o exterdid & ig
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. Envre nagrw...2»~e eypre an_muchos teo mas ob g} la 1n~e—A

rrelacidn vntre las ralcne J los coe-1c~e tcs soore la= raices

sltlvas'y T

rminos'_ueﬁesténaﬁn

:qgl pcllnomio‘hl"anﬂach

4 'ralz de la ecus c’én Fn (x)=
f incluyé an"su Libro el método de resoiucidn

ce.ecuacionex de cuzrto gredo meaiante la reduccidn del proble-

£
o
I
fv
3
Il
b1
th

2l
<
=
<
1]
1

e cUoicea,descubierta por su alumne L.Ferrs epd
(15.4=-1565) .acleremos ¢rte wétouo con el ejenmplo uel problem:

que resolvic’ Ferrzri.

2
sea un. cua-redo verfecto: (T +L) = 40X + ¢R .

donde t este toaaviz pop ueterminar. vbtenemos

1 .
(x 246+t ) = uv0x + oxt+ 2( ¥+ b)t +t*
“ ]
d (x*+6 +t f = (2t-+ 6) 2460 x + { %4 12 1), ’
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Lz concicidr pars gue el miembro werec o sea un cuzdrado
'

rerfecto,couo =e sabe,es lp anulacidn ~el dlBC“lmln nte.

. - .. 1
Esto Perrari lo escrite asf: 30 - t +.12 t )
reduciend. el problem2 z lz solucidn desuna rééolvente cubice.

£1 método evidentemente es gensra cud01one° de
cvarto grado. Cardano redujo & este t

contiene uevngucq de primer grgdo,

La soiucidn de las ecuaciones def
ante los mateméticos elproblema Je'ig
on +ie cualguier graco.

=1 provleme,con ei transcursc del tiempo,rce
comenzd a tratarse como el proolema de 1z posibilidad ¢ impo-

)
ue 1z solucidn ue ecusciones uligebriicus de grauc

gn le Torauwlzcidn mds gereral e los problemas uwe la teoria

de Galclsiexpresar racionglqente las roices de unu ecuacidn

deda a través ae laze rzfces ie otrz ecuucidn mds sencilla.




_En el cemino ue. la creac:L in Je '1

ofisticadas,m ~r 3 exmlo x+,'/=_

que ertas raices se encuentran por pare,s,;,ésto?és - 7(,,2:51\5-\5
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nizado mor

les mutend€tices ias obras e-idess., de -Vlet° trhncmlten muy
bien este mymento critico. o : ‘
N PR P - 14
Francoise Vizte (1540-1603) .fue ur matendtico frances re-

giiza un original resumen Jde las meteméticas de ta dpocu del

Por ejemplo:cada scuacidn cdbica lz trensforme a la for -
2 . X . .
ma X + 3} 2% =0y aviica z continvacidn la sustizucidn

JHestro gue cio.c wweicn i dueitle nueae rer tronsformaza
¢ iz fornm xi— X = o
Commerdnuviz con la relucidy trigonméirics

‘

3 . .
(:cosy:)—3(L’cq.=)0)=zcc::3\p

Viete aemuesira esta suposicidn, €l vroblema ue la triseccidn
o
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n
1
..

n =4 Sl/:’l’i’”' ponien','o sucesivamente n= 4,

Sy: Sg= Cos%

Sg :Sm:cos_’;f:

b'm;pn ;T:CO}% comencemos u4es

nn
i

a

iguaid

en17or10t—:-c cuamlo se du”l

circuiv ae érea del

dee ercusnire:

——

72V% ’\1"5(’”2) x \/
2 7 e

solucidn e scuacivnes. 21 digesra tomo ia

c
simbolica,fe irztaron isresolver
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~~da

téracidn.ds

£l método SCacnlero era lldmadq el met0u0

ajedrez po, su semejanza con €sie,

En 2

94



Bl nﬂtodo'

‘gsax 2578 mdtodo se formd un-enre < -
Jado el numeror : éldas,ieuenae del nume“o' :

-componep«

digitos‘de

mos el proiuctd.de los num

lados. As{, en la varte superior 1zou1erla eecrlblmos (3 K1),

en 1z celda inferior izouierda escribimos 18(3 ¥ 6), y asi suce-

sivamente. La aiagonzl de ia celda separa el digito de las

decenas ael zfigito e las unidedes en el producto corresponusien-
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En los afios 1632 y 1638falileo ais la expfésigﬁ matemdtica
de las leyes de la caida de los cuerpos,uh poco antes Keple;
descubrid y formuld matemdticamente sus famosas leyes del mo-
vimiento de los=s planetas,

Hacia el afio 1686 Newtonpudo formular y demostrar la ley de
la gravitacidn universal: las leyes del movimiento de los pla--:
netas se explican por la atrzccidn de ellos hacia el sol con

.fuerza inversamente proporcional al cua.irado de la distanciz y
directamente proporcional a sus masas.

En los trabajos de vescartes y Fermat comenzd a formarse la
geometria analf{tica como ur método Je expresidn e las relacio-
nes numéricas de las dimensiones,formas y propiedades de los
objetos geométricos,utilizando esencialmente el metodo de las
cordenadas . '

René Jesartes (1586-1650) fue un eminente sabio francds:
fildsofg,fisico,matemdtico firidlogo. El objetivo de vescartes
en las ciencias naturales era la elaboracidn de un método gene-
ral matemdtico-deductivo de estudio Jde todas las cuestiones ue
las ciencias néturales.

Sus ideas generales obtuvieron una interpretacidn concreta
hacia el afio 1637 cuando salid a la luz el famoso "uiscurso del
Método"de Jescartes. En esta obra, junto ala caracteristica gene-~
ral del método Jde investigacidn ie las ciencias naturales, se
destacan en apartados independiientes la aplicacidn de este meto-
do a la didptrica, la meteorologia y a las matemdticas en esta
obra en la dltima parte la denominaba"Geometria".

3n los fundamentos de toda la geometr{s ae Jescurtes se si-
tuan dos ideassla introduccidn de la magnitud variable y la uti-

lizacidn ie las coordenaldas rectanguluares (cartesianas).
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disponia.

El objetivo
lidos o mde que ﬂolllm
neral e recoluc1on levecuaclones'y l

junto & io® recursos ax;ebralcoﬁ el

Aetrla aé”Jeqcarte.,Ld srime-
ra obre sobre geometria anaiitice, la cual Jugo un imuortante
paiel err el Jderarrollo Je las matematicas ael piglo XVIIX,

Los ejes coordenaios en la "Geometria" aun no tenian iguales
derechos; se traza =dlo un eje y la otra coordenada se estable-
ce en la mediia de la necesidad,el comportamiento de la curva
se estulia sdlo en el primer cuadrante,los otros cuadrantes nc
=e consideran,

Lz interrelacidn del dlgebra y la geometria y 1la ayuis ael
método de coordena.ias,representd en las matemdticus un fendumeno
revolucionario que nunca los realizz un inaiviauo soio.

21 surgimiento de 1s Geometriz Anuifiticu no fue el mdrits
a0.i0 e Jescartes,fueron fus contemporaneos ugue continuaren ius

idexs elaboradas por Jescaries



Simultdneamente con Jescartes,el matemdtico francésP.Fermat
(1601.1665) desarrolld un sistema andlogo de iieas en una obra
especial .0btuvo notables resultados en ta tesria de los numeros,
en geometria,en la. dptica Las ideas de la.geometria analitica,
esto es la introduccidn de coordenazas rectangulares y'ia aplica-
cidn a l1a geometria de los métodos algebrdicos,se concentran en
una vequefia obra ie Fermat "Introduccidn & la teoria de los luga-
res planos y espaciales',que fue conocida Jesie el aro ib3o, pero
publicada junto con otras obras en 1679. EL punto de partida ie
este trabajo eran las obras Je lus antiguos, especialmente Je
Apolonio, sobre el estudio de los lugares geométricos.

Aquellos lugares geonétricos los cuales se representaban por
rectas ¢ circunferencias se Jenominaban planos y los representa-
dos por secciones cdnicas,espaciales.

La tarea de Fermat era mostrar que las ecuaciones de primer
grado corresponden a rectas,y a la secciones cdnicas,las ecuaci-
ones de segundo grado.

El método de coordenadas se introduce igual que en las obras
de Jercabtes: me da un eje,el eje de las abscisas,en el se sitdan
desde un origen e los segmentos,los respectivos valores de una
de lar variables. Los valores de la otra variable,también repre-
sentados con segmentos se reproducen desde el final J4el primer
segmento segin un dngulo elegido para el problema Jado.

Fermat estudia las ecuaciones 2 la recta,la circurferencia
y rie todas las secciones cdnicas,

Lz extensidn de la geometria analitica al estudio Jde los luga-
res geométricos espaciales,Fermat 1o realiza por lu via del
estudio Je la interseccidn de las superficies por plunos,

Sin embargo, las coorienudas espaciales también en €1 estdn

. N N . °,
ausentes y la geometria analitica el espacio queia =in culminar,
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En el Renacimiento e utilizd la regla de tres centro de 1z
aritmé€ticz comercial.

Neper investigd La teoriz general de los logaritmds y sus
aplicaciones a los cdlculos aritméticos y trigonoméiricos.

Enrique 3Briggs se puso de acuerdo con Neper, Briggs calcu-

¢ 2

la los logaritmos decimales. -

10y

Dentro del Renacimiento las matemdtitas avanzan; se desarro-
lian trabz jos como los de Chuquet,Hegiomencanﬂfiartaglia,
Cardano, Viete, Neper, Brigges aporian sus investigaciones y

avanzan las matemitices.
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' La perspeétiQaféméaéézehgé;~Renaéimiento junto con les
ciencias y las‘aptes. Sienuo la persoective el arte de repre-
senta, en un Plano los objeios del espacio gue podemos ver ya
desde la antiguedad Huclider escribi63$§stulados sobre la vis-
ta,dice cue los rayos visuales formansan cono airededor asl
contopno del objeto como base y con el vértice del como en el
interior del ojo. Afiprme que los objetos vistos por meyor can-
tidad de rayos son més claros.

Ademds dice que entre 1os objetos situados z cierta disten-

cia los que se encuentran mds cerca son los mds claros.
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£1 dngulo RBS &5 mayor qu2 el Ergulo PBQ y por lo tanto con-

tiene mds rayos divergentes. En %5 se verz mds clare que en PQ.




purero en 1525 publica Las Instituciones Geométricas empli-
¢a la perspectiva en el dibujo en el Libro IV de los Sélidos
en el explica de la siguiente manera la proyeccidn de la som-
bra del cubo dada la luz J el punto P.

Una vez que ya estd dibujado el cubo en su superficie pla-
na fija la luz, y dibuja en el plano del cubo la sombra, lo
cual se lleva a cabo fdcilmente asi, Pon la luz arriba sobre
el ojo en la parte que quisieres,y ésta sea o , muy cefca al
lugar donde estuvo antes, en seguida, de la luz o lldvese ha-
cia abajo una linea perpendicular, coloquese en este el punto

“p» que representa la luz inferior . S{ se desea alejar la luz
mucho del cubo,entonces pon mds alto el punto o en la perpen-
dicular p o ; pery s{ se desea poner mds cerca la luz,entonces
baja mds el signo p, pero ponlo a la misma distancia del cubo
en que estuvo.antes . As{ pues  una vez puestos los puntos
p 0 de las luces, llévense tres lfneas pectas de la luz o por
los tres dngulos superiores 2 3 4 del cubo y contindese estas
1ineas hacia abajo,hasta donde fuese necesario. Igualmente
lleva después tres rayos ge la luz p por los tres 4nguios in-
feriores b ¢ 4 del cubo, y donde dstos entrecortan a los sup-
eriores escribe ahi 1,m,n.

Réalizadas estas cosam dnanse los puntos bl , 1 m , mny
n d mediante lineas rectas, y aai la sombra del cubo quedard
bien dibujada. 8in embargo,para que se entienda mds claramente

lo que dibujamos antes, puse aqui todas esas cosas,
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1a "Melancolia" muestra la preocupacidn de
Durero por el problema de la perspectiva,
Durante el Renacimiento se asocian ala me-
lancolfa con el temperamento artfstico o
la creatividad, y la representacidén de vu-
rero se veia rodeada de los atributos de
la geometria y de las artee constructivas,
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-En los siglos XIV y XV la perspectiva se convierte en una
rama de la geometria,cuyo problema es.la.interseccicn con un
plano y las rectas que partiendo Jde los Jdistintos puntos dJdel
espacio,llegan hasta el ojo,en términos geométricos la inter-
seccidn de un plano con un haa de ragos.

Zs explicable que este problema geométricj haya surgido en
el arte pictdrico y en una épocs en que muchos pintores trata-
ban le investigar ciertoe fundamertos cientificos ue su propio
arte,

. En el Renacimiento no consi:deraban a la perspectiéa Yy a la
dptica como ciencias distintas. La perspectiﬁa es de hecho en
su aplicacidn mds amplia,la ciencia de ver.

Leonardo Vinc. decial " sntre todos los estudios sobre causas
y efectos naturales,la luz es lo que mée deleita al espectador:
y entre las caracteristicas mds destacadas de las matemdticas,
lo que tiende sdbre todo lo demds a elevar el espiritu del inve-
stigador es la certesa Je sus aemostraciones’s

“Bn consecuencia, la perspectiva Jdebe ser preferida a to.as
las demas platicas y sistemas de saber humano

‘En esta rama de la ciencia se explica el rayo de luz por medi>
de aquellos metodos de demostracidn gque constituyen el esplenitor
no tanto de las matemdticas como de 1z fisica métodos que son
agraciados con los frutos de ambas ciencias !

Leonardo divide la perspectiva er tres partes:

Lz primera aivisidn incluye la J4isminucidn Jde tamario d« los
objetos opacos,la segunda trata sobre la disminucidn y gérauida
le contorno de dichas objetos, la tarcera trata sobre la disminu-

cidn y pérdida e color en caso de granies aistancias.
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+ Todos los problemas de la perspectiva para Leonardo Vinci-
quadan aclarados por los cinco términos Je las matemdticas
que son el punto,la linea,el dngulo,la superficie y el sdlido.
*»,B1 pintor Piero della Francesca se intereso en definir la
perspectiva "L a perspectiva es una rama de la pintura que.
comprende cinco partes: la primera es el drgano ue la vista,
es Jecir,el ojo, lz segunda es la forma Jdel Jobjeto visto: la
tercera es la distancia entre el ojo y el objetosla cuarta son
las lineaq que se inicianen la superficie del objeto y se diri=-
gen al ojojla quinta es el plano que esta entre el ojo y el ob-
jeto dondequiera que uno intente colocar los objetos"

La teoria de la perspectiva se extendid considerablenmente
a principios del siglo XVI por un pequefio grupo de matemdticos
franceses cuyo animador fue Jesargues un ingeniero y argaitecto
trabajé en los problemas que dieron lugar a la-geometria proyec-

tiva.

Perspectiva aplicada a una configuracién regular hecha
en 1576 por Piero della Francesca,
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“las treq leye= =obre el m3v1n1'nto de loq planeta ewtablecefquéi

T

arqultectO;,clentiflcos influyen ‘en Jesargues(1593-lbb2),arqul -
tecto de Lyon Francia qulen comienze a interesarse en lo que mds
tarde re llamaria Geometria Proyectiva

La Geometria Proyectiva se inicia con trabajos de Jesargues y
de Poncelet (1788-1867).

(2) Apartir del siglo XVI se fue desarrollando la nocidn de que un
conjunto de lineas paralelas puede considerarse como pasundo por
un punto en el infinito.

Se planted la idea y surgid la mnocidn de ampliar el plano eu -
clideano al ariadirles puntos al infinito,y se considerd a estos
puntos como situados sobre una linea,la linea en el infinito.

S1 tenemos ya el plano ampliado y consideramos que todos los
puntos llevan implicitas las mismas condiciones, estamos cambian-
do radicalmente la naturaleza del plano euclideano.

Los puntos en el infinito en el nuevo plano se llaman puntos
ideales se transforman en puntos corrientes y la linea ideal,
la 1inea en el infinito,se transforma en una linea comin y corr:-

ente .
El comportamiento de los puntos y las lineas Jdentro de este

plano ampliado satisface ahora los teoremas J axiomas.
1.- Dos puntos distintos dentro de un plano determinan una 1i -
nea unica,sobre la que ambos se =itdan.
2.~ vos® lineas distintas Jdentro de un plano determinan un punto
unico a través del cual ambas pasan,
Ya no existe ninguna feferenci= a la posibilidad de que las

1lineas sean paralelas.

tL) Arv. y Geometry 4 Ltuiy in &
Dover Publlcatznnﬂ In:¥ New Pdce Intuitions, #illiangvins,

(2) La Geometrfa en el Arte,"an Pedoe,Edit.Gili,Bardelona,l979-
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Esta geometria del plano extendido es una geometria de
‘¢ s s
puntos,lineas e intersecciones,
Cualquier teorema sobre los puntos, las lineas y las inter-
secciones que sea verdadero en el nuevo plano corresponden a

la Geometr{a Proyectiva. -




Siendo la perspectiva el arte de represfentar en un plano
los objetos del espacio que podemos ver. Desde Euclides sobre
la vista el decia que los rayos visuales forman un cono alre-
dedor del contorno del objeto como base y con el vértice del
cono en el interior del ojo.

purero en sus Instituciones de Geometris analiza la perspec

tive mediante el dibujo de un cubo y su sombra proyectada.
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Gérard Desargue s

Fue un ingeniero y arguitecto que nacid en Lyons en 153
y murid en la misma ciudad alrededor de 1662, Influido por las
necesidades crecientes de los artistas y arquitectos de crear
una teorfa mfe profunda de la perspectiva, Jesargues publicd
en Paris en.1639, un notable tratado original sobre las seccig
nea cénicas en que aprovechd la idea de la proyeccidn.

Pero este trabzjo fue despreciado por la mayoria de los de -
nds matemdticos de aquella época, que pronto re olvidd y todas
las copias de la publicacidn desaparecieron.

Jos miglos mds tarde,cuando el geometra franceés klichel Chas-
1es(1793-1880) escribid una historia de la geometr{a, no fuvo
modo de estimar el valor del trabajo de Desargues,

Sin embargo,seis afios despuds, en 1845, Chasles tuvo la suer
te de encontrar una copia manuscrita del trabajo de Desargues,
hecho por uno de sus seguidores y deade aquella época el traba
jo fue reconocido como uno de loe cldricos en el desarrollo
primitivo de la geometria proyectiva.

Hay varias razones para el desprecioc del trabajo de Jesar --
gues una es que fue eclipsada por la geometr{a analitica intro
ducida por Descartesx dos afios antes.

La introduccidn en la geometrfa de la nocidn de puntos en el
infinito se acredita generalmente a Johann Kepler(1571-1630)
pero fue con vesargues (1593-1662) quien en un tratade de las
secciones cdnicae publicado en 1639, utilizd por primera vez
la idea sistemdticamente,
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E1l teoremn de pesnpgues pivs dosotiidngilus parece que

TR D _
ha sido dado por uJerargues en una obra:de perspectiva en

1636,tres afios antes de Qﬁé £ re ‘su"drouillon Proyectn

kste teorema se ha hechg'béélcoﬁeﬁ?filfédrié actual de la
geometria proyectiva, . e
Jefiniciones. vos tridngulos ABC y A”B’C’se dice que son
copolares si A A, B B/0 C’son concurrentes; se dice que soh
coaxiales =i loe puntos de interseccidén de BC y B° C’, ¢ A ¥
G’ A’y AB y A B’ =on colineales.
Peorema de Jerarpues & dos tridngulos.

Lo® tridngulos copalares son coaxial:s y viceversa.

Sean los doe tridngulos ABC y A'BC’ . Supongamos que
AA°, BB’ C 0 son concurrentes er un punto V. Sean P,Q,lt,
los tres nuntos deinterseccidn de BC y B'C’, CA y C’4” v
ABYy A‘B’ .Considerando sucesivamente los tridngulos BCO,
CAU, ABU,con las transversales respectivas B'C“P, C’A’Q, ,

A'BR




vemos quey porvelfteoreMu=de'Mehéluo,
( BE/IT ) (GC/¢70) (TB/B7B)= -1
( §G/0R ) (RR/£70) (36 */E7¢)=-1"
( ER/RB ) (BB/37)(Th/ B)=-1
Igualando el productn de Los treg primeros miembros de las
ecuaciones anterinres con el producto de los segundos miembros,
obtenemor (JP/FC) (CT/(R) (AR/1B)=-1,
de donue P, Q, HyfOn colineﬂléﬁ. Por lo t:nto,los tridnguios
copolares son couXiules, o
Recippocamente,supongums que P,0,it son cniinenles y que 0
pea el punto Je interreccidn de AA‘y Bi3. Ahora,los tridngulos
AQA 'y BPB’son copolares y,por t:nto, couaxiales,Esto es,0,C,C’
son colinealee.

En consecuencia,loe tridnguloe coaxialer son copolares.

Teorema e Menelao., La condicidn necesuria y suficiente
para que #~ean colineales tres puntos de Meneimo, 0, E , F,
de loa lados BC,CA,AB de un vridngulo ordinario ABC es que

(BD/ ) (Ci/ER) (RF/FB) = -1
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Blag Pascal (lb23-1662) a;lb§7ib'af6§ eqcribid,un"En9ayo;

sobre las cdnicas"de los. trabajo .sobre geome tria

proyectiva se caonrervaron solo bosque jos. En el transcurso de
mds de un siglo solo pueden seﬁaiarse.episddicas aplicaciones
de lus transformacinnes proyectivas. Esta rama adn no se habia

sepurado para formar una disciplina indepenuiente. Por esto la
constiruceidn riguroea y sistemdtica de la geometria Jdescripti-

va realizadu por ionge hacia finales del siglo AVIII jugd el
papel de premisa necesaria para la construccidn de la geomeiria

proyectiva. Un ejemplo de propiedud dereriptiva,o de ponicidn

es el Teorem del "hexagrums mistico" Je Blaise Parcul me con-
sidera par: el caro dé una cipcﬁhferenciu Y que #e inepird en el
trabajo de vJesarguer: i uuhexégono #e inrcribe en una cdnica,
entonces los punios de interseccin de los tres pares de lados
opuesrtos mon colinéales,y, recipyocamente,si los puntos de
intérseccidn de los tréw pares de lados opuestos de uqﬁexdgu—
no s=son colineales,entonces el hexdgono estd inscrito en una
cénica.

En este teorema de Puscul, un hexdgono inscrito en una cd-
nica se proyecta en un hexdgono inscrito en una cénica y los
puntos colineales se proyectan en puntos colineales y,en con-

secuencia, el teorema se conserva; y es descriptivo.

114



‘Teorema del "hexagrama mistico",d hexdgono , de Pascal
para una circunferencia. Los puntos L, I, N de interseccidn
de los tres pares de lados opuestos AB y DE,BC y EF y FA y
Cv de un hexdgono ABCULF inscrito en una circunferencia
estan en una recta,sobre lz llamada recta de Pascal del

hexdgono.

Sean X,Y,% de la figura los puntos de interseccidn de
AB y Cu,CD y EF y AB, y considéreme que uli,FA,BC son trans-
versales que cortan a los lados del tridngulo XY4. por el
teorema de Menelao tenemos @
(XL/18) (BE/EY) (Y/0M)=-1,
(Xa/8%) (ZF/FY) (YR/NX) =-1,
(XB/Bu) (LN/WY) (YC/Cx)=-1.
Igualando el producto de los tres primeros miembros de
las ecuacioners anteriores al de los trem segundos,miembjos

y rodeando lme razones,obtenemos

(1) En@lﬁ ;:EO-E\-_Y_CI__@'Z—EOZ_F.:_]-
L2 WY NLJ\AC e Xo\YE ., YF)(ZB ¢ ZR

s



» pero AD.KA=\C.5D, YC+YD =*?E-Y?,
TieZF=4B+Z1 , '
¥ en consecuenciz cada uno de los tres dltimos factores
entre paréntesis de (1 ) tiene el valor 1; por lo que
(XL Lia ) &7/ W) (Y/K) =-1,

o fca,LjM,N,son colineales,
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Jd e & n: Vi c tor Poncelet

EL gran gedmetra francés Jean V. Poncelet (1769-1867) hi-
zo del teorema dr Desargues de los dod tridngulos el fundame-
nto de su teoria de figuras homoldgicas.

El resurgimiento real de La geometria proyectiva fue imput-

sado por Poncelet cowo prisionery de guerra ruso,cogido Jdu-
rante la retiruda de Hapoledn e Moscdysin libros a la mano
Poncelet planed su gran obra sobre geometria proyectiva yue
nerpude de su libertad y vuelta a Francia publicd en Paris en
14822 fraite e Proprietes progectives dew figures. ksta obra es
e gran imrotancia pars la historia de la geometria proyecti
va.

BL problema de proyectur fortificacivnes atrajo a Gaspar -
Monga hdbil gedmetra inventor de la geometria descriptiva, es
importante obegervar aue ety muteria,aunque aistinta de la
geometrin provectiva,utiliza la proyeccidn y seecidn . liunge
fue un profesor inspirado que reunid a su alrededor un gran
ndmero de alumnos brilluntes en la Bcole Politechnique,entere
ellon estaban Brianchon,’arnot, y Poncelet.Estos hombresn esta
ban muy impresionados por la geometria de ilonge.Intentaron
demestrar que los mdtodvr puramente geowétricos podian logror

. tanto J wde que lor métodos algebrdicos o analiticos introdu-
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,cidos por decgurter. Carnot en particular desed "liberan
‘ ~ . '

a la geometria de log jeroglificos del andlisis".

fue Poncelet quian'(resucitd la geometria proyectiva fue
de Los primeros en apreciar completamente que esta materia
era verdaderamente unu rema de las satemdticus completamente
nueva.

La idea principal de Poncelet reside en el empleo de dos
operaciones: lLa proyeccidn y lu seccidn,ademds introdujo la

teoria :e homologia.
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A}

ventro de los orfgenes-de’la. geometrla proyectlva entuv1

eron Jesa.gues,lascal, Poncelet quleneq desarrollaron e inveg
tigaron & la grometria proyectlva.

La separscidn de las propiedades proyectivas de las fi-
guras en una clase independiente y el establecimiento de las
correspondencias entre las propiedades métricas y proyectivas
fueron objeto de investigacidn .

La reintroduccisn delas consideraciones proyectivas a la
geometria no ocurrio sinv hasta finales del siglo XVIII cuan-
do el gran geometra francer Gaspard Monge (1746-16L8)cred su
geometria descriptiva.leta ciencia que cuntiene una forma de
representar y analizar objetos tridimensionales por medio de
fue proyecciomes sobre ciertos planos tuvo su origen en el
proyecto de fortificaciones,el estudio de ias propiedades des -
criptivas de lae figuras geoméiricas se conoce como geometria
proyectiva .

. En el eiglo xV1 e=e fue desarrollando lu nocidn de que un
conjunto de lineus paralelas puede considerarse como pasando
por un punto en el infinito.

Se planted }ja idea y surgid la nocidn de ampliar.el pla-
no euclideano al afi~dirles puntoe al infinito, esta geometria
del plano extendido es una geometria de puntos lineas e inter-
secciones,cualquier teorema sobre los puntos,las lineas y las
intersecciones que rea verdader) en ere plano correspondenra
la geometria proyectiva. ‘

El teorema de yesargues para dos tridngulos fue dado poyp
desargues en une obra Jde perepectiva en 163b,este teorema se

Jin hecho bdeico en 1 teoria actual de la rreometris proyectiva
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. Blar Pascal ercribid "Ensayo éobfe lar coniicasescribid ed
teorema dei"Hexagrama mistico". en erte teorema de Pascal, un
-hexdgono inscrito en una: cdnica e proyecta en un hexdgono
inrcrito en una cénica y log puntos colineales se proyectan
en puntos colineales ¥y en consecuencia el teorema se conserva
y es lescriptivo posterieraente la geometria descpiptiva de
Fonge o Linee del giglo XVIII fue neceearia para la geometria
proyectiva.

Poncelet hizo del Tecrema e lDesargues de los dos tridn -
gulos el fundamento de su teoria de figuras homoldégicas en ldz¢
escribid el "I'ratado de Fropiedades proyectivas de las figuras'

Poncelet fue Je los primeros en apreciar que eata materia
era verdaderamente una rama de lam matemdticas completamente

nueva.
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el Teoremz de

ti§0 de?$é6rema§;
in el siglo III aespu€s de Cfiéto'é;gnd xprbbaqovpor' méto-
dos euclideanos este Teorema de Papu#y’fue el pl&hente agrega-
“do a las proposiciones de la geometria de Euclides.
Posteriormente en el siglo AVII fueron establecidos Los
principales teoremas de esta geometria y en el siglo XIX la
‘geometria proyectiva fue completamente libre de las nociones
métricas,
Teorema de Papuss de Alejandria. Vos lineas rectas 1 y m
se sitdan demtro de un plano y los puntos distintos 4, B y ¢
estan situados sobre 1L mientra que los puntos distintos A'B'yC!
estan situados sopbre h. Luego las gres intersecciones dea lase
parejas e puntos AB', A'B,BC', B'C y CA',C'A se eitllan =obre
una linez,como en la figura 1.
Posterisrmente tiempo mds tarde Slaise Pascal a la edad J.e
16 afios, formuld un teorema, también proyectivo, gue puede con-
siderarse com) una generalizacidn del Teorema de Papuss:
los seds puntos uistintos 4,B,C, 4', B',C'. se situan en una
figurz cdnica. luego lazs tres intersecciones a- las parejas de
lineas 4B', A'B; BC', B'C; y Ca', C¥A =se sitdan sobre unz lines
comg en %a 13ﬁ ' _ L ) . i i ;
sZste Teorems es verdadero para cuszlquier figura cdnica para
un circulo,pzra una elipse, parauna parsbola y pars: una hipérbo-
la que pus:ian rcer todas represeniadas como secciones de un cono

circular,
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'l)

Peorema de Fappus. | S1 lSé vértic ‘1,2,;,4,5,6 de uxn
hexdgono 123450 estdn alvernatlvame. e ex un par J2 rectas,
enorces aa.tras ntereecc1on=q P, ¢, 3, 42 los lzios odues-
tos 2 3y io6 ,45y1 12 , 61 ¥ 3 4 421 pexgono son coline-
ales comw er la fig.(a) . Proyéciese l§ recta PQ ai infinito y
supdngase que 12 interseccidn O dglas ﬁéctas 135 y2%24%0
no estda en P Q. Entonces 1',3',5! son.colineales; 2', 4,0
son colinsales; U'es un punto finitoj «' 3' es paralela a 5'b'
y 4'5' es paralela a 1'2'., Tenemos cue demostrar que o' 1! e=s
paralela a 3'4'., Ahora bien fig.(b)como 2' 3'es paralela a 5'6'
¥y 4'5' a7 nurelalaa 1' 21,

6/ =05 /Y yoY/ 5 =02/04.
Je deauce que

o’/ FT=04/0

R

o1 0 estd en PQ,entonces ias rectam L'3'5' y 2'd'o' son pera-

lelas.rery entonce" 15t =24 y 5 j -9 2.

Se deduce age 7 =o' 5 4 v que 6’1 es paralelza a 3 47,
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Sea 0(r) una circunferencia fija como en la figura Yy sea P
un punto ordinario distinto de 0. Supongamos que P“es el invérso
de P en la circunferencia O(r). Entonces,la recta P que pasa
por P’y es perpendicular a OPP’‘se llam polar de P para la cip -
cunferencia O(r). Ia polayp de O se considera que es la recta de.
infinito,y la polar de un punto ideal P se considera que es la
recta que pasa por @ perpendiculag a la direccidn OP.

S8{ la recta p es la polar del punto P, entonces el punto P se
llame polo de la recta p.

La transformacidn polo-polar establecida por la circunferencia
K=0(r) se designa por P(K) o P(0(2)).

Pueden encontrarse propiedades incipientes de las polares
en las obras dé'Apdlonio y Pappus. La teorfa fue considerada y
desarrollada por Desargues en su tratado sobre secciones cénicas
de 1633 y por su estudiante Philippe de La Hire (164u-17138) y
luego fue elaborada en la primera mifad del siglo XIX en relaci-
én con el estudio de las secciones cénicas en la geometria pro-
yectiva. E1 término polo fue introducido en 1810 por e. matenmd -
tico francés P.J. Servoir, y el término correspondiente polar,
por Gergonne,dos ¢ tres aros después. Gergonne y Poncelet desa -
rrollaron la idea de polos y polares en un método regular a par-
tir del cual se extendid el elegante principio de dualidad de la

éeometria proyectiva.
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Teorema de polo y polares.
Teorema. 1) 8i,respecto a una circunferencia dada, la poiar

de P pasa por Q, entonces la polar de § pasa por P.

2) S{ respecto a una circunferencia dada,el polo de la recta p

esrtd en q, entonces el polo de la q estd en la p.

3)- 81 respecto g una circunferencia dada, P y Q son los polos de

Py q, entoncer el polo de la recta P§ es el punto de intersecci

én de p y q.
1) Supongamos que P y Q son puntos ordinarios. Sea P’como en la
figura, ¢
[

patif

el inverso de P y Q“el inverso de Q en la circunferencia dada
¥y supongamos que P’y Q son distintos. Entonces OP+ OP = 0Q«0Q‘y
por conriguiente, P, P, Q, Q’mon conciclicoms y LPPQ =4 PQ'0.
Pero,como Q esta en la polar de P, & PP'Q= 90 Por consiguiente,
;PQ 0 -90 ' ¥ P esta en la polar de Q. Si P’= Q, el teorema es
evidente, Los caqoq en que P, 0 Q, ¢ ambos P y Q sean puntos i.
ideales, me mane jan fdcilmente.

2) Sean P y Q los polos de p y q. Se ipdica que q (la polar de
Q pasa por P. se deduce por 1), que p (la polar de P) parard por

Q‘3) Supongamos que p ¥ q se corten en R. Entonces la polar de P
pasa por R, luego la polar de R pasa por P. Andlogamente, la po.=
lar de R paea por Q. Por consiguiente, la recta PQ es la polar dz
B,
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. Teorema de Brianchon para una circunferencia , esfe teorema,
fue desmcubierto y publicado en un articulo de C. J. Brianchon
{1785~1864) en 1806, cuando era aun estudiante en la Bcole
Politectinique de Paris, mds de 150 afios despuds de que Pascal
habia establecido su famoro teorema del hexagrama mfstico.

El articulo de Brianchon fue una de las primerzs publicaciones
en que empled la teoria de polos y polares para obtener nuevos
resultados geométricoa y su teorema jugd un papel principal ern ..
el reconocimiento del transcendente principio de dualidad. La
siguiente_demosteacidn del teorema de Brianchon es esencialmente
la dada por Brianchon mismo.

Teoreﬁa de Brianchon para una circunferencia . Si un hexdgono
se circunscribe a una circunferencia,las tres rectas que unen pa-
res de vérticea ppuestos son concurrentes,

Sea ABCDEF un hexdgono circunscrito a una circunferencia. Las
polares respecko a una circunferencia, de los vérticeBA,B,c,D,E,
F, son los lados a,b,c,d,e,f de un hexdgono inscrito. Como a es

la polar de A y d la polar de D, el punto ad es el polo de la
N

recta AD. Andlogamente, el punto be es el polo de la recta BE,y
elpunto cf es el polo de la recta CP. Ahora bien, por el teorema
del hexagrama mistico de Pascal, los puntos ad, be,cf son coli -

peales,se sigue que las polares AD, BE, CF =on concurrentes,
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Teorema de Charleﬂ.'Senn_A,B, C, V.cuatro puntos distintos
de una ednica propia y supongamns que las tangentes a la
cdnica en A,HB, C, U corten & una tangente fija, t, 2 la cghica
en loa puntoe A',B',C',s' rerpectivamente, Entonces, =i U es
un punto de 1a ednica, O(AB,CD)=(A'B',C'n'),

Como el teoremu es jproyectivo,bawmba establecerlo para el

caso en que L cdnice propia sea unz circunferencia.
1
; r \o\c_ &4/
X
0 }.

A

l
Gea K el centro de la circuﬁferencia y T.el punto de contac-
to de la tangente t. kntonces & A'KT =) AKT= & AOT.
Se deduce que los haces U(ABCU)y K(A'B'C'y') =mon congruentes
¥y O(AB,CD)=K(A'B*,t'D') = (A'B',C'D').

»
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Hilera de puntos en involucidén. Si los pares de puntos
A, A’; ByB’; C,C'j.e=tdn en una 1inea recta y s{ estdn rituados
con respecto a un punto 0 de la linea de tal manera que OA.QA'=
OB.0B’=6C.0CY..,se dice que lo® puntos estén en involucidn.

El punto 0 es el centro de involuciin y los dos puntos que per-
tenecen &l mismo par se llanman pw.tos conjugelos de la involucidn.
La l{nea misma es llameda la base de la involucidn.

Teoremd : Ji en un cuadrdngulo inscrito en una circunferencia,
cualquier transversal que no pasa por el vértice,interseca la cip
cunferencia y los pares de lados opuestos del cudrdnguio en una
invqlucidn. Si se consiiera el cudrdngulo PQRS inscrito en una

circunferencia y la transversal u que intersecta pares de lados

opuestos y la circunferencia como se indica en la figura.

Entoncem,considierando las intersecciones d= los haces
P(C5C’Q) y R(CsC’Q)con la linea u tememis {CAC 'B} ={CB 'C’A’}.
Permutando, tenemos {CAC ‘B}=[cA‘cB‘}.

L6 cual demuestra que los pares de puntos A, A‘; B,B";C C’;
esién en involucidn . Los puntos‘en los cuales el otro par de
lados opuestos del cuadrdngul> intersecan a u, pertenecen tam -

bién a la involucion.
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Teorena de Carnot. 8i una circunfgfeﬁcia interseca los
lados BC,CA,AB del tridnguio ABC en los puntos D, D'; B, £';
F, F';respectivamente ,entonces '

4F Bu CZ AF’ Bd’ cCgf

oo Em P W moL

Supongamos que DE y D'E’intersecan & 4B en G y G ‘respecti-

S 8 e g w——  —

vamente . Entonces aplicando el Teorema de llenelao al tridngulo

ABC con transversales EG y E’G, tenemos

AG B CkE
—— e m - e .. C1)
GB DC EA
’ ’ 14
y AG'BO'CEL _y ... (2)
G¢B bt E4

también AB es ura trandversal que corta los lados del cuadréh-

gulo inscrito DED’E’ y la circunferencia en puntos en involucidn.
be aqui ’
{ aBF ‘G *§={BAFG}={A3cH] .

L
F& F'B 3 G'B
Esto junto con las Ees. (1) y(2) por multiplicacidn y reduceidn
da la relacidn del teorema.
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. uventro de la teoria actual de: fa Proyectiva

se define la pernbéctibfﬂanla pqugpt}v;‘g&jse da el Beore-
ma Bundamental ds la Geometria PFEyéhﬁi&?;-éé construye el
plano proyectivo. zlﬂ“v S

(1) Para la perspectividéu;él'pgnto‘E es el centro de proye-

. il . o=t
ccidn,L es una recta en el pluno ff, L'es su imagen en’il .

Coneiderando que e lleva a cabo en el plano E,L,L', Si,
entonces tenemors en un plano :los rectas L,L', no necesariamente
distintas,y un punto ¥ que n» estd en L ni en L',entonces el
asociar puntod A, B, C,... en L respectivamente, con las inter-
secciones A', B', C',.., de LA,EB,LC,...con L're llama perspec-
tividad , y esrcribimes
(L)—/E;‘- (L’); TAMGIEN {/)BC...)7\E— (ﬂ’d’C’...);
e dice que la perspectividad er de L a L' y que tiene centro
en . Llamando T a lu perspectividad,escribimos
(AT = A3 (BT =B, (CJL =0Cyeue
Jefinieifn. Un prosucto de perspectividades se llama proyec
tividad .
Notacion en el caro Jde una proyectividad escribimoe:
(LYR (L) 7 Jamgréw (A8C..) % (A8 C)
en donde A', B', C' ... corresponiden,rcspectivamente, a A,B,C,...
Una perspectividad er unu seccidn transversal de la proyeccidn
vemos que lus percpectividades conrervan los invariantes proyec-

tivos,
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+ Teorema . Dadow tres. punto"(dlctmtm) collnealeq Ly, By Cy
¥y otros tres puntos (dlntlntoq)" c .LJ.'nealeq A' B' ¢'. Enton-

Yo a/h u ¢ en A'yB',0

ces existe unqpmyectlvmud

respectivamente .,

Jemostracidn -(.,\)n"ld(_l‘ef’ en primer lugar el caso en el cual

A=A', y en el cual 1'1 recta “ABC istinta de la recta A',B',C!
(tig a). ea P la interiees B'B' y C ¢'; claro estd que
BB' puede rer paralela a LC‘ .ubo‘r‘lirendo entonces que BB'yC ¢!
" fe intersectan, lenemons el puut) 1' y claramente

(nac)—;{"(/’o’.c') _ en donde A se transforma en

A'(=4), B en B', ( en (¢', com lo requeriamos .
Supongamo g ahor'l/ com> en el segundo caso, que A' no estd
sobre larecta ABC (Figb) . Vomemos ur punbu i sobre AA'(E:}'—'A,
L‘#A‘); y bowamus una recta L que pase por A', pero que apurte
de entn condieidn po tengn pocicidn espociol alguna , en pur—
Lienley L* A'B' y tal que 1, no pave por E.

Con centro en E proydctese ABC en A'B''¢C'' sobre L. Ahora .
debido al primer caso,podemos proyectar A%8''C'' en A'B'C’.

Bn 1a figure ¢ ppoyéctese 2 A.B C.en A"' B''C'' que

estdn sobre alguna recta distinta de la recta que contiene
a ABC y que no estéen una posicidn especial. Entonces, debi~
do a las considerucidnes anteriores podemos mediante una

proyectividad tranef>rmar a A*' B'' C'' en A'B' C', respecti-

[}
) L"
vamente, /\ R Wl M
Sy s B B~
R // g/ : < AT ]
= A_i_.“__q ‘—h‘—r“'c———‘ hl 8".'
<
8 ABS v
' . ( N /
E Y
(o) ( b) (<) -



Pare cuatro puntos colineales A,B Cyd- conﬁlderemoa ahora el

minero CA/CB
DA/ UB

Este numero se llama razon cruzada de C, D con respecto a A,B
¥ se escribe R(A,B;C,D) . Veremoq que dos tétrzdas colinealesn
(4,B,C,D)(A", B", C’, v ) qon proyectlvamente equivalentes, es
decir {(ABCD)A (47,B’, c’ y D7), 8i y sdlo =i

R ( A,B3;C,d)= R(4’,B’;C’, D).

Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva. Existe una y
sdlo una proyectividad que transforma a tres puntos colineales
" dados A,B,C en tres puntos colineales dados A‘, B, C’.

Demostracidn . Sean T,U proyectividades que transformen a
A,B,C, respectivamente, en A/B/C’. Para demostrar gue T=U, sea
X cualquier punto de la recta ABC (X#A , X#B , X#C ).

Entonces R ( A,B; C, X)=R(A’,B’; C',(X) T):y
R (4, B;C,X)=R{ A’,B"; C’,(X)U). Por lo tanto
R(A’B’; C’',{(X) T) = R{(A’, B’; C’(X) U ), de donde
(x)T= (X)U y T=U.

Una consecuencia del Teorema Fundamental .
Teorema. Sea T una proyectividad de una recta L a una recta
L%L bajo la cual 0= L.L’ permanece invariante,es decir,
(0)T =0 . Entonces T es una perspectividad.
Demostracidn, Tomemos dos puntos A, B sobre L como en la figura §
Sea A’=(A) ® , B’= (B)T . Sea E= A A“B B’.

Sea U la perspectividad LE I , Entonces (0)U=0 ,(A)U= 4
: A (B)U=B" ,
por consiguiente, T y U tienen los mismos efectos sobre tres

puntos dirtintos, por el Teorema Fund%mental, 7=U , y entonces

T es una perspectividad.
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Se conmrtruye un I postulado ue lae

par-lel¢° ro iebe ser v511Jo,a1emé.‘JOS rectas cuzlesquiers

deben corturse en und vy «8io un punto.

“n el plano euclideano se modifica el significuauo ue
las palabras punte, reeta, plano, el termino"euciidezno"
urualrente inuica que se emplea el concepto de"disfanciut,
para evitar este significado hablaremos del plano afin.

Jefinicidn. Punto dé punto proyectivo,es ya sea ur punto
comir ¢ un punto Ideul.

Jdafiniciin. Una racta § recta proyectiva,consta de una
‘recte comdn v del Punto Ideal gue ésta determina: tahbién se
dice gque .=z totalidad de Lss Puntos Ideales forman una Recta.

1z Recta, cue consta de todos los Puntor Idezles la
llamerzmos Rectu Ideal., Cualguier otra Recta tiene solamsnte
un Bunto Iueal .

En otras palabrzs, los puntos y las rectar, tel como los
hemos definido, forman en conjurto uvr pisre efir

L. cete risroe fe le pueden afiadir nuevos puntos los llama-
dos Puntos Iudeales, de tal manera que el objeto resultante

sea un plano proyectivo.
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. Axiomas en e. plano proyectivo re tomaré los conceéﬁos de;
punto, rectz y la relacidn sobre comS'téimindé nd_§gfiﬁidds
Tomemos los siguientes axiomas: ' v SN
0. Existe al menos un punts y al menos una recta,
1. $1 P y 2 son puntos distintos , entdﬁqéé éilstéiborvlo me-
nos una recta que pasa por ambos, - _ i
2. 81 Py ¢ son puntos distintos, entonces‘existe a lo sumo una
racta que pasa por ambos,
3. S{ m y n son rectas distinta=, entonces existe al menos un
punto que estd sobre ambas.
"4. Hay por lo menos tres puntos sobre cuakquier recta,
5. No todos los puntos estdn =obre la misma recta
Teorema. 1 $1i m y n son rectas distintas,entonces existe
a lo sumo un punto que esté sobre ambas.
vemostracidn. Supdngase que hubiera dos puntos distintos
P y Q que estuvieran tanto en m como en n.
Entonces sobre estos dos puntos distintos imbria més de
una recta,lo cual contradice el Axioma <.
La usemostracidn queda completa
En esta demostracidn se empled sdélamente el axioma 2,
se tiene relacidn entre el Teorema 1 y el uxioma 2.
La afirmacidn del Teorema 1 e puede obtener de aguella del
Axioma 2 intercambiando las palabras punto y recta.
Jaiz una afirmacidn oue esté retactada solamente en térmi-
nos de las palabras punto recta y sobre pocemds obtener otra
afirmacidn,llameda su dual,intercambianuo las palabras punto

y recta
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.  Tratemos de Juallza 10°'4=maq axiomusg nl “aallaar el
Axioma v, oocenemoq nunvamenta el Axioma O'es el aunodual..
E1 dual del Ax1omh l es el Ax13ma 3, v éste Ya lo conacemo
ELl dual uvel axioma 2 es el teorema 1.
W " " 3 "o Axioma 1. -

nooow " " 4 que tonavia no éonocemo= es el siguientes

Teorema 2. Por cualquiszr 0un+o nauan nor lo menos tres ractas,
parz la demostracidn de este Teorema 2 antes =e etablecerd un
lema : Sez P un punto que no esté sobre la recta L, y sean Ay 5
dos puntos (distintos) que estén sobre L. Si a es una recta que
pasz por P y & , y b es una recta que pasa vor P y 3, entonces

a y b son distintas.

Jemostracién. Puesto que P estd sobre a pero no estd sobre L
tenemos que a # L como en la figura 1 .por el Teorema i,s0la -
mente el punto A estd tanto sobre a como sobre L ; B estd sobre
L, y vor lo tanto no estd sobre a. nt Bces b;# a,puesto que B

estd sobre b pero no sobre a. LA 8 i3

En esta demostrucidn hemos empleaao so;gmente el Teorema 1
en cuanto a los Axiomds el 2.

Jemostracidn del Peorema 2. Sea P un punto . Se quiere demo -

strar que existen tres rectas distintas que pasan por P.
51 se pudiera encontrar una recta L que no pasara por P,polrla -
mos comuvletar fdcilmente la Jemostracidn.
Je hecho, susdngase que hubiéramos encontrado una rect. tal .
Tamemos tres puntos A, B, C,sdbre ella .
Por el axioma 4 . Sean a,b,c rectas que pasen por Py 4, Py B ¥y
P v C rerpectivamentz; se ha empleado ei axivma L (PgA, puerto
qu2 ~ estd sobre L pero ¥ ny lo ertd ; ¥ aniloguaente S E P#C)

tntonces por el lema a¥b , agc , bFe .
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#1l sipguiente Teorema es el{dual delleioma 5.
Teorema 3, No todan las rectlas pasaﬁbpor el mismo punto.
vemostracidn . Sea P un punto . L una recta ; se emplea el
Axioma 0 puesto que si ne existe alguna recta entonces no
podemrse tomar una; sin embargo el axi.mg0 noe proporciona rectas
de lan cuates po:demos tomar una.
51 Lno pasa por P ,lo cual puede suceder entonces L es una
recta del tipo que buscamos.
6{ L pasa por P,eea  un punto sobre L, QfP; hemos empleado
el Axioma 4.
Y sea R un punto que no este sobre L, por el Axioma 5?
Ahoral(#(b puesto que (} esta sobre L, pero R nv estd .
Por el Axioma 1 existe una recta que pasa por Ry ¢. Puesto
nue R estd sobre r, pero nmy» sobre L, tenemos 1‘#:L « Por el
Axioma 2,entoynces, Fno estd sobre rj; y r es una recta del
tipo que buscamosr..
En la esiguiente lista re muestra en una columna los axiomas
y en la otra sus Jduales,
Axioma O Axioma O
Axioma 1 Axioma 3
Z Teoremal
" 3 Axioma 1
4 Teorema 2
" ) Teorema 3
Se puede emanciar el llamado principio de dualidad.
Principio de pualidad. 5i se puede deducir un teorema a
partir de lus axiomae,entonces su dual también se puede dedt

cir a partir de los aximar.
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- Se pucde demosrtrar el Teorema. vados tres puntos (distintos)
colineales A, B, C y cuamlesquiera otros tres puntos (dietintos)
colineales A’, B’, C’, entonces exirte una proyectividad que
transforma a A, B, C en A“, B, C’respectivamente.

considérese el caro particular en el cual a= A, pero ABC y

A'B’C’son rectas Jdistintas como en la figura

Sean P=BB”e(¢ C’., Por ¢l axioma-3 sabemos qtei'se: intersectan.
tenemos que (HBC)',F\—(ﬁ'B‘C')En el segundo caso,sea AFA , ¥y sea
A‘%¥al que no esté sobre ABC. Sea E un punto sobre A A, EjEA,
E#A’; hemos empleado el Axioma 5.°

Sea'L’’ una recta que pase por A”, pero L'% AHCY, L a’AE;
hemos empleado el dual del Axioma $ , es decir, el Teorema 3.
Proyectumos ahora A, B, C dando origen a A'B’C, tal como lo

hicimor en el primer caso,
Sea:A’’ un punto que no esté sobre ABC y tampoco robre A‘B’C{

tenemos que .ver: .que exirte un punto tal-

Sea L’’ una recta que pase por A’’pero no por A ni por A’;
hemos empleado el Teorema 2.

Sean B’’, C’’ do= puntos mds sobre L’’., vebido al segundo
caro podemos, mediante una proyectividad convertir a A,B, C

en A’/,B’‘C’’ respectivamente; y por la misma razdn podemos
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gonvertir a A’’, B’’,C’’ en A’B’C’,respectivamente.

El producto de estas dos proyectividades convierte A,B,C en
A/BYC’respectivamente. "

Que se pusde decir acerca del dual del teorema anterior
Cual es su dual,para dualizar un teorema debe eatar enunciado
en funcidn de conceptos primitivos de punto,recta, y sobre
en cuyo caso solamente tendriamos que intercambiar las palabras
punto y rectm. Pero la afirmacidn anterior contiene la palabra
proyectividad,se puede'dualizar su definicidn.

Por definicidn una perspectividad es una relacién entre puntos
gobre una recta con puntos sobre otra recta,

Definicidn. Sea L’, L’ dos rectas, E un punto que no estd
sobre L y no eaté sobre L',

Al decir perspectividad de L a L’con centro en B queremos de-

cir transformacién que asocia & cada punto A sobre L el punto
A’= BA“L’sobre L', € ¢

L
¥ €

Cufl es el dual del concepto de perspectividad, En lugar de con
riderar dos rectar, L y L, trataremos con dos puntos R, R’y hare
mos corresponder a ciertas rectas que paren por R’ciertas rectas
que pasen por R.

Se dualirara la definicién.

Definicién. Sean R y R’dor puntos,e una resta que no pase por R

ni por R’. Al decir perspectividad de R en R’ con eje e quere -

mos decir transformacidn que asocia a cada recta a que pase por
Rla recta a’= aasR’ que pasa por R'. '
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el plano proyectivoféﬁéﬁiqhdqwl

AO,
Al.

A4,
A5,

Ge establecen los axinm u,paraiel'plano afin y =e obtiene

puntos:ideales.

Axiomas par:u un[plgnofaffnl¥

Existe por lo méﬁ&%‘ﬁh;pﬁnto y al menos una recta.
Por cualesguiera doéipuntos pasa al menos una recta,
Por euwalesquiera dos puntos pasa a lo sumo una rectz.
$1iL er una recta y P es un punto que no esté sobfe L,
entonces existe una y solamente una recta L’gue pasa
por P y que no intersecta a L (Podemos llamar a este
axioma el Postulado 4e lus paralelas)

Sobre cada recta hay al menos dos pdntos

No todos los puntos eetdn sobre la misma recta.

Los axiumas anteriores se llaman axiomas de alineacidn y
se define lo que es un plano proyectivo,

Vefinicidn, Plano proyectivo es el concepto compuesto

de doe conjuntos no vacios, los elementos de uno de los
cuales =e 1llam2n puntoe, aquellos del otro rectas,y de
una relacidn sobre que existe entre los puntos y Llas rec-

tae para lor cusles co cumpler log axiomus de alineacidn
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vroyestiva,dzda unx afimmacidn que este redactada er tépuinga
de las palabrss punto rscta y sobrs podemos cbiener otra afip-

i {n llzmoia su dual, intercambianic 1ir palabras punto ; re-

itendo los punios
semetrdia provestiva 22 dafine

& =} Pzyrimn Fynducan-

a
Proyestiva ze conStruy: 3. plano proyective.
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CAPITULO V
CUNCLUSIUNEZS GENERALEL
Ya deade la Edad Nedia hubo antecedentes historicos de la
éeometria en el dibujo y la pintura,este periodo de:la Histo-
ria Universal comprendido entre 476 D. C. a 145b.

Puede decirme en general que la vida econdmico medieval des
cansf en la agricultura,la ganaderia, la artesania, y el comer
cio,esta florecid sobre todo en la Bdad Media,g través de las
carreteras,los rios y el mar. Loe pintores en la Edad Media -
buscaban representar los temas centrales del drama cristiano
su pintura tomaba aspectos bidimensionales sobre fondos dora -
dos. Hay pruebas de la geometrfa en el dibujo como es el ejem-
plo de un testimonio del afio 1240 en Florencia correspondiente
al Album de Villard de Honnercourt; sus dibujos mueatiran cone-
xidn entre arquitectura,geometria,figuraciln humana y animalis

tica.
En la Edad Media re comncfan los Elementos de Euclides,los

matemdticos europeos comenzaron s concer el dlgebra en el siglo
XII la fuente de sus conocimientos sobre el £lzebra fue la obra
de Al-Khuwarizmi,se introdujo la trigonometria con resultados
de Ptolomeo y lienelao,las matemdticas re ampliaron con trabajos
de matemdticos como Leonardo de Pisa y Oresme.

Posteriormente alrededor ide los siglop XV y XVI existid el
demarrollo cultural e ideoldgico de uns merie de paisee de Buro
pa Occidental y Central este desarrollo se conocio bajo el nom-
bre de HRenacimiento. El Renacimiento se dio al terminar la Edad
Media como un movimiento cultural surgido en Italia vino a rer
"nuevo nacimiento" de los grandes valores griegos y latinos re
se encontro en ellos inspiracidn y guia lo,mismo en la produc -
cidn literaria que en las elaboracioner de arquitectura,escultg

ra,pintura,filosofia o ciencias,

141



ventro de la pintura se dJdesarrollaron cambios hay admira-
cidn por la figura humana prircipalmente buscaban 1a repre -

sentacidén fisica,real de las cosas sus trabajos expresaban
la dietancia,el volumen,el espaciojla perspectiva auquirid
importancia fundamental.

Uno fde los pintores mds representativos fue Piero della
Francesca una Je sus pinturas mds famosas es"Virgen con el
Niﬂ&ﬁcLa Flagelacidn de Crist&@valora la geometria en el 4i-
bujo se sirvid Jde la perspectiva para perfevcionar los espa-
cios arquitectdnicos y luminosos.

Utros pintores representativos en la pintura el Renacimi-
ento fueron Perugino,iiantegna,liesina,Boticelli.

La geometria alquiere un papel esencial en el ordenamiento
ie los grupos y los personwjes en las que se ve una estructu-
ra reducida a cuerpos simplessur dvalo para la cabeza,ue fren-
te J te perfil,un cilindro para el cuello,un volumen regular
para las vestimentas 3 tocados,cimeras, penachos,etc,

La geometriz en la.pintura del Renacimiento fue un elemento
tomado en cuenta para la creacidn de muchos traba jos de pintu-

ra,
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En estas pinturas Piero della Francesca nmuestra el
interes geor la perspectiva ¥y ia figur

e

"Vieta de la arguitectura de uns ciudad" de r. Franczsca,

"la Flarelacidén" de P. Francasca.
-
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-~ los temésvprincipales en la pintura del Kenacimiento
fueron la figura humana,motivos religiosos cristianos eapacios
arquitectdnicos, . pairajen.Se caracterizo ademds por expresar
la realidad firica,el volumen,la distancia,el espacio y €1 co-
lor , Suas trabajos se apoyaron en la figura geométrica Yy en la
pevspectiva.
Uno'dglos inicins de,a perspectiva en la pintura se did

con los trabajom de Piero della Francesca en el siglo XIV 41
definid la perspectiva, "La perepectiva es una rama de la pin-
tura que comprende cinco partes: la primera es el drgano de

la viata, es decir el ojo; la segunda es la forma del objeto
visto; la tercera es La distancia entre el ojo y el objeto;

1a cuarta son lao Lineas que pe inician en la superficie del
objeto y se dirigen al ojoj;la quinta es el plano queestd entre
el ojo y el objetn donide quiera que uno intente colocar los
objetos",

Leon Battista Alberti en el wiglo XLV en su trabajo

ve Pictura intuys qume no sdlo la distancia con respecto al

o jo del expectador hacia variar la dimen#®ionalidad de las
figuras,eino el cardcter de lag mismas su materialidad,su de~--
finicidn, su cromatirme varia®en segin el aire ¥y por tanto tam -
bién la distencia que wme interponia entre estas y el espectn -
do,, . Alberti compard la pintura coms una¥ventana transparente
a travée de la cual contemplamos una parte del mundo visible
Objetos de igual tamniio empiezan a disminuir en cuanto se ale jan
del erpectador,lis paredes suelos y techos que delimitan el
interior v la buse en la cual fueron Jdispuestos los elementos de
un paisuje empiezan aalejarse" hacia el fondo; y tales lineas

nue forman Anguloe rectos en el plano pictdrico evolucionapon en

-
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K llneas de faga en- perﬂpect1Vd que tendlan as :converger hacia

un centro., . Este centro ya hubla tomado caructer de dnico “punto

[7
de fugn” en el cual. lau"ortogonaLeq" converglan con preciﬂldn

al menos en un plano llbre

Jentro de 1la pexqpectlva en ‘lapintura Jurero en su lLibro
IV de eur Inetituciones Jeométrlcaa explica mediante un cubo,
iluminado y su mombra proyectada la perspectiva de un cubo
dibujado, prolonganio lineas y concurriendo en puntos ademds
Jurero escribi&"que loe pintores que no hayan percibido su
error se debe a nue no aprendieron geometria sin la cual ningu-
no puede hacerse o rer artista perfecto y es el verdadero fun -
damento de todo el arte del dibujo". burero trato derelacionar
la pinturn, el dibujo basa.doe en 1la geometria y perspectiva.

Leonardo Vineci (l4%--1519)en Florencia sefiala que todos los

problemas de la perspectiva que:dwn aclarados por los cinco tér-~
minos de lus motemdticas que son el punto,la 1inea,el éngulo,
1a superficie y el sdlido, la perspedtiva la supo aplicar a
sus pinturas comy "Lu Adoracidn de lus lagos".

lafael (1483-1520) en Florencia realiza pinturas con belleza,
armonia, proporcion,equilibrio, toma elementos de geometria
como éngulos,linens,figurad geonétricas,utiliza el punto dé.
fuga, rce bara en 1la perrpectiva., bn su pintura los Lsponsales
de la Virgen se ve claramente como las 1ihea9 convergen en el
pinto fuga usada yu desde el ltenacimiento,

Las matemiticas en el Kenacimiento se derurrollaron con
trabijrs como log de Chuquel, Regilomontano, Tartuglia, Cardano,
Viete, MNeper,Brigge.

Chunuet o Tines del siglo AV introdujo el exponente fraccio-

onario e una p:tencin,lor exponentes negativos,lios ndmeross
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& negativos, el rimboliemo ulgebraico En 146l surgic” id obra
"Cinc0ulibro=véobreztriﬁnvulos de cualquier genero" ls escri-
blO el matﬂmJtlco uleu'n,nnglomontano W ‘

Tartugll i(l)OU-l‘bi) Pe. 1ntere=o en-la renoluc10n Je "lagm

-ecuacionen: edb

“Gardano -(1501-1476) ;

qcmblu"Ll gran 1rbe ~aq reglas del

AdLlgebrat COHbiGHé‘]dP re;]dﬂ ie ltq opuracloneq algebralcaq Yy

los me'todos de L bunqueda:de‘luf:ecu4c;one3fde los tres pri-
nmeros grados y los elapmentos deils Teufia Leneral de las
ecunciones algebrdivas,

Viete dio un rickams de simbolos algebriicos organizado,
el caso irreducible Jde la ecuacidn cibica Viete lo redujo al
problema ‘e la triececidn lel dngulo,introduce por priémera
vez en la mitemdticn el problema sobre la bisgueda Jel pro -
ducto,infinito,

Neper invertigy Lu teorin gensral de.loe Logaritmos" Y sus
aplicacionss a tos cdleulos aritmdticos y trigonométricos.

Enrique Briggs =e puso e acuerdo con Neper, Briggs calcula
los logaritmos decimales.

Las matemdticas en el Renacimiento avanzan y se desarrollan.

La perspectiva es el arte de representar en un plano los
objetor del espacio que po:demos ver . Ya desde la antiguedad
el gedmetra duclides sobre la vista el decia que los rayos
visuales forman un cono alrededor del contorno dei objeto cowo
base y con el vértice del cono en el interior del ojo.

&n el Wenacimiento pintores urquitec%os utilizaron la geome-
tria,la perspectiva posteriormente uJerargues y Poncelet se
interesaron en este ertudio los gedmetras lysistematizah

creando teoremas en lu geoametria .

139



a) Icosaedro dibujaio por Leonurdo <a Vinei para
Je Jivine Proportione Je Fra Luca Paccioli.

b) Doiecaedro aibujzdo por Leonardo da Vinci para
Je Jivina Proportiune Je Frz iLuca Paccioli.
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por Leonsrdo d4a Vinei.

iros semirregulares

e.

a) y b) Poli
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a) Dolecaedro estrella:o, por Leonarlo da Vinei.

b) Stella Octangula,

vor Leonardo ia Vinei.
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Leonardo Vinei utilizd la geometria,la perspectiva
en sus pinturas

“Anunciacidn" de Leonardo Vinci ,lineas de
perspective que convergen en un punto.
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Posteriormente se amplid el plano Eucli:eano creando la
Geometria Proyectiva es decir la geometria del plano exten-
dido es una geometria ge puntos lineas e intersecciones.

Desde la Edad Media hubo interds en utilizar la geometria
como elemento para realizar trabajoe de dibujos y pinturas.

En el Renacimiento los pintores recurren a la perspectiva
y figurars geométricas para darlesf a sus pinturas mayor rea -
lidad ,utilizan l{neas convergentes que concurren en un punto

Diferentes artistas como Leonardo Vinel,durero,Rafzel basan
aus trabajor de pintura en la perspectiva y geometria.

Derargues influenciado por necesida.les de artistas y arqui
tectos de crear una teor{a mds profunda ie la perspectiva
escribid en 1639 un tratado sobre secciones cdnicas donde .
aprovechd la idea de la proyececidn,

Dentro de la historia de la geometria proyectiva un teorema
caracteristico em el Teorema de Papus porteriormente Pascal
formuld un teorema proyectivo que re puede considerar como una
generalizacidn del Teorema de Papure, En loe origenes y.desa -
rrollo de la Geometria Froyectiva estuvieron Desarguer,Pascal,

Poncelet.
Blas Pascal escribid un emsayo sobre las cdnicas y escribid

el Taorema del "lHexagramu Mimtico",

Poncelet hizo del Teorema Je Jawargues de los dos tridngulos
el fundamento de su Teoria de figuras homoldgices,fue de los
primeros en apreciar que esta materia ara verdaderamente una
rama de las matemfticas completamente nueva.

En 1345 se encontrd una copia manuscrita del tratado ue Desar
gues y desde esa época el trabajo fue reconocido como uno de

los cldricos en el esarrollo de la geometria proyectiva
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.Las consideraciones proyectivas z la geometria suceden hasta
finales lel siglo XVIII cuando el gedmetra Gampard Monge(l74b-
1818) creé su geometria demcriptiva,erta ciencia que contiene
una forma de representar y analizar los objetosa tridimenciona-
lem por medio de sus proyecciones sobre ciertos planos tuvo su
origen en el proyecto de fortificaciones,

El trabajo de Lesargues y de Poncelet y de sus seguidores
coniujo a los gedmetras a clamificar las propisdades geome€tri-
cas en los categorias! en metricaa y descriptivas.

Al ertudio de lam propiedades descriptivas de las figuras
geométricas me le conoce como geometria proyectiva.

Ya .lesde el Renacimiento las ideas de querer representar el
espacio tridimencional en un @lano condujerin a que gedmetras
arquitectos,cientificos y artistas se interesaran en .a pers-
pectiva,Desargues y Poncelet se interresan en este estudio lo
sistematizan creando teoremas en la geometria.

Posteriormente se amplié el plano Euclideano creando la geo-
metr{a proyectivu es decir esta geometria del plano extendido
es una geometria de puntos,lineas e intersecciones,

En la teoria actual de la geometfia proyectiva se define 1la
perspectividad, la proyectividad,se da el Teorema Fundamental
de la Geometiria Proyectiva, me construye el plano proyectivo
en este plano &1 postulado de lar paralelas no debe ser vali-
do y dos rectas cualesguiera deben cortarre en uno y solo un
punto. Se da el principio de dualidad, en las relacisnes entre
los teoremar se suponen védlidos los axiomas de alineacidn y
basandoss en ellos se formulan teoremas como el Teorema de
Depargues,el teorema de Papus,el teorema de perspectividad y
el teorema Fundamenbal de la Geometrfa Proyectiva.

En esta tesis se vio como se relaciond la geometria y la
' pintura en el Renacimiento y el surgimiento de la geometriﬁ

proyectiva.
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APENDICE
L& PROPORCION AUREA

"Ea imposible combinar dos coras
ein una tvercera.Hace falta una
relacidn entre ellas que las en -
samble.La mejor unidn para estas
relaciones es el TuJu.La suma de
las partes como T0DO,es la wmds per
fecta relacidn de proporcivnes.
£8ta es la naturaleza dJde la rela -
cidn?

Platon (1)

Je la interrelacidn entre la geometria y las artes mencidn
aparte merece la proporcidn durea,nombrada as{ por Leonardo
a2 Vinci. En su "Tratado de la Pintura" Leonardo dice:

"Nuestra alma esta hecha de armonfa y la armonia no se en
gendra,sino que surge espontdnea de la proporcidn de los ob-
Jetos que la hacen virible, La gracia de las proporciones
esta encerrada en normas armdnicas. Hace falta usar estas re
glas,para cbrregir los errores de lus primeras l{neas de la
composicidn, ELl pintor inventa la forma y la materia de las
cosam que va & reprerentar, luego las mide,organiza y propor

ciona",
La proporcidn durea conocida ya desde los griegos para los

cuales la armonia, el nimero, la proporcidn eran conceptos -
unificadores universo-hombre-templo. Usadas en la arquitec -
tura griega,barroca y del Renacimiento,tiene relacidn con la
con la sucesidn de Pibonacci, el pentagono, los cinco cuer -
pos platdnicos, junto con la sucesidn de Fibonacci se observa
en la naturaleza.

Por algo la llamé Luca Pacioli la proporcidn divina.

Kepler dijo "La geometr{a tiene dos grandes tesoros uno es
el Teorema de Pitégoras,él otro la divicidn de una linea en
proporcién media y extrema. E1 primero puede ser comparado a
una medida de oro,el segundo puede ser llamado una joya pre-

ciosa"
~(1) La Composicidn Aurea en las Artes Plasticars,lablo Toato,
Edit. Hachete,Argentina,1964.
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. Pasemos a encontrar la razdén wurea. Jividamos el intervalo .

[0,1] de talx forma que X 1
- 1

1 X1
,——y
o i X

A=i obtenemos X*—%X-{=o

y por lo tanto x—_ t V& _
2

La solucidn con el signo positivo es
$=atl> -1, ci803

y es a la que llamamos proporcidn 4urea,

Dividir a un segmento AB en razdn media y extrema es dividirlo en

esta proporcidn ‘# .
Flanteamos ahora la ecuzcidn en diferencius
X'\:JXn-| + Xn-2... (o)

La ecuzcidn que nos permite resolverla es de nuevo
2 =
X~ X-1=0

cuyss raices son ¢-_-__Lj‘_[_?.. -_;-'_';E—
2 Y 2

Por lo cual la selucidn general es (1)
Xnz 0"+ g yh
con o\,(ie IR constantes que se determinan ccn las cendiciones

iniciales. a

Esto quiere .ecir que (An = ¢ tiene 1a propieda.i de ser aditiva
v geométrica que es precisamente lo gue nun aprovechado los pin -
tores,escultores y arquitectos para establecer proporciones dinse

micas,

\ B '
S N SR ok L M2 ks DA SR I L
Veamos 4) _.‘.:_—; TRV _‘_:T;- =)
. - - -2
SEELES miltiplicando por "' =y H= d"7 4+ 97

Por otro lado la suc.sidn e Fibonacci ( 2 )
( 1) #inite -Differsnce squations on Simuiations,de Prancis
P. Hildebrund, Zd4. Prentice Hell IHe. 1Yuo. Uta
( 2 ) Leonurdo de Pisa llowmuwo Fibonacci que es lu cortraccidn
de Milius Bonuecci,el hijo ge Bonucci,

156



UnzUn-t + Un- o
. tiene esta propiedad con condi~-
ciones iniciales Mazo Urzg !
Asi que es combinacidn lineal de ¢ y Y
Resolvamos o d)o + @ \{lo;-.o

& ¢ + B y=i
=>olz=-8 4 p=q'_¢—:-JV:5-

Por lo tanto n 1=V
=k (85 v7) =4 (8- 52T

que es la férmula de Binet (1)
Consideremos una solucidn cualquiera de la ecuacidn en diferenciws

(aé Xn:ag¢"+ 6wn con o 2o
omo n+l (1] n+i
Xnil _.Qo‘ 6 '\'GW/
Lim __Xa_ - lim :*' — lim 5;“_@\(%_)__”
N s oo ﬂ'\ N—» P ok(b + -3V Ny b d+é(%)
%" o :

=1 po rque )%“1
Poy Lo tanto nt/
le Xn+l - \.m %’1___: é

N3P T Xp T Naet
Para cualquier sclucidn de la ecuacidn en diferencias con & %O

En particular para la suceridn de Fibonacci
lLim Uagl o
n’-o-o Un 'é

(1) The Divine Proportion de H.2 Huntley

157



ylim Unar_ 0 Uasi, Uner J asi sucesivamente.
N2 U = now Un Una™

Veamos ahora otra relacidn de la sucesidn de Flbonaccz. y 1a
progoreidn aurea.
Consideremos la fraccidn continuada

£=1+ |
e —

e —
|+—L__._
|+:

Veremos que es igual a ¢

3 7
Seang, =l ,f =1+ '-€z=l+-l-_l*_—_:1-"e¢'
1

= = Unx2 _ . )
=2 -@n_,__._u“' donde Un es la suceridn de Fibonacci

Por induccidn sobre n

Se cumple para nzo 40 =l = %L
t

2y Lizga o2 W3
'u

Supongamos que se cumple para n.

|

Entonces para n4| obtenemos\,.gn*l—u-{——--\-tu"*z
Unet
=1 taxt - UndapUny u"'” por hipdtesis de induccidn

Unt2” Unx2 Unga
Por lo tanto

£az Unt2 YneiN
u'\~\-l

=> -{'MF“ = lirm Un+2 -
{-r‘:—-,@ NnNal U\,th ¢
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- Dividir un segmento AB en razon durea
WD

Sea D tal que UBL AB y de longitud la mitad de AB

Sea E tal que DB=DE en el segmento Al

Sea C tal que AE=AC con el segmento AB

Entonces Cdivide internamente al segmento AB en razdn durea.
Supongamos para demostrarlo que BD=l , AB = 2

=y h'=1*x2'=5 =3 h=VE

=y AB. 2 . 2 NG+l _2(1¥V3)

Dividir externamente a un segmento AB en proporcidr durea
Sea D tal que ABIBD ¥y de la misma longitud
Sea E el punto medio de AB, Se\a}DC an la recta que contiens a AB
tal que ED = EC ./ ‘

<
Entonces O divide externamente en Razdn durea para demostruarlo
— — 2
saupongamos AE = 1 = EB BD = 2 —» h"-:./",u?. =6 =y h=Y%

A

= 1B g
AB



Podemos mencionar algunos hechos geométricos

\[_/

Dado un pentdgono ei unimos 2 vértices no adyacenter en la for -

ma que se indica en la figura B divide a AQ externamente en razdén

4durea, P divide a AB internamente en razén Zdurea,

ﬂ{”\\ e\ );ﬁ

Sea el sezmento AB dividido internamente en proparcidn Zurea
enC . Sea F tal que CF=BF y de longitud AC unamos F con & ,
& B4AF = 36°
! dividi 360 - 79°
Ahora si dividimos '?F—:¥2
Por Lo tanto si dividimos un segmento en razdn durea poienos con-
struir un pentdfono .
Bsto explica que la razdn durea aparesca una y otra vez en las

relaciones entre los cuerpes platdnicos .
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Un poliedro es un =6lido geométrico constituido por un cier
t0o nimero de caras ,anstas y vértices., £n un poliedro regulap,

las car:® son porcisnes planas limitadas por poligonos regulares
que tienen una misma forma y tamafio., Las caras se unen dos a dos
en segmentos de linea llamados aristas,y las aristas se unen en -
puntos llamados vértices. Los griegos demostraron que existen tanm
sdlo cincopoliedros regulares. Podemos considerar gue hay poligo-
nos regulares de cualquier ndmero de lados. El mimero de poligonos
.regulares es infinito, mientras que el nimero de poliedros regu -
lares es finito.

En las figuras podemos ver los cinco poliedros regulares .

Por el interda que Platdn tenfe en eatos poliddiros,vinieron a co-
nocerse como "Sdlidos Platdnicos",

Los poliedros regulares toman su rombre del mimsro de caras que

tienen .

N Jom e s R
,/
Tetraedro Hexaedro
v=4 v=20
f =4 f=6
e =6 e = 12
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iy,

Octaedro Ico.v:aedro
V=g V=2
f=8 T =5
€ = 30 € = 30
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Los poliedros regulares obedecen d ratisfacen la fdrmula _
de Buler,que es vdlida para cualgquier poliedro.La férmula de
Buler dice que el nimero de caras (f),el ndmero de vértices
(v), vy el mimero de aristas (e) de cualquier poliedro estdn
relacionados por la fdrmula S$4V=ex?2
Esta fdrmula fue anunciada en 1752 por el matemdtico Leonard
Euler,y en aquel tiempo fue aceptada como un descubrimiento
nuevo .

Verificando la férmula de Euler para el octaedro,tiene ocho
caras por Lo que f=8,cada cara tiene tres lados y cada arista

del octaedro pertenece pertenece a dos caras,el nimero de ari-

stas e ea igual a 3_%;&_—__1’%&:!2

Sabemos tambidn que cuatro caras son las que fe encuentran o

tocan en un vertice. Por lo.tanto, el nimero de vértices,v ,

es igual a 37‘-@; 3x8 _
4 v

Surtituyendo estos valores en la fdrmula de EZuler tenemos
g+6 =12+2,
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Sin pretender adivinar el trazo de los pintores como dice

- LA
Pablo Tosto eso seria muy pretencioso podemos hacer un andlisis
de las muchas posibilidades del uso de $ en las siguientes

pinturas.

164






Para ssta tesis me a incluido la rezdén durea en algumas

pinturas y erculturas,

MAYOR

Z:\< | menor
¥

) PmE
MENOR {g

MAYOR

ool L | wenor

En la actualidad el aleman Putscher realisé el andlisis
de las proporciones dureas, de la pimturas "lLa Virgem Six-
tina" de Rafasl .
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de Rafael"dé>Urbino hecha

sponraler de la Virgen"
{ el autor viviera le preguntariamos si realmen-
te uso el rectdngulo dureo dividido en proporcidn durea.

5

"Los B

En

en 1504.

tdngulos y los divido en proporcién 4urea de acuerdo a las

Yo como estudiante puedo suponer que { colocando loe rec-
figuras.
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"R 2

durez poiemos ver que las figurae coincilen con los
recténgulos.
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wanaento "al Gen
Pabio Tosta. £n
en,p v 128 trazas in.

‘rauiza",1v 37 iel escultor

4 . . . .
“nguio se ven sucdivisisres
cudz eua ins-

/]

crita en un nentidgonv.

Pablo Tosto escultor argentino de este riglo usa extensivamente

la proporcidn aurea,

169



"A la Ind2pendancia A

rgen
Huamaca" del esculior Pa
La composicidn durea dz esta ctra 2s5td recons-
truida,las relaciones dureas mds perceptibles
son las de los fustes eatre si,; Jde cada uno d2
éstos con respecto a la figura escultdrica.

tina en la Gu2ocrada 42
n

.0 Teato,
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Jesde Buclides el gran gedmetra griego que 34cr1bio los ¢

Elementos y donie aparece ya definida la proporclon aurea en

la descripcidn que este hace de,la construccidn de un pentd-

gono a partir de un trlangulo isosceles,y a la divisidn dure=
le llamo "dividir una recta dada en media y extrema razdn"

El Nimero de Oro en geometria es la proporcidn aurea este
nimero lo hemos visto surgir -de la serie de Fibonacci como
simbolo de la constante relacijn armdnica entre magnitudes di-
ferentes. '

Luca Pacioli la llamo la "Jivina Proporcidn",en su libro
del mismo nombre,tiene hermosos dibujos de geometria hechos por
Leonardo da Vinci. Pacciol¢ admira a Platén y a Jella Francesca
e igual que ellos recomienda a los arquitectos,como modelo y ob-
jeto de meditacidn,los cuerpos poliédricos y la infinita armonia
aprovechable de sus proporciosnes,

La proporcidn durea se ha transmitido atravds del tiempo des=-
de Platdén,Vitruvio,Euclides,Paccioli,Kepler,vescartes,etc.Lievan-
do a encontrar la armonia en la pintura,escultura,arguitectura,
musica,en el honbre,en el universo.Tomanio la idea de niémero ¢
cantidad,el numero ¢ que se repite constantemente,ya Nicdmaco ue
Gerasa ensayista pitagdrico decia "Todo lo que la naturaleza ha
dispuesto aisteméticamente en eluniverso parece haber =ido,tanto
en sus partes como en el conjunto,ieterminado y puesto en oruen
de acuerdo con el Numero,por la previsidn y el pensamiento Je
Aguel que creJ todas las cosasjpues el modelo estaba fijado,como
un bosque jo preliminar,por la dominuciln del Nimero preexistente
en el espiritu del Dios creador del munio,nimero-iiea,puramente
inmaterial en todos sus aspectos y,2l mismo tiempo,la veraadera

'y eterna esencia de manera que de acuerdo con el Nimero,como-de
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de conformidad en un plano artistico,fueron creadas todas
las cosas,y el Tiempo,el movimiento,lo® cielos,los astros y

todos los ciclos de todas las cosas"
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Univercisarias [o.7 Lniolo-~

sural. Lo Fuclicaclonzs

a 13 Histo,ia d2l Arte,il
Panacimignto, Guatave Gili S, a. Zarcazlonn i

Matila 2. Ghrka, €1 Ndm:ro a- Oro, Poseidon,Bar:2iora.l97l3.
Mannering Dovglsg, L1 irte iz Leonardo da Vipoi,Poliqrefs
S. A. parcelona,l98L,

Pedoz Darn,ls Gaometrfa en el Arte,Zussavy
garcelons. 1919,

bedoe Dar,An Introductidn to Geomelry Proyective,
Panofsky Erwin , Vida y arte de Alberto Dureyo,Al1anza S.A.
Msdrid.i0o2.
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