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Introduccién

Kurt Hensel estudid matematicas en Bonn y Bedlfn, fué disclpulo de Rudolf Lipschitz, Karl Weiersirass,
Carl Borchardt, Gustay Kirchhoff, Herman von Helmholtz y principalmente de Leopoid K ronecker, obtenien-
do con él su doctorado. Al morir K ronccker, Hensel se dedira muchoa afios prepatando 1a edicidn de sus articulos
que ha coleccionado. Posteri te en idn con G. Llandsberg, Henzel publica su primer y mds impor-
tanta libro Theorie der algebraischen Fun!!wnen {1802). En 190! siendo #enscl profesor de Ia Universidad de
Marbur escribe otros dos libros también muy importantes, Theoric der algebraischen Zahlen y Zahlentheorie.

El trabajo cientifico de fensel se basé principalmente en {a Teor(a aritmélica de Campos de Niimeros Algebrai-
cos de Kronecker. El método de Kronecker — Hensel también aportd fundamentos de aritmética en Campos de

funci Igebrdicas, estoa fund 1 desarroliaron p tormente en Theoric der algebraischen Funktionen.
Apmximudnnen!c en 1899, Henasel deduce el método de Weicrstrass de series de potencias desarrollado para fun-
ciones nIngrmcnsy con ello interpretd una teozia analoga de mi igebraicos: los nii p-idicos,

Los nimeros p-adicos se considerarén cotno su gran descubtitniento. Considerando of mdtodo de series de
polenciaa para funciones afgebrdicas, uno puede peasar que no existe su fundamento conceptual para su desacrollo,
por ¢l contrario llemcl Aporté ¢l estimulo descisivo para el incremento de nociones de &lgebra abstracta que se

qui para esc fund to: la teoria de campos valuados. En sus libros T'heoricder algebraischen Zahlen
y Zahlentheorie, Hensel desarrollo niimeros p-ddicos en una teorfa sistemética y dié una aplicacién de gran
interés -ln cldsica tcorfa de formas cuadréticas- ademds de una intercsante extension de su método p-ddico para la
intraduccion del andlisis p-ddico. Posteriormente los pupilos de Jfen sel, principalmente Helmut Hasse probaron de
manera eatisfactoria ¢l método p-ddico para formas cuadriticas y en la teorfa de dlgebras sobre campos nimeticos,
que se conoce actualmente come ¢l principio locnl global. El método de Hensel pmplcld bastantes tesultados

interesantes en la teoria de nimeros, que posteri te fucron publicados en un gran nimero de azticulos. Los
primeros nimeros p-idicos que construyd se considerardn |, en gcncml, de poca relevancia, pero ¢l vivié para ver
su reconocitmicnto como un elemento ico 1i generalizabl

En cslas notas se proporciona una introduccion clemental a la teoria de los niimeros p-ddicos y analisis p-adico.
En rnuchos libros de dlgebra y teoria de nimeros, se tiene poca informacidn al respecto, y no parece existir una
buena introduccidn a los nlmeros p-adicos desde el punto de vista del estilo del analisis elemental.

El objctive principal de cste trabajo cs descomponer un anille g-ddico cormo suma directa de campos p-adicos.

En el capitulo uno se definen los nimeros g-ddicos y se cstudian las pseudo-valuaciones. Se finaliza con una
construccion de la rej acidn candnica de ni tacionales como nimeros g-ddicos.

En el capitulo dos se construyen los anillos g-idicos y los campos p-adicos via sucesiones de la misma mances
que se construye R a partit de Q.

En el capitulo tres probamos que @, no es un €ampo si g al menos ucne dos factores primos distintos. Tomando
en cuenta que en Q se tienen definidas las pscudo-val [}, v las vatuaci sus completaciones
son Q, ¥ Q, respectivamente.

En el capitulo cuatro se estudia 12 aritmética de Q, por medio de Jas series candhicaa.

En el capitulo cinco sc estudia Ia estructura de @, para el casa de g > 2 y ac muestra que este anillo es lasuma
directa de campos p-adicos.
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‘Capitulo 1

Valor g-adico de mimeros racionales

En este capitulo estudiaremos la funcidn g-ddica para i ional do en euenta las propiedades de
valuscida o peeudo-valuscidn, aaf como la construecién de una rep i6n para etlos d H serie candni

Lamal Seas Gyr,s €Z tales que G2 2,82 1y (Gs) = 1, enfonces ezisle un sinico par de enteros A y R 1ol
e
;=A+(¥) 0<A<G-1

Demostracidn: Prueba de Existencia. Como (G,8) = 1 entonces existen z,y € Z tal que Gy + 32 = 1,

raultiplicamon por r
rGy+rsz=r

le sumamos skG — skG
rGy+riz+akG—skG=r

factoristamos s y G
Arz—kC)+G(ryt k) =1

donde k £3 un entero tal que
0<(r2-kG)<G-1.

El entero k existe por ¢l Principio de Arquimides. Sea A =rz — kG y R = ry+ ks, entonces

r=8A+GR
donde

0<ASG-1
Pot lo tanto G

::A.g.(b.u)

L) 3

s Ia expresion buscada.
Prueba de Unicidad. Seponemos que existen A’ y U lal que 0 < A' < G=lyr/a=A'+ (G—.Rl-), Por et
resultado anterior

T-a+ (gl_f)
) 8
¥
LA+ (ﬂ)
8 L
igualando tenemos

A+ GR = sA+GR

!



asf que
oA ~A)=GR~R).
Pero (G,s) =1 entonces G [ (A= A'). Porotrolado 0 S AS G =1y 0 < A' €6 —1,de donde
~(G—-1) (A~ A") £(C~1). De lo anterior se sigue que A=A'y R=R'.
<

Lemn 2 Seanr,s yg€Z lales quer£ 0,82 1,9 > 2 y(rs) =1 entonces, exisle an inico entero f y otro par
RyS tal gue

2V

o=
Jonle‘g IR (RS)=(#S)=1

D ey Sig|r r gt =2 g=%, donde ¢* | r y g*** Jr (Teorema Fundumental de la
Aritidtica). Llamemos R = g=r 3 § == & entonces

Rzg trug?(9%) = (9" o= lo

donde £ = —¢ < 0 entonces
~o
r
ademis g JR. Ahora supongamos que g]it; como R = tg entonees gllg, lo que quicre derir que to = gro. Por fo
tanto

R~
F=9t =g

r=gho =g*(gm) = **'ny
etitonices g**+! | r con lo que llegasmios & una conttadiccién y por tanto g JR.

Si(R,5)=dentoncead | Ry d|S ycomo R=g~%ryr=g*, entonces d | g lo que implica que d } g%lp = r,
en particularcomo [ S, d[ryS=9, d|szo+rpo=1 Porlotantod=1. Ahotasi(g,4) =dentoncesd|gy
d|S,perosid|gyg}rentoncesd[r. Porlotantod| Sy d|ry comoS = sentonces d | szg+ryp = 1 entonces
d = 1. Concluyendo tenemos que

gt (E)
FHaatd S

donde g fRy (R,S)=(9,5)=1

- Definicién 1 i fa notacidn es como en el Lema 2 y sia= ; de modo que a # 0 entonces ponemos

lal, = o' Io), = 0
la funcidn asf definids Jal, = ¢/ de a s¢ llama valor g-ddico de a.

Obscrvacidn 1 | |, fiene {a propicdad de ser una funcidn par, cs decir, |-z, =lzl, paraz € Q.
Deflnicién 2 Seaa = E € Q, a ¢s un enfero g-ddico si Ja], < 1.
Teotema 1 Lo desigualdad El < ! se satisface s1 y slo 51 (g.8) =1

7

Denlastracidn: Supongamos que (g,8) = 1. llaremos la prueba de esta implicacion en doe casos:
CASO I.- Suponemos que gr ¥ gla entonces r = g't; 2 = g°g, entonces E = :—ol’; 0 bien, ; = g"°s s

! =4 l- Poe ¢l lemia anterior
q ]

(g,8) = 1, la maxima polencia de g que divide a #e3 cero; entonces a =0y ; =0
¥ la definicién

o =



CASO [i.- Supgnemoc que g [ry g Joi |a mixima potencin de g que divide a r y s o5 cero (para este easo 1 y
gr

a sén eero) Iz 5= 2°%. Por el lema anterior y Ia definicién
s g

r
li, ="
Supongamoa ahora que ]E]' < 1, nuevamente haremos la prucba en dos casos y en ambos suponemos que

{(g,9)=1L
CASO 1.+ Si g | r enlonces r = g't donde ! > 0 y como (g,5) = 1 tenemos E = y';. Por ¢! lema anterior

[, =

CASO 1t .- i g fr entonces s méxima potencia de g que divide a r es cero E = ’°E, enlonees IEI =1
Contluyendo de ambos casos oblesemos que: !

<l

e

(g9)=1 |;|'51

o
Corolarlo 1 Sea a € Q, enfonces se cymple:
i laly=le=sa=5 gl (50)=1
i) lel, = o = Jag!], =1
iti) Pars cualquicrn € Z fenemos '
lag®l, = lal,a™"
D tracién: (i) La afi idn se sigue a! iderar a = ; Para (i) o ]al, =g/, por el Lema anterior
a= g"(£), si multiplicamos pot gf ambos lados tenemos

S

te = oot (BY = (B = B
“‘“(S)"(S)‘s

|ag/|'=1.

entonces

De la definicién se sigue que

y por lotante

Pasa (iii) la solucidn ea ohvin cusndo 0 = 0. §i n = 0 estamos en ¢l case anterior. Excluyendo este caso, sea
|¢|, =g/ entoncen a = ¢~/ (l}) y multiplicando por g™

4R 4R -
a=g" ,'§ =g" 13: = |ag™], =g~ pero, ol =o'

entonces
lag"], = lal, 57"



Definicidn 3 | [, cs no-Arquimediana si ocurre
[a -+ 8], < max{lal, ,|8],}

pare lodos a,b € Q y Arquimediana si
la+ 8], < laf, + 8],

Observacidn 2 Nof que no-Arg diang implica Arguimediana pero no ¢n senlido epuesto. El valor g-ddico
es tjemplo de funcidn no-Arquimediona y el valor absolulo en Q ¢s wn cjemplo de funcién Arguimediana.

Teorema 2 Seaa,b€Q, fal quea= E <b= ';’, enfonces

i lol, <Bl, s glr glp
i) lal, >, o glr glp
iif lafy =4, o glr y glp

Demostracién: Suposgamos que a y b son nimeros g-ddicos definidos como en el Leina 2, es decir,

a=t=g"8 tlqueg/y(@S)=1 b=F=gf tlquegPy(@Q=1 lol,=9"<1y
Bly=¢g"" <L

i} Si gjr y ¢ v tencinos

entonces
lay<Wl, i gr glp

ii) Ahora si g fr y plp tenemos

fogit |£ =
Pl al,"”’
p_nmP |v -m
L=gm— =3 || =
FIa] 1, ’

entonces
lal,>l, s glr glp
jii) Considcremos ¢l caso cuando g Jr, g Jpy ademids (g,6) = (g,4} = 1

r nf ||'| o

=g = |- =g%=

Pk sly g=1

P_ 0P P 0

= = 5] =¢"=1

PR |¢|, ’
entonces

fal, =, si gir glp
para este caso 5i 8 y ¢ fueran divididas por ¢ no podri detersninar 1a desigualdad
Teorema 3 Scana yb€Q y

lal,=g"  Pl=g¢"

entonces s¢ cumple
Jak b, < max{lal, . jb],}

4



Demostracién: Sabemos que si faf,
P
m

b= % =g M=cong [P y(,Q) =1 Laprueba es en dos casos.
CASO L.- Suponemos que —n < —m (e3 decir, que existe un r € M tal que -n + r = ~m) enlonces lo que hay

= g™y |bl, = g™ entonces n:E:g"‘-g cong Ry (6.8 =1,

que demostrat es ¢ +-b = y‘xL’- cong JL y (3,M) = 1. Entonces

Y | S ey | Sy id
atb = ¢ s+y Q—g S+g g

e (B P _ o fRQigPS

= (g+rg) = ("7

Ascguramos que (9,5Q) =1y 9 [RQ+4"PS. Sea
k=-n ; L=(RQ+4'PS) ; M=5Q
enlonces RQ+4'PS
atb=g™" (_——.-;%—-—
lo+8), = ¢" =1al,
8i hubiéramos supuesto que ~m < —n entonces concluiriamos que
la+ 8], = g™ = b,

Por lo tanto
lak b], = max{[a},, |b],}.

CASO II.- Supongamos ahora que =n = =m, h do e} mismo d 1l
Y 1 l’S)
at+b=yg (—SQ

donde (9,5Q) = 1 pero g puede dividic a RQ + PS.
Supongamos que g | RQ + PS entonces RQ+PS=g"Tyr> 0dondeg [Ty (g,7) = | (si 7= 0 estamos cn

el Caso
-n(RQ+PS _ T ) catr T
=g " =g gt e | = o=t
seb= (B557) =i () =g
T
b=g o
atb=g 59
entonces
a8, =g*"
pero
n-r<n
entonces
”ﬂ—' < gﬂ
Pot lo tanto
la+bly = ¢""" <y" = |al,
o bien,

la+b|l =g <t = b,

Teorcrua 4 Seon a;, 03,03, . . .Ga nimeros racionales cualesquicra, cnfonces

[y 4 0z +ay+... + anl, € max(ja], laal, a1 .. Janl,)

]



Demostracidns [nduccion sobre n. Si n = 2 por el teoteina anlerior se sigue ef resuttado. Supongamos que el
teorems es cierto para {a;,a3,...,8,-1}, 8 decir,

lar+az ...+ anal, S max{lal, s laal, o ooilon-al,}

Tomemos 8ho?a los {a;,92,...,an~1,a). Sabemot que si @ 4834+« ~40n.y = ﬁ = y"'l—;- cong Jli y(g,J)=1y
Ny 1 _ _h wot o, L _ e HM4JL
0= =g Mconq,{Ly(y,M)—lhncemmn|+n:+ HathOn = s+ =g togp = T

a patlir de aqui la prueba es andloga a 1 que se realizd en ¢! Teorema 3, es decir, separando en dos casos y tomando
en cuenta Joa exponentes de g.
Por lo tanto

lot +az +a3+...+ anl, < max{layl, \Jasl, (Jasl, .2 lenly}

[
Corolarlo 2 Sea lal, ¢ valor g-ddico de.a y n € N entonces
Inal, < la],
Demostracién: Del teorema anterior scan @) = a3 = 6y =+ = 6, ¢itonces
lar+as+ ...+ o), S max{lag];lag), ..\ Jonl,}
Inayl, S maxfial,)
Por lo tanto [nal, < Jl, o

Definicién 4 Sean a,b€Q ent | ]y ¢s pseudo-valuacidn si ocurre

labl, < lal, [6],

y valuacidn s
labl, = la}, [b],
Teorema b Seana ybEQ y
lal, =g , Bl,=9™
enfonces
Jabl, < lal, Ib],

Demostracién: Sabemos que si ]a], =g" y B}l, = ¢™ entonces a = E = y"‘g tal que g JRy (9,5) =1ty

=B g""'f tal que g [Py (9.Q) = 1. Para estd d idn, como en i fo } en dos casa.

ASO I.- Hagamos e producto de a y § substituyendo su valor

ngmRE _ nRP

ab=g¢™" §a=g 3G

entonces (¢,5@) = 1.
Supongamos que g JRP, asi

RP
= g~ (nim)
ab=g sQ
donde g JRP y (9,5Q} = 1. Por tanto
lnbll = gttM o gRgm = |a]‘[b]’,

6



CASO I1.- Pata este caso suponemos que g| RP, es decir, RP = gt M puesto que lo demds es andlogo

ab= ,-n-mﬁ_g = ’-(M-m)yl_g!o_ = H-(Hm)H%
donde ¢ es Is maxima potencia de g que divide a A, es decir, g JAf

fabl, = ™™=t = g"gmg™t
Jal, 14,97

1
lol, Bl o7 <lal, I,

Por lo tanto
labl, < lal, (8],

Coralario 3 Si p ¢4 primo, enfonces
I, = lal, ],
Demostracidn: Sabemos que si Jal, = p* y [}, = p™ entonces a = :-=p"‘-§ tal quep [Ry (p,S) =1y

_mX
b=lopm s wlqep Xy (RQ)= 1.
memos ¢ Casgo | de la demostracién anterior
Yy 7 S— e
ab=p~p "5 g-p
de aquf que (p, SQ) = 1 y ademds que p [/2X entonces

[abl, = p™*™ = pp"

o, 4,

Por lo tanto
[abl, = o], 16,

CY )

Observacién 3 La funcién valor g-ddico | ], es una pscudo-valuacidn no-A

Teorema 6 Sea a un entero g-ddico y n € N, enlonces eristen dricos An yvq fales que

N P Y S YAt
con
lo~Anl, < 97"
' T
[, <1
L

Demontracidn: Aplicamos el Lema 1 con G = g" para obtener que
ﬂ=A..+g"r‘—" 0<An<g 1
Si g drn entonces claramente Ja - Anly = ¢7". Ahora si glra entonces ry cs de la forma r, = g™t con (g, () =1y

ademés a — A, = g™+ :— Por tanto
ja— A, Sg7t™M < g

7



Ahoraa = A, 4 g"5, 0L ALK -1y

o~ A}, =

/]
Usando (iii) det Corolario 1, g™ [a ~ Anl, = F‘i", entonces '%"L =g" o~ 4n), £4"¢7" = 1. Por lotante

Iz

st
’

Paranfija a= 4, +g"£} = ag+ayg+ asg’ +edota + y“-r'—“. donde

Ag 0

A = Aotap

Az Ai+aip=oytag

As Artay s+t asg’

An

i

Anei+ 850" =00+ 849 #8397 % ..o b Antg™?

Yy 0Sap1£g~1

Tearema 7 La representacibn de A, es dnica.
Demostracidn: Suponemoas que existen A, ¥ 4, tales que

Aa = dgtaggtogg’ .. 4anogg"t
AL = oh+algtahgt .ot

igualamos A, y A} y tenemos

ag ¥ g4 azg® + ot Onusg” =l Halp Faie’ + ot aho !

0 = {my+ap+eag’ . tanaig" ) —{ap+alg+oip?+.. af ")
0 = apfugtag’ +..douag" - —afo-afgt - —dh_yg*!
0 = (a0~0p)%(as~alg+ (05 - a3)g” + ...+ (aacs ~ Oy """

Aplicamos el valor g-Adico y tomande ¢} resultado del Teorema J tenemios
0, = loo—cb)+ fay ~a}dg + (o = ahlo? 4 ...t fames = o)™,
= (oo —0p) + (a1 - a)g + (o2 ~ a3)g” + ... 4 fon = 05",
< maxff{a ~ abl, Kar = 3Jal, ofoa = R, oo (meer = 2yl )

o

como cada (a; — al}g' es distinto ; pasa 1 < i < n~ {, entonces
mas{fao by . Ho1 - ahshy Kaz = 3], 1o s lanet — cho )™} = 0

asf J(o — a:)y‘l, =0para 1 54 € n =1 que implica (o ~ of)g' = 0 pero g* # 0 entonces {w; — af) = 0y de aqul
a;=nfparal £i<n—1ylcgamos 2 una contradiccion porque habiamos supuetto que A, y A} eran diferentes.
Por {o tanto Ay 9 Gnica.

<o
A continuacié di una yep acién pata a G G donde fal, > 1.

8



Teorcma 8 Sea o € Q tal que Jal, > 1, entonces a se puede espresar como

a=o g™ +a g t¥ +---+arﬂrw+---+tr"£?1

Domoatracin =715,

a=‘,,§=q,=l§2

Pot ¢ Cotolasio 1, lgl = Iul]' = 1 entonees ; s un entero g-ddico. Para cada N pot ¢l Teotema 6 tenemos
s
a=As +g"'—" entonces
' R R
3 sbotbigthigt + . +bvag® 4 g (TV)

Regresando al Lema 2
a= n"-‘g =g (bo+m+6zn’+...+b,,_,,~-= 4 (RT"))
= boge! b bigttH g by g by g gl (%)
Sea N = f +n. Igualando término a té&rmino en las dos ultimas expresiones
03 = buyy (k=~fi=1+1..n~1)
entonces
:n = harsoss = 0os40

1 =0-r4147 = - p4t
b= bogyany = 0-142

byo1=bopanc14p=ans

Por tanto nos queda

- R
a=oog! 4 angg +...+na+a|p+...+g“—§ﬂ

Definicion 5 Sea o € Q tlamaremos expansidn g-ddica o la representacidn de a dada por
- R
a=ayg )l aag M+ 4 nu+u|g+...+g"—lsf'—"-
Convenio: Si a es tn entero g-adico, a expansidn g-ddica de o la escribitemos

a=0p,018;03...(3)

¥ 8i a no es enlero g-ddico
a=a.ga_g41...00,0103...(g)

Observacidn 4 Sija], < 1 entonces los primeros digitos d¢ la expansidn son cero,
Teorcma 9 Una ezpansién g-ddica representa un nimero racional si y sélo si es periddiea,

9



Demastacién Primero vamos a supaner que la expansidn s periddics y tiene la fotma
B2 a.(aigs) .. 00,8102 . OmalFelmp i Bmepat <~ {g).

donde Ia barra se coloca sobre el perfodo. Al término de la expansion después de a repeticiones del periodo
ablenemos un niitnero a(n) el cual se da explicitamente por

M1 minp~1
a{n) = 2 agt + Z gt
k=-} k=m
Por periodicidad tenemon
minp-1 mpel
Y mets 3D aa(e gt g gttt
dzm k=m

Uenndo In progresidn geométrica

oy (1=
PP L AT ST (ﬂ] )y*

)
obienemos
ofn} = 2 ot + Z o )(l %)
(s
de donde
gt
a{n)~ Em + 2 e (1-g")] =0
st —-¢")
m-1 mig—1 g‘
o)~ | 3 agt+ Y il =g
a=2g o -
¢
y por tanto
met . mig~l o
- -npom
a(n) = | 3 met+ Y e 11T
ret ke 4 ;
y como 1 tiende a infinito, a{n) se convierte en la expansion deseada, ast que
mz-l mip~-) 9,
*
a= ag + L et
E L ow
En do Jugar, prob que Ja expansidn g-ddica de an nimeso tacional es periddica. Baita considerar

a€ Q 1al que sen entero g- uhco. onea, (r,6) = (9.9} = 1. Por c! Teorema 6 existe para cualquics enteto positivo
# un pat de enteros A,, v, tal que

0L ALy -1

Pot lo tanto
(r = Ans)
nETE
¥ ¢ .
T~ -1 r
(",“ LT ¥

10



por 1 ob 08

Notemos que para n muy grande, —8 € rn S 0. Ahora con ¢ digitoa, y n
. T T, [
0= Aat 8" R = Angr b B = Ay a4 2]
Asf pata teda n
Th=an8+grnsy
Sea j tal que ry = ryyy
o = Qn8+PTns)
Tadj = Ongj84 9Tnsjil
Gnd+gragl = Gnyj6+9rniis
(a0 ~angs)r = (rapge1=7ap1)9

como (g, 8) = | entonces gl{an = dn4s) y ademds 0 S a; € g = 1. Por lo tanto @y = anuyy =0, y
On =qagy i Tagl = gjsd
<

Observacidn 8 La representacion g-ddica de en nimero racional eata determinada en forma ¥nica por los o), y
i 8¢ conocen eslos se conoce ¢l ndmero racional. No ex necesario mostrar la unicidad de esta representocidn pues
se hereds del feorema anlferior,

EJEMPLOS
1. Valor g-ddico de un racional
i) lgﬂs =3
f=fi=r=ry
i} | R =0
R - g =0 =g
iil) |3, =6%=1
Expansidn g-8dica de un nimero racional
DE=§ o=5 [fB=1

¥

L

%:ws(%)
-;ﬁ_ua(-g—;)
—%-“5(7;—;)
—g—:?-fb(—%g)
—39-_-o+5(_;-§)
-5 =4+5(—§—2)

58 _ 3 1om0s)



DE=§ i a=T s gh=r>1

2
~|5

1)
M= N
—® N N N N

paf = W1 N3] o

H
LV EE
I
<a
+
-3
1]

g_a-_-ﬂxfl.—.v’x(sﬂ(m

3. Representacion de una expansién g-ddica a un ndmero racional

i) 4730(7)

_(4+2x740xT) _ 18 _ =9 _ -1
z”‘ 7=) =" ~"aGeTmTn
-1
m(T):-’F
1i 221, (3)
2 3¢ (2x3-7+2x371+1x3)
2"‘(1 m =31
B P
I I TR
21,)= 3



Capitulo 2
Valuaciones y pseudo-valuaciones

En e} presente capitulo haremos un estudio sobre aniflos o campos ( do en cuenta propiedades de i ¥y

timites que se tienen en el andlisis real utilisando el valor g-adico. Haremos una convencidn para utilizar pseudo-
} o valuaciones Arquimedianas o no-Arquimedi

Definicién 6 Ses A e anillo conmutativo con wnidad yw : A — {0,00) tna funcidn. Siw satisface
i) w0)=0, w(s)>0, a#0€A
#i) w{a +b) < wla) + w(b) abeA
1) w(a - 8) € w(a)-w(b) 0b€EA

entonces diremos que w ¢s wna pseudo-valuacién Arquimedi

Si ademds w satisface
w(a +8) Smax{w(a)w(®)} e bed
entonices diremos que w ¢8 no-Arquimediana. Si en (idi} ocurre que
w(a-8) =wla) -w®) abdecA

entonces diremes que w es una valuacidn.

Lema 3 . 5t w es valuacidn o pseudo-valuacié
w(a) = w(—a)
Demostracién: Supong; que w es Arquimediana, parac€ A
w(a) = w(0 - ) {0) +w(-a) = w(-a) w(a) < u{-a)
Similarmente
w(=a) = w(0~a) < wf0) +w(a) = w(a) w(-8) Swla)
Concluyendo
u(a) = w(-a)

Supongamos ahora que w es no — Arquimediana, entonces
w(a) = (0 - a} < max{w(0),w(-a)}
w(a) Sw(~a)
Similarmente
w(=a) = w{l ~a) € max{w(0),w(a}} w(a) € w(-a}
Por lo tanto
w(a) = w(-a)



Lema 4 Sean a,b € A yw una valuacidn, entonces
(s} ~w(b)] £ wla —b)
Demostracién: Sea a = b+ (a — b), aplicando fa valuacién « tenemos
wla) = (b + (a— H) S wlh) +ula - §)

" entonces
wla} —w(t) < wla - b}

Similarmente para b= a - (a ~ }) tenemos que
w(b) = w(a - (a - b)) Swla) +win-b)
w(b) - wis} Swla - b)

pero
w(a) - w(d) <wla - b)

entonces como
wla) =w(b) S wla =B

y
w(t) ~wla) Swle -8

Por tanto
fu(a) - w(b)| € wla - ).

[

Definicién 7 i) Sca {aq} una suceaidn en A, Decimos que {a,) ¢ w-acolada si esiste C > 0 tol que w(sn) < C
pare todo i ¢ M.
fi} {an} es una sucesidn nula si
lim w(an) =0
L)
i) {on)es wna sucesidn fundomental si

""l'l‘r_r.l”u(n.. ~—am)=0

Definicidn B El w-lfmile se definira como sigue:
para todo € > 0 existe § > 0 tol que w(a, - 0m) < € para toda min > &,

Notemos que una sucesidn nula se dice cuando tenemos w-Hmite 0 y una sucesién fundamental se dice que es
w = convergente,

Teorema 10 . Toda sucesién fundamenlal es acotada.

Demostracion: Sea e y 6 tal que para tedo ¢ > 0 existe § (2l que w{g, ~ am) < ¢ paratodam,n 2 6 y sea
& > &, 81 n > &g entonces

0 S w(an) = wlng + (an — ar)} € wlai,) +0f0q - i) Swla )+ = G
Ahora para todos los subindices n tenemos
0 £ ute,) € max{ulti).wlaz). ... wlay-1). Ci) = C

Por tanto
wla,) £ C paratodonetl



Teorema 11 Toda sucesién nela es fundamental.

D teacibnt Sean ¢y § y supong, que m, n > &, entonees

0 S wlay ~on) € wlapm) +wlay) < e+ e 2¢
Por tante
wlay ~am) <¢  ¥mn> 4
0
Teorema 12 . Sea {a,} wna sucesidn fundamental y {ny,nz,...} una succsidn creciente de enleros positives, Si
Ia subsncesidn
{gn41Gnainge- o}
de {0} ea la sucesién anla, entonces {a,} €9 sucesion nula.

Demostracidn: Sean ¢, §, & y & un sublndice tal que ny > max{§,6} y sea m 2 &; entonces
w{dm} = wlony + (Cm — 00,)) Sw(on )+ wl(om —Gn) <c+c=2¢

entonces
wlam) < € Y 2 max{$, 4;}
o
Easte teotema nos indica que para que una sucesion sca nula cs suficiente que contengs una subsucesion nula.

Obscrvacién 6 Nolemos que una sucesidn fundamental que no sea nula no puede contener una subsucesidn gue
sea sucesidn nula.

Corolario 4 Si {as} ¢s sucesidn fundamenial, pero no aule, enfonces ezisten C y N tal gue
wiea)2C 8 n2N
Demostracidn: Supongamos que no existen C, N tal que
wan)2C si n2 N
Ea claro que:
Para toda C > 0 y para toda N existe n> N tal quew(a,) < 0.
En particular tenemos:
1> 0 para tods N existe ny tal que w{a, )< ).
>0 para N = n) existe nz > ny tal que wlop,) < §.
> 0 existe ny > ny tal que w(an,) < §.
ests forma podemos suponer que existen enteros posilivesny < my < na < ... < my < .. 8l quew(an,) < {»

Pot lo tanto {an, } cs una sucesion nula y as{ la sucesion {an} es nula. Esto es una contradiceisn,
[

Teorcrma 13 Seon {an), {ba) sucesiones fundamentales ealonces lo son
i) {aatba} i W) {onba}
Demostracién: Pata {a,) + (b} = {00+ ba )}
i) Como | 'l::mw wi{om +bm) — (a0 + ba)] = 0 por ser sucesiones fundamentales entonces
i wlam +bm) = (@0 480} = Bmwlom +bn - 0w = bu)

= Nim wlom - a0+ bo ~ b}

JJim_wl(an — o) + (b = ba))
im0 = m) 4 i b - o)

= 0

n
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Por tanto {a, + by} es sucesidn fundamental.
ii} Sean Cy y Cy tal que w{aa) < Ci y w(bo) € C3 (Teorema 10) entonces

{an}{ba} = {onbn}

"I!i’j}m”«“mb'n) ~{anbn)] = "‘!};’Em”[(“ﬂ ~ am}{bs =bm) + 8afbn ~ bm)} + dulan ~am)]
N 'l'i‘xgww((n,. = 8m){bn = b)) + wlEa(bn = &) +Bufan = am)}
himwlfan ~ am)(bs ~bn)] + Jim_wl0n(bn ~8m) + Bulon ~ am)]

”I}E‘u“'[("n —emMba ~dm)l+ _lim wfan{bs —bm))

", me00

A

i

+ " rlvx;':lm wlba(an = an})

n

Jim_ ol o = bl 4 T ofan), lim_ B = b
*_E'j_im "‘(5-)" ,ﬁ'_’_’m;"("n - am)

L ul(an - 8 )(bn b))+ C1 Jim_wlbo = bn)

N

+C) A'Er_r-lmu(a,, —ap)
=0

Por tanto {anby} es sucesién fundamental.
<

Teorema 14 Si {a,} y {5) 0n sucesiones nulas, lo son también {an + 83} y {an ~ ba}. Si ademds {aq) es
sucesidn nula y {b,) es sucesién scoteda enfonces {anbn} €4 sucesidn nula.

Demostracién: Dado que {as} y {6} son i nulag, de la definicién tenem

0 g Jimwlan £4,) < lim wlan) +wiba)
< Jmelon)+  fim, vt =0
Ahora para la tercera afirmacién sabemos que w(ba) < C para toda r y como # ticnde a infinito.
0 < wlandy) < wian)w{ba} < wlaa}C =0

Sea A, = {{an) {{an) es 160 fund. alen A} con Ja suma y el producto de sucesiones, A, esun
anillo conmutativo con uno, que no ca un campo, pues, por ejeinplo, 1a sucesion {1,0,0, -} cs un divisor de cero.

Proposicién 1 Sea P o conjunio de sucesiones nulas y sea w psevdo-valuacion de A entonces P es un ideal de
Ay

){0epr
ii) {da} + {84} € P cuando {a,}, {ba} € P
iily Si{an}€dn ; {a}EP {e }{tn}eP
Corolario 8 Si w es valvacidn enlonces P es primo.
Demontracidn: Supongamos que w es valuacion de A y consideremos dos elementos en A, que no seau

sucesionea nulas, es decir, que no pertenercan a P. Por of Colorario 4 existen cuatro enteros positives C, C, N, N*
tales que

a2 C n2 N | L(8a)2C n2 N

18



De aquf , si N* es mayor que N, N entonces
' We)2C o) 2C n2
omo w ea una valuacidn ablenemos que
w(aaba) 2 CC' n2 N*
catonces {8a) - {da) = {sn-ba} N0 cs UnB aucesidn nula y no esté cn P, Por lo tanto un producio de sucesiones en
A, pectenece 3 P i al menos une de ellas pertenece 8 P. Por tanto P es primo.

<

Definicién 0 Definimos ls compleluciin de A con reapeclo aw como A= AJB. Ex elara que &, & wn anillo
conmutativo con mulul yoiw n wna valvacidn enfonces Aw cs xr Dominie Enfero,

Toorema 15 Si A es wn campo y w en valvacidn eatonces A, ¢ un campo.

Demostracida: Ea suﬂdenle mostiar que P s un jdeat maximo o, al lquier ¢}
difesente de cero en AL, tiene inverso muliiplicativo. Sea {a,} + P una ase residual en A..., con {ea} ¢ P.

. 0 silgngN~1
' = 3N
L siazN

donde Ia ¥ ea 1a de} Corolaria 4. Eata sucesion es fundamental no nnla. Porque si m,n > N como w es valuacidn

N o 1 . wlan —om) _ wlan —am

donde la C es Ia del Corolario 4, Por lo tanko

lim wian' —ax"} =0

LY
Denotemos por A~ la clase residual de {ay"} entances 4+ A=1 = (1) porque

N—-1leeron
fea} - {aa"} = { 0,0, 4,0 (1,enit)

donde 1a sucesida fundamental de la derecha difiers de In identidad {1} en Ia sucesién nuls

N-1
{=t,~t, +3.0).
Por tanto hemoa probedo que A, eo un campo. '
<
Definicidn 10 Sea A wna clase residusl en A, y {@n) uns svcesion fund tal rep de A definil

- lU
A= Jimfen)
En el easo que {a,} sea sucesion nula
hm (u..) oce

Si el representants {0} converge & o € A entonces
f{an}={a} ; {an-a}eP

by



"y por tanto
"qu'l“u(nn ~a)=D

() = tim{an) = A

Como {a,} genag A 3! te {¢} € A y A = ({a}). Por lo tante

nllngxﬂw(n,,) =wla)
Sca {62} € A cntonces (&} ~ {an} y o8i {3y ~ a} € P, es decir, ,.I_if',‘a“(b" ~a) = 0 vy pot lo anterior
Jim, ufbn) = 1o} = fim wfon)
Por lo tantosi A = ({a}) con a € A definimos
w{A) =“|Ex;’ witg)
con {8} € A. Fn seguida veremos el caso en que {a, ) no converge en A. §i A en A, entonces

Az {a) 4P ={{o)+ () | {8} € P)
Sean {an) y {o}} repre de A, que

Jim w4 o) = fim ofa) +B2)
Para ello so tomarh of Lema 4, es deciy,
l(a) -~ w(b)l € wfo - )
0 Jim Jo(on + b} =l 4 RIS i (o +bo -y~ 8a} =0
de donde
Jim oln) = Jisg )

Pot lo anterior la siguiente definicion ticne sentida

Deflnicién 11 Si {6} €3 una idn fundamental rep de A
w(A) = nan“\Bw(u,.)
Teorema 18 w s wna valugcidn o psevdo-valwacidn sobre 4,

Demonteacidn: Sean A y B dos clases residunles representadas por sucesiones fundamentales {an} ¥ {ba)
respectivamente. Si A = 0 entonces {a,} ea sucesidn nuta y por ¢! Carolatio 4 existen C y M tal que w{ay) 2 €
para ¢ 2 N también w{A) > C > 0. Por propicdades del limite real

WA £D) = lim wian & ba) § lim (W(an) +wiba))
= "lélgc ..J(a,.)+“li_piw(b.,)
= W(A) +u(B)
entonces w{A £ B) <wl{A)4w(B)
De [a misma manera
ufA-B) = “l_i’n‘;w(n,. b} € "I_i.n;n(w(n,,) “wibn))
= "lln;qu(cn) '“’jmah'(bu)
= w(A) w(D)
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entonees w(A - B} € w{A)-w(B). Con esto hemos demostrado quc w es una pseudo-valuacion de A,. Siw es
valuacién entonces en la ditima forma
w(A -B) =w(A) w(B)

_ Por lo tanto w(A) tambidn es vatuacidn sobre A,. Unicamente falta ptobar que w es no-Arquimediana sobre
Ay pero i w es no-Arquimediana sobre A entonces

w(AxB) = "Ii_'vr;‘7 w(ag +bp) € "li_r:lﬂ(mnx(u(n,,),u(bn))
< max( Jim wan), lim w(bn))
= max(w{A),w{D}))

entonces w(A + B) < max(w(A),w(B)), sl que w es también no-Arquimediana sobre A,.

Teorema 17 Siw es valuacidn, entonces A es denso en A,,.

_ w
Demostracidn: Sea Aen A, A = “qu.ln(n,.) tal que {an} cs un representante de A. Tomemos la clase
residual A’ = (a) tal que m € N donde la sucesién fundamental {ep} = {a,a,...,0} tal que ay, =a ; 6 € A para
toda m € N cs su representante. Definimos A = A’ = A — am como el w-limite.
w
A-an= nli.'?n("“ —a,) pata m E.N
tomando la definicion anterior de w(A)
u(A—a,.):JLI’EOW(ﬂn - am) patam €N
como {an} es sucesién fundamental
lim w(A —am) = lim w(a, ~0m) =0
im0 R=00

Cuando m es muy grande w(A ~ .} es arbitrariamente pequeiio
Por tanto A4 es denso sobre A,

Teorema 18 Sca A un campo y w una valvacidn de A, entonces A, es campleto.

Demostracidut Por construccion, |a valuacion w esta definida en A,,. Sea A._, construido con la valuacién
wen A, Basta probar que A, = A,. Sea A € A, y {An} € A. Sabemos que "Iin;u(A,. ~A)=0y
"lln;u(A,. - An) = 0. Para A, € {A,) existe ¢, € A tal que

1
w(An—-1,4) < 0
de esto, {An — an) es sucesion nula y por tanto sucesion fundamental, La sucesién
{an} = {An} = {An ~aa}
también ¢s fundamental en A, y en efecto porque a, € A tiene limite
W
A = lim {a,)
R
Ademds {A - a,} y {An —0,) s0n sucesiones nulas en A,, su diferencia
{A-An} = {A-aa) - {An-an}

19



también es sucesidn nula. Entonces lim w(Aa - A) = 0. De esto la sucesion fundamental {A} = {A, A, ...] tiene
¢l mismo w-llmite en A, que {An] es decit,
w
A= lim(A,)
n=x

con A € A.., Pero A pertenece nuevamente s A, , asi que A'., = A,
©

Observacidn 7 Si A = Q ywl(a) = la], A, = R, entonces R e la completacidn de Q con respecto a } . Dele
misma meners la completscion de Q con respecto ¢ [ |,y 1, esQ, ¥ Q, respectivomente.

20



Capitulo 3
Niumeros g-adicos y p-adicos

Recordemos que si A cs un eampo y w una valuacion enlonces Aw es un campo completo en ol sentido usual. En Q,
por ejemplo, teaemon el valor absoluto | {, como valuacidn y la completez de Q con reapecto a | § es R. Tomando en
cuenta que en Q se tienen definidas las pseudo-valuaciones | |, ¥ las valuaciones | 1’. entonces sus completaciones
won Q, y Q, 1espectivamente. Fn eate eapitulo probazemon que Q; no ¢s un campo si g al menos tiene dos factores
primos distintos.

Sean Ay + Ay + Ay + -+ -+ A, € A, y w una paeudo-valuacion, definitemos

At Azt Ast = A

n21

como una suma de series infinita, llamadas tambien w-convergentes,

n
Definicidn 12 EA,. esw-convergente 8i+{S,) s sucesion fundamental, donde S, = EA. paman=123,...

n21 I

To 10 EA,. e rgente si y sdlo i
21

mll'l;f_l"lww(lin-u +Ansrt o+ An)=0
Demostracidén: Suponiendo que Z An ea w-convergente entonces {Sy,} ea suceslén fundamental
n2l

0= m'l,il’ﬂw”(sm ~Sa) = mllj[_f‘lm‘-’“nu +Anpat -4 Am)

El tegreso es inmediato pues si
ml'l;r_r‘:wu(/l..u +Angz 4+ Anm) =0

lim_ ol ~ 52) — {82)

e1 sucesion fundamental

<
Notease que en |a prucba anterior no se uso ¢l hecho de que w fuese A fiana o no-A di
Corolario 6 zd,‘ s w-converyenfe 4 y sdlo si
n21
’,!Ex;'w(Am) =0
Demostracidn: En el teorema antetior sea m=n+ 1
°
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Corclario 7 £nQ, y Q, vna serie 241,. es w-convergente 8i y adlo si
a2l

"!i_l'an,,L:O ¢ ”!EnmlA..l’=D

o
Toorema 20 Sea A un aniflo p w pacudo-valuscidn no-Arquimedi n’EA,.“’ ceisle y 8i 24,’, €2 ¥na seric
hel 3l .

L o0
con los mismos términos, pero en diferente orden, entonces E/I:,“ etiste y es igual o E A,
n=1 nel

Demostracién: Sea ¢ >0y N € Z tal que
wldn)<e  w(Ap)<e para n>N
y ademds de la Deflnicidn 12 sabemos que
§= tim S.=5 4%
re =1

entonces

w (2.4,.“’ - )N:A.“) <e

=t
oo
u( E A,.”)<¢
NN+
N N 1 1
. Bean § = EAny.S':EA{,.SiS.=2A|utnlqucw(/1f)2¢y6‘i=2df tal que w(4]) > ¢ catonces

=t nxl azl =l
8, =5} y sdemdaw(S; - S5}) = 0 < ¢. Porlotanto w(S, ~§))<e y w(§-5)<e.
]

Coralario 8 Los términos de una serie convergenie en Q, d Q, se pueden reordenar sin cambiar sy convergencia.
&
Corolario 0 Eziste una scrie convergente ZA,. en Q, fal que la serie mulE[A,.l, diverge.
n2l n=)

D traciént Eecoj los térmi ivos de las series

139, — vecea repetido; g’,f ~ vecea repetido; g3, 9 = veees repetido; ...

estos términos convergen a 0, y asi 1a serie converge. Por olro lado

0
A e e

Definicidn 13 Denotaremos los limites g-ddico y p-ddico como;
3 14
lim ¥ lim

asilasuma en Q, v Q, de EA,. serd definids como
n3!

iri..(v) v f: Aa(p)

nzl nx=l
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Teorema 21 Sea BEQ, y {5} wn represeniante de Ia clase residual D, entoces B tiene una representacion
’ Bobogg ! 4 bopnag bt bod g4 bg® ()

llamadas seric candnics, donde 0S4 S g—1.
DemostraciSu Sea B €Q, y (b} tal que

donde ba € Q,. Entonces
Bly = lim [ba],
—o

probar ¢l resultado para B # 0. Sab que

fietant,

Si B = 0 entonces {5,)} ea sucesién nula. Por tanto es
18, =g/

para alguns f € Z. Como {b,) puede pl por cualquier sub ion infinita sin cambiar su limite,
entonces podemoe suponer que {by} satisface

lb,‘l,:p’ paran=12,...
\b,.-b,,.I’Sg'” simn> N paaN=12,..

Pot ¢l Teorema 8

Bin g™ 4 baprag™ !t 4o A boot baag Fbuag® 4o b bayoag™ e oY %{%
donde los cocficienten bn,~1,bn,~p41) .+ ¢, bn0,bn,1, 8,1 s0n digitos 0,1,2,...,0 - L. En particular ba g # 0y
ademis Ran ¥ Sn v 800 entcros que satisfacen

(R, 50,8) = (9, 5nn) = 1

Existe una represcntacién similar para 4,

b= b g8 b1 o 4 bng 4 B9 bmag® 4 b gVt g —’—’;"‘:
m,
De lo anterior se sigue que

N-1
b= - w (Bop Ry

¥
(0. 5mnSan) =1
Sean m,n > N. En ]a expresién

N-1
I = bal, = E (bome = bap)ot| S9N

==

. 4
Notemos que todos los téeminos de la forma bp, 4 —~ b, ¢ satisfacen
bt = baple S 9-1

e decir, ~(9=1) < bma —bag S g— 1, asl que g | {bin,k — bna) 81 ¥ e6lo 6l by = dna. Consideremos
[(beme = bo,t)a¥|, para k= =f,=F + 1,..., N = 1. Por (iii) del Coralario 1

|t - bn.t)?'l, =97 (bt — Bat)l,
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pero [(bm,k — bn 2 Y, = 1, a8l que Hbme = b..,;)y*ll =gty puesto que g=/,p=/*1,. .., g¥~" son diferentes dos a
dos entonees por 1as propiedades de | §, s tiene que

N-y

3 (s = basds®

i=ot

= max{[lbewe = bo)g* |, WY =o' S 0¥

'’
¢on lo que llegamos a una contradiceion, a menos que ocurra
lbm = bn.l|, =0

Por tanto
b =boa=be k= ~fi=f+1,- \N=1

Concluyendo tenemos que ¢l nimero g-ddico B se puede escribit como
Bebogg b g™ bbbyt big +hag? 4 ()

Tomando cn cuenta loa resultados que se obtuvieron con anterioridad para las serics candnicas, es facil mostrar
que csta seric candnica de A es dnica y ademdas que representa un niimero racional si y sélo si es periddica.

Deflnicién 14 Sea B €Q, faf que |B], <1 enfonces diremos que I es un enfero g-ddico.
Sean C'y D cnteros g-8dicos, entonces claramente
NC+ D, <1 )G D, <1

Sea I, = {B € Q| |Dl, < 1}, por {i) ¥ (i} I, es un anillo conmutativo unitario, 3, el cual llamaremos ¢
,anillo de los enteros g-ddicos. Particularmente Ia setie candnica de un entero g-dico 6 p-ddico es de la forma
Bo +-byg + bag? + - {g).
Notemos que todo entero racional e un cntero g-adico y p-ddico, asi que Z C 1, y Z C I,. Supongamos que
14}, = ¢! > 1 donde f 21, 8 definimos R = g/ Ay S =g/ entonces A = = donde claramente
R,S € 1,(L,). En patticular, Q, es ¢l campo de cocientes del dominio entero Ip. Similarmente, Q, se obtiene
dividiendo adecuadamente los elemeritos de I,.
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Capitulo 4

Aritmética en Qg

Ea lo que sigue aplicaremos en @, y en @, ¢l uso de lan seciea candnicas para efectuar operaci aritméticas y
] digitos a lTos ni que estan entre §,1,...,9 — 1. Como se vi6 en ¢} capitulo 1, para A € Q, ~ {0}
con |A|, = g/ se tiene

A=a.ja gy e00,may{g)

St A€, entonces
A=a9,0107-+(g)

donde loa a; son digitos, Recordemos que #i |4, < 1, entonces uno o mas de Jos primeros digitos son cero. El
siguiente resultado nos garantiza que una serie no-candnica puede transformarse en una serie candnica.

Toorcma 22 Sea A € Q, tal que

A=u g v 4 bug b g Fuag® 4 (g)
dende los u; € Z. Enfonces A sc pucde reducir a la forma

Azayg™! tapug™ ™ 4o tao+oug 4 azg” +-(g)
donde los o; son digilos.
Demostracidn: Consideremos

Ung® = (U = JUa)g" + Uag™+! (i
donde vy se escoge de tal forma que 0 € (1, — gua) £ g~ 1. Primero escogemos el entero v_g tal que
Uoy=gv_y=a-y
por (), a-y s un digite, Claramente tenemos
v g =a g0 4 (uog +vog)g L (4)
En scgundo Jugar escojemos un entero vopyy de tal forma que
(uptvog)—guoppy =a.pn
y por (i¥) tenemos que a_y41 cs un digito y asf obtenemos
(uopar 4 vop)g I b U paag ¥ = 0 g o (i pia o)
En el i-ésimo pazo hemos elegido ef entero v_pqq de tal forma que
(Ui Ve fr(im1)) = GV 40 = Angti
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es un digito y
(mpat + vops om0 4 uopyeang™ PO = 0pig I (e paany v IO
Utitizando lo anterior obtenemos

A = ey ot 4o bact ag o+ (g)

oy~ F g1 b g tgg Fuag? + - -(g)

]

Scan A, B € Q, tal que [4], = U 141, 2 181, con
A=aygl o gt o dataigbaag 4o (9)
Bboyg 4begng™* + bbb big +hag’+ - (g)
donde a;, b; son digitos. Definimos la suina A+ B como

A+B = (ag+bgg™l Hlagn bl 4
+ao +ba) + (@1 +bi)g +(az + ba)g® + - (g)

Notemos que A + 7 puede ser una serie no-cénonica, sin embargo, aplicando ¢l Teorema 22 y definiendo
ep=laptbglicappr={a g+ bopndi ..
tlegamos a 1a scric canénica de A + B y por tanto podemce suponer que .
AtB=c gl te gt +otot agtar’ +oo-(p)

donde los ¢; son digilos.
El producto A+ & lo definimos como:

AB = (g bttt (g bptag sbogrilgT T 4ot
Haapar beataugrt - bogpitag -bugraly T 4+ (g),

Por el Teorema 22, podemos suponer que la serie candnica de A- 1 es de I forma
AB=coyg ™ teyng™ + bt ergt et (9)

donde los ¢; son digitos. El clemento B es una unidad en @, siexiste C € Q, tal que 8C = 1, C o2 llama el inverso
ltiplicativo de B y d C=p"

Teorema 23 Sea De1, con
B=bg,bidy - fg),

enfonces B ea unidad en Q, #i y s6lo si By g) = 1.
Demostracién: Supongamos que B! = ¢5,6162- <~ (9). entontes debe suceder

1 = B0 =(bsco), (bocy +biro)(baca + bicy + barg)
{boca +bica + byey + bycg) - +(g)-

Construiremos inductivamente los ¢;. Puesto que (b5, g) =1, entonces-existe co € Z tal que 0 €cp <o =1y
boto = 1+ gd;

donde dy es un enlero positiva.
Para ¢l i-ésimo paso construimos un digito ¢, tal que

bico + Biayey 4 oo bt +dy = gdiy)
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donde diyy ea un entero pasitive, Por tanto

(B0, bda <= Yes,ercase) = (boca), (bocy + bco)(boca + b3y 4- baco)
(boes + bica + daey + baca) - - (9)
= 1,000--(g)
y aal B~V = ¢y, e1e5+«- Supongamon shora que B € Q, tene inverso, =1, entonces
1,000-+(9) = B8
= (boco)s(boc) + byco)(boea + Byey + baco)
(bocs +Bica + baey + baco) -+ +(g)
esto implica que
baco=1 mod{y)

Asl que existe ¢ € Z tal que
boco+g(t) =1

Por tanto (b, p) = 1.
Por tltimo, definimees % = AB~" siempre que B tenga inverso.

EJEMPLOS
Sean ¢ = ¥ b= 33 € Q. Por la Definicidn 1 del Capitulo 1 HH, =1y |8, =1y sdemis

= IV (5) b <27 (5)

entonces
a+b=6,54302401323420133  (5)

Utilizando el Teorema 22 enconttamos una expresion para a -+ b, para cllo determinaimos les u;.

b= Bx50 45 x b +4x b2+ I xEI 4O+ 2 B84 Ax B0 4 Ox BT+ 1 x5+ I x50+ Qx50 Ix
B AX B IAEDHOREM 4 xR4T x 5 +Ix57

entonces g 2 63Uy =By =4 3 =djuy =0ty =g =4y =0itte =g =J;up =2y =
Yiva=4ins=2jua=0jus =4 ue=3;ur =3

0<B-5mw<d N<{34+0)-5vs<4
=1 ap=1 =0 ag=3
0<(541)-5by <4 0<(240)~500< 4
vy =1 ap=1 v =0 ap=2
CS(d+1)~bvy <1 0<(3+0)-5u; <4
vp=1 a3=0 v =0 ay =3
0<(3+1)~du3<4 0<(4+0)~btz 54
vy=0 a3=4 vz2=0 a;=4
0<(0+0)-bvy<4 0<(24+0)-5u3<4
u=0 =1 uz=0 ay=2
0<(240)-bv; 24 0L (040} -5my<4
vy =0 ay=12 vie =0 =0
0<(4+0)-hvg <4 0<{440)-5v3<4
ve=0 ap=4 ns=0 ap=4
0<(0+0)-5ur <4 0<(340)—Sue<d
vr=0 ar=0 vig=10 a;g=3
0<(1+0)~5us<4 0<(3+0)~5n7<4
=0 as=1 vr=0 aep=3

Por tanto _
a+6=1,T0412101323420435 (5)
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Con los misrnos valores de a y b obtenemos que

a—5=2,(-3)0(-1)02401323420433 (3}

y nuevamente ulilizando o Teorema 22 encontramos que:

a—b=2x50 4 (~3) x5 +0x 574 (~1) x53+0x 51+ 2x B0+ 4Ax B0 40 x 574 1 x5 4 3 x 659 + 25104
Ix 5+ dx 5T+ 2x5040x5" 44 %65 + 3 x5 +3x 517

entonces los i; son up = 2;up = =3iur =0 us = =l ;uy =0;us =25 =4;up=0;us=liup =
Siupp=2un =% up=djuas2iup=0ius=4ug=3:mz=3

0<2-51p<4
=0 ap =2
0L (-3+0)-5vs <4
vy =-1 a1=2
0g(0-1)-5u,<4
=~ a=4
0 (-1-1)~buz <4
=-1 a3=3
0<(0=1)=-5n <4
vy=-1 aq=4
0g(2~1)~bu <4
v=10 as =1
0<(4+0) -5 <4
=0 ac=4
0 (0+0)~bvr 4
vr=0 ar=0
0g(1+0)-51a <4

0 (340)=brgg
re=0 o =3
0<(240) - o g4
vg=0 ap=2
0<(3+0)~5v <4
ur=0 a)=3
0<{(44+0)~53<4
vz=0 az=4
0<(240)~5v3<4
va=0 apa=2
0<(0+0)~Br <4
ta=0 =0
0S(4+0) -5 54
ti5=0 ay=1
0S(3+0)-5us 1
ve=0 me=3
0<(3+0)~bur <4

=0 ax=1 vr=10 ajz=3

Retomando loa valores encontradoa para estos digitos, tenemos que el niimero a ~ & en forma candnica ea

a - b= 2, FITA0RTIWAIT (5)

Para el producto a -4 tenemos
a-b=8,(18)(16){20){10)(10){18){20)14){18)(18)(22)(30)(:10)(22)(20){26)(26} (5)

coto en los casos antetiores, utitizando el Trorema 22 abtencmos a expiesion

a-b=Bx85 4+ (18) x5 4 (16} x 57 +{20) x 53+ (10) x 5% -+ (10) x 5% + (18) x 55 4+ (20) x 57+ (14) x 5% +
(18) x 5° + (18) x 510+ (22) x 51 4 (30) x 5'7 + (30) » 53 + (22) x 5 + (20) x 3'* + (26) x 5!+ (26} x 517

enlonces fosuyson up =85 u; = 1B, uz = 165u3 =20 0y = 10 us = 10 s = 18 uz =W;us = My mp =
Biupp=18u =22 12 =30, 3 =30 w3 =22, uys = 205 wys = 26 ny7 = 26
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0¢8-bup <4
=1l ag=3
0<(1841) -6y, <4
w=3 o=4
0 (16+3)-5u 54
1=3 a=4
0<(0+3)~buy <4
v=4d a3=3
0 (10+4)-buy <4
w=2 =4
< (104-2) - Brg <4
=2 ag=2
0g(184-2) -5 <4
=4 e =0
0<(20+4)~6vy <4
=4 or=4
0 (14+4)-5vs <4
vg=3 ap=3

Nuevamente, con fom valores encontrados tencmos

b= 3, ITI2IA3TETOZA0T2(5)

Para efectuar 1s divisdn

que (2,5)= L

% primero encontrameos ¢l inversa de b niilizando el Teorema 23, Como & = ;—3 =

2,000 (5),6=2xB0 +Ax B 4255 425581 0x 5l donde ag = 250, = 4; a7 = 2; 83 = 2; ag = 0. Puesto

B(~1)+2(3) = 1

=l ‘og=3

43+ % +1 =8d)

d3=3 =1

0L (184+3) 5w €4
vp=4 mp=l
0% (1844)-buo g4
ng=4 ap=2
0< (224 0) by <4
m=5§ au=1
0<(36+45) -5 <4
va=7 aip=0
0 (04T -0nasd
tas=7 o03=2
02 (2247} -bpg <4
V=5 op=4
D (20+5)-5us <4
vs=35 ap=0
0<(2645)~bus<4
we=0 ap=1
0< (264 6)-507<4
=06 a3=2

203) +4(1) + 209 4 3 = Bdy

dy=3 =1

2+ 2(1) + 4(1) + 2ea + 3= 5dy

4=3 =0

0(3) + 2(1) + 2(1) + 4(0) + 24 + 3 = 5

dg=3 ¢y=4

ton exto hemos dettrminado loa ¢; ¥ por tanto

ahora que e}

81 =3,1104 (5)

ducto b5~ = 1. En efecto:

utilizando ¢! Teorems 2 enconteamos 1a expreaion 81 en Qy y sl 5-6=1 = 6x 5%+ 14x 52+ 12x52 412 x 52+ 12x 51
entonces kg =6; ur = Hiup =12, ma=12;u, =12

Por tanto

b7 = 6, (14)(12)(12)(12)

086-8ws4
=1 ap =1
0 (M+1) -8y <1

=3 a=0
02 {12435 <4
n=d ay =0

O<{1243) ~5ua g4
vy=3 ay=0
0<(12+3) — bug <4
“u=3 ay=0

6671 = 11,0000 (5)



Una vez encontrado el inverso de b obtenemos que
% = 12,(7)(11)(6)(19)(11)(22)(10)(7)(18)(26)(30)(21)(25)(14)(26)(20)(24) {5)

pero utilizando et Teorema 22 encontramos una expresidn para %.
%'=12x5°+7x5'+u><5’+oxs’+wx5‘+ux5‘+22x5‘+10x5’+7x5‘+18x5'+2exa'°+
0%5' 420 x5+ 25 x50 4 14 x5 +26 x ' + 20 x 5% + 24 x 5"
entonces wp = 12,y = T;wa = 1oy =6 =19 us= 1l us =22 = 10;up = T up = 185 upp =
W5u =30 u =2 u3=25; uy =14, us =26, us =20;upp =2

0<12-5p<4
=2 a=2
0<(7+2}-6u 4
vy =1 a=4
0<(IM+1)-6va <1
v; =12 a=2
0S(6+2)~bry<d
y=1! a3=3
0<(19+41)-5va <1
vy=4 o=0
011 44)-5us< 4
=1 e =0
0<(2243)-bue < 4
ve=5 a=0
0<(10+5)-6vr <4
w=3 ar=0
0L (T+3) -5 <1
vg =2 ag=0

g
b

0<(18+2)-5up <4
vp=4 ay =0
0<(26+4)-5vn < 4
vne=20 aig=0
0<30+6)-dvyy <4
=7 an=1
0<(2147)~5p3<4
vy=5 ap=3
0 (25+5)-Svag4
vna=6 m3=0
0<{14+486) ~5u4 <4
vie=4 au=0
0<(26+4) - buyg €4
vs=19 a3 =0
0<(2046)-bus<d
ve=7 ag=0
0<(2447)~buyz<4
vr=86 air=1

= 2, TONONTEOOTSO0NNT (5)



Capitulo 5

-La descomposicién de Qg

A continuacion estudiaremos In estructurs de Q, para el caso de g > 2 y mostraremos que este anillo ca Ia suma
diteetn de campos p-ddicos. Recordemos que i A es un campo y w valuacidn de A entonces A, es un campo, en
pasticular, | {, y | |y son valuaciones de Q entonces @, y Q,» s0n campos,

Seaa= p‘ﬂ con p Jag y p Jbo. Por el algoritmo de la division t = rlg + o con 0 € & < |r|. Ea clato que de lo
antetior Inl’ =p |nl'. =p"y

~t<—rly W
Pot otro lado a < |¢| implica que
0<r—~(1+a)
asf que
rel-t=r-l-tgma==rhy+r—{1+a)2 ~rto (i}

Juntando () y (i} obtenemas
-t -rtgSr—-1-t

Por tanto
Pt g T

asf que
faly £ foly <7~ lal,

Sea {an ) una sucesién nula en Q con tespecto a | |p, enlonces

o . . - o1 _
O—Hh_'"ml"nl, Snﬂ“”hn‘,vsn'ﬂ_“mi'r ’“n‘, "l'_mm|"n|'—°

Por tanto
n!i_mw lan}, — 0

88i que {a,} también cs sucesion nula con respecio a | [r. Usando un argumento similac ea ficil ver que :
N, =teask gl (=)
ii} {an) e una sucesion acotada con tespecto a | 1p si ¥ silo si {an] cs sucesion acotads con sespecte a | fpr.

i) {on} e una sucesién fundamental con respecto a | | si y s6lo si {m,) o3 sucesidn fundamental con respecto

a|lpr.

Lema § Para todor >2 Q, = Q.
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‘Demostracisur Puesto que @, y Q,+ son completos entonces es suficiente probar una contencidn. Sea
L)
A= E An(p)" € Qg la scric candnica para A; aqul f es algiin entero y los coeficientes An sun tales que

n==/
0 < An S 9" — 1. Pata la base p éstos coeficientes se pueden escribir como

N-t
An= E"mup‘ (n=—=fi~f+1,..) (0]
4=0

donde los nuevos coeficientes ane44 son tales que 0 < anryt S p~ 1. Pot lo tanto A4 se puede expresar cotno el

niimero p-ddico .
A= E amp™.

ma-fr

Para expresar un ndmero p-ddico como p”-ddico Gnicamente combinamos todos los términos amp™ para los
cuales nr S m € ar + £ = 1 y deapués se utiliza (i).
°
Nota: En el lenguaje de |a topologia de comunlos se tiene que | [, y | |+ definen topologfas equivalentea en Q.
Este resullado se puede generalizar:

Corolario 10 Q,-, = Q'.r’.

Domostracién: Sea agQy g = P’;‘_ i = P:" con

=gl =g
- a
o, =g~ =p{"* =>a= ""‘bl FAN TR A

también

el

lly=g =5 =a=g b, PO

Usando cl algoritino de la divinidn
ni=rt2 +ocon0< a<rl, entonees rit 2 S rl, ~rt € ~rily2 y

PR A
@ S = () 0RE 0
ms6it)e

donde €= (p)10=0 | 4t & (¢)""1C. Entonces Jai, < Clal,, donde € > 0.
Sea {aa} una suceaidn nula con [a valuacién | |+ entonces hm lanly =0y

0< lim |an}, € € lim lan], = 0.

Por tanto (a.‘) es luculon nula :cm la valuacién | |,.
Si {aa) d | con | |y ent

hm |lam —a,.|’, =0y
['ES “ﬁ__";l“m —anl, € Cnli";n lam = anlye =

Por tanto {an) es una ion fund. tal con la val

Por iltimo, & {aa} es una sucesion acotada con | |y, ¥ laa |, < M para alguna M > 0, cntonces existe M* tal
que

0< fan], < Clanl, S CM = A",
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Por tanto {a.) es una sucesidn acoudn con | |y Con lo anterior que i das, nulss y funda-

sendalos con | [ son también tadss, nulas y fund les can | ],
Seas€Qy =12 ¢ =5, P;' donde
fof, =" foly =g~
eatonces

- - - a
lofp =g =gV p e = a = g 2 ,7’ Pl (PR O

- rlf - a}
fofy = g7 =g Py = = 'r"'b’ Pl VIR
' :‘zl algoritmo de la divisidn rit s Pl 4o cor 0K oy < r{t ¥ rt = rjaty +ageon 0 ag < rit. For lo
~rt -ty y g ~riyn
e P;-',m, y ,;r,( <p;y;m,
p-l-n");vﬂ < p-r.lmp;r;uu
A < (et = Gl e
GRS o3
donde
C= (?'l’:p;:)h(l—-tm)
gt g)ie
ol, SClal, tatque £>¢
s i q

Sea {34} uns sucesivn nula con Ia valuacion | |y, entonces Jim, loalp =0y
05 lim tan], € Nm foaly =0

Por tanta {d4) o8 una sucesidn nula con Ja valuscién { ly. En genera! tenemos
1) {an} ¢ una sucesidn acotada con |}y si ¥ #6lo i {an} cn sucesién acotada eon | |,
1i) {as} sucesidn fundamental con | 1y oi y sélo sl {a,} es succaién fundsmental con | )y
Por medio de induceién veremos que este resultado se puede generalizar parn el easo g =pf'...pr y

,! P;' 'c
Toorema 24 Sean g =p .. .p}r y¢' = p:“ P entontes Q, = Q.
Demoatracidn: Sea o € Q, entonces

(LI} r By
b,

foly =g7 s=g'F =
3

donde
A A C PR AN A (%

de forma andloga:

laty = g~ ﬂ—y“%— =gt L

’
donde X 3 X ,
LA A T AR AS A
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Pot el algoritmo de 1a divisién

nt=rinh+a con 0So <yt -

rd=ryaniyta, con 0Sa, < f’,l
entonces —ryt € —~ejlizr; ... g ~rt £ -1iyz,
g p-v:vm . g ,,;r:m.

et ~rb iy

LA 1 o
P S Gyt (L) gyt

U SO

donde . '
C= (},:n .. _',".)h(l-nl,,un)
<he
Par tanto
lol, < Clal,, donde >0
Concluyendo:

i) {an} cs una sucesion acatada con | Iy st v sdlo i {an} o5 sucesida acotada con | |y
il) {an} es una sucesion nula con § |y 5i y sdlo e {an} ea sucesidn nuln con } .
i) {an} os una sucesidn fundamental con | {,: ol y s8losi {an} es sucesion fundamental con § |,
ssique | |y ¥ | |y definen §a misma completacion de Q, es decis, Q, = Q.
Corolario 1L Seaa €Q ya=p1...Ps; 8° = P1...Psmy, tnfonces Jos compledaciones Q; v Qe son distintas.
Demostracitn: Basta dar {o,) sucesidn nula en Q, que no sea sucesién nula en Q,.. Sea {g™* | n € N}
sucesidn nula con | ly», entances
P e = 6T = im0

{g*"} sucesién nula con Iy, Peta no es sucesion nula ¢on fa valuacidn | |, para ello expresamos a 5° en
téeminos de g

(o) = =] pm ) = y"%

dondea=g'" yb=1

g, =1 peratadanetl

¥y no es sucesion nula con | ,. Por tanto las complesaciones Q, y @, son distintas,
Sea {an} C Q sucesion fundamental con ! 1. entonces para mn 3 0
n,,.-—a,.:g’i-‘—:m?;; para i = 1,2,...

dc csta igualdad sc sigue que {aa} es sucesion fundamental con | ;.
Por olto lado s (n,.) es sucesidn fundamental con | |, donde i = 1,2, ... entonces para ma,n > 0.

34



am=an=plft P M (i=1200y 53 L

. i
ph = F -0 (iif)

lem - 8a,, =

Pero B
m = 8o = (P21 g = nip.. mep)y
d
y Ia igualdad (i) implica que o 3 0. Por 1anto {an} ca sucesion fundamental con | |y, Sen A = "lfn':w a, entonces
2 i
hemos probado que existe A = llim a, iy sdlo sl existe A = “h!'n;a,. pata  (i=1,2..).

Deflnicidn 15 i A =< A\ Ay, ..., A, > entonces A; se llama la i-¢sitna componente de A donde el némero de
componentes A, ca el mismo que el de g.

Probemos ahora que In sucesion {4y, A3, ... A,} no depende de la sucesién que se tenga cn cada enirada, sino
que depende de la factorizacion de g. -

Lema 8 Loy tes A de A no dependen de la sucesidn {0, ).

D i6n; Sea {a)} idn fund | distinta a {a,} ¥

g
A= lim o),
Ao

!
entonces {a, — o)} es sucesién nula. Paran»0 g, ~a}, = horg "lq donde g fog' ~ p'g ¥ (9,99') = 1. Esto

lmpllcn py - Po = 9%h = pip3...p%h entoncos {a, ~ a4} o8 succsion nula con ol wollp, ¥ sl Jas

Ve
sucesiones {a,} y {a}} tienen los mumon pi-limites. "

<

Si A € Q, se define cono ls suma de una serie infinita

)
A=Y anls)
n=1

las componentes A; de A son las series

o

A=Y olp)  (i=12..)

=l

Supongamon que el nidmero g-ddico A se di por su serie candnica

A= 3 aag™(g).
nan)

Para encontras el componente Ay de A escribimos ¢ = ¢*p, ¥ tenemos

= aag™ )

n=-f
que no es la serie pi-ddica de A;. Usando el Teorema 21 determinamos dicha serie. De las reglas geneulns para
suma, diferencia y producto de limites g-ddicos y p-adicos se sigue que si t BeQ, con p

By, By B,
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entonces
A+B=< Ay + By dat Byyennid + By >
A-B=< Ay ~B,A2- -8,
AB =< 410y, A2Bh, . A >
Para escojer las componentes A; de A de una manera arbitraria en los campos respectivos Qp, pata i =1,2,..,

construiremos para cada subfndice i un nimero g-adico £ que tiene 1 en la i-ésima cotponente ¥ 0 en [o demis.
Hagamos

=Dl e, (=120
[
@ i
—_— i=1,...,8 ; n=12...
wem ¢ )

entonces
[ .
=
(o +q")

Obscrvacidn 8 Como los primos py,py,.. . pa son distintos
'Il I(p" + q‘l

y ademds

{g.P +qM) =1

Lema 7 Parei A =1,...,5 la sucesion {e},} es nula para i ¢ X.

Damostracidn: Sii£ A

d o=
" o+t

2 PR LiPlgtse o PR
[T TR NN )
= ..( [T ATEET /R Y) ARR )
(B + B PR PR PRgee - BY)

- 1
MI,, =p"E—= 0

Py a—oe
Sii=a
& = [
" R +e))

Pl PR Pas - B
(B3 + P} P PR o )
K (r.. PP PR -'.r")
AN +ef AP

"

fehl, =i =1
enlonces tenemoa que los limites py-ddicos existen y son
P 1 sii=A2
T S
ol e = b = { 0 siigA
también los lmites g-ddicos existen y estan dados por

g .
lim e, = £
n=
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donde £ tiene como componentey )
. B =< by by B >

mas aiin

A [l sif=A
PE ‘{o Gi£A

B+ E 4. B ac .., 1>=1

-]
Teorema 25 Sea A; un ndmero p;-ddico con i = 1,2,..., enfonces cxiste un dnico A € Q, tal que
A=< AL A A
D {6n: Para cada subindice i = 1,2,. .., denotemos por {af} € Quua sucesién fundamental p;-4dica

tal que
A= b
Nee00

Pars i # A lasucesion {4} pucde no tener limite py-ddico y no estat acotada por | [, . Recordeinos que la succsién

{eh} satisface

P 1 si=a
W T 0 wiga

escojamos una subsucesion {¢f, } deIs suceaidn {e}} tal que

Boa 1 si=a
A =10 sigh

entonces claramente ¢
15'31 iy A si=)
nee e S 0 sigaA

Pucato que {o}} es sucesion fundaimental entonces por el 'lcorema 19

g
"ILnn\on,,c:,,_ =<0,0,...,4A5..,0>

:
Sen A = {0y} deflnida por Ea:,e:,,_ (i=1,2...), entonces

n=l

4 = lin i 3 aket
= im0 = Jim 3 ke,

;
2

= i U

= ) lim alel,,
i=1
.

= 3 <0 A 0>
=1

= <Ay s A>

Ahora sea A' € Q, tal que
A=< AL AL A >

entonces

A= A=A = Al Ag= A, . A - AL >=<0,...,0>

to que quiere decir que A ~ A’ csta representado por una sucesion nula en cada entrada, o8 decir, A~A= Oen

Q,. Por tanlo A = A
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Corolario 12
Q=0 00,2 g,

COMENTARIO - i r 2 2 entonces G, tiene divisores de cero diferentes de cero, a saber, sean a v b € Gy donde
a=210101 {6) b=31200 (6)
efcctuaremos el produclo donde mostratemos que sia,b#£ 0 a-d=0
a.b=16,5555(11) (6)
como se hizé anteriormente utilizaremos ¢ Teorema 22 para la expresidn dea-b.

SeaBxG+Hox0 +5x62 450745 x 6%+ (1) %@
entonces los u; sonup = B; vy =5 ua =5;us =5, uy=6; us = 11

0<6-6p<5 0541} -65¢5
w=1 ay=0 ty=1 e3=0
0<(5+1)=6v; <5 0S(B+1)=0ry<5
y=1 a; =0 ve=1 =0
0<(5+1) 61,5 0 (1141} -busSb
t7=1 63=0 =2 oa5=0

Tomatemon ahotn los valores encontrados para cstos digitos, ¢l niémero a & cn forma candnica queda
a-5=10,00000 (6)

Por lo antesior Q, no pucde ser camposir 22

K
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