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Introducción 

Kurtlftn1el eatudió mat.emi.ticuen Bonn y Berlín, rué discípulo de Rudo// Lip•chill, Karl Weicr1tra11, 
Car/ Borchardt1 Guitau Kirchho// 1 1/nman t:on Htlrnholtz )' princ:ipalmcnlt' de Lcopold Krancchr1 obt.enien­
do con CI au doctorado. Al morir Kroncckcr, Hcn1cl se dedira muc'hc11 añ0& pl't'JiRrando 111 f'dición de 1us artículos 
que ha colttcionado. P03teriormcnte en cooperación con G. Uanddcrg1 /lc111cl publica au primer y más imJK>r· 
tante libro Theorie dcr algc6rai1chcn FuniUonen (1902). En 1901 litado /lerucl proíct0r de la Universidad de 
Marbur rtcribe otros dos libros tambk!n muy importantce, 1'hroricdcralgdrai.scl1r.11 Zahlcn y Znli/cnt/teorie. 

El trabajo científico de lf cn1tl se buó principalmente en la Teorla aritmCtica de Campee de NUmeros Al&ebrai­
eos de Kroncckcr. El método de Kronccker- Hen1d también aportó fundamentos de aritmética en Campoe de 
íuncion~ lllgebráicas, estos íundamentos se desarrollaron posteriormente en Thtorie dtr algt6rai1chcn Funitioncn. 
Aproximadamente en 1899, lltnacl dcd11ce el método de Wcierslrass de seriei; de potenciM desarrollado para fün. 
cioneB algcbriiicas y con ello interprctá una leorla análoga de 11Umer0!! algehrnicos: loa números p..ádicOfl. 

Los números p..ádicos se considerarón como su gran dei;cubrimiento. Considerando el mél.odo de series de 
potenciaa para funciones algebrá.icas, uno puede pensar que no existe su íundnmcnto conceptual para 1u desarrollo, 
por el contrario //c111e/ aportó el estimulo descisivo para el incremento de nocion"li de álgebra abstracta que se 
requieren para ese fund¡unento: la teoría de campos valuados. En sus libros T/1eoricderalgdrai1chtnZahltn 
y Zahlcnlhcorit, // tnitl desarrollo números p-ádicos en una teorta sii;temática y dió un11. aplicación de gran 
interés ·la clásica teoría de formas cuadráticas- además de una interesante extensión de su método p-ádico para la 
introducción del análisisp-ádico, Posteriormente los pupilos de lftn«tl, principalmente /ftlmut //ane probaron de 
manera 11atisíactoria el método p-ádico p1Ua formas cuadráticas y en la teoría de álgebras sobre campos númericos, 
que se conoce actualmente como el principio local-global. El método de /fcnscl propició bastn.nt.ea resultados 
interesantes en Ja teoria de números, que posteriormente foeron publicados en un gran número de azticuloa. Loe 
primeros números p-ádicos que construyó se considerarón , en general, de JIOCJ. relevancia, pero él vivió para ver 
su rcconocimieuto como un elemento matemático ampliamente generalizable. 

En cslll.!J notas fie proporciona una introducción elemental a la teoría de los números J>'ádicos y analisis p-ádico. 
En muchos libros de álgebra y teoría de 1Himeros, 6C tiene fJOCil información al respecto, y no varece uistir una 
buena introducción a los números p-ádicos desde el punto de vista del estilo del análisis elemental. 

El objetivo principal de este trabajo rs descomponer un anillo g.ádico como &uml\ directa de campos p-ádicos. 
En el capitc.lo uno se definen los números g·ádicos y sc cstudi/\n las pseudirvaluacionC11. Se fina.Jiu con una 

construcción de la reprCl!Clltación canónica de números racionales como nómrros g-ádicos. 
En el capitulo dos se construyen IO!I anillos g-ádicos y los campos p-ádicos \'Ía sucesiones de la mism11. m1u1er& 

que se construye R a partir de Q. 
En el capítulo trea probamO!I que Q, no es un campo si gal men08 tiene dOl!I factores primos distintos. Tom1U1do 

en cuent11. qu<' en Q ~tienen definidM las pseudo-valuaciones/ /
1 

y lll!J \'aluacioncs J /,,entonces sus compl,.tacioncs 
son Q, y Qt respectivamente. 

En el capitulo cuatro i;e f't1tu<lia la 11.ritmética de Q
1 

por medio deo la.s series canónic.1.1. 
En el capitulo cinco lle t11ludia la estructura de Q

1 
para el CA50 de g ~ 2 y se muefitra que este anillo es la 1um11 

directa de campoa p-ádicos. 



Capítulo 1 

Valor g-ádico de números racionales 

Ea e1te ceprtulo etiudiaranot la (u.ad6n 1-ádica para números racionales, tomando en cuenta lu propicdadet Je 
va.lucida. o pee u.do-valuación, m como Ja construcción de una ttpmientación para dios denominada serie canónica. 

Lema l Su.• G,r,1 E Z talu pe G ~ 2, 1 2: 1 1(011)=1, e1donce• eii1le 11n linico pcr Je e"teroa A r R tal ,.. . 

; =A+ (ª,ll) 0$ASG-1 
Dema.tracidn: Prueba de Exialcncia. Como (G,1) = 1 entonces existen :r.J/ E Z tal que G11+1z = 1, 

multlplicamoe por r 
rG11+rn=r 

le 1um11D011 11(1 - dG 
rVu+raz+ll:G-dG= r 

Cactorisamoa 1 y G 
•(r•-lG)+G(ru+h) = r 

donde i e1 un entero tal que 
O 5 (rz-iG) $ G-1. 

El entero i exilte por el Principio de Arquímidea. Sea A= rz -kG y R = ry +ka, cntoncca 

r=1A+Gl! 
donde 

Por lo tanto 
r (ªR) ;=A+ -¡-

ea Ja exprceión buacada. 

Prueba de Unicidad. Suponcmo¡ que existen A' y ll' t11.l 11ue O~ A' ~ G -1 y r/• = A1 + (G~ ). Por el 

resull&do anterior 

igualando tenemot 

; =A+ (ª,n) 

;=A'+(ª:} 

1A1+GR'=aA+Gll 



IS!l que 
1(A -A')= G(R - R'). 

Pero (G,•)= 1 entonce• G l(A-A'). Por otro lado 05 A 5G- I y O 5 A' $G-1,dodonde 
-(G-1) 5 (A -A') 5 (G-1). De lo •ntorior 11e sigue que A= A' y R = R'. 

o 
Lema 2 Stan r,•, I e z tolt• 911t r;. O;.~ 1,' ~ 2, (r1•) = t tntoncu, tzillt •n úttfro Hiero I, otro par 
R1Stalg1t 

'°"'' 1 lR, (R,S) = (g,S) = 1 

Dcmostrad6cu Si 1 1 r entonce1 r = 1t = 1-•10 donde r' 1 r y 11+1 /r (Thomna Fuaduntntal de la 
Aritmética). Llamcmo11 R = ,-•,; S = • entoncts 

R = ,-•," 1-'(g•to) = ¡g-•,•¡1, =lo 

donde / = -; < O enl.onttt 

i = ,-•; = ,-•¡ 
ademú g JR. Ahora supon&amos que 1lll; como R =to entonce. 1lto, lo que quiere dedr que to =gro. Por lo 
tanto 

entoncea 1•+1 / r con lo que llegamos a una contradicción y por tanto 1 JR. 
Si (R,S) = dentoncca d 1 R y d f S y como R = ,-•r y r = gfto entoncCA d Jto Jo que implica que d l 1'to = r, 

en particular tomc;id / S1 d1ryS=1, d j 1zo+r11o =l. Por lo tantod= 1. Ahora si (g,1) =deotontes dJg y 
d 1 S, pero si dJg y g 1 rentontee di r. Por lo tantod 1 S y d / r y comoS= • entonccs di 1zo+r~ = 1 entonces 
d = 1. Concluyendo tenemos que 

donde g lll y (ll,S) = (g,S) = l 

DcHnlcidn 1 Si la notación e• tomo en el Lema t JI 1i a = ; de modo 911e a #;O entoncu ponemo1 

l•I, =11 IOI, =O 

la función a1{ definida Ja/1 = gl Je a 1t llamo tiolor g-ddico tlt a. 

Ob1crvación 1 11, lient 111 propictlaJ dt Str uno /unción par, CJ dmr, /-i-1, = f.rl, paro re o. 

Dcflnicidn 2 Sta o = ; E Q, o u un cnftro g-ddiro si lol, S J. 

Teorema 1 La dttigualdad j ;1, $ 1 tf 1atiJ/oce " r 1ólo ,fl (g,&) = 1 

Dcruoatracidn: Supongam08 que (g,1} =l. liaremos la prutba de Cl'ltl implicación en doe tiUOf: 

o 

CASO 1.- Suponemos que g/r y g/.t enloncea r = slt; 1 = gºq, entonces ~ = t.!.. ,o birn, ~ = g'-0 ~ •i 
' 9°'1 • 9 

(g,1) = 1, la má:tima potencia de g que divide a 1 rs cero; entona·.s a= O y~= g1- 0! = g1 ~. ror ti lenia anterior 

y la definición ' 1 ' 

1 ~1 = g-' = ~ < 1 , , g 



CASO 11.· Sulónemot qui! g Jr y g Js¡ la máxima potencia de p que dhidi? a r y •es cero (para esle cuo l y 

a ldn cero) ; =¡o;= gº;. Por el lema anterior y Ja dennición 

1;1, =l. 

Supong&m01 ahora que !;·J, S 1, nuevamente hari?mos la prurba en Jos CMOS y en ambos 1uponem01 que 
(g,•)=l. 

CASO l.• Si g 1 r mlontet r = g1l donde I >O y como (g, 1) = 1 tenemos ; = g';. Por d lema anterior 

1 ~1 =• .. '=~<l. 
• ' g 

CASO U •• Si 1 JrenLoncea la mú.ima potrnda de 1 que divide ar es c~ro ~ = ,0!:, entonce. 1~1 = 1. 
' . . ' Coacluyendo de amb01 cuo. obleoemo1 ql6e: 

(g,1) = l <=> 1;1, :s 1 

Corolario 1 Sea a e Q, entonce. 1t c.mple: 

i) iai, = 1 <=>. = ¡; g /•; (g,•) = 1 

iiJ 1•1, = ,i <=> l•r 1, = t 
íii) Para nalg•ier n e Z tenemoa 

l•u"I, = 1°1, ,-· 

o 

Dem01tracJ6n: (i) La afirmación te 1igue aJ eoruiderar a=;. Para (ii) 1i Jal, = gl, por el Lema anterior 

a= ,-1(;), 1i multiplicamos por gl ambos lad01 t.enemoe 

enlonUI 

De la definición ae 1igue que 

y por lo tanto 
1°1, = ,, 

R 
s 

Pata (iii) la Mlución Cfl ohvi" c111'ndo o= O. Sin =O Mlamos en el caso anterior. Excluyendo c;tc caso, &ea. 

!al,= t' entoncee a= g .. I(~) y multiplicando por 1" 

pero. l•I, = u1 

en ton cea 

o 



Definición 3 111 u ncrArquimediana 1i ot:urrt 

I• + 11, :S max{l•I,, 1111) 

paro toJ01 a, be Q 11 Arquimediaua 1i 

1•+11, :s l•l,+111, 
Obacrvacl6n 2 Notr:mot que no·Arqrumr:diano implica Ar;11imcdi11no ptro no en 1tnUdo opuulo. El 1Jtilorg-4dico 
t1 ejemplo de función no-Arquimediona r d valor aholuto en Q u 1n ejemplo Je /.nci6n Arv•imediana. 

Teorema 2 Sea a,beQ, tal 9.ea= ~ <6= f, enton«• 
' q 

iJ 1•1, < 111, ,¡ •I• ' IP 
ii) la!, > 1111 ,¡ g Ir flP 

iii) ial1 = 1111 ,¡ g Jr N g Jp 

Dcmostraclón: Supongamos que a y 61100 nlimcr05 g-ádicos definidos como en el Lema 21 ca decir, 
a= ¡ = ,·~ tal que 1 Jl! y (g,S) = 1, 6 = ~ = 1mS tal que g/P y (1,Q) = 1 l•I, = 1-• :S 1 y 

111,=g-m:S l. 
i) Si 1lr y g Jp tenemos 

entonces 

ii) Ahora si g Jr y 1IP tencmO!I 

entonces 

;=1"~ => 1;1, =·-" 
~=i-·~ = l~l.=I' 
1•1, < 111, ,¡ 11• g Jp 

;=·-'i ~ lil,=r' 
~ =1mij = l~I, =1-m 

1•1, > 111, ,¡ 1 /r 9IP 

iii) ConsitfcremOfl el caso cu11.ndo g Ar, g /p y además (g,1):;; (g,9) = 1 

!: =gº~ 
' . => 1;1, =•º= l 

~ = gº~ => l~I. =,. = 1 

entonces 
l•I, = 111, ,¡ g/r gJp 

para e.ale caso ai 1 )' q fueran dh·ididAB por g no podrinmos determinar la desigualdad. 

Teorema 3 Stan a ybeQ y 

l•I, = •" 111, =•'" 
cnloncu Jf' cumple 

1•±611 :S max{l•l,.1111 ) 

<> 



Demostración: Sabemoa que 1i la!,= g" y \bl, = gm entonces a=; =g-"~ con g JR y (g,S) = l, 
p 1' 

6= 9 = g-"'Q con g IP y (9,Q) =l. La prueba es en dos casos. 

CASO 1.- Suponemos qucL-n < -m (es decir, que existe un r E f.! tal que -n + r = -m) entonces lo que hay 

que deme&lrar es o+ b = gt M con g ¡e, y (f, Al) = l. Entonc('s 

a+6 g-"~+g-ff'IG=g-"~+g-"~'G 

,-· (~ + ,. G) = ,-· ( RQ ~~· PS) 

Aae¡uram<» que (f, SQ) = 1 y f IRQ+ g' PS. Sea 

t=-n ; L=(RQ+g'PS) ; M=SQ 

•+6 = ,-• ( RQ~~'l'S) 

1•+61, = 1" = 1•1, 
Si hubiéramoa 1upueslo que -m < -n entonces concluitfamos qnr. 

Por lo tanto 
1•±611 = max{l•l,,1111). 

CASO 11.- Supoogam01 ahora que -n = -m, ba.cicndo el mismo desarrollo tenemos 

~+b=g-• czQ5~PS) 
donde (g,SQ) = 1 pero g puede dividir a RQ + PS. 

Supongamoiqueg IRQ+l'SenlollC<O RQ+l'S=g'Ty r> Odondeg [/'y {g,71= 1 (oi r=O.,lamoecn 
el Caeo 1) 

entoncct 
la+61, =g"-' 

pero 
n-r<n 

entonces 

Por lo lanlo 

o bien, 

o 
Teorema 4 Sean o¡,02103, ··ªn número1 tllciona/eJ cualuquicra, entonce' 



Demostración; Inducción sobre n. Si n = 2 por el teorema anterior ec sigue el resuhado. Supongamos que el 
teorema es cierto para {a1,a:i 1 •• ·•ªn-1} 1 e11 decir, 

/a1 +a2 + ... + a,.-111 $ max{/a1I,, la2f1 , ... , lari-11,} 

Thmemouhoralos {a11 a2, ..• ,a,.-i.a,.). Sabem01,quesi a1+a2+· · ·+an-1 = ~ = g-•~ con g JI/ y (g,J) = 1 y 

1 - L h I 11 L . HM +JL 
an = ñi = g '-¡;¡con g/Ly (g, M) = 1 hacemosa1+a:i+· ··+an-1+an = j + ñi = g-•7 + g-t ¡¡ = g-(•tr}JM 

a partir de aqul la prueba ca análoga a 111 que ac realizó en el Teorema 3, ca decir, separando en dos casos y tomando 
en cuenta IOl!I exponentes de g. 

Por Jo tanto 

1•1 +•2 +a,+ ... + a,11 S max{lail1 ,1•211 ,1•>11 .. ·., l•ol,} 

Corolarlo 2 Sea lal, el 11alor g-4tlico tle a y n EN utontt1 

l••I, S l•I, 
Dcmostrnción: Del teorema anterior ICM a¡ = 02 = 03 = · · · = On entonces 

Por lo tanto /nol1 5 Jal, 

/a¡+ OJ +, .. + a,.J1 $ max{/a1I, ,/a:i/1 , ••• ,¡a,.J,J 

l••1l,Smax{i•111 } 

Dcfinicidn 4 Sean a,b E Q entonct:1 l 11 t:1p1eudo-valunci6n1i ocurre 

1•61, s 1•1,161, 
r valuacldn 1i 

1•61,= l•l,161, 
Teorema 6 Sean a g b E Q l' 

ial, =g" 
entonct:1 

1•61,siai,161, 

o 

o 

Dcmo1traci611: Sabemos que si Jaj1 =g"y1611 = gm entonces a=;= g-n~ tal que g JR y (g,S) = 1 y 

6 = f = g-mG tal que g JP y (g, Q) = J. Pua está demostración, como en anterior", lo haremos en doe Ca.DI. 

dASO J.. llagamoa el producto de a y 6 1ub1tituyendo 1u valor 

ab = 9-,.9 -.,.~~ = 9-n-m~~· 

entonces (g,SQ) = l. 
Supongamos que g JllP, así 

ab = ,-c"+m1!!!. 
SQ 

donde g JllP y (g, SQ) = l. Por tanto 



CASO 11.- Pata este caso auponemOI que 1IRP, a decir, RP = g' M pueslo que lo demás es análogo 

ab = 9-n-m~ = 0-(n+m),C !!_ = g·(nfrn)+r ~ 
SQ SQ SQ 

donde 1 ea la máxima potencia de g que divide a}.( 1 r:s decir, g JM 

Por lo \ant.o 

Corolario :S Si p u primo, enfonu• 

labl, 9n+rn-I = g"g'"g-1 

l•l,111,•-· 
1 l•I, 111, g; < 1•1, 111, 

1•11, < l•l, 111, 

1•11, = lal,111, 

o 

Dcmottraei6n: Sabemc. que 1i lal, = p" y lb/1 = p'" entonces a = ; = p-n ~ tal que p JR y (p,S)· = 1 y 

I= ! =p-m! la! quepJX y (p,Q)= l. 

./omemOI ~Caso 1 de I& demoetraci6n anterior 

a6=p-"p-m~~ =p-n-m~ 

de aqul que (p, SQ) = 1 y ademú que p JR.X entoneea 

lall, = P'tm = p"pm = l•I, 111, 
Por lo t.anlo 

labl, = 1•1,111, 

Ob1ervaddn 3 La Juncida valor g-lrlica 111 u una picudo-valuación no-Arqulmcdiana. 

'Ihorema O Sta a un enfU'O g-4tlico f n EN, enlonce1 tri.ten único• An y rn talu que 

¡=,·t $1 

Demoltraci6n: Aplica.moa el Lema 1 con G = g" para obtener que 

a=An+g"~ 
' 

O~ An ~ g" -1 

Si g Jrn entonces claramente la - 1\nl, = g-". Ahora si glrn entonces rn es de la íorma. rn = g'"t con (9 1 t) = l y 

además a -An = g"+'"~. Por tanto 
' 



¡,-•(a - A,)¡ " j!:!j 
' '' 

U.ando (iii) del Corolario 11 1" lo- Anl1 = 1;.-1,1 enlonc:es l~I, = 1" la-Anl1 ~g"g-n=1. Por lo t&nLo 

j!:¡-!
1
s1 

Paran fija a= An +1"7- = Ol)+au1+ a21~ tcrlotl+ 1"~, donde 

Aa 
Ai Ao+ao 
AJ == A1+011=ao+a1g 
Ai A,+ a111 ::: ao + 1111 + a,g1 

y OSa11-t ~g-l 

Teorema 1 L11 rcprueltlaci6n le. An u flnfot. 

Dcmo1traci6n: Suponcmoa que existen An y A~ tales que 

A,. OQ + a¡g + a,g' + ... + On-tl"- 1 

A~ = o~+a~9+a;g2 + ... +a~-1g"- 1 

igualamos A11 y A~ y tenemos 

ao + au1+0291 + . ., + On-J.P"- 1 =a~+ a~g + alg' + ... +o~ .. 1g"-1 

(aa + Ot9 + a,g' + ... + Gn-ig"- 1)- (a~+ o~v + ajg' +, .. + a~_¡g''- 1 ) 
Oo + a1g + aig2 + ... + 4n-1g"-1- oó- o~g- a;g2 - ... -o!s-19"-1 

(oo - a~)+ (a1 - aD1 + (02 - a2}g2 + ... + {a,.-1 - o~ .. 1)gfl- I 

Aplicamos el valor g-ádito y tomando t1 resulta.do dtl Teorema. 3 tenemos 

fOl1 !(ao - oó) + (01 - a)}g + (01 - a.2}92 + ... + {an-1 - o~_,)g"- 1 1, 

O = l(oo - a~)+ (a¡ - aDg + (a2 - a~)g2 + ... + (on-1 - o~_¡)g"- 1 11 
S. mu(l(a, - •ali, .1(•1 - •'1bl, ,¡(a, - •\lll,, .. · .l<•o-1 - ·~-1)9"-'l,l 

como tada (a¡ - angí ea diJlinto i pata ) 5 ; s: n - t' entoncet 

mu{l(a, - •ali,, 1!•1 - •Íl911 , !<•• - .;¡.'J, .. ··l<•·-1 - ·~-1)9"-'l,l =O 

o 

uf j(o,- aD1¡!, =O fHt.~a I $ i $ n -1 que implica (a¡ - a:)gi =O pero g1 '!o O tnlont:es (a¡ - o;):: O·)' de aqul 
º' =a; para l S i S n -1 y llegamos a una contradicción porque habíamos supuesto que A..., y A~ eran diferenta. 
Por lo tanto A,. es t1nfra. 

A oontinuad6n estudiaremos una rei>rcsentación pata o E 'C donde lal
1 

> J. 



Teorema 8 Sea a e Q tal 9ue lal1 > 1, entoncu a 1e puede trprtsar como 

a= ª-19-1 +a-1+11-l+l + ... +aa+a1g+ .•. +11"~ 

Dcmoatracidn1Sia=11-I ~1 enloncea 

·=·-/~ =·•' = ~ 
Por d Corolario 1, J~l, = la11f

1
=1 entonca; es un entero g·ádico. Para cada N por el Teorema 6 tencmoe 

a= .411 +1"7 entonca 

Rcgmando al Lc!ma 2 

,-/~ =g-f (10+611+6,g' + ... +6N-19N•I +~ ( ~)) 

6011-I + 61g-/+1 + hzg-IH + .. · + hN-19-J+N-I + 11-/+N ( ~). 

Sea N = / + n. Jgualllt!do ~rmino a t~rmino en lu dOB ultimll!J expresione11 

en ton cea 

Por tant.o OO!I queda 

ha= 6-J+Of/ = 0-J+O 
61=1'-J+i+J = ª-IH 
6z = 6-J+H/ = 4-/+2 

6N-1 = 6-1t"-lt/ = ª"-1 

(k = -f,-1 + J, •. .,n-1) 

Dcllnicidn 5 Sea a e Q l/amarcmo• upansión g·ddica o la ttpmtntación de a dada por 

a= ª-111-1 + ª-/+111-/H + ·· ·+ ao +a1g+ ... + g"~ 

Convenio: Si a~ un entero g-ádico, la cxpamión g.á.Jica Je <J l<l lo;.crihircrnOll 

y si a no es cnlero g·ádico 

Observación 4 Si lal1 < 1 tntoncu loa primero• dígitoa d~ la upansión Jon cero. 

Tuorcmn O Uno upanaión g·ádica repnnnta un número racional Ji y &ófo si e.t ptriódita, 



Dcmostación Primero vamOJ a suponer que la expansión ta periOdka y tiene Ja Carma. 

o= O-/ª-!+I ... oo,01e12 •. ·ªm-10mdmt1 , .. dmtr-1 ••• (f) 

donde la lmrn se coloca &obrt" el período. A1 término de la expansión dc.spu~ dt n rt"peticionta del periodo 
obtenemos un mimero o{n) el cual r.e dá explícitamente por 

rn-1 rt1tnp-t 

a(n)= E out+ E au• 
lt=-1 l::-lfl 

Por periodiddad i.enernoa 

m+"p-l m+p-1 E a1tl= E 01t(R'+g'+r+gtt2r+···+gHCn-l)r) 
l::nn l::::.m 

Utando la progrcai6n geométric11. 

obtenemos 

de donde 

y por tanto 

1
1 + gHP + 

9
tt,p +.,, + gl+(n-l)p::: (J -g"I') 

1
1t 

(1-gl') 

l•(•)-(E' •u'+ mEl•'(I~' •))! Sg·•1-m 
lt=-1 lt=m g 

1 

y como n tiende a infinito, a(n) sc convierte en la expansión desead•, &.'il cncontramoa que 

En segundo luga.r, probarema1 que la expansión g·ádita de un número ra.tional o ~riódiu .. ll&illa c.oiuldcrar 
a E O tal que ua entero g-&.cli<:o, o aea, (r,•) == (9,1):::: l. Por d Tt-orcma.6 t:U1te para cualquie1 cnt~ro poeitivo 
n un pat de enleroa An, rn ta.! que 

Por lo tanto 

10 



Nolc!moe que paran muy grande, -•Sr,. SO. Ahora con cl dlgito 0 11 )' 11 rccmplazndo por n + 1 obtc11cmo1 

O= An + 1"7 = An+a +1"+1 '"8+
1 = An +ad"+ g"+I rn•+l 

Ml para toda n 

Sea j tal que r,. = r0 ¡ .. 
rn+J 

Gn•+ ''"+1 
( .. -•.+¡)• 

ª"' t orn+I 
On+J' + grn+J+I 

ºn+J' + l'n+J+I 
(rnl}tl - 'n+i)9 

o 
Obtel"Ylldc:Sn 5 Lo re.prutntacióra g.IJfra Je un nllmrro racional cala JeterminaJa en forma tlnica por los a,, r 
ri re cotaactn Hfot te conou ti 1ulmero racional. No ta nt:cWJrio mo . .tnzr la 11nit:iioJ Je cata rtpre.1entación P"U 
lt Arre.do tld teorema anltrior, 

EJEMPLOS 

1. Valor g-&dico de un racional 

1) 1111.=3"' 
!t =~=a•-•¡ =3'j 

;;¡ IW!,=º' 
ff = ~ =Gº-11}=6-1'1 

1üJ 1\!I, = s• = 1 

Y= ~=sº-ºf=SºY 
2. Expansión f·ádica de un número rAtional 

i) ; = ~; g = 5; Jffl, = 1 

~=2+5(~) 
-fo=Ho(-m 
-~=2++m 
-~=2+5(-m 
-~=o+s(-~) 
-;fü=4+s(-~) 

~ =2,mlr(5) 
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Ji) i' = ff I = 7 lfflr = i'> 1 

~=3+7(~) 
~=3+im 
~=Hi(-D 
-~=3+rH) 
-~ =3+7(-D 

~= 7' • ~= ;' x (3,ID(7)) 

3. Representación de una expansión g-ádica a un número racional 

i)~7) 

li) 22!,(3) 

.¿. 7• _(4+2x7+0•72)_ 18 _-9_-1 
~··c1-1•¡- c1-1•¡ --312-m-19 

o 3• 

E ••11-3'> 
h:-2 

~(7)=TI-

(2 • 3-• + 2 • 3-t + 1 • 3) 
(1-31) 

.t _ -33 - :.!! 
-2 - 18 - 6 

22T,(3) = -~ 1 
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Capítulo 2 

Valuaciones y pseudo-valuaciones 

En el pre&cnle cap(tulo haremoe un estudio sobre anillos o campos tomando en cuenta propiedadC! de 1uecsiones y 
limites que se tienen en el anáJiaia real utilisando cl valor g-ádko. Haremoa una convenciOn para utililar paeudo­
va!uacionet o valuaciones Arquimcdianu o no..ArquimedianllS. 

Defbúddn O Su A u anillo conm1tati~o con tt.nidod y w: A--+ [O,oo) una /unci4n. Si w nti•/au 

i)w(O)=O, w(a)>O, a;lOEA 

ii) w(a+!) $w(a)+w(6) a,6eA 

iiiJ w(a·6)$w(a)·w(6) a,IEA 

entonct1 diremos que w u una paeudo-valuaci6n Arquimc<llana. 

Si ademú w •Atisface 
w(a+'6)$max{w(a),w(6)) a,leA 

entonces diremos que w es no-Arquimcdiana. Si en (iii} ocurre c¡uc 

w(a. 6) =w(a) ·w(b) a,6 e A 

mtonce1 diremos que w es una valuaddn. 

Lema 3 • Si w ea valuación o p1cudo-wluaci611 

w(a)=w(-•) 

Demostracidu: Supon1amoa que w es Arquimcdiana, entonces para a e A 

w(a) = w(O-a) $ w(O) +w(-a) = w(-a) w(a) $ w(-•) 

Sirnila.rmcnle 
w(-a) = w(O- a) $w(O) +w(a) = w(a) w(-•) $w(a) 

Concluyendo 
w(a)=w(-a) 

Supongamai ahora que w rs no - Arquimtdiana, entonces 

Similar1Tl<'nlt 

Por lo tanto 

w(a) = w(O-a) $ max{w(O),w(-•)) 

w(a) $w(-•) 

w(-•) = w(O-a) $ max(w(O),w(a)] w(a) $w(-a) 

w(a) =w(-a) 

13 
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Lema 4 Sean a,b E A u w uno. valuacldn, enloncu 

lw(a)-w(6)1 Sw(a-6) 

Oemoltraci6n: Sea a= 6 +(a - b) 1 aplicando la valuación..: tenemos 

w(a) = w(I+ (a-6)) $ w(6) +w(a -6) 

entonces 
w(a)- w(6) $ w(a - 6) 

Similarmente para b =a - (o - b) tenem01 que 

pero 

entoncea romo 

Por tanto 

w(I) = w(a-(a-6)) $ w(a) +w(a -6) 

w(6)- w(a) $ w(a - 1) 

w(a)- w(6) $ w(a - !) 

w(a) - w(6) $ w(a - 6) 

w(6) - w(a) $ w(r - 6) 

lw(a)- w(!)I $ w(a - 6). 

<> 

Definición 7 i) Sea {an} una '11CC1i6n en A. Dtcimos que {an} CI w-acotada ,¡ eride e> o fal 911e w(on) se 
paro todo n e M. 

ii) {on} u una 111cuid'n nula 1i 

iii) {an}cs una aucesión /undarnentof 1i 

Deflnici6n 8 El w·Umíle se definira como 1ig10e: 
paro lodo<> O ttis!e 6 >O tal que w(on - am) <<para toda m,n ~ 6. 

Notemos que una sucesión nula &e dice cuando tenemos w·limite O y una 1ucesión fundamental IC! dice que es 
w - convergente. 

Teorema 10 • Toda sucesión fundamental ts acolada. 

Demostración: Sea f y 6 tal que para todo e > O existr 6 tal que w{an - Om) < f parll toda m, n ~ 6 y lf'tt. 

60 > 6, si n ~ ho f'nloncc.s 

Ahora para todos los subíndices n tenemos 

Por tanto 
para todo n E ti 

<> 
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Teorema 11 Toda nmi6n nsla u /undamtnla.I. 

·Demo.tracl6ni Sean. e y 6 y 1upongam01 que m, n > 61 entonces 

O '.S: w(an - am) 5 w(arn) +w{an) < c+t:::; 2c 

Por tanto 
w(an -arn) <e Vm,n > 6. 

() 

Teorema 12 . Sea (an} 1na .. cui611 /1ndamenla.l w {n1on1, ..• ) una 1ucui6n creciente de tnltros poliffra.. Si 
l111116ncui611 

{an1,an,,an11•••} 't {an) u I• .. ct1ión ula, entonct• {an} u 111cesión nula. 

DC1Uottración1 Sean e, 6, 61 y l- un sublndict tal que ni~ mn{61,6} y sea m ~ 61 enLonc.cs 

w(arn)::; w(an. + (am - ª"•)) $ w(an1)+w(am - On1) <e+ e= 2c 

eatoncet 

() 

r..tc kotem& nos in die& que para que una aucesión &ea nula es &ufidcnte que eontenga una 11ubauceaión nula. 

Ob1crvaci6n 6 Nolemo1 que una .succ.si6n fundamenta/ que no tea nula no puede confmtr una sub1ucc1ión q•e 
1ea ncui41l nata. 

Corolario 4 Si {11n} u 1ucuión /undamenlrl/, pero no nula, enfoncu uiJten C r N ta.l qae 

w(an) ~ C 1i 11 2: N 

Demo1tración: Supongamos que no c~iaten C, N tal que 

w(an)~C 1i 11~N 

FA duo que: 
Para toda C >O y para. Loda N existe n ~ N tal que w(on) < O. 
En particular tcnem01: 
1 >O para Loda N existe 111 Lal que w{an 1) < l. 

t> O para N = n1 existe n:i > n1 tal que w(on,) < l· 
>O exiate n3 > n3 t11.I que w(an1) < l· 
e1taformapodcm~suponl'r que existen ent.eros posiliv°' n1<n2<113 < ... < 11,t < •.. 111.1 quew(an.) <f. 

Por lo tanto {0111 } es una auce11ión nula y a:o{ la suc.esi6n {an} es nula.. Esto es una contraditc.i6n. 

Tooruma 13 Sean {on}, {bn} Jucuionu fundamenta/u wlonru lo &on 

Dcmo&traciónt Pll.l'a {011 } + {611 } ={a,.+ bn} 
i) Como n,ll!!'oo wl(an, + bm) - (on + b11 )J = O por ser sucesiones fundarnrntalcs entone.es 

n.~~\ir:, w(arn + Lm - On - b,.} 

n.ll~00 w(om -a,.+ b,.. -bn} 

... ~~~ w((o0 - •m) + (bm - b0 )) 

,.}~!.1:1.., w(an - llm) + n,~1~00 w(bm -bn) 

o 
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Por tanto {an + bn} es 1uet1ión (undament.al. 
li) Sean e, y e, tal que w(a,) se, y w(6,) se, (Teorema 10) entonce• 

{a,}(6,) = {a,6,} 

•. M~~ w((am6m) - (a,6,)j ,,M'!!~ w((a. - •m){6, -6m) + a,(6, - 6m) H,(a, - •mlJ 

S n.M~Cll:l ""{(an - a..,}(bn -6111)} +w[an(bn -6..,) +b,.(an - a111 )) 

11 .M~tt.:o i.:l(an - ª'")(bn -6m}} + n.ll'2oe w{a,1(bn -6..,) + bn(Gn - a..,)} 

"~~DOwl(a .. -a..,)(611 -b,..lJ+ "·ll~gow(an(b,. -6'")) 

+ lim r.:(6n(an - a,..)) 11,nt-.DO 

S n,M~oo'°''[(on -am}(6n -6,,.)] + ... ~!.!!~..;{ao}n,ll~oo'"'r{bn -6,,.} 

+ ... ~~ao w(6,.) "·~~DO :..i(a,. - a..,) 

S 11 ~~DO w[(an -am)(6n -6,,.)J+C1,.,M~00 r.i(6n -6.,.) 

+CJ ,.,~'2oo w( On - ª'") 

o 
Por tanto {an6,.) e. aucesión fundamental. 

<> 

Teorema 14 Sa fan} r {6,.} 1011 1au1iont1 11•la11 lo 1011 tam6iln {on + 611 } V {an - 6n}. Si adtmd1 {an} ti 
ncuid'n n•la r {6,.} ti .. t:t1i6n acotada t11lonct1 {a,.611 } u uwión n•la. 

Dcmoatrad6n: Dado que {a11 } y {611 } son auccaiones nulu, de la definición lene moa 

S ~~~w{an±bn)Snl~~w(an}+w(bn) 

S limw(a .. )+ lim w(611 )=0 
111-00 "·"'-tl:J 

Ahora pilla la tercera a.firmación aabem01 que w(611 ) :;: C para toda n y como n tiende a infinito. 

OS w(a,6,) S w(a,)w(6,) !> w(a, )C = O 

Sea A.,.= {{a 11 } 1 {a,.} ca aucesión fundamental en AJ entoncet con la 1uma y el producto de suce1ione1, A... es un 
anillo conmutativo con uno, que no ca un campo, pues, por ejemplo, la auccaión {1,0,0, · · ·} a un dlvilor de cero. 

Propo1id6n 1 Sta P ti canj•nto Jt nct11011t1 n11ltu r .ea IM p1nJo-tali,ació11 dt A tnlonrt• P tJ 111 i'tal it 
A. 

i) {O)eP 

ii) {a,}+{6,)ePcuando{a,),(6,}er 

lil) Si {a,) e A. ; {6,) e P {a,){6,) e P 

Corolario 5 Sr IM u 11al•aci6n tntoncu P u primo. 

Domoatraddn: Supongamos que w es valuación de A y considtrtmos dos eleme11to .. tn A ... que no seui. 
1ucuionea nul11.a, es decir, que no perlenf"1r1m "P. Por el Cúlor1UÍ01 existen cuatro enteros posithu C,C,N,N' 
t&!c¡ que 

'"'(a,.)~ C n ~ N ; 1..(An) ~ C' n?: .'1:1 
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De t.qu( , ti N• et mayor que N 1 N' en\Onctt 

w(a.)?. C w(6,,)?. C' n?. N• 

«>mo w t1 una valuación obtenemos qut 

~nt.onm {4n.) · {611 ) = {cs,. •6,.} no e1 una1uCC111ión nula y no l'!tá en P. Por lo tanto un prod1Jcto de 11uce&ioncun 
A.., p'rtenece a P ai al menos una de ellu pertenece a P. Por tanto Pes primo. 

o 
Dollalddu 1 Otfiaimo111 co1111tettciórt 4t A coa ruptclo a"" como l.,: Ji.,,/P. E1 daro t•c A.. u wra anillo 
cnm1f1liuo cc111 HiiaJ r 1i w u •n. t1•lr11clón ttt(o1ms Áw e• u Dominio Entero. 

'IOOrecua U Si A c1 .n ctmpo .-w u 1111.ación uafoncu A... ti sn campo. 

Demottr.dcSa.t Ea suficiente moe&ta.r que P a un ideal máximo o, alt.crnalivamentc, que cualqukr e.kmento 
diíetenlc de cero en Áw tiene lnvmo mul\ip1icalivo. Sea (1111] +runa clase residual en A... con {011 ) f P. 

Wumoo 

... ={ ~ .. ,¡ I SnSN-·1 
1i n~N 

donde la N ti 1adc1 Corolario4. F.&ta •uceaión t'I funclamcnt11.I no nula, Porquc11i m,n ~ N comow CI nluadón 

O<w(Bm'-an")=w(..!.._2..)::o w(a11 -am} =""(a11 -am) 
- Om a11 w(am}l.i(a11 ) C2 

donde la C et la del Corolario 4. Por lo tanto 

DcnoltmOll por A-1 la clue residual de {a,.•} entonce& A· A-1 :; {l) porque 

N -1 cero.t 

{•.}·{a.'}={~ ,1, .. .,1¡ 

donde la 1ueet1ido fundamental de la derecha difl.crt de la lden\idad {J} en la cucealón nula 

N-1 -11
1 

1:1,-1,::-:;::i',o, .. :,01 

Por tanto hemoe1 probado que A_ e. un campo. 
o 

Deflnlct6u 10 Sea A 11.11c clsse rc1id11I tra ..(., r (a11 ) uH nct1ión /tmda1nt11lal rtprt1nf1111te tle A Jefiairt.mo1 

En el caso que {on} sea auce•ión nula 

"' J~"J.,(O.) ;(O)\; p 

Si el rtpraent.ant.e {on) convttge e. a E lt entonet:i 

(•.J=l•I ; (a,-a)EP 
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, y por tanto 

.., 
(11) = 11l~n!(on) =A 

Como {an} converge aa E A ettl . .ontts claramente {11} E Ay A= ({a}). Por lo tr.n\o 

11l!_~w(o,.)=w(n) 

Sea {bl'I) e A cntonce11 {6) .... {o,.} y así {b11 - a) E P, rs decir, litn w(6n - o) = O )' ror lo anterior 

111_!.~ w(611 )::: w(a) = 11li_~ i.i(o11 ). n-~ 
Por Jo tanto1i A= ({a}) con a E A dtfinimo:i 

w(A):;:: ,,I~~ w(n") 

con {an} E A. J.~n fleguida \'eremos el caso en que {a.,} no converge rn A. Si A en 1L cnlon<cs 

A={•.)+ P ={{a,)+(!,) j {6,) E P} 

ScAO {a"} y {a~} repmentllntcs de A, moatraremos que 

11}~~ w(n" + 6,.) = 11l~n~ w(a~ + b11 ) 

Para ello 110 tomará d Lrma 4, es dedr, 
jw(a) - w(l)i S w(a - 6) 

OS J~"!, fw(a11 + 611 )-w(a~ +bn}I $ "!~~ w(a,. +611 - a~ -611) =O 

de donde 
,.i!.~ w(an):::. "!~~ \ol(a~) 

Por lo anterior la i;iguiente: dtfinitión tiene 6Cntido 

Definicldn 11 Si {an) u 1ma a1u·ui6n /und1nncnfal rtpruenfa:n(t dt A 

"'1(A) = }~~ w(o.,) 

TIXJrcma 16 w u 11110 valMacilJn o pm11lo·v11l1aeión .ro&rc A ... 

Demo1tracidn: Sc1i.n A y D dos clases r~idul\I~ tr¡ircRntadaa por 1oucr1ioncs fundamcntalct {a,.} y {b11o} 
reapediv11mcnte. Si A =O el\lon~ea {a11 } ea sucesión nula y por el Corolario 4 cx.istcn C y N tal que i..·{a,.) ~ C 
pillan~ N también w(A) ~ C >O. Por propiedades del limite tr.al 

w(A:tD) 

•n<on«• 1o>(A ± D) S w(A) t "'(B) 
De la misma m11nera. 

w(A·ll) 

11ll~ w{1111 ± b.,) ~ nl~1!,(w(a11)+w(h .. )) 

111~~ ..i( a,, 1 + 111~1!. 1.:( b.,} 

"'(A)+w(B) 

~~w(n., ·bn} ~ nl~~(lo.l(Oo¡) •i.:{b,.)) 

111~~ w(a11} · J~m~ w(b,1} 

w(A)·w(B) 
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entonces w(A · D) $ w(A) · w(D). Con esto hcmOll demostrado que w es una pseud<>-va.luación de A .... Si w es 
valuación entonce!! en Ja última forma 

w(A · B) = w(A) ·w(B) 

Por lo lanto w(A) lambién es valuación &0bre Á..,. Unicamcnte íalta probar que w es n<>-Arquimediana sobre 
A.,, pero 11i w es n<>-Arquimediana sobre A entonces 

w(A±B) ni~"! w(an +bn) $ nl~"!(max(w(an),¡,,¡(bn)) 

$ max(nl~"! ¡,,¡(an), nli!~ ¡,,¡(bn)) 

max(w(A),w(B)) 

entonces w(A ± D) $ max(w(A),w(D)}, asr que w es tambiCn n<>-Arquimediana sobre Á..,. 

Teorema 17 Si w u valuatión, entonttl A n dr.nJo en Á.,.. 

w 

o 

Demostracióm Sea A en A... A : nl~"!(on) tal que {an} es un representante de A. TomemOI la daae 
residu/\) A'= (o) tal que m EN donde l/\succsión íundamcntal {om} = {o,o, ... ,a} tal que om =a¡ a e A para 
toda m EH es su represcnlantc. Definimos A-A1 =A- am como el W·limite. 

w 
A-a,..= nli.1!(an -am) para m EH 

tomando la definición dntcrior de w(A) 

w(A - an) = nli.~ ¡,,¡(an - am) para m EN 

como {an} es sucesión fundamental 

ni~"! w(A - om) =ni~~ w(a,. - Om) =O 

Cuando mes muy grande w(A - om) es arbitrariamente pequeño 
Por tanto A es dcn&0 sobre A..i. 

Teorema 18 Sta A un campo y w una 1·aluatión Je A, tnloncu A~ es completo. 

o 

Demo1troci61..o: Por consllucci6n, la valuación '41 C!lta dt>finidit t'n Aw· Ses A.., con11truido con la valuación 
w t"O A.... Basta. probar que A ... = A .... Sea A e l ... y {An} E A. Sabemos que ni~'! w(An - A) = o y 
"ll~ w(An - Am) =O. Para An E {A,.} existe On E A tal que 

w(An -iln} < ~ 
de esto, {An - on} es sucesión nula y por tanto sucesión fundamental. La sucesión 

{a,)= (A,)-(A, -a,) 

también es funJamcntal en i.., y en efecto porque ª" E A tiene límite 

w 
A= nf~'!{an) 

Además {A - an} y {An - on} son sucesiones nulas en A..,, su diferencia 

{A-A,) ={A-a,J-{A,-a,J 



Wnb~n es 1uce1ióo nula. Entonces lim w(A11 -A)= O. De etlo la sutrllión fundamental {A} = {A,A, .. J tiene 

eJ miaffio'"'-Umlte en L que {.4") ;,-¡:cit, 
w 

A= nl~~(A,i) 

con A e A... Pno A pertcntce nuevamente a A .. , uf que ..(.. = A.... 
o 

Obaervaci6n 7 Si A = O r w(a) = lo!, ...(.. = i, ufonttJ R u la '"mpltt~c1Jn it Q con ruptclo a \ l. Dt la 
misma muttw lo cornpltfrnórt it Q COll ru1uto e 111 r 11, CJ Q1 r Qf rr1pcch1•omtnlt. 
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Capítulo 3 

Números g-ádicos y p-ádicos 

Recordemos quc1i A es un tampoyw una valuación entonces A-w es un campo completo en rl sentido usual. En Q, 
por ejemplo, lcnemoe el valor absoluto 11, como valuación y la romplctcz de Q cou rea pecto a 11 ca R. Tomando en 
cuenta que en Q se tienen ddiuidaa las J*udo.valuacionu 11, y las valuncionc• I !,., entonces sus completacioncs 
QI Q1 y Qf' respectivamente. F.n ate capitulo probarem0111 que Q1 no ca un c1UJ1po ai g al menos tiene doa factores 
prima& di1tmt01. 

Sean A1 +A2 + A.3 + · · + A11 e Á.., y w una pseudo-valuación, dt":finiremos 

A1 +A2+A3+ .. ·= L:An 
n~I 

tomo una suma de teriea intinita, llamadaa lambien w-convcrgrntcs. . 
Definidóu 12 EAn uw-convtrgtnlt •i·{Sn} ti 1t1u1ión fund11mtnttll, donde Sn = LA.t paran= J,2,3, ... 

n?I .t=.I 

~ 19 L>-4,. u W•COJUJt'ltnle ,¡ r ad/o,¡ 

·~· 
m,~'!!ao w(A11+I + An+2 + • • + Am)::::: O 

Dcmo1tradda: Suponiendo que E An es w-convNgr.nlc entonces {Sn} a11uccsiOn fundamental 
n~I 

El regresa es inmediato puea ai 

,,e. 1uct'aión fundamental 

m,1~~00 w(An+I + An+2 + · · · + Am) =O 

m,l~'!w w(Sm -S,) ~ {S0 } 

Noteee que en Ja prueba anterior no ae UJO el hecho de que w fuCEie Arquimediana o no..Arr¡uimcdianL 

Corolario O Í: A,1 ts ...,.coni.ugenle 1i J •ólo 11 

·~· 
~~~w(Am)=O 

Dcmoatracidn: En el teorema anterior 11ea m = n + 1 
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Corolnrio 7 En Q1 V Q1 wna urie }': An ti w·converrente ai r aólo 1i 
•?• 
~~~ fAril1 '=O d ~~~ 1Anl1 =O 

~ 

Teorema 20 Sea A un anillo r w p1tudo-11al1ación no·Arvuimtdiana •i E An"' eridt r 1i E.(, u tn4 1t:rie 

00 
nal CIO ftiel 

con /01 mi1mo1 ilMnino•, ptro en di/trutt on/en, entonw E A~ w tri1lt r u ig1al a E A,.w, 
n=I ncl 

Demoltración: Sea f > O y N E Z tal que 

w(An) < f w(A~) < f para n > N 

y además de la Definición 12 1abemos que 

entonces 

"' ( f:: A,"')« 
n=N+I 

N N 1 1 

Sean S = l:.An y S' =EA:.· Si 81 = EA1 cs lBI que w(Ai) ~t. y 51 =EA: tal que w(A:) ~ f enLoncea 
ncl n•I n=I n=I 

S, = Sl y además w(S1 - .11) = O«. Por lo tanto w(S1 - .11) « r w(S -51) «. 
o 

Corolario 8 Lo1 tlrmino1 dt una 1trit convergentt tn Q1 ó Q1 •t pueden rtonltnar 1in cam&iar 1u contiergtncia. 

~ 

CoroJ11.rio O Ezide una •trie convergente l:An tn Q1 Id fllt la 1trit rta!L;/Anl1 tlivtrge. 
ni:!;I n=I 

Domo1trnddn1 Escojamos loa LCrminos con&ecutivos de las eeries 

l¡g,g-veces repelido¡ g',g2 - vecea rcprtldo¡ 1;3,g'ª - \'C(CS repetido¡ . , . 

eatoa términoa convergen a O, y así la acrie converge. Por otro lado 

E IAnl, = 1 +gNI ·g+g-z ·92+ gN:s. 93 + ... - 00 
ncl 

Deflnicidn 13 Denotaremos 101 límite1 g-tl4ico y p0 d41to como: 

, p 
lim lim 

ad la 1uma en Q1 JI Q, Je E An 1rrtl definido como 
n?I 

f::A,(g) 
n:I 

f:11,(p) 

·=• 
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Teorema 21 Sta 8 E Q1 r {bn} 1n repmtnlanfe dt la dcm ruidua/ D, entocu D fitnt una rtpn:nnfación 

B = 6.JP-1+6-¡+1g·l+1+···+60 + l¡g +!,g' + · · ·(g) 

llamala un·e u:n6nica, rloatle O 5 b, ~ g -1. 

0-lracl6tu Sea B e Q1 y { 6,} tal que 

donde l. e o,. Entone.. 
IBI, = nl.!!~lbnl, 

Si B =O entonces {6n} e11ucesi6n nulL Por L&nto es suficiente probar el resultado para B f:. O. Sabemos que 

IBI, =g1 

para alguna f E Z. Como {6n} puede reempluane por cualquier 1ubs11ccsió11 infinita sin cambiar BU Umit.e, 
en\oncet podemoa suponer que {6n} satisface 

16,11 =I para 11=1,2, ... 

lbn -6ml1 S g-H si m1n ~ N, para N = 112, ... 

Por el Teorema 8 

B = bn,-/0-I + 6.i,-/tlf-/+1 + " 0 +6n,o+ hn,19+ bn,292 + · · • + 6n,N-1UN-I +gH RnS..H 
,H 

donde loa coeficiente. 6n,-/,6n,-J+l 1 ••• 1 6n,o,6n,1 16n,N-1 son dfgit.os O, 112,. . .. g - l. En pMticular 6n,-/ '/O)' 
ademú R.n,N J Sn,N llOn enter01 que aalisfaccn 

(l!,,,H,.\;.,N) = (g,.\;,.H)= 1 

Existe una repreecntad6n similar para bm 

hm = hm,-/0-I +6m,-1+1J:r-/+t + .. ·+hm,o+bm,19+6.,.,292 + ···hm,N-19N-I + gH~S H 
m,H 

De lo anterior te 1igue que 

Sean m,n ~ N. En la expresi6n 

16m -6,11 = II: (6m,l-6o,l)9
11 $ g·H 

'=-1 ' 

NotemOI que lodos los thminoa de la forma 6.,.,, - hn,• 11t.liafac.en 

lbm,t-bn,tl1 :i;: g-1 

es decir, -(g - l) $ bm,• - 6,,, .. ~ g - 1, aal que g 1 (bm,i - bn,t) rii y aOlo si hm, .. ::: hn,t· Con1iderem0! 
l{bm,t-bn,•)U'I, para k= -/,-/ + l, ... ,N-1. Por (iii) del Corolario 1 

\(6m,1 • 60.t)g' \
1 

= g"' l(6m,t - 6o,t)l1 

23 



pero l(h.n,t -bn,t)\
1

=1, ul que J(bm,t -bn,l)glj, = g-" )" pllttlo que g-l,g-l+l, .. ,,91''-l IOtl difcrcmtes dos a 
dOI enlonte1 por las propiedades de 111 ec tiene que 

con lo que llegamos a una contradicción, a menos que ocurra 

\bm,•-6n,tl1 =O 

Por lanlO 
k=-/,-/+l,-··,N-1 

Conduycndo lencm03 que et nllmero g-ádico B IC puede escribir como 

o 
Tomando en cuenta 108 rcaultadm que 1e obluvieron con anterioridad para las 1erics can6nieu, ee fácil mmtrar 

que cata serie can6nita de A es única y además que repreeenta un número racional ai y acSlo si ea peri6dica. 

Dcflnici6n 14 Sta BE O, tal qut 1811 S 1 enrancu diremos qut D ti 1m tnltra g·ádico. 

Scilll C y D cnteroa g-ádicos, enl.oncca claramente 

i)JC+DJ,$1 ii)JC·DJ1 $1 

Se& 11 = {D E Q1 j \Dl1 S 1} , por (i) y (ii) 11 e1 un anillo conmutativo unitario, 11 el cul\l ll1U1W'Cm08 el 
anillo de loe enteros g-&d1cos. ParLicularmcnte la setie e&n6nic& de un entero g-ádico 6 p-ádico es de la forma 

. 1, + !,¡ +6,g' + .. -(g). 
Notemos que t.odo col.ero racional ca un cnt.ero g-ádico y p-ádico, a&Í que Z C 11 y Z C 1,. Supong&mos que 

JA\,= gl > 1 donde I ~ 1, 1i definimos n = gl A y s = gl cntor.cea A=~ donde claramcnl.c 
R,S E 11 (1,). En particular, Q, ea el campo de cocientes del dominio entero I,. Similarmente, 01 ae obtiene 

dividiendo adccuadamcnU: lot clcmentoa de 11 • 
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Capítulo 4 

Aritmética en Q9 

En lo que sigue aplicarcmoe en Q1 y en O, el too de 1111 serica canónicas para. cfeduar operaciones aritméllcu y 
UamuemOI dlgitOI a los númcro1 que t1lan entre O, 11 ••• 19- t. Como &e vi6 en el capitulo 1, para A E Q1 - (O} 
con IAl1 = gl IC tiene 

Si A e 11 cntoncca 
A= ao,a1a2 .• ·(g) 

donde loe ai aon dígitOI. Recordcmoa que 1i IAI, < 11 cntoncrs uno o mM de Jos primeroe dlgitos son uro. El 
aiguicnLe resultado noa garanfüa que una acric no-canónica puede transformarse en una serie canónica. 

Teorema 22 Sea A e Q1 tal 9uc 

A= U-/9-1 + u .. /+19-J+I + ··· + tJo + u1g + u2g2 + .. (g) 

clontlc 101 u¡ E z. Entonce• A 1c p1wlc reducir a la forma 

'oadc lot o1 'º" d(gilo1. 

Dem01traci601 Consideremos 

(i) 

donde lJn te escoge de tal forma que O S (Un - ll'Vn) $ g - 1. Primero escogemos el entero V-J tal que 

por (1), ª-J es un dlgit.o. Claramente tenemos 

u_1,-J + u-¡+ig-1+1 = a_1g-I + {u-1+ 1 + v_1)g-1+1• (ii) 

Én acgundo lugar dicojtmuo un enti!ro l!-/+I de tal forma que 

{u-/+ ll-J)- gtt-J+¡ =ª-/ti 

y por (ii) tenemos que ª-/+1 es un dígito y a.sí obtenemos 

{u-¡+1 + V-J)g-1+1 + U-Jt2!F/+2 = ª-/+19-/tl + (u-1+2 +v-1+1}g-l+2 

En el i-ésimo paso hem08 elegido d entero V-JH de tal forma qur 

26 



es un dígito y 

{U-Jtl + V-H(l-IJ}g-l+f + U-/+(1+1)9-/t(i+l) = Cl-f+ll-l+I +(u-/t(l+I) + V-/+l)g•/+(l+I) 

Utilizando lo anterior obtenemos 

A ª-Jl-J + "-JHl-J+I + ... +ao + a1a + a2g2 + · ··(g) 
= u_,g-1 +u-1+11-I+• + ... + uo+ u¡g +u212 + ···(g) 

Sean A, De Q, tal quo IAI, ; gl ' IAI, ~ 101,. con 

A= a_,,-1 +a-1+19-1+1 +. ··+ao + ª'' + a,g2 + .. ·(g) 

O; 6-¡g-I + 6-1+11-1+1 +·"+lo t61g +6,g' + · · ·(g) 

donde a¡, b¡ son digitm. Ddinimos la suma A+ D como 

A+ O ; (•-/ +l-1)0-I + (•-1+1 t 6-¡+1)g·/+1 + · · · 
+(•o+lo) + (•1+61)1+(•2+6ali1+ ···(g) 

Notemos que A+ U puede ser una serie ncrcánonlca, sin embargo, aplicando d Teorema 22 y definiendo 

llegamos n. la serie can6nic:a de A + B y por tanto podern~ suponer que 

A+ n = c_,g-1 + C-/+1'1-/+I + ... + Co +cu+ c,g2 + .. ·(g) 

donde los e, son dlgil06. 
El producto A· 8 lo definimos como: 

A· IJ = (a-/· b..1)1-I-• + (a-1+1 · 61+ ª-J · b-~+1)9-/-Ht + .. · t 
+(a-10 · L1 +11-1+1 · 6-ftl +a-¡ · b-•H)g-/-Hl + .. ·(g). 

Por el Teorema 22, podemoa suponer que la serie canónica de A· n ca de la forma. 

A· n =e_,,,-.,. +t-"+11-"'+1 +· .. +to+ e1g + tip2 + .. ·(o) 

o 

donde Jos e¡ son dlgitos. El elemento Rea una unidad en Q, si existe CE Q1 tal que DC = 1, C se llama el inverso 
multiplicativo den y denotamos e= n- 1 

Teorema 23 Sta DE 11 con 
8; 60,616, ... (g), 

entonces O u unidad tn Q1 1i r 1ólo s1 (60, g) = l. 

Demostración: Supongamos que a- 1 = co,c1c2 ···(g), enlences dP.be auc:tdcr 

l = B. ¡r1 = (6Jco),(boc1 +61r0)(b0 c2 +61c1 + hro) 

(6ocJ +61c2 + 62c1 + b3co)" '{g). 

Construiremos inductivamente los C1. Puealn que (60, g) = 1, entonces·existe ro e z tal que osco s f - 1 )' 

boca= 1 +gd1 

donde d1 es un entero positivo. 
Para el i·ésimo paso construimos un dfgito e, tal que 

61c0 +6¡M1c1 + · ·· +6oc1+d1 = gd,+1 

26 



donde cl,+1 e1 un enlcro positivo. Por tanto 

(boco) 1(6oc1+b1co)(boc2+61c1+62co) 
(boc3+b1c2+b2c1 +b3co)···(g) 
1,000· .. (g) 

'I uf s-1 = eo,c1r2 • •• Supongam~ ahora que Be O, tiene inverso, n- 1,cntoncca 

1,000 .. ·(9) 

e1to implica que 

Aar que existe e e Z tal que 

9.9-• 

(6oro) 1(6oc1+61c-o)(b.ic2+61c1+62co) 

(6oca+61c2+62c1+63co)···(9) 

boco:l mod(g) 

60co+g(I) = I 

Por Lanlo (lo,g) =l. 

Por dhlmo, definim08 ~ = AB-1 aiempre que B tcng" inverso. 

EJEMPLOS 
Sean.=¡, y 1 =?.e Q,. Por la Definición 1 del Capitulo 1 li'il. = 1yIHI.=1 y adema. 

~ = 4, 12102io1a2a12om (5) ~ = 2,IDO' es¡ 

en ton cea 
• +I = 6, 54302401323120433 (5) 

U&iliaando el Teorema 22 cnconlramos una expresión paran t b, para ello determinamos les u¡. 

o 

a +6=6 X 50 +6 X 51 f4 X 52 + 3 X 53 +0 X 54 f 2 X 5~ +1X5G +0 X 57 + 1X51 +3X59 +2x 51ºf 3 X 
511+4X1)12+2 X 513 +0 X 514 +4 X 511 +3 x51CI +3 X 517 

entoneea Uo = 6¡ U1 = 5¡ U2 = 4 i U3 = 3¡ U4 =O¡ U5 = 2¡ Ut = 4 i U7 =o i t111 = l i Ug = 3¡ "ªº = 2¡ uu = 
3¡ un =4¡ U¡s = 2¡ U14 =O¡ U11 = 4¡ U(t = 3¡ U¡J = 3 

Por t&nlo 

OS6-5VoS4 
11o=l ao=l 

os (5+ 1)-5,, s 4 
V¡= J O¡: J 

OS(4+1)-5'2 S 4 
IJJ = 1 02 =o 

os (3+ 1)-5'3 s 4 
V3:::0 03:::4 

OS (O +0)-5,, S 4 
V4 =O 04=1 

o '5 (2+0)-!ii1~ ~ 4 
vs =O a5 = 2 

o S (4+0)-5,, S4 
ve= O oe= 4 

OS (O+ 0)- 5,, S 4 
V7::: 0 Q7: 0 

os (1+0)-5"s4 
1111 =O as= 1 

O$ (3 +0)-Svg ~ 4 
Vg=O ag=3 

o s (2 +o) - 5,,, :5 1 
Vto = 0 a10: 2 

o s (3 +o) - 5, .. s 4 
V¡1::: 0 a11 = J 

0$(4+0)-St•u.$4 
vu =O an = 4 

OS (2+ O) - 5,,, S 1 
V13 = 0 013: 2 

0$(0+0)-51•11$'1 
1·14 =O nu =O 

os (4+0)-5•15 s 4 
l'a =O au = 4 

O S (3+ O) - 5,,. S 4 
i..1e =O a¡5 = 3 

os (3+o)-5,,, s 4 
V11=0 au=3 

o+b=J,fo-m.fü132Jmm (5) 
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Con los mismos \'1dorcs de a y 6 obtenemos que 

a-!= 2.(-3)0(-1)02101323120133 (5) 

y nuevamente utiliia11do el Tf'Orcma 22 encontramos qur: 

a-6 = 2 X 5º +(-3} X 51 +OX57 +{-1) x53 +0x 5"+2 X 55 +4 X 56 +0X51 +1X55 +3 X 511 +2 x51º+ 
3 X 511+4 X 512 +2 x513 +o X 514 +4 x515 +3 X 51'+3 X 517 

entonces los U¡ son uo = 2; u¡ = -3 ¡ u7 =O; u3 = -1; U4 =O¡ U1 = 2; ua = 4 ¡ U7 = O; us = 1 ¡ Ug = 
3¡ tt¡o = 2; UJ1=3; uu = 4¡ U13= 2; UJ.f=O; uu=4: UJti =3: U11= 3 

OS 2-51·0 S 4 
l'o=O aa=2 

O:;; (-3+0)-óvi $1 
111=-l a1=2 

O$ (O- l)-5v2 $ 4 
112 = -1 a2 = 4 

O $(-l -l)-5va $ 4 
t.'3=-1 a3=3 

0$ {0-1)-5•· $4 
V4=-l a4:4 

O$ (2-1)-5v1 $ 4 
Vs=O as=l 

O$ (4+0)-5v6 $1 
v6 =O ai; = 4 

0$(0+0)-5"7$4 
v1=0 a1=0 

o 5 (l+ 0)- 51, $ 4 
lis =0 a11 !': J 

O 5 (3 + 0) -51·, $ ·I 
1·9 =o fl¡i = 3 

O $ (2 +O} - 51 ui .5 ·1 
1110 =0 0¡() = 2 

O:;; (3 +0)-5vu $1 
VJI :::; 0 GIJ : 3 

0$(4+0)-5112$1 
vn =O au = 4 

O 5 (2+0)-5v13 S 4 
t113 =O au = 2 

0$(0+0)-5vuS4 
t'14 =O au =O 

0$ (4+0)-51" $1 
1·15 =O au = 4 

0$ (3+0)-5v,. $ 4 
V1G=O 01&=3 

O 5 (3 +O) - 5v11 S ·I 
1·11=0 a11=3 

Retomando loa valores encontrados para esto& dígitos, tenemos que el ntlmcro a - 6 en forma canónica ca 

•- 6 = 2,213moI32342o133 rsi 

Para el producto a· 6 tenemos 

a.!= 8, (18)(16)(20)(10)(10)(18)(20)( 11)(18)(18)(22)(30)(:10)(n1(20)(26)(26) (5) 

como en los ca.c;os nnteriorrs, utilizando el Trorf'm11 'l'l "lhtrncmas /.1 !'Al•" ~i(íu 

a ·b ;::- 8 X 5º + (18) X 51 + (lGJ J( 52 + {20) X 53 + (10) )( 54 +(JO) )( 5' -i ( 18) )( 56 + (20) X S' + ( M) ,l( s• + 
(18) X 5' +(IR) X 510 + (22) X 5" +(JO) X 512 + (30) X 5" + (22) X 514 + (20) X ¡ll + (26) X 5'° + (26) X 517 

entonces los u¡ son ull = 8; u1 = 18; u 2 = 16; u3 = 20; u_.= JO; u5 = lfJ; u6 = 18; to= 20; u11 = 14; u~= 
18¡ U¡():. 18; !l11=22; Un =30; U!J =30; 1111=22; U15 = 20·, 111is:. 26. u11=26 
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0$8-5Vo$4 
Vo=I .. =3 

0:S(l8+ l)-6•1s4 
11( =3 ªl =4 

os(16+3J-sv,s4 
t12=3 «1=4 

0$(20+3)-5.,$4 
1>3::=4 Q3:::3 

OS (10 +4)-5c4 $ 4 
\lt=2 ª•=4 

0S(I0+2)-5V<S4 
\lj,::2 a,=·2 

O:S(l8+2)-5v,S4 
vt=4 os=O 

o :s (20+4)-5•d 4 
v1=4 01=1 

O:S(l4+4)-5v1S4 
va=3 01=3 

0$(18t3)-Sv,S4 
v51=4 aa= l 

o:sc1s+4)-5v .. s4 
\.'10 = 4 ª'º:: 2 

os (22+4)-5•11 :S4 
t111:::::: 5 ou = l 

OS (30+5)-5vu $4 
t:12 = 7 an =O 

OS (30+ 7)-5v., S 4 
l't3=1 013 =2 

O :S (22+ 7)-5v14 :S 4 
Vt-4 =5 ou=4 

0$ (20+5)-Svu S 4 
vu =5 «u =O 

OS (26t5)-5v,. S 4 
vu;:::::: V «1~ = 1 

OS (20 i·G)-5v., S 4 
V11=6 an=2 

Nuevamai\e, con lea valores enton\radoa lcnemos 

Para eíectuar la dlvisón ¡ primero encontramos c1 inversa de 6 ut iliz1mdo el 'teorema 23. Como 6 = 1f = 
2,M (5), 6=2 x 5º+-1x51 +2x52 +2'x 53 +0 x 51 donJe aa = 2; o1 ::: 4; a2 == 2;o:i == 2¡ Ot:: O. Pueeto 
que (2,5) = 1 

6(-1) + 2(3) = 1 
d1=1 'co==3 
4(3) + 2c1 + 1 = 6d1 
d2:::::. 3 CJ::: J 
2(3) + 4(1) + 2,, + 3 = Sd, 
ds:3 c2= 1 
2(3) + 2(1) +4(1) + 2c,+ 3= 5d, 
t/4:::3 C3::;;Q 

0(3)+ 2(1)+ 2(1) + 4(0) + 2c. +3 = 5d, 
d1=3 Ct:::4 

con ato hemoe det.emUnado loa e, y por tanto 

6" 1 = 3, 1104 (5) 

Moeharem06 ahorr.que el producto 6 · 6- 1 = 1. to cfoclo: 

b. 1·1 = 6,(14)(12)(12)(12) 

uUU.andoe1Tt:orema22enconhatnoe la expreaíón 6-~ 1 en Q, y asl 6-6- 1 ::: 6x5°+14x51 +12x5t+12x53 +12x54 
tntoneet u0 =6¡ tit = H;u2= 12; UJ= 12; u4 :::: 12 

Por tanto 

O:S6-óuo:S4 
t1o=l tto= 1 

0$(14+1)-5•1 :S4 
111=3 111~0 

OS (12+3)-5v, $ 4 
u,:::. 3 02-= a 

os (12 + 3) - 5,, s 4 
11:1=3 a3 =O 

os (12+ 3)- 5,, $ 4 
q !::. 3 Q~ =:;o 

6 .6" 1 = 1,0000 (ó) 



Una vez enconlrado el in\•erso de b obtenemos que 

~ = 12,(7)(11)(6)(10)(11)(22)(10)(7)(18)(26)(30)(21)(25)(14)(26)(29)(24) (5) 

pero utilizando el Teorema 22 encontramos una expretión para ¡, 
i = }2X 5º+ 7X51 +11)(52 +6)(53+19X54+11 X51 +22 x511 +}0X57 +7X51 +18 x51 +26 X 310 + 

30 )( 511 +21X5 12 +25X513 +14 X 514 +26 X 511 +29X5lt1 +24 X 5IT 
entoncct1 uo = 12¡ u 1 = 7; u2 = 11 ¡ u3 = 6; 114 = 19¡ 111=11;1111=22¡111 = 10 ¡ 1111 = 7¡ 111 = 18; 1110 = 

26 ¡ 1111 = 30 ¡ un = 21 ¡ 1113 = 25 ¡ 1114 = 14 ¡ 1115 = 26; 11111 = 29; un= 24 

Por tanto 

o~ t2-s110-s 4 
vo =2 ao=2 

OS(7+2)-5v1 S4 
Vt = J C¡ = 4 

os (11+ 1)-5'2s1 
V2=2 02=2 

OS(6+2)-5v,S1 
v,=l a3=3 

0S(19+1)-5v4 ;5·1 
V4=4 C4::0 

0S(ll+4)-5"S4 
vt=3 as=O 

0S(22+3)-5v, S 4 
1111=6 a11=0 

os (10 +5) - 5'7 s 4 
t1r=3 a1=0 

OS(7+3)-5v,S4 
1111=2 011=0 

OS (18+2)-5v, S 4 
llt=4 01=0 

0 S (26+4)-5V¡o S 4 
vio= 6 a1a =O 

OS(Jo+G)-5.•11 S4 
t111 =7 011 = J 

OS (21 + 7)- 5v11 S 4 
t112=5 au=3 

0S(25+5)-5vuS1 
V¡3:;:: 6 dJ3:: 0 

os (14+ 6) - 5, .. s 1 
l/14=4 d14 =0 

OS (26 +4)- 5vu S 4 
1111 =6 ª"=o 

os (20 +6) - 5,., s 4 
l/¡1=7 0111 =o 

o S (24+7)-5v11S 4 
V11=6 a17: 1 

¡ = 2,423000000-0!30000! (5) 

30 



Capítulo 5 

· La descomposición de Q9 

A c.ontinuaci6n e1ludiaremos la estructura de Q1 para el caso de g ~ 2 y mostrarema1 que cslr. anillo cs la suma 
directa de campoe p-ádicos. Recordemos que 1i A ca un campo y w valuación de A enloncCB Áw e1 un campo, en 
paflicular, 1 !, y 1 I,• aon valuaciones de Q ent.oncc1 O, y Q,. son camp05. 

Seaa =P"~ con p /oo y p Jbti. Por el algoritmo de 1adiviaión t = rfo+o con OS o< \rJ. FA claro que de Jo 

antetior la\, = p·1 i la\,r = P0'1 Y 
-1 S-rlo (11 

Por otro lado o < lrl implica que 
osr-(l+a) 

u[ que 

r-1-t =r-1-'rto-o = -rlo +r-(1 +n) ~ -rlo {ií) 

Juntando (11 y (ii) obtenemos 
-t S -rto 5 r - 1 - t 

Por tanto 

aal que 
\•~ s \•\,. s r•-• 1°1, 

Se& {an) una 111ceaión nula en Q con tcapccto a 11,, cnloncrs 

O= n~aolanl, Sn!!.Tc:olanl,. :S .. !!!Ji00 p'-
1 !ar1\, =p'-

1 n!!!!'c:olanl, =O 

Por tanto 

así que {an) latnl:iiCn ca t.Uccsión nula con rl":lpedo & 1 Ir·· Cs:indo un 11.rg111nrnto 11imilar es íiitil ver que: 

i) \•\, = t <=>, = ;, , Ir; (9, •l = 1 

ii} {an) e11una1um1ión acotada con rcspeclo al IP si y fll1\u r;i {an) rti ~uresión acotada con respecto"\ lp•· 

fü} {an} a Ullll 11ucesión íundamcntal con respecto" 1 Ir !>i )' sOlo &i {a11 } t'!I sucesión íuntlamcntal con rcspcc.lo 
• \ \, .. 

Lema 5 Para lodrJ r ~ 2 Q,. = Q, •. 
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· Dcmo1tr:acldu: Puesto que Q, y O,~ aon completos entonte1ca1uficiente probar una contención. Sta 

A = E An(p")" e Q,. Ja serie canónica para A¡ aqul / ca algún entero y los coeficientes An 11.1n tales que 
n=-1 

OS An S p" - J. Para la bue p éstos coeficientes se pucdt'n escribir como 

N-1 

A.= E ª••HP' (n = -/,-/+ 1, ... ) (i) 
i=D 

donde loe nuevos coeficienle1 ª"'+' aon tales que O ~ OnrH S p - l. Por lo lanto A se pucdt' expm:ar romo el 
número p-ádico 

m 

A= E GrnP"'· 
rri=-Jr 

Para exprt'.tar un número p-ádico como p" ·!dice únicamente combinamos todos los 1érminos a,,.p"' para los 
cuales nr S m S nr + r - 1 y deapués 1e utiliza (i). 

o 
Nota: En el lenguaje de la Lopologfa de conjuntoe 1e tiene que 11, y 11,• definen topologías equivaJentee en Q. 
FAte re1u1Lado te puede generalizar: · 

Corolario 10 Q,., =O,·~. 

Domo1tracióm Sea a e Q )' 6 = PÍ1. : g' = p~: con 

l•I, = ,-• l•I,. = ,-•• 
laJ, = ,-• =Pi"'' ~ a= PÍ'1 * PÍ1 Ja1 i PÍ1 J61 

Lambi~n 

Usando el algorftmo de la divialón 
r,t = r't1z +o con OS o< r~t, entonces rít1z S r¡l, -r1t S -rit1z y 

(pj' ,-r S (p~:)r11: (p~: t''(p~: )l1(l-1) 

CP;1 >-1 s {pj':)' 1c 
donde C = {p~:)11 < 1 -•> ; g- 1 S (g')- 11 C. Entonces /al, S C/af1, donde C >O. 

Sea {an} una auceaión nula con la valuación/ I,• entonces "l.!!! lanl,• =O y 

Por tanto {an) ea auccaión nula con la wtluación 111 . 

Si (011 ) auce9Í0n fundamental con J 11• entonces "I~~ la.,. - anl,. =O y 

0 S "J~n;,lam -anl1 $C 11l~"!ilam - Onli• = 0 

Por tanto {0 11 ) ea una &uccsión fundamental con la valuación l f, 
Por último, si (a 11 ) es una sucesión acotada con JI,•, y lan/

1
• S M pua 11olguna M >O, entooua exiale M' tal 

que 

OS l•nl1 5 Cla,11• 5 C.11 = M'. 
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Pot t.anio {a..} u una 1ucesiOn acotada con 1 fr· Con lo antcrioc lcnemoe que sucesiones acotadas) nules 'J funda­
~tl COA 111• ton también eucesion~ acotadas, nulas y fundamentales t.011 111· 

Sea o e Q r ' = PÍ1 pJ• ¡g' = p~: Pi donde 

1 
1 .. tl _ .. ,. -p'"'':' ... ,~,--. _ r;1 .. ;1~ 
r-11-f - l P, _,.a-p¡ P:a ~~ 

•' Por el -.lgoritmo de la diviai6n r1l = '1ii«1 + Ot ton OS: 01 < rtt y r1t = ri12ti + a:a con O S. a2 < f'Ít. Por lo 
l&olo 

donde 

-r1l~-i1t111 y -r1l$-r:f1.t2 

Pi"'' S Pi"¡h•1 "1 J>i"•c ~ p;"~t1t1 

Pi'''pj'•' S pjr;t1•1p;'~''" 

<.1t•1>1•r' s CPia,;~rh• 11• = w~~p;~r·1 ev~':p;~>Mt-···» 

(p~'Pí1t1 S {p~': P;~t 11C 

0 = ,,,~:Pi~lh<'-••••> 
,-, ~ (11')-'•c 

!el; S Cf•f,. tal que C> O 

Su {0n} un& 1ucai6n nula con la valuadón 111•, enloDce• "'}~~ ja,.J,, =O y 

OS ni!_~ lanl1 S C ,.I!._~ !a"lr• =O 

Por ianto {es,.} e1 una tucuión nula eon Ja valur.ción 1 Ir· En general tenemos 
i) {a..,} duna auccai.da a.cota.da con 1111 si y eólo 1i {an) et1 suwi6n acotada ron 11, 
U) {a,.} auceaión fundamental con J Ir ei y 11610 el {an} es 1uccai6n funda.mental con 11,. 
Por mtdio de indu«ión veremos que este re&ullado ae puede gencr&liJM para el caso g = p~' •.. J'.' y 

; == p~: ... p:! 

Teorema 24 Seca g :=: PL' ... p~· J g' = p~t.,. p~~ tntonct• Q, = Q1 •• 

Demoatract6n: Sta o e Q, entoneea 

do forma an&loga: 

donde 
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Por el algoritmo de la división 

r,t:::r~:,f,+Q, ton osa,<r,t 
entonces -rlt ~ -r1C1z1 ¡ ... : -r,t:::; -r~f¡:, 

Pi'1' ~ pj't'''' · • · p;'•' S p;"!'1
'' 

pj'•' .. , p;"•' S Pl''h11. •. p;'!'•'• 

CPí' ..• p:·r' s (p~i ... p~r-····•¡-·•· = (p~; ... ,,~:r'•c,;': ... ,,~>"<1 -1 '1,·-··> 

donde 

Por tanlo 

Concluyendo: 

(p~• ••. p~'t' S (pj'1 . .. p~:)'"'hC 

e: (p~~,, •P~:)fa()•IJlt·••lt) 
,-• s ,-"e 

l•I, :S C!•I,. donde e> o 

i) (a.i) e& una 1uct1i6n ª'ole.da ton 11,• ai y sólo 1i {ori} es succaión a.cotad,.. con 11, 
il} {a"} a1 una sute1i6n nula con 1111 si y láto aí {11,.} C11 auceaiOn nula con 11,, 
iii) {a,.} es una euccsián fundamental too 11,• 1i y 1610 si {an.} ea sucesión íundamcnte.1 can 111 

as( que 111 y 11,• definen la misma complcladón de Q, ea decir, 01 = Q1 •. 

Corolario 11 Su o E Q V g =Pi ... p, ; g• = Pt ... P•-l• (ftfcmct'I las cornpldacionu Q1 r Q,. 1on Jilfintu. 

Dt~mottraci6n: Da.sta dr.r {on} aucesión nula en Q1 que no sea. 11utesi6n nula. tn Q1 •• Sea. {g"'" 1 n E H} 
a u cesión nula con ! Ir•, entonces 

.. ·ª , .• , -{")'- 1 o 
9 = g ¡ g ,. - g - {g")" 11-::i 

{gº"} 8Uttfión nula con 1 Is·· Peto no tto &ucesiOn null\ con la valuación 111 p&ra ello expresamos a 9° en 
términoe de g 

l" :::gªi 
(g•r = P~ · ·P~-1 = (p7 · ··P~-1)(P1 · · ·P1-1P1)º::: gºi 

jg""~1 =1 para toda n E ll 

y no ea sucesión nula con 111 . Por tanto lM complHaciont"S O',)' Q1• son distintll.'I. 
o 

Sea {a .. } e e tUtC'Sión funda111en1al con : Is· ('fllOtLCl?S para m, n >o 

n.,, -a,.= g'~ !::! V;~ para i = 1,2, .. 

de esta lgui\ldfld t.e sigue que {an) et. sucesión fundamental con l J1. 
Por otro lado si (011 } f's sucesión íundamcnlal con I \,., donJr i = 1,2,, , l'nlonct'9 parit. rn, n )>O. 
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.... -•·=PI~ Pd•1 p¡ J6¡ (i = 1,2, ... ) y j > 1 

lam - Gnl1, = pjJ' = :Jr. - O (iii) 
P; 

Pero 
Gm-Gn=(p1PJ ... p,)ªi=p,(p¡ .. pt ... p,)¡ 

y la igualdad (iii) implica que o> O. Por tanto {a11 } es sucesión íunda111cntal con J 11• Sra A1 = 1f~ ª"entonces 

ltcmOI probado que existe A= ,.I~~ ª" si y .Olo 1i exi•le A= 111[~00 a,1 para (i = 1, 2,., .). n .... w 

Doftaldda 15 Si A =< Ai. A2 .... , A, > tnloncu A1 st llama la i-éJirna componente dt A JonJt el nilmtro Jt 
compo11t11tt1 A, u d mi1mo 911e d dt g. 

Probemot ahora que la IUC'9ión {A.1 1 A.2 1 ••• A,} no dcpendc de la nucr.sión que se trnga en cnd11 entrada, 11ino 
que depende de la fadoriiación de g. -

Lema G L11 tompo1u:nlu A1 Je A no 4tptnicn de la 1ucui611 {a"}. 

Dcmo1tracidn: Sea {a~} 1ueeaión fundamental dittinta o {011 } )' 

A= u6rn a' ,. .... oo n 

entonu. {an - a~) ea aueesión nula. Paran> O ª" - a~= iiq' -,rlq donde g Jpq' - ,Jq y (g,qw') = 1. Eat.o 

implica P9' - F9 = gQh = prpr ..• p~h cnt~ncca {an - a~) ti1 t.
9
Jccsión nula con 11, ,1 Ir 1 ••• ,! f, 'J uf las 

1ucesione1 {an} 'J {a~} tienen los mismos p1·11mite9. ' 
1 

' 

Si A E Q1 ae define como la &urna de una i;erie infinita 

)u componcnte11 A, de A son las serics 

A¡= f;o,(p;) (i= 1,2, ... ). 
, .. 

Supongamc:a que el nUmero g-ádico A 11e dá por su acric canónica 

A= E a,g'(g). 
11.:::.-J 

Pan encontru el componente A, Je A escribimoe g = g• p1 y tenemos 

A,= L «n9""r~(111 ) 
'•-/ 

o 

que no es la serie p,-ádica de 1\¡. Usando el Teorema 21 dclermina.mos dicha &erie. Oc las rcglu gcncralc.s para 
suma, diferencia 'J producto de limites g-8.dicos y p-ádicos sr sigu~ que si trncmos DE Q1 con c.omponentea 

IJ¡,81 •.. ,11, 
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entonces 
A+B =< A1 +B11 A2+ B;a, ... ,A, +B, > 
A- O:::< A1 -B1 1 A2- 82, . .. ,A, -B, > 

AlJ =< :l1D1.AaB2 ..... :1,8, > 
Parn cscojer la! componentes A; de A de una mant'ra ar~itraria en los carnpos respcclh·o11 O,, para i = J,2, ... 
conslruiremos pnra cada 11ubíndice i un número g·ádico l:."' que tiene J en la i-étima componente y O rn lo demás. 
1111.gamos 

(i= 1,2, ... ) 

. .. 
e;.::: (P? ~qf) (i = 1, ... ,a ; n = I, 2, ... ) 

entonc<'s 
1-t'=-r:_:_ 

ll (p~ + q;ll 

Observación 8 Como foJ pmnoJ ¡i1,pl • .• ,p. so11 dutinto.f 

r adcmds 
(g,p~+q~)=I 

Lema 7 Para i,.\ = l, ... 11 la .succ1ión {e~} t• riula para i #A. 

Dom011trncl6n: Si i # A 

Sli=A 

!t~l, 1 =p1 = J 

entonces tenemoa que I061 límitt1 PJ..·ádicos existen y son 

PA { 1 si i::: .\ 
n~~e~=~•.l. = O sii#.\ 

también los limites g-ádicos existen y eslan dados por 
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donde E1 tiene como componente! 

m&a aún 

E'E' =O 1il=A 
ail¡U 

E1 +E2 + ... E'=< 1, 1, ... ,1>=1 

Teorema 25 Sea A1 .n número p¡·tlJico con i = 1,2,. .. 11 cnfoncca trille 11n t!nico A E Q1 tol91e 

A=< A1 1 A2 1 ••• ,A, >. 

o 

Demoatracl&n: Para cada &ublndice i = 11 21 ., • 11 denotemos por {a~} C Q una suceaión fundamental p¡-ádica. 
tal que 

A¡= nlf~a~ 
P11a i f:. .\ laauccaión {a~) puede 110 tener limite PA·ádico y no cslat acotada por 11,~· Recordemos que la 11uccsión 
{e~) satisface 

1f'I , { 1 si i=>. 
n~<»en = O 1ii#->. 

eacojamoa una aubsuccaión {e!,..} de la 1uceaión {e~} tal que 

entonces claramente 
P> 1 . {A lim a.ne' = 1 

n-oo m. O 

si i=>. 
siif.,\ 

si i= ,\ 
siif.>. 

Puesto que {o~) es suceaión fundamental entonces pot el 'J'corcmll. 19 

ntf"Jo o~e!n,. =< 0,01 .. • ,A¡. .. . ,O> . 
Sea A = {011} definida por E o~e~. (i=l,2 ... )1 entonces ... 

Ahor11. 1ea A' E Q1 tal que 

en ton cea 

L<O, ... ,A;, ... ,0> 
i=I 
< A1.A,, ... ,A, > 

A - A' =< A1 - A'¡, A2 - A~, ... , A, - A~ >=< O, ... , O > 
lo que quiere decir que A - A' esta representado por una sucesión nula en cada ~nlrada, t'8 decir, A - A'= O en 
Q1• Por tanto A =A' 

o 
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Corolario 12 
o, ::::Q,1 eQ,,e···eO,, 

COME~TAIUO.- Sir~ 2 entonce• C, tiene dh·isorcs de cero diferentes de cero, ll 1llbcr1 tean a y be Q'6 donde 

a= 2, 10101 (6) b = 3, 12022 (6) 

cfccluArcrnos el proJudo doudc mostraterno! que si a,6 #O a· b =O 

a· b = 6,5555(11) (6) 

como se hizó antf'riormentc utiliiarcmO!I el Teorema 22 para la cxpre1ión de a· b. 
Sea 6 x Gº + 5 x 61 +5x62 +5 x 6~ + 5 x 64 + (11) x 65 

enloncCli IO!I u¡ aon uo= 6; u¡ =5; u2 =5; UJ = 5; U4 = 5; ti&= 11 

osc-6••S5 
vo= l a0 =O 

OS (5+ l)-6r1 S5 
t·¡: l O¡:= 0 

OS (5+ l)-6r, S 5 
t·2 = l 02 ==o 

0S(5+1)-6t>Só 
t3= 1 a3=0 

os (5+ l)-6r1S5 
\14= 1 04=0 

OS(ll+l)-6t·1Só 
\15:::2 05=0 

Thmartmos ahom los valores cncontradOfl pata c~tos dígitos, el númc10 a ·ben forma can6nica queda 

a · b =O, 00000 (6) 

Por lo anLerior Q1 no puede &cr campo si r ~ 2 
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