00T o
gt

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMAL"'-:‘}f.'._ﬁ

DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO

AGRUPACIONES EN GRAFICAS DIFUSAS

T EBE § 1 S
QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE
MAESTRO EN CIENCIAS

(MATEMATICAS)

P R E S E N T A

JUAN JOSE MONTELLANO BALLESTEROS

DIRECTOR DE TESIS: DR. JOSE RUIZ SHULCLOPER.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



A mis padres, hermancs. y 'amigps'. .



Quiero expresar mi agradecimiento al Dr. José Ruiz Shulcloper
("*shul") por toda la ayuda, apoyo y asesoramiento recibido en la
realizacién de este trabajo. A Manuel, Nancy y al Grupo de
Reconocimiento de Patrones del ICIMAF de Cuba por su gran apoyo y
colaboracién. Adem&s quiero agradecerles a Luis y Ménica toda la
confianza y paciencia que me brindaron. ¥ a todos aguellos que de
una manera u otra hicieron que este trabajo fuera posible, muchas
gracias.



INDICE

Introduccidén

Ccapitulo I X
Teorfa de Subconjuntos Difusos

Capitulo II
Reconocimiento de Patrones

Capitulo III
Un nuevo modelo de algoritmos
para el anflisis de cGmulos difusos

Conclusién
Referencias

Bibliografia

13

30

55

58

60



Introduccidn

con la incorporacién de la Teoria de los Subconjuntos Difusos
para la solucién matemdtica de problemas de Reconocimiento de
Patrones en 1966 por Bellman, Kalaba y Zadeh (4], se di6 inicio a
un gran desarrollo de algoritmos de andlisis de cGmulos difuseos,
siendo claves en este desarrollo el concepto de c-particidn
difusa definido por E. Ruspini en 1969 [20] y la elaboracién del
modelo de algoritmos Fuzzy c-means realizada por J. C. Bezdek en
1973 [5]. Es a partir de estas ideas, y sobre todo de este
modelo, que se han dirigido la mayor parte de 1los esfuerzos
subsecuentes en la bGsqueda de soluciones a los problemas
matemdticos de andlisis de clmulos difusos. Sin embargo, 1los
algoritmos desarrollados hasta el momento no han superado ciertas
restricciones ya presentes en los primeros algoritmos tales como:
la predefinicién del nimero de clmulos; la necesidad de describir
a los objetos en términos cuantitativos; y que la funcién ge
semejanza entre objetos sea una norma. Este tlpo de restricciones
impide la aplicacién cabal de estos algoritmos en diferentes
problemas de andlisis de clmulos referentes a disciplinas tales
como la Biologia, Medicina, Sociologia y Geociencias entre otras,
donde es comGn encontrar condiciones como las siguientes: no
tener ningdn indicio de cuintos agrupamientos o clmulos son; las
descripciones de los objetos no estdn definidas exclusivamente en
términos cuantitatives; y 1la funcién de semejanza no cumple
necesariamente ningGn tipo de propiedad m&s que el hecho de que
los valores que toma sean todos comparables entre sf a partir de
cierto orden.

En el presente trabajo proponemos un nuevo modelo de
algoritmos de andlisis de ctimulos difusos, basado en la Teorfa de
los Subconjuntos Difusos. Este modelo tiene como principal
objetivo el ser una herramienta Gtil para aquellos problemas de
andlisis de clmulos en los cuales estan presentes las condiciones
antes mencionadas.



Con el objetivo de sustentar y exponer lo mas claramente

posible la definicién de este modelo, el trabajo se presenta de
la siguiente manera:
En el primer capitulo exponemos los conceptos de la Teoria de
Subconjuntos Difusos necesarios para la creacién del modelo. En
el capitulo dos damos una breve semblanza del problema general de
Reconocimiento de Patrones desde la perspectiva de las
condiciones antes mencionadas, y ahondamos en el tema de andlisis
de cfimulos, donde presentamos el modelo de algoritmos Fuzzy
c-means y las limitaciones del mismo con respecto a este tipo de
problemas. A su vez hacemos un breve repaso de los criterios de
agrupacién a partir de las cuales se nutrié el nuevo modelo. En
el capitulo tres definimos el nuevo modelo y algunas de sus
propiedades. Por filtimo presentamos las conclusiones obtenidas a
partir de este trabajo.
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CAPITULO I

;- TEORIA DE SUBCONJUNTOS DIFUSOS

Subcon juntos ‘Ditv‘usoé

Las = primeras ,"vpu‘liiicaciones sobre la Teoria de Subconjuntos
Difusoé; realizadas por Zadeh [24] y Goguen. {12,13], muestran la
intencién de los autores de crear una herramienta para modelar
situaciones y fendmenos reales que, dade su comportamiento o
coinplejidad, es imposible describirlos en forma precisa, donde la
falta de precisién se refiere a la ausencia de una definicién o
criterio claro que permita asignar el valor de un parametro y no
al desconocimiento o al comportamiento aleatorio del valor mismo.
En otras palabras, se trata de formalizar nociones que en si
nismas no es posible definirlas de forma precisa (como. las
nociones de “cercania", "gran altura", “belleza", etcétera). En
palabras de Zadeh '

Principio de Incertidumbre

La complejidad de un sistema aumenta, asi como nuestra habilidad
para establecer su comportamiento de modo significativo 'y preciso
disminuye; hasta que se llega a un umbral, mis alld del cual, la
precisién y el significado o relacibn, se convierten en
caracteristicas casi mutuamente exclusivas.

Es en este sentido que se explota la idea de multivaluar 1la
pertenencia de un conjunto a otro, considerande entonces que el
rango de la funcién caracteristica de un conjunto no es un
conjunto de dos elementos necesariamente sino gue puede tener mas
elementos. En primera instancia el rango de la funcién de
pertenencia se definié como el intervalo [0,1], para después
generalizar esta idea a cualquier conjunto. En el presente
trabajo primero expondremos los conceptos de la Teoria de
Subconjuntos Difusos para los cuales el rango de las funciones



caracteristicas es el intervalo (0, 1J y luego los generalizaremos
para los tipos de rango concernientes a: esta tesis. .

l24)

Definicién 1.1. Sea . Z un conJunto de: zpuntos (objetos) Un
subconjunto difuso A de I ests aracterizado por un conjunto de
pares ordenados 5 -

= {(x, vi(x)) /v :éfe 2 7

donde vz: £ - [0,1). U; es denomin_ada ‘:,t'uncién‘de pertenencia y
para cada x € £ diremos que: x: pertenece’ con grado vjz(x) al
conjunto A. El rango de la funcién de pertenencia serd denominado

el espacio de pertenencia. De aqui en adelante 2 serd considerado
como nuestro universo. -

Funciones de pertenencia
bada 1la definicién anterior, vemos que cualquier funcién
v : E-(0,1] caracteriza o define un subconjunto difuso en E,
‘sin embargo, es comin que en el campo de las aplicaciones 1la
funcién de pertenencia (el conjunto) pretenda representar una
propiedad. cuando esta propiedad estd referida a un concepto gue
no se define en forma precisa, se hace imposible que exista una
Gnica funcién de pertenencia que lo represente. Asi pues, la
pregunta (qué conjunto difuso representa cierta propiedad? en
general carece de sentido. El objetivo entonces es encontrar
algfin subconjunto difuso que represente la propiedad
adecuadamente en los términos de un problema en particular,
aunque este subconjunto difuso tampoco sea (Gnico en ese sentido.
Veamos algunos ejemplos al respecto. Estos .representan la
propiedad "nimeros reales cercanos a 10".

= {(x,vi(x)) / [Vi(x) = 1/(1+(x~10))] a % € R}
{(x,uz(x)) / [Vi(x) = (L+6)/(2+e+(x~20))] A x,c € R}
{{x,uz(x)) / [ug(x) = 10 + &™) A k,x € R}

oo
i

[}
W



Operaciones entre subconjuntos difusos. ’

Para la Teoria de Subconjuntos Difusos se han definido diversos
tipos de operadores de unién, interseccién y complementacién que
responden en general a las caracteristicas de un problema
concreto. Cada familia de estos operadores definen diferentes
Teorfas de Subconjuntos Difusos. A continuacién presentamos un
conjunto de operadores, gque serd la usada en el presente trabajo,
que fue propuesta por 2adeh (24], la cual define la Teoria de
subconjuntos Difusos denotada como (B(E), U, A, ¢) donde B(Z) es
el conjunto de todos los subconjuntos difusos de Z.

Definicién 1.2. Dados dos conjuntos difusos A y B de E, se
definen las funciones de pertenencia de los conjuntos A OB y
AAB respectivamente como
VxeZE uiSslx) = max{vz(x), vs(x)}
Z uzds(x) = min{uz(x), vs(x)} -

La justificacién de esta eleccién fue dada por Bellman y
Giertz [3] desde un punto de vista légico, interpretando la
interseccién como un "y" l6gico y la unién como un "o légico y
al subconjunto difuso A como la proposicién "x es elemento de A"
cuyo valor de verdad no es necesariamente 0 6 1. Asi, dadas dos
proposiciones "“I" y "S" cuyos valores de verdad estdn definidos
por las funciones v;,UstZ - [0,1]; el valor de verdad de "T y S"
(urys) ¥ "T o S" (ups) son interpretados como la funcién de
pertenencia de la interseccitn y la unién de estos subconjuntos
difusos. A su vez, demuestran que si los operadores de unién (f)
e interseccién (g) cumplen las siquientes propiedades, entonces
estos deben ser max y min.

i} E1 valor de pertenencia de un elemento a la unién o
interseccidn de conjuntos debe estar en funcién tnicamente de los
valores de pertenencia de ese elemento a los conjuntos, es decir



Vv ReE usa(x) = £(uz(x), (X))

vxeZ vigs(x) = qtv;(x),‘ vé(X))

o

ii) £ y g han de ser operadcres conmutativos, asodiativos y
mutuamente distributivos. ) [T ’

iii) £ y g deben:ser operadores continuos y no- decrecientes con
respecto a. sus argumentos. Es decir, 1ntuitivamente un pequefio
cambioc en vz(x) o en ‘vug(x) no - puede inducir un gran cambio en
UzSs (%) o en vzig(x). similamente, si uz(x) o vg(x) aumentan,
los valores de vz§5(X) ¥ Uiis(X) no pueden decrecer.

iv) si u;(x,)= ug()é,j u;(xz)= vg (%) entonces debemos tener
que vrds (%) >Urds %) ¥ Vids (%) > vids (%)

La complementacién definida por Zadeh [24) es la siguiente

Definicién 1.3, Dado un subconﬂunto difuso A de E, la funcién de
pertenencia del complemento de A, denotado como GA, se define
como

¥ xeZ ugiz(x) = 1-vz(x) »

Con respecto a la complementacién de un subconjunto difuso
no existe una justificacién tan natural como en el caso anterjor
que nos defina un s6lo operador, sin embargo, presentamos un
conjunto de condiciones que debe cumplir este operador (h)
propuestas también por Bellman y Giertz [3].

i) v,z (x) depende tnicamente de vj;(x), es decir Yoz (x)=h(ug(x))



ii) h(o)=1. h(1)=0.

iii) h es;r;';éinfjv.i":‘\:xafyy.tméﬂdtbna estrictamente decreciente.
iv) h(h(,%?k#)i)go{ (x)

Otras det‘z‘.niciones S

Pefinicién 1.4..A los’ subconjuntos cuya imagen de su funcién de
pertenencia esté en el {0 :L} 105 denominaremos conjuntos duros, g

Definicién 1.5. bado A
conjunto duro o

n subconjunto difuso de Z y a« € {0,1], el

A

= {sz Jvi(x) =a}
es denominado el o-corte de A. . . . -
pefinicién 1.6. Dado A un subconjunto difuso de £y « & [0,1], el

conjunto duro
Rye = (x€E [ vz(0) > a'}

es denominado el a-corte fuerte de A. =
17

Definicién 1.7, S8i dado un a-corte ﬂa existe B>a tal que
Ag ¢ Ay entonces diremos que Ay, es un a-corte no maximo. -

Definicién 1.8.'** Dados A, B subconjuntos difusos en I, diremos

que A es subconjunto de B, denotado como A £ B, si y s6lo si
¥xeZ ug(x) s ug(x) ™

9.2 pagos A, B subconjuntos difusos en E, diremos

Definicién 1.

que A y B son iguales, denotado como A = B, si y s6lo si
YxeZ vg(x) =vg(x) =



Relacfones difusas :
Definicién 1.10.'%

:Sean T, W con)untos duros, :entonces: el

subconjunto difuso : \Il definido como i

-y Q-dos relaciohes difusas éobre T.Q ¥y
¥ x2Z respectivamente. La composicién max—min de RoQ es el
conjunto difuso definido como " :
ReQ = {((x z)r Unaq(x 2)

R es reflexiva si v xe &’
R es simétrica si Vv X,y ¢ E )
R es max-min transitiva si y:sélo siiRe n

pefinicién 1.13." R es una: relacién d:.fusa de similaridad si

es reflexiva, simétrica y max-min transitiva. . ™

Proposicién 1.1." pada R una relaciénde similaridad sobre Z,

entonces para cualquier « € (0,1], el .a-corte de R definira una
relacién de equivalencia R sobre :. - L

Demostracidn, e

1) Por reflexividad de R, V x ¢ Z; uﬁ(x x) =.1, por lo que

Y ae (0,1], R es reflexiva,
11) Por simetria de R, V X,y € ED

es transitiva.



particiones- '
: Deﬂnicidn"'.

c'ez tal que

A

{le"’lxn} y

i6n ‘de-'conjuntos duros cumple
Al'cohjuhto de las c-particiones

Notemos que"'ct'x'a'l
las propiedades 1), 41
difusas de E lo’ denctaremo como ‘M., ¥ las representaremos como
matrices reales de di

Definicidn 1.15. "7»’, - de  subconjuntes difusos

A= {A;, Ay ..., B} deluniconjunto T que para algGn 8 e [0,1]
cumple: - D N
1) v xeZ 3l A e A [UR(X) 2 8]
11) ¥V A e A3 x€ 5 [z, () 28]

sers denominada iina B-particién difusa de E. -

Definicién 1.16.07 Una familia de subconjuntos difusos
A={&, A, ..., A} de un conjunto = que para algln B8 € [0,1]
cumple:

iy vxeE3h ea [uf(x) 28]

i) VA ea3xeE [ug,(x) 28]

serd denominada un g-cubrimiento difuso de Z=. -

Generalizacidn del concepto de subconjunto difuso.

Sean Z y L conjuntos duros.



Definicién -1.17.%% ‘yp L-subconjunto ~difuse A de E est4
caracterizado por un conjunto de pares' ordenados
A={(x,u5(x)} / % € B}

-

donde vz:Z » L. L es denominado el espacio de pertenencia. -

En el caso en que L tenga asociada una estructura, como la
de reticula o de grupo, esta se heredari a P(Z).

En lo subsecuente, cuando hablemos de subconjuntos difusos
nos estaremos refiriendo a L-subconjuntos difusos para los cuales
L tiene como estructura asociada un orden total con un elemento
méximo (1) y un minimo (0).

A partir de esto podemos extender las definiciones dadas
hasta ahora excepto la de complementacién que involucra una
estructura mis compleja gque el orden y la comparabilidad, por lo
que respecto a ésta tan s6lo consideraremos que

i) ¥xeZ uw;(x) = Uz (x)
ii) vz{x) =1 si y sb6lo si y.3(x) = 0.

Légica Multivalente Asociada a la Teoria de Subconjuntos Difusos
(R(2), Y, A, Q).

Dada una proposicién P, denctaremocs como U(P). &L al valor de
verdad de la misma. Asi tenemos que si P y Q son proposiciones,
entonces

i) u(P v Q)= max{v({P), v(Q)}

1i) v(P A Q)= min{u(P), v(Q)}

1ii) v{a-P) = u(P)

iv) u(P) =1 si y s6lo si u(-P) = 0. ‘
v) u(V'x e A P(xX)) = min{u({B(x))} con x e A EL

1 En el - brelente; _trabajo.: c‘omld:’:ramo-_ C.que: 2 es un conjunto finl-
to, por 1o que se asegura’la existencla dé U(V x P(x)). C



En el caso en que L- [o 1] entonces tendremos adema que
vi) u(aP)— 1—u(P)

Baj§ és"'t'a perspectiva;i dadauna propiedat‘i:'P‘»ppydemos'definir

donde 1a pertenencia al: subconjunto A~ sera interpretada como el
"cumplimiento de la: propiedad N por parte de X g2,

Definicién 1.18. Dada Q una proposicién tal que
v(Q) =1vu(Q)=

diremos que Q es una proposicidn dura. - -

Proposicién 1.2, Sea P una propiedad, A un conjunto tal gque
A={x/u(P(x))=u'} Yy ax0. Si A es el a~corte no miximo del
subcenjunto difuse A ={(x,u(P(x))) / x € Z}, entonces existe
x € E tal que la proposicién P(x) es una proposicién no dura. -

"Mayor o igual que" difuso
Presentamos agui una familia de subconjuntos difusos que seré
basico para el desarrollo del presente trabajo.

El concepto "mayor que" es una relacién que, dado un orden
en un conjunto, un elemento cumple o no con respecto a otro. Sin
embargo, cuandeo en la practica el tamafio, dimensién o diferencia
entre los elementos es informacién gque se gquiere gque esté
presente, entonces intuitivamente, diferentes elementos del
conjunto se pueden considerar mds "mayores que" gue otros o méas
“menores que" que otros con respecto a un elemento dado, en el
mismo sentido que existen elementos m&s cercanos que otros a un
elemento dado. Por ejemplo, es verdad que 11210 y 100z10, sin
embarge, podemos pensar que 100 es m4s "mayor que" 10 gue lo que
puede ser el 11. Tratando de reflejar estas ideas damos la



siguiente

Definicidn T 19 i Sea : F un subconjunto d:.fuso sobre L definido

como

F—((B,UF(B)) con: gl LY

si exiéﬁé '« € L tal qué, dados S, S'e
1) Si &=a>p entonces up(8) > vg(B)
11) si 3>Bza & o>8>B entonces ug(8) = u;(ﬁ)_

entonces diremos que F pertenece a la clase de subconjuntos Mayor
o igual que « difuso, denotada como D(za). -

Para mayor claridad, si F e D(za), entonces para cada g8 € L
denotaremos a ug(B) como uf(Bza).

A la luz de esto Gltimo damos la siguiente definicién, 1la
cual nos relaciona a cada conjuntoe dure con una familia de
subconjuntos difusos a los cuales denominaremos sus
seudodifusiones.
Definicién 1.20."7 sea F e D(xa) y sea A un subconjunto difuso
de Z definido con base en una propiedad P de la manera siguiente:

A={(x, v(P(0)) / x € E}

donde para cada x € £, U(P(X)) € L es el valor de verdad de la
proposicién "x cumple la propiedad P". Sea C el conjunto duro
definido como un a-corte de A, es decir

C=fg={x/ v(P(X)) = «elL}

Al subconjunto L-difuso D(C) definido como
B(e)={(x, vg(v(P(x))2a)) / x & =}

lo denominaremos una seudodifusién de C. ' -

10



Notemos que si para cada B elL, . il,-(B?qt) = R entonces
D(c) =R, por lo que A es también una. seudoﬂifusién de c. ILa
furicién de pertenencia que define a’ E(C)' 'eskl 1 epi;esentaci&n del
concepto "que tanto pertenece x a ‘C,’ ,para. definido
sobre una medida de "que tan mayor es u(P(x)) con especto a- a"

Proposicién 1.3. Sea C un u—corte -d into::d f'usvc_a..ui’." :
Dada cualquier seudodifusién’ B : ¢ cb!\’- algﬁn
F e D(=a) tenemos que e RN
a) vy, XetE :
si Ug(x) = U(P(X)) > U(P(Y))

Vg (%) = Vg (U(P(x))z a) ziy

Demostracién,
a) Por definicién de D(=a ;
b) si x'e C.entonces UA(x)au por 10 ‘ue -
Vg (%)= Vg (uz(x)z a): B -
Si x ¢ C entonces vg(x)<a por lo'que‘

Vg (X)=vg (Vz (X)= @)< B ™

Es decir, de a) vemos que una seudodifusién D(C) es un mapa gdel
orden, no necesariamente estricto, de la funcién de pertenencia
del subconjunto difuso R, y por ende, del cumplimiento de 1la
propiedad P por parte de los elementos de Z.

En el caso en que para toda X € Z,” P(X) sea una proposicién
dura tendremos que

¥V X,¥ € C Vg (X) = Uy (V)

V X,¥ ¢ C Upey (X) = Uiy (Y)

Vyxe&Z

sixeCAyeC = Ug(x) > Use (¥)

11



pefinicién 1.21.""" Ssea A= {A,, A, ..., A} una particién (o

cubrimiento) de subconjuntos duros de =, donde cada A; es el
a-corte del subconjunto difuso 11,. Sea F e D(2x). Entonces a la
familia de subeonjuntos difuses B = {B,, B,, ..., B;} tal que
cada El es la seudodifusién segGn F de A;, ser& denominada una
seudodifusién de la particién (cubrimiento) A. ™

Proposicién 1.4. Sea A= {Ay, Az, ..., A;} una particién (o
cubrimiento) de subconjuntos duros de E donde cada A, es el
a-corte del subconjunto difuso A,. Sea B = {B,, By, ..., B} una
seudodifusién de la particién (cubrimiento) A, definida a partir
de cierta FeD(2a). Sea vp{a=a) = 8. Entonces B es una
g-particién (cubrimiento) difusa de E.

Demostracién.

Por definicién, cada B, es una seudodifusién de cada A, definida
a partir de F, que por la proposicién 1.3 b) implica que para

cada X € £ y para cada A, € A tenemos
X € A & uE‘(x) =g

S1 A es una particién de = entonces
1) VxeZ 3l Ajed [xeh) e ¥ xeZ 3 B eB [ug,(x) = 8]
11) v A, eA3I xeZ [xeA,]mVﬁ,eBBxsE[uEl(x)EB]

Por tanto B es una B-particién difusa de Z.-

La demostracién en el caso de que A sea un cubrimiento es
andloga. -

12



CAPITULO II

RECONOCIMIENTO DE PATRONES

Introduccidn

El problema de Reconocimiento de Patrones se puede ubicar, en
principio, como:un intento de automatizar, formalizar o modelar
una actividad caracteristica del ser humano que es, justamente,
la de poder reconocer la existencia de patrones de algln tipo en
un conjunto de objetos pertenecientes a una misma categoria.

Es decir, dado ‘un conjunto de  objetos gque pueden ser
descritos a:partir-de un mismo conjunto de rasgos, el ser humano
‘tiene la capacidad de encontrar, a partir de alglin criterio,
estructuras en el conjunto gque responden al comportamiento
particular o global de las semejanzas entre los objetos
(simetrias, distancias, tendencias, aglomeraciones, coinciden-
cias, etcétera), reveladas estas semejanzas a partir de los
rasgos que los describen, y asi: crear en el conjunto diferentes
subcategorias (agrupaciones de objetos) definidas con base en las
estructuras; o bien generalizar una divisién en subcategorias ya
presente en el conjunto de objetos a toda la categorfa a la que
pertenecen; o bien discriminar entre los diferentes rasgos que
describen a los objetos encontrando un subconjunto de estos que
caracterizan el comportamiento de los objetos entre si.

Asf! pues, el problema de reconocimiento matemdtico de
patrones se puede plantear, de manera muy general, de la forma
siguiente: dado un conjunto de objetos del mundo real que son
comparables todos entre si a partir de ciertos rasgos, modelar
matermdticamente objetos, rasgos, espacios donde estan ubicados
estos objetos, semejanzas y criterios, y buscar a partir del
modelo estructuras subyacentes en el conjunto real de objetos y
asi definir agrupaciones de los mismos (andlisis de cfimulos), o
seleccionar los rasgos que caracterizan el comportamiento de las
semejanzas entre los objetos (seleccién de rasgos) o bien
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generalizar una divisién dada de” antemano a’ todo el espacio al
que pertenecen los objetos (problemas con»aprendizaje) )
Con la :anorporac:|.6n de 1a Teoria ‘de Subconj\mtos leusos en

la aplicacién a problemas ‘de ;:reconociml.ento‘ de’: patrones (41,
fundamentada ésta sobre todo : partlr' del Principm de
Incompatibilidad, se -abrié la’ posibili ‘vd de’ser ‘mas certero en
la modelacién de la actividad humana - que genera ‘las semejanzas
entre objetos, los criterios con que ‘los‘agrupa, y en la forma de
agrupar a los objetos reales, permitiendo que la etiquetacidén que
se hace de las descripciones de objetos en subcategorias se

vuelva, en muchos casos, mis real.
Ahora veamos de manera general los pasos del problema de
reconocimiento matemitico de patrones:

1, Modelacidn del Espacio de Representacidm % (2, T)
Dados un conjunto de N objetos del mundo real y un conjunto
finito M de rasgos que describe a esos objetos, hemos de definir:

i) Valores Admisibles de los Rasgos. : .
Para el i-ésimo rasgo, el conjunto <M;,R> el cual sex:a un
conjunto totalmente ordenado que representard al conjunto de
valores admisibles del i-ésimo rasgo (M;) y la relacitén de orden
entre estos valores (R,).

ii) Elementos del espacio de representacién.

Definimos A=ll:T‘M‘, donde cada M, es el conjunto de valores
admisibles del i-~ésimo rasgo y Tl el producto cartesiano.

Asi, a cada objeto real lo representaremos en A con el
elemento Oy = <x}, ..., x}> siendo x}] € M, el valor que toma el
i-ésimo objeto en el r-ésimo rasgo.

iii) Modelacién de las Relacicnes entre Objetos.
Este problema consiste en modelar matemiticamente la forma en que
se hacen las comparaciones reales entre los objetos reales, es
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decir, tiene como objetivo el plantear una funcidn
:AxA > L

donde L es un conjunto cuyos elementos son comparables entre si a
partir de un orden total, siendo estos elementos 1los que
interpretaremos como la medida de la semejanza entre cada par de
objetos. De esta manera dotamos de estructura (no necesariamente
normada) al espacio de representacién.

Notemos que la estructura del espacio de representacién no
tiene por qué ser definida a partir de la descripcién de 1los
elementos del mismo, es decir, aunque las descripciones de los
objetos de A pudieran ser ubicadas en R, esto no implicaria que
tiene sentido el pensar que el espacio de representacién es un
espacio métrico. Si existe algfin tipo de propiedad, ésta tendra
que surgir a partir de la modelacién gque hagamos de las
relaciones entre los objetos reales.

En este sentido, el problema medular de esta modelacién es
el hecho de gue el concepto o idea de semejanza entre objetos del
mundo real se nutre en general de muchas formas y referencias
tales como cercanfa, analogia, parecido, similitudes parciales,
distancia, etecétera.

Como ejemplos tenemos definiciones de semejanzas a partir
de:

a) Una métrica o norma cuando las descripciones lo permiten
[5,8].

b) coincidencias entre los valores de los rasgos que describen a
los objetos [19].

c) coincidencias entre ciertos subconjuntos de rasgos de las
descripciones de los objetos [19].

Etcétera.

2.Definicién de los Criterios y Estructuras
Este problema consiste en la definicién de las propiedades o

reglas que deben cumplir las estructuras que se generardn en el
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espacio de representacién. En otras palabras,‘ se debe definir qué
y cémo es un comportamiento o propledad tre los objetos que sea
significativa para el problema en: cuestléﬁ; es decir, se debe
plantear un criterio agrupaciona;l. m Jemplos 'de este tipo de
reglas o propiedades que resultan:s g aiﬁiva_s nos encentramos
con: -

a) M&xima semejanza de un objetoZa’ otro’ creando agrupaciones
conexas [19,21].
b) Cierto grado de semejanza
conexas [19,23). S
c) Cierto grade de semejanza entre: tado
agrupacién [1,15].
d) cierto grado de semejanza’e
cada agrupacidn (16]. : N . )
e) Maxima semejanza ' posible ent giléé 'objetos de una agrupacién
y maxima diferencia posible. ‘con 1los objetos de otras
agrupaciones [5].

Etcétera.

bjetos éréa‘ndq‘agrupaciones

losi:objetos de‘flcaqa‘

erta’ ,cam‘;id'ad",‘aé objetos en

Tipos de Problemas de Reconocimiento de Patrones

Dentro del problema general de reconocimiento de patrones, nos
encontramos con cuatre grandes clases de ellos: reduccién del
espacio de representacién, reconccimiento de patrones con
aprendizaje, reconocimiento de patrones con aprendizaje parcial y
reconocimiento de patrones sin aprendizaje. Este filtimo es parte
medular de este trabajo por lo que le dedicaremos mayor atencidn.
En cuanto a 1los otros tres, daremos tan sélo una breve
descripcién de los mismos. ’

1. Reduccién del Espacio de Representacidn.
m
La reduccién del espacio de representacién, donde A=lI;I‘H,, es la

bisqueda de proyecciones ,U,Mt, con ssm de dimensién minima del

espacio que contengan toda o la madxima informacidén posible al
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respecto de I' que se tenia en el espacio inicial. .

Esta bGisqueda puede tener distintos fines.: Por un. 1ado, el
lograr una aplicacién eficiente de 1la modelacién a1 tener que
manipular dimensiones lo mis pequefias posiblesj: por otro lado,
como se dijo antes, se busca un conjunto minimo de rasgos que
definen o caracterizan el fenémeno en cuestidn. El- 11egar a tener
una buena aproximacién a 1la solucién de este- problema hace que
las estructuras en el conjunto de objetos. sean»caracterizadas
directamente a partir de este conjunto de’'rasg e -

Sin embargo, el problema partlcular de:’
espacio de representacién est4 realmente resuelto sélo en: el caso
en -que tenemos de- antemano las agrupaciones de-los objetos del

conjunte inicial._

2. Reconacimiento de Patrones con Aprendizaje

El problema de reconocimiento de patrones con aprendizaje se
puede plantear como el dar una familia de agrupaciones (duras o
difusas) que involucren a todo el espacio de representacién
#(A,T), es decir, hemos de etiquetar a todes los elementos del
espacio. En general se tiene de antemano una clasificacién en
subcategorias (agrupaciones) de un subconjunto de objetos del
espacio de representacién (matriz de aprendizaje), y entonces se
define un criterio a partir del cual se generaliza esa
clasificacién a todo el espacio. Es decir, podemos plantear que
el problema de reconocimiento de patrones con aprendizaje
consiste en un proceso de generalizacién de los agrupaciones ya
existentes de los objetos de la matriz de aprendizaje a nuevos
objetos que no pertenecian a la matriz, habiendo sido creados
estas agrupaciones por un proceso de abstraccién a partir del
conjunto de objetos de la matriz de aprendizaje. La resolucién de
este problema puede tener diferentes formas. Como ejemplos
tenemos la reduccién de dimensién del espacio de representacién
de tal forma gque cada subcategoria gquede caracterizada por
clertos valores de algunos rasgos y entonces cotejar estos rasgos
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con los de los objetos del espacio de representacién [19]. Otra
forma es considerar para cada subcategorfia uno o varios objetos
prototipos o m&s representativeos de cada agrupacién, y medir 1la
semejanza entre ellos y los objetos (8], etcétera.

3. Reconocimiento de Patrones con Aprendizaje Parcial

El problema de reconocimiento de patrones con aprendizaje parcial
se plantea cuando en la clasificacién dada de antemano de un
subconjunto de objetos del espacio de representacién &(A,T),
sucede que para una de las agrupaciones la informacién con
respecto a ésta es mucho menor a la informacibén acerca de las
otras, y la caracterizacién de la misma se da mis en funcién de
la no pertenencia de sus objetos a las otras agrupaciones que a
propiedades independientes de las otras agrupaciones que
compartan los objetos de esta agrupacién. Como ejemplo de esto
tenemos los casos de bGsqueda de minerales en diferentes zonas
geolégicas., Los estudios y descripciones de las zonas donde no
existan los minerales buscados serad mucho mds pobre que en los
lugares en que si se encuentran [19).

En este caso es cuando para el problema de ubicar o
relacionar un nueve objeto en las clases, no es posible usar
directamente los métodos de reconocimiento de patrones con
aprendizaje ya que muchas veces no es clara la manera de
verificar a gue clase pertenece mis ese objeto, pues para una de
las clases no existe mucha informacién propia. Es por ello que
este tipo de problemas se plantea separado del anterior.

4. Reconocimiento de Patrones sin Aprendizaje
El problema de reconocimiento de patrones sin aprendizaje,

también conocido como andlisis de cGmulos, se puede plantear, de
manera muy general, como sigue:

Dado un conjunto de descripciones de objetos, subconjunto de un
espacio de representacién ¢(A,T'), hemos de Jidentificar a las
descripciones en diferentes subgrupos, donde los subgrupos
responden o sSe generan de manera ‘'natural® segGn el
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comportamiento global o particular de las semejanzas entre las
descripciones de los objetos atendiendo a una cierta propiedad.
En otras palabras, podemos plantear gque.el anilisis de cGmulos es
la bGsqueda de estructuras en un subconjunto del espacio de
representacién2. Partiendo del hecho de que no se tiene a priori
ninguna informacidén al respecto de los subgrupos o estructuras,
la solucién al problema del analisis de cfimulos inicia con
cliertas suposiciones o criterios gque nos describan cémo o qué es
un subgrupo que responde de manera natural al comportamiento de
las semejanzas entre los objetos, o en otras palabras, cémo son
las estructuras gue estamos buscando en el subconjunto de las
descripciones. Visto de esta manera, el criterio es la razén por
la cual una descripcién va a pertenecer a un agrupamiento o el
por gqué dos descripciones perteneceridn a un mismo cGrulo. Todo
esto nos lleva a gue la seleccidn del criterio a usar es crucial
en la calidad de la solucién del problema de anidlisis de cimulos.
Con todo esto observamos dque la definicidén del criterio debe
estar basada en el conocimientoc que se tenga al respecto del
problema en concreto que se estd tratando, para poder definir asi
el tipo de comportamiento entre las descripciones a partir de sus
semejanzas que resulte, segfin el problema en particular,
significativo. Nétese que al seleccionar algln criterio, dado un
conjunto de descripciones, hemos ya definido indirectamente a la
familia de agrupaciones.

Tras la definicién del criterio a usar, se presenta el problema
computacional del andlisis de cfimulos, es decir, la realizacién
algoritmica eficiente de estos criterios para la aplicacién de
los mismos en problemas concretos, pero este serd un topico que
en el presente trabajo no tocaremos.

Modelos de algoritmos de andlisis de cdmulos
Tras todo lo anterior, podemos pensar que un medelo de algoritmos
de anédlisis de cfimulos ideal para resolver el problema planteado

2 En palabras de J. c. Bezdek "The search for structure in data
scts, or saoples SSS'.
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en la introduccién deberfa de poder adecuarse al tipo de
descripciones de objetos; a la manera en que se haya definido la
semejanza entre las descripciones; al tipo de estructura o
criterio que se defina segin el problema en particular; no
requiera definir de antemano el nGmero de agrupaciones; y que
genere un conjunto de agrupamientos que revelen de la manera mis
informativa el comportamiento de los objetos. Es decir, debe de
poder manipular

1) Cualquier tipo de descripcién de objetos.

ii) Cualquier tipo de medida de semejanza entre descripciones.
iii) La definicién de cualquier tipo de estructuras o criterio.
iv) No requerir la predefinicién del nGmero de agrupaciones.

v) Generar familias de agrupaciones gque describan 1lo nas
finamente posible el comportamiento de 1las descripciones con
respecto al criterio usado.

Desde esta perspectiva haremos una revisién del modelo de
algoritmos Fuzzy c-means, que es el modelo mis ampliamente usado
y alrededor del cual se han producido una gran cantidad de
generalizaciones, mejoras y nuevos algoritmos. Este modelo es una
generalizaci6n de la extensién al caso difuso del algoritmo
c-means (2,8].
Hodelo Fuzzy c~-means'®
sea A = R®, € = {01s+++0,} § R° el conjunto de descripciones, y
[ = li-0 una norma inducida por un producto interno para R’.

El modelo de algoritmos Fuzzy c-~means plantea como solucidn al
problema de andlisis de ctimulos la minimizacién del funcional

%) = E v (au)?

donde U= {v,} eM, 3, v=o(v, ..., v) el d,=10-~vl vy

Meen on el conjunto de c-particiones dlfusan de = con IEI =n
{Definicién 1,14. pdgina 7).

20



me [1, ). En otras palabras, busca minimizar la norma entre los
centros y los objetos ponderada ésta por la m-&sima potencia de
la pertenecia de los objetos a los agrupamientos. Un algoritmo de
este modelo se plantea de la manera siguiente:

1.- Se fija c el nGmero de agrupaciones a formar, se escoge I-l
una norma definida por un producto interno para R°, se fija m=1.
Se toma.  U® = {uv,} € M;,, una c-particién difusa comoc particién
inicial.

Para el paso 1, con 1= 0, 1,..., tenemos que:

2.~ Se calculan los ¢ centros v! = {v}, ooy v,':} < R” a partir de
uly

vi = who® o 1§ win®

3.~ Se define Ultl como. sigues.

y si ik : @ ‘entonces:
NieTr v

4.~ Se compara U!' y Ul a part‘ir'r de  alguna norma matricial 'y
umbral convenientes. Si ItU! -~ Ul s ¢ termina. En otro caso se
regresa a 2.- con l=1+1,

El pardmetro m controla la difusién de la c-particién resultante
en el sentido de que mientras m - « entonces los valores v,
tenderén a 1/c, es decir, la c-particién sera mas "difusa"; y si
m- 1 entonces los v, tenderdn a 1 6 a 0. Por otro lado, dadas
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las definiciones antes mencionadas para la obtencién de v! y !
se tiene que la sucesién ((U',v!) /1=0,1, ...} dade m>1
converge © contiene una subsucesién gque converge a un minimo
local del funcional J, [6,26].

Existen diversas dificultades para la implementacién de este
modelo en el tipo de problemas con las condiciones planteadas en
la introduccién., En primer lugar se requiere que el espacio de
representacidén sea normado lo cual implica que las descripciones
de los objetos han de ser en términos cuantitativos y ademas se
necesita que la funcién de semejanza sea una norma. También es
necesaria la predefinicién del nimero de agrupamientos y una
ubicacién inicial de los centros, ademds de que el resultado
final (la c-~particién difusa resultante) dependerd de esta
ubicacién inicial. Por otro lado, el criterio agrupacional
(ninimizar la norma entre los centros y los objetos ponderada por
la m-ésima potencia de la pertenecia) define agrupaciones de
forma hiperesférica, y la interpretacién del parédmetro m, que
controla la "difusién" del resultado, nho es muy clara.

Diversas mejoras y generalizaciones se han implementado para
este modelo de algoritmos, tales como: la utilizacién de
distintas normas para cada agrupamiento logrando que cada
agrupaci6én tenga distinto corte hiperelipsoidal [14], el cdlculo
del nGmero de agrupamientos ¢ y la ubicacién de los centros de
los mismos a partir de criterics estadisticos [21], o 1la
extensién de la nocién de hiperelipse para el reconocimiento de
agrupaciones de forma lineal [11). Sin embargo el usoc de estas
mejoras también implica que el espacio de representacién sea
normado. '

Por otro lado, al igual que el modelo Fuzzy c-means, casi
todos 1los algoritmos para el andlisis de cfimulos difusos
existentes presentan como solucién al problema de analisis de
cGrulos un elemento de My,, sin embargo, al respecto es
importante notar lo siguiente. Veamos un ejemplo.que es resultado
de 1la aplicacién del algoritmo Fuzzy c-means basado en la norma
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euclidiana buscando '2 agrupaciones del siguien’ce conjunt.o de

la
loto[ofsfa]r][2[a}la
0j214|1|2i3|2|2
03
0,
04 ‘Op L
0,- : ‘043
La particién difusa 'resqltanté' es: 1 ,‘sigu;l‘er‘:te' -
12430 13701418
.99 17,99 1 47 70001 e L0
.0L 0 -,01 0. O 0,01 .’ﬂ_ .99.717 1 1 .99 1 .

donde la primera fila son- las pertenencias de los objetos al
agrupamiento con centro o =(.85, 2) y la segunda al agrupamiento
con centro o = (5.14, 2). Vemos que con respecto al punto Qg la
particién difusa nos dice que la pertenencia de este punto a
ambos agrupamientos es muy parecida, ‘lo cual es natural, sin
embargo, notemos que la distancia de 03 al centro o es menor que
la de 0,5, lo cual deberfa implicar, si la particién representa
la pertenencia de 1los objetos a 1los agrupamientos, que la
pertenencia (.53) de Og al agrupamiento fuera mayor o igual a la
de 0;5; (.99). Por esto podemos ver que la c-particién difusa no
nos da ninguna informacién al respecto de la pertenencia de los
diferentes objetos a un mismo agrupamiento. En otras palabras,
los valores de pertenencia de los diferentes objetos no son
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comparables y por ello no podemos extraer de estos agrupamieht:qs‘
ninguna. otra informacién refere.nte al problema en particulai:. Lo -

vpara la defmicién del nuevo modelo.

Funcione d semejanza :
: (o,, vesyr 0,)
donde cada

Iy
2]

Det‘iniclén 2.‘ = |'TMtJ una proyeccién de A. Por

. w-parte de una desc_ Vpcién o,' entenderemos la subdescripcién
w(o‘)—<x, foaey x|'>. YA < la ‘proyeccién @ 1la denominaremos
w-parte. »

9]

Definicién 2.2. Por sistema de conjuntos‘ de apoyoe @,

entenderemos un conjunto de w-partes. ™

El sistema de conjuntos de apoyo permite introducir la idea
de precedencia parcial entre descripciones, es decir, poner de
relieve la importancia o preponderancia gue pueden tener ciertos
subconjuntos de rasgos en cuanto a la semejanza entre las
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descripciones de 1os obj etos.

Definicidén 2. 3."?1 Un criterio de comparacién de valores de una
variable (rasgo) r,,’,’

el conjunto de valc

La imagen de esta funcidn:es algﬁn '1', < [0 1), para cada i sm,
en dependencia de~ uraleza del criterio de comparacién,

estos criterios se: de 'minaran booleanos, k-valentes, o reales4..

otras caracteristicas que pueda tener la funcién
dependerén de 1a modelacién particular del problema planteado. La
familia {c,,..., _C,,},_de criterios de comparacién permiten el
tratamiento difezjehciado, no uniforme de los distintos rasgos que
describena .los *objetos, y por tanto facilita el tratamiento
simultineo de variables cuantitativas y cualitativas en las

descripciones de los -objetos, ademds de admitir la ausencia de
informacién en las_des_cripciones de algunes de los mismos.

Sea Q, = m,,.-..',nq} un sistema de conjuntos de apoyo. Sea
para cada ssq, Qg =M, X...x M,p donde la subsucesidn
{81,204 ¢S} depende -de s. En lo sucesivo nos referiremos
indistintamente a r; & a ;.

pefinicién 2.4,

Sea 0, =M, x...x M,p € 0,. Una funcién de
seme janza parcial es un operador

82 T T1 — Qs
le{-,,..,-p)

siendo 1T el producto cartesiano donde para cada i = 8,, T es la
imagen del criterio de comparacién ¢;; donde tanto Q, como T,

pueden ser dominios booleanos, k -valentes o reales. ™
4 Se pusden considerar, aunque no es frecuente, criterios de com=
paraclén de valores de una variable cuya imagen . sea - un subconjun=

to de algin conjunto Lotalmente ordenado no numérico.
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El papel de la funcién de semejanza parcial es el valuar:la
semejanza entre las subdescripciones de los objetos definidas por
las w-partes.

Definicién  2.5."%  Sea @, =1{Q, ..., 0. -Una. funcién - de
semejanza {total) es un operador o

q
TF: 7 Q—1L

LESS

sobre los valores asignados para cada proyecci&n I, por parte de
la funcidn de semejanza parcial. ) n

Aunque de hecho la funcién de semejanza total se define
sobre el producto cartesiano de las imdgenes de las funciones de
semejanza parciales, en lo sucesivo por comodidad sélo haremos
referencia al espacio de representacién de los objetos EZ, es
decir, dados {C, ...C,} una familia de criterios de comparacién,
= {000, 05} un sistema de conjuntos de apoyo;
Sq,= {8y, ...y &} un conjunto de funciones de semejanza
parcial y O={x},..., x}}, O={x},..., x®} € EZ, denotaremos como
r0,,0;) € L al valor

F(‘I;T‘( s (IE(n .p’C|(x},x,‘.))))

de donde tenemos que
v 0,,0, € E I'(0,,0,)=T'(0,,0,)

A partir de Z, 39, ¥ @, se puede construir una matriz
simétrica {I;j}yn, donde, por ejemplo,{19]

7(Oc )
Iy = T'(0,,0;) = d ZP(O.) g8y

=1

slendo 8, = §,(w(0.),0,(0,)); 0] 1a cantidad de conjuntos
de apoyo; 7(0;;) un pardmetro de ponderacién resultante de la
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‘comparacién de los objetos O, 0 y que puede poner de relieve
sendas ponderaciones de estos objetos; andlogamente P({};) es un
pardmetro de ponderacién asociado a cada conjunto de apoyo Q, ¥y
que pudiera estar en funcidén de la importancia informacional P(r)
de cada uno de los rasgos, por:ejemplo (19]

P(r)

lo ‘i_.r‘(o;_','oj') z Bo.

Bo —-semejante a QJ ]
es 854a;slado si y s6lo si

Dado 0, € &, dirfiri{o que’ o,

v 0,20, 0y ¢ E

La magnitud Bg‘e L, que.es denominada umbral de semejanza, puede
ser definida, por ejemplo, en el caso en que L =[0,1), como sigue

2 m=1 n
r(o,,0y)

a) B8 - ————
n (Ffl).flsi]nu
W g
B) fo= —hy  max {I'(0,,0))}
1=1 §=1,;. ,n
) 1)
c) Bo=min  {min {F(0;,0y) }}
1=1,.0.en=1 J=14t,...,0

Ccriterios de agrupacién gréficos de anédlisis de cdmulos

Sea I':AxA - L una funcién de semejanza y sea Z = {0y, ..., O,} el
conjunto de descripciones de A.

Este tipo de criterios manejan en general como parémetros una
matriz simétrica {(I';} denominada matriz de semejanza para 1la
cual cada Iy, =T(0,,0;) € L; y un umbral B, €L a partir del
cual se define el concepto de B,-semejanza. La definicién de los
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agrupamientos se da a partir del cumplimiento de ciertas
propiedaties predefinidas (criterio agrupacional) entre las
semejanzas de las descripciones que generan particiones duras en
el conjunto total de é&stas sin qlie sea necesario. definir de
antemano el nfimero de agrupaciones. Existe una identificacién
natural entre el espacio de representacién y una grafica cuyos
vértices son las descripciones y las aristas 4téndran como peso el
valor de la semejanza entre sus vértices adyacentes,

Veamos algunos ejemplos:

criterio B,-conexo .
Sea B, € L. Un subconjunto € #'e _da.E

si y s6lo si
a) v 0,,0,eC3 o,x,...,o,‘ et

[o,=o,1/\o,
b} V 0, € = [(0y €C.A-T}(0y,0,

B) v o‘,o B3 o,,,...,oi_ € B-[0; = o
v p<s [max{r(0, ,0.)}=T"(0, .0, , )80 v

0, €=
max{I'(0, ,1,0'.)}—1‘(01 rolp“)zﬁo]J'
-1y =4
Por definicién todo punto aislado constituye un conjunto .
8, -compacto (degenerado). n

Dado el hecho de que estos criterios no manejan los té&minos en
que estdn definidas las descripciones de los objetos, entonces
permiten cualquier tipo de descripcién de los mismos
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(cuantitativa, cualitativa, mixta, etcétera), ¥ para la imagen de
la funcién. de: semejanza es: osible exigir tan s6lo que sea un

orden lineal.

Criterios de cimulos traslapados ; .

Este tipo de criterios* "no plantea la condicién de que el
resultado del andlisis. de clnulos ‘sea una particién en conjuntos
dures y presenta como . solucién al proﬁlema un - cubrimiento de
conjuntos duros del conjunto de descripciones. Es decir, existen
descripciones gque pueden pertenecer a varios agrupamientos. Al
igual que los criterios graficos, dado Z'={0;, ..., O,} ¥
I:axA » I la funcién de semejanza, estos criterios utilizan como
pardmetros la matriz de semejanza {I';} y un umbral B, € L que
define cudndo un objeto es semejante a otro. Ademds utilizan una
funcién entre subconjuntos de =, D:P(E)xP(Z) » Q para algfin Q
(donde P(Z) es la potencia de Z), la cual es una medida del
encimamiento entre agrupaciones, y un umbral o € Q. En general,
el método a sequir para obtener las agrupaciones es el siguiente:

Se define {X,, ..., K.} la familia de agrupaciones que cumple
YrscVvo, 0 ¢ K [Tz 8]

Después, para cada par de agrupaciones K,, K. se medira por medio
de D el encimamiento entre ambas.

si D(Ky, K,) 2 @« entonces K, y K, se fusionardn en un sdlo
agruparhiento. Como ejemplos de D tenemos {K;n K,|“5) Y

(%~ |7]K v K |22,

Este tipo de criterios nos resulta interesante por 1lo
siguiente: sugieren interpretar a las agrupaciones como
representantes de conceptos o propiedades diferentes, y el hecho
de que existan agrupamientos encimados no es mis que una
consecuencia de 1la similitud entre los conceptos gque cada
agrupacién representa. Esto nos permite ver a estas agrupaciones
duras como representaciones de "centros conceptuales" de ctimulos.
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CAPITULO III

UN: NUEVO MODELO DE ALGORITMOS PARA EL ANALISIS DE CUMULOS DIFUSOS

Presentamos aqui un nuevo modelo de algoritmos para el andlisis
de clmulos difusos el cual retoma ciertas propiedades de los
criterios gréficos y traslapados duros. Se aprovecha la
flexibilidad por parte de los criterios grificos en el manejo del
tipo de descripciones de objetos, de la funcién de semejanza, en
la definicién de diferentes tipos de criterios agrupacionales y
el que no requiera definir de antemano el nGmero de agrupaciones;
a la vez que interpretaremos a las agrupaciones como “centros
conceptuales" de agrupamientos difusos.

Criterio Agrupacional Difuso

Sea un espacio de representacién & = {A,'} cuyo conjunto de
descripciones de objetos denotamos como Z = {0,...,0.,}, una
funcién de semejanza I":AxA o L, que define la estructura de ¢, y
un umbral B8, € L que define la By,-semejanza entre los elementos
de E. A la funcién de semejanza I' la consideraremcs 1la
funcién de pertenencia ur:iExE-+ L de 1la relacién difusa
F = {((0,,0,), ['(0,,0})) / (0,,0)) € ExE} que representa la
semejanza entre las descripciones de los objetos de Z. De aqui en
adelante,por comodidad, no haremos distincién entre objetos y
descripciones de objetos.

pefinicién 3.1."® como criterio agrupacional I(Z, I', B,) sobre
¥ entenderemos un conjunto de proposiciones con parametros Z, 'y

Bp que:
a) Genera una familia <t = {NU;, ...,NU;} de subconjuntos de

0]

(agrupaciones duras) que cumple

i) VNU € T [NU = 2]

ii) UNUu = =. .
NUET
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(i1d) ~3 NUSRU L, U, € T (NUCS ‘tﬁ‘uu,,_g ¥ =1, .4, K]

b) .Define-una ;éiai:i'éniR,; < ) (donde B(
de Z) que cunmple
iv) v 0,,0,¢ Z [3NU &

):-es: la-potencia

Rn,(vu°us)]_ ™
pefinicién 3.2.7%7 A" cada 'NU,‘elemento ‘de 1la - familia T lo
denominaremos niicleo. T s a

La relacién Ry

La relacién Ry es en si la representacién matemdtica de las
proposiciones de N, y por ello Ry genera a la familia T en el
mismo sentido que una relacién de equivalencia genera una
particién, es decir, no define cuando un cobjeto O, pertenece a un
nGcleo NU;, sino que nos dice cudndo dos objetos 0, y O, estén en
un mismo nfcleo. Los argumentos de Ry son tales ya que la razén
por la que dos objetos pertenecen o no a un mismo nGcleo puede
ser dependiente del comportamiento global de las semejanzas entre
otros objetos adem&s de ellos mismos. Ese conjunto de otros
objetos es S, y por esto, Ry representa que de acuerdo a: el
comportamiento entre las semejanzas de los objetos de S s = entre
si, la semejanza entre O, y 05, Y las semejanzas de é&stos con los
elementos de S, se dard el que O, Yy O, pertenezcan a un mismo
nficleo de la familia T o no.

Ejemplo 3.1.

Sea & = {A,'} un espacio de representacién, Z = {0;,...,0,} el
conjunto de descripciones de objetos, I':AxA - L una funcién de
semejanza y f, € L un umbral.

Sea M(E, I, By) el siguiente conjunto de proposiciones que
generan a T: '

NU ¢ T si y sblo si

i) v 0,,0) € NU 3 0y ,... 10y, € NU

(F(0,,0,,)280 A T(0,,0,)280 A ¥ p<q T'(0,,0, ) = Bgl.
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i1) ¥ 0, e E[(0; € NU A T'(0,,0,)= B) » 0, € NU].
©11i) ¥V 0, e = {NU={0,} <> V 00, 0, e T [T'(0,,0,)<Bo]]

Notemos que en el caso de que I'(0;,04)= By, el hecho de que 0, y
O, pertenezcan a un mismo nicleo no, depende de ningdn otro
objeto. ¥ si I'(0,,0))< B, entonces el que ambos pertenezcan a un
mismo nicleo dependerd de que haya un subconjunto de objetos que
los "encadenen® con B,~semejanzas. Asi pues:

Para cada S € Z, denotamos como Su(S) al conjunto de todos los
ordenamientos sin repeticién de todos los elementos de S, es
decir, siendo |S| e N el cardinal de S

Su(s)={Fs|S|xs / vxe|S| 3! Oes <x,0>e¢F, V 0eS 3! xe|S| <x,0> € F}

Entonces tenemos que

¥ 0,,0; € £V SSE, Rq(0,,0,5) si y s6lo si

[T(0,,04)285 A 5=0] Vv

(3 {0, ¢.+4,0,,} € Su(S) AT(0,0;)z B, & r(ol 10y)= B,

A ¥ p<q r'(o,p,olw)z Byl -

El hecho de que la relacién Rp y las familias de ndeleos t
fueran definidas con base en las B,-semejanzas entre las
descripciones de los objetos y cierto comportamiento entre estas,
implica intuitivamente que cada nGcleo NU, (cada agrupacién dura)
también esté definido por una propiedad P. referente a las
descripciones (que no es "la descripcién de O pertenece a NUM),
propiedad que tienen en comlin cumplir los objetos pertenecientes
al mismo nGcleo NU.. Asi pues, consideraremos que para cada r s c

NU_ = {0 eZ/ P(0) }

Es de hacerse notar que en funcidén de I, las propiedades P,
gque definen a los nGcleos NU, ser&n o no relevantes dado un
problema concreto en el campo de las aplicaciones., Lo Gnico que
se va a asegurar es que las propiedades que definen a los n(icleos
estardn intimamente relacionadas con /I, siendo por tanto el
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conjunto de proposiciones de II el factor gue desempefia el papel
mis relevante en la blsqueda de un an&lisis de ctGmulos con
sentido en el marco de un problema dado.

Los nicleos y los a-cortes
En esta seccién plantearemos que tiene sentido el medir de forma
difusa la pertenencia de los objetos a los ntcleos,

Sean Bg,@ € L, a>B,. Sea W(Z, T', By} un criterio agrupacio-
nal que genera una familia de nGcleos T = {NU;, ...,NU,} y una
relacién Ry, y sea II'(E, I', «) el criterio agrupacional cuyas
proposiciones son las proposiciones de T a las cuales se les
sustituyeron teodas las ocurrencias de 8, por «, Y que genera una
familia de nlGcleos t’= {NU{, ...,NU..} y una relacién Rf}. Sea
Py, +.+«, P, el conjunto de propiedades que respectivamente
definen a cada NU,eT y sea P{, ..., PL el conjunto de
propiedades que respectivamente definen a cada NU! € T/, Notemos
que el conjunto de proposiciones a partir del cual se generaron T
Y T’/ es el mismo salvo que T’ es mids restrictivo en cuanto a 1la
semejanza entre los chjetos que 1, y entonces ocurre que Rf S Ry.
Si a y By son tales que Ry & Ry, entonces tenemos lo siguiente:

B
Y NU, €T 3NU!,..., NUL e’ / NU, = U'NUL
1 L t=t t
y existen NU; € T, LU NU;_Je T’ tal gque
NU, = UNU4 con sp1 (1)
Yy V rss;

(2)

Por iii) de la definicién de’T
NUj_ .y NU§, existen 0,,0, ¢ NU;

0, € NU{,, 0 ¢ NU{; gtﬁs NUj . Oy ¢ NUS
Yy por tanto
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v q,kss,, 3.0,,0, /
Py(0;), Py{Oy), P} (Oe_): 'lP] (01): ij(oi)l TP, (O}

Como el conjunto de proposicionés ‘de T y N’ que generan a T
y Tt/ son las mismas salvo por e1 parametro de la semejanza, las
propiedades P' que “definen a los nicleos NUJ deben estar
estrechamente relacionadas con la propiedad P; que define al
nGcleo NU; y su diferencia: sélo :debe recaer en las semefanzas
entre los objetos.

Una interpretacién - de’ este comportamiento puede ser la
siguiente. Para cada nﬁcleo NU e T

Pr(ol)

' : v,.‘kﬂliiprk(ol)
P o)

U,T;.k (%)) 29;30"

donde q,ﬁ es un umbral en func16n de ﬁo, u, es la. funcibn de

pertenencia de un subconjunto difu donde cada u, (o,) es la

medida de verdad de "°x cumple 1a propiedad 'I“
rk(gl) b "Vrrk(ol)zﬁa'f ;

con ¢, un umbral en funcién de a tal que Pa > q:B"".
Q.

Es decir, cada nGcleo NU, estd definido por . una propiedad P,

gue es una conjuncién de propiedades kAl P y cada uno de 1los

elementos de NU. cumple cada P (o) = "u.,r (ol)zfpﬁ ", o lo que
k o
es lo mismo s :

o S .
B (0)) & Atur, (0,)205 " = My (0)20

donde, como propiedad, T, =

P(0)) = Mur (0)) 2 wﬂ " infvr'(dn} > pg "
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En el caso de NU;, al elevar el umbral de semejanza en Rf no
se genera el nGcleo NU, ya que no todos los elementos que
pertenecen a NU; cunplen todas las propiedades T,k con grado ()
no se asemejan tanto entre s{ como para cumplir todos las mismas
propiedades en ese grado, sine que se crean otros nficleos, a
saber, los NU{ definidos cada uno de ellos por 1los
P (0) & “ur, (Oy)=p, M.

N6tese que consideramos a pﬂo como fijo para todos los
nGcleos pertenecientes a una misma familia ©. Esto en cierto modo
es natural ya que los nGcleos han sido ‘definidos a partir de las
mismas proposiciones de I y por el mismo umbral Bo.

De todo esto pademos concluir gque:

Conclusidén 3.1. Sea MH(Z, I', 8y) un criterio agrupacional y sea Ry
la relacién definida por W. Sea T = {NU;, ...,NU;} la familia Qe
nGcleos generada por Ry. Entonces, para cada nficleo NU.e T

Sp
P.(0) ¥ A B, (0) = Ay (onws " u w000 " w

Conclusién 3.2. Si exist:e ael tal que el criterio agrupacional
n'{g, T'y w), cuyas proposic r} son‘ilas proposiciones de I a las
cuales se les sustituyeron tadas” §s ocurrencias de B, por «,

entonces NU, es un qoB -corte no- maximo de un conj\mto difuso. Es

decir .
10 ¢ Nu,’ 741
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Esto dltimo es significativo ya que en general, para cualgquier
nGcleo NU tal que |NU|>1, existe un umbral para el cual este
ndcleoc se "rompe".

Lo visto hasta ahora plantea uno de los aspectos bdsicos que
conforman el modelo. A partir de un criterio agrupacional N, es
generado un conjunto de agrupaciones (ndcleos NU.) caracterizadas
éstas por distintas propiedades P, las cuales dicen "cumplir la
propiedad T, en cierto grado'". Es decir, "alrededor" de las
distintas propiedades T, se "aglomeran" los objetos del espacio
de representacién y los nlcleos NU. se conforman de los objetos
que estdn suficientemente "cerca" (seglin el umbral ("30) de este
"centro conceptual" de las "“aglomeraciones”.

A continuacién buscaremos la manera de medir esa "cercania"
por parte de todos los objetos del espacio de representacién a

esos 'centros'".

Criterio Agrupacional Difuso

como ya se ha mencionado, en la definici6n de un criterio
agrupacional interviene el concepto de la fBy-semejanza, el cual
es un limite a partir del cual consideramos cudndo un objeto es
semejante a otro o no. Sin embargo, en estos términos se pierde
informacién en cuanto a la semejanza misma entre los objetos (de
hecho, el valor de la semejanza entre ellos). En general, esto
que sucede con respecto a la By-semejanza es aplicable a
cualquier propiedad P que intervenga en I cuya bivaluacién a
partir de un umbral ap € L implique la pérdida de informacién
relevante en cuanto a P que debiera reflejarse en la relacién Ry.
A este tipo de propiedades las dencominaremos propiedades no duras
segtin II, Esta pérdida general de informacién repercute de 1la
misma manera en Rp, ya que Ry sblo nos dice si existe la relacidn
o no, cuando intuitivamente deberia suceder, por ejemplo, que si
dos objetos son m&s semejantes que otros, los primeros deberian
estar mis relacionados que los segundos. Si en el marco de un
problema dado podemos definir para cada propiedad P no dura seg(n
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I una medida que:
1.~ Nos diga si se cumple P por arriba del umbral o, 0 no; y
2.~ Nos dé una medida del cumplimiento de P;

entonces, a partir de las proposiciones de W, considerando en
lugar del cumplimiento o no de P a la mt::dida que hayamos definido
del cumplimiento de ésta propiedad (una seudodifusién del
conjunto {x e Z,/ u(P(x)) = «,} con E; el dominio de P, por
ejenmplo), podemos definir una relacién difusa Ry ques

1.~ Nos diga si Ryq se cumple o no; ¥y

2.~ Nos dé una medida de que tanto se cumple la relacién en

funcién de las propiedades no duras segtn 1.

Ejemplo 3.2.

Sea dada la relacién Ry tal gue

¥ 0,,0y € £ ¥ 56Z, Ry(0,,0y,8) si y sélo si
[T'(0;,0y)=By A 8=8) v

{3 (0,1,. ..,O,q) € Su(s) A r‘(o,,o,‘)z ﬂu/\ l"(olq,oj)a Bn

AY PG T(0,,0 )= 8],

donde Su(S) es el conjunto de todos los ordenamientos sin
repeticién de todos los elementos de S.,

Sea F e D(2By)5 a partir del cual se define la seudodifusién de
la By~semejanza. Entonces definimos la funcién de pertenencia de
la relacién R; como

v 0,,0; € SV 8sE,

ug (T (0, ,0y)2Rs) si S=o
Vg (01 ,0y48)= (qll....g‘?:)sswé?in(ur(r(o‘ 19, 12Ro) ,

VF((0,,01)2R0) ; BIN{UF(T(0, 10y, )R] 1)) si S

pHl

y asi .

S p(Za) es 1a clase de subconjuntos ‘Mayor o lgual quﬁ o Difuso.

37



v 0,,0, € E ¥ SsE,
Ry(0,,04,8) e vg, (0,0, 8)2v5 (Rezho) -

En general, la definicién de la relacién difusa Ry asociada a una
relacién Ry se realiza de la siguiente manera:

Sea Ry una relacién definida a partir de un criterio agrupacional
N(Z, I', By) la cual estd caracterizada como:

V- 0,,0y € E V S8, Rp(0,0y,8) si y sélo si

P1(0,,0,,5) @ ... ® P.(0;,0y,5)

dpnde P;(0,,0),8) ® ... ® P.(0,,0,,5) denota las conjunciones y/o
disyunciones (e represent{a el "a* 6 el "v* 16gicos) de 1las
propiedades P,, ..., P. referentes a los elementos y subconjuntos
de Z, la funcién T' y el umbral B8;, a partir de las cuales se
caracteriza la relacién Ryp.

Sea ND = (P,’,...,P‘q) € {Py,...,P.} el conjunto de propiedades
tales que
v ksq Py (0,,0,,5) = "U(T(0;,0,85))z a,"

donde cada T, es una propiedad no dura segGn Il y aye L un umbral.
Sean {F,} una familia de q seudodifusiones tal que

a) Vks q F, € D(za) ¥y
b) V m,ks q g (o) = Up (0az05)

Definimos la relacién difusa Ry como
Vv 0,,0, € £ ¥ S<E, S
uﬁn(ol ,OJ,S)=U(Q1’(O|V,O’,S)Q_‘:

‘ ‘°‘»Q- (o rbjrs) ).

donde para cada msr

a) 0u.(0,,0,,5) & "u(T,(0,,0,,5)). c F" si P, = P e ND siendo
entonces v(Q,(0,,0,5)) = U‘?;(U('{‘Q(Q{:O“I,S)F&F)i . '
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b) 0.(0,,0y,8). & P, (o,,o,,s) 'si P, ¢ ND siendo v(0,(0,,0,,S)) " el
valor - de verdad (o 6 1) ;de "la proposicién dura segiGn ‘1
P,(0,,05,8)+ > -

A su vez vemos que
¥ 0,0j e =V ST,
Rp(0,,0y,8) I5(05 0, 8 U(Ql (ollojls))° see® Q’ (0 lojls)))

donde’
)+ 04 (01,04, 8
v(Q4 (04,04, 8))
b) [Q4(0,,0,8)..
valor ;. de . verdad :
Pm(O‘,O,,S) .

(061)

\
Con todo esto, tenemos la siguiente

Definicién 3.3!'™ como criterio agrupacional d!.t‘uso Hd(.., I‘, Bo)
sobre ¢ entenderemos
a) Un criterio agrupacional N(Z, I', Bo) que .
¥ la relacién R € ExExP(Z}; y :

. la fanilia t

b) Un conjunto de seudodifusiones F,,...,F que respectivamente
describen a las propiedades no duras segln If y gue generan una
relacién difusa Ry sobre E=xExP(E) que cumple

Rn(ouoys) = Uﬁ"(ox ,OJ,S)Ef(BO)

con £(f,) un umbral en funcién de 8,, My de F;, ..., F,. L]

Obsérvese que en la definicién segquimos considerando tanto a T
como a Ry. Esto no es méds que para recalcar la funcién de cada
uno de ellos. Ry define las propiedades Py, ..., P, ¥y Ty, ..., T,
a partir de un umbral, es decir, define 1los |‘'centros
conceptuales"”; y la relacién difusa R; mide qué tan relacionados
est&n los cbjetos entre si en funcién de las propiedades no duras
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segtin T, Como veremos a continuacién, R, nos ayudars a definir
una medida de cuénto cumple cada objeto las propiedades definidas
‘por. Ry o que tan “cerca" estd de esos ‘'centros".

edida de. pertenencia de ‘los objetos a un nidcleo
Sea nd un criterio agrupacional difuso sobre & que define una
fanilia ‘de ,nﬁcleos T.= {NU, ...,NU.}, una relacidén Ry § ExZxP(Z)
y una . ‘relacién difusa }-!" a partir de la familia de
seudodifusiones Frpees, Fo.

Definamos para cada rsc y 0, ¢ Z, el conjunto

C5,={<0;, 5> & (S\0,)xB(E) / B, (OJ) A (RH(OIIOJIS) = P, (01))}

que es el conjunto de parejas i<Qj,f$> cd'ond' 0 éd“'.oj pertenece a
NU. y S es un subconjunto de E unto ‘con:0 es_:“responsable"
de que O; esté o no en el mismo

A partir de la definicion de ¢

v rsc v i:)l

[ur, (0)2p ] & 3 <0y,8> ¢ c;‘ftua;,(O.',,O,;si)zf(ﬁo)l}

Ahora consideremos lo siguiente. En la teoria de conjuntos
si tenemos que una proposicién VxeA(a(xX)»[b(x)e=c(x)]) es
verdadera, entonces podemos concluir metaconjuntistamente que
cuando se cumple a(x), entonces el valor de verdad de b(x)
es igual al de c(x). Siguiendo este curso de ideas en
términos de subconjuntos difusos es congruente concluir
"petasubconjuntistamente difuso™ que si el valor de verdad de
vxeA(a(x)»[b(x)ec(x)]) ¥y el de a({x) es mayor que el de sus
respectivas negaciones, entonces el que "el valor de verdad de
b(x) es igual al de c(x)" serd m&s verdadero que el que "el valor
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de verdad de- b(xv)‘j no ‘es_ i;g(lal';karl ,d:er "t:(x) " P pér: liov que proponemos
Yrsc v O, ¢E, ?si‘cgia,tz“ entonce

con’ <ot,s> ‘e c°| e

tanto pertenece O, NU, ", [ : nt":,ovcl'x'ﬁplé- T, -lo

y ademds .
VrscV Oy eZ

INU. = {O;}] = ¢8‘=o
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Asi que si existen ksc y Ol tales que
NUk={O < Pk(o)} {0 s/ ”Tu(°l)=‘?5 }={o‘}

entonces tenemos, consi era o la conclusién 3 2‘, que

es decir, que
Vvrse VO et
Cg,= @ '» (Vg (0)) =]
pefinicién 3.4."% sea mW.(E, T, ‘ 30) “in’ criterio agrupacional
difuso sobre ¢ que define una. relacién Ry € ExZxP(Z), una familia
de nGcleos T = {NU,, ...,NU.} ¥ _una: ‘relacién difusa Ry a partir
de una familia de seudodifusiones: F,,...,F. Para cada nficleo
NU, e T definimos el subconjunto difuso NB, de Z a partir de la
funcién de pertenencia

1 81 .Cp =2
Upp, (04) = - o .
r max {vg, (Ol,OJ,S)) ‘'en otro caso.
<o_|.s>sc5 STREEE AT
el cual serd denominado la nube’NB,del:rdcleo’NU,.- -

Proposicién 3.1. Sea WS, T, Bo).:un‘crit,ér‘io agrubacional difuso

sobre & que define una relacién’, Ry S ExExP(Z), una familia de

ntcleos T = {(NU;, ...,NU)} y una relacién difusa Ry a partir de

una familia de seudodifusiones F,,...,F, la cual cumple que
R(0,,0,5) &= g (0,0y,8)=f (By)

donde f(B,) un umbral en funcién de B, N y de F,...,F,. La
familia de nubes NB = {NB,, ...,NB.} donde cada NB. es la nube
correspondiente al nficleo NU, perteneciente a 1la particién
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(cubrimiento) <t = {NU,, ...,NU]} <generada por 1, es
seudodifusién de la particién (cubrimiento) <.
Demostracién
a) si c{,,= entonces vy (0;)=1 y tenemos que
Ui, (0,) = U (0)) = 1.

b) vricvo €8, si c0 »0 tenemos que

es decir, :
¥ r<c ¥ 0, € =:

¥y por tanto si co:a‘
A4 0,,0y € =y r,ksc
v (0;);

2.~ Recordando. (3)" té m
vo.,o,;sv:‘ks‘c',’» ]

u‘r (0} >Urk (oj)

<o',. s>sc5

o lo que es lo mlsmc

‘una

Por a) y b) tenemos que si defimmos el conjunto difuso F como:

v O, € Z, Vrsc
R (U (%) 2pg ) = %,(On :

entonces F e D(afpﬁo).
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Asi pues,‘ cada "nube' NB €NB -es la seudodifusién segln
Fe D(ka) deanﬁcleo NU. e T y NB ‘es ‘una seudodifusién de la

particién (cubr 'miento T ,'f : L

c) Todo ;iauntor'-": B, -conexa

(degenerada) .

una : -componente

Este conjunto de proposiciones definen la sigu:.ente relacién Ryt
V 0,0y € £ V SsE, R,,(o,,o,,s) si'y s6lo si

[F(04,0))zB A S=2] V :

(2 {0y, ---.0y } € Su(S) A T(0;,0,)= B r(o, 410%.8,

AV p<q r(c’l‘,l"’ln,,)t 8,1

donde Su(S) es el conjunto de todos los ordenamientos sin
repeticién de todos los elementos de S.

Calculamos Vg, (0,05, 5) definiendo 1la seudodifusién de 1la
Bo-semejanza como
v 0,0y € =

Vg (0, ,0)26)=T" (0, ,0y) .
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y asi tenemos que
v 0,,0, € =V 5¢2

r(o,,0y) ; si S=e
”ﬁn(of'ol's)' oy, ..rg?:)e émin{l‘(o,,oh),

)}})::si's‘mu"

I ’o‘pol

P

r(o. 47030 min{r‘(

Recordando ‘que " ;

C5,={<0y,85 ¢ E) /B0 A (Ry(0,;05,5) = B,(0,))}

tenemos entonces que. .
<0,,8> ¢ €, # 0y & NU_ A 5 § NU.\{0y, 0}

Es decir, que los "responsables" de que un objeto 0, esté en el
mismo nicleo NU, (en la misma componente By,—-conexa) que un 0 son
justamente elementos de NU.. Todo esto implica que
max {Uan(ouojrs)} max {r'(0, ,04)}
<uJ.s>ec° ERU N0y
pues
V.5 ¢ NUN\{O} Vv {01,:---,°| } e su(s) )
max {I(o,,0 z max r(o,,o
o,enor \{ ( Ve ])) 1'15_55"“r\'§|( 1104, )}
asi que : '
1 ‘ si Co=a
u)mr () =

max {I‘(O,,OJ)} en otro caso.
0)€NUNO

Criterio By-compacto difuso el

Para este criteric consideraremos que L=[0,1].
Diremos que un subconjunto NU,#z de E es By-compacto si y séleo si
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a) vV OjeE [o, € B A max (r(o[,o,.)) r(o,,o,) = 5 1% oJ €B
: 0,6

b) vo,,o,es aol .‘,o,‘ea [o =0,1 Ao,=o,J

max(l‘(o,w, N
ote“ B CoLan T K B
c):: 1 - ‘conjunto- . ;By-compacto

r(oiloj) *Bo
max{I’(0;,0)}
qE:

vg. (u(T(o,,0 )max(r(o' ,0) })21) =

y asi tenemos que
V 0,,0; € ZVSSE

u(8(0,,0,)) ‘ Si.‘S=B.

uﬁn(ouojls)— (min{u(e(ollol‘)): :

max
410y e ‘
u(8(o,- ,OJ)) mn(u(e(o,p,o,w))}}} ) si S=o
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donde
1"(01103) Bo P(OJ:OI) Bo.

: ~max{r(oJ,0)}”

u(8(0;,0y))= min{I(0;,0,) ;" max

T(0,,0) 8o T(03,01) 8o
max{r(o,,o)) max{r(o_,,O)}

max {111:1.n{l‘.‘(‘o,,oJ
QUENU N0y -

por lo que .

- s‘;i_-'CS‘=a

. " max min T(0,,05),"
Uns, (0y) =o€y, \of » { ‘ L J)'

r(ollo )*Bo r(05,0) Ao j.}} en otro
?2-’:‘{”0“0” ?23-—({”0”0” caso,

max{.

Criterio By~fuertemente compacto dit‘uso[m]

También para este criterio consideraremos que L—[o 1]

Diremos que un subconjunto NU, #e de E ; ﬂo-fugrtemente
compacto si y séle si S

a) ¥ 0; € & [0 € NU_ A BaX(I'(0,,0)} = r'(0;,0,) = Bo] ;‘QJ’ € NU,

b) 30, € NU. ¥ Oy € NU,, 3 Oy ,...,0 € N,
[0,=0;, A O=0, AV p<gq [max{r(oi 0)} = l"(O. Iolpu) z B8ol].
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c) No existe NU, subconjﬁnto BOquefte
NU, & NU,. : B N
d) Todo punto aislade constituy :

ﬁo;fﬁertemente
compacto (degenerado). PEEE

Este conjunto de proposiciéng ent relacidn Ryé

[3 {0, :Olq}: {olll

¥ p=q 9(.°|p:°|p,l) A V Psq 9(0_ ‘

donde ©(0,,0,) denota T (0,,0,)28 A r(d,,o,')=%i2§(r(o.,0)}.

Calculamos ugn(o‘,%,s) definiendo las seudodifusiones de la

Bo-semejanza y maximalidad como. en ‘el caso B,-compacto. Asi
tenemos

.

max{u(B(O,,OJ)),u(8(o,,o,))} s8i S=o

max{ max (m1n( min{v(e(o,,o, ¥},
(LR VORI )su (s) pel

max(min(u(e' (?(9%101))}:

Vg, (0, ,0y /S)=

donde




Observemos. que en este: caso Rn .no define una particién si- no que
define un cubrim:.ento. Recordando nuevamente. que

€5, ={<0,,8> € (-\0;)><P(-) / Pe(0)) ‘A (Ryr(04,05,8) e Pr(0))}

vemos gue en este ‘caso-los "responsables" de que un objeto O,
esté en el mismo nGcleo NU. que un objeto O, son elementos de NU,
si 0, pertenece a NU,; y son elementos que pertenecen a NU, y que
no pertenecen a ningin otro ntcleo al que también pertenezca O,
si 0, no pertenece a NU.. Es decir

<0;,5> € Cg » Oy € NU, A S £ By,

<0;,8> € C5 =» Oy € By,
donde
B5,= {O,e NU,/O.#0, A [0y NU, =V NU € T\NU, [O,€ NU » O, NU]]}

Vemos entonces Que

= max {max(v(8(0, ,0)) ), ¥(8(0y,0,))}

r‘(ojroi) ‘Bo

max(l"(o,,O))}}}

in{T(0y,0,) ,
0)€ :

por lo que
1 si Cp =0
: : r;(ol,o]) Bo
Uya, (01) = a,‘“’g ‘“‘a"“‘““_‘" m}}
:
min{r(oy, ”_’_'3"_'3" 11 en otro
T rnax{I‘(oJ ,o)} caso.
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Ejemplos

A continuacién ;presentamos unos ejemplos: de la aplicacién de
estos criterios d:.fusos a un conjunto de datos de ‘una- matriz de

semejanza® {I'y)}

X={01, 02,0504, O,

Bo~conexo difuso
Familia de nGcleos:

T = {{0, 0z, O3, O O5, 09: O10r °ul otz}r {°1r°s}t

Oy 0, o
9o 2
]
O 0s o,
O
Niicieo 2]
— 0
7
O,

Niicleos del criterio §, -conexo difuso

JomN o

o
o

oo o
- -]

QOB

50

1061}

. o"o ' oa. 0.
\— ./\o
(2]
/Om ] 0. !
0, Oe
8 -



La familia de nubes resultante 1a representaremos con una matriz

(uu}, donde Yy = "Nﬂl(ol)

0, .05 o‘.,i
B, (.85 .90°.90 .

NB, |.51 .58 .60
NB; |.70.°.62:.50 "

Bp-compacto dlt‘us__c'
Familia de nficleos:
= {{0y, 0z, O3, Qu'

q" o 0,
9 -
D G
o O O O,
12
w/57 *0g

Niicleos def criterio 3, -compacto difuso
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B8,-fuertemente qompactd difuso,

Familia' de ndcleos: ool L ; o : '

© = { {01/05/0304}s " {03,03,00,0s}, {05 1010)011} s+ {010/ a1 O3}
{07,095}, {06} } T e A S

La familia de .nuvh"es
siguiente: T

w8, [.80 .80 .80
NB, |.59 .80 .80
NB, | .41 .54 62"
NB, |.257.347.43" ‘ g
NB; |.49 .56 .58 517,.80.80 i 64°
NB; |.70..62 .50 .58°.48°1;00 .51 .36::27°.11-.05 0.00

donde v,y = u,m'(o,) .

o o

1

\05 \. .0,
i\_‘

o|z 04

Nicleoa del criterio §_-fusrtements compacto dituso Nube 2del criterio 3, -fusitements compacto dituso

E1 Nuevo Modelo de Algoritmos Difusos de Andlisis de Cumulos
Ahora presentamos la estructura paramétrica del nuevo modelo de
algoritmos:

sea dado un espacio & = {4, T} de representacién cuyo conjunto de
descripciones de objetos en términos del conjunto de rasgos
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M= {r,. .‘.v,r,) denotamos . como’ I = {0y, ++4,0,}. Un algoritmo A
del modelo para la formacién de climulos se puede expresar como:

A(T, By, I, F)

donde I" es una funcién de semejanza cuya definicién esti en
dependencia de: Cr ‘un conjunto de criterios de comparacién de
valores de cada una de los rasgos, 0, un sistema de conj;mtos de
apoyo, y &g, ‘unafamilia de funciones de semejanza parcial de las
w-partes de Q),; By es un umbral de seinejanza a partir del cual se
define el conéepto'de seméjanza o analogia entre objetos con base
en los valores' de I‘, H'un eriterio agrupacional con parametros
F, 2y B} ¥V F una familia de'seudodifusiones {F,, cees F } de 1.
Los algoritmos de esta . familla pueden ser obtenidos de 1la
siguiente manera:: .. - .
Paso 1.- Definicién de la funcién de semejanza I'.
Pagso ' 1.1.- - Definir cgp el «conjunto de criterios de
comparacién de valores de cada una de los rasgos.
Paso 1.2.- Definir @, un sistema de conjuntos de apoyo.
Paso 1.3.~ Definir 3q, una familia de funciones de semejanza
parcial de las w-partes de .
Paso 1.4.- Definir una funcién de semejanza I.
Paso 2.~ Determinar el umbral B, de semejanza.
Paso 3.~ Definicién del criterio agrupacional difuso T,.
Paso 3,1.- Definir un criterio agrupacional I con parametros
r, £y 8-
Pasgo 3.2,- Definir la relacién R; a partir de T.
Paso 3,3,~ ‘Definir " la. familia de = seudodifusiones
{F,, csey F) Y a part:.r de ella 'y R,, definir 1la. relacién
difusa Rp.. .

Paso 4.- Genera
Paso 5.- Definir 1 B

B3



Dada la flexibilidad en el manejo:  de distintas funciones de
semejanza por parte del modelo contamos con la pesibilidad, como
se mencions en el capitulo 2, de manipular objetos cuyas
descripciones no estan definidas exclusivamente en términos
cuantitatives. Por otro lado, tenemos la opcién de utilizar
criterios agrupacionales difusos que definen familias de
agrupaciones sin que se requiera definir de antemano el nlGmero de
éstas y para los cuales la funcién de semejanza s6lo tiene que
cumplir que su imagen sea un orden lineal (By~conexo difuso) o
que sea el intervalo [0,1] (B,-compacto difuso y By-fuertemente
compacto difuso).
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CONCLUSION

En el presente trabajo se ha propuesto un nuevo modelo de
algoritmos para el andlisis de cfmulos difusos para la solucién
de problemas de reconocimiento de patrones sin aprendizaje que,
dadas sus caracteristicas, parece adecuado para su aplicacién en
problemas con condiciones como las planteadas en la introduccién.
Por un lado, no se limita al manejo de descripciones de objetos
en términos exclusivamente cuantitativos, no es necesario definir
de antemano el nGmero de agrupaciones, y se presentan condiciones
muy relajadas para la definicién de la funcién de semejanza. Por
otro lade, el parametro correspondiente al criterio agrupacional
estd condicionado a 1la definicién de un conjunto de
proposiciones, de un umbral de semejanza entre descripciones y a
un conjunto de seudodifusiones, siendo esto Gltimo el punto mas
delicado ya que los valores que tomen diferentes seudodifusiones
en un mismo criterio han de ser comparables (como en la
fo~compacidad, las seudodifusiones de 1la Bg-semejanza y la
maximalidad). Sin embargo es de suponer que la definicidén o
determinacién de este tipo de conceptos no debe de resultar muy
ajena a un especialista de alguna disciplina que se propone
plantear un problema de andlisis de ctmulos. Por otro lado es de
hacerse notar que la naturaleza del conjunto de nubes resultante
(difusa, dura, particién, cubrimiento, etcétera) depende
exclusivamente del criterio y las seudodifusiones, es decir, este
modelo de algoritmos no "obliga" 1la naturaleza de las
agrupaciones resultantes. Por Gltimo, al respecto del criterio
agrupacional, este tipo de algoritmos utiliza de hecho un par de
relaciones, una dura y la otra una "difusién" de la primera. En
ese sentido este modelo es susceptible a ser ampliado a muy
diversos tipos de criterios agrupacionales con diversos tipos de
parémetros.

En cuanto a la familia NB de nubes resultante de aplicar estos
algoritmos podemos comentar lo siguiente: de la familia NB se
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obtiene la matriz M

(om0 v (02l
|Vre,(01) " Vi, (02)

.

Vnﬁc (.01 ) vy (dz) 7

la cual brinda una valiosa  informacién desde el punto de vista de
las aplicaciones, a saber: las filas, que son el grado de

pertenencia de los objetos de £ a cada nube NB,, mapea el orden
entre los valores de cumplimiento de los objetos de Z a la
propiedad T,; las columnas, que son el grado con que cada objeto
pertenece a las diferentes nubes, nos describe el orden entre los
valores de cumplimiento de cada objeto de = a las diferentes
propiedades T,, ...,T.6; y la matriz M en si nos describe no sélo
el comportamiento de los objetos con respecto a las propiedades
sino también el comportamiento de las mismas propiedades con
respecto al conjunto de objetos.

Se debe hacer notar que si L=(0,1], la familia NB de nubes
no cumple necesariamente la condicién de ser una particidn difusa

en el sentido de Ruspini, es decir, que puede ocurrir que la suma
c
L iz (0)
r=1
con 0 € T sea distinta de 1. En ese caso bastaria con normalizar
la funcién de pertenencia mediante

< .
Vi, (0) = (Vg (0) / I vip (0)) (1)

r=t
6 Agqul adoptamos para ios grades d‘e. partenencia de los objetos a
las diferentes nubes la inteprataclién ...-de Dubols y Prade to): "The
grades of meaborshlp reflect an"i  ordering . of | -the objects tn the
universe, induced by the predicate’’ ;. =~ assoclated With (the fuzzy
set) X; this ordering when its ‘exlh.v’ Y igl" - more lmportant than the

membership values thewselves®,

56



para tener una particidén difusa en ‘ese sentido, ya que de.las
condiciones de 1la definicién de Bo-particién (o cubrimiento)
difusa y (1) se obtiene la condicién de que )

0 < }:v,mr(o,) <n, para r=1,...,C.
1=1

Sin embargo, como ya se ha comentado, la matriz M sin normalizar
guarda informacién con respecto a los objetos de = y sus
propiedades que al normalizar se plerden, a saber, la informacién
que brindan las filas y la totalidad de la matriz misma. Se puede
plantear que el hecho de que la suma de las pertenencias de los
objetos a una nube no sea un mismo nGmero, mads que una extrafieza
debe de considerarse como un hecho informativo m&s dentro del
problema concreto.

Finalmente es importante subrayar que con este trabajo se
abre la posibilidad de continuar un conjunto de investigaciones
en el Area de la Teorfia de AnAlisis de Camulos bajo una nueva
éptica basada en el principic de difusificacién de los nGcleos
obtenidos sobre la base de criterios Qe agrupamientos que
respondan a las exigencias de los modelos de los especialistas de
las 4reas de aplicacién en cuestién.
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