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OBJETIVO

La camera de actuario tienc como objetivo fundamental la aplicacidn de las
Cicnclas Mateméticas en los estudios y andlisis de los fendmenos sociales. Para

1 P '

lograr la adecuada aplicacién es la Atica que dcbe

adquirirse durante ¢l estudio de la carrera.

Si bien es cierno que existen temas que por sus caracterfsticas resultan 4ridos y sin
aplicacién practica, tambien 1o es ¢l hecho de que amplian el conocimicnto de las

" . . 1 " i

que enun P utilizarse,

Bajo este esquema, ¢l tema de Coordenadas Polares forma paric del bloque de
conocimientos que constituyen la partc formativa y teérica de los cstudios dci
actuario. Dada su limitada aplicacién ¢l matcrial que existe es tambicn limitado,

poco desarrollado y, en 1a mayorfa de los casos, incompleto,

Por lo anterior, el objetivo del presente trabajo es desarrollar el tema de
Coordenadas Polares con los conceptos indispensables que permitan
visuglizarlo integralmente asi como resaltar las bondades que ofrece, en

algunos casos, trabajar con ellas.

COORDENADAS POLARES



INTRODUCCION 1

INTRODUCCION
La Geometrfa Analftica, hoy por hoy, es considerada mds que una rama de la
geometrfa un método medi ¢l cual un probl de rfa s¢ reduce a un

problema de dlgebra o de calculo, at establecer una correspondencia entre una curva
¥ una ccuacion especffica.

No obstante que las obras de René Descartes (1596-1650), a quien sc le considera
¢l padre de Ya Geometrfa Analftica, no son un desarrollo sistematico, sus idcas
permiticron crear las bases que la fi tai como la |

Tal cs ¢l caso de Jos ejes coordenados, que si bien no se describen explfcitamente
en sus obras, habrfan de scrvir para contruir los métodos y llevar a descubrimientos
matcméticos importantes.

Existen varios sistemas de coordenas, los mds comunes son cl Sisiema de
Coordenas Cartesianas, el Sistema de Coordenas Polares para la gg:mctda
bidimensional y, para la geometrfa tridimensional Ios Sistemas de rdenas
Esféricas y Cilindricas.

Topeid N un si Aonad:

La d e depende de la 1 det
problema y en 1a mayorfa de los casos, dependiendo del tipo de ecuacion de que s¢
trate, siempre alguno offece mayor facilidad en su manejo.

Asf, Ia invencién del Sistema de Coordenadas Polares , 1a cual se acredita a Jacques
Bemoulli (1654-1705), forma parte del desarrollo de 1a Geometrfa Analftica y la
importancia de su utilizacién se deriva de la facilidad que proveen para expresar
relaciones que especifican el contomo de cuevas, principalmente cerradas, como las
que se muestran a continuacién.

r=a-bcosb,a<d

COORDENADAS POLARES



INTRODUCCION ) 2

No obstante que Ja intenci6n dc csic trabajo es presentar las ventajas que las
coordenadas polares representan para graficar las. curvas mdicadas anleriormente,
asf como la integracién y derivacitn con sus 4 1a relacién que
existe entre los Sistemas de Coordenadas Cantesianas y Pnlan.s. y su aplicacién con
las principales lincas en ¢l plano (recta, circunferencia y cénicus).

COORDENADAS POLARES



LOCALIZACION DE COORDENADAS POLARES

LOCALIZACION DE COORDENADAS POLARES

<2Qué es una coordenada?

Una coordcnada es cada uno de los nimeros que permiten delelminar un punto
con aciertos el de

P

Para localizar cualquier punto en cl plano, los sistemas mds comuncs son:

* Sistema de Coordenadas R lares o Cartesi y

* Sistema de Coordenadas Polares.

En el Sistema de Coordenadas Cartcsianas, ia ubicacién de un punto se efectia
refiricndo el punto a dos rectas fijas perpendiculares llamadas cjes de coordenadas.
Las coordenadas son mimeros llamados 1a abscisa y la ordenada y son distancias
dirigidas desde 1os ejes de coordenadas.

SISTEMA DB COORDENADAS
RECTANGULARES O CAXTESIANAS
EILS DRCOORDENADAS ¢ oV o n
4
2
x
+ 4 2 1 . 6
)
* “

En el Sistema de Coordenadas Polares, un punto se localiza refiriendo su posicién a
una distancia con respecto a un punto fijo y a un dngulo con respecto a una recta
fija.

SISTEMA DE COORDENADAS
POLARES

El punto fijo s¢ llama polo u origen, y normalmente s¢ designa por la letra "0". La
recta fijase llama cjc polar o recta polar y €s dcsngmda por OA, dc manera gencral
se dibuja hori | yse hacia la derech

COORDENADAS POLARES



LOCALIZACION DE COORDENADAS POLARES

Scu P un punto cunlqmcm en el plano distinto de O. Tracemos el segmento OP y

su d por r. L1 0 al 4ngulo AOP.

P(r,9)

RADIQ VECTOR
ANGULD POLAR ©
AROUMENTO DE P
PoLO /

A

o EJ COONDENADO

Cuando y 0 pod d inar la posicién del punto P con retacién
al eje polar y al polo

Asl, {;0) se llaman coordenadas polares del punto P, r s¢ llama radio vector y 6
gngulo polar o argumento de P. La distancia r ¢s positiva (r=!0P)) y ]a medida cn
radiancs 6 del 4ngulo dirigido AOP es positiva cuando se mide en sentido contrario
al de las manccillas del reloj y negativa cuando sc¢ mide en direccién a las
manecillas del reloj, tenicndo como lado inicial OA y como lado terminal OP.

P

W)

Una diferencia importanic entre el Sistema de Coordenadas Rectangulares y cl
Sistema de Coordenadas Polares, es cl hecho de que en las primeras se establcce
una correspordencia biunfvoca entre cada punto del plano y un par de mimeros
reales, suuacidn que en ¢l Slstemn Polur no ocurrc porque un punto puede estar

por un i ito de pares dc coordenadas polares, de otra
forma. un par de coordenadas polms (r;6) determina uno y solamente un punto cn
el plano i pero su no cs verdad ¥a que un puito P

determinado por las coordenadas (r0) cst4 también d¢ de
Jos pares dec coordenadas representadas por (r;6+2n#), en donde & cstd “dado cn
radiancs y # es un cntero cualguicra.

COORDENADAS POLARES



LOCALIZACION DE COORDENADAS POLARES

Ejemplos:
1) Consideremos las coordenadas potares del polo.

Sir=0y0=¢, donde ¢ es cualquicr nimero real, cualquier parefa (0.¢)
determina el polo.

0.1 : 05 m)
noimponae valorde 8 yaque r=0.

2) Considercmos el punto P(3,1/4 #) como se indica en la figura.
P

(I 4

A
& E mismo punto también tiene coordenads (3,17/4 %) 0 (3-7/4 ),

Si cil punto es PQ3, 1/4 %), sabemos que (ambién csif detcrminado por
P(3 1/4 ® + 2xn), entero. Si n= 2, entonces P también esif determinado por
as coordenadas P(3,1, l4 £ + 2r(8/4)), es decir, P(3,17/4 x), como s¢ muestra en la

siguicme figura: e

- DORT 7% 3

o A

n= -1, entonces P también estd determinado por las coordenadas
P(3 1/4n+ 23(-4/4)). ¢s decir, P(3,~7/4 x), como spc mucsira cn la siguicnie figura:

824 x

COORDENADAS POLARES



LOCALIZACION DE COORDENADAS POLARES

Ahora bicn, si un punto P tienc un radio vector negativo, ésic se cncontrard cn la
exfension dcl lado terminal. Para localizarlo primero medimos ci 4ngulo polar de
manera normal y tomamos el radio vector en la prolongacidn opuesta al lfado
terminal a partir del polo. Si P estd sobre 1a extension del lado temninal del dngulo
de medida en radianes 8, un conjunto de coordenadas polares de P es (r.8),
donde r=-lOP!, como se muestra en la siguiente figura:

Si consideramos el ejemplo 5, también el punto P queda determinado por las
coordenadas (-3,5/4x) o (-3,-3/4x), como s¢ muestra en la siguicntes figuras:

Como el dngulo polar gencralmente es medido en radianes (Apéndice 1), las
coordenadas polares de un punto son parejas ordenadas de mimeros reales,

Por lo anterior, Ia capacidad de seleccidn de d para un mismo punto cs
ilimitado, sin embargo convendremos, salvo especificacién en contrario, en
considerar 1odo punto P difcrente del polo las coordenadas (#,0) tales que 7 >0
y 0 s 052 A al parlo llamaremos par principal de coordenadas polares del
punto P y, en consecuencia, hay un nico conjunto de coordenadas para P,

COORDENADAS POLARES



TRANFORMACION DE COORDENADAS 7

TRANSFORMACION DE COORDENADAS POLARES A
RECTANGULARES

La grifica de una ecuacién en coordenadas polares r y 8 consisic de todos y cada
uno de los puntos P que ticnen al menos un par de coordenadas que satisfacen la
ecuacion. A una ccuacion de una gréfica cn coordenas polares sc le llama ecuacién
polar para distinguiria de una ecuacion rectangular o cartesiana.

Frecuentemente, para un lugar peométrico determinado, conviene transformar la
ecuacion polar a la ecuacidn rectangular o cartesiana y viceversa,

7] Tard

Para efectuar esta transfor es i las que existen
entre las coordenadas polares y las rectangulares de cualquier punto.

Es posible determinar facilmenie esta relacién cuando el eje polar coincide con la
parte positiva del eje x y el polo con el origen.

Supongamos que (x.y) y (r8) son las coordcnadas reclangulares y polares
respectivamenie del punto P diferenic det origen.

Consideremos que r > 0, entonces P esid cn el Jado terminal del dngulo de 0
radianes y r =|0P|

.................. .
o .
o : >x
Por la definici6n de:
- la funcién seno (razdn del catcto opucsto entre 1a hif ).
sen () =Y/,
- Ia funcién coseno (razén del cutcto adyacente entre 1a hipotenusa),
cos (0) =%/,
De estas igualdades cncontramos que,
A) y=rsen® y x=rcos®
Siel s al cuadrado ambas igualdades tencmos,

B) . P=r25%n20 y 2=r2cos20

COORDENADAS POLARES



TRANFORMACION DE COORDENADAS 8

iguatando la suma de los micmbros,

x2+y2=r2cos2@+rlsen?@
o equivalentcmente,
22+ 2 = 2 (cos2 O + sen? 0)
xayi=r2()
2ey=r2
Si dividimos las igualdades del inciso A),

<)

o de otra forma,

Ejemplos:

3) Encontrar 1as coordenadas rectangulares del punto P cayas coordenadas polares
son (4, 5/6 x).

LY
r=4, 0=5/6x
Por las igualdades del inciso A)

x=4c0s5/6%, x=4--172-3, x=-34641
y=4sen5/6n, y=4-12, y=2

las coordenadas rec larcs son (-3.4641, 2),

COORDENADAS POLARES



TRANFORMACION DE COORDENADAS 9

4)E ¢l par de denadas polares del punto P cuyas coordenadas
rectangularcs son (5,0).

® §j despejamos 7 del inciso B), tencmos
r =1/;2Ty2—. r =J(_.‘;)_2+—0. r=35
del inciso C),
tanB=Y, 1ane=0;, =0

entonces las coordenadas polarcs son (5.0).

| ; :
]

-~

] 1 2 3 4 s L
-1
3
4

~ s 1

una
porr2=a2sen20.

de la grifica cuya ccuacidn polar esté dada

@ como €l sen 2 0 =2 sen @ cos 0, despejando del inciso A) ienemos,

r2=2aZ(yfr) ( xi)
sustituyendo #2 del inciso B) y multiplicando ambos micmbros por 2,

24y =2aly
6) Encontrar una ecuacion polar de la grafica cuya ecuacién canesiana estd dada
por (32 + y2)2 = a2 (x2 - y2).
@ sustituyendo r2 por 1a igualdad del inciso B) y del inciso A) x y y tenemos,
2. rl=q2(r2cos?0- r2sen? B)
R r2=a? r2(cos?0-sen?0)
como cos? @ - sen? O =cos 20,

r2=alcos20

COORDENADAS POLARES



LA RECTA 10

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN COORDENADAS POLARES

Scan Py (r8,) y P, (r,8;) dos puntos cualesqui la di ia entre

ellos d = 1P; P, estd dada por,

(o)) d=VrZ+r7-2rr,c05(0,-0)

Demostracién:

Los radlos vectores de Py y P, son ry y r, respectivamente. Construyamos cl

olrlﬂszgulo OPP,, endonde r; = ?DP,I y o = 10P;). El dngulo P OP, esta dudo por
1-0,.

Por la Ley de los Cosenos (Apéndice /), tcnemos

3 do sl d=r4r?-2rryc0s(0,-6,)

d=VrZr2 20 ry 008 (8, -0,)

También podemos demostrado (ransfomando los puntes en  coordenadas
rectangulares y aplicando la definicién de distancia entre dos puntos:

Sean F,(x,.y;) ¥ F(x,) las coordenadas rectangulares de los puntos P(r,.9,)
Pylry0.) toadectvamns, By

La distancia cntre Fy y Fp estd dada por,
aWF = (e + Gy P

sustituyendo las x°s y las y's del inciso A), tenemos,

dF F )= (r, cos 8, -, cos 0,2 + (r, s€n 8, -1, 5N 8,)2

=V r2c05°0, - 2ryc058, r;c0s8) + ry2c05%, + ry2sen?0, - 2r2scn92+ r;sc:nlinlzsj
1 1

COORDENADAS POLARES



LA RECTA 111

Al
=V'ry%005%0, + r)2sen0 4 r %c0s%0, + r %sen?0, - 2ryc0s0, rycos0, -
+ 2rpsenf,rysend,
\

=V ry? (cos?B, + 5en28,)+ 7,2 (0520, + scIB,)-
- 2ryry (cosB, cosd, + senB, send)

comocos (a-b)=cosacosb +senasch by

sen? a + cos? a = 1, entonces,

=¥rnT+ry?-2rr c0s (0,0,

Ejemplos:

7 En el perf del tridngulo cuyos vértices son Py (1, #/3), P, 3, v/ y
Py (5, 7).

LY

nel ., =3, =5, 8=w3,8,=m4, =2
dWP P =V 1243221 3 cos (a/3 -x/d)
dlppy = 10-6cos (W12)' = 2.0505
dIPyPy) =V 32+ 52-2 3 5 cos (W4 -R2)
dIP,Py) =V 34-30 cos (-#/8} = 35759
atP,P =V 52512-2-5 1 cos (k2 -103)

diPyPl = ¥ 26~ 10cos (m/6) = 4.1641

Por lo tanto, el perfmetro dcl trfangulo es 9,7905 aproximadamente
Py

COORDENADAS POLARFS



LA RECTA 12

ECUACIONES DE LA RECTA EN COORDENADAS POLARES

Cualquier ecuacién de primer grado para las variable x y y pucde escribirse de la
forma

D) Ax+By+C=0

donde, A, B y C son nimeros reales y A y B no son simultdncamente iguales a
O{Forma General de la ecuacidn de la recta).

La gréfica de esta ecuacion lincal en x y y es siempre una lfnea recta,
Si sustituimos x y y por las igualdades dadas en cl inciso A), tencmos:

Arcos8+Brsenf+C=0
despejando r, tenemos:

r(Acos0+Bsend)=-C
E)

-C
r =

Acos@+Bsend
que s la ecuacién polar de 1a recta.

Alwora bien, consideremos cn ¢l plano cartcsiano un segmento OFP; de longitud p
con uno de sus extremos cn el origen y determinemos su posicién exacta por el
fingulo . Tracemos la recta [ que pasa por el punio Py(xyyy) y que es
perpendicular a OP,, cntonces para cualquier posicién de la recta /, por
trig rfa pod 4 inar que:

1)) X =peos® y y =pscno®

Entonces podemos dclerminar que las coordenadas dcl punto Py
SOnN {p COS O, p Sen ©).

Como el dngulo de inclinacién de OP, es @, su pendiente cs tg @ y como fa recta !
es perpendicular a OP), su pendicnte estd dada por(la condicidn necesaria y
suficiente para que dos rectas sean perpendiculares entre si, es que el producto de
Sus pendientes sea iguala-1)’

G)
cos®

-clgws=-
scn o

COORDENADAS POLARES



LA RECTA 13

Y por la definicién de la ecuacion de fa recla que pasa por el punto dado Py (xy.y)

y tiene pendiente m:
Y-y =mx-x),

H)
entonces por los incisos ), G) y H), 1a ecuacién de [ es:
©08 ©
y-penw=- (x-pcosw)
senw

ysen @-psen @=-xcos @+ pcos? @
X©05 @ +y sen o - psen? @ + cos2 @) =0

comosen?a+cosZa=1,
XCosW+ysenw-p=0

es la ecuacién polar de la recta en 1a forma normal.

Consid ahora cl seg) OP perpendicular a 1a recta 4. N tienc coordenadas
P(p cos @, p sen ©) y P sea olro punto que pasa sobre 1a recta { con coordenadas
(r cos @, r sen 8), entonces por el inciso H“.

€os

(psen@-rsenB)=- (Pcosw-rcos 0)

- sen  (p sen w - £ sen 6) = ¢os o (P €08 W -7 cos )
P 5en?00 + 7 5cn 0 5¢n 8 = p cos? © - 7 CoS @ cOS O
7008 0 COS © + 756N 02 5en 6 = p c0s® © +p sen? @
r (cos @ cos 8 + sen @ sen 8) = p (cos? w + sen? @)
)] roos(8-0)=p

que es 1a ecuacién polar de la recta si (p,m) ¢s el par principal de coordenadas
polares del pic de !Ia perpendicular trazada desde el polo a cualquier recta en el
plano coordenado polar.

i

COORDENADAS POLARES



LA RECTA . 14

Bl (P

tres €asos p

parala ién de la recta en coordenadas polares:

RECTAS QUE PASAN POR EL POLO

Si la recta pasa por el polo y con una inclinacién o, su ccuacion es de la forma,
n go=a

puesto que tal recta es el conjunto de los puntos cuyo angulo vecwrial es o

Podemos comprobarlo si sustitui nla 16 lar de la recta que pasa
por el punto P(0,0) y tienc 1a pendlenu: o, dada por

y=ax
los valores de las iguatdades del inciso A):

rsen@=arcos®
despejando o,
sen®
a=
cos®

a=tgh

que es lainclinacion de 1a recta.

RECTAS PARALELAS AL EJE POLAR

Si 1a recta es paralela al cje po]aryestéae idadcs de €, su i6n es de la
forma,
K) rsenf@=¢, ¢#0

g;mdc ¢ ¢s positivo cuando esté arriba del cjc polar y negativo cuando cstd abajo de

COORDENADAS POLARES



LA RECTA 15

Si consideramos la ecuacion general de la recta del inciso D), enlacual A =0, la
ecuacién toma la forma,

By=C
despeiando y tenetnos:

y=C/B=¢e

donde e significa la interseccién del cje y. Si sustituimos y de la igualdad del inciso
A), tenemos

rsen@=e

RECTAS PERPENDICULARES AL EJE POLAR

St la recta s perpendicular al eje polar y estd a & unidades del polo, su ecuacitn es
de Ia forma,

L) reos@=d, dx0

donde d es positivo cuando estd a la derecha del eje polar y negativo cuando estd a
laizquierda de é.

Si consideramos 1a ecuacion general de la recta del inciso D), cn lacual B=0,1a
ecuacién toma [a forma,

Ax=C
despejando x tenemos:

x=C/A=d

donde d significa la interseccion del cje x. Si sustituimos x de Ia igualdad del inciso
A), ienemos

rcos@=d

Ejemplos:
8) Obtener la ecuacidn polar de la recta que ¢s horizonsal dos unidades por debajo
del origen.
 Por el inciso K), ecuacion para recias paralelas al cje polar, Ia ecuacidn que
buscamos estd dada por,

rsen®=-2

COORDENADAS POLARES



LA RECTA 16

9) Obtener la ccuaci6n polar de la recta que pasa por el punto (6, 2/3 %) y €s
perpendicular al eje polar,

€ Por el inciso L), ccuacién para rectas perpendiculares al eje polar,
6c0s23 =6 (1)) =-3
porlo tanto la ecuacidn cstd dadé por,

rcos_0=-3

10) Obtener la ecuacién polar de la recta perpendicular al segmeno OP cuyas
coordenadas de P son (2, /g ).

< Por el inciso 1), # (cos 8-w) = p , entonces la ccuacion de a recta serfa;

rcos0-Yem=2

11) Obtener la ecuacion polar de la recta que pasa por los puntos (4,3) y (6,9).

& Por el inciso H) tenemos,
y-3=m(x-4) y y-9=m(x-6)

y-3 y-9

x-4 N x-6
resolviendo la ecuacién, nos queda
Gx-2y=18
por el inciso E), la ecuacién polar de 1a recta es,
18

6cos0-2sen®

COORDENADAS POLARES
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CIRCUNFERENCIA

Después dc 1a recta, Ia Ifnea mds familiar es la circunfcrencia, 1a cual puede
definirse como el lugar geométrico de todos los puntos de un plano a una misma
distancia de un punto fijo del plano.

El punto fijo se 1lama centro de la circunferencia y Ia distancia constante se llama
radio,

En el plano caresiano, una circunferencia cuyo cenuo es ¢l punto (Ak) y cuyo
radio es la constante r, tiene por ecuacion,

M) x- B +iy- 2= 12

Sila circunferencia se encuentra en el origen, entoncees la ccuacion toma la forma,
N) 2+ yi=r2

Partiendo del inciso M), si desarrollamos 1a ccuacién tenemos,

X2-2h+ h2+y2- 2k +k2=1r2
y sgrupando,

) A2+ y2-2hx-2ky + K2+ k27220
y esta ecuacién se puede escribir de 1a forma,
0) 2452+ Dx+Ey+F=0
que corresponde a la forma gencral de la ecuacion de un cfrculo.

En el plano polar, st C(c,or) es el centro de una circunferencia cualquiera de radio a
y P(r,0) un punto cualquiera de la circunferencia, entonces

P) r2-2crcos(® - o) + c2=a?

es la ecuacién polar de la circunferencia,
Demostracion:

En la figura, se muestra ¢l tridngulo que
forman los puntos OCP y por Ia ley de los
€O3eNos,

at=r2 - 2cr cos( - &) +c2

‘También podemos, a partir de Ja ecuacion
del inciso M), y de las igualdades del

inciso A), encontrar 1a ecuacidén polar de la
circunferencia:

COORDENADAS POLARES



CIRCUNFERENCIA 18

Del inciso M), -hR2+(y-kR=qal
sustituyendo x y y del inciso A)
(rcos©- )2+ (rsen@ -k2= a2

desarrollando y agrupando, nos queda
Q

£2.2r(hcos 0+ ksen©) + h2+ 12 =a?
womohi=ceosa , k=cseno y h%k2= c2, sustituyendo, nos queda

2.+ 2¢r (c0s 0 €08 O + sen e scn 8)+ A2 + k2 = a2

r2-2crcos(B-a)+ct=a?

Como en el caso dc l1a recta, existen casos especiales de la ecuacion de la
circunferencia que vale la pena comentar.
CIRCUNFERENCIA CON CENTRO EN EL POLO Y RADIO R.

Del inciso P), si el centro de la circunferencia es el punto (0,8), c=0ya=0,yla
ecuacién se reduce a,

2- [(2)0) r cos 0)} +0=a?
® 2

CIRCUNFERENCIA QUE PASA FOR EL POLO CON CENTRO SOBRE
EL EJE POLAR

Si el centro de 1a circunferencia estd sobre el cje polar y pasa por el polo, entonces
. la ecuacién del inciso P) se reduce a

8) . r=%+2acosb

cn donde  ¢s positive si el centro estd a Ja derccha del polo o negalivo si cstd a la
izquicrda.
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CIRCUNFERENCIA 19

CIRCUNFERENCIA QUE PASA POR EL POLO Y SU CENTRO ESTA
SOBREEL EJE A n/

Si el centro de 1a circunferencia estd sobre ¢l eje a #/2, Ja ecuacién del inciso P) se
reduce a,

T r=t2asent

en donde r es positivo si el centro estd arriba del cje polar y negativo si st abajo.

Ejemplos:

12) Encontrar 1as coordenadas polams del centro y €1 radio del cfrculo definido por
la ecuacién r =8 cos 8,

@ porel inciso §),
r=2-4¢0s0, a=4 y oa=0
las denad. 1 del centro son (4,0) y el radio es igual a 4.

13) Encontrar 1a ecuacién polar de 1a circunferencia que tiene su centro en (5,1/,)
y radio 6.

& por ¢l inciso P),
c=S5 a=g; y as6
PR-2:5-rcos(®-x/,)+52 =62
r2. 10 rcos® - n/,) +25-36=0

es la ecuacion que buscamos.
l4) Transformar la  ecvacién  rectangular de  la  circunferencia:
2x2 +2y? -6x +10y + 7 =0 , a la ecuacién polar.
LN 2x2 +2y2 -6x +10y +7=0

dividiendo entre 2 ambos miembros de 1a ccuacion y reagrupando, nos queda
-3+ (2+S5)=-"),
completando los cuadrados y reduciendo
= ,3/2)2 ++ 5/2)2 =

COORDENADAS POLARES



CIRCUNFERENCIA 2

por lo Lanto, las coordenadas rectangulares del centro de 1a circunferencia son
3,3y ysuradioes V5.

Ahora del inciso Q)
12 2r(3; cos © - 5/ 5en 0) = - 97,

csla ecuacion polar de 1a circunferencia.

15) Obtener ¢l radio y las coordenadas polares del centro de 1a circunferencia que
tiene por ecuacion polar

r=2cos0+2V35en0
. por el inciso P), r2- 2crcos(9-n)+cl=a2

10012 Y )

entonces P POr 7 y reagrup Ia

14

nos qucda
12-2rcos0+2V3rsen0=0
-2 (cos0+V3 sen0)=0
dividiendo el 20. término del primer miembro por 1 =€/, nos queda
r2-2rc (Y, s 0+ scne) 0
de aquf podemos observar dos situaciones:

) a2 = c2 y por 1o tanto es una circunferencia que pasa por el origen, y
Bl =cosee y v I, =sena, como

(%2 + (=1
c=2 yporlotantoelradioes 4

y sustituyendo ¢ en el inciso b), tenemos que o= X/y,
por lo tanto 1as coordenadas polares del centro son (2, n/3).

COORDENADAS POLARES
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CONICAS

Ahora comentaremos las ecuaciones de otras curvas cuyo nimero de aplicaciones
tanto tedricas como précticas las hace imponantes: las secciones conicas.

Su designacidn proviene del hecho de que el lugar geométrico o curva puede
oblenerse como la int i6n de un cono circular recto y un plano.

Existen tyes clases importantes de conicas, a saber:
* La Pardboia
* La Hipérbola
* LaElipse

En el plano cartesiano, son representadas por ecuaciones de scgundo grado o
cuadrdticas en dos variables de 1a forma,

)] Ax24+Bxy+ Cy2+ Dx+Ey+F=0
* Si B = 0,queda de la forma
V) Ax2+Cy2+Dx+Ey+F=0

y el lugar geométrico debe ser una seccién cnica con uno de sus ejes paralelo
0 coincidente con uno de los ejes coordenados, o bicn uno de los casos
excepcionales (Apéndice I).

*Si B # 0, ¢l eje focal es oblicuo con respccto a losejes eoordensdos
Sin embargo, 1a ecuscion del inciso U) se puede en una
de la forma del inciso V).

Un concepto importante que nos pemme conocer el tipo de Tugar geoméirico de que
se trata e3 la excentricldad de la cbnics.

T Fea) X

Dada una recta ! y un punto fijo F no contenido en ¢sa recta, se llama conica al
Tugar geoméirico de un punto P que se mueve en el plano de / y F, dc tal manera
que s razdn de su distancia de F a su distancia de / es siempre igual a una constante
positiva, denominada excentricidad de Ia cénica.

COORDENADAS POLARES



CONICAS 22

1PFI
1PAI B
x-pPP+y2
Ixl B
elevando al cuadrado ambos mi de la ién, quitando inad y
trisponiendo, nos queda
AA) (1-e2)a2-2px+y24p2=0

ecuacién que representa una cénica como lugar geométrico, determinando su
naturaleza cl valor de la excentricidad e:

a)Sie=1

1a ecuacién del inciso AA) toma la forma y2 = 2p(x - pl) y lepmsenu una
pardbola cuyo véttice ¢s (p/5,0) ¥ cuyo eje coincide con el cje X.

b)Sie<1
1a ecuacién detcrmina una elipse y e = €/ s (Apéndice IT).
En particular, si e = 0, la ecuacién representa una circunferencia.

c)Sie>1

Ia
(Apéndice Iy

el lugar geométrico dc una hipérbola y e = C/,.

ECUACION GENERAL DE LAS CONICAS EN COORDENADAS
POLARES

Se¢ pueden obicner i pol para 1a pardb 1a elipse y la hipérbola
transformando sus ecuaciones ¢n forma mclangular a la forma polar por medio de
las ecuaciones de transformacién del inciso A), sin embargo se pueden obtencr
ecuaciones mds sencillas si se hace coincldir el foco de la cénica con el origer y
utilizando el Conc:.pto de excentricidad.

L Plo A
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Sea p 1a distancia de 1a directriz DD',que se encucnira a la izquierda del polo, af
foco que se encuentra en cl polo O. Entonces, ¢l punto P(r.8) penenece a una
conica si y solo sf

10OPI=elMPl, e>0
comofOPI=r y IMPl=p+rcos®

nos queda
r=e(p+rcosd)
despejando 7, sc obtiene Ia ecuacién dar en forma polar
AB)
ep
r=s
l-ecos@
Si la directriz se a la derecha del polo p unidades, 1a ecuacién serd
AC)
ep
r=
1+ecos®

Si 1a directriz es paralela al eje polar y cst4 arriba de éste p unidades, 1a ecuacidn es
AD)
ep
l+esen @

Finalmente, si la directriz es paralela al ¢je polar y estd abajo de €éstc p unidades, la
ecuacién toma la forma

AE)
ep

I-esen®
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Ejemplos:
16) D inar ¢l lugar geomélrico, cncontrar la i6 far y esb
grifica que representa la ecuacidn polar
9
r=
2-2sen0
® dividiendo el d inador y el dor del scgundo miembro entre 2
9/2
2,-%,5en@

considerando la ecuacion AE) podemos observar que:
* ¢ = 1y porlotanto el lugar gcométrico cs una pardbola,

*ep=9,,yporlotaniop="2,,

* como en ¢l denominador ¢l signo del 20. (émino es negativo, la directriz estd
abajo del eje polar y por lo tanto la pardbola abre hacia arriba.

* como cl foco estd en el origen, ¢l vértice se encuentracn 0 = Yx

cntonces resolviendo ,
9/2

r= : =%

1- sen¥/x

por lotanto cl véice cstd en el punto polar (%, %,1).

Utilizando las igualdades del inciso A), las coordenadas rectangularcs del

vértice son

x=9,c083,%=0 y y=9,sendpn=

la i6 lar, apéndice 11, serd de la forma
-k =4p(y - k)
y sustituyendo y reducicndo, Ja podemos obtener
2=3y+2,
.12 =3y+9,
por dltimo, la gréifica de la pardbola cs;

.9/4

COORDENADAS POLARES



CONICAS

25
POMMMIMMMMMMMINNDS MES S5 2 INMMMMMMMMMMEMS
1D inar e} Jugar geométrico que rep Ia 6n polar
6
r=
2-3cosh
encontrar su ecuacion rectangular y la grafica correspondiente.
« dividiendo ¢! d inador y ¢} dor del segundo micmbro entre 2
6/2
2/2-3/10059
de aqul podemos observar que
* ¢=3f,> 1 y por lo tango el lugar geomeéirico ¢s una hipérbols.
*ep=3yporiotantop =2
* como el signo del 20. témino del inados es negativo, la dircctriz esté a la
izquierda del polo.

* resoiviendo para 0 = x, y 0= 0 encontraremos las coordenadas de 1os vérices,

COORDENADAS POLARES



CONICAS 26

3
r=.—-——-——--=(’/5
1-3,cosp
3
[ — Y |
1-3,c050

por lo tanto las coordenadas polares de los vénices son V("/5.n) y V'(-6,0).

* resolviendo para 8 = n/p, y 0 = 3/, 7 encontraremos las coordenadas del lado
2 2
reclo,

3
1-3/3cos v/
3
1-3%c053, %

por lo tanto el lado recto de una de las ramas de 1a hipérbola tiene una longitud
de 6 unidades.

* obteniendo la distancia cntre los véntices, por el inciso C.), para conocer la
lengitud del eje transverso, encontramos que 2a = %4/5 y por lo tanto a = 12/,

* como sabemos ademds que 1a longitud del lado recto estd dada por,(Apéndice I)
252

a
igualando a 6 y sustituyendo ¢l valor de a, obtenemos b =/ ~’?

* convirtiendo las coordenadas de los vénices a coordenadas reclangulares de
acuerdo a 1as ecuacioncs del inciso A), lenemos

V(-60)y V(/50)

para conocer las coordenadas del centro, encontramos ¢l punto medio del cje
transverso y éste s C(-18/5,0).

* como Ja i gutar de la hipérbola con centro en (hk) y eje focal
paralelo al eje X estd dada por .
@ kR
a2 n h

1a couacién rectangular nos queda
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(x+l£/5)2 (y.Q)Z

(12/5)2 . (6/(’5)2 -

desarrollando ¢l bi io, eliminando coci y 4 do térmi
queda
1

5x2+36x-4y2+36=0

* finalmente 1a grifica es:

18) Determinar el lugar geométrico que representa la ecuacion polar
9
6-4scnd
y encontsar su ecuacion rectangular y la grdfica correspendicnte.

@ dividiendo el denominador y ¢l dor del segundo micmbro entre 6

3/2
1-%/35en0
de aquf podemos observar que

*e= 2/3 <1y por lo tanto ¢l lugar gcométrico es una elipse.
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*ep =3/, ypor lo tanto p = 9/,
* como el signo del 20, témino de! d inador es negativo y 1a funcién es scno,
el eje focal estd sobre ¢l cje a &/ y 1a directriz cstd abajo del cje polar.

* resolviendo para 6 = x, y 6 = 0 encontraremos las coordenadas de uno de los
lados rectos,

3/2 ’
=
1-Y3senn
3,
2
PS ————e 3/2
1-%35en0

por lo tanto uno de los lados rectos tiene una longitud de 3 unidades.

* resolviendo para 0 = &/, y 0 = 3/, % cncontraremos las coordenadas de los

vértices,
3/2
r= = 9/2
1-2;sennl;
3,
r= =%ho

1- 2/3 sen 3/2 x

por lo tanto las coordcnadas polarcs de los vémices son V() y
VOh025m).

* obteniendo la distancia cntre los vértices, por ¢l inciso C.I), para conocer la
longitud del eje mayor, enconiramos quc 2a = 27/ y por lo wanto a= 7/,

* como sabemos adem4s quc 1a longitud del lado recto estd dada por.(Apéndice I)
262

a
‘tgualando a 3 v sustituyendo ct valor de a, oblenemos b = %/, ‘f?

* convirtiendo las coordenadas de los vérices a coordenadas reclangulares de
acuerdo a las ecuaciones del inciso A), tenemos

vl y vOsSie

para conocer las coordenadas del ceniro, encontramos ¢l punto medio del cje
mayor (Apéndice Il) yéste es C(0.%/s).
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* como la ectiacion rectangular de la elipse con centro en (A.k) y gje focal paralelo
al eje ¥ est4 dada por

(x-h)2 (k)2
+
b2 a?

la ecuacion rectangular nos queda
-0 »-9/5)?

(9/2,]';)2 @R

desarrollande ¢l binomio, eliminando cocientes y reordenando términos, nos
queda

36x2 + 2092 - 72y - 81 =0
* finalmente 1a grifica es:
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GRAFICAS EN COORDENADAS POLARES

En gencral cl ecxamen de una couacldn puede revelar formas rdpidas para la
€C de gréfi En csta de pl informacién il
para que, a panlr de una t6n polar, sin idad de para un mj

alto de punos sc pucda graficar el lugar geométrico que representa,

Para cste fin, a continuacién se especifican los pasos que se seguirdn:

1. Determinacidn de las intersccclones con cl eje polar y con el eje a n/,.

2.D inacion de la si de la curva con respecto al eje polar, al eje an/p y
al polo,
3. Determinacion de 1a extensitn del lugar geomélrico,
4, Célculo de las denadas de un nd ficientc de puntos.
5. Trazado de la gréfica.

INTERSECCIONES CON EL EJE POLAR Y CONEL EJEA /3

Cuando trazamos una grafica, cs importante detcrminar en primer lugar, si cl polo
estd en la grafica. Sustituyendo 0 por r y resolviendo para © lo podemos averigliar.
Si existe un valor para 9 cuando r = (), la gedfica pasa por ¢l polo.

Las interseccioncs con el eje polar, si existen, sc puedcn obtener resolviendo la
ecuacién polar para » cuando a O se le asignan valores 0, 4%, £2x, y cn general
valores nr, cn donde a1 es un entero cualquiera.

Las intersecciones con ¢l cje a #/, si existen, s¢ pueden obtener resolviendo la
ecuacién polar para r cuando a 0 se lc asignan valores */,%, en dondc 7 ¢S un cniero
cualguiera.

DETERMINACION DE LA SIMETRIA DE LA CURVA

La grdfica de una ccuacion es siméirica con respecto al eje polar, si para la
ecuacion s¢ oblicne una ccuacién cquivalente cuando (r,0) cs sustituido por
{r,-042nm) 0 (-r,x-0+2n), donde » cs cualquicr entero,

Si cuando en una ecuacién polar sustituimos (,8) por (r.x-8+2nx) 0 (-r,-0+2nn)
dorde n es cualquier eniero, se oblicne una ccuacidn equivalente la grifica dc la
ecuacion cs simétrica con respecto al eje n/z.

Por ultimo, si al sustituir (,8) por (-r,0+2nx) 0 (r.x+8+2nx) donde n es cualquicr
cniero, se¢ obticne una ecuacién equivalente ta grifica es siméttica con respecto al
polo.
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EXTENSION DEL LUGAR GEOMETRICO

Para determinar la extension de la grafica del lugar geométrico, primero debemos
despejar r en funcién de 0, esto es r = f{8)

Si r cs finito para todos los valores de 6, es una curva cerrada.
Si r, se vuelve infinita en algunos valores de 0, 1a gréfica no puede ser cerrada,

En valores de 8 que hacen a r compleja, no hay curva y por 1o tanto, cstos valores
constituyen intervalos exclufdos del lugar geométrico.

S$i una curva es cerrada, es Gtil d inar los valores maximo y mfnimo de r.

CALCULO DE COORDENADAS

Asignando un valor panicular a O, podemos obtener el valor o valores
correspondicnies dc r que nos permitan esbozar 1a grafica. Con el andlisis de ta
ecuacién de los puntos L pueden delimi el ni y ¢l valor de los
intervalos.

Ejemplos:
19) Trazar la grafica de! lugar geoméirico que representa la ecuacion
r=1-2cosf

®a resolviendo para r = 0, nos queda 1/, = cos © cuando 8 = /3%, y por lo tanio
como si existc un valor de © cuando r = 0, la gréfica pasa por ¢l origen.

¢ resolviendo para r cuando 6 toma los valores 0, &y 2x tenemos,

1-2c0s0=-1, 1-2cost=3y 1-2cos2nr=-1,porlo tanio la curva
cruza el eje polar en el pupto (3.%)

* resolviendo para r cuando 6 toma los valores n/, y 3/, tenemos,

1-2¢co8n/,=1 y 1-2cos3/n=1,porlotanto la curva cruza cl cje an/
en los puntos (1,1t/y) y (1,3, 7).

* sustituyendo © por -9, la ecuacion no se altera ya que cos(-8) = cos (8), por lo
tanto la curva cs simétrica con respecto al eje polar.

* sustituyendo 8 por & - 6 la ccuacion si sc altera yaque,
1-2c080 %1 +2cos0, (Apéndice D),

o ges

no ¢s con al cjean/y.

P

* sustituyendo © por & + 0, la ccuacién si se altcra ya que,
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el
3

1-2cos0# 1 +2cos O, (Apéndice )
por lo tanto no es simétrica con respecto al polo

* Como ¢l valor absoluto dc cos @ nunca es mayor que 1 para cualquier valor de 8,
r es finito para wdos los valores de 0 y por tanto sc trata de una curva cerrada,
E! valor méximo de r se obticne cuando 1 - 2 ¢os © es un méximo y csto es
cyando © = x y cl valor méximo de r = 3, El valor mfnimo de r resulta cuando
0=0yesr=-1,

*por dltimo, danddo valores a 0, podemos eshozar 1a grifica, consideremos el
intervalo 0 S0 £ x y las propiedades de simeirfa,

8 r
)
[ -1 3
os
l’gﬂ 1- ﬁ o
) 3 E .
RN I
1/4! ‘-‘l_z-
como es simétrica con respecto al eje polar, Ia grafica completa
an 0 quedarfa:
l/gﬂ 1
2/3ﬁ 2
3/41! 1+ ﬁ 4 1
5/63 1+ \'—3-
3 3

en particular, csta gréfica sc lama limacon.
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20) Trazar la grdfica del lugar geométrico que representa la ecuacion
r=1-2sen0
@ resolviendo para r = 0, nos queda 1/, =sen O cuando 8= Ygx y 0 =5k, ¥
por lo tante como si existen valores de © cuando r = 0, 1a grifica pasa por el
origen.
. * resolviendo para r cuando © toma los valores 0, = y 2% tencmos,

1-2sen0=1, 1-2s¢nx=1y 1-2sen2r=0, porlotanto la curva cruza
¢l eje polar cn los puntos (1,1) y (1,2%)

* resolviendo para r cuando © toma tos valores &/; ¥ /5% tenemos,

1 2senu/ =-1 y 1-2sen3/,x=3, porlotanto lacurva cruzael eje a n/,
enlospumos(- &)Y (331, %).

* sustituyendo © por -8, la ccuacion se altera ya que sen(-0) = -sen (0), y la
ecuacion quedarfa 7 = 1 + 2 sen 0, por lo tanto Ja curva no ¢s simétrica con
respecto al eje polar.

* sustituyendo 8 por £ - 0 1a ecuacion no se allera ya que,

1-28en0=1-20en(x-0)=1-23en86, (Apéndice D,
entonces es simétrica con respecto al ¢je a x/;.

* sustituyendo 0 por x + 0, la ecuacion si sc aliera yaque,

1-235en0% 1+ 2s3en0, (Apéndice )
pot 1o tanto no es simétrica con respecio al polo.

* Como ¢l valor absoluto de sen 6 nunca es mayor que 1 para cualquier valor de 0,
7 3 finito para todos los valores de 6 y por tanio se trala dc una curva cemada,
Bvﬂmmlnmoderuobﬁmcunﬂol 2 sen © es un méximo y csto ¢s
cuando 8 = ¥, % y ¢l valor mximo de r = 3. Ed valor mfnimo de r resulta
cuando 0=y gyesr=-1.

* por dhimo, dando b la grifica, consideremos ¢l
intervalo 1/2 xs0s 3/2 Ty lu propiedades de simetrfa,
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] r L] “+ 2 2
ljyx -1
Yl 1-43
Yl 17

como ¢s simétrica con respecto al eje a x/y, la grdfica completa
5% 0 quedarfa:

x 1
g 0 r “
51‘3. 1-¥2
Y| 1-VT
3 3

Esta gréfica sc lama también imagon y de mancra general, la geifica de una
ecuacion r= a b cos 0 0 r=gtbsen 0, esun limagon,

En panicular, si a = b , la grifica de las ecuaciones
r=atbcos® 6 r=adbsend, se llama cardioide como se muestra en el
siguiente cjcmplo.
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21) Trazar 1a gréfica del lugar gec

s

que

p la i6
r=2-2snb

@ resolviendo para 7 = 0, nos queda 1 = scn @ cuando 8 = ;% , y por lo tanto
como si existen valores de 8 cuando » = 0, la gréfica pasa por el origen.

* resolviendo para r cuando 0 toma los valores 0, %t y 2% tenemos,
2-2%n0=2, 2-2senx=2y 2-2sen2x =2, porlotanto lacurva cruza
cl eje polar en los puntos (1,1} , (1.2n) y (1,0).
* resolviendo para r cuando @ toma los valotes &/, y 3/, tenemos, .
2-2seng/;=0 y 2-2sen3/;x=4, porlotanto Ia curva cruzacl cje a n/,
en los puntos (O,x/) y (4,2 %).

* sustituyendo 6 por -0, la ecuacion se altera ya que sen(-0) = -sen (0), y la
ecuacion quedarfa » = 2 + 2 sen 6, por lo tanto la curva no es simétrica con
respecto al eje polar.

* sustituyendo © por x - 6 1a ecuacion no se altcra ya que,
2-25en0=2-2sen(x-0)=2-25en 06, (Apéndice ),
cntonces es simétrica con respecto al cje a x/;.
* gustituyendo @ por x + 6, 1a ecuacion si se altera ya que,

2-25en0#2+2 sen O, (Apéndice D
porlo tanto no es simétrica con respecto al polo.

* Como el valor absoluto de sen © nunca es mayor que 1 para cualquier valor de 0,

r es finito para todos los valores de 8 y por tanto s¢ trata de una curva cermada,
El valor maximo de 7 se obtiene cuando 2 - 2 sen 8 es un méximo y esto es

cuando @ = 3/2 r y ¢l valor médximo de r = 4. El valot mfnimo de r resulta
cuando =1, xyesr=0.

* por dhtimo, dando valores a O, podemos esbozar la grifica, consideremos el
intervalo '/, £ $ 0 S 3/, & y las propiedades de simetria,
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* sustituyendo 8 por - © y r por -7 la ecuacién no se altera ya que,

res - 6 c05 26 escquivalenic ar=6 cos 2 8, (Apéadice 1),
s ©s simélrica con resp al eje a n/p.

* sustituyendo O porx + 0, la ¢cuacion no sc aliera ya que.

6 ¢05 2 0.=6cos 2(x + 0), (Apéndice 1)

potlo tanto es simétrica con respecto al polo

* Como cl valor absoluto de cos 28 nunca es mayor que I para cualquicr valor de
9, r ¢s finito para wodos los valores de 6 y por tanto se trata de ura curva

El valor méximo dc r ¢s 6 do @ =0 y ¢l valor mfnimo dc rcs 0

cuando 20 = 1/,

* por \fltimo, dando val a 6, pod b la grifica, consid cl
intervalo 056 w y las pmpiedndcs de simetefa
7
(] r 2
R 4 él s
] 6 o .
como cs simétrica con respecto at cje #/, y al cje polar, la gréfica
lluﬂ 3VT quedarta;
7
g 3
2
Y 0 -14 -4 (3
Vs 3 8
y como también es simétrica con respecto al polo, la gréfica completa
S | 343 es:
]
1n 6
2
(s
X f—~
14 9 G "
E]
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en particular, la grafica anterior s¢ Uama rosa de 4 hojas y la gréfica de una
ecuacidn de la forma
r=acosn® o r=asennd

€5 una rosa quc tiene n hojas si a# es impar y 2n hojas si a es par,

23) Trazar la gréfica del lugar gecométrico que representa la ecuacion
r=20

& resolviendo para 7 = 0, nos queda 0= 2 8 cuando 8 = 0, y por 10 tanio como si
existe un valor de 8 cuando 7 = 0, 1a grédfica pasa por el origen.

* resolviendo para r cuando 0 toma los valores 0 y & tenemos,

0=0, 2r=2x,porlotanto lacurvacruzael ¢cjc polar enlos puntos (0.0) y
(2%.2) y ademds en todos los puntos nx, donde A €8s un entero.

* resolviendo para r cuando @ toma los valores x/, y 3/,% tenemos,
2w/fp=2n/p y 2-3;x=2-3/ %, porlo tanto la curva cruza el cjeax/z en
los pumtos (/2.1 ¥ Gfy ®3f; m) y ademds en todos los puntos (2n+1).8/
donde » es un entero, .

* como 0 es cualquier nimero teal, r también es un nidimero real y entonces cxisten
un nimero infinito de valores para # y por tanto sc trata de una curva abiena.

* por Wtimo, dando valorcs a 0, podemos esbozar la grafics, considercmos el
intervalo050<2r,
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[} r 8
(]
- . -4 2 - : 1 ] "
E)
1 /G‘ 1 /3,; _":
12
1148 l/zl
1/33 2/31!
yla grifica del intervalo 08 S 2nxconn=6,
5/121'! 5/51!
l/gﬁ n
®
hn inn
3 3%
-100 50 \ 100
5/&' 5/37‘
x n had
3% 3n
esta curva s¢ llama una Espiral de Arquimedes.
2% 4n
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DERIVADAS EN COORDENADAS POLARES

En los ejercicios anteriores hemos visto que ¢s necesario encontrar los valores
i de la funcién de » para poder determinar el intervalo de puntos
un lugar gcomeétri

para

Muchas veces es mds scncilio si ademds, podemos encontrar la recta tangente a la
curva, y este Wpico nos introduce al concepto de derivadas.

Sea r = £(6) una ecuacién polar de una curva, Para encontrar fa pendiente de una
recta tangente a una curva polar ¢n un punto (+,0) en la curva, hagamos las
siguientes consideraciones:

*Un sistema de coordenadas cancsianas rectangulares y un siskma de -
coordenadas poliarcs en el mlsmo plano, coincidentes el ¢je X positivo y ¢l cje
polar respectivamente

*La rclacidn de los dos conjuntos de coordenadas mediante las ccuaciones del
inciso A).

x=rcos@ y y=rsen0

Entonces x y y pueden ser consideradas funcioncs de © y podemos derivar con
respecto a 8 ambas ecuaciones,

AF)
&x or
—— =080 —-r5cn @
)
y
AG)
&y
. =8N @ ——+rcos 0
80 50
Si a.¢s ta medida en radi de la inclinacién de la recta

&y
tanas=

y si 850 #0tencmos

COORDENADAS FOLARES



DERIVADAS 41

&  &y/e
Ta wee
Sustituyendo AF) y AG) obtenemos
&y sen 0 (57/50) + rcos ©
_ﬁ: cos 0 (8¢/50) - r scn 0

Si cos 6 # 0, dividiendo el numerador y el denominador del segundo miembro entre
cos 8 y sustituyendo 8y/8x por tan o, tenemos ’

AH)
tan © (6-/66) + r
&7/58 - r1an ©
Sin embargo la férmula del inciso AH) es generalmente complicada de aplicar, Una
férmula mds simple sc obticne al cosiderar el dngulo entre 1a recta OP y la recta

tangenic. Este dngulo tendrd como medida en radiancs X y se mide desde la recta
OP en sentido contrario al de las manccillas del reloj a la tangente, 0S Y < =®.

tan a=

Existen dos casos posibles:
azo y a<8
)
r=f(g
o ]
A

Sia26, y=a-6.Ysia<0,y=x-(8-0). Enambos casos,
tan g =tan (o - 6)

o cquivalentemente, (Apéndice I)
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tanct - tan @
tan y =
l+tanawné

Si sustituimos tan o del inciso AH) nos queda

{tan © (5+/56) + r} / {(5+/50) - r tan 0} - tan®

anyg=
1+ {{tan © (5r/50) + r}/ {(5¢/50) - r1an 6]} tan 8
tan © (5r/50) + r - 1an © (5r/66) + rtan2 @
tan g =
X (5r/80) - r1an @ + 1an? 6 (5r/60) + rtan @
r(l +1an20)
any=
(1 +tan? 8)(8r/50)
Al)
r
any =
&e/50

Si comparamos AH) y Al), podemos ver que se simplifica si consideramos % e¢n
lugar de @ cuando se trabaja cn coordenadas polares.

Ejemplos:

21)E 1a pendiente de la recta

g ala curva'cuya ecuacion es:
r=1-2c08 6 enel punio (2,2 m).
Qcomor=1-2cos8, 8/50=2sen0
enel punto (2,2/31), 5r/88 = V3 ytan sm= -3
cntonces del inciso AH)
TV 1@

tan @ = =NT
V- 1) VT i
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22) Encontrar g et el pusito (9N 2, 1/gx), en la cutva r2 = g2 cos 20,
% como 2=a2cos 20, »=a%cos 26, entonces
8r/68 =1/, (a® c0s 20)°1/2 - g%(-3en 20)(2)
Or/80 =1 -a? sen20 ]/ { a2 cos 20 J172
para 0 = /gx fios queda

/50 = a’(\g_(zl/lmzl
y del inciso AT} y considesando r= 9

unz:“/gﬁ‘
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INTEGRALES EN COORDENADAS POLARES

Por siltimo, desarrollaremos un método para encontrar ¢l 4rea de una regidn acotada
Ppor una cutva cuya ecuacién estd dada en coordcnadas polarcs y por dos rectas que
pasan por el polo.

Sea fa funci6n f continua y no negativa en ¢l intervalo cemrado [of). Sea R la
regi6n acotada por la curva cuya ecuacidnes r = f(8) y porlasrectas O = x y 0 =,
entonces la regidn R es laregion AOB ©

Consideremos una particién A de [o.,B] definida por

®=0p<B; <0< <8 <B;<<0,,<0,=P,
De aquf que tenemos # subintervalos de la forma

16,1,8;),dondei=1,2,3,....n

Sea &; un valor de 8 en el i-¢simo subintervalo [6;1.;]. La medida en radlanes del
fngulo entre las rectas 0=6;, y8=190,1a por A8, E: el dreaen
unidades cuadradas del sector circutar de adio &) unidades y dngwlo central de
medida en radiancs A 8 estd dada por

1, FEIR AL

Ahora bicn, existe un sector circular de cste tipo para cada uno de los n
subintervalos y la suma de las medidas de las dreas de cstos # sectores circulares, Ia
podemos escribir como
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1 FEDRAL+ 1y [fEDR A0+~ + 3 [FEIR 8,0+ + 1 [FEDR A,
que puede ser escrilo como

:i:]l/z I#EN2 4,8

Si llAll ¢s 1a medida mds grande dec A8 y A unidades cuadradas es el drca de la
region R, entonces

”n
=i 1
A=lim ~ El FER A0
y ¢l Kmite es una integral definida de la forma
1
A= - r[ £(0) 2 50
2 a

De 1a misma mancra, consideremos ahora dos funciones £(6) y G(6) y sea R la
region limitada por las cuatro ecuaciones:

Ry = GB), R;=f(0), paraambas®e [0.f],

8=a y 0=8,

entonces, sieldrea A de R existe,

A =

r([f(ﬂ)lz-[ﬁo)lz}m
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Ejemplos:

23) Encontras cl area A limitada por la curva 72 = a2 scn 26, en el intervalo
0s0sn/,.

o
1 L'73
A = . J'(a2unze)ae
2 0
a?
As 2502080 = (a%) (<cosu) =d%,
[1]

enpanicular,sia=4, A=4

24) Encontrar ¢l area A limitada por Ia curva r2 = Isen 61,

% Como es una curva simétrica con respecto a los cjes polar y /2, entonces basta
con cncontrar ¢! area de 0 a x/2 y luego multiplicar por 4.

i
A = 4 5 Iﬁn2060=2(m0-oosn/;)=2
[+]
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APLICACIONES

Adicionalmente a las jas que off las Coordenadas Polares para manejar
curvas cerradas similares a las cxpuestas con anlcrloridad. brindan, en otros
£mbitos de las matemdticas, bondades que

Una de ellas se tiene, por cjemplo, en el campo dr la estadfstica con una de fas
varigbles alcatorias continuas mds importantes; 1a nommal,

Sea X la variable aleatoria definida en el intervalo < -o0, +00 >,

X tiene una distribucién nommal, si su funcién de densidad de probabilidad es dc la
siguiente forma;

1 ( 12 [[x-pl/o})
\57:'0

on -°<X<%0, -wSHco y a>0

f(x) =

Para aseverar que f(x) es una funcién dc densidad de probabilidad, se tienc que
demostrar que:

1 fx)20

oo
2) If(x)&x:l

—0o

3) Para cualquiera, b, tal que -cc<a<b<eo,

a
P(asSxsb)= jf(x)&x
. b

Demostracidn de los puntos 1) y 2):
1) f(x)=20

como 6>0 => 1/V2x'> 0, entonces la tnica posibilidad de que f(x) sea
menor que 0, seria que,

(-122 [(x-p)/o)?)
< 0, pero como

“n¥2
e 20, x)20
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2) II(X)&=1

sustituyendo,
1 IR (x-pleld
e Sx=
o VX
x-p
haciendo t = enlonces,
o
o(Dx(x-p))-(x-p)bxe  6-0 i
&= = = — &
o? o? c
haciendo ¢l cambio de variable,
Raadl DR G812 (1 )
[ =1
—o0 V2R

clevando al cuadrado ambos lados de 1a igualdad,

oo () -1210®
e & =1
e L V20
1 (¥ 12 1P
—_ e &=
2 —o

sea s =1t entonces,

1 rEd (o irnd
—_ ] &l e &=
2x -—00 —oo

&=1

[

—t0

1 b (400 (-12[s2+43})
8
2x

—o0
sis=rcos® y t=rsen@

" dado que,

I fex.yy 8x 8y = [] f(rcos @, r sen ) r 8r 58
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y sustituyendo,
824122 (rcos®)® +(rsen®)2 =1 (cos20+5en?8) = 12

oenlozful.wmdosy:wfmde <o @ 4o, rvarfaentre Oy +oo , 0 varis entre
y2x,y

1 [t [ (rs2+?)
R=— e & 8¢
2x =00 ¢ =00

1 Yﬂj‘*‘ 12(8)
Rw— re -]
2% 0 o

1 (e T
s —— - 50
0

2= — %=1

OLebd
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CONCLUSIONES

La cleccién adecuada de un sistema coordenado depende de la naturaleza dcl
problema; sin cmbargo, gencralmente alguno es preferible para cierto tipo de
ecuaciones. El Sistema de Coordenadas Polares proporciona una altemativa

importante cn algunos problemas.

Dada su limitada aplicacion, gl material bibliogrifico que exisie también es
limitado y para reforzar el campo tedrico y formativo de quienes son estudiosos de
las Ciencias Matemdticas, podria representar una oportunidad para desarrollarlo

m4s ampliamente.

Especfficamente en el mbito actuarial, hoy por hoy no representa una herramienta
de ficil mancjo y aplicacidn, sin embargo su imponancia desde ¢l punto de vista

formativo y tedrico, resulia relevante,
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APENDICE }
MEDIDA EN RADIANES

Usando el hecho de que la medida de 1a longitud de la circunferencia det circulo
unitario es 2x, un dngulo formado per una revolucion completa de tal forma que
0A coincide con OB tiene medida en grados de 360 y medida en radianes de 2%, De

os determinar 1a siguienic correspondencia entre la medida en grados y
la medida en radianes:

« 360° = 2 =xrad, oequivalentemente,
- 180 = xrad,

e 19z 1/180 x rad,

s lrad= 180% % = 5718

La siguiente tabla muestra las correspondientes medidas en grados y radiancs de
algunos #ngulos;

MEDIDA EN GRADDS MEDIDA EN RADIANES
30 Hox
45 14=
60 13r
90 I2x
120 23x
135 3arn
150 56
180 .3
270 k/r} 4
360 2z
TRIGONOMETRIA

Em Ia resolucion de tridngulos oblicusngulos, se¢ pucden aplicar las siguicnies
yes:
1) LEY DE LOS SENOS. Los Iados de un tridgngulo son proporcionales a los scnos
de los dngulos opuestos.
afsen oe=bjsen B =c/seny
23 LEY DE LOS COSENOS. E! cuadrado de un lado de un tridngulo es igual a la
suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos ¢l duplo del producto de
dichos lados, por el coseno del dngulo que forman.

a2=b24¢2- 2hc cosa
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3) LEY DE LAS TANGENTES. En todo tridngulo oblicuingulo, la diferencia de
dos de sus lados ¢s a su suma como la tangente de la mitad de la diferencia de
los dngulos opuestos a esos lados cs a la tangente de la mitad de dichos
angulos,

a-b tan VYyler - B)

a+b tan V(o + B)

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
sen (-) = -sent

cos t = cos (-1)

sen2t=2sentcost

cos 2t = cos2 ¢t - sen?t

cos (t +2%) =cost

sen (t+2%) =sent

cos (a+by=cosacosb-senasend
sen (a+b)=senacosb + cosasenb
cos (a-b)=cosacosb+senasenb
sen(a-b)=senacosb-cosasenb
sen? (1/;m=(1-cos1) /2

cos? (1/,;%)= (1 + cos1)/2

tant = sent/cost
cott=cost/sent

sent=1/cost
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csct=1/sent

1 +tan?t=sec?t

cot?t+1=csc?t

sentesct=1

costsect=1

tantcott=1
tan(a-b)=(tana-tanb)/(1 + tanatanb)
an(-)=-unt

tan (a + b) = (tan a +tan b) /(1 - tan atan b)

DERIVADAS TRIGONOMETRICAS

D, (senx)=cosx

D, (senu)=cosuD,u
D, (cosx)=-senx
D,(eosu):-ienuD,lu
D‘(tmx)=sec2x

D, (tmuw)=sctuD, u
D, (cotx) = - cac2 x

D, (cotu)=-csc?u D, u
D, (sec x) = sec X tan x
Dy (secu) =secutanu Dy u
Dy (656 X) =~ ¢SC X COL X

D, (cscu)=-cscucotuD, v
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INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

Jsenudu=-cosu+C
foosudu= senu+C
Sunudu= Inlsecul+C
Jeotudu= mnkenul+C
Jsecudu= Inlsecu+tanu +C
Jescudu= Inlescu-cotut+C
Jsectubu= tanu+C
Jsecutanubu= secu+C
JescPudu= -cotu+C

Jescucotudu= -cscu+C
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LA PARABOLA
Una pardbola es ¢l lugar éirico de un punto que S¢ fueve en un ¥ que
estd igualmente distante de una recta fija del plano y de un punto fijo del plano que
no pertenece a larecta.

El punto fijo s¢ flama ¢l foco y la recta fija, la directriz, y el punto V, que estd
sobre fa pardbola, situado a la mitad entre ¢l foco y la directriz, se Ie llama vértice

SR T

-
Rl

! A

Designemos por F el foco y por I la directriz. La recta g que pasa por F y ¢s
pel:pﬁmﬁulnr a {se llama eje de In pardbola. Sea A el punto de interseccion del eje
yla z.

El punto V, punto medio del segmento Aquc por definicién estd sobre 1a pardbola,
es el vértice.

El segmento dc recta, tal como BB', que une dos puntos cualcsquicra diferentes de
Ia pardbola se Hama cuerda; en particular, una cuerda que pasa por ¢l foco como
CC' se llama cuerda focal.

La cucrda focal LL' perpendicular al eje se llama lado recto,

Si P ¢s un punto cualquicra de la parabola, la recta FP que unc ¢l foco F con el
punio P se llama radio focal de P, o radio vector. )

Ahora bien, 1a ecuacién de una pardbola toma su forma mds simple cuando su
véntice estd en el origen y su eje coincide con uno de os cjes coordenados.

La ecuacidnde una pardbola de vértice encl origen y efe cleje X, cs
1)) yi=4px

en donde ¢l foco es el punto (p,0) y 1a ecuacitn de la directriz esx = -p. Sip >0, la
parbola abre hacia la derccha y si p <0, Ja pardbola abre hacia ta izquierda.

Si el eje de una pardbola ooinci.de con el cje ¥ y el vértice csid cn ¢l origen, su
ccuacion estd dada por
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w x2=dpy

en donde el foco es el punto (0p) y la ecuacién de ladirectrizes y =-p. Sip > 0,1a
parabola abre hacia armba y si p < 0 1a pardbola se abre hacia abajo,

En ambos casos, la longitud del lado recto estd dada por el valor absoluto de 4p.
La ecuacion de una pardbola dc vértice (hk) y cje paralelo al ejc X cstd dada por
m) O-KiP=dp (-

siendo e} valor absoluto de p 1a longitud del segmento det eje comprendido entre
foco y el vénice. .

Si p >0, 1a pardbola se abre hacia la derecha y si p < 0 la pardbola se abre hacia la
izquienda.

La ecuacidn de una pardbola de vértice (hk) y ¢je paralelo al eje ¥ estd dada por
v) G-hl=dp(y-b

siendo el valor absoluto de p la longitud del segr del eje comprendido entre cl
foco y el vértice.

Si p > 0, 1a pardbola se abre hacia arriba y si p < 0 la pardbola se abre hacia abajo.

Si d 1! y trasp érminos en la i de losinciso HI) y IV)
O-#2=4p(x-h) (x-h=4p G-k

¥ -d4px-2kp + K+ dph =0 22-4py - 2hx + K2 + 4pk=0

podemos escribirfas de la siguiente forma

Y+dx+ey+f;=0 Prdx+eytf=0

en donde

d,=-4p dy=-4p

e =-2 ey=-2h

fi=R+aph f=htvapk

y ambas las podemos escribir de Ia siguiente forma

V) A2 4+Cy2+Dx+Ey+F=0
endondesiA=0,C=0yD=01a i6n rep una pardbola cuyo eje es

paralelo o coincide con ¢l eje X,
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SiD=0,

* 13 ccuaci6n representa 2 rectas diferentes elas al eje X si 1as rafces las rafces
deC§+Ey+F=Osonrulesydeslgu les,

* dos rectas coincidentes paralelas al eje X si las rafces son reales 0 iguales,

* ningdn lugar geométrico si las ralces son complcjas.
YsiC=0,A=0 f' E=0la ecuacion representa u Jéarabola cuyd cie cs paralelo
o coincide con el eje ¥, y si E = 0 cualquiera las situaciones anteriores
equivalentes.
LA ELIPSE
El lugar geométrico de un ‘mmn que s¢ mueve ¢n un plano de tal manera que la

suma de sus distancias a fijos de cse plano es selm?n.- igual a una
constante, mayor que 1a dlsumcla emre los dos puntos, define una ¢l

-1
pBOA 3

v v i

XL: F

Los dos punitos fijos se llaman focos de la clipse

zzi{memosporFyFlosrooos.Lareaalqucpasaporlosrocossell.mqk

E! eje focal cortaala elipse cn dos puntos V y V', Hamados vértices.

El scgmento VV', porcién del eje focal comprendida entre los vértices, se lama eje
mayor

El punto C del eje focal, punio medio del segmento que une los focos, se Hama
centro.
La recta I que pasa por C y es perpendicular al eje focal / se llama eje normal. El

eje normal [ conta a la elipse en dos puntos, 4 y A', y e! segmento AA’ se llama eje
menor.
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Un segmento tal como BB', que une dos puntos diferentcs cualesquiera de la elipse,
se¢ llama cuerda. En particular una cucrda que pasa por uno de los focos, tal como
EFE’ se llama cuerda 5

Una cucrda focal como LL', perpendicular al eje focal { se Hama lado recto. Como
1a elipsc tienc dos focos, también tiene dos lados reclos.

Una cucrda que pasa por C, como DD’ s Itama un didmetro,

Si P s un punto cualquiera de 1a elipse, los segmentos FP y FP que uncn los focos
con el punto P sec llaman radios vectores de P.

La ecuacién de una elipsc de centro en cl origen, eje focal ¢l eje X, distancia focal
igual a 2¢c y cantidad conslante igual a 2a est4 dada por
vI)

2 g
—_——=1

a? B

St el cje focal de la elipse coincide conel cje ¥, dc mancra que las coordenadas de
los focos sean (0,¢) y (0,-c), la ccuacién de la elipse es

viI)
»  x?
—_ =1

a2 »

En ambos casos, d es la longitud del semieje mayor, & Ia del semieje menor,y ab y
¢ estén ligados por la relacion

a?=p+ 2
también, Ia longitud de cada lado recto es

2?2

a

y la excentricidad e ( alargamiento de la curva), est4 dada por

¢ at- b2
€=——=————<
a a
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cll‘:d ccuacion de la elipse de centro ¢l punto (hk) y cje focal paralelo al cje x, csté
a por

vim

(x-h)? (y-&k)
a2 * b2

TESIS
DE 4

Si el eje focal es paralelo al cje Y, su ecuacion estd dada por
1X)

ESTA
SAUR

(x-h? (y-k)
» ¥ a?
o cluncs 06 Conird & CuBs fous vy © o e por o rarn o € S
C@=p4
‘También para cada elipsc, 1a longitud de cada uno de sus lados rectos ¢s
bl

a
y 1a excentricidad e estd dada por 1a relacién
c a2
ez——=————— <1
a a

Ahora bien, si desarrollamos, trasponemos, quitamos denominadores y ordenamos
téminos de las ecuaciones de los incisos Vlﬂ) y IX) tenemos

X) .

B2+ a?y? 2b2hx - 2aky + b2K2 + a¥2 - a¥2 =0

XD

¥ + b3y2 2a%hx - 26%ky + aPH2 + bR - @R =0

se pueden expresar de 1a sigulente forma

X1 Ax2+Cy2+Dx+Ey+F=0
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en donde de 1a ecuacién del inciso

X) XD
A=h? A=a?

C=a? Cc=4

D= 2b% " D=2a%

E=-2a% E=-20%

F= 822 + a%2 - g% F=a%? + %2 - a?b?

Para ambos casos, los coeficicntes de A y C deben ser del mismo signo.

Si partimos de la ecuacion X1I) para llegar a 1a forma ordinaria de la ecuacion de 1a
elipse, completando cuadrados Hlegamos a

&+ D12 0+B4c?  CDY+ AE?-4ACF
. -

c A 4N
CD? + AE?- 4ACF
siM=
4A2C?

es diferente de cero, 1a ecuacién puede escribirse
(x+ D002 0+ Ee)?
+
MC MA

que ¢3 la ecuacién ordinaria de 1a elipse.

Como A y C deben ser de igual signo, podemos suponer que son positivos rlo

l:”n“lni para que Ia ecuu:icg del inciso XII) mpmpgcme una ellg.; M d{:&o scr
tivo.

Si designamos a N = CD? + AE2 - 4ACF, dc lo cual depende el signo de M,
podemos afirmar que la ecuacién del inciso XII) cuando

N > 0 representa una clipse
N = 0 representa el punto tnico (/. -Efpc)

N < 0 no representa ninguin lugar gcométrico real.
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LA HIPERBOLA

Una hipérbola es ¢l lugar geométrico de los puntos P tales que la diferencia entre
las distancias no dirigidas desde dos puntos fijos a P sca una consumc. Los dos
puntos fijos reciben ¢l nombre dc focos de fa hipérbola gunw medio del
segmenio dcﬁmdo por los focos recibe ¢l nombre de centro

Existe una estrecha analogfa entre las definiciones de 1a hipérbola y 1a elipse, sin
embargo a diferencia de la elipsc que ¢s una curva cerrada, la hipérbola consta de
dos ramas diferentes, cada una de longitud infinita.

Desi| los focos por F y F°. La recta / a por los focos se llama eje
ham?es focal comaoll hipérbola en dos p\ﬁum:np.lg ypv‘3 Llamados vértices, o

La porcién del ¢je focal ) entre los vértices, o sea el VV'se
ltama eje transverso. El punlo mcdxo Cdeleje transverso s¢ llama centro.

Larectal pasaporCy esll');'rpendicular al eje focal { se iama eje normal. El
eje normalqrm no corta a la hipé! la. sin embargo el scgmento AA' que tiene C por
punto medio se llama eje conjugado.

El segmento que une dos puntos diferenics cualesquiera de Ia hipérbola s llama
. Estos puntos pueden o no scr ambos de la misma rama. Como la cuerda
:,IL ? la cuenda W‘ Una cuerda que pasa por un foco como EE' se llama cuerda

Una cuerda focal como LL', Ferpcndicullr al eje focal ! sc llama lado recto. Por
tencr dos focos, 1a hipérbola tiene dos lados rectos.

Una cuerda que pasa por C como DD' se 1lama didmetro, Si P es un punto
cullt{ulcra de 1a hipérbola, los segmentos FP y F'P que uncn los focos con el punto
laman radios vectores de P,

COORDENADAS POLARES



APENDICE 1 62

La ccuacion de una hipérbola de centro en ¢l origen, cje focal el cje X, y focos tos
puntos (¢,0) y (-¢,0) estd dada por

Xim

Si el eje focal de ta hipérbola coincide con cl ¢je ¥, dc manera que las coordenadas
de los focos sean (0,¢) y (0,-¢), la ccuacion de la clipse es

Xiv)
2

2 8

En ambos casos, a es 1a longitud del semieje bladel semicj jugad
y a.b y ¢ estén ligados por 1a relacion

=g+ B?

también, la longitud de cada lado recto es
212

y la excentricidad e , st dada por

c at+ b2
e=—=— <
a a

La ecuacién de la hipérbola de centro el punto (hk) y cje focal paraleto al eje x,
estd dada por

Xv) )
-h? o - kP
Ta »? =
Si el cje focal es paralelo al eje ¥, su ecuacidn estd dada por
XVI)

-2 G« - h?
a? * »
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En ambos casos, a ¢s la 1 , b es la del semicje
oo,njuulo ¢ ¢s la distancia del centro a cada roco yaby c estdn ligadas por la
relacion

A=al+ep?
‘También para cada hipérbola, 1a longitud dc cada uno de sus lados recios ¢s
262

a
y la excentricidad e estf dada por la relacién
c at+p?

ez—=——— 31
a a

.’é'.,‘i’.{?n‘;'%':n'.‘.?;';.‘.'!?m de m qu';‘ XV1) .;.“'.u‘“,'.';s"““"‘ Y ordensmos
XvID
52022 2b%he + 2a%ky + P2 - a%k2 - a¥B2 = ()
Xvin .
- @22+ b52 +20%x - 26%ky - K2 + B2 - 0?2 =0
se pueden expresar de 1a siguiente forma

XIX) A+ Cy? + Dx+Ey+F=0

en donde de la ecuscitn del inciso

XVID XVII)

A=p? A=.a .
Ca-g? -C= b

D= 2% D= -2a%

E=2a% E= 2%

F= b - a2 - a2 F=-ah% + b2%2 - o??

Pama ambos casos, 1os cocficientes de A y C deben ser de signo diferente.
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Si partimos de 1a ecuacién XIX) para lcgar a 1a fonna ordinaria de 1a ecuacion de
1a clipse, completando cuadrados legamos a

x4+ 9002 & +Epe? CD? + AE? - 4ACF
2A . 2C: a

c A aAC?
CD? + AE? - 4ACF
siM=
4A%C2

es diferente de cero, la ecuacion puede escribirse
D0t B
MC ¥ MA
que ¢s la ecuacidn ordinaria de Ia.hipélbola cuando A y C son de signo diferente.

Si designamos a N = CD? + AEZ - 4ACF, dc lo cual depende si M s igual o
difercnte de cero, podemos afirmar que la ecuacion del inciso XIX) cuando

N = 0 representa una hipérbola
N = § representa e punto dnico (-9, -Efe)

N < 0 no representa ningin lugar geométrico real.

Ahora bien, las secciones conicas en ¢! plano carnesi das por
ecuaciones de segundo grado o cuadriticas en dos variables dc la forma,

XX)
A+ Bry+Cy2+ Dx+ Ey+ F=0

Esta ién, si rep a un lugar étrico real:

Si B = 0,queda de 1a forma
XXI) A+ Cy2 4+ Dx+Ey +F=0
y ¢! lugar geométrico debe ser una seccién conica con uno de sus cjes paralelo

o coinctdente con uno de los cjes coordenados, o bict uno de los cusos
excepeionales ,
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*Si B = 0, cl cje focal cs oblicuo con respecto a los ejes coordenados.
Sin embargo, fa ccuacidn del inciso XX) la podemos transformar, si los cjes
giran un dngulo B en

XXxm

AX2+Bxy +Cy2+ DX +Ey+F=0
en donde

A= A ¢0s20 + B scn0 cos0 + C sen?0
=2(C-A) senB cosB + B (cos?6 - sen?0)

C = A 5¢n%0 - B senB cosd + C cos®

D' =D cosB + E send

E'= E cosd - D sen

F=F

Si 0 s tal que

siA=C 1§20=B/AC
siA=C 0=45°

la ecuacién del inciso XXI1) toma la forma
XX
Ax24+Cy2+ DY +Ey +F=0

Entonces, dependiendo de los valores de los coeficicnic A' y €', puede suceder
cualquiera de los sigulentes casos:

2) Si uno de los dos cocficientes A' o C' es igual a cero, representa una parébola,
b) Si A' y C' son del mismo signo, 1a ecuacién representa una elipse.
la id una hipérbola.

P

¢) Si A'y C son de signo

U o las 3 primeras relaciones del inciso XXII) y la identidad mgonométnca
'a + cos?a = 1, podemos demostrar que

XXIV) B'2-4A'C =B2-4AC

Como esia cantidad no cambia de valor para ninguna rotacién de los cjes
coordenados sc llama invariante.
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Cuando Ia ecuacién del inciso XX) cs en la ién del inciso
XXIIi), B' =0y la relacion del inciso XXIV) se reduce a
XXV) B2.4AC=-4AC

Esla expresion, denominada dherlmlmmc. depcndicndo del valor que tome indica
la naturaleza del lugar § p XX, y en
consecuencia la ecuacion XX):

a) i A’ 0 C son cerv, es igual a cero y por 1o tanto representan una parfibola,
b) i A'y C son del mismo signo, representan una elipee.
©) Si A' y C son de signo distinto, representan una hipérbola.
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