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OBJETIVO 

La carrera de actuario tiene como objetivo fundamental la aplicación de las 

Ciencias Matemáticas en los estudios y análisis de los fenómenos sociales. Para 

lograr la adecuada aplicación es relevante la fonnación matemática que debe 

adquirirse durante el estudio de la carrera. 

Si bien es cieno que existen tema.• que por sus caracteñsticas resultan áridos y sin 

aplicación práctica, tambien lo es el hecho de que a.mptian el conocimiento de las 

llena.mientas alternas que en un momento detennlnado pudieran uUli7.arse. 

Bajo este esquema, el tema de Coordenadas Polares fonna pane del bloque de 

conocimientos que constituyen la pane fonnativa y teórica de los estudios del 

a•"luario. Dada su limitada aplicación el material que existe es ta.mbien limitado, 

poco desarrollado y, en la mayoría de los casos, incompleto. 

Por lo anterior, el obJetl•o del presente trabllJo es desarroll8r el tenm de 

Coordenadas Polares con los conceptos lndlspensables que permitan 

Ylsuallzarlo lntearalmente ul como resaltar las bondades que ofrece, en 

algunos casos, trablllar con eUas. 

COORDENADAS POLARES 



INTltODUCCION 

INTRODUCCION 

La Goomelrfa Analflica, hoy por hoy, es considerada más que una rama de la 
geomelrfa un mélOdo medianle el cual un problema de geomclrfa se reduce a un 
problema de álgebra o de cálculo, al csrablecer una correspondencia corre una curva 
y una ecuación especifica. 

No obsrante que las obras de René Descancs (IS96-16SO), a quien se le considera 
el padre de la Geomelrfa Analflica, no son un desanullo sislcmálico, sus ideas 
pennidcron crear las bases que la fonnarfan lal como la conocemos actualmenrc. 

Tal es el caso de los ejes coordenados, que si bien no se describen explfcltamenrc 
en sus obras, habrfan de servir para conrruir los mélodos y llevar a descubrimlenros 
matcmálicos imponantcs. 

Existen varios sistemas de coordenas, los m'8 comunes son el Sistema de 
Coordenas Canesianas, el Sistema de Coordenas Polares para Ja ¡¡eomclrfa 
bldlmenslooal y, para la geomelrfa lrfdimenslonal Jos Sistemas de Coordenas 
Esféricas y Cilfndrieas. 

La elección adecuada de un sistema coordenado depende de la naturaleza del 
problema y en la mayorfa de los casos, dependiendo del lipo de ecuación de que se 
lrate, siempre alguno ofrece mayor facilidad en su manejo. 

Asl, la Invención del SISlcma de Coordenadas Polares , la cual se acredita a lacques 
Bemoulli (16S4-170S), fonna pane del desarrollo de Ja Geomclrfa Analítica y la 
lmponancla de su udlizaclón se deriva de la facilidad que proveen para expresar 
relaciones que especifican el conromo de curvas, principalmente cerradas. como las 
que se muestran a conlinuación. 

COORDENADAS POLARES 



INTRODUCCION 2 

No obslanie que Ja inlenclón de esle trabajo es presentar las ventajas que las 
coordenada• polares representan para graficar las curva.• indicadas anierionnente, 
así como la Integración y derivación con sus ecuaciones, se mostrará la relación que 
e•lsle entre los Sistemas de Coordenadas Cancsianas y Polares, y su aplicación con 
las principales lineas en el plano (recta, cin:uníerencla y cónicas). 

COORDENADAS POLARES 



LOCALIZACION DE COORDENADAS POLARES 

LOCALIZACION DE COORDENADAS POLARES 

¿Qu~ es una coordenada? 

Una coordenada es cada uno de los números que pennitcn detennlnar un punto 
estableciendo su ubicación con respcc10 a cienos elementos de rerercncia. 

Para localizar cualquier punto en el piano, los sistemas más comunes son: 

• Sistema de Coordenadas Reciangulares o Canesianas, y 

• Sistema de Coordenadas Polares. 

En el SISlellla de Coordenadas Canesianas, la ubicación de un punlo se erectúa 
refiriendo el punto a dos rectas fijas perpendiculares llamadas ejes de coordenadas. 
Las coordenadas son números llamados la abscisa y la ordenada y son distancias 
dirigidas desde los ejes de coordenadas. 

SISTEMA DI OJl)aJ)E.'W)AS 
DCl'ANOllLUU o CAXJ8SIA.._,.U 

liJ!>SDRCOORDl'.NAPA.1 6 't .(X,)') 

• 
En el Sistema de Coordenadas Polares, un punto se localiza refiriendo su posición a 
una distanela con respecto a un punto lijo y a un ángulo con respecto a una recta 
fija. 

El punto fijo se llama polo u origen, y nonnalmente se designa por la letra "O". La 
recta lija se llama eje polar o recta polar y es designada por OA, de manera general 
se dibuja horizontalmente y se extiende indefinidamente hacia la derecha. 

COORDENADAS POLARES 



4 
LOCALIZACION DE COORDENADAS POLARES 

Sea P WI punto cualquiera en el plaoo distinto de O. Tracemos el segmento OP y 
designemos su longitud por r. Llamemos O al ángulo AOP. 

P(r,9 ) 

o 
Cuando conocemos r y O podemos detcnninar la posición del punto P con relación 
al eje polar y al polo. 

Asl, {r;O) se llaman coordenadas polares del punto P. r se llama radio vector y O 
•n1ulo polar o arpmento de P. La distancia r es positiva (t=IOPI) y la medida en 
radianes O del ángulo dirigido AOP es positiva cuando se mide en sentido contr•rio 
al de las manecillas del reloj y negativa cuando se mide en dirección a las 
manecillas del reloj, teniendo como lado inicial OA y como lado tenninal OP. 

p 

<+J 

9 

o ., 
<·) 

p 

Una diferencia importante entre el Sistema de Coordenadas Rectangulares y el 
Sistema de Coonlenadas Polares, es el hecho de que en la.• primeras se establece 
una correspondencia biunívoca entre cada punro del plitno y un par de mlmcros 
reales, situación que en el Sistema Polar no ocum: porque un punto puede estar 
representado por un mlmero infinito de pares de coonlcnadas polares, de otra 
fonna, un par de coonlenadas polares (r;O) detennina uno y solamente un punto en 
el plano coordenado pero su reciproco no es venladero ya que un punto P 
~loado por las coonlenadas {r;O) está también detenninado por cualquiera de 
los pares de coonlenadas reP.resentadas por (r;6+211n), en donde 11 está dado en 
rddiancs y n es un entero cualquiera. 

COORDENADAS POLARES 



LOCALIZACION DE COORDENADAS POLARES 

FJemplos: 

1) Consideremos las coordenadas polares del polo. 

' SI r = O y 8 = + , donde • es cualquier mlmero real, cualquier pareja (O.+) 
detennina el polo. 

(O,ir/2); (0,3'6 K) 
nolniportael valor de 8 ya que r =O. 

o A 

2) Consideremos el punto 1'(3,l/4 1<) corno se indica en la figura. 

L 
O A 

'El mismo punto también tiene coordenadas (3,17/4 K) o (3,-7/4 1<). 

SI el putllO es 1'(3,1/4 K), sabemos que también estj detenninado por 
1'(3,1/4 "+ 2Kn)~ paran etVero. Si n= 2, entOllQCS P 11111blén esta detenninado por 
las c:oonlenatlu 1'(3,1/4 " + 21<(8/4)). es decir, 1'(3,17/4 K). como se muesua en Ja 
siguiente figura: 

p 

Si n= -1, entonces P también est6 determinado por las coordenadas 
1'(3,1/4 "+ 21<(-4/4)), es decir, 1'(3,-7/4 1<). como se muestra en Ja siguiente figura: 

p 

~ 
COORDENADAS POLARES 



6 
LOCALIZACION DE COORDENADAS POLARES 

Ahora bien, si un punto P lienc un radio vector negativo, éste se encontrará en la 
ex1enslón del lado rennlnal. Para locallurlo primero medimos el ángulo polar de 
manera nonnal y IOmamos el radio vecior en la prolongacicln o~ta al lado 
lennlnal a panlr del polo. SI P esl4 sobre la extensldil del lado rennmal del lin¡ulo 
de medida en radianes 9, wi coajunio de coordenadas polares de P es (r,9), 
donde r = -IOPI, como se mueslra en la sigulenle figura: 

L 
o A 

SI consideramos el ejemplo ~. también el pun10 P queda de1ennlnado por las 
coonlenadas (-3,S/41t) o (·3,-3/41t), como se muestta en la slgulenles figuras: 

• p 
• p 

: 

: 

Como el ángulo polar generalmente es medido en radianes (Apindlce /), las 
coonlenadas polares de un punlo son parejas ordenadas de números reales. 

Por lo anrerior, la capacidad de selección de coordenas para un mismo punlo es 
ilimitado, sin embargo convendremos, salvo especificación en conlrario, en 
considerar para todo punlO P dlferenle del polo las coonlenadas (r,9) lales que r >O 
y OS 9 S Zlt. A 111 par lo llamaremos par prlndplll de mordenadols polilres del 
punlO I' y, en consecuencia, hay un lln!co con junio de coonlenadas para P. 

COORDENADAS POLARES 



TRANFORMACION DE COORDENADAS 

TRANSFORMACION DE COORDENADAS POLARES A 
RECTANGULARES 

La grálica de una ecuación en coordenadas polares r y O consislC de IOdos y cada 
uno de Jos punlOs P que tienen al menos un par de coordenadas que satisfacen Ja 
ecuación. A una ecuación de una gn'fica en coordenas polares se Je llama ecuación 
polar para distinguirla de una ecuación rectangular o cartesiana. 

Frecuentemenle, pard un lugar gcomélrico dclerminado, conviene 1ransformar Ja 
ecuación polar a la ecuación rec1angular o caneslana y vicevena. 

Para efectuar esta transformación es necesario conocer las relaciones que existen 
entre las coordenadas polares y las reclangulares de cualquier punw. 

Es posible de1ermlnar facllmeme esta n:lación cuando el eje polar coincide con la 
pane positiva del eje x y el polo con el origen. 

Supongamos que (x.y) y (r,8) son las coordenadas rectangulares y polares 
respectlvarnenie del punlo P difercmc del origen. 

Consideremos que r > O, emonccs P está en el lado tennlnal del ángulo de O 
radianes y r = IOPI 

o 

Por la definición de: 

·la función seno (razón del cateto opucs10 enll'e la hipolenusa), 

sen (0) =Y/, 
·la función coseno (razón del ca1010 adyacente entre Ja hipolenusa), 

· cos(O)=x/, 
De estas igualdades cncomramos que, 

A) y=rsenO y x=rcosO 

SI elevarnos al cuadrado ambas Igualdades tenemos, 

8) 

COORDENADAS POLARES 
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TRANFORMACION DE COORDENADAS 

igualando la suma de los miembros, 

o equivalentemente, 

x2 + jl = ,2 (cos2 9 + sen2 9) 
.r2+y2=r2(1) 

.r2+y2=r2 

SI dividimos las iaualdades del inciso A). 

C) 

o de oua ronna, 

FJ•mplos: 

y rsen9 

.r reos& 

y 
- =tan O .. 

y 
an:lan- =0 .. 

8 

3) Encontrar las coordenadas rectangulares del punto P cuya.< coonlenadas polares 
son (4, S/6 lt). 

r=4, O=S/61t 

Pllr las igualdades del Inciso A) 

.r=4cosS/61t, x=4·-1/2.,/J, .r=-3.4641 
y=4senS/6ir, y=4·1/2, y=2 

entonces las coordenadas rectangulares son ( -3.4641, 2) . 

• y 

·l .¡ 

COORDENADAS l'OLARES 



TRANFORMACION DE COORDENADAS 9 

4) EncorurJr el par de coordenadas polares del punlo P cuyas coordenadas 
rectangulares son (5,0). 

O:. Si despejamos r del inciso O), tenemos 

·r=,¡x2+y2, r=./(5)2+0, r=5 

delinciso C), 

tane=Y/., tane=Ofs, e=O 

entonces las coordenadas polares son (5,0) . 

• :r 

~~~~~~~~~_...~ ... x 
•I ·I .. . o 

p 

5) Encontrar una ecuación canesiana de la gráfica cuya ecuación polar est4 dada 
por r2 = a2 sen 2 e. 

O:. como el sen 2 e =2 sene cose, despejando del Inciso A) icnemos, 

r2 = 2 a2 (Jllr) ( x/r) 
sustituyendo ,2 del inciso B) y multiplicando ambos miembros por r2, 

6) Encorurar una ecuación polar de la grafica cuya ecuación cartesiana est4 dada 
por (x2 + y2¡2 = 02 (x2 • y2). 

' sustituyendo r2 por la Igualdad del inciso B) y del inciso A) x y y ienemos, 

,2 . ,2 = a2 (r2 cos2 e - ,2 sen2 e¡ 

r2 · r2=a2 r2(cos2e.sen2e¡ 

como cos2 e - sen2 9 = cos 2 e, 

r2=a2cos2e 

COORDENADAS POLARES 



LA RECTA to 

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN COORDENADAS POLARES 

Sean P1 (r1,91) y P2 (r2,02) dos pumas cualesquiera, enlonccs la disaancia enlre 
ellos d= IP1 P21, esaada<la por, 

C.I) d=.Jr1
2+ri2-2r1r2cos(91-oiJ' 

Demoslradón: 

Los l'ldios vec1ores de P 1 y P'.Lson r 1 y ':le respeclivamente. Conslruyarnos el 
lridn¡ulo OP1P2, en donde r1 = IOP11 y r2 = IOP:zl. El ángulo P 10P2 esl4 dado por 
9¡-~· 

l'Or t1 Ley de tos Cosenos (Apindice I), lenemos 

y de aqul, 
tfl=r12+ri- 2r1 r2cos(91 - ~) 

Tlmblén podemos demos1rarlo 1ransfonnando los punaos en coordenadas 
rectangulares y aplicando la definición de distancia enlre dos punlos: 

Sean F1Cx1J11) Y,F2(x-¿,y2) las coonfcnadas rectangulares de los punlos P1(r1,91) y 
Pz(r2,92) respectivamente, 

La distancia cnare F1 y F2 esládada por, 

dlF1F2l = ,/ (";?·X¡)2 + Ú'rY1l2' 

susli1uyendo tas x's y las y's del inciso A), ienemos, 

COORDENADAS POLARES 



LA RECTA 11 

= ~ r22cos2o2 + r22sen2e2+ r12cos2e1 + r12sen20 1 - 2r2coso2 r1cos61 -
- 2r2sen02r1sen01 

= ./ rl (cos2e2 + sen202)+ r 12 (cos2o1 + sen2o1¡. \ 

como cos (a- b) =cosacos b +sen a seil by 

sen2 a + cos2 a = 1, entonces, 

FJemplos: 

- 2r2r 1 (cos02 cos01 + sen02 sen01) 

7) Encodrarel perfme1ro del lliAngulo cuyos vtniccs son P1 (1, ft/3), P2 (3, lf/4) y 
P3 (5, lf/2). 

r1 s 1 , r2 = 3 , r3 = S , 9 1 = lf/3 , &i = lf/4 , 93 = lf/2 

dlP1P21=..J 12+32.2·1 ·3cos("'3-lf/4)' 

dlP1P2l=..J I0-6cos(lf/12)' ~ 2.0505 

dlP2P31 = ..J 32+ 52. 2 · 3 · 5 cos(lf/4-lf/2>' 

d IPiP31 = ..J 34 • 30 cos ( -lf/4)
1 

• 3.5759 

dlP3P 11=,/52+12. 2 · S · 1 cos (lf/2 ·lf/3) ' 

dlP3P11"' ..J 26- IOcos {n:/6)1• 4.1641 

Por lo 1an10, el perímetro del Uf angulo es 9.7905 aproximadamente 

p¡ 

COORDENADAS POLARF.S 



1 •. 

1 
1 
! 

LA RECTA 12 

ECUACIONES DE LA RECTA EN COORDENADAS POLARES 

Cualquier ecuación de primer grado para las variable .r y y puede escribirse de la 
fonna 

D) A.r+By+C=O 

donde, A, B y C son números reales y A y B no son simuháneamente iguales a 
0.(Forma General de la ecuación de la recta). 

La grillca de esta ecuación lineal en" y y es siempre una linea recta. 

SI sustituimos .r y y por las Igualdades dadas en el inciso A), ienemos: 

A reos O+ B rsen8+C=O 
despejllldo r, tenemos: 

r(Acos 8+ B sen O)= -C 
E) 

-C 
r = 

Acos8+Bsen8 
que es la ecuación polar de la recta. 

Ahora bien, consideft'.mos en el plano caneslano un segmento OPt de longitud p 
con uno de sus extremos en el origen y dclenninemos su posición exacta por el 
llngulo ro. Tracemos la recta I que pasa por el punto PtC.rt,y1) y que •• 
peipendlcular a OP1, emonces para cualquier posición de la recta /, por 
trigonometría podemos determinar que: 

F) 

Entonces podemos delermlnar que las coordenadas del punto P¡ 
soo(p cos m,p sen ro). 

Como el llngulo de Inclinación de OPt es ro, su pendlence es tg ro y como la recta I 
es perpendicular a OPt, su pendiente está dada por:(/a condición necuar/a y 
sl(lclenle para que dos rectas sean perpendiculares entre si, es que el prodMcto de 
sus pendientes sea Igual a -1) · 

G) 

COS<O 
-ctgro=----

senro 

COORDENADAS POLARES 



LA RECTA 13 

Y por la defmición de la ecuación de la recia que pasa por el pulllo dado P 1 (x1,y1) 
y 11ene pcndlenre m: 

H) 

enaonces por los Incisos F), G) y H), la ecuación de/ es: 

COSlll 
y·plenlll=·--- (x-pcoslll) 

senlll 

ysen111-psen2m= -xcoslll+ pcos2111 

xcos m+ y sen m- p(seríl "'+ cos2 m) "'º 
como sen2 a+ cos 2 a= I, 

xeosm+y1enlll·p=O 

es la ecuación polar de la recia en la fonna nonnal. 

Conslderemos ahora el segmento OP perpendicular a la recta /. N tiene coordenadas 
l'(p cos m, p sen 111) y P sea OIJO pu1110 9ue pasa sobre la recia I con coordenadas 
(r cos 9, r sen 9), enaonces por el inciso ff), 

1) 

COSlll 
(p senm- rsen9)= -----(pcosm- reos 9) 

senlll 

- sen m(p sen lll· r sen 9) = cos m(p cos m ·reos 9) 

-p sen2co+ rsen m1en O• p cos2m ·reos mcos O 

reos mcos9 + rsen msenO = p cos2 m +p seríl m 

r(eosmcos8+senmsen9)=p (cos2m+ sen2m) 

rcos(9-m)=p 

que es la ecuación polar de la recta si (p,111) es el par principal de coordenadas 
polares del ple de la peipendicular arazada desde el polo a culllquler recta en el 
plano coonlenado polar. 

o \ 

COORDENADAS POLARES 



l,ARECTA 14 

Existen tres casos particulares para la ecuación de la recta en coordenadas polares: 

RECTAS QUE PASAN POR EL POLO 

Si la recta pasa por el polo y con una inclinación a. su ecuación es de la forma, 

J) tgO=a 

puesto que 1al recta es el conjunto de los puntos cuyo dngulo veCIOrial es a. 

l'odemos comprobarlo si susiitulmos en la ecuación rectangular de la recta que pasa 
por el punto P(O,O) y dene la pendiente a. dada por 

y=ax 

los valores de las Igualdades del inciso A): 

rscn8=arcos8 
despejando a. 

seno 
a 

coso 

a=tgO 

que es la Inclinación de la recta. 

RECTAS PARALELAS AL EJE POLAR 

Si la recta es paralela al eje polar y está a e unidades de ~l. su ecuación es de la 
fonna, . 

K) rsenO=e, e¡tO 

donde e es posidvo cuando csU arriba del eje polar y negativo cuando cstil abajo de 
~l. 

COORDENADAS POLARES 



LA RECTA 15 

Si consideramos la ecuación general de la recia del inciso D), en la cual A = O, la 
ecuación toma Ja fonna, 

despejando y tenemos: 
By=C 

y=C/B=e 

donde e significa la intersección del eje y. SI sustituirnos y de Ja igualdad del inciso 
A),rtnemos 

rsenO=e 

RECTAS PERPENDICULARES AL EJE POLAR 

Sl Ja roela es perpendicular al eje polar y estd a d unidades del polo, su ecuaci<ln es 
delafonna, 

L) rcosO=d, d•O 

donde d ca positivo cuando est4 a la derecha del eje polar y negativo cuando est4 a 
la lzqulenla de c!I. 

SI conaldcnmos la ecuacidn general de la recta del inciso D), en la cual B =O, la 
ecuacldn roma la fonna. 

A.r=C 
despejando .r cenemos: 

.r=C/A"'d 

donde d significa la inte11ecci<ln del eje x. SI sustltulmos .r de la igualdad del Inciso 
A), tenemos 

rcosO=d 

EJemplllt: 

1) OIJl.cner la ecuackln polar de la roela que es horiz.olllal dos unidades por debajo 
del origen. 

' l'br el inciso K), ecuacldn pua recw paralelas 11 eje polar, la ecuaclcln que 
buscamos est4 dada por, 

rsen0=-2 
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9) Obtener la ecuación polar de la recia que pasa por el punto (6, 2¡3 11) y es 
perpendicular al eje polar. 

e;. Por el inciso L), ecuación para rectas perpendiculares al eje polar, 

6cos21J 1t=6 ·(-t/z) =-3 

por lo tanto la ecuación está dada por, 

rcos0=-3 

10) Obtener la ecuación polar de la recta perpendicular al segmento OP cuya• 
coonlenadas de P son (2, t¡6 1t). 

°"'Por el inciso 1), r (cos O:m) = p , entonces la ecuación de la recta serla: 

r(cos O- 1/611) = 2 

11) Obtenerla ecuación polar de la recta que pasa por los puntos (4,3) y (6,9). 

C.. Por el inciso H) tenemos, 

y-3=m(x-4) y y-9=mix-6) 

y-3 y-9 

x-4 x-6 

resolviendo la ecuación, nos queda 

6x-2y=l8 

por el inciso E), la ecuación polar de la recta es, 

18 

6cos O -2 sen O 
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CIRCUNFERENCIA 

~ de la recta, la linea más familiar es la circunferencia, la CUll puede 
definirse como el lugar geométrico de todos los puntos de un plUIO a una misma 
distancia de un punto lijo del plano. 

El punto lijo se llama centro de la circunferencia y la distancia constante se llama 
radio. 

En el plano canesiano, una cin:unferencia cuyo cenuu es el punto (h,k) y cuyo 
radio es la constame r, tiene por ecuación. 

M) (x- h)2+(y- kf= ,2 

Si la circunferencia se encuenlra en el origen, entonces la ecuación toma la ronna, 

N) 

Panlendo del inciso M), si desarrollamos la ecuación lenemos, 

x2-2.t/J + h2+ y2-2yk+k2= ,2 
y agrupando, 

x2 + y2.2Ju-2ky+h2+ k2.r2=0 

y esta ecuación se puede escribir de la forma, 

O) x2+y2+Dx+Ey+F=O 

9ue corresponde a la fonna general de la ecuación de un circulo. 

En el plano polar, si C(c,a) es el centro de una cireunferencia cualquiera de radio a 
y P(r,9) un punto cualquiera de la circunferencia, entonces 

P) r2- 2crcos(9 - a)+ c2 = a2 

es la ecuación polar de la circunfcrmcia. 
Demostración: 

En la figura. se muestra el triángulo que 
fonnan los puntos OCP y por la ley de los 
cosenos, 

al= r2 • 2crcos(9- a)+ c2 

T1111bién podemos, a partir de la ecuación 
del Inciso M), y de las igualdades del 
inciso A), encontrar la ecuación polar de la 
clreunferencia: 
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Del inciso M), 

sus1iluycndo x y y del inciso AJ 

(reos 9 - h)2 + (rsen O -k)2= a2 

desarrollando y agrupando, nos queda 

Q) 

,2. 2, (h cose+ k SCJI G) + ¡,2 + k2 = a2 

como /1 =ecos a , k =e sen a y h2+k2 = c2, susli1uyendo, nos queda 

,2 ·2cr(cos acos O+ sen asen 0)+ 112 +1<2 =a2 

,2 -2crcos( 9- a)+ c2=a2 

18 

Como en el caso de la recta, exislen casos especiales de la ecuación de la 
circunferencia que vale la pena comentar. 

CIRCUNFERENCIA CON CENTRO EN EL POLO Y RADIO R. 

Del inciso P), si el centro de la circunferencia es el pumo (0,9), e = O y a = 8, y la 
ecuación se reduce a, 

R) 

,2 - [(2)(0)( r cos O)]+ O= a2 

,l=a2 

CIRCUNFERENCIA QUE PASA POR EL POLO CON CENTRO SOBRE 
EL EJE POLAR 

Si el cenlro de la circunferencia está sobre el eje polar y pasa por el polo, emonccs 
. la ecuación del inciso P) se reduce a: 

S) r=±2acos9 

en donde res posilivo si el cenlro está a la derecha del polo o negalivo si eslll a la 
izquierda. 
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CIRCUNFERENCIA QUE PASA POR EL POLO Y SU CENTRO ESTA 
SOBRE EL EJE A tt/2 

Si el centro de la circunferencia está sobre el eje a lt/2, la ecuación del inciso P) se 
reduce a, 

T) r=±2asen9 

en donde res positivo si el centro está arriba del eje polar y negativo si está abajo. 

t;Jemplos: 

12) Encontrar las coordenadas polares del centro y el radio del círculo definido por 
la ecuación r = 8 cos 9. 

C:O. por el Inciso S), 

r=2·4cos9, a=4 y a=O 

entonces las coordenadas polares del centro son (4,0) y el radio es Igual a 4. 

13) Encootrar la ecuación polar de la circunferencia que tiene su centro en (5,1</,¡) 
y radio 6. 

<lo. por el Inciso P), 

c=5, a=lt/4 y a=6 

,2. 2 · 5 • rcos(&-lt/4 )+ 52: 62 

,2. 10rcos(9-1C/4)+25 • 36=0 
es la ecuación que buscamos. 

14) Transfonnar la ecuación rectangular de la circunferencia: 
:zx2 +2y2 .fu: + IOy + 7 = o , a la ecuación polar. 

o:., :zx2 +2y2 -6>: +IOy + 7 =O 

dividiendo enlre 2 ambos miembros de la ecuación y reagrupando, nos queda 

(r·3.r)+(y2 +5y)=· 112 

completando los cuadrados y reduciendo 

(.r .J¡2¡2 +(y+ 5¡2¡2 = 5 
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por lo lWlto, las coordenadas rccl8ngularcs del centro de la circunferencia liOR 
(3'2 , .5/i) y su radio es ..fS: 

Ahora del inciso Q) 

r2 -2r(l/i cos O - s¡2 sen O)= - 9li 
es la ecuación polar de la circunferencia. 

15) Oblener el radio y las coordenadas polares del centro de la circunferencia que 
llene por ecuación polar 

r=2 coso+ 2 "3'sen0 

~por el Inciso P), ,2. 2cr COS(O - a)+ c2 = a2 

entonces multiplicando por r y reagrupando, la ecuacloo nos queda 

,2. 2rcos o+ 2 {3' r seno= o 

,2 -2r (CDS o+ {3' sen 8) =o 

dividiendo el 2o. ténnino del primer miembro por 1 =<fe, nos queda 

,2. 2rc( 1/c oosO+ .fJí; sen O) =O 

de aqul podemos observar dos situaciones: 

a) al= c2 y por lo tanto es una circunfermcla que pasa por el origen, y 
b)l/c=cosa y ..fll.:=sena,como . 

( 1/c ¡2 + (-l'f¡J2 = ¡ 
e = 2 y por lo lanlO el radio es 4 
y sustituyendo e en el Inciso b), tenemos que a= K/3, 
por lo tanto las coordenadas pola""' del centro son (2, 11/3). 
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CONJCAS 

Ahora comenraremos las ecuaciones de 01ras curvas cuyo número de aplicaciones 
ranio letlricas como practicas las hace imponan1es: IH secciones <6nlas. 

Su designación proviene del hecho de que el lugar geométrico o curva puede 
oblenerse como la intersección de un cono cln:ular recio y un plano. 

EIÚllCll IRS clases lrnponantes de cdnicas, a saber: 

• LaPar4bola 

• La Hipérbola 

• La Elipse 

En el plano canesiano, son repiesenladas por ecuaciones de segundo grado o 
euadr4tlcu en dos variables de la fonna, 

U) Ax2+ Bxy+ Cy2+ D.r+ Ey+F=O 

• SI B = 0,queda de la forma 

V) Ax2+Cy2+Dx+Ey+ F=O 

y el lugar geométrico debe oer una sección cónica con uno de sus ejes paralelo 
o colncldcnle con uno de los ejes coonlenados, o bien uno de los casos 
e•cepcionales (A/l'ndice 11). 

• SI B " O, el eje focal es oblicuo con respecto a los ejes ooonlcnados. 
Sin embal¡o, la ecuación del Inciso U) se puede transfonnar en una ecuacldn 
de la ronna del Inciso V). 

Un concepto imponante que nos pennile conocer el tipo de lugar geom~lrico de que 
oe trala es la e-ll'leldld de la Cllinla. 

·····r. 
o F(p,0) X 

Dada 111111 ft!Cla l y un punto lijo F no contenido en esa recia, se llama cónica al 
lugar pomfUlc:o de un punto P que se mueve en el plaPo de / y F, de lal manera 
que la naz6n de su disunc:la de Fa su diSl8ncia de/ es siempre Igual a una constante 
positiva. denominada nantrlddad de la cónica. 
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IPFI -----· 
IPAI 

(x·p'fl+ jl 
--------=e 

lxl 

elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación, quitando denominadores y 
trasponiendo, nos queda 

AA) 

ecuación que represenla una cónica como lugar geomé1rico, de1ennlnando su 
naluraleza el valor de la excenlricidad e: 

a)Sie= 1 

la ecuación del inciso AA) 1oma la fonna y2 = 2p(x • p/iJ y represenla wia 
penlbola cuyo vénicc es (p/2,0) y cuyo eje coincide con el eje X. 

b)Sie< 1 

la ecuación delCnnina una elipse y e = e¡ A.(Apindlce 11). 

En panicular, si e= O, la ecuación represenla una circunferencia. 

c)Sie> 1 

la ecuación detennina el lugar geomélrico de una hipirbola y e = e¡ A· 
(Apindice 11) 

ECUACION GENERAL DE LAS CONICAS EN COORDENADAS 
POLARES 

Se pueden oblener ecuaciones polares parJ la panlbola, la elipse y la hipérbola 
lransfonnando sus ecuaciones en fonna reclan¡,'lllar a la fonna polar por medio de 
las ecuaciones de trall•fonna!'lón del inciso A), sin embargo se pueden ohlener 
ecuaciones mlls sencillas si se hace coincidir el foco de la cónica con el origen y 
utilizando el conccp10 de excentricidad. 

D' 

M ••••••••••••••••• 

.. 
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Sea p la distancia de la dlreclriz DD',que se encuentra a la i7.qulenla del polo, al 
foco que se encuentra en el polo O. Entonces, el puruo P(r,9) pencnece a una 
cónica si y solo si 

IOPl=elMPI, e>O 
como 1OP1 = r y 1 MPI =p+ reos 9 

nos queda 

r=e(p+rcos9) 

despejando r, se obliene la ecuación estandar en fonna polar 

AB) 

ep 
r=------

1-ecosO 

Si la direclriz se encuentra a la derecha del polo p unidades, la ecuación senl 

AC) 

ep 
r=------

l+ecos8 

Si la direclriz es paJalela al eje polar y esl4 arriba de éste p unidades, la ecuación es 

AD) 

ep ,,,,, _____ _ 
1 +e sen O 

Finalmente, si la direclriz es paralela al eje polar y está abajo de &te p unidldes, la 
ecuación toma la fonna 

AE) 

ep 
r=------

1-esenB 
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EJemplos: 

16) Delenninar el lugar geométrico, encontrar Ja ecuación rectangUlar y esbozar la 
grMlca que representa la ecuación polar 

9 
r-------

2-2sen8 

'111. dividiendo el denominador y el numerador del segundo miembro entre 2 

% 
r=-------

2¡2 • 2¡2 sen 8 

considerando la ecuación AE) podemos observar que: 

•e= 1 y por lo tanto el lugar geométrico es una parábola, 

• ep =9h, y por lo tantop= 9/i. 
•como en el denominador el signo del 2o. ténnino es negativo, la directriz eslá 

abajo del eje polar y por lo tanto la parábola abre hacia arriba. 

•como el roco está en el origen, el vénlce se encuentra en 8 = 3/2 " 

eotonces resolviendo , 
% 

------~=94 
1 • sen 3¡2" 

por lo tanto el vénlcc está en el punto polar é'/4,3/2K) •• 

UtilizaiMlo las Igualdades del inciso A), las coordenadas rectangulares del 
vénicc son 

la ecuación rectangular, apéndice//, será de la ronna 

· (x·h'>2=4p(y·k) 

y sustituyendo y reduciendo, la podemos oblener 

x2 = 3y + 27/t2 

x2=3y+% 

por auimo, Ja gráfica de la parábola es: 
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17) Oetcnninar el Jugar geométrico que representa la ecuación polar 

6 
r=------

2· 3cosD 

enconuarsu ecuación n:ctangUlar y la grillca correspondienle. 

' dividiendo el denominador y el numerador del oegundo miembro entre 2 

6h 

de aqul podemos observar que 

• e= 3'2 > t y por lo WUD el lugar goomtttico es una hlphbola. 

• tp=3 yporlotanU>p=2 

• como et sip del 2o. ~nnino del denominador es ne¡alivo, la directriz ed a la 
izquienla del polo. 

• resoMendo para D = it, y e= o encontraremos las coordenadas de los vénices, 
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r=--------6/s 
1 - 3/2 cosp 

-6 
1-3ficos0 

26 

por lo tanto las coordenada.• polares de los véniccs son V(6/5,11) y V(-6,0). 

• resolviendo para 9 = Jt/2, y 9 = 3/2 Jt encontraremos las coordenadas del lado 
recto, 

3 
--------=3 

¡ .3/2cosliz11 

por lo tanto el lado recto de una de las ramas de la hipt!rbola tiene wia longitud 
de 6 unidades. 

•obteniendo la distancia entre los vénices, por el inciso C.I), para conocer la 
longitud del eje transverso, encontramos que 2a = '1A¡5 y por lo tanto a= 12¡5, 

•como sabemos adem4s que la longitud del lado recto está dada por,(Apindice 11) 

a 
igualando a 6 y sustituyendo el valor de a, obtenemos b = 6¡ .¡-;. 

•conviniendo las coordenadas de los vénlces a coordenadas rectangulares de 
acuerdo a las ecuaciones del inciso A), tenemos 

V (-6,0) y V(·6¡5,0) 

para conocer las coordenailas del centro, encontramos el punto medio del eje 
transverso y éste es C(·IB/5,0). 

• como la ecuación rectangular de la hipérbola con centro en (h.lc) y eje focal 
paralelo al eje X esul dada por 

(x-/¡)2 (y-k)2 
---=1 

a2 /il 

la ecuación rectangular nos queda 
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(x+l•/5)2 ()1·0)2 
---=l 

(12/sJ2 (6/.(5)2 

desarrollando el binomio, cJiminando cocientes y reordenando ténninos, nos 
q~,eda 

5x2 + 36x-4y2+ 36= O 

• linalmerue la gráfica es: 

18) Deienninar el lugar geométrico que representa la ecuación polar 

9 
r=------

6-4sen0 

y encontrar su ecuación rectangular y la gráfica correspondiente. 

' dividiendo el denominador y el numerador del ocgundo miembro entre 6 

l/2 

de aquf podemos observar que 

• e=%< 1 y por lo tanlO el lugar geométrico es una elipse. 
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• ep =%y por lo tantop= % 

•como el signo del 2o. lénnino del denominador es negativo y la función es seno, 
el eje focal está sobn: el eje a rr12 y la dln:cuiz está abajo del eje polar. 

• resolviendo para 9 = "· y 9 = O encontraremos las coordenadas de uno de los 
lados rectos, 

3/2 
=3/2 •= 

l-21Jsen1t 

3/2 
= 3'2 r= 

1- 2/3 seno 

por lo tanto uno de los lados n:clOs tiene una iongilud de 3 unidades. 

• resolviendo para 9 = rr/2, y 9 = % " encontmremos las coordenadas de los 
vdrticcs, 

3/2 
=9/2 r-

1- 2/3 sen rr/2 

3/2 
=9/to r= 

l -2/3sen3/21t 

por lo tanto las coordenadas polares de los vénlccs son V(9/2,fl/v y 
V'(J/10,3/ift). 

•obteniendo la distancia entre los vénlces, por el inciso C.I), para conocer la 
longitud del eje mayor, encontramos que 2a= Tl/5 y por lo tanto a= 'EIJ1o-

• como sabemos además que la loogitud del lado recto está dada por,(Ap¿ndice 11) 

2b2 

a 
·igualando a 3 y sustiluyendo el valor de a, obtenemos b = 9Ji ,¡; 

• conviniendo las coordenadas de los vénices a coordenadas rectangulares de 
acuerdo a las ecuaclooes del inciso A), tenemos 

para conocer las coordenadas del centro, encon1ramos el punto medio del eje 
mayor (Apéndice 11) y éste es C(0,9/5). 
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• como la ecuación rectangular de la elipse cun centro en (h.k) y eje focal paralelo 
al eje Y esUI dada por 

(:r-h)2 (y-t)2 
----+ ---=I 

IJ2 a2 

la ecuación ~guiar nos queda 
(:r-0)2 (y-91,)2 

---=1 
cr''1o>2 

desamlllando el binomio, eliminando cocientes y reordenando ll!nnlnos, nos 
queda 

3612 +21ly2-72y- 81 =0 

• fmalmente la grillca es: 
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GRAFICAS EN COORDENADAS POLARES 

En general el examen de una ecuación puede revelar fonnas rápidas para la 
construcción de gnlfica•. En esta sección, trataremos de pla•mar lnfonnación útil 
para que, a panlr de una ecuación polar, sin necesidad de resolver para un número 
alto de pum os se pueda graficar el lugar geométrico que represenla. 

Para este fin, a continuación se especifican los pasos que se seguiran: 

l. Delenninación de las b11ersccciones con el eje polar y con el eje a '/f/2. 

2. Dctenninación de la simetría de la curva con respecto al eje polar, al eje a lr/2 y 
al polo. 

3. Dctenninación de la extensión del lugar geométrico. 

4. Cálculo de las coordenada• de un número suficiente de puntos. 

S. Trazado de la gráfica. 

INTERSECCIONES CON EL EJE POLAR Y CON EL EJE A rr12 

Cuando trazamos una gráfica, es imponante detenninar en primer lugar, si el polo 
está en la gráfica. Sustituyendo O por r y resolviendo para 11 lo podemos averigüar. 
Si e.tste un valor para O cuando r =O, la gráfica pasa por el polo. 

Las Intersecciones con el eje polar, si existen, se pueden oblener re..olviendo la 
ecuación polar para r cuando a O se le a.<ignan valores O, ±1t, ±2n:, y en general 
valores mt, en donde n es un entero cualquiera. 

Las intersecciones con el eje a 1</2, si existen, se pueden obtener resolviendo la 
ecuación polar para r cuando a O se le asignan valores •/2rt, en donde n es un entero 
cualquiera. 

DETERMINACION DE LA. SIMElºRIA DE LA CURVA 

La gráfica de una ecuación es simétrica con rcspcclo al eje polar, si para la 
ecuación se obtiene una ecuación cquivalenle cuando (r,0) es susllluido por 
(r,-0+2mt) o (-r,K-0+211), donde n es cualquier entero. 

Si cuando en una ecuación polar susliluimos (r,0) por (r,n:-o+2n•) o (·r.-0+2n•) 
donde n es cualquier cnlero, se oblicnc una ecuación equivalenlc la gráfica de la 
ecuación es simé1rica con respeclb al eje 7"2. 

Por último, si al susliluir (r,11) por (·r,0+2n•) o (r,11+o+2nrt) donde n es cualquier 
enlem, se obtiene una ecuación equivalente la gñlica es simétrica con n:spcclo al 
polo. 

COORDENADAS POLARES 



GRAFICAS EN COORDENADAS POLARES ,31 

EXTENSION DEL LUGAR GEOMETRICO 

Para detennlnar la extensión de la gráfica del lugar geométrico, primero debemos 
despejar, en función de e. esto es , = /(8) 

Si res finito para todos los valores de 8, es una curva cerrada. 

Sir, se vuelve infinita en algunos valores de 8, la gráfica no puede ser cerrada. 

En valores de 8 que hacen a r compleja, no hay curva y por lo tanto, estos valores 
constilUyen intervalos excluidos del lugar geom~trieo. 

Si una curva es cenada, es o!til detenninar los valores máximo y mlnimo der. 

CALCUW DE COORDENADAS 

Asignando un valor puticutar a 9, podemos obtener el valor o valores 
eom:spondientes de r que nos pennltan esbozar la gráfica. Con el análisis de la 
ecuación de los punU>S anteriores pueden dellmltane el no!mero y el valor de los 
Intervalos. 

t;lemplos: 

19) Trazar la gráfica del lugar geométrico que representa la ecuación 

r= l-2eos0 

~resolviendo para r = O, nos queda t'2 = cos O cuando 9 = tt3tc, y por lo tamo 
como si existe un valor de 8 cuando r = O, la granea pasa por el origen. 

•resolviendo para r cuando O toma los valores O, 11 y 211 tcncmos. 

1 - 2 cos O= -1. 1 - 2 eos 11: = 3 y 1 - 2 cos 211: = -1, por lo tanto la curva 
cru•a el eje polar en el PUJlto (3,tc) 

•resolviendo parar cuando O toma los valores 1'/2 y 3(21< tenemos, 

1 -2cos fl/2= t y 1 -2 cos 3f2tc= t, por lo tanto la curva cruza el eje a fl/2 
en los puntos (l ,1<fz) y (l,3f2 1t). 

• sustituyendo O por -9, la ecuación no se altera ya que cos( ·ll) = cos (9), por lo 
tanto la curva es simétrica con respecto al eje polar. 

•sustituyendo9 por tc- lllaecuación si se altera ya que, 

1 - 2 cos 9,. 1 + 2 cos 9, (Aplndice 1), 
entonces no e.• sim~trica con respecto al eje a fl/2. 

•sustituyendo 9 por"+ 9, la ecuación si se altera ya que, 
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8 

o 

t/611 

1/411 

l/311 

l/21< 

2/31< 

3/41< 

%'/(. 

" 

1 • 2 cos 8 ~ 1+2 cos B. (Apindice /) 
por lo tamo no es simétrica con respecto al polo 

•Como el valor absoluto de cos 8 nunca es mayor que 1 para cualquier valor de 8, 
res finito para llldos los valores de O y por tanto se trata de una curva cerrada. 
El valor máximo de r se obtiene cuando 1 • 2 cos 8 es un máximo y esto es 
cuando 8 = " y el valor mlxlmo de r = 3. El valor mínimo de r rcsulla cuando 
O=Oyesr=-1. 

•por último, dando valores a 8, podemos eslxnar la gráfica, consideremos el 
intervalo os es 11 y las propiedades de simetrla, 

, 

-1 

1--13 

1--ff 

o 

1 

2 

1+-J2 

l+fi 

3 

como es slmi!lrica con respecto al eje polar, la gnlfiea completa 
quedaría: 

·2 

en particular, esta gráfica se llama llmai¡on. 
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20) Trazar 11 gr4fica del lugar geomtlrico que re¡nsen&a la ecuación 

,= l-2aen0 

33 

'miolvlendo para '= O, nos queda •12 = sen O cuando O= l/61< y O= %K, y 
por lo tamo como si existen valores de O cuando r = O, la gr4fica pasa por el 
origen. 

• resolviendo para' cuando O coma los valores O," y 2it iencmos, 

l-2aen0=1, 1-2sen1<=l y l-2aen21<=0,porlolall10lacurvacru1.a 
el eje polar en los puntos (l,1<) y (1,21<) 

• miolvlcndo para' cuando O toma los valores '11/2 y %1t tenemos, 

>, ... , .. ~1 '2 sen. ii/2 = -1 y 1 • 2 sen 3/2 " = 3, por lo lanlo la curva cruza el eje a lf/2 
en los punros (·l,W/;¡) y (3.3/2 K). 

• suslituycndo O por -0, la ecuación se aliera ya que sen(-0) • -sen (0), y la 
ecuación qucdalf1 r • 1 + 2 sen O, por lo lllllO la curva no es simtlriea con 
rapecto al eje polar. 

• 111111111ya111o O por• • 811 ecución no se aliera y1 que, 

1 • 2 sen 8 • 1 • 2 een (• • 8) • 1 • 2 ICll o, (Apllldlct 1), 
enlOnCCI es sln*dea con respecto al eje a K/~ 

• IUlll111ymdo 8 por•+ 8, la ecuación al se altera ya que, 

1-2seno .. 1 +2aen8, (Aplltdlcel) 
por lo lllllO no a ~lrlea con respeclO al polo. 

• Como el valor absoluro de aen e nunca es mayor que 1 para cualquier valor de O, 
' es finito para lodol lol valores de O y por 1811!0 se trala de una curva cerrada. 
El val!lf múimo de r se obllenc cuando 1 • 2 sen O es un mWmo y esto es 
Cllllldo 8 = 3/2 K y el valor múimo de r " 3. El valor mlnlmo de r 1esulla 
cuando 8a l/2KyC8'• -1. 

• por d!Umo, dando valores a 8, podemos esbozar la gráfica, consideremos el 
lniervalo 11z as 8 s 3/2" y lu propiedades de slmetrfa, 
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9 

l/2Tt 

2/3;: 

J¡,rc 

51,,rc 

• 
%re 

,,,. 
4/3fC 

J'2rc 

, 

-1 

1-../3 

1-../2 

o 

1 

o 

1-../2 

t-..ff 

3 

... 
.z 

como es simétrica con respecto al eje a ft/2, la gráfica completa 
quedaJfa: 

.. 
o.a 

·3.B .. 
Esta gr4fica se llama tambim lrmpi y de manera general, la gnlfica de una 
ecuación r = a ±b cos 9 o r =a ±b sen 9, es IUt limlll)Oll. 

En panicular, si a = b • la slillca de lu caaa:loncs 
r = a ±b cos 9 ó r = a ±b sen 9, se llama cardioide como se muestra en el 
slsulente ejemplo. 
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21) Tr.izar la gráfica del lugar geométrico que representa la ecuación 

r=2-2scn9 

35 

'resolviendo para r = O, nos queda 1 = sen 9 cuando 9 = 1/21< • y por lo tanro 
como si e•lsten valores de O cuando r = O, la gráfica pasa por el origen. 

• resolviendo para r cuando O toma los valores O, 1t y 211 tenemos, 

2-2sen0= 2, 2-2 sen1t= 2 y 2 • 2 sen 21<= 2, por lo tanto lacutva cruza 
el eje polar en los puntos (I,1<), (l,211) y (1,0). 

•resolviendo parar cuando O toma los valores 11/z y 3/21< tenemos, 

2 • 2sen11/2 =O y 2 • 2sen3/2 11: = 4, por lo tanto la cutva cruza el eje a '/f/2 
en los pumos (0,11/z) y (4,3/z 11:). 

* llllllituyendo O por -8, la CClllCkln se altera ya que sen(-0) = -sen (0), y la 
ecuacldn quedufa r = 2 + 2 aen 9, por lo tanto la curva no es simftrica con 
respecto al eje polar. · 

• sustituyendo O por 1t - O Ja ecuación no se altera ya que, 

2 -2 sen0=2-2sen(1t-8)= 2 -2 sen&, (Aplllllicef), 
entoncel es slmt!trica con respedO al eje a '/f/2. 

• SUldtuycndo e por 11: + 9, la ecuacldn si se lltera ya que, 

2 - 2 sen O" 2 + 2 sen 9, (Aplndice 1) 
por lo tanlO oo es slm~ca con respeclO al polo. 

• Como el vllor absoluto de sen O nunca es mayor que 1 para cualquier valor de 9, 
r es finito para IDdos los valores de O y por lalllo se 11"1111 de una curva cernida. 
El valor mllxlmo de r ae obdene cuando 2 - 2 sen 9 es un mllxlmo y esto es 
cuando O = l/z " y el valor mllxlmo de r = 4. El valor mínimo de r resulta 
cuandO 0= t¡211:yesr=O. 

• por llltlmo, dando valores a O, podemos esbozar la gráfica, consideremos el 
intetvalo 1/2 1t s Os 3¡2 1t y las propiedades de slmetria, 
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e 

o 

1/1211 

''•fl 
l/47' 

l/3n 

5/12" 

''2" 

• sustituyendo 9 por - 9 y r por -r Ja ecuación no se altera ya QUI!, 

-r = · 6 cos 2 O es cqulvalcmc ar= 6 cos 2 O, (Aptttdice /), 
cmonccs es simé1rica con respecto al eje a Jt/2 . 

• susdtuyendo e por"+ e, Ja ecuación no se altera ya que, 

6 cos 2 9 = 6 cos 2(ir +O), (Apéndü:e 1) 
por lo ianto es simétrica con respecto al polo 

•Como el valor absoluto de cos 20 nunca es mayor que 1 para cualquier valor de 
e. r es finito para todos Jos valores de e y por tanto se trata de una curva 
<errada. El valor m4ximo de r es 6 cuando e = o y el valor mfnimo de r es o 
cuando 29 = 't2n 

• por dltimo, dando valores a e, podemos esb<J7.ar Ja gráfica, consideremos el 
intervalo OS 8 s 'IC/2 y las propiedades de simetr!a 

r 

6 

3 {f 

3 

o 

-3 

.3{3 

-6 

.,~-
j4 - .. ~ .ª 

como es siméUlca con respecto al eje tc12 y al eje polar, la gnlflca 
quedaría: 

·14 

y como tambi~n es simétrica oon respec10 al polo, la grjfica completa 
es: 

·14 .9 11 
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en panicular, la gnlflcu an1crior se llama rosa de 4 hojas y la gn!fica de una 
ecuación de la fonna 

r=acosn8 o r=asenn9 

es una rosa que licnc n hojas sl n es Impar y 2n hojas si n es par. 

23) Tmar la simca del lugar geométrico que representa la ecuación 

r=29 

' resolviendo para r = O, nos queda O = 2 9 cuando 9 = O, y por lo tanto como si 
existe un valor de 9 cuando r = O, la gimca pasa por el origen. 

• resolviendo para r cuando O k>ma los valo111s O y n: lcnemos, 

O= o.. 21t = 21t, por lo tank> la curva cruza el eje polar en los punios (0,D) y 
(2it,2n:) y ademlls en k>dos Jos puntos nK, donde n es un entero. 

•resolviendo parar cuando O k>ma los valores X/2 y 3/271 tenemos, 

2 ff/2 = 2 ff/2 y 2 · 3¡, 1t = 2 · 3/2 'ti, por Jo tanto la curva cruza el eje a X/zen 
los JllllllOS (lf/2,ff/v y (3/2 n:.3/2 it) y ademlls en todos los puntos (2n+l).ir/z 
donde n es un entero. 

•como O es cualquier número real, r también es un número real y eruonces existen 
un número lnlJnlto de valorea para r y por tanlO se trata de uns curva abicna. 

• por lllllmo, dando valores a e. podemos esbour la kn!flc:a. C0111ideremos el 
Intervalo o se s 21t • 
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9 , 

o o 

1/12" 1/6" 
·14 11 

1/6" l/3" 
·12 

l/4" 11z,. 

l/3" 2/3" 
y la gráfica del inlervalo OS 9 S 201< con n = 6, 

5112" %" 

11z,. " 
llO 

2/3" 4/3" 

3/4" 3/2" 

-100 100 

"6" 5/3" 

,.. 2,. 

%x 3,. 

esla curva se llama una Espiral de Arquímedes. 

2x 4,. 
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DERIVADAS EN COORDENADAS POLARES 

En los ejen.iclos anteriores hemos villlO que es necesario enconttar lm valorea 
mínimo y máximo de la función de r para poder delermlnar el intervalo de pumos 
ne<esarios para esbozar un lugar geométrico. 

Muchas veces es más sencillo si además, podemos encontrar la recta 1111gente a la 
curva, y este tópico nos Introduce al concepw de derivadas. 

Sea r = /(8) una ecuacidn polar de una curva. Para encooo-ar la pendiente de una 
recta tangente a una curva polar en un punto (r,0) en la curva, hagamos las 
siguientes consideraciones: 

•Un sistema de coordenadas cancslanas rectangulares y un slllema de 
coordenadas polares en el mismo plano, coincidentes el eje X posiUvo y el eje 
polar respectivamente 

• La relaclcln de los dos conjuntos de coordenadas mediante las ecuaciones del 
Inciso A). 

x=rcos8 y y=rsen8 

Entonces x y y pueden ser consideradas funciones de 8 y podemos derivar oon 
respecto a 8 ambas ecuaciones, 

AF) 

y 

AG) 

fu: lir 
--=cos8---rsen8 
li8 li8 

liy lir 
--=sen8--+reos8 

. li8 li8 

SI aes la medida en radianes de la inclinación de la recta tangente, entonces 

y si !Wli8 ,. O tenemos 

COORDENADAS POLARES 
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Sustiluyendo AF) y AG) obtenemos 

&y sen 8 (ór/80) + r cos 8 

fu: cos O (ór/08) - r sen O 

Si cos O - O, dividiendo el numerador y el denominador del segundo miembro entre 
cos O y sustituyendo 8y/& por tan a. tenemos · 

AH) 

tan o (lir/08) +, 
tan a=----------

ór/80 • rtanO 

Sin embargo la f61D1ula del Inciso AH) es generalmenie complicada de aplicar. Una 
fónnula más simple se obtiene al cosiderar el dngulo entre la recia OP y la recta 
tangenle. Este dngulo lendrá como medida en radianes X y se mide desde la recta 
OP en sentido contrario al de las manecillas del reloj a la tangente, OS X< it. 

Exlstcn dos casos posibles: 

a~O y a<O 

Si a~O. X =a-O. Ysi a<O, x=it-(0-a). En ambos casos, 

tan X= tan (a-0) 

o cquivaleniemenle, (Apindlce f) 
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tan (l- tan 8 

1 +1an a tan e 
Si sustituimos tan a del inciso AH) nos queda 

{tan 8 (lir/58) + r} / {(&r/lill) - rtan 8) - tan O 

42 

tanx=~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

tanx 

Al) 

1 + {[tan 8 (&r/58) + rJ J ((&r/lill) - r tan en tan e 
tan 8 (&rilill) + r - tan 8 (lir/liO) + r tan2 8 

(6r/lill) - r tan 8 + tan2 8 (lir/lill) + r tan 8 

r(i + tan28) 
1anx=~~~~~~~~~~ 

(1 + 11112 8)(&r/li8) 

r 
tanX=-

l!r/88 

Si compamnos AH) y Al), podemos ver que se simplifica si consideramos x en 
lugar de a cuando se uabaja en coonlelllldas polales. 

llJemplos: 

21) Encoot11r la pendiente de la recta tangente a la curva cuya ecuación es: 

r = 1 - 2 cos 8 en ei punto (2,2/3 11). 

C:r.comor= t-2cos8, &r/li8=2sen8 

en et punto (2,2/311), &r/&8 = ..[j y tan 2/311 = -..J3 
entonces del inciso AH) · 

- {3' ..[j + 1 1 - (2)("t/2)l 
tan a 

..[j_ IH2J(·1/:z)I (-{jJ 
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22) Enconuar X en el punlO (•t/Z. 1/61'), en la curva ,2 = a2 cos 2&. 

Clo. como r2 = a2 cos 28, r = .J a2 cos 29, enronccs 

&l&il= 1¡2 (a2 cos 29¡·112 · a2<-sen 29X2> 

llr/&J = ( -a2 scn29 J / l a2 cos 29 J'l2 

para O= 1/61' nos queda 

6r/ll6 = 1 • a2 ( .J1.J 2 l/ I {T¡2 1 
y del inciso Al) y considerando r = •/ V2 

1anx=·112..f3' 

COORDENADAS POLARES 
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INTEGRALES EN COORDENADAS POLARES 

Por álllmo, desarrollaremos un mEIOdo para encontrar el área de wia región acolada 
por una curva cuya ecuación est4 dada en coordenadas polares y por dos rectas que 
pasan por el polo. 

Sea la función f continua y no negativa en el inlervalo cenado [a,fi). Sea R la 
ieglón acolada por la curva cuya ecuación es r = f(8) y por las n:ctas 8 = a y 8 = p, 
enlOl1eeS la reglón Res la n:glón AOB: 

Consideremos wia partición A de la.PI definida por 

a=&o<&1 <02< ·« 81.1 <8¡««8,..1 <8.= p, 
De aqul que tenemos n subintervalos de la forma 

[ 8¡.1• O¡), donde 1=1, 2, 3, : ... , n 

Sea~ un valor de O en el 1-tsimo subintervalo (81•1,8¡). La medida en radianes del 
qulo e,.re las iecias 8 =O¡.¡ y 8 =O¡, la denowernos por A,8. Emonees el M!a en 
unidades cuadradas del sector circular de radio J(~i) uniiladcs y in¡ulo central de 
medida en radiones A,8 cm dada por 

t¡2 (f(~)J2 A,{l 

Ahora bien, existe un sector circular de este tipo para cada uno de los n 
subintervalos y la suma de las medidas de las áreas de estos n sectores circulares, la 
podemos L'SCribir como 
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1/2 lf(l¡¡))2A¡9+ 1/2 lf(l;i)J2 A29+ "' + 112 [f(l¡¡))2 A,1! + ... + 1/2 lf(~J2 A,.9 

que puede ser escri10 como 

Si llAll es la medida m4s grande de A,e y A unidades cuadradas es el área de la 
re¡ldn R, eriona:s 

y el limite es una imesral definida de la forma 

f [ f(9) j2 li9 A = 
2 

De la misma manera, consideremos ahora dos funciones f(9) y !1(9) y sea R la 
reglón limlllda por las cuatto CCWICiones: 

R¡ = !1(9), R2 = /(9), para ambas 9 e la.PI. 

9=a y 9=P. 

en10nccs, si el llrea A de R existe, 

A = 
2 
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FJemplos: 

23) Encontrar el arca A limilada por la curva r2 = a2 sen 29, en el Intervalo 
OSOSll'/2• 

A 

A 

2 

a2 
4 

f Ta2 - 29) 118 

J: sen 29 lie = (a2/4) (;;os u) 

en panicular, si a= 4, A= 4 

Z4) Encontrar el area A limitada por la curva ,:Z = lsen 81. 

'- Como es WUI curva simétrica con respecto a los ejes polar y 11'/2, eruonces basta 
con encontrar el area de O a 11/2 y luego muldpllcar por 4. 

G281i11=2 ( 005 0 ·OOSll'/2) = 2 A = 4 
2 
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APLICACIONES 

Adicionalmente a las veruajas que ofn:cen las Coordenadas Polares para manejar 
curvas cenadas slmilaies a las expuestas con anterioridad, brindan, en otros 
hbllOS de Ju matem•ticas, bondades que faelll1an algunas demostraciones. 

Una de ellas se 1lene, por ejemplo, en el campo dr. la esladlSlica con una de las 
variables aleatorias continuas más imponantes: Ja normal. 

Sea X la variable aleMOrla definida en el intervalo < ... , +oo >. 

X tiene una distribución normal, si su función de densidad de probabUidad es de la 
slplente fonna: 

1 ( -1/2 ll•·lll/012) 
f(•) = ...J2iia e 

con -oo<x<oo, -ao<µ.<oo· y n>O 

Para aseverar que f(x) es una función de densidad de probabilidad, se tiene que 
demosuuque: 

1) f(K);;:O 

2) J~)5r= 1 

3) Para cualquier a, b, 1al que ... < a < b < oo, 

P(aSxSb)= J:•)m 
Demostración de los punios 1) y 2): 

1) f(x);;:o 

como a > O ~ 1 / ../2ii' > O , entonces la llnica posibilidad de que f(x) sea 
menor que o, serla que, 

( ·112 ([x·ll)/a)2) 
e < o , pero como 

(-n)2f]. 
e ;;: o,~ f(x)<? o 

COORDENADAS POLARES 



2) f~>llr=l 
suatltuyendo, 

f- 1 ( -1/2 [[x-µ]/0]2) 
-- e llr= 1 

- .J2ié'a 
x-µ 

haciendo 1 = -- enronces, 
a 

a(lh(x-µ))-(x-µ)Dlla a - O 1 
& = &--=-llr 

a2 a2 a 

haciendo el c1111blo de variable, 

f- 1 (-1/2(1)2) 
-- e &=1 
_../2ii' 

elevando al cuadrado amboo lados de la igualdad, 

J:(~J ( !-1/2(1)21&=12 

( (-112 [1]2)J l e lit= 12 

sea s = t entonces, 

1. ~- (-l/2(1]2) J- (-1/2(1]2) 
e & e &=12 

2K -cio . --oo 

( -1/2[s2+12)) 

sls=rcos8 y l=rsen8 

dado que, 

& &= 12 

1//(x,y)fu:/;y = 1//(raJ118,rsen8)r8r68 

COORDENADAS POLARES. 
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y SUJtiluyendo, 

s2+12= (rcos8¡2+(rsen8>2=r2(cos2D+sen2D)= r2 

en-. cullldo s y 1 v111111 de - 1 -. r vuf1 enue O y - , 8 vllfa enue 
Oy2ir,y 

1 f- 1- ( -1/2 [s2 +121) 
12 = - e && 

2• -00 -00 

1 r J- (-112 [r2J) 
12 • - re ar 118 

2ir o o 

( -112 1r21 )r 
-e 118 

LJ L.Q.Q.D 
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CONCLUSIONES 

La cleccltln adecuada de 1U1 sistema coordenado depende de la naturaleza del 

prolllema; sin embargo, genenlmcnle alguno es preferible para cieno lipo de 

ecuaciones. El Sistema de Coordenadas Polares propon:iona una alternativa 

importante en algunos problemas. 

Dlda su limitada ljlllCICldn, el materilll blbliogrUico que existe wnbim es 

limitado y para reforzar el campo 1eórico y formativo de quienes son esllldiosos de 

lu Cienclu MatemidCIS, podría represelúr una oponunidad para clesanollario 

mú ampliamente. 

Especfftcamente en el ámbilO actuaria!, hoy por hoy no representa una hernmienta 

de ficil manejo y apllcacldn, sin embaq¡o su lmponancia desde et punlO de villa 

formativo y teórico, resulla relevante. 
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APENDICEI 

MEDIDA EN RADIANES 

USllldo el hecho de que la medida de la longitlld de la circunferencia del círculo 
unitario es 2ir, un llngulo fonnado por una revolución complera de tal fonna que 
OA coincide con O.B dene medida en grados de 360 y medida en radianes de 21t. De 
aquí podemos detenninar la sipienlC correspondencia entre la medida en gnidos y 
la mcdlda en radianes: 

• 36()0 = 2 ir rad, o equivaleruemente, 
• 180" = ir rad, 

10 = 1/180 X rad, 
• 1 nid = 180"/ lt = 57"18' 

La sl¡uiente tabla muesua las correspondientes medidas en grados y radianes de 
.i¡unos *igulos: 

MEDIDA EN ORADOS 
30 
45 
60 
90 
120 
135 
150 
180 
270 
3fi0 

TRIGONOMETRJA 

MEDIDA EN RADIANES 
l/61C 
1/4 IC 
1/3 IC 
l(21C 
2/3 IC 
3/41' 
5/611 

IC 
3(211 
2 IC 

Para la raolucidn de trillngulos oblicuángulos, se pueden aplicar las siguientes 
leyes: 

1) LEY DI! LOS SENOS. Los lados de un triángulo son proporcionales a los senos 
de los "1gulos opuestOS. 

a/sen a= bisen P =e/sen y 

2) LEY DE LOS COSENOS. El cuadrado de un lado de un trillngulo es i11Ual a la 
suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos el duplo del producto de 
dichos lados, por el coseno del ángulo que fonnan. 

a2=112+ c2-2bc cosa 
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3) LEY DE LAS TANGENTES. En todo triángulo oblicuángulo, la diferencia de 
dos de sus lados es a su suma como la tangente de la mitad de la diferencia de 
los 4ngulos opuestos a esos lados es a la tangenle de la milad de dichos 
angutos. 

---=--------
a+b tanl/2(a+PJ 

IDENTIDADES TRJGONOMETRICAS 

sen(·IJ=-sent 

coat=eos(-1) 

sen2t=2senteost 

coa 21 = eos2 t - sen2 t 

coa (t + 211) = cos t 

sen (t + 211) =sen t 

coa (a+b) = eos a CDS b- sen a sen b 

1e11(a+b)= sena CDS b+cosasenb 

coa (a-b) = eos a cos b +sen a sen b 

llCll (a-b) =sen a cos b- cosa· sen b 

sen2 C1/2it) = (1 - CDS 1) / 2 

eos2(1/zll)=(1+CDS1)/2 

tant=sent/eost 

eo11=cost/scnt 

Hent= l/cost 
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csct= l /sent 

1 +1an2 t=sec2 1 

00121+ 1 =ese21 

sentcsct= 1 

COSllCel= 1 

IUllCOll= 1 

IUI (a-b) = (IUI a- tan b)/(l + IUI. tan b) 

tan (·I) = -11111 

tan (a+ b)= (tan a +IUI b)/(I - tan atan b) 

DERIVABAS TRIGONOMETRICAS 

D, (sen x) = cos x 

D, (ICll u) = cos u D, u 

D,(cosx)=-senx 

D,(cosu)=·ICDuD, u 

D, (tan X) = sec2 X 

D, (!mi u)= sec2 u D, u 

D, (COI X) = • cacl X 

D, (cotu)= -esc2u D, u 

D,(secx)=secxtanx 

D, (sec u) = sec u tan u D, u 

D, (ese x) = • ese "cotx 

D, (ese u)= -cscucot u D, u 
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INTEGRALES TRIGONOMETRICAS 

lsenu&=-cosu+C 

lcosuliu= senu+C 

J 1111 u liu = lnlscc ul+C 

lco1u&= /nlsenul+C 

1 sec u &I= In lsec u+ian ul +e 

1 ese u&= lnlcsc u-cot ul+ e 

lsecluliu= lanu+C 

lsecu1anuliu= sccu+C 

lcse2uliu= ·COIU+C 

/cscucotuliu= -cscu+C 
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LAPARABOLA 

Una parábola es el Jugar geomélrico de un punto que se mueve en un plano y que 
est4 Igualmente distante de una recia fija del plano y de un punto fijo del plano que 
no pertenece a la recta. 

El punto fijo se llama el foco y la recia fija, la directriz, y el punto V, que eslA 
sobre la parábola, situado a la mitad entre el foco y Ja directriz, se le llama vktlce 
de la parjlbola. a 

" 
Designemos por F el foco y por l la directriz. La recia a que pasa por F y es 
perpendicular a 1 se llama • de la par6bol1. Sel A el punto de intenecclón del eje 
y 11 direelriz. 

El punlO V, punto medio del segmemo AF que por definición est4 sobre 11 parAbola, 
es el v&tke. 

El segmento de recia, tal como 88', que une dos puntos cualesquiera diferentes de 
la parábola se llama ai.rcla; en particular, una cuerda que pasa por el foco como 
ce· se llama cuerda f'ocal. 

La cuerda focal U' perpendicular al eje se llama lado redo. 

SI P es un punto cualquiera de la parábola, la recia FP que une el foco F eon el 
punto P se llama radio ro.ar de P, o radio vedor. 

Ahora bien, la ecuación de una parAboln loma su fonna más simple cuando su 
vénicc está en el origen y su eje coincide con uno de los ejes coordenados. 

La ecuación de unapirábolade vénlce enel origen y eje el eje X, es 

1) r=4px 

en donde el foco es el punto (p,0) y la ecuación de la directriz es x = -p. SI p > O, la 
parábola abre hacia la derecha y si p <O, Ja parábola abre hacia la izquierda. 

Si el eje de una parábOla coincide con el eje Y y el vénicc eslá en el origen, su 
ecuación está dada por 
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U) x2=4py 

en donde el foco es el P.WllO (O.p) y Ja ecuación de Ja directriz es y= -p. SI p >O, la 
panlbola abre hacia amba y si p <o la parábola se abre hacia abajo. 

En ambos casos, la longitud del lado recto está dada por el valor absoluto de 4p. 

La ecuación de una parábola de véniee (h.lt) y eje paralelo al eje " está dllda por 

JU) (y-k)2=4p(.r-h) 

siendo el valor absolulO de p la longitud del segmento del eje comprendido entre el 
foco y el vénlee. 

SI p > O, la parábola se abre hacia la derecha y si p < o la parábola se abre hacia la 
izquierda-

La ecuación de una padbola de vénlee (h.lt) y eje paralelo al eje Y eslA dada por 

IV) (ll-h°f = 4p(y-k) 

siendo el valor absoluio de p la longillld del segmento del eje comprendido entre el 
foco y el vénice. 

Si p >O, ta parábola se abre hacia arriba y si p < O la parábola se abre hacia abajo. 

SI des1UTOUamos y truponemos U!nninos en la ecuaciones de los Inciso ID) y IV) 

(y-k)2=4p(.r-h) 

r-4p.r-24y+ k2+4ph =O 

(.r-h°f=4p(y-k) 

x.2-4py-2h.r+h2 +4pk= o 
podemos escribirlas de la siguiente fonna 

y2+d1.r+e1y+Jj=O x.2+dz,t+e;¡Y+fz=O 

en donde 

di =-4p 

•t = -2k 

ft =k2+4ph 

dz=-4p 

•2= -2h 

'2=h2 +4pk 

y ambas las podemos escribir de la siguiente fonna 

V) M+Cy2+D.r+Ey+F=O 

en donde si A = O , C = O y D = O, Ja ecuación representa una parábola cuyo eje es 
paralelo o coincide con el eje X. 

COORDENADAS POLARES 



APENDICEII 57 

SiD=O, 

• la CCl;!8!¡idn representa 2 RCtas dlíerentes panlelas al eje X si ras ralees laa nfces 
de l...)"'+ Ey + F =o son reales y desiguales, 

• dos rectas coincidentes paralelas al eje X si las rafees son reales o iguale.•, 

• nlngdn lugar geomélrico si las ralees son complejas. 

Y si C = O, A = O l E = O, la ecuación repiesenta una parabola cuyo eje es paralelo 
o coincide con e eje Y, y si B = O cualquiera de las situaciones anteriores 
equivalentes. 

LA ELIPSE 

BI lugar geomdlrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que la 
llDlll de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es selmpre Igual a una 
constante, mayor que la dlstancia entre Jos dos puntos, define una elipse . 

. , 

V' V 1 

Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse 

~os por F y F' los rooos. La recta l que pasa por los rocos se llama ~ 

El eje roC.t cona a 11 elipse en dos puntos V y\/', llamados ñrtlces. 

El segmento VV', porción del eje focal comprendida entre los vértices, se Dama eje 
-yor 

El punto e del eje focal, pwtlO medio del segmento que une los rooos, se Dama 
-tro. 

La recll r que pasa por e y es perpendicular al eje focal l se llama eJe normal. El 
eje normal r cona a la elipse en dos puntos, A y A', y el segmento AA' se Dama~ 
-r. 
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Un segmento tal como 88', que une do:,r.untos diferentes cualesquiera de la elipse, 
if e º:!'W!U:~C:¡.!!' C\~ular una cue a que pasa por uno de los focos, tal como 

Una cuerda focal como U', perpendicular al eje focal 1 se llama lado recto. Como 
la elipse tiene dos focos, también denc dos lados recros. 

Una cuerda que pasa por C, como DD' se llama un d14metro. 

Si Pes un punto cualquiera de la elipse, los segmenros FP y FP que unen los focos 
con el punto P se llaman radios vectom de P. 

La ecuación de una elipse de centro en el origen, eje focal el eje X, distancia focal 
Igual a 2c y cantidad constante igual a 2a está dada por 

VI) 

x2 y2 
-- +--=! 

a2 b2 

SI el eje focal de la ellpse coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas de 
los focos sean (0,c) y (0,-c), la ecuación de la elipse es 

VD) 

y2 x2 
--+--=! 

a2 b2 

En ambos casos, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje mcoor, y a,b y 
e estln ligados por la relación 

a2=b2+c2 
lamblén, la longitud de cada lado recto es 

21>2 

a 

y la excentricidad e ( alargamfonto de la curva), csU! dada por 

e a2 -b2 
e=--=------< 1 

a a 
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La ecuación de Ja elipse de centro el punto (h,k) y eje focal paralelo al eje x, está 
dada por 

VIII) 

(JC·h)2 
=I 

Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuación est4 dada por 

IX) 

(x-h)2 ( y • k ¡2 
-----+ ,,,. = 1 

En 11nbos casos, a es la longitud del semieje mayor, bes la del semieje menor, e es 
la distancia del centro a cada foco y a,b y e est4n ligadas por la relación 

a2=tJ1.+c2 

También para cada elipse, la longitud de cada uno de sus lados n:ctos es 

2,;. 

a 
y la excentricidad e está dada por la relación 

,,i.,;. 
e= ------<! 

u a 

Ahora bien, si desarrollamos, trasponemos, _guitamos denominadores y ordenamos 
~rminos de las ecuaciones de Jos incisos Vlll) y IX) tenemos 

X) 

tJ1.x2 + a2,2 -2filhx. 2a2¡¡y + filh2 + a2fc2 - a2tJ1. =O 

XI) 

a2il + ,;.yz -2a2h:JC • 2tJ1.¡¡y + a2h2 + ¡JJ.tr;2 • a2tl- = o 
se pueden e~ de Ja siguientc forma 

XII) At2+Cy2+Dx+Ey+F=O 
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en donde de la ecuación del inciso 

X) 

A=b2 

C=a2 

D= -2f12h 

E=-2a2k 

F = b2h2 + a2t2 - a2f12 

XI) 

A=a2 

C=til 

D=-2a2h 

E= -2b2k 

F = a2h2 + f12k2 • 6 2f12 

Para wnbos casos, los coeficienleS de A y C deben ser del mismo signo. 

liO 

SI panlm111 de la ecuacidn xm pua llegar a la ronna ordinaria de la CCUICl6n de la 
elipse, compleWldo CUldrados llegamos a 

(;¡¡ + D/2A)2 1y + B/.ic)2 CD2 + AE2 - 4ACF 

+ C A -4A2c2 

CD2 + AE2 • 4ACF 
si M=--------

4 A2c2 

es difcn:llle de cero, la ecuación puede escribirse 

(x+ D¡2A)2 (y + E/x)2 
----- + =I 

MC MA 

que es la ecuación ordinaria de la elipse. 

Como A y C deben ser de igual signo, podemos suponer que son posilivos y por lo 
lll!lo pan que i. ecuación del inciso XII) represente una elipse, M debe ser 
posilivo. 

Si designamos a N = co2 + AE2 - 4ACF, de lo cual depende el signo de M, 
podemos atlnnar que la ecuación del inciso XII) cuando 

N > O representa una elipse 

N =O n:pn:scnta el punto único (·º/2A, .E/?C) 

N <O no representa ningtln lugar geométrico real. 
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LA HIPERBOLA 

Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos P 1ales que la diferencia entre 
las dislancias no dirigidas desde dos punUJs fijos a P sea una constante. Los dos 
puntos fijos reciben el nombre de rocos de la hipérbola y el punUJ medio del 
segmenlO definido por los focos recibe el nombre de untru de la hlpfrbola 

l!&lste una estrecha analogía entn: lu definiciones de la hipérbola y la elipse, sin 
embiJso a dlfemicla de la elipse que es una curva cerrada, la hipérbola eonsla de 
dos ramas diferentes, cada una de longllud Infinita. 

Dealsnemos tos Ibais por F y F'. La recia I que pasa por los focos se llama eje 
l'ocal. El eje focal corta a la hipérbola en dos puntos, V y \/' llamados Wrtlces. 

La porción del eje focal comprendido enlre los v~rtlces, o sea el segmento VV' se 
llama eje tranl\'el'IO, El punUl medio e del eje transveno se llama ftnlru. 

La recia r que pasa por e y es perpendicular al eje focal I se llama eje normal. El 
eje normal r no cona a la hip!tbola, sin emba'llo el segmenao AA' que llene e por 
JlUIWD medio se llama eje ronJupdo. 

El segmenlo que une dos pun10S dlferenles cualesquiera de la hipérbola se llama 
cuerda. Estos punUls pueden o no ser ambos de la misma ramL Como la cuerda 
88' o la cuerda W. Una cuerda que pasa por un foco como EE se llama cuerda 
foal. 

Una cuerda focal como u:, perpendicular al eje focal I se llama lado recto. Pllr 
tener dos focos, la hipérbola tiene dos lados ree1Ds. 

Una cuerda que pasa por C como DD' se llama t114metru. Si P es un punto 
eualQulera de la hipérbola, los segmenlDs FP y F'P que unen los focos con el punlD 
P ae llaman radlol vectom de P. 
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La ecuación de una hipérbola de centro en el origen, eje focal el eje X, y focos los 
puntos (c,0) Y. (-c,O) está dada por 

XIII) 

x2 ¡. 
---=! 

a2 b2 

Si el eje focal de la hipérbola coincide con el eje Y, de manera que las coordenada.• 
de los focos sean (0,c) y (0,-c), la ecuación de la elipse es 

XIV) 

y2 x2 
---=l 

a2 b2 

En ambos casos, a es la lon¡itud del semieje tnnsverso, b la del semieje conjugado, 
y o,b y e csuln ligados por la n:lacidn 

c2=a2+b2 
uunblén, la longitud de cada lado n:cto es 

2b2 

a 

y la excentricidad e , está dada por 

•=--=------< 1 
a a 

La ecuación de la hipérbola de centro el punto (h,lt) y eje focal paralelo al eje x, 
estj dada por 

XV) 

(x-h)2 (y - k)2 
----- -----= l 

a2 b2 

Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuación cslá dada por 

XVI) 

(x - h)2 

----'--+ ------1 
b2 
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En ambol casos, a es la lon¡ilUd del semieje transverso, b es la del semieje 
c:onjupdo, e es la dlsuncia del centro a cada foco y a,b y e esUn ligadas por la 
relaeitln 

c2=a2+t} 

TunbM!n para cada hlp(!rbola, la longitud de cada WIO de sus lados reCIOs es 

a 
y la excentricidad e esl4 dada por la relación 

c til+t} 
e .. --=------> 1 

a a 

Ahora bien, si dcsamlllamos, uaaponernos, quilamos dcnominldores y onlcnlmos 
ttrmlnos dc lu ecuaciones de loe ÜICllOS XV) y XVI) tenemos 

XVII) 

XVIII) 

- f;.x2 + ,;y2 +2a21ut - 2t}1<y - a2Jil + b21r.2- a2t} =o 
se pueden expresar de la siguiente forma 

XIX) 

en donde de la caución del Inciso 

XVII) 

A=b2 

Cs-til 

D= .2/}h 

E=2a2k 

F = tJ.112 -a2k2 - a2b2 

Ar+Cy2+Dx+Ey+F=O 

XVID) 

A=-a2 

·C=t} 

D= -2a2h 

E= .2/}t 

F= -a2111 + tJlt2 .QltJZ 

Para ambos cuos, los cocficlen&a de A y e deben ser de signo diferente. 
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Si panimos de la ecuación XIX) para llegar a la forma ordinaria de la ecuación de 
la elipse, completando cuadrados llegamos a 

(X+ D¡2A)2 (y+ E/2C)2 CIJ2 + AE2. 4ACF 
----- + ------e A 4A2c2 

CD2 + AE2 • 4ACF 
si M=---------

4A2C2 

es diferente de cero, la ecuación puede escribirse 

(Jt. + 0121,.>1 Ú' + %c>2 

-----+ =I 
MC MA 

que es la ecuación ordinaria de la hipérbola cuando A y C son de si¡no diíerenle. 

SI design1111os a N = col + AE2 • 4ACT, de lo cual depende si M es Igual o 
diferente de cero, podemos afirmar que la ecuación del Inciso XIX) cuando 

N = O representa una hipérbola 

N = O representa el punto único <·º121., .E/u;) 

N < O no representa ninglin lugar geométrico ieal. 

Ahora bien, las secciones cónicas en el plano cartesiano, son representadas por 
ecuaciones de segundo gr•do o cuadlidcas en dos variables de la forma, 

XX) 

Ail+ Bxy+Cr+ Dx+Ey+ F=.O 

Esta ecuación, si representa un lugar geométrico real: 

Si B = O.queda de la forma 

XXI) AJ<l+c,2+ D.r+ Ey+F=O 

y el lugar geométrico debe ser una sección cónica con uno de sus ejes paralelo 
o coincidente con uno de los ejes coonlenados, o bien uno de los casos 
excepcionales • 
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• Si B = O, el eje focal es oblicuo con respcclo a los ejes coordenados. 
Sin embargo, la ecuacldn del inciso XX) la podemos 1ransrormar, si los ejes 
giran un ángulo e en 

XXU) 

A'x2 +B'.t'y' +cy2+ D'x + EY+ F=O 
en donde 

A· = A cos29 + B seno coso + e scn20 

B' = 2 (C-A) seno cosO + B (cos2e - sen29) 

C' = A sen2e • e sene cose + e cos2e 

D' = Dcosll+ Esentl 

E'= ECOIO- Dsen8 

F=F 

SIOalllque 

slA=C lg29=B/A-C 

slA=C 0=45° 

la ecuacidn del Inciso XXD) 10m1 la fonna 

XXDI) 

A'x:2+cy•2+ D'.t'+EY+F=O 

En10nces, dependiendo de los valores de los coeftclcnte A' y C', puede suceder 
cualquiera de los sigulen1es casos: 

1) SI uno de los dos coelicien1es A' o C' es igual a cero, representa una panibohl. 

b) SI A' y C' son del mismo signo, la ecuación represcnia una ellpae. 

e) SI A' y C' son de signo contrario, 11 ecuacldn representa UOI hlp&bol1. 

Usando las 3 primeras relaciones del Inciso XXII) y la Identidad lrigonomé1rica 
señ"2a-+ cos2a = 1, podemos demostrar que 

XXIV) e·2. 4A'C' = s2 -4AC 

Como CSla cantidad no cambia de valor para ninguna rotación de los ejes 
coordenados se llama lnv1rhlnte. 
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Cuando la ecuación del inciso XX) es lrallsfonnada en la ecuación del inciso 
XXIII), B' =O y la relación del Inciso XXIV) se reduce a 

XXV) a2. 4AC = -4 A'C' 

Esta upresltln, denominada dllcrlmlnante, dependiendo del valor que tome indica 
la nllllralcza del lugar geométrico que representa la ecuación XXDI), y en 
consecuencia la ecuación XX): 

a) SI A' o C' IOll cero, es i¡ual a cero y por lo lllUO representan una panbobt. 

b) Si A' y C' son del mismo signo, represcnlan una ellpoe. 

e) SI A' y C' son de slano dlslllllO, representan una hlp&bola. 
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