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INTRODUCCION

El problema del agente viajero es un ejemplo clésico del
tipo de problemas que se estudian en el &rea de optimizacién
combinatorial, la cual tiene como tema central de estudio el
desarrollo de métodos eficientes para la obtencién de méximos o
minimos de funciones que dependen de un gran ntimero de variables.
En su forma mis simple, este problema consiste en encontrar el
camino de minima distancia que pase por N puntos distribuidos
aleatoriamente dentro de un cuadrado de 1 por 1 de tal forma que
se pase por cada punto una séla vez y se regrese al punto de
origen. En este problema en particular, la funcién que se quiere
minimizar es la distancia total recorrida y el espacio sobre el
cual se efectGa la busqueda del minimo es el espacio gue consta de
todos los caminos diferentes, sin importar la direccién en la que
éstos se recorran, cuando el nfimero N de puntos (o ciudades, si se
piensa que un agente viajero tiene que realizar sus ventas en N
ciudades distintas y quiere minimizar la distancia recorrida al
visitar cada una de ellas) es grande, es muy diffcil encontrar
caminos que realmente sean de minima distancla y debido a esto se
recurre a diversos métodos que dan como resultado soluciones
aproximadas.

El objetivo de este trabajo es estudiar algunas de las
propledades estadisticas que ciertas soluciones aproximadas del
problema del agente viajero exhiben. Especificamente, se
estudiard&n propiedades estadisticas de las soluciones obtenidas
usando el método del templado simulado, del cual se hablarad mis
adelante. Para llevar a cabo este estudio se utilizard la teoria
de las matrices aleatorias (la cual es muy Gtil tanto en fisica
nuclear como en fisica atémica).

Aparte del interés que estas propiedades por si mismas
tienen, 1los resultados obtenidos pueden ser fitiles en los



siguientes dos problemas. El primero es el estudio de los vidrios
de espin. Existe una fuerte analogia entre el problema del agente
viajero y los vidries de espin, por lo que es de esperarse gue
informacién acerca de uno de estos problemas sea (Gtil para el
mejor entendimiento del otro. El sequndo es la elaboracién de un
nuevo método, basado en estas propiedades estadisticas, que
permita resolver aproximadamente el problema del agente viajero.
Asi, parte de la motivacién del presente trabajo es su posible
utilidad en estos dos problemas, aunque aqui sblo se hablara
acerca de las propiedades estadisticas en s8i y no de las
implicaciones que dichas propiedades puedan tener en ellos,

El Capitulo 1 trata acerca del problema del agente viajero
agsi como de algunag de las analogias due existen entre este
problema y los vidrios de espin. En el Capitulo 2, se habla acerca
de algunos de los métodos existentes que dan como resultado
soluciones aproximadas. En particular, se habla acerca del método
utilizado para la obtencién de las soluciones del problema en
cuestifén. El1 Capitulo 3 trata acerca de la forma en que se utiliza
la teoria de las matrices aleatorias para analizar este problema,
asi como de los resultados obtenidos. En el 4 se presentan las
conclusiones obtenidas con base en los resultados obtenidos. Por
Gltimo, en el Apéndice 1 se encuentra informacién acerca de 1la
teoria de 1las matrices aleatorias y de 1las propiedades
estadisticas que se acostumbran estudiar al utilizar dicha teoria.



. CAPITULO 1
EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO Y VIDR1OS DE ESPIN

1.1 EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO

Como se mencioné en 1la Introduccién, el problema del
agente viajero”, en su forma mis simple, consiste en encontrar
el camino de minima distancia que pase por N puntos distribuidos
aleatoriamente dentro de un cuadrado de lado 1 de tal forma que se
pase por cada punto una sbla vez y se regrese al punto de origen.
En general, las coordenadas x Y y‘ de cada punto son variables
aleatorias con densidad de probabilidad uniforme. El nGmero de
caminos posibles es (N-1)!/2, ya que no importa ni el punto del
cual se parte ni la direccién en la que el camino se recorre. Si N
es grande, el nimero de caminos distintos es enorme y es sumamente
impr&ctico calcular la distancla de todas las rutas para de ahf{
escoger la de minima distancia (el tiempo de cémputo necesario
para esto va como e™“™)  pebido a esto, se han disefiado
distintos métodos''™® para encontrar soluclones que aunque no son
de minima distancia, son suficientemente buenas y ré&pidas de
encontrar para todo propésito practico.

El problema del agente viajero es un ejemplo del tipo de
problemas que se estudian en el <campo de optimizacién
combinatorial®?. 1a investigacién en esta 4rea se enfoca a
desarrollar técnicas eficientes para encontrar miximos o minimos
de funciones que dependen de muchas variables, La funcién que se
quiere minimizar o maximizar se conoce como el costo o como la
funcién objetivo y depende de la configuracién de las distintas
partes del sistema que se esté estudiando. En el caso del problema
del agente viajero, el costo es la distancla total y ésta depende



de la distribucién de las ciudades.

Resulta que existe una relacién estrecha entre el campo de
optimizacién combinatorial y la mécanica estadistica®™*”, En
particular, se tiene que existen semejanzas notables entre algunos
sigstemas termodindmicos y ciertos problemas de optimizacién
combinatorial, como es el caso con los vidrios de espin y el
problema del agente viajero. Para poder estudiar esta relacién, a
continuacién se mencionarin algunos aspectos acerca de los vidrios
de espin.

1.2 VIDRIOS DE ESPIN

Un vidrio de espin'™'?

es un conjunto de espines o
momentos magnéticos cuyo estado a baja temperatura es uno de
desorden congelado, a diferencia de los estados uniformes u
ordenados de otros sistemas, como es el caso de materiales
magnéticos convencionales. Para gque existan tales estados, es
necesario lo siguientem: debe de haber competencia entre las
interacciones entre espines en el sentido de que no haya ninguna
configuracién favorecida por todas ellas, lo cual se conoce como
frustraci6én y debe de haber cierta aleatoriedad en dichas
interacciones.

Como ejemplos de vidrios de espin se tienen los cristales
de metales nobles con impurezas de metales de transicisn
magnéticos, como es el caso de Cu con bajas concentraciones de Mn
(0.9%, por ejemplo). Lo que sucede en estos materiales es lo
siguiente. Cada impureza polariza a los electrones de conduccidn
del metal noble que 8e encuentran a su alrededor. Esta
polarizacién es positiva a ciertas distancias de la impureza y
negativa a otras. Debido a esto, las otras impurezas, al sentir el
campo magnético local producido por los electrones de conduccién
polarizados, tratar&n de alinearse a lo largo de la direccién de
dicho campo. Asf, debido a que las impurezas est&n distribuidas
aleatoriamente dentro del cristal, algunas de las interacciones
entre ellas serdn positivas mientras que otras serdn negativas.
Esto, aunado al hecho de que dos impurezas interaccionarain nis
débilmente entre si conforme mis lejos se encuentren, trae como
consecuencia que tanto la. magnitud como el signo de las



interacciones de intercambio entre las impurezas sean aleatorias.
Es evidente que estos sistemas presentan tanto frustracién como
aleatoriedad.

Uno de los modelos de vidrios de espin, el cull esté
basado en lo que sucede en este tipo de materiales, consiste en
espines sI situados en sitios aleatorios Rl cuya (il:n)teraccmn es
del tipo RKKY (Ruderman, Kittel, Kasuya, Yosida) ; es decir,
Ji{r) « cou(ar)/r’. En la Figura 1.1 se muestra la interaccién de
intercambio J(r) entre dos espines cualesquiera como funcién de la
separacién r entre ellos.

Fig., 1.1, Interaccitn de intercambio J(r) del tipo RKKY como
funcién de la separacidn r entre espines.

Ya que el comportamiento tipo vidrio de espin lo exhiben
ruchos sistepas ademés de los arriba mencionados , se han
introducido modelos m&s simples para la descripcién de todos
ellos. Uno de estos modelos es el modelo SK (Sherrington y
Kirkpatrick) ""®, el cu&l incorpera muchas de las propiedades que
dichos sistemas presentan. En este modelo, los espines SI son
espines de Ising que ocupan los sitios I de una red regular. lLas
interacciones Ju entre ellos son variables aleatorias con
densidad de probabilidad normal. Especificamente, el hamiltoniano
esté dado por

H=-(1/2) L 3,55 -hEs, (1.1)

L) |



y la densidad de probabilidad asociada con las J” por

P(3,) = 1/(2nlsu)"2

2
exp(-J” /2A”). (1.2)

Aquf h es un campo externo uniforme y la varianza A” es
independiente de los espines s ¥ sj; es decir,

8, = FIN, (1.3)

siendo N el naGmero total de espines. El que la varianza no dependa
de Sl y S" trae como consecuencia que la interaccién entre pares
de espines es independiente de la distancia que los separa. Se
hace notar que para una cierta muestra de material, las JIJ estén
fijas, pero variaran al ir de muestra en muestra.

Los vidrios de espin son un ejemplo de sistemas
desordenados. Por sistema desordenado se entiende aguel sistema
que no exhibe regularidades en lo que se refiere a ciertas
caracteristicas 'particulares, como por ejemplo, estructura
topolégica o celular'®'?,

Debido a 1la aleatoriedad presente en los sistemas
desordenados, se puede pensar que la informacién que se obtenga al
usar s6lo una muestra va a ser informaci6tn acerca de esa muestra
en particular y no informacién general acerca del tipo de sistemas
que se estén estudiande (en este caso, los vidrios de espin). Sin
embargo, resulta que hay ciertas cantidades que van a fluctuar muy
poco al ir de muestra en nmuestra si el tamafio de é&stas es
suficientemente grande; es decir, si el namero de particulas N es
suficientemente grande. A este tipo de cantidades se les conoce
como cantidades autopromediantes. De igual forma que las
fluctuaciones de 1la energia de un sistema en equilibrio
termodinsmico son del orden O(N'“?), las fluctuaclones de las
cantidades autopromediantes, al pasar de una muestra a otra, van a
ser de este mismo orden y por lo tanto serdn despreciables si las
muestras son suficientemente grandes., Debido a esto, al encontrar
la media de cualquiera de estas cantidades sobre un ensemble de
muestras, el valor obtenido serd muy cercano al valor que se
obtendria al considerar cualquier muestra en particular y es asi
como se puede obtener informacid6n general acerca del tipo de



sistemas que se estén considerando.

como ejemplo de cantidades autopromediantes se tienen las
cantidades extensivas, como lo son la energifa interna y la energia
libre. También, existen cantidades que no son autopromediantes
como, por ejemplo, el campo interno local en un cierto punto en el
caso de los vidrios de espin. Estas cantidades varilardn de muestra
en muestra sin importar el tamafio de éstas.

Regresando al modelo SK de los vidrios de espin, se tiene
que la aleatoriedad que estos sistemas exhiben estd contenida en
el hecho de que las interacciocnes JlJ son variables aleatorias.
Debido a esto, para obtener informacién que no dependa s6lo de la
muestra en cuestién, hay que hacer dos tipos de promedios de las
diferentes cantidades en las que se tenga interé&s. Primero, hay
que encontrar, para valores fijos de las J, I la media
termodin&mica de 1la cantidad en cuestién y segundo, hay que
encontrar el valor esperado de esta media promediando sobre las
diferentes configuraciones gque se tienen al ir de muestra en
muestra, esto es, al ir variando los valores de las J‘ . Para
encontrar este valor esperado configuracional o sobre el desorden,
como suele llamarse, hay que utilizar la densidad de probabilidad
conjunta

PLI) = [ P(J,). (1.4)
1<4,}

Cabe mencionar que esto no sb6lo se hace al estudiar vidrios de
espin, sino que se hace al estudiar cualquier tipo de sistema
desordenado, El valor esperado configuracional o sobre el desorden
se denota como [ ]".

En el caso de sistemas no desordenados, se pueden calcular
muchas cantidades de interés a partir de la energia libre, En el
caso desordenado y por lo tanto en el caso de los vidrios de
espin, primero se debe de encontrar la energfa libre F[J]
correspondiente a una muestra en particular (en el modelo SK esto
equivale a encontrar la energia libre F{J] para valores fijos de
las J”) y después se debe hacer al promedio configuracional para
encontrar una energia libre F a partir de la cual se pueda obtener
informacién general que sea independiente de las caracteristicas



particulares de las muestras. Si kn' la constante de Boltzmann, se
toma igual a la unidad, para el modelo SK se tiene que

F[J] = ~T1ln{Z[J]) (1.5)

F = [F[7]], = ~Tiln(Z[J7))dP[J], (1.6)

siendo Z[J) la funcién de particién correspondiente a valores
fijos de las J”.

A partir de esta energia libre se pueden calcular
diferentes cantidades extensivas de la misma forma que en el caso
no desordenado; es decir, derivando F. Las cantidades que asi se
obtengan van a ser los valores esperados configuracionales de
cantidades extensivas de una muestra dada en equilibrio
termodinémico. Cabe recalcar que es el logaritmo de la funcidn de
particién y no la funcién de particién misma la que se promedia
configuracicnalmente, ya que el logaritmo es una cantidad
extensiva mientras que la funcién de particién no lo es.

Al igual que en el caso de los terromagnetos, los vidrios
de espin sufren un cambio de 'tase(""” a cierta temperatura T,.
Con h = 0 se tiene que arriba Qe Tc, m = <S.> = 0 para toda i,
pero cuando T < Tu, LR 0. A diferencia de los ferromagnetos de
Ising, en los cuales la magnetizacién N es igual a cero si T > Tc
y es difertente de cero si T < T, en los vidrios de espin ¥ = 0 a
cualquier temperatura debidc a que los estados de baja temperatura
son estados de desorden congelado. En el caso de los ferromagnetos
de Ising, hay dos estadocs estables por debajo de T.: uno en el
cuél el valor de la magnetizacién es N y otro en el cuil es -M. En
el cazo de los vidrios de espin, hay muchos estados estables para
T < T, que corresponden a ciertas configuraciones del sistema en
las cuales los diferentes espines apuntan en distintas direcciones
y no todos en la misma direccién, como en el caso ferromagnético.
-Este comportamiento es debido a la frustracién y aleatoriedad
presentes,

Estrictamente hablando, estos estados son estables si el
ndmero de particulas N + «. 51 N es finito, tanto en el caso de



los ferromagnetos como en el de los vidrios de espin, el sistema
pasard de uno de estos estados a otro al transcurrir un tiempo
suficientemente largo; es decir, estos estados son metaestables.
En cambio, si N es infinito, el sistema requerirfa una energia
infinita para pasar de uno de estos estados a otro, de forma que
estando en uno de ellos no podr& pasar a los dem&s. Debido a esto
se dice gue abajo de T y cuando N - = hay un rompimiento de la
ergodicidad, ya que el sistema s6lo podr& estar en una fraccién de
todos los estados a los que tendria acceso si la temperatura fuera
mayor que T .

Si se grafica la energfa libre F de un vidrio de espin a
temperatura constante T < 'I'c como funcién de ) éata
tendrd muchos valles o minimos locales separados por barreras
finitas. Estos valles corresponden a los estados metaestables del
sistema. En la Fiqura 1.2 se muestra F como funcién de una de las
m,. Si N » w, las barreras entre algunos de los valles se har&n
infinitas de tal forma que el sistema no podr& pasar de un valle a
otro.

‘Fig. 1.2, Energia libre F de un vidrio de espin come funcién de
una de las m.

A diferencia de los ferromagnetos, la superficie de
energfa libre es mucho més complicada en este caso. Segin la
teoria de Landaum’, para un ferromagneto tipo Ising cerca del
punto critico y con h = 0, la energia libre, en la aproximacién de
campo medio, se puede expresar como

F = F(T) + [((1/2)a(T)H + (1/4)u(T)n')d’r, (1.7)



en donde N es la magnetizacién en el punto r (independiente de r
en esta aproximacién} y a(T) = a (7-T)}/T_, con a,>0. si a(T) > 0,
la expresién v = (1/z)an’ + (1/4)un‘ tiene un minimo en ¥ = 0,
mientras que si a(T) < 0, dicha expresién tiene dos minimes, uno
en M y otro en -M, tal y como se menciond anteriormente., Esto se
ilustra en la Figura 1.3.

a) b)

Flg, 1.3. a) V¥ como funcién de ¥ para a(T) > 0. b) ¥V como
funcién de N para a(T) < 0.

si T > T, el valor de la magnetizacién cuando el
ferromagneto esti en equilibrio es 0 (ya que F tiene un minimo en
este punto), mientras que si T < Tc, este valor puede ser M & -N.

Es interesante comparar la Figura 1.3b con la Figura 1.2,
En el caso de los vidrios de espin, la superficie de energfa libre
a bajas tempesraturas consta de muchos valles o minimos locales, a
diferencia de la superficie de los ferromagnetos, en la cual sélo
hay dos minimos globales. Arriba de T, la superficie de 1los
vidrios de espin tendrs s5lo un valle centrado en m o= 0, en
analogia con la Figura 1.3a.

En el caso de los vidrios de espfn y a t'emperaturu por
debajo de 1!'c se tiene lo siguiente, Si se numeran los valles
usando el Indice a, la probabilidad de que al escoger cierta
Ruestra ésta esté en el estado a es

P = exp(-gF,)/( L exp(-fF,)), (1.8)

10



con F, la energia libre del sistema cuando é&ste se encuentra en
dicho estado. Una cantidad que mide el traslape entre dos estades
diferentes de una misma muestra es

g, = (1N T a'm’, (1.9)
1

donde mi’ es el valor esperado termodinimico del espin 5, cuando
la muestra esti en el estado z. Como las diferentes muestras
pueden estar en un gran ntmerc de estados distintos, q, puede
tomar muchos valores diferentes, todos ellos entre 1 y -1. Debide
a esto, es interesante saber cudl es la densidad de probabilidad
agociada con estos traslapes. Esta estid relacionada con la
densidad de probabilidad Py egts dada por

P(q) = <8(g-q,)> = L PP3S(q-q,). (1.10)
ab

Esta densidad da la prohabilidad de gque para una muestra dada, el
traslape q entre dos estados cualesquiera valga q,: pe 1la
echacién 1.10 se ve que la probabilidad de que este traslape valga
q, €8 E'P_Pb, donde esta suma significa suma sobre todos los
pares ordenados de estados tales que ¢ es igual a g, 51 resulta
que para ningin par de estados g es igual a q,,: esta probabilidad
ser& igual a cero.

E4 posible calcular el promedio configuracional P{q) de la
densidad de probabilidad P(q). P(q) da informacién acerca del
ntimero de estados o valles presentes en las superficies de energia
libre asociadas con el tipo de sistemas en estudio cuando estos se
encuentran a baja temperatura. Por ejemplo, si el tipo de sistemas
en estudio s6lo tienen dos estados posibles, la densidad de
probabilidad serd la suma de dos funciones delta, mientras que si
el tipo de sistemas es tal que las superficies de energfa libre
presentan muchos valles, como en el caso de los vidrios de espin,
P{q) tendr& partes continuas, indicando un continuo de traslapes
asociados con ciertos conjuntos de estados de estos sistemas,

Cabe mencionar que es posible construir una teorfa de

11



campo medio para los vidrios de espin con base en el modelo SK.
sin embargo, agui no se hablard en detalle acerca de esta teorfa
ya que esto implicaria desviarse mucho del tema central de este
capitulo, el cual, como ya se mencion6, es el estudio de algunas
de las analogias que existen entre el problema del agente viajero
y los vidrios de espin., Lo Gnico que se mencionarsd acerca de esta
teoria es uno de sus resultados mas importantes, Este consiste en
que el espacio de configuracién de cualquier muestra, esto es, el
espacio N-dimensional cuyos ejes estan etiquetados por las m, es
ultramétrico™, Diversos experimentos parecen indicar que &sta
es una de las propiedades caracteristicas de los vidrios de espin,
de forma que el modelo SK es bastante exitoso en el
sentido de que reproduce, entre otras cosas, este hecho.

' Un espacio es ultranétrico'”
desigualdad

si en &1 se cumple 1la

d(A,C) s max{d{A,B),d(B,C)}, (1.11)

siendo d(X,Y) la distancia entre los puntos X y Y especificada con
base en clerta métrica. Esta condicién es parecida a 1la
desigualdad del tridngulo que se cumple en los espacios
euclideanos, pero es m4s fuerte que ella. Todos los tri&ngulos en
un espacic ultramétrico son equildteros, o isésceles siendo el
lado diferente el de menor distancia.

81 sme define la distancia entre dos estados en el espacio
de configuracién de una muestra dada como la fraccién de espines
que no coinciden, es decir, d, =(1/2)(1-q )}, 1la propledad
ultramétrica dice que si se escogen tres estados al azar, la
distancia entre los tres es igual o bien la distancia de dos de
ellos a un tercero es igual y mayor que la distancia entre ellos
mismos. Esto indica gue el espacio de configuracién tiene cierta
estructura de "&rbol genealSgico" en el que el grado de traslape
entre dos estados estd asociado con el grado de parentesco, como
se muestra en la Figura 1.4.
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Fig. 1.4. Diagrama de la estructura de "Srbol genealégico" que
presentan los traslapes asociados con los estados de los
vidrios de espin.

1.3 ANALOGIAS ENTRE EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO Y VIDRIOS DE ESPIN

Existen variaciones de la versién del problema del agente
viajero hasta ahora mencionada"''’. una de las n4s conunes
consiste en considerar N ciudades en un espacio de D dimensiones y
en lugar de especificar las coordenadas de todas las ciudades, se
especifican las distancias entre todas ellas usando para esto
cierta densidad de probabilidad, como puede ser una densidad de
probabilidad uniforme o una densidad de probabilidad gamma. En
este Gltimo caso, la densidad de probabilidad gamma utilizada estd
dada por

P (L) = (L'et/riyr (L), (1.12)

siendo L 1a distancia entre ciudades, r = D-1 e I
funcién que vale 1 8i 0 < L < w y cero si no.

Como en la primera versién las coordenadas de las ciudades
estén fijas, las distancias entre todas ellas est&n totalmente
determinadas. En la segunda versién, sin embargo, lo que se hace
es ignorar las correlaciones triangulares introducidas por las
distancias euclideanas y se toma la distancia entre cada par de
ciudades como una variable aleatoria independiente de todas las
dends.

(0,m) (L) 1a

Como se ver&s a continuacién, tanto la versién de
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coordenadas fijas como la de distancias fijas tienen muchas cosas
en comln con los vidrios de espin.

Antes de proseguir, cabe mencionar gque aunque ambas
versiones son muy parecidas a los vidrios de espin en varios
aspectos, existen clertas propiedades de los vidrios de espin que
sélo la versién de distancias fijas o la de coordenadas fijas
presentan, Esta es la razén por la que en este capitulo se ha
introducido 1la versién de distancias fijas, aunque en los
siguientes capitulos s6lo se trabajard con la versién de
coordenadas fijas. con esto, se tiene lo siguiente.

Como primer punto, se tiene el hecho de que ambas
versiones del problema del agente viajero pueden ser tratadas como
sistemas termodindmicos desordenados'’’.

En la primera versién, una muestra resulta ser un conjunto
de N ciudades con coordenadas especificas. Al ir pasando de un
conjunto de ciudades a otro se pasa de una muestra a otra. De
igual forma que dentro del modelo SK cada muestra ests
caracterizada por ciertos valores especificos de las JU' en este
caso cada muestra est& caracterizada por las coordenadas de las N
ciudades en cuestién., En la segunda versién, una muestra resulta
ser un conjunto de N ciudades tales que las distancias Ll s entre
todas ellas est&n definidas. En este caso, son precisamente estas
distancias las gue caracterizan a cada muestra.

Para cualquiera de las dos versiones, dado un camino
inicial es posible construir otros caminos empleando para esto
ciertos movimientos de los segmentos rectilineos que unen, a lo
largo del camino, a las distintas ciudades. Aunque se puede
utilizar cualquier tipo de movimiento para ir construyendo nuevos
caminos, existen dos tipos de movimientos gque son utilizades con
mucha frecuencia. La razén por la cual estos movimientos son tan
comunes quedari clara en el siguiente capitulo.

El primer tipo(s’ consiste en escoger dos segmentos d” Yy
du y reemplazarlos por los segmentos d“ y dl, como se muestra
en la Figura 1.5a. El primer subindice indica la ciudad de la que
se parte y el sequndo la ciudad a la que se llega, una vez que Be
ha escogido arbitariamente la direccisn en la que se estd
recorriendo el camino. El resultado de este movimiento es que la
porci6én del camino que se encontraba entre las ciudades j y k
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ahora se recorre en la direccién contraria. Es por esto gue a este
tipo de movimientos se les conoce como inversiones.

m n m n n

a) b)

Fig. 1.5, a) Ilustracién de una inversitn. b) Ilustracibn de
una insercién.

El segundo tipo de movimiento™ consiste en escoger tres
segnentos du' d, ¥ d_ al azar y una vez hecho esto insertar la
porcidn del camino que se encuentra entre las ciudades j y k entre
las ciudades m y n, procurando gue esta porcién que se insert6 se
siga recorriendo en el mismo sentido que en el que se recorria
anteriormente. Esto se ilustra en la Figqura 1.5b. Yos tres
segmentos escogidos al azar se reemplazan por los segmentos d_’,
d.n y d“, sin alterar la direcciSn en la que EBe recorren las
otras partes del camino. Para poder realizar este movimiento, es
necesario que el segmento d_ no se encuentre en la porcisdn del
camine que eatd entre las ciudades j y k. A este tipo de
movimientos se les conoce como inserciones. '

Ahora bien, para tratar a cada muestra como un sistema
termodinsmico, se hace 1o siguiente'*™. se identifican los
diferentes caminos posibles, para una muestra dada, como los
diferentes estados del sistema. Se introduce un parémetro T que se
identifica como la temperatura a la cudl esté el sistema y se
identifica la distancia de los diferentes caminos como la energia
del sistema. Por Gltimo, se utiliza lo que se conoce como el
algoritmo de Hatrépolis‘m . Originalmente disefiado para simular
nuréricamente sistemas termodinémicos, este algoritmo consiste en
lo siguiente: Se van efectuande los movimientos arriba mencionados
o cualguier otro movimiento cuyo resultade sea un cambio de los
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caminos en cuestién. Cada vez que se obtenga un nuevo camino a
partir del camino anterior (comenzando todo el proceso a partir de
cualquier camino escogido arbitrariamente), este nuevo camino se
acepta con probabilidad 1 si su distancia es menor que la del
anterior, mientras que s6lo se acepta con probabilidad exp(-AL/T)
si su distancia es mayor, siendo AL la diferencia de distancia
entre ambos caminos. Si se efect@ian suficientes movimientos a una
temperatura T y se utiliza este algoritmo, la densidad de
probabilidad de que el sistema esté en cilerto estado estari dada
por una densidad de probabilidad canénica, en analogia con los
sistemas termodinamicos en equilibrio. Los movimientos que se van
efectuando son an&logos a las interacciones internas y externas de
cualquier sistema termodinimico, pues ocasionan que la muestra
vaya adoptandc diferentes estados.

La identificacién de la distancia con la energia estd de
acuerdo con la nocién de gque para cualquier sistema termodindmico
en equilibrio, la energia es mayor entre mids alta sea la
temperatura., Esto es, para cualquiera de las dos versiones se
tiene que si la temperatura es muy alta se aceptardn caminos de
mayor distancia con muy alta probabilidad y esto traer& como
consecuencia que la distancia promedio de los diferentes caminos
sea grande. De igual forma, si la temperatura es muy baja, la
probabilidad de aceptar caminos de distancia mayor serd& casi cero
y por esto la distancia promedio de los caminos, cuando el sistema
ests en equilibrio, ser& pequefia. Es precisamente por esto que se
hace la identificacisn de la distancia con la energfa.

Tanto para la versién de coordenadas fijas como para la de
distancias fijas, es posible encontrar una energfa libre # a
partir de la cu8l se pueden obtener diferentes cantidades
termodinsmicas, de la misma forma gque con cualquier tipo de
sistema termodins&mico desordenado. Ahora bien, no es claro qué
significan egta energfa libre o las diferentes cantidades que de
ella se derivan, pero lo que se gquiere hacer notar es que se puede
trabajar con las dos versiones como si fueran sistemas
termodin&micos; es decir, se pueden enconrtar diferentes
cantidades de interés por los métodos habituales e inclusive se
puede extraer cierta informacién de utilidad al analizar dichas
cantidades, como se vers mis adelante.
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En la versién de coordenadas fijas‘"’, la funcién de

particién para una muestra I en particular est4 dada por

2[I] = L exp(-BLy), (1.13)
L4

siendo B el inverso de la temperatura T, m cualquiera de las
permutaciones posibles y L, la distancia del camino asociado con
la permutaci6n w. La suma se realiza sobre el conjunto de todas
las (N-1)!/2 permutaciones de las N ciudades en cuestién.

Ahora, para encontrar la energia libre, es necesario
realizar el promedio sobre el desorden del logaritmo de la funcién
de particién., Sin embargo, esto resulta ser bastante complicado no
s6lo para esta versién sino para cualquier sistema desordenado en
general, Una de las cosas que se puede hacer es utilizar la
aproximacién [ln(Z[I])]" ® 1n([Z[I]]"). Esta aproximacién es muy
contin™® en la teoria de sistemas desordenados y es vilida si la
temperatura es suficientemente alta. Esto es debido a que como
para cualquier muestra la probabilidad de encontrarla en
cualquiera de sus posibles estados es casi la misma si la
temperatura es muy alta, el promedio de la funcién de particién va
a ser casi igual a la funcién de particién de cualquiera de las
muestras en particular. Esto trae como consecuencia gque el
promedio del logaritmo sea muy parecido al logaritmo asociado con
una sola muestra y que dicho logaritmo, a su vez, sea muy parecido
al logaritmo del promedio. :

Utilizando esta aproximacién se tiene gue la energia libre
ests dada por“"

F= -Tln([Z[I]]‘v) = =TNIn(<exp(~-8d)>), (1.14)

siendo d la variable aleatoria correspondiente a la distancia
entre pares de ciudades y <f(d)> el promedio de f(d) sobre todos
los pares de ciudades de una muestra en particular y sobre el
ensemble de muestras.

A partir de esta energfa se pueden calcular diferentes
cantidades de inter&s. Por ejemplo''”, el promedio sobre el
desorden del promedio termodindmico de la distancia de los caminos
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estd dado por
L(B) = N<dexp(-fd)>/<exp(-gd)> {1.15)
y el calor especifico por

c(B) = BN<d’exp(-Bd)>/<exp(-gd)> =
- 8%N(<dexp(-Ad)>/<exp(~8d>)>. (1.16)

) Como ya se menciond, estos resultados son validos si la
temperatura es suficientemente alta. A bajas temperaturas, los
resultados numéricos encontrados para esta versién ya no
concuerdan con estas ecuaciones'’”,

’ Pasando a la versién de distancias fijas con densidad de
probabilidad dada por la ecuacién (1.12), se tiene 1lo
siguiente“" .

Para temperaturas altas

(2], =y 0 etk )dL, L exp(-8 L Ly, niyuyy) =
1<5 4 1

= N1(g{a))", (1.17)

siendo g(8) = [ p(L)exp(-BL)dL, L, la distancia entre las
‘ciudades i y 7§, p(L”) la densidad de probabilidad {1.12), P el
conjunto de todas las permutaciones distintas asociadas con
valores fijos de las L“ Y me'mm la distancia entre las
ciudades P(i) y P(i+1) al recorrer todas las ciudades en el orden
especificado por P.

En este régimen de tenmperatura, la energia libre esta dada

por(ll)

F = =TN1n(N/e) - TN1n(g(B)} + O{Lln(N)} (1.18)

y la distancia promedio por“”

L = =N din(g(B))/d8. . (1.19)
En el régimen de baja temperatura y mediante un anslisis
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apropiado, se puede obtener, entre otras cosas, el siguiente
resultado relativo al promedio configuracional de los caminos de
minima distancia®:

(r{tri))a, < U (L (1], (regn ) s a
¥ (1.20)

con a_ = I'(1/(r+1)){r+l) §0) s er(r41)). SL r o ©, se obtliene que
(2, (111, / (r+pN ™) & a/e; (1.21)

es decir, en esta versién en particular es posible obtener el
comportamiento asintético de [L_m[IJ]“ cuando N tiende a
infinito.

Con esto queda claro que tanto la versidn de coordenadas
fijas como la de distancias fijas pueden ser consideradas como
sistemas termodindmicos desordenados y pueden ser estudiadas
usando los métodos habituales. Es mis, este andlisis puede llegar
a dar informacién valiosa acerca de los caminos de minima
distancia, como ocurrié en el filtimo caso.

Otra analogfa importante entre el problema del agente
viajerc en cualquiera de las dos versiones y los vidrios de espin
es que ambos ™% exhiben frustracién y aleatoriedad.

En el caso del problema del agente viajero hay
aleatoriedad debido a que las coordenadas de las ciudades o las
distancias entre todas ellas son aleatorias. La frustracién, en
ambas versiones, es debido a la competencia que existe entre el
requerimiento de corto alcance de moverse a la ciudad mé&s cercana
a cada paso (para tratar de minimizar la distancia total) y el
requerimiento de largo alcance de que el camino debe ser cerrado y
debe de pasar por cada ciudad una sola vez.

Esta es una semejanza importante ya que muchas de las
propiedades de los vidrios de espin son debidas precisamente a la
existencia de estos dos ingredientes'®.

Cabe menclonar gque estrictamente hablando, el problema del
agente viajéro presenta aleatoriedad s6lo si se consideran a las
dos versiones en estudio como sistemas  termodinamicos
desordenados. En este contexto s{ tiene sentido hablar acerca de
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la aleatoriedad ya que las coordenadas o las distancias entre las
ciudades van a ser aleatorias y sus valores cambiardn al ir de
muestra en muestra. Sin embargo, si se tiene el problema de
minimizar la distancia o costo total al recorrer las ciudades que
conforman un mapa real, las coordenadas estardn fijas y no tiene
sentido hablar acerca de aleatoriedad.

En la versién de coordenadas fijas L(B) es una funcién
continua de T para T 2 0", Esto indica gue no hay ninguna
transicién de fase de primer orden. Sin embargo, el calor
especifico presenta un comportamiento peculiar para temperaturas
entre 0.5/N"2 Y 1/N“z, 1o cual puede indicar que el sistema
sufre un cambio de fase de segundo orden al bajar la temperatura.
La ecuacién (1.16) no presenta ningtn comportamiento de este tipo,
péro hay que recordar que esta ecuacién s6lo es valida para
temperaturas altas. La forma en que se ha detectado dicho
comportamiento para el calor especifico es por medio de estudios
numéricos.

En la versi6n de distancias fijas con densidad de
probabilidad (L'c'L)/rlI(on)(L), r 3 o, el sistema sufre un
cambio de fase'' muy parec'ido al que exhibe el modelo de energia
aleatoria de los vidrios de espin''®. Esta transicién ocurre en
el régimen de baja temperatura y es tal que abajo de 1la
tempperatura critica T = 1/e la entropia del sistema es cero; es
decir, a bajas temperaturas el sistema estd totalmente congelado.
Como seria necesario desviarse mucho en el estudio del modelo de
energia aleatoria de los vidrios de espin para poder entender en
qué consisten las semejanzas entre estas transiciones de fase, no
ge mencionars mis al respecto. El Gnico punto que se recalca es
que ciertas versiones del problema del agente viajero presentan
cambios de fase a temperatura distinta de cero, .en analogia con
los vidrios de espin y dichas transiciones pueden ser muy
similares a las de los vidrios de espin, como ocurre con esta
versioén.

Para el problema del agente viajero, el espacio sobre el
cull se quiere minimizar la distancia, esto es, el espacio de
configuracién asociado a cada muestra, es discreto y consiste de
todas las permutaciones ciclicas de las ciudades, sin importar la
direccién en la gue se recorren los caminos asociados a ellas.
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Numéricamente se encuentra gue, para ambas versiones, la distancia
como funcién de la configuracién de la muestra tiene muchos
minimos locales. Algo similar ocurre con los vidrios de espin.
Como se mencioné anteriormente, en el modelo SK la energia libre
como funcién de las m, a baja temperatura, tiene muchos minimos
locales separados por barreras finitas (ver Figura 1.2). Esto
indica que otra analogia entre el problema del agente viajero en
cualquiera de sus dos versiones y los vidrios de espin es gque
ambos presentan una gran cantidad de estados metaestables ©
minimos locales'”,

Pasando a la versibn de distancias fijas con densidad de
probabilidad uniforme en el intervalo (0,1), se ha encontrado
numéricamente que el espacio de configuracién a baja temperatura
para cualguier muestra presenta un alto grado de
ultrametricidad‘“’, de manera andloga a lo que ocurre en el
modelo SX de log vidrios de espin.

De igual forma gue en el caso de los vidrios de espin se
introduce la cantidad q,, bara medir el traslape entre dos estados-
distintos de cualquier muestra, en el caso del problema del agente
viajero en cualquiera de sus versiones, 9, Se define como la
fraccién de segmentos que coinciden en dos caminos a y b
correspondientes a una misma muestra.

La desigualdad ultramétrica en términos de traslapes es”

9 = min(qm,qsc}. (1.22)

En un espacio ultramétrico, todos los triadngulos cuyos lados estan
dados por 98¢ 9yc Y Gyer SON equilateros o isésceles con el lado
de diferente longitud siendo el m4s grande. Asi, una forma fécil
de ver si el espacio de confiquracién, para el caso en cuestién,
es ultramétrico o no, es analizar la frecuencia con que se cumple
esta condaicién al generar un gran ndmero de triingulos.

81 se grafica en un primer eje la longitud de los lados
mis pequeflos, en un segundo eje la longitud de los lados
intermedios y en un tercer eje la frecuencia con gue se encuentran
tridngulos tales que la longitud de sus lados mis pequefios estén
dados por estos pares de valores, la superficie gue se obtiene, si
el espacic es ultramétrico, valdrd cero en todas partes excepto
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para valores iguales de las longitudes de estos dos lados. Los
resultados numéricos que se han obtenido para la versién en
consideracibn se muestran en la Figura 1.6, De esta figura se
deduce que el espacio de configuracién presenta un alto grado de
ultrametricidad.

rig. 1.6. Distribucién de tri&ngulos para 1la versién de
distancias fijas con densidad de probabilidad uniforme.

§i N es muy grande, el nimero de diferentes valores de q
e85 enorme. Por esto, resulta interesante considerar la densidad de
probabilidad Px(q) asociada con estos traslapes. De igual forma
gque en el caso de los vidrios de espin, estudios numéricos
muestran''® que en esta versién Pl(q) Y bpor lo'tunto [Px(q))"
son pricticamente continuas aGn con N relativamente peguefio. Esto
indica, en concordancia con lo expuesto anteriormente, gue para la
versién en cuestién cualquier muestra tiene un gran nGmero de
estados aetaestables,

Por Gltimo, cabe mencionar que es posible construir una
teoria de campo medio para el problema del agente viajero, en
analogia con las tecrias de campo medio existentes para el caso de
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los vidrios de espfin. En la Ref. (19] se encuentra un estudio
detallado acerca de dicha teoria.

Asi, se ve que eiiste una relacién muy fuerte entre los
vidrios de espin y el problema del agente viajero en cualquiera de
sus dos versiones. Es por esto que nueva informacién acerca de uno
de estos campos puede ser muy Gtil en el otro, de igual forma que
las técnicas utilizadas en un caso pueden ser aplicables en el
otro.
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" CAPITULO 2-
ALGUNOS METODOS PARA RESOLVER APROXIMADAMENTE EL PROBLEHA DEL
~ 'AGENTE VIAJERO

Este capitulo tratari exclusivamente con el ‘problema del
agente viajero en la versién de coordenadas fijas. Como se
mencion5 en el Capitulo 1, cuando el nfimero N de ciudades es muy
grande resulta sumamente impractico encontrar un camino gue sea de
minima distancia. Esto es debido a que el tiempo de cémputo que se
requiere para  resolver exactamente ' el problema  crece
exponencialmente con 8. El problema del agente viajero
pertenece a lo que se conoce como la clase de problemas
NP-completos'! , cuyo tiempo de computo tiene esta dependencia en
N. Debido a esto, existen varios métodos gque dan solucicnes
aproximadas en menor tiempo. Aqui se hablara acerca de tres, que
son el método de Lin(s', el método de) templado simulado'®™? y el
método jer&rquico“’ '

2.1 METODO DE LIN

Antes de describir este método se definird lo que son los
caminos a-6ptimos™. Un camino es A-6ptimo #i la distancia total
es menor que la de cualquier ‘otro camino que se puedu construir a
partir de é&ste haciendo movinientos que involucren A segmentos A
continuacién se presentan algunas propiedades de ‘los caminos

A-6ptimos. . :

1. cCualquier camino es 1-6ptimo.
2. Las siguientes propiedades son egquivalentes: . .8 .7
a) Un camino es 2-6ptimo.
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b) El camino es éptimo respecto a inversiones (de las cuales
ya se hablé en el capitulo anterior, junto con las
ingerciones).

¢) El1 camino no se intersecta en ningdn punto.

3. Un camino es 6ptimo o de minima distancia si y s6lo si es
N-8ptimo, siendo N el nGmero de ciudades.

4. Si CA @8 @l conjunto de todos los caminos A-6ptimos,
€03, ..oC,.

§. Un camino es &ptimo respecto a inversiones y a inserciones si
y 86lo si es 3-6ptimo. Por camino 6ptimo respecto a
inversiones e inserciones se entiende aguel camino tal que
para cada k, el quitar cualquier porcién del camino en el
cual haya k ciudades y el invertirlo o insertarlo entre otras
dos ciudades, da como resultado un camino cuya distancia
total es mayor que la de é&ste.

Las propiedades 1, 3 y 4 son evidentes.

Respecto a la 2 la demostracién es la siguiente. Como los
Gnicos movimientos posibles que involucran dos segmentos son las
inversiones, si un camino no es 2-6ptimo, tampoco es 6ptimo
respecto a inversiones. Ahora, si el camino no es &ptimo respecto
a inversiones, esto quiere decir gque al realizar este tipo de
movimientos se llegard, a fin de cuentas, a un camino 2-6ptimo.
Pero esto, a su ve:, quiere decir qgue los pares de segmentos que
intervinieron en dichos movimientos se intersectaban entre si, ya
que si esto no fuera cierto, lo Gnico gue se obtendria al hacer
una inversién serfa un camino de mayor distancia, 1lo cual
indicarfa que el camino original si era 6ptimo respecto a
inversiones. Esto se puede apreciar en la Figura 2.1.

Fig. 2.1. Diagrama de una inversitén.
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Asi, si el camino no es 6ptimo respecto a inversiones esto
indica que se intersecta en por 1o menos un punto. Con base en la
Figura 2.1, se ve que si el camino se intersecta en por lo menos
un punto, es posible realizar una inversién para disminuir la
distancia total y esto quiere decir que dicho camino no era
2-6ptimo. Con esto se tiene que a), b) y c) son equivalentes.

La demostracién de la 5 es la siguiente. Un camino no es
3-6ptimo si y s6lo si existen 3 segmentos d”, du y d’_n tales que
al cambiarlos por los segmentos d.. djk y d,, por ejemplo, se
obtiene un camino de menor distancia (las otras posibilidades se
tratan de manera analoga). Esto se ilustra en la Figura 2.2.

i n

Fig. 2.2. Reemplazo de los segmentos d‘ ) dn y d... por los
segmentos d‘_, d”l Yy dn‘.

Si la porcién del camino que ests entre las ciudades 1 e I se
inserta entre las ciudades n y m, se encuentra un camino de menor
distancia. Esto indica que si el camino original no es 3-6ptimo,
tampoco es 6ptimo respecto a inversiones y a inserciones. Ahora,
8i el camino no es 6ptimo respecto a estos dos movimientos, es
posible realizar dichos movimientos hasta que se llegue a un
camino que no se pueda mejorar. Pero para llegar a este camino se
est&n usando movimientos que involucran 2 y 3 segmentos. Esto
quiere decir que el camino original no es 3~6ptimo. Asi, se tiene
que un camino es 3-6ptimo si y s6lo si es éptimo respecto a
inversiones y a inserciones.

Cabe mencionar que las propiedades 2, 3 y 4 traen como
consecuencia que el camino de minima distancia no se intersecta.
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con esta informaciSn, a continuacién se describirad el
método de Lin. Este método es un ejemplo de un grupo de métodos
que se conocen como iterativos®. Empezando con un camino
escogido arbitrariamente, se van realizando inversiones e
inserciones aleatoriamente y s6lo se acepta un nuevo camino si su
distancia es menor que la distancia del camino anterior. Este
procedimiento se lleva a cabo hasta que ya no se pueda mejorar la
solucién; es decir, hasta que se haya encontrado un camino
3-6ptimo. Cabe mencionar que para prop6sitos practicos, lo que se
hace es que se repite el procedimiento hasta que ya no se pueda
mejorar el camino después de haber realizado un ntimero razonable
de iteraciones.

La razén por la cual se buscan caminos 31~-6ptimos y no, por
ejemplo, caminos 2-6ptimos, es la siguiente: Numéricamente se ha
encontrado’™ que, en promedio, la distancia total de un camino
3-6ptimo es bastante menor que la de uno 2-6ptimo y que la
probabilidad de que un camino 3-éptimo sea 6ptimo es bastante méis
alta que la probabilidad de que uno 2-6ptimo lo sea. También,
cualquier camino 3-6ptimo es 6ptimo respecto a inversiones. Por
otra parte, también se ha encontrado numéricamente que el tiempo
de cémputo necesario para encontrar caminos 4-6ptimos es mucho mis
grande que el tiempo necesario para encontrar caminos 3-éptimos y
que la probabilidad de que uno 4-6ptimo sea de minima distancia no
es mucho mayor que en el caso de caminos 3-6ptimos. Por lo tanto,
los movimientos que se realizan son 1las inversiones y las
inserciones ya que éstos permiten encontrar caminos 3-6ptimos. El
tiempo de cémputo necesario para obtener un camino 3-&6ptimo crece
con N como 308°."

Para gque la probabilidad P, de encontrar un camino 6ptimo
al usar este procedimiento sea més alta, éste se repite varias
veces empezando desde caminos distintos. Si se hace esto un nimero
k de vecea guficientemente grande, la probabilidad 1-(1-P-)" de
que entre los caminos 3-6ptimos obtenidos esté el de minima
distancia se puede hacer tan cercana a uno como 8e desee,
Numéricamente se ha encontrado que P = 2% 5§ el nimero de
ciudades ests entre 30 y 60, aproximadamente. Para un mayor nlmero
de ciudades se espera que esta probabilidad sea menor. Esta
relacién permite calcular el ndmero de veces que se tiene que
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repetir el procedimiento si se quiere que la probabilidad de
encontrar el camino de minima distancia sea muy alta.

Conforme el nGmero de ciudades crece, lo que se puede
hacer al ir repitiendo el procedimiento es usar informacién de
caninos 3-6ptimos ya obtenidos. Por ejemplo, se puede utilizar la
informacién de qué segmentos aparecen en todos los caminos
3-6ptimos obtenidos, ya que estos segmentogs tienen una alta
probabilidad de pertenecer al camino de minima distancia. De esta
forma se puede ir incorporando informacién ya adquirida de tal
forma que se puede reducir el tiempo necesario para llegar a una
solucién. Con esta variacién, el tiempo de cémputo se reduce
apreciablemente y el método de Lin da buenos resultados para
problemas en los que el nGmero de cliudades no es muy grande (abajo

de 150 aproximadamente) ™.

2.2 METODO DEL TEMPLADO SIMULADO

Antes de describir este método, se hablara acerca de la
forma en que un metal se templa. Si el sistema se calienta de tal
forma que llegue a estar a una temperatura suficientemente alta y
si ésta se va bajando lentamente de manera que al llegar cerca del
punto de solidificacién ésta se mantenga mucho tiempo alrededor de
dicho punto, el sistema, al solidificarse, estard en estados cuya
energia muy baja. Esto es lo que se conoce como templade y el
resultado es un sélido cristalino y no uno amorfo, que es lo que
se obtiene si la temperatura se baja r&pidamente. La energia del
sistema es mayor en el caso amorfo que en el caso cristalino. Es
importante bajar la temperatura lentamente de tal forma que el
sistema siempre esté en equilibrio; es decir, es importante dar
suficiente tiempo para que los Atomos puedan reorganizarse de tal
forma que eventualmente se pueda llegar a estados cuya energia sea
muy baja.

Cuando el sistema estd en equilibrio a una temperatura T,
la probabilidad de encontrarlo en un cierto estado con energia E
estd dada por P = Aexp(-E/kBT), siendo ks la constante de
Boltzmann y A una constante de normalizacién. Debido a esto, el
sistema podra adoptar estados con energia relativamente grande,
aungue la probabilidad de que esto ocurra es muy pequefia. Esta
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probabilidad se va haciendo mds chica conforme baja 1la
temperatura, pero serd diferente de cero siempre y cuando T > 0.
Debido a esto, el sistema, al estar en un estado de cierta
energia, podr& salirse de &1 (al tener mis energia en un instante
dado) y llegar eventualmente a un estado de energia menor. Es asi
como al bajar la temperatura lentamente Qe manera que el sistema
siempre esté en equilibrio es posible llegar a estados de energia
muy baja.

como se menciond en el capitulo anterior, la versién de
coordenadas fijas se puede tratar como un sistema termodin&mico
desordenado. Con base en esto, lo que se hace en el método del
templado simulado®*’ es ir bajando lentamente la temperatura de
la muestra en cuestién para tratar de llegar a un camino (estado)
de minima distancia (energia) .

Especificamente el método consiste en lo siguiente A
partir de una configuracién arbitraria del sistema y escogiendo un
valor de T suficientemente alto, se van realizando diferentes
tipos de movimientos de manera que la configuracién de la muestra
vaya cambiando; es decir, de tal forma que el camino vaya
cambiando. Estos movimientos pueden ser, por ejemplo, las
inversiones e inserciones mencionadas anteriormente. Se aceptan
las configuraciones de distancia menor todo el tiempo mientras que
s6lo se aceptan 1las de distancia mayor con probabilidad
exp(-AL/T); esto es, se utiliza el algoritmo de Metrépolis. Esto
se hace muchas veces de tal forma que el sistema llegue a estar en

equilibrio a la temperatura T. Después, se baja un poco la
temperatura a un nuevo valor y se repite todo el procedimiento
hasta que el sistema vuelva a estar en equilibrio a esta nueva
temperatura. Se sigue bajando la temperatura lentamente y se
detiene todo el proceso cuando el sistema esté templado. Los
valores que T puede tomar, asi como la forma en que se debe ir
bajando 1a temperatura, forman el itinerario del templado y muchas
veces &ste se tiene que ir modificando hasta que se obtenga unc
que A& buenos resultados. El sistema se considera como templado
cuando después de realizar un ndmero grande de movimientos a
clierta temperatura, el camino ya no se puede mejorar.

(2-4)

como ilustracién, en la Figura 2.3 se muestran los caminos
obtenidos para una muestra dada correspondientes a diferentes
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temperaturas de un proceso de templado sinulado™.

T = 0.4 T =00
b} c)

Fig., 2.3, a) T = 1.0, temperatura inicial. b) T = 0.4. C) T =
= 0.0, temperatura final. !

Los métodos iterativos difieren del método del templado
simulado en que“'" en aquellos sblo se adoptan configuraciones.
de distancia menor mientras que en el del templadc simulado
también se adoptan configuraciones de distancia mayor. Los
primeros se asemsjan al caso en que no se templa el sistema sino
que se enfria r&pidamente. Esta diferencia tiene como consecuencia
que en el método del templado simulado el sistema no se quede
atrapado f&cilmente en ninimos locales de altura menor que T
aproximadamente, ya que siempre hay cierta probabilidad de que
adopte una configuracién de distancia mayor y al adoptarla, podrs
salirse de dicho wminimo y 1llegar eventualmente a una mejor
solucién (ya sea el minimo global o un mejor minimo local).

Cabe mencionar que este método puede ser utilizado en una
gran variedad de problemas. En particular, para instrumentarlo al
tratar con problemas del &rea de optimizacién combinatorial®®
se requiere lo siguiente:

1. Una descripcién de las posibles configuraciones que el
sistema en cuestién puede adoptar.

2. Una forma de producir y presentarle al sistema distintas
opciones.

3. Una funcién que sea 1la que se quiere minimizar.

4. Un parémetro T y un itinerario del templado, el cual se
formula experimentando y/c con base en otras consideraciones.
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Esto, junto con el algoritmo de Metrépolis, permite utilizar este
método en una gran cantidad de problemas.

En el caso del problema del agente viajero, el método del
templado simulado da mejores resultados que los métodos iterativos
ya que, como ®e mencioné arriba, el sistema puede adoptar
configuraciones de mayor distancia lo cuil permite una bGisqueda de
mejores minimos. El tiempo de cémputo necesario para obtener una
solucién crece con N como una pequefia potencia de N

2.3 METODC JERARQUICO
Este método se basa®™ en la siguiente estrategia

jer&rquica. Se divide el cuadrado dentro del cuil estin las
ciudades en cuatro distritos, como se muestra en la Figura 2.4.

By Be c
By
B
\ |
D

rig. 2.4. Ilustracidn del método jer&rquico.

Para cada distrito, se promedian las coordenadas de todas
las ciudades que est&n dentro de é1 y la posicién que resulte se
toma como la posicién del distrito en cuestién. Una vez hecho esto
para los cuatro distritos, se encuentra el camino de ninima
distancia para este nuevo problema, tal y como se muestra en la
Pigura 2.4. Después, se divide cada uno de estos distritos en 4
subdistritos y para cada subdistrito, se promedian las coordenadas
de las ciudades que caigan dentro de é1. Los puntos gue resulten
se toman como las posiciones de estos subdistritos. A
continuacién, se modifica en cada distrito la ruta existente de
manera que se obtenga la ruta nds corta que pase por las
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posiciones de los cuatro subdistritos en los gque estd dividido
dicho distrito (ver Figura 2.4). Una vez hecho ésto en cada uno de
los distritos se vuelve a dividir en cuatro a cada subdistrito. Se
sigue repitiendo todo el procedimiento hasta que el miximo nGmero
de ciudades que haya en cualquiera de las subdivisiones niés
pPequefias sea 1. De esta forma se llega a una solucién del problema
original.

) con las ideas del

Este método tiene mucho en comin
grupe de renormalizacién que se usa para analizar fenémenos
criticos de sistemas termodin&micos.

Si el nfimero de ciudades es muy grande, este método es
mucho més r&pido que el del templado simulado y da mejores
resultados que é1. Cabe mencionar que no se sabe de ninguna forma
sistematica en .que se puedan mejorar las soluciones obtenidas
usando el método en cuestién, lo cual quiere decir que una vez
obtenida cierta solucién, no hay mucho mds que se pueda hacer con
ella. -
También es posible dividir al cuadrado original no en 4
distritos sino en 9, 6 16, etc. 5i se hace esto las soluciones
mejoran un poco pero el tiempo necesario para obtenerlas aumenta
bastante. El que mejoren algo es debido a que entre mis finas sean
las divisiones, e) camino se vuelve mis exacto en cada
subdivisién. Por otra parte, no hay una gran mejoria debido a que
la estrategia b&sica no se ve modificada; es decir, la forma en
que se obtienen las soluciones es la misma.
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CAPITULO 3
PROPIEDADES ESTADISTICAS DEL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO

En este capitulo se verdn algunas propiedades estadisticas
que presentan las soluciones del problema del agente viajero
obtenidas usando el método del templado simulado. Especificamente,
se tratard el caso del problema del agente viajero en la versién
de coordenadas fijas, de la cual ya se hablé en los Capitulos 1 y
2. Antes de empezar, se hablard un poco acerca del programa de
templado simulado que se utilizé para obtener dichas soluciones.

3.1 PROGRAMA DE TEMPLADO SIMULADO

En este programa, los movimientos que se utilizaron fueron
los de Lin, esto es, se utilizaron las inversiones y las
inserciones. La forma en que se escogié entre hacer una inversién
o hacer una insercién, cada vez que se le presentaba una nueva
configuracién al sistema, fue aleatoria y la probabilidad de hacer
cualquiera de estos dos movimientos fue igual a 0.5. La funcién
que se traté de minimizar fue la distancia  total
L = }.‘.m'((x‘-xm)z+(y‘-ym)z)“2, donde el punto 1 coincide con
el N+1 y N es el nlmero de ciudades. .

El itinerario del templado fue el siguiente. Empezando a
una temperatura T de 0.5, ésta se redujo un 10% en cada paso. Se
mantuvo fijo cada valor de T hasta que se le presentaran al
sistema BOON opciones distintas o hasta que éste adoptara 10N
nuevas configuraciones, lo que ocurriera primero. Se pard todo el
proceso cuando ya no hubo ninguna nejoria apreciable para la
cantidad de esfuerzo realizado; es decir, cuando el sistema ya no
adquiri6é ninguna nueva configuracién después de haberle presentado
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800N opciones distintas. El programa fue tomado de la Ref. [4].
3.2 PROPIEDADES ESTADISTICAS DEL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO

Las propiedades estadisticas consideradas en este
capitulo son las mismas que las que se estudian al analizar
espectros de energfa utilizando la teorfa de las matrices
aleatorias'®?’, Aunque en el ©presente capitulo sb6lo se
describird brevemente en qué consisten estas propiedades, en el
Apéndice 1 se habla con m&s detalle de aquellos tépicos de la
teoria de las matrices aleatorias que son relevantes para el
presente trabajo y en lo que sigue me utilizard la informacién ahf
contenida para estudiar estadisticamente el problema del agente
vlajero.

Para utilizar la teoria de las matrices aleatorias en el
caso del problema del agente viajero, lo que se hace es construir,
a partir de cada muestra, un espectro aleatorio. Para ésto, se
empieza de cualquier ciudad y se van marcando sobre una recta
numérica las distancias de los diferentes segmentos que conforman
el camino en cuestifén; es decir, se marca sobre la recta la
distancia de la primera ciudad a la segunda, a continuacién y a
partir del punto marcado, la distancia de la segunda a la tercera,
y asi hasta que se marque la distancia de la N-&sima a la primera.
De esta forma, lo que se abtiene es un "espectro” con N niveles en
el cual las distancias entre los niveles corresponden a las
distancias entre las ciudades y los niveles en si corresponden a
las posiciones que tendrian las ciudades si el camino se cortara
en clerta ciudad y se enderezara sobre la recta. Esto se muestra
en la riqura 3.1.

La posicién del nivel més alto de energia, as! como el
origen, corresponden a la ciudad de la cual se partié y a la cuAl
finalmente se llega al cerrarse el camino.

Es de esta forma como a partir de cada muestra distinta se
puede construir un espectro aleatorio. Al analizar estos
espectros, se pueden obtener diferentes propiedades estadisticas
del problema del agente viajero. Estas propiedades son
independientes de las ciudades que se escojan como origen al
construir los espectros, debido a la forma "circular" que tienen
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Fig. 3.1. Ejemplo de un espectro aleatorio asociado con el
problema del agente viajero. Para cada muestra se construye un
espectro a partir de la solucién obtenida.

todos los caminos.

Cabe mencionar que todos los espectros utilizados en este
trabajo se normalizaron dividiendo entre la media D de la
distancia entre niveles vecinos, tal y como se menciona en el
Apéndice 1 para los casos de espectros gaussianos y de tipo
poimson™ ! cada vez que se quiera comparar los espectros en
cuestidén con otros espectros aleatorios, ser§ necesario
normalizarlos de tal forma que la distancia promedio entre niveles
vecinos sea igual a uno.

A partir de los espectros ya normalizados, se estudiaron
las siguientes propiedades estadisticas'®?;

1. Densidades de probabilidad p{k;s).
p(k;s) es la densidad de probabilidad de que la distancia
entre dos niveles cualesquiera con k niveles intermedios, k =
0, 1, 2, ..., e5té entre s y s+ds. A estas densidades también
se les conoce como densidades de probabilidad de k-ésimos
vecinos. Cuando % -+ «, p(k;s) tiende a una densidad de
probabilidad normal con media k+l. Esto se debe al teorema
central del limite, ya que la variable aleatoria s asociada
con la densidad de probabilidad p(k;s) es la suma de las k+1
variables aleatorias s, correspondientes a los espaciamientos
entre los k+2 niveles en cuestidn (los dos de los extremos y

37



loe k intermedios).

Desviacién estdndar o(k) de las densidades de probabilidad
p(k;s) como funcién de k.

Esta desviacién estd dada por o(k) = (<(s_<s>)z>)1/2' donde
los promedios se realizan utilizando 1la densidad de
probabilidad p(k;s). Es una medida de la anchura de estas
densidades de probabilidad, o dicho de otra forma, de 1la
variabilidad de s alrededor de la media <s>=h+l.

Varianza ¥¢ de la densidad de probabilidad E(n;L) como
funcién de L.

La funcién E(n;L) da la probabilidad de encontrar n niveles
dentro de un intervalo de longitud L  escegido
arbitrariamente. La varianza de esta densidad de probabilidad
se denota como T° y estid dada por Z"(L) = <(n-<n>)2>. Es una
medida de qué tanto varian, en promedio, los valores que la
variable aleatoria n toma alrededor de la media <n>. Como
E(n;L) depende de la longitud L de los intervalos, todos sus
momentos y en particular t* también dependerdn de ella, A £
se le suele llamar varianza de nimero, ya que es la varianza
del ndmero de niveles que caen dentro de los diferentes
intervalos de longitud L.

Coeficiente de sesgo 7, de la densidad de probabilidad E(n;L)
como funcién de L.

Este coeficiente estd dado por 7:“‘) = u:‘/ua , siendo " el
r-ésimo momento central de E(n;L) respecto a la media; es
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. decir, ur(L) = <(n-<n>)’>, Al igual que ¥, también depende

de la longitud L de los intervalos ya que E(n;L) depende de
esta longitud. Aunque no muy confiable, es una medida de la
asimetria de la densidad en consideracién (ver Apéndice 1) y
la forma en que depende de L va a ser caracteristica del tipo
de espectros que se estén analizando.

Coeficiente de exceso T, de la densidad de probabilidad
E(n;L) como funcién de L.

Este coeficiente se define como 12(1.) = (u‘/u:)-a. También
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depende de la longitud L de los intervalos y es una medida de
la picudez, alrededor de la media, de la densidad de
probabilidad E(n;L). Sin embargo, al igual gque 7, Y como se
menciona en el Apéndice 1, la informaci6én que se obtiene de
€l no es muy confiable y su utilidad radica en que la forma
en gue depende de L va a sger caracteristica del tipo de
espectros del cual proviene.

6. Coeficiente de correlacién p, , de dos espaciamientos
12
consecutivos s, ys,.
Este coeficiente est& dado por e,
1

(e, o, 0,
1’ 12

siendo o, . la covarianza de los espaciamientos s, y s, ¥
12

o6, Y ¢, sus desviaciones esténdar, respectivamente. Al
1 2

igual que la covarianza, es una medida de la relacidén lineal
que existe entre 5, Y 8, pero tiene la ventaja de que no
depende de la variabilidad ni de s ni de s,. Debido a esto,
dicho coeficiente siempre cumple <c¢on 1la condicién
-1 < p.‘..a < 1.

7. Media de la funcién |F(y) 12,
Esta media es el promedio sobre el ensemble del médulo al
cuadrado de las transformadas de Fourier F(y) de los
distintos espectros. Especificamente, si para cada espectro
se escoge una regién suficientemente grande y si se construye
a partir de ésta la funcién f(x) = {,‘ 6_ ot la cual vale cero

!

en todos lados excepto para aquellos valores de x gque
corresponden a los diferentes niveles de energia que caen
dentro de la regién en cuesti6n, la transformada de Fourier
de f(x) es precisamente la funcién F(y). El promedio sobre el
ensemble contendri informacién acerca de las correlaciones
entre niveles de energia muy separados entre si, tal y como
se explica en el Apéndice 1.

Estas cantidades se estudiaron para los siguientes tres
casos! 350 muestras de 500 ciudades cada una, 8000 muestras de 20

ciudades cada una y 350 soluciones de una sola muestra de 500
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ciudades, Los resultados obtenidos se compararon con 1los
resultados correspondientes a espectros tipo Poisson y GOE. La
eleccién de estos dos tipos de espectros se debid a lo siguiente,
Arbos tipos son ejemplos clasicos o estdndar de espectros
aleatorios. Esto quiere decir, entre otras cosas, dque sus
diferentes propiedades estadisticas estd&n muy bien estudiadas.
También, ambos ocurren muy seguido al estudiar una gran variedad
de sistemas. Los espectros Poisson, por un lado, aparecen conh
mucha frecuencia al contar el nimero de veces que ocurre cierto
evento en un intervalo de tiempo (o espacio) determinado; los
espectros GOE, por otro lado, aparecen al estudiar los espectros
de energia de muchos &tomos y nGcleos pesados. Asi, existe 1la
posibilidad de que ambos espectros aparezcan al analizar otros
tipos de sistemas diferentea. Aparte de esto, al comparar con
estos dos tipos de espectros se esti haciendo una comparacién
tanto con espectros correlacionados como con espectros no
correlacionados. Los espectros Poisson son el ejemplo cléasico de
espectros en los cuales no existe ninguna correlacién entre 1los
di*terentes niveles de energia mientras que los espectros GOE son
un ejemplo muy comin de espectros en los cuales si existe
correlacién entre los distintos niveles.

Ademds de estudiar las propledades estadisticas aqui
presentadas para los tres casos arriba mencionados, también se
analizé la forma en qgue estas propiedades cambiaban durante el
proceso de templado simulado de las distintas muestras.

A continuacién se hablars en detalle acerca de estos tres
cascs asl como acerca de la dependencia con la temperatura de las

-diterentes propiedades estadisticas.

3.2.1 350 Muestras De 500 Ciudades Cada Una

A partir de 350 muestras de 500 ciudades cada una, se
obtuvieron 350 espectros aleatorios. Para obtener las densidades
de probabilidad p(k;s) a partir de estos espectros se construys,
para cada valor de k (especificamente para k = 0, 1, 2 y 10}, un
histograma usando como datos las distancias s entre pares de
niveles con k niveles intermedios. En las Figuras 3.2a, 3.2b, 3.2c
Yy J3.2d se muestran dichos histogramas para k = 0, 1, 2, y 10
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respectivamente.

Por comparacién, en la Figura 3.2a también se nuestra,
aparte de la densidad correspondiente al caso Poisson, la densidad
de probabilidad de Wigner., Para el caso del problema del agente
viajero la densidad de probabilidad de vecinos cercancs p(90;s)
estd dada por

p(0is) = asbexp(-csd)l‘w'm)(s), (3.1)
siendo c = r((b+2)/d)/r((b+1ysd)?, a = (dc®™Vyr((b+1y/d), b
= 1,1657 y d = 1.4845. Cabe menclonar que después de tratar con
diversas funciones, ésta fué la forma funcional que mejor se
ajusté al histograma y como se aprecia en la Figura 3.2a, el
ajuste es muy bueno. El valor de a estd determinado por la
condicién de normalizacién (J‘omp(o;s)ds = 1) y el valor de ¢ por
la condicién de que la media <> de la distancia entre niveles
vecinos es igual a uno; esto es, la ecuacién <s> = J‘o“'sp(o;s)ds =
1 determina el valor de c¢. Los valores de b y d fueron encontrados
usando el método de momentos®”. Dpe 1la Figura 3.2a se ve que la
probabilidad de que s sea muy chico o muy grande, respecto a <s> =
1, es mas grande para el problema del agente viajero que para
espectros del ensemble ortogonal gaussiano. Para el caso Poisson,
la probabilidad de que dos niveles estén separados por una
distancia entre g y s+ds disminuye conforme ésta aumenta.

De la Figura 3.2d se ve gue cuando el ntmerc de niveles
intermedios es grande, p(k;s) se aproxima a una densidad de
probabilidad normal con media k+1. Esto es debido al teorema
central del limite (ver Apéndice 1).

Cabe mencionar que mientras que en el caso de p(0;s) la
curva s6lida es la encontrada con base en el histograma (ecuacién
3.1), en el caso de las densidades p(k;s), k =1, k= 2 y k = 10,
las curvas sb6lidas son aproximaciones a las curvas reales; es
decir, las curvas que se muestran son densidades de probabilidad
gamma con media y varianza determinadas con base en los datos
numéricos. Especificamente, lo que se hizo para cada uno de estos
tres casos fué, primero, considerar que el histograma correspondia
a una densidad de probabjilidad gamma dada por

p(s) = (A"’s'e"')/r(rﬂ) y segundo, igualar la media y varianza
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Pigs. 3.2a, 3,2b. Densidad de probabilidad de k-€simos vecinos
P(k;s) para espectros asociados con el problema del agente
viajero (~—). a) k=0 y b) k = 1, Por comparacién se muestra
la densidad de probabilidad p(0;s) para el caso del GOE --)y
las densidades p(kis), k = 0, 1, para el caso Poisson (—).
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nuestran las densidades p(k;s), k = 2, 10, para el caso Poisson
{—).
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de esta densidad de probabilidad con la media y varianza obtenida
a partir de los datos numéricos, Esto di6é como resultado un par de
ecuaciones a partir de las cuales se obtuvieron valores para A y
r. Los valores encontrados fueron los siguientes: Para k = 1, A =
2.967 y r = 4,934, para Kk = 2, A = 2,889 y r = 7.667 y para kK =
10, A = 2,798 y r = 29,780. Es claro que estas densidades de
probabilidad no son las que se obtienen a partir de la ecuacién
3.1, pero son las que se usaron en lugar de las densidades de
probabilidad reales ya que son menos complicadas que éstas. De las
figuras se ve que estas aproximaciones son bastante buenas.

2.0 T T T T T
e | | |

o(k)

1.5

i NP N

0.5

DY S RN N R S
0

Fig. 3.3. Desviacién esténdar o(k) de 1las densidades de
probabilidad de k-ésimos vecinos para el caso del problema del
agente viajero ( —). Por comparacién, también se muestran las
curvas correspondientes a espectros del tipo Poisson (—) y a
espectros del GOE (- -),

Para calcular las desviaciones estindar de las densidades
de probabilidad p(k;s) a partir de los espectros en cuestién lo
que se hizo fue, para cada valor de k, usar las distancias s entre
pares de niveles con k niveles intermedios y usar 1la férmula Al.6
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del Apéndice 1. En la Figura 3.3 se muestra esta desviacién
esténdar como funcién del ntmero k de niveles intermedios. También
aparecen las curvas correspondientes al caso Poisson y al caso del
GOE,

De esta figura se puede ver que la desviacién o(k) para el
problema del agente viajero es mayor que la del GOE y menor que la
del caso Poisson, independientemente del valor de k. Esto quiere
decir que al escoger aleatoriamente un par de niveles entre los
cuales hay k intermedios, la probabilidad de que la distancia s
entre ellos esté alejada de k+1 disminuye al ir del caso Poisson
al caso del problema del agente viajero, y al ir de éste al caso
del GOE. Aunque en los tres casos la densidad de probabilidad
p(k;s) se aproxima a una normal con media k+1 cuando k 3 =, las
desviaciones est&ndar de estas densidades son diferentes en los
tres casos, como se puede apreciar claramente en la Figura 3.3.

También se encontraron tanto la varianza como los
coeficientes de sesqgo y de exceso de la densidad de probabilidad
E(n;L) como funcién de L. Para esto, se dividié cada espectro en
intervalos de longitud L y se contS el ntmero n de niveles que
habia dentro de cada uno de estos intervalos. Después, con esta
informaci6n, se encontraron los promedios adecuados con base en
las férmulas Al.7, Al,10, Al.1l y Al.12 del Apéndice 1. Esto se
hizo para diferentes valores de L. Los resultados obtenidos, asi
como los resultados correspondientes a espectros del tipo Poisson
y a espectros del GOE se muestran en las Figuras 3.4, 3.5 y 3.6.

En todas estas figuras se ve que la curva correspondiente
al "~ caso del problema del agente viajero cae entre las
correspondientes a espectros Poisson y las correspondientes a
espectros del GOE para valores de L mayores que o iguales a 1,
aproximadamente.

Para la varianza ZZ(L), esto indica que, en promedio, el
intervalo de valores que la variable aleatoria n toma alrededor de
<n> es mis grande en el caso del problema del agente viajero que
en el caso del GOE, pero mds chico que para un proceso de Poisson.
Dicho de otra forma, al ir de intervalo en intervalo, las
fluctuaciones alrededor de <n> van a ser mis grandes en el caso de
un proceso de Poisson y van a ir decreciendo al pasar a espectros
del problema del agente viajero y finalmente a espectros del GOE.
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Fig. 3.6, Coeficiente de exceso ¥, como funcién de la longitud
L de los intervalos para espectros del problema del agente
viajero (—), del GOE (- =) y del caso Poisson (-—).

Para valores pequefios de L las tres curvas son muy parecidas. Esto
indica que, localmente, la variabilidad del nGmero de niveles es
muy parecida en los tres casos, 1o cual es de esperarse ya que
localmente es muy raro que el nimero de niveles sea diferente de 0
6 de 1. Cabe notar que al igual que la curva de Poisson, la
correspondiente al caso del problema del agente viajero crece
linealmente con L para valores mayores que 1 (aproximadamente),
aunque con diferente pendiente.

Cabe mencionar que entre m&s grande sea la variabilidad
del nlUmero de niveles dentro de los diferentes intervalos, mis
grande serin las fluctuaciones alrededor de k+1 de la distancia
entre pares de niveles con k niveles intermedios; es decir, estas
dos cantidades estén relacionadas entre si®" y esto explica la
semejanza entre las Figuras 3.3 y 3.4. '

En el caso de 7,(L) Y de 7,(L) se tiene que las tres
curvas coinciden sLl L + 0 6 si L + ». 5in embargo, la forma de las
tres curvas es diferente para valores intermedios de L. Respecto a
la asimetria y picudez de las densidades de probabilidad E(n;L),
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la informacién que se puede obtener de las Figuras 3.5 y 3.6 no es
muy confiable, como se menciona en el Apéndice 1 y por esto no se
discutiran dichas caracteristicas.

También se calculd el coeficiente de correlacién entre dos
espaciamientos consecutivos. Para hacer esto, se utilizaron las
férmulas Al1.13 y Al.14 del Apéndice 1, formando el cociente de la
covarianza entre pares de espaciamientos consecutives y el
producto de las desviaciones estindar asociadas con los
espaciamientos pares e impares.

Para espectros asociados al problema del agente viajero se
obtiene que p.‘._2 = 0.,0547. Esto podria indicar que la longitud
de un espaciamiento casi no influye en la longitud del
espaciamiento que esti arriba de él, esto es, se podria pensar que
las variables aleatorias s, Y s, son pricticamente independientes,
Esto a pesar del hecho de que sus valores corresponden a segmentos
del camino en cuestidn, el cudl sf{ presenta clerto tipo de
correlacién debido a que debe de ser cerrado. Sin embargo, que el
coeficiente de correlacién de dos variables aleatorias sea igual a
cero no necesariamente implica que éstas son independientes. Dos
variables aleatorias pueden estar relacionadas entre s{ y su
coeficente de correlacién puede ser igual a cero®™. Dpebido a
esto, la evidencia en favor de la independencia de S, Y s, no es
conclusiva,

No hay contradiccién entre el hecho de que las curvas de
!:2(1.) para los casos del GOE y del problema del agente viajero son
muy parecidas entre si para valores de L relativamente pequefios y
el hecho de que el coeficiente de correlacién es igual -0.27 en el
primer caso Yy casi 0 en el segundo. Esto es cierto
independientemente de que para el caso en estudio s, ¥y s estén
correlacionadas, ya que el comportamiento de la curva I°(L) no
est& totalmente determinade por las correlaciones de corto
alcance.

En el caso de la funcién <|F‘(y)lz> lo que se hizo fue
promediar el médulo al cuadrado de las transformadas de Fourier de
los diferentes espectros. El resultado se muestra en la Figura
3.7,

48



0.04-11-'...xl.‘-

T .,..l l"l ¥ I T T Iv .l l T '-

<IFy)I*>

0.03

0.02

0.01—

I Y ;

PPN I N EN IR I S
-4 -2 0 2 4

y

Fig. 3.7. Media del médulo al cuadrado de las transformadas de
Fourier F(y) de espectros correspondientes al problema del
agente viajero (~—). Por comparacién también se muestran las
curvas correspondientes al caso del GOE (- -) y al caso Poisson

(—13.

De esta figura se ve claramente que para al problema del
agente viajero si existen correlaciones de largo alcance, aunque
son distintas a las existentes en el casco del GOE., Esta
correlacién es entendible debido a que la condicién de que el
canino debe de ser cerrado impone correlaciones entre regiones del
espectro separadas entre si. Como se mencioné en el Capitulo 1,
esta condicién, entre otras causas, es regponsable del hecho de
que el problema del agente viajero exhiba frustracién.

3.2.2, 8000 Muestras De 20 Ciudades Cada Una
Ahora, para 8000 muestras de 20 ciudades cada una, se

volvieron a calcular todas estas cantidades.

En la Figura 3.8 se muestran las densidades de
probabilidad de k-ésimos vecinos.
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Fig. 3.8c. Densidad de probabilidad p(2;s) para el problema del

agente viajero (— ——). También se muaestra esta densidad para
el caso de espectros tipo Poisson (—).

En este caso, la forma de la funcién p(0;s) estd dada,
otra vez, por la ecuacién 3.1, pero ahora los valores de b y d son
1.0671 y 1,3418 respectivamente. De las Figuras 3.2 y 3.8 se ve
que las densidades de probabilidad p(k;s), k=0, k =1y k = 2,
correspondientes a muestras de 500 ciudades y a nmuestras de 20
ciudades respectivamente coinciden bastante bien.

Al igual que para el caso de muestras con 500 ciudades, la
curva correspondiente a p(0;s) fue obtenida con base en el
histograma, mientras que las curvas p(l;s) y p{(2;s) son
aproximaciones a 1las curvas reales., Otra vez, las curvas
utilizadas son densidades de probabilidad gamma y la razén por la
que se usaron es que son menos complicadas que las densidades de
probabilidad reales, En este caso, A = 2,682, r = 4,364, A=
2.683 y r,= 7.050.

Respecto a o(k), ZZ(L), 7’(1.) Yy 7¥,(L), las .curvas
obtenidas se encuentran en las Figuras 3.9, 3.10, 3.11 y 3.12
respectivamente, junta con las correspondientes a las de las casos
GOE y Poisson. Por comparacién, también se muestran las curvas
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para los casos GOE (- -), Poisson (-—) y problema del agent'e‘b
viajero: 8000 de 20 (— —-) y 350 de 500 (—). ’
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obtenidas con base en las 350 muestras de 500 ciudades.

En todas ellas se ve que el comportamiento en el caso de
20 ciudades es bastante similar al comportamiento correspondiente
a las 350 muestras de 500 ciudades. Sin embargo y aunque en las
figuras no se muestra, para valores de k y L mis grandes dque 3
empiezan a haber fuertes desviaciones entre las curvas
correspondientes a estos dos casos. Estas desviaciones se deben a
lo siguiente.

Los espectros correspondientes a muestras de 20 ciudades
son mucho mids cortos que los correspondientes a muestras de 500
ciudades. Debido a esto, para valores grandes de L y k se estén
considerando, en el primer caso, regiones del orden de la mitad de
los espectros, mientras gue en el segundo caso, se estan
considerando regiones apenas del orden de 1/50 de la longitud
total. Debido a esto, las propiedades estadisticas en el caso de
las muestras de 20 ciudades se van a ver alteradas para estos
valores de k y L por diferentes factores (como por ejemplo, las
correlaciones de largo alcance) que tiene que ver con el hecho de
gue ya no se estin considerando regiones locales de 1los caminos.

En lo que se refiere al coeficiente de correlacitn, para
el caso de las 8000 muestras éste resulta ser igual a 0.0219; esto
es, dicho coeficiente resulta ser del mismo orden que el asociado
con las muestras de 500 ciudades, pero como ya se mencioné con
anterioridad, esto no significa que s, Yy s, sean independientes.

Por Gdltimo, cabe mencionar que también en el caso de 20
ciudades existen correlaciones de largo alcance, como lo indican
las transformadas de Fourier, Esto es debido, otra vez, a la
condicién de que el camino debe de ser cerrado.

con esto se ve que existe un gran intervalo, en lo que al
nimero de ciudades se refiere, tal que si las muestras caen
dentro de él, entonces las propiedades estadisticas locales de las
soluciones del templado simulado serdn bastante parecidas
independientemente del nGmero de ciudades. Ademas, todas estas
soluciones presentan correlaciones de largo alcance debido a la
condicién de que los caminos deben de ser cerrados.
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3.2,3 350 Soluciones De Una Sola Muestra De 500 Ciudades

Los resultados que a continuacién se presentan son los
corresp,pndientes a los espectros obtenidos al aplicar el método
del Gmplado simulado a una sola muestra, empezando cada vez de
configuraciones diferentes.

En la Figura 3.13 se muestra el histograma correspondiente
a la densidad de probabilidad p(0;s). Por comparacién, también se
muestra la densidad de probabilidad 3.1.
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Fig. 3.13. Histograma de 1la densidad de probabilidad de
primeros vecinos para 350 soluciones de una sola muestra de 500
ciudades. La curva gue se muestra es la correspondiente a la
densidad de probabilidad de primeros vecinos en el caso de 350
nmuestras distintas de 500 ciudades cada una.

En las Figuras J.14, 3.15, 3.16 y 3.17 aparecen,
respectivamente, la desviacién estfndar o(k), la varianza 22(1'.),
el coeficiente de sesgo 7,(L) ¥y el coeficiente de exceso ¥,(L)
tanto para el caso de 350 muestras distintas como para el caso de
una sola muestra.
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del problema del agente viajero: 350 muestras distintas de 500
ciudades cada una (—) y 350 soluciones de una sola muestra
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El coeficiente de correlacién para el caso de una sola
muestra es igual a 0.0678. Es del mismo orden que el gue se obtuvo
para 350 nmuestras distintas de 500 ciudades cada una.

En la Figura 3,18 se muestra

correspondiente a las soluciones de una sola muestra.

la funcién <|F'(y)|z>
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Fig. 23,18, Media del médulo al cuadrado de la transformada de
Fourier F(y) de espectros asociados con el problema del agente
viajero. La curva sélida (-~-) corresponde a 350 mnuestras
distintas de 500 ciudades mientras gue la otra (~—— -
corresponde a 350 soluciones de una sola muestra también de 500

-—)

ciudades.

Respecto a la Figura 3.13 se tiene lo siguiente. Al
obtener 350 soluciones de una sola nuestra usando el método del
tesplado simulado, se estin obteniendo un gran nimero de caminos
distintos. Estos caminos ser&n muy parecidos en lo que se refiere

a su longitud,

pero el hecho de gue se enpieze cada vez desde

configuraciones diferentes trae como consecuencia la existencia de
un gran nfimero de caminos finales (aunque esto no quiere decir gque
nunca sea posible obtener dos caminos iguales empezando desde

diferentes condiciones iniciales).
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pensar gque el histograma deberia ser muy parecido a la curva
correpondiente a 350 muestras distintas. Sin embargo, esto no es
asi. La diferencia existente es debida a lo sigulente. Para una
sola muestra, existe una serie de segmentos que van a aparecer en
muchas de las 350 soluciones . Estos segmentos tienen una muy alta
probabilidad de pertenecer al camino éptimo o de minima distancia.
En otras palabras, existen ciertos valores de 1la variable
aleatoria s que se repiten con mucha frecuencia. Debido a esto,
las frecuencias relativas de esta variable y por lo tanto el
histograma correspondiente a la densidad de primeros vecinos se
van a ver alterados y esta es precisamente la causa de las
discrepancias entre la curva y el histograma.

De las Figuras 3.14, 3.15, 3.16, y 13.7 se ve que las
curvas correspondientes a una sola muestra son muy parecidas a las
de 350 muestras distintas. Esto es debido a la gran diversidad de
soluciones para el caso de una sola muestra. Aungue haya varios
segmentos gque se repitan con alta frecuencia, el ndGmero de
segmentos gque no o casi no se repiten es grande, de forma que al
realizar los diferentes promedios los valores que se obtengan no
se van a ver alterados por la alta repeticién de algunos de los
segmentos. Esta repeticién sélo tiene como consecuencia gque el
nGmero "efectivo" de datos a partir de los cuales se obtienen
dichos promedios disminuya. Esto, sin embargo, no es el caso con
el histograma, ya que lo que se esta viendo ahi es precisamente la
frecuencia relativa de s, de manera que ahl si importa esta
repeticién.

Esto mismo es lo que pasa con el coeficiente de
correlacién y por eso ambos son del mismo orden.

De la Figura 3.18 se ve que ambas curvas tienen la misma
forma, aunque las fluctuaciones son mucho mds grandes para el caso
de una sola muestra. Esta similitud es debido, otra vez, a que
para el caso de una sola muestra existe una gran diversidad de
caminos finales. Las fluctuaciones grandes para valores de ¥y
alejados del origen (valores cercanos a cero en los espectros
originales) tienen que ver con el hecho de gque el nimero efectivo
de datos a partir de los cuales se estd encontrando el promedio de
las transformadas para estos valores de y se ve disminuido por la -
repeticién de ciertos segmentos.
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Dae esta forma, lo que se concluye con base en estos
resultados es que el conjunto de soluciones obtenidas con el
método del templado simulado para el caso de una sfla muestra es
practicamente equivalente, en 1o que respecta a ciertas
propiedades estadisticas, al ensemble de soluciones
correspondientes a diferentes muestras. Las discrepancias se deben
a la alta repeticién de algunos de los segmentos. Esta similitud
indica, como es sabido, que el espacio de configuracién de
cualquier muestra tiene un gran nGmero de minimos locales.

3.2.4 Dependencia Con La Temperatura

En esta seccién se muestran las diferentes cantidades
estadisticas hasta ahora consideradas para diferentes etapas del
proceso de templado simulado. Especificamente, se muastran dichas
cantidades para 350 muestras de 500 ciudades cada una.
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Figs. 3.19. Histogramas de la densidad de probabilidad de

primeros vecinos. Cada gr&fica corresponde a cierta temperatura
del , broceso de templado simulado: a) T= T, = 0.5, b) T=
0.125, ¢) T;, = 0.0139, &) 1“ = 0.0080, e) T5 = 0.0039 y f) 1‘5 =
0.0006. La curva que aparece en todas las figuras es la
densidad de primeros vecinos a la temperatura final Tr=o.0000],.
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En las Figuras 3.19 se 1nuestra el histograma
correspondiente a la densidad de probabilidad de primeros vecinos
para las siguientes temperaturas: a) T=17 = 0.5, b) T,= 0.125,
c) T, = 0.0139, d) T, = 0.0080, e) T = 0.0039 y f) T, = 0.0006,
siendo T, la temperatura inicial. La curva sélida corresponde a la
densidad de primeros vecinos a la temperatura final T, =T, =
0.00001,

De estas figuras se ve que la forma en que la densidad de
primeros vecinos se aproxima a su forma templada presenta cierta
oscilacién; es decir, al ir bajando la temperatura, primero se
carga hacia la izquierda y depués se empieza a mover hacia la
derecha hasta adquirir su forma final.

Estas figuras también indican gue la densidad de primeros
vecinocs es sensible a la longitud de los diferentes caminos, ya
que entre més alta sea la temperatura, més grande serd la
distancia promedio L de estos, tal y como se ilustra en la Figura
3.20.

En las Figuras .21, 3.22, 3.23 y 3.24 se muestran ¢(2),
(2.0), 7,(2.0) y 7,(1.5) como funcién de la temperatura. La
razén por la cual no se muestran las curvas completas para cada
una de estas temperaturas es porque en muchos casos éstas
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Fig. 3.20. Distancia promedio L de los caminos correspondientes
a 350 muestras de 500 ciudades cada una como funcién de la
temperatura T a la que se encuentran dichas muestras durante el
proceso de templado simulado. Tl = T‘ = 0.5, Tﬂ = 0.365, T’c =
0.240, T, = 0.125, T, = 0,0323, Tr = 0.,0190, T, = 0,0139, T"
0.0080, Tl = 0.0039, TJ = 0.0006 y 1“_ = T‘ = 0.00001.

estén unas encima de las otras y no se alcanzan a distinguir
claramente, La eleccidén de los puntos o(2), 22(2.0), etc., es
totalmente arbitraria y los otros puntos se comportan de forma
similar.

A partir de estas figuras se ve que la forma en que estas
cuatro cantidades se aproximan a sus valores templados no es
monoténica, sino que hay cierta oscilacién en todo el proceso. Lo
mismo ocurre con los otros puntos, de manera que al ir
disminuyendo la temperatura, las cuatro curvas en consideracién
van subiendo y bajando hasta que llegan a sus formas finales. Es
més, para cualquier de estas cuatro funciones (o(k), EZ(L), 1’(1.)
Yy 12(1.)), puede llegar a haber dos temperaturas para las cuales
las curvas correspondientes a éstas coincidan entre si, de manera
que la forma templada de la o(k), por ejemplo, no corresponde
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Figs. 3.21 y 3.22, Desviacién estindar o(2) de la densidad de
probabilidad pi{2;s) y varianza de nmero 22(2.0),
réspect:ivamente, como funcién de la temperatura. T‘ = T‘ = 0.5,
Tn = 0,365, Tc = 0,240, Tn = 0.125, T: = 0.0323, Tr = 0,0190,
1'6 = 0,0139, T“ = 0,0080, 1"l = 0.0039, TJ = 0.0006 ¥y T‘, = 1'l =
0.00001. :
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Figs. 3.23 y 3,24. Coeficiente de sesgo 7,(2.0) y costiciente

des exceso 12(1.5),

respectivamente, come funcién de 1la

temperatura. T = T, = 0.5, T, = 0.365, T, = 0.240, T, = 0.125,

1': = 0.0323,

0.0039, T, = 0.0006 y T' - Tl = 0,00001.

= 0,0190, Tr. = 0.0139, T" = 0.0080, T, =

1
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sélamente a la tempperatura final, y lo mismo para las otras tres
cantidades. Como a cada temperatura le corresponde una longitud
promedic L, esto indica que la forma final de cualquiera de estas
cantidades considerada por si sola no caracteriza a las soluciones
de minima distancia encontradas con el templado simulado. Sin
embargo, las temperaturas para las cuales ¢(k) adguiere la misma
forma que la forma templada no coinciden con las temperaturas para
las cuales 11(1.) 1o hace, por ejemplo, de forma que estas cuatro
cantidades en conjunto si caracterizan a las soluciones finales
obtenidas con el método del templado simulado. Esto se ve
claramente en las Figuras 3.21, 3.22, 3.23 y 3,24,

Pasando a la media de las transformadas de Fourier, é&sta
se muestra’en las Figuras 3.25 como funcién de la temperatura.

0.030 (—r—

<IP(y)*>

0.025—

0.020—

0.015—

0.010 —
-1.0
a)

Figs. 3.25. Media del médulo al cuadrado de las transformadas
de Fourier F(y) para 350 muestras de 500 ciudades. Cada curva
corresponde a una temperatura del proceso de templado simulado.

a) T= T, = 0.5 (—), b) T,= 0,125 (~ - + =), €) T, = 0.0139
(— + » + =), d) T = 0.0080 (— : : —), @) T, = 0,0039
(— + —) y £) T, = 0.0006 (— —). La curva seb6lida

corresponde a la forma ya templada.
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En estas figuras se aprecia que la forma de la funcién
<|F(y)|2> va cambinado conforme baja la temperatura. A T = 0.5, la
forma de esta funcién es parecida a la forma final. Conforme baja
la temperatura, la curva va subiendo mas y mis hasta que a partir
de ciertq punto empieza a bajar otra vez hasta llegar a su forma
final. De nuevo se ve que el proceso es oscilatorio y no
monoténico.

Algo similar ocurre con el coeficiente de correlacién. Los
valores, como guncion de T, son los siguientes: p, = 0.0353, pt‘-

0.0162, p, = 0.0050, p, = 0.0053, p = =0.0237, p,_ = =0.0429,
[ ] E F

p, = ~0.0442, p = -0.0006 , p, = 0.0362, p_ = 0.,0527 y p =
[] 1 J

0.0547. Otra voz, la forma en que est& cantidad lleqa a su valor
templado no es monoténica.

En resumen, la forma en que todas las cantidades
estadisticas aquf presentadas se aproximan a sus formas templadas
o8 oscilatoria y no monoténica.
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De esta forma, con esto se concluye el estudio de las
propiedades estadisticas de las soluciones del problema del agente
viajero. Las conclusiones que se derivan de los resultados
obtenidos se presentan en el siguiente capitulo.

71



CAPITULO 4
CONCLUSIONES

Con base en los resultados expuestos en el capitulo

anterior las conclusiones son las siguientes:

1.

Las soluciones del problema del agente viajero obtenidas por
medio del método d@el templade simulade presentan
regularidades estadisticas, como lo muestra el comportamiento
de las diferentes propiedades estudiadas.

Estas propiedades son diferentes a las de 1los espectros
aleatorios correspondientes al GOE o a procesos Poisson. De
hecho, también son diferentes a las del GUE y GSE (ver Ref.
[20]). Esto no es sorprendente, ya que hay muchos sistemas
para los cuales los "espectros" asociados a ellos no son ni
poissonianos ni gaussianos. Sin embargo, es interesante
comparar con estos dos tipos de espectros ya que éstos
aparecen en el estudio de una gran variedad de sistemas.

Localmente, las propiedades estadisticas encontradas son muy
parecidas para muestras que caen dentro de un gran intervalo
en lo que al nlGmero de ciudades se refiere. Esto indica que
lo gque determina la estructura local de este tipo de
espectros no es tanto el nimero de cjiudades sino el hecho de
que se esti trabajando con caminos "6ptimos",

La probabilidad de que al obtener cierta solucién mediante el

método del templado, la distancia entre ciudades vecinas a lo
largo del camino esté entre s y st+ds estd dada por
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p(0;g) = asbexp(-csd)r(mm)(s), (4.1)
siendo a = dc™'Vr((b+1)/d), c = T((b+2)/d)Y/T((b+1)sd)®
y b y d las constantes encontradas en el capitulec anterior.
Se hace notar que para el caso Poisson, a=1, b=0, c =1y
d = 1 mientras que para la densidad de Wigner, a = n/2, b =1,

c=n/édyd= 2.

Las curvas correspondientes a o(k), ZZ(L), 1!(L) Yy 72(L) son
las que aparecen en las Figuras 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6
respectivanente. Los valores de dichas cantidades para L y k
pequefios (menores que 3) son vdlidos para muestras con
diferente nGmero de ciudades. La informacién que estas
cantidades dan en lo que se reflere a los caminos y no a los
espectros es clara. Por ejemplo, si se obtiene por medio del
templado una solucién para cierta muestra y si el camino
obtenido se normaliza, el valor o(0) de la Figura 3.3
indicard si es despreciable o no la probabilidad de que dos
ciudades vecinas a 1lo 1largo del camino se encuentren
separadas por una distancia entre s y s+ds.

Cabe mencionar que tanto p(0;s) como estas cuatro

cantidades tienen que ver con los espectros ya normalizados. Sin
embargo, basta multiplicar s o I por la media D entre ciudades
vecinas para asf{ obtener la informacién en términos de las
distancias reales.

El coeficiente de correlacién de dos espaciamientos
consecutivos a 1o largo de los caminos obtenidos en el
templado es muy cercano a cero. Sin embargo, la evidencia en
favor de la independencia de estos segmentos en lo que se
refiers a su longitud no es conclusiva, ya que el coeficiente
puede ser igual a cero aunque la longitud de 1les
espaciamientos esté correlacionada.

Existen correlaciones entre regiones de los caminos muy
separadas entre si, tal y como lo indican las figuras de las
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transformadas de Fourier. Esto era de esperarse, y es debido
a 1la condicién de que todos los caminos deben de ser
cerrados.

El conjunto de soluciones obtenidas por medio del método del
templado simulado para una sola muestra es practicamente
equivalente, en lo que se refiere a la o(k), EZ(L), 7, (L),
7, (L) ¥ P al ensemble de soluciones correspondientes a

distintas llnuestras. En lo que se refiere a la densidad p(0;s)
y a la funcién <IF(y)|®, existen ciertas discrepancias entre
ambos casos, aunque la forma burda de las curvas es la misma.
La similitud entre los dos casos en consideraci6n se debe a
gue para el caso de una sola muestra, el hecho de que se
empiece cada vez desde configuraciones iniciales diferentes
trae como consecuencia la existencia de un gran nfmero de
caminos finales distintos; esto es, se tiene algo muy
parecido en ambos casos debldo a esta diversidad de
soluciones finales. Sin embargo, existe una diferencia
importante. En el caso de una sola muestra, va a haber una
serie de segmentos que aparecer&n en casi tedos los caminos
finales obtenidos. Esta repeticién tiene como resultado que
el nGmero "efectivo" de datos a partir de los cuales se
encuentran las diferentes cantidades estadisticas disminuya.
Esta disminucién no va a afectar a o(k), Zz(l.), 7, (L), 7,(L)
o p.l.z, ya que todavia hay un gran nGmero de segmentos que

casi no se van a repetir. Sin embargo, la alta repeticién de
algunos ségment:os sl va a afectar tanto a p(0;s} como a la
funcién <|F(y)|®. En el caso de p(0;s), dicha repeticién
afecta porque es precisamente la frecuencia relativa de s la
que Be esti graficando. En el caso de la funcién <|P(y)l2>,
la alta repetici6tn afectari lejos del origen, ya que ahi si
es importante la disminucién en el nfinero "efectivo" de
datos. Asi, ésta es la causa de las discrepancias tanto para
p(0;s) como para <|F(y)|z>. Estos resultados indican, como es
sabido, que el espacio de configuracién de cualquier muestra
presenta un gran nfimero de minimos locales.
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9. La forma en que las diferentes cantidades estadisticas se
aproximan a sus formas templadas es oscilatoria y no
monoténica. Si se considera dnicamente a la o(k), su forma
templada no va a caracterizar a las soluciones obtenidas con
el método del templado simulado, ya que existen otros caminos
de distancia mayor que se comportan de igual forma en lo que
a esta cantidad se refiere. Lo mismo va a suceder con la
21y, 7,(L), (L) o pl‘! . 8in embargo, estas cinco

cantidades en conjunto si vanz a caracterizar a las soluciones
de minima distancia encontradas con el método del templado.
Tanto la densidad p(0;s) como la funcidn <|F‘(y)|2> también
caracterizarin por si solas a las soluciones en cuestién.
Cabe mencionar que la razén por la cual existen estas
oscilaciones es desconocida y se requerirs de un andlisis
mucho nmds detallado para entender por qué ocurren.

Aparte del interés gue estos resultados tiene por si
mismos, &stos pueden ser dtiles en el estudio de otros campos, tal
Yy como se menciond en la Introduccién.

Por dltimo, es diffcil saber que tanto varifan estos
resultados al tratar con caminos de minima distancia. Esto es
debido a las grandes complicaciones existentes para obtener
soluciones que realmente sean 6ptimas.
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APENDICE 1
PROPIEDADES ESTADISTICAS DE ESPECTROS ALEATORIOS

Al.1 MATRICES ALEATORIAS

En este apéndice se estudiarsn, mediante la teoria de
matrices aleatorias, las propiedades estadisticas de los espectros
de energfa asociados a diferentes sistemas . La teoria de las
matrices aleatorias se ocupa'®? de las propiedades que exhiben
las matrices cuyos elementos son variables aleatorias. Esta teoria
se utiliza tanto en fisica nuclear como en fisica atémica(zo'my,
en particular, es muy Gtil al estudiar los espectros de energia de
nicleos o &tomos pesados.

Al estudiar este tipo de sistemas, lo que se desea es
poder resolver la ecuacién de Schrédinger exactamente para asi
obtener tanto el espectro como las eigenfunciones del sistema en
cuestién. Muchas veces s6lo se tiene interés en la parte discreta
del espectro o en una porcién de ésta, de manera que en estos
casos, lo que se hace es trabajar sbélo con la parte de la matriz
hamiltoniana asociada con la porcién del espacio de estados del
sistema en la cual se tiene interés. Aunque esto simplifica mucho
el estudio de dichos sistemas, el resolver la ecuacién resultante
es muy diffcil debido a la gran complejidad que estos sistemas
presentan. Tanto el ntmero de niveles de energia comc la densidad
de estados correspondientes a energias de excitacién altas son tan
grandes que resulta diffcil analizar individualmente los
diferentes estados'®.

Debido a esto, lo que se hace es reemplazar la parte de la
matriz hamiltoniana con la cual se esti trabajando por una matriz
aleatoria. Tanto las densidades de probabilidad de los elementos
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de matriz como la matriz misma deben de cumplir ciertos requisitos
impuestos por las simetrias que‘ el sistema presente. Ahora, una
vez hecha esta substitucién y por medio de la teorfia de 1las
matrices aleatorias, se puede obtener cierta informacién acerca de
los eigenvalores en los cuales se tiene interés. Cabe mencicnar
que al hacer esto, no es posible obtener informacién detallada
acerca de los conjuntos de niveles asociados con las submatrices
originales para ningGn nficleo o &tomo en particular. En su lugar,
lo que se obtiene es informacién acerca de la apariencia general
de estos conjuntos para cualquier nfcleo o 4&tomo que sea lo
suficientemente complejo como para no poder ser descrito
detalladamente®’, .

De igual forma que en la mecdnica estadistica se trabaja
con diferentes ensembles dependiendo del tipo de sistema, en este
cagso se trabaja con diferentes ensembles de  matrices
dependendiendo de cilertas propiedades gque el sistema en
consideracién presente. En la mec&nica estadistica se obtienen los
valores de diferentes cantidades de interés al promediar sobre el
ensemble adecuado. En este caso también se obtiene informacién
sobre los sistemas de interés al realizar diferentes promedios
sobre los ensembles. Si se tiene interés en los niveles de energia
asociados con una parte del hamiltoniano original y si el namero
de estos niveles es suficientemente grande, se postula'® que la
informacién que se obtenga al realizar promedios sobre el ensemble
correspondiente describirg adecuadamente a dicha porcién del
espectro del sistema particular que se esté& estudiando.

Especificamente, las submatrices con las cuales se trabaja
son las siguientes. En general, existen ciertas cantidades que se
conservan independientemente del grado de excitacién del sistema,
como por ejemplo, la magnitud J del momento angular total o la
paridad n. Debido a esto, es posible encontrar eigenfunciones

_ simultSneas de estas cantidades y si se representa la matriz
hamiltoniana en esta base, ésta tendrd la forma mostrada en la
Figura Al.1.
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Fig. Al.1. Estructura de la matriz hamiltoniana representada en
una base adecuada.

Cada submatriz o blogue de la diagonal corresponde a valores fijos
de los nimeros cufinticos asociados con las cantidades conservadas.
Todos los elementos de matriz que estdn fuera de estos bloques son
iguales a 0. Son precisamente estas submatrices con las que se
acostumbra trabajar. Dependiendo de la porcién del espectro en la
que se tenga interés, se trabajar& o con una de éstas o con
varias. Ahora, se sustituye la submatriz en la cual se tiene
interés por una matriz aleatoria adecuada (dependiendo de las
propledades y simetrias del sistema) y a partir-de esta dltima se
obtiene informacién acerca de la porcién del espectro en cuestién.
Si el sistema que se estd estudiando es invariante ante
reflexiones en el tiempo y si el valor J de la magnitud del
momento anqulér total es entero, las submatrices correspondientes
seradn reales y simétricas (siempre y cuando la matriz hamiltoniana
original se represente en una base adecuada)., Estas submatrices
seguirdn siendo reales y simétricas en otras bases siempre y
cuando la transformacién ¥ -+ Ry de una base a otra sea tal que la
matriz 'R gea ortogonal. Asl, en estos casos el ensemble de
matrices gue se usa para obtener informacién acerca del sistema
que se esti estudiando es el ensemble ortogonal gaussianc (GOE).
Este ensemble estd definido sobre el espacio de matrices reales y
simétricas T, y cumple con las siguientes dos condiciones:
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1. Es invariante bajo cada transformacién del espacio T,, sobre
si mismo, del tipo H = RTHR, siendo R cualquier matriz
ortogonal y H la submatriz en cuestién.

2. Los elementos de matriz H”, i s j, son estadisticamente
independientes.

Cabe mencionar que si el sistema es invariante ante rotaciones, la
forma de las submatrices en una base adecuada también serd real y
simétrica, independientemente del valor J de la magnitud del
momento angular total, de tal forma que el ensemble que se usa en
estos casos es, otra vez, el GOE,

51 el sistema es invariante ante reflexiones en el tiempo
y‘ es tal que el valor de J es semi-entero pero no es invariante
ante rotaciones, las submatrices correspondientes, en una base
adecuada, ser&n matrices hermitianas autoduales'™. Estas
submatrices sequirin siendo de este tipo siempre y cuando la
transformacién ¢ - Wy de una base a otra sea tal gue W sea una
matriz simplécticam’. En este caso, el ensemble que se utiliza
es el ensemble simpléctico gaussiano (GSE). Este ensemble esté
definido sobre el espacio T de matrices hermitianas autoduales y
cumple con las siguientes propiedades:

1. El ensemble es invariante ante transformaciones de 'l“G sobre
si mismo, del tipo H » W'WW, siendo W cualquier matriz
simpléctica y H la sumbatriz en consideracién.

2. Vvarias de las componentes linealmente independientes de H
también son estadisticamente independientesm’.

Si el sistema no es invariante ante reflexiones en el
tiempo, las diferentes submatrices serdn matrices hermitianas sin
la necesidad de que éstas sean reales o autoduales. Asi, en este
caso el ensemble gque se usa para describir al sistema es el
ensemble unitario gaussiano (GUE), ya que una matriz hermitiana en
cierta base lo sequir& siendo en cualquier otra base que esté
relacionada con la primera mediante una transformacién unitaria.
Este ensemble estd definido sobre el espacio T, de matrices
hermitianas y cumple, de manera semejante a los dos casos
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anteriores, con las siquientes condiciones:

1. Es invariante bajo transformaciones del tipo H - UHU del
espacio 7‘26 sobre s8f mismo, siendo U cualquier matriz
unitaria y H la submatriz en cuestién.

2. Ciertas componentes linealmente independientes de H tambié&n
son estadisticamente 1ndependientes(2m.

Las condiciones que cada ensemble cumple son tales que, en
los tres casos, la densidad de probabilidad conjunta P(H) de los
elementos de matriz independientes esti dada por‘z“

P(H) = exp(~aTr(K’) + bTr(H#) + c), (Al.1)

siendo a2 real y positiva y b y c reales. Es por esto que a estos
tres ensembles se les 1lama gaussianos.

De esta forma, al estudiar cierto sistema en particular y
dependiendo de las caracteristicas que presente, se puede obtener
informacién acerca de sus niveles de energia al trabajar con el
ensemble de matrices apropiado, a pesar de que dicho sistema sea
muy complejo y por ello resulte muy difficil obtener los
eigenvalores y eigenfuncicnes de manera exacta.

Ya que los niveles de energfa de las matrices que
conforman los diferentes ensembles son aleatorios, es posible
estudiar algunas de sus propiedades  estadisticas. El
comportamiento estadistico de dichos niveles va a ser
caracteristico del ensemble al cual pertenezcan. En la siguiente
geccién se hablar& acerca de las propiedades estadisticas gque se
suelen estudiar al trabajar con los espectros de estos ensembles.

Al.2 PROPIEDADES ESTADISTICAS DE ESPECTROS ALEATORIOS

A continuacién se verd en qﬁe consisten las diferentes
propiedades estadisticas que se suelen estudiar al trabajar con
distintos espectros aleatorios. Cabe mencionar que es posible
estudiar estas propiedades al trabajar con cualquier tipo de
espectro aleatorio, sin la necesidad de que éste corresponda a
alguno de los ensembles arriba mencionados. Por supuesto, el
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comportamiento estadistico de estos espectros serd diferente al de
los espectros gaussianos. Como ejemplo de espectros aleatorios no
gaussianos se tienen los espectros asociados a procesos de
Poisson. Antes de discutir las propiedades estadisticas comunmente
estudiadas, se hablaré un poco acerca de ciertos aspectos tanto de
los espectros gaussianos asi como de los de tipo Poisson,

Un espectro tipo Polsson es un espectro en el cual la
probabilidad E(n;L) de encontrar n niveles dentro de un intervalo
de longitud L est& dada por la densidad de probabilidad de Poisson
(e'v"(vL)")/n!Iw’lm.)(n), slendo v el nGmero de niveles
promedioc por unidad de intervalo. Si la distancia promedio entre
los niveles es igual a uno, esto es, si v = 1, la densidad de
probabilidad resultante estars dada por

E(n;L) = (e'LL")/num IR (A1.2)

Debido a la relacién que existe entre las densidades de
probabilidad gamma y Poisson®’, se tiene que ai v = 1, la
densidad de probabilidad p(k;s) de que la distancia entre dos
niveles con k niveles intermedios esté entre s y s+ds, estd dada
por la densidad de probabilidad gamma

plk;s) = (s"e")/ku(o'w)(s). (A1.3)

Los espectros tipo Poisson o poissonianos contienen, en
principio, un nGmero infinito de niveles. La densidad de niveles
es constante en cualquier regién del espectro y en promedio es
igual a ¥. Para estos espectros no existe ninguna correlacién
entre los diferentes niveles de energia; es decir, la posicién de
cualquier nivel es independiente de las posiciones de todos los
demss®",

Respecto a los espectros asociados con las mnatrices
aleatorias de los ensembles gaussianos, se tiene lo siguiente. El
" nimero de niveles correspondiente a cada submatriz es del orden de
N, siendo N la dimensién de ésta. En los tres casos, este nlmero
es nmuy gqgrande ya que existe un gran ndGmero de niveles
correspondientes a valores particulares de los nimeros canticos
conservados (tanto en el caso nuclear como en el caso atéinica) . §i
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N -+ = la densidad de niveles en los tres casos estd dada por‘zm

" (1/m) (2N-x%) "3, ixl < (2N)Y?, (A1.4)
og(x) =
o, 1xl > (28)V%,

A esta ecuacién se le conoce como la ley semicircular de
Wigner. Cerca del origen la densidad es casi constante y alcanza
su madximo valor. En lo que sigue, sélo se considerard esta regién
de densidad constante a) hablar sobre los ensembles gaussianos. En
el caso Poisson, se considerari cualquier regién del espectro ya
que la densidad en todo éste es constante. En general, es habitual
reescalar los espectros de tal forma que la media de la distancia
entre niveles vecinos sea igual a uno; esto es, se divide 1la
escala de energia entre la media D de los espaciamientos entre
niveles vecinos obteniendose de esta forma espectros reescalados
adimensionales. Con esta informacidén, se procederd a continuacién
con la explicacién de las propiedades estadisticas de espectros
aleatorios ya normalizados.

Las densidades de probabilidad que generalmente se
estudian al analizar espectros aleatorios son las siguientes(zm:
densidad de probabilidad p(k;s) de que la distancia entre dos
niveles escogidos al azar con k niveles intermedios esté entre s y
s+ds y la densidad de probabilidad E(n;L) de que dentro de un
intervalo de longitud L escogido al azar haya n niveles. Para el
caso Poisson estas densidades estdn dadas por las ecuaciones Al.3
Yy Al.2 respectivamente.

En lo que se refiere a la densidad E(n;s), habitualmente
s6lo se analizan sus primeros momentos centrales respecto a la
media‘m’, de manera que debido a ésto, aqui s6lo se hablara
acerca de estos momentos'® Yy no acerca de la densidad de
probabilidad como tal.

A la densidad de probabilidad p(k;s) se 1le llama densidad
de probabilidad de k-ésimos vecinos. La informacién que se obtiene
de ella es evidente.

En el caso Poisson, p(k;s) est4 dada por la densidad de
probabilidad ((e"sk)/k!)Im'm(s), como ya se menciond. Si k = 0,
esta densidad se reduce a e"Iw'w)(s).
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En el caso del GOE se tiene lo siguiente. La densidad de
probabilidad p(0;s) se puede aproximar bastante bien por la
densidad

P(s) = (n/2)sexp(=(n/4)s*)I,, (). (AL.5)

A esta densidad de probabilidad se le conoce como'™ densidad de
probabilidad de Wigner. Es un caso particular de la densidad de
probabilidad .s"axp(-cs")zmm(s), a = (dc™Myr((b+1)/d).  Si
b=1, c = n/d yd = 2, lo que se obtiene es precisamente la
funcién de Wigner. La forma analitica de las densidades de
probabilidad p(k;s), k » 0, es bastante complicada y por ello no
8¢ presentarén en este apéndice. Un estudio detallado de ellas
aparece en la Ref. {20].

LELLRANS NS S S NS NSNS NS s

p(0:s)
i
|

0.8
" 06
04

02

0.0

Fig. Al.2. Densidad de probabilidad de primeros vecinos p(0;s)
para los casos Poisson (—) y GOE (- =).

Tanto para el caso'Poisson como para el del GOE, cuando k
+ » p(k;s) tiende a una densidad de probabilidad normal. Esto es
debido al teorema central del limite'w, ya que la variable
aleatoria s asociada con p(k;s} es la suma de las k+l1 variables
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aleatorias s, correspondientes a espaciamientos entre k+2 niveles;
esto es, el par de niveles escogidos al azar y los k niveles
intermedios. En la Figura Al.2 se nuestran las densidades de
probabilidad p(0;s) para estos dos casos.

La desviacién esténdar o(k) de las densidades de
probabilidad p(k;s) est& dada por

o(k) = (<(s - <8>)>)"2,

(Al.6)
Esta desviacién es una medida de qué tan grande es el intervalo
alrededor de la media dentro del cu&l caen con alta probabilidad
los valores de s. Si el espaciamiento promedio entre niveles es
igual a uno, la media de s resulta ser iqual a k+i. 5i o(k) es
grande, esto indica que al ir escogiendo aleatoriamente pares de
niveles con k niveles intermedios, la variabilidad de la distancia
que los separa ser8 muy grande. En cambio, s8i o(k) es pequefia,
esto indica que dicha variablidad seri muy pequefia; es decir, las
desviaciones de s respecto a k+1 ser&n muy chicas.
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Fig. Al.3. Desviacién esténdar o(k) de las densidades de
probabilidad de k-ésimos vecinos p(k;s) como funcién de k. GOE
(- =) y Poisson (—).
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Tanto en el caso Poisson como en el del GOE o(k) aumenta
con k. Esto se muestra en la Figura Al.3. En esta figura los
gnicos valores de o(k) que son significativos son los
correspondientes a k entero, ya que kK es el nimero de niveles
intermedios.

Como ya se menciond, si k -+ «» la densidad de probabilidad
p({k;s) tiende, en ambos casos, a una normal estandarizada. Aungue
en ambos casos la media de estas densidades va a ser igual a k+1,
las desviaciones estindar van a diferir entre sf, como se aprecia
en la Figura Al.3.

Pasando a la densidad de probabilidad E(n;L), se tiene lo
siguientem’. Como E(n;L) depende de la longitud L de 1los
intervalos, sus momentos obviamente también dependeran de ella.
Debido a esto, lo que se acostumbra estudiar es la forma en que
dichos momentos dependen de L. Especificamente, aqui se hablaréa
acerca de la varianza 22, coeficiente de sesgo 7Y coeficiente de
exceso 7, de esta densidad como funciones de L.

La varianza £* estd dada por

E3(L) = <(n = <), (A1.7)

Es una medida de qué tanto varian, en promedio, los valores que la
variable aleatoria n toma alrededor de la media <n>. 5i £° es
grande, esto quiere decir que al escoger aleatoriamente un
intervaloc de longitud L es muy probable encontrar un ndmero de
niveles n alejado del promedio <n>, mientras que si 1 es chico,
es muy poco probable encontrar dentro de este intervalo un nlmero
de niveles alejado de dicho promedio. A EZ(L) se le conoce como
varianza de nmero, ya que es la varianza del ndmeroc n de niveles
que caen dentro de los intervalos de longitud L.

En el caso Poisson, £? es la varianza de la densidad de
probabilidad A1.2; es decir,

£ =L, (A2.8)
En el caso del GOE, la forma de esta varianza estd dada

por
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£% = (2/n®)(An(anL) + ¥ - (n%/8) - ci(znr)) +
+ (AL/m)5, " (seng/€)%de + (1/n) (I, “(seng/€)dE)® =
= (2/n%) (In(2nL) + 1 + 7 ~ (a%/8)) + o(L™), (A2.9)

siendo 7 la constante de Euler y Ci{x) la funcién coseno-integral;
esto es, Ci(x} = -Ix"(cosgjq)ds. En el primer caso, la varianza
aumenta linealmente con L mientras que en el segudo, aumenta
logaritmicamente. En la Figura Al.4 se muestra £? como funcién de
L para ambos casos.

L A Lo e I It ML S
a3 I
&7 ]
(A} - .
3 -
- -
S : n
L 4
el p
L 4
lL" _
i ]
o/J‘ PP PR B PR S
0 2 4 [ 8 10

Fig. Al.4 Varianza de nGmero E° como funcién de la longitud L
de los intervalos para los casos Poisson (—} y GOE (- =-).

Para valores chicos de L, la varianza es muy parecida en
los dos casos, mientras que para valores mis grandes, la asociada
al caso Poisson es mayor. Esto quiere decir que dentro de un
clerto intervalo de longitud L > 1, es mas probable encontrar un
nimerc de niveles n alejado de <n> en el caso Poisson que en el
del GOE.

El coeficiente de sesgo 7, estd dado por
(L) = u _ (A1.10)
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siendo kel r-ésimo momento central respecto a la media; esto es,
u (L} =<(n -~ <n>)">. (Al,11)

8i una densidad de probabilidad es simétrica respecto a su
media, i, y por lo tanto Ty serdn iguales a cero. Sin embargo,
una densidad no simétrica puede tener un coeficiente de sesgo
igual a cero, de manera que el que 7, sea igual a cero no es
indicio de que la densidad de probabilidad sea simétrica.

Ahora , en general, si la densidad de probabilidad esti
abultada hacia la izquierda de su media, es decir, si tiene una
ct?la larga que se extiende hacia la derecha, v, serid mayor que
cero, mientras gque si esta densidad est& abultada hacia 1la
derecha, v, seri menor que cero. Sin embargo, dependiendo de las
particularidades de cada densidad de probabilidad, ¥, podr4 ser
positivo o negativo aun cuando esta densidad no presente la
asimetria arriba mencionada,

Debido a esto, la informacién que se puede obtener a
partir de este coeficente no es muy contiable®® . sin embargo,
v, es Gtil al analizar espectros aleatorios ya que la forma en que
depende de la longitud L del intervalo es caracteristica del tipo
de espectros con los que se esté trabajando.

En la Figura Al.5 se mnmuestra dicho coeficiente como
funcién de L tantc para el GOE como para espectros Poisson.

Para espectros del tipo Poisson 7,(L) es iqual a %3,
como se aprecia en la figura.

El coeficiente de exceso 7, e8 igual a

L) = (ufuy - 3 : (A1.12)

Es una medida de la picudez alrededor de la media de las
densidades de probubnidad(z", siendo positivo si la densidad es
n&s picuda que una normal estandarizada, para la cual ,=0Y
negativo si es menos picuda que ésta, Sin embargo, presenta los
mismos problemas que el coeficiente de sesgo 7, en el sentido de
que no mide adecuadamente esta picudez. A pesar de esto y al igual
que 7, su utilidad radica en el hecho que la forma en que depende
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Fig. Al1.5. Coeficiente de sesgo v, como funcién de la longitud

L de los intervalos para espectros del GOE (~ -) y del caso
Poisson (—).
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Pig. Al,.6. Coeficiente de exceso 7, como funcién de la longitud
L de los intervalos para los casos Poisson ( —) y GOE (= -).
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de L va a ser caracteristica del tipo particular de espectros que
se estén analizando. En la Figura Al.6 se muestra 12(L) para el
GOE y para el caso Polsson.

En el caso Poisson, este coeficiente as igual a L. A
igual que con 71(“' el comportamiento de 12(L) cuando L + m 6 a 0
.es el mismo para los casos Polsson y GOE. Sin embargo, en el caso
de 7y, se observa una diferencia radical entre 1las curvas
correspondientes a estos dos casos para valores de L arededor de
0.5.

Aparte de todas estas cantidades, otra propiedad
estadistica que se acostumbra estudiar es el coeficiente de
corrglacién p_l._zm’ de dog espaciamientos consecutivos s Y S,

Especificanente,

P = (a‘. " )/ﬂ" T (A1.13)

12 1'7e 12

siendo L. la covarianza de las variables aleatorias 8, ¥ s,y
1”72

o, Yy o, sus desviacjones estindar, respectivamente. La

1 2
covarianza de dos variables aleatorias X y Y estd dada por(z"

Oy = <(X - u‘) vy - uv)> (Al.14)
y es una medida de la relacitn lineal que existe entre ellas en el
siguiente sentido. si X-g, Y Y-u, tienden a tener el mismo signo
con alta probabilidad, entonces la covarianza ser& positiva,
mientras que si tienden a tener el signo contrario con alta
probabilidad, Ty serd negativa. Es en este sentido en el que la
covarianza mide la relacién lineal entre X y Y, aunque su magnitud
no tiene mucho sentido pues depende de la variabilidad tanto de X
como de Y. Para resolver este Gltimo problema, lo que se hace es
dividir entre el producto de las desviaciones estandar
individuales, obteniéndose de esta forma el coeficiente de
correlacién. Si X y Y son variables independientes, entonces su
coeficiente de correlacién serd igual a cero‘m, como es féacil
ver de la ecuacién Al.14. Cabe mencionar que dicho coeficiente
siempre cumple con la condicién -1 < Py < 1.

90



De esta forma, si p, , ©s mayor gue cero, esto indica
172

que si el espaciamiento s, es mayor (menor) que la media <s>=1, 5,

serd mayor (menor) que 1 con alta probabilidad. De igual forma, se

tiene que si P, , ©s menor que cero y si s, €8 mayor (menor) que
M

1, s, serd menor (mayor) que 1 con alta probabilidad.

En el caso del GOE el coeficiente de correlacién es igual
a -0.27, mientras que en el caso Poisson es igual a cero ya que no
hay correlacién entre ninguno de los espaciamientos. En el caso
del GOE, esto indica que si un espaciamiento es mayor (menor) que
1, el de arriba serd menor (mayor) gque 1 con alta probabilidad.

Para estudiar las correlaciones entre niveles de energia
que estdn muy separados entre si lo que se hace es analizar las
transformadas de Fourier de los espectros aleatorios, ya que éstas
contienen informacién sobre dichas correlaciones™.

Las funciones f(x) a partir de las cuales se obtienen las
transformadas de Fourier son las. siquientes: En cada espectro, se
escoge arbitrariamente una regi6én suficientemente grande y a
paréir de ésta se construye una funcién (la funcién f(x)) que vale
cero para cualquier valor de r excepto para aguellos valores gque
corresponden a los diferentes niveles de energia que caen dentro
de dicha regi6n, para los cuales vale uno; es decir, la funci6n
f{x) estd dada por '

f(x) = f 6, ! (Al.15)
|

siendo las X, los valores de las energfas de los diferentes
niveles que caen dentro del intervalo de interés.

Especificamente, lo que se estudia para obtener
informacién acerca de las correlaciones de largo alcance es el
promedio sobre el ensemble del m6dulo al cuadrado de las
transformadas de Fourier F(y).

La funcién f(x) consta de una envolvente rectangular
multiplicada por una funcién aleatoria asociada con los niveles de
energia del espectro. Debido a esto, la funcién <IF‘(y)|2> tiene
dos componentes. La primera es la asociada con la transformada de

(23)

Fourier de 1la envolvente y por esto es proporcional a
(sen(ny) /¥)?, siendo n el nGmero de niveles dentro de la regi6n de
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interés. Esta componente s6lo contribuye cerca del origen y su
altura es proporcional a n®. La otra componente es la asociada con
la transformada de la funcién aleatoria y es proporcional a n. En
lo que sigue, se ignorar& la primera componente ya que es la que
proviene de la envolvente y no del espectro en si.

Si existen correlacliones entre los diferentes niveles de
energia, la forma de la funcibn <|F(y) I1>> se verd afectada cerca
del origen. Esto es debido a lo siguiente. Para estudiar las
posiciones y correlaciones entre los diferentes niveles de energia
se puede trabajar con las funciones de correlaciétn R‘(xl) Yy
Rz(z‘,xz), siendo Rn(x‘,...,x“) la densidad de probabilidad de que
haya un nivel alrededor de L otro alrededor de Xy etc™,
Rz(xa"z) se puede expresar como

Rz(x‘,xz) - R‘(x‘)Rl(xz) (1 - Yz('a'xz”' (A1.16)
siendo Y,(x,%,) la llamada funcién cluster de dos puncosm’. si
Y, es cero, el que haya un nivel alrededor de x, es independiente
del que haya o no otro nivel alrededor de x,. En cambio, si Y, es
diferente de cero, el gue haya un nivel alrededor de x, sl tiene
que ver con el que haya o no otro nivel alrededor de X, esto es,
el que Y sea distinta de cero indica que los niveles esté&n
correlacionados.

Ahora, las funciones de correlacién junto con la ecuacién
Al.16 contienen informacién acerca de los espectros en el sentido
de que indican cual es el comportamiento promedio de 1los
diferentes pares de niveles en lo que se refiere a sus posiciones
Y a la correlacién entre ellos. Pero la funcién <f(x)> también
contiene esta informacién ya que es el promedio sobre el ensemble
de grandes porciones de los espectros y por lo tanto indica cual
es ol comportamjento promedio de las posiciones y correlaciones
entre los diferentes niveles de energia. Asi, es de esperarse que
las transformadas de Fourjer de las funciones de correlacién
contengah informacién similar a la contenida en 1la funcién
<|F(y) %>,

Debido a esto, si existe correlacién entre los diferentes
niveles de energia entonces la componente de <I|F(y) 1% asociada
con el espectro contendr& un factor (i-b(y)), siendo b(y) 1la
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transformada de Fourier de Yz y esto traerd como consecuencia que
la forma de <|P(y)|2> se vea modificada cerca del origen en
relacién con la forma que tendria si Yz, y por lo tanto b{y),
fueran iguales a cero.

También, resulta que la forma de <IF(y)|2> alrededor del
origen estf muy relacionada con la forma de la varianza EZ(L) para
valores dgrandes de L‘m.
ordenada y la pendiente de <|F‘(y)|2> y la forma de ZZ(L) para
valores de L grandes. Debido a esto, se deduce que la funcién
<|F(y)|*> cerca del origen contiene informacién acerca de lo que
ocurre en grandes porciones de los espectros; esto es, contiene
informacién acerca de las correlaciones de largo alcance entre los
diferentes niveles de energia.

De esta forma se concluye que la forma de <|F(y)lz> cerca
del origen indica si existen correlaciones de largo alcance entre
los niveles de energfa que estsn dentro de la regién de interés y
es por esto que se estudian las transformadas de Fourier de los
espectros aleatorios.

En las Figuras Al.7 y Al.8 se muestra la funcién <|F(y)I*>
para el caso Poisson y para el caso del GOE, respaectivamente.

Como en el caso Poisson' no hay correlaciones entre los
diferentes niveles de energia, Yz(x‘,rz) y b(y} son iguales a
cero. En el caso del GOE, Yz(x‘,xz) es diferente de cero, al igual
que b(y) y es por esto que la forma de <|F(y)l"'> es diferente. El
agujero que aparece indica que existen correlaciones de largo
alcance entre los diferentes niveles de energia. En ambos casos se
ha exclufdo 1la parte asociada con la transformada de 1la
envolvente. Esto no afecta la forma de las curvas, ya gque esta
componente sflo contribuye para valores de y muy cercanos al
origen. :

De hecho, existen relaciones entre la
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Fig. Al1.7. Media del médulo al cuadrado de las transforrmadas de
Fourier F(y) de espectros de tipo Poisson ( —1),
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Con esto se ve que al estudiar las cantidades estadisticas
aqui presentadas se puede obtener informacién acerca de varias de
las propiedades de espectros aleatorios en general, como lo son la
variabilidad de la distancia entre niveles, la variabilidad del
nGmero de niveles dentro de cierto intervalo o las correlaciones
de corto y largo alcance, por mencionar algunas de ellas. De esta
forma se puede conocer cuidl es la apariencia general de dichos
espectros y é&sto en turno ayuda a conocer ciertas propiedades de
los sistemas a los que estan asociados.

Por Gltimo cabe mencionar que existen otras cantidades de
interés aparte de las arriba mencionadas'®® 1las cuales también
dan informacién acerca de espectros aleatorios. Sin embargo, para
los propésitos de este trabajo las mas importantes son las que
aqui se han presentado.
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