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INTRODUCCION 

El problema del aqente viajero es un ejemplo cl4sico del 
tipo de problemas que se estudian en el Area de optimizaci6n 
combinatorial, la cual tiene como tema central de estudio el 

desarrollo de métodos eficientes para la obtenci6n de máximos o 
m1nimos de funciones que dependen de un qran nQmero de variables. 
En su forma más simple, este problema consiste en encontrar el 

camino de m1nima distancia que pase por N puntos distribuidos 

aleatoriamente dentro de un cuadrado de l por l de tal forma que 
se pase por cada punto una s6la vez y se reqrese al punto de 
oriqen. En este problema en particular, la funci6n que se quiere 
minimizar es la distancia total recorrida y el espacio sobre el 
cual se efectQa la busqueda del m1nimo es el espacio que consta de 
todos los caminos diferentes, sin importar la direcci6n en la que 
éstos se recorran. cuando el nQmero N de puntos (o ciudades, si se 
piensa que un aqente viajero tiene que realizar sus ventas en N 

ciudades distintas y quiere minimi&ar la distancia recorrida al 
visitar cada una de ellas) es qrande, es muy dificil encontrar 
caminos que realmente sean de m1nima distancia y debido a esto· se 
recurre a diversos métodos que dan como resultado soluciones 
aproximadas. 

El objetivo de este trabajo es estudiar alqunas de las 
propiedades estadisticas que ciertas soluciones aproximadas del 

problema del aqente viajero exhiben. Espec1ficamente, se 
estudiarAn propiedades estadisticas de las soluciones obtenidas 
usando el método del templado simulado, del cual se hablarA mAs 
adelante. Para llevar a cabo este estudio se utilizarA la teoria 
de las matrices aleatorias (la cual es muy Qtil tanto en f1sica 
nuclear como en fisica at6mica). 

Aparte del interés que estas propiedades por si mismas 
tienen, los resultados obtenidos pueden ser Otiles en los 
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siguientes dos problemas. El primero es el estudio de los vidrios 
de esp1n. Existe una fuerte analog1a entre el problema del agente 
viajero y los vidrios de esp1n, por lo que es de esperarse que 
informaci6n acerca de uno de estos problemas sea 0.til para el 
mejor entendimiento del otro. El segundo es la elaboraci6n de un 
nuevo método, basado en estas propiedades estad1sticas, que 
permita resolver aproxlmadamente el problema del agente viajero. 
Asi, parte de la motivaci6n del presente trabajo es su posible 
utilidad en estos dos problemas, aunque aqui s6lo se hablad 
acerca de las propiedades estadisticas en s1 y no de las 
implicaciones que dichas propiedades puedan tener en ellos. 

El Capitulo 1 trata acerca del problema del agente viajero 
asi como de algunas de las analogias que existen entre este 
problema y los vidrios de esp1n. En el Capitulo 2, se habla acerca 
de algunos de los métodos existentes que dan como resultado 
soluciones aproximadas. En particular, se habla acerca del método 
utilizado para la obtenci6n de las soluciones del problema en 
cuesti6n. El Capitulo 3 trata acerca de la forma en que se utiliza 
la teor1a de las matrices aleatorias para analizar este problema, 
asi como de los resultados obtenidos. En el 4 se presentan las 
conclusiones obtenidas con base en los resultados obtenidos. Por 
0.ltimo, en el Apéndice 1 se encuentra 
teoria de las matrices aleatorias 
estadisticas que se acostumbran estudiar 
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CAPITULO 1 
EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO Y VIDRIOS DE ESPIN 

1.1 EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO 

Como se mencion6 en la Introducci6n, el problema del 
agente viajero111 , en su forma m6s simple, consiste en encontrar 
el camino de m1nima distancia que pase por N puntos distribuidos 

aleatoriamente dentro de un cuadrado de lado 1 de tal forma que se 
pase por cada punto una s6la vez y se regrese al punto de origen. 

En general, las coordenadas x
1 

y y
1 

de cada punto son variables 

aleatorias con densidad de probabilidad uniforme. El número de 

caminos posibles es (N-1) l /2, ya que no importa ni el punto del 
cual se parte ni la direcci6n en la que el camino se recorre. Si N 
es grande, el nümero de caminos distintos es enorme y es sumamente 
impráctico calcular la distancia de todas las rutas para de ah1 

escoger la de m1nima distancia (el tiempo de c6mputo necesario 

para esto va como eºº"ª'·'"J • Debido a esto, se han disef\ado 
distintos métodos n-•I para encontrar soluciones que aunque no son 

de m1nima distancia, son suficientemente buenas y rápidas de 
encontrar para todo prop6sito práctico. 

El problema del agente viajero es un ejemplo del tipo de 

problemas que se estudian en el campo de optimizaci6n 
combinatorial n-ai. La investigaci6n en esta área se enfoca a 

desarrollar técnicas eficientes para encontrar máximos o m1nimos 

de funciones que dependen de muchas variables. La funci6n que se 

quiere minimizar o maximizar se conoce como el costo o como la 

funci6n objetivo y depende de la configuraci6n de las distintas 

partes del sistema que se esté estudiando. En el caso del problema 
del agente viajero, el costo es la distancia total y ésta depende 



de la distribución de las ciudades. 
Resulta que existe una relación estrecha entre el campo de 

optimización combinatorial y la mécanica estad!stica12
-•"

1
• En 

particular, se tiene que existen semejanzas notables entre algunos 
sistemas termodinámicos y ciertos problemas de optimización 
combinatorial, como es el caso con los vidrios de esp!n y el 
problema del agente viajero. Para poder estudiar esta relación, a 
continuación se mencionarán algunos aspectos acerca de los vidrios 
de esp!n. 

1.2 VIDRIOS DE ESPIN 

Un vidrio de esp!n 11
-

101 es un conjunto de espines o 
momentos magnéticos cuyo estado a baja temperatura es uno de 
desorden congelado, a diferencia de los estados uniformes u 
ordenados de otros sistemas, como es el caso de materiales 
magnéticos convencionales. Para que existan tales estados, es 
necesario lo siguiente181

: debe de haber competencia entre las 
interacciones entre espines en el sentido de que no haya ninguna 
configuración favorecida por todas ellas, lo cual se conoce como 
frustración y debe de haber cierta aleatoriedad en dichas 
interacciones. 

Como ejemplos de vidrios de esp!n se tienen los cristales 
de metales nobles con impurezas de metales de transición 
aagnéticos, como es el caso de cu con bajas concentraciones de Hn 

(0.9t, por ejemplo). Lo que sucede en estos materiales es lo 
siguiente. Cada impureza polariza a los electrones de conducción 
del metal noble que se encuentran a su alrededor. Esta 
polarización es positiva a ciertas distancias de la impureza y 

negativa a otras. Debido a esto, las otras impurez.as, al sentir el 
campo magnético local producido por los electrones de conducción 
polarizados, trataran de alinearse a lo largo de la dirección de 
dicho campo. As!, debido a que las impurezas están distribuidas 
aleatoriamente dentro del cristal, algunas de las interacciones 
entre ellas ser6n positivas mientras que otras serán negativas. 
Esto, aunado al hecho de que dos impurezas interaccionarán más 
débilmente entre si conforme más lejos se encuentren, trae como 
consecuencia que tanto la magnitud como el signo de las 
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interacciones de intercambio entre las impurezas sean aleatorias. 
Es evidente que estos sistemas presentan tanto frustraci6n como 

aleatoriedad. 
Uno de los modelos de vidrios de espin, el cu41 est4 

basado en lo que sucede en este tipo de materiales, consiste en 
espines s situados en aitioa aleatorios R cuya interacci6n es 

1 1 (ll) 
del tipo RKKY (Ruderman, Kittel, Kasuya, Yosida) ; es decir, 
J(r) .. cos(ar)/r3 • En la Figura 1.1 se muestra la interacci6n de 
intercambio J(r) entre dos espines cualesquiera como funci6n de la 
aeparaci6n r entre ellos, 

Fi9, 1.1. Interacci6n de intercambio J(r) del tipo Rl<KY como 
funci6n de la aeparaci6n r entre espines. 

Ya que el comportamiento tipo vidrio de e11pin lo exhiben 
muchos sistemas ade1116a de loa arriba mencionados se han 
introducido modelos m4s simples para la deacripci6n de todos 
ellos. Uno de estos modelos es el modelo SK (Sherrington y 

Kirkpatrick) 17-•>, el cu61 incorpora muchas de las propiedades que 
dichos sistemas presentan. En este modelo, los espines s, son 
espines de Iain9 que ocupan los sitios 1 de una red regular. Las 
interacciones .7

1
J entre ellos son variables aleatorias con 

densidad de probabilidad normal. Espec1ficamente, el hamiltoniano 
eat6 dado por 

H • -(1/2) l: J 1JS
1
SJ - h l: S

1 
l,J 
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y la densidad de probabilidad asociada con las J
1
J por 

(1.2) 

Aqu1 h es un campo externo uniforme y la varianza t.
1
J es 

independiente de los espines S
1 

y S J; es decir, 

(1.3) 

siendo N el nQmero total de espines. El que la varianza no dependa 
de s

1 
y SJ trae como consecuencia que la interacción entre pares 

de espines es independiente de la distancia que los separa. Se 

hace notar que para una cierta muestra de material, las J
1
J están 

fijas, pero variarán al ir de muestra en muestra. 
Los vidrios de espin son un ejemplo de sistemas 

desordenados. Por sistema desordenado se entiende aquel sistema 

que no exhibe regularidades en lo que se refiere a ciertas 
caracter1sticas ·•particulares, como por ejemplo, estructura 
topológica o celular 18

'
121

• 

Debido a la aleatoriedad presente en los sistemas 
desordenados, se puede pensar que la información que se obtenga al 

usar sólo una muestra va a ser información acerca de esa muestra 
en particular y no información general acerca del tipo de sistemas 

que se estén estudiando (en este caso, los vidrios de espin). sin 

embargo, resulta que hay ciertas cantidades que van a fluctuar muy 
poco al ir de muestra en muestra si el tamaflo de éstas es 
suficientemente grande; es decir, si el nQmero de part1culas N es 
suficientemente grande, A este tipo de cantidades se les conoce 

como cantidades autopromediantes. De igual forma que las 

fluctuaciones de la energia de un sistema. en equilibrio 
termodin&mico son del orden O(N-112

), las fluctuaciones de las 

cantidades autopromediantes, al pasar de una muestra a otra, van a 

ser de este mismo orden y por lo tanto serán despreciables si las 

muestras son suficientemente grandes. Debido a esto, al encontrar 
la media de cualquiera de estas cantidades sobre un ensemble de 
muestras, el valor obtenido será muy cercano al valor que se 

obtendr1a al considerar cualquier muestra en particular y es as1 
como se puede obtener información general acerca del tipo de 
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sistemas que se estén considerando. 
Como ejemplo de cantidades autopromediantes se tienen las 

cantidades extensivas, como lo son la energ!a interna y la energ!a 
libre. También, existen cantidades que no son autopromediantes 
como, por ejemplo, el campo interno local en un cierto punto en el 
caso de los vidrios de esp!n. Estas cantidades variarán de muestra 
en muestra sin importar el tamafto de éstas. 

Regresando al modelo SK de los vidrios de esp1n, se tiene 
que la aleatoriedad que estos sistemas exhiben esta contenida en 
el hecho de que las interacciones J

1
J son variables aleatorias. 

Debido a esto, para obtener informaci6n que no dependa s6lo de la 
muestra en cuesti6n, hay que hacer dos tipos de promedios de las 
diferentes cantidades en las que se tenga interés. Primero, hay 
que encontrar, para valores fijos de las J

1
J, la media 

termodinámica de la cantidad en cuesti6n y segundo, hay que 
encontrar el valor esperado de esta media promediando sobre las 
diferentes configuraciones que se tienen al ir de muestra en 
muestra, esto es, al ir variando los valores de las J

1
J. Para 

encontrar este valor esperado configuracional o sobre el desorden, 
como suele llamarse, hay que utilizar la densidad de probabilidad 
conjunta 

P[JJ = íl P(JIJ)' 
l<J,J 

(1.4) 

Cabe mencionar que esto no s6lo se hace al estudiar vidrios de 
espln, sino que se hace al estudiar cualquier tipo de sistema 
desordenado, El valor esperado confiquracional o sobre el desorden 
se denota como [ J •v 

En el caso de sistemas no desordenados, se pueden calcular 
muchas cantidades de interés a partir de la energ!a libre, En el 
caso desordenado y por lo tanto en el caso de los vidrios de 
espln, primero se debe de encontrar la energ!a libre F[JJ 
correspondiente a una muestra en particular (en el modelo SK esto 
equivale a encontrar la energ!a libre F[JJ para valores fijos de 
las J

1
J) y después se debe hacer el promedio conf iguracional para 

encontrar una energ!a libre F a partir de la cual se pueda obtener 
informaci6n general que sea independiente de las características 
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particulares de las muestras. Si k
8

, la constante de Boltzmann, se 
toma igual a la unidad, para el modelo SK se tiene que 

F[J] • -rln(Z(J]) (1.5) 

y 

F." [F[JJJ •• = -rJln(Z(J])dP[J], (1.6) 

siendo Z[JJ la función de partición correspondiente a valores 
fijos de las J

1
J. 

A partir de esta energ1a libre se pueden calcular 
diferentes cantidades extensivas de la misma forma que en el caso 
no desordenado¡ es decir, derivando F. Las cantidades que asi se 
obtengan van a ser los valores esperados configuracionales de 
cantidades extensivas de una muestra dada en equilibrio 
termodin6mico. Cabe recalcar que es el logaritmo de la función de 
partición y no la función de partición misma la que se promedia 
configuracionalmente, ya que el logaritmo es una cantidad 
extensiva mientras que la función de partición no lo es. 

Al igual que en el caso de los ferromagnetos, los vidrios 
de ••pin sufren un cambio de .fase11

•
1º1 a cierta temperatura re. 

Con h • O se tiene que arriba de re, 11
1 

a <S? a O para toda i, 

pero cuando r < r
0

, 11
1 

" o. A diferencia de los ferromagnetos de 
Ising, en los cuales la magnetización H es igual a cero si r > re 
y es difertente de cero si r < re, en los vidrios de espin H ª O a 
cualquier temperatura debido a que los estados de baja temperatura 
son estados de desorden congelado. En el caso de los ferromagnetos 
de Ising, hay dos estados estables por debajo de re: uno en el 
cull el valor de la magnetización es H y otro en ~l cu61 es -H. En 
el caso de lo• vidrios de espin, hay muchos estados estables para 
r < r

0
, que corresponden a ciertas configuraciones del sistema en 

las cuales los diferentes espines apuntan en distintas direcciones 
y no. todos en la misma dirección, como en el caso ferromagnético • 

. Este comportamiento es debido a la frustración y aleatoriedad 
presentes. 

Estrictamente hablando, estos estados son estables si el 
n1lmero de part1culas N ~ m, Si N es finito, tanto en el caso de 
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los ferromagnetos como en el de los vidrios de esp1n, el sistema 
pasará de uno de estos estados a otro al transcurrir un tiempo 
suficientemente largo; es decir, estos estados son metaestables. 
En cambio, si N es infinito, el sistema requerirla una energ1a 
infinita para pasar de uno de estos estados a otro, de forma que 
estando en uno de ellos no podrá pasar a los demás. Debido a esto 
se dice que abajo de Te y cuando N -+ .. hay un rompimiento de la 
ergodicidad, ya que el sistema s6lo podrá estar en una fracci6n de 
todos los estados a los que tendr!a acceso si la temperatura fuera 
mayor que Te. 

si se graf ica la energ1a libre F de un vidrio de esp1n a 
temperatura constante T < Te como funci6n de m

1
, , •• , m1, ésta 

tendrá muchos valles o m1nimos locales separados por barreras 
finitas. Estos valles corresponden a los estados metaestables del 
sistema. En la Fiqura 1.2 se muestra F como funci6n de una de las 
m

1
• Si N -+ .. , las barreras entre algunos de los valles se harán 

infinitas de tal forma que el sistema no podrá pasar de un valle a 
otro. 

F 

1~. 
Fig. 1.2. Energ1a libre F de un vidrio de esp1n como funci6n de 
una de las m

1
• 

A diferencia de los ferromagnetos, la superficie de 
enerq!a libra es mucho más complicada en este caso. SegQn la 
teor1a de Landau 1131

, para un ferromagneto tipo Ising cerca del 
punto critico y con h = o, la energ1a libre, en la aproximaci6n de 
campo medio, se puede expresar como 

F = F
0

(T) + !((1/2)a(T)lt + (1/4)u(T)H4)ci'r, (1.7) 
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en donde H es la magnetizaci6n en el punto r (independiente de r 
en esta aproximaci6n) y a(T) • a

0
(T-T

0
)/T01 con a

0
>0, si a(T) > O, 

la expresi6n V - (1/2)aH" + (1/4)uH' tiene un minimo en H • o, 
mientras que si a(T) < o, dicha expresi6n tiene dos minimos, uno 
en H y otro en -H, tal y como se mencion6 anteriormente. Esto se 
ilustra en la Figura 1.3. 

a) b) 

Fig, l,J, a) V como funci6n de H para a(T) > o. b) V como 
funci6n de H para a(T) < o. 

Si T > T
0

, el valor de la maqnetizaci6n cuando el 
ferromaqneto e•tA en equilibrio es o (ya que F tiene un mlnimo en 
este punto), mientras qua si T < T

01 
este valor puede ser H 6 -H. 

Ea interesante comparar la Figura l.Jb con la Figura 1.2. 
En el caso da loa vidrios da aapin, la superficie de anarg1a libre 
a bajas temperatura• consta de muchos vallas o minimos locales, a 
diferencia de la superficie de los ferromaqnetos, en la cual s6lo 
hay dos alnimos globales. Arriba de T

0
, la superficie de los 

vidrios da espln tendrA s6lo un valle centrado en m
1 

• o, en 
analogla con la Figura l.Ja. 

En el caso de los vidrios de espln y a temperaturas por 
debajo da T

0 
ae tiene lo siguiente, Si ae numeran loa vallas 

usando el indice a; la probabilidad de qua al escoger cierta 
muestra 6sta e•t6 en al estado a es 

(1.8) 
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con F• la energ1a libre del sistema cuando éste se encuentra en 
dicho estado. Una cantidad que mide el traslape entre dos estados 
diferentes de una misma muestra es 

q•• = (1/N) E m1ªm,•, 
l 

(l.9) 

donde mi• es el valor esperado termodinámico del espin S
1 

cuando 
la muestra está en el estado z. como las diferentes muestras 
pueden estar en un gran nfunero de estados distintos, q•• puede 
tomar muchos valores diferentes, todos ellos entre 1 y -1. Debido 
a esto, es interesante saber cuál es la densidad de probabilidad 
asociada con estos traslapes. Esta está relacionada con la 
densidad de probabilidad P. y está dada por 

PJ(q) = <6(q-q••)> =f. Plb6(q-q••), (l.lO) 

•• 
Esta densidad da la probabilidad de que para una muestra dada, el 
traslape q entre dos estados cualesquiera valga q••" De la 
ecuaci6n 1.10 se ve que la probabilidad de que este traslape valga 
q•• es t

0P/•' donde esta suma significa suma sobre todos los 
pares ordenados de estados tales que q es igual a q••' Si resulta 
que para ningQn par de estados q es igual a q••' esta probabilidad 
será igual a cero. 

Es posible calcular el promedio conf iguracional P(q) de la 
densidad de probabilidad PJ(q). P(q) da informaci6n acerca del 
nl'.lmero de estados o valles presentes en las superficies de energla 
libre asociadas con el tipo de sistemas en estudio cuando estos se 
encuentran a baja temperatura. Por ejemplo, si el tipo de sistemas 
en estudio s6lo tienen dos estados posibles, la densidad de 
probabilidad será la suma de dos funciones delta, mientras que si 
el tipo de sistemas es tal que las superficies de energia libre 
presentan muchos valles, como en el caso de los vidrios de espin, 
P(q) tendrá partes continuas, indicando un continuo de traslapes 
asociados con ciertos conjuntos de estados de estos sistemas, 

Cabe mencionar que es posible construir una teor1a de 
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campo medio para los vidrios de espin con base en el modelo SK. 
Sin embargo, aqu1 no se hablará en detalle acerca de esta teoria 
ya que esto implicarla desviarse mucho del tema central de este 
capitulo, el cual, como ya se mencionó, es el estudio de algunas 
de las analog1as que existen entre el problema del agente viajero 
y los vidrios de espin. Lo ünico que se mencionará acerca de esta 
teoria es uno de sus resultados más importantes, Este consiste en 
que el espacio de configuración de cualquier muestra, esto es, el 
espacio N-dimensional cuyos ejes están etiquetados por las m

1
, es 

ultramétrico17
"

81
• Diversos experimentos parecen indicar que ésta 

es una de las propiedades caracter1sticas de los vidrios de esp1n, 
de forma que el modelo SK es bastante exitoso en el 
sentido de que reproduce, entre otras cosas, este hecho. 

Un espacio es ultram6trico171 si en él se cumple la 
desigualdad 

d(A,C) s max{d(A,B),d(B,C)}, (1.11) 

siendo d(X,Y) la distancia entre los puntos X y Y especificada con 
base en cierta métrica. Esta condición es parecida a la 
desigualdad del trilingulo que se cumple en los espacios 
euclideanoe, pero es más fuerte que ella. Todos loe trilincr~loe en 
un espacio ultramttrico son equilliteros, o isósceles siendo el 
lado diferente el de menor distancia. 

si se define la distancia entre dos estados en el espacio 
de configuración de una muestra dada como la fracción de espines 
que no coinciden, es decir, d •• ~(1/2) (1-q••), la propiedad 
ultram6trica dice que si se escogen tres estados al azar, la 
distancia entre los tres es igual o bien la distancia de dos de 
ellos a un tercero es igual y mayor que la distancia entre ellos 
mismos. Esto indica que el espacio de configuración tiene cierta 
estructura de •árbol genealógico• en el que el grado de traslape 
entre dos estados está asociado con el grado de parentesco, como 
se muestra en la Figura 1.4. 
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Fig. 1.4. Diagrama de la estructura de "llrbol geneal6gico• que 
presentan los traslapes asociados con loa estados de los 

vidrios de eap1n. 

1.3 ANALOGIAS ENTRE EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO Y VIDRIOS DE ESPIN 

Existen variaciones de la versi6n del problema del agente 
viajero hasta ahora aencionada111

"
151

• una de las alla comunes 
consiste en considerar N ciudades en un espacio de D dimensiones Y 
en luqar de especificar las coordenadas de todas las ciudades, se 
especifican las distancias entre todas ellas usando para esto 
cierta densidad de probabilidad, como puede ser una densidad de 
probabilidad uniforma o una densidad de probabilidad gamma. En 
este Qltimo caso, la densidad de probabilidad ga111111a utilizada estll 
dada por 

(1.12) 

siendo L la distancia entre ciudades, r ª D-1 e 1
10
,.

1 
(L) la 

runci6n qua vale 1 ai o < L < • y cero ai no. 
Como en la primera versi6n las coordenadas de las ciudades 

astlln fijas, las distancias antre todas ella& estlln totalmente 
determinadas. En la segunda versi6n, sin embargo, lo que se hace 
as ignorar las correlaciones triangulares introducidas por las 
distancias euclideanas y se toma la distancia entre cada par de 

ciudades como una variable aleatoria independiente de todas las 
de111As. 

Como se verll a continuaci6n, tanto la versi6n de 
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coordenadas fijas como la de distancias fijas tienen muchas cosas 
en coman con los vidrios de espin. 

Antes de proseguir, cabe mencionar que aunque ambas 
versiones son muy parecidas a los vidrios de espin en varios 
aspectos, existen ciertas propiedades de los vidrios de espin que 
s6lo la versi6n de distancias fijas o la de coordenadas fijas 
presentan. Esta es la raz6n por la que en este capitulo se ha 
introducido la versi6n de distancias fijas, aunque en los 
siguientes capitules s6lo se trabajará con la versi6n de 
coordenadas fijas. Con esto, se tiene lo siguiente. 

Como primer punto, se tiene el hecho de que ambas 
versiones del problema del agente viajero pueden ser tratadas como 
sistemas termodinámicos desordenados 171 • 

En la primera versi6n, una muestra resulta ser un conjunto 
de N ciudades con coordenadas especificas. Al ir pasando de un 
conjunto de ciudades a otro se pasa de una muestra a otra. De 
igual forma que dentro del modelo SK cada muestra está 
caracterizada por ciertos valores especificos de las J

1
J, en este 

caso cada muestra está caracterizada por las coordenadas de las N 
ciudades en cuesti6n. En la segunda versi6n, una muestra resulta 
ser un conjunto de N ciudades tales que las distancias t

1
J entre 

todas ellas están definidas. En este caso, son precisamente estas 
distancias las que caracterizan a cada muestra. 

Para cualquiera de las dos versiones, dado un camino 
inicial es posible construir otros caminos empleando para esto 
ciertos movimientos de los segmentos rectilineos que unen, a lo 
largo del camino, a las distintas ciudades. Aunque se puede 
utilizar cualquier tipo de movimiento para ir construyendo nuevos 
caminos, existen dos tipos de movimientos que son utilizados con 
mucha frecuencia. La raz6n por la cual estos mov~mientos son tan 
comunes quedará clara en el siguiente capitulo. 

El primer tipo151 consiste en escoger dos segmentos d
1
J y 

d
01 

y reemplazarlos por los segmentos d
1
• y dJ

1
, como se muestra 

en la Figura 1.sa. El primer subindice indica la ciudad de la que 
se parte y el segundo la ciudad a la que se llega, una vez que se 
ha escogido arbitariamente la direcci6n en la que se está 
recorriendo el camino. El resultado de este movimiento es que la 
porci6n del camino que se encontraba entre las ciudades j y k 
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ahora se recorre en la direcci6n contraria. Es por esto que a este 
tipo de movimientos se les conoce como inversiones. 

m n m n n 

d 
"" 

1 

l 

a) b) 

Fiq. 1.5. a) Ilustraci6n de una inversi6n. b) Ilustraci6n de 
una inserci6n. 

El segundo tipo de movimiento 151 consiste en escoger tres 

segmentos d
11

, d•
1 

y d., al azar y una vez hecho esto insertar la 
porci6n del camino que se encuentra entre las ciudades j y k entre 
las ciudades m y n, procurando que esta porci6n que se insert6 se 
siga recorriendo en el mismo sentido que en el que se recorr1a 
anteriormente. Esto se ilustra en la Figura 1.Sb. Los tres 
segmentos escogidos al azar se reemplazan por los segmentos d•J' 
ª•• y d

11
, sin alterar la direcci6n en la que se recorren las 

otras partes del camino. Para podar realizar este movimiento, es 
necesario qua el segmento d.,. no se encuentre en la porci6n del 
camino que est4 entre las ciudades J y k. A este tipo de 

movimientos se les conoce como inserciones. 
Ahora bien, para tratar a cada muestra como un sistema 

termodin6mico, se hace lo siguiente12
"
0

• Se identifican los 
diferentes caminos posibles, para una muestra dada, como los 

diferentes estados del sistema. Se introduce un par6metro T que se 

identifica como la temperatura a la cuU est4 el sistema y se 

identifica la distancia de los diferentes caminos como la energ1a 
del sistema. Por liltimo, se utiliza lo que se conoce como el 
algoritmo de Metr6polis" 01

• Originalmente disellado para simular 
num6ricamente sistemas termodinAmicos, este algoritmo consiste en 
lo aiguiente: Se van efectuando los movimientos arriba mencionados 
o cualquier otro movimiento cuyo resultado sea un cambio de los 
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caminos en cuestión. Cada vez que se obtenga un nuevo camino a 
partir del camino anterior (comenzando todo el proceso a partir de 
cualquier camino escogido arbitrariamente) , este nuevo camino se 
acepta con probabilidad l si su distancia es menor que la del 
anterior, mientras que sólo se acepta con probabilidad exp(-AL/T) 
si su distancia es mayor, siendo AL la diferencia de distancia 
entre ambos caminos. Si se efectQan suficientes movimientos a una 
temperatura T y se utiliza este algoritmo, la densidad de 
probabilidad de que el sistema esté en cierto estado estará dada 
por una densidad de probabilidad canónica, en analog!a con los 
sistemas termodinámicos en equilibrio. Los movimientos que se van 
efectuando son análogos a las interacciones internas y externas de 
cualquier sistema termodinámico, pues ocasionan que la muestra 
vaya adoptando diferentes estados. 

La identificación de la distancia con la energía está de 
acuerdo con la noción de que para cualquier sistema termodinámico 
en equilibrio, la energía es mayor entre más alta sea la 
teaperatura. Esto es, para cualquiera de las dos versiones se 
tiene que si la temperatura es muy alta se aceptarán caminos de 
mayor distancia con muy alta probabilidad y esto traerá cómo 
consecuencia que la distancia promedio de los diferentes caminos 
sea grande. De iqual forma, si la temperatura es muy baja, la 
probabilidad de aceptar caminos de distancia mayor será casi cero 
y por esto la distancia promedio de los caminos, cuando el sistema 
está en equilibrio, será pequefta. Es precisamente por esto que se 
hace la identificación de la distancia con la energía. 

Tanto para la versión de coordenadas fijas como para la de 
distancias fijas, es posible encontrar una energ!a libre F a 
partir de la cuál se pueden obtener diferentes cantidades 
termodinámicas, de la misma forma que con cualquier tipo de 
sistema termodinámico desordenado. Ahora bien, no es claro qué 

significan esta energía libre o las diferentes cantidades que de 
ella se derivan, pero lo que se quiere hacer notar es que se puede 
trabajar con las dos versiones como si fueran sistemas 
termodinámicos; es decir, se pueden enconrtar diferentes 
cantidades de interés por los métodos habituales e inclusive se 
puede extraer cierta información de utilidad al analizar dichas 
cantidades, como se verá más adelante. 
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En la versi6n de coordenadas fijasu 71
, la funci6n de 

partici6n para una muestra I en particular está dada por 

Z[IJ = L exp(-~Lrr)' 
rr 

(1.13) 

siendo ~ el inverso de la temperatura T, n cualquiera de las 
permutaciones posibles y Lrr la distancia del camino asociado con 
la permutaci6n n. La suma se realiza sobre el conjunto de todas 
las (N-l)l/2 permutaciones de las N ciudades en cuesti6n. 

Ahora, para encontrar la energla libre, es necesario 
realizar el promedio sobre el desorden del logaritmo de la funci6n 
de partici6n, sin embargo, esto resulta ser bastante complicado no 
s6lo para esta versi6n sino para cualquier sistema desordenado en 
general. Una de las cosas que se puede hacer es utilizar la 
aproximaci6n [ln(Z[IJ)J • ln([Z[IJJ ). Esta aproximaci6n es muy 
comlln <7-•J en la teorla d~ sistemas d:~ordenados y es válida si la 
temperatura es suficientemente alta. Esto es debido a que como 
para cualquier muestra la probabilidad de encontrarla en 
cualquiera de sus posibles estados es casi la misma si la 
temperatura es muy alta, el promedio de la funci6n de partici6n va 
a ser casi igual a la funci6n de partici6n de cualquiera de las 
muestras en particular. Esto trae como consecuencia que el 
promedio del logaritmo sea muy parecido al logaritmo asociado con 
una sola muestra y que dicho logaritmo, a su vez, sea muy parecido 
al logaritmo del promedio. 

Utilizando esta aproximaci6n se tiene que la energla libre 
estA dada porU7 J 

F = -Tln( [Z[I] J.) = -TNln(<exp(-M) >), (1.14) 

siendo d la variable aleatoria correspondiente a la distancia 
entre pares de ciudades y <f(d)> el promedio de f(d) sobre todos 
los pares de ciudades de una muestra en particular y sobre el 
ensemble de muestras. 

A partir de esta energla se pueden calcular diferentes 
cantidades de interés. Por ejemplo1171 , el promedio sobre el 
desorden del promedio termodinámico de la distancia de los caminos 
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está dado por 

L(/3) = N<dexp(-/3d)>/<exp(-/3d)> 

y el calor especifico por 

c(/3) = 132N<d2exp(-(3d)>/<exp(-/3d)> -

- /32N(<dexp(-/3d)>/<exp(-/3d>) 2
• 

como ya se mencionó, estos resultados 
temperatura es suficientemente alta. A bajas 

resultados numéricos encontrados para esta 
concuerdan con estas ecuaciones1

17J. 

(l.15) 

(1.16) 

son válidos si la 
temperaturas, los 

versión ya no 

Pasando a la versi6n de distancias fijas 
probabilidad dada por la ecuación ( l.12) , 

siquiente 1161
• 

con densidad de 
se tiene lo 

Para temperaturas altas 

czi •• = j TI p(L,J)dLl) E exp(-/3 r LPUl,PU+l)) = 

l<J 
= NI (g(/3)) H' (l.17) 

siendo g(/3) = !
0
"p(L)exp(-/3L)dL, L

1
J la distancia entre las 

ciudades í y j, p(L
1
¡) la densidad de probabilidad (l.12), P el 

conjunto de todas las permutaciones distintas asociadas con 

valores fijos de las L1J y LPU l ,PU+ll la distancia entre las 
ciudades P(i) y P(í+l) al recorrer todas las ciudades en el orden 
especificado por P. 

En este régimen de temperatura, la energia libre está dada 
porn•> 

F = -TNln(N/e) - TNln(g(/3)) + O(ln(N)) (l.18) 

y la distancia promedio por1141 

La -N dln(g(/3))/d/3. (1.19) 

En el régimen de baja temperatura y mediante un anlilisis 
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apropiado, se puede obtener, entre otras cosas, el siguiente 
resultado relativo al promedio configuracional de los caminos de 
m1nima distancia no: 

(r/(r+l))a. s lim [L
010

[IJJ./((r+l)N1
-

111••1J¡ s ª•' 
H-la> (l.20) 

con sr = r(l/(r+l))(r+l)l 111r+IJ/(r(r+l)). Sir-+ m, se obtiene que 

[L
010

(I] J • .J ( (r+l)N1-l/fr+IJ) 11 l/e; (l.21) 

es decir, en esta versi6n 

comportamiento asint6tico 
infinito. 

en particular es posible obtener el 

de [L
010

[IJ J.. cuando N tiende a 

con esto queda claro que tanto la versi6n de coordenadas 
fijas como la de distancias fijas pueden ser consideradas como 
sistemas termodinámicos desordenados y pueden ser estudiadas 
usando los métodos habituales. Es más, este análisis puede llegar 
a dar informaci6n valiosa acerca de los caminos de m1nima 
distancia, como ocurri6 en el Ultimo caso. 

Otra analog1a importante entre el problema del agente 

viajero en cualquiera de las dos versiones y los vidrios de esp1n 
es que ambos f7, 151 exhiben frustraci6n y aleatoriedad. 

En el caso del problema del agente viajero hay 
aleatoriedad debido a que las coordenadas de las ciudades o las 
distancias entre todas ellas son aleatorias. La frustraci6n, en 
ambas versiones, es debido a la competencia que existe entre el 
requerimiento de corto alcance de moverse a la ciudad más cercana 
a cada paso (para tratar de minimizar la distancia total) y el 
requerimiento de largo alcance de que el camino debe ser cerrado y 

debe de pasar por cada ciudad una sola vez. 
Esta es una semejanza importante ya que muchas de las 

propiedades de los vidrios de espin son debidas precisamente a la 
existencia de estos dos ingredientes 181 

• 

Cabe mencionar que estrictamente hablando, el problema del 
agente v~ajéro presenta aleatoriedad s6lo si se consideran a las 
dos versiones en estudio como sistemas termodinámicos 
desordenados. En este contexto si tiene sentido hablar acerca de 
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la aleatoriedad ya que las coordenadas o las distancias entre las 
ciudades van a ser aleatorias y sus valores cambiarán al ir de 
muestra en muestra. sin embargo, si se tiene el problema de 
minimizar la distancia o costo total al recorrer las ciudades que 
conforman un mapa real, las coordenadas estarán fijas y no tiene 
sentido hablar acerca de aleatoriedad. 

En la versi6n de coordenadas fijas L(/3) es una funci6n 
continua de T para T ~ o 071

• Esto indica que no hay ninguna 
transici6n de fase de primer orden. Sin embargo, el calor 
especifico presenta un comportamiento peculiar para temperaturas 
entre O. 5/N112 y l/N112

, lo cual puede indicar que el sistema 
sufre un cambio de fase de segundo orden al bajar la temperatura. 
La ecuaci6n (1.16) no presenta ningún comportamiento de este tipo, 
pero hay que recordar que esta ecuaci6n s6lo es válida para 
temperaturas altas. La forma en que se ha detectado dicho 
comportamiento para el calor especifico es por medio de estudios 
num6ricos. 

En 
probabilidad 

la versión de distancias fijas con densidad de 
(L•e-L)/rlr (L), r -+ .. , el sistema sufre un 

(1&) (O,m) 
cambio de fase muy parecido al que exhibe el modelo de energ1a 
aleatoria de los vidrios de esp1n os>. Esta transici6n ocurre en 
el régimen de baja temperatura y es tal que abajo de la 
temperatura critica T

0 
A l/e la entropía del sistema es cero; es 

decir, a bajas temperaturas el sistema está totalmente congelado. 
Como seria necesario desviarse mucho en el estudio del modelo de 
energ1a aleatoria de los vidrios de esp1n para poder entender en 
qu6 consisten las semejanzas entre estas transiciones de fase, no 
se mencionar& m6s al respecto. El único punto que se recalca es 
que ciertas versiones del problema del agente viajero presentan 
cambios de fase a temperatura distinta de cero, . en analogía con 
los vidrios de espin y dichas transiciones pueden ser muy 
similares a las de los vidrios de esp1n, como ocurre con esta 
versión. 

Para el problema del agente viajero, el espacio sobre el 
cuál se quiere minimizar la distancia, esto es, el espacio de 
confiquraci6n asociado a cada muestra, es discreto y consiste de 
todas las permutaciones cíclicas de las ciudades, sin importar la 
direé:ci6n en la que se recorren los caminos asociados a ellas. 
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Numéricamente se encuentra que, para ambas versiones, la distancia 
como función de la configuración de la muestra tiene muchos 
minimos locales. Algo similar ocurre con los vidrios de espin. 
como se mencionó anteriormente, en el modelo SK la energia libre 
como función de las m

1
, a baja temperatura, tiene muchos minimos 

locales separados por barreras finitas (ver Figura 1.2). Esto 
indica que otra analogia entre el problema del agente viajero en 
cualquiera de sus dos versiones y los vidrios de espin es que 
ambos presentan una gran cantidad de estados metaestables o 
minimos locales m. 

Pasando a la versión de distancias fijas con densidad de 
probabilidad uniforme en el intervalo (O, l) , se ha encontrado 
numéricamente que 
para cualquier 
ultrametricidad"51

, 

el espacio de configuración a baja temperatura 
muestra presenta un alto grado de 
de manera análoga a lo que ocurre en el 

modelo SK de los vidrios de esp1n. 
De igual forma que en el caso de los vidrios de espin se 

introduce la cantidad q•b para medir el traslape entre dos estados· 
distintos de cualquier muestra, en el caso del problema del agente 
viajero en cualquiera de sus versiones, q•b se define como 
fracción de segmentos que coinciden en dos caminos a y 
correspondientes a una misma muestra. 

la 
b 

La desigualdad ultramétrica en términos de traslapes esm 

(1.22) 

En un espacio ultramétrico, todos los triángulos cuyos lados están 
dados por q,

8
, q•c y qec' son equiláteros o isósceles con el lado 

de diferente longitud siendo el más grande. As1, una forma fácil 
de ver si el espacio de configuración, para el caso en cuestión, 
es ultramétrico o no, es analizar la frecuencia con que se cumple 
esta condición al generar un gran no.mero de triángulos. 

Si se grafica en un primer eje la longitud de los lados 
más pequeftos, en un segundo eje la longitud de los lados 
intermedios y en un tercer eje la frecuencia con que se encuentran 
triángulos tales que la longitud de sus lados más pequeftos estén 
dados por estos pares de valores, la superficie que se obtiene, si 
el espacio es ultramétrico, valdr.1 cero en todas partes excepto 
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para valores iguales de las longitudes de estos dos lados. Los 
reaultados numéricos que se han obtenido para la versi6n en 
consideraci6n se muestran en la Figura 1.6. De esta figura se 
deduce que el espacio de conf i9uraci6n presenta un alto grado de 
ultrametricidad. 

Fig. 1.6. Di•tribuci6n da tri6nquloa para la varsi6n de 
diatanciaa tijas con denaidad de probabilidad uniforme. 

Si H es muy grande, el nllmero de diferentes valoree de q•b 

es enor11e. Por esto, resulta interesante considerar la densidad de 
probabilidad P

1
(q) asociada con estos traslapes. De igual torma 

que en el caso da los vidrios de esp1n, estudios numéricos 
•uaatran1151 qua en esta varsi6n P

1 
(q) y por lo. tanto [P

1 
(q) J .. 

•on pr6ctica•ente continuas aun con N relativamente pequeno. Esto 
indica, en concordancia con lo expuesto anterior111ente, que para la 
verei6n en cue•ti6n cualquier muestra tiene un gran nllmero de 
estados aetaestables. 

Por lllti110, cabe •encionar que es posible construir una 
teor1a de campo aedio para el problema del agente viajero, en 
analoqia con laa teor1as de campo medio existentes para el caso de 
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los vidrios de espin. En la Ref. ( 19] se encuentra un estudio 
detallado acerca de dicha teoria. 

As1, se ve que existe una relación muy fuerte entre los 
vidrios de espin y el problema del agente viajero en cualquiera de 
sus dos versiones. Es por esto que nueva información acerca de uno 
de estos campos puede ser muy ütil en el otro, de igual forma que 
las técnicas utilizadas en un caso pueden ser aplicables en el 
otro. 
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·· CAPITULO 2 · 

ALGUNOS METODOS PARA RESOLVER APROXIMADAMEllTE EL PROBLEMA DEL 

· 'AGENTE VIAJERO 

Este capitulo tratará exclusivamente con el 'problema del 
agente viajero en la versión de' coordenadas fijas. Como se 
mencionó en el capitulo 1, cuando el no.mero N de ciudades es muy 
grande resulta sumamente impráctico encontrar un camino que sea de 
mínima distancia. Esto es' debido a que el tiempo de c6mputo que se 
requiere para resolver exactamente el problema crece 
exponencialmente con N. 141 El problema· del agente viajero 
pertenece a lo que se conoce como la clase de problema·s 

NP-completos 111 , cuyo Úempo ·de c6mputo tiene esta dependencia en 
N. Debido a esto, existen varios métodos que dan soluciones 
aproximadas en menor tiempo. Aquí se hablará acerca de tres, que 
son el método de Lin 151 , el método del templado simulado12-0 y, el 
método jerárquico161

• 

2 .1 METODO DE LIN 

Antes de describir este método se definirá lo que son los 
caminos i\-óptimos151

• Un camino es i\-6ptimo si la distancia total 
es menor que la de cualquier·otro camino que se puedá construir a 
partir de 6ste haciendo movi~ientos que involucren A ~eqmentos. A 
continuación se presentan !Ílgunas propiedades de ·'los caminos 
A-óptimos. 

1, cualquier camino es,·Í-óptimo. 

2. Las siguientes propiedades son equivalentes:. ·. 1: 

a) Un camino es 2-6ptimo, 
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b) El camino es óptimo respecto a inversiones (de las cuales 
ya •• habl6 en el capitulo anterior, junto con las 
inaerciones). 

c) El camino no se intersecta en ningan punto. 
3. Un camino es óptimo o de m1nima distancia si Y sólo si es 

N-6ptimo, siendo N el n(imero de ciudades. 
4, si CA ea el conjunto de todos los caminos A-óptimos, 

c,~cl ... ~c •. 
s. Un camino es 6ptimo respecto a inversiones y a inserciones •i 

y sólo si es 3-óptimo. Por camino óptimo respecto a 
inversiones e inserciones se entiende aquel camino tal que 
para cada k, el quitar cualquier porci6n del camino en el 
cual haya k ciudades y el invertirlo o insertarlo entre otras 
do• ciudades, da como resultado un camino cuya distancia 
total e• mayor que la de 6ate. 

La• propiedades 1, 3 y 4 son evidentes. 
Respecto a la 2 la demostraci6n es la siguiente. como los 

Qnicos movimientos posibles que involucran dos seqmentos son las 
inversiones, si un camino no es 2-6ptimo, tampoco es 6ptimo 
respecto a inversiones. Ahora, si el camino no es óptimo respecto 
a inversiones, esto quiere decir que al realizar este tipo de 
movimientos se llegar4, a tin de cuentas, a un camino 2-6ptimo. 
Pero esto, a su vez, quiere decir que los pares de seqmentos que 
intervinieron en dichos movimientos se intersectaban entre s1, ya 
que si esto no fuera cierto, lo llnico que se obtendr1a al hacer 
una inversi6n seria un camino de mayor distancia, lo cual 
indicarla que el camino original s1 era 6ptimo respecto a 
inversiones. Esto se puede apreciar en la Figura 2.1. 

1 

Pig. 2.1. Diagrama de una inversi6n. 
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As1, si el camino no es 6ptimo respecto a inversiones esto 
indica que se intersecta en por lo menos un punto. Con base en la 
Figura 2.1, se ve que si el camino se intersecta en por lo menos 
un punto, es posible realizar una inversi6n para disminuir la 
distancia total y esto quiere decir que dicho camino no era 
2-6ptimo. Con esto se tiene que a), b) y c) son equivalentes. 

La demostraci6n de la s es la siguiente, un camino no es 
3-6ptimo si y s6lo si existen 3 segmentos d 1J, dkt y d .. tales que 
al cambiarlos por los segmentos d

1
•, dJk y d

01
, por ejemplo, se 

obtiene un camino de menor distancia (las otras posibilidades se 
tratan de manera an&loga), Esto se ilustra en la Figura 2.2. 

j l j 

Fig, 2.2. Reemplazo de los segmentos dtJ' dkl y d .. por los 
segmentos d 1•, dJk y d

01
• 

Si la porci6n del camino que está entre las ciudades l e 1 se 
inserta entre las ciudades n y m, se encuentra un camino de menor 
distancia. Esto indica que si el camino original no es 3-6ptimo, 
tampoco es 6ptimo respecto a inversiones y a inserciones. Ahora, 
si el camino no es 6ptimo respecto a estos dos movimientos, es 
posible realizar dichos movimientos hasta que se llegue a un 
camino que no se pueda mejorar. Pero para llegar a este camino se 
est6n usando movimientos que involucran 2 y 3 segmentos. Esto 
quiere decir que el camino original no es 3-6ptimo. As1, se tiene 
que un camino ea 3-6ptimo si y s6lo si es 6ptimo raapecto a 
invar•iones y a in•arcionas. 

Cabe mencionar que las propiedades 2, 3 y 4 traen como 
consecuencia que el camino de mlnima distancia no se interaecta. 
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con esta informaci6n, a continuaci6n se describirá el 
método de Lin. Este método es un ejemplo de un grupo de métodos 
que se conocen como itera ti vos 121 

• Empezando con un camino 
escogido arbitrariamente, se van realizando inversiones e 
inserciones aleatoriamente y s6lo se acepta un nuevo camino si su 
distancia es menor que la distancia del camino anterior. Este 
procedimiento se lleva a cabo hasta que ya no se pueda mejorar la 
soluci6n; es decir, hasta que se haya encontrado un camino 
J-6ptimo. Cabe mencionar que para prop6sitos prácticos, lo que se 
hace es que se repite el procedimiento hasta que ya no se pueda 
mejorar el camino después de haber realizado un n11mero razonable 
de iteraciones. 

La raz6n por la cual se buscan caminos 3-6ptimos y no, por 
ejemplo, caminos 2-6ptimos, es la siguiente: Numéricamente se ha 
encontrado151 que, en promedio, la distancia total de un camino 
3-6ptimo es bastante menor que la de uno 2-6ptimo y que la 
probabilidad de que un camino 3-6ptimo sea 6ptimo es bastante más 
alta que la probabilidad de que uno 2-6ptimo lo sea. También, 
cualquier camino 3-6ptimo es 6ptimo respecto a inversiones. Por 
otra parte, también se ha encontrado numéricamente que el tiempo 
de c6mputo necesario para encontrar caminos 4-6ptimos es mucho más 
grande que el tiempo necesario para encontrar caminos J-6ptimos y 

que la probabilidad de que uno 4-6ptimo sea de m1nima distancia no 
•• mucho mayor que en el caso de caminos J-6ptimos. Por lo tanto, 
lo• movimientos que se realizan son las inversiones y las 
inaercionea ya que teto• permiten encontrar caminos J-6ptimos. El 
tiempo de c6aputo necesario para obtener un camino J-6ptimo crece 
con N como Jo#'. 151 

Para que la probabilidad P• de encontrar un camino 6ptiao 
al uaar eate procedimiento sea a6s alta, éste 11e repite varias 
veces empezando desde caminos distintos. Si se hace esto un nllmero 
k de veces auticientemente grande, la probabilidad 1-(1-P•)k de 
que entre loa caminos J-6ptimos obtenidos esté el de m1nima 
distancia se puede hacer tan cercana a uno como se desee. 
Nua6ricaaente se ha encontrado que P. = 2·1110 si el nllmero de 
ciudades est6 entre 30 y 60, aproximadamente. Para un mayor nllmero 
de ciudades se espera que esta probabilidad sea menor. Esta 
relaci6n permite calcular el nllmero de veces que se tiene que 
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repetir el procedimiento si se quiere que la probabilidad de 
encontrar el camino de mínima distancia sea muy alta. 

Conforme el nlímero de ciudades crece, lo que se puede 
hacer al ir repitiendo el procedimiento es usar información de 
caminos 3-óptimos ya obtenidos. Por ejemplo, se puede utilizar la 
información de qué seqmentos aparecen en todos los caminos 
3-óptimos obtenidos, ya que estos segmentos tienen una alta 
probabilidad de pertenecer al camino de mínima distancia. De esta 
forma se puede ir incorporando información ya adquirida de tal 
forma que se puede reducir el tiempo necesario para llegar a una 
solución. Con esta variación, el tiempo de cómputo se reduce 
apreciablemente y el método de Lin da buenos resultados para 
problemas en los que el nlímero de ciudades no es muy grande (abajo 
de 150 aproximadamente) m. 

2.2 METODO DEL TEMPLADO SIMULADO 

Antes de describir este método, se hablará acerca de la 
forma en que un metal se templa. Si el sistema se calienta de tal 
forma que llegue a estar a una temperatura suficientemente alta y 

si ésta se va bajando lentamente de manera que al llegar cerca del 
punto de solidificación ésta se mantenga mucho tiempo alrededor de 
dicho punto, el sistema, al solidificarse, estará en estados cuya 
energía muy baja. Esto es lo que se conoce como templado y el 
resultado es un sólido cristalino y no uno amorfo, que es lo que 
se obtiene si la temperatura se baja rápidamente. La energía del 
sistema es mayor en el caso amorfo que en el caso cristalino. Es 
importante bajar la temperatura lentamente de tal forma que el 
sistema siempre esté en equilibrio; es decir, es importante dar 
suficiente tiempo para que los átomos puedan reorganizarse de tal 
forma que eventualmente se pueda llegar a estados cuya energia sea 
muy baja. 

cuando el sistema está en equilibrio a una temperatura T, 

la probabilidad de encontrarlo en un cierto estado con energia E 

está dada por P = Aexp(-E/k
8
T), siendo k

8 
la constante de 

Boltzmann y A una constante de normalización. Debido a esto, el 
sistema podrá adoptar estados con energia relativamente grande, 
aunque la probabilidad de que esto ocurra es muy pequena. Esta 
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probabilidad se va haciendo más chica conforme baja la 
temperatur~, pero ser6. diferente de cero siempre y cuando T > o~ 

Debido a esto, el sistema, al estar en un estado de cierta 
enerq1a, podr4 salirse de 61 (al tener más enerq1a en un instante 
dado) y lleqar eventualmente a un estado de enerq1a menor. Es as! 
como al bajar la temperatura lentamente de manera que el sistema 
siempre esté en equilibrio es posible lleqar a estados de enerq1a 
muy baja. 

Como se mencion6 en el capitulo anterior, la versi6n de 
coordenadas fijas se puede tratar como un sistema termodinámico 
desordenado. con base en esto, lo que se hace en el método del 
templado aimulado12

"" es ir bajando lentamente la temperatura de 
la muestra en cuesti6n para tratar de lleqar a un camino (estado) 
da m1nima distancia (enerq1a). 

Espec1ficamente el método consiste en lo siquiente tz-ci. A 

partir de una confiquraci6n arbitraria del sistema y escoqiendo un 
valor de T suficientemente alto, se van realizando diferentes 
tipos de movimientos de manera que la conf iguraci6n de la muestra 

vaya cambiando; es decir, de tal forma qlie el camino vaya 
cambiando. Estos movimientos pueden ser, por ejemplo, las 
inversiones e inserciones mencionadas anteriormente. Se aceptan 
lea configuraciones de distancia menor todo el tiempo mientras que 
a6lo •• aceptan las de distancia mayor con probabilidad 
exp(-AL/T); esto es, se utiliza el alqoritmo de Metr6polis. Esto 
ae hace muchas veces de tal forma que el sistema lleque a estar en 

equilibrio a la temperatura T. Después, se baja un poco la 
tuperatura a un nuevo valor y se repite todo el procedimiento 
hasta que el aistema vuelva a estar en equilibrio a esta nueva 
tuperatura. Se sique bajando la temperatura lentamente y se 
detiene todo el proceso cuando el sistema esté templado. Los 
valores que T puede tomar, as! como la forma en que se debe ir 
bajando la temperatura, forman el itinerario del templado y muchas 
vecea 6ate ae tiene que ir modificando hasta que se obtenga uno 
que d6 buenos resultados. El sistema se considera como templado 
cuando después de realizar un nllmero qrande de movimientos a 
cierta temperatura, el camino ya no se puede mejorar. 

como ilustraci6n, en la Fiqura 2.3 se muestran los caminos 
obtenidos para una muestra dada correspondientes a diferentes 
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temperaturas de un proceso de templado simulado171
• 

T • 1.0 
a) b) 

T • 0.4 T •O.O 
c) 

Pig. 2.3. a) T • 1.0, temperatura inicial. b) T • 0.4. c) T ª 
• o.o, te11p9ratura final. 

Loa a6todoa iterativos difieren del •6todo del templado 
aiaulado an que12•'1 en aquello• a6lo se adoptan configuracionee. 
da dietancia aenor aientraa que en el del templado eimulado 
taabitn •• adoptan configuraciones de diatancia aayor. Loa 
priaeroa •• aeeaejen al caeo en que no ae templa el sistema sino 
que •• enfr1a r6pidamente. Esta diferencia tiene como consecuencia 
que en el 116todo del teaplado simulado el aistema no se quede 

atrapado f6cilaante en a1nimos locales de altura menor que T 

aproxiaadaaente, ya que eiempre hay cierta probabilidad de que 
adopte una configuraci6n de dietancia mayor y al adoptarla, podr6 
•aliree de dicho mlniao y llegar eventualmente a una mejor 
•oluci6n (ya eea el alnimo global o un mejor a1nimo local). 

Cabe aencionar que este a6todo puede ser utilizado en una 
gran variedad de problemas. En particular, para instrumentarlo al 
tratar con problemas del Area de optimizaci6n combinatorial <•-3

> 

se requiere lo siguiente: 

1. Una descripci6n de las posibles configuraciones que el 
sistema en cuesti6n puede adoptar. 

2. Una forma de producir y presentarle al sistema distintas 
opcionee. 

3. Una funci6n qua sea la que se quiere minimizar. 
4. Un parAmetro T y un itinerario del templado, el cual se 

formula experimentando y/o con base en otras consideraciones. 
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Esto, junto con el algoritmo de Metr6polis, permite utilizar este 
.. todo en una gran cantidad de problemas. 

En el caso del problema del agente viajero, el método del 
templado simulado da mejores resultados que los métodos iterativos 
ya que, como se mencion6 arriba, el sistema puede adoptar 
configuraciones de mayor distancia lo cu~l permite una büsqueda de 
mejores m1nimos. El tiempo de c6mputo necesario para obtener una 
soluci6n crece con N como una pequetla potencia de N. 

141 

Este 
jerlrquica. 

2.3 METODO JERARQUICO 

m6todo se basa 161 en la siguiente estrategia 
sa divide al cuadrado dentro del cual están las 

ciudades an cuatro distritos, como se muestra en la Figura 2,4, 

Pig. a.4, Iluatraci6n del m6todo jer6rquico. 

Para cada diatrito, se promedian las coordenadas de todas 
la• ciudadaa qua aatln dentro de él y la posici6n que resulte •e 
to .. como la poaici6n del distrito en cuesti6n. Una vez hecho esto 
para loa cuatro diatritoa, se encuentra al camino de m1nima 
diatancia para aata nuevo problema, tal y como se muestra en la 
rigura a ,4. Dtlapu6a, aa divide cada uno de eatoa diatritos en 4 
aubdiatrito• y para cada aubdistrito, se promedian las coordenadas 
do las ciudad•• qua caigan dentro de él, Los puntos que resulten 
•• to .. n como las posiciones de estos subdistritos. A 
continuaci6n, aa modifica an cada distrito la ruta exiatente de 
.. nera que •• obtenga la ruta más corta que pase por las 
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posiciones de los cuatro subdistritos en los que está dividido 
dicho distrito (ver Fiqura 2.4), Una vez hecho ésto en cada uno de 
los distritos se vuelve a dividir en cuatro a cada subdistrito. Se 
sigue repitiendo todo el procedimiento hasta que el máximo número 
de ciudades que haya en cualquiera de las subdivisiones más 
pequeftas sea l. De esta forma se llega a una solución del problema 
original. 

Este método tiene mucho en com!in 161 con las ideas del 
grupo de renormalización que se usa para analizar fenómenos 
críticos de sistemas termodinámicos. 

Si el número de ciudades es muy grande, este método es 
mucho más rápido que el del templado simulado y da mejores 
resultados que él. Cabe mencionar que no se sabe de ninguna forma 
sistemática en .que se puedan mejorar las soluciones obtenidas 
usando el método en cuestión, lo cual quiere decir que una vez 
obtenida cierta solución, no hay mucho más que se pueda hacer con 
ella, 

También es posible dividir al cuadrado original no en 4 
distritos sino en 9, ó 16, etc. Si se hace esto las soluciones 
mejoran un poco pero el tiempo necesario para obtenerlas aumenta 
bastante. El que mejoren alqo es debido a que entre más finas sean 
las divisiones, el camino se vuelve más exacto en cada 
subdivisión. Por otra parte, no hay una gran mejor1a debido a que 
la estrategia básica no se ve modificada¡ es decir, la forma en 
que se obtienen las soluciones es la misma. 
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CAPITULO 3 
PROPIEDADES ESTADISTICAS DEL PROBLEMA DEL AGEHTE VIAJERO 

En este capitulo se verán algunas propiedades estadisticas 
que presentan las soluciones del problema del agente viajero 
obtenidas usando el método del templado simulado. Especificamente, 
se tratará el caso del problema del agente viajero en la versión 
de coordenadas fijas, de la cual ya se habló en los Capitulas 1 y 
2. Antes de empezar, se hablará un poco acerca del programa de 
templado simulado que se utilizó para obtener dichas soluciones. 

3.1 PROGRAMA DE TEMPLADO SIMULADO 

En este programa, los movimientos que se utilizaron fueron 
los de Lin, esto es, se utilizaron las inversiones y las 
inserciones. La forma en que se escogió entre hacer una inversión 
o hacer una inserción, cada vez que se le presentaba una nueva 
configuración al sistema, fue aleatoria y la probabilidad de hacer 
cualquiera de estos dos movimientos fue igual a o.s. La función 
que se trató de minimizar fue la distancia total 
L = t

1
./((.r

1
-x

1
+1)

2
+(y

1
-y

1
•

1
)'¡ 112

, donde el punto 1 coincide con 
el N+l y N es el n1lmero de ciudades. 

El itinerario del templado fue el siguiente. Empezando a 
una temperatura T de 0.5, ésta se redujo un 10% en cada paso. Se 
mantuvo fijo cada valor de T hasta que se le presentaran al 
sistema BOON opciones distintas o hasta que éste adoptara lON 
nuevas confiquraciones, lo que ocurriera primero. se par6 todo el 
proceso cuando ya no hubo ninguna mejoria apreciable para la 
cantidad de esfuerzo realizado; es decir, cuando el sistema ya no 
adquirió ninguna nueva configuración después de haberle presentado 
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BOON opciones distintas. El programa fue tomado de la Ref. (4). 

3.2 PROPIEDADES ESTADISTICAS DEL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO 

Las propiedades estadísticas consideradas en este 
capitulo son las mismas que las que se estudian al analizar 
espectros de energla utilizando la teorla de las matrices 
aleatorias 120

-
211

• Aunque en el presente capl tul o sólo se 
describirá brevemente en qué consisten estas propiedades, en el 
Apéndice 1 se habla con más detalle de aquellos tópicos de la 
teorla de las matrices aleatorias que son relevantes para el 
presente trabajo y en lo que sigue se utilizará la información ahl 
contenida para estudiar estadísticamente el problema del agente 
viajero. 

Para utilizar la teorla de las matrices aleatorias en el 
caso del problema del agente viajero, lo que se hace es construir, 
a partir de cada muestra, un espectro aleatorio. Para 6sto, se 
empieza de cualquier ciudad y se van marcando sobre una recta 
nwn6rica las distancias de los diferentes segmentos que conforman 
el camino en cuestión; ea decir, se marca sobre la recta la 
distancia de la primera ciudad a la segunda, a continuación y a 
partir del punto marcado, la distancia de la ssqunda a la tercera, 
y aal hasta que se marque la distancia de la N-6sima a la primera. 
De esta forma, lo que se obtiene ea un •espectro• con N niveles en 
el cual las distancias entre loa niveles corresponden a las 
distancias entre las ciudades y los niveles en al corresponden a 
las pcaicionea que tendrlan las ciudades si el camino se cortara 
en cierta ciudad y se enderezara sobre la recta. Esto se muestra 
en la Piqura 3,1. 

La pcaici6n del nivel m6a alto de energ1a, asl como el 
origen, corresponden a la ciudad de la cual se partió y a la cual 
finalmente se llega al cerrarse el camino. 

Ea de esta fo?'llla como a partir de cada muestra distinta se 
puede construir un espectro aleatorio. Al analizar estos 
espectros, se pueden obtener diferentes propiedades estadísticas 
del problema del agente viajero. Estas propiedades son 
independientes de las ciudades que se escojan como origen al 
construir los espectros, debido a la forma •circular• que tienen 
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( 
Fig. 3.1. Ejemplo de un espectro aleatorio asociado con el 
problema del agente viajero. Para cada muestra se construye un 
espectro a partir de la soluci6n obtenida. 

todo• loa caminos. 
Cabe mencionar que todos loa espectros utilizados en este 

trabajo •• norsalizaron dividiendo entre la media D de la 
distancia entre niveles vecino•, tal y como •• menciona en el 
Ap6ndice 1 para loa caao• de ••pectro• gau•aianoa y de tipo 
Poi•aon120

·•11 • Cada vez que se quiera comparar loa espectros en 
cueati6n con otros espactroa aleatorios, eerA necesario 
noraalizarlos de tal forma que la distancia promedio entre niveles 
vecinos ••a igual a uno. 

A partir de los e•pectros ya normalizados, se estudiaron 
las aiguiente• propiedad•• ••tadl•ticaa120

"
221

: 

l. Densidade• da probabilidad p(k¡s). 
p(ll¡s) •• la densidad de probabilidad de que la distancia 
entre dos niveles cuale1quiera con k niveles inter11edios, k • 

o, 1, 2, ••• , eat6 entres y s+ds. A estas densidades taabi6n 
•e lH conoce como denddades de probabilidad de k-'8imos 
vecinos. cuando k ... m, p(k¡s) tiende a una densidad de 
probabilidad no?'lllal con media l!+l. Esto se debe al teorema 
central del limite, ya que la variable aleatoria s Hochda 
con la densidad de probabilidad p(k¡s) es la suma de las ll+l 
variables aleatorias s

1 
correspondientes a los espaciamiento• 

entre los k+2 niveles en cuesti6n (los dos de los extremos y 
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los k intermedios). 

2. Desviación está.ndar cr (k) de las densidades de probabilidad 
p(k;s) como función de k. 
Esta desviación estA dada por cr(k) = (<(s-<s>) 2>) 112

, donde 
los promedios se realizan utilizando la densidad de 
probabilidad p(k;s). Es una medida de la anchura de estas 
densidades de probabilidad, o dicho de otra forma, de la 
variabilidad de s alrededor de la media <s>=k+l. 

3. Varianza ~2 de la densidad de probabilidad E(n;L) como 
funci6n de L. 
La funci6n E(n;L) da la probabilidad de encontrar n niveles 
dentro de un intervalo de longitud L escogido 
arbitrariamente. La varianza de esta densidad de probabilidad 
se denota como i'- y está dada por i'-(L) = <(n-<n>)2>. Es una 
medida de qué tanto varlan, en promedio, los valores que la 
variable aleatoria n toma alrededor de la media <n>. Como 
E(n;L) depende de la longitud L de los intervalos, todos sus 
momentos y en particular ~2 también dependerán de ella. A ~ 
se le suele llamar varianza de nümero, ya que es la varianza 
del nümero de niveles que caen dentro de los diferentes 
intervalos de longitud L. 

4. Coeficiente de sesgo 7
1 

de la densidad de probabilidad E(n;L) 
como funci6n de L. 
Este coeficiente está dado por 7

1 
(L) = 11

3
/11

2

312
, siendo 11, el 

r-ésimo momento central de E(n;L) respecto a la media; es 
decir, 1',(L) a <(n-<n>) r >, Al igual que ~, también depende 
de la longitud L de los intervalos ya que E(n;L) depende de 
esta longitud. Aunque no muy confiable, es una medida de la 
asimetr1a de la densidad en consideración (ver Apéndice 1) y 
la forma en que depende de L va a ser caracterlstica del tipo 
de espectros que se estén analizando. 

5, Coeficiente de exceso 1
2 

de la densidad de probabilidad 
E(n;L) como funci6n de L. 
Este coeficiente se define como 7

2
(L) = (1'/1'

2
2)-3. También 
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6. 

depende de la longitud L de los intervalos y es una medida de 
la picudez, alrededor de la media, de la densidad de 
probabilidad E(n;L). Sin embargo, al igual que r

1 
y como se 

menciona en el Apéndice 1, la información que se obtiene de 
él no es muy confiable y su utilidad radica en que la forma 
en que depende de L va a ser caracter1stica del tipo de 
espectros del cual proviene. 

Coeficiente de correlación de dos espaciamientos 

consecutivos s
1 

y s
2

• 

Este coeficiente estA dado por P. • (CJ'• • ) /CJ'• .,.• , 
11 2 1' 2 1 2 

siendo CJ' la covarianza de los espaciamientos s
1 

y s
2 

y ·,·•2 
CJ' y CJ' 

•, •a 
sus desviaciones estAndar, respectivamente. Al 

igual que la covarianza, es una medida de la relación lineal 
que existe entre s

1 
y s

2
, pero tiene la ventaja de que no 

depende de la variabilidad ni de s
1 

ni de s
2

• Debido a esto, 

dicho coeficiente siempre cumple con la condición 
-1 < p < l. 

•,••2 

7. Media de la función IF(y) 12
• 

Esta media es el promedio sobre el ensemble del módulo al 
cuadrado de las transformadas de Fourier F(y) de los 
distintos espectros. Espec1ficamente, si para cada espectro 
se escoge una región suficientemente grande y si se construye 
a partir de ésta la función f(r) = f a , la cual vale cero 

IC11Ct 

en todos lados excepto para aquellos valores de r que 
corresponden a los diferentes niveles de energ1a que caen 
dentro de la región en cuestión, la transformada de Fourier 
de f(r) es precisamente la función F(y). El promedio sobre el 
ensemble contendrA informaci6n acerca de las correlaciones 
entre niveles de energ1a muy separados entre si, tal y como 
se explica en el Apéndice 1. 

Estas cantidades se estudiaron para los siguientes tres 
casos: 350 muestras de 500 ciudades cada una, eooo muestras de 20 
ciudades cada una y 350 soluciones de una sola muestra de 500 
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ciudades. Los resultados obtenidos se compararon con los 

resultados correspondientes a espectros tipo Poisson y GOE. La 

elecci6n de estos dos tipos de espectros se debió a lo siguiente, 

Ambos tipos son ejemplos clásicos o estándar de espectros 
aleatorios. Esto quiere decir, entre otras cosas, que sus 
diferentes propiedades estadisticas están muy bien estudiadas. 
También, ambos ocurren muy seguido al estudiar una gran variedad 
de sistemas. Los espectros Poisson, por un lado, aparecen con 

mucha frecuencia al contar el nWnero de veces que ocurre cierto 
evento en un intervalo de tiempo (o espacio) determinado; los 

espectros GOE, por otro lado, aparecen al estudiar los espectros 

de energ!a de muchos átomos y nücleos pesados. As!, existe la 
posibilidad de que ambos espectros aparezcan al analizar otros 
tipos de sistemas diferentes. Aparte de esto, al comparar con 
estos dos tipos de espectros se está haciendo una comparaci6n 

tanto con espectros correlacionados como con espectros no 
correlacionados. Los espectros Poisson son el ejemplo clásico de 
espectros en los cuales no existe ninguna correlaci6n entre los 

di,ferentes niveles de energ!a mientras que los espectros GOE son 

un ejemplo muy comün de espectros en los cuales si existe 
correlación entre los distintos niveles. 

Además de estudiar las propiedades estad!sticas aqu! 
presentadas para los tres casos arriba mencionados, también se 

analiz6 la forma en que estas propiedades cambiaban durante el 
proceso de templado simulado de las distintas muestras. 

A continuación se hablará en detalle acerca de estos tres 
casos as! como acerca de la dependencia con la temperatura de las 

diferentes propiedades estad!sticas. 

3.2.1 350 Muestras De 500 Ciudades cada Una 

A partir de 350 muestras de soo ciudades cada una, se 
obtuvieron 350 espectros aleatorios. Para obtener las densidades 

de probabilidad p(k¡s) a partir de estos espectros se construyó, 

para cada valor de k (espec!ficamente para k =o, 1, 2 y 10), un 
histoqrama usando como datos las distancias s entre pares de 
niveles con k niveles intermedios. En las Figuras 3.2a, 3.2b, J,2c 

y 3. 2d se muestran dichos histogramas para k = o, 1, 2, y 10 
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respectivamente. 
Por comparación, en la Figura 3. 2a también se muestra, 

aparte de la densidad correspondiente al caso Poisson, la densidad 
de probabilidad de Wigner. Para el caso del problema del agente 

viajero la densidad de probabilidad de vecinos cercanos p(O;s) 
está dada por 

p(O;s) = asbexp(-cs")I
10

,m
1
(s), (3.1) 

siendo c = r((b+2)/dl"/r((b+l)/dJ", a (dc1b•t11•)/r((b+l)/d), b 

= 1.1657 y d = 1.4845. cabe mencionar que después de tratar con 

diversas funciones, ésta fué la forma funcional que mejor se 

ajustó al histograma y como se aprecia en la Figura J .2a, el 
ajuste es muy bueno. El valor de a está determinado por la 
condición de normalización (!

0
"'p(O¡s)ds = 1) y el valor de e por 

la condición de que la media <s> de la distancia entre ni veles 

vecinos es igual a uno; esto es, la ecuación <s> = !
0
"'sp(o;s)ds = 

1 determina el valor de c. Los valores de b y d fueron encontrados 
usando el método de momentos 1231

• De la Figura 3. 2a se ve que la 

probabilidad de que s sea muy chico o muy grande, respecto a <s> = 

1, es más grande para el problema del agente viajero que para 
espectros del ensemble ortogonal gaussiano. Para el caso Poisson, 

la probabilidad de que dos niveles estén separados por una 

distancia entre s y s+ds disminuye conforme ésta aumenta. 

De la Figura J.2d se ve que cuando el nümero de niveles 
intermedios es grande, p(k;s) se aproxima a una densidad de 

probabilidad normal con media k+l. Esto es debido al teorema 
central del limite (ver Apéndice 1). 

Cabe mencionar que mientras que en el caso de p(O;s) la 

curva sólida es la encontrada con base en el histograma (ecuación 
3.1), en el caso de las densidades p(k;s), k = 1, k = 2 y k = 10, 
las curvas sólidas son aproximaciones a las curvas reales; es 

decir, las curvas que se muestran son densidades de probabilidad 
gallllRa con media y varianza determinadas con base en los datos 

num6ricos. Espec1ficamente, lo que se hizo para cada uno de estos 

tres casos fué, primero, considerar que el histograma correspond1a 

a una densidad de probabilidad gamma dada por 
p(s) = (A .. 's•e-''"> /r(r+l) y segundo, igualar la media y varianza 
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de esta densidad de probabilidad con la media y varianza obtenida 
a partir de loe datos numéricos. Esto di6 como resultado un par de 
ecuaciones a partir de las cuales se obtuvieron valores para A y 
r. Loa valores encontrados fueron los siguientes: Para k • l, A • 
2.967 y r • 4,934, para k • 2, A • 2,889 y r • 7.667 y para k = 
10, A • 2. 798 y r - 29, 780. Es claro que estas densidades de 
probabilidad no son las que se obtienen a partir de la ecuaci6n 
3 .1, pero son las que ae usaron en lugar de las densidades de 
probabilidad reales ya que son menos complicadas que éstas. De las 
figuras se ve que estas aproximaciones son bastante buenas. 

k 

Fig. 3.3. De1viaci6n est6ndar a(k) de las densidades de 
probabilidad de k-61iao1 vecino• para el caso del problema del 
agente viajero(~). Por coaparaci6n, taabi6n se auestran las 
curvas corrHpondientes a espectros del tipo Poisson ( -) y a 
Hpectros del GOE (- -) , 

Para calcular las desviaciones est6ndar de las densidades 
de probabilidad p(k;s) a partir de los espectros en cue1ti6n lo 
que se hizo fue, para cada valor de k, usar las distancias s antre 
pares de niveles con k niveles intermedios y usar la f6rmula Al.6 
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del Apéndice i. En la Figura 3. 3 se muestra esta desviación 
estándar como función del nümero k de niveles intermedios. También 
aparecen las curvas correspondientes al caso Poisson y al caso del 
GOE, 

De esta figura se puede ver que la desviación u(k) para el 
problema del agente viajero es mayor que la del GOE y menor que la 
del caso Poisson, independientemente del valor de k. Esto quiere 
decir que al escoger aleatoriamente un par de niveles entre los 
cuales hay k intermedios, la probabilidad de que la distancia s 
entre ellos esté alejada de k+l disminuye al ir del caso Poisson 
al caso del problema del agente viajero, y al ir de éste al caso 
del GOE. Aunque en los tres casos la densidad de probabilidad 
p(k;s) se aproxima a una normal con media k+l cuando k ~ ~, las 
desviaciones estándar de estas densidades son diferentes en los 
tres casos, como se puede apreciar claramente en la Figura 3.3. 

También se encontraron tanto la varianza como los 
coeficientes de sesgo y de exceso de la densidad de probabilidad 
E(n;L) como funci6n de L. Para esto, se dividi6 cada espectro en 
intervalos de longitud L y se contó el nümero n de niveles que 
babia dentro de cada uno de estos intervalos. Después, con esta 
informaci6n, se encontraron los promedios adecuados con base en 
las f6rmulas Al. 7, Al.10, Al. U y Al.12 del Apéndice 1. Esto se 
hizo para diferentes valores de L. Los resultados obtenidos, as1 
como los resultados correspondientes a espectros del tipo Poisson 
y a espectros del GOE se muestran en las Figuras 3.4, 3.5 y 3.6. 

En todas estas figuras se ve que la curva correspondiente 
al · caso del problema del agente viajero cae entre las 
correspondientes a espectros Poisson y las correspondientes a 
espectros del GOE para valores de L mayores que o iguales a 1, 
aproximadamente. 

Para la varianza t'(L), esto indica que, en promedio, el 
intervalo de valores que la variable aleatoria n toma alrededor de 
<n> es más grande en el caso del problema del agente viajero que 
en el caso del GOE, pero más chico que para un proceso de Poisson. 
Dicho de otra forma, al ir de intervalo en intervalo, las 
fluctuaciones alrededor de <n> van a ser más grandes en el caso de 
un proceso de Poisson y van a ir decreciendo al pasar a espectros 
del problema del agente viajero y finalmente a espectros del GOE. 
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Fig. 3.6, Coeficiente de exceso 1
2 

como funci6n de la longitud 

L de loa intervalos para espectros del problema del agente 
viajero (-), del GOE (- :-> y del caso Poiaaon ( -) • 

Para valorea pequeftoa de L las tres curvas son muy parecidas, Esto 
indica que, localmente, la variabilidad del nümero de niveles es 
muy parecida en los tres casos, lo cual es de esperarse ya que 
localmente ea muy raro que el nümero de niveles sea diferente de o 

6 de 1. Cabe notar que al igual que la curva de Poisson, la 

correspondiente al caso del problema del agente viajero crece 

linealmente con L para valores mayores que l (aproximadamente), 
aunque con diferente pendiente. 

Cabe mencionar que entre mAs grande sea la variabilidad 
del nClmero de niveles dentro de los diferentes intervalos, mAs 

grande ser6n las fluctuaciones alrededor de k+l de la distancia 

entre pares de niveles con k niveles intermedios; es decir, estas 

dos cantidades est6n relacionadas entre si <2ll y esto explica la 

semejanza entre las Figuras 3.3 y 3.4. 

En el caso de 1
1 

(L) y de r
2
(L) se tiene que las tres 

curvas coinciden si L ~ o 6 si L ~ ~. Sin embargo, la forma de las 
tres curvas ea diferente para valores intermedios de L. Respecto a 
la asimetr1a y picudez de las densidades de probabilidad E(n;L), 
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la informaci6n que se puede obtener de las Figuras 3,5 y 3.6 no es 
muy confiable, como se menciona en el Apéndice 1 y por esto no se 
discutirán dichas caracteristicas, 

También se calcul6 el coeficiente de correlaci6n entre dos 
espaciamientos consecutivos. Para hacer esto, se utilizaron las 
f6rmulas Al,13 y Al.14 del Apéndice 1, formando el cociente de la 
covarianza entre 
producto de las 

pares de espaciamientos 
desviaciones estándar 

espaciamientos pares e impares. 

consecutivos y 
asociadas con 

el 
los 

Para espectros asociados al problema del agente viajero se 
obtiene que p = 0.0547. Esto podria indicar que la longitud 

•1 1 •2 

de un espaciamiento 
espaciamiento que está 

casi no influye en la longitud del 
arriba de él, esto es, se podria pensar que 

las variables aleatorias s
1 

y s
2 

son prácticamente independientes. 
Esto a pesar del hecho de que sus valores corresponden a segmentos 
del camino en cuesti6n, el cuál si presenta cierto tipo de 
correlaci6n debido a que debe de ser cerrado. Sin embargo, que el 
coeficiente de correlaci6n de dos variables aleatorias sea igual a 
cero no necesariamente implica que éstas son independientes. Dos 
variables aleatorias pueden estar relacionadas entre si y su 
coeficente de correlaci6n puede ser igual a cero l21l. Debido a 
esto, la evidencia en favor de la independencia de s

1 
y s

2 
no es 

conclusiva. 
No hay contradicci6n entre el hecho de que las curvas de 

t"(L) para los casos del GOE y del problema del agente viajero son 
muy parecidas entre si para valores de L relativamente pequeftos y 
el hecho de que el coeficiente de correlaci6n es igual -0.27 en el 
primer caso y casi O en el segundo, Esto es cierto 
independientemente de que para el caso en estudio s y s estén 
correlacionadas, ya que el comportamiento de la· cu:va r.l(L) no 
está totalmente determinado por las correlaciones de corto 
alcance. 

En el caso de la funci6n <IF(y) 12> lo que se hizo fue 
promediar el m6dulo al cuadrado de las transformadas de Fourier de 
los diferentes espectros. El resultado se muestra en la Figura 
3,7, 
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Fig. 3.7. Media del módulo al cuadrado de las transformadas de 
Fourier F(y) de espectros correspondientes al problema del 
agente viajero ( -) • Por comparación también se muestran las 
curvas correspondientes al caso del GOE (- -) y al caso Poiaaon 
(-). 

De esta figura se ve claramente que para el problema del 
agente viajero al existen correlaciones de largo alcance, aunque 
son distintas a las existentes en el caso del GOE. Esta 
correlación ea entendible debido a que la condición de que el 
camino debe de ser cerrado impone correlaciones entre regiones del 
espectro separadas entre a1. Como se mencion6 en el Capitulo l, 
esta condición, entre otras causas, es responsable del hecho de 
que el problema del agente viajero exhiba frustración. 

J.2.2. 8000 Muestras De 20 Ciudades Cada Una 

Ahora, para 8000 muestras de 20 ciudades cada una, se 
volvieron a calcular todas estas cantidades. 

En la Figura 3. e se muestran las densidades de 
probabilidad de k-6aimos vecinos. 
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Figs. 3.aa, 3.Sb. Densidades de probabilidad de k-ésimos 
vecinos p(k¡s) para el problema del agente viajero. a) k ª o y 
b) k • 1. Tallbién se muestra la densidad de probabilidad de 
priaero• vecinos p(O¡s) para el GOE (- -) as1 como las 
densidadH p(O¡s) y p(l¡s) para el caso Poisson { -) • 
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Fig. 3,ac. Densidad de probabilidad p(2;s) para el problema del 
agente viajero(~~). También se muestra esta densidad para 
el caso de espectros tipo Poisson ( -) • 

En este caso, la forma de la función p(O;s) está dada, 
otra vez, por la ecuación 3.1, pero ahora los valores de by d son 
1.0671 y 1,3418 respectivamente. De las Figuras 3.2 y 3.8 se ve 
que las densidades de probabilidad p(k;s), k =o, k = l y k = 2, 
correspondientes a muestras de 500 ciudades y a muestras de 20 
ciudades respectivamente coinciden bastante bien. 

Al igual que para el caso de muestras con 500 ciudades, la 
curva correspondiente a p(o;s) fue obtenida con base en el 
histograma, mientras que las curvas p(l;s) y p(2;s) son 
aproximaciones a las curvas reales. Otra vez, las curvas 
utilizadas son densidades de probabilidad gamma y la razón por la 

que se usaron es que son menos complicadas que las densidades de 
probabilidad reales. En este caso, >.

1 
2.682, r

1 
= 4.364, >.

2
= 

2.683 y r
2
= 7.050. 

Respecto a cr(k), I:2 (L), 1,CL) y 1
2
(L), las .curvas 

obtenidas se encuentran en las Figuras 3. 9, 3 .10, 3 .11 y 3 .12 
respectivamente, junto con las correspondientes a las de los casos 
GOE y Poisson. Por comparación, también se muestran las curvas 
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Figs. 3.9 y 3.10. Desviación estándar ~(k) de las densidades de 

probabilidad da k-ésimos vecinos y varianza de número i'- como 

función de la longitud L de los intervalos, respectivamente, 

para los casos GOE (- -) , Poisson ( -) y problema del agente 

viajero: 8000 de 20 e~ ~) y 350 de 500 (~). 
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2
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viajero: eooo de 20 ( - -) y 350 de 500 (-). 
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obtenidas con base en las 350 muestras de 500 ciudades. 

En todas ellas se ve que el comportamiento en el caso de 

20 ciudades es bastante similar al comportamiento correspondiente 

a las 350 muestras de 500 ciudades, Sin embargo y aunque en las 

figuras no se muestra, para valores de k y L más grandes que 3 

empiezan a haber fuertes desviaciones entre las curvas 

correspondientes a estos dos casos. Estas desviaciones se deben a 

lo siguiente, 

Los espectros correspondientes a muestras de 20 ciudades 

son mucho m:is cortos que los correspondientes a muestras de 500 

ciudades. Debido a esto, para valores grandes de L y k se est:in 

considerando, en el primer caso, regiones del orden de la mitad de 

los espectros, mientras que en el segundo caso, se están 

considerando regiones apenas del orden de 1/50 de la longitud 

total. Debido a esto, las propiedades estadisticas en el caso de 

las muestras de 20 ciudades se van a ver alteradas para estos 

valores de k y L por diferentes factores (como por ejemplo, las 

correlaciones de largo alcance) que tiene que ver con el hecho de 

que ya no se están considerando regiones locales de los caminos. 

En lo que se refiere al coeficiente de correlación, para 

el caso de las 8000 muestras éste resulta ser igual a 0.0219; esto 

es, dicho coeficiente resulta ser del mismo orden que el asociado 

con las muestras de 500 ciudades, pero como ya se mencionó con 

anterioridad, esto no significa que s
1 

y s
2 

sean independientes. 

Por tlltimo, cabe mencionar que también en el caso de 20 

ciudades existen correlaciones de largo alcance, como lo indican 

las transformadas de Fourier. Esto es debido, otra vez, a la 

condición de que el camino debe de ser cerrado, 

con esto se ve que existe un gran intervalo, en lo que al 

ntlmero de ciudades se refiere, tal que si las muestras caen 

dentro de él, entonces las propiedades estadisticas locales de las 

soluciones del templado simulado serán bastante parecidas 

independientemente del ntlmero de ciudades. Además, todas estas 

soluciones presentan correlaciones de largo alcance debido a la 

condición de que los caminos deben de ser cerrados. 
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3.2.3 350 Soluciones De Una Sola Muestra De 500 Ciudades 

Los resultados que a continuación se presentan son los 
corresll,ondientes a los espectros obtenidos al aplicar el método 
del l;;~plado simulado a una sola muestra, empezando cada vez de 
configuraciones diferentes. 

En la Figura 3.13 se muestra el histograma correspondiente 
a la densidad de probabilidad p(O;s). Por comparación, también se 
muestra la densidad de probabilidad 3.1. 

'íii' 
o 0.6 
'¡:¡: 

0.6 

s 

Fig. 3.13. Histograma de la densidad de probabilidad de 
primeros vecinos para 350 soluciones de una sola muestra de 500 
ciudades. La curva c¡ue se muestra es la correspondiente a la 

densidad de probabilidad de primeros vecinos en el caso de 350 
muestras distintas de 500 ciudades cada una. 

En las Fiquraa 3.14, J.15, 3.16 y 3.17 aparecen, 
respectivaaente, la desviación est6ndar u(k), la varianza t1(L), 

el coeficiente de seac¡o 1
1
(L) y el coeficiente de exceso r

2
(L) 

tanto para al caso de 350 muestras distintas como para el caso de 
una sola muestra. 
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Figs. 3.14 y 3.15. Desviación estándar a-(k) de las densidades 

de probabilidad de k-6simos vecinos y varianza de nWllero r 
_ co•o función de la longitud L de los intervalos para el caso 

del problema del agente viajero: 350 muestras distintas de 500 

ciudades cada una (-) y 350 soluciones de una sola muestra 
(-·-). 
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.. Fiqs. 3 .16 y 3, 17. Coeficiente de sesqo 1
1 

y coeficiente de 
exceso r 2, respectivamente, como funci6n de la longitud L da 
loa intervalos para 350 muestras distintas de 500 ciudades cada 

una (~) y para 350 soluciones de una sola muestra también de 

500 ciudades (- · -l . 
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El coeficiente de correlación para el caso de una sola 
muestra es iqual a 0.0678. Es del mismo orden que el que se obtuvo 
para 350 muestras distintas de 500 ciudades cada una. 

En la Figura 3 .18 se muestra la función < 1 F(y) l 2> 

correspondiente a las soluciones de una sola muestra. 

O.DI 

y 
Fig. 3.18. Media del módulo al cuadrado de la transformada de 
Fourier F(y) de espectros asociados con el problema del agente 
viajero. La curva sólida ( -) correaponde a 350 mueatras 
diatintaa de 500 ciudades mientras qus la otra (- · -l 
correaponde a 350 soluciones de una sola muestra tambi6n de 500 
ciudadH. 

Reapacto a la Figura 3.13 se tiene lo siguiente. Al 
obtener 350 •oluciones de una sola muestra usando el método del 
teaplado •i•ulado, se están obteniendo un gran nllmero de caminos 
distinto•. Estos caminos serán muy parecidos en lo que se refiere 
a •u longitud, pero el hacho da que se empieza cada vez deade 
configuraciones diferentes trae como consecuencia la exiatencia de 
un gran nllaero de camino• finalea (aunque esto no quiere decir que 
nunca mea poeible obtenar do& caminos iguales empezando desde 
diferentea condiciones inicialea). Con baae en esto me podr1a 
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pensar que el histograma deberla ser muy parecido a la curva 
correpondiente a 350 muestras distintas. sin embargo, esto no es 
asl. La diferencia existente es debida a lo siguiente. Para una 
sola muestra, existe una serie de segmentos que van a aparecer en 
muchas de las 350 soluciones • Estos segmentos tienen una muy alta 
probabilidad de pertenecer al camino óptimo o de mínima distancia. 
En otras palabras, existen ciertos valores de la variable 
aleatoria s que se repiten con mucha frecuencia. Debido a esto, 
las frecuencias relativas de esta variable y por lo tanto el 
histograma correspondiente a la densidad de primeros vecinos se 
van a ver alterados y esta es precisamente la causa de las 
discrepancias entre la curva y el histograma. 

De las Figuras 3 .14, 3 .15, 3 .16, y 13. 7 se ve que las 
curvas correspondientes a una sola muestra son muy parecidas a las 
de 350 muestras distintas. Esto es debido a la gran diversidad de 
soluciones para el caso de una sola muestra. Aunque haya varios 
segmentos que se repitan con alta frecuencia, el namero de 
segmentos que no o casi no se repiten es grande, de forma que al 
realizar los diferentes promedios los valores que se obtengan no 
se van a ver alterados por la alta repetición de algunos de los 
segmentos. Esta repetición sólo tier.e como consecuencia que el 
nQmero "efectivo" de datos a partir de los cuales se obtienen 
dichos promedios disminuya. Esto, sin embargo, no es el caso con 
el histograma, ya que lo que se esta viendo ahl es precisamente la 
frecuencia relativa de s, de manera que ahl si importa esta 
repetición. 

Esto mismo es lo que pasa con el coeficiente de 
correlación y por eso ambos son del mismo orden. 

De la Figura 3 .18 se. ve que ambas curvas tienen la misma 
forma, aunque las fluctuaciones son mucho más grandes para el caso 
de una sola muestra. Esta similitud es debido, otra vez, a que 
para el caso de una sola muestra existe una gran diversidad de 
caminos finales. Las fluctuaciones grandes para valores de y 

alejados del origen (valores cercanos a cero en los espectros 
originales) tienen que ver con el hecho de que el n!lmero efectivo 
de datos a partir de los cuales se está encontrando el promedio de 
las transformadas para estos valores de y se ve disminuido por la · 
repetición de ciertos segmentos. 
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De esta forma, lo que se concluye con base en estos 
reaultados •• que el conjunto de soluciones obtenidas con el 
m6todo del templado simulado para el caso de una s6la muestra es 
pr6cticamente equivalente, en lo que respecta a ciertas 

propiedades estad1sticas, al ensemble de soluciones 
correspondientes a diferentes muestras. Las discrepancias se deben 
a la alta repetición de algunos de los segmentos. Esta similitud 
indica, como es sabido, que el espacio de configuración de 
cualquier muestra tiene un gran numero de m1nimos locales. 

3.2.4 Dependencia Con La Temperatura 

En esta aecci6n ae mueatran las diferentes cantidades 
••t•dlatica• haata ahora consideradas para diferentes etapas del 
proceso de templado simulado. Especlficamante, ae muestran dichas 
cantidades para 350 mueetras de 500 ciudades cada una. 

o.e ,-,-,,--,-.--.--.--.--r-...-..-....-.--.-.,--,-.--.--.--.--.--r-...-..-.,..., 

o.e 

0.4 

0.2 

4 
s 

Figs. 3.19. Hiatoqramaa de la densidad de probabilidad de 

priaeroa vecinos. Cada 9r6f ica corresponde a cierta temperatura 

del" proceao de teaplado simulado: a) r,= r
1 

• o.s, b) r
2 
.. 

0.125, e) r 3 • 0.0139, d) r, .. o.ooao, e) r
5 

• 0.0039 y f) r, • 

0.0006. La curva que aparece en todas las figuras es la 
densidad de primeros vecinos a la temperatura final r,=0.00001. 
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En las Figuras 3.19 se muestra el histograma 
correspondiente a la densidad de probabilidad de primeros vecinos 
para las siguientes temperaturas: a) T

1
= T

1 
= 0.5, b) T

2
= 0.125, 

c) T
3 

• 0.0139, d) T
1 

= o.ooeo, e) T
5 

• o.0039 y f) T
6 

• 0.0006, 

siendo r
1 

la temperatura inicial. La curva s6lida corresponde a la 
densidad da pri•eros vecinos a la temperatura final r, - r, = 
0.00001. 

De estas figuras se ve que la forma en que la densidad de 
primeros vecinos se aproxima a su forma templada presenta cierta 

oacilaci6n; es decir, al ir bajando la temperatura, primero se 

carga hacia la izquierda y depués se empieza a aovar hacia la 
derecha hasta adquirir su forma final. 

Estas figuras tallbi6n indican que la densidad de primeros 
vecinos es sensible a la longitud de los diferentes caminos, ya 
que entre m6s alta sea la temperatura, m6s grande ser6 la 
diatancia promedio L de estos, tal y como se ilustra en la Figura 
3.20. 

En las Fiquras 3.21, 3.22, 3.23 y 3.24 se muestran v(2), 

t2(2.0), 7
1 
(2.0) y 7

2
(1.5) como funci6n de la temperatura. La 

raz6n por la cual no se muestran las curvas completas para cada 
una de estas teaperaturas es porque en muchos casos 6stas 
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oL-L-.J'-''--'--1--'--'"--'--'--'--'--'--'--'--'--'--'--'-..........., º·ººº 0.005 0.010 0.015 0.020 
T 

Fig. 3. 20. Distancia promedio L de los caminos correspondientes 
a 350 muestras de 500 ciudades cada una como funci6n de la 
temperatura T a la que se encuentran dichas muestras durante el 

proceso de templado simulado. T1 = T, = o.s, T9 = 0.365, Te = 

0,240, T0 m 0,125 1 TE• 0,0323, Tr = 0.0190, T
0 

= 0,0139 1 TH = 

o.ooeo, T
1 

• 0.0039, TJ = 0.0006 y T, = T, = 0.00001. 

eat4n unas encima de las otras y no se alcanzan a distinguir 
claramente. La elecci6n de los puntos 0'(2), :!:2 (2 .o), etc. ea 
totalmente arbitraria y loa otros puntos se comportan de forma 
aiailar. 

A partir de estas figuras se ve que la forma en que estas 
cuatro cantidades se aproximan a sus valores templados no es 
aonot6nica, sino que hay cierta oscilaci6n en todo. el proceso. Lo 

aiaao ocurre con los otros puntos, de manera que al ir 
disminuyendo la temperatura, las cuatro curvas en consideraci6n 

van subiendo y bajando hasta que llegan a sus formas finales. Es 
m4s, para cualquier de estas cuatro funciones (O'(k), t 2 (L), 1

1 
(L) 

Y 12 (L)), puede llegar a haber dos temperaturas para las cuales 

las curvas correspondientes a éstas coincidan entre si, de manera 

que la forma templada de la O'(k), por ejemplo, no corresponde 
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0.020 

T 

Fiqs. 3.21 y 3.22, Desviación estándar u(2) de la densidad de 
probabilidad p(2;s) y varianza de nlimero ~(2.0), 
respectivamente, como función de la temperatura. T

1 
= T, = o.s, 

T
1 

• 0.365, Te = 0,240, T0 = 0.125 1 TE = 0.0323, Tr = 0.0190, 

T0 • 0.0139, T" = o.ooao, r
1 

= 0.0039, rJ = 0.0006 y T, = T1 = 
0.00001. 
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PiCJ•· l.23 y 3,24. Coeficiente de aesqo 1

1
(2.0) y coeficiente 

de excHo 7 2 ( 1. 5) , respectivamente, como funci6n de la 
toperatura. T1 • T, • 0,5, T

1 
• 0.365, T

0 
• D.240, T

0 
• 0,125, 

rE • o.0323, T, • 0.0190, Te = 0.0139, TH = o.ooeo, T
1 

• 

0.0039, TJ • 0.0006 y T, • T
1 

• 0.00001. 
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sólamente a la temperatura final, y lo mismo para las otras tres 
cantidades. Como a cada temperatura le corresponde una longitud 
promedio L, esto indica que la forma final de cualquiera de estas 
cantidades considerada por s1 sola no caracteriza a las soluciones 
de m1nima distancia encontradas con el templado simulado. Sin 
embargo, las temperaturas para las cuales ~(k) adquiere la misma 
forma que la forma templada no coinciden con las temperaturas para 
las cuales r

1 
(L) lo hace, por ejemplo, de forma que estas cuatro 

cantidades en conjunto si caracterizan a las soluciones finales 
obtenidas con el método del templado simulado. Esto se ve 
claramente en las Figuras 3.21, 3.22, 3.23 y 3.24. 

Paaando a la media de las transformadas de Fourier, ésta 
se muestra'en las Figuras 3.25 como función de la temperatura. 

0.015 

l.O 

y 

Figs. 3.25. Media del m6dulo al cuadrado de las transformadas 

de Fourier F(y) para 350 muestras de 500 ciudades. Cada curva 
corresponde a una temperatura del proceso de templado simulado. 
a) T1a T1 ª 0.5 (-) 1 b) Taª 0.125 (- • • -) 1 e) T

3 
• 0.0139 

(- • • • -) , d) T, ª O.OOBO (- • • -) , e) T
5 

• 0.0039 

(- · -) Y f) T
6 

= o. 0006 (- -) • La curva sólida 
corresponde a la forma ya templada. 

67 



0.025 

0.020 
··•. 

\ .. , ..... 
'\,¡·, .1 .• ,·' 

·... ¡i 

0.015 
\.-.-.' 

o.o 10 ,__...__.__.__.,_,~._..____.__.__.__.__.._._..._...__.__,__..__,-J 
-1.0 -0.5 o.o 0.5 1.0 

b) y 

0.020 

0.015 

o.o 10 .__.__.___.__.._,._..___...__.__._._.1.._.,~._._..._-1.-_.__.,_.._.__, 

.e) -1.0 -0.5 o.o 0.5 1.0 

y 

68 



/\ 
N 

~ v 

0.025 

0.020 

0.015 

o.o 1 o ¡_.._.._.._.._.._...__,_..._...._-'--....__.__.__.__.__.__.__.__.__j 
d) -1.0 -0.5 o.o 0.5 J.0 

y 

69 



0.030 
/\ 

N 

:5 
r.. v 

0.025 

0.020 

En e11ta11 figuras se aprecia que la forma de la funci6n 
<IF(y)l 2> va callbinado conforme baja la temperatura. A T • 0.5, la 
far.a de esta funci6n es parecida a la forma final. Conforme baja 
la temperatura, la curva va subiendo m&s y m&s hasta que a partir 
de cierto punto empieza a bajar otra vez hasta llegar a su forma 
final. De nuevo ee ve que el proceso es oscilatorio y no 
monot6nico. 

Algo similar ocurre con el coeficiente de correlaci6n. Loa 
valores, como funci6n de T, 11on los siguientes: p • 0,0353, Pr • 

r, a 
0.0162, p'c = 0.0050, pr

0 
= 0.0053, PrE = -0.0237, Prr ª -0.0429, 

Pr
0 

• -0.0442, PrH • -0,0006 , pr
1 

• 0,0362, PrJ = 0,0527 y p,
1 

a 

0.0547. otra vez, la forma en que astA cantidad llega a su valor 
templado no ee monot6nica. 

En resumen, la forma en que todas las cantidades 
estad1stica11 aqu1 pre11entada11 se aproKiman a sus formas tsmpladas 
ee oscilatoria y no monot6nica. 
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De esta forma, con esto se concluye el estudio de las 
propiedades estad!sticas de las soluciones del problema del agente 
viajero. Las conclusiones que se derivan de los resultados 

obtenidos se presentan en el sigu.iente capitulo. 
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CAPITULO 4 

CONCLUSIONES 

Con base en los resultados expuestos en el capitulo 
anterior las conclusiones son las siguientes: 

l. Las soluciones del problema del agente viajero obtenidas por 
medio del método del templado simulado presentan 
regularidades estadisticas, como lo muestra el comportamiento 
de las diferentes propiedades estudiadas. 

2. Estas propiedades son diferentes a las de los espectros 
aleatorios correspondientes al GOE o a procesos Poisson. De 
hecho, también son diferentes a las del GUE y GSE (ver Ref. 
[20)). Esto no es sorprendente, ya que hay muchos sistemas 
para los cuales los •espectros" asociados a ellos no son ni 
poissonianos ni gaussianos. Sin embargo, es interesante 
comparar con estos dos tipos de espectros ya que éstos 
aparecen en el estudio de una gran variedad de sistemas. 

J. Localmente, las propiedades estadisticas encontradas son muy 
parecidas para muestras que caen dentro de un gran intervalo 
en lo que al nümero de ciudades se refiere. Esto indica que 
lo que determina la estructura local de este tipo de 
espectros no es tanto el nümero de ciudades sino el hecho de 
que se está trabajando con caminos "óptimos". 

4. La probabilidad de que al obtener cierta solución mediante el 
método del templado, la distancia entre ciudades vecinas a lo 
largo del camino esté entre s y s+ds está dada por 
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p(O¡s) = as•exp(-cs")r
10

, .. 
1 
(s), (4.1) 

siendo a = dc1
••

111•¡r((b+l)/d), c = r((b+2)/d)•/r((b+l)/d)• 
y b y d las constantes encontradas en el capitulo anterior. 
Se hace notar que para el caso Poisson, a = 1, b = o, c = 1 y 
d = 1 mientras que para la densidad de Wigner, a = n/2, b =l, 
c = n/4 y d = 2. 

5. Las curvas correspondientes a u(k), I:2 (L), 7
1 

(L) y 7
2

(L) son 
las que aparecen en las Figuras 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 
respectiva mente. Los valores de dichas cantidades. para L y k 

pequeftos (menores que 3) son válidos para muestras con 
diferente n1Íl!lero de ciudades. La informaci6n que estas 
cantidades dan en lo que se refiere a los caminos y no a los 
espectros es clara. Por ejemplo, si se obtiene por medio del 
templado una eoluci6n para cierta muestra y si el camino 
obtenido se normaliza, el valor u(O) de la Figura 3.3 
indicar& si es despreciable o no la probabilidad de que dos 
ciudades vecinas a lo largo del camino se encuentren 
separadas por una distancia entre s y s+ds, 

Cabe mencionar que tanto p(O¡s) como estas cuatro 
cantidades tienen que ver con los espectros ya normalizados. Sin 
ellbargo, basta multiplicar s o L por la media D entre ciudades 
vecinas para aa1 obtener la informaci6n en términos de las 
distancias reales. 

6. 11 coeficiente de correlaci6n de dos espaciamientos 
consecutivos a lo largo de los caminos obtenidos en el 
teaplado ea muy cercano a cero. Sin embargo, la evidencia en 
favor de la independencia de estos segmentos en lo que se 
refiere a 1u longitud no es conclusiva, ya que el coeficiente 
puede aer igual a cero aunque la longitud de los 
eapaciaaientos estt correlacionada. 

7. Existen correlaciones entre regiones de los caminos muy 
separadas entre s1, tal y como lo indican las figuras de las 
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transformadas de Fourier. Esto era de esperarse, y es debido 

a la condición de que todos los caminos deben de ser 
cerrados. 

s. El conjunto de soluciones obtenidas por medio del método del 

templado simulado para una sola muestra es prácticamente 
equivalente, en lo que se refiere a la cr(k), i'(L), 7

1 
(L), 

7 (L) y p , al ensemble de soluciones correspondientes a 
2 •1•2 . 

distintas muestras, En lo que se refiere a la densidad p(O;s) 

y a la función <IF(y) 12>, existen ciertas discrepancias entre 
ambos casos, aunque la forma burda de las curvas es la misma. 

La similitud entre los dos casos en consideración se debe a 
que para el caso de una sola muestra, el hecho de que se 

empiece cada vez desde configuraciones iniciales diferentes 
trae como consecuencia la existencia de un gran nllmero de 

caminos finales distintos; esto es, se tiene algo muy 
parecido en ambos casos debido a esta diversidad de 

soluciones finales. Sin embargo, existe una diferencia 

importante. En el caso de una sola muestra, va a haber una 
serie de segmentos que aparecerán en casi todos los caminos 

finales obtenidos. Esta repetición tiene como resultado que 

el nümero "efectivo" de datos a partir de los cuales se 
encuentran las diferentes cantidades estadísticas disminuya. 

Esta disminución no va a afectar a cr(k), i'(L), 1
1 

(L), 7
2

(L) 

o p
0 

• , ya que todavía hay un gran nllmero de segmentos que 
1 2 

casi no se van a repetir. Sin embargo, la alta repetición de 

algunos segmentos sí va a afectar tanto a p(o;s) como a la 
función <IF(y) 12>. En el caso de p(O;s), dicha repetición 
afecta porque es precisamente la frecuencia relativa de s la 

que se está graficando. En el caso de la función <IF(y) 12>, 
la alta repetición afectará lejos del origen, ya que ahí sí 

es importante la disminución en el nllmero "efectivo" de 

datos. Así, 6sta es la causa de las discrepancias tanto para 

p(O;s) como para <IF(y)1 2>. Estos resultados indican, como es 
sabido, que el espacio de configuración de cualquier muestra 
presenta un gran nllmero de mínimos locales. 

75 



9. La forma en que las diferentes cantidades estadísticas se 
aproximan a sus formas templadas es oscilatoria y no 
monot6nica. Si se considera ünicamente a la a- (k), su forma 
templada no va a caracterizar a las soluciones obtenidas con 
el método del templado simulado, ya que existen otros caminos 
de distancia mayor que se comportan de igual forma en lo que 
a esta cantidad se refiere. Lo mismo va a suceder con la 
r'(L), r

1
(L), r

2
(L) o P,.. Sin embargo, estas cinco 

1 2 
cantidades en conjunto si van a caracterizar a las soluciones 
de mínima distancia encontradas con el método del templado. 
Tanto la densidad p(O;s) como la funci6n <IF(y) /2> también 
caracterizarán por si solas a las soluciones en cuesti6n. 
Cabe mencionar que la raz6n por la cual existen estas 
oscilaciones es desconocida y se requerirá de un análisis 
mucho más detallado para entender por qué ocurren. 

Aparte del interés que estos resultados tiene por s1 
mismos, éstos pueden ser Otiles en el estudio de otros campos, tal 
y como se mencion6 en la Introducci6n. 

Por ültimo, es dificil saber que tanto var!an estos 
resulta dos al tratar con caminos de m!nima distancia. Esto es 
debido a las grandes complicaciones existentes para obtener 
soluciones que realmente sean 6ptimas. 
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APEKDICE 1 
PROPIEDADES ESTADISTICAS DE ESPECTROS ALEATORIOS 

Al.1 MATRICES ALEATORIAS 

En este apéndice se estudiarán, mediante la teoria de 
matrices aleatorias, las propiedades estadisticas de los espectros 
de energia asociados a diferentes sistemas , La teoria de las 
matrices aleatorias se ocupa 120

-
221 de las propiedades que exhiben 

las matrices cuyos elementos son variables aleatorias. Esta teor1a 
se utiliza tanto en f1sica nuclear como en f1sica at6mica 120

-
211 y, 

en particular, es muy ütil al estudiar los espectros de energia de 
nücleos o átomos pesados. 

Al estudiar este tipo de sistemas, lo que se desea es 
poder resolver la ~cuaci6n de Schr!ldinger exactamente para asi 
obtener tanto el espectro como las eigenfunciones del sistema en 
cuesti6n. Muchas veces s6lo se tiene interés en la parte discreta 
del espectro o en una porci6n de ésta, de manera que en estos 
casos, lo que se hace es trabajar s6lo con la parte de la matriz 
hamiltoniana asociada con la porci6n del espacio de estados del 
sistema en la cual se tiene interés. Aunque esto simplifica mucho 
el estudio de dichos sistemas, el resolver la ecuaci6n resultante 
es muy dificil debido a la gran complejidad que estos sistemas 
presentan. Tanto el nümero de niveles de energ1a como la densidad 
de estados correspondientes a energias de excitación altas son tan 
grandes que resulta dificil analizar individualmente los 
diferentes estados 1201

• 

Debido a esto, lo que se hace es reemplazar la parte de la 
matriz hamiltoniana con la cual se está trabajando por una matriz 
aleatoria. Tanto las densidades de probabilidad de los elementos 
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de matriz como la matriz misma d~ben de cumplir ciertos requisitos 
impuestos por las simetr1as que el sistema presente. Ahora, una 
vez hecha esta substitución y por medio de la teor1a de las 
•atrices aleatorias, se puede obtener cierta información acerca de 
los eigenvalores en los cuales se tiene interés. Cabe mencionar 
que al hacer esto, no es posible obtener información detallada 
acerca de los conjuntos de niveles asociados con las submatrices 
originales para ningún núcleo o átomo en particular. En su lugar, 
lo que se obtiene es información acerca de la apariencia general 
de estos conjuntos para cualquier núcleo o átomo que sea lo 
suficientemente complejo como para no poder ser descrito 
detalladamente 1251

• 

De igual forma que en la mecánica estad1stica se trabaja 
con diferentes ensembles dependiendo del tipo de sistema, en este 
caso se trabaja con diferentes ensembles de matrices 
dependendiendo de ciertas propiedades que el sistema en 
consideración presente. En la mecánica estad1stica se obtienen los 
valores de diferentes cantidades de interés al promediar sobre el 
ensemble adecuado. En este caso también se obtiene información 
sobre los sistemas de interés al realizar diferentes promedios 
sobre los ensembles. Si se tiene interés en los niveles de energ1a 
asociados con una parte del hamiltoniano original y si el número 
de estos ni veles es suficientemente grande, se postula 1251 que la 
información que se obtenga al realizar promedios sobre el ensemble 
correspondiente describirá adecuadamente a dicha porción del 
espectro del sistema particular que se est6 estudiando. 

Espec1ficamente, las submatrices con las cuales se trabaja 
son las siguientes. En general, existen ciertas cantidades que se 
conservan independientemente del grado de excitación del sistema, 
co•o por eje•plo, la •agnitud ;¡ del •omento angular total o la 
paridad 11. Debido a esto, es posible encontrar eigenfunciones 
si•ult6neas de estas cantidades y si se representa la matriz 
h••iltoniana en esta base, ésta tendrá la forma mostrada en la 
Figura Al.1. 
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Fig. A1.1. Estructura de la matriz hamiltoniana representada en 
una base adecuada. 

Cada submatriz o bloque de la diagonal corresponde a valores fijos 
de los nÜllleros cu6nticos asociados con las cantidades conservadas. 
Todos los elementos de matriz que est6n fuera de estos bloques son 
iguales a O. Son precisamente estas submatrices con las que se 
acostumbra trabajar. Dependiendo de la porci6n del espectro en la 
que se tenga interts, se trabajarll o con una de 6stas o con 
varias. Ahora, se sustituye la submatriz en la cual se tiene 
interés por una aatriz aleatoria adecuada (dependiendo de las 
propiedades y simetr1as del sistema) y a partir·de esta dltima se 
obtiene información acerca de la porci6n del espectro en cuestión. 

Si el sistema que se esU estudiando es invariante ante 
reflexiones en el tiempo y si el valor J de la magnitud del 
moaento anqul~r total ee entero, las submatrices correspondientes 
aerlln reales y aia6tricas (sieapre y cuando la matriz hamiltoniana 
original se represente en una base adecuada). Estas subaatrices 
11eguir6n siendo reales y simttricas en otras bases siempre y 

cuando la transformación ~ ~ R~ de una base a otra sea tal que la 
aatriz 'R sea ortogonal. Asl, en estos casos el ensemble de 
aatrices que se usa para obtener informaci6n acerca del sistema 
que se estl estudiando es el ensemble ortogonal gaussiano (GOE). 
Este ensemble est6 definido sobre el espacio de matrices reales y 

simétricas T
10 

y cumple con las siguientes dos condiciones: 
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l. Es invariante bajo cada transformación del espacio T
10 

sobre 
s1 mismo, del tipo H -+ RTHR, siendo R cualquier matriz 
ortoqonal y H la submatriz en cuestión. 

2. Los elementos de matriz H
11

, i s J, son estadisticamente 
independientes. 

Cabe mencionar que si el sistema es invariante ante rotaciones, la 
forma de las submatrices en una base adecuada también será real y 

simétrica, independientemente del valor J de la maqnitud del 
momento anqular total, de tal forma que el ensemble que se usa en 
estos casos es, otra vez, el GOE. 

Si el sistema es invariante ante reflexiones en el tiempo 
y. es tal que el valor de J es semi-entero pero no es invariante 
ante rotaciones, las submatrices correspondientes, en una base 
adecuada, serán matrices hermitianas autoduales 1201

• Estas 
submatrices sequirán siendo de este tipo siempre y cuando la 
transformación r/J -+ Wr/I de una base a otra sea tal que W sea una 
matriz simpléctica 1201

, En este caso, el ensemble que se utiliza 
es el ensemble simpléctico qaussiano (GSE). Este ensemble esU 

definido sobre el espacio T~ de matrices hermitianas autoduales y 
cUllple con las siquientes propiedades: 

1. El ensemble es invariante ante transformaciones de T 'º sobre 
s1 mismo, del tipo H -+ ~HW, siendo w cualquier matriz 
aimpléctica y H la sumbatriz en consideración. 

2. Varias de las componentes linealmente independientes de H 

también son estadist icamente independientes 1201 
• 

Si el sistema no es invariante ante re.flexiones en el 
tiempo, las diferentes submatrices serán matrices hermitianas sin 
la necesidad de que éstas sean reales o autoduales. As1, en este 
caso el ensemble que se usa para describir al sistema es el 
ensemble unitario qaussiano (GUE), ya que una matriz hermitiana en 
cierta base lo sequirá siendo en cualquier otra base que esté 
relacionada con la primera mediante una transformación unitaria. 
Este ensemble está. definido sobre el espacio T"" de matrices 
hermitianas y cumple, de manera semejante a los dos casos 
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anteriores, con las siguientes condiciones: 

1. Es invariante bajo transformaciones del tipo H -> u-1HU del 
espacio T

20 
sobre si mismo, siendo U cualquier matriz 

unitaria y H la submatriz en cuestión. 
2. ciertas componentes linealmente independientes de H también 

son estadisticamente independientes 1201
, 

Las condiciones que cada ensemble cumple son tales que, en 
los tres casos, la densidad de probabilidad conjunta P(H) de los 
elementos de matriz independientes está dada por1261 

P(H) = exp(-aTr(H") + bTr(H) + c), (Al.1) 

siendo a real y positiva y b y c reales. Es por esto que a estos 
tres ensambles se les llama gaussianos. 

De esta forma, al estudiar cierto sistema en particular y 
dependiendo de las caracteristicas que presente, se puede obtener 
información acerca de sus niveles de energia al trabajar con el 
ensemble de matrices apropiado, a pesar de que dicha sistema sea 
muy complejo y por ella resulte muy dificil obtener los 
eiqenvalares y eigenfunciones de manera exacta. 

Ya que los niveles de enerq!a de las matrices que 
conforman los diferentes ensambles son aleatorios, es pasible 
estudiar algunas de sus propiedades estad!sticas. El 
comportamiento estad!stica de dichas niveles va a ser 
caracter!stica del ensemble al cual pertenezcan. En la siguiente 
sección se hablará acerca de las propiedades estad!sticas que se 
suelen estudiar al trabajar con los espectros de estas ensambles. 

Al.2 PROPIEDADES ESTADISTICAS DE ESPECTROS ALEATORIOS 

A continuación se verá en que consisten las diferentes 
propiedades estadisticas que se suelen estudiar al trabajar can 
distintas espectros aleatorios. Cabe mencionar que es posible 
estudiar estas propiedades al trabajar can cualquier tipa de 
espectro aleatoria, sin la necesidad de que éste corresponda a 
alguno de los ensambles arriba mencionados. Par supuesta, el 
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comportamiento estadistico de estos espectros será diferente al de 
los espectros gaussianos. Como ejemplo de espectros aleatorios no 
gaussianos se tienen los espectros asociados a procesos de 
Poisson. Antes de discutir las propiedades estadisticas comunmente 
estudiadas, se hablará un poco acerca de ciertos aspectos tanto de 
los espectros gaussianos asi como de los de tipo Poisson. 

Un espectro tipo Poisson es un espectro en el cual la 
probabilidad E(n;L) de encontrar n niveles dentro de un intervalo 
de longitud L está dada por la densidad de probabilidad de Poisson 

-K n i (e (vL) )/nlI
10010 

... 
1
(n), s ende v el n1ímero de niveles 

promedio por unidad de intervalo. Si la distancia promedio entre 
los niveles es igual a uno, esto es, si v = 1, la densidad de 
probabilidad resultante estará dada por 

(Al.2) 

Debido a la relaci6n que existe entre las densidades de 
probabilidad gamma y Poisson1

"'
1

, se tiene que si v = 1, la 
densidad de probabilidad p(k;s) de que la distancia entre dos 
niveles con k niveles intermedios esté entre s y s+ds, est6 dada 
por la densidad de probabilidad gamma 

(Al.3) 

Los espectros tipo Poisson o poissonianos contienen, en 
principio, un n1ímero infinito de niveles. La densidad de niveles 
•• constante en cualquier región del espectro y en promedio es 
igual a v. Para estos espectros no existe ninguna correlaci6n 
entre los diferentes niveles de energia; es decir, la posici6n de 
cualquier ni val es independiente de las posicion.es de todos los 
de•6sm1• 

Respecto a los espectros asociados con las matrices 
aleatorias de los ensembles gaussianos, se tiene lo siguiente. El 
nllllero de niveles correspondiente a cada submatriz es del orden de 
N, siendo N la dimensión de ésta. En los tres casos, este n1ímero 
es •UY qrande ya que existe un qran n1ímero de ni veles 
correspondientes a valores particulares de los n1ímeros caanticos 
conservados (tanto en el caso nuclear como en el caso at6mico) • Si 
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N ~ = la densidad de niveles en los tres casos está dada por 1201 

{ 

( l/TI) ( 2N-x2
) 1

12 
1 

u(x) = 
o, 

IXI < (2N)
112

, (Al.4) 

lxl > (2N) 
112

• 

A esta ecuación se le conoce como la ley semicircular de 
Wigner. Cerca del origen la densidad es casi constante y alcanza 
su máximo valor. En lo que sigue, sólo se considerará esta región 
de densidad constante al hablar sobre los ensembles gaussianos. En 
el caso Poisson, se considerará cualquier región del espectro ya 
que la densidad en todo éste es constante. En general, es habitual 
reescalar los espectros de tal forma que la media de la distancia 
entre niveles vecinos sea igual a uno; esto es, se divide la 
escala de energ1a entre la media D de los espaciamientos entre 
niveles vecinos obteniendose de esta forma espectros reescalados 
adimensionales. Con esta información, se procederá a continuación 
con la explicaci6n de las propiedades estad1sticas de espectros 
aleatorios ya normalizados. 

Las densidades de probabilidad que generalmente se 
estudian al analizar espectros aleatorios son las siguientes1201

: 

densidad de probabilidad p(k;s) de que la distancia entre dos 
niveles escogidos al azar con k niveles intermedios esté entre s y 
s+ds y la densidad de probabilidad E(n;L) de que dentro de un 
intervalo de longitud L escogido al azar haya n niveles. Para el 
caso Poisson estas densidades están dadas por las ecuaciones Al.3 
y Al.2 respectivamente. 

En lo que se refiere a la densidad E(n;s), habitualmente 
sólo se analizan sus primeros momentos centrales respecto a la 
media 1201

, de manera que debido a ésto, aqu1 sólo se hablará 
acerca de estos momentos1201 y no acerca de la densidad de 
probabilidad como tal. 

A la densidad de probabilidad p(k;s) se le llama densidad 
de probabilidad de k-ésimos vecinos. La información que se obtiene 
de ella es evidente. 

En el caso Poisson, p(k;s) está dada por la densidad de 
probabilidad ((e-•s")/kl)I

10
,.,

1
Cs), como ya se mencionó. si k = o, 

esta densidad se reduce a e·•r 'º·"'' (s). 
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En el caso del GOE se tiene lo siguiente. La densidad de 
probabilidad p(O;s) se puede aproximar bastante bien por la 
densidad 

p(a) • (ll/2)sexp(-(ll/4)s2)I
10

,m
1 
(s). (Al.5) 

A esta densidad de probabilidad se le conoce como1201 densidad de 
probabilidad de Wi9ner. Es un caso particular de la densidad de 
probabilidad as"exp(-cs"¡r

10
,.,

1 
(s), a • (dc1••1J1•¡ /r((b+l)/d). Si 

b • 1, e = 11/4 y d = 2, lo que se obtiene es precisamente la 
funci6n de Wi9ner. La forma analitica de las densidades de 
probabilidad p(k;s), k •o, es bastante complicada y por ello no 
se preaentar6n en este apéndice. Un estudio detallado de ellas 
aparece en la Ref. (20]. 
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Fi9. Al.2. Denaidad de probabilidad de primeros vecinos p(O;s) 
para 1011 CHO• POiHon ( -1 y GOE (- -) • 

Tanto para el caso'Poisson como para el del GOE, cuando k 
~ • p(k;s) tiende a una densidad de probabilidad normal. E1to ea 
debido al teorema central del limite 12'1, ya que la variable 
.ieatoria s asociada con p(k;s) es la suma de las k+l variables 
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aleatorias s
1 

correspondientes a espaciamientos entre k+2 niveles; 
esto es, el par de niveles escogidos al azar y los k niveles 
intermedios. En la Figura Al.2 se muestran las densidades de 
probabilidad p(O¡s) para estos dos casos. 

La desviaci6n esUndar u(k) de las densidades de 
probabilidad p(k;s) estA dada por 

IT(k) a (< (s - <S>) 2>) 112
, (Al.6) 

Esta desviaci6n es una medida de qu6 tan grande es el intervalo 
alrededor de la media dentro del cual caen con alta probabilidad 
loa valorea de s. Si el espaciamiento promedio entre niveles es 
igual a uno, la aedia de s resulta ser igual a k+l. Si u(k) ea 
grande, esto indica que al ir escogiendo aleatoriaaente pares de 
nivele• con k niveles intermedios, la variabilidad de la distancia 
que loa separa sera auy grande. En cambio, si v(k) es pequefta, 
esto indica que dicha variablidad será muy pequella; es decir, las 
desviaciones de s respecto a k+l aer4n muy chicas. 

1.5 

1.0 
............... .. ... ... .. --. 

0.5 

k 

Fig. Al.J. Deaviaci6n eat6ndar v(k) de las densidades de 
probabilidad de k·6simos vecinos p(k¡s) como funci6n de k. GOE 
(- -) Y PoiHon ( -) • 
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Tanto en el caso Poisson como en el del GOE u(k) aumenta 
con k. Esto se muestra en la Figura Al. 3. En esta figura los 
llnicos valores de u(k) que son significativos son los 
correspondientes a k entero, ya que k es el nümero de niveles 
intermedios. 

Como ya se mencion6, si k ~ ~ la densidad de probabilidad 
p(k¡s) tiende, en ambos casos, a una normal estandarizada. Aunque 
en ambos casos la media de estas densidades va a ser igual a k+l, 
las desviaciones estándar van a diferir entre si, como se aprecia 
en la Figura Al.3. 

Pasando a la densidad de probabilidad E(n;LJ, se tiene lo 
siguiente1201

• Como E(n;L) depende de la longitud L de los 
intervalos, sus momentos obviamente también dependerán de ella. 
D~bido a esto, lo que se acostumbra estudiar es la forma en que 
dichos momentos dependen de L. Especificamente, aqui se hablará 
acerca de la varianza 'f?-, coeficiente de sesgo r

1 
y coeficiente de 

exceso r 2 ·de esta d·ensidad como funciones de L ~ 

La varianza t 2 está dada por 

(AL 7) 

Es una medida de qué tanto var1an, en promedio, los valores que la 
variable aleatoria n toma alrededor de la media <n>. Si 'ff- es 
grande, esto quiere decir que al escoger aleatoriamente un 
intervalo de longitud L es muy probable encontrar un nllmero de 
niveles n alejado del promedio <n>, mientras que si t 2 es chico, 
es muy poco probable encontrar dentro de este intervalo un nllmero 
de niveles alejado de dicho promedio. A 'f?-(LJ se le conoce como 
varianza de n!lmero, ya que es la varianza del nllmero n de niveles 
que caen dentro de los intervalos de longitud L. 

En el caso Poisson, t 2 es la varianza de la densidad de 
probabilidad Al.2; es decir, 

'If- = L. (A2.8) 

En el caso del GOE, la forma de esta varianza está dada 
por 
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I:
2 = (2/n2 )(ln(2rrL) + 7 - (n2 /B) - Ci(2nL)) + 

+ (4L/n)!nL"(sen(/() 2d( + (l/n2> C!nL"(sen(/()d() 2 
m 

= (2/n2
) (ln(2nL) + l + 7 - (n2 /B)) + O(L-1), (A2.9) 

siendo r la constante de Euler y ci(x) la funci6n coseno-integral; 
esto es, Ci(x) = -!."(cos(/()d(. En el primer caso, la varianza 
aumenta linealmente con L mientras que en el segudo, aumenta 
logaritmicamente. En la Figura Al.4 se muestra I:2 como funci6n de 
L para ambos casos. 

__ .......... ----
......... 

·a 10 

L 

Fig. Al.4 Varianza de n!imero I:2 como funci6n de la longitud L 

de los 'intervalos para los casos Poisson ( -) y GOE (- -) • 

Para valores chicos de L, la varianza es muy parecida en 
los dos casos, mientras que para valores más grandes, la asociada 
al caso Poisson es mayor. Esto quiere decir que dentro de un 
cierto intervalo de longitud L > l, es más probable encontrar un 
nümero de niveles n alejado de <n> en el caso Poisson que en el 
del GOE. 

El coeficiente de sesgo r
1 

está dado por 

(Al.10) 
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siendo µ• el r-ésimo momento central respecto a la media; esto es, 

µ• (L) = <(n - <n>) '>. (Al.11) 

Si una densidad de probabilidad es simétrica respecto a su 
media', µ

3
, y por lo tanto 1

1
, serán iguales a cero. sin embargo, 

una densidad no simétrica puede tener un coeficiente de sesgo 
igual a cero, de manera que el que 1

1 
sea igual a cero no es 

indicio de que la densidad de probabilidad sea simétrica. 
Ahora , en general, si la densidad de probabilidad está 

abultada hacia la izquierda de su media, es decir, si tiene una 
cola larga que se extiende hacia la derecha, 7

1 
será mayor que 

cero, mientras que si esta densidad está abultada hacia la 
derecha, 1

1 
será menor que cero. Sin embargo, dependiendo de las 

particularidades de cada densidad de probabilidad, 7
1 

podr4 ser 
positivo o negativo aun cuando esta densidad no presente la 
asimetria arriba mencionada. 

Debido a esto, la informaci6n que se puede obtener a 
partir de este coeficente no es muy confiable12

''
281

• sin embargo, 
1

1 
es Qtil al analizar espectros aleatorios ya que la forma en que 

depende de la longitud L del intervalo es caracteristica del tipo 
de espectros con los que se est6 trabajando. 

En la Figura Al.5 se muestra dicho coeficiente como 
funci6n de L tanto para el GOE como para espectros Poisson. 

Para espectros del tipo Poisson 7
1 
(L) es iqual a C112

, 

como se aprecia en la figura. 
El coeficiente de exceso 7

2 
es iqual a 

(Al.12) 

Es una medida de la picudez alrededor de la media de las 
densidades de probabilidadm1

, siendo positivo si la densidad es 
más picuda que una normal estandarizada, para la cual 1

2 
ª o, y 

negativo si es menos picuda que 6sta. Sin embargo, presenta los 
mismos problemas que el coeficiente de sesgo 1

1 
en el sentido de 

que no mide adecuadamente esta picudez. A pesar de esto y al iqual 
que 1

1
, su utilidad radica en el hecho que la forma en que depende 
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Pig, Al.5. Coeficiente de sesgo 1
1 

como función da la longitud 
L de loa intervalos para espectros del GOE (- -) y del cHo 
Poieaon (-) • 
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Pig. Al,6, Coeficiente de exceso '• co•o función de la longitud 
L de loa intervalos para los casos Poi11aon ( -) y GOE (- -) , 
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de L va a ser caracter1stica del tipo particular de espectros que 
se estén analizando. En la Figura Al.6 se muestra 1

2
(L) para el 

GOE y para el caso Poisson. 
En el caso Poisson, este coeficiente es igual a L-1

• Al 
igual que con 1

1
(L), el comportamiento de 1

2
(L) cuando L 4 ~ ó a o 

.es el mismo para los casos Poisson y GOE. Sin embargo, en el caso 

de 7
2 

se observa una diferencia radical entre las curvas 

correspondientes a estos dos casos para valores de L arededor de 

o.s. 
Aparte 

estadistica que 

de todas estas cantidades, otra propiedad 
se acostumbra estudiar es el coeficiente de 

correlación p 1201 de dos espaciamientos consecutivos s
1 

y s
2

• 
•1 182 

Especif icamente, 

P. • = (u0 • ) /u. u0 , 
11 2 1' 2 1 2 

(Al.13) 

siendo u la covarianza de las variables aleatorias s
1 

y s
2 

y 
•1 1•2 

u y u sus desviaciones estándar, respectivamente. La 
9

1 
9

2 

covarianza de dos variables aleatorias X y Y está dada por 1
2'l 

(Al.14) 

y es una medida de la relación lineal que existe entre ellas en el 

siguiente sentido. Si X-¡¡x y Y-¡¡v tienden a tener el mismo signo 
con alta probabilidad, entonces la covarianza será positiva, 

•ientras que si tienden a tener el signo contrario con alta 
probabilidad, ux.v nerá negativa. Es en este sentido en el que la 
covarianza mide la relación lineal entre X y Y, aunque su magnitud 

no tiene mucho sentido pues depende de la variabilidad tanto de X 
co•o de Y. Para resolver este ültimo problema, lo que se hace es 
dividir entre el producto de las desviaciones estándar 

individuales, obteniéndose de esta forma el coeficiente de 
correlación. Si X y Y son variables independientes, entonces su 
coeficiente de correlación será igual a cero1

..,, como es fácil 

.ver de la ecuación Al.14. Cabe mencionar que dicho coeficiente 

siempre cumple con la condición -1 < Px,v < l. 
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De esta forma, si p es mayor que cero, esto indica 
ª1'ªa 

que si el espaciamiento s
1 

es mayor (menor) que la media <s>=l, s
2 

será mayor (menor) que l con alta probabilidad. De igual forma, se 
tiene que si p es menor que cero y si s es mayor (menor) que 

9 1182 l 

l, s
2 

será menor (mayor) que l con alta probabilidad. 
En el caso del GOE el coeficiente de correlación es igual 

a -0.27, mientras que en el caso Poisson es igual a cero ya que no 
hay correlación entre ninguno de los espaciamientos. En el caso 
del GOE, esto indica que si un espaciamiento es mayor (menor) que 
l, el de arriba será menor (mayor) que l con alta probabilidad. 

Para estudiar las correlaciones entre niveles de energia 
que están muy separados entre si lo que se hace es analizar las 
transformadas de Fourier de los espectros aleatorios, ya que éstas 
contienen información sobre dichas correlaciones 1231

• 

Las funciones f(r) a partir de las cuales se obtienen las 
transformadas de Fourier son las.siguientes: En cada espectro, se 
escoge arbitrariamente una región suficientemente grande y a 
partir de ésta se construye una función (la función f(r)) que vale 
cero para cualquier valor de r excepto para aquellos valores que 
corresponden a los diferentes niveles de energia que caen dentro 
de dicha región, para los cuales vale uno; es decir, la función 
f(r) está dada por 

(Al.15) 

siendo_ las r 
1 

los valores de las energias de los diferentes 
niveles que caen dentro del intervalo de interés. 

Específicamente, lo que se estudia para obtener 
información acerca de las correlaciones de largo alcance es el 
promedio sobre el ensemble del módulo al cuadrado de las 
transformadas de Fourier F(y). 

La función f (r) consta 1231 de una envolvente rectangular 
multiplicada por una función aleatoria asociada con los niveles de 
energia del espectro. Debido a esto, la función < IF(y) 12> tiene 
dos componentes. La primera es la asociada con la transformada de 
Fourier de la envolvente y por esto es proporcional a 
(sen(ny)/y) 2

, siendo n el número de niveles dentro de la región de 
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interés. Esta componente sólo contribuye cerca del origen y su 
altura es proporcional a n2

• La otra componente es la asociada con 
la transformada de la función aleatoria y es proporcional a n. En 
lo que sigue, se ignorará la primera componente ya que es la que 
proviene de la envolvente y no del espectro en s1. 

Si existen correlaciones entre los diferentes niveles de 
energla, la forma de la función <IF(y) 12> se verá afectada cerca 
del origen. Esto es debido a lo siguiente. Para estudiar las 
posiciones y correlaciones entre los diferentes niveles de energla 
se puede trabajar con las funciones de correlación R

1 
(x

1
) y 

R (.r ,.r), siendo R (.r , ••• ,x) la densidad de probabilidad de que 
2 1 2 n 1 n {1g) 

haya un nivel alrededor de .r
1

, otro alrededor de x
2

, etc • 
R

2
(.r

1
,.r

2
) se pueda expresar como 

(Al.16) 

siendo r
2 

(.r
1

, .r
2

) la llamada función cluster de dos puntos 120>. Si 
r

2 
es cero, al qua haya un nivel alrededor de .r

1 
as independiente 

del qua haya o no otro nivel alrededor de .r
2

• En cambio, si Y
2 

as 
diferente de cero, el qua haya un nivel alrededor de .r

1 
si tiene 

que ver con al qua haya o no otro nivel alrededor de .r
2

; esto as, 
el que Y

2 
eea distinta de cero indica que los niveles estan 

correlacionados. 
Ahora, las funciones de correlación junto con la ecuación 

Al.16 contienen información acerca de los espectros en el sentido 
da qua indican cual es el comportamiento promedio de los 
diferentes parea da niveles en lo que se refiere a sus posiciones 
y a la correlación entre ellos. Paro la función <f(.r)> también 
contiene asta información ya que as el promedio sobre el ensemble 
da grandes porciones de los espectros y por lo tanto indica cual 
es el coaportaaiento promedio de las posiciones y correlaciones 
entre los diferentes nivelas de anergla. Asl, es de esperarse que 
las traneforaadaa de Fourier da las funciones de correlación 
contenqan información similar a la contenida en la función 
<IF(y) Iª>. 

Debido a esto, si existe correlación entre loa diferentes 
niveles de anergla entonces la componente de <IF(y) 12> asociada 
con el espectro contendd un factor (1-b(y)), siendo b(y) la 
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transformada de Fourier de Y
2 

y esto traerá como consecuencia que 
la forma de <IF(y) 12> se vea modificada cerca del origen en 
relaci6n con la forma que tendria si Y

2
, y por lo tanto b(y), 

fueran iguales a cero. 
También, resulta que la forma de <IF(y) 12> alrededor del 

origen está muy relacionada con la forma de la varianza E"(L) para 
valores grandes de L 123>. De hecho, existen relaciones entre la 
ordenada y la pendiente de <IF(y) 12> y la forma de E"(L) para 
valores de L grandes. Debido a esto, se deduce que la funci6n 
<IF(y) 12> cerca del origen contiene informaci6n acerca de lo que 

ocurre en grandes porciones de los espectros; esto es, contiene 
informaci6n acerca de las correlaciones de largo alcance entre los 
diferentes niveles de energia. 

De esta forma se concluye que la forma de <IF(y) 12> cerca 
del origen indica si existen correlaciones de largo alcance entre 
los niveles de energia que están dentro de la regi6n de interés y 

es por esto que se estudian las transformadas de Fourier de los 
espectros aleatorios. 

En las Figuras Al.7 y Al.8 se muestra la funci6n <IF(y)i2> 
para el caso Poisson y para el caso del GOE, respectivamente. 

como en el caso Poisson · no hay correlaciones entre los 
diferentes niveles de energia, Y

2
(.r

1
,r

2
) y b(y) son iguales a 

cero. En el caso del GOE, Y
2
(x

1
,x

2
) es diferente de cero, al igual 

que b(y) y es por esto que la forma de <IF(y) 12> es diferente. El 
agujero que aparece indica que existen correlaciones de largo 
alcance entre los diferentes niveles de energia. En ambos casos se 

ha excluido la parte asociada con la transformada de la 
envolvente. Esto no afecta la forma de las curvas, ya que esta 
componente s6lo contribuye para valores de y muy cercanos al 
origen. 
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Fig. Al.7. Media del m6dulo al cuadrado de las transformadas de 
Fourier F(y) de espectros de tipo Poisson (~). 
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Fig. Al.8. Media <jF(y)j 2> del módulo al cuadrado de las 
transfol"lladaa de Fourier de espectros del GOE (- -). 
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Con esto se ve que al estudiar las cantidades estadisticas 
aqui presentadas se puede obtener información acerca de varias de 
las propiedades de espectros aleatorios·· en general, como lo son la 
variabilidad de la distancia entre niveles, la variabilidad del 
número de niveles dentro de cierto intervalo o las correlaciones 
de corto y largo alcance, por mencionar algunas de ellas. De esta 
forma se puede conocer cuál es la apariencia general de dichos 
espectros y ésto en turno ayuda a conocer ciertas propiedades de 
los sistemas a los que están asociados. 

Por último cabe mencionar que existen otras cantidades de 
interés aparte de las arriba mencionadas121-221 las cuales también 
dan información acerca de espectros aleatorios. Sin embargo, para 
los propósitos de este trabajo las más importantes son las que 
aqu1 se han presentado. 
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