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INTRODUCCION 

Hablar de teoría de representaciones de álgebras, es hablar del estudio de la 
categoría de A-módulos izquierdos A = modA, donde A es una k-álgebra. 
A fín de estudiar la categoría A (o alguna de sus subcategorías plenas), 
deseamos encontrar una nueva categoría B que resulte -en algún sentido- más 
"sencilla" de estudiar, pero que nos proporcione la información necesaria y 
suficiente para entender nuestra categoría inicial. 

Un primer éxito en ese camino, nos lo da la equivalencia de Merita. Dada 
una k-álgebra A podemos construir su k-álgebra básica Merita equivalente 
B, y una equivalencia de categorías: 

T 

ModA ¡::::::_ ModB 
s 

es decir , S o T ~ IModA y T o S ~ IModB• 

Con este tratamiento el anillo Bes más "sencillo" que el anillo A, en el sentido 
de que dado M E M odA, se tiene que dimkS(M) :s; dimkM , logrando en 
esta forma disminuir la dimensión. 

La intención de éste trabajo, es la de estudiar con detalle los principales 
aspectos de los llamados algoritmos de reducción de A.V Roiter-M.Kleiner y 
Yu.A.Drozd, tratándolos de ver como una generalización de la equivalencia 
de Merita. 

Siguiendo a [BCS], consideremos (T, S) : M odA -+ M odB un par de funtores 
adjuntos, en general, no tienen porque ser una equivalencia, sin embargo, se 
tiene la llamada categoría de Kleisli ModB(T,S) asociada a (T, S), tal que, 
existe un funtor F: (ModB)(T,S) -+ ModA, por lo tanto ,ya sea ModA o 
una subcategoría apropiada se puede estudiar en términos de una álgebra B 
en cierto sentido más sencilla. 
Los algoritmos de reducción se hacen a través de un morfismo adecuado de 
álgebras cp : A -+ B y el par de funtores adjuntos (T, S) : M odA -+ M odB 
definidos como T(M) = B ®A M y S(N) =A N. Entonces, la categoría de 



Kleisli de M odB se puede interpretar como la categoría de representaciones 
de cierta coálgebra W, R(W), en éste caso dada por el dual con respecto a 
B del álgebra EndA(AB). 
Sin embargo, el álgebra B no siempre resulta. básica. y entonces es necesario 
considerar una equivalencia de Morita. 
Con el fin de poder considerar situaciones más generales, se parte de una. 
coálgebra. V sobre A y t.p : A -+ B un morfismo de álgebras. Veremos 
que 8 V8 = B ®A V ®A B tiene estructura de coálgebra sobre B, y existe 
un funtor fiel y pleno E : R(8 V8 ) -+ R(V). Si además, eBe es Morita. 
equivalente a. B, con e un idempotente de B, e8 V8 e es una. coálgebra sobre 
eBe y y R(e8 V 8 e) ~ R(8 V8 ). 

Los algoritmos de reducción están asociados a un morfismo t.p específico. 
Estudia.remos en detalle estos algoritmos usando el isomorfismo e8 V 8 e ~ 
H oméBe(EndA (ABe), eBe). 

El trabajo se encuentra divido en tres capítulos. 
En el primer capítulo, , estudiamos y definimos lo que es un pa!:_ dé funtores 
adjuntos; la categoría de Kleisli asocia.da y su relación con la equivalencia. 
de Morita: Se definen las coálgebras sobre una álgebra y su categoría de 
repre~entaciones. Veremos también lo que es un cotriple, y su relación con 
los objetos algebraicos anteriormente definidos. Como resultado principal de 
esta primera parte, veremos que dada una coálgebra sobre A, y B la. Morita 
equivalente, la categoría de Kleisli asociada a M odB es igual a la categoría 
de representaciones de la coálgebra 8 V8 sobre B. 

En el segundo capítulo, empezamos estudiando las álgebras tensoriales, con
tinuamos con álgebras libremente generada y módulos libremente generados. 
En la última sección de esta segunda parte, mostramos los algoritmos de 
reducción para ejemplos particulares de álgebras de carcaj. Después damos 
la definición de la explosión de una gráfica , la cual nos permite dar una 
generalización de los algoritmos en una forma muy sencilla y elemental. 

En el último capítulo, vemos lo que es la derivada y la diferencial. Esta última 
parte , tiene como finalidad principal describir el núcleo de la counidad de la 
coálgebra inducida. Finalizamos dando las fórmulas generales para calcular 
la diferencial. 



CAPITULO 1 

1 Funtores Adjuntos y Equivalencias 

Si A es una categoría, y X, Y son objetos de A, a menudo denotaremos por 
A(X, Y) al conjunto de morfismos HomA(X, Y) de X a Y en A. 

·· Definieión ,1.1: Séa k un campo. Una categoría A se dice una k-categoría 
sipara.cada parde objetos X, Y de A se tiene que HomA(X,Y) es un 
k~éspacfo \'lictorial y la composición de morfismos es bilineal, es decir, si 
f,f' EA(X; Y),g,g' E A(Y,Z) y).,µ E k entonces, [>..(g'+g)o(µf'+f)J(:i:) = 
).f¡'f(:i:) +)..µg'f'(:i:) + gf(:i:) + µgf'(x) E A(X,Z). 
Dadas Ay B dos k~categorías, un funtor F : A -+ 8 es un k-funtor si 
cada restricción F: H ornA(X, Y)-+ Hom8 (FX, FY) es una transformación 
lineal para X, Y E ObjA ·· 

Definición 1.2: Seán A y B dos k-categorías, T : A -+ 8, S : l3 --> A 
dos k-funtores. Diremos que elfuntor Tes adjunto izquierdo del funtor S si 
existe un isomorfismo natural k-lineal: 

r ... s: HomA(A,SB)-> HomB(TA,B) 

donde A E ObjA, y BE ObjB. En adelante, las categorías son k-categorías y 
los funtores son k-funtores , a menos que se establezca de otra forma, además, 
denotaremos como (T, S) : A -+ l3 al par de funtores adjuntos T : A -+ B y 
S: B-+ A. 

Proposición 1.3: Sea (T, S) : A -+ B un par de funtores adjuntos y r A,B : 

H om.4 (A, S B) -> H om5(T A, B) el isomorfismo de adjunción. Definamos 
para cada objeto A E A un morfismo ªA: A--> STA como ªA = r::¡~TA(ITA)· 
Definamos también, para cada objeto B E !3, f3B : TSB -+ B como f3s = 
I'ss,B(lsB)· 
Entonces: 
1) a : JA --> ST es una transformación natural. 



2) f3: TS-... lo es una transformación natural. 
3) Los siguientes diagr1!-ffias son comutativos: 

., ·.- asy 
TX Tax ~ST~ ' SY STSY 

7~1~;il' ".t~ 
donde X E Á y YE B. e '"~-

Demostración: · · . .·. ·..•• . · ·. .·.· ... 
1) Sea a : X 1 ___.:.¡.X, un morfismo en A(X1 , X) queremos ver que el siguiente 
diagrama es conmutativo: · ' 

a 
~~~~~~--x 

Jax 

... :. 

Por la naturalidad de rtenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

fx,TX 
.A(X, STX)---B(TX,T X) 

'

A(a,l.m)¡.·. JB(Ta,ITx) 

fx,,TX 
A(X¡,STX. B(TX¡,TX) 

.A(Ix,,ST,a)1 ..•. . : .. ···.).. ¡B(In:,, Ta) 

.rx,·,Tx, 
A(X11 STXi) •B(T X¡, T Xi) 
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Tenemos entonces, de la parte superior del diagrama, 
B(Ta, /'.f)( lI'x,Tx(ax) = r x,,TxA(a;ISTx )(ax); equivalentemente 
B(Ta,/Tx)(ITX).'?"'r;,,~i(ax.a) > · . < · 
Porlo tant(), T(I:~ i;;;,Ti(ax~) e .. '. · .. ·· •·· .. ·· ··. · º·'' ·'r''· •· ~ · 
Ahora, teniendéi~eiI menteque'ax,,: X¡:c..¿'.STX¡,se tiene: 

!ffi~;~~~~&lil~t.l.~.1.1~ .. '.'.ii~}~'·t . 
"- .. ~'~ 

2)Sea b;·y·.:.s·~,;U~·~~~~~~.J·~~~{Y,9ij)'4~eremos ver que el siguiente 
diagrama es conrrÍutátivó:'. '" . / .. 

'.fst~~ ·• · 
TSY --.-..... -.. . -.-+TSYi 

p,r .. ¡p,., 

y'-.··___,.-...,-----.--.- y¡ 
. {:-!-·-:·:···~·f·_ 

--~. ·, -,:· .. -

Por la naturalidad. deT t~n~iri:<Js·é1. siguiente diagrama conmutativo: 
';·.:" 2~:;,~: \,',c:~:~'.:i{;":.::'··:· - .'./'.: 

Á(~~~f 1f ~~~'.·~~f.~•'.:: .• B(T SY, Yi) 

A(Sb, lsv,)'j :·: :". ~;· ··~. ,:::: . .. ¡B(TSb, fy,) 

. . , r-1 , 
· A(SYii.sy.)'.~ < sY,i, · B(TSY, Yi) 

A(lw.,S\)l'JiH/ J B(I,.,,,b) 

Á(SYi,sY{ B(TSY,Y) 
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Tenemos entonces: 
A(Sb, lsv, )r;;,,Y, (f3v,) =r;;,Y, ~(T$b,]y,)(f3v,) 
Por lo tanto, Sb = r;;,y, (f3v,TSb) > , . . 
Ahora, recorda.Íldo que.~y: TSY-¿y;se tiene: 
A(lsy, Sb)r;;,~(f3v);:: ~;;,~;.,B(Ii:sv}.b)(~v) ·, . 
Por lo timtó, Sb= p;;,M bf3~) {;'.:,, 'Jt· )', : ) .... · 
Con lo que se ha demostrado'tjue::py¡TSb =.b{3y 

....... 

, -. , _-'- •: , •' :.~'--\~• ,• :.~~~· .. ·~::·.~r~~~f:\:jj"~~::::·~;~'.íi:_;._--~;';~':/·-~"·"T ~~( : .. ~~ -', ',.~.:.:' ". "'-: 
3) Sea a: X1 -1~2'ieA(~¡;:X2):°,b.LY2bXi~E: l)(Y;;Y¡) . 
Por la riaturalidad :dé.ri'Vse'tie~¡;é1¿igíÍÍerité'diagraina conmutáiivo: 

• . - -• ; ~ , '.'""''¡• C";d J'.j_i ··;. , 
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f x
1
,y

1 
(Sb)(ca) = /Jsrsy(o:sy) = 8{3y o O:sY 

Proposición 1.4: Elfudtor '.l' ; Á_:~ B e~ una eqci'áí~nda si y sólo si T 
es fiel, pleno y deilso. , ;/> : . · . 

::'.· .. 

~t!~~ij:~J;j~~i.t~,~~:~~fp E B 
A =BB,entonces:B~~T(A);por)ota,ntóT;és;Cie~so. '· 
b) Sean/1; j 2 : X1 c-+X2; y consideremós~ei!;isoriiorfisriio lf': TS-+ JA, se 
tiene el siguiente diigrama c~nmutativó~ .·:·>·> ' · •· 

T(SB) ~ B, sea 

Entonces fi = lf' x, ST f1 lf'x:, equivalentemente, h = lf' x, ST hlf'x!, pero en
tonces, ST !1 = lf'x!filf'x,, STh = lf'x!fzlf'x, 
Supongamos que STJ1 = ST!z, entonces, lf'x!f1tpx, = lf'x!f2'Px,, implica 
que /1 = /2, por lo tanto T es fiel. 
Observemos que si T es fiel, implica que T es monomorfismo. Supongamos 
que T/1 =O entonces ST/1 =O y como / 1 = tpx,TSftipJr.!, concluimos que 
/1 =0. 
Procediendo en forma similar, y considerando el isomorfismo TS ~ la se 
tiene que S es monomorfismo. 
c) Sea g: TX1 -+ TX2 y definamos h: X 1 -+ X 2 como h = tpx2 Sglf'x!• se 
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•· .. ·¡ ·:·~·- ,. -··· 

tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo: 

~r:-r.,.-, ~-,.. -l 
STX2_.,_:_t:"""'c .. 'P.;..;.j."'"":i_'.·_• ·_· -•X2 

por lo que Sg = 'Px!hrpx1 = STh y como Ses un funtor fiel, se concluye que 
g = Th, por lo tanto Tes pleno. 
Observemos que T pleno, implica que T es epimorfismo. 

Queremos ver ahora, que si T : A -+ B es un funtor fiel, pleno y denso, 
entonces, existe un funtor S : B--+ A tal que So T ~ l.A y To S ~ la. 
Sea N E 8, por .ser T denso, existe MN E A y un isomorfismo 'PN> tal que 
'PN: N-+ T(MN). El objeto MN,y el isomorfismo 'PN no son únicos, sin 
embargo, fijemos MN y 'fN, y definamos S(N) = MN. 
Sea f E B(N¡, N2), se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo: 

Por ser T pleno, existe h¡ : MN, --+ MN, tal que T(h¡) = 'PÑ!f'PN,, definamos 
Sf = h¡. 
Veamos entonces, que S es un funtor: . 
a) 'PN1N'PÑ1 = hMN = T(lJ.tN) = T(IsN), pero por la definición de Sf, 
tenemos, S(IN) = lsN• 
b) Sea f: N1 -+ N2 y g : N2 --+ N3 ; queremos demostrar que (Sg)(SJ) = 

6 



S(gf). Para ello, consideremos el siguiente diagrama conmutativo: 

. ' . . ' ' . . . " . ·. ' - . .. ; . . . ~ . . . 

Entonces, T(h9 )T(h¡) = t¡)N3UCfJÑ!CfJN2Í"PÑ! = CfJN3!J_f~Ñ:-;;_ T(h9 h¡) , por 
otro lado, T(h9¡) = CfJN3gfcpÑ!• Por lo tanto, T(Sg)T(Sf) = T((Sg)(Sf)) = 
T(S(gf)) y como Tes un funtor fiel, se concluye que (Sg)(Sf) =S(gf). 
c) Veamos ahora que ST ~ l,A. 
Sea 'PT(M) : T(M)-+ T(MT(M¡), por ser T fiel, existe un isomorfismo 1/JM: 
M-+ MT(M) = ST(M), queremos ver que 1/JM es una transformación natural. 
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo: 

g 
TM1 TM2 

'PTM1j . j!(JTM2 
T -1 

T(M i''PTM2 9"PTM1 •T(M ) 
TM1 .. . TM2 

7 
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Pero, esto implica la conmutatividad del siguiente diagrama: 

Se tiene por lo tanto, T(1fiM2 )T(f)T(1/IM,)-1 = T(1/IM2 /!P-¡},) = TSTJ, por lo 
tanto i/JM,NM: = STJ · . .· . · 
d) Finalmente, veamos que TS ~ !5. 
Considerando que S(N) = MN y cpN. :;N-+. T(M,\r) = TS(M), para ver 
que 'PN es una transformación natiiral, éonsideremós el siguiente diagrama 
conmutativo: ·. · · 

Y como S(J) = h¡, tenernos que T(h¡) = TSJ, porlo tanto 'PN es natural. 

Corolario 1.5: 
Si T : A -t 8 es una equivalencia, entonces, a : X 1 -t Xi es isomorfismo 
si y sólo si Ta: TX1 -t TX2 es isomorfismo. ·. 

· Demostración: . .. . ... Y>': .••.... : 

Supongamos que a es un isomorfismo, entonces exi~t~ ~~~'tal _cjue (L~1 a = Ix, 
y aa-1 = Ix., pero entonces tenemos que T(a-1a) ,;'.T(a~D'.l.'.(a) :::; T(Ix¡) = 
!Tx, y, T(aa- 1) = T(a)T(a-1) = T(Ix.) = lTx, , porilcl tííiitó'T(a)es un 

' ' ' ·::· .. : : ' . ' - . ~ '-.. - ' 
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isomorfismo; 
Por otro lado, si Ta es isomorfismo, entonces existe T1 : TX2 ---+ ST1 tal 
que T1Ta = .hx, y TaT1 = hx, por ser T sobre, se .tiene que T1 ·= Ta1 
donde a1 : X 2 ~. X1, entonces, T(a1a) = T1T(a) = ·hx(C=. T(l}{, y 
T(aai) = TaT1 = ITx, = Tlx, Por lo tanto,a¡a = Ix,, aa1.;;1;¡., es decir a 
es un. isornorfisrno. 

Podemos por lo tanto afirmar que todo funtor fiel, pÍeno ydenso refleja 
isomorfismos. 

Proposición 1.6: El par de funtores (T, S) : A ---+ 8 es una equivalen
cia si y sólo si son adjuntos y existe un isomorfismo de adjunción r x,Y 
A(X, SY) ---+ B(TX, Y), cuyas transformaciones naturales asociadas a 
JA -+ ST y f3: TS-+ IB son isomorfismos. 

Demostración: 
Si la pareja (T, S) es una equivalencia, entonces se tiene el siguiente isomor
fismo natural cpy: TSY-+ Y, Y E B. 
Si f E A(X,SY), defínase I'x,v(f) = cpyTf. 
Sea g: X'~ X, para ver que el isomorfismo res natural, es necesario ver 
la conmutatividad del siguiente diagrama: 

A(X,SY) 

A(g,lw) l 
.A(X',SY) 

r .. · 
X,Y. ( ) ---+-. 8 TX, Y 

¡B(Tg,I~) 

B(TX',Y) 

Pero de la definició~ del isomorfismo de adjÚnción I'; tenemos: 

B(Tg, Iv)rx,v(f) = cpJ,T(f)T(g) = cpvT(fg) 

I'x·,vA(g, Isv )(!) =I'x•,v(f g) = cpyT(fg) 

Ahora, ax:: r-1(ITX) E A(X,STX). P~r lo tanto, T(ax) = cp;¡;} es un 
isomorfismo y por el corolario anterior, se tiene que ax es un isomorfismo. 
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Similarmente, el modismo f3 : TS __. Is es un isomorfismo. 

Ahora, si los morfismos a y f3 son isomorfismos, es inmediato que el par de 
funtores adjuntos (T, S) es una equivalencia. 
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2 Equivalencia de Categorías de Módulos 

Definición 2.1: Sean A y B dos k-álgebras. Diremos queAyBson Mórita 
equivalentes, si existe un par de funtores T : M odA -+ M odB y S : M odB-+ 
ModA. tal que So T 25 lModA y To S 25 htodB . . . . .. . 

Los funtores T y S preservan sumas y son exactos, por·lo\!Lrito:. · 

T(M) 'ii5 P0A M donde ePA es proyectivo comoA'.:módulo: ·.·.·•• · 
S(N) 'ii5 Q 0e N donde AQB es proyectivo como B:'móduló,·~< < • ' ' 
Observemos entoces que T(AA) ~ p ®A AA !:!! p;'·¡)orJo que '.J{también es 
proyectivo como E-módulo. Similarmente, S(¿B) ~.Q'@;i1B~ Q; C:¿n!Ó 
que Q resulta también ser un A-módulo proyectivo:' · ·· ·· ··· 

Proposición 2.2: Si A y B son dos k-álgebrasMorltaeiiuivaÍent~,entonces 
existen ismorfismos f: P0A Q-+ By g: Q@iJP -iA tales que se satisfacen. 
las siguientes propiedades: . · 
I)qf(p 0 q¡) = g(q ® p)q¡ 
2)pg(q ® p¡) = f(p ® q)p¡ 

Demostración: 
Como A y B ·son Morita equivalentes, tenemos que existen isomorfismos 
naturales °'M: M -+. Q ®e (P 0A M) y f3N: P 0A (Q ®B N) -+ N 
Consideremos la siguiente cadena de isomorfismos: 

P 0A Q _i_. (P ®A Q) 0e eB ~ P 0A (Q ®8 B) .P!f.~B ·· 

·Definamos el isomorfismo: 

f =f3eup: P0A Q.~B . 
. .. ~·: ,._._. :.:·:_"(,' . ¡·-/:· 

el cual actua en un elemento p @q E P®xQ~de.I~ sÍguierite formá: 

SinU]Mm'"~• too~Oi:.~.t~~~~~C~[4~J~~~ . 
-, .. _ .. -._ ·, _·:·.',;·:· :,::_:~--:'.·:-~::·\> J;.~'.-·~~~:·~i--_'._:-~~<- -~\:.-_: -·._,-> -1. ·. 

Q®e P~(Q08P) 0;¡ ÁÁ~Q.®8 (P ®Á A) ~AA 
'11 · ... 



Definamos el isomorfismo: 

g = 0i;,1u'p': Q ®8 p ~ A 

el cual actua en.un elemento:q ®p e:.Q ®iJ P de la siguiente forma: 

g(q @p)~ a~1 (q ® (p ® lA)) 

Consideremos ~horalós~ighierit~isrimorfismos naturales: 
<p : TS --+ P ®kQ®~'y ef/: 1mod8 --+ B®8 , y el siguiente diagrama 
conmutativo: · · . 

'P 
P®AQ®B-TS 

PI 
·1/1 

]/®.-
1mod8 . B®8-

. . 

Se tiene entonces /®8- =;= tP~<p-1 : P ®A Q ®s - ---> B ®8 -

Tenemos también los-siguientes isomorfismos naturales: cp' : ST ---> Q ®8 

P®A y 1/1': ImodA --->cA ®',i2\ y el siguiente diagrama conmutativo: 

lmodA A®A-

Se tiene entonces g ®A - = if¡1a-1ip1
-

1 : Q ®8 P ®A - --+A ®A -
Ahora, recordemos que S/38CiS8 = ls.f!, entonces S/38 = ls8as1 B; es decir, 
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

Sea q ® (p® (q1 ®Is)) E Q ®s (P ®A (Q ®s B)), entonces: 

Sf3s(q ® (p ® (q1 ®Is)));,,, a51 B(q ® (p® (q¡ ® I~))) · . ' ' . '. . , . - •-- . - ·.-,. ·' - -- ,._ .~-.. ,. - . ~ 

•·';.:,·,, 
' ' ~ .. 

q ® /3s(p ® (q1 ® I~))':,,;(i@i~)(C~'~;)~,t·(q;® Is)) 

q ®f()~:~i;~;~:(¡~~~~1"$¡Vc:: .· . .. 
qf(p®q1) =u(~~;)q1o·· 

La justificación a la igualdad anterior, puede verse en el siguiente diagrama: 

a;1 
Q ®s B-+----Q ®s (P ®A (Q ®s B)) 

I3 

¡~ 
(Q®sP)®A (Q®sB) 

1g"'1, 
A®A (Q®s B) 

t 
Q®sll 



Similarmente, teniam~s que f3rATi:xA=; lTA, entonces; .8TÁ = 1TATa¡1, es 
decir, tenemós el siguiente diagrama ~onnilltatiyo: ..... 

. ... ~; .. ;~; ,\".~''_:_ '<:!·'>= ::-~.'=·_·' .. '·'_.- ;;:-·· 

Ta::¡1(p@ (q ®(p1jH~)));:{3iJ\(p;@i(~·.® ~ ® lA))) 
,, ~'.·.:-~; _·-::~·-.<·. '!'. • ~----.--.:. 

P '® .r/(~®;~~) ® 1,F="'/(~ ®\)p;® Ü · ·. 

p® g(q ®pi)= f(p ® q)p¡ 

Notación 2.3: 
f(p¡ ® q¡) = p¡q¡ 'g(q¡ ® p¡) = q¡p¡ 

Definición 2.4: Decimos que un módulo P es generador como A-módulo, 
si Pes un A-mod proyectivo y existe un epimorfismo <p: pn-+ A 

Proposición 2.5: Supongamos que tenemos un par de morfismos f: P ®A 
Q-+ By g: Q ®B P -+A tales que se satisfacen las propiedades 1) y 2) de 
la proposición anterior, entonces: 
a) Si f es un epimorfismo, entonces f es isomorfismo. 
b) Si g es un epimorfismo, entonces g es isomorfismo. 
c) Los módulos P y Q son generadores como A-mod y como B-mod. 
d) Los módulos P y Q son proyectivos finitamente generados como A- módulos 
y como E-módulos. 

Demostración: 
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a) Si fes epimorfismo, entonces existen p¡ E P y q; E. Q tal que 'L,p;q; = lB. 
Supongamos que L, Pi® qj E K er J, entonces: 

L;p; @q; - ,L,(p; ®q;) L;p;q¡ 
'L,p;(qjp;) ®q¡ 

= E(P;q;)p¡ ®-q(. 
L,(p;q;) L,p;® q¡ ==o 

b) Si ges epimorfismo, entonces existen q; E Q)p;'E P tal que'L, q¡p¡ = lA. 
De aquí la demostración se sigue igual qu~ ena); . · 

c) Consideramos la siguiente familia de B-mcirfisrnós. h¡ : P--> B dado por 
.. h;(p) = pq¡ = f(p ® q¡) . 
Por propiedades de la suma directa, se tiene entonces un morfismo h : pn --> 

· B dado por h(p~,p~, ... ,p~) = 'L;h;(PD = L,p¡q¡, por lo tanto en el caso de 
que Pi= p¡ se tiene que h(p¡,p2 1 ... ,p.) = 'L,h;(p;) = 'L;p;q¡ = lB, con lo 
que se demuestra que P es generador como B-mod. 
Similarmente, si considerarnos la familia de B-morfismos: h; : Q --> B dados 
por h;(q) = p;q = f(p; ® q), se tiene que h(q1, q2 , ... ,q,) = L, h;(q;) = 'L;p;q; 
es epimorfismo, por lo que Q resulta también generador como B-mod. 
Para ver que tanto P como Q resultan generadores como A-mod, considere
mos ahora la familia de A-morfismos: h;: Q--> A dados por h;(q) = qp¡ = 
g(q®p¡) y hi: P-+ A dados por hi(p) = q¡p = g(q1 ®p). 

d) Sea h: An--> P actuando en un elemento de la forma h("L,a;) = 'L;p;a; 
y e: P--> Andada por e(p) = 'L,q;p, por lo tanto, he(p) = h("L,q;p) = 
'L;p;(q;p) = L,(p¡q;)p = p, con lo que se tiene que Pes sumando directo de A 
como módulo derecho, por lo tanto Pes un A-módulo proyectivo finitamenete 
generado. 
Similarmente, sea h : An --> Q actuando en un elemento de la forma h('L:, a¡) = 
L:, a;q; y e : Q -+ A n dada por e( q) = L, qp;, por lo tanto, he( q) = h(L, qp;) = 
L, q(p¡q¡) = L,( qp¡)q¡ = q, con lo que se tiene que Q es un A-módulo proyec
tivo finitamenete generado. 

De la misma manera se puede ver que P y Q son E-módulos proyectivos 
finitamente generados. 
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Proposición 2.6: El isomo~fismcis g induce un isomorfismo de bimódulos 
h: Q--. HomA(P,A) y h': P--. HomA(Q,A). -·· ·." ·,. ..; - - . 

Demostración: ; ; . > . ·•· · .·. .. · ·· .· · · · 

Sea h: Q - H omJ\(P, A).d.~~~pór.~(~)(p) ~ qp: .. · ... · . 
a) Supongamos é¡ué;h(q) ;=O, enfonces q ;= q IJ p¡q¡ = 23(qp¡)q¡ = O, por lo 

~)~~:: ~~m_:n4~{~f d~trF··~·ifa :. · . . .. ·. 

~;~;~¡111¡¡¡f lii!~~~;::·~: .. ~ 
Observación 2:7i El isomorfismcífnósiriducémí'isómorfisrrio de bimódulos 
h: Q.:....+ iiom8 (P,B)'y h' :·R ~ Hómii(Q?B);d.ii.dos por h(q)(p) = pq = 
h'(p)(q) ·... ... . . ..·.·.. . ,,. ' . 

Proposición 2.8: Sea P un A-módulo derecho finitamente generado, gen
erador proyectvo para mod (AºP). Sea B = EndA(PA), Bes una k-álgebra 
de dimensión finita, P es un B - A-bimódulo. Entonces A y B son Morita 
equivalentes, la equivalencia está dada por: T = P®A, S = Q®B donde 
Q = HomA(PA,AA). 

Demostración: Como P es generador proyectivo se tiene un epimorfismo: 

Pl...!!...+AA-O 

y como AA es proyectivo, r¡ se divide, existe entonces un monomorfismo que 
se divide: 

o-AA~PJi 

Tomando HomA(-,AA) se tiene el epimorfismo 

por lo tanto, Q es un generador proyectivo para mod-A. 
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Consideremos las siguientes.aplicaciones: 

g: Q®aP= HomA(PA,AÁ.) ®aP -A ·g(q®P) :;= q(p) 

J: P®AQ =P®AHo711~(P,í,,,L) ~B Í,(p®~) ~#~Hom(PA,PA) =B. 

dado por (pq)(JJ),~ p(q(p))i~s~.tleneeritªnc~~.; •·. . .. : ..• e 

(pq)p¡ =J(p ® q)p;=pg(q@p¡) ;=\i~(~p~\ :. 
'·' .:--, .. 

(qp)q¡ = g(q@.p)q¡ = Ú(~·@ ~i) i/~(k4fri: <: 
q(pq1)(p') = q(p~1(;;ll = l¡(p)~·1(;'):F(4]J)~t(1l'l 

Por lo tanto se satisfacen las condiciones l)y 2) delte,~r~I!la anterior.:Ahora, 
como P es'un módµlo proyectivo finitaÍnenté generado, tene.mos que existen, 
71' : AAEll "· Ell AA·- P y u: P - AA Ell .. · Ell AA tcí.les que 71'0' = lp, 
entonces: · · · · : . .· .. · 
u(p) = Eq1p co1:1q¡ E HomA(PA,AA) = Q,11'(I;a¡) =' L;p¡a¡ entonces, 
p = 11'(I;q¡p):; I;p¡i¡¡p ycomoP es un B-niod fiel, I;p¡q¡ =la, porlo que 
fes epimorfismo,· por lo tanto, es isomorfismo. Similarmente, como Q es un 
generador, se.tiene qüe ges im· isomorfismo. En consecuencia, si tomamos 
TM = P ®A M, SN = Q ®a N, tenemos: 

ST M = Q ®a (P ®A M) = (Q ®a P) ®A M =A ®A M ;;i M 

TSN = P ®A (Q ®a N) = (P ®A Q) ®a N = B ®a N ;;1 N 

por lo tanto, el par de funtores (T, S) es una equivalencia. 

Proposición 2.9: Si e y f-son idempotentes, Ae ;;;! AJ <==? 3x E eAf, y E 
f Ae tales que e = xy, f = yx. 

Demostración: 
Supongamos que existe un isomorfismo h: Ae-> AJ dado por h(e) = af y 
h-1(!) =be, entonces se tiene: 

h-1h(e) = h-1(af) =abe= e 

hh-1(!) = h(be) = baf = f 
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Además tenemos que h(e) = h(ee) = eh(e) = eaf = af, y h-1(!) = 
h-1(! !) = fh- 1(!) = fbe =be, por lo fanto, e = abe = afbe = eaf fbe 
y f = baf = beaf = fbeeaf ,con I~ que podemos tomar :z: ;= eafY y =/be 
y por lo tanto, e = xy,f=.yx.;'. >i, ... ·.·· ..•• ·.. . , 
El otro sentido de la implicación e~ inm~diato. 

' ' ... - '. -. : . ':,, . . . ; ;-. ~ .. - .. ,. 

Lema 2.10: Si Ae !:!! AJ el1tontes ~t4 o:itjA: ' 

Demostración: Sea h :: e.A;!~ .. M.~~Knid~! ~()r h(ea);.? 1/a};;h~ .:JA :¿ eÁ 
dado por h'(ff3) = x/3 doiide'.x;y,:satisfa:ce~Já}roposidón~nferiór>Entonces 
tenemos: . · . · ,,:. 

h'h(ea) = h'(l/a) = ~'(f(bea)) = xbea = eaf fbea = xya =ea 

hh'(f/3) = h(;/3) ·;,;, h(e(af /3)) = yaf /3 = fbeeaf {3 = yx/3 = f /3 

Observación 2.11: Similarmente, tenemos que eA !:!! f A si y sólo si existen 
:¡;E eAf y y E f Ae tales que e= xy y f = yx. Además, si eA !:!! f A entonces 

. Ae.et AJ, por lo que podemos dar la siguiente proposición. 

Proposición 2.12: Ae et AJ{=:=:>- eA et f A 

Teorema 2.13: Sea A una k-álgebra. 
a) Existe una k-álgebra básica B tal que modA ~ modB. 
b) Si A y B son k-álgebras básicas y modA et modB entonces A et B. 

Demostración: 
a) Sea AA = Ae1 E1l Ae2 E1l ••• $ Aen su descomposición en proyectivos ine-
scindibles. . 
Sean e¡1 , ••• , e;1 idempotentes tales que: 
a) Ae¡, !:!! Ae;• si j =I k 1 5 j, k 5 / 
b) Para toda j E {l, .. ., n} Ae; !:!! Ae¡, para alguna i1 15t5 l 
Sea e = e¡1 + ... + e¡1 y definamos P = eA 
Por la proposición 2.12 tenemos que para toda j E {1, ... , n} existe i, 1 5 
s 51 tal que e;A ~ e;,A, esto nos induce un epimorfismo: 
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por lo que P es un generador en modAºP 
Ahora, sea EndA(eA) !:!:' eAe = B, entonces 

sB = eAe;, EB • ·.~ Ell eAe;¡ 

Y Hom8 (eAe¡¡, eAe¡,) !:!:'.e¡;Ae;,'.~Hom}(Aé~., Ae;,) 
Por Jo tanto, eAe;; ~ ~Ae;,. si s f ~~:, podeiÍios concluir entonces que B es 
básica. > • . .. . . ·.... ' ,,. i;J'. •· 
Ahora, aplicando la prop~si~i6n:2.ápar~;P;,;,:eA y B = EndAP, tenemos 
una~qu~yal.'.l~cia~ada' por·: ;·,··; }'i <.;··.; !·.~· . 

· S=;:q®_~ ;/lo:ri~(P;l,A)@s = Ae®s 

T:P@A := eA@} 

b) Tomemos el isomorfismo T .. : mOc/A -:-4 modB y A A = P1 ffi ... ffi Pr su 
descomposición en proyectivos inesciridibles con P¡ !:!:' P; para i f: j. 
Entonces, P = T(AA) = T(Pi)ffi ... EBT(Pr) es E-proyectivo y T(P;) ~ T(P;) 
si i f: j. 
Tenemos que para cada i E {l, ... , r}, T(P¡) es E-proyectivo inescindible, por 
lo que los T(P;) son un sistema de representantes de las clases de isomorfía 
de los E-módulos proyectivos, como B es básica, esto implica que si aB = 
Q¡ Ell ... ffi Q., para toda i, existe j tal que Q¡ ~ T(P;). 
Por lo tanto: 
BºP ~ Enda(sB) ~ Enda(T(P1)ffi ... ffiT(Pr)) ~ Ends(T(AA)) !:!:' EndA(AA) ~ 
AºP 
De donde se concluye que A ~ B. 
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3. Funtores Adjuntos y Cotriples 

Definición 3.1: La terna C = (F, 8,f) es un ~()triple s,obre la categoría A, 
si Fes un endofuntor; es decir, F : .A ---t A¡.8 : F ~ F 2 y f : F --. 
I.A son transformaciones naturales;. tá.les. que .los _siguientes diagramas son 
conmutativos: -,. · 

F2------· 
fF-·::··-·· 

Afirmación 3.:kDado ~11par de funtores adjuntos(T, S) :·'Jt _¡Bde tiene 
un cotriple C(T,S) ~ (TS;TcrS,(3) sobre B. 

Demostración: 
a) Por la proposición 1.3, tenemos que TSp o TcrS = T(Sp o as) = ITs; y 
f3Ts o TcrS = lTsi por lo tanto el siguiente diagrama conmuta: 

TcrS 
TS -----•TSTS 

ras] ¡TSP 
TSTS------+-

{3TS 
TS 

20 



b) Queremos ver que el siguiente diagrama es conmutativo: 

TaS 
TS -----TSTS 

Tasi . . 1 TSoT~S 
-----4l'STSTS 

'. - ' ,<:-.- _:,- :-. . 

Pero por la naturalidad de a; ten~mos el siguiente diagra~a conmutativo: 
. . ·,, . . ·j '· • 

. a 
X X1 

•xi l•x, 
STX STX1 

STa 

Si tomamos X 1 = ST X, se tiene el siguiente diagrama también conmutativo: 

ax 
X STX 

•xj ¡ . .., 
STX-----...STSTX 

STax 

El cual a su vez impliéa la conmutatividad del diagrama: 

as 
s STS .,¡ ]sr., 

STS -----STSTS 
asTS 



Y por ser T un funtor, se tiene nuestro diagrama inicial a demostrar. 

Definición 3.3: Sean C = (F,6,€) y D = (F',6',f') dos cotriples sobre 
A. Diremos que una transformación natural ip : C --+ D es un morfismo de 
cotriples si los siguientes diagramas son conmutativos: 

<p 

F -------.- F' F ------• F' \ 

' 1 1" 'l l ·· 
l,A ------- l,A F2 -------.. Fn 

p(cp) 

donde p(cp):: cpF' o F'{J = F''{J o '{JF; < , -
Observemos que realmente t(JF' o Frp =F'ip o;'{JF, ; 
Si X E A, entonces '{Jx: FX-+F'.Xpo~Jotanto C(JFX: FFX-+ F'FX y 
'PF'X: FF'X-+ F'F'X. >'·~>'::.~>: ........ , _ .. 
Sea a : FX --+ Y, por la naturalidad de_ijseftiene el siguiente diagrama 
conmutativo: -

' :Fai 
FFX-------• .,,¡ FY 

¡., 
F'FX------ F'Y 

F'a 

Tomando Y= F'X y a= '{Jx, tenemos: 

'{JY o Fa= 'fJF'X o F'{Jx = '{JF' o F'{J 

F! o 'fJFX = F~x o '{JFX = F''{J o cpF 

Definición 3.4: Sea C = (F, 6, €) un cotriple sobre A. La categoría de 
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El diagrama superior es conmutativo porque p(r.p) :E r.pF' o Fr.p = F'r.p o r.pF. 
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El diagrama inferior ~s conmu.tativo por la naturalidad de tp .• 
·como 'Pes im morfismo de i:otriples, tenemos que.Óx'PX - p(cp)óx 
'PF'X Frpxóx :. · 
Por lo tanto: · ·· 
(µF'(>.)óx )epi ;;'/iF1 (>.)~F·xF./p.Xó~;;,µcf~F(>.~x)'óx;;(µ~y)(>.cpx) 

: ~ .. :.;:, ·· .. -:':.x~c·: :·::_·~~·;:.'' :?,'.,:· ~':::.~"/ · ·.·r~~, 

l.A 

. J ó' 

l.A ______ __.., ¡;_ p2-· -------..J3 
p(f) 

donde hem~s denotado a l1 = ( F', ó', f') 
Por.ser C un cotriple, se tiene l.A = fF o ó = Ff o ó, entonces, p(E) o ó = 
fo Ff o ó = f, con lo que se tiene: p( f) = fo Ff = fo EF. 

Por la afirmación 3.5 existe un funtor 80 : An =A__. Ac, dado por S0(X) = 
X y S0(>.) =>.Ex si >. E A(X, Y) . 

Proposición 3.8: El funtor So tiene un adjunto izquierdo To dado por 
To(X) = F(X) y To(>.) = F(>.)óx para>. E Ac(X, Y) . 

:J:·,:··, .:·· .. 

Demostración: . . :j i . 
a) To(Ix) = To(Ex) = F(fx)ó'x;;:¡FX,;, !To(XJ· 
b) Sea>. E Ac(X, Y) y µ~EAc(}/; Z), entonces,µ>.= µF(>.)óx. 
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Queremos demostrar que: 

T0(µ )T0(,\) = F(µ)óyoF(,\)óx = F(µF(,\)óx )óx .= FµoF(F(,\)óx )óx =To(µ,\) 

. Perci por s~r ó una transformación natural, tenemos el siguiente diagrama 
conmutativo: 

F,\ 
FFX FY 

Fóxj. ¡" 
F(F2X) 

F(FA) 
F(FY) 

Por lo tanto, F(F>.. ~ óx) = ÓyF(,\), de doride se. sigue que To(µ,\) ,;,, Fµ o 
F(F(,\)óx)óx = Fµ o óvF(,\)óx = n(µ)To(.\) ~ 
Para ver que el funtor To es adjunto izquiérdci del funtor S0 nos hace falta 
ver que existe un isomorfismo natural: · · · · . -· 

fx,v: Ac(X, ToY)---> A(SoX, Y) 

pero esto es inmediato por la definición de To y S0 • 

Proposición 3.9: Sea (T, S) : A --> B un par de funtores adjuntos y C = 
(T S, TaS, /3) el cotriple inducido sobre B, entonces, existe un funtor fiel y 
pleno E : Be --> A tal que el siguiente diagrama es conmutativo: 

E 
Be A 

~r 
B 

Demostración: 
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Sea. E(X) = S(X) y E(>.)= r5},y(>.) donde res el isomorfismo de adjunción 
de los funtores T y S, y >.E Bo(X, Y) . 
a) E(lx) = E(fx) = fsl_x(Ex) = lsx = .lE(X)·, : . , .. /. . .. ·. 
b) Queremos demost.rar que E(µ)E(.\) :=r5},.¿.(µ)r5.}.;,(.\).:=.fS.t:z(µ.\) = · 
E(µ>.), donde>. E Bc(X,Y) yµ EBc(Y,:Z): .·> ;. · 0 { , .:. o •· 
Observemos primero, que si el isomorfismo de adjunción r. esnatu~al, támbiéii 
<1> = r-1 es natural. ... :> :. :·':"_:'Lr.;.>.'.'. .. · .. \,: ·· 
Sea f: X-+ X', g :Y-+ Y'conX,~',É,A°yY,Y'~É'..8,!teneiri'os ento.ri'ces· 
los siguientes diagramas coimmtátivos: \ . ·· ·• \:. :. ~ ;:· · ·· 

fx,Y 
A(X, SY) ----'-• 

A(f, 1,,, )t ... 
A(X', Sy)-· ----'-.. 

~:.<.:,: ;, ' 

.. · .A({sy) ,;:sx.Y • .. · ·8(rx, Y) 

· ¿(/x,Sgrf i ¡B(hx,g) 
·.·., j:(;;;Y') Tx,Y• B(TX, Y') 

Ent~Iic.~:s~_·: ._':,_·: , __ .'._~_:~-· ;:··:,·--_·.;:::; _. >~ .. _ _ .. _ . 
. T(J.~)rx:v ~)Px··:y(g,),'.¿im?Hca.<I>x•,yT(J") = (f")<I>x,Y· 
'.r(g")fx;i:::;_;:r~;v!.'(9Z)i})mj'llica <I>x,y'•T(g")= (g")<I> x,Y 

· por. lo tantp/_<I>';.eí(füif~ral: ·.··.·._ .• _· · . 
Por fa ri~turalida{dJ' <I> '.tenemos los siguientes diagramas conmutativos: 

- ·<.>~ >~;,:~;;~\ é',.;--: 

B(TS~i) ,'_";,~~Y,zº.'" ~(;Y, SZ) 

T( <I>sx,Y (.A))! .. •. ' .··. '.; (.~/ ·. ..¡<I>sx.· ._y(.\)) 

>41sx,z) 
B(TSX;Z) Á(SX,SZ) 

: _:···.·:''.:·:\'../ .. , - ·_·_·'.·' ;·.·· 

<l>sYTSX · 
B(TSX,TSX) · ' riA(SX,STSX) 

.\"j . . . j~T.\)* 
<I>sx,Y 

: ~('.['~X,Y) A(SX, SY) 

,--···" ,•• , .. ;:-. 

Entonces; <I>si,z(¡lj~ q,si.~ (~)~ ~(~T<I>~x.Y (i)). •Ahora, 
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t'Psx,z(µ).) = t'Psx,z(µF(>..)óx) 
= t'Psx,z(µF(>.)Tasx) 
= iPsx,z(µF(>..)Tibsx,Tsx(lTsx) 

De nuestro diagrama derecho tenemos: 
t'Psx,I'(,\) = (S).)t'Psx,1sx(I1sx ), entonces, 

Por lo tanto, 

Ttl>sx,v().) = T((S).)tI>sx,TSx(I1si )) 
= TS).0Ttl>si,Tsx(I1sx) 

· F).0Tqisx,rsx~I1sx) 

t'Psv,z(µ) o t'Psx,v().) = · :tI>sx,z(JÍT<bh,i'(),) 
· ·. = ct'Psx,z(Íi.F'().)Ttl>sx,Tsx(l1sx) 

;i;, =:<~sx,i(µF().)Tcisx) · 
::==/ iPsX;i(µF().)óx )•.· 
;,; t'Psx,z(µ).) · 

De la definii:icSn dé•E s~ si~ue.iju~~sfi~l·y pleno: 
. ,~ . ·'-.;', .: . . ~ : 

Proposición 3.10: D~d~~ d~s pares de funtores adjuntos (T, S) : Á -+ 8 
y (T','S') : 8::..:+ C; se 'tiene u'n•nuevo par de funtores adjuntos (T'T, SS') : 
A-+C, . . 

Demostración: 
Queremos ver que existe un isomorfismo natural : 

1Ilx,z: A(X,SS'Z)-+C(T'TX,Z) 

Sea r el isomorfismo de adjunción para el j>ar deAuritéíres (T, S) y I" el 
isomorfismo de adjunción para el par de fu?t~fe~:~;r; .s''); ~~tonces definase: 

llix,z = r~x.i~I'i.~~i): .. ;; 
?>).:";:,"~. ,·· .·. .. 

Definición 3.11: Diremos que. una te~h~ v·•:;, fü~,v) es una coálgebra 
sobre la k-álgebra A si: · · 
a) V es un A- A bimódulo: 
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b) µ : V -> V ®A V, lla~ada la é~nJ.ultiplicación de. la coálgebra es coasocia
tiva, es decir, el siguiente diágrama,es conmut~tivo: . 

c) v : V --+ A;· Barriada)ábo_u~ld~cÍ)Úia ¿ocll~~bra, hace cónmutativo el 
siguiente diagrama::' .· ~ • · ·¡/ < .' '• ·· · · · 

Observación 3.12: La coasociatividad de V, eri: té~rnÍnos de elementos, se 
ve de la siguiente manera: .. . . . . 
Si v E V y denotamos como µ(v) = I:V{@ ~k µ(v{) = Ev;{ 0 v~~' y 
µ( vü = E v;10 v~~. entonces se tiene: 

(/®µ)µ(v) (/®µ)(l:Vi ®v~) 
E vi ® vik ® vik . 1; 2¡j 2~ E Vn ® V12 ® V2 

(µ 0 l)µ(v) 

Consideraremos en adelante, coálgebras con la propiedad de que VA y A V 
sean A-módulos proyectivos finitamente generados, y la counidad v, sea un 
epimorfismo. 
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Definición 3.13: Sea V = (V,µ, v) una coálgebra sobre A. La categoría de 
representaciones de.V, R(V) se define como: . 
a).ObjR(A) =Qb{Mo~A;b)R(V)(M,N) =V ®AM-+N. 
Si A E.R(V)(M,N) y jl E R(V)(N,L), la composición µA en R(V)(M,L) se 
défine cómo: ' ·. ···.··• '. • 

>~I'.v~fiif~@..Mv®··.v® M 1~,\ V® N L. L µ, .. . '<>'A .. ..... . A. . A A 

es dedr; ~):~'µ~ fü®~~)o (µ ®AIM 

Ad~mk,, el moifismó'identidad ht : V ®A M -+ M en R(V) está dado por 

la composi~ió~iV®ÁAf"~' Á®A M---+ M. 
. ·.'- .. ·: ' 

Afirmación 3;J4: Sea V= (V,µ,v), una coálgebra sobre A, entonces, V 
induce un cotripleC = (F,.ó,E) sobre modA. 

Demostración: 
Sean: 

F = V®Á-: ModA-:--+ ModA 

ó = v.'~A. ~ 2-. V'.®~ v ®A.-

E ; V ®A ....; -.c.+ A ®A -
Tal que, si v E V, y m E ModA, entonces: 
ó(v ®m) = µ(v) ®m y E(v® m) = v(v) ®m. 
Se quieren ver las siguientes igualdades: 
a)FE o ó = EF o ó = ImodA, y b) Fó o ó = óF o ó 
Pero de las propiedades de la counidad v y por la coasociatividad de la 
comultiplicación µ,tenemos que se satisfacen a) y b). 

Observación 3.15: Sea V= (V,µ, v), una coálgebra sobre A, y C = (F, ó, e) 
el cotriple inducido sobre M odA por V, entonces la categoría de Kleisli de 
(ModA)c de ModA es igual a la categoría de representaciones de V. 

Daremos a continuación, una construcción que nos permitirá enlazar las 
diferentes definiciones y resultado que hemos dado a lo largo de este primer 
capf tulo. 

a) Sea V = (V,µ, v) una coálgebra sobre A, y C = ( F, ó, e) el correspondiente 
cotriple inducido sobre modA. 
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b) Por la. a.firina.ción 3.7 y la. proposición 3.8, tenemos que exite un pa.r de 
funtores adjuntos (T0 , S0): (modA)c -+ modA. 
c) Se~ B = eAe el álgebra. básica. Morita equivalente a. A, donde e = e1 + 
e2 +~··+en .es la. descomposición de la unidad en idempotentes primitivos 
cirtogona.les de A; por la proposición 1.6 existe un pa.r de funtores adjuntos 

. (T,S) : r.n.odA-+ ínodB. 
d) ~orla. proposición 3.10, existe también un pa.r de funtores adjuntos (TT0, S0S) : 
(niodA)C -+ modB. 
e) Este nuevo par de funtores adjuntos, nos induce un cotriple C' sobre 
modB, y nuevamente podernos contruir.un par de funtores adjuntos (Ti. S1) : 

(modB)a• -+ modB. .. .. . .·· . · . · . 
f) Por la. proposición 3.9 tenernos un funtor fiel y pleno E : (modB)C' .:...+ 
(modA)a. · · ·· · 

. .. :.: ·_, '_ 

Teorema 3.16: El cotriple C' = (F1;'8';f') es el inducido por la. coálgebra. 
e Ve sobre B, es decir: . . · 

Demostración: 

F' = eVe®s -,.:modB-+ modB 

81
: e Ve ®s "":' _:::·.e Ve ®B eVe@s -

f
1

: eVe@A ~.2::_. B ®A -

Recordemos que por el teorema 2.13 a), si A es una. k-álgebra., ta.! que AA= 
Ae1 ffi · · · ffi Aen, entonces existe una. k-álgebra. básica. Merita equivalente 
B = eAe, donde e = e¡ + · · •e¡ con I ::; n, y un pa.r de funtores adjuntos 
(T, S) : modA-+ modB, da.dos por: 
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T = eA®A y S =. AeÍ81B, los cuales son una equivalencia. Además, existen 
isomorftsmosJ: eA ®A Ae :..+ B y g : Ae 08 eA -+ A. Observemos como 
actuan los isomodisinosf y gen un elemento. 
f (ea ®Á be) ; ea be, donde a, b E A, por lo tanto lA = e = !(e ®A e). 
Por otrn)~dó1i.4}= ei+ '·+e., supongamos lA = e1 + · · · +e1+e~ +···+e~ 
donde éL~:ejpara.alguna 1 :5 j :5 /. Por la proposición 2.9, existen 
x¡ E ·eíAe¡; .Y. y¡ .E ;e/Ae: tales que x¡y¡ = eí y y¡x¡ = e;, pero entonces, 
x¡ E e:J1eié;4eÍ·.E Ae; y y¡ E e¡Ae: E e¡A E eA, por lo tanto g(:c;®Byi) =e:, 
donde 1 5 i 5 r; de donde se tiene : 
lA =g(~®i;:e+'x1 ®B Y1 ffi .. ':' ffi Xr ®B Yr) .. . ... 
Por ser Ay Bálgebras Morita equivalentes, tenemos quéS/f~ hyTS 95 IB, 
entonces ST(ae®eb®m) = aebm, y (ST(M))- 1(m):=,(e®e'®L;x¡®y;)®m. 
Similar.in~nte, TS(ea 0 be 0 n) = eabn y (TS(N)J-l(n)'~~(e'.®e),® n, donde· 

~~t~:!At:n:m~s~~d!~ de funtores adjunt~~(T~o,~~~;ji': (hodA)c -+ 
inodB; se induce el cotriple: -,~-.- ::·)i!:' .':_~_. '< 

. - ..... ". ·. ·,,,.-_ >~<.:.~. '., :,. ,_ 
,. ·-:~. ··:::~:(:::.'.·>~>; ; '.;'::2;· . . : ·<.~~)-.. 

Sea NE modB, entonces F(N) = eA 0A V ®A Ae ®B N·= e Ve®~ N. 
Ahora sea f E A(M¡, M2), entonces se tiene T(f) : eA 0 M1 -+ eA ® M 2, 
pero existen isomorfismos eA ®A M1 95 eM1 y eA ®A M 2 95 eM2 , por lo 
tanto, S(f)*: eM1 -1 eM2, actua en un elemento de la forma S(f)*(emi) = 
ef(m1) = f(em¡), de donde se concluye que S(J) = f 1 S(M¡). 
Desearnos ahora ver como actua fl, por definición 6~ = TT0a~sx para 
X E modB, y a': l¡modA)c --+ SoSTTo .Veamos primero como se comporta 
Toa~sx· 
Recordemos, que si,\ E Ac(X,Y), entonces, T0(.A) = F(>.)8x. 
Ahora, a~oSX E (modA)c(SoSX,SoSTToSoSX), por lo tanto, Toa~oSX• está 
dada por la siguiente composición: 

F(S0SX) 
6~ F2(SoSX) F'~sx F(S0STToSoSX) 

. . . .. 
Sustituyendo;iF ,;s Vi8)A! S0S = Aé®8 ¡ y TT0 = eA 0A. V®A, se tiene la 
siguiente composici6n: 
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. . 

V®AAe®aX-+ V0AV®AAe®.iJX--:7V®AAe®aeA®A V®AAe®aX g;t Ve®aeVe®aX 

Sea v ®A ae ® B x E V® A Aé® .B X,• y reé~rcliÚnos qu~· tenefuos un isomorfismo 
g-1 : A -1 Ae ®8 eA, tal q~e ü-1 (1Á) ~é ®8 e.:+:.E~i ®8 y;; entonces: 

'~ ·~·· .~ • .,.;:.>i~:-·(:o·."' 

.::·,~~tJi~~~~;lit~~f ~,'.,®., 
< (·j ~~~ ,' ::·:.', ·-"-F' 

-+ ¿v{~,td®ae~~Aie®~·.~f~E~M~A;x;®sy;v{®A ae®a x 

-+ L v{~ ®a ~~á~ ®~;x -iBE:*i~.®8 y:;v4be ®a.x 

donde µ(v) = ¿v{ ®A t4. . . '· .. ' ' . •· . 
Como V ®,i Ae ®8 X ~ Ve ®8 X, tenerrios! 

T(To~'.sosi) = Toa~5; lr(;S0 SX) 

Si v E e Ve, se tiene: 

ó(v ®Ax)= .Ev{e ®a ev4 ®ax+ L v{x; ®a Yiv4 ®ax 

donde, v{ E e V, y v4 E, ve .. 
Por lo tanto: 

ó': eVe-+ eVe®a eVe 

· ó'(v)7 v{e®a ev4+Ev{x;.®a y;t{ 
Finalmente, Ex: TToS()§X-+ x,· por'!~ t~ntcí:: 

•L ·/ • ', ·:(<~-'' .. \:~ ~:' •:,:.; '5':•·'.' /.~ "<:.:/r· .-,-~ / --~'\.': ·:·:,\<: ·: '. _<;~:' :~ 
Ex.:eA®Xl(®;iAe@B'X:-4 eVe®X g;t.)( 

. <: _· ~·- -;;/_.'";::·· ·. 

De donde· cond~ilTios; /:e Ve .~.I~~aa:'.\ 
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Proposición 3.17: Sea.V = (V, ji,v ), una coálgebra sobre A. Supongamos 
que áiste un morfisrno de álgepras cp :A-+ B. El B - B-bimódulo 8 V 8 = 
B ®A V ®A B, tiene estructurá. de cOálgebra sobre B. 

-· .. ,· ·'·".· 

Demostración:;:,,,.:> . , > . •. :,::<_ · .. .. :... _ ': . -
a) Definamos.~ú8 ::B/®~ 'li.®~':B~B; dada por: 

• ', 1' •······· ......... :e;··.,;,•·,-·•.,.-._,,_. --,. , · 

:-'._:".-7~~:.:;-~:-::-~'ti~~-:.<,.~i:'~~~~.:/:::-:·_::·· }' .:··::_,. ,-~ '-·.' ·-: .. : - . 
"· :,,y. (b1.®.v ® bl) = b1i,O(v(v))b2 

. -.. :'i:_;)ó~~-\''.:'.:~r::--:!~\tr'~ <- -··· 

!::~:r;!i:f '~11mr~!:®~·(:;:~T~v.0, fl . 
. UtiÚzando .1fu,yr'opied~d~s de µ, y V como comultiplicación y counidad de 
V, respecÜvamentei:s~-corríprueba que: 
1) (Isvs ®B jl8 )~{t8 ;;: (8 µ8 ®a Isvs )8 µ8 • 

2) (Isvs ©B v~)8µ8 = (8 v8 ®B lsvs)8 µ8 • 

Definición 3.18: ByB es llamada la coálgebra inducida de V. 

Observación 3.19: Sea V= (V,µ, v) una coálgebra sobre A. Supongamos 
que tenemos un morfismo de álgebras cp: A-+ B, entonces existe un par de 
funtores adjuntos (T, S): ModA-+ ModB, tales que T(M) = B®A M, para 
ME ModA; S(N) =A N, para NE ModB. 

Demostración: 
En general, dado ME ModA, NE ModB y cp: A-+ B, existe un isomor
fimos t/J: HomA(M,A N) -+ HomB(B ®A M,N) tal que si h : M -+A N, 
entonces t/J(h)(b ® m) = bh(m). 
Pero entonces, tenemos: 

Por lo tanto, el par de furítores (T, S): ModA-+ ModB son adjuntos. 

33 



Si ahora repetimos Ja construcción dada e.orno antecedente para el teorema 
3.17, .pero en él inciso e), en lugar de considerar la equivalencia de Morita, 
tomamo~ el par.defurit~résadiuntos de la observación 3.19, tenemos el sigu-
iente teor~rm( .· : > . , 
Teoiemá. a.2'o: ,'El ~Ót'rlpJib:;..:!(.F~;}, E') es el inducido por la coálgebra 
indué:ida de {sob~e B; es'áeCir:(>,,;•.• .. 

F'=8·'.0~:~~~~·::·'iiad~ .~ M odB 

{/ :
8 V8 @~~ :8.~·.V~·@~ V8 ®a -

€
1 

:
8 V8

. ®i~~PB ©A -
'.< ·/.:' · .. '.;>'' 

~'. ' 
Demostración: Es igual a la'del ted~éfu'f3:i 7les.decir, hay que perseguir cada 
uno de Jos modismos dados po/1a5;C!if~rentes parejas de funtores adjuntos. 

' . ':.·:,-..:;_,.-.. _ 
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CAPITULO 11 

1 Algebras Tensoriales 

Definición 1.1: Sean A y B dos k-álgebras. Diremos que B es una A-álgebra 
si existe un morfismo de álgebras cp : A--> B. 
En este caso, B es a través del morlismo cp un A - A-bimódulo. 

Definición 1.2: Sea A una k-álgebra y V un A - A-bimódulo. El álgebra 
tensorial de A, es una nueva álgebra, denotada por: 

donde: 
Ao = A, A1 = V , An = V ®A V ®A V®··· ®A V , si n > l. 
Si a = V¡ ®A V2 ®A • · · 0A Vn E An Y b = W¡ ®A W2 ®A • • • 0A Wm E Am, el 
producto ab =V¡ ®A V2 0A · · · 0A Vn 0A W¡ 0A W2 0A · · · 0A Wm E Am+n· 

Propiedad Universal del Algebra Tensorial 1.3: Sea B una A-álgebra 
y V un A - A-bimódulo, entonces, para todo morfismo de A - A-bimódulos 
<pv : V --> B existe un único modismo de álgebras ¡/J : TA(V) --> B tal que 
los siguientes diagramas son conmutativos: 

iv 
V ~(V) 

··j~ 
B 

Demostración: 
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Por la propiedad universal de la sun:ia di~ecta, para.ver la eidstencia y unici
dad del modismo 1/J, es sufiCiente dar. uná. cole.cción de morfis111os:1/Ji ; A¡ -+ B 
, paracadai = O;l,2, · .. ; . •·· ... · < '•' <......... ,/ .. ··. 
Sean !/Jo= c,o;i: A~ B, ;¡;, = c,ov ;y ;s;.y ,¡;~.:A~ . ..:+ B dado por . . ' . . ·- .... ,: . __ .,. -· 

,·.-·'' -

Proposiéióii 1.4: Sea B' un~ A'~á!Mbra!iiV·ti.thc(ii::....~.4'-~finócl~lo-y w = 
B' 0A· V 0A• B', entonces, el siguiente diagrama és;·C:onmutativo: ' . 

- ... :_;?~: ... ~ _, .. -.--< -~> :-,-~--

-----A ~;TA•(V) . l·· .. 
------ = Ta•(W) 

iA' 
A' 

Cf'A'l 

is• 
B' 

Demostración: 
La primera observación que podemos hacer es que W = B' ®A' V 0A• B' es 
un B' - B'-bimódulo y un A' - A' -bimódulo. 
Sea c,ov : V-+ B dado por c,ov(v) =la ®A' v 0A' la, veamos que C,Ov es un 
morfismo de A' - A'-bimódulos. 
Si a E A', denotemos av = c,o'(a)v. 
c,ov(av) = la ®A' av 0A• la = laa 0A• v 0A• la = lac,o'(a) ®A' v 0A' ls = · 
c,o'(a)(la 0A• v ®A' ls) = ª'f'v(v) 
Similarmente, <rv(va) = <rv(v)a. 

Ahora, la composición A' ~ B' '.!!; B, le da a B una estructura de A'-álgebra, 
por lo tanto por la propiedad universal del álgebra tensorial, existe un único 
morflsmo de álgebras 'f!A: A-+ B tal que ia•C,OA• = 'f!AiA'· 

Proposición 1.5: Sea Luna k-álgebra, t : B' -+ L y s : A -+ L morfismos de 
álgebras tales que l'f'A' = siA'• entonces existe un único morfismo de álgebras 
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tjJ : B -> L tal que el siguiente diagrama es conmutativo: 

. .., . ~ ' ::; 

:;:;~f~·; 
Demostración: · •.;,;: ·· · .; · · 
A través des, L es una Aálgebra; y tarnbi~ii ie~tilta uha B'-álgebra por 
medio de t. . . . .' : i/)1<1q!:.• :'.:.· <;, • • . < ' . 

Queremos dar un morfismo de B' -B'-bimódulos';sw{: W-:+';L. Sea Sv : 
V~ Lila restricción des en V ... Veailib{qíiés/~~ u~mo~fismó de A- A-
bimódulos. '.,< · '·'> ' •·· ·• . ' ... ·. · · · · ' 
sv(av) =.sv(iA1(a)v) = sv(i1(a)s\f(v)~ t~Ai(iÍJsy(v) = asv(v). 
Similarmente, sv(va) = sv(v)a. · ... ·.·· j: );: ' .. ·· .. ·· · . 
Definamos entonces sw: W-:+ L,dado'por:sw(b1 €lA'v0A' b2) = b1sv(v)b2. 
Aplicando la propiedad universal:del álgebra tensorial tenemos que existe un 
único morfismo de álgebras t/J·: B .:..+L'tal que tjJi81 =t. Nos hace falta ver 
que tP'PA =s. . · . ::.' . <·· .··•' .. 
Sea a E A', tP'PA(iA1(a)) = t/Jfoir.pA{a)~ itt>Ái(a) = siA1(a), de donde se tiene 
que tP'PA =s. · . 

Lema 1.6: Sea B = T81(W) .d~rid~· W e:; ~l ]3i - B'-bimódulo W = 
11Beb(i)0k e.¡;¡B, con e= e¡' +e2''+'/:.'. -f:e~·.i:;; le8e = le8'e ,y o = eea(i) y 
O= ebu¡e para toda i ET= {1;2;~;'t;fiJ,\Coii ~Be denotamos el álgebra 
Morita equivalente a B. Existe un isorií~r~s1~ode eBe - eBe-bimódulos: 

hn: eWe ©e8e eWe ©eBe · .. ®•B• eW~·.~ eW 0 BW ©8 · · · ©B W ©B We 

Demostración: 
eW©B W©8 W0B ··· 08 We 
~ ll(eBeb(i1) ©k ea(i1¡B 08 Beb(i2 ) ©k e.¡;,¡B ®8 · · · ®B Beb(in) ®k ea(in¡Be) 
~ Il(eBeb(ii) ©k e•(ii)Beb(h) ®k e.¡;,¡Beb(i3) ©k "· ©k ea(i~¡Be) 
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f;;! il(eBeb(ii) ®k ea(o'1)Be ®eBe eBeb(i2) ®k ea(;,¡ Be ®•Be··· ®•Be eBeb(in) ®k 
ea(in)Be) .- ._ -
~ eWe ®•Be eWe ®eBe .. · ®eBe eWe.. _ _- -
Tomemos un elemento ew1e®eB~ ew2é®;;8. ewae E eWe®eBe_eWe®.B~eWe. 
Vamos a calcular explíi:itaírientequien es ha: eWe ®•Be eWe ®•B• eW;e·~ 
eW®BW®BWe. -- - -

ew¡e ®eBeew2e ®e.Bé ewae -. . _ .. 
~ eb1eb{it) ®k ea(it)b2e ®,8,e/Jaeb(i2) ®k e.¡¡,¡b4e®~8. ebs~b(i3 ) ®k e.(;,¡b~e 
~ eb1eb(i1) ®k e~(i1 )b2éb3eb(i;) ®k ea(i2¡b4ebseb(i3) ®{e.ci;¡ba~,' · / -- __ 
~ eb1eb(it) ®k ea(o~t )ble ®B eb3fb(i2 ) ®k ea(i~)b4e ®Úbseb(Í3 ) @A, é~(¡,¡bae 
~ ew1e ®B ew2e®B ewae - ·:; _ -•, •. _, __ -
Se tiene entonce5 que el isomorfismo, - - , _: _-< .: · ; , __ ._ 

hn: eWe®~Be eWe®éBe'" ®eBe ett'e c:Z~W~,~~-:~'.~f?L~~~~·~ Hl~ 
en.~n elemto actúa de laf~mia: -- :::_ ::·, .- \)'. -'•· -__ :·· 

~~· ". . 

Claramente hn es un isomorfismo de eBe - eBe-bimódulos. 

Proposición 1.7: Sea B una k-álgebra, W el B-B-bimódulo W = IJ Beb(i)®k 
ea(i¡B, y eBe el álgebra Morita equivalente a B. Entonces, existe un isomor
fismo de álgebras t/J: TeBe(eWe) -1 eTB(W)e. 

Demostración: 
Sea ÍB : B -+ TB(W), este morfismo nos permite darle a eTB(W)e una 
estructura de eBe-álgebra de la forma 'PeBe : eBe -+ eTB(W)e, tal que 
!f'eBe(ebe) = ei9(b)e. Por otro lado, tenemos que eWe es claramente un 
eBe - eBe-bimódulo. 
Si tomamos cp.w, : eWe-+ eTB(W)e, por la propiedad universal del álgebra 
tensorial, tenemos que existe un único morfismo de álgebras t/J: T,B,(eWe) -+ 
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eTB(W)e, tal que lo.s siguientes diagramas son conmutativos: 

Para ver que 1/; es un isomorfismo, denotemos por Wo, ~Vi, Wz, · · ·, Wn, ···a 
los sumandos directos del álgebra tensorial TeBe(eWe) y por Bo, B¡, Bz, ···,En,··· 
a los sumandos directos del álgebra eTB(W)e y recordemos que 1/; está dado 
por una colección de morfismos t/J¡ : W; --+ B;, tales que: 1/;0 = ÍeBe : eBe --+ 

eBe, 1/11 = iewe: eWe _, eWe Y i/Jn = hn: eWe 0eBe eWe ®•B• · · · 0eBe-+ 

e W ®B W ®s · · · ®B W ®B W e, para n > 1 y donde hn es el isomorfismo dado 
en el lema anterior. De donde se concluye que ¡/J es realmente un isomorfismo 
de álgebras. 
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2 Algebras libremente generadas 

En ésta parte de nuestro trabajo, T denotará un conjunto de índices finito, 
T= {1,2,3,···,n}. 

Definición 2.1: Sea A una k-álgebra y elementos a, E eb(a)Ae.¡,¡, s E T, 
a, E A. Diremos que A está libremente generada sobre la k-álgebra A' e A, 
por las a., si para toda B, k-álgebra, A' C B y elementos b, E eb¡.¡Be.¡.¡, 
existe un único morfismo de álgebras cp : A -> B tal que cp 1 A' = lA' y 
cp(a,) = b, para cadas E T. 

Proposición 2.2: Sean A1 y A2 dos k-álgebras libremente generadas sobre 
A por elementos a¡¡ E A1 y a2¡ E A2, respectivamente. Entonces existe un 
isomorfismo tp : A1 -> A2 tal que ~(a¡¡) = a2i· 

Demostración: . . . •, : •>' · 
A1 es una A-álgebra flnit~erite

0

gén~'~ada por l~ a¡¡, entonces para toda B 
álgebra tal que A cB y el~rr{~ntos¿b;~§ e¡¡:;¡Bé~¡.¡ existe un único morfismo 
cp1 : A1 -> B tal que cp1 {A .;·'JA'Y cp!(a~¡) :,: b;. 
En particular, si tomainos B .;A2; tenemos que ip1(a¡¡) = a 2¡. · 
Similarmente,·como A2 es .una A-álgebra finitamente generada tenemos que 
existe tp2 : A2:.... A1 tal que '{'2(a2¡) =a¡¡. 
Por lo que, '{'2'{J1 =JA, Y tp1'{'2 =JA,• 

Proposición 2.3: Sea A libremente generada sobre A' por elementos a¡ E 
eb¡;¡Ae.¡¡¡, i = 1, 2, .. · , n y denotemos por A; = A'( a¡, a2, • • • , a;), para O < 
j < n. Entonces: 
a) A; está libremente generada sobre A' por los elementos a 1 , a2, ···,a;. 
b) A está libremente generada sobre A; por los elementos aj+¡, a;+2 1 • ·., ªn· 

Demostración: 
a) Sea B una k-álgebra tal que A' C B. Por estar A libremente generada 
sobre A', existe cp : A -+ B y elementos b, E B, b, E eb(•)Be.¡.¡, tal que 
cp(a,) = b., para toda s. 
Para todas> j, tomemos b;+1 = bi+2 = · · · = bn =O y definamos cp;: A;-> 
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1 ' : ~ - • • 

B dada por tp; = tp 1 A;. Claramente tp; 1 lt' = [A,, y tp;(a,) = b, para toda 
O < s < j + l. La unicidad de tp; es inmediata. · •· ; .·. . .···. · .. ·.•· . · 
b) SeaB tal que A; e By elementos b1 E e1(1¡Be0 (1J para.(::;j;f.~,j;+2,~ · · ,n. 
Entonces a¡ E. e¡(;¡A;ea(i') E e1(i)Bea(i)> si i < j +1: pe~~lUIÍci~·~~:.A -::-+'B 
dada por cp(a;) = a¡ si i < j + 1, y ip(a;) = b(si i;>- :j;iEs)nlllediata la 
unicidad de tp y se sigue que tp I A; = IA;> ip(a;) =;b¡ ~ih~;'if~!J:±'?,·· ·; n. 

Proposici~n 2'.4:: Sea A = kQ,. lA. ~· é1 +, ~2;~·.;},·~J~~;:~;&fü ;!~(ir·; b(i) 
las.flechas d.e 9: Si A1 = k(l 2 · · · .n) y,a,'~j~~<~é~e;i¡!),·.~#to~~es:A está 
libremente' generada sobre A1 por la5 aiY• ;..;,¡~ .~·.'.''.'~ú ;,•:;< '· / •. 

. .. , .:,¡:.:-' ~·'t>.:'.~;·: -~~>~;;;:;~:- ,~' ~-:'·'· ._:~. 
·- ·:. 1 ·~':-,:~~~ '~·:.01.~:": ~···¿·~".:,._~~;~.:;,.: . i::._-2_- :· .. ~. 

!0~:"?~!?::';1~'.\~:;~:;tcl~~~t·~10~F::~ft,\¡;§~~º" 
Si 'Y= /1/2. "/les un camino arbiti:ai:ió enÁ; ent<:mcés ;p(1) Fi.p(+t~12;;. "(t) = . 
cp(¡¡)cp(/2) ... tp(¡¡ ). . . . . . ; • . . . } ,;,, ·i•'F > ·. 
Con lo que tp, resulta ser una transformación''!ineal ..• Para:(ver,que :'es .un· .. 
homomorfismo de álgebras, es necesario ver que parafodÓ ~¡y ÍÍ; 'generadores 

t:~:n:: s::i::~~t~u:o~:;:]l:Pio(~{~~~\n que a; = e¡ ~.d},é~f~nces; 
cp(a;a;) = cp(el} =e¡= ip(e¡)ip(e;). 
La unicidad de cp se sigue de la definición. 

Observación 2.5: Supongamos que A = kQ, A1 = k(l 2 · · · n) y V = 
U A1eb(s) ®A, e.¡,)A1 = { caminos de dimensión 1 en Q}; V ®A, V = { 
caminos de dimensión 2 en Q}, etc. Si B = TA, (V), es inmediato que B está 
libremente generada sobre A1 por elementos b¡ E e6(i)Á1ea(i)- Entonces por 
la proposición 2.1, se tiene A~ B =TA, (V). 

Definición 2.6: Un A - A-bimódulo V se dice libremente generado por ele
mentos v1, v2, • • • , Vn, donde V¡ E eb(i) V ea(i)> si para cualquier A-A-bimódulo 
W y elementos w; E eb(i)We0 ¡;¡, existe un único morfismo de A-A-bimódulos 
cp: V~ W, tal que ip(v¡) = w¡. 

Proposición 2.7: Sea V libremente generado por los elementos v1, v2, · · ·, vn, 
W, A--:- A-bimódulo generado por elementos w1, w2 , • • • , Wn y cp : W -+ V tal 
que ip(w¡) = vi para toda i. Entonces, W está libremente generado por los 
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elmentos W¡, w2, • .. , Wn· 

Demostración: . . 
Como V es libremente generado, exisk'6 :V~ W, tal quev;(v.) =.w;, por 
lo tanto, 1.¡np = lv y 1/;'(J = 1;v. P<:lr Io;cjuey ~ JV, ccimoW'.es libre, se 
concluye que W es libre. .,,'..'. · · · 

Proposición 2.8: ·Sea Y tÍn A~~ X{~¡Ji~ci~'ii1(Íi~efu'ent~:~e~erado por_ ele-· 
mentos V¡, V2, ••• , Vn, do~de Pi.;;, ebciL®ke~(i)\''.~ntd~ces;8VB ~ B®Á V®AB, 
está libremente génerado·.pór'ló#illeméiít~s íi'®A v; ®A lB. 

;._... .: "· .. :.)·~·:>;· I;~~,,:<< .·''-,::: .. ·.-~~.-·-
~~>: ·,~~' ,, 

DVemo
11
stAraciAón: .. t· ... ··... , :.i' , ·j ;!: 

= Vi ,.en onces,··, o.··.• ... _,, .... ,< ..•. · ,. , 

8 V8 = EB 0.:(1.viA®,(B ~·L311®'.4Áe6(i¡®A e.¡;¡A ®A B= I;Beb(i) ®k 

e.c;¡B ... · ¡·. <· <:' · ¡/ > 1ii'!X e, J:: _··. · · . · ... · _ ·- .. · 
Por lo tanto, podemos d~finir.tp :~V~ 4·~lf.t~.l que ip(Is@A Vi@A.ls),,; 
~¡ =.-eó(i) ®>: ea(i)· ,. ~,'" ,·:~:, '_ ' 

Proposición 2.9: Sea V Hbrem~~te ~;~er¡~o Jor~1 , v2, '. • ·.,Yni· Wftal ~ue. 
existe un epimorfismo ip: W -1 V yip: Y~ Wtalque c1:nf:: lv\ entonces, 
W = 1/;(V) $ K er'(J; · . . · · . 
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3 Ejemplos. 

Hemos visto que dadas dos álgebras A' y B', y un homomorfismo de álgebras 
cp: A'-+ B', podemos encontrar un homomorfismo t/J: TA'(V)-+ TB•(B'®A' 
V ®A' B'), donde V es un A'-bimódulo. A continuación daremos dos al
goritmos que nos permitirán hacer dicha construcción, para el caso en que 
A= TA•(V) = kQ, y B' dependerá de A' y de una flecha a del carcaj Q que 
escogeremos arbitrariamente. El primero de los algoritmos se aplica para 
el caso en que a no es un ciclo, y el segundo de los algoritmos se utilizará 
cuando a sea un ciclo. Como en general el álgebra tensorial B no es básica, 
calcularemos explícitamente su álgebra Morita equivalente eBe. 
Daremos la definición de la explosión de una gráfica, lo cual nos permitirá 
hacer una generalización de los algoritmos I y II: dada el álgebra de carcaj A, 
podremos mostrar directamente cual es el carcaj asociado al álgebra básica 
eBe a la que hacemos mención en todo el desarrollo de ésta sección. 

Algortimo I 

Sea A= kQ, donde Q es el siguiente carcaj: 
...,, .. ~3 ·r . • • .... 

~ i 

°"4• ;:)-<-s • '\ s 

Denotemos lA = /1 + !2 + fa + /4 + fs . Tenemos entonces que A = kQ = 
TA'(V), donde A' es igual a: 

• 
i 

• i • 
~ 
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V = A'h ®k f1A' 6l A'fa ®k hA' 6l A'Ja ®k !2A'6l 
Á'fa ®k f4A1 6l A'fs ®k f4A' 6l A'fs ®k fsA' 

Por la proposición (~ también A = TA~ (W), donde A~ = 

• l 
•-"'---'o(.-=---· 
< 2> 

• 
l.\ 

W = A~f2 0};J1A~6l A~fa .®k hA~ 6l A~fa 0kf4A~6l 
A~fs ®kf4A~6l A~fs.®kisA~ 

Sea B' el álgebra generada por el siguiente carcaj: 

• 
l 

• 
~ 

•¡:==;;:X =:t e 
';\ 

~· 
• 
:. 

• s 

• • '-\ 5 

Afirmación 3.1: Sea lBr= e¡+ e2f e21+ea•+ea + e4 +es , tal que yx = e21, 
xy = e31. El siguiente morfismo es un homomorfismo de álgebras. 
\O : A~ --+ B' tal que : · · · · 

,:·.~(!;) . e;, si i = 1, 4, 5 
. •• :·~v>U2) .• ,,;. é2·:+ e2' ··. :7~~~H• .. f · .. ;3.+·e3,· 

P.D. \O es uri homl~o~~im~ de álgebras. 
: · .. ,, .. ·.·_,, ,- .. ,.:,, .. · ... 

l"Udi) = o.~ v}(J;)~(Jj), ~i i = i 
\O(J;f;) ~ \O(/i) "= <P{j;)ip(f;) si i = 1, 4, 5 
\O(/;f;) ~·\O(!;).~ éi+ e/; = \OUi)\O(f;), si i = 2, 3 
\O(af;) = O,si i :::;2' ' . 
\O(af2) = \O(a) = ~ = <f!(~)l"(h) 
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cp(/;et) =O, si i = 3 
cp(/3Ct) = cp( Ct) = X =. cp(fa)cp{et) 

Calculemos aho~a B'®A:, J.if®..t:,B' ·. 
. . . . . 

B' @,I~ W ®A~B; = B1 ®,l~A~f2 ®kf1A~ ®A~ B'$ 

Observemos que, 

. ;:B'.®A~;A~fa 01< f2A~ ®A~ B'ffi 
.. ~'@A:;A~fa 0kf4A~ ®A~ B'ffi 

B' @,¡~ A~fs ®kf4A~ 0A~ B'ffi 
.· '!.JtQ!}A~;A~f 5 ~k fsA~ ®A:, B' 

b®A' af; = b:af¡ ®A' lA; ='/4(dh) ®A' lA', .donde b E B', a E A~. 
tant;, ' < ~ Q -.. Q a 

Por lo 

B'e2 ®k e1B' $ B'ev ®k e1B' $ É'ea ®k e2B'ffi 
B'ea ®k e21B1 $ B'e31 ®k e2B' $ B'e31 ®k e2'B'ffi 
B 1e3 ®k e4B' $ B'e31 ®k e4B' ffi B'es ®k e4B'€IJ 
B'es ®k esB' 

Por lo tanto, B = TB·(B' ®A:, W 1fü~ B') = . . ·-----.• 
,~,· ,. f 

~.-..~ 
L\ 

B no es básica porque e21 ~ e3., pero podemos tornar el álgebra Morita 
equivalente de B, dada por eBe, donde e = e1 + e2 + e2' + ea + e4 + es, y 
recordando q1.1e 

eBe = eTB·(B' ®A~ W ®A~ B')e = TeB'e(eB' ®A~ W ®A:, B'e) 

Tenemos que eB'e es igual a: 

• • • 
i ~ ~· 
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Si calculamos eB' ®A~ W ®A~B'e, se tiene: 

eB' ®A~ W®A& B~e .,;,,; (eB'e)e2 ®k ei(eB'e) El1 (eB'e)e21 ®k e2(eB'e)E11 
(eB'e)e3 ®k e2(eB'e) $ (eB'e)e3 ®k e2•(eB'e)EB 
(eB'e)e21 ®k e2(eB'e) $ (eB'e)e21 ®k e21(eB'e)EB 
(eB'e)e3 ®k e4(eB'e) EEl (eB'e)e21 ®k e4(eB'e)EB 

·. (eB'e)e5 ®k e4(eB'e) $ (eB'e)es ®k es(eB'e) 

Por lo tanto, eBe es igual a: 

Algortimo II 

Sea A = kQ, donde Q es igual a: 

Q"" .¿,. • 
1 

• ___ ol...c;;•,._l --· 

~ 3 

1 ~--
• 
"' Tenemos entonces que A = kQ = TA·(V), donde A' es igual a: 

• .i • "¿ 
• 
~ 

• 
4 

V= A'f1 ®k f1A' E9 A'f2 ®k f1A' $ A'f3 ®k f2A' E9 A'f2 ®k f4A' 

Pero también tenemos que A =TA~ (W), donde A~ = 

46 



Qol.. 
• .1 • 

~ 
• 
"3 

W = A~f2 1fü f1A~ Ell A~f3 ®k f2A~ Ell A~/2 ®k f4A~ 

• 
4 

Sea B' el álgebra asociada al siguiente carcaj, con las relaciones yx = e2h 

Y1X1 = e31 y Y2X2 = e32· 

•• eu 

• ~<;y~ 
e.n 

'1>.(t."j) x, 

~c~~x~ 
CJl 

• ~ 

• y 

~ I 

Afirmación 3.2: Si A E k. El siguiente morfismo es un homomorfismo de 
álgebras. ip : A~ --+ B'. Tal que . ·. . 
cp(J;) =e¡, si i = 2,3,4 
cp(J¡) = en + e21 + e22 + e31 + e32 + e33 
cp(a) = Áip(/¡) + x +xi+ X2 + X3 

P.D. cp es un homomo~fismo de álgebras. 

cp(J;f;) =O= cp(J¡)cp(f;), si i = j 
cp(J¡f;) = ip(/¡) = cp(/¡)cp(/¡) si i = 2, 3, 4 
cp(Jtf1) = rp(f¡) = e11 + e21 + e22 + e31 + e32 + e33 = cp(fi)rp(/1) 
cp(af¡) =O, si i = 1 
cp(a/1) = rp(a) = A<p(/1) + x +X¡+ x2 + X3 = cp(a)tp(f¡) 
cp(f¡a) = ip(a) = Ácp(/¡) +X+ X¡+ X2 + X3 = cp(Ji)tp(a) 

Calculemos ahora B' ®A~ W ®A~ B'. 

B' ®A:, w ®A:, B' = B' ®A~ A~/2 ®k f1A~ ®A:, B'Ell 
B' ®A:, A~!J ®k f2A~ ®A:, B'Ell 
B' ®A:, A~/2 ®k f4A~ ®A:, B' 

= B'e2 ®k e11B' Ell B'e2 ®k e21B'Ell 
B' e2 ®k e22B' ffi B'e2 ®k e31B'Ell 
B'e2 ®k e32B' ffi B'e2 ®k e33B'Ell 
B'e3 ®k e2B' Efl B'e2 ®k e4B' 
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Tomemos B = TB·(B' ©A~ W ®A~ B') = 

• ~\~. ______ _,. 

~~1~ 3 

~:~ 
e~.~ .~ 
e.u 

Nuevamente, B no es básica porque e21 ~ e22 y ea1 ~ ea2 ~ e33, pero 
tomando el álgebra Morita equivalente de B, dada por eBe, donde e 
e¡+ eu + e21 + ea1 + e2 + ea+ e4, y recordando que 

eBe = eTB•(B' ©A~ W ®A~ B')e = T,a•.(eB' ®A~ W ©A~ B'e) 

Tenemos que eB'e es igual a: 

• • e., 1 • ~ 2i 
• e;i.¡ 

• • 
e1.1. 4 

Calculando eB' ©A~ W ©A~ B'e, se tiene: 

eB' ©A~ W ©A~ B'e:: = (eB'e)e2 ©k eu(eB'e) ES (eB'e)e2 ©k e21(eB'e)EB 
· (eB'e)e2 ®k e21(eB'e) ES (eB'e)e2 ©k ea1(eB'e)EB 
(eB'e)e2 ®k ea1(eB'e) ES (eB'e)e2 ifü ea¡(eB'e)ES 
(eB'e)ea ©k e2(eB'e) EB (eB'e)e2 ®k e4(eB'e) 

Por lo tanto, eBe es igual a: 
'¿ 

:~-------. .,..1· ______ ....,, ~ 

·~ . 
. el, ~ 



A continuación darnos la generalización de los algoritmos I y II"que nos 
permite dada A = kQ encontrar el álgebra básica eBe dada en la co.nstrucción 
anterior. . 

Definición 3.3: Sea D una gráfica con vér.tices {112, · · ·,ri}.yfle,clú1s {a;;: 
i-+ j}. Una explosión de Des una nueva gráfica que.dénotarémosipor DE, 
que construiremos a través de una relación E: D -+D.i,, .. tá.i'q~~¡~~;<~· '. 
a) Si i es un vértice de D, entonces E(i) es una colección"deivérti,cesen DE, 
E(i) = (yii', .. ·yi,;;'), donde µm =multiplicidad deb'/m: .• · .. ·· . .. 
b) Si i y j son vértices deD, E(i) = (yii';···Yi',;;')t.EJ(j) =·(yjJ,···yjZ),y 

O:jj : i -+ j E D, entonces E( a;;), es una familia dé f!~chas {.B~,;q : Yip -+ Y;q}, 
con multiplicidad A¡= µpv9 , dondep = {1;2,. ··,·m} y tj = {1,2,· · .,k}. · 

Ejemplo 3.4: 
Sea D la siguiente gráfica: 

Y tomemos la siguiente explosión E : D -+ Ds: 



E( Ctss) = {.Bs1,s1 : Ys1 --+ Ys1i .Bl1,s2 : Ys1 --+ Ys2, .Bl2,s1 : Ys2 -+ Ym .Bt2,s2 : 
Ys2 --+ Ys2} 

Por lo tanto, DE = 

Generalización del algoritmo 1 

Sea A = kQ con vértices { 1, 2, · · · , n} y flechas { Ctij : i -+ j}. Si fijamos 
Ct;j, para i = j, entonces eBe = kQ' está dado por la siguiente explosión 
E: Q--+ Q', 

E(k) = Yk1 para k = i,j, 
E(i) = (y;1,z2 ), 

E(j) = (z2, Yiil· 

Generalización del algoritmo 11 

Si A= kQ con vértices {1,2,···,n} y flechas {a¡j : i-+ j}. Si fijamos 
a¡¡ y n E N, entonces eBe = kQ' está dada por la siguiente explosión 
E:Q--+ Q', 

E(k) = Yk1 para k.= i; 
E(i) = (y;1,iJf21Y~a, · · ·,y¡,J 
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CAPITULO III 

1 Derivaciones y diferenciales 

Definición 1.1: Séa B una k-álgebra, V un B __;B;biinódúlo. Una trans
formación lineal p : B -+ V es una derivación'si para ~od~\b1, b2 E B se . 
satisface: · · · · ·· · · _·. • • 

p( b1 b2) = ~( bi)b2+ b1.P(62) •• 
> •• ~ 

.,,-.. -, .. : 

Observación: p(18) ,,;:o. . . , > \·'.' · . 
p(l) = p(l.l) = p(l)l+l,o(l) ::;:•p(l)~fp(l)<•: . 

Proposición 1.2:' S~~·~ : ,,;~si!3(·4i ~~;A~riiocle álgebras. Entonces. las 
siguientes afirmaciones són equivalentes:·;\ '.!' . 
a) p es una transforrnadcín de. A:.~ A::bi~6dulos. 
b) p(¡p(a)) =O para todá a (:.A)·. ·· · · 
Demostración: . · . 
a) :::} b) Si p(a1 ba2) = cp(a1)p(b)cp(a2), entonces p(ip(a)) p(r.p(a)l) 
r.p(a)p(l) =O . 
b):::} a) Tenemos, p(r.p(a)b) = p(ip(a))b+ r.p(a)pb = r.p(a)p(b). 
Similarmente, p(lxp(a)) = p(b)<,o(a). 

Definición I.3:p : B -> V es una A-derivación si existe tp: A-+ B morfismo 
de álgebras que satisface una de las condiciones equivalentes de la proposición 
anterior. 

Ejemplo 1.4: Sea ip: A-> B un morfismo de álgebras,]( el B-B-bimódulo 
K = ](er(B0AB-+ B}, entonces p: B-> ](dado por p(b) = b®A1-1®Ab 
es una A-derivación. 

51 



a) 
p(a1ba2) = 

= 
= 

b) 

p(b¡)~ + b1p(b2) 

a~bai®Á l_;l ®Aa1ba2 
!f(a;)ixp(a2) ®~ l~.l 0A 'f(a1)b<p(a2) 
!f(a1)(b ®;.\'1.~)®JI b)10(a2r=·aíp(b)a2 

:_;:¡· ·:· 

''.;.,:· 

(b1.@./i--}'¡§A bÍ)b~;·-f.~~(~z.~~1;;l@A~) 
b¡ ®A bi-1 @Á' bibl.+'b}b:í @,i.l.:: bj ®A bi • 
b1b2 ®A i ~él'~Úib2;~~P(b,,:b2)0: . 

'.::)<>"· =·-~·-.' ·-~',;.' ';;::;_, 

Definición 1.5: Una deriváci<Jn ·~.··: ~;:_; B;~-~s:Jnlv~fsal/~i para toda 
derivación p': B ~ V, existe uniúniCa t~ailsTi.rm'aCión deB ::::B-birriódulos 
,\ : B' -+ V, tal que el siguiente diagrama'.' es éonrilútativo: . . 

Proposición 1.6: La A-derivación p: B ~ K, dada por p(b) = b® 1-1 ®b 
es universal. 
Demostración: 
Queremos ver que para toda derivación ó: B -+ V, existe una única trans
formación de B - B-bimódulos 81 : K-+ V, tal que ó1p = ó. 
Sea 81 : B x B-+ V tal que 81(b1 , b2) = ó(bi)b2. Veamos que Ó¡ es bilineal y 
balanceada. 
Sean a,{3 E k, a E A. 
a) 

61(ab1 + f3b2, b) = 6(ab1 + f3b2)b = 6(ab¡)b + ó(f3b2)b 
aó(b¡)b+ ¡3ó(b2 )b 

= aó1(b1,b) +/361(b2,b) 

Similarmente, ó1(b,ab1 + {3b2) = aó1(b,b1) + /361(b, b2) 
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b)81(b1a,b2) = 8(b1a)b2 = 8(b1)ab2 = 81(b- l,ab2) 
Por lo tanto, podernos definir 81 .:p~y, tal que 81(b1 ®A b2) = 8(b1)b2 
c)81p(b) = 81(b©+-:-i®b) ::8(b)l:- 8(1)b."" 8(61)·,;. 8(b). 
d}Supongamos <¡\le éxisteót:K--1B tal que 82p =: 8; · 

82(Eb;0iH.:É}~~;~~}b¡~·~;g·r~i~0.bj~bj)): .. . .•.. .·.. . .. 
',· ,;,:}c:§~(E(~/®)l;:;t~;l®'b¡bj)) =: 82(2:(b¡ ® 1~-: l® b¡)bj) ·.··. 

' : ·;;;:,,, 8'ü::··ww·) d:¿;(ó' (b·)b;) ' '•'·'' ' ' 

.. , "• ·~:j;~,s<J>6J:~s,;(tJbt:Jbú 1 

Po~ lo tanto, s¡'i«!s'.~hic{.>g'. :,:: .. •' < \ /. · < • .. ·· .. ·...... ,, \ . · 
e )Finalmente,:Yiiuiles que 'ó/és;Ítllá.iransform~ción deB ;- B~bimódulos. 
ó1(0:bi ©6J)b)·~ s¡(2:;·bi®'.bjb) '.:' L;ó(~;)bjb.~f~(Ebi ®.b)1): . 

-,_•_ :::, -' '. -~o' ·--':O,~- 0-- •,.e,- \' '•'".''<>•e" 

• '' "'<' -~' - ''~· .·• --~ ':~~:;:'.,:·. : .. ...:.>·· '. '~\·· 

s1(b(Eb;0ifü '.«~ ,81(lJbi;0 bj)d~E§(iii¡)b/,y .·.~ ...... · .. . , . 
= • E(S(b)(b;) +,~M(o¡))or=: IJ(ó,(~)bi)bj t(M(bi))bj 
= ~(b) E b¡bj +:M1(bi®'lij) .:::, b8¡(¿ b¡ ® bj) ' 

; ~ ~,•.'.:.•.: .. · •. ,' <~:" 

Derivaciones sobre álgebras tensoriales; 

Sea A= TA•(V), W un A - A-bimódulo. 
Teorema l. 7: Dada una derivación p0 : ·A' ·-¡ W y una transformación 
lineal p1 : V -¡ W, tal que para toda.a E A' se satisfacen las siguientes 
condiciones: 

p¡(av) = po(a)v+ap1(v) 

p1(va) = p1(v)a + vp0(av) 

Existe una única derivación p : A -¡ W; tal que p 1 A' = Po y p 1 V = p¡. 

Demostración: · ': ... 
Queremos dar una derivación p: A =A'. El) Y Ell V ®A VED .... - W. 
Tomemos p 1 A'= Po y p 1 V= Pt· . . .. 
Sea P2: V X V-¡ W tal que P2(v1, v2) = v¡p¡(v2)fp~(v1)v2 Veamos que p2 
es bilineal y balanceada. .. 
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Sean a,(J E k, b E B. 
a) 

p2(av1 +~v2,;v) (av1+.Bv~)P1(v)+p1(aw+Pv2)v · 
= °av1p1(v)t f3v2P1 (v) + ap¡ ( v¡)v + ,8p1 (v2)v 

,.,. :;:; ~P2(v1,V)+.BP2(v2;v) . · 

Similarrnent~, p2(v,~v/i-~it)#;k~J,(v;~~:) tf3p2(v, v2) ·. 
b) '.,,·,; . .,: ' ' : ., ;e· 

. , 3'.~~;i1~3¡;~f~~~lf~!~I.0'fi'.>,;? ... ·· .. ·. 
Podo tanto, ¡:icideriiós defiriir;p~<: V:®:4W 4 W;· tal que p2(vi ®A v2) = 

~~~~ti;l;lllilf ~ltllt~i~~~····l 
.. -·:-;. ·: . ·.~'" :-~< .' -~~~::·.~~::_ ;>;.:.: 

p( ~v1~2) ::.,~p(v1~2) f p(v)(v1v2) 
:: vp(v1)v2+ VV¡p(v2) + p(v)(vjv2) = VV¡p(v2) + (vp(v¡) + p(v)vi)v2 
= v~p(v2) + p(vDv2 . 

donde vv1 = v~ . 

Teorema 1.8: Si p: A -+ W y es una derivación, p define un a derivación 
· Po : A'-+ W, y una transformación de bimódulos p1 : V -+ W, tal que para 

toda a E A' se satisfacen las siguientes condiciones: 

p¡(av) = Po(a)v + ap1(v) 

p1(va) = p1(v)a + vpo(av) 

Proposición 1.9: Sea A un álgebfaJibremente generada sobre A' por ele
mentos a1, a2, · · ·, an, tales 9ue aj:d eb(i),¿,ke:(Q· Sea J( =1< er(A®A'A-+ A). 
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Entonces, K. es un· A - A-bimódulo libremente generado por los elementos 
de la forma a; i&w 1 ~ r 0~; a;: 

Demostración: .. 
Queremos dar una defivación p: A~ A ®A' V ®A' A. Por 1.7, es sufieciente 
con dar una derivadón Po : A' .. --> A ®A' V®A' A, y una transformación 
p1 .: V.~ A®~' V.®A' A, tal que satisfaga las condiciones que se requieren. 
Definamos, .p0 .::: cero y p1(v) = lA ®:.í' v ®A' lA. Es inmediato que se 
satisfacen lascóndiciones necesarias; ademá.s, p 1 A'= O, por lo tanto, pes 
una A'-derivación. • ; · .. 
Si ahora consideramos la derivación universal PA : A -> K, tenemos que 
existe una'tralJ.formación de A -A-bimódulos tp : !( -> A ®A' V ®A' A, tal 
que ll'(a; 0 1- 1 ® Ú;) = 1 ®a¡® l. Por la proposición 2.8, del capítulo 

· II, si logramósver que K está generado por los elementos a;® 1 - 1 ®a;, 
tendremos que K está libremente generado por estos elementos. 
K.está libremente generado como A - A bimódulo por elementos de la forma 
b ® 1 -. i ® b, donde b E A. Si x E K, entonces, _ 
X= lJb;© e¡ ...:·B.l ® b;c¡ = L:(b; ® 1-1 ® b;)c¡ Ahora, b = a¡a2 · · 'ª"' 
supongaiÍios qu~ n = 2, se tiene por lo tanto: · 

b©l-l®b = PA(a1a2)=a1a2®l-l®a1a2 
a¡(a2 © l - l ©a2)-a1 0a2 -1 ®a1a2 

= a1(a2 01 - 10 a2) +(a¡ 01 - 1 ® a1)a2 

Por lo tanto, K está libremente generado. 

Sea A= TA'(V), B = TB'(W), donde W = B' ®A' V ®A' B'. Denotemos por 
J = Ke.r(B ®A B-> B) y J' = Ke.r(B' ®A' B'-> B'). 

Proposición 1.10: Existe ~n isomorfismo i/J: J _,B J'8 = B ®a' J' ®B' B. 

Demostración: 
Queremos dar una derivación p : B -> B ®a• J' ®B' B. Nuevamente, es 
sufieciente con dar una derivación pó: B'..:... B ®B' J' ©a• B, y una transfor
mación p1 : W --> B ®Bi J' ®s'.B, tal que satisfaga las condiciones que se 
requieren. ·;; , .. ·i .. · . 
Definamos, po(b) = lB ®p~;·¿Ú~ Í donde PB': B'-> J' es universal. Y, 
P1(b1 0 v ® b2) = lB ® Po(bi) 0 {lB ® v ® b2) + (b1®v©lB)0 Po(b2) ® lB 
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Ahora, p 1 A' = O, por lo tanto, p es una A'-derivación. 
Queremos ahora mostrar, que p: B-+ B ®a• J' ®a• Bes universal, es decir, 
que pará todá.'derÍvación ó: B -+a V Bv, existe una transformación única de 
bimódulos s :BJ'_ª -+s Vs, tal que sp = ó. Pero, ó nos define una. derivación 
Óo : B' -+ V, tal que existe una única transformación de bimódulos s1 : J' -+ 

V tal que :Sip.8; =' ó0 • Por Ío tarito definamos s( 6; ® v ® b2 ) = b1 0 s1 ( v) ® b2• 

Así definida es fácil ver que efectivamente sp = ó. 
Finalriienté, cóinbina.nd~ fauniversa!Ídad de p : B-+ B ®e• J' ®e• B , con 

_la derivaciónúnÍversalpil :.B-+J,~~e.tierie que J ~8 J'ª. 

Proposición l;u: Sea -·· · /,:~:•,"·.-'Y~ 
. ' . -, ~--~-

. 'ó;~~Jrx.?;Y,, ~·A. .::.:._..o 

una ~ucesió~ exacti··de;'.j(:ji'.birr{odul~~.- .Supongamos que la siguiente 
su~esión.·de A-.A'-biin6d~los'seé~dende:. · 

t,". . . . 

o ~ XA' -..'.+ YA• _; AA' ~ o 
Entonces:·· 
a) La sucesión O _;s X 8 ~8 Y 8 .•_; B ®A B -+ O , donde 8 X 8 = 
B 0A X ®A B, es exacta .. 
b)Si J' es libre como B'- B'-bimódulo, el núcleo de la composición ByB-+ 
B ®A B-+ B, es isomorfo a 8 X 8 ©8 J'

8
·; 

Demostración: 
a) Consideremos la sucesión exacta: 

o -+ x,9·y·~1X-'-+ o 
y apliquémosle los sig~ientes funtor~s, los. eriales nos darán los respectivos 
renglones del siguiente diagramap>ijfuutativo. 
1) B®A -; - ®A K 8 . . .. . . 

2) B®A -; -®A' A8 . 
3) B ®A-; - ®A B. 

Por otro lado, tenemos la siguieri{~' s~i:~~l~n exacta por definición: 

O -d< _jA ¡~, i~ A-+ O 
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Aapliquémosle los siguientes funtores, los cuales nos darán las respectivas 
columnas del siguiente diagrama conmutativo. 
1) B X ©A -¡ - ©A B. 
2) By ©A-¡ - ©A B. 
3) B ©A -¡ - ©A B. 
Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo: 

o 

l 
H Y©A J(f! H /(@,¡/(8 H J(R-+ 0 

1 1 
~ j 

o~ sx®A'As R Y©A·AB B A®A•A8 -+ o 

I 1 
nxll 8 yB B®AB-+0 

o 
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El segundo renglón es exacto por hipótesis, y utilizando, que se tiene un 
isomorfismo entre 8 I<8 ~ L = ]( er(B®siB -;-> B), .se tien~ c¡ueJa exactitud 
de la tercera columna. Por último, aplicando el lema.de.la serpiente se tiene 
la exactitud de la sucesión: · • 

·~· . ---

0 _.B XB ~B.yBµ·B~A B·40 
b) Para demostrar b), llámese a :.!1i8 ,+.;.B.·®,tB.~:i{inícese el .inciso a). 

• .i;. ,•,, .. - ,-,, · •' ::. ·e- .- ;'_, ·,,_ · C· 

La diferencial. 

Nota 1.14:~ es una derivación. 

a1w(l)a2 _.w(Í)a1d2;+·d;ri;,{l).":- a1w(l)a2 
a1a2w(l) ~w(I)a1a{~~(a1_a2Y-· · .·· 

. " '" ; : .. :~~:· . ;· ~--

Lema 1.15: Sea Ao e A una suhálgellÚ.c ~(Aof;,;; o si y sól~ si w es un 
A - A0 morfismo. . · '"'¡. ·'·· 

Demostración: . .·. _ _ .-.-: :· :· ::.', ·\ ~--~-- :_ .:- , :· ... 
a) Sea a0 E A0 y a E A. Si ~(A0) =O, enton~es,.áJ.Í(l).:::=w(l)a0 •. 
w(aao) = aaQW(l) = aw(l)ao = w(a)a0• · < / ¡: > ;• . 
b)w(lao) = w(l)a0 = w(a01) = a0w(l), por lo tanto,·~(A~) ,,;.o. , ·· 

•· • • T •. • .• 

• < : • '-•• _.. ' • •• '.' ,--: :~ ;. '' ••• ,, • •• ,,' • 

Condición estrella 1.16: Diremos que w satisfac~·1a· coridicic5n estréHa, si 
~(e¡)= 0 1 para toda i = l, 2, .. · 1n1 donde lA,; e¡+ed0:· :+en, . 
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Nota 1.17: Si w satisface la condición estrella, entonces, w(e¡) = e¡w(l)e¡. 
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2 Algunos isomorfismo importantes 

Sea B una k-álgebra y V un B - B-bimódulo. ·· . . . 
Observación 2.1: a)H omB(V, BB), tiene estructura .. de E-módulo derecho 
e izquierdo. . ·· .·.:.·. ,,: ·· 

Si b E B, v E V h EHornB(V,B~).,Lasa~cibn~s~déB-mcidiilo:~st<in dadás 
respectivamente.por::. f•:• ic:Ó'•h •f:,JÚ,~>:.;~;::i{!t.·::~t. :i:!·¿; , .•. · .. ·. 
h.b( v) = h( bv )-y ~q . .-~( ~ r:~~ .. k~.(y)". ?:i.<-> ';,~~·_:,~~]L~~;-~_~;;~,;~:·\:l~:i;:;.~~}:~;.::::~·:·~ ,,··:-:·.:·· 

.'" ." _• L ,.,.-=-.;!·,,. ;--,;:. - .~: 

: -~:,':~/ :, 

d.h(v) = dh(v) y h.c(v) ~h(éV)/; · · ·· · · · ··· · · · 
'.· .· - .. ·r .. ··. -" ,"r ·' -:' ,, ,., 

.ip: eHómB(VB.,B.8).~HomB(VB,~B¡:j). 

tal que eh = 11'¡ ip( eh). 

Demostración: 
Sea e un idernpotente de B, entonces VB = eVB E9 (1 - e)VB y :BB ,;,. eBB E9 
(1 - e)BB. Denotemos por 71'¡ : eBB-+ BB tal que 11'1(eb) =: b; , · 
Por definición, lm(eh) C eBB,tenemos 7r1ip(eh) =eh. . 
Supongamos que <p(eh) =O, entonces eh= 11'¡<p(ef) =O, por lo tanto <pes 
monomorfisrno. · 
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Veamos ahora que cp es suprayectivo. Sea h E HomB(VB, eBB), definamos 
g: VB -:t BB, tal que g = 'll"¡h, entonces , eg(x) = e11"1h(x) = 71"1h(x) = g, de 
donde, eg = g = 71"1h, por lo tanto h = cp(eg). · · 
Observemos que (eh)(v) = cp(eh)(v), para toda v E V. Veamos que <pes un 
modismo de eBe-módulo izquierdo. 
ebecp(eh)(v) = ((ebe)(eh))(v) = cp(ebeeh)(v)> 
Similarmente se ve que cp es morfisnló de B-rriodtilo derecho. 

·~ ·, • · • · " ic • • ' 

Lema 2.3: Existe un isomorfismo d{~Be~birnódulos . /". . . 

cp¡ : eHomB(VB,BB)~·'---i,IiolnB(ev~:eBB) 
Demostración: . 

Sea cp1(ehe) = iP(eh)I eVB. · ·•• ·.· .··•. , < < . 
Observemos que ehe( x) = eh( ex) = 'll"Í cp( eh)( e[C ); 'enton9es si cp(eh )(ex) = O, 
se tiene que ehe(x) =o, por lo tanto cp¡ es monomorfismo)'; 
Si ahora tomamos h : eVB -:t eBB y 71"1 :VB;¿)

1
Vii,1'definamos g = h71"1; 

entonces, g(v) = h(ev), de donde g ¡ eV(ev) = h(~íi6)c,;;,;h(~v)i por lo tanto 
g J e V = h. Esto implica que g = cp( e/); y h :/cp(~J)jeV;; cp1 (e/), por lo 
tanto tp1 es suprayectiva. · ·· . · · · ·.. .. · 

Observación 2.4: Existe un A - A- morfismo i; BºP-:. HomA(AB,A B). 

Sea ,\(b)(x) = xb y las siguientes estructuras deB - B módulo , si h :E 
HomA(AB,A B) y b E B, entonces, hb = ,\(b)h y bh = h,\(b). · 

Lema 2.5: Existen isomorfismos de B - eBe-bimódu!os 

p: HomA(AB,A B)e--> HomA(AB,ABe) 

p¡.: eHomA(AB,A B)e--> HomA(ABe,A Be) 

tales que, he= 11"1p(he), y p1(ehe) = p(he) 1 Be. 

Teorema de Morita 2.6: La restricción 

HomB(eHomA(AB,A B),eBB)--> Hom,;Be(eHomA(AB,A B)e, eBe) 

es un isomorfismo de eBe-bimódulos. 
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Proposición 2. 7.:SupC:mgáinÓsque J3®1t Bes u.n 13~módti1() izquierd() proyec
tivo finitamente generado:~E.ntonces existe'Un isorimrfismó de B-:-.B bimódulos, 

' ·. -. •' ·.-- · .. · - _.,.' .. : '. -· -~ ·- - - . ' 

TJ: B @AB>_;;}Ht1ii1B(H071IA(AB,AB),BB) 

tal que ri(b1 ® b2)(h) ~ b1'h(b2}, 

Demostración: . . . . . . . < . 
B®A B ~(B ®A B)"* = HomB(HomB(B®A B,B B), BB), pero recordemos 
que teníamos un isomorfismo, H omB(B ®A B,B B) ---'> H omA(AB;,i'B), el 
cual nos va a inducir un ismomorfismo: . . · 
HomB(HomB(B®A B,BB),BB)-> HomB(HomA(AB,AB);BB)· 

Proposición 2.S:Existe un isomorfismo de B - B bimÓJ~íó~, 
- ·•. - .. ·_, .. _, __ :_ •" 

T}¡ : eB ®A Be-> HomeBe(HomA(AEJ~(~Be)'; eBe) 
•''. -~"i-;o-,-o.: " -- . 

·.;· ··., 
Demostración: • · . :,;,•: ,;·:• .. ··"·> . 
Utilizando los isomorfismo dados en los lemas\2, 3;'4 y' el isomorfismo de 
Mori ta, tenemos la siguiente cadena de isoriIÜrfisíri()':\Y · . 

~ .. ~- .'-!;T:' ':",> 

T/1 = TJ 1 eBe: eB ®A Be -1 eHom(eHÓmA(~B,AB),BB)e 
-> HomB(eHoMA(AB,AB),eBB) 
-> Hom.B.(eHomA(AB,A B)e,eBe) 
-> HomeBe(HomA(Be,Be),eBe) 

Tal que TJ1(eb1 0 b2e)(h) = eb1h(b2e). 

Observación 2.9: Recordemos que teníamos un isomorfismo rp :B J18 -+ B, 
si E b; ® b; E J', el isomorfismo está dado por : · 

Proposición 2.lO:J' ~ B'e ®•B• eJ'e ®•B• eB', como B'-bimódulo. 

Por la equivalencia de Morita tenemos: 
Be ®•B• eM ~ M ~ B ®B M ~Be ®•B• eB ®•Be M. 
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. . 

Por lo tanto, J' etJ'e ®,8 ,·eB; sustituyendo J'e ~ Be ®•Be eJ'e, se obtiene 
el resultado deséado; 

Una consecuencia de este resultado ésl~'sig~iéntep~o~()~¡~~~;· 
•' - ,,. · ... -. ·.·•, ·.··' 

. :.~ . 

Proposición 2.ll:a) Si eJ'e está librem~nte.gen;(:!radb cbirib~B1lbimódufo 
por elementos X¡ E eb(i)J'e•(i) tales que e.(;)e·~~~{i)'/Y:.~é.6{i)'Fe6fo.f'.E11t§nces, 

~;S~st;, l~~::m~~!:!:~~:a;~n~~~~o~~~~f;~~.~~~lf~~tlt·ie~;ge~;ds'.i¡· E._·. 
eb(i¡J'e•(i) .Entonces, 8 J' esta hbrement_e,:generado como ·B~b1mC14ulo por 
los elementos 1 0 X¡® l. '. " e · i . .... ··.· .·· · • /:~ . 

c)Si J es B-bimódulo libre generado por eleméntb~ x/E é~(i)Íea(i)'tales que 
ea(i)teb{i) E e, entonces eJe es eBe~bimódulo librngeneraao.poi: los.mismos 
elementos x¡. · · · · 
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3 Fórmula General de la diferencial. 

Sea V= (V,µ, v) una coálgebra sobre A, supongamos que existe w : A -+ V, 
tal que nos define una diferencial ~ : A -+ /( erv. Supongamos que existe 
un morfismo de álgebras cp :A-+ B. Sea 8 V8 , la correspondiente coálgebra 
inducida, entonces recordemos.por la proposición 3.20 del capítulo/, ex.iste 
un funtor fiely pleno E: R(V)-+ R(8 V8 ). La finalidad de esta última part~ 
de nuestro trabajo , es la de describir el núcleo de la coálgebra .inducida: 
despues de aplicar Ja\:quivalencia de Mortita , en términos de una nueva 
diferencial ó~;·: eBe ~ !< ere8v8e, donde w1 : eBe-+ e8V8e. · '· · 

: ~- ,- ' -

Sea"~= TA;(W); B = TB1(81 W 81 , con nuestra notación usuaL Sea cp' : 
A' -i B' rnorfismo de álgebras y consideremos la coálgebra trivial sobre A', 
es deéir;V ~A', µ(a)= IA' ®ka= a ®k IA'· En esta situacióri, la coálgebra 
inducida es 81V 81 = B' ®A' A' ®A' B' ~ B' ®A' B', de donde.tenemos, que la 
counidad de la coálgebra inducida 8 ' v8 ' -+ B' es ·1.;: multiplicacion ·. 
Recordemos que tenemos un isomorfismo: 

.,Pe81 V8 'e = eB' ®A' B'e ~ HomeB•.(EndA(B'e),eB'e)) 

Calcularemos, para los algoritmos I y I I, descritos en la sección 3 del capítulo 
2, quien es e8 'V8'e, lo cual nos permitirá conocer los generadores de eJ'e, 
una vez esto, daremos la fórmula general para calcular la diferencial ó~, : 
B-+ Kere8 v8 e, que nos dirá quienes es el Kere8v8e, que es nuestra meta 
final. 

Algoritmo l. 

Consideremos A', B' y cp', dados en el algoritmo l. Si e = e1 + el' + e2 + 
· · · + e., B'e visto como A'-módulo, tiene una base dada por los siguientes 
elementos: B'e = {e¡, el', x, e2,. ·.,e.}, a los cuales denotaremos por v1 = 
e1,v2 = e1•,etc., con ésta ba8e, es fácil comprobar, que entonces EndA(B'e), 

64 



están dados por la siguiente matriz: 

Ahora, similarment~{~~~éle.iel-s~:que.eB'.~i~t~ ~ofilo Á'~m6dul(), tienéuna 
base dad~. por l~s siguientes eleriiéntos: , eB' ~ { e1, é1,; Y;,e2,: ;'. , e~}, a: los' 
cuales denotárernbs por W¡ = e¡jW2 = eji;etc .. Diremos qtie labase'.de'eB' 
es dual a la base de B'e, en el sentido; de que si tomamo~ el producto de 
cualquier par v;w;, el resultado siempre es un idempotente. 
Recordemos que si Z E EndA(B'e), entonces por definición el isomorfismo 
i/J( V¡®Wj )( z) = v;Z( Vj ), pero esta operación es simplementé la inclusión sobre 
Wj, seguida de la transformación Z y de la proyección sobre u¡. Realizando 
los correspondientes cálculos, puede verse que a excepción de los productos 
tensoriales diagonales que son diferentes de cero por definición, los únicos 
productos que se salvan son los de los elementos e1 ®A' e11 y e2 ®A' y, los 
cuales son por definición los generadores de eJ' e. 

Definiremos ahora w1(ei) =e¡ ®w(e1) 0 e¡ y, para a E eb(i)Ae0 ¡;¡, 

6~1 (a)= w¡(l)a - aw1(1) = w¡(eb(i))CI - alphaw¡(e.(i)) 

Tratar de calcular la diferencial , directamente con esta fórmula, aunque 
consiste en simples cálculos, puede ser muy tardado, ya que es necesario 
calcularla para cada elemento idempotente de eBe ,y además es necesario 
considerar cada uno de las posibilidades de a E A. Por ello daremos una 
fórmula mas general, que además tiene la ventaja de que depende únicamente 
de la base y su respectiva base dual de B'e y eB' dadas, y se puede utilizar 
tanto para el algoritmo 1 como para el algoritmo 11. Por ello, antes, de dar 
esta fórmula, haremos una construcción similar a la anterior, pero para el 
algoritmo II, diremos en este caso quien es una base de eB' y su respectiva 
base dual de B'e. 

Algoritmo JI. 
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Consideremos A', B'.y.cp', dados en e\algoritmo II. Si e= e11 +e21f_e3j +e2+ 
· · · + eni B'e visto como A'-módulo; tiene una ba5e ·dada· por los siguientes 

~¡:::::.~ L1!JitV;ti~;.·5~:::fu· t::;;: ·;::i,,,. b~ ~ ficil 
comprobar¡ que enfo.uces1f:nd,\(J:1'e); es,tán dados p6rla siguient~ matriz: 

~ 1lHilj 3klmno 
.O O k O m n 
O O O O. O m 

Ahora, _similarmente,,pued~•vers~ ~~e ~'e ~isto como A'~módulo, tiene una 
base dada por fos ·sig\l_iente5 el~ipe~tosi.'i . . . ·.• •.··.··• · .. ·.. . 

eB'·~ Ú~1liy;~21,'y~y~\i11;~3¡, e2, ···,en} 

a los cuales denotaremos por w1 = e1,w2 = y,etc. 
Nuevamente, sÍ Z E EndA(B'e), entonces por definición el isomorfismo ¡/J(v;® 
Wj)(Z) = v;Z(vj), pero esta operación es simplemente la inclusión sobre w;, 
seguida de la transformación Z y de la proyección sobre v¡. Realizando 
los correspondientes cálculos, podemos obtener los generadores de eJ'e, los 
cuales no son otra cosa más que los elementos distintos de cero , fuera de 
la diagonal de la transformación ¡/J(v; ® Wj)(Z), variando sobre todos los 
productos posibles entre los v; y los Wj· 

Fórmula General. 

Sea a : 1 --> 2 E A, en el caso del algoritmo Il,a : 1-t l. . 
Consideraremos tres casos: Caso 1) Sea a : t ...:... l. 
Nos interesa calcular la diferencial, para los elementos de la forma w;cpl(a), 
en este caso consideremos que cp(a) =/Ev¡w¡cp(ci), entonces: 
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ól,(a) = w1(e1)a - aw1(et), peroento~ées: 

tp(/1)@ ó!,(a)@ et it>(f1) ®w¡(f¡)a ® ~I :.._ tp(/¡)@ a~(/1)@ e¡ 
w; ~w¡(f¡)a®e1-IJJ; ®aw1(/1) ® ec 

= iv; ®wi(/1) @cp(á) ::;"wiip(a)(e1 ®w1(/1) ® ec) 
= .~(QPP1Vil® L]v;wicp(a) ~ w¡cp(a)(et ® W1(/t) ®et) 
- '.ivivi,~iJi(~i) ~ w;(¡¡(á) + 'E.=i v,w,cp(a)-:-'. w;ip(iz)(et ® w1 (ft) ®et) 

De dondes~ tiene: ,•· ··· ;·,.; .:(;, ··.·; .·,• iO ::;.··.· 

oi,(w¡ip(a) =·E(e¡~·w1if;¡®e1(w;ó~J~Jr+w¡~(a){e¡®w1ut>0 e1J 
. ,.-· ·:. f··· ,,, - .,,.. ..-. . \ . -·. 

Caso 2) Sea. a: 1 '-+.t.. . . . . . . . . ... . ... . .. 
Nos interesa calcularla diferencial ; para los elementos .de la formé!. cp( a )v;, 
en este caso consideremos que:1p(a) = ¿cp(a)viw;/entoncesi ··. · 

ól1 (cp(a)v;) = (e1 ® ~(a)®v; +¿(~(a)~J:t11:·~iSir/S#vS 
. ·a=i."·_; - , :.::: . ;-.--'· ··: .. , 

">~.-'.;:: • .. /.: '_ ~::~~. ~ '¡/' -<:· 
1 ~\ ::t:- . ·;., ;\~, <".~:,;::·~.; .. ~.:' 

Caso 3) Sea a: 1 ~ l. ·, ·.·. ·•. • . , : \:'(> · !\: ''.' .·· < 
· Nos interesa caléular la dlferen¿i~l }i>~~~:Io~'eíJrile~fo; de l~ fórirla w;cp( a )v¡, 
en este. caso coiísÍ?ere~os i~J·~{~}i:~ :@~~~~0,.(~)J;~;, ~iítonces: 

Si, (w;tp( a )v;) = t ~;'P( ~)vu(iDu~J( ei)~*;JO-Ct( ~.®w( e1 )®v,)w,cp( a)v;+w;®ó( a )®v; 
u=i ·· ':.·· ... _..;·. :·a=j 

Con lo cual hemos resuelto todos los casos posibles, para ambos algoritmos 
simultáneamente. 
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