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INTRODUCCION

Hablar de teoria de representaciones de dlgebras, es hablar del estudio de la
categorfa de A-mddulos izquierdos A = medA, donde A es una k-dlgebra.
A fin de estudiar la categorfa A (o alguna de sus subcategorfas plenas),
deseamos encontrar una nueva categoria B que resulte -en algin sentido- mds
“sencilla” de estudiar, pero que nos proporcione la informacién necesaria y
suficiente para entender nuestra categoria inicial,

Un primer éxito en ese camino, nos o da la equivalencia de Morita. Dada
una k-ilgebra A podemos construir su k-dlgebra basica Morita equivalente
B, y una equivalencia de categorfas:

T
ModA — ModB
s

es decir , S0 T & Ingoga y T 0 S & Ipgogp.

Con este tratamiento el anillo B es mds “sencillo” que el anillo A, en el sentido
de que dado M € ModA, se tiene que dim;S(M) < dimiM , logrando en
esta forma disminuir la dimensién.

La intencidén de éste trabajo, es la de estudiar con detalle los principales
aspectos de los llamados algoritmos de reduccién de A.V Roiter-M.Kleiner y
Yu.A.Drozd, tratindolos de ver como una generalizacién de la equivalencia
de Morita.

Siguiendo a [BCS], consideremos (T, S) : ModA — ModB un par de funtores
adjuntos, en general, no tienen porque ser una equivalencia, sin embargo, se
tiene la llamada categoria de Kleisli ModByr,s) asociada a (T, S), tal que,
existe un funtor £ : (ModB)zs) — ModA, por lo tanto ,ya sea ModA o
una subcategoria apropiada se puede estudiar en términos de una algebra B
en cierto sentido mds sencilla.

Los algoritmos de reduccién se hacen a través de un morfismo adecuado de
dlgebras ¢ : A — By el par de funtores adjuntos (T,S) : ModA — ModB
definidos como T(M) = B®4 M y S(N) =4 N. Entonces, la categoria de
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Kleisli de ModB se puede interpretar como la categorfa de representaciones
de cierta codlgebra W, R(W), en éste caso dada por el dual con respecto a
B del dlgebra Ends(4B).
Sin embargo, el dlgebra B no siempre resulta bésica y entonces es necesario
considerar una equivalencia de Morita.
Con el fin de poder considerar situaciones més generales, se parte de una
codlgebra V sobre. Ay ¢ : A — B un morfismo de dlgebras. Veremos
que BVB.= B @,V ®4 B tiene estructura de codlgebra sobre B, y existe
un funtor fiel 'y pleno E : R(BVE) — R(V). Si ademds, eBe es Morita
: équn}alente a'B, con e un idempotente de B, e?V B¢ es una codlgebra sobre
ceBeyy R(eBVB ) = R(BVE).
. Los_algoritmos de reduccién estdn asociados a un morfismo ¢ especifico.
Estudiaremos en detalle estos algoritmos usando el isomorfismo efVBe

. 'Hom,g,(EndA (ABe) eBe)

El trabaJo se encuentra divido en tres capitulos.

" En el"prlmer capitulo, , estudiamos y definimos lo que es un par dé funtores

adjuntos, la categorla, de Kleisli asociada y su relacién con la equivalencia
- de Morlta Se definen las codlgebras sobre una dlgebra y su categorfa de
o representamones Veremos también lo que es un cotriple, y su relacién con
los QbJetos algebraicos anteriormente definidos. Como resultado principal de
esta-primera parte, veremos que dada una codlgebra sobre A, y B la Morita
equivalente, la categoria de Kleisli asociada a ModB es igual a la categoria
de representaciones de la codlgebra PV ? sobre B.

En el segundo capitulo, empezamos estudiando las dlgebras tensoriales, con-
tinuamos con 4lgebras libremente generada y médulos libremente generados.
En la dltima seccidn de esta segunda parte, mostramos los algoritmos de
reduccidn para ejemplos particulares de dlgebras de carcaj. Después damos
la definicion de la explosién de una gréfica , la cual nos permite dar una
generalizacion de los algoritmos en una forma muy sencilla y elemental,

En el dltimo capitulo, vemos lo que es la derivada y la diferencial. Esta dltima
parte , tiene como finalidad principal describir el nicleo de la counidad de la
codlgebra inducida. Finalizamos dando las férmulas generales para calcular

la diferencial.



CAPITULO 1

1 Funtores Adjuntos y Equivalencias

Si A es'una categoria, y X, Y son objetos de-A, a menudo denotaremos j)or
A(X, Y) al conjunto de morﬁsmos Homy(X,Y)de X aY en A

Deﬁmcxon 1. 1: Sea Eun campo Una categona. A se dice una k-categoria
" stipara- cada par de objetos X, Y de A se tiene que Homu(X, Y) es un
Y espacxo vectorial y “la composicién- de ‘morfismos es bilineal, es decir, si
hfE .A(X Y),9,9"€ A(Y,Z) y A, u € k entonces, [A(g" +g)o(uf’+f)](m)

LA f (=) + A f(2) + af (2) + #gf'(w) € A(X, Z). ,
Dadas*A- y. B-dos k-categorias, un funtor F': A = 8 es un k- funtor sn‘
“cada restmccxon F:H omA(X Y) - Homg(FX FY)esuna ttansformamon
lmeal para X Y € Ob]A : S T

Deﬁmcxon 1 2: Sean-A'y B "dos. k-categorias, T : A = B, S B - .A
dos k-funtores. Diremos que ‘el funtor T es adjunto izquierdo del funtor S si
existe un Jsomorﬁsm'o‘ natural &-lineal:

T, ,: Homu{A,SB) — Homs(TA, B)

donde A € Obj A,y B € ObjB. En adelante, las categorias son k-categorias y
los funtores son k-funtores, a menos que se establezca de otra forma, ademds,
denotaremos como (T, S) : A — B al par de funtores adjuntos 7' : 4 — By

S:B— A

Proposicién 1.3: Sea (7,5) : A ~ B un par de funtores adjuntos y T', , :
Hom(A,SB) — Homg(T'A, B) el isomorfismo de adjuncidn. Definamos
para cada objeto A € A un morfismo a4 : A —+ STA como a4 =T7 Lallra).
Definamos también, para cada objeto B € B, 8 : TSB — B como fg =
U'sps(Isp).

Entonces:

1) a: 14— ST es una transformacién natural,



2)B:TS— IB es una transformacxon na.tural
3) Los sxgmentes d]agramas son comutat1v05 ‘

R = : asy
TX%;—-;”,—%———*TSTX B : §Y —————— 5TSY

_5,3,,' :

| SY. .
g doﬁde:X G A yY B
Demostraaon e

1)Seaa: X; — X, un morﬁsm

n .A(Xl, X) queremos ver que el 'Sigdiente :
diagrama es conmuta.tlvo i : ' SR

‘VPor la natura.hdad de T tenemos el siguiente diagrama conmutativo;

T
A(X STX).'__'\;__..B(TX, TX)
A(a,lm) : B(Ta, Irx)

S ,'Z: Ty, 7x |
A 'STX)———-B(TX.,TX)
B([T\,,Ta)

(TX 1y T/\’l )



_ Tenemos entonces, de la- parte superlor deI dxagrama.,
AB(Ta ITX)I‘XTX(ax) ax), equlvalentemente

‘sé txene

ueremos ver que el siguiente

Por la na.tvurralic'lg.d de’l diagramia conmutative:

(rsy Y -

o B(TSb Iy)

S K RN Y
M B(TSY, Vi)

! .B(ITSY’b)

s(rsy Y)



Tenemos eﬁtéucés R L

A(Sb, 15y, )05 . (Br) = P;}}Y B(T-S'b Iﬁ)(ﬂn) o
(,BleSb S

SY.

Por lo tanto, Sb =T sjy
Ahora, recorda.ndo que

‘conmutativo:

' Si'c € A(X, SY;) enton
Resolviendo para‘cada
1) B(Ta, b)ol"x 5 (c) = bI‘

a) P.d. fryoTay = Irx.
Sustituyendo en 1) y 2): . a =
Y1 = Y3 = TX, obtenemos q

b) P.d. Spy o asy = Iy o
Nuevamente sustituyend =lyic=Isrsy ;Xp =
STSY ; X, =8Y ¥y : B

VTasy = sy o.arsy = Isy



Proposi_cidri 14
es fiel, pleno y dens

T(SB) & B, sea

Entonces fi = ¢ X,ST hiex), equlvalentemente, f= tpx,Sszga}:, pero en-
tonces, ST f, = ‘Px,fl‘PXu STh = ‘Px,f2‘PXx

Supongamos que STf; = STf,, entonces, ¢, ! fipx, = O%a ! f0x,, implica
que fi = f, por lo tanto T es fiel.

Observemos que si T es fiel, implica que T es monomorfismo. Supongamos
que Tf; = O entonces STf; = 0 y como f; = ¢x,TSfix,, concluimos que
=0

Procediendo en forma similar, y considerando el isomorfismo T'S & Ig se

tiene que S es monomorfismo.
c) Sea g: TX; — TX, y definamos h : X} — X, como h = ‘PX,S!J‘P}:’ se



tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo:

por lo que Sg = lp};htpx; = S$Thy como S es un funtor fiel, se concluye que
g = Th, por lo tanto T es pleno.
Observemos que T pleno, implica que T es epimorfismo.

Queremos ver ahora, que si T : A — B es un funtor fiel, pleno y denso,
entonces, existe un funtor S: B —+ Atalque SoeT = [,y ToS = Ig.

Sea N € B, por ser T denso, existe My € A y un isomorfismo ¢y, tal que
wn i N = T(My). El objeto My,y el isomorfismo ¢y no son tdnicos, sin
embargo, fijemos My y ¢y, y definamos S(N) = My

Sea f € B(N;, Ny), se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo;

Nl T f N’Z

PN, PNy

-1 )
T(y) — TP ra)

Por ser T pleno, existe hy : My, — MN, tal que T(h 1) = ox, fon,, definamos

Sf=hj.

Veamos entonces, que S es un funtor: -

a) onInoy = ITM = T(IMN) T(ISN) pero por la definicién de Sf,

tenemos, S(IN) ISNc
b)Sea f: Ny = Nayg: Ng - N;;, queremos demostrar que (Sg)(Sf)




S(gf). Para ello, cons:deremos el siguiente diagrama conmutativo:

. ERARA PN
oM — )

A | emfen

Entonces, T(h )T(h/) = ‘PN;g‘PN,‘Psz‘PN, = ‘PN:!Jf‘PN = T(h hf) por

otro lado, T(h,s) = ¢n,9 SR, Por lo tanto, T(Sg)T(S’f) T((Sg)(Sf )=
T(S(gf)) y como T es un funtor fiel, se concluye que (Sg)(Sf) S(gf).

¢) Veamos ahora que ST = I 4.

Sea @y : T(M) — T(Mrag), por ser T fiel, existe un isomorfismo 1/)M ‘

M — Mgy = ST(M), queremos ver que 1) es una transformacién natural. -

Consideremos el signiente diagrama conmutativo:

™, TM,

PTM™, IJ l‘PTMz
‘PTM: .q‘PTM )

( ™, )——'——"T(A’I'I‘Mz)



Pero, esto implica la cbnmutatividia dé.i s‘i‘guielnt;e,dié.grama:'

Mx

'/)M'J 'PMZ-
¢M=f¢u, =

M-m, = STM—=""LMrys, = STM, :

~ Se tiene por lo tanto, T(1/)M, )T(f)T(i,[)M,) = T(i/JM,f?ﬁ;}l b} ;;TSTf,' por lo
tanto ¥ag fibyy = ST f. L j G '.';‘, A f

- d} Finalmente, veamos que T'5 & IB - i :
Considerando que S(N) :;MN Y N N = T(MN) = TS(M), para ver
que ¢y es una transformaci na.tu ral,: cons'deremos el slgulente dlagrama
conmutativo: e G

N,
"‘.PN: ' ' l‘)"”z )

(M) = TSNM-'T(MM) Tszvz i

Y comeo S(f) h,, tenemos que T{h;) = TSf , por lo tanto ¢pN es natural.

Corolario 1.5: :
Si T : A — B es una equivalencia, entonces a: X; — Xg es 1somorﬁsmo
si y s6lo si Ta : TX; — TX; es isomorfismo. L

*-Demostracion:
Supongamos que a es un isomorfismo, entonces exi _
y ae”! = Ix,, pero entonces tenemos que T(a'a) i3 X:’) =

Iy, 3, T(aa™) = T(a)T(e™) = T(lk,) = In,

T(a.) esun’



lsomorﬂsmo s
Por otro lado, si Taes 1somorﬁsmo, entonces existe T} : TXg — ST1 ta.l‘
que'hTa ="Irx, y Taly = Irx, por ser T sobre, se tiene que Tl
“donde a; : X; —+ Xy, entonces; T(a1a) = 1T (a) =f‘
IT(aa,) TaTy = Itx, = TlIx, Por lo tanto ala = Ix,, aal_,
‘es un’ lsomorfismo : : -

Ixay € es decxr a

Podemos por lo tanto aﬁrmar que todo funtor ﬁel pleno y denso reﬂeja.
isomorfismos. T : ~ ¢

Proposicién 1.6: El.par de funtores (T,5) : A —s B es una equivalen-
cia si y sélo si son adjuntos y existe un isomorfismo de adjuncién I'xy :
A(X;8Y) — B(TX,Y), cuyas transformaciones naturales asociadas « :
I, — 8Ty B:TS8 — Iy son isomorfismos.

Demostracién:

Si la'pareja (T, S) es una equivalencia, entonces se tiene el siguiente isomor-
fismo natural gy : TSY — Y, Y €B.

Si f € A(X,8Y), definase Ty y(f) = wyTf.

Sea g : X' — X, para ver que el isomorfismo I es natural, es necesario ver
- la conmutatividad del siguiente diagrama:

A(X,5Y) ————~ B(TX.Y)
Alg,Isv)
A(X',S,Y)“""v‘t‘_“__" B(TX',Y) e

Pero de la definicién del 1som0rﬁsmo de ad]unmon I‘
B(T 9 )Ty, Y(f) yT(f )T (9) orT (fy)

Px,'.Y-A(y, ,Isy)(f) Px' Y(fg) - 6y T(f9)

Abora, ay =T Y Iryx) € .A(X, STX) Por lo tanto, T(ex) = @7 €s un
isomorfismo y por el corolario anterior, se tiene que ax es un isomorfismo.

R tenemos

9




Similarmente, el morfismo 8 : TS — Ig es un isomorfismo.

Ahora si los morﬁsmos o y f son isomorfismos, es inmediato que el par de
funtores adjuntos (7, S) es una equivalencia.
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2 Equivalencia‘dé Categorias de Médulos

Definicién 2.1: Sean A'y B dos k-algebras, Diremos que‘A’ y.B son.Morita -
. equivalentes, si existe un par de funtores T': ModA — ModB y G ModB -
".ModA tal que SoT ¥ IM.,M y ToS Mo - ; :
Los funtores T y S preservan sumas y son exactos,\'po f oita
T(M) = P®,4 M donde P, es proyectivo como A-mée
S(N) = Q ®p N donde 4@z es proyectivo corr
Observemos entoces que T(4A) 2 P QWA
proyectivo como B-mdédulo. Slmxlarmente, S
-que @) resulta también ser un A-modulo p

existen 1smorﬁsmos f PR4Q - B y g Q@BP —A tales que se sa is acen 2

las siguientes propiedades: [T
Def(p® i) = 9(¢® p)ar

2pg(a®@ p1) = flp® v

Demostracmn : : ;
Como Ay B son Momta equxva.lent&s, ‘tenemos que ex1sten 1somorﬁsmos .

naturales aa A/f — @ Qs (P QaM)ybn:PRA(Q @5 N) —-b N
‘ Consxderemos Ia SJguxente cadena de isomorfismos: -~ 1 - v

P®AQ—_'(P®AQ)®BBB—"P®A(Q®E

fDeﬁnamos el Jsomorﬁsmo



Definamos el isomorfismo:

.;&_101‘01 Q@BP—"A

el cual actua en un elemento q ®p E"Q ®3 P de la 31gu1ente forma:

tes isomorfismos naturales:
odB. — B®p , y el siguiente diagrama

Coﬁsxdétérﬁﬁé éhom sigui
p TS~ P@A Q®B’)’ .
'conmutatxvo r

Trs$———— PR,.Q®s—

. e

( B‘@B -

P4y ¥ ImodA —"‘A®A Y ]

g®a—
H ! . )
= “‘In;odd ———-'———" A®4—

Se tiene entonces g ®4 — = ¢' =y '- ' Q®3P®A —_ A®A _
Ahora, recordemos que S,Bgass = 153, entonces Sﬁg = 1spog! B, es decir,




- tenemos el siglﬁente diagrama conmutativo:
: : $6s
. Q®s(P®4(Q8s B) — Q0osB
a5

Q®s B

Seag®(r@ (111 ©15) € Q85 (P04 (285 B)) entonces: el

qf(p®q1) = (q®p

La Justlﬁcacwn ala lgualdad anterior, puede verse en el sxguxente diagrama:

-]
Q®p BB QB (P ®4 (2 ®s B))

o
(Q®sP)®s (Q®8B)

lg®/l18

A®4(Q®8 B)

o2

Qs
13




Similarmente, teniamos que BraTay: ;
decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

. 799(e®p) = f(P@ )1
Notacidn 2.3:
S(pi ® @) = pigi , 9(9i ® pi) = qips

Definicién 2.4: Decimos que un mddulo P es generador como A-médulo,
si P es un A-mod proyectivo y existe un epimorfismo ¢ : P* — A

Proposicién 2.5: Supongamos que tenemos un par de morfismos f: P @,
Q — Byg:Q®p P — Atales que se satisfacen las propiedades 1) y 2) de
la proposicién anterior, entonces:

a) Si f es un epimorfismo, entonces f es isomorfismo.

b) Si g es un epimorfismo, entonces ¢ es isomorfismo.

¢) Los médulos P y @ son generadores como A-mod y como B-mod.

d) Los médulos Py @ son proyectivos finitamente generados como A- médulos
y como B-médulos.

Demostracién:
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a) Si f es eplmorﬁsmo, entonces ex15ten pi € P Vg€ Q ta.l que ZP-‘I. = 1p.
Supongamos que 3P ®qE Kcrf, entonces s

ij ®‘IJ > E(PJ ®q.1) 21’:‘1- Hr el
: ) EPJ(qu!) ® ‘In e

E(PJ‘]J)P- ®
E(PJ‘]:)E

nn n] u

‘b) Sl g ‘es epimorfismo, entonces exlsten 4 € tal qugizyq,-p.- =14

o] De aqui la demostracién se sxgue igual que ena).

. <€), Consxderamos la siguiente familia de B- rnorﬁsmos h P — B dado por
hi(p) =pai = f(p® &)
““Por propiedades de la suma directa, se tiene entonces un morfismo h : P* —
- B dado por A(p}, phy s p;) = 3 hi(pl) = 3 pig: , por lo tanto en el caso de
- que pt = p; se tiene que A(py, pgy.spr) = Y hi(mi) = o pigi = 1g , con lo
que se demuestra que P es generador como B-mod.
Similarmente, si consideramos la familia de B-morfismos: A, : Q — B dados
por hi(q) = pig = f(pi ® q), se tiene que h(q1, 92, ...¢:) = 2 hi(a:) = X, pia
es epimorfismo, por lo que @ resulta también generador como B-mod.
Para ver que tanto P como @ resultan generadores como A-mod, considere-
-~ " mos ahora la familia de A-morfismos: &; : Q — 4 dados por hi(g) = qp; =
- 9(a®p1) y K : P — A dados por ki(p) = g:p = 9(q1 ® p)-

d).Sea h : A® — P actuando en un elemento de la forma 4(3 a;) = 3 pia;
e¢: P — A" dada por e(p) = Y ¢p, por lo tanto, he(p) = h(3_ qip) =
3 pi{aip) = Y.(p:gi)p = p, con lo que se tiene que P es sumando directo de A
como méduloe derecho, por lo tanto P es un A-médulo proyectivo finitamenete

generado.
Similarmente, sea b : A® — @ actuando en un elemento de laforma 4(3 a;) =

S aigiye: @ — A" dada por e(q) = ¥ gp;, por lo tanto,he(q) = k(3 gpi) =
S-a(pigi) = Y.(api)g = g, con lo que se tiene que @ es un A-médulo proyec-
tivo finitamenete generado.

De la misma manera se puede ver que P y @ son B-médulos proyectivos
finitamente generados.
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Proposwlon 2 8:- El 1somorﬁsmos g mduce un! lsomorﬁsmo de bxmodulos :

h: Q—*HOmA(P A)y WP '.HomA(QaA)é L

- Demos tra.cwn

Proposicién 2.8: Sea P un A-médulo derecho finitamente generado, gen-
erador proyectvo para mod (A%). Sea B = Enda(Ps), B es una k-dlgebra
de dimensi6n finita, P es un B — A-bimédulo. Entonces A y B son Morita
equivalentes, la equivalencia estd dada por:' T = P®4, § = Q®p donde
Q = HOTI‘LA(PA, AA)

Demostracién: Como P es generador proyectivo se tiene un epimorfismo:

PP A, —0
y como Ay es proyectivo, 7 se divide, existe entonces un monomorfismo que

se divide:
0— Ay - P}

Tomando Hom 4(—, A,) se tiene el epimorfismo
Homa(Py, Ax)" = Q" — Homa(Ax,Ax) S4 A

por lo tanto, § es un generador proyectivo para mod-A.
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Consnderemos la.s 51gu1entes apllcamones

(qp)ql a
(PQI)(P) "4(17‘11( ) :

- Por lo tanto se satlsfa.cen las condlclones 1) y 2)

: entonces

qup con’g; € HomA(PAaAA) Q,W(Ean) = Ep‘a, entonces,‘ :
p= W(Zq,p) Ep,q,p y.como'P es un B-mod fiel, ¥ pig; = 15, por lo que
: f es epimorfismo; por lo tanto, es isomorfismo. Slmllarmente como @) esun’
generador, se tiene que g esun'isomorfismo. En consecuencia; si tomamos

TM = P®AM SN'=Q ®p N, tenemos:
STM =QQ@p(POsM)=(Q@sP)@uM=AQuM=M
TSN =P@,(Q@sN)=(P®4Q)@sN=B@g NN

por lo tanto, el par de funtores (T, S) es una equivalencia.

Proposicién 2.9: Si ey f-son idempotentes, Ae & Af <=> Jz € eAf, y €
fAe tales que e = zy, f=1yz.

Demostracion:
Supongamos que existe un isomorfismo h : Ae — Af dado por h(e) =af y
h~*(f) = be, entonces se tiene:

h~lh(e) = k' (af) =abe=¢ .
hh_l(f) = h(be) = baf =f

17



, af, y h 1(f)

; eaf

Ademas tenemos que h() : h( ) =
hNfSf) = fh” l(f)

tenemos: : : , Lo
h'h(ecx) h'(ya) ’ h‘(f(b;za))rrz %z:bea = éaffbed =gya = ea
- hh’(fﬂ)i:_ hzh) = = h(e(afB)) = yafB = fheeaB = yoB = fB

Observaélon 2 11 Sxmx]a,rmente, tenemos que eA & fA si y sélo si existen
T € eAfy Y€ fAe talesquee = zyy f = yz. Ademds, si eA = fA entonces
: Ae HAf, por lo que podemos dar la siguiente proposicidn.

Propos:cxo_n 212: Ae= Af <= eA= fA

Teorema 2.13: Sea A una k-dlgebra.
a) Existe una k-dlgebra bésica B tal que modA = modB.
b) Si Ay B son k-ilgebras béasicas y modA &= modB entonces A = B.

Demostracion:

a) Sea 4 A = Ae; ® Aey @ ... ® Ae,, su descomposicidn en proyectivos ine-
scindibles.

Sean e;,, ...,e;, idempotentes tales que:

a) A, = Ae;, sij#k 1<j, k<

b) Para toda j € {1,...,n}  Ae; & A¢;, paraalguna iy 1<t

Sea e = ¢;; +...+ ¢, y definamos P = eA

Por la proposicién 2.12 tenemos que para toda j € {1,..,n} existez, . - 1 <.
s <1tal que e;A = ¢;, A, esto nos induce un epimorfismo: : .

(A" — Aq — e
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por lo que P ¢és ungenerador en mod A%
‘Ahora, sea Ends(eA) ¥'eAe= B, entonces. -

“Aei,)
concluir entonces que B es

- b) Tomemos el isomorfismo T':: modA:— modB'y 4A =P, ® ... & P su
des¢omposicién en proyectivos inesciridibles con P; & P; para i # j.

Entonces, P = T(4A) = T(A)D...®T(F,) es B-proyective y T(F;) = T(F;)

sii# j. .

Tenemos que para cada i € {1,..,7}, T(F;) es B-proyectivo inescindiblé, por

lo que los T(P;) son un sistema de représentantes de las clases de isomorfia

de los B-médulos proyectivos, como B es bisica, esto implica que si gB =

1 & ... ® Qy, para toda i, existe j tal que Q; = T(P;).

Por lo tanto:

B % Endg(pB) % Endg(T(P)®...@T(P.)) & Endg(T(4A)) = Endy(4A) =

Aer

-.De donde se concluye que A 22 B.
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3. Funtores Adjuntos y Cotriples

Definicién 3.1: La terna C = (F s e) es un cot.rlple sobre la categoria A
si F es un endofuntor, es decir, F.: . A6 F-_——r F2 ye: F—
I, son transformacxones naturales '
conmutatlvos

Aﬁrmacnon 3. 2 Da.do un par de funtores adjuntos (T S) v

un cotriple C(T s) : (TS TaS ﬂ) sobre B,

Demostra.cmn ' . ‘ ‘ e
a} Por la proposicién 1 3 tenemos que I'SgoTaS = T(Ss 0 o:s) = ITs, y
BrseTal = .ITS, por lo tanto el siguiente diagrama conmuta: .
(Y
TS ——————TSTS
TaS[ lTsﬂ

TSTS————o+ TS -
BTS Bttt

~20°



b) Queremos ver-que el sigtﬁente diagrama es conmutativo:
. " Ta$. .
I§ TST.S'

.TaSl :

| TSTS ————ST, T o
: ~TaS T.S' : s S

TS ° TozS

Pero por la naturalidad de o, tenemos el siguiente ‘diagrah{a c’6hmﬁtativo:‘ -

RN
X — X

STX ——S—'-S'TX,

Ta

ax,

Si tomamos X; = ST X, se tiene el siguiente diagrama también conmutativo:

ay
X m—— STX

S TX STSTX

ax

El cual a su vez lmphca. la conmutatividad del diagrama:



Y por ser-T un funtor, se tiene nuestro diagrama inicial a demostrar.

- Definicién 3.3: Sean C = (F,6,¢) y D = (F,&,¢) dos cotriples sobre
. A.- Diremos que una transformacién natural { : C — D es un morfismo de
- . cotriples si los siguientes diagramas son conmutativos:

® ,
F ot F F —F |
L . ;IA' "’,V‘k;Fz‘r > 2

donde p(p) = pF' o Fo = F'p o oF.
Observemos que realmente @ F' o' Fop. =-F!
Si X € A, entonces px : FX-— F'X.
(pptx:FF’X—'F'FIX. :

Sea a : FX — Y, por la naturalidad
conmutativo: S

Tomando Y = F'X y a = py, tenemos:
py 0 Fa =ppx o Fpox = pF' o Fp
Fioppx = Foxoprx = FlpopF
Definicién 3.4: Sea C = (F,4,¢€) un cotriple sobre A. La categoria de
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Kleish Ag de A se déﬁr‘l‘e,cor‘r’lo:

a) ObjAg = 0bjA,'b) Ac(X,Y).
; )y i€ Agl

El diagrama superi;)r 'és‘cji‘onmﬁté.tivd 'p‘o'rqu‘é ple) = th"’ o Fp = F’¢ opF .



El diagrama mfenor es conmut.a.txvo por la, naturalldad de @
"Como o’ es' -un. ‘morfismo’ de_cotriples, tenemos:que’ 65((px

prxFoxbx.:

Nota 3.6:
sobre A.
] Aﬁpméciéx;;l
es un morfismo de"cotripl

Demostracidn: . = -
Debemos' demostrar que'los sigui

Iy—

donde hemos denotado a II = (F' 8, €) =
~Por ser C -un- cotriple, se tiene I4 = ¢F 0§ = Fe o é, entonces, p(e) 0§ =
€0 Feod =€, con lo que se tiene: p(e) = ¢o Fe=eo¢eF.

- Por Ia afirmacién 3.5 existe un funtor S, : Ay = A — Ag, dado por Sp(X) =
Xy So(A) = Xex si A € A(X,Y).. '

Proposicién 3.8: El fuhtoi‘_So tiene un adjunto izquierdo Tp dade poxly
T(X)=F(X)y TO(A) = 'F(g\)/_&xpa.ra Ae Ae(X,Y).

Demostracién: Lo :
a) To(Ix) = To(ex) = F‘(fx)'S =y = ]To (X)-
b) Sea A € Ac(X Y)ype Ac(Y, Z) entonces, ﬂ/\ yF(z\)




Queremos demost.rar que " . _
Toln )T o(A )= F(#)JvoF (,\)5x =F (#F (A )5,\)5x = F#°F ( (A)éx)éx = To(pd)

Pero por ser 6 una transforma.c:on natural tenemos el siguiente dxagta.ma )
: conmutatxvo : :

Por lo tanto, F (F/\ o6x) '—‘G)VQF(/\) de donde se. s1gue que To(;tA) Fuo
F(F(\bx)6x = Frpo by F(Néx = Tol TO(A)

-Para_ver que ¢l funtor Ty es adjurito xzqulerdo del funtor So nos ha.ce falta
ver que ex1ste un jsomorfismo, natura.l o

Lxy: AC(X ToY) — A(SoX Y)
pero esto es inmediato por la definicién de To ¥ So.
Proposicién 3.9: Sea (T,5) : A — B un par de funtores adjuntos y C =

(T8, Tas, B) el cotriple inducido sobre B, entonces, existe un funtor fiel y
pleno E: Bc — A tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Bg — > A

Demostracidn:

e



Sea B(X) = S(X) y E(A) Tsx, Y(A) donde I‘ es eI 1somorﬁsmo de adjunclonr
de los funtores T' y 'S, y/\EBc(X Y). T

- a) B(Ix) = E(ex) = Tsx x(ex) = Isx = ,Ia(x

b) Queremos ‘demostrar que E(y)E (A) =

'E(uz\) donde /\ € Be(X, Y) yHE BC(Y

'@ =T-1 es natural, :
Seaf: X = X' g: Y—»Y’co
los siguientes dlagramas co i

TX,Y)

— 2 BIX,Y)

BT » ) ; B(TSX, ISX)QLJS_"_M( §X,STSX)

A(SX, 5Y)
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@sx 2(uF(\6x)
'I)SX z(/.lF(A)Tc!gx)
- Dsx,z(pF( '\)Tq)SX,TSX(ITsx)

De nuestro dlagrama derecho tenemos; :
sy y(A) = (5/\)‘1’5,\' Tsx(ITsx), entonces, .

TQSXY(A): ((S,\)Clisx:rsx(frsx))
o= TShoTdsx, TSX(ITSX)
= F/\oT(sz Tsx(-’Tsx)

Bsx,z7(1)

n ] u‘* -

- Por lo tant.o, o

‘I’SY.Z(#) ° st,y (/\

Demostracxon
" Queremos ver que existe un 1somorﬁsmo naturaJ

Uy : A(X,SS'Z )——»C(T'TXZ i

Sea I' el isomorfismo de adjuncién para, e]
isomorfismo de adjuncién para el par d

sobre la k- a]gebra A si:
a}Vesun A—- A4 blmodulo



by p: V — V®A v, llamada. la comultxphcacxon de la coalgebra es coasocia-
tiva, es decu- el s1gu1ente diagrama’es conmutatwo "

siguiente dlagmm

wealy) (Iveav)

Observacxon 8.12: La coasociatividad de V : "térrfiino’s de elementos, se

-ve de la siguiente manera:
SiveVy denotamos como p(v) = Zul ®v,, u(vl) =Y e,y
p(vi) = ¥ vl ® vik, entonces se tiene: ' :
(1®#)(E ) vz '
Yvj ® vt ® vl
T ® Vi’z 8 u;
(v® I)ﬂ_(v)_

Consideraremos en adelante, coalgebras con la“propiédad de que V4 y 4V
sean A—mddulos proyectivos finitamente generados, y la counidad v, sea un

(1@ p)u(v)

epimorfismo.
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Deﬁmcxon 3 13; Sea V (Vv ) una coalgebra sobre A La. categorxa, de
representacmnes de‘ V R(V) se-define como:

'0bj .. ) R(V. )(MN) V®AM—»N ; ‘
V)(N L), la. composunon g en R( WM, L) se

tidad- Iy : V @4 M — M en R(V) estd dado por v
/ "Q“I‘A®AM—-—eM '

: Ademas, el 1C
‘ lac composxcxon

: Aﬁrmacxon 3 14 Sea V (V sV ), una coalgebra sobre A, entonces, v
: mduce un cotnple C = (F,5;¢). sobre ‘modA.

Demostracnon: :
Sean::

: €: V®A——'A®A—”
- Tal que, siveV,yme ModA entonces: <+ S
v@m)=p(v)@myev® m) =u(v) ®m.

Se quieren ver las siguientes igualdades:

a)Feof=€Fo8= .44,y b) Fo§=6F0§

Pero de las propiedades de la counidad v y por la coasociatividad de la
comultiplicacién g, tenemos que se satisfacen a) y b).

Observacién 3.15: Sea V = (V, ¢, v), una codlgebra sobre A,y C = (F, §,¢)
el cotriple inducido sobre ModA por V, entonces la categoria de Kleisli de
(ModA)e de ModA es igual a la categoria de representaciones de V.

Daremos a continuacién, una construccién que nos permitird enlazar las
diferentes definiciones y resultado que hemos dado a lo largo de este primer

capitulo.
a) Sea V = (V, g1, v) una codlgebra sobre 4, y C = (F, §,¢) el correspondiente
cotriple inducido sobre modA.
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- K (mOdA)c

b):Por la afirmacién. 3.7 y la proposicién 3.8, tenemos que exite un par de

funtores adjuntos (To, So) : (modA)c — modA.

¢) Sea. B'=eAe el dlgebra basica Morita equivalente a A, donde e = ¢, +
ezt eqses la descomposmlon de la unidad en 1dempot.entes primitivos

‘ ortogonales de ‘A; por la proposicidn 1. 6 existe un par de funtores adjuntos
A{T)S): modA — modB.

~d) Por la proposicion 3.10, existe también un par de funtores adjuntos (TTo, SeS) :
(modA)c ~'modB.

e} Esl;e ‘nuevo par de funtores adluntos, nos-induce un cotriple ¢ sobre
‘modB;y. nuevamente podemos contrulr un par de funtores ad_]untos (Tl, S‘)

: (modB)g, - modB ' g

~f) Por la proposicién 3. 9 tenemos un untor ﬁel ¥ pleno B (modB)c: — ’_

Teorema 3.16: El cotriple C’ —'( ;6 'r)iéé:glﬂfiryxducido por la codlgebra

eVe sobre B, es decir:
modB—» modB
——'eVe@peVe®p —
5 B®a-—

Fl=eVe ®s
§:eVe®p :
€':eVe®; -

Demostracidn: )
Recordernos que por el teorema 2.13 a), si A es una k-dlgebra, tal que 44 =
Aey @ -+ @ Aen, entonces existe una k-dlgebra basica Morita equivalente
B =cAe, donde ¢ = €; + -+ € con | £ n, y un par de funtores adjuntos

(T, S) : modA — modB, dados por:
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- "Slmlla.rmente, TS(ea@be®n) = eabn y (TS

T = eA@A y S Ae@B, los cuales son 'una equivalencia. Ademds, existen
vlsomorﬁs'mos'f, “eA®4 Ae—>'Byg:Ae®geA — A. Observemos como
orﬁsmos f y g en un elemento.

: actua.n los i

,é* +e,., supongamos la= e1+ -}-e,+el + el
‘par lguna 1'<.j <L Por la proposicién 2.9, existen
'y E,e Ae “tales que T;y; = €y yiz; = e, pero entonces,
: ei € Ae,yy; € i Ael € A € eA por lo tantog(:c,@gy,) =el,
;fdonde 1<i < ry'de donde se tiene :

14 —y(e®ée+z1®ay1@ "®z, @8y :
‘Por ser’A’y B élgebras Morita equivalentes, tenemos que
‘entonces ST (ae®eb®m) = aebm, y (ST(M)) (m

“M-e modA y N emodB,
Dado que ‘tenemos el par ‘de funtores ad]unt ]
modB se mduce el cotnple :

C = (F: TTUSQS : ﬁodﬁ —»»mo?iB,&v-:;?TToS ; S '~I'*f?;5)f' :

‘Sea’N € modB, entonces F(N) = eA ®, V®A Ae ®B N= eVe g =
Ahora sea f € A(My, M,), entonces se tiene T'(f) : eA® M; — eA® My,
‘pero_existen isomorfismos eA Q4 My = eM, y eA @4 Mz = eMg, por lo
~-tanto, S(f)* : eM; = eM,, actua en un elemento de la forma S(f)*(em;) =
ef(my) = f(em,), de donde se concluye que S(f) = f | S(M,).

Deseamos ahora ver como actua &', por definicién 8y = TTyal,sx para
X €modB, y o : Iimoda)e — S0STTp .Veamos primero como se comporta
Toa:sosx.

‘Recordemos, que si A € Ac(X,Y), entonces, To(A) = F(A)éx.

Ahora, o, oy € (modA)g(SeSX, SoSTTp55X), por lo tanto, Toe, sy, estd
dada por la siguiente composicién:

F(Ss 5X) ‘?“”‘ F(505X) "% F(5,STTy 505 X)

Sustltuyendo, '

i ®A, SQS Ae®3, y TTO = eA ®A V®A, ge tlene la
. 51gu1ente composu:mn R B E :
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‘ V®AAe®EX_ —»‘ V@AV@AAe®EX — V®4Ae®BeA®AV®AAe®BX Ve®5eVe®8X

®p ¥;, entonces: -

| | _.Z lﬁjd@ﬁéi}{dé@
donde p(v Ev’ Quvh.
~ Como V 8, Ae ®B X= Ve ®s X tenemo

T(Toasosx) Toasosx IT(FSOSX)" ‘
Siv e eVe, se txene o ‘

(’U®A .'1:) Z‘UJG®BSUJ ®B:L‘+Evlzl ®By»vJ ®B-’€ ’

- donde, v} € eV, ¥y v2 €, Ve
Por lo tanto: :

5 eVe-—»eVe@BeVe

3ol
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o V respectlvament

: V [l, v), una coalgebra sobre A. Suponga.mos
gebras ¢ : A B ‘ElLB - B- blmodulo BVB

Proposwlon 3’ 7: Sea V
que existe un morﬁsmo de,

se comprueba que:

( Il ®p Isys)Pp’.
B @p Isys)Bu®.

1) (Tays ©F 42)42 =
)(Imm@B B)B B

Deﬁmclon 3.18: BVB es llamada la codlgebra inducida de V.

Observacién 3.19: Sea V = (V, g, v) una codlgebra sobre A. Supongamos
que tenemos un morfismo de dlgebras ¢ : A — B, entonces existe un par de
funtores adjuntos (T, S) : ModA — ModB, tales que T(M) = B®4 M, para
M € ModA; S(N) =4 N, para N € ModB.

Demostracién; '

En general, dado M € M odA N € ModBy ¢: A— B, existe un isomor-
fimos 3 : Homg(M,aN) = Homg(B®4 M,N) tal quesi h : M —4 N,
entonces P(h)(b @ m) = bh(m).

Pero entonces, tenemos: ,

Homa(M,4 N) = Homa(M,S(N)) & Homp(T (M), N) = Homp(B®aM, N)

Por lo tanto, el par-de funtores (T, 5) : ModA ‘—‘-{M odB son adjuntos, -
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Sa ahora repetlmos la construccnon dada como antecedente para el teorema.

T .é:decir, hay que perseguir cada
entes parejas de funtores adjuntos.
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CAPITULO I1

1 Algebras Tensoriales

Definicidn 1.1: Sean Ay B dos k-dlgebras. Diremos que B es una A-dlgebra

si existe un morfismo de dlgebras p : A — B.
En este caso, B es a través del morfismo ¢ un A — A-bimédulo.

Definicién 1.2: Sea A una k-ilgebra y V un A — A-bimddulo. El 4lgebra
tensorial de A, es una nueva dlgebra, denotada por:
_ TA(V) =400 A D AO - 040

donde:

A=A A=V, AA=VRi VR VR - R4V ,sin>1.
Sla—v1®sz®A QAW EAny b= @suw2 @4 B4 Wm € Ap, el
producto ab=v1 @2 @4 Qa v, @a w1 Ba W2 By ' ®A Wm € Amin-

Propiedad Universal del Algebra Tensorial 1.3: Sea B una A-dlgebra
y V un A — A-bimédulo, entonces, para todo morfismo de A — A-bimédulos
@y : V — B existe un tnico morfismo de algebras 9 : T4(V) — B tal que
los siguientes diagramas son conmutativos:
iy ' :
V e Ty(V) "‘

PV 7

B

Demostracién:
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Porla propledad umversal de la suma dlrecta., para. ver: la. exlstencxa ¥ unici-
dad del morfismo 1, es suﬁcnente dar una coleccién de morfistos 4; : ‘Ai—B

ypara cada i =0,1;2,
Sean ¢o-—tp,1 JA - B t,b,

B ———————B=Ts(W)

Demostracion:
La pnmera. observacidn que podemos hacer es que W B’ Qu V ® a B’ €es

un B’ — B'-bimédulo y un A' — A’ -bimédulo. i

Sea @y : V — B dado por py(v) = 15 Qa v @4 13, veamos que <p., es un‘
morfismo de A’ — A-bimddulos. T

Siac A', denotemos av = ¢'(a)v. L
pv(av) = 1p@u avQu lp = 1lpa@uv®u lp = 1B‘P (a) av@ulp =
@'(a)(lp @4 v @ 15) = apy(v)

Similarmente, @y (va) = py(v)a.

Ahora, la composicién A’ €4 B’ 5 B, ledaa B una estructura de A’-dlgebra,
por lo tanto por la propiedad universal del dlgebra tensorial, existe un \inico
morfismo de algebras p4 : A — B tal que ipipar = paign

Proposicién 1.5: Sea L una k-dlgebra, t : B — Ly s: A — L morfismos de
algebras tales que tp 4 = si 4, entonces existe un unico morfismo de algebras
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¢:B - L tal qﬁe el siguiente diégra.ma. és:,cqnmqtatiyo:

Demostracmn
‘A .través'de's, L es una A algebra, ¥ tamb
medio de t. ,
Queremos dar un morﬁsmo de B
‘V = L; la restriccién de's en V.Ve
' blmodulos E
*sy(av) = sy(ig(a)v) = sV(z:( |
~Similarmente, sy (va) = sv(v)a B : : :
‘Definamos entonces sw : W '—. L dado por: sw(b, ®A' v Qar bg) = bsy(v)bs.
Apllcando la propiedad universal’ del algebra tensonal tenemos que existe un
uinico morfismo de algebras ,¢ “Bis :
que dipq = 3. o
Sea a € A, da(is(a)) =
que dipy = 5.

Lema 1.6: Sea B = Ta(W) do es el B~ Bbimédulo W =
H Beyiy ®x €a(iy B, con e =¢; ¢Be = lepre ,y 0 = eea(y) ¥
0 = eyse para toda i €.T —4,{ n eBe denotamos el lgebra
Morita equivalente a. B. Exlste un isomorfismi de eBe — eBe-bimddulos:

h,:eWe®.p. eWe g, -+ ®e5,,eWe;fbreW‘ BW ®p QW g We
Demostracion:

eWRsWRpWRp: - ®sWe i

= [1(eBesi;) Bk €aiy) B ®5 Beyji) @k ea(.,)B ®B -®s Beyiny O ea(n,.)Be)
o H(e Beyiy) @ ea(")Be(,(,,) ®k €afin) Be(is) ®k ®k ea(...)Be)
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= ].I(eBeb(u) B ea(n)Be ®cBe eBeb(n) ®k eu(u) Be ®=Be "+ BeBe eBeb('n) LT
eu(,")Be) : ' L E :
ZelWe ®eE= eWe ®ese " ®¢B= GWC ; Lo o Y
Tomemos un elemento ew e®.s. e ®:Be ewae G eWe ®epe ! eWe ®,B, eWe. R
Vamos a calcular expllc' mente uxen' es’ ha eWe ®=Ee eWe ®,5¢ eWe =
W ® BW.®g We. S : :
ewe ®=a= ewse ®;a=

!IZ R 1R

ebieb(u) & e.,(.,)bze ®s ebaeb(.,) ®k e.,(.,)lue ®
: eue ®pewse ®B ewae T
~-Se tlene entoncm que el lsomorﬁsmo,

né

h eWe @eBe eWe ®éﬂe ®c8e EWG ’

en un elemto actua. de Ia forma'

ﬂ(ewle ®eBe ew25 @ch

" Claramente k., es un iSmerﬁsﬁig‘de eBe — eBe-bimédulos.

' Propos:cnon 1.7: Sea B una k-a.lgebra, W el B—B-bimédulo W = ][ Bey;®x
ea(yB, y eBe el dlgebra Morita equivalente 2 B. Entonces, existe un isomor-
fismo de dlgebras 9 : T.g.(eWe) — eTp(W)e.

Demostracién: .

Sea ip : B — Tp(W), este morfismo nos permite darle a eTp(W)e una
estructura de eBe-dlgebra de la forma ¢.5. : eBe — eTa(W)e, tal que
@epe(ebe) = eig(b)e. Por otro lado, tenemos que eWe es claramente un
eBe — e Be-bimddulo.

Si tomamos @.w. : eWe —+ eTg(W)e, por la propiedad universal del dlgebra
tensorial, tenemos que existe un tnico morfismo de dlgebras v ; Tep.(eWe) —
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eTg(W)e, tal que los ‘sigu:ientési diagramas’ son "¢q§@upativbsz

1¢We ’

B eWe

_ _we(eWe) :

‘PeWé 5 :

eTp(W)e eTg(W)e
Para ver que 1 es un isomorfismo, denotemos por Wo, Wi, Wy, W, ¢+ a
los sumandos directos del dlgebra tensorial T.p.(eWe) y por Bo, By, Baye++ 4 Bay
a los sumandos directos del algebra eTa(W)e y recordemos que % estd dado
por una coleccidn de morfismos ¢; : W; — B;, tales que: ¥ = 2.5. : eBe —
eBe, P = iw. : eWe—~ eWey P, = h, : eWe ®.5. eWe ®.pe +* Qege —
eWRaWRg: ®gWRgWe,paran > 1y donde &, es el isomorfismo dado
en el lema anterior. De donde se concluye que t es realmente un isomorfismo

de édlgebras.



2 Algebras libremente generadas

En ésta parte de nuestro trabajo, I’ denotard un conjunto de indices finito,
T =1{1,2,3,---,n}.

" Definicién 2.1: Sea A una k-ilgebra y elementos a, € ey(s)Aes(a), s € T,
a, € A. Diremos que A estd libremente generada sobre la k-dlgebra A’ C A,
por las a,, si para toda B, k-dlgebra, A’ C B y elementos b, € ey(s)Beq(q),
existe un {nico morfismo de algebras ¢ : A — Btalque o | A' = 14 y
(a,) = b, para cada-s € T.

Propdsicioh 2:2: Sean A;'y Ag dos k-dlgebras libremente generadas sobre
A por elementos: ay; € ALY ag € Az, respectivamente. Entonces existe un
1somorﬁsmo P! Al - A2 tal que :p( ;) ;

s ay;, entonces para toda B

Ay es una A-dlgebra fin ‘
,), existe un tnico morfismo

idlgebra; tal queA: c B

" En particular, si toma.mo B A tenemos que 1) = ax.

» Slmllarmente, como Ay es una A- -dlgebra finitamente generada tenemos que
existe iy : Ay — A1 tal que poaz) = ay;. ’
Por'lo que, wower = Iy, ¥ p1p2 = 4,

Proposicidn 2.3: Sea A libremente generada sobre A’ por elementos g; €
es(iyAeagyy = 1,2,+-+,n y denotemos por A; = A'(a;,63,-++,6;), para 0 <
j < n. Entonces;

a) A; estd libremente generada sobre A’ por los elementos ay,az, -, a;.

b) A est4 libremente generada sobre A; por los elementos @;4y,a;42,-*,8n.

Demostracién:
a) Sea B una k-dlgebra tal que A’ C B. Por estar A libremente generada

sobre A', existe p : A — By elementos b, € B, b, € ey(5)Beq), tal que

¢(a,) = b,, para toda s.
Para toda s > j, tomemos b;41 = bjy2 = -+ = by = 0 y definamos ¢; : A; —
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B'dada por p; = ¢ | A;: Claramente p; | A'= [,,: y (p,(a Y =8,
"0 <5<+ 1. La unicidad de p; es'inmediata; =~ ..

b) Sea'B tal que A; C B y elementos & € eb(l)Beﬂu) para
. »Entonces a; € eb(.)AJenm € eb(.)Be,,(.), sit < g+1)
dada por ¢(a;) =a;sii < j+1,y pla) =
umcndad de tp y se sxgue quep | A; = IA,, tp(

Proposxcxon 2 4 Sea A= kQ,. lA =
- las flechas'de Q.- Si AL =k(12:0
: hbremente generada. sobre A1 P "r l

Demostracmn : .’ :
Sea B una k- algebra tal: que Al c
-9 Ao Btalque p(e)) = e y p(a;
- Siy =42+ + -1 es un camino arbltr \
e(rYelr2) - plm). :
Con lo que. ¢, resulta ser una transformacxonrlme
homomorfismo de lgebras, es necesario ver que para
de A, se satisface que (aia;) = p(a;)p{a;).
Veremos solamente como ejemplo el caso en que-a;
p(aia;) = plef) = & = ple)ele). o
La unicidad de ¢ se sigue de la definicién.

Observacién 2.5: Supongamos que A = k@, A; =k(12 - n)yV =
HAleb(,) ®a4, €i(s)A1 = { caminos de dimensién 1 en Q}; V®y V = {
caminos de dimensién 2 en Q}, etc. Si B = T4, (V), es mmedxato que B esta
libremente generada sobre A, por elementos b; € eb(.)Ale,(,) Entonces por
la proposicién 2.1, se tiene A 2 B =Ty, (V). :

Definicién 2.6: Un A — A-bimddulo V se dice libremente generado por ele-
mentos vy, Vg, **+, Un, donde v; € ey(;)Veags), si para'_cualquier A— A-bimédulo
W y elementos w; € ey(s)W es (i), existe un inico morfismo de A— A-bimddulos
o1V — W, tal que pu) = wi.

Proposicién 2. 7: Sea V libremente generado por los elementos vy, v2, -+ * , U,

WA A-blmodulo generado por elementos wy,we, -, W, yp: W — V tal
que cp(w,)"— v| para. toda i. Entonces, W estd hbremente generado por los
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elmentos wy, Wy, ++, Wy

Demostracnon

lo tanto, ¢ = Iy y ¢<,o —-:]
concluye que W es libre. -

Proposicién 2.8: Sea’ V
mentos vy, va, * ,v,,, do

W= z,b(V) ® Kery.
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3 Ejemplos.

Hemos visto que dadas dos dlgebras A’ y B/, y un homomorfismo de dlgebras
¢ 1A'~ B', podemos encontrar un homomorfismo ¥ : Ta(V} — T (B’ Q@4
V ®@a B'), donde V 'es un A-bimédulo. A ‘continuacién daremos dos al-
goritmos que nos permitirdn hacer dicha construccidn, para el caso en que
A=Ty(V)=kQ, y B' dependerd de A’y de una flecha « del carcaj @ que
escogeremos . arbitrariamente. El primero de los algoritmos se aplica para
el caso en que a no es un ciclo, y el segundo de los algoritmos se utilizard
cuando e sea un ciclo. Como en general el dlgebra tensorial B no es basica,
calcularemos explicitamente su dlgebra Morita equivalente eBe.

Daremos la definicién de la explosién de una grifica, lo cual nos permitird
- hacer una generalizacidn de los algoritmos Iy II: dada el 4lgebra de carcaj A,
podremos mostrar directamente cual es el carcaj asociado al dlgebra basica
eBe a la que hacemos mencién en todo el desarrollo de ésta seccidn.

Algortimo I

Sea A = kQ, donde @ es el siguiente carcaj:
=z ° e 5

mre = - W

:—“——" ) < 3

oy . /

’.____ML___.,.D*H
" S

Denotemos 14 = h+fotfs+ i+ fs . Tenemos entonces que A = k@ =
T4:(V), donde A’ es igual a:
. .
. | ]
A 2 , 3 | g
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Vo= AL iA A LA S AL O [AS
A'fs Ok 1A @ A'fs @1 1A' D A'fs @1 fA'
Por la proposwlon (z:) ta.mblen A =Ty (W), donde 4, =

(I L ."f'—f‘*““'—“—"

: R A L]
VR s 4 e
W AL f2 ®k ftA' @Aafs & L AL @ AL @k [1ALD
AL s ®r J1AL © AL O fs AL
Sea B’ el dlgebra generada,por el mgmgnte ca;ca_].

) °o 6...;%——' . .

A 2 2 3 3
L J ’ ®
“ 5

Aﬁrmacwn 3. 1 Sea lgn= Cl+62+€21+63l+83+e4+85 , tal que yz = ey,
£y.= ey. El siguiente | morﬁsmo es.un homomorﬁsmo de algebras '
pr AL — B’ tal que’; i

E ’A)tp(f)sn—-l45

W) Ui =29
tp(af-) =0, .

‘P(sz) w(a)
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o) =05 =3
(f"a) (O() =gz

'Calculemos ahora -

B' ®,41 W @A’

ﬁ,fa @k sz ®A' B'e
"B ai AL Ss O 1A, Oa, B'D

A, ALSfs Ok 1AL Ba, B'®
. / tfs @k fsA ®A' B

Observemos que,

‘b®A’ afi = b afi

: tanto,

®A’, 1A' donde b E B' a€ A’ Por lo

: E’ &qgw Qu, B'= Ble;®1e1B' @ Bley @ el @ B'e; @1 e:B'®
G e Bley @ ep B @ Bley @p 6,8’ @ Bley @ ep B'®
B’ €3 7% 94B, ® B'ey Q4 e4B' <] B es D 84Bl@

B,E5 ®k 85B’

Por lo tarto, B = T (B’ ®a, W @y, B) =

I\ ) 2 Y 3

o———re)

B no es bésica porque ey £ ez, pero podemos tomar el dlgebra Morita
equivalente de B, dada por eBe, donde ¢ = e; + ea + e +ea+eg+ €5,y
recordando que

eBe = eIy (B’ R4, w ®a, Bl)e = T.g.(eB' ®ar, w ®a, B’e)

Tenemos que eB'e es igual a:
® e s ° ] .
A 2 2 3

45



- Si calculamds 2z '®;’4: W e ':B’e, se tiene:

eB' ey ®;‘ e (eB’e) @ (eB'e)ey Qi e1(eB'e)d
e)es Rk ez{eBe) @ (eB'e)es Ry exr(eB'e)®

eB B, W®A' B €, g ;
geB’ ge : Qi ea(eB'e) © (eB'e)ey @y ex(eB'e)d
( )

eBlee; ®req(eB'e) @ (eB'e)ey By ey(eB'e)d
eBle)es @ es(eBle)  (eB'e)es @ es(eB'e)

Por lo tanto, eBe es 1gual a:

¥
e,
re—rw®

)
' 5
Algortimo II
Sea A = k), donde @ es igual a:
O< wlis —_— a3 —~p @
* a

®

1 2
“‘\n
.

Tenermos entonces que A = k@ = T4/(V), donde A’ es igual a:

®
4

w®
i

[
2

V=Ah@hA AN hA S A8k hA @ A'f: @ fud
Pero también tenemos que A = Ty, (W), donde A, =
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et .

[ ] [ ]
i 2 3

Lo

W= ALl ® 1A, ® ALfs ® 24, D ALf2 ®r f1AL

Sea B' el dlgebra asociada al siguiente carcaj, con las relaciones yz = en,
1Ty = 31 Y YaTz = €3z : g

@
L :
H
o(3D : . |
g:.l 3
“I(‘E.x\ L1 : ’ .
15‘(':.” X2 BRI -V
® ) o -',:._‘L; PSR
< . A o PR

Afirmacién 3.2: Si A € k. El snguxente morﬁsmo es un homomorfismo de
algebras. ¢ ; AL, — B'..Tal g que :
(f:)—e.,su_234_::%-h e
(1) =en + e+ ez Fea + exz + €33
pla) = Aso(fl)+x+z1+:cz+za s ‘ -

PD. pes un homomorﬁsmo de algebras

‘P(f-fj) “'0 = ‘P(f«)‘P(f;), si i= ] .
elfifi) =elfi) = e(f)p(f) sii=2,3,4 S
olhif) = S"(fl) = e +exn +entesn+ent 633 =p(f1)e(f1)
plafi)=0,511=1 :
plafi) =pla) =dp(fi)+z+ a1+ 22+ 23 = 90(0!) (f1)
wlha) =pla) = Ap(fi) + 2 + 21 + 224+ 73 = ¢(f1) ()

Calculemos ahora B' ®4;, W ®4;, B'.

By Woa B = B Qg ALfy & 1A, Q4 B'®
B ®a, ALfs @k f2AL ®4, B'D
B' ®u, ALf: @ f4AL @4, B
= Ble;QrenB' @ Ble; QrenB'®
Ble, ®; €28’ @ Ble; @ e, 5'®
BI€2 ®[¢ Eng' @ BI€2 ®k €3gB’®
Bles ®i 2B’ @ B'ex @ e4B'
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Tomemos B = Té:(B’ ®A:° W@’AL B =

[J
e\\

Et\/

€
Cat
€

2 ¥

ofel®
_c.-—-——‘,so

Nuevamente, B no es basica porque ey = eqa y e = 63') =~ 633, pero_y o

tomando el dlgebra Morita equivalente de B, dada por eBe, donde e =
gt ennteygteyterteatesy recordando que :

eBe = CTBI(B/ ®a4r, W@AI B')e— ,BIC(GB ®ar W®Al B' )

Tenemos que eB’e es igual a:
[ ]

e g_ .3
[ J

e?_‘

® [ J

E;l L{

Calculando eB’ ®4;, W@ﬂ Ble, se tiene:

(eB'e)ez ® exr(eB'e) @ (eB'e)e; @ en1(eB'e)d
“(eB'e)es @1 en(eB'e) @ (eB'e)e; ®y e31(eB'e)d
(eB'e)es ® ez1(eB'e) & (eB'e)e; @ esy(eB'e)d
(eB'e)es @ ex(eB'e) @ (eB'e)e, @ es(eB'e)

eB' @4, W @u, Ble
Por lo tanto, eBe es igual a:

o o
eu 3
o
€ I
' [ 4
4

€3y




A contmuacxon damos- la generalxzacxon de. los algorltmos I v II que nos .
permitedada A = £Q encontrar el dlgebra bisica eBe dada en la. construccmn S
anterxor : : : :

Definicién 3 3: Sea. D una graﬁca con vértices {1, 2
i~ j}. Una explosién de D es una nueva graﬁca que de
que construxremos a traves de una relacxon E: D =

E( () = (1/.1 e yhmy, donde p,,, = multlphmdad

b} Si i y 7 son vértices de D, E() = (yi's:--y
;12— j € D, entonces E(a,,) es una’ _famll a
con multiplicidad A = p,uy; donde.p =-{1;2;-+*

C ip,jq "-'/'P _*.'/n}:n
,m}yq {1,201k}

Ejemplo 3.4:
Sea D la siguiente grafica: °
u
L =
° 2y, TN
i 2 3 x




E(ass) = {Bs1s ¢ y51 — ysuﬁsx 59 Yst ysz, ﬂsz 51 5 Ys2 = Ust, By
Ys2 = sz} : :

Por lo tanto, Dg =

e
/’\:u /\5“&

Generalizacién del algoritmo I

Sea A = kQ con vértices {1,2,---,n} y flechas {a;; : £ — j}. Si fijamos
aij, para ¢ = j, entonces eBe = kQ' esta dado por la siguiente explosidn
E:Q— @, . IR

E(k) = Yk para k= i:jv

E(i) = (y31)22)7

E(j) = (2%, yj1).

Generalizacién del algoritmo II

Si A = kQ con vértices {1,2,.--,n} y flechas {ay; : i — j}. Si fijamos
a; yn €N, entonces eBe k@' ‘estd dada por la siguiente explosién
B:Q—@, . .

E(k) =yn para = =5

()—(yu,yl W
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CAPITULO I1I

1 Derivaciones y diferenciales

Definicién 1.1: Sea B una k-dlgebra, V un. 3 .
formacién lineal p : B — V es una derlvacxo
satisface: S

Observacmn p(lg) :

(1) = p(l 1) (

€. glrgels;é,s;‘ “En‘tbncei‘s;la.s

II))) p(p(a)) = 0 para toda a G A
emostracion: Rl e D e 7
Q) = 8) S perba) = pla)pbip(en), entoncss ple(a)) = plpla)l) =
w(a)p(1) =0 L

b) = a) Tenemos, p(yp(a)b) = p(p(a))b + o (a)od = p(a)p(b).

Similarmente, p(bi(a)) = p(b)e(a).

Definicién 1.3:;p: B>V es una A-derivacion si existe ' A — B morfismo
de dlgebras que satisface una de las condiciones equivalentes de la proposicién
anterior,

Ejemplo 1.4: Sea o : A — B un morfismo de dlgebras, K el B-—B-bimddul'ov ,
K = Ker(B®,B — B), entonces p: B — K dado por p(b) = b@41-1®,4b
es una A-derivacién. '
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b)

derivacién p’: B — V/, existe un
A:B'—V, tal que el siguiented

Proposicidén 1.6: La A-derivacidn p: B — K, dada por p(b) = @1 -1
es universal, ,
Demostracidn:

Queremos ver que para toda derivacién §: B — V, existe una tinica trans-
formacién de B — B-bimddulos 6§ : K — V| tal que §;p = 6.

Sea b, : B x B — V tal que §;{b;,b) = 8(b)by. Veamos que &; es bilineal y
balanceada.

Sean a,f €k, a € A.

)

&(achy + Bby)b = 6{cxb )b + 8(Bby)b

aby{by,b) + B6,(ba, b)

Similarmente, 61(6, Q’b] + ﬁbz) = ab'l(b,b,) +561 (b, bz)

8,(awby + Bby, b)

Wi
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b)a,(b,a b,) = 6(b,a)b2 = 5(b,)ab2 Z 61( -1, abg)

» Denvamoues sobre algebras tensonales

Sea A= Tq(V), Wun A~ A blmodulo S
Teorema 1.7: Dada una derivacién”pg A’ ‘— W y una transformacion
lineal p; : V — W, tal que para toda. a. E A’ se satisfacen las siguientes

condiciones:
plav) = Po(a)v + apy (v)

pi(va) = Pl(")a + ”Po(av)
Existe una tnica derivacién p : A - W tal'que p. ] A’ =pyplV=np.

Demostracidn: [y
Queremos dar una derivacién p : A = A ) €B V ®A V GB =W

Tomemos p | A'=poy p |V =p. " ° e
Sea py: V x V — W tal que pz(vl,vg) = ”1(02) +p ‘(z_;l)vg Veamos que p;
es bilineal y balanceada. R
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Sean _a,.ﬂ Eb‘kk,;b €B..

A u1.+ ,302)/’1(”) + p1 (a'ul + /302)

() + Bonp o) + apl(v,)v +Bpr (o

“p(vurvs). v12) +p(v)(viv2) - T
“vp(w)v; + vvl/’(vz)k'* p(v)(v102) = vle(”z) + (UP(”I) +p(v)01 )0

= el + s
donde vy = vj.

Teorema 1.8: Sip: A — W y es una derivacion, p define un a derivacién
- po: A'— W, y una transformacién de bimédulos p; : V — W, tal que para
toda @ € A’ se satisfacen las siguientes condiciones:

pr(av) = po(a)v + apy(v)

pr(va) = Pl(v)a + vpo(qv)

mente generada sobre A’ por ele-

Proposicién 1. 9 Sea-A un a,lgebf il :
e Sea K’ = Ker(AQaA — A) :

mentos ay, ag, ,an, ales que’




Entonces, K. es un’ A A meodulo libremente generado por los elementos
o de Ia forma a ®A: 1= 1 @A: a,

y Demostracxon L g
Queremos dar’ una derwacxon p A A®4V @4 A Por 1.7, es sufieciente
con’ dar una, derlvamon P "Al5 A ®uV.®a Ay y una transformacién
PV AQa V Bu A ‘tal-que’ satxsfaga las condiciones que se requieren.
" Definamos, : ‘po-="cero’y p,(v) vy Qv ®ar 14, Es inmediato que se
satisfacen’las’ condxcxones necesanas, ademas, plA= 0, por lo tanto, p es
una A'derivacién.
* §i ahora consxdetamos la derivacién umversal pat A — K, tenemos que
’ exnste una’ tranformacxon de A~ A-bimédulos v : K — A®4 V Q. A, tal
que (,a(a, ®l-1@® a,) =1®a;®1. Por la proposicién 2.8, del capitulo
11 s ]ogramos ver ‘que K -estd generado por los elementos a; ® 1 — 1 @ a;,
‘ tendremos que 'K estd libremente generado por estos elementos,
K esta libremente generado como A ~ A bimédulo por elementos de la forma ,
'b®1-1®b donde b € A. Si z € K, entonces, ‘
z =3 b@c— S 1Qba=N(hi®1-10b)a Ahora, b = @iy -
. supongamos que n = 2, se tiene por lo tanto: i

ﬂA(alaz) =a1a; @ 1-1Q G1Ga :
al(ag Rl-1Q (12) - Q) ®’a2 - 1@ a;arg
a,(a; ®R1-1Q a2) + (a1 ®l—-1 @'al)ag

. Porlo tanto, K estd libremente generado.

b@l—-l@b

1 ll

Sea A =Ty(V), B =Tg(W),donde W = B'®4 V ®4 B'. Denotemos por
J=Ker(B®@4B — B)y J' = Ker(B'®4 B' —+ B').

Proposicién 1.10: Existe un isomorfismo 3 : J —2 J*° = B®p J' ®p B.

Demostracion:

Queremos dar una derivacién p : B =+ "B ®g J ®p B. Nuevamente, es
sufieciente con dar una derwac:on po B~ B®g J' ®p B, y una transfor-
macién p; : W — B ®p "al que satisfaga las condiciones que se
requieren. : : ‘

Definamos, po(b) = 15 ® p5.Q9 15, dbnde ‘paz : B’ — J' es universal. Y,
Prbi®v®b;) =15 ®po(b) @ (158 v ®ba) + (b1 ®v @ 18) ® polb) ® 1
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“-Ahora, p l A= = 0, por lo tanto, pes una A’ denvacnon
-Queremos ahora _mostrar; que p': B.— B®p J' ®p B es universal, es dec1r,
. que para. toda. denvacxon §:B—p VBV, existe una transformacién dnica de
: bxmodulogzs B g? —tp Vp, tal que sp = 8. Pero, § nos define una derivacién
, a,l que existe una tnica transformacxon de bimddulos s, : J' —
gy 60 ‘Por lo tanto deﬁnamos s(bl BuRb) =b ®s(v)®b,.

Entonces R A e T :

a) La sucesién 0. -——vB XB "'B.,YB’_‘;* B®A B — 0, donde BXB =
B@s X ®a B, es exacta.”
b)Si J’ es hbre como B' - B’ blmodulo, el nucleo de la composicién FYE —
B®ysB— B,es 1somorfo a ’BXB (BB J' :

Demostracxon :
a) Consideremos la sucesién exacta

2) B@s—; —®A'AB
3)BR®4s~; —®, B.



Aapliquémosle los siguientes funtores, los cuales nos dardn las respectivas
columnas del siguiente diagrama conmutativo.

1) BX @4 —;—®a B.

2) BY ®4 ~; —®4 B.

3) B®4—; —®4 B.

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo:

b
BY@AI -—-—————)Hll ®AI(—-———-) BI{B-—DO

L b

0‘—"BX‘®A'AB—;,—;’ By@uAl —— BAQuA? —0
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'y ut.:lxzando, que se. txene un

El segundo renglén es exacto p(z)i" hiﬁotes:s,
; -—»}»B),»se tlene que la exactltud

isomorfismo entre BKB &2 [ = Ker(B ®p'B
de la tercera columna. Por dltimo, apll
la exactitud de la sucesion:

0_'5 XB

b) Para demostrar b), llames :_a

La. diferencial.

En general aw(l) :
ew(l)a =0.

és-elimorfismo 85"

Nota 1.14: 6° s una denvacxon

6%(a1)az + a183(az)

ayagw(1)

A — Ay morfismo.-
Demostracién: N

a)Seaag € Agya€ A Si 6°(Ao = 0 entonces, a,
w(aag) = aagw(1) = aw(1)ap = w(a)ag. g
b)w(lag) = w(l)ag = w(aol) = agw(1), por lo tanto,

Condicién estrella 1.16: Diremos que w sa.txsface la’condicién estrella, st
8(e;) =0, para toda i =1,2,..-,n, donde 14 = ~

w
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ESTA TESIS MO por
SALIR DE LA BiLiOTECH

Nota "1‘.17:j Si w satisface la condicidn estrella, entonces, w(e;) = ew(1)e;.
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2 Algunos isomorfismo importantes

Sea B una k-dlgebray V un B — B- blmodulo , :
Observacién 2.1: a)H omp(V, BB) tiene estructura de B-modulo derechO'

e izquierdo.

Sibe B,veVh e»HomB(V*
respectwamente por

B) — HDmB(VB, eBB)

tal que eh = wlzp(eh)

Demostraci6n: ’ '

Sea ¢ un idempotente de B, entonces Vg = eVp @ (1 = e)Vs y BE = eBB EB
(1 - €)Bg. Denotemos por m; : eBp — Bp tal que wl(eb) :
Por definicién, Im(eh) C eBp,tenemos myp{eh) =eh. '~ :
Supongamos que p(eh) = 0, entonces eh = wlgp(ef) = 0 por ‘10 tanto (p es
monomorfismo. : S :
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Veamos ahora que @ es suprayect.xvo Sea h € HomB(VB,eBg), deﬁnamos

9: Vg = BB, tal que g = mh, entonces , eg(:z:) = e7r1h(z:) = 7r,h(z) =0 de

donde, eg = g'= mih; por lo tanto h = p(eg).”

Observemos que (eh)(v) = (eh)(v), para toda Y E V Vea.mos que ¢ es un

morfismo de eBe-médulo 1zqu1erdo R :

ebep(eh)(v) = ((ebe)(eh))(v) (ebeeh)(
Mo de

: Slmllarmente se ve que pes morﬁsm '

Lema‘2>2,3:‘ vExxs,vte‘un 1s_omqrﬁsmo‘id

2 Bl é@a(ifé B5)

Demostracmn
Sea w1 (che) = go(eh) I eVB , Do

Observemos que ehe(m) = eh(ez) = mtp(eh)
se tiene que ehe(z) = 0, por lo tanto p; es m
Si ahora tomamos b : eVg — eBp y m':

entonces, g(v) = A(ev), de donde g | eV/( ev
g| eV = h. Esto implica que g = ef), y b=
tanto 1o, es suprayectiva.

Observacion 2.4: Existe un A — A- morﬁsmo /\ B"JD = HomA(AB A B)

Sea A(b)(z) = zb y las siguientes estructuras de B B modulo sih €
Hom (4B, B) y b € B, entonces, hb = A(b)h y bh = h/\(b) o

Lema 2.5: Existen isomorfismos de B — eBe meoduIOs :
P HomA(,qB,A B)e — HomA(AB,A Be)

1.z efHomy{4B,, B)e — HomA(ABe,A Be)
tales que, he = r,p(he) ¥ pileke) = p(he) | Be

Teorema de Morita 2.6: La restriccién-
Homg(eHom (4B, B), eBg) — Hom,gu(eHom4(1B,4 B)e, eBe)

es un isomorfismo de eBe-bimddulos.
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Proposicién 2. 7 Supongamos que ’® AB es un B odulo 1zqu1erdo proyec-
tivo finitamente genera. ; i orﬁsmo de B B blmodulos, ,

Demostra.cmn
Utilizando los isomorfismo dados en los l

y-el:isomorfismo de
Momta, tenemos la siguiente cadena de ison e :

m=1n|eBe:eBRyBe — - eHom(eHom,;(AB,A B) Bg)
—_ HomB(eHoMA(AB AB),GBB)
— Hom.p.(eHom 4(4B,4 B)e, eBe)
—+ Homg.(Hom,(Be, Be),eBe) -

Tal que 71(eby @ bae)(k) = ebih(boe).

Observacién 2.9: Recordemos que teniamos un isomorfismo @ B J' - B
si 3 b ® b; € J', el isomorfismo estd dado por :

plr® () bi®b)®b) =) (hhi® bsbz).

Proposicién 2.10:J' & B'e @,p, eJ'e @5, B, como Bf-Bimédulo. .7 '

Por la equivalencia de Morita tenemos: T
BE@CBCBME’MA=JB®BMEBC®eBeeB®eBeA’I.. : .
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Por lo tanto, J.;—;J’e ®¢3¢ eB sustltuyendo J’ Bcf ®eBe ngé, se ébtien‘e :
el resultado deseado . k e = L

por elementos z; € eb(,)J €a(s) tales que a(i)E!
J' esté libremente generado como: B'-bim
b)Si J! estd libremente generado. com
es(i)J"eas) -Entonces, BJ" estd librer
los elementos 1 @ z; ® 1.

¢)Si J es B-bimédule libre generado por elem
ea(i) es(iy € e, entonces eJe es eBe-blmodulo hbre generado por

elementos z;.

‘mismos.
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3 Férmula General de la diferencial.

Sea V = (V, g1, v) una codlgebra sobre A, supongamos que existe w : A — 'V,
tal que nos define una diferencial‘&l, A - Kerv. Supongamos que existe
'un morfismo de algebras pi A= B Sea. BYB | la correspondiente coalgebrav o
inducida, entonces’ recordemos por la’proposicién 3.20 del capltulo T, exnste,
un funtor fiel y. pleno“E "R(V).— R(BVB). La finalidad de esta tltima’ parte}’ k
de- nuestro tra,bajo :“es"la 'de" describir el niicleo de la coalgebra. 1nduc1da :
‘despues de aphéa la* equlvalencm, de Mortita , en términos de una nueva, o

: eBc = KerePvPe, donde w; : eBe — eBVB

,Sea A = TA:(W), B Tg(B'W¥'| con nuestra notacién. usual. »Sea @
’LA' =B morfismo de’ algebras y consideremos la coélgebra tnvxal sobre A’
= A" /z(a) =1y ®ra=a® ly. Enesta sxtuac:on, la codlgebra
: inducida’es BYB =B osA®. B’ =3 B’ ®u B, de donde tenemos, que la
- -counidad de'la coslgebra inducida 8'vE' — B! es la multlphcaclon
’Recordemos que tenemos un Jsomorﬁsmo ‘

; 1,/)e "VB'e = eB' @4 B'e & Hom,g(Endy(B'e),eB'e))

" Calcularemos, para los algoritmos I y 11, descritos en la seccién 3 del capitulo
2, quien es e'VP', lo cual nos permitird conocer los generadores de eJ’e,
una vez esto, daremos la férmula general para calcular la diferencial 61,

B — KerePvPe, que nos dird quienes es el KerePvFe, que es nuestra meta
final.

Algoritmo I.
Consideremos A', B' y ¢, dados en el algoritmo 1. Si e = e + ;1 + ¢ +
+++ 4 en, B'e visto como A’-médulo, tiene una base dada por los siguientes

elementos: B'e = {e;,e1,z;¢€3,++,€n}, a los cuales denotaremos por v, =
e1,¥; = ey ete., con ésta base, es facil comprobar, que entonces End 4(B'e),
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estdn dados por la siguiente matriz: -

Ahora, slmllarmente, '

- base dada’ por-los’ siguien es’ elemev _

- euales dénotaremos por w, =‘e1,w2 =leq; etc Dlremos que la‘base’de ‘e B!
‘es dual a la base de B e. en el sentido; de que si tomamos producto de‘

“cualquier par Vi, el resultado siempre es'un Jdempotente RPN :
‘Recordemos que si Z € End,(B'e), entonces por deﬁmcmn el Isomorﬁsmo
W(v; @w;)(2) = v;Z(v;), pero esta operacién es 51mplemente la mclus:on sobre
wj, seguida de la transformacién Z y de la proyeccion sobre v;: Realizando
los correspondientes calculos, puede verse que a excepcion de los productos
tensoriales diagonales que son diferentes de cero por definicién, los tinicos
productos que se salvan son los de los elementos e; @4 ey y €2 ®4r ¥, los
cuales son por definicidn los generadores de eJ’e.

Definiremos ahora wy(e;) = &: @ w(e1) ® & ¥, para o € ey Aeqg),
6:,1 (a) = wi(1)a = awy (1) = wi (eyy)e — alphaw; (eq(i)

Tratar de calcular la diferencial , directamente con esta férmula, aunque
consiste en simples calculos, puede ser muy tardado, ya que es necesario
calcularla para cada elemento idempotente de e Be ,y ademds es necesario
considerar cada uno de las posibilidades de a € A. Por ello daremos una
férmula mas general, que ademas tiene la ventaja de que depende dnicamente
de la base y su respectiva base dual de B’e y eB’ dadas, y se puede utilizar
tanto para el algoritmo I como para el algoritmo II. Por ello, antes, de dar
esta formula, haremos una construccién similar a la anterior, pero para el
algoritmo 11, diremos en este caso quien es una base de eB’ y su respectiva
base dual de Ble. :

Algoritmo II.

65



Con51derernos A’ B’ y. <p’ dados en el_algontmo II 81 e= el 1+e;1 +e3, +e2+

Ahora, snmllarmente, pus mo A”“mddulo, tiene una

‘;‘.,»'e,;}"

a los cuales enota.remos por wl ='e1,Wy = y,etc

Nuevamente si' Z € Enda(B'e), entonces por definicién el isomorfismo P(vi®

" w;)(Z).= viZ(v;), pero esta operacion es 51mplemente la inclusién sobre wj,
seguida de la transformacién Z y de la proyeccién sobre v;. Realizando
los correspondientes calculos, podemos obtener los generadores de eJ’e, los
cuales no son otra cosa més que los elementos distintos de cero , fuera de
la diagonal de la transformacién ¥(v: ® w;)(2), variando sobre todos los
productos posibles entre los v; y los w;.

Férmula General.

Seacx:1— 2€ A, en el caso del algoritmb 11, d“ 1‘ =1l
Consideraremos tres casos: Caso 1) Sea a : ¢ —:1.

Nos interesa calcular la diferencial , para los e]ementos de la forma thp/(a), ‘
en este caso consideremos que tp(a) Ev.w.tp(a) entonces
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(a) = wl(el)a — au.r" (e,), ért):"éntb;i/éés;'»

(f,) ® 5‘.,1 (a) ®er

De”',donde s'g‘ajy,"tiqne

8 (wip(a

:Nos interesa: calcular la dlferencxal :
-'en este caso conSIderemos que tp(a) z (

‘ w,<w,so a)v.) = Zw,so

Clusg

Con lo cual hemos resuelto todos los casos posxbles, para ambos algoritmos
simultdneamente. :
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