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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

J.1.-PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

La determinación del tamal'lo de muestra óptimo es un tema de interés en 

cualquier proceso de inferencia estadística. Es un hecho que el tamal'\o de muestra 

más conveniente es aquel que satisfaga una determinada condición de equilibrio entre 

costo (del muestreo) y precisión (de la Inferencia). Es claro así, que la selección 

de un tamal'lo muestra! específico tiene asociadas distintas consecuencias y que el 

problema puede plantearse como uno de decisión. 

Desde esa perspectiva, resulta natural abordar el problema con un. enfoque. que, 

por principio, establezca explícitamente la situación como una toma de · decls!Oiies y 

que aborde la solución partiendo de principios generales que garanÜ~·en, .. '· en . algún 

sentido, la coherencia de la respuesta que se produzca. 

Este es el caso del enfoque bayesiano de la estadística: y en·· este ·trabajo, a 

partir de una aplicación concreta, se formula el problema de selección del tainal'\6 de 

muestra para realizar un contraste de hipótesis tal como se describe a continuación. 

Un elemento relevante que se toma en cuenta al decidir la realización de un 

cultivo es el porcentaje de germinación de la semilla utilizada en la siembra. 

Existe una amplia experiencia en los procesos experimentales y el análisis 

estadístico para la estimación de la proporción de semillas de un lote que habrá de 

germinar en unas condiciones ambientales específicas. De hecho, esta experiencia ha 

dado lugar a procedimientos rutinarios de certificación de semillas. 

Típicamente se trata, como ya se ha indicado, de obtener una estimación del 

porcentaje de germinación o de contrastar la hipótesis de que ese porcentaje rebasa 

un nivel mínimo aceptable para su utilización comercial. Un tema colateral, que 

resulta de interés, es el problema de seleccionar el tama!1o de muestra óptimo para 



realizar estas pruebas. De nuevo, cuando, se trata de una estimación puntual o de un 
' ·: ' 

contraste de hipótesis convencional este· aspect() no reviste mayor problema. 

_-_,. ~ '_' 

Sin embargo, cuando se trata de (:laslflcar u~a ~7varledad de semllla con mayor 

detalle se presentan aspectos que m:~ec~.;l~'~¡;e,'~a ;~bmÚderar. Especialmente ocurre 

que el cálculo del tamaJio de muestra óPif~~ n~"·.e_s._:yá:·: en: general, simple. 

Concretamente, si dadas unas .dondicl~~·es :.de almacenamiento, una variedad de 

semllla se clasifica como suceptlble cuando ~~' Pcircentaje de germinación 9 satisface 
-·' ·-·· 

la condición 9 < 01, como resistente·. cuando 02: < 9 y como Intermedia cuando 

91 s 9 s 92, con O < 91 < 92 < 1, entonces él problema de clasificar Ja variedad se 

convierte en el de contrastar , el juego de hipótesis 

H1: 9 E 81 1,2,3 (1) 

en donde 81 = [0,91), 82 = (91,92) y 83 

espacio parametral .··~ •;,; fo!¡); 

(92,l], constituyen una partición del 

-·- • > 

En la sltua~Ión que aquí se trata, se tiene una variable aleatoria X para cada 

semllla -de. la varled.ad _ bajo estudio. Esta variable se define como 

X 
{ 0

1 •l Ja semilla 1ermlna 

en caso contrario 
(2) 

Naturalmente, X sigue una distribución Bernoulli con parámetro desconocido 9. Cuando 

se cuenta con Información experimental producto de un muestreo de la variable X, los 

datos correspondientes se denotan por Zn = (X1,X2, ... ,Xn). Además, se supone que 

las variables aleatorias que conforman al vector Zn son Independientes de tal manera 

que X1,X2,. .. Xn es una muestra aleatoria para todo entero positivo n. 

En este trabajo, el problema de clasificación de variedades, formulado como un 

contraste de hipótesis se aborda desde una perspectiva bayeslana mediante los 

conceptos más elementales de este enfoque. También se proponen procedimientos para 

resolver el correspondiente problema de tamal\o de muestra a través del enfoque 

bayeslano. 
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1.2.-CONTENIDO 

En el capítulo 11 se presenta una lntroducc16n general a la Teoría de la 

Decisión y a la Estadística Bayeslana. Se muestra como se pueden resolver los 

problemas de estimación y prueba de hipótesis con este enfoque y se hace énfasis en 

la alternativa bayeslana para tratar con el problema de selección del tama!lo de 

muestra. 

En el capítulo 111 se formula .el ·problema de contraste a partir de la teoría 

expuesta en el capítulo 11 y se plantea un primer método para determinar el tama!lo de 
,-_=:,;·:'o- -=: 

muestra óptimo. 

En el capítulo IV se presenta :'una modificaci6n al método de tama!lo de muestra 

del capítulo 111 a través del conce~to ·a~ .... vectslones de Referencla y se implementa en 

varios casos particulares. 

Finalmente, en el capítulo V aparecen las conclusiones del trabajo. 
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CAPITU.O 11 

FUNDAMENTOS DE TEORIA DE LA DECISION Y ESTADISTICA BA YESIANA 

INTRODUCCION 

En este capítulo se presentan 

Decisión en ambiente de Incertidumbre. 

problemas de decisión y se comenta la 

los aspectos principales de la Teoría de la 
.'': 

Se formulan , los', problemas estadísticos como 

utilidad del , .Teofema de Bayes para actualizar 

el conocimiento Inicial a través de la información", muestral. Finalmente, se da 

solución al problema estadístico de evaluación ·de ',. tam"ano ·'de muestra mediante la 

estructura de un problema de decisión secuencial. , Se Úu~ira con ejemplos. 

11.1.- TEORIA DE LA DECISION 

Cualquier problema de decisión es una situación. en , donde se tiene que elegir 

una opción dentro de un conjunto de posibles·· , alter~atl~as. Dicho conjunto de 

decisiones, que en este trabajo se denotará por, :O, debe'. ~er , eXhaÚstlvo, para abarcar 

todas las opciones de interés al decisor y exclÜslv~;•,' :;~,¡} considerar solo opciones 

alternativas. 

Para poder discriminar entre las posibles decisiones es necesario que se 

conozcan las consecuencias a las que puede llevar un determinado curso de acción y la 

preferencia relativa de las mismas. Por esto, debe existir un conjunto ti' de 

consecuencias y un orden de pr,eferencia < en ti' tal que si c1 < c2 entonces, c1 es 

menos preferible que c2, con c1 y c2 cualesquiera elementos en ti'. Por extensión, 

cuando c1 es no más preferible que c2 se utiliza la notación c1 :s c2. Obviamente ti' 

debe Incluir todas las consecuencias que aparecen en el problema y < refleja las 

preferencias que un decisor particular tiene sobre ese conjunto de consecuencias. 

Cuando cada elemento d1 e 7), tiene asociada una única consecuencia c1 e ti', se 

tiene un problema de decisión sin incertidumbre, ya que cada decisión lleva con toda 
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seguridad, sin Importar si ocurre o no suceso alguno, a una sola consecuencia. En 

este caso, el problema de decisión se resuelve determinando c• E t: tal que c s c• 

para todo c E t:, y especificando cualquier d• E. :V, cuya consecuencia sea c•. Por 

supuesto, si el declsor tiene dificultades para ordenar sus consecuencias, lo cual, 

en particular, puede ocurrir si t: es finito pero muy grande o cuando t: es Infinito, 

se puede dificultar la obtención de c•, De todas maneras, desde un punto de vista 

teórico, un problema de decisión sin Incertidumbre definido por la terna (2),t:,<), se 

resuelve buscando la opción que produce la consecuencia "más preferible''. 

Cuando D={d1,d2, ... ,dk) y t:={c1,c2,. . .,ck}, el problema de decisión sin 

Incertidumbre se puede representar mediante un Árbol de Decisión donde cada "rama" 

esta asociada a un elemento de :V y cada consecuencia a una "hoja" del árbol. El 

cuadro representa un nodo de decisión. Ver figura 11.1.1. 

FIGURA 11.1.1 

ARBOL DE DECISION SIN INCERTIDUMBRE 
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Graflcamente, la solución a un problema de decisión sin Incertidumbre, 

consiste en "podar el 6rbol" quitando todas aquellas ramas cuya hoja no es c•; 

91, donde la ocurrencia ev~ntual de .·. algún ~ 91¡ E eií lleva a la 
. ·:. ;- - -. -,,_ 

consecuencia c1¡. En otras palabras, un problema:. de ... decisión 

Incertidumbre está definido por: 

V conjunto de posibles cursos de acción. 

81 conjunto de sucesos o eventos Inciertos para cada di E V, 

con 1 E 1, un conjunto de Indices. 

< un orden de preferencia en ~. 

en ambiente de 

f1 una función definida para cada decisión en :D, con dominio 81 y 

contradominio ~ que a cada 91J E 81, con J E J1 , conjunto de indices, le asocia la 

consecuencia CIJ. En términos simples, CIJ es la consecuencia de decidirse por d1 y 

de que ocurra el evento 91J. 

Es necesario que el declsor construya 81 en forma exhaustiva y excluyente para 

así considerar todos los sucesos relevantes en el proceso de toma de decisiones y 

para que la ocurrencia de cada 91¡ lleve a una única consecuencia. Para lograr que 

los eventos sean mutuamente excluyentes basta considerar espacios producto 

apropiados. Ver Llndley (1984), Bernardo (1981), Bernardo y Smlth (1994). Sin 

embargo, la exhaustividad no es posible garantizarla únicamente con espacios 

producto. Esta propiedad requiere un conocimiento amplio del área de aplicación y 

exige que íl = U 91J, con íl el evento seguro. Esto último equivale a decir que al 
J 

menos un 91¡ ocurre con toda certeza. 

SI V=(d1,d2, .. .,d1,. .. ,dk} y 81=(911,012,. .. ,91J ... ,91nl} es posible 

representar el problema de decisión en ambiente de incertidumbre también mediante un 

diagrama de árbol. El diagrama comienza en un nodo de decisión representado por un 

cuadro. Las ramas representan decisiones que conducen a un nodo de incertidumbre 

(representado por un círculo}. De cada uno de estos nodos de incertidumbre salen 

ramas que representan a los sucesos 91¡. Al final de estas ramas, aparecen las 
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consecuencias, Ver figura 11.1.2. 

d3 

FIGURA 11.l.Z 

ARBOL DE: DE:CISION CON INCERTIDUMBRE: 

Muchos problemas de decisión aparentemente no presentan este esquema, sin 

embargo, siempre se puede reformular un problema de decisión con la estructura simple 

que aquf se ha expuesto. De hecho, es posible Incorporar una simplificación más: 

correspondientes espacios producto es posible transformar el problema de decisión a 

uno donde el espacio de sucesos inciertos coincida para todas las decisiones. Para 
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estudiar esto con más detalle, el lector puede consultar Llndley (1984), Bernardo 

(1981), Bernardo y Smlth (1994). 

De esta forma, se tiene la siguiente definición: 

. . 

DEFINICION 11.1.1. Un Problema de Decisión en Ambiente d~ Íncertldumbre; está 

definido por la qulnteta :O, e, I':, < y f, con :o, e, I':, < ~º~~ ~~~~ y:f:·~n~ función 

con dominio en el producto cartesiano :O X 8, contradomlnlo ··~n ;ti"y que;:á cad~ par 

d e :O y e e 8 le asocia una consecuencia c e I':. 

La Incertidumbre que cada. declsor tiene sobre 

8 se puede cuantificar a través de probabllldades. 

._:_ - .2Y .. :~~:_:;: t~'- • ·. - •. 

., . ·, . : ;; . : ' ,· . ;;~~- .,::: -. 

la ocurr~nclaX:~ lo~: efe-ntos en 

SI e es • f;l11íci :¡; .numerable 

bastaría con especificar números p(BJ) para toda BJ en e, tales que ·o::S p(BJ) :·;,; (y 

que L p(BJ) = l. En este caso, la cantidad p(BJ) resulta ser la probabilidad que el 

declsor asigna al evento 9J. Cuando e es no numerable la. cuantificación de la 

Incertidumbre se puede lograr mediante una función de densidad p(9) definida sobre 

una a-álgebra que contenga a e. En lo que resta del trabajo se utilizará el término 

función de densidad de probabilidad generalizada (f.d.p.g.l para denominar una 

función de probabllidades o una función de densidad. 

Por otra parte, en lo que toca a las· preferencias, existe una función u de I': 

en R tal que 

c1 < cz si y solo si u(c1) < u(c2), 

donde < denota el orden de preferencias en I': y < el orden de los números reales. u 

recibe el nombre de Función de Utilidad y mide . las preferencias que sobre las 

consecuencias tiene un decisor, en una escala numérica. 

En vez de u se puede tener t de I': a R tal que 

c1 < cz si y solo si t(cz) < t(c1). 

En este caso, t define una Función de Pérdida e Igual le sirve al declsor para 
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cuantificar numéricamente sus preferencias. Por supuesto, si t es una pér.dlda, ti • -. . 

t define una utilidad y ani!.logamente, si t1 es una utlldad t O. -ti es una pérdida. 

. . . 

Con t se puede definir una función L de dominio :D X 8_ y , contr.adomlnlo R e 

Igual a la composición de f seguida de t, es decir, L -t o.: f.·. Para cada d E V y 

9 e e, L! d, 9 l denota la pérdida que se obtiene al tomar la . declsfrm d , éuando ocurre 

el suceso 9. SI se tiene t1 en vez de t, el problemá' queda definido por la 

correspondiente U "ti • f. Muchas veces es posible construir directamente L o U, sin 

hacer explícitas a las funciones t y f, de tal manera .que .refleje adecuadamente las 

preferencias del declsor. 

Con 8 finito o numerable y especificadas p(BJ). ·y L(d,9J), una manera de 

resolver el prot¡lema de decisión es calculando la· ¡;é;dlda esperada de la decisión d 
. -,- .--·•, .-. 

para toda d en V, e~ decir 

E~(L(d,9)) = t • L(d,9J)p(9J), 

. 9J E 8 

y encontrando d• e :D. tal. que 

Ep(L(d• ,9)) = mln:D Ep(L(d,9)). 

(1) 

(2) 

SI 8 es no numerable pero están determinadas p(9). y L(d,9), el problema se podría 

resolver calculando 

Ep(L(d,9)) J L(d,9)dp(9) 

8 

(3) 

y minimizando Ep(L(d,9)) sobre el conjunto V. Aquí, Ep(L(d,9)) también es la pérdida 

esperada de la decisión d y el símbolo de Integral denota una Integral de Lebesgue 

respecto a la f.d.p.g p(9). Esta manera de tomar decisiones se conoce como Prtnctplo 

de la Pérdtda Esperada MCnlma. La decisión por Pérdida Esperada Mínima d• se conoce 

como Dectstón de Bayes y a Ep(L(d• ,9)) se le denomina el Valor de Bayes. 

En vez de Ud,9) se puede tener U(d,9) P-medible, así, el problema de decisión 
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se puede resolver maximizando Ep(U(d,9)) sobre :O, . lo que significa actuar conforme. al 

PrLncLpLo de la UtLILdad Esperada MáxLma. En .este trabajo i:in1camente se manejarán 

funciones de pérdida y en consecuencia sólo se usará el P~lnclplo de la P~rdlda 
".}, 

Esperada Mínima. 

Visto sobre el árbol de decisión de la figura 11.1.2, el. Principio;· de· la 

Pérdida Esperada consiste en sustituir (podar) el nodo de Incertidumbre .'para '"cada 

opción por el valor Ep(L(d,9)) transformando el árbol en uno de declsÍón '; sin 

Incertidumbre , para el que ya se ha establecido la solución óptima. 

Existen otras formas de resolver un problema de decisión en ambiente de 

Incertidumbre como el método Mlnlmax, (Ferguson (1969), Berger (1985)) o .como el 

método de la Consecuencia Más Probable (Bernardo (1981)). Sin embargo, a partir de 

una serle de axiomas que definen lo que significa que un declsor sea coherente y 

racional ante un problema de decisión, se ha demostrado que, si se desea respetar 

dichos axiomas, deben existir probabilidades sobre 8 (o una función de densidad sobre 

8) que cuantifique la Incertidumbre sobre 8 y una pérdida L(d,9) o una utilidad 

U(d,9), que cuantifique las preferencias. Además, la única forma coherente de 

resolver el problema de decisión es mediante el Principio de la Pérdida (Utilidad) 

Esperada Mínima (Máxima). En textos como Berger (1985), De Groot (1970), 

Bernardo (1981), Bernardo y Smith (1994) aparecen discusiones detalladas respecto a 

los Axiomas de Coherencia de la Teoría de la Decisión. 

En la práctica, la especificación adecuada de las probablllldades y de la 

pérdida suele complicarse. De todas maneras, en este trabajo todos los problemas de 

decisión en ambiente de Incertidumbre que aparezcan se resolverán mediante el 

Principio de la Pérdida Esperada Mínima. De hecho, en los problemas de decisión que 

se discuten en el Capítulo 111 se propondrá una amplia gama de posiblidades para 

determinar probabilidades (densidades) y pérdidas satisfactoriamente. 

10 



11.2.- INFERENCIA ESTADISTICA Y TEORIA DE LA DECISION 

Comúnmente los problemas de Inferencia estadística se pueden formular como 

problemas de decisión con los elementos :D, 8, p(B) y L(d,9). En este caso, 8 está 

determinado por el conjunto de posibles valores que puede tomar un parámetro 

desconocido 9 asociado a un modelo f(XIBJ que describe el comportamiento de un vector 

aleatorio observable X y p(B) se Interpreta como la probabilidad o función de 

densidad asociada al evento de que el parámetro tome precisamente el valor 9. 

SI 9 es una magnitud continua, el valor esperado de L(d,9) respecto de p, 

denotado por Ep(L(d,9)), satisface 

Si 9 es discreta, 

Ep(L(d,9)) J L(d,9)p(B)d9. 

e 

Ep(L(d,9)) :I'. L(d,9J)P(9¡). 

aj e e 

(1) 

(2) 

En ambos casos, la solución d•,' por Pérdida Esperada Mínima, debe ser tal que 

(3) 

La densidad p(e) puede cuantificar la Incertidumbre sobre e basándose 

únicamente en el conocimiento que el declsor tenga sobre e, sin considerar resultados 

experimentales actuales. En este caso p(9) recibe el nombre de distribución inicial 

o distribución a priori de e y se denotará por P(e). 

Cuando p(9) no sólo toma en cuenta experiencia previa sino que también 

considera la información dada por n experimentos X1, Xz, .. ., Xn, a p(e) se le llama 

distribución final o distribución a posteriori de e y se denota por P(e 1 X1,X2,. .. Xnl. 

SI se ha determinado a P(9) y se conoce la f.d.p.g. conjunta de X1,X2,. . .,Xn 
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dado e, que se denotará por f(X1,X2,. .• ,Xnlel, P(9IX1,X2, ... Xnl se puede obtener vía 

el Teorema de Bayes, es decir 

f(X1,X2,. .. Xn 19)P(9) 
P(elX1,X2, ... Xnl -:.---------

.. ; '··· • .P(X1,X2, ... Xnl 
,-,-. . _,. " 

con P(X1,X2, ... Xn) la f.d.p.g ~on.lhnta'. ~el ~eétor Zn=(X1,X2, ... Xnl y que 

de e. P(X1,Xz, ... Xnl tambl~n recibe el~orllb~e? de dlstrlbu~lón predictiva. 

En el caso· continuo, 

P(X1,Xz;:.;Xn) = J f(X1,X2,.;.Xnle)P(e)de' 
. e 

y en el caso ·discreto, 

P(X1,X2, ... Xn) = l f(X1,Xz,. .. Xnl9J)P(9J). 

9J E 8 

(4) 

no depende 

(5) 

(6) 

Por facilidad, todas las f.d.p. generalizadas donde aparece X1,X2, .. Xn se 

escribirán usando la notación Zn=(X1,X2,. .. Xn). Con esto, el Teorema de Bayes toma 

la siguiente forma 

f(Znl9lP(9) 
P(elZnl= . 

P(Znl 
(7) 

Como P(Znl no depende de e, P(91Znl queda caracterizada por la siguiente 

expresión 

P(elZnl ex flZnl0)P(9). (8) 

Como función de e, la expresión anterior establece que la distribución final 

es proporcional al producto de la verosimilitud por la Inicial. De aquí que se puede 

obtener directamente el núcleo de la distribución final a partir de la verosimilitud 
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y la Inicial y si el mkleo de P(9)Zn),corresponde al de un modelo conocido, no es 

necesario calcular PCZnl mediante un pro~eso de lntegrll.C:!óll. 

Ejemplo 11.2.1. 

Sea X1,X2, ... Xn 
'¡.;· " 

una 'rllti~~tra' :~;~~torla con f.d.p.g. (dado 9) Bernoulll (9). 

Suponga que P(9) es una 'clen~ida~ B~t~ Coi,~>. es decir, 
-~ . ,,,;.: .. ·~·): :.. . 

« > º· f3 > o. (9) 

con re l la fUnclón G~;~;~~E>'~·<c ~, >,'Pai· función l~dl~.~~()ra sobre el conjunto . A. 
Calcular P(B)Zn). (En elresto'..'d"!'~f'3:bajÓ cuando .alguo~ función de densidad 11(8) 

sea Beta («,f3), se usará la not¿c!Ó~ ~(é¡;\;;B~(~;f3)). < 
. ' . '.¡-_'..~~;__::.:.-;::.::~ ·'--:..:·- -· - -

:'·-:;. :. ;:_·~~;.:~ ... :-:~ ... ,~-\~.~ :.ii~~:- ·~,;~} < ~;~~: 

Se sabe que f(X1) 9 l 
Xl 1;.;.Xf=~;~.-; . ·¡·_: >·>.: ~---. 

9 (1~9) . '¡>.:· cx1>:·· C:o'mo las observaciones conforman 
_.---<o;n · - '¡ (. 

f(ZnlB) 

. . _,:,-::.:_ ::..,_.:;;·::-

9Y(l-9)n-Y ~·(;~····· <.x11). 
1=1 (0,1) 

una muestra aleatoria 

n 

con Y ¿x1. 

l=I 

Por otra parte, 

P(9)Zn) P(Zn)9)P(9) 

Por lo que 

oc 9v (l-9)n·Ye«-1o~elf3-1 1 (9). 
(0,1) 

PC9IZnl oc e«•Y-l(l-9)f3+n-Y·l 1 (9) 
(0,1) 

(10) 

(11) 

(12) 

Notar que el lado derecho de esta última expresión es el núcleo de una Beta de 
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párametros a:+Y, ¡!+n-Y y por esto P!91Zn) es una· Beta con estos paré.metros. Observe 

que 

P(Zn) 
r(a:+Y) r(l)+Y) n ( . ) 
------ TI I (X1) . 

r!a:+IJ+nl. 1 ~1 10,u ... · 
(13) 

Este ejemplo presenta un par de ·aspectos Interesantes .. P~lmero, se prueba que 

bajo muestreo Bernoulll con una Inicial Beta, la final. vuelve ·a· ser Beta. Por esta . . . 

razón, a la familia Beta se le denomina Conjugada para el muestreo Bernoulll. En 

general, toda familia paramétrlca que sea cerrada bajo la aplicación del Teorema de 

Bayes con respecto a una verosimilitud específica se le llama· Famt!la Conjugada para 

ese tipo de muestreo. 

n 

Segundo, P(9 I Zn) depende de la muestra únicamente a través de Y= [ X1. Esto 

1=1 

Implica, que en el sentido bayeslano, Y es suficiente para e. En general, si Tn es 

una estadística tal que P(0 IZn)=P(9 ITn) con 

P(9 I Tn) oc f(Tn l 9)P(9) (14) 

donde f(Tnl9) es la f.d.p.g. de Tn condicional a 9 entonces, Tn es una estadística 

suficiente para e. El concepto de suficiencia aquí expuesto es equivalente al 

concepto de suficiencia de Neyman-Pearson (De Groot (1970)). 

La idea de Familias Conjugadas tiene relevancia cuando esa familia 

distribuciones iniciales es suficientemente amplia como para que el decisor pueda 

expresar su Incertidumbre sobre e con un miembro de la familia. Hay una conexión 

directa entre familias conjugadas y suficiencia, ya que si existe una estadística 

suficiente de dimensión fija, siempre es posible construir una Familia Conjugada 

Paramétrica. Todos estos puntos se encuentran detallados en De Groot (1970), Berger 

(1985), Bernardo y Smith (1994). 

Con lo que se ha expuesto en esta sección, se puede notar que para tomar 

"Decisiones Estadísticas" a través del Principio de la Pérdida Esperada Mínima, hay 
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que determinar una función de pérdida L(d,9) que cuantifique adecuadamente las 

preferencias entre las consecuencias y especificar una dlstrlbucl6n Inicial P(9), que 

exprese el conocimiento Inicial sobre e. Con base en este principio y si no se 

Incorpora lnformacl6n muestra!, la decisión Optima se obtiene al minimizar Ep(L(d,9)) 

sobre :D. SI se usa la Información dada por Zn, es necesario usar Bayes para obtener 

P(9 I Zn) y después encontrar la decisión Optima al minimizar EP 
1 
Zn (L(d,9)) sobre V, 

donde EPIZn(L(d,9)) denota al valor esperado de L(d,9) respecto de P(91Zn). 

En problemas de estimación puntual V es el espacio parametral y en pruebas de 

hipótesis :D está formado por las hlp6tesls que se piensa contrastar. Además, 

usualmente es fácil determinar modelos interesantes para L(d,9) en problemas de 

estimación puntual y contraste de hipótesis. P(9) puede ser más difícil de precisar, 

aunque el concepto de conjugadas a veces resulta útil en este sentido. Más aún, 

según Diaconis e Ylvisaker (1985) la incertidumbre sobre 9 siempre se puede aproximar 

por una distrlbuci6n mezcla de conjugadas, aunque en la práctica su determinación 

puede complicarse. Parte de este trabajo está dedicada a proponer y estudiar el 

comportamiento de diferentes alternativas para L(d,9) y P(9) en el contexto del 

problema de contraste de hipótesis planteado en el capítulo l. 

A continuación se describen algunos ejemplos de estimación puntual y pruebas 

de hipótesis analizados como problemas de decisión. 

Ejemplo 11.2.2. 

En el contexto del ejemplo ll.2.1, suponga que se quiere estimar puntualmente 

el parámetro 9. En este caso :D =(0,1] y por facilidad de notación, e =(0,1]. 

Si se usa pérdida cuadrática, es decir si 

L(d,9) = k(d-9)2 con k > O, (15) 

la decisión de Bayes es aquella que minimiza 

(16) 
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sea cual sea ·la densidad p(9). 

Una simple cálculo permite probar que· la decisión de Bayes es 

con Ep(9) la media de la función de densidad p(e). 

El valor de Bayes resulta ser 

kEp(Ep(9)-9)2 =k Varp(9), 

con Varp(9) la varianza de p(9). 

y 

y 

Cuando, como en el ejemplo Il.2.1., P(B) es una Beta (a:,¡3), 

a: 

a:+/3 

k Varp(9) "' 
(a:+/3+ll(a:+/3)2 

ka:/3 

Si se usan datos y una inicial Beta, entonces 

a:+Y 
d· ----

a:+/3+n 

k(a:+Y)(/3+n-Yl 

(a:+/3+n+l)(a:+/3+nl2 

con VarPIZn(B) la varianza de la final P(91Zn). 

16 
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SI l.!d,9) •k jd-9j la solución de Bayes es la mediana de ~a distribución final 

o Inicial, dependiendo si se Incorporan o no datos (Consultar Berger (1985) o De 

Groot (1970)). En el caso Beta puede ser necesario usar tablas de Beta Incompleta 

para calcular la mediana de la Inicial o de la final. 

Ejemplo II.2.3. 

Nuevamente, en el mismo contexto del ejemplo 11.2.1, suponga que se quiere 

probar 

Ho:9= 9o vs. (23) 

con 9o < 91 y 9o, 91 los únicos. posibles valores que puede tomar el parámetro 

9. 

Ahora :V = {Ho,H!}, 9 = {90,91} y P(9) es cualquier densidad discreta en e. 
Supongamos P(9o) = w, P(01) = 1-n y que la pérdida vale O si se toma una decisión 

correcta y uno en caso contrario. Esto se sintetiza en la tabla que se presenta a 

continuación. 

TABLA DE PERDIDA 

e 
90 01 

:V :: 81E 
Usando la distribución Inicial, 

y 

17 

P(eol= n 

P(01)=l -x 

(24) 



(25) 

1 
De esto se concluye que Ho es Bayes cuando 1l > - y el valor de Bayes es 1-n. 

2 
1 

SI 1l < -, Ht es Bayes y el valor de Bayes es n. Con n • -, tanto Ho como Ht son 
2 2 

1 
decisiones de Bayes ambas con valor de Bayes Igual a -. 

2 

SI se quiere efectuar el contraste usando datos es necesario calcular P(eo 1 Zn) 

y P(e11 Zn), las probabilidades finales de cada una de las hipótesis; Por el Teorema 

de Bayes y como los datos tienen dlstrlbucl6n Bernou111 

n 

con Y= ¿x1 y 

l=I 

P(BolZn) 

P(Bt 1 Zn) = 1-P(Bo 1 Zn). 

Con la distribución ·final, 

y 

EPlzn(L(H1,e)) = P(9olZn). 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

1 
En consecuencia, con datos, Ho es Bayes sí y solo si P(Bo 1 Znl > - con valor de 

2 

1 
Bayes 1-P(9olZn). H1 es Bayes cuando P(BolZn) < - y su valor de Bayes es P(9olZn). 

2 

Finalmente, si P(eo 1 Zn) = -, Ho y H1 son decisiones de Pérdida Esperada Mínima con 
2 
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1 
valor de Bayes l¡ual a - . 

2 

Mediante un poco de é.lgebra es fé.cll verificar que Ho es Bayes cuando Y > Kn, 

H1 es Bayes si Y < Kn y tanto Ho como H1 son Bayes si Y • Kn con 

Kn • 
ln(n/<l-n>l+nln((l-81)/(l-Bo)) 

ln((BoCl-91))/(81(1-90))) 

Es decir, Ho se "rechaza" si Y > Kn con Kn una constante. 

declsl6n es similar al criterio clásico de Neyman-Pearson. 

Ejemplo ll.2.4. 

(30) 

Esta regla de 

Una vez más en la sltuacl6n del ejemplo 11.2.1, suponga que ahora se quiere 

probar 

(31) 

i, ~~ >.· '. 
Como en el ejemplo 11;2;3; V ;.{Ho;f11Y ~ro ~lu{ra;e ;,,(0,1). En todo momento se 

supone que la pérdida es del ·tipo; O ;'o J.; ~~ ,d~~ir; si se decide correctamente la 

pérdida vale cero y si no vale: \lrió: Lá · tabla siguiente expresa la pérdida en forma 

explícita. 

TABLA DE PERDIDA 

e 
0seo 9>9o 

n 0seo ~ 
0>90~ 

SI P(eseo) es la probabilidad Inicial y P(eseolZnl la probabilidad final de Ho 

respectivamente entonces, 

1-P(eseol, (32) 
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(33) 

EPIZnCLCHo,ell • 1-PCe:seolZnl (34) 

y 

(35) 

De estas expresiones se puede observar que Ho es Bayes, sin datos cuando 
1 1 

P(e:seo) 1:: - y que Ho es Bayes con datos si P(e:seo 1 Zn) 1:: -. Análogamente, HI es Bayes 
2 2 

1 
sin datos cuando P(e:seo) :s - y H1 es Bayes con datos si p(e:seo 1 Zn) :s -

2 2 
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11.3. TAMA~O DE MUESTRA 

Cuando un problema de Inferencia estadística se ha formulado como uno de 

decisión, la determinación del número óptimo de piezas experimentales se puede 

formular a su vez como un problema de decisión. 

Primero, se debe considerar la elección de un número n, el tama!lo de muestra, 

que puede ser cualquier entero no negativo. Después, aparece un elemento de 

Incertidumbre ya que se desconoce que Zn del conjunto de posibles muestras será 

observado. Finalmente, a la luz de Zn, se debe elegir óptimamente una opción 

d• e V, cuyas consecuencias están determinadas por el valor desconocido del parámetro 

e que pertenece a un espacio parametral e. En un problema de este tipo, la pérdida 

comúnmente depende de n, Zn, d y e y aquí se denotará por L(n,Zn,d,9). Mediante un 

diagrama de árbol, la situación se Ilustra esquemáticamente en la figura 11.3.1. 

e /L(n,Zn,d,6) 

~~ 
Zn/ ~ 

L(d,6) 

n= 

FIGURA 11.3.1 

ARBOL DE DECISION PARA EL PROBLEMA DE TAMARO DE MUESTRA 
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El árbol deja ver que el problema de tamal\o de muestra, visto como uno de 

decisión, presenta mé.s de un nodo de decisiones. Cualquier problema de decisión con 

esta estructura recibe el nombre de Problema de Declslón Secuencial. Otro aspecto 

que se puede observar de la figura 11.3. I es que para el caso n•O la pérdida sólo 

depende de d y 9. Esto porque la opción n•O equivale a tomar decisiones en V sin 

Incorporar Información muestra!. 

En resumen, los elementos que Intervienen en el problema de tamal\o de muestra 

visto como uno de decisión son: 

N el conjunto de los enteros no negativos cuyos elementos se van a denotar por 

n. 

. .. 

Zn el conjuhto 'cie posibles muestras de tamal\~ ~ con elementos denotados por Zn 

CZo =111) con· dlstrll>ii~ióri d~ndlC:lo~aÍ f(Zn 19). : _ ·2 Z > 

. o;)~:::; . 

:D el conjunto de decisiones definidas por el' prol:>Ierria · de .Inferencia~ 

-~~ .: >:}~'. ' 
e el espacio parametral con f.d.p.g Inicial P(9). 

fCZnlel la f.d.p.g. de la muestra Zn dado ei par'ání~tro 9. 

L(n,Zn,d,9) la pérdida que resulta de elegir el tamal\o de muestra n , observar 

Zn, decidirse por d y con e el verdadero valor del parámetro. 

L(O,Zo,d,9) =L(d,9). 

Por notación, 

En Bernardo y Smith (1994) se presenta y justifica la solución general de 

cualquier problema de decisión secuencial. Esta consiste en podar el árbol, de atrás 

hacia adelante, mediante el Principio de la Pérdida Esperada. En nuestro caso, esto 

Implica lo siguiente: 

Para n=O, determinar do• tal que 

(1) 
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Asignar como consecuencia a la decisión n•O el valor 

SI n > O, para cada Zn E Zn det~riri_ln_ai- '.<!·~ tal que 

""; •••,• V"•,,,-

con EPIZn(L(n,Zn,d,9)) el valor es~e;;ª?º C:)~ ,~;.LC~,:i;,,d,9) respecto de 

Considerar como consecuencia de la dec1~16ri ~->/o:; d~l ~uceso Zn la pérdida 
-~.''. •C ;'~,v.>:\"¡:·>:.Í;~~~ ,~:.'-: O O 

(2) 

(3) 

P(91Zn). 

(4) 

Efectuados estos pasos, el árbol ::~~';'í~· :~1~~ 11.3.l se reduce a un árbol con 

la estructura sencilla de problemas de: de~ls!Ón·. descrita en la sección 11. l de este 

trabajo. Ver figura 11.3.2. 

L. (n,Zn) 

L. (O) 

FIGURA 11,3,2 

ARBDL DE DECISION SIMPLIFICADO. PROBLEMA DE TAMAflO DE MUESTRA 
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Ahora, la solución al problema_ consiste en _buscar_ n• _ > O tal que 

(5) 

con EPn(L•(n,Znll el valor '~sp~raclo ,,d~: Lª(n,Zn) respecto de la f.d.p.g. P(Znl y 

comparar _ Lª(n) con Lª(O). SI Lª(O) :s L(n•) el tamaf\o óptimo es no • O. -y_ si 

L(n•) < Lª(O) el tamaflo óptimo es no • n•. Elegido no y obtenida la muestra Zno la 

decisión óptima en V es dª zno SI no • O, la decisión óptima en V es do•. 

Comúnmente se supone que la pérdida L(n,Zn,d,9) es Igual a la suma de una 

pérdida que sólo depende de d y 9 más el costo de muestrear n piezas de Información y 

observar Zn. Esto es, 

L(n,Zn,d,9) = L(d,9) + C(n,Zn) (6) 

con C(n,Znl la función de costo que-_ se debe expresar en las_ mismas unidades de L(d,9) 

y tal que C(O,Zol=O. Con este supuesto, él• satisface 
Zn. 

(7) 

(8) 

y 

E (L•(n,Znll = LªCnl + E (C(n,Znll 
Pn .. ·- Pn 

(9) 

con 

(IO) 

En De Groot (1970), Lª(n) recibe el nombre de Rlesgo de Bayes que será el 

término con que se designará esta función de n a lo largo de este trabajo. 

EPn(C(n,Znll es el costo esperado para una muestra de tamal\o n. 
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En la pré.ctlca, es dificil especificar la función de costo en las mismas 

unidades de L(d,9). En estos casos el uso directo del Riesgo de Bayes parece una 

alternativa razonable para evaluar el tamal\o de muestra. En el siguiente capítulo se 

estudia el uso de L•(n) para evaluar el tamal\o de muestra en el contexto del 

contraste de hipótesis planteado en el Capítulo l. A continuación un ejemplo. 

Ejemplo II.3.1. (Continuación Ejemplo II.2.2.) 

Suponga que además de estimar 9 se desea evaluar el tamallo de .muestra .óptimo 

para efectuar la estimación.· Se considera adecuado pensar que la función dé costo 

sea proporcional al tamafto de muestra, es decir, C(n,Znl=cn con c· > O. 

Notar que 

L(n,Zn,d,9) = k(d-9)2 + en 

expresión que también vale para n = O. 

Con una inicial Beta (o:,(3), 

n 

con Y =IX• y 

l=I 

L•(n,Zn) 

dº 
Zn 

tt+Y 

tt+fl+n 

k(cx+Y)(cx+n-Y) 

(cx+(3+n+l)(cx+(3+n)2 
+ en. 

(11) 

(12) 

(13) 

Como Y dado e tiene distribución Binomial (n,9) y puesto que la esperanza de 

la esperanza condicional es la esperanza no condicional, resulta que 

y 

°' E (Y) = E (ne) = n -
Y P cx+ll 
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na na(a+l) n2a(a+l) 

(a+¡3+l)(a+¡3) + (a+¡3+l)(a+¡3) ' 
(IS) 

a+¡3 

con EY(Y) y EY(Y2
) Iguales al primer y segundo momento de la f,d.p.g. P(Y). De las 

últimas tres ecuaciones, se tiene que para toda n e N 

y 

k!X¡3 
L•(n) = --------­

(o:+¡3+1)(a+¡3)(a+¡3+n) 
(16) 

(17) 

De esta forma, es posible encontrar ·explícitamente no (el tamal\o óptimo), 

extendiendo a toda n en los reales, derivando E . (l..•(ri,Zn)) e Igualando a cero. 
Pn. 

y que 

cuando 

Es fácil probar que 

8 E (L•(n,Znll 
Pn 

Bn 

-ko:¡3 
~------- + c, 
(o:+¡3+l)(a+¡3)(a+¡3+n)2 

8 E (L•(n,Znll 
Pn 

o 
Bn 

n = (o:+¡3). 

(18) 

(19) 

(20) 

SI este punto crítico se denota por ne, se buscan dos enteros consecutivos 
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entre los que se encuentre ne y no es el entero, . entre los. dos. consecutivos, con 

~enor p~rdlda esperada. El lector puede verlflcar que_ n~: es un .mínimo ya que la 

segunda derivada parcial de EPn(L•(n,Zn)) respecto de n .es~mayor que cero para todo 

número n. 

Es Interesante notar que en el ejemplo 11;:) .. 1;:: L~(n) es una función monótona 

decreciente en n y acotada lnferlormente por cer'o; ••Normalmente L•(n) es monótona 

decreciente en n y tiene una cota inferior,. el. Valor Esperado de la Informaclón 

Perfecta que se define a continuación. 

DEFINJCION 11.3.1. Sea (2),9,P,L) un problema de decisión. Sea 9 un espacio 

parametral con f.d.p.g. Inicial P(0). Si para toda d e 2), L(d,0) tiene un mínimo en 

0 y la función LM(d,0) = mln2) L(d,0) es integrable respecto de la distribución 

asociada con P(0), el Valor Esperado de la Informaclón Perfecta, denotado por e, se 

define como 

e (21) 

La función LM(d,0) es la pérdida que se obtendría si el declsor supiera con 

certeza cuál es el verdadero valor del parámetro 0. Por esto, LM(d,0) es la pérdida 

por lnformaclón perfecta y de ah! que a e se le denomine Valor Esperado de la 

Información Perfecta. 

TEOREMA II.3.1. Sea (2),9,P,Ll un problema de decisión con 9 un espacio parametral. SI 

C e R , L(d,0) no depende de Zn y para todo n e ti, existe L•(n), entonces 

e :s L•(n). (22) 

Demostración. 
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Por la definición Il.3.1, 

L.,.Cd,9) :s LCd,9), V d E !l. (23) 

Entonces, 

V d E !l. (24) 

En consecuencia, 

(25) 

y por tanto, 

(26) 

Pero, 

(27) 

con EZn CL.,. (d,9)) Igual al valor esperado de L
1
/d,9) respecto de P(Zn 19). 

Como L(d,9) no depende de Zn, 

(28) 

De las dos últimas ecuaciones, se desprende que 

(29) 

Con (26) y (29), se obtiene la conclusión del Teorema.• 

Bernardo y Smlth (1994) presentan análogos a la Deflnici6n ll.3.1 y al Teorema 
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11.3.1 en un contexto de Teoría de Decls16n en general. Para los fines de este 

trabajo s61o es de lnter~s la deflnlcl6n de Información perfecta y la desigualdad del 

Teorema 11.3.1, cuando 8 es un espacio parametral. 

TEOREMA 11.3.2. Bajo las condiciones del Teorema 11.3.1 y bajo el supuesto de que Zn 

es un vector de variables aleatorias Independientes (v.a.I.) dado 9, 

(30) 

para toda n e tt 

Demostración. (Por claridad, llnlcamente. se presenta la demostración para el caso 9 

continuo y Zn un vector de variables aleatorias 'continuas.) 

Por definición, 

L•(n) = J P(Zn) [ lll1n:o,•JLé~,9)P(~ 1 Zn)de] dZn 
Zn . , e·. . . · 

= J [mtnvJ LCd:~lPCelZ~lPC~n)cle]dZn. 
Zn ·.e· . .. 

Como para todo 9 E 8, 

J f(Xn+1leldXn+1 

Xn+I 

1, 

L•(n) = J [mln:O J L(d,9)P(91Zn)P(Zn) ( J f(Xn+il9)c1Xn+i.) de]dZn 

Zn 8 Xn+I 

= J [mtn:O J J L(d,9)P(9 IZnlP(Zn)f(Xn+1 l9)dXn+1de]dzn. 

Zn 8 Xn+l 

Se sabe que 
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P(9 J ZnlPCZnl • f(Zn J 9)P(9) (34) 

y como X1,X2, ... Xn,Xn+1 s-on Independientes dado e •. entonces 

P(9 JZn)P(Zn)f(Xn+1J9) ,. f(Zn+1 l9)P(9) o: P(9 IZn+1)P(Zn+1). (35) 

De esta forma, 

L•(n) • J [mln:oJ J L(d~en:.ce.1z~+1lPCZn+1)dXn+1de]clzn. 
Zn.. . e !rn+t. . 

.. ·-· ·-; 

= J[mln:oc,jy~c~ll+l>[J;y~,elPCBJZn~ilde]dXn+.]dzn. 
Zn •· ~· ::rn+1-·c' ·s::/9\~ ;··.-. . 

(36) 

Por otro lado, para toda d e :O 

J L(d,9)P(9 J Zn+1)d9 2: mln:D J L(d,9)P(9 J Zn+1)d~. (37) 

e e 

Si esta desigualdad se multiplica por P(Zn+1) y después se integra respecto de 

Xn+1, se obtiene que 

mln :O J P(Zn+1)[J L(d,9)P(9IZn+t)de]dXn+t 2: 

!rn+I 9 

J P(Zn+I) [ mln2) J L(d,9)P(9 J Zn+t)d9] dXn+I. (38) 

!rn+I 9 

Al integrar ambos lados de la última desigualdad obtenida respecto de Zn, se 

llega a que 
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; 

) 

) 

J [mln :O J P(Zn+1)[J L(d,9)P(9(Zn+1lde]dXn+1] dZn t: 

Zn Xn+I e 

J J P(Zn+1) [ mlnv J L(d,9)P(9 ( Zn+1)de] dXn+t dZn. (39) 

Zn Xn+I e . ., 

Notar que el lado derecho de (39) es lglial a. L•(n+l). ·eon (36) y (39) se 

obtiene la conclusión del teorema.• 

La Importancia de los teoremas Il.3.1 y ll.3.2 será notoria en el siguiente 

capítulo, donde se propone un procedimiento para evaluar el tamal\o de muestra usando 

el Riesgo de Bayes L•(n). 
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CAPITULO 111 

PLANTEAMIENTO BA YESIANO DEL PROBLEMA ORIGINAL 

INTRODUCCION 

El problema de contraste de tres hipótesis, expuesto en el capítulo I, se 

formula como problema de decisión. Se proponen distribuciones Iniciales y funciones 

de pérdida útiles para efectuar el contraste. Para las Iniciales, se calculan las 

correspondientes distribuciones finales y para las pérdidas se obtienen expresiones 

para la pérdida esperada con algunas de las Iniciales y finales propuestas. Se 

define un método de evaluación de tama!\o de muestra a través del Riesgo de Bayes y se 

Implementa al problema de contraste de tres hipótesis. 

111.1.-EL CONTRASTE DE HIPOTESIS 

Recordemos que el problema de clasificación de semillas planteado en el 

Capítulo l se convierte en el de contrastar el juego de hipótesis 

H1: e e 9 1 i=l,2,3 (1) 

en donde 81 = [0,91), 9z = [91,02) y 93 = (92,l), constituyen una partición del 

espacio parametral 9 = [0,1) y 9 es ei. p~ámetro de una distribución Bernoulli. Las 

observaciones del vector Zn conforman una muestra de variables aleatorias 

independientes e Idénticamente distríbuidas según el modelo Bernoulll, a menos que se 

Indique otra cosa. Con esto, 

f(Znl9l (2) 

n 

y Y= [x1. 
l=l 
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) 

Por lo discutido en el capítulo 11, ~ste problema de contraste de hipótesis se 

puede formular como uno de decisión en donde 2) • {d1,dz,d3}, con d1 la decisión de 

que H1 es cierta, dz la decisión de que Hz es cierta y d3 la decisión de que H3 es 

cierta. 9 está representado_ por el Intervalo (0,1) y la p6rdlda, en general, es de la 

forma L(d1,9) con 1 • 1,2,3 y 9 E (0,1]. 

Con la Inicial. P(9),. la soluclón · al problema consiste en. evaluar 

1 .. 1,2,3 (3) 

y elegir d¡ si 

LJ :S L1 1 = 1,2,3. (4) 

Disponible - lá. muestra. Zn, la solución·· al problema consiste en calcular 

P(9 I Zn), evaluar 

1,2,3 (5) 

y elegir d¡ si ocurre que 

1,2,3. (6) 
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111.2.-DISTRIBUCIONES INICIALES Y FINALES 

Cuando en un problema de decisión estadístico ".l espacio de, sucesos Inciertos 

está representado por el Intervalo (0,1) y las -observáclones son una muestra 

aleatoria de variables Bernoulll través de: un 

miembro de la familia '§' con 

'§' = {Il(B); (1) 

La razón de esto es que :11'- ofrece __ varias :po~ít.ÚcÍ,~d~s -.para' expresar.' el -_conocimiento -

Inicial. Cómo se demostró en el ejelllpl~ - 11.Í.l, if _,es tina familia p00-amétrlca 

conjugada. 

La famÜla de las Betas gen~rá tres modelos que Sf'. pue~e~ considerar 

la clase de distribuciones Iniciales no lnj'ormat!v~ o de referencia 

(1979)). La distribución uniforme en el (0,1) .definida por 

P(B) 1 (9), 
-lo,11 -

la distribución de Jeffreys definida po_~ la ecuación 

1 1 · 
P(el - BeC'-; -) 

- 2 2 

y la distribución de referencia LCmlte de Conjugadas definida por la expresión 

dentro de 

(Bernardo 

(2) 

(3) 

(4) 

La uniforme resulta ser la densidad que maximiza la entropía sobre el conjunto 

de todas las funciones de densidad en el [ 0,1) con distribución continua (Bernardo 

(1979)) y aunque satisface el Principio de Indiferencia no es invariante ante 

reparametrlzaclones (Box y Tlao (1973)). Por el ejemplo 11.2.1, la final, cuando se 
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usa una Inicial uniforme, resulta ser una Beta de parámetros 1 + Y y n -Y +l. 

La distribución de Jeffreys es la que maximiza la Información esperada 

faltante y es Invariante ante reparametrlzaclones (Bernardo (1979)). Nuevamente, por 

el ejemplo 11.2.l, la final, cuando se usa la Inicial de Jeffreys es una Beta de 
1 

parámetros - + Y y n -Y + 
2 2 

En general, la distribución de referencia límite de conjugadas se determina 

buscando aquella Inicial tal que los parámetros de su correspondiente final sólo 

dependan del tamaf\o de muestra y de los datos (De Groot (1970)). Con una Inicial 

Beta («,#3) y con el supuesto de que las observaciones son Bernoulll, esto equivale a 

hacer que los valores de « y 13 sean Iguales a cero. De aquí que la Inicial límite de 

conjugadas en el problema Bernoulll-Beta sea e-1(1-ef1 
• Es conveniente notar que 

dicha Inicial no define una f.d.p.g. ya que 

... (5) 

Es decir, la distribución Inicial no ,Informativa límite de conjugadas, resulta ser 

una distribución Impropia. Por slmpl.e sustitución en el Teorema de Bayes, la final 

que se obtiene al usar la Inicial límite de. conjugadas es una Beta de parámetros Y y 

n-Y que también puede ser Impropia. Cuando se utiliza una Inicial impropia, ésta se 

considera como una aproximación a . una situación real en la que se tiene poca 

información inicial. 

Alternativamente, para el problema de prueba de hipótesis planteado se puede, 

definir la Inicial de la siguiente manera. 

Sea ,P(9) = 1 si y solo si e e 81, con 1 = 1,2,3. Para expresar el 

conocimiento Inicial sobre .P es necesario determinar fü, T12, Tl3, con Tl1 + T12 + Tl3 = 1 

tales que 

P(,P -= 1) = Tll, l "' 1,2,3 (6) 
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donde 

Por Bayes, la probabilidad final· de que ; · • 1 ·se ·obtiene por la relación 

PI; • 11 Znl °' f(Zn !; • llP!; • 1), 

f!Znl; • ll • Jf<Znl9lP!el; • llde. 
81 

1 - 1,2,3 (7) 

(8) 

Esta última Integral requiere de la especlflcacl6n de _P(9 I; "' 0, la f.d.p.g. Inicial 

de e dado ; "' 1, 1 .. 1,2,3. Dadas P(; = 1) y PCB I; =. 1) resulta· que 

3 

P(B) "' [P!BI;= l)p(; .. 1). 

Mendoza (1993) propone definir .. 

que da lugar a la inicial 

donde 

Con r = O 

r l!: O, 

c1 = J e-•u-er'de. 

81 

rr1 rr2 IT3 

1 = 1,2,3 

P(e) = - 1 (9) + -- 1 (9) + -- 1 (9). 
91 81 (82-81) 82 (l-92) 83 
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Esta función de densidad es propia, se muestra ¡raflcamente en la figura Ill.2.1. 

(íll • nz • n3 • ;· 91 •• 4, 92 •. 75) y se denotará por ucm,nz,n3J, 

1.43 

P(8) 

1 .33 

1.23 

1.13 

1.03 

.93 

.83 

o 0.4 0.75 

e 

F'IGURA 11!.2.I 

1 
INICIAL U(n1,nz,n3), íll = n2 = n3 = -, 91 = .4 Y 92 .75 

3 
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SI r la densidad aparece en la figura 111.2.2 ("1 • TTz • TT3 • -, 81 • .4, 
2 3 

92 •• 75). 

4 

P(e) 

3 

2 

o 

o 0.4 0.75 

e 
FIGURA 111.2.1 

INICIAL (JI), r -, TTJ = TTz = TT3 = -, 01 =.4, 82 =.75 
2 3 

SI P(B) es la Inicial de (U) y Zn es una muestra aleatoria de observaciones 
Bernoulll (9), 
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n 

r 1: o, Y• [x1. 
l•I 

cuando PCel ..;· ucnó12,ÍJ3) e/'~<·()¡,; 
. ·,_ ,, . 

Si 

~ ,: : '.;': '. : : 
<ni .. ; ...• · 

P(e I Znl "' - •Be(Y+l,n".'Y+l)l (8) 
_81"'. , '•e 81 

n2 
+ -·-· -· . Be(Y+l,n-Y+l)I (0) + 
-·· le2-e1l · -. · ' ez 

U3. 
--Be(Y+l,n-Y+lll .· (8) • 

. (l-82) . - 83 

ni .. ~. . 
µ • - (B1(Y+l,n-Y+!)) + --· -(B2(Y+l,n-Y+ll-B1(Y+l,n-Y+l)) 

81 (82-81) 

81 

U3 . ... . 
. + -- (1-B2(Y+l,n-Y+l)), 

Cl-e2J 

con B1(cx,j3) J Be(cx,13) de, 1 

o 

1,2 y se define, a M(el como 

M(el - I <el + -- 1 <el + -- 1 (0) , 1 (ni n2 U3 ) 
µ 01 81 Cez-01) 82 U-ez) 83 

la final que corresponde a la inicial U(lh,Uz,U3) es 

PCelZn) =Miel Be (Y+l,n-Y+l). 
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Gr6.flcamente, esta función de densidad se presenta en la figura 111.2.3 para 

n • 20, 01 •,4 02 •.75 Y • 4 y ni • n2 • Il3 • 
3 

P(e) 

3 

o 0.4 0.75 

9 

FIGURA Il!.2.3 

FINAL PARA LA INICIAL U(ni,nz,Il3) 

91 = .4, ez = . 75, ni = nz = Il3 = ;· n = 20, y =4 

La ecuación (11) define una familia de Iniciales útil para el problema de 

contraste de hipótesis discutido. SI m = 112 = 113 = -, la Inicial mencionada resulta 
3 

ser una Inicial no Informativa sobre el parámetro tf>. 
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Esta sección presentó alternativas para modelar el conocimiento Inicial sobre 

e, el parámetro de una variable aleatoria Bernoulll cuando se desea resolver el 

problema de contraste definido en la sección anterior. Las Iniciales propuestas 

pueden modelar la Incertidumbre de muchos declsores aunque estas distribuciones no 

son exhaustivas, es decir, no se afirma que todo declsor sea capaz de expresar su 

conocimiento Inicial con alguna P(8) aquí expuesta. 
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111.3.• FUNCIONES DE PERDIDA 

Algunas posibles funciones de pérdida para el problema de contraste son: 

Pérdlda 0-K. Esta pérdida se define como 

L(d1,0l • k1U -1 (0)), 
81 

kl > º· 1 .. 1,2,3 (1) 

y es del tipo "todo o nada" ya que.·· un. acierto al decidirse. por d1 produce pérdida 

cero y un error, pérdida k1. 

Gráficamente, para .k1 ;,,l; 1 1,2,3, 01 =· .4 y 02 .75, la pérdida aparece en 

la figura 111.:d; · 

L(d,.Q L(d • .9) ... 
... '·' 

o.o •0.1 

•0,1~---~-~ •. ~.--~-.-... ~--~ •O.•~--~-~ •. ~.--~-.-,,-,~-~-

L(d,,9) 

... 

... 
····~--~-~~-~--~--~ 0,4 O.TI 

FIGURA UI.3.1 

PERDIDA 0-K, Kl = kz = k3 = 1, 91 = .4, 92 = .75 
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S1 p(e) es cualquier f.d.p.g sobre [0,11 y se utlllza la pérdida 0-K resulta 

que 

Ep(L(d1,e)) • kl (1 -Pr(e E 81)), 1 •1,2,3 (2) 

donde Pr(e E 81) es la probabllldad de ·que. e. pertenezca: a .8i, calculada con p(e). Se 

concluye que la solución por pérdida esper~d~ iriínÍin~ se obtl~neal d~termlnar di que 

maximice Pr(e E 91). 

Cuando P(9) "' Be (o:,#!), , •· 

E CLCd1,en =o 1úu .-si(o:it3ll; 
p .... 

(3) 

' ·:· ¡-· . o-.: ~ ··' ·~::=:' 

EPCLcd;,~)<;.· Jé2(f'.;:<Bzc«.~> -81(0:,~))) (4) 

y 

E (L(d3,9)):;;, k:l(Bz(ÍX,~)), 
P,-.. : .• •,<•{ ::-· : 

(5) 

con 81(0:,~) y Bz(o:,~) defi~ld~~ c~'rn~< 9.Jli~s ... 

Si PCe (Zn) es la:: :fi~:~¡ ::~ue .·corresponde a una Inicial Be (o:,~l. EPI zn(L(d1,e)), 

1,2,3, se obtiene con las tres ecuaciones anteriores sustituyendo o: y ~ por « + Y 
n 

y ~ + n -Y respectivamente y Y l XI. 

l=l 

Cuando se usa como inicial la dlstr!bucl6n límite de conjugadas no tiene 

sentido evaluar la pérdida esperada sin datos. SI los parámetros que corresponden a 

la final de la distribución límite son positivos, la pérdida esperada se obtiene 

sustituyendo en las ecuaciones (3)-(5) o: y ~ por Y y n - Y. 

SI P(9) = U(ílt,Il2,TI3), que resulta ser la Inicial que distribuye uniformemente 

la probabllldad TI! sobre 81, entonces 

l =1,2,3. (6) 
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Cuando P(91Zn) es la final que corresponde a la Inicial U(JT1,n2,n3) se puede 

verificar que 

.n2: : ·. 
EPI zn(L(d2,9)) = kz(l - <µ

192
_

911
l<Bz(Y+l¡n-Y+l) - B1(Y+l,n-Y+lll ), 

Il3 
E JZn(L(d3,9)) = k3(L-(--·-· )(l;.; B2(Y+l;n-Y+l)), 

p . . . ' µ(1-92) . 

con µ la probabilidad ponderada definida en la . sección anterior. 

Pérdida L!neal. Esta pérdida . se· define: como 

L(d1,01 = k11C0 -91)(1 - 1 181 1, 
81. 

L(d2,0l = k21(01 -0)1 (9) + k22(9 -02)1 (9), 
81 83 

L(d3,9) = k31(82 -9)(1 -1 (9)). 
83 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

Gráficamente para k1¡ = 1, 91 = .4 y 92 = .75, la pérdida aparece en la figura 

111.3.2. 

44 



o.o 

o.o 

º·' 
o.o 

º·' 
o, 

o. 

º" 

o. 0.76 

t"IGURA IIJ.3.2 

PERDIDA LINEAL klJ "' 1, 81 "' .4, 82 , 75 

SI p(0) es cualquier f.d.p.g de probabllldad sobre el (0,1] y se utiliza. la 

pérdida lineal, entonces 

Ep(L(d1,8)) 

Ep(L(d2,8)) 

01 

ku ( Ep(8) - J 8 p(8)d8 -81(l-PrC0 E 81)) ) 

o 

81 

k21(01PrC0 e 81) - J 0 p(0)d8 ) 

o 

45 

1 

+ k22( J 8 p{0)d8 - 02PrC0 e 83))) 

02 

(13) 

(14) 



1 

Ep(L(d3,9)) - k31 (ez(l '."Pde •E, 93)) - Ep(9) + Je p(9)d9 ) . (IS) 

92 
' ' 

En particular'/ c~a~do;P(B) ~B~(.X;13¡, 
······' ,, .. ,,.··,-.·, .· ,. -

(16) 

(17) 

: . ' ·- ·~ : 

EP(L(d3,9)) = k~I Í flZ(Il;(.X;13\¡ '.~ ex <.}«'".·.U "'. ~z.C~+l,13)) l ,, '«+13 «+13' , .. ·.· 
(18) 

de; 

·.a, 

- . - ,,_ 

Nuevamente, si P(e(Znl .. · •. es la :'.final que corresponde a una Inicial Beta (cx,13), 

EP(Zn(L(d1,ell; 1 =1,2,3, se ob~!.e.ij7 'con las tres '1ltimas ecuaciones al sustituir ex y 

13 por ex + Y y 13 + ·n -Y. 'e()¡, la .. final correspondiente a la distribución inicial 

límite de conjugadas, la pé.~dicla· esperada se obtiene al cambiar ex y 13 en las mismas 

tres ecuaciones (16.,;18) por.,Y y• n -Y,. siempre que estos parámetros sean mayores a 

cero. 

Si P(9) U(Til,U2,Il3) entonces · 

EP(L(d1,e)) = kn ( ; ((2Til+Il2-2)91 + (Il2+Il3)92 + Il3) ) (19) 

( 
91fü ) ( Il3(1 -92) ) kz1 - + kzz 

2 2 
(20) 

EP(L(d3,9)) ( 
2Ili+Il2 Til+Il2 ) 

k31 (-2-)92 - (-2-)9¡ . (21) 

46 



Cuando P(BIZnl es la final que corresponde a la Inicial U!íll,n2,n°3) y µ definida 

anteriormente, se tiene que 

· .. Y+Í · ·:·n2 . . : 
EPIZn(L(d1,B)) • ku[·--·· [ ~( ~~(Y~2.,n-Y+l) -Bl(Y+2,~-"!'+ll l 

µ(n+zl • (ez _eil < ; > ·· .. ·.··. 

··~···. 11~:~111j~2<~·~;n;H1)1:;] .. ~ei c1 '\~n;1 cs11Y+1,n-Y+ú11·•]. 
•,'• ...... :.. ... <·'. ::):·,:··' < ?f.~: :;~ •:, ' >/ ;; ·.·• 

n1 ;: ·;; :.:·~ i.•, d.-· q•m1;i1l~· /.·. . · ·.. · 
Ep 1 Zn (L(d2,8)) = kz1 [·;µ:CB1(J~~:~~~tlw•::,l~(~1)(~+2?(B~(Y+2,n-Y+l))] 

· . . n3CY+tl / ('y.· '• > .•· .· 
+ ·k22f. .. . . . (1 :::B2(Y ... •.2 .• ,n .. :-Y+l)) · L,µU-e2)(n+2l• • ·· ·: •·· · 

-82(1 -(:) [·<·ni~2~(TI!+TI2.1ª. 1)(B1(Y+l,n-Y+l) + 2:_. ·1e2(Y+l,n-Y+lll] ]· 
µ 91(82-81) (82-.81) ' . 

[ 
e2 [ ma2-m1+nzle1 . n2 . . : 

E IZn(L(d3,9)) = k31 ,,-- · (B1(Y+l,n-Y+lll + ---·(B2(Y+l,n-Y+l))] 
P µ a1<e2-a11 (a2-a1l 

1 [ n2CY+ll (TI!e2-Cni+n2le1)(Y+ll · . 
- - (B2(Y+2,n-Y+l)) + (B1(Y+2,n-Y+lll.] .] . 

. µ (a2-e1lCn+2) a1(e2-e1Hn+2l · 

PérdLda Cuadrática. Esta pérdida se define como 

L(d1,e) = C1(8-B1)(8+81ll (9), 
e 

L(d2,el = C2(a-e1lCe-ezll Cal, 
e 
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111.3.3. 

L(dJ,9) • C3(9-92)(9+92-2)1 (9). (27) 
e 

C1 > O 1 • 1,2,3. 

Para 91 -= .4, · 92 = . 75, CI -=1 . con .1 =1,2,3, la· pérdida· se inuestra en la figura 

L(d,,O) 

o.3e 

o o 
o" 

o o 

o.• O.UI 

0.2 

oº' 

·0.2 ~--~--~o.-,---'---o.-,.-'---u·O.o• W...---'---~-~--~--......:1 
O.• 0.18 

L(d,,O) 

'·' 
o.o 

0.1 

o .• 

FIGURA lll,3.3 

PERDIDA CUADRATJCA, C1=C2=C3=l, 91 

o •• 

.4, 92 .75 

SI p(9) es cualquier f.d.p.g. en el intervalo [O,l) y se utiliza una pérdida 

cuadrática, entonces 
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(28) 

Ep(L(d2,9)) • C2(Ep(92) -(91+82)Ep(9) + 9182), (29) 

2 . ' ·2 
Ep(L(d3,9)) • C3 (Ep(9 ) -2Ep(9) + 292 -92 ), (30) 

De estas ecuaciones, se tiene que para determinar la pl!!rdlda esperada con 

Pérdida Cuadrática sólo es necesario calcular : Ep(92) y Ep(9), primer y segundo 

momentos de p(9), respectivamente. 

Para evaluar la pérdida esperada cuando la· Inicial es P(9) = Be(oc,¡:J), basta 

recordar que 

°' (31) 
oc+l'I 

y 

oc(oc+l) 
(32) 

(oc+¡:J+lHoc+l'J)' 

Los primer y segundo momentos de la final cuando la Inicial es· Beta (oc,¡:J) se calculan 

con las dos últimas ecuaciones sustltuy~ndo oc por oc + Y y. 13 por ¡:¡ + n -Y. 

Por otra parte, si la Inicial P(el 

EP(e) = ; ( (lll+!T2)81 + (lll+ll3)92 + ll3 ) (33) 

y 

(34) 

Cuando PC9 I Znl es la final de una inicial U(ll1,ll2,ll3), 

1 [ (1T102-(ll1+1T2)01)(Y+l) 
E I (9) = - (81(Y+2,n-Y+l)) + 

P Zn µ 91(02-81)(n+2) 
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con µ, de 

<nz-Cnz+íl3Je2+n3e1JIY+ll. íl3(Y+ll ] 
. (Bz(Y+2,n-Y+l)) + 

(e2-e1HJ-ez)(n+2) . (l-ez)(n+2) 

• .: (. cnie2:-cm~IT2Je1>cv¡1Hv+2> 
µ · · .. s.1ce2-~1>.C?+2Hn+3l •. •··· 

1(Y+3;n-Y+l)) + 

cn2.,.cnz+n3J~2;~3éiJi~+1Jc~+2i •..• . · . ·.· 
· .. · · · · . . . · · ·· (8z(Y+3,n-Y+l)) 
(92•S1lCl-9z)(n+2)(n+3) ·· ··· · · · · 

· íl3(Y+l)(Y+2) ] 

+ (l-9z)(n+2)(n+3) 

nuevo, :1~'~r~d~1iid~~ ;pondet~a d~flnlda en Ja sección anterior 
<·, .". 

-··~· 

(35) 

(36) 

Dtvergel"lcia :i.;,garétmtck ·Existe ·una cantidad Importante de literatura (Shannon 

(1948), Llndley (1956); Lee (1964), Good (1966), Bernardo 11979), Gutlérrez-Pel'la 

(1992) y Rueda (1992) entre otros l que apoya el uso de la divergencia logarítmica 

como una medida de la discrepancia entre modelos de probabilidad. Si p(xl y q(x) son 

f.d.p.g con soporte comlln, entonces la divergencia logarítmica o discrepancia del 

modelo q respecto del modelo p está dada por 

J ( p(x) ) 
ó(p,q) = p(x)log -- dx. 

q(xl 
(37) 

SI f(Xlel es una densidad BernoulJI de parámetro desconocido e y e es un valor 

particular de . e que satisface alguna. restricción; entonces la divergencia logarítmica 

de e con respecto de.e es 

1· 

ó(S,9) L f!Xlel log ( f!Xl~l ) 

X=O f(Xl9J 

=9 Iog( ~ ) + u-el log ( u-~J ). 
e 11-eJ 

(38) 

Más alln, la discrepancia de un conjunto de valores de 9, 81, respecto del verdadero 

valor 9 se puede evaluar con 

so 



; 

c5(e,e1) • ~ log( ~) +U-el log ( (1-~l) 
e1 (l-e1) 

(39) 

donde e1 es un valor que· se selecciona entre los valores que pertenecen a 81. 

Con ésto, la pérdida basada en la divergencia logarítmica para el problema de 

contraste de tres hipótesis que aquí se trata, se define como 

L(d1,el = A c5(e,e1) + B, 1 = 1,2,3. A > O (40) 

Para un e fijo, el puede ser s:.elecclonado como el valor que minimiza c5(e,e1) 

en 81. Sin embargo, e es desconocido y entonces, la selección de el se debe formular 

como un problema de decisión bajo incertidumbre donde la pérdida puede ser la misma 

discrepancia entre e y el. Si p(e) es una f.d.p.g. que describe el conocimiento 

sobre e y de acuerdo al Principio de la Pérdida Esperada Mínima, e1 es tal que 

- -o•(e1) = mln91 o•tel, 1 = 1,2,3 (41) 

donde 

o•tel = Ep(c5(e,ell 

= Ep(e log el - log(e)Ep(el + Ep((l-ellog(l-e)) - log(l-e)Ep(l-e). (42) 

es la discrepancia esperada entre e y e respecto de p(e). 

Es fácil verificar que el mínimo sin restricciones de o•(e) se alcanza en 

e Ep(e), la media de p(e). En consecuencia, y recordando la estructura de 01, ez y 

03, tenemos que 

el 
{ 

Ep(e) 

el 

si Ep(e) :s el 

si Ep(e) > el 
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{ 91 
si Ep(9) < 91 

92 Ep(9) si 91 s Ep(9) s 92 

92 si Ep(ÍI) > 92 

93 { 92 si Ep(ÍI) < 92 

• Ep(9) si Ep(9) 1:: 92 

Gráflcamente con A "' !, B = O, 91 ., .4, 9z = .75 y EP(9) -= .5, la 

la divergencia logarítmica aparece en la figura 111.3.4. 

L(ct~·•J 

08 

03 

04 0.75 

FIGURA 111.3.4 

PERDIDA DE LA DIVERGENCIA LOGARITMICA, A = !, B 
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º· 91 .4, 92 .75 

(44) 

(45) 

de 



Con todo esto, se puede concluir que si p(9) es cualquier f.d.p.g. en el 

(0,1), 

Ep(L(d1,9)) •.A D0 (91) .¡. B; 1 •1;2,3, (46) 

91 los representantes de clase defl~ldos·e"n' Í~[)cuaclone~(43)-(45). 
Cuando se utiliza la . lnlda:i :·¡::·(~1·' .. B~ (~.m y la p6r:dlda de discrepancia 

logarítlmlca, entonces 
; '-.' :·:.~";..-- ~-- . 

IX 
E (L(d1,9)) .. A ( -(t/J(IX+ll -log(91)) +. 

p IX+~ 

~ . 
-(t/J(~+ll -logU -01)) - t/J(IX+~+ll ) + B, 
IX+~ 

donde t/J(.) es la función Digamma. 

1 =1,2,3 

La ecuación anterior se obtiene al recordar que con una Beta (IX,m 

IX 
( t/J(1X+l) - t/J(IX+~+l) ), 

IX+~ 

~ 
E <U-9llogU-9ll = - ( t/J(~+ll - t/J(IX+~+ll l 

p IX+~ 

y de sustituir estas expresiones en la pérdida esperada de (46). 

(47) 

(48) 

(49) 

Es posible dar una expresión equivalente a (47) a través del Teorema 2 de Gutierrez­

Pef\a (1992). 

Para encontrar la decisión de Bayes en este caso, no es necesario evaluar la 

función Digamma ya que 

EP(L(d1,9) - L(d1+1,9)) = A 
IX 

Clog(B1+1l - log(B1)) + 
IX+~ 

~ . 
-Clog(l-91+1) - logU-91)) ), 
IX+~ 
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SI P(9 I Zn) es la final que 

EPIZn(L(d1,9)) se calcula con la pdrdlda 

corresponde 

esperada 

a 

(47) 

una 

de 

Inicial Beta (o:,13), 

la página anterior, 

sustituyendo o: y 13 por o: + Y, 13 + n - Y, respectivamente. Notar que 91 tambldn esta 

en función de los parámetros de la final. Cuando P(91Znl es la final de la Inicial 

límite de conjugadas, EPlzn(L(d1,9)) se calcula con la misma ecuación (47) 

sustituyendo o: y f3 por Y y n -Y. 

De la expresión general de la pérdida esperada para la Divergencia Logarítmica 

(ecuación 47 de la página anterior), se puede ver que con cualquier p(S) f.d.p.g que 

exprese el conocimiento del declsor, determinadas A, 8, 91 y 92, para evaluar 

Ep(L(d1,9)), l =1,2,3, sólo se necesita determinar Ep(9), Ep(9 log(9)) y 

Ep((l-9) log(l-9)). Para la inicial U(TT1,TT2,!T3) que distribuye uniformemente la 

probabilidad TTt sobre 81, Ep(9) es Igual a ; ( (TTl+TT2)01 + CIT1+JT3)e2 + TT3 ) y 

Ep(S log(9)) = TTISl (1.og(81) -. : ) + ~ (022(1og(82)- -
2

1 
) ) 

2 2. 2(92-01) 

- 012f 1og(8.1) (51) 

+ 
219

::
011 

( !l-81)
2 

[ log(l-91)- ; ) - (1-92)
2 

( log(l-92)- ; ) ) 

+ ~ ( (1 -92) ( log(l-92) - ; ) (52) 

Para la final de una Inicial U(TI1,ll2,l!J), EPIZn(9) aparece en (35) pero 

EPlzn(9 log(9)) y EPIZn((l-e) log!l-9)) se tienen que evaluar vía Integración 
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numérica. 

De esta manera, para Implementar la solución al problema propuesto, utilizando 

cualquiera de las combinaciones de Inicial (o final) y pérdida que se han presentado 

basta, en el peor de los casos, con recurrir a procedimientos numéricos para evaluar 

expresiones del tipo EP(logel lo mismo que Betas Incompletas y Dlgamas. En 

particular, en este trabajo se utllzaron los algorítmos de Press et.al. (1989) y de 

Bernardo (1976) para evaluar las Betas y las Dlgamas respectivamente. 
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111.'4.- TAMAf:lO DE MUESTRA 

Como se dlscutío en la tercera sección del capítulo ll, el problema de 

seleccionar el tamal'lo de muestra (n) es a su vez un problema de decisión secuencial 

que requiere de la especificación de la pérdida L(n,Zn,d,9). Para el problema de 

clasificación de semillas que se ha abordado a lo largo de éste trabajo resulta 

difícil determinar L(n,Zn,d,9), aún cuando se suponga adltlvldad en la pérdida. La 

razón es que no resulta obvio como proponer una función C(n,Znl en unidades 

compatibles con L(d,9). 

Por otro lado, con L(d,9) es posible determinar el Riesgo de Bayes L•(n). 

Como se puede verificar en los teoremas U.3.1 y ll.3.2 esta función de n es no 

creciente está acotada inferiormente por el valor esperado de la información 

perfecta C (ver definición U.3.1) y 

lim L•(n) C. 
n -+ ., 

En otras palabras, C es el Riesgo de Bayes que· corresponde a n .,, 

(1) 

Aquí, es conveniente observar que en la práctica C es finita, entonces es 

posible que para alguna n .finita se obtenga un Riesgo de Bayes que si bien es mayor 

que C, en términos prácticos excede a esa constante por una fracción insignificante. 

De esta manera, una solución aproximada, pero razonable, consiste en elegir el valor 

de n más pequel'lo tal que 

L•(n) - e< e (2) 

con e una constante positiva apropiada. Es decir, se pretende elegir la n que 

proporcione un Riesgo de Bayes prácticamente indistinguible con el riesgo que se 

obtendría con información perfecta. 

Un camino para determinar e consiste en seleccionar t e (0,1) y hacer 

e = (L•(O) -Clt, de esta manera e es una proporción del rango del Riesgo de Bayes. 

En principio y con fines Ilustrativos se usaran valores de t como .01, .OS y .!. 
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L•(O) -C se puede Interpretar como la dlsmlnucl6n en pérdida que a un declsor le 

reporta la lnformacl6n perfecta cuando parte de un tamano de muestra Igual a cero (es 

decir cuando realiza el contraste sólo con la Información Inicial). 

Para el problema de prueba de hipótesis planteado en este capítulo, las dos 

secciones anteriores presentan una variedad de distribuciones Iniciales y funciones 

de pérdida para las cuales e es finita. De hecho, basta con que p(9) sea propia y 

L(d1,9) sea acotada lnferlormente en (0,1] (1 • 1,2,3) para garantizar que 

-= < C < "'· Hay que tener presente que en el contexto del mismo problema y dado que 
n 

Y = ¿xi es una estadística suficiente, cuando las observaciones son Bernoulll, se 

l=l 

tiene que 

y 

De esta forma, 

con 

PIY) 

L1•(Y), 

n 

Ep(h(Y)) ÍhlYlPCYl 

Y=O 

1 

f f(Yl9)P(9) d9, 

o 

1,2,3 (3) 

(4) 

(5) 

(6) 

en donde P(9) es la distribución Inicial y f!Yl9l la función de densidad Binomial de 

parámetros Cn,e). 

Se puede observar que con el fin de evaluar Lº(n) es necesario determinar la 

f.d.p.g. P(Y). A contlnuacl6n se presentan expresiones para PIY) correspondientes a 

algunas de las Iniciales que aparecen en la sección 2 de este capítulo. 

SI Piel = Be(cx,¡3), entonces 
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• f n) r(o:+IJ) r(o:+Y) rln+~:.y¡ ' 

lv r<o:>rCIJl r<o:+~+nl 
Y• 0.1, ... ,n. (7) 

Esta expresión define a la distribución Beta-Binomial de parámetros n, o: Y ~ de donde 

se desprende que si P(9) es una uniforme (0,1), 

P(Y),. _, 
n+l 

Y= 0,1, ... ,n. 

También con (7) se puede verificar que si se usa la inicial de Jeffreys, 

rU/2 + Ylr<n + 112 -Yl 
P(Y) = ----------, 

n(n-Y)I Y! 
y 0,1,. •. n. 

SI P(9) = um1,n2,n3) entonces 

P(Y) 
9Jlm ('), •. ', ··. ' 9J2 nz 

-·. n 9v .• Cl-e)n-Yd9 + ---
81 y '' ' (82-81) 

o ' ,, 81 

n+l ( ( ni n2 
) CB!CY+l,n-Y+l)) + 

81 (82-81) 

( 
n2 U3 ) Il3 ) --- - --- (B2(Y+l,n-Y+l)) + -- • 

(92-81) (1-82) (1-92) 

(8) 

(9) 

(10) 

Aunque se tienen expresiones cerradas para P(Y) con las iniciales mencionadas 

no es posible, mediante el uso de las pérdidas de la sección anterior, determinar una 

ecuación para L•(n) que sea útil para encontrar un entero n tal L•(n) - C sea menor 

que c. Sin embargo, se puede disellar un algoritmo numérico que para cada valor de n, 

calcule los valores de Bayes y P(Y) desde Y = 0,1,2,. .. n y que posteriormente evalue 
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L•(n) a trav6s de una suma. De esta forma, conocidos e y C, se puede obtener una 

solución numérica para la desigualdad L•(n) - C < c. 

Por otra parte, para evaluar el tamallo de muestra según lo discutido en esta 

sección es necesario calcular C, que como se puede ver de la Definición 11.3.1, 

depende de L(d1,8) y de la lnlclal P(9). Enseguida se presentan expresiones para C 

con las ~rdldas de la sección previa y algunas de las Iniciales de la sección 2 de 

este capítulo. De hecho, si se usa Pérdida 0-k o Pérdida Lineal, 

min:o L(d,e) .. O, ">/ 9 E (0,1), (U) 

en consecuencia C • O para toda inicial P(e). 

Con Pérdida Cuadrática; 

ml"i.J L(d,9) = C1(0-01)(0+01ll '(e) + C2(0-01)(8-82)I (9) + C3(8-02)(e+e2-2)1 (9). 
& ~ ~ 

(12) 

Mediante esta ecuación es fácll verificar que si P(9) 

Pérdida Cuadrática, entonces 

Be(a,~) y se utlllza la 

c 

+ 

(C1-C2)a(a+l) (C2-C3)a(a+l) 
(B1(a+2,/3)) - (C1012+C28182)(81(a,~ll + (82(a+2,~ll 

(a+~+l)(a+/3) (a+/3+l)(a+~) 

(2C3-(91+02)C2)a 

(a+/3) 

C2(81+82)a 
(B2(a+l,~ll + (Bl(a+l,~ll 

(a+/3) 

2 C3a(a+l) 2C3a 
+ (C2(8182)-C3(292-02 ))(B2(a,/3)) + - -- + C3(292-022). 

(a+~+ll!a+/3) (a+/3) 

Cuando P(9) = U(ITl,n2,ll3), con la misma pérdida cuadrática se tiene que 

91 

c = Jc1ce-01He+01H~lde + 
91 

o 

92 

J n2 
--- C2(0-01He-02J + 
(82-81) 

91 
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J Tia 
-- Ca(e-02)(0+02-2lde 
(1-82) 

82 

(13) 



2c1nie12 c2n2 
( 

1 
3 3 

1 
) + • ----+ ¡Ce1 -ez l + -Ce1e2Cez-e1ll 

3 (92-81) z 

e:in3 ( 2 3 ) 202(1-ezl - ;U-ez l . (14) 
u-ez) 

La teoría que apoya el uso del Riesgo de Bayes para evaluar el tamal'lo de muestra 

requiere que L(d1,9) no dependa de Zn, Is 1,2,3. Ahora bien, como se recordará para . . 
el caso de la divergencia logarítmica, L(d1,9) s L(91,9), donde 91 se obtiene con 

p(9) que describe el conocimiento sobre 9. En la propuesta original para seleccionar 

los representantes 61 (1 = 1,2,3) (Rueda (1992)) se emplea la distribución final para 

9. En consecuencia, 91 depende de Zn lo mismo que L(d1,e). Para resolver éste 

problema, en éste trabajo, cuando se determinan los representantes, la distribución 

que se utiliza será siempre la Inicial. Para determinar expresiones del valor 

esperado de la Información perfecta, con la pérdida de la divergencia logarítmica, es 

necesario considerar lo siguiente. Si P(9) es la f.d.p.g Inicial y se utiliza la 

pérdida de la divergencia, entonces 

il 91 < ez < 93 implica que 

(15) 

li) 91 ez < 93 Implica que 

mln:v L(d,9) = A (15(e,e2) 1 • (9) + ll(9,S3) 1. (el) + B. 
[O,ez 1 [ez ,1) 

(16) 

111) 91 < ez -= 93 Implica que 

mln:O L(d,9) = A ( ll(9,e1) 1 • (9) + ll(9,Sz) 1 • (e)) + B. 
(0,91 1 (91 ,1) 

(17) 
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. . 
log((l-91 )/(1 '-92)) 

· e1• • ----------- (18) 

log ((B2U-e1))/(B1U-e2)) 

y . . 
log((l-e2)/(1-e3)) 

ez• • ----------. (19) 
... ... A ... 

log ((93(1-e2))/(82(l-83)) 

A continuación se presenta la demostración del caso 1), Los otros dos casos 

se prueban de manera similar; 

Como 

O < 92 log ( ~2 ) + (1-92) log( (1-~2) ) , 
91 (1-91) 

(20) 

entonces 

log ( (1-~l) ) < 92 log ( ~2(1-~l) ) • 

(1-92) 91(1-82) 
(21) 

Por tanto, 

(22) 

Análogamente y dado que 

o < 02 log( ~2 ) + (1-92) log( (1-~2) ) • 
91 (1-91) 

(23) 

entonces 

. . 
92 < 92 • (24) 

En consecuencia, 
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(25) 

Con argumentos similares es fácil ver tambl6ri que 91 < 01• y 02• < 93. 

Por otro lado, 
·'" -,; .. . 

ud2,0> - L(d1,0> • A uo~cü-eí>/cí:-92» +.e fogcc91u-82>>/ce2u-81» >0 > c26> 

. . ·. .} ' :: >. ( '\ ·..•• . • 
es una función decreciente en 9_que se._hace·cero si 9 "" 91 . 

Entonces 

L(d1,9). :s L(d2,9), si 9 e [0,01•1 (27) 

y 

LCd2,0J < L(d1,0>. si 9 e (01•,11. (28) 

De Ja misma manera, se puede probar que 

LCd2,0l :s L(d3,9), si 9 e [0,02•1 (29) 

y 

LCd3,9) < LCd2,0), si 9 e (02• ,1). (30) 

Con (27)-(30) se obtiene Ja expresión de mln:D L(d,9) para el caso !). El caso ll) 

considerado, aparece cuando E(9) = 91. El caso liil se presenta si E(9) = 92. Si 

E(9) = 91 las decisiones d1 y di.1 son Igualmente preferibles ya que 

cS(9,91) = cS(9,91+1), 1 = 1,2. No puede ocurrir que 91 = 92 = 93 porque 91 < 92. 

Suponiendo que P(9) = Be(cx,M y que se utiliza Ja pérdida de la divergencia 

logarítmica 

1) SI 91 < ez < 93 entonces 
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donde 

.... ... ... ;. 

k 

B(a,~,kl = }ee~a (ex,Md9. 

o 

11) Si 91 = 92 < 9.3 entorú:es 

C = A (:iog (u .. :;ªª.> ... ICI-... ª ... 2>, •. ).e,·.ca·~.' ... fi .. 9. 2 .•. ·.t+ ... ·. (······ ex .)'•io~(·.Ce~(1~e~)l!ce2(Í.:e:ill)B(ex+l,~,02•l 
a+~·.•.;:. : .•;;:; , . .,, ·:, ·: 

- 10~1-;,, 'ª·~:¡~¡~y;;;, . r-:+-~·)~c~l··~+(••-a:-~J~cex+l) 
,·' · .. ;·,·. 

- ~(o.+~) J~+~. 
,. ... ... .. 

11!) Si 01 < 02 = 93 entonces 

,.. JogCl-ezJ -( ..!:._ ) IogCez/U-e2ll + ( ..!:.. )~e~> + ( ..!:._ )~cex+1l 
ex+~ ex+~ a+~ 

·- ~(1t+~) ) + B. 
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A continuación se verlfl~a el caso !), Los. otros dos casos son análogos. La 

expresión de mlnv Lcd;e)que',aparéce en os'> lleva á que 

C • A ( !•:'(;··~~~·ff~·~~~!·~ll~(~•t)''1 ;f,. .... ;,)Bo(•,Oldel (35) 

SI en esta ecuaclóri'se 'sustlt~;~:~ce.i1)~~~ l~'d~nsl~~d'Béta(it,¡iJ, como 
, ' . - ' .. , ,,'y\~~:.: .... ' -·~, ·_;~.- ',:'j::-:·-::/:::'.7_)_\·~ -·, ;- :· 

. ,. ; -:• _-·-_ . :'_--.:.: ·.t;- ~.;: .-
b . • b . . .. - - • .. & --J c5Ce,e1Jsec«,l3lde _ = Jc51e,e1>13~1«;_i3Ídé .:: f .Sce:e1lBeC«.l3lde (36) 

o -- . « o.-

se obtiene 

e = A ( -logC1-e1lBC«,l3,e1•1 - logU-e2lBC«,ii,02•1 +. logC1-e2JBC«,l3,01•> 

- ( ~ ) 1ogCe1/11-e1>>sc«+1~13,e1~>< 
«+13 - ·' • 

- ( ~ ) ClogCevu-e2llH .· BC«+1;13;~~~> - BC«+1,13,e1•> > 
«+13 ' 

-log(l-ealCl - B(«,l3,e2•1 l + Elll-e)logll-ell + ECe log(e)) 

- ( «:
13 

) 1ogcea/ll-ea>H1 - BC«+1,13,02•1 ) + e 131> 

Cuando P(9) = Be(«,13), ECll-e)log(l-9)) y E(9 log(9)) se encuentran en (48)-(49) de 

la sección anterior. Al sustituir estas expresiones en la última ecuación obtenida 

para e y usar el hecho de que 

1 
ii(x+ll = i<Cxl + -

X 
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se obtiene e como se presentó en (31). 

Con la lnlclal U(fü,llz,!13), que distribuye uniformemente la probabllldad l1I 

sobre 81, el cálculo de C, con la p~rdlda/·.~e '1a dÍverge!ICIB logarítmica, requiere 

considerar cinco poslbllldades, Ele) < e'i, ··E:cel ·,.::ei/ ,e(~< .:E:cel < ez, E(e) "' ez y 

ez < E(e), con E(e) la media de la Inicial. Es~ci ~po~q~e· U(lll,llz,!13) define una 

f.d.p.g que no es continua corno función de e. 'E:n ::·es~e trab'ii'Jo; sólo se presenta la 
;¡ ·.""··· ·, 

expresión para e en el caso en que E(e) < e1. De · hiícho; con esta condición resulta 

que el "' E(e), ez "' e1 y e3 = ez. Como P(e) ;,, U(l11,!12,!13) y con la expresión (15) 

para el mini) L(d,e) se llega a que 

e1• e1 

e A ( ( :: ) ( J ace,e1l de 

o 
+ . J~ce.ezl de ) · + 

el• 

. ez• .. ·· .. 

+ ( ~) (• J ace,ez).de + 
(e2~e1) . el 

ez. 

·J .sce.e3> cie ) + ( ~) ( 
(1-ezl 

ez• 

+ B. 

SI se sustituye o(e,e1) en esta expresión y se r.ecuerda que 

J elog e de ( n (1oge - ; ) 

y 

Jc1-ellogU-el 
(l-e)2 . 1 -T(· logU-el-; )• 

entonces 

l 

J .sce.a3) 

ez 

e = A ( ( lllB2-(!12+llllB1 ) ( e1
2
Clog(e1H/2l _ C1-e1)

2
(log(l:..e1l-l/2l) 

(B1-B1)e1 2 . · · 2 

65 

de) ) 

(39) 

(40) 

(41) 



+ ( nz+naa1-cn2+na1a2 ·) ( az
2
11og!azll 

(a2-a1JC1-a2) .·. 2 

-( ·m1a~~a1.:1 t'.~,n~~2~~~1j~) ;:<.io~u~a~l> 
...:oog. 19~. u-az>:f">(;.:"'"''"•1' 1 • ,;",;:.,'_,.,, ) 

C =A 

. ... . .. . .·· .. 2a1 . 2(a2-a1) 

[ 
nz<az2-1a2•¡

2¡ na(l+a2l ) ) 
-(!og(aa/(1-aa)) ) + --- + B 

2(a2-a1) 2 

Otros casos se pueden abordar en forma análoga, por ejemplo, si E(a) 

a1 

( J~ 
o 

1 

c5(a,a2) da + 

a2• 

J nz 
(B2-9I) 

a1 

J na ~ ) + -- c5(a,aal da 
u-a2) 

+B. 

a2 

a2 

c5(a,a2) da + J ~<a.aa> da 
.<a2'."a1l . 

a2 . 

Las Integrales de esta última ecuación son fáciles de obtener. 

(42) 

(43) 

Antes de presentar unos ejemplos numéricos de evaluación de tamal'lo de muestra 

conforme a los principios de esta sección, se presenta el Teorema 111.4.1 que 

establece condiciones para la convergencia del Riesgo de Bayes al valor esperado de 

la Información perfecta, en el contexto del problema de contraste definido en este 

trabajo. 
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J 

TEOREMA 111.4.1. Sea Zn •(X1,X2,. . .,Xn) una colección de variables aleatorias con 

f.d.p.g. f(Xl9l, 9 E e • (a,b), donde -oo :s a < .b :s "' y P(9) es una distribución 

lnlclal continua para 9. SI se considera el contraste de 1.as· hipótesis 

d1 : H1: (a,91), d2: H2: (91,02Ji ch: 1·13: .(Íl2,b) (44) 
'. ~~. .· : . . 

con 91 < 92 y la función de pérdida L(d1;0l;. 1 •1,2;3.satlsface .las condiciones 

!) acotada en (a,b), 

ll) no depende de los datos Zn, 

111) mln L(d,9) = L(d1,9) 1(9)+ L(d2,9) 1(9) + L(d3,9) 1(9) 
2) íh '22 03 

(45) 

donde D = (d1,d2,d3}, 01 = (a,911, '22 = 161,621, 03 

existe un estimador consistente para 9, 

t92,lJ, 9t :s 02. Entonces, si 

e (46) 

con 

E (mln E IZn(L(d,9)) }. 
Pn 2) P 

(47) 

Demostración 

Por el Teorema 11.3.1 se tiene que 

V ne N. (48) 

Por otra parte, 

J P(Znl J L(~e(Zn),9)P(91 Znld9 dZn. (49) 

Zn 9 
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con c5e(Zn) la decisión de Bayes dado Zn. Ahora bien, c5e(.) define una regla de 

decisión (de Bayes) con dominio en Zn ,y contradorrilnlo en :V • 
. - .· " 

cualquier otra regla de decisión. :. Por.'-ser c5e(.) de Bayes se tiene que 

EP 
1 
Zn !LÍ~eii~;.~)} ;s ·EPI Zn {L(c5(Zn),e)} 

para toda Zn · E Zn. Es Inmediato entonces que 

con 

J P!Znl J ~Íc5(ZnJ,e)P!BIZnJdedZn. 
Zn e 

Sea ahora c5(Z~J 

(50) 

(SI) 

(52) 

En estas condiciones, basta con exhibir U:na regla· de· decisión c5(Zn) tal que 

llm L¿¡(nJ e 
n ~ CD 

para obtener la conclusión del teorema. 

(53) 

Si c5(Znl es una regla de decisión cualquiera entonces;· intercambiando límites 

de integración, se tiene 

L¿¡(n) = J P(e) J L(c5(Znl,BJP(Znl0J dZn de 

e Zn 

• J R(c5(.J,eJP!eJde. 

e 
(54) 

Sea, finalmente, BM un estimador de consistente para e y considere la 

siguiente regla de decisión 

c5(Znl = d1 

c5(Zn) dz 

y 

si 0M s 01, 

si S1 < 91.1 < Sz 
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cS(Znl • d3 si Bt.t 11: 82. (57) 

Es fé.cll verificar que para esfa regla. de decisión 

R(cS(.),9) • L(d1,9)Pr(9t.t :s 81)9) + L(dz,9)Pr(91 < 9t.t < ez)9) 

+ L(d3,9)Pr[et.t 11: ez)eJ. 

Al sustituir esta ecuación en la expresión de L,s(n) de (54) se obtiene 

b b 

LcS(n) .. J L(d1,e)Pr(BM :s Bl)B)P(B)de + Jud2,B)Pr(e1 < ª"' < ez)e)P(9)d9 

.. 
b 

+ J L(d3,B)Pr[e1o1 11: ez)B)P(B)dB 

... 

91 

J~(d1,B)Pr[et.1 :s füJB)+ L(dz,B)Pr[fü < St.t < ÉÍz)B) +. L(d3,9)Pr[BM 11: ÉÍ2)0))P(B)dB 

a 

ez 

+ J (L(d1,B)Pr[BM :s 81)9) + L(dz,B)Pr[e1 < ,BM < ez)B) + L(dJ,B)Pr!BM 11: ez)e))P(B)d9 

81 

b 

(58) 

+ J (ud1,B)Pr[BM :s 91)9) + L(dz,B)Pr[e1 < BM < 9z)9] + L(dJ,B)Pr[BM 11: ÉÍzlB))P(B)dB. 

92. 

(59) 

Por otro lado, 

69 



91 92 b 

C • J L(d1,9)P(9)d9 + J L(d2,9)P(9)d9 + J L(d3,9)P(9), (60) 

91 92 
entonces, 

81 

L6 (n)-C = J (-L(d1,9)f'r[B~ >Oil9) + L(d2;9)Pr[fü <9M< 8219) 

a 

:92 

+ L(d3,9)Pr[9M z: 8219l)P(S)d9.+J(l.<d1,9)Pr;leM :s S119l 

81: 
-~·:.-::: ·.,,.·;: 

-L(d2,9)(Prl9M :5 81101 .+ ~t1~;~~0;/~1:í(~·k1~f .~l~r;le~ it: 9~ 101) P(9)d9 
- - : "' ·--_&' ,, ···.' \_:;~ 

. -··~:.Y~'~;.:;:":·{-~~~.;, :-:-::·)-1~ . " 
b ·.·.;y; '··:······;<' .;..> 

+ J (ud1;e1Pr,-teM ~.·'81Í~i,,;t í..lc12,eJ~r1e~ < ew < •82101 

92 

- L(d3,9)Prl9M < 821e1)P(9)d9. (61) 

Puesto que 9M es consistente, el límite, cuando n tiende a infinito, de cada 

una de las probabilidades que aparecen en la ecuación anterior es cero, excepto para 

algunos valores de e con P-medida cero. Dado que L(di,9) es acotada es posible 

aplicar el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue en la expresión (61) y como 

la pérdida no depende de los datos, 

(62) 
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El problema de clasificación de semillas fué abordado, con el enfoque 

bayeslano, y sin utilizar función de ~rdlda alguna, en Mendoza y Valencia (1986) 

para clasificar distintas variedades de maíz. En ese caso, se utilizó, de acuerdo a 

la rutina del laboratorio correspondiente n • 800. Marglnalmente, es Interesante 

notar que este tamal\o de muestra garantiza, desde la perspectiva frecuentlsta, un 

error máximo de O.OS en la estimación puntual de e con una confianza del 997.. Por 

otra parte, los límites para la claslflcaclón de las variedades se fijaron en 

91 "' 0.40 y 92 • O. 75. Estas mismas condiciones se consideraron en este trabajo para 

utilizar el procedimiento descrito esta sección. 

n i."inl Lº(D) 

o 0.6000 

0.4612 .. 
.. 

60 0.1030 

100 . 0~0731 

. o~oi;99 .. 
200 

260 ó.0464 
02 

300 

800 .. ·o:oi&o 

"' 0.0000 

""' ""' n 

f'IGURA 111.4.1 

VALORES DEL RIESGO DE BAYES. PERDIDA 0-K. INICIAL UNIF'ORME 

k1=k2=k3=1. 81= .40, 92= . 75. 

Con la pérdida 0-k (k1 = k2 = k3 = 1) y una distribución Inicial uniforme, la 

gráfica de L•(n), junto con algunos de sus valores se reportan en la figura Ill.4.1. 

De dicha tabla se puede notar que L•(o) - e = 0.6 y con t = 0.01, se obtiene 

e = .006. El valor mínimo valor de n que satisface L•(n) - e < e es mayor a 800. Si 

t = 0.1 entonces e = .06 y el menor valor de n que satisface L•(n) - C < e es 150. 
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Con la ~rdlda lineal (klJ • 1) y de nuevo con una Inicial uniforme, la 

gráfica de L •(n), junto con algunos de sus valores; se presentan en la figura 

111.4.2. 

n 

o 
1 

60 

100 

150 

200 

250 

300 

800 

., 

0.12 

L'<•l 

L•(nl 0.1 

0.1112 

0.0753 008 

0.0041 

0.0020 ... 
0.0014 

0.0010 

o.oooa 0.04 

D.0007 

0.0004 0.02 

0.0000 

200 ... 000 

FIGURA III.4.2 

VALORES DEL RIESGO DE BAYES. PERDIDA LINEAL. INICIAL UNIFORME 

klj = l. 01 = .40, ez = .75 

800 

n 

Ahora, L•(O) - C = .1112 y si se utiliza t = 0.01, e = .0011. Con n = 193 se cumple 

la condición L•(OJ - C < c. Si t = 0.1, e = .0111 y el tamal'ío de muestra resulta ser 

Igual a 19. 
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) 

) 

) 

Con la p~rdlda cuadré.tlca (C1 • C2 • C:! • !) y una Inicial .. uniforme, la 

gré.flca de L•(n), junto con algunos de sus valores, aparecen en la figura IJl.4.3. 

FIGURA 111.4.3 

VALORES DEL RIESGO DE BAYES. PERDIDA CUADRATICA. INICIAL UNIFORME 

Ct = C2 = C3 = l. 91 = .40, 92 = . 75 

De la Información contenida en la figura se tiene que, Lº(O) - C = 0.1185. 

Con t = 0.01, e = .0011, por tanto n = 196 es un tamal'\o de muestra adecuado. SI 

t = 0.1, e = .0118 el valor de n que satisface Lº(n) - C < e resulta ser 17. 
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' Con la divergencia logarítmica {A • !, B • O) y una Inicial uniforme, la 

gráfica de L•(n) aparece, junto con algunos de sus valores, en la figura 111.4.4. 

n 

o 
1 

50 

IDO 

150 

200 

250 

300 

800 .. 

0.22 

L'l•I 

0.10 

L •(n) 

o .1931 o.us 
o. 1499 

o. 0807 

o. 0791 0.13 

o. 0785 

o .0782 

o .0780 0.10 

o. 0779 

o. 077& 

o .0773 
0.07 

200 000 

FIGURA IJl,4,4, 

VALORES DEL RIESGO DE BAYES. DIVERGENCIA LOGARITMICA. INICIAL UNIFORME 

A = !, B = O. 91 = .40, 92 = .75. 

fácil obtener que L•(O) - C = 0.1158. SI 

6(1() 

De la figura es 

e = (L•(oJ - Clt = .0011. En consecuencia, n ., 161 es más que suficiente. 

decide usar t = 0.1, e = .0115 y por tanto n vale IS. 
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En la tabla IIl.4.1 se presenta un resumen de los célculos efectuados para 

obtener el tama!lo de muestra, así como los correspondientes valores de n para cada 

una de las cuatro pérdidas que se han manejado en este trabajo. En todo momento se 

supone que P(9) • Be(l,l), 91 • .4 y 92 •.75. 

L•(O)-C 

e 

n 

L•(n)-C 

e 

n 

0-K LINEAL CUADRATICA 
(k=ll (klJ=l) (C1=ll 

o.&ooo 0.1112 o .1185 

t • 01 

o. 0060 

> 800 • 

o. oi.oo 
. 

0.0111 ··o. 0118 
.. 

ISO 1'1 17 

0.5990 0.0101 o. 0114 

TABLA 111.5.5 

TAMAllO DE MUESTRA. INICIAL UNIFORME 

91 = .40, 92 = .75 

75 

LOGARITMICA 
(A=l,B=Ol 

0.1158 . 

o.011s 

1& 

0.0105 



De los ejemplos se puede notar que los valores de n que da la desigualdad 

L•(n)-C < e para las pérdidas. lineal. y cuadrática son esencialmente los mismos, 

siempre que la Inicial sea ·uniforme: Para la divergencia logarítmica el valor de n 

es un tanto menor y en el caso ·de . la pérdida 0-k tos valores de n resultan ser 

mayores respecto a los obtenidos con las otras pérdidas. 

pueden obtener con otras Betas. 

Resultados similares se 

En Huerta y Mendoza (1993bl se calculan los tamal\os de muestra según lo 

discutido en esta sección para la pérdida de la divergencia logarítmica (A = 1, 

B = O) con la Inicial de Jeffreys y con una Inicial Beta (2,2) usando t = 0.01. Los 

tamaf\os de muestra obtenidos fueron n = 72 y n = 359 respectivamente. Estos valores 

de n, junto con el de 161 que se obtuvo para la uniforme puede llevar a la conclusión 

de que a mayor Información, el procedimiento exige más muestra. Los resultados no 

son del todo sorprendentes si se toma en cuenta que · al usar una Inicial muy 

lnformatlva la diferencia L•(o) - C más cercana a cero. En consecuencia, la 

reducción en pérdida que produce una muestra de tamal\o n, L•(Q) - L•(n), aumenta más 

lentamente cuando se trabaja en una situación que Incorpore una gran cantidad de 

Información Inicial. En otras palabras, una inicial informativa conduce a una 

situación en donde queda poco por aprender (L•(O) cercano a Cl y para reducir, en 

términos relativos, esa pérdida es necesario un esfuerzo de muestreo mayor. A juicio 

del autor, el método propuesto en la sección 111.4 no presenta contradicciones 

lógicas. Lo que puede llevar a resultados con poco interés práctico, es el uso 

constante de un mismo valor de t. En el siguiente capítulo, se propone una 

modificación al método de tamallo de muestra basada en la idea de Dectstones de 

Referencta que aparece en Bernardo y Smith (1994). 
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CAPITULO IV 

VARIANTE DEL PROBLEMA ORIGINAL 

INTRODUCCION 

Se define un procedimiento de evaluación de tarnafto de muestra a través de la 

distribución de referencia asociada a un problema de decisión. Se Implementa esta 

modificación al problema de contraste original y con las cuatro pérdidas presentadas 

en el capítulo anterior. Con la familia Beta como la clase de Iniciales admisibles, 

se demuestra, que para tres de las pérdidas es necesario Incorporar una restricción 

adicional para obtener un tamaf'lo de muestra razonable. 

ejemplos. 

Se Ilustra con varios 

IV.1.- MODIFICACION AL PROCEDIMIENTO DE TAMAf\lO DE MUESTRA 

En la sección Ill.4 del capítulo anterior, se propuso el procedimiento que 

determina n tal que L•(n) - C < t(L•(O) - C), para un valor de t fijo y cercano a 

cero. Se Ilustró el comportamiento de esta estrategia en una variedad de situaciones 

y en general se obtuvieron resultados interesantes. Sin embargo, también se Indicó 

que esta Idea puede producir tamaftos de muestra mayores conforme la Inicial es más 

l.nformattva. Cómo se explicó en la sección Ill.4, ésto se debe a que tanto L •col - C 

como L•(O) - L•(n) son casi cero cuando la Inicial P(9) es muy informativa. 

La diferencia L •col - e, que a partir de este momento se denotará por Lp•(o) -

CP, dada su dependencia de la inicial P(9), se puede interpretar como la disminución 

en pérdida esperada que corresponde al paso de una situación en la que se tiene 

información inicial P(B) a otra en la que se cuenta con información perfecta. Cuando 

Lp•(O) - CP es casi cero, el decisor considera que su información Inicial es valiosa 

en el sentido de que lo coloca en una situación que ya es cercana a la de Información 

perfecta y por tanto podría no estar dispuesto a tomar Información adicional. En 

especial, podría rehusarse a emplear una n, posiblemente grande, en donde L•(n) - CP 

fuese menor que (t)(Lp•(O) - CP). Por otra parte, si la inicial es no informativa, 
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es decir, si LP•(O) - CP es grande respecto de cero, lo . mé.s razonable es que el 

declsor esté dispuesto a usar Información. adlclcinal y· en partlcuiar a utilizar un 

tamal'lo de muestra n tal que 

L•cni - cp ~·tcÚcoi'.;'.cp\; (l) 

':._r ,: .. :/· ·~\'."~, ·,·. 
La Idea en general es que para u~~,: mlsmá·· fÜni::lón. de pérdida un declsor debería de 

requerir menos lnformaclón adlclo~~l .. :c~n:~.iil~n()r tamal'lo de muestra) si su Inicial es 

mé.s Informativa. Una forma d"">lri~\rúinérÍtar esta Idea, modificando el procedimiento 

del capítulo anterior, es la slgul~n{~i( 

Si ante un problema · déii.•'decislón es posible definir una inicial TI(e) no 

informativa y para TI(e) se tiene que el tamal'lo de muestra óptimo es el menor entero 

nr tal que 

(2) 

con t un número positivo, cercano a cero, entonces, el tamal'lo de muestra no con 

cualquier otra inicial P(e) se puede definir como 

no = nr - ne, (3) 

donde ne es el número de piezas experimentales a las que equivale la información 

contenida en P(e). 

Para poder implementar esta estrategia es necesario formalizar conceptos como 

ignorancla, no informativo o número de piezas experimentales equivalentes. Esto se 

discute en la sección IV.2. 
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ESTA TESIS 
SALIR DE LA 

IV.2.- DECISIONES DE REFERENCIA 

NO DEBE 
BIBLIOTECA 

En un problema de decisión definido por :0, 9, P(9), L(d,9) con 9 un espacio 

parametral, la solución por pérdida esperada mínima, sin datos, se obtiene al 

determinar do e :O tal que 

EP(LCdo,9ll mlnb f~~~\;~.fa>· Cll 

SI se dispone de un vector de observa¡1'f.'~~~"i;¡,¡,l~c~1,X2,; •• Xn) con f.d.p.g. f(Znl9), 

la solución de Bayes con ésta lnformaciÓri . muestra!. se obtiene al buscar d•<znl E :0 

tal que 

(2) 

Para algunos decisores, la dependencia de la decisión óptima d•1znl en la 

Inicial P(9) puede ser incómoda. Muchas veces se prefiere un procedimiento en el 

cual la decisión óptima sólo se seleccione en base al vector Zn y al modelo f(Zn 19). 

Necesariamente, un criterio de decisión de éste tipo es inconsistente con los Axiomas 

de Coherencia de la Teoría de la Decisión, sin embargo, y como parte de un análisis 

de sensibilidad, un decisor coherente puede estar interesado en la decisión óptima 

sugerida sólo por los da tos. 

Por esto, es de interés identificar una distribución inicial sobre 9, 11(9), 

para la cual la información muestra! resulte lo más determinante posible. La 

decisión óptima '5!Zn>. obtenida con TI(91Znl, que es la distribución final que 

corresponde a la inicial 11(9), es una declslón de referencla que se puede interpretar 

como la decisión óptima en una situación donde se espera que los datos aporten la 

mayor contribución posible al proceso de decisión. 

Como siempre, :O denota el espacio de decisiones, 9 el espacio parametral y 

L(d,9) la pérdida por seleccionar d e V cuando 9 es el verdadero valor del parámetro. 

79 



Se supondrá que P(9), la distribución Inicial, pertenece a una clase !' de 

distribuciones permisibles para modelar el conocimiento Inicial. Finalmente, 

Zn • (X1.X2,. .. Xnl. es un vector de observaciones donde cada X1 es el resultado de un 

experimento g • { X, e, f(Xl9l ) que permite mejorar el conocimiento sobre 9. 

Antes de obt.ener el vector Zn, la pérdida esperada de la decisión óptima do es 

(3) 

Con la muestra Zn, la pérdida esperada de la decisión óptima d•!Znl es 

(4) 

De aquí, es posible definir la disminución en .pérdida dada por una muestra de tamal'lo 

n como 

V(n,P(9)) = LP•(O) - J LP•(n,Zn)P(Zn)dZn 

Zn 

(5) 

donde LP •(n) es el Riesgo de Bayes para una muestra de tamal'lo n, calculado con la 

inicial P(9). Cuando n tiende a infinito, V(n,P(9)) se puede interpretar como la 

utilidad faltante debido al desconocimiento de 9. Dicho límite se denotará por 

V(co,P(9)). 

SI se trata de identificar la distribución Inicial sobre e para la que la 

información de los datos resulte lo más útil posible, parece natural buscar IT(9) tal 

que maximice V(co,P(B)) sobre la clase '!f. Una vez determinada n<e), la decisión ó<Zn> 

que minimice 

sobre 7) con 

Jud,9ln(BIZnlde 

e 

80 

(6) 



melZnl °' fCZnle>me>, (7) 

será entonces, la 9eclsl6n de referencia buscada. 

Bernardo (1979) menciona que el límite de V(n,P(9)) cuando n tiende a Infinito 

no siempre existe, ni la maxlmlzacl6n de V(c:o,P(B)) sobre '!f es siempre posible, a 

menos que '!f se restrinja en alguna forma. Sin embargo, se puede definir ll(9) 

mediante un proceso límite, al determinar Un(B) tal que maximice V(n,P(B)) y hacer 

ll(B) ,. l lm Un(9). 
n -+ '° 

(8) 

En las condiciones del Teorema lll.S.l siempre existe V(<D,P(e)), máS aún, 

V(c:o,P(B)) = LPª(O) - CP (9) 

con Cp el valor esperado de la Información perfecta con la Inicial P(B). 

DEFINICION IV.2.1- (Bernardo (1979)) Considere un problema de decisión (i), 8, 

L(d,9), P(B)). Sea Zn = (X1,X2, ... Xn) un vector de variables aleatorias con f.d.p.g. 

conjunta f(Zn l Bl y ';J una clase de Iniciales admisibles para e. Una decisión de 

referencia '5lZnl, después de haber observado Zn, se define como una decisión en V tal 

que minimiza (6), con ll!BIZnl la final que corresponde a la inicial ll(B) que maximiza 

V(c:o,P(e)) sobre '!f. n(e) recibe el nombre de distribución de referencia o 

distribución no informativa para el problema de decisión definido por (V, 8, L(d,9), 

P(B)). 

El concepto de distribución de referencia permite determinar el m1mero de 

piezas experimentales al que equivale la información contenida en cualquier Inicial 

P(B) en ';J para el caso en que i im LP•(n) existe y es finito. Si ll{e) es la Inicial 
rr)a> 

de referencia, entonces 

(10) 

para toda Inicial P(B) e '!f. Si el Riesgo de Bayes para ll(B) se denota por Lltª(n), 
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por la desigualdad anterior, existe un entero no negativo ne tal que aproxlmademente 

L11•(no) - C11 • LPº(O) - CP. (11) 

Notemos que ne es un tamal\o de muestra que deja a un "declsor" que utiliza como 

Inicial IT(a) en las mismas condiciones, en cuanto a ~rdlda se refiere, que a un 

declsor que usa la Inicial P(9) y que no tiene Información muestra!. Por esta razón, 

a no se le denominaré. el taml!-l'lo de muestra al que equivale la Información en P(9). 

En base a lo discutido en ésta sección y en la sección anterior y suponiendo 

que l lm LP"(n) existe, se puede estructurar una variante al procedimiento de tama!\o 
rrim 

de muestra de la sección IIl.4, ésta consiste en 

ll Determinar, para el problema de decisión definido por (i), 8, L(d,a), P(a)), 

una distribución de referencia mal para la clase '!F. 

ll) Para un t e (0,1) y con el Riesgo de Bayes LºK(n), calcular 11r tal que 

L11•(11r) - C11 < t(L11°(0) - C11). (12) 

lll) SI la Inicial del declsor es P(9), determinar no que satisfaga (11). 

iv) Definir el tama!\o de muestra como 

no = max{O, nr - ne}. (13) 

En la siguiente sección se discute como Implementar esta nueva forma de 

seleccionar el tama!\o de muestra en el contexto del problema de contraste de 

hipótesis que ha sido abordado a lo largo de este trabajo. 
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JV.3.- CONTRASTE DE HIPOTESIS Y TAMAfilO DE MUESTRA 

SI es de lnte~s probar 

Ht: 9 E (0,91), Hz: 9 E (91,92), H3: 9 E (92,I) (1) 

donde las observaciones son Bernoulll de parámetro 9 , se decide usar la P~rdlda 0-k 

(k1 •kz •k3 "' kl y además '9' es una familia de distribuciones en el (0,1) cuyos 

elementos satisfacen que 

Pr[9 E [0,91)] = P1, Pr[9 E (91,82)] = Pz, Pr[9 E (91,I)] = P3 (2) 

con O :s PI :s 1, 1 = 1,2,3 y P1 + Pz + P3 = 1, la distribución de referencia sobre '9', 

según la definición IV.2.1, es cualquier distribución tal que 

Pr[9 E (0,91)] Pr[9 e (91,02)] = Pr[9 e (92,1]) = -. 
3 

La prueba de este resultado es como sigue. 

Sea P(9) cualquier Inicial en :§'. Por definición de la pérdida 0-k 

EP(L(d1,9)) = k!l-Pt) 

EP(L(d3,9ll = k(Pt+Pzl. 

Es fácil notar que H1 es Bayes si y solo si 

Pz :s P1 
y 

l-2P1 :s Pz. 
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Hz es Bayes siempre que 

P1 s P2 
y 

l-P1 s ZP2, (6) 

y por último, H3 es Bayes si 

P2 s 1 -ZP1 
y 

ZP2 :s 1 -P1. (7) 

Se sabe que con la pérdida 0-K, CP "' O para toda Inicial P(9) E :f. En 

consecuencia, 

={ 
k(l-P1 l si Pz :s P1 y l-2P1 :s Pz 

¡_p•(o) - CP k(l-Pz) si Pl :s Pz y 1-Pl :s 2P2 
k(P1+P2) si Pz :s l-2P1 y 2Pz :s l-P1, 

(8) 

O :s P1 :s 1, i = 1,2, P1+P2 :s l. Al maximizar esta última expresión como función de 

P1 y Pz se obtiene que la distribución de referencia en j' es cualquier que le da un 

tercio de probabilidad a cada· hipótesis. 

Es interesante observar que en este caso la distribución de referencia 

coincide con la que se considera no Informativa para un parámetro de interés discreto 

con tres posibles valores. Cuando las constantes que definen a la pérdida 0-k no son 

todas iguales, es posible encontrar la distribución de referencia mediante la misma 

técnica que se utilizó para probar el caso en que k1=k2=k3=k. 

Ejemplo IV.3.1. 

Supcnga que se desea evaluar el tamal'lo de muestra para el problema de 

contraste definido en (1) con 91 = .4, 92 = . 75 y que se ha decidido utilizar la 

Pérdida 0-k, con kt = 1, i = 1,2,3. También se considera que ei conocimiento Inicial 

sobre 9 se puede modelar adecuadamente a través de una Beta (cx,13), es decir, la 

familia Beta define la clase de Iniciales admisibles. 
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La dlstrlbucl6n de referencia ll(9) es una Beta que le da de probabllldad 
3 

Inicial a cada una de las hlp6tesls. La Beta de paré.metros ex 1, f3 • .79, 

aproximadamente cumple con esta condlcl6n, es decir, ll(9) • BeCl,.79). La diferencia 

Lnª(O) - Cn es Igual a .6655. Con t • .05, t(Ln"(O) - Cn) es Igual a .033275, de 

donde se puede mostrar que nr • 454 (Lnª(454) - Cn • .033222). En la tabla IV.3.1 

aparecen valores de no, ne, LP"(O) - CP y de 

Beta (.5,.5), Beta (1,1), Beta (I0,10), Beta (20,20). 

Lw•(n) - Cn para las Iniciales 

Las Iniciales Beta (.5, .5) y 

Beta Cl,l) se seleccionaron para Implementar el m~todo modificado de tamaf\o de 

muestra en situaciones que se pueden considerar de no Información. Por el contrario, 

las densidades Beta (I0,10) y Beta (20,20) representan situaciones con bastante 

lnformacl6n Inicial y en estas circunstancias se obtuvieron los tamaf\os de muestra 

correspondientes. 

Be(. 5, .5) 

Be( 1, 'l) 

Be(l0,10) 

Be(20,20) 

no ne 

464 0.6&40 o 

454 O.bOOO o 

442 o .1949 ,•12 .. 

407 0.1024 .'47 

t =.os e= .0332 nr "' 454 

TABLA IY.3.1 

TAMAllos DE MUESTRA. METODO MODIFICADO 

PERDIDA 0-K. kl = 1, 91 = .40, 92 = . 75 

Ln•(ne )-Cn 

O,bb56 

O.bb56 

0.1949 . 
0, 1018 

Se puede notar que las Iniciales Beta (1,1) y Beta (.5,.5) se comportan como 

distribuciones de referencia dado que en ambos casos ne = O. 
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Para la P6rdlda Lineal y con la familia Beta como la clase de distribuciones 

admisibles, no es Ucll determinar una expresión para L.P•(O) - CP en función de iX y 

f3, los parlllnetros de la Inicial P(9) que permita determinar analíticamente la 

distribución de referencia, Il(9). Con las constantes que definen a la p6rdlda 

Iguales a uno y con 91 • .4 y 92 • .75, se efectúo una exploración num6rlca para 

determinar, aproximadamente, los valores de « y f3 que maximizan L.P•(O) - CP. Los 

resultados de la exploración aparecen en la Tabla IV.3.2. 

« f3 L.P•(O)-Cp 

.5 .5 .16684 

.6 .4 .15656 

.4 .6 .15444 

,6 .6 .15189 

.4 ;4 .18493 

.5 ,3 .1734'1 

,3 ,5 .15118 

,3 ,3 • 20'131 

;4 .2 .19414 

.2 ,4 .14133 

.2 .2 .235'1S 

,3 .1 .15S59 

.1 .3 .112S6 

.1 .1 .2'116'1 

.15 .os .1693'1 

.os .15 .12853 

.os .os .28462 

.0001 .0001 • 29996 

.lxE-6 .lxE-6 .29999 

TABLA IV.3.2 

EXPLORACION llUMEJ¡ICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA 

PERDIDA LINEAL. klJ = l. 91 e .40, 62 e .75 

Como se puede notar de la tabla, se tomó « e .5, f3 = .5 como punto Inicial 

para hacer la evaluación. A partir de ahí se consideraron cuatro puntos, todos 

equidistantes del punto Inicial, dos de ellos sobre la recta « = f3 y los otros dos 
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sobre la recta perpendicular a ex • 13 que pasa por (.5,.5). De estos puntos el de 

mayor valor de LPª(O) -CP 'es (.4,.4). (LPª(O) - CP • .18493). Este se uso como 

nuevo punto Inicial para proceder de la misma manera en que se trabajó con el punto 

(.5,.5). Después de algunas Iteraciones se observó que LPª(O) - CP crece a medida 

que ex y f3 tienden a cero con ex • f3. 

La exploración suglei;e que con Pérdida Lineal no existe la distribución de 

referencia, cuando la ramilla de distribuciones admisibles es la familia Beta. Una 

posibllldad consiste en tomar el kernel de una Beta, hacer o: e O, /3 e O y obtener 

entonces TI(B) oc a-1(1-ef1
• Sin embargo, como en este caso TI(a) define una 

distribución Impropia, no existe Ln•(n) y por tanto no se puede evaluar el tamaflo de 

muestra según lo discutido en las dos primeras secciones de este capítulo. Por otro 

lado, se puede tomar o: f3 e Identificar el limite, cuando ex tiende a cero, de la 

distribución Beta (ex,ex). Si este limite existe y define una f.d.p.g. propia, es 

posible evaluar el Riesgo de Bayes para la distribución limite y con ella calcular el 

tamal'ío de muestra. A continuación se enuncian dos propiedades que permiten 

garantizar que el limite existe y que además, define una distribución propia. 

!) Si Fex,m(B) es la función de distribución de una Be(o:,o:+m), m > O entonces, 

-- { 

0

1 al 9 2:: O 
llm Fo:,m(B) 
a. 4 o en otro caso. 

iil SI Fo:,m(B) es la función de distribución de una Beta(o:+m,ex) 

entonces 

= { 0

1 al 9 2:: 1 

llm Fex,m(e) 
u -+ o en otro ca10. 

Para demostrar !) basta considerar que la media de una Beta (ex,o:+m) es 

y su varianza es 

o: 

2cx+m 

87 

(9) 

m >O, 

(10) 

(ll) 



u(u+ml 
(12) 

(2Cl+m+lH2Cl+ml2 

Cuando u tiende a cero, se puede ver que la media y Ja varianza se hacen cero y por 

tanto Be(u,u+m) converge en media cuadré.tlca a Ja distribución de (9). Como 

convergencia en media cuadré.tlca Implica convergencia en distribución, se obtiene la 

propiedad 1). La propiedad 11) se prueba de manera similar. 

Por otra parte, es fé.cll verificar que 

(u+13)Be(u,13) = u Be(u+l,13) + 13 Be (u,13+1) (13) 

de donde se obtiene que 

1 1 
Fu(a) = - Ft(6) + - F2(6), (14) 

2 2 

con Fi(0) la función de distribución de una Beta (u,u+l), F2(6) la función de 

distribución de una Beta (o:+l,u) y Fu(a) la función de distribución de una 

Beta (u,u). 

Por las propiedades 1) y 11) dadas en (9) y (10) se concluye que 

1 1 
l lm Fu(a) = - I (O) + - 1 (e). (IS) 

Cl ~ o 2 (0,1) 2 11,a>) 

Esta última Igualdad y la tabla IV.3.1 sugieren definir, para la Pérdida 

Lineal, a la distribución de referencia como una distribución discreta que le da 
1 1 

probabilidad - al valor a = O y probabilidad - al valor e = l. A continuación se 
2 2 

calcula el Riesgo de Bayes que corresponde a esta f.d.p.g. 

SI 
1 1 nea> = - 1 ce> + - 1 ce>. (16) 
2 (0) 2 (1) 
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L11•(n) es su Riesgo de Bayes y se utllza la P~rdlda Lineal para el contraste de 

hipótesis en (1) entonces, 

k11(1-81) 
E11(L(d1,e)) • --

2
--, 

k2181 ki2(1-82) 
E11(L(d2,e)) • -

2
- + --

2
--, 

(17) 

(IS) 

(19) 

con E'lt(L(d1,9)}, 1 ., 1,2,3, el valor esperado de la pérdida L(d1,0l respecto de ll(e). 

Como Lnª(O} es el valor de Bayes sin datos, 

L11ª(0) 

n 

SI Y L X1, por el Teorema de Bayes, 

l=I 

(20) 

TI(91 Y) cx 9y (l-9)n-Y ( ~ 1 (9) + ~ 1 (9) ) (21) 
2 (0) 2 (1) 

de donde 

metY> = { i .1 e = 1, Y = n 
•I 9 = O, Y = O 

en otro caao 

Y 0,1, .. .,n 

Por otra parte, la distribución marginal de Y para la inicial ll(ÉI) es 

Pn(YJ = 1 (O)y(l-O)n-Y + : (l)y(O}n-Y 
2 2 
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•I Y • O, Y • n 
(23) 

en otro ca•o 

por lo que el Riesgo de Bayes para TI(e), Independientemente de la pérdida y con 

n > O, satisface 

1 1 
Ln•(nl, • - L•(n,Y•O) + - L•(n,Y•n), 

2 2 
(24) 

donde L•(n,Y•I), es el valor de Bayes con una muestra de tama.f\o n y dado que se 

observó y .. 1, 1 ., O o 1 "' n. 

SI Y = O y se está usando la Pérdida Lineal, resulta que 

(25) 

(26) 

(27) 

con En¡/LCd1,a)), 1 = 1,2,3 el valor esperado de la pérdida L(d1,e) respecto de 

me 1 Y). De estas tres ecuaciones se puede notar que con la Pérdida Lineal y la 

Inicial mal 

L•(n,Y=O) o. (28) 

Con Y n, 

(29) 

(30) 

y 

o. (31) 
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En consecuencia, 

L•(n,Y•nl • O, (32) 

y por tanto para la Pérdida Lineal y la Inicial ncel de (16) se tiene que 

Ln•(n) "' O (33) 

para todo n mayor que cero. 

De esta manera, si para la Pérdida Lineal se decide utilizar como distribución 
1 

de referencia la f.d.p.g. ncel que da - de probabllldad a e = O y a e = !, su Riesgo 
2 

de Bayes, Ln•(n), garantiza que nr = O y por tanto no = O, para toda Inicial P(9). 

Por supuesto, ésto no proporciona una solución satisfactoria al problema de tamaflo de 

muestra. Es Interesante notar que el Riesgo de Bayes de la Inicial Tl(e) mencionada 

establece que con una pieza de Información es más que suficiente para que el riesgo 

sea Igual al valor esperado de la información perfecta. Este resultado es de 

esperarse dada la forma de la distribución final ITC9 I Yl que aparece en (22). Por 

todas estas dificultades, se decidió buscar la distribución que maximice LP•(Q) - Cp, 

con la restricción de maximizar sólo sobre aquellas Betas tales ex. + f3 = !, para 

usarse como de Referencia en la evaluación del tamai'lo de muestra no. Siguiendo a De 

Groot (1970), una Beta tal que ex. + f3 = !, contiene Información equivalente a una 

pieza experimental. 

Con la Pérdida Lineal es necesario usar algún método numérico para encontrar 

una Beta (cx.,1-cx.) que maximice Lp•(O) - CP. Con las constantes de la pérdida Iguales 

a uno, 01 = .4 y 02 = .75, la tabla IV.3.3 presenta valores de LP•(o) - CP para 

diferentes iniciales Beta (cx.,1-cx.). 
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Cl LP•(O)-Cp 

.os ,01259,: 

.10 ;,02704 

.15 .• 04340 
: 

.20 :061:ro 

.25 ·.0819S 

• 30 .10417' . 

.3S .12833 

.40 .IS444 

.4S .17686 

.so .16684 

.ss .16006 

.60 .15656 

.6S .15639 

.70 .IS959 

.7S .12826 

.so .09841 

.as .07058 

.90 .04485 

.9S .02130 

TABLA IV.3.3 

EXPLORACION N\JMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA 

Cl + 13 = l. PERDIDA LINEAL. klJ = l. 91 = .40, 92 = . 75 

Es fácil notar, de la Información de la tabla, que un buen candidato para la 

distribución de referencia con la restricción « + 13 =I es la Beta (.45,55) que como 

distribución difiere poco de la Beta (.5,.5). 

Ejemplo IV.3.2. 

Suponga que se desea obtener el tamal\o de muestra para el problema de 

contraste definido en IV.3.1 con 91 = .4, 92 = .75 y que se ha decidido utilizar la 
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P~rdlda Lineal con kn •kz1 • kzz •k31 •l. Con n!9l • Be(.45,.55), de . la tabla 

IV.3.2 se obtiene que L11"(0) - C11 • .17686. SI t.• .OJ, t(L11•(()j .., C11) .00176; 

además L11"(80) - CK • .00177, entonces nr • 80. En la tabla IV:3.4 aparec~n valores 

de no, no, LP"(O)-CP, L11•(ne)-C11 usando como Iniciales: Be · (.5,.5),' Be (1,1), 

Be (10,10) y Be (20,20), 

Be(.5,.5) 

Be( 1, 1) 

Be(l0,10) 

Be(20,20) 

Ejemplo IV.3.3. 

TABLA IV.3.4 

TAMA.Ros DE MUESTRA. METODO MODIF'ICADO. « + f3 

PERDIDA LINEAL. klJ = l. 91 = . 40, 92 = . 75 

En el mismo contexto del ejemplo anterior, se quiere obtener el tamal'lo de 

muestra para las Iniciales: Beta (.5,.5), Beta (l,J), Beta (I0,10) y Beta (20,20), 

pero ahora con 91 = .2 y ez = .8. La tabla IV.3.5 presenta valores de LP"(O) - CP, 

para diferentes distribuciones Beta («,f3), con la restricción ex + f3 = l. 
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IX LPª(O)-Cp 

,06 • 02so7· 

.10 .06240 

.16. .08189 

.20 .11343 

.26 .10761 

.30 .0%74 

.36 .08832 

.40 .08232 

.46 .07874 

.so .07764 

.ss • 07874 

,60 .08232 

.66 .08832 

,70 • 09674 

• 76 .fo761 . 

.so .11343 

.86 ,08189 

.90 .os24o 

,95 ;02507 

TABLA IV ,3,5 

EXPLORACION llUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA 

IX + f3 = l. PERDIDA LINEAL. klJ = l. 81 = .20, 02 = .80. 

La tabla muestra dos candidatos para la distribución de referencia con la 

restricción IX + 13 = 1, la Beta (.2,.8) y la Beta (.8,.2). La tabla IV.3.6 muestra 

una evaluación más cuidadosa de LPª(O) - Cp para valores de IX cercanos a .2 y a .8. 

94 



me¡ 

a LP•(O)Cp 

.1& ;08804· 

.1'7 :0942'7 

.i"8 '.uiosii 

.19 ··;1069i..•· 

.21 .11809' 

.'22 ·;·11532 

.23 .• 112i.s 

.24° · .• 1100.8 

.'lb .11008 

.'1'1 .112i.s 

.'78 ,¡ 1532 

.'79 .11809 

.81 .10b9b 

.82 .10058 

,83 .0942'7 

.84 .08804 

TABLA IV .3.& 

EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA 

a + f3 = l. PERDIDA LINEAL. klJ = l. 91 = .20, ez = .80 

De ésta segunda exploración se puede proponer a meJ = Be(.21,.79) o bien a 

Be(.79,.21). La existencia de dos distribuciones Beta que maximicen LP"(O) -

Cp, con la restricción a + f3 = 1, obliga al declsor a evaluar no para cada una de 

las distribuciones mal y tomar como tamal\o de muestra el mayor de los valores no 

obtenidos. Con TI(e) Be C.21,.79), Lnª(O) - Cn = .11809. Si t = .01, t(Lnª(O) -

Cn) = .00118. Como Lnª(71) - Cn = .00117 entonces nr = 71. Resultados para las 

Iniciales que se han manejado en otros ejemplos aparecen en la siguiente tabla. 
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Be(.5, .5) 

Be( 1, 1) 

Be(l0,10) 

Be(20,20) 

TABLA IV.3.7 

TAMARos DE MUESTRA. METODO MODIFICADO. a. + 13 = 
PERDIDA LINEAL. klJ = l. 91 = , 20, 92 = , 80 

SI se toma TI(9) = Be(.79,.21) los resultados son 

TI(9) = BeC.21,.79). Note que las distribuciones Seta (10,10) 

idénticos que con 

y Beta (20,20) son 

relativamente (para t = .01) muy !nformat!vas ya que en ambos casos no = O dado que 

el tamaflo de muestra equivalente ne es mayor a 400. Esto se presenta ya que 

Ltt•(400)-Ctt = 0.0002 y para· ambas distribuciones ocurre que Lp•(O)-CP < Ltt•(400)-Ctt. 

Para la Pérdida Cuadrática tampoco es fácil determinar, analíticamente, la 

distribución de referencia con la familia Beta como la familia de Iniciales 

admisibles. La tabla lV.3.8 muestra una exploración numérica similar a la que se 

efectúo con Pérdida Lineal, para determinar la distribución de referencia en el caso 

de la Pérdida Cuadrática con C1 = C2 = C3 = 1, 81 = .4 y 02 = .75. 
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°' fj LPª(O)-CP 

.6 .6 .17652 

.b .4 .15634 

.4 .6 • 20789 

.. 6 .7 .18698 

.3 ',6 .20616 

.3 .7 .13810 

.6 .6 .16026 

;4 :4 .19397 

.5 .3 .17114 

.3 .5 .20616 

.3 .3 .21676 

.4 .2 .18812 

.2 .4 .19SS8 

.2 .2 .24S69 

.3 .1 .20S99 

.1 .3 • IS837 

.1 .1 .28373 

.15 .os .23482 

.os .IS .10643 

.05 .os • 307ó9 

.0001 .0001 .33618 

TABLA IV,3,8 

EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REfERENCIA 

PERDIDA CUAORATICA. Cl = l. 91 = .40, 92 = , 75. 

La tabla parece indicar que una posible distribución de referencia con Pérdida 
1 

Cuadrática, está dada, de nuevo, por la f.d.p. discreta TI(9) que la da - de 
2 

probabllldad a 9 = O y a 9 ·= l. Se puede verificar, con el mismo procedimiento que 

se uso para la Pérdida Lineal, que el Riesgo de Bayes para esta f.d.p.g con Ja 

Pérdida Cuadrática es, 
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(34) 

y 

(35) 

para toda n mayor que cero. 

SI se decide utlllzar como distribución de referencia la f.d.p.g Il(9), las dos 

ecuaciones anteriores permiten asegurar que para cualquier Inicial, no • O y no "' O. 

Al Igual que con la P~rdlda Lineal se decidió, para la P~rdlda Cuadrática, Incorporar 

la restricción Clt + f3 • 1 para determinar la distribución de referencia. En la tabla 

JV.3.9 aparecen valores de LP•(O) - Cr con Pérdida Cuadrática, Ct C2 = C:Í =l, 

91 = .4, 92 =.75 para diferentes Iniciales Beta («, 1-«l . En la tabla JV.3.10, los· 

valores de Lp•(O) - CP se calcularon con Ct = C2 = 

« 

.os 

.10 

.15 

.20 

.25 

.30 

,3S 

,40 

,4S. 

.so 

.5S· 

.60 

.6S 

.70 1 

,7S 

.80 

.es 

.90 

.95 

TABLA IV.3.9 

C3 = 1, 91 = .2. y 92 .. .8. 

L.P•(o)-Cp 

.01614 

,03489 

,0563S 

,0806S 

.10787 

.13810 

.17141 

.20789. 

.19007 

,17552 

.16427 

• tS634 

.1Sl75 

.15052 

.15263 

.115S7 

.08182 

.OSl33 

.02408 

EXPLORACION 11\JMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRl8UCION OE REFERENCIA 

Clt + f3 e l. PERDIDA CUADRATICA. CI e l. 91 = .40, 92 = , 75. 
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u l..Pº(O)-CP 

• 06 ·.021>31 . 

.10 ·,06627 

.16 ;o8~B3 

.20 . ; 12096 

.25 ·.101111' 

,30 .09674 

.35 .08832 

.40 ;08232 

,46 ;07974 .. 
,50 ;07754 

,55 .07874 

,60 .08232 

,65 ,08832 

.70 ,09674 

.75 .10761 

,80 .12096 

.85 1 .08683 

.90 • 06527 

.95 .02631 

TABLA IV.3.10 

EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA 

U + f3 = l. PERDIDA CUADRATICA. CI = l. 81 = .20, 92 = .80. 

Para 91 = .4 y 92 = .75, la tabla IV.3.9 muestra que un buen candidato para 

la dlstrlbuclón de referencia es la Beta (.4 ,.6). De hecho se exploró con más 

detalle la función LPº(O) - CP alrededor de .4 y se confirmó que el punto máximo es, 

numéricamente indistinguible de o: = .4. Con 01 = .2 y 82 .8, la tabla IV.3.10 

muestra dos posibles distribuciones de referencia, la Beta (.2,.8) y la Beta (.8,.2). 

Ejemplo IV.3.4. 

Para la Pérdida Cuadrática , C1 = C2 =C3 =l, 01 =.4 y 82 =.75, se quiere 

evaluar el tarnallo de muestra con las Iniciales: Beta (.5,.5), Beta (l,I), 

Beta (l0,10) y Beta (20,20). Si se usa como distribución de referencia 
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n(9) • Be(.4.6), Lw:ª(O) - C1r es Igual a .20789. Con t • .01, t(Lw:•(O) - C1r) • .00207 

y nr • 66 ya que L1tª(66) - Cn • .00206°8 (Lw:•(nr)-Cw: < .00207). Resultados para 

Iniciales que se han manejado en otros ejemplos aparecen en la. tabla IV.3.11. 

no LPª(O)-CP 

Be(.5,.5) 66 o .1776 

Be( 1, 1) 66 o .1186 

Be(l0,10) 66 0.0124 

Be(20,20) 34 0,0041 ·32 0.0041 

t = .01 e= .0020 nr = 66 

TABLA IV.3.11 

TAMA!los DE MUESTRA. METODO MODIFICADO. o: + f3 = l. 
PERDIDA CUADRATICA. Cl = l. 91 = .40, 92 = .75. 

SI 91 = .2 92 = .8 y se decide usar como distribución de referencia 

JT(9) = Be(.2,.8) entonces Lnº(O) - Cn .12096. Con t .01, t(Lnº(O) - Cn) = .00120 

y nr = 66 ya que Lnº(66) - Cn =.00121. Resultados de no, na, Lp•(O)-CP y Lnº(na)-Cn 

con las Iniciales que se han utilizado en otros ejemplos, aparecen en la tabla 

IV.3.12. 

no LPº(O)-Cp ne Ln•(na)-Cn 

Be(.5,.5) 66 
> . . :'· > 

o 0.1209 ... .·• -,~.0776 

Be( 1, 1) 65 :< ::0_;0400 0,0409 

Be(l0,10) o . ·~ ¡,',·6i~4 > 400 < o.210E-3 .. 

Be(20,20) o 0.3E-6 > 400 < 0,2JDE-3 

t = .01 e= .0012 nr = 66 

TABLA JV,3.12 

TAMAllOS DE MUESTRA. METODO MODlrJCADO. O: + f3 = l. 
PERDIDA CUADRATICA. Cl = l. 01 = .20, 92 = .80. 
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Es de Interés notar que las distribuciones Beta (. 5,. 5) y Beta (1, 1) 

esencialmente se comportan como de referencia para los dos casos discutidos. Las 

distribuciones Beta (10,10) y la Beta (20,20) por otra parte son Informativas para 

el caso 91 • .2 y 92 • .8, con t • 0.01. 

Para la Pérdida de la Divergencia Logarítmica de con A • 1, B • O , 91 •.4 

,02 •. 75 y con la familia Beta como la familia de Iniciales admisibles, se trató de 

determinar numéricamente la distribución de referencia con una exploración similar a 

la efectuada con la Pérdida Lineal y con la Pérdida Cuadrática. Los resultados 

· aparecen en la tabla IV.3.13. 

o: 

.5 

.6 

.4 

.6 

.4 

.5 

.3 

.3 

.4 

.2 

.2 

.3 

.1 

.1 

.IS 

.os 

.05 

.0001 

fl 

.5 

.4 

.6 

.6 

.4 

.3 

.5 

• 3 

.2 

.4 

.2 

.1 

.3 

.1 

.os 
.IS 

.os 

.0001 

TABLA IV.3.13 

.16361 

.17008 

.12552 

.15094 

.17881 

.18130 

.14376 

:1~74; . 
.1874S 

.'-'. 16777 

.22099 ... 

• 16217 

<•1'1s39 
.• 25172 

.18631 

• 22871 

.27100 

.29384 

EXPLORACION NUW:RICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA 

O: + fl = l. PERDIDA LOGARITMICA. A = 1, B = 0. 01 = .40, 02 = , 75. 

La evaluación parece Indicar que no existe la distribución de referencia sobre 

la familia de las Betas en caso de usarse la Pérdida de Divergencia Logarítmica. Se 
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Se puede Intentar utilizar como distribución de referencia la f.d.p.g. que le 

da de probabilidad al valor 9 • 1 y al valor 9 • O. Su Riesgo de Bayes, con la 
2 2 

discrepancia logarítmica, es 

( -( 
log(1-91~+log(81) ) ) + 

8 Lw:•(O) • A mtn ~ (36) 

y 

. . 
Ln•(n) = A ( -( log(l-91~+log(83) ) ) + 8 (37) 

para toda n mayor que cero. Estas expresiones se pueden obtener en la misma forma en 

que se obtuvieron las correspondientes para la Pérdida Lineal. 

Por otro lado, este último resultado permite asegurar que si se usa la 
1 1 

distribución discreta TI(9) = - l (9) + - l (9), como distribución de referencia en 
2 {O) 2 (1) 

el caso de la divergencia logarítmica, el tamallo de muestra óptimo no es igual a 

ceropara toda inicial P(9). Por esta razón, se decidió Incorporar la restricción 

ex + f3 = 1. 

En la tabla IV.3.14 aparecen valores de Lp•(o) - Cp para iniciales Beta (cx,1-

cxl para la Pérdida de la Divergencia Logarítmica, A = l , B = O, 91 = .4 y 92 = .75. 
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Ot LP•(O)-Cp 

.06 ,07623 

.10 .10548 

,16 .12169 

.20 .13040 

.26 .13427 

.30 .13437 

.36 ;13135 

.40' .12652 

.45 .14854 

.ISO ,16361 

,55 ,17081 

.60 .17008 

.65 • l6112 

.70 .14343 

.76 .11618 

.so .11774 

.86 .11382 

.90 .10195 

.95 • 07592 

TABLA IV.3.14 

EXPLORACION NUl.IERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA 

Ot + 13 = l. DIVERGENCIA LOGARITMICA. 01 = .40, 02 = • 75 

De la tabla se puede Inferir que un candidato para la distribución de 

referencia con la restricción 0t + 13 = 1 es la Beta C.5S,.4S). Se realizó una 

exploración más cuidadosa de Lp•(O) -CP alrededor de 0t = .SS. Los resultados de ésta 

evaluación se reportan en la tabla lV.3.lS. 
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u LPº(O)-CP 

.51 .165b8 

.52 .16143 

• 53 ;16887 . 

.54 .17000· 

.55 • 17081 

.56 .17131 

.5i .17148 

.58 .17134 

.59 .17087 

TABLA IV.3.15 

EXPLORACION NUMERICA PARA DETERl.llNAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA 

U + f3 = l. DIVERGENCIA LOGARITl.llCA. 91 = .40, 92 = . 75. 

De ésta última tabla se puede observar que un buen candidato para la 

distribución de referencia es TI(9) = Be(.57,.43). 

ejemplo. 

Ejemplo IV.3.5. 

A continuación se presenta. un 

Para la Pérdida de Divergencia Logarítmica , con A = 1, B = O, 91 = .4 y 

92 = .75, se quiere evaluar el tamal'lo de muestra para las Iniciales Beta (.5,.5), 

Beta (1,1), Beta (I0,10) y Beta (20,20). SI 1l(9) = Be(.57,.43), Lttº(O)-Cn = .17148. 

Con t = .01, t(Lttº(O) - Ctt) = .001714 y nr = 67 dado que Lttº(67) - Ctt = .00169. Los 

resultados para las Iniciales mencionadas aparecen en la tabla IV.3.16. 
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no Lp•(o)-CP no L11•(no)-C11 

Be(.5,.5) lo7 o. a31 0.1714' 

Be( 1, 1) 67 0.1158 :o.11i4 

Be(l0,10) 60 0.0160 ' 

Be(20,20) 50 0.0065 

t •. 01 e• .0017 nr • 67 

TABLA IV.3.1& 

TAMAAOS DE MUESTRA.. METODO MODiflCADO. a: + f3 "' l. 

DIVERGENCIA LOGARITMICA. A = 1, B = 0. 91 = .40, 92 = .75. 

Nuevamente, la inicial uniforme y la de Jeffreys vuelven a comportarse como 

distribuciones no informativas. 

En la tabla IV.3.17 se presentan los tamal\os de muestra obtenidos para las 

pérdidas Lineal, Cuadrática y de Divergencia Logarítmica, con 01 = .4, 02 .75 y las 

distribuciones: Beta de Referencia con la restricción (l( + f3 = 1, Beta(.5,.5), 

Beta(l,l), Beta(l0,10) y Beta(20,20). 

LINEAL 

CUADRA.TI CA 

LOGARITMICA 

BE REF. BE(.5.5) BE(l, l) BE(I0,10) BE(20,20) 

80 80 80 68 42 

6& 6& 66 55 34 

67 &7 67 60 50 

TABLA IV.3.17 

TAMAAos DE MUESTRA. METODO MODIFICADO. a: + f3 = l. 

01 = .40, 02 = .75. 
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Como para constr~lr esta tabla se usaron los valores 81 • .40 y 82 • .75, se 

puede utilizar directamente al problema de clasificación abordado por Mendoza y 

Valencia (1986). Notemos que en ningún caso de los considerados en la tabla, los 

tamaflos de muestra son tan grandes como el de 800 que rutinariamente se utilizaba en 

laboratorio. Tambl"'n se puede ver de la tabla que la Po!:rdlda Lineal es la que 

produce mayores tamaf\os de muestra y las P"'rdldas Logarítmica y Cuadrática 

prácticamente producen los mismos tamaflos muestrales. 
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CAPITlJ...O V 

COMENTARIOS FINALES 

En este trabajo se presentan dos alternativas para evaluar el tama!lo de 

muestra para el problema de contraste definido por 

H1: 9 E 81, 1 • 1,2,3, (1) 

con 81 • (0,91), 8z " (81,82), 83 "' (82,1) y en donde las observaciones son Bernoulll 

(9). Ambos métodos necesitan de la especlflcac16n de una dlstrlbucl6n Inicial P(9) y 

de una función acotada de pérdida L(d1,9), 1 • 1,2,3. 

El primer procedimiento (sección Ill.4), que consiste en buscar un tama!lo de 

muestra n tal que 

L•Cnl - e < t(L•Col - Cl (2) 

produce, para un valor de t fijo y constante, un tama!lo de muestra más grande a 

medida que se Incorpora mayor conocimiento Inicial. El segundo procedimiento, 

basado en el concepto de Decisiones de Referencia (secciónes IV.2-IV.3), exige menos 

muestra a mayor Información inicial, pero puede requerir una restricción adicional en 

la clase de Iniciales admisibles. Para el problema de contraste de hipótesis 

discutido en este trabajo y con algunas de las pérdidas de 111.3, parece natural 

incorporar la restricción ex + f3 = cuando la familia Beta define la clase de 

distribuciones Iniciales admisibles. Esta condición se utiliza con el objetivo de 

evaluar el tama!lo de muestra con distribuciones de referencia para varios casos 

particulares (sección IV.3) y los resultados obtenidos son bastante razonables. Es 

inmediato notar que ambos métodos pueden necesitar de técnicas numéricas para su 

Implementación pero que conceptualmente son de carácter general y en particular no 

dependen del número de hipótesis que se estén considerando en el contraste. 

Cuando las observaciones tienen f.d.p.g. arbitrarla f(XIBl 9 e R y se desea 

probar 
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H1: 9 • [a,91), H2: 9 e [91,82], H3: 9 • (92,b] (3) 

con -m s a < 91 < 92 < b s m, se puede utllzar el método de 111.4 para el evaluar el 

tama!lo de muestra siempre que L(d1,9), 1 • 1,2,3 sea ·acotada (ver Teorema 111.4.Ü. 

SI en este mismo contexto se quiere usar el método de la sección IV.2 podría ser 

necesario restringir la clase de Iniciales admisibles a una familia paramétrlca con 

miembros P(e l'll y 'l un vector de hlperparámetros. SI existe H(7) una función que se 

pueda Interpretar como el mímero de piezas experimentales equivalentes a la 

Información contenida en PCB l 7), es posible Incorporar la restricción H(7) .. 1 en la 

búsqueda de la distribución de referencia. Cuando f(X l 9) es un miembro de la familia 

Exponencial regular, 9 el parámetro natural, la familia conjugada básica es 

paramétrlca y tiene definida a la función H(7) (Dlaconls e Ylvlsaker (1979)). 

Las pérdidas de 111.3 se pueden reformular para el caso en que e sea el 

parámetro de cualquier modelo f(XIB). De hecho, Gutlérrez-Pe!\a (1991) plantea la 

pérdida de la divergencia logarítmica en un problema de contraste de dos hipótesis y 

para cualquier modelo f(X(9). Cuando el espacio parametral e no es acotado, las 

generalizaciones de las Pérdidas Lineal, Cuadrática y Logarítmicas resultan no 

acotadas sobre e. Esto impide garantizar que el Riesgo de Bayes se aproxima, cuando 

n tiende a infinito, a la Información perfecta C y por tanto puede no ser posible el 

cálculo del tama!lo de muestra según lo que se ha desarrollado en este trabajo. Sería 

Interesante plantear las pérdidas de lll.3 con e el parámetro natural de un modelo en 

la famllla exponencial, e no acotado y usar como Iniciales elementos en la familia 

conjugada para estudiar el comportamiento del Riesgo de Bayes. 

En el caso de no tener especificada una función de Pérdida y sí una 

distribución Inicial P(9), se puede Intentar determinar n tal que alguna de las 

probabilidades finales de las hipótesis sea mayor que .95, por ejemplo. Sin embargo, 

si el verdadero valor de 9 es 91 ó 92 (los puntos de corte), no siempre es posible 

concentrar la probabilidad final en alguna de las hipótesis, aunque n sea grande. 

Alternativamente, se puede utilizar la Pérdida 0-K con k1 = kz = k3 = y evaluar el 

tama!\o de muestra conforme a lo que se ha presentado en el trabajo. Se recomienda 

hacer esto ya que usar la Pérdida 0-k, k1 = 1, l = 1,2,3, equivale a decidirse por la 

hipótesis que presenta la mayor probabllidad final. 
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