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CAPITULO |
INTRODUCCION

L1.-PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La determinacién del tamafio de muestra o6ptimo es un tema de interés en

cualquier proceso de inferencia estadf{stica. Es un hecho que~el‘tamaho de muestra

mds conveniente es aquel que satisfaga una determinada condicién de equilibrio entre

costo (del muestreo) y precisién (de la Inferencia). Es claro asf, que la selecci6n

de un tamafio muestral especffico tiene asociadas  distintas. consecuencias..y que . el
problema puede plantearse como uno de decisién. :

Desde esa perspectiva, resulta natural abordar el problema con: un enf‘oque que,

por principio, establezca explfcitamente la situacién como -una tomavd decisiones y:
que aborde la solucién partiendo de principios generales. qug‘ galf ticen,
sentido, la coherencia de la respuesta que se produzca. :

Este es el caso del enfoque bayesiano de la estadistnca ¥ en'este trabajo, a“,
partir de una aplicacién concreta, se formula el problema de- seleccxén del ‘tamafio. de
muestra para realizar un contraste de hipétesis tal como se describe a continuacién.

Un elemento relevante que se toma en cuenta al decidir la realizacién de un

cultivo es el porcentaje de germinacién de la semilla utilizada en la siembra.

Existe una amplia experiencia en los procesos experimentales y el analisis

estadistico para la estimacién de la proporcién de semillas de un lote que habrd de
germinar en unas condiciones ambientales especificas. De hecho, esta experiencia ha

dado lugar a procedimientos rutinarios de certificacién de semillas.

Tipicamente se trata, como ya se ha indicado, de obtener una estimacion del
porcentaje de germinacién o de contrastar la hipétesis de que ese porcentaje rebasa
un nivel minimo aceptable para su utilizacién comercial. Un tema colateral, que
resulta de interés, es el problema de seleccionar el tamafio de muestra o6ptimo para



realizar estas pruebas. De nuevo, cuando se trata de una’ estlmaclén puntual o de un
contraste de hipétesis convencional- este-’ specto no: revlste mayor problema.

Sin embargo, cuando se trata':fd -jedad de semilla con mayor

detalle se presentan aspectos que ,,m‘ } erar Especialmente ocurre

que el cdlculo del tamafio de muestra ' ‘general,' simple.

Concretamente, sf dadas' uﬁés 'de” hlmacenamlento, una varledad de
_rccntaje de germinacién 6 satisface
cuan,o ©@2:< @ 'y como intermedia cuando

semilla se clasifica como suceptlble cus
la condicién 8 < 81, como resistent >

61 = 8 5 62, con0<91<ez<l.

entonces ‘el problema de clasificar la variedad se
convierte en el de contrastar’ el Juego de hipétesis

- Hn}. sece 1=123 w

en donde 61'= [0.61). 82 ‘=‘["G‘1"'.’82]’, y. 83 = (02,1), constituyen una particién del
espacio ba;jamé_tréli"p 0,10

quf se trata, se tiene una variable aleatorla X para cada
ajo estudio. Esta variable se define como

(2)

1 sl la gemllla germina
0 en caso contraric .

Naturalmente, X sigue una distribucién Bernoulli con parametro desconocido 8. Cuando
se cuenta con informacién experimental producto de un muestreo de la variable X, los
datos correspondientes se denotan por Zn = (X1,X2,...,Xn). Ademds, se supone que
las variables aleatorias que conforman al vector Zn son independientes de tal manera

que X1,X2,... Xn es una muestra aleatoria para todo entero positive n.

En este trabajo, el problema de clasificaciéon de variedades, formulado como un
contraste de hipétesis , se aborda desde una perspectiva bayesiana mediante los
conceptos més elementales de este enfoque. También se proponen procedimientos para

resolver el correspondiente problema de tamafio de muestra a través del enfoque
bayesiano.



1.2.-CONTENIDO

En el capftulo Il se presenta una introduccién general a la Teorfa de la
Decisién y a la Estadistica Bayesiana. Se muestra como se pueden resolver los
problemas de estimacién y prueba de hipétesis con este enfoque y se hace énfasis en

la alternativa bayesiana para tratar con el problema de seleccién del tamafio de
muestra,

En el capftulo III se-formula: ;el problcma de contraste a partir de la teoria

expuesta en el capftule II y se plante’ un’ primer método para determinar el tamafio de
muestra Optimo.

En el capftulo IV se. presenta una modiﬁcacién al método de tamafio de muestra
del capftulo Il a través del- concepto Declstones de Referencta y se implementa en

varios casos particulares.

Finalmente, en el cap(tuld v a:p'kav.r» cen las conclusiones del trabajo.



CAPITULO |l

FUNDAMENTOS DE TEORIA DE LA DECISION Y ESTADISTICA BAYESIANA

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan los aspectos prlncipales de la Teorfa de la
Decisién en ambiente de. incertidumbre. = Se formulan lo:

roblemas estadfsticos como
problemas de decisién y se comenta la utilidad del Teorem ,de Bayes para actualizar

el conocimiento Inicial a través de la lnformacié muestral Finalmente, se da

solucién al problema estadistico de evaluacién’ de tamafio ~‘de muestra mediante la
estructura de un problema de decisién secuencial. Sc ilustra"con ejemplos

II.1.- TEORIA DE LA DECISION

Cualquier problema de decisién es una situaci' en. donde se tiene que elegir

una opcién dentro de un conjunto de posibles'.‘ alte ativas.
decisiones, que en este trabajo se denotard por. D

todas las opciones de interés al decisor 'y excluslv ;
alternativas.

l?icho ‘conjunto de
austivo, para abarcar

nsiderar solo opclones

Para poder discriminar entre las posibleys decisiones es necesario que se
conozean las consecuencias a las que puede llevar un determinado curso de accién y la
preferencia relativa de las mismas. Por esto, debe existir un conjunto €& de
consecuencias y un orden de preferencia < en € tal que si c1 < cz2 entonces, c1 es
menos preferible que cz, con c1 y cz2 cualesquiera elementos en ©. Por extension,
cuando c1 es no mas preferible que c2 se utiliza la notacién ¢i1 = c2. Obviamente &
debe incluir todas las consecuencias que aparecen en el problema y < refleja las
preferencias que un decisor particular tiene sobre ese conjunto de consecuencias.
Cuando cada elemento di € D, tiene asociada una unica consecuencia ci € 8, se

tiene un problema de decisién sin incertidumbre, ya que cada decisién lleva con toda



seguridad, sin Importar sl ocurre o no suceso alguno, a una sola consecuencia. En
este caso, el problema de decisién se resuelve determinando c®* € & tal que ¢ 3 ¢*
para todo c € €, y especificando cualquler d' €D, cuya consecuencia sea c*. Por
supuesto, si el decisor tiene dificultades” para ordenar sus consecuencias, lo cual,
en particular, puede ocurrir si € es f‘lnlto pero muy grande o cuando € es infinito,
se puede dificultar la obtencién de c' De todas maneras, desde un punto de vista
tedrico, un problema de decisién sln Incertidumbre definido por la terna (2,8,<), se

resuelve buscando la opcién que produce la consecuencia "mds preferible".

Cuando D={d1,dz2,...,dk} y ©={ci,c2,...,ck}, el problema de decisibn sin
incertidumbre se puede representar mediante un Arbol de Decisién donde cada "rama"
esta asoclada a un elemento de D y cada consecuencia a una >"hoja" del &rbol. El
cuadro representa un nodo de decisién. Ver figura ILL1.

FIGURA IL.1.1

ARBOL DE DECISION SIN INCERTIDUMBRE



Graficamente, - la soluclén - a  un problema de decislbn si‘n lncertldumbre. )
conslste en podar el trbol" quitando ‘todas uquellas ramas cuya ho_la no es c' ’

Existen problemas de declslén en donde cada opclbn no nece arlamente lleva 8-
una uUnica consecuencia. En estos casos, para cada‘dl ‘E‘D;; v
sucesos Inclertos ©1, donde la ocurrencia eventual e i
consecuencia ci). En otras palabras,. un: problema de declslén ‘en ambiente'
incertidumbre estd definido por: :

D conjunto de posibles cursos de accién. :
81 conjunto de sucesos o eventos Inclertos para cada dl e D
con 1 € I, un conjunto de indices.
< un orden de preferencia en ©. . .
fi una funcién definida para cada dec:sibn en: 5D ‘con’’ dominio 81" y
contradominio € que a cada 81) € 81, con J € 1 , conjunto de ir_idices, ‘lbekaso‘cla la

consecuencia ci. En términos simples, ci} es la consecuencié “de ‘décidirs‘;e’por di y
de que ocurra el evento 6i).

Es necesario que el declsor construya 8i en forma exhaustiva y excluyente para
asf considerar todos los sucesos relevantes en el proceso de.toma de decisiones y
para que la ocurrencia de cada 61 lleve a una unica consecuencia. Para lograr que
los eventos sean mutuamente excluyentes basta considerar espacios producto
apropiados. Ver Lindley (1984), Bernardo (1981), Bernardo y Smith (1994). Sin
embargo, la exhaustividlad no es posible garantizarla idnicamente con espacios
producto. Esta propiedad requiere un conocimiento amplio del 4rea de aplicacién y

exige que Q2 = U 81), con @ el evento seguro. Esto Gltimo equivale a decir que al
J

menos un 61y ocurre con toda certeza.

Si D=(d1,dz2,...,d,...,dk} y 81=(011,612,...,61)...,6in1} es posible
representar el problema de decisién en ambiente de incertidumbre también mediante un
diagrama de &rbol. EIl diagrama comienza en un nodo de decisién representado por un
cuadro. Las ramas representan decisiones que conducen a un nodo de incertidumbre
(representado por un cfrculo). De cada uno de estos nodos de Incertidumbre salen
ramas que representan a Jos sucesos 0l). Al final de estas ramas, aparecen las



consecuencias, Ver figura II.LZ.

ol

4

d 3 )

FIGURA 1152

ARBOL DE DECISION CON INCERTIDUMBRE

Muchos problemas de decisién aparentemente no presentan este esquema, sin
embargo, siempre se puede reformular un problema de decisién con la estructura simple
que aquf se ha expuesto. De hecho, es posible incorporar una simplificacién maés:
correspondientes espaclos producto es posible transformar el problema de decisién a

uno donde el espacio de sucesos inciertos coincida para todas las decisiones. Para



estudiar esto con més -detalle, el lector - puede éonsu'ltbar ‘Llndyley' (1984), Bernardo
(1981), Bernardo y Smith (1994).: P T '

De esta forma, se tiene la:s!guienté “cll’e‘f:l‘ril,él‘én

DEFINICION IL1.I. Un :Problema de: Decislén en Amblente
definido por la quinteta D, 8, €, < y f, con D 8, 6’ < como
con dominio en el producto cartesiano D X 8, contradomlnlo
d € Dyo e 8 le asocia una consecuencia ¢ € €;

La incertidumbre que cada decisor tiene sobre la ocurrencla
8 se puede cuantificar. a través de probabilidades. Si.8es ,flnito

bastarfa con especificar numeros p(GJ) para toda 6) en 8. tales que o

que Zp(aj) = 1. En este caso. la cantidad p{ey) resulta ser' la' probabllidad_ queke‘l
decisor asigna al evento @) Cuando © es no numerable la  cuantificacién. de la
incértidumbre se puede lograr mediante una funcién de densidad p(8) definida sobre
una o-algebra que contenga a 8. En lo que r;esta del trabajo se utilizar4 el término
funcién de densidad de probabilidad generalizada (f.d.p.g.)
funcién de probabilidades o una funcién de densidad.

para denominar una

Por otra parte, en lo que toca a l'a_s;" pref erencias, _existe una funcién u de €
en R tal que

c1 < c2.sl y solo si:ulet) < ulc2),

donde < denota el orden de preferencias en € y < el orden de los nimeros reales. u

recibe el nombre de Funcién de Utilidad y mide.las preferencias que sobre las

consecuencias tiene un decisor, en una escala numérica.

En vez de u se puede tener & de € a R tal que

c1 < c2 si y solo si &(c2) < ci1).

En este caso, £ define una Funcién de Pérdida e igual le sirve al decisor para

8



cuantificar numéricamente sus preferencias. Por supuesto. sl l es5 una pérdlda, uw- -
! define una utilidad y andlogamente, si u es una utlldad t - -u es una pérdida

Con ! se puede definir una funcién L de- domlnlo D X 8 ontradomlnlo R e
fgual a la composicién de f segulda de ¢, es decir, L =l o f. Para cada deDy
8 € 8, L(d,8) denota la pérdida que se obtiene al tomar la/decislén d,. cuando ocurre
el suceso 6. Si se tiene 4 en vez de ¢, el problema queda definido por la

correspondiente U =u o f. Muchas veces es posible construlr directamente L o U, sin

hacer explicitas a las funciones ¢ y f, de tal manera'que refle_le adecuadamente las
preferencias del decisor.

Con © flnlto ‘o numerable y especiflcad ‘
resolver el problema de decisibn es- calculando !
para toda d ‘en D, es 'declr

y L(d,8)), una manera de
rdida esperada de la decisi6n d

: L(d Bj)p(ej) - 1)
81 e a S

y encontrando d' e D tal que
Ep(L(d' e)) : mmD‘Ep(Lv(d,.e)). ‘ R : &)

Si 8 es no numerable pero ‘estén determmadas p(e) y: L(d 8), el problema se podrfa
" resolver calculando o

Ep(L(d,6)) ='.[‘ Ld,e)dpte) 3)

y minimizando Ep(L(d,8)) sobre el conjunto D. Aquf, Ep(L(d,8)) también es la pérdida
esperada de la decisién d y el simbolo de integral denota una integral de Lebesgue
respecto a la f.d.p.g p(8). Esta manera de tomar decisiones se conoce como Principlo
de la Pérdida Esperada Minitma. La decisién por Pérdida Esperada Minima d* se conoce
como Decisién de Bayes y a Ep(L(d®,8)) se le denomina el Valor de Bayes.

En vez de L(d,8) se puede tener U(d,8) P-medible, asf, el problema de decisién



se puede resolver maximizando Ep{U(d,8)) sobre: D ‘lo que slgniflcalctuar conforme al )
Princtplo de la Utlltdad Esperada Mdxima. En este \‘.rabav ane
funciones de pérdida y en consecuencia sélo “se. usard:
Esperada Mfnima. :

Prin ipl

Visto sobre el 4rbol de declsién de’ la figura 1112 él

opcién por el valor Ep(L(d,8)) transformando el “érbol. en uno _de
incertidumbre , para el que ya se ha establecido 1a’solucién 6ptima.

Existen otras formas de resolver un problema de decisién en ambienfé de
incertidumbre como el método Minimax, (Ferguson (1969), Berger (1985)) o como el
método de la Consecuencia Més Probable (Bernardo (1981)). Sin- embargo, a partir de
una serie de axiomas que definen lo que significa que un decisor sea coherente y
racional ante un problema de decisién, se ha demostrado que, si se desea respetar
dichos axiomas, deben existir probabilidades sobre € (o una funcién de densidad sobre
8) que cuantifique la incertidumbre sobre 8 y una pérdida L(d,8) o una utilidad
U(d,8), que cuantifique lasb preferencias. Ademéas, la inica forma coherente de
resolver el problema de decisién es mediante el Principic de la Pérdida (Utilidad)
Esperada Minima (M4xima). En textos como Berger (19§5). De Groot (1970),
Bernardo (1981), Bernardo y Smith (1994) aparecen discusiones detalladas respecto a
los Axiomas de Coherencia de la Teorfa de la Decisién.

En la préactica, la especificacién adecuada de las probablilidades y de la
pérdida suele complicarse. De todas maneras, en este trabajo todos los problemas de
decisién en ambiente de incertidumbre que aparezcan se resolverdn mediante el
Principio de la Pérdida Esperada Minima. De hecho, en los problemas de decisién que
se discuten en el Capftulo Il se propondrd una amplia gama de posiblidades para
determinar probabilidades (densidades) y pérdidas satisfactoriamente.

10



11.2.- INFERENCIA ESTADISTICA Y TEORIA DE LA DECISION

Cominmente los problemas de inferencia estadfstica se pueden formular como
problemas de decisién con los elementos D, 8, p(8) y L(d,8). En este caso, 8 esta
determinado por el conjuntoc de posibles valores que puede tomar un pardmetro
desconocido 8 asociado a un modelo f(X|8) que describe el comportamiento de un vector
aleatorio observable X y p{8) se interpreta como la probabilidad o funcién de
densidad asociada al evento de que el pardmetro tome precisamente el valor 8.

Si © es una magnitud continua, -el- valor -esperado de L(d,8) respecto de p,
denotado por Ep(L(d,8)), satisface : —

Enl(L(d,8) = [ Lia.erp(e)ce. W

Si 0 es discreta,

LidepPlen. @)

En ambos casos, la solucién d*, pof Péf‘didé'tsper:ada Mfnima, debe ser tal que

Ep(L(d*,8)) = minD(Ep(L(d,e)). 3

La densidad p(6) puede cuantificar la incertidumbre sobre © basandose
unicamente en el conocimiento que el decisor tenga sobre O, sin considerar resultados
experimentales actuales. En este caso p(8) recibe el nombre de distribucién inicial
o distribucién a priori de 8 y se denotara por P(6).

Cuando p(6) no sélo toma en cuenta experiencia previa sino que también
considera la informacién dada por n experimentos X1, X2z, ..., Xn, a p(8) se le llama

distribucién final o distribucién a posteriori de 8 y se denota por P(8]X1,X2,...Xn).

Si se ha determinado a P(8) y se conoce la f.d.p.g. conjunta de X1,X2,...,Xn

11



dado O, que se denotard por f(Xx,Xz;...,ane). ?(9|X1,Xz....Xn) se puede obtener via
el Teorema de Bayes, es decir s

. $(XL X2, Xn|B)P(O). @
£ PIX, X2, Xn) ‘

con P(X1,Xz,...Xn) la f.d.p.g . con}
de 8. P(X1,X2,...Xn) tgmblén'freéjbe,

‘del "vector. iqu;?(Xi;Xz..;.Xn)‘-y que no depende
nombre . de’ digtf;tiucibn ‘predictiva.

En el caso’c::dr'{ktlnru‘q,r;

POXLX2,Xn) = | £(X1, X2, Xa lOIP(O)D. )

y en el caso discreto,

P(X1X2,..Xn) = ] f(X,X2,...Xn | 0JIP(6)).
6).€8 o

(6)

‘Por facilidad, todas las f.d.p. generalizadas donde aparece X1,X2,..Xn se
escribirdn usando la notacién Zn=(X1,X2,...Xn).

Con esto, el Teorema de Bayes toma
la siguiente forma '

f(Zn|8)P(0)

P(81Zn)= . : 7
(81Zn) Pz n

Como P(Zn) no depende de 8, P(81Zn) queda caracterizada por la siguiente
expresién

P(81Zn) « f(Zn|6)P(0). 8)

Como funcién de ©, la expresién anterior establece que la distribucién final

es proporcional al producto de la verosimilitud por la inicial. De aquf que se puede

obtener directamente el nicleo de la distribucién final a partir de la verosimilitud

12



y la iniclal 'y sl el n\lcleo de P(eIZn) corresponde al de. un modelo conocldo, no es

necesario calcular P(Zn) medlantc un proccso de lntegraclbn- ‘

Ejemplo 11.2.1.

Sea X1,X2,...Xn' |

" la: ‘con f d.p. 3 (da{do 8 ‘Bernoulll (8).
Suponga que P(6) es una‘den s S

s declr. o 3

P(e) (9)

con T( ) la funclbn:' Gamm

Calcular P(81Zn). (En el »uncibn de densidad (e)

Se sabe que f(Xi]8) = és ‘oybs'ervaciones conforman

una muestra aleatoria

f(ZnIe) ) (1-e)“"’

(10)
con Y = ZXI.
1=
Por otra par;é,
P(812n) o- P(znle)P(e)
o 0¥(1- e)"“’ 0B (o), an
{0,1)
Por lo que
P(O1Zn) & 6% 1-0)F" Y1 | (g) (12)

(0,1)

Notar que el lado derecho de esta ultima expresién es el nucleo de una Beta de
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pérametros a+Y, B+n-Y y por esto P(6|Zn)-es 'una Beta con 'estAos pak‘ﬁmctros. Observe
e . :
Fla+Y) T(B+Y) ﬁ :
B e —— B

: r(a+ﬁ+n) s

VP,(Zn)' 13)

Este ejemplo presenta un.par de aspectos lnteresantes _.Prlmero. se prueba que
bajo muestreo Bernoulli con una -Inicial- Beta. ia final vuelve
razén,

_\ser Beta,. Por esta
a la familla Beta se le denomina Conjugada para el muestreo Bernoulll. En
general, toda familia paramétrica que sea cerrada bajo la aplicaclbn del Teorema de
Bayes con respecto a una verosimilitud especffica sg leﬂllayna Familia Conjugada para
ese tipo de muestreo. ‘ s

. - n
Segundo, P(81Zn) depende de la' muestra ﬁnicémente"é';ravés de Y= ZXI. Esto
DR =1

implica, que en el sentido bayesiano, Y es suficlen{e'_paré, 6. -En general, sl Tn es

una estadfstica tal que P(8]Za}=P(8|Tr) con
P(6ITa) & f(Tal@P(O) 14)

donde f(Tn|B) es la f.d.p.g. de Tn condicional .-a.® -entonces, Tn es una estadfstica

suficiente para 6. El concepto de suficlencia aquf expuesto es equivalente al

concepto de suficiencia de Neyman-Pearson (De Groot (1970)).

La idea de Familias Conjugadas tiene relevancia cuando
distribuciones

esa familia
iniciales es suficientemente amplia como para que el decisor pueda

expresar su incertidumbre sobre €@ con un miembro de la familia. Hay una conexiéon

directa entre familias conjugadas y suficiencia, ya que si
suficiente de dimensién fija,

existe una estadistica
siempre es posible construir una Familia Conjugada
Todos estos puntos se encuentran detallados en De Groot (1970)
(1985), Bernardo y Smith (1994).

Paramétrica, , Berger

Con lo que se ha expuesto en esta seccibn, se puede notar que para tomar

"Decisiones Estadfsticas" a través del Principio de la Pérdida Esperada Minima, hay
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que determinar una funcién de pérdida L(d,0) que cuantifique adecuadamente las
preferenclas entre las consecuenclias y especificar una distribucién iniclal P(8), que
exprese el conocimiento inicial sobre 8. Con base en este principlo y si no se
incorpora informacién muestral, la decisién 6ptima se obtiene al minimizar Ep(L(d,8))
sobre D. Si se usa la Informacién dada por Zn, es necesario usar Bayes para obtener
P{612n) y después encontrar la decisién éptima al minimizar EPIZH(L(d,P)) sobre D,
donde EPIZ"(L(d.G)) denota al valor esperado de L(d,8) respecto de P(6|Zn).

En problemas de estimacién puntual D es el espacio parametral y en pruebas de
hipétesis D estd formado por las hip6tesis que se plensa contrastar. Ademas,
usualmente es facil determinar modelos Interesantes para L(d,0) en problemas de
estimacién puntual y contraste de hip6tesis. P(8) puede ser mas diffcil de precisar,
aunque el concepto de conjugadas a veces resulta Gtil en este sentido. Méas aun,
segin Diaconis e Ylvisaker (1985) la incertidumbre sobre 8 siempre se puede aproximar
por una distribucién mezcla de conjugadas, aunque en la practica su determinacién
puede complicarse. Parte de este trabajo estd dedicada a proponer y estudiar el
comportamiento de diferentes alternativas para L(d,8) y P(6) en el
problema de contraste de hip6tesis planteado en el capftulo I

contexto del

A continuacién se describen algunos ejemplos de estimacién puntual y pruebas
de hip6tesis analizados como problemas de decision.

Ejemplo I1.2.2.

En el contexto del ejemplo I1.2.1, suponga que se quiere‘ esﬂfnaf -;Sﬁhi:défmehte o
el pardmetro 8. En este caso D =[0,1] y por facilidad de notacién, 8 =[0,11;"

Si se usa pérdida cuadratica, es decir si

L(d,8) = k{d-6)* con k > 0, (15)
la decisién de Bayes es aquella que minimiza
KEp(d-8)°, {16)
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sea cual sea ‘la densidad p(@).

“Una sfm;ﬁle célculp,prermlte pyo§ar quefvla decisién de Bayés es
= d- e,
con Ep(8) la kmedija de la funci?m de densidad p(e).

El valor de Bayes resulta ser

KEp(Ep(8)-8)° =k Varp(e),

con Varp(®) la varianza de pf{8).

Cuando, como en el ejemplo II.2.1., P(8) es una Beta (a,B),

«
4% = ——
o+
y
k
k Var,(6) = -
(a+B+1)a+8)®
Si se usan datos y una inicial Beta, entonces
o+Y
dl —
a+8+n
y
kla+Y)(B+n-Y)
k Varplz:-(e) & —————,

(a+ﬁ+n+1)(a+ﬁ+n)2

con Varplz"(e) la varianza de la final P(6Zn).
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Si L(d,8) =k |d-@| la solucién de Bayes es Ia mediana de la distribucién final
o iniclal, dependiendo sl se incorporan o no datos (Consuitar Berger (1985) o De

Groot (1970)). En el caso Beta puede ser necesario usar tablas de Beta incompleta

" para calcular la mediana de la inicial o de ta final.

EJemplo 11.2.3.

Nuevamente, en el mismo contexto del ejemplo 11.2.], suponga que se quiere
probar ] )
Ho:8= 60 vs, Hg:'8‘= e - (23)

con 60 < 61 y 80, 61 los Unicos posiblés valores que puede tomar el parimetro

Ahora D = {(Ho,Hi}), © = {80,081} y P(ei es cualquier densidad discreta en 8.
Supongamos P(B0) = m, P(61) = 1-n y que la pérdida vale O si se toma una decisién
correcta y uno en caso contrario.

Esto se sintetiza en la tabla que se presenta a
continuacion.

TABLA DE PERDIDA

)
a0 @1
eo | o 1 P(60)=n
D o1 ]1]0 P(61)=1 -n
Usando la distribucién iniclal,
EP(L(HO.G)) = l-x ' (24)
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EP(L(HI.B)) =R (25)

1
De esto se concluye que Ho es Bayes cuando ® > ~ y el valor de Bayes es 1-m.
2

1 1
Si m < -, Hi es Bayes y el valor de Bayes es r. Con m = -, tanto Ho como Hi son
2 2

1
decisiones de Bayes ambas con valor de Bayes igual a -.

Si se quiere efectuar el contraste usando datos es necesario calcular P(80|2Zn)
y P(B1]Zn), las probabilidades finales de cada una de las hipétesis.

Por el Teorema
de Bayes y como los datos tienen distribucién Bernoulli

n 80¥(1-80)""

P(60|Zn) = 5 (26)
n 60°(1-00)" Y+(1-n) e¥u1-e1)"Y '
n
con Y= ZXl y
1=1
P(611Zn) = 1-P(60|Zn). o 27
Con la distribucion final,
EPIZn(L(Ho.B)) = 1-P(601Zn) (28)
y
EP‘Zn(L(Hl,O)) = P(60|Zn). (29)

1
En consecuencia, con datos, Ho es Bayes s{ y solo si P(60]Zn) > — con valor de
2

1
Bayes 1-P(60|2Zn). Hi es Bayes cuando P(60|Zn) < — y su valor de Bayes es P{6o|Zn).
2

Finalmente, si P(801Zn) = -, Ho y Hi son decisiones de Pérdida Esperada Mfnima con

w1 -
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1
valor de Bayes igual a ; .,

Mediante un poco de dlgebra es féacil verificar que Ho es Bayes cuando Y > Kn,
Hi es Bayes si Y < Kn y tanto Ho como Hi son Bayes si Y = Kn con

In(r/(1-m)+nln((1-61)/(1-80))
In((@0(1-61))/{61(1-00)))

(30)

Es decir, Ho se "rechaza" si Y > Kn con Kn una constante. Esta regla de
decision es similar al criterio clasico de Neyman-Pearson.

Ejemplo 11.2.4.

Una vez mas en 'yla,situacién “del .éjgxhpld 2.1

suponga . ‘que ‘arhpra' se quiere
probar . et

(31

Como en el ejemplo I
supone que la pérdida ‘es'de
pérdida vale cero y 'si no val

;il. ~En todo momento se
‘se- ‘decide correctamente la

ujente expresa la pérdida en forma
explfcita. )

TABLA DE PERDIDA
8

8360 8>80
6160 { 0 1

e>eo |1 | O

Si P(es80) es la probabilidad inicial y P(es60|Zn) la probabilidad final de Ho
respectivamente entonces,

EP(L(HO,O)) = 1-P(8=80), (32)
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E,(L{H1,8)) = P(esgo), = (33)
Ep 2, (LH0.0) = 1-P(6s80/2Zn) — (34)
EP'Zn(L(Hx.B)) = P(@s00|Zn). (35)

De estas expresiones se puede observar que Ho es Bayes, sin datos cuando

1 1
P(8360) = ~ y que Ho es Bayes con datos si P(6s80]2Zn) = -. Analogamente, Hi es Bayes
2 2

1 1
sin datos cuando P(8=80) = — y Hi es Bayes con datos si P(6s80|Zn) s - .
2 2
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11.3. TAMARO DE MUESTRA

Cuando un problema de inferencla estadfstica se ha form\;lad;S como ‘uno -de
decisién, la determinacién del numero éptimo de plezas experimehtales
formular a su vez como un problema de decisién.

se puede

Primero, se debe considerar la eleccién de un numero n, el tamafio de muestra,
que puede ser cualquier entero no negativo, Después, aparece un e¢lemento de

incertidumbre ya que se desconoce que Zn del conjunto de posibles muestras serd

observado. Finalmente, a la luz de Zn, se debe elegir oéptimamente una opcién

d* € D, cuyas consecuencias estan determinadas por el valor desconocido del parémetro
6 que pertenece a un espacio parametral 8. En un problema de este tipo, la pérdida
cominmente depende de n, Zn, d y 8 y aqu{ se denotard por L(n,Zn,d,8). Mediante un
diagrama de 4rbol, la situacién se ilustra esquemdticamente en la figura II.3.1.

L(n.Znd,©
e / )

FIGURA 11.3.1

ARBOL DE DECISION PARA EL PROBLEMA DE TAMARO DE MUESTRA
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El érbol deja ver que el problema de tamafioc de muestra, visto como uno de
decisién, presenia més de un nodo de decisiones. Cualquler problema de decisién con
esta estructura recibe el nombre de Problema de Declsién Secuencial. Otro aspecto
que se puede observar de la figura 11.3.1 es que para el caso n=0 la pérdida sélo

depende de d y 6. Esto porque la opcién n=0 equivale a tomar decisiones en D sin
incorporar informacién muestral.

En resumen, los elementos que intervienen en el problema de tamafio de muestra
visto como uno de decisién son:

T

N el conjunto de los enteros no negativos cuyos elementos' se van a _denotar por

bles: muestras de._t :
ional ‘f(Znl8). -

0 el éspacio parametral con f.d.ﬁ"g‘lniéiél-l’(e).
f(Zni@) la f.d.p.g. de la muestra Zh dado’e p’gr;aymetrofe.‘

L(n,Zn,d,0) la pérdida que resulta de elegir el tamafio de muestra n , observar

Zn, decidirse por d y con 68 el verdadero valor del parametro. Por notacién,
L(0,Z0,d,0) =L(d,8).

En Bernardo y Smith (1994) se presenta y justifica la solucién general de
cualquier problema de decisi6bn secuencial. Esta consiste en podar el &rbol, de atras
hacja adelante, mediante el Principio de la Pérdida Esperada.
implica lo siguiente:

En nuestro caso, esto

Para n=0, determinar do* tal que

EP(L(do'.O)) = min, EP(L(d,O)). (§Y)

D
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Asignar como conseéuencla a-la declsién néo el valor

L*0) = ming E(Lde). | @)

Sl n > 0, para cada Zn € Zn'determinar

Ep| zalL{n,Znd"20,0)) = mi (L(n.Zn‘,cv:i‘;e{)? : @)

con E,, (Ln,Znd,e) el valor )" respecto de P(81Zn).

Considerar como consecuencia de la"'d' 50 Zn la pérdida

4)

la f‘igﬁr;atrl:i’.:i.l’ se reduce a un 4rbol con
eéérfga en la seccién IL1-de. este

trabajo. Ver figura I11.3.2.

L"(0)

FIGURA IL3.2
ARBOL DE DECISION SIMPLIFICADO. PROBLEMA DE TAMARO DE MUESTRA
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Ahora, la soluelén al problvenia“’cqnslsté en_ buscar ‘fﬁ') 0 tal que

e s" (Lo, Z0)) )

con E (L‘(n zn)) el valor espe _(n Zn) respecto de la f.d.p.g.’ P(Zn) v

comparar L'(n) con . L*(0). Sl L‘(O) s L(n®) el tamafio optimo es no =.0. y sl
L(n*) <'L*(0) el tamafio éptimo. es no = n*,

Elegido no y obtenida la muestra‘ Zno
decisi6én 6ptima en D es d'z“

o Si no = 0, la decisién 6ptima en D es do®.

Comiinmente se supone que la pérdida L(n,Zn,d,8) es igual a la suma de una

pérdida que sblo depende de d y 6 més el costo de muestrear n piezas de informacién y,
observar Zn. Esto es,

L(n,zn,d,e) = L(d,0) + ClnZn) O )

con C(n,Zn) la funcién de costo que se debe expresar en las. mismas unidades de L(d e)

y tal que C(0,Zo)=0. Con ‘este supuesto. d' ’ satlsf‘ ace -

‘ (L(d"Zn en = min

1| N
L*(n,Zn) = minD EPIZn( (8)
E_(L*(n;Zn)) = L%n) + E_ (C(n,Zn)) 9
Pn M e PR
con
L*n) = Epn(minD EPlZn(L(d'e)))' (10)

En De Groot (1970), L*(n) recibe el nombre de Rlesgo de Bayes que sera el
término con que se designard esta funcién de n a lo largo de este trabajo.

EPn(C(n.Zn)) es el costo esperado para una muestra de tamafio n.
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En la préactica, es diffcll especificar la funcién de costo en
unidades de L(d,8).

las mismas
En estos casos el uso directo del Rlesgo de Bayes parece una

alternativa razonable para evaluar el tamafio de muestra. En el siguiente capftulo se

estudia el uso de L®n) para evaluar el tamafio de muestra en el contexto del

contraste de hipétesis planteado en el Capftulo I. A continuacién un ejemplo.

Ejemplo I1.3.1. (Continuacién Ejemplo I1.2.2.})

Suponga que ademiés de estimar 6 se desea evaluar el tamaho de. -muestra 6ptimo

para efectuar la estimacién.  Se considera adecuado pensar que la funcién de costo

sea proporcional al tamafio de muestra, es decir, C(n.Zn)*‘cn con’ c > 0

Notar que

) L(n.Zn,d,8) = k(d-8)2 4 cn . o ()
expresién que también vale para n = 0.

Con una inicial Beta («,B),

g = 2 a2
Zn . g+Bin
. A
con Y =ZX1 y
1=1
k(o+Y)(a+n-Y)
L*(n,2n) = —————— + cn. (13)

(a+B+n+l)(a+ﬁ+n)z

Como Y dado @ tiene distribuci6n Binomial (n,8) y puesto que la esperanza de
la esperanza condicional es la esperanza no condicional, resulta que

«
E(Y)=E(n6)=n—

(14}
a+f



E (Y’) = E_(n6-no’+n’0")

: mi - no(e+l) '+ e+l
B . (atBH1Na+B) - - (a+B+)(aceB) |

(15)

con EY(Y) y EY(YZ) iguales al primer y segundo momento de la-f.d.p.g.:P(Y). Delas

dltimas tres ecuaciones, se tiene que para toda n € N

L*(n) = ko# (16)
(a+B+1)(a4B)(a4B+n) - . e s
y ) )
E, (L*(n,2n) =L*n)+en - ' an

De esta forma, “es b’o‘sit'vle,k enééhti‘:aif,":?ekﬁlipltamente no (el tamafio 6ptimo),-
extendiendo a toda n en los reales, derivando Ep‘i'(l;f(ri.zh))'e igualando a cero.

Es facil probar que

8 E_ (L*n,Zn)) “kaB °
Pn =+ (18)
an (e+8+1)(e+B)a+g+n)?
¥ que
8 E_(L*(n,Zn))
Pn
8n )

cuando

l ko
n= ——_ﬂc(MB)(w&Bﬂ) (a+B). (20)

Si este punto critico se denota por nc, se buscan dos enteros consecutivos
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entre los que se encuentre nc y nho es el entero, -entre ”'-los; dos gv’c_onsécutlvos, con
menor pérdida esperada. E! lector puede verificar que 5 un.nm(rlilmo ya que la
segunda derivada parcial de EPn(L'(n.Zn)) respecto de ‘n.esZmayo

nimero n.

que -cero para todo

Es interesante notar que en el ejemplo 1l L*(n) es una funcién monétona

Normélménte L*(n) es monétona
decreciente en n y tiene una cota inf,er‘lor,i e}l/' 'Vvalor'f'Esperado de la Informactén
Perfecta que se define a continuacién. o

decreciente en n y acotada inferiormente  por ';:érq.

DEFINICION IL3.1. Sea (D,8,P,L) un problema  ‘de decisién. Sea 8 un espacio
parametral con f.d.p.g..inicial P(8). - Sl para toda d € D, L(d,@) tiene un mfnimo en
6 y la funcién L“(d.e) = minD L(d,8) es integrable respecto de la distribucién

asociada con P{@), el Valor Esperado de la Informacién Perfecta, denotado por C, se
define como

C-= I L (d,6)dFv(6). (21)
8

La funcién LM(d.B) es la pérdida que se obtendrfa si el decisor supiera con

certeza cudl es el verdadero valor del parametro ©. Por esto, l‘u(d'e) es la pérdida

por informacién perfecta y de ahi que a C se le denomine Valor Esperado de la
Informacién Perfecta.

TEOREMA I11.3.1. Sea (D,8,P,L) un problema de decisi6bn con © un espacio parametral. Si
C € R, L(d,8) no depende de Zn y para todo n € N, existe L*(n), entonces

C s L*(n). (22)

Demostracién.
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Por la definicién 11.3.1,
LM(d,e) =< L(d,0),

Entonces,

,,|2n(L (d o)) =~1-:-1 ; (L(dit:’:)),

Plzn

En consecuencia.

P|2n(L (d 9]) = minD

y por tanto,

EPn(EPIZn(L (d 6))) = E (mln

Pero;

E

con l’.‘z"(LM (d,8)) igual al valor esperado de Lu(d‘e) respecto de P(Zn|B).

Como L(d,8) no depende de Zn,

vVdeD

vdeD

(L(d e))

7 PIZn(L(d B))) L'(n)

P IZn(L (d, 8))) = E (E (L (d,e))

EZn(LM(d'e)) = Lu(d'e)'

De las dos ultimas ecuaciones, se desprende que

Epn(EMZn(L (d,0))) = C.

Con (26) y (29), se obtiene la conclusién del Teorema.m

(23)

(24)

(25)

(26)

27)

(28)

(29)

Bernardo y Smith (1994) presentan analogos a la Definicién I1.3.1 y al Teorema
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11.3.1 en un contexto de Teorfa de Decisién en general. Para los fines de este

trabajo. s6lo es de interés la definicién de informacién perfecta y la desigualdad del
Teorema 11.3.1, cuando 6 es un espacio parametral.

TEOREMA 11.3,2. Bajo las condiciones del Teorema 11.3.1 y bajo el supuesto de que Zn
es un vector de variables aleatorias independientes (v.a.i.) dado O,

L*(n+l) = L*(n) (30)

para todan € N,

Demostracién.  (Por claridad, \inicamente se presenta ia demostracién para el caso. 6
continuo y Zn un vector de varlables aleatorias contlnuas.)

Por definicién,

L*m) = [ P(zo)[ming, [ Lidowteizaide]azn

:= j'[mxn IL(d e)P(eIZn)P(Zn)dye]’dZ.n. (31)

Como para todo 8 € 9..

I f(Xno118)dXnet = 1, ] S I (<~ )
An+1

L) = | [ming I L(d,8)P(0 | Zn)P(Zn) [ [ f(anle)dxnu) ae] 4z

Zn An+t

=J' [ming, J’ J' L(d.e)P(elZn)P(Zn)f(Xmlle)anude]dzn. (33)
Zn 8 Ans+1
Se sabe que
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P(BIZP(Zn) = f(ZnlO)PlO) (24)
y como x:.x:....xn.xnu"sbh ,\l}hde'pendlentév’sj dado_ 8, Ve‘ntonécsr
P(O1Zn)P(Zn) (Xno1 €)= F(Znv1|0)P(8) = P(BIZnst)P(Zne). (35)

De esta forma,

(36)

Por otro lado, para’toda d.e D'
[ Lierpte1Znmde = ming, [ Lid.e1pe1Zanice. @n
8 T8 o

Si esta desigualdad se multiplica por P(Zn«-l) y después se integra respecto de

Xn+1, se obtiene que

min g I P(zn.nU L(d.G)P(GIZnu)de]anox z
Lnet [-]

I P(Zrul)[ ming, J. L(d,e)P(eIZnu)de]anq. (38)
An+1 e

Al integrar ambos lados de la Gltima desigualdad obtenida respecto de Zn, se
llega a que
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J. [mln D I P(Znol)[.[,L(d.e)P(Glan)dB]anol] dZn & : '
Zn Anar A -

e] dXne1 dZn. (39)

[ p(z...n[ ming, [ Lid,0P(61Znn)d
Zn Anet 0 s

Notar que el lado derecho de (39) ‘es ‘lg'\i_al;i\.: L®(n+1)

Con (36) y (39) se
obtiene la conclusién del teorema.m )

La importancia de los teoremas I1.3.1 y "Ivl.a;rzr'se'ra notoria en el siguiente
capftulo, donde se propone un procedimiento para 'evalua'r‘»el tamafio de muestra usando
el Riesgo de Bayes L*(n).
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' CAPITULO Il
PLANTEAMIENTO BAYESIANO DEL PROBLEMA ORIGINAL
INTRODUCCION

El problema de contraste de tres hipStesis, expuesto en el capftulo I,
formula como problema de decisitn.

se
Se proponen distribuciones iniclales -y funciones
de pérdida utiles para efectuar el contraste. Para las iniciales, se calculan las
correspondientes distribuciones finales y para las pérdidas se obtienen expresiones
para la pérdida esperada con algunas de las iniciales y finales propuestas. Se
define un método de evaluacién de tamafio de muestra a través del Riesgo de Bayes y se

implementa al problema de contraste de tres hip6tesis.

I11.1.-EL CONTRASTE DE HIPOTESIS

Recordemos que el problema de clasificacién de semillas planteado en el

Capftulo 1 se convierte en el de contrastar el juego de hipétesis

H:: @ € i=1,2,3 (o}]

en donde ©i = {0,61), B2 = [91,92 1 'y . 83 = (821], constituyen upa particién del
espacio parametral 8 = [0,1] .y 6 eSjéI. pz;\rémetro de una distribucién Bernoulli. Las
observaciones del vector - Zn kcbnfor_‘man una muestra de variables aleatorias
independientes e idénticamente di'siffﬁuidas éeg\fm el modelo Bernoulli, a menos que se
indique otra cosa. Con esto, o

S . n
£(znl8) = 8¥(1-8)""Y 1 [1 (xn) @
R 1=1 Lo,

n

yY= ZX:.
i=1
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Por lo dlscu{ido:_e_n el capftulo 1I, éste problema de contraste de hipétesis se

puede ' formular como uno de déclslén en donde D = {di,dz,da);, con di la decisién de

que Hi es cierta, dzyla declsiéh de que Hz es clerta y'da'la decislbn de que H3 es
clerta. 8 esté representado por el intervalo {0,1] y la pérdida, en general,

es de la
forma L(d1,0) con | '=1,2,3° ye e 0,1},
Con la inicial: P 1u lbnal pr*t?blema cgnéyl;:tveaen'evvalvgax"
E (L(d‘\.g))"f et2s o @
y elegir ‘dj sirtv:{:uir
. !;::"“’ = L\ : | - P 123 )
bispﬁ&&léii :lé nu st;a"""Zn.' la i sc;lu;':lbn" al. : problema - conslsté en . calcular
P(812Zn), E‘falﬁa} P e : ‘
Li* %-L.VEP"'?Q;'L(A,",Q))_ ‘ | Ci=123 (s)
y elegir dj‘ sl VQC\’lrr‘é :que
e 'sv L* . i=123 )
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I11.2.-DISTRIBUCIONES INICIALES Y FINALES !

Cuando en un problema de decisién estadfstlco el -/espaclo de sucesos lnclertOS'
estd representado por el intervalo [0,1}: y las

aleatoria de variables Bernoulll es comun cuantlfick
miembro de la familia F con L

¥ = (n(e); Me) -..Q)

La razén de esto es que: ¥ ofrece

II 21

inicial. Cémo se demostré en.el ejefhplo
conjugada. g ;

la . clase B

i lniclales no
© (1979)). ~ Ladistri

tnformatlvas 0
clén unif‘orme en el [0 11 def’inida p

e referencla

(Bernardo

: "i»(é)a= 1 (0
3 10,1

2)
la distribucién de Jeffreys definida por-la ecuacién
(3)
¥ la distribucién de referencia Lfmite de Conjugadas definida por la expresién
-1 -1
P(e) « 8 (1-8)". (4)

La uniforme resulta ser la densidad que maximiza la entropfa sobre el conjunto
de todas las funciones de densidad en el (0,1] con distribucién continua (Bernardo
(1979)) y aunque satisface el Principio de Indiferencia no es invariante ante

reparametrizaciones (Box y Tiao (1973)). Por el ejemplo I1.2.1, la final, cuando se
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usa una inicial uniforme, resulta ser una Beta de parametros 1 + Y y n -Y +l.

La distribucién’ de  leffreys es- la - que maximiza la informacién esperada
faltante y es invariante ante reparametrizaciones (Bernardo (1979)).

Nuevamente, por
el ejemplo 11.2.1, 1a final,

cuando se usa la inicial de Jeffreys es una Beta de

1 1
pardmetros - + Yy n =Y + -,
2 2

En general, la distribucién de referencia limite de conjugadas se determina

buscando aquella inicial tal que los paradmetros de su correspondiente final

sélo
dependan del tamafio de muestra y de los datos (De Groot (1970)).

Con una inicial
Beta {o,8) y con el supuesto de que las observaciones son Bernoulli, esto equivale a

hacer que los valores de ¢ y B sean iguales a cero. De aquf que la inicial lfmite de

conjugadas en el problema Bernoulli-Beta sea e -0

Es conveniente notar que
dicha inicial no define una f.d.p.g. ya que

1
Ie"(l-e)"de = (s)
1]

Es decir, la distribuci6én inicial no «‘,infqrmatlyva limite de conjugadas, resulta ser
una distribucion impropia. Por simﬁ‘lgeyf:sds‘tirtucién en el Teorema de Bayes, la final
que se obtiene al usar la inicial Hmi,t'é:,de'»fconjugadﬁas es una Beta de pardmetros Y y
n-Y que también puede ser impropla.»:"i C\iéhdo se utiliza una inicial impropia, ésta se
considera como una aproximacién a’ una situacién real

en la que se tiene poca
informacién inicial,

Alternativamente, para el problema de prueba de hipétesis planteado se puede,
definir la inicial de la siguiente manera.

Sea ¢(0) =i si y solo si 6 €8, con i=1203. Para expresar el

conocimiento inicial sobre ¢ es necesario determinar Ti, fl2, T3, con h + Tz + N3 = 1
tales que

Plg =) = m, i=123 (6)

35



Por Bayes, la probabilldad final de que ¢: =i se obtiene por la relacién .

Pl¢ = i1Zn) « f(Znlp = DP(6 =D, ~ ~  1=123 - g
donde ‘
f(Znlgp = D) = Ir(znle)P(ew =hde. ey
8 - B i ‘
Esta uGltima integral requiere de la especlﬂcacibn de P(eld: = l). l; ff.d.p.g,, ’inli:ial
de 6 dado ¢ = |, i = 1,2,3. Dadas P(¢ l) y P(9|¢ i) resulta que :
P(e) = 9
Mendoza (1993) propone definir
Plol¢ = 1) e"(x-e)"ia'(e), rzo, Ci=123 o
que da lugar a la inicial
P(e) = 6" (1-6)" I (9) + —6 (l 9) I (9) -o— G (1-9) l (9). (11)
C C2 Ca.. i
donde .
a = J’ eTru-e)Tde. 12)
' a
Conr =0
m
Pe) = — 1 (@) + o) + (e). (13)
0 g (02-01) a2 (1-62) a3
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Esta funcién de densidad es pbopla, se muestra graficamente en la figura Ii1.2,1.

1
(M =N2 = N3 = -, 81 =.4, 62 = ,75) y se denotard por U(M, 12, 13).
a3

P(@)

1.43

1.33

.83

(ELANLIN St S S A S S e B S RS S SN AN M NG N SN S R AL AL |

LANNL S Tl S e Ay MG S S SR REN S S

'lllllllll'lltljllll'ljlllLllLl

3

PR S ST WU S SN WY T S SO BU SN TUNT N NN S 1

0.4 0.75

-

FIGURA 1II.2.1

1
INICIAL U(ILMI2,M8), h = M2 =Ma =~ 61 = .4 v 82 = .75
3
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1 1 ’
Si r = - ]a densidad aparece en la figura I11.2.2 (i = Tz = Mla = > 01 = .4,
2

6z = ,75),
——— — T T — —T
4 _7 i AL T i i J
Ple) | Y
- 4
3L
3
2
1L
o} -
| SO SRS N VT S S R SR R SRR SO ST S S
o] 0.4 0.75 1
e
FIGURA 1I1.2.1
1 1
INCIAL (1), r = -, M =12 =13 = ~, 61 =4, 62 =75
2 3

Si P(8) es la inicial de (11) y Zn es una muestra aleatoria de observaciones
Bernoulli (e),
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. ]
P(6|Zn) « — B

— oYU 1 (@) ¢
Ca L o . ;
PR n
reo, Y= Txio (14)
. : =
Cuando P(é) :
"P(012Zn) o — Be(Y+l,n-Y+1)I: (8) "/ 4 ——u—— Be(Y+1 n-Y+l)l @ +
RS e - '_(ez- 1) :
. Be(Y+1,n-Y+1)I :.(8). . (15)
Cl1mea) . o iee
Si
p w5 — (Bi{Y+],n-Y+)} + ————(B2(Y+],n~Y+1)~B1{Y+1,n-Y+1))
[:] i 2_91‘), o - E
e (16)
(1-82)
81
con Bi(a,B) = .r Bela,B) de, i = 12 y se define, a M(8) como
)
1 16} M3
Mio) = & [_1 o) + 1 (e) + I (e)], un
ule g (82-81) g, (1-82) gy

la final que corresponde a la inicial U(M,M2,1I3) es

P(61Zn) = M(B) Be (Y+l,n-Y+l).

18)
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Graficamente,  esta. funclén - de -densidad _se‘pmséntu ‘en la figura 11.2.3 para

SR ER: : 1
n =20 60 =4 02=75 Y =4y m-n;;n:; -;

R VTV Y JILTSCET R U TS IS T SN O T R |

FIGURA 1I1,2.3

FINAL PARA LA INICIAL U(M,TI2,TI3)

1
01 =2.40=.75 M=N=M=-,n=20Y =4
3

La ecuacién (11) define una familia de iniciales util para el problema de

. 1
contraste de hip6tesis discutido. Si m1 = m2 = n3 = -, la iniclal mencionada resulta
3

ser una inicial no informativa sobre el parametro ¢.
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Esta seccién present6 alternativas para modelar el conocimiento iniclal sobre
8, el parametro de una variable aleatoria Bernoulll cuando se desea resolver el
problema de contraste definido en la seccién anterior. Las iniclales propuestas
pueden modelar la incertidumbre de muchos decisores aunque estas distribuclones no
son exhaustivas, es decir, no se afirma que todo decisor sea capaz de expresar su
conocimiento iniclal con alguna P(8) aquf expuesta.
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111.3.,- FUNCIONES DE PERDIDA

Algunas posibles funciones de pérdida para el problema‘de contraste son:

Pérdida 0-K.

Esta pérdida se define como

Ld,e) = k(1 -1 (8), - k>0, 1=123

81 ) B :

(1

y es del tipo "todo o nada“<ya, q\’xe;,uﬁ" éckiebntko, al - decidirse por di produce pérdida

cero y un error, pérdida Ki.

: o = 4y 0z'=.75 la pérdida aparece en

Ud: &
3 el - T T _i
S L h L ]
1.0 1.1 —_—
0.0 - -0.t ]
F b N 9
“0.8F, L . 21 -O.lE . — P 3
[ o.4 o.1e 1 L] 6.4 0.8 1
. Ua.n
1.8fF B =
1o 1
o0
- p
9.0, N L . 13
° 0.4 °.78 1

FIGURA IIL3.1
PERDIDA 0-K, K1 = k2 = ka =1, &1 = .4, 62 = .75
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S1 p(e) es cualquier f.d.p.g sobre [0,1] .y se utiliza la pérdida O-K resulta

que

EpL(d,6) = ki (1 -Prie e @), 1=123 : ,»  @

donde Pr(6 € 61) es la probabilldéq ‘
concluye que la solucién por pérdida
maximice Pr(e e 61). '

‘Se
obtiene al determinar di que'

Cuando P{8) = Be (o,8)
E, (L(d1,6) &)

4)

(5)

Si P(BIZn) ‘es la fina .+ que corresponde a- una inicial: Be {e,B), E'kl (L{d1,e)),

i=123, se obtiene con las tres ecuaclones anterlores sustltuyendo @y B por a+yY

yg +n-Y respectivamente yY = 2 X1,
=1

Cuando se usa como inicial la distribucién Ilfmite de conjugadas no tiene
sentido evaluar la pérdida esperada sin datos. Si los parametros que corresponden a
la final de la distribucién 1fmite son positivos, la pérdida esperada se obtiene
sustituyendo en las ecuaciones (3)-(5) a y B por Y yn - Y.

Si P(e) = U(In,M2,13), que resulta ser la Inicial que distribuye uniformemente
la probabilidad Th sobre 81, entonces

EP(L(dI.O)) = ki(l -), i=1,2,3. (6)
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Cuahdp P(6]|2Zn) “es' la final "que cqrrespondé a la inlcial U(Mm,TlI2,Ta) se puede
verificar que ’

. EERISERRS i § 2 S ; : '
E.,_ (L(d1,e)) = kil = — Bi(Y+Ln=Y+1)), " . ™
Plzn N el e T

E. . (L(d28)) = ka(l = (—e )Baly+l;n-¥s1) = Bi(Y+l,n-Y+1)) ), ®)
Plzn™ S (9?181) A R e

i

con u la _probai)llid'ad" ponderada def inida’én la: seﬁ:%:iéﬁ:ihterldr.

Pérdida Lineal. ; Esta 'pérdidiaris,ef’defl"i‘rlle; como S

L(d1,8) = kule -en)(1 - 1 (@) ), B (10)
L(d2,8) = kz(61 -8)I (8) + kez(e -82)1 (8), T
1 2]
L{d3,8) = k(82 -8)(1 ~I (8)). ' (12)
83

Gréficamente para kijy = 1, 61 = .4 y 92 = .75, la pérdida aparece en la figura
111.3.2.

44



FIGURA 1I1.3.2

PERDIDA LINEAL KIj = 1; 61 = .4, 82 = .75

Si p(B) es cualquier f.d.p.g de probabilidad sobre el [0,1] 'y se  utiliza. la
pérdida lineal, entonces k ‘

o1
Ep(L(d1,8)) = kn[ Ep(6) - [6 plo)ds -au(1-Prio € &) ] (13)
[+]
61 1
Ep(L(d2,8)) = kzx[exPr(e € 81) -Ie p(@)de ] + kzz[ Ie p(elde - ezPr{e € 83))] (14)
o 82
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p 1
EslL(d2,0)) = kax[az(l -Pr(o € 83) - sp(e) . Ie plo)de ] (s)
-62: g

(16)
(17) -
(18)

— Be(a+l B) de.
a+B -

Nuevamehte. si kP(eIZn
(L(di,0)),  i=1, 23 ‘sei’c

ue: corresponde a ‘una inicial . Beta (a,B),
Plz “tres ultimas ecuaciones al sustituir « y
B.por a+ Y y B + n vY

I{fmite de conjugadas, la pé

Con: la flnal correspcndiente a la distribucién inicial
char_,espe‘rada se obtiene al cambiar « y 8 en las mismas

tres ecuaciqnes (16f18). por&Y. yn =Y, siempre que estos parametros sean mayores a
cero,’ ) ) e

Si P(8) = U(M,N2,M2) entonces

EP(L(dl,O)) = kn{ ! ((2M+N12-2)81 + (N2+1713)02 + TMa) ] (19)
2
am Tla(l -62) \ .
E (L(dz2,0)) = kzx[ _ ] + kzz[ _— ] (20)
P 2 2
2M+Tl2 M+2 .
Er(L(d2,6)) = k:n( (e - (e ] @)
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Cuando P(BIZn) és la flnal que corresponde a ‘la: Inicial U(m,n?.l'vl‘:)‘fy B definida
anterlormente, se tiene que e -

EPIZ"(L(d:_l.e:))v.'-’ k“[ ;

(22)
EPIz—n(L(dz.e));é ,kzx “
"ﬂxez (Mm+T2)es me Loy
-92(1 -( = ) —-————)(Bx(Yﬂ n-Y+l) + (B2(Y+1,n~-Y+))| |. (23)
’ 61(92 91) o(@2=n) .
: maz-(nnnz)ex ‘ R AR
(L(da e)) = kax -——————-———(Bx(Yﬂ n- Y+l)) + (B2(Y+1,n-Y+1))] - ..
| ; p 61(82-61) (g2-01); oo
: 1 M2(Y+1) (Mez-(M+T2)e1)(Y+1). " 5 R L
== |—————(B2(Y+2,n~Y+1}) + (Ba(Y+2,n=Y+1))[.. .0 - (24)
i [(e2-81)(n+2) 01(62-61)(n+2) I S
Pérdida Cuadrdtica. Esta pérdida se define como
L(d1,8) = Ci(6-81)(6461)1 (B), (25)
8
L(de,8) = Cz(0-61)(6-82)1 (8), (26)
(=]
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L(d,8) = Ca(g-82)(8+82-2)1 (8). 27

Ci> 0 1= 1,23

Para 61 = .4, 62 =75, Ci =l «con ‘1'21,2,3, la- pérdida se muestra en la figura
111.3.3. S L R R v hs

FIGURA 11L.3.3

PERDIDA CUADRATICA, C1=C2=C37—-1. 61 = .4, 02 = .75

Si p(@) es cualquier f.d.p.g. en el intervalo [0,1] y se utiliza una pérdida

cuadratica, entonces
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Ep(L(dl.G)) = Cl(Ep(B ) "61 3, L (28)
ES(L(d2,0)) = c:u:p(q) -(eneg)s'p(e)f oe2), (29)
ER(L(d3,8)) = Ca (Ep(6%) -2E5(6) + 262 -02°). (30)
De estas ecuaciones, se tiene que para -det;:rminar"y la pérdlda esperada con

Pérdida Cuadratica sélo es necesario calcular Ep(e) y Ep(e).

momentos de p(8), respectivamente.

primer y segundo

Para evaluar la pérdida esperada cuando Via‘ inlcial 'es. P(8) = Be(a,B), basta
recordar que ' '

E(8) = — e (31
P - ot+f L .
y
2 a(oc+l)
E(0%) = —— 32
o ) (a+8+1)(a+B) ( )

Los -primer y segundo momentos de la final cuando la inlcxal es Beta (a,B) se calculan

con las dos ultimas ecuaciones sustituyendo « por o +-Y y B por 3 +:n: =Y.

Por otra parte, si la inicial P(e) ulm JT2,103),
EP(O) = -—[ (Mm+N2)01 + (M+113)02 +°Ta ] = (33)
2 o

fz2te-0:°) Ml -62°) 2
+ + e ] (34)
(82-61) 1 -82)

2 1
EP(9)=;[

Cuando P(8|2Zn) es la final de una inicial U(T,1z,M3),

(M82-(TT1+112)61)(Y+1)
E (6) = —[
Plzn m 01{82-61)(n+2)

{B1{Y+2,n~Y+1)) +
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(TT2-(M2+T2)82+T1381)(Y+1) ' Ma(Y+1) 2
— 'Bz(Y+2 n- Y+l)) —— (35)
(62-01)(1-82)(n+2) . (l ez)(n+2)

|(9)

me:-(mm:)e:)(Y+1)(Y+2)
[“ 61(92—91)(n+2)(n+3)

(Ys3n-Ye1)) +

(Hz-(l‘lzmalezmsel HY+1)(Y+2)

U a(yeniye2)
(B2(Y+3,n=Y+1)) * ] (36)

© 7 (1-82)(n+2){n+3)

€ ! T xiste una cantidad importante de literatura (Shannon
(1948), Lindley ~ (1956), Lee. (1964), Good (1966), Bernardo (1979), Gutiérrez-Pefia
(1992) y Rueda’ {1992) “entre otros ) que apoya el uso de la divergencia logarftmica
como una medida de la discrepancla entre modelos de probabilidad. Si p(x) y q(x) son
f.d.p.g con soporte comtin, entonces la divergencia logarftmica o discrepancia del
modelo q respecto del modelo p esti dada por

(x)
3(p,q) = J' pix)log [2(—:)-] dx. . 37

Si f(X!8) es una densidad Bernoulli de pardmetro desconocido 6y 9 es un valor

particular de @ que satlsface f Iguqi "'; restricclén, cntonces la divergencia logarftmica

de 6 con respecto de o es 9

. kl"'

S ’ £(x1e)
50,6 = ] ixie) tog | bl )
%o f(xle)
' -] (1~8)
=6 log[ -:] + (1-6) log ( ) (38)
-] (1-8)

Mds aln, la discrepancia de un conjunto de valores de @, 8, respecto del verdadero
valor 8 se puede evaluar con
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-6(9.8!) =0 lég[
R : (1-81)

~< 9’|@

: (1-8) ‘
) + (1-9) log [-—} (39)

donde 61 es un valor' qué{se‘séblec‘clorial entre los valores que pertenccen a 81,
Con esto. 1a pérdida basada en la divergencia logarf{tmica para el problema de
contraste de tres hipbtesis que aquf se trata, se define como

“L(di,8) = A &(8,61) + B, { =123, A>0 (40)
‘Para un 0 fijo, 51 puede ser celeccionado como el valor que minimiza 6(6.5\)

en €. Sin embargo, 6 es desconocido y entonces, la seleccién de a\ se debe formular

como un problema de decisién bajo incertidumbre donde la pérdida puede ser la misma

discrepancia entre 6 y 61 Si p(8) es una f.d.p.g. que describe el conocimiento

sobre 8 y de acuerdo al Principio de la Pérdida Esperada Minima, 8; es tal que

D*®1) = ming, D*(6), i=123 (a1)

donde
D*(8) = Ep(5(6,0))
= Epl0 log 8) - log(B)Ep(8) + Ep({1-8)log(i-8)) - log(1-8)Ep(1-8). {42)

es la discrepancia esperada entre 6 y 6 respecto de p(e).

Es féacil verificar que el minimo sin restricciones de
= Ep(0), la media de p(0).
63, tenemos que

D*(@) se alcanza en

En consecuencia, y recordando la estructura de 8i, &2 y

- Ep(6) si  Ep(8) s 61
a1 = (43)
01 si  Ep(e) > 61

S1



Es(8) sl .81 5 Epl6) s ez

. 01 sl . Ep(8) < 61
62 = { v s ’ (44)
82 si- Ep(8) > 02

ga={ 82 sl El@) <oz 3 - (s)
Ep{@) si- Ep(@) & 82 )

Gréficamente con A =1, B = 0, o = 4,

8z.=.75 y Er(8) =5, la bp'érdida de
la divergencia logarftmica aparece en la figura Ii1.3.4. . )

Tca o Lo o
1 LT — T

FIGURA II1.3.4
PERDIDA DE LA DIVERGENCIA LOGARITMICA. A = 1, B = O, 61
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Con todo esto, se puede concluir -que . si p(8) cs'cualquvl;r f.d.p.g en-el
10,1, i S o

Er(L(c1,0)) = A D@1 + B; @e)

61 los representantes de clase,d‘e:finlydqs_i en a‘sVe‘cugéldne; (43)'(45) '

Cuando se utiliza' la }.iniéla
logarftimica, entonces :

: la /pél.jdldé de discrepancia -

E(L(d1,0) = A ( ——(yla+1) ~log(on) + © =
P L e

£ B -logl -e) - wlarge) ) + B, 1e=23 0 (4D
a+f : )
donde ¥(.) es la f unpibh Digamma.

'~l‘_a ecuacién anterior se obtiene al recordar que con una Beta («,8)

E,(6 log(8)) = — ( yla+l) = Ylaspsl) ), (48)
: a+f
E,((1-6)log(1-0)) = £ - ey ) " (49)
a+f

y de sustituir estas expresiones en la pérdida esperada de {46).

Es posible dar una expresién equivalente a (47) a través del Teorema 2 de Gutierrez-
Pefia (1992).

Para encontrar la decisién de Bayes en este caso, no es necesario evaluar la
funcién Digamma ya que

E_(L(d1,6) - L(d1s1,8)) = A { —— (log(B1n1) - log(61) +
P i

2 flogli-b11) - logi-81) ), ie=1,.2. (50)
a+
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Sl P(eiZn) es la final . que "correspbndg a ‘una lniélal Beta («,B),
E,|z,(L(d18)) se calcula con Ia pérdida . esperada:.(47) “de  la . pagina  anterlor,
sustituyendo « y B por a + Y, 8 + n' =Y, chpécthiairhente.y ;. :Nota,r"zciuefa)' tamblén esta
en funcién de los pardmetros de la final. Cuando P(81Zn) ‘es la final de -la inicial
1imite de conjugadas, EPIZn(L(dl'e)) se ‘calcula - con la  misma . ecuacién (47)

sustituyendo @ y B por Y y n -Y.

De la expresién general de la pérdida esperada para la Divergencia Logarftmica
(ecuacién 47 de la pégina anterior), se puede ver que con cualquier p(8) f.d.p.g que
exprese el conocimiento del decisor, determinadas A, B, 61 y 62, para evaluar
Ep(L(d1,6)), i =1,2,3, sblo se necesita determinar Ep(0), Ep(6 log(e)) y

Ep((1-@) log(1-6)). Para la inicial U(M,M2,T3) que distribuye uniformemente la
1

probabilidad T sobre 81, Ep(8) es igual a - ( {m+n2)e1 + (M+M3)ez + i3 ] y
2

.

me: ‘ R 1 2 1
Ep(6 log(6)) = —— llog(e1) - ~ —— | 82" |log(62)- ~
6 logle)) 2 [‘.og(;x)”‘ 2] + 2(02-61) ( z [og( ?) z‘f],]

(51)
Evi(1-6) logli-6)) = - M
- ogl(1l~ B c—— -
pA“ “g L 2(en)X
0 o e : SER : .
+ — [ (1-81) [ log(1-01)- -] - (1-82) [ log(1-82)- —] ]
2(62-61) : . 2 2
Mo 1
+ — [ (1.-62) [ log(1-82) ~ ~ ] {52)
2 2 .

Para 1la final de wupa Inicial U(Mm,M2,73), Eplzn(e) aparece en (35) pero

EP|2n(8 log(@)) y Eplzn(“'e) log(l-8)) se tienen que evaluar via integracién
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numérica,

De esta manera, para Implementar la soluclén al problema propuesto, utilizando
cualquiera de las combinaciones de inicial (o final) y pérdida que se han presentado
basta, en el peor de los casos, con recurrir a procedimientos numéricos para evaluar
expresiones del tipo Ep(loge) lo mismo que Betas incompletas y Digamas. En
particular, en este trabajo se utlizaron los algorftmos de Press et.al, (1989) y de

Bernardo (1976) para evaluar las Betas y las Digamas respectivamente.
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111.4.- TAMARO DE MUESTRA

Como se discutfo en la tercera seccién del capftulo 1I, -el problema de
seleccionar el tamafio de muestra (n) es a su vez un problema de decisién secuencial
que requiere de la especificacién de la pérdida L(n,Zn,d,8). Para el problema de
clasificacién de semillas que se ha abordado a lo largo de éste trabajo resulta
diffcil determinar L(n,Zn,d,8), ain cuando se suponga aditividad en la pérdida. La

razén es que no resulta obvio como proponer una funcién C(n,Zn) en unidades
compatibles con L(d,8).

Por otro lado, con L{d,8) es posible determinar el Rijesgo de Bayes L*(n).

Como se puede verificar en los teoremas II.3.1 y I1.3.2 esta funcién de n es no

creciente , estd acotada inferiormente por ‘el valor esperadec de la informacién
perfecta C (ver definicién 11.3.1) 'y )

(1)

En otras palabras, C es el Riesgo: de. Béj{esfque':corresponde an=ow

Aquf, es conveniente ‘observar que en la . practica C es finita, entonces es
posible que para alguna n finita se obtenga un Riesgo de Bayes que si bien es mayor
que C, en términos practicos excede a esa constante por una fraccién insignificante.

De esta manera, una solucién aproximada, pero razonable, consiste en elegir el valor
de n mas pequefio tal que

L*n) ~C< ¢ (2)
con € una constante positiva apropiada. Es decir, se pretende elegir la n que
proporcione un Riesgo de Bayes practicamente indistinguible con el
obtendrfa con informacién perfecta.

riesgo que se

Un camino para determinar € consiste en seleccionar t € (0,1) y hacer
e = (L*(0) -C)t, de esta manera € es una proporcién del rango del Riesgo de Bayes.

En principioc y con fines ilustrativos se usaran valores de t como .0I, .05 y ..
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L*(0) -C se puede interpretar como la disminucién en pérdlda que ‘a un declsor le
reporta la informacién perfecta cuando parte de un tamafio de muestra igual ‘a cero (es,

decir cuando realiza el contraste sélo con la Informacién iniclal).

Para el problema de prueba de hipétesis planteado en este capftulo, las dos
secciones anteriores presentan una variedad de distribuciones iniclales y funciones
de pérdida para las cuales C es finita, De hecho, basta con que p(8) sea propia y
L(d1,0) sea acotada inferiormente en [0,1] (i = 1,2,3) para
-0 < C < o

garantizar que
Hay que tener presente que en el contexto del mismo problema y dado que

Y = ZXI es una estadfstica suficiente, cuando las observaciones son Bernoulli, se
1=1

tiene que
Ep)za(L{d10)) = Lx'(Y‘), : i=123 (3)
y -
min7J Plz (L(d 9)) = h(Y) (4)
De esta forma, )
L*(n) = Ep(h(Y)) [nmp(v) i (5)
e
con
. .
PlY) = J.f(Yle)P(e) de, (6)
0

en donde P(8) es la distribucién inicial y f(Y[|8) la funcién de densidad Binomial de
parametros (n,8).

Se puede observar que con el fin de evaluar L*(n) es necesario determinar la

f.d.p.g. P(Y). A continuacién se presentan expresiones para P(Y) correspondientes a

algunas de las iniciales que aparecen en la seccién 2 de este capftulo.
Si P(B) = Be(«,8), entonces
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1 o ‘

Ma+B) oy g.1.{nl _¥ n-Y¥

P(Y) m | ——— 6 {1-8)" . : :9-(1-0)" 'do
R :[ ey - ( B Y‘ ST

. [,,] Ma+8) ' Ma+Y) Tn+B-Y) ¥ w Ol @

¥y ra)r(g) Tla+B+n)

Esta expresién define a la distrlbhcibn Beta-Binomial de parametros n, a« y 8 de donde
se desprende que si P(8) es una uniforme [0,11,

L .
P(Y) = ——i. ) Y = 0,1,...,n, (8)
n+

También con (7) se puede verificar que sl se usa la inicial de Jeffreys,

M1/2 + Yo + 172 -Y)
P(Y) = -

, Y=ol ©)
a(n-Y)! Y! s e ‘
Si P(e) = U(M,M2,Ma) enfoﬁcés
elﬂ ST gy e (YL DR _—
PY) = [—=|"{e¥1-60" Ydo Me'1-6)"Yde + "le¥(1-0)"Ydo
(5 [eraore » [ Bloteortee « [LES;
0 B S 8
1 m ’nz SR
= — [ [-—- - ————-] (Bi(Y+1,n~Y+1)) +
ntt \ Ler (@2-61) e
2 m3 fiE]
[—-————— - ———-] (B2(Y+1,n-Y+1}) + ] (10)
(62~-01) (1-62) (1-62)

Aunque se tienen expresiones cerradas para P(Y) con las iniciales mencionadas
no es posible, mediante el uso de las pérdidas de la seccién anterior, determinar una
ecuacién para L*®(n) que sea util para encontrar un entero n tal L*(n} - C sea menor
que £. Sin embargo, se puede disefiar un algoritmo numérico que para cada valor de n,

calcule los valores de Bayes y P(Y) desde Y = 0,1,2,...n y que posteriormente evalue
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L*(n) a través de una suma. De esta forma, conocidos ¢ y C, se puede obtener una
soluclén numérica para la desigualdad L*(n) - C < €. '

Por otra parte, para evaluar el tamafio de muestra segin lo discutido en esta
seccidn es neceserio calcular C, que como se puede ver de la Definicién 11.3.1,
depende de L(di,8) y de la iniclal P(9). Enseguida se presentan expresiones para C
con las pérdidas de la seccién previa y algunas de las [niciales de la seccién 2 de
este capftulo. De hecho, si se usa Pérdida 0-k o Pérdida Lineal,

ming, L(d,0) = O, v 0 € [0,1), (11)

en consecuencia C = 0 para toda'.,in_iik:ial’ P(e).

ming L(d,6) = Cif0-01)(0+01)1 " (0) + Calo-01)(0-02)] (@) ¢ Calo-62)(G+82-2) (B).

03"

e

a2

Mediante esta ecuacién es f&cil verificar que ;siv.‘Pﬂ(G)v-;- Be(a,B) y se utiliza Ja
Pérdida Cuadratica, entonces i : EEE :

(CrmCaladetl) o iz - (Cioiecamoa)BilaB)) + oo™ vz
T e at+e, - 1 + — ’
(oc+B+1)(x+8) ! 1817+C20182)(Bia,B {a+B+1)(x+8) Aat2,B
(2Ca-(81+82)C2)ex Cz(01+82)a
- (B2(a+1,8)) + —————— (Bi(a+1,8))
(atB) (a+B)

Caa(a+1) 2C3x

+ (C2(0162)-Ca(262-822))(B2{a,8)) + -
(x+B+1){a+B)  (a+B)

+ Cal202-82%). (13)

Cuando P(8) = U(M1,Tz,7a), con la misma pérdida cuadréatica se tiene que

o1 02
m T2 p N3
c= IC:(e-ex)(Bmﬂ(-—)de + I Cale-01)(6-82) + J' Cal-62)(6+62-2)de
A [:] 91(82-91) 5 (1-82)
2
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2Cimes? Call2 [
" —

t 3 3 1 X .
+ —— | ~(617-827) + -(0192(82-61)) ] +
3 (62-61) 2 .

[
Calla

2 3
—_— [ 202(1-62) ~ -(1-62") ]_
(1-82) 3

(14)
La teorfa que apoya e! uso de! Riesgo de Bayes para evaluar el tamafio de muestra
requlere que L(di,8) no dependa de 2Zn, i= 1,2,3. Ahora blen, como se recordaré para

el caso de la divergencia logarftmica, L(d,8) = L(61,8), donde 81 se obtiene con

p(8) que describe el conocimiento sobre 6. En la propuesta original para seleccionar

los representantes 61 (i = 1,2,3) (Rueda (1992)) se emplea la distribucién final para

8. En consecuencia, 01 depende de Zn lo mismo que L(di,8). Para resolver éste

problema, en éste trabajo, cuando se determinan los representantes, la distribucién

que se utiliza serd siempre la inicial. Para determinar expresiones del valor

esperado de la informacién perfecta, con la pérdida de la divergencia logar{tmica, es

necesario considerar lo siguiente. Si P(@) es la f.d.p.g inicial y se utiliza la

pérdida de la divergencia, entonces
i) 81 < 02 < 63 implica que

ming, L(d,8) = A [a(e,ém (6) + 58,621 (8) + &(0,8a)] (e)] + B (15)
911 2 3

if) 81 = 82 < 83 implica que

ming, L(d,0) = A [a(e.éz) 1 (8) + 5(6,63) 1 ce)] + B. (16)
(0,62"] te2",1]

iii) 81 < 82 = 83 implica que
ming, L(d,0) = A [5(9.81) I (8) + 86,62 1 (e)] + B. an
[0,0:%} [e1*,1)

en donde th = [0,0:°), @2 = (01",82") y @ = [62",1], -
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A continuacién se presenta la demostracién del caso i),

[:}]

log{(1-81)/(1-62))

log ((82(1-61))7(81(1-82))

ez

log((1-82)/(1-83))

log ((63(1-82))/(62(1-63))

se prueban de manera similar:

Como

entonces

Por tanto,

~ 02 PN
0 < 9z log [—;—] + (1-82) log[

~

01

(1-81)
log [ — ]

(1-82)

Andlogamente y dado que

entonces

En consecuencia,

0 < 52 log(

2|8

(1-82)

(1-01)

)

~ 82(1-61)
< 82 log [-—— .

31(1-82)

a" < ez

] + (1-82) log[

02 < g2".

61

(1-82)

-~

A{1-e1)

).

(18)

(19)

Los otros dos casos

(20)

@2n

(22)

(23)

(24)



9|'<,92". T (25)

Con argumentos similares es facil Yéx'-‘.témb,léﬁ,"qui:y e <o’y é:z"'< ea.

Por otro lado,

L(d2,6) - L(d1,8) = A (Ic ogl(Bi(1-62))/(6201-81) )8 ) (26)

es una funcién décbepiéhieie : sl e'tg';3el'; :

Entonces
SL(d,e) s Lidz,e), stoeloe (27)
* L(d2,8) < L(d1,6),’ sie et o (28)

De la misma manera, se puede probar que
L(d2,6) s L(d3,0), st 0 e {0,02"] (29)

L(da,8) < L(dz,0), si 8 € (82",1]. (30)

Con (27)-(30) se obtiene la expresién de minD L(d,8) para el caso i). EI caso ii)
considerado, aparece cuando E(8) = 81. El caso iii}) se presenta si E(B) = 82, Si

E(@) = 81 las decisiones di y din  son igualmente preferibles ya que

3(6,01) = 8(6,01+1), i = 1,2. No puede ocurrir que 61 = 82 = 63 porque 61 < 62.

Suponiendo que P(8) = Be(«,8) y que se utiliza la pérdida de la divergencia
logar{tmica

i} Si &1 < 82 < 83 entonces

c= A[ 1og[(1-éz)/(1-5n]B(a.s.ex') . 1og[(1-53)/(1-82)]B(a,a,ez')
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(31)

- donde
| (32)
(33)

1) St Brx's'?azv : 
C=A (104(1%2)/(1—51)] B(,8,61) + (£§ ]log[(az(l-al))/(61(1-‘82))]B(a+l,B.81')

- log(1-82) —[—5- ]mg(éuu-éz)) " [ £ )w(m . [-“— ]W(a+1)

B B o
- WsB) ] + B. (34)
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A continuacién se~vermca el caso {) Los otros dos casos son anélogos La

(36)

B S AR e

se obtiene

C=A [-log(l-ax)B(a,B,el‘) - log(li-sz)iB(vé'.:B;.Q?;)' ‘+_'log(1-az)B(a,B,61')
(&

.-log(l-aa)(l - Bla,B,82%) ) +'E(‘(1-‘6>)vl_og(1r-e’)) -+ E(e log(e))

B

w

) toeter-binptar .ot

| =

~ )voste/t-bam Blar o) - Blastpert) )

R -

- [i ]log(aa/(l-aa))(l - Bla+l1,8,62%) ] + B 37N
atf

Cuando P(©) = Be(a,B), E((1-8)log(1-68)} y E(6 log(@)) se encuentran en (48)-(49) de

la seccién anterior. Al sustituir estas expresiones en la ultima ecuacién obtenida

para C y usar el hecho de que

1
V(x+1) = ¥(x) + — x>0 (38)
x
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se ‘obtiene C coi-nokské‘.pres'i:niéi en (31). L

Con . la lhlélal U(m nz ﬂa) que dlstrlbuyc‘ un ormemente la'probabllldad m
sobre 8, ‘el calculo de ‘C, con la- pérdld “la-

considerar cinco posibilidades, Et(e)‘ “91.
8z < E(6), con E(6) la media de la' iniclal

f.d.p.g que no es continua como funcién’ de 6

lv gencia logar(tmlca. requlere
8) <.8z, E(B) = 62 ¥y
(Th ,M12,M3) define una

ste - trabajo. s6lo se presenta la
‘De: hecho.

expreslén para C en el caso en que E(e) < 91 'con esta condlcién resulta
que ex = E(68), ez =01y e: = @2.

Como P(e 3 U(Th sz.Tl:s) y con la expresién (15)
para el mini) L(d,0) se llega a que :

-\

C=A [ (2 ][ Ia(eax) de + J';cs(e‘ez) de
* [(e:-zex)] [

| 4'715(037):6‘9  E
(o) Jooin a0 )
PRS- D

(39)

(40)

wele oy .
[a-enogtr-0) = - T( log(i-8)- ;] ; @1

entonces

C=aA [ [mez-(nz+m)m ][ e1’(loglen)-1/2) (1-ex)z(idg(1;en)—1/2)]'
(e1-01)01 2 B 20 )
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nzmaex-(n‘z*»l'la‘)az - 82%(log(62)) _62z 7(l-éz)z(log(l-ez)-il/z)']
[ “(82-61)(1-82) .- ][ ‘ )

- nz((ez')zﬂ-“ex?‘)‘;] -
“o20e2-81) )

Hz(ei;az') A ’n  :
—_— 4+ T2 ]
(92-01) .

—(log(l-aa)) [

- “ Tate~(62°)2)  Mal1+62)
-(log(e3/(1-83)} ) [ ] ] +B

+ - (42)
2(82-61) 2
t
Otros casos se pueden abordar en forma anélo'ga,}p‘or véjémplrb.‘ si-E(8) = o,
91 . b sk
c=A ( I— 5(6,62) de + f — 5(6,62) do + I—Ta(eea) de
-91
o1 ez
Tia ~
+ J' 5(0,83) do ] + B. (43)
(1-82)

82

Las integrales de esta 1ltima ecuacién son féciles de obtener,

Antes de presentar unos ejemplos numéricos de evaluacién de tamafio de muestra

conforme a los principios de esta seccién, se presenta el Teorema IIL4.1 que

establece condiciones para la convergencia del Riesgo de Bayes al valor esperado de

la informacién perfecta, en el contexto del problema de contraste definido en este
traba jo.
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o

.+ Xn) una- coleccibn de varlables aleatorias con
f.dp.g f(Xl|e), 6 € 8 = [ab], donde" ~w: s a < b S Y P(e) es una: distribucién
inicial continua para 6. Si se considera el contraste de las hlpétesls ‘

TEOREMA I11.4.1. Sea Zn =(X1,X2,..

" (a4)

di : Hr [a,01) ,dz:'}-l
con 61 < 62 y la funcién de pérdl’da:lr.‘(»c’llr.'g‘)'
i) acotada en [a,b),
ii) no depende de los datos Zn,
i) min_ L(d,0) = L(@1,0) (8 Lid0) 1(8) + L(é6), 1(6) (45)

13 fiz e Ra

donde D = {didz,ds), @1 = [a,81), 2 = (61,82}, Q3= (B2,1], '61 = 62. Entonces, si

existe un estimador consistente para o,

1im L%mn) = (46)
ny ®
con
» = : . N
L*n) = Epn (minD EPlZn(L(d.e)) ). 47
Demostracion
Por el Teorema I1.3.1 se tiene que
L*n) = C, YnekMN (48)
Por otra parte,
L*(n) = _[P(zn) I L(58(Zn),0)P(01Zn)d8 dZn. (49)
Zn 8
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con - 8B(Zn) la decisién’ de Bayes dado Zn : Ahora ‘blen, 68() def'ine una  regla de
decisién - (de Bayes) con domlnlo en' Zn Yy contradomlnlo en D. Sea ahora &(Zn)
cualquier otra regla de declslbn :

er 69( ) de Bayes ‘se tiene que

EP|-z‘n(y(§a(z‘n) 0) S-F;P,zq(ptc(zn).e))’ , (50)

para toda Zn € Zn. ’Esklﬁrhedl_%lbto'fenté_'ncé‘s que

Lo s L) : ey

con

Lsln) = IP(Zn) fua(z..) e)P(BIZn)dedZn . s2)

En estas condiciones, basta cori "exhvibfr; 'u'ha reglé*dgfdeq‘islbn 3(Zn) tal que
lim Lgln) =C R L (53)
st : o . B

para obtener la conclusién del teorema.

Si &(Zn) es una regla de decisién cualquiera entdnces;- intercambiando Ifmites
de integracién, se tiene

Ls(n) = J' P(e) IL(G(Zn) 8)P(Zn|6) dZn do
Zn

= j R(&(.),0)P(6)de. (54)

Sea, finalmente, ©6M un estimador de consistente para € y considere

la
siguiente regla de decisi6n

8(Zn) = di st om = By, (s5)

3(2Zn) = d2 sl 1 < éu < 82 (56)
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ﬁ(zﬁ)_-"da o oM & B2, - (57)

Es facll verificar que para esta regla de decisién

'R(5(.),8) = L{d1,0)Prl6u s 81]0) + ‘L(dz.e)}t’}lén' < am < B210)
+ L{d3,8)Prlem = 8218l (58)

Al sustituir esta ecuacién en la expresitén de Ly(n) de (54) se obtiene

b L]
Lgtn) = _[ Lid1,8)Prleu = 81]6lP(e)de + IL(dz.e)Prlal < 6m < B216)P(8)d0
a a
b
+ I L(d3,e)Prieu = B2|8IP(6)de
‘a
o1 o , T R ;
= J(Lianorpribu = Brie Lidz,0WPriBr < bu < Bzlol + Lids,WPriou = ézla]]P(e)dB
02

+ I[L(dx,a)Pr[au = 8110] + L(dz,g)?r{éxf 8uf_<: 52[6] + L(da,8)Priou = ézle]]P(e)de

b o
+ I(L(dx.e)Prlau s B118) + L(d2,0)Pr{Br < om < 216] + L(d3,0)PrioM & 52|9]]P(e)d9.
6z '

(59)

Por otro lado,

69



8 L 82 = b

c - J.L(dl.e)P(Q)de'+IL(dz.Q)P(B)d9 + ‘IL(da.e)P(ei. (60)
L TU ~
entonces, EE : ‘ )
B e
Lgln)-C = I[-L(d.;O)gr(eg.>§i|e1;+ L(d2,0)Pr(61 <6u< 82(6]

b

+ J' [L(diféil;ylahx

82"

- L(da.é)i;x:[aﬁf’;;.lé'zr;lré'l]P(e)de. (61)

Puesto que 6M es consistente, el limite, cuando n tiende a infinito, de cada
una de las probabilidades que aparecen en la ecuacién anterior es cero, excepto para

algunos valores de @ con P-medida cero. Dado que L(di,8) es acotada es posible

aplicar el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue

en la expresién {61) y como
la pérdida no depende de los datos,

lim La(n) -C=0n (62)
ny
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El problema de clasificacién de semililas fué abordado, con el enfoque
bayesiano, y sin utilizar funcién de pérdida alguna, en Mendoza y Valencia (1986)
para clasificar distintas variedades de mafz. En ese casc, se utilizé, de acuerdo a
fa rutina del laboratorio correspondiente n = BOO. Marginalmente, es [nteresante
notar que este tamafio de muestra garantiza, desde la perspectiva frecuentista, un
error méximo de 0.05 en la estimacién puntual de 6 con una confianza del 99Z. Por
otra parte, los Ifmites para la clasificacién de las varledades se fijaron en
€1 = 0,40 y 82 = 0,75, Estas mismas condiclones se conslderaron en este trabajo para
utilizar el procedimiento descrito esta seccién.

L't}

oe 1

FIGURA TIL.4.1
VALORES DEL RIESGO DE BAYES. PERDIDA O-K. INICIAL UNIFORME
ki=k2=ka=1. 81= .40, 82= .75.

Con la pérdida O-k (ki1 = k2 = ka = 1) y una distribucién inicial uniforme, la
grafica de L*(n), junto con algunos de sus valores se reportan en la figura I1l.4.1.
De dicha tabla se puede notar que L*(0) - C=0.6 y con t = 0.0l, se obtiene
€
t

,006. El valor mfnimo valor de n que satisface L*(n) - C < € es mayor a 800. Si

0.1 entonces € = .06 y el menor valor de n que satisface L*(n) - C < € es 150.
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C;:Jn la - pérdida “lineal * (kiy:=-1) ~y.  de ' npuevo :con una 'inlt;lal uniforme, la

gréﬂycak' de L*{(n),” junto” qoh algunos -~ de’ sus vaiqi‘es; ‘se . presentan “en la figura
1L.4.2, ' L SRR '

T ] L T T T
0.2
L'(a) . 1
S B A LY Ll =4

0 0.1112 ]

1 0.0753 008 [~ s
50 .~ 0.0041 [ ]
‘100 . ©.0020 0ot |- -
150 | 0.0014 i
200 0.0030 bt :

- 250 0.0008 Soooup o , -
300 0.0007 ' ]
800 0.0004 ]

] 0.0000

FIGURA I111.4.2
VALORES DEL. RIESGO DE BAYES, PERDIDA LINEAL. INICIAL UNIFORME
kij = 1. 1 = .40, @2 = .75

Ahora, L*(0) - C = 1112 y si se utiliza t = 0.0], € = .0011. Con n = 193 se cumple
la condici6n L*(0) - C < €.

igual a 19,

Si t = 0.1, £ = .0lll y el tamafio de muestra resulta ser
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Con la pérdida  cuadrética (Ci = Cz = Ca=1) y una " Inleial i uniforme,  la

grafica de L*(n), junto con algunos ‘de: sus vélqreé‘,' aparecen ‘en’la: figura ni.4.3. "

l;'(n).,';" - ; 1.
- 17) 2 R A ) SR 7]

80"
100
“1s0
200
‘280
300 -0,0595
200 -0.0600
© -0.0602

FIGURA 111.4.3
VALORES DEL RIESGO DE BAYES. PERDIDA CUADRATICA. INICIAL UNIFORME
Ci=Cz=C3=1 61 = .40, 62 = .75

De la informacién contenida en la figura se tiene que, L*(0) - C = 0.1185.

Con t = 0.0, € = .001l, por tanto n = 196 es un tamafio de muestra adecuado. Si

t = 0,1, € = .0118 el valor de n que satisface L*(n) - € < € resulta ser 17.
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' Con la divergencla logarf{tmica (A =1, B=0) y una Iinicial uniforme, la
gréfica de L*(n) aparece, junto con algunos de sus valores, en la figura IIl.4.4.

e I —— . —
022 + -t
L'n)
(A" N o -
L* (n)
° ©.1931 o b i
] 0.1499
50’ 0.0807 A ) ]
1007 ° | " 0.0791 013 |- B o -
150 0.0785 b - 1
200’ 0.0782 % . ) 1
250 0.0780 030 |- | et B
300 0.0779 B R O T I 1
800 0.0776 . . S - — : 1
s 007 j- N N : v . - R -
0 0.0773 1 1 M ' 1 PR S |
o 00 400 600 800
n

FIGURA 111.4.4,
VALORES DEL RIESGO DE BAYES. DIVERGENCIA LOGARITMICA. INICIAL UNIFORME
A=1,B =0 61=.40, 82 = .75.

De la figura es fdcil obtener que L*(0) - C = 0.1158. Si t = 0,01,
e = (L*(0) - C)t = .00l1l. En consecuencia, n = 161 es mas que suficiente. Si se
decide usar t = 0.1, € = .0lI5 y por tanto n vale 1S,
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.

En la tabla IIL.4.1 se presenta un resumen de los calculos efectﬁados i)ara,

obtener el tamafio de muestra, as{ como los correspondientes valores de n3p§ra éada. »

una de las cuatro pérdidas que se han manejado en este trabajo. En todo’ momentE; se
supone que P(@) = Be(l,1), 61 = .4 y 62 =75, ! :

0-K LINEAL CUADRATICA :;.66}!2'11»'-/13& e
(k=1) (k13=1) (Ci=1) ~(A=1,B=0) ' ..

L"(O)-C‘r 0.6000 r 0.1112

€ 0.0060 0.0011. . . . ‘.k,,o'.‘oo“l"x _2:'0?50}.;7":
n > BOO °
L*(n)-C
e 7;7’9.7‘0600'2_ L_j:,é.‘nu’l’; i :g-o.ouQ “7lse.0118
n o 180 19 : T e
L*(n)-C - 0.59%0 0.0101 0.0114 0.0105

TABLA 111.5.5
TAMARO DE MUESTRA. INICIAL UNIFORME
81 = 40, 6z = .75
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De los ejemplos se puedc notar que los valores de n que da la deslgualdad

L*(n)-C < ¢ para las pérdida llneal y cuadrétlca son esencialmente los mismos.

siempre que la -inicial sea unlforme Para ‘la divergencia logarftmica e! valor de n
es un tanto menor y en el ca o

; de la pérdida O-k los valores de n resultan ser
mayores respecto a los obtenidos con las otras pérdidas.
pueden obtener con otras Betas.

Resultados similares se

En Huerta y Mendoza (1993b) se calculan los tamafios de muestra segin lo

discutido en esta secclén iaara la “pérdida de la divergencia logarftmica (A =1,

B = 0) con la iniclal de Jeffreys y con una inicial Beta (2,2) usando t = 0.0l
tamafios de muestra obtenidos fueron n = 72 y n = 359 respectivamente.

Los

Estos valores
de n, junto con el de 161 que se obtuvo para la uniforme puede llevar a la conclusién

de que a mayor informacién, el procedimiento exige mé&s muestra. Los resultados no

son del todo sorprendentes si se toma en cuenta que al usar una inicial

muy
tnformativa la diferencia L™0) - C mAs cercana a cero,

En consecuencia, la
reduccién en pérdida que produce una muestra de tamafio n, L*(0) - L*(n), aumenta méas

lentamente cuando se trabaja en una situacién que incorpore una gran cantidad de

informacién inicial. En otras palabras, una inicial informativa conduce a una

situacién en donde queda poco por aprender (L®(0) cercano a C) y para reducir, en

términos relativos, esa pérdida es necesario un esfuerzo de muestreo mayor. A juicio
del autor, el método propuesto en la seccion

111.4 no 'presenta contradicciones
légicas. Lo que puede

llevar a resultados con poco interés practico,
constante de un mismo valor de t. En el

es el uso
siguiente capftulo, se propone una
modificacién al método de tamafio de muestra basada en la idea de Declsiones de
Referenclia que aparece en Bernardo y Smith (1994).

76



CAPITULO IV
VARIANTE DEL PROBLEMA ORIGINAL

INTRODUCCION

Se define un procedimiento de evaluacién de tamafio de muestra a través de la

distribucién de referencia asociada a un problema de decisién, Se Implementa esta

modificacién al problema de contraste original y con las cuatro pérdidas presentadas

en el capftulo anterior. Con la familia Beta como la clase de iniciales admisibles,

se demuestra, que para tres de las pérdidas es necesario Incorporar una restriccién
adicional para obtener un tamafio de muestra razonable. Se
e jemplos.

ilustra con varios

IV.l.- MODIFICACION AL PROCEDIMIENTO DE TAMANO DE MUESTRA

En la seccién III.4 del capftulo anterior,
determina n tal que L*(n) - C < t(L*(0) - C),

se propuso el procedimiento que
para un valor de t fijo y cercano a

cero. Se ilustré el comportamiento de esta estrategia en una variedad de situaciones

y en. general se obtuvieron resultados interesantes. Sin embargo, también se indicéd
que. esta idea puede producir tamafios de muestra mayores conforme la inicial es mds
informativa. Coémo se explicé en la seccién 11I.4, ésto se debe a que tanto L*(0) - C

como L*(0) - L*(n) son casi cero cuando la inicial P(8) es muy tnformativa,

La diferencia L*(0) - C, que a partir de este momento se denotard por LpP*(0) -
Cp, dada su dependencia de la inicial P(8), se puede interpretar como la disminucién
en pérdida esperada que corresponde al paso de una situacién en la que se tiene

informaci6n inicial P(8) a otra en la que se cuenta con informacién perfecta.
Lp*(0) - Cr es casi cero,

Cuando
el decisor considera que su informacion inicial es valiosa
en e] sentido de que lo coloca en una situacién que ya es cercana a la de informacién
perfecta y por tanto podrfa no estar dispuesto a tomar informacién adicional. En
especial, podrfa rehusarse a emplear una n, posiblemente grande, en donde L*(n) ~ Cp

fuese menor que (t)(Lp*(0) ~ Cp). Por otra parte, si la inicial es no informativa,
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es decir, si Lp*(0) - Cr es grande respecto de cero. lo més razonable es que el

decisor esté dispuesto s usar inf‘ormaclén adlclonal y-,en partlcular a utillzar un
tamafio de muestra n tal que

L*n) - ¢ m

La idea en general es que para \_.\nc16n “de pérdida un decisor deberfa de

requerir menos informaci6n . adic nor ‘tamafio de muestra) si su inicial es

mas Informativa. Una form‘a'} de ntar esta ldea, modificando el procedimiento

del capftulo anterior, es la siguiente

Si ante un problema  de decisin’ es posible definir una iniclal T(8) no

informativa y para TI(8) se tiene que el tamafio de muestra 6ptimo es el menor entero
nr tal que R

L*(nr) - Cr < (t)(Ln*(0) - Cm), (2)

con t un nimero positivo, cercano a cero, . entonces,

el tamafio de muestra no con
cualquier otra inicial P(6) se puede definir como

No = Nr - Ne, ' (3)

donde ne es el nimero de piezas experimentales a las que equivale la informacién
contenida en P(8).

Para poder implementar esta estrategia es necesario formalizar conceptos como

ignorancia, no i{nformativo o niimero de plezas experimentales equivalentes.

Esto se
discute en la seccién IV.2.
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st 55 M g

1IV.2.- DECISIONES DE REFERENCIA

En un problema de decisién definido por D,"6, P(8), L(d,8) con ® un espacio
parametral, la solucién por pérdida esp‘er,’adaf,mfnima,

'sin datos, se obtiene al
determinar do € D tal que o

(1)

. X1 Xz... Xn) con f.d.p.g. f(Zal6),
la soluci6én de Bayes con ésta lnformacién muestral se obtiene al buscar d*zn) € D
tal que

- =
EP|Zn(L(d (zn),8)) = mlnD EP|Zn(L(d.e)). (2)
Para algunos decisorés, la dependencia de la decisién oOptima d*@zn) en la

Muchas veces se prefiere un procedimiento en el
cual la decisi6bn éptima sblo se seleccione en base al vector Zn y al modelo f(Znl6).

inicial P(B) puede ser incémoda.

Necesariamente, un criterio de decisién de éste tipo es inconsistente con los Axiomas
de Coherencia de la Teorfa de la Decisién, sin embargo, y como parte de un anéilisis
de sensibilidad, un decisor coherente puede estar

interesado en la decision &ptima
sugerida sélo por los datos.

Por esto, es de interés identificar una distribucién inicial sobre o, I{(0),

para la cual la informacién muestral resulte lo mas determinante posible. La

decisién 6ptima &zn), obtenida con TH(B]|Zn), que es la distribucién final que

corresponde a la inicial T(8), es una decisién de referencia que se puede interpretar
como la decisién 6ptima en una situacion donde se espera que los datos aporten la
mayor contribucién posible al proceso de decisién.

Como siempre, D denota el espacio de decisiones, 8 el espacio parametral y

L(d,0) la pérdida por seleccionar d € D cuando 6 es el verdadero valor del pardmetro
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Se - supondrd :que: P(e), - la. distribucién Inicial, pertenece a una clase F de
dlstrlbuc;oneé ,per:mlslblq's‘ 'pziré modelar el conocimiento inicial. Finalmente,
Zn = (X1.Xz2,...Xn) es un vector de observaclones donde cada Xi es el resultado de un

experlmen.to}‘ & - (: )S. 9,'f(x19) } que permite mejorar el conocimiento sobre 8.
Antes de obtener el vector Zn, la pérdida esperada de la decisién 6ptima do es
LP'(O) - EP(L(do.e)). (3)
Con la muest;'a Zn.' ‘lar‘ pérﬁi@a esperéda de la decisién 6ptima d*(zn) es
x_pf(n.z';) :=’ i:‘;:-l';u_.(q-(zﬂ).e)). . (4)

De équf, es posible definir blar disn{iﬂuci@r{zygn A‘:pér_d_i_'da:dalc_la por una muestra de tamafio
n como SR ‘

Vo Plo)) = L,20) - [L, %0, Ze)P(Za)dZn

= LP'(O) - LP'(n). (s)

donde LP"(n) es el Riesgo de Bayes para una muestra de tamafio n, calculado con la

inicial P(@). Cuando n tiende a infinito, V(n,P(8)) se puede interpretar como la

utilidad faltante debido al desconocimiento de 8. Dicho

Ifmite se denotard por
Vie,P(8)).

Si se trata de identificar la distribucién inicial sobre 6 para la que la

informacién de los datos resulte lo méas util posible, parece natural buscar T(8) tal
que maximice V(wo,P(8)) sobre la clase ¥.

que minimice

Una vez determinada T(6), la decisién &(zn)

Iud.em(e 1Zn)de (6)
2]

sobre D con
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f1{e|2a) x f(Zn|e)(0), n
serd entonces, la decision de referencia buscada,
Bernarde (1979) menclona que el iimite de V(n,P(8}) cuando n tiende a infinito

no siempre existe, ni la maximizaclén de V(wo,P(8)) sobre ¥ es siempre posible,
menos que §F se restrinja en alguna forma. Sin embargo,

a

se puede definir Ti(8)
mediante un proceso lfmite, al determinar Wn(@) tal que maximice V(n,P(8)} y hacer

ne) = 1im TMn(6).

(8)
| -
En las condiciones del Teorema 1l11.5.1 siempre existe V(w,P(8)), mas aun,
V(x,P(0)) = Lr*(0) - Cp (9)

con Cp el valor esperado de la informacién perfecta con la inicial P(8).

DEFINICION 1V.2,1-

(Berniardo (1979)) Considere un problema de decisién (D, 6,
L(d,8), P(8)).

Sea Zn = (X1,X2,...Xn) un vector de variables aleatorias con f.d.p.g.

conjunta f(Znl0) ¥y ¥ una clase de Iiniciales admisibles para 6. Una decisién de

referencia &(zn), después de haber observado Zn, se define como una decisién en D tal
que minimiza (6), con T(8{Zn) la final que corresponde a la inicial T(8) que maximiza

V(o,P(8)) sobre ¥. M(e) recibe el nombre de distribucién de referencia o

distribucién no informativa para el problema de decisién definido por (D, 8, L(d,6),
Plo)).

El concepto de distribucién de referencia permite determinar el numero de
plezas experimentales al que equivale la informacién contenida en cualquier inicial

P(@) en ¥ para el caso en que lim Lr®(n) existe y es finito. Si NM(6) es la inicial
mo

de referencia, entonces

Ln®(0) - Cn = Lp*(0) - Cp (10)

para toda inicial P(8) € §. Si el Riesgo de Bayes para T(8) se denota por Lwu*(n),
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por la desigualdad anterior, existe un entero no negativo ne tal que aproximademente

Ln®(ne) - Cn = Lp*(0) - Cpr. (11)

Notemos que ne es un tamafio de muestra que deja a un "decisor" que utiliza como
inicial TI(8) en las mismas condiciones, en cuanto a pérdida se refiere,

que & un
decisor que usa la iniclal P(8) y que no tiene Iinformacién muestral.

Por esta razoén,
8 no se¢ le denominard el tamafio de muestra al que equivale la informacién en P(8).

En base a lo discutido en ésta seccibn y en la seccién anterior y suponiendo

que lim Le*(n) existe, se puede estructurar una variante al procedimiento de tamafio
nywo

de muestra de la seccién II1.4, ésta consiste en

i) Determinar, para el problema de decisién definide por (D, 8, L(d,8), P(8)),
una distribucién de referencia 1(8) para la clase ¥.

i) Para un t € (0,1) y con el Riesgo de Bayes L®x(n), calcular nr tal que

Ln*(nr) - Cn < t(Ln*(0) ~ Cm). (12}
iii) Si la inicial del decisor es P(8), determinar ne que satisfaga (11).
iv) Definir el tamafio de muestra como

ne = max{0, nr - ne). (13)

En la siguiente seccién se discute como implementar esta nueva forma de

selecclonar el tamafio de muestra en el contexto del problema de contraste de

hipétesis que ha sido abordado a lo largo de este traba jo.
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IV.3.,- CONTRASTE DE HIPOTESIS Y TAMANO DE MUESTRA
Si es de interés probar

n

Hi: @ € [0,1], H2: © € (61,062), Ha: 8 € [62,1]

donde las observaciones son Bernoulli de pardmetro © , se decide usar la Pérdida O-k
(ki =kz =ka = k) y ademas ¥ es una familia de distribuciones en .el {0,1] cuyos

elementos satisfacen que

P-l0 € [0,81)] = P1, Prle € 101,082]] = P2, Pr{® € (B1,1]1) = P3 (2)

con O sPi =1, |i=23 y.Px + P2 + P3 = ], la distribucién de referencia sobre &,

segin la definicion IV.2.1, es cualquier distribucién tal que

Prle & [0,00] = Pelo € lo1,02l) = Prlo € (2,1 = =, )
La prueba de este resultado es como sigue.
Sea P(8) cualquier inicial en . Por definicién de la pérdida 0-k
EP(L(dx,e)) = k(1-P1)
EP(L(dz.G)) = k(1-P2)
4)

EP(L(da,e)) = k(P1+P2).

Es féacil notar que Hi es Bayes sl y solo si

Pz2s P

y
1-2P1 s P2, (5)
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H2 es Bayes siempre que

P1 s P2
y ' .
1-P1 s 2P2, ) . (6) -
y por Gltimo, H3 es Bayes si
P2 =1 -2P:
y : ) .
2Pz = 1 -P1, R ¥)]

Se sabe que con la pérdida 0-K, Cp = O para toda iniclal P(0) e ¥, En
consecuencia, o

k(1-P1) si P2 = P1 y 1-2P1 = P2
Lp*(0) - Cp ﬁ{k(l-Pz) si P1 s Pz y 1-P1 = 2P2 (8)

k(P1+P2) si Pz s 1-2P1 y 2P2 s 1-P1,

0 S Pt =1, {=12 Pi1+P2 £ 1. Al maximizar esta Gltima expresién como funcién de
P1 y P2 se obtiene que la distribucién de referencia en ¥ es cualquier que le da un
tercio de probabilidad a cadahipétesis.

Es Interesante observar que en este caso la distribucién de referencia

coincide con la que se considera no informativa para un pardmetro de interés discreto
con tres posibles valores. Cuando las constantes que definen a la pérdida O-k no son

todas iguales, es posible encontrar la distribuci6bn de referencia mediante la misma

técnica que se utilizé para probar el caso en que ki=kz=ka=k.

Ejemplo 1V.3.1.

Supcnga que se desea evaluar el tamafio de muestra para el problema de

contraste definido en (1) con 61 = .4, 82 = .75 y que se ha decidido utilizar la

Pérdida O-k, con ki =1, { = 1,2,3. También se considera que el conocimiento inicial

sobre 8 se puede modelar adecuadamente a través de una Beta («,B),

es decir, la
familla Beta define la clase de iniciales admisibles.
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1
La distribucién de referencia 1T(@) es una Beta que e da 3 de probabllidad

lﬁiclal a cada una de las hipbtesis. La Beta de pardmetros a =1, B = .79,
aproximadamente cumple con esta condicién, es decir, T(8) = Be(1,.79). La diferencia
Ln*(0) - Cn es igual a .6655. Con t = .05, t(Ln*(0) - Cn) es igual a .033275, de
donde se puede mostrar que nr = 454 (Ln®(454) - Crm = .033222). En la tabla IV.3.1
aparecen valores de no, ne, Lpr*(0) - Cp y de Ln*(n) - Cr para las Iniciales
Beta (.5,.5), Beta (1,1), Beta (10,10), Beta (20,20). Las Iniclales Beta (.5,.5) y
Beta (1,1) se seleccionaron para I[mplementar el método modificado de tamafio de
muestra en situaciones que se pueden considerar de no informacién. Por el contrario,
las densidades Beta (10,10) y Beta {20,20) representan situaciones con bastante

informacién inicial y en estas circunstancias se obtuvieron los tamafios de muestra
correspondientes.

no Lpr*(0)-Cp ne . Lr*(ne)-Cn
Be(.5,.5) 1 L 454 0.5640 0 0.6655
Be( l.jl) [ ase 0.6000 0. 0.6656
Be(10,10) | aaz 0.1949 L 0.1949
Be(20.20) } 407 0.1024 ".v.rrr -,o;ioxs
t = .05 e = ,0332 nr = 454
TABLA 1V.3.1

TAMAROS DE MUESTRA. METODO MODIFICADO
PERDIDA O-K. k1 = ], 81 = .40, 62 = .7S

Se puede notar que las iniciales Beta (1,1) y Beta (.5,.5) se comportan como
distribuciones de referencia dado que en ambos casos ne = O.
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Para la Pérdida Lineal y con la familia Beta como la clase de distribuciones
admisibles, no es féacil determinar una expresién para Lp*(0) - C¢ en funclon de «y
B, los parametros de la inicial P{(8)

que permita determinar analfticamente la
distribucién de referencia, TI(e). Con

las constantes que definen a la pérdida
iguales a uno y con 81 = 4 y 82 = .75, se efectio una exploracién numérica para
determinar, aproximadamente, los valores de o y B que maximizan Lp*(0) - Cp.

Los
resultados de la exploracién aparecen en la Tabla 1V.3.2.

o ] Le*(0)-Cp
K3 5 16684
.6 - 16656
A 6 16444
. 6 .16189
n Y ' 18493

a o Y imae
3 K3 i ) J1s118
3 3 ‘ .20731
K 2 19414
2 - 18133 B
2 2 .23575
3 a 16569
a .3 .11256
A a 27167
.18 .06 16937
05 15 .12863
05 05 «2B462
0001 .0001 .29996
AxE-6  .1xE-6 .29999

TABLA 1V.3.2
EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA

PERDIDA LINEAL ki} = 1. 61 = .40, 82 = .75

Como se puede notar de la tabla, se tomé a = .5, B = .5 como punto inicial

para hacer la evaluacién. A partir de ah{ se consideraron cuatro puntos,

todos
equidistantes del punto inicial,

dos de ellos sobre la recta ¢ = 8 y los otros dos
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sobre la recta perpendicular a a = 8 que pasa por (.5,.5). De estos puntos el de
meyor valor de Lp*{0) -Cp ‘es (.4,.4). (Lp®(0) - Cp = ,18493). Este ¢ uso como
nuevo punto inicial para proceder de la misma manera en que se trabajé con el punto
(.5,.5). Después de algunas iteraciones se observé que LpP*(0) - Cp crece a medida

que « y B tienden a cero con o = 8.

La exploracién sugiere que con Pérdida Lineal no existe la distribucién de
referencia, cuando la familia de distribuciones admisibles es la familia Beta. Una

posibilidad consiste en tomar el kernel de una Beta, hacer « = 0, B = 0 y obtener

entonces T(8) o« 87'(1-8)%. Sin embargo, como en este caso TI(8) define una
distribucién impropla, no existe Ln®*(n) y por tanto no se puede evaluar el tamafio de
muestra segin lo discutido en las dos primeras secciones de este capftulo. Por otro
lado, se puede tomar o = 8 e identificar el !fmite, cuando « tiende a cero, de la
distribucién Beta («,a). Si este lfmite existe y define una f.d.p.g. propia, es
posible evaluar el Riesgo de Bayes para la distribucién Ifmite y con ella calcular el
tamafio de muestra. A continuacién se enuncian dos propiedades que permiten

garantizar que el l{fmite existe y que ademds, define una distribucién propia.

{) Si Fa,m(@) es la funcién de distribucién de una Bef{a,a+m), m > O entonces,

1s1 820
lim Fa,m(8) = 9)

o S0 O en otro caso.

t1) Si Fa,m(B8) es la funcién de distribucién de una Beta{a+m,x) m > 0,
entonces ) o ’

11821
lim Fe,m(e) = (10)

@ 5 0 0 en otro caso.
Para demostrar i) basta considerar que la media de una Beta («,x+m) es

o
_ (11)
2o04m

y su varianza es



alatm)

. —_—_— (12)
(20+m+1)(20+m)*

Cuando « tiende a cero, se puede ver que la media y la varlanza se hacen cero y por
tanto Be(a,a+m) converge en media cuadratica a la distribucién de (9).

Como
convergencia en media cuadratica Implica convergencia en distribucién, se obtiene la
propiedad i). La propiedad ii) se prueba de manera similar.

Por otra parte, es facil verificar que
(x+B)Be(x,8) = « Bela+],B) + 8 Be {«,8+1) (13)
de donde se obtiene que
1 1
Fa(g) = z Fi(e) + : Fa(e), (14)

con Fu@) la funcién de distribucién’ de una Beta («,a+l), F2(8)
distribucién

Beta (a,a).

la funcién de
de una Beta (a+l,0) 'y’ Fof6) la funcién de distribucién de una

Por las propiedades i) y ii) dadas en (9) y (10) se concluye que

lim Fa(8) =

1 @+-1 (o). (1s)
230

10,1) LETeY)

[

Esta ditima igualdad y la tabla 1V.3.1 sugieren definir, para la Pérdida

Lineal, a la distribucién de referencia como una distribucién discreta que le da

1 1
probabilidad - al valor @ = O y probabilidad ~ al valor 8 = 1. A continuacién se
2 2

calcula el Riesgo de Bayes que corresponde a esta f.d.p.g.

st

Me) = -1 () +~1 (8), (16)
2 (o 2
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Ln*(n) es su Riesgo de Bayes y se utliza la Pérdida Lineal para el contraste de
hipétesis en (1) entonces, R

kn(1-81) :
E_(1(d1,8))} = S . amn
n 2
k2181 kz2(1-82) -
E_(L(d2,0)) = —— 4 ——0n—, (18)
n 2 2
d kaig2
EK(L( 3,8)) = - (19)

con En(L(dl.B)). i = 1,2,3, el valor esperado de la pérdida L(di,8) respecto de T(8).
Como Ln*(0) es el valor de Bayes sin datos,

ku(1-61) k2e1  kzz(1-82) k:e:z
Ln*(0) = min , + y . (20)
2 2 2 2
n .
SiY = ):X\. por el Teorema de Bayes,
1=1
vl 1 1 : i
nely) « e'(i-e)" Y[ -1 (@ +-1 (8) ] - (21
2 (o) 2
Y = 0,1,...,n
de donde
1 st 6=1,Y=n
TI(BIY)={1 si1 8=0,Y=0 (22)
O  en otro caso

Por otra parte, la distribucién marginal de Y para la inicial T(0) es

Pr(Y) = ’; @Y1-0rY + '; ¥y
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1/2 81 ¥YmO, Ymn
. (23)
o enh otro caso N
por lo que el Riesgo de Bayes para T(6),

independientemente de la pérdida y con
n > O, satisface

Ln*(n) = l L*(n,Y=0) + i L*(n,Y=n), (24)
‘o2

donde L*(n,Y=l), es el valor de Bayes con una muestra de tamaflo n y dado que se
observd Y=i, i = 0ol = n.

&

Si Y = 0 y se estd usando la Pérdida Lineal, resulta que

Enly(L(dx.B)) =0

s (25)
E"IY(L(dz.e)) = k2101, (26)
Eu“(L(da,e)) = k3102, 27)

con En“(L(dl.B)). i=123 el valor esperado de la pérdida L(di,B) respecto de

TnelY). De estas tres ecuaciones se puede notar

que con la Pérdida Lineal y la
inicial T(@)

L*(n,Y=0) = O.

(28)

Con Y = n,
E“lY(L(dl,B)) = ku(i-61), (29)
EnlY(L(dz.e)) = k22(1-82), (30)

EnH(L(da,e)) = 0. 3D



En consecuencis,
L*(n,Y=n) = O, (32)

y por tanto para la Pérdida Lineal y la inicial T(8) de (16) se tiene que‘
Ln®(n) = 0 ' (33)

para todo n mayor que cero.

De esta manera, si para la Pérdida Lineal se decide utilizar como distribucion

1
de referencia la f.d.p.g. N(6) que da ~ de probabilidad a @ = 0 y a 8 = 1, su Riesgo
2

de Bayes, Ln*(n), garantiza que nr = 0 y por tanto no = O, para toda inicial P(8).

Por supuesto, ésto no proporciona una solucién satisfactoria al problema de tamafio de

muestra. Es interesante notar que el Riesgo de Bayes de la inicial TI(8) mencionada

establece que con una pieza de informaci6n es mas que suficiente para que el riesgo
sea igual al valor esperade de la informacion perfecta. Este resultado es de
esperarse dada la forma de la distribucién final T(B1Y) que aparece en (22).

todas estas dificultades,

Por
se decidié buscar la distribucién que maximice Lp*(0) - Cp,
con la restriccibn de maximizar sélo sobre aquellas Betas tales a« + B =1,
usarse como de Referencia en la evaluacién del tamafio de muestra no.
Groot (1970), una Beta tal que « + 8 =1,

pieza experimental.

para
Siguiendo a De
contiene informacién equivalente a una

Con la Pérdida Lineal es necesario usar algin método numérico para encontrar
una Beta {«,l-a) que maximice Lp*(0) - Cr.
a uno, 61 = .4 y @2 = .75,

Con las constantes de la pérdida iguales

la tabla IV.3.3 presenta valores de LpP*(0) - CP para
diferentes iniciales Beta («,l-a).
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o - . L .o Lp*(0)-Cp
.06

e

Caen

20

26"

.0 : 0417’
s T R Y EEE
a0 U 1aaa
LA So o 1vese
L0 SRR 111 1)
BB : L ©.16006
60 S ,15656

65 S 15639
Loel IR 15959
a6 . 12826
.80 e i 09841
.85 .07058
90 .08485
.95 .02130

TABLA IV.2.3
EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA
o« + B8 = 1., PERDIDA LINEAL. kiy = 1, 61 = .40, @2 = .75

Es fécil notar, de la' informacién de la tabla, que un buen candidato para la

distribucion de referencia con la restriccion a + B =1 es la Beta (.45,55) que como
distribucién difiere poco de la Beta (.5,.5).

Ejemplo 1V.3.2.

Suponga que se desea obtener el tamafio de muestra para el problema de
contraste definido en 1V.3.1 con 61 = .4, 82 = .75 y que se ha decidido utilizar la
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Pérdida Lineal con ku wk21 = k22 =wka =], Con 1{e) -,Be(.4§'.b.5.k5'). de - la tab,l‘av
IV.3.2 se obtlene que Lu®(0) - Cr = .17686. SI t =.0l, t(Ln*(0) = Cn) = .00i76,
ademis Ln*(80) - Cn = .00I77, entonces nr = 80. En la iat;la"lV.“3.4L;€$ar'e‘qi;hZva]véres
de no, ne, Lr%0)-Cp, Ln*(ne)-Cm wusando como Iniciales: ;/ Be(5.5). Be “'(1,1),
Be (10,10) y Be (20,20). e :

Be(.5,.5)

Be( 1, 1)

Be(10,10) -

Be(20,20) |

TABLA 1V.3.4

TAMANOS DE MUESTRA. METODO MODIFICADO, & + B =1
PERDIDA LINEAL. kij = 1. &1 = ,40, 62 = .75

Ejemplo IV.3.3,

En el mismo contexto del ejemplo anterior, se quiere obtener el tamafio de
muestra para las iniciales: Beta (.5,.5), Beta (1,1), Beta (10,10) y Beta (20,20),
pero ahora con 61 = .2 y 62 = .8. La tabla IV.3.5 presenta valores de Lp*(0) - Cp,
para diferentes distribuciones Beta («,8), con la restriccién a + 8 = 1.
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o Sl s Lp™(0)=C
08" ‘ : “lo2s07.
a0 G o oeze0
LT U TRt 1Y LT

BT T U inaaan
T T S L heer

Rt RO : -.09674
a8 T ossaz
a0 : - ios2a2

SRCTIEE S TR
.50 “01754

LB . ‘.0187,‘4",

60 o ' ©osesz i
86 T oesa
R I R J.b}ibﬁkv" v
.75 10761 -

.80 HETE TN

.86 ‘Losisel "
90 .05240
.95 ;02507

.

TABLA IV.2.5
EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA

o + B = 1. PERDIDA LINEAL. kK1) = 1. 61 = ,20, 62 = .80,

La tabla muestra dos candidatos para la distribucién de referencia con la

restriccién o + 8 =1, la Beta (.2,.8) y la Beta (.8,.2). La tabla 1IV.3.6 muestra

una evaluacién mds cuidadosa de Lp*(0) - Cp para valores de o cercanos a .2 y a .8.
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sl
Y B

e
7

18-

'.'79j o
810

.82 , 1008
.83 .09427
.84 .08804

TABLA IV.3.6
EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA
a + B = 1, PERDIDA LINEAL, kij = 1, 61 = .20, 62 = .80

De ésta segunda exploracién se puede proponer a T1(8) = Be(.21,.79) o bien a
me) = Be(.79,.21).

Cp,

La existencia de dos distribuciones Beta que maximicen Lp*(0) -
con la restriccién « + 8 = 1, obliga al decisor a evaluar no para cada una de
las distribuciones M(@) y tomar como tamafio de muestra el mayor de los valores no
obtenidos. Con T{8) = Be {.21,.79), Lu*(0) - Cn = .11809. Si t = .01,

t(Ln*(0) -

Resultados para las
iniciales que se han manejado en otros ejemplos aparecen en la sigulente tabla.

Cn) = .00118. Como Ln*(71) - Cn = .00117 entonces nr = 71,
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me . LeMO)-Ce . mel o Ln®(ne)-Cn

Be(;5,.5)

Be( 1, 1) |

" Be(10,10)

Be(20,20)

TABLA IV.3.7

TAMAROS DE MUESTRA. METODO ‘MODIFICADO, . & + B=1
PERDIDA LINEAL. Kij = 1. 81 = .20, 62 = .80

Si se toma Ti{@) = Be(.79,.21) los resultados

son idénticos que con
n(e) = Bel(.21,.79). Note que

las distribuciones Beta (10,10) y Beta (20,20)
relativamente (para t = .01) muy informativas ya que en ambos casos no
el tamafio de muestra equivalente ne es mayor a 400.
La*(400)-Cn =

son
= 0 dado que

Esto se presenta ya que
0.0002 y para’ ambas distribuciones ocurre que LP*(0)-Cp < Ln*(400)-Cnr.

Para la Pérdida Cuadratica tampoco es fécil determinar,
distribucién de referencia con la
admisibles.

analfticamente, la
familia Beta como la familia de iniciales
La tabla IV.3.8 muestra una exploracién numérica similar a la que se
efectio con Pérdida Lineal, para determinar la distribucién de referencia en el caso

de la Pérdida Cuadratica con Ci1 = C2=C3 =1, 61 = .4 y 62 = .75,
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« g . Le*(0)-Cp
R R 17882
e A o 18634
e B ,20789
] . 18698
L3 20616
LA .13810
e e : 16026
S L S .19397
R J17114
3 N B .20616
3 a- .21676
Y 2 .18812
2 4 ) .19558
2, e . 24569
3 " " ,20599
a1 a ; , .15837
S | .1 «28B373
.18 .08 . 20482
.05 18 . 18643
.05 .05 .30769
.0001  .0001 .33618

TABLA IV.3.8
EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA

PERDIDA CUADRATICA. Ci = 1. &0 = ,40, 82 = .75,

La tabla parece indicar que una posible distribucién de referencia con Pérdida

1
Cuadritica, estd dada, de nuevo, por la f.d.p. discreta TI(8) que la da - de
2

probabilidad a 6 = 0 y a 8= 1,
se uso para la Pérdida Lineal,
Pérdida Cuadritica es,

Se puede verificar, con el mismo procedimiento que

que el Riesgo de Bayes para esta f.d.p.g con la
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o,

. : ~o1402) N
Ln®(0) =min {CIE -612_), Cz[‘.(il;_i). +q162], _ca[zez -g2t - 3} . (34)

Ln*(n) = - (—c:e:z + c:(zez-ezz-x)]. ’ (35)
2

para toda n mayor que cero.

Si se decide utilizar como distribucibn de referencia la f.d.p.g T(8), las dos

ecuaciones anteriores permiten asegurar que para cualquier inicial, ne = O y no =0, -

Al igual que con la Pérdida Lineal se decidié, para la Pérdida Cuadratica,. incorporar. .. '

la restricclén « + B = 1 para determinar la distribucién de referencia, En la’ t}abl‘_a‘ ;

IV.3.9 aparecen valores de Lp*(0) - Cp con Pérdida Cuadratica, C1 = Cz = C3 =1,

61 = .4, 62 =75 para diferentes iniciales Beta («, 1-a) En la tabla lV.{S.kIVO. “los

valores de Lp*(0) - Cp se calcularoncon Ct = Ca2=C3 =1}, 61 = ,2y 62 = .8.:

o Lr*(0)-Cp
.08 .01614
.10 .03489

Casc .05635
.20 . 08065
.25 © 10787
.30 .13810
380 o REIVINS
o - .20789+
as" i o i10007-
80" 11882
60 15634
65 V15175
.70, ’ .15052
18 .15263
.80 118867
.85 .o8182
.90 .05133
.95 . 02408

TABLA IV.3.9

EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA

o + 8 = 1. PERDIDA CUADRATICA. Ci = 1, 01 = .40, 62 = .75,
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o L : - LP*(0)-Cp
DB T oy _
a0 R 527
SRR

i20
Cas

REY S

.35

40

13 L

80

66

Cee v 08232
86T .08832
Tege e sl i . 09574

.5 S .10761
80 . 12096
856 % . 08683
.90 . 08527
.95 .02631

TABLA 1V.3.10
EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA
a + B = 1. PERDIDA CUADRATICA. Ct = 1. 81 = .20, 82 = .BO.

Para 81 = .4 y 62 = .75, la tabla IV.3.9 muestra que un buen candidato para

la distribucién de referencia es la Beta (.4 ,.6). De hecho se exploré con més

detalle la funcién Lp*(0) - Cp airededor de .4 y se confirmé que el punto maximo es,
numéricamente indistinguible de « = .4, Con 61 = .2 y 62 = .8, la tabla IV.3.10
muestra dos posibles distribuciones de referencia, la Beta (.2,.8) y la Beta (.8,.2).

Ejemplo 1V.3.4.

Para la Pérdida Cuadratica , Ci = C2 =C3 =], 81 =4 y 62 =75, se quiere
evaluar el tamafio de muestra con las iniciales: Beta (.5,.5), Beta (1,1),

Beta (10,10) y Beta (20,20). Si se wusa como distribucién de referencia
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TMe) = Be(.4.6), Ln*(0) ~ Cn es lgual a .20789. Con t = .0l, t{Ln®(0) - Qn) - .06207
y nr = 66 ya que Lu®(66) - Cn = 002068 (Ln*(nr)-Cm < .00207).. - Resultados para

iniciales que se han manejado en otros ejemplos aparecen en la';,'tabla‘ IV.3.11.

No LrP*(0)-Cr

Be(.5,.5) 66 0.1778

Be( 1, 1) 66 C 0.1186 .-

Be(10,10) 55 0.0124

Be(20,20) as " 0.0041

t =.01 e = .0020 nr = 66

TABLA IV.3.11
TAMAROS DE MUESTRA. METODO MODIFICADO. @ + 8 = 1.

PERDIDA CUADRATICA. CL = 1. 81 = 40, @2 = .75.
Si e1=.2 , 62 =.8 y se decide usar come distribucién de referencia
T(e) = Be(.2,.8) entonces Ln*(0) - Cr = .12096. Con t = .0l, t{Ln*(0) - Cmn) = .00120
y nr = 66 ya que Ln*(66) - Cn =,0012l. Resultados de no, ne, LP*(0)-Cp y Lu*(ne)-Cn

con las iniclales que se han utilizadoc en otros ejemplos, aparecen en la tabla
1V.3.12,

no ne Ln*(ne}-Cn
Be(.5,.5) 86 - o 0.1209
Be( 1, 1) 65. 3 1 o'.oao_9
Be(10,10) ' > 400 < 0.210E-3
Be(20,20) ] 7 0.3E-6 > 400 < 0.210E-3 -
t = .01 e = ,0012 nr = 66

TABLA 1V.3.12
TAMAROS DE MUESTRA, METODO MODIFICADO. & + B = 1.

PERDIDA CUADRATICA. Ci = 1. €1 = .20, 82 = .80,

100



Es de interés notar que las distribuciones Beta (.5,5) y Beta (1,1)
esenclalmente se compo;-tan como de referencla para los dos casos discutidos. Las

distribuciones Beta (10,10) y la Beta (20,20) por otra parte son informativas para

el caso 1 = .2 y 82 = .8, con t = 0.0l.

Para la Pérdida de la Divergencia Logarftmica de con A=), B=w 0 , 61 =4
,02 =75 y con la familia Beta como la familia de iniciales admisibles, se traté de
determinar numéricamente la distribucién de referencia con una exploracién similar a
la efectuada con la Pérdida Lineal y con la Pérdida Cuadratica.

Los resultados
" aparecen en la tabla 1V.3.13,

[ 8 Le®*(0)-Cp
5 5 16361

6 - 17008

4 6 12552

.6 .6 .15094

“ - _.17881
.5 a s18130 5
.3 5 '

3 3

4 2

2 4

2 2

3 1

ol

»1 .

.15 .08 . 18631

.05 .15 .22871

.06 .08 .27100
0001 ,0001 .29384

TABLA 1V.3.13
EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA

o« + 8 = 1. PERDIDA LOGARITMICA. A = |, B = 0. 61 = .40, 82 = .75.

La evaluacién parece indicar que no existe la distribucién de referencia sobre

la familia de las Betas en caso de usarse la Pérdida de Divergencia Logarftmica. Se
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Se puede intentar utilizar como distribuclién de referencla la f.d.p.g. que le

1 1
da — de probabilidad al valor 8 = 1 y — al valor 6 = O, Su Rlesgo de Bayes, con la
2 2

discrepancia logaritmica, es

1-81)+1og(8
Ln*(0) = A[m}n -( M) ] + B

2

2

: -81)+log(@
Le(n) = A[ _[ log(1-61)+log(e3) ] ) . B

para toda n mayor que cero.

Por otro lado,

) 2
el caso de la divergencia logar{tmica, el tamafio de muestra 6éptimo
ceropara toda inicial P(6). Por esta razén, se decidié incorporar
a+B =1

este ultimo resultado permite asegurar que

1 i
distribucién  discreta M) = -~ 1 (8) + - 1 (8), como distribucién de

(36)

(37

Estas expresiones se pueden obtener en la misma forma en
que se obtuvieron las correspondientes para la Pérdida Lineal.

si se usa la

referencia en

no es igual a

la restriccién

En la tabla IV.3.14 aparecen valores de Lp®(0) - Cp para iniciales Beta («,1-
o) para la Pérdida de la Divergencla Logarftmica, A =1, B =0, 61 = .4 y 62 = .75.
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w S h = Lee(0)-Cp
06 1. “,07623
10 110548 |
RT3 ;;z‘;so_}‘i .
20 : ~:,13040 .
.26 : _ Ctol10427
S0 igeg
A LT ey
A0 e 12682
A5 R 14854 .
B0 : 16381

S5 R Tt TR
60 47008
68 T ez
10 : ' 143437
8 RS 13 ¢ T
.80 , BEETY 1 7

85 11382

<90 10195

.95 07592

;

TABLA 1V.3.14
EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA

« + B = 1. DIVERGENCIA LOGARITMICA. 81 = .40, €2 = .75

De la tabla se puede inferir que un candidato para la distribucién de
referencia con la restriccién o + B =1 es la Beta (.55,.45).
exploracion més cuidadosa de Lp®(0) -Cp alrededor de a = .55.

Se realiz6 una

Los resultados de ésta
evaluacién se reportan en la tabla 1V.3.15.
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e Ll s T Lpe(0)-Ce
B e
Iy pony L 1e7ea
= »y‘.'*\xi"si!'l
0170005
J17081
ansy o
.57 L17148
58 117134
.59 17087

TABLA 1V,3.15
EXPLORACION NUMERICA PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE REFERENCIA

« + B = 1. DIVERGENCIA LOGARITMICA. 61 = .40, 082 = .75,

De ésta Gltima tabla se puede observar que un buen candidato para
distribucién de referencia es T{(8) = Be(.57,.43).
e jemplo.

la
A continuacién se presenta un

Ejemplo IV.3.5.

Para la Pérdida de Divergencia Logarftmica , con A =1 B=0 61 = .4 y

92 = .75, se quiere evaluar el tamafio de muestra para las iniciales Beta (.5,.5),

Beta (1,1), Beta (10,10) y Beta (20,20). Si TI(@) = Be(.57,.43), Lxr*(0)-Cn = .17148.

Con t = .01, t{Ln*(0) - Cn) = .001714 y nr = 67 dado que Ln*(67) - Cn = .00169. Los

resultados para las iniciales mencionadas aparecen en la tabla 1V.3.16.
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ne - LeMO-CP - me . Lu"(ne)-Cx

Be(.5,.5) ey oo ! 0.1831 ot i 0T L
Be( 1, 1) | 7 v | ounss.
Be(10,10) | ‘60 . |iiio.0160
Be(20,20) L s0 H‘o.ooss]
t = .01 € = ,0017 nr = 67

TABLA IV.3.16
TAMAROS DE MUESTRA. METODO MODIFICADO. & + B = 1.
DIVERGENCIA LOGARITMICA. A =1, B = 0, 81 = .40, 62 = .75,

Nuevamente, la inicial uniforme y la de Jeffreys vuelven a comportarse como
distribuciones no informativas.

En la tabla IV.3.17 se presentan los tamafios de muestra obtenidos para las

pérdidas Lineal, Cuadréatica y de Divergencia Logar{tmica, con 61 = .4, 62

= 75 y las
distribuciones: Beta de

Referencia con la restriccibn o« + 8 = 1, Beta(.5,.5),
Beta(l,1), Beta(10,10) y Beta(20,20).

BE REF. BE(.5.5) BE(1,1) BE(10,10) BE(20,20)

LINEAL 80 80 80 68 42
CUADRATICA 66 66 &6 55 34
LOGARITMICA 67 67 67 60 50

TABLA 1V.317
TAMANOS DE MUESTRA. METODO MODIFICADO. @ + B = |,

81 = .40, 82 = .75,
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Como para construir esta tabla se usaron los valores €1 = .40 y 62 = 75, se
puede utilizar directamente al problema de clasificacién abordado por Mendoza y
Valencia (1986). Notemos que en ningin caso de los considerados en la tabla, los
tamafios de muestra son tan grandes como el de 800 que rutinariamente se utilizaba en
laboratorio.  También se puede ver de la tabla que la Pérdida Lincal es la que
produce mayores tamafios de muestra y las pérdidas Logarftmica y Cuadratica
practicamente producen los mismos tamafios muestrales.
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CAPITULO V

COMENTARIOS FINALES
En este trabajo se presentan dos alternativas para evaluar el tamafio de
muestra para el problema de contraste definido por

Hi: 8 € 81, | = 1,2,3, (1)

con 81 = [0,81), 62 = [61,02), 83 = (82,1] y en donde las observaciones son Bernoulli
(8). Ambos métodos necesitan de la especificacién de.una distribucién inicial P(e) y
de una funcién acotada de pérdida L(d1,0), | = ;,2.3,‘ : »7 '

El primer procedimiento (seccién Iil.4), ‘que consiste en buscar un tamafio de
muestra n tal que : :

L®*(n) - C < t(L*0) ~ C) (2)

produce, para un valor de t fijo y constante, un tamafio de muestra mdas grande a

medida que se incorpora mayor conocimiento inicial.

El segundo procedimiento,
basado en el concepto de

Decisiones de Referencia (secci6nes IV.2-1V.3), exige menos
muestra a mayor Informacién inicial, pero puede requerir una restriccién adicional en

la clase de iniciales admisibles. Para el problema de contraste de hipétesis

discutido en este trabajo y con algunas de las pérdidas de II1.3, parece natural
incorporar la restriccibn « + B = 1 cuando

la familia Beta define la clase de
distribuciones iniciales admisibles.

Esta condicién se utiliza con el objetivo de
evaluar el tamaflo de muestra con distribuciones de referencia para varios casos
particulares ({secci6bn IV.3) y los resultados obtenidos son bastante razonables. Es
inmediato notar que ambos métodos pueden necesitar de técnicas numéricas para su
implementacién pero que conceptualmente son de carécter general y en particular no

dependen del numero de hipétesis que se estén considerando en el contraste.

Cuando las observaciones tienen f.d.p.g. arbitraria f(X{8) 8 € R y se desea
probar
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Hi: @ « {a,81), H2: & ¢ [61,82), Ha: 0 € (82,b) (3)

con -o S 8 < 01 <682<b S w se puede utlizar el método de Il1l.4 para el evaluar el
tamafio de muestra siempre que L(d1,8), 1 = 1,2,3 sea ‘acotada (ver Teorema 111.4.1).
Si en este mismo contexto se quiere usar el método de la seccibn IV.2 podria ser
necesario restringir la clase de Iniclales admisibles a una familia paramétrica con
miembros P(6ly) y ¥ un vector de hiperparametros.

Si existe H(y) una funcién que se
pueda interpretar como el numero de piezas

experimentales equivalentes a la
informacién contenida en P(8|%), es posible Incorporar la restriccién H(y) = 1 en la

bisqueda de la distribucién de referencia. Cuando f(X|8) es un miembro de la famlila

Exponencial regular, 6 el parametro natural, la familia conjugada basica es

paramétrica y tiene definida a la funcién H(y) (Diaconis e Ylvisaker (1979)).

Las pérdidas de II1.3 se pueden reformular para el caso en que 8 sea el

pardmetro de cualquier modelo f(X|8). De hecho, Gutiérrez-Pefla (1991) plantea la

pérdida de la divergencia logarftmica en un problema de contraste de dos hipdtesis y

para cualquier modelo f(X|@). Cuando el espacio parametral 8 no es acotado, las

generalizaciones de las Pérdidas Lineal,
acotadas sobre 6.

Cuadratica y Logarftmicas resultan no
Esto impide garantizar que el Riesgo de Bayes se aproxima, cuande
n tiende a infinito, a la informacién perfecta C y por tanto puede no ser posible el
cilculo del tamafio de muestra segin lo que se ha desarrollado en este trabajo. Serfa

interesante plantear las pérdidas de 1II.3 con 6 el paradmetro natural de un modelo en

la familia exponencial, 8 no acotado y usar como iniciales elementos en la familia

conjugada para estudiar el comportamiento del Riesgo de Bayes.
En el caso de no tener especificada una funciébn de Pérdida y sf
distribucién inicial P(8), se puede

una
intentar determinar n tal que alguna de
probabilidades finales de las hip6tesis sea mayor que .95, por ejemplo.

las
Sin embargo,
sl el verdadero valor de 6 es 81 6 62 (los puntos de corte), no siempre es posible

concentrar la probabilidad final en alguna de las hip6tesis, aunque n sea grande.

Alternativamente, se puede utilizar la Pérdida O-K con ki1 = k2 = ka = 1 y evaluar el

tamafio de muestra conforme a lo que se ha presentado en el trabajo.
hacer esto ya que usar la Pérdida 0-k, ki = 1,

hipétesis que presenta la mayor probabilidad final.

Se recomienda
i =123, equivale a decidirse por la
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