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INTRODUCCION

Los hiperespacios de un continuo (espacios formades por
clertos subconjuntos especiales de un Continuo ) han 1llamado 1la
atencién de los topbSlogos desde hace mucho tiempo.

La primera vez que fué usada e intoducida la métrica que
ahora se les dA& a estos hiperespacios fué en 1906 cuando Pompiu
estudié ciertos subconjuntos del plano complejo. Desde entonces
al estudio de 1los hiperespacios han estado ligados nombres de
topbélogos tan famosos como Hausdorff, Borsuk, Kuratowski,
Krazinkiewickz y Kelley por mencionar sélo algunos de los mis
antiguos.

En 1967, R. Duda llamé la atencién hacia el hecho de que no
se tenia ni siquiera una buena descripcién para los hiperespacios
de los continuos mis simples: Las graficas finitas. En ese afio
publicé en Fundamenta Mathematicae un estudio extremadamente
detallado consiguiendo algunos resultados notables.

Desde fines de la década de los setentas, el estudio de los
hiperespacios derivé a poner mucha atencién en los niveles de
Whitney. En particular, los autores H. Kato, A. Illanes e I. Puga
han estudiado diversos aspectos de los niveles de Whitey de las

gr&ficas finitas. (Ver (4], [5], {6}, (7), [8], [9) ¥y [10])



En su trabajo (1}, Duda muestra que los aspectos relativos a
la dimensién de los hiperespacios de las grdficas finitas dependen
exclusivamente del orden de sus vértices. Algo similar ocurre con
los niveles de Whitney de estos hiperespacios. Sin embarge las
relaciones no son tan directas y se tiene que ser mas cuidadoso.

Este trabajo estd dedicado a estudiar las dimensiones de los
niveles de Whitney de las gré&ficas finitas.

Los resultados originales se presentan en los capitulos III y
Iv.

En el capitulo III obtenemos un algoritmo explicito para
calcular este tipo de dimensiones y en el capitulo IV aprovechamos
este algoritmo para probar los resultados acerca de la dimensién
que habiamos intuido cuando explorsbamos estos niveles de Whitney.

En el capitulo I ademis de introducir los conceptos que se
usaradn a lo largo de esta tesis, completamos y detallamos algunos
resultados de R. Duda.

El capitulo II estd dedicado a un resultado técnico, muy Gtil

para los capitulos siguientes.



CAPITULO 1 - ,
RESULTADOS PRELIMINARES

DEFINICIONES : Un cContinuo X es un espacio métrico compacto,
conexo y con mis de un punto.

Dado un continue X, definimos el conjunto siguiente al que
llamaremos hiperespacio de X y que se manejard en este trabajo:

C(X)={AsSX : A#z, A cerrado y conexo}

A los elementos de C(X) les llamaremos subcontinuos.

A C(X) se le puede equipar con una métrica para que resulte
ser también un continuo. Esto se hace como sigue :

Si & es la métrica de X, €>0 y AeC(X), se define

N(e,A)={xeX : Existe aeA tal que d(x,a)<c}.
A este conjunto le llamaremos nube de radio € centrada en 4, y

tiene la siguiente interpretacién geométrica :




La métrica de Hausdorff para C(X) se define como

H(A,B). = Inf{e>0:ASN(z,B) y BeN(c,A)} donde A y B son
elementos de C(X).

~ Es facil probar que H es una métrica para C(X) . En este

trabajo usaremos los siguientes dos hechos que no son tan faciles
de probar pero que pueden ser encontrados en [12] (Teoremas 0.8 y
1.12) =

a) C(X) es compacto con la métrica H.

b) C(X) es conexo por trayectorias con la métrica H.
CUATRO EJEMPLOS FUNDAMENTALES

EJEMPLO 1 : Sea X un arco. Sin perder generalidad podemos pensar
que X = [0,1]. Los elementos de C(X) son subconjuntos no vacios,
cerrados y conexos de X, es decir, subintervalos de (0,1]. Asi

C(X) = {(a,b] : Osasbsi}.

cada elemento (a,bleC(X) queda totalmente determinado por su
punto medio y su longitud. Utilizando esta idea podemos dar una
interpretacitn geométrica de C(X) como sigue:

Consideremos la funcién 131:(2()()—--)0?a dada por

g(la,b}) = ((a+b)/2,b-a)

Es claro que g est& bien definida y es inyectiva y continua.
como C(X) es compacto, es homeomorfo a su imagen; luego, si
llamamos T a la imagen de g tenemos que (X,y)eT si y sb6lo si
existen a y b con Osasbsl y x = (at+b)/2 e y = b-a. Es decir,

2x=a+b y adends y = b-a.



Resolviendo para a y b, tenemos ‘at= (2x-y) /2 y b = (2x+y)]2 Luego

0s{2x-y) f25(2x+y) /251, © 052x—yszx+ysz.‘ Esto es 1o mismo que ys2x,

y=0 y ademds 2xs2-y.
Luego T = {(x,y)sIR y52x, y:o y 2xsz—y}
De aqui es facil ver que T ‘es el tridngulo con vértices (0, 0) R
(1,0) ¥y (1/2 1).
T Aswe (v; 1

. 0,0 19)

Notemos que los subcontinuos gue contienen a un extremo de X,
digamos al 0, estdn representados en el dibujo por los puntos de
la forma g{(0,b}} = (b/2,b) que se encuentran sobre la recta y=2x.
Como 0sbsl, estos subcontinuos forman el lado del trisngulo gque

une el punto (0,0) con el punto (1/2,1).

EJEMPLO II : Sea X una curva cerrada simple. Sin perder
generalidad podemos pensar que X = {(x,y)el)‘e2 : xiy? = 1},
Cada elemento RAeC(X), A#X, es un subarco de X gque esta

totalmente determinado por su punto medio m(A) y su longitud &(A).



Si D es el disco acotado por X descrito en c;ordanudas polares
y 8(m(A)) es el angulo formado por el eje polar y el segmento de
recta que une al polo con el punto m(A), podemos definir una
funcién h:c(x)——-m, dada por:

h(A) = (8(m(A)), 1-5(A)/2m) si AX y h(X) = (0,0).

P ’
- atetA)

Es relativamente facil probar que h es un homeomorfismo. De
aqui que la representacién geométrica de C(X) es D.

En el ejemplo IV utilizaremos la representacién de 1los
subcontinuos que contienen a un punto de 1la circunferencia,
digamos , al punto (1,0)., Para investigar esta representacién,
tomaremos los "“casos extremos" de subcontinuos que contienen al
punto. Estos subcontinuos pueden ser 1los considerados en
los dos dibujos del lado izquierdo de la pigina siguiente pensando
en que A, B, ¢, D, E, F, Gy J son partes de la circunferencia y
su representacién en el disco D se ve en el dibujo del 1lado

derecho.

$oaeq

Luego, la repr: ién g ica de los subcontinuos que
contienen al punto (1,0) es la reglén acotada por la curva en

forma de corazén.



EJEMPLO III : Sea X el espacio que consta de tres segmentos
I1, T2, I3 de longitud 1 pegados en un punto O. A este espacic le

llamaremos triodo,

Si tomamos A € C(X) , A solo tiene dos opciones :

CASO 1 :0eA y CASO 2 :0#A.

CASO 1 : Si Oeh , consideremos ® = {AeC(X): OeA} .
Podemos definir g:d— R como g(a) = (a,b,c,) donde a, b y c son
las longitudes de A n It, A n I2 y A n I3, respectivamente.
Notemos que estas intersecciones son no vacias. Nuevamente es
f&cil ver que g estd bien definida, es continua y es inyectiva y
como Osa, b, cs1, si I = [0,1], tenemos que g(#) es homeomorfo a

I xIx I, el cubo s6lido de dimensién tres.



A este cubo, falta afiadirle los elementos de C(X) del CASO 2,
es decir, los elementos de C(X) contenidos en Ii, Iz e I3, esto
es, falta afladirle C(I1), C(I2) y C(Is) que ya sabemos gque cada
uno de estos espacios es un tridngulo.

Para ver cémo tenemos que pegar estos tres tridngulos, tenemos
que ver qué hay de comiGn, por ejemplo, entre fi y C(In}). Sl A e B y
A € C(11), A es un subintervalo de I1 que contiene a O, por lo que
A esti representado en I x I x I por (a, 0, 0) y en C(I1) estd
representado por un punto en uno de los lados del tri&ngulo. (Ver
Ejemplo I).

Asf, hay que unir uno de los lados del tridngulo C(Ii) con la
arista de T x I x I sobre el eje z. Si C(I2) y C(I3) se pegan de

la misma manera, C(X) queda representado por:

EJEMPIO IV: Sea X el siguiente continuo, conocido como paleta



Para dar una representaci6én geométrica de C(X), notemos que
podemos pensar en X como "combinacién" de los ejemplos I y II, es

decir,..un

“b'ci;'i:un’terencia de radio 1 unida a un segmento de

longitud'1:

x = (‘s":,y)‘slm_*: *4y? = 1} U {(x,y)eR%: 1sxs2, y = 0}
st "‘P’=' (1,0) 'y ReC(X), A tiene dos opciones:

. CASO 1:.Peh y CASO 2: Peh.

CASO 1: Si 11 L al gmento de X y z a la longitud de A n L
y definimos ¢ = {ReC(X): PeA}, podemos ver que la funcién definida
por g:E———ma, dada por:

g(A) = (6(m(A)), 1-5(A)/2n, z) con la notacién del Ejemplo II,
estd bien definida, es continua, es inyectiva y como 0szsl, g(€)
es un cilindro con base en forma de corazén y altura 1.

A este cilindro hay que afiadirle los elementos de C(X) del
CASO 2., pero estos elementos estdn contenidos en el circulo 6 en
el segmento y por los Ejemplos I y II sabemos que éstos guedan
representados dentro del circulo en la primera opcién y en un
tridngulo en la segunda.

Luego, la representacién de C(X) es el cilindro junto con el

circulo de su base y un tridngulo pegados de la siguiente manera:




MAS DEFINICIONES Y CONVENCIONES

A partir de este nomento, los continuos a los que nos
referiremos (y para los que reservaremos la létra X) seréan
Gréficas Finitas Conexas, es decir, conjuntos finitos de puntos
llamados vértices y conjuntos de segmentos que los unen llamados
aristas o segmentos, donde para cualquier par de vértices existe
un arco (espacio homeomorfo a un intervalo) formade por aristas
que unen ese par de vértices.

Una subgrafica de X siempre significard una grdfica CONEXA
contenida en X, y generalmente las denovtaremos por las letras R,
sy T.

El orden (grado o valencia) de un vértice v es el nfinero de
aristas gue inciden en é1 y lo denotaremos por gr(v).

En nuestro caso, obviamente se tiene gque para cualquier
vértice v , gr(v) =2 1 .,

Un vértice v es terminal si gr(v) = 1, y es de ramificacién si

gr(v)z3.

Una subgrifica es interna si no contiene vértices terminales.
Una subgrifica es aciclica #i no contiene algGn cicle
(espacio homeomorfo a una circunferencia) . Si un ciclo estéd

formado por un solo segmento , le llamaremos rizo .

Ademds , pensaremos que X tiene las dos propiedades

siguientes:



o) Toda arista de X mide una unidad de longitud .
B) Todo vértice de X es terminal o es de ramificacién.

Respecto a este par de propiedades , podemos decir que
pedirlas a una gr&fica no afecta las caracteristicas topolégicas
esenciales de ésta.

Observemos qgue, con estas restricciocnes, algunos "segmentos"
de la grédfica son rizos y gque la finica grafica que NO se puede
representar de esta manera es la circunferencia. Por esta razdn,
la circunferrencia siempre tendr4d un trato especial en este

trabajo.

Reservaremos tambien la letra I para el intervalo unitario y
usaremos la notacién B, (a) = {peC(X): H(A,D)<c}

B (a) = {xeX: d(a,x)<e} para £>0,
otra definicién importante es la siguiente :

DEFINICION : Si A € C(X), la bola cerrada con centro en A y radio
r en el espacio C(X) es el conjunto
Q(r,A) = {xeX: d(x,A)sr}

En particular nos interesars este conjunto cuando A sea una
subgréfica de X y r = 1. Aqui escribiremos A=S por lo dicho en la
pigina anterior acerca de las letras para denotar subgraficas.

Notemos gque en este caso, el conjunto Q(1,S) sera 1la
subgrafica de X gue consiste de S y de todas las aristas de X que

intersectan a A.



Tan importante es esta idea en el presente trabajo gque

enseguida haremos unos comentarios acerca de su notacién.

Denotaremos con Il a los segmentos de Q(1,S5) que intersectan a
S en exactamente uno de sus puntos extremos y con JJ a los
segmentos de Q(1,S) que intersectan a $§ en exactamente sus dos
puntos extremos, (o en su finico extremo cuando se trata de un
rizo). Luego, si pensamos que k es el nGmero de todos los segmentos

Il’s Yy 1 es el ntGmero de todos los segmentos Jj’s tenemos
x 1
Q,s) =sU(UIT YyU(UT )
is1 ! j=1 }

De igual manera, si AeC(X) y SsA<Q(1,S), entonces tenemos un

subcontinuo al que podemos representar de la siguiente manera :
k 1
A=sU U (Tnr)] U U (7))
1=1 ' 1=1 J

donde I.nA es el pedazo del segmento Il que también pertenecé a A

y JaA es la unién de a lo mis dos pedazos de la arista J, que

J
también son parte de A.

Para aclarar estas ideas, pensemos en el siguiente ejemplo :

- Y
‘\ '1'
N -——— ’
. . ~ .
N ’ N
X= 8= | PR —
’ \ s
’ Ny
. ’ A A
. ‘.
’ <
’ ~
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Implicitamente con estas ideas, tendriamos que si T es una

subgrafica con SsT<Q(1,S), podriamos escribirla como :
T =8 U ( U Algunos 1) U ( U Algunos Jj)

ya que para cualquier i y para cualguier j, tenemos que 'I‘nIl es

I, 0 vacia y también 'I‘n.l"| es JJ o vacia.

Ademds, por la propiedad a) que le hemos pedido a la métrica
de X, podemos pensar a cada segmento Ly J’ como una copia del
intervalo unitario I = [0,1]. Por lo tanto, si AeC(X) satisface
que SsAsQ(1,S), entonces podemos concebir AAI‘=[0,a‘], donde a es

la longitud del pedazo AnI,.

Asi mismo, N\-TJ = [O,bj] U [1-cJ,1] , donde b’ y ©, son las

longitudes de los pedazos de A n ‘7,'

Luego, otra posible manera de escribir A es

X 1
A=5U(Uo,a1) U(U(0,b] v [1-c,1]))
1=1 =1

11



Apoyédndonos en estas ideas tenemos la siguiente :

DEFINICION : Dos subgrédficas S y T de X con SsT forman un par en
cualquiera de los dos casos siguientes :

1) S=2 y T es una arista de X .

2) S es interna y T es la unién de S con algunas aristas de X que

intersecten a S, es decir, sl S es interna y SsT$Q(1,S).

En particular, S y Q(1,S) forman un par si S es interna. Los
pares de la forma 5, Q(1,S) cuando S es interna y aciclica y las
descritas en 1), juegan un papel importante en el estudio de los
hiperespacios de las graficas finitas. Por esta razén reciben el

nombre especial de pares finos.

crucial en este trabajo es la siguiente definicén.
DEFINICION : Si SST forman un par, el conjunto msm se define
como

Moy = {AeC(X): SSAST y AnN(1,5) es conexo}

Para ilustrar la idea de esta definicién consideremos el

siguiente ejemplo:

D



pero Bem,

De la definicién se sigue que AeM ser

seT”
aunque SsBST se tiene gue BaN(1,8) no es conexo :

ya que

BAN(S,1) =

pPara simplificar, a partir de este momento , utilizaremos la

siguiente notacién

P, * T

13



Los siguientes tres resultados serdn usados a lo largo de este
trabajo: el primer lema asegura que cada elemento de C(X)
pertenece a un conjunto ms, lo que nos dice que estos conjuntos

cubren a C(X).

LEMA 1.1: 85i AeC(X) entonces existe un par fino SsQ(1,§) tal que
Aems.

PRUEBA: Sea V el conjunto de todos los vértices contenidos en A
que NO sean vértices terminales de X. «
Si V=0, entonces A esti contenido en un intervalo I de X y en

este caso Asmcﬂ .

st vs= {vl,vz,...,vn}, como A es conexo existe una trayectoria
L entre, digamos, vV, ¥ v, y totalmente contenida en A; si ademéds
V<L, tomamos S = L.

Si V no estid contenido en L, digamos v,eL, existe una
trayectoria N que une a v, eon v, en A. Ahora, la subgrdfica IuN

es interna pero puede no ser aciclica; para evitar eso, pensemos

en la trayectoria N de la siquiente manera :
n

N=U JI'
=1

donde Jl denota un segmento de X , con v, en Jl Y v, en J" .
Pensamos que los .‘Jl estdn ordenados de tal manera gque los
puntos extremos a Yy l::l de J, son tales que a es también el punto

extremo h]_ de JH y bl es también el punto extremo a . de J

1 141°

14



Ahora, sea j el minimo indice tal que Jjnw. Si llamamos
N =Ug Yy llamamos S* =L U N* tendremos que :

La subgréfica s* contiene, al menos, a los vértices Vi Vv, ¥
v, Y adem&s es aciclica e interna por construccién .

Siguiendo con este proceso, llegaremos a una subgrifica §
interna y aciclica con vsS.

Para terminar la prueba del Lema, basta probar gque Aems para

la subgrifica S construida por el proceso anterior .

Claramente Sc¢A. Tambien A$Q(1,S) pues si xeA~S, como A es
conexo, existe un arco contenido en A gue conecta a X conh v, si
caminamos por ese arco desde X a Vi el primer vértice de X
diferente de x que encontramos tiene que ser un vlevss. Luego

tenemos que d(x,vl)sl y asi A<Q(1,S).

Para demostrar que AnN(1,S5) es conexo, ser4 suficiente
demostrar que cualquier elemento x de esta interseccién puede
conectarse por una trayectoria con la subgrdfica S dentro de 1la
interseccién .

Luego, si xeAnN(1,S), sea J el segmento de Q{1,S) tal que xeJ.
Uno de los extremos de J debe ser vértice de S y por lo tanto debe
pertenecer a A. Asi x y este extremo de J se unen por una
trayectoria (en realidad, por un pedazo de J) en A, pues A es
conexo, y también en N(1,5) por la misma razén. De donde tenemos

1o que queriamos probar .

15



Este lema (y su prueba) es importante porque nos permite
definir el sigulente concepto:
DEFINICION : Si AeC(X), a una subgradfica S construida como en la
prueba del lema, le llamaremos subgri&fica mmaximal fina de A.

Sus principales caracteristicas son que contiene a todos los

vértices internos de A, que es interna y que es aciclica .

En el teorema siguiente, se da una caracterizacién topolégica

de los conjuntos mss donde SsT forman un par.

T
También proporciona una manera concreta de calcular su

dimensién . Pero antes un lema geométrico .

LEMA 1.2 Sea T = {(a,b)sﬂz: 0sa, bsl y a+bsl}. Si en este
trisngulo identificames la hipotenusa a un punto, el espacio

resultante es homeomorfo a I = [0,1]) x [0,1].

PRUEBA: Sea £:7——R° dada por £(a,b} = (2a,2b). Si llamamos
T/ = £(T) tenemos claramente que T y T’ son homeomorfos.
Geométricamente, hemos transformado el primer tridngulo en el

segundo .

16



Identificar la hipotenusa de T a un punto , es lo mismo gque

identificar la hipotenusa de T’ a un punto (digamos

al punto
(1,1)) y esto se logra de la siguiente manera:
Sea g:'.l."-—)lRz dada por
(2a,2b) si athbs §
g(2a,2b) = - -
' PYAAL b,zarb a ] sia+b=%
a+bh a+b

Ia funci6n g transforma T/ en I utilizando las proporciones

que se obtienen de considerar el siguiente dibujo , donde estamos
denotando a g(2a,2b) como (a’,b’).

{,2))

(0,k)

AN
N
~
N
AN
o
~=

N
N
~

{0,))

W

\x

» \.b)

e (ko Qo

El tridgulo sombreado permanece iguwal bajo g , y la regién

restante de T’ se " aplasta " al cuadrado utilizando las

proporciones siguientes :

Yy2 - 2b  _ *y2 - b’ k-2a _ _1-=a’
2b -0 b’ - (k-1) 2a - /2

a’ - l‘/z
Despejando a’ y b’ de estas igualdades, se 1llega a la
definicién de g en la parte superior del tridngulo. Notemos que la

hipotenusa se transforma en el punto (1,1).

17



Ahora se observa claramente de la manera de definir g, que la
imagen de T’ bajo g es I, que g es continua y que es sobre pero
no inyectiva. De cualquier forma, podemos pensar que. g es “"casi®
un homeomorfisme del tri&ngulo en el cuadrado salve en su
hipotenusa, que es en los puntos donde se tiene que a+b = 1. Un
simple cllculo muestra también gue para los puntos (a,b) donde
a+b = ‘;- ambas partes de la definici6n de g coinciden.

Si ¢ = gof, tenemos que 2:——1® & es continua Y que & es

también "casi" un homeomorfismo, salvo en los puntos que a+b = %

Aunque ¢ no es un homeomorfismo, jugard un papel destacado
en la prueba del préximo teorema , donde se usard para definir

otra funcién que si resultard ser homeomorfismoc.

TEQOREMA 1.l: Sea S<T un par en X.

i) si s=o, entonces msg

. €8 uma bola topolédgica de dimensién

dos.

ii) si s=0, entonces M, s una bola topolégica de dimensién

T
k+21, donde k es el ntmero de aristas de T que intersectan a S en
solo uno de sus extremos, y 1 es el nmero de aristas de T que

intersectan a S en sus dos extremos.

PRUEBA.
i) Es evidente, pues si S=g, entonces M. = C(T) donde T es
un segmento de X, y por el ejemplo I, C(T) es una bola topolégica

de dimensién dos .
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ii) Para este inc_isob , ‘definiremos una funcién F de M, en
weal :

el cubo I

¥ que resultars ser un homeomorfismo .

IR 1
A=s'U(U:o

e
a;):UCU(10,b) b [0 ,11))
= Ju1 ;

Sea entonces 'F:!Iléﬁ'——‘—)l' ®2! Qefinida por

F(a) = (al, vos 'ak'°(b1’°1)’ -,@(hl,cl)).

Demostraremos que F es inyectiva, sobre, continua y ademé&s
que el conjunto M, ©8 cerrado, de donde F resultard ser un

homeomorfismo y el teorema quedard probado .
F es inyectiva.

Sean A Y B en el conjunto mm con F(A) = F(B) donde
F(A) = (8, ++. ,8, $(b,c,), <ot , 8(b,c,))
F(B) = (al, «.. ,al, #(b,c{), ... , ¥(b],c))
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Igualando las coordenandas correspondientes, t que:
a = al y que w(b’,c,) = &(b;,c;). Pero como ¢ es una funcién
inyectiva, excepto si b j-f-c: ;= 1, entonces ocurre que bj = b; Yy que
G = c; o bien que, por ejemplo, b’+c, = 1, En este caso, como
&(b,,cj) - o(b;,c;), de debe tener gue b;ﬂi' = 1. En este caso,
todo el segmento JJ pertenece tanto a A como a B.

De aquf gque A = B.

F es suprayectiva.

* * n * k4
Sea A" = (a, ... ,8,bL0y, ... ,bl.c])el™®. construiremos

un elemento Aem“ tal que F(A) = A%, Para hacer esto, a S le

T
afiadiremos pedazos en los I‘ Y .:rJ de acuerdo con las sigquientes
indicaciones:

Para las primeras k coordenadas, afiadiremos a S el segmento

[o,a‘] del intervalo Il y lo denotaremos por IlnA.

Para las sigulentes coordenadas, tomemos grupos de dos en dos
si b:«:: = 2 afiadimos a S el segmento J, completo y lo escribimos
como J = WJ. si bj+c:<2 ambas entradas no pueden ser 1 al mismo
tiempo por lo gue la imagen inversa de (b:,c:) bajo ¢ existe y es
igual a, digamos, (b,,c’). Aftadimes a S los dos subarcos de JJ que
se denotan por [o,bJ] y [l-cj,l] y a este pedaze lo denotamos por
An J, .

Finalmente definamas

k 1
A=sU (U @I)) U (U ()
i=1 =1
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Claramente, A es un elemento de T

oy POT la forma en que se

construy$é, y por esa misma razén, tenemos que F(A) = A*, con lo

que se prueba que la funcién es sobre.
F es continua.

Sea £>0, Como ¥ es uniformemente continua, sea 28 un ntmero
positivo que cumpla la definicién de continuidad uniforme para ¢ y
ademis que 26<e/z. )

Para ver que F es continua mostraremos que
Si H(A,B)<5 entonces IF(A)~-F(B)l<(k+l)e

Y para ver esto Gltimo, basta ver que si H(A,B)<5 donde

k 1
A=sv (Ufpo,aj)v( u ([Olbjl‘\-’ {1-¢,,11)) ¥
1=1 =1 . :

] 1
B=5v (U [o,al)) v ( u ([o,b;] v [lfc;,ll))
t=1 BESY ) . B B

entonces Ial- a:|<c para todo i = i,z, vee 4k Yy
lltb(bj,cj)-¢(b;,c;)ll<c para toda j =1, ... ,1
Para probar que |a]-a(|<c, supongames, por ejemplo, a; sa .
Afirmamos que a -als28, ya que sl sucediera a-ar>2s (la
abertura de I entre a y a( es mayor que 258), entonces se tendria

que a(+25<al.

’
al+al

Sea x = Pl
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Gréficamente tenemos que

Luego, OSa{<x-6<x<x+6<alsl

Estas desigualdades implican que xe[0,a )shn y ademis que
[%~8,x+5]sI -B, luego By (x)nB = o, lo que contradice el hecho de
que H(A,B)<é&.

Por lo tanto al—a;sza y de aqui Ial—a{l<c.

Para probar gue uo(b],c])-w(b’-c’)lkc serd suficiente ver gue

-iy’ -t
lbl b,l<5 Y que lc‘| cjl<6.
Para esto, analizaremos tres casos :
1) si 1-cj-bj>26, {La abertura entre bj v 1—cJ es mayor que
2), entonces el intervalo abierto (b],bj+26) no intersecta a A.

Esto prueba que Bs(b,hs) n A = & y como H(A,B)<s,

concluimos que b J+¢S«!B .
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aAhora, si sucediera que b+asb' entonces b+& estaria en el

intervalo [0,b’) que est& conf: 1do en B, lo que es absurdo, luego

se tiene que b +6>b' ‘0. b'-b <5

Graficamente ':

Igualmente 1-cj-5¢'B lo. que implica que 1—c]-6 es menor que

-’
1cj.

si sucediera que b;<b_‘-8 entonces tendrfiamos la cadena
b;<b,-5<(1-c])-25-6<1-c'-26 de donde obtenemos que 1-cj-b;>28.

Aplicando los mismos argumentos a b; Yy a 1-03, nos queda que
bj<b;+6 de donde b]-5<b; lo que nos da una contradicecién .

Luego b;>b]-6 y junto con la desigualdad b;-bj<a nos queda lo

que queriamos: ij—b;|<6 .
De manera similar se llega a que ch - c;l < 8.

1i) si l-c;-bj>25, tenemos un caso parecido a i).
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iii) si 1-c;-b;szs Yy 1—bj-c]szs, (Las aberturas entre bJ b4

1-cl y entre b; b4 1-c; 50N menores que 25), se tiene que

bf+l=-c
1-2asb;+c;sl. Ahora sea %X = —l——i—lm
Graficamente: <
’\Qﬁurl menov gue §.

1=¢j

Luego Ic;-(l—x)l<8 yilb;ixl<8. Entonces por la continuidad

uniforme de ¢ tenemos qu¢; 

mb;,c;)-a(x,1-x)u<°/z y como tenemos que &(x,1-x) = (1,1)
se llega a
IIQ(b;,c;)—(l,l)lI<c/z .
similarmente
nw(ij,cj)-(1,1)n<°/z .
Utilizando la desigualdad del trisngulo , finalmente tenemos que
I2(b,,c )~ (b, cf)i<e,
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El conjunto M, ¢ ; @8 cerrado,

Para ver esto, recordemos que la propiedad de "contener" y la
de "estar contenido” son propiedades " cerradas ", esto es:
Si B es un elemento fijo de ¢(X), entonces los conjuntos:

G = {AeC(X): ASB} y § = {AeC(X): BsA} son cerrados en C(X).

Por lo anterior , el conjunto de elementos A € C(X) tales que
8SASQ(1,8) es cerrado en C(X). Resta ver que el conjunto de
elementos AeC(X) tales. que AnN(1,S) es conexo es un conjunto
cerrado en C(X), y para ello mostraremos gque su complemento es
abierto, es decir, que si DeC(X) y bnN(1,S) es disconexo, entonces
existe £>0 tal que para todo EeBC(D) se tiene que EnN(1,S5) es
disconexo .

Sea entonces DeC(X) tal que DaN(1,S) es disconexo, entonces
como D es conexo, forzosamente se tendria una situacién como en el

dibujo siguiente
(hueco)
O

Padles de—

25



En el segmento I = [0,1) identificamos los puntos b y d donde
"termina" D. Debe de suceder que b<l y d<b.
Sea 3¢ = min{1-b,b-d} y sea EeB, (D) . Entonces

d<d-+esb-2e<b-c<b<bte<l y E contiene puntos del intervalo (b-e,btc)

Elegimos un X, tal que b-22<xo<b-c. Entonces xoeN(c,D) lo
cual implica que X #E. De aqui que En(xo,l) es un subconjunto no
vacfo, propio, abierto y cerrado de EnN(1,D). Por 1lo tanto
EnN(1,D) es disconexo.

Esto prueba que F es una biyecci6n continua de M. en b

Yy ya que M. es compacto. De manera que F es un homeomorfismo.
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CAPITULO Il ;
LA HERRAMIENTA PRINCIPAL
"(NIVELES DE WHITNEY 'Y DIMENSION)

Los mapeos de Whitney son una manera de "medir" el "tamafio”
de los elementos de C(X), y adem&s de ser una herramienta poderosa
para estudiar la estructura de C(X), Jjugardn también un papel

fundamental en el presente trabajo.

DEFINICION. Un mapeo de Whitney es una funcidén continua con
valores reales con dominio €(X), m:c(X)——R, tal que

1) u({x}) = 0 para todo xeX .

1i) si AsB y A = B, entonces u(A) < u(B).

Un nivel de Whitney para C(X) es un conjunto de la forma :
wie) = {AeC(X): u(A) = t} donde p es un mapeo de Whitney y

te[0,u(X)].

De alguna manera, podemos pensar que los niveles de Whitney

agrupan a todos los elementos de C(X) con "medida" t.
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Ademds, sl S es una subgrdfica de X, p un mapeo de Whitney y
te[0,u(X)) entonces al conjunto msnu"(t), lo denotaremos en lo
sucesivo por M. (t). De acuerdo con la definicibn, M. (t)contendrd a
los elementos AeC(X) con SsAsQ(1,S), AnN(1,S) conexo y u(a) = t.

La herramienta que mn&s usaremos en este trabajo, es el
resultado que dice los conjunto M (t) tienen dimensién ms-1, es
decir, nos proporciona una manera concreta de calcular la
dimensién de ms(t), ya que por el Teorema 1.l tenemos una manera

concreta de calcular la dimensién de M, .

Una aclaracién importante que tenemos que hacer aqui es la
siguiente:

H. Kato afirma en [6] que el conjunto ms(t) es homeomorfo al
cube s6lido de dimensién dinm m-1. Afirma ademis que este hecho
puede ser probado con ideas similares a las que usa R. Duda en su
articulo {1]. Nosotros no hemos podido encontrar un homeomorfismo
explicito entre M (t) vy el cubo sélido de dimensién dim m-1a
pesar de que tenemos una prueba completa del resultado respectivo
de R, Duda (Teorema 1,1},

Quisimos que este trabajo fuera autocontenido y completo. Por
esta razén, hemos completado los detalles del resultado de R. Duda
en el Teorema 1.1. Si H, Kato nos hubiera ofrecido una prueba en
su artfculo o nosotros hubieramos podido probar su afirmacién (la
cual se resistié a varios esfuerzos serios que hicimos), el

contenido de este articule seria diferente.
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Ya que nosotros estamos interesados principalmente en
cuestiones de dimensién, finalmente 1o que hacemos en este

capitulo es probar que dinm M) = dim !Tls-l.

La notacién de lo siguiente hace referencia a lo descrito en

el capitulo anterior .

Lo que dice el siguiente lema es que si ®{(c,d)) estd en el
segmento que une a ¢((a,b)) con (1,1), entonces las preimégenes
correspondientes bajo ¢, (a,b) 'y {(c,d) cumplen con 1las
desigualdades dadas, es decir, q\rxe‘ely "orden" entre ¢((a,b)) y

&((c,d)) se conserva entre los puntos (a,b) y (c,d).

LEMA 2.1: Sean (a,b) y (c,d) en T y 0stsl, tales que a+b<l, c+dc<i,
Yy ®((c,d)) = t&((a,b))+(1-t)(1,1), entonces a=c y b=d.

PRUEBA: Primero supondremos que a+bs‘/z Y dque c+ds‘/z.
Recordando la definicién de &, tenemos que:
$(({a,b)) = (2a,2b) si a+bs‘/z Yy en este caso si suponemos que
&(a,b) = (2a,2b) y ¥(c,d) = (2c,2d).
Como ¥(c,d) = t&(a,b) + (1-t)(1,1) entonces se tiene que :
(2¢,2d) = t(2a,2b) + (1-t)(1,1), .10 que implica que :
2c = t2a + 1-t o gue 2¢c-1 = (2a-1)tz2a-1 ya que se tiene que
2a~-1s0, por lo gue asc,

Iqualmente se prueba que b=d.
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Ahora, supongamos gue 1/asaﬂ) b'4 l/zscil-d.
Hacemos Q = &(c,d) = (c’,4’}) y P = ¥(a,b} = (a’,b’).

De acuerdo con la definicién de ¢,

t(a,p) = [Zb e b 2a+§—:—EJ = (a’,b’) sl a+bzl'fz.

Despejando, obtenemos

(a’+b’) (1-a’) .

a =20 (1b) oy

2(2-a’~b") 2(2-a’-b’}

Similarmente

c = {cr+d’') (1-d47) yas= {cf4d!) (1-e)

2(2-c’'-a’) 2(2-c’-d’)

Observemos que la Gnica manera de que c’+d’ = 2 es que
¢! = @4’ = 1 y esto implica que c+d = 1 lo cual es contrario a
nuestra suposicibén. Asi que estas expresiones para a, b, c y d
estén bien definidas.

Como #({c,q) = tP + (1,1) = (ta’+(l-t), th’+({1-t)), entonces
cf = ta’+(l-t) y d’ = tb’+{(1-t).

Pe modo que

o = [ERTH(1-E) LD+ (1-t)](1-(thi+(1~t)))
2[2-(ta’+({1-t}) )= (thi+(1~t))]

4

d= [ta’+(1-t)+th/+(1-t) ] (1-(tb/+{1-t))})

2(2=(ta’+(1-t) ) ~(th/+(1-t)}]
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Luego, para demostrar que' asc, lo. que tenemos que probar es

que

(a’+b’) (1-b?) [ta'+(1-t)+tb'+(i-£)1(' 1-(tb/+(1-£)))

2(2-a’=b’) 2 [z-(ta'+‘v'(1->_t)>'-(tbl+(1-c))]

Pero, mediante simplificaciones, el lado derecho de 1la

desigualdad anterior se convierte en (t(althl)+2(1-t)] (1-b')

2[2-af=b’]

Luego , lo gue hay que demostrar es que

{(a’+b’) (1-b) < {t(at+b’)+2(1-t) J(1-b"))

2(2-a’-b') 2(2-a’-b’)
Equivalentemente , hay que probar que
a’+b’ s t(a’+b’)+2(1-t) o que
a’+b’ s [ta’+(1l-t) J+[tb’+(1-t)]
Pero como 0stsl, entonces t-120 y como a’ s 1, tenemos que
a’(1-t)si-t, de donde a’sta’+(1-t). ‘
Por las mismas razones, b’stb/+(1-t), y por lo tanto, 1la

desigualdad se cumple.
Andlogamente, se demuestra que bsd.

Ahora veremos que el caso l/zx<a-r-l.7 b4 l/zs|:+d no es posible.
Supongamos, por el contrario, que se satisfacen estas
desiqualdades.

Sea (a’,b’) = d(a,b) = [2b+—-— za+b—‘°—]
+b a+b
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Entonces, a’+b’ = 2a+2b>1. Asi que el punto &(c,d) es una
combinacién convexa de puntos en el semiplano {(x,y)emz: x+y>1} y
come $({c,d) = (2c,2d), tenemos que 2c+2d>1. Esta contradiccién

prueba nuestra afirmacién.

Finalmente, analizaremos el caso atbs'fz y ‘/z<c+d. Podemos

supoher que a%0 o b#0, asi que a+b>0.

En este caso, hacemos t! = —i——, de donde 0<tsl, También
2(1-a-b)
hacemos (e,g) = [2t'a+(1-t'), 2t'§+(1'-tl))

Notemos que etg = 1/z y que &(e,g) = t’¥(a,b)+(1-t’)(2,1).

Por lo que probamos en el primer caso, ase y gsb.

sea (c’,d’) = ¥(c,d) = t(2a,2b)+(1-t}(1,1). Es f&cil ver que
c’+d? = 2(ctd)>l, asfi que t(2a+2b~2)+2>1. De manera que
2t (1-a-b)<1 y t<t’. De aqui que &(c,d) estd en el segmento que une
a d{e,g) con (1,1). Por el segundo caso, esc ¥y gsd. Por lo tanto

asc y bsd.
Esto concluye la prueba del lema.

El siguiente lema , es un lema técnico y se utiliza en.la

prueba del lema 2.3.
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LEMA 2.2: Sean Z y Y continuos'y £:Z——Y. Si para toda sucesisdn
(2n)n de Z gque converge a z 'cﬁn* 2€Z, _'éxiste una subsucesién (an)k

tal que ( £(zn) ), converge a’"f(;')‘,‘ entonces £ es continua.

PRUEBA. Supongamos quef{f' NO es continua en el punto aeZ
Luego, existe e>0 tal que pSra cada &>0 existe un zeX tal que
4, (£(x),£(a))ze pero dz(z,a)<f6; (Aqui estamos denotando a 1la
métrica en Z y en Y como d, y d, respectivamente) .

PUCH

Luego, para § = 1, l/Z,v“/:I, ceey l/n, ... existen z2,, 2
ooeeer Zog o ses elementos de Z tales que

a,(£(zn), £(a))ze pero dz(z,a)<‘/n.
Por construccién, tenemos que (zn)n es una sucesién que
converde a a y por hip6tesis existe una subsucesién de ella (xn,),
tal que f(xnk) converge a f(a), pero esto es imposible, dado que
dv(f(x::) , £(a))ze para toda n.

Esto termina la prueba del lema .

LEMA 2.3: Sea I un segmento de X (que pensaremos como el intervalo
[0,1]), sean a*, ael tales que 0<a’<ac1 Yy ¢ un mapeo de Whitney
con O<t<u(X).

Sea ademds H una funcién continua, H:Z—— C(X) donde 2 es
un continuo tal que para todo xeZ existe un Gnico a(x)} con
a*sa(x)sa tal que H(x)U[0,a(x)] € C(X) y w(H(x)u[0,a(x)]) = £,
entonces la funcidén ¥:Z——C(X) dada por ¥(x) = H(x)u[0,a(X)] es

una funcién continua.
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PRUEBA : Sea (xn)n una sucesién en Z convergente a xeZ. Para
cada xn existe un tnico a(xn)e[a*,a] tal que

u(H(xn)u[0,a(xa)]) = t

Luego, la sucesién (xn)n genera una sucesién a(xn) en el
intervalt;a [a*,a] que, por ser cerrado, contiene entonces una
subsucesién convergente a(xnk)k a un punto Be[a',a]. X

Demostraremos que la sucesién (\l'(xnk))k converge a ¥(x) y por
el lema anterior se tendrd que ¥ es continua .

Notemos que :

H es continua, por lo que (H(xuk))k converge a H(x) y por lo

dicho anteriormente a(xa converge a B , y como tenemos que

k)k

W(x:-k) = H(Xnk)U[O,B(Xnk)], entonces W(Xnk ), converge a H

k
H(X)u[0,B].

Ademés, M(‘I’(Xnk)) = t para todo kX, y como it es continua
tenemos que u(H(x)uv{0,B]) = t,

Pero por hipotesis, para cada x existe una Gnica a(x) tal que
p(H(x)u[0,a(x})) = t, luego, a(x) = B, de donde se tiene que

(¥(xn)), converge a ¥(x).

Con estos tres lemas se llega al siguiente teorema que es la
herramienta principal de este trabajo.
Proporciona una manera de calcular la dimensién de los

elementos de ms(t) en términos de la dimensién de m_.
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TEOREMA 2.1: Sea p un mapeo de whitneﬁ y s unay'subqrébfica‘de x. si
t es tal que p(S)<t<p(Q(1,8)), entonces la dimensicn de m (t) en

todos sus elementos es igual a dim m -1

PRUEBA. Sea dim M = n = k+2l. Déﬁostr? o5 que dim m, (t) = n-1

im m (t)zn-l.

probando las desigualdades diﬁ\ M (t)sn-
PASO 1. dim B_(t)s=n-1.
Para probar esta desigualdad’;:16 que haremos sers encajar el

conjunto Mm(t) en un cubo:de Elixﬁénsibri"n-:ly esto es, daremos una

funcién inyectiva de !ﬁs(t

para definirla, sea- F:ms—_-—;If la funcién definida en la

prueba del Teorema 1.1, 'ys‘eS:M': (ms(é)).;

Iuego, MSI® y ademis, 1¢M (Aqui, 155 negritas significarén
vectores en I" de tal manera que 1 = (1, L, +s.,:1) Y
X = (x‘, Ko weey xn). Ya que si 1eM, entonces existirfa un
elemento Aems(t) tal que F(A) = 1, pero F(Q(1,S)) = 1 entonces
A = Q(1,8) ¥y ya que p{A) = t, entonces u{(Q(1,S8)) = t lo que

contradice nuestra suposicién.

Ahora , definamos £f ¢t M —— R dadapor £ (x ) = zx
1=1

Por comodidad , escribiremos f(x) = D‘|'
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Observemos que como 1¢M, entonces f(x)<n para todo xeM.
Sea k = Max{f(x): xeM}. Este valor existe porque M es
compacto y £ evidentemente es continua. Notemos que ku<n.
Elijamos keR tal que ky<k<n y definamos
T = { xeI: £(x) = Ix =k} ¢ I".
Definamos una funcién g:M——T dada por
g (%) = tx+(1-t)1 donde t = KB
Ix -n
Entonces t():xl)+(1—t)n = k., De modo que g(x)eT.
como k<n y ):xl<n, entonces k-n<0 y Exl-n<o de donde o0<t.
También {jxl<k. y por lo tanto, Ix -n<k-n de donde t<l. Luego 0<t<l.
Lo que haremos ahora, serd demostrar que

i) La funcidén g es inyectiva y que
ii) dim T s n-1.

1) Supongamos que g(x) = g(y) donde con la notacién del Teorema
1.1. Entonces tenemos que
X = (a, «s.s 8, Q(bl,l-cl), ...,W(bl,l—c]))

Y= (dx' ceey dk, w(e‘,l-fl), ...,@(el,l—fl))

como g({x) = g(y), se tiene que
tx+(1-t)1 = t’y+(1~t’)1. Sin perder generalidad podemos suponer
que t<t’, Entonces se obtiene que

y = —%x+[1-—%,-]1. si s=—:7-, entonces 0<s<l y finalmente

y = sx+(1-s)1.
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Comparando las coordenadas en- esta Gltima igualdad, ltenemos

a, = s, y ¥e,1-£) = s‘!’(bj,l-cj)-i;(l-s)(l,lj. De aqui que asd,.

5i efl-f<sly bj+1:7cj<11, ‘el lema 2.1 implica gue bse y

1-cs1-f; 0 £ )5 De’ modo* que It 11§ 0,e,JuLL, 2],

1
En el caso en gue 1=

tleg w1, .
’1.?4)_Y bj‘;c, 1. Por

] ”Ahorépsi- A,B son :relemébntog de 7 (t) tales que
F(A) = x 'yk lj-‘(ﬁ‘) =y, :pox:' igs desigualdades anterilores, claramente
taneﬁés que‘AsB ya que B
A=Suv [O,ai]u...u[o,ak]u[o,b’]u(c‘,lju...u[o,bl]u[c‘,lj
B=Suv [o,d‘]u...u[o,dk]u[o,el]u[f!,l]u...u[o,el]u[tl,lj

Ccomo ademds, u{d) = u{(B) = t, entonces A = By x = y con lo
que se prueba el primer inciso. Para terminar la prueba del

primer paso , resta ver que dim T = n-1.

ii) Para mostrar que dim T s n-1, consideremos la funcién

hsT——I"" dada por h{(x) = (%X, eeeiX).

Es claro que h es inyectiva (pues x= k) y continua, de donde

dim T s n-1.
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Finalmente, la funcidn hegeF es inyectiva y va de M (t) en

1™, Asi el primer paso queda probado.

PASO 2: dim ms(t)an-l.

Para ver esta desigualdad, sean Ael_(t) y £>0. Lo que haremos
ser§ probar que si N = M (t)nB_(A), entonces N tiene dimensién
mayor o igual a n~1, demostrando que N contiene una copia de I,
es decir, daremos una funcién inyectiva y continua ¥:I"'———N.

Lo que haremos sera demostrar que muy cerca del elemento A,
hay por lo menos n-1 maneras de "moverse" dentro del nivel de
wWhitney.

Sea CeN dado por

13 H
c=5U (U (o,a) U (U (0bu-c]))
t=1 =1

Ya que por hip6tesis € = Q(1,S), entonces tenemos que para
algGn i o algtn j, a<io b]<1-cj.

Supongamos, por ejemplo, que al<1. Podemos suponer que al>o,
pues si a, = 0, podemos "alargar" un poco el segmento "recortando"
un poco alguno de los otros segmentos (que existen pues C = S)
para obtener un nuevo AeN para el cual 0<a,<1. (Si k = 0 podemos
repetir el argumento utilizando uno de los segmentos J)).

Ahora, usando a C, definiremos un subcontinuo B con las siguientes

caracteristicas
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i) BeN (B esta cerca de A)

ii) st B =s.U (u o 'j U (U ([Ov]u[l-w]))
fat’ E

entonces DSu <1 y v <1-w para toda i y toda'j

Para definir a ests
Sea-1<isk, 81 a <1, elegimos
si a = 1, eleg'(
Para 1;35;(, si.bfi-dj, elegiinc;s v, = b‘; yvl-w, = 1-cj.
si bj'é 1'k-ycj,[1o que" ' es un gnento completo que

intersecta a S en sus dos puntos terminales, y en este caso
eiegimos vJ Yun poco menor" que 1/z y l-wJ "un poco mayor! que
‘/2.

Aqgui, lo que estamos haciendo es '"abrir" el segmento a partir de

la mitad de é1.

Hasta ahora hemos achicado a € un poco. Ya que 0<al<1,
podemos agrandar un poco el intervalo [o,al], escogiendo un u <1
un poco mayor que a, de manera que u(B) = t.

Notemos que el encogimiento que hacemos de C en los primeros pasos
debe ser suficientemente pequefio para que tengamos oportunidad de
obtener el tamafio de t agrandando solo un poco a {o,al]. otra
restriccién que tenemos que poner es que los movimientos sean tan

pequefios de tal manera que el B resultante siga estando en B (A).
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Ahora, como “H{A, B) <c, existe A tal cme
B, (B)SB, (A). Escogemos 6>0 tal que el
a) &< : : :

b) u+5<L y v;‘¥5<1-w]-a para todo 1’y toda PN

€) pu(su(o,u,- /2]u( U to, u+5]) u ( U ([o,v +6]u[1-w -5 1])))<c.

Esta & existe por continuidgd pues ‘g1 s=o el conjunto

resultante estaria contenido propiamante; en.B" y ‘tendria "medida"

menor gque t .

Finalmente definamos wz———» 1a-manera siguiente :
SLx = (X evvy Xy ¥y0 25 o

entonces

PR Vi v
¥ = s U 10,9, (01 U [0,u,4%,1) U ( U (10,9 4yIv[1-v,-2,1))
1m2 P =1

donde u‘—}‘/zsul(x)sui, en donde el valor u‘(x) se elige de tal

forma que p(¥(x)) = t.

Observemos que lo que hacemos es agregar un poco a todos los
"segmentos sueltos" de B excepto al primero al gque le reducimos lo
que se necesite para obtener un elemento de tamafio t (en u"(t)) .

Esto ultimo es posible pues, si le afiadimos lo que indica ¥ a
todos los segmentos excepto al primero, tenemos dos situaciones

extremas para el primero
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La primera es poner [o,ui-)‘/a] al primero, en este caso, por 1la
condicién ¢), la medida de lo gue obtenemos es menor que t y, la
segunda es poner [0’“:] al primero, en este caso, el conjunto que
obtenemos contiene a B y entonces tiene medida mayor o igual que
t. Todo esto justifica que exista un u, (x) para el que la nedida

sea exactamente t.

Es claro ahora gque para terminar la prueba del teorema basta

probar que ¥ es continua e inyectiva .

Pero esto es facil, pues la inyectividad se sigue de 1la

manera como estd definida la funcién,

Por otro lado, la continuidad de ¥ se sigue claramente del
Lema 2.3. Esto termina la demostracién del teorema, haciendo

n-1

Z = [0,8]
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CAPITULO 111
COMO CALCULAR DIMENSIONES

Como lo apunta R. Duda, gracias al Teorema 1.1, tenemos una
manera muy directa de calcular la dimensién de C(X) en cualquiera
de sus elementos: Dado que C(X) = U {M : S es una subgrdfica de X}
por el lema 1.1 tenemos entonces: A

di A = Max {dim M: Aem_}

mC(X)
Por esta misma razdn, para cualquier mapeo de Whitney u y

para u(A) = t, haciendo & = u’'(t), tenemos que
dimg A = Max {dim M_(t): AeM (t)} (1)

Notemos gque estamos definiendo 1la dimensién del mismo
subcontinuo A en dos contextos distintos, es decir, en el nivel
de Whitney y en el hiperespacio, y también notemos que el Teorema
2,1 nos dice que dim m(ty = ( dim ms)-l, siempre y cuando
u(S)y<t<u(Q(1,5)). En el caso de que A = X, # = {X} y dimg A = 0.

Este caso no tiene ningin interés por lo que a partir de

ahora supondremos que A * X.
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Nuestro objeti‘?o 'de"'qqﬁi» allbfinal este capitulo seri depurar
1a - férmula (i) para - tener un ‘algoritmo preciso para calcular

aimg A. -

Antes que nada notemos que en el caso que Aems(t) Yy A=2g§,
tenemos que M (t) = {A} pues cualquier elemento de M (t) debe de
contener a S = A y tener medida t. En este caso dim ms(e) =0y no
aporta nada cuando se considera el méximo de las dimensiones.

Un razonamientc similar se aplica para el caso en gque

A = Q(1,S8). Esto nos conduce a
dimg A = Max {dim M (t): AR (L), A= SyA= Q(1,8) }
Continuaremos probando algunos lemas auxiliares

LEMA 3.1: Si S y T son subgrdficas tales gque S contiene todos los
vértices de T y SST, entonces dim ms z dim mT.

PRUEBA: Primerc observamos que Q(1,S) = Q(1,T) ya que S y T tienen
los mismos vértices.
Luego , si pensamos que existen r segmentos de T que no son

segmentos de S (rz0) y la expresién para Q(1,8) es
k 3 r
Q(1,T)=TU(UII)U(UJJ) entoncesT=sU(ULh)y
1=1 )=1 hel

donde ademds, estos segmentos ]:.h tienen que intersectar a S en sus
dos puntos terminales (pues los vértices de T son los mismos gque

los vértices de S), luego
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. ’ k 1
Q (1,8) = Q(1,T) = s U (-ﬂ L) u(cuz)u(u 7))
Lo h=1 1= J=1

. Luego, "(:'alclillan'do 1as dimensiones (Teorema 1.1), tenemos:
din M = ke2(l+r) = ki2l2r y

dim mr = kf2;~ y .cbmo'rzo tenemos la desigualdad que queremos.

LEMA 3.2: si Aemr(t), entonces existe una grafica aciclica § tal
que AeM (t), SST ¥y § tiene a todos los vértices de T.

PRUEBA: S5i V es el conjunto de todos los vértices de T, un
argumento parecido al de la prueba del lema 1.1 nos asegura la
existencia de una subgr&fica acfclica § con SST y S contiene a
todos los vértices de T.

Resta probar que Aems(t). Conmo AemT(t) tenemos que
TSASQ(1,T) de donde SsA pues SsT.

Ademds notemos que Q(1,S) = Q(1,T) y N(1,S) = N(1,T) ya que
tanto S como T tienen los mismos vértices. Asi A<Q(1,S) = Q(1,T) y
AnN(1,S) = AnN(1,T) es conexo.

Esto termina la prueba del lema.
LEMA 3.3: Sea Aemr(t), entonces existe una subgréfica interna s
tal que A€M (t), ST y dim ms z dim !RT.

PRUEBA: Si T es interna no hay nada que probar.
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Si T no es interna, consideremos a V como el conjunto de
todos los vértices internos de T. Por un argumento parecido al de
la prueba del lema 1.1, existe S tal gue S esg interna {contiene
finicamente a los vértices de V) y SsT.

Notemos que aunque a S le faltan los vértices terminales de

T, tenemos ©(1,8) = Q(1,T) y N(1,8) = N(1,T), de donde Aems(t).

r L
Ahora,como SST podemos escribir T = § U (U 1) Uitu JJ)
I=0 ° Jy=0

donde r y s NO son ambos cero (pues S # T ya que T NO es int:e_rnu).
Ademéds, sea
k 1
Q(1,8) =sU (U 1) U(UJJ)
1ul s J=1’
Como Q(1,S) = Q(1,T), llegamos a:
ke o
i,m =TU( U 1)V (U 7))
L ERel Jee+t
Luego, al calcular las dimensiones (Teorema 1.1) tenemos cue
dim M, = k+2l y
dim L (k-ry+2{l-s) = k+21-(r+2s),

como r+2s>0, el lema esti probado.
La combinacién de los lemas 3.1 y 3.2 nos dice gque para
calcular la dimensién de un subcontinuo en su nivel de Whitney

basta considerar subgraficas S tales que sean aciclicas, y el lema

3.3 nos dice que basta considerar subgréficas internas.

Con esto, llegamos finalmente a la FORMULA PRINCIPAL.
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FORMULA PRINCIPAL :Si A € c(X) , entonces
dimg A = M&x {dim M~1: AeW (t), A * S, A # Q(1,S), S interna y
aciclica}

Esta férmula nos da un algoritmo concreto y para calcular
d:lmﬁ A. Las subgraficas S que satisfacen las condiciones de 1la
férmula son un ntmero finito y para cada una de ellas, dim ms se

puede calcular de acuerdo al Teorema 1.1.

Un hecho gque hay que resaltar es que este algoritmo no

depende del mapeo de Whitney gque se este utilizando.

Finalmente, sefialamos que un problema muy interesante es el
de determinar si este algoritmo funciona para cualquier continuo X
{no necesarjamente una graifica finita), desde 1luego con los

ajustes necesarios en la férmula principal.

46



_ CAPITULO 1V O
COMPORTAMIENTO DE LA DIMENSION -
EN' LOS NIVELES DE WHITNEY

En este capitulo final, utilizaremos la férmula del capitulo
anterior para probar seis resultados concernientes a los niveles
de Whitney y su dimensién. '

Recalcamos que utilizaremos la notacién % = u"(t) a lo largo

de este caapitulo.

DEFINICIONES. Un nivel de Whitney u(t) se dice chico si
o<t<min {u(S): S es segmento de X}.
Un nivel de Whitney ut (t) se dice grande si

1>t>Max {u(S): S es subgr&fica propla y NO vacfa}

Como consecuencia de [4]), se tiene que todos los niveles
chicos (moviendo inclusive el mapeo de Whitney) son homeomorfeos y

lo mismo ocurre con los niveles grandes
TEOREMA 4.1: Sea u"(t) un nivel de Whitney chico de una
grafica finita conexa X, entonces

dim u(t) = Max {gr(v)-1: v es vértice de X}
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PRUEBA. Ya que dim u"(t) = Max {d.’uug A: RAefl}, haremos 1la

demostracién en dos pasos.

PASO 1. Se probars que si Aefl, entonces

dimg A s Max {gr(v)-1: v es vértice de X}

Para ver esto, como # es un nivel chico, A s6lo puede
contener a un vértice interior, pues 81 tuviera a dos,
forzosamente tendria que tener un segmento.

Luego, por la férmula principal, para calcular la dimensién
de A en su nivel basta considerar las subgréficas 8 = oy § = {v}

donde v es un vértice interno de X.

Notemos gque en el segundo caso, dim ms-l = gr(v)-1
(Ver Teorema 1.1). Ademds, si § = o, dim ms—1 = 2-1 = 1, Luego;
dima A = Max {1, gr(v)-1: v es vértice interno de X}, de aqui, se
sigue la desigualdad:
dimg A s Max {gr(vi-1: v es vértice de X}.

PASO 2. Aqui se demostrard que si v es un vértice de X entonces
existe Aef tal que d:hnEl A =z gr(v)-1.

Sea entonces {v}eC(X). Como C(X) es conexo por trayectorias,
existe un subcontinuo A tal que {V}sASN(1,{v}) y con Aef (es claro

que A= {viyA=Q(l{vh.
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Luego, si S = {v} entonces dim m -1 - gr(v)-—l Y qomol;pbr 1a
f6rmula principal tenemos que R N
dimg B = M&x{dim M-1: AeM(t), § = A, A ¥ Q(1,8), § interna y

aciclica} TR

claramente se tiene gue dims A& gr(v)-i.
De los dos pasos , se sligue claramente el Taorema .

Antes de enunciar el Teorema 4.2 necesitaremos el siguiente

c¢oncepto.

DEFINICION. Una grafica finita conexa X se llama arafia sl y sélo

si tiene uno y s&lo un vértice interno .

TEOREMA 4.2. X es una arafia si y s6lo si todos los niveles de

Whitney tienen la misma dimensidn.

PRUEBA. () Sea X una arafia y w su vértice interno. 5i S es una
subgr&fica interna y aciclica de X, tenemos das posibilidades:
i} § = 2 , en cuyo caso dinm ms = 2,
ii) 8 = {w}, en cuyo caso dim M, = gr(w).
como gr{w)z3, en cualquier caso tenemos que
dim ms s gr(w) y de donde dim M~1 s griv)-l
Por la manera de calcular dimensiones en la férmula principal

tenemos que Aim 8 s gr(w)-~1.
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Para probar la otra desigualdad elegimos, para cualquier
nivel #, un subcontinuo A tal.que weA.

Supongamos gque la arafia es de la forma
k 1
X=(UI‘)U(UJ)
120 J=o0 4

donde los 1,’s son segmentos con un extremo distinto de w vy -los
Jj's son rizos con vértice w, entonces :

Anr, ¢ {why AnT w {w}.

Luego, AeM (£} y A = {wh y A * Q(1,{w}) = X, de’ donde {w},»
es de las subqrﬁficas que intervienen en la férmula de ci:lma A,
asf que dim & = ci:l.m21 A= griw)-1.

Por tanto cualquier nivel tiene dimensién igual a gr(w)-1.

(«) Procederemos por contradiccién. Sea v el vértice de X tal
que gr(v) = max{gr(u): u es vértice de X}. Sabemos por el Teorema
4.1 que la dimensién de cualgquier nivel chico y por nuestra
hipétesis, de cualquier nivel es igual a gr(v)-i.

Como estamos suponiendo gue X no es una arafia, existe otro
vértice interno g de X, Trazando un arco de ¢ a v, el d(ltimo
vértice w antes de llegar a v es un vértice interno diferente de
v.

Sea S un segmento gue una a w con v. Notemos que § = X.

Elegimos AeC(X) tal que SsASN(1,S), A # S y sea t = {(A). Entonces
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dimg A = dim- ms;-l.‘,_Del Teorema 1.2 se sigue f&cilmente que
daim M (t) = (gr(v)-1)+(gr(w)-1) .2 gr(v)-1+2. Asi que

dim z?'zj gr(v).:lo que es una contradiceién.
Esto termina 1a prueba del. Teorema.

Antes de enunciar el siguiente. resultado, probaremos

una serie de lemas.

Notemos que el siguiente lema puede interpretarse diciendo
que sl a una subgrdfica S (interna y aciclica) se le afiaden
segmentos hasta llegar a otra interna y acficlica T, entonces la

dimensi6n es mayor, es decir, se "gana" dimensién.

LEMA 4.1. Si T es una subgrdfica interna y aciclica y S es una
subgrédfica tal que S € T # S , entonces
dim M, < dim m.

PRUEBA. Basta demostrar este hecho para T = SuL donde L es un
segmento de X con extremos v y w que intersecta a S en s6lo uno de
sus extremos, digamos en V.

Ponemos

k 1
Q1T =PU(UI)U(UI)
1=1
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Supongamos que w estd en los primeros k’/ segmentos 1's y en
los primeros 1’ segmentos J’s de los cuales los 1/’ primeros son
rizos en w. Luego

'

k 1
LSy =sUL (U 1puv( U THp1UL U 3]
1ak’ et Jel't et J=1'+1

donde los segmentos del primer corchete intersectan a S en solo
uno de sus extremos y los segmentos del segundo corchete
intersectan a S en sus dos extremos, luego por el Teorema 1.1

dim ms = 1+k=-k’+1/-1/7+2(1-1’)

= k+21 + (1-k’=L'=17’)

nientras que

dim mr = k+21

Para terminar la prueba del lema, probaremos que

1-k’=1/-1’’s ~1 o equivalentemente K’/+1/+1/’.z 2.

Sea K un segmento con un extremo en w y K = L (éste existe
pues w es vértice interno).
Observamos que K no estd contenido en T, pues si lo estuviera,
entonces también estaria contenido en 8 lo que implicaria que w es
elemento de S, lo que no sucede.

Si K es un rizo , entonces 1’/ = 1/’ = 1, asi que 1/+17'z1, de

donde k/+17+41’7 = 2.

8i K NO es un rizo, entonces existe un segmento K’ distinto

de X y L tal que w es uno de sus extremos (pues gr(w) = 3).
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Si K’ es un'rizo, caemos en el caso anter.{o:;.
si k' no es un rizo, entonces XK y K’ no son ' ‘rizos, pero
intersectan a-T en w. Luego S o
1) si K y K’ intersectan a T sélo en w, entonces k' = 2.
i)' 8i alguno de los segmento K y K’/ intersecta a T en otro punto
diferente de w y el otro no , entonces k’ =z 1y 1/ = 1 . "
iii) Finalmente, si K 'y K’ intersectan a T en dos puntos

distintos de w, entonces 1’/ = 2.
De cualguier manera, se tiene que k/+17+1’’ = 2.

Una consecuencia mis o menos inmediata de este lema es el
hecho siguiente:
51 T es una subgrifica interna y aciclica entonces

dimcm T = dim M.

LEMA 4.2. Sea T una subgrifica interna y aciclica y sea SsT una
subgrédfica tal que T-S consta de un segmento L.

Entonces T & Q(1,5) = T.

PRUEBA. Supongamos qgue T =SuL = Q(1,S). Afirmamos que exlsten dos
vértices terminales u y v de S que son internos de X ya que la
inica gr&fica gque tiene un solo vértice terminal v es la grafica

= {v} y T = Q(1,5) deberia de contener al menos tres segmentos

pues el grado de v es mayor o igual a tres.
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Iuego, como u y v son internos existen segmentos M y N que
tienen como extremos a u y a v respectivamente, de donde M y N NO
estén contenidos en S.

81 M = N, tenemos que u y v son adyacentes, como S es conexa
existe una trayectoria RS S que une a u con V.

Luego, RUM es un ciclo contenido en T = Q(1,5), lo que va en
contra de la suposicién de que T es aciclica. :

Si M # N, al menos uno de ellos, digamos M, es distinto de L
Yy M < Q(1,8) y M no estd contenido en T.

Por tanto T € Q(1,S) # T.

LEMA 4.3. Si A es una subgréfica interna y aciclica, entonces
i:i.’una A = Max {dim m;-lz S es una subgrifica de A y A-S es un

segmento que tiene un vértice terminal en A}.

PRUEBA. Por la férmula principal tenemos que
dimg A = max {dim M-1: AeM (t), A * S, A * Q(1,5), S es interna

y aciclica}

Luego 1o que hay que probar es la igualdad entre los maximos

de la férmula principal y el que dice el lema .
El maximo del renglén de arriba es menor o igual al del

renglén de abajo, pues las subgrdficas S que se utilizan en el

renglén de arriba se utilizan tambien en el de abajo (Lema 4.2).
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Para probar la otra desig'ualdad, basta observar que si S es
una subgr&fica de las del renglén de abajo, se le pueden aflfadir
segmentos hasta llegar a una subgrdfica de las del rengl6n de
arriba, y por el lema 4.1, se gana dimensién, con lo que se

termina la prueba del lema .

LEMA 4.4. Si A es una subgrdfica interna y aciclica, entonces

dimg A = dim M -min {gr(v)-2: v es vértice terminal de A}-1.

PRUEBA. Sea S una subgrdfica de A tal que A~S consta de un

segmento L que tiene un punto terminal v de A con veS,

Probaremos primero que dim n = dim mA-(gr(v)-z)
Para esto, sea
ky K 'y '2
Q(l,A)=AU(UI‘)U( UIl)U(U JJ)U( UJ_')U
i=1 1=k +1 J=1 J=1, 41

J))
j-la¢1 3

donde los primerxos kx segmentos I’s tienen a v como uno de sus
extremos, los primeros 11 segmentos J’s tienen a v tambien como
uno de sus extremos y no son rizos y los siguientes 12—11 segmentos

J’s son rizos con vértice en v, luego tenemos que

gr(v) = kl+1‘+2(lz-1l)+1 donde este Gltimo 1 se aflade por el

segmento L.
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Notemos que dim !TIA = k+21.
Adem&s, como SUL = A’y Qes, .tenemos que

Q(1,8) =sULU( U I)U(UJ’)U( U J)

lnkloi e )=l ¢1
de donde

dim M = k-k+1 +2(i'"-'1«)‘+'1. o

Luego, recapitulando,: tenemos que

dim M-(gr(v)=2) = k+21- (k + +z(1 -1 )+1-2)
= kek,+1+2(1-1} +1
= dim mg

Ahora, por el lema anterior,
di A = Mix {dim M -1: S es una subgrifica de A y A-S es un
g s
segmento que tiene un vértice terﬂinal de A}

Por lo que hemos probado, tenemos gque
dim, A = Max {dim(W -(gr(v)-2)-1: v es vértice terminal de A}
Ty s
= dim m, + Max {=(gr(v)-2): v es vértice terminal de A}-1

= dim M, - min {gr(v)-2: v es vértice terminal de a}-1
Esto termina la prueba del lema.
LEMA 4.5. S8i A = Q(1,8) para alguna subgrifica S aciclica,

entonces existe una subgrafica aciclica T tal que Aemr(t), TSA,

ASQ(1,T) =+ A y dim !IIT z dim ms.
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PRUEBA. Sea L un segmento de X tal que al menos uno de sus
extremos, llamémosle v, pertenece a A peroc L no es segmento de A.
Es claro que veS pues de lo contrario L estaria contenido en

Q(1,8) que es jgual a A, Escribamos
k l
A=sU(UI YyU(UJI)
1=0 ! ;-oJ

Ya que v es un vértice de A que no pertenece a S, tenemos que

v pertenece a algtn I,, digamos a I].

Definamos entonces T = 8§ U I,. claramente T es una subgrifica
conexa y acfclica. Ademds, T s A € Q(1,T) y la ultima contencién es
propia, pues LsQ(1,T} y L no estd contenido en A.

Por el teorema 1.1, tenemos que dim ms = k+21, y para
calcular la de T tenemos que
Q1,T) =svrI U (I{JZII) u (Jki)o.:rj) UL UL/ s}.

Donde los Lv's representan segmentos que tienen como extremo

a v, no estdn contenidos en A y sen diferentes de L, (podria no
haber ningGn L).

Usando nuevamente el teorema 1.1 , tenemos gue
dim :m_‘_ = (k-1)+2l+r+{lo que aportan los Lv’s), donde r es lo gque
aporta L que puede ser 1 o 2 dependiendo de si L es segmento o es
un rizo.

En cualquier caso dim mr = dim ms.
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Para terminar esta demostracién, s6lo nos falta probar que
Asmr y para esto, sb6lo falta ver que AnN(1,T) es conexo.

Sabemos que AnN(1,S) es conexo y que v estd en la cerradura
de AnN(1,S), de manera que (AN(1,S)) v {v} es conexo.

Veremos que AnN(1,T) = (AnN(1,85)) v {v}.

Claramente, el segundo conjunto est4 contenido en el primero.
Para probar la otra contencibén, sea peAsN(1,T). Si p es un vértice
como peN(1,T), p tiene que ser vértice de T y entoncee peSu{v}.
Si p no es vértice, como peA y A = Q(1,S), entonces peN(1,S5) Yy
este ultimo conjunto est& contenido en (AN(1,S)) v {v}.

Esto prueba la igualdad de los conjuntos.

Por tanto AnN(1,T) es conexo.

Esto acaba la prueba del lema ,

Con estos lemas estamos listos para el siguiente resultado.

En una primera impresién podria parecer que

di A-1l= dima A para todo AeC(X) y entonces la dimensién de

e
A en su nivel de Whitney estaria plenamente determinada por su
dimensién en c(X).

sin embargo, esta igualdad no siempre es cierta. El siguiente
resultado caracteriza completamente a los pocos elementos de C(X)

donde no se vale.
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TEOREMA 4.3. Sea AeC(X). entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes: ’

a) A es una subgridfica interna y aciclica.

b) di.ma A= dimc(x) A~-1,

c) dimg A < dim a-1.

ctx)
PRUEBA. Es claro que dima A s dimc(x,A-l, pues las subgrificas que
se utilizan en la férmula principal para calcular la dimensién de
la izquierda, se utilizan en particular para la dimensién de 1la
derecha.

De esta desigualdad tenemos que b} y c) son equivalentes por

lo que basta con que probemos las equivalencias entre a) y c).

a) » c). Si A es una subgrdfica interna y aciclica, por el lema
anterior y por la consecuencia del lema 4.1 tenemos que:

di.mﬂ A = dim

- A-min {gr(v)~2: v es vértice terminal de A}-1.

Luego basta probar que
min {gr(v)-2: v es vértice terminal de A} = 1, pero esto es claro,
ya que como A es interna y veA, entonces v es vértice interno de X
de donde gr(v)z 3 y gr(v)-2 z 1, de donde se sigue inmediatamente

la desigualdad .

c) » a). Supongamos gue A no es una subgrifica, luego, si Aems

podemos decir que entonces AeM (t) y A+ 8§, A= Q(1,5), de donde
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ai; A = Max {dim M_: Aem_}

mcm

daim

oy A=l = Max {din? M=1: AW} vy

dim, ., A-1 = Max {dim M_-1: ReM_(t), A+ Sy A (1,9}
= dimH A.
Esto es una contradiccién. Por -lo tanto A debe ser una

subgrafica.

Si A NO fuera interna, tendria un vértice terminal v de X al
cual podemos pensar contenido en un segmento I.

En este caso probaremos que d:l.mﬁ A = dinm A-1, de donde se

133}
sequird que A debe ser interna .

Para probar que dimﬁ A=z dimc A-1, es suficiente probar que

)
para cada S tal que Aefl, existe una subgrifica T con Aem,r, donde
AT, A= Q(1,T) y ademis se tiene que dim W = dim M.

Sea entonces S tal dque Aems. si A=+ 5 yaAa=Q(1,8), NO hay

nada que hacer.

Si A = S, entonces sea T la subgridfica que resulta de § al

quitarle el segmento I,. Luego, § = TvI . Ademés
k 1

(3, =TuI v(UI)U(UJI)
te2 y=o0 3

k 1
Q(l,s)=Su(UIl)U(UJJ)
t=2 =1
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De aqui, se sigue inmediatamente que dim mT = :d:l.jnV m;.

Adem&s, es claro que A * T y A # Q(1,T), ya-qu‘ef’si :A‘>=V";Q(1,T) og

Q(1,5) entonces S = Q(1,5) lo que implicaria que: s.’"=, X fdﬂesde

hace mucho descartamos la posibilidad de que A = X.

También tenemos que AemT pues SSA y AQ(1,T) y como AnN(:I.,T) as

igual a AnN(1.S8}, entonces AnN(1,T)} es conexo.

si A = Q(1,5), elegimos un punto w en la frontera de A.
Notemos que w debe ser un vértice interno de X y weS.

Sea L un segmento que tiene a W como uno de sus extremos y el
otro de sus extremos en S. Definamos T = S v L.

Primero observames que A # Q(1,T), pues existen segmentos que
llegan a w Y no estdn contenidos en S. Podemos suponer también que
Aw T, pues si A = T aplicamos el argumento anterior.

Ademds, observemos que N{1,8) & AnN(1,T) & A S Q(1,S). Como
Q(1,8) es la cerradura de N(1,S) y ambos son conjuntos conexos

entonces AnN(1,T) es conexo, de donde es claro gue Aem‘_.
Para terminar esta parte del teorema basta checar que

dim M = dim M.
k 1
Para ello, sea Q(1,8) = sSULU (U 1) U (u Iy
1=2 J=0

e, =TU (U I) U (VU 3, U {segmentos que llegan a w
distintos de L}
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Este ultimo conjunto debe de contener por lo menos a dos
segmentos no contenidos en A, pues w es vértice interno. Luego, si
pensamos que este conjunto contribuye a la dimensién con sz2,
tenemos que
dim Mg = k+21 y dim mT = (k~1)+21+s8 de aqui se obtiene lo que se

quiefe.
Luego, A tlene que ser interna.

Si A no fuera aciclica, existirfa un segmento LSA tal que A-~L
es una subgrdfica conexa. Aqui, igualmente probaremos que
dimg A = dimc(x)
cada S tal que Al\em5 existe una subgrifica T con Aemr, A= T,

A-1 y para ello serd suficiente probar que para
A » Q(1,T) y dim IHSSdimmr

Sea entonces 5 tal que Aems. Sia=2syaA=*Q(1,8) no tenemos
nada que probar.

Si A = 8§, definamos T = S-L, Notemos gque T<S y T contiene a
todos los vértices de S, luego por el Lema 3.1 tenemos que
dim mSSdim mr.

Notemos que como S y T tienen los mismos vértices, entonces
se tiene N(1,S) = N(1,T) y Q(1,S) = Q(1,T). De aqui, es claro que
Aemr. )

Claramente A # T, También A = Q(1,T) pues si A = Q(1,T), se
tendria A = S = Q(1,S) = Q(1,T) y esto implicaria que A = X, pero

este es un caso ya descartado.
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Si A = Q(1,8), el argumento es similar al dade para’ demostrar

que A es interna.

Esto implica que A debe ser aciclica, y el teorema queda

probado,

Antes de nuestro siguientebra‘sultado,f_ probaremos un lema.

LEMA 4.6. Sea S una subgrafiéa 1nterna" y agﬁiclica y r un nfimero

positive tal que pu(S)<r<p(Q(i,s)), entonces 'ms(r) * o,

PRUEBA. Notemos que ms es conexo, luego como ji es continua, se
tiene que u(ms) es conexo en R.

Si ademas u(S)<r<p(Q(2,S)), entonces por el Teorema del valor
intermedio existe Bel, tal que #(B) = r. Esto termina la prueba

del lema.
Despues de este lema llega el cuarte resultado.
TEOREMA 4.4: Si t<r<u(X), entonces dim wit) s dim pl(x).
PRUEBA : Sean & = p’l(t) y B = u"(r). De la férmula principal se
sigue que dim # es finita, asi que existe Aefl tal que

dim & = d:l.ma A. Sea S una subgrdfica interna y aciclica de X tal

que dimy A = dim M -1y ReM_(t).
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Analizaremos dos casos :

caso i) si r<u(Q(1,S)), entonces por el lema 4.6 existe BeM_(r) ,
de donde:

dim 8 = dj.mla B z dim M-l = dima A = dim 4.

casO ii) sea r = u(Q(1,S)). En este caso, consideremos una
subgrédfica maximal fina T para X tal que SsT y donde ademis T se

consigue de S afladiendo a S segmentos L, L

pr ceer L hasta

n-1
obtener T, es decir, estamos formando subgraficas 8, §

ceey

'y

T = Sn con s‘ = SuLl, Sz o S:"Lz' vee, T = Sn = SMUL"_ y donde

l'
cada Sl es interna y aciclica.
Por el lema 4.1, tenemos que:
dim m, > dim B> .. > din n > dim m,
n-1 2 1

Sea S = Sy sea j = Max {ie{0, 1, ..., n}: rzu(Q‘(l,s‘))}

Notemos que u(Q(2,T)) = p(X)>r asi que j<n. Entonces

u(Q(1,8)) s r < u(Q(1,5,,)).

Por el lema 4.2, S.M estd contenido proplamente en Q(1,SJ),

) < r < p(a(1,s

)1

asi que u(s y entonces el argumento se

1% J‘l) )

sigue como en el caso i).

Esto termina la prueba del teorema .
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Nuestro siguiente resultado es :

TEOREMA 4.5: Las Gnicas qra"fiéa's' finitas’ conexas X que tienen al
disco como nivel de ‘Whitﬁey sonel ﬁiqdo Y la paleta.

PRUEBA: Sea t tal que 'u'-‘(‘t‘:)‘.érsrvel diéco. Como el disco tiene
dimensién dos, por el téorema ahterior los niveles chicos deberan
tener dimensién dos & uno .

Pero si los niveles chicos tienen dimensién uno, por el
Teorema 4.1, no hay vértices internos, luego X seria el
intervalo o la circunferencia, pero los niveles chicos en estos
casos no son discos (Ver [12) Teoremas 14.6 ¥ 14.7).

Luego , esto implica que los niveles chicos tienen dimensién
dos y por el mismo teorema 4.1, el grado de todos los vértices
internos es tres .

Llamenos L‘, Lz, seey Ln a todas las aristas sin puntos

terminales de X, es decir, a aquellas aristas gque unen vértices

jnternos .

Aqui, afirmamos que H(L) = .00 = pu(L) =t

Para probar esta afirmacién procederemos por contradiccién.
si para alguna 1, u(Ll)<t, elegimos 5 con u(Ll)<s<t Yy s "“muy
cercano" a “(I‘J de tal manera que exista Aeu"(s) y L‘SASN(l,Ll) .

Si llamamos p a un vértice de Ll tendremos que
dim {p}-1 < dim L-1 pues por el Lema 4.1, afiadir segmentos a

subgr&ficas aciclicas se gana en dimensién.
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Luego, como Ae!l'lL (s) tenemos que
} 1

-1
dim g (8) = dimu-:m

A = dim le-l > dim m(p)-l z 2.

Esta filtima desigualdad se d4, porque p es vértice interno.
Luego 2 < dim u"(s) y como s<t por el Teorema 4.4 tenemos que:
dim u(s) = din g'(t) de donde 2<dim u'(t), lo cual es una

contradiccién.

si para alguna i, u'(t)>t, elegimos AL, y A no contiene a
ningtGn extremo de L,. Como Asu"(t), se debe tener que dimu-l(u a
es igual a 2, pero la Gnica subgrifica S tal que Asms es § = g, de

donde dimu-x w A= dim M,-1 = 1, lo cual es una contradiccién.

)

Ahora, si & = p'(t), sea 8 = 8-{L, L, +e., L}
Definamos los conjuntos B = {AeB: vleA}, donde v, denota un

vértice interno de X .

Demostraremos gque estos conjunto B”s, son no vacios,
cerrados y disjuntos dos a dos, de donde resultard que el
conjunto 8 es no conexo y de donde tendremos una contradiccién con
el hecho de que si al disco se le quita un nGmero finito de
puntos, el conjunto resultante es conexo.

con esto , se demuestra que no pueden existir tales aristas
L’s, de donde no puede haber mi&s de un vértice interno y por lo

tanto las Gnicas grdficas posibles son el triodo y la paleta.

Los conjuntos B ‘s son cerrados, pues la propiedad de

pertenencia es cerrada.
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Los conjuntos Bl's son ‘no ‘vacios, ‘pues C(X). es conexo por

trayectorias 'y basta conectar por una 'ayéctbi:ié al subcontinuo

{v,} con X para obtener un subcontinuo A'cq‘h"'u(‘}\") =ty v €A,

Finalmente los conjuntos B,’s son dj.éj ‘dos" a:dos. pues si

para algn subcontinuo A se tiene que "A”eBlr_\B "éntc.;ni:es tanto v,

como v, pertenecen a A, de donde A contiene pr "'piavmenyte per lo

menos a un segmento L‘ y como u(Ll) =t erﬁ:gn ‘s, (1‘\7);'(:, lo que no

sucede.

Esto termina la prueba del Teorema. .

Despues de este ,resuv'ltado,‘ éu;ge ‘de .manera natural 1la
siguiente prequnta; ‘ S :

¢Un poliedro fijo solo puede ser nivel de Whitney de un
nGmerc finito de graficas?

Observemos que nuestro Teorema 4.5 responde afirmativamente a

la pregunta en el caso en que el poliedro es el disco,

Agqui conviene recordar que lo que R. Duda prob6 en [1} ¥y [2)
fué que si se tiene una dimensién fija k, solo hay un nfimero
finito de gr&ficas cuyo hiperespacio tiene dimensién k.

El resultado andlogo en niveles de Whitney no es cierto, y
para convencerse de esto basta considerar grificas con vértices de

orden 3.
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Ahora 1llega nuestro Gltimo resultado, pero antes una

definicién.
DEFINICION: Un vértice de X es de corte si X-{v} es disconexo.

LEMA 4.7: S1 S es una subgrafica maximal fina de X, entonces
dim mg = t+2(r-t-(i-1)) donde

t = NGmero de vértices terminales de X

r = Nlmero de segnentos de X

i = NOmero de vértices internos de X.

Notemos que este lema implica que dim M, es la nisma para

cualquier subgrifica maximal fina de X.

PRUEBA: Pongamos X = Q(1,S) = s U (nl:JoI‘) U (Jl:lo-:l’])

Los segmentos I’s intersectan a $§ en uno solo de sus extremos
y por lo tanto, el otro extremo es un vértice terminal de X, de
donde k = t.

Ademds, 1 es el nimero de segmentos que intersectan a S en
sus dos puntos terminales y que son los segmentos de X distintos
de los I’s y distintos de los segmentos de S.

Ahora, como S es interna y aciclica y contiene a todos los
vértices internos entonces contiene i-1 segmentos.

Finalmente, como el nGmero de segmentos I’s es igual a t se

tiene lo que se queria probar.
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ETA TESIS B9 Beme
SAUR BE LA BIBLIOTECH

TEOREMA 4.6. Sea # un nivel de Whitney grande, entonces todos los
vértices internos de X son de corte si y s6lo si la dimensién de #

es homogénea.

PRUEBA. (») Sea Aefl. Afirmamos que A conéiene a todos los vértices
internos de X, pues si v es vértice interno y ve¢A como v es de
corte tendriamos que X-{v} es diéc‘origxd;v digamos X-{v} = HUK donde
H y K son abiertos, y disjuni:o;;"_‘ w .V

Supongamos que AsH. Como :“A,-Teg, cerrado podemos decir gque
ASH = A. )

Notemos tambi&n gue si ;1‘11= H v {v}, entonces T es una
subgrdfica de X, propia (falta la parte de K) y no vacia de donde
se tiene u(A)<u(T) lo que contradice el hecho de que A estd en un

nivel grande.

Luego, sea S una subgrdfica interna y aciclica tal que
dimg A = dim Mm-1. Es inmediato que S contiene a todos los
vértices internos de X, de donde S deberd ser una subgrafica
maximal fina para X y por el Lema 4.7 tenemos que:
dimEI A = t+2(r-t(i-1)) y esta dimensién no depende de A.

Luego, dimﬂ A es la misma para cualquier AeH.

(«) En esta implicacién procederemos por contradiccién. Supongamos

que v es un vértice interno qgue no es de corte.
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Sea ademis Aefl tal que Aems(t) Yy S sea una subgrafica maximal
fina para X. Por el Lema 4.7 tenemos 'qu.e'>

dimg A = dim M-1 = 2r-t=-2i=-1. .

Ahora, sea $ = {Befl: veB}. Es claro que 8 es un conjunto
ablerto, ya que su complemento tendria la propiedad de pertenencia
que es cerrada.

Sea BeB y sea S’ tal que dimg B = dim ms,-1 donde S5’ es una
subgrafica interna, acilcica y ves’.

A partir de 8’ es claro que podemos construir una subgréfica
S, interna, aciclica y que contiene a todos los vértices internos
de X excepto a v. (Notemos que S, es una especie de subgré&fica
maximal fina para X-{v}).

Aplicando el Teorema 1.1, tenemos que

dim M, = t4gr(v) + 2(r-(t+gr(v))=-(i-2))
o
= 2r-t-2i-gr(v)+4.

como gr(v)z3 y dim m, = 2r-t-2i+2 tenemos dim M <dim M.
0

Ademds, por el Lema 4.1, dim ms <dim ms_.
o

Con todo esto, tenemos que existen A y B en H tales que

d:l.mg B<dimy A, lo cual es una contradiccién a nuestra suposicién.

Esto termina la prueba del Teorema.

70



Paré' tetminar‘ este’ trabajo,~ p1anteamos una conjetura
interesante, ' ; : ?i

En [5],,§e démoétféygué;ldéuniveleS'de Whitney grandes son
cubos»(de'cualﬁuiéf diﬁehéiéﬁf si!y sB;o:si X es un &rbol frutal,
donde ‘un arﬁol ?rutél eé uﬁé é;afica éﬁyos dnicos ciclos =on
rizos. ‘ ‘ »

Nosotros conjeturamos lo siguiente:

Una grafica X tiene un nivel que es cubo si solo si X es un

arbol frutal.
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