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PREFACIO

El presente trabajo trata acerca de algunas té&cnicas
apropiadas para el an&ilisis estadistico con varias variables de
tipo categérico, centr&ndose en particular en el planteamiento de
modelos gque resultan lineales en una escala logaritmica. Los
tépicos que se abordan se refieren al entendimiento de los
modelos como una prueba de hipétesis estadistica, a la estimacién
de los paré&metros de los mismos y la seleccién de un modelo o
hipétesis apropiado a las caracteristicas estructurales de un
conjunto de datos determinado.

Las ideas expuestas a continuacién no representan de ninguna
manera una investigacién original, se pretende acaso a lo largo
del presente documento reunir y adaptar algunos de los
desarrollos de diversos autores que han ahondade en 1la
especificacién de técnicas para el anidlisis multivariado
discreto, obteniendo con ello para el presente trabajo una ténica
de caricter teérico donde no se realiza investigacién aplicada a
situacién alguna o fenémeno particular.

El enfoque de la obra abarca fundamentalmente el
entendimiento y ajuste de modelos loglineales de tipo jer&rquico
para tablas completas, aunque se introduce en una clase de
modelos de mayor amplitud denominada Modelos Lineales
Generalizados donde se plantea una mayor gama de posibilidades de
modelos incluso los de caracter no jerdrquico y dentro de la cual
los modelos loglineales son apenas un subconjunto de alternativas
posibles. Se realiza finalmente una somera incursién hacia
algunos modelos que han sido utilizados para el an&lisis de datos
categéricos donde destacan los modelos logit o logisticos por su
relacién con los modelos loglineales.
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INTRODUCCION

Las técnicas estadisticas que se utilizan para el andlisis
de datos de tipo categérico han evolucionade enormemente en los
dltimos treinta afios, partiendo desde el establecimiento de
algunas medidas de asociacién entre dos variables hasta el
planteamiento actual de modelos multivariados que implican
hipé6tesis mas complejas acerca de las caracteristicas
estructurales de los datos, puede decirse que sSe cuenta hoy en
dia con herramientas equiparables a las desarrolladas para el
andlisis de regresién o el and&lisis de varianza.

El andlisis multivariado discreto dirigido en particular a
variables de tipo categérico implica, por una parte, el estudio
de los efectos conjuntos que producen mis de dos variables, asi
como las interacciones de un subconjunto de ellas en presencla de
las restantes variables Yy, en segunda instancia, implica el
manejo de variables que son medidas o agrupadas en categorias y
que usualmente el registro de observaciones se realiza en las
denominadas tablas cruzadas o tablas de contingencia.

" El presente material hace especial énfasis en una clase de
modalos que permite realizar andlisis multivariado con variables
de tipo categérico denominada modelos loglineales; se detalla en
la construccién de los mismos, su interpretacidn, asi como el
cdlculo de sus parametros Yy en las medidas de bondad de ajuste a
los datos. Adicionalmente, se introduce el enfoque de los modelos
lineales generalizados en el caso categdérice y finalmente se
muestran algunas técnicas que permiten aprovechar la informacién
cuando alguna de las variables involucradas es de respuesta, con
particular referencia al planteamiento de modelos logit.



CONCEPTOS PRELIMINARES

Uno de los primeros problemas a los gque se enfrenta un
investigador cuando decide utilizar el analisis estadistico para
el estudio de una situaci6bn determinada, es el elegir una técnica
apropiada. Para tal efecto es importante considerar dos aspectos
de las variables que habrin de utilizarse para el registro de las
observaciones.

Por una parte conviene distinguir el tipo de variables a
tratar, en cuanto a si éstas son continuas o discretas y mejor
aGn en lo referente a la escala de medicién de las mismas sea
esta nominal, ordinal, intervalar ¢ de razén. En una segunda
instancia, es importante distinguir 1la relacién entre 1las
variables en cuanto a plantear si se tienen variables de
respuesta y de explicacién en el estudio (variables dependientes
e independientes).

En el cuadro I.l sin pretender ser exhaustivo se ubican las
principales técnicas de anilisis estadistico y se hace especial
énfasis en las técnicas para variables de tipo categérico.

Cuadro I.1: Técnicas estadisticas en el estudio de asociaciones

VARIABLES
RESPUESTA EXPLICACION TECNICA RECOMENDADA
Continua Continuas Andlisis de Regresién
Continua Categdricas Andlisis de varianza
Continua Ambas Andlisis de Covarianza
Regresidén con variables indicadoras
Categdrica Continuas Andlisis Discriminante
Modelos de Regresién Logistica
Categdrica Categdricas Modelos Loglineales

Modelos Logit

Modelos Graficos

Regresién Logfistica

Regresidn Logistica Generalizada
Categéricas Ambas En los casos de respuesta con mds

de dos categorfas y variables de

explicacién continuas el problema

suele redefinirse intercambiando

los roles entre variables.



NATURALEZA DE LAS VARIABLES CATEGORICAS

En la escala de medicién nominal los individuos de una
categoria difieren de los de la otra en una escala que no revela
en s misma una magnitud, es decir, no se cuenta con algdn orden
para clasificar una categoria con respecto a la otra en el
sentido de determinar que una es mayor que la otra, de agui gque
se denomine a esta clase de variables como cualitativas, por
ejemplo, marcas de detergentes o de automéviles.

En la escala de medicién ordinal en contraste con la nominal
es posible establecer una magnitud de orden (mayor © menor) para
cada nivel o categoria de la variable. A su vez, la diferencia
entre una variable de tipo ordinal y una intervalar radica en la
claridad para establecer la magnitud de orden entre las
categorias, requiriéndose en el caso intervalar de conocer una
distancia absoluta para medir la diferencia (ejemplo de variable
ordinal: nifios, adolescentes y adultos; ejemplo de intervalar:
edad en afios cumplidos, 0,1,2, etc.).

Las técnicas abordadas en el presente trabajo son apropiadas
para el uso de variables nominales, ordinales, intervalares que
cuenten con relativamente pocos valores y con variables de
intervalo continuo agrupadas en un pequefio nGmero de categorias.

FORMAS DE ANALISIS PARA TABLAS DE CONTINGENCIA

En términos generales se cuenta con tres caminos para
describir tablas de contingencia:

1) Modelos que no requieren distinguir entre variables de
respuesta y de explicacién.

2) Modelos que requieren la distincioén.,

3) Medidas de asociacién.

La estrategia (3) describe algunos aspectos importantes de
de relaciones aisladas entre las variables de la tabla, pero
tales medidas no estin basadas en un modelo para los datos,



ademds de no describir completamente las relaciones de asociaci6n
miltiple entre todas las variables o entre subconjuntos de ellas
en presencia de las restantes.

En la estrategia (1) los modelos loglineales constituyen una
alternativa para un vasto planteamiento de hipétesis acerca de
las caracteristicas estructurales de los datos donde no se
establecen relaciones de causa-efecto.

En la estrategia (2) =se cuenta con los modelos de désis-
respuesta, los modelos logit y modelos logit acumulativoes entre
otras técnicas disponibles.

Es importante resaltar gque para una misma tabla de
contingencia, los modelos loglineales presentan diferentes
patrones de asociacién que los modelos logit cuando el nmere de
categorias en la variable de respuesta excede de dos.

En el presente trabajo se hari énfasis principalmente en la
estrategia (1) y se introduciri en modelos para la estrategia
(2), 9quedando fuera del alcance del mismo las medidas de
asociacién debido a que no representan una alternativa de
modelizacién de datos.

PROCESO PARA EL ESTABLECIMIENTO DE MODELOS

Cuando se cuenta con un conjunto de datos y se desea
establecer un modelo adecuado para los mismos, se suglere
considerar los siguientes tres pasos generales:

1) Especificacién de las ecuaciones plausibles y
distribuciones de probabilidad para describir 1las principales
caracteristicas de la variable de respuesta (planteamiento de un
modelo) .

2) Estimacién de los pardmetros del modelo.

3) Realizar inferencia estadistica mediante la prueba de
hipétesis que consideren la adecuacia del ajuste del modelo a los
datos.



En el presente trabajo se considera el andlisis de datos
agrupados en tablas de contingencia, para lo cual, se realiza el
planteamiento de modelos loglineales (capitulo I) y modelos logit
{capitulo IV) como formas de especificacién del primer aspecto
mencionado.

El segqundo y tercer aspectos son abordados desde el punto de
vista de los modelos lineales generalizados, 1o gque permite su
aplicacién tanto a los modelos loglineales como a los modelos
logit (capitulos II y III}.



BOSQUEJO HISTORICO

El anidlisis de datos categéricos mediante el uso de tablas
de contingencia se remonta a finales de la Gltima decada del
siglo pasado cuando Quetelet estableci® la primera medida de
asociacién que se ha registrado. A principios de siglo, Pearson y
Yule formularon los primeros adelantos, Yule en 1912 aportd la
medida de asociacién denominada razén de productos cruzados,
mientras que Pearson construyé la popular prueba de independencia
para dos variables basada en la distribucién Ji~cuadrada. Fisher
en 1922, sin proponer una prueba concreta, establecid 1la
necesidad de considerar efectos denominades de interaccion de
segundo orden, es decir, planteé la necesidad de realizar
andlisis multivariado.

Bartlett en 1935 a partir de las premisas de Fisher y de la
medida propuesta por Yule definié el concepto de interaccisén de
segundo orden en una tabla de 2x2x2 estableciendo con ello las
bases del andlisis multivariado; sin embargo, las limitaciones
técnicas de la &poca dificultaron la realizacién de c&lculos y
con ello el desarrollo de técnicas multivariadas.

con la llegada de las computadoras, el anilisis multivariado
tomd un nuevo aire y en las décadas de los 40 y S50 aparecieron
dentro de 1la 1literatura estadistica los modelos aditives y los
modelos resultantes de particiones de la Ji-cuadrada. Destacan
los trabajos' de Berkson en 1944, de Neyman en 1949, de Cochran
en 1954 y de Lancaster en 1951. No obstante, estos modelos han
perdido relevancia y se han convertido en un vasto conjunto de
medidas de asociacién en desuso hoy en dia.

. Remitase - 1a bibllograffa do (Bishop ot.al.,1975],
(Flenberg,1977) y (Agrestl, 1984 y 1990]



A mediados de la dé&cada de los 50 surgieron algunos métodos
de estimacisdn, m&xima verosimilitud, minima Ji~-cuadrada
modificada e informacién minima discriminante, a partir de 1las
primicias de Lancaster y Roy con su grupo de alumnos de Carolina
del Norte,

Son de apreciarse entre otros de la época, los trabajus. de
Goodman y Kruskal en 1954, de Roy y Mitra en 1556, de Cox en 1988
y de Mantel y Haenzel en 1959.

Los mejores avances para el andlisis de tablas de
contingencia multidimensionales se ubicaron en la década de los
60 donde destacan los trabajos de Birch en 1963 y 1964, de
Goodman en 1968, de Mosteller en 1968, de Grizzle, Starmer y Keck
en 1969. En esta época aparecieron 1los principios para 1la
obtencién de estimadores de mixima verosimilitud y minima Ji-
cuadrada modificada, sentandose las bases para el desarrollo de
los modelos loglineales.

En la década de los 70 se plantearon avances en el estudio
de modelos lineales generalizados y se mejor6 en las técnicas de
obtencisén de estimadores mediante ajuste iterativo proporciocnal y
la aplicacién del método derivado de Newton-Raphson, conviene
sefialar aquf los trabajos' de Goodman en 1970 y 1975, de Haberman
en 1974 y 1979, de Nelder y Wedderburn en 1972, de Bishop,
Fienberg y Holland en 1975 y de Upton en 1978.

En la década de los 80 y principios de los 90 se mejoran las
técnicas para la determinacién de la bondad de ajuste de los
modelos, se elaboran paguetes computacionales muy completos para
el manejo de datos categéricos basados en la potencialidad de los
modelos 1lineales generalizados y se mejoran los modelos
aprovechando la informacién para variables de tipo ordinal, aqui
resaltan los trabajos de Mc Ccullagh en 1980, de Agresti en 1984 y
1990, de Goodman en 1986 y Dobson en 1990.

. Remitase a 1a bibllografia de (Blshop at.al.,1975],
[Flenberg,1977) y [Agrest!, 1984 y 1990]



ORGANIZACION DE LOS CAPITULOS

El presente trabajo consta de cuatro capitulos, el primero
de ellos, se refiere a los modelos loglineales y el cuarto a
técnicas apropiadas cuando se requiere la distincién entre
variables de respuesta y explicacién. El1 segundo y tercer
capitulos aunque hacen énfasis en los modelos loglineales ofrecen
un marco teérico aplicable también a los modelos del cuarto
capitulo.

Capftulo I: Modelos loglineales

Se define el concepto de tablas de contingencia y se
consideran los modelos muestrales aplicables para la recoleccién
de datos; posteriormente, se describe la prueba de independencia
de Pearson y se analiza la razén de productos cruzados para dar
base a la construccién del meodele loglineal en dos dimensiones;
se ofrece la interpretacién de tales modelos y el cilculo de
grados de libertad. Finalmente, se procede a la generalizacién a
tres y m&s dimensiones mediante la definicién del concepto de
jerarqula, la interpretacién de los pardmetros en el modelo y el
plegamiento (colapsamiento) de tablas de contingencia.

Capftulo II: Estimacién de los parametros

Se presentan algunos estadisticos de prueba que permiten la
construccién de estimadores, se ofrece una introduccién a 1la
teorfa de los modelos 1lineales generalizados, para sentar las
bases en la obtencitn de estimadores de maxima verosimilitud y de
minimos cuadrados. Se presentan adem&s, algunos procedimientos
enpleados para el cilculo de los estimadores tales como el Ajuste
Iterativo Proporcional y el derivado de Newton-Raphson.



Capftulo IXI: Seleccién de modelos

Se analizan las distribuciones muestrales para estadisticos
de maxima verosimilitud en un modelo lineal generalizado, y se
procede a la construccién de la devianza como el estadistico a
emplear en la determinacién de la adecuacia de un modelo. Se
plantea el cilculo de grados de libertad y se aborda el tema de
bondad de ajuste interna del modelo mediante el anilisis de
residuos, la asignacién de la magnitud de una interaccién y la
deteccién de datos discrepantes. Finalmente se presentan algunas
consideraciones para la prueba de hipétesis tales como cilculoes
iniciales, procedimientos por pasos "stepwise" y otros aspectos
practicos en la seleccién de un modelo.

Capitulo IV: Modelos logit

Se consideran los modelos de dosis-respuesta como una clase
de modelos lineales generalizados y se presentan en particular
los modelos uniforme, probit, logit Yy valor extremo.
Posteriormente, se analizan los modelos de regresién logistica y
la relacién entre los modelos logit y loglineal. Finalmente &ge
considera la estimaciétn de midxima verosimilitud, la devianza, asi
como la bondad de ajuste de estos modelos.



CAPITULO |: MODELOS LOGLINEALES

Los modelos loglineales constituyen una estructura teérica
acerca de los valores observados de manera simultidnea de dos o
was variables de tipo categdrico, donde los parfmetros del modelo
representan los efectos que tienen las variables o combinaciones
de ellas sobre la determinacién de los valores tomados por las
observaciones. La complejidad intrinseca en los datos es
reflejada por el nGmero de parametros en el modelo loglineal que
describe adecuadamente la estructura de la tabla de contingencia,
asi entonces, cuando la estructura es simple habrd pocos
pardmetros en el modelo. Esta idea puede parecer un tanto obscura
en este momento, no obstante, los conceptos implicados seran
detallados en las secciones subsecuentes.

En una tabla de contingencia bidimensional la idea de modelo
loglineal no es del todo nueva, se encuentra implicita en 1la
prueba de independencia de Pearson, asi los modelos loglineales
en varias dimensiones pueden ser considerados como una adecuada
generalizacién de la prueba citada.

En el presente trabajo para la representaciétn de los modelos
se utilizard la notacién propuesta por Birch y una terminologia
andloga a la utilizada en el An&lisis de Varianza para definir

conceptos tales como ‘"“interaccién", término referido a 1la
asociacién entre variables de wuna tabla de contingencia,
"interaccién de primer orden" asociacién entre pares de
variables, “interaccién de segundo orden" asociacidén entre

tripletas de variables y asi sucesivamente,

En el presente capitulo se describir&n las caracteristicas
mids relevantes acerca de la estructura de los modelos, dejando el
problema de la estimacién de paréametros y selecciédn de un mejor
modelo para capitulos posteriores. El1 capitulo inicia abordando
el concepto de tabla de contingencia y la notaci6én utilizada para
describir una tabla bidimensional, la cual puede generalizarse
facilmente a ma&s dimensiones; seguidamente, se hace referencia a
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los modelos muestrales que suelen utilizarse para la obtencién de
los datos de wuna tabla de contingencia. Posteriormente, se
introduce el concepto de independencia en dos dimensiones y 1la
prueba al respecto sugerida por Pearson, asi como la medida de
Yule denominada razén de productos cruzados.

’ Se continua con 1la construccién del modelo loglineal
bidimensional a partir del concepto de independencia y se ofrece
una interpretacién de dicho modelo. Finalmente se proporcionan
las propiedades estructurales de 1los modelos de tres y mis
dimensiones.

Conviene resaltar que unicamente se estudian las
propiedades tedricas de los modelos de tipo jerdrquico debido a
que los modelos que no son de esta clase carecen de una
interpretacién adecuada; sin embargo, la teoria de l1los modelos
lineales generalizados soporta perfectamente el manejo de modelos
de tipo no jerdrquico.
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1.1 TABLAS DE CONTINGENCIA

En el andlisis de datos categSricos es posible clasificar a
los elementos de una poblacién o muestra en diferentes clases
segin las caracteristicas que se deseen estudiar. Cada individuo
es descrito por un conjunto determinado de atributos y al
examinar los atributos para cada uno de ellos sus frecuencilas son
registradas en las casillas de una tabla de contingencia.

Una tabla de contingencia es entonces un conjunto ordenado
de casillas donde cada una de estas refleja el conteo de casos en
que ocurre simultaneamente que los individuos cumplen con un
determinado atributo para cada una de las variables involucradas
en la tabla. Un ejemplo de tabla de contingencia de 2x3 se d& en
la tabla 1.1.

Tabla 1.1: Muestra de individuos por sexo y edad

o=12 13-17 18 & més

afios anos afios
Masculino 327 278 4417
Femenino 335 270 423

Se dice gque la tabla de contingencia es de 2x3 debido a que
en ella participan dos variables; una de ellas (sexo) con dos
categorias y la otra (edad) con tres.

Para obtener una adecuada clasificacién es preciso que las
variables posean la caracteristica de tener categorias
exhaustivas y mutuamente excluyentes, es declr, para cada unidad
de andlisis de la muestra o poblacién debe existir una dnica
categoria de cada variable en donde pueda ser registrada.

12



1.1.1 NOMENCLATURA

La forma general para una tabla de contingencia en dos
dimensiones est& dada en la tabla 1.2

Tabla 1,2: Forma general de una tabla bidimensional

Variable 2
1 2 e J Total
1 X5 X2 X1y X34
varia- 2 Xz X2z X235 Xz
ble *
1 ..
I Xy Xy2 X1y Xpe
Total X, XK.z Xy X,e= N

La tabla 1.2 se denomina también tabla de contingencia IxJ,
donde 1la clasificacién de 1los elementos de una muestra o
poblacién con N observaciones se realiza de acuerdo a dos
variables, una de ellas con I categorfas y la segunda con J.

La frecuencia observada (x,;) es el ntmero de individuos
cuyos atributos corresponden a la i-ésima categoria de la primer
variable con la Jj-ésima categoria de la segunda variable con
i=1,2,00.,I y 3=1,2,...,3.

El conteo total para una categoria de alguna variable se
denomina marginal, asi x,, representa la marginal para la i-ésima
categoria de la primer variable y x,; 1o es para la j-ésima
categoria de la segunda variable donde se cumple lo siguiente:

J x
X, = qu para i=1,2,...,I Xy = Zx” para j=1,2,...J3
3=t 1=

13



4 J
N=x,=Y Vx, para i=1,2,...,T y 3=1,2,...,J
1= Juy
Bajo un muestreo multinomial se considera que cada individuo

elegido al azar tiene una probabilidad p,; de caer en la casilla
i=1,2,...,I 3j=1,2,...F y debido a que las categorias de

1.3,
las variables son exhaustivas y mutuamente excluyentes resulta:

J

1 g 1
z ZP., = Ip.=~ XIpy=1
121 gmt 1=y =

donde:

J
P = ¥P,, , 1i=1,2,...sT
J=1

T
Py~ YB, , 3=1,2,...,3
i=1

Los correspondientes conteos esperados para cada casilla

(m;) se determinan por m;; = Np;; . Puede verse que my; = &(x;,)

bajo el supuesto de que las frecuencias observadas {%14) tienen
s i=1,2,...,1 ,

una distribucién multinomial con pardmetros p,,
j=1,2,...,3 (ver [Mood & Graybill,1963), cap. 3 }.
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1.,1.2 TABLAS DE CONTINGENCIA COMPLETAS

Se dice que una tabla de contingencia es completa si hay una
probabilidad diferente de cero de gue un conteo ocurra en toda
casilla del arreglo.

Existen dos posibilidades de que en una tabla se presente la
ausencia de conteos, una denominada cero estructural, es decir,
que debido a razones lé6gicas de disefio una c¢asilla dada deba
permanecer siempre vacia, ej. hombres con problemas de aborto.
Otra 1llamada ceros aleatorios, los cuales son debidos
exclusivamente a causa del azar (baja probabilidad de ocurrencia
y/o tamafio de muestra muy reducido), por ejemplo personas mayores
de 100 afios en una localidad pequefia.

Se considera una tabla de contingencia incompleta si
presenta casillas con ceros estructurales.

En una tabla completa con ceros aleatorios, en general,
pueden obtenerse los conteos esperados para las casillas.

En el presente trabajo se consideran unicamente tablas
completas, dado que los modelos requeridos cuando se presentan
ceros estructurales en la tabla (tablas incompletas) implican un
mayor grade de complejidad teérica. Los lectores interesados en
el manejo adecuado de este tipo de tablas pueden remitanse a
{Bishop et.al.,1975] cap 5.
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1.2 ESQUEMAS MUESTRALES

Para la recoleccién aleatoria de una muestra cuyo registro
se realizard en una tabla de contingencia, se cuenta con tres
modelos fundamentales, Poisson, Multinomial y Producto~

multinomial.
1) Poisson

Se considera un proceso Poisson para cada una de las
casillas de la tabla durante un periodo fijo de tiempo, sin tener
un conocimiento previo acerca del ndmero total de observaciones
que se obtendr&n. Cada proceso conducird a una frecuencia en la
correspondiente casilla.

2) Multinomial

Se considera una muestra fija de tamafio N y cada elemento es
clasificado entonces de acuerdo a los valores de las variables.

3) Producto-multinomial

Se determinan previamente los valores de las marginales para
alguna(s} de las variables de la tabla, es decir, se consideran
muestras de tamafio fijo para cada una de las categorifas de las
variables elegidas y se clasifican los elementos de acuerde a los
valores observados en las categorias del resto de las variables.

Desde el punto de vista de tener o no variables de respuesta
ademds de variables de explicacién, se tienen dos situaciones en
general en que se recomienda el uso de alguno de los esgquemas
sefialados:

1) Las variables son todas de respuesta.

En este caso se recomienda utilizar el modelo Poisson o
Multinomial dependiendo de las caracteristicas del estudio.
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2) Se cuenta con al menos una variable de explicacién.

En esta situacién se recomienda el uso del modelo producto
multinomial donde las marginales fijas corresponden a las
categorias de las variables de explicacién.

En capitulos Posteriores se mostrard que los tres esquemas
muestrales conducen a los mismos estimadores de maxima
verosimilitud para los conteos esperados de las casillas.

1.3 PRUEBA DE INDEPENDENCIA DE PEARSON

En una tabla de contingencia de IxJ un aspecto importante es
determinar si las variables son o no independientes. Suponga que
en la poblacién de donde fué extralda la muestra, la probabilidad
de que una observacién pertenezca al cruce de 1la i-&sima
categorfa de la primer variable con la j-é&sima de la segunda
variable es p,; , p;. representa la probabilidad marginal en la
poblacién de que la observacién pertenezca a la i-ésima categoria
de la primer variable y similarmente p,, representa la
probabilidad marginal de pertenencia a la j-ésima categoria de la
segunda variable. Entonces si las variables son independientes
(estocisticamente) por la ley de probabilidad debe ocurrir que:

Py ™ P1Psy (1.3-1)

En términos de las frecuencias esperadas de las casillas, la

independencia puede expresarse como:

myy = NPy.Pey (1.3-2)

Si se Considera una distribucién mnultinomial para las
casillas de la tabla, los parametros p;, y P,y pueden estimarse
por maxima verosimilitud, puede probarse adem&s, gue se obtienen
los mejores estimadores bajo ese criterio (ver (Hogg &
Craig,1968]). Las expresiones para tales estimadores son

17



a -

P, = X / N Yy Pey = X4y 7 N {1.3-3)
Mediante estas expresiones puede estimarse entonces la

frecuencla esperada para cada una de las casillas. A partir de

{1.3~2) se deduce que:
My = N P, Poy = X0 X4 / N (1.3~4)

Cuando las variables son independientes 1las frecuencias
estimadas y las observadas no deben diferir significativamente.

La prueba de independencia de Pearson esti basada en este
hecho y considera la distribucién x2 para la construccién del
estadistico de prueba. La prueba de hip&tesis de independencia es

entonces:

Hot Pyy = Pys b,y Ppara todo i,3 1=1,2,...,I ¥ J=1,2,...7
V.S, {1.3-5)
H,: Otra alternativa.

El estadistico de prueba que sugiere Pearson es:

1 J
2=75 Yoy -mp’ s omy (1.3-6)
1a1 gm1

5i el estadistico A calculado con los valores observados,
resulta menor que el valor de la distribucién teérica de una x?
con (I-1)(J-1) grados de libertad y un nivel de significancia a
para la prueba, se dice entonces que no se cuanta con evidencia
suficiente para descartar el supuesto de la hipStesis nula, es
decir, de la hip&tesis de independencia entre las variables.

18



1.4 RAZON DE PRODUCTOS CRUZADOS

Una medida acerca de la independencia de dos variables en
una tabla de contingencia de 2x2 es la denominada razén de
productos cruzados o razén de momios {odds ratio).

a = py,y Pe / Pz Py (1.4-1)
Esta medida posee las siguientes propiedades:

1) Es invariante ante el intercambic del orden de las
variables en la tabla (cambio de renglones por columnas),

2) Es invariante ante la multiplicacién de constantes en
renglones y/o columnas. Suponga que se multiplican las
probabilidades en el renglén 1 por r, > 0 , en el renglén 2 por
r; > 0, en la columna 1 por ¢, > 0 ¥ en la columna 2 por c, > 0O,
la nueva razén de productos cruzados «’ seria:

®! = (¢ Pn) (raCaPs2) / (ri€2P12) (X2C1Pa)
af = PyPaa/P12Pay = &

3) La razén de productos cruzados puede interpretarse como
el cociente de "momios"

a = (pP11/P12) / (Pa1/Paz)

Donde p,1/py; ©s el momio de pertenecer a la primer columna
dado que Bse estd en el primer renglén y p»/p.. es el momio
correspondiente al segundo renglén.

4) a puede ser utilizado en tablas de IxJ ( Y
multidimensionales) particionando la tabla en subtablas de 2x2.
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5) Si a = 1 en una tabla de 2x2 o todas las posibles a=1 en
una tabla multidimensional, las variables de 1la tabla son
independientes.

6) El estimador de maxima verosimilitud & ests dado por:

-
@ = X3 Xaz / %12 Xay

7) lln(a)l ruede tomarse como una medida de alejamiento de

la independencia donde =i 1las variables son independientes
th{ax) = 0 y es invariante ante el intercambio de renglones y/o

columnas.
En efecto, s8i a’ es la razén de productos cruzados para una

tabla, al realizar el intercambio de renglones (columnas) resulta

que «’ = 1/a pero
|tntary | = ftncr/e) | = [-tatea) | = Jtnte) |

8) ln(a) tiene distribucién asintética Normal con media-
th(a) y varfia(@] = (/%) + (1/%2) + (/%) + (1/x22)
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1.5 MODELO BIDIMENSIONAL

En la secci6én 1.3 se traté acerca de la prueba propuesta por
Pearson, ahora se presenta una forma alternativa denominada
modelo loglineal para la prueba de hipétesis de independencia.
Primeramente se construye un modelo 1loglineal en base a 1la
hipétesis de independencia estocéstica (modelo 1loglineal con
ausencia del término de interaccién de primer orden) vy
posteriormente se ofrece una interpretacién de 1los posibles
modelos en dos dimensiones.

Si se considera una tabla de contingencia bidimensional la
hipétesis de independencia implica qgue para cada casilla de 1la
tabla la expresién para la probabilidad de que un individuo
pertenezca a la misma, queda dada por la siguiente expresién:

Piy = Pis Pyy (1.5-1)

Esta relacién especifica una estructura particular para los
datos e indica que en la poblacién la probabilidad de que una
observacién sea registrada en la casilla ij-ésima es simplemente
el producto de las probabilidades marginales. Tomando logaritmo
natural en (1.5~1) resulta

i pyy =t p, + & p, (1.5-2)

Si se considera que m; = N py; , m, = N p,, y m,; = N p,,
resulta que

hmyy=tm, +hm; - N (1.5=3)
sumando sobre i en (1.5-3) resulta
1 1

Yaun,=Ytan, +Ttam; -1t N (1.5-4)
i=1 =g
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sumando sobre j en (1.5-3) se tiene
5 3
Jtamym3tam, + Y tam,~-3tnN (1.5-5)
=1 J=

sumando sobre i y j la misma expresién resulta

b ¢ J 1 J
Y ):m my =3 Ftam, + I Ytnm, - I3t N (1.5-6)
tag ju1 tm1 =

En base a c&lculos algebraicos simples se puede probar que
l1a ecuacién (1,5-3) puede reescribirse de la siguiente forma

nomyy = ut gy + Hay (1.5-7)
donde
= (113) § § tamy, (1.5-8)
)
My = (1/3) T tamy - (1/10) T F o my, (1.5-9)
) 1)
(1.5-10)

)

Ha(y) = (/1) T ta my = (1/13) T ¥ tamy
. ]

con -objeto de facilitar la notacién se define ¢4, = & my,

para i=1,2,...,I ; 3=1,2,...,3 . &4, = ) tamy, , & = Z tomyy
J 1

donde resulta que las ecuaclones (1.5-7} a

Y4 =3Y7¥ toom,
L]

(1.5-10) pueden reescribirse de la siguiente forma:
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Ly = M s Uy + Uy (1.5-11)

donde
u o= (1/13) &, (1.5-12)
ey = (1/J) &4, - (1/13) ¢, (1.5~13)
Magy = (1/I) &, -~ (1/13) ¢, (1.5-14)

la ecuacién (1.5-11) representa un modelo loglineal bajo el
supuesto de independencia de 1las variables. Utilizando 1la
terminologia aniloga al Anslisis de Varianza acerca de los
par&metros, se denomina a u '“"media general", a u,, "efecto
principal de 1la variable 1" y a up(; "efecto principal de 1la
variable 2".

Examinando las ecuaciones {(1.5-13) Yy {(1.5-14) puede
deducirse f&cilmente que

z Hygy = O (1.5-15)
1

Yz = 0 (1.5-16)
3

En la obtencifn del modelo especificado en (1.5-11) se han
involucrado las frecuencias teéricas m,;. En la préactica es
necesario primeramente estimarlas y seguidamente probar la bondad
de ajuste del wodelo lo cual puede verse en los capitulos II y
III.

Un modelo de interés gque resulta de extender el modelo
loglineal (1.5-11) para el caso en el que las variables no son
independientes es el siguiente:

Ly = 0+ My + Hay Y Mzap (1.5-17)
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donde u, Hygqy Y  Hap est&n dadas por las mismas
expresiones (1.5-12) a (1.5-14) y por consiguiente se obtiene

Miziag = &y = ( H+ My + Haqp )
Bz = Y4y = (Lo 7 T) = (&4, / I} + (&, / IJ) (1.5-18)

M12¢yyy Trepresenta el efecto de interaccién entre los
niveles i y j de las variables 1 y 2 respectivamente, es también
conocido como efecto de interaccién de primer orden © efecto
conjunto de dos factores, !

De (1,5~-18) se deduce facilmente que

Y Hzap = © (1.5-19)
- .

z Hya01gy = O (1.5.20)
1

En términos de los parsmetros de interaccién, la hipétesis
de independencia especifica que 45 = 0 para todos los
valores de i y de j. Probar la hip6tesis de independencia es por
tanto equivalente a probar gque todos los términos de interaccién
en (1.5-17) son cero, © en otras palabras, que el modelo por
(1.5-11) proporciona un ajuste adecuado a los datos.
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1.5.1 GRADOS DE LIBERTAD

E1l ntmero de pardmetros independientes en un modelo es
conocido bajo el nombre de grados de libertad, las restricciones
{1.5-15), (1.5-16), (1.5-19) y (1.5-20) implican una reduccién en
el nGmero de parametros para cada término p en el modelo
loglineal. Asi por ejemplo, hay I valores diferentes de pu,,,
uno para cada categoria de 1la primer variable, pero 1la
regtriccién (1.5-15) reduce el nGmero de parémetros
independientes a I-1, similarmente la restriccidn (1.5-16) reduce
a J-1 los pardmetros independientes asociados con Uy, Yy las
restantes resticciones conducen a que el arreglo {u;;u;)} con un
total de IxJ par&metros tenga solo (I-1)(J-1) independientes.

Tabla 1.5.1~1: Grados de libertad en el modelo bidimensional

H-término Grados de libertad
u 1
Hy (I-1)
Ha (J-1)
Hya (I-1) (J-1)
Total IJ

Puede notarse que el ntmero total de parémetros
independientes es igual al nGmero de casillas en la tabla.

1.5.2 MODELO SATURADO

Un modelo loglineal en cualquier dimensién se le denomina
modelo saturado cuando el nGmero de parametros independientes
presentes en el modelo es igual al nGmero de casillas en la
tabla. Es claro que el modelo (1.5-17) es el modelo saturado para
una tabla bidimensional.

s8i se considera una tabla de contingencia bidimensional, en
general, son dos los modelos de interés:
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1) Modelo saturado: implica la existencia de una relacién
entre las variables de la tabla.

2) Modelo de independencia de variables (modelo con u,; = 0)
1.5.3 MODELO DESCRITO POR PROBABILIDADES

El meodelo descrito por los conteos esperades difiere en un
solo término de un modelo descrito por probabilidades. En efecto,
se tiene que m;; = N p,,; Y de aqui se deduce gque

thpy = thmy, - &N
= (1~ W R) + (U + Hagy + H2ap)
= u o+ gy 4 Myt Hzap (1.5.3-1)

La media general es el dGnico ¢término afectado pero las
ecuaciones (1.5-12) a (1.5-14) y (1.5-18) para determinar 1los
valores de pq), Mz Y Mizqy NO Se alteran.

Por facilidad a lo largo del presente trabajo se utilizaréan
los conteos sesperados para definir los modeles.
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1.5.4 RELACION CON LA RAZON DE PRODUCTOS CRUZADOS

Los términos ¢ en el modelo loglineal pueden ser expresados
en funcién de 1la razén de productos cruzados, tal relacién
permite mostrar 1la consistencia en la definicién del modelo
loglineal sobre todo cuando se realiza la generalizacién a
dimensiones mayores. Considerando el modele para una tabla de 2x2
los términos i son expresados de la siguiente forma:

De (1.5-13) resulta

1 1
B = o &4, = 7 L.,

1 1
=3 Gy + 842) - ry Gy + 43 + Uy + &)
1
iy Gy + &4z = &y = &)
1
iy & ( mymyg [/ myymg) (1.5.4-1)

De (1.5-14) se tiene

1 1
Hay = 35 Ly -~ 2 &

1 1
'E(Cu*'—n) "';(‘u"“xz"‘lm"'kz)

-

== (4 + & = Y42 - &)

= — i ( myMg / MyMeg) (1.5.4-2)

FNEEEY

De (1.5-18) resulta

1 1 1
Baaan = &y = 7 b "-2'6."'3'1»
1
=hy =g (b + bty L)

LR O R
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"}“n"’ﬁz“xz"m)

1
iy th ( mymzy [ myghy) (1.5.4-3)

En tablas de mayor tamafioc pueden expresarse los términos u
en funcién de razones de productos cruzados, asi por ejemplo en
una tabla 2xJ se obtienen las siguientes expresiones:

De (1.5-13) se tiene

1 1
My = 3 be - 53 b

1 1
'3}}:‘::';;%:(%1*'11,)

- % DRCYRCN] (1.5.4-4)
3

Y sl se vuelve a la escala original se tiene

1
FY;
exp (ya) = | | (miy 7 may) (1.5.4-5)
L] .
De (1.5-14) se tiene
1 1
Hag) = 3 &y - 23 L.
1 1
=3 Gn + &) -53}’: Gy + &)
5
1
S L Gatl -l -k (1.5.4-6)

=2



al volver a la escala original se tiene

1
3 23
exp (Ha¢n) = “ (my, mz / my mzy)
=2

De (1.5-18) se tiene

1 1 1
sz = by = g b = 3"‘ + Elco

1 1
=3 = ) + o3 Y (g + by}
b ]

J
1
iy Zz (g =ty + &y - by )
1=

si se vuelve a la escala original se tiene

1
3 23
exp (Hizan) = n (myy Mgy / Wy my,)
y=a
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1.5.5 PLEGAMIENTO DE TABLAS

Cuando en una tabla de contingencia bidimensional 1las
variables son independientes y al menos una de ellas tiene mis de
dos categorias, puede realizarse un plegamiento (colapsamiento)
de las casillas de la tabla sin que las propiedades estructurales
se pierdan. A continuacién se presenta una justificacién més
formal de este planteamiento.

Lema 1.5,5-1

En una tabla de contingencia bidimensional IxJ sean r y s
dos categorfias cualesquiera de una variable (sin pérdida de
generalidad suponga que es la primera)

Si m /My = Mp/Myy = «oo = Myy/Myy

Entonces my,/m,, = m.y/m,y para j=1,2,...J.

La demostracién del lema se realiza mediante el principilo de
induccién matematica.

Independencia y Proporcionalidad

En una tabla de contingencia de 2x2 puede notarse que para
(1.5.4-3) el término w2y = 0 si y sélo si myy/my = my/my,,
haciendo desarrollos semejantes para los restantes té&rminos u,,
puede notarse la misma doble implicacién, de donde se deduce que
la independencia de 1las variables implica 1la igualdad de
proporciones m,,/m;, j=1,2 y reciprocamente.

As{ mismo en una tabla de 2xJ a partir de la expresi6n
(1.5.4-9) con desarrollos anidlogos para todos términos u,, se
desprende que el modelo de independencia se ajusta a los datos si
Yy 861o 8i myy/my = Mmp/maz = -..® myy M.
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Independencia en una tabla IxJ

En una tabla de contingencia bidimensional la independencia
entre renglones y columnas puede expresarse de dos formas
equivalentes:

myy = M, M, /7 N 1.5.5-1)
(3] 1e Hey
Ly = Mo+ Mgy * Hagyp (1.5.5-2)

A partir de (1.5.5-2) para dos renglones cualesquiera en la
misma columna resulta que

Ly = &y = i~ Hiep
retornando a la escala original se tiene

By / Mgy = eXpP { Higry = Hicm )

1 1 1 1
= exp slr"ﬁln"azln"'ﬁln

exp %z(t,,-t.,)]
3

""(mrj/mq)‘”

)
=, / Dy, (1.5.5-3)

Debido al lema 1.5.5-1. .

Del modelo de independencia se deducen las siguientes
conclusiones:

1) No se pierde 1la independencia si se pliegan algunas
categorfas para cualquiera de las variables.

2) Los parémetros u, pueden determinarse a partir de 1las
marginales {m,,} Y los parametros u, a partir de {m.}.
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Ejemplo:
Considere las siguientes tablas

Tabla 1 Tabla 2 Tabla 3
5 |20 5 |4 ]16 5 Ji3 |7

E’}T& 10)8 |32 1020 |20

En la tabla 2 las proporciones my, / mp son constantes para
todo j de aqul que el modelo de independencia ajuste a la tabla,
si se pliegan las dos Gltimas columnas se obtiene la tabla 1, se
conservan constantes las proporciones b'4 por tanto la
independencia. Puede notarse por otra parte que la tabla 3 no
conserva constantes las proporciones y por tanto no ajusta el
modelo de independencia, plegando sus dos Gltimas categorias se
obtiene la tabla 1 la cual como se sabe si se ajusta al modelec de
independencia.

Como consecuencia final se tiene gque la independencia en una
tabla expandida implica la independencia en una tabla condensada,
mientras el reciproco no siempre es cierto.

32



1.6 MODELO EN TRES DIMENSIONES

Al aumentar el nGmero de variables se requiere utilizar
tablas de contingencia multidimensionales y como consecuencia de
las relaciones entre los datos, una mayor variedad de resultados
se obtiene; tales relaciones se ven reflejadas en los parametros
de los modelos loglineales multivariados.

En esta seccién se analizan los siguientes tépicos:

1) Construccién del modelo loglineal asociado a una tabla de
contingencia tridimensional.

2) Interpretacién de los pardmetros del modelo saturado.

3) Interpretacién de modelos no saturados como descripcién
de hip6tesis.

4) Determinacién de las condiciones para el plegamiento de

tablas.
Notacidén

¢considerando una tabla de contingencia de tres entradas, la
notacién wutilizada en las secciones anteriores puede ser
generalizada. Asi, una celda (i,j,k) presenta una frecuencia
observada x,,, , una probabilidad p,; de que la observacidn sea
registrada en esa celda y un conteo esperado m,, donde
i=1,2,...,I ; 3=1,2,...,7 y k=1,2,...,K.

El subindice "+", al igual que en secciones anteriores,
indica la suma a través de todas las casillas con una posici6n

4
com@n en el subindice, por ejemplo m,;, = Zm”.‘ Yy N=m;4; es
1=1
ahora el nfimero total de observaciones en la tabla.
con objeto de facilitar el entendimiento en la construccién
del modelo tridimensional se utilizarid primeramente una tabla
2x2x2 para posteriormente generalizar hacia la tabla general

IXJIXK.
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1.6.1 CONSTRUCCION DEL MODELO TRIDIMENSIONAL
Modelo 2x2x2

El modelo tridimensional ma&s simple es el asociado a una
tabla de contingencia de 2x2x2 cuya forma general se presenta a
eontinuacién:

Tabla 1.6.1-1: Forma general de upa tabla 2x2x2

Primera categoria Segunda categoria
de la variable 3 de la variable 3
variable 2 variable 2

1 a2 1 2

Variable 1: 1 my,, m, Variable 1: 1 my; ma
2 Mz My, 2 mynz Maz

El modelo loglineal asociado a la tabla puede generarse a
partir de los modelos loglineales particulares asociados a cada
una de las subtablas identificadas en la tabla 1.6.1-1, asi
entonces los dos modelos quedan como sigue:

[{3] () (k) (k)
Ly =8 + 05y + oy + 0, k=1,2 (1.6.1-1)

con k=1,2 y con sus respectivas restricciones lineales

3 ¢
Yok - ¥ iy = ¥ sty = ¥ ofthy = 0 (1.6.1-2)
i ] 1 J]
La combinacién de 1los modelos descritos en (1.6.1~1)
conducen a la obtencién del modelo saturado, asi entonces -los
parémetros guedan dados de la sigulente forma:

34



Media general

1 ™
u-xgu (1.6.1~3)

Efecto principal de la primer variable

1 ¢
By = ¢ z oith (1.6.1-4)
*

Efecto principal de la segunda variable
1 i)
Hagyy = X z Yagyy (1.6.1-5)
x

Interaccidn entre las variables 1 y 2

1 x)
Manp = K Z B1a0i9) (1.6.1-6)
Xk

Las desviaciones de estos parametros dependen de la tercer
variable y se definen como siguet

Efecto principal de la variable 3

Hyky = o™ -y (1.6.1~7)

Interacciones de primer orden con la variable 3
tk)
Hijagk = %) — My (1.6.1-8)

[0
Haagk) = a0 ~ Hap (1.6.1-9)

Interaccidén de segundo orden o efecto de tres factores

()
Miaaag = %a2apn ~ Hizan (1.6.1-10)

Finalmente, el modelo loglineal saturado para la tabla 2x2x2
queda determinado por
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Qi = KO+ Uiy F M+ Hags + Mgyt Hiaan t

+ Maaaa) + Hraszcgcr (1.6.1-11)

Debido a las restricciones (1.6.1-2) se deduce gue

Z Hyqy ™ Z Hagyy = Z Hyy = 2 Hizaag = Z Hiz2(1 ™ O
1 ) k 1 b ]

z Hiape = Z By = ) Mg = Z Hayggey = O
1 k J &

Z M2z = Z Hiaztr g = 2 Hip3gigey = O (1.6.1-12)
1 J k

Hodelo IxJIxK

Para una tabla general en tres dimensiones un procedimiento
similar al realizado para obtener el modelo (1.6.1~11) se puede
utilizar con la diferencia de obtener el promedio de las K tablas
de IxJ. Si se considera que i=1,2,...,I ; 3=1,2,+.0¢,7 Y
k=1,2,...,K las expresiones (1.6.1-1) a la (1.6.1-12) no se
alteran y el modelo saturado (1.6.1-11) es completamente

aplicable.

Tabla 1,6.1-2: Grados de libertad en modelo tridimensional

término Grados de libertad
[ 1
#y (I-1)
My (7-1)
U3 (K-1)
My (I-1) (J-1)
Hyy (I-1) (X-1)
sz (I-1) (K-1)
423 (I-1) (J-1) (K-1)
Total IIK
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Los grados de libertad asociados con cada parémetro del
modelo saturado se muestran en la tabla 1.6.1-2.

Puede notarse que el namerc de pardmetros independientes en
el modelo saturado es igual al nGmero de casillas en la tabla.

1.6.2 RELACION CON LA RAZON DE PRODUCTOS CRUZADOS

En la seccién anterjor se realizé la construccién del modelo
loglineal mediante 1la particién de la tabla a través de las
categorias de la tercera variable, tal accién podria indicar una
aparente diferencia en la definicién de los par&metros en caso de
ser utilizada una particién diferente de la tabla. Por ejemplo,
podrian generarse las definiciones de los parametros para la
primera o segunda variables como desviaciones del promedio de los
parametros de las restantes variables. Una forma de mostrar la
unicidad de 1los resultados independientemente de la particién
elegida, consiste en expresar los par&metros del modelo en
funcién de las razones de productos cruzados.

En la seccién 1.5.4 se mostrd que todo término en el modelo
bidimensional puede ser expresado en funcién de razones de
productos cruzados, ahora mediante un rearreglo de las casillas
de la tabla tridimensional también pueden obtenerse expresiones
de este tipo para los pardmetros del modelo. En ([Bishop,Fienberg
& Holland,1975}, pag. 33-35 pueden encontrarse expresiones para
los pardmetros del modelo asociado a una tabla de 2x2x2 y puede
demostrarse que independientemente de la partici6én seleccionada
para la tabla de 2x2x2 se obtienen los siguientes expresiones
Gnicas:

2y

1 )
Mizan = g th (a « ) (1.6.2-1)

1
Hizaqn = g (o« (1.6.2-2)
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Puede notarse que {334y = 0 implica gque wmyzq = 0 dado
que si « «'® = 1 entonces también «'’ , «'® = 1. Este hecho
muestra las bases para definir el principio jer&rquico analizado

en la siguiente seccién.
1.6.3 INTERPRETACION DE PARAMETROS Y EL PRINCIPIO JERARQUICO

La interpretacién de los parametros en el modelo (1.6.1~11)
estid en funcién de los factores que intervienen en cada uno de
ellos. Asi entonces,

u representa la media general del modelo.
Promedio de las medias generales de las
subtablas de la particién.

Hys Mo Y My Efectos principales de las variables 1,
2 y 3 respecvtivamente.

Hi2, M43 Y M3 Interacciones de primer orden o
Efectos conjuntos de dos factores.
Representa el efecto de interaccién
entre las variables 1y 2, 1y 3y
2y3

Hiza Efecto conjunto de tres factores o
Interaccién de segundo orden,
Representa la interaccién entre todas
las variables.

Una interpretacién alternativa para el término u,,; es el
que es8 un indicador de 1la diferencia en la magnitud de 1los
efectos de dos factores entre las subtablas de la particién, 1lo
que dimplica que si cualquier efecto conjunto de dos factores
(interaccién) permanece constante entre todas las subtablas de la
particién entonces el efecto conjunto de tres factores resulta
ser cero.

Por ejemplo si
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"x“:lu) i “l‘::lj) = oee. = "x“z”(m
entonces de (1.6.1-6) se dec.luce que
Hiang) = offl para todo k
Y por tanto de (1.6.1-~10) resulta que

Hy2a(iyxy ™= O para todo k.

orden relativo de los términos

8i un término u tiene un conjunto A de subindices y un
segqundo término tiene un conjunto B de subindices y B ¢ A, se
dice entonces gue el primer término es de orden relativo mayor
que el segundo. Por ejemplo, u,, es de orden relativo mayor que

Hae
Principio Jerdrquico

Se define como familia de modelos jer&rquicos al conjunto de
modelos en los cuales ocurre que si se tiene un término u iqual a
cero entonces todos 1los términos de orden relativo superior
también deben ser igual a cero. Por ejemplo, si ui,, = 0 entonces

M2z = 0 .
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1.6.4 INTERPRETACION DE LOS MODELOS

A continuacién se presenta la interpretacién de los modelos no
saturados en tres dimensiones teniendo en cuenta que en todos los
casos se hard bajo la consideracidn del principio jerdrquico.

1) Asociacidn parcial (entre pares de variables)
Cuando se considera que i,,, = 0, el modelo

Lax = K+ My + Mz foMageo t Mizap * Haaoo ¢ Haago
{(1.6.4~1)

indica la asociaci6n parcial entre cada par de variables. Este
modelo puede entenderse también como el indicio de que no existe
el efecto conjunto de las tres variables (interaccién de segundo
orden) .

A través de los estadisticos de bondad de ajuste se determina si
un modele es adecuado a la estructura de una tabla de
contingencla en particular, como puede notarse en el capitulo
IIT. Asi entonces, el confrontar la bondad de ajuste del modelo
(1.6.4-1) equivale a probar la hipétesis de inexistencia de
interaccién de segundo orden entre las variables.

2) Independencia condicional

E1l modelo que resulta de considerar algGn término de dos factores
igual a cero, por ejemplo u,, = 0 ( y por jerarquia iy = 0 )

G = B+ pyy * oMaqyy * Bagg t Mz ¢ Maagge (1.6.4-2)

establece que las variables 1 y 2 son independientes para cada
nivel de 1la variable 3, aungue cada una de las primeras esta
relacionada con la @ltima variable, es decir, las variables 1 y 2
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son condicionalmente independientes.

3) Ccompleta independencia de wuna variable (independencia
marginal)

Si se considera que dos interaciones de primer orden son iguales
a cero, por ejemplo, My = U3 = 0 (Y Hyzz = 0) el modelo

Ligw = 8 + My + Haqyy + Hag * Haaggo (1.6.4-3)

indica que 1la variable 1 es completamente independiente de las
otras dos, aunque estas Gltimas se encuentren relacionadas.

4) Completa independencia de todas las variables

En el caso de considerar que no hay interacciones de primer orden
y por consiguiente tampoco de segundo, el modelo

Ly = M + Uiy + Hagyy + Ham (1.6.4-4)
sefiala que todas las variables son completamente independientes.
5) Modelos no comprensibles
Si se considera el hecho de retirar alguno 6 algunos términos més
del modelo de completa independencia (1.6.4~4) se obtiene un
modelo denominado no comprensible. Suponga que y; = 0 entonces el
modelo resultante

Ly = H + Hyqy + Hagy (1.6.4-5)

nos conduce a la siguiente aseveraciétn:
De la expresidn (1.6.4-5) resulta que
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My = exp (4 + Uy + Hagp )

My =) eXp (U + My + Hagy )
k

de donde finalmente resulta que
myg = My, / K

lo cual indica que se tiene la misma tabla IxJ para todo K.
Entonces sumando sobre cada variable no incluida en el modelo se
puede describir la estructura condensada mediante un modelo
Ycomprensible" que incluya las variables restantes de la tabla,
resultando un arreglo de menor dimensién.

6) Modelos no jerdrquicos

Un modelo de este tipo ocurre cuando no se cumple con el
principio jerdrquico, es decir, cuando se considera algin
parametro igual a cero pero alguno(s) de los términcs de orden
relativo superior aparece en el mcdelo. Aungue estos modelos
presentan la dificultad de interpretacién , son defendidos por
algunos autores que argumentan el concepto de "sinergismo" lo que
significa puede existir 1la respuesta cuando dos factores se
presentan Jjuntos pero no cuande cada uno se presenta por
separado.

Este tipo de modelos resulta adecuado a situaciones en que se
desea encontrar alguna ecuacién gque ajuste mejor a los datos sin
que importe tanto su interpretabilidad.
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1,6.5 PLEGAMIENTO DE TABLAS

En la seccién 1.5.5 se mostré que cuando las variables son
independientes en una tabla bidimensional puede realizarse un
plegamiento de categorias sin perder las propiedades
estructurales de la tabla. Ahora, en el caso tridimensional puede
realizarse el plegamiento a través de alguna variable si é&sta es
al menos condicionalmente independiente de las dos restantes.

A continuacién se muestran las condiciones para poder obtener
estimadores vilidos de los términos de dos factores p,,, {55 Y
#; de la tabla bidimensional resultante de la suma de categorias
de alguna de las variables {m;;}, {m;} O {m.y}.

Cuando para un modelo loglineal asociade con una tabla de
contingencia tridimensional ocurre que un término de dos factores
(digamos u,;) es igual al que se obtiene con un modelo loglineal
bidimensional asociado a la tabla de marginales {m;,,} entonces
es posible la reduccién en la dimensién de la tabla original, la
condicién que posibilita tal igualdad es que pgj; = 0 © Hp; = O.

De manera m&s formal, considérese la tabla tridimensional {m,;}
y a partir del modelo saturadeo correspondiente (1.6,1-11) se
desprende que

m.]k-e(ﬂ*l‘zm*“:m"’“zaun) Ze(“:u)““:z(u)"’“n(m'“z:un)
1
(1.6.5-1)
Ahora, si se describe la tabla {m,jx} mediante el modelo saturado
& omyg = 6+ oupggy F U F Uy
resulta que
Mop = exp( 8 + 6305 + U3, + Ua30) (1.6.5-2)

se tiene entonces que en general U,(ug * Hasggu s
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Ahora si wy = M Para todo j,k entonces se dice que la
tabla tridimensional es PLEGABLE con respecto a Ha;-

Puede probarse que la variable 1 es plegable respecto a uy;
Ginicamente si la tabla IxJxK es descrita por un modelo loglineal
con Wy, = 0 y adem8s py, © i,5 = 0 o ambas.

En ([Bishop, Fienberg & Holland,1975), pag 39 Teorema 2.4-1 Se
presenta tal demostracién. A coentinuacién se reproduce el
enunciado del citado teorema.

Teorema 1.6, 5-1
En una tabla rectangular tridimensional, una variable es plegable
con respecto a la interaccidén entre las otras dos variables, si y

sélo si ésta es al menos condicionalmente independiente de una de
las otras dos variables dada la tercera.
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1.7 MODELO EN CUATRO Y MAS DIMENSIONES

La generalizacién realizada del modelo de dos dimensiones al de
tres, consistié en promediar 1los wmodelos bidimensionales
asociados con cada subtabla definida para cada categoria de 1la
tercer variables. Similarmente para un arregle de cuatro
dimensiones puede obtenerse la definicién de modelo loglineal a
partir de promediar los modelos tridimensionales asociados con
cada subtabla correspondiente a cada una de las L categorias de
la cuarta variable.

Asi entonces para cada subtabla {m g}, (M else-00 {Me)  con
i=1,2,...,I ; 3=1,2,...,3 ¥y k=1,2,...,K puede definirse

¢

1,00 ot () () ) ) (1)
Lgpaa=w Wy W2 ) Wa ot Wiao g FWha G FWaa (o Wiz g

(1.7-1)

para 1=1,2,...,L. Los parimetros del modelo tetradimensional
quedan dados por

1 )
B=z z w (1.7-2)
1
1 )
Huny = ¢ Z vith (1.7-3)
1
1 a
Haeyy = T ; w20y (1.7=4)
1
Haw = ¢ Z with . (1.7-5)
1
1 i
Hiaisy = T z ":;u.n (1.7-6)
1
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1 ) »
Hiagg ™ T };: Wi3tix) (1.7-7)
1 )
Hagn = T L ¥t (1.7-8)
1
1 (1)
iz = ¢ Z W12301 Ji) (1.7-9)
1

Los pardmetros relativos a la cuarta variable quedan como sigue

Moy =W = (1.7-10)
My = With = M (1.7-11)
Moy = WAL = Macy (1.7-12)
Haany = ":mu = My (1.7-13)
Higeey = “{;’(u) = Hzap (1.7-14)
Hizany ™ "::‘I’(Akl = K30 (1.7-15)
Haaay = ";:‘u’m) = H23(5x) (1.7-16)

(1.7-17)

1)
Mizaun ™ Wizzago = Hiaaoge

Puede entonces escribirse el modelo en cuatro dimensiones como

Ly = B My F oM * Mano + Hay + Hizagp + Haaaon ¢
+ Muan t Hagen o Haegn ¢ Hacan o Baaago +
+ Mizes ¢ Hiaaxn ¥ Haaggen * Mzacag (1.7-18)
Debido a que los términos u son definidos como desviaciones del
promedic, se nota que la suma sobre cualquiera de los subindices
de los par&metros es igual a cero; asi, por ejemplo,

z Hizaetamny = 2 Hizaac gy = Z Hizaat e = Z Hizaetageny = 0
1 ] ® 1
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Un proceso similar al utilizado para la obtencién de modelos de 4

dimensiones puede ser utilizado para dimensiones mayores; asi

entonces, el modelo saturado en s dimensiones contiene 2°

términes u de los cuales se tienen términos con cero

8
Q

subindices, [1] con un subindice y en general [:] términos con r

subindices.
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1.7.1 UTILIDAD DE LOS MODELOS

Los modelos jers&rquicos se dividen en dos clases
fundamentales, aguellos con todos los efectos de dos factores
presentes y aquellos con al menos una interaccién de primer orden
ausente.

La hipStesis m&s frecuentemente buscada es la independencia
de variables, pero ella requiere que al menos un término de dos
factores esté ausente del modelo, de aqui gque los modelos con
todas las interacciones de primer orden presentes sean utilizados
fundamentalmente para la obtencién de estimadores de las casillas
de manera mas confiable; no tanto como modelos para prueba de
hip6tesis, también suelen ser utilizados en la deteccién de datos
discrepantes o atipicos (outliers).

Los modelos con al menos un efecto de dos factores ausente
son referidos preferentemente a la prueba de hipétesis de
independencia entre variables, aunque también permiten
inspecciones para determinar si el tamafio de una tabla puede ser
reducido mediante el plegamiento de alguna(s) de las categorias
de sus variables sin que se distorsionen los términos de
interaccién de mayor interés.

1,7.2 PLEGAMIENTO DE TABLAS

El teorema 1.6.1-1 establece, para el caso tridimensional,
que una variable de la tabla puede ser plegada respecto al efecto
conjunto de las restantes dos, siempre que la primera no esté
relacionada con alguna o ambas de las restante variables, es
decir, que se requiere que al menos un efecto de dos factores sea
igual a cero. Tal situacién puede ser generalizada para el caso
con s dimensiones.
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Definicién de Plegabilidad

Se dice que las variables sobre las cuales son sumadas sus
casillas son PLEGABLES con respecto a un conjunto de términos u
especificos, cuando los par&metros de los términos p en el modelo
original son idénticos a aquellos términos u correspondientes en
el modelo loglineal para el arreglo reducido.

Teorema 1.7.2-1

Suponga que las variables en un arreglo s-dimensional son
divididas en tres grupos mutuamente excluyentes. Un grupo es
PLEGABLE con respecto a los términos u del segundo grupo pero no
con respecto a los términos u del tercer grupo, si y sélo si, los
primeros dos grupos son independientes uno del otro. (es decir,
los términos p con subindices comunes en ambos grupos son iguales
a cero)

Demostracién

Puede mirarse cada grupo de variables como una variable
compuesta. Entonces, al aplicar el enunciado del teorema 1.6.1-1
para las tres variables compuestas el resultado es inmediato.

Por ejemplo, considere un modele en cuatro dimensiones y
suponga que M,; = 0, de acuerdo con el principio jerarquico, esto
implica que Ky, Kyz ¥ M2z Sean también iguales a cero

Hoaa = B+ Bygy + Moy + Hagn + Mo+ Mizao + Huaon ¢
* Maago * Hasgn Y Hasan ¥ Hueakn o Haaagun

Sea A la suma de los elementos del conjunto de términos que
ne incluye a las variables 1 y 2, B la suma de términos que
incluyen a la variable 1 pero no a la variable 2, C la suma de
términos que incluye a la variable 2 pero no a la 1 y D la suma
de términos que incluye a ambas variables, es decir,
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=+ [y + g+ Mg

By 4+ 43+ Uy Mg

= Mg + Ha3 + Moy + Maze

= M2 + Hy23 + Hizq + K234

T owy»
[ ]

Es claro entonces que

Ly = A+ B+ C
Mypy = exp( A +B + C ) (1.7.2-1)

Por otra parte, si se suma (1.7.2-1) sobre 1la primer
variable, sobre la segunda y sobre ambas, se obtiene:

Oy = @Xp(A + C) ¥ exp(B),
)

Mg = exp(A + B) ¥ exp(C)
)

Mo = @xp(A) J exp(B) ) exp(C)
1 ]

de donde puede deducirse que
Mgy = Mygpey Mgy / Magyy (1.7.2-2)

Cuando el arreglo original IxJxKxL es partido en KL tablas
de dos entradas relativas a las variables 1 y 2, puede notarse
que las marginales de cada tabla son elemento de {m g} Y
{m.)} adem&s que el total de cada tabla es un elemento de
{m,s)} . Mediante lo anterior, puede observarse que la expresién
(1.7.2-2) describe la independencia en cada tabla y de acuerdo
con ello, puede decirse que las variables 1 y 2 son
condicionalmente independientes.
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1,7.3 IMPLICACIONES DEL PLEGAMIENTO DE TABLAS

La independencia al menos condicional de dos variables nos
implica a través del principio jeradrquico que un término de dos
factores y sus respectivos términos de orden relativo superior
sean también igual a cero. Si una variable es plegable con
respecto a ciertos términos i, esto significa que puede ser
eliminada de la tabla mediante la suma sobre todas sus categorias
o condensada mediante la combinacién de algunas de sus categorias
sin que tales términos p se vean alterados. A partir de 1lo
anterjor se deducen deos importantes implicaciones.

1) Si todos los efectos de dos factores estés presentes en
el modelo, el plegamiento de la tabla implica la alteracién de
todos los términos u.

2) Si alguna variable es independiente de todas las otras
puede ser eliminada de 1la tabla mediante 1la suma de sus
categorias sin que se alteren los términos g del modelo.

Conviene distinguir que para el ejemplo expuesto en 1la
seccién 1.7.2 el teorema 1.7.2-1 capacitu para obtener
estimadores validos para 1los términos u que involucren a 1la
variable 1 cuando ella es plegada, es decir, pueden estimarse u,,
M43, H34 Y Hyae validamente pero no pueden obtenerse estimadores
adecuados para los términos u donde no interviene la variable 1.
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CapituLo II: EsTiIMACION DE Los PARAMETROS

En el capitulo anterior se mostréd la especificacién de los
modelos loglineales como una alternativa para describir 1la
estructura de una tabla de contingencia. En el presente capitulo
se muestra la forma de obtener estimadores de maxima
verosimilitud y de minimos cuadrados para los parimetros del
modelo.

En una primera instancia se presentan las distribuciones
muestrales mas utilizadas para la recoleccién de datos v se
realiza una introduccién a 1la teoria de los Modelos Lineales
Generalizados, posteriormente se establecen los estadisticos
suficientes para los esquemas muestrales y se prosigue con la
obtencién de los estimadores de los parédmetros del modelo.

Finalmente se discuten el Mé&todo de Ajuste Iterativo
Proporcional y el Método de Newton-Raphson asi como las técnicas
para el cilculo de los estimadores de los par&metros.

2.1 DISTRIBUCIONES MUESTRALES

En la seccién 1.2 se mencioné que se tienen fundamentalmente
tres distribuciones muestrales para la recoleccién de datos de
una tabla de contingencia: Poisson, Multinomial y Producto
Multinomial. A continuacién se muestra que tales distribuciones
pertenecen a la Familia Exponencial de Distribuciones (o sélo
Familia Exponencial) y, por tanto, es aplicable la teoria de los
Modelos Lineales Generalizados para 1la obtencién de 1los
estimadores.
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2.1.1 FAMILIA EXPONENCIAL DE DISTRIBUCIONES

Se considera una variable aleatoria Y cuya funcién de
densidad de probabilidad depende de un solo parametro €, 1la
distribucién pertenece a la familia exponencial si ésta puede
escribirse en la forma

£(y;e) = s(y) t(e) e2(¥Y)b(®) (2.1.1-1)

donde a, b, s ¥y t son funciones conocidas.
La ecuacién (2.1.1~1) puede ser reescrita en la forma

f£(y,0) = exp[ a(y)b(e) + c(e) + d(y) 1] (2.1.1-2)

donde s(y) = exp d(y) y t(8) = exp c(6).

Si a(y) = y la distribucién en (2.1.1-2) se dice estar en la
forma canénica y b(8) es denominado el parémetro natural de la
distribucién.

Si existen otros parimetros en adicién al par&metro de
interés © formando parte de las funciones a, b, ¢ y @ son
considerados como constantes conocidas (par&metros de “ruido").

De manera mas general puede verse que si Y,,¥,...,¥, son
variables aleatorias independientes todas ellas con la mnisma
distribucién dada por (2.1.1-2), su funcién de densidad de
probabilidad conjunta queda dada por

"
£(Y1s¥are-o¥a) = [[ expl b(@) a(y)) + c(8) + a(y1) ]
1=t

= expl b(6) Yaly,) + n c(e) + Yd(y) ]
1=1 =l

(2.1.1-3)
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El término Z a(y;) se dice que es un estadistico sguficiente

para b(8), lo que significa que en cierto sentido E a(y,;) resume

toda la informacién disponible acerca del pardmetro 6. Vease por
ejemplo [Hogg & Craig,1968], cap 10 o [Cox & Hinkley,1974] cap 2.

2.1.2 DISTRIBUCION POISSON

Sea Y una variable aleatoria con funcién de densidad de
probabilidad Poisson

atyia) = a¥ e / vt (2.1.2-1)
g(y;A) =expl[ ylr A - A - In y! } {(2.1.2-2)

puede notarse que la distribucién Poisson esti en la forma
candénica con par&metro natural ¢ A y pertenece a la familia
exponencial.

Si se considera para una tabla de contingencia el no tener
restricciones sobre el tamafio total de la muestra, cada casilla
en la tabla tiene una distribucién Poisson independiente.
Suponiendo una tabla IxJxK y teniendo en cuenta que (X ) =
my la funcién de densidad de probabilidad conjunta para las
X;)c estd dada por

o) = [Imad e 7wyt (2.1.2-3)

19k

L({%}) = HBXP[ Xyge & My = My = & Xy 1)
(513
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= exp {) Xijk & My = Ymg = )i xp!
1]k 1)k 1)k

(2.1.2-4)

Considerando que para todo modelo Zﬁ“,‘ =ny Zln X! es
13k
una constante, el Kernel de la funcién es

Txip tnomp (2.1.2-5)
{913

Puede notarse que (2.1.2-4) responde a las condiciones de la
familia exponencial de distribuciones.

2.1.3 DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Si se tiene la condicién de tener fijo el tamafio total de la
muestra, tal restriccién impuesta sobre una serie de
distribuciones Poisson independientes conduce a la denominada
distribuci6én multinomial.

De 1la propiedad aditiva para variables aleatorias con

. distribucién Poisson, su suma N = z Xy ‘también tiene

distribucién Poisson con parémetro m,,, = Z my, de aqui que la

distribucién conjunta de las Y,;, condicional a N es

- N -
£({x 5} | N) “” [m’,(f"{" e M / x‘”l]/[m", e ™, Nl]
1
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- Nt/ et ”(m,,. / m,,,]x"“‘ (2.1.3=1)
Dk 1k

N x -m, -m
pado que m,,, = "m.lf' ye M= na 1.

1)k 1)k

Ahora considerando que para todo modeleo Zm,,k = N

X
gz | M) = |80y ] xat ﬂ[m.,., / N] UE (2.1.3-2)
1)k 1k

La funcién (2.1.3-2) puede ser reescrita como sigue

£t} | N) = expitn|Nty =t |+ T %14k ta my = N taN
15k 13k

(2.1.3-3)

el primero y tercer términos resultan ser constantes para
todo modelo, de aqui que el Kernel de la funcién sea nuevamente
igual a la ecuacisn (2.1.2-5).

A partir de (2.1.3-3) puede deducirse que la distribucién
multinomial satisface las condiciones de la Familia exponencial
de distribuciones.
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2.1.4 DISTRIBUCION PRODUCTO MULTINOMIAL

En algunas situaciones de investigaciones comparativas es
usual tener varios grupos con un ndmero total de individuos en
cada grupo determinado por un disefio muestral, tal situacién
implicara el mantener fijas algunas marginales.

considere en tres dimensiones gque se mantiene fija ¢, «
{%;;,}, la distribucién de C,; es multinomial con funcién de
densidad de probabilidad conjunta

egd) = [N/t Jlem. 7 8 Sadh (2.1.4-1)
1) 1]

dado que la distribuciébn de ¢y, es el producto de IJ
multinomiales independientes.

Ahora la distribucién condicional conjunta quedard dada por
el cociente de las expresiones (2.1.3-2) y (2.1.4~1) donde
resulta que

E({x ) | {myy, = X;5,}) =

" Xygel / n X! n (my e / xu+)x”' (2.1.4-2)
13 k x

tal expresién puede reescribirse en la forma siguiente:
E{x e} | {my, = Xy5}) =

-
exp h"x,,.l = nflxgpt + Y % ta my - ln”x,_,}““

[}] 1)k 1)k 11k
(2.1.4-3)
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Donde puede notarse nuevamente que el Kernel de la funcién
es igual a la expresién (2.1.2-5) dado que las x‘s son constantes
en un modelo determinado.

De (2.1.4-3) se deduce gue la distribucién pertenece a la
familia exponencial.
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2.2 MODELOS LINEALES GENERALIZADOS

La idea de Modelos Lineales Generalizados expresada en
[Nelder & Wedderburn,1972), implica 1la unicidad de una gran
cantidad de métodos estadisticos que involucran una combinacién

lineal de parametros.
En términos generales tales modelos pueden resumirse de la

siguiente forma:
Sean Y,,Y¥>,...,¥, variables aleatorias independientes, cada

una de ellas con una distribucién perteneciente a la familia
exponencial, suponga que su distribucién es expresada en forma
canénica dependiente de un par&metro @,

£(y1i81) = exp{y b, (6,) + ¢ (8;) + di(y,)}) (2.2-1)

La distribucién de todas las Y’s son de la misma forma (por
ejemplo todas Poisson o Normal) obteniéndose una funcién de
densidad de probabilidad conjunta para Y;,Ys,...,Y,

E(Y10Y2s0+20¥ni61¢62,004,6,) =
exp [ ¥ v,b(6,) + Y c(6,) + ¥ alyy) ) (2.2-2)
1 1 1 .

Usualmente los par&metros 8, no son directamente de interés,
en vez de ello se considera para un modelo lineal generalizado un
conjunte de pardmetros #,,8z,..-,8, (P<n) tal que la combinacién
lineal de las B’s es igual a alguna funcién del valor esperado de
cada Y;, esto es,

o) = x{ 8 (2.3-3)

donde u, = &(Y;), g es una funcién monétona y diferenciable
denominada funcién de liga, X, es un vector pxl de variables de
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explicacién y 8 es un vector de parémetros g’ = [ B1sBarcvceeBp ]
Asi el modelo lineal generalizado tiene tres componentes

1) Las variables aleatorias de respuesta Y,,¥p,-..,¥,
independientes con la misma distribucién perteneciente a 1la
familia exponencial.

2) Un conjunto de parametros g pxl y variables de

explicacién X nxp.
3) Una funcién de liga monétona y diferenciable tal que
g(#) = X{ 8 donde u, = E(Y,)
El ejemplo m&s popular es el caso del modelo lineal
y=xg+e
donde los elementos de e son tales que e,-N(o,oz), lo que
implica que y,~N(u,;,0%), 1la t;ncibn de liga g(u,) = u, = 5: B Y

es sabido que 1la distribucién Normal pertenece a la familia
exponencial.
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2.2.1 CASO PARTICULAR EL MODELO LOGLINEAL

Considerando una tabla de contingencia de dos o© méas
dimensiones, si cada una de 1las casillas de 1la tabla es
etiquetada como Yy, i=1,2,...,n las tres principales
distribuciones presentan las siguientes caracteristicas:

2,2,12.1 DISTRIBUCION POISSON

Si no se tienen restricciones sobre las frecuencias y; o
sobre los parimetros A, la funcién de densidad de probabilidad
conjunta queda dada por

teyin =1 al'e ™ /oy (2.2.1.1-1)
[}
y se sabe que el valor esperado para cada y, es
8(Y,) = a, (2.2.1.1-2)
2.2.1.2 DISTRIBUCION MULTINOMIAL
8§ se considera fijo el total de observaciones en la tabla,
N =Y y; y se tiene que ) 6, = 1, la funcién de densidad de

L} 1
probabilidad conjunta queda dada por

tyie | N) =n [l e 7wt (2.2.1.2-1)
1

De donde puede probarse que
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L8(Y,) = N @, (2.2.1.2=-2)

Ver por ejemplo (Bishop,Fienberg & Holland,1975), sec 13.4.

2,2.1,3 DISTRIBUCION PRODUCTO MULTINOMIAL

Si se considera una tabla tridimensional IxXIxK y si se
mantienen fijos los totales por renglén en cada nivel {y,.}. la
funcién de densidad de probabilidad conjunta queda dada por

Y
£iyio [tvia) =[] viut Jl 603 7 vipt (2.2.1.3-1)
1% ]

con z 6, = 1 para cada combinacién de i y k.

3
A partir de (2.2.1.2-2) puede concluirse gue

€(Yyy) = Yiex O1p (2.2.1.3-2)

Si s6lo se mantiene fijo el total en cada nivel o subtabla
{Y:x} la distribucién queda dada por
(2.2.1.3-3)

£(yi8 1ve) =[] veu!t [I T} 673 7 vant
k P )

con Z Z 6y = 1 para cada nivel de k. Puede concluirse gque

1)

E(Yyin) = Yeor G55 (2.2.1.3-2)
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2.2,1.4 MODELDO LOGLINEAL

El planteamiento de hipdtesis que pueden ser formuladas como
modelos multiplicativos en los cuales los valores esperados de
las casillas quedan dados por el praoducto de probabilidades
marginales Yy frecuencias marginales fijas, permite el
planteaniento de modelos loglineales cowme caso particular de leos
modelos lineales generalizados. Por ejemplo, si se considera la
hip6tesis de independencia wutua y la distribucién multinomial,
de {2.2.1.2-2) se tiene que

E(Yigu) = N B, 8,5, B0 (2.2.1.4~1)

Tales hipdtesis sugieren el uso de modelos 1lineales

generalizados con funcién de liga logaritmica
M o=t E(Y,) =X B i=1,2,.0.,n

donde (2.2.1.4-1) puede szer expresada por

Mg = W E(¥y) =+ Wy ¥ lagp + o Ham (2.2.1.4-2)
En analogfa con el anAlisis de varianza el modelo saturado
para £(Y,,) = N 8,,, puede expresarse como

Mg = th (Y y)

=R Ryt oMyt Myt H2apn Vv

* Hyzax + Baage * B2 (2.2.2.4-3)

En expresiones para las frecuencias esperadas de las
cas{llas para el wmodelo multinomial o producto multinomial
algunos términos son constantes fijas ej. N en (2.2.1.2-2) Y Yix
en (2.2.1.3-2). Tal situacién implica que los correspondientes
pardmetros deben considerarse siempre en el modelo. Asf{ por
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ejemplo, el modelo saturado correspondiente a (2.2.1.3-2) es
(2.2.1.4~3) donde la expresién

8o+ iy Y Hagg * Mg (2.2.1.3-4)

corresponde a la marginal fija y,.w, la cual no debe
omitirse del modelo.
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2.3 ESTADISTICOS SUFICIENTES
En la secci6n anterior se mostr6é que cuando z my = N el

Kernel de la funciétn de verosimilitud es idéntico para las tres
distribuciones muestrales. Sin embargo, puede mirarse una
demostracién mis completa de que los estimadores de wmixima
verosimilitud son idénticos para los tres esquemas en [Bishop,
Fienberg & Holland,1975] Teorema 13.4-1,

Una generalizacién de los resultados obtenidos para una
dimensién mayor puede realizarse si se considera un conjunto de
subindices © dividido en dos subcunjuntos €, y 6, Yy una
contiguracién Ce, fija que <conduce a una expresién de
distribuciébn producto multinomial

e
£({xg} | {Me,=X0,}) = [] | |Xe:!/ ]| xe! n[me/XG,] (2.3-1)
o1 e2 a2

Asi el Kernel queda dado por

Yo tn me (2.3-2)
e

independientemente de gque 1la distribucién pertenezca a

cualquiera de los tres esquemas muestrales siempre que z mg = N.

A partir de la ecuaciétn (2.1.1.3) se puede deducir que el
Kernel de 1la funcién permite la obtencién de los estadisticos
suficientes para el modelo, dade que los tres esquemas de
distribucién partenecen a la familia exponencial de
distribuciones.
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2.3.1 ESTIMADORES SUFICIENTES EN TRES DIMENSIONES

-

Teniendo en cuenta que si Z M)y, = N en el caso

tridimensional, se tiene que el Kernel de la funcién es idéntico
para los tres esquemas de distribucién y si se considera el
modelo loglineal saturado

nomyy = U+ fygyy + Hagy o Uago t o Maag F oMo

+ Maagg +t Hyzagge (2.3.1-1)

entonces sustituyendo (2.3.1-1) en (2.1.2-5) se tiene que

z Ay &omyy, = Nu + z Koo Hygyy) + z Koge Haepy +
13% 1 3

+ Z Xeox Hapg + Z Xige Mzap + Y ¥k Hioge *
x 13 ™

+ Z Xegx Hzagga + Z i M3 (2.3.1-2)
Jx 1)k

y a partir del resultado (2.1.1-3) se deduce que los
términos x’s adyacentes a los términos u representan los
estad{sticos suficlentes para 1los par&metros desconocidos del
modelo.

s8i se postula el modelo sin el efecto conjunto de tres
factores ( Mjzaapm = O pPara todo i,j,k) el dltimo término de la
expresién (2.3.1-2) desaparece y 1los elementos N, X, Xeger
Xeunr Xijer X Y ¥o SOn los estadisticos suficientes para el

modelo.
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2,3.2 ESTADISTICOS SUFICIENTES MINIMALES

El1 modelo loglineal asociado a una determinada hipétesis
puede ser inspeccionado para obtener el conjunto minimal de
estadisticos suficientes. A continuacién se muestra una forma

empirica de llegar a é1.
Si se considera el modelo sin el efecto conjunto de tres
factores (M3 = 0) y por simplicidad se elimina el segundo

conjunto de subindices, entonces:
&omyg =R+ My Up v gk My + My b (2.3.2-1)
puede ser reescrito en familias de términos agrupados

omyge =1+ My Ry 4+ M) + (B s Mg gy )
+ Mz + M3k Mz ) = (Mg My M3 ) (2.3.2=2)

lo cual puede a su vez escribirse en una notacién més

general
nmyg i+ U + Uy + Uy ~ (g + g + Uy

y la expresién (2.3.1-2) queda de la siguiente forma

Z Xy &My =
1%

N+ | F %y Ug + ¥ % Uig + Y Yeppe Uy | =
1) 1x Jk

- Z XKoo g + E Koy Uz + z Kook Ha (2.3.2-3)
1 : ] 3
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Los términos en el primer conjunto de paréntesis cuadrados
conducen al conjunto minimal de estadisticos suficientes debido a
que los términos en el segundo conjunto son redundantes, asi
entonces U2, Uys b4 Uys tienen sus corregpondientes
configuraciones C;; = {X5.}, Cia = {X} ¥ €23 = {X,;} como el
conjunto minimal de estadisticos suficientes.

Si se considera el modelo con un efecto conjunto de dos
factores (uy; = Hyzy = 0) se tiene que

n My, = 8+ [y + Uy v Uy + Uy + ol
=g (Mg Mg b M) + By ¢ Myt ) -y

(2.3.2-4)
lo cual implica que (2.3.2-3) se determine por
Z Xyye 3 My = Nu o+ Z Xyge Uz + Z Hiex Upa | -
1k 13 ik :
= | T e 1y (2.3.2-5)

El conjunto minimal de estadisticos suficientes queda dado
por sus correspondientes configuraciones:

Cia = {X150} ¥ Cya = {Xx}

A continuacién se muestran las configuraciones suficientes
minimales para los cuatro modelos comprensibles y jerSrquicos.
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Tabla 2.3,2-1: configuraciones suficientes

Términos ausentes Configuraciones suficientes
Hi2y Cizs Ci3 ¥ Ca3
Ha3sHy23 Ci2 ¥ G5
M1asHza,s H123 €2 ¥ G5
MizsM130Ha3s a2a C1,Ca Y C
En general, cuando se cuenta con un modelo

multidimensional, para obtener el conjunto minimal de
estadisticos suficientes, se seleccionan los términos u de orden
t donde t es la interaccién conjunta de orden mayor en el modelo.
Si todos los posibles términos de orden t estan incluidos en el
modelo la selecciédn termina, de otra forma, se examinan los
términos de orden t-1 y se seleccionan aquellos cuyo orden
relativo menor no esté incluido en los términos de orden t.

El proceso continua en los niveles inferiores donde se
eligien 1los términos no incluidos en 1los ordenes relativos

superiores.
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2.3.3 RESULTADOS DE BIRCH

Los dos resultados de Birch® permiten a partir del conjunto
minimal de estadisticos suficientes obtener estimadores de m&xima
verosimilitud,

2,.3.3.1 RESULTADO 1

Si xg, es un elemento del conjunte de estadisticos
suficientes, entonces el estimador de mixima verosimilitud 59. de
mg, es8 Xg,

Para el modelo (2.3.2-1), con Uy = O resulta que los
estimadores de mixima verosimilitud para m,;,, W, ¥ My son

“ - -
Wyge ™ Kyge v Muee ™ Xyop ¥ Mege = Xy g (2.3.3.1-1)
2.3.3,2 RESULTADO 2

Existe una solucién Gnica que conduce a estimadores
positivos de m&xima verosimilitud l;lg para toda casilla elemental
de la tabla. Tal solucién satisface tanto las restricciones del
modelo como la condicién ’:‘91 = xg, para tode 6, tal que x5, es un
aelemento del conjunto de estadisticos suficientes.

Para el modelo (2.3.1-1) su correspondiente hip6tesis de no
existencia del efecto conjunto de tres factores equivale a
plantear la igualdad de los efectos conjuntos de segundo orden:

(Mg Megie) /7 (Mpge Myg) = (M5 Mege) / (Mpye Myg)
para isr, j=s y k=t (2.3.3.2-1)

El segundo resultado de Birch establece que existe un Gnico
conjunto de estimadores para las casillas de la tabla que
satisface las condiciones (2.3.3.1-1) y (2.3.3.2-1).
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2.3.3.3 IMPLICACIONES PARA EL ESQUEMA PRODUCTO MULTINOMIAL

Cuando se consideran 1los esquemas muestrales Poisson o
Multinomial los resultados de Birch establecen que si Cg, es un
estadistico suficiente para el modelo, entonces! los estimadores
para las casillas satisfacen 1la condicién ;19, = Xgi, lo que
significa que las configuraciones son fijas por el modelo.

Reciprocamente en el esquema producto multinomial 1la
configuracién Cg, es fijada por el esquema, entonces para lograr
la consistencia bajo este esquema deben considerarse aquellos
modelos para los cuales Cg, es fija, lo que a su vez implica que
deben incluirse los términos ug, en el modelo.

En resumen, se puede concluir a partir de los resultados de
Birch, que los estimadores de maxima verosimilitud son los mismos
para los tres esquemas muestrales siempre que se incluyan en el
modelo los parametros correspondientes a las marginales fijas.
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2.4 METODOS DE ESTIMACION PARA MODELOS LINEALES

Se tienen dos formas que son las m&s empleadas para 1la
estimacién de los par&metros de un modelo lineal, el mé&todo de
m&xima verosimilitud y el de minimos cuadrados. Para el primero
de ellos los valores de los estimadores de los parametros son
derivados a partir del valor maximo de 1la funcién de
verosimilitud o equivalentemente de 1la funcién de 1log-
verosimilitud, mientras que para el segundo, los valores de los
estimadores son obtenidos a partir de la minimizacién de la suma
de cuadrados de la diferencia entre las variables de respuesta y
sus valores esperados.

2.4.1 METODO DE MAXIKA VEROSIMILITUD

Sean Yy,¥3,...,Y, variables aleatorias con funcién de
densidad de probabilidad conjunta f(y;6) donde y es de nxl y & de

px1l, su funcion de verosimilitud L(6;y) y Q el espacio parametral

para 6. El estimador de méxima verosimilitud de @ es el valor 6
que maximiza la funcidn de verosimilitud, esto es,

L(8;y) = L(6;y) para todo @ € (2.4.1-1)

Equivalentemente 6 es también el valor que maximiza la
funcién de log-verosimilitud £(€;y) = &n L(8;y) dada la monotonia
de la funcién logaritmo natural, esto es,

6¢(8;y) = t(e;y) para todo 6 e 0 (2.4.1-2)

Usualmente el estimador 6 es obtenido mediante la derivacién
de la funcién de log-verosimilitud con respecto a cada €, 1o cual
conduce a su obtencién como la solucién al sistema de ecuaciones
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6L(68;y) /80y = 0 para j=1,2,...,p (2.4.1-3)

~

8 serd el méximo de la funcién siempre que a"’l(e;y)/ae,ae,

evaluada en el punto 8 = 6 sea una matriz definida negativa.

Es importante notar 1la propiedad de invarianza de 1los
estimadores méximo verosimiles, la cual implica que si g(8) es

una funcién de &, entonces el estimador de g(®) es q(é), otras

propiledades de estos estimadores son 1la consistencia, 1la
suficiencia y la eficiencia asintética.

2.4.1,1 ESTIMACION MAXIMO VEROSIMIL EN EL MODELO LOGLINEAL

Si las casillas de la tabla se etiquetan como Y,,Y3,...,¥, ¥
se considera a partir de las ecuaciones (2.1.2-4),(2.1.3-3) y
(2.1.4~3) que la funcién de verosimilitud para los tres esguemas
muestrales puede ser expresada como el kernel (2.3-2) mas una
constante digamos C, esto es, si m, = £(Y,) entonces

t=Yy tam +cC (2.4.1.1-1)
1

Para algunos modelos 1loglineales pueden obtenerse los
estimadores maximizando directamente 1a funcién de log-
verosimilitud sujeta a las restricciones del modelo muestral, sin
embargo, en ocasiones deberd emplearse algtn procedimiento
iterativo para la obtencién de los estimadores tales como el
ajuste iterativo proporcional o el derivado de Newton-Raphson.
Tales procedimientos estiman 8 a partir del modelo loglineal

m o=t E(Y) =X, B
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A partir del estimador de 8 se determinan los valores ﬁ, Y
considerando la propiedad de invarianza, los valores ajustados r?l,
ser&n los estimadores miximo verosimiles de los valores esperados
de las casillas &8(Y,).

2.4.2 ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS

Sean Y,,Y;,...,Y, variables aleatorias con valores esperados

4y = B(Y,) y sean las u: funciones de los pardmetros 8,,Bz,.--8,
{p<n) y considere el modelo

¥y =y + e i=1,2,...,n (2.4.2.1)

El método de minimos cuadrados consiste en encontrar los

estimadores 5 que minimizan la suma de cuadrados de los errores,

esto es, ﬁ es el vector de valores que minimiza

.
s=Yel =3 (yu(B)1° = (y-u) (y-u) (2.4.2.2)
1 1
Usualmente é se obtiene mediante la derivacién de S con
respecto a cada B8, lo cual conduce a 1la solucién de las
ecuaciones simultaneas

8s/88) = 0 j=1,2,...,p (2.4.2.3)

Verificando que la solucién corresponda realmente al minimo
(i.e. confirmando que 1la matriz de segundas derivadas sea
definida positiva).

Una caracteristica de este método es la aparente falta de
sup t al respecto de 1la distribucién de 1las variables
aleatorias; sin embargo, para obtener la distribuciédn muestral de

los estimadores {3 es necesario el realizar suposiciones acerca de
la distribucién de las Y,.
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2.5 TECNICAS PARA LA ESTIMACION DE PARAMETROS

Para algunos modelos los estimadores de las casillas se
pueden obtener de forma directa come funciones de 1los
estadisticos suficientes; sin enmbargo, para otros modelos se
requiere utilizar algunas técnicas iterativas para la estimacién
de los paré&metros.

En la presente seccién se muestra una técnica para obtener
estimadores de forma directa, cuando ellos existen, aunque dadas
las aplicaciones de computo existentes son de mayor relevancia
las técnicas iterativas para la obtencién de los estimadores, las
cuales suelen converger hacia las mismas estimaciones.

Las técnicas presentadas son el ajuste iterativo
proporcional y la técnica derivada del método Newton-Raphson para
modelos lineales generalizados.

2.5.1 ESTIMADORES DIRECTOS

considere el modelo loglineal en dos dimensiones bajo el
supuesto de independencia (u,;=0)

tomyge = HF )t B2 (2.5.1-1)

las configuraciones suficientes minimales para tal modelo
son Cy={x,,} ¥ Cy={X,;}, a partir de los resultados de Birch se
obtiene que ﬁ,,=x,. Y ﬁ,,sx,,. A partir de (2.5.1-1) se tiene que

m, = exp(i + Hyn)y OXP (Macy)
3

my = expli + Hap)), exp (ki)
1
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N = e |T exp () [T expluagy) (2.5.1-2)
1 J

de las ecuaciones (2.5.1-2) se deduce que
m, = exp (u + Uyy + Hzp) = M, My /N (2.5.1-3)

Asi entonces se deduce gque los estimadores de maxima
verosimilitud para los valores esperados de las casillas de la
tabla son

My = Xy, Xy 7 N (2.5.1-4)

Un procedimiento similar nos permite obtener en forma
directa los estimadores para las casillas de la tabla en tres o
ma&s dimensiones cuando el modelo especifico tenga asociadas una o
dos configuraciones suficientes minimales y en algunos casos
particulares con mis de dos.

Considere en tres dimensiones el modelo loglineal bajo el
supuesto de que u,;=i,,;=0 entonces

Mg = K ¥ MUy + Mgy + Bago o Hzap o Haox

Se sabe de (2.3.2-5) que las configuraciones suficientes
minimales son Cpp={¥%,,} Y Ci3={X;,} 1las cuales por 1los
resultados de Birch son estimadores de

my, =exp (“"’“un"‘“zm*l‘:ztu))z exp (M3 tHiacia)
x
(2.5.1-5)
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My, =exp(u+y, m"“‘:m"’"x:(m)z exp (Hz¢n+iaciyn )
3
(2.5.1-6)

ambas tienen en comGn al vector ¢C={%,} el cual es
estimador de

My, “exl’(“"’“un’z exP(“z(n"’ﬂxz(u))z exp (K3 a3 )
3 1 3
(2.5.1-7)

A partir de (2.5.1-5) y (2.5.1~-6) y (2.5.1-7) se obtiene
Wiy = (Mg Myen) 7 Wy, (2.5.1-8)

De donde se obtiene que 1los estimadores de maxima
verosimilitud para los valores esperados de las casillas de 1la
tabla son

Mgk = Xyge Xpex 7 Xyao (2.5.1-9)
En [Bishop,Fienberg & Holland,1975] pag.78-82, se prueban

los siguientes dos teoremas que permiten la determinacién de 1la
existencia de estimadores directos para un modelo determinado.

Teorema 2.5.1-1
Si el conjunto minimal de estadfisticos suficientes para un

modelo consiste unicamente de dos configuraciones, los
estimadores pued obt se de forma directa.
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Teorema 2.5.1-2

Si cada una de las tres configuraciones tiene un conjunto
diferente de variables en comin con las restantes dos
configuraciones, los estimadores directos no existen.
Reciprocamente la estimacién de manera directa es posible con
tres configuraciones si:

1) Al menos dos no tienen variables en comin,

2) Si se tiene un conjunto de variables en comin a las tres
configuraciones, cuando ellas son removidas la condicién (1) es
aplicable.

Una importante implicacién es que los estimadores no pueden
ser calculados de forma directa a menos que cuando menos un
efecto de dos factores esté ausente.

2.5.2 AJUSTE ITERATIVO PROPORCIONAL

Un procedimiento que permite calcular los estimadores para
los valores esperados de las casillas de la tabla particularmente
Gtil cuando estos no pueden ser calculados de manera directa es
el Ajuste Iterativo Proporcional, el cual tiene la propiedad de
que cuando es usado para modelos que no requieren iteracibén
conduce a los estimadores directos al final del primer ciclo. Asi
entonces, si se cuenta con un computador y una aplicacién con
este algoritmo no es necesario determinar si existen o no los
estimadores de forma directa, ya que el procedimiento iterativo
conduce siempre a los estimadores correctos.

La presente técnica fue derivada de un procedimiento llamado

ajuste proporcional "clasico" atribuido a Deming-stephan', en el
cual las casillas internas de 1la tabla son proporcionalmente
ajustadas a partir de un conjunto de marginales obtenidas por una

fuente distinta.

. Deming,¥.E & Stephan,F.F. f1940). on a least squares
adjustement of a wampled frecuency table when the expocted
marginal totals are known. Ann. Math. Statist., 11, 427-444.
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ESTA TESIS NO BEBE
SAUR DE LA BIBLISTECK

A través del ajuste iterativo proporcional de las
configuraciones suficientes pueden obtenerse los estimadores de
mixima verosimilitud para los valores esperados de las casillas
elementales bajo el supuesto de algin modelo jerdrguico. Este
método cuenta adem&s con las siguientes propiedades:

1) Converge siempre al conjunto Gnico de estimadores de
mixima verosimilitud.

.2) La exactitud en el c&lculo de los estimadores puede
regularse en el grado deseble mediante alguna regla de paro, en
vez de sSlo lograr exactitud en uno o dos estadisticos sumarios.

3) Los estimadores dependen unicamente de las
configuraciones suficientes, no requiriéndose de alguna condicién
adicional para la estimacién de las casillas sin registro de
observaciones (ceros muestrales).

4) Cualgquier conjunto de valores iniciales puede ser elegido
para obtener los estimadores.

5) Si los estimadores directos existen, el procedimiento
conduce a los estimadores exactos en el primer ciclo.

2,5.2.1 AJUSTE EN EL MODELO LOGLINEAL TRIDIMENSIONAL

como implicacién de los teoremas 2.5.1~1 y 2.5.1-2 el modelo
con iy = 0 es el Gnico modelo jerarquico que no cuenta con
estimacién de manera directa y a partir del cual puede
ejemplificarse el procedimiento y su convergencia.

PROCEDIMIENTO

Las configuraciones suficientes minimales para el modelo son
Cizs €13 ¥y €3 a partir de las cuales se ajustardn los
estimadores. Se elige un conjunto de estimadores preliminares

{;1,‘?,’,} como datos de arranque (se sugiere x;,",’." = 1 ya que
b\(x;:‘,’,’,) = 0) Yy se realizan ajustes sucesivos para C,;, C;3 ¥ Ca3
de la siguiente forma:
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2t - (0) ~ (0}
Para Cyz: My = My Xyge 7 Myje

@) _ A Ay
Para Cj33 Wy = My X 7/ Mok

Para Cy;: x;ﬁ',’, - x‘flﬁi Xog 7 ﬁfﬂ ‘ (2.5.2.1-1)

Se repite el ciclo de tres pasos (iteracién) hasta lograr
una convergencia satisfactoria. Se puede considerardo una regla
de paro en ciclo r-é&simo, cuando para algdn s {por
ejemplo, 8§=0.001) ocurra que:

afy - ™ |[< & para todo 1,j,k (2.5.2.1-2)

CONVERGENCIA

[Brown,1959]' demostré que la funcién de verosimilitud de
las (;:,,k} es una funcién monStona decreciente y que por tanto
converge, lo cual permite deducir que pueden obtenerse siempre
estimadores para las casillas con una aproximacién adecuada. Una
demostracién no rigurosa de que los estimadores son tGnicos estd
dada en [Bishop, Fienberg & Holland,1975) pag. 85-86 y es como
sigue:

Se define el logaritmo de la razén de verosimilitud

-
D3y = T (K & Xyp = Xip 0 D3 (2.5.2.1-3)
Lk

. Brown,D, T, [1959) A note on a approximations to discrete
probability distributions. Informatlon and Control 2, 3856-392.
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dado que z X ﬁ,,k se minimiza para ;:,,,, = Xy. Se

13k
- "
deduce que D3} = 0 dado que m{}, = 0 y mit) = x{i).
Si 8se procede a ajustar 1las configuraciones como en

(2.5.2.1-1) resulta

Atar) A3r=1) 2(3r=1)
m”; = ’“u; X / m.,: (2.5.2.1-4)

y de aqui que

Star) 2(3r-1)
Xipe My = Xy oMy + Xy X +
“
- x5 ta WY (2.5.2.1-5)

De (2.5.2.2-3) y (2.5.2.1-5) resulta que

tar) (3r-1) 2 tar-1)
D23’ = Dyz3 - Z (Ko &2 Xope = X5 ta B3
e
b3y = o™ - oY (2.5.2.1-6)

D& es obtenido de Cy y {miil}, por lo que es no
negativo y de donde se concluye que

3r) 3r-1)
D;23° = Diz3

Similarmente se obtiene que

pf3s™ = b3 - pFT¥ (2.5.2.1-7)
p{37® = p35¥ ~ &Y (2.5.2.1-8)

De las ecuaciones (2.5.2.1~6), (2.5.2.1-7) y (2.5.2.1-8) se
deduce que
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DRI = D = b = DI para re1,2,3

con igualdad al paso t si y sdélo si ;:.‘;‘," = ;:,‘j;” para todo
i1,3,k. La funci6n esta acotada inferiormente y converge al limite

del valor para (G.,,}.

82



2.5.2.2 ALGORITMO GENERAL

Considere el conjunto minimal de configuraciones Cg,,
q=1,2,...,8 con las correspondientes marginales Xg,, se elige un
conjunto inicial de estimadores ﬁé"’ y se procede a ajustar cada

una de las configuraciones. Al final del ciclo r se tiene
RET = g xg, + méT (2.5.2.2-1)
En general al t-ésimo paso resulta
n6t = mgtY xgq 4 met M’ (2.5.2.2-2)

donde t~q es un mdltiplo de s.
Después de ajustar t configuraciones, la razén de
verosimilitud queda dada por

D&Y =¥ xg tn xg - ¥ xg tn m§Y (2.5.2.2-3)
) ) 5 5

e e

la cual es una funcién monétona decreciente como se mostré
en tres dimensiones.

Si se considera ﬁé”=1 se obtiene el maximo valor D&% y
parece razonable que valores iniciales que den un valor menor
Dé" podrian ser desventajosos en la velocidad de convergencia.
Una regla de paro podria ser cuando para toda casilla ocurra que

ﬁé"' - ;‘;é-l--) < Amg (2.5.2.2-4)

para algGn incremento Amg apropiado (0.001, 0.0001 etc.)
Otra regla de paro a partir de la razén de verosimilitud es

{t}

D&t - D&Y « A (2.5.2.2-5)
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2,5.3 METODO DE NEWTON~RAPHSON

El ajuste iterativo proporcional es una técnica
especializada para modelos 1loglineales de tipo Jjeradrquico,
mientras que la presente técnica permite la aproximacién de los
estimadores de maxima verosimilitud para un modelo lineal
generalizado, donde el modelo loglineal puede ser ajustado por
ser un caso especial de esta clase de modelos.

Si se considera un modelo lineal generalizado basado en un
conjunto de variables aleatorias independientes Y;,¥»,...,¥,
todas ellas con una misma distribucién perteneciente a la familia
exponencial, la funcién de log-verosimilitud es

Hesy) = ¥ yib(ey) + ¥ c(e) + } d(yy) (2.5.3-1)
1 1 i
ademas
&(Yy) = u = - c’(6,) / b'(8,) (2.5.3-2)
Y
o= gm) =~ X[ 8 (2.5.3-3)

donde g es una funcién monétona y diferenciable.

Una propiedad de la familia exponencial es que garantiza las
condiciones de regularidad que permiten que el maximo global de
la funcién de log-verosimilitud gquede dado por la solucién al
sistema de ecuaciones simultaneas

8t/88, = 0 (2.5.3-4)
o equivalentemente a la solucién del sistema de ecuaciones

stjep, = 0 (2.5.3-5)
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Ver por ejemplo [Cox & Hinkley,1974], cap 9).
Puede probarse que (ver [Dobson,1990), sec. 3.2.3 pag. 28-30
Yy anexos A y B)

atfey = uy = ¥ [(yi=my)%,, / var(y)) au-/an (2.5.3~6)
3 - [ 1 1 1) l] ( 1 l]

En general las ecuaciones U;=0 son no lineales y deberén
resolverse mediante iteracién numérica.

En particular si el método de Newton-Raphson es usado, la
m-ésima aproximacién quedard dada por

~1

B = pt [azbaﬁjaﬁu]ﬂ Pt utr (2050327

-1
donde [azbaﬂ’ap"]s=b“"’ es - la matriz de segundas

derivadas de ¢ evaluadas en el punto ﬁ=b("”

(=-1) es el

y u
vector de primeras derivadas con U, = 6!/38, evaluadas en el
mismo punto.

Esta es la versién multidimensional del método de Newton
Raphson para encontrar la solucién a una ecuacién de una sola

variable (f(x)=0) donde la m-&sima iteracién queda dada por
x(l) = xle-1) - [t‘(x("”)r t"(x"'”)] (2.5.3-8)

Una variacién del método para la ecuacién (2.5.3-7) puede
realizarse utilizando la funcién de log-verosimilitud mediante la

serie de Taylor evaluada en el punto B=B*. La ecuacién utilizada

’ 1 ’
tgiy) = eetiy) + BTV 4 2 (a-g") ‘H(e-g")  (2.5.3-9)
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Donde U es un vector pxl con elementos Uy= 8/88, y H es una
matriz de pxp con elementos 6’!/85185,, evaluados ambos en el
*
punto g=8".
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CapPiTuLo Ill: SELECCION DE MODELOS

En los capitulos previos se trataron los temas acerca de la
especificacién de los modelos y la estimacién de los parametros,
en el presente capitulo se muestran algunas consideraciones para
realizar una seleccién apropiada de un modelo que responda a la
estructura de los datos de la tabla de contingencia.

En una primera instancia se presenta 1la distribucién
muestral para estimadores de m&xima verosimilitud en un modelo
lineal generalizado y el estadistico derjvado de la razén de
verosimilitud. Posteriormente se discuten algunas propiedades de
las medidas de bondad de ajuste y 1los grados de libertad
asociados al modelo.

Se detalla acerca de la bondad de ajuste interna de un
modelo, de la deteccién de datos discrepantes mediante el
anilisis de residuos y de la evaluacién de la magnitud de una

interaccién.
Finalmente, se tratan algunas estrategias para la
comparacién de modelos, algunos c8lculos iniciales,

procedimientos por pasos "stepwise™ y aspectos practicos para la
seleccién de un mejor modelo.
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3.1 DISTRIBUCION MUESTRAL DE ESTADISTICOS MAXIMOVEROSIMILES

Sea Y una variable aleatoria con funcién de densidad de
probabilidad £(y,8) y funcién de log-verosimilitud ¢(e,y). Si se
define U = 5¢/88 entonces

sy = [ (oece.y)/20) £(v,0) ay (3.1-1)

si se considera que

at(e,y) _ stnf(y,0) 1 of(y,8)
a8 e f£(y,8) 86

(3.1-2)

bajo clertas condiciones de regularidad de f(y,€) resulta
a
e(u) =.J' [a:(e,y) /%8) ay = EJ- £(y,8) dy = 0 (3.1-3)
Por otra parte, a partir de la igualdad (3.1-2) se obtiene
8 2 2
25 | (eee.v1720) £v,0) ay = (577007 [ £(v.0) ay

El término de 1la derecha es igual a cero y el de 1la
izquierda puede reescribirse de la siguiente forma

| (%ece.v) 1069 £tv.01ay + [ (at(o.v) /86) (o2(v.0) r08)ay = o

sustituyendo (3.1-2) en el segundo sumando se tiene

- (e, s00%) 2ty 000y = [ (etco.v)/56) ey, 0) ay
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De aqui que

G'[--a%z(s,y) /ae’] = 8{[az(e,y)/as]z}
lo que finalmente implica que
var(U) = g(v%) = §(-u’) (3.1-4)

dado que E(U)=0, donde U’ denota 8U/86.

Considere ahora as condiciones de un modelo lineal
generalizado. Sean Y1, Y2, 000,Y, variables aleatorias
independientes todas con la misma distribucién perteneciente a la
familia exponencial, sea f(y;8) la funcién de densidad de
probabilidad conjunta y g una f_;xncién de liga monétona tal que
g(u,) = f:ﬂ donde u;=€(Y,) y sea, ademds, {(9;y) la funcién de
log~verosimilitud.

Dado que 1las variables aleatorias tienen 1la misma
distribucién puede notarse que

xeiy) =3 4(e;y)) (3.1-5)
1
se define
Uy = 82(87y) /80; = J (84,(0;y,)/88)) (3.1-6)

1 Co
por el mismo argumento que (3.1.2) resulta que

6(8Ly(0;y,)/88y) = 0
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Y, por lo tanto,
€(U,) = 0 para todo J (3.1-7)

Considerando que las ecuaciones simulténeas &/80 = 0 son
equivalentes a 8¢/88 = 0 (ver [Cox & Hinkley,1974) cap 9), si se
define U, = Bl/aE, p_ara i=1,2,...,p para modelos 1lineales
generalizados resulta que £(U,) = 0 para todo i. )

Sea § la matriz de varianza-covarianza de las U,;, conocida
también como matriz de informacién § = €(U U'). Por el teorema

del limite central, al menos asintéticamente, U ~ N(0,3) y por

tanto U'}"U - x: siempre que § sea no singular y su inversa
exista.— -

si se supone que la funcién de log-verosimilitud tiene un
maximo en 3 Yy que tal estimador tiene un valor cercano al
parametro r;al E, entonces, a partir de la aproximacién de 1la

serie de Taylor para U(g8) en el punto ﬂ=§ se tiene que
ue) = U(E) + HB) (B - A) (3.1-8)

donde H(E) denota la matriz de segundas derivadas de 1la
funcién de log-verosimilitud evaluada en el punto ﬁ=§.

Notese ademds que los elementos de la matriz de informacién
I = B(UU,) = E[(aL/88y) (8L/88y) )

Por argumentos semejantes a los realizados para obtener
(3.1-4), se tiene que

€[ (8L/88,) (8L/86,)) = 6[-8°L/86,00,]
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Yy de aqui que los elementos de la matriz de informacién
queden dados por

Iy = 6[-8°/80,86,] (3.1-9)
de donde se deduce finalmente que, al asintétic te,
J = (U U') = §(-H). (3.1~10)

A partir de (3.1-8) y (3.1-10) para nuestras grandes se
tiene gue

ue) = U@ -2 (8 - B)

Pero U(E) = 0 dado que 13 es el punto donde la funcién de
log-verosimilitud tiene su miximo, entonces

FuB) (8 - B.
si a 3" se le considera constante y dado que &(U) = 0,
e -8 =g s =0 (3.1-11)

asi entonces ﬁ resulta un estimador insesgado de 8 al menos

asintSticamente y la matriz de varianza para E es
eB-HE-HIast U I =g (3.2-12)

dado que ¢ = &(U U’) y la simetria de §', se tiene que, al

menos para muestras grandes el estadistico de Wald queda dado por
la siguiente expresién
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B-8" 3B-8 -2 (3.1-13)
o eguivalentemente

(8 - 8) ~ N0, &™) (3.1-14)
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3.2 ADECUACIA DE UN MODELO LINEAL GENERALIZADO

Lo adecuado de un modelo para describir un conjunto de datos
puede ser establecido comparando la verosimilitud del modelo
saturado o maximal respecto a la verosimilitud del modelo en
cuestidén, para lo cual puede ser utilizada como medida de bondad
de ajuste la razén de verosimilitud

A = L(Bueiy) / L(Biy) (3.2-1)
o equivalentemente
th A = UBueiy) - HEGY) (3.2-2)

donde E_“ Y E son los estimadores de maxima verosimilitud
para el mod.;lo ma;imal y el modelo en cuestién respectivamente,
L(é_.,,'!) y L(é;!) las funciones de verosimilitud, t(é“,;!) y
l(é,’z) las funciones de log-verosimilitud. Si el modelo de
interés describe adecuadamente los datos se espera que L(é;y)
tendra un valor cercano a L(é_“;y), asi entonces valores grandes
de & A sugeriran que el mode;o e; cuestidn no es adecuado.

Para determinar una regién critica se reguiere conocer la

distribucién muestral de & A. Suponiendo que el modelo de
interés involucra p parametros denotados por B, entonces, una

aproximacién mediante la serie de Taylor para L(E;y) conduce a la

expresién
tgiy) = L@@ - B VBB - BHEEE - B (3.2.9)

donde U(E) es el vector ({8!/88;] evaluado.en el punto p-é b4
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H(E) es la matriz de segundas derivadas [aztlaﬂlapk] evaluada en
el mlsmo punto.

- Dadoc que U(E) = 0 y para muestras grandes ¢ = 6(-H), la
ecuacién (3.2.3) puede reescribirse como
-~ 1 A ’ -
Biy) - UBiY) = 3 B -8 3 (g - B)
dado que el término de la derecha de la ecuacién es el
estadistico de Wald (3.1-13), al menos asintéticamente,

200Biy) - L(BiY)) ~ X (3.2-4)

Se define el estadistico devianza a partir de la razén de
verosimilitud de la siguiente forma:

G =2t A= 208(Buiy) - EB¥)) (3.2-5)

la ecuacién para G° puede ser reescrita com sigue

6% = 2 [2(Raei¥) = UBaaxi¥)] = 2 [HE;Y) - HBiY)]
+ 2 [t(Enx;!) - l(giz)] (3.2-6)
El primer término entre paréntesis cuadrados se distribuye
x: por (3.2-4), el segundo se distribuye x§ Yy el tercero es una
constante positiva la cual serd cercana a cero si el modelo en
cuestién es adecuado a los datos.
Si 1las variables aleatorias definidas por el primero y
segundo términos en (3.2-6)

son independientes y el tercer
termino constante

es cercano a cero entonces

¢ ~ 2l (3.2-7)
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Asf entonces, si el modelo en cuestién es bueno c% tendra
aistribucién xz, en cambio si no lo es G? tendersd a ser mayor que
el valor de la distribucién xzcorrespondiente, de hecho tendra
aproximadamente un distribucién x° no central.

En general (3.2-7) no proporciona una excelente aproximacién
para las diferentes distribuciones muestrales, mas que
asintéticamente; pero en el caso de la distribucién Normal, el
resultado es exacto.

3.2.1 DEVIANZA PARA LOS MODELOS LOGLINEALES

S1 se consideran las frecuencias de las casillas de la tabla
etiquetadas como X,,X3,...,X, Y los valores esperados para las

mismas m, = 6(x,); 1=1,2,...n para los tres esgquemas muestrales

se tiene bajo la condicién z x = z ;1,, que la funcién de log-
1 1
verosimilitud es

LBix) = Yx tam +cC (3.2.1-1)
1
donde C es una constante que depende sblo del esquema

muestral y ﬁ, es el estimador de méxima verosimilitud para m,.
De acuerdo con el segundo resultado de Birch para los tres

esgquemas muestrales, el modelo saturado considera que 1;, = X, lo
que conduce a la funcién de verosimilitua

(BpukiX) = Yxtax +c (3.2.1-2)
1

De aqui que el estadistico devianza sea

& = 2[(BaiX) - UBIX) = 2 ¥ %, ta(x,/my) (3.2.1-3)
i
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3.3 MEDIDAS DE BONDAD DE AJUSTE

Las principales medidas de bondad de ajuste para un modelo
loglineal son la X° de Pearson y el estadistico de la razén de
verosimilitud Gz, los cuales se distribuyen asint&ticamente 2
con los apropiados grados de libertad.

Si se considera una tabla de contingencia {x,} y sus

estimadores de los valores esperados (ﬁ,), el estadistico de
Pearson es

2 =7 (-m)% m (3.3-1)
]
El estadistico de la raz6n de verosimilitud o devianza est&
dado por la expresién (3.2.1-3).
3.3.1 PARTICIONAMIENTO PARA MODELOS ANIDADOS

El estadistico de 1la razén de verosimilitud permite un
particionamiento simple a partir de la ecuacién (3.2.1-3). Si se
consideran dos modelos M, y M,, se dice que los modelos estan
anidados 81 M; contiene Gnicamente un subconjunto de 1los
pardmetros u contenidos en M;.

G*(M3) = 2[8(BuaniX) = UR2iX))
= 208(B1:%) - LBX)) + 2[8(BuaxiX) = E(BiN)]
= 6*(M:|My) + GP(My) (3.3-2)

puede notarse entonces que se cumple la condicién

G*(M,) = 6P(My) (3.3-3)
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Si se considera (ver ([Bishop,Fienberg & Holland,1975),cap 4)
que para todo modelo jersrquico

Ixtm-Fn tam (3.3-4)
1 ]

Yy, mis atn, si los términos u de M, son subconjunto de 1los
de M;, se tiene

Tt ma® =§ o wnn® (3.3-5)
1 1
La G? condicional resulta a partir de (3.3-2)
GF(M,IMy) = GP(My) - G3(M,)
=3 % taqxy/af™) § x g smt)
1 1
'Zx' mmm —Zx,lnm"’
1 l_ .
- Z m(u ‘(n - Z‘;Il(z: "n ;‘.«z)
1
- z 1;{” . ;:1) - z ﬁ:" tn ;‘lm
1

Dado que G’(M,) y G'(Hz) se distribuyen asintéticamente con
x* con v, y v, grados de 1libertad respectivamente, entonces

G'(H,IH,) se distribuye asint6ticamente x°con (v,-v;) grados de
libertad.
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Utilizando el estadistico X° de Pearson, la diferencia entre

dos modelos anidados x’m,)-x’(nz) no tiene la misma forma y tal
diferencia no siempre es no negativa, un estadistico mas
apropiado para comparar modelos bajo este criterio seria

¥y = ¥ @P-ah? s al® (3.3-7)
1

(Haberman,1977] muestra que X (Mz|M;) y G*(M|M;) tienen
similar distribucién asintética.
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3.4 GRADOS DE LIBERAD

La mayoria de los estadisticos utilizados para detrminar la
bondad de ajuste en el modelo tienen una distribucién asintética
x2, donde el nGmero de grados de 1libertad asociados a un
determinado modelo depende de la estructura de la tabla y el
nimero de parametros independientes.

En general se tienen dos formas de calcular los grados de
libertad para un modelo.

1) Se calcula el nGmero de parimetros independientes iguales
a cero.

Por ejemplo, en el caso tridimensional si se considera
M2a=l;23=0 los grados de libertad se obtienen sumando el ndmero
de parametros independientes para cada término u ausente del
modelo

(T=-1) (K=1) + (I-1)(JT-1)(K=1) = I(J=-1)(K-1)

2) Se determina el nfimero de pardmetros estimados en el
modelo ('r,) y se substrae de el total de casillas estimadas en la
tabla (T,)

Por ejemplo, si se considera el mismo caso anterior, para el
modelo loglineal u + u; + My + M3 + U, + i3 los grados de
libertad son

Te=Tp = IJK = [1+(I~1)+(I-1)+(K-1)+(I-1)(J-1)+(I~1)(K-1)]

En la tabla 1.6.1-«2 se muestra el nGmero de parémetros
independientes asociados con cada término u en el modelo
tridimensional. Puede notarse que es inmediata la generalizacién
a una dimension mayor.
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3.4.1 CEROS EN LA TABLA

En el primer capitulo se mencioné que en una tabla de
contingencia puede ocurrir alguna frecuencia observada igual a
cero de manera muestral o de forma estructural. Cuando se tiene
el caso de los ceros muestrales, los grados de 1libertad se
calculan de la misma forma que con la tabla completa, dado que
habrin de calcularse los estimadores para las casillas con este
tipo de observacién.

En el casc de los ceros estructurales los grados de libertad
si son afectados por el nGmero de casillas que presentan esta
caracteristica, asi entonces el total de grados de libertad para
un modelo con ceros estructurales se calcula como sigue:

gt=T -Ty - T,

donde T, = nimero de casillas en la tabla

T, = nGmero de parametros a estimar
Yy T = nGmero de casillas con ceros estructurales
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3.5 BONDAD DE AJUSTE INTERNA

En ocasiones bajo ciertas particularidades de los datos es
interesante detectar posibles valores discrepantes o atipicos
("outliers"), es decir, valores observados que difieren
considerablemente de los restantes valores esperados.

En particular, cuando se tiene un naGmero grande de casillas
en la tabla puede no resultar suficiente el obtener las medidas
para determinar la bondad de ajuste de un modelo, en tales casos,
es deseable evaluar el ajuste para cada casilla en particular.
Hay dos razones por las que se recomienda hacer este anédlisis.

Por una parte, puede ocurrir gue para un modelo que
considere muchos pardmetros, la medida de bondad de ajuste caiga
dentro de 1limites aceptables aun cuande algunas casillas
presenten un mal ajuste. La deteccién de tales casillas podria
implicar la existencia de datos importantes para el entendimiento
de la estructura de la tabla y sugerir, tal vez, alglGn posible
particionamiento de la misma.

Por otra parte puede presentarse el caso de tener
desviaciones positivas y negativas entre los valores esperados Yy
los observados que hagan que las mediadas de bondad de ajuste
caigan en rangos aceptables. Sin embargo, tal situacién podria
sugerir la bfisqueda de un modelo mis apropiado para los datos.

Ademds del examen de bondad de ajuste para cada casilla
particular de 1la tabla, puede obtenerse una medida para 1la
significacién de los efectos, es decir, cuando se desea probar si
dos variables especificas est&n relacionadas, se detrmina una
magnitud de 1la significacién del efecto de asociacién
representado por un parémetro del modelo, asi entonces, puede
resultar atil el determinar 1la magnitud relativa de 1los
pardmetros del modelo y con ello mejorar el entendimiento del
mismo.
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3.5.1 ANALISIS DE RESIDUOS

Una de las mejores técnicas para determinar la bondad de
ajuste de cada casilla de la tabla respecto a un particular
modelo es el andlisis de residuos.

Dependiendo de la técnica disponible para el cdlculo de los
parimetros del modelo se tendr& informacién para obtener
diferentes clases de residuos, por ejemplo, cuando se cuenta con
el ajuste iterativo proporcional pueden analizarse residuos
estandarizados componentes de los estadisticos X* o 6. cuando se
dispone de una técnica derivada de Newton-Raphson puede tenerse
informacién acerca de la varianza de las observaciones y por
consiguiente poder calcular residuos ajustados.

Residuos estandarizados componentes de X2

2 = (x,-m) 7 (m)? (3.5.1-1)

2@ = 2 x, ta(x,/m,) (3.5.1-2)
Los estadisticos 2, son tales que cuandoe el modelo es

apropiado z zf se distribuye asintéticamente como x") donde v son
1
los grados de libertad apropiados para la estimacién de {;:,}.

Una guia para determinar una desviacién grande de la casilla
respecto al modelo consiste en comparar cada z, contra el valor
teérico va'm dividido entre el nGmero de casillas en la tabla
donde a es algtn nivel de significancia para la prueba.

Ootras estrategias gue permiten determinar 1la adecuacia
interna del modelo mediante el uso de residuos estandarizados
son:

1) Comparar 1los 2, contra el valor teSrico de 1la
distribucién Normal Estandar.

2) Graficar los valores 2z, contra los valores de cada
parémetro del modelo; asi, si el modelo describe apropiadamente
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los datos no deber&n mostrarse patrones definidos en la grafica,
sl el modelo es inadecuado podrian detectarse patrones
curvilineos o alguna otra clase de tendencia sistematica.

3) Graficar 1los z; contra los valores ajustados de las
casillas (ﬁ,). Al igual gqgue en el punto anterior no deberan
presentarse patrones definidos en el grafico.

3.5.1.1 DETECCION DE VALORES DISCREPANTES

Cuando se tiene la sospecha de que la casilla (3) puede
presentar un valor significativamente discrepante con respecto a
un modelo dado, se sugiere seguir 1la siguiente estrategia de
prueba.

Modelo (M;): el ajustado originalmente a la tabla

Modelo (M):mismo modelo M; pero considerando la casilla (3j)
como si fuera un cero estructural.

La diferencia de bondad de ajuste, es decir, Gz(M,)-Gz(Hz)
se distribuye asintSticamente como x® con un grado de 1libertad.
AsL, si se obtiene un valor significativo respecto al valor
tedSrico de la distribucién se estara en presencia de un dato
discrepante.
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3.5.2 SIGNIFICACION DE LOS EFECTOS

Una de las principales ventajas de los modelos loglineales
es la posibilidad de asignar una magnitud a los efectos de
interacci6én entre las variables, es decir, en el estudio de un
determinado conjuntc de datos se desea determinar si una relacién
particular entre variables es significativa o no lo es.

La estrategia consiste en determinar si una o m&s categorias
de una variable son responsables del rechazo de alguna hipétesis
planteada, se realizan pruebas de hip6tesis para cada cruce de
las variables implicadas y cabe mencionar que con el hecho de
encontrar significancia en al menos una de las pruebas para cada
cruce se considerard que existe interaccién.

Si por ejemplo se plantea la hipétesis

Hot i42019=0 para todo i,3)

puede construirse un estadistico de prueba

24y = (hzap = tzap) / varlteay) (3.5.2-1)

donde por el teorema del 1limite central z,; tiene una
distribucién asintética Normal estandar.

En caso de ser apropiada la suposicién, z,; se simplifica y
toma la siquiente forma

Zyy = Hyap [ var(iyaay) (3.5.2-2)
el cual puede ser comparado contra los valores de la

distribucién teérica de forma que si lzul > zy se considera gque

Hypy es significativamente diferente de cero con un nivel de
confianza 1-c.



3.6 CONSIDERACIONES PARA LA PRUEBA DE HIPOTESIS

A continuacién se presentan algunas sugerencias Yy
consideraciones para cuando se desea realizar una prueba de
hipdtesis acerca de un conjunto de datos, lo cual es equivalente
a realizar una seleccién de un modelo adecuado a los datos.

El investigador al trabajar con cuatro o mas variables se
enfrenta a una enorme gama de posibilidades de eleccién de un
modelo adecuado a los datos ( 113 modelos Jjerarquicos en cuatro
dimensiones) y ante la inexistencia de un método inequivoco para
elegir el mejor modelo se sugiere tomar en cuenta las siguientes
consideraciones:

1) El invertigador debe tener bién definidos los propositos
de la investigacién, es decir, previamente apreciard cuales son
las variables de mayor interés, asi como las interrelaciones
relevantes de acuerdec a su supuesto tebérico que sospecha su
existencia o por conocimiento de investigaciones previas, tal
situacién mejorar& definitivamente la conduccién en la seleccién
de un modelo.

2) Deben tenerse presentes las limitaciones impuestas por el
disefio muestral empleado para la recoleccién de datos, asl como
las aleatoriedades que suelen presentarse con tamafios de muestra
muy reducidos o la presencia de ceros estructurales en la tabla.
Tales situaciones conducen a incluir de manera definitiva algunos
términos # en el modelo asociados a las marginales fijas o a
verificar el cilculo adecuado de los grados de libertad.

3) Se debe considerar seriamente la inclusién de cuatro 6
mi&s variables en la hipbdtesis ya que con ello la eleccién de un
modelo adecuado puede resultar una labor bastante ardua, debido a
que las alternativas de modelos diferentes crece geométricamente
con el aumento en el naGmero de variables y puede finalmente
resultar muy costoso e impractico ajustar todos 1los modelos
posibles, esto sin contar el esfuerzo que implica el verificar la
bondad de ajuste interna.
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Sin embargo esta problematica no siempre se puede descartar,
Yy en tal caso convendrd seguir alguna de 1las estrategias
propuestas en la seccién 3.6.1.

otra inconveniencia en el manejo de mGltiples variables es
el hecho de enfrentarse a la difjcultad de interpretar en 1la
realidad la presencia de efectos conjuntos multifactores.

4) Debe tenerse presente que el probar hipétesis a priori y
realizar a posteriori la seleccién de un modelo apropiado, todo
ello con los mismos datos cond a un iente efecto sobre
el nivel de significancia de los estadisticos de prueba y por
tanto debe tenerse en consideracién el manejo del error tipo II
en las pruebas, sin embargo, dadas las aplicaciones de computo

disponibles poco puede hacerse para mejorar el control de este
tipo de error. [Knoke & Burke, 1980] sugieren algunas
consideraciones précticas para evitar que se incremente el error
tipo II y éstas son el aumento del tamafio de la muestra o el
acceder a un aumento en la probabilidad de error tipo I. La
segunda alternativa trae consigo el dilema de 1la inclusién
potencial de relaciones multifactores en el modelo cuando estas
no debiesen ser incluidas por ser el reflejo de simples
variaciones de caricter muestral. Los mismos autores insisten en
que quizis la segunda opcién sea la mas factible y se opte por un
modelo que ajuste a los datos con una probabilidad de error tipo
I del 10% o incluso mayor.

3.6.1 ALGUNAS ESTRATEGIAS DE SELECCION

si bién es cierto que el conocimiento tebérico y 1la
perspicacia del investigador son las mejores herramientas para la
seleccién del modelo, en ocasiones se requiere que algunas
rutinas mecanicas proporcionen mayor informacién acerca de 1las
relaciones entre las variables.

Desafortunadamente no se cuenta con una estrategia Gnica que
permita hacer una seleccién 6ptima, por ello diversos autores
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sugleren diferentes formas de enfocar la seleccién de un modelo.
No obstante, la mayoria proponen realizar algunos c&lculos de
rutina utilizando algtn criterio sobre el nivel de significancia
para obtener estadisticos sumarios que permitan en una primera
instancia elegir uno o varios modelos base que a su vez den
cabida al anidlisis de modelos muy parecidos a estos, es decir,
modelos que difieren en pocos términos u.

Dadas las facilidades que presentan las aplicaciones de
cémputo actuales, es posible realizar una serie de calculos
preliminares basados en la razén de verosimilitud (G2), la cual
puede obtenerse para una determinada clase de modelos y comparar
mediante la propiedad de la particién condicional, modelos que
difieran en algGn término de interaccién.

(Bishop, Fienberg & Holland,1975] proponen tres estrategias
de cdlculos iniciales basadas en el particionamiento estructural
de la G2 para la obtencién de uno o varios modelos de arranque.

1) Ajuste de modelos con términos uniformes.

Si se considera un modelo de dimensién S entonces se ajustan
los siguientes modelos uniformes:

(1) Modelo de completa independencia
(2) Modelo con todos los términos de interaccién conjunta de
dos variables.

(S-1) Modelo con todos los términos con (S-1) subindices.

Se propone elegir dos modelos consecutivos de forma tal que
uno de ellos no ajuste adecuadamente a los datos mientras que el
otro sf 1lo hace, considerando un determinado nivel de
significancia fijo. Una vez elegida la pareja de modelos se
procede a analizar la bondad de ajuste de modelos intermedios.
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2) Examinar 1los estadisticos G2 para modelos cuyos
estimadores puedan calcularse de manera directa, tal ajuste es
Gtil cuando se tiene la sospecha de que una o mis interacciones
de primer orden pueden excluirse del modelo. La principal
desventaja de esta estrategia se da cuando ninguno de los modelos
directos ajusta a los datos, lo cual dificulta la decisién de un
préximo paso a seguir.

3) Ajuste de modelos de asociacién parcial, es decir,
modelos con un efecto conjunto de dos factores (y terminos de
orden relativo superior) igual a cero. La ventaja de ahondar en
el estudio de este tipo de modelos es el poder determinar de
alguna forma si se debe o no incluir cada uno de los términos de
interaccién. El siguiente paso en esta estrategia consiste en la
construccién de un modelo que resuma la informacién de aquellos
modelos de asociacién parcial que presentan un buén ajuste.

Tomando como base modelos de arranque come® se propene en las
estrategias (1) y (3) pueden emplearse procedimientos por pasos
“stepwise" (hacia adelante o hacia atr&s) con el objeto de
evaluar el efecto al agregar o retirar un término de interaccién
en el modelo base, de tal forma que se obtenga al final un modelo
con un minimo de pardmetros que ajuste adecuadamente a los datos.

Cabe sefialar que los procedimientos "stepwise™ estarén
limitados por el modelo que se utilice como base y gue, ademas,
cuando se utiliza un procedimiento hacia adelante no
necesariamente converge al mismo modelo al que se llegaria con un
procedimiento hacia atréas.
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Capituto IV: MopeLos LociT

En capitulos anteriores se revisaron con mayor énfasis los
modelos loglineales para los cuales, como puede notarse, no se
requiere el distinquir entre variables de respuesta y variables
de explicacién, debido a que las frecuencias esperadas para las
casillas de la tabla son modeladas en términos de asociacién
entre todas las variables; en contraste con elle, en el presente
capitulo se presenta una serie de técnicas alternativas para el
anidlisis de tablas de contingencia cuando una de las variables
debe considerarse como respuesta.

En particular se describiran alguncs modelos pertenecientes
a la clase de modelos lineales generalizados en los cuales la
variable de respuesta es dicotémica.

En una primera instancia se presentan algunos modelos
denominados de dosis-respuesta tales como el de distribucién de
tolerancia uniforme, modelo probit, modelo logit y modelo de
valor extremo, posteriormente se adentra en los modelos de
regresién logistica y en su relacién con los modelos loglineales.
Finalmente, se discuten algunos aspectos relativos a la bondad de
ajuste y seleccién de un modelo apropiado.

109



4.1 MODELOS DE DOSIS~RESPUESTA

Considere una variable de respuesta dicotémica con los
términos genéricos de "éxito" y "“fracaso" para sus categorias y
definase la variable aleatoria

2 = { 1 si el resultado es éxito
0 si es fracso

con Pr(z=l)=n y Pr(z=0)=1-n. Si se tienen n variables
aleatorias 2,,2;,...,2, independientes con Pr(Z;=1)=m, la funcién
(Bernoulli) de probabilidad conjunta gqueda dada por:

" n%) (1-m)*% = exp( Y oz o (my/ 1wy + Y (1-my)
=1 =t =t
(4.1-1)

la cual es miembro de la familia exponencial y su liga
natural es & (n;/(1-m,).

Considerando el caso en que los n4s son iguales, se define
n

la variable aleatoria Y = Z z, la cual tiene como se sabe una

=
distribucién binomial b(n,n)

Pr(Y=y) = [;‘]  (1-m)™Y  y=0,1,2... (4.1-2)

Finalmente, 8l se considera el caso de N variables
independientes Y¥;,Y,,...,Y¥y correspondientes al nGmero de éxitos
en N diferentes grupos o estratos, se sabe que la funcién de
distribucién conjunta pertenece a 1la familia exponencial (N
variables aleatorias independientes con distribucién binomial)
cuya funcién de logverosimilitud es
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N
(niy) = Z[y.zn(n,/u-n,) + Nytn(1-m,) + tn[g:]] (4.1-3)
ing

Con los modelos lineales generalizados se desea describir la
proporcién de éxitos P, = ¥, / N, en cada subgrupo en términos de
otras variables de explicacién gue caracterizan al subgrupo, lo
cual se realiza modelando las probabilidades m, como

gtm) = X, 8 (4.1-4)

donde g es una funcién de liga x: el vector de variables de
explicacién y g el vector de parimetros.

El modelo lineal m&s simple es
’
nm=X, 8 (4.1-5)

el cual es usado en algunas aplicaciones practicas con el
incoveniente de que x: B en ocaciones puede tomar valores fuera
del intervalo [0,1]. -7

Para asegurar que n esté restringido al intervalo (0,1] se
suele utilizar una funcién de distribucién acumulativa

t
n=g'x; 8) = [ £ ds

-

-
donde f£(s8) = 0 y J‘f(s) ds = 1, la funcién de densidad de
~o

probabilidad f£(s) se denomina funcién de tolerancia.
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4.1.1 FUNCION DE TOLERANCIA UNIFORME

Uno de los primeros modelos Semejantes a los del andlisis de
regresién empleando una variable de respuesta binomial es el que
utiliza la distribucién uniforme come funcién de tolerancia.

Para describir la probabjlidad de éxito w como una funcién

de dosis x se considera el modelo
g(m) = Bp + Ayx (4.1.1-1)
y la distribucién uniforme en el intervalo [cy,c,]
£(s) = (1/cx~¢) 81 ¢, s 8 s c; ¥ £(5)=0 en otro caso.
entonces

x
n = It(s) ds = (X~g;)/(C~c;) con ¢ s X 5 c; (4.1.1=-2)
c1

teniendose finalmente un modelo de la forma

n o= By + ByX (4.1.1-3)
donde
Bo = -¢; / (C2~¢y) Y By = 1 / (Ca~cy) (4.1.1-4)

Este modelo 1lineal es eguivalente a usar la funcién
identidad como funci6n de liga (g9) sujeta a las restricciones
sobre x, B8, Yy B, correspondientes a ¢, = x s cCp. Tales
condiciones extra implican que las técnicas estandar para estimar
Bo Y B, para modelos lineales generalizados no puedan ser
utilizadas directamente. Este modelo no es muy utilizado en 1la
préctica.
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4.1.2 MODELO PROBIT

Uno de los principales modelos empleados en la
experimentacién biolSgica es el que utiliza como distribucién de
tolerancia la distribucién Normal y se denomina Probit

2
£(s) = —— exp | 257 (4.1.2-1)
od2n 2| o

de donde resulta que

x
"= It‘(s) ds = o[-x;—"] (4.1.2-2)

# denota la funcién acumulativa de probabilidad para una
distribucién Normal estandar N(0,1} y de aqui que
() = B, + 8% (4.1.2-3)

donde Bop=~u/¢ Yy @,;=1/0, asi entonces la funcién de liga g es
la inversa de 1la funci6n acumulativa de probabilidad Normal

estandar ¢'.
4.1,3 MODELO LOGIT O LOGISTICO

Un modelo que presenta resultados muy similares al modelo
probit pero que computacionalmente resulta ser mids f&cil es el
modelo logit cuya distribucién de tolerancia es

£(s) = Biexp(Bo*R18) / [1+exp(Ba+8y8)1° (4.1.3-1)

de aqui que
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x
o= It’(s) ds = exp(Bo+A;x) / [i+vexp(Bp+8%x)] (4.1.3-2)

donde la funcién de liga queda dada por

n
ln[-{;] = BotR,X (4.1.3-3)

tn(n/(1~n1)) se denomina funcién logit y su interpretacién es
como el logaritmo natural de momios.

4,1.4 MODELO DE VALOR EXTREMO
5i se considera como funcién de tolerancia

£(8) = gexpl(BotR;8) ~ exp(By+8,8)] (4.1.4-1)
resulta gue

x
n o= It(a) ds = 1 - exp[~ exp(Bg+8;x)] (4.1.4-2)

~o

de aqui que

tp=tn(1-n)] = Bo+Byx (4.1.4~3)

asi entonces la funcidén de liga hi-a(l-w))} se dencomina
funcién log loy complementaria. Esta funcién puede resultar dtil
en al estudioc de modelos de sobrevivencia.
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4.2 REGRESION LOGISTICA

Los modelos de tipo 1logit describen los efectos de un
conjunto de variables de explicacién sobre una variable de
respuesta. Al igual que los modelos de regresién para variables
de respuesta cuantitativas, los modelos logit no describen 1la
asociacién o© patrones de interaccién entre las variables de
explicaci6én, motivo por el cual en situaciones multivariadas
resultan mis faciles de formular que los modelos loglineales.

El modelo logistico simple in(m/(1-m)) = Bo+Bx descrito en
la seccién 4.1.3 es un caso particular del modelo general de
regresién logistica

logit(m) = ta(my/(1-m)) = X,@ (4.2-1)

donde x: es el vector de mediciones asociadas a las
covariables Yy variables indicadoras correspondientes a los
niveles de factor y 8 es el vector de parametos.

Este modelo es ampliamente usado para anslisis multivariados
que involucran una respuesta binaria y proporcionan una poderosa
técnica andloga al andlisis de varianza o regresién maltiple
utilizados con respuesta continua,
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4.3 CORRESPONDENCIA ENTRE LOS MODELOS LOGIT Y LOGLINEAL

considere un modelo logit en el caso tridimensional en el
cual la tercer variable es dicotémica y se utiliza como variable
de respuesta. Sean ademis, {m,} las probabilidades de las
casillas de la tabla y {m,} los valores esperados para las
mismas.

El logit para la tercer variable en cada combinacién de las
dos primeras es

Wy o/ (1-myy2) ] = (W ;2/T, )
= 1ty ,) = a{m,) (4.3-1)

Asi entonces el modelo con efectos aditivos resulta

My /My] = W + Wiy + Waqy (4.3-2)

donde ): Wiy = Z wapy = 0 1 {w} pertenece a 1la
J 1

asociacién parcial entre la primera y 1la tercer variable y
{wz(p} a la asociacibn entre la segunda y la tercera, el modelo
(4.3-2) supone la ausencia de interaccién conjunta de los tres
factores.

Para observar la correspondencia entre los modelos logit y
loglineal considere el modelo loglineal con 1la ausencia del
efecto conjunto de las tres variables.

g pe=ptity )yt pt 3o tiiza p s laagn (4-3-3)

Considere entonces el logit para la tercer variable
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nimp/mp) = om; = homyy

=0t Mgy F Hapn + Ha@) o Hiaapn t ’-'l:mz) + HMaagsa)
=Rt My b oMzt Hagy F Mi2ap t Hizan ¢ Haon
= (Ha)~Hauy) + [Mzua=Haan) + [Haaga=Haagn )

= 2( Haa) * Mian2) ¢ Maaga] (4.3-4)

Puede notarse que (4.3-4) es de la forma (4.3-2) pudiendose
definir

W= 2 Uz, Wiy = 2 Higna) Y Wag = 2 Haga (4.3-5)
para conformar entonces el modelo logit.
INTERPRETACION DE LOS PARAMETROS

A partir de (4.3-4) los parametros de (4.3-2) satisfacen las
restricciones

Z Wiy = Z 2 My = 0 Y z W2 ™ Z 2 Hzyyzy = 0
1 1 1 1
de donde resulta que

Z Z Wmyaf/mygy] = 2IT Uagp = IT W
LIS )

Asi entonces,

1
v =TT Z Z amgz/my )]
'

puede ser interpretado como la media de los IJ logits,
también w;, puede considerarse como la desviacién de la media
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debido a la localizacién de la casilla en el renglén i y wyy
como la desviacién de la media debido a la localizaci6n de 1la
casilla en la columna j.

GRADOS DE LIBERTAD

considerando la tabla IXJx2 los grados de libertad para las
pruebas de bondad de ajuste pueden calcularse como el ntmero de
logits en la tabla menos el ntmeroc de par&metros linealmente

independientes.

gt = I = [1 + (I-1) + (J-1)] = (I-1)(J-1)
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4.4 ESTIMACION MAXIMO VEROSIMIL Y DEVIANZA

Para cualquiera de 1los modelos de dosis-respuesta y el
modelo logistico general, los estimadores de maxima verosimilitud
_de los par&metros g y en consecuencia de las probabilidades
ﬂ,-g(x:B) se obtienen mediante la maximizacisén de la funcién de

log-verosimilitud.

tmiy) = 3 vy tam + (N-yy) & (1mm) 4 zn[gj]] (4.4-1)
1
utilizando los métodos descritos en el capitulo 2.
La estimacién de maxima verosimilitud es posible aun cuando
Ny=1 y/o y,=0 lo que no necesariamente es cierto para el criterio

de minimes cuadrados.
La medida de bondad de ajuste del modelo utilizando la razén

de verosimilitud es el estadistico

2

G* = 2[l(Taiay) - &(Miy))

donde ﬁ;_, es el vector de estimadores de maxima

verosimilitud correspondientes al modelo maximal y n es el vector

de estimadores para el modelo de interés.
sin pérdida de generalidad para el modelo maximal se
consideran las w{s como pardmetros a ser estimados y se tiene

entonces que
8t/any = (y,/my) = (Ny=yy)/(1-~my)

para el i-é&simo elemento de ﬁn, la solucién de la ecuacién
8¢/orr, = 0O es y,/N,,la proporcion de é&xitos para el i-&simo
estrato.
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De donde resulta que

l(’_;nx;!) = ): [Y; (Y Ny) + (Ny=yy) & (1-yy/Ny) + ‘"[3:]]

y por lo tanto

2 - -
G = 22 Yiln (yys (N1t ) ) + (N =y ) e ( (Ny-yy) / (Ng-w11} )
1 .
(4.4~2)

puede notarse que G® tiene 1a forma
2 a
G" = 2 aln —

Z e

donde a denota las frecuencias observadas de las casillas y,
y (Ny=yy) mientras que e representa las correspondientes

frecuencias esperadas o valores ajustados N,i;, y (N,-N,;r.).
Si el modelo ajusta adecuadamente a los datos entonces

Ga-xﬁ., donde p es el nimero de pardmetros g a ser estimados.
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4.5 BONDAD DE AJUSTE

Algunas estrategias utilizadas para los modelos loglineales
resultan aplicables con variables de respuesta binarias, tales
come pruebas para la inclusi6én de términos en el modelo y
selecciones "stepwise" cuando se tienen suficientes variables de
explicacién.

El examen grafico de los residuos es atil para determinar la
adecuacia del modelo propuesto y las estrategias planteadas para
los modelos loglineales a este respecto resultan también vilidas.

Una definicién simple de residuo estandarizado es

T, = (py-my) / (Ri(l-my) /N3P (4.5-1)

donde p,=y,/N; es 1la proporcién observada y ;ri es la
proporcién estimada bajo el modelo propuesto. Los r,’s tienen
aproximadamente media cero y varianza uno y son la raiz cuadrada
de los sumandos del estadistico X°. La graficacién contra
covariables podria mostrar patrones sistematicos, pero no
obstante su distribucién puede no ser muy aproximada a la Normal.

Pierce & Schafer’ en 1986 probaron que la raiz cuadrada (con
signo) de los sumandos de la Devianza son residuos apropiados
para el propésito de diagnéstico.

Asi los estadisticos

A = 2{yen(y, () ) +HN-Y,) BNy / (8=Ny) | (4-5-2)

se distribuyen al menos asintéticamente Normal estandar si
el modelo es apropiado.

- Plerce,D.A.& Schafer,D.R, (1986) Residuals in generalised
linesr models. J. Amer. Statist. Assoc., 81, 977-986.
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ANEXO 1: HERRAMIENTAS DE CompuTO DISPONIBLES

En la actualidad se cuenta con una variedad de paquetes de
cémputo que permiten el ajuste de modelos con variables de tipo
categérico, donde pueden destacarse los siguientes:

GLIM

Paquete orientado a ajustar modelos lineales generalizados donde
en particular los medelos para variables categéricas son un
subconjunto de los modelos posibles.

SAS

Paquete estadistico de proposito general que ofrece para el
anslisis de variables categéricas las rutinas de CATMOD, FREQ y
LOGISTIC.

BMDP

otro paguete estadistico de proposito general gque ofrece los
programas BMDP-LR y BMDP-4R para regresién logistica y modelos
con datos categéricos respectivamente.

SPSS

Al igual que SAS y BMDP es un paquete de proposito general que
proporciona fundamentalmente la rutinas LOGLINEAR, HILOGLINEAR,
CROSSTABS y PROBIT para el manejo de modelos loglineales,
loglineales jerdrquicos, Tablas de contingencia y modelo Probit
respectivamente.
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CONCLUSIONES
Acerca del objetivo:

A lo largo del presente trabajo se han expuesto algunas
ideas acerca del planteamiento de modelos que permiten realizar
anilisis estadistico con varias variables de tipo categérico,
donde se hizo especial é&nfasis en los modelos loglineales
jerarquicos para tablas completas, en los modelos de dosis-
respuesta, en los modelos de regresién logisticos para una
respuesta binaria y en 1la teoria de los modelos 1lineales
generalizados orientada a modelos con variables categéricas.

De ninguna menera se ha pretendido ser exhaustivo en el
planteamiento de los temas, cabe insistir en que el trabajo
expuesto en los capitulos anteriores es en buena medida una
adaptacién de las ideas planteadas por diversos autores que han
abundado en la especificacién de técnicas para el anilisis
multivariado, pero donde se traté de realizar una unificacién en
la notacién y en la secuencia de exposicién y aglutinamiento de
los temas.

Conviene aclarar que el objetivo del presente trabajo, fue
el elaborar una fuente bibliogr&fica en lergua hisp&nica que
reuniera los elementos basicos para introducir al lector en el
estudio del anilisis multivariado con variables de tipo
categérico.

Dado el contexto teérico del presente trabajo, es mas
apropiado hablar acerca de los alcances Yy limitaciones en cuanto
al material reunido y el material que no fue contemplado en el
mismo.
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Acerca de los modelos loglineales:

En particular el planteamiento del modelo loglineal
bidimensional se realizé6 en base a los trabajos de Everitt,
Reynolds, Bishop, Fienberg y Holland. El1 tema de los modelos en
varias dimensiones se basé fundamentalmente en 1los textos de
Agresti, Goodman, Haberman, Reynolds, Upton, Bishop, Fienberg y
Holland. Algunas ideas de Little, Knoke y Burke, Healy ,Cox y
Hinkley son también incluidas aunque de mamera m&s puntual, asi
como las ideas de los textos en lengua hispénica.

Dentro del contexto de los modelos de tipo jerdrquico para
tablas completas el primer capitulo del trabajo puede
considerarse relativamente completo, dado gue contempla 1la
construccién e interpretacién del modelo como alternativas de
prueba de hipétesis estadisticas. Aunque conviene distinguir las
limitaciones del mismo, en cuanto a no abordar el problema de las
tablas incompletas y 1la falta de una mayor profundidad en la
prueba de unicidad para la construccién de modelos multivariados.

Acerca de los modelos lineales generalizados

Los temas relacionados con los modelos lineales
generalizados se basaron en los textos de Dobson, Searle, Silvey,
Nelder y Wedderburn.

Es aqui, donde el alcance del presente trabajo se ve
r ido a contemplar 1los elementos meramente basicos de una
teoria por dem&s compleja y extensa, que soporta un amplio
espectro de posibilidades al manejar planteamientos generales
para distribuciones pertenecientes a la familia exponencial, y
que plantea perspectivas de nuevos desarrollos equiparables a los
realizados hoy en dia para el andlisis de regresién y el an&lisis
de varianza.
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Acerca de la estimacidén de los parémetros

Para los aspectos relativos a los estadisticos suficientes y
la estimacién de los parémetros del modelo, se utilizaron los
textos de Birch, Silvey, Hogg y <Craig, Bishop, Fienberg y
Holland, Agresti y Dobson. Algunas ideas de Little, Knoke y
Burke, Healy ,Cox y Hinkley son también incluidas aunque de
mamera m&s puntual, asi como las ideas de los textos en lengua
hispénica.

La teoria de los modelos 1lineales generalizados con su
supuesto basico de emplear distribuciones pertenecientes a 1a
familia exponecial, sienta las bases tebricas para soportar la
distribucién de los estimadores de los parametros de los modelos
contemplados en el presente trabajo; sin embargo, se tratd de
abundar en las propiedades de los estimadores de los parametros
del modelo 1loglineal en particular en 1lo referente a los
estimadores de maxima verosimilitud para modelos de tipo
jerdrquico. Las principales limitaciones giran en torno a 1la
estimacién por minimos cuadrados.

Existen adem&s algunos criterios de estimaci6n tales como el
de minima x° modificada, informacién minima discriminante y el
bayesiano que quedaron también fuera del alcance del trabajo y
que muestran alternativas para futuros desarrollos.

Acerca de la seleccién del modelo
Para los aspectos relativos a las consideraciones para la
prueba de hips&tesis, la bondad de ajuste interna y la seleccién

de un modelo, la consulta tuvo base en los textos de Bishop,
Fienberg y Holland, Agresti, Dobson, Draper y Smith y Haberman.
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En relacién a estos tépicos, se traté de realizar una
recopilacién relativamente exhaustiva, limitada a la bibliografia
a mi alcance, que contenla recomendaciones para realizar 1la
selecciédn de un mejor modelo. Tal vez, la mayor limitaciédn a este
respecto, sea la falta de una aplicacién préctica donde se
ejemplificara la utilizacién de las técnicas referidas.

Acerca de los modelos con respuesta binaria

A éste respecto se abordaron los modelos de dosis-respuesta
y regresién logistica donde destacan 1los textos de Dobson,
Fienberg y Agresti.

El centro de este tépico son los modelos logit, debido a su
relacién con la estructura de los modelos loglineales, auque se
intenta recopilar algunos modelos de dosis-respuesta por ser los
primeros desarrollos importantes equivalentes al anilisis de
regresién, utilizando una respuesta binaria.

Este téplico se 1imité al estudio de modelos con respuesta
binaria, 1lo cual redujo enormemente el alcance del mismo,
conviene sefialar que Agresti resalta una gama muy amplia de
modelos pertenecientes a la clase de los lineales generalizados
para variables categbricas, donde se puede aprovechar 1la
informacién de las variables ordinales y que han guedado fuera
del alcance del presente trabajo.
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Acerca del alcance de las técnicas estudiadas

Cabe notar que el desarrollo de las técnicas multivariadas
en particular las orientadas a variables de tipo discreto han
evolucionado enormemente en los afios recientes; tal situacién
hace que el alcance del presente trabajo sea mads limitado. Sin
embargo, el planteamiento del modelo loglineal jerarquico, y los
modelos de regresién logistica apoyados con las técnicas de
estimacién y las estrategias para la seleccién de un modelo
permiten una plataforma basica para el entendimiento del concepto
de ‘"modelizacién" «como 1la forma mis actual de anilisis
estadistico multivariado.

También conviene destacar que el vasto desarrolle de
aplicaciones de cémputo que se tiene a disposicién hoy en dia y
que aunado al abaratamiento de los microcomputadores, permite a
los investigadores adentrarse m&s en la aplicacién del anédlisis
estadistico con varias variables.

Se puede concluir que la modelizacién como forma de anidlisis
estadistico multivariado es perfectamente factible con variables
de tipo categérico y que dados los desarrollos tebricos hechos
hasta la fecha y las facilidades de c6mputo existentes, las
investigaciones prédcticas en materia social basadas en encuestas
Yy las de otra indole como la biolégica cuentan ya <con una
herramienta mas apropiada dadas las caracteristicas de las
variables discretas.
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