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PREFACIO 

El presente trabajo trata acerca de algunas técnicas 
apropiadas para el an&lisis estad1stico con varias variables de 

tipo categ6rico, centrándose en particular en el planteamiento de 
modelos que resultan lineales en una escala logar1tmica. Los 

t6picos que se abordan se refieren al entendimiento de los 
modelos como una prueba de hip6tesis estadistica, a la estimaci6n 
de l.os parámetros de los mismos y la selecci6n de un modelo o 

hip6tesis apropiado a las caracterlsticas estructurales de un 

conjunto de datos determinado. 
Las ideas expuestas a continuaci6n no representan de ninguna 

manera una investigaci6n original, se pretende acaso a lo largo 
del presente documento reunir y adaptar algunos de los 
desarrollos de diversos autores que han ahondado en la 
especificaci6n de técnicas para el análisis multivariado 
discreto, obteniendo con ello para el presente trabajo una t6nica 
de carácter te6rico donde no se realiza investigaci6n aplicada a 
situaci6n alguna o fenómeno particular. 

E1 enfoque de la obra abarca fundamentalmente el 
entendimiento y ajuste de modelos loglineales de tipo jerárquico 
para tablas 
modelos de 

completas, aunque se introduce en una clase de 
mayor amplitud denominada Modelos Lineales 

Generalizados donde se plantea una mayor gama de posibilidades de 
modelos incluso los de carácter no jerárquico y dentro de la cual 
los modelos loglineales son apenas un subconjunto de alternativas 
posibles. Se realiza finalmente una somera incursión hacia 
algunos modelos que han sido utilizados para el análisis de datos 
categ6ricos donde destacan los modelos logit o logisticos por su 
relaci6n con los modelos loglineales. 
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INTROOUCCION 

Las t~cnicas estadt.sticas que se util.izan para el. análisis 

de datos de tipo categórico han evolucionado enormemente en los 
1lltimos treinta a~os, partiendo desde el establ.ecimiento de 

algunas medidas de asociaci6n entre dos variables hasta el 
planteamiento actual de modelos multivariados que implican 
hip6tesis más complejas acerca de las caracter!sticas 
estructurales de los datos, puede decirse que se cuenta hoy en 

d!a con herramientas equiparables a las desarrolladas para el 

análisis de regresión o el. análisis de varianza. 
El análisis multivariado discreto dirigido en particular a 

variables de tipo categórico implica, por una parte, el estudio 

de los efectos conjuntos que producen más de dos variab1es, as! 
como las interacciones de un subconjunto de ellas en presencia de 
las restantes variables y, en segunda instancia, implica el 
manejo de variables que son medidas o agrupadas en categorías y 
que usua1mente el registro de observaciones se realiza en las 
denominadas tablas cruzadas o tablas de contingencia. 

El presente material hace especia1 énfasis en una clase de 
modelos que permite realizar análisis multivariado con variables 
de tipo categ6rico denominada modelos loglineales; se detalla en 
la construcci6n de los mismos, su interpretación, as! como el 
cálculo de sus parámetros y en las medidas de bondad de ajuste a 
los datos. Adicionalmente, se introduce el enfoque de los modelos 
lineales generalizados en el caso categórico y finalmente se 
muestran algunas técnicas que permiten aprovechar la información 
cuando alguna de las variables involucradas es de respuesta, con 
particular referencia al planteamiento de modelos logit. 
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CONCEPTOS PRELIMINARES 

Uno de los primeros problemas a los que se enfrenta un 

investigador cuando decide utilizar el análisis estadlstico para 
el estudio de una situación determinada, es el elegir una técnica 
apropiada. Para tal efecto es importante considerar dos aspectos 
de las variables que habrán de utilizarse para el registro de las 
observaciones. 

Por una parte conviene distinguir el tipo de variables a 

tratar, en cuanto a si éstas son continuas o discretas y mejor 

aQn en lo referente a la escala de medición de las mismas sea 

esta nominal, ordinal, intervalar o de razón. En una segunda 

instancia, es importante distinguir la relación entre las 
variables en cuanto a plantear si se tienen variables de 
respuesta y de explicación en el estudio (variables dependientes 
e independientes). 

En el cuadro I.1 sin pretender ser exhaustivo se ubican las 
principales técnicas de análisis estad1stico y se hace especial 

énfasis en las técnicas para variables de tipo categórico. 

cuadro I.1: Técnicas estadísticas en el estudio de asociaciones 

VARIABLES 
RESPUESTA EXPLICACION 

Continua 
continua 
Continua 

Categórica 

Categ6r1ca 

Categóricas 

Continuas 
Categóricas 
Ambas 

Continuas 

Categóricas 

Ambas 

TECNICA RECOHENDADA 

Análisis de Regresión 
Análisis de Varianza 
Análisis de covarianza 
Regresión con variables indicadoras 
Análisis Discriminante 
Hodelos de Regresión Logística 
Hodelos Loglineales 
Hodelos Logit 
Hodelos Gráficos 
Regresión Logística 
Regresión Logística Generalizada 
En los casos de respuesta con más 
de dos categorías y variables de 
explicación continuas el problema 
suele redefinirse intercambiando 
los roles entre variables. 
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NATURALEZA DE LAS VARIABLES CATEGORICAS 

En la escala de medición nominal los individuos de una 

categor1a difieren de los de la otra en una escala que no revela 
en si misma una magnitud, es decir, no se cuenta con alqün orden 
para clasificar una categoría con respecto a la otra en el 
sentido de determinar que una es mayor que la otra, de aqui que 
se denomine a esta clase de variables como cualitativas, por 

ejemplo, marcas de detergentes o de automóviles. 
En la escala de medición ordinal en contraste con la nominal 

es posible establecer una magnitud de orden (mayor o menor) para 
cada nivel o categor1a de la variable. A su vez, la diferencia 

entre una variable de tipo ordinal lo' una intervalar radica en la 
claridad para establecer la magnitud de orden entre las 

categor!as, requiriéndose en el caso intervalar de conocer una 

distancia absoluta para medir la diferencia (ejemplo de variable 

ordinal: nin.os, adolescentes y adultos; ejemplo de intervalar: 

edad en anos cumplidos, 0,1,2, etc.). 

Las técnicas abordadas en el presente trabajo son apropiadas 

para el uso de variables nominales, ordinales, intervalares que 

cuenten con relativamente pocos valores y con variables de 

intervalo continuo agrupadas en un pequen.o nümero de categorías. 

FORMAS DE ANALISIS PARA TABLAS DE CONTINGENCIA 

En términos generales se cuenta con tres caminos para 

describir tablas de contingencia: 

1) Modelos que no requieren distinguir entre variables de 

respuesta y de explicaci6n. 

2) Modelos que requieren la distinción. 

3) Medidas de asociaci6n. 

La estrategia (3) describe algunos aspectos importantes de 

de relaciones aisladas entre las variables de la tabla, pero 

tales medidas no están basadas en un modelo para los datos, 



además de no describir completamente las relaciones de asociación 
mQltiple entre todas las variables o entre subconjuntos de ellas 
en presencia de las restantes. 

En la estrategia (1) los modelos loglineales constituyen una 
alternativa para un vasto planteamiento de hipótesis acerca de 
las características estructurales de los datos donde no se 
establecen relaciones de causa-efecto. 

En la estrategia (2) se cuenta con los modelos de dósis­
respuesta, los modelos logit y modelos logit acumulativos entre 
otras técnicas disponibles. 

Es importante resaltar que para una misma tabla de 
contingencia, los modelos loglineales presentan diferentes 
patrones de asociación que los modelos logit cuando el numero de 
categor!as en la variable de respuesta excede de dos. 

En el presente trabajo se hara énfasis principalmente en la 
estrategia (1) y se introducirá en modelos para la estrategia 
(2), quedando fuera del alcance del mismo las medidas de 
asociación debido a que no representan una alternativa de 
modelizaci6n de datos. 

PROCESO PARA EL ESTABLECIMIENTO DE MODELOS 

cuando se cuenta con un conjunto de datos y se dP.sea 
establecer un modelo adecuado para los mismos, se sugiere 
considerar los siguientes tres pasos generales: 

1) Especificación de las ecuaciones plausibles y 

distribuciones de probabilidad para describir las principales 
características de la variable de respuesta (planteamiento de un 
modelo). 

2) Estimaci6n de los parámetros del modelo. 
J) Realizar inferencia estadística mediante la prueba de 

hipótesis que consideren la adecuac!a del ajuste del modelo a los 
datos. 
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En el presente trabajo se considera el análisis de datos 

agrupados en tablas de contingencia, para lo cual, se realiza el 

planteamiento de modelos loglineales (capitulo I) y modelos loqit 

(capitulo IV) como formas de especif icaci6n del primer aspecto 

mencionado. 

El segundo y tercer aspectos son abordados desde el punto de 

vista de los modelos lineales generalizados, lo que permite su 

aplicación tanto a los modelos loglineales como a los modelos 

logit (cap1tulos rr y rrr). 
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BOSQUEJO HISTORICO 

El análisis de datos categ6ricos mediante el uso de tablas 
de contingencia se remonta a finales de la Oltima decada del 
siglo pasado cuando Quetelet estableci6 la primera medida de 

asociaci6n que se ha registrado. A principios de siglo, Pearson y 

Yule formularon los primeros adelantos, Yule en 1912 aport6 la 

medida de asociaci6n denominada razón de productos cruzados, 
mientras que Pearson construyó la popular prueba de independencia 

para dos variables basada en la distribución Ji-cuadrada. Fisher 
en 1922, sin proponer una prueba concreta, estableció la 
necesidad de considerar efectos denominados de interacciOn de 

segundo orden, es decir, planteó la necesidad de realizar 
análisis multivariado. 

Bartlett en 1935 a partir de las premisas de Fisher y de la 

medida propuesta por Yule defini6 el concepto de interacción de 

segundo orden en una tabla de 2x2x2 estableciendo con ello las 

bases del análisis multivariado; sin embargo, las limitaciones 

técnicas de la época dificultaron la realización de cálculos y 

con ello el desarrollo de técnicas multivariadas. 

Con la llegada de las computadoras, el análisis multivariado 

tom6 un nuevo aire y en las décadas de los 40 y 50 aparecieron 

dentro de la literatura estad1stica los modelos aditivos y los 

modelos resultantes de particiones de la Ji-cuadrada. Destacan 

los trabajos· de Berkson en 1944, de Neyman en 1949, de Cochran 

en 1954 y de Lancaster en 1951. No obstante, estos modelos han 

perdido relevancia y se han convertido en un vasto conjunto de 

medidas de asociación en desuso hoy en d!a. 

n-u.... • la blbl loor•rfa do (Blshop •t,al,,1975), 
(Fl•nb.,.o,19771 y Uorest.1, 1984 y 1990) 
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A mediados de la década de los 50 surqieron alqunos métodos 
de estimaci6n, máxima verosimilitud, m1nima Ji-cuadrada 

modificada e información m!nima discriminante, a partir de las 
primicias de Lancaster y Roy con su qrupo de alumnos de Carolina 
del Norte. 

Son de apreciarse entre otros de la época, los trabajos· de 
Goodman y Kruskal en 1954, de Roy y Mitra en 1956, de Cox en 1958 

y de Mantel y Haenzel en 1959. 

Los mejores avances para el análisis de tablas de 
contingencia multidimensionales se ubicaron en la década de los 
60 donde destacan los trabajos de Birch en 1963 y 1964, de 
Goodman en 1968, de Mostellar en 1968, de Grizzle, Starmer y Kock 
en 1969. En esta época aparecieron los principios para la 
obtención de estimadores de máxima verosimilitud y m!nima Ji­
cuadrada modificada, sentandose las bases para el desarrollo de 
los modelos loglineales. 

En la década de los 70 se plantearon avances en el estudio 
de modelos lineales generalizados y se mejoró en las técnicas de 
obtención de estimadores mediante ajuste iterativo proporcional y 

la aplicación del método derivado de Newton-Raphson, conviene 

seftalar aqu! los trabajos· de Goodman en 1970 y 1979, de Haberman 
en 1974 y 1979, de Nelder y Wedderburn en 1972, de Sishop, 
Fienberg y Holland en 1975 y de Upton en 1978. 

En la década de los eo y principios de los 90 se mejoran las 
técnicas para la determinación de la bondad de ajuste de los 
modelos, se elaboran paquetes computacionales muy completos para 
el manejo de datos categóricos basados en la potencialidad de los 
modelos lineales generalizados y se mejoran los modelos 
aprovechando la información para variables de tipo ordinal, aqu1 

resaltan los trabajos de Me cullagh en 1980, de Aqresti en 1984 y 
1990, de Goodman en 1986 y Oobson en 1990. 

n-ll••e l• blblloqr•f"I• .. IBl•hop el,al.,1975), 
IF'lenberq, 19771 y IAqresll, 1984 y 1990) 
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ORGAHIZACION DE LOS CAPITULOS 

El presente trabajo consta de cuatro capltulos, el primero 

de ellos, se refiere a los modelos loglineales y el cuarto a 

técnicas apropiadas cuando se requiere la distinci6n entre 
variables de respuesta y explicación. El segundo y tercer 
cap1tulos aunque hacen énfasis en los modelos loglineales ofrecen 
un marco teórico aplicable también a los modelos del cuarto 

capitulo. 

Capitulo I: Hodelos loglineales 

se de~ine el concepto de tablas de contingencia y se 
consideran los modelos muestrales aplicables para la recolección 

de datos; posteriormente, se describe la prueba de independencia 

de Pearson y se analiza la razón de productos cruzados para dar 

base a la construcción del modelo loglineal en dos dimensiones¡ 

se ofrece la interpretación de tales modelos y el cálculo de 

grados de libertad. Finalmente, se procede a la generalización a 

tres y más dimensiones mediante la definición del concepto de 

jerarqu1a, la interpretación de los parámetros en el modelo y el 

plegamiento (colapsamiento) de tablas de contingencia. 

capitulo II: Estimación de los par~metros 

se presentan algunos estad1sticos de prueba que permiten la 

construcci6n de estimadores, se ofrece una introducci6n a la 

teor!a de los modelos lineales generalizados, para sentar las 

bases en la obtención de estimadores de máxima verosimilitud y de 

m!nimos cuadrados. Se presentan además, algunos procedimientos 

empleados para el cálculo de los estimadores tales como el Ajuste 

Iterativo Proporcional y el derivado de Newton-Raphson. 
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Capitulo III: Selección de modelos 

Se analizan las distribuciones muestrales para estad1sticos 

de máxima verosimilitud en un modelo lineal generalizado, y se 

procede a la construcción de la devianza como el estad1stico a 

emplear en la determinación de la adecuac1a de un modelo. Se 

plantea el cálculo de grados de libertad y se aborda el tema de 

bondad de ajuste interna del modelo mediante el análisis de 

residuos, la asignación de la magnitud de una interacción y la 

detección de datos discrepantes. Finalmente se presentan algunas 

consideraciones para la prueba de hipótesis tales como cálculos 

iniciales, procedimientos por pasos "stepwise" y otros aspectos 

prácticos en la selección de un modelo. 

Capitulo IV: Hodelos logit 

Se consideran los modelos de dosis-respuesta como una clase 

de modelos lineales generalizados y se presentan en particular 

los modelos uniforme, probit, logit y valor extremo. 

Posteriormente, se analizan los modelos de regresi6n log1stica y 

la relación entre los modelos logit y loglineal. Flnalmente se 

considera la estimación de máxima verosimilitud, la devianza, as1 

como la bondad de ajuste de estos modelos. 

9 



CAPITULO 1: MODELOS LOGLINEALES 

Los modelos loglineales constituyen una estructura te6rica 

acerca de los valores observados de manera simultánea de dos o 
más variables de tipo categ6rico, donde los parámetros del modelo 

representan los efectos que tienen las variables o combinaciones 
de ellas sobre la determinaci6n de los valores tomados por las 

observaciones. La complejidad intrinseca en los datos es 
reflejada por el nümero de parámetros en el modelo loglineal que 
describe adecuadamente la estructura de la tabla de contingencia, 
as! entonces, cuando la estructura es simple habrá pocos 
parámetros en el modelo. Esta idea puede parecer un tanto obscura 
en este momento, no obstante, los conceptos implicadog serán 

detallados en las secciones subsecuentes~ 
En una tabla de contingencia bidimensional la idea de modelo 

loglineal no es del todo nueva, se encuentra impllci ta en la 
prueba de independencia de Pearson, as1 los modelos loglineales 
en varias dimensiones pueden ser considerados como una adecuada 
qeneralización de la prueba citada. 

En el presente trabajo para la representación de los modelos 
se utilizará la notación propuesta por Birch y una terminoloq!a 
análoqa a la utilizada en el Análisis de Varianza para definir 
conceptos tales como 11 interacción", término referido a la 
asociaci6n entre variables de una tabla de continqencia, 
"interacción de primer orden" asociación entre pares de 
variables, "interacción de sequndo orden" asociación entre 
tripletas de variables y as1 sucesivamente. 

En el presente capitulo se describirán las características 
más relevantes acerca de la estructura de los modelos, dejando el 
problema de la estimaci6n de parámetros y selecci6n de un mejor 
modelo para capitules posteriores. El capitulo inicia abordando 
el concepto de tabla de contingencia y la notación utilizada para 
describir una tabla bidimensional, la cual puede generalizarse 
facilmente a más dimensiones; sequidamente, se hace referencia a 
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los modelos muestrales que suelen utilizarse para la obtención de 
los datos de una tabla de contingencia. Posteriormente, se 
introduce el concepto de independencia en dos dimensiones y la 
prueba al respecto sugerida por Pearson, as! como la medida de 
Yule denominada razón de productos cruzados. 

Se continua con la construcción del modelo loqlineal 
bidimensional a partir del concepto de independencia y se ofrece 
una interpretación de dicho modelo. Finalmente se proporcionan 
las propiedades estructurales de los modelos de tres y más 
dimensiones. 

Conviene resaltar que unicamente se estudian las 
propiedades teóricas de los modelos de tipo jerárquico debido a 
que los modelos que no son de esta clase carecen de una 
interpretación adecuada; sin embargo, la teoría de los modelos 
lineales generalizados soporta perfectamente el manejo de modelos 
de tipo no jerárquico. 
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1.1 TABLAS DE CONTINGENCIA 

En el análisis de datos categóricos es posible clasificar a 
los elementos de una población o muestra en diferentes clases 
segQn las caracter1sticas que se deseen estudiar. Cada individuo 
es descrito por un conjunto determinado de atributos y al 
examinar los atributos para cada uno de ellos sus frecuencias son 
registradas en las casillas de una tabla de contingencia. 

Una tabla de contingencia es entonces un conjunto ordenado 
de casillas donde cada una de estas refleja el conteo de casos en 

que ocurre simultaneamente que los individuos cumplen con un 
determinado atributo para cada una de las variables involucradas 
en la tabla. un ejemplo de tabla de contingencia de 2x3 se dá en 
la tabla 1.1. 

Tabla 1.1: Huesera de 1nd1v1duos por sexo y edad 

0-12 13-17 18 c5 más 
anos afias anos 

llascul1no 327 278 417 

Femenino 335 270 423 

Se dice que la tabla de contingencia es de 2Xl debido a que 

en ella participan dos variables; una de ellas (sexo) con dos 
cateqor1as y la otra (edad) con tres. 

Para obtener una adecuada clasificaci6n es preciso que las 

variables posean la caracter1stica de tener cateqor1as 

exhaustivas y mutuamente excluyentes, es decir, para cada unidad 
de análisis de la muestra o población debe existir una Q.nica 

categoría de cada variable en donde pueda ser registrada. 
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1.1.1 NOMENCLATURA 

La forma general para una tabla de contingencia en dos 
dimensiones está dada en la tabla 1.2 

Tabla i.2: Forma general de una tabla b1d1mensional 

Variable 2 
l 2 ... J Total 

l Xn X12 x., x,. 
Var.ta-
ble 

2 X21 X22 x., x •• 
... 

l 
I Xu X12 Xu x,. 

Total x., "·• "·' x •• - N 

La tabla 1.2 se denomina también tabla de contingencia IxJ, 
donde la clasiticaci6n de los elementos de una muestra o 
población con N observaciones se realiza de acuerdo a dos 
variables, una de ellas con I categorías y la segunda con J. 

La frecuencia observada 1x1,1 es el ntlmero de individuos 

cuyos atributos corresponden a la i-ésima categor!a de la primer 

variable con la j-ésima categor!a de la segunda variable con 

i-1,2,, •• ,I y j=l,2, ••• ,J. 

El conteo total para una categoría de alguna variable se 

denomina marginal, as1 x 1• representa la marginal para la i-ésima 
categoría de la primer variable y x.1 lo es para la j-ésima 
categor1a de la segunda variable donde se cumple lo siguiente: 

J 

X1+.,. lxlJ 
J•l 

para i•1,2, ••• ,r para j•1,2, ••• J 
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N • x .... ¿ ¿x1J para i--1,2, ••• ,I y j•1,2, ••• ,J 

1•1 J1tl 

Bajo un muestreo multinomial se considera que cada individuo 
elegido al azar tiene una prob!lbilidad plJ de caer en la casilla 
(i,j), i•l,2, ••• ,I j•l,2, ••• J y debido a que las categorías de 
las variables son exhaustivas y mutuamente excluyentes resulta: 

donde: 

p,. - LP,J 
J•l 
r 

P+J • .l P1J 

i•1 

i•l,2, ••• . 'I 

j•1,2, ••• ,J 

Los correspondientes conteos esperados para cada casilla 
(mlJ) se determinan por mu • Np11 • Puede verse que mu - C(x1J) 

bajo el supuesto de que las frecuencias observadas (x1J) tienen 
una distribución multinomial con parámetros p 1 J , i•1,2, ••• ,r , 
j•l,2, ••• ,J (ver (Mood & Graybill,1963), cap. 3 ). 
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1,1,2 TABLAS DE CONTINGENCIA COMPLETAS 

Se dice que una tabla de contingencia es comp1eta si hay una 
probabilidad diferente de cero de que un conteo ocurra en toda 
casilla del arreglo. 

Existen dos posibilidades de que en una tabla se presente la 

ausencia de conteos, una denominada cero estructural, es decir, 

que debido a razones lógicas de diseño una casilla dada deba 

permanecer siempre vacia, ej. hombres con problemas de aborto. 

Otra llamada ceros aleatorios, los cuales son debidos 
exclusivamente a causa del azar (baja probabilidad de ocurrencia 
y/o tamano de muestra muy reducido) , por ejemplo personas mayores 

de 100 anos en una localidad pequeña. 

Se considera una tabla de contingencia incompleta si 
presenta casillas con ceros estructurales. 

En una tabla completa con ceros aleatorios, en general, 

pueden obtenerse los conteos esperados para las casillas. 

En el presente trabajo se consideran unicamente tablas 

completas, dado que los modelos requeridos cuando se presentan 

ceros estructurales en la tabla (tablas incompletas) implican un 

mayor grado de complejidad te6rica. Los lectores interesados en 

el manejo adecuado de este tipo de tablas pueden remitanse a 
(Bishop et.al.,1975] cap 5. 
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1.2 ESQUEMAS HUESTRALES 

Para la recolección aleatoria de una muestra cuyo registro 

se realizará en una tabla de contingencia, se cuenta con tres 

modelos fundamentales, Poisson, Multinomial y Producto­
multinomial. 

1) Poisson 

Se considera un proceso Poisson para cada una de las 
casillas de la tabla durante un periodo fijo de tiempo, sin tener 

un conocimiento previo acerca del nümero total de observaciones 
que se obtendrán. Cada proceso conducirá a una frecuencia en la 
correspondiente casilla. 

2) Multinomial 

se considera una muestra fija de tamano N y cada elemento es 

clasificado entonces de acuerdo a los valores de las variables. 

3) Producto-multinomial 

se determinan previamente los valores de las marginales para 

alguna(s) de 1as variables de la tabla, es decir, se consideran 

muestras de tamano fijo para cada una de las categorías de las 

variables elegidas y se clasifican los elementos de acuerdo a los 

valores observados en las categorías del resto de las variables. 

Desde el punto de vista de tener o no variables de respuesta 

además de variables de explicaci6n, se tienen dos situaciones en 

general en que se recomienda el uso de alguno de los esquemas 

sena lados: 

1) Las variables son todas de respuesta. 

En este caso se recomienda utilizar el modelo Poisson o 

Multinomial dependiendo de las características del estudio. 
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2) Se cuenta con al menos una variable de explicaci6n. 
En esta situaci6n se recomienda el uso del modelo producto 

multinomial donde las marginales fijas corresponden a las 
categor1as de las variables de explicación. 

En cap.ttulos Posteriores se mostrará que los tres esquemas 
muestra les conducen a los mismos estimadores de máxima 
verosimilitud para los conteos esperados de las casillas. 

1.3 PRUEBA DE INDEPENDENCIA DE PEARSON 

En una tabla de contingencia de rxJ un aspecto importante es 
determinar si las variables son o no independientes. Suponga que 
en la población de donde fué extra!da la muestra, la probabilidad 
de que una observación pertenezca al cruce de la i-ésima 
categor1a de la primer variable con la j-ésima do la segunda 
variable es PiJ , p 1• representa la probabilidad marginal en la 
población de que la observación pertenezca a la i-ésima categoría 
de la primer variable y similarmente P•J representa la 
probabilidad marginal de pertenencia a la j-ésima categoría de la 
segunda variable. Entonces si las variables son independientes 
(estocásticamente) por la ley de probabilidad debe ocurrir que: 

Pu • PhP•J (1.3-1) 

En términos de las frecuencias esperadas de las casillas, la 
independencia puede expresarse como: 

(1.3-2) 

Si se Considera una distribución multinomial para las 
casillas de la tabla, los parámetros p 1• y P.J pueden estimarse 
por m&xima verosimilitud, puede probarse además, que se obtienen 
los mejores estimadores bajo ese criterio (ver (Hogg & 

craig,1968]). Las expresiones para tales estimadores son 
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y (1.3-3) 

Mediante estas expresiones puede estimarse entonces la 
frecuencia esperada para cada una de las casillas. A partir de 
(1.3-2) se deduce que: 

(1.3-4) 

cuando las variables son independientes las frecuencias 
estimadas y las observadas no deben diferir siqnif icativamente. 

La prueba de independencia de Pearson esta basada en este 

hecho y considera la distribución ~ para la construcci6n del 
estadístico de prueba. La prueba de hipótesis de independencia es 
entonces: 

ffo: p,, ID p,. P+J 

v.s. 
para todo i,j i-1,2, ••• ,r y j=1,2, ••• J 

(1.3-5) 

H1 : Otra alternativa. 

El estad1stico de prueba que sugiere Pearson es: 

A = l l (XIJ - ,;,,," f mlJ (1. 3-6) 

1•1 J•1 

Si el estad!stico A calculado con los valores observadcis, 

resulta menor que el valor de la distribuci6n te6rica de una xz 
con (I-1) (J-1) grados de libertad y un nivel de significancia a 

para la prueba, se dice entonces que no se cuenta con evidencia 
suficiente para descartar el supuesto de la hipótesis nula, es 

decir, de la hip6tesis de independencia entre las variables. 
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1,4 RAZON DE PRODUCTOS CRUZADOS 

Una medida acerca de 1a independencia de dos variables en 

una tabla de contingencia de 2x2 es la denominada razón de 

productos cruzados o razón de momios (odds ratio). 

a: - Pu P22 / P12 P21 (1.4-1) 

Esta medida posee las siguientes propiedades: 

1) Es invariante ante el intercambio del orden de las 

variables en la tabla (cambio de renglones por columnas). 

2) Es invariante ante la multiplicaci6n de constantes en 

renglones y/o columnas. Suponga que se multiplican las 

probabilidades en el renglón 1 por r 1 > o , en el rengl6n 2 por 

r 2 > o , en la columna l por c 1 > o y en la columna 2 por c 2 > o, 
la nueva raz6n de productos cruzados a' seria: 

ª' - (r1C1P11) (rzCzP22) / (r1C2P12> (rzC1P2i> 

a' • P11P22/P12P21 ... a 

3) La raz6n de productos cruzados puede interpretarse como 

el cociente de "momios" 

Donde p 11/p12 es el momio de pertenecer a la primer colwnna 

dado que se esta en el primer renglón y p 2t/p22 es el momio 

correspondiente al segundo renglón. 

4) a puede ser utilizado en tablas de rxJ y 
multidimensionales) particionando la tabla en subtablas de 2x2. 
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5) Si a - 1 en una tabla de 2x2 o todas las posibles a•l en 
una tabla multidimensional, las variables de la tabla son 
independientes. 

6) El estimador de máxima verosimilitud a está dado por: 

7) lt.n.(a) 1 puede tomarse como una medida de alejamiento de 

la independencia donde si las variables son independientes 
tn(a) • o y es invariante ante el intercambio de renglones y/o 
columnas. 

En efecto, si a' es la raz6n de productos cruzados para una 
tabla, al realizar el intercambio de renglones (columnas) resulta 
que a' • 1/a pero 

ltn(a') 1 - ltn(1/a) j • j-tn(a) j = jtn(a) j 

8) bi(~) tiene distribución asintótica Normal con media 

bi(a) y var[bi(~)] • (1/xu) + (1/X12) + (1/X21 ) + (1/x22) 
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1.5 MODELO BIDIMENSIONAL 

En la secci6n 1.3 se trat6 acerca de la prueba propuesta por 

Péarson, ahora se presenta una forma alternativa denominada 
modelo loglineal para la prueba de hip6tesis de independencia. 
Primeramente se construye un modelo loglineal 
hip6tesis de independencia cstoc~stica (modelo 

en base a la 
loglineal con 

ausencia del término de interacci6n de primer orden) y 

posteriormente se ofrece una interpretación de los posibles 
modelos en dos dimensiones. 

si se considera una tabla de contingencia bidimensional la 

hip6tesis de independencia implica que para cada casilla de la 

tabla la expresión para la probabilidad de que un individuo 

pertenezca a la misma, queda dada por la siguiente expresión: 

P1J .,. Pt+ P+J (1.5-1) 

Esta relación especifica una estructura particular para los 

datos e indica que en la poblaci6n la probabilidad de que una 
observaci6n sea registrada en la casilla ij-ésima es simplemente 

el producto de las probabilidades marginales. Tomando logaritmo 

natural en (1.5-1) resulta 

tn. P1J • tn. P1+ + tn. P+J (1.5-2) 

Si se considera que m1J ... N Pu , m1• .,. N Pi+ y m+J • N P+J 

resulta que 

(1.5-3) 

sumando sobre i en (1.5-3) resulta 

(1.5-4) 

1•1 1•1 
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sumando sobre j en (1.5-3) se tiene 

J 

r t.n mlJ - J l.n. m,. + L t.n m.J - J IA N (1.5-5) 

J•1 J•1 

sumando sobre i y j la misma expresión resulta 

1 .J 1 .J 

L ¿en. m11 • J ¿m m1• + I ¿m m.J - IJ lJl N c1.s-6) 
l•I 

En base a c.Slculos algebraicos simples se puede probar que 
la ecuaciOn (l.5-3) puede reescribirse de la siguiente forma 

donde 

(1/IJ) ¿ ¿ m m11 
1 J 

""" • (1/J) l ln m., - (1/IJ) l l bl m11 
1 J 

llz(J) • (1/I) }: tn m11 - (1/IJ) l l tn m11 
1 J 

(1.5-7) 

(1.S-8) 

(1.5-9) 

(1,5-10) 

con objeto de racilitar la notaci6n se define llJ 

y l.. • l l ln m,, donde resulta que las ecuaciones (l.S-7) a 

l J 
(l.5-10) pueden reescribirse de la siguiente forma: 
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tlJ • IJ • IJuu + JJ2cJ> 

donde 

µ • (1/IJ) t,, 
JJuu ( 1/ J) t1, - ( 1/ IJ) t,. 
1J2cn • (1/I) t,J - (1/IJ) t,. 

(1.5-l.1) 

(1.5-12) 

(1.5-13) 

(1.5-14) 

la ecuaci6n (1.5-11) representa un modelo loglineal bajo el 
supuesto de independencia de las variables. Utilizando la 
terminolog1a análoga al Análisis de Varianza acerca de los 
parámetros, se denomina a JJ "media general", a 1Ju 11 "efecto 
principal de la variable 1 11 y a µ 2 ,JJ "efecto principal de la 
variable 2". 

Examinando las ecuaciones (1.5-13) y (1.5-14) puede 
deducirse fácilmente que 

l 1Ju11 • O (1.5-15) 

(1.5-16) 

En la obtenci6n del modelo especificado en (1.5-11) se han 
involucrado las frecuencias te6ricas m11 • En la práctica es 
necesario primeramente estimarlas y seguidamente probar la bondad 
de ajuste del modelo lo cual puede verse en los capitules II y 
:III. 

Un modelo de interés que resulta de extender el modelo 
loglineal ( 1. 5-11) para el caso en el que las variables no son 
independientes es el siguiente: 

(1.5-17) 
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donde 1J, lll(U y IJau> están dadas por las mismas 
expresiones (1.5-12) a (1.5-14) y por consiguiente se obtiene 

llJ - ( µ + P.1111 + "'•IJ> ) µ12(1J) 

µ12UJI llJ - (t,. , J) - (t., / r) + (l •• / :IJ) (1.5-18) 

µ 1auJI representa el efecto de interacci6n entre los 

niveles i y j de las variables l y 2 respectivamente, es también 
conocido como et'ecto de interacción de primer orden o efecto 

conjunto de doa factores. 
De (1.5-18) se deduce facilmente que 

¿ IJ.12UJJ 

J 

o 

l Jl12UJJ o:::s 0 

(1.5-19) 

(l.5.20) 

En términos de los para metros de interacción, la hip6tesis 

de independencia especifica que µ.12 uJJ O para todos los 

valores de i y de j. Probar la hipótesis de independencia es por 

tanto equivalente a probar que todos los términos de interacción 

en (1.5-17) son cero, o en otras palabras, que el modelo por 

(1.5-11) proporciona un ajuste adecuado a los datos. 
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1.5.1 GRADOS DE LIBERTAD 

El nQmero de parámetros independientes en un modelo es 
conocido bajo el nombre de grados de libertad, las restricciones 

(1.5-15), (1.5-16), (1.5-19) y (1.5-20) implican una reducción en 
el no.mero de parámetros para cada término µ en el modelo 
loglineal. As1 por ejemplo, hay I valores diferentes de µun, 

uno para cada categor1a de la primer variable, pero la 
restricci6n (1.5-15) reduce el nümero de parámetros 
independientes a I-1, similarmente la restricci6n (1.5-16) reduce 
a J-1 los parámetros independientes asociados con µ 2 ,,, y las 

restantes resticciones conducen a que el arreglo {µ: 12 oJ>} con un 

total de rxJ parámetros tenga solo (I-1) (J-1) independientes. 

Tabla 1.5.1-l: Grados de libertad en el modelo bidimensional 
µ-término 

µ. 

IJ.1 

IJ.2 

µ.,. 

Total 

Grados de libertad 

l 

(I-1) 

(J-1) 

(I-1) (J-1) 

IJ 

Puede notarse que el n11mero total de parámetros 
independientes es igual al n6mero de casillas en la tabla. 

1.5.2 MODELO SATURADO 

Un modelo loglineal en cualquier dimensi6n se le denomina 
modelo saturado cuando el nQmero de parámetros independientes 
presentes en el modelo es igual al no.mero de casillas en la 
tabla. Es claro que el modelo (1.5-17) es el modelo saturado para 
una tabla bidimensional. 

Si se considera una tabla de contingencia bidimensional, en 
general, son dos los modelos de interés: 
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1) Modelo saturado: implica la existencia de una relaci6n 

entre las variables de la tabla. 

2) Modelo de independencia de variables (modelo con µ 12 - O) 

1.5,3 MODELO DESCRXTO POR PROBABXLXDADES 

El modelo descrito por los conteos esperados difiere en un 

solo término do un modelo descrito por probabilidades. En efecto, 

se tiene que mlJ ... N PtJ y de aqut se deduce que 

ln. PlJ - tn. mlJ - tn. N 

(µ - tn. N) + (ll1u1 + µztJJ + ll12un> 

- µ' + µ1t11 + µ2lJJ + µ12UJl (1.5.3-1) 

La media general es el 0.nico término afectado pero las 

ecuaciones (1.5-12) a (1.5-14) y (1.5-18) para determinar los 

valores de µllll, i.tz<J> y µ 120,, no se alteran. 
Por facilidad a lo largo del presente trabajo se utilizarán 

los conteos esperados para definir los modelos. 
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1,5,4 RELACION CON LA RAZON DE PRODUCTOS CRUZADOS 

Los términos µ en el modelo loglineal pueden ser expresados 
en funci6n de la raz6n de productos cruzados, tal relaci6n 
permite mostrar la consistencia en la definici6n del modelo 
loglineal sobre todo cuando se realiza la generalizaci6n a 
dimensiones mayores. Considerando el modelo para una tabla de 2x2 
los términos µ son expresados de la siguiente forma: 

De (1.5-13) resu1ta 

1 1 
J.11 Ctl - i l1+ -

4 
t., 

1 
2 (t,, + t,.i 4 (tu + t,. + lz1 + lzzl 
1 
4 (t,, + tu - lz1 - t.,) 

1 
• ¡ ln. ( m11m1a I m21m22) 

De (1.5-14) se tiene 

1 1 
Jl.au1 • i l+1 - ¡ t., 

1 
- 2 (t,, + lz1) 

1 

1 
(tu + t 12 + t,1 + t,.) 

4 (t,, + t,, - t,, - lz.l 
1 • ¡ t.n. ( mum21 I m12mz2) 

De (1.5-18) resu1ta 

1 1 1 
llnnu • tu. - i t,1 - 2 ti. + ¡ t,, 

1 
• t,, - 2 (t,, + lsa + t,, + lz1) 

1 
+ ¡ (t,, + t,, + t,, + lz2l 
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1 

4 Ct.1 + l,, - tsz - la1l 
1 

- ¡ tn. C m11m22 / m12m21) (1.5.4-3) 

En tablas de mayor tamano pueden expresarse los términos µ 
en funci6n de razones de productos cruzados, as1 por ejemplo en 
una tabla 2xJ se obtienen las siguientes expresiones: 

De (1.5-13) se tiene 

- ;: '\" tlJ - 2:_ '\" (t,J + lail 
J t. 2J t. 

J J 

- 2:.. '\" <t.i + Lail 2J t. 
J 

y si se vuelve a la escala original se tiene 

1 

exp (ll1111 l • [ ~ (m1J I mzil ] 

2

J 

De (1.5-14) se tiene 

- i (tu + la1l - 2~ l <t.i + Lzil 
J 

1 
2J l (tu + Lz1 - t.J - lzJ l 

J•Z 
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al volver a la escala original se tiene 

exp (µ2Cll) - [ n 
J•2 

De (1.5-18) se tiene 

i (tu - la1> + 2
1
J Í Clai + t,i) 

J 

1 

2
J Í (tu - la1 + la1 - t,, ) 

J•2 

si se vuelve a la escala original se tiene 
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1.s.s PLEGAMIENTO DE TABLAS 

cuando en una tabla de contingencia bidimensional las 
variables son independientes y al menos una de ellas tiene más de 

dos categor1as, puede realizarse un plegamiento ( colapsamiento) 

de las casillas de la tabla sin que las propiedades estructurales 

se pierdan. A continuaci6n se presenta una justificaci6n más 

formal de este planteamiento. 

Lema 1.5.5-1 

En una tabla de contingencia bidimensional IxJ sean r y s 

dos categor!as cualesquiera de una variable (sin pérdida de 
generalidad suponga que es la primera) 

Si mr1/rn.1 ... mrz/m.2 = • • • - mrJ/m.J 

Ene onces mr+/m •• - mr J/m•J para J-1. 2~ ••• J. 

La demostraci6n del lema se realiza mediante el principio de 
inducci6n matemática. 

Independencia y Proporcionalidad 

En una tabla de contingencia de 2x2 puede notarse que para 

(1.5.4-3) el término µ 12u, 1 """ o si y sólo si m11nn21 • m12/m22 , 

haciendo desarrollos semejantes para los restantes términos µ 12 
puede notarse la misma doble implicaci6n, de donde se deduce que 

la independencia de las variables implica la igualdad de 

proporciones m1J/m2 , j•1, 2 y recíprocamente. 

As1 mismo en una tabla de 2XJ a partir de la expresión 

(1.5.4-9) con desarrollos análogos para todos términos µ 12 se 

desprende que el modelo de independencia se ajusta a los datos si 

Y sólo si m 11 /m21 • m12/m22 • ••• • mu/m2.J• 
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Independenc1a en una eabla IxJ 

En una tabla de contingencia bidimensional la independencia 
entre renglones y columnas puede expresarse de dos formas 
equivalentes: 

mu • mi+ m+J ' N 
t 1J • µ + l.luu + l.l2oi 

(1.5.5-1) 

(1.5.5-2) 

A partir de (1.5.5-2) para dos renglones cualesquiera en la 
misma columna resulta que 

t,.J - f.J • l.l11rJ - l.l1CJJ 

retornando a la escala original se tiene 

m,. J I m,,¡ • exp ( IJ11rJ - µl(•J ) 

(y 4. 
1 1 

+:C1Jl .. J • exp - iJ t •• - J t.. 

• exp [= I j J 
( 4i - t.i ) ] 

~TI ( m,.¡ I 111,,¡ >'" 
• 111r. I m.. (1.5.5-3) 

Debido al lema 1.5.5-1. 
Del modelo de independencia se deducen las siguientes 

conclusiones: 
1) No se pierde la independencia si se pliegan algunas 

categorías para cualquiera de las variables. 
2) Los par A metros µ 1 pueden determinarse a partir de las 

marginales {m1.} y los parámetros µ 2 a partir de {m+J}• 



Ejemplo: 
Considere las siguientes tablas 

Tabla 1 
5 ¡20 

iOj4o 

Tabla 2 
5 4 16 

10 8 32 

Tabla 3 
5 13 7 

10 20 20 

En la tabla 2 las proporciones m1J / m2J son constantes para 
todo j de aqu1 que el modelo de independencia ajuste a la tabla, 

si se pliegan las dos Qltimas columnas se obtiene la tabla 1, se 
conservan constantes las proporciones y por tanto la 
independencia. Puede notarse por otra parte que la tabla 3 no 

conserva constantes las proporciones y por tanto no ajusta el 
modelo de independencia, plegando sus dos ültimas categor!as se 

obtiene la tabla 1 la cual como se sabe si se ajusta al modelo de 

independencia. 
Como consecuencia final se tiene que la independencia en una 

tabla expandida implica la independencia en una tabla condensada, 
mientras el reciproco no siempre es cierto. 
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1.6 MODELO EN TRES DIMENSIONES 

Al aumentar el no.mero de variables se requiere utilizar 

tablas de contingencia multidimensionales y como consecuencia de 

las relaciones entre los datos, una mayor variedad de resultados 

se obtiene; tales relaciones se ven reflejadas en los parámetros 

de los modelos loglineales multivariados. 

En esta sección se analizan los siguientes tópicos: 

1) Construcción del modelo loglineal asociado a una tabla de 

contingencia tridimensional. 
2) Interpretación de los parámetros del modelo saturado. 

3) Interpretación de modelos no saturados como descripci6n 

de hip6tesis. 

4) Determinación de las condiciones para el plegamiento de 

tablas. 

Notac16n 

considerando una tabla de contingencia de tres entradas, la 

notaci6n utilizada en las secciones anteriores puede ser 

qeneralizada. As1, una celda (i,j,k) presenta una frecuencia 

observada XtJk , una probabilidad PtJk de que la observaci6n sea 

registrada en esa celda y un conteo esperado m111c donde 

i-1,2, ••• ,r; j=1,2, ••• ,J y k-1,2, ••• ,K. 
El subíndice 11 +11 , al. igual que en secciones anteriores, 

indica la suma a través de todas las casil.las con una posici6n 

comün en el subíndice, por ejemplo m•Jk = lm•Jk y N=m+++ es 
l•I 

ahora el namero total de observaciones en la tabla. 

Con objeto de facilitar el entendimiento en la construcci6n 

del modelo tridimensional se utilizará primeramente una tabla 

2x2x2 para posteriormente generalizar hacia la tabla general 

IxJxK. 
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1.6.1 CONSTRUCCION DEL MODELO TRIDIMENSIONAL 

Hodelo 2r2x2 

El modelo tridimensional mas simple es el asociado a una 
tabla de contingencia de 2x2x2 cuya forma general se presenta a 

continuaci6n: 

Tabla 1.6.1-1: Forma general de una tabla 2x2x2 

Primera categoría 

de la variable J 

Variable z 
1 ;;) 

Variable 1: l m111 m121 Variable 1: 

2 m211 m221 

Segunda categoría 

de la variable 3 

Variable z 

m112 m122 

2 m212 m222 

2 

El modelo loglineal asociado a la tabla puede generarse a 

partir de los modelos loglineales particulares asociados a cada 

una de las subtablas identificadas en la tabla 1.6.1-1, as1 

entonces los dos modelos quedan como sigue: 

con kQl,2 y con sus respectivas restricciones lineales 

Í u!~!, •}: ~~~, •}: u:~~IJJ • l u!~~IJ) • O (1.6 .. 1-2) 

J 1 J 

La combinaci6n de los modelos descritos en (l.6.1-1) 
conducen a la obtenci6n del modelo saturado, as1 entonces los 

parámetros quedan dados de la siguiente forma: 
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Hedla general 

IJ, - ir U01J 

• 
Efecto prlnclpal de la prlmer variable 

1 't' (kl 
1-luu • K L "uo 

• 
Efecto prlnclpal de la segunda varlable 

1 \" llr.J 
ll2tJ> • j( ¿ "2u> 

• 
Interacclón entre las variables l y 2 

l \" Od 
ll12UJ) - K L ""12UJ) 

• 

(1.6.1-3) 

(1.6.1-5) 

(1.6.1-6) 

Las desviaciones de estos parámetros dependen de la tercer 
variable y se detinen como sigue: 

Efecto prlnclpal de la varlable 3 

llJCkJ .,. uCkl - µ. (1.6.1-7) 

Interacclones de prlmer orden con la varlable 3 
(k) 

IJ1JUkl • ""uo - 1J1 u> 
(k) 

IJ2:JCJkJ ª ""2cJ) - IJ2(JJ 

(1.6.1-8) 

(l. 6.1-9) 

Interacclón de segundo orden o erecto de tres factores 
(kl 

IJ123UJkl "'" U12CIJJ - µ.12CIJI (1.6.1-10) 

Finalmente, el modelo loglineal saturado para la tabla 2x2x2 
queda determinado por 
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ltJk • µ + IJuu + IJ2CJ> + IJ3<k> + ll12uJ> + ll13Uk> + 
+ IJ23(Jlc) + IJ12lUJk) (1.6.1-11) 

Debido a las restricciones (1.6.1-2) se deduce qua 

r ,..l(l) - r ,...2,J) - r "'llk) • r "1211JJ - r "12(1J) - º 
J J 

l ll13UkJ • l µ13Ukl • r 1Ja3(JlcJ • r µ23(Jlc) • 0 

J 

l ll123CtJlcJ - l J.112JC1Jlc) - l J.l12llljlc) - o 

J • 

llodelo IxJx'JC 

(1.6.l.-l.2) 

Para una tabla general en tres dimensiones un procedimiento 
similar al realizado para obtener el modelo (1.6.1-11) se puede 
utilizar con la diferencia de obtener el promedio de las K tablas 
de rxJ. si se considera que i-1,2, ••• ,r j•1,2, ••• ,J y 
kQl,2, ••• ,K las expresiones (1.6.1-1) a la (1.6.1-12) no se 

alteran y el modelo saturado (1.6.1-11) es completamente 
aplicable. 

Tabla 1.6.1-2: Grados de libertad en modelo tr1d1mens1onal 
ti!!rm.ino µ Grados de libertad 

µ l 

µ, (I-1) 

µ2 (J-1) 

µ, (K-1) 

µ .. (I-1) (J-1) 

µ,, (I-1) (K-1) 

µ23 (J-1) (K-1) 

µ123 (I-1) (J-1) (K-1) 

Total IJK 
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Los grados de libertad asociados con cada parámetro del 
modelo saturado se muestran en la tabla l.6.1-2. 

Puede notarse que el n~mero de parámetros independientes en 
el modelo saturado es igual al namero de casillas en la tabla. 

1.6.2 RELACION CON LA RAZON DE PRODUCTOS CRUZADOS 

En la secci6n anterior se realiz6 la construcci6n del modelo 
loglineal mediante la partición de la tabla a través de las 
categor1as de la tercera variable, tal acción podr1a indicar una 
aparente diferencia en la definici6n de los parámetros en caso de 
ser utilizada una partición diferente de la tabla. Por ejemplo, 
podr1an generarse las definiciones de los parámetros para la 
primera o segunda variables como desviaciones del promedio de los 
parAmetros de las restantes variables. Una forma de mostrar la 
unicidad de los resultados independientemente de la partici6n 
elegida, consiste en expresar los parámetros del modelo en 
función de las razones de productos cruzados. 

En la secci6n 1.5.4 se mostró que todo término en el modelo 
bidimensional puede ser expresado en función de razones de 
productos cruzados, ahora mediante un rearreglo de las casillas 
de la tabla tridimensional también pueden obtenerse expresiones 
de este tipo para los parámetros del modelo. En [Bishop,Fienberg 
& Holland,1975], pag. 33-35 pueden encontrarse expresiones para 
los parámetros del modelo asociado a una tabla de 2x2x2 y puede 
demostrarse que independientemente de la partición seleccionada 
para la tabla de 2x2x2 se obtienen los siguientes expresiones 
0.nicas: 

1 (t) 12> 
i.tuus> = a tn. ( a a ) (1.6.2-1) 

µ123CU1J - ¡. ln ( a 11 > I a'21 (1.6.2-2) 
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Puede notarse que µ 12011 - O implica que µ 123 uJkJ ª O dado 

que si a<t> ac 21 - 1 entonces también a 01 ,, a'ª' • 1. Este hecho 
muestra las bases para definir el principio jerárquico analiz~do 
en la siguiente secci6n. 

1.6.3 INTERPRETACION DE PARAHETROS Y EL PRINCIPIO JERARQUICO 

La interpretaci6n de los parámetros en el modelo (1.6.1-11) 
está en funci6n de los factores que intervienen en cada uno de 
ellos. As1 entonces, 

representa la media general del modelo. 
Promedio de las medias generales de las 
subtablas de la partici6n. 

Efectos principales de las variables l, 
2 y 3 respectivamente. 

it12 , µ 13 Y µ 23 Interacciones de primer orden o 
Efectos conjuntos de dos factores. 
Representa el efecto de interacci6n 
entre las variables 1 y 2, l y 3 y 
2 y 3 

µ.123 Efecto conjunto de tres factores o 
Interacci6n de segundo orden. 
Representa la interacci6n entre todas 

las variables. 

Una interpretaci6n alternativa para el término µ 123 es el 
que es un indicador de la diferencia en la magnitud de los 
efectos de dos factores entre las subtablas de la partici6n, lo 
que implica que si cualquier efecto conjunto de dos factores 
(interacci6n) permanece constante entre todas las subtablas de la 
partici6n entonces el efecto conjunto de tres factores resulta 
ser cero. 

Por ejemplo si 
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(IJ {21 fK) 
°"12UJJ • °"12CIJJ ... • • • - "'12UJJ 

entonces de (1.6.1-6) se deduce que 

µt2UJJ • u!~~IJJ para todo k 

y por tanto de (1.6.1-10) resulta que 

llt2JflJkJ • O para todo k. 

orden relaclvo de los términos 

Si un término µ. tiene un conjunto A de sub1ndices y un 
segundo término tiene un conjunto B de sub1ndices y B e A, se 
dice entonces que el primer término es de orden relativo mayor 
que el segundo. Por ejemplo, µ 12 es de orden relativo mayor que 

"·· 
Principio Jer~rqu1co 

Se define como familia de modelos jer,rquicos al conjunto de 
modelos en los cuales ocurre que si se tiene un término µ igual a 
cero entonces todos los términos de orden relativo superior 
también deben ser igual a cero. Por ejemplo, si µ 12 ... o entonces 

IJ.123 - o • 
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1,6,, INTERPRETACION DE LOS MODELOS 

A continuaci6n se presenta la interpretación de los modelos no 
saturados en tres dimensiones teniendo en cuenta que en todos los 

casos se hará bajo la consideración del principio jerárquico. 

1) Asoclaclón parcial (entre pares de variables) 

cuando se considera que JJ123 ... O, el modelo 

(1.6.4-1) 

indica la asociaci6n parcial entre cada par de variables. Este 

modelo puede entenderse también como el indicio de que no existe 

el efecto conjunto de las tres variables (interacción de segundo 
orden) .. 

A trav6s de los estad1sticos de bondad de ajuste se determina si 
un modelo es adecuado a la estructura de una tabla de 
contingencia en particular, como puede notarse en el capitulo 

III. As! entonces, el confrontar 1a bondad d~ ajuste del modelo 
(1.6.4-1) equivale a probar la hipótesis de inexistencia de 
interacci6n de segundo orden entre las variables. 

2) Independencia condicional 

El modelo que resulta de considerar algün término de dos factores 
igual a cero, por ejemplo µ12 = o e y por jerarquía µ123 :::r o ) 

(1.6.4-2) 

establece que las variables 1 y 2 son independientes para cada 
nive1 de la variable 3, aunque cada una de las primeras está 
relacionada con 1a Oltima variable, es decir, las variab1es 1 y 2 
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son condicionalmente independientes. 

3) completa independencia de una variable (independencia 

marginal) 

si se considera que dos interaciones de primer orden son iguales 

a cero, por ejemplo, µ 12 = µ 13 = O (y µ 123 "" O) el modelo 

(1.6.4-3) 

indica que la variable 1 es completamente independiente de las 
otras dos, aunque estas Qltimas se encuentren relacionadas. 

4) Completa independencia de todas las variables 

En el caso de considerar que no hay interacciones de primer orden 

y por consiguiente tampoco de segundo, el modelo 

(1.6.4-4) 

seftala que todas las variables son completamente independientes. 

5) Hodelos no comprensibles 

Si se considera el hecho de retirar alguno 6 algunos términos más 
del modelo de completa independencia (1. 6. 4-4) se obtiene un 

modelo denominado no comprensible. suponga que µ 3 - o entonces el 
modelo resultante 

nos conduce a la siguiente aseveraci6n: 

De la expresión (1.6.4-5) resulta que 
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de donde finalmente resulta que 

lo cual indica que se tiene la misma tabla IxJ para todo k. 
Entonces sumando sobre cada variable no incluida en el modelo se 
puede describir la estructura condensada mediante un modelo 
"comprensible" que incluya las variables restantes de la tabla, 
resultando un arreglo de menor dimensi6n. 

6) Hodelos no jerárquicos 

Un modelo de este tipo ocurre cuando no se cumple con el 
principio jerárquico, es decir, cuando se considera algün 
parámetro iqual a cero pero alquno(s) de los términos de orden 
relativo superior aparece en el modelo. Aunque estos modelos 
presentan la dificultad de interpretaci6n , son defendidos por 
algunos autores que arqumentan el concepto de "sinergismo" lo que 
significa puede existir la respuesta cuando dos factores se 
presentan juntos pero no cuando cada uno se presenta por 
separado. 
Este tipo de modelos resulta adecuado a situaciones en que se 
desea encontrar alguna ecuaci6n que ajuste mejor a los datos sin 
que importe tanto su interpretabilidad. 
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1,6,5 PLEGAMIENTO DE TABLAS 

En la sección 1. 5. 5 se mostró que cuando las variables son 

independientes en una tabla bidimensional puede realizarse un 
plegamiento de categor1as sin perder las propiedades 
estructurales de la tabla. Ahora, en el caso tridimensional puede 
realizarse el plegamiento a través de alguna variable si ésta es 
al menos condicionalmente independiente de las dos restantes. 
A continuaci6n se muestran las condiciones para poder obtener 

estimadores válidos de los términos de dos factores IJiu µ 13 y 

µ 23 de la tabla bidimensional resultante de la suma de categorías 

de alguna de las variables {maJ+}, {m1+J} o {m+Jk}. 

Cuando para un modelo loglineal asociado con una tabla de 
contingencia tridimensional ocurre que un t~rmino de dos factores 
(digamos µ 12) es igual al que se obtiene con un modelo loglineal 
bidimensional asociado a la tabla de marginales {m 1,.} entonces 
es posible la reducción en la dimensión de la tabla original, la 
condición que posibilita tal igualdad es que µ 13 - o o µ 23 -= o. 

De manera más formal, considérese la tabla tridimensional {m1, 11 } 

y a partir del modelo saturado correspondiente (1.6.1-11) se 
desprende que 

(1.6.5-1) 

Ahora, si se describe la tabla {m+Jk} mediante el modelo saturado 

ln m., 11 • u + °"2CJJ + "':r(kJ + "'2JCJk> 

resulta que 

m•Jk - exp( u + Uzu> + ~<k> + u23 cJk)) (1.6.5-2) 

se tiene entonces que en general ""'23 (JkJ • IJ23 cJk). 
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Ahora si "'23 CJkl - µ 230k 1 para todo j, k entonces se dice que la 
tabla tridimensional es PLEGABLE con reSpecto a µ 23 • 

Puede probarse que la variable 1 es plegable respecto a µ 23 

ünicamente si la tabla IxJxK es descrita por un modelo loqlineal 
con µ 123 • O y ademas µ 12 o µ 13 -= o o ambas. 
En [Bishop, Fienberq & Holland,1975], pag 39 Teorema 2.4-1 se 
presenta tal demostración. A continuación se reproduce el 
enunciado del citado teorema. 

Teorema l. 6. 5-1 

En una Cabla reccangular Cr1d1mens1onal, una variable es plegable 

con respecco a la 1nceracc16n encre las ocras dos variables, s1 y 
s6lo si ésCa es al menos cond1c1onalmence independience de una de 
las oCras dos variables dada la tercera. 
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1.7 MODELO EN CUATRO Y HAS DIMENSIONES 

La generalizaci6n realizada del modelo de dos dimensiones al de 
tres, consistió en promediar los modelos bidimensionales 
asociados con cada subtabla definida para cada categor1a de la 
tercer variables. similarmente para un arreglo de cuatro 
dimensiones puede obtenerse la definici6n de modelo loglineal a 
partir de promediar los modelos tridimensionales asociados con 
cada subtabla correspondiente a cada una de las L categor1as de 
la cuarta variable. 
As1 entonces para cada subtabla {m1Jkt}, {m1Jk2 }, ••• , {m1Jkd con 
i-1,2, ••• ,x ; j=1,2, ••• ,J y k=1,2, ••• ,K puede definirse 

(1.7-1) 

para 1-1,2, ••• ,L. Los parámetros del modelo tetradimensional 
quedan dados por 

1 
ii - L ¿ wn> (1.7-2) 

1 

llicu 
1 l (11 • ¡; Wuu (1.7-3) 

1 

lla<J> 1 l (11 • L Wz<J, (1.7-4) 

1 

ll3Ck) 1 l (11 - L W3(k, (1.7-5) 

1 

i.&12uJ> 
1 r (l) - L WtzClJJ (1.7-6) 

1 
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1 "' "' µ13(1k) - L ¿ W1:JCUr.) 

l 

1 ~ Cl) 
µ123ClJld - L [,, W123UJ1d 

l 

(1.7-7) 

(1.7-8) 

(1.7-9) 

Los parámetros relativos a la cuarta variable quedan como sigue 

µ6(1) • wll> - µ (1.7-10) 

µU(l) w!U, IJ.scu (1.7-11) 

µzccu • w~g, - IJ.20> (1.7-12) 

µ3&11) • w~~:, - µ:ICkl {1.7-13) 

J.J.uuu - wg~tJ> - ll12UJJ (1.7-14) 

lluccu • Wg~Ud - IJ.t3(lk) (1.7-15) 

Jl23&ClJ - wg~Jk> - Jl23(Jk) (1. 7-16) 

Jl123UI> 
lll 

• Wt23l1Jk1 - f.tu:3UJkJ (1.7-17) 

Puede entonces escribirse el modelo en cuatro dimensiones como 

t1Jk1 1:1 µ + JJ1cu + Jl2cJ> + J.l3Ck> + IJ.4tU + f.l12ttJ> + f.l13wr.> • 

+ JJ.uu u + µ2J1Jk> + ll2u1u • llJtCkU + ll12JUJk> + 
+ JJ.12C(ljl} • IJ13C(lkll + JlzJUJkU + Jlt234lljklJ (1. 7-18) 

Debido a que los términos µ son definidos como desviaciones del 
promedio, se nota que la suma sobre cualquiera de los sub1ndices 
de los parAmetros es igual a cero; as1, por ejemplo, 

l µl234UJk1J • l JltZJUIJ•U • l Jlt23UlJkU • ¿ Jl1234UJklJ • O 

J 
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Un proceso similar al utilizado para la obtenci6n de modelos de 4 

dimensiones puede ser utilizado para dimensiones mayores; asi 

entonces, el modelo saturado en s dimensiones contiene 2• 

términos µ de los cuales se tienen ( ~) términos con cero 

sublndices, [~) con un sublndice y en genera1 [~) t6rminos con r 

sub1ndices. 
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1,7,1 UTILIDAD DE LOS MODELOS 

Los modelos jerárquicos se dividen en dos clases 

fundamentales, aquellos con todos los efectos de dos factores 

presentes y aquellos con al menos una interacci6n de primer orden 

ausente. 
La hip6tesis más frecuentemente buscada es la independencia 

de variables, pero ella requiere que al menos un término de dos 

factores esté ausente del modelo, de aqu! que los modeloa con 

todas las interacciones de primer orden presentes sean utilizados 
fundamentalmente para la obtenci6n de estimadores de las casillas 

de manera más confiable; no tanto como modelos para prueba de 
hipótesis, también suelen ser utilizados en la detección de datos 
discrepantes o at!picos (outliers). 

Los modelos con al menos un efecto de dos factores ausente 
son referidos preferentemente a la prueba de hipótesis de 
independencia entre variables, aunque también permiten 
inspecciones para determinar si el tamafto de una tabla puede ser 
reducido mediante el plegamiento de alguna(s) de las cateqor!as 
de sus variables sin que se distorsionen los términos de 
interacción de mayor interés. 

1,7,2 PLEGAHIEHTO DE TABLAS 

El teorema l.6.l-1 establece, para el caso tridimensional, 
que una variable de la tabla puede ser pleqada respecto al efecto 
conjunto de las restantes dos, siempre que la primera no está 
relacionada con alguna o ambas de las restante variables, es 
decir, que se requiere que al menos un efecto de dos factores sea 
igual a cero. Tal situación puede ser generalizada para el caso 
con s dimensiones. 
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Definición de Plegabilidad 

Se dice que las variables sobre las cuales son sumadas sus 
casillas son PLEGABLES con respecto a un conjunto de términos µ 

espec!ficos, cuando los parámetros de los términos µ: en el modelo 
original son idénticos a aquellos términos JJ correspondientes en 
el modelo loglineal para el arreglo reducido. 

Teorema l. 7. 2-1 

Suponga que las variables en un arreglo s-dimensional son 
divididas en tres grupos mutuamente excluyentes. Un grupo es 
PLEGABLE con respecto a los términos µ del segundo grupo pero no 
con respecto a los términos JJ del tercer grupo~ si y sólo sl~ los 
primeros dos grupos son independientes uno del otro. (es decir~ 
los términos µ con subíndices comunes en ambos grupos son iguales 

a cero) 
Demostración 

Puede mirarse cada grupo de variables como una variable 
compuesta. Entonces~ al aplicar el enunciado del teorema 1.6.1-1 
para las tres variables compuestas el resultado es inmediato. 

Por ejemplo, considere un modelo en cuatro dimensiones y 

suponga que µ 12 = o, de acuerdo con el principio jerárquico~ esto 
implica que JJ123 , J..t124 y J..t1234 sean también iguales a cero 

l1Jkl = µ + J..t1u> + IJ2cJ> + JJ:>Ck> + JJc1u + JJnClkJ + JJ14uu • 

+ JJ2:J(JkJ + JJ2UJ1J + IJ34(klJ + JJ13t(lkl) + µ234(JklJ 

Sea A la suma de los elementos del conjunto de términos que 
no incluye a las variables 1 y 2, B la suma de términos que 
incluyen a la variable 1 pero no a la variable 2, e la suma de 
términos que incluye a la variable 2 pero no a la 1 y o la suma 
de términos que incluye a ambas variables, es decir, 
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A• ll +u3+µ,+ "" B • "' +1J13+1lu + IJ.134 

e - "• + ll23 + ll24 + ,,.,, 
o - IJ12 + ll12J + IJ12c + IJ.uJt 

Es claro entonces que 

l1Jkl • A + B + C 

mu••• exp( A+ e+ e) (1.7.2-1) 

Por otra parte~ si se suma (1.7.2-1) sobre la primer 
variable, sobre la segunda y sobre ambas~ se obtiene: 

m•J•• • exp(A + C) l exp(B), 

m, •• , • exp(A + B) l exp(C) 

m ••• , • exp(A) l exp(B) l exp(C) 

de donde puede deducirse que 

(1.7.2-2) 

cuando el arreglo original XxJxKxL es partido en KL tablas 
de dos entradas relativas a las variables 1 y 2, puede notarse 
que las marginales de cada tabla son elemento de <m.,11:1} y 

{ma.,11:} ademas que el total de cada tabla es un elemento de 

{m...111 }. Mediante lo anterior, puede observarse que la expresi6n 
(1.7.2-2) describe la independencia en cada tabla y de acuerdo 

con ello, puede decirse que las variables 1 y 2 son 

condicionalmente independientes. 
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1.7.3 IMPLICACIONES DEL PLEGAMIENTO DE TABLAS 

La independencia al menos condicional de dos variables nos 
implica a través del principio jerArquico que un término de dos 
factores y sus respectivos términos de orden relativo superior 

sean también igual a cero. Si una variable es plegable con 

respecto a ciertos términos µ, esto significa que puede ser 

eliminada de la tabla mediante la suma sobre todas sus categor1as 

o condensada mediante la combinaci6n de algunas de sus categor1as 
sin que tales términos µ se vean alterados. A partir de lo 

anterior se deducen dos importantes implicaciones. 
1) Si todos los efectos de dos factores estAs presentes en 

el modelo, el plegamiento de la tabla implica la alteraci6n de 

todos los términos µ. 

2) Si alguna variable es independiente de todas las otras 
puede ser eliminada de la tabla mediante la suma de sus 
cate9or1as sin que se alteren los términos µ del modelo. 

conviene distinguir que para el ejemplo expuesto en la 
secci6n 1.7.2 el teorema 1..7.2-1. capacitli para obtener 
estimadores VA.lides para los té:rminos µ que involucren a la 
variable 1 cuando ella es plegada, es decir, pueden estimarse µ 1 , 

µ 13 , µu y µ 13, válidamente pero no pueden obtenerse estimadores 
adecuados para los t6rminos µ donde no interviene la variable 1. 
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CAPITU.O 11: ESTIMACION DE Los PARAMETROS 

En el capitulo anterior se mostr6 la especif icaci6n de los 
modelos log1ineales como una alternativa para describir la 
estructura de una tabla de contingencia. En el presente capitulo 
se muestra la forma de obtener estimadores de máxima 

verosimilitud y de m1nimos cuadrados para los parámetros del 

modelo. 
En una primera instancia se presentan las distribuciones 

muestrales más utilizadas para la recolecci6n de datos y se 

realiza una introducci6n a la teoría de los Modelos Lineales 

Generalizados, posteriormente se establecen los estadisticos 
suficientes para los esquemas muestrales y se prosigue con la 

obtenci6n de los estimadores de los parámetros del modelo. 
Finalmente se discuten el Método de Ajuste Iterativo 

Proporcional y el Método de Newton-Raphson as1 como las técnicas 
para el cálculo de los estimadores de los parámetros. 

2.1 DISTRIBUCIONES MUESTRALES 

En la secci6n 1.2 se mencion6 que se tienen fundamentalmente 
tres distribuciones muestrales para la recolección de datos de 

una tabla de contingencia: Poisson, Multinomial y Producto 
Multinomial. A continuaci6n se muestra que tales distribuciones 

pertenecen a la Familia Exponencial de Distribuciones (o s6lo 
Familia Exponencial) y, por tanto, es aplicable la teoria de los 
Modelos Lineales Generalizados para la obtenci6n de los 

estimadores. 
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2,1,1 FAMILIA EXPONENCIAL DE DISTRIBUCIONES 

Se considera una variable aleatoria Y cuya funci6n de 
densidad de probabilidad depende de un solo parámetro e, la 

distribuci6n pertenece a la f'amilia exponencial si ésta puede 
escribirse en la forma 

f(y;el = s(yl t(BI eªCYlb(BI (2.1.1-11 

donde a, b, s y t son funciones conocidas. 
La ecuaci6n (2.1.1-1) puede ser reescrita en la forma 

f(y,91 a exp[ a(ylb(BI + c(BI + d(YI (2 .1.1-21 

donde s(y) - exp d(YI y t(BI = exp c(BI• 
Si a(yl = y la distribución en (2.1.1-21 se dice estar en la 

forma canónica y b(B) es denominado el par&metro natural de la 
distribución. 

Si existen otros parámetros en adición al parámetro de 

interés e formando parte de las funciones a, b, e y d son 

considerados como constantes conocidas (parámetros de "ruido"). 

De manera más general puede verse que si Y1 , Y2 , ••• , Yn son 

variables aleatorias independientes todas ellas con la misma 
distribuci6n dada por (2.1.1-2), su funci6n de densidad de 
probabilidad conjunta queda dada por 

f(y,,y,. • •• •Ynl ª íl exp[ b(BI a(y,) + c(BI + d(Y1I ] 
l•l 

- exp[ b(BI}: a(y11 + n c(SI + }: d(yi) 
l•l ... 

(2.1.1-31 
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El término l a(y1 ) se dice que es un estadístico suriciente 

para b(S), lo que significa que en cierto sentido L a(y1 ) resume 

toda la información disponible acerca del parámetro 8. Vease por 
ejemplo (Hoqg & craig,1968), cap 10 o (Cox & Hinkley,1974) cap 2. 

2.1.2 DXSTRIBUCXON POXSSON 

Sea Y una variable aleatoria con función de densidad de 
probabilidad Poisson 

q(y;A) • Ay e-A / y! (2.1.2-1) 

q(y;A) • exp[ y ln A - A - ln y! J (2 .1.2-2) 

puede notarse que la distribuci6n Poisson está en la forma 
can6nica con parámetro natural ln .\ y pertenece a la familia 
exponencial. 

Si se considera para una tabla de contingencia el no tener 
restricciones sobre el tamano total de la muestra, cada casilla 
en la tabla tiene una distribuci6n Poisson independiente. 
suponiendo una tabla :rxJ>cK y teniendo en cuenta que S (x1J1cl = 
m1 J1c la función de densidad de probabilidad conjunta para las 
xu1c esta dada por 

f({x1J1tJl ... flmi~~k e-m111c / X111t1 

IJk 

f({XiJ.11.J) • lJ exp[ x 11k tn mu1c - m1J1c - lll x 11k J J 
IJk 
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• exp {2 ><ijk In m11• - Í: m11• - Í: In ><11•1} 
ljk IJk lJk 

(2.1.2-4) 

Considerando que para todo modelo ¿iit,Jk - n y ¿ tn. x 1Jkl es 

una constante, el Kernel de la funci6n es 

lx1Jk t.n m1Jk 

lJk 

IJ• 

(2. l. 2-5) 

Puede notarse que (2.1.2-4) responde a las condiciones de la 

ramilla exponencial de distribuciones. 

2.1.3 DISTRIBUCION HULTINOHIAL 

Si se tiene la condición de tener fijo el tamafio total de la 

muestra, tal restricci6n impuesta sobre una serie de 
distribuciones Poisson independientes conduce a la denominada 

distribuci6n multinomial. 
De la propiedad aditiva para variables aleatorias con 

distribuci6n Poisson, su suma N l x 11k también tiene 

distribución Poisson con parámetro m+++ = l m11k, de aqu1 que la 

distribuci6n conjunta de las Y1Jk condicional a N es 
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N 
Dado que m. •• n m~!!k y ª -m ••• - TIª -m,J" 

IJk IJk 

Ahora considerando que para todo modelo Lm•Jk - N 

( )
X1Jk 

TI m1111 / N 

IJk 

(2 .1. 3-2) 

La funci6n (2.1.3-2) puede ser reescrita como sigue 

t({X1i•> 1 N) - expjln[NI/ n X1J•1)+ LXijk ln mlJk - N lnN] 
ljk ljk 

(2.1.3-3) 

el primero y tercer términos resultan ser constantes para 
todo modelo, de aqu~ que el Kernel de la funci6n sea nuevamente 
igual a la ecuaci6n (2.1.2-s). 

A partir de (2.1.3-3) puede deducirse que la distribuci6n 

multinomial satisface las condiciones de la Familia exponencial 
da distribuciones. 

56 



2.1.4 DISTRIBUCION PRODUCTO HULTINOHIAL 

En algunas situaciones de investigaciones comparativas es 

usual tener varios grupos con un na.mero total de individuos en 

cada grupo determinado por un diseno muestra!, tal situaci6n 

implicará el mantener fijas algunas marginales. 
considere en tres dimensiones que se mantiene rija c 12 • 

{XiJ•}, la distribuci6n de C12 es multinomial con función de 

densidad de probabilidad conjunta 

dado que la distribución de c 12 
multinomiales independientes. 

(2.1.4-1) 

es el producto de IJ 

Ahora la distribuci6n condicional conjunta quedará dada por 
el cociente de las expresiones (2.1.3-2) y (2.1.4-1) donde 
resulta que 

f({XIJk} {m1J+ • XIJ+}) .,. 

n [ [ '"" t íl '"" l ~ <••" t """ • "l (2.1.4-2) 

tal expresi6n puede reescribirse en la forma siquiente: 

f ({x1J.> f {m1J• - x1J+>l 

exp[ tnITxlJ+I - In n x,J.1 + l X1J• 
&J ljk IJk 
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Donde puede notarse nuevamente que el Kernel de 1a funci6n 
es igual a la expresi6n (2.1.2-5) dado que las x's son constantes 
en un modelo determinado. 

De (2.1.4-3) se deduce que la distribuci6n pertenece a 1a 
fami1ia exponencial. 

58 



2.2 MODELOS LZHEALES GENERALIZADOS 

La idea de Modelos Lineales Generalizados expresada en 
[Nelder & Wedderburn,1972], implica la unicidad de una gran 
cantidad de métodos estad!sticos que involucran una combinación 
lineal de parámetros. 

En términos generales tales modelos pueden resumirse de la 

siguiente ~orma: 
Sean Y1, Yz, ••• , Yn variables aleatorias independientes, cada 

una de ellas con una distribución perteneciente a la familia 

exponencial, suponga que su distribución es expresada en forma 

canónica dependiente de un parámetro a 1 

(2.2-1) 

La distribución de todas las Y's son de la misma forma (por 
ejemplo todas Poisson o Normal) obteniéndose una función de 

densidad de probabilidad conjunta para Y1 ,Y2 , ••• ,Yn 

exp ¡ l y 1b(B,) + ¿ cce 11 + ¿ d(y.J (2.2-2) 

Usualmente los parámetros 8 1 no son directamente de interés, 
en vez de ello se considera para un modelo lineal generalizado un 
conjunto de parámetros f3 11 {3z 1 ••• ,/Jp (p<n) tal que la combinación 
lineal de las f3's es igual a alguna función del valor esperado de 
cada Y1 , esto es, 

g(µ,) - ~: !!. (2.3-3) 

donde µ 1 • t(Y1), ges una función monótona y diferenciable 
denominada tunci6n de liga, ~1 es un vector px1 de variables de 
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explicaci6n y pes un vector de par4metros ~, • [ p 1 ,P2 , ••• ,pP 

As1 el modelo lineal generalizado tiene tres componentes 

1) Las variables 
independientes con la 
familia exponencial. 

aleatorias de respuesta Y1 ,Y2 , ••• ,Yn 
misma distribuci6n perteneciente a la 

2) Un conjunto de parámetros {3 pxl y variables de 

explicación X nxp. 

l) Una funci6n de liga monótona y diferenciable tal que 

El ejemplo más popular es el caso del modelo lineal 

donde los elementos de e son tales que e 1-N(O,u2), lo que 

implica que y 1-N(µ. 1,u
2
), la tunci6n de liga g(µ 1 ) - µ 1 - ~~ ~ y 

es sabido que la distribuci6n Normal pertenece a la ramilia 
exponencial. 
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2.2.1 CASO PARTICULAR EL MODELO LOGLINEAL 

Considerando una tabla de contingencia de dos o más 
dimensiones, si cada una de las casillas de la tabla es 
etiquetada como Y1, i-1,2, ••• ,n las tres principales 
distribuciones presentan las siguientes caracter1sticas: 

2.2.1.1 DISTRIBUCION POISSON 

Si no se tienen restricciones sobre las frecuencias y 1 o 

sobre los parámetros A1 la funci6n de densidad de probabilidad 

conjunta queda dada por 

y se sabe que el valor esperado para cada y 1 es 

(2.2.1.1-2) 

2.2.1.2 DISTRIBUCION HULTINOMIAL 

Si se considera fijo el total de observaciones en la tabla, 

N • ¿ y 1 y se tiene que L 9 1 • 1, la funci6n de densidad de 

1 

probabilidad conjunta queda dada por 

f(y;e 1 N > - NI TI e~' / y 11 (2.2.1.2-11 

De donde puede probarse que 
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.g(Y1) - N e, (2.2.1.2-2) 

Ver por ejemplo [Bishop,Fienberg 'Holland,1975], sec 13.4. 

2.2.1.3 DISTRIBUCIOH PRODUCTO MULTIMOMIAL 

Si se considera una tabla tridimensional I.xJxK y si se 

mantienen fijos los totales por rengl6n en cada nivel {Yhk}, la 

función de densidad de probabilidad conjunta queda dada por 

f(y;e 1 {y1 •• I) - n y,..1 n en~• , Yi¡•I 

•• 

con l 9 1 J11 • 1 para cada combinaci6n de i y k. 

J 
A partir de (2.2.1.2-2) puede concluirse que 

(2.2.1.3-2) 

Si sólo se mantiene fijo el total en cada nivel o subtabla 

{Y+••> la distribuci6n queda dada por 

f(y;e 1 {y .. k>) - TI Y .. 111 íl TI er~~k / YlJlll (2.2.1.3-3) 
l J 

con l r SlJlr: • 1 para cada nivel de k. Puede concluirse que 
l J 
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2.2.1.4 MODELO LOGLINEAL 

El planteamiento de hip6tesis gue pueden ser formuladas como 
modelos multiplicativos en los cuales los valores esper4dos de 
las casillas quedan dados por el producto de probabilidades 
marginales y frecuencias marginales fijas, permite el 
planteamiento de modelos loglineales como caso particular de los 
modelos lineales qeneralizados. Por ejemplo, si se considera la 

hipótesis de independencia mutua y la distribución multinomial, 
de (2.2.1.2-2) se tiene que 

Tales hipótesis sugieren el uso de modelos lineales 

generalizados con tunci6n de liga loqarltmica 

io1,2, .... ,n 

donde (2.2.1.4-1) puede ser expresada por 

En anal091a con el Bn.S.lisis de varianza el modelo saturado 
para C(Y11tt) • N B1J11 puede expresarse como 

11i¡> - In t(YlJ.l 

• µ. + IJ.t<U + IJ.2CJJ + µ301.) + J.iuUJI + 
(2.2.1.4-3) 

En expre•iones para las rrecuencias esperadas de la• 
ca•illaa para el modelo multinomial o producto mu1tinomial 
alquno• t6rainoa •on con•tantes fijas ej. N en (2.2.1.2-2) y y,.. 
•n (2.2.1.:t-a). Tal situac16n implica que loa correapondientaa 
par&aetro• deben considerarse siempre en el modelo. Aa1 por 
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ejemplo, el modelo saturado correspondiente a (2.2.1.3-2) es 
(2.2.1.4-3) donde la expresión 

(2.2.1.3-4) 

corresponde a la marginal fija y, .. ,, la cual no debe 
omitirse del modelo. 
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2.3 ESTADISTICOS SUFICIENTES 

En la sección anterior se mostr6 que cuando Í: m1Jk • N el 

Kernel de la funci6n de verosimilitud es idéntico para las tres 
distribuciones muestrales. Sin embargo, puede mirarse una 

demostración más completa de que los estimadores de máxima 
verosimilitud son idénticos para los tres esquemas en [Bishop, 
Fienberg 'Holland,1975] Teorema 13.4-1. 

Una generalización de los resultados obtenidos paro. una 

dimensión mayor puede realizarse si se considera un conjunto de 

sub1ndices 8 dividido en dos subcunjuntos B1 y e 2 y una 
configuraci6n Ce1 fija que conduce a una expresión de 

distribuci6n producto multinomial 

(2.3-1) 

As1 el Kernel queda dado por 

(2.3-2) 

independientemente de que la distribución pertenezca a 

cualquiera de los tres esquemas muestrales siempre que l me • N. 

A partir de la ecuación (2.1.1.3) se puede deducir que el 

Kernel de la funci6n permite la obtenci6n de los estad!sticos 

suficiente• para el modelo, dado que los tres esquemas de 

distribuci6n pertenecen a la familia exponencial de 

distribuciones. 
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2.3.1 ESTIMADORES SUFICIENTES EN TRES DIMENSIONES 

Teniendo en cuenta que si l m1Jk N en el caso 

tridimensional, se tiene que el Kernel de la funci6n es idéntico 
para los tres esquemas de distribuci6n y si se considera el 

modelo loglineal saturado 

entonces sustituyendo (2.3.1-1) en (2.1.2-5) se tiene que 

¿ X1Jk b\ maJk - N¡.¡ + l x, •• µHll + l x•J• tJ2Cj) + 
IJ• 1 J 

+ l x •• k µ:J(k) + ¿ X1J+ µIZUJ) + ¿ x .. k µ1:1u1c, + 
IJ •• 

(2.3.1-2) 

J• IJ• 

y a partir del resultado (2.1.1-3) se deduce que los 
términos x's adyacentes a los términos µ representan los 
estadist.icos suf'icientes para los parámetros desconocidos del 

modelo. 
Si se postula el modelo sin el efecto conjunto de tres 

factores e µ1231tjk) ... o para todo i,j,k) el 0.ltimo término de la 
expresi6n (2.3.1-2) desaparece y los elementos N, x 1 •• , X+J+r 

X++ki x 1J., Xi+k y X+Jll son los estadísticos suficientes para el 
modelo. 
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2,3,2 ESTADISTICOS SUFICIENTES HINIHALES 

El modelo loglineal asociado a una determinada hipótesis 

puede ser inspeccionado para obtener el conjunto minimal de 

estad1sticos suficientes. A continuaci6n se muestra una forma 

emp!rica de llegar a él. 
Si se considera el modelo sin el efecto conjunto de tres 

f'actores (µ 123 ... O) y por simplicidad se elimina el segundo 

conjunto de sub!ndices, entonces: 

(2.J.2-1) 

puede ser reescrito en familias de términos agrupados 

ln m1J1r • µ. +{ IJ.1 + µ2 + U12J + U1 • IJ3 + µ13 ) + 
+ ( IJ2 + µ3 + U23 - ( IJ.1 + IJ2 + µ3 (2.3.2-2) 

lo cual puede a su vez escribirse en una notación más 

qeneral 

y la expresión (2.3,1-2) queda de la siguiente forma 

l X1Jll: ln. mJJk .,. 
Nll + [ L X1J• u .. + ¿ X1+11: U13 + l X+Jk u~] -

IJ •• J• 

- [ f x, •• ,., + ¿ X+J+ "• +¿x .. tµl ] 
J 

(2.3.2-3) 
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Los términos en el primer conjunto de paréntesis cuadrados 

conducen al conjunto minimal de estad1sticos suficientes debido a 

que los términos en el segundo conjunto son redundantes, as1 

entonces 0 12 , u 13 y U23 tienen sus correspondientes 

configuraciones C12 - {x1J+}, C13 .... {X1+k} y C23 = {x.J11J como el 
conjunto minimal de estadisticos suficientes. 

si se considera el modelo con un efecto conjunto de dos 

factores (µ23 • µ 123 ... O) se tiene que 

ln. m1Jll • ll + J.11 + llz + ll3 + J.112 + IJ1:1 

• µ. + ( ll1 + J.12 + IJ1zl + ( llt + ll3 + ll1:1 ) - ll1 

lo cual implica que (2.J .• 2-J) se determine por 

r X1J1c ln. mlJk • Nµ. 

IJk 

l X1+• U13 ] -

•• 

(2.J.2-4) 

(2.J.2-5) 

El conjunto minimal de estad1sticos suficientes queda dado 

por sus correspondientes configuraciones: 

A continuaci6n se muestran las configuraciones suficientes 

minimales para los cuatro modelos comprensibles y jerArquicos. 
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Tabla 2.3.2-1: ConCiguraciones suficientes 

T~rminos ausentes 

µ123 

JJ231IJ123 

IJ13, Jl23, JJ123 

IJ121 µ13• IJ231 IJ12J 

En general, 
multidimensional, 

cuando se 
para obtener 

Conf1gurac1ones suficientes 

C 12 , C 13 y C 23 

C12 Y C13 

C12 Y C3 

C1 ,C2 Y C3 

cuenta con un modelo 
el conjunto minimal de 

estadísticos suficientes, se seleccionan los términos JJ de orden 
t donde t es la interacci6n conjunta de orden mayor en el modelo. 
Si todos los posibles términos de orden t están incluidos en el 
modelo la selecci6n termina, de otra forma, se examinan los 
términos de orden t-1 y se seleccionan aquellos cuyo orden 
relativo menor no esté incluido en los términos de orden t. 

El proceso continua 
eligien los términos no 
superiores. 

en los niveles inferiores donde se 
incluidos en los ordenes relativos 
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2.3.3 RESULTADOS DE BIRCH 

Los dos resultados de Birch* permiten a partir del conjunto 
minimal de estad1sticos suficientes obtener estimadores de mAxima 
verosimilitud. 

2.3.3.1 RESULTADO 1 

si x 91 es un elemento del conjunto de estad1sticos 

suficientes, entonces el estimador de máxima verosimilitud ii.et de 

me 1 es xe 1 

Para el modelo (2. 3. 2-1), con µ 123 • o resulta que los 

estimadores de máxima verosimilitud para m1J+r ml+k y l!l+Jk son 

(2.J.J.1-1) 

2.3.3.2 RESULTADO 2 

Existe una soluci6n Qnica que conduce a estimadores 

positivos de máxima verosimilitud ;e para toda casilla elemental 

de la tabla. Tal soluci6n satisface tanto las restricciones del 

modelo como la condici6n ~9 1 • xe 1 para todo e 1 tal que x91 es un 
elemento del conjunto de estad1sticos suficientes. 

Para el modelo (2.J.1-1) su correspondiente hip6tesis de no 
existencia del efecto conjunto de tres factores equivale a 
plantear la igualdad de los efectos conjuntos de segundo orden: 

(m1Jk m,..k) I (mrJk m1sk) ""' (m1Jt m,..t) / (m.,.Jt m1st> 

para i•r, j•s y k•t (2.3.3.2-1) 

El segundo resultado de Birch establece que existe un Qnico 
conjunto de estimadores para las casillas de la tabla que 
satisface las condiciones (2.J.J.1-1) y (2.J.3.2-1). 
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2.3.3.3 IMPLICACIONES PARA EL ESQUEMA PRODUCTO HULTINOHIAL 

cuando se consideran los esquemas muestrales Poisson o 
Multinomial los resultados de Birch establecen que si Ce1 es un 

estad1stico suficiente para el modelo, entonces, los estimadores 

para las casillas satisfacen la condici6n ;,a1 - xe1 , lo que 

significa que las configuraciones son fijas por el modelo. 

Rec1procamente en el esquema producto mul tinomial la 

configuración Ce2 es fijada por el esquema, entonces para lograr 
la consistencia bajo este esquema deben considerarse aquellos 

modelos para los cuales Ce2 es fija, lo que a su vez implica que 

deben incluirse los términos µ9 2 en el modelo. 

En resumen, se puede concluir a partir de los resultados de 

Birch, que los estimadot·es de máxima verosimilitud son los mismos 

para los tres esquemas muestrales siempre que se incluyan en el 

modelo los parámetros correspondientes a las marginales fijas. 

71 



2.4 METODOS DE ESTIMACION PARA MODELOS LINEALES 

Se tienen dos formas que son las mAs empleadas para la 

estimaci6n de los parAmetros de un modelo lineal, el método de 
máxima verosimilitud y el de mínimos cuadrados. Para el primero 
de ellos los valores de los estimadores de los parámetros son 
derivados a partir del valor máximo de la ~unción de 

verosimilitud o equivalentemente de la funci6n de log­

verosimilitud, mientras que para el segundo, los valores de los 
estimadores son obtenidos a partir de la minimizaci6n de la suma 
de cuadrados de la diferencia entre las variables de respuesta y 
sus valores esperados. 

2.4.1 METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD 

Sean Y1, Y2, ••• , Yn variables aleatorias con funci6n de 

densidad de probabilidad conjunta f(y;e) donde~ es de nx1 y! de 

px1, su funcion de verosimilitud L(B;y) y a el espacio parametral 

para e. El estimador de mAxima verosimilitud de e es el valor 9 
que maximiza la funci6n de verosimilitud, esto es, 

L(B;y) ~ L(e;y) para todo e E n (2.4.1-1) - - -
Equivalentemente 6 es también el valor que maximiza la 

funci6n de lag-verosimilitud t(!;~) = tn L(S;y) dada la monotonia 

de la funci6n logaritmo natural, esto es, 

t(~;~) ~ t(~;~) para todo ~ e n (2.4.1-2) 

Usualmente el estimador 9 es obtenido mediante la derivaci6n 

de la funci6n de lag-verosimilitud con respecto a cada e, lo cual 
conduce a su obtenci6n como la soluci6n al sistema de ecuaciones 
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(2 .4 .1-3) 

a sera. el máximo de la funci6n siempre que a 2tC!;r> /BBlJ9k 

evaluada en el punto 6 - a sea una matriz definida negativa. 

Es importante notar la propiedad de invarianza de los 
estimadores m4ximo verosímiles, la cual implica que si g(B) es 

una función de 9, entonces el estimador de g(9) es g(8), otras 

propiedades de estos estimadores son la consistencia, la 

suficiencia y la eficiencia asintótica. 

2.4.1,1 ESTIHACION HAXIHO VEROSIHIL EN EL MODELO LOGLINEAL 

Si las casillas de la tabla se etiquetan como Y1 , Y2 , ••• , Yn y 

se considera a partir de las ecuaciones (2.1.2-4), (2.1.3-3) y 

(2.1.4-3) que la función de verosimilitud para los tres esquemas 
muestrales puede ser expresada como el kernel (2.3-2) más una 

constante digamos e, esto es, si m1 = g(Y1 ) entonces 

(2. 4 .1.1-1) 

Para algunos modelos loqlineales pueden obtenerse los 
estimadores maximizando directamente la función de 109-
verosimili tud sujeta a las restricciones del modelo muestra!, sin 
embargo, en ocasiones deberá emplearse alqün procedimiento 

iterativo para la obtenci6n de los estimadores tales como el 
ajuste iterativo proporcional o el derivado de Newton-Raphson. 
Tales procedimientos estiman ~ a partir del modelo loqlineal 

' 'IJ¡ • tn ~(V1 ) e ~ 1 f3 
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A partir del estimador de 13 se determinan los valores m1 y 

considerando la propiedad de invarianza, los valores ajustados ;, 
serán los estimadores máximo verosímiles de los valores esperados 
de las casillas 8(Y 1). 

2.4.2 ESTillACIOH POR HIHIHOS CUADRADOS 

Sean Y1 ,Y2 , ••• ,Yn variables aleatorias con valores esperados 

' µ 1 • g(Y1) y sean las µ 1 funciones de los parámetros 131 1 1321 •• •tlp 

(p<n) y considere el modelo 

(2.4.2.1) 

El método de m1nimos cuadrados consiste en encontrar los 

estimadores ~ que minimizan la suma de cuadrados de los errores, 

esto es, P es el vector de valores que minimiza 

s - I ª~ - I (2.4.2.2) 

Usualmente ~ se obtiene mediante la derivaci6n de s con 

respecto a cada ~J' lo cual conduce a la soluci6n de las 
ecuaciones simultáneas 

BS/BfJ1 - O j=1,2, ••• ,p (2.4.2.J) 

Verificando que la soluci6n corresponda realmente al m1nimo 
(i.e. confirmando que la matriz de segundas derivadas sea 
definida positiva). 

Una característica de este método es la aparente falta de 
supuestos al respecto de la distribuci6n de las variables 
aleatorias; sin embargo, para obtener la distribuci6n muestral de 

los estimadores P es necesario el realizar suposiciones acerca de 

la distribuci6n de las Y 1 • 
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2.5 TECHICAS PARA LA ESTIHACION DE PARAHETROS 

Para algunos modelos los estimadores de las casillas se 

pueden obtener de forma directa como funciones de los 

estad1sticos suficientes; sin embargo, para otros modelos se 
requiere utilizar algunas técnicas iterativas para la estimaci6n 
de los parAmetros. 

En la presente secci6n se muestra una técnica para obtener 

estimadores de forma directa, cuando ellos existen, aunque dadas 

las aplicaciones de computo existentes son de mayor relevancia 

las técnicas iterativas para la obtención de los estimadores, las 

cuales suelen converger hacia las mismas estimaciones. 

Las técnicas presentadas son el ajuste iterativo 
proporcional y la técnica derivada del método Newton-Raphson para 
modelos lineales generalizados. 

2.5.1 ESTIMADORES DIRECTOS 

Considere el modelo loglineal en dos dimensiones bajo el 

supuesto de independencia (µ12.=0) 

(2.5.1-1) 

las confiquraciones suficientes minimales para tal modelo 

son c 1•{x1.} y C2={X+Jl, a partir de los resultados de Birch se 

obtiene que i,.=x1• y i.J•x+J• A partir de (2.s.1-1) se tiene que 

m1+ c:o exp(µ. + µuo>L exp(µ2 tJ)) 

J 

m+J c:o exp(µ. + µ 2 u»L exp(µ. 11 l)) 
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(2.5.1-2) 

de las ecuaciones (2.S.1-2) se deduce que 

(2.S.1-3) 

As! entonces se deduce que los estimadores de máxima 
verosimilitud para los valores esperados de las casillas de la 

tabla son 

(2.5.1-4) 

un procedimiento similar nos permite obtener en forma 
directa los estimadores para las casillas de la tabla en tres o 

más dimensiones cuando el modelo espec!f ico tenga asociadas una o 

dos configuraciones suficientes minimales y en algunos casos 
particulares con más de dos. 

considere en tres dimensiones el modelo loglineal bajo el 

supuesto de que µz3=µ123=0 entonces 

m1Jk - µ + JJuu + llzu> + JJ3(k> + IJ12C1J> + Jl13ClkJ 

se sabe de (2.3.-2-5) que las confiquraciones suficientes 

minimales son C12""'{x1,.} y c 13 ... {x1.k} las cuales por los 

resultados de Birch son estimadores de 

(2.5.1-s) 
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ml+k •exp(µ.+µ1 cu+µ3(kJ+µt3Ukl) r exp (µz(J1+JJ12UJ1) 

J 
(2.5.1-6) 

ambas tienen en comO.n al vector C11:1{x1 •• } el cual es 

estimador de 

ml+• •exp (µ+µ1 u> >Í exp (JJ.2CJJ+JJ.12u11) Í exp(JJ.:1t1t1+µnu1t>) 

J 
(2.5.1-7) 

A partir de (2.5.1-5) y (2.S.1-6) y (2.5.1-7) se obtiene 

(2.5.1-B) 

De donde se obtiene que los estimadores de máxima 

verosimilitud para los valores esperados de las casillas de la 

tabla son 

(2.S.1-9) 

En [Bishop, Fienberq & Holland, 1975] paq. 78-82, se prueban 

los siguientes dos teoremas que permiten la determinaci6n de la 

existencia de estimadores directos para un modelo determinado. 

Teorema 2. 5. 1-1 

Si el conjunto minimal de estadísticos suficientes para un 
modelo consiste unicamente de dos configuraciones~ los 
estimadores pueden obtenerse de forma directa. 
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Teorema 2.s.1-2 

Si cada una de las tres configuraciones tiene un conjunto 
diCerente de variables en comdn con las restantes dos 

conCiguraciones; los estimadores directos no existen. 
Rec.iprocamente la estimación de manera directa e.s posible con 
tres configuraciones si: 

1) Al menos dos no ~ienen variables en coman1 
2) Si se tiene un conjunto de variables en coman a las tres 

cont'iguraciones1 cuando ellas son removidas la condición ( l) es 

aplicable. 
Una importante implicación es que los estimadores no pueden 

ser calculados de forma directa a menos que cuando menos un 

efecto de dos factores esté ausente. 

2.5.2 A3USTE ITERATIVO PROPORCIONAL 

Un procedimiento que permite calcular los estimadores para 

los valores esperados de las casillas de la tabla particularmente 

Qtil cuando estos no pueden ser calculados de manera directa es 

el Ajuste Xterativo Proporcional, el cual tiene la propiedad de 

que cuando es usado para modelos que no requieren iteración 

conduce a los estimadores directos al final del primer ciclo. As! 

entonces, si se cuenta con un computador y una aplicación con 

este algoritmo no es necesario determinar si existen o no los 

estimadores de forma directa, ya que el procedimiento iterativo 

conduce siempre a los estimadores correctos. 

La presente técnica fue derivada de un procedimiento llamado 

ajuste proporcional "clá.sico" atribuido a Oeminq-Stephan •, en el 

cual las casillas internas de la tabla son proporcionalmente 

ajustadas a partir de un conjunto de marginales obtenidas por una 
fuente distinta. 

Stephan, F'. F'. U!i140J. 
•&111pled 'recuency table 

.. r9lnal tot•I• are known. Ann. "•th. Slatht. 1 t, 427-444 • 
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BIBUDTECl 

A través del ajuste iterativo proporcional de las 

configuraciones suficientes pueden obtenerse los estimadores de 

máxima verosimilitud para los valores esperados de las casillas 
elementales bajo el supuesto de algO.n modelo jerárquico. Este 

método cuenta además con las siguientes propiedades: 

1) Converge siempre al conjunto 0.nico de estimadores de 

máxima verosimilitud • 
. 2) La exactitud en el cálculo de los estimadores puede 

regularse en el grado deseble mediante alguna regla de paro, en 

vez de sólo lograr exactitud en uno o dos estad1sticos sumarios. 

3) Los estimadores dependen unicamente de las 

configuraciones suficientes, no requiriéndose de alguna condición 

adicional para la estimación de las casillas sin registro de 

observaciones (ceros muestrales). 
4) Cualquier conjunto de valores iniciales puede ser elegido 

para obtener los estimadores. 

5) si los estimadores directos existen, el procedimiento 

conduce a los estimadores exactos en el primer ciclo. 

2.5.2.l AJUSTE EN EL MODELO LOGLINEAL TRIDIMENSIONAL 

como implicación de los teoremas 2.s.1-1 y 2.s.1-2 el modelo 
con µ 123 ... o es el Qnico modelo jerárquico que no cuenta con 

estimaci6n de manera directa y a partir del cual puede 

ejempli~icarse el procedimiento y su convergencia. 

PROCEDIHIENTO 

Las configuraciones suficientes minimales para el modelo son 

C12 , C13 y C23 a partir de las cuales se ajustarán los 

estimadores. Se elige un conjunto de estimadores preliminares 

{;:~~} como datos de arranque (se sugiere ~:~~ 1 ya que 

biC;!~!> ""' O) y se realizan ajustes sucesivos para c 12 , C13 y C23 

de la siguiente forma: 
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Para C1a: 
"'fll 
m1Jk 

""fOJ 
... mtJk X1J+ 

""fOJ 
' m1J+ 

Para C1:1: 
"'12J 
m1Jk 

"'UJ 
... m1Jk 

"'UJ 
Xt+k ' ml+k 

Para C23; 
"'f3} 
m1Jk 

"'f2J 
... mlJk X+Jk 

"'f2J 
, ~Jk (2.S.2.1-1) 

Se repite el ciclo de tres pasos (iteraci6n) hasta lograr 

una converqencia satisfactoria. Se puede considerardo una reqla 

de paro en ciclo r-ésimo, cuando para alqCin & (por 

ejemplo, &•0.001) ocurra que; 

c2.s.2.1-2) 

CONVERGENCIA 

[Brown,1959]• demostr6 que la funci6n de verosimilitud de 

las {m1Jk} es una funci6n mon6tona decreciente y que por tanto 

converge, lo cual permite deducir qua pueden obtenerse siempre 

estimadores para las casillas con una aproximaci6n adecuada. Una 

demostración no rigurosa de que los estimadores son O.nicos está 

dada en [Bishop, Fienberq & Holland,1975] pag. 85-86 y es como 
sigue; 

Se define el logaritmo de la raz6n de verosimilitud 

o:~ .. L cx1Jk tn. x•Jk - x,Jk ln. ~g~> 
IJk 

(2.S.2.1-3) 

Brown,D,T. (1959) note on approxl-t.Jone to 
prob.t.blllt.y dl•t.rlbut.lons, Jnfor-t.lon and Control 2, 386-392. 
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dado que Í X 1Jk t.n. mJJk se minimiza para m1J1c - x 1J1c• Se 
ljk 

deduce que o:g ~ o dado que mg~ ~ o y m!!! - x!!!. 
Si se procede a ajustar las conf iquraciones como en 

(2.s.2.1-1) resulta 

(2.S.2.1-4) 

y de aqui que 

X1Jk ln. mg~> • XIJk l.n. m:~~-IJ + X1Jk ln X•Jk + 
- XIJk ln m!~~-U (2.5.2.1-5) 

De (2.5.2.1-3) y (2.5.2.1-5) resulta que 

0 13r> 
123 

o<Jr-U 
- 123 - I (X+Jk tn. X+Jk ,. 

DIJrJ 
123 -O(Jr-U 

123 - o<:Jr-1) 
23 • 

o~~r-t > es obtenido de C23 Y 

ne9ativo y de donde se concluye que 

Similarmente se obtiene que 

o:~-u 

og;-2> 
o:~~-2J _ 0gr-2J 

o:~;·3J _ 0~~r-3J 

- x•Jk tn m!~~-,, > 

¡2.s.2.1-6) 

por lo que es no 

¡2.s.2.1-7) 

(2.s.2.1-s¡ 

De las ecuaciones (2.s.2.1-6), (2.s.2.1-7) y (2.s.2.1-s) se 
deduce que 

81 



con igualdad al paso t si y sólo si ;:~! = ;g;u para todo 

i,j,k. La funci6n está acotada inferiormente y converge al limite 

del valor para {;,Jk}. 
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2.5.2.2 ALGORITMO GENERAL 

Considere el conjunto minimal de configuraciones C9q, 

q•1,2, ••• ,s con las correspondientes marginales XSq• se elige un 

conjunto inicial de estimadores ;~oJ y se procede a ajustar cada 

una de las configuraciones. Al final del ciclo r se tiene 

En general al t-ésimo paso resulta 

donde t-q es un mQltiplo de s. 
Después de ajustar t configuraciones, 

verosimilitud queda dada por 

o//' = L x8 tn x8 - L x8 tn. ;.ét.> 
8 8 

c2.s.2.2-1¡ 

c2.s.2.2-2¡ 

la raz6n de 

(2. s. 2. 2-3) 

la cual es una funci6n monótona decreciente como se mostró 
en tres dimensiones. 

Si se considera ;Jt.>,.,.1 se obtiene el mAximo valor oéº' y 

parece razonable que valores iniciales que den un valor menor 

nJU podr!an ser desventajosos en la velocidad de convergencia. 

Una regla de paro podría ser cuando para toda casilla ocurra que 

l;,é•" - ;,é••-•> 1 < Ame 
(2.S.2.2-4) 

para algün incremento Ama apropiado (0.001, 0.0001 etc.) 
Otra regla de paro a partir de la raz6n de verosimilitud es 

c2.s.2.2-s¡ 
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2.5.3 HETODO DE NEWTON-RAPHSON 

El ajuste iterativo proporcional es una técnica 
especializada para modelos loglineales de tipo jerárquico, 
mientras que la presente técnica permite la aproximaci6n de los 
estimadores de m&xima verosimilitud para un modelo lineal 
generalizado, donde el modelo loglineal puede ser ajustado por 

ser un caso especial de esta clase de modelos. 
Si se considera un modelo lineal generalizado basado en un 

conjunto de variables aleatorias independientes Y1 ,Y2 , ••• ,Yn 
todas ellas con una misma distribuci6n perteneciente a la familia 
exponencial, la función de lag-verosimilitud es 

tC~;~) Q I y 1bCe.> + I cce,¡ + I dCy1) 
i 

además 

&'CYtl Q "• Q - e' ce,) I b' ce,) 
y 

donde g es una función mon6tona y dif erenciable. 

c2.5.3-2) 

C2.5.3-3) 

una propiedad de la familia exponencial es que garantiza las 

condiciones de regularidad que permiten que el m6.ximo global de 

la funci6n de lag-verosimilitud quede dado por la soluci6n al 
sistema de ecuaciones simultaneas 

at¡ae, - o C2.S.3-4) 

o equivalentemente a la soluci6n del sistema de ecuaciones 

C2.S.3-5) 
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Ver por ejemplo [Cox & Hinkley,1974], cap 9). 
Puede probarse que (ver [Dobson,1990], sec. 3.2.3 pag. 28-30 

y anexos A y BJ 

at/a{3J a UJ = l [CY1-µ1)x1¡ / var(~1 !] (aµt1a111] 

1 

(2.S.3-6) 

En qeneral las ecuaciones U1-=0 son no lineales y deberán 

resolverse mediante iteración numérica. 
En particular si el método de Newton-Raphson es usado, la 

m-ésima aproximación quedará dada por 

c2 .s.3-7) 

donde es la matriz de segundas 

derivadas de l. evaluadas en el punto ¡:J=b'•-U y u'•-ll es el 

vector de primeras derivadas con UJ = 8l/8/31 evaluadas en el 
mismo punto. 

Esta es la versión mul tidimensional del método de Newton 

Raphson para encontrar la solución a una ecuaci6n de una sola 
variable (f(x)=O) donde la m-ésima iteración queda dada por 

(2,S.3-8) 

una variación del método para la ecuación e 2. 5. 3-7) puede 

realizarse utilizando la funci6n de loq-verosimilitud mediante la 

serie de Taylor evaluada en el punto p=p*. La ecuaci6n utilizada 

es 

l({3¡y) (2.S.3-9) 
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Donde U es un vector px1 con elementos UJ• Bl/8/3J y H es una 

matriz de pxp con elementos B2l/BfliBflk evaluados ambos en el 

punto 13-13*. 
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CAPITULO 111: SELECCION DE MODELOS 

En los capítulos previos se trataron los temas acerca de la 
especificación de los modelos y la estimación de los parámetros, 
en el presente capitulo se muestran algunas consideraciones para 
realizar una selección apropiada de un modelo que responda a la 
estructura de los datos de la tabla de contingencia. 

En una primera instancia se presenta la distribución 
muestra! para estimadores de mAxima verosimilitud en un modelo 

lineal qeneralizado y el estadístico derivado de la razón de 

verosimilitud. Posteriormente se discuten algunas propiedades de 
las medidas de bondad de ajuste y los grados de libertad 
asociados al modelo. 

se detalla acerca de la bondac1 de ajuste interna de un 

modelo, de la detección de datos discrepantes mediante el 
análisis de residuos y de la evaluación de la magnitud de una 
interacción. 

Finalmente, se tratan algunas estrategias para la 
comparación de modelos, algunos cálculos iniciales, 
procedimientos por pasos "stepwise" y aspectos prácticos para la 
selección de un mejor modelo. 
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3.1 DISTRIBUCION HUESTRAL DE ESTADISTICOS NAXIHOVEROSIHILES 

sea Y una variable aleatoria con funci6n de densidad de 
probabilidad f(y,e¡ y funci6n de loq-verosimilitud t(e,y). Si se 
define U ... al/89 entonces 

&'(U) = J (at(e,y¡¡aeJ f(y,e¡ dy (3.1-1) 

si se considera que 

Bt(e,y¡ = Blrif(y,e¡ ª __ 1 __ Bf(y,e¡ 
ae ae f(y,e) ae (3.1-2) 

bajo ciertas condiciones de regularidad de f(y,B) resulta 

&'(U) =.J (af(O,y)/Be) dyaieJf(y,e) dy=o (3.1-3) 

Por otra parte, a partir de la igualdad (3.1-2) se obtiene 

is J (atce,y11aeJ rcy,e) dy - ca•1ae•i J f(y,e> dy 

El término de la derecha es igual a cero y el de la 
izquierda puede reescribirse de la siguiente forma 

J (a•tce,y¡¡ae2)f(y,O)dy + J (at(e,y)/ae) (af(y,e¡¡ae)dy •o 

sustituyendo (3.1-2) en el sequndo sumando se tiene 

-J (a•tce,y¡¡ae•)rcy,e)dy = J (atce,y¡¡ae)'fcy,e¡ dy 

se 



De aqu1 que 

lo que finalmente implica que 

var(U) - C(u"J - 6(-u' l (3 .1-4) 

dado que C(U)mO, donde U' denota BU/88. 

Considere ahora las condiciones de un modelo lineal 
generalizado. Sean Y1 , Y2 , ••• , Yn variables aleatorias 
independientes todas con la misma distribuci6n perteneciente a la 
familia exponencial, sea f(y;e) la funci6n de densidad de 

probabilidad conjunta y g una funci6n de liga monótona tal que 
g(µt> • ~~~ donde µ 1=C(Y1 ) y sea, además, lC!J!.) la funci6n de 

lag-verosimilitud. 
Dado que las variables aleatorias tienen la misma 

distribuci6n puede notarse que 

l(e;y) - ¿ t,(e¡y1 ) (3.1-5) 

se define 

(3.1-6) 

por el mismo argumento que (3.1.2) resulta que 
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y, por lo tanto, 

S(U1) - o para todo j (3.1-7) 

Considerando que las ecuaciones simultáneas Bt/89 - o son 

equivalentes a Bt/8(3 - o (ver [Cox & Hinl<l.ey,1974) cap 9), si se 

define o 1 Bt/Bf3 1 para i=1,2, ••• ,p para modelos lineales 

qeneralizados resulta que C(U1 ) = o para todo i. 

Sea J la matriz de varianza-covarianza de las 0 1 , conocida 

también como matriz de informaci6n J • g(u u'). Por el teorema 

del limite central, al menos asint6ticamente, U - N(O,J) y por 

tanto ~, ,_-i~ - x: siempre que J sea no sinqular y su inversa 

exista. 
si se supone que la funci6n de log-verosimilitud tiene un 

má.ximo en ~ y que tal estimador tiene un valor cercano al 

parAmetro real f3, entonces, a partir de la aproximaci6n de la 

serie de Taylor para U(fl) en el punto fl=~ se tiene que 

U((l) m U(~) + H(~) ((3 - ~) (3 .1-8) 
- - -

donde H(~) denota la matriz de segundas derivadas de la 

funci6n de lag-verosimilitud evaluada en el punto fl-~. 
Notese además que los elementos de la matriz de inf ormaci6n 

Por argumentos semejantes a los realizados para obtener 

(3.l.-4), se tiene que 
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y de aqu1 que los elementos de la matriz de informaci6n 
queden dados por 

(3 .1-9) 

de donde se deduce finalmente que, al menos asint6ticamente, 

J - C(U U') - C(-H). (3 .1-10) 

A partir de (3 .1-8) y (3 .1.-10) para muestras grandes se 
tiene que 

U(/3) a U(~) - J (13 - Pl 

Pero U(P) .,. o dado que P es el punto donde la funci6n de - -
lag-verosimilitud tiene su máximo, entonces 

,-• U(/3) a (13 - P). 

Si a J-1 se le considera constante y dado que 8 (U) = O, 

C(/3 - 13) a J"1 C(U) - O (3 .1-11) - - -
as! entonces P resulta un estimador insesqado de p al menos 

asint6ticamente y la matriz de varianza para ~ es 

C[(P - 13)(P - 13¡'¡ a,-• C(U u'¡,-• - ,-• (3 .1-12) 

dado que 3 • C'(U u') y la simetr1a de ,.-1
, se tiene que, al 

menos para muestras grandes el estadistico de Wald queda dado por 
la siguiente expresi6n 
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(~ - ~>' , (~ - ~) - x: (3.1-13) 

o equivalentemente 

(~ - 11) - N(~,3-') (3.1-14) 
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3.2 ADECUACIA DE UN MODELO LINEAL GENERALIZADO 

Lo adecuado de un modelo para describir un conjunto de datos 
puede ser establecido comparando la verosimilitud del modelo 

saturado o maximal respecto a la verosimilitud del modelo en 

cuesti6n, para lo cual puede ser utilizada como medida de bondad 
de ajuste la raz6n de verosimilitud 

;>. w L(~~.;~:> / L(~;y) (J.2-1) 

o equivalentemente 

(3. 2-2) 

donde ~-· y ! son los estimadores de máxima verosimilitud 

para el modelo maximal y el modelo en cuesti6n respectivamente, 

LC~-x1!) y LCP;y) las funciones de verosimilitud, t(~-xi!) y 

tCP;y) las funciones de lag-verosimilitud. si el modelo de 

interés describe adecuadamente los datos se espera que LCP ;y) 

tendrá un valor cercano a LC~-.;~), as! entonces valores grandes 

de tn A sugerirán que el modelo en cuestión no es adecuado. 
Para determinar una reg i6n cr 1 tic a se requiere conocer la 

distribuci6n muestral de tn A. suponiendo que el modelo de 
interés involucra p parámetros denotados por {3, entonces, una 

aproximaci6n mediante la serie de Tay1or para t(P;y) conduce a la 

expresi6n 

l(¡?;y) m l(~;y)+(I? - P>'ucP>+=cf3 - P>'H<P><fl - ~> 
- -2-- ---

(3.2.3) 

donde U(~) es el vector [Bl/B11J1 evaluado en el punto ¡?•~ y 
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H(~) es la matriz de segundas derivadas [B2l/B/31B/311.l evaluada en 

e1 mismo punto. 

. Dado que U(~) = o y para muestras grandes :J = 6(-H), la 

ecuaci6n (3.2.3) puede reescribirse como 

l(~;y) - l(~;y) "~ (~ - ~>' 3 (~ - ~) 
2 -

dado que el término de la derecha de la ecuaci6n es el 
estad1stico de Wald (3.1-13), al menos asint6ticamente, 

(3.2-4) 

se define el estad1stico devianza a partir de la raz6n de 
verosimilitud de la siguiente forma: 

(3.2-5) 

la ecuaci6n para G2 puede ser reescrita com sigue 

G
2 

..,. 2 [l(~ ... ;y) - l(!!_-x1~)] - 2 [l(~;~) - t(~;y)] 
+ 2 [l(~-.;y) - l(~¡y) l (3.2-6) 

El primer término entre paréntesis cuadrados se distribuye 

x: por (3.2-4), el segundo se distribuye x: y el tercero es una 
constante positiva la cual será cercana a cero si el modelo en 
cuesti6n es adecuado a los datos. 

si las variables aleatorias definidas por el primero y 

segundo términos en (3.2-6) son independientes y el tercer 
termino constante es cercano a cero entonces 

Gª - %~-p (3. 2-7) 
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As1 entonces, si el modelo en cuesti6n es bueno G2 tendrá 

distribuci6n x 2
, en cambio si no lo es G2 tenderá a ser mayor que 

el valor de la distribuci6n x2 correspondiente, de hecho tendrá 

aproximadamente un distribuci6n x 2 no central. 
En general (3.2-7) no proporciona una excelente aproximaci6n 

para las diferentes distribuciones muestra les, más que 
asint6ticamente; pero en el caso de la distribuci6n Normal, el 
resultado es exacto. 

3,2,1 DEVIANZA PARA LOS MODELOS LOGLINEALES 

Si se consideran las frecuencias de las casillas de la tabla 
etiquetadas como x 1 ,x2 , ••• ,xn y los valores esperados para las 
mismas m1 ... C (x1 ) ; i=1, 2, ••• n para los tres esquemas muestrales 

se tiene bajo la condici6n l x 1 a l ;,, que la funci6n de 109-

verosimilitud es 

(3.2.1-1) 

donde e es unz. constante que depende s6lo del esquema 

muestral y ; 1 es el estimador de máxima verosimilitud para m1 • 

De acuerdo con el sequndo resultado de Birch para los tres 

esquemas muestrales, el modelo saturado considera que ;, ... x 1 lo 
que conduce a la función de verosimilitud 

(3.2.1-2) 

De aqu1 que el estad1stico devianza sea 

(3,2.1-3) 
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3.3 HEDIDAS DE BONDAD DE AJUSTE 

Las principales medidas de bondad de ajuste para un modelo 

loqlineal son la x 2 de Pearson y el estad!stico de la raz6n de 

verosimilitud G2
, los cuales se distribuyen asint6ticamente xª 

con los apropiados qrados de libertad. 

Si se considera una tabla de continqencia {X1 } y sus 

estimadores de los valores esperados {;1 }, el estadistico de 

Pearson es 

(3.3-1) 

El estad!stico de la raz6n de verosimilitud o devianza esta 

dado por la expresión (3.2.1-3). 

3.3.1 PARTICIONAHIEHTO PARA MODELOS ANIDADOS 

El estad1stico de la raz6n de verosimilitud permite un 
particionamiento simple a partir de la ecuación (3.2.1-3). Si se 

consideran dos modelos M1 y M2 , se dice que los modelos est4n 

anidados si M2 contiene Qnicamente un subconjunto de los 
parámetros µ. contenidos en M1 • 

G
2 

(M,) • 2 [l(~-·¡~) - l(~,;~) J 

- 2ctc~,;~> - te~ •• ~> 1 • 2ctc~-·•~> - te~,;~> 1 

(3.3-2) 

puede notarse entonces que se cumple la condición 

(3.3-3) 
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Si se considera (ver [Bishop,Fienberq & Holland,1975],cap 4) 
que para todo modelo jerárquico 

(3 .3-4) 

y, más aan, si los términos µ. de M2 son subconjunto de los 
de M1 , se tiene 

(3.3-5) 

La cz condicional resulta a partir de (3.3-2) 

- r ;:u tn ;:u - ¿';:21 ln ;:21 
1 

- ¿;~u ln ;:u - l ;:u tn 
... (2J m, 

Dado que G2 (M1 ) y G2 (M2) se distribuyen asint6ticamente con 
:t'2 con V1 y Va grados de libertad respectivamente, entonces 

G2 (M2 1 Mi) se distribuye asint6ticamente ::t'2con (v2-v1 ) grados de 
libertad. 
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Utilizando el estad1stico x2 de Pearson, la diferencia entre 

dos modelos anidados X2 (M2 )-X2 (M2 ) no tiene la misma forma y tal 
diferencia no siempre ea no negativa, un estad1stico más 
apropiado para comparar modelos bajo este criterio serta 

(3. 3-7) 

[Haberman,1977] muestra que x"(M2 IM1 ) y G2 (M2 JMtl tienen 
similar distribuci6n asint6tica. 
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3.4 GRADOS DE LIBERAD 

La mayor!a de los estadisticos utilizados para detrminar la 

bondad de ajuste en el modelo tienen una distribuci6n asintótica 

xz, donde el nQmero de grados de libertad asociados a un 
determinado modelo depende de la estructura de la tabla y el. 

ndmero de parámetros independientes. 

En general se tienen dos formas de calcular los grados de 
libertad para un modelo. 

1) Se calcula el na.mero de parámetros independientes iguales 

a cero. 
Por ejemplo, en el caso tridimensional si se considera 

µ 23-µiz3-o los grados de libertad se obtienen sumando el na.mero 

de parAmetros independientes para cada término µ. ausente del 

modelo 

(J-1) (K-1) + (I-l)(J-1) (K~l) - I(J-l)(K-1) 

2) se determina el na.mero de parámetros estimados en el 

modelo (Tp) y se substrae de el total de casillas estimadas en la 

tabla (T.) 

Por ejemplo, si se considera el mismo caso anterior, para el 

modelo loglineal µ + µ 1 + llz + µ 3 + i.tu + µ. 13 los grados de 

libertad son 

T0 -Tp - IJK - [l+(I-l)+(J-l)+(K-l)+(I-1) (J-l)+(I-1) (K-1)] 

En la tabla 1. 6 .1-2 se muestra el na.mero de parámetros 

independientes asociados con cada término µ en el modelo 

tridimensional. Puede notarse que es inmediata la generalizaci6n 

a una dimension mayor. 
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3.4.1 CEROS EN LA TABLA 

En el primer capitulo se mencion6 que en una tabla de 

contingencia puede ocurrir alguna frecuencia observada igual a 

cero de manera muestral o de forma estructural. Cuando se tiene 
el caso de los ceros muestrales, los grados de libertad se 

calculan de la misma forma que con la tabla completa, dado que 

habrán de calcularse los estimadores para las casillas con este 

tipo de observaci6n. 
En el caso de los ceros estructurales los grados de libertad 

si son afectados por el n1lmero de casillas que presentan esta 

caracteristica, así entonces el total de grados de libertad para 

un modelo con ceros estructurales se calcula como sigue: 

q l a T 1 - T2 - T3 
donde T1 • n1lmero de casillas en la tabla 

T2 = nQmero de parámetros a estimar 

y T 3 • nQrnero de casillas con ceros estructurales 
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3.5 BONDAD DE AJUSTE INTERNA 

En ocasiones bajo ciertas particularidades de los datos es 

interesante detectar posibles valores discrepantes o at1picos 

( 11 outliers") , es decir, valores observados que difieren 

considerablemente de los restantes valores esperados. 

En particular, cuando se tiene un número grande de casillas 

en la tabla puede no resultar suficiente el obtener las medidas 

para determinar la bondad de ajuste de un modelo, en tales casos, 

es deseable evaluar el ajuste para cada casilla en particular. 

Hay dos razones por las que se recomienda hacer este análisis. 
Por una parte, puede ocurrir que para un modelo que 

considere muchos parámetros, la medida de bondad de ajuste caiga 

dentro de limites aceptables aun cuando algunas casillas 

presenten un mal ajuste. La detección de tales casillas podr1a 

implicar la existencia de datos importantes para el entendimiento 

de la estructura de la tabla y sugerir, tal vez, algO.n posible 

particionamiento de la misma. 

Por otra parte puede presentarse el caso de tener 

desviaciones positivas y negativas entre los valores esperados y 

los observados que hagan que las mediadas de bondad de ajuste 
caigan en rangos aceptables. Sin embargo, tal situación podr1a 

sugerir la búsqueda de un modelo más apropiado para los datos. 

Además del examen de bondad de ajuste para cada casilla 

particular de la tabla, puede obtenerse una medida para la 

significaci6n de los efectos, es decir, cuando se desea probar si 

dos variables especificas están relacionadas, se detrmina una 

magnitud de la significación del efecto de asociación 

representado por un parámetro del modelo, as1 entonces, puede 

resultar útil el determinar la magnitud relativa de los 

parámetros del modelo y con ello mejorar el entendimiento del 

mismo. 
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3.5.1 ANALISIS DE RESIDUOS 

Una de las mejores técnicas para determinar la bondad de 
ajuste de cada casilla de la tabla respecto a un particular 

modelo es el análisis de residuos. 
Dependiendo de la técnica disponible para el cálculo de los 

parámetros del modelo se tendrá informaci6n para obtener 

diferentes clases de residuos, por ejemplo, cuando se cuenta con 
el ajuste iterativo proporcional pueden analizarse residuos 

estandarizados componentes de los estadísticos x2 o G2
• cuando se 

dispone de una técnica derivada de Newton-Raphson puede tenerse 
informaci6n acerca de la varianza de las observaciones y por 
consiguiente poder calcular residuos ajustados. 

Residuos estandarizados componentes de X2 

.... (x,-;., > / C'~d u2 

2 x, lll ex,,;.,) 
p.s.1-11 

(3.5.1-2) 

Los estad1sticos z 1 son tales que cuando el modelo es 

apropiado l z~ se distribuye asint6ticamente como X~ donde v son 

los grados de libertad apropiados para la estimación de {;1}. 

Una guia para determinar una desviación grande de la casilla 

respecto al modelo consiste en comparar cada z 1 contra el valor 

teórico X~v,aci dividido entre el nümero de casillas en la tabla 

donde a es algün nivel de significancia para la prueba. 
Otras estrategias que permiten determinar la adecuacia 

interna del modelo mediante el uso de residuos estandarizados 

son: 

1) comparar los z 1 contra el valor teórico de la 

distribución Normal Estandar. 
2) Graficar los valores z 1 contra los valores de cada 

par4metro del modelo; as!, si el modelo describe apropiadamente 
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los datos no deberán mostrarse patrones definidos en la gráfica, 
si el modelo es inadecuado podrían detectarse patrones 
curvilíneos o alguna otra clase de tendencia sistematica. 

3) Graficar los z 1 contra los valores ajustados de las 

casillas C;d. Al igual que en el punto anterior no deberán 
presentarse patrones definidos en el gráfico. 

3.5.1.1 DETECCION DE VALORES DISCREPANTES 

cuando se tiene la sospecha de que la casilla (j) puede 
presentar un valor significativamente discrepante con respecto a 
un modelo dado, se sugiere seguir la siguiente estrategia de 
prueba. 

Modelo (M1 ): el ajustado originalmente a la tabla 
Modelo (M2 ):mismo modelo M1 pero considerando la casilla (j) 

como si fuera un cero estructural. 

La diferencia de bondad de ajuste, es decir, G2 (M1 )-Gz(M2 ) 

se distribuye asint6ticamente como x 2 con un grado de libertad. 
Ast, si se obtiene un valor significativo respecto al valor 
te6rico de la distribuci6n se estará en presencia de un dato 
discrepante. 
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3.5.2 SIGHIFICACION DE LOS EFECTOS 

Una de las principales ventajas de los modelos loglineales 
es la posibilidad de asignar una magnitud a los efectos de 
interacci6n entre las variables, es decir, en el estudio de un 
determinado conjunto de datos se desea determinar si una relaci6n 
particular entre variables es significativa o no lo es. 

La estrategia consiste en determinar si una o más categor!as 
de una variable son responsables del rechazo de alguna hip6tesis 
planteada, se realizan pruebas de hipótesis para cada cruce de 
las variables implicadas y cabe mencionar que con el hecho de 
encontrar signif icancia en al menos una de las pruebas para cada 
cruce se considerará que existe interacci6n. 

Si por ejemplo se plantea la hip6tesis 

ffo: IJ.1211J•""""º para todo i,j 

puede construirse un estadístico de prueba 

(3.5.2-1) 

donde por el teorema del limite central zu tiene una 
distribución asint6tica Normal estandar. 

En caso de ser apropiada la suposición, z 1J se simplifica y 

toma la siguiente forma 

zlJ .. lltzUJ> I var(µ 12 uJ>) (3.5.2-2) 

el cual puede ser comparado contra los valores de la 

distribución teórica de forma que si 1z1J1 > Za: se considera que 

JJnt1JI es significativamente diferente de cero con un nivel de 
confianza 1-a:. 

104 



3.6 CONSIDERACIONES PARA LA PRUEBA DE HIPOTESIS 

A continuaci6n se presentan algunas sugerencias y 

consideraciones para cuando se desea realizar una prueba de 
hip6tesis acerca de un conjunto de datos, lo cual es equivalente 

a realizar una selección de un modelo adecuado a los datos. 

El investigador al trabajar con cuatro o mas variables se 

enfrenta a una enorme gama de posibilidades de elecci6n de un 

modelo adecuado a los datos ( 113 modelos jerárquicos en cuatro 

dimensiones) y ante la inexistencia de un método inequ1voco para 

elegir el mejor modelo se sugiere tomar en cuenta las siguientes 

consideraciones: 
1) El invertigador debe tener bién definidos los propositos 

de la investigaci6n, es decir, previamente apreciará cuales son 

las variablas de mayor interés, as1 como las interrelaciones 

relevantes de acuerdo a su supuesto te6rico que sospecha su 

existencia o por conocimiento de investigaciones previas, tal 

situación mejorarA definitivamente la conducción en la selecci6n 

de un modelo. 
2) Deben tenerse presentes las limitaciones impuestas por el 

diseno muestral empleado para la recolección de datos, as1 como 

las aleatoriedades que suelen presentarse con tamanos de muestra 

muy reducidos o la presencia de ceros estructurales en la tabla. 

Tales situaciones conducen a incluir de manera definitiva algunos 

términos µ en el modelo asociados a las marginales fijas o a 

veriticar el cálculo adecuado de los grados de libertad. 

J) Se debe considerar seriamente la inclusión de cuatro 6 

m4s variables en la hipótesis ya que con ello la elección de un 

modelo adecuado puede resultar una labor bastante ardua, debido a 
que las alternativas de modelos diferentes crece geométricamente 

con el aumento en el número de variables y puede finalmente 

resultar muy costoso e impráctico ajustar todos los modelos 

posibles, esto sin contar el esfuerzo que implica el verificar la 

bondad de ajuste interna. 
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Sin embargo esta problemática no siempre se puede descartar, 
y en tal caso convendrá seguir alguna de las estrategias 
propuestas en la sección 3.6.1. 

Otra inconveniencia en el manejo de mClltiples variables es 
el hecho de enfrentarse a la dificultad de interpretar en la 
realidad la presencia de efectos conjuntos multifactores. 

4) Debe tenerse presente que el probar hip6tesis a priori y 
realizar a posterior! la selección de un modelo apropiado, todo 
ello con los mismos datos conduce a un consecuente efecto sobre 
el nivel de significancia de los estadlsticos de prueba y por 
tanto debe tenerse en consideración el manejo del error tipo II 
en las pruebas, sin embargo, dadas las aplicaciones de computo 
disponibles poco puede hacerse para mejorar el control de este 
tipo de error. [Knoke & Burke,1980] sugieren algunas 
consideraciones prácticas para evitar que se incremente el error 
tipo rr y éstas son el aumento del tamafio de la muestra o el 
acceder a un aumento en la probabilidad de error tipo I. La 
segunda alternativa trae consigo el dilema de la inclusi6n 
potencial de relaciones mul ti factores en el modelo cuando estas 
no debiesen ser incluidas por ser el reflejo de simples 
variaciones de carácter muestra!. Los mismos autores insisten en 
que quiz4s la segunda opción sea la más factible y se opte por un 
modelo que ajuste a los datos con una probabilidad de error tipo 
r del 10t o incluso mayor. 

3.6.1 ALGUNAS ESTRATEGIAS DE SELECCION 

Si bién es cierto que e1 conocimiento te6rico y la 
perspicacia del investigador son las mejores herramientas para la 
selecci6n de1 modelo, en ocasiones se requiere que algunas 
rutinas mecci.¡1icas proporcionen mayor información acerca de las 
relaciones entre las variables. 

Desafortunadamente no se cuenta con una estrategia 4nica que 
permita hacer una selección 6ptima, por ello diversos autores 
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sugieren diferentes formas de enfocar la selección de un modelo. 
No obstante, la mayoria proponen realizar algunos cálculos de 
rutina utilizando algün criterio sobre el nivel de significancia 
para obtener estadisticos sumarios que permitan en una primera 

instancia elegir uno o varios modelos base que a su vez den 
cabida al análisis de modelos muy parecidos a estos, es decir, 
modelos que difieren en pocos términos µ. 

Dadas las facilidades que presentan las aplicaciones de 
cómputo actuales, es posible realizar una serie de calcules 
preliminares basados en la razón de verosimilitud (G2 ), la cual 
puede obtenerse para una determinada clase de modelos y comparar 
mediante la propiedad de la partición condicional, modelos que 
difieran en algün término de interacción. 

[Bishop, Fienberg & Holland,1975] proponen tres estrategias 
de cálculos iniciales basadas en el particionamiento estructural 
de la G2 para la obtención de uno o varios modelos de arranque. 

1) Ajuste de modelos con términos uniformes. 

Si se considera un modelo de dimensión S entonces se ajustan 
los siguientes modelos uniformes: 

(1) Modelo de completa independencia 
(2) Modelo con todos los términos de interacción conjunta de 

dos variables. 

(S-1) Modelo con todos los términos con (S-1) subindices. 

Se propone elegir dos modelos consecutivos de forma tal que 
uno de ellos no ajuste adecuadamente a los datos mientras que el 
otro s! lo hace, considerando un determinado nivel de 
signiticancia fijo. Una vez elegida la pareja de modelos se 
procede a analizar la bondad de ajuste de modelos intermedios. 
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2) Examinar los estad1sticos G2 para modelos cuyos 
estimadores puedan calcularse de manera directa, tal ajuste es 
dtil cuando se tiene la sospecha de que una o más interacciones 
de primer orden pueden excluirse del modelo. La principal 
desventaja de esta estrategia se da cuando ninguno de los modelos 
directos ajusta a los datos, lo cual dificulta la decisi6n de un 
pr6ximo paso a seguir. 

3) Ajuste de modelos de asociaci6n parcial, es decir, 
modelos con un efecto conjunto de dos factores (Y termines de 
orden relativo superior) igual a cero. La ventaja de ahondar en 
el estudio de este tipo de modelos es el poder determinar de 
alguna forma si se debe o no incluir cada uno de los t6rminos de 
interacci6n. El siguiente paso en esta estrategia consiste en la 
construcci6n de un modelo que resuma la informaci6n de aquellos 
modelos de asociaci6n parcial que presentan un buén ajuste. 

Tomando como base modelos de arranque como se propone en las 
estrategias (1) y (J) pueden emplearse procedimientos por pasos 
"st.epvise" (hacia adelante o hacia atrás) con el objeto de 
evaluar el efecto al agregar o retirar un término de interacci6n 
en el modelo base, de tal forma que se obtenga al final un modelo 
con un m1nimo de parámetros que ajuste adecuadamente a los datos. 

Cabe sen.alar que los procedimientos "stepwise" estarán 
limitados por el modelo que se utilice como base y que, además, 
cuando se utiliza un procedimiento hacia adelante no 
necesariamente converge al mismo modelo al que se llegarla con un 
procedimiento hacia atrás. 
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CAPITULO IV: MODELOS LOGIT 

En capítulos anteriores se revisaron con mayor énfasis los 
modelos loglineales para los cuales, como puede notarse, no se 

requiere el distinguir entre variables d~ respuesta y variables 
de explicaci6n, debido a que las frecuencias esperadas para las 
casillas de la tabla son modeladas en términos de asociaci6n 

entre todas las variables; en contraste con ello, en el presente 

capitulo se presenta una serie de técnicas alternativas para el 
análisis de tablas de contingencia cuando una de las variables 

debe considerarse como respuesta. 

En particular se describirán algunos modelos pertenecientes 
a la clase de modelos lineales generalizados en loa cuales la 
variable de respuesta es dicotómica. 

En una primera instancia se presentan algunos modelos 
denominados de dosis-respuesta tales como el de distribución de 
tolerancia uniforme, modelo probit, modelo logit y modelo de 
valor extremo, posteriormente se adentra en los modelos de 
regresi6n logística y en su relación con los modelos loglineales. 

Finalmente, se discuten algunos aspectos relativos a la bondad de 
ajuste y selección de un modelo apropiado. 
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6.1 MODELOS DE DOSIS-RESPUESTA 

Considere una variable de respuesta dicot6mica con los 
términos genéricos de "éxito" y "fracaso" para sus categorlas y 
definase la variable aleatoria 

con Pr(Z•l)-=n y Pr(Z=O)=l-n. si se tienen n variables 
aleatorias Z1 , Z21 ••• , Zn independientes con Pr(Z1=1)-=n1 la funci6n 

(Bernoulli) de probabilidad conjunta queda dada por: 

(4.1-1) 

la cual es miembro de la familia exponencial y su liga 

natural es tn (ni/ (1-nil. 
Considerando el caso en que los nSs son iguales, se define 

la variable aleatoria Y • l zJ la cual tiene como se sabe una 

J•l 
distribuci6n binomial b(n,n) 

y•0,1,2 ••• (4.1-2) 

Finalmente, si se considera el caso de N variables 
independientes Y1 , Y2 , ••• , Y" correspondientes al nümero de éxitos 
en N diferentes grupos o estratos, se sabe que la funci6n de 

distribuci6n conjunta pertenece a la familia exponencial (N 
variables aleatorias independientes con distribuci6n binomial) 
cuya función de logverosimilitud es 
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l(~l!'.I • I [y1ln(n,/(1-n1 ) + N 1ln(1-ni) + tn(~:J] 
l•l 

(4.1-J) 

con los modelos lineales generalizados se desea describir la 

proporci6n de éxitos P 1 • Y1 / N1 en cada subgrupo en términos de 
otras variables de explicaci6n que caracterizan al subgrupo, lo 

cual se realiza modelando las probabilidades n 1 como 

' g(n,) • ~· f3 (4.1-4) 

donde g es una función de liga x; el vector de variables de 

explicaci6n y ! el vector de parámetros~ 

El modelo lineal más simple es 

' 
n • ~· fJ (4.1-5) 

el cual es usado en algunas aplicaciones prácticas con el 

' incoveniente de que ~· fJ en ocaciones puede tomar valores fuera 

del intervalo (0,1). 

Para asegurar que n esté restringido al intervalo (0,1] se 

suele utilizar una funci6n de distribuci6n acumulativa 

t 

"= g-•cx; f3) = J f(s) ds 

donde f(s) " o y J f(s) ds = 1, la función de densidad de 

probabilidad f(s) se denomina runción de tolerancia. 
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4.1.1 FUNCION DE TOLEllAllCIA UNIFORME 

Uno de los primeros modelos semejantes a los del análisis de 

reqresi6n empleando una variable de respuesta binomial es el que 
utiliza la distribución uniforme como función de tolerancia. 

Para describir la probabilidad de 6xito rr como una función 

de dosis x se considera e1 modelo 

g(rr) = 130 + l3i>c (4.1.1-1) 

y la distribución unifOrJne en el intervalo [c1, c 2] 

f(s) - (l/c2 -ci) si c 1 :s s :5 c 2 y f(s)=O en otro caso. 

entonces 

X 

n - J f(s) da e (X-c1) / (c2-c1) con c 1 ::s x :s c 2 
es 

teniendose final~ente un modelo de la forma 

donde 

130 = -c1 / ( Cz-c,) Y 131 = 1 / ( c 2-c,) 

(4.1.1-2) 

(4 .1.1-3) 

(4.1.1-4) 

Este modelo lineal es equi Va lente a usar la función 

identidad como función de liga (g) sujeta a las restricciones 

sobre x, /Jo y /31 correspondientes a c 1 x ::s c 2 • Tales 
condiciones extra implican que las técnicas estandar para estimar 
~o y ~. para modelos lineales generalizados no puedan ser 
utilizadas directamente. Este tnodelo no es muy utilizado en la 
pr!\ctica. 
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t.1.2 MODELO PROBIT 

Uno de los principales modelos empleados en la 
experimentación biol6qica es el que utiliza como distribución de 

tolerancia la distribución Normal y se denomina Probit 

f(s) = _
1 

e>cp [....:.rs-u]·l 
o-lli 2 <T J (4.1.2-1) 

de donde resulta que 

1 denota la función acumulativa de probabilidad para una 

distribuc16n Normal estandar N(O,l) y de aqu1 que 

(4.1.2-3) 

donde P0=-µ/u y P1=1/u, as1 entonces la función de liga q es 
la inversa de la función acumulativa de probabilidad Normal 

estandar 1-1
• 

t.1.3 MODELO LOGIT O LOGISTICO 

Un modelo que presenta resultados muy similares al modelo 

probit pero que computacionalmente resulta ser más fácil es el 
modelo logit cuya distribución de tolerancia es 

de aqu1 que 
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. 
n • f f(s) ds • exp(,E10 +ti1x) / [l.+exp(,E10 +1l1x)) (4.l..3-2) 

donde la funci6n de liga queda dada por 

(4.1.3-3) 

ln(rr/(1-n)) se denomina funci6n logit y su interpretación es 

como el 1oqaritmo natural de momios. 

4,1,4 MODELO DE VALOR EXTREMO 

si se considera como función de tolerancia 

f(s) 0 ,E1 1exp[ (,E10 +,E1 1s) - exp(,E10+/i1s) l (4.1.4-1) 

resulta que 

. 
rr • f f(s) ds 0 l. - exp(- exp(,E10+,E11x)] (4.l..4-2) 

de aqu1 que 

as1 entonces la runci6n de liga ln[-1'1(1-rr) J se denomina 

funci6n log log complementaria. Esta funci6n puede resultar Qtil 

en el estudio de modelos de sobrevivencia. 
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4.2 REGRESION LOGISTICA 

Los modelos de tipo loqit describen los efectos de un 
conjunto de variables de explicaci6n sobre una variable de 
respuesta. Al igual que los modelos de regresión para variables 
de respuesta cuantitativas, los modelos logit no describen la 

asociación o patrones de interacción entre las variables de 
explicaci6n, motivo por el cual en situaciones multivariadas 
resultan más fáciles de formular que los modelos loglineales. 

El modelo log!stico simple -in(n/ (l-n)) - /3o+/31x descrito en 

la secci6n 4. 1. 3 es un caso particular del modelo general de 
regresi6n log!stica 

logit(n1 ) - ln(ni/ (l-n1)) (4.2-1) 

donde ~; es el vector de mediciones asociadas a las 

covariables y variables indicadoras correspondientes a los 
niveles de factor y ~ es el vector de parámetos. 

Este modelo es ampliamente usado para análisis multivariados 
qua involucran una respuesta binaria y proporcionan una poderosa 
técnica análoga al análisis de varianza o regresi6n mQl tiple 
utilizados con respuesta continua, 
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,,3 CORRESPONDENCIA ENTRE LOS MODELOS LOGIT Y LOGLINEAL 

Considere un modelo logit en el caso tridimensional en el 

cual la tercer variable es dicotómica y se utiliza como variable 
de respuesta. Sean además, {rr1J1r.} las probabilidades de las 

casillas de la tabla y {miJ1r.} los valores esperados para las 

mismas. 
El loqit para la tercer variable en cada combinaci6n de las 

dos primeras es 

t.n[n1i2/ (l-rr1i2l l - l.n[7T1i2/1T1itl 

• tn.[rr1J21 - l.n[7T1itl (4.3-1) 

As! entonces el modelo con efectos aditivos resulta 

l.n[1r1i2'"1itl ~ w + Wuu + W2(JI (4.3-2) 

donde I Wuu I W2(jl o {wuo> pertenece .. la 

1 

asociaci6n parcial entre la primera y la tercer variable y 
{w201 } a la asociaci6n entre la segunda y la tercera, el modelo 

(4 .3-2) supone la ausencia de interacci6n conjunta de los tres 

ractores. 
Para observar la correspondencia entre los modelos log i t y 

loglineal considere el modelo loglineal con la ausencia del 

efecto conjunto de las tres variables. 

Considere entonces el logit para la tercer variable 
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ln(m1J2/mu1l ... t.n. mtJz - tn m,J, 
- u + Uuu + IJ2(JJ + ll3(2) + IJ12UJJ + U13(12J • U23(J2J 

- U + IJuu + IJ2u1 + J.l3fu + IJ12uJJ + lluuu • Jl23uu 

[IJ312J-1J3uJJ + [IJ13u2J-Uuuu] • C"23fJ21-µ23(JU] 

(4.J-4) 

Puede notarse que (4.J-4) es de la forma (4.J-2) pudiendose 

derinir 

w • 2 ll3c2J, Wuu • 2 ll13112J Y Wz<JJ • 2 ll23fJ2J (4.J-5) 

para conformar entonces el modelo logit. 

INTERPRETACION DE LOS PARAHETROS 

A partir de (4.3-4) los parámetros de (4.3-2) satisfacen las 

restricciones 

de donde resulta que 

¿ l llt[m112/m11,¡ e 2IJ µ 3121 • IJ w 
1 J 

Asi entonces, 

pueda ser interpretado como la media de los IJ loqita, 

también Wuu puede considerarse como la desviaci6n de la media 
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debido a la 1ocalizaci6n de la casil1a en e1 renq16n i y WzcJ> 

como la desviación de 1a media debido a la 1ocalizaci6n de 1a 
casil1a en la columna j. 

GRADOS DE LIBERTAD 

considerando la tabla rxJx2 los qrados de libertad para las 
pruebas de bondad de ajuste pueden calcularse como el n11mero de 
logits en la tabla menos el nümero de parámetros linealmente 
independientes. 

ql m IJ - [l + (I-1) + (J-1)] • (I-1) (J-1) 
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t.t ESTIHACION HAXIHO VEROSIHIL Y DEVIAHZA 

Para cualquiera de los modelos de dosis-respuesta y el 

modelo loq!stico general, los estimadores de máxima verosimilitud 
de los parámetros fJ y en consecuencia de las probabilidades 

' rr1-q(~ 1 ~) se obtienen mediante la maximizaci6n de la función de 

loq-verosimilitud. 

(4.4-1) 

utilizando los métodos descritos en el capitulo 2. 

La estimaci6n de máxima verosimilitud es posible aun cuando 

N1•1 y/o y 1•0 lo que no necesariamente es cierto para el criterio 
de m!nimos cuadrados. 

La medida de bondad de ajuste del modelo utilizando la raz6n 

de verosimilitud es el estad1stico 

donde es el vector de estimadores de máxima 

verosimilitud correspondientes al modelo maximal y ; es el vector 

de estimadores para el modelo de interés. 
Sin pérdida de qeneralidad para el modelo maximal se 

consideran las 11 r s como parámetros a ser estimados y se tiene 
entonces que 

Bt/Brr, Q (y,/rr,) - (N,-y,) I ci-11,) 

para el i-ésimo elemento de ~u• la soluci6n de la ecuaci6n 

8l/Brr1 - o es ytJN1, la proporcion de éxitos para el i-ésimo 
estrato. 
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De donde resulta que 

y por lo tanto 

(4.4-2) 

puede notarse que G2 tiene la forma 

donde o denota las frecuencias observadas de las casillas y 1 

y (N1-y1) mientras que e representa las correspondientes 

frecuencias esperadas o valores ajustados n 1J;.1 y (N1-N1J;. 1 ). 

si el modelo ajusta adecuadamente a los datos entonces 

G2-X~-p donde p es el n1lmero de parámetros f3 a ser estimados. 
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C.5 BONDAD DE A3USTE 

Alqunas estrategias utilizadas para los modelos loglineales 

resultan aplicables con variables de respuesta binarias, tales 
como pruebas para la inclusión de términos en el modelo y 
selecciones "stepwiseº cuando se tienen suficientes variables de 
explicaci6n. 

El examen gráfico de los residuos es ütil para determinar la 
adecuac1a del modelo propuesto y las estrategias planteadas para 
los modelos loglineales a este respecto resultan también válidas. 

Una definici6n simple de residuo estandarizado es 

(4.5-1) 

donde p 1=yi/N1 es la proporci6n observada y Tri es la 

' proporci6n estimada bajo el modelo propuesto. Los r 1 s tienen 

aproximadamente media cero y varianza uno y son la ra1z cuadrada 

de los sumandos del estadístico x2. La graficaci6n contra 
covariables podr1a mostrar patrones sistem.\ticos, pero no 
obstante su distribuci6n puede no ser muy aproximada a la Normal. 

Pierce & Schafer· en 1986 probaron que la ra1z cuadrada (con 
signo) de los sumandos de la Devianza son residuos apropiados 
para el propOsito de diagnostico. 

Asi los estadísticos 

se distribuyen al menos asint6ticamente Normal estandar si 
el modelo es apropiado. 

--------------------------------------------·--------
Plerce,D,A.lo Schal"er, D. W, (1985, Reslduah In 
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ANEXO 1: HERRAMIENTAS DE COMPUTO DISPONIBLES 

En la actualidad se cuenta con una variedad de paquetes de 

c6mputo que permiten el ajuste de modelos con variables de tipo 
categórico, donde pueden destacarse los siguientes: 

GLIM 

Paquete orientado a ajustar modelos lineales generalizados donde 
en particular los modelos para variables categ6ricas son un 
subconjunto de los modelos posibles. 

SAS 

Paquete estad1stico de proposito general que ofrece para el 
an~lisis de variables categ6ricas las rutinas de CATMOD, FREQ y 

LOGISTIC. 

BMDP 

otro paquete estad1stico de proposito general que ofrece los 

proqramas BMOP-LR y BMDP-4R para regresión logistica y modelos 

con datos categóricos respectivamente. 

SPSS 

Al igual que SAS y BMDP es un paquete de proposito general que 
proporciona fundamentalmente la rutinas LOGLINEAR, HILOGLINEAR, 

CROSSTABS y PROBIT para el manejo de modelos loglineales, 

loglineales jerArquicos, Tablas de contingencia y modelo Probit 

respectivamente. 
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CONCLUSIONES 

Acerca del objeeivo: 

A lo largo del presente trabajo se han expuesto alqunas 

ideas acerca del planteamiento de modelos que permiten realizar 
análisis estad1stico con varias variables de tipo categórico, 

donde se hizo especial énfasis en los modelos loglineales 
jerárquicos para tablas completas, en los modelos de dosis­
respuesta, en los modelos de regresión loglsticos para una 
respuesta binaria y en la teor1a de los modelos lineales 
generalizados orientada a modelos con variables categ6ricas. 

De ninguna manera se ha pretendido ser exhaustivo en el 
planteamiento de los temas, cabe insistir en que el trabajo 

expuesto en los capitulas anteriores es en buena medida una 

adaptación de las ideas planteadas por diversos autores que han 
abundado en la especif icaci6n de técnicas para el análisis 
multivariado, pero donde se trat6 de realizar una unificaci6n en 
la notaci6n y en la secuencia de exposici6n y a9lutinamiento de 
los temas. 

Conviene aclarar que el objetivo del presente trabajo, fue 
el elaborar una fuente bibliográfica en lar.qua hispánica que 
reuniera los elementos básicos para introduc.ir al lector en el 
estudio del análisis multivariado con variables de tipo 
cate96rico. 

Dado el contexto te6rico del presente trabajo, es más 
apropiado hablar acerca de los alcances y limitaciones en cuanto 
al material reunido y el material que no fue contemplado en el 
mismo. 
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Acerca de los modelos logl1neales: 

En particular el planteamiento del modelo loglineal 
bidimensional se realiz6 en base a los trabajos de Everitt, 
Reynolds, Bishop, Fienberg y Holland. El tema de los modelos en 
varias dimensiones se bas6 fundamentalmente en los textos de 

Aqresti, Goodman, Haberman, Reynolds, Upton, Bishop, Fienberg y 
Holland. Algunas ideas de Little, Knoke y Burke, Healy ,cox y 
Hinkley son también incluidas aunque de mamera más puntual, as1 
como las ideas de los textos en lengua hispánica. 

Dentro del contexto de los modelos de tipo jerárquico para 
tablas completas el primer capitulo del trabajo puede 
considerarse relativamente completo, dado que contempla la 
construcci6n e interpretaci6n del modelo como alternativas de 
prueba de hip6tesis estadlsticas. Aunque conviene distinguir las 
limitaciones del mismo, en cuanto a no abordar el problema de las 
tablas incompletas y la falta de una mayor profundidad en la 
prueba de unicidad para la construcci6n de modelos multivariados. 

Acerca de los modelos lineales generallzados 

Los temas relacionados con los modelos lineales 
generalizados se basaron en los textos de Dobson, Searle, Silvey, 
Nelder y Wedderburn. 

Es aqu1, donde el alcance del presente trabajo se ve 
reducido a contemplar los elementos meramente básicos de una 
teorla por demAs compleja y extensa, que soporta un amplio 
espectro de posibilidades al manejar planteamientos generales 
para distribuciones pertenecientes a la familia exponencial, y 

que plantea perspectivas de nuevos desarrollos equiparables a los 
realizados hoy en dla para el análisis de regresi6n y el an4lisis 
de varianza. 
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Acerca de la estimación de los parámetros 

Para los aspectos relativos a los estad1sticos suficientes y 

la estimaci6n de los parámetros del modelo, se utilizaron los 

textos de Birch, Silvey, Hogg y Craig, Bishop, Fienberg y 

Holland, Aqresti y Dobson. Algunas ideas de Li ttle, Knoke y 

Burke, Healy , cox y Hinkley son también incluidas aunque de 

mamara más puntual, as! como las ideas de los textos en lengua 

hispánica. 

La teorta de los modelos lineales generalizados con su 
supuesto básico de emplear distribuciones pertenecientea a la 

familia exponecial, sienta las bases teóricas para soportar la 

distribución de los estimadores de los parámetros de los modelos 

contemplados en el presente trabajo; sin embargo, se trato de 
abundar en las propiedades de los estimadores de los parámetros 

del modelo loglineal en particular en lo referente a los 

estimadores de máxima verosimilitud para modelos de tipo 

jerárquico. Las principales limitaciones giran en torno a la 

estimación por mínimos cuadrados. 

Existen además algunos criterios de estimación tales como el 

de mínima -x2 modificada, inforrnaci6n mínima discriminante y el 

bayesiano que quedaron también fuera del alcance del trabajo y 
que muestran alternativas para futuros desarrollos. 

Acerca de la selección del modelo 

Para los aspectos re la ti vos a las consideraciones para la 

prueba de hip6tesis, la bondad de ajuste interna y la selecci6n 

de un modelo, la consulta tuvo base en los textos de Bishop, 

Fienberg y Holland, Aqresti, Dobson, Draper y Smith y Haberman. 
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En relaci6n a estos t6picos, se trat6 de realizar una 
recopilaci6n re1ativamente exhaustiva, limitada a la bib1iograf1a 
a mi alcance, que contenta recomendaciones para realizar la 
selecci6n de un mejor modelo. Tal vez, la mayor limitaci6n a este 
respecto, sea la falta de una aplicaci6n práctica donde se 
ejemplificara la utilizaci6n de las técnicas referidas. 

Acerca de los modelos con respuesta binaria 

A éste respecto se abordaron los modelos de dosis-respuesta 
y regresi6n log1stica donde destacan los textos de Oobson, 
Fienberg y Agresti. 

El centro de este t6pico son los modelos logit, debido a su 
relaci6n con la estructura de los modelos loglineales, auque se 
intenta recopilar algunos modelos de dosis-respuesta por ser los 
primeros desarrollos importantes equivalentes al análisis de 
regresi6n, utilizando una respuesta binaria. 

Este t6pico se limit6 al estudio de modelos con respuesta 
binaria, lo cual redujo enormemente el alcance del mismo, 
conviene seflalar que Agresti resalta una gama muy amplia de 
modelos pertenecientes a la clase de los lineales generalizados 
para variables categ6ricas, donde se puede aprovechar la 
informaci6n de las variables ordinales y que han quedado fuera 
del alcance del presente trabajo. 
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Acerca del alcance de las técnicas estudiadas 

Cabe notar que el desarrollo de las t6cnicas mul ti variadas 

en particular las orientadas a variables de tipo discreto han 

evolucionado enormemente en los anos recientes; tal situación 

hace que el alcance del presente trabajo sea más limitado. sin 

embargo, el planteamiento del modelo loglineal jerárquico, y los 

modelos de regresión log1stica apoyados con las técnicas de 

estimación y las estrategias para la selección de un modelo 

permiten una plataforma básica para el entendimiento del concepto 

de 11modelizaci6n11 como la forma más actual de análisis 

estadístico multivariado. 

También conviene destacar que el vasto desarrollo de 

aplicaciones de c6mputo que se tiene a disposición hoy en d1a y 

que aunado al abaratamiento de los microcomputadores, permite a 

los investigadores adentrarse más en la aplicación del análisis 

estad1stico con varias variables. 

Se puede concluir que la modelizaci6n como forma de análisis 

estadistico multivariado es perfectamente factible con variables 

de tipo categórico y que dados los desarrollos te6ricos hechos 

hasta la fecha y las facilidades de c6mputo existentes, las 

investigaciones prácticas en materia social basadas en encuestas 

y las de otra indole como la biológica cuentan ya con una 

herramienta mas apropiada dadas las caracteristicas de las 

variables discretas. 
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