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INTRODUCCION

El A-cdlculo o l6gica combinatoria es un tépico que los 16gicos han estu-
diado desde 1924. Las categorias cartesianas cerradas son mas recientes en
sus origenes, fueron inventadas por lawvere en 1964. Ambos son intentos
de describir axiomaticamente ¢l proceso de sustitucidn, cn otras palabras,
lo que intentamos presentar en csta tesis es que hay una cquivalencia de ca-
tegorias entre las categoria de categorias carlesianas cerradas con objeto de
niimeros naturales y la categoria de A-cdlculos tipificados con apareamientos
suprayectivos.

Para poder alcanzar tal objetivo iniciamos con un estudio de sistemas
deductivos. los sistemas deductivos son graficas con una estruclura adi-
cional o categorias con ecuaciones perdidas o eliminadas, esto ha sido pro-
puesto por un categorista, Fred Szabo hace muchos anos. La eleccidn de
axiomas y reglas de inferencia que desarrollamos en este capftulo esta mo-
tivado por la teoria de categorias y funtores.

En ¢l capitulo dos vemos el teorema de deduccidn, el cual nos permitird
entender mas ampliamente el teorema de completez funcional que serd visto
con todo detalle en el capitulo seis.

En el capitulo tres introduciremos la definicidn de categoria cartesiana
cerrada, que serdn prescntadas como un sistema deductivo que entre las
prucbas satisfacen ciertas ecuaciones. La manera de presentar las categorias
cerradas es una manera distinta a la forma en la cual se presenta en la
literatura. En este capitulo presentamos una gran gama de resultados que
se obtienen de forma clara al presentar a aquellas ecuacionalmente. Una
advertencia antes de continuar es que a las categorias cartesianas cerradas,
las denotaremos por C3,

En el capitulo cuatro veremos como poder generar una categoria carte-
siana cerrada a partir de una grafica. Este tema serd muy motivante para
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estudiar como un A-cdleulo tipificado genera una categoria cartesiana ce-
rrada.

La construccin usual del dlgebra de polinomios en una indeterminada z
encuentra en el capitulo cinco un paralelismo con una categorfa polinomial
con una flecha indeterminada.

En el capitulo seis, demostraremos el teorema de completez funcional
para categorias carlesianas cerradas. De este resultado depende esencial-
mente la demostracidn de la equivalencia de categorias entre la categoria
de A-cdlculos tipificados y la categoria de categorias cartesianas cerradas.

En el capitulo sicte damos otra demostracidn del teorema de completez
funcional, mostrando que las categorias polinomiales pueden ser vistas como
categorias de Kleisli de un cierto cotriple, Dentro de este capitulo veremos
otras categorias como son la de Eilenberg-Moore del cotriple (S4,64,84)
la cual es isomorfa a la categoria 'slice’.

En el capitulo ocho, hacemos la observacion de que uno puede hacer
cdlculo proposicional en una categoria bicartesiana cerrada. El hecho de
que hay, a lo mds, una flecha A — 0 en una categoria bicartesiana cerrada
y que no hay otras categorias booleanas que las algebras booleanas,

En el capitulo nueve realizaremos un breve estudio de objeto de niimeros
que nos seran de utilidad.

* En el capitulo dicz, damos la definicion de un A-cdleulo tipificado y
damos varios ejemplos de ellos. Uno de los ejemplos dados serd el lenguaje
interno de una categoria carlesiana cerrada.

En el capitulo once, damos la demostracion de la equivalencia categérica
entre la categoria de A-calculos tipificados y la categoria de las categorias
cartesianas cerradas con objeto de niimeros naturales. ,

En el capitulo doce tratamos el problema siguiente: ¢ Cuéndo un
diagrama cn una categoria conmuta, o equivalentemente, cuando dos flechas
entre dos objetos son la misma?. Esto lo realizamosen C(Lp), la categoria
cartesiana libre con objeto de nimeros naturales generada por el A-cdleulo
puro, el cual s un objeta inicial Carty.

En el capitulo trece damos una demostracién del teorema de Church-
Rosser para téeminos acotados.

Ei Capitulo catorce tratara la demostracion de que todos los términos
Lo (A-caleulo tipificado puro) son acotados.

En los tres iltimos capitulos trataremos ¢l estudio de monoides, cate-
gorins cartesianas cerradas y A-cdleulos no tipificados.

Por 1iltimo, cabe senalar que este trabajo estd basado en ol texto de
Lambek y Scott titulado Introduction to Higher Order Categorical
Logic.



1. CALCULO
PROPOSICIONAL
COMO UN SISTEMA
DEDUCTIVO

Para los categoristas una grafica consiste de dos clases y dos mapeos entre
ellos:

dominio
Flechas —=—3 Objelos

codominio

En teoria de graficas las flechas son usualmente llamadas "aristas
orientadas” y los objetos "nodos” o "vértices”, En lugar de escribir

Dominio(f) = A Codominio(g) = B

escribiremos f : A— B 0 ALsp

Verenios a las gréficas con estructura adicional lo cual serd de interes
en légica, -
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definicién. Un sistema deductite es una grafica con flechas especificas

1a

Rla. A A

¥ una operacién binaria sobre flechas

R1b.
ALlp  pic

Adlce

En el contexto de la ldgica podemos pensar a los objctos de un sistema
deductivo como férmulas, ¥ a las flechas como reglas de inferencia.

Definicién, Un cdleulo con conjuncidn es un sistema deductive dotado
con una férmula T (T=verdad) y una operacién binaria A (= y) para for-
mar la conjuncién A A B de dos [érmulas dadas A y B las cuales deben
satisfacer las siguiente reglas de inferencia:

R2. ASAT

R3a. AA B34

Rib. AA B 2Fp

Ric.

cLi cLp
<fg>

C————.iAB

Aplicando estas reglas podemos demostrar la conmutatividad y la aso.
ciatividad para la conjuncion.

NOTA: En muchas ocasioncs, en las demostraciones, no escribire-
mos los subindices cuando apliquemos las reglas de inferencia, debido a que

estd implicito en el dominio y codominio.

Demostremos la conmutatividad:

AABIR  AABEA

<,
AAB—"2__Ba4



Demostremos la prueba de la ley asociativa
ap,Bci (AABYAC - AN(BAC)

(AABYACZ2AABZLB
(AABYACEC

<t x>

(ANB)AC—————BAC

(AABYACANBA
(AABYAC—122_.pAC

(AAB)ACSIZ 22 4 A (B AC)

aap,c =< T, < 7T >>

Si componemos operaciones sobre pruebas, obtenemos reglas de infe
rencia derivadas. Por ejemplo, consideremos la regla deducida

ANCA  ALB

Anciip (1)

ANCEIC  CAD

ANCIED (2)
De (1) y (2) obtenemos

AANCILB T ANCESD

AR gap

Esto afirma que de prucbas f y g sc puede construir la prucba

JAhg=<fryegrae >

Asi podemos escribir simplemente
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AL ¢4

AncspaD
L]
Definicién Un cdleulo proposicional intuicionista positivo es un céleulo
conjuntista con una operacidn adicional binaria < ( = si). Asi,si Ay B
son férmulas también lo T, AA B y A <= B (mucha gente escribe B = A),
La < debe cumplit las siguientes reglas de inferencia

Ria (4 < B) A B-224
b CABMA

cAacn

Notemos que con la ayuda de R4b podemos deducir

R'4b CENCAB) B
De.mastmcio'n
CAB'S2CAB
(lean)®

C—IZ (CAB) =B
Asi  nep =(leas)*

Con R4a y R4b podemos deducir

R'de
DA

(D& BYE¥(A < D)
Demostracion

(D < B)ABEED I

(9ep.0)*

e f—=2 it e B)



Asi (g4 1p) =(gen,n)
Asi también podernos deducir R4b de R'4b y R'dc

CE3(CAB) &« BY'E¥ A = p
Ast
h* =(h<«<1g)cn

Tenemos las siguientes dos reglas de inferencia, que usaremos mds ade-
lante

a)

a-l.p
- i
T—2L Beas
Demostracion ,
TaAaLon
(I 4 . »
Asi
(A =(fn'a)
b)
T-L4(B « 4)
A_’_f..B
Demostracion
ABAT L5 < A) JREW

<gO41147
AT (B e Ay AAZER

Asi gf =epa < 90414 >

Definicién Un cilculo proposicional intuicionista es mds que uno posi-
tivo. Este requiere tambien de una férmula L (=falso) y una operacion bi-
naria V (=0} que actiia sobre formulas con las siguicntes flechas adicionales
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R5 L2344

R6a A% Av B

ROb B*2Y4Av B c

Réc (C = A (C « B4 C = (AvB)

Con R6c y tambien con ayuda de algunas inferencias que hemos hecho
anteriormente, podemos deducir

R'6c
ALec BAc
Avp¥de
Demostracidn
AL pLc
1y 1
T-L(C < 4) T-L(C < B)

I [l
T2 cenncen
Aplicandaa (C &= A A(C < B)  (Can)C
(€ & AAC <B4 C = (Av B)
Inmediatamente se deduce

<(Gam)C<islgh>
To—

C = (AVB)

)Ecip] |>)f
AV B(((A n) {1 c

Para obtencr una ldgica proposicional cldsica requerimos

R7 Le(le—A)y—A
A continuacidn mostraremos que para sistemas deductivos apropiados,

podemos obtener las siguientes pruebas y sus reciprocos que después nos
serdn de utilidad.



(a)
ANT = A
Demostracion
ANTIA A0 g T
]
(b) :
AET—A4
Demostracidn
AT (UeT) (AeT)Us™T
A T<lAer.OA=T>(A < T) AT
y
(A= T)ATAIY
ANTZA
AL eT)
]
©TeA-T
Demogtracion
T & Qa7
ASAT
A
T——————T <4
||
(d) (AAB)«<=C)) — (A= C)A(B«C)
Demostracion
AABA ANBZLB
(ArB)=CYEfieC (AAB)=C)yElpeC

<rslex'eled

((AAB) )22 (A= C)A(B < 0)
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{{A < CINB €CNACZ (A< C)A (B« CYAC) (B & C)AC)
=SB ‘

(AR A (B EAOIAL
o

(Abc)AlSRAIAC) T

. (& IAC
<n,wkw,n>> g

AR (-._“_-- (AmE)ALC AlRéne)) ——® CA(RE <)
a!

Ll AmcI A ALRd)
i
(adnclAc
‘ t
De lo anterior se sigue A

eva' < p' <’ x> dagrtad

(ACOANB e O)AC SIS0 B AAB

(Kexa'<mw<n, x>5a,ema>)

((A<=C)A(B <0 (AAB)«C -
(c)
ANL = L
Demostracién
FYNENLIYYYNY
[ ]
0]

Demostracion

(A& 1)t



1244

e

—n
Tt (A = 1)

(g)
AVL—A

Demostracion

14,0
Ayt L,

A234v L

{h)
A=(BAC)>(A=C)«B
Demostracicn

{(A=(BAC)ABY)ACS (A& (BAC)A(BAC)-A

(Ac(BACHAB L AeC

AcBAOED) (4=C)eB

(Lasciap)nltAac)
o

Ti_(((AGCIasRIAR) AC

'I
“
“A:'/‘) 8)AS <, “,> \

(4
R
e C
A m ; £
A
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De lo anterior se obtiene

weentyal

(A =0) € B)ABAC)

(AeC) & —"22" 4 e (BAC)

»n
(/;)-—/-al) ctp
avenve
Demostracion
ALp2tpyp  c-Lp2Ppyp
avelmetae gy p
Asi fVg=[snnfnpng) -

(1))
(AACIV{BAC)—(AABYA A

Dessiostracion
ANCTHA BACEB
(AACIY (B A2 AV it

ANCEC BACSE
| CAREH

(AAC)VBAQ) ¢ -{2)
Be (1) ¥ (2) obtencmos
{xex'x}
(AACIV B AC)—fmgn——ed V I
(AACYV (B Ao

T o

(AACIVIBAC) 222 (AVE)AC
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a.c
——e—(AAC) &= C n4,c = Biac

B,
(BaC)&C e = gac

nacVaa.c

A
B

AVE

((AAC)<=C)V((BAC) < 0)

ANCEAANC)V(BAC)

(ANC) € C"ES((ANC)V(BAC) & C 6)

BAC————(AAC)V (B AC)

& &le

(BAC) &= C—=52 L((AAC)V(BAC)) &C wl4)

De (3) y (4) obtenemos

. (e lcV(s' sle

((AAC) & C)V((BAC) = C)
{AVS)AC

(AACIV(BAC) < C

QU
NULS RIS SROTIA Sy

((AACIV(BACNI G e LLLARIVBAC) K CY A ——b ¢
le

(Anc) v (BACQ)

(ke LV Ckiet)cny

Por lo tanto

e<((RetV(x 1NRVYIT 'S

(AVB)AC (AACYBAC)

n
Deduzeamos la signicnte regla de inferencia, para un sistema deductivo
adecuado -

ALp  cLp

Aep—"L2  peg

Demostracion
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AEOAC
Wedinc g
.y ' ©
<¥)l9i’ > &
1] w

A&D +——— (AEDHAD ——*
ls
A
1&
8

(AgD)/\C_w.B

TJe<zagv > 1

(A< D)———B«C

Asi

por lo tanto
feg=(fe<mgn' >) N

Notemos que {4,5C puede ser definido en términos de la regla Réc

((C = A)A(C &« B)A(AV B) _';(AvB)-—i"]———.c

(C=AA(CE B))—-(—u—'ili)—.—~C<=(AVC)



2. EL TEOREMA DE
DEDUCCION

El teorema de deduccién usual afirma:
si AANBF Centonces AFC <« B

Este resultado es incorporado en la regla R4, con el simbolo de deduccion
- reemplazado por flechas en el sistema deductivo apropiado L

h:AAB—-C

K:A-C&B

Sin embargo, en un nivel superior, las barras horizontales funcionan
como un simbolo de deduccién. y obtenemos una nueva forma del teo-
rema de deduccidn. Nosotros formamos un nuevo sistema deductivo L(z)
adjuntandole una nueva flecha £ : T — A y hablamos de las pruebas
é(z) : B — C en este nuevo sistema. En palabras mds precisas, L(z) tiene
las mismas formulas de L y sus pruebas (=flechas) ¢(z) son generadas li-
bremente por las flechas de L y la nueva flecha x con las reglas apropiadas
de inferencia (=operaciones). Claramente, si L es un cileulo de conjuncion
intuicionista positivo, también lo es el nuevo sistema deductivo L(z)

Proposicidn (Teorema de deduceidn). En un Cdlculo con conjuncidn,
posiltvo, inluicionista o cldsico, con cualquier prueba ¢(z) : B — C y con

13



14 2. EL TEOREMA DE DEDUCCION

la hipélesis x 1 T — A hay asociada una prueba f : AANB — C en L que
no depende de z.

Demostracicn
Daremos la prueba para un calculo positivo, la misma prueba es vélida para
un cdlculo con conjuncidn, si * se ignora.

Notemos que toda prueba ¢(z) : B — C desde la hipdtesis «: T — A
debe tener una de las siguientes formas:

i) k: B — C una pruebaen [;

ii)z2:T2AconB=TyC=4

iii) < ¥(z), x(z) > donde ¥(z): B — C', x(z): B~ C",C=C' AC"
iv) x(z)¥(z) donde ¥(z): B — D, x(z) : D —»C

v) (¥(z))* donde Y(z): BAC' = C, C=C"«<C

En todos los casos #(z) y x(z) son pruebas mas cortas para ¢(z). Defi-
nimos inductivamente

I) K;EA‘T = k1|",1Ag

il) Kgeaz =TT

ifi) £ze4 < Y(2), X(2) >=< Koea¥(2), KzeaX(2) >
iv) kzealx(2)¥(2)) = Koeax(z) < 74,8, 8z 4%(z) >
V) Kzea($(2))") = (Kzeav(z)an,m,0)

donde asp,ct i (AABYAC = AA(BAC)

Como se describe en seguida:

i) K,e,qk = kﬂ'A'g
ANB 2Pt

ii) Kzg AT = AT

TaT

AANT 4 B=T C=A
i) Krea < ¥(2).X(2) >=< Krea(z), Kzeax(z) >=
< Y(x)n'a,n, X(2)W a8 >
*'an w(c)
AANDB Al B v(z) C'
AND 12} cr

TR A AL

AN fee——————C' AC" = O
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iv)  krea(X(2)¥(z)) = Keeax(z) < Tap,Kzeat(z) >=
x(&)r' a0 < mam () an >
ANB™Z4  AABTAY p¥elp

L7 W ICILW DS ~—
(ANB 2282 A

ARD—22  p X o

V) #zea(¥(2))” = (kzeath(c)anper)

(AABYAC B AN (BACY) 22 5 A c¥Eon

(szea¥(z)a,,p,c1)*
————

C"=C)=C

Sobre ¢l argumento dado por induccién sobre la longitud de la prucba
#(z). Formalmente, ésta puede ser definido como @ en los casos (i) y (ii),
como la suma de las longitudes de x(z) y ¥(z) mas 1 cn los casos (jii) y
(iv)'y como la longitud de ¢(z) mds 1 en el caso (v).

]

Nota 1.- No distinguimos notacionalmente entre las composiciones de
las pruebas gf en Ly en I(z). En L, k:cagf = gfr'a.n y en L(z) estoes
g7'an <7aB, fTan >

Nota 2.- Los logicos usualmente hablan de la hipdtesis  : T — A si hay .
una prueba conocida a: T — A u otra hipétesis y : T — 4, pero desde un
punto de vista algebraico, esto no interesa.

Probaremos la siguicnte forma gencral del teotema de deduccion para
¢l cdleulo proposicional intuicionista positivo.

Proposicidn (Forma gencral del teorema de deduccion) Con cualquicr
prueba ¢(z) : B — C de la hipdlesis x : D — A hay una prueba asociada
J:(A<D)AB-C

Demostracion
Escribamos [ = pé(r) realicemos la prueba por induccién
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i) pok = &' (g DB k:iB—C

l"A:I),B k

(A=D)AB B c

i)  p-=eap
(A= B)AB254 A=C, B=C

) pe < () x(z) >=< A=), payx(2) >=
< Y(@)7' (aep)8, X(2)7 (accD)B >

donde y(z): B~ C'", x{(z):B-C" y Cc=¢'ng"

(A< D)ABX B
(4« Dy A B0

(A= D) A B2 ooy = ¢
iv)  pe(x(2)¥(=)) = p2x(2) < Tacp B, peY(z) >=
X&) aep,p < Taep, B ¥(Z)1 4D, B >

(A€D)ABEA=D (AeD)ABLpD

IS (A &< D)A
B—— " " (A< D)AD

x x(z)
(A«D)AD D

Q

Y p(Ue)) = (prdla)a)” ,
donde ¢(z): B'AB" - C, c=0C'¢r
(AD)AB)AB"=+(A < D)A(B'AB") RN, DY: G000

(ITz)x"a)”

(A<= D)AB'————C' = B"




3. C3 PRESENTADAS
ECUACIONALMENTE

Una categoria cs un sistema deductivo cn el cual se tienen las siguientes
ecuaciones entre las pruebas

E\fla=f af=f (ho)f =hlgf)

paratoda f:A—=B ¢g:B—~C h:C—-D

Una categoria cartesiana cs una categoria y un cdlculo con conjuncién
que satisface las siguientes ecuaciones

E2 f=Qaparatoda f: AT
Esto quiere decir que T es un objeto terminal, A T lo escribiremos comlo
1, T=1

E3a  map<fig>=f
E3b wan< flg>=g
E3c <maph,m'aph>=h

Paratoda f:C— A g:C—BC—ANANB
Lo que afirma E3 es que A A B es un producto

3
¢ <l |a?
“I
17
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Demostracicn
Supongamos que existe h tal que h:C— AABy f =ms ph g =748k

<fig>h=<myph raph>=h
Notacion: ANB=AxB |
Como una consecuencia de E3 tenemos la siguiente regla (ley distribu-
tiva).
Proposicidn 1.0.1 < f,g > h=< fh,gh>
para loda f:iC—-A ¢g:C—B h:D-C

Demostracion

(=

5
0 =

\

$ )
<¢,la>
'
A+ 0 AxB “—"B

Por demostrar < fg>h=< fhgh>
< fig>h=<n(< fig>hr(< fg>h)>=
<7< f,9>)h,(x' < fg>)h>=< fh,gh>

N

Notacidn: f x 9= fAg=< frac,9mac >
Paratoda f:A—B,C—> D

Proposicién 1.0.2 x: AxA — A es un funclor

(AQ) *———>b AxQ

tns — \ fag

¢, 0) y————=>d CX0

G'“&' —— l""f

(€,F) et ©BXF

Por demastrar (f' x g')(f x g) = f'[ x g'g
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(' x ) xg)=<f'map.gn'a, ><frcp,gn >=
<f'f7aB, 9’9748 >=f'fx ¢’y

Por demostrar 14 X 1¢ = laxc

Ly xlg =<lamsc lenac >=
< 1f,1,c,1l",1’c >=< ”A,CleC,"r'A,CIAxC >=

<7Ae T A,c > laxe = laxc
]

Una categoria Cartesiana Cerrada es una categoria cartesiana A con
una estructura adicional que satisface las siguientes ecuaciones ecuacipnes.
A las categorias cartesianas cerradas las denotaremos por C

Eda. EaB < h'?rc_u,w’clu >=h

E4b. (EA,B < kﬂ'c_g, W'C,B >)' =k

Para toda h:CxB— 4, k:C—A«B

.S Cx
/’——" | «

_Diagrama de Eda
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Aé9) 4—-———-“-—-— (A®g)x0 ——-ﬂi———‘ 8
le
A
Diagrama de F4b

Notacién: A <= B = AB

Proposicién 1.0.3 h*k = (h < krp p,7'p.p >)
dondeh:AxB—~C k:D—-A

Demostracicn

Escribamos el siguiente diagrama:

4 —— %0

4
D ‘/-«nl‘n’ \

A‘/*_J__. AxG ——— 8

S Ny

® —0 ¢ m-—————-—*
1:
N

Por la ecuacion E4b &%k = (ec,p < h*kman, m'p,p >)
y del anterior diagrama obtenemos

k=(ecu <hhkrap,®pu>) =
(ccp €W manaan><krant'pp>) =
(h<kmap,7pn>) |
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Propusicidn 1.04 Hom({-) x (—),(—))————'—»[hm((_), (..)(-))

es un 1somorfismo natural

Demostracion

Demostremos que * es inyectiva
Scaf#gf:CxBoA g:CxB—-Apd f*#5*
Supongamos que f* = g*
la ccuacién Eda [ =ean < f*ren, Mo >
como f* =g*
ean <['memmeon >=€an<9'Tcn,Ten>=g
lo cual es una contradiccion por ende f* # ¢*

Demostremos que * ¢s suprayectiva
Sea f € llom{C, A")
={ean < [*memep >) =peroeapn < ['memnen >=f

por la ecuacion Eda.

Dermnostremos que * es una transformacion natural

o ¥ ; "
(A Q) How (AxQ,A) =———b Hom(A, A )
FT g gl (Exdg) (ot (- §
(C,c‘) Howl(cxa,c') 2 Howm{C, Cg)

a (it ) b gk (xi = qe i f

Por demostrar (g <= 1p)k* f = (gk(f x 1))
< 4———— €x %
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(q?/% S R >\\“
] \A\‘

c'“xG

c."3

CI

QObservando el diagrama anterior obtenemos

(9 <= 1p)k* f = (gea,)k*f
= (ec\,p < (gear,B)" ¥ fnc,p,7cp >)°
={eci,p <(96A,B) Tam B, 7 ang >< k' wa B, 4,8 >< frep,mon >
=(gean < k*'map,wap>< frcp,7'op >)
=(gk < frcp,"'c,p >) = (gk(f x 18))*

por ende * es un isomorfismo natural
Proposicién En cualquier categona carlesiana cerrada

Hom(A, B) = Hom(1, B4)
Demostracion
Dado f: A— B asociamos(fl: 1 - BA
la cual esta definido de la siguiente manera
= (fr'y,a)

y con g: 1 — B4 asociamos gf (leido como " g de”)
la cual esta definido como:

yf Zepa <90a,la>

Por demostrar ([ﬂ)f =f y l(gf)] =g



Por definicidn de ) I 1y del diagrama anterior, en ¢l cual todos los
tridgngulos conmutan.

(flf =¢ep,a < Qa4 >=€pa < (f1'1,4)°Onrla >=
eaa < (f1') T4, 714><On A >=[1'<Opla>=fla=f

Por demostrar [gfl =g

Aplicando la definicién de { ],f y con lo obtenido en el diagrama
anterior en el ¢val todos los triangulos conmutan

(g1 = (g w1 41" = (e < 90 1a> T1a)" =
=(epa<gQamial mia>) == {0 <gma) TLa > =g

Proposicién En cualquier Categoria Cartesiana Cerrada se cumplen
los siguienies isomorfimos:

(8) (A x BYC = AC x ¢

Demostracion
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Construyamos Ja prueba o flecha que va de (4 x B) a (A€ x BC)
C -
(AxB) ¢ (Axg)xC

“~ \": ~— \0“8’

Por la propiedad universal del producto

(AxO)

: &k
el et el

A Hﬁ-—Achc —--TTr‘*'BC

Por lo tanto la flecha o prueba que va de (4 x B)® a A€ x B es

< (rapeaxnc) (T apeaxs.c) > nll)

Construyamos la prueba o flecha de AC x BC a (A x B)C

7 AxFlxe 5 (A%g e
ACXé ¥ l\‘:f‘('ﬂ(c ' “'
{ <O T> a7 <wmr>

1
AC . ,ﬁf,cn———-»c é“l— ﬁxc—"—(——bc

I )

A
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Por lo tanto la flecha que va de (A€ x B€) a (A x B)C es

{<€ac < TaexpoTacxne,c T acxpe,c >>,
€p,c < T gc BoTacykpe,cy ™ acxpe,c >>)° . (2)

Demostremos que (1) y (2) son inversa una de la otra

Por demostrar

< (ma,pEaxB,c)" (" a,BEAxB,C)" > (< €40 < Tacxpe Pigexpe,ci™ goxpe,c >
y€gc < ﬂJAclgcﬂAcxgc.c,W'Acxgclc >>)* = laexpe

< (ma,BEaxB,c)" (7'a,BEAxBC)Y > (< €4, < TackBCTACkBe,c T AckBE,C D>
), Epc < W’Aclgcﬂ',qcxgc.c, ACxBC,C >>)' =

Es suficiente demostrar:

< (ma,BEax,c) (< €ac < Tacxmetsoxpe ¢, T scxpe,c >>€B,C <
W’Ac|gc7rdcxgc_c.1l",1cxgc,c >>)' =T 4c,pe

Y

(7' a,B€axB,C) (< €4,6 < MacxpeTacxhe €1 W acxpe ¢ >>héne <
#AC‘DCWACXBC,CINIACXEC,C >>)' >= W’Ac'gc ...(ﬂr)

Demostremos (+)

<{ma,peaxnc) (<eac < ”ACxUCﬂ’AchC,CyW'ACxBC,C >>epc <
' gc Be Tacx e 00 aoxpe,c >>) =

TABEAXBC < (< €ac < TacxpeTacxge,ci® acxpe,c >> €uc <
T Ac BETACKBE 0 T Acxpe ¢ >>) Tacwpe ey M acxpe DY =

TAL < EAL < TACKAETACK HC Oy 7 gcxpe,c >>,
ene < W’A'-‘,IJC",IUxII‘f,C-",/\f’xli‘—‘,c >) =

< EAC < TACKBETACK AT, T AcxBE,c D) = Tac,pe
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la demostracién de (#+) es simétrica a la de *
por lo tanto

< {(maBEaxs,c) (7' a,pEaxBC) >

{<€ac < Tacype Piacxpe,c, T acxpec >,
€p,c < T'4c,pcTacwpe o, ™ acxpe o D>V

= lpexpe

Demostremos a continuacién

(< €ac < WAc,BcﬂAchclc,Tr'Achc‘c >,
< €p,c <™ pc,peTaoxpe o) T acxpe,c >>)
< (mapeaxn,c) (7 a,BEAxD,C)" >= Ltaxp)

(<eac < mge peTacxpe,c, ™ acxpe c >,

<epc < W 4o goTacxpo e ™ acxpe,c >>)"

< (wa,BEaxp,c) ("' aBEAXD C)" >=

(< €a,c < Tac,BeT4cxBe 0T acxpe ¢ >

< Ep,c <7 4c peTpcxpe,c ™ acxpe o >>

<< {7ma,BEaxn,c) (T'a,BEAxB,C) > TaxB,C:T AxBC D) =

(< eac <{ma,BEAxB,C) TAxB.C T Axm.C >

esc < (Tapeaxp,c) Taxpe, Taxpc >>) =

(K ®a.BEAxB,C: M A BEAXBC) =

(eaxp,c)* ={eaxmc < Yaxme Taxpye o maxme,c >) = Laxsre e

|
(b) ABXC 2 AC®

Construyamos la flecha o prucba que va de ABXC a AS°
T (A gixc

8x¢
o ke <n’niﬂ'>

B‘_______“_—‘____._Qxc.__.‘l.-———hc

A" xB<~——~<mec
Aﬁxc

‘V <““ <1tH>>

A(\;xc 1 x (<) -—————*‘*OX ¢

<,V >



BXC
A

(&<, <n’n,\’>>f
A
AB

((r<mr,<n ST

\ Ny
(e<n <V, 1)
AC
pot lo tanto la flecha de AD%C , (AC)? o5

((CABXO BxC < Wynxe M’Anxcxu c
< gpxe BT qatixcyy c,7r ABxCxp c D>
*Construyamos Ia flecha o prucba de (AC)® 5 gBxc
c\8
(A%)"x(Bxc)

'ﬂl
\‘
/ <mlﬁ“'> M{

c8 n 18 '
(A) 4———(A)’x8 ——r 8

lt
AC

; o® 8
A — (K) X(BxC)

N Tu\l
~
B xc
" N
<0, <E<“)N>J“’”I> -
. t
.
~N
~

/\c‘”—_——'—_ A?x( —_—t e
. ~

27
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~
~
£

~ ~» ,8x¢C
A
Por lo tanto la flecha que va de (A€)” a A(B x C) es

(a.c < €ac,B < T(ac)p BxCi TB,CT (AC)B) BxC > V' BT (40)8,BxC D)

demostremos

((eanxe Bxe < Tause yTpsxexn, e < #ABIG.B”AADXCxu‘cl 7' pnxcxp,c >>
1) (€A, < €ac,p < T(acya Bxe)TB,CT (ac)n)pxc > T B.0T (ac)m pxc >
y= I(Ac)n

((canxe pxc € Tanxc, pFavxexnc, < W'ADIC,BWAABICMIC,F'As-cxn.c >>
Y <€ac < Eae,p < TAC)B BxC, TBLT (AC)8),Bxc D1 T'B.CT (AC)D BxC >

) 7(ac)a py T a0)n 8 >)° =

((eanxe,axc < Tavxc pTasxcxnCy < ”IA"lC,BTAABICxu’c»"JA"lf-‘xD,C >>
<< €ac <€ac,p < W(AC)B,DxC-WB,C”'(AC)B),uxc >, W'B,CW'(AC)D,ExC >

) ¥ac)p, By T (ac)n B > Wac)uxp,Cc ¥ (ac)expc >)') =

((‘A“‘-‘,Dxc < (€A,C <€pc,p < F(Ac)a.gxc,fﬁlcﬂl(Ac)nlnxc > 7'sc
;"sac)n.axc >)* Macyn pTAC)ExB,C < T (4C)BxB,CI T (aC)xDC DD

e o

((eamxc,Bxc < (€A < €ac,a < Tac)s Bxc To,c™ (ac)n pxc > % BC

7'(ac)n Bxc >)° W(Ac)n, BxC < MAC)8,BT(AC)BXB,C) < T'(AC)B,BT(AC)8xB,C\ T (AC)PxB,C >>
R 73’(Ac)ﬂ.nxc < T(AC)B,BT(AS)ExD,Cr < T'(AC)8 BT(AC)IRD,C1 X (AC)BxB,C D>

") -

((eavxc mxc < (€ac < €ac,p < T(ac)p prC, TBCN (4C)8 BrC > 7' B,C
T(ac)m,Bxc >)° Mac)n BxCrT'(AC)8 BxC >

< T(aCyn B(AC)E xb,Cr < F'(AC)B BT(AC) xB,C W(a)uxp e >>)')" =

((ca,c < €ac,B < Tac)s,BR(AC)B 0,01 T (AC)8,BR(AC)BxB,C > W (AC)ExB,C >
y)r = :

((CA,C < £aop < N(AC)a'g,X'(AC)u'n > MAC)BxH,Cr w’(Ac)u.n,c >

)l)l =

(eac,n < m(ac)s,8, ' (ac)n.B >)* = l(acys
Demostremos a continuacion

€40 <Eac i < T(AC)B,BxC THLT'(4C)H BxC > T pCTacys pre >)°
((E,uuc'[;xc < Tanxe pUg0aCx g0 < R’An;c.nﬂ'ﬂnxc,(g‘c,R'Au-t',‘gl(_' >>
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)‘)‘ = 1Auxc

EAC <Eac B < T(ACYB 1xC) TB,CT(AC)5,BxC >, T B,CT(40)8 BxC D)
((EAB!C,BxC < TABxe pTABxCxp.C) < N'Anxclgr,gmcxg,c.T’Aaxcxplc >>

)‘)‘ -

€4,C <Exc,B < T(AC)B,OxC, TB,CT (40)8,BxC >) T B,CT (AC)B BxC >
< ((eaBxo,BxC < TABXC,BTABXCKB,C) < ¥ ADXC, BT pABxCYE,C, T ABXCRB,C >>
))* Tasxe pxc, ¥ amxe pxe >) = '
EA,C < €408 < T(AC)2,BxC)FB,CT (ac)s Bxc > < ((EA8xc Bxc < TaBxe,BTanxcxBC)
< # pbxc, BTARXCXB,C T ABXC xB,C >>)')" TauxC,BxC) TB,CT ABXC BxC >
1 7' B,CT Anxc Bxc >)' =
€A c <Epcp < ((CAu x¢,BxC < TABXC BTABXCKB,Cy < W'ABKC,BWABKC;(B_C,W',\Bxcxn.c >>
)')‘ = TABXC BxCH ”B.C'"JABKC,BxC >,1f'ﬂ'c1r',48xclgxc >) =
eac <€pc,p < ((€anxc pxc < Tasxc,pTaBxcxp,c1 < T aBxe,BTABXCxB,C) T ABXCXE,C >>
)) TAxc,c < TABxXC,IxCy ¥B,CT ABXC BxC > ¥ ADxC ¢ < TADXC,BxC) "B,CW/AB!C,Bxc >>
» T p.c abxe, pyc >) = )
(EA,c < Eac,B< ((EAmc‘uxc < TABXC, BTADXC X B,Cy < 1|'IABK‘-‘,B7|'ABK°><B,C,W’ABXCxB,C >>
)‘)o - .
TI'ABXC'E,‘K’ABIC.D‘ > < WABXC,BxCh WH,C""’AB!C,Bxc >, W’B,cﬂ'l,qﬂxc,nxc >
)=
(CA.C < (EABIC,B)(C < TAbxC, BTABxCxP,C1 < "’ABKU,BWABXC)(B,C: W'Auxcxglc >>
=< WAﬂnc,BxcﬂfB,c‘ﬁ”ABxC,uxC >|"'B,CW'AB!C,B><C-> =
(ea.c < (€avxc,Bxc < Tabxe,BTADXCKB,C) < T ABXC,BRABXCKB,Ci T ABxExB,C >
* mabxexpc << WAB!C,BxchE,cWIABxC,BxC >, ""’B,C’"IABKC,BXC >
) Mabxexpe << TABxc ByCsTB,CM ABXC BxC > ' BT ABxC Bxc >
=
(5,1.(; < (EAnuc,gxc < TaBxe, BMABxEXB,Cr < N'Asxc.nw,qmcxu_c.ﬂ’Annch,c >>
) TanxcxB,c) T aBxcxp,c > << Tanxc Byci TB,CM aBxe,Bxc >, 7' B,cM abxe Byc >

y=

(EABXCIBxC < Mppxc plasxcxB,c) < TIAH!C,D""ANC:(B,C,""’A“‘an,C >>
< MABC, BxC s TB,CF ABxC BxC > W' B,CT AvxC pxc >)' =

(E,\nxc'nxc < maBxc,pxCr < Wu,c?l"Aaxc,leC >, W'n.cr'Aaxc.gxc >
Y = (Eanxc gxe < Tanxc,ByCH T anxc,pxc >)° = lanxe -

(c)A'xA

Demostracion
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Construyamos la flecha que va de A a A
1
A A
A
<1A1&0A1>

Por ende la flecha que vade Al a A es

e< lAI,OAI >
Construyamos la flecha de A a A!

A4——Axd

R
] Iy
A

Por ende la flecha que vade A a Al es (n)*
Por demostrar
(14‘)'6 < lAI,OAI >= 1l
(1!’)'5 < 141,041 >= (1I' << 14,04 > 7 >)'
=<e< i, Qa >1I')‘ =(e<m,a>*
=(e<lama >*=1n

Demostremos ahora

e< 14,04 > (7!’)' =14
£<14,0a > () =€ < Lu(®),Qu(r') >=
e<(m)14,0a>e< (7)1 >< 14,04 >
1<14,04>=14

(@) 141

Demostracion



n

construyamos la flecha de 14 — 1 la cual es Oya La flecha que va de
1~ 14 es (my,4)

1 &——1xA
e
iA
1
Demostracion
Q=1
Construyamos el siguiente diagrama
T
‘l\\'
1A Oi"x/\: El,A

|
1

1,4° 014 = (11,4 € Oyamian, Mran ) = (14 <Oraza a8 >
)‘ = (7|'1,A <E\A.A,1"’1AIA >P =
(e14,4) ={E12,4 <Mpa a0, ™A 4 >) = ia

Demostremos que Oya(m,4)* =1,

esto ¢s inmediato debido a que 1 es un objeto terminal

Proposicidn 1.0.7 En cualquier Categoria Cartesiana Cerrada
(a)Axl=A

Demostracion
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Ax i

<14,Qu>r=<m,7 >= 1451
7<14,04>=14

|
(BYAx B2 BxA
<rias<a,rd=< <>, <, 75> =<, >= 148
Demostremos ahora < o/, # >< 7/, 71 >= lpxa
- ] 1
W<, i>=0

<t <, rd=<r <>, a<A, a>>= <M >= lpxa
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(8)(AxB)xC=Ax(BxC)
Construyamos la flecha que vade (Ax B) x Ca A x (B x C)
La flecha que vade (Ax Byx Ca BxCes

(Axg)x< " (Ax®)xc

] T

1 4
AXc <V >

AXS - cmfw's
T.[ <, <{r'm,a>>

]!
n

n' T [
B4—— BXC ——+C  A4— Axtoxc)Texe

Por Io tanto la flecha que vade (Ax B)x CaAx (BxC)es
L WABTAxB,C)< T ABTAXB,C, T AxB,C >>

Construyamos la flecha que vade A x (B x C)a (Ax B) x C
La flecha que vade AXx (BxC)a Ax B

Ax(B8xc) Ax(8xc)

N A\
T ) ) ¢
<y, \nn’> Bxe  <W M> B
1 49,1, > il
.“I

! —
Al axe —Lag  agel (Axexe Tl

Por lo tanto la flecha que vade A x (Bx C)a (Ax BYyx Ces
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<< TABxC,TB,c™ A,BxC > W o A BxC >

Por demostrar

<L T4, BxC TB,CT ABxC >, T BeT ABxC > < TABTAxB,C,< T'ABTAXB,C D=

LaxByxc

‘ﬁ La demostracidn esta dada por el siguiente diagrama

E

= (AXRYXC

2 |

; TN T

E

= =

= <fw, <Y, T )

- R
\'/ o
" Tn ) F':
/R AX(BxC) P (RS - 37 =
= Q S

‘; fi,nn =

vV Yic =
= : N
= Il 3 !
Y g, N> =
A

z ¢

=

N

(Ax@lxc —

Arg 4

falta demostrar

& TABTADBC < TABTAxB,C P> << T4 BxC, TBCT A BxC >, 7' 5,07 4,Bx0 >=
lax(BxC)

la dernostracion también esta dada por el siguiente diagrama



" o~

Axg

il

Ti'ﬂ<<!h

\

nl> ! i l“"‘c
LEWINT », ¥in' s

]

<,

- Ax(Bxc)

~.,

— -
A et (Axg)xe M4 ¢

ST, T

A

L

L
i

e
M=

T
-

TSI AN, N>
> <<y, W

<Wi
<7

A 4 AX(BXC) D BXC



4. C3 GENERADAS
LIBREMENTE POR
GRAFICAS

Dado una gréfica X, podemos construir, el cdlculo intuicionista positivo
D(X) y la categoria cartesiana cerrada F(X) generada libremente por X.

Informalmente hablando, D(X) es el cilculo intuicionista mds peque-
no, cuyas férmulas incluyen los vértices de X y cuyas pruebas incluyen las
flechas de X. ( Los légicos pueden pensar a esto dltimo como 'postulados’,
si bien puede haber mds de un camino de postular X — Y en X. Més pre-
cisamente, las férmulas y prucbas de D(X) son definidas inductivamente
como sigue: todos los vértices de X son férmulas, T(= 1) es una férmula,
si Ay B son {srmulas también loson AA B(= Ax B)y B < A(= BA);
las flechas de X y las flechas 14,(Oa, 74,8, 74,8 ¥ €4,5 son prucbas para
todas las formulas A y B. y las pruebas son cerradas bajo las reglas de
inferencia-composicion < —, — > y (=)*.

Construiremos F(X) de D(X) imponiendo todas las ecuacionesentre las
pruebas que son dadas en una categoria cartesiana cerrada. Otro camino de
decir esto es que es la eleccidn de larelacidn de equivalencia mas pequena en-
tre las prucbas satisfaciendo las leyes de sustitucién apropiada y respetando
las ecuaciones de una categoria cartesiana cerrada. Las clases de equiva-
lencia de pruebas son entonces las flechas de F(X), pero como es usual, no
distinguiremos notacionalmente entre pruebas y sus clases de equivalencia.

36



37 4. C® GENERADAS LIBREMENTE POR GRAFICAS

Dado Grph la categoria de graficas, cuyos objetos son grificas y cuyos
motfismos F : X — X son pares de mapeos F : Objelos(X) — Objetos(Y)
y F 1 flechas(X) — flechas(Y} tal que [ : X — X! implica F(f) :
F(X) — F{X°).

Dado Cart |a categoria de categorias cartesianas cerradas, cuyos objetos
son categorias cartesianas cerradas y cuyas flechas son funtores F: A - B
que preservan la estructura cartesiana cerrada, esto cs,

Fi)=1, FAxB=FA)xF@B), FAS)=rAFD);

F(OA) = OF(A), F("fhb) = TR, F(By
F(r'ap) = “'F(/\),F(B)'F(“»D) = Ep( 4 Fa) EiC-

F(< f,9>) =< F{]), (g} > ete.

Dado U : Cart — Grph el funtor que olvida. Con cualquier grafica
X asociamos un morfismo de grificas Hy : X — UF(X) como sigue:
Hy(X)=Xysi f: X =Y en X, entonces Hy(£) =f (la clase de equi-
valencia de f considerado como una prueba en D{X)). Nosotros entances
tenemos la siguiente propiedad universal:

Proposicién Dado cualquicr calegoria carlestana cerrada A y cual-
quier morfismo ¥ : X —~ U(A) de grdficas, eziste una dnica flecha F' :
F(X) — A en Cart {al que U(F)Hyx = F

UROR) F X
’ Noef
W uP:F \F

AY

N

)(.'-——-":\"“""4 Vi) A

Demostracion
Desde luego, la construccion de F/ esta forzada a ser:
F'(X) = F(X}, F(T)=1, F{AAB)=F(A)x F(8) et

F'{f) = F(f) paratada [ X — Y
F(Oa) = Op“” ele.
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F(< f,g >=< F'(J),F'(g) > ete.

Debemos revisar que F esta bien definida, esto es, para toda f,g: A —
Ben F(X), f =g implica F/(f) = F'{g). Esto ficilmente se sigue porque
las ecuaciones no estan contenidas en F(X)que aquellas qu estan dadas.

La propiedad universal significa que F es un funtor de 6fGrph — Cart
el cual es adjunto a U con adjuncién H¢. :id — UF,

Notemos que los objetos de la categoria Grph y Cart introducidos aqui
son clases. Estos pueden ser introducidos como conjuntos en un universo
apropiado.



5. CATEGORIAS
POLINOMIALES

Dado los objetos Ag y A de una Categoria Cartesiana (o Cartesiana Cerrada
A; adjuntamos una flecha indeterminada z : Ag — A a A de la siguiente
manera:

Un método es adjuntar una flecha z : Ag — A a la grifica subyacente de A
y entonces formar la categorin Cartesiana o Cartestana Cerrada generada
libremente por la nueva grafica, como fue realizado en la seccién anterior
para Categorias Cartesianas Cerradas,

Otra forma es primero formar el sistema deductivo (Célculo con con-
juneidn, Célculo positivo intuicionista) Alz] basado en la hipdtesis z, como
fue realizado en la seccidn del teorema de deduccidn, en el caso especial
Ao=T.

las formulas de A[z] son los objetos de A y las prucbas de A[x] son for-
madas de las flechas de A y la nueva flecha & : Ay — A por las apropiadas
reglas de inferencia.

Para afirmar que A[2] se transforma en una categoria y la inclusion de A
en A[z] sea un functor, estableceremos las ecuaciones apropiadas entre las
pruebas. Sila igualdad de pruebas es denotada por =, podemos considerar
= como larelacién de equivalencia mas pequeha = entre las pruebas tal que

gf =hen Aimplicaque gf = h
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40 5. CATEGORIAS POLINOMIALES

#(z) = ¥'(2) y x(z) = ¥'(2) implica x(2)¥(z) = (x)'(z)(¥)(z)
#(z)1p = ¢(2) = lc(z) :
(x(2)0(=))e(z) = x(z)((2)8(x))

Para toda ¢(z): B — C
#He) (Y (z): C— D
x(z), (x)(z): D~ &

notemos que por la ley reflexiva = y = extienden la igualdad en A, Las
flechas en la Categoria A{z) son pruebas basadas en la hipdtesis z médulo
7 ellas pueden ser considerdos como polinomios en x.

La misma construccion se realiza para categorias Cartesianas o Carte-
sianas Cerradas , solo que = debe ser tal que A{z] sc convierta en una
Categoria Cartesiana (Cerrada) y que el funtor A — A[x] preserva la es-
tructura Cartesiana (Cerrada). Esto es que la relacidn de equivalencia =
entre las pruebas debe satisfacer:

si< f.g>=hentonces< fg>=h
si f* = h entonces f* = h

5 9(z) = ¥(2) ¥ x(2) = (x)'(=)
entonces < ¥(z), x(z) >=< (), X' (2) >

.0 <¥(2hx(z) >=¥(z)  w'pe <¥()x(z) >=x(z)
Para toda ¥(z), ¢’ : D — By x(z),x(z): D~ C

Para una categoria cartesiana (cerrada) el funtor debe preservar la es-
tructura cartesiana {cerrada). Dado H: : A — Afz] el funtor cartesiano
(cerrado) el cual manda f : B — C sobre el polinomio " constante” con el
mismo nombre. Esto da paso para la siguiente propicdad universal:

Proposicién Dado una categoria (cartesiana o cartesiana cerrada)
A, una indelerminada z : Ag — A sobre A, cualguier funlor {cartesiano,
ccrrado) A — B y cualguier flecha b : F{Ag) — F(A) en B, cziste un nico
Juntor {cartesiano o cartesiano cerrado)} F' : Alz] — B tal que F'(z) =b y
FH,=F
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A _\’ e v p(Ao\”‘F(A}
- @ .

Demostracion’
Toda prucba ¢(z) sobre la hipdtesis z tiene una de las siguientes formas:

kyz, x(2)d(z), < Pla), x(e) > (=)
donde k es una flecha en A, es decir un polinomio constante
El paso crucial esta en definit F/(¢(z)) Definamos indu.ctivamentc

(k) = F(k),

Fi(z) =8

F(x(z)#(z)) = F'(x(2))F'($(z)),

F(< P{z), x(2) >) =< F'(¥(2)), F'{x(=)) >,
F((4(2))) = (F'(¥(2)))

mostremos que F esta definida sobre polinomios y no sobre pruebas, esto
es, que Y(z) = (¥)(z) implica F'(¥(x)) = F'((¥)'(x)). Escribimos para
este tltimo ¥(z) = (¢)’(z), entonces es suficiente revisar que = tiene la
propiedad de sustitucién y que respeta todas las ecuaciones de una ca-
tegoria cartesiana cerrada.

Comprobermnos que respeta las ecuaciones de una categoria cartesiana
cerrada.

(a) Por demostrar ¢{z) = Qa Para toda ¢(z): A — 1

F'(¥(z)) = Op(A)
{b) Par demostrar 74,5 < ¥(x), x(z) >= ¥(z)

Fi(ran <g(r) v{e) >) = Blman)F < $(x)x(x) >= 7py ) Fyp <
F(y(z)), B (x(2) >= F'(v(2))
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El procedimiento es analogo para
(ma,8)' < ¥(z) x(z) >= x(2)

(c) Por demostrar < ¢ px(z), (7c,p)'x(z) >= x(z)
F'(( "C,DX(I)y(”C,D)'X(:) >) =
< TReqey Py (x(2)),
"'Fr(c),FI(p)Fl(X(T-)) >=F'(x(z))

(d) Por demostrar 4,5 < ¢*(z)7c,p, 7,8 >= Y{z)

Flean < 'ﬁ'(z)”C,Byﬂlc,D >) = F'(EA,B)F'(< lﬁ'(z)ﬂ'c.g,'n"c'g >) =
EPa) Fup) < F'(9()) 70,0, F(r'c.p >
epia)Frp) < (F(WE@D) TR c) Fupy " Fio) Frp) > = F/(¥(2))

E! mismo procedimiento es para

(€, < Y(z)remep >) =¢(x) -

Corolario Dado una categoria cartesiana o cariesiana cerrada A,
una indeterminada x : Agp — A sobre A y una flecha a: Ap — A en A,
Eziste un dnico funtor carlesiano o carlesiano cerrado S2 : Afx] — A tal
que

Si(z)=a y SeH, =1,
A[.x-l X AO_——.A

A——>A o Rg— A
1
Demostracion

La demaostracion es como en la proposicién anterior, pero cligicndo

F=1py
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SZ puede ser considerado como el proceso de sustituir a por z. Es-
cribiremos usualmente S§(¢(x)) = ¢(a).

Proposicién Adjuntando una flecha indeterminadaz:1 — 0 ala
categoria catesiana cerrada A de conjuntos obtenemos la calegoria dege-
nerada L{x] en el cual 120

Demostracion

z

1 )

Os

1

Por demostrar z0y = 1

Qs z

=
—_
=

1¢=¢, -_xo¢

En conjuntos la funcidn vacia es dnica por ende 15 =0

Por demostrar Oyz = 1;

Como ¢l funtor de A — A[x] preserva la estructura cartesiana cerrada en-
tonces 1 es objeto inicial en Afz]

Por ende 1 0




6. COMPLETEZ
FUNCIONAL EN 3

El siguiente resultado, llamado completez funcional, refina el teorema de
deduccion.

Teorema Para todo polinomio ¢(z) : B = C con una indelermi-

nade 2 1 1 — A sobre una calegoria carlesiana o carlesiana cerrada A
ezisle una dnica flecha f: Ax B— C en A tal que

<'-‘Ou.ln>— (z) o B

<uq,&

AxG——-—-—’B
* 3
<

Demostracicdn

Dado k.ca¢(z) definida como en la prueba del teorema de deduccién:
toda prueba ¢(z) : B — C con la hipdtesis z : 1| — A debe tener una de las
siguientes formas:

i} k: B — Cunaprucbaen A
i)z:l—=AconB=AyC=A

a4
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ii)< $(z), x(z) >

donde Y(z): B> C' x(2):B—-C", C=C'xC"
w)x(=)¥(z)

donde x(z):B—D y(z):D~C

W' (z)

donde Y(z): BxC'—~C", C=(C")°

En todos los casos #(z) ¥ x(z) son pruebas méds cortas para ¢(z) y
definimos inductivamente

i) kzeak = kn'ap

ii) kzeax = Tat

iil)kzea < X(2),¥(z) >=< Kzea¥(2), k2eax(z) >
iv)keea(x(2)¥(2)) = Kreax(z) < Ta,p, Keeah(z) >
V)ksea(¥*(z)) = (szea(¥(z)aan,c)

donde aq,p,c i {(AX By x C' = Ax (B x (')

Después de este recordatorio, calculemos por induccién sobre la longi-
tud de la prueba ¢(z)

kread(z) < 20Os, 15 >= ¢(z)

i) xzeak < 20Os,18 >i- kx4 <208 18 >f klp ‘-_; k
i)  kzeaz<zOn 1 >= Tay <z0Only >.—R=zOl=.;zl,=z

i) krea < ¥(¥),x(z) >< zOp,18 >3 < Krea¥(z), kreax(z) >
<z0n,1p >z

< Y(z)n' 4,8, x(r)w 1.8 > <zQslB>%

<Y(z)m' a8 <20, 1n > x(z)7'an > <208 18 >3

< ¥(z)la, x(z) >z< 'ﬁ(f),x(v‘f) >

00
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(=) :
¥ <, Yt >_ L
t n { o
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Diagrama de i

iv)  keealx(z)¥(z)) < 20,18 >3

Keeax(z) < ma,8, Keeatlz) > < zOs) 5 >z
x(z)7'ap < map ¥z}’ ap > <208, 18 >-—

X(I)'ﬁ(")ﬂ’ 4,8 <208, 18 >'f

x(=)(2)s 5 x(=)¥(z)

V) reea(¥(2)) <208, 18 >3 (Rrea(¥(z)oupc)’ < 208,18 >
agpc  (AxBYxC'— Ax(BxC')

a4,8,00 =< 14,8 TAxBC < 7 4, BTAXB.C T AxB,C D>
Wz):BxC' —C"

(kcea(¥(z)oa,pc) <208, l,g >z

(k:ea¥(z) < ma,BmAxBCH <7 4.8 7r4xa cty waa ¢ >> <20, 1p >=
(kzea¥(2) < TaABTAxB,Cc < W ABTAxBCH, T AxBo > << 208,15 > %
o.cm Taon >>)' 7

(Reea¥(z) < Ta pTaxncr << 20p, 1n > wpcn, Pp.on >,

< TABTAxBCH T AxB,C >

<< 208,18 > mo,cn,Wpcu >>) 7

(keea¥(z) < map <208 1p > Tacv, < 7'apTaxsct << 208,18 >
wpcn®por >> T axpe << 2Qp, e > Tp.on 7B on POB) 3
(nzea¥(z) <z QOp oo, <7 ap < 2Qp 1 > 7pcn, #pon >>)°
{krea¥(z) <z Qamacv, < map < 1'OH: 1p > mp.cu, ' a,on >>)°
{(#cea¥(@) < zQp mpcn< 1p TBcm W' on >) 5

{kzca¥(z) <zQnxcm loxce )

{((z)2’ 4,8xcr < 2Qaxcr, Ipxce >) lﬁ(r))'

=] »xj}

Demostremos la unicidadde f: Ax B~ C

Supéngase que f < 20Op, 1n >=X (2} ,a f la definimos como Kkz¢ 4 $(z)
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Kzead(2) 3 Keea(f < 208,18 >) 5 frzea <zOp,ln >z
f < kee4(zOa), krealn >3 [ < k2ea(z08). 74,8 >5
J < Kzeaz < wAB, 526408 >, " a8 >z
J<mar < 7ap k:eaOn > 0an >3 f<map,m'an >¢ flaxn g f

Si A es un anillo con elemento unidad, entonces cualquier polinomio con
una indeterminada x sobre A ticne una vinica forma:

go+mz+ ...+ az"

. Para categorias carlesianas cerradas tiene una simple forma normal.

Proposicién Para cualguier polinomio ¢(z) : 1 — C con una inde-
terminada z : 1 — A sobre una categoria cartesiana o carlesiana cerrada
A, ezisle una dnica flecha g : A — C en A tal que gz < ¢(z). Sobre une
calegoria cartesiana cerrada A, eziste una nica flecha K: 1— C4 tal que
tca<hz >z é(z)

Demostracidn

Para deducir esto de la proposicién anterior simplemente damos

95 kread(z) < 14,04 >, h=1])

y demostremos k¢ 4(92) < 14,04 >z 9y ’lf =g

§ keea(92) < 14,04 >3 Kreag <Tireeaz > < 14,04 >

§ Rzead <7< 14,04 >, freaz < 14,04 >>

fl teeag < 14,7 < 14,04 >> 7 fread < lala g ov' < lala >3
slagy

Posteriormente escribiremos Az¢ 4 () para h tal que
Wzzeca<hzog i)

De hecho sobre una categoria cartesiana cerrada el corolario no es mas
débil que el teorema debido a que los polinomios B — C son una correspon-
dencia uno a uno con cl polinomio § — BE. Hom(B,C) & Hom(1,C"),
ya demostrado anteriormente.

Probaremos la siguiente forma general de completez funcional para ca-
tegorias cartesianas cerradas.

Teorema Para todo polinemie Y(v) : B — C con una flecha inde-
terminada x * 1) — A sobre una calegoria carlesiana cerrada A, eziste una

tinica fleche
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F:AP x B — C tal que f < (z2'5,0)", 1 >= ¥(z)

Demostracidén

Definamos f = p(z){z) y realicemos la prueba por induccién sobre la
longitud de ¢(z)

i)pesk=kr'pop k:B—C
pck<(zn'p D), 1p >=kn'ppp < (z7'pp), I1p>=klp=tk
ii) prz =eap

pex < (2e7'pnp) 18 > €ap < (e7'p,0)" 15 >3

€8 <(2n'gp) npp <lplp> n'pp <lpla>>%
€4,p <(zn'p,0) 7a,p, w'p,8 >< 18,18 >%

zr'pp < lp,1p >32

iii) ped(z) 5 Pz < ¥(=) x(2) >F< pr¥le)r pex(z) >

peé() < (z7'p,D)") 1B >3 pr < ¥(z) x(2) >< (z7'p,p)" 18 >3
< pe¥(2),pox(c} >< (¢7'B,0)"\ 15 >%

< p:¥(z) <(z7'p,0)', 18 >, px(x) < (z7'B,p)", 1B >>3

< P(z)r'app < (27'p,p)*, 18 >, X(2)7 40,5 < (z7'B,0)", 18 >>%
< ¢(z), x(z) >

iv) prd(z) 5 pe(x(=)¥(2)) 5 PeX(2) < Tav 51 ¥(2) >3
p:(z) < (en'p,p) 1n >z p:(x(z)¥(x)) < (z7'p,p)", 18 >3
pex(2) < m4p 8, px¥(z) > < (z7'pp)" 18 >3
p:x(z) < Tapp < (z7'p ), 1p >, p:¥(x) <)zu(’p,p)‘,lg >>§
pex(z) < (z'8,p)*, ¥(2)7’ a0 p < (27'p,0)" 18 >>%
px{(z) < (zn's,p) ¥(z)lg >-; x(z)* < (zvr‘u,p)‘,gZ(z) >= x(z)¥(z)
v) pe(¥" (2)) = (= ¥(<)asp, 5 50 )
donde ¥(z): B' x 8" = C

agn grge (AP x B x B — AD x (B x B")
040 gg0 S Tan pT ooy, < T 40 g T Ao K, pn T ApxBr,gn >>
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pEX¥*(z)) < (za'p,p)*, 10 >3 (ps¥(z)ean pipe)* < (z7'pp)" 18 >%
zl’:'lﬁ(-‘ﬂ))<lﬂAﬂ,nlﬂAcxul,nw< ' AD BITAD g gy T ADy prB >>)" <
zn'p,p)", 18 >

(Pet(2) < Tap M ABY G 1, < W40 BT ADK g1,y T A1 B D> K<
{(z7'8,0)*, 15 > mp,pn , W'pp0 >) 5

(p,¢v(z) < TAD pTADx g B << ?Z‘N'glp)‘, 1z > 7I’B_nu,1r’5’gn > <
' Ap T an g g, T qoxp g > << (27'p,p)*, 18 > 7p,pu, 7' g pe >>
L]

(p:¥(z) < Tap,p < (z2'B,0)*,18 > mp,Br, < WIAD,B:WAD,‘BIIBM <L
(zn'p,p)*, 1p > "p pu, 7' p By >, ® g0y g, e << (27'p,p)", 15 >

T g0, W pon >>>)

(pe¥(z) < (z7'B,p)*, 18 > mg,ar, <7 ap g < (z7'p,p)* 18 > 78,1,
a'g,pn > m'p e >>) 5

(pet(=) < (2n'p,p)"\ 18 > Tp,pu, < lpmp,pn, 7' p.an >>) 5
= (ps¥(=) < (z7'p,0) mm,pv, Loxgn >)° 5 ¥(2)

x|

Por demostrar la unicidad de f : AP x B = C
Supongase que f < (z7'p p)*, 1p >3 #(z)
f fue definido como pread(z)

pread(z) T preaf < (27'p,p)"; 18 >5

preaf < waBprea < (27'5,0)" Ln >>5

forea < (27'5,0)', 18 >3 J < peea(z7'p.0)" prealn >3

1< (peealzn'b,pran 5,0)  Prcaln >

= [ < (prea(z™n,D < Tap AT ADx,D) < T AD,BTADXB,D, T ABxB,D 7>
)" prGAlﬂ >§

S < ((&n'B,D)YTAD BxD < TAP.B TADxD,D1< T 40,BTADxB,D\ W' 405D >
)i prealn >/ < (z7'5,0) < #'a0,5TaPxB,D T APxB,D >)" 1 Prealn >
J< (27 goxnp >)iprealn > 5 [ <7ao,p, % a0p >5 flaoxp 5/

por ser * \inico en una categoria cartesiana cerrada.
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Proposicidn  ~ $. A es una calegoria carlesiana cerrada y Alz) es
calegoria carlesiana formada de A pero adjuntando una indeterminada z :
1~ A. Muesire que Alz] es también una caiegon'a carlesiana cerrada.

Demostracion
Para ¢sta demostracion omitiremos los subindices,
Por demostrar

(@) &eeac <Y (2)m, 7' >= rread(z)

(b) ":GA(E <yY(z)ma’ >) = 'C:EA'I’(z)
Denostremos (a)
K;eAE <Y ()M, 7' S Kksgat < T Kpea < Y@M S>3z
en' < mkzen < Pz ﬁr 1 >>= ehrea < P (z)m, 7’ >z
Ekzca < Keea(* (£)7), Koeam >3
€< keea¥t(z) < m, KzeAT >, ' >=
€< Keeat*(2) < man’ > 0'n’ >=
€< (Kzea¥(z)e)* < m,m’' >,7 ”)‘>__
€ < (Kzeadp(z)a)m, - ><< T >, ' >z
Kreap(z)a << momn’ >, a'nl >3
Rrea¥(2) < T, < AT, A S>> My >, S
Keea¥(z) < T << W, 7r1r' >, e >, < w'm ! ><< wyww > '’ >>=
= kzea¥fz) < v < mrr' >, < ' << AR Sl > ' << My’ >
y >>%
kreap(z) < m < 7w’ a'w! >>=
Krga¥(z) < m<mn' > >>3 kreat¥(z) < m,n' >=( Kzea¥(z)

Demostremos (b)

Kkoeale <V{z)m s SN 3 (kzeale < ¥lz)m,7' >0)
(erzes < P(z)m,0' > u)

(¢ < hrga¥(T)T, Kegam > a)

(e < keeav(z)<m, n,5,17r> > a) =

(e < Krea¥(z) <7 7' >,0'7' >a)*
(e < ¢(x)mn'sn's’ > a) =

(€ < ¢(z)nn', a'n ><am < ' >>) =

(e < p{&)rn’ < nm, <7r7r,7r S5, ' >< rm, < A, S5
e<v(@m<a'nw >, <w'na>>) 3

{e < plx)n'm 7' >)" f ({l(.r)1r' = Krea ¥(z)

<
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Por ende A[z] es una categoria cartesiana cerrada.



7. POLINOMIOS Y
CATEGORIAS DE
KLEISLI |

En esta seccion veremos de otra forma a las categorias cartesianas o carte-
sianas cerradas A[z), donde z es una flecha indeterminada z : 1 — A.
Mostraremos que la construccion de A[z] puede ser hecha con herramienta
de la teoria categdrica,

Definicidn Un cotriple (S.c,6) sobre una categoria A consiste de un
funtor S : A — A y dos transformaciones naturales

€:8— lA
6:8 8%
tal que para cualquier objeto B € A

¢S(B)6(B) = 14 g, = Se(B)S z:) 2
(@) — > % (®)

S“) A 5(0) SE (2}

52
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5S(B)§(B) = SH(B)s(B)
$(8) —— S*(g)

(o) \s (yem)

3
Sl(8) —ed S C0)
15(9)

Observacicn: Un cotripleen A es un triple en A% (la categoria opuesta).
La categoria de Kleisli Ag del cotriple (8, €, §) tiene los mismos objetos que
en A . Pero las flechas (f : B — C) en Ag son flechas f : S(B) — C en
A. En particular, la flecha identidad 1, en As es e(B) en A, Definamos
la composicidn en Ag:

Sif:B—~C  ¢:C — Dson flechas en Ag entonces
f:8(B)—+C  ¢:S(C)~— Dson flechas en A

g+ f=g8(f)§(B) 5(‘)
s 2. shm) )
9
ged
D
Proposicién ‘AS es una categoria.

Demostracidn
Sea f: B—C g:C—=D h:D— Een Ag
fre(B) = fS(e(B))6(B) = flggy = f

£(C)+ f = e(C)S(£)8(B) = fe(S(B)S(B) = flg(p) = f
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8 §(8) ~mm—t 5(B)
%\ su)\ \*
£¢q)
< 3¢E) b

Por demostrar h# (g f) = (h# g) + f
hox (g% [) = hS(g + /)é(B) = hS(9)S*(f)S(8(B))5(B)
por otra parte

(hxg) « f = hx gS(f)8(B) = hS(9)(C)S(/)é(B)

Es suficiente mostrar

S*(f)S(6(B))8(B) = 6(C)S(7)é(B)

es decir que el siguiente tridngulo conmute

SCA) 1
C $(8) ——m——b g'o)
jle

lo cual se cumple porque é es una transformacion natural
Por lo tanto Ag'es una categoria cartesiana cerrada.
]

Con cualquier objeto A de una categoria cartesiana o cartesiana cerrada
A uno puede asociar un cotriple (S4,£4,64) como sigue:

Sp=Az(-) ea(B)=1n'ap ba(B)=<maplaxp>

Asi Sa(By=AxByparaf: B—C Sa(f) =<map,J7'an >

Proposicién (Sa,€4,04) es un cotriple.
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Demostracidn
Demostremnos que S4 es un funtor
Sea 1p : B — B por demostrar S4(15) = Ig,(B)=laxp
Sa(lp) =< Tap, 187 4,5 >=< T4, 5,740 >= Laxn = Ig,(B)
Sea f:B—C g:C—D
Por demostrar S 4(gf) = S4(9)Sa(f)
Sa(9f) =< map,g9fr'an>=
<Tac <TABSTAB > 97ac <Tap [fr'as>>=

<Ta,c 97 ac >< 7a,8, [ an >= S 4(9)S a(f)

Ax(s

“I
WA 2w e 8
A )

I
A‘r---—--Axc.-—-—--».

<
5 c. N
S\ =W, 9W> 5\
“I

A AxD + 0

¢

N< W, 0>

Por demostrar que £4 y §4 son transformaciones naturales
Demostremos que £4 es una transformacon natural

€4 en la componente B fue definida como e4(B) = 7’4,
Consideremos el siguiente cuadrado



AUL w 5

Q A»G 2 S,(9) ~——-—-—----—-; 9

£ Splels 4T, 4u'> $

< ARG 26, 0C) b €
)
A IAGERY
El cual conmuta claramente; por lo tanto €4 es una transformacion
natu-

ral.
Demostremos que 64 es una transformacion natural

5,4 fue definida en la componente B como 64(B) =< m4,5,laxp >

Consideremos el siguiente cuadrado

W)Ll 4,5
‘OA ) ! TAng + S:Q\Rh%‘&x‘)

% 5, W3Axg
% S8 P48, 40> s’;‘u)ad,#. W, W50

|9 sAm-nAxc

a A
—b & () = AMLARS)
s,\“’ 241, iAu) A :

Por demostrar

< 7acilaxc >< 4B, [T a8 >=
< TaAxB; < TaxB: [T 45 > M a,axp >< Tap, laxn >

< rac laxc ><Tan, fraa >=
<mac<man fran > ace < Tap, frlap>>=
<AL < Tam f1 . >>

por otra parte
< TaaxE < Taxth [ a0 > 7' a,ax8 ><7a.8, axn >=

< Taaxtt < T8 baxs >< Taxs 74,8 > Taaxp < map laxy >>=
<Ao< Taxs ST an >>
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Por lo tanto
<Ta0, laxe >< A, frlan =
<TaAxE, < Tax, fTA8 > T aax8 >< 74,8, 1axn >

luego 64 es una transformacidn natural
Demostremos ahora

EASA(E) =‘ISA(D) = SAEA(B)éA(E) (1)
§48a(B)és(B) = S484(B) (2)

Demostremos la ecuacion (1)
Lo que debemos demostrar es que el siguiente diagrama conmuta

S0 =< W, 4ae? — 'zm:amm)

S‘;ug = ARG

LM<, 1, >

2 ()= AxtAXG + S
Demostremos que el cuadrado anterior conmuta, es decir
< WA.AxI;,Pi'A,gW’A.AxB ><mA.8, Laxn >= T'aaxB < 74,8, Laxa >
< Ta,ax8: PV 4 57 A,axB >< T4, lax >=
< Mpaxh < Tan laxs >0 4 g7 a,ax8 < 7aB laxs >>=
<map:Tan >= laxp = 1g (B}
Por otro parte
"'A,Axb <wap,taxa >=laxp = lSA(B)

por lo tanto el cuadrado anterior conmuta.

Demostremos la ecuacidn (2)
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5,\“)‘ Axg A.sktm):kxum)

b= <, Lyy® 4 AS,{.!,\ A RY

]
9 LRSI >V>
SA( TANAYY) sﬁ%‘\ 4%t —%51 (a) = An(ARCARSY)
Por demostrar que el cuadrado anterior conmuta, es decir
< TAAxE, < TA B, baxn > 7' 4.ax8 >< Ta,8, Vaxp >=
< ApAxB YAx(AxB) >< TA B Laxn >

AXCARY)

< TaAxD < TAB Laxn > 7' a,ax8 >< 74,8, Laxp >=
< WA Axp < TAB, Laxp >, < Tap, 1axp > T4 axp < ®ap, laxp >>=
< A8, < TAD, laxp >>=

Por otra parte

< TpAx Lax(axp) >< A laxs >=
< TpAxB < A8, baxp >y lax(axny < 7aB Laxn >=
< TAB, < Tan laxp >

Por lo tanto queda demostrado que el cuadrado anterior conmuta
¥ (S4,€4,84) es un cotriple sobre la categoria cartesiana cerrada A

m
La completez funcional de una categoria cartesiana o cartesiana cerrada
puede ser interpretada como sigue

Proposicién La categora Alz] de todos los polinomios con la inde- .
terminada £ : 1 — A sobre la categoria carlesiana o cartesiana cerrada cs
isomdrfica a la categoria de Kleisli Ay = Ag, del cotriple (Sa,€4,64)
Veremos dos demostraciones de esta proposicion
Primera demostracion

SeaP: A, — Alz)

a los objetos 1 de la categorin A 4 el funtor P les asigna el mismo ob-
jeto, es decir, P(B) = B3

Alas flechas f:C s Ben Ay, cstoes, f:AxC —BenA
P(f)=f<xQc le >
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0, C
AxcC i
x/l ﬁ%&ﬁr)\‘
L []

4 Y——— | Al Axe By
4 |¢
: %

Por demostrar que P es un funtor
P(ea(B)) = P(7'a,8) = 7'ap <208, 15 >=1p

seaf:B—oC g:C—DenAy,cstoces,
f:AxB=C g:AxC—-DenA

9+ f =gSA(f)04(B)= 9 < ®4,4xB, JT 4.4xB >< WA p, laxp >=
< Ta,axB < TAB1axB >, fMa,ax8 <7aB, laxB >>=9< a8, f>

P(g‘f) =P(y< WA,B;f >) =g< WA,B).’>< zoBsIB >=
9<7an<z08,15>f <z0n,18>>= ¢ <20s,f <20p 15 >>=
9<z2Qc f<zQcils > 1cf <2Qc 1 >>=

§<20¢ 1¢ > f <z0p, 15 >= P(9)P({)

zQp=2zQc f <z0Qp,15 > porque zQc f = ma8

[¢]
Axg — ¢ Ax 228, q
) X
g 1‘ kx
1 A

La proposicién 6.1 nos habla acerca de que P tiene una inversa K
donde K(B) = B y K(f(x)) = kreaf(z)

Demostremos que K es un funtor
K(]y} = K:eAlﬂ = lnﬂ"A,u = ”IA,B = EA(B)

sean f(z):B—C  g(z):C — Den Afz]
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Por demostrar K(g(z)f(z)) = K(g(z)) * K(f(z))
K{g(z)f(z)) = ke (9(z}f(2)) = Kkzeag < TAB) Ksgaf >=

Por otra parte

K(o(=)) » K(f(2)) = K(g())S s (K(f(2))é(B) =

KoeAd < Taaxs, KU)W 4 axn >< mp 8, laxn >=

KeeAl < TaaxD < TadLaxp > KA 4 axp < 74,8, Laxg >>=
Kkeead < Ta,8, K(f)laxn >=

tread < 74,8, K(f) >= Kreag < 74,8 K2calf) >

Por lo tanto K(g()f(z)) = K(s(z)) « K(f(=))
Demostremos que PK = ’A[x] YKP=1y,
sea f(z) : C — B en Az}

P(K(f(2))) = P(sze4(f(2))) = sze4f(z) < 20¢) 1 >=
f@)mae < 20c. 1o >= fz)le = f(z)

sgeag:C — BenAg

K(P(9)) = K(g < 200, ¢ >) = Kreag < 2Qc, lc >=
g7ac <2Qc,lc >=1¢

n
Podria ser de interés puntualizar que la curiosa definicion de &z¢ (x(z)¥(z))
dada en la proposicién del teorema de deduccidn esta relacionada con la
curiosa definicidn de composicién en una categoria de Kleisli.

Mientras los Idgicos pueden estar de acuerdo con la demostracidn an-
terior, fos categoristas indudablemente prefieren otra demostracidn la cual
establece directamente que la categoria de Kleisli A4 tiene la propiedad
universal de las categorias polinomiales y la cual les permite evitar del todo

_ las construcciones de la seccidn 5 y 6.

Segunda Demostracion
Supongase que A es una categoria cartesiana cerrada
Demostremos que A 4 es una categoria cartesiana cerrada definiendo
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Q4:C~1 nfo:BxC—B
ThciBxC—C efc:B°xC—B
(=)*: B - D°
De la siguiente forma:
Oc*=Quazc  wpch=7por apxc

A
w'pc” =7 pxen'aBxe
epct =epcr'apoxc

A
(=r* =((-)aa,s,c)
donde aa,p,c =< %4,87axB,c, < T'4,BTA:8,0, T azB,C >>
y siendo < —, ~ > comoen A

Comprobemos que las ecuaciones de una categoria cattesiana cerrada
son satisfechas.

sea f:B—C g¢g:B=D h:C—=BxDenAy

74p* < fog >= 714 pSa(< [,9 >)(6(B)) =

Tc o Aced <7ap,< [19> 7% a8 ><7maB18>=
7ep < [,9>map<7mamlp>=

mep< fig>la=mcp<fig>=f

TG.p% < [,9>=1'gpS(< f,9 >)(6(B)) =

Mo pTacxp < Tag < f,9> 148 ><7ap 18 >=
TIC,D < fig> 7r',1‘g >< A8y 1p >

mep < fig>lg>=mcp<fig>=y

<mppshaprh>= <7rBDS(h)6(C),1rA S(h)S(C) >=

<t p<mac htac ><Tac,le >, 18 p < Tac,htac >< mac, o >>=
< TEpTABxD < TAC AT AC > Tac, lc >, 0BT A 8D < Tac hTac >
<mac le>=<mppht’ac <mac,lc>7 ‘g, pht'ac >< Tac, lc >=

< K}),Dll, w'y,ph >=h

Sea ¢p5,c : B¢ x C — B una flecha en A, entonces
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€B,cma,poxc A x (BE x C)— B es una flecha en A

0 A xmf‘-a AR XC
B ——Qxe i
(e D ¥ Masic
{.' P An ‘~"‘)\ &
: © AMgxe) emA
~
~
c\ .
b D

Antes de demostrar
ehcr <(faape) *rhc, 7"'}41,0 >=F

demostremos lo siguiente

Siagnc:(Ax BYxC — Ax(B x C) entonces

@a,B,C << fyg >vh>=< fl<ylh>>
a8, << f,9>,h>=
< TABTAxB,C) < T ABTAxB,C, T axp,c >><< f,g>,h>=
< waBTaxpc << [,9 >k >, < mapraxnc,axpe ><< fig >
Jh>>=
< map < fig >,< Mapmaxse << f,9 >0 >, axpc << frg >
h>>=
<fi<tap<fig> h>>=< [,<gh>>

Ahora si demostremos .
edox <(faape) *mhompe>=]

B o <(fanpc) *7he m'he >=

eB.cSa(< (faane) s 1h o5 e SYia(B x C)=

ed.c < Taax(axen < (Jaapc) *he, W’g,c > WA, Ax(BxC) >

< TABxC, Lax(pxe) >=

e ¢ < TaAx(BxC) < TABxC, Lax(BxC) >y

<(faapc) *Tihe T > Maax@xey < Ta,nxc, Lax(axc) >>=
epc < Tanxc, <{faanc) * ”é,c-’f’f;,c >>=

epcm apexe < Tapxe, <{feapc) *The, 7";‘;,0 >>=
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- A A —
ep,c < (Jaapc) *7h o7’ o >>=
A
ep,c < (faa,c)"Sa(nf c)6a(B x C), 1'g c >=
en,c < (fanp,c)" < Taaxoxcy T8 o a,axBxe) >< Ta,8xC) Lax(Bxo) >
paE] S
R No i
enc < (feanc) <74 1 AX(BXC) < TABXGy le(axc) > 7"5 ¢ 4,Ax(BxC) <
TA,BxC) lax(Bxc) >, 7' n c>=
en,c < (faanc) <Tapxehe > 7"5c >=
epc < (feapc) 7/:AxBC << T BxC Thye > Mxe > TaxBe <<
/A
TABxC, M > Mg ¢ D>=
A

en,c < (foan,c) TaxB,c)PaxB.c > << TA,BxCi1 Thyo > Mhxe >=

A _
Jaapc << W,l,BxCu"’éxC > w'gxe >=
f<mapxe, < e npe >>=
f<maBxe < Tpem A xe, ¥ B.o A BxC >>=
I <mapxc, < wpec,T'Be > A Bxe D=
[ <mamxe,mapxc>=1

Seak:B—~CPenAy
Por demostrar
(edpr<ks 7'-3,017"’;17.0 >aapc) =

A — A A
(Apx < kxmf p,m'gp > aapc) = (€8 pSal< kxTgp,a'sp >
Yoa(BzD)aap.c) = .

A berf g, nh o> w ><T 1 >
(A p <Taax(BxD) < k*1d 5,5 p > 7' 4 Ax(BxD) Ax(8x D)1 1Ax(8xD)
aaB,0) = i
(ec.om acoxn < TaaxnxDp< k* 7§ p, ™' g p > Taax@xp) > <
TAx(BxD)r Lax(BxD) > €A B0)" =

A
(eco < k= Wﬁ,nx‘ﬂ"u,u >oapc) =
A .o
(ec.p < kSu{ni p)6a(B x D), 7' p > anpc) =
(ecp < k < Taax(BxD)TH DT A ax(BxD) >< TanxD lax@xp)y >

A -

pp>0apnc) =
k 1 PR T <
(eep < k < TA,Ax(AxD) < TAAxD; bax(Bxn)y 21TR DT A Ax(BxD)
A . _

TaBxm Lax(pxn) >> T p > cape) =

. A _
(eep <k < Tanxn, m’}," >4 p > aanc) =

A

(Ecp <k<my lel)."n ,) >, ”,;J n>
CTABTANIC < T A BTABC T axnc >>) =
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(€c,0 <k <7a,8xp, T8 p >, 7' p >< TABTAXBCI< TTAxB,C/ T dxp,C >>
A

T30 < TABTAXBC: < ¥ TAxD,Cy T AxB,C >>>) =

(€c,.p <k < 7ABTAXB,C)T ABTAXB,C > Axpc >) =

(ec.o <k <maB\®an> Taxpe,™axBe >) =

(cc.p <kmaxpc,naxpc>) =k
Por lo tanto las ecuaciones de una categoria cartesiana son satisfechas.
Definamos ahoraH,4 : A — A4 paraobjetos B y flechas f : C — B
Hx(B)=B
Hx(f)=fr'ac

Demastremos que H 4 es un funtor y después que preserva Ja esrtructura
cartesiana cerrada.

Pretendemos que H, tenga la propiedad universal como Hy De'la
proposicion de categories polinomiales, con ma, sirviendo como indeter-
minada.

HA(IB) = 1[17r',1,g = EA(B)

Seaf:C—Byg:B—DenA

Por demostrar Ha(gf) = Ha(g) * Ha(f)

Ha(g) « Ha(f) = Ha(g)Sa{HA(f))04(C) =
Ha(g) < ra,axc  Ha(f)® aaxc >< mac laxe >=
g7’ 4 < Taaxc Half)7 aaxc >< Tac laxe >=
gHA(f)® 4, axc < Tac) laxe >=
gHa(f) = 9/ a.c = Hale))
Por lo tanto H4 es un funtor.
Demostremos que Hy preserva la estructura cartesiana cerrada,

Ha(Os) =Opm'an = Qaxe = Q&

]
Ha(rpc) =mpemasxc =1y o
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seaf:C—B g:B-D
HA(K fig>) =< fig > W ac =< [ 40,97 0.c >= <Ha(f), Hylg) >
Ha(enc) =€p,c™ s poxc = En,c4

Sea f:BxC —DenA f*:B—-D%enA
Por demostrar Ha{f*) = (Ha(f)aanc)

Ha(f*)= ' ap =] <7 apmaxsc,maxnc >)

Por otra parte
(fh(f)&)' = (f7'a,BxC < TAB¥AXB,C)< TABTAXBC)T AxB,C >>
(f < "a.pmaxp,0. ™ axpe >)

Por lo tanto H, es un funtor cartesiano cerrado

Dado F : A — B un funtor cartesiano cerrado y b : 1 — F(A) una
flecha en B mostraremos que existe un tnico funtor cartesiano cerrado
¥ :As — B tal que

FHy =F Fi(xy, 1) =b

A Lt tAxl —— A

SN

A——ag ¢ 4L ——aF(A)

Definamos F sobre objetos B y flechas f : B— Cen Ay
F(B)=8
F(=F(f)< bOF(u)' lF(u) >

Mostremos que F' es un funtor cartesiano cerrado
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F(ea(B)) =F(n'g,c) =
F(r'p,c) < boF(Bxc)l IF(II) >=
m'F)Fey < YOFpxey IFxc) >= IF@xc)

Sea f:B—C g:C—DenAqp

F(g+ /) =F(g+[) < tOppy Ippy >=
F{g < ma,ax8, ST a,ax8 >< a8, laxn >) < bOF(B): IF(B) >=
F(g <ma f>) <bOpmy IFpy >= '
F(g)F(< ma,5,f >) <EOppy IF(a) >=
F(g) < ”F(A),F(ﬂ)’F(f) >< boF(B)' IF(B) >=
F(g) < bOF(B)-F(f) < bOF(u)x lF(n) >>=
F(g) < bOF(C) F(f) < bOF () 1Py >, F(f) < bOFwy LR (py >>=
F(g) < bOF(C)YIF(C) >F(f)< bOF(D)’ IF(B) >=
= F(g)¥'(f)

Por lo tanto F’ es un funtor, demostremos a continuacion que es carte-
siano cerrado.

F(1'8c) = F(n's,cn' anxc) =

F(r' 5o a,8x¢) < BOFaxcnxcyy IFiaxaxcy) >=

T B(o).Fc)™ Fia) FmxFie) < SOF(a)xFoxcy FaxFaxc) >=
""F(a),F(c)

el procedimiento es andlogo para F/(wf ¢) = TF)Fic)
Seaf:B—>C g:B~D

F'(< f,9>)=F(< f,9 5) <bOpgy F(m) >=
<Ff)< bOF(D)‘ lpw,) >,F(g) < bOF(B)'IF(B) >>=
<F'(f),F'(g) >
F'{eti.c) = Fles.c™ apexc) <bOppyFiorcFiey IPmFroxFe) >=

EF(B)-F(C)"IF(A),F(B)F(C) «F(o) < bOF(D)F(C)xF(C)’ ]F(B)F(C)xF(C) >=
EF ). Fc) = EFyB) Fic)

Por demostrar F'((faa,pc)’) = (F'(f))

F((foanc)) = F((Jaasc)) < bOFpy lpw) >=
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(F(/)¥(au,5,0) << bOF(wy IF(s) > TF()«E(c) " FimxE(o) >) =
(P opa)FyFicy

<< bOF(pyx Ficy "F(a)-F(c) > T FiaxFee) >) =

(F(f) < bOF(z)xF(cy < TR« F(o): TRy Fe) >>) =

(F(f) < bOF(m)xF(cy IFmyxFic) >)* = (E* ()"

Mas atin ¥ tiene las propiedades deseadas

F'(Ha(B)) = F'(B) = F(B)
F'(H(f)) = (7' a,8) = F({7' 4,8) < bOp(py lF(m) >=
E(NF1'pg)Fc) < WOF(m) IF(sy >=
F(f) F'(7a,1) =F(ma1) < 5O0pqyy IRy >=
Tr),Fay < POFy 1F) >= WOpq = blpyy =t

Demostremos que F' es tinico

Supongamos que ¥’ tiene las propiedades anteriores

F/(f) = F'(f2' a4xp < Ta B 1axB >) =

F'((fn'a,axp *18) = F'(fr's axaF'(1p) =

FHA(f)F'(1p) = F(HA(M)F'(< 74,0, 2,8 >) =

F(f)F'(<7p1 < 74,8,0axB >, Ta,B>) =

FF'(< (741#Qaxp) 74,8 >) = F(f) <F(r,)F'(Oaxs) F'(* a8 >=
F(f} <bOp (B), gz >

Esto completa la prueha

Proposicién Dada una flecha indeterminada z : 1 — A sobre una
calegoria carlcsiand cerrada A; Az} = A4 (cotegoria de Kleisli) del triple

(Tanapa)
donde
Ta = (-)4, na(B) = .4

[J,\(B) = (Cu',\ < EB".A:"’b‘A",A >)'

Recordemos lo que es un tnple sobre una categoria A
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Un triple (Ta,na, jta) consiste de un funtor T4 : A — A y dos trans-
formaciones naturales

Nailpa—T BT = bfT

satisfaciendo las siguientes ecuaciones

pao Tana=1p, =paonaTa

3 2
Ta AT, Ta
1‘,[“1 R,
Tz —_— TA
Ma

La categoria de Kleisli A 4 del triple (T4, 14, 1) esta definido como sigue:
los objetos de A 4 son los mismos que’los objetos de A.

Sif:B — C esunaflechaen As enlonces
B~ T4(C) esuna flecchaen A

la composicidn esta definida de la signiente forma:

Seanf:B—C g:C—Denhy
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g+ f = pa(D)YTalg)f

Observemos como estan orientadeas las flechas de pa(D), na(B) con las
definiciones dadas.

@ 4—-—&") x A

£
at‘\ (B)=le<e, ')
\4

Pe— A —ap A

Xa

1)
B« 9xA
! R "'\A(B)"“;,A
%

Como g+ [ = ps(D)Tal9)f

T4 debe estar definida para las flechas g : C — D de A como
Talg) = (sec,a)*

Demostremos que na(B) cs la identidad en A4

Sea f:B—CenAy

S #14(B) = taT alf)na(B) = pa(CaTa(C) = lyyf = f
na(C)* f = pa(C)TanalC)f = 1p, f =/

Por lo tanto na(B) es la identidad en As
SeaP:Ax — Alz] P lo definimos
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P(B)=B B pertenece a los objetos de A o que son Jos objetos de A.
Sea f:B—CenAa,esdecirf:B—-ChenA
P(f)=cca < f,z08 >

£

Demostremos que P es un funtor

P(na(B))=P(r*pa) = €pa < 7,4, 208 >=

€p,a < 7' 3,47p,4 < 18,208 >, 7' g4 < 15,20p >>=
€B,A < 7°B,aTB A T'B,A >< 15,20 >=

pip,a <1p,20p >=1p

Seaf:B—-C g:C-D en Ay, es decir,
ftB~(C4 g:C—DAenA

g*f=pa(D)Tale)f =
{ep,a < £pA D T apyo p ) (gECA) f =
(ep,a <Epap, T (a0yo p ><{9EC,A) TCA,A T CAA >)f=
(ep,a < Epap < (JEC.A)'Tca, T'eaa > T 0o p < {FEC.A) Tcan Tcan >>
yf=
(ep.a < geca T eaa>) =
(ep.a < gEG,a T can >< fymBA T BA>) =

Por dernostrar
Py« /) = P(9)P())

Plg+f) = Pl{ep.a < gec,a T can >< [Tpa, w4 2)) =
€p,a < {ep,a < gEC.Av“JC‘.A < f"‘u.m “'B.A >)-»""OH >=
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€D,A < (€D,a < g€C,A1T'ca s >< f7pA, ™' B4 >)'"B,4 < 18,2Qp >,
75,4 < 18,2Qp >>=

€p,a <(ep,a < g€c,a,T'can >< fMB AT 8,4 >)' D4,

*pa >< 15,208 >=

€A < g6C, A\ M caa >< fTp,4,7' B4 >< 18,208 >=

€p,A < géc,arT'can >< frpa < 18,208 >, 7'pa < 1,20p >>=
€p,4 < geca Moa,a >< f,20p >=

€p,A < gec,a < f, 1:05 >,7T‘CA‘A < f,:Og S>=

ep,a < geca < f,208 >,208 >=

epa < gec,a < £,208 >,20cec,a < f,z08 >>=

epa < 9éc,a,20c > éc,a < f,20B >=

P(g)P(f)

Por lo tanto P es un funtor
Definamos ahora K : Afz] — Ay
K(B) = B donde B es un objeto de Alz], que son objetos de A
Sea f : B— C en Alz)
K(f)=n'caf 9
8 \r
gl \c¢
I
C A
Por demostrar que K es un funtor
K(lp) = m*p,alp = 7" a(B)
Seaf:B—C g:B—CenAlz
Por demostrar K(gf) = K(g) + K(f)
K(g) * K(J) = pa(D)Ta(K()}K(S) =

(epa < C(DA)A‘AJ"(DA)‘.A >) (7" p.ageca) mcaf =
(eD.A < Epayt 4 T (past 4 > < (T°D,a06C,A) Tea,n T caa 2) T cal =



T2

(ep,a <7D agec.a Toan >) 1 cuf =

(ep,a <7*p agEC,A T'oan > < T'cATo AT Cn D) S =
(ep,a <@ p agre.a, w4 >) f =

7*D,a9f = (7p,a < gf7B,A, 7' B A >) =

(9f7p.a)"

Por otra parte

K(9f) = 7p,a9f =(Tpa < gfmp,a, 78,4 >)* = (gf7p,4)"
Por lo tanto K(gf) = K(g) « K(f)

Por demostrar PK = IA{:] y KP =1,

Sea f:B — C en Alz)

PK(f) =P(rg of) = ec,a < 75 4,208 >=

ec,a <1p amc,a < £,208 >,7c,4 < f,208 >>=
€4 <TG aTCA T Ca >< f,208 >=

7oA < f,z08>= f

Seag:B = CenAs

KP(f)=K(ec,a < f,208 >) = 1y gec,4 < £120p >=
(e, <€c,ATcArA AT Grraa >) < [1208 >=
(ec,amcaza,a) < [,208 >=

(cc,amcaza,n << [,208 > 7pa, 7' a>) =

(tc.a < f,208 > 7p,a) =

(ec.a < f18,4,2 QB 7B >)" =

(ec,a < frBa,7'BaA>) = f
]

Propasicidn La calegorva de Eilenberg-Moore del cotriple (Sa,64,64)
es isomorfa a ln ralegoric 'slice’ AJA, cuyos objetos son flechas f: B — A
en A y las flechas deA /A son tridngulos conmulativos.

Demostracion

Demostremos que A/A es una categoria.
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0by(44) = {u—-‘—m\ £ € How (A)

(B,‘) Q ‘_
how(AA) = ] {8 \ N }
4 (<,9) C—*A

3

Seaf:(B,f)+(Cig) licg:(Cig)—(Cig)
1(B,I) : (Blf) - (an)

Por demostrar 1 f =By flpy =B

Consideremos el siguiente diagrama

Claramente se tienc que le 8 =8y Blpy =8
Seay:(C,g) = (D,h) v:(D,h)—(E k)
Por demostrar v(vf) = (vv)8

Es asociativa porque todos los tridngulos posibles que se forman en cl
siguiente diagrama son conmutativos.
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Por lo tanto A/A es una categoris,
Veamos quien es la categoria de Ejlenberg-Moore del cotriple (S4,€4,64)

Dado el cotriple (Sa,€4,64) sobre la categoria A, Ia categoria de Eilenber-
Moore AS4 del cotriple anterior esta definido de Ia siguiente forma.

Ob'a(As") = {(G.ﬂ \ £:0—45,(2) , $& Wom (A\_}

que satisfacen las siguiente ccuaciones

K(%‘ S (E} Q ._.__._—-;‘- S (‘3)
z $ - \Shu)
L
B Sx®) —-'S-T‘)" SAL®)
A
R ® ¢
Hw(ﬁf’“\'-(l('%,“——*tc,s).] ;,\ \"s
5,(8) — SpLe)

Demostremos que AJA % AS4

Construyamos P : AS4 — A/A
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A R
l{- p——— | Axg
Ang \,{‘

(g,8) y—>(q,n¢)
@\ \ » {8
(¢,9) y— Lg, Wy)

RN
IS
Ty

Por demostrar que el tridngulo conmuta, es decir w5 cgB = 74,8f

ma,c98 = wa,c{gB) = 7a,c(SA(B)f) =
wac<TAB AT a8 > [=mapS

Por Jo tanto el trigngulo conmuta
Demostremos que P es un funtor.
Sea \(p,g) : (B,f) — (B.f)
B:(B,f)~(C.9)
7:(C.9) ~ (D, h)
Por demostrar P(1(p, 1)) = 1p

Considerando el siguiente diagrama
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ted \
o T

Cof) )
(o) /
claramente que P(1¢p, ) = lg
Por demostrar P{v3) = P(y)P(8)

P(yp) = 78 = P(7)P(8)

(%,8)
e LA
(<, 9) E, __J\_‘..—;A

Y l 1S /
(o,%) ¥> i

Construyamos K : AJA — AS4
(3,8) e &§ 1>

1) s

A A‘-—-Ax%

Demostremos que esta correspondencia satisface las condiciones que se le
piden a los objetos de una categoria de Eilenberg-Moore

<h1g”

R —2 S50 = Axn

’
U\ LD APEERUNE LR PR

®
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*SA(%\" Axg

<4l () 2¢h,4f,4,>0'>

RG2S () S:(‘) TAX(AKY)
S Al A%t ang>

Por demostrar
<Tamlaze >< filp >=<msp, < filp>7'28< [15 >

<maBlacs >< f,1p >=< 140 < f,1p >, 1p:8 < fi1p >>=
<f<flp>

Por otra parte
<mam< filp>ap<filp>=< fi1p>
por lo lanto el cuadrado conmuta

Veamos como mandamos los morfismos de A/A a AS4 a traves de K

K(8) =8
R ———ac Q ~— C
{ = > 9l
9
A Awg -g—(——-& Axc
AP

Comprobemos que esta correspondencia satisface la condicién que se le
pide a un morfismo en una categoria de Eilenberg-Moore



8

Q ~— C
4E

! ‘B> <>
SA(BH(M:) SAplzen,pn’> Sam = Axe

Por demostrar < 745,074, >< f,1p>=<g,1¢ > 8

<TA,8,87 4,8 >< [l >=< w8 < fi1g>,07ap < fi1p >>=
< f!p>=< yﬂlﬂ >=< !].IC > ﬂ

Demostremos que K es un funtor

Sea l(BJ) I(-Byf) - (an)

Por demostrar K(l(p,p)) = 1p A
]
Q. : Q—— 0
i‘ \A b ‘,f,) “’1B>
B ¢ Axg ———b AXY
Sig=<m a1,

Seaﬂ:(B,f)—'(C,g) 7:(Cyg)_‘(A’h)
Por demostrar K(78) = ¥8 = K(y)K(8) ‘
Ve f~—— C —!—-; 0

AT e Y
N

A AXG—+ Ax¢ —— Axp
<mEa’>  (hqW>



ESTA TESIS WO prpe
SALR DE LA Bi3LigTECH

79 7. POLINOMIOS Y CATEGORIAS DE KLEISLI

Demostremos que PK = 1p/a YKP= IASA

Sea  un objeto de A/A

PK(f)=P(< filp>)=mp<fila>=f

Sea § una flecha de AfA

PK(8)=P(B) =4

Sea (B, f) un objeto de AS4

KP(f)=K(< manf1s>) =<rmapfn'anf>=f
Sea B una flecha de AS4

KP()=K(8)=5
Por lo tanto AJA % AS4
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Las categorias cartesianas cerradas fueron definidas como un cdlculo proposi-
cional intuicionista positivo satisfaciendo ciertas ecuaciones entre las prue-
bas. Para completar el cuadro, definiremos una categoria bicartesiana ce-
rrada como un cdlculo proposicional intuicionista satisfaciendo las siguien-
tes ecuaciones

E5. f=9Qa Para toda fil—A

E6a. [figlkan=f

E6b. [figle'az =1

E6c. [hka,p, hr'ap]l = h

Paratoda f:A—C ¢g:B—-C h:AxB-C

Recordemos que la operacién [—, —] fue definida en términos de la flecha
(CA.B : CA X CD - CAVB
Asi
) =(Can <l >)]

-80
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Es costumbre escribir 0 por Ly A+ B por AVB

E5 afirma que 0 es un objeto inicial, Io cual es claro. Y E6 afirma que
A+ B es un coproducto de Ay B con inyecciones k4,8 y 4,8

Demostremos que A - B es un coproducto

™

{ 3
té,lqd
: " K,
A —22 prp —28 g
Supongase que existe h: A+ B —+ C luego
{f,9) = [hea,n, b8 48] =
Asi Hom{0, A) tiene un solo elemento y
Hom(4,C) x Hom(B,C) = Hom(A -+ B,C)
Demostracion
Dado (4-2+C, B4:C)  asociamos laflecha A+ B%dc

y dado A hoap hs'an
A+B=C asociamos (AP, B4 C)

<
~C 4 ,
\ 4 Sk,
M 9 A,}/ " N 8
t‘l‘!ﬂl ] \\
‘ \
\ ’ ! v
A—LM%&‘Q A2 Ay + g

Demostremos que una es inversa de la otra.

-] )l
(A-—oC B-—-‘CP]Ig];;A D-jc B{I.g]ﬂ N n-yg))

(A+ 8Ly (A"are, By
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L4 g ety

Por io tante Hom(A,C) x Hom(B,C) = Hom(A + B,C)
n

Propaosicién En cualguier categoria bicarfesiana cerrada se tienen
los siguientes isomorfismos.
(a)A+0x4A
Demostracién
KA0
A A4 0

luego

Al 0244

A+ O(IA_nO’AlA

Por demostrar

[14,0ua)ean =14

k4,8[1a,04] = k4,854,580 4] = [K4,0,8'4,0] = 1at0
(b) Ax 00

Demostracion

L
A X 0————0

0244 0220

0 Ax9Q

<Qa.do>
Ta0<Qalo>=1o

<Qa o> a0=<0an’'40,7a0>=Ta0,740>=laxo

-~
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(c) A0=1

Demostracion

OAﬂ(OAﬂ'x,o)‘ =tl‘ pues
1 @A“i,b) Ao OAo

1

(OAW'I,O).OA° = (OA"rll,o < OADWAG’OI”’AO'D SH =
(OA”'A“.G)‘ = (EA.O). = 140

() A+B=B+A
Demostracion

ASAEpe A BBy

(%" a.8,%4,8)

A+ B———————B4 A

BUP4+B  A™54+B
“157A,B%4,8]

B+A

A+ B
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[ ["'A.IEr "f.B]I["'A.Bv ka8) = [K'4.8,84,8]5 48,8 4,8, k4,8]ka,8] =
KA,B:184,B]= 1844

La demostracion es andloga para demostrar 1445

(d)(A+B)+CxA+(B+C)
Demostracion

""——'!°A+SB+C
’CBCB+C"A +OA+(B+C)

[fA,B4C\ A,B4CRB,C]

A+(B+C) . 1

A+ B

de(l)y C26B4+C 4244 (B+C)
se sigue

{[a,84c,8'a,84088,c)x' 4, B40x'B,C)

(A+B)+C A+(B+C)

Construyamos la flecha A+(B+C)a(A+B)+C
AL B a B (D)

EEA+ B NS4 B) O
(A+B)+C

"RATHCK A 8K atn.cl

B+C——————(A+ B)+C ..(3)

de (2) y (3) deducimos

[5A48.054,8:(5A+B,Cx 2,88 a4n,cll

A+(B+C) (A+B)+C

Demostremos que son inversas una de la otra.

l[sa,84c, 8 a.B4ckB.cl 6 a,B1cK B,C]
[ka+.craB [Ka+scK a8, 8 avacl)=
lxa,84c) % a.B4ckn.clik 4,p1CR B ClRALB.CEAB,
[kapsc,® a,8+ck8,cl 8 4 Bsck Be)lkarner a8, K arBel]=
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[ka,Brc) (K aBychBC K A BrCK B )] =
[kaB1e K4 Beclenc, w'p )] =
[ka,Bres K aBec] = Lag(pic)

La demostracién es andloga para demostrar la+Bye

() (A+B)xC=2(AxC)+(BxC)
Demostracién

En la seccion llamada ’cdleulo proposicional como un sistema deductivo
definimos las flecha que va (A+ B) x C a (A x C) + (B x C) y viceversa,
las cuales fueron

kA, BTa,0N 4,878,cLIF ac.® B>

(AxC)+(BxC) (A+B)xC

Y 3 ,c<[s* 3 & 3 Jxa4n.0.7 c>
(A+B)XC(AKO)+(BxC)c AxG,BXC K" Axc,Bxc]ra4B,.cT AtB,C (AxC)+
(BxC)

Por demostrar

Eax0)tBxC)c < [K*axc.pxe K axc,BxclTasBc ™ arBC >
< [ka,BTac 8'a,878,c) [ aci 7' B,c] >= L(axcr(BxO)

E(AxC)+(BxCYC < (K AxCBxC: K" AxC.BxC)TA+B,Cr T arpc >
<[ka,BTac,Kapmpe)[Mac B >=
E(AxC)+(Bx0).C < [K' axc.BxC) K" axcnxc)ka.pTac,5 487B L),
[W'A.C; 1r’3.c] >=
EAXCIH(BXC).C < [K*AxC,BXCTACIK* AxC,BxCTB,C),
7ac B c] >=

[x* axc.mxc¥a.c8'" axc,BxE7D.C)

(AxC)+(B xC) ((4xC)+(BxO)°

pero también lo hace la flecha
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(Axc)4(Bxe) ‘l_.. Eaxor eCoxe))ac

(MQ“\M\J’Q ¢
. (xc)uaxd)
QxS+ W@Bng), ¢

(Axc)4 (Bxc)

E(AxCI(BxO)C < Faxcyrpxaye: [1'ac T'ac] >=
E(AXC)HBXCNC < T axCy+(BxC)C TUAXC)HBxCYxC.a+B < Laxoyoxoy [Pac,m'pe) >

)

Taxc)HBxexc,a+B < LaxeyBxom [Fa,c, 7' pc) >>=
EAXC)H(BXCLE < T AxC)4(BxC),CTUAXCYH{BXCHXC A+B)

T (AXCIHBRC)xCA+B >< Laxcyppxey, [T a,c, 7'p.c] >=
TAaxC)+(Bxo)c < laxeyrBxoy {7 ac.7'n,c] >=
Lcaxcy(Bxc))

Demostremos a continuacién

< [ka,B7acikaB7B Cl 7 acimBC) >
€(AzC)4(BzC),C < [K* 420,82C, K" azC,BrC)Ta+B,cs T ALB,C > La4B)rC

Basta demostrar que
(1)
[ka,87a,co ' a,87B,CJE(Arc)1(B2C)c < [K*asc,Bec, K acC,BeC]TALBC)
7 a4B.Cc D= TA+BC

y
(2) .
' ¢ o uil i
(v a7 Bcleaserrrore < I8 arc,Brc K™ Arc,Brc|®a+B,Cy ¥ A+B.C >

= 7' A48,0

Demostremos la ecuacion (1)
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n _(A8Ixc )
n
4 1 A
ik, wia _Me 0'.‘&';“"1&;‘: n'>
AR ot (AR Haxe)) X € L

lc

Ax ¢ e ——— (Al()‘\‘(‘xc)

1

"
Aig

&
A [wi,iw'n]
}

—_— Ake

Como [kx, k'm)e < (x*, 6" Jm, 7' >: (A+ B)eC—~ A+ B
por Eda

[km, k'me < [5°, 8" )7, 2 >=
€ < ([xm, 'wle < [6*, 6" ]m, 2’ ) m,w’ >

siendo * Gnico se tiene
(kx,k'7]e < [x*,&"°]my 7' >=TArBC
El mismo argumento se utiliza para demostrar
(740, 7 B.cliaxcrraxere < 8 AxC.BxCKixcaxclTA+BCI T A4B,C >

T asB.C
Por lo tanto

E(AxC)HBxL).C < [£" 4xC,BxCi K AXC,BxC]TA+B.CH T AYB.C >
< [KapTac, k' a,0mach 74,6 1'B,c] >= Jaxe(BxC)

(f) ABHC = AV x A€



a8

Demostracion

Construyamos la flecha de AP+C a AB x AC

P T AQ"‘;Q, e

n [
<SR N"
) n ¢

A — A“"IUGR.) e B A G,

l‘s

Por lo tanto
(ea, < pismcr’ o)
el
' PRI L Y1
A A xC |

> n e )
R Rt T 4 gyc
ls
A
Por lo tanto
. AE+G(:A.u+c<uu+c.c.~'a.cr',w+c.c>)'AC -2

Lucgo la flecha que va de AB=C a AFzAC cs

< (€A.B4+C < Tamsc gy ke anse,p >)° (€a,8+C < Tamic,c n'BCm pnsc c)” >
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La flecha AZ x AC a AB*C esta dada por (A ¢

Por demostrar

< (eaptc < Tppac, B, KB,CT pnscp >) ((Ea,B+C < Tapio,c, K'BeT Anta ) >
{Ap.c = lasxac

Es suficiente d.emostrar

(eaB+c < Taptc b, KB,cW ansc, 8 D) ¢Ag o =Tanac  (3)
(eamrc < WAB+°,Cy'¢'B,C7|"AB+C,C >).(AB,C =7'gp Ac ..(4)

Demostremos (3)

Como o R
(CA.B+C < TasiC, B, IcB,cK'Aay:,B >)‘(AB,C H AB x AC = 4

(EA,[H-C < TpB4C B, ND,C”AB“-‘,B >)‘<AB,C =

((ea,Bsc < Tassc,p,KBCT antc.g >< (AT apxac,p ™ anyac,s >
{ ]

luego # es tnico y m4n 4c 1 A7 x A° — AP

Por lo tanto
{€a,B+C < Fav4c,B, KB.CT assc 8 >) (A p o = Tao g

La demostracion de (2) es andloga

< {€a,84C < TpaB4C g,KB,cﬂ"Anclg >)‘,((€A,B+c < WpB4c,CH N'B,c" AH‘-‘.C)' >
Il ¥
C B,C = 1ABxAC
f
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A continuacion daremos una interpretacion de completez funcional para
categorias bicartesianas cerradas.

Proposicidn Si A es una categoria bicartesiana cerrada y Alz] es
la categon'a cartesiana cerrada de polinomios con la flecha indeterminada
z:1 — A sobrc A enlonces Alz] es también una cotegoria bicariesiana
cerrada.

Demostracion

Consideremos la correspondencia uno a uno entre flechas B x C — C
en Afz] y flechas Ax B—+Cen A

Demostremos que 0 es un objeto inicial en A[z]

Hom(A x 0,B) = Hom(0 x A, B) = Hom(0, B4)
el cual tiene un solo elemento, pues 0 es un objeto inicialen A

‘Demostremos B + C es un coproducto de By C en Afz]

Hom(A x B, D) x Hom(A x C, D)= Hom((A x B)+(Ax C),D) &
Hom(A x (B +C),D)

Usamos el hecho de que (4 x B) + (A x C) es un coproductoen A y la
ley distributiva que demostramos anteriormente.

Una consecuencia interesante de la proposicion anterior es que las iden-
tidades E5 y E8 pueden ser dadas como ecuaciones entre las constantes,
esto es, sin cuantificar sobre flechas f,g9,h En E6a y EBb podemos reem-

plazar f por (ww)f ygporrw:1—CAxCB

12,04 x OB S 0n

('cA.cﬂ“’)f
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’l
14504 x g8 257 0B

(r'cAchw)f
———————

Ahora considerando w como una flecha indeterminada, tenemos

()], @tw) e = ()
((ru) , (aw) o' = (wr)f
[
{ g

LU6ale tcwuf,m &

A = AV 4— ]
Para E6c¢ [hka,p, he'aB] = b h:A+B-C
h 1a podemos reemplazar por (€, Bw)f _donde

c
12,4 mcuc_f_',"cuﬂB

i o
A+B—2—A—B——>G

yES f=¢¢ Para toda f:0— C
Considerando w: { — C%CB con A = 0
12,0208 5" g0

I'Wf

c

Por completez funcional, w puede ser eliminada de [as ecuaciones
|
Escribiendo 2 = 141 podemos pensar en flechas p : 1 — 2 como proposi-
¢iones o valores de verdad, en particular, introduciremos
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k1T K=l

También introduciremos los conectivos proposicionales clisicos

~:2~2 A v = &1 2222

(Las flechas L y p A ¢ no deben ser confundidas con los objetos L y
AA B = AzB) Por ejemplo aprovecharemos ¢l teorema de completes fun-
cional Para obtener la definicién de pA ¢ .

necesitamos que pAT=p pAL=1

Por completez funcional tenemos

pAz = fz

para una cierta flecha f : 2 — 2 donde z : | — 2 es una proposicién
indeterminada, entonces

Definamos —: 2 — 2

necesitamos que T =1 ~i=T

por completez funcional ~2 = fz para alguna f:2— 2
f=1fx, f&') = [, =5 = [~T,~l] = mL.T}

Por lo tanto ~p= fp = {4, T)p

por lo tanto ~ = {L, T]

Definamos pV ¢

necesitamos que pA L =p pV'T =top

por completez funcional pV 2 = fr

f=le ] =[pvT,pvi]={Tp

De la misma forma podemos definir p => ¢ = [T, -p}
pea=porl
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Esto nos conduce a la siguiente definicién

Definicion. Si p y ¢ son flechas 1 — 2 en una categoria bicartesiana
cerraday T =xy,1, L=k

'“=[llT]
pAg=Ip,L]g
p=q=[T,~p¢
peg=[p,-plg

noindent Algo que es sorprendente a primera vista es la siguiente obser-
vacon
acerca de categorias bicartesianas cerradas.

Proposicidn En una calegoria bicartesiana cerrada hay a lo mas
una flecha A — 0, esto es, en un cdlculo proposicional intuicionista hay a
lo mds una prueba A — T salvo equivalencia de pruebas.

Demostracién

En una categoria bicartesiana cerrada Hom(A¥0,C) = Hom(0XA, C) =
Hom(O,C") esto es, un conjunto con un elemento , en particular, la flecha
composicién

x'a,
Ag—2 % 4

0
< 11>

i

% 0

A 4 AKX —
Demostremos Qaxom’4,0 = laxo

Qaxom®ap0 =< Oarlo > a0 = < Qam’a0,ap >=< 12,0, 4,0 >=
leo

Ahora supongase que hay una flecha f : A — 0 entonces la flecha
superior de
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<
4, 47 .y
Ang W0 ——axg
C A Qaxo
es la misma
A Stas> A0
tenemos 0 2a A ! 0

es 1g se sigue A2 0

Hemos mostrado que Hom(A,0) = @ o en caso contrario A 2 0, en tal
caso Hom(A,0) & Hom(0,0) consiste de un solo elemento.

La proposicién anterior nos dice, en particular que es inutil tratar de
definir categorias 'booleanas’, esto es, categorias cerradas bicartesianas en
las cuales la flecha obvia A — (1 < (1 < A)) es un isomozfismo. Salvo e-
quivalencia de categorias, no existen otras categorias cartesianas mas que
las dlgebras booleanas.



9. OBJETOS DE
NUMEROS
NATURALES EN C3

Un objeto de nimeros naturales en una categoria cartesiana cerrada A,
segin la definicién de Lawvere, consiste de un objeto inicial

0 s
1 N N

en la categoria de todos los diagramas 1 u A ! A

en A. Esto significa que para todo diagrama hay una tnica flecha h: N —
A tal que

hO=ayhS=fh
"Esto es ilustrado por el siguiente diagrama:

- W o= W
!

: v
L A i

Algunas veces hablamos de la existencia de h, pero sin que sea nica, en
este caso hablamos de objeto de niimeros naturales débil. Las categorias

95
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cartesianas cerradas con un objeto de niimeros naturales débil han sido
llamadas ’categorias precursivas’ por Marie-France Thibault.

Un ejemplo de objeto de niimeros naturales es en la categoria Sets, el
conjunto N = 0, 1,2, 3, ... de niimeros naturales junto con la funcién sucesor
S(n) = n + 1 forman un objeto de nimeros naturales.

Demostracion

Seal— A A

Dado las funciones x y f podemos usar f y el elemento z(0) de A para
generar una sucesion

(0), £(=(0)), S(f(=(0))), F(F(£(=(0)))), -
aplicando repetidamente f. Esta sucesién puede asi misma ser descrita
como una funcion h : N — A, mostrada como

h(0), h(1), A(2), ..

h esta definida inductivamente o recursivamente en dos partes:
1) definimos A(0) = z(0)

2) teniendo definido el n-término h(n), aplicando f a este obtenemos el
término A(n + 1) es decir

h(n+1) = f(h(n)) donde n + 1= S(n + 1)
1) y 2) significan que el diagrama

172 .\

N
A — A

2

conmuta.

0 5
Sil N N es un objeto de mimeros naturales

débil, escribiremos & = Jx(a, f) asi
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Ja i Hom(1, A) x Hom(A, A)—————— Hom(N, A)
satisface las ecuaciones

Jale, 0= ay Ja(a, /)S = flala, f)

Proposicidn Si la categoria carlesiana cerrada A tiene un objelo de
ndmeros naturales {objeto de niémeros naturales débil) ysiz:1 — A es un
flecha indeterminada sobre A, entonces la categoria cartesiana cerrada Alx]
tiene el mismos objeto de nifmeros naturales (objeto de nimeros naturales
débil).

Demostracicn

Primero supongamos la existencia de un objeto de niimeros naturales

débil en A, Dado f(z): 1 — B y ¢(z) : B — B polinomios en A[z]. Bus-
caremos un polinomio x(z) : N — B tal que

X0 =p=),  x(2)S = d(=)x(=)

En vista de la completez funcional, estas ecuaciones que involucran a
son equivalentes a las siguientes ecuaciones que no involucran a z:

£264(X(2)0) = Ko AB(2), moea(x(2)5) = Kzea(d(2)x(2))
Escribiendo

kecaP(z) =b: Azl = B,  kieadle)=f:AzB—~B
nosotros buscamos

KreaX(z) =h:Ax N — B

tal que

h<m0n >=b, h<mSe'>=f<mh>

Con by f podemos asociar b’ ; 1 — B4 y J': BA — B4 dado por
W=(p<aa>), [=(<rz>)
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Entonces nosotros podemos encontrar hf : N — B tal que
ho=b, HKS=fH
Como es ilustrado en el diagrama siguiente

4 0 S

N —2a N
I {
“ ¥ X
A
1 s gt —s®
\l ‘ |
Esctibiendo h = ¢p 4 < h'n'4,n,7a,n > mostremos que
h<ma,Qan >=b,  h<man,Stlan>=f<manh>

Antes de demostrarlo, calculemos h’ en términos de h :

(h<®'narTNa D) =(eBa <K AN TAN >< TN A TNA ) =
(em.a < hmNa AN D) =W

Demostremos las ecuaciones anteriores

h<my 001 >=epa < an, Tan > 140,000, >=
Epa < K0T 41,741 >=

€pa <V a1 701 >=

epa < (b <y A, ma>) T A1 TA) >=

ega < (<4 mAa D) T T4 >< T a0, Ta >=

b 41 >)TLA T LA > T Tan >=
b<manmar>=b

h<man, ST AN >=Epa <HT AN, TAN > TAN, ST AN >=

epa <HSGT g N, TpN >=
eg,a < [hT AN TAN >=

eua <(f < gagena >y hn'animAN >=

Epa <(f <a'pan €4 >) Tpan T paa ><HT AN, TaN >=
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Demostracén
Usando la proposicién anterior con A = Bx B adjuntandole una simple

indeterminada z : 1 — A que es equivalente a adjuntar dos indeterminadas
y:l—Byv:1—- BB

n
El corolario anterior puede también ser establecido en términos de un
flecha .
Ne——— (B8 ) en lugar de Ip

Proposicién Si una cafegoria carlesiana cerrada tiene objelo de
nimeros nalurales esie es dnico, salvo isomorfismo.

Demostracion
0 s , 0y S s .
Sean N con 1—— NN y N’ con I—N’'—— N’ objetos de niimeros

naturales. Como N con 1—sN —+N es un objeto de niimeros naturales
entonces existe h : N — N’ tal que hace que conmute el siguiente diagrama

4 0 - N 3 - N
[
1 0 + N s'—#t\)

o' s*

Como también N’ con 1 N’ —+N' es un objeto
de niimeros naturales, por lo tanto exista A’ : N — N, tal que
1 olﬁ‘ N — N
“ \ W
1 _° | U

pero la 1y : N — N es la tinica flecha que hace conmutar el diagrama



4 o) S

—_—N

N
4, \1,,

-1_!2.._4”.—5-—-#\)
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——

andlogamente 1y: : N = N’ es la tinica flecha que hace conmutar el
siguiente diagrama

}
0I

4 —2 N

PR

S ]
R O L. A N \
de lo materior se deduceSN con 1 0 N Ny N’ con
1 N! N’ son isomorfos ]

Proposicidn " Un objeto de nimeros nalurales en una cafegoria carle-
siana cerrada es equivalenie a la siguiente condicidn: para cadag: A — B

y [ B — B eziste un dnica k: N x A — B lal que el siguiente diagrama

conmula
<00,,1> sxi,
A __ﬁﬁ‘wx;‘ — 2 anxa

\
1
R \
; '
. 1 ]
A ¥ :
3 — 3
4 ¢
" Demostacidn
-)
A——g———-»B
|g|
1 BA donde I = (ga’( 4)*
Brx A2t gL p
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0 s
Por hipétesis N con 1———————\Neo o N o3 un objeto de
niimeros naturales, por lo tanto existe i tal que el siguiente diagrama,

~

!\ll

(snl)ﬁ Q > BA

ey

conmuta, es decir h0 = (ga’y 4)* y (hS = (fep,4)*h

luego, el siguiente diagrama

off, 0> w,08%
Lxl\i—i—-a N % Aﬁ—"""“"‘ N xA

“ 4w, M’“')\ |

a4 guA —® &R
<‘3“')~“"“'> 4“0 “J ] pJ

también conmuta pues

<htyarm'na >< 0my,4,7'1,4 >=< h01y 4, 71,4 >=
<(97'1,4) T A 714 >

<hTn A TN A >SS STN A, T N4 >D=< hSTN.A, TN A D=
<(feBA)' TN A TNA > TS
4 s
RN PIPC LU N LLY uxa
R T
et B KA b xA

— LKA
‘\\\«)Mi,p <can')“mn'>l <ckel W, XE

A Y va__—r———"‘u
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a k lo definimos como k = £p,4 < hrw, 4, 75,4 > lo cual hace conmutar
el siguiente diagrama

<oo 14> a'>
Al A 5“') R AR LSRNV
H E<w T, 0% £<ui,
- 4-—-0 (]

pues

€p,A <hmy a, %' na >< 004,14 >=€p,4 <h0Q4,14 >=
e, < (@7'1,4)°OQala>= 5,4 <(971,4) m,4, 71,4 >< O4,1a >=
97,4 <Qala>=yg

€84 < hTN A, NA DL SAN AT NA D= €Ba < hSTN A TN A >=
€B,4 < (fep,a) hana, m'N4 >=€84 < (f€BA)'TBA 4 T A s >D< hTN A, W' N4 >=
feB,a < han a,7'N4 >

«~) Por hipétesis el siguiente diagrama conmuta

<000 14?2 &SH, N>
A STAL A ik 2207, kA

TR

%A'G ;‘°3

definiendo h como k = k* obtenemos que el siguiente diagrama
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lA ATy Nxa SELH'Z2 yxa
| | I
conmuta, pues £

FO=(k<O0mna,n'na>) = (E<00AT 14,7 1,45) =
(k<0014 > 7'1,4)" = (97'1,4)"

kS = (k< Stna,®'na>) = (k)
por ofra parte
(fep,a)k = (e84 <E°Tin,a4,7'N,4 D) = (fE)*

h es tnica debido a que k es tnica y al aplicarle #+ también es tinica.

n
Proposicién Si una categoria cartesiana cerrada tiene objelos de
nimeros naturales (débil) entonces también lo tiene A /A para cada objeto
Ade A.
Demostracién
Considerese el siguiente diagrama conmutativo

‘1-——\3-43—'—'—"3

A

a a
A
en la categoria A/A
0 s .

Por hipétesis ¥ y 1 N +N es un objeto de
nimeros naturales en A entonces existe A tal que el siguiente diagrama
conmuta 0 s

{——N —N\
N \n I
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pero también el siguiente diagrama conmuta

0

1——&[\)——-—-——&

\1\, %\\ 'i:

A\ 4

Y

o a

Por lo tanto A/A tiene objeto de nimeros naturales n
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10. -CALCULOS
TIPIFICADOS

El propdsito de este seccon es asociar un lenguaje con una categorfa carte-
siana cerrada con objeto de nimeros naturales débil, lo cual debe ser lla-
mado "lenguaje interno”. La clase de lenguaje que hemos pensade sera
llamado " A-cdleulo tipificado, por corto, si bien en la literatura se conozca
como ” An-célculo tipificado con tipos de productos e iteradores”. Esta aso-
ciacidn la turnaremos a una equivalencia entre categorias apropiadas.

Un A-cdlculo tipificado es una teoria formal definida como sigue: con-
siste de clases de "tipos” , "términos” de cada tipo, y "ecuaciones” entre
los términos, todos sujetos a ciertas condiciones de cerradura. Escribiremos
a € A para decir que a es un término y es de tipo A, el simbolo € pertenece
al metalenguaje.

(a) Tipos. La clase de tipos contiene dos tipos bésicos y es cerrado bajo
dos operaciones como sigue: ;

(al) 1y N son tipos (Estos son los tipos "basicos”)
(a2) Si 4y B son tipos, también loson A x By BA.
Puede haber otros tipos no indicados por (al) y (a2} e otro tipo de identi-

ficaciones inesperadas entre los tipos. .

(b) Términos. La clase de términos es generada libremente de variables y
ciertas constantes bdsicas para ciertos términos formando operaciones como

105
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sigue (pueden haber otras constantes y términos formando mas operaciones
que las especificadas:

(b1) Para cada tipo A hay un nimero de variables numerables de tipo
AzAe A (i=0,1,2,...). Dificilmente tendremos ocasion de referirnos
a la variable especifica, en lugar de eso, usaremos la frase "dado z una va-
riable de tipo A", abreviado como "z € A"

(b2} x €1

(b3) Sia € A, be Byc € Ax B, entonces < a,b >€ A x B,
TAB(c)EAy s B(C)EB

(b5) Si f € B4 y a € A entonces €5 4(f,a) € B

(b6) Si z € Ay ¢(z) € B entonces Az¢a0(z) € BA,

(b6) 0 € A; si n € N, entonces S(n) € N

(b7)Siac A, he A* yn€e N ,entonces Ly(a,h,n) € A

Abreviaremos £(4,,) como ff (leido como " f de a"} cuando el tipo subs-
crito sea claro en el contexto. Puede haber otros términos no indicados por
(b7) a (b7). Intuitivamente, €p, 4 significa evaluacion, < —,— > significa
pareado y Arca¢(z) denota la funcién £ — ¢(z) , A;eq actua como un
cuantificador, asi la variable z en A;¢4¢(z) es acotada como en Vzg4¢(z)
o f: f(z)dz. Haremos la convencidn para variables libres y acotadas y
cuando es permitido sustituir un término por una va-
riable. El término a es sustituible por z en ¢(z) si no hay ocurrencias libres
de una variable en a transformada en acotada a. Un término es ”cerrado”
si no contiene variables libres.

Usualmente omitiremos la subscripcidn en 74 g (=), [a(—,~,-) ete.

(c) Ecuaciones

{c1) Las ecuaciones tienen la forma a = a’, donde X es un conjunto
finito de variables, a y a' tienen el mismo tipo A , y todas las variables que
ocurren libremente en a o o' son elementos de X

(¢2) La relacién binaria entre términos a,a’, la cual decimos que a = @'
es reflexiva, simétrica y transitiva; esta satisface la regla: cuando X' C ¥
entonces si a = b es dada uno puede inferir que a = bel cual serd abreviado
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=b
X

a=b
X
Esto satisface también laregla de sustitucidn usual para todos los términos
formando operaciones, en particular las siguientes

a="b
—

ffa):(ffb‘

@)

Aread(z) ] Asead’(z)

n=n'
x

S(n) ; S(n")

"Fodas estas son sustituciones obvias excepto por el hecho de Ia regla
que involucra A, la cual decrece el niimero de variables libres.

(c3) Lo siguiente especifica las ecuaciones.
ag* paratodaag €1
1r(<a,b>)s—{a patatodaa€ A,be B
n'(< a.b>)§-b paratodaa€ A,be B
< w{c), n’ >§ c para todac€ Ax B

Meead(@) a2 6(a)

para toda a, la cual es sustituible por z

A:eA(ff)I =f para toda f € BA
(por lo tanto z Tio ocurre libremente en f)

Ha, h,0) ;_(- a paratodaa € A h € A4
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I{a,k,5(z)) 5= b I{a,h,z) dado que z no esta en X
(no ocurre hbreﬁ;em enaol)

Azead(z) = Azrgad(2'), st 2’ es sustituible por z en ¢(z) y 2’ no es
libre en ¢(z)

Puede haber otras ecuaciones no indicadas por (c1) a (c)

La dltima ecuacién listada en (c3) puede ser omitida si identificamos los
términos en los cuales solo difieren en la cleccién de variables acotadas

Con las ecuaciones de (c3) podemos inferir dea = b a a = bsizgX.
Bajo ciertas condiciones podemos ir en la direccién opuesta, es decirsia = b
entonces a = b, como veremos. X

x"&a}

Proposicién 1.0.1 En cualguier A -cdlculo tipificado, uno puede inferir
de ¢(z) =, ¢(z) que ¢l a) Y(a) para toda a € A, dado que T no esta en X
y todas (a8 &lanablea que Scurren libremente en a son elementos de X

Demostracion
#(=)z ¥(z)
Xv‘;x{ por {c2)
Neead(z) 3 deeat(z)
como a = a’ (por ser = una relacién de equivalencia)

aplicando una de las ecuaciones de (c3) inferimos

deead(e) a g dzcati@) a
#(a) g ¥(a) -

Corolario 1.0.1 Si f y g no contienen ocurrencias libres de la variable
r de tipo A, enlonces de f 5 g inferimos f L g, stempre gue ezista un
{érmino a de tipo A lal gue todas las variables qie'ocurran librementc en a
son elementos de X

Demostracidn
Si z no esta en X, inmediatamente de la proposicién anterior se sigue,

Puede suceder que A es vacio, esto es, no existan términos cerrados.
Pura esto veamos los siguientes ejemplos:




109

Ejemplo I. Supéngase que no hay tipos, términos y ecuaciones mas que las
que estan indicadas por las reglas de cerradura (y tambien identificaciones
no triviales entre tipos, entonces obtenemos A-calculo tipificado puro con
objeto de nimeros naturales débil llamado Lg.

Ebemplo 2. Dado una grifica G, el A(G) generado por G esta definido
como sigue. Sus tipos son generados inductivamente por las operaciones
formando (-)z(=) y {~)-) de los tipos basicos 1 y n y los vértices de G
(que ahora cuentan como tipos basicos). Sus términos son generados in-
ductivamente de los términos bésicos 23,0 y * por los términos anteriores
formando operaciones < —,— >, 7(~), 7'(-), €(~, =), Aze A{~),

S(~) e I{(~,=,) junto con los nuevos términos formando operaciones: si
a € A entonces f(a) € B, para cada flecha f : A — B en G. Finalmente
sus ecuaciones son aquellas las cuales se siguen de (¢1)a(c3) y no otras.
Notemos que hay suficientes tipos vacios, por ejemplo, todos los vértices de
G. Claramente, este ejemplo incluye al ejemplo 1si G es la grifica vacia.

A continuacion veremos el ejemplo principal de esta seccién

Ejemplo 3 El lenguaje interno LA de una categoria cartesiana cerrada
A con objeto de mimeros naturales, esta definido como sigue: sus tipos son
losobjetos de A , con 1, N, Ax By BA teniendo los obvios significados. Los
términos de A son aquellas expresiones polinomiales ¢(z1, ..., 2a) 1 1 — 4
en Jas indeterminadas 2; : 1 — A; las cuales son obtenidas de variables, a
saber indeterminadas, y constantes bdsicas, a saber flechas | — A en A,
para los términos formando operaciones:

a:1—-A b:1-B

<ab>1—~AxB

a:1—4

f(a):1—~ B

donde f: A— B
¢(z}: 1= B

Acead(z) 11— BA

donde Areat¥( z) = Iereadlz) < 14,04 >
como cn la prucba del corolario de completez funcional. Ademas escribimos
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* por O, 7m4,0(c) por ma,nc,ep,a(f,a) por epa < fra>. Siay bson
expresiones polinomiales cuyas variables libres estan en X. e = b en LA si
a = b como polinomios en A[X],

Proposicién LA es un A-cdlculo tipificado.

Demostracion

Los tipos basicos de LA son los objetos de A
(a) 1, N € Obj(A)los pensamos como tiposen LA, lo mismo 4, B, AzB, BA
teniendo los significados que tenian en una categoria cartesiana cerrada con
objeto de mimeros naturales.
(b) Los términos de tipo A son aquellas expresiones polinomiales ¢(1, ..., 2n) :
1 A en las indeterminadas z; : 1 — A; las cuales son obtenidas de vari-
ables, a saber indeterminadas, y constantes baaicas, a saber flechas 1 — A

en A, para los términos formando operaciones:

a:1—A b:1—- B

<a,b>1—-AxB
a:l—A4
fla):1—B
donde f:A—>B

#(z):1-B

Arcad(z) i 1 — BA
donde Areat(e) = ke ad(2) < 14,04 >1
+ lo escribiremos como O1(Qr: 1 = 1)
Tan(c) = mapc

epalfia)zepa<fia>
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=i
et gfa A
l‘uﬂ
%

Ace A¢(z)f a = ¢(a) para toda a € A el cual es sustituible por =

pyr A¢(z)f a lo podemos ver como S2(¢(z)) donde
52 : A[z] — Ataly como fue visto en el capitulo de Categorias polinomiales

Mea(tz) =1
Para toda f € B4, dado que z no esta en X
(Por lo tanto no ocurre libremente en f)

Por el corolario 6.2: Para todo polinomio ¢(z) : 1 — C con una indeter-
minada z : 1 — A sobre una categoria cartesiana cerrada A, existe una
uinica flecha h : 1 — C4 tal que

€c,a < hy2 >= ¢(z)

Escribimo a k por Azead(z) tal que

bz=ccq<hz>=d(z)

aplicando Az a esta ultima ecuacién obtenemos

Meea(hd £) = hecatecn < bz >) = hecaldlz)) = b
I{a,h,0)=a Para toda acAhe AA

Ia, b, S(z)) = b I(a, b, z)

Deben ser vistas como las ccuaciones que debe cumplir un objeto de
nuimeros naturales en una categoria cartesiana cerrada con objeto de niimeros
naturales.

Por ende LA es un A-cdleulo tipificado.
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Introduciremos ahora morfismos @ : [ — L' de A -célculo tipificado, a
ser llamados traslaciones

(d1) ® manda tipos de L a tipos de L' y términos de L a términos de
L', asf, si a € A entonces ®(a) € ®(A), pero también queremos que si a
es cerrado, asi lo sea ®(a) y que ® manda la i variable de tipo Aalai
variable de tipo $(A)

(d2) @ preserva las operaciones especificas de los tipos. Por ejemplo:
(1) =1, &(A x B) = ®(A) x ®(B)....
¥ los términos especificos formando operacxones
por ejemplo: las siguientes ecuaciones dada en L':
(m4,8(c)) = maga)em)(2(c));
B(Are46(2)) = doree(a)B(4(2)).

{d3) también & preserva ecuaciones
siasg = ben I’ entonces <I>(a)¢ $(b) en L

En vista de (d3), realmente actia sobre clases de equivalencia de
términos (mddulo la relacién de equivalencia descrita en (¢2)). Diremos
que dos traslaciones son iguales si ellos tienen el mismo efecto sobre las
clases de equivalencia. Asi & = ¥ siempre que ‘IJ(a) \I'( ') para cualquier
a= 3 a' dadas. (X}

Asf hemos obtenido una categoria A— Calc cuyos ob]etos son A-céleulos
tipificados y cuyas flechas son traslaciones.

Dado Carty la categoria de categorias cartesianas con objeto de nimeros
naturales débil y funtores cartesianos cerrados preservando objeto de mimeros
naturales débil.

Proposicién Dado L(A) el lenguaje interno de A y para cualquier
morfismo F + A — A', dado LF definida por LF(A) (F)(A4)

LF(z;) = 2}

LF(4(z)) = F:(¢(z))

donde z'; es la i-esima variable de tipo F(A) y F: es la dnica flecha en
Cartyy lal que el siguiente diagrama conmuta,
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AlXI ~ ~ "~ o Ly A1X]

.

J
A — A
enlonces L es un funtor de Cartpy a A — Cale
i
Demostracién )
A — LA

1AIQ-—-——-—-—-—-A lL(iA‘,aj
A L(A)

LA

L1y = 1L(A) por Ia forma en el cual fue definido un morfismo en
A-Cale

A \——— LA
[F v |1®)
A ——— LA
16 Y l’-(s)
A ——— LAY

HGFA) = G A) = UGKF(AN = LGLENA)
AlxY ~ e~ AL -2~ Lo AT
\ w T [ T '

A A —E s A

Al componer F con F/ y aplicarle [/ obtenemos




114 10. A\-CALCULOS TIPIFICADOS

L(F'F); como la flecha que.va de

Afz] — A"

es uinica por lo tanto (F'F), = F/'o/F,

por lo tanto L es un funtor
]

Lg es un objeto inicial en A — Calc esto s, para cualquier A-calculo tip-
ificado L existe una unica traslacidn Ly — L. En particular, para cualquier
A en Carty hay un dnico morfismo Ly — L(A). Esto pude ser llamado la
interpretacién de Lo en A

Notemos que e! lenguaje discutido en esta seccién pueden ser clases
propiad en el sentido de Godel-Bernays, si ¢s necesario, uno puede trabajar
en teorfa de conjuntos con universos, en el cual las "clases’ son reemplazados
por ‘conjuntos’ en un universo lo suficientemente grande.



11. C3 GENERADAS
POR UN )»~CALCULO
TIPIFICADO

En esta seccién demostraremos que el funtor L de la seccion anterior es
una equivalencia de categorias, nosotros obtendremos un funtor C en la
direccidn opuesta.

Dado un A~célculo tipificado L, construiremos una categoria cartesiana
cerrada C(L) con objeto de niimeros naturales débil como sigue:

Los objetos de C(L) son los tipos de L
Las flechas A — B de C(L) son (clases de equivalencia de) pares (z €
A,é(z)) con z una variable de tipo A y ¢(z) un término de tipo B que no
tiene variables libres mds que z (pensando en la funcién z v ¢(z)).

La igualdad de flechas esta definida por £ € A, ¢(r)) =2’ € A,¥(z') si
y solo si ¢(z) = ¢(z') donde = abrevia =.

La flecha identidad A — A es el par (x € A4, 7).

La composicién de (z € A,é(z)) : A> By (y€B.¢(y) : B— C)esta
dado por (£ € A, ¥(¢(x))) : A = C, ¢(z) ha sido sustituido por y en
W)

I.a estructura cartesiana cerrada de G(L) es obtenida como sigue:

115
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Oas(zeA,x),

7A,8 = (2 € A x B,n(2)),

7’8 =(2€Ax B,r'(2)),

< (2 € Cid(2)), (s € C,¥(2)) >= (s € C,< 8(2), ¥(z) >),

(z € AzB,x(2))" = (z € A, Ayenx(< z,¥>)),

€c.a = (y € CAz4, ec,a(n(y), 7' (v))).

C(L) tiene objetos de nimeros naturales.

0=(z€1,0)

S=(z €N S(z)),

Ip =(w € (B x BB) x N, I(x(n(w)), 7'(w))).

Es facil hacer C un funtor A ~ Cale — Carty. Supongamos que
@ : L — L' s una traslacion, definimos G(®) : C(L) — C(L') como
sigue

Si A es un objeto de C(L), esto es, un tipo de L , C(@)(A) = ®(A) es
el correspondiente tipo de L' , luego un objeto de C(L).

Si f = (z € A, ¢4(z)) es una flecha A — B en C(L), esto es, ¢(z) es un
término de tipo B en L, C(®)(f) = ((z) € ®(A), (¢(x))) es la co-
rrespondiente flecha $(A4) — $(B) en C(L').

En suma tenemos que

Propaosicion C es un funtor de A — Calc a Carty

En lugar dc adjuntar una flecha indeterminada z : 1 — A a la categoria
cartesiana cerrada C(L) uno puede adjuntar un 'parametro’ 2 de tipo A acl
lenguaje L. Para precisar, si L es un A-calculo tipificado y & es una variable
de tipo A, uno puede formar el lenguaje L(x) adjuntando el parametro x
como sigue:
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L(z) tiene exactamente los mismos tipos como L y ademds los mismos
términos, excepto que z no es mas largo contado como una variable. En
otrag palabras, los términos cerrados de L(z) y términos ¢(z) en L la cual
no contiene mas variables libres que z. Con el mismo espiritu, = en L(z)
significa = en L; z noestd en X.

Proposicidn C(L)[x] = C(L(x))
Demostracidn

Mostraremos que C(L(z)) tiene la propiedad universal de C(L)[x]

C(\.Q'-Q) %x:l—an

JNON

CL) —— A bil—FQ

La indelerminada z : 1 — A esta definida por (y€1,2z). H;esC
de la inclusién de L en L(z), la cual puede necesitar algunas reetiqueta-
ciones de variables. Supongamos que F : C(C) — A es cualquier funtor
cartesiano cerrado preservando objeto de nimeros naturales débil, y dado
cualquier flecha b: 1 — F(4) en A. Nosotros pretendemos que existe un -
unico funtor ¥/ : C(L(z)) » A talque FH; = Fy F'(z) =}

Obviamente, definimos F'(B) = F(B) para cada objeto B de C(L), esto
es, un tipo en L. Supongase que f = (y € B, ¢(z,y)) es cualquier flecha
B — C en C(L(z)), esto es, ¢(z,y) es cualquier término de tipo C en L
con variables libres € A y y € B. Definimos F'(f) : F(B) — F(C) en A
como sigue: !

Primero notemos que ¢(z,y) = ¢(y)fz, donde ¥(y) es Aread(z,y). Asi
f=¢ca<9,2Qp >, donde g = (y € B,¥(y)) : B — C4 en C(L). Ahora
definimos

F(f)= EF(c).F(4) < F(g)xbOF(n) >

Esta definicidn, claramente tiene la propiedad deseada. También, esto
hace que F'(g) =F(g) y F'(z) = b
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A continuacidn establecemos el principal resultado de esta seccién

Teorema Las calegorias X — Calc y Carty son equivalentes, de
hecho CL 2¢id LC=id

Demostracién

i) Consideremos la transformacién natural € : CL — id definida para
cada A en Carty por e(A) : CL(A) — A como sigue:

Un objeto de CL(A) es un tipo de L{A), esto es, un objeto A, dado
e(A)(A) = A
Una flecha B — C en CL(A) tiene la forma f = (y € B, ¢(y)), donde
#(y) € C en L(A), dado e(A)(f) = la tnica flecha g : B — C tal que
gz = ¢(y) usando completez funcional.

Claramente £(A) es una flecha en Carty.. También en vista de la com-
pletez funcional se establece una correspondencia uno a unoc entre
HomCL(A)(B,C) y Homp (B,C), Asi ¢(A) es un isomorfismo.

i1} Consideremos la transformacidn natural qb: id — LC definida para
cada L en A — Cale por 9(L) : L — LC(L) como sigue

n(L)(4) = 4;

n(L)(¢(21,...,2s)) en C(L(zy, ..., 24))

observemos que hemos identificado C(L)[z1, ..., Za} con C(L(zy, ...,2s))
como fue justificado en la proposicion anterior. Para ver que n(L) es un
isomorfismo, construyamos su inversa, la cual manda (z € 1,¢(z)) sobre

¢(+)
[

Corolario 1.0.1 C(Lo), la categoria cariesiana cerrada con objetos de
nimeros nalurales débil generado por el A—cdlculo tipificado es un objelo
inicial en Carty

Finalizaremos éste capitulo con la observacidén concerniente al problema
de como interpretar lenguajes en categorias, en el presente contexto esto es
explicado de la siguicnte forma: una interpretacion de un A—célculo ti-
pificado L en una categoria cattesiana cerrada A con objetos de niémeros
naturales débil es justamente una traslacién L — L(A). Por el teorema
anterior, csto es csencialmente lo mismo que un funtor cartesiano cerrado
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C(L) — A. Como fue observado en éste capitulo. Ly tiene una tnica inter-
pretacién en cualquier categoria carlesiana cerrada con objetos de nifimeros
naturales débil.



12. EL PROBLEMA DE
DECISION PARA
IGUALDAD

Para el objeto inicial C(Lp) en Carty lo escribiremos Cp. Cp es de in-
teres para los logicos , como este da una versidn de las funcioales recursivas
primitivas de Godel’s de tipo finito, y a los categoristas a la solucién del
'problema de coherencia’ para Carty. Este problema pregunta cuando un
diagrama en una categoria conmuta, o equivalentemente,cuando dos flechas
entre dos objetos. Si uno quisiera calcular cl Hom(4, B) en Cp, dos pro-
blemas surgen

I) Encontrar un algoritmo para obtener todas las flechas A — B en Cp
(esto es, todas las prucbas A — B en el correspondiente sistema deductivo).

11} Encontrar un algoritmo para decidir cuando dos flechas A — B son la
misma.

Enfocaremos nuestra atencion al segundo problema, observando la prueba
de la ley distributiva

<f.g>h=< fhgh>
para una categoria cartesiana cerrada (este demostracion fue dada en el
capitulo 3, C® presentadas ecuacionalmente)

Dos flechas f,g : A — B en Cy esta dada por dos términos ¢(z) y ¥(z)
de tipo B en Ly con una variable libre z de tipo A. Quercmos decidir

120
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cuando ¢(z) = ¢¥(z) o equivalentemente Acead(t) = Arca¥(z) dados en
Lp. Llamamos dos términos a y b de Ly cuyas variables libres estan con-
tenidas en X convertibles si la ecuacion ¢ = b en Ly. Los términos de Ly
son definidas inductivamente. Asi et problema 11 se ha reducido a decidir
cuando dos términos cerrados de tipo B en Lg(x) o Ly son convertibles.
En vistade que hay términos cerrados de cada tipo en Ly son convertibles.
No necesitamos distinguir entre = y = como fue observado en cl capitulo
18, M-cdleulds tipificados.

Resolveremos el problema de decisidn por convertibilidad no en Ly sino
en Lj, el cual es como Ly pero sin el tipo 1, en otras palabras, L’O es una
variante del )-caleulo tipificado puro en el cual el tipo basico unicoes N.
Esto no pierde generalidad por la siguiente razén: Un término cerrado de
tipo B en Ly o Ly(x) corresponde a una flecha 1 — B en Cp o Cpfx] donde
el objeto B es candnicamente isomorfo a 1 (en cuyo caso es poco intere-
sante) o a un objeto cuya construceon inductiva no contiene a 1. Esto es
asi en vista de los isomorfismos candnicos Cx 12 C 2 | x C, Clag
y 1€ 2 1. Eliltimo isomorfismo mencionado presupone que Hom(1,C) no
ea vacio, que es el caso en Cp, que hay términos cerrados de cada tipo en Ly.

Para resolver el problema de decisidn por convertibilidad de términos,
reemplazaremos convertibilidad por otra relacidn, que es el de reducibi-
lidad. Sin embargo, se convierte tedioso el distinguir entre términos, los
cuales difieren solo en la eleccidn de variables acotadas. Diremos que dos
términos a y o' son congruentes y escribiremos a = o',

Primero definitemos una relacidn a > ¢ entre términos de tipo A en
Ly o LY (realmente clases, de congruencia) y decimos * a basicamente se
reduce a a’”. Hay ocho reducciones basicas; las ecuaciones basicas de un M-
cdlculo tipificado bisicamente se reducen a:
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ecuaciones reducciones
basicas basicas
Bi a > * (a€l,a# %)

( vo 4iilizado & L)

B2 w(<ab>) > a (ae Abe B);

By 7w(<ab>) > b (a € Abe B);

B4 <w(c)n(c)> > c (ce Ax B);

B5 Aead@a > 40 (@€ A);

B6 '\reA(ffx) > ! (f € B4, % vees Vhore wé)
BT I(a,h,0) > a (a€ A he AdY;

B8 I(a,h5Sm) > hlIehn) (aeAhesrnen)

Diremos que b se reduce a b en un paso y escribimos b > ¥’ dado que
b’ es obtenido de b reemplazando una ocurrencia simple de un subtérmino
a enb por a’, donde a > a’ . Por ejemplo:

Area <7< 2,y >),¥>> hea <z,y >
porque 7(< z,y>) >z
Diremos que b se reduce a &' en n pasos y cscribimos b > b', dado que
b=bg> by >b>...> B, =V

En particular b > b’ significa b = §’. Diremos que b se reduce a b’ y
escribiremos 4 > &', dado que hay un mimero natural n tal que b >, ¥’

Proposicidn (Teorema de Church-Roser)
En Ljy Sib>c yb> d enlonces eziste un {érminoe tal quec>e  d2e

La demostracidn del teorema de Church Roser lo posponemos para el
capitulo siguienten. En este capitulo solo notaremos sus consecuencias.

Definicion. Llamainos un término b irreducible, o en forma normal,
si no existen términos b’ tal que b > &', es decir. Si para subtérminos a de b
no existe @’ con a > a’. Otra forma de decir esto es que b > &' implica b = '

Definimos en Ly los términos cerrados irreducibles K(A) de cada tipo
A inductivamente como sigue:



123 12. EL PROBLEMA DE DECISION PARA IGUALDAD

K()=«x, K(N)=0, K(AxB)=<K(A),K(B)>, K@B4)=
'\::EAK(B)
Claramente una condicidn suficiente para b = b dada en Lyo L’O en
, o . .
el cual by ¥ se reduzcan a términos congruentes irreducibles ( o formas
normales congruentes).

Definicion. b es normalizable si existe un término irreducible b* tal
que b > b*

Corolario 1.0,1 En Ly si b es normalizable, entonces su forma normal es
dnica salvo congruencia. Dos términos normalizables son convertibles si y
solo si ellos tienen forma normal congruente.

Demostracion

Uno podria pensar que esta dado un procedimiento de decisién para
convertibilidad de términos normalizables: reduciendo cada término a su
forma normal y ver si estos términos irreducibles son congruentes. Sin em-
bargo hay un problema de como reducir un término dado a su forma normal,
Mientras una secuencia de reducciones puede finalizar con un término
irreducible después de un nimero finito de pasos. Pero puede haber otra
secuencia de reducciones que nunca terminara, por lo tanto no podemos
intentar por este camino si antes no tenemos un camino seguro.

Para demostrar el corolario definamos lo siguiente:

Definicion . Un término es acotado (algunos autores dicen 'fuerte-
mente normalizable’ si existe un nimero n tal que ninguna sucesién de
reducciones de un paso tenga mas de n pasos. La acotacién de ¢, escrita
por bd(t) es la mas pequena n. Por ejemplo, la acotacién de un término
irreducible es 0. Claramente, si un término es acotado, toda sucesién de un
paso debe terminar después de un nimero finito de pasos { el reciproco de
esta afirmacidn es también verdadera, en vista del lema de Konig’s, pcro no
necesitamos de éste). En particular, todo término acotado s normalizable.
Notemos que si t >y ¢' entonces bd(¢) > bd(t').

Asi tenemos un algoritmo para decidir convertibilidad de dos términos
acotados en L'y; reducimos ambos al azar hasta términos irreducibles y los
comparamos para ver si ellos son congruentes.

Probaremos en el siguiente capitulo el teorema de Church-Rosser dado
para términos acotados y depués demostraremos que todos los términos son
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acotados en Lf. Asi obtendremos un algoritmo para decidir convertibili-
dad de términos en I/O y por lo tanto decidir igualdad de flechas en Cp =
C(Lp)

Por el momento haremos una observacidn que sera de utilidad,

Lema Supdngase que @(z) es un té€rmino en Ly con variables no
libres mas que x de tipo A y a es un término cerrado de tipo A tal que ¢(a)
¢3 acolado, entonces ¢(z) es acotado.

Demostracion

Si ¢(z) >1 Y(z) En virtud de B2 a B8 entonces tenemos ¢(a) >, Yla).
Sin embargo, cuando la reduccidn basica z >; + es usado entonces ¢(+) =
¥(*) son los mismos términos. Esta desafortunada excepcién complica la
demostracidn algo. Adn, si ¢(z) > i(z) entonces ¢(a) > (a).

Sea I' = {(z)/é(z) 2 ¥(x)}

I' £ @ pues ¢(z) > ¢(z) para cualquier ¢(z) en I' asi se sigue ¢(a) >
paila). Como ¢(a) ea acotada formemos el siguiente conjunto:

A={bf/pla)2b es [inita}

(Recordemos que no distinguimos entre términos congruentes, esto es
términos que difieren solo en la eleccidn de la variables acotadas.) Mds atin
para cada b en A, Ty = {¥(z)/¥(a)} es finito. De aqui ' C (Jyeals €8
también finito y por lo tanto ¥(z) es acotado. -



13. EL TEOREMA DE
CHURCH-ROSSER
PARA TERMINOS
ACOTADOS

En este capitulo probaremos el Teorema de Church-Rosser para el caso es-
pecial cuando b es un término acotado de L)) o, mis generalmente de Lo,
sin subtérminos de tipo 1 mas que +. En la seccion siguiente probaremos
que todo término es acotado.

Proposicidén Si b es acolado y & > c y b > d entonces hay un
término e lalquec> e yd > e,

Demostracidn

Realizaremos la demostracion por induccidn sobre el término acotado b
y reducimos el problema al casom < 1, n<1Elecasom =1, n=1
es resuelto por el lema que se demostrard después.

8im =00 n=20 no hay nada que probar debido a que

si b>e entonces b=
b=

¢
si b>d entonces d y b es acotado.
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Supdéngase que m > 1 0 n > | entonces tenemos

b>e>c¢ b>dy>d

donde m--1>0o0n-1>0. Por el lema que se demostrard después
existeey talquec) > e; y dy > ey. Ahoraey y dy tienen un mimero de re-
ducciones menor que b, asi por hipdlesis de induccion , podemos encontrar
cq y dy tal que ¢ > ¢y, ey > ¢y, €1 > da, otra vez, e; tiene un menor
nttmero de reducciones que b, asi podemos encontrar e tal quec; > e y
dy > e, por transitividad, c > e y d > e. Esta prueba es ilustrada por el
siguiente diagrama

c./c‘
\Q

~
N
/

Lo que resta probar es el siguiente lema

Lema Sib>cyb>dentonces exisie un t€rminoe lal quec > ey
d>ec.
Demostracin

La reduccion de b a ¢ depende sobre la reduccion basica de un subtérmino
adebaa,ylareduccion de b a d depende sobre Ia reduccidn bdsica de un
subtermino f deb a f'. Sia y f no cubren parcialmente tenemos

b=..a..f
e=..alfo.
d=..a.f

Sitomamose = ...a'...f"... entonces claramente obtencmosc 2 eyd 2 ¢
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Si los sublérminos a y f de b se cubren, uno de estos debe tener un
subtérmino digamos f Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
a = b. Asi b se reduce a dos caminos: una reduccidn 'exterior’ sobre el
término completo b y una reduccion 'interior’ sobre el subtérmino f. Asi
hemos realizado una reduccion de el problema al siguiente caso especial:

Si b > c (reduccidn ‘exterior’) y b > d (reduccidn ’intcrior’) entonces
existe un término ¢ tal quec > e y d > ¢ (recordemos que b > c significa
que hay una reduccion basica de b ac).

Hay ahora ocho casos para b > ¢ de acuerdo a las ocho reducciones
badsicas vistas en la seccidn anterior, Los siguientes diagramas ilustran
que hacemos en estos ocho casos. Escribiremos la reduccidn exterior a la
izquierda y la reduccion interior a la derecha.

Bl

S
~

\

B2 T (< Ree), Hhay)

A\ Lcn.\s\ \
nee)

Wik, W'>) fe

S

En el primer subcaso de B2, la reduccion interior toma a a ' (donde
b=t)obad (dondea = a'). En el segundo subcaso de B2, Ia reduccion
interior toma < a,b > a ¢, dado que a = x{c) y b = 7'(c).

/N

RN

[LE¥SY

iR}
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W <aby) ﬂ'((luc] fike)>)
Ricd ) 1@ R'w@)

\/

1)
El razonamiento es andlogo a B2
B4
<Ry, eed LB <, b), B'Csepn)>
\ RG> <up> <o, Wavwnn
<o V>

< Wiq,ud), Wiy kN>

4““> <I‘I(<q‘\,>)’ >

~

(Qﬁ;i

En el primer subcaso de B4, la reduccién interior toma c a En el
segundo subcaso de B4, la reduccidn interior toma x'{c) a b.
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4><{ &7\ ¢’ V\

XeA { Ca)

\q)‘c«')/ ,; ) /

En el prime:; subcaso de B5, Ia reduccidn interior toma ¢(z) a ¢'(z)
(de donde a = a') 0 a a o' (de donde ¢(z) = ¢'(z). Observemos que si
¢(z) > ¢'(z) entonces ¢(a) > ¢'(a). En el segundo subcaso de B3, la re-

duccion interior A ze 44(2) a f, dado que que ¢(z) = ff:: y z noes libre en

f.

J
B4l Ny Mo Q)
’7\ $x)
/ \ 7 \
\ A, (f x) ’Aq‘gi ,\Msu)
/ e /

En el primer subcaso de B6, la reduccion interior toma f a f'. En el
segundo subcaso de B6, la reduccidn interior toma fJ z a ¢(z) dado que

F = Mead(y).
B
Th,\,0
\ .
1ol W,0)

Q‘)/
\“a /

Aqui la reduccidn interior toma a aa’ (de dondeh = hoh a i {de
donde o' = a).
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Tlanm, S

/

§
W Tea\w) 1o, W sl
\ s
| Wt w, W)’
Aqui la reduccidn interior toma a a o' (de donde h = k', S(n) = S(n'})

oh a l (de donde a = @', §(n) = S(n')) 0 S(n) a S(n') (de donde a = a’
yh=h)

Por Io tanto ¢l lema queda demostrado y también la prueba de la
proposicion de esta seccion.
|
Observaciones al lema anterior

En el caso B4, si x(¢) o n'(c) es de tipo 1 entonces el argumento uti-
lizado no funciona,

< Hco), Fead>
Supongase que n(c) es de lipo 1 entonces la reduccion bdsica de m(c) es
+, 7(c) > « por ende ¢ = *, se sigue que ¢’ = + y por lo tanto no existe una

reduccidn bdsica de < m{c), 7'(c) > a < =(¢'), ¥'(¢) >,
El mismo razonamicnto sc utiliza para n'(c) de tipo 1

/

<ncc. ), e

2) Por la misma razon que en 1, el argumento atilizado en B6 no fun-
ciona.
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TERMINOS SON
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Nosotros quisieramos probar que todos los términos de Ly son acotados.
Claramente todos los términos irreducibles son acotados, en particular las
variables 0 y +. Listaremos los siguientes resultados parciales.

Lema a} < a,b> esacotado sia y b lo son.
b) (c) y n'(c) son acotados sic lo es.

¢) dzcad(z) es acotado si ¢(z) lo es.

d) S(n)} es acotada sin o es.

Demostracion

Demostraremos a) los otros se siguen de igual manera. Nosotros ar-
gumentamos por induccidn sobre bd(a) + bd(b). Es suficiente mostrar que
¢ es acotado siempre que < a,5 >>) ¢. Sie =< o',b > cona >y @'
ocE<ab >cond > b, ces acolado por hipdtesis de induceén. El
otro caso es si @ = 7{c), b = #'(c), pero entonces c es acotado pues es un
subtérmino de a.

Desafortunadamente esta clase de argumentos no se extiende a términos
de la forma bf y I{a,k,S(n)). Notemos que ain las reducciones basicas
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Aead(z) a > 6(a), Ha b, S(n) > 1 1{a,hyn)

el lado derecho puede ser mas complicado que el lado izquierdo.

Nosotros quisieremos reemplazar acotabilidad por una nocién aparente-
mente mas fuerte, este es, el de computabilidad, que esta definida por
induccién sobre tipos. Primero limitaremos nuestra atencién a términos
cerrados.

Definicién Un término cerrado es computable con tal que se cumpla
uno de los siguiente casos.

(1)c€loceAyeces acotado.
(2)e€ Ax By a{c) y n'(c) son computables;
(3) c € BA, ¢ es acotado y e a es computable para todos los computables
cerrados a € A

De 1a definicidn se desprenden dos consecuencias inmediatas

Lema Suponge que ¢ y ¢’ son {érminos cerrados
(1) Si c es computable, entonces ¢ es acotado.
(2) Si ¢ es computable y ¢ > ¢, enfonces ¢! es computable.

Demostracién

(1) Nosotros solo necesitamos ver el caso ¢ € A x B, donde ¢ es com-
putable, asi lo es, también x{c), por definicidn. Por hipdtesis de induccidn
¢l resultado se da para A, luego n(c) es acotado, por lo tanto ¢, la existencia
de un subtérmino de n(c) es también acotado,

Lema (1) Un término cerrado ¢ es computable si uno de los Ires ca-
sos siguirnles se da:

{1)e=<a,b> yayb son computables.

(2) ¢ = dread(z) y d(a) es computable para (odos los computables ce-
rrados a € A.

(4) ¢ no es ninguno de los anteriores, y para lodos los cerrados ¢/, si
¢ >y ¢ enlonces ¢ es computable,
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(I1) Para todos los tipos C, K(C) es computable.

Demostracion
Para el propdsito de esta demostracion, haremos dos definiciones.

Llamamos un término cerrado pre-computable si cste satisface (1), (2),
(3). Llamamos un tipo C agradable si todos los pre-computables ¢ € € son
computables. Asi, podemos cambiar (I) como :

(¥') Todos los tipos son agradables.
Ante de demostrar esto, hagamos una observacidn.

(1Y) 8i C y todos los subtipos de C son agradables entonces K(C) es
computable.

'Siendo un subtipo’ es desde lucgo la relacion transitiva generada por :
Ay B son subtiposde A x B y BA.

Claro, (Y1) es fdcilmente mostrado por induccion sobre el tipo C. Por
definicién , K(1) = « y K(N) = 0 son claramente computables, porque
ellos son acotados. Mas atin K(A x B) =< K(A), K(B) > es computable
por (1) si K(A) y K(B) loson , y K(BA) = A;eaK(B) es computable por
(2) si K(B) o es, de esta manera se aplica la hipdtesis de induccén.

De este modo nosotros planeamos demostrar (I'), (I1') seguido inmedi-
atamente de (IIX). Queda probar (I) que haremos por induccién sobre los
tipos. Para este propdsito nosotros adoptamos la hipdtesis siguiente

(A) Todos los subtipos propios de ' son agradables y los términos cer-
rados ¢ € C son precomputables

nosotras estableceremos la signiente conclusion :
(C) ¢ es computable.

Vercinos los casos C = 1, N, A x B y B separadamente, pero primero
notemas las conclusiones preliminares

(P) ¢ es acotado
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Obviamente, por hipétesis (A} , ¢ satisface (1), {2) o (3). En el caso
(1), c es acotado por e} primer y tercer lema de este seccidn, porque a y b
son acotados. En el caso (2) se sigue del primer lema que ¢ es acotado si
nosotros mostramos que ¢(z) es acotado. Ahora K(A) es computable por
la hipdtesis (A) y (IXI). P or lo tanto, $(K(A)) es acotado por (2) y el
lema 3 de esta seccion, luego $(z) es acotado por el lema de la seccién 12.
En el caso (3), c es evidentemente acotado, porque , siempre que ¢ > ¢/,
entonces ¢ es acotada por el lema (3) de esta seccidn.

Nosotros ahora estamos listos para demostrar la conclusién (C). Cuando
C =10C = N, computable significa acotado., y asi nosotros nos referire-
mos a la conclusidn preliminar (P) .

Supdngase C = A x B de acuerdo a la definicién de computabilidad,
debemos mostrar que n(c) € A y r'(c) € B son computables, procederemos
por induccion sobre bd(c), por hipdtesis (A), A es agradable, asi solamente
necesitamos demostrar que w{c) es pre-computable. Entonces n(c) no es ni
un par o un A-término, nosotros solo tenemos que comprobar (3).

Asi, supongamos m(c) >, o', debemos mostrar que a' es computable.
Existen dos casos: Si a' = n{c') y ¢ >} ¢’ @’ es computable por hipdtesis de
induccion, entonces bd(c') < bd(c). Sia’ S ayc=ayc=<ab> ad es
computable por (1).

Supongamos ahora que C = B4, debemos demostrar que Cf a €A
es computable para toda computable cerrado a € A, como ¢ es acotado
por (P), procederemos por induccicn sobre bd(c) + bd(a), por hipdtesis
B es agradable, asi solamente necesitamos mostrar ¢/ a es pre-computable.
Entonces ¢J a no es ni una pareja ni un M-término, solo comprobaremos (3).

Asi supongamos cf a >; & mostraremos que b’ es computable. Existen
dos casos. Si b = c'fa cone>dob' = cfa' cona > a b es computable
por hipétesis de induccion, entonces bd{a') < bd(a) y bf{c') < bf{c), si
b = ¢la) y c = Aceadlz), b’ es computable por (2).

Tenemos asi establecida la conclusién (C) y la demostracion del lema
esta completa.
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Lema Sia€ A, heAr, yn € N son términos cerrados
computables, entonces I(a,h,n) es computable.

Demostracién

Procedemos por induccién sobre bd(a)+bd(h)+bd(n)+bd(e(n)), donde
o(n) es el nimero de ocurrencias del simbolo S en la forma mormal de n.
(Recordemos que n computable implica n es acotado.) Entonces I(a,h,n)
no es ni una pareja ni un A-término, necesitamos solo demnostrar el caso (3)
del lema anterior.

Asi, supongamos I(a, h,n) >, d, necesitamos demostrar que d es com-
putable Existen tres casos. Si d = I{a’,h,n) con a > o’ od = I(a,h'\n)
con h > M od= I{a,h,n"} con n >y n' , d es computable por hipétesis
de induccidn, entonces bd(a’} < bd{a),  bd{h') < bd(h) y bd(n’) > bd(n)
pero o(n') = a(n). Sid = a conn =0, d debe ser computable. Final-
mente, si d = ltfl(a,h,m) con n = S(m), nosotros tenemos o(m) < o(n)
y bd(m) = bd(n), asi I{a, h,m) es computable por hipdtesis de induecion.
Entonces h esta dado a ser computable, d cs computable por definicién de
computabilidad.

»
Ahora extenderemos la nocién de computabilidad a términos abiertos.

Definicién. Un término ¢ = ¢(zy,..., 2») con no mds variables libres que
1, ..., I, €3 computable, con tal que, para todos los términos cerradog com-
putables ay, ...,a, de tipos apropiados, el término cerrado t = ¢(ay, ...,an)
es computable.

Teorema Todos los términos de Ly son computables, por lo tanto
acolados.

Demostracion

Procederemos por induccicn sobre la longitud de términos. Para la
cons-
tante + y 0 y para todas las variables el resultado es trivial. Queda por
demostrar las siguientes seis afirmacioncs.

(1) Sia y b son computables, asi o cs < a,b>.
desde luego, dado a y b computables, entonces asi lo cs < a,b > por el
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tiltimo lema de esta seccién.

{2) Si c es computable, entonces lo es n(c) y 7'(c).
dado ¢ computable, entonces lo son x(c) y n'(c) por definicién de com-
putabilidad.

(3) Si '€ BA y a € A son computables, entonces lo eg ffa

dado f y a computables, entonces lo es ff a por definicion de computabi-
lidad y el lema 3 de esta seccién.

(4) Si ¢(z, 21, ..., zn) es computable, entonces lo es Azgad(z, 21, ..., Tp).
dado ¢(z) = ¢(z, 0, ...,an) para términos computables cerrados ay, ...,an
y asumamos que ¢{a) € B es computable para todos los términos cerrados
computables ¢ € A. Entonces Az¢ad(z) es computable, por el lema 4 de
esta seccion.

(5) Si n € N es computable, entonces lo es S(n).
dado n computable, este cs acotado, entonces lo es S(n).

(6) Sia € A, h € AA y n € N son computables, entonces lo es
Ia,h,n).
dado a, h,n computables entonces lo es I{a, h,n) por el lema 5.

Esto completa la demostracion.




15. C-MONOIDES

Un categoria pequena con un ebjeto es un monoide, esto e, un semigrupo
con elemento identidad. Si una categoria cartesiana cerrada pequena tiene
un solo objeto, éste es un monoide poco intercsante, porque si 1 es ¢} objeto
terminal, Hom(1, 1) tiene un solo clemento. Sin embargo si eliminamos el
objeto terminal obtenemnos una interesante clase de monoides.

tin C-monoide (C por Curry, Church, Combinatoria o Cartesiana) es un
monoide {2 con una estructura extra (7, 7’,¢,%,<,>) donde #,#' y € son
elementos de  (operaciones nulss). (~)* es una operacidn unaria y <, >
s una operacion binaria satisfaciendo las siguientes identidades:

C1 r<ab>=a

C2 <ab>=b

Cc3 < we,w'c >=¢

Cd c<hrm,’ >=h

Cs  (e<kmr' >y =k

Para toda a,b,¢, b, y k. Estos son los axiomas de una categoria carte-
siana cerrada sin objeto terminal.

A continuacidn listamos una serie de consecuencias de las definiciones
antesiores.
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C3a <a,b>c=<acbe>
C3b <mn >=1

Céa e<h'ab>=h<ab>
Cha  h*k=(h<khx'>)*
Chh e =1

Para toda a,b,c,hy k
Demostracion

Cda) <agb>c=<r<ab>, " <ab>> por C3
=< ac,be> por C3

C3b) <mr >=<nl, 7'l >=1 por C3

Cda) e<hab>=c<h'r<ab>,m"<a,b>>porCly C2
=e< h*m, 7’ >< a,b > por Cla

=h<ab>

Cha)  hk= (e < h*km, 7' >* por Cb

= (e<hn<kmn >0 <kma' >>) por ClyC2

= {e < h*m, 7' >< kr, 7' >>)* por Cla
= (h < km, 2" >)* por G4

Definicién
En cualquier C-monoide escribimos:

1) axb=<arbr' >
T 1x1 n’

\

17 danlew> 1
v | \
A 44— AXQ et

2) ¢ =g fa>)r



\J

‘/\< A
<nlen &
CG 2 5\"“ > , \A

4—L?m_____‘,‘.——-—t

2
SR >

<
{S el g, ¢ai*

para todo elemento a,b, f, g

Esta definicidn es motivada por las ecuaciones correpondientes en una
categoria cartesiana cerrada.

Verifiquemos las siguientes consecucndas de esta definicion
C6 (axb)cxdy=acxbd

C7  glh=(ge <hm fo' >)*

C8  g/kb = (gk)M)

Demostracidn

Cc6
ax b=<anbr' > exd=<emdr' >

(a x b)(c x d) =< am,br’' >< ew,dn’ >
=< aw < cm,dr’ >, b’ < e, da’ >
=< acw, bdr’ >=ac x bd
CcT
g h=(ge <m, fa'>)h
=(ge <, fn' > han' )
=(ge < < hm ' >, fr' < hma' >>)°
=(ge < hm, fo' >Y

cs
g kb = (ge < =, fa' >) (ke < 7, ha' >)"
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= (ge < 7, o' ><< (ke < Mk SYm, 7 >)
= (ge < (ke < 7, ha' Y, fo' >)*
={ge < (ke < m b’ SYymw' >< o, fr! )
= (gke < T hn' S< 7, fal >)
= {gke < m,hfr' >)x = ()

|

Los C-monoides son los objetos de uns categoria cuyas flechas son C-

homomorfismos, esto es, mapeos que preservan las operaciones 7,7’ €, ¥, y
<,>.

Dado un C-monoide A, podemos formar el C-monoide polinomial Az}
por la usual constuccién de algebra universal: los elementos de Afz} son
polinomios, esto es, palabras construidas de z y los elementos de A u-
sando las operaciones del C-monoide médulo la relacidn de congruencia
mas paquena que satisface C1 — C5 y el mapeo h : A — Alz] que manda
todo elemento de A sobre el polinomio constante correspondiente es un
C-homomotfismo. En particular, s1 < a,b>= cen A entonces < a,b >=¢
en Alz].

El C-homomorfismo candnico b : A — Afz] tiene la propiedad universal
usual: para todo C-homomorfismo f : A — B y todo elemento b € A existe
un iinico G-homomorfismo fj : Afz] — B tal que fih = f

®
Alx]
\-
N
W NN
~ \ b
A ————b B
En particular cuando B = Ay [ =1, vy fu(8(=)) = 6(b)

L.os C-monoides tienen la importante propiedad de completez funcional.
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Teorema Si ¢(z) es un polinomio en la indeterminada = sobre un
C-monoide A, exisle una tinica conslante fen A tal que

S <fzm)" 1>=¢(z)

Demostracién

Definimos p:¢(z) por induccion sobre la longitud de la palabra ¢(z)
i) pk=kr'sikcA

#)  pez=e

i) pr < ¥(2),x(z) >=< pei(z), pox(T) >

i) pe(x(2)(2)) = prx(z) < myp{z)i(x) >

v p@)¥()) = (petz)a)

donde a =<< rm, < n'm, @' >> {escribimos = para identidad de pa-
labras, mientras = es reservada para igualdad de polinomios, esto es, clases
equivalentes de palabras).

Mostrareimos que p, se dplica realmeﬁlc a polinomios, es decir

si ¢(z) = ¥(z) cntonces pré(z) = p-¥(x)

Ahora = es la relacién de congruencia mas pequena entre palabras en

z satisfaciendo C1 — C5 y la condicidn de que & es un homomorfismo, por
lo tanto cs suficiente mostrar
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CY  plz)(r <a,b>)=pra

C2  p(z)(n' <a,b>)=p.b
C¥  p(z)(< ®e,w'e) = pee

CY¥  pe(e<hma' >) = p(z)h
CV  pele<kmn' >) = p.k
demostracion

cY)

p(z)(r < a,b>) = plz)r < 7,p: < a,b>>=
plz)m <7 < pea,peb>>=7n' < m < an', bl >>=
< an', bn’ >=ax' = pa

c?)
Los mismos calculos se realizan para p(z){(n' < a,b >) = p b
cy
plz)(< xe, 7'e) =< po(me), pon'e) >=
P KM pel > pe! K Mpee D>

<A < Wpee >N < W pee DO=
< TPeCy W' pee >= pac

Cc4)
pe(e < homya’ >) =pe < mp: <h*mym’ >>=
pele <h*mym' >) = pre < 7, < pe(h0w), pov’ >>=
Pe€ < M, < peh® KW pew >, pen! >>=
€ <(pcha)® <m,p:7 >, po7' >=
e < (peha)* T, ® > m,peT >, pe! >=
peha << pew >, 07" >=
peh < 7, < pem e’ >=
peh<m<a,a' >x' >=
pzh < w7 >= p:h

Cc5')
psle <km @ >) = (p-(e <kmn' >a) =

(P < M, pe < k7' >a) =
(epr < km,m' >a) =



(e <pollem)p-r >y =

(e < ock < #,pe1 >, pe0' > 0 =

(e <kpema'n’>a) =

(e <kmn',w'a’ ><an < nlm,w! >>)" =
(e <ka'm,w'n’ >) =kn' = p b
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Notemos ademds que, si < a,b >=c en A, entonces p; < a,b >=p.c

Mostremos la existencia de F

i)
ped(®) < (27)", 1 >= pok < (zr')*, 1 >=
k' < (zn), Lo=k

;):¢(J:) < (zn')*, 1 >=pez < (z0'), 1>=
e<(zr’),1>=zr <l 1>=2

iif)

pe(< Pl=)ix(z) >) < (z7')",1 >=
< pY(2), p2x(2) >< (27')", L >=
< plz)n’, x(2)r' >< (27}, 1 >=
< ¢z}, x(z) >

iv)

pe(x(z)¥(2)) < (zn'}', 1 >= pex(z} < pet(z) S< [z}, 1 >=
x(z)ordlz) < ('), 1 >= x(=)(z)

v)
P=(0(2)) < (27')",15>= (pe(2)a)* < (z7”,1>=
(pr¥(z)a << ('), 1> m, 0’ >)° =
(pe¥(z) < mm, < 7'm ' >><< (:w‘i',l >ma )=
(p:¥(z) < (zm')'m <mn' >>) =
(p=¥(z) < (e}, 1>) =
(¥lz)’ < (en)ym1>)" = (d(2))

por lo tanto la parle de existencia ha sido establecida.
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Finalmente mostremos la unicidad de f en el teorema, supongamos que
f < (zn')", 1 >= §(z) deseamos mostrar que p-¢(z) = f

p=(f < (2", 1>y = pof < m,pe < (zn')", 1 5>>=

fpe < ('), 1>= f < pe(za')*,px1 >=

f <(p=(22")a)* 7' >=

f < (pe(zn)a)e, 0 >=

I <{pez< 7 pe7’ > ), 1" >=

f<e<mpn ><am, < alm,w! >>) 1l >=

f<le<mma' >y n'>=f<mn' >=f

Esto completa la prueba del teorema.
n
Si definimos gfa =¢ < g(an’')*,1 > tenemos la siguiente consecuenda
inmediata:

Corolario Si ¢(z) es un polinomio con la indeterminada z sobre un
C-monoide {2, entonces ezisle una dnica g € Q fal que

z=4()
Demostracidn

tomemos g = f* = (p-¢(z))* y usando C4a
e< far'), 1>=f < (an')", 1 >

Fs sugerente escribir A.¢(z) = (p-¢(z))°
entonces el corolario puede ser expresado por las ecuaciones

roaz=6)  aela)=g
de hecho de la propiedad universal de Q2[z] obtenemos que para a €

red(2) a = ¢(a)

Mencionaremos el 'teorema del punto fijo’ para C-monoides

Proposicidn Para todo polinomio dz(z) en Q[z] eziste un elemento
a €Q tal que ¢(a) = a
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Demostracidn

Dado b = A,¢(zf z)yas= bf b, entonces
da)=s0ft)=blo=a

Este resultado explica porque los C-monoides no pueden ser incorpora-
dos a la légica proposicional, porque si tenemos una operacidn - de negacién
se seguiria que -p = p para alguna p

A continuacidn listaremos algunas identidades de los C-monoides

C9  (an')k = (an')*

co (o a=tgfa)

Cil z\,(ffa) = fi;a si z no esta libre en ffa

Cl12 lf a=a

C13  (A:a)k=):a 8 z no esta libre en a

Demostracion
C9)
(an')*k = (an’ < kr, 7' >)* = (an')"
C10

(ol a=e < folar'y, 15=
€ < fle < glar'ym, o' >),15=
€ < fle < glaw')' s, 0 >)*,1>=
€< fle < glax') 1> o)y, 1>=

e <f(ed oy, 15= gl a)
c)
ambdas(f a2 = tla = (oo 2) = (Pr.a)f 2

C12)
1fa =¢<far'), 1>z < (anr')'ma' >< 1,1 >=
ar’' <l,1 >=a
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c18)
Otz = a2y =a = (Aea) =

Definicidn Un C-monoide débil es un C-monoide con la siguiente cstruc.-
tura ’

e r< ab>=a

C2 n'<ab>=tb

Cla <ab>c=<acbc>

Cla e<h'ab>=h<abd>

Céa  Rk=(h<kma >)

Verifiquemos que C6, C7 y C5 siguen valiendo en un £ — monoide débil
C6)

(axb)lexd)=acx bd

(a x b)(e x @) =< am, bx' >< ex,dr’ >>=< aer, bdr' =ac x bd
c7
@ h=(ge < fr' >yh

=(ge < m fr' >< hw,n' >)°

=(ge < T < hm,o' >, o' < hm, 7' >>)

=(ge < hm, fr' >)°

C8 :
glkh = (ge <7, fa' >) (ke < m b’ >)

=(ge < m fr' ><< (ke < 7w ha' D) m ' >)

= (ge < (ke < 7, hn' Sy x, fn' >)°
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=(gke < (ke < m, b’ >)m, 2’ >< 1, fr! >)°
=(gke <m hr' ><, f >)

= (gke < m, hfn' > = (gf)(h!)




16. C-MONOIDES Y C3

Como habiamos mencionado anteriormente, un C-monoide es una categoria
cartesiana cerrada, excepto que le falta objeto términal.

Un elemento A de un monoide es llamado idempotente si A4 = A,
denotemos a los elementos idempotentes, con letras mayisculas.

Proposicidn Si Ay B son elementos idempotentes de un C-monoide,
asi loson Ax B y BA

Demostracicn
(AxBYAxB)=AAxBB=AxB

BABA = (BB)A4 = pA

Notemos que los elementos 7™ y 1 son idcm;l)otentes
' =(n' < 2w, ) =0
U=ge=(e<ema>)=() =1

Siguiendo a Danna Scott, escribiremos f : 4 — B por BfA = f, 0
equivalentemente Bf = fy fA = [ ; notemos el siguiente punto.

Cl4 sif:A—B y g:C—-D entonces
[xg:AxC—=BxD 'y f1:AP B¢

148
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Teorema {Danna Scott) Los elementos idempotentes de un C-monoide

{1 son los objetos de una categora cartesiana cerrada K(Q) con flechas
f:A — B dadas por elementos [ de Q) tal gue BfA = f.

Demostracion

Denotamosuna flecha A — B por un triple (A, f, B), entonces ficilimente
se ve que J(f1) es una categoria con identidad {A4,A,A4) y composicion
(813,C)4,1,B)=(4,9/,C)

Para obtener una estructura cartesiana cerrada para K(Q) definimos

OA:A-'.#'., maniAX B~ A,

taB:AXB—B,  epa:BAxA- B

Q4= (A7)

748 = (Ax B, Ax(A x B),A)

w45 = (A x B, Bx'(Ax B),B)

e =(BA x A,Be(BA x A), B)

y verifiquemos que
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f:C-A g:C-B

<fig>:C—AxDB

h:AxB-C

hiA-CE

f:C—-A  [=(C,f 4
g‘.C-—'B‘ g=(C,9,8)

< f$9 >=< (Caf)A):(Cyng) >0 Ax B)
<{C, [, A).(C\9,B) >=(C,< f,9 >, Ax B)

h=(Ax B,hC) )
h* = (A, h*,CP)

Claramente con estas definiciones se cumplen las ecuaciones de una ca-
tegorfa cartesiana cerrada (E2, E3a, E3b, E3¢), Eda, E4b).

Notemos que ¢l objeto términal de K{(%) es #'*, no 1, Para evitar con-
fugidn escribiremos Ty U en lugar de n'* y 1 respectivamente cuando ellos
son considerados como objetos.

]

Corolarioc 14 subtategoria plena Ko(Q) de K(S1) consiste de fodos
los objetos isomorfos ¢ T o U es una categorin cartesiana cerrada.

Demostsacion
Notemos que cualquier subcategoria de una categoria cartesiana cerrada
conteniendo a T' y cerrada bajo producto y expenenciacion, es tambien una
calegoria cattesiana cerrada. Bn la presente situacidn revisemos que

UzU =U, vY=vU

U=1=()
Izl =< na' >=< ' >1=1

U=t =(e<an>)y=c=1

Recordemos que A x T A2 Tx A, AT g, TAdx>T
para cualquicr objeto 4 en una categoria cartesiana cerrada, en particular
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cuando A2 To AU
Observemos que K (1) tiene a lo mas dos objetos no isomorfos (U, T).

|
Proposicién . Dado A unc categoria cartesiana cerrada localmente

pequena con un objeto U tal que UzU = U y UY = U entonces End(U) es
C-monoide.” En caso de que A es K(S) o Ky(S), End(U) =0

Demostracion

Dado o : Uzl — U y 7 : UY — U isomorfismos; queremos dotar a
End(U) con la estructura de un C-monoide (7, ', €, F, {}), definimos:

1
-1

T=Tyuo-
7 =alyyo
&= Eu,u(‘r'l x 1y)o=1)
{a,b} = <ab>

h¥ = r(ha)*

Verifiquemos que las ecuaciones de un C-monoide son satisfechas.

Ci .
7{a,b} = rppote <o b>=7r<ab>=a

Cc2
w'{a,b} = T'yyo=lo <ab>=1n"<a,b>=1b

C3
{me,w'c} =0 < mew'e >=
e <ryyoleryyole>=aocle=c¢
Cc4
efhFma'} =evu(r~! x lp)o=te
< T(Iw)' ﬂu,uo‘—l,?l"u_ua"] >=
Eu,u(‘r"zlu) < T(/la')'ﬂ'u‘uv'lﬂf'u_ud"l >=
-1

cvp < Ttmpy, muy ><rlho) Ty, Moy >0 =

cyu < Toir(he) myy, nlyy >0l =
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tvu < (ho)'myy, wloy > o7l =
hoo~l=h

Ch
(e{km, 7' })F = 1(e{kn, 7'}0)* =
Hevu(r=tzly)o~to <kmn' > o) =

-Lnlyyo~l >o) =

rlevu(rtryu, v'uy) < kryyo

tlevy < rlkryyolo,lyyclo >) =

r(evy < v ikmpu, tluy D) =

rrltk=k

Ahora supongamos que A = K() o A = Ko(2) entonces U = 1,
UzU =Uy UY = U de este modo o = 1y = (U, U,U) y 7 = 1y del mismo

modo. El isomorfismo 2 End(UY) el cual esté dado claramente
pot f—————(U, f,U). El elemento x de End(U) esta definido como:

rypot = (UzU, U(UzU),U)U,U, Uy = (U,r,U)

el cual es la imagen del elemento 7 de Q en End(f)
7' esta definido:

ayyo~! = (UzU, Ux'(UzU), UV, U, U)~! = (U, =;,U)
De forma analoga definimos ¢, {a, b}, AT
La proposicin anterior es til en dar ejemplos de C-ronoides. Mientras

el teorema habla acerca de que todos los C-monoides deben ser de esta

forma.
=



17. C-MONOIDES Y
A»-CALCULOS NO
TIPIFICADOS

El A-cdlculo no tipificado que estudiaremos aqui es una extension del A g
-cdlculo (no tipificado) de la literatura. La ausencia de tipos asegura que
la aplicacidn es sin restriccion.

Definicién, Un A—cilculo extendido estd dado por un conjunto de
términos y ecuaciones, las cuales se consideran ’dadas’. El conjunto de
términos es generado libremente a partir de un niimero contable de va-
riables y un conjunto posiblemente vacio de constantes en la cual las opera-
ciones forman términos incluyendo las siguientes. Si ¢ es un término asi lo
es m(c) y 7'(c). Si ay bson términos, asf lo son b/ a y (a,b); si ¢(z) es un
término, posiblemente conteniendo la variable libre z, entonces A ¢(z) es
un término en el cual todas las ocurrencias de z son acotadas. La relacidn
binaria entre términos a y b a = b es una relacidn de equivalencia que satis-
face las reglas usuales (como es usual, las reglas son interpretadas diciendo:
si la hipStesis entonces la conclusion) permitiendo sustitucion de ignaldad
por igualdad, incluyendo

#(z) = ¥(z) , a=b

A(z) = Ae¥(z) . Hao=rle
153
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de la cual las otras reglas de sustitucion se siguen, y la siguiente regla
permitiendo sustitucidn de términos por variables libres.

Lo

#(a} = ¥(a)
Dado que las ocurrencias no libres de una variable en a se transforma
en acotada en ¢(a) o Y(a). Finalmente las siguientes ecuaciones especificas
son postulados, para a,b,¢c, f y é(z) :

L1 (=) z = ¢(z);

12. A(ff 2) = f, i 2 no esta libre en f;
13. 7((a, b)) = a;

4. 7'((a, ) = §;

L&, (alc)n'(c)) =c.

Notemos que dec L1 y L0 obtenemos
Asd(z) a = 4(a)

dado que las ocurrencias no libres de una variable en a se transforman
en acotadas en ¢(a).

Un Ap—calculoes definido similarmente, pero sin [as operaciones w(—), r/(—)
¥ (=, =) formando términos, por lo tanto sin L3, L4, y L5. Algunos autores
ademas suprimen L2, lamando el sistema resultante A—calculo.

El A—calculo puro extendido {An—cdleulo, A-cédlculo) es un sistema en
el cual no hay mas términos que los que estan definidos inductivamente y
en el cual la relacidn de igualdad que mencionamos es la relacion de equi-
valencia més pequena teniendo todas las propicdades requeridas.

Obsecrvacion. Es conocido que en cualquier A—-cdlculo uno puede
definir operaciones formando operaciones 7(—), #'(~} y (—, —) satisfacicndo
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L3, L4 pero no L5.
Por ejemplo, uno puede definir
w(c) = cfi, donde i = A Mgz,

w{e) = cfj, donde j = XMy,

()= M((el a8,

claramente, podemos calcular

«((a,) = (@i = (f )b =0,

(e, ) = (@85 = )b =4,

Desafortunadamente no se sigue de esta definicidn que ((c), x'(c)) = ¢

De hecho no existe tal definicién (ver el libro de Barendregt),

Proposicién Todo C-moncide ) puede ser llevado a un A—céleulo
eztendido L{$2): los términos de L(Q) en las variables libres 2y, ..., 2, s0n
palabras construidas de elementos §) y las indeterminadas z3, ..., 2y, por las
siguientes operaciones:

f)=me, Q)= e,
{0,0) =< a,b>,

Hose < flary1>,
Ard(x) = (p=4(2))"

Finalmente, a = b dades en L(Q) si ¢ = b en ¢l C-monoide polinomial
w[X), donde X contiene todas las variables ocurriendo libremente en a y b.

Compdrese esto con el ejemplo 1 del capitulo 10. Para las dos dltimas
definiciones vedse el capitulo 15. Notemos que lu relacion de igualdad en
Qlz1,.... 2n41] es una exiensidn fiel y plena de Qzy, ..., z,). Claramenle si
suponemos que [ =g en QX[y] v sustituimos | por y oblenemos f =g en
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Q[x].

L1y L2 fusron establecidas en el corolario del capitulo 15. LS a L5 son
fdcilmente mostradas:

#((a,b)) = 7 < a,b>=q, (x(c),7(c)) =< w(c), ' (c) >=c.
Proposicién Todo A—cdlculo extendido L puede ser llevado a un C-
monoide M(L) cuyos elementos son (clases de equivalencia de) términos
cerrados L y donde

1=z,

of =2l s 2,

* = Men(z),

o = ho'(z),

< f9>= Ml 2,0l 0)

e= 0 #(2),

h* = ,\,z\,(hf(z,y)).

Masaiin ,a=benM(L)sia=benlL

Demostracién
Las ecuaciones de un C-monoides son facilmente revisadas. Por ejemplo:

e <tema sz =el(cbomn > x)
=eJ (el 2, 7(2))
= (enf ) (] z)
= (S at2)] (#(2))
= hi (n(z),7'(z))

=hlz
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por lo tanto £ < A"m, 7' >= h. Las otras ecuaciones que debe satisfacer
un C-monoide se realiza de la misma manera.

Las correspondencias  — L(Q) y L — M(L) discutido en las proposi-
ciones anteriores puede ser extendido a funtores entre categorias apropiadas.
Desafortunadamente, no es obvio que esto de una de equivalencia de cate-
gorfas. La razén para esto es que en la segunda proposicién de esta seccidn
las definiciones de 7(~), #'(~) y (=, —) no fueron elegidos de manera ade-
cuada.

Cambiaremos las operaciones n(~),#'(—) y (=,—) formando términos
en la proposicion 2 como sigue

r{c) = e

)=l

(@,6) =< Asa, Ak > 1

donde se supone que z no esta libre en a o b. Ahora calculemos.
w((a,8) = 7/ (< dea, 10 >0 1)

=(r<sadeb )1 porC10

= (a1 porC1

=g

(7). #(e)) =< e ) Al ) > 1,
=< w0, A >/ porCl11
= (/\,c)fl =c l

En lo siguiente M es tomado como en la segunda proposicién y L en la
forma cn la cual fue corregido cn la propesicién uno. También haremos la
convencion de que términos a y b de L son identicos si @ = b son dados en
L.

Teorema M y L establecen una correspondencia uno a uno enlre
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los C-monoides  y el A-cdlculo eslendido L:
ML(Q) =0, LM([)=1L

Demostracin

{a) Los elementos de ML(Q) son (clases de equivalencia de) términos
cerrados de L(Q2}, por lo tanto los mismos elementos de Q. Provisionalmente
distinguiremos operaciones de ML(R) de  subscribiendo #. Entonces

ly=lz=1 por C12 y el corolario de la seccién 15

(ode =2l (o )

= X ((fo) 2) porC10

=fg

Ty = Aewlz) = z\,(7rfz) =7

Similarmente 2’z = #'. De la misma manera s¢ demuestra que <
a,b D=
< a,b > por cilculos directos,algo inmediato también cs que ¢ es dnica tal
quen/c=aynle=b

Antes de mostrar €4 = ¢ notemos que en L(R)
c1s el bty=alb

o ty=el <rpanb>I 1)
=(e<Aza, b >)f1) por C10

=(e < Aza,1 > /\,b)fl porC13
=(e<(ar') 1> ,\,b)fl como (a7r"f:|: = a por Cda
= (e < (ar'), 1 53 (0 1) por C10

= (]fa)fb
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=alb por C12
Por consiguiente

ex = M(r(5) w(2)

= (e (nl2), 7))
=al)

=€

Asf €4 = £, como también A} y A", ambos son la tinica k tal que
€< km,w' >=hdeaqui h} = h*

Asi ML{9) y © no solo tienen los mismos elementos sino también las
mismas operaciones, por lo tanto eltos son el mismo C-monoide.

(b) Los términos del lenguaje LM(L) con variables libres zy,...,z,, son, por
definicidn de L polinomios en M(L){z1, ...,2,) afirmamos, sin justificacion
por el momento, que hay una igualdad

(%) M(L){z1, vy 20] = M(L{z1, .1 Z0))

Aqui (L{zy,...,2n)) es el lenguaje obtenido de L adjuntando pardme-
tros z,,..., 2, Esto es decir, los términos cerrados de (L(zy,...,z,)) son
términos abiertos de L en las variables libres 2,,...,z,. Justificaremos la
afirmacién (*) mas adelante.

Asi LM(L) tiene los mismos términos como L. Compararemos ahora
sus términos formando operaciones. Temporalmente distinguiremos estos
subscribiendo # de los de LM(L).

Primero,

(ffa)# =¢e< flan')*, 1>

= A,(sf(< flan'" 1 >I z))

=il (flary 21 I )
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Ahora

(fan'y )z = il (@@ry S 2)
= (e (,9)

= I @ (2 2, 0)

= In6ly)

=fla

por lo tanto

(Haye = 2te/(a2))

= () z) porC15
De la misma forma se demuestra
(Aed(2))4 = A é(2)

donde ambos son 1a tinica / tal que £/ z = ¢(z). También,
r4(e) = (el )y =1/ e = n(c)
Similarmente para ' Finalmente
(a,8)4 =< Nea,Asb > 1

= (O 5 00 )1

= ((\a) 1,000 1)

= (a,8)

Queda por justificar la afirmacién *. Para argumentarla, tomemos
n = 1. Es claro que nosotros tenemos un isomorfismo

(++) M(L)[z] & M(L(z))
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Fécilmente se verifica que M(L(z)) tiene la propiedad universal re-
querida: para cualquier C-homomotfismo f : M(L) — Q y cualquier e-
lemento a € Q, hay un dnico C-homomorfismo f+ : M{(L)(z)) — €2 tal que
la restriccién a M(L) es f y f*(x) = a, desde luego, necesitamossolo tomar

FH($(2)) = JO:d(z)) @

Porqué podemos reemplazar el isomorfismo en (**) por igualdad? Esto
depende sobre como estan definidas las indeterminadas. Mientras la con-
struccion estdndar de 22[z] ha sido descrito en el capitulo 15, construcciones
alternativas pueden ser posibles. Asi en el caso especial @ = M(L) nosotros
podemos definir

(x*%) M(L)[z) = M(Lfz))

En vista de la propiedad universal discutida anteriormente. Esto es-
tablece * y por lo tanto el teorema.

Corolario * La categoria de C-monoides es isomorfa a la categoria de
A-cdleulos extendidos.

Demostracidn

Extendemos L y M a funtores inversos uno del otro.

Si f:Q — Q es un C-homomorfismo, la traslacidn L(f) : L() — ’
L(§Y') esta definido como sigue: Para cualquier polinomio ¢(X) donde
X = {z1,..,Zn} ,nosotros damos bfL{f)(¢(X)) = fx(4(X)), donde Fx :
QX)) — Q'[X] es el tinico C-homomorfismo f extendido tal que fx (zi) = z;

parai=1,..,n

Sit: L — L' es una traslacién, el C-homomorfismo M(t) : M(L) —
M(L') esta definida asi para cualquier @ € M(L), M(t)(a) = t(a).

En particular nosotros tenemos (tomando n = 1)
(ML)(f)(a) = M(L{{))(a) = L(f}(a) = f(a),
(LM)()(8(=)) = LIM(t))(é(z)) = M(1):(6(2)) = t(é(2)
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La iltima ecuacidn requiere alguna explicacion. Facilmente se ve que
M(t): = M(t:), donde i es la restrecion de t a L(z) (considerando L(z)
como un subconjunto de L, por lo tanto,

M(t)-)(8(<)) = M(t:)(¢(=)) = t=(¢(z))

Asi ML y LM son ambos funtores identidad y no justamente isomorfos

a los funtores identidad. Esto muestra justamente que las dos categorias
son isomorfas pero no equivalentes.

n
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