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INTRODUCCION 

El A-cálculo o lógica combinatoria es un tópico que los lógicos han estu­
diado desde 1924. Las categorías cartesianas cerradas son mas recientes en 
sus origenes, fueron inventadas por lawvere en 1961. Ambos son intentos 
de describir axiomaticamente el proceso de sustitución, en otras palabras, 
lo que intentamos presentar en esta tesis es que hay una equivalencia de ca­
tegorías entre las categoría de categorías cartesianas cerradas con objeto de 
números naturales y la categoría de A-cálculos tipificados con apareamientos 
suprayectivos. 

Para poder alcanzar tal objetivo iniciamos con un estudio de sistemas 
deductivos. los sistemas deductivos son gráficas con una estructura adi­
cional o categorías con ecuaciones perdidas o eliminadas, esto ha sido pro­
puesto por un categorista, Fred Szabo hace muchos anos. La elección de 
axiomas y reglas de inferencia que desarrollamos en este capítulo esta mo­
tivado por la teoría de categorías y funtores. 

En el capítulo dos vemos el teorema de deducción, el cual nos permitirá 
entender mas ampliamente el teorema de completcz funcional que será visto 
con todo detalle en el capítulo seis. 

En el capítulo tres introduciremos la definición de categoría cartesiana 
cerrada, que serán presentadas como un sistema deductivo que entre Ja.q 
pruebas satisfacen ciertas ecuaciones. La manera de presentar las categorías 
cerradas es una manera distinta a la forma en la cual se presenta en la 
literatura. En este capítulo presentamos una gran gama de resultados que 
se obtienen de forma clara al presentar a aquellas ecuacionalmente. Una 
advertencia antes de continuar es que a la.• categorías cartesianas rerradas, 
las denotaremos por c3 . 

En el capitulo cuatro veremos como poder generar una categoría carte­
siana rcrrada a partir de una gráfica. Este tema serii muy motivante para 
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estudiar como un >.-cálculo tipificado genera una categoría cartesiana ce­
rrada. 

La construcción usual del álgebra de polinomios en una indeterminada x 
encuentra en el capítulo cinco un paralelismo con una categoría polinomial 
con una Hecha indeterminada. 

En el capítulo seis, demostraremos el teorema de completez funcional 
para categorías cartesianas cerradas. De este resultado depende esencial­
mente la demostración de la equivalencia de categorías entre la categoría 
de .X-cálculos tipificados y la categoría de categorías cartesianas cerradas. 

En el capítulo siete damos otra demostración del teorema de completez 
funcional, mostrando que las categorías polinomiales pueden ser vistas como 
categorías de ((ieisli de un cierto cotriple. Dentro de este capítulo veremos 
otras categorías como son la de Eilenberg-Moore del cotriple (S,1 ,<A,6A) 
la cual es isomorfa a la categoría 'slice'. 

En el capítulo ocho, hacemos la observación de que uno puede hacer 
cálculo proposicional en una categoría bicarlesiana cerrada. El hecho de 
que hay, a lo más, una flecha A -> O en una categoría bicartesiana cerrada 
y que no hay otras calegorlas booleanas que las álgebras booleanas. 

En el capitulo nueve realizaremos un breve estudio de objeto de números 
que nos serán de utilidad. 

En el capitulo diez, damos la definición de un ,\-cálculo tipificado y 
damos varios ejemplos de ellos. Uno de los ejemplos dados será el lenguaje 
interno de una categorla cartesiana cerrada. 

En el capitulo once, damos la demostración de la equivalencia categórica 
entre la calegorla de >.-cálculos tipificados y la categorla de las categorlas 
cartesianas cerradas con objeto de números naturales. 

En el capitulo doce tratamos el problema siguiente: ¿ Culndo un 
diagrama en una catcgoria conmuta, o equivalentemente, cuando dos Hechas 
entre dos objetos son la misma?. Esto lo realizamos en C(Lo). la categorÍa 
cartesiana libre con objeto de números naturales generada por el .X-cálculo 
puro, el cual es un objeto inicial CRrtN. 

En el capítulo trece darnos una demostración del teorema de Church­
Rosscr para términos acotados. 

El Capítulo catorce tratara la demostración de que todos los términos 
Lo (.X-dlculo tipificado puro) son acotados. 

En los tres 1'ilti111os capítulos trataremos 1•1 estudio de monoides, cate­
gorías cartesianas cerradas y ,\-cálculos no tipificados. 

Por iiltimo, cahr. senalar c¡uc este trabajo está lHL•ado en el texto de 
Lambek y Scott titulado Iutroduction to Highe1· Order Cntcgoricnl 
Logic. 



l. CALCULO 
PROPOSICIONAL 
COMO UN SISTEMA 
DEDUCTIVO 

Para los categoristas una gráfica consiste ele dos clases y dos mapcos entre 
ellos: 

dominio 
Flechas =::¡ Objetos 

eodominio 

En teoría de gráficas las flechas son usualmente llamadas "aristas 
orientadas" y los objetos "nodos" o "vértices". En lugar Je escribir 

Domiuio(/) =A Codomiuio(g) = B 

escribiremos f : A - B o 

Veremos a las gráficas con estructur.1 adicional lo rual será de interes 
en lógica. 

1 
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definición. rn s;stema deductito es una gráfica con flechas especificas 

Rla. A--
1
-•--A 

y una operación binaria sobre flechas 

Rlb. 

En el contexto de la lógica podemos pensar a los objt-tos de un sistema 
deductivo como fórmulas, y a las flechas como reglas de inferencia. 

Dcflnici6n. lJn cálculo con con1unció11 es un sistema deductivo dotado 
con una fórmula T (T=vcrdad) y una operación binaria/\ (=y) para for­
mar la conjunción A /\ B de dos fórmulas dadas A y B las cuales deben 
satisfacer las siguiente reglas de inferencia: 

R2. A~T 
R3a. AllB~A 
R3b. AllB'~B 
R3c. 
c...L..,¡ C..!....B 

C--<_J_.,_> __ ..t /\ B 

Aplicando estas reglas podemos demostrar la conmutatividad y la aso­
ciath·idad para Ja conjunción. 

SOTA: En muchas ocasiones, en las demostraciones, no escribire-
mos los subíndices cuando apliquemos las reglas de inferencia, debido a que 
está impllcito en rl dominio y codominio. 

Demostremos la rnnmutati\'idad: 

A 11 B.i...!J Al'IR..!..A 

<•'.•> 
..i /\ 11----811 .. 1 



Demostremos la prueba de la ley asociativa 
ªA,n.c : (A" B) "e - A" (B 11 e¡ 

(A/\ B) /\ C~A /\ B~B 
(AllB)/\C~C 

<r'r,•'> 
(A/\ B) /\ C---->B /\ C 

(A/\ B) /\ C~A /\ B~A 

(A/\ B) /\e <Ó,•'> B /\e 

<'ll'r,«11''"'•"''>> 
(AAB)/\C A/\(B/\C) 

ll'A,B,C :=< 7J'71",< 1r
1
1r,1f

1 >> 
Si componemos operaciones sobre pruebas, obtenemos reglas de infe 

reacia derivadas. Por ejemplo, consideremos la regla deducida 

A/\C~A 

A/\CJ.!...B ... (1) 

A/\C~C 

... (2) 

De ( 1) y (2) obtenemos 

A11c!.!...n· A/\C~D 

(jJ1,!}J1'> 
A/\ C-----+B /\ D 

Esto afirma que ele pruebas f y g se puede construir la prueba 

f /\g =-=< /ir,1,c.gir',1,c > 
Asi podemos escribir "implemente 
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• Dcfinici6n Un cálculo proposicional intuicionisla positivo es un cálculo 
conjuntista con una operación adicional binaria <:: ( = si). Así, si A y B 
son f6rmulas también lo T, A 11 D y A<= D (mucha gente escribe D =>A), 
La<= debe cumplir las siguientes reglas de inferencia 

R4a (A <= B) 11 B~A 
R4h c11n..!!..A 

C~A<=D 

Notemos que con la ayuda de R4b podemos deducir 

R'4b C'!5::.'i(C 11 B) <= B 

Demostración 

(lc,..u)• 
C----(C 11 D) <= B 

Asi qc,a =(le.a)' 

Con Rfa y Jl4b podemos deducir 

R'4c 

(D<= D)'.<:..'.P(,\ <= D) 

Demostración 

(D<= IJ)118'~D..!...A 

(ltv,u)• 
(/J <= U)----(11 <= D) 
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Asi (g {::lo)= (gtv,n) 

Así también podemos deducir R4b de R'4b y R'4c 

Asi 
h• = (h<= 1n)11c,n 

Tenemos las siguientes dos reglas de inferencia, que usaremos más ade­
lante 

a) 

Demostración 

Asi 

b) 

Demostración 

(/•'1,.<)' 
T----+B<=:A 

<1ÓA1ÍA) to A 

A (B~A)llA_:.B 

Asi uf= en.A< YÜA• l,i > 

Definición Un cálculo proposicional inluicionista es más que uno posi­
tivo. Este requiere tarnbien de una fórmula l. (=falso) y una operación bi­
naria V (=o) que acttía sobre fórmulas con las siguientes flechas adicionales 
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R5 J.~A 
R6aA~AV8 
ROb 8~AV 8 e 

R6c(C~A)A(C~8)(<~ C~(AVB) 

Con R6c y tambien con ayuda de algunas inferencias que hemos hecho 
anteriormente, podemos deducir 

R'6c 
a...L.c 

Avn!L,.tlc 
Demostración 

n...L.c 

T~(C~A) r.!l(c~ B) 

T--<
1
-
1
-
1
'
1
-
11
-,-(C ~A) A (C ~ Dl 

Aplicando a (C ~A) A (C ~ 8) ((A,u)º 

(C ~ A)A(C ~ B)(<~c C ~(AV 8) 

Inmediatamente se deduce 
<((A,O)C<l/l,lgi, 

T C~(AV8) 

Para ohtrncr una lógica proposicional clásica requerimos 

ll7 J.<= (J. - A) - A 
A continuación moslraremos que para sistema.o; deductivos apropiados, 

podernos obtener las siguientes pruebas y sus recíprocos que después nos 
oerán de utilidad. 



(a) 
AAT-A 
Demostración 

(b) 
A<=T-A 
Demostración 
A<= T 1~T(A {:: T) 

A<= T<IA.,T,OA .. T> (A<= T) /\ T 

y 

(A<= T)A T~A 

A/\ T ..!...A 

A~(A<=T) 

(c)T<=A-T 
Demostración 
T <= Ü..!!;AT 

(d) ((A/\ B) <= C)) - (A<= C) /\ (B <= C) 
Demostración 

A /1 B..!...A 

((A/\ H) <=Ct~A <= C 

7 

• 

• 

• 

AAB~B 

((A 11 FJ) <= c(=..!,c n <=e 

<w<=lc,Jr'<=lc> 
((A /1 B) <= C) (A {:: C) /1 (B <= C) 
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De lo anterior se sigue 

<two 1(r,r1(r 1 ,r> )o,cir 1o) 
((A<=C)i\(B<=C))i\C Ai\B 

( (cro1(w,r'<•' ,r>>o,cr1u> )' 
((A<=C)i\(B<=C) (Ai\B)';:C 

(e) 
AA.L-.L 
Demostración 

(f) 
(A<= .L) - T 
Demostración 

• 

• 



(g) 
AVJ.-A 
Demostración 

(h) 

(A<= J.) 

A <= (B /\ C) --. (A <= C) <= B 
Demostración 

A~AVJ. 

((A <= (B /\ C)) /\ B) /\C..!:... (A<= (B /\ C)) /\ (B /\ C)_!_,A 

(A<= (B /\C))/\ B~ A<= C 

9 

• 

• 
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De lo anterior ae obtiene 

((A <= C) <= B) /\ (B" C) «u,r'>a' A 

(t(rr,r So j 
(A <= C) <= B A <=(El/\ C) 

(i) 
A...!.....11 c..!..D 

Avc!:!!.nvc 

U) 

IJcmo.'itración 

A-1...11"2!.!:uv D C-!-D~lJVD 

A 1/ C l•n,¡¡/,•' •.ni B VD 

Aoi f 1/ g = [K11,o/,•'11,09) 

(A /\G)I/ (/J /\C)-(AAB) /\A 

Uc111ostrar.ici11 

(A /\C) V (11AC)--.:::'..._'.:___AV11 

:\f\C..!'..c: 1J11C..!'..c 

... (!) 

'·' (A/\ C) V (/1 /\ C)----C ... (2) 

lle· (1) )' (~) ohto1wmo' 

(u,11: 1-.:I 
(A f\ r.) V (Ji/\ C)·--¡;'?]-A V /1 
(A•\C)V(B/\C) C 

<(o,11;111:j.(11',t'}> 
\A/\C)V(/11\C) (AVll)/\C 

• 

• 
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A :::: (AA C) {::e qA,c = 1 :i.c 
8----->(BAC){:C qn,c=loAc 

l'JA,cVqn,c 
AV B ((A AC)<=C) V((BAC) {:C) 

A AC¿_,(A AC) V(B AC) 

(A A C) {:: c".=!.º((A A C) V (B A C)) <=e ... (3) 

•' B A C----.(A A C) V (B A C) 

(B A C) <= C--• <=_i_c__,((A /\ C) V (B /\ G)) <= C ... (4) 

De (3) y (4) obtenemos 

(x.<=lc)V(~'<=lc 
((AAC) {:: C)V((HAC) {:: C) ((AAC)V(B AC)) {:: C 

ll\'I ~ \ /\ c. 

(~<t-ic)V(~~~)(~V 1 \ ñ' 

<C~~ iJC~~fc)(~Vtpli1 7T1> 
((Mc)'V{V\C\ilf'lt ....!. c..~c.iw:.,"tM~\°I~ t\ l\C:. ----· 

¡€ 
(Al\C) V (Me) 

Por lo tanto 

c<({1'<= l}V(.c'<= 1 Jl('1VfJ )" ,lf'> 
(A V /J) A C ------ ---~ (.1 A C)(lJ A C) 

• 
Deduzcamos In siguiente regla de inícrt•ncia, para un sistema deductivo 

adecuado 
A-LJJ C~D 

¡\ <= JJ--'-<=_ .• _,, <= () 
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(A<: D) /\ C !«•·•"> B 

por lo tanto 
I <= g =(/E< •.g•' >)' • 

Notemos que (A,Uc puede ser definido en términos de la regla RÓc 

((C <=A)/\ (C <= B)) /\(A V B) .!'..(A V B) u .• i e 

((C<=A)il(C<:B)) !l/.il.'J' C~(AVC) 
• 



2. EL TEOREMA DE 
DEDUCCION 

El teorema de deducción usual afirma: 

si A /1 B 1- C entonces A 1- C <= B 

Este resultado es incorporado en la regla R4, con el simbolo de deducción 
1- reemplazado por flechas en el sistema deductivo apropiado L 

h:AllB->C 

h': A-+ C <= B 

Sin embargo, en un nivel superior, las barras horizontales funcionan 
como un sfmbolo de deducción. y obtenemos una nueva forma del teo­
rema de deducción. Nosotros formamos un nuevo sistema deductivo L(x) 
adjuntándole una nueva flecha x : T -+ A y hablamos de las pruebas 
,P(x): B-+ C en este nuevo sistema. En palabras más precisas, L(x) tiene 
las mismas fórmulas de L y sus pruebas (=flechas) ~(x) son generadas li­
bremente por las flechas de L y la nueva flecha x con las reglas apropiadas 
de inferencia (=operaciones). Claramente, si Les un cálculo de conjunción 
intuiciouista positivo, también lo es el nuevo sistema deductivo L(x) 

Proposición (Teorema de deducción). En un Cálculo con conjunción, 
posif1l'O, intuicionisfa o clásico, con cualquier prueba t;l(x) : B - C y con 
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la hip6tesis x : T --+ A hay asociada una prueba f : A /\ B --+ C en L que 
no depende de x. 

Demostración 
Daremos la prueba para un cálculo positivo, la misma prueba es válida para 
un cálculo con conjunción, si * se ignora. 

Notemos que toda prueba r/>(x): B--+ e desde la hipótesis X: T--+ A 
debe tener una de las siguientes formas: 

i) k : B __, Cuna prueba en L; 
ii) x : T--+ A con B = T y C = A 
iii) < ,P(x).x(x) >donde t/i(x): B _, C',x(x): B _, C",C = C' llC" 
iv) x(:r),P(x) donde ,P(:r): B--+ D, x(:r): D _, C 
v) (,P(x))' donde ,P(:r): B 11 C' __, C", C = C"-:= C' 

En todos los casos 1/i(:r) y x(x) son pruebas más cortas para r/>(:r). Defi­
nimos inductivamente 

i) "•EA J; = h' A,B 
ii) "•EAX = 11'A,T 
iii) "•EA< ,P(x).x(x) >=< "•eA.P(x),1trEAX(x) > 
iv) "•eA(x(x),P(x)) = "•EAX(x) < 11'A,Bo"•EA'Í'(x) > 
v) "•EA(.P(x))') = ("•EA'Í'(x)aA,B,G')' 
donde aA,B.c' : (A/\ B) /\ C'--+ A/\ (B /\ C') 
Como se describe en seguida: 

i) ICrEA J; = h' A,B 

A11B"~n.!....c 

WA,T 

AllT A B=T C=A 
iii) ICre,1 < ~·(x), X(X) >=< IC•EA1fi(x), "•EAX(X) >= 
< t/J(x)ir'A,01 X(X)11'1A,0 > 

""'11.a IJl(r) 
A/\ B---,,,....,-,,,-.... B--.,~1.~1 --+C' 
A/\ B IJ C" 

<~tf):-: ,,,u:X(!'Jf A,n, 
A 11 il C' 11 C" = C 



iv) "•EA(X(x),P(x)) = "•eAX(x) < 1l'A,B11'reA!/i(x) >= 
X(:t)11'1A,D < 11',t,/111/i(:r)11'1A,D > 

A/\B~A 

(A/\ B) <rA,Bo$l•)• A,a5 A/\ D 

A/\ D .... D D X(•) e 

v) "•eA(V!(:z:))" = (ICzeAef!(:r)ctA,D,C•)' 

(A/\ B) A c1ª~c• A A (B A c1( ~e• B A c1!5=lc11 

(«EA V.(•)a A De•)' 
A A B ' ' (C" <= C') = C 

15 

Sobre el argumento dado por inducción sobre la longitud de la prueba 
¡/J(:z:). Formalmente, ésta puede ser definido como O en los casos (i) y (ii), 
como la suma de las longitudes de x(x) y ,P(x) mas 1 en los casos (iii) y 
(iv)·y como la longitud de ,P(:z:) más 1 en el caso (v). 

• Nota !.- No distinguimos notacionalmente entre las composiciones de 
las pruebas gf en L y en L(x). En L, KreAYf = gf11'1A,D y en L(x) esto es 
U11'1A,D < 11'A,D.f11'1A,D > 

Nota 2.- Los lógicos usualmente hablan de la hipótesis :z: : T ..... A si hay 
una prueba conocida a : T ..... A u otra hipótesis y: T ..... A, pero desde un 
punto de vista algebraico, esto no interesa. 

Probaremos la siguiente forma general del teorema de deducción para 
el cálculo proposicional intuicionista positivo. 

Pro¡1osicilÍn (Forma general del teorema de deducción) Con cualquier 
Jlrueba ~(x): 1J ..... C de la h1póff"is .r : D ..... A hay una prueba asociada 
f: (A <= D) A B ..... C 

/Jcrrwst ración 
Escribamos f = p~(r) rc•alicemos la prueha por inducción 
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i) p,k = kir'(A<=D)h8 k:B-+C 

(A<= D) /\ B "•co,s B-----+C 

ii) Pr = óA,8 

(A<=B)AB~A A=C, B=C 

iii) Pr < ,P(x),x(x) >=< P(r).P(x),P(r)X(x) >= 
< ,P(x)11'1(A<=D),BoX(x)ir'cA<=D),B > 

donde ,P(x): B-+ C', x(x): B-+ C" 

(A<= D) "n.i...n!i:jc• 

(A <= D) /\ n.i...B~C" 

y C=C' /\C 11 

(A<= D) /\ B <ti<(r).',x(r)•' (C' /\ C") = C 

iv) Pr(x(x),P(x)) = p,x(x) < 71'A<=D,/I, p,,P(x) >= 
X(X)71'1 A<=D,D < 71'A<=D,B, !/i(x)ir' A<=D,D > 

(A<= D) /\ B..!....A <= D (A <= D) /\ a.i...n~D 
~~<-., ........ ,~.~>~---~~~~~~-~-~(A<=D)/\ 
B (A<= D)ll D 

.' x(r) 
(A <= D) /\ D----D----.C 

v) p,(,P(x)') = (p,,P(x)n)' 
donde ,P(x): B' /\ FJ"-+ C, C = C' <= B" 

((A<= D) /\ B') /\ 811 -2...(A <= D) /\ (B' /\ B") .i...n1 
/\ B"!i:jC' 

(A<= D) /\ B'----C' <= B" 

• 



3. c3 PRESENTADAS 
ECUACIONALMENTE 

Una categoría es un sistema deductivo en el cual se tienen las siguientes 
ecuaciones entre las pruebas 
ElflA = f lnf = f (hg)f = h(gf) 
para toda f : A _. B g : B _. C h : C _. D 

Una categoria cartesiana es una categoría y un cálculo con conjunción 
que satisface las siguientes ecuaciones 

E2 f = ÜA para toda f: A_. T 
Esto quiere decir que T es un objeto terminal. A T lo escribiremos conio 
1, T: 1 

E3a 11A,D < f,g >= f 
E3b 111A,B < f,g >= g 
E3c <11A,oh,11'A,nh>=l1 

Para toda f : C _. A g : C _. B C _. A /\ B 
Lo que afirma 1"3 es que A /\ B es un producto 

~·l~~ 
A.- - A/\~ - G 

17' 
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Demostración 
Supongamos que existe h tal que h : e-+ A 11 B y f = 'lrA,nh g = 1rA,nh 

< f, 9 > h =< 1rA,Bh, 7r
1A,nh >= h 

Notación: A 11 B :: A x B • Como una consecuencia de E3 tenemos la siguiente regla (ley distribu­
tiva). 

Proposición 1.0.l < f,g > h =< fh,gh > 
para toda f : C-+ A g : C-+ B h : D .... C 

Demostración 

¡~~t·~ 
{~•1a~\ 
A, 11 A11Q .. S 

Por demostrar < f,g > h =< fh,gh > 
< f,g > h =< 7r(< f,g > h), 7r

1(< f,g > h) >= 
< (7r < f,g >)h, (7r1 < f,g >)h >=< fh,gh > 

Notación: f x g = f 11 g =< f7rA,c,g1r',1,c > 
Para toda f : A -+ B , C -+ D 

Proposición 1.0.2 x: AxA -+ A e.• un functor 

(.~Q) ., • 

~nn--­
(C:, ~) ' ....... 

''U~·~ 
<.i,F> ~ ..... 

A11'G 

~ h~ 
t IC 'O 

~ t'•i' 
~-\: 

Por demostrar (f' x g1
)(/ x g) = !' f x g'g 

• 



(!'X g')(J X g) =< f 111A,D.9111 1A, >< f11e,n,g11' >= 
< f'f11A,B,g'g11'A,B >= f 1f X g'g 

Por demostrar IA x le= IAxc 

l,i X le=< IA11A.e, leir'A,e >= 
< 11,i,c, 111A,e >=< 11A,c1Axe, 111A,el,ixe >= 
< 11A,e, 111 A,C > IAxe = IAxc • 

Una categoría Cartesiana Cerrada es una categoría cartesiana A con 
una estructura adicional que satisface las siguientes ecuaciones ecuaci9nes. 
A las categorías cartesianas cerradas las denotaremos por c3 

E4a. <A,B < h'11c,n,11'e,n >=li 

E4b. (<A,B < hc,n,11'c,u >)' = k 

Para toda h:CxB-+A, 

Diagrama de E4a 
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e 

I 
~,l ... :..-.,..,.lt--(A+Q)ltQ --=-..,. 

l f. 
/\ 

Diagrama de E4b 

Notación: A~ B = A8 

Proposición 1.0.3 h'k = (h < bo,o,"' D,B >)' 
donde h : A x B __, C k : D -+ A 

Demostración 

Por la ecuación E4b h'k= (lc,B < h'hA,1J1"'D,1J >)' 
y del anterior diagrama obtenemos 

/1'k = (lC,/J < /1'k7rA,1J,7r1D,/J >)" = 
(fc,/J < h'"A.ll·"'A,n >< k7rA,11,7r'o.n >)' = 
(h < h,i,11, "'v,n >)' • 
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Propo•ición 1.0.4 //0111((-) x (-),(-))-----01/om((-)1 (-)C-l) 
es un isomorfismo natural 

Demostración 

Demostremos que • es inyectiva 
Sea f :f g f : e X 8 -+ A g : e X B -+ A p.d. /' :f g• 
Supongamos que f' = g' 
la ecuación E4a f = E:A,11</'7rc,11 1 7r1c,11 > 
corno/' = g' 
oA,D < /'7rc,11, 7r'c,11 >= ºA,11 < g'7rc,n, "'c,n >= g 
lo cual es una contradicción por ende f' :f g' 

Demostremos que • es suprayectiva 

Sea/ E l/om(C,A 11 ) 
/' = (cA,11 < /''lfc,11,"'c,11 >)'=pero E:A,n < /'7rc,n,7r'c,n >= f 
por la ecuación E4a. 

(A,~) 

'ª (c,c'I 

Demostremos que • es una transformación natural 
. "' ,, ______________ _..,~ 1( .. 

l 
l-\o'<ll(Ax(l¡,A') t l-lo~(A,A19) 1 

\q<-lCM,l (~t-\1 
\-\t1W1\cx~1c1 ) · ~ Ho""lc.,c.' 9 ) 

~\<t\1'1.\l) .._---(~1:.ChiJ -::. <\<-~<ll f 

< r,.•11, 'IT'> = 
< \:.. [j I lÍ1 >< ~1\ 1il 1> 



Observando el diagrama anterior obtenemos 

(g <= ln )k' f = (91:A,B )' k' f 
= (•c•,B < (gl:A',B)'k' f7rc,B, 1f1C,B > )' 
= (oc•,B < (gl:A,n)'1fA'n,o,1f1A'D,B >< k'1fA,B,1f 1A,B >< f1fC,B11f1C,B >' 
= (9•A,B < k'1fA,B. 1f1,\,B >< f1fc,n,1f1C,B >)' 
= (gk < f7rc,B, 1f1c,n >)' = (gk(f x lo))' 

por ende * es un isomorfismo natural 

Proposición En cualquier categon'a cartesiana cerrada 

Hom(A, B) ~ Hom(l, BA) 

Demostración 

Dado f : A _, B asociamos l JI : 1 _, BA 

la cual esta definido de la siguiente manera 

y con g : 1 - BA asociamos gÍ (leido como "g de") 
la cual esta definido como: 

Por demostrar (l JI )Í = f y l(gÍ)I = g 

• 



Por definición de f, 1 l y del diagrama anterior, en el cual todos los 
triángulos conmutan. 

1¡1Í = en,A < l/IOA, IA >= en,A < (fir'1,A)'OA, IA >= 
en,A < (fir1)'ir1,A, 11'

11,A >< ÜAo IA >=/ir'< ÜA, IA >= flA = f 

Por demostrar lgÍ 1 "' g 

1. ~ 1.x A. 
~li "- <,r¡( ~TI' µ;;_A'-
.¡/' <~OA1t> 

G"' TT tx 
¡t 
G 

Aplicando la definición de [ l,Í y con lo obtenido en el diagrama 
anterior en el cual todos los triángulos conmutan 

lgÍJ = (gÍ 11'11,A)° = (o/J,A < gQ,1, J,1>11'11,A)" = 
. = (<n,,1 < g Q,1 ir\,¡)'. rr'1,A >)" = =; (:u,,1 < grr1,,i)", rr'1,,1 >)" = g • 
Proposición En cualquirr Categoría Cartesiana Cerrada se cumplen 
los siguientes isomorfimos: 

Demo~·tración 
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Construyamos la prueba o flecha que va de (A x B}° a (Ae x Be) 
e ·• e 

(".it GJ 4 11 {Ax 9)X e: ·-..:· ..... -: ..... -1-f.J¡~)., e 
-........ --~ 

- .(r!'t:t' 
'~cf 

y""'e~ 
A ti. 

Por la propiedad universal del producto 
e 

lAx0) 

~ntf,trr'<I'> C•'d 

e e e: ""'ne A. .+-n Ax Q 1T' ~I;) 

Por lo tanto la flecha o prueba que va de (A x B)º a Aº x Be es 

< (irA,Bl.'AxB,c)',(11" A,BéAxB,c)' > ....... (!) 



Por lo tanto la flecha que va de (Aª x Bª) a (A x B)ª es 

(< EA,C < 71"AC>;,8C1f'Acxnc,c, 7r
1
ACxBº.C >>, 

t:o,c < 7r
1 
Ac,oc'lrAcxoc,c, 'Ir' Aªxoc,c >>)' ..... (2) 

Demostremos que(!) y (2) son inversa una de la otra 

Por demostrar 

25 

< (7rA,BéAxB,C )',('Ir' A,nt:AxB,c)' > ( < t:,¡,c < 'Ir A e xnc piAcxoc,c, 'Ir' AªxBc,c >> 
1 t:s,c < 7r' Ac,octrAcxnc,c,w'Acxnc ,e>>)• = 1Acxnc 

< (7rA,BéAxB,c)',(7r
1
A,BéAxB,c)' > (< éA,C < 'lrACxBC'lrACxBª,C• 7r

1
Acxoc,c >> 

), en,c < 7r
1Ac,oc71"Acxnc,c, 'Ir' Aºxnc,c >>r = 

Es sufici.ente demostrar: 

< (11"A,Bf°Axn,c)• (< l'A.C < 1rACxOC71"Acxnc ,C1 71"
1AªxBº,C >>,en,c < 

7r' Aº1BC7l"ACxBC,C17r
1
ACxDº,C >>)• = "'Aº,Bº 

... (•) 
y 

('1r' A,Bl'Axo,c)• (< l'A,C < 71"Acxnc11'Acxnc.c, 7r
1Acxnc,c >> ),en,c < 

'Ir' Ac,oc'lrAcxnc,c, 7r1Acxnc,c >>)' >= 7r
1
Ac,nc ... ( .. ) 

Demostremos ( •) 

< (7rAJJl'Axn,ct (< €A,C < 7rAº><Dºii'Acxnc,c,7r
1
Acxnc.c >>,en,c < 

7r
1
Ac,nc71"Acxnc,c,1f'Acxnc,c >>)• = 

1f'A,Dl'Axll,C < (< éA,C < 7rAcx11ciTAcx11c,c,7r
1,1cxnc,c >>, t:u,c < 

7r' AºJJC1f'Acx11c,c,7r
1
Acx11c,c >>)"'iTAcxnc,c 1 11'

1
Acxnc >)• = 

7f'A,IJ < l'A,C.: < 1r 11cxn1:1l'Acx1J'",c11r
1
Acxnc,c >>, 

€1J,C < 7r
1
Ar:,11c1r,1c)l,fl<:,c11'í

1
ttrx11c,c >)' = 

< é..t,c < 11"..tcxac7rAcx11r.,c,1f
1
Ac>cnc,c >)' = 11"Ac,nc 
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la demostración de(**) es simétrica a la de• 

por lo tanto 

< (lrA,Bi.'A xB,C )'' (11'
1
A,Bi.'AxB,c)' > 

(< 1.'A,C < ll'ACxBC piAcxsc,c, ir1 ACxBC,C >>, 
ts,c < 71"

1
Ac,sc7rAcxsc,c,71"

1
Acxnc,c >>)• 

= IAcxsc 

Demostremos a continuación 

(< t:A.C < 71"AC,BC71"Acxnc,c, 71"
1
AºxBC,C >, 

< t:B,C <'Ir' Ac,sc71"Acxnc,c, '1r
1
AªxBª,C >>)• 

< (lrA,Bi.'AxB,c)'(ir'A,BéAxB,c)' >= l(AxB)" 

(< éA,C < 1f'Ac,sc71"Acxnc,c,1f
1
AªxBª,C >, 

< ts,c < 11'
1
Ac,¡¡cll'Acxsc,c, 11" A"xnc,c >>)' 

< (11'A,Bf:Axn,c)'(11'
1
A,Bf:Axn,c)' >= 

(< EA,C < 71"Ac,nc71"Acxnc,c,71"
1
AºxDc,c >, 

< CD,C < 71"
1
Ac,Bc11'Acxnc,c,'fr' AºxBª,C >> 

<< (lrA,Bi.'Axn,c)'(ir'A,Bi.'AxD,C)' > ll'AxB,c.ir' AxB,C >)' = 
(< l.'A,C < (irA,Di.'Axn,c)'ll'Axn,c. 11'

1
AxB,C >. 

i.'B,C < (ir'A,Bf:Axn,c)'ll'AxB,c,11'
1
AxB,C >>)' = 

(< ll'A,Bf:AxB,c, 11'
1
A,Di.'AxD,C)' = 

(<Axn,c)' = (tAxD,C < l(AxB)C• 11'(AxB)",C•11'
1
(AxD)",C >)' = l(AxB)ª,C 

• 



por lo tanto la ílecha de Anxc a (Ac)n es 

((tABxc,nxc < 11"ADxc ,D'líAD'l(cxnp, 

< 11"
1
ADXC,B71"AAllXC1en,c111"

1
ADXCxn,c >>)•)• 

A'L..----
c. 
A,xt 

2? 
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''- i "•A'" 
Por lo tanto la Hecha que va de (AªJ8 a A<B x C) es 

demostremos 

((EAD•C,BxC < 1l'AU•C,lJ1rAB•CxD,C1<1f'AD•c,n1rA"'ªJCC1a,c11r
1
AB•CxB,C >> 

)•)• (EA,C < t'AC ,D < 1r(AC)D,DxC111'D,C1r
1 
(AC)D),nxc >,.,,., D,C11'

1 
(AC)B,DxC > 

)' = l(AC)D 

((EAD•C,DxC < 1rA,Dit:C,B1l'AlJ•Cx8,C1 < 1r
1
AD•c,o11' AAD•Cxn,c111'

1
JtB11CxB,C >> 

)• < CA,C < CAc,n < 1r(AC)B,BxC111'D,C11'
1
(AC)B),Dxc >, 11'

1
D,c11'

1
(AC)B,fücC > 

)•1f'(AC)D,R111'
1
(AC)D,8 >)• = 

((t:AD•C,DxC < 1rAD•C,D7l"ABllCxD,C1 < 11'
1
AD•C,B11" A..tD•Cia,c11r' AlhCxB,C >> 

<< EA,C < 'Aº,B < 1l'(AC)D,DxC11rB,C11'
1
(AC)B),DxC >, 1r

1
B,c1f

1
(Aº)ª,Bxc > 

,.,..(Aº)ª,B1"'
1
(A.C)D,8 > 1r(Aº)ªxB,C11'

1
(AC)BxD,C >)•)- = 

((tAB•C,BxC < (cA,C < EAc,s < "'CAº)º,B><C11f'B,C11'
1
(Aº)",DxC >, tr'n,c 

1r
1
(AC)D,BxC >)' 1l'(Aº)º,D"'(AC)BxD,C1 < 11'

1
(AC)BxD,C1 '11'

1
(AC)DxD,C >> 

)')'= 
((tAB•C,BxC < (EA,C < EAc,o < 'll'(AC)IJ,Bxc,11'8,C'll"

1
(AC)ff,8xC >,7r'B,C 

11'
1
(AC)E1,Bxc >)9 'll'(AC)D,DxC < 1r(AC)B,B'll'(AC)Bx8,C1 < iT

1
(AC)B,B'll"(AC)BxB,C1.'11'

1
(AC)BxB,C >> 

'"'<AC)B,DxC < "'(AC)D,D'll'(AC)Bxn,c. < '11'
1
(AC)B,D'll"(AC)BxD,C11r

1
(AC)BxB,C >> 

)')'= 
((t°AlUC,/JxC < (EA,C < tAc,n < 'll"(AC)D,nxc,11'B,C'll"

1
(AC)B,DxC >,'11'18,C 

'11"
1
(AC)B,Dxc >)9 1l'(AC)ll,DxC1'11"

1
(AC)ll,8xC > 

< 1r(AC)h,D"°(AC)D)CD,Ct < "°1
(AC)B,Bl'(AC)BxD,C11"'(.tC)UxD,C >>)9 t = 

((tA,C < CAc,o < 1r(AC)e,n11'(AC)BxD,C• 11'
1
(AC)ª,B"'(.Ac)DdJ,C >, 1r

1
(AC)BxB,C > 

)')' = 
((EA,C < CAc,n < 'll"(AC)B,n,11'

1
(AC)ll,lJ > 1l'(AC)BxB,C1 11'

1
(AC)UwD,C > 

)')' = 
(C..tc,IJ < 1r(AC)B,8171'

1
(AC)B,D >)9=1(,tC)D 

Demostremos a continuadón 

EA,C < [Ac,n < "'(AC)B,8xC171'1J,C71'
1
(AC)ll,BxC >, 1r'n,C11'

1
(AºJª,DxC >t 

((cAll•C,ltxC < 1l'An.C,D1l'AB•t.'xD,C1<'11'
1
AB•c,n11"AfHCxD,C11r

1 
AB•rxn,c >> 
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&A,C < 'Aª,B < ll"(Aª)ª,BxC11íD,C11"
1
(Aª)ª,BxC >,ir' D,C11"

1
(Aª)º,DxC > )" 

({tADXC 18xC < 7rADXC B71°ABXCx8 C1 < 1f
1 
ABXC 811"ADXCX8 Ct 'Tí' ABxCxB C >> 

)')' = ' ' ' ' ' 

&A,C < 'Aª,B < ll"(Aª)ª,BxC111"B,C11"
1
(Aª)º,BxC >, 11"

1
B,cir'(Aª)º,BxC > 

< ((eABXC ,B><C < 1T.ABXC,B1l"ABXC)(8,C1 < 1"
1
ADXC,B1l'ABXCxB¡C11r

1
ABXCx8,C >> 

,.,. 1f'AD•C,BxC1 '1r
1
ABXC,BxC >)• = 

EA,C < EAc,n < 1r(AC)D,BxCt 1"B,c1"
1
(Aº)ª,BxC > < ((eABXC,B><C < 1rABXC,B7rABICCxB,C1 

< 1"
1 
ABxc,n7rAD•CxB,C11r

1 
ADXCxD,C >> )•)• 1f'ADXC,BxC1 7rB,C1í

1 
ABXC,BxC > 

,7r
1
B,C1í

1
Anxc,nxc >)• = 

EA,C < eAª1B < ((eAnxc,nxc < 1f'ADXC,B1rABxCxB,C1 < 1f'
1
ADXC,B11"ADXCxB,C11r

1
ABXCxB,C >> 

)•)• = 1"Aoxc1nxc1 7rn,c1r' ADxc1n><.c >, 7r
1 n,c1f1Anxc,sxc > )• = 

EA,C < E:Ac,n < ((EAaxc,nxc < 7rABxc,n7rAB•cxn,c1<'Ir'Aº•ª 1B7rAnxcxu,c11r
1Anxcxnp >> 

)•)• 1f'ABxc,c < 7rABxc,nxc11ío,c1r' ABxc,nxc >,'Ir' ADXC,C < 1rAD11.C,BxC1 '1f'B,C1r
1 
ABXC,BxC >> 

, 1f
1
D,C1f1Anxc,nxc >)• = 

(t:A,C < E:Ac,n < ((eADllC,BxC < 1rADllC,B1rAD•CxB,C1<1"1AB•C,B1rADllC)(B,C17r1AB~CxB,C >> 
)*)' = 
1l"ABXC,B17" ABllC,B, > < 7íAB11C,8xC11íB,C1r

1
ADllC,BxC >, 1r'n.c1r' ADXC,Dxc > 

)' = 
{EA.C < (eAexc,nxc < 1l'An11a,B1l'AB11cxn,c1 < 11'

1
AB11C

1
B1fABxcxB.C11r' Aª><ªxB.C >> 

)• = < 1l'Aoxc1nxc1 7rB 1c1r' AD11c,nxc >111'
1
B,C1r

1
ABxc

1
nxc·>)• = 

(eA.c < (€Aexc 1nxc < 1l'AB11c1n1l"Anxcxn,c1 < 11'
1
Aa11c,n1"Ao11cxn,c11f' AB11cxn,c >> 

r 'n°ADXCx8,C << 'n°AB11C
1
8xC11rB 1C1f

1
ABXC,BxC >1 'lf'n,C11'

1
ABXC,BXC > 

1 1r
1
ABllC)(8,C << 7rAD11c.nxc111'D,C11'

1
ADllC,BxC >, 1r

1
n.c1r' ABXC,BxC > 

)* = 
(t:A,C < (t:Aa11c 1nxc < 1l"As11c,n1fADxcxn,c1 < 1r

1
AB11c,n1fAD11cxn,C17r

1
ADxcxn.c >> 

r 1rABXCx8p1.1r
1 
ABxCxD,C > << 1rAB11C,BxC11fB1C1r

1
ADXC,BxC >, 7r

1
B,C7r

1
AB11C,DxC > 

)' = 

(t:14011c 1nxc < 1rABxc
1
n7rAaxcxn.c1<7r'AB11c 1n7rAn11cxn.ci1f

1
A"•ªxB,C >> 

<< 1l'AB11C,D>eC11f'B,c1í
1
ABllC,DxC >, 7r

1
D,C1f

1
ABllC,B>eC >)• = 

(t:ABllC,D>eC < 1l'AB11C,D>eC1 < 1fD,C1f
1
ADXC,BxC >, 1f'

1
R,C1r

1
ABXC,BxC > 

r = (eAnxc,8>eC < 7fAlhC,B>eC1 1r
1
ABllC,8>eC >t = lAoxc • 

(e) A1 ~A 

Demostración 
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Construyamos la. flecha. que va de A 1 a. A 

A1 

~\º·~ 
A.1 4 Aixi 1 

iE 
A 

Por ende la. flecha que va de A 1 a. A es 

Construyamos la flecha de A a Al 

A A--Axi 

~~ 
A 

Por ende la. flecha que va de A a A1 es (ir)* 
Por demostrar 
(ir)°t < lA1 1 ÜA• >= lA1 
(ir)°t < lA1 1 ÜA' >=(ir< t < lA11ÜA1 >ir, ir'>)' 
=< t < lA11ÜA1 >ir)'= (t < ir,ir

1 >' 
= (t < lA11l'1 ir'>'= lA' 

Demostremos ahora 

t < IA•1ÜA• >(ir')'= lA 
t < lA'•ºA' >(ir')'= t < IA1(ir')'.OA1(11'')' >= 
t < (ir')'lA, ÜA > t <(ir')' ir, ir'>< lA, OA > 
11' < 1,1,0A >= IA 

(d) ¡A!:!! 1 

Demostración 

• 
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construyamos la flecha de ¡A -. 1 la cual es Q1A La Hecha que va de 
1-+ ¡A es (71'1,A)' 

Demostración 

Construyamos el siguiente diagrama 

A 1. Y.A 

't1\" 
1A 

tº1A 
1 

7l'1,A'Ü1• = (71'1,A < Ó1•7l'1•,A.• 71'
11•,A >)' = (ir1,A < Ü1•zA• 71'

1
1•,A > 

)' = (lfJ,A < 1:1•,A,71'11•,A >)' = 
(1:¡•,A)' = (i:1A,A < 71'¡A,A, 71''1•,A >)' = 11• 

Demostremos que 01•(111,A)' = 11 

esto es inmediato debido a que 1 es un objeto terminal 

• 
Proposición 1.0. 7 En cualquier Categoría Cartesiana Cerrada 

(a) Ax 1 !!! A 

Demostración 



3. C3 PRESENTADAS ECUACIONALMENTE 

< lA,ÜA > 11' =< 11',11'
1 >= lAxl 

11' < lA,ÜA >= lA 

(b) Ax Be!B xA 

1i
1< ll', 11 

Demostremos ahora< 11'1, ir>< 11'
1

, ir>= lnxA 

• 

-1 I 
U<IT ,r, }( ?GlxA ~--- ii<TI',IT>""TI1 

-/ _ <11
1

, n > ,.• ~ 
A.\ Tí Ax'S fT ...+O 

\f~',\li>~~ y' < i _, ~ 
~ + t' QxA 

11 •A 

< 7r1,7f'>< 7r1 ,71' >=< 'lf'' < 7f
1

1 7r > 111"< 7r
1

,11' >>= < 7r,7f' >= lnxA • 



(a) (A X B) X e!:! A X (8 X C) 

Construyamos la flecha que va de (A X B) X e a A X (B XC) 

La flecha que va de (A X B) X e a B X e es 

(AxG)xc 
y 
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¡ <11'11 :TI'> Axe 1 

1i [ <Tm, < TT 1TT 1 n'>> 

1i ll' A~ Ax( e.>< e) ~v.xc 

Por lo tanto la flecha que va de (A X B) X e a A X (B X C) es 

Construyamos la flecha que va de A X (B X C) a (A X B) X e 

La flecha que va de Ax (B x C) a Ax B 

Ax<Gxc) ~· 

\ 
·g~(. 

~ü 
IT n' A ._1..__ A X ~ _.._I_!....__ .. ~ ~ 

Por lo tanto la ílecha que va de A X (B XC) a (A X 8) X e es 
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Por demostrar 
<< 1l"A,DxC11rD,c'lf'A,8xC >,1f1

B,C1f
1
A,BxC > < 1l'A,B1l"AxB,C1< 1f

1
A,B71'Ax8,C >>= 

l(AxB)xC 

La demostración esta dada por el siguiente diagrama 

(AY. Q.))( e 

falta demostrar 

< 7l'A,D1l"AxD,C1 < 1r
1,\,IJ11'Ax8,C >> << 1"A,DxC, 1rB,C1f

1
A,BxC >, 1í

1
D,C1r

1 
A,BxC >= 

lAx(BxC) 

la demostración también esti1 dada por el siguiente diagrama 
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• 



4. c3 GENERADAS 
LIBREMENTE POR 
GRAFICAS 

Dado una gráfica X, podemos construir, el cálculo intuicionista positivo 
D(X) y la categoría cartesiana cerrada F(X) generada libremente por X. 

Informalmente hablando, D(X) es el cálculo intuicionista más peque­
no, cuyas fórmulas incluyen los vértices de X y cuyas pruebas incluyen las 
flechas de X. ( Los lógicos pueden pensar a esto último como 'postulados', 
si bien puede haber más de un camino de postular X -+ Y en X. Más pre­
cisamente, las fórmulas y pruebas de D(X) son definidas inductivamente 
como sigue: todos los vértices de X son fórmulas, T(: 1) es una fórmula, 
si A y B son fórmulas también lo son A/\ B(: Ax B) y B <=A(: BA); 
las flechas de X y las flechas IA,0A,11'A,o,ir'A,o y !A,B son pruebas para 
todas las fórmulas A y B. y las pruebas son cerradas bajo las reglas de 
inferencia-composición < -, - > y (-)'. 

Construiremos F(X) de D{X) imponiendo todas las ecuaciones entre las 
pruebas que son dadas en una categoría cartesiana cerrada. Otro camino de 
decir esto es que es la elec<M:ín de la relación de equivalencia más pequen a en­
tre las pruebas satisfaciendo las leyes de sustitución apropiada y respetando 
las ecuaciones de una categoría cartesiana cerrada. Las clases de equiva­
lencia de pruehas son entonces las flechas de F(X), pero como es usual, no 
distinguiremos notacionalmente entre pruebas y sus clases de equivalencia. 
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Dado Grph la categoría de gráficas, cuyos objetos son gráficas y cuyos 
modismos F: X_, X son pares de mapeos F: Objelos(X)...., Objetos( Y) 
y F : f/echas(X) ...., flechas(Y) tal que f : X ...., X' implica F(f) : 
F(X) _, F(X·). 

Dado Cart la categoría de categorías cartesianas cerradas, cuyos objetos 
son categorías cartesianas cerradas y cuyas flechas son funtores F : A ...., B 
que.preservan la estructura cartesiana cerrada, esto es, 

F(l) = !, F(A x 8) = F(A) x F(B), F(1lª) = F(AJF(D); 

F(ÜA) = ÜF(A)' F(ir,1,n) = "F(A).F(D); 

F(ir'A,D) = "1
F(A),F(D)•F(1:A,n) = <F(A),F(Bl,etc. 

F(< f,g >) =< F(f),F(g) >etc. 
Dado U : Cart -. Grph el funtor que olvida. Con cualquier gráfica 

X asociamos un morfismo de gráficas H X : X -> UF(X) como sigue: 
Hx(X} =X y si f: X...., Y en X, entonces Hx(f} = f (la clase de equi­
valencia de f considerado como una prueba en D(X)). Nosotros entonces 
tenemos la siguiente propiedad universal: 

Proposición Dado cualquier categoría cartesiana cerrada A y cual­
quier morfismo F : X _, U(A} de gráficas, existe una única flecha F' : 
F(X) _,A en Cart tal que U(F')Hx = F 

Dr. mostración 

Desde luego, la construcción de F' esta forzada a ser: 

F'(X) = F(X), F'(T):: l, F'(A 11 JJ) = F'(A) x F'(IJ),clc;. 
F'(f) = F(f) para toda J: X ~Y 
F'(ÜA) = ÜF•fAJ r.tc. 



38 

F'{< f,g >=< F'{l), F'{g) > etc. 

Debemos revisar que F' esta bien definida, esto es, para toda f,g: A--+ 
Ben F{X), f = g implica F'(f) = F'(g). Esto fácilmente se sigue porque 
las ecuaciones no están contenidas en F(X)que aquellas qu están dadas. 

La propiedad universal significa que Fes un funtor de bfGrph--+ Cart 
el cual es adjunto a U con adjunción Hc-J: id--+ UF. 

Notemos que los objetos de la categoría Grph y Cart introducidos aquí 
son clases. Estos pueden ser i.~troducidos como conjuntos en un universo 
apropiado. 



5. CATEGORIAS 
POLINOMIALES 

Dado los objetos Ao y A de una Categoría Cartesiana (o Cartesiana Cerrada 
A; adjuntamos una flecha indeterminada x : Ao -> A a A de la siguiente 
manera: 

Un método es adjuntar una flecha x : Ao - A a la gráfica subyacente de A 
y entonces formar la categoría Cartesiana o Cartesiana Cerrada generada 
libremente por la nueva gráfica, como fue realizado en la sección anterior 
para Categorías Cartesianas Cerradas. 

Otra forma es primero formar el sistema deductivo (Cálculo con con­
junción, Cálculo positivo intuicionista) A[:r] basado en la hipótesis x, como 
fu.e realizado en la sección del teorema de deducción, en el caso especial 
Ao =T. 

las fórmulas de A[x] son los 0bjetos de A y las pruebas de A[x] son for­
madas de las flechas de A y la nueva flecha x : Ao - A por las apropiadas 
reglas de inferencia. 

Para afirmar que A[:r] se transforma en una categoría y la inclusión de A
0 

en A[x] sea un functor, estableceremos las ecuaciones apropiadas entre las 
pruebas. Si la igualdad de pruebas es denotada por=, podemos considerar 
=como la relación de equivalencia mas pequeña= en~re las pruebas tal que 

g/ = h en A implica que gf = h 

39 
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!/i(.r) = !/i'(.r) y x(.r) = x'(.r) implica x(.r)!/i(.r) = (x)'(.r)(!/i)'(.r) 
q\(x)ls = ql(.r) = lc\b(.r) 
(x(.r)!Ji(.r))ql(.r) = x(.r)(,P(.r)\b(.r)) 

Para toda ql(.r): B .... C 
!/i(.r), (!/i)'(.r): C _, D 
x(.r), (x)'(.r) : D - E 

notemos que por la ley reflexiva :: y = extienden la igualdad en A. Las 
flechas en la Categoría A[:i:] son prueb~ basadas en la hipótesis x módulo 
~; ellas pueden ser considerdos como polinomios en x. 

La misma construcción se realiza para categorías Cartesianas o Carte­
sianas Cerradas , solo que = debe ser tal que A[.r] se convierta en una 
Categoría Cartesiana (Cerra'áa) y que el funtor A .... A[x] preserva la es­
tructura Cartesiana (Cerrada). Esto es que la relación de equivalencia:: 
entre las pruebas debe satisfacer: 

si< f.g >=/¡entonces< f,g >= /¡ 

si r = /¡ entonces r = h 

si ,P(.r) = !/i'(.r) y x(.r) = (x)'(.r) 
entonces< t/i(:i:),x(.r) >=< !J>'(.r),x'(.r) > 

'lrB,C < t/i(.r),x(.r) >:: 1/>(:t) 'lr'o,c < t/i(.r),x(.r) >= x(.r) 

Para toda ,P(.r), ,P': D..., By x(.r),x'(.r): D..., C 

Para una categoría cartesiana (cerrada) el funtor debe preservar la es­
tructura cartesiana (cerrada). Dado H, : A .... A[.r] el funtor cartesiano 
(cerrado) el cual manda f: B .... C sobre el polinomio "constante" con el 
mismo nombre. Esto da paso para la siguienle propiedad universal: 

Proposición Dado una categon'a {cartesiana o cartesiana cerrada) 
A, una indctermiuada .r: Ao .... A sobre A, cualquier Junior {cartesiano, 
cerrado) A~ ll y cualquier flecha b: F(Ao)-+ F(A) en ll, existe un único 
funtor (cartesiano o cartesiano cerrado) F' : A[.r] .... B tal que F'(x) = b y 
F'H, = F 
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Demostración\ 
Toda prueba.p(:i:) sobre la hipótesis x tiene una de las siguientes formas: 

k, r, x(z).P(z), < !/i(r),x(z) >, !/i(.r)' 

donde k es una flecha en A, es decir un polinomio constante 

El paso crucial esta en definir F'(<;P(z)) Definamos inductivamente 

F'(k) = F(k), 
F1(r) = 6 
F'(x(z)!/i(r)) = F'(x(r))F'(.P(x}), 
F'(< !/J(z),x(x) >) =< F'(.P(z)),F'{x(x)) >, 
F'((.P(x))') = (F'(lf(r)))' 

mostremos que F esta <lefinida sobre polinomios y no sobre pruebas, esto 
es, que 1f(x) = (1/i)'{z) implica F'{l/i(x)) = F'((v')'(x)). Escribimos para 
este último 1/i(z) =: (1/i)'(x), entonces es suficiente revisar que=: tiene la 
propiedad de sustitución y que respeta todas las ecuaciones de una ca­
tegoría cartesiana cerrada. 

Comprobemos que respeta las ecuaciones <le una categoría cartesiana 
cerrada. 

(a) Por demostrar t/'(x) = Q,1 Para toda lf'(:r): :1 - 1 

F'(1fi(x)) = ÜF,(A) 
(b) Por demostrar ;r,1,11 < ~·(x), x(r) >= t¡\(x) 

F1
(1T,1,11 < l/l(x), \(,·} >) = F'("A,11)F1 < ~·(x),;'((.r) >= "F•(A).F•(IJ) < 

F 1(1/¡(r)),F'(:((r) >= F'(li•(x)) 
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El procedimiento es análogo para 

(ir11,n)' < t/¡(x),x(x) >= x(x) 

(e) Por demostrar< irc,ox(x),(irc,o)'x(x) >:: x(x) 
F'(< irc,ox(x),(irc,o)'x(x) >) = 
< ll'F•(C),F•(D)F'(x(x)), 
111F•¡c¡,F•¡o¡F'(x(x)) >= F'(x(x)) 

(d) Por demostrar !A,D < t/¡'(x)irc,n, ir'c,n >= t/¡(x) 

F'(EA,D < t/¡'(:i:)irc,n,ir'c,n >) = F'(EA,n)F'(< r/J'(x)irc,n,ir'c,n >) = 
EF•(A),F•(B) < F'(r/J(x))'irc,11,F'(ir'c,n > 
°F•(A),F•(B) < (F'(t/¡(x)))'irF•(C),F•(D)• 711F•¡c¡,F•(B) > = F'(r/J(x)) 

El mismo procedimiento es para 

• 
Corolario Dado una categoría cartesiana o cartesiana cerrada A, 
una indeterminada x : Ao -> A sobre A y una flecha a : Ao -+ A en A. 
Existe un único funtor cartesiano o cartesiano cerrados; : A(x] -+A tal 
que 

s:(x) =a y 

~Ar~ \-~A 
A-----"" O • .'. "º __.. A 

1~ 
Demostracicí11 

l.a demostración es como en la proposición anterior, pero eligiendo 
F = lA 



S~ puede ser considerado como el proceso de sustituir a por x. Es­
cribiremos usualmente S~(4'(x)) = 4'(a). • 

Proposición Adjuntando una flecha indeterminada x : 1 --+ 0 a la 
categon'a catesiana cerrada A de conjuntos obtenemos la categoria dege· 
nerada L[x) en el cual 1 ~ 0 

Demostración 

------0 

01---º-·---
Por demostrar xQ, = 1, 

En conjuntos la función vacía es única por ende 19 = 0 

Por demostrar Q,x = l 1 

º' ----+0----+ 

'-...____/ 

Como el funtor de A --+ A[x] preserva la estructura cartesiana cerrada en­
tonces 1 es objeto inicial en A[x] 

Por ende 1~0 • 



6. COMPLETEZ 
FUNCIONAL EN c3 

El siguiente resultado, llamado completez funcional, refina el teorema de 
deducción. 

Teorema Para todo polinomio ~(x) : B --+ C con una indetermi­
nada :r ; 1 --+ A sobre una categoría cartesiana o cartesiana cerrada A 
existe una única flecha f : A x B --+ C en A tal que 

Demoetración 

Dado 1CreA~(:i:) definida como en la prueba del teorema de deducción: 
toda prueba ~(:i:) : R __, C con la hipótesis :i: : 1 --+A debe tener una de las 
siguientes formas: 

i) k : R __, C una prueba en A 
ii) :i: : 1 - A con B = A y C = A 

44 
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iii)< t/i(z), x(r) > 
donde t/i(z) : B - C' x(z): B - 0 11

, C = C' x C" 
iv)x(z)t/i(z) 
donde x(z): B - D ,P(z) : D - C 
v).P'(z) 
donde t/i(z): B XC' - C", e= (C")º' 

En todos los casos t/i(:r) y x(z) son pruebas más cortas para \6(z) y 
definimos inductivamente 

i) ICreAI: = h'A,B 
ii) tCreAZ = 11'A,I 
iii)KreA < X(r),1/i(r) >=< ICreAt/i(:r),ICreAX(:r) > 
iv)tC•eA(X(r)t/i(:r)) = KreAX(z) < 11'A,n,KreA.P(z) > 
v)KreA(.P'(:r)) = (KreA(t/i(z)ctA,D,G')' 
donde °'A,D,CO : (Ax B) x C' - Ax (B x C') 

Después de este recordatorio, calculemos por inducción sobre la longi­
tud de la prueba \6( z) 

KreA\6(z) < zQo, In >= \6(z) 

i) KreAI: < zOo, In>= l:ir' A,B < zQo, In>= klo = /: 
' K >\ X 

ii) ICreAZ < rQ¡, 11 >~ 11'A,I < :i:Q¡, 11>::¡_=zo1 ::¡¡ rl¡ ~ z 

iii( KreA < ,P(!r),x(r) >< rQn, In >~ < KreA.P(z), KreAX(r) > 
<zOo,ln >f 
< r/i(r)ir'A,n.x(r)ir'A,n > < .rQn,ln >j¡' 
< ,P(r)ir'A,n < rQo, In >.x(z)ir'A,B > < rQn, In>~ 
< ,P(r)ln,x(r)ln >~< ,P(r),x(r) > 

>--ª~ -i./ i <'.'X0,11c¡,'> ,'*' 
,:::__.. TI' ~A'~' " 0 

A y l '~ 
e, 



Diagrama de iii 

iv) ICzeA(x(:i:)l/>(:i:)) < :i:Qn, ln >y 
IC•eAX(x) < 11"A,n,ic.eAl/>(:i:) > < :i:Qn, ln >:¡;= 
x(:i:)11"1 A,n < 1l"A,n1 l/¡(x)11"1A,B > < xOn, ln >x 
x(:i:)t/l(:i:)11"1A,B < :i:Qn, In>= 
x(:i:)t/l(:i:)ln ¡ x(:i:)l/>(:i:) x 
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v) ICzeA(l/>'(:i:)) < zOn, In>¡ (iczeA(l/>(z)a-A,B,c )' < xOn, In> 

Cl'A,ll,G' : (A X D) XC' - A X (B XC') 

t/l(:i:): B x C'-. C" 

(ICzeA(\b(x)a-A,B,C• )' < :z:On. ln >¡¡: 
(iczeAt/l(:i:) < 11"A,n11"AxB,c•,< 11"1A,n 11"AxB,C'i11"1AxB,C1 >>)' < :z:On, la>:¡¡;: 
{ICzeAt/l(:i:) < 11"A,n11"Axnp, < 11"1A,n11"Axnp,11"1AxB,C• >> << :z:Qn, ln > 
7rD,C"1 7r

1
B,C" >>)• i 

(ICzeAt/l(:i:) < 11"A,n11"Axnp << xOn, In> 11"B,C"•ir'n,C" >>, 
< '1r

1
A,D'1rA)(.D,C111r

1
Ax8,C1 > 

<< xOn,ln > 11"n,cn,11"'n,c" >>)' if 
(iczeA\b(:i:) < irA,n < :i:Qn, In > 11"n,cn, < ir'A,n11"AxB,c• << :i:Qs, la> 
1rD,C11 11r

1
D¡C 11 >>,11"1

AXR,C1 << zQn, ln > 1í11,c11 ,1r
1
B,C11 >>>)• 1{ 

(iczeAl/>(:i:) < :z:Qn 11"np" < 11"1A,IJ < :z:Qn,ln > irn,cn,tr'a,cn >>)' ~ 
(icreA\b(.c) < :z: Os irn,cn, < tr' A,B < :z:On, In> 11"//,C"• ir'n,cn >>)' =¡ 
(iczeAt/l(:i:) < :z:On irn,cn,< ln 11"n,cn,11"'n,c" >)' =¡ 
(ic,EA,P(:i:) < :z:OnxC''> laxe">)'~ 
(l/>(:i:)tr' A,BxC" < :z:Onxcn, lnxC" >)' ~ (r,l(:z:))' 

Demostremos la unicidad de f : A x D _, C 

Supóngase que f < :z:On, 111 >= rJ¡(:z:) , a f la definirnos corno ICzeA~(:z:) 
X 
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"zeAili(:i:) ¡ ICzeA(/ < :i:Qo, lo >) ::¡¡ /1CzeA < :i:Qo, lo >~ 
f < ICzeA(:i:Oo), ICzeAlo >'¡i / < "•eA(xOo), ir' A,B >¡= 
f < "•eA:i: < irA,Bo "•EAÜB >,ir' A,B >:¡¡ 
f < irA,I < irA,B1ICzEAÜB >, ir'A,B >X f < irA,0 1 ir'A,B >f flAxB i' f • Si A es un anillo con elemento unidad, entonces cualquier polinomio con 
una indeterminada x sobre A tiene una única forma: 

a.+a1x+ ... +an:i:" 

. Para categorías cartesianas cerradas tiene una simple forma normal. 

Proposición Para cualquier polinomio i/i(x) : 1 __, C con una inde­
terminada x : 1 --> A sobre una categoria cartesiana o cartesiana cerrada 
A, existe una única flecha g : A __, C en A tal que gx = ~(x). Sobre una 
catcgor<a cartesiana cerrada A, existe una única flech~ ~: 1 __, C" tal que 

'ª·" < 11,:i: >¡¡= i/i(x) 

Demostración 
Para deducir esto de la proposición anterior simplemente damos 
g ~ "•eAili(x) < lA, ÜA >, h = 191 
y demostremos "•eA(gx) < lA,OA >ji' g y hÍ = g 
:¡¡: "•eA(g:i:) < lA,OA >:¡¡: "•EAY < 11', tc,eAX > < lA, º" > 
;¡: "•EAY < 71' < lA, º" >, ICzeAX < lA, ÜA >> 
:¡ tczeAY < l,¡, 71' < IA, ÜA >> f "•eAY < lA, !A ¡;_= gir' < 1", IA >~ 
glA i g 

Posteriormente escribiremos AzeA ,P(x) parn /¡ tal que 

hÍ :i: ~ 'ª·" < h,x >x .P(x) 

De hecho sobre una categoría cartesiana cerrada el corolario no es más 
débil que el teorema debido a que los polinomios B - C son una correspon· 
dencin uno a uno con el polinomio 1-+ He. Hom(B,C) ~ Ilom(l,Cn), 
ya demostrado anteriormente. 

Probaremos la siguiente forma general de completez funcional para ca­
tegorías cartesianas cerradas. 

Tcnrmua Para todo polinomio 1/>(T) : B - C con una flecha inde­
terminada x · /) - A sobre una calcgon'a cartesiana crrrada A, existe una 
única flecha 
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f: AD X 8-+ C tal que f < (:i:ir'o,n)', lo>= t/i(:i:) 

Demostración 

Definamos f = p(:i:)t/i(:i:) y realicemos la prueba por inducción sobre la 
longitud de ,P( x) 

k:B-+C 

p,k< (n'o,o)',lo >=kir'Ao,o < (:i:ir'n,n)',lo >= klo =k 

ii) p,x = óA,n 

p,:i: < (:i:ir'o,n)', lo>:¡ c.~.n < (:i:ir'n,n)', In>~ 
óA,o < (:i:ir'n,n)'irn,n < ln, In>, ir'n,n <In, lo>>=¡; 
óA,n < (:n'n,n)'1rn,n, 1r1n,n ><In, lo>~ 
:i:ir'n,D < ln,ln >'.\:i: 

iii) p.,P(:i:) 'X P• < t/i{:i:),x(:i:) >~< p,t/i(:i:),p.x(:i:) > 

p.~(:i:) < (xir'n,o)', In >=x p, < t/i(:i:),x(:i:) >< (:z:ir'o,n)', In >'j 
< p,t/i(:i:),p.x(:i:) >< (:i:ir' n,n)', In >x 
< p,t/i(x) < (:i:ir' o,n)', lo>, p,x(:i:) < (:i:ir'n,v)', lo>>~ 
< t/i(z)1r1Ao,n < (:z:ir'o,n)', lo>, X(:i:)ir'Ao,n < (:z:ir'o,o)', lo>>= 
< iJ¡(:i:),x(:i:)> X 

iv) p,,P(:i:) ~ p,(x(x)iJ¡(:i:)) x p,x(:i:) < ""º·º'p,iJ¡(:z:) >=x 

p,,P(:i:) < (:i:ir'n,v)', In>~ p,(x(:i:)iJ¡(:i:)) < (:i:ir'n,v)', In>~ 
Prx(:i:) < "Aº,01Pri/i(:i:) > < (:i:ir'n,n)', lo>= 
Prx(:i:) < ""º·º < (n'o,v)', In >, Prt/J(x) <1X11 1

11,v)', In>>'.\ 
Prx(:i:) < (xir'n,D )', .P(x)ir' Aº,n < (xir'n,v)', 111 >>= 
PrX(:i:) < (n'n,v)', f/i(x)ln >'_\ x(x)111 < (xir' n,v)', J(x) >'.\ x(x)iJ¡(:i:) 

v) p,(i/i'(x)) = (p,!/i(x)nAo,Jl',n")' 

donde iJ¡(x): 8 1 x 8 11 
- C 

ºA''.IJ',n": (11° X B') X I!" - Aº X (/J' X IJ") 
o,10,n1,n11 =< 7rAn,11i1T,.tllxlJ•,n11, < 1T

1
Ao,011TttDxlJ',/J"11r

1
,1n)(B',U" >> 
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p¡:i:)(.P'(:r)) < (n'IJ,o)', In >=ji (p,iJ¡(x)aAo,n•,nu)' < (xir'n,o)', In>~ 
(Pz!Ji(x) < 1rAD,B 11fAD)(8 1,D 11 1.< 'lr

1
AD,B 11rADxn 1,n 11 111"

1ADxD'18" >>)• < 
(xir' n,o )',In >~ 
(p&1/>(z) < 1íAP,B11íADxD1,011 1 < 1r

1
Ao,011f'ADxB1,011 11r

1
AºxB1,B11 >> << 

(x7r'n,o)•, lo> 7rn,n 11 ,7r'n,n11 >)• -
(p,iJ¡(x) < 11'AD,n•1l'Aoxn',n11 << fxir'n,o)', In > irn,nn,ir'n,n 11 >, < 
1f

1
AD,n17f'Anxn1,n11, 1r'Aoxn1,n11 > << (x7r'o,n)-,1n > 7ro,n 11 ,7r

1
B,D" >> 

)' 
(p,iJ¡(x) < 11'AV,IJ> < (xir'n,o)',ln > irn,nn, < 11'1Ao,n•11'Aoxn•,n11 << 
(z7r'n,n)•, lo> 7rn,n11,7r'o,B 11 >, 7r

1AºxD',B" << (x7r'n,n)•,tn > 
1f'B,811 11r

1
D,D 11 >>>r ¡: 

(p,iJ¡(x) < (n' n,o )',In> 11'n,n11, < 11'1 Aº,n' < (:r'll'' n,o)', In > 'll'n,n"•· 
7r'o,n 11 >,1r'o,n 11 >>)• :¡¡ 
(p,iJ¡(x) < (n'n,o)º, In> 11'IJ,n"1 < ln'll'n,nn,ir'n,n11 >>)' =¡¡: 
= (p,iJ¡(x) < (xir'n,o)'irn,n11, lnxn" >)' x .P(x) 

Por demostrar la unicidad de I: Aº X B-+ e 

Supongasc que f < (xir' n,D )',In >J:; 4>(:r) 

f fue definido como PreA4>(x) 

PreA4>(x) ~Pre A/< (xir' n,D )',In >'j¡ 
PreA! < 11'A,n1PreA < (x7r'n,o)', In >>1f 
f PreA < (xir'n,o)'. In>~ f < PreA(xir'n,o)',preAln >:¡¡ 
f < (PreA(X71'1n,DªAº,U,D)', PreAIIJ > 
=¡: f < (PreA(X71'1IJ,D < 11'AD,n71',¡Dxf1,D• < 11'1AD,IJ'll'ADxlJ,D111'1ADxn,D >> 
)º,Pre A In >=¡; 
f < ((x11' 1 o,o)trADJJxD < 71',.\D,D 1rADxD,D1 < tr' AD,B1l"ADxB,D11r

1
AD-,cD,D >> 

)',P.eAln >~! < (xir'n,o) < 11'1Ao,n'll'ADxn,D111'1ADxn,D >)',PreAIIJ >~ 
f < (X11'1ADxJl,D >)°,PreAln > 3<: f < 71'AD,IJ,11'1AD,IJ >¡¡ flAoxn K f 

por ser * \'mico en una categoría cartesiana cerrada. 

• 
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Proposición S. A es una categoría cartesiana cerrada y A[z] es 
categoría cartesiana formada de A pero adjuntando una indeterminada x : 
1 -+ A. Muestre que A[z] es también una categon'a cartesiana cerrada. 

Demostración 

Para esta demostración omitiremos los subíndices. 

Por demostrar 

(a) ic•eAé < t/i'(x)11', 11'1 >= ic•eAt/J(:r) 

(6) IC•eA(é < t/i(x)11', 11'1 >)' = IC•eAtP(:r) 

Denostremos (a} 
IC•eA' < t/i'(:t)ir, 11'1 >ji; IC•eAé < 11',IC.eA < t/J'(x}11', 11'1 >>7 
1:11'1 < 71',IC,eA < t/J'(:t)11',ir' >>= élCrfA < l/l'(:i:)ir,11'1 >= 
t:IC•EA < ICreA(tP'(:r}ir), /CzeAir">= ~ 
i: < ICreA!/t'(:r) < 71',ic,eAir >. ir'ir'x>= 
t: < IC.reAf/t'(:r) < ir, irir' >,ir' ir'>= • 
t: < (icreAl/l(z}<>)' < 11',71'11'1 >,ir1i>=;¡ 
t: < (icreA!/t(:r)<>)' ir, ir' ><< 71', irir' >, ir

111'1 >= 
,/,( ) I I I !( "•EA'!' :r cr << 11',11'11' >, 11' 11' >=;¡ 

"•eA!/i(z) < 11'11', < 11"11', 11'1 >><< 11', 11'11'1 >, 7r'ir' >? 
1CreA"1(z) < 11'11' << 11', 11'11'1 >, 71'

111'1 >, < 11''11', 71'' ><< 71', irir' >, 71''11'' >>= 
= IC•EAtP(:t) < 71' < 11', 11'11'1 >, < 71'

111' << 71', 71'11'1 >, 71'111'
1 >, 71'1 << 71', 71'i > 

,'11"11'' >>= 
1Cze11!/i(z)~ 71', < 71'11'',ir'll'' >>=¡ 
Kre11Vi(x) < 11',< 71',71'' > 11'1 >>;;,: ICreA!/t(x) < ir,11'' >("•eA\fl(:r) 

Demostremos (6) 

KreA(€ < iJ1(z)11', ir'>))'=;¡ (KreA(é < !/t(:r);r, 11'1 > <>)" f 
(rnze,1 < .¡1(x)11', ir'><>)'~ 
(e< ~.e11\ii(x)ir, "•e,1ir' > n)' ~ · 
(e:< "•eA.P(x) < ir,1Cre11ir >,ir'ir' >u)'~ 
(e:< ic,e,11/!(z) <ir, n' >,ir' ir'> o)'~ 
(e:< tJ¡(x)n', ir'ir' >o)'~ 
(e: < 1/!(.r)1T11'1' ir'ir' >< 71'11', < ir' ir, ir'>>)' =¡ 
(e:< 1/1(.r)rrir' < n, <ir' ir, ir'>>. ir1

1r' >< 71'71', < 71'111', ir'>>)' =¡ 
(e:< \i•(x)ir < JT

1
71', ir'>. ir',< ir'ir, 11'

1 >>)" ~ 
(e:< rJ!(x)ir11r, ir'>)'= iJ1(x)ir1 = "•e,1v•(x) 

\ \ 
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Por ende A[.r] es una categoría cartesiana cerrada. • 



7. POLINOMIOS Y 
CATEGORIAS DE 
KLEISLI 

En esta sección veremos de otra. forma a las categorías cartesianas o carte­
sianas cerradas A[z], donde z es una flecha indeterminada z : 1 -+ A. 
Mostraremos que la construcción de A[x] puede ser hecha con herramienta 
de la teoría categórica. 

Definición Un cotriple (S.i:, 6) sobre una categoría A consiste de un 
fu11tor S : A --+ A y dos transformaciones naturales 

e:S--+lA 

6: s--+ S2 

tal que para. cualquier objeto B E A 

i:S(B)6(B) = lA(B) = St(B)'~~) :¿ 

st~) ~ ~ (~) 

\'~\~ \s«4l 
S~l~) e:, ( ~) 

52 
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Observación: Un cotriple en A es un triple en A •P (la categoría opuesta). 
La categoría de Kleisli As del cotriple (S, e, ó) tiene los mismos objetos que 
en A . Pero las flechas (! : B-+ C) en As son flechas f : S(B) -+ C en 
A. En particular, la flecha identidad lA en As es e(B) en A. Definamos 
la composición en As: 

Si f : B --> C g : C --> D son flechas en As entonces 
f: S(B)-+ C g: S(C) __, D son flechas en A 

g * f = gS(f)ó(B) (~) 
$(,~) ~(.~) S\G) '5 """"""C:,(.c:.) 

i~ 
.t> 

Proposición As es una categoría. 

Demostración 

Sea f : B --> C g : C -+ D h : D _, E en As 

f * t(B) = /S(t(B))ó(B) = /ls(n) = f 
t(C). f = t(C)S(f)ó(B) = ft(S(B))ó(B) = flscnJ = f 



c. 

~\Q) _Et_~_t_e>_) _ 

':>!.~)\ 
i t<,c;) 

!>C.C)-----
Por demostrar h • (g • /) = (h • g) • f 

h • (g • !) = hS(g • f)ó(B) = hS(g)S 2(f)S(ó(B))ó(B) 

por otra parte 

(h • g) • f = h • gS(f)ó(B) = hS(g)ó(G)S(f)ó(B) 

Es suficiente mostrar 

S2(1)S(ó(B))ó(B) = ó(G)S(f)ó(B) 

es decir que el siguiente triángulo conmute 

e:. 

s (, s (.J\)) 
~~(.~) ~---· 

sui\ 
$(.t.) 

lo cual se cumple porque ó es una transformación natural 

Por lo tanto Ag•es una categoría cartesiana cerrada. 
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• 
Con cualquier objeto A de una categoría cartesiana o cartesiana cerrada 

A uno puede asociar un cotriple (SA,•A,óA) como sigue: 

S,1 =Ax(-) <A(B) = 11 1A,D ÓA(B) =< rr,1,o, l,1xD > 

Así SA(B) = AxB y para/: B - e SA(/) =< 11A,B./1í1A,D > 

Proposición 
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f:: ,, 
.1\ 
;: ... 
t:: 
V 
,:: 

Demostración 

Demostremos que SA es un funtor 

Sea Is : B-> B por demostrar SA(ls) = lsA (B) = IAxB 

SA(ls) =< ll'A,Bo 1Bll'
1
A,B >=< ll'A,B,ll'

1
A,B >= IAxB = lg,(B) 

Seaf:B-+C g:C-.D 

SA(gf) =< ll'A,Bo9Íll'
1
A,B >= 

< ll'A,C < ll'A,Bofir' A,B >,gir' A,C < ll'A,B.fll'
1
A,B >>= 

< ll'A,c,gir'A,c >< ll'A,s.!ir'A,B >= SA(g)SA(f) 

Ax~"(. 

)f ·f ··"·:.~"t. 
j::: ... 

4" ,, 
A 
-i:=i: A4 1t 9'1-t.. (.. "': 

~~1~.~:~ e 
~ 

A t1 I\><\) tt O 

Por demostrar que EA y ÓA son transformaciones naturales 

Demostremos que éA es una transformacón natural 

EA en la componente B fue definida como EA(B) = ir' A,B 

Consideremos el siguiente cuadrado 



r.,_f.,) ~ "' 
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~ ""' 'G ~ s" c.') ~ 

l; ~•llt<.11', I•'> t~ 
c. "~c. -:is,._ te.) c. 

(4 (.~)ll \t' 
El cual conmuta claramente; por lo tanto éA es una transformación 

natu-
ral. 

Demostremos que ÓA es una transformación natural 

ÓA fue definida en la componente B como éA(B) =< 1rA,Do lAxD > 

c. 

Por demostrar 

< 1rA,C1 lAxC >< 1rA,n.frr' A,D >= 
< 1rA,AxB1 < 1rAxD.f1r

1
A,D > 1r

1
A,AxD >< ll"A,Do l.txD > 

< 1rA,C1 lAxC >< ir.1,n.Jrr' A,D >= 
< 1rA,C < 1rA,lJ1fir' A,D >, !,1rc < 1rA,lJ, fir'it,D >>= 
< 1rA,D1 < 1rA,n.fir' A,B >> 

por otra parte 

< ir,1,Ax/J, < 1rAxll1 fir',t,D > rr' A,AxB >< ll"A,Bo IAxD >= 
< 7rA,Ax/J < 1r,t,H• IAxD >. < 7rAxn,f7r

1 
A,lJ > rr' A,AxD < ir,1,IJ, lAxll >>= 

< ir,i,n,< 1rAxlJ,f7r
1
A,fl >> 



57 7. POLINOMIOS Y CATEGORIAS DE KLEISLI 

Por lo tanto 
< 1l'A,C1 lAxC >< 11'A,D.Í1f

1
A,B = 

< 'lfJl,AxB,< 11'JlxB,f1t
1
A,D > 11"

1
A,AxD >< 1IA,D1 \AxB > 

luego ÓA es una transformación natural 
Demostremos ahora 

•ASA(B) =.lsAcsJ = sA•A(B)óA(B) (1} 
ÓASA(B)óA(B):: SAóA(B) (2) 

Demostremos la ecuación ( l) 
Lo que debemos demostrar es que el siguiente diagrama conmuta 

< 1IJ1,AxB1Pi
1
A,D11'

1
A,AxD >< 1l'A,8111\xB >= 1t

1
A,AxB < 11'A,B, 111xB > 

< 1TA,AxD1Pi
1
A,D1t

1
A,AxB >< 1TA,B1 lAx >= 

< 1TA,AxD < 1TA,D1 lAxB >,pi',¡,s1T
1
A,AxD < 11'A,D, lAxD >>= 

< 1TA,D. ir' A,B >= lAxD = ls.(B) 

Por otro parte 

por lo tanto el cuadrado anterior conmuta. 

Demostremos la ecuación (2) 
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b l~) "l < 11'' 1. '& '> 

5~(•)'"All\\ :'I AA •s~(.tl¡)::AKl..An) 

~~l•\\: < lt1 i""''> 
1 

)~~'-)~l.U,i~lAl!.\) 
~ ¡ s ~ \~~<lt-<lt ~')'1 > 'l i 

SA l\);H~lll~•1') " ' I 
1 

.. ~A('!\) : 11.11lA1C.,AIC.~)) 
Por demostrar que el cuadrado anterior conmuta, es decir 

< 11"A,AxIJ,< 11"A,B, lAx/l > 11"
1
A,Axll >< 11"A,D, IAx/J >= 

< 11"A,Axn, IAx(Ax/J) >< 71"A,/l• lAxll > 

< 11"A,Axn, < 11"A,IJ, IAx/J > 71"
1 
A,Axn >< 11"A,n, IAxn >= 

< 11"A,Axll < 11"A,B, IAxB >, < 11"A,IJ• IAxD > 11"
1
A,Axll < 11"A,IJ, IAxn >>= 

< 11"A,ll• < 11"A,n, IAxn >>= 

Por otra parte 

< 11A,Axn, IAx(Axll) >< 11"A,/J, lAxD >= 
< 11"A,Axll < 11"A,n, IAx/J >, IAx(Axll) < 11"A,IJ• IAxlJ >= 
< 11A,n, < 1i"A,11, IAxn > 

Por lo tanto queda demostrado que el cuadrado anterior conmuta 
y (S,¡,e:A,6A) es un cotriple sobre la categoría cartesiana cerrada A 

• 
La completez funcional de una categoría cartesiana o cartesiana cerrada 

puede ser interpretada como sigue 

Proposición La catcgon'a A(xJ de lodos los polinomios con la inde­
terminada x : 1 --> A sobre la calegon'a cartesiana o cartesiana cerrada es 
isom6rfica a la categoría de Kleisli ÁA =As. del colriple (SA,e:A,6A) 

Veremos dos demostraciones de esta proposición 

Primera demostración 

Sea P : AA - A[xJ 

1\ los objetos IJ de la categoría AA el funtor P les asigna el mismo ob­
jeto, es decir, P( LJ) = 11 

A las ílechns f : C _, /J en A,¡, esto es, f : A x (,' _, 11 en A 
P(/) = J < xO"' l,· > 



Por demostrar que P es un funtor 

P(<A(B)) = P(11"1A,n) = tr1A,n < x0n, ln >= ln 

sea/:B-+C 
/:AxB-+C 

g : e -+ D en AA ' esto es, 
g:AxC-+DenA 

g. f = gSA(/)6A (B) = g < 'lrA,AxB. /11"1 A,AxB >< 'lrA,n, lAxB >= 
g < 'lrA,AxB < 'lrA,n. lAxB >, /11"' A,AxB < 'lrA,B. lAxB >>= g < 11"A,B, f > 

P(g • f) = P(g < trA,n.f >) = g < trA,B.J >< x0n, ln >= 
g < 'lrA,n < xOn, ln >,/ < :i:On, ln >>= g < xOn.! < xOn, ln >>= 
g <"Oc f < :i:Oc, ln >,le/< :i:Oc, ln >>= 
g < zOc, le> f < xOn, ln >= P(g)P(/) 

xOn ="Oc f < xOn, ln > porque x Oc f = 11"A,B 

La proposición 6.1 nos habla acerca de que P tiene una inversa K 
donde K(B) =By K(/(z)) = K•eAf(x) 

Demostremos que K es un funtor 

sean /(x): B ~ C g(z): C-+ Den A[x] 



Por demostrar K(9(x)f(x)) = K(9(:r)) * K(J(x)) 

K(g(:i:)f(:i:)) = ICreA(g(x)f(x)) = IC•eA9<ll'A,B,1Cret1f >= 

Por otra parte 

K(g(:i:)) * K(J(:r)) = K(g(x))SA(K(J(:i:))6(8) = 
1treA9 < '1"A,AxB, K(f)1'1 A,AxB >< 1'A,Bo lAxB >= 
KreAY < ll"A,AxB < ir11,n, lAxD >, K(f)ir' A,AxB < 11'A,Do l.4xB >>= 
1trEA9 < 11'A,n,K(J)lAxD >= 
KreAY < 11'A,n.K(J) >= ltzeA9 < 11'A,D,lt•eA(f) > 

Por lo tanto K(g(x)/(x)) = K(g(:i:)) • K(J(x)) 

Demostremos que PK = 1 A(•] y KP = 1 As 

sea /(x): C-+ Ben A[x] 

P(K(J(:i:))) = P(1t,EA(f(x))) = "'•eA/(:i:) < xOc, le>= 
f(:i:)ir!11,e < :i:Qe, le>= f(x)le = /(x) 

sea g : C -+ B en As 

K(P(g)) = K(g < :i:Qc, le>)= KreA9 < xOe, le>= 
9ir1 A,e < xOc, le >= g 

60 

• 
Podría ser de interés puntualizar que la curiosa definición de KreA (x(:i:)!fi(x)) 

dada en la proposición del teorema de deducción esta relacionada con la 
curiosa definición de composición en una categoria de Kleisli. 

Mientras los lógicos pueden estar de acuerdo con la demostración an­
terior, los categoristas indudablemente pr'efieren otra demostración la cual 
establece directamente que la categoría de Kleisli At1 tiene la propiedad 
universal de las categorías polinomiales y la cual les permite evitar del todo 
las construcciones de la sección 5 y 6. 

Segunda Demostración 
Supongase que A es una categoría cartesiana cerrada 

Demostremos que At1 es una categoría cartesiana cerrada definiendo 



61 7. POLINOMIOS Y GATEGORIAS DE KLEISLI 

E~,e : Be X e -+ B 

De la siguiente forma: 

1f
1 n,c"' = 1r

1 nxc7r1 A,BxC 
E:s,eA = E:s,cir' A,saxc 

(-)'A = ((-)Cl'A,S,C )' 

donde <l'A,B,C =< 11"A,S"AxB,C, < 1r1A,S1rArS,c, 1r1ArS,C >> 

y siendo < -, - > como en A 

Comprobemos que las ecuaciones de una categoría cartesiana cerrada 
son satisfechas. 

sea f: B-+ e g:B-+D h:C-+BxDenAt1 

"~.o•< f,g >= "~.oSA(< f,g >)(6(B)) = 
ire,D1r1A,ero < 11"A,n,< f,g > 1r1A,S >< "A,n,ln >= 
'lrC,D < f,g > 7f' A,S < 7rA,S1 lo>= 
ire,o < f,g >Is= ire.o < f,g >= I 

ir'~o• < f,g >= ir'~ 0S(</,g>)(6(B)) = 
ir'e:oir' A,exo <"A,~•< f,g > 1r1A,n >< 1rA,n, Is>= 
ir'e,n < f,g >ir' A,S >< 1fA,n1 In> 
tr'e,o < f,g > In>= "•e,o < f,g >= 9 

< tr~,D • h, ir'~,D • h >= < tr~,0 S(h)6(C), ir'~,0 S(h)6(G) >= 
< "~.D < ll"A,e, liir't1,e >< 1rA,e. le>, 1r1~,D < "A,e,htr'A,e >< 1rA,e, le>>= 
< rrn,otr' A,BxD < 7l"A,C1 h'lr' A,C >< 7l"A,C1 le>, 'Ir' n,o'lf' A,BrD < 7l"A,C1 h7r' A,C > 
<"A.e, le>=< irn,ohir'A,e <""·º'le>, tr'n,ohtr'A,e >< ll"A,Co le>= 
< ir11,oli, tr1o,oli >= h 

Sea l:IJ,C: Bº X e - B una flecha en ÁA entonces 
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i:B,cir'A,Bºxc: Ax (Bª x G)-> Bes una llecna en A 

'li 
1\ X~+-' ~AX,)ll.C. 

,~; '). '""·'·e;. 
A,t,.;' \. 

2'.~xc.) ti\ A 

Antes de demostrar 

i:~.c* < (/aA,B,c)• * irí1,c• ir'~,c >= I 

demostremos lo siguiente 

Si <lA,B,C: (A X B) X e--+ A X (B XC) entonces 

<lA,B,C << f, g >,h >=< f, < g, h >> 

<lA,B,C << f,g >,h >= 

~\ ........... 'Ot:. 

n 

< ll"A,B'lrAxB,Co < 'lr1A,B'lrAxB,Coir' AxB,C >><< /,g >,h >= 
< ll"A,B'lrAxB,C << /,g >,h >.< 'lr1A,B'lrAxB,Coir'AxB,C ><< f,g > 
,h >>= 
< ll"A,B < f,g >,< ll"1A,Bll"AxB,C << f,g >,h >,ir'AxB,C << f,g > 
,h >>= 
< /,< ir'A,B < f,g >,h >>=< f,< g,h >> 

Ahora si demostremos 
i:á,c* < (f0tA,B,c )' * irA,c. ir'~,c >= f 

i:á,c* < (/0tA,n,c)' • irA,c. ir'~,c >= 
i:~.cSA(< (/0tA,n,c)' Hí),c, ir'~,c >)6A(B x C) = 
i:á,c < ir,1,Ax(DxC)o < (/0tA,8,C )' * 11'í),G., lf'~,C > 'lrA,,\x(BxC) > 
< 'lrA,BxC, l,tx(/JxC) >= 
i:á,c < 11'A,Ax(BxC) < 11';1,BxCo l,1x(BxC) >, 
< (/aA,n,c)' * irí\,c, 11'1 ~,c > ir',1,Ax(BxC) < 11'A,Bxc, lAx(BxC) >>= 
i:á,c < 11'A,llxCo < (/0tA,11,c)' • irí\,c,11'1~,c >>= 
i:v,c11'' A,DºxC < 11',\,Bxc. < (/0tA,B,c)' * irí\,c, ir'~.c >>= 
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i:v,c < (f0tA,a,c)" *ir~ e• ir'~ e>>= 

i:v,c < (f0tA,a,c)ºSA(;~,cl6;(B x C), ir'~,c >= 
óD,C < (f 0tA,B,C )" < irA,Ax(BxC)1 ir~,cir' A,Ax(BxC) >< irA,BxC1 IAx{BxC) > 

111''ª·ª >= 
óD,C < (f0tA,B,C )' < irA,Ax(BxC) < irA,Bxc, lAx(BxC) >, ir~,cir' A,Ax(BxC) < 
irA,BxC1 lAx(BxC) >, ir'~.c >= 
i:n,c < (f 0tA,11,c )' < irA,nxc. ir~ e>, ir'~ e >= 
ÓD,C < (/0tA,n,c)°irAxB,C << ;A,BxC1;~xC >,ir'~xc >, ir'AxB,C << 
irA,nxc, ir'~ e >,ir'~ e>>= 

i:v,c < (f0t~,a,c)'ir;xB,c1ir'Axn,c > << irA,Bxc,ir~xc >,?r'~xc >= 
f0tA,B,C << irA,DxC1 ir~xc >, ir'~xc >= 
f < irA,DxC, < ir~.C• ir'~.c >>= 
f < irA,BxC1 < iru,cir'A,Dxc, ir'n,clT

1
A,BxC >>= 

f < irA,nxc, < irn,c, ir' B,C >ir' A,Bxc >= 
f < irA,nxc, ir' A,BxC >= f 

Sea k : B -+ en en AA 

Por demostrar 

(t:~,D* < k * ir~,D• ir'~,D > OIA,B,c)' = k 

(i:~,D· < k. 11'~,D•ir'~.D > OIA,D,c)' = (i:~,DSA(< k. ir~,n.irtn > 
)6A(B:rD)0tA,a,c)' = 
(t:~,D < irA,Ax(DxD)o < k>ir~,D• ir'~,D > ir'A,Ax(BxD) > < irAx(BxD)o lAx(BxD) > 
OIA,B,c)º = 
(i:c,nir'A,CDxD < irA,Ax(/JxD)o < k * ir~.D• ir'~,D > ir'A,,\x(BxD) > < 
'1'Ax(/1xD)o IAx(BxD) > OIA,n,c)" = 
(t:c,D < k * 1T~.D, ir 1~,D > OIA,8,C )' = 
(i:c,D < kS,,('1'í\,v)6,,(B X D), ir'~,/)> OIA,B,c)° = 
(i:c,D < k < '1'A,Ax(/1xD)• iríl.o'1'

1
A,Ax(/1xD) >< irA,BxD· IAx(DxD) >, 

11' 1 ~,D > OIA,IJ,C)° = 
(i:c,D < k < 11',t,Ax(/lxD) < irA,/lxTJ, lAx(/lxlJ) >,'1'~,o'1'1A,Ax(BxD) < 
1f',\,Ilx/J1 lAx(/Jx/J) >>, 11' 1 ~.IJ > fl'A,B,c)9 = 
(i:e,D < k < lT,\,llxlJ, iriijf >,ir'~,IJ > OtA,H,c)' = 
(i:c,D < k < ir,1,/Jx/J, ir~jf >, 71' 1 ~,IJ > 
< 11'A,D11'Ax/I,(',< if'

1
A,JJlTAxn,c,7r

1
A:../J,C >>)• = 
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(•c,D < k < 1rA,BxD. 11"~,D >, 11"1 ~,D >< 1rA,B1rAxB,Co < ir'1rAxn,c, 1r1AxB,C >> 
t 71' 1~,D < '1TA,D7rAxD,C1<1r

1
1f'AxB,Ct Tr' AxD,C >>>)• = 

(•c,n < k < 1rA,B1rAxn,c, 1r1A,B1rAxB,C >,ir' AxB,C >)' = 
(•c,D < k < 1rA,B,1r1A,B > 1rAxn,c, ir' AxB,C >)' = 
(ec,D < kirAxn,c,ir'AxB,C >)' = k 

Por Jo tanto las ecuaciones de una categoría cartesiana son satisfechas. 

Definamos ahora HA : A -+AA para objetos By flechas f : C-> B 

Demostremos que HA es un funtor y después que preserva la esrtructura 
cartesiana cerrada. 

Pretendemos que HA tenga la propiedad universal como Hz De "/a 
proposición de categorlas polinomiales, con 1rA,I sirviendo corno indeter­
minada. 

HA(ln) = lnir'A,n = t,¡(B) 

Sea f: C-> By g: B-+ Den A 

Por demostrar H,¡(gf) = HA(g) •HA(/) 

H,¡(g) •HA(/)= H,¡(g)S,¡(HA(/))6,¡(C) = 
HA(U) < 1rA,,lxc, HA(/)ir' A,AxC >< 1rA,Co IAxC >= 
gir' A,B < 1rA,AxCo HA(/)1r1A,AxC >< 1rA,Co IAxC >= 
gHA(!)ir' A,AxC < 11",¡,c, l,1xC >= 
gHA(/) = gfir'A,C = H,¡(gf) 

Por lo tanto H,¡ es un funtor. 

Demostremos que HA preserva la estructura cartesiana cerrada. 
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seaf:C-B g:B-+D 

Sea f : B x C _, D en A /' : B _, Dª en A 
Por demo8trar HA(/')= (HA(/)aA,B,C )' 

Por otra parte 

(HA(/)n)' = (/7r1 A,BxC < 'lrA,B'lrAxB,a. < 'lr
1
A,B'lrAxB,O,'lr1AxB,C >> 

)'= 
(/ < 'lr1A,B'lrAxB,0, 1r' AxB,O >)' 

Por lo tanto HA es un funtor cartesiano cerrado 

Dado F : A -> B un funtor cartesiano cerrado y b : l -+ F(A) una 
flecha en B mostraremos que existe un único funtor cartesiano cerrado 
F' : AA --> B tal que 

Definamos F' sobre objetos B y lleclias f : B _, C en AA 

F'(B) = JJ 

F'(f) = F(f) < b0F(B)' lF(n) > 

Mostremos que F' es un funtor cartesiano cerrado 



F'(•A(B)) = F'(ir' n,c) = 
F(ir'n,c) < b0Fcnxc)• IF(B) >= 

"
1
F(B),F(C) < bQF(BxC)• IF(Bxc¡ >= lF(Bxc) 

Sea f : B _, C g : C _, D en AA 

F'(g • !) = F(g * !) < bQF(B)• lF(B) >= 
F(g < lTA,Axn.fir' A,AxB >< "A,81 IAxB >) < bQF(B)• IF(B) >= 
F(g < lTA,B.f >) < bQF(B)' IF(B) >= . 
F(g)F(< lTA,B1Í >) < b0Fcni• 1Fcn) >= 
F(g) < "F(A),F(B)' F(J) >< bQF(B)• IF(B) >= 
F(g) < bQF(B)• F{f) < bQF(B)' IF(n) »= 
F(g) < bOF(C) F(f) < bOF(B)• IF(B) >, F(J) < bOF(B)• 'FcnJ »= 
F(g) < bQF(C)' lF(c) > F(J) < bQF(B)• IF(n) >= 
= F'(g)F'(J) 
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Por lo tanto F' es un funtor, demostremos a continuación que es carte­
siano cerrado. 

F(~'~,cl = F'(ir'n,cir'A,Bxc) = 
F(ir' n,cir' A,Bxc) < bOF(Ax(BxC))• IF(Ax(BxC)) >= 

"
1
F(B),F(c)"

1
F(A),F(B)xF(C) < bOF(A)xF(BxC)• 'F(A)xF(BxC) >= 

"
1
F(B),F(C) 

el procedimiento es análogo para F'(ir~,cl = "F(B),F(C) 

Sea J : B .... C g : B .... D 

F'(< f,g >) = F(< f,g >) < bQF(B)• IF(B) >= 

< F(J) < bOF(B)' 'Fcni >,F(g) < bOF(B)•IF(B) »= 
< F'(J), F'(g) > 

F'(•íÍ,c) = F(en,c11' A,ncxcl < bOFcn¡F(C) xF(Cl' 1Fco¡F1c1xF(C) >= 

°F(B),F(c)"
1
F(AJ,F(nJF1c1xF(c) < bQF(n¡F1c1xF(C)' 1F(o)F1c>xF(C) >= 

°F(l1),F(c) = ºF•(BJ,F•tCJ 

Por demostrar F'((/0,1,11,c)') = (F'(J))' 

F'((foA.11,c)') = F((fn,1,n,c)') < b0F¡n¡• IF(n) >= 
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(F(/)F(orA,B,c) << bQF(B)• lF(B) > 71'F(B)xF(c)•71''F(B)xF(c¡ >)º = 
(F(/)(orF(A),F(B),F(c)) 
<< bQF(B)xF(C)•ll'F(B)rF(C) >,71''F(ll)xF(c) >)º = 
(F(/) < bQF(B)xF(C)' < 71'F(B)xF(C)• 71'1F(B)xF{c) >>)º = 
(F(/) < bQF{B)xF{c)' lF{B)xF{c) >)" = (F'(/))º 

Mas aún F' tiene las propiedades deseadas 

F'(HA(B)) = F'(B) = F(B) 
F'(HA(/)) = F'(í11'

1 
A,B) = F(/71'' A,B) < bQF(B)' lF{B) >= 

F(/)Fll''F{B),F(c) < bQF{B)• IF{B) >= 
F(/) F'(ll'A,1) = F(11'A,i) < b0F{1)• lF{1) >= 
7l'F{AJ,F{1) < b0F{1)• lF(1) >= bQF{1) = blF(1) = b 

Demostremos que F' es único 

Supongamos que F' tiene las propiedades anteriores 

F'(/) = F'(/71'' A,AxB < 11'A,Bo lAxB >) = 
F'((/11'' A,AxB *lo)= F'(/71'1A,ilxBF'(lo) = 
F'HA(flF'(lo) = F'(Hi1(/))F'(< 11'A,B,11'

1
A,B >) = 

F(/)F'(< 11'Jl,1<11'A,BoÜAxB >,11'A,B >) = 
FF'(< (11'A,1*ÜAxB),11'1A,B >) =F(/) < F'(11'A,1)F'(0AxB),F'(11'1A,B >= 
F(/) <b ÜF (B), lF(B) > 

Esto completa la prueba 

• 
Proposición Dada una flecha indeterminada x : 1 - A sobre una 
categon'a cartesiana cerrada A; A[x] ~AA (categon'a de Kleisli) del triple 
(T,¡,~,¡,¡q) 

donde 

TA=(-)", ~A(B) = 11'
0

/J,A 

¡1,1(8) = (€8,A < €¡¡•,A,71'1¡¡••',,I >)º 

l!ccordemos lo r¡uc e¡, un triple sobre una categoría A 
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Un triple {TA, 'IA,µA) consiste de un funtor TA : A-+ A y dos trans­
formaciones naturales 

'IA: lA-+ T 

satisfaciendo )as siguientes ecuaciones 

·Y 

La categon'a de KJcisli AA del triple {TA, 'IA· /lA) esta definido como sigue: 
Jos objetos de AA son Jos mismos que'los objetos de A. 

Si f : B -+ C es una /lcc/ia en AA entonces 
/: B-+ TA(C) es una /lcc/1a en A 

In composición esta definida de In siguiente forma: 

Sean / : B -+ C g : C -+ D en AA 
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Observemos como estan orientadeas las flechas de µA(D), r¡A(B) con las 
definiciones dadas. 

(r!J'•)\--- ~ro"t~ A . y <t.f~(•(B)<(t~<,n'>{­
"PJ"'+-- ~A.y. A ---. A :6. ~A. 

\t 
~ 

Como g • / = µA(D)TA(g)f 

TA debe estar definida para las flechas g : C --> D de A como 
TA(g) = (gec,A)º 

Demostremos que l/A(B) es la identidad en AA 

Sea f : B __, C en AA 

f * 1/A(B) = /IATA(/)1/A(R) = /l,i(C)r¡,iTA(C)f = lT(A/ = f 
l/A(C) * f:: µA(C)TAT/A(C)/ = lT J = f 
Por lo tanto r¡,i(B) es la identidad en As 
Sea P : AA __, A[:r] P lo definimos 
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P(B)= B B pertenece a los objetos de AA que son Jos objetos de A 

Sea f : B -. C en AA, es decir f : B _. CA en A 

P(f) = 'C,A < ¡, XÜB > 

e 
Demostremos que P es un funtor 

P('IA(B)).:: P(1f•B,A) = 'B,A < ,,.• B,A1 xQa >= 
'B,A < ,,.•n,A1fB,A < IB,x0B >,,,.'n,A < IB,xOa >>= 
'B,A < ,,.•B,A1fB,A11f1B,A >< IB,xOn >= 
PÍB,A < IB,x0n >= ln 

g : C-+ D en AA, es decir, Sea!: B-C 
f: B-+ CA g:C-DAenA 

g * f = l•A(D)TA(Y)f = 
(,D,A < 'D•,D• 1f1(AºJº,D >)•(g,c,A)• f = 
(,D,A < 'D•,D· 11

1
(Aº)º,D >< (Y'C,A)°1fc•,A1 ,,.. c•,A > )• f = 

('D,A < 'D•,D < (Y'c,A)°1fc•,Ao 11' c•,A >, 1f1(Aº)º,D < (g,c,A)•1fc•,A111'c•,A >> 
)" f = 
('D,A < Y'C,A· 11'c•,A >)• f = 
(,D,A < 9'C,A, 111c•,A >< fg11n,,1, :r' D,A > )" = 

Por demostrar 

P(g • !) = P(.q)P(f) 

P(u • !) = P((,D,A < Y'C,A• 11'c•,A >< f1fD,A11118,A >)') = 
,D,A < (,D,A < gEc,A,111c•,A < f1fD,Ao11 111,A >)',xOn >= 
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'D,A < (oD,A < Y'c,A,111cA,A >< f11n,A,11'n,A >)'11n,A < ln,xOn >, 
11'n,A < ln,x011 >>= 
'D,A < (oD,A < U'c,A, 11'cA,A >< f11n,A, 11'n,A >)'11n,A, 
ir'n,A >< ln,xOn >= 
'D,A < U'c,A,11'cA,A >< f11n,A,11'n,A >< ln,xOn >= 
'D,A < U'C,Ao111CA,A >< f11n,A < ln,xOn >,11'n,A < ln,xOn >>= 
'º·" < gE:c;A,11

1
cA,A >< f,xOn >= 

'D,A < U'C,A < f, xOn >, 11' CA ,A < f, xOn >>= 
'D,A < gE:c,A < f, xOn >, xOn >= 
'º·" < U'c,A < f,xQn >,xOc'c,A < f,x0n >>= 
'D,A < U'c,A,x0c > 'c,A < f,xQn >= 
P(g)P(f) 

Por lo tanto P es un funtor 

Deflnamos ahora K : A[x] -+ ÁA 

K(B) = B donde Bes un objeto de A[x], que son objetos de A 

Sea f: B-+ C en A[x] 

K(I) = 11'c,Af 

Por demostrar que K es un funtor 

Sea/: B-+C g: B -+ C en A[x] 

Por demostrar K(gf) = K(g) • K(f) 

K(g) • K(f) = µA(D)TA(K(g))K(f) = 
((f),A < º(DAJ'.A• 11'co•¡',A >)' (11' D,AUE:c,A)'11'c,AI = 
(eo,A < '<DA ¡',A' 111(nA¡A ,A > < (11' D,A90C,A)'11cA,A• 11' c•,A > )'11'c,Af = 



(ED,A <ir' D,A9EO,A, 11'1o•,A >)'ir'o,Af = 
(ED,A < ir'D,A9EO,A,11'1o•,A > < 11' 0 o,A1l'O,A. 11'10,A >)' f = 
(ED,A <ir' D,Agiro,A, 11'10,A >)' f = 
11'0 D,A9f = (11'D,A < g/11'8,A, 11'18,A >)' = 
(gf11'B,A)' 

Por otra parte 

K(gf) = 11'n,AYI = (iro,A < gf11's,A,11'18,A >)' = (gf11'n,A)' 

Por lo tanto K(gf) = K(g) • K(f) 

Por demostrar PK = 1 A[r] y 

Sea f : B -+ C en A(:r] 

PK(/) = P(irc,Af) = Ec,A < 11'c,Af, xQs >= 
EO,A < irc,A 11'0,A < f, xQn >, 11'

1 O,A < f, XÜ8 >>= 
EO,A < irc,A11'0,A,11'10,A >< f, "º8 >= 
11'o,A < f,:eOn >= f 

Sea g : B -+ C en As 

KP(/) = K(eo,A < f, x08 >) = ir0,Aeo,A < f, xOs >= 
(11'0,A < Eo,Airo•rA,At 11'1C•rA,A >)' < f,:tOn >= 
(eo,A11'c•rA,A)' < f,:t08 >= 
(eo,A11'c•rA,A << f,x08 > 11'B,A,ir'8,A >)' = 
(eo,A < f,:r:Qn > ir8,A)' = 
(eo,A < f11'B,Ao x Os 11'8,A > )' = 
(eo,A < f11'B,A' ir' B,A > )' = f 
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• 
Proposición ~a calegon'a de Eilrnberg-Moorc del cotrip/e (SA,EA, 6A) 
es isomorfa a la rategoría 'slice' A/ 11, cuyos objetos son flechas f : B _, A 
en A y las flecha.< deA/ A .<on triángulos conmutativos. 

Demostración 

Demostremos que A/ A es unn categoría. 
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Oliii(~): l 1?1..1..A \ t fl ~º~(A) 

11o ... ( ''l.) ' l 'ºt!l \ ~\ ~ } 
. (.<: 1~) t ~ -'A 

Sea {J: (B,f)-+ (C,g) l(c,g): (C,g)-+ (C,g) 
les,!): (B,/)-+ (B,f) 

Por demostrar lc,1/J = {J y /Jln,¡ = {J 

Consideremos el siguiente diagrama 

Claramente se tiene que lc,9/J = {J y /Jlo,/ = (J 

Sea 'Y : (G, g)-+ (D, h) 11: (D, h)-+ (E, k) 

Por demostrar 11( 1/J) = ( ll"f ){J 

Es asociativa porque todos los triángulos posibles que se forman en el 
siguiente diagrama son conmutatfros. 
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t?J-c. ~D ~E 
V 1 fa 

Por lo tanto A/ A es una categoría. 

Veamos quien es la categoría de Eilenberg-Moore del cotriple (SA, óA, ÓA) 

Dado el cotriple (S A, óA, ÓA) sobre la categoría A, la categoría de Eilenber­
Moore ASA del cotriple anterior esta definido de la siguiente forma. 

que satisfacen las siguiente ecuaciones 

(3 
'(b--C. 

1-\ow. l~~)-:. ~ (Q,,t) ~le: 1 ~). j t ~ ..... \~ 

Demostremos que A/ A E!! AS• 
51\<i) __. $"(e:) 

Construyamos P: AS• -A/A 



75 7. POLINOMIOS Y CATEGOIDAS DE l(LEISLI 

~(1;) \\----· r~:) 
~~,o \-----~V?i,ttt) 

~ \ \.--\ _ __,.. .. l(l 
{t, ei) ~ .. t c., lfti) 

e,~ 
e, l ~_,.,.A 
t/ÍÍl 

Por demostrar que el triángulo conmuta, es decir 1rA,c9f3 = 'lrA,nf 

1rA,C9fJ = 'lrA,c(g{J) = 1rA,c(SA(f3)!) = 
'lrA,C < 1rA,B1f11f' A,8 > f = '1r1t.,nf 

Por lo tanto el triángulo conmuta 

Demostremos que P es un funtor. 

Sea l(n,J) : (B,f) - (B,f) 
{J: (B,f) - (C,g) 
'Y: (C,g)-. (D, h) 

Por demostrar P(lcn.n) = lu 

Considerando el siguiente diagrama 



t t"l.J°t) 

1.(.,¡~)~ 
<.ti.10 

claramente que P(l(n,J)) = In 
Por demostrar P("(/3) = P("f)P(¡3) 

P("f¡3) = "(/1 = P("f)P(¡3) 

lQ,,~) \\ 

~i (l~ ~ 
(.C.¡~) <:. "~ • A. 

vi ~\x 
(. \>/tt) o 1t \.\ 

Construyamos K: A/A-A5A 

(e,C) '\-1 ---•• ~ ;, i.~> 
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Demostremos que esta correspondencia satisface las condiciones que se le 
piden a los objetos de una categon'a de· Eilenberg-1\foore 

d¡ i. '> 
~ q ~ .... (~) • ~X~ 

~tft~.~ 
~ 



77 7. POLINOMIOS Y CATEGORIAS DE KLEISLI 

< ~I i"'> 
---~--.. S~('3) •AX '1 

«,\1t> s,Wr<"ll,< >, 1.~ U'> 

A1\ :a SA(~) e} t'l -.::f:\X.(A!'.t) 

SA {~) 2 4~,1.All~: 
Por demostrar 

< irA,o, lAzo ></,lo >=< irA,o, </,lo> ir' A,o </,lo > 

< iTA,o, lArO ></,lo >=< irA,O </,lo >, lAzo </,lo >>= 
</,</,lo> 

Por otra parte 

< irA,o, </,lo > ir' A,n </,lo >=< f, In > 

por lo tanto el cuadrado conmuta 

Veamos como mandamos los morfismos de A/ A a AS, a traves de K 

K(¡1) = /J 
(a 

G 
ca 

<:. (\ c. 

'~/.\ . l '+> <,, t,> 

41Qi ~ 'º' 
s~ e ¡a> 

Comprobemos que esta correspondencia satisface la condición r¡ue se le 
pide a un morlismo en una categoría de EilcnLerg-Moorc 



Por demostrar< 'lrJ.,n,fJtr' A,n >< f, In>=< g, le> fJ 

< 7rA,n,f37r1A,n >< f, In>=< 7rA,n < f, In >,{Jtr' A,n < f, In>>= 
< f,{J >=< g{J,{J >=< g, le> fJ 

Demostremos que K es un funtor 

Sea I(B,J): (B,f)-+ (B,f) 

1n 
~ ~ 

Por demostrar K(I(n,J)) =In 

78 

\r.t,> r1,1,> 
~:K(l AK~ 

s~ ~)-=< rt, n'.:> = tlbG 

Sea {J: (B,f)-+ (C,g) r: (C,g)-+ (A,h) 
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ESTA TESIS NB DEBE 
SALIR DE LA .BIBLIOTECA 

7. POLINOMIOS Y CA'l'EGORIAS DE KLEISLI 

Demostremos que PK = lA/A y KP = lAsA 

Sea f un objeto de A/A 

PK{f) = P(< f, In>)= 11'A,B < f,ln >= f 

Sea fJ una flecha de A/ A 

PK(fJ) = P(P) = (J 

Sea (B,f) un objeto de ASA 

KP{f) = K( < 11'A,nf, In >) =< 11'A,nf, "' A,nf >= f 

Sea fJ una flecha de ASA 

KP((J) = K((J) = (J 
Por /o tanto A/A e! ASA • 



8. c3 CON 
COPRODUCTOS 

Las categorías cartesianas cerradas fueron definidas como un cálculo proposi­
cional intuicionista positivo satisfaciendo ciertas ecuaciones entre las prue­
bas. Para completar el cuadro, definiremos una categoría bicartesiana ce­
rrada como un cálculo proposicional intuicionista satisfaciendo las siguien­
tes ecuaciones 

Asi 

E5. /=OA Para toda 

E6a. [f,g]1>A,B = f 

E6b. [/, g]1>1 A,B = g 

E6c. (h11A,B, h111 A,B] = h 

Para toda / : A _, C 

/:l.->A 

h:AxB->C 

Recordemos que la operación[-,-] fue definida en términos de la flecha 

(/,gJ;: ((C A,O < ljl,lgJ >)Í 

8() 
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Es costumbre escribir O por .L y A+ B por A V B 

°E5 afirma que O es un objeto inicial, lo cual es claro. Y E6 afirma que 
A+ B es un coproducto de A y B con inyecciones KA,B y ,¿ A,B 

Demostremos que A + B es un coproducto 

Supongase que existe h : A + B--+ C luego 
(/, g) = (hKA,B, h,¿ A,B] = h 

Asi H om(O, A) tiene un solo elemento y 

Hom(A,C) x Hom(B,C) !:!! Hom(A + B,C) 

Demoo!ración 

Dado (A .l..c, B..!.....C) 
y dado 
A+ B..!!....C asociamos 

asociamos la flecha A + B~C 
(Ah~c. nhS0 cl 

Demostremos que una es inversa de la otra. 



__ !-_._-l_-+(A + 8[h•A,o~A.oJ=hc) 

Por io tanlo Hom(A,C) x Hom(B,C) e!! Hom(A+ B,G) 

• 
Proposición En cualquier categoría bicartesiana cerrada se tienen 
los siguientes isomorfismos. 

(a)A+Oe!!A 

Demostración 

'°'A,O 
A----A+o 

luego 

A~A 

Por demostrar 

(b) A X o e!! o 

Demostración 

A X o 
11'

1
A,B 

O~A o..!2..o 

o 
<0A,lo> 

A X o 

o 

• 

• 



Demostración 

Aº-·-º_A_• _ _,¡ 

,1 ..!!LiitO 
n'. 

(ti R' J.,o 
" ~o1· o ! ~~ 

l\ 

8. c3 CON COPRODUCTOS 

(0Air\o)'ÜA• = (0Air\o < ÜA•1rA•,o,1r1A•,o >)' = 
(0Air' A•,o)' = (eA,o)' = IA· 

(d)A+B~B+A 

Demostración 

A"~B+A B~B+A 

Í1C 1
A,B1ICA 1 B] 

B+A A+B 



(ic' A,81KA,8](K1A,81 ICA,8) = (ic' A,81 ICA,8)K1 A,81 (ic' A,81 KA,8)KA,D) = 
(tcA,81K1A,B) = 18+A 

La demostracion es análoga para demostrar IA+8 

(d) (A+B)+C!:!!A+(B+C) 

Demostración 

A"~º A,+IB+C) 
B~B+C"~ºA+(B+C) 

[11:A,B+C11C
1 A,B+c11:a,c] 

A+B A+(B+C) ..... (!) 

de (1) y c".'.!!:fB+c .. !:~.+ºA+(B+C) 
se sigue 

( ) 
ª"A,B+C11C

1
A,B+c"B,c],1t

1
A,B+c"

1
B,c] ( 

A+B +C A+ B+C) 

Construyamos la flecha A+(B+C) a (A+B)+C 

A".!U' A+ B"<A.±!!l+c (A+ B) + C ... (2) 

,B"~ A + B"~º (A+ B) + C 
e• ~·º(A +B) +e 

[11:A!tB,C" A,B,"'A+s,cl 
B+C (A+B)+C ... (3) 

de (2) y (3) deducimos 

Demostremos que son inversas una de la otra. 

[[tcA,D+C1 K1A,8+c"D,c), IC1A,n+cte' n,cJ 
[tcA+D,C"A,81 [tcA+B,CIC1 A,81 "' A+B,cll = 
[[["A,D+C• IC

1 A,B+cten,c ), te' A,D+c"' n,c]tcA+B,C"A,B' 
[[tcA,B+c,ic' A,n+ctcn,c]. IC1 A,n+ctt' n,cH"A+D,C"1 A,81 ,¿ A+B,cJI = 

84 

• 
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[KA,B+c' [1>1 
A,B+C"B,C' "' A,B+CK

1 
B,cll = 

[KA,B+c. "' A,B+c["B,c, "
1
B,c]] = 

[KA,B+c. ,¿ A,B+c] = lA+(B+C) 

La demostración es análoga para demostrar l(A+B)+C 

(e) (A+ B) X e E! (A XC)+ (B XC) 

Demostración 

• 

En la sección llamada 'cálculo proposicional como un sistema deductivo 
definimos las flecha que va (A+ B) X e a (A XC)+ (B XC) y viceversa, 
las cuales fueron 

(A X C) + (B X c/[•A,BrA,co<' A,s•s,cl,[•' A,c ... B,cl> (A+ B) X e 

y '«·UCO)+(BXC},C<("• AXC',BXC1-"
1
• AICC,B)(C]rA+B,c,r' A+s,c> 

(A+B)xC (AxC)+ 
(BxC) 

Por demostrar 

€(AxC)+(BxC),C < [1<' AxC,Bxc. ,.,. AxC,Bxc]irA+B,Co "
1 
A+B,C > 

< [l<A,BirA,Co K
1
A,Birs,c], [ir' A,C, ir' B,c] >= l(AxC)+(BxC) 

€(AxC)+(BxC),C < (1<' AxC,BxCo "" AxC,Bxc)irA+B,Co 1f
1 
A+B,C > 

< [1<A,B1fA,Co K
1
A,Birs,c], [1f

1
A,Co "

1
B,c] >= 

€(A xC)t(BxC),C < [1<' AxC,BxCo "" AxC,DxcJ[1<,1,D1fA,C,I<' A,nirs,cJ. 

[1f
1
A,c,1f

1
B,c] >= 

€¡AxC)+(BxC),C < ¡,.• AxC,BxcirA,c,1>
1
' AxC,DxcirB,c]. 

[1f'A,c,ir's,c] >= 

(A XC)+ (B X e/ .. AXC,Bxc•A,c.•" Axc,sxc•s.d ((A XC)+ ( B XC))º 

pero también lo hace la flecha 
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c. 
it (<.Axc.)i(~¡c~) 

l~JI.<;) r \.1!~1 t 

(l\~<.)H~11.c.) 

ó(AxC)+(BxC),C < 1r(AxC)+(BxC),C• [1T'A,c. 11"
1 
B,c] >= 

ó(AxC)+(BxC),C < 1r(AxC)+(BxC),C1T((AxC)+(BxC))xC,A+B < l((AXC)+(BxC))o [1T
1
A,C, 11"

1 
B,c] > 

' 
1T

1
((AxC)+(BxC))xC,A+B < l((AxC)+(BxC))o [ir'A,c, ir's,c] >>= 

ó(AxC)+(BxC),C < 1TCAxC)+(BxC),C1T((AxC)+(BxC))xC,A+B• 

1T
1
((AxC)+(BxC))xC,A+B >< ¡((AxC)+(BxC)). [ir'A,c. ir's,c] >= 

1T(AxC)+(BxC),C < l((AxC)+(BxC))• [ir' A,C, ir's,c] >= 
l((AxC)+(BxC)) 

Demostremos a continuación 

< [icA,B1TA,c. "
1
A,B1TB,c]. [1T

1
A,Co 1T

1
B,c] > 

ó(A•C)+(BrC),C < [1<*ArC,BrC01'"MC,S.C)1TA+B,C11T
1
AtB,C >= l(A+B)•C 

Basta demostrar que 
(1) 
[1CA,B1TA,C• 1<

1 
A,B1TB,c)ó(A<C)+(B<C),C < (r¡' MC,BrCo 1<

1* A&C,s.c)1TA+B,Co 

1T
1
A+B,C >= irA+B,C 

y 

(2) . 
[ir' A,C, ir' IJ,C)ó(ArC)+(S.C),C < [K' ArC,BrC, K'' ArC,Brc]irA+B,Ci ir' A+B,C > 
= 11"

1
A+B,C 

Demostremos la ecuación (1) 
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(A xü\o l • 11') 

t\\U,~\\'•1 
====-'~· 

por E4a 

[1e'A", 1e'7r]é < [¡.:•' ~'·]1r, 7r' >= 
E:< ([1eir,1e'ir)E: < [1e•,1e1')ir,ir' >)*ir,ir' > 

siendo • único se tiene 

El mismo argumento se utiliza para demostrar 
[;r'A,Co ;r' 8,c]o¡,1.c)+r8xC),C < ¡.-· AxC,8xc1C'.4xc,8xcl"'A+B,Co ir'A+8,C >= 

ir'A+D,C 
Por lo tanto 

f:(A xC)+f 8xC),C < [1>' AxC,8xCo 1'
10 

AxC,8xc)irA+8,C, ir' At8,C > 
<. [¡¡A,oir,1,c, IC1 A,8ir8,c), (ir',1,c, ir' n,c) >= l(AxC)+f BxC) 

• 
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Demostración 

Por lo tanto 

Por lo tanto 

Luego la flecha que vn de Aa.c a AB xAª es 
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La flecha A8 x Aª a A8 +C esta dada por (A B,c 

Por demostrar 

< (i:A,B+c < 7rAs+c,B,KB,c'lr
1
As+c,e >)', ((i:A,B+c < 7rAB+c,c,K1B,cir1 AD+c,c)' > 

(AB,C: lABxAC 

Es suficiente demostrar 

(i:A,B+c < 'lrAB+c,o, ICB,cir1 AB+C,B >)•(A B,C = 'lrAB,AC ... (3) 
(i:A,B+C < 11'AB+c,c,tc1B,C'lr1AB+c,c >)'(A B,C = 'lr1AB,AC ... (4) 

Como 
(t:A,B+c < 11'As+c,s, tcs,cir' Aª+",B >)•(A s,c : A8 

X Aª-+ A8 

(t:A,BtC < 11'AB+c,s·. tcs,cir' AB+c,s >)'(A B,C = 
((i:A,B+C < 'lrAB+c,s,tcs,cir'Ao+c,B >< (AB,c'lrABxAC,D1ir1AºxA",B > 
)' = 

luego• es único y 11'AB,A" : A8 x Aª - A8 

Por lo tanto 
(i:A,B+C < ll'AB+c,o,tcB,C'lr1AB+c,e >)'(Ao,c = 'lrAB,AC 

La demostración de (2) es análoga 

< (i:A,B+c < 11'As+c,n,tco,cir' AB+c,e >)', ((i:A,B+c < 11'As+c,c, 11.
1
e,cir1 AB+c,c)' > 

(A B,C : 1A8 xA" 

• 
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A continuación daremos una interpretación de completez funcional para 
categorías bicartesianas cerradas. 

Proposición Si A es una categon'a bicartesiana cerrada y A[z] es 
la categon'a cartesiana cerrada de polinomios con la flecha indeterminada 
z : 1 - A sobre A entonces A(z] es también una categoná bicartesiana 
cerrada. 

Demostración 

Consideremos la correspondencia uno a uno entre flechas B x C - C 
en A(z] y flechas A x B - C en A 

Demostremos que O es un objeto inicial en A(z] 

Hom(A x O,B) !:!! Hom(O x A,B) !:!! Hom(O,BA) 
el cual tiene un solo elemento, pues O es un objeto inicial en A 

'Demostremos B +Ces un coproducto de B y C en A[z] 

Hom(A x B,D) x Hom(A x C,D) !:!! Hom((A x B) +(Ax C),D) !!!, 
Hom(A x (B+C),D) 

Usamos el hecho de que (A x B) +(A x C) es un coproducto en A y la 
ley distributiva que demostramos anteriormente. 

Una consecueucia. interesante de la proposición anterior es que las iden­
tidades E5 y E6 pueden eer dadas como ecuaciones entre las constantes, 
esto es, sin cuantificar sobre flechas /, g, h En E6a y E6b podemos reem-

plazar I por (1fw)Í y g por 'lf1W: r - CA X CB 
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Ahora considerando w como una flecha indeterminada, tenemos 

((irw)f, (ir'w)ÍJ" = (irw)Í 

[(irw)Í, (ir'w)Íj"' = (ir'w)f 

;:.:.1t<w.1, "s 
A. • f\H~ +--- G 

li:A+B-C 

/¡ la podemos reemplazar por (ª A,nw)f donde 

l~CAxcn<~cA+n 

y E5 f =<Je Para toda / : O-+ C 

Considerando w : 1 _, CºxC8 con A = O 

o-----.c 

Por completez funcional, w puede ser eliminada de las ecuacioned 

• 
Escribiendo 2 = 1+1 podemos pensar en flechas p : 1 _, 2 como proposi­

ciones o valores de vcrdacl, en particular, introduciremos 
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K1,1:=T 

También introduciremos los conectivos proposicionales clásicos 

/\ V #:2:z:2-+2 

(Las flechas .L y p /\ q no deben ser confundidas con los objetos .L y 
A/\ B:::: A:z:B) Por ejemplo aprovecharemos el teorema de completez fun­
cional Para obtener la definición de p /\ q 

necesitamos que p /\ T :::: p p/\..L:::: J. 

Por completez funcional tenemos 

p/\:z: =fx 

para una cierta flecha f : 2 ..... 2 donde :r : 1 -+ 2 es una proposición 
indeterminada, entonces 

Definamos -.. : 2 -+ 2 

necesitamos que -.. T = J. -....L::::T 

por completez funcional -..;r = f :z: para alguna f : 2 -+ 2 

Por lo tanto -..p = fp = [J., T]p 

por lo tanto -.. = [.l, T] 

Definamos p V q 

necesitamos que JI/\ J. :::: p pV'T=top 

por completez funcional p V·'-:::: fx 

f = [/K,fii'] = [pV T,¡>V .l]:::: [T,pj 

De la misma forma podemos definir p ::} q = [T, -..¡1) 
11 # q = Ú'· -..p]q 
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Esto nos conduce a la siguiente definición 

Definición. Si p y q son flechas 1 -+ 2 en una categoría bicartesiana 
cerrada y T = 1>1,1, .L = i>\1, 

-.= (.L, T) 
pi\ q = (p, .L]q 
P::} q = (T, -.p]q 
p~ q = (p, -.p]q 

noindent Algo que es sorprendente a primera vista es la siguiente obser­
vacón 
acerca de categorías bicartesianas cerradas. 

Proposición En una categona bicartesiana cerrada hay a lo mas 
una flecha A -+ O, esto es, en un cálculo proposicional intuicionista hay a 
lo más una prueba A -+ T salvo equivalencia de pruebas. 

Demostración 

En una categoría bicartesiana cerrada H om(AllO, C) e! H om(O'(A, C) !:!! 
Hom(O,CA) esto es, un conjunto con un elemento, en particular, la flecha. 
composición 

~1 A,O ~ .... O 
All.0----0--""---+A O 

Demostremos 0Axo11'1A,O = IAxo 

<>Axo11'
1
A,0 =< <>A. lo > 11'

1
A,O = < 0A11'

1
A,o, 11'

1
A,O >=< 1rA,01 "

1
A,O >= 

IAxO 

Ahora supongase que hay una flecha / : A -+ O entonces la flecha 
superior de 



es la misma 

A--<_l_A_,,_>_A)(O--•-A_,,_-+A 

~A 
tenemos 0-----+A-----+O 

es lo se sigue A ~ O 
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Hemos mostrado que H om(A, O)= 0 o en caso contrario A~ O, en tal 
caso H om(A, O) ~ H om(O, O) consiste de un solo elemento. 

La proposición anterior nos dice, en particular que es inutil tratar de 
definir categorías 'booleanas', esto es, categorías cerradas bicartesianas en 
las.cuales la flecha obvia A-+ (l.{:: (l.{:: A)) es un isomorfismo. Salvo e­
quivalencia de categorías, no existen otras categorías cartesianas mas que 
las álgebras booleanas. 

• 



9. OBJETOS DE 
NUMEROS 
NATURALES EN c3 

Un objeto de números naturales en una categoría cartesiana cerrada A, 
según la definición de Lawvere, consiste de un objeto inicial 

en la categoría de todos los diagramas 1 A A 
en A. Esto significa que para todo diagrama hay una única Oecha h : N -+ 

A tal que 

hO= a y hS= fh 

·Esto es ilustrado por el siguiente diagrama: 

1 o 
Ñ 

s .. Ñ 

\\ 
1 \\ ........ \~ ..-:.. ¡ 

t ~ 
1 

~ 1\ ~ A. 
Algunas veces hablamos de la existencia de h, pero sin que sea única, en 
este caso hablamos de objeto de números naturales débil. Las categorías 

95 
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cartesianas cerradas con un objeto de números naturales débil han sido 
llamadas 'categorías precursivas' por Marie-France Thibault. 

Un ejemplo de objeto de números naturales es en la categoría Sets, el 
conjunto N =O, 1, 2, 3, ... de mímeros naturales junto con la función sucesor 
S(n) = n + 1 forman un objeto de números naturales. 

Demostracion 

Dado las funciones x y f podemos usar f y el elemento x{O) de A para 
generar una sucesión 

x{O), /(x{O)), /(/{x{O))), /(/(/(x{O)))), ... 
aplicando repetidamente f. Esta sucesión puede asi misma ser descrita 
como una función h : N _, A, mostrada como 

h(O), h{l), h(2), ... 
h esta definida inductivamente o recursivamente en dos partes: 

1) definimos h{O) = x{O) 

2) teniendo definido el n-término /1(n), aplicando f a este obtenemos el 
término h(n + 1) es decir 

h(n+ 1) = f(h(n)) donde n + 1=S(n+1) 
1) y 2) significan que el diagrama 

ytJ s w 

1~ \ 
........... \~ 

A. 
f-

A 
conmuta. 

s 
N es un objeto de números naturales Si 1 N 

débil, escribiremos h = JA(a,f) asi 
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JA: Hom(l,A) x Hom(A,A)---->Hom(N,A) 

satisface las ecuaciones 

JA(a,/)0 =a y JA(a,f)S = fJA(a,f) 

Proposición Si la categoría cartesiana cerrada A tiene un objeto de 
números naturales {objeto de números naturales débil) ¡j si x: 1 _,A es un 
flecha indeterminada sobre A, entonces la categon'a cartesiana cerrada A[x] 
tiene el mismos objeto de números naturales (objeto de números naturales 
débil). 

Demos !ración 

Primero supongamos la existencia de un objeto de números naturales 
débil en A, Dado f3(x) : 1 _, B y t¡l(x) : B _, B polinomios en A[x). Bus­
caremos un polinomio x(x) : N _, B tal que 

. x(x)O = /3(x), x(x)S = t¡i(x)x(x) 

En vista de la completez funcional, estas ecuaciones que involucran a x 
son equivalentes a las siguientes ecuaciones que no involucran ax: 

KzeA(x(x)O) = "•eAf3(x), KreA(x(x)S) = "zeA(<ii(x)x(x)) 

Escribiendo 

"•eAf3(x) = b: Ax!_, B, "•eAt¡i(x) = f: AxB _, B 

nosot.ros h11scamos 

tal que 

h < ir, Oir' >= b, h <ir, Sir'>= f < ir,h > 

Con b y f podemos asociar b' : 1 _, lJ'1 y f' : BA _, BA dado por 
//=(b<ir',ir>)', f'=(f<ir',ir>)" 
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Entonces nosotros podemos encontrar h' : N -+ B tal que 

h'O = b', h'S = f'h' 

Como es ilustrado en el diagrama siguiente 

~ ~~ -2.....t.J 

\\ \\( l ~ 
i - 'Q,A __. -q,A 

V f' 
Escribiendo h = éB,A < h'rr' A,N, 1fA,N > mostremos que 

h < 1fA,lt ÜA<l >= b, h < 1fA,N1S1r
1
A,N >= f < 1'A,N1h > 

Antes de demostrarlo, calculemos h' en términos de h : 

(h < 1f1N,A 11rN,A >)º = (éB,A < ii1
1f

1
A,N11rA,N >< 1f

1
N,A11fN,A >)' = 

(t:B,A < h'irN,A 1 'lrA,N > )' = h' . 

Demostremos las ecuaciones anteriores 

éB,A < h'Oir' A,11 7fA,1 >= 
éB,A < b'ir' A,111fA,I >= 
éB,A < (6 < ir'i,,i, 7f1,A >)'7r1A,111fA,I >= 
i:o,A < (b < ir'1,A,7f1,A >)'ir1,Ao7f11,A >< 7f1A,111fA,I >= 
b < :r'1,A11fl,A >)7r1,A,7f11,A >< 7f1A,111rA,l >= 
6<:rA,l•7f',1,1 >=b 

é/J,A < h'S1r
1
,\,N, 1fA,N >= 

t:n,A < f'h'ir',\.No1fA,N >= 
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Demostracón 
Usando la proposición anterior con A = B x B8 adjuntandole una simple 

indeterminada x : 1 -+A que es equivalente a adjuntar dos indeterminadas 
y : 1 -+ B y 11 : 1 -+ B8 

• El corolario anterior puede también ser establecido en términos de un 
flecha 

N (B8 <ªª 1) en lugar de la 

Proposición Si una categoría cartesiana cerrada tiene objeto de 
números naturales e.ste es único, salvo isomorfismo. 

Demostración 

o s o' s' 
Sean N con 1--+N--+N y N' con l--+N1--+N1 objetos de números 

naturales. Como N con t ..!!...N ~N es un objeto de números naturales 
entonces existe h : N -+ N' tal que hace que conmute el siguiente diagrama 

i 
o 

\\ 
1 o' 

01 S' 
Como también N' con 1 N' N' es un objeto 

de números naturales, por lo tanto exista h': N'-+ N, tal que 

o' i--....... 

\l 

i..l' 

1 
i~ 

_ _.;o __ ,. ... •l s 

pero la IN : N - N es la ímica flecha que hace conmutar el diagrama 
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análogamente lN• : N' -+ N' es la única flecha que hace conmutar el 
siguiente diagrama 

s 
de lo a13terior se deduce

5
N con 1 N----->N y N' con 

1 N' N' son isomorfos • 

Proposición Un objeto de números naturales en una categoría carte­
siana cerrada es equivalente a la siguiente condición: para cada g : A-+ B 
y f': B-+ B existe un única k : N x A -+ B tal que el siguiente diagrama 

conmuta A <O O.\ 1 ~) S id A 
--.... ~xi\ t-l"-A 

\\ 
· Demostación 

-+) 

A B 

. 
1 
1 

~ 
~ 

---~BA donde 1,ql = (gir'1,Al' 

ru,,\ 
B•1 x A----H-----ll 

BA __ ,_' "-· '_1 --+JJA 
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Por hipótesis N con 1 N 
5 

N es un objeto de 
números naturales, por lo tanto existe Ir tal que el siguiente diagrama 

1 o t.l s 13f\ 

íl . l l 
1 .. ~,.. - "' 

<~n'>" \H)• •Qi 

conmuta, es decir hO = (gir'i.A)' y (hS = U•n,A)'h 

luego, el siguiente diagrama 

también conmuta pues 

< hir,v,A, 11'1N,,\ >< Oir1,A1 ir'1,A >=< /10ir1,A1 ir'1,A >= 
< (gir'1,A)'ir1,A1 ir't,,t > 

< hirN,A,11'1N,A >< SirN,A111'1N,A >=< hSirN.A1"1N,A >= 
< (fóB,A)'irN,A111'1N,A > 

<0" 1i"':> .(ol'l,n'> <.S lí,~'.> 
,\----... 1.xA tJ11." 

\l \\ <"'IT' ll'>i <\n,''~\ 
f\-111.A ~KA 6 )l./,\ 
\\<,o1111 i"':> <t~11'>"1T,R'>\ <c.~d'n,U'> \E 

fl. ~ e f 4"' 
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a k lo definimos como k = E:B,A < hirN,A 17r1N,A >lo cual hace conmutar 
el siguiente diagrama 

A <Oo~,iA> .('i>i ,IT'> 
" ---11o ¡,,¡ KA 

11 E<.-,n'1 
ll s 

pues 

•B,A < hirN,A11r
1
N,A >< OOA, lA >= E:B,A < h00A, 1A >= 

óB,A < (gir'¡,A)*QA, lA >::: E:B,A < (gir'1,A)'ir1,A17r
1
1,A >< ÜA1 lA >= 

gir'1,A < ÜA1 IA >= g 

•B,A < hirN,A,11'N,A >< SirN,A11l'N,A >= •B,A < hSirN,A11r
1
N,A >= 

•B,A < (/tn,A)*hirN,A11r1N,A >=•s,A < (/•B,A)•irBA,Ao1r
1
BA,A >< hirN,A,11'N,A >= 

fE:B,A < hirN,Ao1r
1
N,A > 

...... ) Por hipótesis el siguiente diagrama conmuta 

1 
<00~1iA"> <Slt,O'> " tJ KA ____ _.... ~ 11,J.\ 

1\ 1~ 
A 

definiendo h como h = kº obtenemos que el siguiente diagrama 
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A. ~ooA,.._">i. t.Jx.A <.SIT, ll'"> .. tJxA 

l\ ~ ~ ik 
A - ~ 6 

conmuta, pues -' 

k'O = (k < OirN,A 0 7r1N,A >)' = (k < OQA 7r
1
!,A 0 7r

1
1,A >)' = 

(k < ÜÜAo lA > ir'1,A)' = (gir'1,A)' 

k'S = (k < SirN,A,7r1N,A >)' = (fk)' 
por otra parte 
(/•B,A)'k' = (on,A < k'irN,A,7r1N,A >)' = (fk)' 

h es única debido a que k es única y al aplicarle * también es única . 

• 
Proposición Si una categona cartesiana cerrada tiene objetos de 
números naturales (débil) entonces también lo tiene A/A para cada objeto 
A de A. 

Demostración 

Considerese el siguiente diagrama conmutativo 

1--.!......n __!__ ~ 

~~) 
A. 

en la categoría A/ A 

Por hipótesis N y 1 N 
5 

N es un objeto de 
números naturales en A entonces existe h tal que el siguiente diagrama 
conmuta 
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pero también el siguiente diagrama conmuta 

Por lo tanto A/ A tiene objeto de números naturales • 



10. A-CALCULOS 
TIPIFICADOS 

El propósito de este seccón es asociar un lenguaje con una categoría. carte­
siana. cerra.da. con objeto de números naturales débil, lo cual debe ser lla­
mado "lenguaje interno". La clase de lenguaje que hemos pensado será 
llamado ",\-cálculo tipificado, por corto, si bien en la literatura se conozca 
como" ,\r¡-cálculo tipificado con tipos de productos e iteradores". Esta. aso­
ciación la turnaremos a una equivalencia entre categorías a.propiada8. 

Un ,\-cálculo tipificado es una teoría. formal definida. como sigue: con­
siste de clases de "tipos" , "términos" de cada. tipo, y "ecuaciones" entre 
los términos, todos sujetos a ciertas condiciones de cerradura. Escribiremos 
a E A para decir que a es un término y es de tipo A, el simbolo E pertenece 
al metalenguaje. 

(a) Tipos. La clase de tipos contiene dos tipos básicos y es cerrado bajo 
dos operaciones como sigue: 

(al) 1 y N son tipos (Estos son los tipos "básicos") 

(a2) Si .4 y B son tipos, también lo son A x B y B". 
Puede haber otros tipos no indicados por (al) y (a2) e otro tipo de identi­
ficaciones inesperadas entre los tipos .. 

(b) Términos. La clase de términos es generada libremente de variables y 
ciertas constantes básicas para ciertos términos formando operaciones como 

105 
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sigue (pueden haber otras constantes y términos formando mas operaciones 
que las especificadas: 

(bl) Para cada tipo A hay un número de variables numerables de tipo 
A z;A E A (i =O, 1, 2, ... ). Dificilmente tendremos ocasión de referirnos 
a la variable especifica, en lugar de eso, usaremos la frase "dado x una va­
riable de tipo A", abreviado como "x E A" 

(b2) *E 1 

(b3) Si a E A, b E By e E Ax B, entonces < a,b >E Ax B, 
ll"A,B(c) E A y ir'A,n(C) E B 

(b5) Si f E BA y a E A entonceHs,A(/, a) E B 

(b6) Si x E A y ,P(x) E B entonces >.reA.P(x) E BA. 

(b6) O E A; si n E N, entonces S(n) EN 

(b7) Si a E A, h E A" y n EN, entonces I,1(a,h,n) E A 

Abreviaremos º(/,a) como f f (leido como" f de a") cuando el tipo subs­
crito sea claro en el contexto. Puede haber otros términos no indicados por 
(b7) a (b7). Intuitivamente, <n,A significa evaluación, < -, - > significa 
pareado y >.,eA.P(x) denota la función x ..... ,P(z) , AzeA actua como un 
cuantificador, asila variable x en >.reA.P(x) es acotada como en llreA.P(x) 
o J6ª f(z)dx. Haremos la convención para variables libres y acotadas y 
cuando es permitido sustituir un término por una va-
riable. El término a es sustituible por x en ,P(x) si no hay ocurrencias libres 
de una variable en a transformada en acotada a. Un término es "cerrado" 
si no contiene variables libres. 
Usualmente omitiremos la subscripción en ll"A,n(-),IA(-, -, -) etc. 

(c) Ecuaciones 

(el) Las ecuaciones tienen la forma a = a', donde X es un conjunto 
finito de variables, a y a' tienen el mismo tipo A , y todas las variables que 
ocurren libremente en a o a' son elementos de X 

(c2) La relación binaria entre términos a, a', la cual decimos que a = a' 
es reflexiva, si1111:1 rica y transitiva; esta satisface la regla: cuando X i;; }' 
entonrrs si u = bes <lada uno puede inferir que a = bel cual srrá abreviado 



a=b 
X 

a=b 
'X 
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Esto satisface también la regla de sustitución usual para todos los términos 
formando operaciones, en particular las siguientes 

a=b 
X 

¡fa= ¡Íb 
X 

q,(x) =</!'(x) 
'IC•!·~ 

n = n' 
)( 

S(n) = S(n') 
'l( 

"Todas estas son sustituciones obvias excepto por el hecho de la regla 
que involucra,\, la cual decrece el número de variables libres. 

(c3) Lo siguiente especifica las ecuaciones. 

a X • para toda a E 1 

11'(< a,b >)X a 

11''(< a,b >) x b 

< 'll'(c), 71'
1 >= e 

X 

para toda a E A, b E B 

para toda a E A,b E B 

para toda e E A x B 

-'.w~(x)Í ªx q,(a) 
para toda a, In cual es sustituible por x 

-'reA(/Í )x = f para toda f E B" 
(por lo tanto x ~o ocurre libremente en /) 

l(a,h,O) =a 
lC. 

para toda a E A,h E A" 
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I(a,h,S(z))~ hÍj(a, h, z) 
(no ocurre librelñ~~~J en a o h) 

dado que z no esta en X 

. >..eAq\(z) ~ >..,eAq\(x'), si x' es sustituible por z en ql(z) y z' no es 
hbre en ql(z) X. 

Puede h!lber otras ecuaciones no indicadas por (el) a (c) 

La última ecuación listada en (c3) puede ser omitida si identificamos los 
términos en los cuales solo difieren en la elección de variables acotadas 

Propoeici6n 1.0.1 En cualquier >. -cálculo tipificado, uno puede inferir 
de ql(z) =tii{z) que q\(a) = ,P(a) para toda a E A, dado que z no esta en X 
g todas'1~s ~ariables que lfcurren libremente en a son elementos de X 

Demostración 

por (c2) 

como 11 = a' (por ser = una relación de equivalencia) 
aplicando u~a de las ecuacion~s de (c3) inferimos 

• 
Corolario 1.0.1 Si f y g no contirnen ocurrencias libres de la variable 
.r de tipo A, entonces de f ~ g inferimos J .,f.s g1 siempre que exista u11 

término a de tipo A tal que todas las 11ariables qu~ 'ocurran libremente en a 
son elementos de X 

Demostración 
Si z no esta en X, inmediatamente de la proposición anterior se sigue . • 

Puede suceder que A es vacio, esto es, no existan términos cerrados. 
Para esto veamos los siguientes ejemplos: 
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Ejemplo 1. Supóngase que no hay tipos, términos y ecuaciones mas que las 
que estan indicadas por las reglas de cerradura (y tambien identificaciones 
no triviales entre tipos, entonces obtenemos A-cálculo tipificado puro con 
objeto de números naturales débil llamado Lo. 

Ejemplo f!. Dado una gráfica G, el A( G) generado por G esta definido 
como sigue. Sus tipos son generados inductivamente por las operaciones 
formando (-):z:(-) y(-)<-) de los tipos básicos 1 y n y los vértices de G 
(que ahora cuentan como tipos básicos). Sus términos son generados in­
ductivamente de los términos básicos xf, O y * por los términos anteriores 
formando operaciones<-,- >,lf(-),11"1(-),e(-,-),A,eA(-), 
S(-) e J(-, - 1 ) junto con los nuevos términos formando operaciones: si 
a E A entonces /(a) E 8, para cada flecha f : A__, Ben G. Finalmente 
sus ecuaciones son aquellas las cuales se siguen de (c!)a(c3) y no otras. 
Notemos que hay suficientes tipos vacíos, por ejemplo, todos los vértices de 
G. Claramente, este ejemplo incluye al ejemplo 1 si Ges la gráfica vacía. 

A continuación veremos el ejemplo principal de esta sección 

Ejemplo 9 El lenguaje interno LA de una categoría. cartesiana cerrada 
A ccin objeto de números naturales, esta definido como sigue: sus tipos son 
los objetos de A, con 1, N, Ax By DA teniendo los obvios significados. Los 
términos de A son aquellas expresiones polinomiales l/J(x1, ... , Xn) : 1 -+ A 
en las indeterminadas :z:; : 1 -+ A; las cuales son obtenidas de variables, a 
saber indeterminadas, y constantes básicas, a saber flechas 1 -+ A en A, 
para los términos formando operaciones: 

b:l-+B 

< a, b >: 1 -+A x B 

a:l-+A 

/(a): 1-+ B 

donde f: A -+B 
l/J(x): 1-B 

donde ÁreA.P(x) =: l"re,1.P(x) < 1,1,Q,1>1 
como en la prueba del corolario de romph•tez funcional. Además escribimos 
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*por 01,irA,n(c) por irA,uc,<n,A(f,a) por <n,A < f,a >. Si a y b son 
expresiones polinomiales cuyas variables libres estan en X. a = b en LA si 
a= b como polinomios en A[X], 

Proposició~ LA es un >.-cálculo tipificado. 

Demostración 

Los tipos básicos de LA son los objetos de A 

(a) 1, NE Obj(A) los pensamos como tipos en LA, lo mismo A, B, AxB, BA 
teniendo los significados que tenían en una categoría cartesiana cerrada con 
objeto de números naturales. 

(b) Los términos de tipo A son aquellas expresiones polinomiales t¡i(z1 , ... ,zn): 
1 --+ A en las indeterminadas Z¡ : 1 -+ A; las cuales son obtenidas de vari­
ables, a saber indeterminadas, y constantes báaicas, a saber flechas 1 --+A 
en A, para los términos formando operaciones: 

a: 1->A b: 1-+ B 

< a, b >: 1 -+ A x B 

a:l-.A 

f(a): J-. B 

donde f : A -+ B 

,P(z): 1-+ B 

>.,eA.P(z) : 1 -+ BA 

donde >.reA.P(z) = lic,e,1.P(z) < 1A,0A > l 

•lo escribiremos como 01(01: 1-+ 1) 

<n,A(f,a): <U,A < f,u > 
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>.eeA</i(:z:)Í a= r/i(a) para toda a E A el cual es sustituible por :z: 

>.•eA</i(:z:)Í a lo podemos ver como s;(r/i(:z:)) donde 
s; : A[:z:] - A tal y como fue visto en el capitulo de Categorías polinomiales 

>.eeAUÍ :z:) = f 
Para toda f E BA, dado que x no esta en X 
(Por lo tanto no ocurre libremente en !) 

Por el corolario 6.2: Para todo polinomio r/i(:z:) : 1- C con una indeter­
minada :z: : 1 - A sobre una categoría cartesiana cerrada A, existe una 
única flecha h : 1 - CA tal que 

<c,A < h, x >= r/i(x) 

Escribimo a/¡ por >.eeA</i(x) tal que 

hÍ x = <c,,1 < h,:z: >= </i(x) 

aplicando >.re A a esta última ecuación obtenemos 

>.eeA(hÍ .r) = >.,eA(<c,A < h,z >) = >.reA(r/i(:z:)) = h 
I(a, h, O)= a Para toda a E A, h E AA 

I(a, h, S(x)) = hÍ I(a, h, z) 

Deben ser vistas como las ecuaciones que debe cumplir un objeto de 
números naturales en una categoría cartesiana cerrada con objeto de números 
naturales. 

Por ende LA es un >.-cálculo tipificado. 

• 
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Introduciremos ahora morfismos ~ : L -+ L' de >. -cálculo tipificado, a 
ser llamados traslaciones 

(dl) ~manda tipos de La tipos de L' y términos de L a términos de 
L', as(, si a E A entonces ~(a) E ~(A), pero también queremos que si a 
es cerrado, así lo sea ~(a) y que ~ manda la i variable de tipo A a la i 
variable de tipo ~(A) 

( d2) ~ preserva las operaciones específicas de los tipos. Por ejemplo: 
~(1) = l, ~(Ax B) =~(A) x ~(B) .... ; 
y los términos espedficos formando operaciones 

por ejemplo: las siguientes ecuaciones dada en L': 
~(irA,B(c)) = ir+(A),+(B)(~(c)); 
~(>.zeAt/>(x)) = >-t(•)E+(A)~(tf>(x)). 

(d3) también~ preserva ecuaciones 
si a= ben L' entonces ~(a)= ~(b) en L' 

l( tl»CXl 
En vista de (d3),~ realmente actúa sobre clases de equivalencia de 

términos (módulo la relación de equivalencia descrita en ( c2)). Diremos 
que dos traslaciones son iguales si ellos tienen el mismo efecto sobre las 
clases de equivalencia. Así~= >lt siempre que ~(a)= >lt(a') para cualquier 
a= a' dadas. ~ClC) 

X 
Asl hemos obtenido una categoría >.-Cale cuyos objetos son >.-cálculos 

tipificados y cuyas flechas son traslaciones. 
Dado CartN la categoría de categorías cartesianas con objeto de números 

naturales débil y funtores cartesianos cerrados preservando objeto de números 
naturales débil. 

Proposición Dado L(A) el lenguaje interno de A y para cualquier 
morfismo F ·A-+ A', dado LF definida por LF(A) = (F)(A) 
LF(x;) = .r¡ 
LF(t/>(.r)) = F,(t/>(.r)) 

donde x1; es la i-esima variable de tipo F(A) y F, es la única flecha en 
CartN tal que el siguiente diagrama conmuta. 



F;.c. • 
l\b::i - - - - - -> ~tx.'l 
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1 p l 
entonces L es un Junior de CartN a >. - Cale 

Demostración 

A t-\ --• L (J\) 

11\ 1 l lti")"" jL{") 

.\ L {A.) 

LlA = li(AJ por la forma en el cual fue definido un morfisnÍo en 
>.-Cale 

A ~ , ~ L<.A) 

i~ ~ ll{ ¡:) 
t< L{A') 

l' \ ...... ll(G) 

/\' .... L{A11
) 

L(GF)(A) = G(F(A)) = L(G)(F(A)): LGL(F)(A) 

At~'l -~-----.A'l:.t.1 __ P7l _ ·-• J;t;ic!':J 

l ~ l. ~· . l,· 
Al componer F con F' y aplicarle L' obtenemos 
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L(F'F), como la flecha que. va de 

A[x] --+ A"[x'1 

es única por lo tanto (F'F), = F',•F, 

por lo tánto L es un funtor 

• Lo es un objeto inicial en>.- Cale esto es, para cualquier >.-cálculo tip­
ificado L existe una única traslación Lo -+ L. En particular, para cualquier 
A en CartN hay un único morfismo Lo--+ L(A). Esto pude ser llamado la 
interpretación de Lo en A 

Notemos que el lenguaje discutido en esta sección pueden ser clases 
propias en el sentido de Godel-Bernays, si es necesario, uno puede trabajar 
en teoría de conjuntos con universos, en el cual laa 'clases' son reemplazados 
por 'conjuntos' en un universo lo suficientemente grande. 



11. c3 GENERADAS 
POR UN A-CALCULO 
TIPIFICADO 

En esta sección demostraremos que el funlor L de la sección anterior es 
una equivalencia de categorías, nosotros obtendremos un funtor C en la 
dirección opuesta. 

Dado un ,\-cálculo tipificado L, construiremos una categoría cartesiana 
cerrada C(L) con objeto de números naturales débil como sigue: 

Los objetos de C(L) son los tipos de L 
Las Hechas A --< B de C( L) son (clases de equivalencia de) pares ( x E; 
A,r,6(.r)) con x una variable de tipo A y r,6(x) un término de tipo B que no 
tiene variables libres más que x (pensando en la función x .._. r,6(:i:)). 

La igualdad de Hechas esta definida por x E A,\l(.r)) = x' E A,i,b(:i:') si 
y solo si r,6(x) = i,b(:i:') donde= abrevia=· 

La Hecha identidad :1 - :\es el par (.r E :1, x). 

La composición de (x E A, ql(x)) : A - By (y E 8, i,b(y) : B--< C) esta 
dado por (.r E A, t/i(,P(.r))) : A--. C, ql(x) ha sido sustituido por y en 
i,b(y). 

f,a estructura cartesiana cerrada de C(I.) es obtenida como sigue: 

115 
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ÜA:: (;r E A,•), 

ll'A,D = (z E A x B, ir(z)), 

ir' A,B = (z E A x B, ir'(z)), 

< (z E C,9(z)), (z E C, r/i(z)) >:: (z E C, < 9(z), r/i(z) > ), 

(z E A;z:B,x(z))' = (;r E A,>.uenX(< z,y >)), 

&c,A:: (y E CAzA,cc,A(ir(y), ir'(y))). 

C(L) tiene objetos de números naturales. 

O::(zEl,O) 

S:: (z E N,S(z)),. 

In:: (w E (B x B8 ) x N, l(ir(ir(w)), ir'(w))). 

Es fácil hacer C un funtor >. - Cale _, CartN. Supongamos que 
<f> : L --+ L' es una traslación, definimos C{<f>) : C(L) --+ C(L') como 
sigue 

Si A es un objeto de C(L), esto es, un tipo de L , C(<f>)(A) = <f>(A) es 
el correspondiente tipo de L' , luego un objeto de C( L'). 

Si J = (z E A, 9(;r)) es una flecha A -+ B en C(L), esto es, ,P(;r) es un 
término de tipo Ben L, C(<f>)(/) = (<f>(;r) E <f>(A),<f>(t,>(;r))) es la co­
rrespondiente flecha <f>(A) - <f>(B) en C(L'). 
En suma tenemos que 

Proposición C es un funtor de>. - Cale a CartN 

En lugar de adjuntar una flecha indeterminada x : 1 - A a la categoría 
cartesiana cerrada C(L) uno puede adjuntar un 'parametro' x de tipo A a el 
lenguaje[,. Para precisar, si Les un >.-cálculo tipificado y.res una variable 
de tipo A, uno puede formar el lenguaje L(,·) adjuntando el parametro x 
como sigue: 
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L(:r:) tiene exactamente los mismos tipos como L y además los mismos 
términos, excepto que :r: no es mas largo contado como una variable. En 
otras palabras, los términos cerrados de f,(:r:) y términos ¡/l(:r:) en L la cual 
no contiene mas variables libres que :r:. Con el mismo espíritu, =en L(:r:) 
significa = en L; :r: no está en X. 

Proposición C(L)[x] ~ C(L(x)) 

Demostración 

Mostraremos que C(L(:r:)) tiene la propiedad universal de C(L)[x] 

La indeterminada :r: : 1 - A esta definida por (y E 1, :r:). H, es C 
de la inclusión de L en L(:r:), la cual puede necesitar algunas reetiqueta­
ciones de variables. Supongamos que F : C( G) --+ A es cualquier funtor 
cartesiano cerrado preservando objeto de números naturales débil, y dado 
cualquier flecha b : 1 - F(A) en A. Nosotros pretendemos que existe un · 
único funtor F': C(L(:r:)) - A tal que F'H, = F y F'(:r:) = b 

Obviamente, definimos F'(B) = F(B) para cada objeto B de C(L), esto 
es, un tipo en L. Supongnsc que f =(y E B,¡/l(:r:,y)) es cualquier flecha 
B - Gen C(L(x)), esto es, ¡/l(x, y) es cualquier término de tipo C en [, 
con variables libres x E A y y E B. D~finimos F'(/): F(B) - F(C) en A 
como sigue: 

Primero notemos que ¡/l(x, y)= 1/J(y)Í :r:, donde i¡'1(y) es AzeA4>(:r:, y). Así 
f = 'c,,1 < g, xQn >,donde g =(y E B, !/!(y)): B - CA en C(L). Ahora 
definimos 
F'(/) = 'F¡c¡,F(A) < F(g), bQF(n) > 

Esta definición, claramente t it•nc la propiedad deseada. También, esto 
harc que F'(g) = F(g) y F'(:r:) = b 
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• A continuación establecemos el principal resultado de esta sección 

Teorema 
hecho CL~ id 

Demostrac(ón 

Las categorías >. - Cale y CartN son equivalentes, de 
LC~id 

i) Consideremos la transformación natural < : CL _, id definida para 
cada A en CartN por <(A) : CL(A) _,A como sigue: 

Un objeto de CL(A) es un tipo de L(A), esto es, un objeto A, dado 
e(A)(A) =A. 
Una flecha B _, C en CL(A) tiene la forma f = (y E B,t/i(y)), donde 
tfi(y) E C en L(A), dado e(A)(/) = la única flecha g : B _, C tal que 
g>: = tfi(y) usando completez funcional. 

Claramente ó(A) es una flecha en CartN .. También en vista de la com­
pletez funcional se establece una correspondencia uno a uno entre 
HomCL(A)(B,C) y HomA(B,C), Así ó(A) es un isomorfismo. 

ii) Consideremos la transformación natural ql: id_, LC definida para 
cada Len>. - Cale por IJ(L) : L _, LC(L) como sigue 

IJ(L)(A) :A; 

1J(L)(tfi(>:1, .. .,>:n)) en C(L(.:1, .. ., >:n)) 
observemos que hemos identificado C(L)[x¡, .. .,zn] con C(L(z1, .. .,>:n)) 

como fue justificado en la proposición anterior. Para ver que IJ(L) es un 
isomorfismo, construyamos su inversa, la cual manda (z E l, t/i(z)) sobre 
t/i(•) • 
Corolario 1.0.1 C(Lo), la categoría cartesiana cerrada con objetos de 
números naturales débil generado por el >.-cálculo tipificado es un objeto 
inicial en CartN 

Finalizaremos éste capítulo con la observación concerniente al problema 
de como interpretar lenguajes en categorías, en el presente contexto esto es 
explicado de la siguiente forma: una interpretación de un >.-cálculo ti­
pificado L cu una categoría cartesiana cerrada A con objetos de números 
naturales débil es justamente una tra.~lación L _, L(A). Por el teorema 
anterior, esto es esencialmente lo mismo que un funtor cartesiano cerrado 
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C(L)-> A. Como fue observado en éste capítulo. Lo tiene una única inter­
pretación en cualquier categoría cartesiana cerrada con objetos de números 
naturales débil. 



12. EL PROBLEMA DE 
DECISION PARA 
IGUALDAD 

Para el objeto inicial C(Lo) en CartN lo escribiremos Co. Co es de in­
teres para los lógicos , como este da una versión de las funcioales recursivas 
primitivas de Godel's de tipo finito, y a los categoristas a la solución del 
'problema de coherencia' para CartN. Este problema pregunta cuando un 
diagrama en una categoría conmuta, o equivalentemente,cuando dos flechas 
entre dos objetos. Si uno quisiera calcular el Hom(A,B) en Co, dos pro­
blemas surgen 

1) Encontrar un algoritmo para obtener todas las flechas A -+ B en Co 
(esto es, todas las pruebas A-+ Ben el correspondiente sistema deductivo). 

11) Encontrar un algoritmo para decidir cuando dos flechas A-+ B son la 
misma. 
Enfocaremos nuestra atención al segundo problema, observando la prueba 
de la ley distributiva 

< /,g > h =< /h,gh > 
para una categoría cartesiana cerrada (este demostración fue dada en el 

capítulo 3, C3 presentadas r.cuacionnlmente) 

Dos flechas /, g : A -+ B en Co esta dada por dos términos <P( :r) y .P( :r) 
de tipo B en Lo con una variable libre :r de tipo A. Queremos decidir 
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cuando ,P(x) = ~'(x) o equivalentemente AreA.P(x) = >.,EA.P(x) dados en 
Lo. Llamamos dos términos a y b de Lo cuyas variables libres estan con­
tenidas en X convertibles si la ecuación a = b en Lo. Los términos de Lo 
son definidos inductivamente. Asi el problema Il se ha reducido a decidir 
cuando dos términos cerrados de tipo B en Lo(x) o Lo son convertibles. 
En vistade que hay términos cerrados de cada tipo en Lo son convertibles. 
No necesitarnos distinguir entre = y = como fue observado en el capítulo 
10, >.-cálculos tipificados. 

Resolveremos el problema de decisión por convertibilidad no en Lo sino 
en L0, el cual es como Lo pero sin el tipo 1, en otras palabras, Lo es una 
variante del ~-calculo tipificado puro en el cual el tipo básico único es N. 
Esto no pierde generalidad por la siguiente razón: Un término cerrado de 
tipo Ben Lo o Lo(x) corresponde a una flecha 1-+ Ben Co o Co[x] donde 
el objeto B es canónicamente isomorfo a 1 (en cuyo caso es poco intere­
sante) o a un objeto cuya construccón inductiva no contiene a l. Esto es 
asi en vista de los isomorfismos canónicos C X 1 2!! C :! 1 X C, C 1 = C 
y 1 e e! 1. El último isomorfismo mencionado presupone que [{ om( 1, C) no 
es vacio, que ese! caso en Co, que hay términos cerrados de cada tipo en Lo. 

Para resolver el problema de decisión por convertibilidad de términos, 
reemplazaremos convertibilidad por otra relación, que es el de reducibi­
lidad. Sin embargo, se con vierte tedioso el distinguir entre términos, los 
cuales difieren solo en la elección de variables acotadas. Diremos que dos 
términos a y a' son congruentes y escribiremos a =: a'. 

Primero definiremos una relación a > a' entre términos de tipo A en 
f,o o L(¡ (realmente clases, de congruencia) y decimos" a básicamente se 
reduce a a'". Hay ocho reducciones básicas; las ecuaciones básicas de un),. 
cálculo tipificado básicamente se reducen a: 



Bl 

B2 
B3 
B4 

B5 

ecuaciones 
basicas 

a > 

reducciones 
basicas 

* 
~ ~o •;:\\ "L.40 c.\ Lo) 

ir(< a.b >) > a 
ir'(<a,b>) > b 

< ir(c), ir'(c) > > c 
>.•eA4>(x)Í a > 4>(a) 
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(a E 1,a¡;h)¡ 

(a E A,be B)¡ 
(a E A,be B)¡ 
(ce A X B)¡ 

(a EA)¡ 
B6 >.•eA(/Í x) > f (/ E BA, 1 11\0 O \•,\,ye. & .. ~ ) 

B7 I(a, h, O) > a (aEA,heAA)¡ 

BB I(a,h,S(n)) > hÍ I(a,h,n) (aEA,heAA,neN) 

Diremos que b se reduce a b' en un paso y escribimos b > b' dado que 
b' es obtenido de b reemplazando una ocurrencia simple de un subtérmino 
a en b por a', donde a > a' . Por ejemplo: 

>.•EA< ir(< x,y>),y >> >.reA < x,y > 

porque ir(< x,y >) > x 

Diremos que b se reduce a b' en n pasos y escribimos b > b', dado que 

b::: bo >1 b¡ > b~ > ... > Bn = b' 

En particular b > b' significa b ::: b'. Diremos que b se reduce a b' y 
escribiremos b 2: b', dado que hay un número natural n tal que b >n b' 

Proposición (Teorema de Church-Roser) 
En L(¡ Si b 2: c y b 2: d entonces eriste un término e tal que c 2: e d 2: e 

La demostración del teorema de Church Rosr.r lo posponemos para el 
capítulo siguienten. En este capitulo solo notaremos sus consecuencias. 

Definición. Llamamos un término b irreducible, o en forma normal, 
si no existen términos b' tal que b 2: 1 b', es decir. Si para subtérminos a de b 
no existe a' con a > a1

• Otra forma de decir esto es que b 2: b' implica b::: b' 

Definimos en Lo los términos cerrados irreducibles K(A) de cada tipo 
A inductivamente como sigue: 
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K(I):: *• 
-'•eAK(B) 

K(N):O, K(AxB) ::< K(A), K(B) >, 

Claramente una condición suficiente para b = b' dada en Lo o La en 
el cual b y b' se reduzcan a términos congruentes irreducibles ( o formas 
normales congruentes). 

Definición. 
que b ~ b' 

bes normalizable si existe un término irreducible b' tal 

Corolario 1.0.1 En La si b es normalizable, entonces su forma normal es 
única salvo congruencia. Dos términos normalizables son convertibles si y 
solo si ellos tienen forma normal congruente. 

Demostración 

Uno podría pensar que esta dado un procedimiento de decisión para 
convertibilidad de términos normalizables: reduciendo cada término a su 
forma normal y ver si estos términos irreducibles son congruentes. Sin em­
bargo hay un problema de como reducir un término dado a su forma normal. 
Mientras una secuencia de reducciones puede finalizar con un término 
irreducible después de un número finito de pasos. Pero puede haber otra 
secuencia de reducciones que nunca terminara, por lo tanto no podemos 
intentar por este camino si antes no tenemos un camino seguro. 

Para demostrar el corolario definamos lo siguiente: 

Definición . Un término es acotado (algunos autores dicen 'fuerte-
mente normalizable' si existe un número n tal que ninguna sucesión de 
reducciones de un paso tenga mas de n pasos. La acotación de t, escrita 
por bd(t) es la mas pequena n. Por ejemplo, la acotación de un término 
irreducible es O. Claramente, si un término es acotado, toda sucesión de un 
paso debe terminar después de un número finito de pasos ( el recíproco de 
esta afirmación es también verdadera, en vista del lema de Konig's, pero no 
necesitamos de éste). En particular, todo término acolado es normalizable. 
Notemos que si t >1 t' entonces bd(t) > bd(t'). 

Así tenemos un algoritmo para decidir convertibilidad de dos términos 
acotados en L{¡; reducimos ambos al azar hasta términos irreducibles y los 
compararnos para ver si ellos son congruentes. 

Probaremos en el siguiente capítulo el teorema de Church-llosser dado 
para términos acotados y depués demostraremos que todos los términos son 
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acotados en L0. Así obtendremos un algoritmo para decidir convertibilí­
dad de términos en L(¡ y por lo tanto decidir igualdad de flechas en Co = 
C(Lo) 

Por el momento haremos una observación que será de utilidad. 

Lema Sup6ngase que ,P(x) es un término en Lo con variables no 
libres mas que x de tipo A y a es un término cerrado de tipo A tal que ,P(a) 
es acotado, entonces ,P(x) es acotado. 

Demostración 

Si ,P(x) >1 ,P(x) En virtud de B2 a BB entonces tenemos ,P(a) >1 ,P(a). 
Sin embargo, cuando la reducción básica x >1 *es usado entonces t,6(•) = 
.P(*) son los mismos términos. Esta desafortunada excepción complica la 
demostración algo. Aún, si ,P(x) :;=: ,P(x) entonces \l(a) ::'.'. V'(a). 

Sen r = {,¡,(x)/t,6(:r):;:: ,P(x)} 

r t= 0 pues ,P(x):::: ,P(x) para cualquier ,P(x) en r asi se sigue ,P(a):::: 
psi( a). Como ,P(a) es acotada formemos el siguiente conjunto: 

A= {b/,p(a):;:: b es finita} 

(Hecordemos que no distinguimos entre términos congruentes, esto es 
términos que difieren solo en la elección de la variables acotadas.) Más aún 
para cada ben A, r1 = {i,&(:r)/!/J(a)} es finito. De aquí r <;; UieAr1 es· 
también finito y por lo tanto .,U(x) es acotado. • 



13. EL TEOREMA DE 
CHURCH-ROSSER 
PARA TERMINOS 
ACOTADOS 

En este capítulo proba.remos el Teorema de Church-ROBSer para el caso es­
pecial cuando b es un término acotado de L~ o, más generalmente de Lo, 
sin subtérminos de tipo 1 mas que *· En Ja sección siguiente probaremos 
que todo término es acolado. 

Proposición Si b es acotado y b > c y b > d entonces hay un 
término e tal que c;::: e y d ;::: e. 

Demos Ir ación 

Realizaremos la demostración por inducción sobre el término acolado b 
y reducimos el problema al caso m ~ 1, n ~ 1 El caso m = !, n = 1 
es resuelto por el lema que se demostrará después. 

Si m =O o 11 = O no hay nada qua probar debido a que 

si 
si 

b >e 
b> el 

entonces 
entonces 

b::c 
b::d 
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y b es acolado. 
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Supóngase que m > 1 o n > 1 entonces tenemos 

b > c1 > c 

donde m - 1 > O o n - 1 > O. Por el lema que se demostrará después 
existe e1 ta/ que c1 <: e1 y d1 !". e1. Ahora C¡ y d¡ tienen un número de re­
ducciones menor que b, así por hipótesis de inducción , podemos encontrar 
c2 y di ta) que c !". c2, e1 <: c2, e¡ !". d2, otra vez, e¡ tiene un menor 
número de reducciones que b, asi podemos encontrar e ta) que c2 !". e y 
d2 !". e, por transitividad, c !". e y d <: e. Esta prueba es ilustrada por e/ 
siguiente diagrama 

/ 
c. 

""' 
Lo que resta probar es el siguiente lema 

Lema 
d;:: c. 

Si b > c y b > d entonces eriste un término e tal que c <:e y 

Demostración 
/,a reducción de b a c depende sobre la reducción básica de un subtérmino 
a de b a a', y la reducción de b ad depende sobre /a reducción básica de un 
subtermino f de b a f'. Si a y J no cubren parcialmente tenemos 

b = ... a .. .f ... 

e= ... a1 
.. .f ... 

d: ... a ... f' ... 

Si tomamn<e = ... a' .. .f' ... cntoncesclaramenteobtencmosc !".e yd !".e 
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Si los su/,términos a y f de b se cubren, uno de estos debe tener un 
subtérmino digamos f Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 
a = b. Así b se reduce a dos caminos: una reducción 'exterior' sobre el 
término completo b y una reducción 'interior' sobre el subtérmino f. Asi 
hemos realizado una reducción de el problema al siguiente CllSO especial: 

Si b > c (reducción 'exterior') y b > d (reducción 'interior') entonces 
existe un término e tal que c 2: e y d 2: e (recordemos que b > e significa 
que hay una reducción básica de b ne). 

llay ahora oclw casos para b > c de acuerdo a )llS ocho reducciones 
básicas vistas en Ja sección anterior. Los siguientes diagramas ilustran 
que hacemos en estos oc/10 C/lBOS. Escribiremos la reducción exterior a Ja 
izquierda y la reducción interior a Ja derecha. 

Bl 

82 11<.<.nC.c), n',~>) 

/ "" l\ <. <.) 

n te.) 
/ 

En el primer subcaso de D2, Ja reducción interior toma a na' (donde 
b:; b') o 6 a b' (donde a:; a'). En el segundo subcaso de 82, la reducción 
interior toma < a, b > a c, dado que a=: ir(c) y b:: ir'(c). 

B3 
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El razonamiento es análogo a 82 
84 

u'c.c:l u'<.c.> 

\ I 
l\\<.) 

En el primer subca.o de 84, la reducción interior toma e a c'.i:n el 
segundo subca.o de 84, la reducción interior toma ir'(c) a b. 

b5 



En el primer subcaso de B5, Ja reduccíón interior toma c¡l(:r) a c¡l'(z) 
(de donde a = a1

) o a a a' (de donde ef>(x) = c¡l'(z). Observemos que si 
ef>(x) ;:: ef>'{z) entonces c¡l(a) ;:: ¡/>'(a). En el segundo subcaso de B5, la re-

ducción interior >.r€A ef>(:r) a f, dado que que c¡I( :r) = f f z y x no es libre en 
f. 

En el primer subcaso de 86, /a reducción interior toma fa/'. En el 
segundo subcaso de B6, la reducción interior toma ¡f x a ef>(:r) dado que 
I = >.veA4>(y). 

B1 

Aquí /a reducción interior toma a a a' (de donde h = h oh a h' (de 
donde a' = a). 
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-:r ~o.;i.\ 1 s (°'\)) "-.... 

~ 1.<.Co\1~ -i e.ti!,~,~<.~')) ---... / 
~s 1. ~o!,~'~ l . 

Aqui la reducción interior toma a a a' (de donde h = h',S(n) = S(n')) 
oh ah' (de donde a= a',S(n) = S(n')) o S(n) a S(n') (de donde a": a' 
y h' = h) 

Por /o tanto el lema queda demostrado y también la prueba de la 
proposición de esta sección. 

• 
Observaciorws al lema anterior 

En el caso B4, si lr(c) o 11"1(c) es de tipo l entonces el argumento uti­
lizado no funciona, 

<~<e:), 11'<.c:) '> 
y ~ 

c. < íl <.t.'>, n'cc;') '> 

~,/ 
e:. 

Supongase que lf(c) es de tipo 1 entonces la reducción básica de lr{c) es 
•, lf(c) > •por ende c =•,se sigue que e'=• y por lo tanto no existe una 
reducción básica d11<lf(c),11"1(c) >a< lf(c'), ir1(c') >, 

El mismo rnzonamicnto se utiliza para 11'(c) de tipo 1 

2) Por le. misma razón que en 1, el argumento utilizado en B6 no fun­
ciona. 



14.TODOS LOS 
TERMINOS SON 
ACOTADOS 

Nosotros quisieramos probar que todos los términos de Lo son acotados. 
Cl'aramcnte todos los términos irreducibles son acotados, en particular las 
variables O y *· Listaremos los siguientes resultados parciales. 

Lema a) < a, b > es acotado si a y b lo son. 
b) ir(c) y 11'1(c) son acotados si e lo es. 
e) ~reA<i>(x) es acolado si </>(x) lo es. 
d) S(n) es acotado sin lo es. 

Demostración 

Demostraremos a) los otros se siguen de igual manera. Nosotros ar­
gumentamos por inducción •obre bd(a) + brl(b). Es suficiente mostrar que 
e es acotado siempre que < a,b >>'1 c. Si e=< a',b > con 11 >1 a' 
o e=< a,b' > con b >1 b', e es acotado por hipótesis de índuccón. El 
otro caso es si a := ir( e), b =: ir'(c), pero entonces e es acotado pues es un 
subtérmino de a. 

• 
Desafortunadamente esta clase de argumentos no se extiende a términos 

de la formabf y l(a,li,S(n)). Notemos que aún las reducciones básicas 

l 11 
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>-zeA'P(~)J a> t/i(a), J(a, h, S(n)) > hf l{a, h, n) 

el lado derecho puede ser mas complicado que el lado izquierdo. 
Nosotros quisieremos reemplazar acotabilidad por una noción aparente­

mente mas fuerte, este es, el de computabilidad, que está definida por 
inducción sobre tipos. Primero limitaremos nuestra atención a términos 
cerrados. · 

Definición Un término cerrado es computable con tal que se cumpla 
uno de los siguiente casos. 

(1) e E 1 o e E A y e es acotado. 
(2) e E A x 8 y 'll'(c) y ir'(c) son computables; 

(3) e E BA, e es acotado y cf n es computable para todos los computables 
cerrados a E A 

De la definición se desprenden dos consecuencias inmediatas 

Lema Suponga que e y¿ son términos cerrados 
(1) Si c es computable, entonces c es acotado. 
(2) Si e es computable y e~ ¿, entonce.• e' es computable. 

Demostración 

(1) Nosotros solo necesitamos ver el caso e E A x B, donde c es com­
putable, así lo es, también lf(c), por definición. Por /Jipótesis de inducción 
el resultado se da para A, luego 11'( c) es acotado, por lo tanto c, la existencia 
de un subtérmino de 11'( c) es también acotado. 

• 
Lema {I) Un tfrmino cerrado e es computable si uno de los tres ca-
sos sigu;r::tes se da: 

(J) c =< a,b > y a y b son computables. 

{!!)e:: Areat/i(.r) y tj¡(a) es comp11tablc para todos los computables ce­
rrado.< a E A. 

(.1) c 110 es ninguno de los anteriores, y para lodos los cerrados e', si 
e >1 "' rntonces e' es cornpulab/i. 
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(II) Para todos los tipos C, J((C) es computa61e. 

Demost.ración 

Para el propósito de esta demostración, haremos dos definiciones. 

Llamamos un término cermrlo pre-computable si este satisface (1), (2), 
(3). Llamamos un tipo C agradable si todos los pre-computables c E C son 
computables. Así, podemos cambiar (I) como : 

(I') Todos los tipos son agradables. 

Ante de demostrar esto, hagamos una observación. 

(IIIJ Si C y todos los subtipos de C son agradables entonces K(C) es 
computable. 

'Siendo u11 subtipo' es desde luego la relación transitiva generada por : 
A~ B son subtipos de Ax By BA. 

Claro, (111) es fácilmente mostrado por inducción sobre el tipo C. Por 
definición , K(l) = •y K(N) = O son claramente computables, porque 
ellos son acotados. Mas aún K(A x B) =< K(A), K(B) > es computable 
por (1) si K(A) y K(B) lo son , y K(BA) = >.reAK(B) es computable por 
(2) si K(B) lo es, de esta manera se aplica la hipótesis de induccón. 

De este modo nosotros planeamos demostrar (I' ), (11') seguido inmedi­
atamente de (111). Queda probar (I) que liaremos por inducción sobre los 
tipos. Para este propósito nosotros adoptamos la liipótesis siguiente 

(A) Todos los subtipos propios de C son agradables y los términos cer­
rados c E C son precomputables 

nosotros estaf>leceremo.• la sig11ie11te conclusión : 
(C) e es com¡mtnble. 

Veremos los casos e = 1, N, A X B y 3A separadamente, pero primero 
notemos /118 ronc/usiours prrli111i11arcs 

(P) c es acotado 



14.TODOS LOS TERMINOS SON ACOTADOS 

Obviamente, por /1ipótesis (A) , c satisface (1), (2) o (3). En el caso 
(1), e es acotado por el primer y tercer lema de este sección, porque a y b 
son acotados. En el caso (2) se sigue del primer lema que c es acotado si 
nosotros mostramos que ,P(x) es acotado. Ahora K(A) es computable por 
la hipótesis (A) y (III). P orlo tanto, ,P(K(A)) es acotado por (2) y el 
lema 3 de esta sección, luego ,P(x) es acotado por el lema de Ja sección 12. 
En el caso (3), ces evidentemente acotado, porque , siempre que c >1 c', 
entonces c1 es acotada por el lema (3) de esta sección. 

Nosotros ahora estamos listos para demostrar la conclusión ( C). Cuando 
G = 1 o C = N, computable significa acotado., y asi nosotros nos referire­
mos a la conclusión preliminar (P) . 

Supóngase C = A x B de acuerdo a la definición de computabilidad, 
debemos mostrar que ir(c) E A y ir'(c) E B son computables, procederemos 
por inducción sobre bd(c), por hipótesis (A), A es agradable, así solamente 
necesitamos demostrar que ir(c) es pre-computable. Entonces ir(c) no es ni 
un par o un >.-término, nosotros solo tenemos que comprobar (3). 

Así, supongamos ir(c) >1 a', debemos mostrar que a' es computable. 
Existen dos casos: Si a' :: ir(r!) y c >1 c' a' es computable por hipótesis de 
inducción, entonces bd(r!) < bd(c). Si a' = a y c =a y c E< a, b >, a' es 
computable por (1). 

Supongamos abora que C = BA, debemos demostrar que cf a E A 
es computable para toda computable cerrado a E A, como c es acotado 
por (P), procederemos por inducción sobre bd(c) + bd(a), por hipótesis 

B es agradable, asi solamente necesitamos mostrar cf a es pre-computable. 

Entonces cf a no es ni una pareja ni un >.-término, solo comprobaremos (3). 

Asi supongamos cÍ a >i b' mostraremos que b' es computable. Existen 

dos casos. Si b' E c' fa con c >1 ¿o b':; cÍ a' con a >1 a', b' es computable 
por hipótesis de inducción, entonces bd(a') < bd(a) y bf{r!) < bf(c), si 
b' E ,P(a) y e= >.reAiP(x), b' es computable por (2). 

Tenemos asi estab}erida Ja conclusión (C) y /a demostración del lema 
esta completa. 

• 
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Lemn Si a E A, h E AA, y n E N son términos cerrados 
computables, entonces I(a,h,n) es computable. 

Demostración 

Procedemos por inducción sobre 6d(a)+6d(/1)+bd(n)+bd(u(n)), donde 
u(n) es el número de ocurr-.ncias del símbolo Sen la forma mormal den. 
(Recordemos que n computable implican es acotado.) Entonces l(a,h,n) 
IJO es ni una pareja ni un >.-término, necesitamos solo demostrar el caso (3) 
del lema anterior. 

Así, supongamos !(a, h, n) >1 d, necesitamos demost.rar quedes com­
putable Existen tres casos. Si d:= I(a',h,n) con a >1 a' od:= l(a,h',n) 
con h >1 h' o d := l(a,!1, n') con n >1 n', des computable por hipótesis 
de inducción, entonces bd(a') < bd(a), bd(h') < bd(h) y bd(n') > bd(n) 
pero u(111) = u(n). Si d = a con n := O, d debe ser computable. Final-

mente, si d := ¡J l(a,h, m) con n := S(m), nosotros tenemos u(m) < u(n) 
y bd(m) = bd(n), así !(a, h, m) es computable por hipótesis de inducción. 
Entonces h esta dado a ser computable, des computable por definición de 
computabilidad. 

• Ahora extenderemos la noción de computabilidad a términos abiertos. 

Definición. Un término t := t/i(x 1, .. ., x0 ) con no más variables libres que 
x1 , ... , x0 , es computable, con tal que, para todos los términos cerrados com­
putables a1,. .. ,a0 de tipos apropiados, el término cerrado t = t/i(a¡, ... ,a0 ) 

es computable. 

Teorema 
acotados. 

Demostración 

Todos los términos de Lo son computables, por lo tanto 

Procederemos por inducción sobre la longitud de términos. Para la 
COIJS· 

tante • y O y para todas las 1·ariables el rt•su/tado es trivial. Queda por 
demostrar fa, siguientes seis a/irmaciom•s. 

(l) Si " y b son computables, asi lo es < ", b >. 
desde luego, dado a y b computables, entonces asi lo <'S < a, b > por el 
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último lema de esta sección. 

(2) Si e es computable, entouces lo es ir( e) y ir'(c). 
dado c computable, entonces lo son ir(c) y ir'(c) por definición de com­
putabilidad. 

(3) Si {E BA y a E A son computables, entonces lo es ¡fa 
dado f y a computables, entonces Jo es ¡fa por definicion de computabi­
lidad y el lema 3 de esta sección. 

(4) Si ~(x, X¡, .. ., Xn) es computable, entonces lo es .\,eA.P(x, x¡, .. ., Xn)· 
dado ~(:i:) :: ,P(x, a1, •• ., an) para términos computables cerrados a¡, .. .,an 
y asumamos que ,P(a) E B es computable para todos los términos cerrados 
computables a E A. Entonces ,\•eAtP(x) es computable, por el lema 4 de 
esta sección. 

(5) Sin EN es computable, entonces lo es S(n). 
dado n computable, este es acotado, entonces lo es S(n). 

(6) Si a E A, h E AA y n E N son computables, entonces lo es 
I(a,h,n). 
dado a, h, n computables entonces Jo es I(a, h, n) por el lema 5. 

Esto completa la demostración. 

• 
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Un categoría pequena con un objeto es un monoide, esto es, un semigrupo 
con elemento identidad. Si una categoría cartesiana cerrada pequena tiene 
un solo objeto, éste es un monoide poco interesante, porque si l es el objeto 
terminal, 11om(1, 1) tiene un solo elemento. Sin embargo si eliminamos el 
objeto terminal obtenemos una interesante clase de monoides. 

tJn C-monoide ( C por Curry, Church, Combinatoria o Cartesiana) es un 
monoide í! con una estructura extra (11',1f',c,•,<,>) donde 1!'1 11'1 y' son 
elementos de íl {operaciones nul11S). (-)" es una operación unaria y<,> 
es una operación binaría satisfaciendo 1118 siguientes identidades: 

CI 1f < a,b >=a 

C2 1!'1 < a,b >= b 

C3 < 1!'C,1f1C >= C 

C4 r<h':r,'lr'>=li 

C5 (r<h,7r'>)'=k 

Para tod11 a,b,c,11, y k. Estos son los axiomas de una categoría carte­
siana cerrada sin objeto terminal. 

A continuación listamos una serie de consecuencias de las definiciones 
anteriores. 

1'7 
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C3a < a,b > c =< ac,bc> 
C3b < 11',11'

1 >::: 1 
C4a t<h*a,b>=h<a,b> 
C5a h•k = (h < kh, 11' >)* 
C5b e•= l 

Para toda a, b, c, h y le 

Demostración 

C3a) <a,b>c=<ir<a,b>,'ll'<a,b>> por C3 
=< ac,bc > por C3 

C3b) < ir,'11' >=< irl,ir'l >= 1 por C3 

C4a) fi < h*a,b >= t < h*ir < a,b >,ir'< a,b >>por Cl y C2 
'= t < h•ir, ir'>< a,b >por C3a 
= h < a,b> 

C&a) h'k = (t < h*b, ir'>• por C5 
= (t < h*ir < b,'11' >,ir'< b,ir' >>)*por Cl y C2 
= (t < h*ir, 11'

1 >< kir, ir'>>)* por C:la 
= (h < b,ir' >)•por C4 

Definición 

En cualquier C-monoide escribimos: 

• 
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para todo elemento a, b, /, g 

Esta definición es motivada por las ecuaciones correpondientes en una 
categoría cartesiana cerrada. 

Verifiquemos las siguientes consecuencias de esta definición 

C6 (ax b)(c x d) = ac x bd 

C1 glh = (gg < hir,fir' >)' 

es 91 kh = (gk )<hn 

Demostración 

C6 
ax b=< air,bir' > e x d =< cir, dir' > 

(ax b)(c x d) =< air, bir' >< cir, dir' > 

=< air < cir,dir' >,bir' < cir,dir' > 

=< acir, bdir' >= ac x bd 

C7 
glh = (g< <"·/ir' >)'h 

=(ge< ir,/ir' >< hir,ir' >)' 

es 
gfkh = (g< < ir,/ir' >)'(k< < ir,hir' >)' 



140 15. C-MONOIDES 

=(ge< 7r,f7r1 ><< (ke < 7r,h7r1 >)•7r, ir'>)' 

=(ge< (ke < 7r,hir' >)'7r,fir' >)' 

=(ge< (ke <'Ir, b' >)•'Ir, ir'>< 7r 1 f7r1 > )' 

= (gke < 'lr,hir' >< 7r,f7r1 >)' 

• 
Los C-monoides son los objetos de uns categoría cuyas flechas son C-

homomorfismos, esto es, mapeos que preservan las operaciones 7r1 ir', e,*, y 
<,>. 

Dado un C-monoide A, podemos formar el C-monoide polinomial A[x] 
por la usual constucción de álgebra universal: los elementos de A[x) son 
polinomios, esto es, palabras construidas de x y los elementos de A u­
sando las operaciones del C-monoide módulo la relación de congruencia 
mas paquena que satisface CI - C5 y el mapeo h : A -+ A[x] que manda 
todo elemento de A sobre el polinomio constante correspondiente es un 
C-homomorllsmo. En particular, si< a, b >=e en A entonces< a,b >=e 
en A[x]. 

El C-homomorfismo canónico h : A -+ A[x] tiene la propiedad universal 
usual: para todo C-homomorllsmo f : A -> By todo elemento b E A existe 
un único C-homomorfismo f¡ : A[x] _,. B tal que f1h = f 

En particular cuando B =A y f = 1 A y /¡(4>(x)) = ,P(b) 

Los C-mouoides tienen la importante propiedad de completez funcional. 
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Teorema Si efi(:r) es un polinomio en la indetermi11ada :z: so6re un 
C-monoide A, existe una única constante f en A tal que 

f < (xir)'' 1 >= efi(:z:) 

Demostración 

Definimos p,ef¡(:z:) por inducción sobre la longitud de la palabra efi(:r) 
i). p,k :: kir' si k E A 

ii) p.:z: =' 
iii) P• < iJ.(:r),x(:r) >=< p,tfi(:z:),p.x(:r) > 

iv) p.(x(x),P(:r)) = Prx(:z:) < ir,p(:z:),P(:z:) > 

v) p(:z:)(rp(:i:)') = (p,rp(:z:)a)' 

donde a=<< irir, < ir'ir, ir'>> (escribimos= para identidad de pa­
labras, mientras= es reservada para igualdad de polinomios, esto es, clases 
equivalentes de palabras). 

Mostraremos que p, se áplica realmente a polinomios, es decir 

si ql(:z:) = .P(:z:) entonces p,,P(:z:) = p.l/'(:r) 

Ahora = es la relación de congruencia mas pequena entre palabras en 
;r satisfaciendo Cl - C5 y la condición de que li es un homomorfismo, por 
lo tanto es suficiente mostrar 
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Cl' p(z)(11' < a,b >) = p,a 

C21 p(z)(11'1 < a,b >) = p,b 

C3' p(:)( < 'll'C, '11'1c) = p,c 

C4' P;i:(e < h'11', 11'1 >)' = p(z)h 

C5' p,(e < k11','11'1 >)' = p,k 

demostración 

Cl') 
p(z)('ll' < a,b >) = p(z)'ll' < 11',p. < a,b >>= 

p(z)11' < 11'1 < p,a,p,b >>= 11'11'1 < 11', < a'll'1,b'll'1 >>= 
11' < a11'1,b11'1 >= air' = p,a 

C2') 
Los mismos cálculos se realizan para p(z)(11'1 < a,b >) = p,b 
C3' 
p(z)(< ll'c,ir'c) =< p,('11'c),p,(11'1c) >= 

< p,11' < 11',p,c >,p,ir' < ir,p,c >> -

< ir11'1 < 11', p,c >, ir1'11'1 < ir, p,c >>= 
< irp,c,'11'1p,c >= p,c 

C4') 
p,(e < h'11', ir'>)' = p,e < 11',p, < h'11', ir' >>= 

p,(e < h'11', ir'>)= p,e < 11", < p,(h'11'), Pz'll'1 >>= 
p,e < 11', < p,h' < '11',p,11' >,p,11'1 >>= 
é < (p,het)' < 11',p,ir >,p,11'1 >= 
é < (p,het)'11',11'1 ><< 11',p,11' >,p.ir1 >= 
p,het << 11",p,ir >,p,11'1 >= 
p,h < 11', < p,ir ,p,ir1 >= 
p,h < 11', < 11', ir'> '11'

1 >= 
p,h <ir, 11'

1 >= p,h 

C5') 

p,(e < h,ir' >)' = (p,(e < kll',tr' >et)'= 
(p,e <ir, p.< ktr,'11'' >et)'= 
(ep, < ktr,11'1 > rr)' = 



(i: < p,(kir),p,1T1 >a:)'= 
(i: < p,k < ir,p,ir >,p,ir' >a)'= 
(e< kp,ir, ir' ir'> a:)'= 
(i: < kirir', ir'ir' >< 1T1T < 1T

1
1T, ir'>>)'= 

(e< kir'ir, rr'ir' >)' = h' = p,k 
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Notemos además que, si < a, b >=e en A, entonces p, < a, b >= p,c 
Mostremos la existencia de F 

i) 
p,<f>(z) <(zir')', 1 >= p,k < (zir')', 1 >= 

h' < (zir')', l >= k 

ií) 
p,<{l(z) < (zir')', 1 >= p,z < (zir')', 1 >= 

e < (:z:ir')', l >= zir' < 1, l >= :z: 

iii) 
p,(< 1/i(z),x(z) >) < (zir')', 1 >= 

iv) 

< p,1/J(z),p.x(z) >< (zir')', l >= < 1/i(z)ir'' x(x)ir' >< (zir')'' 1 >= 
< 1/i(z),x(z) > 

p,(x(z)l/i(:z:)) < (zir')', 1 >= p,x(z) < ir,p,1/i(:r) >< (zir')', 1 >= 
x(z)p.1/i(z) < (zir')'' l >= x(z)l/i(z) 

v) 

p,(1/i(z))' < (zir')', 1 >= (p,1/i(x)a)' < (n'', l >= 

(p,1/i(z)a << (zir')',l > 71',ir' >)' = 

(p,1/i(z) < irir,< 71'
1ir,ir' >><< (zir')',l > ir,71'1 >)' = 

(p,!/i(z) <(u')' ir,< ir, ir'>>)'= 
(p,f/i(z) < (xir')' 71', 1 > )' = 
(!/i(z)ir' < (:z:ir')'ir, 1 >)' = (!/i(z))' 

por lo tanto la parle de existencia ha sido establecida. 
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Finalmente mostremos la unicidad de f en el teorema, supongamos que 
f < (zir')', 1 >= ¡/¡(:r) deseamos mostrar que p,¡/¡(:r) = f 

p.(!< (zir''' 1 >)=p./< 'IT,p. < (:r1f1
}', 1 >>= 

fp, < (zir')', 1 >= f < p.(zir')' ,p,I >= 
f < (p,(:r1f')a)', 'lf1 >= 
f < (p.(zir')a)', 'lf1 >= 
f <(p.:r.< 1f1 Pr1f1 > a)',1f1 >= 
f <(e< 1T,p.1T' >< 'lf'lf,< 'lf''lf,'lf' >>)' ,'lf' >= 
f <(e< 'lf'lf,'lf1 >)','lf' >= f < 'lf,'lf' >= f 

Esto completa la prueba del teorema. 

• 
Si definimos gÍ a= e < g(a1f')', 1 > tenemos la siguiente consecuencia 

inmediata: 

Corolilrio Si ¡/¡(:r) es un polinomio con la indeterminada :r sobre un 
C.monoidc U, entonces existe una única g E íl tal que 

gÍ:r=¡/¡(:r) 

Dem011tración 

tomemos g = f' = (p,¡/¡(:r))' y usando C4a 

t < f'(a11'1)', 1 >= f < (a11'1)', 1 > 

Es sugerente escribir .\,<f¡(:r) = (p.</i(:r))' 
entonces el corolario puede ser expresado por las ecuaciones 

.\ • .P(x)Í:r = <f¡(:r) .\.(gÍ :r) = g 

de hecho de la propiedad universal de íl(x] obtenemos que para a E íl 

.\.<fi(x)Í a= <fi(a) 

Mencionaremos el 'teorema del punto fijo' para C-monoides 

Proposición Para todo polinomio</>(~) en íl[x] erisle un elemento 
a E íl la/ que <fi(a) =a 



Demostración 

Dado b = >.z<fi(:z:Í :z:) y a= bÍb, entonces 

<f¡(a) = <f¡(bÍb) = bÍb =a 
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Este resultado explica porque los C-monoides no pueden ser incorpora­
dos a la lógica proposicional, porque si tenemos una operación.., de negación 
se seguiría que ..,p = p para alguna p 

A continuación listaremos algunas identidades de los C-monoides 

C9 (air')"k = (air')' 

CIO (fg)Í a= ¡f (gÍ a) 

Cll >.z(!Í a)= />.za si 

C12 tÍa=a 

013 (~za)k =>.za si 

Demostración 

C9) 
(air')'k = (air' < b, ir'>)'= (air')º 
CIO 
(fg)Í a= t < /g(air')º, l >= 

E:< f(t < g(air')ºir,ir' >)º, 1 >= 
E:< f(t < g(air')ºir', ir'>)", 1 >= 
E:< f(t < g(air')º ,1 >ir')",!>= 

E: < f((gÍ a)ir')•, 1 >= ¡Í (gÍ a) 

:z: no esta libre en 

:z: no esta libre en 

CU) 
(/ambdaz(fÍ a))Í :z: = ¡Í a=¡[ ((>.za)Í :z:) = (f>.zaJÍ :z: 

C12) 

1f a= t < (air')º, 1 >= é < (air')ºir, ir'>< 1, 1 >= 
air' < 1, 1 >=a 

fÍa 

a 
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Cl3) 
((~ra)k)Í :i: = (~ra)Í (kÍ :i:) =a= (~ra)Í :i: 

• 
Definición Un C-monoide débil es un C-monoide con la siguiente estruc-

tura 

Cl 11' < a,b >=a 

C2 ir'<a,b>=b 

C3a < a, b > e=< ac, be> 

C4a e< h'a,b >= h < a,b > 

C5a h'k = (h < h, 11'1 >)' 

Verifiquemos que C6, C7 y C5 siguen valiendo en un C- monoide débil 

C6) 

(ax b)(c x d) = ac x bd 

(ax b)(c x d) =< all',611'1 >< cll', dir' >>=< acir,bd11'1 = ac x bd 

C7 
gl h =(ge< 11',/11'' >)'h 

=(ge< 11',/11'1 >< hir, ir'>)' 

=(ge< hir,fir' >)' 

CB 
glkh =(ge< ir,fir' >)'(ke < 11",l11r' >)' 

= (g< < 11',/11'1 ><< (k< < 11',liir' >)'lr,11'1 >)' 



= (gk& < (k& < 7r,h'lr1 >)'7r, 'Ir'>< 'lr,/'lr' >)' 

= (gk& < 'lr,h'lr' >< 7r,/7r' >)' 

= (gk& < 'Ir, h/7r1 > )* = (gf)(h/) 
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Como habíamos mencionado anteriormente, un C-monoidc es una categoría 
cartesiana cerrada, excepto que le falta objeto términal. 

Un elemento A de un monoide es llamado idempotente si AA = A , 
denotemos a los elementos idempotentcs, con letras mayúsculas. 

Proposición Si A y B son elementos idempotentes de un C-monoide, 
así lo son A x B y BA 

Demostración 

(A X B)(A X B) =AA X BB =A X B 

BABA = (BB)AA = BA 

Notemos que los elementos ir'' y 1 son idempotentes 
• 

Siguiendo a Danna Scott, escribiremos f : A - B por B/A = f, o 
equivalentemente B f = f y f A = f ; notemos el siguiente punto. 

Cl4 si f: A - B y g : C - D entonces 
fxg:AxC-Bx/J y ¡g: Aº - IJC 
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Teorema (Danna Scott) Los elemento• iJempotentes Je un G-monoide 
O son los oljetoa Je una categoría cartesiana cerrada K(O) con flechas 
f : A __. B JaJaa por elemento• f Je O tal que B f A = f. 

Demostración 

Denotamos una flecha A __. B por un triple (A, f, B), entonces fácilmente 
se ve que K(O) es una categoría con identidad (A, A, A) y composicion 
(B,g,C)(A,/,B) = (A,g/,C) 

Para obtener una estructura cartesiana cerrada para K(O) definimos 

OA:A-+w'•, 1rA,n:AxB-A, 

•' •.s : A x n --- n, 'ª·• : n• x A--. n 
Ü• =(A,ir'',ir'') 

•A,8 =(A X B,A•(A X B).A) 

•' A,D =(Ax B, B•'(A X B), 8) 

E=(B• xA,BE(B• xA),B) 

y \•critiquemos que 



f:C-+A g:C-+B 

<f,g>:C-•AXB 

h:Ax!J-+C 

h': A-+ C8 

f:C->A f=(C,f,A) 
9:C-.B g=(C,g,B) 

< f,g >=< (C,f,A),(C,9,B) >: C-+ Ax B) 

< (C,f,A),(C,g,B) >= (C,< f,g >,A X D) 

"=(A X D,h,C) 
h' = (A,h',C8 ) 
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Claramente con estas definiciones se cumplen las ecuaciones de una ca­
tegoría cartesiana cerrada (E2, E3a, E3b, E3c), E4a, E4b). 

Notemos que el objeto términal de I<(íl) es 11
1
', no 1, Para evitar con­

fusi6n escribiremos T y U en lugar de 111• y 1 respectivamente cuando ellos 
son considerados como objetos. 

• 
Corolario L'l. 5 ubtalegon'a plena Ko(íl) de K(íl) consiste de todos 
los objetos isomorfos a T o U es una categon'a cartesiana cerrada. 

Demostración 
Notemos que cualquier subcategoría de una categoría cartesiana cerrada 
conteniendo a T y cerrada bajo producto y exponcnciación, es tambicn una 
categoría cartesiana cerrada. En la presente situación revisemos que 

UxU =U, uu =U 

U= 1 =(e)' 
!:rl =< 11.11' >=< 11,7T

1 >l=1 

uu = 11 =(e<11.ir' >)'=e'= 1 

Recordemos que A x T ~ AS!! T x A, AT ~A, 1"1 ~ T 
para cualquier objeto A en una categoría cartesiana cerrada, en particular 
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cuando A e! T o A e! U 
Observemos que K(fl) tiene a lo mas dos objetos no isomorfos (U, T) . 

• 
Proposición Dado A una categoría cartesiana cerrada localmente 
pequena con un objeto U tal que U :i:U :::!! U y uu !::!! U entonces End(U) es 
C-monoide.· En caso de que A es I<(fl) o K0(íl), End(U) !::!! fl 

Demostración 

Dado 11 : U :i:U - U y r : uu - U isomorfismos; queremos dotar a 
End(U) con la estructura de un C-monoide (ir, ir', t, :¡:,{}),definimos: 

ir=iruu11-1 

ir'= ir'~,u11- 1 

t = tu,u(r- 1 x lu)11-1) 
{a,b}=11<a,b> 
h:¡: = r(hu)º 

Verifiquemos que las ecuaciones de un C-monoide son satisfechas. 

CI 
ir{ a, b} = iru,u.11- 111 < a,b >=ir< a,b >=a 

C2 
ir'{a, b} = "'u,u11-111 < a,b >=ir'< a, b >= b 

C3 
{wc, 7r1c} =" < 1f'C7r'c >= 

11 < iru.u11-1c, ir'u,u11-1c >= 1111-1c =e 

C4 
e{h:¡:7r.ir'} =<u,u(r- 1 x lu)u- 111 

< r(h11)'"uu11-l,ir'u,uu- 1 >= 

Eu,u(r-1xlu) < r(h11)'iru.uu- 1,7r1u,u11-1 >= 

Eu,u < r- 1iru.u, ir'u,u >< r(h11)'iru.u, ir'u,u > ,,.-i = 

<u.u< r- 1r(hu)'7ru.u,7r'u,u > 11-
1 = 

.···:· -



i:u,u < (hu)"11u.u, r.'u,u > u- 1 = 

huu-1 = h 

C5 
(i:{kir, 11

1})'f = r(i:{kir, 111}u)• = 
r(i:u,u(r- 1:z:lu )u-1u < h, 111 >u)• = 

r(i:u,u < .,.-1k11u,u, 111u,u >)' = 
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Ahora supongamos que A = K(íl) o A = Ko(íl) entonces U = 1, 
U:tU =U y uu =U de este m.sido u= lu = (U,U,U) y r = lu del mismo 
modo. El isomorfismo íl End(U) el cual está dado claramente 
por f (U,/, U). El elemento 11 de End(U) esta definido como: 

11u,uu- 1 = (UzU,U11(U:z:U), U)(U,U,U)- 1 = (U,11,U) 

el cual es Ja imagen del elemento 11 de íl en End(íl) 
111 esta definido: 

11'u,uu-1 = (U:tU, U11'(U:tU), U)(U, U, U)- 1 =(U,11;, U) 

De forma análoga definimos i:, {a, b}, h'f 

La proposición anterior es útil en dar ejemplos de C-monoides. Mientras 
el teorema habla acerca de que todos Jos C-monoides deben ser de esta 
forma. 

• 



17. C-.MONOIDES Y 
-\-CALCULOS NO 
TIPIFICADOS 

El A-cálculo no tipificado que estudiaremos aquí es una extensión del A r¡ 
-cálculo (no tipificado) de la literatura. La ausencia de tipos asegura que 
la aplicación es sin restricción. 

Definición, Un A-cálculo extendido está dado por un conjunto de 
términos y ecuaciones, las cuales se consideran 'dadas'. El conjunto de 
términos es generado libremente a partir de un número contable de va­
riables y un conjunto posiblemente vado de constantes en la cual las opera­
ciones forman términos incluyendo las siguientes. Si ces un término así lo 

es lr(c) y 11"1(c). Si a y b son términos, así lo son bÍ a y (a,b); si <P(x) es un 
término, posiblemente conteniendo la variable libre x, entonces A,i¡\(x) es 
un término en el cual todas las ocurrencias de x son acotadas. La relación 
binaria entre términos a y b a= bes una relación de equivalencia que satis­
face las reglas usuales (como es usual, las reglas son interpretadas diciendo: 
si la hipótesis entonces la conclusión) permitiendo sustitucit\n de igualdad 
por igualdad, incluyendo 

i¡\(x) = .P(x) a=b 

A,,P(x) = A,l/i(x) 
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de la cual las otras reglas de sustitución se siguen, y la siguiente regla 
permitiendo sustitución de términos por variables libres. 

</>(z)= !/i(z) 
LO 

<f>(a) = !/i(a) 
Dado que las ocurrencias no libres de una variable en a se transforma 

en acotada en <f¡(a) o t/i(a). Finalmente las siguientes ecuaciones especificas 
son postulados, para a, b, e, f y </>(z): 

Ll. >..<f¡(z)Í z = </>(z)¡ 

L2. >..(IÍ z) = f, si z no esta libre en /¡ 

13. 'll'{{a, 6)) =a¡ 

14. '11'1{{a, b)) = b¡ 

Lli. (11'(c), 111{c)) =c. 

Notemos que dec Ll y LO obtenemos 

>..</>(z)Í a= lf¡(a)¡ 

dado que las ocurrencias no libres de una variable en a se transforman 
en acotadas en lf¡(a). 

Un >.r¡-cálculoes definido similarmente, pero sin las operaciones '11'(- ), 111(-) 

y(-,-) formando términos, por lo tanto sin L3, L4, y L5. Algunos autores 
ademas suprimen L2, llamando el sistema resultante .\-cálculo. 

El .\-cálculo puro extendido (>.~-cálculo, .\-cálculo) es un sistema en 
el cual no hay más términos que los que están definidos inductivamente y 
en el cual la relación de igualdad que mencionamos es la relación de equi­
valencia más pequcna teniendo todas la.S propiedades requeridas. 

Observación. Es conocido que en cualquier >.-cálculo uno puede 
definir operaciones formando operacioneS'll'(-), 11'(-) y (-,-)satisfaciendo 



L3, L4 pero no L5. 

Por ejemplo, uno puede definir 

w(c) = cÍ i, donde i = >.,>.vz, 

w'(c) = cÍ j, donde j = >.,>.v!lo 

(a, b) = >.,((zÍ / b)). 

claramente, podemos calcular 

ir((a, b)) =(a, b)Í i = (iÍ a)Í b =a, 

ir'((a,b)) = (a,b)Í j = (jÍ a)Íb = b. 

155 

Desafortunadamente no se sigue de esta definición que (ir(c), ir'(c)) =e 
De hecho no existe tal definición (ver el libro de Barendregt). 

Proposición Todo C-monoide íl puede ser llevado a un >.-cálculo 
e:ttendido L(íl): los términos de L(íl) en las variables libres :t¡, .. ., :tn son 
palabras construidas de elementos íl y las indeterminadas :ti. ... , Zn por las 
aiguientes operaciones: 

ir(c) = irc, ir1(c): 1T1C, 

(o,b) =< a,b >, 

¡Í o:: E:< /(«1r1
)'. 1 >, 

Finalmente, a = b dados en L(íl) si a :: b en el C-monoide polinomial 
w[X], donde X contiene todas las variables ocurriendo libremente en a y b. 

Compárese esto con el ejemplo 1 del capítulo 10. Para las dos últimas 
definiciones veáse el capi'lulo 15. Notemos que la relación de igualdad en 
íl[:t1, ... ,Xn+i] es unn eitcnsíón fiel y plena de íl[:t¡, ... ,:tn]· Claramente .<i 
.vuponemos qut f = g en !l[X][y] y suslituimo.• l por !J obtenernos f :: g en 
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íl[XJ. 

17. C-MONOIDES Y >.-CALCULDS NO TIPIFICADOS 

Ll y L2 fu~ron establecidas en el corolario del capítulo 15. LS a L5 son 
fácilmente mostradas: 

ir((a, b)) =ir< a, b >=a, (ir(c), ir'(c)) =<ir( e), ir'(c) >=c. 

Proposición Todo >.-cálculo extendido L puede ser llevado a un C­
monoide M(L) cuyos elementos son (clases de equivalencia de) términos 
cerrados L y donde 

gf = >..(gÍ uf z)), 

ir'= >..ir'(z), 

< f.g >= >..(lf z,gÍ z), 

e:: >.,(ir(z)Í ir'(z)), 

h' :: >..>.v(liÍ (z, y)). 

Mas aún , a= b en M(L) si a= b en L 

Demostración 

Las ecuaciones de un C-monoides son fácilmente revisadas. Por ejemplo: 

(e< h'ir, ir' >)Í z = cf (< h'ir, ir' >f z) 

= eÍ((h'ir)Í x,ir'(z)) 

= ((h'ir)Í x)Í (ir1Í z) 

= (h'Í ir(x))Í (ir'(z)) 

= hÍ (ir(x),ir'(z)) 

:!.Íx 
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por lo tanto E:</¡•", 11'1 >=h. Laa otras ecuaciones que debe satisfacer 
un C-monoide se realiza de la misma manera. 

Laa correspondenciaa 11-+ L(íl) y L-+ M(L) discutido en las proposi­
ciones anteriores puede ser extendido a funtores entre categorías apropiadaa. 
Desafortunadamente, no es obvio que esto de una de equivalencia de cate­
gorías. La razón para esto es que en la segunda proposición de esta sección 
las definiciones de 11'(-), 11'1 

(-) y (-, -) no fueron elegidos de manera ade­
cuada. 

Cambiaremos las operaciones 11'(-),11'1(-) y(-,-) formando términos 
en la proposicion 2 como sigue 

11'(c) = 11'Íc 

ir'(c) = 11'1f e 

(a, b) =< >.,a, >.,b>Í 1 

,donde se supone que :z: no esta libre en a o b. Ahora calculemos, 

11'((a,b)) = 11'f (<>.,a,>.,b >Í !) 

= (11' < >.,a,.\,b >)Íi porGlO 

= (.\,a)Í 1 porGI 

=a 

(7r(c), ir'(c)) =< >.,(11'Í c),>.,(11'1J e)> 1, 

=< ll'Á,c, 11''>.,c >Í 1 porGll 

En lo siguiente M es tomado como en la segunda proposición y L en la 
forma en la cual fue corregido en la proposición uno. También haremos la 
convención de que términos a y b de L son identicos si a = b son dados en 
f,, 

T<~orun1a M y L establecen una correspondencia uno a uno tnln 
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los C-monoides íl y el >.-cálculo extendido L: 

ML(íl) = !1, LM(L)=L 

Demostración 

(a) Los élementos de ML(íl) son (clases de equivalencia de) términos 
cerrados de L(íl), por lo tanto los mismos elementos de íl. Provisionalmente 
distinguiremos operaciones de ML(íl) de íl subscribiendo #· Entonces 

por C!2 y el corolario de la sección 15 

= >..((fg)Í x) 

=fg 

porC!O 

'Ir# = >..7r(x) = >..(1rÍ x) ='Ir 

Similarmente 11:'# = 11:'. De la misma manera se demuestra que < 
a,b>#= 
< a,b > por cálculos directos,algo inmediato también es que e es única tal 

que 'lrf e= a y ir1f e= b 

Antes de mostrar ¡;;# = ¡; notemos que en L{íl) 

CI5 ¡;f (a, b) = aÍb 

.f (a,b) = ¡;;f < >..a,>..b>Í !) 

= (¡; < >.,a,>..b >)Í !) por CIO 

= (i: <>..a,!> >.,b)ÍI porCl3 

= (1: < (a11:')', 1 > ).,b)Í 1 como (a ir'º f x =a por C4a 

= (1: < (air')", l >)Í ((>.,b)Í !) por CIO 

= (JÍ a)Íb 



por Cl2 

Por consiguiente 

º# == >.,(ir(z)Í ir'(z)) 

·== >.,(oÍ (ir(z), ir'(z))) 

== >.,(oÍ z) 

.== ¡; 
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Así º# == e, como también h# y h•, ambos son la única k tal que 
1: < kir, ir' >== h de aquí h# = h• 

Así ML(!l) y n no solo tienen los mismos elementos sino también las 
mismas operaciones, por lo tanto ellos son el mismo C-monoide. 

(b) Los términos del lenguaje LM(L) con variables libres :i:1, ... ,:i:n, son, por 
delipicióu de L polinomios en M(L)(:i:¡, ... ,:rn] afirmamos, sin justificación 
por el momento, que hay una igualdad 

(*) M(L)[:r¡, ... 1:i:n]=M(L(z1 1 ... ,:rn)) 

Aquí (L(x1 , ... , xn)) es el lenguaje obtenido de L adjuntando paráme­
tros :t¡, ... ,:rn. Esto es decir, los términos cerrados de (L(:r¡, ... ,:rn)) son 
términos abiertos de Len las variables libres x¡, ... ,xn. Justificaremos la 
afirmación ( •) mas adelante. 

Asi LM(L) tiene los mismos términos como L. Compararemos ahora 
sus términos formando operaciones. Temporalmente distinguiremos estos 
subscribiendo # de los de LM(L). 

Primero, 

uf a)#=¡;< /(air')'' 1 > 

= >.r(ef ( < /(a ir'' 1 l >J x)) 

= >.r(¿ ((/(air')')Í :i:, ¡f x)) 
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Ahora 

(f(mr')')f :r = ¡f ((a7r')•f :r) 

= ¡f >.v((a7r')f (:r, y)) 

= ¡f >.v(af (7rf (:r, y))) 

= JÍ>.v(af y) 

=Jf a 

por lo tanto 

uf a)# = >.,(i:f uf a, :r)) 

=>.,(Uf a)Í :r) porC15 

De la misma forma se demuestra 

(>.,ql(:r))# = >.,ql(:r) 

donde ambos son la única f tal que ¡f :r = ql(:r). También, 

7r#(c) = ('ll'f e)#= .,,.fe= 7r(c) 

Similarmente para '1'!1 #. Finalmente 

(a,6)# =< >.,a,>.,b >f 1 

= (>.v((>.,a)f y, (>.,b)f y))f 1 

= ((>.ra)f 1, (>.,b)f 1) 

= (a,b) 

Queda por justificar la afirmación •· Para argumentarla, tomemos 
n = l. Es claro que nosotros tenemos un isomorfismo 

( .. ) M(LJ[:r] ~ M(L(:r)) 
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Fácilmente se verifica que M{L(z)) tiene la propiedad universal re­
querida: para cualquier C-homomorfismo f: M{L}-+ 11 y cualquier e­
lemento a E 11, hay un único C-homomorfismo ¡+ : M{L)(z))-+ 11 tal que 
la restricción a M(L) es f y ¡+(x) =a, desde luego, necesitamos solo tomar 

F+(4i(x)) = f(>.,4i(x))Í a 

Porqué podemos reemplazar el isomorfismo en ( **) por igualdad? Esto 
depende sobre como estan definidas las indeterminadas. Mientras la con­
strucción estándar de íl(x] ha sido descrito en el capítulo 15, construcciones 
alternativas pueden ser posibles. Así en el caso especial 11 = M(L} nosotros 
podemos definir 

{.+ •) M(L)[:r] = M(L(x)) 

En vista de la propiedad universal discutida anteriormente. Esto es­
tablece • y por lo tanto el teorema. 

• 
Corolario 1 La categon'a de C-monoides es isomorfa a la categon'a de 
>.-cdlculos extendidos. 

Demostración 

Extendemos L y M a funtores inversos uno del otro. 

Si f : íl -+ íl' es un C-homomorfismo, la traslación L(/) : L(íl} -+ 
L(!1') esta definido como sigue: Para cualquier polinomio 4i(X) donde 
X= {x1, ... ,zn} ,nosotros damos b/L(f)(4i(X)) = /x(4i(X)), donde Fx : 
íl(X] _, íl'[X] es el único C-homomorfismo f extendido tal que /x(x¡) =X¡ 
para i = 1, .. ., n. 

Si t : L -+ L' es una traslación, el C-homomorfismo M(l) : M(L) -+ 

M(L') esta definida asi para cualquier a E M(L), M(t)(a) = t(a). 

En particular nosotros tenemos (tomando n = !} 

(ML)(/)(a) = M(L(/))(a) = L(/)(a) =/(a), 

(LM)(t)(4i(z)) = L(M(t))(4i(x)) = M(t),(4i(x)) = t(4i(x)) 
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La última ecuación requiere alguna explicación. Fácilmente se ve que 
M(t), = M(t,), donde t, es la restrcción de ta L(z) (considerando L(z) 
como un subconjunto de L, por lo tanto, 

M(t),)(<¡i(:.:)) = M(t,)(<¡i(z)) = t,(<¡i(z)) 

Asi ML y LM son ambos funtores identidad y no justamente isomorfos 
a los funtores identidad. Esto muestra justamente que las dos categorías 
son isomorfas pero no equivalentes. 

• 
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