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RESUMEN 

El presente trabajo propone una metodología para analizar el 
acoplamiento dinámico entre modelos matemáticos de procesos para 
formar modelos más grandes. 

El acoplamiento es una de las etapas más importantes, de mayor 
complejidad y costo que se realizan durante el diseño y 
construcción de un simulador de procesos. Comúnmente esta etapa se 
lleva a cabo después de un período de desarrollo de los modelos 
matemáticos que representan partes de un sistema real. El análisis 
de acoplamiento consiste en verificar la fidelidad y el rango de 
operación del sistema acoplado, con respecto al sistema real. 

La primera parte de este trabajo compila los elementos básicos 
de análisis de modelos desacoplados: análisis estructural, análisis 
de sensibilidad, análisis de consistencia, análisis de estabilidad 
y análisis del comportamiento dinámico de los modelos. Estos 
elementos son importantes para caracterizar el comportamiento de 
los modelos antes del acoplamiento y detectar las posibles 
debilidades de éste. 

En la segunda parte de este trabajo, se propone un método de 
acoplamiento estableciendo una similitud con la técnica de análisis 
de los métodos de integración numérica multinivel. De esta manera 
se consideran características dinámicas diferentes intrínsecas en 
los modelos por acoplarse: modelos lentos y modelos rápidos. Se 
establece a la estabilidad y la norma del error local como los 
principales criterios de acoplamiento y se clasifican dos tipos de 
acoplamiento a partir de las interacciones entre los modelos: 
acoplamiento entre modelos interdependientes y acoplamiento entre 
modelos unidireccionalmente dependientes. 

Utilizando el metodo de análisis de acoplamiento propuesto 
primero se analiza el acoplamiento de dos modelos de procesos 
simples y finalmente se analiza el acoplamiento de dos modelos de 
procesos más grandes y complejos, con dinámicas diferentes, bajo 
tres enfoques de la solución numérica: simultánea, secuencial y 
secuencial multinivel. Los resultados mostraron como algunas 
configuraciones de acoplamiento están limitadas fuertemente tanto 
por la estabilidad como por la exactitud del sistema acoplado, 
difícilmente detectables con la metodología de modelos 
desacoplados. 
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CAPITULO I: INTRODUCCION 

1.1 OBJETIVOS Y METODO UTILIZADO 

1.1.1 Los objetivos del presente trabajo son: 

1) Establecer una metodología para análisis de modelos 

matemáticos acoplados. 

2) Establecer y cuantificar los criterios de acoplamiento. 

3) Identificar y analizar casos típicos de acoplamiento. 

1.1.2 Método utilizado para desarrollo del presente trabajo. 

La base para el análisis de modelos matemáticos acoplados para 

formar modelos de procesos más grandes se establecerá mediante la 

cuantificación del error local y estabilidad, de manera similar 

como se realiza para los métodos de integración multinivel. 

La identificación de casos típicos de acoplamiento se 

realizará de acuerdo con la naturaleza de las interacciones entre 

los modelos matemáticos por acoplarse. 
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1.2 JUSTIFICACIONES 

La aplicación de los elementos de análisis a modelos 

desacoplados aseguran un grado de confianza para modelos acoplados. 

Así tenemos que para reducir un sistema grande se aplican criterios 

teóricos y heurísticos. De esta manera se obtienen subsistemas más 

simples y mejor manejables. Técnicas numéricas de partición y 

ordenamiento son utilizadas para obtener estructuras robustas de 

formulaciones de modelos. Se aplican algoritmos eficientes para la 

solución de los modelos. Pero, la tarea final es conseguir un 

sistema global que responda a los requerimientos que demanda el 

diseño y construcción de un simulador en tiempo real. 

Actualmente no se dispone de una metodología para establecer 

a priori criterios de acoplamiento satisfactorio. Si consideramos 

la existencia de posibles debilidades en los modelos desacoplados, 

por ejemplo: un modelo inconsistente producirá información 

incompatible con otros modelos; un modelo inestable generará 

información que puede desestabilizar al sistema acoplado; un modelo 

sensible al retraso de información puede alterar el comportamiento 

del sistema acoplado. Entonces, disponer de métodos y herramientas 

de análisis para sistemas acoplados permitiría establecer a priori 

la secuencia de acoplamiento, los métodos de solución y los pasos 

de integración más adecuados para el sistema acoplado. 
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1.3 ANTECEDENTES 

1.3.l Modelos desacoplados 

Ledet y Himmelblau (1970) presentan un. proc!;!dimiento para 

realizar análisis estructural a un ¡;istern.ª: g:rande d.e;. ecuaciones. 
,.,,· .'- ,, . 

Esto es importante porque a partir del:aná,li.sis/estrüctural podemos 
,'-~ .. < ,. 

obtener modelos matemáticos con la niejó:(,::8'ecúel'lcfa.de.·~jecución, se . ·-·;'··-· ,,_, .. ,. . . . 

detectan funciones redundantes y se mf~:l%~·~~'i~l tiempo de cómputo. 

Pérez-Arriaga (1980) presenta un método, basado en el análisis 

de valores característicos, para reducir el orden de un sistema 

dinámico complejo y obtener aquellas partes que determinan la 

dinámica de un sistema. Utilizando este método se pueden obtener 

modelos más simples con las características dinámicas del sistema 

complejo original. 

Leis (1985) presenta una forma para realizar análisis de 

sensibilidad a un modelo matemático compuesto por un conjunto de 

ecuaciones algebraico-diferenciales. La forma consiste en 

determinar los coeficientes de sensibilidad, los cuales son las 

derivadas parciales de las variables de estado del modelo con 

respecto a sus parámetros, y resolverlos directamente. 

Rodríguez (1985) y Ojeda (1992) reportan técnicas numéricas 

de análisis para localizar errores de formulación y programación en 

los modelos. 
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1.3.2 Modelos acoplados. 

Gear (1974) introduce la metodología multinivel para resolver 

sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con pasos de 

integración apropiados a la dinámica del sistema. Presenta al error 

local y estabilidad como los elementos cualitativos básicos para el 

análisis de sistemas con propiedades dinámicas diferentes. Gomm 

(1981) presenta resultados numéricos del error y estabilidad 

utilizando un método de integración multinivel. Evans (1983) 

menciona la extensión del uso de simuladores de procesos en 

sistemas más complejos y señala la necesidad de su ejecución en 

ambientes de computación distribuidos (procesamiento en paralelo) . 

Hetrick (1982) presenta un metodo de desacoplamiento, el cual 

consiste en diagonalizar la matriz jacobiana de un modelo 

matemático complejo y separar la parte de dinámica rápida y la 

parte de dinámica lenta. 

Castelazo (1984) proporciona una breve introducción al 

problema del acoplamiento de modelos matemáticos orientados a la 

construcción de un simulador, además propone recomendaciones 

heurísticas para una secuencia de acoplamiento. 

Hillestad (1988) señala la importancia que tiene la 

configuración de acoplamiento con respecto al método de integración 

que se utiliza y la adecuada actualización y convergencia de las 

variables de interacción. 
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1.4 CONTENIDO TEMATICO 

En el capítulo 1 se plantean los objetivos y justificaciones 

del presente trabajo. 

En el capítulo 2 se preseri·t,ari '::~lgunos aspectos que se deben 
;"•'·f .: ;~~t ;:- ,-. 

considerar cuando se.realizan modelos matemáticos de procesos 
., ,.-..·\' . 

complejos. Se introduce. al procedimiento utilizado para 
' ~ 1 ·-

modular izar un sistema complejo y se abordan algunos aspectos 

relacionados con la formulación de los modelos matemáticos. 

En el capítulo 3 se discuten los tipos de problemas 

relacionados con el desarrollo y solución de modelos 

matemáticos y se proporciona una panorámica del análisis 

estructural, sensibilidad y dinámico. 

- En el capítulo 4 se introduce a los métodos de integración 

numérica multinivel, el análisis de estabilidad y error local 

de estos métodos. 

- En el capítulo 5 se formaliza el problema del acoplamiento y 

se propone un método para analizar el acoplamiento de modelos 

matemáticos, estableciendo una similitud con el análisis de 

los métodos de integración numérica multinivel. 

- En el capítulo 6 se cuantifica la estabilidad y el error local 

del acoplamiento para algunos casos típicos y se presenta un 

análisis de los resultados. 

- En el capítulo 7 se presentan las conclusiones de este 

trabajo. 
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1.5 HERRAMIENTAS COMPUTACIONALES UTILIZADAS 

Se utilizó el paquete matemático MATLAB (Moler, 1986; Coleman, 

1988) para desarrollar un algoritmo que permitiera la estimación de 

la estabilidad del sistema acoplado. Después de comprobar la 

factibilidad del algoritmo mediante MATLAB, se desarrollaron 

programas en FORTRAN para generar los resultados de los casos de 

estudio. Se desarrollaron programas en FORTRAN para la estimación 

del error local del sistema acoplado en un ambiente de integración 

numérica multinivel. 

Se utilizaron las rutinas del paquete matemático EISPACK 

(Golub, 1983) para la estimación de valores característicos. 

Se utilizó el paquete NGUIA versión 3.2 (López, 1994) para 

obtener la solución simultánea y las matrices jacobianas del 

sistema acoplado. 

Se utilizó el paquete DASSL (Petzol, 1982) para obtener 

simulaciones finas. 

Los sistemas.de cómputo utilizados fueron: SPARK station IPC 

y computadora personal. 
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PRIMERA PARTE 

MODELOS MATEMATICOS DESACOPLADOS 
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CAPITULO 2: MODELADO MATEMATICO DE PROCESOS COMPLEJOS 

"La dificultad para modelar un proceso depende de l.as 

dimensiones y estructura del fenómeno físico, de la forma como 

se plantean las ecuaciones que lo describen, de los esquemas 

de solución y de la exactitud requerida". 

2.1 INTRODUCCION 

El modelado matemático de procesos es pilar básico en los 

campos del análisis, simulación y síntesis de procesos. 

Particularmente, se ha utilizado para la reproducción de fenómenos 

dinámicos que ocurren durante la operación de equipos reales en una 

planta industrial, en sus diferentes aspectos: sensitivo y 

psicomotor. 

La figura 2.1 muestra los elementos que participan en 

simulación en tiempo real. A partir del flujo de información se 

puede apreciar la presencia de discontinuidades operativas que 

generan retardos. De éstos, los más comunes que se presentan e 

impactan la solución de los modelos acoplados son: 

i) Retardos en la evaluación de los modelos matemáticos que 

representan al proceso físico. Estos retardos se deben al 
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tiempo de cómputo necesario para obtener la respuesta del 

modelo. 

ii) Retardos debido a la habilidad que tienen los procesadores en 

tiempo real para cambiar las prioridades de ejecución de los 

modelos. 

iii) Retardos debido a las perturbaciones sobre el modelo 

realizadas externamente por personas o equipo: operación de 

interruptores, arranque de equipos, operación de controles, 

etc. 

Equipos y/o 
Sislemos de control 

u (t) 

ingreso de información 

Modelo digital 

del 

sistema flsico 

Fig. 2.1 Simulación en tiempo real. 

12 

y (t) 

Estado del sistema 



tiempo de cómputo necesario para obtener la respuesta del 

modelo. 

ii) Retardos debido a la habilidad que tienen los procesadores en 

tiempo real para cambiar las prioridades de ejecución de los 

modelos. 

iii) Retardos debido a las perturbaciones sobre el modelo 

realizadas externamente por personas o equipo: operación de 

interruptores, arranque de equipos, operación de controles, 

etc. 

Equipos y/o 
Sistemas de control 

u (1) 

ingreso de informociOn 

Respuesl/ 
el modelo 11------< 

digital 

Yodelo digilcl 

del 

sistema f(sico 

y (1) 

Eslodo del sistema 

Fig. 2.1 Simulación en tiempo real. 
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Otros aspectos importantes que se deben considerar para el 

modelado de procesos, los cuales se discuten en secciones 

posteriores de este capítulo son: 

il Número de modelos que constituyen el proceso. 

ii) Formulación de los modelos 

iii) Solución de los modelos. 

2.2 MODULARIZACION DE PROCESOS 

Modularización es el proceso sistemático de dividir un sistema 

complejo en unidades menos complejas y más manejables. Estas 

unidades se denominan módulos. 

2.2.1 Ventajas de modularizar. 

i) Reducción de complejidad. 

Un sistema de menor tamaño es más fácil de formular. 

ii) Manejo de dinámicas diferentes. 

Es posible analizar subsistemas con comportamientos dinámicos 

diferentes, por ejemplo: reacciones químicas limitantes, 

sistemas fuera de control, etc. 

iii) Procesamiento en paralelo. 

Con el objeto de lograr la ejecución de los sistema en tiempo 

real, los módulos se pueden distribuir en diferentes 

procesadores. 
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iv) Mantenimiento del módulo. 

El enfoque modular es consistente con el diagrama de flujo del 

proceso y técnicas de programación estructurada. Esto facilita 

la localización de errores, verificación y modificación de 

módulos y aún la substitución total del módulo por una nueva 

versión. 

Por otra parte, un conocimiento profundo del proceso es 

deseable para obtener las mayores ventajas de modularizar. Los 

siguientes párrafos sugieren la manera de como localizar 

información útil para el propósito de modularización. 

i) El diagrama de flujo del proceso proporciona información sobre 

las interacciones entre equipos. Estas interacciones están 

determinadas por los objetivos del proceso y son útiles para 

visualizar las fronteras naturales de los módulos. El flujo de 

información entre los elementos del proceso puede ser base 

para suponer un grado de dependencia entre ellos. 

ii) El conocimiento de los gradientes de potencial en las 

diferentes partes de un proceso puede ser base para suponer 

las características dinámicas particulares del proceso. 
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2.2.2 Niveles de modularización. 

Se presentan los siguientes esquemas de modularización con 

diferente grado de rigurosidad. 

i) Modularización en donde sólo se considera la estructura del 

proceso. Se requiere el diagrama de flujo del proceso o de 

información y se requieren técnicas de manipulación de las 

expresiones para identificar bloques de ecuaciones 

independientes. 

ii) Modularización en donde la dinámica es la parte determinante 

del sistema. Para efectuar este tipo de modularización, se 

requiere la total formulación e implantación del proceso en 

una computadora, además de técnicas numéricas para determinar 

los diferentes modos dinámicos: transitorios rápidos, 

transitorios lentos y estado estacionario. 

Con base en el conocimiento del proceso y de las interacciones 

entre sus componentes, podemos establecer los siguientes criterios 

para modularizar un proceso: 

Criterio l. Cualquier módulo será necesariamente más simple 

que todo el sistema. 

Justificación: Sin justificación. Es una premisa. 
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Criterio 2. Los módulos tienen fronteras funcionales o 

naturales. 

Justificación: En estos puntos. se conocen propiedades o 

condiciones del sistema físico, e.xperimentalmente ·o por medio 

de un instrumento de medición. Estos puntos son fronteras 

adecuadas de módulos. Por lo tanto, estos puntos pueden servir 

para validar el funcionamiento del modelo matemático 

correspondiente. 

Criterio 3. Los elementos que determina la dinámica de un 

módulo pueden ser aquellos equipos con altos gradientes de 

potencial energéticos o másicos. 

Justificación. Generalmente los equipos más significativos de 

un proceso son aquellos que permiten grandes cambios de 

potenciales energéticos o másicos. La tabla 2.1 jerarquiza la 

dinámica de algunos equipos. 

Tabla 2.1 Dinámica de los equipos 

gradiente equipos asociados dinámica 

Voltaje motores rápida 
generadores 

Presión turbinas rápida 
compresores 
recipientes 
válvulas 
redes de tuberías 

Temperatura intercambiadores moderada 
reactores catalíticos no 
isotérmicos 

Concentración reactores catalíticos lenta 
isotérmicos 
equipos de separación 
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Criterio 4. Se deben constituir como módulo aquellos equipos 

con dinámica similar. 

Justificación. La solución numérica de un módulo está 

determinada por la dinámica de.:ias· equipos que lo componen. 

Criterio 5. Establecer un· e~it{siio entre la complejidad del 

módulo y el número de interacciones con otros módulos. 

Justificación. Sin justifica~i¿¡.;, Es una premisa. 

Criterio 6. Establecer un control de interacciones. 

Justificación. Para evitar información escasa o redundante y 

minimizar, en primera instancia, la información no 

actualizada. 

2.3 FORMULACION DE UN MODELO MATEMATICO 

En la actualidad se dispone ampliamente de códigos robustos 

para diversos propósitos de modelado (EPRI, 1987) . A pesar de esto 

no es posible afirmar que el modelado y formulación de procesos se 

reduce a la integración de los códigos existentes. La versatilidad 

de los procesos reales, los avances científicos y tecnológicos 

hacen que sea difícil establecer permanentemente una norma de 

códigos para modelar procesos. Sin embargo, los principios básicos 
' 

se conservan, por lo que es necesario conocer los aspectos teóricos 

y fenomenológicos que soportan las ecuaciones, ya sea para crear un 

nuevo modelo o para modificar una formulación existente. 
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El modelo matemático puede incluir sistemas lineales o no 

lineales, ecuaciones algebraicas, diferenciales con variables 

discretas y continuas. 

La estructura de un modelo matemático se espera que tenga la 

forma siguiente o una variante de ésta: 

Donde: 

x 1 = f(x,y, u, v, t) 
x(O) = x 0 

g(x,y, U, V, t) = 0 

El vector x representa al estado del modelo. 

El vector u representa las entradas al modelo. 

El vector y representa las salidas del modelo. 

El vector v representa a las variables de uso interno. 

El escalar t es la variable independiente tiempo. 

f corresponde al sistema de ecuaciones diferenciales 

g corresponde al sistema de ecuaciones algebraicas 

2.3.l Ecuaciones para modelado de procesos. 

(2 .1) 

La formulación de un modelo robusto implica el conocimiento de 

los aspectos teóricos y fenomenológicos de las ecuaciones. 

A continuación se presentan las ecuaciones básicas para la 

formulación de un modelo (Bird 1964, Luyben 1990). 
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- Ecuaciones de conservación: masa, momento y energía. 

Ecuación de continuidad. 

[ 
razón de l ¡razón de masa¡ ¡razón de masa] 

acumulación de masa = que entra - que sale 
en el sistema al sistema del sistema 

(2.2) 

Ecuación de momento. 

! a~&fa~Tón l [raz6n de momento¡ [raz6n de mamen ea¡ ¡suma de fuerzas] 
de momento en .. que 11ntra - que !Jale + que actuan sobre 

el sistema. al sistema del sistema el siseema 
(2. 3) 

Ecuación de energía 

[ 

razón de l producción de 
ener!'¡ia 

en el sistema [ 

razón de l [ razón de l + energia _ energia = 0 que entra que sale 
al sistema del sistema 

(2 .4) 

Se prefiere simplificar las fórmulas en derivadas parciales de 

las ecuaciones anteriores, estableciendo hipótesis y 

simplificaciones, para trabajar finalmente con expresiones en 

derivadas totales y utilizar técnicas de solución estándar. 

- Ecuaciones de transporte macroscópico. Son las relaciones de 

transporte globales, por ejemplo, coeficientes de película y factor 

de fricción, etc. 

q h IJ.T 

(2. 5) 

f 
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Ecuaciones constitutivas o de cerradura. Este tipo de 

ecuaciones describe la funcionalidad de un equipo e involucra la 

geometría y propiedades del equipo, por ejemplo, la fracción de un 

flujo recirculado, curvas de operación de bombas, etc. 

- Ecuaciones de estado termodinámico. Este tipo de ecuaciones 

nos permite establecer estados y propiedades termodinámicas de un 

sistema en función de su temperatura, presión y composición. Las 

propiedades que más se utilizan son: densidades, entalpías y 

entropías. Por ejemplo, las siguientes expresiones: 

(2. 6) 

- Ecuaciones del equilibrio químico. Este tipo de ecuaciones 

nos permite determinar las condiciones de equilibrio que prevalecen 

en un sistema reaccionante. La manera usual de trabajar con esta 

ecuación es en términos de una constante de equilibrio químico Kp. 

Por ejemplo, la expresión para una reacción A = B en fase gaseosa 

es: 

(2. 7) 
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- Ecuación del equilibrio físico entre fases. Los problemas 

más comunes que se resuelven, cuando se igualan los potenciales 

químicos µ;'=µ 1
11 de un componente en fases diferentes que se 

encuentran en equilibrio son: 

Cálculo de presión de vapor. 

Cálculo de punto de rocío. 

Cálculo de punto de burbuja. 

- Ecuaciones de la cinética química. Este tipo de ecuaciones 

combinan los principales efectos que describen una reacción 

química: concentración, temperatura y actividad del catalizador. 

f(CA) =e: 
f(T'J. =ke(~ffr) 

fC«> =A e(-!~) 

(2. 8) 

- Ecuaciones restrictivas. Describen restricciones físicas de 

un sistema, por ejemplo, el intervalo de temperatura de una 

corriente que ingresa a un equipo; el nivel mínimo de un 

recipiente, presiones y volúmenes no negativos, extensión de una 

reacción, etc. 
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- Grados de libertad de un sistema. 

El número de grados de libertad de un sistema se define como: 

[ 
grados ¡ [ número de l [ mlmero l de : ecuaciones - de 

libertad independientes variables 
(2. 9) 

Esta fórmula se basa en que n ecuaciones pueden ser usadas 

para resolver exactamente n variables. En el modelado de procesos 

complejos, el número de grados de libertad es cero; sin embargo, 

durante el desarrollo de modelos en paralelo aparecen variables que 

son generadas por otros modelos, las cuales deben ser consideradas 

como parámetros constantes. 

2.4 SOLUCION DE LOS MODELOS MATEMATICOS 

2.4.1 Enfoque cualitativo relacionado con la solución de 

los modelos. 

Un ejercicio interesante es tratar de clasificar el problema 

de la solución matemática de los modelos entre los límites de lo 

posible e imposible. Contiene un poco de especulación porque es 

difícil determinar un problema cuando éste está definido con 

palabras como: "algunas", "muchas", "fácil", difícil" "muy 

difícil", "posible", "imposible". Estas palabras son términos 

siempre vigentes en el ambiente de la simulación y el análisis 

numérico. El ejercicio es necesario porque en la medida que aumenta 

la complejidad de modelar un sistema, con restricciones de tiempo 
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de procesamiento, se hace necesario ubicar la factibilidad de 

solución de nuestro modelo dentro del marco del tiempo real. 

La siguiente figura muestra como la computadora y algoritmos 

poderosos han allanado la dificultad de cómputo de los modelos. 

Antes do la computadora 

s(ntesis de 
identificacion modelo 6 soluci6n . cóm uta __..,. 

-~ análisis t 't' e mputo cuantitat1va p procesos 

'" ''º"'•rn;, ~"-º~~·-1~~~-'~ 
cuellos de botella 

identificacion ~ modelo solución ~intesls de 

_...,.del problema andlisis matem6tico cuantitativa c~mputo procesos _... 

~~~~~~~ 
Despu8s de la computadora 

Fig. 2.2 Importancia de la computadora en la solución 
numérica de los modelos. 
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A continuación se clasifica al modelo matemático y su 

factibilidad de solución. 

Tabla 2. 2 Factibilidad de solución de un modelo 
matemático por métodos analíticos 

tipo de ecuación lineal ecuación no lineal 
ecuación 
que describe 
al modelo una algunas muchas una algunas muchas 

algebraica trivial fácil imposible difícil muy imposible 
dificil 

diferencial fácil difícil imposible muy imposible imposible 
ordinaria difícil 

diferencial difícil imposible imposible posible imposible imposible 
parcial 

~límite de lo posible e i.mposible 

Tabla 2 .3 Factibilidad de solución de un modelo 
matemático por métodos aproximados 

tipo de ecuación lineal ecuación no lineal 
ecuación 
que describe 
al modelo una algunas muchas una algunas muchas 

algebraica fácil fácil difícil fácil dificil difícil 

muy 
diferencial fácil fácil difícil fácil difícil difícil 
ordinaria 

.muy:·,· .. 
..·.· difícil diferencial fácil difícil .. difícil.· fácil:' po.sible 

parcial ·:. , ..... 
.: 

. .. '.·:' 
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2.4.2 Integración de sistemas de ecuaciones diferenciales 

ordinarias en tiempo real. 

La operación en tiempo real impone fuertes restricciones a 

los métodos numéricos que integran las ecuaciones diferenciales que 

representan a los modelos. 

il El tiempo de computación de un paso de integración (soft time) 

no debe exceder al tiempo real (hard time) . 

iil El número de iteraciones necesarias para hacer converger el 

modelo debe ser reducida y uniforme. 

iv) Las alteraciones externas al sistema: operación de controle~, 

introducción de fallas, modificación de una secuencia normal 

de operación, entre otras, inducen inestabilidad e inexactitud 

en la solución de los modelos. 
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CAPITULO 3: ANALISIS DE MODELOS DINAMICOS 

"Lograr modelos matemáticos que sean eficientes, transferibles, 

mantenibles y confiables es una ardua tarea, por lo que es deseable 

disponer herramientas de apoyo, para tomar decisiones adecuadas en 

las diferentes etapas del desarrollo de los modelos". 

3.1 INTRODUCCION 

Durante la etapa de pruebas de los modelos pueden aparecer los 

siguientes problemas: 

1) El modelo no converge. 

2) Los resultados no se aproximan a los esperados. 

3) El modelo sólo trabaja bien al principio. 

4) Los resultados no siguen la tendencia esperada. 

5) El modelo sólo reproduce resultados adecuados con un paso 

de integración muy pequeño. 
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Para caracterizar el tipo de problema, es conveniente 

localizar su origen; por una parte se tiene al modelo matemático y 

por otra al modelo ligado con el método de solución. 

3.1.1 Análisis en el modelo. 

Los problemas en el modelo son generados principalmente por 

una mala programación o por la inadecuada agrupación del conjunto 

de ecuaciones del modelo matemático. Ojeda (1992) identificó 

algunas posibles causas, de entre las que destacan las siguientes: 

1) Incorrecta secuencia de solución del sistema de 

ecuaciones algebraico-diferenciales. 

2) Variables locales sin valor de inicio. 

3) Cálculos con posibles indeterminaciones. 

A partir del análisis estructural del modelo (sección 3. 2), se 

obtiene la mejor secuencia de ejecución y se determinan aquellas 

variables que serán obtenidas de cada ecuación. Mediante el 

análisis de sensibilidad (sección 3.3) se cuantifica la magnitud de 

las interacciones del modelo con otros modelos. 

3.1.2 Análisis en el modelo-método de solución. 

Los problemas del modelo-método de solución son causados 

principalmente por una deficiente forma de modularizar y por el uso 

de formulaciones y métodos de solución no aplicables en el rango de 

interés. En la referencia antes citada, Ojeda identificó algunas 
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posibles causas de estos problemas, de entre las que destacan las 

siguientes: 

1) Programación ineficiente del modelo, utilizando 

operaciones y funciones que hacen crecer los errores de 

redondeo. 

2) Inadecuado uso de esquemas iterativos para resolver 

subsistemas de ecuaciones no lineales. 

3) Inestabilidad del modelo. 

4) Sensibilidad del modelo a pequeñas perturturbaciones. 

5) Inestabilidad del método de integración. 

Mediante el análisis dinámico (sección 3.4) se determinan las 

características dinámicas de los modelos, a través de las 

siguientes pruebas: 

Consistencia, para verificar que el modelo proporciona 

resultados coherentes. 

- Estabilidad, para verificar que el algoritmo de solución es el 

adecuado para el modelo. 

- Exactitud del modelo, para verificar que el modelo reproduce 

los resultados y tendencias esperados. 

La caracterización de los modos dinámicos complementa el 

análisis en el modelo-método de solución. Este análisis permite 

identificar la dinámica del modelo bajo diferentes modos de 

operación. 
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3.2 ANALISIS ESTRUCTURAL 

Después de la formulación.de un modelo matemático complejo, el 

sistema de ecuaciones algebraico-diferencial resultante debe 

adecuarse para que la solución pueda proceder en forma exacta y 

eficiente. 

3.2.1 Dispersidad. 

Consideremos que el modelos matemático está representado por 

el siguiente conjunto de ecuaciones: 

Gi (Y11Y21Y3) =o 
G2 (y2) = o 
Gl (Y31Ys,y6) =o {3 .1) 
G4 (y4,y6) = o 
G5 <Y21Y5) = o 
G6 (y6) = o 

Se observa un alto porcentaje de elementos cero y una forma 

estructural del sistema, no factible para que la solución pueda 

proceder secuencialmente. Estos sistemas son conocidos como 

sistemas dispersos .. Un análisis estructural en el sistema disperso 

se hace necesario para: 

il Minimizar el número de variables inicializables y con esto 

disminuir el número de ciclos de iteración. 

ii) Reestructurar el sistema de ecuaciones de manera tal que su 

estructura sea triangular inferior. De esta manera la solución 

puede proceder secuencialmente. 

iii) Identificar los sistemas independientes. 

29 



Los puntos mencionados anteriormente no solo mejoran la 

solución del modelo, sino que además permiten disminuir el tiempo 

de computación, con la consiguiente mejora en su eficiencia. 

3.2.2 Procedimientos utilizados por el análisis estructural 

En el análisis estructural se realizan básicamente los 

siguientes procedimientos: 

i) Localizar un conjunto de variables de salida. El objetivo 

es asignar una variable de salida a cada ecuación del 

sistema, de manera que cada ecuación tenga una sola 

variable de salida y que cada variable esté asignada a 

una sola ecuación. 

ii) Descomposición. El objetivo es identificar subsistemas y 

ordenar ecuaciones en una secuencia apropiada. 

iii) Rasgueo. El objetivo es determinar aquellas variables que 

minimizan el número de bloques de ecuaciones simultáneas 

que se deben resolver simultáneamente. 
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3.2.3 Localización del conjunto de variables de salida 

La variable por la cual se resuelve una ecuación se denomina 

variable de salida. Por ejemplo, en la ecuación siguiente 

(3.2) 

y 1 es la variable de salida. 

El problema de encontrar un conjunto de variables de salida 

puede visualizarse como el problema de asignar una variable de 

salida a cada ecuación del sistema, de manera que cada ecuación sea 

resuelta para una variable de salida. El algoritmo utilizado es el 

algoritmo de Steward, descrito con detalle por Ledet y Himmelblau 

(1970), Westerberg, Hutchison, Motard y Winter (1979). Éste 

algoritmo consiste de una secuencia lógica de pasos para asignar 

variables a ecuaciones. Si el conjunto de variables de salida no es 

único o no existe, implica que el sistema de ecuaciones puede no 

estar bien determinado. 

3.2.4 Descomposición 

Para aplicar el proceso de descomposición las siguientes 

consideraciones son importantes: 

i) Debe existir solución en cada ecuación, al menos para una 

de las variables dependientes. 

ii) El sistema no debe tener grados de libertad. 
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iii) La solución del sistema de ecuaciones debe estar en el 

rango de valores físicamente permisibles. 

Se presentan dos opciones como resultado de descomposición: 

I) Encontrar un número máximo de subsistemas s 1, (donde 

s 1eS), de manera tal que la solución pueda proceder 

secuencialmente. Por ejemplo: 

forma funcional 

sistema original 

fl (yl,y2,y3) 
f2 (y2) 
f3(y3,y5,y6) 
f4 (y4,y6) 
f5(y2,y5 
f6 (y6) 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

sistema ordenado 

f2 (y2) 
fS (y2,y5) 
f6 (y6) 
f3 (y5,y6,y3) 
fl (y2,y3,yl) 
f4 (y6,y4) 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

iz estructural asociada 

fl 
f2 
f3 
f4 
fS 
f6 

f2 
fS 
f6 
f3 
fl 
f4 

variables 
y1 y2 y3 y4 ys y6 

l l l o o o 
o 1 o o o o 
o o l o l 1 
o o o 1 o 1 
o 1 o o l o 
o o o o o 1 

variable 
y2 yS y6 y3 yl y4 

l o o o o o 
l l o o o o 
o o l o o o 
o l 1 l o o 
l o o l 1 o 
o o l o o l 

Fig. 3.1 Ordenamiento aplicado al sistema de ecuaciones 3.1 

Se puede apreciar en la figura 3 .1 la forma triangular 

inferior de la matriz estructural. La ejecución del sistema de 

ecuaciones puede proceder secuencialmente. 
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II) Localización de sistemas disjuntos. Es decir, identificar 

los posibles grupos de subsistemas, de manera que cada 

uno de los subsistemas S; puede ser estudiado 

independientemente del resto del sistema. Por ejemplo, en 

la fig 3. 2 se puede apreciar la separación en bloques en 

forma triangular. 

1 
forma funcional !!matriz estructural asociada! 

variables 
sistema original yl y2 y3 y4 

fl (yl,y3) = o fl 1 o 1 o 
f2 (y2,y4) = o f2 o 1 o 1 
f3 (y2,y4) = o f3 o 1 o 1 
f4 (yl) = o f4 1 o o o 

variable 
sistema ordenado yl y3 y2 y4 

f4 (yl) = o f4 1 o o o 
fl (yl,y3) = o fl 1 1 o o 

f3 (y2,y4) = o f3 o o 1 1 
f2 (y2,y4) = o f2 o o 1 1 

Fig. 3.2. Ejemplo de localización de sistemas disjuntos 

3.3 ANALISIS DE SENSIBILIDAD 

Se presentan los siguientes enfoques para cuantificar la 

sensibilidad del modelo con respecto a los valores de sus variables 

de entrada. 

3. 3 .1 Enfoque 1. El enfoque más simple para determinar la 

sensibilidad de un modelo matemático, involucra la perturbación de 

una variable cada vez y la respectiva resolución del modelo. 
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3.3.2 Enfoque 2. Enfoque analítico. Leis y Kramer (1985) 

proponen el siguiente esquema. Sea la ecuación prueba: 

y 1 = f(y, u, t) 

y( tol =Yo 

la forma linealizada de esta ecuación es: 

y 1 =Ay+ Bu 

Se definen los coeficientes de sensibilidad 

s = ( ~~} 

(3. 3) 

(3. 4) 

(3. 5) 

Derivando la ecuación prueba con respecto a las variables ~e 

entrada u, se obtiene una expresión para resolver directamente los 

coeficientes de sensibilidad. 

de lo cual resulta el siguiente sistema: 

s 1 =As+B 

s ( t 0 ) = S 0 

(3. 6) 

(3. 7) 

La solución de la ecuación diferencial anterior proporciona 

los coeficientes de sensibilidad. 
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3.4 ANALISIS DINAMICO 

En el contexto del análisis dinámico, el modelo está ligado 

con su método de solución. En virtud. ·ae:'.que, la dinámica del modelo 

expresa una respuesta global d~· la\~~i~bi~ri ·'riiétodo de solución-
:.'):~.r;\:.(?;:::'.1~~~(;{~.~~~:.:::. :~. :.,'': . ' .. 

modelo matemático, es conveniente·>vlsiializ'ar: aquellos aspectos 
-·. ::r'>'>;:··-~-::·,:{:::--" :c._,. - .. .. -· 

individuales que determinan la· dfoáinida(de' los modelos. Por ejemplo 
'~ .... ' · •. -. l . '• .... 

los rubros principales, relacion~ct6~ ~bri el mét6do de solución son: 

- Convergencia del método. 

- Error del método de solución. 

- Estabilidad del método de solución. 

Los rubros más importantes relacionados con el modelo 

matemático son: 

- Consistencia del modelo. 

- Rigidez del modelo 

- Modos dinámicos del modelo. 

Los rubros que corresponden a la relación modelo-método de 

solución son: 

- Estabilidad del modelo-método de solución. 

-· Exactitud de la simulación. 

La acumulación de efectos, generados por los rubros señalados 

anteriormente, determinan la dinámica del modelo. Una breve 
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introducción a estos rubros puede ser útil para lograr una mayor 

comprensión de su participación en el acoplamiento de los modelos 

matemáticos. 

3.4.l Convergencia del método de solución. 

Las discontinuidades del modelo y la naturaleza modular 

secuencial de la aplicación hacen que se prefiera el uso de métodos 

de integración numéricos explícitos con paso constante, quedando 

por determinar la combinación conveniente entre paso y método de 

integración. La convergencia de un método iterativo se define: 

donde: 

lim Xn = x( tn) 
At-o 

n~t·t-ta 

x (tnl es la solución analítica en tn. 

Xn es la solución aproximada en tn. 

t. es un punto inicial fijo. 

3.4.2 Error del método de solución. 

(3. 8) 

La técnica tradicional de análisis utilizada es el análisis 

del error local de truncamiento (Lambert, 1973) . 

Donde: 

X= X(t) 

x = x(t) 

x es' el valor de la solución analítica. 

(3. 9) 

x es el valor aproximado por un método numérico. 

36 



Se define un error local de truncamiento para la ecuación prueba 

x'=f (x,t) como. 

(3.10) 

Por ejemplo para el método de Euler resulta: 

(3 .11) 

Expandiendo la solución exacta en series de Taylor alrededor de Xo 

se tiene. 

(3 .12) 

El error local de truncamiento correspondiente es: 

e = A t2 x <2> 
X 21 0 

+ ... (3 .13) 

3.4.3 Orden de error. 

Se define un orden de error para el método de integración 

explícito como el entero "r" más grande para el cual. 

x( t+A t) - x( t) -A t f(x( t), A t) = O(A tr•1 ¡ (3 .14) 
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Tabla 3.1 Orden y error de los métodos de integración. 

Método Orden del Orden del expresión 
método error del error 

Euler 1 
O(A t 2) At 2xC2l + ... 

2 

Regla trapezoidal 2 
O(At 3) .2:_4 t3 xC3) 

12 

3.4.4 Estabilidad del método de integración. 

Sea la ecuación prueba x' = f(x,t). La expansión en serie de 

Taylor de la solución exacta tiene la forma. 

X X Atf+At2fCll+ +AtrfCr-ll+O(At<r•ll] 
n+l - n= n 2 1 n ·•· I 1 n 

Derivando la ecuación prueba linealizada (x'= Ax) resulta. 

f 1
1 =A x 1

0 
f 1

1 =A {A X0 } 

(3 .15) 

(3 .16) 

Las derivadas sucesivas de la ecuación prueba linealizada resultan. 

(3 .17) 

substituyendo la ecuación (3.17) en la ecuación (3.15) se obtiene 

l+ z +..!. z 2 + ... + .2:...zr + O[zr•1 ] 
2 r! 

(3. 20) 
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donde 

z = .1.t A (3 .19) 

l+ z +1: z 2 + ··· + -1:...zr + O[zr•l] 
2 r! 

(3.20) 

Pr(z) = Expli61 = cos 0 +i sen 0 (3.21) 

Encontramos un polinomio P,, el cual define una zona de 

estabilidad en el plano complejo para el orden de aproximación "r" 

del método de integración numérico. 

Tabla 3.2 Polinomios de estabilidad para los métodos de 
integración explícitos. 

Método Polinomio intervalo de 
estabilidad 

Euler 
(z) 

(-2. O, O) 
Pi = 1 + z 

Runge-Kutta 2• 
1 

(-2. O, O) 

P2 (z) = 1 + z + - z2 
2 
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Zonas de estabilidad para métodos explícitos. 

-1 

-2 

-J 
-J 

Loccfücd~:i in el p\cr'o Cmcleio 
Zcro de eslcbt:dod uélcdo de [r.ier 

1 

/' ~'\ 

,\'-- / 

-2 -1 

Fig. 3.3 

-1 

-2 

-J 
-J -2 

locaizaciOri eo et pbX! Comp~efo 
Zooo de eslc:bidod Rui¡e-f<ullo 2" 

/ ~ 

"----l-/ 
-1 

Fig. 3.4 

Zona de estabilidad para métodos implícitos. 

4 
-1 

-2 

-J 
-J -2 

Fig. 3. 7 

loco!izociOn en el plaio ~omr,'eio 
Zona de eslcbil!dod fu!er in¡;G'cilo 

.. 1 
J 

/ 
r. 
l ---

"'-= 

-1 

"' 1 
J 

/ 

Fig. 3 .8 
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3.4.S Consistencia del modelo matemático. 

Se puede utilizar el siguiente procedimiento para verificar la 

consistencia de un modelo (Ojeda, 1992). Sea el siguiente sistema 

prueba. 

x 1 = f(x) (3 .22) 

i) Evaluación del modelo con los valores iniciales. 

(3 .23) 

x'm = f(x) lx. 

ii) Perturbación del vector de variables de estado y 

evaluación del modelo. 

Xm+l = Xm + !::..x1 e1 ;i=1•···,n 

x'm•l = f (x) lx,..1 

(O, .. ., 1,· ... , O) 

(3. 24) 

(3.25) 

donde e 1, es el vector canónico :(1.en el i-esimo elemento) 

iii) Restituyendo los valores originales de las variables de 

estado. 

(3. 26) 
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Donde 

iv) Evaluación del modelo. 

{3. 27) 

v) Comparando valores de las variables de estado del modelo, 

se debe obtener un error tolerable por efectos de 

histéresis e. 

3.4.6 Estabilidad del modelo. 

Sea el modelo representado por la ecuación prueba. 

x 1 = f(x) 

x(O) = x 0 

la forma linealizada de la ecuación prueba es: 

x 1= Ax 

(3. 28) 

(3 .29) 

(3.30) 

(3. 31) 

La solución del sistema (3 .30), en términos de vectores (µ) y 

valores característicos (A) es: 

x( t) = µ e l~t) {3.32) 
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El modelo tiende a un estado estacionario si: 

Re P-!Al } <o (3. 33) 

3.4.6 Estabilidad cuando un modelo se evalúa retrasadamente. 

Consideremos que la ecuación prueba x'=AX, x(O)=l. La solución 

analítica es: 

x(t) e CA el (3.34) 

Suponiendo que el modelo se retrasa un paso de integración ót 

y en la integración se utiliza el método de Euler hacia adelante, 

el algoritmo realmente empleado es: 

(3.35) 

Substituyendo la ecuación prueba x'=Ax en (3.43) resulta. 

Xn+l - Xn - A A t Xn-l O (3. 3 6) 

El polinomio característico correspondiente es: 

p(z) = z 2 - z - A. At (3. 37) 

La figura 3. 9 muestra como la zona de estabilidad para el 

método de Euler se ve seriamente afectada cuando hay retrasos en la 

evaluación del modelo. 
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3.4.7 Rigidez del modelo. 

....... = "'-'----
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/ ~,1 
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I', 1 
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/iw. 
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r.:-::::::-i 
~ 

t:llft'.t~ 
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En los modelos de procesos pueden surgir dificultades debido 

a que algunos componentes de la solución exhiben amplias 

diferencias en su comportamiento dinámico. En estos componentes 

pueden aparecer oscilaciones de alta frecuencia y/o transitorios 

rápidos. La presencia de valores característicos grandes o en el 

extremo izquierdo del plano complejo ocasionan transitorios 

rápidos. Con el objeto que 6t esté dentro de la región de absoluta 

estabilidad del método seleccionado, estamos obligados a utilizar 

tamaños de paso excesivamente pequeños. El problema de rigidez se 

puede plantear de la siguiente forma: 

"Si Re max{>.. (A)} >> Re min {>..(A)} estamos involucrados en la 

situación computacional de integrar numéricamente un sistema, 

durante un intervalo de tiempo grande, utilizando una longitud de 
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paso de integración el cual es, en cualquier parte, mucho menor 

comparado con el intervalo total de integración. 

El concepto de rigidez está inmerso en un problema más general 

denominado "dos escalas de tiempo" (Keeping, 1982). Se ha 

demostrado que la rigidez depende del intervalo de integración. Una 

definición de rigidez, la cual incluye el intervalo "L" de 

integración es: 

L Max !Re>. (A)} > 1 (3. 38) 

Por ejemplo, sea el siguiente sistema prueba: 

xf 
¡-21 19 -20] 

X1 

X~ = 19 -21 20 X2 

I 40 -40 -40 X3 X3 

(3 .39) 

Xo = [l, O, -1] T 

Los valores característicos son: 

>-. 1 -2 

)..2 -40 + 40i 

)..3 -40 - 40i 

Re{>-.2 } y Re{>-.3 } se localizan en el extremo izquierdo del plano 

complejo. En la solución del sistema (3.39) aparecen transitorios 

rápidos (ver fig. 3.10). La componente rápida determina el tamaño 
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del paso de integración, ocasionando con esto que el resto de los 

componentes de la solución se integren muy ineficientemente. 

El paso máximo de integración para integrar el sistema 

utilizando el método de Euler debe satisfacer el criterio de 

estabilidad. 

ll +AA.ti,; 1 (3. 39) 

-2 A.t,; 
max lRe A.) (3 .40) 

Para el ejemplo citado, el paso limitante es ót=0.05, 

determinado por la parte real de )..2 o >.3 • 

ocunndo de lrcnsilorios ropiOOs 

o~ 

1\ ,, 

\ 

" 
0.6 

' i º·' ü 17 . 
11¡ !'---.,___ 

/u 1 

! 0.7 

i o • , --01 

.... 
--0.6 

0.01 0.03 0.05 0.07 0.09 0.11 O.ll 0.15 0.17 0.19 0.21 
6-("9) 

Fig. 3.10 
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3.4.8 Análisis modal. 

i) Identificación de los modos dinámicos. 

Durante la simulación de un modelo matemático, se identifican 

los principales modos dinámicos (ver fig. 3 .10) . Estos se describen 

a continuación: 

- Transitorios rápidos. Se manifiesta una dinámica rápida. En 

este lapso de tiempo pueden aparecer valores característicos 

que pueden afectar la estabilidad del modelo matemático. 

- Transitorios lentos. La dinámica varía monótonamente durante 

un largo tiempo. Este modo dinámico está asociado con un 

sistema dinámico más o menos bien comportado. 

- Casi estacionario. El modelo matemático bajo consideración 

puede manifestar dinámica estacionaria, lo cual es síntoma de 

un modelo bien controlado. El lapso de tiempo de evolución de 

este modo dinámico es muy grande. 

ii) Factores y razones de participación. 

A partir de la ecuación prueba. 

x 1 =Ax 
x(O) = x0 

(3. 42) 

La solución del sistema (3.42) en términos de vectores (µ) y 

valores característicos (A) es: 

x(t) µe!l.tl {3.43) 
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Se busca un vector de valores característicos que cumpla la 

condición (Pérez-Arriaga, 1980) . 

Donde: 

1 (3 .44) 

µ es el vector característico derecho de A definido a 

partir de (3.45}. 

Aµ= Aµ (3.45) 

wT es el vector característico izquierdo de A definido a· 

partir de 

Entonces: 

ooT x( t) = k(ooT·µ) e <At> 

ooT x( t) = k(Eoo 1 • µ1) e l~t> 

(3.46) 

(3 .47) 

(3 .48) 

La relación entre modos y estados dinámicos se puede 

establecer definiendo una matriz de factores de participación FP. 

Donde: 

(3. 49) 

se define como k-esima actividad de la i_esima 

variable de estado. 

µki se define como el k-esimo peso de la i-esima 

variable de estado. 
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Se define un factor de participación FP. 

se define una razón de participación RP. 

(3. 51) 

Se encuentra una matriz de razones de participación, donde 

están relacionados modos y estados dinámico. 

modos dinámicos 

e A¡ Az ... 
s 
t X¡ RP11 RP12 ... 
a 
d Xz RPzi RPn ... 
o 

"' . . . . .. ... 
Fi g 3. l.l.. Re acion entre estado y modos din ámicos. 
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CAPITULO 4: INTEGRACION MULTINIVEL DE MODELOS DINAMICOS 

"Si un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias puede 

dividirse en dos subsitemas, donde uno cambia más rápidamente que 

otro, entonces cada subsistema puede ser integrado con diferente 

tamaño de paso. Este método se conoce como integración multinivel 

y se utiliza en simulación en tiempo real. 

4.1 METODO DE INTEGRACION MULTINIVEL 

El método de integración multinivel es una técnica que permite 

integrar cada variable de estado, de un sistema de ecuaciones 

diferenciales ordinarias, con el método y paso más adecuado al 

comportamiento dinámico de estas (Gear 1974) . 

Por ejemplo, si el siguiente problema del valor inicial 

w1 = <l>(w, t) 

w( tal = Wa 
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puede ser dividido en los subsistemas: 

Entonces tenemos: 

w' = [Y1 = [f(y, z, t)] "° <j>(w, t) 
z 1J g(y, z, t) 

Wa = [::] 

Sistemas rápidos: donde la derivada es grande: 

y 1 = f(y,z, t) 

y(O) =Yo 

Sistemas lentos: donde la derivada es pequeña: 

z 1 = g(y, z, t) 

z(O) = z0 

Un esquema de integración multinivel tiene la forma. 

;i=O, ••• ,k-1 

(4. 2) 

(4. 3) 

(4.4) 

(4. 5) 

donde: F, G son los métodos de integración para cada sistema. 

r, g son las funciones aproximadas en puntos requeridos. 
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Un algoritmo utilizando el método de Euler en ambos sistemas 

con extrapolación en el sistema lento (Z) es: 

comienza 

Ynk•i•l = Ynk•i + A tf(ynk•i' znk•k• tnk.;) 

termina 

Alg. 4.1. Euler-Euler extrapolando el sistema lento 

y O y1 y2 

sistema 
rcipido 

sistema 
lento 

z2 

lntegr aci6n 

====~ Extrapo1ocidn 

zO z1 

y3 y4 y5 y6 

--
z3 z4 zS z6 

tiempo 

Fig. 4 .1. Algoritmo de integración multinivel extrapolando el 
sistema lento. 

La figura 4.1 ilustra el algoritmo de integración multinivel. 

La componente rápida utiliza un paso constante 6t para su 

integración; mientras que la componente lenta utiliza un paso de 

integración kót, donde k es un entero positivo. 
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Ejemplo ilustrativo de integración multinivel. Sea la ecuación 

prueba siguiente: 

(4. 6) 

Se subdivide el intervalo de integración en dos subintervalos 

(k=2) y se aplica el método de Euler para integrar ambos sistemas: 

lento (Z) y rápido (Y) . Integrando el sistema lento con un paso de 

integración 26t se obtiene: 

z2 = z 0 + 2A t z 1
0 

= z 0 + 2A t (M21 Yo + M22 Z 0 ) (4. 7) 

= 2A t .Mi1 Yo + (1 + 2A t M22 ) z0 

Integrando el sistema rápido con un paso de integración 6t se 

obtiene: 

Y1 = Yo + A t Y 1o 

(1 + A tM1,} Yo + A tM12 Z 2 

[ (1 + A t M11 ) + 2A t 2M12M21 ] Yo 

+ A t M12 (1 + 2A tM2 ) z0 

Y2 = Y1 + A t y 1
1 

= (1 + AtM,,)y, + AtM12 Z2 

= {(1 + At M11 ) 2 + 2AtM12M21 [(1 + AtM1,} + l]}y0 

+A t[ (1 + 2AtM11 ) + l]M12 (1 + 2 AtM22 )°Z0 

La forma discreta resultante es: 
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donde 

(l + ti.tM11 ) 2 + 2ti.tM11Afi1 [ (l + ti.tM11 ) + l] 

ll.t[(l+ll.tM11 ) + l]M12 (1 + 2ll.tAfii) 

T21 2ll.tAfi1 

T22 l + 2ll.tAfv_ 

(4 .11) 

Una forma más precisa de integración multinivel consiste en 

interpolar los valores del componente lento en puntos intermendios. 

Un algoritmo que utiliza el método de Euler en ambos sistemas e 

interpola el sistema lento es: 

para:O ~ i ~ k-1 

comienza 

Ynk•l+1 = Ynk+l + tJ.tf(ynk+i'znk, tnk.il 

termina 

Alg. 4.2 Euler-Euler Interpolando el sistema lento. 

y O y1 y2 y3 y4 yS y6 

sistema 
rápido 

sistema 
lento 

zO Z1 z2 z3 z• zS z6 
-~ lntegroclón 
=~ lnlerpo'ación 

tiempo 

Fig. 4.2. Integración multinivel con interpolación. 
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Es posible utilizar otros algoritmos, pero es necesario 

establecer un equilibrio entre rapidez y precisión de nuestro 

algoritmo de integración multinivel. Pues entre más precisos son el 

método y la función interpolante, más tiempo de cómputo es 

necesario. 

4.2 ERROR LOCAL DE TRUNCAMIENTO 

Se define un error local de truncamiento en términos de la 

solución exacta para los métodos multinivel como sigue: 

(4 .12) 

Sean y~, z~ los valores exactos de y~(t) y z~(t). A partir de 

estos valores se definen las condiciones iniciales. 

Ynk = y(tnk) 
znk = z< tn1cl 

(4 .13) 

Las componentes rápidas son obtenidas mediante un algoritmo de 

integración multinivel. 

Yn1c+i•l = F(ynk•l' tnk •. uAt;f); i=o,1, .. .,k-1 (4 .14) 

donde ynk, znk son la soluciones aproximadas para y y z. 

l es la función interpolante siguiente: 

l = f(y,z, t> (4.15) 
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El algoritmo definido para las componentes lentas es: 

(4 .16} 

El error local de truncamiento en el horizonte kAt queda 

definido como: 

( eyl k = j; nk~k - Y ( t12k+kl . 

(ez) k = znk+k - z ( tnk+kl 

(4.17} 

Rodríguez (1985) reporta expresiones del error local para 

algunos algoritmos de integración multinivel. Para el algoritmo 4.1 

la expresión del error local es: 

(e) = (kAtl
2

y<2>(t;_c) - (k-l)k~9<2>(t ) + O(At;') 
yk 2 ~ 2 ni< 

(4.18} 

Para el algoritmo 4.2 la expresión del error local es: 

(eylk = kA:
2
y<2

> Ctn1c} + O(At 3
) 

(e) = (kAtl2z<2l(t) +O(Atl) 
z k 2 nk 
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4. 3 ESTABILIDAD 

El análisis de estabilidad absoluta para los métodos 

multinivel se discute considerando el siguiente sistema prueba. 

(4. 6) 

La aplicación de un algoritmo de integración al sistema de 

ecuaciones en el horizonte kót,donde el sistema rápido se integra 

con un paso 6t y para el sistema lento kót, produce la forma 

discreta siguiente: 

(4.10) 

Donde T se define como la matriz de iteración, la cual depende 

de los métodos de integración seleccionados, tanto para el sistema 

rápido como para el sistema lento (ver sección 4.1). 

El polinomio característico asociado con la matriz de 

iteración T es: 

(4. 20) 
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El algoritmo de integración multinivel es estable si: 

!Re { A1 (T) J¡, !Re { ¡.2 (T)Ji < 1 (4.21) 

Donde Re{A(T)} es la parte real del vector de valores 

característicos de T. 

Una vez seleccionada la combinación método-paso de integración 

para los sistemas lento y rápido, el problema es determinar la 

matriz de iteración T. 

Siguiendo el procedimiento para obtener la matriz de 

iteración, ilustrado en la sección 4. 1. A continuación se presentan 

los elementos Tii generalizados cuando se aplica el algoritmo ae 

integración 4.1. 

Tu (I + AtMu) 1 + kAt[ (I + AtM11 )k - I]M11-
1 M12M21 

T12 [ (I+AtMu)k - I]M1j
1M12 (I + kAtM22) 

{4.22) 

T21 = k6tM21 

T22 = I + k6tM22 

donde: 

k Es la razón multinivel. 

I Es la matriz identidad. 

M11 Es el jacobiano del sistema rápido con respecto a sus 

variables de estado. 
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M22 Es el jacobiano del sistema lento con respecto a sus 

variables de estado. 

M12 Es el j acobiano del sistema rápido con respecto a las 

variables de estado del sistema lento. 

M21 Es el j acobiano del sistema lento con respecto a las 

variables de estado del sistema rápido. 

Los elementos generalizados de la matriz de iteración cuando 

se aplica el método de Euler en ambos sistemas según el esquema de 

integración mostrados en la figura 4.2 resultan. 

T11 (I + 6tM11 )k + kt.t[(I + 6tM11 )k - I]M1¡1 M12Afi1 

T12 [ ( I+ll tM11 ) k - I] M1¡1M12 (I + kt. tf1i2) 
(4.23) 

T21 = kt.~1 
T22 = I + klltAfii 
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CAPITULO 5: METODOLOGIA DE ACOPLAMIENTO 

"Si podemos considerar al problema de acoplamiento de modelos como 

el problema de integrar sistemas de ecuaciones en diferentes 

escalas de tiempo, entonces la metodología de análisis de los 

métodos multinivel es factible de aplicar para el análisis de 

acoplamiento de modelos matemáticos" 

Durante la etapa de acoplamiento pueden darse las siguientes 

situaciones: 

Secuencia indeterminada de ejecución de cada modelo. 

Después del acoplamiento no es posible conservar los 

pasos de integración de modelos desacoplados. 

El sistema acoplado no es estable. 

El sistema acoplado no reproduce la tendencia esperada. 

Los resultados del sistema acoplado no son 

suficientemente exactos. 

No es posible aumentar el paso de integración del sistema 

acoplado. 
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La aplicación de las técnicas de análisis a modelos 

desacoplados (ver capítulo 3) asegura un nivel de confianza del 

sistema acoplado. Se pueden buscar explicaciones a las situaciones 

anteriormente planteadas mediante , dos tipos de análisis 

relacionados con la dinámica del sistema acoplado. 

- Análisis de estabilidad del sistema acoplado 

- Análisis de exactitud del sistema acoplado 

Una vía para realizar los tipos de análisis mencionados es 

mediante una similitud con la metodología de análisis de los 

métodos de integración numérica multinivel. 

5.1 FORMALIZACION DEL ACOPLAMIENTO DE MODELOS 

Sea la forma lineal izada del un modelo rápido representada_ p_or 

la siguiente ecuación. 

yl = Mll y 
Y(O) = Ya 

(5 .1) 

Sea la forma linealizada un modelo lento representada por la 

siguiente ecuación. 

Z 1 = M22 Z 
Z(O) =Za 

(5. 2) 

Para integrar numéricamente el sistema acoplado podemos 

utilizar un paso de integración 6t par~ el modelo rápido y k6t para 

el modelo lento, donde k es entero positivo definido como parámetro 

multinivel. 
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Aplicando un algoritmo de integración multinivel a los modelos 

acoplados resulta: 

y(O) =Yo 
z(O) = z0 

Ynk•i•i = F(ynk•i'znk•k' tnk~i~il.t) ;i=O,···,k-1 

znk•k = G(ynk, znk, tnk, kil. t) · 

(5. 3) 

donde F, G son los algoritmos de integración para los modelos 

rápido y lento respectivamente. 

La forma linealizada de los modelos no acoplados es: 

(5.4) 

Una manera de reconstruir la dependencia de los elementos 

fuera de los bloques es mediante la linealización de los mismos, 

como se muestra a continuación: 

M12 
of 
oz 

(5. 5) 

M21 
og 
ºY 

Para formar la estructura acoplada. 

(5. 6) 
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5.2 METODO DE ANALISIS PARA MODELOS ACOPLADOS 

Basado en el análisis de estabilidad y error local de los 

métodos de integración multinivel. A continuación se presenta una 

forma conveniente para el análisis de los modelos acoplados. 

5.2.1 Análisis de estabilidad para modelos acoplados. 

El esquema iterativo para la solución de dos modelos acoplados 

produce una ecuación semejante a la conocida forma discreta (ver 

sección 4.1) siguiente. 

(5. 7} 

Una manera de asegurar que el acoplamiento de los modelos 

lento y rápido es estable, es vigilando que el radio espectral de 

T cumpla con la condición 

p(T) ,;; 1 (5. 8} 

donde 

p (T) = Max { DA (T) D l 
A. =ex + il3 (5. 9} 

1 

iA(T) ~ = ( cx2 + 132¡ 2 

.. 
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5.2.2 Análisis de error local para modelos acoplados. 

Se ha definido (sección 4.2) un error local para los métodos 

multinivel en el umbral nk+k: 

(5.10) 

Si definimos el error local para modelos acoplados de la forma 

siguiente: 

ey, = Y1 - YÍ 

ez, = z1 - zi 

donde y',z' indican el resultado de la solución exacta. 

(5.ll) 

Entonces el error local escalado para modelos acoplados 

resulta. 

ªy, 
ey, 

ay+ lbY Y/I 
(5.12) 

eZj ez, 

ªz + lbz z/I 

Donde: a y b son parámetros de escalamiento para tolerancias 

absolutas y relativas. 
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Las magnitudes del error están escaladas y por lo tanto son 

independientes de las unidades. Una forma práctica de trabajar con 

el error local de modelos acoplados es utilizando la norma 

euclidiana: 

5.2.3 Magnitud del acoplamiento. 

A partir de la identidad det(M) 

siguiente ecuación prueba. 

reagrupando se tiene: 

(5.13) 

det(AI), consideremos la 

(5 .14) 

(5 .15) 

(5 .16) 

Se define un grado de magnitud del acoplamiento 

sa = IM21M12j*100 
,\1,\2 
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entonces: 

(5 .18) 

Una forma generalizada es: 

Sa = 1 IMul * IM22I - 1.01*100 
max 1 ~A ( T) 1 l * rnin { IA ( T) 1 } 

'es .19) 

La medida del grado de acoplamiento queda establecida en 

términos de los modelos involucrados y de los valores 

característicos de la matriz del acoplamiento. Puede ser útil en el 

estudio de sensibilidad en modelos acoplados. 
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CAPITULO 6: ANALISIS DE RESULTADOS 

6.1 INTODUCCION 

6.1.1 Enfoques de la solución numérica. 

El análisis de acoplamiento se realiza bajo tres enfoques de la 

solución numérica (ver fig. 6.3). 

a) Enfoque secuencial. En este tipo de enfoque, los modelos se 

resuelven secuencialmente con el mismo paso de integración. En 

el proceso de solución, primero se evalüan las ecuaciones de 

estado del primer modelo y aplicando un algoritmo de 

integración se actualizan sus variables de estado. Este 

proceso se repite para el segundo modelo. 

b) Enfoque secuencial multinivel. En este tipo de enfoque, los 

modelos se resuelven secuencialmente con diferente paso de 

integración. El modelo rápido se integra con un paso de 

integración 6t y el modelo lento se integra con un paso de 
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integración kAt. El proceso de solución se lleva a cabo de 

manera similar que el enfoque secuencial. 

c) Enfoque simultáneo. En este tipo de enfoque, los modelos se 

integran simultáneamente con el mismo paso de integración. En 

este caso se evalúan primero las ecuaciones de estado de los 

modelos y posteriormente, mediante un algoritmo de 

intergración, se actualizan sus variables de estado. 

Modelo lento 

' a) Esquema secuencial b) Esquema secuencial 
mlllinivel 

e) Esquema simultdneo 

Fig. 6.3. Enfoques de la solución mUlllérica. 
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6.2 CASOS TIPICOS DE ACOPLAMIENTO 

Por la naturaleza de las interacciones entre modelos se 

distinguen dos tipos de acoplamiento: 

I) Acoplamiento de modelos interdependientes. Ejemplifican 

este tipo de acoplamiento los modelos con recirculación 

o sistemas retroalimentados. La figura 6.1 ilustra este 

tipo de acoplamiento 

II) Acoplamiento de modelos unidireccionalmente dependientes. 

Dentro de este tipo de acoplamiento se encuentran, por 

ejemplo, modelos de sistemas de servicio, modelos de 

cabezales, de extracciones. La figura 6. 2 muestra las 

variantes de este tipo de acoplamiento. 

t 
1 Modelo Rápido 

, , 1 

.. 

+ ,,I 
1 Modelo Lento .. 

Fig. 6.1 Acoplamiento de modelos interdependientes. 
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·r-
lr-.------.-__ ,~ 

____I_.{ 1.Aodelo Lento .. 

---/Modelo Rdpido 

i) Modelo rdpido inc:ependlenle 11) Modelo lento Independiente 

Fig. 6.2 Acoplamiento 
dependientes. 

de modelos unidireccionalmente 

6.2.1 Acoplamiento entre modelos interdependientes (ver fig. 

6 .1) El sistema linealizado de ecuaciones que caracteriza este 

tipo de acoplamiento es el siguiente. 

dy 
dt 

dz 
dt 

- Ai1 Y± A12 z 

±Ai1 y - Aii z 

y(O) =Yo 

z(O) = z0 

(6 .1) 

Recordemos que la primera ecuación representa al modelo rápido 

y la segunda al modelo lento. 

De acuerdo con la naturaleza de las interacciones entre los 

modelos, estos tipos de acoplamiento dan origen a una serie de 

casos variantes, los cuales se analizarán en secciones posteriores. 
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CASO 6.1: Acoplamiento de modelos con efectos compensados. 

Los efectos de un modelo compensan los efectos del otro y 

viceversa. 

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones prueba. 

dy 
dt 

-4.0y+2.0z 

dz 
at 

y 0 =1.0 

z0 = 1. 0 

0.06y-l.Oz 

Análisis de estabilidad para modelos desacoplados. 

{6.2) 

En el caso de modelos desacoplados, cada modelo ignora los 

efectos del otro; de manera que la matriz jacobiana de los modelos 

desacoplados es la siguiente: 

M = [A.1 O] = ¡-4 . o o . o ] 
o A. 2 o. o -1.0 

{6.3) 

De acuerdo con el polinomio de estabilidad, definido al 

seleccionar el método de Euler para la solución numérica de los 

modelos, se deben cumplir las condiciones siguientes. 

l 1 + AtX 11 s 1 

l 1 + kAt>.2 1 s 1 
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De donde se obtienen los máximos pasos de integración estables para 

cada modelo desacoplado. 

Atripido = O. 5 seg 

At"º"' = 1. O seg 

Análisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque 

simultáneo. 

Los valores característicos de la matriz jacobiana de los 

modelos acoplados: A1 = -4.03948 y A2 = -0.960519 muestran que la 

solución de los modelos acoplados es estable para pasos de 

integración que cumplen con la condición de estabilidad 

\ l + A tsimu/J.wo max{ Re A (M) }\ s 1 (6. 5) 

de donde se obtiene el máximo paso de integración permisible para 

el modelo rápido, Atsimuhánco s O. 495. Este resultado muestra que al 

acoplar los modelos e integrar con el método de Euler, el paso de 

integración del sistema acoplado es menor o igual al paso de 

integración del modelo rápido desacoplado. 

A tsimultáneo S A trápido 

Análisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque 

secuencial. 

La figura 6.4 muestra la forma característica de la traza del 

radio espectral (brazo de estabilidad) . La zona de estabilidad para 

modelos acoplados cumple la condición {p(T) s 1). Para este caso de 

acoplamiento, el paso de integración del modelo rápido es menor o 

igual al paso de integración del modelo rápido desacoplado. 
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Análisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque 

secuencial multinivel. 

La figura 6. 4 muestra el efecto de incrementar el paso de 

integración del modelo lento k veces el paso del modelo rápido. 

Para k=4 y t.tmultiniveisO. 35 seg, se observa mayor estabilidad que para 

k=2, pero a un paso de integración mayor (0.35 <lltmulliniveis0.5), k=2 

es más estable que k=4. Esto se debe a que para determinados 

valores de lit, algunos elementos de la matriz de iteración (Tij) son 

más significativos que otros. 

Análisis de error. 

Se utilizaron los siguientes párametros absolutos y relativps 

para la estimación del error local de modelos acoplados. 

a b 

y 0.001 0.01 

z 0.001 0.01 

El error evaluado en el horizonte kllt crece de manera 

cuadrática (ver fig.6.5), se muestra que para este caso de 

acoplamiento, la integración multinivel está limitada por criterios 

de exactitud. La presencia de máximos y mínimos en la curva del 

error (k=2) no indica la existencia de paso de integración óptimo 

(llt=0.35), más bien es una advertencia de que a partir de llt=0.2 

los resultados pueden no ser suficientemente precios. 
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Fig. 6.5 
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CASO 6.2: Acoplamiento de modelos con efectos acumulados en 

el modelo rápido. 

Consideremos el siguiente sistema prueba. 

dy 
dt 

-4.0y-2.0z 

dz 
Cít 

0.06y-1.0z 

Yo l. O 

z0 l. 0 

(6.6) 

Análisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque 

simultáneo. 

Los valores característicos de la matriz jacobiana de los 

modelos acoplados X1 -3. 9489 y X2 = -1. 651 muestran que la 

solución de los modelos acoplados es estable para pasos de 

integración t.t,;mulLtncosO. 506; se observa que el paso de integración 

para modelos simultáneos es mayor que el paso del modelo rápido 

desacoplado. llt,imu1~>6trlpido· 

Análisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque 

secuencial. 

En la figura 6.6 se puede apreciar una ligera contracción de 

la zona de estabilidad. El paso máximo permitido t.t,=•neial=0.48 es 

menor que el paso del modelo rápido desacoplado. 
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Análisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque 

secuencial multinivel. 

Para k=2, se observa en la figura 6.6 que el acoplamiento no 

está limitado por criterios de estabilidad. Para k=4 se presenta 

una notable contracción de la zona de estabilidad. 

Análisis de error. 

La figura 6.7 muestra que la curva del error para el 

acoplamiento secuencial crece drásticamente para valores grandes de 

paso de integración. Se observa que la integración secuencial 

multinivel del sistema acoplado está limitada fuertemente po~ la 

exactitud. La acumulación de errores generados por el método de 

integración multinivel son significativos. La presencia de máximos 

y mínimos en al curva del error para k=4 no indica la existencia de 

pasos de integración óptimos, sino más bien es una advertencia de 

que los resultados obtenidos por el método de integración 

multinivel no son los suficientemente precisos para pasos de 

integración grandes. La integración multinivel no es recomendable 

para este caso de acoplamiento. 
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-- ~~"· ·~··-···· · .. 

CASO 6. 3: Acoplamiento de modelos 

modelo lento. 

wi r:rnr 
t.il u,;;, .. iJ ii.I'.A 

con efectos acumulaaos 

Consideremos el siguiente sistema prueba. 

dy 
Oc 

-4.0y+2.0z * = -o. 06 y - l. o z 

y 0 =l.O 

z0 = l. 0 

en el 

(6. 7) 

Análisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque 

simultáneo. 

Los valores característicos de la matriz jacobiana de los 

modelos acoplados ).. 1 -3 .9594 y A2 -J..0405 muestran que la 

solución de los modelos acoplados es estable para pasos de 

integración lltsimuJ1o1nrosO. 505; se observa que el paso de integración de 

modelos simultáneos es mayor que el paso del modelo rápido 

desacoplado tit,;mu11.1n<o>Atrápido. 

Análisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque 

secuencial. 

La figura 6. 8 muestra que el acoplamiento secuencial y 

secuencial multinivel no está fuertemente determinado por criterios 

de estabilidad At,C<Uenc1a1slltra¡,¡do· 

Análisis de error. 

La figura 6. 9 muestra como la integración multinivel del 

sistema acoplado está limitada por criterios de exactitud. 
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CASO 6.4: Acoplamiento de modelos donde el modelo lento 

controla la inestabilidad del modelo rápido. 

Consideremos el siguiente sistema prueba. 

dy 
at 

4.0y -2.oz 

dz 
dt = o. 06 y - l. o z 

Yo = l. O 

z0 = 1.0 

Análisis de estabilidad para modelos desacoplados. 

(6. 8) 

El análisis de estabilidad en los modelos desacoplados 

indican que el modelo rápido por sí solo es inherentemente 

inestable; no así el modelo lento, el cual podría integrar_se 

utilizando un paso de integración de 1.0 seg. 

Análisis de estabilidad para modelos acoplados con enfoque 

secuencial. Los valores característicos de la matriz jacobiana de 

los modelos acoplados >- 1 = 3. 97588 y >- 2 = -o. 97588 demuestran que el 

acoplamiento no está determinado por criterios de estabilidad, ya 

que el modelo es inherentemente inestable. La figura 6.10 muestra 

como el acoplamiento está fuera de la zona de estabilidad. 

Análisis de error. 

La figura 6 .11 muestra que la integración multinivel para este 

caso de acoplamiento está limitada por criterios de exactitud. 

81 



10 

9 

8 

7 
-8 
:g 6 

~ 5 
~ 4 

~ 3 
"' 

2 

o 
o 

Fig. 6.10 

100 

90 

o 80 ·"' 
~ 70 

e 60 
:;; 50 

" "O 

o 40 

] 30 
~ 
o 20 "-

10 

o o 

Fig. 6.11 

Umlle de estabilidad paro 
modelos acoplados 

/ v 
/ Secuencial multinivel / 

k=4 / 
------

/ 
/~ / 

/ / 
1/ _.-/ 1 -· r---··-IUI 1 

/ ·--~ 
!---"""' J. 

/ 
------/_--

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
Poso de lnlegroclon del modelo rdpldo 

Error local poro modelos ocoplodos 

..,.,.--
,,v 

/ /¡... 
1 Secuenc iol murtinivEI 1/ / 

"- -----. i.../k=4 ... v 

"" 
V / .<. ' 

y V .:..:..~ 

/" i..k=V _v--
/ _,,_...k=1 ---i---

_.,,... ~ -- 1 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
Poso de Integración del modelo rápido 

82 

0.6 

0.6 



6.2.2 Acoplamiento entre modelos unidireccionalmente 

dependientes (ver fig.6.2). 

Los sistemas linealizados de ecuaciones que caracterizan estos 

casos de acoplamiento son los siguientes. 

i) El modelo rápido es independiente del modelo lento. 

dy = - .11 y at .... 1 

dz - + lL - .11 ~ z dt - - .. 21 y .. 22 

y(O) =Yo 
z(O) = z0 

ii) El modelo lento es independiente del modelo rápido. 

dy 
QE - Ai1 Y± Azz z 

dz 
QE - Azi z 

y(O) =Yo 

z (O) = z0 

(6. 9) 

(6 .10} 

Análisis de estabilidad para el acoplamiento de modelos 

unidireccionalmente dependiente. 

Las curvas del radio espectral para el acoplamiento entre 

modelos unidireccionalmente dependientes no mostraron variaciones 
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considerables. Se observa un comportamiento generalizado como el 

ilustrado en la figura 6.12. El acoplamiento no está fuertemente 

limitado por criterios de estabilidad. Sin embargo se debe observar 

la debilidad del elemento de interacción (M21 =0. 06), para magnitudes 

mayores del elemento de interacción, los brazos de estabilidad 

pueden cambiar. 

Lrmile de eslobilidod poro 
modelos acoplados 
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Fig. 6 .12 
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Caso 6. 5. El modelo rápido es independiente del modelo lento. 

Los efectos se compensan en el modelo lento. 

Consideremos el siguiente sistema prueba. 

Análisis de error. 

dy 
dt 

dz 
at 
Yo 1 
z0 1 

- 4.0 y 

o. 06 y - l. o z (6 .11) 

La figura 6.13 muestra las curvas del error para los modelos 

acoplados. El error es significativo, la integración secuencial 

multinivel del sistema acoplado está fuertemente limitada po~ ~a 

exactitud. 
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Caso 6.6. El modelo rápido es independiente del modelo lento. 

Los efectos se acumulan en el modelo lento, 

Consideremos el siguiente sistema prueba. 

dy 
at 

dz 
dt 

Yo 1 
z0 1 

- 4.0 y 

-0.06 y - 1.0 z (6.12) 

La figura 6.14 muestra las curvas del error en este caso de 

acoplamiento. Para el acoplamiento secuencial multinivel se puede 

apreciar un ligero incremento en el error con respecto al caso 

anterior. 
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Caso 6.7. El modelo lento ea independiente del modelo rápido. 

Loa efectos se compensan en el modelo rápido. 

Consideremos el siguiente sistema prueba. 

Análisis de error. 

dy =- 4 o y + 2. o z dt • 

dz _ 
dt -

Yo l.O 

z0 1.0 

- l.O z (6.13) 

La figura 6.5 muestra las curvas del error para este caso de 

acoplamiento. El acoplamiento está limitado por criterios de 

exactitud. La integración secuencial multinivel es recomendable. 

Error locol poro modelos acoplados 
100 

90 

~ 80 

~ 70 

~ 
60 

50 
"' -e 

40 
] 

30 .E 
o 20 c.. 

10 

/ // 
/ // 

/ / / 
¡ Secuenc iol multinivt 1/ / / 

"' -~/k=4 / / 
.,. 

"' / 
/ ¡·· ··.·,· 

. ·' 

,A. k=2 / / 

/ ~/ ~ 

// ~,/ "k::i---
~---=: =--o o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

Poso de rntegroci6n del modelo répldo 

Fig. 6.16 

87 



Caso 6.8. El modelo lento es independiente del modelo rápido. 

Los efectos se acumulan en el modelo rápido. 

Consideremos el siguiente sistema prueba. 

~~ =- 4. o y - 2. o z 

dz 
Cít 

Yo 1.0 

z0 l. 0 

- 1.0 z (6.14) 

Análisis de error. La figura 6 .16 muestra las curvas del error 

para este caso de acoplamiento. La acumulación de efectos en el 

modelo rápido hacen que el acoplamiento está limitado fuertemente 

por criterios de exactitud. La integración multinivel no es 

recomendable. 
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CAPITULO 7: CONCLUSIONES 

El presente se trabajo dividió en dos partes. La primera 

compiló los elementos fundamentales del análisis y validación de 

modelos matemáticos desacoplados. La segunda parte estableció una 

metodología de acoplamiento para modelos matemáticos dinámicos. 

7.1 CONCLUSIONES DE LA PRIMERA PARTE: 

- En la primera fase del desarrollo y construcción de un 

simulador: modularización, formulación, solución y validación 

de modelos desacoplados se presentan como las actividades más 

destacadas 

- Las herramientas básicas de apoyo, para tomar decisiones en 

las diferentes fases del desarrollo de modelos y establecer 

criterios de validación de modelos desacoplados, se 

fundamentan en: 

i) El análisis estructural. Para establecer la mejor 

secuencia de solución y las variables de salida óptimas 

de cada ecuación. 
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ii) El análisis de estabilidad. Para verificar que el paso 

de integración seleccionado está dentro del límite de 

estabilidad para el método de integración seleccionado. 

iii) El análisis de sensibilidad. Para analizar la reacción 

del modelo matemático ante perturbaciones exógenas. 

iv) El análisis modal. Para analizar los principales estados 

dinámicos del modelo matemático. 

7.2 CONCLUSIONES DE LA SEGUNDA PARTE: 

Las actividades más destacadas de la segunda fase del 

desarrollo y construcción de un simulador son: acoplamiento, 

validación y ajuste de modelos matemáticos acoplados. 

La segunda parte de este trabajo estableció una similitud con 

los métodos análisis de los métodos integración multinivel, de lo 

cual resultaron las siguientes conclusiones. 

-

i) Establecer al radio espectral de la matriz de iteración 

como criterio de estabilidad permite asegurar estabilidad 

del sistema acoplado para los pasos de integración y 

métodos de solución seleccionados para cada modelo. 
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ii) El criterio de exactitud se presenta como elemento 

complementario del análisis de modelos acoplados y como 

elemento fundamental de validación. Proporciona elementos 

objetivos para recomendar la integración multinivel. 

7.3 CARACTERISTICAS DEL ACOPLAMIENTO 

7.3.l Paso de integración. 

Con base en criterios de estabilidad se determina el límite 

máximo del tamaño de paso de integración para el acoplamiento. 

Tabla 7.1 Comparación de pasos de integración. 

Comparación de pasos de 6.tsccueoclaJ A tmulúnivcl A t,imulianeo 
integración para los casos 
de acoplamiento entre k=2 k=4 
modelos interdependientes 

6 .J. Los efectos se 0.5 0.5 0.5 0.495 
compensan 

6.2 Los efectos se 0.48 0.5 0.32 0.506 
acumulan en el modelo 
rápido 

6.3 Los efectos se 0.5 0.5 0.48 0.505 
acumulan en el modelo 
lento 
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El análisis de los resultados resumidos en la tabla 7 .1 

conduce a las siguientes conclusiones: 

- El límite de estabilidad para el paso de integración en el 

acoplamiento de modelos interdependientes con enfoque modular 

secuencial y secuencial multinivel está determinado por el 

paso de integración del modelo rápido desacoplado. 

11 t secuencial S 11 t rápido 

.ó.tmultlnivcl S .ó.tñpido 

- El límite de estabilidad para el paso de integración en el 

acoplamiento de modelos interdependientes con enfoque modular 

simultáneo no está determinado por el paso de integración del 

modelo rápido desacoplado. 

- El límite de estabilidad para el paso de integración en el 

acoplamiento de modelos unidireccionalmente dependientes está 

determinado por el paso de integración del modelo rápido 

desacoplado. 

6 tmullinivcl S .Ó. t~ido 
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7.3.2 Análisis de error local para modelos acoplados. 

La tabla 7.2 muestra los casos de acoplamiento ordenados de 

acuerdo con la magnitud del porciento del error local para un paso 

de integración 6t=0.1 

Tabla 7.2 Porciento de error local para modelos acoplados. 

Caso de acoplamiento Secuencial Secuencial multinivel 

k=2 k=4 

6.4 Modelos interdependientes. El 2.0 3.0 a.o 
modelo lento controla la 
inestabilidad del rápido. 

6.1 Modelos interdependientes. 3.0 7.0 14.0 
Los efectos se compensan en ambos 
modelos. 

6.7 Modelo lento independiente. 3.0 7.0 lS.O 
Los efectos se compensan en el 
rápido. 

6.3 Modelos interdependientes. 3.0 7.0 16.0 
Los efectos se compensan en el 
rápido y se acumulan en el lento. 

6.5 Modelo rápido independiente. 7.0 11.0 17.0 
Los efectos se compensan en el 
lento. 

6.6 Modelo rápido independiente. 7.0 ú.o 17.0 
Los efectos se acumulan en el 
lento. 

6. 2 Modelos interdependientes. 10.0 22.0 SO.O* 
Los efectos se acumulan en el 
modelo rápido. 

6.8 Modelo lento independiente. 10.0 22.0 SO.O* 
Los efectos se acumulan en el 
modelo rápido. 
* Valor extrapolaeio 
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El análisis del resumen presentado en la tabla 7.2 conduce a 

las siguientes conclusiones: 

- El acoplamiento entre modelos interdependientes {caso 6.1) en 

donde las interacciones compensan los efectos mutuos entre 

modelos genera el menor error local. El acoplamiento 

secuencial utilizando algoritmos de integración multinivel es 

recomendable. 

- La integración multinivel es recomendable para acoplamiento 

entre modelos, en donde las interacciones compensan los 

efectos del modelo rápido {casos 6.1, 6.3 y 6.7). 

- La integración multinivel está limitada por criterios de 

exactitud para el acoplamiento en donde el modelo lento 

controla la inestabilidad del modelo rápido {caso 6.4). 

- La integración multinivel no es recomendable para acoplamiento 

entre modelos, en donde las interacciones acumulan los efectos 

en el modelo rápido {casos 6.2 y 6.8). 

- La curva de la norma de error local escalado para modelos 

acoplados, utilizando integración numérica multinivel, no 

siempre es cuadrática. 
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7.4 PANORAMA DEL ACOPLAMIENTO DE MODELOS 

7.4.1 Antes del presente trabajo. 

Se dispone de las siguientes herramientas para el análisis y 

validación de modelos desacoplados: 

il Prueba de consistencia de modelos desacoplados 

ii) Análisis estructural 

iiil Análisis de estabilidad de modelos desacoplados. 

iv) Análisis modal de modelos desacoplados 

7 . 4 . 2 Actual. 

Se propone una metodología para análisis y validación de 

modelos acoplados basados en: 

i) Análisis de estabilidad del sistema acoplado 

iil Análisis de exactitud del sistema acoplado 

7.4.3 Trabajo futuro. 

i) Desarrollo de herramientas de análisis de sensibilidad 

para modelos desacoplados y para modelos acoplados. 

ii) Desarrollo de un método para análisis de acoplamiento que 

incluya múltiples modelos. 

iiil Desarrollo de herramientas para análisis de acoplamiento 

que incluyan la selección de métodos de integración más 

precisos (regla trapezoidal, Runge-Kutta, multipaso, 

etc. l 
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APENDICE: EJEMPLOS DE APLICACION 

A.l Ejemplo 1: Acoplamiento de dos reacciones en serie. 

k¡ k2 
A ~~> B ~~> D 

Los parámetros k 1=3, k2=1. 

Las ecuaciones que representan la reacción son: 

(A.l) 

Con las condiciones iniciales: 

En t o 
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Se definen las expresiones adimensionales: 

Y¡ 

Substituyendo las expresiones adimensionales anteriores y 

rearreglando el sistema (A.l) se obtiene el sistema lineal de 

ecuaciones diferenciales (A.2). 

(A.2) 

Las condiciones iniciales Y0 [l, O] 

Este ejemplo pertenece al tipo de acoplamiento entre modelos 

unidireccionalmente dependientes (ver fig. A.l ) . El modelo rápido 

influye significativamente sobre el modelo lento ('observar el 

elemento 21 de la matriz jacobiana). 

>~ MODELO 
1 RAPIDO (CA) 
1 

> 

J ~~ MODELO 
LENTO (CB) > 

Fig. A.l. Acoplamiento de dos reacciones en serie. 
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ANALISIS DE ESTABILIDAD 

Para acoplamiento secuencial (k=l) el análisis de estabilidad 

establece que el paso máximo de integración está determinado por el 

modelo rápido 6t=0.66. Para acoplamiento multinivel k=2, k=3 y k=4, 

los pasos de integración respectivos del modelo rápido son: 

ót=0.66, 6t=0.66 y 6t=0.5. La estimación de las curvas del radio 

espectral se muestra en la figura A.2. 

L(mlte de esfobllidod por-o 
modelos acoplados 

0.9-j-~'""':::,,.~:::-~--t~-~-t~~~-t-~-.,,L--t-----t-,,,c;--i 

0.B-t--".¿>.~'f<:::---"=-t""=:--~-+---+-:--7'--t----,,¡"-;f----l 

~0.7-t----''<:-'i<:-~..,,..---1---=="'-f..=---+-.,L----t---r'--!-r-----; 

~o.s-t--~--''k--"'""~.;:,.¡<:e-',--~-t,...--,-,:::,':l'<:::::--'---t-7"'---'--71----l 

'io.s-1--~-l-'----".--4~-.:::>..~-+----+---1---"""'~--,<.--1------l 
~ o 4 +----t--->.,..--'f,o-----"i<:----r---i--....... '--+--T'--t----i 
~0:3+--~-+--_.,o-l__,.,,._~-+--r-,,..,.--i-....,,.--+r'-----t----i 
o.2-t--~-t--,-~~,,.--~-,1<----'*="--~+-----1-----; 

0.1 -l----+--~--!-'<,---,t.~---,.L--+-.....::::~-+-----1-----l 

0.1 

Fig. A.2 

ANALISIS DE ERROR 

0.2 0.3 0.4 o.s 
Poso de lntegroclon del modelo rdpld~ 

0.6 0.7 

Los parámetros absolutos y relativos utilizados en la 

estimación del error son: 

Tabla A.1 

a b 

Modelo rápido 0.001 0.1 

Modelo lento 0.001 0.1 
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J 

El criterio de exactitud limita de manera importante el paso 

de integración. Por ejemplo, si establecemos como error tolerable 

un 5% (fig. A.3), entonces los pasos de integración asociados del 

moldelo rápido son: para k=l, At=0.24; para k=2, At=0.13; para k=3, 

At=O. 09; y para k=4, At=O. 07. A partir de estos valores de At 

observamos que los horizontes de integración son: 

Secuencial (k=l) 

Secuencial multinivel (k=2) 

Secuencial multinivel (k=3) 

Secuencial multinivel (k=4) 

0.24 

0".26 

0.27 

0.28 

Considerando la generación del error por el uso del método de 

Euler y el poco beneficio para alargar el horizonte de integración, 

no se recomienda la integración multinivel. 

Error loco) paro modelos acoplados 
so~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~,/~ 

45-l-~~~1--~~-!-~~~4-~~~'--~~-+--~,/,&-..__, 

Fig. A.3 
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Las figuras A.4, A.5, A.6 y A.7 muestran las diferente formas 

de solución numérica de los modelos acoplados. 

' 

0.9 

0.8 

0.7 

:g 0.6 . ! 0.5 

5 º·' u 
O.l 

0.2 

0.1 

o 

\ 
\ 
\ 

/....-¡-...." 
X, ~ 

I \ '-r-. 

/ "' 
-.........,..__ 

I ~ 
.......... ,....__ 

o u u u u 1 u u u u 2 
1iorpo 

Fig. A.4 Solución analítica. 

8 

' 

0.9 

0.8 

0.7 

i 0.6 

i 0.5 

5 º·' u 
O.l 

0.2 

0.1 

o 

1 /1\ 
Ir_/ ......., 

' 1\ 
\ 

\ 'r--'\ 
\ ,___, 

"' "-... -o 0.2 º" 0.6 0.8 1 1.2 u 1.6 1.8 2 

r"""' 

Fig. A.6 Solución multinivel. 
k=2, paso=0.125 
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o.a 
0.7 

.g 0.6 . i 0.5 

5 0.4 
u 

O.l 

0.2 

0.1 
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1 
\ 
\ /-k. 

\( 
~ 

1 "-.... 
I \ "-..., 

I \ '!'-.. 
I "' "'t--. 

o u u u u 1 u u u u 2 
r.,.. 

Fig. A. 5 Solución secuencial 
k=l, paso=0.125 
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Fig. A.7 Solución multinivel 
k=4, paso=0.05 



1 

l A.2 Ejemplo 2: Acoplamiento de dos reacciones en simultáneas. 

A B 

Los parámetros k 1=3, k2=1. 

Las ecuaciones que representan la reacción son: 

(A.3) 

Con las condiciones iniciales: 

Se definen las expresiones adimensionales: 

Substituyendo las expresiones adimensionales en (A.3) y 

rearreglando se obtiene el sistema lineal de ecuaciones 

diferenciales (A.4). 

(A.4) 

Las condiciones iniciales Y0 [l, O) 
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----~> MODELO 
+~---> RAPIDO (CA) 

+~---> MODELO 
-----> LENTO (CB) 

...---~---> 

!----'------> 

Fig. A.8. Acoplamiento de dos reacciones simultáneas. 

Este ejemplo pertenece al tipo de acoplamiento entre modelos 

interdependientes (ver fig. A. 8 ) . Las interacciones entre los 

modelos son muy significativas (observar los elementos fuera de la 

diagonal principal en la matriz jacobiana) . 

ANALISIS DE ESTABILIDAD 

La estimación del radio espectral muestra inestabilidad en el 

acoplamiento utilizando el método de integración de Euler. Los 

valores característicos de los modelos acoplados son: A1=-4 y A2=0. 

ANALISIS DE ERROR 

Los parámetros absolutos y relativos utilizados en la 

estimación del error son: 

Tabla A.2 

a b 

Modelo rápido 0.001 0.1 

Modelo lento 0.001 0.1 

107 



El criterio de exactitud limita de manera importante el paso 

de integración. Por eje~plo, .. si establecemos como error tolerable 

un 5% (ver fig. A.9), entonces los pasos de integración asociados 

del modelo rápido son: para k=l, At=0.28; para k=2, At=0.15; y para 

k=4, At=0.07. 

La integración multinivel no es recomendable debido a la· 

inestabilidad del acolamiento utilizando el método de Euler y el 

poco beneficio para alargar el horizonte de integración. 

Fig. A.9 

Error local poro modelos acoplados 
so~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

45-'-~~~_,_~~~--''--~~~.l-~~~--'-~~~-L-~~~---' 

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 
Poso de infegroc16n del modelo rdpido 
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Las figuras A.10, A.11, A.12 y A.13 muestran las diferente 

formas de solución numérica de los modelos acoplados. 

0.9 

0.8 

0.7 

o o 

1 
\ 
\ 
V 
/\ 
/ 
I 

I 

/V 

'"' 

0.5 1.5 1.5 

Fig. A.10 Solución analítica 

' 

0.9 

0.8 

0.7 

~0.6 
o 1 o.s 

á º·" u 
O.l 

0.2 

0.1 

o 

,.-V 

,_'/ 

\ / 
\ 

[\ 
'\,.._ 

~ 

o 0.2 º·' 0.6 0.8 1 1.2 1.1 1.6 1.8 2 
r""l" 

Fig. A.12 Solución multinivel 
k=2, paso=0.1 
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Fig. A.11 Solución multinivel 
k=l, paso=0.125 
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" '--
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Fig. A.13 Solución multinivel 
k=4, paso=0.05 



A.3 Ejemplo 3. Acoplamiento de dos reactores en serie con 

recirculación. 

rFO 

Vl V2 
> kl > k2 > 

FO A->B Fl A->B F2 
CAl CA2 

Fig. A.14 Esquema de dos reactores en serie. 

Las ecuaciones correspondientes son: 

dCA1 
V1dt = F0 CA0+IF0 CA0-F1 CA1 -V1k 1 CA1 

(A.S) 
dCA2 

V2dt = F1CA1-F2 CA2-V2k 2CA2 

Condiciones iniciales: 

Definiendo: 

(A.6) 
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Rearreglando resulta el sistema de ecuaciones (A.7). 

-<k1+:.:..!..¡ 
't11 

1 
't21' 

Condiciones iniciales Y0 

Asignando los valores: 

[1, o.5JT 

ki=31k2=l 

r=0.1;-r1j=2.0 

Se obtiene la forma lineal (A.8). 

[Y1] r-3. 5 O. 05] [Y1] [º. 5] 
Y2 = o. 5 -1. 5 Y2 + o. o 

(A.7) 

(A.4) 

El ejemplo pertenece al tipo de acoplamiento entre modelos 

interdependientes (ver fig. A.15). Este ejemplo está más cerca de 

los problemas prácticos, observar que los elementos de la matriz 

jacobiana localizados fuera de la diagonal principal son de menor 

magnitud. 

~1 MODELO 
(CAl) ! +I RAPIDO 

1 

1----r----> 

J >I MODELO 1 > LENTO (CA2) I 1--~----> 

Fig. A.15. Acoplamiento de dos reactores en serie. 
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ANALISIS DE ESTABILIDAD 

El análisis de estabilidad establece que el paso máximo de 

integración (At=0.56) del acoplamiento está determinado por el 

modelo rápido. Se puede apreciar en la figura A.16 una contracción 

en el brazo de estabilidad para k=3 y k=4. 

L{mlhr de estabUldod poro 
modelos czcoplados 

0.9-t-'~~"'"'<:::--t-~;--:-----lr-~~~-t-;f-----t-r~~-t--,"";'-~~ 

o.s+-_,,.,,,_,...._-+-=-----ei--~--+-~-~-1''-----h.''-''---~ 

~o.1+--~'<-->i<,.-----"'!~---r+----7''-+-~-..,_¿;.+-,<---~~ 

~o.s+-~->,-"':i--"'<:~~t----'==,.:=-"1--~r----,1'----:,,Z....---,1f-~~-J 
!o.s+--~--'..+>.---"'--"l---'-.,t.---1-""";,,.-~-+~"---..,L.+--~-~ 
~0.4+-----'!.--'~""--'"1.---1-~--h<<---~">!''--...c._....,<.~+-~~-~ 

~ 0.3 +-----+--'<-->.---'h'-'.,o--.yY....----+'--,,,C.---+----~ 
o.2+-----+-,,..__.,._,l'-~~~-1---~-,1''---~-+-~~-~ 

0.1 +--~~.-..-~~-+-'--~~--"<------+----+-~--~ 

0.1 0.2 o.:s 0.4 0.5 0.6 
Paso de lntegrac1on del modelo r6pldo 

Fig. A.16 

ANALISIS DE ERROR 

Los parámetros absolutos y relativos utilizaqos en la 

estimación del error son: 

Tabla A.3 

a b 

Modelo rápido 0.0001 O.l 

Modelo lento 0.0001 0.01 
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El acoplamiento está limitado por criterios de exactitud (fig. 

A.18). Por ejemplo, si establecemos como error tolerable un 5%, 

entonces los pasos de integración asociados del modelo rápido son: 

para k=l, llt=0.28; para k=2, llt=0.19; para k=3, llt=0.14 y para k=4, 

llt=0.11 

A partir de los valores de lit observamos que los horizontes de 

integración son: 

Secuencial (k=l) 0.28 

Secuencial multinivel (k=2) 0.38 

Secuencial multinivel (k=3) 0.42 

Secuencial multinivel (k=4) 0.44 

La integración multinivel es recomendable ya que permite 

alargar significativamente el horizonte de integración. 

Error local pera modelos acoplados 

0 
2s.J-~~~-1-~~~~1--~~~-l-~~~-4-~~~-+~~~'--l 

·" 1i 
~ 20.J-~~~-l-~~~~1--~~~-l-~~~-4--~~~.,4~~~---l 

e 
~ 1s-l-~~~-+~~~--'~~~~+-~-,-...,.--t.c....--'-~-+-,,""""~--J 

o 
~ 10 

ce s+-~~~-l-~~~-d-":::::_::?-_,.¿:¡:_~.,;.:.::.4=:::::_~~-+-==---,::::: 

OJ_........,~~~~~~l::====r==-~L_~_J 
o o.os 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 

Poso de fnfegrocfón del modelo rápido 

Fig. A.18 
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Las figuras A.18, A.19, A.20 y A.21 muestran las diferente 

formas de solución numérica de los modelos acoplados. 

' 
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Fig. A.18 Solución simultánea 
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Fig. A.20 Solución multinivel 
k=2, paso=O.l 
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Fig. A.19 Solución multinivel 
k=l, paso=0.125 
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REACTOR 

GENERADOR 
DE VAPOR 

BOMBA 

Fig. A.22 Partes de un sistema de generación de potencia PWR. 

A.4 Ejemplo 4. Acoplamiento entre dos modelos de un sistema de 

generación de potencia. 

El presente ejemplo utilizó los modelos del reactor nuclear y 

generador de vapor descritos por Hetrick (J.981), la referencia 

mencionada contiene listados fuente en FORTRAN de los modelos, 

rutinas de propiedades termodinámicas e información adicional. 

Se simplificaron ecuaciones y se adicionaron parámetros en el 

modelo del reactor, por lo cual los resultados obtenidos pueden 

diferir de los generados utilizando la formulación original. 
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1) MODELO DEL REACTOR 

Cinética del núcleo. 

: [~ N+ AC]<j>1 (A.9) 

(A.10) 

(A.11) 

Temperatura del combustible nuclear. 

(A.12) 

Temperatura promedio del refrigerante. 

(A.13) 

2) MODELO DEL GENERADOR DE VAPOR 

GENERADOR DE VAPOR AGUA PRIMARIA 

Temperatura del agua primaria, primer sector 

(A.14) 

(A.15) 
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Temperatura del agua primaria, segundo sector. 

{A.16) 

{A.17) 

Temperatura del agua primaria, tercer sector. 

(A.18) 

(A.19) 

GENERADOR DE VAPOR AGUA SECUNDARIA 

dTNB,o 2WD (UA) 1 (UA) 3 dt = MNB (TNBA - TNB,O) + (MCP)NB (TA,1 - TNB,A) + (MCp)NB (TA,3 - TNB,A) 

(A.20) 

2 Wn ( ) (UA) 1 ( ) ( UA) 3 ( ) 
MNB TD - TNB,A + (MCp) NB TA,1 - TNB,A + (MCp) NB TA,3 - TNB,A 

(A.21) 
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Temperatura del agua que abandona el "downcomer" 

(A.22) 

Balance de vapor 

(A.23) 

Agua de recirculación en el "downcomer" 

(A.24) 

Flujo de agua en el 11 downcomer 11 

(A.25) 

Producción de vapor 

(A.26) 

Presión de vapor 

P, -1 (A.27) 
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J:) ANALJ:SJ:S DE MODELOS DESACOPLADOS 

MODELO DEL 

Utilizando 

Beta 
Zeta 
Lamda 
Eta 
rhoP 
Pcr 
Tcc 
UAFc 
MFCPF 
Me 

Condiciones 

REACTOR 

los siguientes 

7.SE-3 
0.29E-3 
o .1. 
0.037 
l.. 775E-3 
1..2E-5 
0.51.E-4*2.0 
5438.0 
1.71.2.3*1.00.5 
4538.0/3.0 

iniciales 

1.000.0 
568.0 

valores 

</J, 
</J2 
</J3 
</J4 
</Js 
</J6 

de los parámetros. 

1..0E-4 
so.o 
1..5 
5.0E-3 
1.. OE-2 
25.0E-3 

La matriz jacobiana (M11 ) del modelo del reactor sin 

interacciones con el modelo del generador de vapor es . 

-.l9862E-02 
.Sl848E+OO 
.55955E-05 
.l2362E-06 

• 99983E-OS 
-.99983E-Ol 

.OOOOOE+OO 

.OOOOOE+OO 

-.lOl30E+02 
.OOOOOE+OO 

-.47396E-Ol 
.35949E-Ol 

-.86l24E+02 
.OOOOOE+OO 
.47407E-Ol 

-.l4799E+OO 

Los valores característicos de la matriz jacobiana M11 son 

No. 
l. 
2 
3 
4 

Parte Real 
-.8994469E-02 
-.2484201.E-01. 
-.1.000335 
-.1.634853 

Parte Imaginaria 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 

Los valores característicos de la matriz jacobiana 

indican que el modelo tiende al estado estacionario. El paso límite 

de integración estable del modelo desacoplado utilizando el método 

de Euler es ót=l.2.234 
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MODELO DEL GENERADOR DE VAPOR 

Los siguientes valores corresponden con la matriz jacobiana 

del modelo del generador de vapor (Mnl . El modelo del generador no 

interactúa con el modelo del rector . 

•• 2.\008El .24326El .OOJOOEO .OO'.JOOEO .OOOOOEO .OO'.JOOEO .OOOOOEO .749SSE·l .OO'.JOOED .OOOOOEO 
.OOOOOEO -.256S8El .OO'.JOOEO .OO'.JOOEO .OOOOOEO .OO'.JOOEO .OOOOOEO .749SSE-I .OO'.JOOEO .OOOOOEO 
.OOOOOEO .JS244E·2 -.80006EO .77S41EO .OOOOOEO .OOOOOED .OOOOOEO .OOOOOEO .OOOOOEO .IJ830E-J 
.800;!7 . IS244E·2 .OOOOOEO ·.82420EO .OO'.JOOEO .OOOOOEO .0000'.JEO .OOOOOEO .OOOOOEO .IJBJOE-3 
.26834E-J .26n7E-J .29176E-J .24867E-2 ·.25001EI .24177EI .3{)17SE-3 .84451&1 .31211E-J .79376E-S 
.267J2E-J .2662SE·l .2500SEI .24862E-2 .29194E-J -.2S816EI .JOJS8E·l .844S6E·l .JI092E-J .79073E·S 
.OOOOOEO .81821E-2 .OOOOOEO .OO'.JOOEO .OOOOOEO .BIBJSE-2 -.21Sl7EO .12S9JEO .714JOE·I ·.13918E-4 
.OOOOOEO .81821E·2 .OOOOOEO .OOJOOEO .OOOOOEO .818JSE-2 ·.71429E-1-.IS984EO .2134JE0-.13918E-4 
.OOOOOEO .OOOOOEO .OOOOOED •. J7780E-1 .OOOOOEO .OOOOOEO .IJ988EO ·.20916E·I ·.IJ982E0-.2674SE-2 
.OOOOOEO .OOJOOEO .OOJOOED .6696JE2 .OOOOOEO .OO'.JOOEO .90213EO .J7071E2 -.90208EO -.S2449EO 

Los valores característicos de la matriz jacobiana Mu son 

No. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

Parte Real 
- .1356645 
-.1301644 
-.1301644 
-.6317436 
-.8170384 
-.8170384 
-2.499658 
-2.512434 
-2.512434 
-2.625540 

Parte Imaginaria 
.0000000 
.2099886 

-.2099886 
.0000000 
.3030572E-01 

-.3030572E-Ol 
.0000000 
.5055402E-01 

-.5055402E-Ol 
.0000000 

El modelo del generador de vapor tiende a un estado 

estacionario. El paso límite de integración del modelo desacoplado 

utilizando el método de Euler es 6t=0.76175 
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XX) ANALISIS DE MODELOS ACOPLADOS 

ESTABXLIDAD DE MODELOS ACOPLADOS 

Considerando las interacciones entre ambos modelos se recupera 

la matriz jacobiana de la estructura acoplada 

(A.28) 

-.24995EI ,24237El . '51JDE ... .43312E-4 ,45750E ... .37799E·l .47626E-4 .1125!iE·I "'ln6E-4 .12364E·S 1 .10092.E-7 .426!2E-10 .247S7E-4 .41022E-4 
.4Z110E-4 -.25T10EI .4Sl30E-4 .43382E-4 .2499!EI .J7799E·l .47626E-4 .1125SE-1 .41776E-' .12364E-S 1 .10092.E-7 . .iC26!2E-10 .247S7E-4 .41022E"" 
.roXXlEO . IS649E-2 .,mJ6EO .77SMEO .<XXXXlEO .OOXXlEO .OOXX>EO .OOXX>EO .ocm>EO .1lM7E0 l 1 .OOXX>EO .OOXX>EO .OOCXX>EO .ocroJEO 
.799MEO .1570tE·2 .56412E·S •.82%9EO .S71S7E·S .S6926E-S .!i9Sl2E·S .60'20E·S .609'10E·!i .13194E·3 1 .12615E-8 .!ill53E·ll .30946E·S .S127BE·S 
.OOXX>EO .OOXX>EO .OOXX>EO .20&.SIE·l -.2.(99!fl .24179Et .OOXXlEO .!l71JE·I .OOXXlEO .OCIXXlEO 1 .OOXX>EO .OOXX>EO .roXXlED .OOOXlEO 
.OOXX>EO .OOXX>EO .:oonEI .%Ol23E·2 .OOXOEO -.Ub11E1 .OOXX>EO .S37llE·l .OOXXlEO .IXOXleO 1 .OOXXlEO .OOXX>ED .ocroJEO .OOJX)EO 

.OOXX>EO .11164E-2 .OOXX>EO .ocroJEO .ocroJEO .11!30E-2 -.21S09EO .12S99EO .714J9E·I -.10437E-4 1 .!XXXX!EO .ocro>EO .ocroJED .OOXXlEO 
.OOXX>EO .111164E·l .ocro>EO .OOXXlEO .OOXX>EO .lll'lOE-2 •. 7132!E·l -.15960EO .213l3EO -.10432E .... 1 .OCIXXlEO .CKXXX>ED .OOXXlEO .OOXX>EO 
.OOXX>EO .crox>EO .DXODEO .,J79j()E.t .o:xmeo .OOXX>EO . Wi19EO 0 .ll008E0 l -.1'S04EO -.26717E-2 1 .OOXXlEO .CKXXX>ED .OOXXlEO .OOXX>EO 
.OOXX>EO .OOXX>EO .CKXXX>EO .67()13E2 .OOXX>EO .OCXXX>EO •. 292filEO .l7075El .29344EO -.S2026EO 1 .OOXXlEO .OOXX>ED .OOXX>EO .OOXX>EO 

.OOXX>EO .OOXX>EO .ocro>EO .crox>ED .OOXXlEO .OOXXlEO .OOXX>EO .OOXX>EO .OOXXlEO .OOXXlEO -.317100-2 .999SIE·S -.IOlllEl -.!6129El 

.romEO .ocro>EO .ocro>EO .ocroJEO .OOXXlEO .OOXXlEO .OOXX>EO .OOXX>EO .OOXXlEO .OOXXlEO .511S3EO -.999'39E-I ·""""' ·""""' .OOXX>EO .crox>EO .CKXXX>ED .ocro>EO .crox>ED .OOXXlEO "'""'° .OOXXlEO .OOXXlEO .OXXXlEO JiS9fOE·S .ocro>EO -.47409&1 .47.&16E-1 

.<XXXXlEO .CKXXX>EO .ocro>EO .OO)))EO .11200EI .ocm>EO .!XXXX!EO .OCIXXlEO .OOXXlEO .OXXXlEO .ll312E-S .CKXXX>ED .l>957EO ·.1.&JJIEI 

El primer bloque de valores corresponden a la matriz jacobiana 

del generador de vapor (M11 ) con respecto a sus variables de estado. 

El segundo bloque de valores corresponden a la matriz 

jacobiana del generador de vapor (M12 ) con respecto a las variables 

de estado del modelo del reactor. 

El tercer bloque de valores corresponden a la matriz jacobiana 

del reactor (M21 ) con respecto a las variables de estado del modelo 

del generador de vapor. 

El cuarto bloque de valores corresponden a la matriz jacobiana 

del reactor (Mul con respecto a sus variables de estado. 
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La figura A.23 muestra estructura de la matriz jacobiana. A 

partir de esta estructura (uno si el elemnto de la matriz jacobiana 

es diferente de cero) se pueden apreciar las interacciones entre 

los modelos. 

variables de estado 
1 2 . 3 . 4 .. 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

1 TOl 1 1 1 1 1 
e 2 TAl 1 1 1 1 1 
c 3 T02 o o o o o 
u 4 TA2 1 1 1 1 1 
a 5 T03 o o o o o 
c 6 TA3 o o o o o 
i 7 TNBO o o o o o 
o 8 TNBA o ·O o o o 
n 9 TD o :o o o o 
e 10 XMSTM o o o o o 
s 

11 N o () ' o o o o o o o o 1 1 1 1 
12 e o o o o o o· o o o o 1 1 o o 
13 TFA o o o o o o o o o o 1 o 1 l __ 
14 TCA o o o o 1 o o o o o 1 o 1 1 

Fig. A.23 Estructura de la matriz jacobiana de los modelos 
acoplados. 

Este ejemplo pertenece al tipo de acoplamiento entre modelos 

interdependientes (fig. A.24). 

> MODELO 
DEL 

+ 
1 

> REACTOR 

1 

> 

l 
MODELO > + 

DEL 
> GENERADOR > ... 

Fig. A.24. Acoplamiento de dos modelos complejos. 
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Los valores característicos de la matriz jacobiana del sistema 

acoplado son: 

No. Parte Real 
l -.l000221E-Ol 
2 -.287ll72E-Ol 
3 ~.9999105E-Ol 
4 -.9382209E-Ol 
5 -.9382209E-Ol 
6 -.1383875 
7 - .1383875 
8 -.6223717 
9 -1.491940 

10 -l. 045477 
ll -l. 0454 77 
12 -2.920893 
13 -2.920893 
14 -3. 802184 

Parte Imaginaria 
.0000000 
.0000000 
.0000000 
.8467506E-Ol 

-.8467506E-Ol 
.1637568 

-.1637568 
.0000000 
.0000000 
l.238720 

-l.238720 
1.326309 

-1. 326309 
.0000000 

El sistema acoplado tiende a un estado estacionario. El paso 

límite de integración del modelo acoplado utilizando el método..9e 

Euler es ót=0.52601 

La tabla A.4 muestra como el limite de'l paso de integración 

para modelos acoplados es menor que el paso del modelo rápido 

desacoplado. 

Tabla A.4 

Paso de integración 

Modelo del reactor 12.234 seg 

Modelo del generador 0.76 seg 

Modelos acoplados 0.526 seg 
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ANALISIS DE EXACTITUD 

Los parámetros absolutos y relativos utilizados en la 

estimación del error son: 

Tabl.a A .. 5 

Modelo rápido M~dero. lénto 
(Generador de vapórl .. (Rea9tor) • 

0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
0.001 

o .001 ·. ci'.ooi 
0.01:. :. 0.001 

·º ~ oo1 .·.•·.·.·.·ºo•·. º0·0º11.·.·· .. :·0·:001. :_,_•:.:.•, 
0.001. 
0.001 
o :·0001 
0:0001 
0.001 
0:001 

O.le-4 
··o .le-3 

.. o ;001 
0.001 

El acoplamiento está limitado por criterios de exactitud (fig. 

A.25). Por ejemplo, si establecemos como error tolerable un 5%, 

entonces los pasos de integración correspondientes para k=1, 

6t=0.2; para k=2, ót=0.13; para k=3, ót=0.11; y para k=4, ót=0.08 

A partir de los valores de 6t observamos que los horizontes de 

integración son: 

Secuencial (k=1) 0.20 

Secuencial multinivel (k=2) 0.26 

Secuencial multinivel (k=3) 0.33 

Secuencial multinivel (k=4) 0.32 

La integración multinivel es recomendable ya que permite 

alargar el horizonte de integración. 
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Error local poro modelos acoplados 

/ / / 

11'=4 / / 
/ / / 

/ / / 
/ l{=3 / 

/ / / ~V-
/ V IÁ=2 __.... ,.,,-

/ / ¡_.../ _____.. 
,,v/ _,.../' ----rk=1 
~ i--_ -

o o.os 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 o.s 
Poso de lntegrccl6n del modelo rdpido 
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