
/~ 
2e-J' 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DEMEXICO 

FACÓLTAD DE CIENCIAS 

"EL TEOREMA DE POINCARE PARA 
POLIGONOS FUNDAMENTALES" 

T E s 1 s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE 

MATEMATICO 

P R E S E N T A 

BELEM IZETA GUTIEAREZ 

MEXICO, D. F. ABRIL DE 1994 

TfSIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



CIUDAD U:ilVERSITARIA 

H. EN C, VIRGll:IA ABR!ti BATULE 
Jefe de la Dlvlsl6n de Estudies f'rofeslonales 
Universidad Nacional Autónoma· de M!xlco. 
Presente. 

FACULTAD DE cm:c1AS 
D!vlsl6n de Estudios 
Profesionales 
Exp. Núm. 55 

Por medio de la presente, nos permitimos Informar a Usted, que habiendo 
revisado el trabajo de tesis que reallz..Q_ -l.• pasante 

cuTI!RREZ 
BELEM !ZETA 

con número de cuenta 8852923-1 con el titulo: -------
11 EL TEOBJll:tA DE PDINCAR11 PARA POLif.QNOS Dn..1)00NTAT ES 11 

Consideramos que reune..!!- los méritos necesarios para que pueda conti
nuar el tr!mlte de su Examen Profesional para obtener el titulo de 

Ltc.· EN r.1.rwnm . 

GRADO NOllBRE Y APELLl DOS COMPLETOS 

PTI AR MéRTTNEZ TEI T EZ 



VNIVEl¡'.DAD NA<:¡Cl'IAL 
AVfN"MA DI 

Mix1cp 

México D. F., 25 de Enero de 1994. 

A quien corresponda: 

Por este conducto le informo. que la Alumna: 
Belem Izeta Gutiérrez, con No. de Cuenta 8852923-1, a 
concluido su tesis profesional con T!tulo: 

11 EL TEOREMA DE POINCARE PARA POLIGONOS 
FUNDAMENTALES " 

razón por la cual hago de su conocimiento tal hecho -
para dar continuidad a los trámites pe,rtinentes. 

Sin más por el momento agradezco su atención. 

Atentamente 

~ 
Dr. Antonio Lascurain Orive. 



A mi abuelita. 

A mis padrea. 

A mis hermanos. 

A mis sobrinos. 

SRA. ANA MARIA MUÑOZ FLORES. 

Al recuerdo de une persona que supo dejar huella. 

LIC. BENITO IZETA VILLEGAS. 
PROFA. CELIA GUTIERREZ MUÑOZ. 

Por que en cada momento fuerof1 mi apoyo y ejemplo para 
conlfnuar con la realización de mis suenos. 

ANA CELIA, ROSA FRANCISCA, IMELDA, BENITO, 
RICARDO Y PATRICIA. 

Con afecto, por cada momento que hemos vivido. 

ANA CRISTINA, JESUS JOSE, ANA CELIA MARGARITA Y 
BENITO SANTIAGO. 

Poquenas estrellas que Iluminan el camino. 

A LUIS ALFREDO SOLIS HERNANDEZ. 

Amigo, campanero y apoyo Incondicional. 

A la FACULTAD DE CIENCIA de la Universidad Nacional Autónoma de Mblco. 

Por haberme proporcionado la oportunidad de conocer una 
parte del Infinito c.1mpo de las matemáticas. 



Quiero manifestar todo mi reconocimiento y 
profundo agradecimiento al DR. ANTONIO 
LASCURAIN ORIVE por su constante apoyo y 
brillante dirección que se sirvió brindarme 
durante mi formación profaalonal. 



EL TEOREMA DE POINCARE 



INDICE 

INTROOUCCION .1 

PRELIMINARES .2 

TEOREMA DE POINCARt .18 

EJEMPLOS .51 

81BLIOGRAFIA .59 



INTRODUCCION 

El trabajo de esta tesis consiste en exhibir con 

detalle una demostración del Teorema de Poincarl!i para 

polígonos fundamentales. Este Teorema nos dice que dado un 

polígono hiperbólico en ~2 e isometrías que aparean sus lados, 

bajo ciertas condiciones, representa un polígono fundamental 

del grupo generado por los apareamientos. 

El Teorema es de gran utilidad para detectar si un 

grupo fuchsiano es discreto o no ( ver B. por ejemplo las 

secciones 10.1, 10.3, 10.4 y 10.6. ) El Teorema es también 

importante para el estudio de estos grupos. 

La demostración original de Poincaré parecer tener 

algunos huecos, Masckit ( ver M ) exhibio una demostración 

completa de este Teorema, posteriormente Beardon ( ver B ) di6 

otra prueba válida, en la cual se basa este trabajo. 

El Teorema tiene una generalización a 3-dimenaiones es 

decir a poliedros y grupos klenianos (ver Ml ), la cual es 

igual de importante e interesante sin embargo en este trabajo 

no se discute este caso. 
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PRELIMINARES 

Trabajaremos 
preservan el disco 

con transformaciones de M6bius que 
unitario A o aquellas que preservan 

H
2

• { z i Im z > O } . 

Se denota por SL(2,IR) al conjunto 

forma [ ~ ~ ] , donde a, b, c, d, E IR y 

de matrices de la 

ad-be. l. Al 

grupo de transformaciones de Móbius definidas por éstas 
matrices se le denota por PSL(2,IR), éstas transformaciones son 

las que preservan H2 (ver L. pg.B ). 

SL(2,IR) es un subgrupo de SL(2,C), que es el conjunto 

de matrices de la forma [ ~ ~ ] , con a, b, e, d e e y 

ad-be • l; sea W e SL(2,C) el conjunto de matrices de la 

forma [ ~ ~ ] , donde ii y o son loa conjugados de a y b, 

respectivamente, y jaj 2 + jbj 2
• l, si identificamos matrices 

opuestas en W, el grupo cociente, que denotamos por IM(A), 
consiste de las transformaciones de Móbius que preservan A ( 
ver L. pg.9 ) . M(A) y PSL(2,IR). son conjugados en PSL(2,C) ( 
el grupo de todas las transformaciones de M5bius ) . Una 

z 1 
z • i transformación conjugante es f(z) 

La Topolog1a con la que se trabajará será la topologia 

relativa, dado un conjunto S, denotaremos por ~ la cerradura 

de S relativa a A o H2
, según sea el caso; asi como por aAS o 

8ttS la frontera de S relativa a A o H2
, respectivamente. 
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Derinlción 1.1 Una función f de R" en R" diferenciable, 
es conforme en x, si Df(x) es un mOltiplo escalar positivo 

¡l(x) lle una matriz ortogonal, a µ(x) se le llama el factor de 
con formalidad. 

Proposición. 1.2. Si f : D _, E es una biyección 

conformo entre loa dominios D y E de R", se tiene que µ(x), el 
factor de conformalidad definido anteriormente, es: 

Demostración, 

µ( 1 . lim _L!Jrl . t(x) 1 
x y-.x-rr-xl 

Como f es diferenciable, se tiene 

f(y) • f(x) • Df(X) (y· x) • j y. X jc(y) 

donde e (y) _, O cuando y -• x. 

Escribiendo A. D((x), como fes conforme se tiene que 

A ea un múltiplo escalar de una matriz ortogonal y se tiene: 

jf(l) 
Ir 

f(x) 1 
x¡ .¡A~.c(y) ÍY ·X 1 ~ j A(l · X) j 

1 Y · X 1 
• je (y) 1 

y 
j((ll 
Ir 

f(x) 1 
xi ¡~x) j • - r . x---1 . (-e (yl l ~ j A (l'. · X) l.¡ .e (y) j 

1 Y · X 1 

por lo que al tomar el 
desigualdades se obtiene 

limite de cuando y _, x, en ambas 

11 !xl ~ lim _i.:I f:..,(;...l..:..l _..::f_,(::;..xl'-'j'- ~ µ (xJ 
y-.x j y X j 

• 



Si ID es un dominio en 111" y 11. es una densidad ( una 
función continua y positiva), definimos en ID la siguiente 
distancia 

p(x,y) • inf J A(r(t)) Ir' !tl 1 dt 

donde el ínfimo es sobre todas las curvas lisas r que. unen x 
con y en ID. 

Esta distancia p define una métrica, es fácil ver que 
p(x,y) • p(y,x) y que p(x,y) ~ o V x, y e ID ( ver B. pg.7). 
Para probar la desigualdad del triángulo tomaremos r 1 , 12 

curvas lisas que unen x con z y z con y, respectivamente, 
entonces 11 • r 2 ea una curva que une x con y, y se tiene 

p(x,y> s l !r1 > • l (r2 l (1) 

donde 1(7
1

) ea la longitud de la curva r
1 

con respecto a la 

densidad A. Si p(x,y) s p(x,z) • p(z,y) no se cumpliera 
se podría encontrar curvas r1 y r2 tales que (l) no 
se aatisfaciera, lo cual contradice la definición de p(x,y). 

Se define la métrica hiperbólica en JH2 y en A, mediante 
las densidades 

11. (z) 
l .---

Im z 
y 

Ahora la transformación 

biyecci6n conforme de tf en A: 

4 

2 
O' (z l .. -----..--+- ¡z¡ 

f(z) ..!..:..1_ es una z • j 



Lema 1, 3 Sean f, A y cr como arriba, entonces 

cr (f(z)) • A (z) --;:rrz¡ 
donde µ(z) es el factor de conformalidad de f(z) ~ • z • i 

Demostración. 

Obsérvese primero que las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

implican que el detDf(z) • lt' (z) ¡2
, por lo cual 

µ(z) • lt' (z) ¡. 

Tenemos entonces 

µ(z)<r(f(z)) • 2 ¡ f' (z) 1 
1 it<z> I ª 

2 1 

21 

1 
l 4 

(z.1) 2 4 (z.1) 2 ¡z.i ¡ ª 
l · I (z-i) 12 ~ jz.1 I ª . ¡z.1 i ª 

(z.1) 
jz.11 2 1z.il2 

4 4 

(z.1)Tz.1T . (z.i)TZ="If jzj 2
• 2Imz .1 lzlª• 2Imz .1 

l . -rmz. A(z) 

• 
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Teorema 1.4 

A. 

Demostración, 

f ( z) • -"'z _ _,1,__ z • 1 es una isometria de H2 en 

Sea '" y e ID !:: H2 
y 1 : [a, bl ~ H2 lisa que une x 

con y, primero demostraremos que lA(7) • lv(f•7). 

Usando el lema 1.3 se tiene 

lvCf•r> . J~ v(f(7(t))) Ct•rl' Ctl 1 dt 

. J~ A(7 (t)) D1 (1(t)) (7' (t)) 1 dt µ(7(t)) 

. J~ A (7 (t)) µ(r(tl l Ir' <t) l dt µ(r (t)) 

· J~ A(7(t)) 1 7' (t) 1 dt • 1:1,(1) 

Como toda curva <p lisa en A que une f (x) con f (y) es de 

la forma f•r, donde 1 : [a, b] ~ H2 es lisa con 7 (a) • x 
y 7(b) • y, se sigue que p(x,y). p(f(x),f(y)). 

• 

Usaremos como modelos del plano hiperbólico a H2 o A, y 

se define la distancia hiperbólica, mediante las densidades A 
y u, definidas anteriormente, dichas distancias la denotaremos 

por p. Las líneas hiperbólicas en H2 son semicírculos o 
semirectas ortogonales al eje real, análogamente, se definen 
las lineas hiperbólicas en A como semicírculos ortogonales a 
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la 

que 

8/J o diámetros. 

la isometría 

Ambas definiciones son equivalentes ya 

f(z) • z · i es conforme, éstas curvas 
~ 

minimizan la distancia entre dos puntos cualesquiera y se 
denominan como las geodésicas con respecto al espacio métrico 
IHª o /J, respectivamente (ver L. pg.24 ) . 

Proposición. 1,5 Con la métrica hiperbólica ll y H2 
son espacios métricos completos. 

Demostración. 

Como los circules hiperb6licos en H2 son también 
euclidianos (ver L. pg. 27 ), si tomamos una sucesión de 
Cauchy { z. lnelN• dada e • l existe N E IN tal que 
V n, m e IN n, m > N, se tiene que p( z., zm) < l, sea V 

el disco hiperbólico con centro· zH y radio l, tenemos que q 

es compacto con la métrica hiperbólica, puesto que ésta 
define la misma topología que la métrica euclidiana, de hecho 

~ es un disco euclidiano ver L. pg.23 ). Finalmente 
por el Teorema de Weierstrass existe un punto de acumulación 

a e ~. lo que implica 
{ zk helN que converge a 
alguna n e IN, por lo cual 
converge a a. 

que éxiste una 
a, donde V k e IN zk' 

toda la sucesión 

subsucesión 
z. para 

{ Zn lnelN 

Como f : IH2 ~ /J es una isometria y ti2 es completo 
concluimos que /J también es completo. 

• 
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Ahora A o IH2 son espacios métricos no acotados, para 

ver esto tomaremos z e IH", tal que z • pi, con p e R, 
entonces p(z,1) • jl~g p¡, cuando p tiende a cero o a 
infinito, jlog pj tiende a infinito en ambos casos, en el 
caso de A obsérvese que p(i, p1) • p(O, f(p1)). donde 

f (z) z . 1 z--:-r· 

Sea G un grupo de isometrías de IH2 
( o de A ) , 

obsérvese que los elementos de G no necesariamente preservan 

la orientación. Sea z, z' e IH2 (o 6 ), se dice que z y z' 
son G-equivalentes si existe una g e G tal que g(z) • z', 

denominaremos al conjunto de todos los elementos de IH2 
( o 6 ) 

que son e.equivalentes como la órbita de z, denotada por G(z). 

Derinición, l. 6 Sea a e H2 
( o A ) un punto, si existe 

una sucesión { g0 lnelN con g 0 e G distintas y x e IH2 tal 
que { g(x) } --> a, entonces se dice que a es un punto límite. 

La cerradura es con respecto a C. CU {m}, si pe C no 
es un punto límite se dice que p ea un punto ordinario. 

Se denotará por A al conjunto de loa puntos límites y por 
O al conjunto de todos loa puntos ordinarios. 

Derinición. l. 7 Sea IG < PSL (2 ,R) (o N(!i.)) se dice 

que G es discontinuo si O * ~-

B 



Se define una métrica en SL(2,C) como: 

1 x · y 1
2

• (a · a)ª. (b · 13) 2
• (c • rl 2

• (d . ll)
2 

donde x-[~~] y y. [ ~ ~ ], X, y E SL(2,C). 

Definición. 1. a. Sea G < SL(2,IR) ( ó G < W ) se dice 
que G es discreto, si no contiene alguna suce~ión convergente 
en SL(2,C) de matrices distintas. 

Sea G < PSL(2,IR) ( ó G < IM(li)), se dice que G es 
discreto si G es la imágen de un subgrupo discreto de matrices 
en SL(2,C) bajo .la proyección canónica. Resulta que G es 
es discreto si y sólo si e es discontinuo (ver L. pg.13). 

DeCinición. 1, 9 Sea e < PSL(2,IR) ( o lll < IM(li)), e 
discontinuo, se dice que D e ~2 ( o D e ti ) es un dominio 
fundamental para ·G si: 

1- D es un dominio, es decir, un conjunto 
abierto, conexo y no vacío. 

2- cualesquiera dos puntos en D no son 
G-equivalentes. 

3- Dado o z e A l, z es 

G-equivalente a algún punto de llí. 

9 



Si la frontera del dominio fundamental D es lo 
suficientemente bonita, podemos pegar piezas equivalentes de 
la frontera, para obtener una representación de A/G, el 
espacio de clases de equivalencia módulo G. En el caso de 
que 8D sea un conjunto de H-lineas, llamaremos a D un 
polígono, a continuación definimos esto formalmente. 

Sea e un iJ.segmento de ll'.nea. Un conjunto cerrado 
conexo C' de e ea degenerado si C' • 0, o e• consta de sólo 
un punto. 

Un dominio D se llama polígono si 8D es la unión a lo 
sumo numerable de lados s

1
, ( es decir cada s

1 
es un 

subconjunto cerrado conexo no degenerado de alguna H-linea ) . 
Se asume también que V conjunto compacto ~. K. sólo intersecta 
un níímero finito de imagenes de D bajo G; además si 
s

1
n ª/ " y 1 " J entonces s

1
n sJ es un punto z que 

llamaremos vértice, y z es un punto extremo tanto de s
1 

como 

de s,. Finalmente, si cualquier lado s
1 

tierie un punto 

extremo finito z, entonces existe exactamente otro lado sJ, 

donde z es también un punto extremo de a,. 

Si D es un dominio fundamental para G, y D es también 
un polígono entonces D es llamado polígono fundamental de G. 

Definición. 1.10 Sean Wo, W1 E H2 ( o A ) , definimos 
el bisector perpendicular a Wo y w, como la geodésica 
ortogonal al segmento de geodésica [wo, wiJ en su punto 
medio. El bisector perpendicular a (Wor wi] es el 

10 



conjunto de puntos equidistantes hiperbólicamente de w0 y w1 

( ver L. pg.26 J. 

sea r . (' Id, V1 , V2 , , •• } un aubgrupo de PSL(2,lll) 

discreto, w0 e JH2 no fijo por !"-Id y sea w
1 

• V
1 

(w0 ) • 

Denotaremos por A
1 

el bisector perpendicular a w0 y w
1

• 

Obsérvese que A
1 

divide en dos componentes conexas a H2
: 

una que contienen a w0 y la otra a w
1

, la primera la 

denotaremos por IL
1 

y la otra por 11.;. 

Definición. 1.11 Se define el polígono de Dirichlet 

para r con centro en w0 como N • íl IL
1

• Este pol!gono es un 

dominio fundamental para r ( ver L. Pg.29 ) y por lo tanto 
todo grupo discreto tiene un dominio fundamental. r es 

numerable ( ver L. pg 13 ) , obsérvese que V z e ~ la distancia 
de z a w0 ea menor o igual a la distancia de z a w

1 

También se puede probar que existen transfonnaciones en 
G que aparean loa lados de D (ver L. pg.37 ), además estos 
apareamientos generan G ( ver L. pg. 47 l. 

Proposición. 1.12 
y s6lo si existe un 

Sea G un grupo, G es discontinuo si 
conjunto abierto no vacio V, tal que 

V z, z•e V, z " z• no existe g E G-Id tal que g(z) • z'. 

11 



Demostración • 

.. ¡ 
Suponemos que ll es discontinuo, por lo que tl ea 

discreto. Sea N un polígono fundamental de Dirichlet para tl, 

se sigue por definición que los puntos de N no son 
ti-equivalente entre si. 

•) 
Supongamos que e no ea discontinuo ea decir O • 0, lo 

cual implica que todos loa puntos son limite. Ahora sea V el 
abierto del enunciado y a e V, entonces « e A y existe z tal 
que G(z) se acumula en a, lo cual ea una contradicción . 

• 
Durante el planteamiento y demostración del Teorema 

de Poincaré se hará mención de algunos conceptos de 
Topología que desarrollaremos a continuación. 

Derinic16n, 1.13 Sea ll: un espacio topol6gico, ll: es 
conexo si y s6lo si no existen A y B e ll: no vacios disjuntos y 
abiertos tales que 

.tl 1-AUB 

jj) A íl B • ., 

Lema 1.14 Sean U y V conexos, si A • U U V y U íl V " 0 

entonces A es conexo . 

12 



Demostración. 

Supongamos que A no es conexo, entonces existen 

Al, A2 E A tal que AIU A2 • A y Ap Al"· 

Sea p E U íl V dado que A • U U V, p E A 

.. peAI ó peA2 

Si p e A
1 

sea 

trivial ( U n A1 

q e A2, si q e U tenemos una separación no 

y ( U n A2 ) de U, análogamente si q e V, 

en ambos c~~os se llega a una contradicción, pues U y V son 
conexos. 

A es conexo. 

• 
Definición. 1,15 Sean x, y e X, x, y estan conectados 

si existe un conexo en X que los contenga. 

Lema 1,16 ·sea X un espacio topológico, si V x, y e X, x 
y y estan conectados, entonces X es conexo. 

Demostración, 

Supongamos que 
separación no trivial 

ll no es 
U, V de X. 

conexo, entonces existe una 

Sean x e U y y e V, como X • U U V tenemos que x y y 
estan conectados, es decir que existe un conexo e e ll tal 
que X, y E C, entonces ( U íl C ) y { V íl C ) es una 
separación no trivial de e,' lo que contradice que e sea 
conexo. 

ll es conexo 

• 
13 



Como consecuencia directa de los Lemas 1.14 y 1.16 
se tiene la siguiente proposición. 

Proposición. 1.17 Sea X un espacio topológico. Si X es 
la unión de conexos que comparten un punto fijo en coman, 
entonces X ea conexo. 

A continuación mencionamos la definición del namero de 
Lebesgue. 

Definición. 1. 18 Supongamos que 

cubierta abierta de un subconjunto compacto K de RP. 
un namero A estrictamente positivo tal que V x, 
tal que 1 x - y 1 < A, entonces hay un conjunto en 

es una 

Existe 
y E K 

G que 
contiene tanto a x como a y, a A se le denomina el namero de 
Lebesgue de c. 

Utilizaremos también el Teorema de Monodtomia de la 
topología algebráica. 

Definición. 1.19 Sea X un espacio topológico y 
6,"t : I -4 X, donde = [ o . 1 ) , tales que 6 (O) • r(O) . Xo 

y .5 (l) • •(l) • X'11 se dice que 6 y 't .son homotópicos 
relativos { o, 1 ), lo que se denotará por .5 ,. r rot{o, l), 

si existe una transformación F : IXI-4X tal que: 

1) F (s, O) .S(s) V S E I 

11) F (s,l) • i; (a) V S E I 

111) F (O,t) • Xo V t E I 

iv) F (l,t) • X¡ V t E I 

14 



a F se le llama la homotop!a de li a 't relativa a los puntos 
O, 1 } : 

En particular si li es un lazo con base x ( es decir 
x0 • x1 ) y • es el lazo constante 't(s) • x0 V s E I, 

si li ,. 't nllo,1> diremos que li se contrae a un punto o 
es homot6picamente trivial. 

La relaci6n ,. es una relaci6n de equivalencia 
ver G. pg. 6 ), la clase de equivalencia de una trayectoria 

li de x0 a x1 se denominará como la clase de homotop!a [li] 

Si li es una trayectoria que une x0 con x1 y 't otra 
trayectoria que une x1 con xa, definimos la trayectoria li't de 
la siguiente manera: 

{ 

ó(2t) 
Ó't (t) • 

't(2t-l) 

o :S t ::s 

:S t :S l 

de esta forma se puede definir la multiplicaci6n de 
trayectorias, como se da en la siguiente proposición. 

Proposición 1, 20 Si li '" 6' rello,tl y i: Slf 'C' rel{o,1) 

entonces O''C " cS' 't' rol{o,1). 

(ver G. pg. 6 ) • 

15 



Teorema 1,21 Sea 111 ( X, x0 ) el conjunto de clases de 
equivalencia de lazos de X en .r0 • Si la multiplicaci6n en 
111( X, x0 ) es definida como en la Proposici6n 1.19, entonces 
111 ( X, x0 ) es un grupo, cuyo elemento neutro es la clase del 
lazo constante x0 y el inverso de la clase [6 J es la clase 

del lazo 6°1 definida por 

6"1 (t) • 6(1 - t) 

(ver G. pg. 7). 

El grupo 11( X . .r0 ) se llama grupo fundamente! de X, 
basado en X0 • 

Definición. 1.22 Sea X un espacio topol6gico, si 
es un grupo fundamental trivial, es decir si 

todo lazo en X con base en x0 es contraíble al punto Xo , 

entonces X se llama simplemente conexo. 

Detinici6n. 1;23 Sean E y X espacios topol6gieos y p 

continua, p es una proyecci6n cubriente si V x e 't existe U 

vecindad de x tal que: 
1) p·1 ( U) • U V

1 
( V

1 
son abiertos en E ) . 

11) PI V
1 

-----+U es un homeomorfismo. 

Detinic16n. 1.24 Sea p : E --+ X una proyecci6n cubriente 
y f : Y --+ X una funci6n , donde Y es un espacio topol6gico. 

Si existe l : Y --+ E tal que pl . f , a l se le llama 

un levantamiento de f. Si f(y0 ) • x0 y f(y0 ) • e0 se 
16 



dice que el levantamiento está basado en e0 • 

Consideremos p : (IE, e0 ) --> (X, x0 ) una proyección 

cubriente, si 't : [a, b] -> X es una función continua tal 

que 't(a) • x0 , existe y es único ~ el levantamiento de 't a 

IE basado en e 0 , es decir ~(a) • e 0 y p't. 't ( ver G. pg 17, 

18 ) . 

IE 

p 

X 
f 

FIGURA 1.1 

Teorema 1,25 Teorema de Monodroml'.a ) 

Sea p ( IE, ea --> ( X, Xo 

cubriente y 7,'t I --> X transformaciones 

intervalo, si 1 .. 't 

particular i(a) • i(a}. 

( ver G. pg. 18, 19 ) . 

rol (o, 1) entonces 

17 

) una proyección 

donde I • [ o, l l 

i .. i rol(o, 1), en 



TEOREMA DE POINCARE 

Dado G un grupo discreto actuando en A ( o H2) se puede 
construir un polígono fundamental IP para G. En esta tesis 
estudiaremos el proceso inverso, se toma IP un polígono en A 
( o H2 ) , y transformaciones de Móbius que aparean los lados 
de IP, probaremos que bajo ciertas condiciones si Ges el grupo 
generado por dichos apareamientos G es discreto y IP es un 
dominio fundamental de G, demostrando así el Teorema de 
Poincaré. 

Primero usaremos una terminología más general ya que el 
Teorema de Poincaré se aplica en otras geometrías y también en 
otras dimensiones, sin embargo en esta tesis s6lo 
consideraremos el caso del plano hiperb6ico. 

Definición. 2.1 Sean ll un conjunto no vacio y IP un 
subconjunto no vacio de ll, se dice que IP es un polígono 
abstracto en ll si se le puede asociar a IP una familia de 
conjuntos no vacios llamados loa lados de IP, cuya uni6n se 

denotará por 81? tal que IP 11 BIP • " y IP U BIP = iP, iP es la 
cerradura en H2 o A ; en el caso del plano hiperb6lico H2 o A 
un polígono es un conjunto de la forma IP = 11 H1 , donde los H1 

son semiplanos y IP - "· 

Detinición, 2. 2 Si g: ll ~ ll es una biyecci6n tal que 

g( IP ) 11 IP = " y g(s) s', donde s y s' son lados 
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de P, a g se le llama apareamiento. 

Lo que se hará ahora es construir un conjunto x• 
partiendo de la acción de G en P y finalmente identificar x• 
con el conjunto original X donde se encuentra P ( y donde 
también actua G ) , para lo cual supondremos los siguientes 
axiomas: 

A. 1 Pes un polígono abstracto en x. 
A. 2 Hay una función de t de X --. X que cumple la 

siguiente condición: 
V .s lado de P existe un unico lado s' de P 
( posiblemente s = s' 
gs(s) e t tal que 

y un unico apareamiento 
gs (s) = s', además el 

apareamiento asociado a s' es g91. 

Sea G. el grupo generado por los apareamientos. 

Usaremos también el conjunto G x P, es util pensar a G x P 
como una colección de copias disjuntas de P numerada por G: 

( gp P ) • { ( gp X ) j X E P } 

donde g1 e G ( como piezas de un "romprecabezas" separadas 
unas de otras ) . 

El siguiente paso es unir estas copias de P en G x P, 
para ello definiremos una relación de equivalencia en G x p, 
Primero obsérvese que si gs(s) • s', dondes, s' son lados de 

P, entonces ( Id, s' ) debe identificarse con ( gs, s 
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FIGURA 2.1 

Si s, s' son lados de i5 y h E G , tal que g8 (s) • s' 
y h( s' ) es también h( g8 (s)), implica que ( hg8 , s) en 

( hg8 , i5) debe identificarse con ( h, g 8 (s)) en ( h, i5). 

h(s) 

FIGURA 2. 2 
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Esto sugiere la siguiente relación - en G x P: 

Detinición 2,3 g, X ) - ( h, y ) si 

1) g.h y x.y o 

i1) x e s, y • gs (x) y g • hgs. 

Por i) tenemos que la relación - es reflexiva, también 
es simétrica: 

Si ( g, x ) - ( h, y ) y x e s tenemos que y e s' y 

y • gs (x), lo que implica que x • g¡;1 (y) • g8 • (y) y como 
g • hgs entonces h • ggs', de donde ( h, y ) - ( g, gs• (y)), 

es decir, ( h, y ) - ( g, x ) . 

Sin embargo - no es transitiva: 

Por ejemplo, sea g8 una rotación de orden 4 en A y P el 
sector superior derecho de A, gs fija el O y g8 (s) • s', donde 
s • { z e A Im z ~ O , Re z • O } y s' • [ o, 1 ) , se tiene 
( Id, O ) • ( Id, gs (0) ) - ( gs, O ) . 
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FIGURA 2.3 

Aplicando g8 a g 9 (IP) tenemos g8 (s') • g8 (g9 (a)), 
donde g9 (s') • { z e A 1 Im z ~O, Re z. O ), lo que implica 
que ( g9 , O l · ( g8 , g9 (0) ) - ( g¡¡, O ), pero ( Id, O l no 
se relaciona con ( g¡¡, O ), ya que si (Id, O l - ( g§ , O l 
implica que existe g9 apareamiento tal que g9 (O) • O y 

Id g¡¡g9 , es decir que g¡¡ (g9) ·t lo que es una 
contradicción, ya que g¡¡ no aparea lados. 

El ejemplo anterior nos hace ver que se debe 
identificar (Id, O) con ( g¡¡, O), por lo cual se define la 
siguiente relación •. 
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Definición 2. 4 ( g, x ) • ( h, y ) si existe ( gl' x1 ) , 

donde g1 es un apareamiento y x1 e ~ con 1 e { l, 2, . • . , n ) , 
tal que 

( g, x ) • ( g1 , x 1 ) - ( g2 , x,) - · · · - ( g0 , x 0 ) • ( h, y ) • 

Claramente esta relación es de equivalencia. Las 
clases de equivalencia definidas por la relación se 
denotarán por < g, x > y el conjunto de clases de equivalencia 
por x•. 

Proposición 2.5 Si < g, x > • < h, y > entonces 
g(x) • h(y) 2.s.1. 
< fg, X > • < fh, y > 2.s.2. 
Si x E IP entonces g • h y x • y. . .. 2.5.3. 

Demostración, 

i) Basta probar el caso en el que ( g, x) - ( h, y), esto 
es inmediato, ya que entonces 

g • h y X • y, X E IP, 

O g.hgs, y.gs(X), XES, 

ii) Como en i) basta probar el caso ( g, x) - ( h, y), por 
el inciso anterior tenemos que g(x) • h(y), entonces 

fg(x) fh (y), si g • h y x • y 
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tenemos que fg • fh y < fg, x > • < fh, y >. 

Si x e a, y. g9 (x) y g. hg8 entonces fg • fhgs y 
< fg, X > • < fh, y >. 

111) Es inmediato de la definición. 

• 

Dada f en G, f induce una función t'": x• -+ x• 
definida por t•< g, x > • < fg, x >, que esta bien definida 
por 2.6.2. 

(f•I) •. (f'•) ·I, 

Además t• ea una biyecci6n, puesto que 

Denotamos al grupo de esta a bi veccionea por e;•. 

Obsérvese que ( fh J • • t•h•, por lo cual la asociación 
i : G -+ G• tal que i (t') • r ea un homomorfismo de G sobrf' 
v•. Mas aun i ea un isomorfismo: 

Si t• . h•, tomando x e IP obsérvese que 

< f, X > • t•< Id, X > • h•< Id, X > • < h, X > 

y como x e IP tenemos que f. h ( por 2.5.3. ), con lo que se 
concluye que i ea un monomorf iamo y por construcción i ea un 
epimorfiamo. 

Denotaremos por 
< 11' > • < Id, X > X E 11' 

análogamente 

< ül > ( < Id, X > 1 X E P 
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Obsérvese que la acción de o• en < iS > tesela x• es 
decir 

y si g• " h• 

g'< P > n h.< P > • e 

Consideremos la fUnci6n a , x•--+ x. tal que 
ot(< g, x >) • g(x), que por 2.5.1 esta bien definida. 

Proposición, 2.6 
1) Si ot es sobreyectiva, entonces 

u g( ji l . 1( 

gEG 
íí) Si ot es inyectiva, entonces V g, h E G distintas 

g( IP ) íl h( P ) • 0 

Demostración. 

i) Tenemos u g( p ) e X por construcción. 
gec 

Si Z E X como « es sobreyectiva existe 
< g, e > e x•, tal que oc(< g, t >) • z, lo que 

implica g(t) • z, comotelP, tenemos que z E g( ¡ji ) • 

iil Supongamos g( IP ) íl h( IP ) "'e, entonces existen 
x, y E P tal que g (x) • h (y) 

:. <X(< g, X >) • <X(< h, y >) 

como « es inyectiva tenemos que < g, x > • < h, y >, 

por 2. 5. 3 se tiene g • h y X puesto que x E D'. 

• 
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El siguiente paso es dar una estructura topol6gica a 
nuestros espacios, para lo cual supondremos que 

i) X es un espacio métrico con métrica d. 
ii) Loe g8 son isometrías de X sobre si mismo. 

iii) P es abierto y conexo. 

( A. 3 ) 

( A. 4 ) 

'( A. 5 ) 

Para analizar la transformación a y poder usar la 
proposici6n 2. 6, se definen las siguientes transformaciones 
naturales: 

fJ ll X ji -+ x•, fJ( g, X ) • < g, X> 

y 

'I' : ll X ii5 -+ IC, r( g, x ) • g(x) 

Obsérvese que r • afJ, es decir que el siguiente 
diagrama es conmutativo: 

G X 11' 

~./ 
Se define en G la topología discreta, en G x ¡¡; la 

topología producto y en x• la topología cociente, entonces fJ 
es continua. 
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También 1 es continua: 

Sea A abierto en X, entonces 

r'(Al • u (g} x ( g-1 (Al n IP 
geG 

es abierto en G x iP. 

Finalmente, como 1 es continua, entonces a también lo 
es, ya que si A es abierto en X, a-•(A) es abierto en x• si y 

s6lo si ¡3-1a·1 (A) • ¡-1 (A) es abierto en G X iP. 

Cada f en ·G induce una tranaformaci6n 

l: GXP->GXiP 

definida por 

l( g, X ) • ( fg, X) 

claramente l es homeomorfismo de l!l x iP sobre si mismo y el 

grupo de estas l es isomorfo a G. 

A continuación se demostrarán dos igualdades que se 
utilizarán posteriormente: 

i) {31 • f'/3 ( I. 1 ) 

Sea ( g' X ) e G X iP' 

{31 ( g, X ) • f3 ( fg, X ) • < fg, X > 

• f 1 < g, X> • f 0 f3( g, X) 
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U) 11 • f1 ( I. 2 ) 

Sea ( g, X ) E G X p 
11( g, X ) • 7( fg, X l . fg(x) • fr( g, X l 

De estas dos igualdades obtenernos que 

cxf'f3 • rl. f1 ( I. 3 ) 

Sea g, x e G x P, 

cxt•13¡ g, X ) • cx[Jl( g, X ) • rl( g, X l . f7( g, X) 

Proposición. 2,7 
Las transformaciones fª son homeornorfismoa de x• sobre 

si mismo. 

Demostración, 

Sea A un subconjunto abierto de x• entonces, usando 

( I. l ) , ¡3"1 (f') ·l (A) • (l) ·t13-1 (A), lo cual ea abierto en 

6 x P. Se deduce que (f'l ·t (A) ea abierto en Kª y t• es 
continua. 

Como (t•¡-1• (f"1) • se sigue el resultado. 

• 
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El presente trabajo se concreta al caso del plano 

hiperb6lico ( ~2 _6 A), se necesita una condici6n referente a 

los polígonos alrededor de los vértices, estableceremos una 

condici6n más general que implicará que las imagenes de I? 

alrededor de un vértice no se traslapan. 

Para expresar dicha condici6n en forma concreta, 

sup6ngase que 

< Id, K > • { ( g1 , X¡ ) , , • • , { g0 , X 0 ) ) 

Entonces alguna { g1, x1 ) • ( Id, x ) y 

g 1 (x1 ) • g2 (x2J • • g0 (x0 ) • Id(x) • x 

Si 111] • { y e iP 1 d( y, X¡ ) < e } y como las g¡ son 

isometrías se tiene 

g1{ IN~ ) e: ( y e X 1 d( y, x J < e } • B( x, e ) 

I? 

I? 

e 

X 

FICURA 2,4 
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Para toda e suficientemente pequeña se quiere que el 

conjunto de las gJ( N~ ) tesela B( x, e ), es decir que las 

g1 ( N~ ) no se traslapan en sus interiores y U g 1 ( 11~) cubre 
B( x, e). Esto nos pe~mite establecer nuestra siguiente 
hip6tesis: 

(A. 6 ) Cada x en P tiene una clase de equivalencia 
finita 

< Id, 1C > • { ( gl • 1C¡ l • • • • • ' ( ga• 1Ca l ) 
y para toda e suficientemente pequeña 

n e 
U g 1 ( 11 1 ) • B ( 1C, e ) 
l•l 

y además para cada .. en B( 

conjunto de puntos de U< gj, tlc 
J 

transformados por 1 en .. es una 
equivalencia. 

1C, e ), 

que 
clase 

el 

son 
de 

Obsérvese que el resultado que estamos buscando se 

puede expresar diciendo que el conjunto de puntos en G x P que 
se transforman bajo r en cualquier v en X es una clase de 
equivalencia por lo cual a es una biyecci6n ). Así 
( A. 6 ) aparece como una versión local natural del resultado 
global deseado. Obsérvese que como < f, x > es la imagen de 
< Id, x > bajo f', cada clase de equivalencia es finita. 

30 



Denotaremos 

we. U ( gl, IN~ ) , \I~. ll ( lile ) 
J 

La condición (A. 6 ) implica que 7( !il~ ) • B( x, e ) y 

también que IW~ es una unión de clases de equivalencia, dado 
que 

¡¡-1 ( v; ) . ¡¡-q ll < 111; l l 

se deduce que V~ es abierto en X', ya que IW~ es abierto. 

Para compietar los detalles de la prueba del Teorema de 
Poincaré necesitamos el siguiente resultado. 

Proposición, z.a 

Los conjuntos f'( V~) 
topología de x•. 

Demostración, 

son una base para la 

Obsérvese primero que loa conjuntos !'( V~ ) son 
abiertos. Supongamos que A es un conjunto abierto de ll' y 
que < f, x > E A. Escribiendo < Id, x > como en ( A. 6 ) se 
tiene 

< f, X>• { ( fg1, X¡), ••• ,( fg., Xn)} 

y dado que ll es continua 

¡¡-1 (A) ·h~G ( h, Ah ) 

donde cada Ah es abierto en iP. Puesto que 
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( fgJ, xJ ) e 13·l(A) V Je { l, 2, ... ,n }, se tiene que 

xJ e AtgJ , por lo que Afgt' 111. Se puede tomar e 

suficientemente pequeña, que satisfaga A. 6 para x, de tal 

manera que IN~ e AfgJ (esto es posible ya que J toma sólo un 

número finito de valores y los AfgJ son abiertos y no vacios 

en iP ) • 

Como iw; . u ( gJ, IN~ ) ' se tiene 
J=l 

l ( iw; ) . u ( 
J 

fgJ, IN~ ) e (3"1 (A) 

por lo tanto e•¡ 111; ) c•13 < iw; • (31( IWC • ) e A • 

Finalmente como Id, x ) e iw;, se tiene que 

< f, X > • (31 ( Id, X ) e (31 ( iw;) • f"( 11; 

Afirmación 2. 9 

ajf'( v; ) -+ B( f(x), e ) 
es un homeomorfismo. En particular a es abierta. 

Demostración. 

al' ( 111; ) • at•13 ( iw; ) • afll ( w; ) . .,1 ( w; 
• f7( w; ). B( f(x), e) 
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lo que implica ajf'( L'; ) _, B( f(x), e es 
abierta y suprayectiva, por lo que basta 
inyectividad: 

Sean u, v e. f'( L'; ) tales que a(u) • a(v). 

Sean t, s E w; tales que 
f'/l(t) • U y f'/l(s) ·V 

Si denotamos l(t) • u' y l(s) • v' se tiene 
/l(U') •U y /l(V') ·V 

t, S E wc 
X 

L'c 
X 

1 1 

una función 
probar la 

U' 1 V' E l( w; l u, V E f' ( \I; ) 

entonces 
r(u'). a¡¡(u'). a(u). a(v). a/l(V'). r(v') 

.. r(u') • r(v') 

rl(t) • rl(s) " f7(t) • f7(s) 

:. r (t) r(s) 

lo que implica que t y s están en la misma clase de 
equivalencia 

.. l(t) • u' y l(s) • v• están en la misma clase de 
equivalencia 

" /1(U 1
) • /l(V') 

U• V 

• 
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Afirmación 2.10 

x• es Hausdorff. 

Demostración, 

Sean < (, X >, < g, y > E x• tal que 
< (, X > * < g, y > 

entonces 
<(,X>• { ( ! 1 , X¡), ... ,( fn, X0 

< g, Y>· { ( gt, Y1 l • · · · , ( g., Yn 

son subconjuntos disjuntos en ex P. 

Ahora se elige IN~ correspondiente a < Id, x > como en 

( A. 6 ) y IM~ el correspondiente a < Id, y>. 

Se pueden tomar IN~ y IM~ de tal manera que los 
conjuntos 

y 

sean disjuntos en e x P : 

Si f 1 "g¡ entonces ( f 1 , IN~ ) y ( gJ• IM~ ) son disjuntos. 
Si f 1 • gJ entonces como x1 " Y¡i tomando una e menor si es 

necesario ( P es Hausdorff ), se tiene 

( f¡. IN~ ) n ( g¡, IM~ • e 

• 
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Afirmación 2.11 
1t• es conexo. 

Demostración. 

iP es conexo, también lo es { g, iP ) y su ~-imagen 

< g, ¡¡s >. 

Obsérvese que si x es•, entonces 

< g, X> • < ggS, g¡¡l(X) > 

.. < g, iP > n < ggs, ¡¡s > ~ 0 

., < g, iP > U < ggs, iP > es conexo. 

Dado que g es un producto de las 

entonces 

< g, P >U< gg¡¡~, P > • < g, ¡s >U< gs1gs2·" gsn-1' jjS > 

es conexo. 

Como la unión de dos conexos es conexa ( Lema 1.14 ) 
tenemos que 

< g, jjS > U < gSI • • • gSn·I' jjS > U< gsl • • • gSn·I (gsn·l)·I, jjS > 
es conexo . 

.. existen conexos que contienen a< g, iP >y a< Id, iP >. 

Por el Lema 1.17 tenemos que la unión de conexos que 
comparten un punto fijo en común es conexo, por lo tanto x• es 
conexo. 

• 
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obtenidos 
Integrando estas afirmaciones a los 

anteriormente se ha demostrado la 
proposición. 

Proposición. 2.12 

resultados 
siguiente 

1t• ea Hausdorff y conexo. Además, toda x• en 11• tiene 
una vecindad abierta N• tal que la restricción de a en N• es 
un homeomorfismo local de N• sobre un subconjunto abierto. 

Se probará más adelante que a 
proyección cubriente. 

x• -+ 11• es una 

Ahora consideraremos el caso que más nos interesa. 

Supondremos que: 

i) ( lt, d ) es el plano hiperbólico ( JH2 o A ) con la 
métrica hiperbólica. 

1i) I? es un polígono hiperbólico, es decir I? es un 
subconjunto de JH2 ( o A ) no vacio de la forma 11Jir¡H1, 

donde H1 son semiplanos. Supondremos también que 
V OC compacto, OC íl H1 ~ 0, solamente para un número 
finito de 1's. Esta condición nos asegura que los 
lados de I? 

if12. 

IH-segmentos en 81? ) no se acumulan en 
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111) Los apareamientos de lados son isometrías 
hiperbólicas, supondremos que si g. aparea el lado s 
de P con el lados' de P, entonces P y gs(P) estan en 

distintas componentes de H2-s' ( donde s' es la 
geodésica que contiene a s' ) . 

Sea G el grupo generado por los apareamietos. 

Obsérvese que ( A. 1 ) a ( A. 5 ) se satisfacen: 
A. 1 P es un polígono abstracto. 
A. 2 Existe una familia G de apareamientos de P. 

A. 3 X es un espacio métrico con métrica d. 
A. 4 gS E G son isometrías. 
A. 5 P es una región. 

La condición (A. 6) no.se aplica a vértices reales 
estos no estan en X J por lo que no es necesario checarla 

para estos puntos. 

La condición ( A. 6 ) se va a reformular en una forma 
simple, ésta se cumplirá siempre si x e P o si x e tnlS, s 
lado de P: 

1) Si x e P, tomando e tal que 
B( x, e ) e P, < Id, X > • { ( Id, X ) } 

( A. 6 ) es inmediato, W~ . Id, N~ ) esta formado 
por clases de equivalencia, ya que V y e B( x, e ) 
tenemos que y e P, lo que implica que 

37 



< Id, y > • { ( Id, y ) } • 

11) Si x e lnlS, s lado de IP entonces 

< Id, X > • { ( Id, X ) , ( gst, gs (X) ) } 

FICURA 2.S 

Por las condiciones de la relaci6n - se tiene que 

j) Si ( Id, X ) - ( b, y ) 

comoxes 

.. Id• hgs(X) Y Y• gs(X) 

( Id, X) - ( gs1, gs(X) 

11) Si ( g¡:,I, gs (X) ) - ( h, y ) 

dado que gs(X) e s .. Y Y • g¡:,1gs (X) 

( g9l, gs(X) ) - ( Id, X 
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~. 

con lo que se concluye que 
< Id, X > • { ( Id, X ) ' ( g91 ' gs (x) ) } 

Escribimos 
Id, X ) • ( g1 , x1 ) y 

Sea e tal que B( x, e ) íl 8P e a y sean 

IN~ y e P d ( y, x1 < e 

IN~ y e P 1 d( y, x2 l < e 

y 

entonces 

g9(X) ·) 

FICURA 2, B 

Claramente wi es unión de clases de equivalencia y 

( A. 6 ) se cumple. 

39 



Por lo tanto podemos reescribir la condición ( A. 6 ) 
sólo en términos de los vértices de 11'. Es conveniente 
reescribir esta condición de la siguiente manera: 

(A. 6 )' Para cada vértice x de 11' existen vértices 
x0 (. x ) , x1 , x2 , ••• , x. de 11' y elementos 
f'0 (. Id), f'1, f2' ... , fn de ll tal que los 

conjuntos f' 1 ( IN~) no se traslapan en sus 
interiores y 

U f'l ( IN~ ) • B ( x, e ) 
donde f'J•I es de la forma t'ig8 para alguna a 

( j. l, 2, ... n; f'n•t" Id). 

Proposición Z.13 

( A. 6 ) es equivalente a ( A. 6 ) '. 

Demostración. 

Primero probaremos que si x es un vértice de 11', la 
clase de equivalencia < Id, x > tiene un número finito de 
elementos ( en ll x 11' ) • 
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Por (A. 6 )' tenemos que 

fo Id 

f1 gs, 

f2 • gS1gS2 

r. • gS1gS2• • • gsn 

r •• 1· gs,gs2 gSngSn+I" Id 

(A. 6 )' sefiala que existen lados 

Sp ·" 1 Bn+11 Sí / • • • ' Bri+t 

y vértices x0 , x11 • • • , x0 tales que 

x0 E s¡nsn+l' x 1 e s2ns1, • • . , Xn E Bri+1nsn 

así como que las únicas transformaciones que aparean estos 

lados son gs1, •.• gs0 y sus inversas. 

Ahora si ( f, z ) • ( Id, x l se tiene 

( Id, X ) - ( g¡;:, gt 1 (X) - º º º - ( g¡;: • • .g¡;~, gtk• · .gt1 (X) ) 

donde ( g¡;: ... ge~, gtk ... gt
1 

(x) l · ( f, z ·¡ , puesto que 

todo vértice de P pertenece a exactamente 2 lados , x esta en 

s 0 •1 y s¡ solamente, entonces s6lo hay dos formas de obtener 

apareamientos de lados que contengan a x. 
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E:JEKPLO ( PROPOSlClON 2.14 ) 

FIGURA 2. 7 

y 

En el primer caso, cuando gt
1

(x) • x1 consideramos el 

ánico apareamiento que manda x1 en un vértice de P 

(excluyendo g81 ), es decir g9~ 

.. gt
2 

( X1 ) • Xa 

etc ... 
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En el otro caso obtenemos los inversos: 

Si gt1 ( x0 ) • "• entonces gt1• gtn+I 

y el otro apareamiento que manda a "• en un vértice de IP es 

gsn 

etc .. 
f, z ) • ( f l' x J ) para alguna J • 

Es fácil checar que 111~ ·No ( f l' IN~ 

clases de equivalencia, trasladando a P. 
esta formado por 

• 

Obsérvese que en el caso elíptico se repiten los 
vértices y los apareamientos tantas veces co~o el orden de los 
vértices, para entender esto consideremos un ejemplo: 

Sea G el grupo modular 

SL(2, Z) • { [ ~ ~ J 1 ad-be • l, a, b, e, d e Z } 

La región 

R • { z e IH2 j IRe z 1 < i, 
es una región 
(ver L. pg.59 ). 

fundamental para 
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el grupo modular 



R 

FICURA 2.8 

Los apareamientos son 

g81 (z) • Z • 1 y 

s¡ 

En nuestro contexto el vértice elíptico de orden 3 es 
x0 • e<21Jllfl, localmente esta cubierto por las siguientes 
imagenes de R ( r1c. 2. • ) . 
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Tenemos 

fs (R) 81 

FIGURA 2,9 

f1· g92 

f2· g92gB1 

f3• g92gª1gª2 

fe· g92gB¡gB2gB1 

fs· g92gB¡gB2gB¡gB2 

s¡ 

f6. g92gB1gB2gª1gª2gB1 • ( g92gB1 ) 
3 

• Id. 
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Por último supondremos la siguiente hipótesis 

( A. 7 ) Existe e > O tal que para toda z e P existe una rama 

monovaluada de a·I en B ( x, e ) . 

Esta condición nos permite establecer: 

Arir111Aci6n, 2.16 

a es una proyección cubriente. 

Dellostrac16n. 

Sean z1 , z2 E X, consideremos p una curva en X que une 

z1 con z2 , f1 se puede extender a una curva l/J : I --. X, I un 

intervalo, tal que l/J consta de p y una curva suave que une z e 

fl con z1 • 

Denotaremos por r 0 • z, sea B ( r 0 , ~ ) , donde e 

satisface (A. 6 )'y (A. 7) y r 1 e 88( r 0 , ~) íl l/l(I), el 

primer punto de l/J que sale de B( r 0 , ~ ) en dirección de z2 , y 

dado que a·I {B ( r 0 , ~ ) ) tiene una rama monovaluada existe un 

abierto Mo en 1' tal que a { Mo J • B ( r 0 , ~ l , lo que implica 

que el segmento de l/J que une r 0 con r 1 se puede levantar a una 

curva en 1• que une < Id, r 0 > con < gp r 1 >, donde 
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Sea e' • ~' consideremos B( t 1 , e'), a-t {B( tp e')) 

tiene una rama monovaluada por lo cual existe un abierto M1 en 
x• tal que a ( M1 ) • B ( t 1 , e') , pero dado que x• tiene la 

topología cociente se tiene que existe un abierto U1 en G x ~. 

tal que f3 ( U1 ) • M1 , de esta forma se tiene que 

ya que 

a ( g: ( M1 ) ) • a ( gt ( f3 ( U¡ ) ) ) • <X ( f3 ( ii1 ( U1 ) ) ) 

r < ii1 ( U1 l) • g1 < r < U1 ) ) 

g1 ( a ( f3 ( U1 ) ) ) • gt ( <X ( M1 ) ) 

g1 ( B ( t 1 , e' ) ) . B ( gi(t1) , e' ) . 

lo que implica que a·• ( B ( g1 (t1), e' ) ) tiene una rama 

monovaluada en x•. 

Obsérvese que g1a ( M1 ) • ag: ( M1 ) , ya que 

g1a( M1 ) • g1«f3( U1 ) • g.r< U1 ) 
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~ 
V 

ex 

FICURA 2.10 

•• 

2 

Sea r 2 e 8B ( r 1 , e') íl t/J, el primer punto de t/I que sale 
de B( r 1, e') en dirección a z2, como cx·l(B( r 1, e')) tiene 

una rama monovaluada se tiene que el segmento de t/J que une r 1 

con r 2 se puede levantar a una curva en 11• que une < g¡. t 1 > 

con< g2 , t 2 >, donde g2 (t2 ) • r 2 , con t 2 e ál. 

Como la distancia de z a z2 es finita entonces 
procediendo de esta manera se puede levantar t/J a una curva ~ 
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en l' tal que o:(~) • 'íf¡, en particular existe < gn, t 0 > en x• 
tal que 

ex(< g0 , t 0 >) • g0 (t.) • rn. z2 

.. o: es sobre 
:. o: es una proyecci6n cubriente . 

• 

Afirmación. 2.15 

ex es un homecmorfismo. 

Demostración, 

Se ha demostrado que o: es una proyecci6n cubriente, por 
lo que basta demostrar que o: es inyectiva. 

Sean x1 , x2 e ll' tal que o:(x1) • cx(x2) en ll; 
consideremos la curva~ que une x1 con x2 entonces·o:(~) es una 
curva cerrada en cx(x1), sea r la curva constante o:(x1 ). 

Como ll es simplemente conexo r 11 a~ r•• co, 11, por el 

Teorema 1.25 se tiene que rx
1 

11 (ex~) x{•l!o,1>, donde •x
1 

es 

el levantamiento de r basado en X¡ ( es decir es un lazo 

constante ) y (a~lx1 es el levantamiento de o:~ basado en x1 , 

en particular x1 ~ x2 

ex es inyectiva. 

• 
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Por la Proposición 2. 6 se tiene que iP es un poligono 
fundamental para G y G actua discontinuamente en U g(P), por 

gEG 

lo que se ha demostrado el Teorema de Poincaré: 

Teorema 2.16 Teorema de Poincaré ) . 

Sea P un polígono hiperbólico con una familia t de 
apareamientos que satisfaga (A. 6 )'y (A.~), se concluye 
que el grupo G generado por t es discreto y P es un polígono 

fundamental de G. 

so 



EJEMPLOS 

Ejemplo 3,1 

Sea IP un polígono con r lados y angules 

vlirtices v1 en X j • 1, 2, ... ,r. 

¡¡ 
n J en los 

1/ s, s lado de IP, sea gs la reflexión sobre s, se 
denotarán estas transformaciones por g1 , g2 , ••• ,g •• 

(A. 6 )' se cumple, puesto que g1g2 (1P) es una rotación 
2~ (g1g2)"(1P) • IP, es decir (g1g2 )". Id. 

Para checar ( A. 7 ) obsérvese que la e universal que 
se requiere no debe cumplir exactamente la hipótesis de 
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(A. 6 ), por ejemplo en un punto de un lado muy cercano a un 
vértice, su clase de equivalencia es de la forma 

< Id, X > • { ( gl, X¡) 1 ( g2, X2 ) } 

pero para la e universal núnca se tiene U g1 ( ti~ ) • B ( x, e ) 

FIGURA 3. 2 

Para obtener ( A. 7 ) es decir que V x e ~. B( x, e ) 
sea la imagen homeomorfa de un abierto en x•, lo haremos de la 
siguiente forma: 

Ciertamente V x e ~ se puede encontrar ex tal que 
a·t (B ( x, ex ) ) tenga una rama monovaluada en x• ( puesto que 
(A. 6)' se cumple), por compacidad y para los puntos en Po 
en los interiores de los lados de P se obtiene fácilmente una 
cubierta tal que 

B( X11 Cxll u B( X21 Cx2> u ... u B( x •• ex.> :> ~ 
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tomando el número de Lebesgue con respecto a esta cubierta y e 
menor que este número se obtiene lo requerido. 

:. 11' es un polígono fundamental para G, y G es discreto . 

• 

Definición, 3.2 Un horodisco es un disco en H2 que es 
tangene a iR. Si el punto de tangencia es p se dice que el 
horodisco esta basado en p. 

Definición. 3.3 La región de un horodisco D 

delimitada por dos geodésicas que se intersectan en el punto 
en que D es tangente a iR se denomina cúspide. 

FIGURA 3, 3 

Lema 3,4 

Sean D, D' horodiscos basados en p, De D', y 11, 12 
dos geodésicas que se intersectan en p. sea M la 
región comprendida entre 11 , 12 y ao, entonces existe e > O 
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tal que V x e M se tiene Bh( x, e e D' ( donde Bh( x, e ) es 
la bola hiperbólica con centro en x y radio e ) . 

Demostración. 

Sin perdida de generalidad supondremos que p • '", 
adem~s podemos suponer que 11 , 12 son rectas equidistantes del 
eje imaginario, ahora sean L • BD' y L'. BD, entonces se puede 

cubrir el segmento que une 11 con 12 a lo largo de L' ( el 
cual denominaremos W ) con discos hiperbólicos de radio e 

contenidos en D, es claro que mediante homotecias de la forma 
h(x) Kx, K >1, estos discos van a discos de radio 
hiperbólico e contenidos en D y viceversa cualquier disco de 

radio hiperbólico e con centro en algt1n punto en la cúspide 
determinada por 11 , 12 y L' viene de algun disco con centro en 
algun punto del segmento w. 

K(B(X,C)4 

11 12 

----Te¡;;;;--L------------~--T--- L' 

FIGURA 3,4 
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Ejemplo, 3,5 

La aplicación en el Ejemplo 3. l sigue valiendo si 
algunas de las V¡ estan en la recta del infinito, al componer 
gs

1 
y gs

2 
se obtiene una parábolica, obsérvese que ahora 

éstos V¡ son puntos parab6licos: Sean v 1 , v2,... , v0 dichos 
puntos. El corrrespondiente V¡ queda fijo y los horodiscos 
también son invariantes bajo la parabólica gs

1
gs

2
, las 

reflexiones preservan el haz de geodésicas por un punto y 

también el haz de horodiscos basados en V¡, 

Para cada V¡ sea D¡ un horodisco basado en V¡ tal que 
s6lo intersecta a U' en una cúspide. El carácter de las 
parabólicas rotaci6n horocíclica ) implica que cada D¡ 

suficientemente pequeño se puede teselar adecuadamente ( como 
en la rtcURA 3,5 ) es decir formadas por dos geodésicas y un 
segmento del horodisco D¡: 

ji n D, gB¡ (ji) n D, gS¡gSz (ifl) n D, ... 

ji íl D, gs
2 

(¡ji) íl D, 9s
1
gs

2 
(ifl) íl D,.,. 

FIGURA 3.5 
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Esto ee evidente puesto que si f es parab6lica con 
punto fijo v, f preserva todo horodisco basado en v, es decir 

f rota dicho horodisco. 

Esta condici6n permite aplicar ( A. 7 ) : 

Primero se puede dividir IP en un número finito de 

cúspides correspondientes a las D¡ y un subconjunto compacto, 

en esta parte compacta se puede tomar e como e~ el Ejemplo 3.1 

Ahora sea N¡ la cúspide de IP correspondiente a Di· 

Para cada J sea Dj un horodisco basado en V¡ tal que 

Di' e Dp ahora aplicando el Lema 3.4 existe C¡ tal que 

\/ x E Dj Bh ( x, e J ) <: D¡, ea fácil ver que estos discos 

hiperbólicos tesela bien a Dj en el sentido que se puede 

levantar a 11•. 

FlGUllA 3.6 
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Ahora al considerar el complemento en P de las Dj se 

obtiene un conjunto compacto para el cual se puede encontrar 

una e que cumple ( A. 7 ) como en el Ejemplo 3.1 tomando 

e • min { e, C¡. ••• , en } se obtiene e que satisface ( A. 7 ) . 

• 

Obsérvese que el Teorema de Poincaré se aplica a 

polígonos con un número finito de lados, donde los vértices 

finitos cumplen (A. 6 )'y los vértices infinitos son puntos 

fijos . parabólicos, esto se sigue de la discusión en el 

Ejemplo 3.5. 

Ejemplo, 3,7 

Sean s 1 , s¡, s 2 , sa 4 geodésicas tangentes como se 

muestra en la r1cUR.1 3,7 

FICUR.I 3,7 
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entonces la región IP comprendida entre ellas es un polígono 

fundamental para G • < g, f >, donde g, f son transformaciones 

hiperbólicas tal que g(s1) • s¡, f(s 2 ) • s~. Esta 

afirmación se sigue de la observación anterior ya que se puede 

probar que los vértices son puntos fijos parabólicos, por 

ejemplo v es punto fijo de f·lg-lfg. 

En H2 tenemos el siguiente modelo: 

S¡ 

V 

FIGURA 3.8 
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