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INTRODUCCION

El trabajo de esta tesis consiste en exhibir con
detalle una demostracién del Teorema de Poincaré péra
poligonos fundamentales. Este Teorema nos dice que dado un
poligono hiperbélico en H2 e isometrias que aparean sus lados,
bajo clertas condiciones, representa un poligono fundamental
del grupo generado por los apareamientos. :

El Teorema es de gran utilidad para detectar si un
grupo fuchsiano ea discreto o no { ver B. por ejemplo las
secciones 10,1, 10.3, 10.4 y 19.6. } El Teorema es también
importante para el estudio de estos grupos.

La demostracidén original de Poincaré pareéer tener
algunos huecos, Masckit { ver M ) exhibio una demostracién
completa de este Teorema, posteriormente Beardon { ver B ) dié
otra prueba vAlida, en la cual se basa este trabajo.

El Teorema tiene una generalizacién a 3-dimensiones es
decir a poliedros y grupos klenianos { ver Mi ), la cual es
igual de importante e interesante sin embargo en eate trabajo
no se discute este caso.



PRELIMINARES

Trabajaremos con  transformaciones de Mdbius que
preservan el disco unitario A o aquellas gque pregervan
e {z}jmz>0}.

Se denota por SL{2,R) al conjunto de matrices de la
forma [:g], donde a, b, ¢, d, e y ad-be.1, Al
grupo de transformaciones de Mdbius definidas por &stas
matrices ge le denota por PSL{2,R), éstag transformaciones son

las que preservan #  (ver L. pg.8 }.

SL{2,R} ee un subgrupo de SL(2,C), que es el conjunto
de matricea de la forma [2 g], con a, b, e, det€ y

ad-bc . 1; sea W c SL(2,€) el conjunto de matrices de la

a b
forma [ B 3 ], donde a v b son los conjugados de a y b,

respectivamente, y lal® + |b}% 1, si identificamos matrices
opuestas en W, el grupo cociente, que denotamos por M(4),
consiste de las transformacicnes de Mdbius que preservan A |{
ver L. pg.9 }. M{A) y PSL(2,R). son conjugados en PSL{Z,€} {
el grupo de todas las transformaciones de Mdbius ). Una

transformacidn conjugante es  F{z) -—%——‘——i—- .

La Topologla con la que ge trabajard serd la topologia
relativa, dado un conjunto S, denotaremos por 8§ la cerradura
de S relativa a A o W, segin sea el cago; asi como por JAS o

45 la frontera de § relativa a & o ¥, respectivamente.
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Pafinicién 1,1 Una funcién £ de R" en R" diferenciable,
eg conforme en x, sl Df(x} es un mGltiplo escalar positivo

j(x) de una matriz ortogonal, a pi{x) se le llama el factor de
conformalidad.

Proposicién. 1.2, 88 f : D-— E es una biyeccién

conforme entre los dominios D y E de R", se tiene que p(x), el
factor de conformalidad definido anteriormente, es:

lim fily) - £ix)
ulx) - yax _l__TX?_T_;_T~_l
Demostracidn,

Como £ es diferenciable, se tiene
£1Y) - £lx) o DptX) y - x) |y - x |ely)
donde e(y) — 0 cuando y — x.

Bgcribiendo A - Dr(x), como f es conforme se tiene que

A es un miltiplo escalar de una matriz ortogonal y se tiene:
J€ly) - fixed} | Aly - x) ‘ Aly - x| |
e £l ‘IY-xl ely) ‘JT‘L—rly-x lety) |
yl i i
Cly) - fix) Aly - x Aty - x)} .
Easamilins: = LR e

)
T -(-e{y))
por lo que al tomar el limite de cuando y — x, en ambas
deslgualdades se obtiene

im |f({y) - fix)
iix) = yox —\—‘-%——x—]—l— s p(x)




Si es un dominio en R" y A es una densidad [ una
funcién continua y positiva), definimos en D la siguiente
distancia '

plx,y) - inf _[ Alr(e))fore)] a
donde el fInfimo es sobre todas las curvas lisas ¥y que unen x
con y en O.

Esta distancia p define una métrica, es f4cil ver que
plx,y) - ply,x) vy queplx,y} 20 Vx, yed {ver B. pg.7).
Para probar la desigualdad del tri&ngulo tomaremos ¥, ?;
curvas lisas que unen x con z y z con Yy, respectivamente,
entonces 7 + ¥ €8 Una curva que une x con y, y se tiene

plx,y) s Hwy) « 1(7;) (1)
donde 1(11) es la longitud de la curva 7, con respecto a la

dengidad A. Si plx,y) s p{x,2) . plz,y) no se cumpliera
se podria encontrar curvas ¥, Y 7, tales que (1) no
se satisfaciera, lo cual contradice la definicién de p(x,y).

Se define la métrica hiperb6lica en e y en A, mediante
las densidades

1 2
afz) - e y o{z) -——i_-'—l';-l*z—

z - i
Ahora la transformacisn £{z) - 2 1 es una

biyeccisén conforme de M en 4:



Lema 1,3 Sean f, A y o como arriba, entonces
A{z)
a(f{z)} - IO .
z -

donde p(z} es el factor de conformalidad de f£(2) - < -

Demostracidn,

Obgérvese primerc que las ecuaciones de Cauchy-Riemann
implican que el deth(z) - £ (z)la, por lo c¢ual
plz) - |7 {=z)}.

Tenemos entonces

ulzyolrlz)) - —2L £ L

1. |flz)]?
21 4
2leEa?] |t wan? i jzed|?
1 l (z-4) (* | jz-4]® lz.41% - 1z.i]?
2. jz.1)? fz.1}?
4 4

(2.1)T2.37 - (2-1)7{=2-1) ]z]z' 2Imz .1 - [ziz. 2Imz -1

- g - M@



Teorema 1.4 £(z) . ———g—-—:-—%—-—- es una isometria de M en

Demostracién.

Sea x, yeD:H’y 7 : [a, bl —-)Hzliaaqueunex
con Yy, primero demostraremos que 1x(7} - lg(fey).

Usando el lema 1.3 se tiene

1p(fe7) fg SlE(r (L)) | (foy)e (L) | dt

b Ay (t))
a “p{y(en)

b Aly(t))
a “p{F(E)}

| Defw{t)) (yrie)) | dt

uly(e)) |v' ()} ac .

. jg Alyie)) | v {e) | at - L

Como toda curva ¢ lisa en A que une f(x) con f(y) es de
la forma foy, donde ¥ : [a, bl — # es lisa con 7l(a) - x
y 7(b) .y, se sigue que p(x,y) - pifix},f(y)).

Usarewmos como modelos del plano hiperbélico a W o A, Y
se define la distancia hiperbdlica, mediante las densidades a
y o, definidas anteriormente, dichas distancias la denotaremos
por p. Las lineae hiperbSlicas en W son semicirculos o
semirectas ortogonales al eje real, andlogamente, se definen

las lineas hiperbélicas en A como semicirculos ortogonales a
[



la 84 o didmetxos. hmbas definiciones gon equivalentes ya
que la isometrfa f(z) . —%—%—%— es conforme, éstas curvas
minim{zan la distancia entre dos puntos cualesquiera y se

denominan como las geodésicas con respecto al espacio métrico
K o A, respectivamente (ver L. pg.24 ).

Proposicién, 1.5 Con la métrica hiperb6lica A y W
son espacios métricos completos.

Demostracién,

Como los circulos hiperbdlicos en # son también
euclidianos { ver L. pg. 27 ), 8i tomamos una sucesidén de
Cauchy { z, Jpev dada € -1  existe N € N tal que
¥V n meN n, m> N, se tiene que p( z, zm) <l1l, Bea V
el disco hiperbSlico con centro z_y radio 1, tenemos que ¥
es compacto con la wmétrica hiperb8lica, puesto que é&sta
define la misma topologia que la métrica euclidiana, de hecho
¥ es un disco euclidiano ( ver L. pg.23 ). Finalmente
por el Teorema de Weierstrass existe un punto de acumulacién
xeV, 1lo que implica que existe una subsucesién
{ z }xen que converge a «, donde Yke® gz’ -2z, para

alguna ne W, por lo cual toda 1la sucesibn { 2z, }nen
converge a «.

Come £ : W — A es una isometria y W es completo
concluimos que A también es completo.



Ahora A o 0 son espacios métricos no acotados, para
ver esto tomaremos <z € IHZ, tal que 2z . pi, con p €R,
entonces p(z,i) - |log p|, cuando p tiende a cero o a
infinito, [lcg p| tiende a infinito en ambos casos, en el

cago de A obsérvese que pli, pi) - plo, f(pl)). donde
f -2 h
Sea © un grupo de isometrfas de 0 ({ o de A ),

obsérvese que los elementog de G no necesariamente presgervan
la orientacién. Seaz, z' e (o4 ), se dice que z y 2z’

son G-equivalentes si existe una g € 6 tal que glz) - z',
denominaremos al conjunto de todos los elementos de W (od)
que son G.equivalentes como la érbita de z, denotada por ©(z).

Definicién. 1.6 Sea w € i { 0 & ) un punto, si existe
una sucesién { g, }newy con g, € 6 distintas y x e ¥ tal
que { g{x) } — «, entonces se dice que « es un punto limite.
La cerradura es con respecto a €.CU {o}, 8i B e € no
es un punto limite se dice que £ es un punto ordinario.
Se denotard por A al conjunto de los puntos limites y por
0 al conjunto de todos los puntos ordinarios.

Defintcién., 1.7 Sea G < PSL{2,R) ( o M(A)) se dice
que & es discontinuo si 0 # o. :



Se define una métrica en 8L{2,C) como:
-y R @-a% ©.8% c.n% d. 82

donde x[zg] Y y.[:g], x, y € SL{2,0).

Definicién. 1.8, Sea 6 < SL(2,R) ( 6 G < W ) se dice
que & es discreto, si no contiene alguna sucesién convergente
en SL{2,C) de matrices distintas.

Sea G <« PSL(2,R) { 6 6 < M(a)), se dice que G es
discreto gi & es la imdgen de un subgrupo discreto de matrices
en SL(2,C) bajo la proyeccibébn candnica. Resulta gque G es l
es digereto si y s6lo si 6 es discontinuo { ver L. pg.13).

pefinicién, 1,9 Sea © < PSL{2,R) ( o G < M(A}), ©

discontinuo, se dice que D ¢ #¥ (oD cA ) es un dominio
fundamental para -G si:

1- D es un dominio, es decir, un conjunto
abierto, conexo y no vacio.

2~ Cualesquiera dos puntos en B no son
G.equivalentes.

3= Dado z € W ( oz ed), =z es

G-equivalente a algin punto de @.



8i la frontera del dominio fundamental ¥ es lo
suficientemente bonita, podemos pegar piezas equivalentes de
la frontera, para obtener una representacién de A/6, el
espacio de clases de equivalencia wmédulo 6. En el caso de
que 8D sea un conjunto de MH.lineas, llamaremos a 0O un
poligono, a continuacién definimos esto formalmente.

Sea C un H-segmento de lfinea. Un conjunte cerrado
conexo €' de C es degenerado si C' - &, o C' conata de gblo
un punto.

Un dominio D se llama poligono si 8D es 1la unién a lo

sumo numerable de lados 8, { es decir cada g, es un

subconjunto cerrado conexc no degenerado de alguna H-linea ).
Se asume tambi&n que Y conjunto compacto K, K séla intersecta
un nimero finito de imagenes de O bajo §; ademis si
8n 84 8 Yy 1 # ) entonces s 8, '
llamaremos vértice, y z es un punto extremo tanto de 8, coma

es un punto z que

de 8, Finalmente, si cualquier lado B, tiene un punto

extremo finito 2z, entonces existe exactamente otro lado 8
donde z es también un punto extremo de s 5

Si D es un dominio fundamental para &, y © es también
un poligono entonces D es llamado poligono fundamental de G.

Definicién. 1.10 Sean w, w ¢ ® (o 4 ), definimos
el bisector perpendicular a w;, y w; como la geodésica
ortogonal al segmento de geodésica [wg, w;] en su punto
medio. El bisector perpendicular a [w;, Wl es el

10



conjunto de puntos equidistantes hiperbélicamente de wy, y %
{ ver L. pg.26 }.

Sea I'. {"1d, V;, V;, ... } un subgrupo de PSL{2,R}
discreto, w, € #¥ no fijo per r-Id y sea w -V {wg} .
Denotaremos por A, el bisector perpendicular a w,y W,
Obaérvese que A, divide en dos componentes conexas a ¥
una que contienen a w, y la otra a Wy lla. primera la

denotaremos por L, y la otra por L

Definicién, 1.11 Se define el poligono de Dirichlet
para I' con centro en w, como N . n n.l. Este polfgono es un
dominio fundamental para I'' { ver L. Pg.2% } y por lo tante
todo grupo discreto tiene un dominioc fundamental. ' es

numerable { ver L. pg 13 ), obsérvese que ¥ z ¢ N la distancia
de z a w, es menor o igual a la distancia de z a W,

También se puede probar que existen transformaciones en
€ gue aparean los lados de B (ver L. pg.37 ), adem&s estos
apareamientos generan G { ver L. pg. 47 }.

Proposicién, 1.12 Sea 6 un grupo, © es discontinuo si
y s8lo si existe un conjunto abierto no vacio V, tal gque
Vez, z'¢V, z* 2z no existe g € G.Id tal que g(z) - 2.

11



Demostracién,

»)
Suponemos que § es discontinuo, por lo que € es
discreto. Sea N un poligono fundamental de Dirichlet para G,

gse sigue por definicién que los puntos de N no son
G-equivalente entre si.

«)

Supongamos que € no es discontinuo es decir © . 8, lo
cual implica que todos los puntos son limite. Ahora sea V el
abiertoc del enunciado y o € V, entonces a € A y existe z tal
que G(z) se acumula en &, lo cual es una contradiccién,

Durante el planteamiento y demostracién del Teorema
de Poincaré mse hard mencién de algunos conceptos de
Topolegia que deparrollaremos a continuacién,

Definicién, 1.13 Sea X un esgpaclo topolégico, X es
conexo sl y ablo si no existen A y B € X no vacios disjuntos y
abiertos tales que

i) x.aUs
1) aflls. o

Lema 1.14 Sean Uy V conexos, el A . BUVyuUNvee
entonces A es conexo .

12



Demostracién,

Supongamos que A no es conexo, entonces existen

A, A eA tal que AIU A -A y Axn Azt o

Sea peUNvV dado que A-UUV, pea
= peA 6 pe A,
Si p e A sea q e A, sl g € U tenemos una separacién no
trivial { Un A ) ¥y (Un A, ) de U, anflogamente si g € V,
en ambos casos se llega a una contradiceién, pues U y V son
conexos.

% A es conexo.

Definicidén. 1,15 Sean x, y € X, x, y estan conectados
8i existe un conexo en X que los contenga.

Lema 1.16 'Sea X un espacio topolégico, si V x, y € X, X
y ¥ eastan conectados, entonces X es conexo.

Demostracién,

Supongamos que X no es conexo, entonces existe una
separacién no trivial U, V de X.

Sean x €U y yeV, como X - UUV tenemos que x y ¥y
estan conectados, es decir que existe un conexo Cc X tal

que x, y € C, entonces { U.n c) y (v Ne) es una
separacién no trivial de €, lo que contradice que C sea
conexo.

« X es conexo

13



Como consecuencia directa de los Lemas 1.14 y 1.16
se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién. 1.17 Sea X un espacic topoldgico. Si X es
la unién de conexcs que comparten un punto fijo en comin,
entonces X es Conexo.

A continuacién mencionamos la definicién del nimero de
Lebesgue,

Datinicién, 1. 18 Supongamos que G- { Gy } es una

cubierta abierta de un subconjunto compacto K de RP. Existe
un nimero A estrictamente positivo tal que Y x, ¥ € K
tal que | x -y ] <A, entonces hay un conjunto eri G que
contiene tanto a x como a y, a A s8e le denomina el nimero de
Lebesgue de 6.

Utilizaremos también el Teorema de Monodiomia de la
topologfa algebréica.

Definicién, 1.19 Sea X un espacio topolégico vy
8,T : I — X, donde I ={ 0 , 1L 1, talea que &{0) . Tl{0) - xg
y &(1) « v{1) - %y, se dice que & y T .son ThomotSpicos
relativos { 0, .1 }, lo que se denctard por & & T relie,1},
8l existe una transformacién F : I X I — X tal que:

i) F (s,0) . 8(8) ¥ selI

ii) F (5,1) - t(8) Vsel

iii) F {0,t) - x, Vvtel

iv) F (1,t) . x, vtel
14



a F se le llama la homctopia de 3 a ¥ relativa a los puntos
{o,1}:
F i 82T relto,1)

En particular si & es un lazo con base x ( es decir
¥y - % ) vy T es el lazo constante T(S) .x, V § € I,
gi & & T reifs,1) Adiremos que & se contrae a un punto o
eB homotdpicamente trivial.

La relacién & es una relacifn de eguivalencia
{ ver G. pg. 6 }, la clase de equivalencia de una trayectoria
$ de x; a x; se denominari como la clase de homotopia [§) .

Si 8 es una trayectoria que une X, con X, Y Tt otxa
trayectoria gue une X; con X, definimos la trayectoria 8t de
la siguiente manera:

5(2t) 0sts é
&t (t) -
T{2t-1) 3 S ts1

de esta forma se puede definir la multiplicacién de
trayectorias, como se da en la siguiente proposicién.
Proposicién 1,20 Si & & &' reilo,} Y T % T' relfod)

entonces 0T & 3'T’ rello,1).
(ver G. pg. 6 ).

15



Teorema 1.21 Sea m( X, X, ) el conjunto de clases de
equivalencia'de lazos de X en x,. Si la multiplicacién en
m( X, x5 ) es definida como en la Proposicién 1.19, entonces
w,( X, X3 ) es un grupo, cuyo elemento neutro es la clase del
lazo constante x, y el inverso de la clase [8] es la clase
del lazo 5~ definida por

7' e) .81 - t)

{ver G. pg. 7).

El grupo n{ X. x5 ) s8e llama grupo fundamentel de X,
basado en x, .

Definicién. 1.22 Sea X un espacio  topolégico, si
m( %, X ) es un grupo fundamental trivial, es decir si
todo lazo en X con base en X, es contraible al punto X, ,
entonces X se llama simplemente conexo.

Definicién, 1,23 Sean E y X espacios topolégic’oa yp
continua, p es una proyeccién cubriente si V x € ¥ existe U
vecindad de x tal que:

i) pYu).U v, (V son abiertos en E ).

1)  p| V, — U es un homeomorfismo.

Definicién. 1.24 Sea p : E — X una proyeccién cubriente
Yy £ :Y¥ — X una funcién , donde ¥ es un espacio topoclégico.

sl existe f : Y — E tal que pf.rf, a f se le llama

un levantamiento de f. Siflyy) %, Yy Flyy) - e se
16



dice que el levantamiento estd basado en e, .

Consideremos p : (E, ey} — (X, xp) una proyeccién
cubriente, 81 1tv : (a, bl ~ X es una funcién continua tal

que t{a) . X, , existe y es Gnico T el levantamiento de T a

E basado en e,, es decir T(a) - e y pt -t ( ver G. pg 17,
18 ).
E
£ ‘ p
Y » R
£
FICURA 1.1
Teorema 1,25 ( Teorema de Monodromia )
Sea p: (E e )} — (X, x5 ) una proyeccién

cubriente y ¥,T : I — X transformaciones donde I - [0, 1]
intervalo, 81 ¥ & T rel{o,) entonces § & T rellc,1), en
particular 7{a) - T{a).

{ ver G. pg. 18, 19},

17



TEOREMA DE POINCARE

Dado & un grupo discreto actuande en A { o M%) sge puede
construir un polfgono fundamental P para G. En esta tesis
estudiaremos el proceso inverso, se toma P un polf{gono en A4
({ o H2 ), y transformaciones de MSbius que aparean los lados
de P, probaremos que bajo ciertas condiciones si G es el grupo
generado por dichos apareamientos G es discreto y P es un
dominio fundamental de &, demostrando asf el Teorema de
Poincaré.

Primero usaremos una terminologia més general ya que el
Teorema de Poincaré se aplica en otras geometrias y también en
otras dimensiones, gin embargo en esta tesis s86lo
consideraremos el caso del plano hiperbéico.

Definicién, 2.1 Sean X un conjunto no vacio y P un
subconjunto no vacio de XA, se dice que P es un poligono
abstracto en X si se le puede asociar a P una familia de
conjuntos no vacios llamados los lados de P, cuya unién se
denotard por 8P tal que PN &P - o y P U P = F, P es la
cerradura en W o A ; en el caso del plano hiperblico M o 4
un polfgono es un conjunto de la forma P = f} H; , donde los H,
gon gemiplanos y P = @.

Definicién, 2.2 Si g: X — X es una biyeccién tal que
g(P)NP=0 y glg) =8', donde 8 y 8’ son lados
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de P, a g se le llama apareamiento.

Lo que se hari ahora es construir un conjunto X*
partiendo de la accién de & en P y finalmente identificar %*
con el conjunto original X donde se encuentra P ( y donde
también actua 6 ), para lo cual supondremos los siguientes
axiomas:

{A. 1) P es un poligonc abstracto en X.

({A. 2 ) Hay una funcién de ¢ de ¥ — X que cumple la
siguiente condicién:
Vv B lado de P existe un lnico lado s8' de P
{ posiblemente 8 = 8’ ) y un Ginico apareamiento
gg(s) € & tal que ggls) = 8', ademds el
apareamiento asociado a &’ es gg!.

Sea 6. el grupo generado por los apareamientos.
Usaremos también el conjunto € x P, es dtil pensar a ¢ x B
como una coleccién de copias disjuntas de P numerada por G:
(g P) o { (g, x) [xef ]}
donde g, ¢ & ( como piezas de un "romprecabezas" separadas
unas de otras ).

El siguiente paso es unir estas copias de § en 6 x &,

para ello definiremos una relacién de equivalencia en & x .
Primero obsérvese que si ggz(s) . 8', donde s, B’ son lados de

#, entonces ( Id, s' ) debe identificarse con ( gg, 8 )
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FIGURA 2.1

Si 8, 8’ Bon lados de  y h e 6, tal que ggis) - 8’
y h{ 8" ) es también h{ gg(s)), implica que ( hgg, 8 ) en
{ hgg, B ) debe identificarse con ( h, ggis)) en ( h, B ).

hgg(P)

h( ggis))

FIGURA 2.2
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Esto sugiere la siguiente relacién ~ en € x P:

pefinicién 2.3 (g, x) ~(h, y) 8i

i) g-h vy x-y o
11) xes, y-ggl{x) y g hgg.

Por 1) tenemos que la relacién ~ es reflexiva, también
es simétrica:

si (g, x) ~(h,y) y Xe€stenemos queyces’ y
Yy - gglx), lo que implica que x - gg'{y) - gg'(y) ¥y como
g . hgg entonces h . ggg', de donde ( h, ¥ ) ~ { g, gg'{y)),
es decir, {( h, y) ~ (g, x ).

8in embargo ~ no es transitiva:

Por ejemplo, sea gg una rotacién de orden 4 en A y P el
gector superior derecho de 4, gg fija el 0 y gg(s) - 8’, donde
s8-{2ed | Imzz0,Rz.0} ya «[0, 1], se tiene
{md, 0) . (1Id, gg{o) } ~ (gg: 0).
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(9“115’)

gg (el

FIGURA 2.3

Aplicande gg a 4gglP) tenemos gg(s’) - gglgglel),
donde ggfa') «~ { z2e 8 | Imz =0, Re 2.0 }, lo que implica
que (gg, 0 ) - [ gg, ggf0) ) ~ (g8, 0}, pero (14, 0 ) no
se relacicna con (gg, 0 ), yaque si (1d, 0) ~ { g, 0)
implica que existe gg apareamiento tal
Id . gigg, es decir que g . lggl*!
contradicecién, ya que g§ no aparea lados.

que ggl0) -0 vy
lo que es una

El ejemplo anterior nos hace ver que sge debe

tdentificar ( 14, 0) con ( g&, 0 )}, por lo cual se define la
siguiente relacién .
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Definicidén 2.4 (g, x)*(h y) sl existe ( g;, x, ),

donde g; es un apareamiento y ¥, e Pconi1e {1, 2,... , n },

tal que :

(g, x) (g, X)) ~(gs X) ~ " ~ (G %) -« (h ¥).
Claramente esta relacién es de equivalencia. Las

clases de equivalencia definidas por la relacién =+ se
denotarén por < g, x¥ > y el conjunto de clases de equivalencia
por X°.

Proposicidén 2,5 S8i < g, x >. < h, y > entonces

g{x) - hiy) ... 2.5.1,

< fg, x>.<fth, y> vee 2.5.2,

Si xePentoncesg.-h y x.y. vie 2.5.3,
Demostracién.

i) Basta probar el casoenelque (g, x) ~{(h, y), esto
es inmediato, ya que entonces
g-h y x.y¥%, XeP,
o g=-hgg, ¥y .9glx}, x €8s,

ii) Como en i) basta probar el caso (g, X ) ~ ( h, ¥ ), por
el inciso anterior tenemos que g(x) - h{y), entonces

fgix) - fhly), sig-h y x.-y
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tenemos que fg - fhy < fg, x > - < fh, ¥ >.
8f xesa, y-gglx) vy g-hgg entonces fg - thgg ¥y
< fg, x >~ <fh, ¥y >.

1i11) Es inmediato de la definicién.

Dada f en G, f induce una funcién f*: X' - X*
definida por f'<g, x > - < fg, X » que esta bien definida
por 2.6.2, Adem4s f* es una biyeccién, puesto que
(£-1)° (£°)-L.

Denotamos al grupo de estas bivecciones por €°.
Obsérvese que ( fh }* . £°h*, por o cual la asociacibn
¥: 6 - G tal que ¥(f) . f* es un homomorfismo de G sobre
(1 Mas aun % es un isomorfismo:

8L £* - h*, tomando x € P obsérvese que

< f, x>-f<18 x> -h<1d, x>.<h, x>

Y como x ¢ P tenemos que £ - h { por 2.5.3. }, con lo que se
concluye que ¥ es un monomorfismo y por construccién ¥ es un,
epimorfismo.

Denotaremos por
cP>-{<c<Id x> | xep }
anidlogamente

<cBs>={cid x> |xef ]}
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Obs&rvese que la accién de &' en < F > tesela X® es

decir
Ug'< B > - X
4

y Bigen'
gcP>Nh'elP>.0

Consideremos la funcién a : X' X, tal que
aflc g, X >} « glx}, que por 2.5.1 esta bien definida.

Proposicién, 2,6
i) 8i « es sobreyectiva, entonces

ygl B -x
get
i1} 81 a es inyectiva, entonces ¥ g, h € G distintas

g{P)NAa({P) .2

Demostracidn,

1) Tenemos yg({P)ecX por construccidn.
g¢G
8i =zeX como o es sobreyectiva existe

«<g, t »ef, tal ¢que af<g, t >} -2, lo que
implica g(t) . 2, como t € P, tenemos que z € g{ # ).

1i) Supongames g( P ) Nh{ ® ) # &, entonces existen
x, y € P tal que g(x) - hiy
) roale g, ¥ ») - al<ch, y>)
como o es8 inyectiva tenemos que < ¢, X > - < h, ¥ >,
por 2.5.3 Be tiene ¢ « h y x puesto que x ¢ P.
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El siguiente paso es dar una estructura topolbgica a
nuestros egpacios, para lo cual supondremos que

i) X es un espaclo métrico con métrica d. (A, 3)
i1) Los gg son isometrfas de X sobre si mismo. (A 4)
iii) P es abierto y conexo. ‘{ A, 5)

Para analizar la transformacién o y poder usar la

proposicién 2.6, se definen las siguientes transformaciones
naturales:

B:GxP — X%, gl g, x) -<g, x>

7:6xF X, r{g, x) -gix)

Obsérvegse que 7 - af, es decir que el sgiguiente
diagrama es conmutativo:

cXxXPr - X*

Se define en G la topologfa discreta, en 6 x F la

topologia producto y en X* la topologia cociente, entonces 8
es continua.
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También 7 es continua:
Sea A abierto en X, entonces

-1 . 1 B
7-1(A) gléls{g} x (gt NE)
es abierto en G x @.

Finalmente, como 7 es continua, entonces a también lo
es, ya que si A es abierto en X, a !(A) es ablerto en X® si y

gblo si B-ia*'(A) . 7'{A) es abierto en G x .

Cada f en 6 induce una transformaciém
F:6XP—r GxP
definida por
Flg, x).-(fg, x)

claramente I es homeomorfismo de & x f sobre si mismo y el

grupo de estas f es isomorfo a G.

A continuacién se demostrarin dos igualdades que se
utilizarén posteriormente:

i) Bf . £’ ) {1.1)
Sea (g, x ) € 6 X P,

Bf{g, x)-B( fg, x ) - < fg, x >
f'< g, x>-£8(g x)
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i1) o . £y {r.2)
Sea (g, x) eGxDP
vwlg, x) -2l fg, x) . fglx} « f¥{ g, x)

De eptas dos igualdades obtenemos gque
£ - 1 - fr {x. 3}

Bea (g, x) e 6 xP,
af'8( g, x) . oBfl g, x) -78(g, x) - £f¥{ g, x)

Proposicidn, 2,7

Las transformaciones f* son homeomorfismos de X* sobre
ai mismo.

pPemostracisén,

Sea A un subconjunto ablerto de X' entonces, usando

{ I. 1), gt - ()-181(a), lo cual es abierto en
6 x . Se deduce que {f*)-'{A) es abierto en ¥' y f* es
continua,

Como {f£*)}-'. (f1)* se gigue el resultado.
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El presente trabajo se concreta al caso del plano
hiperb6lico { H#2 6 A }, se necesita una condicién referente a
los poligonos alrededor de los vértices, estableceremos una
condicién més general que implicarid que las imagenes de P
alrededor de un vértice no se traslapan.

Para expresar dicha condicién en forma concreta,
supdngase que
<Id, x>-{ (g X3V 0eee oA G X5 ) )

Entonces alguna ( g,, ¥, ! » ( Id, x } y
gilx) - galxa) ~ o0 < gale) < Idix) - x

st Nj.{yeP|dly x)<e) ycomo las g; son
isometrias se tiene

g (N )c{yexjdly, x)ce)-B(x, )

FIGURA 2.4
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Para toda € suficientemente pequefla se quiere que el
conjunto de las g, wf ) tesela B{ x, € ), es decir que las

gyl Nf ) no se traslapan en sus interiores y U g,!( Nf) cubre

B{ x, € ). Esto nos permite establecer nuestra siguiente
hipétesis:
(A, 6) Cada x en P tiene una clase de equivalencia
finita
< Id, x’>'{‘g|lx[ Yoous r'(gu:xn)}

y para toda ¢ suficientemente pequeifa

¥ e
|ng‘( N, ) -B(x, ¢e)

Y ademis para cada w en B( x, ¢ ), el

conjunto de puntos de U( g, Nﬁ ) que son
transformados por 7 en ¥ es una clase de
equivalencia.

Obsérvese que el resultado que estamos buscando se

puede expresar diciendo que el conjunto de puntos en G x P que
ge transforman bajo ¥ en cualquier w en X es una clase de

equivalencia ( por lo cual &« es una biyeccifn ). Asf
( A. 6 ) aparece como una versifn local natural del resultado
global deseado. Obsérvese que como < f, ¥ > es la imagen de

< Id, x > bajo f*, cada clase de equivalencia es finita,
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Denotaremos
w,‘f-l;t {gy NS, V. O WS
La condicién ( A. § ) implica que (o5 ) .B{x, €¢)y

también que Mﬁ eg una unién de clases de equivalencia, dado
que

N A B S Y O T Vg DU ¥y

se deduce que Wf eg abierto en %', ya que Ms eg abierto.

Para completar log detalles de la prueba del Teorema de
Poincaré necesitamos el giguiente resultado.

Proposicién, 2.8

Los conjuntos  f°( vﬁ) son una base para la
topologia de %°*. -

Pemostracidn,

Obsérvese primero que los conjuntos f£"( VE } son
abiertos. Supongamos que A es un conjunto abierto de A* y
que <« f, X > & A, Escribiendo < Id, ¥ » como en { A. § ) se
tiene

<€, x>«{ (fa, % VY,o.. ,{fg, x,) 1}

y dado que 8 es continua
g v (A} . h, A
{A) hU ( h, ap )

donde cada Ay es abierto en F. Puesto que
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{ fg,, x; ) e 81 (A) vye{1,2,... ,0}, se tiene que

Xy € Afgj , por lo que Ang¢ 2. Se puede tomar ¢
suficientemente pequefia, que satisfaga ( A. 6 ) para x, de tal
manera que N? 3 Afgj (esto es posible ya que J toma sSlo un

nimero finito de valores y los Afg, son abiertos y no vacios

en P ).

como WS .U ( g, wf ), se tiene
J=1
W) . U« £gy, N ) < 8(A)

por lo tanto £( ¥S ) . ra( 85 ) . gF( &€ ) < A,

Finalmente como ( Id, x ) ¢ Ms, se tiene que
< f, x>.pF(Id, x) e gECWE) . £*( V5 )

Afirmacién 2,9

el ¥ ) o> Bl flx), e)
@s un homeomorfismo. En particular a es abierta.

Demostracién,

af' (V) < af'B( W) - (WS ) - aF( W)
- f7( W ).B(F(x), &)
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lo que implica aff’{ Ilf ) = B{ fi{x), € ) es wuna funcién
abierta y suprayectiva, por lo gque basta probar la
inyectividad:
Sean u, v € £°{ VS ) tales que af(u) - a(v).
Sean t, s ¢ Mf tales que
£8(t) ~u y f£'B(s) -V
Si denotamos F(t} « u’' y f(s) . v’ se tiene
Blu’) .u y Bv') -v

t, 5 €t -
u, voe B - u, ver(v)
entonces
yu') « ef(u’) - alu) - afv) - «f(v’') - vir’)
- y{u') -« yiv')
(L) - ¥F(s) = fr(t) - fy(s)
4 7{t) « v(s}

lo que implica que t y s estdn en la misma clase de
equivalencia

» F(t) -u’ y F(s) -v' estfn en la misma clase de
equivalencia
» glu') « glv’)
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Afirmacién 2.10
2* es Hausdorff.
Demostracidn,

Sean < f, x >, < g, ¥ > € &* tal que
«<f, X>*<g, ¥ >
entonces ‘
e f, x> { (£,0%),... ,(f,,,;t,,)}
<gey>-{ (g rdeee (g ¥}
gon subconjuntos disjuntos en ¢ x #.

Ahora se elige IN? correspondiente a < Id, ¥ > como en

{(A. 6}y IM'_'; el correspondiente a < Id, y >.

Se pueden tomar (Nf y N‘f de tal manera que los
conjuntos

liJ(f,,Nf) Ylj-'(g,.mﬁ)

sean digjuntos en 6 X B
8i £ *g, entonces ( £, 0§y oy dj IM? ) son disjuntos.
8i f, - g, entonces como X; ¥ y;, tomando una € menor si es
necesario {  es Hausdorff ), se tiene

(£, W72 N (g, M) e
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Afirmacién 2,11
X* es conexo.

Demostracién.

# es conexo, también lo es (g, $ ) y su R-imagen

Obsérvese que 8i x € 8’, entonces

< g, X >-<ggg, 95'i{x) >

- <g, P>Ncggg, F>¢o
- <g, #>Uc<ggg, P> es conexo.
Dado que g es un producto de las 9a,95, -+ s,

entonces

<g. B >Uc agsl, F>.<g P>Uc 98,98, Ja,y [N
es conexo.

Como la unién de dos conexos es conexa { Lema 1.14 )
tenemos que

< g, B>U«< gsx... ggn_l, P>Ucx< gs]... ggn_l(ggn_1)'1: F >
eg conexo.

» existen conexos que contienenac< g, F >y a < Id, # >.

Por el Lema 1.17 tenemos qgue la unidn de conexos gue
comparten un punto fijo en comin es conexo, por lo tanto X° es
conexo.
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Integrande estas afirmaciones a log resultados
obtenidos anteriormente se ha demostrado la
propesgicién.

siguiente

Proposicién. 2,12

%' es Haugdorff y conexe., Ademis, toda x* en X' tiene
una vecindad abierta N* tal que la restriccidén de o en N* es
un homeomorfismo .local de N* sobre un subconjunto abierto.

Se probard mis adelante que «
proyeccién cubriente.

: % —» X* es una

Ahora consideraremos el caso que mis nos interesa.

Supondremos que:

i} (%, d) es el plano hiperbSlico (H2 o A ) con la
métrica hiperbélica.

ii) P es un poligono hiperbdlico, es decir P eag un
subconjunto de H2 { o 4 ) no vacio de la forma x@mﬂ“

donde H, son semiplanos. Supondremos también que
V K compacto, K fIH, # @, solamente para un nfimero
finito de 1's. Esta condicién nos asegura que log
lados de P ( H-segmentos en 8P ) no se acumulan en
w2,
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111) Los apareamientos de lados son isometrias
hiperbblicas, supondremos que si g, aparea el lado s
de P con el lado s’ de P, entonces P y gg(P) estan en
distintas componentes de H2-8' ( donde 8’ es la
geodégica que contiene a s’ ).

Sea G el grupo generado por los apareamietos.
Obsérvese que ( A. 1 ) a ( A. 5 ) se satisfacen:

(A, 1). P es un poligono abstracto.
{ A. 2 ) Existe una familia G de apareamientos de P.

(A. 3) X es un espacio métrico con métrica d.
(AR. 4) gg e G son isometrias.
(A. 5) P es una regién.
La condicién ( A. 6 ) no.se aplica a vértices reales

({ estos no estan en X ) por lo que no es necesario checarla
para estos puntos.

La condiciébn ( A, 6 ) se va a reformular en una forma
simple, é&sta se¢ cumplirs siempre ¢i x e P o 81 ¥ € s, 8
lado de P:

i) Si x e P, tomando € tal que
Blx, e)cP, <Id, x>a.f{ (Id, x) }
{ A. 6 ) es inmediato, Ms - (14, Nﬁ )} esta formado
por clases de equivalencia, yaque VyeB{(x, £)
tenemos que ¥ € P, lo que implica que
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<xd, ys.{ (1 ¥) ).

iiy 8i x e intg, 8 lado de P entonces
«Id, x>.{ (14 x), { g5's gsix) ) )} o

(g1, gglx) ) afc ( Id, x )

FIGURA 2.5

Por las condiciones de la relacién ~ se tiene que
1) si (mHd, x) ~{h, y)
como X € 8
hd Id - hgglx) Yy ¥y - ggix)
(1d, x ) ~ ( g5's gglx} )

1i) 8i ( gz, ggix) ) ~ ( h, ¥)
dado que ggix) € s
» gg'- hga! v ¥ - g5'gsix)
{ g3, ggix) ) ~ (14, x)
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con lo que se concluye gue
<Id, x>-{ (14 x), (ggl, gglx) ) }

Escribimos
(Id,x)-(guxg) Y (géifga(x))'(ga:"z)

Sea £ tal que B{ x, £ ) N af cs y sean
0. {(yePFlaly %) <e)
6. {yefldly x) <€)
Y
Wi - (g, 05 ) U (g 05)
entonces

B{x, e} -g {0 ) Ugplnh.

5’
( Id, ggix) )

FICURA 2.8

Claramente M,e( ea unidn de clases de equivalencia y
{ A. 6 ) se cumple.
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Por lo tanto podemos reescribir la condicidén (A. 6 )
sblo en términos de los vértices de P. Es conveniente
reescribir esta condicién de la siguiente manera:

{A. 6 ) Para cada vértice x de P existen vértices
Xpls X Vo Xy) X30... , X, de P y elementos
£o(- T4}, £y, f3,... , f, de 6 tal que los

conjuntos £y N‘,’ } no se traslapan en sus
interiores vy

Ur(n$) -B(x, )
donde fy,, es de la forma f,gy para alguna s
(3-2,2,... n; f - Id).

Proposicidén 2.13
{A. 6) es equivalente a ( A. 6 ).
Demostracién,

Primero probaremos que si x es un vértice de P, la
clase de equivalencia < Id, x » tiene un ndmero finito de
elementos ( en 6 X P ).

40



Por ( A. 6 }' tenemos que

fo - Id
Iy - gg,
fa - g gs,
Iy - 9g,9a,- - Is,
fone 98,98,  Os,Os,,- 1d

lo que implieca que sy, (gsm)ﬂ. 95,98, dg -

n

{ A. 6 )’ sefiala que existen lados
By, .es

+ Snats Bir«-- [ BI’HI
y vértices xg, X;,...

, X, tales que
Xo € BinB Ly, Xy € 858y, ... , X, € BaNB,
as{ como que las finicas transformaciones que aparean estos

lados son 9g,s. .+ gg, Y BUS inversas.

Ahora si ( f, z ) » ( Id, x ) 8Be tiene

(1d, x1 ~ ( ggl, ge,ix) b~ =+« (gEf...gEL, dg,---Gt,(x) )
donde (gf_i... gE;, Tty oo gt‘(x) ) - {£f, 2}, puesto que

todo vértice de P pertenece a exactamente 2 lados , x esta en

8, Y 8} solamente, entonces sélo hay dos formas de obtener

apareamientos de lados que contengan a Xx.
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EJENPLO ( PROPOSICION 2.14 )

FIGURA 2.7

98,

X
g, 0000 - {0 ¥ g {gs
n

En el primer caso, cuando ge, {x} « x, consideramos el
Gnico apareamiento que manda x; en un vértice de
{ excluyendo gs, }, es decir géé

» gtz( X ) - X3 4 di,e géé
ete. ..
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En el otro caso obtenemos los inversos:
8i gp ( % ) - x, entonces gg.. g¢
y el otro apareamiento que manda a x, en un vértice de P es
9s,
hd gtz( X, ) - X1 gtz' gsn
ete.,.
(£, z) . ( £y, x; ) para alguna ).

Es fdcil checar que Mi UE%( £y, Nf ) esta formado por

clases de equivalencia, trasladando a P.

Obgérvese que en el caso eliptico se repiten los
vértices y los apareamientos tantas veces como el orden de los
vértices, para entender esto consideremos un ejemplo:

Sea © el grupo wodular
SL(z, 1)-{[;‘;2

La regién
R-{zew | Rez|<cd Jz|>1}
es una regién fundamental para el grupo modular
{ ver L, pg.59 ).

ad-bc -1, a, b, ¢, del }

43



8y s{

T T
FIGURA 2.8

Los apareamientos son
gg, lz) -2+ 1 Y Is,(2) - -

En nuestro contexto el vértice eliptico de orden 3 es

X, - el3MW_ Jpocalmente esta cubierto por las siguientes
imagenes de R { r16. 2.9 ).
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fs(R) 51

£,(R

FIGURA 2.9

Tenemos

fy- gs,

f2» 95,98,

f3- 95,985,983,

f4- 95,98,9a,95,

fs- 9s5,9%,95,95,98,

fg- 9s,98,98,95,98,98, * ( 98,98, )7 . 1d.
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Por Gltimo supondremos la siguiente hipbtesis :

(A, 7) Existe € > 0 tal que para toda x € P existe una rama
monovaluada de a-! en B( x, € ).

Esta condicién nos permite establecer:

Afirmacién, 2.16
« eg una proyeccién cubriente.

Demostracién.

Sean z,, 2z, € X, consideremos p una ¢curva en X que une
Z, con z,, ¢ Se puede extender a una curva ¢ : I — X, I un
intervalo, tal que y consta de p y una curva suave que une z €

P con z,,

Denotarembs por rg .2z, sSea B{ rg, S ), donde ¢
satisface (A. 6 )' y (A. 7) y ryedBlr, 5) Ny, el
primexr punto de ¥ que sale de B{ ry, § ) en direccién de z,, vy
dado que «-(B( rg, 5 )} tiene una rama monovaluada existe un
abierto My en x* tal que a{ My ) - B{ r,, § ), lo que implica
que el segmento de ¢ que une r, con r,; se puede levantar a una
curva en X' que une <« Id, rp > con <g,, r > donde
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g,( ty) -ry, conty, € B,

Sea ¢' - %, consideremos B{ t,, '}, oal(B(t,, c'))
tiene una rama monovaluada por lo cual existe un abierto M; en
%x* tal que a{ M, ) . B( t,, €'), pero dado que X' tiene la

topologia cociente se tiene que existe un abierto Uy en 6 X P,
tal que 8{ U; ) - M;, de esta forma se tiene que

(gl M; }) - B( gy(ty), )
ya que
ol gi( M )) -l gt BLU D)) «al BLG( U )))
- 7d 61( Uy ). g v( U I}

~glal U 1)) - g al( M })

=g (B{ty, e }) - Bl qlty), e').

lo que dimplica que «'{ B( g,(ty}), €' )} tiene una rama

monovaluada en %°.

Obsérvese que gal{ M, ) - egf( M, }, ya que
q;ot( M) -qaB{ U ) - gy U )
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FIGURA 2.10

Sea rp € B{ ry, €') N ¥, el primer punto de ¥ que sale
de B( ry, €') en direccién a 2z, como a'(B{ ry, €')) tiene
una rama monovaluada se tiene que el segmento de ¥ que une ry
con r, se puede levantar a una curva en X* que une < g;, t; »

con < g,, t, >, donde g,(t,) - ry con t, € B,

Como la distancia de z a 2z, es finita entonces
procediendo de esta manera se puede levantar ¢ a una curva §
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en A* tal que afy) - §, en particular existe < g,, t, » en X'
tal que
xf< e Ly >} - gn(tn) =Ty - 2,
» o es scbre
. € 8 una proyeccidén cubriente.
]

Afirmacidn, 2.15
o es un homeomorfismo.

Demostracién,

Se ha demostrado que o es una proyeccién cubriente, por
lo que basta demostrar que « es inyectiva.

Sean x;, x, € %' tal que aix,) . «{xy} en ¥;
consideremos la curva ¢ que une x; Con X, entonces.a(p) es una
curva cerrada en a{x;), sea T la curva constante a{x,).

Como X es simplemente conexo T & ag rei(o,1), por el

Teorema 1.25 se tiene que Ty ® (dP)y,reito,1), donde Ty es
q Xy Pl xy X,

2] levantamiento de t basado en x, { es decir es un lazo

conastante } y (wp)x’ es el levantamiento de ap basado en x;,
en particular x; - x,

«» o es inyectiva.
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Por la Proposicién 2.6 se tiene que P es un poligono
fundamental para 6 y § actua discontinuamente en UGg(P), por
ge

lo que se ha demostrado el Teorema de Poincaré:

Teorema 2,16 ( Teorema de Poincaré ).

Sea P un poligono hiperbSlico con una familia ¢ de
apareamientos que satisfaga (A. 6 )’ y ( A, 7}, se concluye
que el grupo & generado por ¢ es discretc y P es un poligono
fundamental de 6.
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EJEMPLOS

Ejemplo 3,1

Sea P un poligono con r lados y angulos E_, en los

vértices vien X j -1, 2,... ,r.

v 8, 8 lado de P, sea gy la reflexi6n sobre s, se
denotardn estas transformaciones por g;, @2/ ... .Qp.

FIGURA 3.1

{ A. 6 )’ se cumple, puesto que g,g;{P) es una rotacién

n . (g,92)"(P) - P, es decir (g,g5)" Id.

Para checar {( A. 7 ) obs&rvese que la ¢ universal que
se requiere no debe cumplir exactamente la hipétesis de
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( A. 6 ), por ejemplo en un punto de un lado muy cercano a un
vértice, su clase de equivalencia es de la forma

<Id,X>-{(gux1)l(ngx2))

pero para la € universal nénca se tiene U g,( &5 ) « B{ x, ¢ )

glr

FIGURA 3.2

Para obtener ( A. 7 ) es decir que Y x e , B( x, ¢ )
sea la imagen homeomorfa de un ablerto en X°*, lo haremos de la
siguiente forma:

Ciertamente V x ¢ P se puede encontrar ex tal que
a!(B{ x, €y )) tenga una rama monovaluada en X* ( puesto que
{ A. 6 )’ se cumple), por compacidad y para los puntos en P o

en los interiores de los lados de P se obtiene f&cilmente una
cubierta tal que '

B( Xy, ex,) UB( Xz ex,) U+ UB( X, &y) 2 B
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tomando el nimero de Lebesgue con respecto a esta cublerta y ¢
menor que este nimero se obtiene lo requerido.

s P es un poligono fundamental para G, y G es discreto.

Definicidn, 3.2 Un horodisco es un disco en M2 gue es
tangene a &, Si el punto de tangencia es p se dice que el
horodisco esta basado en p.

Definicién., 3.3 La regién de un horodisco D
delimitada por dos geodésicas que ase intersectan en el punto
en que D es tangente a f se denomina ciispide,

B
FIGURA 3.3
Lema 3.4
Sean D, D' horodiscos basados en p, D¢ D', ¥y 1,, 1,
dos geodésicas que se intersectan en p. Sea M la

regibén comprendida entre I,, l,y oD, entonces existe ¢ > 0
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tal que ¥ x ¢ M se tiene By( x, ¢ } ¢ D' ( donde Bp{ x, € } es
la bola hiperb6lica con centro en x y radio e ).

Demostracién,

Sin pérdida de generalidad supondremcs que p . ©,
ademds podemos suponer que 1, 1, son rectas equidistantes del
eje imaginario, ahora sean L . 8D’ y L‘. 8D, entonces se puede
cubrir el segmento que une 1, con 1, a lo largo de L' ( el
cual denominaremos W ) con discos hiperbSlicos de radio e
contenidos en D, es claro que mediante homotecias de la forma
hi{x} . Kr, K >1, estos discos van a discos de radio
hiperbblico £ contenidos en D y viceversa cualquier disco de
radio hiperb6lico ¢ con centro en algiin punto en la cilispide
determinada por 1y, 1, v L’ viene de algun disco con centro en
algun punto del segmento W.

K(B(x,c}»

1, 1,

FIGUHA 3.4
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Ejemplo, 3.5

La aplicacidn en el Ejemplo 3.1 sigue valiendo si
algunas de las v, estan en la recta del infinito, al componer
gs, Y 95, 8e obtiene una paréabolica, obsérvese que ahora
éatos v, son puntos parabélicos: Sean vy, vy, ... ,¥, dichos
puntos. El corrrespondiente v, queda fijo y los horodiscos
también son invariantes bajo 1la parabblica 9a,9a, las
reflexiones preservan el haz de geodésicas por un punto y
también el haz de horodiscos basados en v,

Para cada v, sea D; un horodigco basado en v; tal que
g86lo intergecta a P en una cispide. El cavéicter de las
parabblicas ( rotacién horocfclica |} implica que cada D
suficientemente pequeflo se puede teselar adecuadamente { como
en la riewra 3.5 } es decir formadas por does geodésicas y un
segmento del horodisco Dy:

#ND, gs‘(i‘) o, ga,gsz(ﬁ) no,...
FOD, g5,(F ND, gggs, (F) ND,...

98,98, P

=

FIGURA 3.5
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Esto es evidente puesto que si f es parabblica con
punto fijo v, f preserva todo horodisco basado en v, es decir
£ rota dicho horodisco.

Eata condicién permite aplicar { A. 7 ):

Primero se puede dividir P en un nimerc finito de
clspides correspondientes a las D) y un subconjunto compacto,
en esta parte compacta se puede tomar ¢ como en el Ejemplo 3.1
Ahora sea N, la clspide de P correspondiente a Dy,

Para cada ) sea D} un horodisco basado en vy tal que
Dy’ ¢ D;, ahora aplicando el Lema 3.4 existe ¢; tal que
¥ x € D Byl x, €y ) <« Dy, es £facil ver que estos discos
hiperbélicos tesela bien a D} en el sentido que se puede
levantar a X°.

)

FIGURA 3.6
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Ahora al considerar el complemento en P de las Dj se
obtiene un conjunto compacto para el cual se puede encontrar
una £ que cumple {( A. 7 ) como en el Ejemplo 3.1 tomando
€.min { & €,... ,&6, } se obtiene £ que satisface ( A. 7).

|

Cbsérvese que el Teorema de Poincaré se aplica a
poligonos con un nimero finito de lados, donde los vértices
finitos cumplen ( A. 6 )' y los vértices infinitos son puntos
fijos parab6licos, esto se sigue de la discusi6én en el
Ejemplo 3.5.

Ejemplo, 3,7

Sean 8, 8}, 8;, 85 4 geodépsicas tangentes como se

S

muestra en la Frcums 3.7

-

FICURA 3.7
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entonces la regién P comprendida entre ellas es un poligono
fundamental para 6 . < g, f >, donde g, f son transformaciones
hiperbdlicas tal que g(sy) - 8], f(s,) - B85. Esta
afirmacién se sigue de la observacién anterior ya que se puede
probar que los vértices son puntos fijos parabslicos, por
ejemplo v es punto fijo de f-ig-ifg. '

En H® tenemos el siguiente modelo:

8

8a 84

FIGURA 3.8
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