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""'¡ d .. _¡ ntro UCCIOD 

En la teoría de campos se demuestra que, existe un isomorfismo entre el 
grupo de Brauer B de extensiones finitas F, de Galois, de un campo k y el 

-- segundo grupo de cohomología de r con coeficientes en p:z:: 

El objeto de la tesis es desarrollar los resultados de álgebras simples sobre 
:k, necesarias para establecer el teorema anterior, sin utilizar la cohomología 
....:de grupos. 

Para ello se divide esencialmente en tres partes: 

- Estructura de las álgebras simples, 

- Las representaciones de un álgebra simple, 

- Conjuntos factoriales y el grupo de Brauer. 
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, 1 Estructura de las álgebras simples. 
l 

"' 

Definición: Sea A un anillo conmutativo. Por una álgebra sobre el anillo A 
se entendera un conjunto E dotado 

(i) de una estructura de A-módulo sobre E. 

(ii) de una operación bilineal 

'ljJ:E X E-+ E 

tal que (x, y)~ 'l/J(x, y)= x ·y es decir 

'l/J(x1+x2,y) = 'l/J(x¡,y)+'l/J(x2,y) 

'l/J(x,y1+Y2) = 'l/J(x,y1)+'1/J(x,y2) 

lo cual se escribe como 

(x¡ + x2)Y = x1y+ X2Y x1,x2 E E, y E E 
x(y¡ + Y2) = xy¡ + xy2 x E E, y1,Y2 E E. 

(iii) ai/;(x,y) = 'l/J(ax,y) = i/;(x,ay) x,y E E,a E A lo cual se escribe 
como 

a(x ·y)= (ax)y = x(ay) 

y se dirá que E es una A-álgebra. 
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Se <lira que E es una A-álgebra asociativa si satisface la condición 

'l/J('if;(x,y),z) = 1f;(x,1f;(y,z)) 

~lo cual se escribe como 
(xy)z = x(yz) 

t,i 
¡ Se dira que E es un A-álgebra unitaria si tiene un elemento 

¡;,¡ lA · x = x · lA = x Vx E E 

Consideremos el caso particular en que A = k campo y B = J( campo 
"J y supongamos k C J(. Sea J( un campo E una K-álgebra y L un campo 

conteniendo al campo J( 

J( e L 

Ahora fabricamos 
E01c L. 

...., En otras palabras, dada una K-álgebra E, extender los coeficientes a una 
.~ L-álgebra significa considerar el álgebra 

E©K L. 
1 
~ 

Sea [( un campo conmutativo y A una K-álgebra o una álgebra sobre J( 

·~con elemento unitario lA E A. ..... 
Todos los A-módulos M que se consideren serán unitarios en el siguiente 

j sentido: 
lA ·m =m VmEM. 

-·1 

J Supongamos que M' e M, por el Aniquilador de M' en A se entenderá el 
conjunto 

] A(M')={aEAja·m=O VmEM'}. 

En particular 

A(M)={aEAja·m=O VmEM} 
1 

i se dirá que A es aniquilador de M. 
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Afirmación: Si M es un A-módulo izquierdo entonces A(M') es una ideal 
izquierdo de A. 

En efecto, sean x, y E A(M') y sea x +y E A calculando: (x + y)m = 
xm+ ym =O Vm E M' ==> x =y E A(.M'). 

Sean a E A, x E A(M'), calculando para toda m E M' (a·x)m = a·(xm) = 
a ·O = O ==> ax E A(M'). 

Afirmación: A(M') es un ideal en A bilateral. 

En efecto, por lcn¡ue precede A(M') es un ideal izquierdo. 

Sean a E A y x E A(.M'), calculando para toda m E M 

(xa)m = x(am) =O 

xa está definido por ser un elemento de A y am es elemento de M', por eso 
x(am) =O lo anterior implica xa E A(M'). 

Definición: Sea A una K-álgebra y sea M un A-módulo. Se dirá que Mes 
simple si no contiene submódulos salvo {O} y M. 

Afirmación: Dada una K-álgebra. Siempre existen A-módulos simples, a 
saber el ideal A E A de mínima dimensión sobre J(, lo cual tiene sentido 
puesto que 

J( <-+ A 

k -t k · lA 

esta aplicación es un isomorfismo . 

.. [(e A 

Sea J( un campo conmutativo y A una K-álgebra unitaria de dimK A = 
n < +oo, si Mes A-módulo izquierdo y A= {a E A 1 am =O Vm E M}, 
A C A es el aniquilador de N. 

Definición: Se dice que M es fiel si A = O. 
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·Proposición 1: Sea A una ](-álgebra con una A-módulo izquierdo fiel y 
...., simple M. Entonces todo A~módulo izquierdo Jy[f es una suma directa de 

1 módulos todos isomorfos a M 
n 

M' = ffi M¡ tales que M¡ ~ M (1 ::; i ::; n) 
i=l 

Demostración: En primer lugar se demostrará la proposición para el caso 
:M1 =A (M considerado como un A-módulo izquierdo). 

Recordando que A = {a E A 1 am = O \:/m E M} es un ideal izquierdo, se 
afirma que en M existen subconjuntos finitos de aniquilador A= {O}. 

Por ejemplo, una base 

' r -~de M = A sobre Il. Puesto que m = L: o:¡m¡ 
' ~¡ 

o:¡ E K. 

Sea a E A cualquiera, por lo tanto 

r 

a· m =O ===? l:(ao:¡)m¡ =O 
i=l 

--¡ pero esto significa que _, 
ao:¡ =O (1 ::; i ~ r) 

"''. y si m f. O 0:¡0 f:. O para algún 1 ~ io :::; r además como 0:¡0 E [(, existe el 
inverso 

__ , 
i O= aa¡0 o:io1 =a ===> A= {O} 

Consideremos el mínimo conjunto finito de un aniquilador cero, a saber 

.- {m¡, ... ,mn}CM talque A(m¡, ... ,mn)=A={O}. 
1 J Sean A¡ el aniquilador del conjunto { m¡+ 1, .•• , mn} 

-1 

1 

O:::; i:::; n. - Por definición 
1 

...J 
Ao = Ao(m1, ... , mn) ={O} 

l 5 

-
'1 

J 



y es inmediato que 

Ao e A1 e A2 e · · · e A¡_¡ e A¡ e · · · e An = A 

Afirmación: A¡_¡ e A¡, propiamente. 

Supongamos por un instante que 

A¡_1 =A¡ 

si x E A¡ ==::} x · m¡+¡ =O, ... ,x · mn =O y como también 

xEA¡_¡:::::} x·m¡=O, ... ,x·mn=O 

se afirma que el aniquilador 

A(m¡, ... , m¡_¡, mi+¡, ... , mn) ={O} 

en efecto, sea y E A(m¡, ... , m¡_¡, m¡+¡, ... , mn) la definición implica que en 
particular 

ym¡+1 =O, ym¡+2 = O, ... , ymn = O 

Esto implica que y E A¡ y como por hipótesis y E A¡_¡, es decir y E 

A(m¡, ... , mn) y como y se eligió arbitrariamente en 

A(m¡, ... , m¡_¡, m¡+¡, ... , m11 ), 

se obtiene 
A(m¡, ... , m¡_¡, mi+¡, ... , mn) ={O} 

el cual es un conjunto más pequeño que A(m¡, ... , m 11 ) y esto contradice la 
elección de que {m¡, ... , m,n} es el mínimo conjunto de aniquilador {O}. 

Por consiguiente 

A;_1 f:. A¡ y A¡_1 e A¡ i = 1, ... , n 

Ahora consideremos los grupos aditivos 

lvf¡ = A¡m¡ m; E { m ¡, ... , mn} C lv1 

(j 
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!A¡ es el aniquilador de { mi+1, ... , mn} el cual sabemos que es ideal izquierdo 
"len A. 
¡ M¡ es A-submódulo de M: 

q 
1 

"11Mi es un submódulo de M vía la aplicación 

cp¡: A; x M¡ -+ M¡ 

.ldefinida por la correspondencia 

-, 
(a,m) 1---+ cp¡(a,m) = am 

_cp está bien definida puesto que 

am = a(a;m;) = (aa;)m¡. 

Como A¡ es un ideal, aa¡ E A¡ 

am = a1m; con a' E A; 

;es decir cp;(a, m) = am E M¡. 
1 

Es fácil ver que con cp, M; deviene un A-módulo izquierdo con (1 ~ i ~ n): 

~definida por la correspondencia 

x 1---+ 1/J¡(x) = xm; 

Jes evidente que 'lj;¡ es un A-homomorfismo sobre 

! 
1 
1 -· 
1 

'lj;;(x) = a:m¡ E Am; 

1/!;(x +y) = ¡/J¡(x) +¡/!¡(y) 

_sea a E A y sea x E A¡ ==> aa: E A;, entonces 

\ 
1 
1 -

J 

'lj;¡(ax) = (a:r)m¡ = a(xm¡) = m/;;(x) \:/a E A, Vx E A;. 

7 



-. 

' : 
·" 

'1 

-¡ 
...,¡ 

¡ 
.J 

'·\ 
1 

1 ..... 

1 
' .J 

Además 
ker 1/J¡ =A¡_¡ (1 ~ i::; n) 

A¡_¡ C ker 1/J¡ ya que si a E A¡_¡, en particular am¡ =O ==? a E ker 1/J. 

Recíprocamente, ker 1/J¡ = Ai-1 porque si a E ker 7/J¡ ::::? 1/J¡(a) = O ::::? 
arii¡ =O y como ker. 7/J¡ C A-i, en particular a E A¡_¡ con lo cual ker 1/J C A¡_¡. 

Por lo tanto 
ker 1/J¡ =A¡_¡ 

pasando al cociente se tiene el isomorfismo {l 

Es decir, considerando la aplicación 

;j;: A¡/A¡_¡-+ M; 

definida por la correspondencia 

{x} 1-+ ~({x}) = ,,P(x) 

calculando para todo a del anillo A: 

{ax}= (ax)A¡ = a(xA¡_¡) = a{x} 

se obtiene 
{ax}= a{x} 

por consiguiente 
mfa({x}) = 7/J(a{x}). 

Como A¡_ 1 C A¡ es una inclusión propia 

y como M¡ = A¡m¡ e M y además por hipótesis M es simple, a fortiori 
M¡ = M (l ~ i $ n ). 

Consideremos la aplicación 

<l>¡: A; --+ A¡m¡ x · · · x A¡m¡ 

8 
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definida por la correspondencia -. 
x t-t IJ!¡(x) = (xm1, ... ,xm¡) 

'""' j 
Afirmación: <l>¡: A¡~ M¡ x · · · x M¡ donde Mi= M (1 ~ i ~ i) para toda 

, . 1 'd t 
1 i = , ... , n es ev1 en e que 
' 

i 1) <l>¡ es un A-homomorfismo sobre 

<l>¡(x +y) = ((x + y)m1, (x + y)m2, · · ·, (x + y)m¡) 

= (xm¡ + ym¡, · · ·, xm¡ + ym¡) 

= (xm¡, · · ·, xm¡) + (ym1, · · ·, ym¡) 

= <l>¡(a:) + <I>¡(y) 

.~-. 
<!>¡(a( X)) = a<I>¡(x) 

' 

-; Afirmación: 2) <l>¡ es inyectiva. 

En efecto, sea x E A¡ y supongamos que 

<l>¡(x)=O 

-; es decir, (xm1, xm2, ... , xm¡) =O {=::} xm1 =O, xm2 =O, ... , xm¡ =O. 

_.. Por otro lado x E A¡ ==> :cm¡+1 = O, xm¡+2 = O, ... , xmn = O es decir 

...: xm¡ =O, ... ,xm¡ = O,xmi+I =O, ... , xmn =O ==> x E A(m¡, ... ,mn) 

-i por consiguiente x = O y la firmación está demostrada . 
...J 

' ...; 

(1) y (2) implican que <l>¡ es biyectiva para i = 1, ... , n. 

Continuando, sea i = 1, 

...; definida por la correspondencia 

9 
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y como 
A¡/ A¡_¡ ~ M¡ se tiene 

Ai/ Ao = A1 ~ M1 ~ M para i = 1 

y como por definición 

se obtiene 

para i = 2 

<I>1:A1 ~ M1 = M 

<I>1:A¡ ~ M 

<I>2: A2 -+ A2m1 X A2m2 

por definición A2m2 = M2 ~ M y como A1 e A2 => A1m1 C A2m1 además 
por definición A1m1 = M1 = M e A2m1 e M, A2m1 = M 

Supongamos que 

<I>;: A¡ ~ M x · · · x M i - factores donde <l>¡ es como se dijo en (I) 

Ahora consideremos 

definida por la correspondencia 

Como <l>¡ ~ A¡m1 x · · · x A¡m¡ 

<l>¡ ~ M x · · · x M i - factores 

Por definición 

esto implica que 

10 



1 
1 Por hipótesis de inducción 

~ Aimk = M (1 ::; j, k ::; i) 

l M C A;mk C Ai+1mk CM ==> Ai+1mk = M (1 ::; k ::; i) 
'4 

1 

1 
:. <I>;+1:A;+1 ~ M x · · · x M i + 1- factores 

por consiguiente <I>n: An =A~ M X • • • x M n - factores. 

1 Esto prueba la proposición para el caso kl' = A, ahora demostraremos 
·-·para cualquier A'-módulo izquierdo M' de dimK M' = h < +oo. 

! 
_, Sea { m~, ... , mh} un sistema de generadores que puede tomarse como la 

base de M' sobre J( y consideremos la aplicación 1/J' de 

Ah= A X ••• X A ( h - factores) en M'. 

definida por la correspondencia 

x = (x1,. .. ,x1i) .....¡ 1/J'(x) = x1m'1 + .. · + x1im~ 

En realidad se tiene un A-morfismo suprayectivo de M"h = M x · · · x M 
.: nh factores sobre M' 

F:M"h .....¡M' 

_...Sea N su nucleo : ker F = N 

Consideremos el máximo subconjunto 

. -1 
{M;11 •• .,M;l} C {Mi, ... ,Mnh} donde M¡ =Mi= 1, .. ., nh 

. ¡ k k 
- tal que N + E M¡ es suma directa que se puede escribir como N' = N + E M¡ 

l'=l i=l 
: (reenumerando sólo aquellos Mu que son suma directa) entonces para j > /.'. 

-'(es decir, para los que no son suma directa) Mi n N' f:. 0. Como Mi n N' es 
: un submódulo de Mj, que es isomórfo a M: M = Mj, además M es simple 

_J por hipótesis, entonces 

' ' 
...J 

. 1 

J 

J 

M; n N' = M ===} Mj e N' Vj > k 

11 
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Pero F es sobre entonces 

k 
N' = N E!1 L M¡ -+ M' 

i=l 

con ker F = N, pasando al cociente 

Por el teorema de E. Noether 

k 
N'/N = Nffi'L,M¡/N 

i=l 

k 
~ 'L,M¡/Nn('L,M;) 

i=l 
k 

!::::! 'L,M¡ 
i=l 

k 
entonces M' ~ ¿: M; = M x · · · x M k-factores. 

i=l 

Proposición 2. Sea J( un campo conmutativo, A una K-álgebra, M un 
A-módulo izquierdo fiel y simple, D el anillo de endomorfismos de M en sí 
mismo. 

D= End(M) 

Entonces D es un álgebra sobre/( de división y A es isomorfo con Mn(D). 

A~ Mn(D), donde Mn(D) = {c = (d¡¡) jdij E D \11 ~ i,j ~ n} 

Demostración: De acuerdo con la proposición 1, el álgebra A concebida como 
A-módulo izquierdo es isomorfa con !Y!"= M x · · · x M, n factores: A~ Mn 
para alguna n 2:: l. 

Se conviene en escribir la operación de todo elemento d E D sobre lvl como 
sigue: si d E D es decir, 

d:M-tM 

es un homomorfismo lineal definido por la correspondencia 

m1-+d(m)=m·d 

12 



1 
es decir, la operación 

1 7/J: M X D -t M 

definida por la correspondencia 
i.oft 

i (m, d) i----; 'lf;(m, d) = m · d 

j como D es subconjunto del anillo de endomorfismos de M sobre K. 
nimos la operación 

if>:J( X D-t D 
i 
definida por la correspondencia 

(a, d) 1--4 <I>( a, d) = a· d, donde 

o:d:M -t M 

m i----; o:d( m) = a( md) 
-·· 

Si defi-

con esta operación D deviene un espacio vectorial sobre /(, Se <lira que 
-, dimk D < +oo. En efecto como M es de dimk < +oo el espacio vectorial 
_:subyacente al anillo V de endomorfismos de M sobre ]( es de dimensión finita 
··:y como D e V se obtiene que dimk D < +oo. 

Si d E V, es decir, d: M -t M por tanto Im(d) = d(M) e M. Si d -/=O 
··:entonces Im( d) -/= {O} e M, es decir, M 9'! M :::} 3 d-1 E D. Esto demuestra 
--'que D es un álgebra sobre su centro. En efecto sea Z el centro del anillo D, 
... el cual es un campo. Ahora consideremos d1, d2 E D, z E Z; 

d1(d2z) = (d1d2)z = d1(zd2), es decir, D es una álgebra con división sobre 
.. su centro Z. 

- En el curso de la demostración de la proposición 1, se demostró A ~ M" 
.. para alguna n: 

Esto implica que el anillo de automorfismos de A, 

Aut(A) 

es isomorfo con el anillo de automorfismos de M": }.fil = Aut (Mil)= D, es 
J decir, Aut (A)~ D. 

13 
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Para calcularlos consideremos un automorfimo ,\: Aut (M") es decir, es un 
isomorfismo de Mn en Mn 

,\: M" --+ ]y¡n, M11 = M x · · · x M, n - factores 

definido por la correspondencia 

(m¡, ... ,mn) 1--+ ,\(m¡, ... ,mn) 
= (,\¡(m¡, ... , mn), ... , An(m1, ... , mn)) 

consideremos uno de éstos, como .X es lineal se debe tener 

como se debe tener 

.X¡((m1, ... , mn) + (m'1, ••• , m~)) = A¡(m1 + rn'1, ... , mn + m~) 
= (m¡ + mDd1,i + · · · + (mn + m~)dn,i 
= m1d1,i + m'1dt,i +. 1

• + mndn,i + m~1dn,i 
= ,\¡(m¡, ... , mn) + .X¡(m'1, ... , m~). 

Esto implica que se debe tener d¡i E D para toda 1 ~ i, j ~ n, es decir, 

n n 

>.(m¡, ... , mn) = CE m1d1,j, ... , 'L: rnndn,j), 
j=I j=l 

o sea que, la podemos identificar con la matriz .X= (d¡i), (1 ~ i,j ~ n) . 

.X¡(m¡, ... , mn) = m1d1,i + · · · + mndn,i => 
=> ,\¡(m¡, ... , mn) 

n 

= ¿: ?njdji 
j=I 

Por consiguiente .X(m¡, ... , rnn) = j~I rnjdj,b ... , j~I mjdj,n· 

De tal suerte podemos identificar 

,\ = (dij) (1 ~ i,j ~ n) 

14 



Todo esto demuestra Aut (Mn) = Mn(D). 
; Sea f E Aut (A), es decir, fes un A-isomorfismo de A en A 

¡,,"' 
f:A-+ A 

j definido por la correspondencia 

x f-+ J(x), tal que J(ax) = af(x) 

¡con a E A, x E A y como lA E A; f(x) = J(x · lA) = xf(IA) Vx E A, es 
-' decir, f está únivocamente determinado por 

- Esto implica que 
Aut(A) =A. 

Lo cual permite escribir 

A= Aut (A) ~ Aut (M") = Mn(D) 
A ~ M11(D) 

Z(M.(D)) = {(: ·., :) J d E Z(D) l 
Z = (Mn(D)) ~ Z(D) 

i y como el centro de A= Z(A) = ]( por consiguiente](~ Z(D). 

-: Teorema l. Sea A una ](-álgebra 
_J 

A es simple {:=::} A~ Mn(D) 
...J 

donde D es un álgebra de división sobre J(, cuando A está dado y n unívoca-
: mente determinada así como D salvo por isomorfismo. 

' Demostración: Sea M un A-módulo simple. Se afirma que M es fiel. 

15 
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En efecto, como A es simple por hipótesis, no puede tener un ideal bilateral 
más que {O} o ella misma y sabemos que A(M) = {a E A 1 am = O Vm E M} 
es un ideal bilateral de A A(M) e A. Por lo tanto A(M) = {O}, o sea M 
es fiel. 

Recordando la proposición 2. 

Dada A y M fiel y simple => A~ Mn(D). 
Así obtenemos la necesidad. 

Suficiencia: AqtÚ la hipótesis es A~ Mn(D). 
Consideremos las matrices 

e¡i = (xkc) E Mn(D) =A Vi,j (1 $ i,j S n) 

satisfaciendo las siguientes condiciones 

Xjj = 1 

XkC = Ü si (k,f)'/:(i,j) 

Lema l. Sea a= (aij) E Mn(D) arbitraria, entonces 

para toda i,j,h,k (1 S i,j,h,k S n). 

Demostración: Calculemos 

= (xrs)(aiu)(xvw) 
n 

= (Xrs)(L aiuXuw) 
u=! 

n n 
= ( L L XrsasuXuw) 

s=I u=I 

pero por definición Xuw =O para (u, w) =/= (h, k), así solamente queda 

€¡jaC/iA· = (t XrsashX/ik) 
s=I 

16 
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'también Xrs = O para ( r, s) =f. ( i, j) quedando: ., 
j e¡jllChk = (X¡jajhXJik) 

'4 la cual es una matriz en cuyo i-ésimo renglón y k-ésima columna contiene el 
l elemento ªih de la matriz a, por ello se puede escribir como 

i 

Lema 2. Sea a = (a;j) E M 0 (D) a =f. O arbitraria y N el ideal bilateral 
-, generado por a; entonces N = A en A: N C A generado por la matriz a es 
__ igual a A 

N=A. 

- Demostración: Como a = ( a¡i) =f. O existe por lo menos un coeficiente ªio/lo 
. de esta matriz distinto de cero 

ªioho =/:- O 

_ Como D por hipótesis es un álgebra con división existe aioJ,
0 

E D; por tanto 
· utilizando el lema 1 y tomando en cuenta que N es un ideal bilateral obten
emos 

e¡¡0aehok = a¡o/1oeik 

e¡k = (a~~º e¡¡0)ae1i0k E N 

=::::} Mn(D) e N ==} A e N ==} A= N 

_
1 
Lema 3. Si M es un ideal izquierdo generado por la matriz e11 en el álgebra 

: A. 
M=Ae 11 . 

_J Entonces 

'; i) M está formado por las matrices a= (a;j) con a¡j =O para toda j 2:: 2. 
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··¡ 
1 

., 
¡ 

...J 

ii) a E M => e¡¡a = ªJ1e¡1 1 :::; i, j :::; n 

iii) a E M, a i= O => M a= M (es decir, M es el ideal mínimo de A). 

iv) x E M => x = xe 11 

Demostración: 

i) Sea m E M, m = ae11, a E A= Mn(D). Calculando 

m = (a¡J)(xrs) = (~ a¡jXjs) ~ (a¡¡XJJ) = ( :¡: ~ ~OJ 
anl O 

es la matriz lliJ con a¡J = O, j ?_ 2. 

ii) Sea a E M, a= (a¡J)· Calculando 

e¡Ja = (x.1;t)(aij) = (t Xkfats) = (x¡ja¡¡) 
l::! 

= aj1e¡1 se obtienen Cija= ªJie¡¡ 

iii) .Sea a E M, a= (a¡¡)=/= O 3a¡0¡ =/=O (1 $ io $ n) como Des una álgebra 
con división 3 ~l E D como e¡¡a = aj¡C¡¡ (por el inciso anterior) se obtiene 
para i = 1 y j = io. 

e¡¡0a = a¡01 e11 :::::} eu = a¡;;~e¡¡0 a E lv/a 

es decir eu e Ma => b E A => be11 E M 
Vb E A, eu E Ma, beu E b(Ma) = (bM)a 
:. be11 E Ma Vb E A, es decir Aeu C Ma pero Aen = M, entonces 

M=Ma. 

iv) xe11 = (xkl)(e¡¡) = ( :L XkfCtJ) = (xk1eJ1) como x E 111, x = (xu) con 
l=1 

X.1;( = o V e ?_ 2. : . X = xeu. 

Corolario. (iii} implica que si a=/= O, el ideal generado por a es M' y :. un 
ideal izquierdo mínimo, es decir un A-módulo simple. 

18 
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i Afirmación: El anillo de A-endomorfismos de M = Ae¡¡ 

t<1~ En efecto, dado un endomorfismo f E EndA(M) es decir un A-automor-
1 fismo f:M .._. M tal que J(am) = af(m) a E A, m E M consideremos la 

"" imágen bajo f del generador M 
! 
¡ 

f(e11) =a 

-Afirmación: La matriz a E A es tal que llii =O Vi,j ~ 2 

(

ª11 o .. . º) o ... o 
a= . . . . . . 

o ... o 
En efecto, calculando f(e¡je11) = eijf(e11) = e¡ia es decir f(e¡je11) = e¡iª· 

-, Aplicando (ii) del lema 3 se obtiene que eiia = ªi1en por tanto f(e¡je11) = 
a;¡e¡¡ en particular si i = 1, j = 1 se obtiene f(e11e11) = a11e11 y como 

- e11e11 = e11, entonces 

(

ª11 o .. . º) 
a= f(e11) = a11e11 = ~ · · · ~ 

o ... o 
En general sea x E M donde por (i) del lema 3 x = (x;;) es tal que X;j =O 

·:V j ~ 2; por (iv) del lema 3 se escribe x = xe11 lo cual permite escribir 

f(x) = f(xe11) = xf(e11) 
' 

......; es decir 

f(x) = xa = (t x;;a;c) = (:i:;1a11) = (xija11) = (xij)a11 
;=I 

J(x) = (xija11) 

19 
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:. au E D porque las matrices tienen sus coeficientes en D. 

Se ha demostrado que no importa que elemento f E End M se tome, éste 
siempre es de la forma 

f(x) = xa con a= a11e11 

para toda x E M. Esto nos permite definir la aplicación 

1/J: End (M) -t D 

f ~ 1/;(f) = a11 

la cual es una función biyectiva, a todo f le corresponde un elemento en D a 
saber a11 y recíprocamente. 

Este demuestra que 

End(M) ~D. 

Consideremos A como A-módulo de sí misma, por la Proposición 1 sabemos 
que si Mes un A-módulo simple (como aquí lo supusimos) entonces 

con M;~M 

pero como A es simple, esta suma se reduce a un sólo elemento 

con 

entonces A ~ 111 y como D es isomorfo a los endomorfismos de 111, podemos 
afirmar que D está unívocamente determinada por A salvo isomorfismo. De 
la misma manera, como la dimensión de A sobre J( es n2 veces la dimensión 
de D, también n está unívocamente determinada 

Sea A un álgebra sobre J( y sea V1 su operación de multiplicación 

1/;: Ax A -t A 

definida por la correspondencia 

(x,y) ~ ¡/J(x,y) = :i: ·y 
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. Si en enseguida se define otra operación <P sobre el espacio vectorial sobre J( 
-. subyacentee al álgebra A, a saber: 

<fl:A X A--+ A 

l definida por la correspondencia 

(x,y) t-1 <fl(x,y) = <fl(y,x) =y ·X 

-: es fácil ver con esta nueva operación el espacio vectorial A sobre J( deviene 
: una álgebra sobre J( que se denota con el símbolo Aº. A esta álgebra se le 

...., llama álgebra inversa del álgebra A. 

Consideremos la aplicación 

f: A x Aº --+ EndI<(A)1 

_ definida por la correspondencia 

(a, b) t-1 f(a, b) 

.donde f(a,b) es el endomorfismo 

/(a, b):A--+ A 

-- definido por la correspondencia 

x t-1 f(a,b)x = axb 

- satisfaciendo las condiciones 

_ 1) f(a, b) es bilineal con a E A, b E Aº . 

• 2) kf(a,b) = f(ka,b) = f(a,kb) para todo k E J( = Z(A). 

Es fácil ver que es bilineal pues A es central además lA · k E A recordando 
-' que Z(A) = { x E A 1 ax= xa 'v' a E A}. 

1 Un elemento de EndK(A) es .¡.:A-. A tal que.¡.(/<::)=!(.¡.(::) 
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Utilizando la propiedad universal del producto tensorial obtenemos el di
agrama conmutativo: 

A X Aº A©Aº=C 

f ~ / 3!F 
EndK(A) 

donde F es una aplicación lineal tal que Fo <p = f o también f(a, b) = 
F(a 0 b) Va E A, b E Aº. 

Proposición 3. Sea A una K-álgebra. Sea J(a, b) un J( endomorfismo de 
A para toda a E A y toda b E Aº: f(a,b) E Endf((A) y sea F una aplicación 
K-lineal de C =A 0 Aº en End1c(A). 

F: C -1 EndI<(A) 

definida por la correspondencia 

a 0 b -1 F(a ® b) = f(a, b) 

Entonces 
A es simple {:::::> F es suprayectiva 

A es simple {:::::> F es inyectiva 

Cuando esto sucede F es un isomorfirnso sobre 

F: C ~ EndK(A) 

Demostración: Se afirma que F es un homomorfismo. En efecto, F es lineal 
por construcción. Consideremos e¡ = a¡ 0 b¡, c2 = a2 0 b2 E A x Aº, si 
calculamos para x E A 

F(c1c2)x = F((a1 0 b1) · (a2 ® b2))x = F(a1a2 0 b22b1)x 

= f(a1a2 0 b2b1)x = a1a2xb2b1 
= a¡ (f (a2, b2)x )b1 = J(a1b1)f(a2b2)x 

= F(c1)F(c2)x 
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obtenemos 

F(c1c2)x = F(c1)F(c2)x 'Vx E A es decir 

F(c1c2) = F(c1)F(c2) ·"Fes homomofismo. 

Observemos que si dimK A= N, N 2 = dimK C y N 2 = diml\ A® Aº = ¡, dimK End(A) 

Esto implica que 
l""I 

1 F:C ~ End1c(A) <==? Fes suprayectiva y 

'1 F:C ~ EndK(A) <==? Fes inyectiva 
1 

"' 
Supongamos que A no es simple, es decir, A contiene un ideal I bilateral 

• I CA I f. {O}, I f. A. Esto implica que f mapea I en I: 

f:I-+ I 

_ En efecto, calculando para x E I 

f(a, b)x = axb = (ax)b E I 

se obtiene 
f(a,b)xEl 'VxEl 

Es decir para toda (a, b) E Ax Aº se tiene F(a®b): I ~ I 'v'(a,b) E Ax Aº 
- es decir, F(a ® b) E End(J), por consiguiente F(C) C End(I) y como I ~ A 
J propiamente se tiene End(J) ~ End(A). 

Por consiguiente 
ImC ~ End(A) 

-· es decir, F no es suprayectiva. En otras palabras, si Fes suprayectiva entonces 
....! A es simple. 

Supongamos ahora que A es simple. En este caso denotemos con M al 
J espacio vectorial sobre J( subyacente al álgebra A. si dotamos a M de la 

, operación 
<f;:C X M-+ M 
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definida por la correspondencia 

(c, m) 1---+ <f;(c, m) = F(c)m =cm 

es fácil ver que los axiomas de e-módulo sa satisfacen con esta operación de 
tal suerte que M deviene un e-módulo izquierdo M Ec M. 

Sea M' un e-submódulo de M: Jvf' e M se afirma que 

J(a,b):M' -t M' 
m' ~ f(a,b)m' E M' 

en efecto calculando 

J(a,b)m' = F(a® b)m' = F(c)m' =cm' 

se obtiene 
J(a,b)m' = c·m' E M' 

y la afirmación esta demostrada. 

Por otro lado 
f(a,b)m' = am'b E M' 

Esto implica que M' es un ideal bilateral en M puesto que a E A, b E A y 
m' E M', lo cual significa que A contiene un ideal bilateral, pero por hipótesis 
A es simple, entonces M' sólo puede ser M, en otras palabras Mes simple. 

Se ha demostrado que Mes un e-módulo simple. Como todo C-endomor
fismo cp de M 

ip:M -t M 

satisface la condición 
ip(cm) = cip(m) 

usando la definición de e-módulo y calculando sabemos que 

ip(c(m)) = ip(f(a, b)m) = ip(amb) 

y 
cip(m) = F(c)ip(m) = f(a,b)cp(m) = acp(m)b 
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• obtenemos que 

rp(amb) = arp(m)b Va, b E A m E M 

~si b = m = lA se obtiene 
¡ 
i 

rp( a) = arp(lA) Va E A 
'1 

~ se afirma que rp(lA) E Z(A) = ](, En efecto como amb E A calculando 

..... 
i se obtiene 

ambcp(lA) = rp(amb) = acp(m)b 

= amcp(lA)b 

: si a= m = lA entonces 

Es decir 
rp(lA) E Z(A) = ](, rp(lA) =~E J( 

Esto último implica qur todo e-endomorfismo 

rp:M -t M 

__ está definido por la correspondencia 

m t-t rp(m) = cp(lA)m = ~ · m 

.. es decir rp(m) = ~m con~ E K. 
Esto demuestra que los 

Endc.111 ~ K. 

Ahora queremos un e-módulo fiel: 

Sea e1 = {e E e I cm = O Vm E M} (el aniquilador de M en e) 

e1 = {e E e¡F(c)m =o 'Vm E .111} 
e1 = ker F que es un ideal en e 
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Esto permite definir el cociente 

C/C' 

Con esto dotaremos a M de una estructura de C/C1-módulo como sigue 

'ljJ:C/C' X M--+ M 

definida por la correspondencia 

({e}, m) r-+ ~({e}, m) =cm 

es fácil comprobar que esta apliación así definida es independiente del repre
sentante e de la clase {e}. 

Con esta operación es fácil también verificar que M deviene un C/C'
módulo. 

M Ec/G' M 

es inmediato que el aniquilador de este C /C'-módulo es el ideal {O}, es decir 
M es un C /C1-módulo fiel. 

Como todo C /C'-endomorfismo 

</>:M--+ M 

es de la forma 

m r-+ <f>(m) = zm z E Z(C/C') 

Aplicando la proposición 2 a la K-álgebra C/C' y al C/C'-módulo M 
simple y fiel se obtiene que 

C/C' ~ Mn(K) 

Como la dimKM = n = N dim¡.;C/C' = dimM 11 (K) y dim1,C/C1 = 
dimC ~ C' ={O}. Todo esto demuestra C ~ Mn(K) ~ Z(C) = J( y 
como Mn(K) ~ End(A) 
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Corolario 1. Sea L un campo que contiene al campo J(. L J ]{. Entonces 
: el álgebra 

1 

AL = A ® L es simple {:=} A es simple 

u 
J Demostración: Se tiene el siguiente diagrama conmutativo: 

1 AL ®LAJ, J. CL 
1 / 3 ! F1: FL(a ® b) = fL(a,b) 

End1((A1) 

FL: A1 ®AJ, -7 End(AL) 

_: definida por la correspondencia 

(a® b) 1-+ h(a, b) 

-·donde 

fL(a,b):AL--+ AL 

~ definida por la correspondencia 

x 1--l f(a, b)x = axb 

_.. f es bilineal. 

Se afirma que CL = e®/( L. En efecto, por definición 

CL =(A ®L L) ®(Aº®/\ L), 

-· A[,= Aº ®K L. pero como Les conmutativo 

CL =(A® Aº)® (L ®L L) =(A® Aº)® L = C ®L L 

; es decir 

CL =A1®Al. 

~así obtenemos por la proposición 3 que FL mapea CL en los End1¡(A1). 
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Corolario 2. Si L es un campo algebraicamente cerrado que contiene a 
; K: L ~ k. Entonces 
. i 

.... 
i 

A es simple {::=} AL~ Mn(L) para n ~l . 

Demostración: Observemos que si D es una álgebra con división sobre J(: (ln E 
D, k · ln E D) lo cual se puede suponer que D:) J(. Entonces si (E D- J(, 

K({)/K de [J((():K] = n. Esto implica que si Les algebráicamente cerrado 
L = I no existe ningún álgebra con división D sobre L distinta de L. 

Si A' es un álgebra sobre L, simple {=::=}- A'~ Mn(L), en particular AL 
es simple {::=} AL ~ M n ( L), si ahora aplicamos el corolario 1 se obtiene el 
corolario 2. 

A es simple <==> AL~ Mn(L). 

Corolario 3. la dimensión sobre J( es de la forma n2 dim]((A) = n2 para 
alguna n;::: l. 

Demostración: De acuerdo con el corolario 2 si L = J( (](la cerradura alge
braica de K) como por hipótesis A es simple ~ AL~ Mn(L) paran~ 1 
y como dim]( AL = n2• 

Por otro lado 

dimlí AL= dimK(A ®¡¡ L) = dim1\ A 

por consiguiente 
dimg A = n2 para cierta n ~ 1 

Corolario <1. Sean A, B álgebras simples sobre](. Entonces el álgebra sobre 
]( 

A®1¡B 

es simple 
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Demostración: Sea L = ](, como 

Jla hipótesis implica 

_, 
: 
1 

AL ~ Mn(L) 
BL ~ Mn(L) 

A1®B1 ~ Mn(L)®Mm(L)8:!Mmn(L) 

_ (1) implica (por corolario 2) 

(A®B)L 8:!Mmn(L) => A®B es simple 

(1) 

__ Corolario 5. Sea A un álgebra simple sobre J( de dirnK(A) = n2, L un 
_, campo tal que L :::> J( y sea 

-, F: A--t Mn(L) 

_ un homomorfismo ](-lineal, entonces la extensión lineal L-lineal 

__; es un isomorfismo. 

J Demostración: Obsérvese que 
... 

1 
1 
~ 

-
1 
definido por la correspondencia 

...J 

A<-+ A®1í L 

J como todo x E A ®1< L se escribe como 

'I 
1 
1 

....¡ 

! 
1 

....J 
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1 , 
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entonces FL:AL--. Mn(L) definida por la correspondencia 

x--. FL(X) = l::(F(a¡) 0 L)C¡ 

Evidentemente la extensión L-lineal de F, a saber FL, es un homomorfismo 

FL ((a 0 b)(b 0 C)) = FL(a 0 C)FL(a 0 C) 

FL:AL -t Mn(L) 

sea I = ker FL = AL I es un ideal bilateral en AL pero el Corolario 1 afirma 
que AL es simple, y como FL 'f. O entonces Ker FL ={O} o sea FL es inyectiva. 

Por lo anterior FL es biyectiva 

Como n2 = dimA = dimAL = dimMn(L) 

==> AL~ Mn(L) es sobre. 

Corolario 6. Sea L una extensión de J( [L: K] = n y sea A una álgebra 
simple de 

dim¡¡A = n2 

conteniendo un campo L' isomorfo a L: 

L~L' e A 

Entonces 

Demostración: Supongamos que L e A. Considerese la aplicación 

VJ:L X A-¡ A 

definida por la correspondencia 

(~,a) 1-1 VJ(~,a) =~·a 
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es fácil ver que A deviene un espacio vectorial V sobre L de dim1 V= n. 

,,._ 
1 

V/L 

Para toda a E A consideremos la aplicación a E AutK V 

a: V~ V 

1 definido por la correspondencia 
'"1 

1 

1 v 1-t a( v) = a· v a E A, v E V 

.., es decir, para toda a E A se tiene una a· E Aut (V) 
i 

·-i 

a -v+ a= (fii) E Mn(L) 
1 

.. : esta correspondencia define un homomorfismo 

F:A ~ Mn(L) 

Por el corolario 5, se tiene el corolario 6. 

_Proposición 4. Sea A un álgebra simple sobre J(. Entonces todo automor
fismo a de A sobre J( es de la forma x t--t a-1xa con a E Ax. 

-
n 

_.Demostración: Se afirma todo elemento de A®Aº es de la forma única L: a¡© 
i=l 

- b¡ donde {a1, ... , ªN} es una base del álgebra A y b¡ E Aº para i = 1, ... , N. 
--' En efecto x E A® Aº en general x = ~A¡jZi ® Wj z; E A, Wj E Aº, 

1,3 

--: Aij E J( si {a¡, ... , a N} es base de A entonces 

., 
\ 

...J 

.. 
' .J 

N 
Z¡ = L O:ijUk, O:¡k E ]{ (l ~ k ~ N) 

l\=I 

a: = L Aij ( t o:;kak) ® Wj = t (¿: Aijü:ikllk ® Wj) 
i,j k=I k=I i,j 

N 
= L:(ak ® LAijO'ikWj) 

k=I i,j 
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' ' i .... 
··1 
l 

·• 
1 
1 

...J 

N 

= L: ªk®bk 
k=I 
N 

X = L;a¡@b¡ 
i=l 

con 

La representación es única pues si hubiera otra sucedería que 

N N 
X = L ªk ® bk = L ªk ® b~ 

i=l i=l 

puesto que 
N 

¿: ªk ® (bk - bD = o ==> bk - bl: = o 
i==l 

ya que ak son lineahnente independientes en/(, 

Sabemos que la proposición 3 que F(A ®Aº) ~ EndJ<(A) tal que dada 
a E EndJ<(A) existe 

N 
a= F(L;a¡ ® b¡) = L; F(a¡ ® b;) = L;J(a¡ ® b¡) 

i=l 

sea x E A, entonces 

así 

N N 
a(x) = F(L;(a¡ ® b¡))x = Ef(a¡ ® b¡) = L a¡xb¡ 

i=l i==l 

N 
x 1--+ a(x) = L a¡xb¡, 

i=l 

Consideremos x, y E A y si calculamos 

N N 
a(x,y) = a(x)a(y) = (L;a¡xb¡)a(y) = L:a¡xb¡a(y) 

i=l i=l 

obtenemos 
N 

a(:i:y) = L a¡xb¡o:(y) 
i=l 
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1 , pero por definición 
N 

1 a(xy) =E a¡xyb¡ 
i=l 

N N 
1.-1 

L: a;xb¡a(y) = L: a¡xyb¡, 
i=l i=l 

l d . es ecir 
..., 

1 

N N 
L: a¡xyb; - E a;xb¡a(y) = O 
i=l i=l 

N 
¿a¡x(yb¡ - b¡cx(y)) =O 
i=l 

-:fija y= Yo se tiene .f a¡x(yob¡ - b¡cx(yo)) =O 
. •=1 

L:f(a¡, yob¡ - b¡cx(yo))x =O 

L: F(a; 0 (yob; - b;a(yo))x =O Vx E A 

Sabemos que por la proposición 3 Ax Aº~ F(A 0 Aº)~ End(A) 

N 
La¡® (yob¡ - b;a(yo)) =? Yob¡ - b¡a(yo) =O (1 ~ i ~ N) 
i=l 

~Como ya se eligio arbitrariamente en A: Yo E A 

yb¡ = b;cx(y) 

Se afirma que y(b;A) e A 

Vy E A (1 ~ i ~ N). 

Vy E A. 
En efecto, sea z E A, entonces por (1) 

(yb¡)z = (b¡cx(y) )z 
y(b¡z) = b;(o:(y)z) E b¡A 

-: es decir 
y(b¡A) e b¡A 

1pero 
'ílaEA, a=a(y) .·. b¡o:(y)zEb¡A 
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~ 
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' 
~ 
i 

'1 
j 

""'I 

·1 
; 

' 

J 

además b¡A· z e A Vz E A 

. . b¡A es ideal bilateral, pero por hipótesis A es simple, entonces 

b¡A = {O} o b¡A = A 

N 
como E a¡ ® b¡ i= O ==> alguna b¡ i= O o sea 

i=l 

b;A=A 

Por consiguiente existe 
b:--1 

1 

si definimos a = b¡ i= O. 

(1) => a(y) = a-1ya Vy E A. 

Corolario: Como a y a como en la prosición 4, y sea a' E A tal que a' a( x) = 
xa' para toda x E A. Entonces a' = €a con € E J(. 

Demostración: Por hipótesis se tiene 

a'a(x) =a' con a' E A 

entonces se puede decir por la proposición 4 

a'a-1xa = xa' ===} a'a-1x = xa'a-1 Vx 

esto significa que a'a-1 E Z(A) y Z(A) = J( 

:. a'a-1 =€con€ E J( es decir a'= €a. 

Proposición 5. Sea D una álgebra con división sobre J( con D i= /(. En
tonces D contiene una extensión separable L de J( distinta de J(. 

Demostración: Sea lv E D esto implica que J( · lv CD. Tómese un espacio 
suplementario E al J( = J( · lv así podemos escribir 

D = J( · lv EB E 
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' consideremos los mapeos 

; <p = prE: D--+ E 

l definida por la correspondencia 

x = k · lv E9 e --+ prE · x = e 

definido por la correspondencia 

m~ 1 

componiendo estas 

prE o 1/Jm: D--+ E 

x 1--+ prE1/Jm(x) = <p(xm) 

- es fácil que esta aplicación es polinomial puesto que 

-··· Esta aplicación polinomial se puede extender linealmente a la aplicación 

- donde L es un campo tal que 
L -:J J( 

_, y sigue siendo polinomial. 

1 Sea~ E D - J( :::::} K(~)/ ]( es finita y de grado 1 < [K(~): K] < N = 
-' dimK(D). Como K(~) es una extensión algebraica, es una extensión separable 

: o contiene una extensión separable. 

K e Me K(O M / ]( ext. separable 

Supongamos, que la proposición es falsa, es decir, toda extensión de J( 

- • contenida en D es puramente inseparable, a fortiori la car J( = p > l. 
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Esto implica que todo elemento 1í E D satisface una ecuación de la forma 

JíP" - X= Ü con X E J( 

de tal suerte que [K(1t): K] = pn. 
Calculando [D: K] = [D: K(1t)][K(1í): K] 

N = [D: K(1t)]pn 

esto implica que 

p" 1 q la máxima potencia de p en N 

lo cual significa que 

volviendo al mapeo 
cp:D-+ E 

x ~ cp(xq) = 'P(kq © eq) =O 

Esto sigue sucediendo para 

La aplicación de 

definida por la correspondencia 

envía D en L donde L = Z(DL) 
Pero esto conduce a la siguiente contradicción: si suponemos que L es 

una extensión algebráica cerrada sobre J( y como se sabe que D es simple 
==> D1 también es simple y entonces 
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·si tomamos x =e¡¡ ~ xq =en fj. Z(DL) porque e11 no es una matriz cuyos 
1 elementos de la diagonal son distintos entonces no estta en el centro. Por lo 

1 tanto queda establecido que toda extensión es separable. 

i 
¡Corolario: Si A es una álgebra simple sobre J( y si L es la cerradura sepa

"'1 rabie de ](. L :::> J(. Entonces 
,, 

·· Demostración: La hipótesis implica que L no tiene extensiones separables 
-- distintas de L, pero la proposición 5 afirma que D contiene una extensión 

separable, pero como L es la mayor entonces D = L. Por otro lado A es simple 
-- ::} AL es siinple y por la proposición 1 Ai ~ M 0 (D) o sea AL~ M 0 (L). 

- 2 Las Representaciones de un Algebra Simple. 

Sea A un álgebra sobre K, simple, L/ K: L :::> J( 

ML = {F: A-t Mn(L) IF es K-lineal} 

Si FE Mi entonces la aplicación 

F:A-t Mn(L) 

- está unívocamente definida por la correspondencia 

_, (2) a¡ -t F(a¡) =X¡ 

Esto permite extender por la linealidad, a la transformación L-lineal 

·;donde Ai = A®I\ L. _, 
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De acuerdo con (1) se obtiene una correspondencia biunívoca entre ML y 
{(X¡, ... ,XN) IX¡= F(a¡) =X¡ 1 ~ i ~ N VF E ML}, con N = n2 

ML ~ {(X1, ... ,XN) IX¡= F(a¡), FE ML 1 ~ i ~ N} F f---T (X¡, ... ,XN)· 
Por el corolario 5 de la proposición 3, si F E ML entonces 

es un isomorfismo sólo si F es un homomorfismo. Si esto sucede, se dirá que 
F es una L-representación de A. 

A= {F: A--+ Mn(L) 1 F es una L-representación} 

Si F y F' E A se afirma que F}, o F}, es un automorfismo de M 11 ( L). En efecto, 
como 

y 

se obtiene una afirmación. 

Si L es algebraicamente cerrado entonces A f. 0. 
Como A es simple AL también es simple por la proposición 4. El automor

fismo F}, o Fi 1 de AL es de la forma 

Como FEA 

X~ F'¡, o F¡1(X) = y-1 XY 

X E Mn(L), Y E M~(L) 

F:A-¡ Mn(L) 

definida por la correspondencia 

a 1--1 F(a) =X E Mn(L) 

Esto implica que F'(a) = y-1F(a)Y 
Como F}, o Fi(F(a)) = y-1F(a)Y y a E A, se obtiene F'F-1(F(a)) = 

y-1F(a)Y puesto que FL 1 A= F. 
Por tanto F'(a) = y-1F(a)Y Va E A es decir 

F'=Y-1FY 
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: Además cuando F y F' están dados, el corolario de la proposición 4 demuestra 
-.,,. que Y está unívocamente determinado salvo por un factor en el centro Di: de 
lMn(Ly. 

¡~ 

1Proposición6. Sea A un álgebra simple sobre J( de dim1< A= n2• 

,.. existe una ](-funcional lineal distinta de cero 
1 

_..., 

• y una función con valores en ]( 

v: A - ]( 

Entonces 

Si L es una extensión de ](: L :::> J( y sí F E A entonces r está definida por 
- la correspondencia 

a 1-+ r(a) = tr(F(a)) 

-- y v está definida por la correspondencia 

a 1-+ v(a) = det (F(a)) 

Si el campo es infinito entonces los polinomios son funciones polinomiales. 

- Demostración: Sea {a¡, ... , ªN} una base de A sobre ]( con N = n2. Si L es 
-- la cerradura algebraica separable de ]( en alguna cerradura algebraica de J(, 

_:es decir, 

L = LJ , [Ls: K] = ns < +oo 
L,Jl\ 

L es un campo infinito. Por el corolario anterior existe una L-representación 
-• F de A: FE A (F: A ...:'....+ Mn) y sea F1: Ai -t Mn(L) su L extensión lineal 
- a AL= A®1< L, (entonces todas estas representaciones F pueden ser escritas 
··. como F' = y-1 FY con Y E Mn(L)x) con la cual definimos la aplicación 

r:Ai-K 

....: por medio ele la correspondencia 

a 1-+ r(a) = tr(FL(a)) 
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así como la aplicación 
v:AL-+ J( 

definida por la correspondencia 

a 1-+ v(a) = det(FL(a)). 

Se afirma que res una L-forma lineal. 

En efecto, como todo elemento 

X E AL= A@]( L 

se puede escribir como 

X= X¡a¡ + ... +xNªN 

y si 
FL: AL-+ Mn(L) 

es la extensión lineal a AL de F. 
N 

Calculando para toda a E AL, a= L: x¡a¡. 
i::l 

obtenemos 

r(a) = tr (FL(a)) 

= tr(FL(x¡a¡ + ... +xNaN)) 

= tr(x1FL(a1) + · · · + XNFL(aN)) 
= x1trFL(a1)+ .. ·+xNtrFL(aN) 

r(a) = C¡x¡ + .. · + CNXN C¡ = tr(FL(a¡)) EL 

Análogamente se afirma que v es un polinomio en X¡, ... , XN· En efecto, 
calculando para toda a E AL 

v(a) = det (FL(a)) = det (x1FL(a1) + .. · + XNFL(aN)) 

= det (x 1 (a~}l) + · .. + XN(a~~))) = det (t x¡a1'l) 

= """'n e; 1 e¡m + + ]\T L L., ti¡ , ... ,im X¡l .•• X¡lll ; (!j¡ • • • e¡m = X¡ E 
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obtenemos 
"""1 
¡ V(ª) _ ~ n. . x1:i1 ... X~irn 

- L.J .c.,1 '"'m 11 Zm 

~i es decir v( a) es un polinomio en x1, ••• , x N con coeficientes en L. 
1 Sea Gal (L/ K) el grupo de Galois de la extensión L. Consideremos <J E 

·~ Gal(L/ K) y definamos la aplicación 
¡ 

-; definido por la correspondencia 

a 1-+ P'(a) = a(F(a)) 

= a(aij) 
= (aa;j) 

Se afirma que pu es una K-forma lineal. 

En efecto, si a, b E A 

r(a+ b) = a(F(a + b)) = <1(F(a) + F(b)) 

= a( ( au) + (b;i)) 

= a(a¡i + b;j) 

= (ua¡i + ab;j) 

= (aa;i) + (ub;j) ...., 
= Fª(a) + Fu(b) 

-obtenemos 

' 1 

,_i 

Fu(a + b) = Fu(a) + Fu(b) 

Sea k E ](, a E A y si calculamos 

Fu(ka) = a(F(ka)) 
= a(kF(a)) = a(k)a(F(a)) 
= kFu(a) 

F es ](-forma lineal 
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Evidentemente es un isomorfismo de A en M n ( L) puesto que la aplicación 

1 es evidentemente un isomorfismo. Por consiguiente la composición 

, .. 
¡ 

A F 
--+ 

a 1---4 

Mn(L) ~ Mn(L) 
P(a) --+ crF(a) 

""I es un isomorfismo. Lo cual implica que su L-extensión 

pu es una L-representación de A: pu E A: 
Con esta L-representación definamos las aplicaciones 

definida por la correspondencia 

N 
a 1---4 ru(a) =E a(f¡)x¡ 

i=l 

y 
vu:AL--+ Mn(L) 

definida por la correspodencia 

N 
) E e· e· a 1---4 vu(a = cr(f1• 1• )x·'1 

• • • x.•m J1 .. •1N IJ lm 
i=l 

se afirma que 

ru(a) = tr(Ff(a)) Ver E Gal(L/K) 

vu(a) = det (FL(a)) 

Calculando 

det (Fu(a)) = det (Pf(Ex¡a¡)) 
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por ser F L-lineal 

det (Fu(a)) = det(Ex¡Fu(a¡)) 

= det (Exw(F(a¡))) 
N . 

= det ((1: x;(aai:c))) 
i=l 

N e· e· 
= "\'a(f· · )x·'1 ···x.'N L., 1¡ ••• IN I¡ IN 

i=l 
= vu(a) 

__ obtenemos 
det (Fu(a)) = vu(a) 

- Habida cuenta de la discusión inicial se afirma que dadas dos L-representacio-
-.nes, en nuestro caso pu, FE A existe una Y E M~(L) tal que F[ = y-lpLy· 

Por tanto, si calculamos 

obtenemos 

Calculando 

Así 

ru(a) = tr(FL(a)) = tr(Y-1FL(a)Y) 

= tr FL(a) = r(a) 

ru(a) = r(a) a E Gal(L/K) 

1f(a) = det (FL(a)) = det (lr-IFL(a)Y) 

= det (F(a)) = v(a) 

_; Definiciones: Las funciones r y v definidas en la proposición 6 se llaman la 
, traza reducida y la norma reducida en A. 

Evidentemente por proposiciones de Ja traza 

r(xy) = r(yx) 
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también las propiedades del determinante 

v(xy) = v(x)v(y) 

para todo x, y en A. En particular, v determina un morfismo de Ax sobre Kx. 

Corolario: Sea A un álgebra simple sobre J( de dimJ< A= N = n2 y sea 

11: A-+ K 

la función de la proposición 6. Entonces para todo a E A los autornorfismos 
del espacio vectorial subyacente del álgebra A 

ap:A-+ A 

definido por la correspondencia 

x-+ ·aP(x) =ax 

y 
Pa:A-+ A 

definido por la correspondencia 

x 1-+ Pa(x) = xa 

tienen la misma norma: 
NA¡K(a) = (v(a))" 

Demostración: Sea L una cerradura algebraica separable de J(. De acuerdo 
con el corolario de la proposición 5 existe una L-reprcsentación de A: 

F:A-+ Mn(L) 

cuya extensión lineal FL al álgebra AL =A@¡.; L por definición es un isomor
fismo de AL sobre Mn(L) 
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'y como 
., A~ A 0 1L e AL 

j es decir A CAL por tanto dado a E A se tiene a= FL(a) E Mn(L) 

""' ¡ 
. 1 

-: definido por la correspondencia 

x = (x;j)---; F(a) 

p(x) = F(a)x = F(a)(x;j) 

• la matriz asociada a la transformación 

·p(a)P 

-- es una matriz n2 x n2 entonces si 

R = (a~'.il) e Mn2(L) 

.. Como NAi(a) = NMn(L)/I<(F(a)) = det [F(a)]". 

Recordando las identificaciones se puede escribir 

NA¡K(a) = (11(a))" 

Corolario 2. Sea D un álgebra de división sobre J(, ro y 110 son la traza 
y norma reducidas respectivamente del álgebra D. Si A = Mn(D) entonces 

- para toda matriz x = ( X¡j) E A se tiene 

11 

r(x) = L ro(x;¡) 
i=l 

_; si x es diagonal, es decir Xij = O (1 ~ j < i ~ n) 

11 

11(x) = II 110(x¡¡) 
i=l 
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Demostración: Sabemos que dada D un álgebra con división siempre existe 
una L/ J( extensión separable en D: L C D. 

Por tanto existe una L-representación F del álgebra D 

y de aquí se define 

F:D-+ Mn(L) 

To(d) = tr(F(d)) 

vo(d) = det(F(d)) Vd E D 

Es fácil ver que la aplicación 

G:A-+Mn(D) 

definida por la correspondencia 

x = (x;;) f-t G(x) = F((x;;)) 

es una D-representación. Por consiguiente 

T(x) = tr(G(x)) = tr(F(x;;)) 
n 

= I: tr (F(x¡¡)) 
i=I 

= LTo(x;;) 

Habida cuenta que x = (x;;) es una matriz diagonal podemos escribir 

n 
v(x) = det (F(x;;)) = Il dct (F(x;;)) 

i:I 
n 

= TI Vo(X¡¡) 
i=I 

fl 

v(x) = TI Vo(X¡¡) 
i=I 
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• 3 Conjuntos Factoriales y el Grupo de Brauer 

i Ahora se demostrara que el grupo de Brauer puede definirse en términos de 
,~ "conjuntos factoriales". 

1 Sea]( un campo, K una cerradura algebráica y se J(sep la máxima ex-
'"" tensión separable de]( en K. Recordemos que 

J(sep = u 
L::IK 

separable 
[L:/í]=n<oo 

L e K = J(sep e K 

Se denotará por g el grupo de Galois de J(sep sobre]( 

g = Gal(Ksep/ K) 

·· topologizando con la topología usual, a saber, tomando como sistema funda
mental de vecindades del unitario € E g a todos los subgrupos asociados a las 
extensiones separables L / [( de dimensión n 

[L:KJ = n < oo 

. lo anterior indica que g es un grupo topológico compacto totalmente dis
conexo. 

Como K es puramente inseparable sobre J<sep, todo automorfismo de Ksep 
se puede extender de manera {mica a una extensión de K así g puede identi
ficarse con el grupo de todos los automorfismos de K sobre ](. 

- Definición 1: Sea g(m) = g x · · · x g m factores iguales a Q. Sea 1í un 
subgrupo abierto de Q. Entonces se dirá que todo mapeo f de g(rn) en un 

- conjunto arbitrario S 
J: g(rn)-! S 

-'es Ji-regular si f es constante sobre las clases residuales de g(rnlmodJí(m) 

Jí(m) = 1í x ... x 'H (m copias de 'H) 

g(m) /'H(m) = g /1í X ••• X g j'H 
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es decir, depende más que de las clases 

~U¡••' ~O"m 1 

en otras palabras 
f(u¡, ... ,un)= f('H.u¡, ... , 'H.O'n) 

y por abuso de lenguaje se dice que f es localmente constante. 

Obsérvese que si S está dotado de la topología discreta. Entonces una 
función {-regular es continua. Además por ser g(m) compacto, es uniformente 
continua. 

Definición 2. Sea g(m) = g X .. • x g (m-factorcs) un mapco f de g(m) en 
Mn(J(sep) se dirá que es covariante si satisface la condición 

f(u¡A,0'2>.,· .. ,0').) = f(u¡,···,O'm)A Vu¡, ... ,O'm,>. E Q 

Lema l. Sea 'H. un subgrupo abierto de g: 'H. e g y sea L / J( con L e [( sep 
tal que 

L = {x E KseplO'x = x \10' EH} 

un mapeo f 1i-regular 
f:Q -t J(sep 

es covariante si y sólo si esta definida por la correspondencia 

u t--t f(O') ={u con {EL 

Demostración: La condición es necesaria: como por hipótesis fes covariante 

f(EO') = f(EY 

se denotará con f(E) =~entonces 

f(O') = f(w) = f(Et ={u 
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f(a) = f' Va E g 
¡ la cual se puede escribir como 

j 
{u = f(aY = ~ur 

l {u = ~ur -<==> u({)= o-r({) 

~ { = r{ \Ir E 1l .... 
J por consiguiente { E L. 

-, El recíproco se obtiene de manera inmediata. 

-- Lema 2. sea 1i un subgrupo abierto del grupo 

g = Gal(I<sep/I<) y sean el espacio vectorial sobre K: 

Xm = {/:Qm --1 I<seplf es y-regular y covariante} 

·- y el espacio vectorial sobre J( sep 

X~ = {/: g(rn) --1 J( sep 1 J es '}{-regular} 

Entonces 

(i) X~= Xrn 0 I<sep 
: (1'1') d' X' d' X m lffi!(sep m = ImJ( m = n n = [Q: '}{] 

· Demostración: En primer lugar consideremos el campo 

L = {x E I<sep lax = x Vo- E 1i} 

- La hipótesis n = [9: 1i] implica que dimK L = n. 

En seguida consideremos un sistema completo de representantes de las 
- clases 1io- residuales mod 1i en Q: 

a= {a¡, ... ,an} 

Observemos que todo elemento x E Xm está unívocamente determinado 
.J por los valores que toma sobre el producto L cartesiano 

m - factores iguales 
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los cuales se pueden asignar arbitrariamente 

Esto permite definir las funciones 

Íii, .. .,im: g(m)-+ Ksep 

por medio de la correspondencia 

(x¡, ... ,xm) 1---+ Íii, ... ,im(x¡, ... ,xm) 
= { 

0
1 si (x¡, ... , Xm) = (a¡1' ... , a¡m) 

en caso contrario 

con (i¡, ... , im) 

Estas nm funciones pertenecen al espacio Xm y son linealmente indepen
dientes sobre ](. 

En efecto, calculando si 

O = ( L Ci1, ... ,imf)(aj1, .. .,u¡J 
(i1,. .. ,im) 

= L Cj¡,. .. ,imfi1, ... ,im(Ujp • • • ,Ujm) = Cj¡, ... ,jm 
(i¡, ... ,im) 

=:::} Cj¡ .. .jm = Ü 't/(j¡ '' 'im) 

Por lo tanto, son linealmente independientes. 

Además las funciones 

{/;¡, ... ,im} 

generan al espacio Xm. En efecto, sea x E Xm y supongamos x(a¡1 , ••• , a¡m) = 
a;1,. •• ,im V( Í¡, ... , Ím) es inmediato que podemos escribir 

En efecto, calculando 

'°'a· · f· · (a· a· ) = a· · L.,,¡ )J, ... 1]m JJ, ... 1Jrn t1' • • • > tm 1ti ... 1Zm 

= x(uip···,uim) 
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Por tanto toda x E Xm se puede expresar como 

x= E x(a¡u ... ,a¡m)Íii, ... ,i .. EXm 
(i¡, ... ,im) 

1 con (1 $ Ík $ n), es decir, dimKXm = nm. 

Se afirma que toda forma lineal/\ sobre Xm: 

se puede escribir como 

/\(x) = E /¡1, ... ,imx( a¡1 , ••• , a¡m) 

donde 'Yí1 , ... ,im E Ksep· En efecto, calculando y por (*) 

/\(x) = /\ ( E x(a¡1 , ••• , a¡m)Íi1, ••• ,im) 
(i¡,. .. ,ím) 

= Ex(a¡ll'"'ªim)/\(J;1, ... ,im) 

si definimos 'Yii, ... ,im = /\(fii, ... ,;J podemos escribir 

/\(x) = E 'Yi1, ... ,imX(0'¡11 ••. ,a¡J 
(i¡, ... 1im) 

Y así la afirmación está demostrada. 

Demostración por inducción sobre m. 

Para m = 1 el lema 1 implica que X 1 como espacio vectorial sobre K, es 
···isomorfo a L: 

X1~L 

- y como n = [9: 1í] se tiene que 

[L: K] = n = dim1< L = dimX1 

i Se afirma que x¡ = X1 ®K Ksep, es decir X1 está generado por X1. Supong
..J amos que este no es el caso 

(X1) ~ {O} 
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XU{X1) :f {O} 

entonces existe una forma lineal. 

/\: XU {X1) --t Ksep distinta de O, como O E X¡/ (X1} 

/\( (X1)) = A(O) = o 
en particular 

/\(X1) =O 

es decir, para toda x E X1 

/\(x) = L')'¡x(a¡) =O 
n n 

= L ')'¡f'i = L /¡Ci¡(e) con ~ E L 
í=l i=l 
n 

= E,¡,\(~) 
i=l 

o sea 

es decir 

L'YiAj =o 
como las restricciones ).¡ de a¡ a L son linealmente indpendientes 

')'¡=O 'v'l $ i $ n 

esto implica que /\ = O lo cual es una contradicción. 

Por consiguiente 
"' X l' A¡ = 1®K1\sep 

d. X' d' X imKsep 1 = 1m1< 1 = n 

Sea m > 1 y supongamos que se ha demostrado para m - l. 

l~n = X1 ®1< · · · ®K X1 m-factores iguales a X1 

l;~ = x: ®Jísep · · · ®Ksep x: 
= (X1®1isep) ®Iisep (X1 ®¡¡ Ksep) ®A·sep · · · ®Jísep (X1 ® Ksep) 
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usando asociatividad y conmutatividad del producto tensorial se obtiene 

Y~ = l~n ®K Ksep 
.... 

i Consideremos ahora la aplicación 
1 

1 
; 

definida por la correspondencia 

X¡®···® Xm 1--+ <I>(x¡ ® · · · ® Xm)(a¡1 , ••• , a¡ .. ) 
= X¡(a¡i)x2(a¡2 ) • • • Xm(a¡m) 

_ Afirmación: <I> es suprayectiva. Supongamos que no, es decir, <P(Y~) C X~ 

-· propiamente, es decir 

Sea /\: Xm/<I>(Y~) --+ Ksep una forma lineal distinta de cero /\ -:f:. {O} es 
decir <I>(Yk) = O, O E X~/<I>(Y~), es decir 

/\(<I>(Y~)) =/\(O)= o 

--:en otras palabras/\ se anula sobre <I>(Y~) sea <I>(x 1 ® · · · ® x111 ) E <I>(Y~) por 
__:tanto 

O = /\(<I>(x¡ ® "· ® Xm)) 
= L /i¡ .. .Ím <I>(x¡ ® ... ® Xm)(a¡I ... a¡m) 

= L/i1 ... imX¡(a¡1)x2(a¡2 ) • • • Xm(a¡m) 

:::::} /i¡ ... Ím =0 

--::lo cual contradice la elección de /\. 

Por lo anterior <I> es suprayectiva. 

Ahora se afirma que <I> es un isomorfismo. 
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Se sabe que la dimensión 

d. X' m ImKsep m = n {2) 

y del acuerdo con el caso m = 1 

d. X' d' X ImJísep 1 = ImJ( 1 = n 

j Esto implica que 

.J 

-, 
J 

-1 
; 

.J 

d' Y.' m lmKsep m = n 

(2) y (3) implican dimKsep Y~ = dimHsep x:n. 
Y así la afirmación está demostrada. 

Consideremos finalmente una base sobre I< 

{Ji, ... , In} 

de X 1• Entonces la familia 

{Í;¡@ Íi2@ '''@ f¡m}u¡, ... 1im) 

es una base de Y~ sobre I<sep y como <P es un isomorfismo la familia 

{ <P(f¡@'''@ f¡m)}(i¡, ... 
1
im) 

es una base de x:n sobre I<sep· 

{3) . 

Esto último significa que todo elemento X de x:n: X E x:n se puede expresar 
como 

X = L '}'i¡, .. .,im <P{Í;¡ @ '''@ Íirn) 
x(a¡,\ .. ·am..X) = (x(a¡, ... ,am))>. 

= L('Y(i1 ... irn)),\(<P(Í;¡ ®" · 0 f¡rn)(a¡, .. ·,a))>. 
= ""' · · ¡.>.(a· ) · · · f~ (a· ) f_¡ 1't¡ ... 1m r1 1¡ lm lm 

x(a¡,\, ... ,O'mA) = L'Yi1·--Ím<P(f¡I ®"·®f¡m)(u¡,\, ... ,O'mA) 

= L'Yi1·--imÍ;¡(a1..X) 'f¡rn(am,\) 

= L'Yi1--·imÍi~(a1) · "J/;Jam) 
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por tanto 

Como (a¡, ... , O'm) se eligío arbitrariamente en g(m) se obtiene 

Así 
Lbi1·"Ím - /ti ... ¡Jfii (0"1) · • 'Íu;m (O"m) 

este es el resultado de calcular 

Lbi1 ... ¡m - /ti ... ¡J/¡1 0 • · • ® Íim (O'¡,••• l O'm 

V (O"¡,· .. , O"m) E g(m) 

::::} "(¡·· . - 'V~ • )!· '°' ' .. f· - o l..J 11 ... tm 11¡ ... 1m 1t \tY lm -

y como {fii ... ¡m}(¡1, ... ,im) es una base de Y~ se tiene /i1, ... ,im = .A(fii···im) V .A E 1í 

es decir, <I> es un isomorfismo sobre K; 

= di'm X1 
- nm J( m -dimK Y~ 

dimKsep X~ = nm 

d. X' d" X d' X m d' X' y como lmK m = lmJ( m ::::} lm¡\ m = n lmJ<sep m· 

Sea J(' cualquier campo que contiene a J( y sea ](
1

, Kfuep Q definidas 
para ](1 como](, Ksep, Q han sido definidas para J(. Como]( está determi
nado unicamente salvo isomorfismo, siempre asumiremos, en esta situación, 

- que tomamos ]( como la cerradura algebraica de ]( en ]('. Es obvio que 
Ksep C K~ep· Todo automorfismo 0"

1 de K' sobre J(1 induce en ]( un auto
- morfismo O" de ]( sobre ]( (más precisamente, sobre ]( n ]('); claramente la 
•correspondencia 0"

1 
- O" induce un morfismo continuo p de Q' en Q; éste se 

.....: llamará el morfiso restricción; este morfismo es inyectivo si ](1 es algebraico 
· sobre ](, entonces ](' = J(; en este caso identificaremos Q' con su imagen en 
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Q, que es siempre un subgrupo cerrado de Q y es abierto en g cuando ](' es 
de grado finito sobre J(. 

Si 1í es cualquier subgrupo abierto de g y Les el subcampo correspondiente 
de J(sep, es decir aquél que consiste de los elementos invariantes bajo 1í, el 
subgrupo 1í' = p-11í de Q' es abierto y el subcampo correspondiente de K~ep 
es el generado por L sobre K'. 

Sea f como en la definición 2, es decir, un mapeo de g(m) en algún conjunto 
s. 

Escribiremos f o p para el mapeo 

f O p:Q'(m)--+ S 

definido por la correspondencia 

(a;,··· ,a~)--+ f(p(a1), ... ,p(a~)) 

Este es obviamente continuo, es decir, localmente constante, si f lo es; si 
fes 1í-regular, éste es 1í'-regular, con 1í' = p-1(1í); Si S = Mn(I<sep) y fes 
covariante, fo p es covariante. Si J(' es algebráico sobre J(, <]' es un subgrupo 
de g y p es su inyección natural sobre Q; entonces fo pes la restricción de f 
a <J'(m). 

Después de estas preliminares, podemos regresar a nuestro tópico principal. 

Teorema 2. Sea A un álgebra simple sobre ](. Sea 1í un subgrupo abierto 
de g, L el subcampo correspondiente de J( sep y sea F una L-representación 
de A. Entonces existe un mapeo covariante 1í-regular 

tal que 
p,a E 1í 

Si existe tal Y entonces existe un mapeo covariante 

f:<] x Q X Q--+ I<sep 
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; tal que para todo p, a, T en g se tiene 
...., 

1 

... 
1 
¡ 

(A) f(p,a,T)f(v,p,T) = f(v,a,T)f(v,p,a) 

- Demostración: Por hipótesis 

lo cual implica que la aplicación 

F:A-+ Mn(L) 

¡ es un homomorfismo, esto es a su vez significa que para toda A E g 
1 ~ 

también es un homomorfismo, por consiguiente 

F¡¿sep: AKsep ~ Mn(I<sep) 

·es decir, p>. es una Ksep-representación de A, además sabemos que p>. se 
, - puede expresar como 

1 = p>. = Z(At1 FZ(A) Z(A) E Mn(Ksep) 

--'es fácil ver que p>. no depende más que de la clase 1íA lo cual significa que la 
-· aplicación 

Z: Q -1 Mn(I<sep) 
A 1-+ Z(A) 

: es 1í-regular. Esto nos permite definir la aplicación 

Y: Q X g-+ Mn(I<sep) 

_: definido por la correspondencia 
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Calculando 
pup-1 = Z(ap-1r1 FPZ(ap-1) 

como p es homomorfismo y Z matriz 

pup-1 = (Z(ap-1)Pf1FPZ(ap-1)p 

como g es conmutativo 

\:/p,a E g 

Sea A un sistema completo de representantes de las clases residuales dobles 
gmod1i 

{1í X 1íLeA 
observemos que F y p>. son L-representaciones de A donde L' = L(L>.) = L·L>. 
para todo>. E Q. En efecto, como 

F:A-+ Mn(L') 

F>.: A--+ Mn(L') 

son homomorfismos, la proposición asegura que 

FL':AL' ~ Mn(L') y 

y 

Ft:AL' ~ Mn(L') con KcLcL' 
L>. = >.L 

Elijamos a Z(>.) E Mn(L'Y tal que 

p>. = Z(>.t1 FZ(>.) 

Como p>. es una L'-repressentación, podemos expresarla como 

con Z(>.) E Mn(L') 
Por otro lado, como todo elemento p E Q se puede expresar como 

con o:,(3E1í 
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; y >. unívocamente determinada: supongamos que se tiene otra representación 

¡de p 
1 p = 0:1 >.131-1 

¡es decir 
¡ 

..., 
i 

o:' >.131-I 
==> 131-113 

')'E _x-11í>. n?í 

= o:>.13-1 ==> >.131-1 = o:'-lo:>.13-1 
= _x-l(o:l-lo:)>. 

==> ¡E >.-18>. con ó E 1í 

· · Afirmación: ¡ deja fijos a L y L>.. En efecto, calculando: sea >.e E L>. 

(>.e)>.-16>. = ((>.-1 >.)e)6" = e6" = (óe)>. =e>.= >.e 

-· Si 1í es normal entonces ¡ deja fijo también a L. 

Por consiguiente la aplicación 

Z: g 1--+ Mn(L1r 
p 1--+ Z(p) = Z(>.)P 

.... no depende de la representación ( 1) de p esto demuestra que la aplicación 

Y: Q X Q--+ Mn(Ksep) 

_definida por la correspondencia 

1 

-' 

(p,a) i---t Y(p,a) = Z(a,p-1)P 

es localmente constante. 

Afirmación: Y es covariante. En efecto, si calculamos 

Y(p>.,a>.) = Z(a>.(p>.t1)P>. = 
= Z(ap-1)P" = 
= ((Z(ap-1)1')>. = 
= Y(p, a)>. 
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obtenemos 
Y(p>., a>.) = (Y(p, a))>. 

Y así la afirmación está demostrada. 

Consideremos ahora los elementos p, a, r E Q fijos pero arbitrarios. Si 
calculamos 

FT = Y(a, rr 1 FºY(a, r) = Y(a, rr 1Y(p, ar1 FPY(p, a)Y(a, r) 

y por otro lado se tiene 

obtenemos 

Y(p, rt 1 FPY(p, r) = Y(a, rt 1Y(p, ar1 FPY(p, a)Y(a, r) 

Por el corolario de la proposición 4 esto significa que Y(p, a)Y(a, r) difiere de 
Y(p, r) es un factor escalar f(p, a, r) 

Y(p,a)Y(a, r) = f(p,a, r)Y(p, r) 

Para demostrar la fórmula (A) calculamos para todo v, p, a, r E 1l 

f(p, a, r)f(v, p, r)Y(v, r) = J(p, a, r)Y(v, p)Y(p, r) 
= Y(v,p)f(p,a,r)Y(p,r) 
= Y(v, p)Y(p, a)Y(a, r) 
= f(v,p,a)Y(v,a)Y(a,r) 
= J(v,a,r)f(v,p,a)lr(v,r) 

f(p.a,r)/(11,p,r) = f(11,a,r)f(11,p,a) 

Corolario: Mismas hipótesis y notación del teorema 2. Si ](' / ](, Q = 
Gal(K~ep/ K). 

Sea 
p:Q' -t g 
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.: el homomorfismo restricción y sea 

1 
i 
la extensión ]('-lineal de F a Al\'· Entonces Y o p y fo p están relacionado 

i a FJ(' de la misma manera que Y y f están relacionados con F. 
i 

: Demostración: Como 1í C g y como se sabe que p es sobre y continuo 1l' = 
· p-1(1í) es un subg-~·upo abierto de Q': 1í' e Q' entonces su correspondiente 

- subcampo L' del campo K~ep: L' C J(~ep es el subcampo generado por L 
sobre]('. 

Como Al\'= A@J( J(' y Mn(L) ®k J(' = Mn(L') entonces F (del teorema 
·· 2) induce la extensión K'-lineal 

Fg1: A1í' ~ Mn(L') 

La hipótesis sobre F implica que Flí' es una L'-representación. 

Se afirma que 
Y'= Y o p: Q' X Q' -t Mn(K~ep) 

definida por la correspondecia 

(p, a) r-t Y'(p, a) =Y o p(p, a)= Y(p(p, a)) 

. satisface los requerimientos del teorema 2. 

En efecto, calculando para p, a, r E Q' ===> pp y pa E g 

piÍI! = }"' (pp, par 1 pPP}"' (pp, pa) 
= Y O p(p, O' r l pPP}"' O p(p, a) 
= Y'(p,arlpPPY'(p,a) 

En seguida se extiende K'-linealmente este mapeo y se obtiene 

FJ(, = Y'(p,at1Fk,Y'(p,a) V p,a E Q' 

- calculando para todo p, a, T E Q' 

Y'(p, a)· Y'(a, r) = Y(pp, pa)Y(pa, pr) 
= j(pp,pa,pr)Y(pp,pr) 
= fo p(p, a, r)Y'(p, a) 
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obtenemos 
Y'(p, a)· Y'(a, T) = J'(p, a, 7) =fo p(p, a, 7) 

para todo p,a,7 E Q' se tiene p' =fo p por lo tanto f'(p,a,T)Y'(p,7) = 
Y' (p, a )Y' (a, 7) V p, a, 7 E 9' para la fórmula (A) calculamos 

f'(p,a,T)f1(v,p,7) = f · p(p,u,7)f · p(v,p,7) 
= f (pp, pu, p7 )f (pv, pp, p7) 
= J(pv,pu,p7)f(pv,pp,pa) 
= f·p(v,u,7)f ·p(v,p,a) 
= J'(v,a,T)J'(v,p,a) 
= J'(v,a,T)j'(v,p,7) 

así se cumple la fórmula (A) y el corolario . 

Definición. Sea f un mapeo covariante de g x g x 9 en Kiep· Se dirá que 
J es un conjunto factorial si satisface la siguiente condición 

(A) f(p,a,7)f(v,p,T)=f(11,a,7)f(vp,a) Vp,a,7E(i 

Afirmación: La clase de los conjuntos factoriales lo constituyen un grupo 
multiplicativo que se denotará 1í(K). 

1í(K) = {!: Q(3)-+ Kiep 1 i) f es covariante ii) fes un conjunto factorial} 

En efecto, si Ji,!2 E 'H(K). Calculando 

f1h(p,u,7) = fi(p,a,T)f2(p,a,7) 

este producto así definido es covariante y como f¡ satisface la igualdad (A) 
podemos escribir 

f1f2(p,a,T)f1f2(11,p,7) = 
= fi(p,a,7)f2(p,a, 7)f1(11, p, 7)h(v, p, 7) 
= Ji (p, a, 7)fi (11, p, 7)h(p, a, 7)f2(11, p, 7) 
= Ji (v, u, T)fi (v, p, a )!2(11, a, 7 )h(11, p, a) 

62 



j 

= Ji (v, a, r)f2(v, a, r)fi (v, a, r )f2(11, p, a) 

= fih(v,a,r)f¡f2(v,a,r) 

obtenemos 
i 

f1f2(p, a, r)fih(v, p, r) = f1f2(v, a, r)fih(v, a, r) 

-: esto demuestra que fih E 1i(K), es decir, 'Jí(K) es un grupo. 

Lema. Sea z un mapeo covariante 

z:Q x 9-+ Kiep 

-' definido por la correspondencia 

.¡ 
(p, a) t--t z(p, a) 

-: entonces el mapeo f de Q x Q x Q en K;ep 

f:Q X Q x Q f--+ K;ep 

definido por la correspondencia 

(p,a, r) f--+ f(p,a, r) = z(p, a)z(a, r)z(p, rr1 

es un conjunto factor. 

Demostración: Es evidente que fes covariante, puesto que z lo es, calculando: 

f(p,a,r)f(v,p,r) = z(p,a)z(a,r)z(p,r)-1z(v,p)z(p,r)z(v,r)-1 

obtenemos 

f(p, a, T )j(v, p, r) = z(p, a)z(a, r)z(v, p )z(v, rt1 

~ análogamente 

J 

f(11,a,r)f(11,p,a) = z(11,a)z(a,r)z(11,rr1 · 
. z(11,p)z(p,a)z(11,ar1 

= z(p, a)z(a, r)z(11, p)z(v, rr1 
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por consiguiente f satisface (A). 

Definición: Si z es un mapeo covariante de Q x Q a Iqep: 

z:Q x 9 ~ Ksep 

al conjunto factorial f determinado por el lema se llama la cofrontera de z y 
se escribirá 

f = {Jz 

(también se le llama conjunto factorial trivial). 

Se afirma que la familia de conjuntos factoriales que son cofronteras cons
tituyen un subgrupo de grupo ?í(K) y se denotará 

€(!():€(!()e 1i(I<) 

En efecto, sean: 

Í1Í2 E €(K), f¡=Óz¡ 

Observemos en primer lugar que el mapeo 

z1z2: 9 x 9 ~ K;ep 

definido por la correspondencia 

es covariante. Calculando 

fif2(p,a,r) = f1(p,a,r)f2(p,a,r) = 

obtenemos 

= z1(p,a)z1(a,r)z1(p,r(1z2(p,a)z2(a,r)z2(p,rt1 = 
= z¡(p,a)z2(p,a)z1(a,r)z2(a, r)z¡(p, rf1 z2(p, rt1 = 

z1z2(p,a)z1z2(a,r)z1z2(p,r)-1 
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Por el lema ÍIÍ2 es un conjunto factorial por definición fih = 6(z1z2) por 
¡consiguiente ~(K) es un subgrupo del grupo 1t(K) 

'4 
~(K) e 1i(K) 

l 
El grupo cociente se denotará 

.... 
H(K) = 1t(K)/€(K) 

Si ](' / J( entonces se afirma que p el mapeo de restricción induce un mapeo 

p*: H(K)--+ H(K') 
' ,¡ 

Para definir el mapeo p es suficiente definir la aplicación 

p#: 1t(K') --+ ((K') 

-~ésta se define por la correspondencia 

f1--+fop 

donde f = 6z. 
Calculando para p, a, r E {}' 

_: se obtiene 

-·1 

fo p(p,a,r) = f(pp,pa,pr) = 
= z(pp, fía )z(jía, pr)z(pp, prt1 = 
= zp(p, a)zp(a, r)zp(p, rr1 

fo ji= 8zjí 

-' y de acuerdo. con el lema 

' ' -
fo p E €(K') 

Es decir, la aplicación p# está bien definida, por tanto pasando al cociente 
! se obtiene p# . 

..... 
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Se dirá que el conjunto factorial f del teorema 2 pertenece al álgebra A y a 
las clases residuale.s módulo Ji(]() de H(K) se les llamará Clases Factoriales 
mod ~(I<). 

Proposición 7. Sea A un álgebra simple sobre J(. Entonces la clase de 
conjuntos factoriales pertenecientes al álgebra A constituyen una clase residual 
de H(K) mod~(K). 

Demostración: Observemos que f, f' E 'H(I<) se dirá que 

f /'V!' -<====> ¡f'-1 = óz 

Sea 1í, L, F, Y y f como en el teorema 2 

F:A-+ Mn(L) 

una L-representación de A, sea 

z: 9 X 9 --t K;ep 

un mapeo covariante arbitrario. Sea 1i' un subgrupo de Ji: 1í' C 1í de tal 
suerte que z sea '}-{'-regular y sea L' su subgrupo correspondiente de Ksep· 
L' :J L. 

Esto último implica que 

F: A-+ Mn(L') 

es una L-representación de A. 
-' Ahora consideremos la aplicación 

definida por la correspondencia 

(p,a) 1--+ Y'(p,a) = zY(p,a) 
= z(p,a)Y(p,a) 
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lo cual es claramente covariante y 'H'-regular. 

Se afirma que 

J'(p, a, r)Y'(p, r) = Y'(p, a)Y'(a, r) 'r/p,a,r E Q 

: Calculando: 

-¡ 

.. ) 

...., 
j 

Y'(p, a)Y'(a, r) = z(p, a)Y(p, a)z(a, r)Y(a, r) 
= z(p, a)z(a, r)z(p, rt1 z(p, r)Y(p, a)Y(a, r) 
= fo(p,a,r)z(p,r)f(p,a,r)Y(p,r) 
= fo(p, a, r)f(p, a, r)Y'(p, r) 

: obtenemos __ , 
fo(p, a, r)f(p, a, r)Y'(p, r) = Y'(p, a)Y'(a, r) 

Tomando f' = fo! se tiene la afirmación. 

Lo anterior significa que si J es un conjunto factorial perteneciente a A 
entonces todo conjunto factorial f' que se derive de f, está en la misma clase 
factorial 

J,...., f' {=::}- J'r 1 = 6z 

Dado otro sistema 1t', L', F', Y' y f' pertenecientes al álgebra A definida por 
-¡ el teorema 2 entonces 

__ , 
' 

f,...., !' {=::}- J'r1 = óz 

_; donde f pertenece a A; es decir 'H, L, F, Y, y f pertencen al álgebra A. 

Consideremos 

'H" = 'H' n1t 

-· y sea L" su correspondiente subgrupo de Q, el cual es el compositum de los 
- campos L y L': L" = L(L') L" ::> L, L" :::> L' 

Como todo sucede en Ksep el conjunto de los L"-representaciones de A no 
- es vacío. 

Por tanto, si F y F' son dos L"-representaciones del álgebra A, existe un 
- elemento Z E Mn(L"Y tal que 

F' = z-1pz 
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En seguida se define el mapeo 

W: Q X Q -t Ksep 

definido por la correspondencia 

(p,a) 1-+ W(p,a) = (zPf 1Y(p,a)zP 

Afirmación: F'" = w-1 F'PW 
Calculando¡ utilizando el teorema 2, reemplazando F'P y FP: 

obtenemos 

w-1(p, a)F'PW(p, a)= 

= ((Vf1Y(p,a)Z"r
1 
F'P(zPf1Y(p,a)Z" 

= (Z"f 1Y- 1(p,a)VF'P(zPf1Y(p,a)Z" 
= (Z"f1Y-1(p, a)V(zPf1 FP V(Vf 1Y(p,a)Z" 
= (Z"f 1Y-1(p,a)FPY(p,af1Y(p,a)Z" 

= (Z"f1 F" Z" 
= (z- 1FZ)" 

= F'" 

w-1(p,a)F'PW(p,a) = F'" para todo p,a E 1t es decir 

F' = w-1p'PW 

En resúmen, dados F y F' el corolario de la proposición 5 afirma que Y' 
es único salvo por un factor constante en el centro L"x de Mn(L"Y, es decir 

Y'(p,a) = z(p,a)W(p,a) 

para todo p, a E Q. Esto implica que el mapeo 

z: Q X Q -t J(~ep 

es covariante y ?t"-regular. 
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Calculando y aplicando el teorema 2 

Y'(p, a)Y'(a, r) = z(p, a)W(p, a)z(a, r)W(u, r) 
= z(p,a)z(a,r)W(p,a)W(a,r) 

Obtenemos 

= z(p, a)z(a, r)(zPt1Y(p,a)zu(zut 1Y(u, r)zr 
= z(p,a)z(a, r)(zPt1Y(p,a)Y(u, r)zr 
= z(p, a )z(a, r)f(p, a, r)(zPt1Y(p, r)zr 
= z(p,a)z(a,r)f(p,a,r)W(p,r) 
= z(p, a)z(a, r)z(p, rt1 f(p, a, r)z(p, r)W(p, r) 
= 6zf(p, a, r)Y'(p, r) 

6zf(p, a, r)Y'(p, r) = Y'(p,u)Y'(a, r) 

-- Si definimos f' (p, a, r) = 6 z f (p, a, r) entonces 

f'(p,a,r)Y'(p,a) = Y'(p,a)Y'(a,r) 

__ V p,u,r E Q es decir 
J' = 6zf 

f'rl = bz {=::::> !' rv f 
-- Por lo tanto, una clase residual está compuesta de todos los conjuntos facto-
- riales. 

_ Corolario. Sea [(' un campo que contiene a [(: J(' j J( entonces una clase 
factorial determinante por el álgebra simple 

AK' = A®K ](' 

- definida sobre [(', es la imágen de la clase factorial determinada por el álgebra 
simple A sobre [( bajo el mapeo p#: 

-p#: H(K')--+ H(K) 

-' definido por la correspondencia 

{!}--+ -p#{f} ={fo p} 
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Definición. Se dirá que una clase factorial de J( formada por los conjuntos 
factoriales pertenecientes al álgebra simple A sobre J(, pertenece al álgebra 
o está asociada al álgebra A. 

Teorema. La aplicación 

IJ!: B(J() -t H(K) 

definida por la correspondencia 

es un isomorfismo. (Donde {A} 8 es un elemento arbitrario del Grupo de 
Brauer: {A}8 C B(K) y {A}Fac es la clase factorial de la perteneciente al 
álgebra A). 

Demostración: En primer lugar se demuestra que 'I/; es un homomorfismo. 
Para este próposito se consideran las álgebras simples sobre ](, A y A' de 
d. A 2 d' A i2 1mK = n , 1mK = n . 

Sean 

L,F,Y y f 
los objetos asociados con A como lo establece el teorema 2. 

Sea L" el compositum de L y L': L" = L(L') y observemos que 

En seguida se define el álgebra simplde sobe J( 

A" =A®K A' 

y el mapeo 

F" =F®K F' 
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como F y F' son L"-representaciones de A se obtiene que el mapeo 

Y": Q X Q -; Mnn•(J(sep) 

:definido por la correspondencia 
1 

'1 
(p, a) ¡....-¡ Y"(p, a) = Y(p, a)® Y'(p, a) 

1 satisface los requerimientos del teorema 2. 
... En efecto, calculando 
j 

Y" (p, a )Y" (a, r) = Y(p, a)® Y'(p, a)Y(a, r) ® Y'(a, r) = 
= Y(p, a)Y(a, r) ® Y'(p, a)Y'(a, r) = 
= J(p, a, r)Y(p, r) ® f'(p, a, r)Y'(p, r) = 

= f f'(p, a, r)Y(p, r) ® Y'(p, r) = 
= f"Y"(p,r) = 

f"(p,a, r)Y"(p, r) = Y"(p, a)Y"(a, r) 

· para toda p, a, T E Q donde f" = f · f 1• Además se satisfacen las propiedades 

·· (i) F"P = Y"(p,a)- 1F'1crY11 (p,a) para toda p,a E Q 

(ii) f"(p,a,r) · f"(v,p,r) = f'(v,a,r) · f"(11,p,a) 
En efecto, calculando 

--' Y"(p, at1 F"ºY"(p, r) = (Y"(p, a)t1(F ® F')crY(p, a)® Y'(p, a)= 
= (Y"(p,a)t 1(Fcr 0 F'cr)Y(p,a) 0 Y'(p, a)= 
= (Y"(p,a)t 1 FcrY(p,a) ® F'crY'(p,a) = 
= Y"(p,at 1(Y(p,a) ·FP®Y'(p,a)F'P) = 
= Y"(p, at1(Y(p,a) 0 ®Y'(p,a))(F") ® F'P) = 
= Y"(p, at1Y"(p, a)(F 0 F')P = 
= F"P 

~y así se obtiene la afirmación para (i) calculando para obtener (ii) 

f" (p, a, r)f" (11, p, T) = f (p, a, T )f'(p, a, T )f (11, p, T )J'(11, a, T) = 
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1 
J 

= f(p,a,r)f(v,p,r)f'(p,a,r)f'(v,p,r) = 
= f(v,a,r)J(v,p,r)f'(v,a,r)f'(v,p,a) = 
= J(v,a,r)J'(v,a,r)f(v,p,a)J'(v,p,a) = 
= J"(v,a,r)f"(v,p,a) 

resultando la afirmación para (ii). 

Por lo tanto la clase factorial asociada al álgebra A" =A ®KA' es el pro
ducto de las clases factoriales asociadas a las álgebras A y A' respectivamente. 

{f"}Fac = {f}Fadf'}Fac 
'11( {A}n{A'}n) = w( {A} n)'11( {A'}n) 

Afirmación: w({Mn(I<)}) = {l}Fac EH= 1i(I<)/~(K) 

Consideremos el álgebra simple 

A= Mn(K) 

el mapeo 
F:A-M11(K) 

definido por la correspondencia 

a 1-1 F(a) =a 

y el mapeo 
Y: Q X Q --+ Mn(I<sep) 

definido por la correspondencia 

(p,u) ~ Y(p,u) = !, = (: 
1 :J 

Como f esta dada por la fórmula 

f(p, a, r)Y(p, r) = Y(p, a)Y(a, r) V p,a,r E Q 
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Esto implica que 
/=1 

Para obtener en este caso 

l i. F 11 asociada al álgebra 

1 A11 = A 01< A' = Mn(K) 0K A' 
A11 = Mn(A') 

Sabemos f" = f · f' = 1 · f' = f' :::} {/"} = {!'} es decir la clase factorial 
asociada a 

A" 

-- es la misma que la clase factorial asociada a 

A' 

Es decir, se demostró que \JI es homomorfismo, ahora se demostrará que es 
-- biyectivo. 

'1 

1 
..J 

Lema 3. Sea 1í un subgrupo abierto del grupo Q y sea L un subcampo de 
]( sep correspondiente al grupo 1í y sea Y un mapeo 1í-regular y covariante 
de Q X Q en M n ( L) 

Y:Q x Q--+ Mn(L) 

definido por la correspondencia 

(p, a) 1--+ Y(p, a) 

satisfaciendo la propiedad 

Y(p, r) = Y(p, a)Y(a, r) para todo p, a, TE g 

Entonces existe una matriz Z E Mn(LY tal que 

Y(p,a) = (Vt1(Z") 
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Demostración: Sea 
a= {a¡, ... , an} 

un sisema coompleto de representantes de las clases Ha rnod 1f del grupo 
g. Sabernos que este sistema de representantes induce sobre L todos los 
isomorfismos K-lineales de L en Ksep linealmente independientes sobre el 
campo L. 

Sean 

y consideremos las aplicaciones 

M1,n(L) X Mn(L)-+ M1,n(L) 

definida por la correspondencia 

( (a¡, ... , an), (bii)) i----+ ( t a¡b;i) 

Mn(L) X Mn,1(L) 1--+ Mn,1(L) 

definida por la correspondencia 

Consideremos la aplicación 

cp: M1,n(L)-! M1,n(L) 

definida por la correspondencia 

u 1--+ cp(u) = ¿uniY(a¡,E) 
i 
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se afirma que esta aplicación así definía está bien definida. En efecto, es 
suficiente demostrar que ip( u) = z es invariante bajo la acción del grupo 
H.: zP = z para todo p E H. lo cual se demuestra observando que el sistema 

es otro sistema de representantes de las clases 'H.a mod 1í en g puesto que si 
í '/= j 

o:¡p(ojpt1 E1í => a¡aj1 E H.. 

Esta contradicción demuestra que efectivamente o:p es otro sistema de repre
sentantes. Calculando para todo p E 1í 

zP = L un;pyp( o;, E) = E un;py ( a;p, E p) 
i 

= L un;p( a¡p, E) 

= z 

obtenemos 
zP = Z para todo p E H. 

Se afirma que esta aplicación así definida está bien definida. A continua
ción se demuestra la 

Afirmación: Existen n vectores en M1,n: 

U1, ••• ,Un EM1,n 

cuyas imágenes bajo el mapeo tp: 

son linealmente independientes sobre L. 

En efecto, supongamos por un instante que esto no sucede, en particular 
esta situación debe darse para la base canónica del espacio vectorial M1,n(L): 
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es decir, existe una relación no trivial 

<p(e1)l1 + · · · + ip(en)ln =O con li, ... ,ln EL 

Si ahora calculamos 

obtenemos 

o = ¿ ip(e¡)f¡ 
i 

t (tC¡¡e¡) l; 

= T (tC¡¡lj) Cj 

~ (tci/1) ej = o 
=? }:C¡¡li =O 

j 

(1 $j ~ n) 

(4) 

Por otro lado, si u E M1,n es un vector fijo pero arbitrario y si calculamos 

<p(u) = 'P (¿c;e¡) 
= ¿c;ip(e¡) 

i 

= ¿e; (C¡1e;) 
= }:}:C'.C··e· 1 1) ) 

i j 

= T (t c;c¡;) e; 

obtenemos 

ip(u) = t (tcjC¡1) e¡ 

= (tc;c¡;, ... , tc;cin) 
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- o sea cp (u) = ( t fif ¡¡, ... , y fif in) 

..., 
l 

•• 1 

Ahora multipliquemos este vector por la derecha por el vector 

·= m E M,.1(L) • • ¡< º 

!p(u) ·V 

= "'"'f'.f .. f. Í-J Í-J 1 IJ ) 
j i 

= ¿:e; (Eei/i) 
i 

Si ahora utilizamos la relación (4) obtenemos 

cp(u)·v=O 

Ahora veremos que v = O. 

Calculando 

Obtenemos 

O = tv t<p(u) = 
= tv t(EuªiY(a:¡,€)) = 
= tv E tY(a¡, €) tun1 = 

i 

= E tv tY(a:¡,€)0:¡ tu 
i 

(~ 1v tY(a:¡,€)0:¡) tu= O 

Como u se eligió arbitrariamente en M1,n se obtiene 

E tv ty(O'¡, €)a:¡= o 
i 
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¡ 

~ 

1 

-1 

! 

lo cual implica, por la independencia lineal de a¡ en L, que v 1Y(a¡,e) =O 
(1$i$n) 

Y(a¡,e)v =O 

como Y(a¡,e) E M~(L) implica que v =O. 

= 
( ;:nl) Esto último contradice la elección del vector v ¿ '=/= O. Y así la 

afirmación esta demostrada. 

S M (L) d d . - ( (i) (i)) (i) ean n vectores u¡, ... , Un E 1,n on e u, - U¡ , ••• , un con ui E 

L (1 $ i :::; n) con la propiedad de la afirmación. En seguida se define la 
mattriz 

donde 

u= 

Z = L:u"iY(a¡, €) 
i 

u~n) 

por tanto, para obtener la matriz 

uºY(a¡,e) 

se multiplica la matriz Y (a¡,€) por la izquierda por el vector 

u}iY(a¡,e) 

n u2iY(a¡,€) 
L: = L: u"if(a¡, e) 
i:::l i 
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(
cp(u1)) 

--: Por lo tanto t un•Y(a¡, €) = : donde cada hilera es lineahnente 

cp( Un) 
l independiente de acuerdo con la elección de los vectores ui, ... , Un E Mi,n(L) 

1 la matriz 
'""\ 

i 
! 

Z = E uniy (a¡, €) es invertible 

Calculando 

zPY(p,a) = Euª•PYP(a¡,€)Y(p,a) = 
i 

= Euª;Y(a¡, p)Y(p,a) = 
i 

= L:uª'Y(a¡, a)= 
i 

= Z" 

Esto implica que 

VY(p,a) = ZP 
=> Y(p,a) = (ZPt 1Z" 

, Afirmación: La aplicación 

'11: B(I<) --+ H(I<) 

__ definida por la correspondencia 

{A}B 1--+ µ( {1}) = {A}cF 

es una inyecc1on. En efecto, supongamos que µ( {A} B) es la clase factorial 
trivial de A es decir 

µ({A}B) = {8z}cF 

_; donde z es un mapeo covariante de g x g en Iqep 

z:9 X g--+ I<iep 
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l 
j 
¡ 

j 

definido por la correspondencia 

(p, (1) 1--+ z (p, (1) 

y donde 6z es el mapeo covariante de g x Q X ges K:ep 

bz:Q X y X y-+ J(~p 

definida por la correspondencia 

(p,u,r) ~ bz(p,u,r) = z(p,a)z(a,r)z(p,rt1 

es fácil ver que z así definida es un conjunto factorial 

f = 6z 

es decir, fes la cofrontera de z. 

La hipótesis implica que, de acuerdo con la proposición 7, se puede elegir 
'H, L y Y tal que f = 1 y como en general 

f(p,a,r)Y(p,r) = Y(p,a)Y(a,r) 

entonces 
Y(p,a) = Y(p, a)Y(a, r) 

esto último nos permite aplicar el lema 3; por tanto, existe una matriz Z E 
Mn(L)x tal que 

Con esta matriz definimos la aplicación 

Calculando 

F'=ZFz-1 

F'" = Z"F"(Z"r1 

= zPY(p,a)F"Y(p,at1(zPt 1 

= zPF"(zPr1 

= F'P 
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Obtenemos 
F111 =F'P 

es decir 
-

! F'"P-
1 = F' V p,a E 'Jí 

¡ 

Observemos 

1 
z- 1 F z- 1 z Mn(L) -t Mn(L) !.-+ Mn -t M 

-1 

Mn(L) ~ Mn(L(i=(F},)ºP Mn(L) 

=> Fi:A ~ Mn(K) 

__ esto significa que w( {A}B) = {A}cF = {óz} = {A}8 es la clase trivial, .. es 
inyectiva. 

¡ -
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