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Introduccion
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En la teoria de campos se demuestra que, existe un isomorfismo entre el
“grupo de Brauer B de extensiones finitas F', de Galois, de un campo k y el
-segundo grupo de cohomologia de I con coeficientes en F=:

B(F/k) & HY(T, F?)

El objeto de la tesis es desarrollar los resultados de dlgebras simples sobre
-k, necesarias para establecer el teorema anterior, sin utilizar la cohomologia
‘de grupos.

. Para ello se divide esencialmente en tres partes:
- Estructura de las dlgebras simples,
. - Las representaciones de un algebra simple,

- Conjuntos factoriales y el grupo de Brauer.



1 Estructura de las algebras simples.

Definicion: Sea A un anillo conmutativo. Por una dlgebra sobre el anillo A
se entendera un conjunto E dotado

(i) de una estructura de A-médulo sobre E.
(i) de una operacién bilineal
VExXE—E
tal que (z,y) — 9¥(z,y) = 2 - y es decir

’l,[)(l'] + g, y) = "r/)(xl, y) + ¢(x2a y)
¢($, n+ y2) 1/)(.’1), yl) + ’lﬁ(IL‘, y2)

Il

lo cual se escribe como

Ty + oy T, 5 €E, y€ek
Ty + 2y QJEE, yl)yQEE'

(z1+ 22)y
z(y1 + v2)

i

(iii) ay(z,y) = Plaz,y) = ¥(z,ay) z,y € E,a € A lo cual se escribe
como

a(z - y) = (ax)y = z(ay)

y se dira que E es una A-dlgebra.

2



Se dira que E es una A-dlgebra asociativa si satisface la condicién

¢(¢(.’£, y)) Z) = ¢(‘T’ '(/)(y, z))

.

i'alo cual se escribe como
(zy)z = 2(y2)

{  Sedira que E es un A-dlgebra unitaria si tiene un elemento

3

1 lgrz=z1y=2 Vz€E
i
Consideremos el caso particular en que A = k campo y B = K campo

,y supongamos k¥ C K. Sea K un campo E una K-algebra y L un campo
conteniendo al campo K

‘ KcL
__Ahora fabricamos
) EQ®g L.

_ En otras palabras, dada una K-algebra E, extender los coeficientes a una
. L-8]gebra significa considerar el dlgebra

- EQ®y L.

|

-

. SeaI{ un campo conmutativo y A una K-dlgebra o una algebra sobre K
_icon elemento unitario 14 € A,

Todos los A-mddulos M que se consideren serdn unitarios en el siguiente
“ -
rsentido:

lyem=m VYmeM.

Supongamos que M’ C M, por el Aniquilador de M' en A se entendera el
conjunto

} G

AMY={a€Ala-m=0 YmeM'}.

| W

En particular

AM)={a€Ala-m=0 Yme M}

se dird que A es aniquilador de M.



Afirmacion: Si M es un A-médulo izquierdo entonces A(M') es una ideal
izquierdo de A,

En efecto, sean z,y € A(M') y sea z +y € A calculando: (z 4 y)m =
zm+ym=0 VmeM = z=ye AM).

Seana € A, v € A(M'), calculando para todam € M' (a-z)m = a-(zm) =
a-0=0 => az € AM').

Afirmacién: A(M') es un ideal en A bilateral.
En efecto, por lo que precede A(M’) es un ideal izquierdo.

Sean a € Ay z € A(M'), calculando para todam € M
(za)m = z(am) =0

za estd definido por ser un elemento de A y am es elemento de M’, por eso
z(am) = 0 lo anterior implica za € A(M').

Definicidon: Sea A una K-ilgebra y sea M un A-mddulo. Se dird que M es
simple si no contiene submédulos salvo {0} y M.

Afirmacidn: Dada una IK-algebra. Siempre existen A-mddulos simples, a
saber el ideal A € A de minima dimensién sobre K, lo cual tiene sentido
puesto que

K < A
E— k14

_esta aplicacion es un isomorfismo.
KCcA
Sea K un campo conmutativo y A una K-algebra unitaria de dimy A =
n < 400, si M es A-médulo izquierdo y A = {a € A|lam =0 Vm € M},
A C A es el aniquilador de NV.
Definicion: Se dice que M es fiel si A =0.
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"Proposicién 1: Sea A una K -dlgebra con una A-médulo izquierdo fiel y
1 simple M. Entonces todo A-mddulo izquierdo M' es una suma directa de
mddulos todos isomorfos a M

=k

n
M =@M taesque M;2M (1<i<n)
i=1

ok

_Demostracion: En primer lugar se demostrara la proposicién para el caso
M'= A (M considerado como un A-médulo izquierdo).
_ Recordando que A= {a € Alam=0 Vm € M} es un ideal izquierdo, se
‘afirma que en M existen subconjuntos finitos de aniquilador A = {0}.
Por ejemplo, una base
| ... me)
_.de M = A sobre K. Puesto que m = .erl o;m; o; € K.
, £
Sea a € A cualquiera, por lo tanto
v
a-m=0 = Y (ac;)m; =0
i=1
“ipero esto significa que
- . aa;=0 (1<i<r)
Tysim#0 oy # 0 para algin 1 < iy < r ademds como a;, € K, existe el

" inverso
7 0=ae,0; =a => A= {0}

s
ot

Consideremos €l minimo conjunto finito de un aniquilador cero, a saber

- {mi,....m} C M talque A(my,...,m;)=A={0}.

J Sean A; el aniquilador del conjunto {m41,...,mn}

\I Ai=Ai(mi+la"',mn) 0<i<n.
Por definicidn

| Ay = Ag(my,...,m,) = {0}
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y es inmediato que

AHCACAC - CAICAC-CA=A

Afirmacion: A;.y C A;, propiamente.
Supongamos por un instante que

A=A
siz€A; = z-mip1=0,...,2-m, =0y como también
T€Ag = z-m=0,...,2-m; =0~
se afirma que el aniquilador
A(ml,...,m,-_],mm,...,m,,)={0}

en efecto, sea y € A(my,...,mj—1,Miy1,...,My) la definicién implica que en
particular
ymip1 =0,ymiys =0,...,ym, =0

Esto implica que y € A; y como por hipdtesis y € A;_j, es decir y €
A(my,...,m,) y como y se eligié arbitrariamente en

A(mla“ a1, Mgty ... )mn),

se obtiene
A(my, . ..,miz,mig, ..., my) = {0}

el cual es un conjunto mds pequefio que A(my,...,m,) y esto contradice la
eleccién de que {my,...,m,} es el minimo conjunto de aniquilador {0}.

Por consiguiente

Aiq# A y A1 C4 i=1,...,n
Ahora consideremos los grupos aditivos

Mi=Am; mie{m,....m}CM
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JA,- es el aniquilador de {mi}1,...,m,} el cual sabemos que es ideal izquierdo
gen A.

I M; es A-submédulo de M:

q] asl)m,- + a,(~2)m,~ = (agl) + a§2))mi = aim,

@M es un submédulo de M via la aplicacién

QD;:A,' X ]W,' — M,'

..definida por la correspondencia

(a,m) — pi(a,m) = am
_ estd bien definida puesto que
am = a(a;m;) = (aa;)m;.

—  Como A; es un ideal, ag; € A;
° am=a'm; con a € A

-.es decir p;(a,m) =am € M;.
- Es facil ver que con ¢, M; deviene un A-médulo izquierdo con (1<i<n):
’(/)i: A,' - ]M,‘

i
.definida por la correspondencia

-t

z — Pi(z) = am;
"i .
—es evidente que 3; es un A-homomorfismo sobre

Yi(z) xm; € Am;
iz +y) = di(z) +i(y)

-
_seaa€ Ayseaz € A; = ax € A;, entonces

)
H
|
i

-t

: Yi(az) = (ax)m; = a(em;) = ai(z) Va€ A, V€ A;.

7
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Ademads
kery= Ay (1<i<n)
A;_1 Cker ¥; ya quesi a € A;_;, en particular am; =0 => a € ker 9.
Reciprocamente, ker 1; = A;_; porque si a € ker ¢; = ti(a) =0 =

" am; =0y como ker 1); C A—i, en particular a € A;_; con lo cual ker 1 C A;_;.

Por lo tanto

ker o = Aiy

pasando al cociente se tiene el isomorfismo 1)
¥
Aif 4, 2 M;.
Es decir, considerando la aplicacién
1;': Ai/Ai—l — M;
definida por la correspondencia
{2} = §({z}) = ¥(a)
calculando para todo a del anillo A:
{az} = (az)4i = a(z4i-1) = a{z}
se obtiene
{ac} = a{x}
por consiguiente
a({s}) = ¥(a{a}).
Como 4;_; C A; es una inclusion propia
A,'/A,'_l 7'—' {0} = M; 75 {0}
y como M; = Am; C M y ademds por hipdtesis M es simple, a fortiori
Mi=M (1<i<n).
Considerenos la aplicacién

O Ay — Ay X - X Amy
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i
_ definida por la correspondencia

| -z Uy(z) = (amy, ..., 2m;)
-2
i
Afirmacion: ®;: A; = M;x - x M; donde M; =M (1 <1 <1t) para toda
“ t=1,...,n es evidente que

=11)  ®; es un A-homomorfismo sobre

®i(z +y)

I

(o gy, (& 4+ y)ma, -, (& + y)m)
(xmy +ymy, -+ - amy + ymy)

(zmy, o, zmy) + (yma, - ymy)
®i(x) + 0i(y)

a®;(z)

il

- &i(a(=))

\

)

“ Afirmacion: 2) ®; es inyectiva.
En efecto, sea z € A; y supongamos que

. ®i(z) =0

“res decir, (zmy, zmy, ..., zm) =0 & amy=0,2my =0,...,am; =0.
Por otro lado x € A; = am;y =0,2mi0=0,...,2m, =0 es decir

-t
4

4 amy=0,...,2m; =0,zmiy; =0,...,2m, =0 = z € A(my,...,my)

“i por consiguiente z = 0 y la firmacién estd demostrada.
~ (1) y (2) implican que ®; es biyectiva para i = 1,...,n.
Continuando, sea i = 1,

—

(1)1: Al — A17TL]

et
'

~ definida por la correspondencia

' T — amy



A

el

& —-a

L

L

y como
A,'/A,'_l = M; setiene

AfJAg=A M2 M para i=1

y como por definicién

My =Am,
se obtiene
oA EM =M
S AEM
para i =2

(I)gi Ag — A27n1 X Agmz

por definicion Agmy = My = M y como A; C Ay = Aymy C Aymj ademds
por definicién Aym; = My =M C Aymy C M, Aom; =M

¢:A=MxM
Supongamos que
@ A; =M x---x M i-factores donde ®; es como se dijo en (I)
Ahora consideremos
D1 Aipy = Ajpymyg X o0 X Ajaimi X Ajpamig
definida por la correspondencia
z+— B (z) = zmy, ... amy, 2miy,.
Como ®; & A;my X -+ X Ajm;
O;=2Mx.xM - factores

Por definicién
Aijpymiyy = My + M

esto implica que

Qip1 = At E Aoy X Ajomy X oo X Ajmy

10



| - AiCAy = Amp CAipmy 1Sk
]Por hipétesis de induccién
4 Ami=M  (1<4,k <)
:jM CAmp CAypymy CM = Aypymp=M (1 <k< Z)

2}

B Lo A EMx o x M i+ 1- factores

[
‘]por consiguiente ,: A, = A=Z M X --- xM n—factores.

Esto prueba la proposicién para el caso M' = A, ahora demostraremos
.. para cualquier A'-médulo izquierdo M’ de dimy M' = h < +o00.

Sea {m),...,m}} un sistema de generadores que puede tomarse como la
_ base de M’ sobre K y consideremos la aplicacién ¢' de
‘ At=Ax...xA  (h-factores) en M'.

’!,/)I: Ah - M/

~ definida por la correspondencia
T = (221,... ,.’12[,) — 1/)'(3;) = xlm’l 4o thlh

En realidad se tiene un A-morfismo suprayectivo de M™ = M x .-+ x M
“nh factores sobre M’
- F:M™ M
~Sea N sunucleo:ker F =N

-1

Consideremos el maximo subconjunto

{Mi,..., M} c{My,...,Mpp} donde M =M i=1,...,nh

—

"
. k k
tal que N +[21 M; es suma directa que se puede escribir como N' = N + El M;
-y = . 1.'=
' (reenumerando sélo aquellos M;; que son suma directa) entonces para j > k
~ (es decir, para los que no son suma directa) M; N N’ # (. Como M; N N’ es
j i

“1un submddulo de M;, que es isomérfo a M: M = M;, ademds M es simple
~'por hipétesis, entonces

M;nN'=M = M;CN' Vi>k

1
j
-

11
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Pero F es sobre entonces

k
N' =]\T@ZM;—+M’

i=1

con ker F' = N, pasando al cociente j
N/N=M

Por el teorema de E. Noether

N’/N-:NEBéM;/N = iM;/Nﬂ(ZM,')

IR

k
Y M;
i=1

k
entonces M' = zjl Mi=Mx---xM k-factores.

Proposicién 2. Sea K un campo conmutativo, A una K-dlgebra, M un
A-mddulo izquierdo fiel y simple, D el anillo de endomorfismos de M en s
mismo.

D = End(M)
Entonces D es un dlgebra sobre K de division y A es isomorfo con M, (D).
A= M, (D), donde My(D) = {c=(di;)|dij €D V1<i,j<n}

Demostracién: De acuerdo con la proposicién 1, el dlgebra A concebida como
A-médulo izquierdo es isomorfa con M" = M x ... x M, n factores: A = M"
para alguna n > 1.

Se conviene en escribir la operacién de todo elemento d € D sobre M como
sigue: sid € D es decir,
&M - M

es un homomorfismo lineal definido por la correspondencia
m— d(m)=m-d

12



i d

es decir, la operacién

"‘g Pp:MxD—-M
definida por la correspondencia
i3
f (m,d) +— Y(m,d) =m-d

L“1como D es subconjunto del anillo de endomorfismos de M sobre K. Si defi-

nimos la operacién
= &K xD—-D

i
definida por la correspondencia

i
|

(a,d) — ®(a,d) = -d, donde

odM - M
- m +— od(m) = a(md)

" con esta operacién D deviene un espacio vectorial sobre K. Se dira que
“'dimg D < +o0o. En efecto como M es de dimj < 400 el espacio vectorial
~ subyacente al anillo D de endomorfismos de M sobre X es de dimensién finita
~y como D C D se obtiene que dim; D < +00.

~  Sid € D, es decir, d: M — M por tanto Im(d) =dM)C M. Sid#0
~entonces Im(d) # {0} C M, es decir, M 2 M = 3d7! € D. Esto demuestra
~que D es un élgebra sobre su centro. En efecto sea Z el centro del anillo D,
..l cual es un campo. Ahora consideremos dy,dy € D, z € Z;

~  dy(dyz) = (dydy)z = dy(zdy), es decir, D es una algebra con divisién sobre
_ su centro Z.

_ En el curso de la demostracién de la proposicién 1, se demostré A = M®

_para alguna n:
|

-

b Aut(A)

|
-

|8 isomorfo con el anillo de automorfismos de M": M" = Aut (M") = D, es
_decir, Aut(4) = D.

Esto implica que el anillo de automorfismos de A,

13
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Para calcularlos consideremos un automorfimo A: Aut (M™) es decir, es un
isomorfismo de M" en M™

MM - M", M"=Mx---x M, n—factores
definido por la correspondencia

(my,...,mp) — Amy,...,my)
= (MM, ma)yeeny Ap(ma,. .o ymy))

consideremos uno de éstos, como A es lineal se debe tener
)‘i(mla v amn) = 7nldl,i +- 4 mndn,ia
como se debe tener

M((may.oyma) + (ml,...,mb)) = X(my +ml,...,m, +my)
(my +m)dyi+ -+ (M + my)dy

mydy; +midii o+ mpdn i+ mdy
Ay, o) + Xi(m, . .,ml).

li

Esto implica que se debe tener di; € D para toda 1 < ¢, j < n, es decir,
n n
A(TnIa veey mn) = (Elmldl.j’ ) E 7n"d".f)’
j= j=1

o sea que, la podemos identificar con la matriz A = (d;;), (1 <14,j < n).
Ailmy,.eo,my) = mudyi+ o+ madn; =
= M(my,...,my)

n
= E mjdj,- (1 S 1 S n)
j=1

Por consiguiente A(my,...,my,) = f:l mjd; 1y ..., il mjd; .
j= j=
De tal suerte podemos identificar
A=(dy) (<ij<n)

14



Todo esto demuestra Aut (M™) = M,(D).
“! Sea f € Aut(A), es decir, f es un A-isomorfismo de A en A

. fiA— A

! definido por la correspondencia

B z+— f(z), talque f(as)=af(a)

“cona €A, z€Aycomoly €4 f(z)=flz-14) =zf(la) Vz € A es

-+ decir, f estd inivocamente determinado por

a= f(1a)

— Esto implica que
Aut(A) = A.

Lo cual permite escribir

A=Aut(A) = Aut(M")=M,(D)
& M,(D)

d
- Z = (Mn(D)) = Z(D)
M y como el centro de A = Z(A) = K por consiguiente X & Z(D).

(=4

o
- Z(M(D)) = { ) | de 2(D)
(

! Teorema 1. Sea A una K-dlgebra
A essimple <= AZM,(D)

donde D es un dlgebra de divisidn sobre I, cuando A estd dado y n univoca-
. mente determinada as? como D salvo por isomorfismo.

—

. Demostracion: Sea M un A-médulo simple. Se afirma que M es fiel.

—

15
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En efecto, como A es simple por hipétesis, no puede tener un ideal bilateral
més que {0} o ella misma y sabemos que A(M) = {a € Alam =0 VYm e M}
es un ideal bilateral de A A(M) C A. Por lo tanto A(M) = {0}, o sea M

es fiel.
Recordando la proposicién 2.
Dada A y M fiel y simple = A & M,(D).
Asi obtenemos la necesidad.
Suficiencia: Aqui la hipétesis es A = M,(D).
Consideremos las matrices
eij = (are) EML(D)=A Vi,j (1L4,j<n)

satisfaciendo las siguientes condiciones

IE;]'=1

z = 0 si (k,(’)#(l,])

Lema 1. Sea a = (a;;) € M,(D) arbitraria, entonces
€;jaepk = Ajheik

para toda i,5,h,k (1 <1,5,h,k < n).

Demostracion: Calculemos

€ijaChk = (xrs) atu)(mvw)

(
= (w”)(ggl atu-'vuw)
= ( Z xrsasumuw)
=]

n
pero por definicién 2, = 0 para (u,w) # (h, k), asi solamente queda

N E

1

Y
1l
o

s=1

n
eijaen = | 3. m‘rsashwhk)

16



‘también z,, = 0 para (r,s) # (i,j) quedando:
B
| eijaehi = (TijQjnThe)
«a la cual es una matriz en cuyo i-ésimo renglén y k-ésima columna contiene el
elemento a;, de la matriz a, por ello se puede escribir como

(=]
t €ijaepr = AjhCik

+Lema 2. Sea a = (a;;) € Mn(D) a # 0 arbitraria y N el ideal bilateral
— generado por a; entonces N = A en A:N C A generado por lo matriz a es
_igual a A

N=4.

-~ Demostracion: Como a = (ai;) # 0 existe por lo menos un coeficiente ajq,
. de esta matriz distinto de cero

Qjphy # 0

_Como D por hipétesis es un dlgebra con divisién existe aj'o},o € D, por tanto

_: utilizando el lema 1 y tomando en cuenta que N es un ideal bilateral obten-
emos
- CiiGChok = QighoCil

(a;;}lueiio)aehuk EN

= M,D)CN = ACN = A=N

- €ik

P
f

., Lema 3. SiM es un tdeal izquierdo generado por la matriz er; en el dlgebra

A

i

M= Ae“

_: Entonces
1) M estd formado por lus matrices a = (a;;) con a;; =0 para toda j > 2.

17
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i) a€M = egja=aje; 1<4, j<n
ili) a€Ma#0 = Ma= M (es decir, M es el ideal minimo de A).

iv) z€M = z=ugze

Demostracion:
i) Seam € M, m = aey;, a € A= M,(D). Calculando
aiy 0 0
2 agn O 0
m=(a)(en) = (L aveu) = )= | 0 7 D
j= :
' anl 0 0

es la matriz a;; con a;; =0, j > 2.
i) Sea a € M, a = (a;;). Calculando

n

eja = (xre){ay) = (:; wktacs) = (zi;a;1)
=]

= @ajie; se obtienen eja = aje;

iii) .Seaa € M, a = (a;;) # 0 3a;; #0 (1 <4 < n) como D es una élgebra

con divisién 37} € D como e;;a = ajie (por el inciso anterior) se obtiene

parai =1y j =i
€1i,0 = G;,1€)) == €3] = a,-'oiel,-oa € Ma
esdecireny C Ma = b€ A = bepn€e€M
Vbe A, ey € Ma, bey; € b(Ma) = (bM)a

o bey € Ma Vb € A, es decir Aeyy C Ma pero Aeyy = M, entonces
M = Ma.

iv) ey = (zwe)(ei) = (El $ktefj) = (zr1en) como & € M, x = (z4¢) con
Il‘k[«?—‘O szz ST = ey,

Corolario. (iii) implica que si a # 0, el ideal generado pora es M' y .. un
ideal izquierde minimo, es decir un A-mddulo simple.

18



iAﬁrmacz'o’n: El anillo de A-endomorfismos de M = Aey;
-

; End4(M) & D.

4  En efecto, dado un endomorfismo f € Ends(M) es decir un A-automor-
Hfismo f:M — M tal que f(am) = af(m) a € A, m € M consideremos la
w imagen bajo f del generador M

R flen)=a a = (aij) € Ma(D) = A.

]

~ Afirmacion: La matriz a € A estal quea;; =0 Vi, j>2

al 0 ... 0
” 0 o 0
- a= : :
= 0 oo 0

En efecto, calculando f(eijenn) = e;;f(en) = eija es decir f(eien) = e;ja.
" Aplicando (ii) del lema 3 se obtiene que e;ja = aje;; por tanto f(ejjen) =
“‘ajie; en particular si i = 1, j = 1 se obtiene f(eje;)) = anenn y como
—ej1€11 = €11, entonces

aj 0 ... 0
-~ 0 .. 0
2 a = f(en) = anen = .
3} 0 .. 0

En general sea z € M donde por (i) del lema 3 2 = (2;;) es tal que z;; = 0
V4 > 2; por (iv) del lema 3 se escribe z = zej; lo cual permite escribir

} £(@) = f(zen) = 2f (en)

'
—

es decir

I

_ f@) = za= (é”ijaﬂ) = (zaan) = (zijan) = (2ij)an
f(z) = (ian)
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.. a1 € D porque las matrices tienen sus coeficientes en D.

Se ha demostrado que no importa que elemento f € End M se tome, éste
siempre es de la forma

f(z)==za con a=ajnen
para toda € M. Esto nos permite definir la aplicacién

Y:End(M) — D
f— ¥(f)=an

la cual es una funcién biyectiva, a todo f le corresponde un elemento en D a
saber ay; y reciprocamente.

Este demuestra que

End (M) & D.

Consideremos A como A-médulo de si misma, por la Proposicion 1 sabemos
que si M es un A-médulo simple (como aqui lo supusimos) entonces

A= oM; con MM
pero como A es simple, esta suma se reduce a un sélo elemento
Ag.M] con J‘ll'i']\l

entonces A = M y como D es isomorfo a los endomorfismos de M, podemos
afirmar que D estd univocamente determinada por A salvo isomorfismo. De
la misma manera, como la dimensién de A sobre K es n? veces la dimensién
de D, también n estd univocamente determinada

Sea A un édlgebra sobre K y sea ¢ su operacion de multiplicacion
PiAxA— A
definida por la correspondencia
(2,9) — Yle,y) =a -y
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:Si en enseguida se define otra operacién ¢ sobre el espacio vectorial sobre K
_.subyacentee al dlgebra A, a saber:

' ' dAxA—A

\definida por la correspondencia

—
1

(#,9) ¥ ¢(z,y) = ¢(v,2) =y @

~es fécil ver con esta nueva operacién el espacio vectorial A sobre K deviene
_‘una algebra sobre K que se denota con el simbolo A°, A esta algebra se le
_llama dlgebra inversa del dlgebra A.

Consideremos la aplicacién

f:Ax A° — Endg(A)?
_ definida por la correspondencia
| (@,6) — f(a,)
donde f(a,b) es el endomorfismo

f(a,0):A— A

- definido por la correspondencia
- z+— f(a,b)z = azb

- satisfaciendo las condiciones

_1)  f(a,b) esbilineal con a € 4, b € A°,
2)  kf(a,b) = f(ka,b) = f(a,kb) para todo k € K = Z(A).

- Es facil ver que es bilineal pues A es central ademds 14 -k € A recordando
—que Z(A) ={z € Alaz=za Va € A}.

1Un elemento de Endx(4) es ¢: 4 — A tal que $(Kz) = Ky(z)
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Utilizando la propiedad universal del producto tensorial obtenemos el di-
agrama conmutativo:

Ax A —F , AQA=C
N\ / 3IF
Endg(A)

donde F' es una aplicacién lineal tal que F o ¢ = f o también f(a,d) =
Fla®b)Va€ 4, be A°.

Proposicién 3. Sea A una K -dlgebra. Sea f(a,b) un K endomorfismo de
A para todaa € A y toda b € A°: f(a,b) € Endy(A4) y sea F' una aplicacién
K-lineal de C = A® A° en Endg(A).

F:C — Endg(A)
definida por la correspondencia
a®b— Fla®b)= f(a,b)
FEntonces
A es simple 4= F es suprayectiva
A essimple <<= F esingectiva
Cuando esto sucede F es un isomorfimso sobre

F.C End;((A)

Demostracion: Se afirma que F es un homomorfismo. En efecto, F' es lineal
por construccién. Consideremos ¢; = a; @ by, ¢ = as @ by € A x A°, si
calculamos para r € A

F(CIC2).’L‘ = F((a;®b1) - (g ® by))z = F(ajag ® be2by)x
= flajas @ byby)z = ajaszboby

ay(f(az, ba)z)by = f(aiby)f(agbs)z
= F(c1)F(c)x
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obtenemos

| F(cicg)z = F(a)F(cg)z Yz € A es decir
uq F(cics) = F(c;)F(ca) .. F es homomofismo.
1

[ Observemos que si dimg A = N, N? = dimgy C y N? = dimy A ® A° =
A dimy End(4)

Esto implica que
=]
l

F:.C
= F.C

Endg(A) <= F essuprayectivay
Endg(A) <= F esinyectiva

R IR

‘ Supongamos que A no es simple, es decir, A contiene un ideal I bilateral
I CA I+#{0},I# A. Esto implica que f mapea I en I:

fiI-1
_ En efecto, calculando para z € I
fla,b)z = axb= (az)be

_ se obtiene
fla,b)xel Vzel

- Esdecir para toda (a,b) € A x A° se tiene F(a®b): I — I V(a,b) € Ax A°
- es decir, F(a ® b) € End(I), por consiguiente F(C) C End(I) y como I G A
_: propiamente se tiene End(Z) C End(A4).

Por consiguiente

ImC C End(A)

- es decir, F no es suprayectiva. En otras palabras, si F' es suprayectiva entonces
_ A es simple,
Supongamos ahora que A es simple. En este caso denotemos con M al
_ espacio vectorial sobre K subyacente al dlgebra A. si dotamos a M de la
__operacién
i $CxM-M
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definida por la correspondencia
(¢,m) — ¢(c,m) = F(c)m =cm

es facil ver que los axiomas de C-mddulo sa satisfacen con esta operacién de
tal suerte que M deviene un C-médulo izquierdo M €, M.

Sea M’ un C-submédulo de M: M’ C M se afirma que

fla,b: M —» M
m' +— f(a,b)m' € M’
en efecto calculando
fla,b)ym’ = F(a® b)m' = F(c)m' = o/
se obtiene
fla,bym' =c-m' e M
y la afirmacién esta demostrada.

Por otro lado
f(a,b)ym' = am'b e M’

Esto implica que M’ es un ideal bilateral en M puestoque a € A,bE Ay
m' € M', lo cual significa que A contiene un ideal bilateral, pero por hipétesis
A es simple, entonces M’ s6lo puede ser M, en otras palabras M es simple.

Se ha demostrado que M es un C-médulo simple. Como todo C-endomor-
fismo ¢ de M
oMM

satisface la condicién
p(em) = cp(m)
usando la definicién de C-mddulo y calculando sabemos que

plc(m)) = ¢(f(a,bjm) = p(amb)

cp(m) = F(c)p(m) = f(a,b)e(m) = ap(m)b
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' obtenemos que

-k

-k

p{amb) = ap(m)b Va,be A meM
si b=m = 1, se obtiene
pla) =ap(ly) VaeA
se afirma que ¢(14) € Z(A) = K. En efecto como amb € A calculando

ambp(14) = p(amb) = ap(m)b
= amp(l4)b

_! se obtiene

ambyp(14) = amep(14)b

" si a=m =14 entonces

bp(1a) = p(14)b Vbe A

Es decir
p(la) € Z(A) =K, ¢(la)=§€K

Esto 1iltimo implica qur todo C-endomorfismo

M- M

__ estd definido por la correspondencia

mi— p(m) = p(lg)m =§-m

‘j es decir p(m) =€m con £ € K.

Esto demuestra que los
EndcM 2 K.

Ahora queremos un C-mddulo fiel:
Sea C'={ceC|lem=0 Vm € M} (el aniquilador de M en C)

C' = {ceC|F(cym=0 VYme M}
C' = ker F que es un ideal en C
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Esto permite definir el cociente
c/C’
Con esto dotaremos a M de una estructura de C/C'-médulo como sigue
P:C/IC'x M- M
definida por la correspondencia

({e},m) — 9({c},m) = em

es facil comprobar que esta apliacién asi definida es independiente del repre-
sentante C de la clase {c}.

Con esta operacién es fécil también verificar que M deviene un C/C'-
moédulo.

M egio0 M

es inmediato que el aniquilador de este C/C'-mddulo es el ideal {0}, es decir
M es un C/C’-mddulo fiel.

Como todo C/C"-endomorfismo
M- M

es de la forma
m— ¢(m) =z2m z € Z(C/C")

Aplicando la proposicién 2 a la K-dlgebra C/C’' y al C/C'-médulo M
simple y fiel se obtiene que

C/C' & My(K)

Como la dimgy M = n =N dimg C/C' = dimM,(K) y dimg C/C' =
dimC = C'= {0}. Todo esto demuestra C = M,(K) = Z(C)=Ky
como M, (K) & End(4)

c= End,;(A)
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‘Corolario 1. Sea L un campo que contiene al campo IC. L D K. Entonces
rel dlgebra
f A =AQL essimple <= A essimple

-
{
- jDemostracion: Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
“ ApxAs — A @43 LCy
! fr Ve H!FL:FL(a@Jb):fL(a,b)
™ End]((AL)

-

FL: AL ® A% - End(AL)

—

- definida por la correspondencia

(a ® b) — fL(a, b)

- donde
i fL(a,b):AL-» AL

“ definida por la correspondencia

)

- z +— f(a,b)z = azb

~ f es bilineal.
"1 Se afirma que C;, = C ®x L. En efecto, por definicién

Cr=(A®.L)®(A°®k L),
? = A°®k L. pero como L es conmutativo
- Co=AR AL L) =(AQAY®L=C®,L

res decir

- CL=Ar® A}
_ asf obtenemos por la proposicién 3 que F;, mapea Cy, en los Endy(AL).
! 27
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Corolario 2. Si L es un campo algebraicamente cerrado que contiene a
K:L > k. Entonces

A essimple <= A2 My(L) para n>1.

Demostracién: Observemos que si D es una élgebra con divisién sobre K:(1p €
D, k- 1p € D) lo cual se puede suponer que D D K. Entonces si £ € D - K,
K(€)/K de [K(£): K] = n. Esto implica que si L es algebrdicamente cerrado
L =T no existe ningtin &lgebra con divisién D sobre L distinta de L.

Si A’ es un dlgebra sobre L, simple &= A’ = M, (L), en particular A
es simple <= A; = M,(L), si ahora aplicamos el corolario 1 se obtiene el
corolario 2.

A essimple <<= Ap = M,(L).

Corolario 3. la dimension sobre K es de la forma n?

algunan > 1.

dimg (A) = n? para

Demostracion: De acuerdo con el corolario 2 si L = I (I la cerradura alge-

braica de K') como por hipétesis A es simple => A & M,(L) para n > 1

y como dimg A = n?.
Por otro lado

dim]( AL = diml\'(A Rk L) = dim]" A

por consiguiente

2

dimy A =n*° paracierta n2>1

Corolario 4. Sean A, B dlgebras simples sobre I{. Entonces el dlgebra sobre
K

AQk B

es simple
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Demostracion: Sea L = I, como

(A@B)L=AL®BL (1)
| jla hipétesis implica
' ] B, = Mn(L)
= AL ® BL = Mn(L) ® Mm(L) = an(L)

. _ (1) implica (por corolario 2)

(A®B)L EMpn(L) = AQB es simple

-Corolario 5. Sea A un dlgebra simple sobre I{ de dimg(A) = n?, L un
_campo tal que L D K y sea

7 F:A— My(L)

_.un homomorfismo K-lineal, entonces la extension lineal L-lineal

B FL:AL—)M,,(L)

_ es un isomorfismo.

- Demostracion: Obsérvese que

—t

. definido por la correspondencia
-

ar—a®r 1
; .
—como todo 2 € A ®x L se escribe como

T = Ea; A C,‘ = Z(a X 1];)3,’

1 29
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entonces Fy: A;, — M, (L) definida por la correspondencia
x— Fr(X) =Y (F(a;) ® L){;
Evidentemente la extensién L-lineal de F, a saber F;, es un homomorfismo
Fi ((a®@b)(b@() = Fr(a® O)F(a ®Y)
Fp:Ap — Mu(L)

sea I = ker F, = Ay I es un ideal bilateral en Aj, pero el Corolario 1 afirma
que Ay es simple, y como F, # 0 entonces Ker F;, = {0} o sea FJ, es inyectiva.

Por lo anterior Fj, es biyectiva
| AL My(L)
Como n? = dim 4 = dim A; = dim M,(L)
= Ap 2 M,(L) essobre.

Corolario 6. Sea L una estension de K [L:K] = n y sea A una dlgebra
simple de

dimg A = n?
conteniendo un campo L' isomorfo o L:

LeL'c A
Entonces

AL = M, (L)

Demostracion: Supongamos que L C A. Considerese la aplicacion
P:LxA—- A
definida por la correspondencia
(& a)r—¥(§a)=¢a
30



‘es facil ver que A deviene un espacio vectorial V sobre L de dim;, V = n.
V/L
"'!, Para toda a € A consideremos la aplicacién o € AutiV

aV-V

e

'definido por la correspondencia

L

} v oa(v)=av a€AvVEV

— es decir, para toda a € A se tiene una o € Aut (V)
|

a~ a= (l;) € Mu(L)

-

_iesta correspondencia define un homomorfismo

F: A = Mu(L)

Por el corolario 5, se tiene el corolario 6.

_Proposicion 4. Sea A un dlgebra simple sobre K. Entonces todo automor-
_fismo a de A sobre K es de la forma x+— a”'za cona € A.

_. Demostracion: Se afirma todo elemento de AQ A° es de la forma tinica ): a;®
~ b; donde {ay,...,an} es una base del dlgebra A y b; € A° parai=1,. N.
~  Enefector € A® A° en general z = TNz @ w; 2 € 4, w; € A°,

i :

i

Aij € K si {ay,...,an} es base de A entonces

N
5= Layn, ax€k (1SESN)

= N
" = PN (Z a,uu) Quj= ), (E Aijairak ®wj)

1] k=1 k=1 \ij

N
~~ = kZ(ak ® 3 Aijoinw;)
i b=1 ij

31



| Q-

| -

| S——

N
= kzl ar® bk con b]c = E/\,'ja','k’w]', bk € A°

N
T =) a®b
i=1

La representacion es inica pues si hubiera otra sucederia que

N N
r=Y Q=Y a®b
=1

i=1
puesto que

N
Zak®(bk"b2)=0 = b,—b,=0

i=1

ya que a; son linealmente independientes en K.

Sabemos que la proposicién 3 que F(A @ A°) = Endg(A) tal que dada

a € Endg(A) existe

a=F}a;®b)=Y Fla;®@b)=3 f(a;®b)

=1

sea = € A, entonces

ofz) = Fé(ai B b))z = ¥ f(a; @ by) = ilb

N
z +— afz) = Y a;zh;, TEA
i=1

Consideremos ,y € A y si calculamos

N N
a(z,y) = a(z)a(y) = (.-; aizhi)a(y) = ,§ aizbia(y)

obtenemos v
a(zy) = Z; aizbia(y)
1=
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pero por definicién
N
! a(zy) = Y aizyb;
i=1
”"apor lo tanto

N N
Y aizbia(y) = Z} a;zyb;,

g

i=1
es decir
N N
- Y azyb; — Y abia(y) =0
g i=1 i=1
L N
§ ;mNWrwmw»=0
N s '=

“fija y = yp se tiene _)f:l a;z(yob; — bi(yo)) = 0

. > f(ai, yobi — bia(yo))z =0
ZF((I,' ® (’yob,' - b,'oz(yo))l‘ =0 VieA
Sabemos que por la proposicién 3 A x A° & F(A® A°) 2 End(A)

N
_Zlai ® (yobi — bia(yo)) => Hobi — biafyo) =0 (1 L i< N)

~Como ya se eligio arbitrariamente en A:yy € A

B yhi=baly) VyeA (1<i<N).

~  Se afirma quey(b;A)CA  VWye A
En efecto, sea z € A, entonces por (1)

(ybi)z = (bialy))2
| y(biz) = bi(a(y)z) € A
- es decir
- y(bA) Cb;A

1 pero
- Va€eA, a=oay) .. ba(y)zebA

33



~E LE __1

-

P

|

!

ademds b;A- 2 CA Vze A
b;A es ideal bilateral, pero por hipdtesis A es simple, entonces

bA={0} o bjA=A
como é a;@b; #0 == alguna b; # 0 o sea
bA=A
Por consiguiente existe
b;!
si definimos a = b; # 0.
(1) = ofy) =alya Vye A

Corolario: Como « y a como en la prosicion 4, y seaa' € A tal qued'a(z) =
za' para toda x € A. Entonces a' = €a con & € K.

Demostracion: Por hipétesis se tiene
da(z)=d con d'€A
entonces se puede decir por la proposicién 4

1 1

da'za =rd = da 'z =zda! Vz

esto significa que a'a™! € Z(A) y Z(4) = K
a'a”! = £ con £ € K es decir o' = £a.

Proposicion 5. Sea D una dlgebra con division sobre K con D # K. En-
tonces D contiene una extension separable L de K distinta de IK.

Demostracion: Sea 1p € D esto implica que K - 1p C D. Témese un espacio
suplementario F al I = K - 1p asf podemos escribir

D=K'1p®FE
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- consideremos los mapeos

p=prp:D— FE

—i

definida por la correspondencia
w

i z=k-lpBe—prg-c=ce

Ty
Ym:D = D

" definido por la correspondencia
- T — Pp(z) = 2", m21

* componiendo estas
prgotYym:D = E

&+ PrpPm(z) = p(2")

~ es fhcil que esta aplicacién es polinomial puesto que
p(z™ =p((k+e)") =k -e' +---+e™ con kiy... kp1 €K

-- Esta aplicacién polinomial se puede extender linealmente a la aplicacién

_ wr: Dy — Ey

— donde L es un campo tal que
LOK

- y sigue siendo polinomial.
T SeafeD-K = K(¢)/K esfinitay de grado 1 < [K(£): K] < N =

— dimg (D). Como K(£) es una extension algebraica, es una extension separable
-+ 0 contiene una extension separable.

—

KcCcMCK({E)  M/K ext. separable

Supongamos, que la proposicion es falsa, es decir, toda extensién de K
*: contenida en D es puramente inseparable, a fortiori la car I =p > 1.
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Esto implica que todo elemento X € D satisface una ecuacién de la forma
H" ~z2=0 con gz€I

de tal suerte que [K(H): K] = p".
Calculando [D: K] = [D: K(H))[K(H): K]

N = [D: K(H)]p"
esto implica que
p"lg  la méaxima potenciade p en N

lo cual significa que
Hlek

volviendo al mapeo
p:D- E

2 p(a?) = p(k! @ e’) =0
Esto sigue sucediendo para
p1: Dy — Ey
&+ op(27) =0

La aplicacién de
Dy — Dy,

definida por la correspondencia

T +— 27
envia D en L donde L = Z(Dp)
Pero esto conduce a la siguiente contradiccién: si suponemos que L es

una extension algebrdica cerrada sobre I y como se sabe que D es simple
= Dy también es simple y entonces

Dy, =2 Mu(L)
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'si tomamos £ = ey =% 1¢=e;; € Z(Dy) porque e); no es una matriz cuyos
" elementos de la diagonal son distintos entonces no estta en el centro. Por lo

'tanto queda establecido que toda extensidn es separable.
B

'Corolario: Si A es una dlgebra simple sobre K y si L es la cerradura sepa-
« rable de K. L D K. Entonces

)

Ap 2 M, (L)

"~ Demostracion: La hipdtesis implica que L no tiene extensiones separables
- distintas de L, pero la proposicion 5 afirma que D contiene una extensién

separable, pero como L es la mayor entonces D = L. Por otro lado A es simple
-~ => Ay essimple y por la proposicién 1 A & M, (D) o sea A, = M,(L).

"2 Las Representaciones de un Algebra Simple.

~ Sea A un 4lgebra sobre K, simple, L/K:L > K

) Mp={F:A - M(L)|F es K-lineal}
~ 81 F € M, entonces la aplicacién
| F:A— M,(L)

" estd univocamente definida por la correspondencia

C) a; — Fla)) = X; X; € Ma(L)
: Esto permite extender por la linealidad, a la transformacion L-lineal

- Fr: AL — My(L)

_ donde A, = A® L.
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De acuerdo con (1) se obtiene una correspondencia biunivoca entre My, y
{(X],...,XN)|X,'= F(a,—) =X; 1<i<N VFEM[,}, con N = n?
M ={(Xy,..., Xn)

Por el corolario 5 de la proposicién 3, si F' € M, entonces

FLZAL — M-,,(L)

es un isomorfismo sélo si F' es un homomorfismo. Si esto sucede, se dirad que
F es una L-representacion de A.

A={F:A— M,(L)|F esuna Lrepresentacién}

Si F'y F' € A se afirma que F}0F}, es un automorfismo de M,(L). En efecto,
como
Fp:Ap 2 M (L) y FriAp = My(L)
se obtiene una afirmacidn.
Si L es algebraicamente cerrado entonces A # {).

Como A es simple Ay también es simple por la proposicion 4. El automor-
fismo Fj o Fy 1 de A es de la forma

X = FoFf!(X)=Y'XY
z € Mu(L), Y € MY(L)

Como Fe A
Fi4d - My(L)

definida por la correspondencia
a+— F(a) =X € M,(L)

Esto implica que F'(a) = Y~'F(a)Y

Como F} o Fj(F(a)) = Y™ 'F(a)Y y a € A, se obtiene F'F~!(F(a)) =
Y~ 'F(a)Y puesto que Fy, |4 = F.

Por tanto F'(a) = Y™'F(a)Y Va € A es decir

F'=Y''FY
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* Ademés cuando F y F' estdn dados, el corolario de la proposicién 4 demuestra
= que Y estd univocamente determinado salvo por un factor en el centro L* de

!

t My(L)*.
iq

]

| Proposicién 6. Sea A un dlgebra simple sobre K de dimy A = n®. Entonces
wa €Tiste una K-funcional lineal distinta de cero

} TA-K

y una funcidn con valores en K
viA—- K

"~ Si L es una estension de K:L D K y si F € A entonces 7 esté definida por
~ la correspondencia
a+— 7(a) = tr{F(a))
" y v estd definida por la correspondencia

a+— v{a) = det (F(a))

- Siel campo es infinito entonces los polinomios son funciones polinomiales.

= Demostracion: Sea {ay,...,ay} una base de A sobre K con N = n?, Si L es
- la cerradura algebraica separable de K en alguna cerradura algebraica de K,
~ es decir,

L=, [LeK]=n;<+
L,DK

" L es un campo infinito. Por el corolario anterior existe una L-representacién
Fde AAF€A (FiA = M,)yseaFi: A, — M,(L) su L extensién lineal
~ aAp = A®x L, (entonces todas estas representaciones F' pueden ser escritas
- como F'=Y~1FY con Y € My(L)?) con la cual definimos la aplicacién

- TiAL— K

— por medio de la correspondencia

a+— 1(a) = tr(F(a))
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asf como la aplicacién

AL - K
definida por la correspondencia
a —— v(a) = det(Fy(a)).

Se afirma que 7 es una L-forma, lineal.
En efecto, como todo elemento

z€A;, =A@k L

se puede escribir como
T=xay+ o+ anay €L (1<i<N)

y si

FL: AL — Mn(L)
es la extensidn lineal a Ay, de F.

N
Calculando para toda a € A, ¢ = .L_le zia;.
T(a) = tr(Fi(a))
= tr(Fy(zay + -+ + znan))

= tr(xlFL(al) e = .'BNFL(G,N))
= mtr Fr(a)) + - + cytr Fir(ay)

obtenemos

'r(a) =y Iyay L= tr(FL(a,-)) €L
Andlogamente se afirma que v es un polinomio en 2y,...,2y. En efecto,
calculando para toda a € Ay,

u(a) = det (FL(a)) = det (IIIIFL(CL]) LR IL‘NFL(ON))
N ,
donanaff) + -+ aw(off)) = det (£ c?)

i=1

€ €,
= Yl ity o) se+ete, =N el

tn
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" obtenemos
=

.1 v{a) =Y by, i o xim eyt e, =N
- es decir v(a) es un polinomio en zy,...,zy con coeficientes en L.
i Sea Gal(L/K) el grupo de Galois de la extensién L. Consideremos ¢ €
Gal(L/K) y definamos la aplicacién
| Fo:A - M,(L)
q}deﬁnido por la correspondencia
- ar— F’(a) = o(F(a))
' = o(ay)
~ = (0a;)
‘Se afirma que F° es una K-forma lineal.
En efecto,sia,be A

- f(a+b) = o(Fla+d))=0(F(a) + F(b))
o{(aij) + (bi;))
- a{aij + bij)
i = (oaij+obj)
- = (oai;)+ (oby)
_ = F?(a)+ F°(b)
—obtenemos
,J F?la+b) = F7(a) + F°(b)
Sea k € K, a € Ay si calculamos
Fo(ka) = o(F(ka))
2 o(kF(a)) = o(k)o(F(a))
= KF°(0)
—obtenemos Fo(ka) = kF°(a)

i
I

1

F es K-forma lineal

—
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Evidentemente es un isomorfismo de A en M, (L) puesto que la aplicacién
(ai) — 6(aij) = (0a;5)
es evidentemente un isomorfismo. Por consiguiente la composicién

A L ML) > ML)
a — Fla) — oF(a)

es un isomorfismo. Lo cual implica que su L-extensién
Fi:Ap — Mg(L)

F? es una L-representacion de A: F” € A.
Con esta L-representacién definamos las aplicaciones

771 A, — Mp(L)

definida por la correspondencia

Vi A — My(L)
definida por la correspodencia
N . .
ar— v7(a) = Y o(l,.ix)ui - T
se afirma que

7%(a) = tr(F{(a)) Vo€ Gal(L/K)
v(a) = det(F§(a))

Calculando
det (F°(a)) = det (Fg (T zias))
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‘por ser F' L-lineal
j

det (F°(a))

i

det(y ziF” (a;))
det (Y zio(F(a;)))
N

det (2 zi(oake)))

1=

“1
|

! N

=3 (b, iy )i oo TfN

= *(a)

- obtenemos
det (F°(a)) = v°(a)
— Habida cuenta de la discusién inicial se afirma que dadas dos L-representacio-
_.nes, en nuestro caso F, F' € A existeuna Y € M}(L) tal que Ff =Y~1F.Y.
Por tanto, si calculamos

°(a) = tr(Ff(a)) = tr(Y " F(a)Y)
= trFp(a) = 7(a)

__Obtenemos

g °(a)=71(a) o€ Gal(L/K)

_ Calculando

- V(@) = det(Ff(a)) = det (Y !F(a)Y)
= det (F(a)) = v(a)

A

v’(a) = v{a)

~ Definiciones: Las funciones 7 y v definidas en la proposicién 6 se llaman la
. traza reducida 'y la norma reducida cn A.

—  Evidentemente por proposiciones de la traza
(zy) = 7(yz)
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también las propiedades del determinante

v(zy) = v(z)v(y)

para todo z,y en A. En particular, v determina un morfismo de A* sobre KZ.

Corolario: Sea A un dlgebra simple sobre K de dimg A= N = n? y sea
vA—- K

la funcion de la proposicidn 6. Entonces para todo a € A los automorfismos
del espacio vectorial subyacente del dlgebra A

A= A
definido por la correspondencia

z — ,p(z) =az

PatA— A

definido por la correspondencia
z +— po(2) = za

tienen la misma norma:

Najx(e) = (v(a))"

Demostracidn: Sea L una cerradura algebraica separable de K. De acuerdo
con el corolario de la proposicion § existe una L-representacion de A:

F: A — My(L)

cuya extension lineal Fy, al dlgebra A, = A ®y L por definicién es un isomor-
fismo de Ay, sobre My(L)

Fii Ay = Ma(L)
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Yy como
“ A2 AR, CAL

! es decir A C Ay, por tanto dado a € A se tiene a = Fi,(a) € M,(L)
: } ap = Fa)p: Mn(L) = Ma(L)
™ definido por la correspondencia

I = ((II,‘j) —3 F(a)
p(z) = Fa)o = F(a)(zs;)

. la matriz asociada a la transformacién

—7 'p(a)p

" es una matriz n? x n? entonces si

R=(a{{) c Mua(L)
Como Ny, (a) = Na, )k (Fa)) = det [F(a)]".

Recordando las identificaciones se puede escribir

- Nasx(a) = (v(a))”

:Corolario 2. Sea D un dlgebra de division sobre K, 179 y vy son la traza
y norma reducidas respectivamente del dlgebra D. Si A = My(D) entonces
" para toda matriz z = (z;;) € A se tiene

- r(e) = 3 nfei)

— si ¢ es diagonal, es decir ;=0 (1<j<i<n)
.
= v(z) = ] volzs)

i=1
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Demostracién: Sabemos que dada D un élgebra con divisién siempre existe
una L/K extensién separable en D: L C D.

Por tanto existe una L-representacién F' del algebra D
F:D — M,(L)
y de aqui se define

n(d) = tr(F(d))
w(d) = det(F(d)) VdeD

i

Es facil ver que la aplicacion
G: A — M, (D)
definida por la correspondencia
z = (=) — G(z) = F((2))
es una D-representacion. Por consiguiente
7(2) = tr(G(e)) = tr (F(zy;))
= ) tr(F(zy))
= Y 7owi)

Habida cuenta que 2 = (2;;) es una matriz diagonal podemos escribir

wz) = det (F(x;,-)):if[] det (F(zi)))
= .1:1 vo(2i;)
v(z) = [ vo(wii)

i
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'3 Conjuntos Factoriales y el Grupo de Brauer

| Ahora se demostrara que el grupo de Brauer puede definirse en términos de
. ‘conjuntos factoriales”.

| Sea K un campo, K una cerradura algebrdica y se Ksep la maxima ex-
.. tensién separable de K en K. Recordemos que

.Ksep = U LC K= I(sep C K
- Lok

! sepaarable
[L:K]=n<oo

\
i
'

" Se denotard por G el grupo de Galois de Ksep sobre I
G = Gal(Ksep/K)

- topologizando con la topologia usual, a saber, tomando como sistema funda-
- mental de vecindades del unitario € € G a todos los subgrupos asociados a las
extensiones separables L/K de dimensién n

[L:K]=n<o0

_lo anterior indica que G es un grupo topoldgico compacto totalmente dis-
“conexo.

~ Como K es puramente inseparable sobre K sep, todo automorfismo de Kgep
se puede extender de manera tnica a una extensién de I asi G puede identi-
" ficarse con el grupo de todos los automorfismos de K sobre K.

" Definicién 1: Sea ™ = G x -+ x G m factores iguales a G. Sea H un
“subgrupo abierto de G. Entonces se dlra que todo mapeo f de GI™ en un
~ conjunto arbitrario S

fi6m 8

- es H-regular si f es constante sobre las clases residuales de G™modH (™)
- H™ =Hx...xH (m copias de H)
g(m)/'H(m) =G/Hx - xG/H
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es decir, depende mds que de las clases

601”'60"1’ aly-",om Eg
en otras palabras
f(ala- .. ;Un) = f(HUl)' e ,'HO',.)
y por abuso de lenguaje se dice que f es localmente constante.

Obsérvese que si S estd dotado de la topologia discreta. Entonces una
funcién £-regular es continua. Ademds por ser G™ compacto, es uniformente
continua.

Definicién 2. Sea G(™ = G x --- x G (m-factores) un mapeo f de G(™ en
M,,(Ksep) se dird que es covariante si satisface la condicién

f(al’\902/\)"'ao/\) = f(o'h"'aom)'\ VO'],-..,O'm,/\ € g

Lema 1. Sea H un subgrupo abierto de G:H C G y sea L/K con L C Ksep
tal que

L={z€Kseploz=2 YoeH}
un mapeo f H-regular
f[iG— Ksep

es covariante si y sdlo si esta definida por la correspondencia

o f(o)=¢€ con €L

Demostracion: La condicién es necesaria:  como por hipétesis f es covariante

fleo) = f(e)

se denotara con f(e) = £ entonces
flo) = fleo) = ()" =&
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floy=¢ Voeg
= la cual se puede escribir como
i £0 = f(o)r =£0T
€ = = o(l)=07(f)
= =1 VreH

-1

Sabid
: }por consiguiente § € L.

~  Elreciproco se obtiene de manera inmediata.

~ Lema 2. sea H un subgrupo abierto del grupo
G = Gal(Ksep/K) y sean el espacio vectorial sobre K:

' Xo=A{f:G™ —= Ksep|f esG-regular y covariante}
~Y el espacio vectorial sobre Kgep

. Xl ={f:6"™ — Ksep|f es H-regular}
Entonces
i) Xn=Xu®Ksep
(i) dimgge, X7, = dimg X =n"  n=[G:H]

:’Demostracidn: En primer lugar consideremos el campo
L= {il?EI(seplO’.’II—-.’L‘ VUEH}

~ La hipétesis n = [G: H] implica que dimg L = n.

En seguida consideremos un sistema completo de representantes de las
- clases Ho residuales modH en G:

g ={o1,...,04}

Observemos que todo elemento z € X,, estd univocamente determinado
" por los valores que toma sobre el producto L cartesiano

axaX---xa m-—factores iguales
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L

los cuales se pueden asignar arbitrariamente
T(Oiyy ooy Tip) = iy
Esto permite definir las funciones
Firrim: G = Ksep

por medio de la correspondencia

(xl, v .,.’Em) — filr"~|im($1" e )"Um)

_ {1 si (21,000 y&m) = (04)...,0%,)
0 en caso contrario

con (i1, ...,%m) 1< <n.

Estas n™ funciones pertenecen al espacio X, y son linealmente indepen-
dientes sobre K.

En efecto, calculando si
0 = (T e i)
) yeeislm

= Z Cisyonsim it (an o ’Ujm) = Cilynrim
('lv‘"r'm)

= Cjjn=0 V(1 jm)

Por lo tanto, son linealmente independientes.
Ademads las funciones

{firyin}

generan al espacio X,,. En efecto, sea x € Xy, y supongamos z(o3,,...,0;,) =
aiy,.i, V(i1,...,im) es inmediato que podemos escribir

T =)y, infisim
En efecto, calculando

Z ajl)--ﬂjmfjll'--yjm (UI] yre a!m) = al’],..‘,im

= .’L‘(O‘,‘l,. . aai,,.)
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Por tanto toda z € X, se puede expresar como

) == ) )1(% 10 ) i i € X
yeenydm

|

‘_ug con (1 < 43 < n), es decir, dimg X, = n™.

Se afirma que toda forma lineal A sobre X,

—

L A X = Ksep

se puede escribir como

. /\(.’L) = 271'1,-.-,!'."‘7:(051’ teey aim)

- donde 7i,,...i, € Ksep. En efecto, calculando y por (¥)

"1 v")im)

= ZJJ(O’,", ves ’oim) A (f!'x,u-.fm)

si definimos %;, .. ;. = A(fi,,...i.,) podemos escribir

Az)= Y YiyinZ(0iy .00 y0i)

- (i1ymsim

|
} .
% ; A(z) /\(( D 113(0'1'1,---,Uim)fil,...,im)

.Y asi la afirmacién estd demostrada.

Demostracién por induccion sobre m.

Para m =1 el lema 1 implica que X; como espacio vectorial sobre K, es
- isomorfo a L:
; XNl
~y como n = [G: H] se tiene que

A

B [L: K] = n =dimg L = dim X,
+ Se afirma que X} = X; ®x Ksep, es decir X estd generado por X;. Supong-

]
= amos que este no es el caso

(X1} ¢ {0}

-
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Lot

(/(X1) # {0}
entonces existc una forma lineal.
A:X1/{X1) — Kgep distinta de 0, como 0 € X;/(X1)

(X)) = A) =0

en particular
AXy) =0

es decir, para toda z € X
Nz) = Y viz(oi) =0
= ;%‘f”‘ = ;71'0:'(5) con (€L

= é%’/\i(ﬁ)
o0 sea
0= (1 nh)(§) Vel
es decir

Y vdi=0

comno las restricciones ); de o; a L son linealmente indpendientes
=0 V1<i<n

esto implica que A = 0 lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente
X{ = X1 ®x Ksep
dimk’sep X{ = dim]{ Xl =n
Sea m > 1 y supongamos que se ha demostrado para m — 1.
Yo = Xi®y - -®x Xy m-factores iguales a X}
Y;:j = X{ ®]\'Sep e ®]\"Sep X{
(-X1®I\'Sep) ®1\'Sep (Xl ®]\' I(S(Ep) ®]\'sep e ®1\'Sep (Xl ® Ksep)
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usando asociatividad y conmutatividad del producto tensorial se obtiene

t

! Y, =Y. ®x Ksep
“;'Consideremos ahora la aplicacion
- .Y = X,
:deﬁnida por la correspondencia

I1Q - Qry (1)(.’1,‘1®-~~®.’Em)(0'il,-u,0,',,,)
= x1(03,)22(03,) -+ ¥m(0s,,)

_ Afirmacidn: @ es suprayectiva. Supongamos que no, es decir, ¢(¥})) C X!,
_ bropiamente, es decir
| X/ B(Y}) # {0}

- Sea A: Xpn/®(Y) — Ksep una forma lineal distinta de cero A # {0} es
decir §(Y},) =0, 0 € X!,/®(Y.,), es decir

NE(Yp) = A(0) =0

—en otras palabras A se anula sobre ®(Y},) sea ®(2; ® -+ ® z,) € ®(¥y) por
— tanto

0 = A®(z1®- Q2n))
= ¥ 7%.i.2(z1® - @) oy, ...0i,)
X Virim®1(04)22(03,) - - - Tm(03,,)

= Yiporiim =0 V(i1 i) = A=0

1o cual contradice la eleccién de A.
Por lo anterior ® es suprayectiva.
Ahora se afirma que ® es un isomorfismo.
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Se sabe que la dimension
dimKSep X, =n" 2)
y del acuerdo con el caso m =1
dimKSep X;=dimg X, =n
Esto implica que
dimKsep Y, =n" (3).
(2) y (3) implican dimggey, Yy, = dimggey, X7,
Y asf la afirmacidn estd demostrada.
Consideremos finalmente una base sobre K

{fl""afn}

de X;. Entonces la familia

{£i ® fiu ® @ fin Hiryim)

es una base de Y;, sobre Ksep y como @ es un isomorfismo la familia

{2(fi @+ ® fin) Hirynim)

es una base de X7, sobre Kgep.

Esto 1ltimo significa que todo elemento z de X,: x € X, se puede expresar
como

£ = Y in2(fy ®® fi,)
(oA o) (2(01,. .y Om))
> Viyim (@(f5, ® - ® fi, )01, .., )
Y Yirinfir (o) 1 (i)

1]

z(oh...,0mA) = ¥ 7., ®(fi, @ - ® fi )o1A,. .. ,omA)
E')’l')"'imfil (01)‘) ) ffm (Um)‘)
= Z'Yl'x“'l'mfil} (0‘}) tee f;),, (U"l)
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por tanto

i . Vorinft(01) - Fi (0m) = TAh i fA(01) -+ £ (om)
= Como (o1, ...,0) se eligio arbitrariamente en G™ se obtiene

Y ViyinFi (012) - i (omA) = X0 fi (@1A) -+ i (0 )

-‘Asi
- > Fireion = Vi) fir(01) * ++ i (Om)

este es el resultado de calcular

E('yil“'im - ’7:',\1---:‘,,.).{!'1 Q@ ® fl'm (01, ceeyOm
- Y (01,...,0m) € G™

= Z(')'l'l---!'m - 7i/\1...i,,.)fi1 Q- fim =0
"y como {fiy..i,, }i,..i) € una base de Y, se tiene i, i = M(Yijein) VA € H

- =2 Vi, € I,

es decir, ® es un isomorfismo sobre K;

— dimg Y,;, = dimK X,In =n"

— dimKsep X:n = n"
y como dimg X, = dimg X,, = dimy X, =n™ dimKSep X
Sea K' cualquier campo que contiene a K y sea K, Kgep G definidas
para K' como K, Ksep, § han sido definidas para K. Como K esta determi-
nado unicamente salvo isomorfismo, siempre asumiremos, en esta situacién,
"~ que tomamos K como la cerradura algebraica de K en K'. Es obvio que
- Ksep C Kgep. Todo automorfismo o' de K' sobre K" induce en K un auto-
~ morfismo ¢ de K sobre K (mds precisamente, sobre i N I'); claramente la
- correspondencia ¢' — ¢ induce un morfismo continuo p de G' en G; éste se
— lamard el morfiso restriccion; este morfismo es inyectivo si K es algebraico
-sobre I, entonces K' = K; en este caso identificaremos G con su imagen en

55



G, que es siempre un subgrupo cerrado de G y es abierto en G cuando K es
de grado finito sobre I.

Si H es cualquier subgrupo abierto de G y L es el subcampo correspondiente
de Ksep, es decir aquél que consiste de los elementos invariantes bajo M, el
subgrupo H' = p™!H de §' es abierto y el subcampo correspondiente de Ksep
es el generado por L sobre K.

Sea f como en la definicién 2, es decir, un mapeo de G™ en algtin conjunto

S.

Escribiremos f o p para el mapeo
fopGtm o 8
definido por la correspondencia
(@1 y0m) = £(p(0r); - s plorn)

Este es obviamente continuo, es decir, localmente constante, si f lo es; si
f es H-regular, éste es H'-regular, con H' = p~!(H); Si § = Mu(Ksep) y f es
covariante, f o p es covariante. Si K' es algebrdico sobre K, G’ es un subgrupo
de G y p es su inyeccidn natural sobre G; entonces f o p es la restriccién de f
a g/(m)'

Después de estas preliminares, podemos regresar a nuestro tépico principal.

Teorema 2. Sea A un dlgebra simple sobre I{. Sca 'H un subgrupo abierto
de G, L el subcampo correspondiente de Isep y sea F una L-representacidn
de A. Entonces existe un mapeo covariante H-regular

Y:GxG— Mn(K'sep)z

tal que
F° =Y(p,0)'F’Y(p,0) po€EH

Si existe tal Y entonces existe un mapeo covariante
f1GxG XG> Ksep
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‘tal que para todo 2,0, T en G se tiene

-

| (4)  flpo,n)f(vp ) = f(v,0,7)f (v, p,0)

]

}

]

— Demostracidn: Por hipétesis

1o cual implica que la aplicacién
- F: A — My(L)

es un homomorfismo, esto es a su vez significa que para toda A € G

bl

FY: A - M, (Ksep)
" también es un homomorfismo, por consiguiente

Fisep' Aksep = Mn(Ksep)

s decir, F* es una K, sep-Tepresentacion de A, ademas sabemos que F* se
- puede expresar como

- F = ZO)FZ(\)  Z(\) € Ma(Ksep)

~ es facil ver que F? no depende més que de la clase 7\ lo cual significa que la
- aplicacion

2:G = Mu(Ksep)
~ A — Z(}))
. es H-regular. Esto nos permite definir la aplicacién
- Y:G x G — Ma(Ksep)
,_ definido por la correspondencia
(p,0) =Y (p,0) = Z(ap™'y
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Calculando
Fr™ = Z(op ) P 2(0p™)

como p es homomorfismo y Z matriz
Pt = (2 (o)) P 2(0p™)p
como G es conmutativo
F° =Y (p,0)"'F*Y(p,0) Vp,0€G

Sea A un sistema completo de representantes de las clases residuales dobles
GmodH
{H x "}

observemos que F'y F* son L-representaciones de A donde L' = L(L*) = L.L*
para todo A € G. En efecto, como

FiA-s M (L) y
F* A — My(L)

son homomorfismos, la proposicién asegura que

FLIZALI = MH(LI) Yy
FMiApy = My(L') con KCcLcL
[} =)L

Elijamos a Z(A) € M,(L')* tal que
F*=Z(\)'F2())
Como F* es una, L'-repressentacién, podemos expresarla como
F*=2Z(\)'Fz(\)
con Z(X) € M,(L')

Por otro lado, como todo elemento p € § se puede expresar como
p=aAf! con a,fB€H
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- 3y A univocamente determinada: supongamos que se tiene otra representacion
—dep .

| 1y -1

| p=aAj

-wles decir
9
o' Ag! adg! = M=o larg!

i = ,3'"1,3 = A‘](a'_la))\
yEXN'HANH = yeX 16X con beH

= Afirmacidn: ~ deja fijos a L y L*. En efecto, calculando: sea Al € L*
‘ Y8 = (AN = 9 = (60 = 0 = X

--Si H es normal entonces v deja fijo también a L.
Por consiguiente la aplicacion

Z:G — My(L)*
;, p — Z(p) = Z(
--no depende de la representacién (1) de p esto demuestra que la aplicacién

Y: g X g — Mn(I(Sep)

_ definida por la correspondencia
(p,0) — Y(p,0) = Z(a,p"Y
" es localmente constante,

) Afirmacidn: Y es covariante. En efecto, si calculamos
- Y(pA, o)) = Z(oX(pN) ) =
: = Z(op'y' =

- = ((Z(op™)) =
Y(p,0)

!

i
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obtenemos

Y(phod)=(Y(p0))* VIeG
Y asi la afirmacidn estd demostrada.

Consideremos ahora los elementos p,0,7 € G fijos pero arbitrarios. Si
calculamos

F"=Y(o,7)'F°Y(0,7) = Y(0,7)"Y(p,0)  F*Y (p, 0)Y (5, 7)
y por otro lado se tiene
F"=Y(p,7)"F?¥(p,7)
obtenemos
Y(p,7)"'F*Y (p,7) = Y (0,7) 'Y (p,0) " F*Y (p,0)Y (0, )

Por el corolario de la proposicidn 4 esto significa que Y(p, 0)Y (o, 7) difiere de
Y (p,) es un factor escalar f(p,o,7)

Y(p,0)Y (0,7) = f(p,0,7)Y (p, T)
Para demostrar la formula (A) calculamos para todo v,p,0,7 € H
fp,o, 1) f(v, 0, 7)Y (1, 7) = f(p,0,7)Y(v,p)Y(p,7)
Y(v,p)f(p,0,7)Y (p, 7)
Y (v, p)Y (p,0)Y (0,7)
flv,p,0)Y (v,0)Y (0,7)
flv,o,7)f(v,p,0)Y (v, 7)

flo.o,m)f(v,ps7) = f(v,0,7)f (v, p, 0)

Corolario: Mismas hipdtesis y notacidn del teorema 2. Si K'/K, G =
Gal(ngp/K).
Sea

=

Q
1

Q
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- el homomorfismo restriccion y sea

—: FK’ = ALI - Mn(Ll)
la extension K'-lineal de F a Ag:. Entonces Y o y f op estdn relacionado
i . . ’ .
1@ Fyo de la misma manera queY y f estdn relacionados con F.

"g Demostracién: Como H C G y como se sabe que j es sobre y continuo H' =
'p"1(H) es un subgrupo abierto de G':’H' C G' entonces su correspondiente

~subcampo L' del campo K’Sep:L’ C I(gep es el subcampo generado por L
sobre K.

Como Ag = A®k K' y Mu(L) ®: K' = M,(L') entonces F' (del teorema
-2) induce la extensién J('-lineal
R FriAp 2 Mn(Ll)
"' La hipétesis sobre F implica que Fy: es una L'-representacién.
"~ Se afirma que
Y'=Y 05§ x G — Mu(Kgep)
definida por la correspondecia
(pa 0) —_ Y'(p, U) =Yo ﬁ(/’a U) = Y(p(pa 0))
_satisface los requerimientos del teorema 2.
En efecto, calculando para p,0,7 € §' = ppy jo€G
F? = Y(pp,p0)" F?Y (pp, jo)
Y o p(p,0) " FPY o j(p,0)
Yl(p’a)_lFﬁpY’(Paa)

1l

En seguida se extiende I’-linealmente este mapeo y se obtiene
‘ F =Y'(p,0) ' FLY'(p,0) Vp,o€d
- calculando para todo p,0,7 € §'
Y(p,0)-Y'(0,7) = Y(pp, po)Y (po, pr)
B = f(pp, po,p7)Y (pp, p7)
= [op(pa,m)Y(p,0)
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obtenemos

Yl(p, 0) : YI(UaT) = f’(f)a 077) =fo ﬁ(/” U)T)
para todo p,0,7 € §' se tiene p' = fo p por lo tanto f'(p,0,7)Y'(p,7) =
Y'(p,0)Y'(6,7)  Vp,0,7 € §' para la férmula (A) calculamos

(p,a, )f (v,p,7 ) = f'ﬁ(P,U,T)f'ﬁ(U,P,T)
= f(pp, po,pT)f(pv, pp, PT)
= f(ﬁ”v po, ﬁT)f(ﬁVa pp, ﬁO‘)
= f-ﬁ(V,U,T)f'ﬁ(V,p,a)
= f'(v,0,7)f'(v,p,0)
= fv,0,1)f' (v,p,7)

asf se cumple la férmula (A) y el corolario.

Definicién. Sea f un mapeo covariante de G x G x G en Kgep. Se dird que
f es un conjunto factorial si satisface la siguiente condicién

(4) fp,o,7)f(v,p,7) = f(v,0,7)f(vp,0)  Vp,o,TEG

Afirmacion: La clase de los conjuntos factoriales lo constituyen un grupo
multiplicativo que se denotard H(I).

HK) = {f:6®) — K&ep | i) f es covariante ii) f cs un conjunto factorial}
En efecto, si fi, f € H(K). Calculando

Hifalp,o,7) = filp,0,7)fa(p,0,7)

este producto asi definido es covariante y como f; satisface la igualdad (A)
podemos escribir

fifap, o, T)flfQ(Va pT) =

filp,o,7)falp,0,7) filv, p, T) fa(w, py 7)
filp,o,m) filvip, 7) folpy o, 7) fo(w, p, 7)
fi(v,0,7)ilv, p,0) folv, 0,7) fo(v, p, 0)

62



= filv,0,7)folv,0,7)filv, 0, 7)fo(v, p,0)
—i - f1f2(V,0aT)f1f2(Va0aT)

obtenemos
: f1f2(PaU, T)f1f2(Va ps T) = flf?(ua o, T)f1f2(Va g, T)
_'?esto demuestra que f; fo € H(K), es decir, H(K) es un grupo.

Lema. Sea z un mapeo covariante

2:G %G — Kgop

-

5 definido por la correspondencia

by

; (,0) — 2(p,0)
- entonces el mapeo f de Gx G X G en K;‘ep
- F:6xG x G Ko
definido por la correspondencia
(h,0,7) — $(,0,7) = 3(p,)2(0, 1) 2(p, 7)"!

 es un conjunto factor.

 Demostracidn: Esevidente que f es covariante, puesto que z lo es, calculando:

f(p,o,7)f(v,p, 7) = 2(p,0)2(0, T)2(p, 7) ' 2(v, p)z(p, T)2(v, 7)™

" obtenemos
) f(p,0, ) (s p,7) = 2(p,0)2(0, T)2(v, p)2(v, 7)!
o analogamente
fn0,7)f(r,pr0) = ( 0):(0,7)e(v, )"
- ,0)2(p,0)2(v, 0) -
1 e
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por consiguiente f satisface (A).

Definicién: Si z es un mapeo covariante de G x G a Kgep:
2:G x G+ Kgep

al conjunto factorial f determinado por el lema se llama la cofrontera de z y
se escribird

f=6z

(también se le llama conjunto factorial trivial).

Se afirma que la familia de conjuntos factoriales que son cofronteras cons-
tituyen un subgrupo de grupo H(K) y se denotard

E(K):€(K) C H(K)

En efecto, sean:

Hf€€(K),  fi=6bz

Observemos en primer lugar que el mapeo
2129:G X G — Kg‘ep
definido por la correspondencia
(,) = 2122(p,0) = 21(p,0)22(p,0)

es covariante. Calculando

flf?(an»T) = fl(P,U,T)fQ(p,O',T)-:

21(p,0)21(0,7)21(p, 7) " 20(p, ) 20(0, 7)22(p, ) =

= 21(p,0)22(p,0)21(0,7)2(0, 7)1 (p, 7) 20, ) =
2129(p, 0)2129(0, T) 21 29(p, 7) !

obtenemos
fifa(p,o,7) = z12a(p,0)2129(0, T) 212, 7)
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Por el lema fi f es un conjunto factorial por definicién fify = 6(2129) por
—consiguiente {(K') es un subgrupo del grupo H(KX)

;..; E(IC) C H(K)

El grupo cociente se denotard
4 H(K) =H(K)/¢(K)
. Si K'/K entonces se afirma que j el mapeo de restriccién induce un mapeo
- pH(K)— H(K'")
.lPara, definir el mapeo § es suficiente definir la aplicacién
| 7 H(KY) — €

_ésta se define por la correspondencia
fr—fop

donde f = 62.
Calculando para p,0,7 € G'

foplp,o,7) = f(pp,po,pr) =
= 2(7p,po)a(fo, pr)2(p, ) =
2p(p,0)zp(0, T)zp(p, 7)™

- se obtiene
| Jop=6zp
=y de acuerdo con el lema

8 fopeg(K')
Es decir, la aplicacién 5# estd bien definida, por tanto pasando al cociente

I se obtiene 7.
ned
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Se dird que el conjunto factorial f del teorema 2 pertenece al dlgebra Ay a
las clases residuales médulo H(K) de H(K) se les llamard Clases Factoriales

mod £(K).

Proposicion 7. Sea A un dlgebra simple sobre I{. Entonces la clase de
conjuntos factoriales pertenecientes al dlgebra A constituyen una clase residual
de H(K) mod§(K).
Demostracion: Observemos que f, f' € H(K) se dird que
f~f = ff =6

Sea H,L,F\Y y f como en el teorema 2

FiA— My (L)
una L-representacion de A, sea

210 x G — Kgep

un mapeo covariante arbitrario. Sea H' un subgrupo de H: H' C H de tal
suerte que z sea H'-regular y sea L' su subgrupo correspondiente de Ksep.
L'> L.

Esto ultimo implica que

F: A — My(L)

es una L-representacion de A.
Ahora consideremos la aplicacién

Y GxGg— Mn(Ifsep)x

definida por la correspondencia

i

zY(p,0)
2(p,0)Y (p,0)

(p,0) — Y'(p,0)

1i
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lo cual es claramente covariante y H'-regular.
~  Se afirma que

f'(p,0, 7)Y (p,7) =Y'(p,0)Y'(0,7)  Vp,0,7€G
! Calculando:

¥ Y'(p,0)Y'(0,7) z(p,0)Y (p,0)z(o, T)Y(a T)
‘ 2(p,0)z(0,m)z(p, 7)™ 2(p, 7)Y (p,0)¥ (0, T)
- . = folp,o, T)( 7)f(p,0, 7)Y (p, )

: fO(Pa g, T (paa T)Yl(pa )

Il

7 obtenemos
i

folp,o,7)f(py0, 7)Y (py7) = Y'(p,0)Y'(0,7)

Tomando f' = fyf se tiene la afirmacién.

Lo anterior significa que si f es un conjunto factorial perteneciente a A
entonces todo conjunto factorial f' que se derive de f, estd en la misma clase
_ factorial

frf = ffl=6
_Dado otro sistema ', L', F', Y'y f' pertenecientes al lgebra A definida por
el teorema 2 entonces

-t

frf = ffl=6
-+ donde f pertenece a A; es decir H,L,F,Y, y f pertencen al dlgebra A.

=

+  Consideremos
- H'=HNH
~y sea L" su correspondiente subgrupo de G, el cual es el compositum de los
~campos Ly L L"=L{L'y L'D>L/L'"OL
Como todo sucede en Ksep el conjunto de los L"-representaciones de A no
es vacio.

Por tanto, si F'y F' son dos L"-representaciones del dlgebra A, existe un
— elemento Z € M,(L")* tal que

F =27'FZ
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En seguida se define el mapeo
W:g X Q’—» .Ksep
definido por la correspondencia

(p0) = W(p,0) = ()Y (py )2

Afirmacion: F' = W-1F'*W
Calculando; utilizando el teorema 2, reemplazando F'? y F?:

W-I(pa a)F*W (p,0) =

((Z7)'Y (p,0) z") ""(Z2P)7Y (p,0)2°

= (2°)'Y~ l(p,o>zpF"’(z") IY(p, 0)2°
(2°)'Y "N (p,0)2° () FPZ°(27) 'Y (p,0)Z°
(2°)'Y N p,0)F?Y (p,0)"'Y (p,0)Z°

= (Za)-—lFazcr
= (Z7'FZ)°
= FIU
obtenemos
W= (p,0)F?W(p,0) = F'° para todo p,0 € H es decir
F =W'F"W

En resiimen, dados F y F' el corolario de la proposicién 5 afirma que Y’
es Unico salvo por un factor constante en el centro L"* de M,(L")*, es decir

Y'(p,0) = 2(p,0)W(p,0)
para todo p,o € G. Esto implica que el mapeo
2:G X G — Kgep
es covariante y H"-regular.
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Calculando y aplicando el teorema 2

Y'(p,0)Y'(0,7) = 2(p,0)W (p,0)z(0, )W (0, T)

= z(p,0)z(o, )W (p,0)W (o, 7)
] = 2(p,0)2(0,)(") 'Y (p,0)2"(2°) ¥ (0,7)2"
) = 2(p,0)2(0,7)(&") Y (p,0)Y (0,7)2"
| = #(p,0)x(0,)f(p,0, 7)) Y (p,7)"
= 2(p,0)z(0,7)f(p,0,7)W(p,7)
i = 2(p,0)2(0,7)2(p,7)" f(p,0, )2, TW (p,7)

| - = 6Zf(p, 0, T)Y (P, )
- Obtenemos

6zf(p,0, T)Yl(pa T) = Yl(p’ U)Y,(U,T)
~ Si definimos f'(p,0,7) = 62f(p,0,T) entonces
i f'(pyo,7)Y'(p,0) = Y'(p,0)Y'(0,7)
_Vp,0,7 €§G es decir

fl'=62f

: fift=6z &= f~f
- Por lo tanto, una clase residual estd compuesta de todos los conjuntos facto-
.. riales.

.. Corolario. Sea K' un campo que contiene a K: K' / K entonces una clase
factorial determinante por el dlgebra simple

A, =AQ, K

"~ definida sobre K', es la imdgen de la clase factorial determinada por el dlgebra
simple A sobre I bajo el mapeo p*:

pHH(K") — H(K)

— definido por la correspondencia
{f} = {f}={fop}
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Definicién. Se dird que una clase factorial de K formada por los conjuntos
factoriales pertenecientes al dlgebra simple A sobre K, pertenece al dlgebra
o estd asociada al dlgebra A. '

Teorema. La aplicacion
¥: B(K) — H(K)
definida por la correspondencia

{A}B = 1/)({*4}11) = {A}Fac

es un isomorfismo. (Donde {A}, es un elemento arbitrario del Grupo de
Braver: {A}, C B(K) y {A}p,. es lu clase factorial de la perteneciente al
dlgebra A).

Demostracion: En primer lugar se demuestra que ¢ es un homomorfismo.
Para este proposito se consideran las dlgebras simples sobre K, A y A' de
dim, A = n?, dim, A = n'?%,
Sean
LEYyf

los objetos asociados con A como lo establece el teorema 2.
Sea L" el compositum de L y L': L" = L(L') y observemos que

Mn(L”) X Mn’(L”) = Mﬂn’(L”)'
En seguida se define el dlgebra simplde sobe K
AII _ A®h AI

y el mapeo
FII — F ®K FI
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‘como F y F' son L"-representaciones de A se obtiene que el mapeo
" Y":G X G — Muw(Ksep)
"ideﬁnido por la correspondencia
(p,0) — Y"(p,0) =Y (p,0) @Y"(p,0)

satisface los requerimientos del teorema 2.

“
1

*1  En efecto, calculando

\
Y'(p,0)Y"(0,7) = Y(p,0)®Y'(p,0)Y(0,7)@Y'(0,7) =
Y(p,0)Y(0,7)® Yl(pa a)Y'(o,7) =
f(pyo, ¥ (p,7) @ fl(pa U,T)Y'(p, T) =
ffl(p, o, )Y (p,7)@Y'(p,7) =
1'Y"(p,7) =
f'(pyo,T)Y"(p,7) = Y"(p,0)Y"(0, )

~ para toda p,0,7 € G donde f" = f - f'. Ademds se satisfacen las propiedades

(i) F"=Y"(p,0)" F"Y"(p,0) para toda p,0 € G
_ (ii) f"(p,a, T) : f”(Va p,T) = f,(Va g, T) ) f“(V7 p,0)

En efecto, calculando

Y”(p, U)_IF"”Y"(p, T)

(Y"(p,0))"(F & F')°Y (p,0) ® Y'(p, 0) =
(Y"(p,0)) (F* @ F*)Y (p,0) ®Y'(p, 0) =
= (Y"(p, ))"F "Y(p,0) @ F*Y'(p,0) =

Yll(p’a) (Y(P ) FP®Y’(p U)F’p)=
- = Y"(p,0) ' (Y(p,0) ® ®Y'(p,0))(F") @ FP) =
= Y'(p,0) Y (p,0)(F & ')’ =
- = P

5 y asf se obtiene la afirmacién para (i) calculando para obtener (ii)

oo, m)f' vy 1) = f(ps0,1)f'(pyo, 1) (v, 0, 7)f (v, 0, 7) =

[}



(/), g, T)f(”a P T)f'(p,a, T)fI(V’ P T) =
(v,0,7)f(v,p,7)f'(v,0,7)f (v, p,0) =
(v,0,7)f'(v,0,7)f(v,p,0)f (v, p,0) =
”(V’ U’ T)f”(”? p7 a)

resultando la afirmacién para (ii).

I

I

f
f
f
f

Por lo tanto la clase factorial asociada al dlgebra A" = A ®y A’ es el pro-
ducto de las clases factoriales asociadas a las dlgebras A y A’ respectivamente.

{f"}Fac = {f}Fac{fl}Fac
U({A}s{4'}s) = Y({A}n)¥({A}5)

Afirmacion: B({Ma(K)}) = {1} € H = H(K)/E(K)

Consideremos el dlgebra simple
A= M, (K)

el mapeo
Fi A - Myu(K)

definido por la correspondencia
ar— F(a)=a

y €l mapeo
Y: g X g — Mn(I(sep)

definido por la correspondencia
(P, 0) L Y(p,O') =I,=
Como f esta dada por la férmula

f(p’ a’ T)},(/)’ T) = },(/)’ U)},(U’ T) Vp)U’T E g
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Esto implica que

Para obtener en este caso

FR

1. F" asociada al 4lgebra

A" = A Qg AI=M,,(I()®KAI
Al/ = M"(AI)

-

Sabemos f' = f.f'=1-f'= f' = {f"} = {f'} es decir la clase factorial
- asociada a
AII

— es la misma que la clase factorial asociada a

AI

oy

Es decir, se demostré que ¥ es homomorfismo, ahora se demostrard que es
-~ biyectivo.

Lema 3. Sea H un subgrupo abierto del grupo G y sea L un subcampo de
- Ksep correspondiente al grupo H y sea Y un mapeo H-regular y covariante

de G x G en My(L)
Y:G xG — My(L)

definido por la correspondencia
(p,0) — Y(p,0)
| satisfaciendo la propiedad
Y(p,7) =Y (p,0)Y(0,7) paratodo p,0,7€G
f Entonces eziste una matriz Z € My(L)* tal que

- Y(p,0) = (2°)7(2°)
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I

Demostracion: Sea

a={ay,...,an}
un sisema coompleto de representantes de las clases Ho mod H del grupo
G. Sabemos que este sistema de representantes induce sobre L todos los

isomorfismos K-lineales de L en Ksep linealmente independientes sobre el
campo L.

Sean

ML) = {(ay,...,an)]a1,...,an € L}

b
Mn,l(L) = Ibl,..-,bnEL
by
y consideremos las aplicaciones
Min(L) x Mn(L) = Min(L)

definida por la correspondencia

(e on o) — (St

- My(L) X M (L) — May(L)

definida por la correspondencia
bl Eail bl
(aif) x | + | — :
b Zai,,bn
Consideremos la aplicacién
@: Miu(L) = Mya(L)

definida por la correspondencia

ur— pu) = Xi:u"i}’(a;, €)
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se afirma que esta aplicacidn asi definia estd bien definida. En efecto, es
suficiente demostrar que p(u) = 2 es invariante bajo la accién del grupo
H: 2f = z para todo p € H lo cual se demuestra observando que el sistema

ap = (e1p,...,anp)

es otro sistema de representantes de las clases Ho mod H en G puesto que si
i
aiplajp) T eH = oz,-oz}1 € H.
Esta contradiccién demuestra que efectivamente ap es otro sistema de repre-
sentantes. Calculando para todo p € H
2P = T uNYP(a;,€) =5 urY (aip, €p)
i

D u(cuipy€)
z

Il

obtenemos
2P=2 paratodo pEH

Se afirma que esta aplicacién asi definida estd bien definida. A continua-
cién se demuestra la

Afirmacion: Existen n vectores en M !
ULy eoeylin € Ml,n
cuyas imagenes bajo el mapeo ¢:

<P(ul)v ce sﬂo(un) € Ml,n

son linealmente independientes sobre L.

En efecto, supongamos por un instante que esto no sucede, en particular
esta situacién debe darse para la base candnica del espacio vectorial My q(L):

ey, ... en € Mi,(L)

%



es decir, existe una relacién no trivial
ole))l+ +p(en)ly =0 con £,...,0, €L
Si ahora calculamos

0 = Tole)d
- 3 (pas)?
= Z(E{j&%) &

obtenemos

£ (ztb)e = 0 @

Por otro lado, si u € M, es un vector fijo pero arbitrario y si calculamos
pu) = o (T le)
= Y lip(e)
= Yt (bje;)
= LY lilije;
i
)Y (E ﬂi-f.-,-) &

i

obtenemos
o = £(S66)
= (Zf:-f;j,...,z:c:'[in)
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—oseap(u) = (2 Ol .. ,Z)L’:-&,,)

Ahora multipliquemos este vector por la derecha por el vector

b
v=] i EM (L), v#0

! . ~
p(u)-v = Sllali 4+ Y bilinly
3 i

= LY btk
73
= L4 (X 0)
Si ahora utilizamos la relacién (4) obtenemos
p(u)-v=0
Ahora veremos que v = 0.
o to(u) = 0
Calculando
0 = ‘wip(u)=
= (T u"Y (ay,€)) =
= 'v 3 'Y(aie€) ™ =
= Y 'Y (i €)e;'u
Obtenemos

(Z ty tY(a;,e)a,-) tu=10

i
Como u se eligi6 arbitrariamente en M, se obtiene

Y ' 'Y (0, €)a; = 0
i
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lo cual implica, por la independencia lineal de ¢; en L, que v 'Y (aj,€) = 0
(1<i<n)

Y(eiyely=0 (1<i<n)
como Y (a;,€) € My(L) implica que v = 0.

151
Esto tltimo contradice la eleccién del vector v = | i | # 0. Y asf la

. Zn
afirmacién esta demostrada.

Sean n vectores uy,...,u, € M (L) donde u; = (ug’), .. .,ug)) con ug-') €

L (1 <14 < n) con la propiedad de la afirmacién. En seguida se define la

mattriz
Z =Y u"Y(aji, €)
i

donde
ugl) . ufl)
u=
u(l") )

por tanto, para obtener la matriz
u®Y (a;,€)
se multiplica la matriz ¥ (a;,€) por la izquierda por el vector
ul'Y (i, €)
n | uy'Y (ay,€
59 | Suyang
i=1 : i
u®Y (o, €)
Esto 1ltimo implica
Zui'Y (aie)
1
= E u""Y(a;, G)
i
Zu'Y (aire)
]
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p(w)
Por lo tanto T u*Y (ay,¢) = : donde cada hilera es linealmente
1

©(un)
“}independiente de acuerdo con la eleccién de los vectores uy, . .., u, € M o(L)

"la matriz

= Z =Y u®Y(ay,€) es invertible

; Calculando

I Z'Y (p,0) = L u*YP(0s,€)Y (p,0) =
= TunY(as, ¥ (pr0) =
= ‘Zu"‘Y(a;,a)=
_

Esto implica que

ZPY (p,0) z°
= Y(p0) = (2)7'2°

-, Afirmacién: La aplicacién
- : B(K) — H(K)
__definida por la correspondencia

{4}s — p({1}) = {A}cr

' es una inyeccién. En efecto, supongamos que p({A}p) es la clase factorial
_ trivial de A es decir
#({A}s) = {6z}cr

_ donde z es un mapeo covariante de G X § en Kgep
2:Gx G = Kgep
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definido 'por la correspondencia
(p,) > #(p, )
y donde 6z es el mapeo covariante de G X G x G es Kfp
62:G x G x G — Kgep
definida por la correspondencia
(P 0,7) ¥ b2(p, 0,7) = 2(p, 0)2(0,T)2(p, 7)™
es facil ver que z asi definida es un conjunto factorial
f=06z

es decir, f es la cofrontera de z.

La hipétesis implica que, de acuerdo con la proposicién 7, se puede elegir
H,LyY tal que f =1y como en general

f(p, a,T)Y(p, T) = Y(p,a)Y(a, T)

entonces
Y(p,0) =Y(p,0)Y(0,T)

esto dltimo nos permite aplicar el lema 3; por tanto, existe una matriz Z €
M, (L)* tal que
Y(p,0) = (2°)'2°

Con esta matriz definimos la aplicacién
F'=ZFZ7!
Calculando
F° — ZaFa(Za)—-l
= 27 (p,0)FY (p,0)(27)"!

= Z'F°(z)"
= Fr
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Obtenemos
F!a ~ Flp

" es decir

]

Fo'=F  VYpoeH
Observemos

FL Z—-!
AL EMy(L), . Mo(L)* = Ma(L)"

Mo(D) 5 ML) S M, 5 M

F, =ZF.27"
f F ___(FI )np"'l
Ma(L) 5 ML)~ ML (L)

= FliAp 2 Mo(K) = F: A M(K)

= Fl A% M (K)

_ esto significa que U({A}5) = {A}cr = {62} = {A}p es la clase trivial, ..

.. inyectiva.
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