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PrOLOGO.

tiempo ido en la uni do forma hastsa verse plasmada como una

posible y concreta manera de aprender y aplicar, La introduccién a la fisica teérica como funda-
mento importante en la comprensién, entendimiente y aplicabilidad de la Ingenierfa Quimica, fué
elp ficiente para bl un puente entre ambas dreas, como eslabdn interdisciplinario
que nos muestre una vez mas la estrecha conexién entre todas y cada una de las ciencias.
Las estructuras bdsicas de la cxencm muchas veces son soslayadas por la irreconciliable visién
p Atica de las discipli p Es indudable que a través del tiempo, las ingenierfas han
d doel j prog! de Ia ciencia como acuerdo técito; pero también es indudable
que conforme se avanza en esta, se hace més tanglble la idea de un vinculo clars ¥ congruente
con las necesidades propias de Ja época. Asf, la i mgemena no estd desligrda de 1a ciencia por no
hacerla, ni el cientifico de la ingenierfa por no -phcnrla smn al contrarm por ¢l simple hecho de

a idea de elaborar este proyecto surge do una inquietud muy particular, y que a través del
d, fug

establecerse esta relacién existencial de desarroll su i biunfvoco no debe
quedar relegada de las ife i de i ién. Que serfa de un cientffico marginado al
respecto, cuyo talento y trabajo na dieran fnnos en una aphcuion, o vicevera, si el ingeniero no
tuviera de donde tomar }as her que su fabor. Se forma parte de
uns estructura en el que se relaciona todo con todos; no quiere decir que todo lo que se descubra se
tiene que aplicar indefi L , sino que el i preciso de las causas necesariamente

.

implica el mejor ap

El criterio creado a lo Jargo de la elaboraci6n de este trabajo, en la convivencia diasia con per-
sonas de otras dreas e ideas, incidieron en la importancia del conocimiento bien aplicado, ademds,
sin lugar a dudas, en las concecuencias de formacidn, que redundan en una visién clara y sin es-
peculaciones. Ambos puntes de vista en una perfecta comunién serfa lo ideal, pero pocas son las
personas que realizan tal actividad en el amplio sentide de su relevancia.

E objetivo de este proyecto era bisicamente desarrollar hesramientas tedricas alternativas
para el estudio, deduccién y determinacién de ecuaciones de estado, tan cominmente utilizadas en
el especificacién de procesos quimicos. Pero al margen de analizar sélo un tema muy estrecho y
especializado, se slablnclé una descripcién generalizads, que proviene de cntanos y formulucxomu

importantes para ef )t y ciertas aplicaci de los {ené t

Los Iundamentcs son los de la dind clasica y la mecdnica estadfstica, que no profun-
dizan en tr 1 ivos y plejos, sino que tratan las ideas claves que conforman la
teorfa general desde una pespechva stszemétu:a y lo més clara posible. En sf, dentro del contexto
de este trabajo, toda su P qi del imi de fos postulados basicos de la

ter i ica clasica, de tr y de probabilidad, y de! manejo de cilculo
diferencial e integral, de tal forma que un estudiante con [armamén de los tres primeros semestres
(tronco comiin en la Facultad de Estudios S ) en el 4rea quimico-bioldg]

puede interpretarla satisfactoriamente y sin la mesnor dificuitad. Es importante menclonar que con

Alsts




Prélogo.

tales imi , es posible
el ramo,

1Qué tan fisico o ingenieril resulta ser esta tesis? Responder esta pregunta dependeria de que
si un fisico o un Ingeniero la formulara, pero si al leerse fomenta la disyuntiva, eso implicard una
clara tendencia de lo exp hacia una ién cabal de dos formas de hacer y ver las cosas.

La estancia por un afio en San Luis Potosf fué por demés agradable y pwductivu, aqul se ges-
taron 1as bases de lo que para mi es estudiary hn.cer cnencm, experiencia que recordaré siempre como
el inicio de un nuevo trayecto. Mi eterno d a la hospitalidad del i de Fisica
"Manuel Sandoval Vallarta” de la Universidad Auténoma de San Luis Potosf. Agradesco también
el soporte econémico dado por el Fondo de Apoyo a la Investigacién (FAI-UASLP), CONACYT,
Academia de la Investigacién Cientifica y la Universidad Nacional Auté de México, a través
de la Direccién General de Asuntos del Personal Académico (DGAPA-UNAM), todos cllos en difer-
entes periodos de mi estancia. No olvido a la Facultad de Estudios Superiores Zaragoza-UNAM,
por ser el recinto que me brindé los conocimientos de los que ahora y siempre haré uso.

Mi sincero agradecimiento al 1.Q. Miguel José Flores Galaz, 1.Q. Rafael Sanchez Dirzo, 1.Q.
Rosario Tapia, y especialmente al Fis. Carlos Mart{nez Gémez, por haberse tomado 1a molestia de
revisar la versién preliminar de este proyecto y externar sus valiosos comentarios, los que sirvieron
para mejorar el contenido y contexto general.

Siempre estaré en deuda por la incondicienal ayuda y constante apoyo del Dr. Bernardo José
Luis Arauz Lara y el M. en C. Gonzalo Viramontes Gamboa, sin los cuales no hubiera entendido
gran parte de los estudios experimentales y tedricos de la mecénica estadfstica, piezas importantes
en todo el desarrollo del presente tarbajo.

" Y esta tesis, la ides, la oportunidad, no hubieran podido realizarse si, en cierto dfa de hace un
afio, el Dr. Magdaleno Medina Noyola no hubiera accedido a enfilar entre sus tesistas a un pasante
de Ingenierfa Qufmica que prometia estudiar fisica. Aquf esté finalmente el resultado y para mi
asesor todo el agradecimiento que pueda expresarle en estas palabras.

No estarfa complcta esta parte sin dejar de mencionar la importante labor de mis queridos
padres: Manlio Hugo Salinas Puga y Hortensia Nolasco Guzmén, cuyo apoyo es inconmensurable;
a mis hermanos Mario y Maritza, muchos familiares, amigos, conocidos, en fin, tantas personas
que conformaron una parte valiosa en mi formacién.

No sé si seré un buen ingeniero qufmico, o un buen fisico, o quiz4 mejor astrénomo que filésofo;
sélo sé que a partir de ahora hasta el final, no dejaré de intentar llegar a convertirme en un buen
ser humano,

una teorfa predictiva muy utilizada por los especialistas en

San Luis Potosf, febrero 22 de 1994,
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RESUMEN.

lp p tiene como finalided abordar al imi inherentes al trata-

mxenbo tedrico de la uznnodmﬂmxca y que son gran utilidad en el estudio y caracterizacién
de[diversos si reales. El p p hene sus bases cimentadas en las teorfas

ldsicas de la di i aln bargo, se propone un fc 1 que intenta extrapolar la
f ! macroscépica que la teriza, con formulaci i picas y dfsti
alternas.

Se inicia el desarrollo haciendo un revisisn eonclsa de los postulados clésicos que sustentan
las bases a un i inicial a pequefias di como central, las
propiedades tedricas y analfticas de lu entropfa. A partir de ahf, es posible establecer un criterio
de anéhsix por medio de [a subdivisién de un sistema dado en celdas _especificamente definidas y

de una fi ién termodindmica tedrica, 1itil para estudios a nivel molecular.

La deduccién de las ecuaciones de es'ado a partir de los pnnmplos ‘anacmnala de Ia en-
tropfa, demuestra la enorme importancia de tales funci en la pleta de un
sistema y como parte importante de las relacis diné fund: les. Es a través de
tales relmona, que el proyect.o centra su atencién para formular mecanismos que logren vincular
las P P [ les, con nuevos niveles de andlisis mas rigurosos y en
detalle.

Las extensiones a las teorfas cldsicas ideales y los principios mateméticos de la teorfa de proba-~
bilidades, son las herramientas suficientes que provee de una formulacién clara y consistente en las
modificaciones planteadas. En este sentido, se exponen con cierto detalle los pasos seguidos hasta
|a deducciones importantes. Finalmente se busca la comuni6n entre los desarrollos macroscépicos
y las alternativas de estudio microscépicas a través de ciertas determinaciones comunes en fisi-
coqufmica, siendo notable el alcance que se puede lograr con Ia combinacién de ambas ideas.

xi



Estamos haciendo un libro,

! teatimonio de lo que no decimos.
Reunimos nuestro tiempo, nuestros dolores,

nuestros ojos, las manos que tuvimos,

los corazones que ensayamos...

Jaime Sabines.

1. INTRODUCCION.

o
1 andlisis mecénico-estadfstico sobre el origen de las ecuaciones de estado, surge inicialmente
con la 1dea de darle cxem:s D tedricas a la fc lacién de {as estructuras mateméticas

jeldich ideradas general de naturaleza empirica. Sin embargo, el presente
tratado va un poco més all4 al elaborar toda una descripcién formal basada en los conocxmlentos

probados de la termodindmi cléslca y somete su valor al apli a fe vd
ciones en las fi

Una ecuacidn de estado cs una expresién analftica de equilibrio, que relaciona a las coorde-
nadas termodinamicas de un sistema (presién, volumen, temperatura), y las priva de su indepen-
dencia con respecto a las demés. Todo sistema termodindmico tiene su ecuacién de estado, aunque
en algunos casos, su forma puede ser tan complicada, que no sea posible expresarla mediante
funciones matemadticas sencillas.

En particular, se presenta a la termodindmica clisica, mecanica estadfstica y teorfa de probabi-
lidades desde un punto de vista moderno y unificado. El fundamento principal se basa en el estudio
de las premisas que rigen a todo sistema macroscdpico termodindmico. Es importante considerar
al sxstema como constitufdo por muchas pun.lculus, las cuales obedecen las leyes de la mecanica

4 La binacién de estos épico con algunos postulados estadfsticos,
lieva a conclusiones muy generales en un mwl de descripcién purameme macroscépico. Estas

{ust son vilidas independis de los modelos particul que pudi adaptarse
sobre la naturaleza o las interacciones entre las particulas del sistema que se considera; poseen
por tanto, la plena generalidad de las leyes clésicas de la termodindmica Ademis, se pone en claro
que los parmetros macroscépicos de un sistema son de naturaleza estadfstica y que presentan
fluctuaciones, calculables y observables, en condiciones determinadas.

Asf, el tema principal de este proyecto, es el comportamiento de ciertos si:
termodindmicos, aunque en todo momento, es evidente el i id épico de di-

)




Introduccién.

chos razonamientos. Por ende, se demuestra que al adoptar este criterio tedrico, pueden calcularse
magnitudes macroscépicas a partir de informacién i foque microscépico propor-
ciona una compresién fisica mucho més cabal de algunos fe y d4 una apreciacion mas facil
del significado de la entropfa. Gran parte de la fisica moderna se ocupa de |a explicacién de los
fenémenos macroscépicos en funcién de conceptos a nivel molecular.

En un principio, se i d las premisas bésicas de la termodinémica clésica, de las cuales,
la condicién de equilibrio es el punto de partida para Ia conceptualizacién tesrica de la entropfa.
Las propiedades analiticas de la funcién entropfa, representan las bases estructurales del formalismo
de particién de un sistema por medio de celdas. La idea es la siguiente: un sistema es dividido en
partes, de tal forma que cada {raccion constituye ahora, una porcién de estudio a nivel microscépico
del sistema original. Cada subsistema recibe el nombre de celda.

Esta descripcién es una alternativa al estudio de los sitemas fisicos macroscépicos, a través
de andlsis microscépicos. Por ejemplo, la teorfa de ensamble formulada por Gibbs, propone un
conjunto de conﬁgurwonm, las cuales representan el niimero de estados accesibles que posee un
sistema ter diando en el ble, es posible obtener relaciones que determinen
las caracter(sticas buscudns del sistema. Esta concepcién no es trivial e involucra una serie de ideas
y consideraciones no inmediatas al sentido comtin; la teorfa ergddica y el teorema de Liouville son
una muestra de ello.

La particién de celdas es un andlsis termodindmico que no involucra conceptos complejos, sino
que dentro del marco de los fundamentos clisicos, plantea extensiones necesarias para el completo
desarmllo de la teorfa y su aplicabilidad a fenémenos reales. El estudlo analftico de las funciones
ter Amicas y las i de estado se efectia en base a id tedricas aplicabl
a una celda como sistema descriptivo.

La derivada parcial de la entropia (surgida de una relacidn termodindmica fundamental
especifica) con respecto de todas y cada una de las variables extensivas de las cuales depende
(E,V,N), conforman el conjunto de las ecuaciones de estado de un sistema. Dependiendo de la
variable extensiva de la que surja, la ecuacién de estado pucde ser quimica, térmica y mecdnica.
Uno de los sistemas mas estudiados en fisica y que hace las veces de paradigina en los diversos

&

desarrollos tedricos que p: d der su alcance a si MAS ¢ lejos, lo constituyen los
gases ideales, que a partir del canommento preciso de su relacién termodmalmca fundamental,
contiene los elementos neccsarios para fc 1 mas ! y Para casos no

ideales, se consideran efectos que a nivel microscépico son de fundamcntal relevancia; la presencia
de campo externo y las fuerzas de interaccion entre moléculas, son las principales causas de tales
desviaciones. Con lo antcrior, se formula una representacion analftica que involucre esos factores
y a través de ella se puedan obtener deducciones conocidas, como 1a ecuacién de Van der Waals,
en cuyo significado teérico va implicita la condicién de no idealidad

Una consecuencia importante en este analisis se verifica al obtener una explicacién fisica de
las reglas de mezclado, tan cominmente usadas al tratar de extender propiedades termodindmicas
de mezclas a partir de la composicién relativa de las sustancms puras que intervienen.

Dentro de la bases estadisticas de la termodi las fluctuaci de un sistema cons-
tituyen el fenémeno m4s representativo de la variabilidad aleatoria de las propiedades alrededor
del estado de equilibrio. El estudio fisico id do tales bios instantd provee infor-
macidn relevante de las car isticas estr les, termodindmi v quil de los

aunado a la naturaleza microscépica del andlisis, se logra obtener una funcién que contiene los datos
enla i leta de un sistema. A esta funcién se le denomina funcidn de




Introduccién,

distribucidn radial, y a través de ella se pueden relact todas las varisbles termodind
macroschpicas.

No se descarta al final del estudio, la forma explicita que toman las ecuaciones de estado,
asf como algunas determinaciones a manera de ejemplos, en los cuales se ilustra el uso de tado lo
anteriormente desarrollado y resumidas en las ecusciones de estado.

&te pruyecko es una introduccién al estudio fisico de sistemas reales, en base a una teorfs

a los postulados bésicos de Ia termodinimica clsica, No se pretende
abarcar todu Ia visidn tedrica en torno al temsa con un sélo punto de vista, pero si ofrece la opcién
de presentar un enfoque distinto al jado en los di de mgemerfa qufmica.
Los ios son los el les en la fc ién i i fnltn un
poco de profunda curiosidad hacia el porqué de las cosas y Ia prop cal:ml de expli .
plausibles.




- Erase una vez...

- ...un rey -interrumpid alguien
con suma impaciencia.

- No. Erase una vez un simple
y noble trozo de madera.

Pinochio.

2. FUNDAMENTOS
CLASICcOS TERMODINAMICOS.

dindmica clésica ituye un poderoso formalismo de gran generalidad, un conjunto

de teorfas construidas sobre simples hipStesis que la hacen tnn vélida y significativamente 1itil
desde sus orfgenes hasta nuestros dfas. Su estructura ptual no estd ituida por sélo un
tipo de modelo, por lo que el rétulo de "termodindmica clésica™ mas que una teorfa, se refiere a un
marco general que cubre cierto nimero de ideas relacionadas entre sf, pero diferentes de cualquier
modo. Esto se hace patente cuando dentro de la familia termodindmica se puede sciialar una teorfa
elemental que juega un papel de paradigma en el tratamiento analitico de nuevos propuestas y que
a partir de ésta, pueden desarrollarse, en base a afiadidos a la estructura original y sucesivamente

rods licados, nuevos ptos y leyes que superen las upllcacmnﬁt

La termodmi&mxca en general, surge de observaciones y experiencias directamente mequlblm
al sentido comiin, lo cual implica contra ello ciertas limi loséficas [2.1] de tr d
al conocimiento, es decir, se busca tras los asp ficiales, estructuras sub que nos

los interpreten y expliquen en funcién de entidades no xnmedmas a la.experiencia.

El concepto central introducido dentro de esta gran teoria {enumenoléglcn es la entropfa, asen-
ta.da como unn funcién de variables extensivas, la cual satisface un principio extremo determinado

por la condicién de equilibrio termodindmico. En s( en un pnmer nnﬁlxs‘s,

todo cuanto esté descrito por la termodindmica cldsica de i i
condiciones de equilibrio y no cualquier otro estado fuera de éste. Sin embargo, ln Amposnbllidnd
de describir ciertos fenémenos con sdlo ese criterio, ha orillado a buscar diversas extensiones que
complementen tales restricciones y limitantes.

Asf, uno de los objetivos de la mecdnica estadfstica, es abtener la mturpratamén fisica de la
entropfa, y en consecuencia, dar la justificacién tedrica al principi bajo el
cual se ¥ que la termodindmica clésica prop: Con esta idea, se plantea la posibilidad

t Una do tales teories en la cual se hace uso corriente de este procedimiento, es la termodindmica de los sistemas
simples, como punta de partida 8 numerosas formulaciones complejas més allé de los casos ideales.
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Toon!. babilfati sonel, 1 ¢,

de hacer un andlisis del sistema con bases yp y
mediante una relacién matemética que, ademés de lnvolucmr a todas las variables del sistema,
describa su comportamit en diversas condici disti escalas.

Uno de los postulados fenomenolégicos que han dudo buenos resultados en la descripcién ter-
modindmica de un sistema cerrado, de volumen y niimero de particulas dado, es aquel que gnmntlzn
que los pardmetros E (energia interna), V (volumen) Yy N (ntimero de partfculas) son [as \inicas
restricciones del sistema. En ién, de la 4 4 se sabe que, si el sistema es
macroscéplco, pueden existir estados i i con los valores especfficos de
E, V y N. El sistema puede estar en alguno de esos estados permisibles y el nivel de minima energla
se localiza en la condicién de equilibrio. El desarrollo subsecuente en base a lo anterior, obliga a
describir una serie de conceptos de gran utilidad, como punto de partida en el estudio de problemas

" 1

‘termodindmicos a nivel

2.1. Equilibrio termodindmico y entropfa.

Para ser macroscépico, un sistema estard ituido por 1 tanto como

ﬂtomos tenga un cuerpo visible sin ayuda del microscépio. La naturaleza del sistema y de sus

puede ser lquiera; en esta indifc sustenta la termodindmica su amplio campo
de aplicacién. Pero toda lidad tiene su limite, y esta teorfa no es la excepcién. Si la variedad
de sistemas que comprende es muy grande, las propiedades que interesan son de un tipo bien
deslindado. Primeramente, la termodindmica su i6n en las propiedad b
internos de un sistema, y prescinde de su movimiento. La segunda limitacién proviene de una
observacién muy general y de fuerte implicacién: la condicidn de equilibrio.

Una caracterfstica general de un sistema cuando es aislade de su entorno para su estudio
(sistema cerrado), es |a evolucién hacia estados en los cuales, sus propiedades son determinadas
por factores intrinsecos y no por influencies externas, Este cambio del sistema termodindmico en
base a criterios cldsicos, se presenta como cierta “memoria" a los sucesos precedentes. Cuando
el sistema deja de pertenccer a un medio global y se cierran sus fronteras al entorno, deja de

con los alreded ¥, por lo tanto, alcanza una condicién que no \nria con el tiempa,
Estos son los llamados estados de equilibrio y representan sit ldsicas en la
descripcién generalizada de un sistema. La termodindmica sujeté su interés al estudio del equilibrio
y cuando esta restriccion se hizo patente, se le bautizé termodindmica cldsica. El calificativo es de
uso relativamente reciente; la intencién original fué distinguir a 1a termodindmica del equilibrio de
las més nuevas preocupaciones por 2l desequilibrio.

Siendo el estado de equilibrio una condicién iinica y preferente, se postula el hecho de carac-
terizar completamente un sistema macroscépico en particular por tres pardmetros que dependen
de la cantidad de materia presente (propiedades extensivas): la energfa interna, el volumen y el
nimero de moléculas de los {micos que participan. Esta concepcidn reorganiza la
posibilidad de descripcién en términos de un pequefio nimero de variables, tomando en cuenta
observaciones experimentales y la verificacién de la teorfa derivada de tal aseveracién.

Es claro que no cualquier sistema depender4 de esos tres p os extensivos para su des-
cripcién [2.2]. Eventualmente, existen c1ertm propiedades mecﬁmcus y eléctricas que requerirdn de
nuevas variables para izar su estado de equilibrio. Por ejemplo: el momento

dipolar o esfuerzos elfsticos, en casos especiales [2.3].
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Desde el punto de vista atémico, el equ\hbno épico estd iado con tr
répidas e incesantes entre todos los estados até i con las dici a la frontera
dadas. Silos i de icién son sufici efectivos, el sistema pasa rdpidamente

a través de todos los estados atémicos representativos en el curso de una observacién macroscépica;

tal sistema se dice que est4 en equilibrio. La cuestién radica ahora en cémo determinar el estado

final de equilibrio bajo criterios sencillos y en concordancia con los fundamentos clésicos.
De la experiencia con algunas teorfas fisicas y sus diversas pli en sus

bésicas, se plantea reconceptualizar el criterio de equilibrio en términos de un p

es decir, nnndpar los valores de los pardmetros extensivos del estado de equnhhno final como los

que maximimizan cierta funcién termodindmics. De aquf surge el siguiente postulado:

*Existe una funcién llamada entropfa, de los pardmetros extensivos de un sistema compuesto,
definida para todo estado de equilibrio y que tiene la sigui propiedad: los valores idos por el
pardmetro ivo en ia de icci i son cuando la entropfa se maximiza sobre
diversos estados de equilibrio restringido."

Es de apreciar que la concepcién de la entropfa surge de las observaciones experimentales
(como !a mayorfa de las ideas de la termodinamica cldsica), para quedar totalmente asentada con
el riguroso anilisis de l6gica formal de Carathedory {2.3} t. Asl, esta aseveracién provee de una
funcién hipotética, la cual tiene en particular, propiedades matematicas sencillas, con lo que se
garantiza la simplicidad en las teorfas derivadas.

El principal problema de la termodindmica consiste en determinar el estado de equilibrio
que resulta consecuentemente después de remover las condiciones internas de un sistema cerrado,
Este cuestionamiento bisico puede ser totalmente resuelto con ayuda del principio extremo, si la
entropfa del sistema es conocida como funcién de los pardmetros extensivos. A esta funcién se le
conoce como relacidn termodindmica fund, tal (RTF) y de manera condensada se expresa
como:

5= S[A] = S(A1, Az A3y An) (2.1)

donde A representa el vector de los m parfmetros extensivos (A4, Az, A3, ..., Am) que involucra el
sistema. Si se posce la RTF de un sistema cn particular, se conoce toda la informacién termedi-
némica ia, es decir, equivale a datos éri diagramas, cartas y todo los tipos
imaginables de descripcién de las iedades termodindmicas para un sistema especifico, No en
vano, una de las metas de la fisica nctual es encontrar tales relaciones que especifiquen a tal grado
de gran lidad y multiples caracterfsticas.
Las propiedade: tematicas y operacionales de la entropfa, constituyen una nocién analitica
de gran trascendencia en la aplicabilidad teérica de dlcha funclén - 1a base en la formulacién de
una descripcién constituido por miltiples y peq inados celdas y propor-
ciona el vinculo entre la descripeién dpica y la descripcién mi opica de un mismo caso.
La caracterfstica fund | de una expresi6 Iitica como lo es la entropia, radica en ser una

funcién homogénea de primer orden en sus pardmetros extensivos, esto es:

t Este tratado mmutuyn el primer intento de axiomatizar loa grandes pl i surgidos de los principios
légicos de Ia § es un paso il ivo en la ién cabal de una clencia que se
consolidd paco a poco por sus aciertos.
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S(AA5y A3 My, o, M) = AS(A, Ag, Ay, .., Am) (2.2)

de tal forma que dicha implicacié en la operatibilidad de la entropia en sistemss ter-
modinAmicos. En base a lo anterior, Iu entropfa de un sistema es adlﬂvn sobre los subsistemes
que la conforman; es ademds una funcién i dife bi fente con -
respecta a Ja energia interna. Lo anterior se aprecia con més detalle en los siguientes tres puntos:

(a.-) La entropfa total de un sistema compuesto es Ia suma de las entropfas de los subsistemas
constituyentes:
Sp=Y 50 (2.3)
a

donde « es el nimero de subsistemas en un sistema global.
{b.-) La entropla de cada subsistema es una funcién exclusiva de los par&metros extensivos que
cantiene, por lo tanto, para cada una de eilas existe una RTF que las involucra entre si:

500 = Sla)AP, AP, AL, 4l (24)
(e~} La derivada parcial de ta entropfa con respecto a la energfa interna E {4y = E), es una

cantidad siempre positiva:
88 )
Tt >0 (2.5)
('95 P

Como se puede apreciar, esta derivada parcial es Ia definicion cldsica de la temperatura, como
razén de incrementos en un estado especffico del sistema. Estudios detallados indican la
posibilidad en algunos casos de que dicha derivada tome valores negativos [2.4}{2.5)[2.6]t.

s 1 .

Todo la i te exp son ptos bien en los
di ionales de 1a termodindmica, y es de estas ideas de donde partimos para establecer
el criterio a utilizar en el subsecuente desarrollo.

2.2. Sabre e} cancepto de ensamble.

El nbjeuvn pxmc(pal de este trabajo, es calcular pmpledndes tennodmﬂrmcus con base a una

jca de las i de estadg, en términos de p ds i Dada

1a estructura individual de las moléculas de un sistems y ia forma del potencial intermolecular, es

de desear obtener propiedades termodinimicas tales come la entropia y ia energfa libre. Es bien

sabido que estos Wtimos dependen de cantidades como la presidn, el volumen, la energfa interna,
propiedades caracterfsticas dentro de la mecdnica clésics.

t Laexpli fisica de lns temp negativas se basa en | bios de nivelca jcos do Tos e
¥ sus estados de doequilibrio en dici de extremsa idn. Es como i se considerara una transicién
continua de una temperatura infinita positiva (-+00) a una infinita negativa (—00). Ea de notar que la temperatusa
ontd i ligada al librio, por lo que ri se puede habler de temperaturas negativas con

Ia formalidad que ello implica. &tudlm en lérmmou mecdnico-eatad/sticos para un caso especial lo plantea Ramsey
[24}, ¥ de Haar [2.5 liza con
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Desde €l punto de vista P se puede especificar un sistema completamente con
algunos pard como el vol 1a i6n o 1a densidad, y la peratura, Mien-
tras menor sea la complejidad del sistema, se requiere un pequefio mimero de pardmetros para
describirlo. Desde el punto de vnsta mlcmscéplco. s necesario determinar un enorme nidmero de
estados cudnticos, en base a la proy ica b

Una versién moderna postcuant\ca, postula el hecho de calcular propiedades termodinimicas
mecdnicas, a través de valores de pardmetros de todes y cada uno de los estados cuénticos, que es

conmstente con nlgunas propiedades del smlema en un nivel macroscépico, El promedio de estas
i

es y rep: P 6pi del estado ico. Es ahf donde
se prop que dichop dio corresponde a la propiedad ter pica respectiva.
Esta nueva idea sugiere 1a enorme posibilidad de calculos termodindmicos a nivel micr i

Arimb

pico y
con amplio margen de cer Es necesario i ducir ciertos s que hagan miés claro
el formalismo, como puente entre la termodindmica clisica y la mecénica estadistica.

Para conocer el comportamiento dindmico de una particula en un determinado sistema, es
necesario un seguimiento de ella en todss sus posiciones a lo largo del tiempo. El conocimiento
general de los pard i de las moléculas (posicié locidad), es suficil para
caracterizar termodinémicamente al sistema. Pero esta determmmén no resulta sencilla.

De la mecénica cldsica sabemos que con las leyes de Newwn se puede conocer la ecuacién
de movimiento de una particula, la cual resulta ser una én dif ial ordinaria de d
orden y, por lo tanto, se requicre de dos condi iciales para su lucién (la p
la velocidad inicial). Para un sistema macroscdpico, el nimero de particulas es del orden del
nimero de Avogadro (N, ~ 107) y tratar de resolver las expresiones de movimiento es tener un
sistema de N, ecuaciones diferenciales acopladas con 6N, condiciones iniciales {tres componentes
de la posicién y la velocidad respectivamente), problema por demas de complicada determinacién.
Como una alternativa de resolucién surge la idea de ensamble.

e

El pto de ble fué introducido por Gibbs [2.7), y representa una coleccién mental o
virtual de un gran nimero de sistemas, construidos de tal forma que constituyen una réplica
del nivel termodindmico macrosedpico del sistema particular de interés. Cada elemento del

ensamble representa una configuracion especifica del total del nimero de estados accesibles del
sistema {. Por lo tanto, obtener las caracteristicas termodindmicas de cads elemento y promediar
en todo el ensamble, es determinar las propiedades del sistema macroscépico en la condicién de
equilibrio. En célculos reales, se toma un mimem finito de configuraciones del ensamble, de tal
forma que al p diar, resulte una ap i6n representativa del sistema analizado. En este
hpo de dlscnpclén mecamco-aitad fstica, no se involucra 1a nocién del tiempo, como pardmetro

di en ciertas i pecificas del pmblemn smo que el ensamble se considera
como una coleccén de ims icas de las posibl de un sistemn cualquiera:

t Los estados nccesibles de un sistema {2.12] corresponden a 185 formas en que se pueden colocar las part{culas en
1a regién total del sistema que Ins contenga. Por ejemplo, un sistems dividido a la mitad y constituido por sélo dos
particulas distinguibles entre af, tendrd un total de cuetro estados accesibles, porque cuatro son las formas en que
se pueden binar las posici de 1as particulas en ambas partes del sistema. E} nimero de estados accesibles
esté dado por FN, donde F son las regiones posibles donde se pueden colocar las N particulss del sistema. Es de
tomar en cuenta que un sislema macroscépico estd formado por un enorme nuimero de estades accesibles. Hay un
principio bisico que asevera que no hay predileccion a cierto estado en particular; el sistema puede encontrarse en
cualquiera de ellos. Los estados accesibles estén uniformemente distribuidos, es decir, existe 1a misma probabilidad
de que un sistema sislado en equilibrio se localice en alguno indistintamente.

8
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como fotografias que nos todas las en que se pueden acomodar las particulas en
1a regién comprendida por el sistema.

Otra formulacién alternativa al andlisis de los bl idera la evolucién diacrénica de

los elementos de un sistema. Si se determinan los valores de la posicién y la velocidad de las
particulas en ciertos periodos de tiempo, cada lspso constltmré una configuracién particular a la
cual s le pueden determinar sus pardmetros Elp diar sobre el conjunto de
-las configuraciones a diversos tlempos discretos, es equivalente a promediar sobre el ensamble para
1a especificacién termodindmica del sistema. Este es el fundamento bésico de la teoria ergddica.
El desarrollo analitico de las anteriores propuestas tedricas para el estudio de sisteras termodi-
némicos, conjuga una serie de ideas i de gran implicacién sobre el manejo de las variables
extensivas. La descripcién de un ensamble microcandnico (aquel cuyas variables extensivas son
la energfa interna E, el volumen V y el numero de pnrtfcuhs N) constituye una formulacién de gran
il i6n. Si se rep an las d lizadas de todo el ensamble en el espacio fase,
cada punto caracteristico de una conﬁgurm:lon especifica caerd sobre un plano multidimensional que
representa 1a superficie de minima energfa (condmén de equilibrio). La densidad de puntos sobre
1a superficie es para el bl énico, y ese pardmetro provee de informacién
1 sobre la distribucién de probabilidades de las funciones termodindmicas, como la que
describiera Boltzmann en su famosa ecuacién de la cntropfn Este es el criterio de cons:nvuczdn
de densidad de fase propuesta por Gibbs para ble micr énico. Toda la conceptuali;
de esta densidad se describe en el teorema de Liouville y se puede apreciar con més detalle en
los tratados sobre el tema desarrollado por Gibbs (2.7} o en un enfoque mas moderno por Tolman
(2.8).
Esta somera dﬁcnpcnén sobre los ensambles y su repercusién en la determinacién de proplcda-
des t dindmicas de si bl el punto de partida hacia el entendimiento en el manejo
de criterios estadisticos y microscépicos para el estudio de sistemas complejos, posteriormente
desarrollado con més detalle.

2.3. Formalismo de Celdas.

Un estudio alternativo para sil dinimicos a nivel macroscépico, toma en cuenta
las propiedades analfticas de la entropfa para generar un conjunto de entidades teéricas dentro de
un sélo enfoque préctico. El tratamiento consiste en dividir un sistema macroscdpico en pequefios
subsistemas denominados celdas, los cuales tendrén las mismas propiedades intensivas que el sis-
tema oniginal y serdn tan grandes o pequefias como se descen, de tal forma que sus elementos se
consideren ahora a una escala microscépica; una celda representa a pequeiia escala al sistema real,

A primera vista, esta propuesta puede estar en contraposicién con el enfoque fenomenolégico
de la termodindmica clésica, anteriormente mencionado; pero como se podré apreciar mis adelante,
provee de ciertas caracterfsticas a la descripcién tedrica, que el sentido literal de la termodindmica
se cumple y somete sus desarrollos al rigor de las premisas.

Lo anterior implica entonces, que siendo P una propiedad 4nica o termodindmica del
sistema macroscépico, se puede apreciar que para cada celda r, existe una propiedad con un valor
P, de tal forma que:

PO PO L PO 4 4 POy PO =p (26)
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lo que equivale a expresar la suma como:
n
Yp=p - @
r=1

donde n es el numero de celdas que hny en un sistema. La cantidad P{) de cada celda a un

nivel mi p p s la misma propiedad P del nivel macroscépico; su
definicié dind en términos mi ) |a misma que la de la propiedad
anéloga a nivel épico. Por ejemplo: el vol de un sistema estarfa dado por un valor

directamente medible V4 o volumen de cada celda r seria entonces V{7, El tamafio de la celda
puede ser tal que el mgmﬁcado mismo de volumen represente 1a ocupacién espacial intrinseca de las
partfculas, lo que aiin as{ condiciona a que se cumpla la ecuacién (2.7) para variables extensivas,

de la siguiente forma:
n
Yv=v (2.8)
=l

Para este estudio en particular, sc considerard la relacidn de las propiedades en funcién de las varia-
bles N, V y E de cada subsistema, tomando en cuenta los postulados de equilibrio termodindmico
y la conveniencia al manejo estadistico de las celdas. Asf. los diversos estados accesibles estardn
determinados por estas tres variables, al igual que los valores de Ia entropfa para este caso:

5= S(E,V.N) @9

A los sistemas quc mnnejan estas vanahles entmplcas cxtensu'as especfficas para determinar sus
paré teri i se fes d , ¥ es parte de Ia teorfa derivada al
cunsldcrnr las minimas restricciones en un slstcma cerrado y en equilibrio.

Ln ccuacién (2 9) mtem.n representar a la entropfa como un funcional de las variables micro-

, e mucho més al incluir lmplicnamcntc a los pardmetros intensivos,

bisicos en la determinacién de los modelos termodindmicos y ongen de les ccunmones de estado.

Es importante apreciar que en las situaci ter icas no es posible
enunciar un principio de méxima entropia, por que bunplcmcntc no existen otras tales de las que se
pueda identificar una mayor que el resto: su concepcién es nica por englobar también parémetros
tinicos en una relacién termodinamica; es decir, se calcula un valor para la entropia con un sélo
dato de energfa, volumen y nimero de particulas (en el caso microcanénico), donde puede quedar
ambigua laidea de entropfa maxima. Perosi el sistemase divide en celdas y cada una es considerada
como un sistema aislado, con sus respectivas propiedades intensivas, es posible calcular para cada
una de ellas un valor de 1a entropfa, y se estard en la disponibilidad de obtener un valor méximo
de entre todos los subsistemas. El promedio de las entropias es el valor de la enuop(a mAxnmn.

E! estado de equilibrio de un sistema aislado cor de al estado termodina con
entropia de todos los conjuntos de utndns posibles que no violan ninguna de las restricciones
internas y externas imp Esta es la propiedad més fund I dela

funcién entropfa, definida por la segundu ley de la termadmamlca Asi, esta propiedad no puede
ser formulada y no tiene significado, si la descripcién de los estados termodindmicos involucra
unicamente las propiedades extensivas totales de un sistema cerrado, como se habia mencionado
anteriormente.

10
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Para determinar la entropfa de cada celds, las propiedades extensivas a utilizar deben cumplir
1a condicién de sistema aislado dada por la ecuacién {2.7). Para el sistema microcandaico: .

N .
S BV =Er (2.10)
=]

n
SN =Ny @)
=1

n
S v=vr (2.12)
r=l

Las variables en el estado de equilibrio se denotan por (Eq, Neg, V). Para casos concretos, se fia
un valor constante para el volumen de jas celdas V), por lo que tinicamente tas variables (E, N)

son necesarias para definir el estado termodi F i la condicién de equilibrio implica
que:

dS[E,N] =0 (2.13)

Esta idea de particién de celdas sugiere Ia ién inh de un ble dentro de un

sélo sistema. Pero el nimero de elementos del sistems dividido, no es por mucho suficiente para
involucrar en &l todos los estados accesibles de su entidad macroscépica (en el extremo caso que cada
celda tuviera una sola particula), Sin embargo, en términos de promed\u, una pamcxén de celdas
serfa una buena aproximacién a la determinaci termodindmis di
sabre las celdas serfa ap: f iguat a p diar en un le (o en el ttempo), y este
criterio es fundamental para la validez de dxchu propuesta.

La divisién de un si bsi no es més que una conse-
cuencia de la caracterfstica de aditividad y homogeneldnd de la funcién entropfa en términos de sus
par&metros extensivos, Esto implica una condicién de ! \ vélido dentro de la

Atica que rep Un factor de escals A de los pardmetros extensivos de una
celda, es equivalente al factor de escala de Ia fa del subsi con resp: ala I¢
total, Por el tipo de relacién que guardan las variablu termodindmicas entre s (; |
no lineal), este criterio de tami no necesari es proporcional al tamafio de Ia celda;

tampoco se extiende esta idea ! hecho de que si el sistema se divide en partes iguales, todas
las celdas tendrdn el mismo valor en sus pardmetros extensivos. Esto resulta debido a que la
descripcién de celdas es sdlo una divisién préctica para el mejor tratamiento estadfstice a nivel
molecular, mientras que en realidad existen relaciones de interaccién con todaa y cada una de
los elementos de las celdas, por lo que no deben id como si pendi En
el sentido estricto de la formulacién, se habla de sistemas abiertos dentro de un sistema cerrado
[2.9][2.10}, con todas las consecuencias tedricas que ello representa; de esta forma, Ia condicién de
aditividad de la fi bién la plen los pard ivos y la suma global involucra

Ia variabilidad en valores por cada celda.




Fund Clisicos Te dingmi
2.4, Relacién termodindmica fund tal y . de estad
Como se iond iormente, todas las propiedades t dindmicas de un sistema ma-
pico estdn invol das en su relocidn termodindmica fund: tal. Un flnido simple en
ausencia de fuerzas externas es fi do como p ipo de los si en los cuales

fa aplicacién de los conceptos y leyes de la termodindmica clAsica son més ilustrativos, Asf, la RTF
para un sistera tal esta dado por:

S=S(EN, V) {2.14)
donde el sufijo h denota la caracterfstica de un sistema homogéneo. Uno de tos pacos sistemas en
e} cual se conoce su RTF exactamente,es Ia de un gas ideal, y se expresa como:

§= SulBN, K = N3 + o (2N (3R (52) 1) @15)

al calor especifico por particula a volumen constante. Estn pu
en base a criterios clésicos y las i fund: les de la dindmica {2.2]. Existen
otras formas de representar esta misma relacién fund al, dependiendo de los pard que
intervienen como variables independient dc la pia 1.
Muchas de las funci dind se relaci entre sf con otras tantas variables del
mumo orden y conmtenc:a, a través de las propledades diferenciables de tales valores. Especi-
1as rel de M i1 [2.3}{2.10] son el ejernplo caracterfstico en la vinculacidn de
todas y cada una de las variables termodinémicas. Parala RTF, es necesario conocer su expresién

diferencial de la siguiente forma:

donde §° es {a entropfa de un estado de referencia (£°, N°, V*) ¥ o' = ¢,° + 1 con I.gc‘, iguat
e

"
ds = 3" FiAJdA; (2.16)
=]
donde los pardmetros épicos intesivos Fj estdn definides come:
. _ [ 3SiA]
o (“"a 2 ) @17)

y 1a dependencia de F; con estas vasinbles, son lo que constituyen las ecuaciones de estado del
slstemn, mustxendo m de tales relaciones. Como estas variables surgen de derivadas parciales de la

N son funci de los pard extensivos (E,N,V).Para el ensamble manejado,
se puaden definir tres tipos de ecuaciones de estado, dadas por las tres diferenciales parcieles que
surgen de la derivada total de la entropfa del sistema. Asf:

dSW(E, N, V) = ('”“/k")da+ (a'f;‘”"’)m + (aso{'{f”)dv (2.18)
Redefiniendo las variables intensivas picas en términos de pardmetros termodindmicos, tene-
mos:
B(EN V)= fﬁfﬁi@.‘.";_‘ﬁ/_‘.ﬂl (2.18q)
8E
1 La relacién de Sackue-Tetrode |2.11] es muy jade por au deduccidn a pastir de consid
¥ disticas, e invoh 1as variables det b dnice {N,V,T).
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HSWE, N, V)/ksg)

Bu(E, N, vy = -2 EL Ni%e) @.19)

BAEN, V) = NSA(E.N- W/ks) (2189

1as cuales son, respecti las { deestado" ica®, " ica" y "mecénica” de un

Buido} To dola 16 dindmica fi 'de una gas ideat representads

por la relacié: (215)y" clendo las operaci {as, se obt las tres i de estado
para dicho sistema: .

aeN =S (2:200)

Bu(E, N, V) =% ln((—)*'(—x Xy (2.20)

srEN =1 (2200

donde f°%u° = ¢} — ;5. Los pardmetros intensivos §, —Bu y Sp, son termodindmicamente las
variables conjugadas de E, N y V, respectivamente. Por lo tanto, (ks8)~! es |a temperatura, u es
el potencial quimico y p es la presién,

El conocimiento de una sola ecuacién de estado no constituye la completa especificacién ter-
modindmica del sistema. En cambio, el conocimiento de cuando menos dos del conjunto, equivale
a determinar la relacién fundamental generalizads y en consecuencia, se tiene un problcmn ter-
modlnﬁxmmname mudw El hecho de que la RTF ses una ecuacién homogénea de primer ordes,
tiene impli en Ia forma funcional de una ién de estado. Estas resultan ser
funciones homogéneas de cero orden, es decir, el producto de cada una de los pardmetros extensivos
por uns factor de escala A, nu modxﬁca 1a estructura original. De aquf que se pueda considerar que
1a temp , presién y p qufmico de una porcién de! sistema, es igusal a la del sistema
global, ademds de que la descripcidn que se logre con cualquiera de las ecuaciones de estado, serd
tan vélida a cualquier nivel de escala.

2.5. Ecuacién del gas ideal.

Una de las diversas formas de deduccién de Ia ecuacién del gas ideal, sin recurrir a ctiterios
fenomenolégicos {2.13] o a la teorfa forma! de cinédtica de gases [2.14], es Ia que se puede realizar

a partir del formalismo termodindmico hasta ahora descrito, La ién (2.20 c) rep: ala
formula de los gases ideales. Reordendndola se obeervar su estructura caracterfstica:
ng ( 1 )
p= o 2.23)
y finalmente:
pV=kgNT (2.24)

donde el nimero de particulas estd definido por N = nN,, siendo n el nimero de moles y N, la
constante de Avogadro. De ahf se aprecia una nueva constante R = kpN, denominada constante
universal de los gases, siendo kg Ia costante de Boltzmann, e ideatifica la forms comin de
reconocer la ecuacién de los gases ideales:

13
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pV=nRT (2.25)

Eata es uns pri d ién de la i i Atica en los postulados diné
micos, Conjugando los criterios a un nivel molecular y tomando en cuenta los distintos factores
que influyen en la desviacién de la idealid ‘en\mﬂuldomnl,mpombleextenderlnvnlidadelu
fommlu:lonm a sistemas cada vez més plejos y les, En el sigui rubro

»e que id tales condici

prop
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Para extender una idea

con todo y lo que implica,

86lo basta con gritarla y
esperar a que alguien responda.

Marco Tulio Cicerdn.

3. EXTENSIONES A LA
FORMULACION CLASICA.

&~
o han analizado hasta este principios termodindmicos bien idos en la formula-
cién bésica de un sistema simple, aprecxéndose las caracterfsticas operacionales de las funciones
inVolucradas en el desarrollo y que proporcis toda la herramienta necesaria para la elaboracién

de ciertas deducciones. Lo anteriormente expuesto constituye el punto de partida para extender los
conceptos tan conocidos, a un estudio microscépico, con la seguridad de que no se altera en ningiin
sentldo, cualquiera de los postulados bisicos en los que se sustenta la termodindmica clésica.

en condici de prop alternativas que amplien el alcance de los primeros prin-
cipios a si plejos, muy di en definicién al caso ideal. Para esto, se recurre a un
formalismo que intenta analizar las propiedades internas y locales de una porcién microscépica del
sistema global. Bajo esa visién, ahora surgirdn propiedades no tomadas en cuenta en los andlisis

macroschpico y que a escalas pequefias, toman tal rel ia que, el ém,o de la nphcnhmdad
de dichas descripciones radica en que tan leta y detallada sea su f

entonces nuevos conceptos que intentan representar con cierta generalidad, las interacciones mo-
leculares en una regién, para posteriormente extenderla, basind en el formali: de celdss, a

todo el sistema en general.

Es importante visualizar que a partir de ahora, el estudio tesrico de la forrmulacién matemética
de las ecuaciones de estado para un sistema real, se efectiia considerando una celda como nuestro
sistema de anlisis, de tal forma que no es posible descartar las acciones y efectos que ocasionan
los elementos de las celdas entre sf. Por esta razén, las fuerzas de interaccén consideran a todas
las especies que intervienen, por alejadas que se localicen unas de otras dentro del sistema.
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Extensiones a la Formulacién Clésica.

8.1. Condicién interna de equilibrio termadinédmico.

La descripcién en términos de celdas es un arreglo arbitrario en estructura, forma y tamafio.
Es conveniente id: un arreglo §tri simétrico entre ellas, lo que nos facilita
asegurar que los voliimenes serdn iguales y constantes para todo el conjunto de celdas, y por ende,
climinar un grado de libertad como variable independiente en la RTF con respecto a Ia entropfa.

Asf, la diferencial total de la entropfa en términos de sus 08 épicos y a vol
constante en una celda rserd:
ds®" = BOE, N)dE) — Bu[E, N|dN) (3.)

La diferencial total de la entropfa cumple también la propiedad de adicién por cada una de las
celdas, y es ésta quien en la condicién de equilibrio es nula para un sistema cerrado.

dS|E,N] = 3" BOIE,N)AE® - 3~ BCIu(E,NJdN® =0 (3.2)
r=) el

La diferencial de la entropfa de cada celda no cumplen por sf solas la condicién de equilibrio
impuesta por la ecuacién (2.13), debido a la ia de un térmi ! que rep la
caracterfstica de un sistema abierto (como lo es cada celda). Sin embargo, entre ellos se cumple que
EdS(') = 0. Esto implica valores diferentes entre celda y celda como consecuencia de variaciones
internas no limitadas por fronteras fisicas fuera del equilibrio. La ecuacién (3.2) es un arreglo
de 2n ecuaciones con 2n incégnitas, dadas por las variables (E,N) para cada celda en su relacién
termodindmica particular y expresadas de la siguiente forma:

BUE,N] =87 (3.3a)
BulE, N} = Bu® (3.35)

para r = 1,2,3,...,n, y donde A% y Bu® son los pardmetros entrépicos intensivos -definidos por
las ecuaciones (2.19a) y (2.195)- en la condicién de equilibrio del sistema macroscépico. Hay que
recordar que dentro de las propiedades matematicas de tales pardmetros, estaba las de representar
funciones homogéneas de cera orden, lo que implicaba necesariamente valores iguales a cualquier
nivel de escala. Los pardmetros intensivos térmico (8() y qufmico (34("?) en términos de las
variables extensivas de cada celda, es igual a un valor constante de la propiedad ansloga a nivel
macroscépico en la condicién de equilibrio, Los valores 8% y ﬁu“ son cantidades que cominmente se
pueden medir directa o baré

con instr! como ter 0, tro, calorimetro,
etc.; mientras que las propiedades de las celdas involucran técnicas microscépicas como difraccién
de luz, rayos X, fotofluorescencis, etc.

Los valores de equilibrio (Eeq, Nog) 50n las alas delas
(3.3) y en ella se conjuga el principio extremo para la entropia y la no variabilidad de los pardmetros
entrépicos intensivos a cualquier escala. Lo anterior representa la condicidn interna de equilibrio,
lo cual implica que en el estado de equilibrio y sélo en tal condicion los pardmetros no varfan de celda
a celda. Esta situacién es la ia més fund ! de la segunda ley de la termodindmica.
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Extensiones a la Formulacién Clésica,

3.2, Contraccién de la descripeién termodindmica.

La condicién interna de equilibrio, adem4s de proveer un sistema de ecuaciones consistente con
el nimero de incégnitas buscadas, puede ser utilizado para facilitar el tratamiento matematico de
las variables. T do la i6n (3.3 a) y resolviéndola para el pardmetro E, se puode expresar
{a solucién en términos de E‘g’lﬁ“, N). Esto implica un despeje de la variable E de a ecuacién de
estado térmica para la celda r (cuando esta operacién sea posible), para posteriormente sustituirla
enla ién (3.3 b),quedando de la sigui forma:

BuBR, N) = pul Elf®, N, N) = 8RR (34)

Ahora se tiene una sola ecuacién que involucra todas las variables en la condicién de equilibrio.
La diferencia con la formulacién original radica en la dependencia de las varibles conjugadas. En
ella, s6lo interviene el valor de equilibrio 8% y la incégnita a resolver es N7, con el conocimiento

de la Eq.
La sustitucién de variables extensivas por sus pardmetros intensivos conjugados, es formalmen-
te di inada transfor ion de L dre; cs un tratamiento matematico que facilita ciertas

operaciones en el manejo de variables de tipo experimental [2.2][3.1]. Con frecuencia es méas
factible hacer mediciones experimentales de algunos pardmetros intensivos que la determinacién
sus respectivos conjugados, y operacionalmente estos son mas ipulables en el tr

tebrico. No existen instrumentos practicos en la medicién directa de la entropfa; sin embargo,
existen termdmetros o termostitos que miden y controlan la temperatura, como valor intrinseco
de expresiones de la entropfa.

Al procedimiento general de haber reducido el nimero de ccuaciones a través de la sustitucién
recfproca de una de las variables, se le conoce como contraccidn de la descripeidn, y permite
conjugar en una sola expresion todas las funciones involucradas en el andlisis termodindmico de
un sistema, asf como los criterios complementarios que vayan surgiendo en el transcurso de su
formulacién completa. Es equivalente a despejar una incégnita de una ién en un sistema

plado, para ituirla en otra y todas las restriciones del conjunto simultdneamente
en una sola expresién.

ideal

3.8, Termodindmica local en si no

Hablamos shora de un estudio exclusivamente restringido a una pequefia porcién del sis-
tema total, como espacio fisico que nos proporciona la suficiente informacién en la descripcién
termodindmica completa. Este es el criterio de la termodindmica local, y se en las ca-
racterfsticas operacionales de la entropfa y los pardmetros intensivos, como mecanismo descriptivo
de diversas propicdades representativas de un sistema.

El primer paso para extender las teorfas de casos ideales, es prop quell dici las
cuales originan las desviaci de la idealidad de los si reales. Las circunstancias pueden
ser de diversa fndole, pero las més caracterfsticas por sus notables efectos son las debidas por: (a)
campo externo e (b) interacciones moleculares.




Extensiones a la Formulacién Cldsica.

A. DESVIACIONES POR CAMPO EXTERNO.

Un fluido inhomogéneo [3.2] es aquel cuya energ{a interna se ve modificada por la presencia

de un campo externo. Esta alt. tanciales en el comportami dela

ia y su tr i tedrico, y nstituye un primer paso para e} estudio de los gases reales.

La energfa del sistema serd ahora una contribucién de dos términos: la energfa termodindmica

y la energfa debida al campo. Para estudios de tipo estadistico, es necesario dinicamente la energia
di esta quedard expresada como:

U0 = B — Nyl @5)

donde N yk? rep una energia p ial debida al campo externo como cantidad puramente
mecénica. En este caso, la entropfa estara definida como:

S[E,N,V] = i Su(B — N0, N, 1Y) (36)
=l
Las ecuaciones de estado térmica y quimi das en las funci (2.20a) y (2.20b), re-
spectivamente, se ven modificadas por el nuevo término de interaccién, las cuales se expresan
como:
BOE,N] = E(% (3.7a)
89N = 2+l (=) (4 (L™
N~ o (@70

Usando estas ecuaciones de estado con la condicién de equilibrio interno, -ecunctones (3.3)-,

puede resolver para el estado de equilibrio (ES), N(r ), dadas las ARy uR, obteniénd
el siguiente resultado:
(r)
coeNeg
E(V)—N'(’y) e (3.8)
despejando ia energfa interna de equilibrio:
EQ= [%‘ + ¥NG (3.9a)

Sustituyendo esta tltima ecuacién en la relacién (3.7 b), estaremos efectuando la contraccién de
dind 1 presada en términos del nimero de partfculas se

1a descripcién ter i ica, cuya
reduce a:

== (const) exp[-p’?gb(??j » : (3.95)
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Donde la i esth exp da en funcién de condici dar y estados de equilibrio, dada
por la expresién:

(contante) = exp {1 [( G )(Z5) 1+ 67" - 527}

Dependiendo de la definicién que se le asigne a la accién del campo externo (), esta relacién

tuiré la formulacién de una densidad local (nimero de partfculas de la celda r por volumen
caracterfstico) por el efecto que ejerce sobre el sistema. Por ejemplo, si el campo externo es debido
ala accién gravitacional, la férmula (3.9) de a la bien ida funcién barométrica para
un fluido incompresible. El campo externo también puede ser de naturaleza electrodindmica, y sus
efectos toman mucha relevancia para fluidos magnetohidrodindmicos (3.3%.

B. DESVIACIONES POR INTERACCION MOLECULAR.

d d 1

Las propiedades de un fluido, simple o plejo, estin deter de manera fi
por las interacciones entre los &tomos y moléculas que constituyen al sistema (3.5]. Partiendo de
Ia forma explicita de la ecuacién (3.75):

BB, N| = fu*(8) + In(N©) /6 V) + Byt (3.10)

donde Bu*(3) = B°u° + cy*In(B/8°) — In(N°/ V°), se puede proponer un agregado que contribuya
a definir los efectos reales debido a las interacciones moleculares. En primer lugar, éste nuevo
término debe incluir efectos a distancia entre todas y cada una de las particulas; el perfil del
potencial intermolecular que gobierna la dindmica y estAtica del fluido a nivel microscépico, debe
ser tal que represente en amplio margen de precisién, a las propiedades termodinimicas en variadas
condiciones, Ademds, ¢l resuitado final debe ser un factor que incluya los efectos particula por
partfcula, de tal forma que sea valida para criterios macroscépicos con sélo aumentar el nimero
de ellas.
De esta manera, se propone una ecuacién del tipo:

BB, N] = Bu* (B) + (N[5 V) — |8, N| + g7 @.11)

para todas las celda y donde —cf"){8, N] es Ia contribucién al potencial quimico de una particulaen la
celda r, debido & las interacciones con las otras particulas del fluido. Es en la dependencia especffica
de esta cantidad sobre el perfil del nimero de particulas N, donde la informacién contenida en la
relacién fundamental del fluido no ideal, ahora reside. Este pardmetro es de dificil determinacién y
representa el gran reto de Ia teorfa de liquidos. Su interpretacién y entendimiento requiere algunos
conceptos de la teorfa termodi ica de 1 i

$ Un sistema do alta complcjidad serfa aquel cuyo término ) fuera el reaultado de diversas it do
distinta naturalezn: un sistema representado de csta forma, se podria imaginar de amplia representatividad tedrica;
sin embargo, es comun encontrar que mientras més términos se involucren en un desarrollo formal, més dificil es
su manejo operacional y analitico. Esta idea sc puede extrapolar si consideramos a 1a i como caracteristica de un
campo "interno”™. Desde el punto de vista cudntico, Ias particulas de un sistema estan sujetns a estados energéticos
permisibles dadas por distribuciones estadisticas discretas. Tomendo en cuenta eate criterio, se puede llegar a una
fnrmnl de deduccién de 18 Funcién de Particién [3.4], importante relacién que constituye la base teérica de 1a mecanica
estadistica.
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La descnpcnén detallada de las fuerzas intermoleculares es necesaria cuando se pretende una
itativa de alta precisién con datos experimentales; sin embargo, las propiedades

esenciales de los fiuidos si ples depend; ibl sélodeal caracterfsticas muy genera-
les de tales fuerzas, por lo que es ex d util la proposicién de modelos que cap
estas caracterfsticas y faciliten el cémputo expedito de las propiedades macroscépicas del sistema.
La formulacién elaborada explicitamente para fluidos simples, generalmente es utilizada para su
extensién a fluidos reales, como perturbaciones alrededor de un modelo de este tipo.

Existen muchas teorfas y modelos que tratan de aproximarse lo més posible a la descripcién
correcta de las int i lizard t i6

rubro br la formul:
analftica de algunas de ellas para fluidos simples, como las principales propuestas en ia posterior
izacién de un sist real.

3.4. Potenciales de Interaccién.

Por fluido simple debe entenderse como un sistema formado por dtomos tales a los que con-
forman los gases nobles o las moléculas de geometrfa sencilla (como el metano), que pueden ser
consideradas esféricas, Cuando los centros geométricos de particulas de este tipo se acercan mis a
cierta distancia, la cual define su didmetro efectivo o, se produce una repulsién muy intensa; este
fuerza repulsiva puede explicarse en términos del principio de exclusién'de Pauli, la cual indica que
dos particulas no pueden sobreponerse dado que sus electrones no pueden ocupar estados cuanticos
iguales al mismo tiempo. Algunas de las fuerzas de interaccién modeladas para diferentes tipes de
particulas son las siguientes:

(a.-) Potencial de esfera dura.

Si los 4tomos o moléculas de un fluido simple se comportan como bolas de billar, el potencial

que rep! esta fuerza ex d repulsiva a distancias cortal puede ser modelado por
un potencial de esfera dura: <
o r<o
3.
Yr)= { r>0 (12)
donde o es el did fectivo de la molécula. Una de las consccuencias fisicas més tangibles de
este tipo de i i6n es el i que presentan las moléculas en un liquido o en un

gas denso, que no difiere mucho al de un conjunto de canicas colocadas al azar dentro de una caja.
Estudios detallados sobre este potencial muestran una gran aplicacién en la descripcién de diversos
i y 1a formulacién de i de estado de gran dominio [3.6](3.7}(3.8][3.9][3.10](3.11].

(b.-) Fuerzas de Ven der Waals.

Las fuerzas de Van der Waals son de alcance intermedio, que sicmpre estén presentes y cuyo
efecto es atractivo [3.12](3.13). Su manifestacién més patente radica en la condensacién de un gas.
Estas fuerzas suelen dividirse en tres tipos:
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1.- Las de orientacidn, que también se conocen como fuerzas de Keeson o fuerzas dipolo-

dipolo, acttian entre partfculas que tlenen un dipolar per yes te a
{a interaccién de dos magnetos pequeiios. Su potencial estd dado por:
yr) = _mf_m% (3.13)

3k T8

donde m; y m; son los momentos dipolares de las particulas 1 y 2 respectivamente, kg la
constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta del sistema.

2~ Las fuerzas de inducci bié idas como fuerzas de Debye, actian entre una
molécula polar y otra no polar, la primera induce a la segunda un momento dipolar eléctrico,
siendo la interaccién semejante a la que tiene lugar entre un magneto y un trozo de hierro. Su

potencial estd dado por: )
ur) = _%"_éﬂ (3.14)

donde oy y a; son las polarizabilidades eléctricas de las moléculas respectivas,

3. Las fuerzas de disperaidn, también conocidas como fuerzas de London o fuerzas de fluc-
tuacidn de carga; tiene lugar entre moléculas totalmente no polares y son debidas a los

dipolares inst (que en el tiempo pr dian a cero). Su p ial se repre-
senta como: 3k
bz onag
== -2 3.15;
«r) 2u 4+ 1° @.19)
donde h es |a constante de Planck, y vy y 12 son las fr ias de ab i6 fsticas

de las moléculas.
(c.-) Potencial de Lennard-Jones,

El potencial de Lennard-Jones es quizé el modelo mas realista y es un caso especial del
potencial generalizado birrecfproco [3.12)(3.13). Se expresa como:

a2 a.
) =42 -2} (3.16)
donde ¢ es una medida de Ia intensidad de las fuerzas atractivas de Van der Waals.
(d.-) Potencial de Pozo Cuadrado.

Uno de los modelos més sencillos y de gran utilidad teérica lo constituye el potencial de pozo
cuadrado, el cual se expresa de la siguiente manera:
o r<o .
ur)=qe o<r<io (3.17)
0 r>adc

donde A es [a medida de alcance de las fuerzas atractivas.
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(e.-) Potencial de Yukawa,

Dentro de los potenciales més diados y de enorme aplicacién en diversas teorfas de gases

y Hquides se el p ial de Yukaws [3.5}{3.14][3. 15](3 16}(3. 17]. ¥ se describe como:
=
W)= {—*ﬂ‘uﬁ'f-"“ r>o (3.18)
o0 rso

{f.-) Potencial de Sutherland.

Dentro de los potencisles de estructura sencilla y regular aplicacién esté el potencial de Suther-
land {3.12]. Su forma es Ia siguiente;

o r<o
Wr) = {_c(.:.)" r>o (3.19)
(g.+) Potencial de Kihara,
El potencial de Kihara es una expmsxén mod:ﬁcada del potencial birrecipraco, y su estructura
dei

compleja tnmn en cuenta el i én a una di i d menor del didmetro efective
de la molécula {3.12). Este p ! ests dado por:

r<d
u(r)={4£!(m) _(2_5” r2d (3.20)

8.5, Aproximacién de Debye-Hiickel.

Definimos shora ™"} como la energfa de interaccién entre una partfeula de ia celda r con
otra en la celda r', susutna

n
z wlr Nl

]

1o es otra cosa més que el trabajo necesario para transporiar una particula desde el infinito hasta
1a celda r. La energfa de interaccién o) queda reprascmnda por el efecto del campo eléctrico de
una particaln sobre otra, da en toda la distril de un si dado. Este modelo
provee desde un principio, un criterio de superposicién de int i entre todas y cada una de
fos clementos de un sistema de partfculas. En términos de la conmbucmn del potencial quimice
"), tenemos:

ﬂz wINGD = 3, N} (3.21)
o=l




E ' a la Formulacién Clisica.

A esta relacién se le conoce con el nombre de aprozimacidn de Debye-Hiickel; sustituyendo en
la ecuacién (3.11):

BUOB,N] = B(B) +In(NOSV) + BLA + 3 e INI) (322)
Y=l

s

Esta ecuacién por sf sola, representa toda la teorfa hasta ahora y con la conjug:

de diversos criterios, serd posible obtener un Itad ido. Existen multiples detalles en
torno a se deduccién y sus implicaci tedricas en su uso en estructuras andliticas, por lo que
se recomienda la consulta de un tratado extenso sobre el tema en la referencia [3.18][3.19). Lo
trascendente del problema radica en el hecho de contar con una herramienta microscépica, la cual
nos llevard a resultados aplicables en gran medida a estudios considerados macroscépicos, Las
propuestas han sido sencillas, pero son suficientes para 1luslrar el alcance de las formulaciones y
su aplicabilidad a miltipl bl en los dios ter Ami Spi
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...y antes de que me mire
como vos me miraste,
con ojos que eran sdlo

parodia de mis ojos,
soltaré de una vez el desafio.

Mario Benedetti.

4. ECUACIONES DE ESTADO.

on la expresién (3.22) se tiene la ecuacién qufnuca de mtndo generalizada, en presencia de un
campo externo y do en cuenta i lares, Es io ahora obtener
las! restantes ecuaciones de estado para especificar total un sistema lqui Para fines
fcticos de deduccién, se puede iderar que el campo externo es nulo (yf). Esta aseve-
mcxén es vilida en la mayorfu de los casos, debido a que generalmente este tipo de potenciales
dependen sélo de la posicién y no de ninguna de las variables extensivas termodindmicas del
ensamble microcanénico; al obtener los respectivos pardmetros entrépicos intensivos, su diferencial
automiticamente se cancela.

Se pueden apreciar dos casos de relevantes aplicaciones en la termodindmica de fuides: (a)
sustancias puras, y (b) mezclas, que con simples tratamientos mateméticos, proporcionan amplia
informacién de multiples sistemas comunes. Es importante hacer notar que en las préximas ex-
presiones das del formali: jado hasta ahora, al cancelar los pardmetros de interaccién
{a = 0), se recupera las formas iniciales para los casos ideales, con lo que se comprueba su validez
original.

4.1 Sustancias puras,

En cl tratamiento teérico para ias puras, se idera que todas las celdas en promedio,
son iguales e indestiguibles entre s, por lo que conviene definir una densidad local para cada celda
rdel ensamble, a un volumen constante &V, dada por N(V/§V = n. Considerando la expresién
(3.22), la ecuacién quimica de estado queda finalmente expresada como:

Bp(B,n) = Bu*(8) + In{n) — Ban 1)
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donde el potencial de i ién queda ido como a = ~§ V3 u(""). Se puede obtener ahora
1a ecuacién térmica y mecdnica de este sistema. De la conocida relacién de Gibbs-Duhem tenemos:
edf — nd(fys) + difip) = 0 (42)
donde e = E(?/6V es la energfa interna por unidad de vol iendo que la variabl
conjugada S(B, ) es funcién de dos variables, su diferencial total esté dado por:
[l
) = (B\ﬁu)) dn+ ( (511)) ) (43)
n
Sustituyendo en la ecuacién (4.2):
dpp) = n(a‘ﬂ“’) dn—fe- u(ﬂ‘ﬂ‘—’) Jda 4
a8 /a
Las derivadas parciales de esta i6n, son facil lculables a partir de la relacién (4.1)
para Ou. Asl, se obtiene: "
)y _
( 5 )"-ﬂ an (4.5)
B(ﬂ/t)) 1
( on ), n Be (4.6)
ituyendo en la ién (4.4),
ne'y 2
d(Bp) = (1 — Ban)dn — (e— 5 + an?)dg (4.7)
De la diferencial exacta para Sp, sus variabl jugadas. Para la i6n quimi
de estado: 865 )
L2
(_Ex_) =1-fan {4.8)
integrando con respecto a n:
Ban?
Bp=n~=—5—+06¢p) (49)

Esta relacién representa la ecuacién de estado de un gas real y se reconoce a primera vista la
ecuacién primitiva de Van der Waals. El término —an?/2 determina el potencial atractivo
de las partfculas caracterizado por a. El término 8p(3), puede representar un potencial de tipo
repulsivo, sin embargo, es bien sabido que este tipo de interacciones no dependen de la temperatura,
por lo que en general se descarta y se propone otro tipo de contribucién mds vilida y extensiva.
Més adelante se profundiza un poco en la forma més conocida de expresar esta ecuacién de estado,
Finalmente, para la ecuacién térmica de estado, partiendo de (4.2):
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= nf %) _ (868
a-n( ] ) ( o ) (4.10)
Sustituyendo las parcial pectivas, se obtiene el resultado final:
_nd and
=55 (4.11)

4.2. Mezclas.

El criterio para extender las anteriores descripciones a un sistema multicomponente, es el de
distinguir perfectamente las partfculas de una determinada sustencia de enue todas las especies
que intervienen en la mezcla. Ademés, siendo los p Tales de i lecular diferentes
de especie a especie, se tiene que considerar el efecto que se ejercen entre particulas distintas.
Asf, una variable iva en un si total épico, serd la contribucién por estas dos

restricciones: -
Pr=}"%" PP (4.12)
j=1 r=al

donde j es la especie quimica de los s p de la mezcla, a lo largo de todas y cada una
de las celdas r de todo el conjunto n dentro del ble. Esto es \ a decir, por un
Iado, que la propiedad P en la celda r esta dada por PI=Y P(') (cuntnbumdn de cada especie
en una sola celda); o que la propiedad P del sistema total para una sola especie es P = 2}’(')
(contribucién por cada celda), de tal forma que la aditividad se conserva por especie quimica y por

celda:
Pr= Z Fy= Z P (4.13)
=1
La i6n de estado qufmica para el p 7y la celda r puede ser expresada como:
B (8, 15) = Bu3(8) +n(ny) — az:am (414)
donde: -

ia.»;n,- = Z‘:(—GVius;"’)ry) (4.15)
= =1 eml

y representa las contribuciones derivadas de las i i del jcon las

especies 4, incluyéndose a sf misma (i=j), en su paso de la celda ra ‘través de todas las demds.
De esta forma, se efectia una superposicién de efectos de interaccién entre todas las partfculas
que conforma.n el sistema, tomando en cuenta sus propiedades especificas y su influencia en las

T

{sticas icas de la mezcla.

21



Ecuaciones de Estado.

Siguiendo el mismo p dimi para las ias puras, se obtiene la i ini
de eatado como:
Bp= n——ﬂZZa,mn, ‘ (4.16a)
=1 5m
y la ecuacién térmica de estado como:
=3 ):n,qj Z“v"-"z (4.165)
151
Enp macroscépicos, es comin jar las it de las en té de una

propxcdad intensiva llamada fraccion moIar. Ia cual se define como el cociente entre el niimero de
particulas de una especie quimica y el nimero total de partfculas (z; = n;/n); ademéas cumplen la

condicién de: R

>

g=1

(4.17)

Asl, 1as anteriores ecuaciones de estado puede reescribirse en términos de fracciones molares como:

1 .
Bp=n-— EBn’EZagzgz,- (4.18a)
=l =l
n 1.
e=EEz,-c‘,-— En’zzaﬁz{q (4.185)
3= =1 y=l

4.3, Sobre las reglas de mezclado

La caracterfstica mda lmporumte en el uso fi de reglaa de lad, [3 12] eny
{micos que invol , es la d de § prog des de
soluciones a partir de criterios sencxllos Las reglas de mezclado son pnncnpms mateméticos que
permiten obtener propiedad it de las a través de las mismas propiedades de las

sustancias puras que intervienen en clla, en base a las cantidades relativas que se encuentran
presentes. Existen dos tipos de propiedades que hacen uso diferente de las reglas de mezclado.

En principio, estdn aquellas cuyo efecto en la mezcla total se debe exclusivamente a las can-
tidades presentes. Asf, para una propiedad Q caracterfstica de una sustancia pura, se tiene que la
nisma propiedad para la mezcla esté dada por:

n
Qu =3 =i (4.19)

=t
siendo z; la fraccién molar y Q; la propiedad termofisica del ien la mezela. Con cierto

sentido comdn, es de pensarse que a mayor cantidad de una es upecle quimica en un sistema de
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varias sustancias, mayor serd su contribucién a la misma propiedad en la mezcla. En sentido
inverso, si la cantidad es pequeiia, de ls misma forma ser& la parte que le corresponde en las

propiedades de mezcla, Con esta ides surgi las piricas a la )u:tiﬁcaclén en
el uso de {as reglas de mezclado, pero se sabe que en lu piedad épicas de

también intervienen factores de origen molecular, muy tacionad 8 i i especificas més
sll4 del simple hecho de iderar {as cantidades de is en menor o mayor escala.

Sin embargo, e! calor especifico de la ecuacién térmica da estado (4.18 b}, es una propiedad que
cumple esta condicién, sélo que su ob 6n parte de un criterio tedrico perfectamente establecido y
con los formal dindmicas hasta ahora manejadﬂ ‘Tenemos una justificacién

tedrica totalmente plausible desde el punto de vista Pod definir un
calor especifico para ta mezcla como:
.
Sar =D ik {4.20)
=t

Entre otras propiedades que siguen de este modelo para predecir las caracterfsticas de una mezcla
y son cominmente utilizadas, se puede contar con la densidad, la presién, el volumen, ef factor
acéntrico de Pitzer, las constantes de Antoine, factores de compresibilidad y hasta en muchos casos
las temperaturas criticas.

El segundo caso cosresponde a propiedades fisicas cuyo efecto dentro de una mezcla se debe

a interacciones recfprocas entre todos los p Lap ia de varias iag, afecta
a |a determinacién de cierta propiedad queila que sea [a cantidad de cualquiera de ellss. La
propiedad Q de una mezcla, estard dada por fa relacién con sus anél de la i forma:
£
Qu = ZZI"I; Qy 421)
=1yl
Los valores de Qi y Q5 rep an las propiedades de los T puros { y j, respectiva-
mente. La propiedad por interaccién reclproca dada por Qy, que representa los efectos mutuos (a
pares, generalmente) entre todos los p tes, normalmente se obtiene de promediar sobre los
valores de la propiedad de las sustancias puras. Existen dos vfas en el cilculo de este promedio:
Q¢ = g‘i;;_.oﬂ {4.22)
Qs = (Qu@y)! (423)
Representan el p dio aritmética y ico, respecti Aunque no existe una justi-
ficacién tedrica rigurosa pam efectuar tales cilculos, la experiencia de miltiples aplicaciones en
{micos reales ha d do una enorme d , por lo que su manejo en deter-

minaciones de disefio es una préctica comiin. Una posible explicacién a esta particularidad puede
radicar en {as caracterfsticas simétricas de ciertas propiedades, con respecto & la naturaleza de las
especies. En términos probabilistivos, ciertas funciones de distribucién cuinC|den en posicién su
media geométrica y media ética, como tendencia hacia un compor i en fos
valoses detenmnados, pero tal peculiaridad dep i i

de fuert de las esp en
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En este caso se el pard dei i6n ade la i6 4nica de estado (también
llamado constantes de Van der Waals, como més adelante se verd), que por su naturaleza, estd
m4s que justificada su relacién con todas y cada una de las sustancias de una mezcla. Definiendo
un dei ién de mezcla

. .

Oy = Ezz.-z,ag (4.24)
i1 jml

Finalmente se puede spreciar que la estructura general de las ecuaciones de estado no se ve alte-

rada si su aplicabilidad englob puras y las. Uni es io extender las

propiedades intrinsecas de un fluido para el caso particular de un sistema multicomponente y ah(, las

caracteristicas tedricas de las reglas de mezclado tienen una enorme posnblhdad px&ctlca Existen

ciertos estudios con profundo detalle que dan otras exp i icas para el fi

fisico de las reglas de mezclado {4.1).

Atin en este tipo de formulaciones, existen ciertos criterios empiricos que intentan describir
con mayor precisién, las desviaci de la idealidad debidas a las i i mutuas, A estas
expresiones se les agrega un factor que involucra los efectos por concetracién relativa de las especies
y que afectan de un grado u otro, el modelami ideal de! probl este término se le conace
como factor de interacidn ky y su determinacién envuelve diversos tratamientos analiticos extras
[3.12](4.2]. Es importante observar que su cuantificacién depende de la teorfa o ecuacién de estade
que se esté utilizando, y no es general para cualquier tratamiento; esto es una limitante que deja
ver su definicién a priori de naturaleza empfrica. En una propiedad de mezcla se relaciona como:

Qu =33 zazi(t = k4)Qy (4.25)

=1 y=1
donde:
ke {0 i=7
§{#0 i)
Los valores asumidos para K van entre 0y 1 (1 2> ky > 0) de tal forma que indica el grado de
desviacién de la idealidad por pares de especies en la mezcla con respecto a la unidad.

4.4. Ecuacién de Van der Waals

La ! i6n a la fc lacién conocida de la ecuacién de Van der Waals, a partir de la
expresién (4 9), se puede apreciar a través de los principios bésicos de la teorfs de perturbaciones.
Esta teorfa fué propuesta por Zwanzing en 1954 [4.3], y en ella propone que cualquier variable
termodindmica cambia 1 de valor alrededor de un punto de referencia. Esto se puede
expresar como una suma de contribuciones debidas al sistema base (P°) y al valor de perturbacién
PP, dando la propiedad del sistema real (P).

P=pP 4P (4.26)
Generalmente la variable de interés en predicciones termodindmicas se refieren a las perturbaciones,
por ser las medid: itativas para visualizar que tan alejado del punto de referencia se encuentra
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un sistema. En este caso, es necesario establecer este criterio para la densidad local de particulas
dentro de un sistema de celdas:

nf =1 —n (4.27)

donde i = N{V/§Vy 5° rep una densidad local de referenci \ es tomado
basindose en el desarroilo de esferas rigidas {3.6]. En cambio, la densndsd local real involucra
una modificacién extra en términos de un volumen efectivo Vy = V ~ Nb, donde V representa el

1 fisico de imi libre de las particulas a clertas condiciuna y Nb el volumen neto
de todas las moléculas empaquetadas, slendo b = 70 de una sola de ellas (o = didmetro de la
molécula). Asf, la densided local real queda expresada como:

(4.28)

doen la ién (4.9),

Bp= - %ﬂun’ (4.29)

1- bn
i cual representa la forma conocida de la ecuacién de Van der Wanls. Las constantes ay b
se conocen como constantes de Van der Wual.f {2.13)[3.18]. Su valor es especifico para cada

y también estén definidas en té dela.s iedades en el punto critico (7, ¥, T).
La ecuacidn de Van der Waals para si | p se rep con la adicién de las
reglas de lado en los pard fsticos en ins puras:

n 1 e
Bp= =~ —ﬂn"'zz.t,-z,avv {4.30)
T-n}zb 27 & =
Esta i6n no rep con isién & miltiples si reales, por lo que no se considera
una buena formulacié iva, pero ituy el primer paso cn consideraciones més veraces
en la descripcidn de si plej
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&y sensatamente crefas
que noda en la vida cambiads
¥ que todo era inmutablef

Peter Handke
’
5. TEORIA
r'd
TERMODINAMICA DE FLUCTUACIONES.
asts este punto, la descripcién de los fund: tos termodinimicos de las i de esta-
do, se ha cfecl.uadu totxlmeme en el marco de los postutados ciésicos bien idos. Como
primer en!ace con formali , 8¢ propuso un andlisis en base al criterio de las vari-

ables microcanénicas, para posteriormente eander ef nlcance de dicha teorfa con términos de in-
teracciones y efectos de campo externo. Sin embargo, dentro de 1a finalidnd del presente desarrollo,
adems4s de lo anteriormente expuesto, se desea intreducir este tipo de estudio bajo una diferente

pectiva, que proporci un i alternativo en el andlisis de sistemas termodindmicos.
La herramienta fundamental es la estadistica, que por medio de caracterizar variables aleatorias,
se pueden determinar a nivel molecular efectos locales que Spi no se aprecian y en
1a mayorfs de los casos se pasa por alte, La teorfa de fluctuaci intenta establ la i6:
entre tales propiedades desapercibidas y un criterio de estudio que al considerarlas sc aprecie su
importancia en una mejor especificacién de cualquier sistema.

La mecéinica estadfstica en sf, predice tanto los valares promedios de las variables termodi-
nédmicas de un sistema en equilibrio, como las carateristicas de las fluctuaciones de esas variables
alrededor de dichos valares promedios. Este estudio de fluctuaciones en sistemas estrictamente
dpico, fué i ducide por Albert Einstein en 1810 {5.1}, cuya consecuencia inmediata

4 en el entendimi de Ia teorfa del movimiento browniano.

La teorfa de fluctuaciones ha demostrado su gran utilidad en la termodindmica de bajas tem-
peraturas, estabilidad de puntos criticos y transiciones de fases {5.2], grandes puntos de interés que
sin lugar a dudas involucra a las ecuaciones de estado. También se han establecido conjeturas sobre
1a relacién entre la teorfa lineal de procesos irreversibles con el andlisis de fluctuaciones de equilibrio
{5.3], En este caso, el desarrotlo el a{ de sus principios p ionara Ias boses necesarias en
la formulacién precisa que proporcione a nivel malecul jios de tipo experimental

d b
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1. Estado de equilibrio y valor mds probable,

Del principio extremo de la entropfa en el estado de equilibrio sabemos que:

(%"‘])AW =0 1)

. B £ 1reded:

donde i=1,2,3,...,m; sin g0 existen delos p
extensivos de equilibrio cuyo mecanismo es aleatorio y no est4 sujeta a un comportamiento pre-
decible que describa tales cambios en un instante dado. Esta es la principal caracterfstica de un
problema estadistico.

Se propone que dichas una distribucién de probabilidades,
tal que proporcione los valores de los pardmetros extensivos (4, Az,As3,...,Am) = A en un in-
stante dado (a),03,03,...,0,,) = a. El valor promedio del vector de variaciones < A >, viene
siendo el valor de la variable en el estado de equilibrio Ay (valor més probable) [5.4)[5.5]. Apli-
cando la definicién de promedio a una varible extensiva A; a través de su distribucién de valores
instantdntaneos a lo largo de las celdas, tenemos que:

1 . +od

< Ai>=

1 4 L4 4 3 (r) {n) n
g’ +a" " +a +...+a]" +...+a] 1

i i i i i ;E af?) (5.2)
Existen ciertos valores fsticos para un pardmetro que la hacen’ representativo en términos
de la frecuencia en que ocurren; de esta forma, se anteponen las n®® veces que aparece en la
distribucién un valor en particular, como indice que denota su peso de entre todo el conjunte de
datos. Asf, el promedio de la variable se escribe como:

<Ai>= e A
n

(1) gl (1)1 4. (3 o8] (CHU (k)
nMai® 4 nBal 4 n¥alt. .. 4 Mgy z(" (kl (5.3)
donde n®)/n = P[a[f]] es la concepcién clésica de |a probabilidad de ocurrencia del pardmetro
instantdneo g;, por lo tanto:

AN =< A;>=)" Plala; (5.4)
.

Esta expresién muestra la relacién de los valores discretos de los pardmetros con su respectiva
probabilidad de ocurrencia, aunque en ciertos casos se puede asumir distribuciones continuas en
la frecuencia. Ahora, a los valores de equilibrio se les puede designar con toda libertad como
“cantidades mis probables" de todas aquellas que ésta pueda tomar.

La probabilidad Pla] est4 muy ligada a los criterios bésicos de la teorfa mecénico-estadfstica
para termodindmicos y su deter hace uso del teorema de Liouville [2.8][5.6]; es
una pardmetro directamente relacionado a la densidad conservativa de fase de la superficie de
minima energia [2.7). En una aseveracién fundamental, se postula que los valores que toman las
variables termodinédmicas, se debe a la predileccién por algin tipo especial de estado, congruente
con las restricciones internas y externas imp por el si: Spico. Cada propiedad
tfpica estard restringida a tomar valores dentro de un conjunto especifico de formas en que puede
distribuirse su alcance. Esto implica un dominio limitado de correspondencia unfvoca entre ese
espacio y la variable dada. Denotamos entonces como W{A| a las formas en que se puede distri-
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buir los valores del pardmetro A; en un sistema especifico, por lo que la probabilidad de que tome
ciertos valores i taneos, se puede exp ahora también en términos de su r de
ocutfencia con respecto a 1a de todos los demas pardmetros en conjunw. dentro de un mismo caso:

WA
Pla) < T WA (5.5)

Se aprecm que en el estado de equlllhno existirs una funcién de distribucién W[A{Y, tal que
maximice la pmbnblldad de ocurrencia de la variable (P[a] = 1), por lo que, manejando logaritmos

por dtica
d(ln(P[a})) o d(z"”“’g‘d) =0 (5.8)

Lo que resulta como ) WA] = WA{"] y asf, la pmbablhdad es el cociente de la dlstnbucnén delos

valores instantdneos con respecto a los de ethbno, como indicador de las i e:
del sistema en base a un criterio de ocurrencia:
A
Pla) « WA (5.7)
WAz
De la id ién de Bol para la definicién de la pia, se puede ap dos

variantes de sta: la entropfa del sistema en cualquier instante es S [A] = kgln W[A] y en el
estado de equilibrio serd S[A] = kpln W]A®7. Sustituyendo ambas expresiones en la deficién de
la probabilidad dada por (5.7), obtenemos:

L6 )

Pla) b .Jﬂl)
por lo tanto:
— S[AY]
Pla) = (const) exp (————SIA] k:[A l) (5.8)
Este es el postulado central de la teorfa de fi i termodindmi referida como postu-

lado de Boltzmann-Planck, y en ella se representa la funcién de distribucién de probabilidades
de diversos estados en funcién de variaciones alrededor del punto de equilibrio [5.7]. Este mismo
resultado se puede obtener por medio de la transformacién de Legendre y concretamente de las
funciones de Massieu [5.8), en donde se aprecia que Ia validez de la distribucién se extiende a
microestados en todo el rango del sistema total.

5.2, M tos correlaci dos de fl it
Existen tres principal foques al estudio fe l6gico de las fiu i en un sisteraa
fisico , segtlin que se desec predecir: la evolucién de la densidad de probabilidad de las fluctuaciones

o las fluctuaciones mismas. El primero es deterministico y estd basado en la ecuacién de Fokker-
Planck [5.9}, una ecuacién diferencial en derivadas parciales que gobierna la evolucién temporal
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de dicha densidad; es el de més arraigo en la fisica y podrfa d i f 11t El

segundo es no demrmmmta, pues se ocupa de las trayectorias mismas de las ﬂuctuaclones, Qque son

por nnturalezn propm erréticas e impredecibles. Su enfoque es probabilistico: requiere plantear las
o0

de movimi las cuales resultan ser [5.10). Un tercer enfoque
serfa mediante integrales de trayectorias [5.11], desarrollado por Feynman y Hibbs [5.12]. Quizd
el modelo probabllfstlco mis famnsos para las fluctuaciones sea el de Einstein-Smolushowski para
el i en una d i6n. Una formulacién més | lo puso Langev
para la velocidad de una partfcula browniana, e! cual tiene pli en la st lacié
de sistemas coloidades {5.13).

Las fluctuaciones de una variable ffsica son cambios instantdneos que suceden eventualmente
alrededor de su valor en el punto de equilibrio, y se denotan como:

= 6;— A g
s A% (5.9)

también se conocen como mamentas del pardmetro extensivo fluctuante. La ecuacién (5.9) repre-
senta al primer to correl do de fluctuacic

La utilidad tedrica de los momentos se aprecia al considerar una serie de ellos, en los cuales
es posible obtener un promedio del conjunto de datos y determinar el grado de fluctuaciones de
un pardmetro en particular. El primer momento no es til por sf sélo, ya que su promedio es
cero indefectiblemente, debido a la simetrfa de las variaciones alrededor de un punto fijo. Pero

el segund, correlacionado provee de amplia informacién y su expresién envuelve dos
fl en correspondenci !
SAbA; = (a; — AT)(a; — A]) (5.10)
Siab elp dio de los d tos utilizando la ecuacién (5.4) tenemos:
< 8ASA; >= Y Plal(ai— AF) (g - A5) (5.11)
y del postulado de Boltzmann-Planck, se deduce una expresién de gran importancia, que relaciona
alasfl i con las i de estado hasta shora manejadas, Partiendo de la expresién
(5.8), la fI ién de la pfa con resp a los valores instanténeos y de equilibrio de sus
pardmetro exténsivo, se puede expresar como:
m
Sla) - s|A) = Z FiA)(ai - 45) (512)
Esta ecuacién es equivalente a escribir las variaciones de la entropfa en términos de pequeiios
esla ién (2.16) discretizad
m
ASla— A% =Y F(6A) (5.13)
=l
Sustituyendo en la ecuacién (5.8) y derivAndala con resp a los pard entrdpicos I
F, se tiene: 8P[ )
8] eg
= - .14
T Pla)(a; - AF) (5.14)
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Esta ecuncldn representa dos factores de la expre.«nén (5.11); sustituyéndolo y haciéndo las opera-
clones per te que las I i estdn dadas por:

< 8ASA; >=kg T Gltl(a - A
=k of; [Z Plal(e; ~ A]7)] ~ ks T Pla] gf;(a; — A7)

Iact a4

Pero de la anteriormente mencionsdo para el primer cor de i
sabemos que su promedio es cero 3 Pla)(a; — 47') =< 64; >=0y T Pla) =1, por lo tanto:

< BAbA; >=kp i‘iﬁﬁi 8/1: ZP("I

Se tiene entonces que el promedio de los segundos momentos esté dado por:

A;
< 8Ab4; >= —kg(ap ) (6.15)
Por un procedimiento semejante {5.8], para el tercer momento se tiene:
84,
< SASA;6A, >= k,,aF (ap‘) (5.16)

La relacién de los pardmetros F; con las variables A; conforman las ecuaciones de estado, ante-
riormente descritas en las expresiones (2.19). Con el conocimiento de ellas, es posible plantear en
términos de variables macroscépicas, las razones de fluctuacién de los pardmetros termodindmicos.
El conocimiento de toda [a correlacién de momentos de las variables fluctuantes de un sistema, nos
ofrecerfa la posibilidad de disponer en detalle, de la informacién termodindmica util. Es comiin el
uso hasta el segundo momento como fndice de variaciones, debido a que conforme crece el grado
de medida, estos toman valores que se caracterizan por su escasa magnitud, dejéndose el cdlculo
para el término que ofrece el mayor orden de manejabilidad teérica.

Un ejemplo ilustrativo se puede realizar a través de la RTF de los gases ideales, obteniéndose
el segundo y tercer momento por las diferenciales parciales definidas. Se vislumbra ent una
diferencia radical en magnitudes por la conformacién final de las variables, y donde en muchos
casos ya el tercer momento tiende a ser cero. El sesgo en una aproximacién probabilfstica decrece
notablemente con el orden de precisién. Esto es equivalente a hablar términos del margen de
confiabilidad (tolerancia en algunos casos) que una expresién ofrece para determinado cdlculo.

Una importante consecuencia directa de la aplicabilidad de los segundos momentos de fluctua-
ciones en el principio estadfstico de la probabilidad, se abserva al establecer otra forma funcional
de la distribucién de Boltzmann-Planck. Si expresamos la entropfa de un sistema macroscépico
SjA) = S[A*?+6A] como una funcién de variables que fluctian alrededor de su valor de equilibrio,
es razonable pensar que tales fluctuacit son tan pequefias que en un andlisis de un sistema

épico real, g \ e no se toman en cuenta. Sin embargo, con este criterio, es posible
expander dicha funcién en series de Taylor, considerando sélo los términos de interés y eliminando
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aquellos de alto orden que no ibuyan significati con la seguridad de una clara justi-
ficacién. Asf, la serie est dada por:
[ 8MS[A = A9)\ (A — AM)"
= —_— L A 5.
sial ,5.0:( oy ) - 6a7)

Para n =0, el primer término de la serie es [a funcién entropfa evaluada en el punto de equilibrio
S[A"] Enla expamlén multivariable se ehmman los términos cuadréticos y superiores, conociendo

d p por la 6n (5.1}, por lo que resulta:
o]
5_(51__5(_4\_1 ZZ&A OA;Ey (5.18)
25

donde Ey = —;L(O’S[A"]/&a da;) y 6Ai6A; es el segundo momento correlacionado de fluctua-
ciones. Esta expravlﬁn es equivalente al exponente de la funcién de distribucién de probabilidad del
postulado de Boltzmann-Planck (5.8), y al sustituirla en ella, se obtiene la conocida aproximacién
de Einstein-Planck-Gaussiana [3.18]:

Pla] = (comt)exp(—%f:z“;GA.-ﬁA,vEﬁ) {5.19)
=1 jm

Esta aproximacién parte de la premisa macroscépica para llevar a cabo su deduccién y es una
equivalencia que muestra la relacién entre los formalismos a diversas escalas. No se puede precisar
hasta que nivel las fluctuaciones dejan de ser importantes; sin embargo, es notable que sus efectos
son de enorme importancia en la mejor descripcién de un sistema real. Muchos autores denominan
a la ecuacién (5.19) como la "aproximacién gaussiana de Ia funcién de distribucién macroscépica”.

5.3. Funcidén de distribucién total.

ar. 1

En esta seccién, se hard uso de la ica cst ica para i la medida de las
fluctuaciones, como pardmetro que nos indique en cierto grado las desviaciones de laidealidad de un
sistema real. Se ha analizado que los os correlacionados de fluctuaciones son determinables
a partir del imi de las i de estado y que ello permite visualizar el nivel de
variacién de un sistema con respecto a los valores clisicos en el estado de equilibrio.

Es de interés entonces, obtener las correlaciones respectivas de todas y cada una de las variables
que intervienen en el tratamiento termodindmico del sistema; pero como indicador independiente
de una sola variable con respecto a las demés, conviene medir sus variaciones en cada celda dentro

de la descripcién propuesta. Ahora habl, de los § ros extensivos individualmente, y
generalizando para cualquiera de ellos, {a contribucién total de fluctuaciones a lo largo de cada
celdn del ensamble y con respecto a ellas es:
c
3 < 64064 > B = 6, pe (5.20)
Pml
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donde E( ') ge define en la. expresion (5.14) y en este caso para la lacién total de fl
y para un sélo pardmetro extensivo, es decir, es igual a expresar la ecuacién (5.15) de un sdlo

bro, y el lado op en té de la unidad, que en este caso estd dada por la delta
de Kronecker*. Esta ecuacidn toma en cuenta las i por i entre celda y
celda. Por ejemplo, si se habla del niimero de partfculas, el cambio de ellas en una celds afecta
indistinguiblemente a sus vecinos, porque no hay barreras fisicas que impidan el intercambio mutuo.
Asf, mientras que en una celda sale un elemento, autométicamente entra en el vecino inmediato,
y sucesivamente a lo largo de todas las celdas. Es claro que mientras més alejadas estén unas de

otras, sus respectivas contribuci se hardn o hasta en ciertos casos nulas. Esto se toma
en cuenta al realizar la suma por pares recipracos ¥ el factor E") es el que le dé peso a cada
término especifi iderando p las d ias relativas. Es importante notar desde
este momento, la importancia que tiene en la medicil totales de fl i las posici de

los elementos a cuantificar.

Partiendo de una celda cualqmera r, las fluctuaciones del niimero de particulas de un gas ideal
con respecto a las demis celdas r’se puede expresar como 3 < SNCSN() > B ) = 5, .. El
término (") en este caso es:

B = (Bﬂu")(ﬂ.N“)) _ S

AN i
Sustituyendo, el promedio de fluctuaciones del nimero de partfeulas para un gas ideal resulta ser:
< ENCWEN) >4y = 6,NE) (5.21)
Para extender el alcance de la prediccién de las fl i 8 si reales a partir de la ecuacién
(5.21), se puede tomar el principio de perturbacién sobre la fc lacién ideal de la sigui forma:
< SNOSN®) >= 6, N + NQNEIR (5.22)
Al término (" scle d ina funcidn de correlacidn tolaly en ella se involucran las desviaciones

del comportamiento ideal en las correlaciones espaciales entre celda y celda [5.14]. Esta funcién
es de extrema importancia en el estudio estadistico de sistemas reales y constituye la base para
diversos planteamientos tedricos en torno a sistemas més complejos.

E! término E(""), al igual que el promedio de fluctuaciones, se vé modificado para adaptar su
interpretacién a la extensién del gas ideal.

B = 2 ) (5.23)
Ne
donde: 248, N)
n) = ( SV
&= ( 8N ) NeN, ®29

Se aprecia que ci*”) es ahora un cambio en el potencial quimico de una partfcula en la celda r,
cuando se sustrae de la celda r’y mide las interacciones por pares entre los elementos del ensamble,

como contribucién energética a las desviaciones de la idealidad. Junto con A®"™), c{n*) representa
* Podemos decir que se hnbla de una representacién en términos il donde cada de un
tensor de fl i Bu definicién con los p i Asf, Ia delta de

Kronecker, como tensor unitario, asegura que Ia correapondencia emm uno y otro valor sea variables de ]a misma
naturaleza y regién dentro de! sistema dividido en celdas (r = ¥/, 6, v = 1).
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todas las contribuciones no ideales que se desean para un si

real y es en estos términos donde se centra la atencién de gran pam del estudio de la teorfa de
de los i , centran su ién en lad inacién tedrica explicita
de tales fact , pero ituye en |a actualidad un gran reto; sin embargo, ha servido de pauta
en muiltiples pl H experi les que contribuyen al mejor conocimiento de diversos

sistemas termodindmicos.

5.4. Ecuacién de Ornstein-Zernike.

Se puede deducir a partir de las formulaciones anteriores, la relacién existente entre la funcién

de correlacién total y el pard de i i lecul: Sustituyendo las expresiones
(5.22) y (5.23) en la correlacién total de fluctuaci dada por (5.20), tenemos:
6. VN(')+N(')N(/)h(”/))(ﬂfr. &) = fpe (5.25)
val

La suma corre tinicamente sobre el supraindice r', por lo que ry r" se consideran libres y es posible
intercambiarlos de manera que se facilite la deduccién. Efectuando la suma se obtiene:

A = ) i APV (5.26)
=]

Esta es la ecuacién de Ornatein-Zernike, y constituye una for ién de gran ia en
el estudlo de teorfa de liquidos [5 15)[5.16][5.17)(5.18]. Su formulacién es muy aplicable en algunas
sobre la opal {turbidez) critica.

La ecuacién de Ornstein-Zernike es una relacién de dos incégnitas primordialmente, por lo
que la generacién de funciones que hagan las veces de cerradura, es un drea importante que ofrece
1a posibilidad de encontrar la especificacién completa de algtin sistema. Algunas aproximaciones
muy utilizadas en la determinacién de propiedades termodinémicas de fluidos son [5.19):

(a.-) Apraximacién Esférica Media [3.13):

hr)=-1, paar<o
or)=~pur), parar2o
(b.-) Aproximacién de Percus- Yevick [5.20)[5.21)(5.22](5.23):
ofr) = 4 n(r) + 1] = o{r) - 1
(c~) Aproximacién de Cadena Hipertejida [3.13]:
ofr) = e P4 = ofr) - 1
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(d.~) Apraximacién de Rogers-Young [6.24]):
or) = P 4 ——‘MZ:;) 2=t -1
donde: f(r)=1-e0r,
Ar) = h(r) — ¢(r) (correlacién indirecta)
a—0, cuando r—0
a— oo, cuando r— oo

Estas relaciones de cemdu:a han servxdo para definir varias apraximaciones que se han usado
enlalit ysu ia ter dmica y los Alculos de Monte Carlo [5.25] existentes,
slrven pnm dwcmmnar entre ellas; ademds, al invol i dos con el p ial de

lucién conjunta con la ecuacién de Omsteln-Zermke. provee de un

buen mecanismo en la venﬂcncnén y concordancia con datos experimentales.

5.8. Funcién de distribucién radial.

La funcién de distribucién general dada por la expresién (5.4), nos ofrece una forma de de-
terminar la probabilidad global de hallar N() particulas en su respectiva celda r, de todas las
n del conjunto total. Si‘las variables extensivas toman los valores correspondientes al punto de
equilibrio, la probabilidad global es igual a uno, lo que implica una seguridad de! 100 % de en-
contrar las particulas en su respectivo lugar. Una distribucién de probabilidad para un nimero
determinado de v celdas dentro del ensamble (v < n) se puede expresar como la suma de todas las
probabilidades de hallar las particulas desde las n celdas hasta las v — 1:

PANO NGO NO N = 5 LN PAND, N, NG, NE) (5.27)
N(~) Ne

Esta Funcién de distribucién d4 la probabilidad de una distribucién especifica de partfculas en las
pnmeraa v celdas, referente al niimero de celdas Por ia, otra repr acién
del nimero de particulas en equilibrio en base a la formulacién dada por (5 4) y la relacién de
probabitidades conjunts, es:

N =< N 5= 3" PNING = PPN =1) (5.28)
De la misma forma:
<NONGI 5= 5= 5~ PN, NINONCY = BN = 1, N(r) =1) (5.29)
Nw=0,1 N'=0,1

El valor promedio del niimero de pn.rtfculas en la celda res justo la probabilidad de que haya una
partfcula en tal celda, mientras que < NN > es la probabilidad conjunta de las celdas ry
r una partfcula cada una. Es comiin representar las probabilidades
conjuntas, en términos de probabilidades condicionales P(1") = (N() = 1{N(") = 1), de buscar
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una partfcula en la celda r*, dado que hay necesariamente una particula en la celda r, como:
PN = 1, N = 1) = PN = 1) PN = 1N = 1) (5.30)

Es de notar que cuando se habla de nimero de partfculas, la probabilidad condicional de la ex-
presién (5.30) tiene una contribucién adicional dada por la 6,,, ya que la probabilidad de encontrar
una particula en ry en r'es uno si r= . Por lo tanto se tiene que:

< NON®) 5= PING = 1)[8,,0 + PN = 1N = 1)) (5.31)

Si las celdas ry ' est&n muy distantes, la probabilidad cambiaré a P{" (N} = 1), De hecho,
es como si las particulas no interactuaran entre sf, como serfa el caso de un gas ideal. Con la
idea de definir una funcién probabilistica que involucre tales efectos a distancia entre partfcula y
partfcula, y cuantificar un valor de peso dependiendo su posicién con respecto a las demés, surge
la funcidn de correlacion de dos particulas o funcién de distribucién radial [3.18)(5.14] dada
por:

4 = PNNT) = 1IN( = 1)

5.32
PN = 1) (5:32)

Finalmente se tiene:
< NONO 5= PN = 1)5,p + g PN = 1)) (5.33)

La funcién de distribucién radial nos provee de la informacién necesaria en el conocimiento de
las interacciones entre todas las particulas que conforman un sistema de estudio. Es importante
ahora, vislumbrar [a relacién que guarda ésta funcién l:on 1a teorfa de fluctuaciones. Del promedio

del d o correl do de fluctuaci que:

< ENUISNT) >=< (N0 = NIV < NED) >=< NOINC) > ~NDNED

Sustituyendo la expresién (5.33) llegamos a una forma alternativa de definir el promedio de los
segundos momentos de fluctuaciones:

< 6NN >= NP6, + NPNEH ™) = 1) (5.34)
Comparéndola con la expresién (5.22), resulta que:
R = o) 1 (5.35)
Asf, la funcién de correlacién lotal. que mide las desviaci a la idealidad por correlacis
estd d ionada con la funcién de distribucién radial. Si la g*) =1,

entonces A = 0, y en ambos casos implica la ausencia de interacciones entre partfculas.

La funcién de distribucién radial es de suma importancia en las determinaciones termodi-
nédmicas expenmenmles En sf, m el tinico pardmetro que puede ser directamente medido con
ciertas técni icas, y su funcionalidad se prefiere al involucrarse fécilmente con cualquier

funcién termedindmica definida teéri
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Anélisis més detallados muestran la relacién de Ia transformada de Fourier de la &) (alk]),

con las medi das a la d ién de luz, cuando se hace pasar un haz a través de
un uistemn de pnrtfculas [3.18]. Estos di i de i pecial y se basan
en icas para sus d inaci entre ellas se cuentan: rayos X, dispersién,

refraccién, mxcroscopfa, entre otms [5 26] Lo méa importante dentro del presente desarrollo, es

iar como las fi diadas a través de las predicciones

que ofrecen las ecuaciones de estado, pueden ser representadas en términos de la funcién g(r)

(g% ‘= g(r)). Es una descripcién que provee la pnslbllldnd de obtener mejores resultados y

gran margen de ién en las determi experi les, ademds de basarse en criterios
totalmente mlcroscépicos. en comparacién de los cldsicos dios a niveles i

5.8, Determinacién Tedrica de g(r).

La determinacién tedrica de la funcién de distribucién radial g(r), requicre del conocimiento

de ciertas consideraciones. Dentro del formali de celdas, el jento analftico so basa en el
estudio de un reducido nimero de el a cscala microscdpica, en comparacion a las cnntidudw
presentes (mucho més grande) de un sistema real. Estudiar si S con un peq

nimero de partfculas, tienc como propésite simplificar los complicados calculos que resultan de
los tratamientos rigurosos de andlisis. El mismo problema que se explicaba anteriormente, y del
cual surgen propuestas de resolucién como el criterio de ensamble o teorema ergédico, implica el
conocimiento de las trayectorias de todas y cada una de las partfculas, para caraterizar un sistema
termodindmico totalmente.

El caso s que una celda, por muy grande que ésta sea (sin danr de penenecer al mundo

6pico), no reproduce las propiedades de un sistema jades de bulto que

mvolucra la aecidn de numerosos elementos entre sf {5.27].

Cétculos cnmple_ps de amplio alcance teéru:u se hacen hoy en dfa por medio de la computadora
y a través de los Il dos p de lacidn. Para conocer el comportamiento fisico de
miltiples fenémenos, se han creado model Aticos que los reprod en cierta medida a
diferentes condiciones, de tal forma que se cuenta con lo que s¢ puede llamar "experimentos” en {a
electrénica y memoria de una computadora [5.28][5.29}{5.30]. Sin embargo, e! !imite de tal recurso
de gran utilidad, radica en el intrincado conjunto de operaciones, muchas veces iterativos, capaz
de agotar la capacidad de almacenamiento del mejor equipo.

El estudio de subsi: con una idad moderad grande de particulas, salva en
algunos casos el probl de puto, pero requi daptar su alcance a un mecanismo que
describa mejor, por extrapolacién, las propiedades mac pica de primordial interés. Un in-

genioso método de anAlisis fue propuesto para contrarrestar esta situacién y consiste en utilizar
condiciones periddicas a la frontera [5.31].

Al considerar una sola celda del conjunto constitutivo de! sistema macroscépico, cuya forma
sea [a de una caja cibica, es posible reproducir a través de todo el espacio, una red infinita de
imégenes sobrepuestns de ésta, de tal manera que un sistema real puede ser especificado como
la ici i (en todas di ) de las icas intrfnsecas de una celda en
partlcular En el curso de una slmulm:ldn, conforme una particula se mueve en la caja original, su
imagen periédica en cada una de las cajas vecinas se mueve exactamente de la misma forma. Asf,
al abandonar una partfcula la caja central, una de sus imagenes entra por el lado opucsto; con es-
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te mecanismo se logra construir un sistema infinito sin paredes y sin efectos acumulativos de
superficie®,

Uno de los métodos de simulacién més id 1a técnica denominada de Monte Carlo, en
el cual se pueden implementar algoritmos que determinen los valores teéricos de parAmetros como
1a g(r). Otro técnica muy utilizada para In descripcion del movimiento difusivo de partfculas en un
solvente es el ido como dindmica br i que como su nombre lo indica, su aplicacién
s basa en las descripcién tedrica del movimiento browniano.

Los clculos cuantitativos tedricos de 1a g(r), requiere de ciertas deducciones hechas especial-
mente para determinar sus valores, Entre ellas estd la ecuacidn de Kirwood [3.13):

~ka Tinltria, ) = €utra) 1 [ [ rsdotrn, oo — 115

y la ecuacién de Born-Green-Yvon {3.13]:

0 Irtal 42 . 2 _ 2
- oo Tintotr )+l = wn [ (48) o, gan [ o= ngimyan

donde £ representa el coeficiente de friccién y R estd relmonada con las fuerzas aleatorias que go-
biernan el sistema. Estas expresiones rep an integ i|f iales de dificil solucié

Para métodos analfticos, ia més utilizada es la 16 {ormente descrita de Ornstein-Zernike,
que por medio de las condiciones de cerradura y reconociendo la relacién de g(r) con h(r) -ecuacién

(5.35)-, es posible obtener soluciones més viables a diversos problemas tedricos.

5.7. Determinacién Experi 1 de g(r).

La fuente mds importante en la determinacién experimental de g(r), lo constituye el fenémeno
de dispersién de luz, en di técnicas y caracteristicas. Cuando un rayo de luz incide sobre una
Toolietd o di e o)

] |, parte de la luz puede ser absorbida y parte se dispersa, mientras
que la restante se transmite a tmv& de la muestra sin sufrir alguna alteracidn.

A. DISPERSION DE LUZ.

Todas las sustancias en mayor o menor grado, son capaces de dispersar la luz. Este fendémeno
se le conoce como efecto ’IyndalL Se habfa mencionado anteriormente que en la regién critica,

el gran nd de fi P el fend de opal ia. La turbidez que presentan
demfs muchas soluci loidales, es ia de 1a dispersién intensa de luz.

* Essabido que para estudios de sistemas aislados, uno de los principal bl ealafaltadeh idad
en todo el espacio de Ia muestra, debida & cfectos |ativos en la superficie de Jas fi G ) el
48,8 % de las particulas se deposita en las paredes, lo que i un factor i en imprecisién en calculos
analiticos. Las condicioncs periddicas fueton propuestas por Mtlrnpalls et al [5 31] en 1953 y onginn!mcnu: fucron
splicadas con una simulacién per Monte Carlo para la descri de dividuales a través

de ecusciones de estado
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La intensidad, polarizacién y distribucién angular de la luz disp por una di
colaidal, depende del tamafio y forma de las partfculas dispersoras, de sus interacciones y de la
diferencia entre los {ndices de refraccidn de las particulas y el medio. Las medidas de dispersién
de la luz son, por lo tanto, relevantes por la mformacnén contenida en ellas y son especialmente
aplicables para el estudio de i \ en disolucién [5.32). Es aquf donde la

g(r) es un buen medio que cuantifica todos aquellos datos que son de interés en estudios teéricos.
Un ejemplo de lo anterior lo constituye el cstudlo elabomdo por van Hme [5.33], en 1954.

Lai idad de la luz dispersada por las disol loidades de turbidez
baja, se mide d en instr llamad nefeldmetroa {5.26]. Constan en esencia de
una fotocelda detectora montada generalmente sobre un brazo rotatorio, que permite la medida
de la luz dispersada a varios dngulos y que lleva una cdmara para observar la polarizacién de esta
luz. La debilitacién del rayo incidente, al pasar a través de a muestra puede despreciarse y su
intensidad es pricticamente igual a la del rayo transmitido.

Aunque el principio parece muy sencillo, la medida de la luz disp da presenta
dificultades experimentales, de las cuales la més importante es la necesidad de eliminar de las
muestras las impurezas, tales como motas de polvo y agregados de gran tamafio, ya que por
di fuer e la luz, ind errores considerables.

1 "

B. MICROSCOPIA ELECTRONICA.

En general, las partfculas coloidales son d iad queiias para que se puedan observar
di con el mi 6pio. El poder de resolucién de un microscépio dptico, la distancia
més pequeiia entre dos objetos para que todavfa se puedan distinguir uno del otro, viene limitada
principalmente por la longitud de onda de la luz utilizada para iluminar el objeto. Ademds, la
visibilidad de un objeto puede estar limitado por la falta de contraste dptico entre el objeto y el
fondo que lo rodea.

Para que el poder de resolucién de un microscépio aumente hasta que sea posible la observacién
directa de materia con dimensiones coloidales y aiin menores, es preciso que la longitud de onda
de la radiacién utilizada sea mucho més baja que la de la luz visible. La préctica de esta técnica
para el estudio de si coloidales, viene limitada por el hecho de que los electrones sélo pueden
moverse en alto vaclo sin ser perturbados, por lo que cualquier sistema que tenga una presién de
vapor apreciable, ha de ser desecado completamente antes de que pueda observarse.

C. MICROSCOPIA FLUORESCENTE.

La microacopia fluorescente [5.34] es la técnica que utiliza la propiedad de fluorescencia de

ciertos p para di lizar y medir las propiedades estructurales o de transporte

de fluidos a nivel molecular. Exnsten diversas vzmnntes y divisiones a la técnica original, y entre

estas se alad inada FRAP (fluor recovery after photobleaching) (5.35], o
bién Il do fotoblanqueado de fl ia. Esta técnica es relativamente nueva y estudia

¢! movimiento de componentes cspcc!ﬁcos en una mezcla compleja.
Se tiene una muestra de solucién compleja a la cual se desea determinar la movilidad de cierto
componente bien caracterizado, Estos son dos por medio de molécuias fluor en unién
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covalente llamados fluordforos. Una regién nspec(ﬁca de la muestra. (o patrén periddico), es
expuesta a un pulso de luz de alta i idad, que f¢ ir una porcién de
los fluoréforos en esa regién. Este haz de luz puede pasar a través de una rejills, llamada regla
de Roncht, colocada en el plano focal trasero de 1a éptica de un microscépio de fluorescencia, lo
que origina un patrén periédico bien definido. Posteriormente la rejilla es trasladada a velocidad
constante a través del haz de luz del laser atenusdo, monitoreando un espectro movible sobre la
muestra. Se detecta una i de lafl ia en la regién irradiada: especies
bl das y no bl das int bi \! i or difusién. En un nuevo
estado promedio, se vuelve a cxponer la muestra al haz de luz de alta intensidad, repitiéndose el
proceso hasta un punto limite.

La superposicién ciclica del patrén fotoblanqueado y el patrén monitor, produce una modu-
lacién en la emisién de fluor ia [5.36]. El decaimi de la envolvente de esta modulacién,
refleja el desvanecimineto del patrén original y es un registro confisbte de la difusién natural de
las moléculas en solucién.

La descripcién somera de las anteriores técnicas, muestran la gran variedad de recursos para el
estudio detallad de i a nivel molecul Ln juncién del experimento con la teorfa consti-
tuye un paso que invol iltiples y it écnicas analfticas de desarrollo; sin embargo, de
alguna u otra forma, la g(r) quedn determmada como cierta variable o factor directamente medible
de un experimento formalt. Aquf no se describid este tipo de formulacidén matematica necesaria,

pero algunos estudios detallados muestran este vinculo [5.33(5.37](5.38](5.39].

5.8. Aplicacién de la determinacién de g(r).

Con las anteriores técnicas descritas y ln especificacién teérica de la g(r) se puede obtener
informacién de diversos sistemas fisicos, entre los cuales sobresalen:

1 Los fluoréforos son sustancins con Ia capacidad de emitir radiacién electromagnética en forma de luz, como
resultado (y vinicamente durante) de Ia absorcién de luz de otea fuente. Esta propiedad ca Ia llamade fI i
y los compucstos que la poseen tiencn un umbral de excitabilidad para presentarla; si se les hace incidir une

diacién de alta ided, pierden su capacidsd de fl ia y se dice que fueron blanqueadss. Otra forma
de luminiscencia donde Jos periodos de emision de Juz son mas largos se denominan fosforescencia.

} Por ejemplo, al realizar un experimento por medio de dispersién estética de luz, el cociente del indice de
refraccién de la solucién coloidal /(g) con el indice de refraccion del salvente puro /o(g), determina una medicién
directa del factor estético de estructura S{g) [3.18, de Ia siguiente forma:

n, < I{q) >
S(q) = ———"2=
W=5< I(g) >
donde 1, y 7t son Ias densidades del sovente puro y la disolucién coloidal, resp: Asi, el factor estético de

estructura se relsciona a la funcién de distribucién redial g(r) a través de su transformada de Fourler de Ia siguiente
forma:

5(q) =1+ nFlg(r) - 1]

oo P g di

lo que proporciona una manera de conocer
representa lIa g(r).

del sistema por Ia concepcién que
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1) Movimiento browniano [5.1].

2) Equilibrio de sedimentacién [5.26).

3) Movilidad electroforética [5.40].

4) Velocidad de floculacién [5.26).

§) Tamaiio medio de partfculas [5.26].

6) Polidispersién [5.41).

7) Difusién lateml de biomoléculas en membranas [5.42].
8) Movimi onal de moléculas [5.43).
8) Fenémenos de superficie e interfaciales [5.26).
9) Reacciones de polimerizacién [3.18].
10) Coeficientes de difusién y autodifusin.

Es indudable que conforme avanza la ciencia, se plicaci de los
dos experi les, como bién se descubren nuevas técnicas que aporten una mayor de-
p de probl iginal limitad La descripcién detallada de las anteriores apli-
de las i igaci o nivel molecular, es tema de extenso contenido; en este caso sélo

se muestra un breve panorama, pero es importante recalcar, como interés particular del presente
d il que lus bisicas en esta drea de la fisica, aportan conocimientos iitiles a
lai ierfa quir bioquimi dicina, y otras tantas relacionadas por el comin denominador
de las aplicaci i disciplinarias entre las ciencias.
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Me parezco al que llevaba
un ladrillo consigo,

para mostrar al mundo
como era s casa.

Bertolt Brecht,
6. REVISION A LAS
APLICACIONES EN LA TERMODINAMICA.
| alcance de la teorfa de flutuaciones a conceptos ter i definidos en

base a criterios macroscépico, se hace patente a través de la conceptualidad de la g(r). Son
muchas las aplicaciones de la funcién de distribucién radial y muchos los sistemas que se pueden
estudiar a partir de dicha formulacién. En éste proyecto, el estudio se dirige principalmente a
las ecuaciones de estado, y es a las cuales estd referido [a extensién de la descripcién mecénico-
estadfstica.

Se parte dela definicién de ciertas idades t dindmi
en dios que invol tales pard ¥ que
equipo industrial a nivel de proceso real. No se descarta final , algunas aplicaci directas
de las anteriores formulaciones, con | la idea de ilustrar la utilidad de esta propuesta en problemas

de determinaci ter

que son de extrema importancia
son magnitudes tfpicas en el discfio de

Yy

8.1, Funciones de exceso.

Una cantidad de exceso de una propiedad termodindmi Iquiera, se define como la dife-
rencia entre una propiedad real y el valor de la propiedad calculado, para la i dici de
, presién y composicién, por las iones de soluci lden.lw [3.13]{6.1]. Este tipode

desarrollo ya se habfa comentado antes como un tipo de anélsis de perturbaciones alrededor de un
punto de referencia. En este caso, la formulacién completa y detallada que se conoce para los gases
ideales, sirve de base para establecer con ellas 1 que sean apli reales.
Asf, la propiedad de exceso mide la desviacién de dicha cantidad con nspecto a las condiciones
que presentarfa idealmente y posec caracterfsticas conceptuales que la identifican come importante
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criterio teérico [3.13]. Generalizando para una propiedad termodindmica P cualqui d
expresar las funciones de exceso como:

PP=p_p4 (6.1)

No todas las funciones de exceso tienen el mismo significado para las diferentes variables
termodinimicas que existen. Por ejemplo, en ciertas propiedades, esta resulta ser la variacion de la
propiedad real de la mezcla, de una condicién inicial a una final bien conocida. Por esto, determinar
tales propiedades es equivalente a conocer el valor no ideal de la funcién termodindmica, ademés
de de servir de base para una formulacion tebrica posterior.

Es posible también formular las propicdades de exceso en términos estadfsticos de teorfa
de fluctuaciones, y serd bajo ese criterio que incluiremos en cada una de ellas el pardmetro de
distribucién radial.

Se habfa ionado que las fuerzas de interaccién entre particulas son las
que originan las deviaci de la idealidad. Estas interacci moleculares actiian sobre todo el
sistema de celdas a distancia y superponiendo los efectos de todas y cada una de los elementos que
{o constituyen. Esta cantidad se puede definir como una contribucién en la energfa caracterfstica
en términos del potencial intermolecular, y como resulta ser la magnitud que cuantifica el grado
de desviacién a la fc lacién ideal, puede ¥ con la pcién de las iedades de
exceso. Para la encrgfa interna E, se tiene entonces que [3.2):

E-E“= i i NN L i i i NONOI N ety (6:2)

r=1¢=] r=1r=1r"=]

tind 1

Es de pensarse que los efectos de interaccidn entre partfculas no sélo se llevan a cabo por pares,
sino que también se ven involucrados relaciones triples, cuartuples, quintuples, etc., que pongan de
manifiesto la naturaleza no medible de las acciones intermoleculares®. Sin embargo, muchos de los
términos que contengan relaciones mayores a dos, son pasados por alta, por su compleja estructura

tedrica y dificil determinacién. En i se determina el promedio de las contnbucuSn
a pares y se define un potencial cfectwa u("“) que invol 1a mayor idad de i
sobre las interacci dentro del ble. La propiedad real de un sistema queda como:
) n n
E=E%+ 3.3 < NOINKI > o) (63)
vl Pl

Sustituyendo el término promedio < N®N{) > por la expresién (5.22), resulta la propiedad
termodindmica en funcién de la g(r) de la sifuiente forma:

=1 Yal

E—E44 Z Z( Nty + NG ng(m')) u(f.a

* Se dice también que los tiempos de colisicn entre moléculas son muy mrtos. p;ai' Io qlii medir el efecto wlectl;ro
de este tipo de interacciones para méa de dos elementos, u\mque Ben de n urulan mecénlu. es un pmblema de
complicada resolucién,
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Final fe do [a suma término a término y sustituyendo el valor ideal de la energia
interna por E% = nc} /8, tenemos:
"‘% 2%~y ) ylre)
E=22 Wh 6.4
3" PRI (64)

r=] ¢wl

La determinacién asf de la energfa interna (ecuacién térmica de estado), ilustra el hecho de que la
funcidn de distribucién radial no sélo contiene los datos estructurales relevantes a nivel molecular,

sino las sticas picas del fluido: la g(r) posee en sf, toda !a informacién
necesaria para especificar un sistema totalmente. Para mezclas, la expresién (6.4) sc representa

como:
E= —Z:.c +n? ZZ:.:, ZZy("') {5r) (6.5)

i=1 jmi =l ¢l

Queda tnicamente expresar en términos de la funcién de distribucién radial y el potencnal de
interaccién, las de estado jadas hasta el térmica y quimica),
definidas en el limite continuo para todo el espacio a través de integrales [3.18]; ademés se reprmntn
dicha funcionalidad extendida para sistemas multicomponentes.

+ £t

6.2. Ecuaciones de estado.

(a.-) Ecuacidn térmica de estado

Sustancia pura:

e= 2243 [ uotr,moyem? ar ©5)

Mezclas: R P ) .
=3 st g3 Sy [ rigetrmAHm dr @7

B 2 FHE e ] p

(b.-) Ecuacidn mecdnica de estado,

Sustancia pura: .
(6.8)

Mezclas:
(6.9)

st
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(e.-) Ecuacidn qufmica de estado

Sustancia pura:

s= ID(M ) —g—tn / / u(r)g(r; Edar? drd§ (6.10)
Mezclas: L s ,
B=z ;g 25 1n(zsA%) + "’ng ‘/‘: [ or)g;(r§)dmr’ drdg (6.11)

donde A = h/(21rmk57)l. h es la constante de Planck y m la masa de la particula.

8.3. Coeficiente de compresibilidad isotérmica,

El ficiente de compresibilidad tsotérmico k es un factor termodindmico que indica la
ia de la ia & a cambios de presién a volumen unitario [2.3][3.2]; esta
variable evaliia los cambios en |a densidad del fluido si es compresible a temperatura constante,
Su importancia radica en ser un parémetro necesario para el disefio de equipo de proceso, debido
a que en ciertas circunstancias, las condiciones extremas a las que se somete el fluido, determinan
invari; el tipo de ial a utilizar en su manejo, tratamiento o transformacidn.
Termodindmicamente se define como:

1,8V,

r=-1{55), (6.12)
En términos de las variables entrépicas y pard 0§ é
1 on
K= e (e 6.13
Vovi'ay, (6.13)
Del promedio de fluctuaci para un vol total ¥y todas las partfculas NV del sistema,
podemos determinar que:
e c e ¢
<ENEN >=< (3 NGO N)>= 33" < sNO6N) > (6.14)
. v v rov

Sabemos por la ecuacién (5.22) que las fluctuaciones entre las celdas estin dadas por:
< SNOISNE) >= NP5 + NGNEIREN (5.22)

Por lo tanto, sustituyendo en la ecuacién (6.14):

I3 3
<ENSN>=3 3 (NE,"(&.« + N,‘,")h(""")]) (6.15)
rov
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Pero efectuando la suma a través de todas las oeldas, multa que N(") = Neyfc, donde ¢ estd dado
por ¢= ¥/6V =V, por lo tanto: v

< ENEN >= (1+EZN" ;.(no)

= v’N.,(n + WEZM""’) » (616) -
Sabemos que < §Ni6N; > Eg = I, -ecuacitn (5.20)- y Ey = ~(88p/8n);. Finalmente:
< (3
v'N,,(x + V‘N,,ZZ:I:('-")) ey
5 an’s

lo que representa: e ..
= (1 + VBN 3 (o) - 1)) (6.17)
2

A esta exp sele d i idn de compresibilidad de Ornstein-Zernike.

6.4. Coeficiente de Difusidn.

Los fenémenos difusivos constituyen el mecanismo de transporte més importante en un sistema
compuesta, por lo que su estudio reviste gran relevancia en el andlisis de procesos. El méds comin de
los fenémenas difusivos es el que se conoce como difusidn colectiva, el cual se observa, por ejemplo,
cuando una gota de tinta se difunde en el seno de un solvente. En éste tipo de experimentos, el
observador detccta el comportamiento de la colectividad de partfculas que constituyen la tinta y

su ipcié légica es la ién de difusid

n(P, )
at

= D, Vn(F, 1) (6.18)
donde n(F, ) es la concentracién local al tiempo ty D, es el coeficiente de difusidn colectiva. Esta
expresién parte de la ecuacién de continuidad:

an(r) _ Ay o
T__vj(r,c) i (:6.19)

donde J(P, ¢) es el flujo de particulas de tinta y estd dadi fenomgnolégicunenté"ﬁo q
J=-Dn(rf. '

De los principios g les de t dindmica ir ible lineal [6 2][6 3], sabemos que el ﬂujo se f ;
expresa como: ;

J(r.t)——LVﬁp(ht) o @21
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donde L es la matriz de coefici fe 6gicos de Onsager, do al coeficiente de difusién
colectiva D.. El potencial quimico es funcién de la posicién a través de su dependencia con la
densidad local

J(r, ) = -L("g;:)v"(r, 9 (622)

Comparando la ecuacién (6.20) y (6.22) tenemos:
p.= 1% (6.23)
La L puede esti: id, do el lfmite en que la solucién es muy diluida, en

forma tal que las macropartfculas no interactiien entre sf, caso que el potencial qufmico puede ser
aproximado por el de una solucién ideal -ecuacién (2.20 b)-, dada por:

Bu(n) = Bu’ +1n(n) (2.208)

donde Bu* es independiente de n y la coeficiente D, que se obtiene a través de esta relacién,
describe [a difusién libre (en ausencia de interacciones), para las que se cumple que D, — D,
cuando n — 0; sustituyendo la ecuacién (2.20 b) en (6.23), se tiene:

L
D, == 6.24
- (6.24)
y en primera aproximacién resulta:
: )
D.=D.n%H (6.25)
De esta forma se ha «scnto una propiedad dm{tmxca en término de propiedades estétlcas, que
pueden ser medid: Ilmente o calculadas tedri: POr una rep
del p ial quimico -como el 1 tado por la i6n (6.10)-.
“La determinacién de coefici de difusién parasi multi es un

comphcado y tumu en cuerta los efectos de transporte por pares, ademés de hacer uso de los

dos de la termodindmica irreversible. Un excelente tratamiento teérico de tales
coeficientes con modelos de no equilibrio, aplicados a etapas de separacién, lo desarrolla Asprén-
Pelayo [6.4], en el cual, sin dejar el enfoque fenomenoldgico, explica este importante desarrollo
como nueva tendencia ¢n el estudio de disefios mas rigurosos de columnas de destilacién.

8.5, Coeflciente de fugacidad.

Dentro de las funciones de exceso, anteriormente mencionadas {6.1], destaca una por su enorme
aplicabilidad y gran significado en la teorfa de gases reales y soluciones, principalmente en los
cambios de fase. La energfa libre de Gibbs es particul en relacién con p
que lmphcnn sistemas en equxllbno de fases. Durante tales procesos, la funcién de Gibbs permanece

ificacién es determi en la cari ién del sistema [3.12].

Dela deﬁcldn de funcién de exceso dado por la ecuacién (6.1) para la encrgfa libre de Gibbs,

resulta:

GEF = G- G®=n,RTIn$ (6.25)
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donde¢ael ficiente de f: d, y rep las desviaci de la idealidad de un sistema .
dado, con respecto a las presiones de los gases. También la funcién de exceso de esta funcién
representa otro pardmetro importante en la no idealidad en estudios de teorfa de liquidos:

c c
GE= ZZ;C} = nRTEz.-ln ~% (6.26)
T T
donde v; es el d d ficiente de actividad del p te ¢ en una mezcla.
La diferencial total de la energfa libre de Gibbs para un proceso isotérmico es:
dG = VdP (6.27)
Integrando para un gas ideal, tenemos:
G% =G+ nRTIn P (6.28)
Integrando para un gas real, tenemos:
B
G=GC +/ vdp (6.28)
A
Restando ambas expresiones (a la misma dicién de ref ia), ob el valor de exceso °
para esta funcién termodindmica:
G==G- G“:/ VdP - n,RTIn P (6.29)
Igualando con la ecuacién (6.25) se tiene:
/ VAP — noRTIn P = n,RTIn ¢ (630)

Se puede apreciar que n,RT = N/f, y ademis el coeficiente de fugacidad se puede expresar como
$ = f/P, por lo que simplificando términos tenemos:

[V ip-up= L
G“‘-/N/ﬁd}’ nP=In
lo que resulta como:
: j %dP=In! (631)
Consideraado In temperat A
d 1,8 '
Inf= / “:" d: / ("”)an (632)
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El término 83 p/8n es la diferencial de una ecuacién mecdnica de estado con respecto a la densidad
dé particulas en el sistema. Utilizando la ecuacién (6.8) y derivdndola con respecto a n resulta:

?: 1- —Bn/m ru(r)g{r)dxr? dr

Susti do esta dltima expresién en la i6n (6.32) e integrandola tenemos:

Inf= / % (1 - %ﬁn/:o ru(r)g(r)dnr? dr) dn

Inf =In(n) - 1n [ ru(r)g(ryinr? dr (6.33)

Esta expresién resuelve para la fugacidad f, y a partir de ella es posible hallar el coeficiente
de fugacidad (con una presién de operacién) y los coeficientes de actividad (con las fracciones
molares parciales). Si se utiliza una ecuacién de estado para obtener un resultado analitico, es
posible hacerlo con la aplicacién de una expresién que describa el comportamiento del sistema en
particular. Con la ecuacidn de Van der Waals se puede llegar a un resultado semejante al anterior;
obteniendo la derivada de la ecuacién (4.29) con respecto a n se tiene:

@p___ 1 _
an ("

Sustituyéndola en la ecuacién (6.32):

Inf= /( nb)’ ﬂa)dn

o integrdndola, se obtiene que:

inf =ln(n)—-ln(1—nb)———l———ﬁan . (6.34)
Se aprecia que los términos de int: i6 iderados en la ién de Van der Waals y que
aparecen en la fugacidad de la relacxén (6.34), pueden suponerse mcluidos en la integral de la
expresién (6.33); en ambos casos se las d de la idealidad con dos

perspectivas diferentes, pero cada una en su coucepclén determinada por la formulacién y teorfa
que les dieron origen.
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...y al final de cuentas,

4habré hecho lo correcto como para
poder redimir mi conciencia

de este mar de incertidumbre?

La Broma.
Milén Kundera,

a principal caracterfstica dentro del conlemdo teonco del presente traba;o, fué cl de mtentar
vincular en puntos de vista y fi ter que
soh de interés préctico, tanto para la fisica como para la ingenierfa quimica. Es indudable que
el mecanismo aplicado con el cunl se desenvuelve la formacién profesional ingenieril, no permite
profundizar ¢n pcil y formul bésicas, y mucho menos dedicarle periédos de andlisis
ién; sin emb el estudio detallado de tales id iones, implica darle aplicaciones

formales y ttiles a los conocimientos nuevos.

En un principio se sientan las bases tedricas a utilizar en todo el desarrallo de éste trabajo.
Estas bases son los postulados elementales de ia termodindmica cldsica y [a mecénica estadfstica,
entre los cuales se cuentan la segunda ley y la funcionalidad y definicién de la entropfa; lo mismo
sucede para los tratamientos estadfsticos de las fluctuaci de donde surge la directriz hacia las
explicaciones probabilisticas de ciertos fendmenos fisicos. Esto es suficiente en primera instancia
para desarrollar nuestra propuesta alterna en el estudio de las ecuaciones de estado.

En este proyecto, se estudié otra forma de ver la concepcién de las ecuaciones de estado,
pilares matemdticos de gran importancia en miltiples problemas de disefio y especificacién en la
ingenierfa quimica. Primeramente se enfatizé que una ecuacién de estado es, en la medida de su
formulacién, importante en la descripcién generalizada de un sistema, pero que también forma
parte de la relacidn termodindmica fund tal (RTF); r sf sola no provee de suficiente
informacién como para especifi ! ¢ un probl de interés. En ese sentido, en
el estudio realizado en base a las variables microcanénicas (E\N,V), las tres ccuaciones de estado
constitutivas (mecénica, térmica y quimica) tienen el mismo peso analitico y el mismo valor tedrico
para las consideraciones estadfsticas.

Al considerar un sistema de magnitudes microscSpicas, se adentra al reconocimineto de vari-
bles y condiciones que a simple vista no se toman en cuenta. Estaes la lden centml de formular una
descripcién en base a la divisién de un sistema termodindmico en peq! (d i
nados celdas), de tal forma que como parte de una entidad macroscdplca, contenga la mformscmn a
éste nivel, ademds de aquella que se escapa a dimensiones moleculares. Es posible entonces, generar
expresiones que al incluir tales ci ias, puedan rep en buen grado las carateristicas
termodindmicas del sistema de estudio.
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Partiendo de la RTF definida para los gases ideales, se deducen las tres ecuunones de estado de
cada variable extensiva del sistema, lo que a su vez define a los pard Spil ivos, para
posteriormente extender el alcance de la propuesta, a través de formular factorm que involucren
los efectos que i las desviaci de 1a idealidad. Con éste criterio se deduce la conocida
ecuacién de Van der Waals para gases reales.

Uno de los efectos mas representativos en el estudio a nivel Yy
que ituye la explicacién de fené tales como e! movimiento browniano y la difusién
de particulas suspendidas en un solvente, son las denominedas fluctuaciones, que como variaciones
incesantes de una funcién alrededor del punto de equilibrio, proporciona informacién clemental en
el tratamiento estadfstico de sisternas reales. La funcién de distribucién radial g(r), es el resul-
tado de englobar dichas fluctuaciones, probabilidades conjuntas de vecindad entre particulas y las
desviaciones de la idealidad en un sélo término, de tal forma que su entidad representa toda la
informacién termodindmica necesaria para caracterizar un sistema. Lo interesante se presenta al
relacionar las ecuaciones de estado con la funcién g(r), lo cual dota de cierta versatilidad a las apli-

i y determinaci experil ales en el andlsis de sistemas. Por ejemplo, para soluciones
coloidales, la g(r) es un factor relativamente ficil de obtener por medio de la dispersién estética
de luz, técnica experimental muy utilizada en determinaci a escalas molecularcs. No estarfa
completo éste trabajo si no se incluyera a las ecuaciones de estado en términos de la funcionalidad
y definicién de la g(r), ademés de algunas aplicaciones muy comunes dentro de los estudios de
caracterizacién de propiedades termofisicas en fluidos de procesos.

Dos fueron los puntus |mpurt.antm aprendidos: en primer lugar, existe algunas veces un posible
camino para pl das en la ffsica, que expllquun algunas concep-
ciones cldsicas i ideradas fricas; de esta forma, las ecuaciones de estado tienen

P Tocul

sust

su fund en los p lados cldsicos de la termodindmica y las reglas de mezclado surgen
explicitamente de los desarrollos Atico de ciertas deducci En segundo, siempre es posi-
ble el grado de precisién en las determinaci especificas de propiedades, cuando se

profundiza hasta un lfmite de detalle microscépico en el andlsis de sistemas.

Finalmente, este proyecto fué sélo una brue introduccién a los pl‘mClplOS mecinico-estadfsticos
que rigen nlgunos conceptos & dos en i ierfa quit , de manera
somera y dejando ver la flexibilidad de ciertos conocimientos consxderadoa ubstrncws cuando se
manejan con la respectiva comprensién del mismo.
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