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Rcsu1ncn de ln tc~i!:.I 

Gérmenes de Co.mpos do Vectores 1-Iolomorfos en <C."' !:>Íll scpnrntriz 
M. en C. Jorge Olivares Vó.zqucz 

G <le 1nnrzo ele l Dfl·l 

Consideremos la ecuación diferencial .Z = .. Y(z) 1 donde X es uu gerincu de cnrnpo <le vcctorc:-i holo111orfu 
en O E <C'" 1 ni.~ 3, con una singulnridnd nblndl'\ en O. · 

Los problemas ccntrulc::s de este trnbnjo son los ::;iguie11tcs: el prin1cro con:;i.:->tc c11 dctcnninar condicio1u.~::> 
en ..,.y bajo las cuales ningún germen en O <le cnrvn nualíticn es solución. de dicha ccuació11 difPrencinl ( .. X 
no tiene scpuratrkes por el O). El segundo consbtc cu obtener cjcrnplo::; de gt~nncnt~ que sn.Lbfngan dichas 
condiciones. 

En dirnensión 1n. = 2 1 C8 bicfl. conocido el n .. ""Sullado de C. Cnn1ncho y P. Sn.d que nfinna que todo g<!nncn 
en O de cnrnpo de vectores holomorfo t.ir.nc por lo 1ne110~ unn sepnrnlriz. Sin e111Unrgu 1 c11 ditncushju 1n = :J 1 X. 
Górnez Monte l. Luengo hun construido fmnilin..-.. de gérincnes, de rnultiplicidnd nlgebrnicn. 2 1 ~i11 ~t~pn.rnlriz. 

En este trabajo se obtienen condiciones suficieut.~ en los dos primeros jet..:;. de un gcnucn de ca1npo de 
vectores holomorfo en CIT\ 111. ~ ;3, pa.ra que ústc 110 tenga scparntricc:s. Eu c:J 1 ~e con:--t.ruyen cjc111plos 
explícitos de gérrncn.cs de multiplicidad algebra.icn nm.ynr o igual n 2 sin separntriz y por úlliino 1 :--e bosquejn. 
la construcción <le \llln farniJin de ta.les gérnlellC!-1 Cll c·I. 

La prcse11tución cstií. <livi<lida. en ciuco cnpit..ulos. El prirnero consta e.le do:'\ seccioucs. Ln. primera contiene 
algunas generalidades sobre folincionc::i. en variedades complejas y cu la ~cgundn bosqucjrunos t.'l for1nali~1no 
de Chcrn-\Vcyl y su relación con el conju11to si11gultir <le una foliación cu uun. vn.ric<lnd co111plcjn. En el 
segundo capítulo aplicmnos lo anterior ni estudio <le foliaciones en el espacio proyccti\•o co1nplcjo <CJP>'\ El 
tercer capítulo está. dividido en dos secciones. En ln. prirncra. hnccn1os In construcción de la foliaciún :F 1 

ndnptudu n ln. explosión en O y n ..-Y y probn.rnus nlgnua.'"i propiedades relevantes de é::;ta . Pnra t.1i1nc11::->io11cs 
superiores a 3 1 introducirnos unn geueru.lizació11 11nt..urnl de la noción de C8r¡ui11a t:fin1plc de F. Cnno y 1 rn1 

la scgundn sección, den1ostrmnos que co11scrvn. la propiedad e.le ser invariante m1t.c cxplosiu1h•s suct~sivns. En 
el cuarto cn.pítulo usnrnos etill""l propiedad pnra dc111ostrnr que 1 si)("" es un gcnncu en O dt! cn111po de vecl.un·s 
holornorfo en cm que snthsface ln .. 'i siguie11lt."H co11dido11cs 

(n) :F 1 sólo tiene singularic.ln<lcs abladns y ósla .. -.; ocurren en E. 

(b) En los puntos singulares de :F 11 todos k•s cgpacius propios e.le la pnrtc lineal de :F 1 esll"í.11 cn11tc11ic.lo:3 
en JJ;. 

(e) Eu los pu11t.os siugulures <le :F 11 los cncic11l.cs de los valores propios <le In pn.rt.e linenl de :F 1 110 son 
nún1cros rncionnlcs cslrictn.n1cntc positivos. 

Entonces lodns lus sepnratrict...--s de :F 1 csli'l11 co11le11ida .. 'i en el divisor cxcepcio11nl EJ, lo que pcnnite probar 
que X 110 tiene scpnrntriz nlguun por O. 

El quinto capítulo está dividido en dos scccioucs. Eu In. prin1cra 1 aplicn.1nos lns t~cuicns n11t.erion~s n 
familias de gérn1c11cs en <(:3 

1 cuyn folinción ndnpt.ado. :F 1 licue Conjunto singuln.r COllCC11lrmlo Cll Ulln. lÍllCll. 

invariante. Obtenernos ccuacioucs que garautizau ( a ) y ( b ) y, en este cnso 1 oblc11C'1Uos cjc1nplos explícitos 
de gérmenes sin sepnrntriccs. Para de1nostrar que todas las separa trices <le :.F 1 esUl.11 coutcnidas en G 1 

utiliza1nos unn forrna noru1n/ pnru ca111pos <le vectores cou un divisor iuvnriaute, dc:-;nrrolladn. por F. Sc\nchcz 
Dringns. En In segunda sección, bo!'iqt1cjn1nos In co11sl.r11cció11 <le una fn1niliu. nn(i\ogn. cu C'1 1 nt111qttt~ no 
producimos ejemplos. 
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Abstrnct of thc thcsis 
Gcrrn.s of Holomorphic Vector Ficlds in <C"' without a Scpnrntrix 

(Gérmenes de Campos de Vectores I-Iolomorfos en Cm sin i:;cpnrntriz) 
Zvl. en C. Jorge Olivares Vázqucz 

1' larch H, 1 !.HJ·t 

Consider thc diffcrcntinl cquation Z = ~Y"(z), wlicrc ~Y <lcuotcs n. gcrrn of n. holo111orphic vector field in 
O E <C"', Tl"L 2!. 3, with an h~olatcd singuln.rity nt O. 

Thc rnain problcms of this work are thc followi11g: 'Thc first consists ou dctcrrnini11g coudition~ on ~~ 
such that no gcrm nt O of nn f\nalytic curve is a ~olution of that <liffcrcutinl cqunt.ion (thnt is, ~Y hns 110 

separatriccs through O ). Thc sccon<l consists 011 ol.Jtniniug cxn1nplcs of gcrrns·sn.tisfying such conditions. 
In cornplcx dirncn::sion nt = 2, n wcll-kuov.·n rcsult of C. Ca.1nucho und P. Sn.d suys t.hut cvcry gcrrn nt O 

of a. holornorphic vector ficld ha .. CJ at lcu.st 011c scparatrix. llowcvcr, in con1plex <lin1cusion nr = :J, X. Górnez 
Mont and I. Luengo havc constructc<l farnilics of ger111s of nlgcl>rnic 1nultiplicily 2, v1:ithout n S('pnrnt rix. 

In this v.·ork '"'e obtaiu sumcicnt cou<litions 011 the first two jcts of n gcrrn of n. holomorphic vector ficl<l 
in cm, 7H :::: 3 such that. it is scparnt.rix-frcc. In c:I wc co11struct. expli-cit. cx1unple:-; of gcr111s of nlgeLraic 
rnult.iplicity grcntcr thun or cqunl to 2 wit.hout n sepnrntrix cu1<l, finnlly, wc sketch tlw co11~t.r11c:Lion of a 
fa.rnily of gcrms with such propcrtic:i in c·1

• 

Thc contcnt is divi<lc<l into fivc chnpt.cr!i. 'l"hc first 1111 .. "> two scctiou.s. Iu thc first wc rccnll so111c gcncrnlit.ks 
on foliutions iu complcx rnnuifolds n11d i11 t.hc sccou<l ·wc rccnll thc Chcrn-\i\'cyl thcury nr11.I itH rclalion wit.h 
thc singular set of n holo1norphic foliu.tiou in n co111plcx ninnifol<l. In thc sccond chapLcr we npply tliiH to 
thc stu<ly of foliations in cornplcx projcctive ~pt.u::l!S C.? 11

• 'l'hc third chnptcr is dividec.l ft:-l well i11to two 
scctions. In thc first, , ... e coustruct t.hc foliatiou :F" 1 adapt.cd to t.hc blow-up nt O n.nd .. Y n.ud wc pro\"c sorne 
of its rclcvnnt. propcrt.ics. Far contplcx dirncn:iions grt!nlt!r thnn a ·wc introduce n uaturnl geucralization of 
th.c notion of sÍlnplc cor11cr {iutro<luccd for complcx diJ11c11~iou :3 Ly F. Cn110) nnd, i11 Lhc scco11d 5cctiou, 
've provc thnt it kccp:i thc propcrty of bci11g invuria11t uu<lcr succc5ivc blow-up~. 111 the fourth chnpt.cr wc 
use this propcrty to prove thnt, if n gcrin .Y" ato uf n. holomorphic vector ficld in cm snlbfics tite following 
con<litions 

(n) :F 1 hu.s ouly isolatc<l siugulnrith.!S n11d thcy lie in thc cxccptionnl divisor E. 

(b) At thc singulnr points of F 1 , c\"cry cigc11-spacc of thc liucar pnrt of .:F 1 is co11t.nincd in E;. 

(e) At thc singular poiuts of :F 1 , thc quoLicuL of Lite cigcu-vnlucs of thc lincnr pnrt of :F 1 nrc uot st.rictly 
positivc rntionnl nunibcrs. 

Thcn cvcry scpnratrix of :F 1 is coutniuc<l 011 thc cx1..•pt.iuual <livhmr Ji: nu<l this n.llo·w.s us to provc t.hat .Y hn.s 
no scparntriccs through O. 

Thc fifth chnptcr is <.Hvidcd a ... -; wdl i11lo two ~t'ctios. In thc first of i.hcsc wc npply t.liis latt.>r n~sult.s t.o 
fnrnilics of gcrn1s i11 <C3 whosc ndnpt.cd folintiou :F l ha . ..;. siuguln.r set conccutratc<l in nu i11vnrin11L proj<~cti\"c 
liuc. Wc obtain cquutious which guarautt!c thc co11dilio11s (n) au<l (b) nbo\"c nnd, iu Lhis case, wc ohtain 
cx.plicit cxnruplcs of gcrrns without. scparat.riccs. Jn ordcr Lo provc thnt cvcry scparn.tdx of F 1 h"' co11tni11ccl 
in E, '''e use a uortrral forrn far vector ficlds haviug, a11 iuvu.rinut divisor which wa .. '"l. dcvclopc<l by F. S1í.nchcz­
Dringas. In t.hc sccond scction, wc sketch t.hc construction of a fan1ily of such gcrn1s in <C.'1, but wc prodttcc 
no cxn.n1plcs. 
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Introducción 

Sea X un gcr1nc11 d<:> cau1po dc- vectores holomorfo .. singular eu O E C"'. Una scparatriz 
de X por el O es un germen de curva analítica C en O t.al que .X restringido a C \ {O} es 
tangente a e. 

El problcni.a de determinar si un germen X tiene o no alguna scparatriz por el O comenzó 
a estudiarse en 185G por Briot y Bouquct [4), para carnpos de vectores en C 2 y fue hasta 
1982 en_ que Qan1acho y Sad [5] probaron que- todo genncn X c>n dimensión 1n = 2 ticue 
al menos una scparatriz. 

La pri1ncra respuesta en dimensiones superiores a 2 aparecié> en 1992, cuando Gón1cz 
l'.Vlont y Luengo [11) exhibieron fan1ilias dC' gérmenes en dimensión rn = 3, de multiplici­
dad algebraica 2, sin scparatriz. Postcriorrnentc, el que esto escribe> (lti] generalizó estos 
resutados para gérm<>nes en C 3 de 1nultiplicidad algebráica mayor o igual a 2. 

En este> trabajo obtcndrcn1os condiciones suficientes en los dos primeros jets de~ un 
germen de campo de vectores holornorfo en tC 11

+ l' de n1ultiplicidad algebráica mayor que> 1, 
para que éste no tenga scparatriccs. En tC3

, coustruirc1nos ejemplos explícitos de gérmenes 
de multiplicidad algebraica mayor o igual a 2 sin scparatriz y por último, bosquejarc1nos 
la co11..struccién1 de una farnilia de tales gér1.ncncs en <C4 . 

Las ideas para probar estos resultados provienen de (11] y en líneas generales, son las 
siguientes. 

Un germen de carnpo de venores holomorfo X en O E C"- 1
, de multiplicidad algebraica 

d+ 1 induce, por la explosióu {blow-tip) eu O, una foliación adaptada :F 1 en la variedad 

explotada <f.: 11

+
1 

• El divisor excepcional E ::::::::: C1P'11 de <(:"+
1 

es invariante por esta foliación, 
así es que c,,(LdO TCJP'n) puntos singulares aislados de :F 1 (contando multiplicidades) están 
contenidos en E (Proposición 2.2.4). Su posición y multiplicidad están determinadas 
por el (d + 1)-jct de X y el (d + 2)-jct de X dcterlllÍna la parte liueal de :F 1 en ellos 
(Proposición 3.1.3). 

El que u.n gcrn1cu X de n1ultiplicidad algebráica d + 1 no tenga separatrices, es una 
propiedad qu<' depende únicamente de su jet de orden d + 2. Este resultado de suficiencia 
de jets (Teorema 3.S) puede enunciarse. del siguiente modo: si X es un germen en O de 
cat:npo de vectores holo1norfo en cn+l, d<" multiplicidad algebráica d + 1 que satisface las 
siguientes condiciones 

(a) La foliación adaptada :F 1 inducida por X y la explosión en O tiene sólo singularidades 
aisladas y éstas ocurren en el divisor excepcional E. 

(b) En los puntos singulares de :F ¡, todos los espacios propios de la parte lineal de :F 1 

están contenidos en E. 

(c) En los puntos singulares de :F,, los cocientes de los valores valores propios de la parte 
lineal de F 1 no son números racionales cstrict.arneutc positivos. 

Entonces X no tiene scparatriz alguna por O. 
La idea para probar este resultado es la siguiente: por un lado, si C es una separatriz 

por el O de un germen X, entonces la curva C, el transformado estricto de C por la 
explosión en O, es una separatriz de :F 1 por algún punto singular p de :F 1 en E que no 
está ct.nteniaa en E. La clave está en probar que las condiciones ( b ) y ( c ) implican que 

ü 



todas las scparatriccs de :F' 1 por los puntos singular<.·~ dC' :F 1 c-11 E ueccsarian1cnt<• cstoi5iiiÚ....u 
contenidas en E (Proposición 4.4). Esto nl.UC>stra que- un gt.."'rtncu X que satisfart• l ..:.cs.~ 

propiedades ( a ) , ( b ) y ( e ) anteriores no pu<>dc t.c•1wr ""l>aratric-C's por el O. 
Para demostrar la existencia de gér1:nc11cs cou C>sta.s ¡-..>ropicdadcs, la idea es la. siguicnctei(.•, 

Sea m el ideal n1ax.imal de OC" .... i .o y dcnotcn1os por V al <C-cspa.cio vectorial (de din1cnsic::aé>-11 

finita) 

mC..1 ... ·º . ªc"·I ·º 
V= 

m~:- l ·º · Be"- •. o 
de campos de vc•ctorcs polinomiales homogéneos en ccn...- l' con térnllnos 110 nulos sólo - ~Ji 
grados d + 1 y d + 2. Sea IP'V su espacio proyectivo asociado. 

Los coeficientes d<'l clcrncnto gcnc•ral ,,... E V son un espacio natural d<"' pará111otros, - e=n 
términos de los cuales pretendernos expresar las condiciones ( a ), ( b ) y ( e ) como ~11 
sistema de ecuaciones. Si uno consigue probar quC' el sistc1ua así obtenido tiene solucion~s1 
habrá con .. c;;egu.ido probar la existencia de gérmenes de campos de vectores siu separatriz.z. . 

Para obtener estas ecuaciones, la idea es escoger convenientemente un conjunto De 
puntos Z CE=:::=- C.IPn y escribir ecuaciones que garanticen que el conjunto singular de Il.n 
foliación adapatada :F 1 es Z y SP satisfacen las condiciones ( a ), ( b ) y ( e ). En ::::In 
introducción del Capítulo 5 explicaremos cómo llevar a cabo este plau. 

Esta estrategia es la que produce los ejemplos que presentamos en <C3 y cuya primE::rrn 
parte exponemos para c-1. 

La presentación está dividida en cinco capítulos. 
El primero no contiene mat.erial original y COI"L~ta de dos secciones. La primera cousiESrte 

de generalidades sobre foliaciones en variedades con1plcjas y cu la segunda se bosqueja. ·el 
formalismo de Chcrn-V\.7eil y su relación con el conjunto singular de una foliación en lL.l.C:Ul 

variedad compleja. 
En el segundo capítulo aplicamos lo auterior al estudio de foliaciones en el es¡moc_io 

proyectivo complejo <CIP'n. En la primera sección establecemos la correspondcnda básiiic:"' 
entre foliaciones por curvas en ClP'n y carnpos de v<.~ctorcs polinoutlalcs ho1nogencos E!U 

cT•+l de grado d + l. Eu la segunda scccié,n, calcularcrnos la. dimensión de lo~ espac=.ioos 
de foliaciones por curvas :Fol(d, CIP"') en <CIP"', el número de singularidades aisladas (sam_,o 
multiplicidad) que una de> ésta..~ tiene> y una propiedad genérica sobre su conjunto singul~ a.ar. 

En el tercer capít.ulo, hacemos la construcción de la foliación a.dapt.ada a la explosLidn 
en O y probamos algunas propiedades rclevant.cs de ella. Para din1ensiones supcriorc~ 
3, introducimos una generalización natural de la nocióu. de csqu.iua si1nplc de Cano [OJ 
y demostramos que conserva la propiedad de ser pcrsi.stcnt.c anre explosiones succsiv=-fm!I. 
Este teorema de persistencia es un resultado original y e~ la clave para probar que l-<1s 
condiciones ( b ) y ( e ) bastan para que todas las sq>aratriccs d<' :F 1 estén contenidas een 
el divisor excepcional E, hecho que es básico para probar, en el cuarto car..>ítulo~ el teoresn::z.111 
de suficiencia de jct.s. 

El quinto capítulo consta de rnatC'rial original y cstéÍ dividido en dos secciones. Iln 
prin1era contiene el material de [16), y es el result.ttdo de aplicar las técnicas antcriore:s 11 

fatnilias de gérmenes en C 3 , cuya foliación adaptada :F 1 tiene conjunto singular conccntr~crlo 
en una línea invariante. Probaren1os un teorema de suficiencia de jets similar al del cnp(t...,_.lo 
anterior y llevaremos a cabo la construcción detallada de familias no vacías de gérmci:aucs 
sin separatriz. 

iii 



Para demostrar quC" todas la..c;; scparatriccs dP :F 1 cstc-'in contt•uida.s en E, utilizamos una 
fonna nor.111a.I para campos de vectores con un divisor invariantc~ desarrollada por Sáuchcz 
Bringas en [8]. 

En la segunda sección, bosquejamos la construccién1 de una fa1nilia de gértncncs en 
C 4

' cuya foliación adaptada :F l tiene conjunto singular consistente de 5 puntos, todo~ 
ellos de multiplicidad al menos 3, y que satisface parcialmente> las condiciones ( a ) y ( b ) 
anteriores {parcialmente, porque no incluye la.5 condiciones abiertas de que la multiplicidad 
de las singularidades es justamente 3, ni las condiciones abiertas de .. sc111isimplicidad que 
completan la condición ( b) ). 

Aun cuando no hemos podido probar que esta familia es no vacía, la construcción que 
aquí presentamos es un primer paso en la obtención de familias de gérmenes de campos 
holomorfos en C 4 sin separatriz, razón por la cual la bernos incluído en cst.c trabajo. 
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1 Foliaciones por curvas en variedades coni.plejas 

Este capítulo est.á dividido en do~ sPCcioue:-;. En ln µritncra ~e- dcfinPll los conccpto:5 
b.ásicC>:"> que utiliznren108 a lo largo de e:-.tC" trabajo. Se> dcfinP lo que c11tcndcrc111os 
por una foliación por curva'"' con singularidades :F en una va.ric.-dad con1plc-ja !i1 y 
se establece la corrc:;;;pondc>ncia básica entre• dicha..~ foliucionl~ y la. ... sc.-ccionL.~ globales 
Hº(A1, TAJ 0 L•) del fibrado vectorial TAJ e;: L, donde L denota a un fibrado lineal 
en A1, L• a su dual y TJ\1 al fibrado tangente- de f\1. La referencia bá...;;ica para esta 
sC>Cci6n e,; el libro [12]. 

Se define tan1bién lo qu('I cntcndcrerno:-;. por el conjunto de punto:; singularc:; Sing(:F ) 
de :F , la parte lineal de :F en un punto singular y la multiplicidad Jl (:F, p) de un punto 
singular de la foliación. 

La segunda parte <.."f'tá ded.icnda a e;tablcccr un tcorerua del tipo Poincaré-1-lopf, debido 
a Baurr1 y Bot.t~ que relaciona la..~ multiplicidadc..-:-; de lo:-; punto:; singulares de una 
foliación :F con invariantes topológicos del fibra.do vectorial T .. \J S L•. 

1.1 Foliaciones con singularidades. Parte lineal y multiplicidad 
de una foliación en un punto singular 

En este capítulo, 1\1 denotará una variedad compleja de dimensión n. 

Definición 1..1 .. 1 Una foliación holoniorfa por curva..~ no singular :F• en }.f es una 
descomposición de J.f en subconjuntos conexos disjuntos {.C0 }a€A, denominados hojas 
de la foliaci6n, de modo que todo punto p de 111 tiene asociada una vecindad v,; y un 
biholomorfismo ,P: Y,;-+ Hj, e C" que satisface que, para toda hoja .C 0 , las componentes 
conexas de ,P( v,; n .C 0 ) quédan descritas por ecuaciones de la forma 

en l\'~ (donde k 1 , ••• , k,,_ 1 son constantes). A las parejas ( v,;, cf>) las denonünaremos cartas 
coordenadas distinguidas de la foliación y a la hoja que contiene al punto p la denotaremos 
por C.P. 

Lema l..1.2 Sean {U;};EJ una cubierta abierta de 1\1 y {,P;: U,-+ l'Vi C C"} una faniilia 
de biholomorfismos tales que los cambios de coordenadas 

satisfacen 

entonces existe 
que las parejas 

<?;_; = (q,1
, ••• ,c?") = </J;o<?¡' <?;(U,n ~) 

éJól éJcf>" 
8u1n ··· = Dwn = 0 ~ 

una foliación por curvas no singular :F •, determinada 
(U;,</>;) constituyen las cartas distinguidas de :F •. 

(1.1.1) 

(1.1.2) 

en forma única, tal 

Definición 1.1.3 Una foliación lJo/01norfa por cw·vas cou singularidades :F en 1\1 es 
una foliaci6n holo1norfa por curvas no singular en JI/ - A, donde A es una subvariedad 
analítica de ]\f de codin>ensión mayor que uno. Un punt.o p en A es una singularidad 
reinovible de :F si existe una cart.a coordenada cp de l\J , definida en una vecindad de 
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p, que es coinpatiblc con el atla" { (U;. ó,)} ,.,, que define a :F, cu el siguiente seutido: los 
cambios de coordenadas 9oó-;' y ó-;'oó como en (1.1.1) satisfacen la>' relaciones (1.1.2). Al 
conjunto de puntos que son singularidades no rc1nc)vible.s de• J=" se le- dcno1n.ina el conjunto 
siugular de la foliación y se le denota por Sing(:F) . 

En adelante, al referirnos a una foliación por curua.s en /\! estaren1os hablando de 
una foliación en el sentido de la definición anterior. 

A continuación mostrarc1nos que una foliacié>n por curvas define canóllicarnent.c un 
fibrado lineal L en ]\/ y un morfisn>o de fibrados o : L --> Tf\l del fibrado lineal L en el 
fibrado tangente Tf\1 de ]\/ . 

Sea :F' • una foliacióu por curva.e;; no singular en l\1 , determinada por cartas coorde­
nadas distinguidas como en el Lema 1.1.2 y considcrcn1os la composición de las matrices 
jacobianas Di/>,,= D<j>,_;oDójk de los cambios de coordenadas (1.1.1). Como consecuencia 
de (1.1.2) se obtiene que la entrada inferior derecha de Dq,,. se multiplica como un cocido 

ª"'" Este cocido (?.) i,jEJ define un fibrado lineal en /\./ al que denotaremos por L'. Con-
sideremos la familia de aplicaciones F; : U; --> Hon>(C, C") dada por F,{p) = (O, ... , 1), y 
definamos una familia de transformaciones F. : U¡ X ce _,. U¡ X en mediante la regla 

F;(p, v) = (¡>, F;(p)v) = (p. (O, ... , O, v)). 

La farr.úlia {F;};EJ define un morfisrno de fibrados vectoriales F : L' --> Tf\f. Para todo 
p E ]\f, la transforrnación cutre las fibras F(¡>, ·) : L' P -> T,.f\f es inyectiva y su imagen es 
el espacio tangente a la hoja CP de la foliación :F • que contiene a ¡>. 

Para un.a foliación singular :F , puede mostrarse que el fibrado lineal L' (en ]\f - A) 
adntlte una extensión canónica a un fibrado lineal L en ]\f y que el modismo de fibrados 
F (de la construcción anterior) puede extenderse a un rnorfismo de fibrados o: L--> Tf\1, 
de manera que ¡> es una singularidad removible de :F sí y sólo sí o(¡>) : Lr --> T,,f\1 es no 
nulo. El morfismo a es único, salvo multiplicación por una función holomorfa uunca nula 
en f\1 (para una demostración completa, ver [12], Teorerna 1.17 ) . 

La const.rucción de dichas extensiones es posible gracias al Teorema de Hartogs [13] : 
funcio11cs bolomorfas (o rneromorfas) definidas en el con>plernento U - V de un abierto U 
de C" y un subconjunto analítico V de codimensión 1nayor que uno pueden extenderse a 
funciones bolomorfas (o meromorfas) en todo U. 

Est.o motiva la siguiente 

Definición 1.1.4 Una foliación por curvas en ]\/ es una pareja (L. a), donde L es un 
haz lineal en A/ y a : L _, T/\.l es un morfismo de fibrados que no es idénticamente nulo 
en ninguna componente conexa de .J.f . 

Dos parejas (L, o) y (L, ó) deterrrúnan la misma foliación :F si y sólo si L y L son 
haces lineales isomorfos y, después de identificar a L con L, existe una función holomorfa no 
nula f E o• (A/) t.al que ó = f · o. El conjunto singular de la foliación :F es la subvariedad 
analítica Sing( :F ) = {¡>E ]\f 1 o(p) =O} y las hojas de :F son las hojas de la foliación 
no singular inducida por :F en .Al-Sing( :F ). 
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Por un argumento estándar de álgebra lineal, se tiene el siguiente 

Lema 1.1.5 Sean E y F fibrados vectoriales complejos en la variedad compleja /\:! y 
sea E• el dual de E, entonces los fibrados vectoriales Ho1n(E, F) y E• 0 F son isomorfos. 

o 

Observación 1.1.6 Por el Lema anterior, dada una cubierta abierta { U 0 } de A:f , 
una foliación por curvas :F en /\f está definida por uua familia de campos de vectores 
bolomorfos {Xa} que satisfacen X 0 = fo.SXl'J en U0 n Uf'J, donde Íal'J E O'(U0 n Ua) es 
una función holomorfa no nula en U0 n Ua. Se tiene entonces que Sing( :F ) = {p E A:f 1 

Xa(P) =O} 

Un generador X 0 de :F en un punto singular p induce un endomorfismo lineal en T;,1'1 
que, en coordenadas locales, corresponde a los términos de grado 1 en la expansión en 
series de X 0 • Se denota a esta aplicación lineal por DX0 (1>) y se le llama la parte lineal 
de :F en el punto singular p. 

La matriz AP de DX0 (p) en la coordenada local U0 está bien deterntlnada salvo multi­
plicación por constantes uo nulas y conjugación: si g es una constante no nula y J denot.a 
a la matriz jacobiana de un cambio de coordenadas locales alrededor de p, entonces Ap 
está bien definida, salvo la transformación 

Esta relación tiene la siguiente consecuencia: los valores propios de DX0 (p) dependen de 
la elección de las coordenadas alrededor de 1» pero no así los cocient.es entre ellos. 

Definición 1.1. 7 Sea 7> un punto singular aislado de una foliación por curvas :F . Sea z 
un sistetna coordenado en p tal que z(p) = O y :F está generada por un campo de vectores 
x =E~, xJa/axj. 

l. La lllultiplicidad o el índice de Ja foliación :F en p, que denotaremos por µ(:F, p), 
es la codimensión en el anillo local O.u.r del ideal generado por {XJ}J~1 : 

2. El n1íu1ero de iutcrsccción local en p de los divisores Dí = {Xj = O}, i = 1, .. ., n, 
que denotaremos por (Di. .. ., Dn)o, es el valor del residuo en O asociado a la n-forma 
meromorfo w(z) = *(.::) /\ · · · /\ ~(z): 

(D,, .. ., Dn)o = Res¡o¡W 

Rc..•¡o¡W = (v=1 )n [ W, 
2rr lr 

donde 

yI'={z:I! XJ(z) 11=.:J}· 

3 



3. El grado dc X en 1' es el grado topológico dC' la aplicación 

~ . s211-l -- 52n-l 

11x11 · • ' 
definida en una esfera suficientemente pequeña 11z11 = e en el dominio, en la esfera 

unitaria del espacio in1agcn. 

Proposición 1.1.8 Sea X un gérmen en O de campo de vectores holomorfo en IC", con 
una singularidad aislada en O. La multiplicidad, el número de intersección local y el grado 
de X en O coinciden. 

Una demostración de esta proposición usando la teoría de residuos se encuentra en [9], 
Capítulo 5, secciones 1 y 2. Para una demostración más elemental, ver [2], Parte 1, sección 
5. o 

En particular, I' (:F.¡>) = 1 si y sólo si las lúpersupcrficies {X0 .; = O}J'=, 1 se int.ersectan 
transversalmente en¡>, es decir, si det (DX0 (J>)) #O. A una singularidad aislada de :F con 
esta propiedad la llamaremos siznple o 110 degenerada. 

Una foliación por curvas :F en AI cuyo conjunto singular consta solamente de puntos 
singulares no degenenerados se llamará no degenerada . 

1.2 Curvatura y clases de Chern de un fibrado vectorial com­
plejo 

Est.a sección está dedicada a enunciar un teorema de Baun1 y Bott que utilizare1nos en 
el Capítulo 2 para calcular el nún1ero de singularidades aisladas, salvo multiplicidad, 
de una foliación por curva..:; en un espacio proyectivo complejo. Por con1pletitud, cx­
pondre111a; (sin dcmost.racioncs) los fundan1cntos de la t.eoría de Chern-Wcil, siguiendo 
la exposición de [9}, Capítulo 3, sección 3. 

Sean ]\f una variedad compleja de dimensión compleja 7n, 7r : E -+ l\f un fibrado 
vectorial complejo en ]\I de rango n y AP(E) el haz de secciones e~ del fibrado vectorial 
/\" T(.J.f) 0 E. Sea D: Aq(E)-+ Aq+ 1 (E) una conexió11 en E y denotemos por 

al operador de curvatura asociado a D. En t.érminos de una trivializacióu 

de E sobre U 0 C l\I, 610 = El( Uu) es l1Ila matriz n x n de 2-formas, llamada la DJatriz de 
curvatura dci D con respecto a 'Pu· Si 'P/1 es otra trivialización y i.pº = g 0 13r..p13, en.t.onces 

(1.2.1) 

donde g 013 : U 0 n U13 -+ GLn es la función de transición de E relativa a las trivializaciones 

'Po Y <p13: go13(x) = (<Po 0 'P;3° 1
) l¡r}xlC"· 

4 



Definición 1.2.1 Una función polinonúal P: /II(n,C) ~ C en el espacio vectorial de 
matrices complejas n x n, homogénea de grado k en sus entradas, se dice que es invaria11tc• 
si P(A) = P(gAg- 1 ) para todo A E /II(n,C),g E GL,.. 

Ejemplo Los polinomios P' , definidos por la relación 

dct(A + t· I) = f: pn-k(A) · tk, A E /l:f{n.C). 
k=O 

son invariantes. Se les conoce como los 1:ioli11onlios iuvariantcs elenJcJJtales . 

De la Definición 1.2.1 y de la relación (1.2.1) se sigue que, para cada polinomio 
invariante P de> grado k, P(e) = P(e0 ) define una 2k-forma global en 11:1. Esta forma es 
cerrada y su clase de comología no depende de la conexión escogida en E, como muestra 
el siguiente 

Lema 1.2.2 Para todo polinonúo invariante P de grado k. 

1 dP(e0 ) =O. 

2 La clase de cohomología [P{e0 )] E H'i,'"11 es independiente de Ja conexión escogida en 
E. 

(Para Ja demostración, ver [9], 403). o 

En otras palabras, si ,Z, denota al álgebra graduada de polinom.ios invariantes, .,.. : E 
l\I es un haz vectorial en 11:1 de rango n y e es Ja matriz de curvatura asociada a alguna 
conexión en E, entonces, la aplicación 

w : <Z> --+ HJ,ºn definida por 
w(P) = [P(e)] 

es un homomorfismo de álgebras graduadas bien definido, llamado el n1orfisrno de Weil . 
Las clases de Clicrn c,(E) del fibrado vectorial E se definen por 

c;(E) = [P' ( ~1 e)] E Hb'n(M) {1.2.2) 

y a la suma c(E) de las clases de Chern se Je llama Ja clase de CberIJ total 

c(E) = L c,(E) E H"bºn(M), 
i2:::0 

donde q,(E) = 1 E H'j,11 (/lf). Las clases de Chern c,(111) de una variedad compleja 11:1 se 
definen como las clases de Chern de su haz tangente holomorfo. 

El conjunto singular de una foliación holomorfa (L', a-) y la clase de Chern del fibrado 
vectorial Tl\:I 0 L están relacionados por el siguiente teorema, debido a Baum y Bott [3] 
y enunciado por Chern [7] de la siguiente fornrn 
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Proposición 1.2.3 Sea /\:[ una variedad con1plcja y con1pacta de dinleusión ·1n. Sea L 
un haz lineal holomorfo cu l\I . Considere una foliación no degenerada :F dada por una 
sección holomorfa a E H°(l\:f, Tll:f 0 L) . Si P es un polinomio invariante de grado m, 
entonces 

(v=T)m r P(e) = L P(Ap) 
271' ÍM a(p)=O det(A1,) 

donde Ap es la parte lineal de a en el punto singular p. 

(1.2.3) 

Corolario 1.2.4 Sea ]lf una variedad compleja y compacta de dimensión rrt y sea :F 
una foliación por curvas no degenerada en l\f , entonces :F tiene e,, ( Tl\:f 0 L •) puntos 
singulares. 

Dem.ostración. Si en (1.2.3) el polinomio invariante Pes el determinante det, el lado 
derecho de la igualdad que se obtiene es el número de puntos singulares de :F, mientras 
que el lado izquierdo es el ent:ero que se• obtiene al integrar la 21n-forma c.,,(E) de (1.2.2) 
a lo largo de ]lf. O 
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2 

2.1 

Foliaciones por curvas en <ClP' 71 

La sucesión de Euler torcida 

En cst.a sección, ~t.ab1<"ccrnos la correspondencia bá..5ica entre foliacionc:-; holornorfa.-. F 
en <CIP'" (srcciones globales o E .IJº(<CJP'", TAl®Lº)) y campos de vectores polinomiales 
hornogéneos en cn+l, conocida con10 la sucesión de Eu1er torcida. 

Para estab]..-""("crla, prirncro n1ostrarcrnos qu~ el conjunto de fibrados lineales {L} en CJP" 
está parnrnetrizado por un invariante discreto d E Z (su clase dC' Chern) y rnostraremos 
que, para cada d;:: 1, las secciones del fibrado L = Ld son los polino1nios hon1ogéru ... ~s 
en <C"+l de grado d. 

A lo largo de este trabajo, ICJP'" denotará al espacio proyectivo complejo de> dimensión 
n y II : <C"+ 1 

- {O} -+ <CJP" a la proyección natural. Sean (Zo, ... , z.,) coordenadas afines de 
C"+ 1 y [Zo, ... , z.,] = II(Zo • ... , z.,) coordenadas homogéneas dc> <CP". Para cada ,: = O, ... , n, 
sea U. el complemento del hiperplano (z, = O): U, = {[Zo, ... , z.,] : z; 7'= O}. La estructura 
compleja de <CJP'" está dada por los homeornorfismos 

<p, : U, -+ <C" definidos por 
cp¡[Zo, ... , Zn] = { ~, ... , ~, ... , ~) = (w.:i, ... , GJ;¡, .... Wrn) 

con funciones de transición analíticas 

'P;; : (U; n U;) -+ op;( U; n U;) dadas por 

tp;j(WJO· •••• WJn) = (~ •... , ~· ... , ~.· ... , :t:) = (w11 • •••• ~.} • •.• , WJn) 

Para cada d E Z, consideremos las aplicaciones 

f.;;: (U; n V,,)--> GL(l, <C) definidas por 
eij(WJO• •.. , Wju) = Wj-/ 

(2.1.1) 

cuya acción en <C es multiplicar por wT/. Por la segunda igualdad en (2.1.1), estas aplica­
ciones satisfacen la condición. de cociclo 

w;:/ w;;/ (~)-d 
Zk 

t:,,,.(ww, ... , w-«.,) 

así es que, para cada d E Z, el cocido (f.;;);.;~o ....... define un fibrado lineal en CJP'", al que 
denotaremos por Ld . A L1 se le llama el fibI'ado lineal de lliperplanos. 

Lema 2.1.1 Todo fibrado lineal en <CJP'" es una potencia de L" es decir, es de la forma 
Ld con d E Z. 
De1nostración. Sea L E H 1 (ICI!"''. 0') un fibrado lineal en <Cll"" 
cohomología asociada a la sucesión exponencial 

o ___. z ___, o ~ o· ___. o 
f exp2wif 
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y del hecho de que Hq(C!P",O) =O, q = 1,2, se siguc> que H'(CIP",0')::::: H 2 (CIP'",Z). 
Este último grupo es isomorfo a Z y está generado por la clase de Chern c 1 (H) de un 
hiperplano H. O 

Nos ocuparcrnos ahora de caracterizar las secciones globales de estos fibrados. 

Proposición 2.1.2 Las secciones holomorfas globales Hº(CIP", Ld) de los haces lineales 
Ld, d ;::: 1 son los polinomios homogéneos de grado d. 

De1nostración. Sean d = 1 y T: ccn...o-i -+ C un funcional lineal. T induce una sección 
holomorfa ºTE Hº(CIP", L 1) por restricción a cada línea: 

como ºT = O -=- T = O, (C"+ 1
)' se inyecta en H°(CJP"',L¡). Por otro lado, sean o E 

Hº(CJP'",L1 ) y D =(o) su divisor de ceros. Como su clase fundau1ental '1D ([9], p. 61) es 
igual a c 1 (H) = h, la clase de Chern de un hiperplano H, entonces D es un hiperplano 
((9], p. 64). Si TE (C"+ 1

)' se anula en n-1(D) ...._. C"+', cut.onces o/oT es una función 
holomorfa global en CJP" así que es una constante c y o = c · uT" para alguna e E C. 

Si ahora d;::: 1, una forma et.lineal F: (C"+ 1 )d--> C en IC"+' induce, de modo similar 
al caso d = 1, una sección holomorfa op E H°(Cll"", Ld) por restricción a cada línea: si 
p = (w..:J, ... , wm] E <ClPn , entonces 

F((Zo, ... , l, ... , z"), ... ,(Za, ... , l, ... , z")) 
Z¡ Z¡ Z¡ Z¡ 

Zjd 1 
--;¡--;¡F((ZQ, ... , Z;, ••• , Zj • ••• , z .. ) • ...• (zo • ... , Z;, ••• , Zj, ••• , z,.)) 
Z¡ Zj 

1 . 
--du'p(WJO• ... , Wj,.) 
'U~ii 

La prueba de que op es polinomial homogénea y de grado d se encuentra en [9], p.165. D 

Sea o = (o0 , ... ,o,.) una sección del fibrado vectorial EEln+l L, = L, $ · · · $ L 1 y sea 
71CJP'" el fihrado tangente holomorfo a Cll"". La aplicación 

E : EEl,.+ 1 L, ---+ 71CIP" definida por 
E:(u) = n. (E u,(z) ,,~.) 

define un morfismo suprayect.ivo de fibrados, cuyo núcleo es el fibrado lineal trivial, gene­
rado por el campo de vectores radial 

T = (Za, ... , z,.) 

Se tiene entonces una sucesión exacta de fibrados vectoriales en <C.IP" 

O ---+ C ---+ $ L 1 _.!___, TCCJP'" --+ O (2.1.2) 
n+l 
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que se conoce con10 la surcsiótJ de Euler ( [9] p.40!)). El producto tcusorial d~ (2. -•.2) coie> 
el fibrado lineal Ld produce la siguiente sucesión exacta, a la que> nos rcfcrirc1110s cn1uo la 
sucesión de Euler torcida 

O---+ Ld---+ EBn+ 1 Ld+1 ~ Ld C::) TlCIP" - O~ 
donde 1d: Ld - Ld es la identidad. 

La sucesión de Eulcr torcida tiene la siguiente importante interpretación 

(2.1.3) 

Observación 2.1.3 Un campo de vectores polinon:úal boruogéneo xdil ~e grado 
d + 1, en C"~ 1 define una sección holomorfa global del fibrado Ld O T1CIP'" (es d~dr, una 
foliación por curvas en <CIP'" por la Observación 1.1.6). Dos de tales campos d-lefü1cu la 
n:úsma foliación :F 1 si y sólo si su diferencia es de la fonna g · r, donde g es un p-=ll1101nio 
homogéneo de grado d y Tes el campo de vectores radial. 

Si xd+J (z) = L:J~o X;(z), entonces la foliación :F 1 en CIP'" inducida por la snc::x::-<0sión de 
Euler torcida está generada, en el abierto 

u, = { [(] = [(o, ... , -1-, ... , (,.]} e <CIP'", 

por el campo de vc>ctores 

(Xo-(oX,)((o •... , 1 , ... ,(,.) 

( -·- ) 
Y,:((o, ··-• i, ... , (n) = (X, ~Xk )(:(o, ... , 1, ... , (,.) 

(Xn- l,,nXk)((o,-··•1, ... ,(,.) 

de modo que las singularidades de :F 1 son aquellos punt.os [(] E Uk en los que el cxnmpo 

-k- - -k-
( Xo((o, ... , 1 , --·• (n), ... ,X.,-·-. X,.((o, .. ., 1 , ... , (,.)) 

es proporcional a la dirección ((o,··-· i, ... , (n) de [(]. 

Observación 2.1.4 Una foliación por curvas en <CIP'n puede pensarse como t:9lli:l.ll curn.p<> 
de vectores rneromorfo en <CIP'n pues, al escribir un generador en un abierto co<>CJrdcnado 
afín, éste tiene un polo de orden den el hiperplano al infinito. El efecto de multi:cplicar por 
el haz lineal Ld es el de cancelar este polo (para nlás detalles, ver [12], p.35). 

Denotemos por c9p•(d) al haz de secciones del fibrado vectorial L.i 0 '/Cll'" = 
Horn(L-d, T1CIP'") y por E(d) al <e-espacio vectorial Hº(<CIP'", c9p•(d)) de sus sccci<»-ucsglob­
ales. Por la Definición 1.1.4, dos secciones o y o' definen la misma foliación :F = .iy sólo si 
o =fo' para alguna f E o· (<CIP'") = <Cº. Por la Observación 2.1.3 E(d) es de odlhnc11sión 
finita, así es que el espacio de foliaciones por curvas con fibrado lineal asociado _ ~di al que 
denotaremos por :Fol(d, <CIP'") es el espacio proyectivo IP'E(d) sobre E(d). 
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2.2 Calculus numerorum 

En esta sección ca1cularcn1os la ditncn:-;ión del espacio de foliach)IlCS por curva"' 
:Fol(d~ CIP'"') en CP" y el núrncro de> singularidadc..~ aislada..°' (salvo 111ultiplicidad.) que 
una de é:'it.a....., ticn<'. Probarcrnof' tan1bié•n que> el conjuuto ::-;ingular Sing(o) del elenlC~nto 
genérico a en :Fol(d. <C!Pn) consta de sinp;ularidadP~ ais]ad.é:u-; de n1ult iplicidad 1. 

Lema 2.2.1 Sean d::; 1 y e= -d, entonces :Fol(d. CIP'n) = JP>·"· con 

N = (~:'.;:í') (e+ TI+ 2) - 1 

Dcrn.ostración. Es consecuencia de Ja sucesión de Euler torcida (2.1.3): el número N+l 
es Ja dimensión del espacio vectorial de campos de vectores polinomiales homogéneos de 
grado d + 1, menos Ja dimensión del subespacio formado por aquellos que son un múltiplo 
polinomial homogéneo de grado d del campo de vectores radial. Para n1ás detalles, ver 
[12], p.37. o 

Proposición 2.2.2 El número de sin¡,rularidades aisladas de una foliación por curvas 
(d+ l)n+l - 1 

no degenerada :F en .:Fol(d, <CIJ>") es d , si d ~ 1 y es TI+ 1, si d =O. 

Dcrn.ostración. Por el Corolario 1.2.4, basta calcular en('9¡p•(d)). 
De Ja descomposición e~ 

$ Ld+I = Ld Ef! <9¡p•(d) 
n+I 

y la fórmula de Whitncy del producto ([9], p.408) se obtiene 

c('9¡p•(d)) c($Ld+1) c(Ld)- 1 
n+l 

n 

(1 + (d + l)b)n+l (1 + L(-d)ibi) 
:i=l 

(2.2.1) 

donde b E H 2 (<CIJ>", Z) es la clase de un hiperplano. La enésima clase de Chern c,,('9¡p•(d)) 
es el coeficiente de h" en (2.2.1) y su expresión es 

n (n+l) . (d+ l)n+J 
c,,(e¡p·cd)) = :L j dn-;¡ = d 

J=O 

1 
(2.2.2) 

Jo que concluye la prueba. o 
Consideremos ahora la variedad de incidencias 

Z = {([w],a): a([w)) =O} e <CIP'" x Fol(d,CIP") (2.2.3) 

Si ll1 y ll2 denotan respectivamente a las proyecciones sobre el primero y segundo factores, 
entonces Ja restricción II1 lz tiene por fibra sobre [ w] E <CIP", al conjunto de foliaciones 
.Z¡u1 que se anulan en [w] y la fibra de ll2 l.z sobre a E IP'N = .:Fol(d. CIJ>") es el conjunto 
singular Sing(a): 

Sing(a) 
! 
z 
!n, 

:Fol(d,CIP'") 
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Proposición 2.2.3 Z es una suhvari,._•dad lisa c irreducible> df' codin1ensi611 rz en 
ICIP"' x :Fol(d, CIP"') y el conjunto de foliaciones no dcgc>ncradas :F c>n .:Fol(d, <CJP") es uu 
abierto denso de Zariski en .:Fol(d, <CJP"). 

De1nostració11. En un abiC"rto coordenado afín alr<>dedor de un pw1to [11') en CCIP'", a 
está representado por un carnpo de vc>ctores polinontlal de> la furrna X(.::) = L:J~ 1 X1 (=) ,i,,, 
de modo que o E Z¡u·J si y sé>lo si se satisfacen las 11 condiciones liuc>ales independientes 
{X1 (w) = O}. Esto muestra que, para t.odo [w] en ICJI"", Z¡u·J es un subespacio lineal de 
codimensión nen .:Fol(d, <CIP'"). 

El grupo de transformaciones proyectivas PGL,. actúa en .:Fol(d, ICP") 

PGL,. x .:Fol(d, <CIP'") ---> :Fol(d, <CJP") por (g, o) >-+ (Dg ·o) o g- 1 (2.2.4) 

Una forma de entender esta acción, es usando la representación (2.1.3) de a como un 
campo (d+ 1)-homogénco en <C"+ 1 y de g como elemento del grupo lineal GLn+l· 

Como PGLn actúa transitivament.e en <Cll"", en particular, si ['Lb)= (1,0, ... ,0] E <CJP", 
entonces, para cada [w] E <CIP'" existe g E PGL,. tal que g ·['Lb]= [·w] y ges único, n'lódulo 
el subgrupo formado por las transformaciones proyectivas que fijan a [1-0] (el estabiliza.dar 
S de ['Lb) en PGL., ). La observación anterior establece una correspondencia 

<Cll"" 
[w] 

PGL,./S 
gS 

que induce en <CJP'" ~ PGLn/S una estructura natural de espacio homogéneo bajo la acción 
de PGL,. 

PGLn X PGLn/S 
(f, gS) 

PGLn/S 
(fg)S 

Observemos ahora que si o está en la fibra Z¡w¡ sobre [w] y g · ['Lb] = [w], entonces la 
foliación (Dg- 1 • o)og (obtenida por la acción (2.2.4) ) se anula en el punto ('Lb] (es decir, 
está en la fibra Z¡..,¡ sobre ( 1-0]). Por un lado, esto muestra que II2 lz (Z) = <CIP'" y, por 
otro lado, que la acción (2.2.4) se levanta a Z por Il2 lz 

z 
!n, 

PGL., x PGLn/S 

z 
!n, 

PGL.,/S 
(2.2.5) 

y por lo tanto II1 lz: Z --+ <CIP'" es un fibrado proyectivo PGLn-homogénco, que es un 
subfibrado de II2 • En consecuencia, Z tiene estructura de producto local y por lo tanto es 
una subvariedad lisa en pN x <CIP'". Como todas las fibras Z¡u•) de la primera proyección son 
subespacios lineales de codimensión n, son entonces irreducibles y de la misma dimensión. 
Esto in'lplica ((17], Teorema 8, p.61) que Z también es irreducible y de codimensión nen 
Jl"N X <CJP". 

En consecuencia ((17], Teorema 7, p.60), las fibras de la segunda proyección 

Sing(o) ....._. Z ~ :Fol(d, <Cll"") 

son de dimensión cero en un abierto de Zariski no vacío. Denotemos por :Fol'(d, <CJP") a 
est.e abierto. 
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Para probar que las singularidades son gcnéoricarncnte dP tnultiplicidad uno, considere­
mos la aplicación 

V : :Fol'(d. C!P'") - :¡¡:,· 

v(a) = 
rnax 

p E Sing(a) { 1' (a, p)} 

que asigna, a cada a E :Fol'(d, C!P'"), la máxima multiplicidad de sus puntos singulares. Es 
sencillo probar que v es sernicontinua superiorxncnte y quc> su mínimo es 1 (de hecho, la 
foliación :F' en Cll"" inducida por 

(2.2.6) 

tiene ceros aislados simples y puede verse que son precisa1nente Cn(c9¡p•(d)), lo que da otra 
prueba de la Proposición 2.2.2 ). 

Como el conjunto {a E :Fol'(d,Cll"") : v(o) 2: 2} es cerrado (ver la Observación 12.7.1 
en {15) p,288 ), entonces el conjunto de foliaciones no degeneradas es un abierto denso de 
:Fol'(d, Cll""), lo que concluye la prueba. O 

Corolario 2.2.3 Sean .:F y .:F' foliaciones en :Fol(d, Cll"") inducidas respectivamente 
por los campos polinomiales X y X' y sea {:F ,} la familia inducida por 

X,=(1-t)X+tX', tEC. (2.2.7) 

Si :F' es no degenerada, entonces existe una vecindad (posibletnente perforada) D, e C de 
t = O, tal que { :F i}.,. v. es no degenerada. 

Dcmostra ción. Sea U e :Fol. ( d, Cll"") el abierto de las foliaciones no degeneradas. Como 
{:F ,} '°" lP", {F ,} n U consiste en un número finito de puntos porque es un abierto de 
Zariski no vacío de ll"1

• La vecindad D, no es perforada si y sólo si .:F es no degenerada. 
D. 

Proposición 2.2.4 Sea :F E .:Fol(d, Cll"") una foliación por curvas tal que Sing( :F ) 
consta solamente de singularidades aisladas, entonces la suma de las multiplicidades de :F 
en sus puntos singulares es la enésima clase de Chern del haz '9¡p•(d), o sea: 

E 11(.:F. p) = c..Ct9¡p·Cd)> 
pESang(F) 

Dcmost.ración.. Aunque este resultado es consecuencia de un resulta.do más general 
(ver el Teorema 1 de [3]), en nuestro contexto puede probarse de la siguiente manera: sea 
Sing(.:F) = {J>i, ... , PM} C CJP'" y para cada j E {l, ... 1'1}, sea U;; una bola que contiene a 
Pi con U; n L& = 0 para i # j. Sean X un campo (d + 1)-homogeneo que induce a :F, X' 
el campo (2.2.6) y {:F r} In fanülia de foliaciones inducida por la correspondiente fainilia 
de campos (2.2.7). 

Sea D; una vecindad perforada en O suficientemente pequeña tal que :F T es no dege­
nerada y Sing(:F T) n DU;; = 0, para toda .,. E D;. Entonces Sing(:F T) n Uj = {q,, ... , q,,,}, 
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donde l'j = 11(:F, pj) y en cot1.."ecuencia 

E µ(:F, p) =11 {Sing(:F T)} 11 = c..(S¡p•(d)). 
-pé.Sing(;F) 

donde 11 {Sing(:F T)} 11 denota al número de puntos singulares de la foliación :F T y la última 
igualdad es consecuencia del Corolario 1.2.4 y de la Proposición 2.2.2. D 

Proposición 2.2.5 Sea :F E :Fol(d,<CJP'") y denotemos por Sing.,(.:::F) e Sing(:F) al 
conjunto de singularidades aisladas de ;::F • Si 

entonces Sing(:F) 

¿ µ(:F,p)=en<ew·Cd)). 
,,..Sin&,CTJ 

Sing0 (:F). 

De1nost.1·ación. Sea X un campo (d+ 1)-homogéneo en <C"- 1 que induce a ;::F y supong­
aUios, en busca de una contradicción, que existe V C Sing (;;F) tal que din>( V) > O. Sea 
p E V. Usando la acción de GL.,+ 1 en E(d), podemos construir un can>po (d+l)-homogéneo 
Y, cuya foliación inducida :F' es no degenerada (su conjunto singular Sing(:F ') consta de 
puntos aislados de multiplicidad uno) y ]JE Sing(:F') (ver la obsürvación precedente a la 
expresión (2.2.5) ). 

Consideremos la correspondiente familia {;;F ,} como en el Corolario 2.2.3. Por un 
lado, :::F, tiene sólo singularidades simples_si O <11 t 11 <E y son tantas como c,,(B¡p•(d)). 
Por otro lado, p E Sing(;;F 1) para todo t E <C así es que, si tes suficientemente pequeña, ;::F 1 

tiene solamente singularidades simples pero son al menos c,,(S¡p•(d)) + 1, lo que contradice 
a la Proposición 2.2.4. D 

Decimos que un conjunto finito de puntos gcucra a <C1P 71 si el conjunto no está con­
tenido en un hiperplano. Se dice que n + 2 puntos en <CJP'" están en posición general si 
cualesquiera n + 1 de ellos generan a <CJP'". 

Si dos conjuntos de n+2 puntos {J~ .... ,p.,+ 1 } y {qu, ... ,q .. + 1 } en <CP" están en posición 
general entonces existe una única g E PGL., tal que g(p;) = q; para j = O, ... , n + l. 

Si se tiene una foliación con n + 2 puntos singulares conocidos en posición general, 
uno puede usar el resultado anterior y la acción (2.2.5) para construir nuevas foliaciones 
con n + 2 punt.os singulares escogidos. Sin embargo, si una foliación es no-degenerada, 
ent.onccs su conjunto singular debe generar a Cil1'n y de hecho la determina, como muestra 
el siguiente resultado (ver [10], Proposición 2.1 y Tcoren>a 2.G.) 

Proposición 2.2.6 Sean d > O y n E E(d) una foliación por curvas no degenerada, 
entonces Sing(o) genera a <CJP'". J\1ás aún, si a' E E(d) es otra foliación por curvas que se 
anula en Sing(a) entonces o' =ka para algtín k E <C. 

o 

En nuestro contexto, este resultado es importante en la construcción de fantllias de 
foliaciones en cpn con conjunto singular pre-establecido. Ver la introducción del Capítulo 
5 de este trabajo. 
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3 Esquinas simples y persistencia bajo explosiones 

3.1 

Sen ... X" un ger111cn en o de ca1npo de> vector~ holomorfo en cm y SC'a :F la foliación 
inducida por }( en una vecindad de O. En la pritnc-ra Rccción dc> cst e· capítulos<' dcfiuP la 
foliación adaptada :F l inducida por :F y la cxplosi6n en O. Llarnar<>1110~ e:-;quíIJa sínJp}e> 
a un t,ipo especial de ~i11gularidadcs dc> :F l y n1ost rarcn10:--, <Ju la segunda sección, que.~ 
es pcrsí~tc~ntP bajo <-xplosio1u-:-i. Vagan1cnte hablando, e-;tu últin1u significa lo ~iguicntc: 
Ri pes una c:;quina sin1plc de una foliación :F' y :F] es la foliación adapt.a.da inducida 
por F' y la explosión con centro en J>1 entonce:; la...; singularida.dc...-s d1..- :F; en el dh·í!iCJr 
excepcional también son esquina.<; simples. 

Lo:-; conceptos y resultados de cst.e capítulo, aunque técnicos por naturaleza, son fun­
dii.nicntalc~ para probar el teorc1na de :-;uficicncia de jc_•t.:-; del capítulo siguiente y los 
teoretna..".' de existencia posteriorc:'i. 

Foliaciones adaptadas y esquinas simples en C 111
, 7H 2:: 3 

Sea L::. e cm un polidisco centrado en O E cm y sea 

¿ = {(z, [(]) E C'" X pm-l : z;(j = ZjC::,i Vi,j} e L::. X pm- 1. 

Sean 7r1 : <C"" x pm-l ___,. C"' y ;r2 : C"' x pm- l ...-. pni-l las proyecciones en 
segundo factores. La explosión (transfonnación cuadráfl'.ca o b/ow-up) 
con centro en O del polidisco L::. se define como 

el primero y 
o : Z::,. --> L::. 

a = 71"1 I¿: Z::. _, L::. (3.1.1) 

Observe que o-1 (0) = ClP'"'- 1 • 

Así definida, ¿ tiene una estructura natural de variedad compleja de dimt~nsión m: si 

Uk = {[(,. ... , -i-, ... , C::,m] C pm-l es un abierto afin co1no se defi1úó en (2.1.1) y (z, [C::,]) E 
C'"" n (C.,.,.. x Uk), entonces Zj = Z1.·G y la aplicación o puede escribirse como 

-1.·-
o(zk, (C::,1, •.. , 1 , ... , C::,m)) (zk(¡, ... , Zk(k-1• Zk, Zk(k·+l• ..• , Zk(m) 

(z1, ... , zk, ... , z,.n), 
(3.1.2) 

de modo que, en estas coordenadas, (zk = O) es una ecuación que define a cpm-l. Por esta 
razón y por el hecho de que o lcm\CIP'm-1: cm\ ClP'"'- 1 

--> C"' \{O} es un bibolomorfismo, 
se le lla1na el diviso7· excepcional y suele denot.árselc por E. 

Por razones mnemotécnicas, denotaremos por ok a la expresión local (3.1.2) de la 
explosión (3.1.1): 

ok(() = (ok.1(C::,), ... ,ak .... (()) = (z¡, ... ,z,..) 
donde 

ª" ;·((,) = { ~kC::,i si j # k 
' C,k si j = k 

(3.1.3) 

Para cada k E {l, ... , 1n.}, el divisor excepcional E 1 '°"' ClP'"'- 1 está definido por la 
ecuación ((k =O) o bien, en términos de ok, por a¡:- 1 (O). 

En particular, el punto 

[O, ... , 1, ... ,O] E a¡:- 1 (0) = ClP'"'- 1 (3.1.4) 
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cuya un1ca coordenada no nula ocurrc- en la ·A~-éf'hua posiC"i{111, satisfact."' t.;(q¡..) =O~ en cada 
sistema coordenado e; definido por (3.1.3). 

Si J.f es una variedad compleja y 1' es un punto en J.f , la explosión J.-f en p se construye 
tomando una vecindad U de p isomorfa a un poli disco 6. y defi1úcndo 

,.-1 = (J.f - {JJ}) u¿ 
L'.' 

donde 6.' es el polidisco perforado 6. \{O}, que es isomorfo a su imagen inversa en Z:,. 
(ver [14], p.83 ó, para más detalles, [9], p.182). 

Sea :F una foliación por curvas en una variedad compleja AJ y 1' un punto singular de 
:F . Sea X un germen de campo de vectores holornorfo en p que define a :F . 

Definición 3.1.1 La 111u/tiplicidad algebraica de :F eu p es el grado del menor 
coeficiente no nulo en la expansión en serie de Taylor de X alrededor de p . Si los térntlnos 
de grado menor de X no son un múltiplo del campo vectorial radial, se dirá que :F es 110-

dicrítica en p . Cuando F es no-dicrítica en JJ , t.amhién se dirá que el divisor excepcional 
es no-dicrítico. 

Definición 3.1.2 La foliación adaptada :F 1 inducida por :F y la explosión o con 
centro en p, se define como sigue: sea z un sistema coordenado en J.f alrededor de p tal 
que z(JJ) = O y :F está generada por un campo de vectores holomorfo X. Si la explosión o 
está dada por 

0((1, ... , (m) = ((1, (1(2, ... , (1(m) = (z1, ... , Zm) 

entonces :F 1 está generada por un catnpo de vectores Y(() = Y,'(() dado por 

(3.1.5) 

donde (Du)- 1 : o' TJ.1 ..- TM es el morfismo de fibrados racional sobre M con un polo de 
orden 1 en el divisor excepcional E = 0- 1 (O) y n es el mayor entero tal que Y es holomorfa 
y tangente a E. Esto es, si (1 1 Y es holomorfa pero no es tangente a E , entonces Y es 
idénticamente cero en E . 

Las propiedades relevantes de la foliación adapta.da :F 1 est.áu contenidas cu la siguiente 

Prl'!posición 3.1.3 Sea .:F 1 la foliación adaptada a :F, inducida por la explosión 
a: J.I -> .J.f con centro en 1J E J.1. Sea z nn sistema coordenado en J./ alrededor de p tal 
que z(p) = O y :F está generada por un carnpo de vectores holomorfo X. Entonces 

1 Si X es de multiplicidad algebraica d + 1 en 1'• entonces :F 1 está generada por 

(3.1.6) 

2 Si X es de multiplicidad algebraica d + 1 en 7J, entonces la foliación adaptada :F 1 \E 
restringida al divisor excepcional E~ ClP'm-t es isomorfa a la inducida a través de la 
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sucesión d<> Euler torcida por los término,-; xd+ 1 de grado d + 1 de X y el (d + 2)-jet 
d<> X dC'tern1ina a la parte lineal de> :F 1 en la,-; singularidades en E. En particular, el 
conjunto singular Siug(.:F 1 1 E) est•Í detc•rnünado por xd+ 1 • 

3 1'' no es idcntican1entc .. cero en E si y sólo si :F es no-dicrítica en 1' . 

Dcrnostración. Sea z un sistema coordenado de> J.f alrededor de 1' tal que z(¡>) = O 
y sean X(z) = L:j~ 1 X;(z) :;,. y o como en la Definición 3.1.2. Eu estas coordenadas 

( = ((¡, ... , C:m) de it:"', el di~isor excepcional E está definido por la ecuación ((1 =O). 
Si X es de multiplicidad algebraica d + 1 en O y escribirnos a X = Xd-l + Xd+ 2 + ... 

como suma de campos de vectores polinontlales homogéneos, entouccs 

(Do)- 1 (X o o(()) = 

<.;-' -(2 1 Ü (f+ 1 (Xf+1(1,(,. ... ,(m)+(i[X2'+2(1,(2'···•(m)+ ... ]) 

( 

e;, o o) ( r.:í'+ 1
cxr+ 1 (1,r.;2.····'"')+r.;,¡xt' 2

(1,(o, ... ,("')+ ... J)) 
1 

-~"' o ~ c:í'+'cx:;,+ 1(1,(,, ... ,(m)+~1[X:!.+2 (l,(o, .... ("')+ ... ]) 

De donde el campo Y definido por (3.1.6) es 

Y(()= (-:(2 
-C:m 

o 
1 

o 

º) ( c;,cxt+
1
(1,c;,, ... ,r.;"')+C:1[Xf+

2
(1,(2 .... ,c;"')+ ... ])) 

o ( xt+' (1, (2, ... , C:m) + c;,¡x,;'- 2 (1, (2 ••..• C:m) + ... ]) 
o : 
1 ( x:;.+ 1 (1, (2, ... , C:m) + (1 ¡x:;;+-2(1, C:2- .. ., C:m) + ... ]) 

De esta expresión se sigue que 
inciso l. 

(3.1.7) 
n =des el entero de la Definición 3.1.2, lo que prueba el 

En estas coordenadas, la foliación :F 1 IE está generada por Y(O, e;,. ... , (m) y se sigue 
también de (3.1.7) que sólo depende de los términos Xª+ 1 de orden d+ 1 de X. Por otro 
lado, la proyección natural 

en las coordenadas cp1 

ll : <C"' - {O} ___, <CIP'"'-1 

fl (zi. ... , Zm) = [zi. ... , Zm] 

{z1 #O}--> <C"'-1 definidas en (2.1.1), está dada por 

En estas coordenadas, la foliación en ClP""'1
-

1 inducida por xd+l a través de la sucesión de 
Eulcr torcida está generada por el campo de vectores 

y éste coincide con Y(O, e;,. ... , (m) (omitiendo la primera componente), corno uno puede 
fácilmente comprobar. Esto prueba el inciso 2, que a su vez implica inmediatamente el 
inciso 3, por la sucesión de Euler torcida. 
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Si uno calcula la parte lineal dP (3.1.7) en el divisor cxccpciunal, es decir, eu los puntos 
de la forma (O, q, ... , <;!) (O.(°), la expresión que> se> obtiene> 

o 

8.::·· (1, (°) 

concluye la prueba del inciso 2 y de la Proposición 3.1.3. O 
Es sencillo comprobar que, en las coordenadas (3.1.3), la foliación adaptada :F 1 en Cm 

inducida por X y Gk est.á generada por el caII1po de vectores 

donde si i k 
si i #- k 

(3.1.8) 
Definición 3.1.4 Un sistcnia de foliaciones adaptadas {(:F j, P; );~o .... ,r} es una suces10n 

de foliaciones definida por la siguiente construcción: :F0 es la foliación holo1norfa definida 
por un catnpo de vectores holomorfo Y, en una vecindad del O en C"1

• Para j = 1, ... , r, sea 
Oj : é;' ---to é';'-1 una sucesión de transformaciones cuadráticas centradas:, respectivamente, 
en p¡- 1 , RJ = O. La foliación :Fj es la foliación adaptada inducida por :Fj- J y CTj· 

Sean E 0 un hiperplano por O, Ej = oj 1 (¡>;_ 1 ), V¡ E Ej. Para k > i sea EJ el transfor­
mado estricto de Ej bajo ok o ... o Oj+1' con Ef = Ek. 

Definición 3.1.5 Sean 1n 2:: 3 y { (:F j• VJ )j~o ..... r} w1 sistema de foliaciones adaptadas. 
Un punto singular p de la foliación :F_; se llamará una c.qquina súnplc si existe una car­
ta coordenada z = (z 1 , .. ., zm) alrededor de p con z(¡>) = O, que satisface las siguientes 
condiciones: 

(1) p E EJ
0 

n E}, , con io < i 1 :5 i y z 1 z 2 =O es una <~cuación local para Ej~ U E:J, en p. 
(2) La foliación :Fj está generada en una vecindad de p por un campo de vect.ores de la 

forma a {) m 8 
Y= z 1 (1+91)-n- + z,(fJ + 92)-

8 
+ ¿ Gj-

8 uZ1 Z2 j=3 Zj 
(3.1.9) 

donde {3 <!S un número complejo que no es un racional estrictamente positivo, las funciones 
9• y Gk son analíticas y satisfacen que 9,(p) =O para i = 1, 2 y Gk(P) = O para k = 3, ... , 1n. 

Observación 3.1.6 

1 Se observa en la expresión (3.1.9) que g¡ puede tomarse como O, dividiendo Y por 
(1 + 9 1 ) y que fJ también puede ser O. 

2 Como fJ #- 1, la foliación :F i generada por Y es no-dicrítica en O (Definición 3.1.1). 

3 Observe además que la definición no supone que pes una singularidad aislada de :F1 . 

Una esquina simple en IC3 es una forma final para gérmenes de campos de vectores 
en una vecindad de una singularidad, en el siguiente sentido: las singularidades en forma 
de esquina simple generan, ante sucesivas explosiones, singularidades también en forma 
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de esquina simple (ver [5) ). El siguiente teorema muestra que las <'-"quinas sin,plcs d<" la 
Definición 3.1.5 con.-ervan esta propiedad. 

Teorema 3.1.7 (Teorema de persistencia). Sea {(.:F 1 .1~·)1~0 .... ,r} un sistema d~· 
foliaciones adaptadas. Si Pi es una esquina simple de f;, entonces el divisor excepcional 
EJ+I es no-dicrítico para :Fj+l y t.odas las singularidades de f;+ 1 en Ei+> son esquinas 
simples. 

Como la demostración del Teorema 3.1.7 es técnica y muy larga, hemos preferido colo­
carla en una. sección aparte. 

3.2 Demostración del teorema de persistencia 

Sea l,.. el can1po de vectores (3.1.9) con una esquina sin1ple en O. Sea :F 1 la foliación 
adaptada inducida por 1,· ;y la explosión en O y sea E1 ==:::: cpm-l el dh·isor excepcional 
invariante. 

Pa.ra demo-;trar el Teorema 3.1.7, vamos a calcular la..,;;; singularidades de :F1 en E1 
y a exhibir sistema..:; de coordenadas en los que los generadores de :F 1 verifican las 
condicionei de la Definición 3.1.5. 

Este cálculo se siinplificará considcrablcrncntc si seguin1os las siguient~ observaciones: 
con10 }··es de multiplicidad algebraica 1, por la Proposición 3.1.3 la foliación :F l \El 
restringida al divi:;;or excepcional es ison1orfa a la foliación :F que la parte lineal A de 
}·'induce en E1. En pnrticular, la.e;; singularidades de :F l en E1 están dctcrn1inadas por 
A~· probaren105 que son, siguiendo la Observación 2.1.3, los espacios propi05 de A 
(identificando al divisor excepcional E1 con 1P(T0 C"'), la proyectivización del espacio 
tangente en o a e=). 
Por lo anterior, si A e;tá dcscompue8ta en bloques de Jordan, entonces uno tiene control 
sobre la posición de las singularidades de la foliación rest.ringida :F l IEi y puede calcular 
1&.;; expresiones (3.1.8) de sus generadores alrededor de ella..">. Esta sección comenzará 
entonces por obt.cucr la expresión (3.2.2) del catnpo de vectores }··, cuando su parte 
lineal A está. dcscotnpuest.a en bloques de Jordan, lo que de paso h<?r\"irá para fijar la 
notación que utilizarc1nos. 

Como la Definición 3.1..5 distingue tres valore:"> propiD:'i, el cálculo se dividirá en t.rc:; 
casos: singularidades a.~ociadas con 1 1 con f3 y con cualquier otro valor propio. 

Sea 1n :2:: 3 en (3.1.9) y denotemos sus componentes por 

m D 
Y= L )j(z) "'~· 

.i=l u,,.,J 

Por la Observación 3.1.6, podemos suponer en adelante que g 1 = O. 
Después de un cambio de coordenadas, podemos suponer también que la parte lineal 

A de Y está descomucsta en r bloques de Jordan A;;"' de tamaño 1nk x "'* 

( 

Aí" 

A= 
( 

Ck 

A~'•= 1 J (3.2.1) 

1 
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con ceros en laf' cntrada..i;;; vacías. Los valores propios c 1 y oi =s.-..on resx>cctivn1ncntc 1 y 
f:I <t.Q+. 

Para cada k E {1, ..• , r}, sea S• = >n1 + ... + "'> y sea so= O, así es que sr 

s 1 = 1n1. Con esta...c;; convenciones, podernos csrribir (3.1.9) como 

Y(z) 
éJ 

z1--+ 
OZ¡ 

ai-1 8 a 
~ (z;-1 + z; + Y;(z))-8 + (z.,_, + z., + g.,(z:::YJnz,,-+-
j=2 ZJ° V 

q-1 a & 
L (z;- 1 + /3z; + g;(z))-

0 
. + (z.,_ 1 +/3z., +g~··=(z)),,._ + 

~2 ~ ~-~ 

r a 
L{(c"z.,_,+1 + g.,_,+1(z))-

8
--- + 

1:=3 zª"-i+l 

··-
1 a a 
~ (z;-l + c,.z; + Y;(z)) Dz; + (z,._1 + c.z., +- g,.(z)) Dz., }, 

1n y 

(3.2.2) 

donde z1 y z2 de (3.1.9) corresponden respectivamente n •1 y z.,+1. ; g,(z) == O y 92(z) 
corresponde a g.,+1(z) E Dl \ 012. Los restant.es Y;(z) pertcnc=-<•11111I12 ( m denota al ideal 
maxinml de C'Jcm.0 ). 

LeJ:Da 3.2.0 Sea .:F la foliación en Cll"m-l inducida por ll.4=catnp<> de vectores lineal B 
en cm a través de la aplicación de Euler, entonces el coujur=l9:o sh1g;-u.lar de .7=" consiste en 
las direcciones propias de B. 

Dcrnostra.ción. Es consecuencia de los cálculos contcnidC>()oos en la Observación 2.1.3 
(con d = O). Un punto [(] [(o, ... , -1-, .. ., (m-l] es una silllClggularidad de :F en el abierto 
u. C ClP'm-l si y sólo si 

(3.2.3) 

Sean b., = B.((o, ... , 1, ... , (m-1) y Z = (Zo, ... , Zk, •• ., Zm·l)C = z. · ((o, ... , 1, ... , (m-1 ). La 
igualdad (3.2.3) es equivalente a B(z) = bi.. · z, lo que co11c-:l-11yc la prueba. O 
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Corolario 3.2.0 
bloque de Jordan 

Sean B y :F como en el Lema 3.2.0 y suponga1110.s QU<' B es uu 

1 J 
Entonces el punto ¡1,.._, = [O, ... , l] E Um-l e IClP'"'-' es la única singularidad de :F cu 
ClP'"'-'. Por las Proposiciones 2.2.2 y 2.2.4, su multiplicidad ¡1(:F ,p..,_ 1 ) es igual a m. 

Si todos los valores propios ck de una matriz A de la forma (3.2.1) son distintos, entonces 
el conjunto singular de la foliación :F inducida por A(z) en ICIP'm-l consta solamente de 
singularidades aisladas, cuya multiplicidad es igual a la dimensión Tn1o del correspondiente 
bloque de Jordan: 

µ(:F. q_ • .) = "'*· k = 1, ... , r. 

o 

Para dcn1ostrar el Teorema 3.1.7 considerare111os tres casos, dependiendo del valor 
propio al que est.án asociadas las singularidades. 

Caso 1. Singularidades asociadas al primer bloque A;"' de A. 

En las coordenadas (3.1.3) alrededor del punto qm, (defi1údo por (3.1.4) con k = 1n1), 
la explosión ( 3.1. 1) está dada por 

Zj si j # m 1 

Zm1 si 3· = rn1 
(3.2.4) 

En estas coordenadas, ((qm.) = O, E 1 : ((m, = O) y :F, está generada por un campo de 
vectores Y,;., ( () de la forma (3.1.8), con k = "''. Para cada punto 

p= [A 1, ... ,Am1 _ 1,l,Am1 +1, ... ,A,,,-1 • .>..,,,,A"4+1•···Am] E a_;;l~(O), 

las coordenadas (' definidas por 

A(() A((1, ... , (m,, ... , (.,. ···• (m) 
((1 - A1, ... , (m1 -1 - ..\m1 -J., (m,, (m1 +J - Am1 +lt ( .• 1 -A .• ,,···• (m - Am) (3.2.5) 
(({, ... ,c;:n,, ... ,,:j .... ,(:n) = (' 

satisfacen que ('(¡1) = O. La expresión (3.2.4) de la explosión en O en las coordenadas 
(3.2.5) es 

a:,.,((')= (o,..,oA-')((') = (a;,.,. 1 (('), ••• ,a,',,,.m((')) 
donde 

a' ·((' (') = { e:. .. ((j + ~;) 
"ª••.1 l' ... , m (:0, 

Zj sij # 17l¡ 

si j = 7n1 
En estas coordenadas :F" 1 está generada por el can1po de vectores 

~,((') = 'Ej'.:. 1 Y.:.,.;((');,,, donde 

{ 
Y,,.,(a~.,((')) , 
(:,., -i ( lj(o;,., ((')) ((j + AJ) };;,,, m, ((') )] 
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si i = 7n1 

sij # m 1 • 

(3.2.6) 

(3.2.7) 



Lema 3.2.1 Sea A la parte lineal (3.2.1) d<'l campo de vectores }: definido por (3.2.2). 
A Si A contiene solam<>ntc un bloqur de . .lordan con valor propio l, es decir, si c-1 ~ 1 

para todo l = 3, ... , r, entonces la única siugularidnd de :F" 1 en º"'' - 1 (0) es el punto qm, 
[O .... , 1, ... ,O], (con el 1 ocupando la posición m 1). 

B Si por el contrario, A contiene más de- un bloque con valor propio 1, es decir, si 
e,, = 1 para alguna (o algunas) lj E { 3, ... , r}, entonces las únicas singularidades de :F 1 en 
CTm, -I (O) son los puntos de la forma 

¡>,, = [O, ... , 1, ... ,O,.>..,,, O, ... ,.>. •. ,, •.. ], (3.2.8) 

donde el 1 ocupa la posicié>n rrt1 y los A. 1,, ocupan las posicionPs s,,,, cuando e¡,,, = l. 

Dc1nostrac1:ón. Es consecuencia de aplicar el Lema 3.2.0 a la parte lineal A de Y: los 
espacios propios asociados al valor propio c 1 = 1 son los que indica el enunciado del lema. 

o 

Proposición 3.2.2 Todas las singularidades de .:F 1 en u;;,: (O) son esquinas simples. 

Dc1n.ostració1i. La demostración es un cálculo que consta de tres partes: la primera 
es construir sistemas de coordenadas adaptados a las singularidades que indica el Lema 
3.2.1; la segunda, calcular la expresión de los generadores (3.2.7) en estas coordenadas y, 
la tercera, comprobar que éstos verifican las condiciones de la Definición 3.1.5. Como 
la expresión de los generadores varía si la dimensión 1n1 del primer bloque Ai' de A es 
mayor o es igual a uno, el cálculo se dividirá en dos partes. 

1.1 m1 >l. 
Las coordenadas (' de (3.2.5), sujetas a las siguientes condiciones 

satisfacen que ('(J»,) =O. 

si k = s 1 y e¡ = 1 
en cualquier ot.r<.> caso 

(3.2.9) 

En estas coordenadas, el generador Y,;,,((') de .:F 1 se obtiene sustituyendo (3.2.9) en 
(3.2.7). Su expresión es 

( 
~ ... 1((') 

) (~ )( 
r:;.; 

) ( 
r:;.; 

) - ((~.,-1) + ... 

~ ... m,-1((') (.~.¡-] ,:,•1-l 
(3.2.10) 

1 o 

~,.m,((') c;:nl + (~, ((~.,_ 1 ) + 9m, oa;,., (('), 

( 
Y~1.m1+1CC:') 

) ( 
,B - 1 

)( (~1¡+] 

) ( 
(.:ni+ l 

) 1 
- (r:;.;,.,_1) + ... 

Y.:,, . .,((') 1 ,B - 1 r:;.;, c;:2 
(3.2.11) 
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Sil= 3 .... , T y C¡ # 1 

( l";.;.,.,.1-1+1C<') 

) (º~' )( 
e:.:,_,+) ) ( c::,_1-+ 1 ) - (c;;,.,_1) + ... 

Y,:,,_.,((') 1 C¡ - 1 e::. c;l 
(3.2.12) 

si l = 3, ... , T y C¡ = 1 

( Y~.,,:+'"')) (~ 
c:¡_,+1 c:¡_,+1 

) +. )( ' )- "~-" ( 
Y,,',, .•• ( ( ') 1 o ( •. + >.., e;:,+.>..,.¡ 

(3.2.13) 
Donde los puntos suspensivos ( ... ) indican ténninos en el ideal ((,',.,)generado por e;;,.,. 

Pasamos ahora a concluir la prueba del caso 1n1 > l. 
( a ) Sea EJ el transfonnado estricto (({ = O) del hiperplano (z1 = O). :F 1 está 

adaptada al divisor D 1 = E 1 + EJ, definido por (({(;,,, =O) y podemos concluir que los 
puntos p., son esquinas simples: z 1 y z 2 de (3.1.9) corresponden respectiv!Ullente a (m, y 
e;,, y fJ de (3.1.9) corresponde ahora a O. 

( b ) En este caso podemos también considerar FJ el transformado estricto ((m,+l =O) 
del hiperplano (zm.+l = O). :F 1 ta1nbién está adaptada al divisor F 1 = E 1 + FJ definido 
por ((;,,,+ 1 (;,,, =O) y en este caso concluimos que los p,, son esquinas simples: z1 y z 2 de 
(3.1.9) corresponden respectivamente a (m, y (m,+l y fJ a /3 - l. 

1.2 Si 17t1 = 1, entonces 1n1 + 1 = 2 y, con las sustituciones (3.2.9) en (3.2.7), la 
expresión del generador Y¡'((') de :F 1 que se obtiene es 

lí'. 1 ((') e;;' 
lí'.2((') WfJ-1+ ... J. 
lí'.;((') (/3 - l)(j +e;¡_,+ ... , 

Yi'..,((') 

Si j = 77t¡ + 2, ···• S2° 

Si l E {3, ... , r} y e¡# 1 : 
(e¡ - 1)(;,_,+l + ... , 
(e¡ - l)(j + <l-1 + .... 
si j = s1-1 + 2, ... , sz. 
Si l E {3, ... , r} y e¡= 1 
(e¡ - 1)(;,_,+l + .... 
o+ ... , 
(e¡ - l)(j +e;;_, + ... , 
e;;_,+ .... 
si i = si-1 + 2 • ... ,s¡ - l. 
(e¡ - 1)((;, + >..,) + c;:,-1 + ... , 
<:.-1 + ... , 

(3.2.14) 

Donde los puntos suspensivos ( ... ) ahora indican tér:rn.inos en el ideal ((,') generado por ({. 
Se observa que la expresión del generador Y¡'((') puede obtenerse de la de Y,:,,((') 

omitiendo el bloque correspondiente a (3.2.10) y sustituyendo Ym, = g 1 y c;;,,,_1 por O en 
las expresiones (3.2.11), (3.2.12) y (3.2.13). 
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El ntlsmo argutnC'nto de ( b ), con 1n1 = 1, n"Jucstra en este ca..._c;;o qut.. .. los Jl,., sou c~quinas 
simples: la foliación :F 1 generada por (3.2.14) está adaptada al divisor F 1 = E, +FJ definido 
por (({(; = O), donde> ahora FJ dc>nota al transformado estricto ((; = O) del hipcrplano 
(zz =O); z de (3.1.9) es ahora (',y {3 corresponde a ¡3 - l. O 

Caso 2. Singularidades a~ociadas al segundo bloque A;'"1 de A. 

En las coordenadas (3.1.3) alrededor del punto q,,(dcfinido por (3.1.4) con /..: 
explosión (3.1.1) está dada por 

{ (.,(; 
(., 

si j # Sz 

si :j = ... ~2 

s2), la 

(3.2.15) 

En estas coordenadas, ((q .• ,) = O, el divisor excepcional E 1 está definido por ((,., = O) 
y :F 1 está generada por un cmnpo de vectores l;, ( () de la forma ( 3.1.8), con k = s 2 • 

Argumentamos ahora como en el Caso 1 anterior. 
Para cada punto 

se definen las coordenadas (' análogas a (3.2.5) sustituyendo .<2 por m 1 : 

(' = { (k - >.k 
k (.., 

si 
si 

/..: 7'= ·•2 
/,.; = S2 

y con ellas, la expres1on a;, de la explosión en O, análoga a (3.2.6). 
En estas coordenadas ('(1>) =O y :F 1 está generada por el campo de vectores 

Y.;((')= ¿7:,,, Y.;.;CC:'):r;;, donde 

Y.:' (,.') - { Y.,(a;,((')) 
.,.; .,, - e,:;, -l[}j(u;,((')) - ((;'+>.,)Y.;_.,(('))] 

si j = .s~ 

si j # .s2 

(3.2.16) 

(3.2.17) 

Lema 3.2.3 Sea A la parte lineal (3.2.1) del campo de vectores Y. definido por (3.2.2). 
A Si A contiene solamente un bloque de Jordan con valor propio :3, es decir, si c1 # ¡3 

para todo l = 3, ... , r, entonces la 1ínica singularidad de :F 1 en u., -l (O) es el punto q., 
[O, ...• 1, ... ,O], (con el 1 ocupando la posición s2). 

B Si por el contrario, A contiene más de un bloque con valor propio /3, es decir, si 
Ci¡ = /3 para alguna (o algunas) l; E {3, ... , r}, entonces las únicas singularidades de :F 1 en 
u., -l (O) son los puntos de la forma 

JJ., = [O, ... , 1, ... ,O,>.,,,, O, ... ,>.,,,, ... ], 

donde el 1 ocupa la posición ... ~ 2 y los .>t .. 1_, ocupan las posiciones s1_,), cuando c,.1 = /3. 

Dc1n.ostraci6n. Es de nuevo consecuencia de aplicar el Lema 3.2.0 a la parte lineal A 
de Y: los espacios propios asociados al valor propio q;, = ¡3 son los que indica el enunciado 
del lema. D 
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Proposición 3.2.4 Todas las singularidadc-~ dc> :F 1 en o;:,1 {O) :-;011 esquinas sin1ples. 

Dcrnostració11. La demostración es corno la del Proposición 3.2.2 y consta igualtncnte 
de tres partes: la primera es construir sistema.....: de coordenadas adaptados a las singular­
idades que indica el Lema 3.2.3; la segunda. calcular la expresión dC' los generadores 
{3.2.7) en estas coordenadas y, la tercera, comprobar qu<' éstos verifican las condiciones dC' 
la Definición 3.1.5. Como la expresión de los generadores varía si la dimensión rn2 del 
segundo bloque A;'12 de A es mayor o es igual a uno, el cálculo se dividirc:Í en dos partes. 

2.1 711'2 > l. 
Las coordenadas (' de (3.2.16) sujetas a las siguientes condiciones 

(' = { (• - "· 
k (k 

Si k = S¡ y C¡ = {3 
en cualquier otro caso 

(3.2.18) 

satisfacen que ('{p .• ,) =O. 
En estas coordenadas, el generador Y.;((') de :F1 se obtiene sustituyendo (3.2.18) en 

{3.2.17). Su expresión es 

) ( 1 -/3 
1 

) (~ 

1 - /3 
1 

1 

1 - {3 
) ( 

({ )- C<;,_,) ( 

c;:nl 

({ 

) + ... 

(3.2.19) 

( 

(.'n,+1) 

c::z-1 
+ ... 

(3.2.20) 

Y.; .• ,((') {3(;, + (;,(;,_ 1 + g_.,oa;,(<,;'), 

sil= 3, ...• r y 

( 

Y.;,.,_,+1((') 

Y.; .• ,((') 

) (o ~p 
1 

sil= 3, .... r 

( ><;_.,_,, .. ((') ) 

Y.; ... ((') 
(~ 

1 

C¡ # 1 

( 

(;,_,+I ) 
- ((:,-1) + ... 

e:, C¡ - 3 
(3.2.21) 

y q= 1 : 

c;;¡_1 .. l c:i-1+1 ) )( . )- '~·-·' ( + ... 

o ( .. + >.., e:¡+~ ... , 
(3.2.22) 

Donde los puntos suspensivos ( ... ) indican términos en el ideal ((;,) generado por (:,. 
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2.2 Si Tnz = 1, entonces s:.? = Tn1 + 1 y, cou las sustit.ucionc~ (3.2.18) en (3.2.17), la 
expresión del generador Y,;((') de :F 1 que sc obtiene e.-

1;;. 1 ( (') e;; [ 1 - {3 + ... ] , 
Y.;,j((') (1 - ¡3)(j + <;J-1 + ... 

Y.; .• ,((') 

sij=2, ... ,1n1. 

G.,+1[/3 + (gm,+1 oa~,.+1)((') ]. 
<;;, [¡3 + (gno, +1 O O:,) ((')J. 
Si l = 3, ... , r y e, # ¡3 : 

(e¡ - {3)(:<->+l + ... 
(q - {3)(j + <J-1 + ... 
si j = s1-1+2, ... ,s,. 
Si l = 3, ... , r y e,= ¡3 

Cci - .6)<L,+1 + ··· 
o+ ... 
(q - {3)(j + (j_, + ... 
<J-1+ ... 
si i = S/-1 + 2, ... , S¡ - 1 
(q - {3)((:, + .x •• ) + c;;:,-1 + ... 
<:,-1 + ... 

(3.2.23) 

Donde los puntos suspensivos( ... ) indican términos en el ideal ((~,+ 1 ) generado por (~,+l· 
Observe que la expresión (3.2.23) puede obtenerse de la del generador Y.;((') de :F 1 del 

caso 2.1 anterior, onútiendo el bloque (3.2.20) y sustituyendo <;;
2

_ 1 por O en las expresiones 
(3.2.19), Y.;,.,C<'), (3.2.21) y (3.2.22). 

Pasamos ahora a concluir la prueba. 
Sea EJ el transformado estricto ((Í =O) del hiperplano (z1 =O). :F 1 está adaptada al 

divisor D1 =E, + EJ definido por ((Í(;, =O). 
Surgen dos casos: si {3 en (3.1.9) es O, entonces lo núsmo es cierto en las expresiones 

(3.2.19), (3.2.20) y (3.2.21) correspondientes al caso 2.1 y en la expresión (3.2.23) corre­
spondiente al caso 2.2. En esta situación, la prueba se completa como en los casos 1.1 y 
1.2, respectivamente. 

Si ¡3 ,¡.O, dividimos en (3.2.19), (3.2.20), (3.2.21) y (3.2.22) por 

CG,1) · Y.;, . .,((')= {3 + c::,_1 + g,,oo:,CC:'), 

y en (3.2.23) por 
ci;.;; 1

). Y.;,.,((')= (¡3 + 9200;,((')). 

Como 1/¡3-1 ~ Q+, podctnos concluir en los casos 2.1 y 2.2 que los puntos p., son esquinas 
simples, t.omando z 1 y z 2 de (3.1.9) respectivan>entc por <;;, y ({. O 

Caso a. Singularidades asociadas con los bloques A;;' de A, k = 3, .. ., r. 

Sea k E {3, ... , r} fijo. En las coordenadas (3.1.3) alrededor de q,. (definido por (3.1.4) 
con k = sk), la explosión (3. 1.1) está dada por 

(,. ,. ) { <:.. (; º•"i '>I• ••• , '>m = ,-
"'• 
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z:f,. si j = sk 
(3.2.24) 



En estas coordenadas, ((q .•• ) = O, Ei : ((., = O) y :F 1 est.>1 generada por un campo de 
vectores 17,.(() de la forrna (3.1.8), con k = "•· 

Sigu..iendo el argumento de los casos anteriores, para cada punto 

J>= [..\1., ..... Am 1 1 ••• ., ..)."Z' .•• , ..).a•-1' 1, ..X.,4-+J, ..... .>., .. -1. >-., 1 , Aa,+J, ···"-rn) E a;,,1 (0) 

se definen las coordenadas ('análogas a (3.2.5) sustituyendo·•• por rn 1 : 

si 
si 

y con ellas, la expresión o;. de la explosión en O, análoga a (3.2.6). 
En estas coordenadas ('(¡>) =O y :F 1 está generada por el can>po de vectores 

Y.;((')= L:j!., Y.;,,.C(')J',;_;, donde 

Y' (,-') _ { Y..(o;,((')) ... ,. ... - <::. _, [ }j(o;, ((')) - e<:;+.>.,. p;: .•• (('))] 
si i = Sk 

si j =F sk 

(3.2.25) 

(3.2.26) 

Lema 3.2.5 Sea A la parte lineal (3.2.1) del campo de vectores Y. definido por (3.2.2). 
A Si c., = 1 y e¡, = 1 para alguna (o algunas) l; E {3, ... , r} \ {k}, entonces las únicas 

singularidades de :F 1 en ª•• - 1 (O) son los puntos de la forma 

Pk.1 = [0, ... ,11m, •... ,O,l,0, .. .,0.11.,,,0, .. .,1,.,,. ... .,0] E o;;,'(O) 

donde el 1 ocupa la posición s.., yµ • ., =FO si y sólo si e,, = l. 
B Si c.,= /3 y e¡,= /3 para alguna (o algunas) l, E {3, ... , r} \ {k}, entonces las únicas 

singularidades de :F 1 en ª•• - 1 (O) son los puntos de la forma 

p¡.,,2 = [0, ... .11,,. ... ,0,l,0, ... ,0.11 • .,,0, .. .,1, • .,, ... .,0) E o;,'(O) 

donde el 1 ocupa la posición s.., y I'•" =FO si y sólo si e¡, = {3. 
e Si Ck =F 1, e¡, =F f3 y e¡,= C¡,, para alguna (o algunas) l; E {3, .... r} \ {k}, entonces las 

únicas singularidades de :F 1 en o,, -I (O) son los puntos de la forma 

p¡,,1 = [0, .. .,0, l,0, .. .,0,.>.,,,,0, .. .,.>.,,
2

, ... .,0) E u;;,1 (0) 

donde el 1 ocupa la posición sk y .>..<; =F O si y sólo si e¡, = c.,. 

Dcm.ostración. Como en los lemas 3.2.1 y 3.2.3, la demostración es consecuencia de 
aplicar el Lema 3.2.0 a la parte lineal A de Y, pues los espacios propios asociados al valor 
propio ck son los que indica el enunciado del len1a. O 

Observación 3.2.5 Las singularidades p,., 1 del inciso A del Lema 3.2.5 conciden 
con las del inciso B del Lema 3.2.1. Del mismo n1odo, las singularidades p,.,2 del inciso 
B del Lema 3.2.5 son la.~ que considerarnos en el inciso B del Lema 3.2.3. Ya hemos 
probado, respectivamente en las proposiciones 3.2.2 y 3.2.4, que estas singularidades son 
esquinas simples. 

Proposición 3.2.6 Todas las singularidades de :F 1 en o;;_1 (0) son esquinas simples. 
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Dc1no.qfraci61t. Por la observación anterior, restan sello por considerar las singularidadc...~ 
del inciso C del Lema 3.2.5. La demostración sigue el ntlsmo esquema que la de la" 
proposiciones 3.2.2 y 3.2.4 anteriores. 

3.1 1nk > 1. 
Las coordenadas (' de (3.2.25), sujetas a las siguientes condiciones 

(~ = { (..,, - .X.,, si j = S¡, y C¡, = Ck 

' <;; en cualquier otro caso 
(3.2.27) 

satisfacen que ('(A,1) = O. 
En estas coordenadas, el generador Y.; ( (') de :F 1 se obtiene sustituyendo (3.2.27) en 

(3.2.26). Su expresión es 

(3.2.29) 
Sil= k: 

Y.;, •• _,+l ((') ) (~ .H c:._¡+1 )- ((;,_.) ( c;;._1-l 

) + ... (3.2.30) 

Y.: .•• -1 ((') 1 <;;.-1 c::.-1 
( 

Y.; .•• ((') (:. ( Ck + (;.-l + (g., o a,.)((')). 

Si l = 3, ... , r, l # k y c,#c,,: 

Y.;,,,_,+I ((') ) ( 
q - Ck 

)( c:::-1.+) 
)- cc,_,J ( 

<:1-1+1 

) + 
1 

Y.; .• , ( ( ') 1 Cl - Ck (;, c;I 
( 

(3.2.31) 
Si l = 3, ... , r, l # k y e¡ = ck : 

( 
Y.; .• :-·t''.(') ) ( ~ ) ( (;,_,.+! )- ((;,_,) ( ~·;: ) + ... 

Y. ... , (( ) 1 o (;, + .x., (., + ., 
(3.2.32) 

Donde los puntos suspensivos ( ... ) indican térntlnos en el ideal (t:;;.) generado por (:.-
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3.2 "'"=l. 
PucdC' verificarse' qu<' la expresión del gcncr,,dor Y.;((') de :F 1 correspondiente al caso 

•nk = 1 s<> obtiene sustituyendo <;;: _1 := O en las expresiones (3.2.21'). (3.2.29), Y.'. (('), 
(3.2.31) y (3.2.32), y omitiendo c·l• bloque (3.2.30) en la expresión del generador •Y,;((') 
correspondiente al caso 3.1 anterior. 

Procedemos ahora a concluir la prueba. 
Si 1n1.: > 1, considcrernos las siguientes componentes del generado:- Y.:.j ((') de F 1 

Y.:.1 ((') 
Y.:. m¡+I ((') 

Y.: .•• ((') 

Y.: .• ,((') 

Y.: .• .cn 

({[1 - Ck - i::,-1 + ... ], 
(~,+11/3 - "" - <:.:.-1 + ... ], 
<::. [ Ck + C.-1 + ... J. 
Si C¡ = ""' 
(e, - Ck)(C::, + A.111,) +e;,_) cc::j + A"Jc:.1;-l "T'" -·-

<::,-1 - (<;;;, + .!I,,)(;, -1 + ... 
Sic¡# ck: 

(c1 - ck)<:;, + <:.:,-1 - (<;;;, + A,,)(;,-1 + ··· 

(3.2.33) 

Corr1.o Ck/(1 - c.) y (B - c.)/(1 - Ck) no 71ucdcn estar sit11ultá11earncnte en Q>+, si 
/3 no lo está , entonces surgen dos posibilidades: 

[i J (/3 - ck)/(1 - e¡..) es un racional estrictamente positivo. 

Consideremos EJ, el transformado estricto (({=O) del hiperplano (z1 =O). :F 1 está 
adaptada al divisor D 1 = E 1 + EJ, en estas coordenadas definido por ((;, ({ = O). 

Dividiendo en (3.2.33) por 

(({)-I ' Y.;, 1 ((') = 1 - Ck - i::,-1 + ··· 
concluimos que las singularidades P1t.:,l son esquinas simples: las coordenadas z 1 y z 2 

de (3.1.!J) son ahora ({ y <;;;, respectivamente, con /3 = Ck/(l - e,.). 

[ii J Si ahora ck/(1- c.) es un r"cional estrictarnentc positivo, puede ~·erificarsc fácilmente 
que, entonces, (/3 - Ck) / Ck 110 lo es. :F 1 está adaptada al divisor F 1 = E 1 + FJ, donde 
FJ denota ahora al transformado cst:rirto (~11 + 1 del hipcrplano .=-.1 ...... 1 =O. Dividiendo 
en (3.2.33) por 

ci:;,)- 1
• Y.: .•• ((')= ck + i::.-1 + ... 

concluimos que los Pk.I son esquinas simples: las coordenadas z 1 , z 2 y z,, de (3.1.9) 
corresponden respcctivarnentc a <;;;,. (~,.+l y ({ y /3 corresponde a (¡3 - Ck)/ck· 

Esto concluye la prueba de la Proposición 3.2.6. D 

Proposición 3.2.7 Si ni E {s,,.~2,sk}, entonces todas las singularidades de :F 1 en 
o;;.1 (O) son no-dicríticas. 

Dc•nost7'a.ci6n. Los térntlnos lineales de los generadores de :F 1 alrededor de sus puntos 
singulares no son rnúltiplos del carnpo vectorial radial, según se desprende de (3.2.10) y 
(3.2.11) si rr> 1 > 1 y de (3.2.14), si 7711 = 1, para el primer caso; de (3.2.l!J) y (3.2.20) si 
1n2 > 1 y de (3.2.23), si 1n2 = 1 para el segundo y de (3.2.33) para el tercero. D 

El Teorema 3.1.7 es consecuencia de las proposiciones 3.2.2, 3.2.4, 3.2.6 y 3.2.7. 
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4 Un teorema de suficiencia de jets 

Sea ... Y un gérnH'"n 0110d.Je=rampc> de vector~ laolun1orfo en cn...-l, n ~ 2. de n1ultiplicidad 
algebráica d + 1~ d ~ =i. E!'t.a.rnos ¡wn:o:.a.ndo entonce:-> en n + 1 seri~ de> pot.encia...; 
convergentes en algun~ YL<lnda.d común d~ O, cuya pritnera cornponc>ntc> ho1nogénea 
no nula ocurre en gmd-<=:> ¡/-+] _ 

En est.a 8ección obtl'11d.lr:-cnu1s condicionL~ :-;ufici<'ntcs en el jet de• orden d + 2 de ... Y que 
garant..izan que el gcm-.aeen ... l; no tiene scparatric~ por el O. 

Para establecer 0'tas c:::ondicione:;, hcuios optado por definir un suhconjunto V del 
C-espacio vectorial (d~ dimensión finita) dü can1pos de vectores polinon1ial~, cuyos 
térn1inos homogém'Os %nao nulos ocurren solamente en grados d + 1 y d + 2. 

En est.e capítulo non~~ocu¡>a.ren10:=; del probleina de n1ostrar que V es no vacío: tal e; 

el contenido del cnplh.=iIJosiguíentc. 

Definición Una scpa..a.rrntri1. de un germen de campo de vectores holomorfo X en O en 
e~ es un germen de cnrv->=i 1111nlftica reducida C en O tal que X restringido a C \ {O} es 
tangente a C. 

A lo largo de este cnpm•ulo, ~ denotará al ideal maxin~al en Oc·-• .o· 

Definición 4.1 De=ot.arcmos por V 

m~2+1 .o . Bc..+t ,O 
-VcL'(n+ 1,d+ 1) = -~~----

m;(!.;'., ·º . <9c··· ·º 
(4.1) 

al subconjunto del <C-cs¡=.:acio vectorial de campos de vectores polinomiales homogeneos 
en cn+l, con términos 11<= nulos solamente en grados d + 1 y d + 2, formado por aquellos 
campos de vectores {X} c::quc si.~.isfacen las siguientes condiciones: 

(a) X es no-dicriticoei= O yl>~ foliación adaptada en ((;"' inducida por X y la explosión 
en O, :F l 1 E, rcstr::i =ngich1 al divisor excepcional E, tiene solamente singularidades 
aisladas y, en cmla -ma de ellas, la parte lineal de :F 1 tiene valor propio normal a E 
no nulo y repethlo c::i:un alguno de los que son tangentes a E. 

( b ) En cada punto sln~nlar, el bloque de Jordan asociado al valor propio normal es no 
setn.isimple. 

( c ) En cada punt.o sl11~-.n1hu, los cocientes del valor propio repetido con los valores propios 
distintos restantes :.10 son .. racionales cstrict.an1cntc J>ositivos. 

Observación 4.1.l :&:n C2
• los conjuntos de catnpos de vectores V e L'(2, d + 1) así 

definidos son vacíos: p()llOD' uu la.do, por cada punto singular J> E E de :F 1 solamente hay 
un valor propio tangcnt=.~ y, si éste coincide con el normal, entonces todos los cocientes 
valen l. Por otro lado, """-<te cociente de valores propios resulta ser lo que en (5) (p. 285, 
Observación 2.1) se dcfiii•m CO!I10 el íudice cu p de :F 1 relativo al divisor excepcional E. 
Por la Proposición 2.2 C[ifij p.586), la suma de estos índices sobre todas las singularidades 
]>de :F 1 en E es igual~ -1. 
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Observación 4.1.2 Sean X un campo d<' vectores en V y 1' en E, una singularidad 
aislada de ::F 1. Sea z un sistema coordenado en ii:::"+I alrededor de 1' tal que z(11) = O y el 
divisor excepcional E está de-fin.ido por (z1 = O). En estas coordc-nada..,.., :F" 1 est.á generada 
por un campo de vectores Y, cuya parte lineal podemos suponer eu forma canónica dc~ 
Jordan. 

En la notación de (3.2.2), y con las convenciones anteriores, laf' condiciones (a) y (b) 
de la Definición 4.1 implican que Y tiene la siguiente forma: 

8 D 
Y(z) = z 1( a+ h 1(z)) l>z, + ( z, + az2 + h2(z)) éJz, + 

(4.2) 

dondesr=r1+l,aEC',h1 E m; hj Em2,j=2, ... ,Tl+l. 

El valor propio normal a E es a E C' y hemos denotado por { ck} k~ •...• • a los valores propios 
restantes. 

La condición (c) de la Definición 4.1 es necesaria para rnostrar que las singularidades 
de la forma (4.2) generan, al ser explotadas, singularidades en forma de esquina simple. 
Ese es el contenido de la siguiente 

Proposición 4.2 Sea :F la foliación inducida por (4.2) en una vecindad de O E C"+'. 
Sea :F 1 la foliación adapt.ada en Cm inducida por ::F y la explosión en O y sea E 1 el divisor 
excepcional invariante. Sea EJ el transformado estricto del híperplano E : (.:: 1 = O) y sea 
D1 el divisor D, = E 1 + EJ. Supongamos ade1nás que, cuando ek # a, se cumple que 
ck/ a <f. Q>+, k E {3, ... , TI+ 1}. Entonces la foliación :F 1 está adaptada al divisor D 1 y todas 
las singularidades de :F 1 IB, son esquinas simples. 

Dc1n.ostración. Dividiendo en (4.2) por a+ h 1 (z) y haciendo un cambio de coordenadas, 
podemos suponer en (4.2) que /1 1 (z) =O , que a= 1 y que los restantes valores propios 
son Ck = ek/a, k = 2, ... , r. 

Siguiendo la notación de la demostración del Teorema 3.1.7, con ?n1 = 2, uno calcula 
los generadores locales 

x:, ((') = f, x:,.j((') g,.! 
j=l ~J 

de :F 1 • De la expresión (3.2. 7) correspondient.e a X, se obtienen, en particular 

-({[ (í + cc:n-1 (g,oa,)((')], 
(:!( 1 + (,') + (9200-2)(('). 

Si alguno (o algunos) de los valores propios ck es igual con a, entonces las singularidades 
de :F 1 en o-¡ 1 (0) son los puntos 1> •• , definidos por (3.2.8), en la demostración del Teorema 

30 



3.:1.7. Si, por el contrario, Ck #a, entonces la única singularidad de :F 1 en u:¡- 1 (0) es el 
punto q,, como se definió en (3.1.4). Cualquiera que sea el ca!'o, dc la expresión anterior 
se concluye que son esquinas simples: z 1 y z 2 dC' (3.1.9) corresponden respectivarnc•nte a e;; 
y (í; /3 a O. 

Para probar que las singularidades de> :F 1 en u;J. 1 (0) son esquinas simples, los términos 
relevantes de los generadores de :F 1 son, para el ca.so en quP 7n;... > 1 

x: .. ,(C:') 
x: .... ((') 

(Í[ 1 - Cka-l - (:,-1 + ((;,)- 1(9 .• ,00,,)((')j, 
e;:,( Cka- 1 +e;;,_,)+ (g,.oo,,)(('), 

y las expresiones que se obtienen de éstas sustituyendo <:"_ 1 = O. para el caso en que 
1n¡, = 1. La prueba se completa con el mismo argumento del Caso 2 del Teorema 3.:1.7, 
con ¡3 = eka- 1. D 

Observación 4. 2. :1 Si X es un germen en p del generador de una foliación por curvas 
:F de la forma (4.2) y µ(:F,p) > 1, entonces ck =O para algún k E {3, ... , n + 1} y las 
singularidades de :F 1 en el abierto Uk e E, (3.1.3) son esquinas simples. 

Lema 4.3 Sea X un germen de campo de vectores holomorfo en O E C"+ 1 , de 
multiplicidad algebraica d+ 1 tal que su (d+ 2)-jet está en V. Sea :F 1 la foliación adaptada 

en e"+ 1 
inducida por Y y la explosión en O. Entonces Y tiene una singularidad aislada cu 

O y satisface las condiciones (a), (b) y (c) de la Definición 4.:1 . 

De1nostración. Por la Proposición 3.1.3, la foliación :F 1 IE es isomorfa a la que se 
obtiene por E(d) (2.1.3) en CIP'" por los términos de grado d+ 1 de Yy el (d+ 2)-jet de Y 
determina a la part.e lineal de :F 1 en las singularidades en E, lo que prueba que Y satisface 
las condiciones (a), (b) y (c). 

Sólo resta mostrar que Y tiene una singularidad aislada en O y para ello basta probar 

que :F 1 tiene singularidades solamente en E, porque u es un biholomorfismo entre c"+'\E 
y C"+'\{O}. 

De hecho mostraremos que :F 1 tiene singularidades aisladas en E. Sea p E Sing:F 1 

y sea z un sistema coordenado en el que z(¡>) = O, E está dado por (z1 = O) y :F 1 está 
generada por un can1po de vectores X de la fonna (4.2), con 7n = n +l. Entonces 

(z1, Z2 + 92, C-.;JZ3 + h3, ... , C,.1+JZn+l + hu-+-1) 

Oc·.o = dim 
(z2 + 92(0, Z2, ... , Zn+J), C3Z3 + /,3(0, z,, ... , Z,.+J), ... , C..,+JZnTI + hn+1(0, z,, ... , ZnTJ)) 

= 1~(:F, IE.o) < oo 

o 

Proposición 4.4 Sea l' un germen de campo de vectores holomorfo en O E C"+ 1
, 

con una singularidad aislada en O de la fonna (4.2) y que satisface las condiciones de 
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la Proposición 4 .. 2. Entonces todas las S<'paratriccs dc- Y por O están contenidas cu el 
hipcrplano z 1 = O. 

Dc1nostrac'ió11. Supongan1os que Co es un gcr1ncn de curva analítica irreducible por 
o E en-+] QUC' es tangente~ a y y no está contenido en el plano Z] = o. Sea 011 02, ... , Or una 
sucesión de explosiones qu~ dcsingulariza a Co, cou C.i la transformada estricta de Cí-l 

bajo ºí• 1~ =O y {1~} = c,no,- 1 (1>1- 1 ). Sean .:Fo la foliación definida por Y y .:F, la 
foliación adaptada inducida por F j-I y ªJ . Podernos suponer, aplicando más explosiones, 
que Cr-J no es tangente a ninguna componente irreducible de (o 1 o ... o Or-i)- 1 (0), de 
01anera que Cr int.ersecta a (o 1 o ... o or)- 1 (0) solmnentc en Er. Por la Proposición 4.2 
y el Teorema 3.1 .. 7 , la....'i foliaciones F .i son no dicríticas en cada dh.dsor excepcional y 
sus puntos singulares son esquinas simples. Sin embargo, el punto Pr E Gr n Er es una 
singularidad de :F r (porque Cr \ { Pr} es una hoja de :F r y Er es invariante por .:F r) que no 
es una esquina simple porque sólo está en una componente irreducible de (o 1 o ... o or)- 1 (O). 
Est.a contradicción al Teorema 3.1.7 demuest.ra la Proposición. O 

A continuación, demostraremos el teorema principal de esta sección. 

Teorema 4.5 Sea X un germen de can1po de vectores holomorfo en O E C"+ 1 de 
01ultiplicidad algebraica d + 1 tal que su (d + 2)-jet pertenece al conjunto V definido en 
(4.1). Entonces X no tiene separatriz por el O. 

Dcrnost1-ación. Sea .:F l la foliación adaptada en c"+l inducida por X y la explosión en 
O. El divisor excepcional E es invariante por .:F 1 y, por la Proposición 2.4, Sing(.:F 1 IE) 
consta. únicamente de singularidades aisladas. En cada una de ellas, :F" 1 satisface las 
condiciones de la Proposición 4.2 y, en consecuencia, la Proposición 4.4 puede aplicarse 
para concluir que todas las separatrices por los puntos singulares de .:F 1 están contenidas 
en E. Una separatriz de X por O se levanta en una separatriz de .:F l por algún punto 
singular de :F 1 IE pero no contenida en E; así es que X no puede tener una separatriz por 
o. 
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5 Teoremas de Existencia 

Sean n ~ 2 y d 2::: 1 enteros fijos. Sea X un germen en O de campo de vectores holomorfo 

en en+!, de mult.iplicidad algebraica d+ 1 y Sea :F X la fo\iacié>n adaptada en Cn~I inducida 
por X y la explosión en o. Sea E el divisor excepcional e que es invariante por :F X). 

En el capítulo anterior obtuvimos condiciones suficientes en el jc>t de orden d + 2 del 
campo de vectores X para que éste no t.cnga s<'paratriccs por el O. 

El conjunto de campos de vectores polinolll..ialcs { 1V} con componentes homogénea.~ no 
nulas sólo en grados d + 1 y d + 2 tiene una estructura natural de C-espacio vectorial de 
dimensión finita, diga1nos c•\f+l y, asociada a ésta, una estructura de espacio proyectivo 
pAf. Este último es un espacio de parámetros natural en el que nos propone1nos obtener 
ecuaciones que garanticen las condiciones de no existencia de scparatriccs. 

La idea es la siguiente: escoger conven.icntcrncnte un conjunto finito de puntos Z en E, 
y buscar ecuaciones, en los coeficientes de> ll~, que> garanticen que el conjunto singular de 
:F w IE sea Z y qur la part<' lineal de :F w IE, en cada punto 1> en Z. satisfaga las condi­
ciones de valor propio repetido, 110-scrn..isi111plicidad y de cocientes de> valores propios que 
garantizan no existencia de scparatrices. Si uno consigue resolver el sistema de ecuaciones 
así obten.ido, habn'Í con.seguido ejc1nplos de fatnilias de gérmenes de• campos de vect.ores 
sin separatriz. 

Para llevar a cabo este plan, la Proposición 2.2.6 es relevante: si uno impone condi­
ciones de modo que en t.odo punto pen Z, la n~nltiplicidad µ(:F w ¡¡;;, p) de la foliación en 1' 
sea igual a 1 (en otras palabras, que :F w IE sea no degenerada), entonces, como la posición 
de los puntos p en Z determina completamente a :F w IE, en particular la parte lineal de 
esta foliación en los puntos Z ya estaría detcrnllnada y entonces, desde> el momento en que 
uno elige al conjunt.o Z, uno tendría que arreglárselas para garantizar las condiciones de 
valor propio repetido faltantes. 

Lo que haremos entonces es escoger Z con "pocos" puntos e imponer condiciones en 
los coeficientes de H·º para que algunas multiplicidades I' (:F w IE• p) de los puntos p en Z, 
sean cstrictamcnt.c rnayorcs que l. l\.1ost.raremos que esta. elección del conjunto singular Z 
sí permite escribir las condiciones sobre la parte lineal de F \\' IE· 

Para ca.Inpos de vect.orcs en C 3
, probaremos que el sistema de ecuaciones así obten.idas 

tiene soluciones, es decir, exhibiremos familias de gérrnencs dC' campos sin separat.riz. Este 
es el cont.cn.ido de la primera sección de est.c capítulo. 

En la segunda sección, mostraremos cómo se obtienen. sistcn1a.s de> ecuaciones similares 
para carnpos de ve-et.ores en <C~, aunque no exh..ibircrnos soluciones. 

5.1 Familias de gérmenes sin separatriz en C 3 

En e;t.a sección construiremos una faniilia no vacía lV de can1pos de vectores polino­
miales ",.en C 3 ' con térn1inos hon1ogenro:.; no nulos sola.n1cnte en grador; d + 1 y d + 2, 
tal que todo gcrn1cn en o de campo de vcctore:i en C 3 

, de 1nultiplicida.d algebraica 
d + 1 cuyo (d + 2)- jet. pertcnL'<"C a l'V, no tiene scparatriz por O. 

La..,;; condicione:-; que definen a la farnilia )'\) c:-;tán inspiradas en la..:; que definen al 
subconjunto V del capítulo anterior, con dos salvedades. La primera e; que el conjunto 
singular de la foliación adaptada .:F l a."'ociada a un catnpo de vectores \.-\' E W está 
contenido en una línea proyectiva C, in\•ariante por :F 1; Ja segunda diícrencia está en 
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la condición sobre los cociC"ntc8 du los valores propios dP la parte linC"al de- :F 1. Est.a 
condición se utiliza para probar qu(> toda..;; las :o;cparatriccs de :F" 1 están contc-nidas en 
el divi..;;or excepcional {ver el punto 5 en la Observación 5.2, adelante-). 

A lo largo de esta sección, m denotará al ideal maximal en Oc' .o y d a un entero 
mayor o igual que l. 

Sea .C e E ::::: el!"" una línea proyectiva fija y sea Z = {1'• E .C \ k =O, 1, ... , d + 1} 
un subconjunto de d + 2 puntos distintos en ella. 

Definción 5.1.1 Denotaremos por W 

m~~ · B010 w e d~:, e . 
meo.o· C3,o 

(5.1.1) 

al subconjunto del e-espacio vectorial de campos de vectores polinomiales en e"' con 
términos homogeneos no nulos solamente en grados d + 1 y d + 2, formado por aquellos 
CaIIlpos de vectores { H'1 que satisfacen las siguientes condiciones: 

( i ) 1Ves no-dicritico en O y .Ces invariante por la foliación adaptada .:F 1 en C 3 
inducida 

por 1V y la explosión en O. 

( ii Cada p¡., en Z es una singularidad de .:F 1 • 

( iv La parte lineal de .:F ¡ en cada p¡., en Z tiene v-<llor propio normal a E no nulo y 
repetido con alguno de los que son tangentes a E. 

( v ) Para cada ¡>¡,.en Z, el bloque de Jordan asociado al valor propio normal es no semisim­
ple. 

( vi ) Para cada p¡., en Z, el cociente del valor propio repetido con el .,.-.. lor propio distinto 
restante es un número complejo que no es de la forma 1 / r• con n E N\ { 1}. 

Observación 5.1.2 Sea Hó un germen de campo de vectores holomorfo de multiplicidad 
algebraica d + 1, cuyo jet. 1V de orden d + 2 está en W. Sean :F "ñ y .:F w las foliaciones en 
C3 

inducidas por la explosión en O, respectivamente por H[, y lV. Entonces 

1 Por la Proposición 3.1.3 estas dos foliaciones coinciden al restringirlas al divisor 
excepcional E. En particular tienen el ntls1no conjunto singular y part,e lineal en E. 

2 Por la Proposición 2.2.2 , una foliación por curvas .:F E .:Fol(d, CIP2
) tiene d'+3d+3 

singularidades aisladas, salvo multiplicidad. Si :F tiene una línea C invariante, la 
núsrna Proposición 2.2.2 muestra que por lo rr1cuos d + 2 de ellas están en .C. 

3 Los puntos p¡,. E Z e E de la Definición 5.1.1 son singularidades aisladas de la 
foliación .:F w y Hó tiene w~a singularidad aislada en el O: por un lado, las condiciones 
( ii ) y ( iii ) implican, por la Proposición 2.2.5, que Sing(.:F w !E) = Z y consiste 
sólo de singularidades aisladas; lo anterior, junt.o con las condiciones ( iv ) y ( v ), 
nos coloca en las hipótesis del Lema 4.3, del que se sigue la afirmación. 
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4 Por la Proposición 3.1.3, las condiciones ( i ) a ( iv ) y ( vi ) dependen sola1ncnt<> 
de ln parte d+ 1-homogénea de l\,"". Los t.értniuos de grado d+ 2 intcrvicnPu solan1cnte 
en ( v ). 

5 La condición ( vi ) es necesaria para mostrar que toda scparauiz de :F "º por algún 
punto singular 14 en Z está contenida en el divisor excepcional E ( ver la suhsección 
5.2.4, en el Caso 3.2, el Caso resonante [R2] ). Esta varianr<' d<' la Proposición 
4.4 se probará construyendo una for1ua 11or111al para campos de vectores singulares 
en CC3 que tienen un divisor invariant.e (ver la Proposición A en el Apéndice ). 

Para hacer explícita la dependencia de la foliación :F 1 del crunpo n·, algunas veces la 
denotaremos por :F._,. 

Iniciamos ahora la construcción de la familia W de Ja Definición 5.1.1. 
En esta sección y en el Apéndice, cuando hablemos de un campo r-homogéneo nos 

estaremos refiriendo a un campo de vectores polinomial homogéneo d<' grado r en <C3
• 

Denotaremos por W al <C-espacio vectorial de campos (d+l)-homogéneos. Su dimensión 
es (3.P + 15d + 18)/2. La dimensión de su espacio proyectivo asociado JPW es entonces 
(3á- + 15d + 16)/2. 

Sea o : Cª _. C 3 la explosión en o y cscoja1nos coordenadas en C,
3 

en las que o está 
dado por 

(5.1.2) 

y el divisor excepcional E ::= CCIP2 , por (z 1 = O). 
En las coordenadas anteriores, sea .C Ja línea definida por (z3 = O) y sea 

Z = {(O,z,,O) E .C : z2 (zg .. i - 1) =O}. 

Z consist.e del origen y de las raíces (d + 1)-ésimas de Ja unidad en .C. 

Proposición 5.1.3 La familia de campos de vectores (d+ 1)-homogeneos cuya foliaci6n 
adaptada :F 1 es singular en Z y deja invariante a la línea .C, consiste de los campos de 
vectores lV de la forma 

donde a E CC', l;;, P;; y q;; denotan a los parámetros de la familia. Esta fan,ilia es de hecho 
una subvariedad proyectiva de IPW de codimcnsióu 2(d + 2). 
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Dc1n.o .. c¡fra ció11. Las coordenadas (z2, Z3) corresponden a la!"' coordenadas afines ..p1 ( Ui) C 
C 2 en el abierto U, e E, definidas en (2.1.1). La expresión 

X l.c= az2(zg- 1 - 1) 8~2 
preasigna las singularidades de un campo de> vectores X en la línea invariante (z3 = O). 
Usando la Proposición 1.23 en [12), uno extiende esta expresión a la e>..-presión local de una 
sección X E Hº(<CIP", 8JP'(d)): 

[az2 (zg+i - 1) + z3(Pg + z2Ld)] 8~2 
[ d+1 L Qd] 8 + Z3 az2 + z3 d + 0 az

3 

X2_!!_ + X3_!!_ 
8z2 8z3 

(5.1.3) 

donde Ld = L:.+j=Jl¡..;z4z1 , qg = L.1+j=O q¡..;z4z~ 

Sea ll : <C3 
- {O} ---+ <CIP"' la proyección natural. Es sencillo comprobar que la derivada 

de ll satisface Dll( 1V) = X. El campo X satisface 2(d + 2) ecuaciones lineales inde­
pendientes en IP'W que corresponden a escoger la línea invariante y las singularidades en 
ella. 

Por otro lado, la foliación :F 1 en C3 
inducida por 1Vy la explosión (5.1.2) está generada 

por 

1 --;¡(Do) 1 1V(z¡, z 1z,. Z¡Z3) 
Z¡ 

z, l'Vi(l, z2. z3) a~ + ~[ Hi - zk n¡](1, z,. z3) 
8

8 
....,1 k=2 Zk 

por lo que fV(O, z,. z 3 ) X(z2, z 3 ). 

Por construcción, la foliación :F 1 = :F"". tiene singularidades 
]JO = (O, O, O) y J'k = (O, w'-". O), k = l, ... , d + 1, donde w = c2~i/(d+l). 

en los (d + 2) puntos 
o 

Por la sucesión de Euler torcida, para cualquier polino1nio homogéneo H de grado d 

el campo d + l-ho1nogéneo 

H = L 11;.;.kx;x¡;x~ (5.1.4) 
i+j+k=d 

3 a 
H·"'1 = H'+H¿x,­

i=l ax, 

induce la misma foliación :F 1 IE que fFen E. En las coordenadas (5.1.2) de C3
, :F 1 está 

generada por 

a 3 a 
zi(H+ Hj](l,z,,z3)-

8 
+LXk-

8 ZJ k=:? Zk 
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~ -.,1 a 
~ n'k 8z·,· 
k=l "' 

La parte lineal D l°l-.,1 (O, z2, O) de :F w11 l.c es 

lV,11 (1, Z2, 0) 

ax~ az; (z2, O) 

o 
(d + 2)azt+' - a 

o 

donde (5.1.5) 

Observe que la matriz (5.1.5) es triangular, así que los valores propios de D \\,-ll en cada 
punto singular están en la diagonal principal. El bloque 2 x 2 inferior derecho es la parte 
lineal DX(z2. O), de :Fx en .C. Así que el valor propio restante es el nor1nal a E. 

5.1.1 Condiciones de multiplicidades 

Para que un ca1npo de vectores (d + 1 )-hon1ogcneo ""verifique la condición (iii) de la 
Definición 5.1.1, es necesario que toda..~ las singularidades de :F" (V e:;tén concentradas 
en Z. Una for1na de conseguirlo es la siguiente: nos proponcn1os imponer condiciones 
en los coeficientes de \-\"de manera que :F \v tenga singularidades sin1pl~ en loR puntos 
p¡, ... , Pd+l y una singularidad de multiplicidad 1+(d+1)2 en el puntoµ,. Con estas 
rnultiplicidades, su sun1a es co1npatiblc con la Proposición 2.2.4 : 

En esta sección 11108trarcmoR que l?W contiene una subvaricdad ca....;i-proycct,iva no 
vacía V1 que satisface las condiciones anteriores (en particular, .satisface la..;; condiciones 
( ii ), ( iii ) y parcialmcn~c la ( i ) de la Definición 5.1.1 ). 

El siguiente c>i\culo involucra exc\usivrunentc a los (d + 2)2 coeficientes de X definidos 
en (5.1.3), a los que se les pensará como variables (las variables 11;.;.• no intervienen). 

De ( 5.1.5), es claro que los puntos {¡:>¡. : k = 1, .... d + 1} en CP"' son singularidades 
simples de :F", IE si y sólo si los correspondientes valores propios son no nulos 

(d+l)a#O 
a+ '10.o + L:1~ 1 q;,oJ·• #O k = 1, ... d + 1 (5.1.1.1) 

Condiciones suficientes para que la multiplicidad de Jlb sea 1 + (d + 1)2 pueden escribirse 
de la siguient.e manera: En (5.1.3), sea Ya= z3'X,. Observe que 

11 (X2, z3; JJQ) + 11 (X2. Ya; JlO) 

µ(X2(z2.0);0) +11(X2, Y:i;Jlb) 

1 + µ(X2. Ya; JJQ) 
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así que ll(X; 7-0);::: 2 si ll(X2. Y:i; (O. O));::: 1, que> es el caso, de (5.1.3). si 

'loo =o (5.1.1.2) 

pues ~ es el término independiente de 13. 
Supongamos que <1-00 = O. Podemos ahora iucrerncnt.ar 11 (X2 • 13; 1-0) forzando a que las 

curvas (X2 = O) y ( }3 = O) sean uJuy tangentes en n.i en una dirección común escogida: 
los términos lineales de• X 2 y de }3 = z3 1 X 3 en (5.1.3) definen, respectivamente, a la línea 
tangente por 7-0 a las curvas (X 2 = O) y ( }3 = O). Entonces, la línea (z3 = O) es tangente 
a ambas curvas si dichos t.érnllnos lineales satisfacen las condiciones 

1-0.o = 'lo.1 = O 

a# O, Q1.o #O 

(5.1.1.3) 

(5.1.1.4) 

Suponemos (5.1.1.2), (5.1.1.3) y (5.1.1.4) y rescribimos al campo de vectores (5.1.3) 
como 

(5.1.1.5) 

En ésta últhna expres1on, consideremos X 23 = (.,,~. - z 2 ) l3 + X 2 y observemos que los 
ideales (X2, Y:i) y (X23, 13) coinciden. Entonces 

si X23 E CC · z~+I y 13(0, Z3) E (z:{+ 1 ) entonces 

1' (X23, }!j; p,) = l'(kzg+ 1
, }!i; 1-0) 

(d+ 1) ·µ( }!i(O,z3 );0) = (d+ 1)2 

así es que µ(X; 1-0) = 1 + (d + 1)2, como se quería. 
Ahora procedemos a escribir las ecuaciones de las condiciones anteriores. Se definen 

Q' y Q" en (5.1.1.5) por 

d d 

E q,,oz4 + z3{ L q,..iz~~- 1 ) 
i=Z i+j=2,j2:.l 

Así es que X 23 es un múltiplo escalar de zg+ 1 si se satisfacen las siguientes condiciones 

_!!:_ (Ld + Q") - z2Q" + Pf = O 
Q1.o 

~(Q' + azg+ 1
) - z2Q' - Q1.o z~ E (zg+ 1 ) 

Q1.o 

La ecuación (5.1.1.6) puede resolverse para los coeficientes de Pf 

Pf = z2Q" - _!!:..._ (Ld + Q") 
Qi.o 
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(5.1.1.8) es un sistema de d(d+3)/2 ecuacio1u»•. así que los p,,;'s ya no son variables librc>s. 
Fa.ctorizando la.._c; potencias de z 2 en (5.1.1.7), se encuentran las siguientes condiciones 

suficientes para que (5.1.1. 7) se satisfaga 

q1.o =>.a, l/j,o =>.'a 
a 2 + qd.o q¡.o = (.>.d+I - l)a2 # O 

para :i = 2, ... , d 

para algún.>. E C' 

(5.1.1.9) 

(5.1.1.10) 

Finalmente, las condiciones para que 15(0. z3 ) E (zg- 1 ) son 

'lO.; =o 
lo,d #O 

para j = 1, ... , d (5.1.1.11) 

(5.1.1.12) 

El número total de ecuaciones en (5.1.1.2), (5.1.1.3), (5.1.1.8), (5.1.1.9) y (5.1.1.11) es 
(d2 + 7d + 6)/2, en (d + 2) 2 variables. Es posible encontrar soluciones a este sistema que 
sean consistentes con las condiciones abiert.as (5.1.1.1), (5.1.1.4), (5.1.1.10) y (5.1.1.12) 
puesto que, hasta ahora, el parámetro.>. obtenido en (5.1.1.9) y (5.1.1.11) solamente debe 
satisfacer que es no nulo y que no es una raiz (d + 1)-ésirna de la unidad. En resumen, 
hemos demostrado 

Lema 5.1.1 El espacio de campos (d + 1)-homogéneos { ll-"} en C 3 cuya foliación 
adaptada :F w satisface (i), (ü) y (ii7), contiene una subvariedad casi-proyectiva V 1 formada 
por campos de vectores cuya foliación adaptada :F w tiene singularidades simples en los 
puntos Pk• k = 1, ... d + l, y una singularidad de multiplicidad 1 + (d + 1) 2 en el punto 
AJ. Está definida por las soluciones a (5.1.1.2), (5.1.1.3), (5.1.1.8), (5.1.1.9) y (5.1.1.11) 
que satisfacen las condiciones abiertas (5.1.1.1), (5.1.1.4), (5.1.1.10) y (5.1.1.12). Cada 
componente irreducible no vacía tiene codimeusión a lo 1nás (d2 + lld+ 14)/2 en JPW. 

5.1.2 Condiciones de valores propios repetidos 

En esta sección ntostrarcmos que la variedad V1, definida en el Lema 5 .. 1 .. 1 ant.erior, 
contiene una subvaricd.ad casi-proyectiva no vacía, formada por can1pos de vectores 
que satisfacen la condición adicional de valor propio rcpct.ido ( iv ) de la Definición 
5.1.1. 

o 

De la expresión (5.1.5) de la parte lineal de Ja foliación :F "'"Le restringida a C., se observa 
que las variables h •. ;.k definidas en (5.1.4) intervienen sólo en la determinación del valor 
propio lV/1 (1, z2. O) normal al divisor excepcional (z1 = O), y no en las condiciones de 
multiplicidades de la sección anterior, por lo que es apenas ahora que entran en juego. 

Se sigue de (5.1.5) que Ja condición de valor propio repetido en 110 es 

hd.O.O =-a (5.1.2.1) 

Ulisma que asllllliremos en lo que sigue. 
Como X es tangente a una línea proyectiva C. ::>: CJP'1 , aquellos valores propios cuyo 

espacio propio está contenido en TPlt.C necesariamente satisfacen la relación del residuo 
de [5] (ver la Observación 4.1.1). Para evitarla, estamos forzados a hacer una elección 
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conveniente de aquellos pares de valores propios que deseamos sean repetidos. Una de tales 
posibles elecciones es la siguiente: impondremos la condición de que el valor propio que es 
normal al divisor excepcional E coincida con aquél que es tangente a C. solamente en los d 
puntos Pf<, k = l, ... , d y, en el restante Pd+I = (O, 1, O), que coincida con el que es tangente 
a E, pero no a C.. 

De (5.1.5), estas condiciones son 

d-1 

-2a+ Eh;.d-;.owk(d-•) - a(d+ 1) o k = l, ... ,d 
i=O (5.1.2.2) d-1 d 

-3a + ~ h;.,,.d-i,O - E qt.o o 
1=0 1=1 

Procedemos ahora a encontrar soluciones a las ecuaciones {5.1.2.2) que satisfagan las condi­
ciones del Lema 4.1.1. Para simplificar la notación, reemplacemos hj,d-j.o por "J· Entonces, 
sustituyendo (5.1.1.9) en (5.1.2.2) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 

d-1 

Eh1w"1 
j=O 

d-1 

Eh; 
j=O 

que en notación matricial es 

donde Ad+i denota a la transpuesta 
valores w, ú?, .... if+l == 1 

(~ 

a(3 + d) k = l, ... ,d 

(5.1.2.3) 

de la matriz de Vandcrmonde (d + 1) x (d + 1) con 

1 1 

[) 
w2 wd 
w• w2d 

w2d ~, 

Como Ad+i - 1 es igual a (1/d+ 1) por la transpuesta conjugada de Ad+i. la solución a las 
ecuaciones (5.1.2.3) es entonces 

(A.,,)T ( 

a(3 + L.f ~ 1 .V) 

) 1 
a(3 + d) 

d+ 1. 
a(3 + d) 
a(3 + d) 
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La última ecuación impone una nueva condición al parámetro A obtenido en las ecua­
ciones (5.1.1.9) y (5.1.1.10) que es equivalente a 

d 

¿>.j = -(d2 + 3d+ 3) 
j=l 

Es decir, A debe ser una raíz del polinomio 

d 

P(x) = (d+ l)(d+2) +¿xi 
J=D 

Así que en particular, si ...\ es real, debe ser negativo. 

(5.1.2.4) 

(5.1.2.5) 

Tomando el módulo en ambos lados de (5.1.2.4) se verifica que ninguna raíz >. de 
(5.1.2.5) puede tener módulo :5 l. Cada una de ellas es entonces compatible con aquélla 
obtenida en (5.1.1.9) y (5.1.1.10), así es que las soluciones h; del sistema de ecuaciones 
lineales (5.1.2.3) son 

h; -a(d+3) i =0,1, ... ,d- l (5.1.2.6) 

Observación. Sea 
d 

Q(z2) = 2:: ~- (5.1.2. 7) 
j=O 

Entonces, para k = 1, ... , d + 1, el valor propio inferior derecho de (5.1.5) en pi. es no nulo 
y su valor puede escribirse como 

d . . Ad+t _ 1 
a{l + L >.' w"J) =a-o---,-_ -7'" 

;~1 >.wk - 1 

>. - 1 
-a(d + l)(d + 2) · >.wk _ l 

Donde la última igualdad se sigue del hecho de que>. es una raíz de (5.1.2.5). Los puntos 
Pk son efectivamente singularidades simples. 

Lema 5.1.2 El espacio de campos (d+ 1)-homogéneos in IC3
, contiene una subvariedad 

casi-proyectiva no vacía V C V 1 definida por las ecuaciones (5.1.1.2), (5.1.1.3), (5.1.1.8), 
(5.1.1.9), (5.1.1.11), (5.1.2.1), (5.1.2.2), (5.1.2.4) y por las condiciones abiertas (5.1.1.1), 
(5.1.1.4), (5.1.1.10) y (5.1.1.12). V consiste de c.unpos de vectores {~V} en V1 (del Lema 
5.1.1) tales que, en cada punto singular, la parte lineal de :Fw tiene valor propio normal 
a E no nulo y doble. Cada componente irreducible no vacía de V es de codimensión a lo 
más (cP + 13d + 20)/2 en JP'W. 

Demostración. La afirmación estará probada si exhibimos un elemento en V. Sea >. que 
satisface (5.1.2.4), w = e2 ~•/(d+t>, a ~O y lo.d ~ O. 

Sea H(x1, X2, x3) = -a(d + 3) L.f~l, x{ x;J-i - axt. Entonces el campo de vectores 

pertenece a V. 

n.·11 (x1.x2.x3) = [x1H - (ax~+•+ l0.,1x;f+')J,,~, 
+[x2H - axfx2 - ...\- 1 10,dxg+tJtJ~-z 
+x3[H +a L.f~1 >.i ~x1-iJ ,1~3 
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5.1.3 Condiciones de no-semisimplicidad 

En esta :'iección rno:¡traremos que el e¡pacio proyectivo de campos de vectores polino­
n1iales {V} en C 3 , con componentes homogéneas no nula..-s solamente en grad08 d + 1 
y d + 2 1 contiene una subvaricdad ca.."'ii-proyectiva no vacía W1 for1nada por ca1npos de 
vectores que satisfacen las condiciones ( i) a ( v) de la Definición 5.1.1 

Consideramos ahora un campo (d + 2)-homogénco 

fv = E~=l fv'" cJ~... _ 

= Li+j+k=d-+-:.? ª;.J.k xi~x~ 8~ 1 
+ Li-+-j+k=dt-2 b;J,k xt~x~ ;!'.l 
+ Z:t+J+k=d+2 ~.i.J..: x;~x~c!3 

(5.1.3.1) 

la suma V = l-V11 + l\'" y la foliación adaptada :F ven C 3 
inducida por V y la explosión 

en O (5.1.2). Esta foliación está generada por el campo de vectores 

- 1 -1 V(z1,zo.z3) = zf(Da) V(z,, z 1z2,z1z3) (5.1.3.2) 

La parte lineal de :F¡¡ ·restringida a C es rnuy similar a (5.1.5), excepto por la primera 
columna 

Por simplicidad, sean 

o 
(el+ 2)az:f+ 1 - a 

o 

Úl:i1(z2) 
l)'J(z2 ) 

iv, - Zz lV¡(l, Zz, O) 

l)'J(l, Zz, 0) 

Supongamos ahora que l'V" está en la subvariedad V definida en el Lema 5.1.2, entonces, 
las partes lineales D V en cada Pk este-in dadas, respectivamente, por 

y 

( 

-a(d2 + 3d + 2) 
ÍV.1 (1) 
Wo(l) 

( 

-a 
ÍV, 1 (O) 
l°\5(0) 

o 
a(l + d) 

o 

o 
-a en p¡ = (O, O, O) 
o 

~~.O) ) 
-a.(d~ + 3el + 2) 

en Pd+l =(O, 1, O) 

~(w",O) 
( 

a(l + d) 
li51 (w") 
l°\5(w") 

o 
a(l + d) 

o 
o ) 

a(l + Ef-1 >.iw"í) 

en Pk =(O, w", O), 
k =l •... ,el 
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De modo que las condiciones necesarias y suficientes para que D V sea no-semisimple 
en cada singularidad pa. son, respectivamente, 

y 

fv,,(o) ,¡.o para AJ (0,0,0), 

éJX2 (1, O}· Új(l) ;1= O or [-a(cf' + 3d + 2} + a(d + 1}] ft-3(1} i= O 
8z3 

para Pd+l = (O, 1, O}, 

d 

fV;;(wk) + fv, 1 • [a(l +el) - a(l +E AíJí)] i= O 
j=l 

para Pk = (O,J,O), k = 1, ... ,d 

(5.1.3.6} 

(5.1.3.7} 

(5.1.3.8} 

Observación. Es claro que tenemos dos valores propios distintos en (5.1.3.3} y en 
(5.1.3.4). En (5.1.3.5) no es necesariamente el caso; de hecho, si regresamos a (5.1.2.7), 
encontramos que son distintos si y sólo si las condiciones 

d 

Q(AWÍ} = 1 + EAj~j i= d+ 1 
j=l 

se satisfacen para todo j E {l, ... , d}. 
De cualquier manera, es claro que, una vez que la parte (d + 1)-homogénea ha sido 

escogida en V, siempre es posible encontrar polinomios (5.1.3.1} que satisfagan las condi­
ciones (5.1.3.6}, (5.1.3.7} y (5.1.3.8). 

Definición 5.1.3.1 Denotaremos por W 1 a la variedad casi·proyectiva obtenida al 
intersectar V con el abierto que definen las condiciones (5.1.3.6), (5.1.3.7} y (5.1.3.8} . 

Entonces, hemos probado el siguiente 

Lema 5.1.3.2 La variedad casi-proyectiva W 1 es no vacía en el espacio proyectivo 
de campos de vectores polinomiales {V} en <C3

, con componentes homogéneas no nulas 
solamente en grados d + 1 y d + 2. 

Para cada V E W 1 , la foliaci6n adaptada :F v satisface las condiciones ( i ) a ( v ) en 
el conjunto singular Z = {p, = (0,0,0}, p¡., = (O.~.O); k = 1,. .. ,d+ 1} y línea escogida 
C.: (z1 = z 3 =O) en las coordenadas (5.1.2}. Cada componente irreducible no vacía es de 
codimensión a lo más (d' + 13d + 20)/2. D 

Es decir, la con1ponente homogénea de grado d + 1 de los campos V E W1 está en V 
(del Lema 5.1.2) y la cornponente hornogénea de grado d + 2 satisface las condiciones 
abiertas (5.1.3.6}, (5.1.3.7) y (5.1.3.8). 

Observación. Si pudiésen1os elintlnar las 2(d + 2) condiciones requeridas para escoger 
la línea invariante y las singula..ridades en ella, entonces la codimensión de la familia así 
definida sería cP + 3d + 3. 
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5.1.4 Existencia de gérmenes sin separatriz 

En esta subsección, fina.ln1entc probaremoe que la fatnilia W de la Definición 5.1.1 
es no ·vacía y que todo germen en o de cainpo de vcctorcri en C 3 

, de multiplicidad 
algebraica d + l cuyo (d + 2)- jet pertene<:e a W, no tiene separatriz por O. 

Co1nenzarc1n0ti probando la propiedad de no existencia de separat.ricc8. E.-ita prueba 
utilizará conceptos y rc..~ultados contenid0:5 en el Apéndice. 

De:ipu~ probaremos que W es no vacía, demostrando que, a cada catupo de vectores en 
la ,-d.ricda.d ca..5i-proycctiva W1 de la Definición 5.1. .. 3.1, sie1npre e:i po:iible in1poncde 
una condición adicional, que garantiza que eite can1po de vectores perten~c a W (ver 
la Observación 5.1.4.3). 

Teorema 5.1.4.1 Si un campo de vectores V pertenece a la familia W (5.1.1) entonces 
toda separatriz de :F¡, por algún punto singular p E Z está contenida en E. 

Este tcoreIDa es la clave para probar el siguiente teorema de no existencia de sepa­
ratrices, del tnismo modo en que la Proposición 4.4 lo fue en la prueba del Teorema 
4.5. 

Teorema 5.1.4.2 Sea X un germen de campo de vectores holomorfo en O E CC3
, de 

multiplicidad algebraica d+ 1, cuyo (d+2)-jet pertenece a la fatnilia W definida en (5.1.1). 
Entonces X no tiene separatriz por el O. 

Demostración. El argumento es muy similar al que prueba el Teorema 4.5: sea :F 1 la 
foliación adaptada en C 3 

inducida por X y la explosión en o. El divisor excepcional E 
es inv-.uiante por :F 1 y, por la Observación 5.2 (inciso 3), el conjunto singular Sing(.:F 1 ) 

es precisamente el conjunto Z de puntos aislados del Lema 5.1.1. Por el Teorema 
5.1.4.1, todas las separatrices por los puntos singulares de :F 1 están contenidas en E. 
Una separatriz de X por O se levanta en una separatriz de :F 1 por algún punto singular de 
:F 1 IE pero no contenida. en E; así es que X no puede tener una separatriz por O. O 

Demostración del Teorerna 5.1.4.1 De acuerdo a las distintas elecciones de las parejas 
de valores propios repetidos y las correspondientes condiciones de no-senúsiinplicidad, la 
prueba se dividirá. en tres casos principales: el primero corresponde a la singularidad 
múltiple en p¡; el segundo, a la singularidad simple en ]>d+l y, las singularidades simples 
restantes {p¡, ... , Pa} al tercero. 

Caso 1. Cornenzamos con J-0· Sujeto a la condición (5.1.3.6), existe un sistema coordenado 
en el que (5.1.3.3) está en forma canónica de Jordan y en el que podemos escribir al 
generador Y de :F v en la forma 

Y((1, (2, (:¡) = ((1 ·(-a+ h,), (1 - a(2 +h.,, (;¡h,) 

donde deg h1 ;::: 1, deg h3 ;::: 1, deg h., ;::: 2 

Los espacios propios asociados a los valores propios -a y O son ro = [O, O, 1] y r 1 = 
[O. l. O] respectivamente, por el Lema 3.3.1 son singularidades de la foliación adaptada 
:Fy restringida al nuevo divisor excepcional E 1 • 



Sean (111, y,, y,) coordenadas en una vecindad de ro tales que 

{5.1.4.1) 

La foliación :F y está adaptada al divisor Do = EJ +E1 , donde EJ denota al transformado 
estricto de E bajo a. Do está dado en estas coordenadas por Yt Y3 = O, y la foliación está 
generada por 

donde H1 = 1J3 1 h¡, H2 = 113 2 h3, y H., = Y.; 1 h3. Después de dividir entre -a se ve de esta 
última expresión que r0 es un.a esquina simple con ¡3 = O. 

Sean ahora (x 1 • x 2 • .x3 ) coordenadas en una vecindad de r 1 tales que 

En estas coordenadas Do está dado por X1X2 =O y la foliación adaptada está generada por 

(Do-)- 1 Y= 
(x1(-x1 + x2(G1 - G2)), x2(-a + X1 + x2G,), xa(a - X¡ + X2Xa(Ga - G2)) 

donde ahora G 1 = x2 1h 1 , G 2 = x-;¡ 2 h 2 , y G 3 = x2 1h3. Nuevamente, después de dividir 
entre -a, se ve de esta última expresión que r1 es una esquina simple con ¡3 = O. 

Caso 2. Consideremos ahora el punto Pd· Sujeto a la segunda condición de (5.1.3.7), 
escribimos {5.1.3.4) en forma canónica de Jordan. Siguiendo las convenciones adoptadas 
en el Caso 1 respecto a las funciones hj, consideramos ahora el campo de vectores 

Y{(¡, (2. (:,) = ((1 · (e2 + h1), ea(2 + h2, (1 + e2(a +(:.ha) 

donde e2 = -a(cP + 3d + 2), e 3 = a(d + 1) 

donde, abusando de la notación, hemos denotado a las coordenadas y al campo de vectores 
como en el Caso l. 
Una vez más, en estas coordenadas los espacios propios asociarlos a los valores propios e2 

y ea son r 0 = [O, O, 1] y r 1 = [O, l, O] respectivamente. 
La foliación :F~- está adaptada al divisor Dd = EJ + Ed, donde EJ denota al trans­

formado estricto de E bajo o- y Ed denota al nuevo divisor excepcional, como en el Caso 
l. 

En una vecindad de r 0 , usamos las coordenadas (5.1.4.1). El divisor Dd está dado por 
y 1 113 = O y la foliación :F y está generada por 

(Do-)- 1 Y= 
(y,(-y, + Y:1(H1 - H.,)), (ea - e,)112 - Yt'!h + Y3(H2 - 112Ha), y¡(e2 + Yt + 113Ha)) 

con los Hj 's definidos en el Caso l. Después de dividir entre e 2 se ve de ésta última 
expresión que ro es una esquina simple con ¡3 = O. 

Para r 1 usamos las coordenadas (5.1.4.2). El divisor Dd está dado por x 1 x 2 = O y la 
foliación está generada por 

(Do-)- 1 Y= 
{xt[(e2 - e3) + .r,(G1 - G2)], x2{e3 + x2G,). x, + (c2 - e3)x3 + x2xa(H3 - H2)) 
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con los G¡'s definidos en el Caso l. Dividiendo entre e 2 - e 3 obtenemos que r 1 es una 
esquina simple con {3 = -(1/d+ 1). 

Caso 3. Consideremos ahora los puntos {p¡, ... , Pd}- Por simplicidad denotemos los 
valores propios de (5.1.3.5) por ea= a(d+ 1) y Ck =a· Q(.Aw") = a(l + L.f~i .Aiw"i). Para 
cada k E {l •...• d}, la posición relativa de (d+ 1) y Q(.Aw") en el plano complejo determina 
distintas forn.ias norn1ales que procedernos a considerar. Para dar fluidez a la. prueba, estos 
conceptos y resultados se detallarán en el Apéndice. 

Por supuesto, esta discusión se ha.ce necesaria porque desconocemos los valores de los 

Caso 3.1. Si ea = ck para alguna k E {l, ... , d}, entonces la condición (5.1.3.8) de 
no-semisimplicidad pasa a ser alguna de las siguientes 

éJX2 ( " O) _,_ O 
Dza w, -, (5.1.4.3) 

Como la condición (iv) debe satisfacerse, estamos forzados a escoger la prin1era o la segun­
da. Tomemos la primera. Después de un cambio de coordenadas alrededor de p¡.,, podemos 
suponer que la foliación :F y está generada por un carnpo de la forn1a 

(5.1.4.4) 

El campo Yes lincalizablc dejando a E invariante (ver la Observación A4 y el Corolario 
A5, en el Apéndice). El campo lineal obtenido puede ser integrado explícitamente y, por 
la condición elegida en (5.1.4.3), concluimos que toda separatriz de Y está contenida. en 
E. 

Caso 3.2. Cuando ea y Ck son difereutes, la situación es similar a la del Caso 2: 
siguiendo la notación de los casos precedentes, un cambio de coordenadas nos pert:n..ite 
suponer que la foliación está generada. por un campo de la forma 

(5.1.4.5) 

En estas coordenadas, los espacios propios asociados a los valores propios c3 y c1i: son 
r 1 = (O, 1, O] y r 0 = [O, O. l] respectivamente. La foliación :F¡.- está adaptada al divisor Dk, 
definido de manera análoga a los casos anteriores. 

En la notación del Ca.so 2, alrededor de r 1 y r 0 , el divisor Dk está dado, respectivamente, 
por X1X2 =O y Y1Y:I =O. 

Alrededor de r 1 = [O, l. O] , la foliación est<Í generada por 

(Da)- 1 Y= 
(x1[-x1 + x2(G1 - G2)], x2[ea + x, + x2G2]. xa[(ck - ea) - x, + x,(Ga - G2)]) 

Dividiendo entre e 3 se obtiene que r 1 es una esquina simple con ¡3 = O. 
El generador alrededor de r 0 = [O, O. l] es 

(Da)- 1 Y= 
(!ll[(e3 - ck) + Y:1(H1 - Ha)]. Y1 +(ea - c•)Yi + ¡~(H2 - 11iH3), ltJ[Ck + ltJH:,]) 

(5.1.4.6) 
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Sea A = {e,. c.,} C C. Si A está en el Donúnio de Siegel (e3 /c., E JR-), dividiendo 
entre Ck en (5.1.4.6) se obtiene una expresión que muestra que r0 es una esquina simple 
con /3. = (e3 - Ck)/c,,, E R-

Si A está en el Dominio de Poincaré , se tienen dos casos principales: 
Caso no resonante . Por el Corolario A5, el campo de vectores (5.l.4.5) es 

linealizable nianteniendo al divisor E invariante y el carnpo lineal as{ obtenido puede 
integrarse explícita.mente. Todas sus separa trices están contenidas en E. 

Caso resonante . Solamente hay dos tipos posibles de resonancias: 

[Rl 

[R2 

ne3 para algún n E N\ { 1 } 

rck para algún r E N\{1}, 

y la segunda fue explícitamente excluida de W (en la condición ( vi ) de la Definición 
5.1.1. Tan pronto concluymnos la prueba del Teorema 5.1.4.1, explicaremos la razón de 
esta exclusión). 

Si alguna resonancia del tipo [Rl] ocurre, entonces r0 es una esquina simple con /3 
(1/n) - 1 E lR-. 

Este últirno c1Uculo concluye la prueba del Teorema 5.1.4.1. O 

Consideremos el tipo resonante [R2] del párrafo anterior. Si 

(5.1.4.7) 

para algún r E N\{1}. mostraremos que existen separatrices que no están contenidas en 
el divisor excepcional E. De hecho, en la situación (5.1.4.7), el generador (5.1.4.5) puede 
reescribirse como 

(r E N\{1}) (5.1.4.8) 

Sea A = A( la parte lineal del campo Y anterior. Las referencias contenidas en la 
siguiente discusión se encuentran en el Apéndice. Por el Lema A3, el único monomio 
P-resonante asociado a la ecuación homológica (A.5) es (.{ d~ Aplicando la Proposición 
A, obtenemos que Y es analític1;>mente conjugado, mantetúenclo invariante al plano E : 
((1 =O), con el campo de vectores 

Y.= ( ~ 
o 
r 
o 

El ca.inbio de coordenadas holornorfo 

(5.1.4.9) 

conjuga ahora a Y. con el campo lineal A, pero lleva al plano invariante E ((1 =O) sobre 
la superficie invariante S : ( w 1 - "'3° = O). 

El C~l.mpo de vectores lineal Aw tiene separa.trices en el plnuo invariante UJ¡ =O que no 
(~stcl.n contcni.de:\.S en S. 
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Observación. 5 .. 1.4.3 No estamos en pos1c1011 de determinar si resonancias del tipo 
(5.1.4.7) aparecen en nuestros ejemplos porque no podemos calcular las raíces de (5.1-.:::2.5). 
Sin embargo, es posible asegurar que este tipo de rsooancia.s 110 apareccnl.n si hacomo==s una 
elección conveniente de la raiz Á de (5.1.2.5). 

Primero mostraret:nos que, para. ca.da elección de ....\, existe a lo más un.a resonnnci!:i.¡::1 del 
tipo (5.1.4. 7). 

Lema 5.1.4.4 
k es única. 

Si e 3 = re• para alguna r E N\{1}, y alguna k E { 1, ... , d }, ent =nccs 

De1nostración. Supongamos que existen} E { l, ... ,d} y.• E N\{1}, tales que.<(>-.='" -
1)/(Áwi -1) = d+ 1, entoncC's (Áw"-1)/(Áuft -1) = r/s E Q+ lo que implica que(A~-1) 
y (Á¡,ji - 1) tienen el mismo argun1ento (mod 2rr). Por un lado, 1unbos están en el =C"rculo 
centrado en -1 de radio 1 Á 1 > 1 y O E Ll( -1, 1 Á 1). Es decir, que estos dos puntos s;;;o11 el 
mismoyj=k. O 

Ahora probaremos la afirmación de la Observación 5.1.4.3: 

r · Q(Áw") = d + 1 para algún r E N\{1} y alguna k E {l, ... , d} 
si y scllo si 

~ = (1 + r(d + 2))/(w" + r(d + 2)) 

Este último es un número complejo cuya parte real es positiva para toda elección c:!c r,k 
y d y nuestro cálculo muestra que, si se tiene una. resonancia (5.1.4.7), entonces·llL =raíz..\ 
que escogimos necesariamente tiene parte real positivd. 

Si (1 + r(d + 2))/(w" + r(d + 2)) no es raiz de (5.1.2.4) -algo ciertamente ditiii:dl 1le 
detern1inar- entonces la resonancia (5.1.4. 7) no puede aparecer. Pero si lo fuera, •=•onces 
todo lo que tenemos que hacer es escoger .,..\ con parte real negativa. Esta ralz s :i~1npre: 
existe pues la stUna de las raíces de (5.1.2.5) es igual a -1 (porque el coefcicntc =:Loe xd·L 

en (5.1.2.5) es 1). En particular, si el grado des in~par, entonces la raíz real neg11-~iva de 
(5.1.2.4) es una buena elección. 

La discusión anterior demuestra el 

Teorema 5.1.4.5 La familia W de la Definición 5.1.1 es n<> vacía 

Observación. Aunque W es de dimensión grande, solamente hay un grado do ULbcrtac:l 
en el cálculo anterior ( Á E C que satisface (5.1.2.4) ). !\.luchas variables libres en YllV"" nunca. 
aparecieron {por ejemplo, los h •. j.k1 k>o). 

5.2 Familias en <C4 

En esta ~ccción d~ribircn1os una subvaricdad cn.."ii-proyectiva Y de carnpos de Vt'Ctoc:r~ 
2-homogén<X>S { F} en C 4

, que satisface parcialmente In.~ condicione:< ( a ) y ( b) =t...,¡ 
"ubconj11nto V de la Definición 4.1). 

Primero indicarcrnos có1110 pueden obtenerse condicione~ algchra.ica .. -i que garantlz=:ein 
que el conjunto :-;ingular de la foliación adaptada :F 1 con:ita de 5 punto:i singu\n..=-r-.':t 
ai,,lado,; en el divi"°r excepcional E~ ClP"', {q¡ = [l,0,0,0!, .... </4 = (O,O.o,q,,~ = 
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(1, l, l, l]}, cada uno de multiplicidad 3 y que la parte lineal de :F 1 en cada uno de ellos 
satisface la..-s condicioneJ de valor propio repetido de la Definición 4.1. Posteriormente 
utilizaremos la acción del grupo proyectivo para engrosar este conjunto algebraico. 

Un campo de vectores 2-homogénco Y en <C4 es un Céunpo de vectores de la forma 

(5.2.1) 

donde a;,k. b;,k• Cj,k• d;,k E C y los subíndices en las stu:nas varían entre 1 :5 :i :5 k :5 4. 
El conjunto {Y} de campos de vectores 2-homogéncos tiene una estructura natural de 
<C-espacio vectorial, con espacio proyccti va a..Ciociado E ::::::::: 1?39

. 

Por la sucesión de Euler torcida, un can1po Y E E induce una foliación :F E :F ol(l, CJP>") 
'°"' ¡p35 con 15 puntos singulares aislados, contando 1:nultiplicidad. 

Procedemos ahora a. escribirt explícitamente, la.s condiciones de multiplicidad y valor 
propio repetido en q 1, <>n las variables {a;,k. bJ,k• Cj,k, d;,k}. 

En las coordenadas (3.1.3), rn = 4 y k = 1, el divisor excepcional E está dado por 
(z 1 =O) y el punto q1 por (O, ... , O). 

El generador Yi de la foliación F 1 adaptada a. Y es singular en q¡, si y sólo si 

b1,1 = C1,1 = dl,l = Ü, 

condiciones que supondremos en adelante. Podernos entonces escribir 

donde la parte lineal A es 

A(z) - ( 

y la parte cúbica es 

- g(z)R(z) 

Yi(z) = A(z) + Q(z) - g(z) R(z) 

o 
b1,2 - ª1.1 

Ct,2 

di.2 

o .. 
b1,3 

C1,3 - a1,1 

d1,3 

4!) 

o 
b, •• 
Ct.-1. 

d1,.a,- a1,1 
)(;) 

(-z,) 
Z;z 

Z3 

Z4 

• 8 
= L C;(z) Dz· 

J=l J 

TES!S 
DE LA 

NO H:RE 
l:iiJ ... i.rW.:;;. 

(5.2.2) 

(5.2.3) 

(5.2.4) 

(5.2.5) 

(5.2.6) 



Observe que (z 1 =O) es invariante por Y,. Se sigue de (5.2.4) que 

1 

b1.2 - ª'·' 
C1,2 

d1.2 

bi.3 

C1.3 - a1,1 

di.3 

b, ..• 
Ct,-t 

d1.4 - ª1,1 

porque buscamos que el va.lar propio normal a 1,1 sea no nulo. 

1 =O (5.2.7) 

Si suponemos esta última condición, entonces la condición. de valor propio normal 
repetido con alguno de los tangentes se escribe, desarrollando el polinonl.io característico 
correspondiente, como 

7 a1,1 2 - b1,3 Ct.2 + bt.2 Ct,3 - IJ1,-l d1,2 - Ct,.i di.a - 3 a1,1 (b1,2 + Ci.3 + di.-1) 
+b1.2 dl.·I + C1.3 di., = 0 

(5.2.8) 

Las condiciones de rnultiplicidad rnayor o igual a 3 pueden. describirse del siguiente modo: 
por simplicidad, denoremos por X al generador de :F 1 1 E= :F y sean z = (z2. z3. z,) 
coordenadas con z(qi) =O . {) . {) 

X(z) = ¿ Yi.;(O,z)a = ¿x;(z)-. -
j=2 Zj j=2 8Zj 

(5.2.9) 

La idea es la siguiente: si suponemos que dos de de las tres hipersuperficies (X; = O) en 
CJP" son transversales en q 1 = O, podemos tomar como variable local u a la curva (lisa) 
que define su. intersección. Usando el teorema de la función implícita podemos calcular el 
germen o(u) de esta curva (hasta el jet que sea necesario), de modo que la intersección de 
o con la bipersuperficie restante Xk, (k # j) se expresa como una serie de potencias 

Xk(o(u)) =a¡ IL + a.i u.2 + a 3 u
3 + ... (5.2.10) 

en u. (un polinomio, para fines prácticos) con un cero de cierto orden ord(X,O) en u= O. 
Es fácil ver que µ(:F 1 , q 1 ) = ord(X, O) y en consecuencia 

ak = 0, j = l, ... ,k -=-1L(:F¡,q1) 2:: k +l. 

Para llevar a cabo el plan anterior, suponemos que la.5 hipcrsuperficies Xj 
son transversales en O. De (5.2.4), esto equivale a suponer que 

D 1 b1.2 - a1.1 
23 = C1,2 

bl.3 1 #o 
Ct,3 - a1,1 

O,j 2,3, 

(5.2.11) 

y que podemos tomar u= z 4 como pan\mctro loca.!. Es fácil ver 
2-jct de o para conocer al coeficiente a2 de (5.2.10). Sean 

que nos basta calcular el 

F(z) = (X2(z), X3(z), z4), S = (dFo)- 1 

y sea. F 2 (z) = (Q2 (z). Q 3 (z), O) la parte cuadn\tica de F(z), formada por las componentes 
segunda y tercera de (5.2.5). Por el teore1na de la función implícita (o rnejor dicho, por su 
prueba), se sigue que el 2-jet o 2 (u) de la intersección está dado por 

S(O, o. u) - (So F 2 o S)(O, O, IL) 

D:;.~' (D34 , -D24 , D23)u- (So F 2 ) o (Di3
1 (D,., -D,., D23) IL) 

~ · u - Do31 ( C1.~~1.:l.l -b~~3 -~~4 ) ( ~~~~~ ) · 1L2 
(5.2.12) 
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donde 

b,,. 1 ; 
C¡,4 

Observación 5.2.1 Las condiciones (5.2.7) y (5.2.11) implican que el vector 
(D3.¡, -D24, D2a) está en el núcleo de A. 

Por último, evaluando la expresión final de a 2 ( u) en X 4 (z) se obtiene la expresión de 
los coeficientes (5.2.10) 

(D3,. -D,., D23)a'2(u) + Q.(a2(u)) - g(a2(u)) · n2('1t) 
((D34, -D,., D23) · v,) u - ((D ...... -D2 ,. Dz.3) · v,) u2 + (Q4( v, - v, u)) r.i' 
a, u+ ((D,.,, -D2 •• D23) • v, + Q.(v1)) 1? + O(zc3

) 

a, u+ a-, r.i' + O( u 3 ) 

l\tlanipulando un poco las expresiones anteriores para a 1 y a.-i, puede verse que a 1 es igual 
al producto de los deternúnantes (5.2.7) y (5.2.11), así que la condición (5.2.7) de multi­
plicidad 2 es equivalente a a 1 = O. 

De modo sirnila.r, puede verse que la condición a,...? =O puede escribirse como 

O= -D:¡:,.1 (-C23 Q,(v,) + B2.1 Qa(v,)) + Q.,(v1) <==> 
O = (C:?:J, -824, D23) ·(Q2( v, ), Q3( v, ), Q.( v,)), 

donde · denota al producto interior real usual, 

l Ct,2 
C20 = d 1.2 

Ct,3 - a1,1 i · 
d1.3 , 

y v, fue definido en (5.2.12) por la relación 

824=1 

D23 V¡ = (D34, -D24, D23) 

La condición (5.2.13) también puede expresarse co1no 

donde P denota al polinonúo 

(5.2.13) 

(5.2.14) 

P(z2. Z3, Z4) = Q,3 ((-a1,2 + b,,2) zi + b:i .• Z3 Z4 + Z2 ((-a¡,3 + b,,a) Z3 + (-a1.• + b,,4) Z4))­
B2 .• ((-a1,a + c3,3) z~ +(-a,,.+ e:.,.) z,3 Z4 + z2 ((-a1,2 + 0..,3) za+ C2,4 z.))+ 
D23 ((-ai,3 + d3,.,) Z3 z., + (-a1..1 +el,,.) z¡ + z2 (d,,3 Z3 + (-a1.2 + d:z,4) z.)) 

De donde (5.2.13) es una ecuación homogénea de grado 7. 

Observación 5.2.2 ?'l.lanipulando un poco en las condiciones (5.2.7) y (5.2.11), puede 
verse que implican que el vector (C23 , -824 . D 23 ) está en el núcleo de la matriz transpuesta 
A' de A. Esto dice que el polinomio T(z) = C 23 X 2(z) - 8 24 X 3(z) + D'.?3.Y.(z) 110 tiene 
parte lineal y que su parte cuadrática es precisamente P(z), así que la condición (5.2.14) 
se interpreta geométricamente diciendo que el vector (D3 .. i, -D24 , D 23 ) está. contenido en el 
cono tangente de T = O. Como los ideales I = I(X2 , .Y.,, .Y4 ) e I(X2 , .Y3 , T) coinciden, 
entonces la. codimcnsión. de I en Oc3.o es al nl.cnos 3. 
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Por lo tanto: si un campo de vectores 2-homogénco Y satisface la...-; tres condiciones 
lineales (5.2.2), la condición cúbica (5.2.7), la condición séptica (5.2.13) y la condición 
cuadrática (5.2.8), junto con las condiciones abiertas a 1 , 1 ,¡.O y (5.2.11), entonces la fo­
liación :F 1 adaptada a Y tiene un punto singular de multiplicidad al menos 3 en q 1 y 
la. parte lineal de :F 1 en q 1 tiene el valor propio normal a E repetido con alguno de los 
tangentes. 

Sea Y 1 C E la variedad casi proyectiva definida por condiciones análogas a las ante­
riores, en todos los puntos {q1 = (1,0,0,0], ... ,q4 = [0,0,0,1],q.; = [1,1,1,l]}. Si es no 
vacía, cada componente irreducible es de dimensión al menos 3!) - 30 = !) (porque estamos 
imporúendo 6 condiciones por punto). Sea Y 2 = GL4 Y 1 el conjunto constru.ible obtenido 
por la acción del grupo lineal en Y 1 y sea Y 3 el interior (Y2 )º de su cerradura de Zariski. 
Es una variedad casi-proyectiva de dimensión al menos 9+ 15 = !) + 3 · 5 = 24 en E porque, 
para cada punto en CP'3, tres condiciones lineales independientes se requieren para que sea 
singular. 

Si Y1 es no vacía, entonces la codimensión de Y3 en E: es al menos 15, es decir, que 
esencialmente basta una condición por punto singular (la de valor propio repetido) para 
que Y pertenezca a. Y3 • 
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A Apéndice 

Este apéndice contiene la discusión de las formas normales para los campos de vectores 
que aparecieron en la subsecci6n Existencia de gérmenes sin separatriz . La notación 
y los resultados generales siguen la exposición de [l], Capítulo 5. 

Consideremos (el germen en O de) una ecuación diferencial autónoma definida por (el 
germen en O de) un campo de vectores holomorfo 

;i; = Ax+ L Vm(x) 
'7l~2 

Sean (:z: 1, ... , Xn) coordenadas con respPcto a la base (e¡, ... , e,.) y x'" 
notemos por 

(A.l) 

x~
1

t • • • x~. De-

(A.2) 

al operador lineal que transforma a cada campo 1n-ho1nogéneo en C", en el corchete de 
Poisson del campo de vectores lineal Ax con éste. 

Sea </> = (<l>t, ••• , </> .. ) E C" y sea (m, </>) = L;j_ 1 rn.¡</>¡. Si A = diag{</>¡} entonces LA 

también es diagonal: 

(A.3) 

Y si A tiene bloques de Jordan, entonces LA también los tiene, aunque aún en este caso 
sus valores propios están dados por la f6rn1ula anterior. 

Una n-ada </> = (</>i •••• ,<? .. )E C" se dice que es resollante si existe una relación 

</>¡ - (m, </>) = O 

para algún j E {l, ... , n}; en cualquier otro caso se dice que es no resonante. Un campo de 
vectores (A. l) se dice que es resonante (resp. no resonante) si los valores propios de A son 
(rcsp. no son) resonantes. En presencia de resonancias, el correspondiente vector propio 
de (A.3) se dice que es un n10Do1nio resouante o, sin1plcmcntc, una resonancia. 

Se dice que la rz-.ada </> = (</>¡, .•• , <? .. ) de valores propios de A está en el Dominio de 
Poincaré si O E C no está contenido en la envolvente convexa de </J. 

Teorema de Poincaré-Dulac Si los valores propios <?de la parte lineal A de un campo 
de vectores holomorfo en un punto singular pertenecen al dominio de Poincaré entonces, 
en una vecindad del punto singular, se verifica. que: 

l. Si </> es no resonante, el campo de vectores es biholomorficamente equivalente al 
campo de vectores lineal A 

2. Si t;, es resonante, entonces es biholomorpb..ica.mente equivalente a una forr11a normal 
polinoniial de la forma A+ {monomios resonantes} . 

El teorema establece la existencia. de una conjugación del campo de vectores dado, bien 
con su parte lineal, o con una forma norn1al ¡:>o/i110111ial. 
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La prueba de este teorema se divide en dos partes. La primera es la construcción 
formal del crunbio de coordenadas deseado: para cada rn;::: 2, la solución h,,,. de la ecuación 
homológica 

LAlim = Vm (A.4) 

asociada a (A.l) origina un crunbio de coordenadas (polinomial y tangente a la identidad) 
que anula todos los monomios no resonantes en este tn fijo. La aplicación repetida de 
este procedimiento da lugar a una sucesión de ca.1nbios de coordenadas cuyo producto 
(composición), en el línlite, es el cambio de coordenadas que buscamos. 

La segunda parte es la demostración de la convergencia de esta serie de potencias, bajo 
la hipótesis de que los valores propios pertenecen al Dominio de Poincaré. 

Es decir, a lo 111ás las resonancias no serán eliminadas por este cambio de coordenadas. 

Regresamos ahora al campo de vectores Y en <C3
, definido en (5.1.4.8). El divisor 

((1 =O) es invariante por Y. 
Construiremos una forma normal tipo Poincaré-Dulac para campos con esta propiedad, 

de manera que el divisor en cuestión permanezca. invariante por la conjugación (siguiendo 
ideas de [8]). 

Denotemos por EtP.O) al espacio de catnpos s-ho1nogéneos que son tangentes al plano 
E : ((1 = O), i.e., aquellos cuya ,,~,-componente cst<i en el ideal ((,). Considere la restricción 

LA de (A.2) a ellos. 

Lema A1 LA deja invariante a 2"(P,O) para cada grados: 

(A.5) 

Dernostración. Sean ef,,,.n = C:l (2"'(3' 8'?:.,, k = 1, 2, 3 y l + tn + n = s. Entonces 

={ 
(lr + rnr+ n- r)elmn + tn.et+l.m-1,n - e'fmn si k=l 

LA(e~,,,.n) (lr + 1nr+ n- r)ermn + rner+l,tn-1,n si k=2 
(lr + 1nr+ n- l)e?mn + me?+t.m-1.n si k=3 

(A.6) 

Con esta notación, 

S(P.O) = {e~mn : k = 1, 2, 3, l+tn+n=s y ;::: 1} 

Usando (A.6), es sencillo verificar que (A.5) es verdadera. o 

Un monontlo en E(P.o) se llamará P-l'eson.ante si no está en la imagen de LA. 

Lerna A2 Sea A la parte lineal de (5.1.4.8), y sean s > 1, r > 1 números enteros. 

Entonces los únicos mouonúos resonantes asociados a LA : .=;C3,o) --+ 5~C3.o) son (;i" 8~1 Y 

(í d~2 ~ 
Detnostración. Siguiendo la notación del Lerna A1, comos, r > 1, entonces lr+rtn+n-1 
siempre es no nulo. l r + rtn + n - r = O implica que l + 1n = O y .-1 = n = r. Esto muestra 
que eAor = (:1 0~1 y efu.,. = (:1 J~ son lcl.5 l"u1icas rcsonancia . .s. O 
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Lerna Aa Sea A la parte lineal de (5.1.4.8). El único monomio P-resonante asociado a 
(A.5) es (:j' ,,~,. 

De.rnostración. Por el Lema A2, (..j" d~ es P-resona.nte. ( pero ({ a~1 no lo es). Un monomio 
P-resonantc que es no resonante necesariamente está en LA(5(cn.o) \E(P,o)). 

Sea e~mn E S(P,o) un monomio P-rcsonante. Para cada grado s 2:: 2, S(<C".o) \ S(P.o) está 
generado por campos de vectores rnonornialcs de la forrna 

e.5mri = { ( 2"'(1"e1 : rn + n = .s; 1n, n = O, 1, ... } 

De (A.6): 

L.-t(e6rnrJ = (rnr + n- r)eÓmn + 1neLm-l,1l - e5mn 

Los dos últimos SU.Inandos a la derecha pertenecen a. EfP.o)· AsÍ es que L.-i(eÓmn) E S(P .. \.t) 
si y sólo si O= n + r(rn - 1), si y sólo si n =O y m = 1 ó n = r y •n =O. Como el 
primero es lineal, la tínica resonancia es e~r = (.{a~. O 

Observación A4 El Caso 3.1 admite un tratarri.iento similar: podernos suponer que la 
parte lineal de (5.1.4.4) es la de (5.1.4.8) con r =l. Se sigue de los cAlculos anteriores que 
la ecuación homológica i"\.SOCiada a este operador no tiene P-resonancias. 

Proposición A Denotemos por Y al campo de vectores (5.1.4.8). Existe un cambio de 
coordenadas holomorfo .x =<,:>(()tal que ((1 =O).= (x1 =O) y <p. Y= Ax+ T·X!i¿?z,, para 
algún TE <C. 

Demostración.; La prueba se obtiene siguiendo la del teorema de Poincaré-Dulac: Por el 
Lema A1, tiene sentido considerar la ecuación homológica asociada con el operador (A.5). 
Esta ecuación tiene solución para todo grados~ r por el Lerna A3, y éstas producen una 
sucesión de cambios de coordenadas para cada uno de los cuales el plano E es invariante. 
El producto de ellos, en el líntlte, en principio solamente es una conjugación formal con la 
forma normal en cuestión. Sin embargo, como los valores pr~pios pertenecen al Dominio de 
Poinca.ré, las estimaciones usuales en la norma nl.ayoran.te 1nuestran que esta conjugación 
formal de hecho es convergente. 

D 

Corolario A5 El Caso 3.1 es linealizable manteniendo invariante al plano E al igual 
que (5.1.4.5) en el caso no resonante. D 
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