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Resumen de la tesis
Gérmenes de Campos de Vectores Holomorfos en €™ sin sceparatriz
M. en C. Jorge Olivares Vazquez

6 de¢ marzo de 1994

Consideremos la ccuacién diferencial & = X (z), donde X es un germen de campo de vectores holomorfo
m
en 0 € C™, m = 3, con una ﬁmgulm‘ndml l\!alt\dt\ cn 0.

Los problemas centrales de este trabajo son los siguientes: el primero consiste en determinar condiciones
en X bajo las cuales ningin germen en 0 de curva analitica es solucién de dicha ccuacidn diferencial (X
no ticne separatrices por ¢l 0 ). El segundo consiste en obtener ejemplos de gérmences que satisfngan dichas
condiciones.

En dirnensién m = 2, es bien conocido el resultado de C. Camachio y P Sad que afinma que todo gerimen
en 0 de campo de vectores holomorfo tiene por lo mcenos una separatriz. Sin embargo, cn dimensiéon , X
Gémez Mont e 1. Luengo han construido familias de gérmenes, de multiplicidad algebraica 2, sin »aratriz.

En este trabajo se obtiencn condiciones suficicntes en los dos primeros jets dc un germen de campo de
vectores holomorfo en C™ , M = 3, para que ¢ste no tenga scparatrices. En C ¢ construyen ejemplos
explicitos de gérmencs de multiplicidad algebraica mayor o igual a 2 sin separatriz y por ultimno, se bosqueja
la construccién de una familia de tales gérmenes cn

La prescutacién estad dividida en cinco capitulos. El primero consta de dos secciones. Lin pritmera contiene
algunas generalidades sobre folinciones en variedades complejas y en la segunda bosquejamos el formalisino
de Chern-Weyl y su relacidn con el conjunto singular de una foliacién en una variedad compleja. En el
segundo capitulo aplicamos lo anterior al estudio de foliaciones en el espacio proyectivo complejo CTIP™. 151
tercer capftulo esta dividido en dos seccciones. En la primera hacemos la construccién de Ia foliacion Fy
adaptada a 1a explosién cn 0y a X y probamos ajgunas propiedades relevantes de ésta . Para diinensiones
supcriores a 3, introducirmos una genceralizacion natural de la nocion de esquina simple de P, Cano y, en
la segunda seccién, demostramos que couserva a propicdad de ser invariante ante explosionaoes sucesivas. Bn
cl cuarto capitulo usamos esta propicdad para demostrar que, si X es un germen en 0 de campo de vectores
holomorfo en C™ que sntisface las siguientes condiciones

(a) F, sdélo tiene singularidades aisladas y éstas ocurren en 2

(b) En los puntos singulares de F 1, todos los espacios propios de la parte lineal de F estin contenidos
en [,

(c) En los puntos singulares de F,, los cocicntes de los valores propios de la parte lineal de &3 no son
nameros racionales estrictamente positivos.

Entonces todas las separatrices de F; estiin contenidas cn el divisor excepcional /2, lo que permite probar
que X no tienec separatriz alguna por 0.

£l quinto capitulo esta dividido en dos sceciones. Eun la primera, aplicainos las técnicas anteriores a
familias de gérmenes en c* , cuya foliacién adaptada F; tienc conjunto singular concentrado en una linen
invariante. Obtencinos ccuaciones que garantizan { a ) y ( b ) y, en este caso, obtencmos cjemplos explicitos
de gérmenes sin separatrices. Para demostrar que todas las separatrices de ) estin cobtenidas en 2,
utilizamos una forma normal para campos de vectores con un divisor invariante, desarrollada por FF. Sanchez

P . e e . 4
Bringas. En la scgunda scecién, bosqucjainos n construccion de una familia andloga en €7, aunque no
producimos cjemplos.
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Abstract of the thesis
Germs of Holomorphic Vector Fields in €™ without a Scparatrix
(Gérmenes de Campos de Vectores Holomorfos en €™ sin separatriz)
M. en C. Jorge Olivares Vidzquez

March 6, 1994

Consider the diflerential equation # = .X'(z), where X denotes a germ of a holomorphic vector field in
0oeC™, m> 3, with an isolated singularity at 0.

The main problems of this work are the following: The first consists on determining conditions on X
such that no germ at 0 of an analytic curve is a solution of that differential equation (that is, X has no
separatrices through Q ). The sccond consists on obtaining examples of germs satisfying such conditions.

In complex dimension m = 2, a well-known result of C. Camacho and P. Sad says that every germ at 0
of a holomorphic vector field has at least one separatrix. However, in complex ditnension 7= 3, X, Gémez
Mont and I. Luengo have constructed farmnilies of gerins of algebraic multiplicity 2, without o separatrix.

In this work we obtain sufficient condilions on the first two jets of a_germ of a holomorphic vector field
in C™, m = 3 such that it is scparatrix-free. In C” we construct explicit examples of gerius of algebraic
multiplicity greater than or equal to 2 without a separatrix and, finally, we sketch the construction of a
family of germs with such properties in C*.

The content is divided into five chapters. The first has twoe scetions. In the first we recall some generalities
on foliations in complex manifolds and in the second we recall the Chern-Weyl theory and its relation with
the singular sct of a holomorphic folintion in a complex manifold. In the sccond chapter we apply this to
the study of foliations in complex projective spaces CIP”. The third chapter is divided as well into two
scctions. In the first, we construct the foliation F; adapted to the blow-up at 0 and .Y and we prove some
of its relevant properties. For complex dimensions greater than 3 we introduce a natural generalization of
the notion of simple corner (introduced for complex dimension 3 by FF. Cano) and, in the sccond section,
we prove that it keeps the property of being invariant under succesive blow-ups. In the fourth chapter we
use this property to prove that, if a germ X at 0 of a holomorphic vector field in €™ satisfies the following
conditions :

(a) F . has only isolated singularities and they lic in the exceptional divisor E.
(b) At the singular points of F,, every cigen-space of the linear part of F; is coutained in /2.

(c) At the singular points of F , the quotient of the cigen-values of the linear part of 7| are not strictly
positive rational numbers.

‘Then cvery separatrix of F, is contained oun the exeptional divisor ££ and this allows us to prove that X has
no scparatrices through 0.

The fifth chapter is divided as well into two scctios. In the first of these we apply this later results to
families of germs in C? whose sdapted folintion F ;1 has singular set concentrated in an invariant projective
line. We obtain cquations which guarantee the conditions (a) and (b) above and, in this case, we obtain
explicit exarnples of germs without separatrices. In order to prove that every separatrix of F; is contained
in E, we use a normal form for vector ficlds having s invariant divisor which was developed by IF. Sinchez-
Bringas. In the sccond section, we sketch the construction of a family of such germs in C", but we produce
no examples.

we O™ V" A
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Introduccién

Sea X un germen de campo de vectores holomorfo, singular en 0 € C". Una separatriz
de X por el 0 es un germen de curva analitica C en 0 tal que X restringido a C \ {0} es
tangente a C.

El problema de determinar si un germen X tiene o no alguna separatriz por el O comenzé
a estudiarse en 1856 por Briot y Bouquet [4], para campos de vectores en C? y fue hasta
1982 en que Camacho y Sad [5] probaron que todo germen X en dimensién m = 2 tienc
al menos una separatriz.

La primera respuesta en dimensiones superiores a 2 aparecié en 1992, cuando Gémez
Mont y Luengo {11} exhibieron familias de gérmenes en dimension mn = 3, de maultiplici-
dad algebraica 2, sin separatriz. Posteriormente, el que esto escribe [16] generalizd estos
resutados para gérmenes en C® de multiplicidad algebriica mayor o igual a 2.

En este trabajo obtendremos condiciones suficientes en los dos primeros jets de un
germen de campo de vectores holomorfo en C"*?, de multiplicidad algebrdica mayor que 1,
para que éste no tenga separatrices. En C3, coustruiremos ejemplos explicitos de gérmenes
de multiplicidad algebraica mayor o igual a 2 sin separatriz y por iltimo, bosquejaremos
la construccién de una familia de tales gérmenes en C*.

Las ideas para probar estos resultados provienen de [11] y en lineas generales, son las
siguientes.

Un germen de campo de vectores holomorfo X en 0 € €*7!, de multiplicidad algebraica
d+ 1 induce, por la explosidén (blow-up) en 0, una foliacién adaptada F ; en la variedad
explotada " . El divisor excepcional £ = CP" de &™"' es invariante por esta foliacién,
as{ es que ¢, (La@ TCP") puntos singulares aislados de F ; (contando multiplicidades) estan
contenidos en E (Proposicién 2.2.4). Su posicién y multiplicidad estdn decterminadas
por el (d+ 1)-jet de X y el (d+ 2)-jet de X determina la parte lineal de F; en ellos
(Proposicién 3.1.3).

El que un germen X de maltiplicidad algebrdica d + 1 no tenga separatrices, es una
propiedad que depende dnicamente de su jet de orden d + 2. Este resultado de suficiencia
de jets (Teorema 3.8) pucde enunciarse del siguiente modo: si X es un germen en 0 de
campo de vectores holomorfo en €"*!| de mulriplicidad algebraica d + 1 que satisface las
siguientes condiciones

(a) La foliacién adaptada F ; inducida por X y la explosién en O tiene sélo singularidades
aisladas y éstas ocurren en el divisor excepcional E.

(b) En los puntos singulares de F ;, todos los espacios propios de la parte lineal de F,
estidn contenidos en FE.

(c) En los puntos singulares de F ,, los cocientes de los valores valores propios de la parte
lineal de F ; no son numeros racionales estrictamente positivos.

Entonces X no tiene scparatriz alguna por O.

La idea para probar este resultado es la siguiente: por un lado, si C es una separatriz
por el 0 de un germen X, entonces la curva C, el transformado estricto de C por la
explosiéon en 0, es una separatriz de F ; por algin punto singular p de F; en E que no
esta cOntenida en E. La clave estd en probar que las condiciones (b ) ¥ ( ¢ ) implican que



todas las separatrices de F ') por los puntos singulares de F; en E nccesariamente estaiy
contenidas en E (Proposicién 4.4). Esto muestra que un germen X que satisface | Zesy
propiedades ( a ), ( b ) y ( ¢ ) anteriores no puede tener separatrices por el 0.

Para demostrar la existencia de gérmenes con estas propiedades, la idea es la siguinttes,
Sea m el ideal maximal de OC"".o y denotemos por V al C-espacio vectorial (de dimensioden

finita)
V= ——mgii".o “Ocis
mC*..-,.O . @C"",o
de campos de vectores polinomiales homogéncos en C™"™!, con términos no nulos séb - e=y
grados d+ 1y d + 2. Sea PV su espacio proyectivo asociado.

Los coeficientes del elemento general V&€ 'V son un espacio natural de pardametros, - e
términos de los cuales pretendemos expresar las condiciones (a ), (b ) ¥ ( ¢ ) como =umn
sistema de ecuaciones. Si uno consigue probar que el sistema asi obrenido tiene solucionee=s,
habra conseguido probar la existencia de gérinenes de campos de vectores sin separatri=z

Para obtencr estas ecuaciones, la idea es escoger convenientemente un conjunte e
puntos Z C E =~ CP" y escribir ecuacionecs que garanticen que el conjunto singularde Iy
foliacion adapatada F, es Z y sc satisfacen las condiciones (a ), (b )y (¢ ). En I
introduccién del Capitulo 5 explicaremos cémo llevar a cabo este plan.

Esta estrategia es la que produce los ejemplos que presentamos en C* y cuya prinerma
parte exponemos para C?*.

La presentacién esta dividida en cinco capitulos.

El primero no contiene material original y consta de dos secciones. La primera consissxte
de generalidades sobre foliaciones en variedades complejas y en la segunda se bosquea - -l
formalismo de Chern-Weil y su relacién con el conjunto singular de una foliacién enuwzi—n
variedad compleja.

En el segundo capitulo aplicamos lo anterior al estudio de foliaciones en el esproxc_io
proyectivo complejo CP”. En la primera seccidén establecemos la correspondencia bisiEcn
entre foliaciones por curvas en CP" y campos de vectores polinomiales homogencs e
C"*! de grado d + 1. En la segunda seccién, calcularemos la dimensién de los espic
de foliaciones por curvas Fol(d, CP") en CP", ¢l ndmero de singularidades aisladas (saBlwwo
multiplicidad) que una de éstas tiene y una propiedad gendrica sobre su conjunto singul: aar.

En el tercer capitulo, hacemos la construccién de la foliacién adaptada a la explosizacn
en 0 y probamos algunas propicdades relevantes de ella. Para dimensiones superioe=
3, introducimos una generalizacion natural de la nocién de esquina simnple de Caw [
y demostramos que conserva la propiedad de ser persistente ante explosiones sucesiveams,
Este teorema de persistencia es un resultado original y es la clave para probar que - l=s
condiciones ( b } y¥ ( ¢ ) bastan para que todas las separatrices de F; estén contenidss e
el divisor excepcional E, hecho que es basico para probar, en el cuarto capitulo, el teoremxrens
de suficiencia de jets.

El quinto capitulo consta de matcrial original y esta dividido en dos secciones, Ia
primera contiene el matcrial de [16], y es el resultado de aplicar las técnicas antericre=s a
familias de gérmenes en C3, cuya foliacién adaptada F , tiene conjunto singular concentraa cdo
en una linea invariante. Probaremos un tecorema de suficiencia de jets similar al del capit=ual
anterior y llevaremos a cabo la construccién detallada de familias no vacias de gérmermaacs
sin sceparatriz.

ooy



Para demostrar quc todas las separatrices de F ; estdn contenidas en F, utilizamos una
forma normal para campos de vectores con un divisor invariante. desarrollada por Sanchez
Bringas en [8].

En la segunda seccién, bosquejamos la construccion de una famnilia de gérmenes en
C?, cuya foliacién adaptada F , tiene conjunto singular consistente de 5 puntos, todos
ellos de multiplicidad al menos 3, y que satisfuce parcialmente las condiciones (a )y (b))
anteriores (parcialmente, porque no incluye las condiciones abiertas de que la multiplicidad
de las singularidades es justamente 3, ni las condiciones abicrtas de semisimplicidad que
completan la condicién ( b)) ).

Aun cuando no hemos podido probar que esta familia es no vacia, la construccién que
aqui presentamos es un primer paso en la obtencién de familias de gérmenes de campos
holomorfos en C*? sin separatriz, razén por la cual la hemos incluido en este trabajo.



1 Foliaciones por curvas en variedades complejas

Este capitulo estd dividido en dos secciones. En la primera sc definen los conceptos
basicos que utilizaremos a lo largo de este trabajo. Sc define lo que entenderemos
por una foliacién por curvas con singularidades F en una variedad compleja Af
sc establece la correspondencia basica entre dichas foliaciones ) las secciones globales
HO(A, TAM & L*) del fibrado vectorial TAS ¢ L, donde L denota a un fibrado lineal
en M, L* a su dual ¥y TAf al fibrado tangente de Af. La referencia basica para esta
seccién es el libro [12].

Se define también lo que entenderemos por el conjunto de puntos singulares Sing(F )
de F , la parte lineal de F en un punto singular y la multiplicidad p (F, p) de un punte
singular de la foliacién.

La segunda parte estéd dedicada a establecer un teorema del tipo PoincaréHopf, debido
a Baum y Bott, que relaciona las multiplicidades de los puntos singulares de una
foliacién F con invariantes topoldgicos del fibrado vectorial TAf & L*°.

1.1 Foliaciones con singularidades. Parte lineal y multiplicidad

de una foliacién en un punto singular
En este capitulo, A/ denotara una variedad compleja de dimensién n.
Definicién 1.1.1 Una foliacion holomorfa por curvas no singular 7' en M es una
descomposicién de Af cn subconjuntos conexos disjuntos {L,}aca, denominados hojas
de la foliacién, de modo que todo punto p de M ticne asociada una vecindad V), y un

biholomorfismo ¢ : V, — W C C” que satisface que, para toda hoja L., las componentes
conexas de ¢(V, M L,) quedan descritas por ecuaciones de la forma

wy = ky, o, uoy = Ky

en W, (donde k;, ..., k,; son constantes). A las parejas (1, ¢) las denominaremos cartas

coordenadas distinguidas de la foliacién y a la hoja que contiene al punto p la denotaremos
por L.

Lema 1.1.2 Scan {U}ic; una cubijerta abjerta de M y {¢;: U, — W; C C"} una familia
de biholomorfismos tales que los cambios de coordenadas

¢y = (&' ..., 0") = ¢i°¢;l Qi (U;NU;) — (U N Uj) (1.1.1)
satisfacen e don
P =T w. =0, (1.1.2)

entonces existe una foliacién por curvas no singular ¥ *, determinada en forma vdnica, tal
que las parejas (U, ¢,) constituyen las cartas distinguidas de F*.

Definicién 1.1.3 Una foliacion holomorfa por curvas con singularidades 7 en M es
una foliacién holomorfa por curvas no singular en M — A4, donde A es una subvariedad
analitica de M de codimensién mayor que uno. Un punto p en A es una singularidad
removible de F si existe una carta coordenada ¢ de A |, definida en una vecindad de

1



P, que es compatible con el atlas {(U,. ¢,)}icr que define a F | en el siguiente sentido: los
cambios de coordenadas ¢0d; ! y ¢7'e¢ como en (1.1.1) satisfacen las relaciones (1.1.2). Al
conjunto de puntos que son singularidades no removibles de F se le denomina el conjunto
singular de la foliacién y se le denota por Sing(F) .

En adelante, al referirnos a una foliacién por curvas en Al estaremos hablando de
una foliacién en el sentido de la definicién anterior.

A continuacién mostraremos que una foliacién por curvas define candnicamente un
fibrado lineal L en A y un morfismo de fibrados a : L — TAf del fibrado lineal L en el
fibrado tangente TASf de Af . _

Sea F* una foliacion por curvas no singular en A | determinada por cartas coorde-
nadas distinguidas como en el Lema 1.1.2 y consideremos la composicién de las matrices
jacobianas D¢y = D¢,;0D¢; de los cambios de coordenadas (1.1.1). Como consecuencia
de (1.1.2) se obtiene que la entrada inferior derecha de D¢ se multiplica como un cociclo

Py 3¢:'l- 3¢"Z'l.-
duy,  Ow, Ow,,’

Estce cociclo (%lf),-'je, define un fibrado lineal en Af al que denotaremos por L. Con-
sideremos la familia de aplicaciones F;: U; — Hom(C,C") dada por Fy(p) = (0,...,1), ¥
definamos una familia de transformaciones F; : U; x C — U; x C” mediante la regla

Fy(p,v) = (p. Fi(p)v) = (3. (0, ..., 0, v)).

La familia {F,}ic; define un morfismo de fibrados vectoriales F : L' — TAf. Para todo
P € M, la transformacién entre las fibras F(p,-) : L', — T,Mf es inyecctiva y su imagen es
el espacio tangentc a la hoja £, de la foliacién F * que contiene a p.

Para una foliacién singular F |, puede mostrarse que el fibrado lineal L’ (en M — A)
admite una extensién candnica a un fibrado lineal I en Af y que el morfismo de fibrados
F (de la construccién anterior) puede extenderse a un morfismo de fibrados a : L — TM,
de manera que p ¢s una singularidad removible de F sf y sélo si a(p) : L, — T,AM es no
nulo. El morfismo a es vnico, salvo multiplicacién por una funcién holomorfa nunca nula
en M (para una demostracién completa, ver [12], Teorema 1.17 ).

La construccion de dichas extensiones es posible gracias al Teorema de Hartogs [13] :
funciones holomorfas (o meromorfas) definidas en el complemente U — V de un abierto U
de C™" y un subconjunto analitico V de codimensién mayor que uno puecden extenderse a
funciones holomorfas (o0 mcromorfas) en todo U.

Esto motiva la siguiente

Definicién 1.1.4 Una foliacién por curvas en Al es una pareja (L, a), donde L es un
haz lineal en M y a : L — TAf es un morfismo de fibrados que no es idénticarnente nulo
en ninguna componente conexa de Af .

Dos parejas (L,a) y (L.,&) determinan la misma foliacién F si y s6losi Ly L son
haces lineales isomorfos y, después de identificar a L con L, existe una funcién holomorfa no
nula f € @° (M) tal que & = f - a. El conjunto singular de la foliacién F es la subvariedad
analitica Sing( F ) = {p € M | a(p) = 0} y las hojas de F son las hojas de la foliacién
no singular inducida por F en M-Sing( F ).

2



Por un argumento estandar de dlgebra lineal, se tienc el siguiente

Lema 1.1.5 Scan E y F fibrados vectoriales complcjos en la variedad compleja AL y
sca E" el dual de F, entonces los fibrados vectoriales Homn(E, F) y E* & F son isomorfos.
a

Observacién 1.1.6 Por el Lema anterior, dada una cubierta abierta {U,} de A ,
una foliacién por curvas ¥ en Af esti definida por una familia de campos de vectores
holomorfos {X,} que satisfacen X, = fo5Xs en U, N U;, donde fo3 € O (U, N Us) es
una funcién holomorfa no nula en U, N Us. Se tiene entonces que Sing( F ) = {p € M|
Xa(p) = 0}

Un generador X, de F en un punto singular p induce un endomorfismo lineal en T,M
que, en coordenadas locales, corresponde a los términos de grado 1 en la expansién en
series de X,,. Se denota a esta aplicacidn lincal por DX,(p) y se le llama la parte lineal
de F en el punto singular p.

La matriz A, de DX,(p) en la coordenada local U, esti bien determinada salvo multi-
plicacién por constantes no nulas y conjugacién: si g es una constante no nula y J denota
a la matriz jacobiana de un cambio de coordenadas locales alrededor de p, entonces A,
esta bien definida, salvo la transformacién

A, — gJA,T .

Esta relacién tienc la siguiente consecuencia: los valores propios de DX,(p) dependen de
la eleccién de las coordenadas alrededor de p, pero no asf los cocientes entre ellos.

Definicién 1.1.7 Sea pun punto singular aislado de una foliacién por curvas F . Sea z
un sistema coordenado en p tal que z(p) = O y ¥ estd generada por un campo de vectores
X =37, X,;8/0x;.

1. La multiplicidad o el indice de la foliacién F en p, que denotaremos por u(F, p),
es la codimensién en el anillo local Oay,;, del ideal generado por {X;}7.;:

#(F, p) = dimeOrr, /(X1 ... Xn).

2. El| mimero de interseccién local en p de los divisores D; = {X; = 0}, 7 = 1,...,n,
que denotaremos por (D,, ..., D,)o, es el valor del residuo en 0 asociado a la n-forma
meromorfa w(z) = §(2) A - A a(z):

(D1 -y Dy)o = Resjyw

donde

Resgpw= (50" @ yI={z: X() = ).



3. El grado de X en pes el grado topoldgico de la aplicacién

X . g2n-1 _, g2
- !
definida en una esfera suficientemente pequeiia ||z|] = € en el dominio, en la esfera

unitaria del espacio imagen.

Proposicién 1.1.8 Sca X un gérmen en 0 de campo de vectores holomorfo en C", con
una singularidad aislada en 0. La multiplicidad, el nimero de interseccién local y el grado
de X en O coinciden.

Una demostracion de esta proposicién usando la teoria de residuos se encuentra en [9],
Capitulo 5, secciones 1 y 2. Para una demostracién mas elemental, ver (2], Parte I, seccién
5. o

En particular, ¢4 (F, p) = 1 si y sdlo si las hipersuperficies {X.,; = 0}/., se intersectan
transversalmente en p, es decir, si det (DX,(p)) # 0. A una singularidad aislada de F con
esta propiedad la llamaremos simple o no degenerada.

Una foliacién por curvas F en Af cuyo conjunto singular consta solamente de puntos
singulares no degenenerados se llamarda no degenerada .

1.2 Curvatura y clases de Chern de un fibrado vectorial com-
plejo

Esta seccién estd dedicada a enunciar un teorema de Baum y Bott que utilizaremos en

el Capitulo 2 para calcular el mimero de singularidades aisladas, salvo multiplicidad,

de una foliacién por curvas en un espacio proyectivo complejo. Por completitud, ex-

pondremos (sin demostraciones) los fundamentos de la teoria de Chern-Welil, siguiendo
la exposicién de [9], Capitulo 3, seccién 3.

Sean Af una variedad compleja de dimensién compleja m, = : £ -— Af un fibrado
vectorial complejo en A de rango ny AP(FE) el haz de secciones C™ del fibrado vectorial
AP T (M) E. Sca D : A9(E) — A%1(F) una conexién en E y denotemos por

G = D?: AYE) — A"2(E)
al opcrador de curvatura asociado a D. En términos de una trivializacién
Ya E |L'.,_’ [Jn x C"

de FE sobre U, € M,®, = G(U,) es una matriz n x n de 2-formas, llamada la matriz de
curvatura de D con respecto a @,. Si g es otra trivializacién y . = gagws, entonces

G, = 9.5639;3 (1.2.1)

donde gaz : Uan N Uz — GL, es la funcién de transicién de E relativa a las trivializaciones
Yo ¥ @57 as(x) = (vaows’) Iy .Cm-



Definicién 1.2.1 Una funcién polinomial P : Af(n,C) — C en el espacio vectorial de
matrices complejas n x n, homogénea de grado k& en sus entradas, se dice quc es invariante
si P(A) = P(gAg™!) para todo A € M(n,C),g & GL,,.

Ejemplo Los polinomios P*, definidos por la relacién
n
det{A+t-I) =" PrrA). ¢, A€ M(nC).
k=0
son invariantes. Se les conoce como los polinomios invariantes elementales .
De la Definicién 1.2.1 y de la relacién (1.2.1) se sigue que, para cada polinomio
invariante P de grado k, P(©) = P(®G,) define una 2k-forma global en Af. Esta forma es

cerrada y su clase de cormologia no depende de la conexién escogida en E, como muestra
el siguiente

Lema 1.2.2 Para todo polinomio invariante PP de grado k.
1 dP(B,) = 0.

2 La clase de cohomologia [P(6&,)] € H2Y; cs independiente de la conexién escogida en
E .

(Para la demostracién, ver [9], 403). s}
En otras palabras, si & denota al dlgebra graduada de polinomios invariantes, = : E —

Af es un haz vectorial en Af de rango ny @ es la matriz de curvatura asociada a alguna
conexidén en E, entonces, la aplicacién

w: & — HEp definida por
w(P) = [P(6)]

es un homomorfismo de algebras graduadas bien definido, llamado el morfismo de Weil .
Las clases de Chern c;(FE) del fibrado vectorial E se definen por

ci( E) = [P" (f,l e)] € H} (M) (1.2.2)

y a la surna ¢(F) de las clases de Chern sc le llama la clase de Chern total

o(E) = 3 ci(E) € HFp(MM),

=0

donde co(E) = 1 € H)z(M). Las clases de Chern ¢,(M) de una variedad compleja Af se
definen como las clases de Chern de su haz tangente holomorfo.

El conjunto singular de una foliaciéon holomorfa (L*, a) y la clase de Chern del fibrado
vectorial TAf ® L estan relacionados por el siguiente teorema, debido a Baum y Bott [3]
y enunciado por Chern [7] de la siguiente forma
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Proposicién 1.2.3 Sca A una variedad compleja y compacta de dimensién mn. Sea L
un haz lineal holomorfo en Af . Considere una foliacién no degenerada F dada por una
seccién holomorfa a € H°(AL, TAf @ L) . Si P es un polinomio invariante de grado m,

entonces

Vv—=1\" _ P(A,)
( — /M P(6) = a(‘?’m detiAy (1.2.3)

donde A, es la parte lineal de a en el punto singular p.

Corolario 1.2.4 Sca Af una variedad compleja y compacta de dimensién m y sea F
una foliacién por curvas no degenerada en Af , entonces F tiene ¢,(TM & L°') puntos

singulares.

Demostracién. Si en (1.2.3) el polinomio invariante P es el determinante det, el lado
derecho de la igualdad que se obtiene es el nimero de puntos singulares de F , mientras

que el lado izquierdo es el entero que se obtiene al integrar la 2m-forma ¢, (F) de (1.2.2)
a lo largo de Af. ]



2 Foliaciones por curvas en CP”

2.1 La sucesiéon de Euler torcida

En esta seccién, establecemos la correspondencia basica entre foliaciones holomorfas F
en CP" (scecciones globales a € HY(CP®, TAf®L*) ) y campos de vectores polinomiales
homogéneos en €™, conocida como la sucesién de Euler torcida.

Para establecerla, primero mostraremos que el conjunto de fibrados lineales {L} en CP"
esti parametrizado por un invariante discreto d € Z (su clase de Chern) ¥ mostraremos
que, para cada d > 1, las secciones del fibrado L = L, son los polinomios homogéneos
en C"*! de grado d.

A lo largo de este trabajo, CP" denotara al espacio proyectivo complejo de dimensién

ny IT: C™! — {0} — CP" a la proyeccién natural. Sean (zq, ..., z,) coordenadas afines de
T y {204 ..y 2] = JT (20, ..., 2,) coordenadas homogéneas de CP". Para cada 7 = 0, ..., n,
sea U; el complemento del hiperplano (z; = 0): U; = {[20, ..., 2] : 2z; 7 0}. La estructura

compleja de CP" estd dada por los homeomorfismos

v, : U; — C" definidos por

= z — 2.1.1
‘pi[zﬂs'--vzn] = (ﬁ‘---a ;:,.;’_‘) == (s eeer Diia eene Win) ( )

con funciones de transicién analiticas
[7-F (UﬁU)—» w(U; N U;) dadas por
©ij (W0, -ees Win) = (‘,‘—.’,jiﬁ—;,‘;— ) = = (Wips eees D+ eees Win)
Para cada d € Z, consideremos las aplicaciones
&5 (UinU;) — GL(1,C) dcﬁmdas por
E.J(w,o.-. » Win) = Wy,

cuya accién en C es multiplicar por wj',-". Por la segunda igualdad en (2.1.1), estas aplica-
ciones satisfacen la condicién de cociclo

Ei5 (@50, -ons n) Eox (Whor s i) = i Wi = (Z)7¢
= Ea(wio, ..., win)
asi es que, para cada d € Z, el cociclo (£;)ij-0...,n define un fibrado lineal en CP", al que

denotaremos por Lg . A L) se le llama el fibrado lineal de hiperplanos.

Lema 2.1.1 Todo fibrado linecal en CP" es una potencia de L;, es decir, es de la forma
Lyconde Z.

Demostracion. Seca L € H'(CP", ©') un fibrado lincal en CPP" . De la sucesién larga de
cohomologia asociada a la sucesiéon exponencial

0—Z-— 0 = o — 0

2wif

f —  exp



y del hecho de que HY(CP",©O) = 0, g = 1,2, se siguc que H(CP",©O*) ~ H?*(CP",Z).

Este udltimo grupo es isomorfo a Z y estd generado por la clase de Chern ¢ (H) de un

hiperplano H. o
Nos ocuparemos ahora de caracterizar las secciones globales de estos fibrados.

Proposicién 2.1.2 Las secciones holomorfas globales H°(CP™, Ly) de los haces lineales
La,d = 1 son los polinomios homogéneos de grado d.

Demostracion. Sean d= 1y T: C"?! — C un funcional lincal. T induce una seccién
holomorfa oy € H°(CP", L,) por restriccién a cada linea:

. Zg z 1
oW, s wi) = T(=, ..., 1, .., z—'_') == T(20- -y 2n)
~3 i [
z: 1 1 ;
= Z_J.Z T 205 ony Ziv vy Zjr oees Zp) = EOJT(ujD’ v Wyn)
como oy = 0 < T = 0, (C"*')" se inyecta en H®(CP", L;). Por otro lado, sean o €

HCY(CP",L,) y D = (o) su divisor de ceros. Como su clase fundamental np ([9], p. 61) es
igual a ¢;(H) = h, la clase de Chern de un hiperplano H, entonces D es un hiperplano
([9], p- 64). Si T¥ € (C™*!)* sc anula en IT"}(D) «— C"*!, entonces o/or es una funcién
holomorfa global en CP" asf que es una constante cy o = ¢- op para alguna c € C.

Si ahora d > 1, una forma d-lineal F : (C"*)? — C en C""! induce, de modo similar
al caso d = 1, una seccién holomorfa o € HO°(CP", L) por restriccién a cada linea: si
pP= [wo, ..., w,,] € CP" , entonces

] 20 20 z
o;’(“'")s'--‘win) = F((;.---,l.---af)v---,(;----.l.-~-,f))
i ; i ’
d
z;% 1
= ﬁ;F((zo,u..zi,m.zj.---,z,.).---.(Zo.---,Z.-.---.zj.---.z"))
’ el
1 .
= ;};_‘—,,Gi(wjo..--‘wyn)

La prucba de que or es polinomial homogénea y de grado d se encuentra en [9], p.165. O
Sea o = (og,..., on) una seccién del fibrado vectorial @,,., L, = L, & --- & L, y sea
TCIP™" el fibrado tangente holomorfo a CP". La aplicacién

E: P, L) — TCP" definida por
E(o) = NI (To(=))

define un morfismo suprayectivo de fibrados, cuyo nicleo es el fibrado lineal trivial, gene-
rado por el campo de vectores radial

T = (20, ---s Zn)
Se tiene entonces una sucesién exacta de fibrados vectoriales en CP”

0—C— L - TTP" — 0 (2.1.2

n+1
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que se conoce como la sucesion de Euler ( [9] p.409). El producto tensorial de{2. .M.2) ro1a
el fibrado lineal L, produce la siguiente sucesién exacta, a la que nos referiremss como 1a
sucesion de FEuler torcida

O — Ly — &ni1 Loy — Lamd LasG TCP" — 0,

2.1.3
donde 14: Lg— Ly es la identidad. ( )
La sucesién de Euler torcida tiene la siguiente importante interpretaciéon
Observacién 2.1.3 Un campo de vectores polinomial homogéneo X% cd=e gndo

d+ 1, en C™! define una scccién holomorfa global del fibrado Ly & TCP™ (¢s dese=dr, una
foliacién por curvas en CP" por la Observacién 1.1.6). Dos de tales campos d-lefinen 1a
misma foliacidn F, si y sélo si su diferencia es de la forma g - 7, donde g es unp—clinomio
homogéneo de grado d y 7 es el campo de vectores radial.

Si X9+1(2) = 3”70 X;(z), entonces la foliacién F; en CP" inducida por lasucc-gidn de
Euler torcida estd generada, en el abierto

Ue = {I[¢] = {Cor o 1 1.en G]} € TP,

por el campo de vectores
- - - - —k—
(Xo— CoXi)(Coreerr 1 5o Ch)

Yo (Cos -or 1, -es Ga) = (X; — GXa )(.go, e 1, o )

(Xn - Cnxk )(‘CO‘ TN D Cn)

de modo que las singularidades de F; son aquellos puntos [(] € Ui en los qued aimpo

(Xo(Coreos 1 sers Cn)s oo Kkr coes X(Con ooer A 2ein Cn))

es proporcional a la direccién (¢o. -, i,... C,) de [¢].

Observacién 2.1.4 Una foliacién por curvas en CIP" pucde pensarse comy uesu| Cam o
de vectores meromorfo en CP" pues, al escribir un generador en un abierto coocrdenado
afin, éste tiene un polo de orden d en el hiperplano al infinito. El efecto de mullix jolicar por
el haz lineal Ly es el de cancelar este polo (para mas detalles, ver [12], p.35).

Denotemos por Opr(d) al haz de secciones del fibrado vectorial L, TP =~
Hom(L -4, TCP") y por E(d) al C-espacio vectorial H°(CP", Gp~(d)) de sus secioosies glob-
ales. Por la Definicién 1.1.4, dos secciones a y o’ definen la misma foliacién F s iy silo si
a = fa’ para alguna f € O*(CP") = C*. Por la Observacién 2.1.3 E(d) es dc odiincisién
finita, asi es que ¢l espacio de foliaciones por curvas con fibrado lineal asociado - B, 4 quc
denotaremos por Fol(d, CP") es el espacio proyectivo PE(d) sobre E(d).



2.2 Calculus numerorum

En esta secciéon calcularemos la dimension del espacio de foliaciones por curvas
Fol(d,CP") en CP" y el nimero de singularidades aisladas (salvo multiplicidad) que
una de éstas tiene. Probaremos también que el conjunto singular Sing(a) del elemento
genérico a en Fol(d. CP") consta de singularidades aisladas de multiplicidad 1.

Lema 2.2.1 Sean d <1y e = —d, entonces Fol(d, CP*) = P" con
N= () (e+n+2)-1 .
Demostracidn. Es consecuencia de la sucesién de Euler torcida (2.1.3): el nititnero N+1

es la dimensidn del espacio vectorial de campos de vectores polinomiales homogéneos de
grado d+ 1, menos la dimensién del subespacio formado por aquellos que son un miiltiplo
polinomial homogéneo de grado d del campo de vectores radial. Para mas detalles, ver

[12], p.37. o

Proposicién 2.2.2 El ntimero de singula’ridades aisladas de una foliacién por curvas
n+1 __

no degenerada F en Fol(d, CP") es (:H—I)E—;, sid=>1yesn+1,sid=0.

Demostracion. Por el Corolario 1.2.4, basta calcular c,(Gp-(d)).

De la descomposicién C>

P Las1 = La® Bpr(d)

n+1

y la fé6rmula de Whitney del producto ([9], p.408) se obtiene
A(Bpr(d) = o Law)(La)™?
n+1

A+ (d+1h)™! 1+ z":(—d)fhi) (2.2.1)
=1

donde h € H?(CP", Z) es la clase de un hiperplano. La enésima clase de Chern . (Bpr(d))
es el coeficiente de h™ en (2.2.1) y su expresién cs

LIGyNY i d+ 1)t —1
en(Opn(a) =3 (1) ars = ET 21 (2.2.2)
3=0
lo que concluye la prueba. (]
Consideremos ahora la variedad de incidencias
Z = {({w], a) : a([w]) = 0} € CP" x Fol(d, CP") (2.2.3)

Si IT, y IT> denotan respectivamente a las proyecciones sobre el primero y scgundo factores,
entonces la restriccién II; |z tiene por fibra sobre [w] € CP", al conjunto de foliaciones
Z{.; que se anulan en [w] y la fibra de I, |z sobre a € PY = Fol(d.CP") es el conjunto
singular Sing(a):
Sing(a)
1
2y — -4 PLEN o) 6
l”z
Fol(d,CP™)
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Proposicién 2.2.3 Z es una subvariedad lisa e irreducible de codimensién n en
CP"” x Fol(d,CP") y el conjunto de foliaciones no degeneradas F en Fol(d. CP") es un
abierto denso de Zariski en Fol(d, CP™).

Demostracion. En un abiecrto coordenado afin alrededor de un punto [w] en CP”, a
estda representado por un carnpo de vectores polinomial de la forma X (z) = =1 X (::)—Hi::,
de modo que a € Z;,; si y sélo si  se satisfacen las n condiciones lincales independientes
{X,(w) = 0}. Esto muestra que, para todo [w] en CP”, Z|, es un subespacio lineal de
codimensién n en Fol(d, CP").

El grupo de transformaciones proyectivas PGL, actiia en Fol(d,CP™)

PGL, = Fol(d, CP") — Fol(d.CP") por (g.a)— (Dg-a)og™} (2.2.4)

Una forma de entender esta accién, es usando la representacion {(2.1.3) de a como un
campo (d+ 1)-homogénco en C™*! y de g como elemento del grupo lineal GL,..;.

Como PGL, actida transitivamente en CP”, en particular, si [w)} = [1,0,...,0] € CP",
entonces, para cada [w] € CP” existe g € PGL, tal que g [w] = {w] ¥y g es dnico, mdédulo
el subgrupo formado por las transformaciones proyectivas que fijan a [w] (el estabilizador
S de [w] en PGL, ). La observacidén anterior establece una correspondencia

CP* — PGL,/S
{w] — ¢S

que induce en CP" ~ PGL, /S una estructura natural de espacio homogéneo bajo la accién

de PGL,
PGL, x PGL,/S — PGL,/S

(f.98) — (f9)S
Observemos ahora que si a estd en la fibra Z|,; sobre [w] y ¢ - [w] = [w], entonces la
foliacién (Dg~?! - a)og (obtenida por la accién (2.2.4) ) se anula en el punto [w] (es decir,
estd en la fibra Z|,, sobre [w]). Por un lado, esto muestra que II; |z (£) = CP” y, por
otro lado, que la accién (2.2.4) se levanta a Z por IT: |z

PGL, x 2 — zZ
Lla; las (2.2.5)
PGL, x PGL,/S — PGL,/S

y por lo tanto IT; |z: Z — CP” es un fibrado proyectivo PGL ,-homogéneo, que es un
subfibrado de IT,. En consecuencia, Z tiene estructura de producto local y por lo tanto es
una subvariedad lisa en P x CP". Como todas las fibras Z,; de la primera proyeccién son
subespacios lineales de codimensién n, son entonces irreducibles y de la misma dimensién.
Esto implica ([17], Tecorema 8, p.61) que Z también es irreducible y de codimensién n en
P~ x CP™.

En consecuencia ([17], Teorema 7, p.60), las fibras de la segunda proyeccién

Sing(a) — 2 2% roi(d, CP™)

son de dimensién cero en un abierto de Zariski no vacio. Denotemos por Fol'(d, CP") a
este abierto.
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Para probar que las singularidades son genéricamente de multiplicidad uno, considere-
mos la aplicacién

v : Fol'(d, CP") — Z~
max
v(a) = oy Mo m)
que asigna, a cada o € Fol'(d, CP"), la mdaxima multiplicidad de sus puntos singulares. Es

sencillo probar quc v es semicontinua superiormente y que su minimo es 1 (de hecho, la
foliacién F’' en CP” inducida por

X'(z) = z_.‘,-’”% (2.2.6)
=0 ~3

tiene ceros aislados simples y puede verse que son precisamente ¢,(Gp-(d)), lo que da otra
prueba de la Proposiciéon 2.2.2

Como el conjunto {a € Fol'(d,CP") : v(a) = 2} es cerrado (ver la Observacién 12.7.1

en [15) p,288 ), entonces el conjunto de foliaciones no degeneradas es un abierto denso de
Fad'(d, CP™), lo quc concluye la prueba.

s}

Sean F y F' foliaciones en Fol(d, CP") inducidas respectivamente
por los campos polinomiales X y X'y sea {F ;} la familia inducida por

Corolario 2.2.3

X, =(1—- )X + tX', te €. (2.2.7)

Si F' es no degenerada, entonces existe una vecindad (posiblemente perforada) D,  C de
t = 0, tal que {F }wp, es no degenerada.

Demostracion. Sca U C Fol(d, CP") el abierto de las foliaciones no degeneradas. Como
{F 3 = P, {F .} N U consiste en un nitmero finito de puntos porque es un abierto de
Zariski no vacio de P!. La vecindad D, no es perforada si y sélo si

F es no degenerada.
a.

Proposicién 2.2.4 Sea F € Fol(d, CP") una foliacién por curvas tal que Sing{ F )
consta solamente de singularidades aisladas, entonces la suma de las multiplicidades de F
en sus puntos singulares es la enésima clase de Chiern del haz Gp-(d), o sea:

3. u(F.p) = ca(Bpr(d))

peSing(F)

Demostracion. Aunque este resultado es consecuencia de un resultado mads general
(ver el Teorema 1 de [3]), en nuestro contexto puede probarse de la siguiente manera: sea
Sing(F ) = {p1,.... P} € CP" y para cada j € {1,...M}, sea U; una bola que contiene a
p; con U;NU; = O para 75 7. Scan X un campo (d + 1)-homogeneo que induce a ¥, X'
el campo (2.2.6) y {F .} la familia de foliaciones inducida por la correspondiente familia
de campos (2.2.7).

Sea D; una vecindad perforada en O suficientemente pequeiia tal que F , es no dege-
nerada y Sing(F ;) N 8U; = 0, para toda 7 € D;. Entonces Sing(F,) N U; = {q1,..., q; }.
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donde u; = u(F , p;) y en consecuencia

> u(F.p) =l {Sing(F )} I = ca(Bp-(d)).

peSing(F)

donde || {Sing(F ,)} || denota al niimero de puntos singulares de la foliacién F , y la dltima
igualdad es consecuencia del Corolario 1.2.4 y de la Proposicién 2.2.2. o

Proposicién 2.2.5 Sea F € Fol(d,CP") y denotemos por Singy(F ) C Sing(F ) al
conjunto de singularidades aisladas de F . Si

3. u(F,p) = cu(Bpr(d)).
reSing, ()

entonces Sing(F ) = Singo(F ).
Dermnostracion. Sea X un campo (d+ 1)-homogéneo en C* ! que induce a F y supong-
amos, en busca de una contradiccién, que existe V C Sing (F ) tal que dim( V) > 0. Sea
P € V. Usando la accién de GL,, ;1 en E(d), podemos construir un campo (d-+1)-homogéneo
Y, cuya foliacién inducida F' es no degenerada (su conjunto singular Sing(F ‘) consta de
puntos aislados de multiplicidad uno) y p € Sing(F ') (ver la observacién precedente a la
expresién (2.2.5) ).

Consideremos la correspondiente familia { ,} como en el Corolario 2.2.3. Por un
lado, F , tiene sdlo singularidades simples si 0 <|| t|| < € y son tantas como c,(Gp~(d)).
Por otro lado, p € Sing(F ,) para todo t € C as{ es que, si tes suficientemente pequeiia, F ,

tiene solamente singularidades simples pero son al menos ¢, (Gpr(d)) + 1, lo que contradice
a la Proposicién 2.2.4. =}

Decimos que un conjunto finito de puntos gencra a CP” si el conjunto no estid con-
tenido en un hiperplano. Se dice que n + 2 puntos en CP" estdn en posicion general si
cualesquiera 7+ 1 de ellos generan a CP™.

Si dos conjuntos de nn+ 2 puntos {. -, Pr+1} ¥ {P0s---»grn+1} en CP™ estaAn en posicién
general entonces existe una unica g € PGL, tal que g(p;) = q; para j =0, ..., n+ 1.

Si se tienc una foliacién con n + 2 puntos singulares conocidos en posicién general,
uno puede usar el resultado anterior y la accidén (2.2.5) para construir nuevas foliaciones
con n + 2 puntos singulares escogidos. Sin embargo, si una foliacién es no-degenerada,
entonces su conjunto singular debe generar a CP" y de hecho la determina, como muestra
el siguiente resultado (ver [10], Proposicién 2.1 y Teorema 2.6.)

Proposicién 2.2.6 Sean d > 0 y a € E(d) una foliacién por curvas no degenerada,
entonces Sing(a) gencra a CP”. Mas atn, si a’ € E(d) es otra foliacién por curvas que se
anula en Sing(a) entonces a’ = ka para algin k € C.

ou}

En nuestro contexto, este resultado es importante en la construccién de familias de

foliaciones en CIP" con conjunto singular pre-establecido. Ver la introduccién del Capitulo
5 de este trabajo.
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3 Esquinas simples y persistencia bajo explosiones

Sea X un germen en 0 de campo de vectores holomorfo en €™ y sea F la foliacion
inducida por X ¢n una vecindad de 0. En la primera seccion de este capitulo se define la
foliacién adaptada F ; inducida por F y la explosion en 0. Llamaremos esquina simple
a un tipo especial de singularidades de F 1 y mostraremos, en la segunda seccién, que
es persistente bajo explosiones. Vagamente hablando, esto dltimo significa lo siguiente:
sl p es una esquina simple de una foliacién F' y F§ es la foliacién adaptada inducida
por F ' y la explosion con centro en p, entonces las singularidades de 1 en el divisor
excepcional también son esquinas simples.

Los conceptos y resultados de este capitulo, aunque técnicos por naturaleza, son fun-

damentales para probar el teorema de suficiencia de jets del capitulo siguiente y los
teoremas de existencia posteriores.

3.1 Foliaciones adaptadas y esquinas simples en C™,

m =3
Sea A C C™ un polidisco centrado en 0 € C™ y sca

A={(z)eCm=<xP"? : 2, ==z Vi,j} € A x P,

Sean m : C” x P™ ! —» C™y m : C™ x P""! — P™ ! las proyecciones en el primero y
segundo factores. La explosion (transformacidon cuadrdtica o blow-up) o: D — N
con centro en O del polidisco A se define como

o=mlipA— L (3.1.1)
Observe que 0_1(9) = Cpm™ .

k—
Ue = {{¢1r-ov 1 ,eeiGm] € Pl es
C™ N (C™ x Uy), entonces z; = 2:(;

Asi definida, A tienc una estructura natural de variedad compleja de dimensién m : si

un abierto afin como se definié en (2.1.1) y (2,[¢]) €
y la aplicacién o puede escribirse como

(2 (Crreeer 1 aer Co) )

(ZkCraeeey ZChm1v Zhs ZkChir 11 -oes ZuCom) (3.1.2)
(Z15 000y Zks oes Zm),

I

de modo que, en cstas coordenadas, (zi = 0) es una ecuacién que define a CP™ . Por esta
razén y por el hecho de que o lCm\CPm-u C™\ CP™? — C™\ {0} es un biholomorfismo,
se le llama el divisor excepcional y suele denotdrsele por E.

Por razones mnemotécnicas, denotaremos por o

a la expresién local (3.1.2) de la
explosién (3.1.1):
7i(€) = (ox.1(C) v s T4, () = (21, -cv 2m)
donde

s 3.1.3
oy — | GG siiAk 313

b G sig=k
Para cada k € {1,...,m}, el divisor excepcional E, == CP™ ! csta definido por la

ecuacién (¢ = 0) o bien, en términos de o, por of'(0).

En particular, el punto

g = [0,....1. ...,0] € 65!(0) = CP™"! (3.1.4)
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cuya utnica coordenada no nula ocurre en la k-ésima posicidn, satisface ¢(gi) = 0, en cada
sistema coordenado ¢ definido por (3.1.3).

Si M es una variedad compleja y pes un punto en M |, la explosién M en P sc construye
tomando una vecindad U de pisomorfa a un polidisco & y definiendo

=01 -{phHlJs
b

donde A* es el polidisco perforado A \ {0}, que es isomorfo a su imagen inversa en A
(ver [14], p.83 6, para mas detalles, [9], p.182).

Sea F una foliacién por curvas en una variedad compleja Af y p un punto singular de
F . Sea X un germen de campo de vectores holomorfo en p que define a F

Definicién 3.1.1 La multiplicidad algebraica de F en p es el grado del menor
coeficiente no nulo en la expansidén en serie de Taylor de X alrededor de p . Si los térrminos
de grado menor de X no son un miitiplo del campo vectorial radial, se dirda que F es no-

dicritica en p . Cuando F es no-dicritica en p , también se dird que el divisor excepcional
es no-dicritico.

Definiciénm 3.1.2 La foliacion adaptada F; inducida por F y la explosién o con
centro en p, se define como sigue: sea z un sistema coordenado en M alrededor de p tal
que z(p) = O y F esta generada por un campo de vectores holomorfo X. Si la explosién o
estd dada por

(Cry s Cm) = (G15 61620 oeey Gi1Gm) = (235 -005 Zm)
entonces F ; estd generada por un campo de vectores Y(¢) = ¥{*({) dado por
Y = ¢ (Do) (X 0 o) (3.1.5)
donde (Do)~ ! : o' TM — TAT es el morfismo de fibrados racional sobre A7 con un polo de

orden 1 en el divisor excepcional E = ¢7!(0) y n es el mayor entero tal que Y es holomorfa

y tangente a E. Esto cs, si ;'Y es holomorfa pero no es tangente a E , entonces Y es
idénticamente cero en E

Las propiedades relevantes de la foliacion adaptada F ; estdn contenidas en la siguiente

Proposicién  3.1.3 Seca F; la foliacion adaptada a F, inducida por la explosién
o : M — M con centro en p € M. Sea z un sistema coordenado en M alrededor de p tal

que z2(p) = 0 y F esta generada por un campo de vectores holomorfo X. Entonces

1 Si X es de multiplicidad algebraica d + 1 en p, entonces F; estd generada por

Y = (74 Do) (X o o). (3.1.6)

2 Si X es de multiplicidad algebraica d + 1 en p, entonces la foliacién adaptada F , |g
restringida al divisor excepcional E =~ CP™"! es isomorfa a la inducida a través de la
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sucesion de Euler torcida por los términos X947 de grado d + 1 de X y el (d + 2)-jet
de X determina a la parte lineal de F ; en las singularidades en E. En particular, el
conjunto singular Sing(F , |g) esta determinado por X 941,

3 Y no es identicamente cero en E si y s6lo si F es no-dicritica en p .

Demostracién. Sea z un sistema coordenado de Af alrededor de p tal que z(p) = 0

y sean X (z) = T, Xi("’)i_j y o como en la Definicién 3.1.2. Eun estas coordenadas
¢ = (¢y.--y Cm) de T™, el divisor excepcional E estd definido por la ecuacion (¢; == 0).

Si X es de multiplicidad algebraica d + 1 en O y escribimos a X = X 91 4. Xd+2 4. |
como suma de campos de vectores polinomiales homogéneos, entouces

(Do)" (X o a()) =

G 0 - 0 G XTI, Gon ey Gon) + GUXTT2 (1, Gos ens G + 22D
i & v o CITIXET L Gov s Gon) + GIXEE (L, Gy i Gn) + 20])
! : .0 : :
~Cm O --- 1 CHXET(A, Gy e Gm) + QX E2(, Gas et Gn) + -2))
De donde cl campo Y definido por (3.1.6) es
i o0 .-- 0 GIXF(, Gy G) + GIXTT2(L, Gon ey Gm) +2])
—Cz 1 «e- 0 (X2d+‘(1- C2!'"s Cﬂ!)+C1[XgT2(1s C’-’~~“~ Cm) +"‘])
Yoy =| ", S . )

—Cm O e 1 (X8 (1, Coroner Cn) + G IXEF2(L, Cor e o) + 1)

(3.1.7)
De esta expresidén se sigue que 1 = d es el entero de la Definicién 3.1.2, 1o que prueba el
inciso 1.

En cstas coordenadas, la foliacién F, |g esta gencrada por Y(0, (. ..., ¢(n) ¥ se sigue
también de (3.1.7) que sélo depende de los términos X ?+! de orden d + 1 de X. Por otro
lado, la proyeccién natural

I:Cc™— {0} — Ccp™?
IT (21, o0 2m) = (215 o0y 2m)

en las coordenadas ¢, : {2; # 0} — C™ ! definidas cn (2.1.1), esta dada por

Izt zm) = (2,2, 22 = (Gor e G-

B P

2172,y

En estas coordenadas, la foliacién en CP™ ! inducida por X %*! a través de la sucesién de
Euler torcida esta generada por el campo de vectores

(DIT - X* N oIT7* (1, Caueeny Cm)
y éste coincide con Y{(O, (2, -.., ) (omitiendo la primera componente), como uno puede

ficilmente comprobar. Esto prueba el inciso 2, que a su vez implica inmediatamente el
inciso 3, por la sucesién de Euler torcida.
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Si uno calcula la parte lineal de (3.1.7) en el divisor excepcional, es decir, en los puntos
de la forma (0, ¢2....,¢2) = (0.¢®), la expresién que se obtiene

Xgr(1, ¢®) ) 0
d+2 _ L oxcd+l
DY(0. %) = X5§2(1.¢%) C‘:’ X{1(1.¢%

X1, — Q- XN (1. ¢
concluye la prueba del inciso 2 y de la Proposicién 3.1.3. (]

Es sencillo comprobar que, en las coordenadas (3.1.3), la foliacién adaptada F; en c”
inducida por X y o, estid generada por el campo de vectores

o= o . ) _ Yi(oi(€)) sig =k
%@ = £ n,©of e 2,0 = { EEkey - oaon 577k
(3.1.8)
Definicién 3.1.4

Un sistema de foliaciones adaptadas {(F j, p;j)j=o...-} es una sucesién
de foliaciones definida por la siguiente construccién: Fg es la foliaciéon holomorfa definida
por un campo de vectores holomorfo Y, en una vecindad del O en C™. Paraj = 1, ..., 7, sca
C -— Cm_l una sucesién de transformaciones cuadriticas centradas, respectivamente,
en Pi-1 . m = 0. La foliacién F; es la fohdcnou adaptada inducida por F;_; y o;.
Sean Eg un hiperplano por 0, E; = o} Hpioa). p; € E;. Para k > j sea E‘ el transfor-
mado estricto de E; bajo o 0...0 0,1, con Ef = E;.

Definicién 3.1.5 Scan m = 3 y {(F j.pj)j=o...-} un sistema dec foliaciones adaptadas.

Un punto singular p de la foliacién F; se llamara una esquina simple si existe una car-

ta coordenada z = (2i....,2m) alrededor de p con z(p) = 0, que satisface las siguientes
condiciones:

1) pe E MNE) ,conjo<j;3 <3y z2: =0 es una ecuacién local para El UF. en P
71 ]

(2) La fohacxén F; estd generada en una vecindad de p por un campo de vectores de la
forma

a 6 ™m a
Y=21(1+91)32‘]'+22(ﬁ+92)5z——+26’j5? (3.1.9)
2 3=3 ]

donde 8 es un nidmero complejo que no es un racional estrictamente positivo, las funciones
gi: y G, son analiticas y satisfacen que g,(p) = Opara7= 1,2y G (p) = Oparak = 3,...,m.
Observacién 3.1.6

1 Sec observa en la expresién (3.1.9) que g; puede tomarse como 0, dividiendo Y por

(1 + g1) ¥y que 3 también puede ser O.
Como 3 # 1, la foliacién F ; generada por Y es no-dicritica en 0 (Definicién 3.1.1).

Observe ademas que la definicién no supone que p es una singularidad aislada de F;

Una esquina simple en C*® es una forma final para gérmenes de campos de vectores
en una vecindad de una singularidad, en el siguiente sentido: las singularidades en forma

de esquina simple generan, ante sucesivas explosiones, singularidades tamnbién en forma
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de esquina simple (ver [6] ). El siguiente teorema mucestra que las esquinas simples de la
Definicién 3.1.5 conservan esta propiedad.

Teorema 3.1.7 (Teorema de persistencia). Sea {(F ;.p;)j=o0..,r} un sistema dec
foliaciones adaptadas. Si p; es una esquina simple de Fj, entonces el divisor excepcional

E;., es no-dicritico para F;., todas las singularidades de F;,; en E;., son esquinas
+ J 2 &)
simples.

Como la demostracién del Teorema 3.1.7 es técnica y muy larga, hemos preferido colo-
carla en una seccién aparte.

3.2 Demostracién del teorema de persistencia

Seca Y el campo de vectores (3.1.9) con una esquina simple en 0. Sea F; la foliacién
adaptada inducida por Y y la explosién en 0 y sca E; >~ CP™ ! el divisor excepcional
invariante.

Para demostrar el Teorema 3.1.7, vamos a calcular las singularidades de 3 en E)
v a exhibir sistemas de coordenadas en los que los generadores de F; verifican las
condiciones de la Deflnicién 3.1.5.

Este cidlculo se simplificard considerablemente si seguimos las siguientes observaciones:
como Y es de multiplicidad algebraica 1, por la Proposicién 3.1.3 la foliacién F, |g,
restringida al divisor excepcional es isomorfa a la foliacién F que la parte lineal A de
Y induce en F,. En particular, las singularidades de 7, en E) estin determinadas por
A y probaremos que son, siguiendo la Observacién 2.1.3, 10s espacios propios de A

(identificando al divisor excepcional E; con P(7p5 C™), la proyectivizacién del espacio
tangente en 0 a C™).

Por lo anterior, si A esta descompuesta en bloques de Jordan, entonces uno ticne control
sobre la posicién de las singularidades de la foliacidn restringida F 1 | g, » puede calcular
las expresiones (3.1.8) de sus generadores alrededor de ellas. Esta seccién comenzara
entonces por obtener la expresion (3.2.2) del campo de vectores Y, cuando su parte
lineal A estid descompuesta en bloques de Jordan, lo que de paso servird para fijar la
notacién que utilizaremos.

Como la Defilnicién 3.1.5 distingue tres valores propios, el cdlculo se dividirad en tres
casos: singularidades asociadas con 1, con 8 y con cualquier otro valor propio.

Sea m = 3 en (3.1.9) y denotemos sus componentes por

Y= é ¥ (2)

Por la Observacién 3.1.6, podemos suponer en adelante que g, = 0.

Después de un cambio de coordenadas, podemos suponer también que la parte lincal
A de Y estad descomucsta en 7 bloques de Jordan A7* de t

Am cx

A= L am =1 Y

tamano 1y X Ty,

(3.2.1)
A
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con ceros en las entradas vacias. Los valores propios ¢ y  =s=m fesprectivamente 1 y
B & Q.

Para cada k € {1,....7}, sea 8 = my; + ...+ my y sca == [, si es que s, = m y
81 = 1. Con estas convenciones, podemos escribir (3.1.9) como
o
Y(z)= zyz—+
zy

s, —1

Dozt z o+ g,(z))—~ + (20,1 + B4y + g..(z:)I)D,
.7

i=2

Zo,+1(B + ga.+1(2))—3—:)—: +

. (3:22)
2 (‘ZJ—1 + aZJ + g_,(z)) a -+ (ng—l +IBZB= +g’—‘s=(5))'8“’_‘ =+

=2

z{(clz'k v+1 T Gsy ‘*’(Z))az,_ - +

8 —1

[é] 8
2 (zj‘l + cuz; + gj(z))oz_ + (zsx—l + ciz2, .‘lu(")) D= }'
j=2 Z] Zaa
donde z; y 22 de (3.1.9) corresponden respectivamente a 2, =

Yy2uer 3 i(z) = 0y g2(2)
corresponde a g,,+1(z) € m \ m?. Los restantes g;(z) pertaccTen 1 ma® ( m denota al ideal
maximal de Og¢mg ).

Lema 3.2.0 Sca F la foliacién en CP™ ! inducida poruaracanpo de vectores lineal B

en C™ a través de la aplicacidn de Euler, entonces el conjupmamo singgaalar de F  consiste en
las direcciones propias de B.

Demostracidén.

Es consecuencia de Llos cdlculos contenidoo=s en La Observacién 2.1.3
(con d = 0). Un punto [{] = [(o,--., 1 ,...,{m-1] es unasimmgmlaridad dc F en el abjerto
Ui < CP™ ! siy sélo si
e
Bo(Cor ey 1, .iy Cm-1) %
: . :
E = BA:(CD» eees 1, ...,(.-,—..-1) 1 (3.2.3)

B 1(Cos --s 1o 1) Cm-y
Sean by = Bi(Co.--n1ioeinCmo1) ¥ 2 = (20000 Zhroenr Z I =

=2z - (Coveer 1, -oiyCmoy). La
igualdad (3.2.3) es equivalente a B(z) = b - z, lo que conc”:l-wyela prucba. o

19



Corolario 3.2.0 Scan B y ¥ como en el Lema 3.2.0 y supongamos que B es un
bloque de Jordan

b
B=|"1 .
1 b
Entonces el punto p,_; = [0....,1] € U,.-; C CP™ ! es la Gnica singularidad de F en

CP™ !. Por las Proposiciones 2.2.2 y 2.2.4, su multiplicidad 4 (F , p.-1) es igual a m.

Si todos los valores propios c; de una matriz A4 de la forma (3.2.1) son distintos, entonces
el conjunto singular de la foliacién F inducida por A(z) en CP™ ! consta solamente de
singularidades aisladas, cuya multiplicidad es igual a la dimensién 1y del correspondiente
bloque de Jordan:

U(F,qq)=mi, k=1, .,7
o]

Para demostrar el Teorema 3.1.7 consideraremos tres casos, dependiendo del valor
propio al que estan asociadas las singularidades.

Caso 1. Singularidades asociadas al primer blogque A" de A.

En las coordenadas (3.1.3) alrededor del punto g,, (definido por (3.1.4) con k& = ),
la explosién (3.1.1) esta dada por

mG = 25 sig#m
Ty, 5 (G1s ooes Gm) = { 2: & - zj" si ; Z m; (3.2.4)
™my 1}
En estas coordenadas, ((gm) = 0, E; : (Cm, = 0) ¥y F, csta generada por un campo de

vectores Y, (¢) de la forma (3.1.8), con k = ;. Para cada punto
P=[A1 s A =15 1, Ariy 410 oy Anm 10 Apys Agyidn -2 Am] € 0,_,.1 (0),

las coordenadas ¢’ definidas por

AQ) = A(Grs s Cmys ooy Gogo <23 §m)
= (1 — A1 s Cr—1 — Ay -1, Cm.» Crn+1 — Amy+1: 6y — Ay =oes G — Apn) (3.2.5)
= (Cfs s Gmys oo €) =
satisfacen que ¢'(p) = 0. La expresién (3.2.4) de la explosién en O en las coordenadas
(3.2.5) es
0.,(€") = (04,047} = (04,1(€")s s 00, W (C7))
donde
, B .. 3.2.6
ot ety = [ GG A = m s (3.2:6)
my,F\510 o om G, = Zy, SiF =y

En estas coordenadas F ; esta generada por el campo de vectores
Ya,(€) = £ ¥%h,,(¢N 4y, donde
e = { Jrl5iy sig=m (3:2:7)
g G X0, (€')) — (G + X)X, (C))] sigd ## .
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Lema 3.2.1 Sca A la parte lineal (3.2.1) del campo de vectores Y, definido por (3.2.2).
A Si A conticnc solamente un bloque de Jordan con valor propio 1, es decir, si ¢ # 1
para todo { = 3, ..., 7, entonces la dnica singularidad de F,; en o, 1(0) es el punto g,, =
[0.....1,...,0], (con el 1 ocupando la posicién ;).
B Si por el contrario, A conticne mas de un bloque con valor propio 1, es decir, si
¢, = 1 para alguna (o algunas) I; € {3, ..., 7}, entonces las tnicas singularidades de F, en
om, "1(0) son los puntos de la forma

Po, = (0,001,000, A, L0, Ay L o)y (3.2.8)

donde el 1 ocupa la posicién m, y los /\,‘) ocupan las posiciones §,, cuando ¢, = 1.

Demostracion. Es consecuencia de aplicar ¢l Lema 3.2.0 a la parte lineal A de Y los
espacios propios asociados al valor propio ¢; = 1 son los que indica el enunciado del lema.
a

Proposicién 3.2.2 Todas las singularidades de F; en o!(0) son esquinas simples.
Demostracidn. La demnostracién es un calculo que consta de tres partes: la primera
es construir sistemas de coordenadas adaptados a las singularidades que indica el Lema
3.2.1; la segunda, calcular la expresién de los generadores (3.2.7) en estas coordenadas y,
la tercera, comprobar que éstos verifican las condiciones de la Definicién 3.1.5. Como
la expresién de los generadores varia si la dimensién m; del primer bloque AT" de A es
mayor o es igual a uno, el cilculo se dividird en dos partes.

1.1 my > 1.

Las coordenadas ¢’ de (3.2.5), sujetas a las siguientes condiciones

i G— A si k=5 ¥y a=1
& en cualquier otro caso

(3.2.9)

satisfacen que ¢'(p,,) = 0.
En estas coordenadas, el gencrador Y, (¢’) de F; sc obtienc sustituyendo (3.2.9) en
(3.2.7). Su expresién es

n..,,(c ) o ¢ ¢
ol S PO Y A
Yo m—1(€) "1 0 Con =1 s (3.2.10)
Y () = Gy F+ Con (1) + gmy00,, (C7)s
Y, m3(€7) B8-—1 o ¢
E = o ol -] s
¥ (€)) L 51 . .
(3.2.11)
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sil=3,....m y ag#1:
y;v'-,.a,_,-x»](c') a—1 C;.-x*l [ -"(—1"‘1
: 1 : : [ :
- = — (G —1) + .-
¥, ... (¢ 1 a-—1 < o
(3.2.12)
sil=3,...,7 =1:
Y, a+1(60) 0 (SR Gy
H 1 . . , A
= . : = (€m-1) + ...
Y, .. (€ 1 0 (S R Cor + Ay,

(3.2.13)
Donde los puntos suspensivos (...) indican términos en el ideal (¢, ) generado por ¢

Pasamos ahora a concluir la prueba del caso m; > 1. )

( a ) Sca E} el transformado estricto ({; = 0) del hiperplano (z; = 0). F; estd
adaptada al divisor D, = E; + E{, definido por ({{¢/, = 0) y podemos concluir que los
puntos p, son esquinas simples: z, y 2z, de (3.1.9) corresponden respectivamente a (., y
¢, ¥y B de (3.1.9) corresponde ahora a O.

( b ) En cste caso podemos también considerar Fj el transformado estricto (m,+1 = 0)
del hiperplano (z,,+; = 0). ¥, tammbién esti adaptada al divisor Fy} = E, + FJ definido
por (), +36,, = 0) ¥y en este caso concluimos que los p,, son esquinas simples: z; y 2, de
(3.1.9) correspondcen respectivamente a ¢m, ¥ Cmyv1y 8 a 8 — 1.

1.2 Si m; = 1, entonces my + 1 = 2 y, con las sustituciones (3.2.9) en (3.2.7), la
expresién del generador Y{({’) de F, que se obtiene es

RL() ¢l

72(C") GIB—1+..1,

¥ (¢ (B — 1)¢ + Gor + s
sig = m 4+ 2,..., s2.

?i 165[3,,....1'} y a#1l:
a—1 Cﬂ_.-u -+ ...

(et — )¢ + ¢y + s
sig =814+ 2,..., 8.
Sile{3,....7r} ¥y ag=1:
(e — 1)y a1 + omee

(I

Yo, +2(€7)
15(€7)

nw

(3.2.14)
Y, +1(67)

= 0+ ...,
Y(C) = (@ —1)¢ + Gy + o
= G/ i+ ..
sig=8_-14+2,...,8: — 1.
Y. (¢ = (a— 1)+ X))+ + .

(GNP
Donde los puntos suspensivos (...) ahora indican términos en el ideal () generado por (.
Se observa quec la expresién del generador ¥'({’) puede obtenerse de la de ¥ (¢")

omitiendo el bloque correspondiente a (3.2.10) y sustituyendo gm, = g1 ¥ ¢, ; por 0 en
las expresiones (3.2.11), (3.2.12) y (3.2.13).
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El mismo argumecento de ( b ), con m1; = 1, muestra en este caso que los p,, son esquinas
simples: la foliacién F ; generada por (3.2.14) esta adaptada al divisor Fy = E;+F{ definido
por (¢{¢{s = 0), dondc ahora FJ denota al transformado estricto (¢ = 0) del hiperplano
(z2 = 0); =z de (3.1.9) es ahora ¢’, y 8 corresponde a 3 — 1. o}

Caso 2. Singularidades asociadas al segundo blogque Al de A.

En las coordenadas (3.1.3) alrededor del punto gq,,(definido por (3.1.4) con k = s2), la
explosién (3.1.1) esta dada por

R _ CaG = 2z si g # s2 -

GuslGmem ={ &9 T T HIZ (3.2.15)
En estas coordenadas, ((q.,) = O, el divisor excepcional E; estia definido por ({., = 0)
y F; estd generada por un campo de vectores Y,(¢) de la forma (3.1.8), con k = s,.

Argumentamos ahora como en el Caso 1 antcrior.
Para cada punto

P= A1 s A1 1, Aias ceed Am 1 A A, - A ] € 011(0)

se definen las coordenadas ¢’ andlogas a (3.2.5) sustituyendo s; por m;:
g Yy

s ] G — A s ks
G = { Ce, si k= so (3.2.16)
y con ellas, la expresién o/, de la explosién en 0, andloga a (3.2.6).
En estas coordenadas ¢’(p) = 0 y F , estd generada por el campo de vectores
Y (<) =< K:J(C’):T;l , donde
R igT=3s 3.2.17
v ey = § Yalon(c') sij ( )

s 5 IR (ELEN) = (G + X)WL (EN] sig#Es
Lema 3.2.3 Sea A la parte linecal (3.2.1) de! campo de vectores Y. definido por (3.2.2).

A Si A contiene solamente un bloque de Jordan con valor propio 3, es decir, si ¢ # 8
para todo I = 3,..., 7, entonces la inica singularidad de ¥, en o.,7'(0) es el punto q., =
[0,..., 1, ..., 0], {(con el 1 ocupando la posicién s2).

B Si por el contrario, A conticne mas de un bloque con valor propio 3, es decir, si
¢; = [ para alguna (o algunas) l; € {3, ..., 7}, entonces las dnicas singularidades de ', en
0., 1(0) son los puntos de la forma

», = [0,...,1,...,0, ’\’u ,0,..., ,\,lz R
donde el 1 ocupa la posicién s2 y los A,,J ocupan las posiciones s;}), cuando cy = B.
Demostracion. Es de nuevo consecuencia de aplicar el Lema 3.2.0 a la parte lineal A

de Y: los espacios propios asociados al valor propio ¢ = 3 son los que indica el enunciado
del lema. o}



Proposicién 3.2.4 Todas las singularidades de F, en a,‘_,‘.(O) son esquinas simples.

Demostracion. La demostracién es como la del Proposicién 3.2.2 y consta igualmente
de tres partes: la primera es construir sistemas de coordenadas adaptados a las singular-
idades que indica el Lema 3.2.3; la scgunda. calcular la expresién de los generadores
(3.2.7) en estas coordenadas y, la tercera, comprobar que éstos verifican las condiciones de
la Definicién 3.1.5. Como la expresién de los generadores varia si la dimnensién 1y del
segundo blogue AJ}”? de A es mayor o es igual a uno, el cdlculo se dividird en dos partes.

2.1 mny; > 1.

Las coordenadas ¢’ de (3.2.16) sujetas a las siguientes condiciones

Ci en cualquier otro caso (3.2.18)

CI.{’:{ G—X si k=syeg=p

satisfacen que ¢'(p,,) = O.

En estas coordenadas, €l generador Y,,(¢’') de F; se obtiene sustituyendo (3.2.18) en
(3.2.17). Su expresién es

¥;.1(¢D 1-8 </ <
: 1 T : :
: = ) - (¢,-1) : + ...
.1-8
Yo 1 1-8 Cony Cony =+ Ay
(3.2.19)
Y (€7 o o Craa
: 1 - H :
) = . . — (Co,-1) : + ... ( N
.. 3.2.20
K;..,—l(C') 1 0 C.-’;—l ..',_1
Y .. (€D = B¢, + (L6, + gm0, (C),
sil=3,....7m y a#1l:
Y. e, +1(C0) a—8 . Caroyr Coiyrt
: 1 : R H
) = . : - (C-1) . + .
L AR ()] 1 -3 ¢,
(3.2.21)
sil=3,....r ¥y g=1:
X;.a,_.H(C') Y C!’A_r‘—l C’li—1+1
: 1 - : , :
= .. ) — (€,-1) ) + ...
Y, . (<D 10 Co + Ay 5 Al

(3.2.22)
Donde los puntos suspensivos (...) indican términos en el ideal ((,,) generado por ¢,.

24



2.2 Si mz = 1, entonces s; = 1y + 1 y, con las sustituciones (3.2.18) en (3.2.17), la
expresion del generador ¥,(¢’') de F; que se obtienc es

() = =8+
Y, (¢ = (=8¢ + ¢+
sij =2,...,my.

Y, .. (¢) Cv’n,-{-)[ﬁ + (gm+100),,,1)(C") ).
LB + (Gmymr0al )]
Sil=3,..71 ya#p:

(a0 — B, yh1 + -

(a = BYG +¢j 3+ ..

sij =s1-1+2,...,80.
Sil=3,...7 ¥y a=48:
(a—BYC ey + -

(|

Y o +1(€)
P AIC

[

(3.2.23)
Y (€

= 0+ ...
Y. ,(¢) = (a—-B)G +¢/,+ ..
= (y+ ...
sif=s1_74+2,...,8—1
Y. (€Y = (a=—8), +A)+ ¢y + ..
= (gt ...

Donde los puntos suspensivos (...) indican términos en el ideal (¢, +1) generado por ¢, ;.

Observe que la expresién (3.2.23) puede obtencerse de la del generador ¥;,(¢’) de F; del

caso 2.1 antcrior, omitiendo el bloque (3.2.20) y sustituyendo ¢, _, por O en las expresiones
(3.2.19), Y .. (¢, (3.2.21) y (3.2.22).

Pasamos ahora a concluir la prueba.

Sea E} el transformado estricto ({{ = 0) del hiperplano (z; = 0). F, esti adaptada al
divisor D, = E, + E} definido por (¢{¢J, = 0).

Surgen dos casos: si 8 en (3.1.9) es 0, entonces lo mismo es cierto en las expresiones
(3.2.19), (3.2.20) y (3.2.21) correspondientes al caso 2.1 y en la expresién (3.2.23) corre-

spondiente al caso 2.2. En esta situacidn, la prucba se completa como en los casos 1.1 y
1.2, respectivamente.

Si 8 # 0, dividimos en (3.2.19), (3.2.20), (3.2.21) y (3.2.22) por

€5 - Yo (€)= B + ¢y + guoal,(C),
y en (3.2.23) por
(€2 - ¥, (¢ = (B + g200.,(¢))-

Como 1/3—1 € QF, podemos concluir en los casos 2.1 y 2.2 que los puntos p,, son esquinas
I ; q

simples, tomando z; y 22 de (8.1.9) respectivamente por ¢, y /. o

Caso 3. Singularidades asociadas con los bloques A de A, k=3, ..., 7.

Sea k € {3, ..., 7} fijo. En las coordenadas (3.1.3) alrededor de q,, (definido por (3.1.4)
con k = s;), la explosién (3.1.1) estid dada por

z;  sig # sy

Oa i (Crainy Cm) = 2:9" _ s ST = sk (3.2.24)
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En estas coordenadas, ¢(g..) = 0, E, : ({,, = 0) y F; estd generada por un campo de
vectores ¥, (¢) de la forma (3.1.8), con k = s;.

Siguiendo el argumento de los casos anteriores, para cada punto

P= A A s A A1 Lo A g e Anm1 A Aps - A ) € 61(0)

se definen las coordenadas ¢’ andlogas a (3.2.5) sustituyendo sx por m;:

ro b G A st g F s
<= { Co  si g = s (3.2.25)

¥y con ellas, la expresién o/, de la explosién en 0, andloga a (3.2.6).

En estas coordenadas {’(p) = O y F ; estad generada por el campo de vectores

X: €Y=t Y, (¢ )ag , donde

(¢ = Y., (0,.(C")) si g = s (3.2.26)
Yo : —’lY(v €N —(G+2)Y (€N sijf# s

Lema 3.2.5 Sca A la parte lxncal (3.2.1) del campo de vectores Y. definido por (3.2.2).

A Sic =1y g, =1 para alguna (o algunas) I; € {3,..., 7} \ {k}, entonces las tnicas
singularidades de ¥, en o,, !(0) son los puntos de la forma

e = [0, cccsbtmy s -e30,1,0, ..i 0,415, s Oy s a5 oo, O] € 67,1(0)

donde el 1 ocupa la posicién sx y H,, # Osiy sdlosi ¢, = 1.

B Sic =8y q,= 3 para alguna (o algunas) |, € {3, ..., 7} \ {k}, entonces las tnicas
singularidades de F; en o,,~!(0) son los puntos de la forma

P2 = [0, etz -0 0,1,0, 0., 0,444, 1 0, ooy phay o el 0] € 071(0)

donde el 1 ocupa la posicion sy ¥y p., # O0siy sdlosi o, = B3.
C Sia #1, a # B y a, = ¢ para alguna (o algunas) I, € {3, ..., r} \ {k}, entonces las
iinicas singularidades de F; en o0,,7'(0) son los puntos de la forma

2= {0,...,0,1,0,...,0,,,,0...., A, . ...., 0} € 07,(0)

donde el 1 ocupa la posicién sx y A, # 0siy sélosi ¢, = c.

Demostracion. Como en los lemas 3.2.1 y 3.2.3, la demostracién es consecuencia de
aplicar el Lema 3.2.0 a la parte lineal A de Y, pues los espacios propios asociados al valor

propio ¢, son los que indica el enunciado del lema. O

Observacién 3.2.5 Las singularidades px,; del inciso A del Lema 3.2.5 conciden

con las del inciso B del Lema 3.2.1. Del mismo modo, las singularidades p; 2 del inciso
B del Lema 3.2.5 son las que consideramos en el inciso B del Lema 3.2.3. Ya hemos

probado, respectivamente en las proposiciones 3.2.2 y 3.2.4, que estas singularidades son
esquinas simples.

Proposicién 3.2.6 Todas las singularidades de F ; en 0!(0) son esquinas simples.
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Demostracion. Por la observacién anterior, restan sélo por considerar las singularidades
del inciso € del Lema 3.2.5. La demostracién siguc el mismo esquema que la de las
proposiciones 3.2.2 y 3.2.4 anteriores.

3.1 7y > 1.

Las coordenadas ¢’ de (3.2.25), sujetas a las siguientes condiciones
— A, i 7= = ¢
¢ = { G T HXe ST =Sy = G (3.2.27)
G en cualquier otro caso
satisfacen que ¢’'(pr;) = 0.

En estas coordenadas, el generador ¥ ({’) de F , se obticne sustituyendo (3.2.27) en
(3.2.26). Su expresidén es

Y 1 (¢ l1—a (<4 (<}
: 1 : :
= . : = (¢,-1) : + ..
D A, 1 1—a Gy Comy
(3.2.28)
( Yolm1(C0) B — o Cimy 41 Cria
k : = 1 ; — (¢ -1) ; + ..
AT ()] 1 88—« <, <o,
(3.2.29)
Sil=k:
(Y . ,+1(C) Y Cooyt1 ey 1
: — 1 : - ’ :
- (Cora) e (3.2.30)
\ Y0 (C) 1 0 4 ¢
b AN (a)) = Cle+ ¢,y +(gn00,)(C)].
Sil=3,..,nl# k y ag# a:
Y.:,,‘_‘+1(C’) Q— G Cor1 C.',_,-n
: = oo N NS + oo
Yo (€D 1 a—c <. <l
(3.2.31)
Sil=3....,.nnl# ky ag=c:
Y (60 Coroyt1 Gl
: = |* — (o) : + o
Y .. (€) 10 ClL+ A, ¢l o+ A,

(3.2.32)
Donde los puntos suspensivos (...) indican términos en el ideal (¢/ ) generado por (..
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3.2 my = 1.
Pucde verificarse que la expresién del gencrador Y/ (¢’) de F, correspondiente al caso
;. = 1 se obticne sustituyendo ¢/, _; = O en las expresiones (3.2.28). (3.2.29), Y . (¢,

o — (Il

(3.2.31) y (3.2.32), y omitiendo ¢l bloque (3.2.30) en la expresién del generador Y,(¢’)
correspondiente al caso 3.1 anterior.

Procedemos ahora a concluir la prueba.

Si my > 1, consideremos las siguientes componentes del generador Y]] ;(¢’') de F; :

Y. (¢) = ¢ll—a—¢,,+.-]
X;.m,—u (98] Cr’n.-n(ra - G — C;.—l +...1,
D AN (4] Coler+ €1 + -]
Si ¢ = c:

(3.2.33)

Y€ = (a—cd(Cl+ X))+ (i — (6 + A0 0+ s
= o1 — (G + A0 0+ e
Si ¢ 5% e
Y, ..(€¢) = (a—a)Cl+ ¢y — (6 +A,)¢ ., + ...

Como c/(1—ca) yv (B—a)/(1 —a) no pucden estar siinultdneamente en Q, si
B mno lo estd , entonces surgen dos posibilidades:

li

1 (B — )/ (1 — &) es un racional estrictamente positivo.

Consideremos Ej, el transformado estricto ({; = 0) del hiperplano (z; = 0). F; esta
adaptada al divisor D, = E, + E}, en estas coordenadas definido por (¢J ¢ = 0).

Dividiendo en (3.2.33) por
(C)I)_] * XZ.x(C') =1—cy — C_-’.—] + ...

concluimos que las singularidades px,; son esquinas simples: las coordenadas 2z, y =2
de (3.1.9) son ahora ¢/ y ¢, respectivamente, con 8 = /(1 — ).

[ii ] Siahora ¢x/(1—ci) es un racional estrictamente positivo, puede verificarse facilmente
que, entonces, (3 — ¢ )/c no lo es. F, esta adaptada al divisor F; = E; + FJ, donde
FJ denota ahora al transformado estricto (;, ., del hiperplano z., .1 = 0. Dividiendo
en (3.2.33) por
G Y (€)= +(my + oo
concluimos que los 5, son esquinas simples: las coordenadas z;,22 ¥y 2z, de (3.1.9)
corresponden respectivamente a ¢/, . ¢ . +1 ¥ ¢ ¥ 8 corresponde a (3 — c)/ck.
Esto concluye la prueba de la Proposicion 3.2.6. ]

Proposicién 3.2.7 Si m € {s;,s2, s}, entonces todas las singularidades de F, en
0;}(0) son no-dicriticas.

Demostracidon. Los términos lineales de los generadores de F  alrededor de sus puntos
singulares no son miiltiplos del campo vectorial radial, segiin sc¢ desprende de (3.2.10) y
(3.2.11) si m; > 1 y de (3.2.14), si m; = 1, para el primer caso; de (3.2.19) y (3.2.20) si
mo > 1 y de (3.2.23), si my = 1 para el segundo y de (3.2.33) para el tercero. w]

El Teorema 3.1.7 es consccuencia de las proposiciones 3.2.2, 3.2.4, 3.2.6 y 3.2.7.
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4 Un teorema de suficiencia de jets

Sea X un gérmen enlddescanpo de vectores holomorfoen €| n = 2. de multiplicidad
algebrdica d + 1, d2 T, Fstamos pensando entonces en n + 1 scries de potencias
canvergentes en algme=m  vecndad comin de 0, cuya primera componente homogénea
no nula ocurre en gidecod +1-

En esta seccién obtend irzenes condiciones suficientes en el jet de orden d + 2 de .X que
garantizan que el gainaen X no tiene separatrices por el O.

Para establecer estss ccumdiciones, hemos optado por definir un subconjunto V del
C-espacio vectorial (dee= dimension finita) de campos de vectores polinomiales,

cuyos
términos homogénws o nuloss ocurren solamente en grados d+ 1 v d+ 2.

En este capitulo nono=s==ocuparemos del problema de mostrar que V es no vacio:
el contenido del capiti=n Tl siguaente.

tal es
Definicién Una spaaxmitric de un germen de campo de vectores bolomorfo X en 0 en

C™ es un germen de crv—=amlitica reducida C en 0 tal que X restringido a C \ {0} es
tangente a C.

A lo largo de este cppiEimiulo, am  denotard al ideal maximal en OC.-- o
Definicién 4.1 Dexxmutarermos por V

d+1
) = ¢ PASTEEE GC-H
WcecE(n+1,d+ 1)=—C——-—°—6———'° (4.1)
mC"“.o - C"“.o
al subconjunto del C.spo=atio veectorial de campos de vectores polinomiales homogencos
en €™, con términosnc> nmubs solamente en grados d + 1 y d + 2, formado por aquellos
campos de vectores {X} «ajuesatisfacen las siguientes condiciones:

(a) X es no-dicriticcer:a 0yla foliacién adaptadaen € inducida por X y la explosidén
en O, F, |g, retrZizigida al divisor excepcional F, tiene solamente singularidades
aisladas y, en cuda wnade ellas, la parte lineal de F , tiene valor propio normal a E
no nulo y repetilo  «oon alguno de los que son tangentes a E.

(b ) En cada puntosihgmezilar, €l bloque de Jordan asociado al valor propio normal ¢s no
semisimple.

( ¢ ) En cada puntoshig=wilar, los cocientes del valor propio repetido con los valores propios
distintos restantes w0 son racionales estrictamente positivos.

Observacién 4.1.1 BE) C°, los conjuntos de campos de vectores V € X(2,d + 1) asf

definidos son vacios: poozr un lado, por cada punto singular p € E de F; solamente hay
un valor propio tangmt-exy,si éste coincide con el normal, entonces todos los cocientes
valen 1. Por otro lady, esstecociente de valores propios resulta ser lo que en [5] (p. 285,
Observacién 2.1) se defmme como el indice en p de F, relativo al divisor excepcional E.

Por la Proposicién 22 (C[ii] p.586), la suma de estos indices sobre todas las singularidades
pde F, en F es igulaa -1,
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Observacién 4.1.2 Scan X un campo de vectores en V y p en E,| una singularidad
aislada de F ;. Sea z un sistema coordenado en T alrededor de ptal que z(p) =0 ycl
divisor excepcional E estd definido por (z; = 0). En estas coordenadas, F | esta generada
por un campo de vectores Y, cuya parte lineal podemos suponer en forma candnica de
Jordan.

En la notacién de (3.2.2), y con las convenciones anteriores, las condiciones (a) y (b)
de la Definicién 4.1 implican que Y tiene la siguiente forma:

Y(z) = zi(a+ h(z) )—52—] + (21 + az2 + ha(z) )%-}-

2{(ckz-u v+1 H ha ,ﬂ(z))g;——] +
o (4.2)
ax—1
S (zi-1 + enzi + hJ(z))—— + (21 F Crzo + gs (= ))——— }
F=2 z5

dondes,=n+1,a€C', hy € m; hj em? 7=2,....,n+ 1.

El valor propio normal a E es a € C* y hemos denotado por {eg}x-3
restantes.

- a los valores propios

La condicién (c) de la Definicién 4.1 es necesaria para mostrar que las singularidades
de la forma (4.2) generan, al ser explotadas, singularidades en forma de esquina simple.
Ese es el contenido de la siguiente

Proposicién 4.2 Sea F la foliacién inducida por (4.2) en una vecindad de 0 € C™*'.
Sea F; la foliacién adaptada en €™ inducida por F y la explosién en O y sea E,; el divisor
excepcional invariante. Sca EJ el transformado estricto del hiperplano E : (z; = 0) y sca
D; el divisor D; = E,; + EJ. Supongamos ademnds que, cuando e; # a, se cumple que
ex/a g€ QF, k€ {3,...,n+1}. Entonces la foliacién F ; esta adaptada al divisor D, y todas
las singularidades de F 4 |, son esquinas simples.

Demostracion. Dividiendo en (4.2) por a + h,(z) y haciendo un cambio de coordenadas,

podemos suponer en (4.2) que hy(2) = 0, que a = 1 y que los restantes valores propios
son ¢ = e /a, k=2,...,r
Siguiendo la notacién de la demostracién del Teorema 3.1.7, con m; = 2, uno calcula

los genceradores locales
X, (¢ = ZX.”(C ) ;
¢y
de F,. De la expresion (3.2.7) corrcspondxcnte a X, sc obticnen, en particular

C2.1(€") —G1¢ + (€2) Hg2002)(¢N)
X7 2(¢") G(1+ G + (g2e02)(C).
Si alguno (o algunos) de los valores propios ¢, es igual con a, entonces las singularidades
de F,; en o5 '(0) son los puntos p,, definidos por (3.2.8), en la demostracién del Teorema

o
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3.1.7. Si, por ¢l contrario, € # a, entonces la \inica singularidad de F; en 03!(0) es ¢l
punto gz, como se¢ definié en (3.1.4). Cualquicra que sca el caso, de la expresién anterior
se concluye que son esquinas simples: z; y 2> de (3.1.9) corresponden respectivamente a ¢
y ¢ 8 a0

Para probar que las singularidades de F ; en o,,'(0) son esquinas simples, los términos
relevantes de los generadores de F ; son, para ¢l caso en que mry > 1

X.a1(€) = Gl —eaa? — ¢ 3+ (€))7 (g 2a,)(¢)),
X a6 = Cllewa™ + ¢, 1)+ (9,,20.,)(¢).

¥ las expresiones que sec obtienen de éstas sustituyendo ¢s-1 = 0, para el caso en que
. = 1. La prucba se completa con el mnismo argumento del Caso 2 del Teorema 3.1.7,
con 3 = era . [m}

Observacién 4.2.1 Si X es un germen en p del generador de una foliacién por curvas
F de la forma (4.2) y #(F,p) > 1, entonces ¢ = 0 para alghin k£ € {3,...,n+ 1} y las
singularidades de F,; en el abierto Ui € E,; (3.1.3) son esquinas simples.

Lema 4.3 Sea X un germen de campo de vectores holomorfo en 0 € C™?, de
multiplicidad algebraica d+1 tal que su (d+ 2)-jet estd en V. Sca F; la foliacién adaptada
en é"+l inducida por Y y la explosién en 0. Entonces Y tienc una singularidad aislada en
0 y satisface las condiciones (a), (b) ¥ (¢) de la Definicién 4.1 .

Demostracién. Por la Proposicién 3.1.3, la foliacién F, |g es isomorfa a la que sc
obticne por £(d) (2.1.3) en CP" por los términos de grado d+ 1 de Yy el (d+ 2)-jet de Y
determina a la parte lincal de F , en las singularidades en F, 1o que prueba que Y satisface
las condiciones (a), (b) y (c¢).

Sélo resta mostrar que Y tiene una singularidad aislada en O y para ello basta probar
que F ; tiene singularidades solamente en E, porque o es un biholomorfismmo entre C"H\E
y €1\ {0}.

De hecho mostraremos que F; tiene singularidades aisladas en E. Sea p € SingF;
¥ sea z un sistema coordenado en el que z(p) = 0, F esta dado por (2, = 0) y F, estad
generada por un campo de vectores X de la forma (4.2), con m = n + 1. Entonces

(F1.0) = di ¢
L ,0) = dim :
’ ! (zi(a+ hy), 2y +azo + g2, 23 + haeeeey G Zney + Fasy)
O gner
= dim Co
(21,22 + g2y ca23 + ha. ..., Cur12001 + Hyey)
Ogn
dim Clo
(22 + 92(0, 22, ...y Zns1), €323 + N3 (0, 22, ooy Zig1 )y voos Ent1 Zne1 + 11 (0, 224 ooy 2041))
= pu(F, |g.0) < o0
O
Proposicién 4.4 Sea Y un germen de campo de vectores holomorfo en 0 € C"*?,

con una singularidad aislada en O de la forma (4.2) y que satisface las condiciones de

31



la Proposicién 4.2. Entonces todas las separatrices de Y por O estdn contenidas en el

hiperplano z; = 0.
Demostracion. Supongamos que Cp es un germen de curva analitica irreducible por
0 € C™? quc es tangente a Y y no esta contenido en el plano z; = 0. Sea o,, o3, ..., 0, una

sucesion de explosiones que desingulariza a Cp, con C; la transformada estricta de C;_;
bajo o;, w = 0y {p} = CiNo;(pi_1). Scan F, la foliacién definida por Yy F; la
foliacién adaptada inducida por F ;_, ¥ o, . Podemos suponer, aplicando mas explosiones,
que C,.; no es tangente a ninguna componcnte irreducible de (o5 o ... o 0,_1)71(0), de
manera que C, intersccta a (o) © ... © 0,)"!(0) solamente en E,.. Por la Proposicién 4.2
y el Teorema 3.1.7 , las foliaciones F ; son no dicriticas en cada divisor excepcional y
sus puntos singulares son esquinas simples. Sin embargo, el punto p, € C.MNE, es una
singularidad de F, (porque C\{p,} es una hoja de ¥, y E, es invariante por F ,) que no
es una esquina simple porque sélo esta en una componente irreducible de (o;0...00,)~1(0).
Esta contradiccién al Teorema 3.1.7 demuecstra la Proposicién. o

A continuacién, demostraremos el teorema principal de esta seccidn.

Teorema 4.5 Sea X un germen de campo de vectores holomorfo en 0 € C™*! de
multiplicidad algebraica d + 1 tal que su (d + 2)-jet pertenece al conjunto V definido en
(4.1). Entonces X no tiene separatriz por el 0.

Demostracidn. Sea F ) la foliacién adaptada en €™ inducida por X y la explosién en
0. El divisor excepcional E es invariante por ¥ ; y, por la Proposicién 2.4, Sing(F, |g)
consta tinicamente de singularidades aisladas. En cada una de ellas, F; satisface las
condiciones de la Proposicién 4.2 y, en consecuencia, la Proposicién 4.4 puede aplicarse
para concluir que todas las separatrices por los puntos singulares de F; estdn contenidas
en E. Una separatriz de X por O se levanta en una separatriz de F; por algin punto
singular de F; |g pero no contenida en F; asi es que X no puede tener una separatriz por

0.
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5 Teoremas de Existencia

Sean n > 2y d > 1 enteros fijos. Sea X un germen en 0 de campo de vectores holomorfo
en C™*?, de multiplicidad algebraica d+ 1 y sea F x la foliacién adaptada en & inducida
por X y la explosién en 0. Sea E el divisor excepcional (que es invariante por F x).

En el capitulo anterior obtuvimos condiciones suficientes en el jet de orden d+ 2 del
campo de vectores X para que éste no tenga separatrices por el O.

El conjunto de campos de vectores polinomiales { W} con componentes homogéneas no
nulas sélo en grados d + 1 y d + 2 tiecne una estructura natural de C-espacio vectorial de
dimensién finita, digamos CY*? y, asociada a ésta, una estructura de espacio proyectivo
PM. Este Gltimo es un espacio de pardmetros natural en el que nos proponemos obtener
ecuacijones que garanticen las condiciones de no existencia de separatrices.

La idea es la siguiente: escoger convenienternente un conjunto finito de puntos Z en E,
¥ buscar ecuaciones, en los coeficientes de W, que garanticen que el conjunto singular de
F w |g seca Z y que la parte lineal de F w |g, en cada punto p en Z, satisfaga las condi-
ciones de valor propio repetido, no-semisimplicidad y de cocientes de valores propios que
garantizan no existencia de separatrices. Si uno consigue resolver el sistema de ecuaciones
asi obtenido, habri conseguido ejemplos de famnilias de gérmenes de campos de vectores
sin separatriz.

Para llevar a cabo este plan, la Proposicién 2.2.6 es relevante: si uno impone condi-
ciones de modo que en todo punto pen Z, la multiplicidad u(F w |g, p) de la foliacién en p
sea igual a 1 (en otras palabras, que F w | g sea no degenerada), entonces, como la posicién
de los puntos p en Z determina completamente a ¥ w |g, en particular la parte lineal de
esta foliacidén en los puntos Z ya estarfa determinada y entonces, desde el momento en que
uno elige al conjunto Z, uno tendria que arregldrselas para garantizar las condiciones de
valor propio repetido faltantes.

Lo que haremos entonces es escoger Z con "pocos” puntos e imponer condiciones en
los coeficientes de W para que algunas multiplicidades g (F w |g, p) de los puntos pen Z,
sean estrictamente mayores que 1. Mostraremos que esta eleccién del conjunto singular Z
s{ perimite escribir las condiciones sobre la parte linecal de F w |g.

Para campos de vectores en C?, probaremos que el sistema de ecuaciones asi obtenidas
tiene soluciones, es decir, exhibiremos familias de gérmmenes de campos sin separatriz. Este
es el contenido de la primera seccién de este capitulo.

En la segunda seccién, mostraremos cémo se obticnen sistemas de ecuaciones similares
para campos de vectores en C*, aunque no exhibiremos soluciones.

5.1 Familias de gérmenes sin separatriz en C3

En esta seccién construiremos una familia no vacia W de campos de vectores polino-
miales Wen C2, con términos homogencos no nulos solamente en grados d+1 y d+ 2,
tal que todo germen en 0 de campo de vectores en c? , de multiplicidad algebraica
d+ 1 cuyo (d+ 2)— jet pertenece a W, no tiene separatriz por 0.

Las condiciones que definen a la familia YW estian inspiradas en las que definen al
subconjunto V del capitulo anterior, con dos salvedades. La primera es que €l conjunto
singular de la foliacién adaptada F ;1 asociada a un campo de vectores W € W esta
contenido en una linea proyectiva £, invariante por F ;; la segunda diferencia esta en
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la condicién sobre los cocientes de los valores propios de la parte lineal de ;. Esta
condicién se utiliza para probar que todas las separatrices de F ; estan contenidas en
el divisor excepcional (ver el punto & en la Observacién 5.2, adelante).

A lo largo de esta seccién, m denotara al ideal maximal en OC’o v d a un entero
mayor o igual que 1,

Sea £ € E =~ CP? una linea proyectiva fijaysea Z = {p € £ \ k=0,1,...,d+ 1}
un subconjunto de d + 2 puntos distintos en ella.

Defincién 5.1.1 Denotaremos por W

di1
mi, - B,
W g2l 2 (5.1.1)
c°0 Ocsp

al subconjunto del C-espacio vectorial de campos de vectores polinomiales en C3, con
términos homogeneos no nulos solamente en grados d + 1 y d + 2, formado por aquellos
campos de vectores { W} que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Wes no-dicritico en 0 y £ es invariante por la foliacién adaptada F, en T® inducida
por Wy la explosién en O.

(ii ) Cada p en Z es una singularidad de F,.
(iii ) Zppu(Fiim) = 2(Bp(d)).

(iv ) La parte lineal de F, en cada px en Z tienc valor propio normal a E no nulo y
repetido con alguno de los que son tangentes a E.

( v ) Paracada px en Z, el blogue de Jordan asociado al valor propio normal es no semisim-
ple.

( vi ) Para cada px en Z, el cociente del valor propio repetido con el valor propio distinto
restante es un numero complejo que no es de la forma 1/71 con n € N\{1}.

Observacién 5.1.2 Seca W] un germen de campo de vectores holomorfo de multiplicidad
algebraica d + 1, cuyo jet W de orden d+ 2 estd en W. Sean F w;, ¥y F w las foliaciones en
€ inducidas por la explosién en 0, respectivamente por W, y W. Entonces

1 Por la Proposicién 3.1.3 cstas dos foliaciones coinciden al restringirlas al divisor

excepcional E. En particular tiecnen el mismo conjunto singular y parte lincal en E.

2 Por la Proposicién 2.2.2 , una foliacién por curvas F € Fol(d.CP?) tienc d®>+3d+3
singularidades aisladas, salvo multiplicidad. Si F tiene una linea £ invariante, la
misrna Proposicién 2.2.2 muestra guc por lo menos d + 2 de ellas estdn en L.

3 Los puntos pp. € Z C FE de la Definiciéon 5.1.1 son singularidades aisladas de la
foliacién F wy W; tiene una singularidad aislada en el 0: por un lado, las condiciones
(ii ) ¥ (iii ) implican, por la Proposicién 2.2.5, que Sing(F w |g) = Z y consiste
sélo de singularidades aisladas; lo anterior, junto con las condiciones (iv )y ( v ),
nos coloca en las hipdtesis del Lema 4.3, del que se sigue la afirmacién.

34



4 7TPor la Proposicién 3.1.3, las condiciones (i ) a (iv ) y ( vi ) dependen solamente

de la parte d+ 1-homogénea de WW. Los términos de grado d+ 2 intervienen solamente
en (v ).

5 La condicién ( vi ) es necesaria para mostrar que toda scparatriz de F y, por algan
punto singular jx en Z esté contenida en el divisor excepcional E ( ver la subseccién
5.2.4, en el Caso 3.2, ¢l Caso resonante [R2] ). Esta variante de la Proposicién
4.4 se probara construyendo una forma normal para campos de vectores singulares
en C®que tienen un divisor invariante (ver la Proposicién A en el Apéndice ).

Para hacer explicita la dependencia de la foliacién F ), del campo W, algunas veces la
denotaremos por F,.

Iniciamos ahora la construccién de la familia W de la Definicién 5.1.1.

En esta seccién y en el Apéndice, cuando hablemos de un campo r-homogéneo nos
estaremos refiriendo a un campo de vectores polinomial homogéneo de grado r en C3.

Denotaremos por W al C-espacio vectorial de campos (d+1)-homogéneos. Su dimensidén
es (3d? + 15d + 18) /2. La dimensién de su espacio proyectivo asociado PW es entonces
(34 + 15d + 16) /2.

3 . 3 <
Sea o : € — C® la explosién en 0 y escojamos coordenadas en € en las que o cstd
dado por

o(z1,22,23) = (21,2122, z:123) = (1, T2, 23) (5.1.2)
y el divisor excepcional E =~ CP?, por (z; = 0).
En las coordenadas anteriores, sea £ la linea definida por (23 = 0) y sea

Z = {(0,22,0) € £ : z(=F"! — 1) = 0}.
Z consiste del origen y de las rafces (d + 1)-ésimas de la unidad en L.

Proposicién 5.1.3 La familia de campos de vectores (d+ 1)-homogencos cuya foliacién
adaptada F; es singular en Z y deja invariante a la linca L, consiste de los campos de
vectores W de la forma

PR
Wiz, T2, x3) = _I][ug+1 + X3 Z L jxhal) m—
iti=d oz,
a < d—(i5) e 5D
+[—axfxs + Ta pigry TV xiril——
(—antes + 0 35 pst Pt
< d—tiv) i i1 O
GxTy o b¥
+x3[i§=oq G T k) 3]613
3 o
= g Wiz, z2, xa)azk

donde a € C*, {,;, p; ¥ q;; denotan a los pardmectros de la familia. Esta familia es de hecho
una subvariedad proyectiva de PW de codimensién 2(d + 2).



Demostracidn. Las coordenadas (22, z3) corresponden a las coordenadas afines ¢, () C
C? en el abierto U; C E, definidas en (2.1.1). La expresién

. a
X le= az2(z8" — 1)=—
Oz,
preasigna las singularidades de un campo de vectores X en la linea invariante (23 = 0).

Usando la Proposicién 1.23 en {12], uno extiendc esta expresion a la expresién local de una
seccién X € HO(CP?, Opz(d)):

" o
X (22, 2a) laz2(28? — 1) + z3(PF + zzLd)IE

. o
+ z3lazf*! + 23La + Qfl5—
23
[Z] 2]

= Xeg,, T Aag (5.3.3)

donde Lg = 2,+j=dlijz§.7§ ,Qd = Zij:o qi;zi=
y P§ = 8,00 pis iz
Sea IT : C* — {0} — CP* la proyeccién natural. Es sencillo comprobar que la derivada
de IT satisface DIT(W) = X. El campo X satisface 2(d + 2) ecuaciones lineales inde-
pendientes en PW que corresponden a escoger la linea invariante y las singularidades en
ella.

Por otro lado, la foliacion F; en @3 inducida por Wy la explosién (5.1.2) esta generada
por

. 1
W(z1, 20, 23) = ;(Do)"‘V(z,,zlz%z,z;,)
1
2 W1, 22 20) 22 4 STV — 2 WEI(L 22 2a)
= 1 Wvill, 22, 23 Iz, = (3 &k WV « Z2. 23 Bzn

por lo que W(0, 2;, 23) = X (22, 23).
Por construccién, la foliacién F, = Fy. tiene singularidades en los (d + 2) puntos
2 =(0,0,0)y ;. = (0.u*.0),k=1,...,d+ 1, donde w = *=/d+1) [m}

Por la sucesién de Euler torcida, para cualquier polinomio homogéneo H de grado d
H= 3 h;.xiziz} (5.1.4)
i+ +k=d
el campo d + 1-homogénco

WA — Wk HS m
‘ox,

=1
induce la misma foliacién F; |g que W en E. En las coordenadas (5.1.2) de CS, F ) estd
generada por

W — o [H 4+ Wi, 2, 23)

o 2 a
Oz, + Ag_, Xt Oz
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La parte lineal D W7 (0,2;,0) de Fyul|, es

W (1, 2, 0) 0 0
0 (d+ 2)azd*!' —a 8% (20,0)
o 0 az$*' + ¢ 5 qioss
donde (5.1.5)
d
"V;l(l,zmo) = Zhg,d_‘;gzg_' — az.:,“’l
=0
X2 _ ILa d
D7s (22,0) = =z2[La+ D23 1(22,0) + Pg(22,0)

Observe que la matriz (5.1.5) es triangular, asi que los valores propios de D W*# en cada
punto singular estidn en la diagonal principal. El bloque 2 x 2 inferior derecho es la parte
lineal DX (22,0), de Fx en L. Asi que el valor propio restante es el normal a E.

5.1.1 Condiciones de multiplicidades
Para que un campo de vectores (d + 1)-homogeneo W verifique la condicién (iii) de la
Defilnicién 5.1.1, es necesario que todas las singularidades de F, estén concentradas
en Z. Una forma de conseguirlo es la siguiente: nos proponemos imponer condiciones
en los coeficientes de W de manera que Fy, tenga singularidades simples en los puntos
P1s -y Pd+1 ¥ una singularidad de multiplicidad 1 + (d + 1)2 en el punto . Con estas
rmultiplicidades, su suma es compatible con la Proposicién 2.2.4 :

2(Opz(d)) = d®>+3d+3 =d+1+ 1+ (d+ 1)?).

En esta seccién mostraremos que IPW contiene una subvariedad casi-proyectiva no
vacia V] que satisface las condiciones anteriores (en particular, satisface las condiciones
(i), (iii ) ¥ parcialmente la (i ) de la Definicién 5.1.1 ).

El siguiente cdlculo involucra exclusivamente a los (d + 2)? coeficientes de X definidos
en (5.1.3), a los quc se les pensara como variables (las variables /i no intervienen).

De (5.1.5), es claro que los puntos {p : k& = 1,...,d + 1} en CP? son singularidades
simples de Fy |g si y solo si los correspondientes valores propios son no nulos

(d+1)a# 0
a+ o+ 5, qor #£0 k=1,.d+1 (5.1.1.1)

Condiciones suficientes para que la multiplicidad de m sea 1 + (d + 1)? pueden escribirse
de la siguiente manera: En (5.1.3), sca ¥ = 237 X,. Observe que
(X2, z3¥5;, ) = p(Xo, zas p) + p( Xz, Y55 1)
= pu(Xaz(22,0);0) + (X2, Ya; 10)
= 1+ u(X2, ¥5;m)
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asi que (X ; ) = 2 si 4(X2, ¥5;(0,0)) = 1, que es el caso, de (5.1.3), si

Qo = 0 (5.1.1.2)

pucs goo es el término independiente de Y5.

Supongamos que g = 0. Podemos ahora incrementar g (X2, ¥5; o) forzando a que las
curvas (X2 = 0) y (¥; = 0) sean muy tangentes en jxy en una direccidén comin escogida:
los términos lineales de X, y de Y5 = 237’ X; en (5.1.3) definen, respectivamente, a la linea
tangente por iy a las curvas (X. = 0) y (Y5 = 0). Entonces, la linea (23 = 0) es tangente
a ambas curvas si dichos términos lincales satisfacen las condiciones

Mo = g, =0 (5.1.1.3)
a# 0, g1o# 0 (5.1.1.4)

Suponemos (5.1.1.2), (5.1.1.3) y (5.1.1.4) y rescribimos al campo de vectores (5.1.3)
Ccomo

24

X (22,23) = [—az2 + 22(az5"" + z3La) + 23Pf] 8z

N 8 -

+2z3lgi022 + azdt! + z Ly + QY]
Oz
o a
- X‘.—_ Y -d.4.

252, TP B ba, (5.1.1.5)
En ésta tdltima expresién, consideremos Xz = (% — 22) ¥ + X, y observemos que los

ideales (X2, ¥3) y (X213, ¥3) coinciden. Entonces
si X2z € C - 28" ¥y ¥(0, z3) € (22+?) entonces
(X2, i) = p(Xxm, ¥ ) = p(kz8", ¥im)
= (d+ 1) -p4(Y¥(0,23);0) = (d+1)*

asi es que u(X; ) = 1 + (d + 1)?, como se gqueria.
Ahora procedemos a escribir las ecuaciones de las condiciones anteriores. Se definen
Q' y Q" en (5.1.1.5) por

d d )
Qi(22,23) = D qiozi+ 2a( 3.  qy2i=ETY)

4 =221
= Q'(22) + 23Q" (22, z3)

Asi es que X3 es un muiltiplo escalar de 2¢*} si se satisfacen las siguientes condiciones

q—“—(Ld Q") — Q"+ P = (5.1.1.6)
1,0
2(Q' +azf*tt) — Q' — quoz3 € (251) (5.1.1.7)

o

La ecuacién (5.1.1.6) puede resolverse para los coeficientes de PY :

P =2,Q" — qi(L., + Q") (5.1.1.8)
1.0
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(5.1.1.8) es un sistema de d(d+3)/2 ecuaciones, asi que los p,;’s ya no son variables libres.
Factorizando las potencias de z; en (5.1.1.7), se¢ encuentran las siguientes condiciones
suficientes para que (5.1.1.7) se satisfaga

Qo= Aa, go= Na para 5 = 2,....d (5.1.1.9)
a? + quogio = (A% —1)a® £ 0  para algin A € C’ (5.1.1.10)

Finalmente, las condiciones para que Y¥5(0.2z;) € (2¢7!) son

gos; = O paraj=1,..,d (5.1.1.11)
los # 0O (5.1.1.12)

El nimero total de ecuacijones en (5.1.1.2), (5.1.1.3), (5.1.1.8), (5.1.1.9) y (5.1.1.11) es
(d® + 7d + 6)/2, en (d+ 2)? variables. Es posible encontrar soluciones a este sistema que
sean comnsistentes con las condiciones abiertas (5.1.1.1), (5.1.1.4), (5.1.1.10) y (5.1.1.12)
puesto que, hasta ahora, el pardmetro A obtenido en (5.1.1.9) y (5.1.1.11) solamente debe

satisfacer que es no nulo y que no es una raiz (d + 1)-ésima de la unidad. En resumen,
hemos demostrado

Lema 5.1.1 El espacio de campos (d + 1)—homogénecos { W} en C® cuya foliacién
adaptada F, satisface (7), (77) y (777), contiene una subvariedad casi-proyectiva V; formada
por campos de vectores cuya foliacién adaptada Fy tiene singularidades simples en los
puntos px, k = 1, ...d+ 1, y una singularidad de multiplicidad 1 + (d + 1)? en el punto
0. Esta definida por las soluciones a (5.1.1.2), (5.1.1.3), (5.1.1.8), (5.1.1.9) ¥ (5.1.1.11)
que satisfacen las condiciones abiertas (5.1.1.1), (5.1.1.4), (5.1.1.10) y (5.1.1.12). Cada
componente irreducible no vacia tiene codimensién a lo maés (d? + 11d + 14)/2 en PW.

o

5.1.2 Condiciones de valores propios repetidos

En esta seccién mostraremos que la variedad V,;, definida en el Lema 5.1.1 anterior,
contiene una subvariedad casi-proyectiva no vacia, formada por campos de vectores
que satisfacen la condicién adicional de valor propio repetido ( iv ) de la Definicién
5.1.1.

De la expresion (5.1.5) de la parte lineal de la foliacién F x|, restringida a £, se observa
que las variables %, j; definidas en (5.1.4) intervienen sélo en la determinacién del valor
propio WY (1, z2.0) normal al divisor excepcional (z; = 0), ¥y no en las condiciones de
maultiplicidades de la seccidén anterior, por lo que es apenas ahora que entran en juego.

Se sigue de (5.1.5) que la condicién de valor propio repetido en g es

haoo = —a (5.1.2.1)

misma que asumiremos en lo que sigue.

Como X es tangente a una linea proyectiva £ =~ CP', aquellos valores propios cuyo
espacio propio ¢sta contenido en 7, £ necesariamente satisfacen la relacién del residuo
de [5] (ver la Observacién 4.1.1). Para evitarla, estamos forzados a hacer una eleccién
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conveniente de aquellos pares de valores propios que deseamos sean repetidos. Una de tales
posibles elecciones es la siguiente: impondremos la condicién de que el valor propio que es
normal al divisor excepcional FE coincida con aquél que es tangente a £ solamente en los d
puntos px, £ = 1,...,d y, en el restante py,1 = (0,1,0), que coincida con el que es tangente
a F, perono a L.

De (5.1.5), estas condiciones son

d—1
—2a + Z h,-‘d_,“owk(d—i) —_ a(d+ 1) = 0 k=1,...,d
=0 aet a4 (5.1.2.2)
—3a+ > Rid-io— > . g0 = O
i=0 i=1

Procedemos ahora a encontrar soluciones a las ecuaciones (5.1.2.2) que satisfagan las condi-
ciones del Lema 4.1.1. Para simplificar la notacidén, reemplacemos h;q4_ ;o por h;. Entonces,
sustituyendo (5.1.1.9) en (5.1.2.2) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

d-1

S hi*? = a@+d) k=1,...d

% 4 (5.1.2.3)
S h o= a@+ i, M)
=0

que en notacién matricial es

hg_y a3+ T, M)
hy o a(3 + d)
Adir- : = :
ho a(3 + d)
0 a(3 + d)

donde Ag,1 denota a la transpuesta de la matriz de Vandermonde (d + 1) x (d+ 1) con
valores w, w?, ..., wf+l =1

1 1 s 1 1
w W - w? 1
[P Y LR S |
wi WA WP

Como Ag,17! es igual a (1/d+ 1) por la transpuesta conjugada de Ag,1, la solucién a las
ecuaciones (5.1.2.3) es entonces

ha a(@+ 33, V)
ha-2 1 a(3 + d)

: = g1 (Aa)T :

ho a(3 + d)

o a(3 + d)
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La dltima ecuacién impone una nueva condicién al parametro A obtenido en las ecua-
ciones (5.1.1.9) y (5.1.1.10) que es equivalente a

2
SN = —( +3d+ 3) (5.1.2.4)
=1
Es decir, A debe ser una raiz del polinomio
4
P(z) =(d+1)(d+2) + > = (5.1.2.5)
J=0

Asi que en particular, si A es real, debe ser negativo.

Tomando el médulo en ambos lados de (5.1.2.4) se verifica que ninguna raiz A de
(5.1.2.5) puede tener médulo < 1. Cada una de cllas es entonces compatible con aquélla
obtenida en (5.1.1.9) y (5.1.1.10), as{ es que las soluciones h; del sistema de ecuaciones
lineales (5.1.2.3) son

h; = —a(d+ 3) 7 =0,1,..,d—1 (5.1.2.6)

Observacién. Sea v
Qz2) =D = (5.1.2.7)

j=0
Entonces, para k = 1,....d + 1, el valor propio inferior derecho de (5.1.5) en p. es no nulo

y su valor puede escribirse como

Q) (A +3 Ny = g2 =1
. = + g =
a @ = CxNF — 1
A—1
= —a(d+ 1)(d+ 2) - NF —1

Donde la tiltima igualdad se sigue del hecho de que A es una rafz de (5.1.2.5). Los puntos
P son efectivamente singularidades simples.

Lema 5.1.2 El espacio de campos (d+ 1)-homogéneos in C?, contiene una subvariedad
casi-proyectiva no vacia ¥V C V; definida por las ecuaciones (5.1.1.2), (5.1.1.3), (5.1.1.8),
(5.1.1.9), (5.1.1.11), (5.1.2.1), (5.1.2.2), (5.1.2.4) y por las condiciones abijertas (5.1.1.1),
(5.1.1.4), (5.1.1.10) y (5.1.1.12) . V consiste de campos de vectores { W} en V; (del Lema
5.1.1) tales que, en cada punto singular, la parte lineal de F, tiene valor propio normal
a E no nulo y doble. Cada componente irreducible no vacia de V es de codimensién a lo
mas (d? + 13d + 20)/2 en PW.

Demostraciéon. La afirmacién estard probada si exhibimos un elemento en V. Sea A que
satisface (5.1.2.4), w = &*™/4*D) g £ 0 y loq4 # O.

Sea H(x,, x2,x3) = —a(d+ 3) E}’;l g — ax?. Entonces el campo de vectores
WH (e, £2,23) = [r1H — (axd*! + lo_,i;cf—f“)]d—%
+{z2H — axfr, — Ao azi ) 55 (5.1.2.8)

+x3[H + a9, Mool 2

dr.

pertenece a V. a
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5.1.3 Condiciones de no-semisimplicidad

En esta seccidén mostraremos que el espacio proyectivo de campos de vectores polino-
miales { V} en €3, con componentes homogéneas no nulas solamente en grados d + 1
y d+ 2, contiene una subvariedad casi-proyectiva no vacia W, formada por campos de
vectores que satisfacen las condiciones (i ) a ( v ) de la Deflnicién 5.1.1 .

Consideramos ahora un campo (d + 2)—homogénco

3 'y P
W= W5

m=1

— piplpk @
= Lirjrhkmdrz Tk J:_i—l'fﬁzkg 3x
+ ivjekmdre bigs TlrhTy 2

) F ook _ O
+ i kmdis Gk TS 5

(5.1.3.1)
la suma V = WY 4+ Wy la foliacién adaptada Fy en &® inducida por Vy la explosién
en 0 (5.1.2). Esta foliacidn estd generada por ¢l campo de vectores
Wz, 22, 23) = ;]'T,(Da)_’ V(z1, 2122, 2123) (5.1.3.2)
i

La parte lineal de ¥y restringida a £ es muy similar a (5.1.5), excepto por la primera
columna

WH (1, z2,0) o 0o
W — 22 14{(1,22,0) (d+ 2)azft' —a 8% (2,,0)
W3(1, 22, 0) Y azf*t' + @o + XL, qiozd

Por simplicidad, sean

Way(22) = W5 — 22 (1, 2,0)
Vi(z2) = WI4(1, 20,0)

Supongamos ahora que W esti en la subvariedad V definida en el Lema 5.1.2, entonces,
las partes lineales D Ven cada p. estdn dadas, respectivamente, por

—a 0 0]
( 5,(0) —a O ) en my = (0,0,0) (5.1.3.3)
"o o o
—a(d? + 3d +2) o o
M2 (1) a(1 + d) %:2(1,0) en pgr1 = (0.1,0) (5.1.3.4)
wi(1) 0 —a(d? + 3d + 2)
Y 1+ d) 0 o}
a -+ 3
5,(«*) a(l + d) X2 (wk, 0) en l’:"f go, “"(‘lo)‘ (5.1.3.5)
Wi (W) 0 a(l + 359, V) oo
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De modo que las condiciones necesarias y suficientes para que D V sea no-semisimple
en cada singularidad g son, respectivamente,

W5,(0) %0 para pp = (0,0,0), (5.1.3.6)

%’:j (1,0)- B53(1) £ 0 or [~a(d®+3d+2)+a(d+1)]W5(1) # O

para pg = (0,1,0), (5.1.3.7)

aa’:j (o*.0) - V() + 5, - [a(1 + &) — a(1 + Xd: Mur)] #£ 0
> J=1

para p; = (0, w*,0), k=1,..,d (5.1.3.8)
Observaciéon. Es claro que tenemos dos valores propios distintos en (5.1.3.3) Yy en

(5.1.3.4). En (5.1.3.5) no es necesariamente el caso; de hecho, si regresamos a (5.1.2.7),
encontramos que son distintos si y sélo si las condiciones -

Q(Aw) =1+§dj,\iuﬁ #d+1
j=1

se satisfacen para todo j € {1,...,d}.

De cualquier manera, es claro que, una vez que la parte (d + 1)-homogénea ha sido
escogida en V), siempre es posible encontrar polinomios (5.1.3.1) que satisfagan las condi-
ciones (5.1.3.6), (5.1.3.7) ¥ (5.1.3.8).

Definicién 5.1.3.1 Denotaremos por W, a la variedad casi-proyectiva obtenida al
intersectar V con el abierto que definen las condiciones (5.1.3.6), (5.1.3.7) y (5.1.3.8) .

Entonces, hemos probado el siguiente

Lema 5.1.3.2 La variedad casi-proyectiva W, es no vacia en el espacio proyectivo
de campos de vectores polinomiales { V} en C?, con compounentes homogéneas no nulas
solamente en grados d+ 1 y d + 2.

Para cada V € W), la foliacién adaptada Fj satisface las condiciones (i ) a ( v ) en
el conjunto singular Z = {p = (0,0,0), px = (0,u*,0); k = 1,...,d + 1} y linea escogida
L : (z1 = z3 = 0) en las coordenadas (5.1.2). Cada componente irreducible no vacia es de
codimensién a lo mas (d® + 13d + 20) /2. o

Es decir, la componente homogénea de grado d + 1 de los campos V € W) estd en V
(del Lema 5.1.2) y la componente homogénea de grado d + 2 satisface las condiciones
abiertas (5.1.3.6), (5.1.3.7) y (5.1.3.8).

Observacién. Si pudiésemos eliminar las 2(d + 2) condiciones requeridas para escoger
la linea invariante y las singularidades en ella, entonces la codimensién de la familia as{
definida seria d? + 3d + 3.
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5.1.4 Existencia de gérmenes sin separatriz

En esta subseccién, finalmente probaremos que la familia W de la Definicién 5.1.1
es no vacia y que todo germen en 0 de campo de vectores en C? | de multiplicidad
algebraica d+ 1 cuyo (d + 2)— jet pertenece a W, no tiene separatriz por 0.

Comenzaremos probando la propiedad de no existencia de separatrices. Esta prueba
utilizara conceptos y resultados contenidos en el Apéndice.

Después probarermnos que W es no vacia, demostrando que, a cada campo de vectores en
la variedad casi-proyectiva W, de la Definicién 5.1.3.1, siempre es posible imponerle

una condicién adicional, que garantiza que este campo de vectores pertenece a W (ver
la Observacién 5.1.4.3).

Teorema 5.1.4.1 Si un campo de vectores V pertencce a la familia W (5.1.1) entonces
toda separatriz de F, por algliin punto singular p € Z estd contenida en F.

Este teorema es la clave para probar el siguiente teorema de no existencia de sepa-
ratrices, del mismo modo en que la Proposicién 4.4 lo fue en la prueba del Teorema
4.5.

Teorema 5.1.4.2 Sea X un germen de campo de vectores holomorfo en 0 € C3, de
multiplicidad algebraica d+ 1, cuyo (d+4 2)-jet pertenece a la familia W definida en (5.1.1).
Entonces X no tiene separatriz por el O.

Demostracion. El argumento es muy similar al que prueba ¢l Teorema 4.5: sea F ; la
foliacién adaptada en ©* inducida por X y la explosiéon en 0. El divisor excepcional E
es invariante por F ; y, por la Observacién 5.2 (inciso 3), el conjunto singular Sing(F )
es precisamente el conjunto Z de puntos aislados del Lema 5.1.1. Por el Teorema
5.1.4.1, todas las separatrices por los puntos singulares de F , estin contenidas en E.
Una separatriz de X por O se levanta en una separatriz de F , por algiin punto singular de
F 1 |e pero no contenida en E; asi es que X no puede tener una separatriz por O. jus]

Demostracién del Teorema 5.1.4.1 De acuerdo a las distintas elecciones de las parejas
de valores propios repetidos y las correspoadientes condiciones de no-semisimplicidad, la
prueba se dividiriA en tres casos principales: el primero corresponde a la singularidad
miiltiple en m; el segundo, a la singularidad simple en py1 ¥, las singularidades simples
restantes {p, ..., pa} al tercero.

Caso 1. Comenzamos con mp. Sujeto a la condicidén (5.1.3.6), existe un sisterna coordenado

en el que (5.1.3.3) esta en forma candnica de Jordan y en el que podemos escribir al
generador Y de JF i, en la forma

Y(61.62,6) = (G - (—a+ hy), G — aGz + ha2, Gha)
donde deg h, = 1, deg hy = 1, deg h, = 2

Los espacios propios asociados a los valores propios —a y 0 son m = [0,0,1}) y r, =
[0. 1,0} respectivamente, por el Lema 3.3.1 son singularidades de la foliacién adaptada
Fy restringida al nuevo divisor excepcional E,.
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Sean (1, ¥2, 1) coordenadas en una vecindad de rg tales que
a(n. w2, 1) = (. . w) = (G, 6. G) (5.1.4.1)
La foliacién Fj esta adaptada al divisor Dy = EJ+F,, donde E} denota al transformado

estricto de E bajo o. Dy estid dado en estas coordenadas por y iy = 0, y la foliacién esta
generada por

(Do) 'Y =(wn-(—a+ wH) — H3), s —ayp + wH: — 2 Hs, wHs)

donde H| = y;'h,, H> = y3%ha, y Hi = 14 'hy. Después de dividir entre —a se ve de esta
tdltirna expresién que ry es una esquina simple con 3 = 0.
Sean ahora (z;, T2, r3) coordenadas en una vecindad de ry tales que

o(xy, T2, x3) = (X122, L2, E322) = (1. G2, G) (5.1.4.2)
En estas coordenadas Dy estd dado por x;x2 = 0 y la foliacién adaptada esti generada por

(Do) 'Y =
(z1(—z1 + 22(G) — G2)), z2(—a + x; + £2G2), xa(a — oy + £223(Gs — G2))

donde ahora G; = x3'hy,, G2 = x£3%hs, y G3 = x3'h;. Nuevamente, después de dividir
entre —a, se ve de esta iltima expresidn que r; es una esquina simple con @ = 0.

Caso 2. Consideremos ahora el punto ps. Sujeto a la segunda condicién de (5.1.3.7),
escribimos (5.1.3.4) en forma canénica de Jordan. Siguiendo las convenciones adoptadas
en el Caso 1 respecto a las funciones h;, consideramos ahora el campo de vectores

Y(61,62.G) = (1 - (e2 + h1) . eale + ha, € + e + Gha)
donde e; = —a(d? +3d+2), e3 = a(d+ 1)

donde, abusando de la notacién, hemos denotado a las coordenadas y al campo de vectores
como en el Caso 1.

Una vez mas, en estas coordenadas los espacios propios asociados a los valores propios e;
y e3 son rg = [0,0,1] y r; = [0, 1,0} respectivamente.

La foliacidn F;- estd adaptada al divisor Dy = E} + E4, donde E} denota al trans-
formado estricto de FE bajo o y E; denota al nuevo divisor excepcional, como en el Caso
1.

En una vecindad de ry, usamos las coordenadas (5.1.4.1). El divisor D, estd dado por
mwm = 0 y la foliacién Fj esta generada por

(Do) 'Y =

(n(—m + w(H — Ha)), (€3 — e2)yp — i + wm(Hz — 2 H3), w(ez + 1 + wH3))
con los Hj;’s definidos en el Caso 1. Después de dividir cntre e; se ve de ésta iltima
expresién que ry es una esquina simple con 3 = 0.

Para r; usamos las coordenadas (5.1.4.2). El divisor D, estd dado por z,x2 = O y la
foliacién estd generada por

(Do) 'Y=
(zi1[(ez — e3) + £2:(G1 — G2)), xa(es + £2G2). z, + (€2 — e3)xz3 + xoxy(H;z — Ha))
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con los Gj’s definidos en el Caso 1. Dividiendo entre ez — e; obtenemos que r; es una
esquina simple con 8 = —(1/d + 1).

Caso 3. Consideremos ahora los puntos {p, ..., ps}- Por simplicidad denotemos los
valores propios de (5.1.3.5) por e3 = a(d+ 1) y cx = a- Q(A®) = a(l + 7., M uH). Para
cada k € {1, ...,d}, la posicién relativa de (d+ 1) y Q(Auw*) en el plano complejo determina
distintas formas normales que procedemos a considerar. Para dar fluidez a la prueba, estos
conceptos y resultados se detallaran en el Apéndice.

Por supuesto, esta discusién se hace necesaria porque desconocemos los valores de los

Ck-
Caso 3.1. Si e3 = ¢ para alguna k& € {1,...,d}, entonces la condicién (5.1.3.8) de
no-semisimplicidad pasa a ser alguna de las siguilentes
Wa(oh), W), 6 ZX2(ut0) %0 (5.1.4.3)
=3

Como la condicién (iv) debe satisfacerse, estamos forzados a escoger la primera o la segun-
da. Tomemos la primera. Después de un cambio de coordenadas alrededor de p;., podemos
suponer que la foliacién Fy cstd gencrada por un campo de la forma

Y(€1, 62, &) = (G- (e3 + ), &+ esle + ha, G- (es + h3)) (5.1.4.4)

El campo Y es lincalizable dejando a FE invariante (ver la Observacién A4 y el Corolario
AS, en el Apéndice). El campo lineal obtenido puede ser integrado explicitamente y, por

la condicién elegida en (5.1.4.3), concluimos que toda scparatriz de Y estid contenida en
E.

Caso 3.2. Cuando e3 y < son diferentes, la situacién es similar a la del Caso 2:
siguiendo la notacién de los casos precedentes, un cambio de coordenadas nos permite
suponer que la foliacién estd generada por un campo de la forma

Y(C1, 62, G) = (G - (ea + M), G + eale + ho, G- (a + h3)) (5.1.4.5)

En estas coordenadas, los espacios propios asociados a los valores propios e; y ci son
r, = {0,1,0] y ro = [0,0, 1] respectivamente. La foliacién F; estd adaptada al divisor Dy,
definido de manera andloga a los casos anteriores.
En la notacién del Caso 2, alrededor de r, y rg, el divisor Dy esta dado, respectivamente,
por Tz =0 y yum = 0.
Alrededor de ry = [0,1,0] , la foliacién estd generada por
(Do) 'Y =
(z1[—z, + 22(G; — G2)], Tales + £, + £2Ga). Ta[(ce — €3) — 1 + 22(G3 — Ga)])
Dividiendo entre e; se obtiene que r; es una esquina simple con 3 = 0.
El generador alrededor de rg = [0,0,1] es
(Do) 'Y =

5.1.4.6
(nl(es — ) + wm(Hy — Ha)lo yn + (es — ey + in(Ha — 1o Hy), anlee + 1 Ha)) = )
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Sea A = {e3, cx} C C. Si A estd en el Dominio de Siegel (ea/ci € R7), dividiendo
entre ¢ en (5.1.4.6) se obtiene una expresién que muestra que ro ¢s una esquina simple
con 3 = (e3 — c)/cx € R™

Si A estd en el Dominio de Poincaré , se tienen dos casos principales:

Caso no resonante Por el Corolario AS, el campo de vectores (5.1.4.5) es
linealizable manteniendo al divisor E invariaunte y el campo lineal asi obtenido puede
integrarse explicitamente. Todas sus separatrices estin contenidas en E.

Caso resonante . Solamente hay dos tipos posibles de resonancias:

[R1 ]| e = nej para algiin n € N\{1}
[R2 ] es = rc; para algiin r € N\{1},

y la segunda fue explicitamente excluida de W (en la condicién ( vi ) de la Definicién

S5.1.1. Tan pronto concluyamos la prucba del Teorema 5.1.4.1, explicaremos la razén de
esta exclusién).

Si alguna resonancia del tipo [R1] o
(1/n) —1 e R™.
Este dltimo cdlculo concluye la pruecba del Teorema 5.1.4.1.

curre, entonces rp es una esquina simple con 3 =

a
Consideremos el tipo resonante [R2] del parrafo anterior. Si

ey = rc (5.1.4.7)

para algin r € N\{1}. mostraremos que existen separatrices que no estin contenidas en

el divisor excepcional E. De hecho, en la situacién (5.1.4.7), el generador (5.1.4.5) puede
reescribirse como

r oo <) G-y
Y = 1 r 0 G + ha (r € N\{1}) (5.1.4.8)

0 01 [« G- hy
Sea A = A( la parte lineal del campo Y anterior. Las referencias contenidas en la

siguiente discusidn se encuentran en el Apéndice. Por el Lema A3, el dinico monomio

P-resonante asociado a la ecuacién homoldgica (A.5) es C{a—?;; Aplicando la Proposicién

A, obtenemos que Y es analiticamente conjugado, manteniendo invariante al plano FE :
(61 = 0), con el campo de vectores

r 0o G 0
Y.={1 r o0 e |+ 6% (5.1.4.9)
0 0 1 G 0

El cambio de coordenadas holornorfo

F(61.6.G) = (G + G5, G2, G) = (wn, un, un)

conjuga ahora a Y. con el campo lineal A, pero lleva al plano invariante E : ({; = 0) sobre
1a superficie invariante S : (wy — wj = 0).
El campo de vectores lineal Aw tiene separatrices en el plano invariante wy, = 0 que no

estidn coutenidas en S.
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Observacién 5.1.4.3 No estamos en posicién de determinar si resonancias del tipo

(5.1.4.7) aparccen en nuestros ejemplos porque no podemos calcular las raices de (5.1-..225).
Sin embargo, es posible asegurar que este tipo de rsonancias no aparecerian si hacemoss ua
eleccién conveniente de la raiz A de (5.1.2.5).

Primero mostraremos que, para cada eleccidon de A, existe a lo mads una resonmc=E e del
tipo (5.1.4.7).

Lema 5.1.4.4 Si e3 = re, para alguna r € N\{1}, y alguna k& € {1,...,d}, ent onces
k es Gnica.

Demostracion. Supongamos que existen jy € {1,...,d} y s € N\{1}, tales que s(}a=
1)/(Aw’ —1) = d+1, entonces (Aw* — 1) /(A — 1) = r/s € Q" lo que implica que (A F~-1)
¥y (Aw’ — 1) tienen el mismo argumento (mod 2#). Por un lado, ambos estian en d c={"rculo

centrado en —1 deradio | A |[> 1 y 0 € A(—1,]| A |). Es decir, que estos dos puntos

s=on el
mismo y 3 = k.

a
Ahora probaremos la afirmacién de la Observacién 5.1.4.3:

r-Q(Aw*) =d+1 paraalginr € N\{1} y alguna k € {1,...,d}
si y s6lo si
A= (14 r(d+ 2))/(* + r(d + 2))

Este dltimo es un niimero complejo cuya parte real es positiva para toda eleccitn e rk
y d y nuestro cdlculo muestra que, si se tiene una resonancia (5.1.4.7), entoncesla
que escogimos neccsariamente tiene parte real positiva.

Si (1 + r(d + 2))/(* + r(d + 2)) no es raiz de (5.1.2.4) -algo ciertamente diZfidl de
determinar- entonces la resonancia (5.1.4.7) no puede aparecer. Pero si lo fuera, eecamonces
todo lo que tenemos que hacer es escoger A con parte real negativa. Esta ralis :i-empre
existe pues la suma de las rafces de (5.1.2.5) es igual a —1 (porque el coefciente cl-¢ z'*
en (5.1.2.5) es 1). En particular, si el grado d es impar, entonces la raiz real nega—t=iva de
(5.1.2.4) es una buena eleccién.

La discusién anterior demuestra el

iz A

Teorema 5.1.4.5 La familia W de la Definicién 5.1.1 e¢s no vacia .

Observacién. Aunque W es de dimensidn grande, solamente hay un grado de L1i_bertadd

en el cdlculo anterior ( A € C que satisface (5.1.2.4) ). Muchas variables libres en YW~ nuncza
aparecicron (por cjemplo, los h; i, &>0).

5.2 Familias en C*

En esta seccidn describiremos una subvariedad casi-proyectiva ) de campos de vectorze=s
2-homogéneos { ¥’} en C*, que satisface parcialmente las condiciones (a ) y ( b) ci-d
subconjunto V de la Deflnicién 4.1).

Primero indicaremos cémo pueden obtencerse condiciones algebraicas que garantiz===n
que el conjunto singular de la foliacién adaptada F, consta de 3 puntos singilazr-e
aislados en el divisor excepcional E == CP?, {q1 = [1,0,0,0],....qs = [0,0.0,|i5= =
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[1,1,1, 1]}, cada uno de multiplicidad 3 y que la parte lineal de 7 ) en cada uno de ellos
-satisface las condiciones de valor propio repetido de la Deflnicidn 4.1. Posteriormente
utilizaremos la accién del grupo proyectivo para engrosar este conjunto algebraico.

Un campo de vectores 2-homogéneo Y en C? es un campo de vectores de la forma

o o 8 [-4
Y = Z a,j'kzizk—éz; + Z bjz;zn D2 -+ Z q_ijZg:(E “+ Z dj,ijz,.-a—a (5.2.1)

donde aji.bjn. . dix € C y los subindices en las sumas varian entre 1 < 7 < k& < 4.
El conjunto { Y} de campos de vectores 2-homogéneos tiene una estructura natural de
C-espacio vectorial, con espacio proyectivo asociado X o P?%,

Por la sucesién de Euler torcida, un campo Y € X induce una foliacién F € Fol(1, CP*)
~ P?5 con 15 puntos singulares aislados, contando multiplicidad.

Procedemos ahora a escribir, explicitamente, las condiciones de multiplicidad y valor
propio repetido en q;, en las variables {a;i, %, Gk, djx}-

En las coordenadas (3.1.3), m = 4 y k& = 1, el divisor excepcional E estd dado por
(z1 == 0) y el punto ¢, por (0,...,0).

El generador Y| de la foliacién F , adaptada a Y es singular en q, si y sélo si

by =cra=d,; =0, (5.2.2)

condiciones que supondremos en adelante. Podemos entonces escribir

¥i(2) = A(=) + Q(2) — g(=) R(z) (5.2.3)
donde la parte lineal A es
a1 (o] 0. . [v] z
A(z) = g bx.zc:;ll.) Cl‘ab::xal'l lCJ:: z; (5.2.4)
(o]

dy,2 dis dyg — ary EN
la parte cuadratica Q es

2z (a1222 + a1323 + ara 24)

(—a12+ b22) 2% + b3g 2324 + 22 ((—a13 + b23) 23 + (—ars + b24) 24)
(—a13+ e33) 232 + (—a14 + @4) 2320 + 22 ((—ar2 + €23) 23 + c2.424),
(—a1a + das) 2324+ (—ara + dag) 227 + 22 (zaza + (—arz + day) 24)

Q=)

I

Z:;'=1 QJ(Z)S_,j

(5.2.5)
¥ la parte ciibica es
-z,
. Za 2 12}
— g(2)R(z) = —(ar3z223 + apy 22 23 + azq 33 23) = =3 Cj(z)c‘)— (5.2.6)
z3 = 'z 5
24
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Observe que (z; = 0) es invariante por Y. Se sigue de (5.2.4) que

by2 — asp bia by
su(FiL.q)=22 < ci2 c1,3 — ain 14 =0 (5.2.7)
di2 di3 diy—ay,y
porque buscamos que el valor propio normal a,,; sea no nulo.
Si suponemos esta iltima condicién, entonces la condicién de valor propio normal

repetido con alguno de los tangentes se escribe, desarrollando el polinomio caracteristico
correspondiente, como

Tan? —biaciz+bizers —badiz—cadipg — 3ain (e + cis + dia) (5.2.8)
t+bhiadia +aadia =0 -
Las condiciones de multiplicidad mayor o igual a 3 pueden describirse del siguiente modo:

por simplicidad, denotemos por X al generador de Fy g~ F y scan z = (z2,23.24)
coordenadas con z(q) =0

1 pe} 4 5]
= Y,;(0,2) 57— = i = 5.2.
X (2) _7Z=; 14 (0, )azj _,-g;zXJ (=) 5z, (5.2.9)
La idea es la siguiente: si suponemos que dos de de las tres hipersuperficies (X; = 0) en
CP® son transversales en ¢, = 0, podemos tomar como variable local u a la curva (lisa)

que define su interseccidén. Usando el teorema de la funcién implicita podemos calcular el
germen a(uw) de esta curva (hasta el jet que sea necesario), de modo que la interseccién de
o con la hipersuperficie restante X, (k 7% J) se expresa como una scrie de potencias

Xi(a(w)) = ay u+ as u® + az u® + ... (5.2.10)

en u (un polinomio, para fines prdcticos) con un cero de cierto orden ord(X,0) en u = 0.
Es facil ver que u(F 1, ¢1) = ord(X,0) y en consecuencia

e =0,3 =1,..,k <<= u(F,.q) = k+1.

Para llevar a cabo el plan anterior, suponemos que las hipersuperficies X; = 0, 7 = 2,3,
son transversales en 0. De (5.2.4), esto equivale a suponer que
b2 —ai by 3
D33 = = : . o] 5.2.11
b C1.2 13 — a1 * ( )

¥ que podemos tomar u = z; como parametro local. Es ficil ver que nos basta calcular el
2-jet de o para conocer al coeficiente a» de (5.2.10). Scan
F(z) = (X2(2), Xa(2), z4), S = (dFp)!

y sea F3(z) = (Q2(2). Q1(z), 0) la parte cuadrditica de F'(z), formada por las componentes
segunda y tercera de (5.2.5). Por el teorema de la funcién implicita (o mejor dicho, por su
prueba), se sigue que el 2-jet ay(u) de la interseccién esta dado por

S(0,0, u) — (S o Fs o §5)(0,0, w)

Dz (Day, — D2y, Das)u— (8 o Fy) o (D3 (Dagy — D2y, Daz)u)

ag(‘l.l.)

[

ey —an —bhia D Qa(1) ) (5.2.12)
= v -u— Dz —cC1,2 bia  —Day Qa(1) - aud
(o] o} Daa 0
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donde

b b b —a b
D, = 1.3 1A | Doy = 1.2 e by
€13 —a;,p C14 C1.2 Cra
Observacién 5.2.1 Las condiciones (5.2.7) y (5.2.11) implican que el vector

(D34, — D24, Da3) esti en el niicleo de A.
Por iltimo, evaluando la expresién final de a2(1) en X4 (=) se obtiene la expresién de
los coeficientes (5.2.10)
Xs(az2(u)) (Dass — D2y, Das)aa(u) + Qs(a2(19)) — g(az(w)) - az(w)
((D3s, —Das, Da3) - v) ©w— ((Day. — D2y, Da3) - ) 2 + (Qu(vy — 2 w)) o7
ai u+ ((D3y, — Dy, D23) - v + Qu(11)) 12 + O(u?)
ay u+ az ¥+ O(u?)

[

Manipulando un poco las expresiones anteriores para a; y as, puede verse que a; es igual
al producto de los determinantes (5.2.7) y (5.2.11), asi que la condicién (5.2.7) de multi-
plicidad 2 e¢s equivalente a a; = 0.

De modo similar, puede verse que la condicién a; = 0 puede escribirse como
0 = —Dgx' (—Cu Qz2(01) + B2y Qa(1) ) + Qu(vr) +— (5.2.13)
0 = (Cu3, — B2, D23) -(Qz2(1), Qa(n), Qs(m)),
donde - denota al producto interior real usual,
Y” — b2 —a b
Comy = &2 CQgp ai.y s Doy — 1,2 1.1 1,3
= dy2 dia '4 di2 dia

y v fue definido en (5.2.12) por la relacién
D3 vy = (Day, — D2y, Da2a)

La condicién (5.2.13) también puede expresarse como

P(Ds34, — D3y, D23) =0 (5.2.14)

donde P denota al polinomio

P(z2,z3,.24) = Caa((—a12+ b)) zf + byiz3zs + 22 ((—ara + bra) za + (—ars + bag) 24))—
Bz ((—a1a + caa) 25 + (—ara + &3.4) 23 24 + 22 ((—a12 + a) 23 + C2,4 2a))+
Dag ((—ara + dau) zaza + (—ea1a + day) 25 + 22 (dog 23 + (—ay2 + dzy) 23))

De donde (5.2.13) es una ecuacién homogénea de grado 7.

Observacién 5.2.2 Manipulando un poco cn las condiciones (5.2.7) y (5.2.11), puede
verse que implican que el vector (Cag, — Bay, D) esta en el nicleo de la matriz transpuesta
Af de A. Esto dice que el polinomio T(2) = Co3Xa(z) — By X3(2z) + D23 X, (z) no tiene
parte lineal y que su parte cuadritica es precisamente P(z), asi que la condicién (5.2.14)
se interpreta geométricamente diciendo que el vector (Dy;, — Doy, D23) estd contenido en el
cono tangente de T = 0. Como los ideales T = ZT(X,, X3, X;) e ZT(X2, X5, T) coinciden,
entonces la codimensién de Z en OC’,O es al menos 3.




Por lo tanto: si un campo de vectores 2-homogéneo Y satisface las tres condiciones
lineales (5.2.2), la condicién cubica (5.2.7), la condicién séptica (5.2.13) y la condicién
cuadratica (5.2.8), junto con las condiciones abiertas a;,; % 0 y (5.2.11), entonces la fo-
liacién F; adaptada a Y tiene un punto singular de multiplicidad al menos 3 en q y
la parte lineal de F ; en q, tiene el valor propio normal a E repetido con alguno de los
tangentes.

Sea Y, € X la variedad casi proyectiva definida por condiciones andlogas a las ante-
riores, en todos los puntos {¢. = [1,0,0,0],...,qs = [0,0,0,1],¢5 = {1,1,1,1j}. Si es no
vacia, cada componente irreducible es de dimensién al menos 39 — 30 = 9 (porque estamos
imponiendo 6 condiciones por punto). Sea ). = GL, ) el conjunto construible obtenido
por la accién del grupo lineal en V; y sea YV; el interior (»)? de su cerradura de Zariski.
Es una variedad casi-proyectiva de dimensién al menos 9+ 15 =9+ 3-5 = 24 en X porque,
para cada punto en CP?, tres condiciones lineales independientes se requieren para que sea
singular.

Si V) es no vacia, entonces la codimensién de Y3 en X es al menos 15, es decir, que
esencialmente basta una condicién por punto singular (la de valor propio repetido) para
que Y pertenezca a ).



A Apéndice

Este apéndice contiecne la discusién de las formas normales para los campos de vectores
que aparecieron en la subseccién Existencia de gérmenes sin separatriz . La notacién
y los resultados generales siguen la exposicién de [1], Capitulo 5.

Consideremos (el germen en 0 de) una ecuacién diferencial auténoma definida por (el
germen en 0 de) un campo de vectores holomorfo

= Ax + Y vm(r) reC® . (A.1)
m=2
Sean (r1,....,Z,) coordenadas con respecto a la base (e,...,€e,) y ™ = (™" ... x7". De-
notemos por
La: ':(’&I:".O) — ._"‘.('&l:n.o) (A.2)

al operador lineal que transforma a cada campo m-homogéneo en C", en el corchete de
Poisson del campo de vectores lineal Ax con éste.

Sea ¢ = (¢15-...9,) € C"y sea (m, ) = ¥, my¢. Si A = diag{¢;} entonces L4
también cs diagonal:

La(z™e;) = [¢; — (m. &) z™e; (A.3)
Y si A tiene bloques de Jordan, entonces L 4 también los tiene, aunque aiin en este caso

sus valores propios estin dados por la férmula anterior.
Una n-ada ¢ = (¢, ..., #,) € C™" se dice que es resonante si existe una relacién’

¢ — (m,d) =0

para algan 5 € (1, ..., n}; en cualquier otro caso se dice que es no resonante. Un campo de
vectores (A.1) se dice que es resonante (resp. no resonante) si los valores propios de A son
(resp. no son) resonantes. En presencia de resonancias, el correspondiente vector propio
de (A.3) se dice que es un monomio resonante o, simplemente, una resonancia.

Se dice que la n-ada @ = (¢, -.., ¢,) de valores propios de 4 estd en el Dominio de
Poincaré si 0 € € no esta contenido en la envolvente convexa de ¢.

Teorema de Poincaré-Dulac Si los valores propios ¢ de la parte lineal 4 de un campo
de vectores holomorfo en un punto singular pertenecen al dominio de Poincaré entonces,
en una vecindad del punto singular, se verifica que:

1. Si ¢ es no resonante, el campo de vectores es biholomorficamente equivalente al
campo de vectores lineal A4

2. Si @ es resonante, entonces es biholomorphicamente equivalente a una forma normal
polinomial de la formma A + {monomios resonantes} .

El teorema establece la existencia de una conjugacién del campo de vectores dado, bien
con su parte lineal, o con una forma normal polinomial.



La prueba de este teorema se divide en dos partes. La primera es la construccién
formal del cambio de coordenadas descado: para cada m = 2, la solucién h,, de la ecuacién
homoldégica

Lah, = vn (A.4)
asociada a (A.1) origina un cambio de coordenadas (polinomial y tangente a la identidad)
que anula todos los monomios no resonantes en este m fijo. La aplicacién repetida de
este procedimiento da lugar a una sucesién de cambios de coordenadas cuyo producto
(composicién), en el limite, es el cambio de coordenadas gue buscamos.

La segunda parte es la demostracién de la convergencia de esta serie de potencias, bajo
la hipétesis de que los valores propios pertenecen al Dominio de Poincaré.

Es decir, a lo mds las resonancias no seran climinadas por este cambio de coordenadas.

Regresamos ahora al campo de vectores Y en C3, definido en (5.1.4.8). EIl divisor
(&1 = 0) es invariante por Y.

Construiremos una forma normal tipo Poincaré-Dulac para campos con esta propiedad,
de manera que el divisor en cuestién permanezca invariante por la conjugacién (siguiendo
ideas de [8}).

Denotemos por E(p,, al espacio de campos s-homogéneos que son tangentes al plano
E : (§ = 0), i.e., aquellos cuya t,%.;-componcntc estd en el ideal (). Considere la restriceién
L1 de (A.2) a ellos.

Lema A1l f; deja invariante a S{p o) para cada grado s:
=3

Li: S — ZEpo (A.5)

Demostracion. Sean ef,, = (G "¢Is. k=1,2,3 y { + m-+ n=s. Entonces

(Ur+ mr+n— r)el .+ mel 1 n— €. si k=1
La(el,) = (r+ mr+n—r)ef,, + mef | . 1. si k=2 (A.6)
Ur+mr+n—1e},.+ me} | . 1. si k=3
Con esta notacidn,
Epoy ={efmn : £=1,2,8, I+ m+n=s y =1}
Usando (A.6), es sencillo verificar que (A.5) es verdadera. a

Un monomio en Sfp g se llamard P-resonante si no estd en la imagen de L,4.

Lema A2 Sea A la parte lineal de (5.1.4.8), y sean 8 > 1, r > 1 nimeros enteros.

Entonces los tinicos monomios resonantes asociados a L4 : EZC’ o EZC, o SO Gy

-2

3 8¢ -

Demostracidon. Siguiendo la notacién del Lema A1, como 3, r > 1, entonces lr+rm+n—1

siempre es no nulo. Ir+ rm+ n— r =0 implicaque Il + m =0y s = n = r. Esto muestra
1 _ ro 2 r o AMLEAS FOSONALLCL:

que €55, = (I3 ¥ €5, = (J57 Son las Minicas resonancias. ]
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Lema A3 Sea A la parte lineal de (5.1.4.8). El tinico monomio P-resonante asociado a
ro_
(A.5) cs G355
Dermnostracion. Por el Lema A2, ¢ % es P-resonante. ( pero C{;,—‘Z.—l no lo es). Un monomio
P-resonante que es no resonante necesariamente esta en L,‘(E(’C-. 0)\56’?_0)).
z & = i p ara cads: y = = 4
Sea e[, € =(p g un monomio P-resonante. Para cada grado s = 2, _'(!C".o) \ E(p,oy estd
generado por campos de vectores monormiales de la forma

eln ={&"Cler : m+n= m,n=0,1,... }

De (A.6): . .
La(egmn) = (inr+ n— ryeg .+ mel 1. — €5mn

Los dos altimos sumandos a la derecha pertenecen a =Ep.oy- Asi es que L (e},..) € (.0
si y sdlo si 0=n.+r(m.—1),51ysolosx n=0y m=1 6 n=rym=0. Como el
primero es lineal, la iinica resonancia es €3, = (]2 dc.: [m]

Observaciéon A4 El Caso 3.1 admite un tratamiento similar: podemos suponer que la
parte lineal de (5.1.4.4) es la de (5.1.4.8) con r = 1. Se sigue de los cilculos anteriores que
la ecuacidn homoldgica asociada a este operador no ticne P-resonancias.

Proposicién A Denotemos por Y al campo de vectores (5.1.4.8). Existe un cambio de
coordenadas holomorfo £ = (¢) tal que (§; =0), = (ry =0) y @, Y = Az + ‘r-.tg-(%—z , para
algin r € C.

Dermnostracion: La prueba se obtiene siguiendo la del teorema de Poincaré-Dulac: Por el
Lema A1, tiene sentido considerar la ecuacién homoldgica asociada con el operador (A.5).
Esta ecuacién tiene solucién para todo grado 3 # r por el Lema A3, y éstas producen una
sucesién de cambios de coordenadas para cada uno de los cuales el plano E es invariante.
El producto de ellos, en el limite, en principio solamente es una conjugacién formal con la
forma normal en cuestién. Sin embargo, como los valores propios pertenecen al Dominio de
Poincaré, las estimaciones usuales en la norma mayorante muestran gue esta conjugacién
formal de hecho es convergente. -

a

Corolario A5 El Caso 3.1 es linealizable manteniendo invariante al plano E al igual
que (5.1.4.5) en el caso no resonante. a
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