UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

. ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES ACATLAN

COMPUTABILIDAD Y LOGICA

TESIS QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
LICENCIADO EN MATEMATICAS APLICADAS Y COMPUTACION

PRESENTA
JOSE MANUEL GOMEZ SOTO

ASESOR: DR. SERGIO V. CHAPA VERGARA

Marzo de 1994



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



-“;»uauu ul,ww

\/—‘

uu.,-», “'

'«l.wvu. DAD NAQJONAL
AYFNMA DE
MEXICO

TESIS CON

“en-la Ley de Profesiones, deberd prest

ch

ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES "“ACATLAN"
DIVISION DE MATEMATICAS E INGENIERIA
PROGRAMA DE ACTUARIA.Y M.A.C.

SR. JOSE MANUEL GOMEZ SOTO B

Alumno de la carrera- de: Matemétlcas
Aplicadas y Computacxén
Presente.

De acuerdo a su SOllC
1994, me complace not
asignarle el 51gu1ent

II.<7Elzcdlculo: de Lambda
s lastfunciones' Recursi'
-IV.--El teorema de Godel
: Conclusiones :

Bibliografia

A51hlsmo fue designado como Asesor de Tesis’
CHAPA VERGARA profesor de esta Escuela.:

Ruego a usted tomar nota que en cumplxml
un tiempo minimo de seis meses como requ
tar examen profesional, as{ como.de:la:disposici6
nacién de la Admxnlstrac16n Escolar enel: sentldo

trabajo realizado. Esta comunicacién® deberé 1mpri_1rse en el 1nte
rior de la tesis. :

Atentamente ,
"POR MI RAZA HABLARA EL $§8P.
Acatlén, Edo.

exrin NF NRIGEH



Dedicatoria

Este trabajo lo quiero dedicar a un ser extraordinario, a la
Maestra Enedina Soto Gutlerrez ... Gracias por ser mi madre,




- Agradecimientos

AGRADECIMIENTOS:
A mi Madre y a mis hermanos: Héctor, Oscar y Aidé..‘;p/ofk"su eterna confianza,

Quiero agradecer de una manera muy especial al Dr. ‘Serg‘io V. Chapa Vergara por su
gran apoyo y entusiasmo durante el desarrollo de esta tesis;'ppr las maraténicas pléticas
1lenas de estfmulos intelectuales, de "viajes recursivos" y de "metaconceptos”... fue un

placer y un honor trabajar con usted.

A Martha por esa "lluvia" de ternura y apoyo, por esos "senderos” llenos de anhelos y

quimeras ... por hacer de este trabajo un suefio compartido.

A Blanca Elena del Pozo le estoy profundamente agradecido por su generoso apoyo y
paciencia, por sus valiosisimos comentarios y por ofrecerme ese rigor académico que

siempre le ha caracterizado ... Gracias Helen.

Al Dr. Ulises Beltrdn por el gran apoyo que me brind6 ... por ese entusiasmo que tiene

por los proyectos académicos.

A a la sefiora Marfa Torres, mi eterno agradecimiento, por su gran sentido de amor y
solidaridad, por haberme ofrecido un espacio en su corazén y en esta ciudad ... gracias

por todo Dofia Mary.

A la Sra Rosemary Olson por haber brindado €l privilegio de ser una mds de las
generaciones de estudiantes a las que tanto ha ayudado ... mi profundo agradecimiento

y reconocimiento a usted y a la ¥ Quinta Restaumex" mi segunda Alma Mater.



. Adradecim‘léntos

A Lauro, por esos grandes momentos, por tu apoyd ‘y,'lé.'g.he‘r}aldé ,.'-poh""asf'.".-.- por‘t'u

amistad.

A TJavier por tu gran apoyo, por darme 'asilo' y compartime tu ajuar computacional en

estos dfas tan decisivos.

A Poncho por tus acertados comentarios y consejos; a Lupita Lépez, Alejandro Cruz,

Roberto Banchik, Jesus, Norma, Ménica Tinajero por su apoyo y colaboracidn,

A mis compaiieros de trabajo de la Asesoria Técnica, en especial a la gente de cémputo

Por su apoyo y constantes "porras"”.

En general mi agradecimeinto a toda la gente que de una u otra manera me ayudd

durante el desarrollo de mi tesis.

Quiero concluir expresando mi mds sentido reconocimiento y agradecimiento a la
Universidad Nacional Auténoma de México y al pueblo que hace posible que existan

instituciones como esta.
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[ntroduccién

Introduccién:

En la Teoria de la Computacién un concepto fundamental es la Mdquina de Turing,
cuya nocién de la computabilidad se basa en el problema de la detencidén. La
computabilidad tiene sus aproximaciones desde dos enfoques equivalentes a la
caracterizacién de la Mdquina de Turing, El primero corresponde a es la indecibilidad
de la I6gica mediante el Teorema de Godel, que es una prueba de insolubilidad del
problema de la detencién. El otro enfoque es el que se deriva de la indecibilidad de la
16gica mediante funciones recursivas de Church, ya que son equivalentes a las
funciones Abacus y a las funciones Turing.

Estos enfoques y el de la propia mdquina de Turing pueden ser vistos como
equivalentes y encontrar consecuencias directas dentro del campo de la Teoria de la
Computacién, siendo la esencia misma de las diversas dreas. De hecho estos enfoques
nacen al tratar de resolver. un problema filoséfico-matemdtico propuesto por David
Hilbert, el cual se esquematiza en la tabla 0.

El vinculo de la Computabilidad y la Légica ha presentado uno de los
problemas fundamentales e interesantes cuya solucién incursiona el campo de la
Filosoffa, las Matemdticas Puras y Aplicadas. El objetivo central de este trabajo es
presentar estos enfoques, que son las piedras angulares de la Computabilidad y la
Légica. Asimismo, el motivo de esta tesis es la de presentar los planteamientos de
Turing-Church-Godel; eslabonarlos en sus diversas respuestas; mostrar los conceptos
que surgen en cada planteamiento, asf{ como sus isomorfismos y equivalencias, cuya
riqueza de ideas es en si misma objeto de estudio y de amplia reflexidn.

Un objetivo adicional es presentar a los estudiosos del drea un panorama general
de estos problemas de Computabilidad y Ldgica dentro del drea de Teoria de la
Computacién. Con frecuencia el alumno se pierde en complicadas y largas
demostraciones, proyectos computacionales y no ve el sentido de los problemas
fundamentales y sus relaciones entre si.

-



Introduccién

Tabla 0. Equivalencia entre los enfoques de Turing, Godel y

Church.

Hilbert

¢(Existe un sistema matemético en general que esa consistente y completo, en el que
se pueda decidir 1a verdad o falsedad de todas las proposiciones?

Gadel

Turing

Church

¢Existe un sistema general

¢Existe un procedimeinto

¢Existen funciones para las

que sea consistente y | mecdnico general que|que siempre existird un
completo, en el que se | pudiera resolver todos los | valor ~ para  cualquier
pueda decidir la verdad o | problemas mateméticos? argumento?
falsedad de todas las :
proposiciones?
No existe tal sistema, y | No existe un’| No todas las funciones son
jamds se podrd construir | procedimeinto  mecdnico | computables
uno que resuelva todos los| i
problemas matemdticos

Teorema de la Problema de Ia detencién’ “Funciones

Incompletitud de Gddel : ‘
computables

Habrd proposiciones para | No se sabe si se detendrd o | Existen funciones
las que no se pueda saber | no la mdquina de Turing | indecidibles

si son verdaderas o falsas

Creo que esta tesis puede alcanzar estas metas por el tipo de estructura y el
lenguaje que se ofrece. De esta forma, la organizacidn del trabajo se presenta bajo el
siguiente esquema:

En el primer capitulo se hace una sintesis histdrico-tedrica de los conceptos que
dieron forma a la computabilidad. Estos conceptos abarcan desde la teoria de
conjuntos, la enumerabilidad, la diagonalizacién de Cantor, hasta llegar al problema de
la axiomatizacién de las matemdticas, en el que se plasman los grandes intentos de
axiomatizar, como el sistema de Frege, los Principia Matemdtica de Russell y el
programa de Hilbert, que fue el punto de partida de los enfoques a su solucién por
parte de Godel, Turing y de Church, Este capitulo representa [a gufa del trabajo, en €l
se introduce al lector al problema de Hilbert, a la filosoffa del planteamiento por parte
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Introduccion

de Godel,Turing y Church, se habla de “su repercusrén e mportancna, de las
interrelaciones entre cada uno de ellos, asf como‘de m rﬁsmos que los hacen
equivalentes,

En el segundo capitulo se muestra el enfoque qu ste en la creacién del
modelo matem4tico conocido como la miquina de Turing hace una:descripcién del
modelo, donde se plantea el problema. de ‘Hilbert 'minos- de -procedimientos
mecénicos, y el problema de la detencién de la maquma ‘de unhg como el punto de
decisién para determinar si un problema tiene o' 'no* solucién. Se realiza la
demostracién, en términos de la mdquina de Tunng, en donde se determina que el
problema planteado por Hilbert no tiene solucidn.’ En-este’ ‘capitulo sobresale el
concepto de computabilidad, planteado en el senudo en. que un problema es
computable, si al tratar de resolverlo con médquina de Turing ésta llegara a detenerse.
Se presenta la perspectiva filoséfica y matemdtica del problema de la indecibilidad
como el problema de la detencidn de la mdquina de-Turing, y las operaciones ldgicas y
matemdticas como procesos mecdnicos., L

En el tercer capitulo se muestra otro de los grandes enfoques que dio lugar al
concepto de la computabilidad: el Cilculo Lambda de Church. Se hace un desarrollo de
como se contruye un sistema en términos del Cdlculo lambda y como a partir del
manejo de estas funciones, se pueden concluir resultados del sistema dado. La filosofia
matemdtica del concepto de la computabilidad es mostrado en términos de funciones,
Se definen las funciones Recursivas, Abacus, Turing y como estas son equivalentes, lo
cual de manera indirecta demuestra la indecibilidad del problema de Hilbert. Se deja
ver la estrecha relacién entre los conceptos de computabilidad y recursividad, la
equivalencia entre ellos, la creacidén de sistemas mediante la definicién recursiva de
funciones, y su gran importancia como conceptos inherentes a los procesos
computables. De manera sucinta se plasman los conceptos que unen a los tres enfoques.

En el cuvarto y tltimo capftulo se plantea el teorema de la Incompletitud de
Godel que es la respuesta Godeliana al "Entscheidungsproblem” y, en general, a todo el
programa de Hilbert. Gddel habia llegado a la conlusién de que no es posible llevar a
cabo dicho programa. Para llegar a este importante resultado se da una introducién de
los enfoques de semdntica y sintdxis y a la ldgica de primer orden. Se hace un
planteamiento mds detallado del programa de Hilbert, cdmo Go&del aborda dicho
programa, as{ cémo la argumentacién de su-teorema. Durante el desarrollo del
planteamiento de Go&del una vez mds se 'dején"‘ve,r -cémo los conceptos de
computabilidad y recursividad son inherentes a dicho planteamiento, la computabilidad
en su famosa enumeracion de Godel, el reflejo’ de roposwlones metamatemdticas
en la aritmética y la recursividad en la misma deﬁ‘ cién.de su modelo, es decir la
aritmeltizacién definida en términos recursivos. = :

-
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Capitulo I: Introduccién a la Computabilidad y a la légica

.- INTRODUCCION A LA COMPUTABILIDAD Y A LA LOGICA

1.1 LOGICAY TEORIA DE CONJUNTOS

La légica surge como un intento de formalizar los procesos “inteligentes" del
razonamiento. Siempre se ha dicho que la capacidad humana de razonar es lo que
distingue al hombre de otras especies; resulta entonces un tanto paraddjico, a primera
vista, mecanizar el razonamiento que es lo mds humano que tenemos. Los antiguos
griegos ya planteaban al razonamiento como un proceso sujeto a esquemas, y que en
parte estd gobernado por leyes perfectamente formulables. Aristdteles codificé los
silogismos y Euclides codificé la geometrfa; convirtiéndose entonces en los precursores
de la deduccién formal y el andlisis matemdtico, dreas de estudio que conforman el
complicado desarrollo de la Ciencia Matemdtica. Durante mucho tiempo estas dos
corrientes se desarrollaron por separado, (desde los griegos hasta aproximadamente el
afio 1600 y 1700), reconciliandose en la época de Newton y Leibnitz cuando se dio la
invencién del célculo. Cabe seiialar que el desarrollo de la 16gica no fue sostenido y
desde la época griega no se realizaron mds estudios, por lo que tuvieron que pasar
muchos siglos para que pudiera registrarse un avance en el estudio del razonamiento
axiomdtico.

Fue hasta el siglo XIX cuando los 16gicos ingleses George Boole y Augustus De
Morgan intentaron dar forma final y definitiva a lo que ahora se tiene como la
deduccién formal y sometieron los esquemas estrictamente deductivos de razonamiento
a una codificacién que deja muy atrds la codificacién aristotélica.l A partir de esta
fecha filésofos y matemdticos han contribuido con el fin de resolver problemas
fundamentales que interrelacionan la matemdtica y la 16gica. En la figura 1.1 se intenta
mostrar una sfntesis cronoldgica de las aportaciones que dieron los principales
matemadticos para el desarrollo de los pilares de 1a I6gica y 1a matemadtica.

! Adistétel ya habin realizado reglas explicitas de deduceidn, pero las empezd a hacer en fengua natural. Boole querfu slgo mis
poderoso y desarsollé un sisiema puramente simbdlico. SRR

-1-



Capftulo I: Introduccién a la Computabilidad vy a la légica

Légica Teoria de la Computacion

Boale Bolzano
Margan

Frege 1850 Dedeking
Peano

1880 Cantor
Célculo de Predicados

Teorfa de Conjuntos

Russell 1900 argumento de la diagonal

Whitehe ad conjuntos contables y
no contables
Hilbert

Paradojas

[Programa de Hilbert |

Matematicass=
Lbgica+Teoria de Conjuntos

Ldweinheim 19185
Skolem

odelos Contables
Gidel 1330
Completitud del Calculo
de Predicadas

Incompletitud de la Aritmética

Church
[Funciones Recursivas |

Turing \L 1936

Maquina de Turing

Figura 1.1 Sttesis Cronoldgica de los aportes en desarrollo de la
Ldgica y la Teorfa de Conjuntos.

Por un lado, Gottlob Frege en Jena y Giuseppe Peano en Turfn se dieron a la
tarea de combinar el razonamiento formal con el estudio de conjuntos y nimeros. En
Gottingen, David Hilbert elabord formalizaciones de geometria mds estrictas que las de
Euclides. Por otro lado, en el desarrollo del andlisis matemdtico, surgieron
controversias sobre el significado de los conceptos de derivada e integral de Newton
porque hablaba de infinitesimales. Sin embargo, Cantor y otros demostraron que para
llevar a cabo derivadas e integrales de una manera adecuada se deberfan considerar
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Capltulo 1: Introduccién a 1a Computabilidad y a la légica

conjuntos infinitos de una forma muy precisa. No habia forma de evitar el conjunto de
infinitos. Esto representd el origen de la teorfa de conjuntos.2 La importancia de esto
fue que Cantor llegé a la teoria de conjuntos a partir de un problema de andlisis. El no
trataba de definir los nimeros naturales o planteamientos utilizados en la teorfa de
conjuntos, sino que buscaba el andlisis de conjuntos infinitos de niimeros reales. Todo
esto parecia indicar que con mucha paciencia y suficientes definiciones, cualquier
campo de las matemdticas era posible definirlo en términos de légica y teorfa de
conjuntos, pudiendo realizar todas las demostraciones en dichos campos con el célculo
de predicados.

En cuanto a la Teorfa de conjuntos Cantor iba a la vanguardia y, de alguna
manera, fue mds alli cuando traté6 de resolver problemas de andlisis; él estaba
interesado en los conjuntos por los conjuntos mismos y descubri6 lo fascinantes que
eran. Es importante dar al menos dos demostraciones de los resultados de Cantor
porque los argumentos que usé fueron totalmente revolucionarios y estos se han
extendido en 1la totalidad de la légica desde entonces. De hecho, la mayorfa de los
teoremas pueden ser presentados en uno u otro argumento de Cantor. Al considerar a
los conjuntos infinitos, Cantor concluyd que unos pocos de estos conjuntos infinitos
eran similares al conjunto de los niimeros naturales (en su totalidad) en el sentido de
que los elementos de estos correspondian uno a uno con los nimeros naturales, es decir
que eran enumerables. Su primer gran descubrimiento fue demostrar que los nimeros
racionales® corresponden uno a uno con los nidmeros naturales. Esto sorprendié mucho
a la comunidad pues, como se sabe, los nimeros racionales se pueden poner
densamente sobre una linea; en otras palabras, entre cualesquiera dos nimeros siempre
existe un nimero racional, por lo tanto, era inconcebible que pudieran enumerarse. El
método de Cantor afirmaba que los niimeros racionales pueden arreglarse como se
muestra en la figura 2. En el primer renglén se colocan todos las fracciones con
denominador igual a 1, en el segundo renglén todas las fracciones con denominador
igual a 2, en el tercero aquellos con igual a 3 y asf sucesivamente. Esta tabla se puede
construir con todos los nimeros racionales. Enseguida se enumeran comenzando en el
extremo superior izquierdo y se zig-zagea, para obtener la secuencia:
12112 343

1913223925713 01922

2a partir del enlace implicito que se da entre ¢l andlisis y la 16gica surge o Teoris de Conjuntos y con clla la inguictud de.:-
axiomalizar y ordenar estos concup(os Frege fue ¢l primero en aportar elementos para esto, y su trbajo’ influiria en todos los .

esfuerzos posteriores que se encaminaron ¢n ¢este seatido, Russell fue uno d\. lns mnh.mnllcos qUe cslnhn pmfundumum» interesado .

cn ¢l trabajo de Frege y a pumr de esta quh.lud se dedicd o los g




Cap(tuio I Introduccién a la Computabilidad y a la 16gica

figura 2. Enumeracién de los nimeros racionales.

Mediante este método no se deja fuera ningiin nimero racional y a cualquiera de
estos puede asignarse un nimero natural que denota el lugar del mimero racional en la
lista.

(3 5 51 )
N A
(1, 2 3, 4 5 6 ..)

El segundo descubrimiento, para sorpresa de muchos, fue que los nimeros
reales no cumplian con esto, después de ver el extraordinario hecho de que un conjunto
tan denso sobre una linea como los racionales se pudiera contar, se podria esperar que
cualquier conjunto infinito pudiera contarse también,

Los mimeros reales corresponden a los puntos de una linea (todos los puntos de
una lfnea forman un continuo) y pueden expresarse mediante expansiones de decimales
infinitos y en general la expansién decimal tiende a ser infinita (por ejemplo 2 es un
decimal infinito; y no hay una representacién finita para él). Para demostrar que los
nimeros reales no son contables, se puede hacer por reductio ad absurdum. Supéngase
que el resultado que se trata de establecer es falso, es decir, que el conjunto de los
nimeros reales es contable. Luego entonces los nimeros reales entre el 0 y el 1 serian
ciertamente contables, y se generaria una lista que relacionara a cada niimero de los
reales con los niimeros naturales por parejas:



Capftulo I: Introduccién a la Computabilidad vy a la l6gica

Niimeros Nimeros Reales
Naturales

1 o 0.10357627183...

2 g © 0.14329806115...

3 =N 0.02166095213...

4 BPE 0.43005357779...

s o 0.92550489101...

‘ 6 o 0.59210343297...

7 & 0.63667910457...

8 N 0.87050074193...

9 = 0.04311737804...

10 =N 0.78635081150...

) 1 & 0.4091673889L...

Para la lista de los niimeros reales que se presenta, se han marcado los digitos
de la diagonal en "negritas": 1,4,1,0,0,3,1,4,8,5,1,.... Esta diagonal persigue construir
un mimero real (entre el 0 y el 1) cuyo decimal de expansién (después del punto
decimal) difiera de estos digitos en cada lugar que le corresponda. Por definicién
vamos a decir que el digito serd 1 cuando el digito de la diagonal sea diferente de 1, y
2 cuando el dfgito de la diagonal sea igual a 1.

Luego entonces, en este caso el nimero real que nos dard es: 0,.21211121112.
Este nimero real no puede aparecer en la lista debido a que difiere del primer nimero

-5-



Capitulo I: Introduccion a la Computabilidad y a la i6gica

en el primer lugar del decimal (después del punto decimal), del segundo nimero del
segundo lugar después del punto decimal, del tercero en el tercer lugar. y asf
sucesivamente.

Esta es una contradiccién porque se supone que la lista contiene a todos los
nimeros reales entre €1 0 y el 1. Por reduccién al absurdo se ha demostrado entonces,
en pocas palabras, que no existe correspondencia uno a uno entre los nimeros reales y
los nimeros naturales, por lo que se ha descubierto un conjunto infinito no contable.

Pero la idea no iba a quedar alif, y el mismo Cantor, haria un gran desarrollo de
este argumento: describid brevemente que tomando cualquier conjunto S no se le puede
poner en correspondencia uno a uno con el conjunto de todos sus subconjuntos, esto es,

el conjunto {7:T < 8}. Este argumento es en realidad el mismo que el anterior, pero lo
demuestra desde un punto de vista diferente. Hizo lo que llamaremos superficiaimente
una lista de miembros de §. Es posible que sea un conjunto que no se puede listar, pero
solo imagine que de alguna manera se trata de empatar a los miembros S con los
subconjuntos de S, y sea T, el subconjunto que se hizo corresponder con el miembro de
S. Inmediatamente después Cantor construye un subconjunto U que no estd en la lista,
que consiste de miembros s que estin empatados con un subconjunto al que no
pertenecen. Se pueden hacer diferentes subconjuntos U a partir de cualquier

subconjunto 7, ya que 7; o bien tiene una s o no la tiene. De cualquiera forma hacemos
a U diferente de 7, con respecto al elemento s. Si 5 estd dentro de 7;, se deja a 5 fuera

de Uy si no estd dentro de 7, lo ponemos dentro de U. Por lo tanto, hay mds

subconjuntos de S que pueden estar relacionados uno a uno con los elementos de S;
cualquier relacién que se haga omite al conjunto U tal como ya se describid.

Existe una consecuencia més profunda sobre este argumento. Suponga que S es
el conjunto de todos los conjuntos del universo. Este argumento parece decir que si se
comienza con todos los conjuntos del universo y se forman todos sus subconjuntos,
estos serfan mds, !pero, no se pueden obtener mds conjuntos que todos los conjuntos
del universo;. Russell abordé este problema que dejé manifiesto en su célebre paradoja.

Las clases pueden formularse en dos grupos, las que se contienen a sf
mismas y las que no. Llamaremos NORMAL a una clase si y s6lo si no se
contiene a sf misma como miembro. En otro caso es NO NORMAL.

Admitamos que por definicién "N" es el nombre de todas las clases
normales. Y preguntémonos sf N misma es una clase Normal. Sf N es
normal, es un miembro de sf misma, pues por definicién de "N", N contiene
todas las clases normales; pero entonces N es también no normal, puesto

-6-



Capftulo I: Introduccldn ala Computabllidad y a la l6gica

que, por definicién de "NO NORMAL", las clases no normales son las que
se contienen asf mismas como miembros.’

A la inversa, si N es no normal, entonces es miembro de sf misma, por
definicién de "no normal”; pero es también NORMAL porque pertenece a
N, que es la clase de todas las clases normales.

Dicho de otro modo: N es no normal si y sélo si es normal, (ver
[Newm561]).

A partir de esta paradoja se comprendié que los conjuntos no pueden ser
miembros de sf mismos; esta regla tiene por misién evitar la autorreferencia, es decir,
la definicién de algo a partir de sf mismo. Si un conjunto se contiene a s{ mismo,
entonces ¢qué es un conjunto? (E! trabajo de Frege y muchos otros estaban llenos de
autorreferencias por lo que se presentaban diversas paradojas en sus teorfas.)

La autorreferencia era el problema que segtin Russell y Whitehead no permitia
llevar a cabo la axiomatizacién. Es decir, los "Bucles extrafios" inmersos en las
matemdticas eran el enemigo a vencer. Habfa que "extirparlos" de donde se encontraran
y plantear esquemas y definiciones que los evitaran. Esta tarea no ha sido tan simple
como se crefa, porque puede ser dificil saber dénde exactamente estd ocurriendo una
autorreferencia. Sin embargo, tanto Russell como Whitehead se dieron a esta tarea en
su gran obra llamada “Principia Mathematica” (P.M.) que es un esfuerzo por dejar
limpios de autorreferencias a la 18gica, la teorfa de conjuntos y la teorfa de nimeros.

Este objetivo se logré con la Teoria de Tipos, que tenfa como idea bésica que un
conjunto de un tipo dado no puede abarcar sino conjuntos de tipo mds bajo, ademds de
objetos. Dado esto, como cada conjunto pertenece a un tipo especifico, es claro que
ningtin conjunto puede contenerse a si mismo, porque entonces tendrfa que pertenecer a
un tipo mds alto que su propio tipo. Este enfoque introduce sin duda una jerarquizacién
un tanto artificial, que si bien era adecuada para aquellos cuyos intereses no rebasaban
el campo de la teorfa de conjuntos, para los que querfan eliminar de una manera
general las paradojas, los sumergfa en una gran inquietud que se resume en dos grandes
interrogantes:;Toda la matematica quedaba realmente englobada en los métodos
disefiados por Russell y Whitehead? y ;Esos métodos eran coherentes consigo mismos?
Esto podrfa ser posible planterlo en una sola pregunta: ;era absolutamente claro que
siguiendo los métodos de Russell y Whitehead ningin matemdtico del mundo podria
llegar nunca a resultados contradictorios?; esta cuestién particular se venia haciendo
con el planteamiento del "Entscheidungsproblem” dado por David Hilbert,
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1.2 COMPUTABILIDAD

EL "ENTSCHEIDUNGSPROBLEM " DE HILBERT

A principios de este siglo el distinguido matemdtico alemdn David Hilbert planteé su
décimo problema que consistfa en de encontrar un sistema formal que generara todas
las oraciones matemdticas verdaderas, y sélo estas. El reto era construir un sistema que
fuera coherente (a salvo de contradicciones) y completo (que toda proposicién vélida de
teorfa de mimeros pudiera desarrollarse dentro del armazdn de dicho sistema).4 Este
problema era parte del "programa de Hilbert" y ocupd la cabeza de muchos de los
mayores matemdticos del mundo durante los primeros treinta afios del presente siglo.

El atractivo de este cuestionamiento era enorme: si por ejemplo el esquema de
Frege se llevara a cabo por completo y, el método pudiera determinar la verdad o
falsedad de cualquier oracién en légica formal, entonces el método podria también
determinar la verdad o la falsedad de cualquier oracién matemdtica sin importar qué tan
complejo fuera, Y, por otro lado, si existia una respuesta afirmativa al programa de
Hilbert, podrian reducirse las matemdticas a cdlculos mecdnicos. Estas grandes
espectativas mantenian a mucho matemdticos trabajando; de hecho, grandes desarrollos
de la 16gica, computacién y matemdticas le deben mucho al programa de Hilbert, ya
que al intentar los problemas que este planteaba surgieron grandes conceptos
matemdticos. Uno de ellos es el teorema de Godel que es considerado uno de los més
grandes descubrimientos de la Ldgica.

EL TEOREMA DE GODEL.

En 1931 aparecié en una revista cientifica alemana un articulo
extraordinariamente dificil y brillante titulado "Uber formal unentscheidbare Sarze der
Principia Mathematica und verwandrer Systeme"$ ("Sobre proposiciones formalmente
indecibles de 'Principia Mathematica' y sistemas andlogos"). El autor del articulo era
Kurt Gadel, un joven matemdtico de 25 afios de la Universidad de Viena, miembro en
ese entonces del Advanced Study de Princeton. En este articulo se encontraba el
Teorema de Godel en el que se mostraba que estaba injustificado el supuesto implicito
en el programa de HilbertS,

4g1 problema fue propuesto por primera vez en forma parcial en ¢l Congreso Internacional de M.
una forma formal y campleta en ¢l Congreso de Bolonia ¢n 1928,

do ¢n Paris y de

Spublicado en 1931 en Monatshefle fiur Mathemarik und Physik.

SEl supuesto de que podria existir nlglin méado para distinguir oraciones verdaderas y falsas en légica formal.
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Godel probd que cualquier sistema consistente de 16gica formal lo bastante
poderosa para formular oraciones en la teorfa de nimeros, puede incluir oraciones
verdaderas pero no pueden ser demostradas, porque los sistemas axiomdticos
consistentes tales como los realizados por Russell y Whithead no pueden abarcar todas
las oraciones de la materia que ellos buscan formalizar; tales sistemas se dicen que son
incompletos.

A Godel se le ocurri6 la idea de utilizar el razonamiento matemdtico para
explorar el pensamiento matemdtico. Esa idea de hacer de las matemdticas
una disciplina "introspectiva" resulté ser enormemente dindmica, y la mds
fecunda de sus implicaciones es una que él mismo encontré: el Teorema de
1a Incompletitud. Qué propone este teorema y cdmo lo demuestra son dos
cosas distintas. Podemos comparar el Teorema con una perla y el método de
demostracién con una ostra. La perla es estimada por su tersura y su
sencillez; 1a ostra es un ser vivo y complejo de cuyas tripas brota esa gema
misteriosamente simple.

El Teorema de Goédel aparece en la Proposicidn VI de un artfeulo suyo .
“Sobre proposiciones formaimente indecibles y sistemas andlogos, y dice

as: A cada clase k& w-consistente y recursiva de fdrmulas corresponden

signos de clase r recursivos, de tal modo que ni v Gen r ni Neg (v Gen r)

pertenecen a Flg (k) (donde v es la variable libre de r). Lo cual significa que

toda formulacién axiomdtica de teorfa de los nimeros incluye proposiciones

indecibles.

Tal es la perla.

En esta perla es diffcil ver una autorreferencia. Ello se debe a que tal, estd
sepultada en la ostra, o sea en la demostracion. La demostracién del
Teorema de la Incompletitud de Godel estd trabada con la escritura de una
proposicién matemdtica auto-referencial, de la misma manera que la
paradoja de Epiménides es una proposicién lingiifstica auto-referencial
("Todos los cretenses son mentirosos”, Epiménides era cretense}. Pero
servirse del lenguaje para hablar acerca del lenguaje es cosa simple,
mientras que no es nada fdcil ver cémo una proposicion relativa a mimeros
puede hablar acerca de sf misma. Hizo falta un genio para esto tan simple:
conectar la idea de las proposiciones autorreferenciables con la teorfa de los
nimeros. En el momento en que Godel tuvo la intuicién de que esa
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proposicién podfa crearse, dejé ya atrds el principal de los obstdculos. La
hechura misma de la proposicién no fue sino la elaboracién de su espléndido
chispazo intuitivo.(ver [Hofs79)).

Es preciso, en primer lugar, que quede absolutamente claro en dénde estd la
dificultad. Las proposiciones matemdticas -limitémonos a la teoria de ndmeros- se
refieren a las propiedades de los nimeros enteros. Los niimeros enteros no son
proposiciones, ni tampoco lo son sus propiedades. Una proposicién de teorfa de
ndmeros no habla acerca de una proposicion de teorfa de los nimeros; es sélo una
proposicién de teorfa de los niimeros. Este es el problema; pero Godel se dio cuenta
que algo "bullia" por dentro.

Gaodel intuyé que una proposicién de teoria de nimeros podia hablar acerca de
una proposicién de una teorfa de ndimeros (inclusive, quizd, acerca de sf misma) a
condicién, simplemente, de hacer que los mimeros cumplieran las funciones de las
proposiciones. Dicho de otro modo, en la médula de su construccidn estd la idea del
cddigo. En el cédigo de Godel, llamado por lo comiin "numeracién de Godel", se hace
que los nimeros cumplan las funciones de sfmbolos y de secuencias de simbolos. De
esa manera, siendo una secuencia de simbolos especializados, cada proposicién de
teorfa de los mimeros adquiere un "nimero de Gédel”, al cual uno puede referirse. Este
recurso de codificacién permite que las proposiciones de la teoria de los nimeros se
entiendan en dos niveles distintos: como teorfa de los nidmeros y como proposiciones
acerca de proposiciones de teoria de los mimeros.

Una vez con este esquema de codificacién, Gédel tuvo que elaborar
detalladamente una manera de transportar la paradoja de Epiménides a un formalismo
de teorfa de los nimeros. Su transplante final de la paradoja de Epiménides no decia
"Esta proposicién de teorfa de los nimeros es falsa", sino que “Esta proposicién de
Teorfa de los niimeros no tiene demostracién”. De aquf pueden originarse no pocas
confusiones a causa de que la gente no entiende en general el concepto de
"demostracién" sino en forma bastante vaga. De hecho la obra de Gddel se inscribe
como episodio del largo esfuerzo de los matemdticos por explicarse a si mismos qué
cosa son las demostraciones.”

Dicho sea de paso, esta aseveracion de Godel no es el teorema de Godel, tal
como la aseveracién de Epiménides no es la aseveraciéon de que "la observacién de
Epiménides es una paradoja". Ahora podemos precisar cudl es el efecto del
descubrimiento de GoOdel. Mientras que la aseveracion de Epiménides crea una

7E1 hecho importante que hay que tener en cuenta es que las demostraciones son prucbas dentro de sisiemas fijos de

proposicicnes. En el caso de la obra de Godel, ¢l sistema d¢ razonamicnlo te¢drico-numérico a que se refiere la palabra
"demostracién” es el de los Principia Maihematica., gran obra de Bertrand Russell y Alfred North Whitehead, publicada entre

1910 y 1913. Por lo tanto ln aseverncidn G de Gidel deberin escribirse mds adecuadamente asf: Esta aseveracién de teorin de los
it no tiene ni i6n en el sistema de los Principia Mathemnatica.
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paradoja, puesto que no es verdadera ni falsa 14" asever cxén G [
demostrable dentro de los Principia .Mathematica (P M.), pero-es verdadera:® (Y- cuﬁl
es la conclusién de todo esto? la conclusién es: B

el sistema de los Principia Mathematica es” mcompIeto hay . proposiciones
verdaderas de teoria de los nimeros para cuya demostracxén resulta demasiado débil
el método de los P.M.

Los Principia Mathemdtica fueron la primera victima de este golpe pero
ciertamente no la tnica. Las palabras "y sistemas afines" que se leen en el titulo del
trabajo de Gddel son muy elocuentes: en efecto, si Godel se hubiera limitado a sefialar
un defecto en la obra de Russell y Whitehead, no habrfan faltado otros matemdticos
dispuestos a mejorar el sistema de los P.M. y sobreponerse al Teorema de Gdédel. Pero
esto no era posible: la demostracién de Godel se aplicaba a cualquier sistema
axiomdtico cuyo propdsito fuera lograr las metas que Whitehead y Russell se habfan
fijado. Un solo sistema bésico bastaba para hacerse cargo de cada uno de estos
sistemas. En suma, lo que Godel demostrd fue que la demostrabilidad es un concepto
més endeble que la verdad, independientemente del sistema axiomdtico de que se trate.

De esta forma, el teorema central demostrado por Gddel destrufa prejuicios muy
arraigados acerca del método matemdtico y terminaba con las grandes esperanzas
suscitadas por decenios de investigacién acerca de los fundamentos de la matemdtica.
Godel mostraba que el método axiomdtico, explotado por matemdticos con creciente
poder y rigor desde los dias de Euclides, tiene ciertas limitaciones inherentes cuando se
aplica a sistemas lo suficientemente complejos: de hecho cuando se aplica a sistemas
relativamente tan sencillos como la aritmética corriente de los niimeros cardinales.

También demostré que es imposible mostrar la consistencia interna (no-
contrariedad) de tales sistemas, si no es mediante el uso de principios de inferencia tan
complejos que su consistencia interna es tan susceptible de duda como la de los
sistemas mismos.

El trabajo de Godel puso fin al programa de Hilbert. No puede existir un
método para decidir cuando algunas oraciones arbitrarias en matemdticas son falsas o
verdaderas. Si existiera el método podria constituir la demostracién de todas las
oraciones verdaderas, y Godel ha demostrado que tal prueba es imposible con un
sistema axiomdtico consistente. En este contexto contintia una simple pregunta andloga
a la de Hilbert que no ha sido resuelta: ;Existe un método en donde todos las probables
oraciones en matemdticas puedan ser demostradas a partir de un conjunto de axiomas
16gicos?.

-11-



Capitulo I: Introduccidn a la Computabilidad y a la ldgica

Pero el articulo de Gddel no era, de todos modos, sélo relevante en lo negativo.
Introducia en la fundamentacién de la matemdtica una nueva técnica de andlisis que es
comparable en fecundidad al poder del método algebrdico introducido por Descartes en
el estudio de la geometrfa. El método dado por Gédel sugirié e inicié nuevos problemas
y ramas de la investigacién légico-matemdtica. Provocd una apreciacidn critica, atin no
completa, de filosoffas muy difundidas del conocimiento en general, y de las filosofias
de las matemdticas en particular.

Otro de los frutos de "Entscheidungsproblem" consistié en dar origen a otra de
las formas para expresar una de las ideas mds fecundas de las matemdticas: La
Computabilidad. Esta forma es conocida como las Funciones de Church.

EL CALCULO LAMBDA DE CHURCH

Un aflo después de que Godel hiciera su demostracién, Alonzo Church de la
Universidad de Princeton, desarroll6 un lenguaje consistente formal llamado el cdlculo
lambda8 (A). Este es til para razonar acerca de las funciones matemdticas, tal como la
raiz cuadrada, las logaritmicas y cualquier funcién mds compleja que pueda ser
definida.

El argumentaba que si una funcién matemdtica puede ser computada, es decir,
que ésta pueda ser evaluada para cualquier nimero en el dominio de definicién,
entonces la funcién puede ser definida en el cdlculo lambda. El trabajo de Church
demostré que si existiera algo parecido a una funcién matemdtica que se pudiera
expresar en el cdlculo lambda y que no fuera computable, no habrfa ningun método
para determinar si una expresién matemética se pudiera demostrar, ya no digamos
determinar si tal expresion era verdadera o no.

La iltima hipétesis sobreviviente del programa de Hilbert serfa descartada en
abril de 1936; Church publicé una férmula l6gica que no es computable en su propio
sistema.

Uno de los frutos importantes de estos hallazgos fue el concepto de
computabilidad el cual nace como una importante idea matemdtica. (El poder de esta
idea estriba particularmente en el hecho de). Estipula algunas operaciones ain bien
definidas en matemdticas no son computables.

Dado que la computabilidad es un genuino y absoluto concepto matemdtico,
después se dieron otras formas de expresar las ideas de computabilidad. Por ejemplo
Turing trabajé independientemente a Church y también usé la conexién légica técnica

BTambién conocido por Notacién Lambda.
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entre el problema de Hilbert y l1a idea de una funcién computable.® Asi, los dos
partiendo de nociones diferentes de sistemas 16gicos llegaron a resutados andlogos sobre
la indecibilidad y universalidad. 10

LA MAQUINA DE TURING

Turing fue otro de los grandes matemdticos que estaban muy interesados por el
problema planteado por Hilbert. Sin embargo, para atacar el problema en una forma
mucho mds directa y concreta que Church, creé un simple pero preciso modelo del
proceso de la computacién, y las mdquinas de Turing fueron disefiadas para cumplir esa
necesidad. Turing defini6 el concepto de mdquina. El dio argumentos para sugerir que
cualquier computacién que una persona pudiera hacer podria ser realizada por una
méquina, Analizé todos los pasos que una persona hace cuando hace célculos
(computaciones): escribir cosas, buscar bloques de simbolos, hacer notas, regresar a
cosas que se hicieron antes, hacer listas, etc, y planeé un tipo de mdquina que pudiera
hacer todo este tipo de operaciones de una forma muy simple. La mdquina sélo
necesitaba ser capaz de colocarse en cuadros sobre una cinta e identificar los simbolos
que hay en los cuadros; moviéndose un cuadro hacia la izquierda o derecha se podfa
cambiar de sfmbolo. Esta mdquina tiene un programa que decide qué hacer si se
encuentra con cierto simbolo, y es un programa que tiene un final,

El concepto que da la mdquina de Turing coincide con el concepto de Godel el
cual estaba definido en términos del lenguaje de la aritmética, De la misma forma el
concepto de Church también habia definido a las funciones computables por un método
diferente. Los tres llegaron al mismo concepto. El resultado es que el vago concepto de
computabilidad tuviera una definicién tan precisa. Por primera vez se podfa probar qué
cosas no tienen solucién.

¢Qué significa tener un algoritmo o una manera de resolver un problema?

Por ejemplo, se sabe que el algorftmo para resolver ecuaciones cuadréticas estd dado a

traves de:

La ecuacién ax® +bx +c=0 tiene soluciones

9como versmos més tarde, 1as funci putables son equivalc a las funci recursivas y abacus.

10Resultados que pronto que sus i eran equival
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~b+b*-4ac

2a

xXx=

Si se sustituyen los nimeros a,b,¢ 1a respuesta se da mecdnicamente.

Se puede tener una méquina para hacer este trabajo y esta méquina podrfa
resolver infinitamente las ecuaciones cuadriticas, todas en forma mecdnica.

Sin embargo, hay problemas para los cuales no se conoce ninguna solucién
mecdnica. Obviamente no se cuenta con un método para decir cuando una oracién de
matemdticas es verdadera o falsa.

El problema de Hilbert que abordé Turing (El Entscheidungsproblem) iba mds alld de
cualquier formulacién Matemdtica en términos de sistemas axiomdticos. La cuestién
era:

(Hay algiin procedimiento mecdnico general que pudiera, en principio, resolver todos
los problemas de matemdticas (de una clase adecuadamente bien definida) uno
después de otro?!!

Turing llegarfa a resolver esta cuestién, haciendo una brillante conexién entre la
idea de una funcién computable y los resultados de un trabajo matemdtico realizado por
el alemdn George Cantor hace unos cincuenta afios .

Como se sabe, Cantor argumentaba que aunque no existe un nimero tan grande,
cualquier conjunto infinito de objetos que pueda ser contado o relacionado con nimeros
enteros positivos, es un conjunto que tiene el mismo tamafio que el conjunto de los
nimeros enteros. Debido a que cualquier mdquina de Turing se puede expresar como
una cadena de caracteres de longitud finita, todas las posibles mdquinas de Turing y,
con ellas, todas las funciones computables pueden ser listadas en orden numérico o
alfabético; de manera que también pueden ser relacionadas uno a uno con el conjunto
antes mencionado. No hay por supuesto, un limite superior fijo del tamafio de la
mdquina de Turing, de forma que no hay un limite en el nimero de posibles méquinas
de Turing,!12

Hpage de [u dificultad de responder esta cuestién fue la de decidir lo que se dia por un ', dimi dnico”. El
concepto estaba miés alld de las ideas matemdticas de la €poca. Para entenderlo, Turing teaté de imaginar cémo el concepto de

*mfiquina* podrfa ser formalizado, y esta operacién !a dividié en términos clementales. De esta forma este tipo de cuestiones
estaban abicrtas por primera vez para demostrarlas o para ul’nuar quu no tienen dtmoslmmén, porque ya se sabia lo quc era un

método mecdnico.

METR T SRR i e

12gi embargo, el andlisis de Cantor muesira quc el COI‘IJ\II'I[O dc. lodns lns R
que ¢l de todos los ambos son llamad : bl

tienen ¢l mismo tamafio .
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En base a las demostraciones de Cantor sobre los conjuntos infinitos que no son
contables, son mds grandes que los conjuntos contables; y suponiendo que las funciones
son elementos de un cenjunto, podemos ver que existen mds funciones que nimeros
enteros, Por lo tanto no todas las funciones son computables. Luego entonces
demostraba la insolubilidad al problema de Hilbert.!3

13Church también demostes que no existia un método mecdnico para decidir la verdad ¢ falsedad en ¢l célculo de predu:ndos
Este fue llamado ¢l teorema de la indecibilidad para ¢l cdlculo de predicados, Desde se ha ¢ do un mimero de
resultados no-decidibles en todas las matemdlicas.
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Capftulo Il. M4quinas de Turing

. MAQUINAS DE TURING
2.1. LA MAQUINA DE TURING

La formulacion del concepto de algoritmo general data desde Euclides. Tratando
de hacer precisiones se han dado varias descripciones alternativas de este concepto, todas
en la década de los treinta. La mas directa y persuasiva, también la histéricamente mas
importante, es mediante el concepto de la Maquina de Turing. (M.T.). Este modelo
matematico fue introducido en 1935 por Alan Turing con el objeto de resolver el problema
de "Entscheidungsproblem" propuesto por David Hilbert en 1900.!

Una méquina de Turing consiste de una cinta ilimitada y control de estados finito.
La cinta almacena los datos, un alfabeto. La maquina tiene un conjunto pequefio de
operaciones propias: leer, escribir, e interpretar operaciones sobre la cinta. La operacién
de lectura no es una operacion de datos, pero provee de ramas condicionales para un
estado de control en funcidn del dato que estd debajo de la cabeza lectora (ver figura 2.1).

Como se sabe, este modelo contiene la esencia de todas las computadoras en
términos de lo que ellas pueden hacer, aunque otras computadoras con diferentes
memorias y operaciones pueden llevar a cabo los mismos calculos con diferentes
requerimientos de espacio y tiempo.

Modelo Fisico

LT L

Figura 2.1, Modelo de la Maquina de Turing,

Un movimiento de la Maquina de Turing depende del simbolo que se encontro en’
la cinta y el estado de control. Las operaciones basicas que realiza son:

1. Cambia de estado. :
Imprime un simbolo sobre la celda localizada, remplazando lo que esta escnto en
la celda.

3. Mueve su cabeza de lectura de izquierda a derecha sobre la celda.

U ifilbent preguntaba nada menos que sobre fa existencia de un § dimi Igoritmico general (juc solvi

matemdticas o, en otras palabras, por una respuesta a la cuestion de cudndo tal | dimiento podria en principio existirono. - .
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Modelo Matemiitico

Formalmente una Maéquina de Turing se denota por una heptupla (ver [Hopc79])
M=(Q,2,T,éq,B,F). Donde:

Q:es el conjunto finito de estados.
2 :es el conjunto de los simbolo de entrada (un subconjunto de I', que no incluye B),
I": es el conjunto de simbolos disponibles en la cinta.

& : es la proxima funcién de movimiento, un mapeo de QxT' @ QxT x{L,R} (5 puede
estar indefinido para algunos argumentos.)

q,: es el estado inicial de Q.

B: es un simbolo de I" , es el blanco.

F < Q es el conjunto de estados finales.

Asi pues, uno puede definir maquinas de Turing que ejecuten aritmética o simples
operaciones ldgicas; maquinas que ejecuten tareas complicadas de naturaleza algoritmica.
Una maquina de este tipo puede ejecutar cualquier operacidon mecanica. Matematicamente
definiriamos a una operacién mecanica como un evento que puede llevar a cabo tal tipo de
méquinas, en términos como: algoritmo, computabilidad, recursividad.

De esta manera un procedimiento claro y mecanico, podra ser ejecutado por una
méquina de Turing.?

¢Se podria seguir con la interrogante de cudndo el concepto de
una maquina de Turing incorpora realmente operaciones logicas
o matemdticas que se pudieran considerar conio mecanicas?

Turing creyd necesario incluir un apreciable detalle, fortalecia su argumento
encontrando soportes adicionales en el hecho de que (un poco antes y de manera
independiente) el logico americano Alonzo Church (con ayuda de S. C. Kleene) habia
creado un esquema -el calculo lambda- que también ayudaba a resolver el
"Entscheidungsproblem" de Hilbert. Aunque éste era mucho menos obvio que el esquema
mecanico completamente comprensible de Turing, tenia la ventaja de tener la economia
que brinda la estructura matematica. De manera independiente hubo otras propuestas para
resolver el problema de Hilbert; particularmente la del 16gico Polaco-Norteamericano Emil
Post que las presentd un poco después de Turing, pero con ideas mas afines a él que a
Church.

Poco después se encontréo que todos estos esquemas eran completamente
equivalentes. Esto aportaba mucha fortaleza al punto de vista que después seria conocido

2Un dimi; claro y 4nico es aquel que puede ser descrito sin ambigQedades en sus minimas partes, donde las
minimas paries, s el tamafo de la descripeidn que se puede cjecutar,
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como la Tesis de Church-Turing y que consistia en el concepto de la maquina de Turing y
la definicion matemética del significado de un procedimiento (efectivo, recursivo o
mecanico) algoritmico.

Los numeros que pueden generarse mediante una maquina de Turing son
llamados computables (Turing 1937). Aquellos que no se pueden producir (fa vasta
mayoria) son llamados no computables. Esto tiene relevancia en relacion a la cuestion de
cuindo un objeto fisico (por ejemplo un cerebro humano) puede, de acuerdo a nuestras
teorias fisicas, ser descrito adecuadamente en términos de estructuras matematicas
computables.

Se pueden tener maquinas de Turing las cuales operen directamente sobre
formulas matematicas tales como expresiones algebraicas o trigonométricas, o las cuales
lleven a cabo manipulaciones formales de célculo. Todo lo que se necesita es precisar de
alguna forma la codificacién de la secuencia de ceros y unos, de todos los simbolos que
estén involucrados, y entonces se puede aplicar el concepto de una méquina de Turing.
Esto, después de todo era lo que Turing tenia en mente al atacar el
"Entscheidungsproblem", enfocado a encontrar un procedimiento algoritmico que diera
respuesta a cuestiones matematicas de naturaleza general.

MAQUINA UNIVERSAL DE TURING

La idea basica de una maquina universal de Turing es codificar la lista de instrucciones de
una méquina de Turing T con 0's y 1's para poder ser representado en la cinta. Esta cinta
se usa como la parte inicial de la entrada de alguna méaquina particular de Turing U -
llamada una maquina universal de Turing- la cual acta sobre el resto de la entrada, de la
misma forma en que una maquina de Turing T lo haria. La parte inicial de la cinta le da a
la maquina universal de Turing la informacidon completa que necesita para imitar a
cualquier méaquina T exactamente. De esta forma la maquina de Turing es una
generalizacion de todas las maquinas T de Turing.

Todas las computadoras modernas son en efecto, maquinas universales de
Turing. Esto no significa que el disefio logico de tales computadoras necesariamente
adopte de una manera estrecha el tipo de descripcion de una maquina universal de Turing
dada. El punto es que simplemente supliendo cualquier méaquina universal de Turing
mediante el programa apropiado (la parte inicial de la cinta), se puede imitar el
comportamiento de ésta o cualquier maquina de Turing.

2.2. COMPUTABILIDAD Y MAQUINAS DE TURING

Turing llegd a conceptos tales como algoritmo, computabilidad, recursividad al intentar
solucionar el problema de Hilbert. Como se sabe Hilbert en su problema cuestionaba si
habia algiin procedimiento mecanico que pudiera responder a todos los problemas
matematicos, tan extensos como se quisieran.

La forma en cémo Turing planted una respuesta a dicha cuestion fue en términos
de resolver el problema de decidir cuando la n-ésima maquina de Turing podria pararse o
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no cuando actuaba sobre el niimero n1. Este problema se conoce como el problema de la
detencion ("Halting problem"). Es facil construir una lista de instrucciones para las cuales
la maquina no se detiene para cualquier nimero m. También existen muchas listas de
instrucciones para las cuales la maquina siempre se detiene, cualquiera que sea el niimero
dado; y algunas maquinas podian parar para algunos nimeros pero para otros no. Se
podria decir que un algoritmo no es de gran utilidad cuando éste “"corre" siempre sin
pararse. De hecho no es un algoritmo realmente, siendo lo importante la capacidad de

saber, cuando 7, aplicado a m daré una respuesta o no.

Seria de una grandisima importancia para las matematicas el ser capaces de saber
cuando una méquina se detiene. Por ejemplo, cuando se estd procesando [a siguiente
ecuacion.

(x+1)" 4 (y+1)" = (z+1)™

Esta ecuacion en particular es uno de los famosos problemas en matematicas a los
que no se les habia encontrado solucién? (quizds el mas famoso de todos). El problema es
el siguiente: jexiste algln conjunto de nimeros w,x,y,z para los cuales la ecuacion se
satisface?. La famosa aseveracion conocida como "El ltimo teorema de Fermat", hecha
por Pierre Fermat (1601~ 1665); a la cual él dijo haber encontrado la demostracién de que
la ecuacion nunca se satisface, pero que no escribié por que el margen del libro era muy
estrecho para contenerla.

Es claro que dado un cuddruple de nimeros (w,x,y,z) sea de interés para la
computacion decidir cuando la ecuacion se cumple o no. Entonces se podria imaginar un
algoritmo por computadora el cual corra a través de todas las combinaciones de
cuadruples de nimeros uno después de otro, y se detenga solamente cuando la ecuacion se
satisfaga. Si se establece que este algoritmo termina o que no terminara, entonces se
tendra la prueba de la aseveracion de Fermat.’

De una manera muy similar es posible establecer muchos problemas matematicos
sin solucion en términos del problema de que pueda detenerse una maquina de Turing.

L2 razén por la que se escribid ‘x+1' , 'w+3, ‘p+1.'z2+1, en lugar que la forma ‘mis familiar

(V¥ =z%1%,9,2> 0,w>2) de la aseveracién de Fermat, es que con ¢llo se penuiten considerar a todos los nimeros enteros para
X, W, elc., empezando desde cero,

4La demostracién del Ultimo Teorema de Fermat se acaba de hacer a mediados de 1993 dicha demostracisn la logrd relizar
¢l matemdtico inglés Andrew Wiles. Vale la pena mencionar que los mayores genios lo habian intentado sin exito y el teorema tuvo que
esperar mis de tres siglos para que por fin se pudiera escribir QED (Quod Erat Dcmoxulrundum)

Sgabemos que hay formas ‘de codificar conjutos finitos de ndmeros en una forma compulnblc. sobre Ia cinta, ¢s decir,
simplemente como niimeros, de tal manera que 'se pueda "correr a través de ellos” todos los cuddruy 1 el orden
natural de los nitmeros. .
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Surge una pregunta natural: ;Como saber cuando puede detenerse o no cualquier
maquina de Turing en particular (con una entrada suficientemente especificada)? Para
muchas maquinas de Turing esta cuestion podria no ser tan dificil de responder, aunque
ocasionalmente como se vio con anterioridad, la respuesta podria involucrar la solucién de
un gran problema matematico. De la misma forma se podria cuestionar: jhay
procedimientos algoritmicos para responder cualquier problema en general? - El problema
de la detencion- de una forma completamente automatica, Turing mostré que no la hay.

Su argumento fue esencialmente el siguiente. Primero se supone lo contrario, es
decir que tal algoritmo existe, entonces debe existir una méaquina de Turing H la cual
"sabe" cuindo se detiene o no la n-ésima maquina de Turing, cuando actlia sobre un
nimero n1. Digamos que la salida de la cinta sea un 0 cuando no se detiene y un 1 cuando
si lo hace. Si se imagina un arreglo infinito, el cual lista todas las salidas de todas las
posibles maquinas de Turing que actiian sobre todas las diferentes entradas, el n-ésimo
rengldn del arreglo despliega la salida de la n-ésima maquina de Turing, cuando se aplica a
varias entradas: 0,1,2,3,4,5,6....

m —> 0 1 2 3 4 5 6 7 8

n

{

0 o 0 @ ®

1 00 0 0
2 11 1 1
3 0 2 0 S0
4 111 e
5 0.& .0 0
6 0.® 1 4
7 0120 8.

8 ® 170" T
197 - 2 35 71113 17 19 23 .
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a n-ésima maquina de Turing.

El simbolo @ se usa para denotar los calculos indeterminados para la n-ésima maquina de
Turing. Las ocurrencias de ® podrian causar dificultades si se tratara de calcular el
arreglo, ya que no se sabe con seguridad cuando poner un @ en alguna posicién donde
esos célculos simplemente corren indefinidamente.

Sin embargo, se podria proveer un procedimiento de calculo para generar la
tabla, si se permite el uso de H, de tal forma que H se active cuando ocurria el @, pero
en lugar de eso, se va a usar A para eliminar cualquier @ reemplazando su ocurrencia por
0. Esto se logra precediendo la accion de 7, sobre m por el calculo H(n;m); de forma
que se permita a 7, actuar sobre m solamente si H(n;m)=1, es decir solamente si el
calculo de 7,(m) da una respuesta, y simplemente escribir 0 si H(#;,m)=0 es decir, si
T, (m)=®. Se puede escribir este nuevo procedimiento (es decir la obtencion de preceder
a 7, (m) mediante la accion de H(s1;m1) ) como :

T (m) x H@m)s

La tabla quedara ahora de esta manera:

6 Aqui se estd usnndo una convencién matemdtica comiin acerca det orden de las operaciones matemiticas: ¢l término quc
estd m4s a la derecha es el que termina primero, Téngase en mente que simbélicamente ®x 0=0.
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‘m = 01 2 3 4 56 7 8 .~

0 N AW O X
000 OO =0 O
—_ e 0O N O ©
om0 hic i~ o o
Y N = M e I )

Asumiendo que H existe, los renglones de esta tabla estin en una secuencia
computable. Es decir, es una secuencia finita cuyos valores sucesivos pueden ser
generados por un algoritmo; es decir, existe una maquina de Turing la cual, cuando se
aplica a los niimeros naturales m = 0,1,2,3,4,5,..., genera los nimeros sucesivos de dicha
secuencia.

Se pueden hacer notar dos hechos acerca de esta tabla. En primer lugar, cualquier
secuencia computable de niimeros naturales puede aparecer algunas veces (quizé muchas)
a través de los renglones. Esta propiedad también era valida para la tabla original con los
@. Se han agregado simplemente algunos renglones para remplazar las maquinas de
Turing "dudosas” (es decir las que producen al menos un @).

En segundo lugar, el supuesto que se ha hecho de que la maquina de Turing H
realmente existe, y la tabla ha sido generada de una forma computable (es decir, generada

por un algoritmo definido), por el procedimiento 7, (1) x H(i;m). Esto es, que existe una
maquina de Turing O la cual, cuando procede sobre un par de nimeros (72,7), produce el
elemento apropiado en la tabla; por esto, se puede codificar # y m sobre la cinta de O de
la misma forma que A lo hizo, y entonces se tiene

Q@) = T, (m) x H(n,m).

Ahora se aplicara una variante de una ingeniosa y poderosa herramienta; "la
diagonal de George Cantor”. Considérese los elementos de la diagonal principal, aquellos
elementos de un tamafio ligeramente mayor al resto.
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c oo o~ o~ O
R N R SO T

Estos elementos tienen la secuencia 0,0,1,2,1,0,3,7,1,...; a cada uno de los
términos se le suma 1 Entonces se tiene: 1,1,2,3,2/1,4,82..... Esto es claramente un
procedimiento computable y, dado que la tabla fue generada de una forma computable,
esto otorga una nueva secuencia computable, En efecto, con la secuencia 1+ Q(m;m), es
decir,

L+ 7, () x H(i;n)

(donde la diagonal corresponde a las posiciones en que m=n). Como la tabla
contiene cualquier secuencia computable, la nueva secuencia debe estar en cualquier lugar
de la tabla; sin embargo esto no se da. La nueva secuencia difiere del primer renglén en el
primer elemento, del segundo renglén en el segundo elemento, del tercer renglon en el
tercer elemento, y asi sucesivamente. Esto es claramente una contradiccion. Esta es la
condicidn que establece lo que se ha tratado de probar, y es el hecho de que jla méaquina
de Turing H no existe!, Es decir: {No existe un algoritmo universal para saber si la
miquina de Turing se detendri o nol.

Otra manera analitica de llegar a esto es el hecho de notar que, sobre el supuesto
de que H existe, hay alguna méquina de Turing numerada con k, para el algoritmo
1+ Q(m;m), de forma que

1+ T, (m) x H(;n) = T,(n).

Si se sustituye # =4 en la relacion, que significa lo mismo que el proceso de la
diagonal
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1+ T, (k) x H(k; ) = T, (R)

Lo cual es una contradiccion pues si 7, (%) se detiene se llega a una relacion
imposible - -

1+ (k) =T(k)
(Dado que 7, (k) se detiene bajo H(k;k)=1),

Por otro lado, si 7, (k) no se detiené (H(k;k)=0) se tiene una desigualdad
inconsistente: ' i

1+0=0

La cuestidén de cuéndo se detiene o no una maquina de Turing en particular es
una pieza de las matematicas. (Ya hemos visto que varias interrogantes con significado
matematico pueden ponerse en términos de la detencion de las maquina de Turing). De
esta manera se muestra que un algoritmo existe, decidiendo la cuestion de la detencion de
las méquinas de Turing. Turing mostré {como Church lo hizo, usando su propio y
diferente tipo de enfoque) que no hay un algoritmo general para decidir cuestiones
matemadticas. jEl Entscheidungsproblem de Hilbert no tiene solucién!

Esto no quiere decir que en cualquier caso individual no se pueda ser capaz de
decidir la verdad o lo contrario de algunas cuestiones matematicas en particular; o decidir
si alguna maquina de Turing pudiera llegar a detenerse o no. Mediante el ingenio, o
simplemente del sentido comiin, se podra ser capaz de decidir si se detiene o no en un caso
dado. Por ejemplo, si la lista de instrucciones de una maquina de Turing no contiene
ordenes de detenerse, o contiene sdlo 6rdenes de detenerse, entonces el solo sentido
comun es suficiente para decir si se detiene o no. Pero no existe un algoritmo que trabaje
para todas las cuestiones matematicas o, en otros términos, para todos las maquinas de
Turing y todos los nimeros sobre los que ellos actian,
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Capitulo i, Calculo Lambda de Church y Funciones Recursivas.

ll. CALCULO LAMBDA DE CHURCH Y FUNCIONES
RECURSIVAS

Este capitulo tiene como objetivo mostrar el enfoque del calculo lambda de Church y
como la computabilidad esta relacionada con él.

Para esto, se presentan tres conceptos basicos derivados de los trabajos de
Church y Turing:

a)  Las Funciones Recursivas (R)
b)  Las Funciones Abacus (4)
¢) Las Funciones Computables o de Turing (7)

En términos generales, como su nombre lo indica las funciones recursivas se
definen como las funciones que siguiendo un patron recursivo! pueden representar a un
sistema matematico?, Las funciones abacus se definen en términos de diagramas de flujo
Abacus3®.Las funciones de Turing tiene como base de construccién el modelo de la
Méquina de Turing. ’

Estos tres conceptos basicos permiten mostrar como las funciones del cilculo
lambda de Church, que son las mismas que las funciones recursivas, pueden representarse
en términos de procesos computables y, por lo tanto el propio sistema matematico creado
a través de las funciones recursivas puede también ser computable.

Es decir, que las funciones recursivas pueden representar a un sistema
matematico, y a su vez los términos en que se representa el sistema matemaético se pueden
trasladar a los diagramas de flujo que definen a las funciones Abacus; diagramas que
pueden ser expresados en términos de la maquina de Turing y, por lo tanto procesados por
estas®,

El desarrollo de estos planteamientos esta organizado de la siguiente manera:

» Primero, se muestra el calculo lambda de Church que es el antecedente que define a las
funciones recursivas, y

1Que estan definidas bisicamente por ¢l

i ulo tambda y T redirs idqdvquc planted Church

2por sistema matemitic 0s naturales o cualquier otro.

3Una funcin Abﬁcus,cs n program ido como di de

flujo Abacus. i

rarma de flujo,

] u.mﬁl)és que pueden ser representados por lenguajes

de programiacién y procesn
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¢ Segundo se muestra como las funciones recursivas se pueden definir en términos de las
funciones Abacus (Rg A) y estas, a su vez, en términos de las funciones de Turing
(A T)ien,

En la primera parte se muestra como se representa un sistema matematico en
términos del calculo lambda de Church, en este caso se consideran los niimeros enteros no
negativos 0,1,2,3,... y algunas operaciones entre ellos. A nivel de ejemplificacién, se
presenta la definicién de las operaciones tales como: el incremento de 1 a un nimero; la
multiplicacién por dos de un nimero; la suma de dos nimeros; la multiplicacién de dos
nimeros; y la exponenciacion,

En la segunda parte se presenta una definicién de las funciones recursivas,
Abacus y Turing y, a partir de estas definiciones, se muestran las forma en que es posible
transformar, por un lado, a la funcidn recursiva en Abacus y, por el otro, a la funcién
Abacus en Turing.

3.1. EL CALCULO LAMBDA DE CHURCH

El procedimiento de Church es completamente diferente y distintivamente mas abstracto
que el de Turing. Es importate dar una breve descripcion del esquema de Church no
solamente porque este esquema enfatiza que la computabilidad es una idea matematica,
sino también porque ilustra el poder de las ideas abstractas en las matematicas.

En este esquema se utiliza "universo" de objetos, denotado por:
a. b c d a bl bl ' | [} d "
LAt Rk L ‘s " ’ LA LRSS

cada uno de los cuales representa una operacion matematica o funcion, y los
argumentos de estas funciones son argumentos del mismo tipo, es decir, también son
funciones, A su vez el resultado de una de estas funciones que actlia sobre otra serd
también una funcion. Hay, dentro de esto, una maravillosa economia de conceptos.

En el Sistema de Chuch se escribe:

a=bc

5De hecho esios tres cunceplos son cquwnlcnlus (IL

; 7‘) pues. ndcmﬂs du que Ry A i T lnmhlén las funciones
Turing se pucdcn dd'mr enté i Y

de lns

((fl’)‘] )" fcspc-cllvumcnle .
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que indica que el resultado de la funcién b que aictﬁé':sobre la funcién c es la
funcién a. L

Para una funcién f de dos variables p y ¢, se puede escribir (/p)g que es el
resultado de la funcidén jfp aplicado a ¢; para una funcién de tres variables se

considera: ((/p)g)r y asf sucesivamente.

El Célculo lambda de Church esta definido-por Ax.[fc]. Se usa la letra griega 1

(lambda) seguida de una letra que hace las veces de una funcién de Church y en seguida se
denota cualquier ocurrencia de la variable x mediante una expresion encerrada entre
corchetes.

Entonces: (Ax.[f])a=fay Ax.[f]=f.

Por ejemplo la funcién seno definida en términos del cdlculo lambda es:
Ax.[senx]=sen. Y como R
senx=x-axd il s
6~ 1200 "

. 1,1
entonces se puede definir: sen =1 xl:x——x3 +—x’—...].
6 120

Ahora se va a mostrar cémo se definen los enteros no negativos a partir de las
funciones de Church. Como se acaba de ver Ax.[fx] permite definir funciones de ¥,
donde Ax indica la variable que se sustituye en la funcién que estd en términos de x.
Entonces, para definir funciones en términos de funciones se establece a la funcion de
Church como 4 f.[ £ fx)].. En este caso, A/ indica la funcién que se va a sustituir en la
funcion que estd en términos de funciones. Por lo tanto, si tenemos que g es una funcién

que actita doblemente sobre un argumento ¥, se tiene que (zlf. [f(fx)])g=g(gx)

De la misma manera, se puede definir a A tanto para funciones como para

variables (4 fx) lo cual da ﬂ.f.[ﬂ.x. [f(fx)]] 0, de manera abreviada, 4 fx.[f(f)]. Esto

permite reemplazar una funcion en la funcion definida en términos de funciones y sustituir
la variable x en las funciones que estan en términos de esta variable. Esto representa la
misma doble actuacién de una funcién sobre su argumento, con la diferencia de que x
también es reemplazable en caso de que se requiera. A su vez, también se puede definir
una funcién de Church que representa tres veces la funcidn sobre un argumento y asi
indefinidamente.
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Es sobre la base que se definen los nimeros enteros no negativos. El cero se
define como la funcion de Church en la que no act(a ninguna funcién sobre el argumento;
el uno se define como la funcion en la que acta una funcién sobre su argumento; el dos lo
define la funcion de Church que actiia doblemente sobre su argumento (la funcion de la
funcién de x); el nimero tres se define como la funcién de Church en notacién lambda de
Church que actua tres veces sobre su argumento (la funcion de la funcion de la funcion de
x), y asi sucesivamente:

0=Afe[x]
1= 2/ [4]
2=Afe[f(5)]

3= 2/ F(7(5)]

etc.

Entonces, dado que el '2' de Church es el doble v, '3' es "triple", etc.
Entonces, la accién de 3 sobre una funcidn, digamos 31, es la operaci6n de ‘iterar tres
veces f'.

La accién de 3 sobre "y podrfa ser por lo tanto (31)y = f(f(f(y))).

Una vez que se vio Ia definicion de los nimeros enteros no negativos, se vera
como se definen las operaciones entre ellos. En concreto se mostrar la operacion de
incrementar en uno y la operacién de multiplicar por dos. En cada uno de estos se hara el
desarrollo para ilustrar como operan y, finalmente, solo se mostrara cémo se definen las
operaciones de suma entre dos ntimeros, la multiplicacion y la exponenciacion en términos
del calculo lambda.

La operacion aritmética de incrementar en uno a un nimero entero positivo, se
expresa en el esquema de Church de la siguiente manera:

S=Aabe.[b((ab)e)].

Supdngase que quiere sumarse un 1 al 3, entonces
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S3=4 abc [ ((ab)c)] L
83 = be.[b((3b)c ] y como 3= b(b(bc))
83 = 4 be.[b(b(b(e)))] = 4
La operacibn aritmética de multlpllcar un numero entero por dos se expresa en el

esquema de Church como:

D= Aabc.[(ab)((ab)c)},

Supdngase que quiere multiplicérfa_l num o3por 2, ‘en‘tonc'es: )

D= Aabe.[(ab)({ab)e)]3 = Abe. [(3b)((3b)c)] R
D= 15c[(35)(5(6(5c)))] = 4 be. [b b(b(bc))) ] 6.

La definicién de las operaciones de la adicién, multiplicacion y exponenciacién en
términos de las funciones de Church para los nimeros naturales (donde my n son este

tipo de funciones) se definen como:

Adicién: (Am)n=m+n donde

A=2fgoy[((A)gx))y]
Multiplicacién: (Mm)n=mxn donde

M= 2 fgx[f(g)]
(Em)n= n™ donde

Exponenciacion;

E=1/g[fs]
De esta misma manera, se pueden definir todas las operaciones que sean
necesarias y por lo tanto representar un sistema matematico.
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3.2.. FUNCIONES RECURSIVAS, ABACUS Y COMPUTABLES

Una vez que ya se vio como se representa un sistema matematico en términos de
funciones lambda de Church, se mostrara cémo se pueden transformar las funciones

recursivas en su equivalente a funciones Abacus (Rc A) y éstas a su vez en su
equivalente a funciones de Turing (AcT).

LAS FUNCIONES RECURSIVAS

Aqui se presenta la definicton explicita de las funciones recursivas (R), y se mostrara que
todas las funciones en R pertenecen a las funciones Abacus computables (4), de tal
manera que : RS A4.

Las funciones recursivas se definen como un grupo inicial de funciones que
pertenecen a la clase R, las que sujetas a dos operaciones (composicién y recursividad)
dan como resultado finciones que pertenecen también a la clase R. Nada pertenece a la
clase R a menos que se encuentre en el grupo inicial de fiinciones, o que se hayan obtenido
a partir de una secuencia finita de aplicaciones de estas dos operaciones sobre el grupo
inicial de funciones, sin importar el orden en que se apliquen.

El grupo inicial de finciones consiste en la fiincién cero, la funcion sucesora y la
funcién identidad. La funcién cero, z, es una funcidn de un argumento, Para cualquier

niimero natural que se tenga como argumento, da el valor de cero: z{x)=0.
Por lo que z{0) = z(1)=z(2)=...= 0.

y la notacién con funciones recursivas es:

2(0) = z(s(O)) = z(s(s(O))) =..=0,

La funcién sucesora, S, que tiene como un argumento a un elemento, da como
resultado al sucesor de su argumento, de manera que: s(0)=1, s(1)=2, s(2)=3,..en

notacion de funciones recursivas: s(0) =1, s(s(0)) =2, s(s(l))’,: S(S(S(O))) =37

TRecuerdese que Jos nimeros 0,1,2,3,... ele. estin definidos por 0, 5(0), .5(3(0)) J(s(x(é)))..v.. éc -
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La funcién idéntidéd esta definida por:
id! (2,000 %0, %,) = X,

donde para cualquier niimero entero positivo, se toman los valores del primero,
segundo, ..., n-ésimo argumento.

A partir de este grupo de funciones iniciales, se pueden formar nuevas funciones
recursivas, mediante operaciones de dos tipos: la composicién y la recursividad.

El primer tipo de operacién, denominado composicion, se define de la siguiente
manera; Si f es una funcion de m argumentos y, a su vez, cada uno de sus argumentos

&»---» &> Son funciones de # argumentos, entonces la funcién 4,

h(x,,...,x,,)=f(g,(x,,...,x,,),...,g,,,(x,,...,x,,)) (Cn)

es una funcién que se obtiene a partir de f,g,...,g, mediante la composicion.
Esto puede indicarse como: A= Cn[f,g,,...,g,,,]
Como un gjemplo para mostrar esta operacion, supdngase que la funcion 4 es una

funcion de tres argumentos que da como resultado al sucesor de su tercer argumento.
Entonces, esta funcidn esta definida a partir de la composicién de un par de funciones: la

funcién sucesora s y la funcion identidad: id3.

La funcién h=h[s, id;] en términos del formato Cn donde n=3 y m=1, se define
como:

h(xu X3 xs) =f(gl(xl' x:'xs)), dondef=s, g = id;

El segundo tipo de operacion llamado recursividad, se define como:

A(x,0)= f(x),  h(x.s(»)) =glx, y, i(x,y))  (Re)

donde se dice que / se define por recursividad a partir de las func:ones I ys
También se puede expresar como: /1= Re[f, g] ol
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El siguiente ejemplo muestra como trabaja esta operacion.

La definicion de la suma, donde x+0=0, x+s(y)=s(x+y) puede expresarse
en términos completamente funcionales reemplazando a' '+ por la funcién ‘suma’ de

manera que se tendra suma(x,0) = x, suma(x, s(y)) (suma(s ).

Esto a su vez se puede transferir al formato de la operacién de recursividad, en

donde se definen las funciones /'y g para las que f(x) x, g(x,y,~)= s(=), para todos

los numeros enteros no negativos x y y -. El’ sxmbolo ' se usa para denotar cualquier
funcion.

Las funciones /'y g se definen como: f=1id,y g=Cn[s,id;), de donde fy g son
recursivas. La funcién f es recursiva dado que estd definida directamente a partir de la
funcién recursiva inicial id, y g es recursiva dado que estd definida a partir de la
composicién de dos funciones recursivas iniciales: la funcion s y la funcidn id. Por lo
tanto, dado que la suma esta definida en términos de dos funciones recursivas fy g
entonces la suma es a su vez recursiva. Asi la suma entonces planteada en términos de
(Re) se expresa como!

suma(x,0) = id(x), suma(x,s(y))= Cn[s,idj](x, y,suma(x,y))
0 suma = Re[id, Cn[s, idi]].

LAS FUNCIONES RECURSIVAS SON ABACUS .

A continuacion se verificard que las funciones recursivas son Abacus. Para mostrar esto
primero se define que es una funcién Abacus y a partir de ello se vera como se pueden
representar en términos de las funciénes Abacus a las funciones Recursivas.

Una funciéon Abacus es un programa que se encuentra representado por un
diagrama de flujo, en el que se indica la secuencia de los pasos que se siguen para llegar a
un resultado. Estos pasos se llevan a cabo mediante el auxilio de registros o cajas de
almacenamiento en donde se almacenan los datos que se procesan y el resultado de los
procesos. A partir de una funcidn Abacus se puede definir cualquier tipo de operacion.
Para ilustrar esto se verd como se establecen algunas operaciones en términos de
funciones Abacus.
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Las funciones Abacus elementales son:

La cual indica la suma de 1 a el argumento de la cajan. Y

Significa que si la caja n esta vacia, el flujo continGia en la flecha que tiene a 'e'
como etiqueta; en caso contrario se vacia la caja n.

Otras operaciones son:

Vaciar la caja m en la caja » sin perder el valor de m. Este programa tiene una
caja auxiliar p que se inicializa con 0.
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Se llenan las cajas » y p hasta que m se vacia, # se vuelve a llenar auxiliandose de
la variable p, quedando al final p vacia.

El diagrama de bloques que representa a este programa es:

l

[m]+[n}->n

{m]+[p]->m
o->p

!

La multiplicacion de dos cajas, digase 7 y o se define como:

cuyo diagrama de bloques cdrrespondienté es:
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l

[m}fo}->n
o->m

se infcializa a
nyapcon0

!

en donde m y o son las cajas que tienen los nimeros a multiplica; » es la caja en
donde se almacenara e resultado; y p es una caja auxiliar de almacenamiento temporal.

Este programa presenta una estructura anidada donde # va acumulando el
resultado de la multiplicacidn hasta que se vacia m, la variable p inicializa a o con su valor
inicial, de manera que » va acumulando o tantas veces como el valor de m lo determina.

Una vez que se definieron las funciones Abacus y se dieron algunos ejemplos de
operaciones con estas, se procedera a mostrar que Rc A4.

Esta prueba consiste en expresar las funciones recursivas iniciales: la funcién
cero, la funcidén sucesora, la funcion de identidad, asi como a las operaciones de
composicion y recursividad en términos de los diagramas Abacus.

Primero se definird qué es una funcion Abacus y después se hara la
representacion de las funciones recursivas en términos de Abacus.

Para mostrar coémo se expresan las funciones recursivas en términos de funciones
Abacus se tienen dos consideraciones:

1. Al calcular una funcién de # argumentos sobre un Abacus, se especifican »
registros o cajas en las que los argumentos se almacenan inicialmente y ademds una caja en
la que el valor de la funcion apareceré al final del céleulo.

2. Para facilitar la posterior comparacion con los célculos de la maquina de
Turing, se asumird que los argumentos aparecen en las cajas de la 1,...,7 y el valor de la
funcion aparecera en la caja 1+1.

Supéngase que al inicio del proceso todas las cajas estdn vacias, excepto las

primeras #. Entonces, el cilculo de las funciones basicas esta definido de la siguiente
manera:
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La funcién z (funcidn cero) se calcula mediante un programa 'bobo' (ver Figura
3.1) el cual deja la caja siempre vacia®

Figura 3.1 La Funcion cero

La funcion s se calcula con el auxilio de dos cajas donde al inicio del proceso, la
caja [1]=x tiene almacenado el argumento y la caja [2]=0 estd vacia; al final del proceso la

caja [21=s(0) tiene el resultado de la funcién (ver figura 3.2):

|

HEEEEE

Figura 3.2 La Funcion Sucesora

La funcidn identidad se calcula con el auxilio de una serie de cajas que van de [1],

. ,[n] y la caja [n+1]. Al inicio las cajas [1]=x,, ... , [#]=x, tiene los valores de los

argumentos de la caja y la caja [#+1] tiene el valor del argumento del resultado de la
funcion (ver figura 3.3).

8Las figuras que aparecen sélo de aqui has{n ¢l final del eapituio ée tomaran del libro [Bool89).
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l [m]+[n+1]—n+1

Figura 3.3 La Funcion identidad

Una vez que se han representado las funciones bésicas se define la operacién de
composicion. La representacion de la funcion de composicion se divide en dos partes.

1. Se definen los diagramas Abacus para las funciones f, g,..., g, (ver figura 3.4)

! | |

| A= mer | ellgdnet | o] T

La funcién f Las funciones &,..., &,

Figura 3.4 Las funciones [y g,..., 8,

2. El diagrama Abacus que qalculéf sus cpmpoSicionek, h=Cnlf, g,....g".] se
muestra en la figura 3.5:

!

Aadlll ol D e 113 b= 231 |

!

Figura 3.5 La funcién de composicion

——

Para ilustrar la operacion de la composicion en términos de las funciones Abacus,
considérese el siguiente ejemplo. : ‘ :
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Supdngase que m=2 y u=3, entonces se tiene una funcién f y dos funciones
£ Y & con tres argumentos cada una, por lo que se tienen tres diagramas que definen la

funcion fa las funciones g y g, y ademas un diagrama auxiliar para realizar movimientos

de contenidos de cajas.

l l

l

[ Awiei=a ] | slonpipd-a

REEIREE

|

| )

|

A partir de los cuales se obtiene el diagrama Abacus de la Composicion,

|

slalin=)),ef0)12030) - 4

'

Entonces la funcién de composicidn opera de la siguiente manera:

l

vaciar la caja @
enla caja J

!

1. 1.Primero, se crean 9 dreas de almacenamiento (cajas): 5 temporales " p,, p,, 4., 6., 4, ";
y 4 permanentes "[1],[2],[3],(4]" de estas tltimas, las tres primeras almacenan los
argumentos de la funcion y el cuarto almacenari el resultado de la funcion; la [4] al

inicio estara vacia.

2. Enlacaja 4 se almacena el resultado de la funcion g, y se vacia en la caja p,°.

3. Se calcula la funcion g, y se almacena el resultado en la caja 4 y se vacia en la caja D

4. Se vacian los argumentos [1],[2] y [3] en los registros temporales g, ¢,, ;.

5. Se vacian los valores de los registros temporales p, yp, en la caja [1] y[2],

respectivamente.

PVaciarla caja 4 en I caja py quicre decir pasar Jo que almacena la caja 4 a la caja gy _cinicinlizaren O lacaja 4. "
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6. Se evalta la funcidn f con los argumentos de las cajas [1] y [2] y el resultado se
almacena en la caja [3].

7. Se vacia la caja 3 en la caja 4, se inicializa la caja 1 y la caja 2.

8. Los argumentos iniciales vuelven a ponerse en las cajas de origen, es decir [1], [2] y

3.

Esto genera al final los argumentos en [1], [2] y [3] y el resultado en la caja [4].
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LaFigura 3.6 muestra el diagrama detallado de la operacion de composicion.

| a(l1h(21) - 4 | l

Aez) -3 ]
¥

| vaciar lacaja 3 enlacaja 4 |

l vaciarla caja4 enlacaja py —l

v

| slpmd-e | G cachaeany
¢

I vaciar la caja4 en la caja P2 I °' £ (vaciacaja2)

L vaclar lacajal enlacaja & l | vaciar lacajadenlacaja 1 ]

| vaciar lacaja2 enlacaja %2 |

¢

I vaciar la caja 3en la caja ;l

¥

vaciar lacaja 2t enlacaja 1l

v

I vaciarlacajapaenhcajazl

L vaciar lacajadzenlacaja 2 I

v

| vaciar lacujahenlacaja 3 I

Figura 3.6 Diagrama Abacus detallada para el caso m=2 y n=3
de la operacion de composicion.

A continuacién se vera la representacion de la operacién de recursividad en

términos de funciones Abacus. Para ilustrar de una manera directa la representacion de la
operacion de recursividad en términos de la funcion Abacus, se hara mediante un ejemplo.
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Supéngase que A tiene dos argumentos!?, digase que f'y g donde f es una funcién

de un argumento f([1]) y g una funcién de tres argumentos g{[1],[2], [3]); estas funciones
estan representadas por las siguientes funciones Abacus:

|

| -2 | [ dmee-e |

l

y a h=Re[f, g] lo representa la grafica

l

I Huy) -3 l

|

cuyo diagrama Abacus esta dado por la Figura 3.7,

Entonces la funcion de recursividad opera de la siguiente manera:
Las cajas [1]=x, [2]=y se inicializan con x y y, y el resto con 0 [3]=[4]=...=0. El
registro p se crea para que cumpla la fiuncion de un contador de manera que determine el

fin del proceso. Si [p}=0 el proceso se concluye; si [p]#0 se leresta 1 a p y se procesa otra
fase; p se inicializa con y.

Entonces:

1. Primero se calcula f(x). -

2. Siy=0 entonces h(x,y) = h(x 0) S ( ) y el calculo se concluye con el
resultado en la caja 3 L

10045 de dos argumenlos son tratados de una mancra similar,
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3. Si yi_O, se calcula sucesivamente a A(x, 1), A(x, 2),...,-hasti;'qﬁié" y= 0,-con

‘el fgsﬁltadd de A(x, y) enlacaja 3.

!

Ivaciar la caja2 en la caja pI

A -2 H(x,0) estd ahora
en [a caja 2

lvaciar la caja2en la caja 3J

L gl2lB)—4 J Hx,5[2]) esta ahora

en la caja 4

e vacia la caja 3
e

SRV

vaciar la caja 4 en la caja SJ

Figura 3.7 Funcién Abacus de la operacién de recursividad.
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' Como se ha visto, es posible expresar las funciones recursivas primitivas basicas

asi como los la operacion de composicién y recursividad en términos de calculos abacus,
de ahi que se concluye:

-

Todas las funciones recursivas son abacus.

LAS FUNCIONES ABACUS SON TURING

En esta parte se va a mostrar por que las funciones Abacus se pueden expresar en

términos de las funciones Turing. La forma en que se desarrolla esto es:

1. Sedefine qué es una funcion Turing y

2. Se argumenta porque A c 7.

Las funciones Turing son las funciones que ‘pueden calcularse con Méquinas de

Turing de acuerdo con las siguientes caracteristicas:

1.

wn

Los nimeros se representan mediante bloques de 1s, separados por un espacio en
blanco!l, y el valor (el resultado del calculo) se representa por un simple bloque de 1s
en una cinta limpia, cuando la maquina se detiene.

La maquina comienza y se detiene solamente en la posicion estandar, es decir en el 1
que al inicio del proceso estaba mas hacia la izquierda de la cinta.

A través del proceso la maquina no puede avanzar méds de dos cuadros hacia la
izquierda del 1 que se encontraba al inicio del proceso mas hacia la izquierda de la
cinta. Por lo que la cinta es infinita en una sola direccion: hacia la derecha.

La maquina no lee ni escribe otros simbolos que no sean B'sy 1's.

Segin lo descrito en el capitulo anterior, la héptupla de la Maquina de Turing se forma
de: dos componentes para describir la direccian del movimiento: I (izquierda) y D
(derecha); 2 componentes para denotar los simbolos posibles de leer y escribir en la
cinta B (espacios) y 1 (unos); y tres componentes para indicar los estados de la

maquina; g,,q, ¥ g;. Asi, 1a héptupla estard dada por (7, D, B, 1,4, ¢, ¢;).

El resultado quedara en la misma posicion en donde empezd a trabajar la maquina, es
decir, en el 1 mas a la izquierda en el bloque de 1s que representa el valor (o resultado)
de la funcién.

Hgq computacin un espacio en blanco ¢s realmente un caracter: ¢l caracter B.
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Las caracteristicas 2 y 4 sefialadas antes no son indispensables. Sin embargo, la
segunda es un supuesto sencillo que permite definir sin mayor complicacién el inicio y
término de la maquina; mientras que la cuarta -notacion monadica- facilita la operacion en
una Maquina de Turing, en contraste con el uso de notacion decimal o cualquier otro tipo
de notacion.

Las operaciones que se realizan mediante una méaquina de Turing tiene varias
formas de representacion, una de ellas es mediante diagramas. El diagrama se define
basicamente con la siguente estructura:

s : Accibn
leido,

Estado o\ 51uacién

Actual

Asi, los estados son son la consecuencia de posiciones e instrucciones que se
realizan considerando el simbolo accesado. Las instrucciones pueden ser escribir un
simbolo, moverse un cuadro a la derecha o a la izquierda, o detenerse.

Los simbolos estan representados por ¢, ¢, ¢y.... etc; el simbolo accesado en la

cinta se representa con §;, S, S, S;.-..etc; y el movimiento hacia la izquierda por Iy a la
derecha por D.

Por ejemplo la grafica suguiente:

&:8 S5 58

o ! @ 501

representa una Maquina de Turing que escribe en una cinta tres veces el simbolo
S,. La grafica se lee asi:

1.  Seinicia en el estado g,; si el simbolo de la cinta es S, (cualquiera que no

sea §)) se escribe §; si el simbolo en la cinta es S, se hace un movimiento en la cinta a la
izquierda segin se especifica en la gréfica. y se procede con ¢,.
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2. - Enelestado g,, si el simbolo de la cinta es §, se escribe §; si el simbolo en

la cinta es S, se hace un movimiento en la cinta a la izquierda de nuevo y se procede con

qs.

3.  Encelestado g,, si el simbolo de la cinta es S;se escribe S); si el simbolo en

la cinta es S, la maquina escibe el simbolo S, y se detiene.

Asi el proceso completo de la operacion esta dado por las siguientes étapas, en
dénde los siete simbolos representan la cinta y el nimero de abajo representa la posicion
en la cinta en cada estado):

0000O0CO00D0
1

El diagrama que representa a una funcién Turing es una grafica como la que
representa a una Maquina de Turing pero con las caracteristicas antes expuestas antes
expuestas.
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Los diagramas de las fiunciones Abacus se pueden representar en términos de los
diagramas de las funciones de Turing. Para mostrarlo se verd un caso partlcular de la
operacion Abacus s+, para cuando s=112,

El diagrama Abacus cuando s=1, es:

cuyo diagrama equivalente para la ﬁjnciép'de Turing es:it

Este diagrama hace tres cosas:
1. Agregaun al 1 encontrado.
2. Recorre los 1 hacia la izquierda del 1 afectado si es necesario.

3.  Regresa al 1 mas hacia la izquierda de la cinta.

De la misma manera en que esta operacion Abacus tiene su equivalente en las
funciones de Turing, todas las operaciones Abacus también lo tienen, Lo Gnico que hay
que agregar a la conversion de graficas es un programa que convierta la notacién
monadica a la decimal y viceversa.

12 cjemplo lo séla p de ilustrar Ia rep i6n de una funcion Turing en términos de una funcién Abacus, y
de ninguna manera hacer una generalizacién de todas las funciones Abacus ya que, aderds de ser muy elaborado, no permitirfa generalizar
nada fuera de los lfmites del ejemplo mismo.Para mds detalles se puede ver [Bool89].
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Por lo tanto, la obtencién del diagrama de flujo de Turing a partir de un diagrama
Abacus, y el hecho de que el diagrama resultante calcule la misma funcidn que calculaba el
diagrama Abacus, permite establecer que:

L Las funciones Abacus son Tutring.

Con todo lo anterior se concluye que las funciones de Church o recursivas son
computables, ademas que existe una equivalencia entre las funciones recursivas , Abacus y
Turing. Es decir, que podemos representar un sistema matematico en términos
computables, mediante funciones recursivas, diagramas Abacus (programas) y funciones

Turing (computadoras).



CAPITULO IV.- TEOREMA DE GODEL



Queda pues entendido que para demostrar un teorema no es necesario, ni siquiera
conveniente, saber lo que quiere decir. El geémetra podria sustituirse por el "piano
16gico" imaginado por Stanley Jevons; o, si se prefiere, podria imaginarse una méquina
en la que las premisas se introdujeran por un lado y los teoremas salieran por el
otro...El matemdtico no necesita saber que hace més que esas maquinas.

Henri Poincaré.



Tortuga: Ah, sf. Bueno, mire, el cangrejo vino un dis s visitarme, Debe usted saber que ] siempre tuvo debitidad por los
sniefactos 1 ivos, ¥ en ese estaba apasionado, més que por ningnni otra coss, por los disposilivos de pasar discos.
Acababa de comprar el primero de su vida y, como ¢s un poco crfdulo, habis creido todo lo que le dijo el vendedor: en especial,
que ese aparato era capaz de reproducir cualquicr clase de¢ sonido. En fin, el Cangrqo estaba convencido de poscer un fondgralo
perfecto.

Aquiles: Naturalmente, supongo que usted habrd intentado disuadirlo.

. I

Tortuga: Claro que sf, peco &) no escuché mis razones. S y que su adquisicién podia reproducir el sonido
que fuera. Ya que no podia convencerlo de lo contrario, deje de insistir y poco tiempo después le devolvi su visita, Hevando
canmigo el disco de una cancidn que yo habia compuesto. La cancidn se flamaba *No puedo ser had diante ¢l fonognfc
1"

Aquiles: Un tanto inusual. 2Ers un regalo para el Cangrejo?

Tortuga: De ningidn modo. Yo sugeri que la pusiéramos en su nuevo (onogrdfo, y ¢l tuvo mucho agrado en complacerme. Pero,
Ismentablemente, despuds de unas cuantas notas, ¢f fonégrafo empezé a vibrar con bastante fuerza y luego con un sonoro “plop*,

P Aart .y

s¢ deshizo en un o de p que q p por toda la habitacién. Ni decir que también el disco 3¢

destruy6 por completo.....

Tortuga:...El cangrejo no quiso creer que [a falla estuviera en su aparato, de modo que tercamente, fué y compré un nuevo
fonografo, mis caro que ¢l anterior, ¥ esta vez ¢l vendedor promelié devolverle ¢l doble del precio si el eangrejo encontraba
algiin sonido que ¢l equipo no pudiera reproducir con exactitud. Todo esto me vino a relatar exitadamente mi amigo, y yo le
prometi ir a verlo de nuevo para ver su flamante modelo.

Aquiles: Corrij si me equivoq 2g nle usled, antes de volver a 1a caja del cangrejo, consull al fabricante otra vez, y
compuso y grabé una cancién llamada “Na puede ser had diante ¢| fonégrafo 2°, basada en el diseiio del nuevo equipo.

Tortuga: iBrllantfsima deduccidn, Aquiles! Ha captado usted la situacidn de un modo perfecto.
Aquiles:; Y qué acurrié shora?
Tortuga:Lo que tenia que ocurrir, exactamente de Is misma manera: ¢l fonogralo se hizo mil pedazos, y el disco quedS deshecho.

Tortuga:Nuesiro jueguito siguié adelante, en el mismo estilo, durante algunos asalios mds, y finalmente nuesiro amigo 1raté de
actuar con mucho mayor ingenio. Se inspird en ¢l mismo principio por ¢l cual yo grababa mis discos, ¢ intentd adelantirseme.
Escribié a los fabricantes, envidndoles la deseripeidn de su equipo de su propia invencidn para que se lo construyeran. Lo lamé
*Fondgrafo Omega®, y era mucho mis complejo que un fondgrafo comun....En primer lugar ¢l Fondgrafo Omega tenia una
cémara de Televmén cuya finalidad ers examinar cada disco, antes de hacerlo ¢escuchar. Esta camara estaba concclada a una
pequed P ida a propdsito, gada de determinar con exastid [a naturaleza del sonido mediante ¢l andlisis
de los surcos del disco.

Aquiles: St, hasta aqui muy bicn, pero ;Qué hacia ¢l Fondgralo Omega con esa informacién?

Tortuga: A través de complicados procesos de cdlculo la cnmpuladnra establecia los efectas que ¢f sonido podia ejercer sobre el
fonégrafo, S deducia que los sonidos serian de¢ tal tipe quc 1a configuracién g

accidn muy astuta: el Primer Omega {a un disp de d fas pantes ponentes del fondgralo y volver a armarlas
de diferentes maneras, de forma tal que, realmenle estaba en condiciones de modificar su propia estructura. Si los sonidos eran

del aparato, realizaba entonces una

*peligrosos™, era adoptada una confliguracidn nueva alejada de la amenaza; su construccién la concretaba la subunidad

reconst . bajo la direccién de la pequei putad Uni despuds de 1oda esta operacidn, ¢l Fondgrafo Omega
hacfa escuchar ¢l disco.

Aquiles: jAjé! Eso debe haber significado ¢l fin de sus tretas, seiora, Estoy segura de que experimenté usted un leve
contratiempo,..

Tortuga: Es curioso que me diga eso... Me imagino que no conoce usted en profundidad ¢l Teorema de la Incompletilud, de
Gidel, ¢verdad?

ver
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IV. ElI TEOREMA DE GODEL

El objetivo de este capitulo es presentar el teorema de Goédel, asf como el papel que
desempeii6 la computabilidad en el desarrollo del mismo.

Por ello, el capitulo consta de dos grandes apartados. El primero persigue plantear
los aspectos que conforman el marco conceptual en que se desarrolla el trabajo de Gadel;
mientras que el segundo contiene el teorema propiamente dicho, asi como la forma en que
el autor concluyd que el Programa de Hilbert no era completo.

El desarrollo del primer apartado se compone a su vez de dos partes: una presenta
el enfoque semantico y sintactico con el que se plantean los sistemas logicos; y la segunda
los principios de la Légica de Primer Orden en el que se describe como esta conformada,
cédmo se hacen deducciones a partir de ella, y la manera en que se da la conexién
semdntica y sintactica de un sistema logico.

4.1. SEMANTICAY SINTAXIS

Un sistema lGgico se define desde dos puntos de vista diferentes que son equivalentes:
el punto de vista semdntico y el punto de vista sintictico.

La semantica se refiere a la interpretacion, que consiste en la especificacion de un
conjunto no-vacio, en donde constantes y variables toman valores. Para que la seméntica
pueda cumplir su funcion se requiere tener lo que se conoce como Férmula Bien Formada
(FBF), que es una férmula que surge del sistema logico mediante una serie de reglas de
deduccion, La FBF esta definida por las proposiciones simples (también llamadas atomos),
o por proposiciones compuestas resultado de la composicién de proposiciones simples
mediante operadores ldgicos como la negacion, la conjuncidn, etc. (Mas adelante se dard
una definicién mas amplia de las FBF).

Entonces, un modelo de un conjunto de FBF's constituye una interpretacion si
todas las FBF's en el conjunto son verdaderas. Una FBF es verdadera si para la sustitucion
de todos los valores de verdadero (V) y falso (F), el resultado de la proposicion es
verdadero. Por lo tanto, existe un punto de vista seméntico vélido si todas las FBF del
sistema son verdaderas.

El punto de vista sintactico tiene que ver con la "demostracién" de una FBF de un
sistema 16gico. La demostracion debe hacer manifiesta la idea de 'validez deductiva'. El

planteamiento es el siguiente: Sea el argumento “p,,..., p,", entonces p es deductivamente

correcta si y sélo si hay una demostracion de p a partir de las premisas p,, p,, by, ..., D, .
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La demostracién es una secuencia finita de pasos en donde el tltimo paso es el
propio teorema. Cada paso produce una premisa o una formula nueva que se justifica por
una regla de deduccion aceptable, luego entonces, es necesario sefialar cuando una regla
de deduccion es aceptable, lo que implica que estas reglas deben darse de una manera
explicita a fin de que el concepto de demostracion sea decidible.

Hay diferentes maneras de proceder para lograr una definicion rigurosa de lo que
es una demostracién con reglas deductivamente aceptables. Una consiste en hacer un
sistema axiomatico deductivo (al estilo de la geometria de Euclides); otra forma, es
presentar un "sistema de deduccion natural”. Este tipo de teoria de la demostracion fue
propuesto originalmente por Gerhard Gentzen en los 30's y mejorado por Federich en los
50's. En particular, se aplica a lo que se conoce com Ldgica de Primer Orden,

4.2. LOGICA DE PRIMER ORDEN

Un sistema de deduccion natural es muy parecido a la manera en que se suceden
demostraciones (per ejemplo, en geometria). Como componentes esenciales estos sistemas
utilizan:

a) Hipétesis de trabajo.
b) Unas cuantas reglas que explican las conexiones logicas.

¢) Una estructura de prueba principal y pruebas subordinadas a esta prueba principal.
Esta estructura se va a representar mediante rayas verticales. Una subprueba (o
prueba subordinada) comienza con una hipétesis de trabajo.

d) Toda formula que ha sido aceptada puede usarse mas adelante en la misma prueba, o
en pruebas subordinadas a ésta (reiteracion).

Dado que este sistema de deduccion natural se aplica a la Léogica de Primer Orden
(LPO), es conveniente plantear los lineamientos generales en torno a esto.

La LPO se basa en proposiciones que cumplen los requisitos de la definicién de
FBF, cuya evaluacion se basa en valores de verdad. El resultado permite interpretar la
FBF e indicar si se generan formulas validas.

Bajo este esquema, el Calculo de predicados de Primer Orden es un sistema
formal. Tiene un lenguaje objeto; un conjunto de esquemas y axiomas (axiomas de la
logica), y dos reglas de inferencia: modus ponens y generalizacion. Estas reglas de
inferencia se aplican a un conjunto de FBF. La regla de inferencia modus ponens es la
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-operacién que pfdduce una FBF'w_;"a'vpéﬁif‘déi‘l:a' FBF 'w, y de la FBF w, — w,. La regla
de inferencia de la generalizacion (o Espkecializ’éiciéh universal) produce la FBF w,(4) de

las FBF (Vx)[w,(x) - wz(x)] yw,(4). Como cada nieva FBF se afiade a los axiomas, el
sistema formal que se obtiene se llama Teoria de Primer Orden.

Un modelo de una teoria es una interpretacion en el cual todos los axiomas son
verdaderos; los axiomas légicos son, en efecto, elegidos como verdaderos en todas las
interpretaciones. Una FBF w se deriva de un conjunto de FBF's ¥ en una teoria

T(W +w) si y s6lo si w es deducible de W y de los axiomas de T por una aplicacion finita
de las reglas de inferencia usando la regla del modus ponens, en la cual se establece que,
de p y p—>q es posible concluir ¢q. Otras reglas de inferencia de ntodus ponens y
generalizacion pueden usarse para derivar teoremas.

De manera mas especifica, se dice que la logica proposicional trata con
planteamientos declarativos, los cuales reciben el nombre de proposiciones y se evalilan
para calificarlas de forma excluyente como verdaderas o falsas.

Ejemplos de proposiciones son: "la tierra es redonda”, "la luna gira alrededor de la
tierra", "Jaime Rangel tiene el grado de doctor". Las proposiciones en légica se denotan
por simbolos como P, @ y R que son llamados formulas atomicas o dtomos. Dichas
proposiciones pueden ser compuestas usando los conectores logicos: ~ (negacién), A
{conjuncidn), v (disyuncion), = (implicacién), <> (si y sélo si), para dar como resultado
las denominadas Férmulas Bien Formadas (FBF) y que se definen recursivamente como
sigue:.

1) Un 4tomo (o proposicién simple) es una férmula.

2) 81 G es una formula, entonces la negacion ("G es una férmula.

3) Si G y H son f6rmulas, entonces: (GAH),:‘(GVVH), (6= y(GoH)

son férmulas.

4) Todas las férmulas se generan a partir de las reglas anteiid;es, S
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Las evaluaciones de Formulas Bien Formadas en légica de proposiciones se basan
en valores de verdad: verdadero y falso {V,i K } que en.en los atomos de las
formulas segin tablas de verdad, definidas como: :

Dada una formula proposicional G compuesta de 4,,..., 4, dtomos, G tiene una

interpretacion segiin el valor de asignacién que le dan 4,,..., 4,; donde a cada 4, se le
asigna el valor verdadero o falso, pero no ambos. Por otro lado, una formula G se dice
que es verdadera bajo una interpretacion si y sélo si G es evaluada como ¥V en la
interpretacion; de otra forma se dice que G es falsa bajo 1a interpretacién.

En una férmula con # diferentes dtomos se tienen 2" distintas interpretaciones
para la férmula que pueden ser mostradas en una tabla de verdad determinando que una
formula es vélida, (o una tautologia) cuando es verdadera bajo todas sus interpretaciones.

Ejemplo. Considérese la formula siguiente: F = ((P.:> 0) /\P) =0

La tabla de verdad para ((P = Q) P) é:Q‘eSté aa‘id_érp()r: .

P 0 (P (Po0) . (r=onr)=g

V..

m oy NS
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Una formula se dice que es valida si y solo si es verdadera bajo todas sus
interpretaciones. Una férmula se dice que es invilida si y sélo si es no valida, Por otra
parte, se dice que una formula es inconsistente (o no satisfactible) si y solo si es faisa bajo
todas sus interpretaciones. Por ultimo, una formula se dice que es consistente (o
satisfactible) si y s6lo si es no inconsistente.

Ejemplo: Considérese la formula siguiente;
(P=0)n(PA~Q)

La tabla de verdad asociadaa (P => Q) A(PA ~ Q) es:

P 0

T
R
m omomom|

En logica es necesario transformar una formula en otra, para plantearla en lo que
se denomina "formas normales”. La transformacion consiste de un proceso de reemplazo
de una formula por alguna otra equivalente, dada por la siguiente definicion: Dos formulas
F y G son equivalentes (F = G) si y solo si los valores de verdad de F son los mismos
de G bajo cualesquier dominio de interpretacion de F y de G. El proceso de
transformacion se lleva a cabo de acuerdo con algunas leyes o reemplazos de formulas

que mantienen los valores de verdad en los dominios de interpretacién, y que se muestran
a continuacion.

i) FoG={F=G)A(G=F)

if) F=G=~FvG

iii) Ley cpnmutativa
FVG=GVF

FAG=GAF
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v)  Ley asociativa:

vi)

Ahora bien, una literal es un‘atomo o.la negacién de un itomo.

Por otro lado, una formula F se dice que puede estar en una forma normal
conjuntiva o bien en una normal disyuntiva. La forma normal conjuntiva se da si y sélo si

F tiene la forma F=FA..AF,, n2], donde cada F|,...,F, es una disyuncion de
literales. La forma normal disyuntiva se obtiene si y sélo si F tiene la forma:
F=Fv..vF, nzl;dondecada F,...,F, es una conjuncion de literales.

Hay dos teoremas intermedios que se usan con la finalidad de probar que una
formula particular es una consecuencia logica de un conjunto finito de formulas,
equivalente a probar que una cierta formula relacionada es valida o inconsistente,

Asi, dadas las formulas F,...,F, y una formula G, se dice que G es una
consecuencia logica de F,...,F, si y solo si dada cualquier interpretacion / en la cual
FA..AF, es verdadera, G es también verdadera. F,,F;,...F, se llaman axiomas de G.
En segundo lugar, se dice que G es una consecuencia logica de F,...,F,, si y solo si la

formula ((FA...AF,) = G) es vdlida. Y por Ultimo, G "es 'una consecuencia logica de
F,,...,F,, siy solo sila formula (F; ALAFA ~G) es il)Cb)l.S;iXIdIlIe. Por lo tanto, si G es

una consecuencia logica de las formulas F,..., F,, la féfmula'((lf', A...AE,) =>G) se llama

un teorema, y G se denomina la conclusion del teorema.. - -
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El lenguaje del sistema l6gico consiste de los siguientes sfmbolos primitivos:

« Variables y simbolos constantes

* Simbolos de funcién

o Simbolos de predicado

» Conectivos logicos, negacic’)n(-—), implicacion () o

+ Cuantificadores universales ¥V (para todo). -

En general, se admite usar los sngunentes cuatr
construccion de un dtomo: :

i) Simbolo Individual o Constante: Los cuales son’usualmente iombres de objetos

ii) Simbole de variable: Denotado con letras mmu

iii) Simbolos de Funcién: Se denotan con vlvétra mindscul ien, una"fcadena
como PADRE_DE (); () mis (); ete. * A

iv) Simbolo de Predicado: Se usan letraé'lm yu -bien cadenas

expresivas relacionales.
Cualquier simbolo de funcion o de- predicac imero especifico de
argumentos, considerando que si tiene /1 argumentos:¢ n n-aria: similarmente,
los predicados P toman n argumentos. Por ejemplo ADRE-DE( ) es de un
argumento, con un mapeo de elementos de una lista de‘constantes'a cohétantes.

PADRE_DE (Juan) = Pedro

En logica de primer orden, PADRE DE (Juan) es.un terrmno

Los términos tienen _
la siguiente definicion recursiva: e

i) Una constante es un término

i) Una variable es un término

iii) $i f es una funcién de #n argumentos donde #,...f, son téfminos; entonces

S(4,....,1,) es también un término,

iv) Cualquier cosa generada mediante la aplicacion de alguna de las reglas anteriores se
denomina término.
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Por otra parte, si P es un: sumbolo de predlcados de; grado n ty ! son termmos,

entonces P(I,, ,,) es“un’ atomo y puedei' operarse mediante’ el uso de los
conectivos logicos: N(Negacxon) => (Imphcacnon) A FS (S| y sdlo si),
v (Disyuncion) . -

Ademas, por el hecho de considerar variables se introducen dos simbolos especiales:

Vx  (Cuantificador universal)
3x (Cuantificador existencial)
Cada expresion se llama una formula'y en cada una de ellas las variables son

ligadas o libres. Por otro lado, se define el alcance de un cuantificador que ocurre en una
formula, como la formula para la cual el cuantificador se aplica. Por ejemplo.

(vx)(3y) MENOR_QUE(x, y) es: MENOR _ QUE(x, )

(vx)((x) = R(x)) es: (0(x) = R(x))

La ocurrencia de una variable en una formula es ligada si y sélo si la ocurrencia
estd en el alcance de un cuantificador empleado con la variable, o bien, es la ocurrencia en
ese cuantificador. Una variable es libre en una formula si al menos una ocurrencia de ésta
es libre en la formula. Una variable es ligada en una formula si al menos una ocurrencia es
ligada. Por ejemplo:

(vx) P(x,y) xesligada y yeslibre

(vx) R(x,»} o(vy) Qly)y eslibre yligada, respectivamente.

Ahora bien, si se involucran planteamlentos con vanables x y cuantificadores, la
definicion de FBF esta dada recursivamente como sxgue Sl

i) Un atomo es una formula

i)  SiF yG sonformulas, entonces ~ F: (FvG); (FAG); (F=G)y (F < G)
son también formulas.

iii) Si F es una formula y x es una variable libre en & entonces:

(we)Fy (3x) F son también formulas

iv) Las formulas se generan solamente por un nimero finito de aplicaciones‘de i), i), v iii)
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Uno de los ejemplos clasicos es:

Cualquier hombre es mortal

Turing es un hombre

Turing es mortal

(Vx)(HOMBRE (x) = MORTéL )= MORTAL (Turing)

¢ Pimer Orden (LPO) consiste de un
va]ores para’ cada constante, simbolo de
urre en F cumphéndose lo siguiente:

Una interpretacidén de una férmul
dominio D no vacfo y una:asi
funcidn o simbolos predicados quit

1. A cada constante se le ;'sjg :

2. Para cada simbolo de funcno ‘n-aria
D={(X,,... X} X, eD,,XneD} :

3. Para cada simbolo de predicédo' Il;dfio sé asigna un mapeo de D" a v.F )

Para cualquier mterpretaclon de.una formula sobre un dommlo D, la formula
puede ser evaluada como V' o I' de acuerdo a :

si es verdadera para toda x (Vx F [v])

3) El cuantificador existencial aphcado a una ula F:da‘por resultado una evaluacmn
verdadera, si existe al menos uno que evalua a F como verdadera

Con todo lo anterior se ha cubierto lo que se considera importante conocer como
marco de referencia del trabajo de Godel. A continuacion se expone el Teorema
propiamente dicho, antecedido de una presentacién del Programa de Hilbert dada la
estrecha relacion que guarda con el tema central de este capltulo. Asi, a continuacién se
presenta , de una manera general, lo que intentaba el Programa de Hilbert, asi como las
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deﬁmcnones que permlten plantear cuando un sistema formal es completo,: mconsnstente [
bien consistente o inconsistente. s :

4.3 EL. TEOREMA DE GODEL

EL PROGRAMA DE HILBERT

La preocupacion fundamental de Hilbert fue garantizar la formalizacion de la
matematica clasica. Esto debido a las deficiencias que presentaba hasta ese entonces el
desarrollo de la matematica sustentada en los Principia Matheatica. Para ello, Hilbert
desarrollé sus aportaciones a través de plantear sus conceptos mediante signos gréficos;
plasmo sus ideas a través de “hileras de signos", es decir, formulas. El razonamiento lo
trabajo por la mera manipulacion combinatoria de las ideas y, por dltimo, la demostracion
por la deduccién formal conforme a reglas mecanicas.

El objetivo central de todos estos elementos era demostrar que no habia
contradiccién alguna en el sistema y que, dado que todo tenia una referencia en un
contexto finito numerable, era posible restringir todos los pensamientos a este ambito y,
por tanto, olvidar el contenido transfinito presuntamente problematico de la matemética
clasica.

Por ello, el programa formalista de Hilbert requeria:

1. Construir sistemas formales completos para las principales tareas tedricas
de la matematica clasica, y

2. Probar la consistencia de dichos problemas.

Se buscaba entonces desarrollar un sistema formal que contara, en primer lugar,
con un conjunto numerable de signos primitivos que determinara el conjunto de sus hileras
o secuencias finitas de signos (con posibles repeticiones). En segundo lugar, que tuviera
ciertas reglas combinatorias que determinara cuales hileras eran formulas; el conjunto de
las formulas constituirian el lenguaje formal del sistema. En tercer lugar, tener otras reglas
combinatorias, que determinaran cuales secuencias de férmulas constituirian deducciones.

Para ello, se necesitaba contemplar aspectos basicos. Asi, se concibid una
proposiciéon como una férmula sin variables libres. A su vez, una proposicion era
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deducxble si constituia el ultxmo

lenguaje formal ocurre que ¢ es deducible en S o que n -® tamblen es deducible en S, Asi
pues, un sistema formal completo no deja pregunta“sin respuesta. Con su ayuda pueden
decidirse todas las cuestiones pertinentes acerca de un-sistema: Basta con realizar un
proceso deductivo hasta llegar a ¢ o a no-g, puesto que es segurc que se llegara a alguna
de las dos. Asi, todos los problemas planteados en:un sistema formal completo son
decidibles.

b) Un sistema formal S es incompleto si y sélo-si hay alguna proposicién ¢, tal
que ni ¢ es deducible en S, ni tampoco lo es no-@. Por lo tanto, hay problemas planteables
en S para los que S no ofrece solucidn, es decir, hay problemas indecidibles en S.

c) Un sistema formal S es consistente si y sélo si hay alguna proposicion de su
lenguaje formal que no es deducible en S (o, equivalentemente, si para ninguna
proposicion @ ocurre que tanto @ como no-¢ sean deducibles en S).

d) Un sistema formal S es inconsistente o contradictorio si y solo si toda
proposicion del lenguaje formal de § es deducible en S (o, equivalentemente, si hay alguna
proposicion ¢ del lenguaje formal de S, tal que tanto @ como no-¢ son deducibles en S).

Una teoria definida semanticamente (como. el conjunto de las proposiciones
verdaderas en un modelo determinado) es siempre completa y consistente. Y si se
pretende que un sistema formal (como la aritmética formalizada) refleje perfectamente una
teoria definida seméanticamente (como la aritmética natural), entonces es preciso que el
sistema formal sea completo y consistente.

Se tenia pues, un interés fundamental en determinar si un sistema axiomatico era
completo, ya que en realidad uno de los motivos mas poderosos de varias de las ramas de
las matematicas habia sido el deseo de especificar un conjunto suficiente de supuestos
iniciales de los que fueran deducibles todos los enunciados verdaderos de algiin campo de
analisis.

Muchos matematicos suponian como un hecho obvio que siempre podia indicarse
un conjunto axiomatico completo para cualquier rama de la matematica. En particular,
parece haberse creido universalmente que Jos axiomas propuestos para la aritmética de los
matemadticos del siglo XIX eran efectivamente completos o, en el peor de los casos,
podian completarse mediante la adicion de un nimero finito de nuevos axiomas.

La Légica de Primer Orden es un ejemplo del sistema matemético para el cual
pueden alcanzarse plenamente los objetivos de la teoria Hilbertiana de la demostracion.
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Pero ese calculo no codifica mas que un fragmento de la loglca formal y m su‘
-vocabulario ni ‘su aparato formal bastan para deS'\rrollar en’su marco m anunera la
aritmética elemental. AU

EL TEOREMA DE GODEL

Sobre 1a base de la inquietud de Hilbert, quien:cuestionaba si podia mostrarse la
consistencia de un sistema formal, en cuanto a que pudiera expresarse toda la aritmética, y
no sélo un fragmento de ella, en 1931 se publicé el articulo mas famoso de Godel y quiza
de l1a historia entera de la logica. Sus resultados mostraban la imposibilidad de Hevar a
cabo el programa de Hiltert.

En primer lugar, Gédel probaba que todos los sistemas formales de la matematica
clasica (incluidos el de P.M,, la aritmética formal de Peano, la teoria axiomatica de
conjuntos etc., y en general, cualquier sistema formal que cumpliese ciertas condiciones de
aceptabilidad) eran incompletos, es decir que para cada uno de ellos podia efectivamente
construirse una proposicion indecidible (tal que ni ella ni su negacién fueran deducibles).
Ademis esta incompletitud no tenia solucion. Incluso, por muchos axiomas que se
afiadieran, los sistemas formales seguian siendo incompletos. En segundo lugar, Godel
demostraba que era imposible probar la consistencia de un sistema formal (que cumpliera
ciertas condiciones minimas de aceptabilidad) como el de la matematica clasica, aun
utilizando todos los recursos de razonamientos incorporados en el sistema, es decir, que
era imposible demostrar la consistencia de un sistema formal dentro del mismo.
Naturalmente, seguia siendo posible probar su consistencia desde una teoria mas potente
que el propio sistema formal, lo cual seria de dudosa utilidad; pues se mata un dragén sélo
para engendrar otro.

Godel llevdo a cabo sus pruebas planteando y resolviendo los problemas
metamatematicos dentro de la aritmética. Por un ingenioso procedimiento, Godel asignd
nimeros naturales a las hileras (y secuencias de ideas) del sistema formal y relaciones
numéricas a las relaciones metamatematicas. Establecio asi un isomorfismo entre el
sistema formal y cierto sistema numérico. Gidel se movid con gran habilidad entre ambos,
jugando con el doble hecho de que, por un lado, toda afirmacion metamatematica sobre el
sistema formal tenia una relacion numérica 'y de que, por otro lado, toda afirmacion
numérica pertinente podia ser expresada por una formula del sistema formal. Asi, era
posible construir una proposicion @ que, naturalmente interpretada, decia que un cierto
niimero 72 tenia cierta propiedad P. Pero ese nimero era el numero correspondiente a la
formula @, y esa propiedad era la propiedad numérica correspondiente a la propiedad
metamatematica de no ser deducible, Por tanto, la proposicion ¢, interpretada
naturalmente, afirmaba su propia indecibilidad. La proposicion ¢ era a la vez verdadera e
indeducible. Gédel probaba que ni ¢ ni no-g podian ser deducibles en el sistema formal,
que, por tanto, era incompleto, De modo anilogo probé que era imposible deducir la
formula que, naturalmente interpretada, afirmaba la consistencia del sistema.
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El estudio que llevd a cabo Godel es muy -complejo. Antes de legar a los
principales resultados es necesario comprender y dominar perfectamente 46 definiciones
preliminares. Aqui se emprendera un camino mas facil, intentando mostrar la escencia de
la demostracidn.

En primer lugar, Godel demostrd que es posible asignar un tnico nimero a cada
signo elemental, a cada formula o sucesion de signos -esta asignacidn la hizo para el
sistema formal de los P.M.- y a cada prueba (o sucesién finita de formulas). Este namero
tiene como funcion identificar el simbolo y recibe el nombre niimero de Gdel del signo,
férmula o prueba. A todo este proceso se le conoce como la enumeracion de Godel.

El vocabulario fundamental estd formado por simbolos elementales divididos en
dos clases: los simbolos constantes y los simbolos variables. Se supondri que existen
diez simbolos constantes, a los que se asocian, como nimeros de Gadel, los nimeros
enteros que van del 1 al 10. (vease tabla 4.1)

Tabla4.1

Simbolos Constantes

Simbolos constantes |. . Namero de Godel Significado
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Los simbolos variables-del vocabulario fundanientalmente estdn divididos en tres
clases: Los simbolos de vnl'inblcs.nugiléi-icas, ¥,y ete, con los que se puede
sustituir a los numerales' y a las expresiones numéricas; los simbolos de variables
proposicionales ', '¢', 'r', etc.,con los que se pueden sustituir a las formulas; y los
simbolos de variables predicativas, 'P','Q', 'R’ etc. con los que se pueden sustituir los
predicados tales como ‘primo' o 'mayor que', segun el ejemplo de la seccion anterior.

A estas tres clases se les asigna el nimero de Godel mediante la siguiente regla: a
las variables numéricas se les asocia un nimero primo mayor que 10 (ver la tabla 4.2), a
las variables proposicionales se les asocia el cuadrado de un nimero primo mayor que 10
(ver la tabla 4.3), y a las variables predicativas se les asigna un nimero primo mayor que
10 elevado al cubo (ver tabla 4.4).

Tabla 4.2

Simbolos de Variables Numéricas

Simbol'o‘ de Variable Numero de Géjdel 1o Posible sustitucion
numérica : o
X 0
Sy .s0
g v

- Simbolos de Variables Proposicionales

Simbolos de

timero de Gadel
variable proposicional R

"Posible sustituci
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_ Tabla 44

o vainibojl‘os d‘éfVai‘ilébI‘esk Predicativas

Simbolos de .

7 Namero de Gédel Posible sustitucién
VariablePredicatiya ERN DAL

P D J R Printo
g . DR b o : Compuesto
R R i R Mayor que

Considérese ahora una férmula del sistema, por ejemplo, '(3x)(x = s)". (que dice :
'Existe una x, tal que x es el sucesor inmediato de )/, es decir, que todo nitmero tiene un
sucesor). Los nimeros asociados a los diez simbolos elementales que lo forman son,
8,4,11,9,8,11,5,7,13,9, lo que se observa en el siguiente esquema:

(3 x ) (x =35 y)
N A N A
8 4 11 9 8 11 5 7 13 9

En seguida, para obtener el nimero de Godel (llamese mr), se multiplican los
nimeros primos elevados al nimero asociado al signo, es decir: ’

2°x3* x 5" x P x11* x 13" x 17 x 197 x 23" x 29°

Considérese ahora, la siguiente sucesion de férmulas (que incluso pueden ser parte
de una demostracion):

(3x)x =sy)
(3x)(x = s0)

La segunda formula, que significa '0 tiene un sucesor inmediato', es derivable de la
primera formula sustituyendo a la variable numérica ' por el numeral '0",

Ya se conoce el niimero de Godel de la primera formula, que es m.Supongase que
el nimero de Godel de la segunda formula es #2. El nimero de Gédel que se le asigna a la
sucesion de dos formulas esta dado por los dos nimeros primos en orden creciente
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elevados a una potencia igual al nimero de Gédel de la formula correspondiente (Como
quizd ya se intuyd, se puede ver que la asignacion de los numeros de Gédel se puede
definir de una manera recursiva).

Entonces, el nimero de Gddel asociado a esta sucesion sera: k = 2" x 3"

Por este procedimiento de condensacion se puede obtener un nitmero para cada
serie de formulas, de manera que toda expresion contenida en el sistema (tratese de un
signo elemental, una sucesién de simbolos o una sucesién de sucesiones), debe llevar
asignado un @nico nimero de Godel.

Lo que se ha hecho hasta aqui es establecer un método para aritmetizar
completamente al célculo formal. El método consiste esencialmente en un conjunto de
reglas para establecer una correspondencia biunivoca entre las expresiones del calculo y
una cierta subclase de los nitmeros enteros (no todo niimero entero es un niimero Godel.
Por ejemplo, 100 no es un niimero Gédel por que no cumple con las reglas de asinacién de
la numeracion de Gédel). Dada una expresidn, puede calcularse univocamente el niimero
de Godel que corresponde a ella. Pero ademas, dado un niimero, se puede determinar si es
un nimero de Gédel, y, si lo es, la expresion que representa puede ser exactamente
"restablecida" y analizada, pues como el nimero se ha construido como producto de
niimeros primos, es posible factorizarlo en dichos primos.!

Los siguientes pasos muestran como se puede investigar, a partir de un nimero de
Godel, qué expresidn representa y viceversa:

0. Supongase que 243,000,000 es un nimero de Gédel

0. Factorizando 64 x 243 x 15625

©.  Expresado en potencias del minimo factor primo equivale a: 2° x3° x 5¢

ITodo nimero nicnor o igual a 10, ¢ también ¢l nimero de Gadel diente de un signo ! tal; por ello,

el signo puede ser unfvocamente identificado. Si ¢! ndmero es mayor que 10, puede ser descompuesio en sus factores primos de una forma
precisa. Si es un ntimero pimo mayer que 10, olasegunda o tercera potencia de un niimero primo que reuna esa cualidad, es ¢l nGmero de
Godel de una variable identificable, Si es el producto de niimeros primos sucesivos, elevando cada uno de ellos a alguna potencia, puede

ser ¢l nimero de Gadel o de una formula o de una i6n de fonnulas. En cualquier caso, puede determinarse la i6n a

que corresponde.
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O. - Las potencias de los factores anteriores, segiin la correspondencia - -

L

L 6 6
de las tablas anteriores equivale»a:i - 4
IEEER T

©. Porlo tanto, la expresion que représenta‘ el m’nmyero“de,Gﬁdéi'243;0(50;000-
es!'0=0' T

Asi, los pasos seguidos en el orden: 0,0,0,0 y © muestran cdmo a partir del
ndmero de Goédel se obtiene la expresidn que representa. Y, visceversa, si los pasos se
siguen en el orden: ©,0,0,0 y O, pues muestran como a partir de una expresion se
obtiene su niimero de Gédel.

El paso siguiente de Gédel es una ingeniosa aplicacion de la idea de
representacion.2, Demostrd que todas las propiedades metamatemadticas acerca de las
propiedades estructurales de las expresiones contenidas en el cilculo, pueden ser
reflejadas adecuadamente dentro del célculo mismo. La idea basica que subyace en su
procedimiento es la siguiente: puesto que toda expresion del calculo estd asociado a un
nimero Godel, puede construirse una proposicion metamatematica acerca de las
expresiones y de sus relaciones aritméticas reciprocas. De esta manera, queda
completamente aritmetizada la metamatematica.

Cada proposicion metametamatica se encuentra representada por una Unica
formula dentro de la aritmética, y por las relaciones numéricas de dependencia entre sus
correspondientes formulas aritméticas.

En particular, toda caracterizacion metamatemaitica, de la estructura de
expresiones en el sistema y todo lo que se diga acerca de ellas, queda reflejado en una
funcién aritmética de enteros; y todo enunciado metamatem:ditico acerca de las
relaciones entre formulas queda reflejado en una relacion aritmética entre enteros.3

2Eqe paso deja sentir un poco mds la brillante idea de utilizar el razonamiento matemitico para explorar ¢l pensamiento

matemdtico,

3por funcion aritmética s¢ entiende una éxprcsiﬁn como 243 ° (5.8.7)-8, a1c3 Por tina relacion ariimética se entiende una

proposicién -verdadera o falsa- tal como 5=7, 5>4. ete,
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iEs - -decir;” que tanto la- caraclenzacndn matemdtica como el 'enuncxado
metamalematlco acerca de las relaciones entre férmulas, son COMPUTABLES I

Por lo tanto, la importancia de esta aritinetizacién de la metamatematica se debe al
hecho de que, puesto que cada uno de sus enunciados puede representarse en el sistema
formal por una y sélo una expresion asociada con un nimero de Godel, las relaciones de
dependencia l6gica entre enunciados metamatematicos pueden explorarse mediante el
procedimiento de examinar relaciones entre enteros y sus factores.

Considérese el primer axioma del célculo proposicional que es, a su vez, ademas,
un axioma del sistema formal sujeto. a examen: ’(pv p):p Su nimero de Godel es

28 x 3" x5 x 7 x11° x 13 17", que. se desngnara con la letra 'a'. Considérese también

la formula '(pv p)', cuyo nitmero de’ Godel es

letra 'b'. La proposicién metamatematica de q

axioma. jA qué formula aritmética del sistema’forn al orresponde” Es evidente que la

formula mas pequefia (pv p)' puede ser una parte mnc:al de la-formula mayor, que es el
axioma, si y solamente si, el nimero de Godel b, que representa a la primera, es un factor
del numero de Godel a, que representa a la segunda. Bajo el supuesto de que la expresion
'factor de' esté convencionalmente definida en el sistema aritmético formalizado, la unica
formula aritmética que corresponde a la declaracion metamatematica antes enumerada es:
'b es un factor de a'. Ademas, si esta formula es verdadera, esto es, si b es un factor de q,

entonces es cierto que '(pv p)' es una parte inicial de '(pv p) D p'.

Ahora considérese el enunciado metamétematico: 'La sucesién de formulas cuyo
nimero de Godel es x, es una demostracion de la formula cuyo nimero de Gédel es z'.
Este enunciado estd representado en el calculo aritmético (o reflejado en €l) por una
determinada formula del célculo, la cual expresa una relaciéon puramente aritmética entre x
y z.4 Se escribe esta relacidn aritmética entre x y = como la férmula '‘Dem(x,z)'; para
recordar el enunciado metamatematico 'La sucesion de férmulas cuyo ntimero de Godel es
x es una demostracion de la formula cuyo nimero de Gédel es 2'; y a su vez el enunciado
metamatematico: 'la sucesion de formulas cuyo nuimero de Godel x no es una

4En ol ejemplo anterior, en el cual se as|g;|a ¢l nimero de de»l k a una demostracién (o p:\m de una demostracion) se
encontrd que k= 2"' % 3" Una breve reflexidn muestra que existe una ddtrmmadl relacion anlméllcn. aunque bastante complicada,

entre &, ¢l nimero de Gadel de la demostracion, y el nimero de Godel n d., la :oncluswn.
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demostracién de la formula cuyo ntimero de Godel es z''serd también representado por una
formula del formalismo matematico."Se escnblra esla formula del modo siguiente:

'~Dem(x,z)' .

Es necesario agregar un poco mas de esta k'n,ota'cién especial para exponer el punto

clave del argumento de Gédel. Por ejemplo, la formula '(3x)(x = 5p)* tiene como niimero
de Godel a m, mientras que el numero de Gédel de la-variable 'y’ es 13. En dicha formula
sustitiyase la variable del niimero Gédel 13 (o'sea 'y’ ) por el nimeral m. E! resultado es la

formula "(3x)(x = sm)', que dice literalmente que existe un nimero x tal que x es el
sucesor inmediato de m1, tiene también su nimero Gddel, que puede calcularse facilmente.
Pero, en lugar de hacer el calculo, se puede identificar el nitmero mediante una inequivoca
caracterizacion metamatematica; es el nimero Gode!l de la formula que se obtiene a partir
de la formula def nimero de Gadel m, sustituyendo la variable de nimero Gédel 13 por el
numeral de m. Esta caracterizacion metamatematica determina univocamente un numero
definido, que es cierta funcion aritmética de los nimeros m y 13, en la que puede ser
expresada la funcion misma dentro del sistema formalizado. El nimero puede, por
consiguiente, ser designado dentro del célculo. Esta designacion sera escrita como 'sust
(m,13,m)" que tiene como finalidad recordar la caracterizacién metamatemitica que
representa, 'el nimero de Godel de la formula obtenida a partir de la formula de nimero
de Gadel m, sustituyendo la variable de ntimero Gédel 13 por el numeral a'. En términos
generales, se puede tener la expresion 'sust (y,13,y)' que es la imagen reflejada dentro del
calculo aritmético formalizado de la caracterizacion metamatematica ‘el nimero de Godel
de la formula que se obtiene a partir de la formula del nimero Godel vy, sustituyendo la
variable del nimero Gédel 13 por el numeral de y'. Se observard también que cuando se
sustituye 'y' por un nimeral definido en 'sust (y,13,y)' -por ejemplo, el niimeral de m o el
numeral de doscientos cuarenta y tres millones-, la expresién resultante designa un nimero
entero definido, que es el numero de Godel de una determinada formula.’

En este momento se tienen todos los elementos para mostrar la argumentacion de
Godel. Primeramente se mostrara el argumento de manera general y, después, se entrara
en los detalles en cada uno de los pasos de la argumentacién.

51,Qué entero se designa por 'sust (14,13 0" si por casualidad 1a formula cuyo ntmero de Gadel y no conlime Ia variable del

nimero de Gadel [3 -esto es, SI la formuta tio contiene a la variable »? L1 Fespuesta es gite, puiesto quey 3 '0 0 yy no ccnhme a.

esta vannble, no puedc hacerse mnguna susmuuon. o,lo que es Io mismo, qlh. l:u formula obtenida de* 0 0' es sla m:sma fén—nula Por

1o t:mlo. el numcro deslgnado por 'sust ( 243 000 000 13, 243 000 000)‘ tt 243 000 000
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©. Prmero Gédel mostrd cdmo construir una formula aritmética G que
representa la declaracion metamatematica 'La férmula G no“es demostrable'.6

©.  En segundo lugar Godel demostrd que G no es formalmente demostrable.

©.  Godel demostré después que la formula G que no es formalmente
demostrable, es una formula aritmética verdadera (jes decir, es Computable!).?

®.  Entonces dado que G es al mismo tiempo verdadera y formalmente
indecidible, los axiomas de la aritmética son incompletos.? y siempre seran incompletos,

. Ademas demostré que la aritmética es esencialmente incompleta.®

©. Pordltimo, Gédel describié como construir una formula aritmética 4 que
represente a la proposicion metamatematica: 'la aritmética es consistente'.

. Demostro que la formula '4 © G' es formalmente demostrable.
. Finalmente demostrd que la formula A no es demostrable.
Por lo que la consistencia de la aritmética no puede ser establecida por un

argumento que pueda hallarse representado en el calculo aritmético formal, en términos de
si misma.

A continuacion se vera con detalle el desarrollo de cada uno de los pasos de la
argumentacion de Godel:

6La farmula G dice de si misma que no es demostrable,

i

7Es verdadera en el sentido de que afinna que todo ndmera entero posee una cierta p;upiédad aritmética que puede ser

definidayy da en cualquier nliimero entero que se examine, es decir que es campuinblc. )

85 los axiomas de fa aritmética son incompletos © no se pueden daducir todas las verdades aritméticas de los axjomas, - -

9Esencialmente incompleta significa que aunque sc incluyeran  axiomas al sistema para que la formula verdadera G fuera

formalmente derivable, podria construirse otra fénmula verdadera  pero formalmente indecidible.
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o Construccion de la formula aritmética G. que representa la declaracnon Mla
formula G no es demostrable"

1. Sca ~Demfx.z)"® .

2. Anteponiendo el prefijo'(x)' ﬁ:‘(x)~Deiyrn(’x.-vz)'f""‘vque representa la proposicion
metamatemdtica 'la formula con nimero de Gédel z no es dcnﬂlc‘)Str;\ble'.

3. Gédel demostrd que un caso paﬁicuiér de '(;c);Dem(x.: !, no es demostrable

4, Sea IL ‘(x)~Dem(x,sust(y,133)) la fénuulé que representa la proposicidn

metamatematica a formula de nimero de Gédel sust(y, 13,y) no es demostrable'.}2, Supéngase que
el nimero de Godel de 1a Iles n.

5. Entonces si se sustituye en la formula IT a la variable de ndmero de Gadel 13 (es
decir la variable 'y') por el numeral n. Se ticne la formula que se queria construir;

G '(x)~Dem(x,sust(n,13,n))'

1014 sucesion de l‘énnul.ps‘cxjr_l nimero bdeerdn:l X0 es una prueba de la formula con nimero de Gadel 2.

! an:m todox, fa srlice_siéyniﬂc Formulas con nimero de Gadel X no son una prucha de la férmula con nimero de Gddel z.
12¢omo se recordard la expresion sus(y,13,y) designa a un nimero
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6. - Como se pucde ver G es-la fonuuln quc se: obtxcne a pamr dc la f‘onnula de
ntmero de’ Godel. n (es decir la formula ]I), susntuy 'y':por. el numeral n. Y
partir-de la- formula de nimero
‘ral'h: Entonces, sust(n,13,1) cs

8. Y dado: que o
(x)—-Dem(x.sust(n,lB,n)) cntonccs la-for
proposicién metamatcmatlca la fomml

i dc Godel  sust(n,13,n) es
x)~Dem(x,sust(n,13,n))' representa en la
,13,m)" no es demostrable',

Es deur que G estd construidaafirmando e misma que no es demostrable

e
1) Si G es demostrable, entonces ~G es demostrable.!3

Para probar que Si G es demostrable, entonces ~G es también demostrable,
considérese:

* Si G es demostrable entonces tendria que haber una sucesion de formulas
dentro de la aritmética que constituyesen una prueba para G. Sea k el nimero de G&del
para dicha prueba. La relacion aritmética '~Denifx,z)' debe darse entre k y el niimero de
Godel de G, es decir,'sust (#2,13,n)'

"Dem (k, susi(n,13,n))' tiene que-ser una formula aritmética verdadera..

si y sol si ~Ges d ble, Pero

para nuestra hipdies
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* Y dado que la relacion aritmética ‘Deni

e d'a entre un par
definido de m’:mei‘os, entonces la fc')rmula que expre :

* Entonces como G ademas de ‘ser ‘una“ forn ]

laaritmética  verdadera es
formalmente demostrable, G es un teorema, ke i :

* Entonces, dado que G es un teorema se puede derivar de G la formula

~G (~(x)~Dem (x, sust(n,13,n))'
* .. G es demostrable, su negacion formal ~G también es demostrable.

2) Pero si G y ~G son formalmente demostrables, los axiomas que los
derivaron (axiomas de la aritmética) son inconsistentes

:3)... De lo que se conc]uye que si los axiomas del sistema formahzado de la
antmetlca son consxstentes entonces ni la férmula G ni su negaclon son demostrables SR

| 'Si la aritmética es consistente = G no es formalmente demostrable!4:”

13}

Godel demostrd despuss que la férmula G que no es formalmente demostrable, esuna
férmula aritmética verdadera (jes decir, es Computable!)

1. La proposicién metamatematica 'la formula '(x)—-Dem(x.su§t(n,13,n))' no es
demostrable es verdadera bajo la hipdtesis de la aritmética consistente.

2. Esta proposicion esta representada dentro de la aritmética por la misma férmula
que menciona la proposicion.

3. Las proposiciones metamatematicas verdaderas corresponden a  formulas

aritméticas verdaderas, ya que las proposicioncs metamatematicas han sido representadas en el
formalismo aritmético.

4. Si G corresponde a una proposicion metamatemitica verdadera, entonces G es
verdadera.

Por lo tanto, G es verdadera y formalmente indecidible

140 formalmente indecidible. En el sentido de que ni G ni ~G pucden deducirse fonmalmente de los axiomas.
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(4] Entonces, dado que G es al mismo tiempo verdadera y formalmente - -
indecidible, los axiomas de la aritmética son incompletos. Ademds, la aritmética es
escencialmente incompleta.

1. Dado que G e¢s verdadera ¢ indecidible, los axiomas de la aritmética son
incompletos. Es decir: no se pueden deducir todas las verdades aritméticas de los axiomas, y no
importa cuantos axiomas se agreguen siempre scrd incompleto.

. Los axiomas de un sistema son completos si todas las proposiciones
verdaderas que pueden expresarse en el sistema son formalmente deducibles de los axiomas.

. Pero dado que G es una formula verdadera de la aritmética no deducible
dentro de clla, por lo tanto los axiomas de la aritmética son incompletos. Esto es bajo la hipétesis
de que scan consistentes.

2. La aritmética serd sicmpre neccsariamente incompleta, Aunque al sistema sc le
agregara cualquier mimero de axiomas (incluido G), atin podria construirse otra formula aritmética
verdadera, que fuera indecidible; de la misma mancra en que se construyd G. Esto siempre se dara
no importa cuantas veces se amplie el sistema dado.

Por lo tanto, existe una limitacién fundamental en la eficacia del método axiomatico.
Es decir, que la verdad aritmética no puede ser reducido a un orden sistemitico basadode
de una vez para siempre en un conjunto de axiomas del que pueda derivarse formalmente
toda proposici6n aritmética verdadera.

(5] Finalmente, se puede llegar a establecer la proposicidn metamatematica ' Si
la aritmética, es consistente, es incompleta'. Esta proposicién condicional tomada como un
todo, esta representada por una formula demostrable dentro de la aritmética formalizada.

1 Por un lado, la proposicién ‘metamatemitica 'la aritmética es consistente' es
equivalente a la proposicion ‘existe al menos una férmula de la aritmética que no es demostrable',
la cual se representa por :

A) (3) (x) ~Dem(x)

Traducida dice que 'Existe por lo menos un nimero y tal que para todo x, x no se
mantiene en la relacion Demr a y, que interpretada metamatematicamente 'Existe por lo
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Por lo tanto, si la aritmética es consistente, .I_,a‘férmuln, no es demostrable.

Resumiendo:

i) La formula A representa la proposicion ‘metamatematica ‘la aritmética es
consistente' ’ :

ii) Si esta proposicién pudiera ser demostrada con una argumentacién susceptible de

ser plasmada en una sucesion de formulas que constituyera una prueba en calculo aritmético, la
propia formula seria demostrable.

ii) pero A es no demostrable si la aritmética es consistente.

iv) Si la aritmética es consistente, su consistencia no puede ser demostrada por ningin
razonamiento metamatematico capaz de ser representado dentro del formalismo de la aritmética.
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Por lo tanto,r no hay posibilidad de que una prueba de la consistencia sea
reflejada sobre deducciones formales de la aritmética,
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Conclusiones

Conclusiones:

Las conclusiones que a continuacién se presentan corresponden a tres enfoques: el
tedrico, el préctico, y el relacionado con la cuestién formativa de los alumnos de
carreras de Computacién; en particular de estudiantes de Matemdticas Aplicadas y
Computacién. Estos enfoques guardan una relacidn tan estrecha que no fue posible
hacer una separacién tajante entre ellos.

Para los estudiantes de la carrera de Matemdticas Aplicadas y Computacién es
fundamental conocer los conceptos tedricos que sustentan a la computadora. El tener
estos conceptos en mente da otra visién en la solucién de los problemas; esta visién
establece qué problemas son tratados en términos computacionales y cémo llevar a cabo
su tratamiento.

Generalmente, la computacién se concibe como una herramienta aislada del campo de
la ciencia; algo asf como una brillante invencidn que la tecnologfa ha hecho realidad,
sin conocer el transfondo de los planteamientos filos6ficos y matemdticos que hay
detrds de todo esto.

El tener una concepcidn tedrico-matemdtica de la computacién permite determinar sus
alcances y limitaciones.

La computadora, concebida sobre principios de modelos matemdticos, requiere tener
bases muy sdlidas sobre teorfa de esta drea del saber humano, pues ello permite
plantear disefios, desarrollos, alcances y limitaciones reales de la computabilidad.

Luego entonces, el aporte minimo de la computabilidad estd en la posibilidad de
plantear que algo computable asegura una solucién, es decir, una respuesta. Esta Tesis
no intenta dar elementos para determinar cudndo algo es computable; \inicamente sefiala
que si algo es computable entonces tendrd solucién,

De este trabajo se observa que la Ldgica de pronto se convierte en la metaciencia de la
computacion; es decir, que todos los resultados en la Légica tienen una repercusién
directa en la Computacion.

La computabilidad es un concepto universal que aparece en los enfoques de Turing,
Church y Gédel, Turing expresa la computabilidad en términos de la detencién de la
méquina de Turing. En el cdlculo lambda de Church, la computabilidad estd definida,
por un lado, en el sentido de que las funciones pueden ser evaluadas para cualquier
argumento dado; y por otro lado, en la correspondencia entre el cdlculo lambda de
Church y las funciones Turing. En el teorema de Godel, la representacién de la
computabilidad estd dada por la propia nimeracién de Godel. La necesidad de la
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correspondencia entre el niimero de Gadel y todos los elementos que forman parte del
lenguaje del sistema define a esta relacién como computable.

Asf, para Turing la computabilidad se manifiesta a través de si la maquina se detiene o
no; para Church mediante la existencia o ausencia del valor de la funcién; y para Gidel
la computabilidad se da mediante la existencia de los niimeros creados por él.

Se observa entonces que la computabilidad resulta ser uno de los grandes vinculos entre
la teorfa matemdtica y la teorfa de la computacién. Permite analizar problemas
matemdticos desde enfoques computacionales y viceversa.
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