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Introducción 

Introducción: 

En la Teoría de la Computación un concepto fundamental es la Máquina de Turing, 
cuya noción de la computabilidad se basa en el problema de la detención. La 
computabilidad tiene sus aproximaciones desde dos enfoques equivalentes a la 
caracterización de la Máquina de Turing. El primero corresponde a es la indecibilidad 
de la lógica mediante el Teorema de Godel, que es una prueba de insolubilidad del 
problema de la detención. El otro enfoque es el que se deriva de la indecibilidad de la 
lógica mediante funciones recursivas de Church, ya que son equivalentes a las 
funciones Abacus y a las funciones Turing. 

Estos enfoques y el de la propia máquina de Turing pueden ser vistos como 
equivalentes y encontrar consecuencias directas dentro del campo de la Teoría de la 
Computación, siendo la esencia misma de las diversas áreas. De hecho estos enfoques 
nacen al tratar de resolver. un problema filosófico-matemático propuesto por David 
Hilbert, el cual se esquematiza en la tabla O. 

El vínculo de la Computabilidad y la Lógica ha presentado uno de los 
problemas fundamentales e interesantes cuya solución incursiona el campo de la 
Filosofía, las Matemáticas Puras y Aplicadas. El objetivo central de este trabajo es 
presentar estos enfoques, que son las piedras angulares de Ja Computabilidad y la 
Lógica. Asimismo, el motivo de esta tesis es la de presentar los planteamientos de 
Turing-Church-Godel; eslabonarlos en sus diversas respuestas; mostrar Jos conceptos 
que surgen en cada planteamiento, así como sus isomorfismos y equivalencias, cuya 
riqueza de ideas es en si misma objeto de estudio y de amplia reflexión. 

Un objetivo adicional es presentar a los estudiosos del área un panorama general 
de estos problemas de Computabilidad y Lógica dentro del área de Teoría de la 
Computación. Con frecuencia el alumno se pierde en complicadas y largas 
demostraciones, proyectos computacionales y no ve el sentido de los problemas 
fundamentales y sus relaciones entre sí. 
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Introducción 

Tabla O. Equivah•ncia emre los enfoques de Tur/ng, GtJdel y 

C/111rch. 

Hilbert 

¿Existe un sistema matemático en general que esa consistente y completo, en el que 
se pueda decidir la verdad o falsedad de todas las proposiciones? 

Géidel Turing Church 

¿Existe un sistema general ¿Existe un procedimeinto ¿Existen funciones para las 
que sea consistente y mecánico general que que siempre existirá un 
completo, en el que se pudiera resolver todos los valor para cualquier 
pueda decidir la verdad o problemas matemáticos? argumento? 
falsedad de todas las 
proposiciones? 

No existe tal sistema, y No existe un No todas las funciones son 
jamás se podrá construir procedimeinto mecánico computables 
uno que resuelva todos los 

problemas matemáticos 

Teorema de la Problema de la detención Funciones 
Incompletitud de Géidel 

computables 

Habrá proposiciones para No se sabe si se detendrá o Existen funciones 
las que no se pueda saber no la máquina de Turing indecidibles 
si son verdaderas o falsas 

Creo que esta tesis puede alcanzar estas metas por el tipo de estructura y el 
lenguaje que se ofrece. De esta forma, la organización del trabajo se presenta bajo el 
siguiente esquema: 

En el primer capítulo se hace una síntesis histórico-teórica de los conceptos que 
dieron forma a la computabilidad. Estos conceptos abarcan desde la teoría de 
conjuntos, la enumerabilidad, la diagonalización de Cantor, hasta llegar al problema de 
la axiomatización de las matemáticas, en el que se plasman los grandes intentos de 
axiomatizar, como el sistema de Frege, los Principia Matemática de Russell y el 
programa de Hilbert, que fue el punto de partida de los enfoques a su solución por 
parte de Gi:idel, Turing y de Church. Este capítulo representa la guía del trabajo, en él 
se introduce al lector al problema de Hilbert, a la filosofía del planteamiento por parte 
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de Giidel,Turing y Church, se habla de su repercusión e ºiniportancia, de las 
interrelaciones entre cada uno de ellos, así como deJo's isomorfismos que los hacen 
equivalentes. .· · ·· •.. ;;~ .. 

En el segundo capítulo se muestra el enr&i~~,~~~Cb~~sist~ en la creación del 
modelo matemático conocido como la máquina de Turing::se;iláce una descripción del 
modelo, donde se plantea el problema de Hilbeit ~h · iérminos de procedimientos 
mecánicos, y el problema de la detención de la máquina Cli;Turing como el punto de 
decisión para determinar si un problema tiene· o· no solución. Se realiza la 
demostración, en términos de la máquina de Turing,.en 'cionde se determina que el 
problema planteado por Hilbert no tiene solución. En ·este capítulo sobresale el 
concepto de computabilidad, planteado en el sentido en que un problema es 
computable, si al tratar de resolverlo con máquina de Turing ésta llegara a detenerse. 
Se presenta la perspectiva filosófica y matemática.del problema de la indecibilidad 
como el problema de la detención de la máquina deTuring, y las operaciones lógicas y 
matemáticas como procesos mecánicos. 

En el tercer capítulo se muestra otro de los grandes enfoques que dio lugar al 
concepto de la computabilidad: el Cálculo Lambda de Church. Se hace un desarrollo de 
como se contruye un sistema en términos del Cálculo lambda y como a partir del 
manejo de estas funciones, se pueden concluir resultados del sistema dado. La filosofía 
matemática del concepto de la computabilidad es mostrado en términos de funciones. 
Se definen las funciones Recursivas, Abacus, Turing y como estas son equivalentes, lo 
cual de manera indirecta demuestra la indecibilidad del problema de Hilbert. Se deja 
ver la estrecha relación entre los conceptos de computabilidad y recursividad, la 
equivalencia entre ellos, la creación de sistemas mediante la definición recursiva de 
funciones, y su gran importancia como conceptos inherentes a los procesos 
computables. De manera sucinta se plasman los conceptos que unen a los tres enfoques. 

En el cuarto y último capítulo se plantea el teorema de la Incompletitud de 
Giidel que es la respuesta Giideliana al "Entscheidungsproblem" y, en general, a todo el 
programa de Hilbert. Giidel había llegado a la conlusión de que no es posible llevar a 
cabo dicho programa. Para llegar a este importante resultado se da una introdución de 
los enfoques de semántica y siniáxis y a la lógica de primer orden. Se hace un 
planteamiento más detallado del programa de Hilbert, cómo Giidel aborda dicho 
programa, así cómo la argumentación de su tecirema. Durante el desarrollo del 
planteamiento de Giidel una vez más se dejan ver cómo los conceptos de 
computabilidad y recursividad son inherentes a dichcl'planteamiento, la computabilidad 
en su famosa enumeracion de Giidel, el reflejo de s'ús 'proposiciones metamatemáticas 
en la aritmética y la recursividad en la misma definición de su modelo, es decir la 
aritmetización definida en términos recursivos. · 
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Capítulo 1: Introducción a la Computabilidad y a la lógica 

1.- INTRODUCCION A LA COMPUTABILIDAD Y A LA LOGICA 

1.1 LOGICA Y TEORIA DE CONJUNTOS 

La lógica surge como un intento de formalizar los procesos "inteligentes" del 
razonamiento. Siempre se ha dicho que la capacidad humana de razonar es lo que 
distingue al hombre de otras especies; resulta entonces un tanto paradójico, a primera 
vista, mecanizar el razonamiento que es lo más humano que tenemos. Los antiguos 
griegos ya planteaban al razonamiento como un proceso sujeto a esquemas, y que en 
parte está gobernado por leyes perfectamente formulables. Aristóteles codificó los 
silogismos y Euclides codificó la geometría; convirtiéndose entonces en los precursores 
de la deducción formal y el análisis matemático, áreas de estudio que conforman el 
complicado desarrollo de la Ciencia Matemática. Durante mucho tiempo estas dos 
corrientes se desarrollaron por separado, (desde los griegos hasta aproximadamente el 
año 1600 y 1700), reconciliandose en la época de Newton y Leibnitz cuando se dio la 
invención del cálculo. Cabe señalar que el desarrollo de la lógica no fue sostenido y 
desde la época griega no se realizaron más estudios, por lo que tuvieron que pasar 
muchos siglos para que pudiera registrarse un avance en el estudio del razonamiento 
axiomático. 

Fue hasta el siglo XIX cuando los lógicos ingleses George Boole y Augustus De 
Margan intentaron dar forma final y definitiva a lo que ahora se tiene como la 
deducción formal y sometieron los esquemas estrictamente deductivos de razonamiento 
a una codificación que deja muy atrás la codificación aristotélica.! A partir de esta 
fecha filósofos y matemáticos han contribuido con el fin de resolver problemas 
fundamentales que interrelacionan la matemática y la lógica. En la figura 1.1 se intenta 
mostrar una síntesis cronológica de las aportaciones que dieron los principales 
matemáticos para el desarrollo de los pilares de la lógica y la matemática. 

1 Aristóteles ya había realiza.do rtglns explícitas de deducción, pi.!ro las empezó a hacer en lengua natural. Boolc qui.!ria ulgo más 
poderoso y desarrolló un sistema puramente simbólico. 
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Lógica 

Boole 
Margan 
Frege 
Pe ano 

Cálculo de Predicados 

Russell 
Whitehead 

Hilbert 

!Programa de Hilbert 

Matemálicas= 
Lóglca~Teoría de Conjuntos 

Liiwelnheim 
Skolem 

Church 
Funciones Recursivas 

Turlng 

Máquina de Turlng 

1850 

1680 

1900 

1915 

1930 

1936 

Teoría de la Computación 

Bolzano 

Dedeking 

Canlor 

Teorla de Conjuntos 

argumento de la diagonal 
conjunlos conlables y 
no conlables 

Figura 1.1 Sf/llesis Cro110/ógica de los aportes en desarrollo de la 

Lógica y la Teorfa de Co11ju111os. 

Por un lado, Gottlob Frege en Jena y Giuseppe Peano en Turín se dieron a la 
tarea de combinar el razonamiento formal con el estudio de conjuntos y números. En 
Gottingen, David Hilbert elaboró formalizaciones de geometría más estrictas que las de 
Euclides. Por otro lado, en el desarrollo del análisis matemático, surgieron 
controversias sobre el significado de los conceptos de derivada e integral de Newton 
porque hablaba de infinitesimales. Sin embargo, Cantor y otros demostraron que para 
llevar a cabo derivadas e integrales de una manera adecuada se deberían considerar 
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conjuntos infinitos de una forma muy precisa. No había forma de evitar el conjunto de 
infinitos. Esto representó el origen de la teoría de conjuntos.2 La importancia de esto 
fue que Cantor llegó a la teoría de conjuntos a partir de un problema de análisis. El no 
trataba de definir los números naturales o planteamientos utilizados en la teoría de 
conjuntos, sino que buscaba el análisis de conjuntos infinitos de números reales. Todo 
esto parecía indicar que con mucha paciencia y suficientes definiciones, cualquier 
campo de las matemáticas era posible definirlo en términos de lógica y teoría de 
conjuntos, pudiendo realizar todas las demostraciones en dichos campos con el cálculo 
de predicados. 

En cuanto a la Teoría de conjuntos Cantor iba a la vanguardia y, de alguna 
manera, fue más allá cuando trató de resolver problemas de análisis; él estaba 
interesado en los conjuntos por los conjuntos mismos y descubrió lo fascinantes que 
eran. Es importante dar al menos dos demostraciones de los resultados de Cantor 
porque los argumentos que usó fueron totalmente revolucionarios y estos se han 
extendido en la totalidad de la lógica desde entonces. De hecho, la mayoría de los 
teoremas pueden ser presentados en uno u otro argumento de Cantor. Al considerar a 
los conjuntos infinitos, Cantor concluyó que unos pocos de estos conjuntos infinitos 
eran similares al conjunto de los números naturales (en su totalidad) en el sentido de 
que los elementos de estos correspondían uno a uno con los números naturales, es decir 
que eran enumerables. Su primer gran descubrimiento fue demostrar que los números 
racionales3 corresponden uno a uno con los números naturales. Esto sorprendió mucho 
a la comunidad pues, como se sabe, los números racionales se pueden poner 
densamente sobre una línea; en otras palabras, entre cualesquiera dos números siempre 
existe un número racional, por lo tanto, era inconcebible que pudieran enumerarse. El 
método de Cantor afirmaba que los números racionales pueden arreglarse como se 
muestra en la figura 2. En el primer renglón se colocan todos las fracciones con 
denominador igual a 1, en el segundo renglón todas las fracciones con denominador 
igual a 2, en el tercero aquellos con igual a 3 y así sucesivamente. Esta tabla se puede 
construir con todos los números racionales. Enseguida se enumeran comenzando en el 
extremo superior izquierdo y se zig-zagea, para obtener la secuencia: 
1 2 1 1 2 3 4 3 
T,T,2,3,2,¡,T,1'1···· 

2A partir del enlace implícito que se da entre el análisis y Ja lógica surge !n Teoría de Conjuntos y con ella la inquietud de 
axiomatizar y ordenar estos conccplos. FNge .fue el primero en aportar lllementos paro esto, y su trabajo influiría .en todos los. 
esfuerzos posteriores que se encaminaron en est~ senlid.o. Russe~I fue uno de los. matemñt~c<!s q~e estaba profundam'ente interesado 
en el trabajo de Frege y a partir de esta. inquict~d se dcdic_ó a lns propo~~cion~_s que .~':1 :~~temii_t~cos fueran .realmente lógicas. 
Russell demostró que las. ma~i:mátic~s. ern~J.a_ l_~gi.c~· y).~ 1i:_o!í~ .. ~~ .. c?pjunt~s · · · · - · · -- · 

·-·;.-,:·!--'".- . -

3 1.os números racionales son rrncciones m donde,~ y q son núm~~. """~;~~· ianq=o 
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t..-? t 

i:·· 
2' 

j¿':: 
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figura 2. Enumeración de los números racionales. 

Mediante este método no se deja fuera ningún número racional y a cualquiera de 
estos puede asignarse un número natural que denota el lugar del número racional en la 
lista. 

1, 2, 3, 4, 5, 6, .. . ) 

El segundo descubrimiento, para sorpresa de muchos, fue que los números 
reales no cumplían con esto, después de ver el extraordinario hecho de que un conjunto 
tan denso sobre una línea como los racionales se pudiera contar, se podría esperar que 
cualquier conjunto infinito pudiera contarse también. 

Los números reales corresponden a los puntos de una línea (todos los puntos de 
una línea forman un continuo) y pueden expresarse mediante expansiones de decimales 
infinitos y en general la expansión decimal tiende a ser infinita (por ejemplo J2 es un 
decimal infinito; y no hay una representación finita para él). Para demostrar que los 
números reales no son contables, se puede hacer por reductio ad absurdum. Supóngase 
que el resultado que se trata de establecer es falso, es decir, que el conjunto de los 
números reales es contable. Luego entonces los números reales entre el O y el 1 serian 
ciertamente contables, y se generaría una lista que relacionara a cada número de los 
reales con los números naturales por parejas: 
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Números Números Reales 

Naturales 

<::> 0.10357627183 ... 

2 <::> 0.14329806115 ... 

3 <::> 0.02166095213 ... 

4 <::> o .43005357779 ... 

5 <::> 0.92550489101... 

6 <::> 0.59210343297 ... 

7 <::> 0.63667910457 ... 

8 <::> 0.87050074193 ... 

9 <::> 0.04311737804 ... 

10 <::> o. 78635081150 ... 

11 <::> 0.40916738891... 

Para Ja lista de los números reales que se presenta, se han marcado los dígitos 
de la diagonal en "negritas": 1,4, l ,0,0,3,1,4,8,5, 1,. ... Esta diagonal persigue construir 
un número real (entre el O y el 1) cuyo decimal de expansión (después del punto 
decimal) difiera de estos dígitos en cada lugar que le corresponda. Por definición 
vamos a decir que el dígito será 1 cuando el dígito de la diagonal sea diferente de 1, y 
2 cuando el dígito de la diagonal sea igual a 1. 

Luego entonces, en este caso el número real que nos dará es: 0.21211121112. 
Este número real no puede aparecer en la lista debido a que difiere del primer número 
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en el primer lugar del decimal (después del punto decimal), del segundo número del 
segundo lugar después del punto decimal, del tercero en el tercer lugar. y así 
sucesivamente. 

Esta es una contradicción porque se supone que la lista contiene a todos los 
números reales entre el O y el l. Por reducción al absurdo se ha demostrado entonces, 
en pocas palabras, que no existe correspondencia uno a uno entre los números reales y 
los números naturales, por lo que se ha descubierto un conjunto infinito no contable. 

Pero la idea no iba a quedar ahí, y el mismo Cantor, haría un gran desarrollo de 
este argumento: describió brevemente que tomando cualquier conjunto S no se le puede 
poner en correspondencia uno a uno con el conjunto de todos sus subconjuntos, esto es, 

el conjunto { T: T !;;;; S}. Este argumento es en realidad el mismo que el anterior, pero lo 
demuestra desde un punto de vista diferente. Hizo lo que llamaremos superficialmente 
una lista de miembros de S. Es posible que sea un conjunto que no se puede listar, pero 
solo imagine que de alguna manera se trata de empatar a los miembros S con los 

subconjuntos de S, y sea T, el subconjunto que se hizo corresponder con el miembro de 
S. Inmediatamente después Cantor construye un subconjunto U que no está en la lista, 
que consiste de miembros s que están empatados con un subconjunto al que no 
pertenecen. Se pueden hacer diferentes subconjuntos U a partir de cualquier 

subconjunto T, ya que 1; o bien tiene una s o no la tiene. De cualquiera forma hacemos 

a U diferente de T, con respecto al elemento s. Si s está dentro de T,, se deja a s fuera 

de U; si no está dentro de T, lo ponemos dentro de U. Por lo tanto, hay más 
subconjuntos de S que pueden estar relacionados uno a uno con los elementos de S; 
cualquier relación que se haga omite al conjunto U tal como ya se describió. 

Existe una consecuencia más profunda sobre este argumento. Suponga que S es 
el conjunto de todos los conjuntos del universo. Este argumento parece decir que si se 
comienza con todos los conjuntos del universo y se forman todos sus subconjuntos, 
estos serían más, !pero, no se pueden obtener más conjuntos que todos los conjuntos 
del universo¡. Russell abordó este problema que dejó manifiesto en su célebre paradoja. 

Las clases pueden formularse en dos grupos, las que se contienen a sí 
mismas y las que no. Llamaremos NORMAL a una clase si y sólo si no se 
contiene a sí misma como miemhro. En otro caso es NO NORMAL. 

Admitamos que por definición "N" es el nombre de todas las clases 
normales. Y preguntémonos sí N misma es una clase Normal. Sí N es 
normal, es un miembro de sí misma, pues por definición de "N", N contiene 
todas las clases normales; pero entonces N es también no normal, puesto 
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que, por definición de "NO NORMAL", las clases no normales son las que 
se contienen asf mismas como miembros. 

A la inversa, si N es no normal, entonces es miembro de sf misma, por 
definición de "no normal"; pero es también NORMAL porque pertenece a 
N, que es la clase de todas las clases normales. 

Dicho de otro modo: N es no normal si y sólo si es normal. (ver 
[Newm56]). 

A partir de esta paradoja se comprendió que los conjuntos no pueden ser 
miembros de sí mismos; esta regla tiene por misión evitar la autorreferencia, es decir, 
la definición de algo a partir de sí mismo. Si un conjunto se contiene a sí mismo, 
entonces ¿qué es un conjunto? (El trabajo de Frege y muchos otros estaban llenos de 
autorreferencias por lo que se presentaban diversas paradojas en sus teorías.) 

La autorreferencia era el problema que según Russell y Whitehead no permitía 
llevar a cabo la axiomatización. Es decir, los "Bucles extraños" inmersos en las 
matemáticas eran el enemigo a vencer. Había que "extirparlos" de donde se encontraran 
y plantear esquemas y definiciones que los evitaran. Esta tarea no ha sido tan simple 
como se creía, porque puede ser difícil saber dónde exactamente está ocurriendo una 
autorreferencia. Sin embargo, tanto Russell como Whitehead se dieron a esta tarea en 
su gran obra llamada "Principia Marhemarica" (P.M.) que es un esfuerzo por dejar 
limpios de autorreferencias a la lógica, la teoría de conjuntos y la teoría de números. 

Este objetivo se logró con la Teoría de Tipos, que tenía como idea básica que un 
conjunto de un tipo dado no puede abarcar sino conjuntos de tipo más bajo, además de 
objetos. Dado esto, como cada conjunto pertenece a un tipo específico, es claro que 
ningún conjunto puede contenerse a sí mismo, porque entonces tendría que pertenecer a 
un tipo más alto que su propio tipo. Este enfoque introduce sin duda una jerarquización 
un tanto artificial, que si bien era adecuada para aquellos cuyos intereses no rebasaban 
el campo de la teoría de conjuntos, para los que querían eliminar de una manera 
general las paradojas, los sumergía en una gran inquietud que se resume en dos grandes 
interrogantes:¿Toda la matemática quedaba realmente englobada en los métodos 
diseñados por Russell y Whitehead? y ¿Esos métodos eran coherentes consigo mismos? 
Esto podría ser posible planterlo en una sola pregunta: ¿era absolutamente claro que 
siguiendo los métodos de Russell y Whitehead ningún matemático del mundo podría 
llegar nunca a resultados contradictorios?; esta cuestión particular se venía haciendo 
con el planteamiento del "Entscheidungsproblem" dado por David Hilbert. 
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1.2 COMPUTABILIDAD 

EL "ENTSCHEIDUNGSPROBLEM" DE HILBERT 

A principios de este siglo el distinguido matemático alemán David Hilbert planteó su 
décimo problema que consistía en de encontrar un sistema formal que generara todas 
las oraciones matemáticas verdaderas, y sólo estas. El reto era construir un sistema que 
fuera coherente (a salvo de contradicciones) y completo (que toda proposición válida de 
teoría de números pudiera desarrollarse dentro del armazón de dicho sistema).4 Este 
problema era parte del "programa de Hilbert" y ocupó la cabeza de muchos de los 
mayores matemáticos del mundo durante los primeros treinta años del presente siglo. 

El atractivo de este cuestionamiento era enorme: si por ejemplo el esquema de 
Frege se llevara a cabo por completo y, el método pudiera determinar la verdad o 
falsedad de cualquier oración en lógica formal, entonces el método podría también 
determinar Ja verdad o Ja falsedad de cualquier oración matemática sin importar qué tan 
complejo fuera. Y, por otro lado, si existía una respuesta afirmativa al programa de 
Hilbert, podrían reducirse las matemáticas a cálculos mecánicos. Estas grandes 
espectativas mantenian a mucho matemáticos trabajando; de hecho, grandes desarrollos 
de la lógica, computación y matemáticas Je deben mucho al programa de Hilbert, ya 
que al intentar los problemas que este planteaba surgieron grandes conceptos 
matemáticos. Uno de ellos es el teorema de Géidel que es considerado uno de los más 
grandes descubrimientos de Ja Lógica. 

EL TEOREMA DE GODEL. 

En 1931 apareció en una revista científica alemana un artículo 
extraordinariamente difícil y brillante titulado "Über formal unentscheidbare Sarze der 
Principia Marhemarica und venvandrer Sysreme" 5 ("Sobre proposiciones formalmente 
indecibles de 'Principia Mathematica' y sistemas análogos"). El autor del artículo era 
Kurt Géidel, un joven matemático de 25 años de Ja Universidad de Viena, miembro en 
ese entonces del Advanced Study de Princeton. En este artículo se encontraba el 
Teorema de Géidel en el que se mostraba que estaba injustificado el supuesto implícito 
en el programa de Hilbert6 • 

4EI problema fue propueslo por primera vez en fonna pnrcinl i:n el Congn:so lntemocional de Mnti:1mhicos realizado en Pnris y de 
una forma formol y completa en el CongNso de Bol?nia en 1928. 

SPublicado en 1931 en Monatslreflefi1r Mat/lematlk 1111d Pllyslk. 

6e¡ supuesto de que podría existir alg11o m~todo pnra dislinguir oraciones verdaderas y fnlsas en 16gicn formal. 
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Godel probó que cualquier sistema consistente de lógica formal lo bastante 
poderosa para formular oraciones en la teoría de números, puede incluir oraciones 
verdaderas pero no pueden ser demostradas, porque los sistemas axiomáticos 
consistentes tales como los realizados por Russell y Whithead no pueden abarcar todas 
las oraciones de la materia que ellos buscan formalizar; tales sistemas se dicen que son 
incompletos. 

A Giidel se le ocurrió la idea de utilizar el razonamiento matemático para 
explorar el pensamiento matemático. Esa idea de hacer de las matemáticas 
una disciplina "introspectiva" resultó ser enormemente dinámica, y la más 
fecunda de sus implicaciones es una que él mismo encontró: el Teorema de 
la Incompletitud. Qué propone este teorema y cómo lo demuestra son dos 
cosas distintas. Podemos comparar el Teorema con una perla y el método de 
demostración con una ostra. La perla es estimada por su tersura y su 
sencillez; la ostra es un ser vivo y complejo de cuyas tripas brota esa gema 
misteriosamente simple. 

El Teorema de Güdel aparece en la Proposición VI de un artículo suyo . 
"Sobre proposiciones formalmente indecibles y sistemas análogos, y dice 
así: A cada clase k w-consistente y recursiva de fórmulas corresponden 
signos de clase r recursivos, de tal modo que ni v Gen r ni Neg ( v Gen r) 
pertenecen a Flg (k) (donde ves la variable libre de r). Lo cual significa que 
toda formulación axiomática de teoría de los números incluye proposiciones 
indecibles. 

Tal es la perla. 

En esta perla es difícil ver una autorreferencia. Ello se debe a que tal, está 
sepultada en la ostra, o sea en la demostración. La demostración del 
Teorema de la Incompletitud de Güdel está trabada con la escritura de una 
proposición matemática auto-referencial, de la misma manera que la 
paradoja de Epiménides es una proposición lingüística auto-referencial 
("Todos los cretenses son mentirosos", Epiménides era cretense). Pero 
servirse del lenguaje para hablar acerca del lenguaje es cosa simple, 
mientras que no es nada fácil ver cómo una proposición relativa a números 
puede hablar acerca de sí misma. Hizo falta un genio para esto tan simple: 
conectar la idea de las proposiciones autorreferenciables con la teoría de los 
números. En el momento en que Géidel tuvo la intuición de que esa 
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proposición podía crearse, dejó ya atrás el principal de los obstáculos. La 
hechura misma de la proposición no fue sino la elaboración de su espléndido 
chispazo intuitivo.(ver [Hofs79]). 

Es preciso, en primer lugar, que quede absolutamente claro en dónde está la 
dificultad. Las proposiciones matemáticas -limitémonos a la teoría de números- se 
refieren a las propiedades de los números enteros. Los números enteros no son 
proposiciones, ni tampoco lo son sus propiedades. Una proposición de teoría de 
números no habla acerca de una proposición de teoría de los números; es sólo una 
proposición de teoría de los números. Este es el problema; pero Giidel se dio cuenta 
que algo "bullía" por dentro. 

Giidel intuyó que una proposición de teoría de números podía hablar acerca de 
una proposición de una teoría de números (inclusive, quizá, acerca de sí misma) a 
condición, simplemente, de hacer que los números cumplieran las funciones de las 
proposiciones. Dicho de otro modo, en la médula de su construcción está la idea del 
código. En el código de Giidel, llamado por lo común "numeración de Giidel", se hace 
que los números cumplan las funciones de símbolos y de secuencias de símbolos. De 
esa manera, siendo una secuencia de símbolos especializados, cada proposición de 
teoría de los números adquiere un "número de Giidel", al cual uno puede referirse. Este 
recurso de codificación permite que las proposiciones de la teoría de los números se 
entiendan en dos niveles distintos: como teoría de los números y como p1·oposiciones 
acerca de proposiciones de teoría de los números. 

Una vez con este esquema de codificación, Giidel tuvo que elaborar 
detalladamente una manera de transportar la paradoja de Epiménides a un formalismo 
de teoría de los números. Su transplante final de la paradoja de Epiménides no decía 
"Esta proposición de teoría de los números es falsa", sino que "Esta proposición de 
Teoría de los números no tiene demostración". De aquí pueden originarse no pocas 
confusiones a causa de que la gente no entiende en general el concepto de 
"demostración" sino en forma bastante vaga. De hecho la obra de Giidel se inscribe 
como episodio del largo esfuerzo de los matemáticos por explicarse a si mismos qué 
cosa son las demostraciones. 7 

Dicho sea de paso, esta aseveración de Giidel no es el teorema de Giidel, tal 
como la aseveración de Epiménides no es la aseveración de que "la observación de 
Epiménides es una paradoja". Ahora podemos precisar cuál es el efecto del 
descubrimiento de Giidel. Mientras que la aseveración de Epiménides crea una 

?El hecho importante que hny que tener en cuenta es que las dcmostrnciones son pruebas denlro de sisumas fijos de 
proposiciones. En el caso de In obra de Güdel, el sistema de rnzonnmienlo teórico-num'5rico a que se refiere la palabra 
"demostración" es el de los Principia Marhematica., gron obrn dll Bel1rond Russell y Alfn:d Nonh Whitehend, publicada entre 
1910 y 1913. Por lo tanto 111 asevcrnción O de Güdcl deberín escribirse mós ndecuudumentc usí: Esln aseveración de ll:oría de Jos 
números no tiene ninguna demostración en el sistema de Jos Pl'illcipia Mathematir:a. 
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paradoja, puesto que no es verdadera ni falsa, la aseveración G :de:'.Gffdel no es 
demostrable dentro de Jos Principia .Marhemarica (P.M.), pero es verdádéra; ¿Y cuál 
es la conclusión de todo esto? la conclusión es: ;~,:?:;~;;: ' 

.·, ··.' 

el sistema de los Principia Mathemarica es "incompl~to"; '' hay propos1c1ones 
verdaderas de teoría de los números para cuya demostraCión :resulta demasiado débil 
el método de Jos P.M. 

Los Principia Marhemárica fueron la primera víctima de este golpe pero 
ciertamente no la única. Las palabras "y sistemas afines" que se leen en el título del 
trabajo de Giidel son muy elocuentes: en efecto, si Giidel se hubiera limitado a señalar 
un defecto en la obra de Russell y Whitehead, no habrían faltado otros matemáticos 
dispuestos a mejorar el sistema de los P.M. y sobreponerse al Teorema de Giidel. Pero 
esto no era posible: Ja demostración de Giidel se aplicaba a cualquier sistema 
axiomático cuyo propósito fuera lograr las metas que Whitehead y Russell se habían 
fijado. Un solo sistema básico bastaba para hacerse cargo de cada uno de estos 
sistemas. En suma, Jo que Giidel demostró fue que Ja demostrabilidad es un concepto 
más endeble que Ja verdad, independientemente del sistema axiomático de que se trate. 

De esta forma, el teorema central demostrado por Giidel destruía prejuicios muy 
arraigados acerca del método matemático y terminaba con las grandes esperanzas 
suscitadas por decenios de investigación acerca de Jos fundamentos de la matemática. 
Giidel mostraba que el método axiomático, explotado por matemáticos con creciente 
poder y rigor desde Jos días de Euclides, tiene ciertas limitaciones inherentes cuando se 
aplica a sistemas lo suficier.temente complejos: de hecho cuando se aplica a sistemas 
relativamente tan senciJlos como Ja aritmética corriente de Jos números cardinales. 

También demostró que es imposible mostrar Ja consistencia interna (no­
contrariedad) de tales sistemas, si no es mediante el uso de principios de inferencia tan 
complejos que su consistencia interna es tan susceptible de duda como la de los 
sistemas mismos. 

El trabajo de Giidel puso fin al programa de Hilbert. No puede existir un 
método para decidir cuando algunas oraciones arbitrarias en matemáticas son falsas o 
verdaderas. Si existiera el método podría constituir la demostración de todas las 
oraciones verdaderas, y Giidel ha demostrado que tal prueba es imposible con un 
sistema axiomático consistente. En este contexto continúa una simple pregunta análoga 
a la de Hilbert que no ha sido resuelta: ¿Existe un método en donde todos las probables 
oraciones en matemáticas puedan ser demostradas a partir de un conjunto de axiomas 
lógicos?. 
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Pero el artículo de GOdel no era, de todos modos, sólo relevante en lo negativo. 
Introducía en la fundamentación de la matemática una nueva técnica de análisis que es 
comparable en fecundidad al poder del método algebráico introducido por Descartes en 
el estudio de la geometría. El método dado por Giidel sugirió e inició nuevos problemas 
y ramas de la investigación lógico-matemática. Provocó una apreciación crítica, aún no 
completa, de filosofías muy difundidas del conocimiento en general, y de las filosofías 
de las matemáticas en particular. 

Otro de los frutos de "Entscheidungsproblem" consistió en dar origen a otra de 
las formas para expresar una de las ideas más fecundas de las matemáticas: La 
Computabilidad. Esta forma es conocida como las Funciones de Church. 

EL CALCULO LAMBDA DE CHURCH 

Un año después de que Giidel hiciera su demostración, Alonzo Church de la 
Universidad de Princeton, desarrolló un lenguaje consistente formal llamado el cálculo 
lambdaª (A.). Este es útil para razonar acerca de las funciones matemáticas, tal como la 
raíz cuadrada, las logarítmicas y cualquier función más compleja que pueda ser 
definida. 

El argumentaba que si una función matemática puede ser computada, es decir, 
que ésta pueda ser evaluada para cualquier número en el dominio de definición, 
entonces la función puede ser definida en el cálculo lambda. El trabajo de Church 
demostró que si existiera algo parecido a una función matemática que se pudiera 
expresar en el cálculo lambda y que no fuera computable, no habría ningun método 
para determinar si una expresión matemática se pudiera demostrar, ya no digamos 
determinar si tal expresión era verdadera o no. 

La última hipótesis sobreviviente del programa de Hilbert sería descartada en 
abril de 1936; Church publicó una fórmula lógica que no es computable en su propio 
sistema. 

Uno de los frutos importantes de estos hallazgos fue el concepto de 
computabilidad el cual nace como una importante idea matemática. (El poder de esta 
idea estriba particularmente en el hecho de). Estipula algunas operaciones aún bien 
definidas en matemáticas no son computables. 

Dado que la computabilidad es un genuino y absoluto concepto matemático, 
después se dieron otras formas de expresar las ideas de computabilidad. Por ejemplo 
Turing trabajó independientemente a Church y también usó la conexión lógica técnica 

Bi-ambién conocido por No1ación Lambda. 
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entre el problema de Hilbert y la idea de una función computable.9 Así, los dos 
partiendo de nociones diferentes de sistemas lógicos llegaron a resutados análogos sobre 
la indecibilidad y universalidad. 10 

LA MAQUINA DE TURING 

Turing fue otro de los grandes matemáticos que estaban muy interesados por el 
problema planteado por Hilbert. Sin embargo, para atacar el problema en una forma 
mucho más directa y concreta que Church, creó un simple pero preciso modelo del 
proceso de la computación, y las máquinas de Turing fueron diseñadas para cumplir esa 
necesidad. Turing definió el concepto de máquina. El dio argumentos para sugerir que 
cualquier computación que una persona pudiera hacer podría ser realizada por una 
máquina. Analizó todos los pasos que una persona hace cuando hace cálculos 
(computaciones): escribir cosas, buscar bloques de símbolos, hacer notas, regresar a 
cosas que se hicieron antes, hacer listas, etc, y planeó un tipo de máquina que pudiera 
hacer todo este tipo de operaciones de una forma muy simple. La máquina sólo 
necesitaba ser capaz de colocarse en cuadros sobre una cinta e identificar los símbolos 
que hay en los cuadros; moviéndose un cuadro hacia la izquierda o derecha se podía 
cambiar de símbolo. Esta máquina tiene un programa que decide qué hacer si se 
encuentra con cierto símbolo, y es un programa que tiene un final. 

El concepto que da la máquina de Turing coincide con el concepto de G6del el 
cual estaba definido en términos del lenguaje de la aritmética. De la misma forma el 
concepto de Church también había definido a las funciones computables por un método 
diferente. Los tres llegaron al mismo concepto. El resultado es que el vago concepto de 
computabilidad tuviera una definición tan precisa. Por primera vez se podía probar qué 
cosas no tienen solución. 

¿Qué significa tener un algorítmo o una manera de resolver un problema? 

Por ejemplo, se sabe que el algorftmo para resolver ecuaciones cuadráticas está dado a 

traves de: 

La ecuación ax' + bx +e= O tiene soluciones 

9como veremos mds tarde, los funciones computables son cquivnfontes o las funciones recursivas y nbncus. 

lORcsultndos que pronto mostrnron que sus si~temns eran equivalentes 
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-b±-Jb2 -4ac 
x=------

2a 

Si se sustituyen Jos números a,b,c la respuesta se da mecánicamente. 

Se puede tener una máquina para hacer este trabajo y esta máquina podría 
resolver infinitamente las ecuaciones cuadráticas, todas en forma mecánica. 

Sin embargo, hay problemas para Jos cuales no se conoce ninguna solución 
mecánica. Obviamente no se cuenta con un método para decir cuando una oración de 
matemáticas es verdadera o falsa. 

El problema de Hilbert que abordó Turing (El Emscheid1111gsprob/em) iba más allá de 
cualquier formulación Matemática en términos de sistemas axiomáticos. La cuestión 
era: 

¿Hay algún procedimiento mecánico general que pudiera, en principio, resolver todos 
los problemas de matemáticas (de una clase adecuadamente bien definida) uno 
después de otro?t 1 

Turing llegaría a resolver esta cuestión, haciendo una brillante conexión entre la 
idea de una función computable y los resultados de un trabajo matemático realizado por 
el alemán George Cantor hace unos cincuenta años . 

Como se sabe, Cantor argumentaba que aunque no existe un número tan grande, 
cualquier conjunto infinito de objetos que pueda ser contado o relacionado con números 
enteros positivos, es un conjunto que tiene el mismo tamaño que el conjunto de los 
números enteros. Debido a que cualquier máquina de Turing se puede expresar como 
una cadena de caracteres de longitud finita, todas las posibles máquinas de Turing y, 
con ellas, todas las funciones computables pueden ser listadas en orden numérico o 
alfabético; de manera que también pueden ser relacionadas uno a uno con el conjunto 
antes mencionado. No hay por supuesto, un límite superior fijo del tamaño de la 
máquina de Turing, de forma que no hay un límite en el número de posibles máquinas 
de Turing.12 

11pane de In dificultad de responder esta cuestión fue la de decidir lo que se enhmdía por un "procedimiento mecánico". El 
concepto estnba más allá de las ide:is matemáticas de la época. Pnm entenderlo, Turing trató de imaginar cómo el concepto de 
"máquina" podría ser formalizado, y esla operación In dividió en ténninos elementales. De esta fonna este tipo de cuestiones 
estaban abiertas por primera vez para demostmrlas o para olinnar que nó tiene'1 ~e~ostración, porqud ya se sabía lo que era un 
método mecánico. - - - ' · - -· - · 

12s¡n embargo, el análisis de Cantor mueslra que el conjunlo de tOda~ Ías Pi:>sibles:fúnciories .computables tie.nen el mismo tamaño 
que el de todos los números enteros¡ ambos son llamados conjuntos ~ont~~l_es 6_ e1:aum~r.a.bles. 
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En base a las demostraciones de Cantor sobre Jos conjuntos infinitos que no son 
contables, son más grandes que los conjuntos contables; y suponiendo que las funciones 
son elementos de un conjunto, podemos ver que existen más funciones que números 
enteros. Por lo tanto no todas las funciones son computables. Luego entonces 
demostraba la insolubilidad al problema de Hilbert.13 

13church también dcmoslró que no existía un mélodo mecánico para decidir la verdad ó falsedad en el cálculo de predicados. 
Este fue llamado el teorema de la ind.:cihilidnd parn el cálculo de predicados. Desde entonces se ha encontrado un número de 
resultados no-dccidibles en todas lns matemóticas. 
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Capítulo 11. Máquinas de Turing 

11. MAQUINAS DE TURING 

2.1. LA MAQUINA DE TURING 

La formulación del co11cepto de algoritmo general data desde Euclides. Tratando 
de hacer precisiones se han dado varias descripciones alternativas de este concepto, todas 
en la década de los treinta. La más directa y persuasiva, también la históricamente más 
importante, es mediante el concepto de la Máquina de Turing. (M.T.). Este modelo 
matemático fue introducido en 1935 por Alan Turing con el objeto de resolver el problema 
de "Entscheidungsproblem" propuesto por David Hilbert en 1900.1 

Una máquina de Turing consiste de una cinta ilimitada y control de estados finito. 
La cinta almacena los datos, un alfabeto. La máquina tiene un conjunto pequeño de 
operaciones propias: leer, escribir, e interpretar operaciones sobre la cinta. La operación 
de lectura no es una operación de datos, pero provee de ramas condicionales para un 
estado de control en función del dato que está debajo de la cabeza lectora (ver figura 2.1). 

Como se sabe, este modelo contiene la esencia de todas las computadoras en 
términos de lo que ellas pueden hacer, aunque otras computadoras con diferentes 
memorias y operaciones pueden llevar a cabo los mismos cálculos con diferentes 
requerimientos de espacio y tiempo. 

Modelo Físico 

• b .. • g 

Control 

Figura 2.1. Modelo de la Máquina de Turing. 

Un movimiento de la Máquina de Turing depende del símbolo que se encontró en 
la cinta y el estado de control. Las operaciones básicas que realiza son: 

1. Cambia de estado. 
2. Imprime un símbolo sobre la celda localizada, remplazando lo que está escrito en 

la celda. 
3. Mueve su cabeza de lectura de izquierda a derecha sobre la celda. 

111ilbcrt preguntaba nada menos que sobre In existencia de un procedimiento algorítmico general que resolviera cuestiones 
matemáticas o. en olrns pnlnbrns, por unn respuesta n la cuestión de cuándo tal proccdimknl~ podría en principio existir o no. 
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Modelo Matemático 

Formalmente una Máquina de Turing se denota por una· héptupla, (ver [Hopc79]) 

M= (Q,~,r,o,q.,B,F). Donde: 

Q:es el conjunto finito de estados. 
~:es el conjunto de los símbolo de entrada (un subconjunto de r, que no incluye B), 
r: es el conjunto de símbolos disponibles en la cinta. 

o : es la próxima función de movimiento, un mapeo de Q x r a Q x r x { L, R} (o puede 
estar indefinido para algunos argumentos.) 

%: es el estado inicial de Q. 
B: es un símbolo de r , es el blanco. 
F !'.:;;; Q es el conjunto de estados finales. 

Así pues, uno puede definir máquinas de Turing que ejecuten aritmética o simples 
operaciones lógicas; máquinas que ejecuten tareas complicadas de naturaleza algorítmica. 
Una máquina de este tipo puede ejecutar cualquier operación mecánica. Matemáticamente 
definiríamos a una operación mecánica como un evento que puede llevar a cabo tal tipo de 
máquinas, en términos como: algoritmo, computabilidad, recursividad. 

De esta manera un procedimiento claro y mecánico, podrá ser ejecutado por una 
máquina de Turing.2 

¿Se podría seguir con la interrogante de cuándo el concepto de 
una máquina de Turing i11co1pora rea/111e11te operaciones lógicas 
o matemáticas que se pudieran considerar como mecánicas? 

Turing creyó necesario incluir un apreciable detalle, fortalecía su argumento 
encontrando soportes adicionales en el hecho de que (un poco antes y de manera 
independiente) el lógico americano Alonzo Church (con ayuda de S. C. Kleene) habia 
creado un esquema -el cálculo lambda- que también ayudaba a resolver el 
"Entscheidungsproblem" de Hilbert. Aunque éste era mucho menos obvio que el esquema 
mecánico completamente comprensible de Turing, tenía la ventaja de tener la economía 
que brinda la estructura matemática. De manera independiente hubo otras propuestas para 
resolver el problema de Hilbert; particularmente la del lógico Polaco-Norteamericano Emil 
Post que las presentó un poco después de Turing, pero con ideas más afines a él que a 
Church. 

Poco después se encontró que todos estos esquemas eran completamente 
equivalentes. Esto aportaba mucha fortaleza al punto de vista que después sería conocido 

2un procedimiento clnro y mecánico es aquel que puede ser descrito sin nmbigOcdades en sus mfnimas partes. donde las 
mlnimns partes, es el tnmnílo de In descripción que se puede ejecutar. 
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como la Tesis de Church-Turing y que consistía en el concepto de la máquina de Turing y 
la definición matemática del significado de un procedimiento (efectivo, recursivo o 
mecánico) algorítmico. 

Los números que pueden generarse mediante una máquina de Turing son 
llamados computables (Turing 1937). Aquellos que no se pueden producir (la vasta 
mayoría) son llamados no computables. Esto tiene relevancia en relación a la cuestión de 
cuándo un objeto fisico (por ejemplo un cerebro humano) puede, de acuerdo a nuestras 
teorías fisicas, ser descrito adecuadamente en términos de estructuras matemáticas 
computables. 

Se pueden tener máquinas de Turing las cuales operen directamente sobre 
fórmulas matemáticas tales como expresiones algebráicas o trigonométricas, o las cuales 
lleven a cabo manipulaciones formales de cálculo. Todo lo que se necesita es precisar de 
alguna forma la codificación de la secuencia de ceros y unos, de todos los símbolos que 
estén involucrados, y entonces se puede aplicar el concepto de una máquina de Turing. 
Esto, después de todo era lo que Turing tenía en mente al atacar el 
"Entscheidungsproblem", enfocado a encontrar un procedimiento algorítmico que diera 
respuesta a cuestiones matemáticas de naturaleza general. 

MAQUINA UNIVERSAL DE TURING 

La idea básica de una máquina universal de Turing es codificar la lista de instrucciones de 
una máquina de Turing T con O's y l 's para poder ser representado en la cinta. Esta cinta 
se usa como la parte inicial de la entrada de alguna máquina particular de Turing U -
llamada una máquina universal de Turing- la cual actúa sobre el resto de la entrada, de la 
misma forma en que una máquina de Turing T lo haría. La parte inicial de la cinta le da a 
la máquina universal de Turing la información completa que necesita para imitar a 
cualquier máquina T exactamente. De esta forma la máquina de Turing es una 
generalización de todas las máquinas T de Turing. 

Todas las computadoras modernas son en efecto, máquinas universales de 
Turing. Esto no significa que el diseño lógico de tales computadoras necesariamente 
adopte de una manera estrecha el tipo de descripción de una máquina universal de Turing 
dada. El punto es que simplemente supliendo cualquier máquina universal de Turing 
mediante el programa apropiado (la parte inicial de la cinta), se puede imitar el 
comportamiento de ésta o cualquier máquina de Turing. 

2.2. COMPUTABILIDAD Y MAQUINAS DE TURING 

Turing llegó a conceptos tales como algoritmo, computabilidad, recursividad al intentar 
solucionar el problema de Hilbert. Como se sabe Hilbert en su problema cuestionaba si 
había algún procedimiento mecánico que pudiera responder a todos los problemas 
matemáticos, tan extensos como se quisieran. 

La forma en cómo Turing planteó una respuesta a dicha cuestión fue en términos 
de resolver el problema de decidir cuándo la n-ésima máquina de Turing podría pararse o 
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no cuando actuaba sobre el número m. Este problema 'se conoce como el problema de la 
detención ("Halting problem"). Es fácil construir una lista de instrucciones para las cuales 
la máquina no se detiene para cualquier número m. También existen muchas listas de 
instrucciones para las cuales la máquina siempre se detiene, cualquiera que sea el número 
dado; y algunas máquinas podían parar para algunos números pero para otros no. Se 
podría decir que un algoritmo no es de gran utilidad cuando éste "corre" siempre sin 
pararse. De hecho no es un algoritmo realmente, siendo lo importante la capacidad de 

saber, cuando t. aplicado a 111 dará una respuesta o no. 

Sería de una grandísima importancia para las matemáticas el ser capaces de saber 
cuando una máquina se detiene. Por ejemplo, cuando se está procesando la siguiente 
ecuación. 

Esta ecuación en particular es uno de los famosos problemas en matemáticas a los 
que no se les había encontrado solución4 (quizás el más famoso de todos). El problema es 
el siguiente: ¿existe algún conjunto de números w,x,y,z para los cuales la ecuación se 
satisface?. La famosa aseveración conocida como "El último teorema de Fermat", hecha 
por Pierre Fermat (1601- 1665); a la cual él dijo haber encontrado la demostración de que 
la ecuación nunca se satisface, pero que no escribió por que el margen del libro era muy 
estrecho para contenerla. 

Es claro que dado un cuádruple de números (w,x,y,z) sea de interés para la 
computación decidir cuando la ecuación se cumple o no. Entonces se podría imaginar un 
algoritmo por computadora el cual corra a través de todas las combinaciones de 
cuádruples de números uno después de otro, y se detenga solamente cuando la ecuación se 
satisfaga. Si se establece que este algoritmo termina o que no terminará, entonces se 
tendrá la prueba de la aseveración de Fermat. l 

De una manera muy similar es posible establecer muchos problemas matemáticos 
sin solución en términos del problema de que pueda detenerse una máquina de Turing. 

31.n razón por In que se escribió '.t+l' • 'w+3', 'y+l'.'z+l', en lugar que la fonna más familiar 

(xw + yw = zw;.t',y,z >O, w > 2) de Ja nsc\'eración de Fcnnat, es que con ello se pcnniten considi.:rar a todos los números enteros para 
x, w, etc., empcznndo desde cero. 

4La demostración del Ultimo Teorema de Fennnt se ticabn de hacer a mediados de 1993 dich11 demostración Ja logró relizar 
el matemático inglés Andrew \Viles. Vale la pcnn mencionar que los. nmyoNs genios lo hnhinn intentado sin exito y eJ teorema tuvo que 
esperar más de! tres siglos para que por fin se pudiera csi.Tibir QED (Quod Ernt Demonstnmdum) 

5sabemos que hay fomu1s de codificar conju111os finitos de números en una fonna computable, sobre la cinta. es decir, 
simplemente como números, de lal manera que se pueda "correr a trn\'1.'s de ellos" todos los cuádn1ples siguiendo precisamente el orden 
natural de los números. 
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Surge una pregunta natural: ¿Cómo saber cuándo puede detenerse o no cualquier 
máquina de Turing en particular (con una entrada suficientemente especificada)? Para 
muchas máquinas de Turing esta cuestión podría no ser tan dificil de responder, aunque 
ocasionalmente como se vio con anterioridad, la respuesta podría involucrar la solución de 
un gran problema matemático. De la misma forma se podría cuestionar: ¿hay 
procedimientos algorítmicos para responder cualquier problema en general? - El problema 
de la detención- de una forma completamente automática, Turing mostró que no la hay. 

Su argumento fue esencialmente el siguiente. Primero se supone lo contrario, es 
decir que tal algoritmo existe, entonces debe existir una máquina de Turing H la cual 
"sabe" cuándo se detiene o no la n-ésima máquina de Turing, cuando actúa sobre un 
número 111. Digamos que la salida de la cinta sea un O cuando no se detiene y un 1 cuando 
sí lo hace. Si se imagina un arreglo infinito, el cual lista todas las salidas de todas las 
posibles máquinas de Turing que actúan sobre todas las diferentes entradas, el n-ésimo 
renglón del arreglo despliega la salida de la n-ésima máquina de Turing, cuando se aplica a 
varias entradas: O, !, 2, 3, 4, 5, 6 ... : 

111 ~ o 2 3 4 5 6 7 8 

11 

_¡, 

o ffi ffi ffi ffi ffi E9 ffi E9 ffi 

o o o o o o o o o 
2 1 1 1 1 

3 o 2 o 2 o 2 .o 2 ·O 

4 1 1 1 1 1 ·1 1 ;'.! 1 .. . 
5 o E9 ·º e '.O.': Él>. ·:o . . E9 o 

j:~(:.€BJ; 
•'. 

'4 6 o e 1 ;$ 3;; E9 
u •• ·.:,:.:_- ... _. 

7 o 2 ::3'A~ '.'?: .··,! 6'é: 7' ;,8 

8 ffi ffi ffi r Et>. ffi .Et> :1 
, . 
. • 

197 2 3 5 7 11 13 17 19 23 
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a n-ésima máquina de Turing. 

El símbolo ED se usa para denotar los cálculos indeterminados para la n-ésima máquina de 
Turing. Las ocurrencias de E9 podrían causar dificultades si se tratara de calcular el 
arreglo, ya que no se sabe con seguridad cuando poner un E9 en alguna posición donde 
esos cálculos simplemente corren indefinidamente. 

Sin embargo, se podría proveer un procedimiento de cálculo para generar la 
tabla, si se permite el uso de H, de tal forma que H se active cuando ocurría el E9, pero 
en lugar de eso, se va a usar H para eliminar cualquier E9 reemplazando su ocurrencia por 

O. Esto se logra precediendo la acción de T,, sobre m por el cálculo H(n;m); de forma 

que se permita a T,, actuar sobre m solamente si H(11;111) = 1, es decir solamente si el 

cálculo de T,,(111) da una respuesta, y simplemente escribir O si H(11;111) =O es decir, si 

T,, (m) = E9. Se puede escribir este nuevo procedimiento (es decir la obtención de preceder 

a T,,(111) mediante la acción de H(11;111) ) como: 

T,,(111) x H(11;m) 6 

La tabla quedará ahora de esta manera: 

6 Aqu( se está usando uno convención matemática conn'm aceren del orden de Jns operaciones matemáticas: el ténnino que 
está más a la derecha es el que tcm1ina primero. Téngase en mente que simbólicamente EB x O= O. 

-21-



Capítulo 11.· Máquinas de.Turing 

m ~ o 2 3 4 5 6 7. 8 

11 

.J. 
o o o o o o o o o o 
l o o o o o o o o o 
2 1 1 :' 1 1 l 1 1: 
3 o 2 o 2_ .O '2· o_., 2 o 
4 1 l ¡ ___ 1 d- 1 1 

;·.:·· 
l 1 

5 o o o o o '0.: o o o 
6 o o o 2 o 3 o 4 

7 o 2 3 4 5 6 7 8 

8 o o o o o o l 

Asumiendo que H existe, los renglones de esta tabla están en una secuencia 
computable. Es decir, es una secuencia finita cuyos valores sucesivos pueden ser 
generados por un algoritmo; es decir, existe una máquina de Turing la cual, cuando se 
aplica a los números naturales m = O, 1, 2, 3, 4, 5, ... , genera los números sucesivos de dicha 
secuencia. 

Se pueden hacer notar dos hechos acerca de esta tabla. En primer Jugar, cualquier 
secuencia computable de números naturales puede aparecer algunas veces (quizá muchas) 
a través de los renglones. Esta propiedad también era válida para la tabla original con los 
EEl. Se han agregado simplemente algunos renglones para remplazar las máquinas de 
Turing "dudosas" (es decir las que producen al menos un$). 

En segundo Jugar, el supuesto que se ha hecho de que la máquina de Turing H 
realmente existe, y la tabla ha sido generada de una forma computable (es decir, generada 

por un algoritmo definido), por el procedimiento T,, (m) x H(n;m). Esto es, que existe una 

máquina de Turing Q la cual, cuando procede sobre un par de números (11,111), produce el 

elemento apropiado en la tabla; por esto, se puede codificar /1 y 111 sobre la cinta de Q de 
la misma forma que H lo hizo, y entonces se tiene 

Q(11;111) = T,,(111) X H(11;111). 

Ahora se aplicará una variante de una ingeniosa y poderosa herramienta; "la 
diagonal de George Cantor". Considérese los elementos de la diagonal principal, aquellos 
elementos de un tamaño ligeramente mayor al resto. 
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Estos elementos tienen la secuencia 0,0, 1,2, l,0,3, 7, 1, ... ; a cada uno de los 
términos se le suma 1 Entonces se tiene: 1, 1,2,3,2, 1,4,8,2, .... Esto es claramente un 
procedimiento computable y, dado que la tabla fue generada de una forma computable, 
esto otorga una nueva secuencia computable. En efecto, con la secuencia 1 +Q(n;m), es 
decir. 

l + 1;,(11) X H(11;11) 

(donde la diagonal corresponde a las posiciones en que /11 = n). Como la tabla 
contiene cualquier secuencia computable, la nueva secuencia debe estar en cualquier lugar 
de la tabla; sin embargo esto no se da. La nueva secuencia difiere del primer renglón en el 
primer elemento, del segundo renglón en el segundo elemento, del tercer renglón en el 
tercer elemento, y así sucesivamente. Esto es claramente una contradicción. Esta es la 
condición que establece lo que se ha tratado de probar, y es el hecho de que ¡la máquina 
de Turing H no existe!. Es decir: ¡No existe un algoritmo universal para saber si la 
máquina de Turing se detendrá o no!. 

Otra manera analítica de llegar a esto es el hecho de notar que, sobre el supuesto 
de que H existe, hay alguna máquina de Turing numerada con k, para el algoritmo 

1 + Q(11; m), de forma que 

1 + T,,(11) X H(11;11) = T,,(11). 

Si se sustituye 11 = k en la relación, que significa lo mismo que el proceso de la 
diagonal 
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1 + Jk(k) x H(k;k) = Jk(k) 

Lo cual es una contradicción pues si T¡, (k) se detiene se llega a una relación 
imposible 

l+Jk(k)= T,,(k) 

(Dado que T,,(k) se detiene bajo H(k;k) = 1), 

Por otro lado, si T¡,(k) no se detiene (H(k;k) =O) se tiene una desigualdad 
inconsistente: 

l+O=E9 

La cuestión de cuándo se detiene o no una máquina de Turing en particular es 
una pieza de las matemáticas. (Ya hemos visto que varias interrogantes con significado 
matemático pueden ponerse en términos de la detención de las máquina de Turing). De 
esta manera se muestra que un algoritmo existe, decidiendo la cuestión de la detención de 
las máquinas de Turing. Turing mostró (como Church lo hizo, usando su propio y 
diferente tipo de enfoque) que no hay un algoritmo general para decidir cuestiones 
matemáticas. ¡El Entscheidungsproblem de Hilbert no tiene solución! 

Esto no quiere decir que en cualquier caso individual no se pueda ser capaz de 
decidir la verdad o lo contrario de algunas cuestiones matemáticas en particular; o decidir 
si alguna máquina de Turing pudiera llegar a detenerse o no. Mediante el ingenio, o 
simplemente del sentido común, se podrá ser capaz de decidir si se detiene o no en un caso 
dado. Por ejemplo, si la lista de instrucciones de una máquina de Turing no contiene 
órdenes de detenerse, o contiene sólo órdenes de detenerse, entonces el sólo sentido 
común es suficiente para decir si se detiene o no. Pero no existe un algoritmo que trabaje 
para todas las cuestiones matemáticas o, en otros términos, para todos las máquinas de 
Turing y todos los números sobre los que ellos actúan. 
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111. CALCULO LAMBDA DE CHURCH Y FUNCIONES 
RECURSIVAS 

Este capítulo tiene como objetivo mostrar el enfoque del cálculo lambda de Church y 
cómo la computabilidad esta relacionada con él. 

Para esto, se presentan tres conceptos básicos derivados de los trabajos de 
Church y Turing: 

a) Las Funciones Recursivas (R) 

b) Las Funciones Abacus (A) 

c) Las Funciones Computables o de Turing (7) 

En términos generales, como su nombre lo indica las funciones recursivas se 
definen como las funciones que siguiendo un patrón recursivo1 pueden representar a un 
sistema matemático2, Las funciones nbncus se definen en términos de diagramas de flujo 
Abacus3.Las funciones de Turing tiene como base de construcción el modelo de la 
Máquina de Turing. 

Estos tres conceptos básicos permiten mostrar cómo las funciones del cálculo 
lambda de Church, que son las mismas que las funciones recursivas, pueden representarse 
en términos de procesos computables y, por lo tanto el propio sistema matemático creado 
a través de las funciones recursivas puede también ser computable. 

Es decir, que las funciones recursivas pueden representar a un sistema 
matemático, y a su vez los términos en que se representa el sistema matemático se pueden 
trasladar a los diagramas de. flujo que definen a las funciones Abacus; diagramas que 
pueden ser expresados en términos de la máquina de Turing y, por lo tanto procesados por 
estas4• 

El desarrollo de estos planteamientos está organizado de la siguiente manera: 

Primero, se muestra el cálculo lambda de Church que es el antecedente que define a las 
funciones recursivas, y 

lQue cstnn dcfinidns bñsicnmcnte por.el cñlc.ulo 1nn1bdn Y' l~ rcéúrsividnd. que planteó Church 
·:-.'. ··.<'.'~·~·.·. '.\:·~~< .:,:\?-.·:;~ _·;_:'i.l";_;··;;;:;:;':'.i:-~ :~:.-

2Por sistema mntcmdtico se _cOnsidCro'ni ·n lll1Rrit.l1iétic11 de! lós iiúnieros-nntumlcs o cualquier otro. 
. "' - ·- ~ -: .¡··. ' - ' .. ,.,. . . - . 

flujo Abncus. 3Una función Abacus;~~n p;~f fri~'.q~;.~~·~;1c,Jf~rn ~;~,,,~~~do por un dingrnmn de flujo, conocido como. dingrnmn de 

4Etl o.tras ~~lnb~f 1~ f~;~~¡~:~~~-:~:~~~;·\·n°s:~~~-;~-;~,~ ~\in·:~i;t~~~~~-.c~ 'ténni~os que pueden ser represcntndos por JcngUnjes 
di! progrnninción y proccSndos por ~~mrú1tndñrns.~'.l·: '. , · , · · ' · ' -· 
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Segundo se muestra cómo las funciones recursivas se pueden definir en términos de las 
funeiones Abacus (R ¡;A) y estas, a su vez, en términos de las funciones de Turing 
(A!:;;;;; J'-)S;_,..,, 

En la primera parte se muestra como se representa un sistema matemático en 
términos del cálculo lambda de Church, en este caso se consideran los números enteros no 
negativos 0,1,2,3, ... y algunas operaciones entre ellos. A nivel de ejemplificación, se 
presenta la definición de las operaciones tales como: el incremento de 1 a un número; la 
multiplicación por dos de un número; la suma de dos números; la multiplicación de dos 
números; y la exponenciación. 

En la segunda parte se presenta una definición de las funciones recursivas, 
Abacus y Turing y, a partir de estas definiciones, se muestran las forma en que es posible 
transformar, por un lado, a la fünción recursiva en Abacus y, por el otro, a la función 
Abacus en Turing. 

3.1. EL CALCULO LAMBDA DE CHURCH 

El procedimiento de Church es completamente diferente y distintivamente más abstracto 
que el de Turing. Es importate dar una breve descripción del esquema de Church no 
solamente porque este esquema enfatiza que la computabilidad es una idea matemática, 
sino también porque ilustra el poder de las ideas abstractas en las matemáticas. 

En este esquema se utiliza "universo" de objetos, denotado por: 
a,b,c,d, ... ,z,d ,b' , ... ,z1 ,d' ,b11

, ... ,a' 11
, ••• ,d 111

, ... 

cada uno de los cuales representa una operación matemática o función, y los 
argumentos de estas funciones son argumentos del mismo tipo, es decir, también son 
funciones. A su vez el resultado de una de estas funciones que actúa sobre otra será 
también una función. Hay, dentro de esto, una maravillosa economía de conceptos. 

En el Sistema de Chuch se escribe: 

a=bc6 

Soe hecho estos tres con1:ep-tos son cquivnfontes (R=: A::: T) pues, ndcmds d~ que R~A y A~ T, también Jns funciones 

Turingse pueden definir en ténuinOs.de lns funciones n:cursivns T ¿ ·n. Si s,e ·di:sen ~er comO T~ ~ ·consUltaf (Bo~l89] .. 

' 6 Una notación mdsfümiliaL habc~cLÚ~ •"Sto cómo a=b(c;, pero este parént;sis'.n ~artiCular no es rcnlmente,neCcsruio 

yes mejoromitirl~: .s.i se inc_l~iY~~-'~~~-~01~im~;~~¡~·-~Ü5:'¡1~vari,á n crear fo~~~_ins·~~~lÓ (f(p)){q)-y :{([(~))(q))C;): en ·lugar de (j p)q y 

((JP)q}r rcspe~i~~m·~nte. · 
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que indica que el resultado de la función b que actúa:sobre la función e es la 
función a. 

Para una función f de dos variables p y q, se puede escribir (fp )q que es el 

resultado de la función fp aplicado a q; para una función de tres variables se 

considera: ((Jp)q)r y así sucesivamente. 

El Cálculo lambda de Church está definido·por A.x.[ft]. Se usa la letra griega A. 
{lambda) seguida de una letra que hace las veces de una función de Church y en seguida se 
denota cualquier ocurrencia de la variable x mediante una expresión encerrada entre 
corchetes. 

Entonces: (A.x. [ft])a =fa y A.x.[ft] =f. 

Por ejemplo la función seno definida en términos del cálculo lambda es: 

A.x.[senx]=sen. Y como 

1 3 ... 1 s 
senx=x--x +-x - ... 

6 120 

entonces se puede definir: sen= A.x[x-.!.x3 +-1-x5
- ••• J. 

6 . 120 

Ahora se va a mostrar cómo se definen los enteros no negativos a partir de las 

funciones de Church. Como se acaba de ver A.x.[ft] permite definir funciones de x, 
donde A.x indica la variable que se sustituye en la función que está en términos de x. 
Entonces, para definir funciones en términos de funciones se establece a la función de 

Church como A.f.[f(ft)].. En este caso, AJ indica la función que se va a sustituir en la 

función que está en términos de funciones. Por lo tanto, si tenemos que g es una función 

que actúa doblemente sobre un argumento x, se tiene que (A.f.[f(ft)])g= g(gx). 

De la misma manera, se puede definir a A. tanto para funciones como para 

variables (A.ft) lo cual da A.f.[A.x.[f(ft)]] o, de manera abreviada, A.ft.[f(ft)]. Esto 

permite reemplazar una función en la función definida en términos de funciones y sustituir 
la variable x en las funciones que están en términos de esta variable. Esto representa la 
misma doble actuación de una función sobre su argumento, con la diferencia de que x 
también es reemplazable en caso de que se requiera. A su vez, también se puede definir 
una función de Church que representa tres veces la función sobre un argumento y así 
indefinidamente. 
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Es sobre la base que se definen los números enteros no negativos. El cero se 
define como la función de Church en la que no actúa ninguna función sobre el argumento; 
el uno se define como la función en la que actúa una función sobre su argumento; el dos lo 
define la función de Church que actúa doblemente sobre su argumento (la función de la 
función de x); el número tres se define como la función de Church en notación lambda de 
Church que actúa tres veces sobre su argumento (la función de la función de la función de 
x), y así sucesivamente: 

O=A..fx.[x] 

1 = A.jx. [.fx] 

2 = A..fx.[J(.fx)] 

3 = A.fx.[J(J(jx))] 

etc. 

Entonces, dado que el '2' de Church es "el doble ", '3' es "triple", etc. 

Entonces, la acción de 3 sobre una función, digamos 3j, es la operación de 'iterar tres 

veces f '. 

La acción de 3f sobre "y" podría ser por lo tanto (3J)y =¡(¡(¡(y))). 

Una vez que se vio la definición de los números enteros no negativos, se verá 
como se definen las operaciones entre ellos. En concreto se mostrará la operación de 
incrementar en uno y la operación de multiplicar por dos. En cada uno de estos se hará el 
desarrollo para ilustrar cómo operan y, finalmente, sólo se mostrará cómo se definen las 
operaciones de suma entre dos números, la multiplicación y la exponenciación en términos 
del cálculo lambda. 

La operación aritmética de incrementar en uno a un número entero positivo, se 
expresa en el esquema de Church de la siguiente manera: 

S= A.abc.[b((ab)c)]. 

Supóngase que quiere sumarse un 1 al 3, entonces 
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S3 =A.abe.[b((ab)e)]3 

S3 =A.be. [b((3b)e)] y como 3b::: b(b(be)) ·. 

S3 =A.be. [ b(b(b(be)))] = 4 

La operación aritmética de multiplicar un número entero por dos se expresa en el 
esquema de Church como: · · · 

D =A. abe.[(ab)((ab )e)], 

Supóngase que quiere multiplicar al núl11er<:i 3 por 2'. entonces: 

D =A. abe. [(ab )((ab )c)]3 =A. be. [(3b)((3b )e)] 

D =A. be. [(3b)(b(b(bc)))] =A. be. [ b( b(b(b(b(be)))))] = 6. 

La definición de las operaciones de la adición, multiplicación y exponenciación en 
términos de las funciones de Church para los números naturales (donde m y 11 son este 
tipo de funciones) se definen como: 

Adición: (Am)n=m+n donde 

A= Afgxy. [((/x){gx))yj 

Multiplicación: (Mm)n=mxn donde 

M = A. fgx. [J(gx)] 

Exponenciación: (Em)n= nm donde 

E= A.fg. [fg] 

De esta misma manera, se pueden definir todas las operaciones que sean 
necesarias y por lo tanto representar un sistema matemático. 
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3.2 .. FUNCIONES RECURSIVAS, ABACUS Y COMPUTABLES 

Una vez que ya se vio cómo se representa un sistema matemático en términos de 
funciones lambda de Church, se mostrará cómo se pueden transformar las funciones 

recursivas en su equivalente a funciones Abacus (R ~A) y éstas a su vez en su 

equivalente a funciones de Turing (A~ T). 

LAS FUNCIONES RECURSIVAS 

Aquí se presenta la definición explícita de las funciones recursivas (R), y se mostrará que 
todas las funciones en R pertenecen a las funciones Abacus computables (A), de tal 
manera que: R~ A. 

Las funciones recnrsivas se definen como un grupo inicial de funciones que 
pertenecen a la clase R, las que sujetas a dos operaciones (composición y recursividad) 
dan como resultado funciones que pertenecen también a la clase R. Nada pertenece a la 
clase R a menos que se encuentre en el grupo inicial de funciones, o que se hayan obtenido 
a partir de una secuencia finita de aplicaciones de estas dos operaciones sobre el grupo 
inicial de funciones, sin importar el orden en que se apliquen. 

El grupo inicial de funciones consiste en la función cero, la función sucesora y la 
función identidad. La función cero, z, es una función de un argumento. Para cualquier 

número natural que se tenga como argumento, da el valor de cero: z(x) =O. 

Por lo que z(O) = z(I) =z(2)= ... = O. 

y la notación con funciones recursivas es: 

z( o)= z(s(o)) = z(s(s( o)))= ... = o. 

La función sucesora, s, que tiene como un argumento a un elemento, dá como 

resultado al sucesor de su argumento, de manera que: s(O) =I, s(I) = 2, s(2) = 3,. .. en 

notación de funciones recursivas: s(O) = !, s(s(O)) = 2, s(s(I)) = s(s(s(O))) = 3 ... 1 

7Rccucrdcse que los números 0,1,2,3,. .. etc. están definidos por O, s(O), .s(s(o)), s{s(s(Ó)}} .... etc 
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La función identidad está definida por: 

donde para cualquier número entero positivo, se toman los valores del primero, 
segundo, ... , n-ésimo. argumento. 

A partir de este grupo de funciones iniciales, se pueden formar nuevas funciones 
recursivas, mediante operaciones de dos tipos: la composición y la recursividad. 

El primer tipo de operación, denominado composición, se define de la siguiente 
manera: Si fes una función de m argumentos y, a su vez, cada uno de sus argumentos 

g.,, ... ,g"', son funciones de 11 argumentos, entonces la función h, 

es una función que se obtiene a partir de f,g.,,. . .,g"' mediante la composición. 

Esto puede indicarse como: h = Cn[f,g1, .. .,gm] 

Como un ejemplo para mostrar esta operación, supóngase que la función h es una 
función de tres argumentos que da como resultado al sucesor de su tercer argumento. 
Entonces, esta función está definida a partir de la composición de un par de funciones: la 

función sucesora s y la función identidad: id~. 

La función h = h[s, id~] en términos del formato Cn donde n=3 y m=l, se define 

como: 

El segundo tipo de operación llamado recursividad, se define como: 

h(x, O)= f(x), h(x, s(y)) = g(x, y, h(x,y)) (Re) 

donde se dice que h se define por recursividad a partir de las funciones f y g. 

También se puede expresar como: h = Re[f,g] 
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El siguiente ejemplo muestra cómo trabaja esta operación. 

La definición de la suma, donde x+O=O, x+s(y)=s(x+y) puede expresarse 
en términos completamente funcionales reemplazando a '+' por la función 'suma' de 

manera que se tendrá suma(x, O)= x, suma(x,s(y)) = s(suma(s,y)). 

Esto a su vez se puede transferir al forn1ato de la operación de recursividad, en 

donde se definen las funciones/y g para las qu~'f(x) = x, g(x,y,-) = s(-), para todos 
los números enteros no negativos x y y -. El· símbolo '-' se usa para denotar cualquier 
función. 

Las funciones/y g se definen como: f = id,y g= Cn[s,id:J. de donde/y g son 

recursivas. La función fes recursiva dado que está definida directamente a partir de la 
función recursiva inicial id, y g es recursiva dado que está definida a partir de la 
composición de dos funciones recursivas iniciales: la función s y la función id. Por lo 
tanto, dado que la suma está definida en términos de dos funciones recursivas f y g 
entonces la suma es a su vez recursiva. Así la suma entonces planteada en términos de 
(Re) se expresa como: 

suma(x,O) = id(x), suma(x,s(y)) = C11[s,id:)(x,y,s11ma(x,y)) 

o suma= Re[id, Cn[s, idn). 

LAS FUNCIONES RECURSIVAS SON ABACUS. 

A continuación se verificará que las funciones recursivas son Abacus. Para mostrar esto 
primero se define que es una función Abacus y a partir de ello se verá como se pueden 
representar en términos de las funciónes Abacus a las funciones Recursivas. 

Una función Abacus es un programa que se encuentra representado por un 
diagrama de flujo, en el que se indica la secuencia de los pasos que se siguen para llegar a 
un resultado. Estos pasos se llevan a cabo mediante el auxilio de registros o cajas de 
almacenamiento en donde se almacenan los datos que se procesan y el resultado de los 
procesos. A partir de una función Abacus se puede definir cualquier tipo de operación. 
Para ilustrar esto se verá como se establecen algunas operaciones en términos de 
funciones Abacus. 
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Las funciones Abacus elementales son: 

¿ 
j 

La cual indica la suma de 1 a el argumento de la caja 11. Y 

e 

Significa que si la caja n esia vacía, el flujo continúa en la flecha que tiene a 'e' 
como etiqueta; en caso contrario se vacía la caja 11. 

Otras operaciones son: 

Vaciar la caja m en la caja 11 sin perder el valor de m. Este programa tiene una 
caja auxiliar p que se inicializa con O. 
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Se llenan las cajas 11 y p hasta que /11 se vacía, 111 se vuelve a llenar auxiliándose de 
la variable p, quedando al final p vacía. 

El diagrama de bloques que representa a este programa es: 

[m]t[n]->n 

[m)t[p)->m 

o->p 

La multiplicación de dos cajas, dígase 111 y o se define como: 

cuyo diagrama de bloques correspondiente es: 
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[m)[o)->n 
o->m 

se inicializa a 
n y a p con O 

en donde m y o son las cajas que tienen los números a multiplica; 11 es la caja en 
donde se almacenará el resultado; y p es una caja auxiliar de almacenamiento temporal. 

Este programa presenta una estructura anidada donde 11 va acumulando el 
resultado de la multiplicación hasta que se vacia 111, la variable p inicializa a o con su valor 
inicial, de manera que 11 va acumulando o tantas veces como el valor de 111 lo determina. 

Una vez que se definieron las funciones Abacus y se dieron algunos ejemplos de 
operaciones con estas, se procederá a mostrar que R s A. 

Esta prueba consiste en expresar las funciones recursivas iniciales: la función 
cero, la función sucesora, la función de identidad, así como a las operaciones de 
composición y recursividad en términos de los diagramas Abacus. 

Primero se definirá qué es una función Abacus y después se hará la 
representación de las funciones recursivas en términos de Abacus. 

Para mostrar cómo se expresan las funciones recursivas en términos de funciones 
Abacus se tienen dos consideraciones: 

l. Al calcular una función de 11 argumentos sobre un Abacus, se especifican 11 

registros o cajas en las que los argumentos se almacenan inicialmente y además una caja en 
la que el valor de la función aparecerá al final del cálculo. 

2. Para facilitar la posterior comparación con los cálculos de la máquina de 
Turing, se asumirá que los argumentos aparecen en las cajas de la I, .. .,11 y el valor de la 
función aparecerá en la caja 11+ 1. 

Supóngase que al inicio del proceso todas las cajas están vacías, excepto las 
primeras 11. Entonces, el cálculo de las funciones básicas está definido de la siguiente 
manera: 
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La función z (función cero) se calcula mediante un programa 'bobo' (ver Figura 
3 .1) el cual deja la caja siempre vacia8 

Figura 3.1 La Función cero 

La función s se calcula con el auxilio de dos cajas donde al inicio del proceso, la 
caja [I]=x tiene almacenado el argumento y la caja [2]=0 está vacía; al final del proceso la 

caja (2]=s( O) tiene el resultado de la función (ver figura 3 .2): 

(1]+(2)-42 

Figura 3.2 La Función Sucesora 

La función identidad se calcula con el auxilio de una serie de cajas que van de (I], 

,[11] y la caja [11+1). Al inicio las cajas (I]=x1, ... , [n]=x. tiene los valores de los 

argumentos de la caja y la caja [11+ J] tiene el valor del argumento del resultado de la 
función (ver figura 3.3). 

8Las figuras que npnri:ce,n sólo de nquf hnsia el final dd cnpllulo SI! tomaron del libro JBooJ89J. 
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[m)+(n+l]~n+l 

Figura 3.3 La Función ide///idad 

Una vez que se han representado las funciones básicas se define la operación de 
composición. La representación de la función de composición se divide en dos partes. 

l. Se definen los diagramas Abacus para las funciones f,g1, ... ,g"' (ver figura 3.4) 

La función! Las funciones g
1

, ••• ,gm 

Figura 3.4 Lasf1111cio11es fy g,, ... ,gn, 

2. El diagrama Abacus que calcula sus composiciones, h = Cn[f, g¡, ... ,gm] se 

muestra en la figura 3.5: 

¡(g,([I1 .. .,[nJ), ... ,g..f[l1 .. .,[nJ))-+ n+l 

Figura 3.5 La función de composición 

Para ilustrar la operación de la composición en términos de las funciones Abacus, 
considérese el siguiente ejemplo. 

-37-



Capítulo 111. Cálculo Lambda de Church y Funciones Recursivas. 

Supóngase que m=2 y 11=3, entonces se tiene una función f y dos funciones 

g¡ y g2 con tres argumentos cada una, por lo que se tienen tres diagramas que definen la 

función/ a las funciones g1 y g2 y además un diagrama auxiliar para realizar movimientos 
de contenidos de cajas. 

/([ll[2J) ->3 g,(Il l.12l[3J)-> 4 

A partir de los cuales se obtiene el diagrama Abacus de la Composición. 

¡[g,([1U2J.l3!l.d11!.!2J.(3J))_, 4 

Entonces la función de composición opera de la siguiente manera: 

l. 1.Primero, se crean 9 áreas de almacenamiento (cajas): 5 temporales "pi' p,. q1, q20 % "; 

y 4 permanentes "[J],[2],[3],[4]" de estas últimas, las tres primeras almacenan los 
argumentos de la función y el cuarto almacenará el resultado de la función; la [ 4] al 
inicio estará vacía. 

2. En la caja 4 se almacena el resultado de la función g1 y se vacía en la caja p1
9 • 

3. Se calcula la función g2 y se almacena el resultado en la caja 4 y se vacía en la caja p2 • 

4. Se vacían los argumentos [l],[2] y [3] en los registros temporales ql' q20 % . 

5. Se vacían los valores de los registros temporales p 1 y p2 en la caja [J] y [2], 
respectivamente. 

9vaciar In caja 4 en la caja p¡ quiere decir pasar lo que almacena la caja 4 a In cajn Pi_ e inici~lizn! en o' In cnja 4; __ 
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6. Se evalúa la función f con los argumentos de. las cajas [J] y [2] y el resultado se 
almacena en la caja [3]. 

7. Se vacía la caja 3 en la caja 4, se inicializa la caja 1 y la caja 2. 

8. Los argumentos iniciales vuelven a ponerse en las cajas de origen, es decir [J], [2] y 
[3]. 

Esto genera al final los argumentos en [1], [2] y [3] y el resultado en la caja [4]. 
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La Figura 3.6 muestra el diagrama detallado de la operación de composición. 

g,((1],(2l[3Jh 4 
¡(¡1u2V->3 

vaciar la caja 4 en la caja P, vaciar la caja 3 enla caja 4 

e (vacía caja 1) 

vaciar la caja4 en la cajaPa e (vacía caja 2) 

vaciar la caja 1 en la caja q, vaciar la caj~ q, en la caja 1 

vaciar la caja2 en la caja q3 vaciar lacajaq2enlacaja 2 

vaciar la caja 3 en la caja q, 

vaciar la caja A en la ca.ja l 

vaciar la caja Pa en la caja 2 

Figura 3.6 Diagrama Abacus detallada para el caso 111=2 y 11=3 
de la operación de co111posició11. 

A continuación se verá la representación de la operac1on de recursividad en 
términos de funciones Abacus. Para ilustrar de una manera directa la representación de la 
operación de recursividad en términos de la función Abacus, se hará mediante un ejemplo. 
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Supóngase que h tiene dos argumentos lo, dígase que/ y g donde/ es una función 

de un argumento/([!]) y g una función de tres argumentos g{[I], [2], [3]); estas funciones 
están representadas por las siguientes funciones Abacus: 

g{[1],[2J,[3])-> 4 

y a h = Re[!, g] lo representa la gráfica 

!i[ll[2J)-+ 3 

cuyo diagrama Abacus esta dado por la Figura 3. 7. 

Entonces la función de recursividad opera de la siguiente manera: 

Las cajas (!]=x, (2]=y se inicializan con x y y, y el resto con O (3]=[4]= ... =0. El 
registro p se crea para que cumpla la función de un contador de manera que determine el 
fin del proceso. Si [p]=O el proceso se concluye; si [p];tO se le resta 1 ap y se procesa otra 
fase; p se inicializa con y. 

Entonces: 

l. Primero se cálcula /(x). 

2. Si y= O entonces h(x,y) = h(x, O)= f(x) y el cálculo se concluye con el 

resultado en la caja 3. 

lOMás de dos nrgumenllls son tratndos de Unn manera similar. 
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3. Si y*- O, se calcula sucesivamente a h(x, 1), h(x, 2), ... hasta que y= O, con 

el resultado de h(x,y) en la caja 3. 

vaciar la caja2 en la caja p 

f( x.O) está ahora 
en la caja 2 

vaciar la caja 2 en la caja 3 

e 

g{[1l[21(3Jh 4 li•,>(2J) está ahora 
i------....------' en la caja 4 

vacía la caja 3 

vaciar la caja 4 en la caja 3 

Figura 3. 7 Función Abacus de la operación de recursividad 
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Como se ha visto, es posible expresar las funciones recursivas primitivas básicas 
así como los la operacion de composición y recursividad en términos de cálculos abacus, 
de ahí que se concluye: 

Todas las funciones recursivas son abacus. 

LAS FUNCIONES ABACUS SON TURING 

En esta parte se va a mostrar por que las funciones Abacus se pueden expresar en 
términos de las funciones Turing. La forma en que se desarrolla esto es: 

l. Se define qué es una función Turing y 

2. Se argumenta porque A~ T. 

Las funciones Turing son las funciones que 'pueden calcularse con Máquinas de 
Turing de acuerdo con las siguientes características: 

l. Los números se representan mediante bloques de 1 s, separados por un espacio en 
blancoll, y el valor (el resultado del cálculo) se representa por un simple bloque de ls 
en una cinta limpia, cuando la máquina se detiene. 

2. La máquina comienza y se detiene solamente en la posición estándar, es decir en el 1 
que al inicio del proceso estaba más hacia la izquierda de la cinta. 

3 A través del proceso la máquina no puede avanzar más de dos cuadros hacia la 
izquierda del 1 que se encontraba al inicio del proceso más hacia la izquierda de la 
cinta. Por lo que la cinta es infinita en una sola dirección: hacia la derecha. 

4 La máquina no lee ni escribe otros símbolos que no sean B's y l's. 

5 Según lo descrito en el capítulo anterior, la héptupla de la Máquina de Turing se forma 
de: dos componentes para describir la direccián del movimiento: I (izquierda) y D 
(derecha); 2 componentes para denotar los símbolos posibles de leer y escribir en la 
cinta B (espacios) y 1 (unos); y tres componentes para indicar los estados de la 

máquina; qt> q2 y q3 • Así , la héptupla estará dada por (I, D, B, 1, q1, q2, q3 ). 

5 El resultado quedará en la misma posición en donde empezó a trabajar la máquina, es 
decir, en el 1 más a la izquierda en el bloque de Is que representa el valor (o resultado) 
de la función. 

11En computación un espacio en blanco es rcahm:ntc un caractcr: d carnctcr B. 
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Las características 2 y 4 señaladas antes no son indispensables. Sin embargo, la 
segunda es un supuesto sencillo que permite definir sin mayor complicación el inicio y 
término de la máquina; mientras que la cuarta -notación monádica- facilita la operación en 
una Máquina de Turing, en contraste con el uso de notación decimal o cualquier otro tipo 
de notación. 

Las operaciones que se realizan mediante una máquina de Turing tiene varias 
formas de representación, una de ellas es mediante diagramas. El diagrama se define 
básicamente con la siguente estructura: 

Símbolo 
: Acción 

leido, 
evaluación 

Así, los estados son son la consecuencia de posiciones e instrucciones que se 
realizan considerando el símbolo accesado. Las instrucciones pueden ser escribir un 
símbolo, moverse un cuadro a la derecha o a la izquierda, o detenerse. 

Los símbolos están representados por q1, q,, q,, ... etc; el símbolo accesado en la 

cinta se representa con S0 ,S1,S,,S3,. .. etc; y el movimiento hacia la izquierda por I y a la 

derecha por D. 

Por ejemplo la gráfica suguiente: 

representa una Máquina de Turing que escribe en una cinta tres veces el símbolo 

S1 • La gráfica se lee así: 

l. Se inicia en el estado q1; si el símbolo de la cinta es S0 (cualquiera que no 

sea .5;) se escribe .s;; si el símbolo en la cinta es .s;, se hace un movimiento en la cinta a la 

izquierda según se especifica en la gráfica. y se procede con q,. 

-44-



Capitulo 111. Cálculo Lambda de Church y Funciones Recursivas. 

2. En el estado q2, si el símbolo de la cinta es S0 se escribe .s;; si el símbolo en 

la cinta es S1, se hace un movimiento en la cinta a la izquierda de nuevo y se procede con 

%· 

3. En el estado q3, si el símbolo de la cinta es S0 se escribe .s;; si el símbolo en 

la cinta es S1, la máquina escibe el símbolo S1 y se detiene. 

Así el proceso completo de la operación está dado por las siguientes étapas, en 
dónde los siete símbolos representan la cinta y el número de abajo representa la posición 
en la cinta en cada estado): 

o o o o o o o 

o o o o o o 

o o o o l o o 
2 

o o o l o o 
2 

o o o l l o o 
3 

o o 1 1 o o 

El diagrama que representa a una función Turing es una gráfica como la que 
representa a una Máquina de Turing pero con las características antes expuestas antes 
expuestas. 
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Los diagramas de las funciones Abacus se pueden representar en términos de los 
diagramas de las funciones de Turing. Para mostrarlo se verá un caso particular de la 
operación Abacus s+, para cuando s=J 12. 

El diagrama Abacus cuando s=l, es: 

cuyo diagrama equivalente para la función de Turing es:t 

Este diagrama hace tres cosas: 

l. Agrega un l al 1 encontrado. 

2. Recorre los 1 hacia la izquierda del 1 afectado si es necesario. 

3. Regresa al 1 más hacia la izquierda de la cinta. 

De la misma manera en que esta operación Abacus tiene su equivalente en las 
funciones de Turing, todas las operaciones Abacus también lo tienen. Lo único que hay 
que agregar a la conversión de gráficas es un programa que convierta la notación 
monádica a la decimal y viceversa. 

12m ejemplo pn.-sc1llado sólo pretende ilustrar Ja n:prcscntación de unn función Turing en ténninos de una función Abacus, y 
de ninguna manera hacer una generalización de todas las füncioncs Abacus ya que, además di! ser muy elnborndo, no pcm1itirfa gcm:mlizar 
nada fuera de Jos Jrmilcs dd ejemplo mismo.Para más di:lallcs se puede ver (Bool89]. 
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Por lo tanto, la obtención del diagrama de flujo de Turing a partir de un diagrama 
Abacus, y el hecho de que el diagrama resultante calcule la misma función que calculaba el 
diagrama Abacus, permite establecer que: 

Las funciones Abacus son Turing. 

Con todo lo anterior se concluye que las funciones de Church o recursivas son 
computables; además que existe una equivalencia entre las funciones recursivas , Abacus y 
Turing. Es decir, que podemos representar un sistema matemático en términos 
computables, mediante funciones recursivas, diagramas Abacus (programas) y funciones 
Turing (computadoras). 
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Queda pues entendido que para demostrar un teorema no es necesario, ni siquiera 
conveniente, saber lo que quiere decir. El geómetra podría sustituirse por el "piano 
lógico" imaginado por Stanley Jevons; o, si se prefiere, podría imaginarse una máquina 
en la que las premisas se introdujeran por un lado y los teoremas salieran por el 
otro ... El matemático no necesita saber que hace más que esas máquinas. 

Henri Poincaré. 



Tortu¡:a: Ah, ar. Bueno, mire, el ungrcjo vino un di1 1 vi1itanne. Debe usled saber que él 1icmpn: tuvo debilid1d por lo• 

111ef1c101 llam.a1ivo1, y en cae momento utab1 1puionado, mi• que por ninguna otra. cosa, por 101 disposilivos de puar diseca. 

Ac1baba de comprar el primero de su vid1 y, como u un pcxo cn!dulo, había CNído lodo lo que le dijo el vendedor: en especial, 

que ese aparato era capaz. de n:producir cualquier clase Je sonido. En fin, el Cangrejo estaba convencido de poseer un fonó¡:raío 

perfecto. 

Aquiles: Naturalmente, 1upongo que usti:d habrá in1enl11dl.l disuadirlo. 

Tortuga: Claro que d, pero él no escuchó mis razones. Sluhrnía cmr11,!cin11damentc que su adquisición pod(1 reproducir el sonido 

que fuera. Ya que no podía convencerlo di: lo contrario, dcji: de insislir y pcxo tiempo despu~s le devolví su visita, llevando 

conmigo el disco de una canción que yo había compuesto. La canción~ llamaba •No puedo 5'!r escuchada median1e el fonografo 

1'. 

Aquiles: Un tanto inusual. ¿Era un regalo para el Cango:jo? 

Tortuga: De ningún modo. Yo sug1m' que la pusiéramos en su nuevo íonográfo, y él 1uvo mucho a¡:rado en complacenne. Pero1 

lamentablemenle, después de unas cuanta• nolas, el fon6grafo empez.6 a vibrar con bastanle fuerza y luego con un sonoro •p1op•, 

se deshizo en un sinnúmero de pedacilos, que quedaron esparddos por toda la habitación. Ni decir que también el disco se 

destruyó por complelo ....• 

Tortuga: ... EI cangn:jo no quiso creer que la folla estuviera en su apara101 de modo que tercamente, foé y compró un nuevo 

fonografo, más caro que el anlerior, y esta vez. el vendedor promi:ti6 d.:volverle el doble del precio si el cangrejo enconlraba 

algún sonido que el equipo no pudiera reproducir con exactilud. Todo esto me vino a refalar exi1adamen1e mi amigo, y yo te 
prometí ir a verlo de nuevo para ver su ílamante moddo. 

AquiJes: Comjame si me equivoque: ~guramenle us1ed, anlcs de volver a la caja del cangrejo, consultó al fabricanle otra vez, y 

compuso y grabd una canción Jla01ada ·No pui:de ser escu.:hada mediante el íonógrafo r, basada en el diseño del nuevo equipo. 

Tortuga: ¡Brillanlísima dcducci6n, Aquili:s! Ha captado us1cd la situación de un modo pcñecto. 

Aquiles:¿ Y qué a<:urrió ahora? 

Tortuga:Lo que tenia que a<:urrir, cxaclamenle de la misma manera: el íonografo s.: hiz.o mil pedazos, y el disto quedó deshecho. 

Tortuga:NucS1ro jueguito sigui6 addante, en i:I mismo estilo, duranlc algunos asahos más, y finalmenlc nuestro amigo lraló de 

actuar con mucho mayor ingenio. Si: in~piró en el mismo principiG por el cual yo grababa mis discos, e in1en16 adelantárscme. 

Escribió a los fabricantes, enviándoles la descripción de su equipo de su propia invención para que se lo conslruyenn. Lo llam6 

•fon6grafo Omega•, y era mucho más complejo que un fonógrafo comun .... En primer lugar el Fonógrafo Omega tenía una 

cámara de Televisión cuya Ílnalidad era examinar cada disco, antes de hacerlo escuchar. E.s1a caman estaba conectad• a una 

pequeña computadora conslruida a propósito, encargada de dclcm\inar con exa~titud la naluralcZA del sonido mediante el análisis 

de los surcos del disco. 

Aquiles: Sí, hasta aquí muy bien, pero ¿Qué hacia el Fonógrafo Omega con esa iníormación? 

Tortuga: A travc!s de complicados procesos di: cákulo la compuladora establecía los eíi:clos que el sonido podía ejercer sobre el 

fonógrafo, Sí deducía que los sonidos serían di: tal tipo que dañarían la configuración pn:scnte del aparato, realizaba entonces una 

acción muy astula: el Primer Omega contenía un dispositivo de di:sarmar las panes componcnt.:s del fonógrafo y volver a armarlas 

de diícrcnles maneras, de fom1a tal que, ri:almen1c estaba en condiciones de modificar su propia estruc1ura. Si los sonidos eran 

•peligrosos·, era adoptada una conliguración nueva ali:jada de la amenaza; su construcción la conco:laba la subunidad 

rcconslructora, bajo la dirección de la pequeña computadora. Unicamenli: dcspui!s de toda esta operación, el Fonógrafo Omega 

hacía escuchar el disco. 

Aquiles: ¡Aj&! Eso d.:be haber signifü:ado el fin de sus 1re1as, señora. Estoy seguro de que i:xperimenló usted un leve 

conlnilicmpo •.• 

Tortuga: Es curioso que me diga eso ... Me imagino que no conoce usted en profundidad el Teoo:ma de la lncornplelitud, de 

Gódel, ¿verdad? 

ver 
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IV. El TEOREMA DE GODEL 

El objetivo de este capítulo es presentar el teorema de Godel, así como el papel que 
desempeñó la computabilidad en el desarrollo del mismo. 

Por ello, el capítulo consta de dos grandes apartados. El primero persigue plantear 
los aspectos que conforman el marco conceptual en que se desarrolla el trabajo de Géidel; 
mientras que el segundo contiene el teorema propiamente dicho, así como la forma en que 
el autor concluyó que el Programa de Hilber1 no era completo. 

El desarrollo del primer apartado se compone a su vez de dos panes: una presenta 
el enfoque semántico y sintáctico con el que se plantean los sistemas lógicos; y la segunda 
los principios de la Lógica de Primer Orden en el que se describe cómo está conformada, 
cómo se hacen deducciones a partir de ella, y la manera en que se da la conexión 
semántica y sintáctica de un sistema lógico. 

4.1. SEMANTICA Y SINTAXIS 

Un sistema lógico se define desde dos puntos de vista diferentes que son equivalentes: 
el punto de vista semántico y el punto de vista sintáctico. 

La semántica se refiere a la interpretación, que consiste en la especificación de un 
conjunto no-vacío, en donde constantes y variables toman valores. Para que la semántica 
pueda cumplir su función se requiere tener lo que se conoce como Fórmula Bien Formada 
(FBF), que es una fórmula que surge del sistema lógico mediante una serie de reglas de 
deducción. La FBF está definida por las proposiciones simples (también llamadas átomos), 
o por proposiciones compuestas resultado de la composición de proposiciones simples 
mediante operadores lógicos como la negación, la conjunción, etc. (Más adelante se dará 
una definición más amplia de las FBF). 

Entonces, un modelo de un conjunto de FBF's constituye una interpretación si 
todas las FBF's en el conjunto son verdaderas. Una FBF es verdadera si para la sustitución 
de todos los valores de verdadero (V) y falso (F), el resultado de la proposición es 
verdadero. Por lo tanto, existe un punto de vista semántico válido si todas las FBF del 
sistema son verdaderas. 

El punto de vista sintáctico tiene que ver con la "demostración" de una FBF de un 
sistema lógico. La demostración debe hacer manifiesta la idea de 'validez deductiva'. El 

planteamiento es el siguiente: Sea el argumento "p,, ... ,p;', entoncesp es deductivamente 

correcta si y sólo si hay una demostración de p a partir de las premisas p1, p,. p3, ... , P • . 
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La demostración es una secuencia· finita de pasos en donde el último paso es el 
propio teorema. Cada paso produce una premisa o una fórmula nueva que se justifica por 
una regla de deducción aceptable, luego entonces, es necesario señalar cuándo una regla 
de deducción es aceptable, lo que implica que estas reglas deben darse de una manera 
explícita a fin de que el concepto de demostración sea decidible. 

Hay diferentes maneras de proceder para lograr una definición rigurosa de lo que 
es una demostración con reglas deductivamente aceptables. Una consiste en hacer un 
sistema axiomático deductivo (al estilo de la geometría de Euclides); otra forma, es 
presentar un "sistema de deducción natural". Este tipo de teoría de la demostración fue 
propuesto originalmente por Gerhard Gentzen en los 30's y mejorado por Federich en los 
50's. En particular, se aplica a lo que se conoce com Lógica de Primer Orden. 

4.2. LOGICA DE PRIMER ORDEN 

Un sistema de deducción natural es muy parecido a la manera en que se suceden 
demostraciones (por ejemplo, en geometría). Como componentes esenciales estos sistemas 
utilizan: 

a) Hipótesis de trabajo. 

b) Unas cuantas reglas que explican las conexiones lógicas. 

c) Una estructura de prueba principal y pruebas subordinadas a esta prueba principal. 
Esta estructura se va a representar mediante rayas verticales. Una subprueba (o 
prueba subordinada) comienza con una hipótesis de trabajo. 

d) Toda fórmula que ha sido aceptada puede usarse más adelante en la misma prueba, o 
en pruebas subordinadas a ésta (reiteración). 

Dado que este sistema de deducción natural se aplica a la Lógica de Primer Orden 
(LPO), es conveniente plantear los lineamientos generales en torno a esto. 

La LPO se basa en proposiciones que cumplen los requisitos de la definición de 
FBF, cuya evaluación se basa en valores de verdad. El resultado permite interpretar la 
FBF e indicar si se generan fórmulas válidas. 

Bajo este esquema, el Cálculo de predicados de Primer Orden es un sistema 
formal. Tiene un lenguaje objeto; un conjunto de esquemas y axiomas (axiomas de la 
lógica), y dos reglas de inferencia: modus po11e11s y ge11era/i;:ació11. Estas reglas de 
inferencia se aplican a un conjunto de FBF. La regla de inferencia modus ponens es la 
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operación que prÓduce una FBF w2 a pártir de la FBF w1 y de la FBF w1 -t w2• La regla 

de inferencia de la generalización (o Especialización universal) produce la FBF 111
2(A) de 

las FBF (\:lx)[w,(x)-t w1(x)] y w1(A). Como cada nueva FBF se añade a los axiomas, el 

sistema formal que se obtiene se llama Teoría de Primer Orden. 

Un modelo de una teoría es una interpretación en el cual todos los axiomas son 
verdaderos; los axiomas lógicos son, en efecto, elegidos como verdaderos en todas las 
interpretaciones. Una FBF w se deriva de un conjunto de FBF's W en una teoría 

T(W + w) si y sólo si w es deducible de W y de los axiomas de T por una aplicación finita 
de las reglas de inferencia usando la regla del modus po11e11s, en la cual se establece que, 
de p y p...+ q es posible concluir q. Otras reglas de inferencia de modus po11e11s y 
ge11eralizació11 pueden usarse para derivar teoremas. 

De manera más específica, se dice que la lógica proposicional trata con 
planteamientos declarativos, los cuales reciben el nombre de proposiciones y se evalúan 
para calificarlas de forma excluyente como verdaderas o falsas. 

Ejemplos de proposiciones son: "la tierra es redonda", "la luna gira alrededor de la 
tierra", "Jaime Rangel tiene el grado de doctor". Las proposiciones en lógica se denotan 
por símbolos como P, Q y R que son llamados fórmulas atómicas o átomos. Dichas 
proposiciones pueden ser compuestas usando los conectores lógicos: - (negación), A 

(conjunción), v (disyunción), => (implicación), <=> (si y sólo si), para dar como resultado 
las denominadas Fórmulas Bien Fórmadas (FBF) y que se definen recursivamente como 
sigue:. 

!) Un átomo (o proposición simple) es una fórmula. 

2) Si G es una fórmula, entonces la negación C G) es una fórmula. 

3) Si G y H son fórmulas, entonces: ( G AH)~ ((] v H), ( G => H) y ( G <=> H) 

son fórmulas. 

4) Todas las fórmulas se generan a partir de la's"reglasantefio~es~. 

-50-



Capítulo IV. El Teorema de GOdel 

Las evaluaciones de Fórmulas Bien Formadas en lógica de proposiciones se basan 

en valores de verdad: verdadero y falso {V, F}, qlle ~~urr~~ ~n I~s átomos de las 
fórmulas según tablas de verdad, definidas como:.·.· :. •· ;;· ... ·.· 

./,'.- ·, 

G H -G (GAH) 

V V f V 

V 
f; f .. 'r 

f V V f V v. f 

f f V f f V V 

Dada una fórmula proposicional G compuesta de A1,. .. , A. átomos, G tiene una 

interpretación según el valor de asignación que le dan A1 , ... ,A.; donde a cada A, se le 
asigna el valor verdadero o falso, pero no ambos. Por otro lado, una fórmula G se dice 
que es verdadera bajo una interpretación si y sólo si G es evaluada como V en la 
interpretación; de otra forma se dice que G es falsa bajo la interpretación. 

En una fórmula con n diferentes átomos se tienen 2" distintas interpretaciones 
para la fórmula que pueden ser mostradas en una tabla de verdad determinando que una 
fórmula es válida, (o una tautología) cuando es verdadera bajo todas sus interpretaciones. 

Ejemplo. Considérese la fórmula siguiente: F:: ((P => Q) ".P) => Q 

La tabla de verdad para ( ( P => Q)" P) => Q. está. dada por: 

p Q 

V V 

V F 

F V. V F 'v 

F F V F V 
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Una fórmula se dice que es válida si y sólo si es verdadera bajo todas sus 
interpretaciones. Una fórmula se dice que es inválida si y sólo si es no válida. Por otra 
parte, se dice que una fórmula es inconsistente (o no satisfactible) si y sólo si es falsa bajo 
todas sus interpretaciones. Por último, una fórmula se dice que es consistente (o 
satisfactible) si y sólo si es no inconsistente. 

Ejemplo: Considérese la fórmula siguiente: 

La tabla de verdad asociada a (P => Q) A(P /\ - Q) es: 

p Q (P=>Q)A(PA~Q) 
- -

V V F · .. ,, 

V F F 

F V F 

F F F 

En lógica es necesario transformar una fórmula en otra, para plantearla en lo que 
se denomina "formas normales". La transformación consiste de un proceso de reemplazo 
de una fórmula por alguna otra equivalente, dada por la siguiente definición: Dos fórmulas 

F y G son equivalentes (F = G) si y sólo si los valores de verdad de F son los mismos 

de G bajo cualesquier dominio de interpretación de F y de G. El proceso de 
transformación se lleva a cabo de acuerdo con algunas leyes o reemplazos de fórmulas 
que mantienen los valores de verdad en los dominios de interpretación, y que se muestran 
a continuación. 

i) 

ii) 

iii) 

F=>G=-FvG 

Ley conmutativa 

FvG7GvF 

F /\G.= GAF 
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iv) Ley asodativa 

(FvG)vH:i:Fv(G.;¡H) 
'.'.,;·'.·:.·« .··: 

(F /\ar~·~~ é;(aAlir 
v) 

''~,· -~(: 

Ley'disfribut.iya ·'<":•·· 
:.: ~''.'" : 'f :"·-

vi) Leyesd~lYf,~ÍganXc~.'.\·.; 

-(FVbJ·:=l~Ag:af . 
-(FAG)=~FyCó: . 

Ahora bien, una literal es un átomo o .la negación de un átomo. 

Por otro lado, una fórmula F se dice que puede estar en una forma normal 
conjuntiva o bien en una normal disyuntiva. La forma normal conjuntiva se da si y sólo si 

F tiene la forma F:F,A ... AF.,, 11~1, donde cada F,, ... ,F., es una disyunción de 
literales. La forma normal disyuntiva se obtiene si y sólo si F tiene la forma·: 

F = F,v ... vF,,, 11 ~ l; donde cada F;, ... ,F. es una conjunción de literales. 

Hay dos teoremas intermedios que se usan con la finalidad de probar que una 
fórmula particular es una consecuencia lógica de un conjunto finito de fórmulas, 
equivalente a probar que una cierta fórmula relacionada es válida o inconsistente. 

Así, dadas las fórmulas F,, ... , F., y una fórmula G, se dice que G es una 

consecuencia lógica de F,, ... ,F. si y sólo si dada cualquier interpretación l en la cual 

F,A ... AF.,, es verdadera, G es también verdadera. F;,F;, ... F. se llaman axiomas de G. 

En segundo lugar, se dice que G es una consecuencia lógica de F¡, ... ,F., si y sólo si la 

fórmula ((F,A ... AF.) :::::> G) es válida. Y por último, G es una consecuencia lógica de 

F¡, ... ,F., si y sólo si la fórmula (F,A ... AF.A -G) es i11co11siste11te. Por lo tanto, si Ges 

una consecuencia lógica de las fórmulas F,, ... ,F.,, la fórmula ((F,A ... AF.,) :::::>G) se llama 

un teorema, y G se denomina la co11c/11sió11 del teorema. 
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El lenguaje del sistema lógico consiste de los siguientes s.ímbolos primitivos: 

Variables y símbolos constantes 

Símbolos de función 

Símbolos de predicado 

Conectivos lógicos, negación(-), implicación (:::::>) 

Cuantificadores universales V (para todo). 

En general, se admite usar los siguientés c~atrÓ tipos .d~ sí~bcilos para- la 
construcción de un átomo: 

i) Símbolo Individual o Constante: Los cuales son,usJ~tllienté~o;nbre~'cie objeto~.· 
. . .. : ,:~,:. ~·.~~-:.:,~ >·~;\~~ ~:·: ~!,-(:~'.~; ·:~·~~~{;,: ~-·~~·-.~ -:· /'.-} ~; _"'. .' ~: .:- .- -.· 

ii) Símbolo de variable: Denotado con letras mini'.iscúía's_.f;;_¡,,:;:::: "-;;;' ':' 

iii) ~~%~'~~;;-~~;~;; (s; ;;;;~·,;;• '"~' t);~J(~':f f~~i~~''' "". """ 
iv) ::;:s~~:s ~:ia::~~:~:.do: Se usan letras máYú_s~~l-~?~~;-g.~;;/6 bien cadenas 

Cualquier símbolo de función o de predicacftj;ti;ii~l'~.g~mero específico de 
argumentos, considerando que si tiene n argumentos es uria'íui)éiónn-aria: similarmente, 
los predicados P toman n argumentos. Por ejemplo;L;afi.Íncíói!;PADRE DE() es de un 
argumento, con un mapeo de elementos de una lista.dé 'constáhiesºa' const~tes. 

PADRE_DE (Juan)= Pedro 

En lógica de primer orden, PADRE_DE (JuanY~s un térrninó; Los términos tienen 
la siguiente definición recursiva: 

i) Una constante es un término 

ii) Una variable es un término 

iii) Si f es una función de n argumentos donde 11, ••• ,1. son términos; entonces 

J(t1,. .. ,1.) es también un término. 

iv) Cualquier cosa generada mediante la aplicación de alguna de las reglas anteriores se 
denomina término. 

-54-



Capítulo IV. El Teorema dé GOdel 

Por otra parte, si P es un símbolo de pr~dicados de grado n y 11, ••• ,;j sO~ términos, 

entonces P(11,. •• ,1.) eºs un átomo, y pueden operarse ~ied)i!nte el uso de los 

conectivos logicos: "'(Negación), ·=::-·(Implicación), i. (c6nj~rÍciÓn); b (Si y sólo si), 
v (Disyunción) · · · · 

Además, por el hecho de considerar variables se intr?ducen dos símbolos especiales: 

Vx (Cuantificador universal) 

3x (Cuantificador existencial) 

Cada expresión se llama una fórmula y en cada una de ellas las variables son 
ligadas o libres. Por otro lado, se define el alcance de un cuantificador que ocurre en una 
fórmula, como la fórmula para la cual el cuantificador se aplica. Por ejemplo. 

(Vx)(3y) MENOR_ QUE(x,y) es: MENOR_ QUE(x,y) 

(Vx)(Q(x) => R(x)) es: (Q(x) => R(x)) 

La ocurrencia de una variable en una fórmula es ligada si y sólo si Ja ocurrencia 
está en el alcance de un cuantificador empleado con la variable, o bien, es la ocurrencia en 
ese cuantificador. Una variable es libre en una fórmula si al menos una ocurrencia de ésta 
es libre en la fórmula. Una variable es ligada en una fórmula si al menos una ocurrencia es 
ligada. Por ejemplo: 

(Vx) P(x,y) x es ligada y y es libre 

(Vx) R(x,y) o (Vy) Q(y) y es libre y ligada, respectivamente. 

Ahora bien, si se involucran planteamientos con variables x y cuantificadores, la 
definición de FBF está dada recursivamente como sigue: . · 

i) Un átomo es una fórmula 

ii) Si F y G son fórmulas, entonces - F; (Fv G); (F 11 G); (F => G);y (F <::> G) 

son también fórmulas. 

iii) Si F es una fórmula y x es una variable libre en F entonces: 

(vx) F y (3x) F son también fórmulas 

iv) Las fórmulas se generan solamente por un número finito de aplicaciones áe i), ii), y iii) 
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Uno de los ejemplos clásicos es: 

Cualquier hombre es mortal, Turing es ún hombre,'por I~ t~ntcí;Turillg:é~ m¿rtaLLo que 

en términos simbólicos se representa ~or : • ; \ L "s. ;\•: ~.} , ~· ·'(· ;.,· 
Cualquier hombre es mortal. 

Turing es un hombre 

Turing es mortal 

Una interpretación de una fórrÍ1ul~'f eÓ'Lóiic~d(Pl"imer Orden (LPO) consiste de un 
dominio D no vacío y una· asighación'::'de valóres 'para cada constante, símbolo de 
función o símbolos predicadosq~~'ocup'~n en F; cumpliéndose lo siguiente: 

1. A cada constante se le asigi,'a~~·~l~~;~nto en. D. 
_.: .. · ... _, . 

2. Para cada símbolo de funi:iótÍ, 11-ariá se asigna un mapeo de D" a D, en donde 

D"={(x1, ... ,x.)1 X1 eD, ... ,x. eD} 

3. Para cada símbolo de predicado 11-ario, se asigna un mapeo de D" a (V,F). 

Para cualquier interpretación de .. una fórmula sobre un dominio .D. la fórmula 
puede ser evaluada como V o F de acuerdo a: 

~ . . . 

1) Si las fórmulas F y G se evalú.an iógicamente, entoncesl.as;rÓrmulas:'fF; (FAG), 
( F v G), (F => G) y (F ~ G): ·pu~de11 ~val~ar~e baj ~: la'.~~nii~~j~~¡Ú:.<l~_¡~: pri~e~a 
tabla de verdad presentada en esie capútÜlo.r, './: ~} •i '.';'.JJ5'.\:; ~::;:: ... 

2) ~:: ::::::,: ,::.':::~·:·, ~.m~:;;~?;2~~ ~~~!,'~T~if r~11i\1izj;;~o., 
3) El cuantificador existencial aplicado a ima fórmula F,; da pÓr r;sultado una evaluación 

verdadera, si existe al menos uno que evalúa· a'F como verdadera. 

Con todo lo anterior se ha cubierto lo que se considera importante conocer como 
marco de referencia del trabajo de Godel. A continuación se expone el Teorema 
propiamente dicho, antecedido de una presentación del Programa de Hilbert dada la 
estrecha relación que guarda con el tema central de este capútulo. Así, a continuación se 
presenta , de una manera general, lo que intentaba el Programa de Hilbert, así como las 
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definiciones que permiten plantear cuándo un sistema formal es completo, inconsistente; o 
bien consistente o inconsistente. 

4.3 EL TEOREMA DE GODEL 

EL PROGRAMA DE HILBERT 

La preocupac1on fundamental de Hilbert fue garantizar la formalización de la 
matemática clásica. Esto debido a las deficiencias que presentaba hasta ese entonces el 
desarrollo de la matemática sustentada en los Principia Malhemalica. Para ello, Hilbert 
desarrolló sus aportaciones a través de plantear sus conceptos mediante signos gráficos; 
plasmó sus ideas a través de "hileras de signos", es decir, fórmulas. El razonamiento lo 
trabajó por la mera manipulación combinatoria de las ideas y, por último, la demostración 
por la deducción formal conforme a reglas mecánicas. 

El objetivo central de todos estos elementos era demostrar que no había 
contradicción alguna en el sistema y que, dado que todo tenía una referencia en un 
contexto finíto numerable, era posible restringir todos los pensamientos a este ámbito y, 
por tanto, olvidar el contenido transfinito presuntamente problemático de la matemática 
clásica. 

Por ello, el programa formalista de Hilbert requería: 

l. Construir sistemas formales completos para las principales tareas teóricas 
de la matemática clásica, y 

2. Probar la consistencia de dichos problemas. 

Se buscaba entonces desarrollar un sistema formal que contara, en primer lugar, 
con un conjunto numerable de signos primitivos que determinara el conjunto de sus hileras 
o secuencias finitas de signos (con posibles repeticiones). En segundo lugar, que tuviera 
ciertas reglas combinatorias que determinara cuales hileras eran fórmulas; el conjunto de 
las fórmulas constituirían el lenguaje formal del sistema. En tercer lugar, tener otras reglas 
combinatorias, que determinaran cuáles secuencias de fórmulas constituirían deducciones. 

Para ello, se necesitaba contemplar aspectos básicos. Así, se concibió una 
proposición como una fórmula sin variables libres. A su vez, una proposición era 
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deducible si constituía el último mi~111bro de (una secuencia de fórmtÍlasf.una deducción. 
El conjunto de las proposiciones dedL1cibl~)s constituiría una téori~ foríi1alizada. 

. -- . '. ··;. ,.. . .. , ' ' . ' .. . . ' ~- . . : ~, . ·' .... 

Fue necesario asimismo, definir vari~~ ca~~~terÍiÚ~as'.d~lln si~te1na formal. Así, se 
definió que: .,·, ,;,;;: ' 

"í'·.·· ·;._!;. ,._ ,., .. :., 

a) Un sistema formal S es completo siisólo'}i ¡iará cada proposición cp de su 
lenguaje formal ocurre que cp es deducible en So que nci:c¡> también es deducible en S. Así 
pues, un sistema formal completo no deja pregunta sin respuesta. Con su ayuda pueden 
decidirse todas las cuestiones pertinentes acerca de un· sistema. Basta con realizar un 
proceso deductivo hasta llegar a cp o a no-cp, puesto que es seguro que se llegará a alguna 
de las dos. Así, todos los problemas planteados en un sistema formal completo son 
decidibles. 

b) Un sistema formal Ses incompleto si y sólo si hay alguna proposición cp, tal 
que ni cp es deducible en S. ni tampoco lo es no-e¡>. Por lo tanto, hay problemas planteables 
en S para los que S no ofrece solución, es decir, hay problemas indecidibles en S. 

c) Un sistema formal S es consistente si y sólo si hay alguna proposición de su 
lenguaje formal que no es deducible en S (o, equivalentemente, si para ninguna 
proposición cp ocurre que tanto cp como no-cp sean deducibles en S). 

d) Un sistema formal S es inconsistente o contradictorio si y sólo si toda 
proposición del lenguaje formal de Ses deducible en S (o, equivalentemente, si hay alguna 
proposición e¡> del lenguaje formal de S, tal que tanto cp como no-e¡> son deducibles en S). 

Una teoría definida semánticamente (como el conjunto de las proposiciones 
verdaderas en un modelo determinado) es siempre completa y consistente. Y si se 
pretende que un sistema formal (como la aritmética formalizada) refleje perfectamente una 
teoría definida semánticamente (como la aritmética natural), entonces es preciso que el 
sistema fomial sea completo y consistente. 

Se tenia pues, un interés fundamental en determinar si un sistema axiomático era 
completo, ya que en realidad uno de los motivos más poderosos de varias de las ramas de 
las matemáticas había sido el deseo de especificar un conjunto suficiente de supuestos 
iniciales de los que fueran deducibles todos los enunciados verdaderos de algún campo de 
análisis. 

Muchos matemáticos suponían corno un hecho obvio que siempre podía indicarse 
un conjunto axiomático completo para cualquier rama de la matemática. En panicular, 
parece haberse creído universalmente que los axiomas propuestos para la aritmética de los 
matemáticos del siglo XIX eran efectivamente completos o, en el peor de los casos, 
podían completarse mediante la adición de un número finito de nuevos axiomas. 

La Lógica de Primer Orden es un ejemplo del sistema matemático para el cual 
pueden alcanzarse plenamente los objetivos de la teoría Hilbeniana de la demostración. 

-58-



Capítulo IV. El Teorema de GOdel 

Pero, ese cálculo no codifica más que un fragmento de. la IÓgica . formal, y ni su 
vocabulario ni su aparato formal bastan para desarrollár· en ·su marco·;·ni siquiera la 
aritmética elemental. 

EL TEOREMA DE GODEL 

Sobre la base de la inquietud de Hilbert, quien cuestionaba si podía mostrarse la 
consistencia de un sistema formal, en cuanto a que pudiera expresarse toda la aritmética, y 
no sólo un fragmento de ella, en 1931 se publicó el artículo más famoso de Godel y quizá 
de la historia entera de la lógica. Sus resultados .mostraban la imposibilidad de llevar a 
cabo el programa de Hilbert. 

En primer lugar, Godel probaba que todos los sistemas formales de la matemática 
clásica (incluidos el de P.M., la aritmética formal de Peano, la teoría axiomática de 
conjuntos etc., y en general, cualquier sistema formal que cumpliese ciertas condiciones de 
aceptabilidad) eran incompletos, es decir que para cada uno de ellos podía efectivamente 
construirse una proposición indecidible (tal qu6 ni ella ni su negación fueran deducibles). 
Además esta incompletitud no tenía solución. Incluso, por muchos axiomas que se 
añadieran, los sistemas formales seguían siendo incompletos. En segundo lugar, Godel 
demostraba que era imposible probar la consistencia de un sistema formal (que cumpliera 
ciertas condiciones mínimas de aceptabilidad) como el de la matemática clásica, aun 
utilizando todos los recursos de razonamientos incorporados en el sistema, es decir, que 
era imposible demostrar la consistencia de un sistema formal dentro del mismo. 
Naturalmente, seguía siendo posible probar su consistencia desde una teoría más potente 
que el propio sistema formal, lo cual sería de dudosa utilidad; pues se mata un dragón sólo 
para engendrar otro. 

Godel llevó a cabo sus pruebas planteando y resolviendo los problemas 
metamatemáticos dentro de la aritmética. Por un ingenioso procedimiento, Godel asignó 
números naturales a las hileras (y secuencias de ideas) del sistema formal y relaciones 
numéricas a las relaciones metamatemáticas. Estableció así un isomorfismo entre el 
sistema formal y cierto sistema numérico. Godel se movió con gran habilidad entre ambos, 
jugando con el doble hecho de que, por un lado, toda afirmación metamatemática sobre el 
sistema formal tenía una relación numérica y de que, por otro lado, toda afirmación 
numérica pertinente podía ser expresada por una fórmula del sistema formal. Así, era 
posible construir una proposición q> que, naturalmente interpretada, decía que un cierto 
número 11 tenía cierta propiedad P. Pero ese número era el número correspondiente a la 
fórmula q>, y esa propiedad era la propiedad numérica correspondiente a la propiedad 
metamatemática de no ser deducible. Por tanto, la proposición <p, interpretada 
naturalmente, afirmaba su· propia indecibilidad. La proposición q> era a la vez verdadera e 
indeducible. Godel probaba que ni q> ni no-q> podían ser deducibles en el sistema formal, 
que, por tanto, era incompleto. De modo análogo probó que era imposible deducir la 
fórmula que, naturalmente interpretada, afirmaba la consistencia del sistema. 
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El estudio que llevó a cabo Gódel es muy complejo. Antes de llegar a los 
principales resultados es necesario comprender y dominar perfectamente 46 definiciones 
preliminares. Aquí se emprenderá un camino más fácil, intentando mostrar la escencia de 
la demostración. 

En primer lugar, Godel demostró que es posible asignar un único número a cada 
signo elemental, a cada fórmula o sucesión de signos -esta asignación la hizo para el 
sistema formal de los P.M.- y a cada prueba (o sucesión finita de fórmulas). Este número 
tiene como función identificar el símbolo y recibe el nombre número de Godel del signo, 
fórmula o prueba. A todo este proceso se le conoce como la enumeración de Godel. 

El vocabulario fundamental está formado por símbolos elementales divididos en 
dos clases: los símbolos constantes y los símbolos variables. Se supondrá que existen 
diez símbolos constantes, a los que se asocian, como números de Godel, los números 
enteros que van del 1 al JO. (vease tabla 4.1) 

Tabla 4. l 

Símbolos Constantes 

Símbolos constantes Número de Godel Significado 
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Los símbolos variables del.vocabulario fundamentalmente están divididos en tres 
clases: Los símbolos de variables numéricas, 'x', '.Y'. ':', etc., con los que se puede 
sustituir a los numerales y a las expresiones numéricas; los simbolos de variables 
proposicionales 'p', '</, 'r', etc.,con los que se pueden sustituir a las fórmulas; y los 
símbolos de variables predicativas, 'P', 'Q', 'R', etc. con los que se pueden sustituir los 
predicados tales como 'primo' o 'mayor que', según el ejemplo de la sección anterior. 

A estas tres clases se les asigna el número de Godel mediante la siguiente regla: a 
las variables numéricas se les asocia un número primo mayor que 10 (ver la tabla 4.2), a 
las variables proposicionales se les asocia el cuadrado de un número primo mayor que 1 O 
(ver la tabla 4.3), y a las variables predicativas se les asigna un número primo mayor que 
10 elevado al cubo (ver tabla 4.4). 

Símbolo de Variable 
numérica 

X 

y 

z 

Símbolos de 
variable proposicional 

p 

q 

r 

Tabla 4.2 

Simbolos de Variables Numéricas 

Número de Géidel Posible sustitución 

o 

so 

y 

·Tabla4J · 

Sí!11}Jal:~~ ~~,y~hables Proposicionales 
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Tabla 4.4 

Símbolos deVaÍiables Predicativas 

Simbolosde 
Variable Predicativa 

p 

º 
R 

Posible sustitución 

Primo 

Compuesto 

Mayor que 

Considérese ahora una fórmula del sistema, por ejemplo, '(3x)(x = .IJI)'. (que dice: 
'Existe una x, tal que x es el sucesor inmediato de y', es decir, que todo número tiene un 
sucesor). Los números asociados a los diez símbolos elementales que lo forman son, 
8,4,11,9,8,11,5,7,13,9, lo que se observa en el siguiente esquema: 

( 3 
J. ,¡, 

X ) ( 

J. ,¡, ,¡, 
X S y 
,¡, ,¡, ,¡, ,¡, 

) 
,¡, 

8 4 11 9 8 11 5 7 13 9 

En seguida, para obtener el número de Godel (llámese m), se multiplican los 
números primos elevados al número asociado al signo, es decir: 

2 8 
X 34 

X 511 
X 79 

X 118 
X 1311 

X 175 
X 197 

X 2313 
X 299 

Considérese ahora, la siguiente sucesión de fórmulas (que incluso pueden ser parte 
de una demostración): 

(3x)(x = .1)1) 

(3x)(x = sO) 

La segunda fórmula, que significa 'O tiene un sucesor inmediato', es derivable de la 
primera fórmula sustituyendo a la variable numérica y' por el numeral 'O'. 

Ya se conoce el número de Godel de la primera fórmula, que es m.Supóngase que 
el número de Godel de la segunda fórmula es 11. El número de Godel que se le asigna a la 
sucesión de dos fórmulas está dado por los dos números primos en orden creciente 
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elevados a una potencia igual al número de Godel de la fórmula correspondiente (Como 
quizá ya se intuyó, se puede ver que la asignación de los números de Godel se puede 
definir de una manera recursiva). 

Entonces, el número de Godel asociado a esta sucesión será: k = 2'" x 3" 

Por este procedimiento de condensación se puede obtener un número para cada 
serie de fórmulas, de manera que toda expresión contenida en el sistema (trátese de un 
signo elemental, una sucesión de símbolos o una sucesión de sucesiones), debe llevar 
asignado un único número de Gi:idel. 

Lo que se ha hecho hasta aquí es establecer un método para aritmetizar 
completamente al cálculo formal. El método consiste esencialmente en un conjunto de 
reglas para establecer una correspondencia biunívoca entre las expresiones del cálculo y 
una cierta subclase de los números enteros (no todo número entero es un número Gi:idel. 
Por ejemplo, 100 no es un número Gi:idel por que no cumple con las reglas de asinación de 
la numeración de Godel). Dada una expresión, puede calcularse unívocamente el número 
de Godel que corresponde a ella. Pero además, dado un número, se puede determinar si es 
un número de Godel, y, si lo es, la expresión que representa puede ser exactamente 
"restablecida" y analizada, pues como el número se ha construido como producto de 
números primos, es posible factorizarlo en dichos primos.1 

Los siguientes pasos muestran cómo se puede investigar, a partir de un número de 
Godel, qué expresión representa y viceversa: 

O. Supóngase que 243,000,000 es un número de Godel 

a. Factorizando 64 X 243 X 15625 

O. Expresado en potencias del mínimo factor primo equivale a: 26 x 35 x 56 

1Todo número menor o igual a 10, 1..'S ~mbii!n el núnmo de GOdel corrcspondiente de un signo constante elemental; por ello, 

el signo puede ser unf\'ocamcnlc identificado. Si el número es mayor que 1 O, puede ser descompuesto en sus factores primos de una fonna 

precisa. Si csun núml.!To primo mayor que 10, o la ~gunda o ll!ft'tr.1 potencia de un número primo que reuna esa cualidad, es el número de 

OOdel de una variable idi:nlificable, Si es el producto de números primos succsi\'oS. e)e\'ando cada uno de ellos a alguna potencia. puede 

ser el númi:ro de Gadcl o de una fóm1ula o dc una suc-esión de fónnulns. En cualquier caso. pul!dl! dct~m1ina~ exactamente Ja expresión a 

que corresponde. 
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O. Las potencias de los factores anteriores, según la correspondencia 

6 5 ·6. 

de las tablas antedores eé¡ui~ale a: 'J. . i . J. . 
o o 

0. Por lo tanto, la expresión que representa el número de God~l243,000,000 
es:'O= O' · 

Así, los pasos seguidos en el orden: 0,0,0,0 y 0 muestran cómo a partir del 
número de Godel se obtiene la expresión que representa. Y, visceversa, si los pasos se 
siguen en el orden: 0,0,0,0 y O, pues muestran como a partir de una expresión se 
obtiene su número de Godel. 

El paso siguiente de Godel es una ingeniosa aplicación de la idea de 
representación. 2• Demostró que todas las propiedades metamatemáticas acerca de las 
propiedades estructurales de las expresiones contenidas en el cálculo, pueden ser 
reflejadas adecuadamente dentro del cálculo mismo. La idea básica que subyace en su 
procedimiento es la siguiente: puesto que toda expresión del cálculo está asociado a un 
número Godel, puede construirse una proposición metamatemática acerca de las 
expresiones y de sus relaciones aritméticas recíprocas. De esta manera, queda 
completamente aritmetizada la metamatemática. 

Cada proposición metametamática se encuentra representada por una única 
fórmula dentro de la aritmética, y por las relaciones numéricas de dependencia entre sus 
correspondientes fórmulas aritméticas. 

En particular, toda caracterización metamntemática, de la estructura de 
expresiones en el sistema y todo lo que se diga acerca de ellas, queda reflejado en una 
función aritmética de enteros; y todo enunciado metnmntemático aceren de las 
relaciones entre fórmulas queda reflejado en una relación aritmética entre enteros.3 

2Estc paso deja senlir un poco más la brillante iden de utilizar el razonamiento matemático para ex-plorar el pensamiento 

matemático. 

3Por función aritmética sc entiende unñ expresión como 2+3 o (S :< 7)-~. ctC: Por una rclació~ ai:itmética se entiende una 

proposición -verdadera o fals:a- tnl como 5a7, 7>4, etc, 
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¡Es decir, . que tanto la caracterización matemática como el enunciado 
metamatemático.acerca de las relaciones entre fórmulas, son COMPUTABLES! 

Por lo tanto, la importancia de esta aritmetización de la metamatemática se debe al 
hecho de que, puesto que cada uno de sus enunciados puede representarse en el sistema 
formal por una y sólo una expresión asociada con un número de Godel, las relaciones de 
dependencia lógica entre enunciados metamatemáticos pueden explorarse mediante el 
procedimiento de examinar relaciones entre enteros y sus factores. 

Considérese el primer axioma del cálculo proposicional que es, a su vez, además, 

un axioma del sistema formal sujeto a ·examen: '{pv p) ·:::::ip'. Su número de Godel es 

28 x 3111 x 52 xi 1'x119 x133 x17
111

, que se designará con la I~tra 'a'. Considérese también 

la fórmula '(p v p )', cuyo número de· Godel es :~·~0.3 11L~~ 5; ~ 7111 
x 119

, designado por la 

letra 'b'. La proposición metamatemática de 'tjüe''.{~:.fó~m~I~ '(p 'v p)' es una parte del 

axioma. ¿A qué fórmula aritmética del sistenia :für;,,al cOriespónde? Es evidente que la 

fórmula más pequeña '{pv p)' puede ser una parte inicial de la fórmula mayor, que es el 

axioma, si y solamente si, el número de Godel b, que representa a la primera, es un factor 
del numero de Godel a, que representa a la segunda. Bajo el supuesto de que la expresión 
'factor de' esté convencionalmente definida en el sistema aritmético formalizado, la única 
fórmula aritmética que corresponde a la declaración metamatemática antes enumerada es: 
'b es un factor de a'. Además, si esta fórmula es verdadera, esto es, si b es un factor de a, 

entonces es cierto que '{pv p)' es una parte inicial de '{pv p) :::::> p'. 

Ahora considérese el enunciado metamátematico: 'La sucesión de fórmulas cuyo 
número de Godel es x, es una demostración de la fórmula cuyo número de Godel es z'. 
Este enunciado está representado en el cálculo aritmético (o reflejado en él) por una 
determinada fórmula del cálculo, la cual expresa una relación puramente aritmética entre x 
y z.4 Se escribe esta relación aritmética entre x y z como la fórmula 'Dem(x,z)'; para 
recordar el enunciado metamatemático 'La sucesión de fórmulas cuyo número de Godel es 
x es una demostración de la fórmula cuyo número de Godel es z'; y a su vez el enunciado 
metamatemático: 'la sucesión de fórmulas cuyo número de Godel x no es una 

4En el ejemplo a.ntcñor. 1!11 el cual Se! asigna el número de GOd.:I k a urui. demostración (o parte de una dcmostrnción) se 

encontró que k= 2m x J", Una bre\'C rcflcsión mui:st.ra que csistc una dclmninad.t relación aritm.:tica. aunque bnstnntc complicada, 

entre k. el nUmcro de GOdel de la demostración, y el nUnwro de o0del n de In conclusióci. 
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demostración de la fórmula cuyo número de Giidel es :' será también representado por una 
fórmula del formalismo matemático. Se escribirá esta fórmula del modo siguiente: 

'-De111(x,z)' . 

Es necesario agregar un poco más de esta n_otación especial para exponer el punto 

clave del argumento de Gtidel. Por ejemplo, la fórmula '(3x)(x = sy)' tiene como número 
de Giidel a 111, mientras que el número de Giidel de la variable y' es 13. En dicha fórmula 
sustitúyase la variable del número Giidel 13 (o sea y) por el númeral 111. El resultado es la 

fórmula '(3x)(x = sm)', que dice literalmente que existe un número x tal que x es el 
sucesor inmediato de 111, tiene también su número Giidel, que puede calcularse fácilmente. 
Pero, en lugar de hacer el cálculo, se puede identificar el número mediante una inequívoca 
caracterización metamatemática: es el número Giidel de la fórmula que se obtiene a partir 
de la fórmula del número de Giidel 111, sustituyendo la variable de número Giidel 13 por el 
numeral de m. Esta caracterización metamatemática determina unívocamente un número 
definido, que es cierta función aritmética de los números /11 y 13, en la que puede ser 
expresada la función misma dentro del sistema formalizado. El número puede,· por 
consiguiente, ser designado dentro del cálculo. Esta designación será escrita como 'sust 
(111, 13,111)' que tiene como finalidad recordar la caracterización metamatemática que 
representa, 'el número de Giidel de la fórmula obtenida a partir de la fórmula de número 
de Giidel 111, sustituyendo la variable de número Giidel 13 por el numeral 111'. En términos 
generales, se puede tener la expresión 'sust (y, 13,y)' que es la imagen reflejada dentro del 
cálculo aritmético formalizado de la caracterización metamatemática 'el número de Giidel 
de la fórmula que se obtiene a partir de la fórmula del número Gtidel y, sustituyendo la 
variable del número Giidel 13 por el numeral de y'. Se observará también que cuando se 
sustituye 'y' por un númeral definido en 'sust (y, 13,y)' -por ejemplo, el númeral de 111 o el 
numeral de doscientos cuarenta y tres millones-, la expresión resultante designa un número 
entero definido, que es el número de Giidel de una determinada fórmula.s 

En este momento se tienen todos los elementos para mostrar la argumentación de 
Giidel. Primeramente se mostrará el argumento de manera general y, después, se entrará 
en los detalles en cada uno de los pasos de la argumentación. 

5¿Qué entero se d.:signa por'sust (y,13J•)' si por casualidad fo fómlUla cuyo niuni:ro de G&:My no contiene la variable del 

número de G&M 13 -esto es, si 1~ fómmla no contfonc a la variable )1? .La r1..-spu"-sta es que, pu1..'Sto que J'. ~ ·,O = .O• Y)• no can~ienc a 

esta variable, no puede hacerse ninguna sustitución. o, lo qt11: 1..-s lo mismo, que la fónnul:a obtenida de ·O-=. O• es cst:i. nlisilia_ ffinn,ufo. Por 

lo tanto, el número_designado por'sust ( 243.000 000,13. 243 ooo·ooo¡• és 243 000 000 .. 

·-66-



Capítulo IV. El Teorema de Glldel 

O. Primero Godel mostró cómo construir una fórmula aritmética G que 
representa la declaración metamatemática 'La fórmula G no es demostrable' .6 

6. En segundo lugar Godel demostró que G no es formalmente demostrable. 

€>. Godel demostró después que la fórmula G que no es formalmente 
demostrable, es una fórmula aritmética verdadera (¡es decir, es Computable!).7 

O. Entonces dado que G es al mismo tiempo verdadera y formalmente 
indecidible, los axiomas de la aritmética son incompletos. 8 y siempre serán incompletos. 

Además demostró que la aritmética es esencialmente incompleta.9 

0. Por último, Gódel describió cómo construir una fórmula aritmética A que 
represente a la proposición metamatemática: 'la aritmética es consistente'. 

Demostró que la fórmula 'A :::i G' es formalmente demostrable. 

Finalmente demostró que la fórmula A no es demostrable. 

Por lo que la consistencia de la aritmética no puede ser establecida por un 
argumento que pueda hallarse representado en el cálculo aritmético formal, en términos de 
si misma. 

A continuación se verá con detalle el desarrollo de cada uno de los pasos de la 
argumentación de Godel: 

61..a fOnnula O dice di: si misma que no es dcmostrnble. 

7Es vcrdad~'fll en el sentido de que nlinna que lodo núnmo entero pose-e un:i cima propi~dad ari~élica. que puede ser 

exactamente definida y presentada en cualquicr número entero que se examine, es decir que es computn~le. 

85¡ los axiomas de lm nritmélica son incompletos e:> no se pueden di:ducir tO<bs las verdades aritméticas de los axiorrias. 

9Esrncialmenle incompleta significa que aunque se incluyeran axiomns al sistema para que la tonnula verdadera G fuera 

fonnalmcnle di.."fivable, podría co~'.rsc otra fónnula verdadera pero fom1almenti: indccidiblc. 
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O Construcción de la fórmula aritmética G que representa la declaración "la 
fórmula G no es demostrable" 

1. Sea '-Dem(x.z)'IO 

2. Anteponiendo el prefijo'(x)' c:>:'(x)-Dem(x,z)' 11 que representa la proposición 
mctamatemática 'la fórmula con número de GOdel z no es deÍnostrable'. 

3. Godel demostró que un caso particular de '(x)-Dem(x,::)', no es demostrable 

4. Sea II '(x)-Dem(x,sust(y,l3J1)}' la fónnula que representa la proposición 
metamatemática 'la fórmula de número de GOdel sust(y, l3J1) no es demostrable0.12. Supóngase que 
el número de Godel de la Jies n. 

5. Entonces si se sustituye en la fórmula JI a la variable de número de Géidel 13 (es 
decir la variable 'y') por el numeral n. Se tiene la fónnula que se quería construir: 

G '(x)-De111(x,sust(11, 13,11))' 

101..a sucesión de fónnul~ co1_1 número de GOdi:I x no es un:1 prueb:i. de Ja fónnul:a con número de GOdel z. 

. ,,·._ __ : '. ; 

1 l Po.fa todo x, In suc~i6n. de 'romlulas con numero de God.:l x no son una prueba de la fónnula con número de GOdi:I z. 

12como· se recordará la ex-presión sus(y,13,y) designa a un número 
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6. Como se puede ver O es la fónnula que se obt.iene a partir de la fónnula de 
número de Godel n (es decir la fónnula IIJ; sustitu);cndo

0 

la. variable 'y' por el numeral n. Y 
sust(n, 13,n) es el número de Godel de. la fóm1ula qi1c se obtiene á •partir di: la fónnula de número 
de Godel n (la fónnula JI), sustituyendo la varhblé\•' por el numera(n. Entonces, sust(n,13,n) es 
el número de Godel de O. . ...... ,. ,. 

7. Pero O es la imagen reílcJada ~~ntro@~6~fk¿lo aritmético de la proposición 
metamatemática 'La fómmla de número de GodCI sU's't(n;I3,h) no.es demostrable'. 

·"·· ' 

8. Y dado. que la tórmii!~:.' d~ ~ ~ú~i~o · de Godel sust(n,13,n) es 
(x)-Dem(x,sust(n, 13,n)) entonces la fóm1ul¡¡ 'ariínléii~a;'M-Dem(x,sust(n, 13,n))' representa en la 
proposición metamatemática: 'la fóm1ula,'(.y)-Deni(x:'susi(n, 13,n))' no es demostrable' . 

. ,. . -. <~~}i~':; : (· 
:::-;,',;:~:~,;)• -~ 

1) Si Ges demostrable, entonces ..(J es demostrable. 13 

Para probar que Si G es demostrable, entonces ..(J es también demostrable, 
considérese: 

* Si G es demostrable entonces tendría que haber una sucesión de fórmulas 
dentro de la aritmética que constituyesen una prueba para G. Sea k el número de Godel 
para dicha prueba. La relación aritmética '-Dem(x,z)' debe darse entre k y el número de 
Giidel de G, es decir,'sust (11, 13,11)' 

'Dem (k, s11st(11,J 3,11))' tie.ne que ser una fórmula aritmética verdadera .. 

'."!". 

•,>M 

130.: hecho ~~~i~-~~i~~o:{~·.i~:..i~1~·~~~¡¿~;~~-~J:~,¡~· fÓi,~~~:1la 'Ó.cs cf.:·mostrnbh: si>' sOl:mwnh: si-Ges dcmostrabl.:. Pero 
' ·.-c .. ·.~'<:: . ;"" . . 

para nuestra hipóteSis és-~ufi~i~~i~'O,~.:~~~;i.o~ira~-~~--~i -~~:.~~-~~1~StrabÍe::· 
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"' Y dado que la relación aritmética 'Dl!m (k;'sust(li)J,11))'. s~ da entre un par 
definido de números, ent Jnces la fórmula que expresa'este' heélíci ·és den1osfrablé . 

. ', '."".<. •,•r~.>:,'":;:•'./;;•<.~-c:·:' :."/.'.""~ ,; :,• • -,. 

"' Entonces como G además de ser una· fónptila áritmética verdadera es 
formalmente demostrabl~, G es un teorema. 

"' Entonces, dado que G es un teorema se puede derivar de G la fórmula 

-G (-(x)-Dem (x, sus/(11,13,11))' 

"' :. G es demostrable, su negación fomial -G también es demostrable. 

2) Pero si G y ...(] son formalmente demostrables, los axiomas que los 
derivaron (axiomas de la aritmética) son inconsistentes. 

3) De lo que se concluye que si los axiomas del sis.tema formalizado de la 
aritmética son consistentes, entonces ni la fórmula G ni su negación son demostrables. 

Si la aritmética es consistente Q G no es formalmente demostrabJél4:; .. ,, 

. . . ' . . . 
Giidel demostró después que la fórmula G que no es formalmente d~rri~str~ble, es una 

fórmula aritmética verdadera (¡es decir, es Computable!) 

l. La proposición metamatemática 'la fórmula '(x)-Dem(x.sust(n,13,n))' no es 
demostrable es verdadera bajo la hipótesis de la aritmética consistente. 

2. Esta proposición está representada dentro de la aritmética por la misma fórmula 
que menciona la proposición. 

3. Las proposiciones metamatemáticas verdaderas corresponden a fórmulas 
aritméticas verdaderas, ya que las proposiciones metamatemáticas han sido representadas en el 
fórmalismo aritmético. 

4. Si G corresponde a una proposición metamatcmática verdadera, entonces G es 
verdadera. 

Por lo tanto, Ges verdadera y formalmente indecidible 

140 fonna.lmcntc indccidiblc. En el scnlido de que ni G ni --0 pucd1.."fl deducirse fonnalmcntc ~los axiomas. 
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O Entonces, dado que G es al mismo tiempo verdadera y formalmente 
indecidible, los axiomas de la aritmética son incompletos. Además, la aritmética es 
escencialmente incompleta. 

l. Dado que G es verdadera e indecidible, los axiomas de la aritmética son 
incompletos. Es decir: no se pueden deducir todas las verdades aritméticas de los axiomas, y no 
importa cuántos a'l:iomas se agreguen siempre será incompleto. 

Los axiomas de un sistema son completos si todas las propos1c1ones 
verdaderas que pueden expresarse en el sistema son formalmente deducibles de los axiomas. 

Pero dado que G es una fórmula verdadera de la aritmética no deducible 
dentro de ella, por lo tanto los axiomas de la aritmética son incompletos. Esto es bajo la hipótesis 
de que sean consistentes. 

2. La aritmética será siempre necesariamente incompleta. Aunque al sistema se le 
agregara cualquier número de axiomas (incluido G), aún podría construirse otra fómmla aritmética 
verdadera, que fuera indecidible; de la misma manera en que se construyó G. Esto siempre se dará 
no importa cuantas veces se amplie el sistema dado. 

Por lo tanto, existe una limitación fundamental en la eficacia del método axiomático. 
Es decir, que la verdad aritmética no puede ser reducido a un orden sistemático basadode 
de una vez para siempre en un conjunto de axiomas del que pueda derivarse formalmente 
toda proposición aritmética verdadera. 

0 Finalmente, se puede llegar a establecer la proposición metamatemática ' Si 
la aritmética, es consistente, es incompleta'. Esta proposición condicional tomada como un 
todo, esta representada por una fórmula demostrable dentro de la aritmética formalizada. 

Por un laC!o, la propos1c1on metamatemática 'la aritmética es consistente' es 
equivalente a la proposición 'existe al menos una fónnula de la aritmética que no es demostrable', 
la cual se representa por : 

A) (3x) (x) -Dem(x,y) 

Traducida dice que 'Existe por lo menos un número y tal que para todo x, x no se 
mantiene en la relación Dem a y, que interpretada metamatemáticamente :'Existe por lo 
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menos una fórmula de la aritmética para la cual ningunas~cesión de fór~úlas constitUye 
una prueba.' ,. - - -..- -~ · · .. 

_, ' ¡ .-.-_ - --- ' ... - .. - -~~. 

Por lo tanto, A representaa.'l~'arit1~:~tiéa eS~a·n~i~ienttV ·· ··:.o 

2. Por otro lado, la proposidón nibín~~Íe11;~ticaS1a adtmética es incompleta' procede 
de 'existe una proposición :iritniética'\icydadé~ií'éiii'cno'cs rC>rinali1iénte denlostráble' que 'es la 
fónnula G. - .. · '~·}.-;:~,:t.f-.~ {,,,/· -.:·<-· r¿ ' ·' -- · · 

',• ,,·c:t": 

Por lo tanto, de 1 y'2",::Ja ~:rbpJ~ici6~·metaniatemática condicional 'Si la aritmética 
es consistente, es incompfotaf;está'..rep?eseril~dá por lafórmüla: 

:-~- --·. 4::~ '.-~:~~-t\·:~;:~~~.~~--~_<'~-::t;;: .. ·_ ·> '. 
(3x) (x)-Dem(x,y)::i(x}fpe~1(x;tstist(11;13,11)). 

'--\".-:; .. ~,-:;:~~:·tt~<-. -:;)}. 
Es decir A::::iG 

Ahora sólo falta demosira~ qÚe'Á nÓ'es 'demostrable. 
- ":C--.7'· !. >~{ :~~;;-;~,- '_;:·, .. ~ _. __ ,-,, 

es demostrable. 
Suponiendo qu¿ A'i:sCi6n;osÍ~able; ~uesto é¡Üe A::iG es deri1ostrable C) G 

.- . . r ~--.. .· :,;"' _->_'_;'' . . ;J.. ' •' '· .. ~ " . . . ' . ' 

,-;'.;«:''' :)'::.' .·.-..' ~:, .• '·, -;:·.:;::·:. ~ 

• Pero si la aritméti~a es'~6ri~f~{éhte,·i}h'/ro~aÍme~te :ind~cidible.(G ·es 
indecidible a menos que el cálculo sea inconsisteri¡e;)}:~: -~; ),\f ¡¡;~: './~\(. ',,} > · 

lo que implica que si Ge~ n~'den;~sini~íi: ~'i~~bié~j6'e~) ,: ; : 
. ,.,.,,: . . ~~'(. ;: ·~·' . 

':<E·: :.~., 

Por lo tanto, si la aritmética es consistente, .la fórmula,A'n<i es demostrable. 

Resumiendo: 

i) La fórmula A representa la proposición metamatemátiea 'la aritmética es 
consistente' 

ii) Si esta proposición pudiera ser demostrada con una argumentación susceptible de 
ser plasmada en una sucesión de fónnulas que constituyera una prueba en cálculo aritmético, la 
propia fónnula sería demostrable. 

iii) pero A es no demostrable si la aritmética es consistente. 

iv) Si la aritmética es consistente, su consistencia no puede ser demostrada por ningún 
razonamiento metamatcmático capaz de ser representado dentro del fonnalismo de la aritmética. 
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Por lo tanto,r no hny posibilidad de que una prueba de la consistencia sea 
reflejada sobre deducciones formnles de la aritmética. 
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Conclusiones 

Conclusiones: 

Las conclusiones que a continuación se presentan corresponden a tres enfoques: el 
teórico, el práctico, y el relacionado con la cuestión formativa de los alumnos de 
carreras de Computación; en particular de estudiantes de Matemáticas Aplicadas y 
Computación. Estos enfoques guardan una relación tan estrecha que no fue posible 
hacer una separación tajante entre ellos. 

Para los estudiantes de la carrera de Matemáticas Aplicadas y Computación es 
fundamental conocer los conceptos teóricos que sustentan a la computadora. El tener 
estos conceptos en mente da otra visión en la solución de los problemas; esta visión 
establece qué problemas son tratados en términos computacionales y cómo llevar a cabo 
su tratamiento. 

Generalmente, la computación se concibe como una herramienta aislada del campo de 
la ciencia; algo así como una brillante invención que la tecnología ha hecho realidad, 
sin conocer el transfondo de los planteamientos filosóficos y matemáticos que hay 
detrás de todo esto. 

El tener una concepción teórico-matemática de la computación permite determinar sus 
alcances y limitaciones. 

La computadora, concebida sobre principios de modelos matemáticos, requiere tener 
bases muy sólidas sobre teoría de esta área del saber humano, pues ello permite 
plantear diseños, desarrollos, alcances y limitaciones reales de la computabilidad. 

Luego entonces, el aporte mínimo de la computabilidad está en la posibilidad de 
plantear que algo computable asegura una solución, es decir, una respuesta. Esta Tesis 
no intenta dar elementos para determinar cuándo algo es computable; únicamente señala 
que si algo es computable entonces tendrá solución. 

De este trabajo se observa que la Lógica de pronto se convierte en la metaciencia de la 
computación; es decir, que todos los resultados en la Lógica tienen una repercusión 
directa en la Computación. 

La computabilidad es un concepto universal que aparece en los enfoques de Turing, 
Church y Godel. Turing expresa la computabilidad en términos de la detención de la 
máquina de Turing. En el cálculo lambda de Church, la computabilidad está definida, 
por un lado, en el sentido de que las funciones pueden ser evaluadas para cualquier 
argumento dado; y por otro lado, en la correspondencia entre el cálculo lambda de 
Church y las funciones Turing. En el teorema de Godel, la representación de la 
computabilidad está dada por la propia númeración de Godel. La necesidad de la 
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correspondencia entre el número de Godel y todos los elementos que forman parte del 
lenguaje del sistema define a esta relación como computable. 

Así, para Turing la computabilidad se manifiesta a través de si la máquina se detiene o 
no; para Church mediante la existencia o ausencia del valor de la función; y para Godel 
la computabilidad se da mediante la existencia de los números creados por él. 

Se observa entonces que la computabilidad resulta ser uno de los grandes vínculos entre 
la teoría matemática y la teoría de la computación. Permite analizar problemas 
matemáticos desde enfoques computacionales y viceversa. 
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American" cuando "heredó" la columna de Martin Gardner, estos ecritos tratan de 
diversos temas todos ellos relacionados con el estudio de la Inteligencia Artificial. 
También se recomienda su lectura. 

[Hopc79] Hopcroft, J.D. Ullman [1979] 
Introduction to Automata Theory, Languajes, and Computation 
Addison Wesley, Reading, Mass. 

Sin duda un clásico en el estudio de la teoría de la computación, libro que sienta las 
bases teóricas para el diseño de lenguajes y compiladores. 

[Knut73] Knuth, D. E. [1973] 
The Art of Computer Progr¡_¡mming. Vol. HI: Sorting and Searching 
Addison Wesley, Reading, Mass. 

Un libro que se recomienda por sí mismo,. e(b1áSí~o ;~s~jacro, entre las muchas y 
brillantes exposiciones que tiene, el concepto de7recursividad es uno de los agraciados 
por el Sr Knuth - - · - · ·- -

[Mcln77] Mcintosh Harold V. [1977] . : '··' 
Lógica Matemática, Notas de Clase 
(ESFM-IPN), México 

Notas de clase de Mcintosh, sobre la lógica,. Ufl e~celeni~:rnaterial tanto por su claridad 
como por su rigidez matemática. ;;:;> -

·'..,:.;· .. 
. <~;.-· ·; •. ' 

[Mins67] Minsky Marvin [1967] '\_; ,. • , . 
Computation: Finite and Infinite Machhíes 
Prentice-Hall, New York ., 

Uno de los clásicos realizado por uno de .los pensadores más profundos de la 
Inteligencia Artificial, en el que se trata el concepto de de computabilidad con un rigor 
y claridez dignas de su a.utor. 
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[Newm56] Newman J. R., Nagel E. [1958] 
Godel' s Proof 
New York.University Press 

Bibliografía 

Una de las exposiciones más claras del· teorema de Godel, una prueba de que los 
conceptos más abstractos de la matemática pueden ser tratados y expuestos con una 
gran maetría pedagógica. 

[Newm56] Newman J. R., Nagel E. [1956] 
The World of Mathematics 
First Edition Simon and Shuster, New York 

Una gran obra que reune obra, vida conceptos, trabajos y hallazgos del facinante 
mundo de las matemáticas algunos de ellos escritos por los propios protagonistas. 

[Penr89] Penrose R. [1989] 
The Emperor's New Mind 
First Edition Oxford University Press 

Libro escrito por uno de los excépticos mas serios de la Inteligencia Artificial (uno de 
los físico-matemáticos más creativos del mundo, estrecho colaborador en los 
descubrimientos de Stephen Hawking), donde se exponen con una maestría conceptos 
de matemáticas y computación. Penrose conjunta una serie de tópicos matemáticos , 
computacionales, de mecanica cuantica, de física, etc. para ofrecer su punto de vista 
sobre la Inteligencia Artificial. 

[Most89] Mosterin J [1989] 
Obras Completas de Godel 
Segunda Edición, Alianza Editorial, Espalia. 

Un gran esfuerzo por recopilar todo el material que dejó la obra de Godel, entre ellas el 
teorema de la incompletitud. Además de su valor por constituir toda la obra de Godel, 
este libro tiene acompaliado en cada escrito de Godel una brillante explicación del 
mismo, hecho que enriquece al trabajo. 

[Galt90] Galton A. [1990] 
Logic for Information Technology 
John Wiley & Sons, England. 

Un libro hecho a la medida de Jos estudiantes de computación que quieran introducirse 
al estudio de la lógica, hecho que es inevitable dada la estrecha relación entre la lógica 
matemática y la ciencia de Ja computación. 
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Bibliografía 

Hemerografía 

[McCa60] McCarthy John [1960] 
Recursive Functions of Symbolic Expresión and Their Computation 
by Machine, Part l. · · · · 
Communication de ACM Vol 3, Num 4 pp 183-195 MIT Cambridge 

Este libro representa el esquema formal en términos de funciones recursivas del 
lenguaje Lisp, sin duda nos lleva a reflexionar sobre Jos conceptos matemáticos que 
modelan la creación de un lenguaje. 

[Newe76] Newell A., Simon H.A. [1976] .. 
Computer Science As EmpiriCa!Inquiry: Symbols and Search 
Communication of ACM Vol. 1.9 Num. 3 pp. 113-126 

El artículo con el que se les dio el premio de Turing a dos grandes pioneros de la 
Inteligencia Artificial., este artículo presenta la argumentación de defensa de la I.A. 
que les permitió ser parte de la vanguardia en Jos trabajos de Inteligencia Artificial. 

[Knut74] Knuth E.D. [1974] 
Computer Programming As an Art 
Communication of ACM Vol. 17 Num. 12 pp. 667-673 

Artículo con el que se le dió reconocimiento mediante el premio de Turing, a uno de 
los grandes maestros de la computación; en el Knuth plasma una parte de Jo que se 
considera ahora como clásicos de la computación, la serie de libros bajo el titulo The 
Art of Computer Programming. 

[Back78] Backus J. [ 1978] 
Can Programming be Liberted from the Von Newman Style? A 
funtional Style and its algebra of programs 
Communications od ACM Vol. 21 Num. 8 pp. 613-641 

En este artículo, también premio Turing de Backus se distute el paradigma de la 
programación funcional y la programación procedural, un artículo de gran interés dado 
el planteamiento filosófico matemático que hace sobre la creación de los lenguajes. 
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