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RESUMEN

El presente trabajo consiste en la simulacién numérica de las
componentes de marea Mz, S2 y Kl, en el Golfo de California.

Se toman en cuenta caracteristicas de las ondas de marea en dicho
Golfo usando una solucién numérica desarrollada por Monreal Gémez y Salas
de Leén (1986) de las ecuaciones de movimiento del océano. La solucién
del sistema de ecuaciones hidrodindmicas es realizada por medio de
diferencias finitas, utilizando un algoritmo semi-implicito basado en una
malla descentrada de 6.25 por 6.25 km de resolucién (15753 puntos).

Los mecanismos de movimiento del sistema son los siguientes:
una onda que entra por la boca del Golfo, impuesta utilizando resultados
de observaciones de estaciones mareogrdficas y la fuerza astrondémica
considerada en cada punto de la malla. Los mapas cotidales obtenidos
mediante andlisis arménico de la elevacidn de la superficie libre,
muestran que las componentes semi-diurnas (M2 y Sz) dominan sobre la
componente diurna (Kl). El modelo es capaz de simular la anfidromia
virtual en las componentes semi-diurnas. Ademds se muestra que las
componentes semi-diurnas se propagan de sur a norte mientras que la
componente diurna lo hace de este a oeste,

Los resultados dados por medio de esta simulacién numérica son

comparados con los mapas por Gutierrez y Morales (1986) mostrando un

error miximo del 107 .




1. INTRODUCCION

1.1 UBICACION GEOGRAFICA DEL GOLFO DE CALIFORNIA

El Golfo de Califarnia se ubica entre los 22°50° y 32°00" de latitud
norte y entre los 104° y 105° de longitud oeste, con orientacién
sureste-noroeste, tiene una longitud aproximada de 1100 km y un ancho
promedio de 150 km. Estd limitado al oeste por la Peninsula de Baja
California y al este, en el sur por el estado de Sinaloa y al norte por
el estado de Sonora, (fig. 1).

La boca del Golfo es profunda y ancha. La profundidad del Golifo es
variable, pero en términos generales disminuye hacia el norte presentando
varias fosas a lo largo.

La circulacién de las aguas en el Golfo se realiza por el
intercambio de agua que se lleva a cabo con el océano adyacente a través
de la boca, tambien interviene la topografia del fondo.

Las mareas del Golfo son de tipo mixto, esto es, estan constituidas

por componentes semidiurnas y diurnas.
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fig. 1 Ubicacién geografica del Golfo de California.



1.2 LAS MAREAS EN EL GOLFO DE CALIFORNIA

Conocemos con gran precisién el movimiento de los cuerpos celestes
que mas influyen en las masas oce&nicas para producir las mareas, siendo
estos el Sol y la Luna. Asf que es conocido, entonces, con gran
precisién el potencial generador de mareas en cualquier lugar de la
tierra.

Matemdticamente el problema de las mareas se puede resolver con un
nimero finito de componentes periédicas las cuales constituyen el
potencial total de marea, Enfield (1976).

Existe un gran nimero de componentes arménicos en las mareas pero

las componentes mdas importantes y utilizadas en la practica son las

siguientes:
Componentes semi-diurnas: Periodo en hora solar
M2 Principal lunar 12.42
Sz Principal solar 12.00
N2 Gran lunar eliptica 12.66
Kz Luni-solar semidiurno 11.97

componentes diurnas:

Kl Luni-solar diurno 23.93
0l Principal diurno lunar 25.82
Pl Principal solar diurno 24.07

Gutierrez y Morales (1986); y Morales P. y Gutierrez de Velasco
(1989), han obtenido las cartas cotidales para el Golfo de California,
mediante observaciones obtenidas de estaciones mareogréaficas.

Haciendo una revisién a dichos mapas cotidales, se observa que las
componentes semidiurnas (fig. 2) progresan de sur a norte a lo largo del
Golfo con un atraso de 5 horas 40 minutos. Para las componentes diurnas
(fig. 3) su progreso es casi de este a oeste con atraso de 30 a 45
minutos desde la boca hasta el extremo norte del Golfo, (Gutierrez y
Morales 1986).
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fig. 2 Cartas cotidales de las componentes semidiurnas en el Golfo

de California. (Morales y Gutierrez, 1989).
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fig. 3 Cartas cotidales de las componentes diurnas en el Golfo de
California. (Morales y Gutierrez, 1989),



Otro tipo de componentes de mareas que presenta el Golfo son las
llamadas de periodo largo: Sa solar anual y Sm solar semianual (fig. 4).
La primera con un periodo de un afio, refleja la variacién anual del nivel
del mar, ésta componente progresa aproximadamente de este a oeste; su
viaje desde el norte hasta el sur tarda de agosto hasta septiembre, con
un atraso de {10 dias. "La componente Sm, con periodo de 6 meses, provoca
la variacién semianual del nivel del mar, progresando de Topolobampo
hacia el norte; hacia la punta de la peninsula, durando su viaje hacia el
norte del 4 de mayo al primero de junio, y el siguiente del 3 de
noviembre al 30 del mismo mes, el viaje hacia la punta sur de la
peninsula va del 4 de mayo al 21 de junio y del primero de junio al 21 de
diciembre, en el transcurso del viaje tiene un retraso de 28 dias para el
norte y 48 al sur hacia la punta de la peninsula de Baja California,

(Gutierrez y Morales, 1986).
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fig. 4 Cartas cotidales de las componentes solar anual y solar semi-anual
(Morales y Gutierrez, 1989).



Por ltimo, la componente Mf " lunar  quincenal, (fig. 5) que
comparada con Sa y Sm es débil, progresa de oeste a este de la punta del

Golfo al norte en la regién de Puerto Pefiasco con retraso de tres dfas,

AMPLITUD (cm) FASE (103WG.)

Componente Mf.

fig. 5 Carta cotidal de la componente lunar quincenal en el Golfo de
California (Morales y Gutierrez, 1989).



2. MODELO  HIDRODINAMICO

2.1. ECUACIONES HIDRODINAMICAS

Cuando se habla del movimiento de un cuerpo de masa m, la

descripcién de ese movimiento se hace por medio de la segunda ley de

Newton F = ma, que se expresard como g = E , asi se considera al
movimiento como el resultado de diferentes factores, i.e. tomar a F como
la fuerza resultante y as{ estudiar cada una de sus componentes,

La ecuacién de movimiento consta de varios términos, en esta seccion
se explican y se introducen algunas de las principales aproximaciones que
se pueden hacer en ellos. En el movimiento de una masa de agua

intervienen diferentes tipos de fuerzas, como son:

Fuerzas astronémicas

Fuerza debida al viento

Fuerza de gravedad terrestre

Gradiente de presién atmosférica

Gradiente de presién

Fuerza por movimiento del fondo del océano
Fuerza de Coriolis

Fuerza de friccién

Estas fuerzas producen movimiento de las masas de agua en mayor o
menor grado. Dado que el Interés del presente trabajo es simular los
movimientos de marea, la fuerza debida al viento a pesar de ser un factor
importante en el movimiento de la capa superficial de agua, no se tomara
en cuenta, adem&s debido a que la escala espacio-temporal considerada en
este trabajo es pequefia con respecto a las variaciones que sufre el fondo
marino se supondra que este permanece inalterable, por lo que nos
abstendremos también de tomar en consideracién esta fuerza.

Por ahora tomaremos en cuenta las fuerzas de gradiente de presién,
de Coriolis y mas adelante se hablard de las fuerzas astronémica y de
fri'cciOn del agua. Ademés, como se va a describir el movimiento de una
masa de agua dentro de un campo gravitacional, se considerard la

atraccién terrestre sobre el elemento de volumen de agua.



2.1.1, Ecuaciones de conservacion.

Cuando un fluido est4 en movimiento, sus propiedades X son funciones
de la posicién y del tiempo:

X = X(x,y,2,t) = X(X,t).

Para describir el movimiento de un fluido existen dos métodos:
Euleriano y Lagrangiano; en el primero se fija un punto en el espacio y
se observa el comportamiento del fluido que pasa por ese punto,
especificando sus propiedades X, tales como densidad y velocidad. En el
método Lagrangiano se ‘observa’ una particula y se sigue en su movimiento
determinando tiempo y posicién. Para la descripcién del movimiento estos
dos métodos deben estar relacionados; el teorema de Reynolds (Currie,
1974) relaciona la derivada lagrangiana de una integral de volumen con

otra integral donde los integrandos tienen derivadas eulerianas:

d = X v
dtjue® = Iv(t}[at *v (XV)] dv.

E! movimiento del fluido se determina por su velocidad, densidad y
presién, estas propiedades son, en general, funciones de la posicién y

del tiempo, cumpliendo el teorema anterior.
a) Ecuacién de continuidad.

Para comenzar a establecer la ecuacién que rige la conservacién de
masa en el fluido tomemos un volumen Vo en el espacio, la masa en ese
volumen es jpdV, donde p es la densidad del fluido y la integracién se
realiza sobre todo el volumen Vo.

En ese volumen fijo, la masa que fluye por unidad de tiempo a

través de un elemento de area d?. con cierta velocidad i’, es, entonces;

p?-d?.

Tomando toda la superficie que contiene al volumen Vo, la masa

§ pV-d?.

0
La salida de masa por unidad de tiempo en Vo. se puede

8
'atIPdV'

como la cantidad de masa que entra es la misma que sale del volumen:

total en el volumen es:

escribir:



a__ = -
T J pdV = §foz-dr. {2.1)

[}
escribiendo la parte derecha de la ecuacién anterior de la forma:

§ oV .dat =] div(p¥)av,
v

©
entonces la ecuacién (2.1) toma la forma:

] [ -g—% + div(p?)] dv = 0,

esta ecuacién es valida para cualquier volumen V, por lo tanto:

—g-ftl + divip?) = 0, (2.2)

a esta ecuacién se le conoce como la ecuacién de continuidad.

b) Conservacién de momento.

Las fuerzas que actlan en un elemento de fluido son de dos tipos:
i) Fuerzas sobre el volumen debidas a agentes externos, por ejemplo: la
gravedad. ii) Fuerzas de superficie, ejercidas a través de la frontera,
por ejemplo: esfuerzos en el fluido.
La ecuacién que relaciona las fuerzas de superficie y fuerzas sobre
el volumen es la ecuacién de conservacién de momento.

Esta ecuacién de conservacién (Currie, 1974), estd dada por:

%TJ P4 dv=[ T-h ds+I e ¥ dv, (2.3)
v s v

el término de la jzquierda es el cambio temporal del momento lineal, -7
son las fuerzas superficiales y pf son las volumétricas.

A Las fuerzas superficiales pueden ser normales, debidas a la
presibn, o cortantes, debidas a la viscosidad. Como ejemplo, tomemos un
cubo y las fuerzas mostradas en la figura 6,

fig. 6.
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Las fuerzas superficiales o esfuerzos que act@an en ese elemento de

volumen o en cualquier otro, pueden representarse como T, que es el

tensor de esfuerzos que actia sobre un elemento de {g*ea ds con
orientacién ﬁ T, ; es la componente i de la fuerza por unidad de &rea que
actua sobre una superficie con normal j.A partir de la conservacién de
momento angular se obtiene la simetria del tensor de esfuerzos (Single,
Schild 1949), esto es, 'ru = 'r:ﬂ.

Tomando a la presién como el promedio de los esfuerzos normales a
la superficie, - % T tenemos que el primer término de la ecuacién de

momento (2.3), es: - VP.

2.1.2. El término de Coriolis.

Para trabajos oceanograficos es mas sencillo expresar el término de
Coriolis en un sistema de referencia sobre la tierra (ejes en

rotacién) (Hauser, 1969). Para una transformacién en los ejes se tiene:

3f= —g%’]; [ﬂ valx P+ Tx (@ x 7+ = dh x 7, (2.4)

donde los subindices f y e indican ejes fijos fuera de la tierra y ejes

dv

sobre la tierra, respectivamente; el término [H] es la aceleracién

e
relativa a ejes sobre la tierra, 288 x 7 es el término de Coriolis y 8 x

(# x 7) es la aceleraci6n centripeta que experimenta una masa sobre la
superficie terrestre.

El término Titi X 7 es el cambio en la aceleracién angular de la tierra
de manera que, considerando que las escalas de tiempo utilizadas en
oceanograffa para &escribir movimientos de mareas son pequefios en
comparacién con esos cambios de aceleracidn, el dltimo término de la
ecuacién (2.4) es despreciable, es decir se considera a 8 constante. V'
es la velocidad en los ejes fijos, 7 es el vector de posicién y es la

velocidad angular de rotacién de la tierra (| ﬁ| ~ 7.29x10 °rad s '),

11



2.1.3. El término de la gravedad.

La fuerza por unidad de masa debida a la gravedad es -g' y estd
dirigida al centro de la tierra. Los términos & x (} x 7) y 6 combinados

dan por resultado una gravedad aparente: au = 3] -3 x @ x ), (fig. 8).

o do rotackin

R (A=)

R (Ax ¥

1=~ Axcintd

fig. 8 Aceleracién debida a la gravedad

En la superficie, aacambia dependiendo de la posicién geografica,
siendo maxima en los polos y minima en el Ecuador {ahf aa es minimo pero
la aceleracién centripeta es maxima).

As{ pues, la ecuacién de movimiento en ejes fijos estd escrita como:

av] _ 1 »
[dt]f_ 5 VP gf+i'. (2.5)
La ecuacién de movimiento en un sistema en rotacién puede escribirse
como:
a? _ 1 >
[dt]c_—pvp-zﬁxi’-gad'. (2.6)

los términos de la derecha, como se coment6, son las fuerzas por unidad
de masa, i. e. aceleraciones debidas a diferentes fuerzas.
La ecuacién de movimiento en componentes seria:

du __1 8P -
dt - pax+2nusen¢ 2ﬂwcos¢+Fx.

-—-=--—--20usen¢+Fy.

- —-=---——+2Qucos¢-qa+Fz, -

donde u, v y w son las componentes de la velocidad en direccién x, y y z

respectivamente.

12



Debemos notar que en la ecuacién de movimiento en componentes, la
aceleracién debida a la gravedad aparece Unicamente en la componente del
eje z.

La ecuacién de movimiento en forma vectorial se escribe ahora como:

g—‘:,-=~15VP-2§xV-§°+?‘, @7
el primer término del lado derecho de la igualdad ( ~ 15 VP) es el debido
al gradiente de presién, el siguiente a la fuerza de Coriolis, el tercero
a la gravedad y el dltimo es debido, como ya se menciond, a otros tipos
de fuerzas tales como fuerza de friccién y fuerza astrondmica. Todos los
términos estdn divididos por la masa, lo que indica una fuerza por unidad

de masa obteniendo una ecuaci6én en términos de aceleracién.
2.1.4. Fuerza astronémica de marea.

Consideremos la fuerza astrondmica debida a la atraccién de los
astros, la cual es periédica y causante principal de las mareas. En las
mareas de la tierra los astros que méas influyen son la luna y el sol.

Una partfcula cualquiera de masa ML y ejerce una fuerza
gravitacional sobre otra partfcula cualquiera de masa M 5 de acuerdo
con la ley (fig. 9)

GMM
siendo G (= 6.67x10"'

[kl la distancia que separa los centros de masa de los dos cuerpos.

N mz/ng) la constante de gravitaclon universal y

Si Mu se encuentra ademés sometido a otro campo de fuerza creado por
una tercera masa M . la fuerza total que se ejerce sobre MB es la suma
vectorial de las dos fuerzas anteriores debidas a ML y a MT' Asi las
masas de agua sentirdn una fuerza debida a la atraccién de algin astro

(sol o luna), supongamos la luna y la tierra, dada por (Mc Lellan, 1975):
>
. GMBMLZr
T 3
| B

considerada como fuerza de marea.

' (2.8)

13



fig. 9 Fuerza de atraccién que siente un elemento

de masa MB.

donde ML es la masa de la luna
MB es la masa del agua (de una secci6n)
]k[ es la distancia de la tierra a la luna

|7‘| es el radio de la tierra.

Consideremos ahora la fuerza ejercida sobre una partfcula de masa
unitaria, en la superficie del océano debida a la atraccién gravitacional
terrestre en rotacién, esta sera:

, OMF .
g = —— + 3 x(@x 7,

a ';|3

donde Mﬂ_ es la masa de la tierra. El primer término estd en la direccién
del centf‘o de masa de la tierra.
/

i

#xd x?)=-|§lz7cos¢,

¢ es la latitud en un punto sobre la superfifie de la tierra. Esta
atraccién estard dirigida en direccién paralela al plano ecuatorial. La
gravedad aparente §a , descrita en la seccién 2.1.3., es la resultante de
la atraccién de la tierra y de la fuerza centrfpeta. Como ¢ cambia
dependiendo del lugar en que nos encontremos sobre la tierra, §u cambia y
la fuerza producida por los astros ser4 diferente dependiendo del lugar
y, por lo tanto también variard el movimiento de las masas de agua de
un. lugar a otro; las mareas seran diferentes dependiendo de donde nos

encontremos.



Si uno hace una comparacién de las mareas producidas por la atraccién
de' la luna con las producidas por el sol, tenemos que las solares son mas
pequefias que las lunares, a pesar de que la masa del sol es mucho mayor,
esto es debido a que la distancia entre el sol y la tierra es mayor que
la de la luna a la tierra. Al comparar las fuerzas debidas al sol y a la

luna sobre una particula de agua en la tierra, se tiene:

i =22.
Fs

El movimiento de rotacién de la luna produce un defasamiento de 0.44
horas con respecto al periodo solar de 12 o 24 horas, de manera que a
veces se conjugan para producir una gran marea o marea viva, existiendo
también influencia estable cuando son cuartos crecientes o menguantes
produciendo una marea muerta.

La ecuacién (2.8} describe la fuerza astronémica de marea, que tiene
un efecto local considerablemente pequefio, sin embargo, ésta actta en mar
profundo generando la marea oceénica, (Salas de Leén, 1986).

La expresién (2.8) que se incluird en la ecuacibn de movimiento
queda de la siguiente forma:

p f_T i M, 27
E MB | kl 3

La ecuacién de movimiento en forma vectorial, considerando la fuerza
exterior o fuerza astronémica de marea resulta:
. GMLaF
VP—Zﬁxi’—gad-F-b——i—a-. (2.9)

a7 _ 1
dt ~ »p

15



2.1.4, Término de viscosidad turbulenta.

Las velocidades en wun fluido en movimiento fluctGan en el
tiempo (flujo turbulento); tomemos a las velocidades constituidas por un

valor medio y fluctuaciones o desviaciones respecto a la media
V=<0 + P,

cuyo promedio temporal <> =0
Tomemos el lado izquierdo de la ecuacién de movimiento (2.9) escrita
en componentes:
du ) a ] d

1 8P
T atu+uaxu+uayu+w u-@u--;a, (2.10)
dv 8 -] 8 <} 1 aP
gt " atU+uaxU+Uayu+Wazu_eu'_EW' (2.11)
dw _ 8 g o_ o - =-128P
i - ——atw+uaxw+uayw+wazw w 5 32’ (2.12)

donde fu: son las componentes de las fuerzas de Coriolis, de la Gravedad
y la astronémica. Ademds tenemos la ecuacién de continuidad

[i] a g 6
T Pt IR Pt ay P Y g PW=0; (2.13)

multiplicando las ecs. (2.10), (2.11) y (2.12) por p y sumandolas con u
veces (2.13), v veces (2.13) y w veces (2.13), respectivamente,

obtenemos:

E] 3 2, , 8 F] __oap
Y (pu) + 3% (pu”) + 7y {puv) + 32 (puw) - fpv = T (2.14)

8 3 3 2, 8 __ap
n (pv) + % (puu) + 3y (pv”) + 37 (puw) - fpu = 3y’ (2.15)

a (pw) + = (puw) + -g—- (pwv) + a_ (pw ) =~ fpw = - g—g; (2.16)

sustituyendo en estas ecuaciones las velocidades u = <u) + u', v = <v) +
vy w=<w> + w, el resultado se puede promediar en el tiempo. Los
términos de fluctuaciones en densidad, asociados con la turbulencia son:
puwd = plldud> + W )<wd + W' = pdudiwd + pdu'w'> pues<Ku dw’ > y <Kwiu'd
se anulan, pues <u) y <w) son constantes sobre el promedio, entonces
Kudw’> = (uXw'), pero <w’'> es cero, con esto las ecuaciones toman la

siguiente forma:
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a s 8 _ - a 1yt
3 <puu >+ <puty’> + o Lpu'w’ ), (2.17)

ay a
3 2,,2 _a__ 2,0 _Q_ Nt
ax<puu>+ 7y <puu)+az<puw > (2.18)
a 3 2]
% (pu'w’ ) + 7y <pwu>+ <pww>, (2.19)

y estdn asociados a fluctuaciones turbulentas. Se puede hacer la
suplmsiclén de que una parcela de fluido es desplazada verticalmente
con su velocidad media horizontal, de un nivel original a una distancia
l’; este desplazamiento crea una fluctuacién donde la magnitud depende de
I’ y de la velocidad media (Holton, 1972).

d<u
az

Entonces los esfuerzos {pu'w’), de las ecs. (2.17), (2.18) y (2.19)

= -y

se escriben como:

Pty = o " a<u>'
plu'w’ > = —-pKw'l’ > 72 '

la escala horizontal es comparable con la vertical, w’« 1’ y tambien
[w'|=|v’|, ast:
acu ) l
az '

Tomando en cuenta lo anterior, los esfuerzos toman la forma;

w =

a<u>|a<u> S g Beud

- ’2
puw’' > = Al > | e . B2 "

9y >| es conocido como el coeficiente de

donde d = pcl’t >S5~
intercambxo en flujos turbulentos. Para las otras componentes tenemos:

LUD iy =g 28U cutw's = 4 28U

-<uu>=a4x ax '’ y @8y ' z 8z '

desarrollando sélo la parte en x, pues para las otras componentes es

semejante, se obtiene, al efectuar las derivadas:

D ey o8 [, B<u> By [, BP<ud
B x (<u’u®>) ax[dx Tx ] £y ax(<uu>)-[a4x e ],

los términos de viscosidad quedan:

Aa<u)

X
ax? y

a%cu>
dz

17



Que salen de las derivadas en virtud de que los términos a—ad Lau

son
dx x Odx

menos importantes (de acuerdo con la analogila con la viscosidad
molecular) y esta suposicién adicional no es tan mala, con esta
suposicién se desprecian las variaciones espaciales de las o's relativas
a los otros términos.

En la ecuacibn de Navier-Stokes (Landau, 1982), el término de
viscosidad v, se encuentra relacionado con VZV, al igual que la
aproximacién que se acaba de realizar, para 4. Tomando valores tales
como: longitud horizontal de 1000 km, velocidad horizontal del orden de
0.1 m/s y una longitud vertical de 1 km, los valores para las sdx y sdy
son del orden de 10° mz/s, y para -dz es de 10! m’/s (Pond y Pickard,
1978), mientras que el valor aceptado para la viscosidad v es de
10°% m¥s. Comparando la viscosidad molecular, con las #'s, la ecuacién
de movimiento se transforma en:

M, 27

dv 1
Yoo LwP-2axV +4VT +

En esta ecuacién aplicamos el mismo tratamiento al término - 13 VP,

resultando
1 3 .
'<—p)+—p, ] x(<P>+P P (2.20)

usamos una expansiéon binomial para la densidad:

) 1 ’
____1 = __1__ 1 + _P_ x ..l_ 1 - .L
P>+ p <p> <{p> <p> <{p>

’

P

Yy como -GS «1,

—1 L L
P>+ p T <p?

asf que (2.20) queda, después de promediar,

A

>
<p> d

o

X

y anélogamente para las otras componentes.

Para el término de Coriolis en direccién x:

20 (cud>+<u’>)(send) -20 (<wi<w'd)cosd = 2Q <udsend - 2Q <wdcosd .



Finalmente la ecuacién de movimiento que resulta después de tomar
valores medios y fluctuantes es:
. . OM 2 7
=-3vp-2n><?+avi?+————-, (2.21)

| %] °

donde e] simbolo <> se ha eliminado por comodidad, pero esta ecuacién

4a¥
dt

describe el movimiento medio.
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2.2. APROXIMACIONES

2.2.1. Aproximacién de Boussinesq.

Al analizar la masa especifica (densidad) del agua de mar o de otro
fluido geofisico se observa una muy pequefia diferencia entre el valor de
la masa especifica del fluido p, y el valor de referencia P, Es decir,

sip= p°+ p’ se tiene:

' Le’l < 1072,
P [}

De la ecuacién de continuidad:

a
ﬁ+dtup3=0,

como div (pU) = p div ¥ + U-grad p y tomando en cuenta p = Pt P’ la

ecuacién anterior se transforma en:

%%* Ve 4 (p, + p) VI =0, (2.22)

los dos primeros términos de esta ecuacibn son més pequefios que el
tercero, resultando:
V-U=0 (2.23)

La homogeneidad de la columna de agua expresada por (2.23)es
conocida como aproximacién de Boussinesq.

La aproximacién de Boussinesq considera que si la variacion de la
densidad es muy pequefia, en primera aproximacién, se puede despreciar su
efecto sobre la masa del fluido pero se debe mantener el efecto sobre la
flotacién, Al llevar a cabo dicha aproximacién se puede remplazar p por
po dentro de la ecuacién de movimiento, excepto en el término de
gradiente de presién, donde hay que conservar p como variable para tener
en cuenta la variacién del peso especifico, debido a que la aceleracién
producida por ésta, es mayor que las aceleraciones tipicas del fluido.

La variacién del peso especifico que resulta en las ecuaciones de
movimiento da origen a una fuerza vertical llamada ‘boyancia’, la cual
puede aparecer a causa de variaciones de temperatura, salinidad o

turbidez.
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2.2.2. Aproximacién Plano Beta.

) Cuando el 4rea que se considera sobre la superficie de la tierra
no es muy grande (100 km), uno puede trabajar en un plano tangente a la
esfera usando un sistema rectangular, a este plano se le llama plano-f,
pues el término de Coriolis f puede ser tomado como constante, Para &reas
mayores (donde ¢ abarque unos diez grados entre latitudes medias y el
ecuador) el plano tangente se le conoce como plano B.

Desarrollando el término de Coriolis en serie de Taylor:

PSR4
f~7r ot 3 v dy
se tiene:
£ =219 sen¢l¢ + 2| Q| cos¢ d¢l¢ +
o o
tomando los dos primeros términos y dado que (dg/dy)=1/r:

f=f, +Bdy

2|Qlcos¢o
donde fo = 2|9l sen¢°; B=————-—r————

fo es el valor de f en las latitudes medias y B es la variacién del
término de Coriolis con la latitud,

Esta aproximacién que nos permite utilizar una geometria plana para
modelar mareas, es en sf, aproximar localmente por un plano a la tierra,
Dicha aproximacién es valida en latitudes medias y donde la escala
norte-sur sea pequefia y en este caso, el parametro de Coriolis se

considera una funcién lineal de la latitud, (Pedlosky, 1979).

2.2.3. Aproximacién hidrostatica.

Haciendo un anélisis de los oérdenes de magnitud en la ecuacién
(2.21) se puede llegar a que el término OP/8z es del orden del de
Coriolis fv. Los demas términos resultan ser menores que ellos, asf

entonces, se tendrd una ecuaci6én de movimiento ‘aproximada’:

=.18°r

0= o x+fu,
1 8P

O0=-—=—-—--fu,
pay 7

=1 8P _

0= p 8z
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Estas ecuaciones relacionan la distribucién de la presién horizontal
y las componentes de la velocidad en el interior del océano. Tomando para

esta aproximacién, un fluido estacionario, esto es:

av/at = 0 y u=0,v=0 w=0,

no incluyendo por ahora el resto de los términos (F=0),

Asi, la ecuaci6n (2.7) queda como:

= 8r _
=0 az = 9

1
P
en las dos primeras igualdades la presién es uniforme, pues es una
superficie horizontal, es decir, la presién no provoca movimientos

horizontales. La tercera igualdad se puede escribir como:

dP = p g dz,
que es la ecuacién hidrostatica (en forma diferencial). Si p es constante
(independiente de la profundidad) se llega a:

P=pgz+p !
resultando una buena aproximacién de la variacién de la presién con la

profundidad.
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2.3. INTEGRACION VERTICAL DE LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS.

Nos interesa la variacién de la superficie libre del océano y no sus
oscilaciones internas, entonces se puede integrar la ecuacién de
movimiento verticalmente y simplificar el problema.

Tomando un perfil del sistema, se encuentra que tanto el fondo como
la superficie no son lisos, es decir, en el fondo existen desniveles
respecto al datum, las que se denotaran por d(x,y). En la superficie
designaremos a h como un nivel promedio el cual depende sélo de x y de y,
h(x,y), al igual que d (fig. 10) pues los cambios a través del tiempo en
el fondo del mar no se toman en cuenta, ya que losr lapsos de tiempo en
que ocurren dichos cambios son muy largos en comparacién con los lapsos
en que cambia la superficie del mar debido a las mareas. & seri la
variacién de la superficie libre relativa a h(x,y) y depende de (x,y) y
del tiempo. H(x,y,t) que es la posicién instantdnea de la superficie del

mar, estara dada por:

H(x,y,t) = h(x,y) + €(x,y,t).

fig. 10 Esquematizacién de una columna de agua.

Definimos a la velocidad (v), en algin punto de la columna de agua

et »> .
como constituida por una parte media {v) méas sus variaciones en la

vertical (Uu). como:

la cual integraremos y normalizaremos a H desde el fondo (d) hasta la

superficie libre ().



Definimos un vector de transporte horizontal (4 y como

£ £
17”= J (0) dz + [(3 Jdz.
d a v

El promedio de la parte fluctuante es cero:

3
J (?/u) dz = 0,
d

§
i’H= Jd(u)dz > 7H=H v,

Tanto en el fondo como en la superficie se deben cumplir las

condiciones tales que:
LA (2.24)

=y 8 9 4- =
seawd—uﬁd+u5id-0paraz-d.

Y en la superficie {z=£):

dg€ _8E 8 8E _
dt "t tUaxtVay T W

2.3.1. Ecuacién de continuidad.

Utilizando el teorema de Leibnitz en la integral de d a § y con la

condicién de incompresibilidad V- v = 0, se obtiene:

3 3
8u , 8v  dw] .8 _y 26, 8d
'[[ax*ay"az]dz axLUdZ Y ax * Y4 ax

d
£
8 -y 28 8d
+ayLudz ugay“jday
+WE-Wd =0,
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i 2 > > . . .
Con la ecuacién v = (v ) + (uv), las condiciones cinematicas en la

superficie libre y con H(x,y,t) = &(x,y,t) - d(x,y) se llega a:

8H 8V , 8V
3t dx Ay

=0,

Conocida como ecuacién de conservacién de masa o de continuidad y

donde U y V son las componentes en la direccién x y y del transporte
horizontal,

2.3.2. Ecuacién de movimiento.

De la ecuacién de movimiento, en la direccibn x se calcula la
integral del cambio local:

£

como U = J u dz, la ecuacién anterior queda:
' d

Los términos de adveccién al integrarlos verticalmente:

du du du
Id[ua + 6y waz]dz. (2.25)

Si usamos v ﬁ—; = -g— (uv) - u —g—y—, ademas de la aproximacién de Boussinesq

by |

. A du aw
y de incompresibilidad Ty [ ax’ 3 z] en la ecuacién (2.18), se obtiene:

3
duu  duv , duw) ____ a_
I(ax + 5y Ay sz (uuH)+ (uuH)+u

o€
Edt

los términos -g—;(uuH)y %y(ﬁm representan esfuerzos cortantes, cuyo
orden de magnitud es mucho menor que el de la fuerza de Coriolis en la
ecuacién de cantidad de movimiento.
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Los otros términos de la ecuacién de movimiento, integrandolos en la

vertical dan:
En el término de Coriolis, como _f es independiente de z, se tiene:

3
J fv dz = fV.
d

El término del gradiente de presién:

Los términos de difusién horizontal:

§
2 2 2= 2=
AH[———a u+___a :]dz=4H[H——a :+H o2 u u]'
d ax? ay ax ay
donde 4 =4 + 4.

H x y

La difusién vertical:

£ x x

2 ¥ - 1
4 L Yg,.—= L,
a ¥V ozt P

Donde AV = sdz, T_es la tensién en la superficie y T, €S la friccién en

el fondo. La friccién superficial en este caso es debida al viento, el
cual, como se explicé anteriormente, no se consideré6 en nuestro estudio,

por lo tanto lo omitiremos,

Sumando todos los términos que se han encontrado en la ecuacién de

movimiento en direccién x, se llega a:

8 _cumy s 8- (umm) + 2 (TuH) - £7
-éT(uH)+ FE" (uuH) + 3y (uvH) - fuH

X
T
=—g—g—5-——f—- +d HV U +F_H (2.26)
P

" Haciendo el desarrollo anterior, para la direccién y se obtiene:

8 =y o By L B —— -
at“””* % (VuH) + ay (vuH) + fuH

Yy
T
-_harp__ s _ 2=
-5 ay , +AHHV v +FEXH, (2.27)
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y la ecuacién de continuidad:

a

x

8 — 8 =
n +E;(uH) + a—y—(uH) =0, (2.28)

=]

suponiendo que podemos escribir HY U= 49°0 , (O'Brien y Hurlburt, 1972)
para ambas direcciones., Las ecuaciones (2.26), (2.27) y (2.28), en
términos de transporte horizontal quedan:

au , 8 (UU), 8 (VU
t*ax[H]*ay[H]"fV

x
T
- _Hap _ L 2
== o : +d, Ve U+ FH, (2.29)
av . a (VU) . 8 [vV
t"ax{H]*ay[H +fU
HaP T
L _H8P _ "5 2
=- 09y ; +AH VHV+FEXH, (2.30)

8H 8U 8V
at dx dy

donde VH es el operador vectorial nabla horizontal.

o, (2.31)

Las ecuaciones (2.29) a (2.31), reescritas en forma vectorial

dan;

>

a? e H *
ﬁ—]u’;‘cx?:-svﬂp— ; -+d, G, V4 FH,

3t * Y

dH -
at+VH- _17—0.

La friccién en el fondo T r serd aproximada mediante un modelo
cuadratico
%f =pD —}—{—z— 1 ,
donde D es un coeficiente adimensional de friccién en el fondo, con valor
de 3.3 x 10°, (Ramming y Kowalik, 1980).

Ya establecido el modelo hidrodindmico para las mareas se procede a
darle solucién.
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3. APROXIMACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS

3.1 APROXIMACION EN DIFERENCIAS FINITAS

Debido a la dificultad de encontrar una solucién analitica de las
ecuaciones hidrodindmicas, ya que estas son ecuaciones diferenciales
no-lineales que en este caso se aplican a zonas con batimetrfa y
geometria irregular, se procede a obtener una solucién aproximada de las
ecuaciones diferenciales (ecuaciones hidrodindmicas integradas
verticalmente) en diferencias finitas.

El método numérico que se aplica fué desarrollado por Monreal Gémez
y Salas de Leé6n (1986), y es semi-implicito y usa la técnica UPSTREAM
para los términos de adveccién, llevando un error de truncacién de
segundo orden.

" La diferencia de este método con el que usa Leendertse (1967) es que
se utiliza una aproximacién implicita del término de friccién en el
fondo.

Espacialmente se wutiliza una malla uniforme de 6.25 km de
resolucién, discretizando la geometrfa de la costa y la profundidad del
Golfo de California.

El uso de una malla descentrada (fig.l11) en el espacio permite
reducir el numero de puntos (U,V,£), conservando las mismas
caracteristicas en las ecuaciones en diferencias finitas que en una malla
centrada, reduciendo asf los tiempos de calculo para la solucién
numérica.

En esta malla, se toma en cuenta, en cada punto nodal a h, los
valores de U, y de & en la horizontal, se alternan, es decir

esquematicamente en el renglén i se tiene:

£

en la vertical los valores que estan alineados son V y §

T

PO [=d
1,1 hzt,zJ-z Ut,j hz(.zj—l Sl,jhzl,z_/ dl,JH hzt.zjﬂ

En la malla, se ajusta la profundidad en todos los puntos
introduciendo una matriz de mayor densidad con respecto a los valores U,
V, y €& en cambio se reducen los tiempos de calculo, ya que se

simplifican las pruebas en las fronteras.
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fig. 11 Malla espacial descentrada

Este método usado por Platzman (1959) y después por Leendertse (1967)

introduce dos matrices paralelas para U, V y €, con los mismos valores

(i,J) en cada variable.
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La figura 12, muestra la geometrfa real del Golfo de California y el

resultado de usar la malla espacial propuesta en la  solucién del modelo.

Mmew »om )

||

™

\
N W

fig. 12. Geometria real del Golfo de California yaproximacién de la costa

usada en la solucién numérica.
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3.2, DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES

3.2.1. Aproximacién en diferencias finitas de los operadores
diferenciales temporales: método semi-implicito.

‘ En la aproximacién temporal se utiliza un método semi-implicito con
doble paso de integracién, Ilamado por algunos autores como salto de
rana, salto de borrego o a direcciébn alternada, este método consiste en
integrar sobre el tiempo por medio de dos operaciones sucesivas sobre un
intervalo de tiempo dado. En n+i/2, se calcula el transporte V con un
procedimiento explicito y U con uno implicito, £ es calculada con los
valores de U y de V encontrados en los niveles n+/2 y n,
respectivamente. Del nivel n+i/2 al n+1 el procedimiento es a la inversa;
V se calcula con un procedimiento implicito y U con uno explicito,
encontrandose &€ con valores de U y V en n+1/2 y n+1 respectivamente.

Este método impide un defasamiento de la soluciébn numérica en
cualquier direccién, evita la inversién de matrices grandes del método
implicito puro y permite la utilizaciéon de intervalos temporales de
integracién mas grandes que el método exclusivamente explicito.

Este método a la vez explicito e implicito se convierte finalmente
en semi-implicito, es interesante porque la dispersién numérica de ondas
es pequefia.

La aproximacién temporal en diferencias finitas de las ecuaciones
(2.29) a (2.31), son:

Paso de integracién de n a n+1/2

mvz _on At3 [uv]" Ata [V" At agl"
v "V'TE[_H]'Z—W[_] 29 |Hay

2.9R 2.0
At o At (3°V At a7V
G g Urd 7 L,x_z}“‘u—[_}

n

v+ [HF_I" (3.1)
Ex
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+1/2_ At 8 v o2y at 9 [ uv "
w5 [ ) 5[]

_atg [,a [aE)™"* At neirz
—ZQ [H (FE] + (f°+ By) zV

n+1/2 n
AHAt 8%y dHAt 2%
o— |— +—_—
2 |ax? 2 lay?

n
-D g—t [Ufl} U™V 4 [wF_I" (3.2)
Hz Ex

(3.3)

g7z gn At [aU]™2 ot far)”
2 |dx 2 |8y

Segundo semipaso de integracién n+1/2 a a+1

P 2 A_g_(uz]’””’ At 8 [UV}M/Z

Z x| H TS

9€ n+i/z At nt1/2
72 [ ] + (fo+ By) z v

n+1/2 n+1/2
AHAt a%u A”At 8%y
+— | b o— | —
2 |ax? 2z lay?
at v
-D =—
2 Hz]

n+1/2
I:l_l [T [HFEx]nn/z (3.4)

2 ox |'H 3y |\H

+1_ n+1/2 _ At 8 UV M2t g vy ntl
AT AR -7 5y (|7 v

_ Atg [ne1vz [26)™"] At |, net
= [”' [5;] GrogV

. d ﬁ ?_ZK n+|/2+ p A_t. 62V nt+l
H2 2 H2 2
8x ay

nti/2
o4 U

> | My [HFEx]"” (3.5)
H
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g g/ B [au]"“’z_ At [gg]"” (3.6)

2 |ox z |ay

donde B [= -g—-;:—] vy f 0 5 debido a la aproximacién plano-g.

3.2.1. Aproximaclén en diferencias finitas de operadores

diferenciales espaciales

Las ecuaciones de cantidad de movimiento y las ecuaciones (2.29) a

(2.31) en diferencias finitas espaciales, quedan expresadas como sigue:

En la ecuacién de continuidad los términos % y % quedan:

au

ax lt,j ¥ > ( Ul,jﬂ - Uu) + Ofdx}

[

av
ay lu 25y (Vi = Vi) + ol

La ecuacién de la cantidad de movimiento, en la direccién x,
resulta:
El término de gradiente de presién:

8 1 _
ax |1y " A% ( £ Eu-r) + Ofdx} .

El término de advecci6n con el método upstream:

IQ:

l,j+1/2]ul,j

(2

L WO T ' A [
x \H) ~ 2bx || Humsnz |H
U u
* [TI Lz l H 'l,jﬂ/z]ul,jﬂ

U U
[ Houpe’ I H l(,_}—l/z]ul,j-l
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| p—]
e
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T
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~
]
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esta aproximacién es la denominada Up-stream, y el nodo U que se toma

en cuenta en esta aproximacién, depende de la direccién del flujo, tanto
en x como en y.

El término de viscosidad turbulenta es:

2

a’v 1 2
L g — (u, _ -2u +u )+ 0 {ax“}
ax? (g b | W L g

vl 1 u “2u +u )+ 0 {ay*}
8y |uJ Ayz () LJ L+,

El término de Coriolis es desarrollado como un promedio entre cuatro
puntos:

Ve [f0 + B(t-l)Ay]-

VI.J+ VI+I.J+ Vl+1,j-1+ Vl.J-l
[ . )

donde f = 4.49x10 %' y g = 2.17x10 "'m s
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Los términos de friccién en el fondo son aproximados como:

172
2
p|P|v D[ v, HO oVt Y l)/4] ] U

L L@
h ["1.1+(€z,1+€t.1—1)/2]

Este tipo de esquema explicito-implicito que se utiliza en la
solucién numérica, el cual trata a la variable a calcular con una parte
explicita, es una funcién de una serie de valores generalmente llamados
de avance. Los términos de friccién del fondo (en la parte implicita),
son evaluados al mismo tiempo que los valores de la variable a calcular.
De esta manera se garantiza que la matriz a invertir en la parte
implicita sea diagonalmente dominante,

La solucién de la parte implicita, necesita una inversién de matriz,

que se lleva a cabo como sigue: si la variable a calcular es Ui J e
n+t/2, de la ecuaciones (3.2) al despejar se llega a:
+1/2 nt+1/2 nt1/2

Vi P oYyt ey Vg ST, 3.8)

donde TI L son los términos independientes, conocidos como de avance.
Ahora bien, si la variable a calcular es V! ; en n+1, de la ecuacién
{3.5) se tiene:

+1 b’ n+1 ) n+l )
GVt By Yy Vi = T (3.9)
estos sistemas representan un conjunto de ecuaciones algebrdicas que
describen el transporte en cada punto de la malla, por ejemplo, para la

ecuacién (3.8) en la direccién j, se tiene:

I.'-I.’. .nnnu'ulu“‘alulo ....... ...I

1234 J g m
donde 1 = § < m, cada valor de { estd entre 2 = { < m-1 pues j=I y j=m

son las condiciones de frontera. Si Ile‘ z |a, j+ cul es un sistema
: . 3

diagonal dominante y como los coeficientes a”. bl! cu son expresados

por
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%" %A% [“t,jn/z 1.J+1/72 BAx (hzt,zj-l+€!,j-l/2)+ Ax]
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by 1" 7k [ tanire Bz T Y gme T8 g2 ]

n
+ at? (h . g Z) + 24:{“ + Dat |Vl+1/z,J—l/z|
2 20,24-1 t,J-1/ 2 n 2
2bx Ax z [hzl,zj—l+€l,1-1/z 1

las condiciones de diagonalizacién son satisfechas. La expresién

matricial de las ecuaciones es:

b ¢ 00 , vy werr . OJu 112
t2 2 [ %
a(,sbt.act,s' e he eee e s L3
0 T
: al.m-z bt,m-z cl,m—z u
. {,m-2
0 a b u
L Lm-1 {,m-1 JL l,m—IJ
- n+1/2
T %2
T1
(K]
TI
{,m-2
TI -c u
tm-4 Lm-1 Lm

utilizando el método de Thomas para resolver este sistema de ecuaciones
(Rosenberg, 1969) y tomando:
(3.10)

Vs " Wis Y * Gy

para U L1

36



Uit "W Uiyt Gop

eliminando U L1 de la ecuacién (3.8), se tiene

J-

T, 79y G

Ch
- U +
U A

Woa W Ty

comparando con la ecuacién (3.10), se puede decir que:

Gy

g W oy

Ty %y G
W W o

En el caso en que U " = 0, entonces:
ul,l = W:,x Ul,z * Gl.n =0
W“ =0y G“ = 0 para todo valor de sz'
Para calcular el valor de Wt J y de Gl ' en el intervalo 2 s § s m-1,
se hace lo siguiente

c TI
W= b2 o b2
1,2 b 12 b
! 12 ' 1,2
-a
W =~ ‘s c _TII.3 {,3 1,2
i3 + b +
' %13 Vi 1,3 b % w!.:l bx,a
c TI -a G
— tm-1 , . bLim=1 tom-1 1,2
Lm-1 a W + b ' Timer @ W +b
{,m-1 t,m-1 f,m-1 t,m-1 t,m-1 {,m~1

U'n queda entonces como Um_ 'Um-z""’ Uz, a partir de la ecuaci6n (3.10):

]
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=W U +G

im-1

tm-1 - i,m {m=1

= +
i,m-2 tm-2 Ul,m-l Gl.m—z

usando este método, se obtienen valores en

trabajar, ast:

se llega a:

IWU| =1

Oswusz,

para toda { en el intervalo 2 s j < m-1.
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3.3. ANALISIS DE LA ESTABILIDAD, CONSISTENCIA Y CONVERGENCIA

DEL. ESQUEMA NUMERICO.

Para la solucién de las ecuaciones hidrodindmicas del modelo de
mareas se ha establecido un esquema numérico, este sistema de ecuaciones
es aproximado en diferencias finitas por medio de series de Taylor. De la
misma forma, el sistema de ecuaciones en diferencias finitas puede
reescribirse como derivadas parciales, por medio de un desarrollo en
series de Taylor término a término, de tal manera que cuando At» O y
(Ax,Ay) » O, se regresa al sistema original. Si el sistema de ecuaciones
en diferencias cumple esta condicién, entonces se dice que es un sistema
consistente.

La estabilidad implica que el error de truncacién que se obtiene
al aproximar las ecuaciones hidrodindmicas del modelo tienda a cero al
desarrollarse computacionalmente la solucién, es decir un pequefio error
generado tiende a amortiguarse y no a amplificarse. Sin embargo el hecho
de que el error tienda a cero no implica que la solucién tienda a la
solucién real.

Si el esquema es inestable, la presencia de una perturbacién extrafia
darfa como consecuencia una desviaciéon cada vez méas grande entre la
solucién real y la aproximada. Se analizar4 el comportamiento del esquema
numérico al introducir de manera afbitraria, un error escrito como una
perturbacién en forma de serie de Fourier, este método se conoce como el
método de amplificacién de modos de Fourier.

El método de amplificadores de Fourier para probar la estabilidad
de un esquema se basa en el hecho de que el valor absoluto de los valores
propios de la matriz de amplificacién, debe ser menor o igual a uno, que
es la condicién de estabilidad de von Neuman.

Para obtener esa matriz de amplificacién se supone que un conjunto
de errores existen en un momento dado en las soluciones aproximadas.

Se sutituyen las variables U, V y £ por series discretas de Fourier:

&x, y, t) =Y Eax exp i(Kx + Ly + ot) ,
o

Ulx, y, t) =Y U, exp i(Kx + Ly + ot),
14

Vix, y, t) =} Va exp i(Kx + Ly + ot) ,
o

39



donde i = /-1 K y L son los ntmeros de onda en direccién x y y
respectivamente y o es la frecuencia de las ondas esplreas.
En la solucién numérica § U y V se calculan en funcién de la

posicién de la malla en i, ):
g’(‘ ;= &, exp i(jKbx + iLay)
;= UC exp ((j-1/2)kAx + ildy) ,

n
U N
v': ;= V. exp i(Kbx + (i-1/2)Lay) ,
donde:

Ec = E' exp (incht) ,
Uc = U. exp (incht) ,

L
Vc =V exp (lnoht) ,
# L]
En, U,V son amplitudes caracteristicas de €, U y V en el Golfo.
Introduciendo estas ecuaciones linealizadas y discretizadas se

obtiene la forma matricial siguiente:

Bd)ml,z = A¢" . D¢n+1 = c¢n+1/z (3.11)
con
0 A o 0
1 13 1
A= A 0 B = B B
22 22 23
o A B B
31 33 32 33
0 0 0 D
1 1 13
C = c_¢C D=0 D 0O
22 23 22
¢ C o0 D
32 33 31 33
siendo los coeficientes:
4 At
Am =1+ i (cos Kbx +.cosLAy ~-2)
4 At
A = -2isen X&X [1 + 2 (cos Kax + cosLAy - 2)]
1,3 2 2
Ax
A”At
A =1+ — (cos KAx - 1)
2,2 2
Ax
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Ax 2

AHAt
1~ — (cos LAy =~ 1)
2
Ax

At LAy
igH iy sen —=

At

AHAt
1 - — (cos KAx - 1)
2
Ax

At Kix
tg" —A—; sen ~7
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se observa de la ecuacién (3.11) que:

n+1/2

¢V =B A",

entonces se llega a:

n+l n

=E¢ ,

donde E=D"'C B 4
E es llamada matriz de amplifiacién de Lax, (Ramming y

Kowalik, 1980). La estabilidad del esquema depende de los valores propios
de E. Tomando en cuenta todos los valores posibles de la longitud de onda
entre Ax y Ay. La longitud de la onda minima del esquema serd 2Ax, ya que
Ax=Ay entonces los nimeros de onda se encontraran entre 0 y n/Ax, asi que
los valores de KAx y LAy estan entre 0 y n, siendo m el valor méas
restrictivo entonces se analiza solo el caso en el cual se toman valores
de n {Ronday, 1976). von Newmann establece que los valores propios (A) de

E deben satisfacer la relacién:

[A] s 1+ o0(at),
para todos los valores de KAx y LAy entre 0 y n basta con que secumpla:
Al =1,
para demostrar estabilidad en el esquema.
Los valores propios de la matriz E se obtlenen a partir de la

ecuacién caracteristica correspondiente a:

det |[E-AI|l =0,
donde I es la matriz identidad. De la solucién numérica de la ecuacién
caracteristica se encuentra una dependencia inversa del esquema en el
paso de integracién At con la viscosidad turbulenta AH y una dependencia
directa con el paso espacial de la malla (Ax), cuando AH = 0 tenemos que
el esquema es incondicionalmente estable (Monreal Gémez y Salas de Leén,
1990).

La combinacién de los esquemas implicitos (que, en general son
incondicionalmente estables) con los explicitos, dan condiciones de
estabilidad diferentes, Holland y Lin (1975) proponen dos criterios de
estabilidad para este tipo de esquemas, esos criterios basades en un
analisis fisico de las ecuaciones de movimiento dan:

Ax®

o

At < (3.12)
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el cual es muy similar al que se obtiene numéricamente. El valor de AH
utilizado fué de 2 000 m®/s. Por otro lado el teorema de Nyquist
(Papoulis, 1978), establece que para obtener informacién sobre un proceso
de periodo T, la frecuencia de muestreo debe ser n/T; entonces,
dependiendo del periodo de la componente de marea se tendra un At acotado
por la frecuencia de Nyquist. Por ejemplo, en el caso de componente M2
cuyo periodo es 12.42 h (44 712 s), el intervalo méximo de integracién
numérica sera 14 232.2 s. Por cuestiones operativas al calcular la fase y
la amplitudb en cada punto de la malla se utiliz6 un At de 876.70 s, para
esta componente.

El teorema de Lax establece que para que un esquema sea convergente
es necesario y suficiente que el esquema sea estable y consistente
(Ramming y Kowalik, 1980), por lo que al considerar la condici6bn de
estabilidad ecuacién (3.12) y el hecho que cuando Ax, Ay, At » O el error

de truncacion tiende a cero, se asegura la convergencia de la solucion.
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3.4. CONDICIONES DE FRONTERA.

Para resolver el sistema de ecuaciones es necesario establecer
condiciones de frontera, se pueden considerar dos tipos de frontera en
este modelo: la cerrada que corresponde a la costa, y la frontera abierta
que es la boca del Golfo, en las primeras se establecen condiciones de no
flujo o de impermeabilidad a través de las fronteras cerradas, o contorno
de- la costa.

Como el paso espacial de la malla, tanto en direccién x como en y,
es de 6.25 km, no es posible considerar la presencia de la capa limite o
de un gradiente tangencial de velocidad a la costa, ya que dicho
gradiente se ha observado que alcanza s6lo algunos cientos de metros
(Nihoul, 1977). La no existencia de flujo a través de las fronteras

cerradas se expresa mateméticamente como:

costa zonal costa meridional
V=0 Uu =0
U _, v _,
ay ax

En las fronteras abiertas se prescribe £(x,y,t) en lugar de la
veiocidad; la amplitud y la fase de la onda de marea se han utilizado
para obtener €(x,y,t), pues en general, la velocidad presupone la
existencia de corrientes de marea las cuales son dificiles de medir u
obtener, en cambio, la amplitud y la fase se obtienen de estaciones
mareograficas cercanas a la frontera abierta.

En este caso la elevacién de la onda de marea €& = E(x,y,t) es
expresada como una funcién cosenoidal con amplitudes y fases obtenidas a
partir de constantes arménicas de mareas reportadas por el Instituto de
Geoffsica de la UNAM., Una ecuacién general para expresar la evolucién de
una onda de marea al tiempo t esta dada por:

€ = A cosint + Gweh(vo+ u) + ';—5 s - pL + K] (3.13)
denotando la elevacién de la onda n en el instante t para un meridiano

origen de tiempo arbitrario S; ~pL es la correcién para la longitud local
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(Ménaco, 1953), expresando todo en tiempo referido al meridiano de
Greenwich (GMT) o al meridiano local, s° y -pL representan la longitud en
grados al oeste de Greenwich. El tiempo en el cual € es maximo con

respecto a Greenwich estd dado por:

nt + Gwch(V0 + u)
obteniendo de (3.13):

€ = A cos(ut - g°)
donde g°=K’+pL-nS®/15.

La elevacion en cada una de las estaciones mareograficas esta
calculada con ayuda de la ecuacién (3.13) con féses relativas al
meridiano local.

Para obtener las elevaciones instant4neas a partir de datos de dos
estaciones mareograficas, en cada uno de los puntos de los nodos de la
frontera abierta, para cada tiempo se interpola linealmente en cada punto
E,' ; de la malla sobre la frontera abierta, posteriormente las
velocidades son obtenidas a partir de considerar la existencia de un

equilibrio entre el término de Coriolis y el gradiente de presién.
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3.5. VALORES INICIALES DE AMPLITUD Y FASE.

Los valores iniciales de frontera amplitud y fase de las componentes
de marea Mz, S2 y Kl con los que el programa comienza sus célculos se
establecieron de la siguiente manera: de mediciones hechas en estaciones
mareograficas localizadas en Los Cabos, Mazatlan y Topolobampo, se hace
una aproximacién lineal entre los valores Mazatlan y Topolobampo tanto
para la amplitud como para la fase fijando valores en ElI Dorado, después
se hace nuevamente una aproximacién lineal ahora entre Los Cabos y E!
Dorado fijando amplitudes y fases en los 42 nodos o puntos que consta la
malla en la boca del Golfo.

Las amplitudes y fases de los puntos fijos: Los Cabos y El Dorado

son:

Componente Amplitud (cm) Fase (105-W)
de I[os Cabos |ET Dorado|Los Cabos |El Dorado
marea
M2 36.29 32.80 252.05 273.83
Sz 23.67 22.82 251.17 269.99
Kl 22.5 22.98 77.6 74
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4, RESULTADOS

Al resolver numéricamente las ecuaciones hidrodinamicas, se
obtienen valores de U, V y & en cada uno de los nodos de la malla, sin
embargo; un andlisis mas objetivo y practico sobre la onda de marea se
realiza mediante mapas cotidales como se ha explicado en el primer
capitulo.

En este trabajo, para obtener dichos mapas cotidales de cada una de
las componentes arménicas, se aplic6 el analisis de Fourier, calculando

los coeficientes de cada armoénico deseado.
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4.1. Analisis arménico.

Para obtener los resultados numéricos de las ecuaciones establecidas
en capitulos anteriores, informacién de facil manejo, es necesario
realizar un anélisis armoénico para obtener la amplitud y fase en cada
punto de la malla dentro del Golfo, dicho andlisis consta de una
aplicacién sucesiva de una serie de factores de filtracién, aplicados a
una serie de datos, esos factores de filtracién bloquean todos los
constituyentes excepto el que deseamos analizar.

El método aplicado consiste en obtener los coeficientes de Fourier
de' una serie temporal, en este caso de €(x, y, t) la cual es la elevacién
de la superficie libre del Golfo; es decir, se almacena la solucién en
cada nodo de la malla durante un periodo (T) de la componente que se
desee analizar, donde T = nAt, At es el intervalo de integracién temporal
el cual debe cumplir con la condicién de estabilidad numérica y n es el
nimero de iteraciones que deben almacenarse para realizar dicho andlisis
armoénico, una condicién para n es que sea un namero impar.

Por ejemplo, para la componente M2 el periodo es 12.42 hr. (44 712
s) una vez estabilizada la solucién, se utiliz6 un At=876.70 s
almacenando 51 matrices de € para un ciclo completo, lo cual significa
guardar 51 matrices solucién para &(x, y, t).

Mediante los coeficientes de Fourier se obtiene la amplitud y fase
de la componente arménica (k).

La amplitud es:

la fase:
B K
¢ = arc tan e
k

siendo Ak y Bk en la serie de Fourier los coeficientes del coseno y seno

repectivamente.
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4.2, Mapas cotidales.

Una carta cotidal muestra caracteristicas espaciales y temporales de
las mareas. Por medio de lineas se - unen los puntos con igual amplitud,
expresada en centimetros en los mapas presentados, también se unen los
puntos con igual fase, expresada en grados relativos al meridiano local
(105°W). Los puntos nodales llamados ‘anfidrémicos’, representan una
amplitud de valor cero. Estos puntos son los lugares en los cuales rota
la onda de marea, en general en el hemisferio norte esta onda gira en
direccién contraria a las manecillas del reloj, es decir, en forma
ciclénica.

En una carta cotidal, una linea de igual fase indica el lugar en
donde la onda de marea tiene su méaximo ; el maximo no necesariamente es
el mismo en todos los puntos por donde pasa la linea de igual fase. Las
lineas de igual amplitud indican el lugar donde esos méximos son iguales
atn cuando no ocurran al mismo tiempo. Una de las utilidades de las
cartas cotidales es obtener el retardo de la onda de marea entre dos
puntos, asi como predecir la hora de ocurrencia de marea alta o baja.

Los resultados del andlisis arménico permiten obtener cartas
cotidales para las componentes Mz, Sz y Kn’ las cuales han sido tratadas

en forma independiente, Y serdn presentadas a continuacion.

wo DEBt
Slﬁgh B{B‘EA BIBLITECA
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4.2.1. Componente M2

Analizando el mapa cotidal mostrado para la componente Mz (fig.
13.a) vemos la existencia de una anfidromfa virtual en la Peninsula de
Baja California, pues se localiza tierra adentro. La amplitud minima que
se puede observar es de 10 cm aumentando hacia el norte del Golfo hasta
llegar a un valor de 180 cm en la cabeza del Golfo.

Haciendo una decripcién de la marea, se tiene que la marea entra con
una amplitud de 30 em orientada perpendicularmente a la entrada del Golfo
decrece hacla el centro mostrando la seudoanfidromia, para crecer
nuevamente hacia el extremo norte hasta llegar al valor méximo de 180 cm,
manteniendo un perfil oeste-este.

La fase cercana en la boca del Golfo, tiene una orientacién
noroeste-sureste con un valor de 270°, aumenta cerca de la
seudoanfidromia hasta llegar al extremo del Golfo con una orientacion
casi longitudinal, cruzando amplitudes desde 40 cm hasta 180 cm.
Analizando la fase se observa que la componente M2 progresa de sur a

norte.
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AMPLITUD (cm) FASE (105 W.6.)

fig. 13 Carta cotidal de la componente de marea Mz.

amplitud ---- fase
" a) Resultado de la simulacién.

b) Reportados por Morales y Gutierrez de Velasco (1989).
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4,2.2, Componente Sz

Esta componente de marea (fig. 14) presenta caracteristicas
semejantes a la Mz; un punto anfidrémico virtual ubicado tierra adentro
localizado aproximadamente en el centro de la penfnsula. Valores de
amplitud que van desde 20 cm en la entrada del Golfo hasta 100 cm en la
parte norte, las lineas de igual amplitud mantienen perfiles casi
perpendiculares al eje a lo largo del Golfo; en lo que respesta a la
fase, el valor que encontramos es de 270° un poco adentro del Golfo,
progresando hacia la cabeza hasta llegar a 60°, las lineas de igual fase
cruzan cada vez mas lineas de amplitud llegando a una posicién casi
longitudinal en la ultima linea marcada, de 60°, la cual cruza amplitudes
desde 40 cm hasta 100 cm. En este caso, la componente arménica se propaga
de la boca hacia la cabeza con una rotacién en sentido contrario a las

manecillas del reloj, con eje en la seudoanfidromfa.
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T AMPLITUD (cm) FASE (105 W.G)

fig. 14 Carta cotidal de la componente de marea Sz'

amplitud ---- fase
a) Resultado de la simulaci6n. -

b) Reportados por Morales y Gutierrez de Velasco (1989).
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4.2.3. Componente K1'

La carta cotidal que se puede trazar para esta componente diurna
{fig. 15), muestra amplitudes que van de 24 c¢m en la entrada del Golfo,
progresando con menor gradiente que en las componentes semidiurnas
an;ceriores, hasta un valor de 40 cm en la cabeza.

La uitima linea trazada, de 42 cm, varfa un poco su perfil a una
orientacién a lo largo del Golfo. Las fases mostradas estan comprendidas
dentro del valor de 74° a 80°, alineandose longitudinalmente en el Golfo
entre los valores 78° y 80°, en 80° no es tan marcada esta orientacién
como en las anteriores lineas de igual fase. Se observa del mapa cotidal

que la onda de marea se propaga hacia el oeste.
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AMPLITUD (cm} FASE (108WG.)

|
>

fig. 15 Carta cotidal de la componente de marea Kl.

amplitud ---~ fase
a) Resultado derla simulacién.

b) Reportados por Morales y Gutierrez de Velasco (1989).
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CONCLUSIONES.

En general, los mapas cotidales de las componentes semi-diurnas M2 y
S2 presentan el mismo patrén, amplitudes creciendo al extremo norte con
anfidromias virtuales, las fases orientadas, de tal forma que la onda se
propaga de sur a norte que es el sentido en que aumenta la fase. Sin
embargo, las amplitudes de la componente S2 son menores que de M2.

Comparando los mapas cotidales realizados en este trabajo mediante
simulacién numérica con los obtenidos por Morales y Gutierrez de Velasco
(1989) podemos observar lo siguiente:

Primero: En la carta que -corresponde a Mz. el punto de
seudoanfidromia se localiza en ambos mapas en el centro de la Peninsula.
Los valores de amplitud demarcan lineas semejantes al igual que las de
fase. E! error méximo existente entre los valores calculados y los
observados es del 10% en las fases y 5% para las amplitudes.

Segundo: Para los mapas de la componente de marea Sz nos encontramos
con una situacién parecida a la anterior, las lineas que muestran las
amplitudes se incrementan de la boca al extremo norte, encontrando el
punto anfidrémico en el centro de la Peninsula, Las lineas de fase
presentan gran semejanza con los perfiles y la variacién reportados por
Morales y Gutierrez de Velasco (1989).

Las mayores diferencias como ya se mencion6, son con respecto a las
fases. Sin embargo, se observa un gran parecido entre los dos mapas, en
ambos las lineas de amplitud varfan, mientras que las fases mantienen un
perfil longitudinal al Golfo, excepto en la ultima componente (Kl) que no
es tan marcada la similitud.

De lo anterior se puede concluir que el modelo numérico simula
adecuadamente las caracteristicas de las componentes de marea diurna y

semi~diurna, manifestando una dominancia de la componente Mz.
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