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CAPITULO! 

INTRODUCCION 

La cimentación de estructuras sobre suelos de mediana a alta compresibilidad, plantea 
el problema de determinar los hundimientos totales y diferenciales así como los 
elementos mecánicos en la estructura. 

Si tomamos en cuenta que los análisis estructurales tradicionales consideran a la 
estructura totalmente empotrada o articulada en su cimentación y a su vez se supone a 
la cimentación completamente rígida o totalmente flexible. 

Como se puede concluir fácilmente, cualquiera de los dos casos son muy extremistas en 
sus consideraciones y de esta forma las condiciones de análisis no pueden tomar en 
cuenta las variantes que pudieran existir en la cimentación o en la estructura, después 
de existir cualquier tipo de modificación en las condiciones iniciales de trabajo entre la 
estructura y el suelo de cimentación. 

El trabajo expuesto a continuación tiene como finalidad el poder realizar un análisis en 
conjunto entre ta estructura y el suelo de cimentación. 

El principio básico utilizado y bajo el cual se desarrolla todo el trabajo, es la 
consideración de que las modificaciones que sufra una de las partes (Estructura~ 
Cimentación) son directamente transmitidas a la otra y por lo tanto influyen en el 
comportamiento en conjunto de la unidad estudiada. 

Lo anterior esta lntimamente relacionado con una redistribución de esfuerzos, tanto en 
la cimentación como en la estructura, por lo que todo efecto en el suelo de cimentación 
será directamente transmitido a la estructura de cimentación y esta a su vez tendrá una 
influencia sobre la superestructura, lo que originará una redistribución de esfuerzos. 

En el Capítulo No.2 se presentan antecedentes del método expuesto, en el Capitulo 
No.3 se muestra el desarrollo del mismo, en el Capítulo No.4 se presenta un ejemplo 
ilustrativo, haciendo las comparaciones pertinentes con los métodos tradicionales, en el 
Capítulo No.5 se hace referencia a algunas aplicaciones y en el Capitulo No.6 se 
presentan las conclusiones del estudio. 



CAPITULO 11 

ANTECEDENTES 

El conlenldo de esle capitulo esta enfocado básicamente a explicar algunos métodos 
que han surgido para estudiar y calcular la INTERACCJON SUELO-ESTRUCTURA. Los 
métodos escogidos son producto de los estudios de los siguientes autores. 

Dr. Leonardo Zeevaert 
M.I. Agustln Deméneghl Colina 
lng. José Luis Sánchez Martinez e lng. Pablo Enrlquez 

El Dr. Leonardo Zeevaert propone el siguiente método (Zeevaert 1973). 

Se considera una planta de cimentación, y esta se idealiza como un sistema de vigas 
cortas en un sentido y vigas longitudinales en el otro. 

En relación a la comprensibilidad del suelo las vigas cortas tienen una rigidez mayor que 
las longitudinales. Así mismo es necesario que las vigas cortas tomen las reacciones y 
las cargas de las columnas para lo cual consideramos las vigas longitudinales como un 
sistema estáticamente determinado, es decir se trabaja con áreas tributarias. Así, si Jos 
asentamientos diferenciales con esta hipótesis se cumplen, las vigas longitudinales no 
requerirán de ninguna rigidez, salvo la necesaria para transmitir el contacto de presión 
entre la losa de cimentación y la reacción de /as vigas. 

Sin embargo fas vigas longitudinales pueden ser diseñadas con la rigidez necesaria para 
reducir Jos asentamientos a va/ores permisibles o menores. De esta forma las vigas 
longitudinales, además de transmitir reacciones, son usadas para distribuir cargas 
desbalanceadas en las vigas cortas, requeridas para obtener continuidad en /as 
reacciones del terreno. Por lo cuál las vigas longitudinales pueden ser llamadas vigas 
para balancear cargas y así distinguir las de las vigas cortas o de reacción. 

La superficie cargada se divide en bandas can área An en Ja dirección de las vigas 

cortas. El siguiente paso es determinar el asentamiento medio O'an de cada banda del 
érea An: 
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O'an = I5nan 
An 

Los valores B'an se consideran la primera aproximación para el desplazamiento vertical 
promedio de cada banda, correspondiendo a la primera suposición de una reacción del 

terreno q'an. 

Una vez que :os valores 01
an son conocidos, la primera aproximación del módulo de 

reacción puede ser calculada para cada banda 

O'an Asentamiento medio 

q'an Reacción del terreno 

An Area de la banda 

K's Módulo de reacción 

K's = g'an An 

o'an 

Usando los valores de K
1 

s y los de las columnas cargadas, para las bandas 
correspondientes, se calculan los desplazamientos verticales, considerando Ja rigidez de 
la estructura de cimentación en la dirección longitudinal, como si se tratara de una viga o 
una cimentación elástica, de esta forma se introduce dentro del cálculo la rigidez de la 
viga dada por" El". 

En base a los resultados de esta primera aproximación obtenemos los cortantes y 
momentos flexionantes en la estructura de cimentación y los desplazamientos verticales 

promedio (311an), con los que a su vez se pueden obtener los valores corregidos de la 
reacción del terreno : 

q"an= O"an K's 
An 

q"an Valores corregidos de la reacción del terreno 

011
an Desplazamientos verticales promedio. 

El cálculo de estos valores se puede llevar a cabo por métodos numéricos o a través del 
establecimiento de la matriz correspondiente para obtener las reacciones desconocidas 
de cada banda. 



Con el mejoramiento del promedio de las reaccionas del terreno unitarias q' an de cada 
banda tributaria, se efectúa un segundo análisis de asentamientos. Los parámetros de 
comprensibilidad deben ser corregidos para el mejoramiento de los niveles de esfuerzo 
inducidos en el subsuelo. 

El cálculo de asentamientos llevado a cabo dará un mejoramiento de los 
desplazamientos verticales promedio del subsuelo, bajo las bandas transversales; a 

estos les llamaremos 8"'an y apartir de ellos se calcula el módulo de cimentación para 
las bandas tributarias por medio de la siguiente expresión : 

K"s 

K"s= g"an An 
O'"an 

Desplazamientos verticales promedio del subsuelo bajo las bandas 
transversales. 

Módulo de cimentación para las bandas tributarias. 

Usando el valor de K"s mejorado, llevaremos a cabo un segundo ciclo de cálculo para 
determinar cortantes, momentos flexionantes, deflexiones y reacciones del subsuelo. 

Este procedimiento se repite hasta que el cambio de momentos flexionantes y fuerzas 
cortantes se considere despreciable. 

Para fines practicas este es el procedimiento propuesto por el Dr. Leonardo Zeevaert 
(Zeevaert 1973). 

El segundo método que describiremos es el de el lng. José Luis Stmchez Martlnez 
y de el lng. Pablo Enríquez. 

El lng. Sé.lnchez Martinez, plantea, un método no interactivo que consiste en realizar et 
análisis conjunto suelo-estructura como un sistema estructural único utilizado el método 
general de las rigidices. 

Primero estableceremos la matriz de rigideces de la estructura a partir cada uno de sus 
miembros; enseguida establecemos la matriz de rigideces del suelo, al que idealizamos 
coma una serie de soportes interdependierites. De aqui obtenemos la matriz total de 
rigideces del sistema. 

Las expresiones generales empleadas son : 
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Se= S11 + S2 + s3 + .. + S¡ = Matriz de rigideces de la estructura en función de sus "1" 
miembros. 

58 = Matriz de rigideces del suelo. 

Además de: 

A 

o 
s,-1 

A1 

Fs= s.o 

SID 

Vector de acciones. 

Vector de desplazamientos desconocidos. 

Inversa de la matriz de rigideces del sistema. 

Vector de acciones del miembro i 

Vector de fuerzas sobre cada uno de los resortes que 
idealizan el suelo. 

Se consideran como desplazamientos desconocidos a los desplazamientos verticales y 
a los giros de los puntos de Ja estructura que se escojan. 

Ilustrando el método con una viga simple . 

P1 P2 Pa 

~ 
1--1--1--1 

L1 L2 La 

M= l!Y 
2 [~]' 
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Los desplazamientos desconocidos son tres movimientos verticales y tres giros. 

2 

1 28 1 
SECCION TRANSVERSAL a-a' 

La matriz de rigideces de la estructura queda de 6 x 6, se obtendrá superponiendo los 
de sus dos miembros. 

Por ejemplo, las matrices de los miembros 1 y 2 quedan : 

2 4 5 6 

12Eh 12Er. o o 6Eh !!..fil• 
L,' L' ' L,' L' ' 
12Eh 12Eh o o -6Eh -6Eh 2 
L' ' L,' L,' L,' 

S1= o o o o o o 

6Er. -6El1 4Eh 2EI• 4 
L' L' L, L, ' ' 

6Eh -6Eh 4Eh 2Eh 5 

L' ' L•' L, L, 

o o o o 6 



2 3 4 6 

12EI• -llfil• o o 6 Eb 6 El> 

t..' t...' t..f t....' 

-~ ~ o o -6Eb :fili!• 
u' u' t..f u' 

o o o o o o 
S2= 

o o o o o o 

6EI• -6Eb o o gg¡, 2Eb 

t..,• t..f [., u 

6EI• -eei. o o 2Eb 4Eb 

u' i.,' 
u u 

S¡1 Valor de la acción correspondiente al desplazamienlo desconocido j 
producida por la aplicación de un desplazamiento i, con valor unitario. 

Ast fa matriz de rigideces de la estructura la obtendremos como: 

Se establece la matriz de rigideces del suelo 

2 

4 

5 

6 

Se obtiene dando desplazamientos verticales con valor· unitario a cada uno de los 
resortes y calculando las fuerzas que aparecen par este efecto en todos ellos. 



Al dar el desplazamiento 01 = 1 aparecen fuerzas no solo en el resorte 1, sino también 
en todos los demás, ya que ellos deben considerarse ligados por pertenecer a un medio 
continuo. Lq mismo sucede al aplicar sucesivamente desplazamientos unitarias 
correspondientes a 02 y Dl 

El conjunto de todas las fuerzas obtenidas construye la matriz de rigideces del suelo. 

s .. Su Su o o o 

s .. Su s,, o o o 

Ss= s .. 8» 8» o o o 

o o o o o o 

o o o o o 

o o o o o o 

SIJ Fuerza que aparece en J al aplicar un desplazamiento unitario l. 

El cálculo de estas fuerzas y por lo tanto el de la matriz de rigideces del suelo, no puede 
obtenerse directamente, sin embargo, se puede llegar a ella en forma indirecta, teniendo 
en cuenta que la matriz de rigideces es la inversa que la de flexibilidades. 

La matriz de flexibilidades del suelo puede calcularse fácilmente determinando los 
hundimientos del terreno debido a Ja aplicación de fuerzas unitarias. 

El conjunto de desplazamientos producidos por esfuerzos unítarios aplicados sobre 
áreas preestablecida (28L), en la superficie del terreno constituye la matriz jAJlj. 

Aji 
[

011 

º" 
a~, 

012 013 

J 
Oji Hundimiento de j al actuar un esfuerzo q=1 en un área con centro en i. 

q=1=E._ 
a 
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a área en que se aplica un esfuerzo unitario 

La matriz de flexibilidades se obtiene aplicando cargas unitarias p=1, esto es esfuerzos 

q¡ =..1. 
ai 

al área con centros en 1 en la que se aplica la carga unitaria. 

Los desplazamientos producidos por las cargas unitarias se obtendrán dividiendo los de 
la matriz JAJIJ entre el ánea correspondiente. 

De este modo: 

fui fu2 fu.a 
ª' ª' ª' 

fü1 ~ ~ 
Fs= ª' ª' ª' 

ful fui ~ 
ª' ª' ª' 

Fs Matriz de flexibilidad del suelo y su inversa es la matriz de rigideces que 
se requiere. 

Las expresiones generales son: 

A= Sr O ; O= Sf'A 

A : Vector de acciones 
O : Vector de desplazamiento desconocidos. 

Se plantea aplicando las acciones que en esta caso serian, en general fuerzas verticales 
(1,2,3) y momentos (4,5,6} aplicados en los nudos. 
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Los elementos mecánicos en los miembros se obtienen a partir de sus matrices de 
rigideces. 

V1 

V2 
A1 = = 510 

81 Matriz de rigideces del miembro 1 
O Vector de desplazamientos. 

Las fuerzas en el suelo se obtienen utilizando la matriz de rigideces del suelo. 

[ ~ : J [:: }'" 
En esto consiste el método de los Ingenieros Sánchez Martln~z y Pablo Enriquez, que 
además propuso un programa de computadora con el fin de facilitar el uso de este 
método. 

El tercer método elaborado por el M.1. Agustln Oeméneghl Colina serA apllcada en 
el Capitulo No.111. 

Cabe mencionar que en virtud de la gran cantidad de operaciones que implican tos 
métodos aquí descrito es conveniente la utilización de programas de computadora para 
facilitar su aplicación. 

10 



CAPITULO 111 

INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA 

3.1 INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA 

La idea fundamental del estudio de la interacción Suelo~Estructura, es conocer 
objetivamente la Influencia que el terreno puede tener sobre las condiciones de trabajo 
de una estructura, una vez que el terreno ha sufrido Jos asentamientos ocasionados por 
las cargas Inducidas por la eslructura a la que soporta. 

Así en este inciso estudiaremos un procedimiento para analizar en forma conjunta la 
estructura y el suelo, basándonos en un método elaborado por el M.I. Agustín 
Deméneghi Colina (Deméneghi 1979). 

En principio considerando una estructura reticular apoyada sobre un suelo de mediana a 
alla compresibilidad. 

Fig. 3.1 



En la que la cimentación puede ser resuelta mediante zapatas corridas o a base de una 
losa con contratrabes de concreto armado. 

Dentro de la fig.3.1, es de nuestro interes el determinar Jos hundimientos totales y 
diferenciales, así como los elementos mecánicos en la cimentación y en la 
superestructura. 

Dada qu~ el diagrama de reacciones del terreno es una incógnita, una opción es el 
sustituir Ja carga distribuida del suelo sobre la cimentación {presión de contacto) por 
cargas repartidas bajo las columnas y bajo los puntos medios de las contratrabes 
(fig.3.1). 

En el análisis conjunto de la estructura y el suelo se recomienda la utilización del método 
de las rigideces para el análisis de la estructura, ya que este procedimiento nos 
proporciona la matriz de rigideces y el vector de cargas. 

Con este método se desconoce el vector de desplazamientos (desplazamientos 

angulares. o giros 0i de cada nudo de la estructura y a los desplazamientos linea/es Üi). 

Ahora bien, de Ja fig. 3.1 podemos observar que el vector de cargas no lo conocemos en 
su totalidad, ya que las reacciones del terreno ri son también incógnitas; las ecuaciones 
faltantes pueden obtenerse al realizar el análisis de los hundimientos del terreno y 

obtener los desplazamientos del suelo Oi en función de las reacciones ri, manejando a 
estas como incógnitas. 

Al aplicar el método de las rigideces para realizar el análisis de la estructura y del suelo, 
se sustituyen las ecuaciones de desplazamiento en función de las reacciones, y 
obtenemos un sistema de ecuaciones en el que las incógnitas son únicamente Jos giros 
en /os nudos e, y las reacciones del terreno ri. 

De esta forma podemos obtener los giros Oi y las reacciones ri al resolver el sistema de 

ecuaciones, ademas de los desplazamientos Oi que al estar en función de ri, es posible 
calcularlos. 

Los momentos flexionantes, las fuerzas cortantes y las fuerzas normales son fácilmente 
calculadas, utilizando giros y desplazamientos de la estructura. 

Al aplicar este método, podemos observar que el módulo de reacción del suelo, K's no 
es involucrado en ningün momento del proceso, con lo cual nos evitamos las 
iteraciones. 
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Asi mismo es posible observar que para resolver el problema, este método se basa 
esencialmente en tres pasos que se enumeran a continuación. 

a} Efectuar un análisis estructural, considerando como cargas actuantes sobre la 
estructura é:I /a;; raa.:;.:icr:cs: de! !E>rmno 

b} Realizar un análisis para calcular los asentamientos del suelo de cimentación: 

e} Establecer la compatibilidad de desplazamientos entre la estructura y el suelo, ahora 
si tomamos en cuenta que practicamente en todos los casos la estructura y el suelo 
se encuentran en contacto continuo, se puede considerar que las reacciones y los 
desplazamientos son iguales en ambos sistemas, la cual permite hacer compatible lo 
establecido en los incisos {a) y {b). 

A continuación se explica detalladamente los tres incisos anteriores. 

3.1.1 ANALISIS ESTRUCTURAL 

El análisis en conjunto de la estructura y el suelo la realizamos empleando el método de 
las rigidices. 

El método de las rigidices a utilizar puede ser cualquiera de los métodos conocidos, 
pero dada la cantidad de operaciones a realizar, es conveniente que sea un método 
factible de programar y de esta forma agilizar la obtención de resultados y por lo tanto 
hacer practico el método aqui estudiado. 

Considerando que la matriz de rigideces es un ordenamiento de los coeficientes de 
influencia de rigideces que se usan para determinar tos desplazamientos, se puede 
plantear como la superposic1ón de las rigidez de los miembros. 

El fundamento básico del método de las rigideces se puede demostrar considerando el 
sistema de fuerzas de la viga en voladizo de la figura siguiente. 

l•I 
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lb) 

Se desea determinar el desplazamiento en el extremo 1 (01) bajo la acción de un carga 
Q1. En primer termino se escribe una relación fuerza-desplazamiento imponiendo un 
desplazamiento unitario correspondiente a 01, procedemos a calcular la fuerza 
necesaria para producir dicho desplazamiento unitario en el extremo de una viga 
prismática en voladizo, que es : 

3 El 
V 

Esta fuerza se define como "COEFIClENTE DE INFLUENCIA DE RIGIDEZ" para la 
viga, k1, ya que representa la resistencia de la viga a un desplazamiento unitario. El 

término k que se usa aquí, difiere del factor de rigidez de la distribución de momentos. 

Haciendo ahora referencia a la figura (b) que representa el equilibrio existente en el 
nudo (1), la fuerza hacia abajo en el nudo, causada por la resistencia a la flexión de la 
viga es K1 01, y la fuerza hacia arriba es la carga aplicada Q1, el equilibrio queda da la 
siguiente forma. 

k101=01 

01= 01 i'/3EI 

Se ha usado un coeficiente de rigidez K1 que expresa la influencia de un 
desplazamiento unitario, para determinar el desplazamiento para la carga Q1 El método 
de las rigideces es simplemente una extensión lógica de esta idea en una estructura con 
un número mayor de grados de libertad. 

La ecuación básica de rigidices nos expresa el equilibrio de cada uno de tos nudos en 
función de los coeficientes de influencia de la rigidez nada\ y de los desplazamientos 
nodales desconocidos. 

K11 01 + K12 02 + 

1<21 01 + ... 

Kn2 01 + .. 

+ K1n0n 

+ K2nDn 

+ KnnDn 

La cual se puede expresar matricialmente de la siguiente forma. 

14 
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['" 
K12 K1a 

"" J l" J l:J K21 1<22 1<23 1<2n 02 

Kn1 Kn2 Kna Knn Dn 

Ecuación 3.1.1 
ó en forma abreviada. 

(K][D] = [Q] 3.1.2 

Donde: 

[KJ - Matrtz de rtgideces de la estructura 

[O] - Vector de desplazamientos 

[Q] - Vector de cargas 

En la ecuación 3.1.1. Klj es la fuerza nodal correspondiente al grado de libertad 1 
causado por la aplfcación de un desplazamiento unitario correspondiente al grado de 
libertad J. 

Ot, 021 ... Dn son los desplazamlentos nada/es desconocidos y Q1, Q2
1 

... Qn las cargas 

nodales aplicadas correspondientes al grado de libertad 1,2, .. ,n, así veremos que Ja 
fonnación de la matriz [K] es una parte fundamental del proceso de análisis. 

Utilizando para el estudio del método una estructura como la indicada en la figura 3.1, 
como se puede observar se ha colocado una reacción r bajo cada columna y otra bajo /a 
mitad de cada entre-eje, resultando lres reacciones bajo cada barra de la cimentación, 
esto es únicamente para fines de sencillez de cálculo, así si se desea obtener un mayor 
número de reacciones ri se puede considerar cada barra de la cimentación como dos o 
más barras, para fines de análisis. 

Asf utilizando el método de las rigideces para el análisis estructural de la figura 3.1 se 
puede resumir en los términos siguientes. 

a) Se empotra toda la estructura, con lo que se generan momentos y cortantes de 

' ' empotramiento a los que llamaremos M 1 y V • . 
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b) Se permiten giros en los nudos y desplazamientos lineales (fig. 3.2), a los cuales 
simplemente se les denomina desplazamientos. Con esto se producen momentos y 
cortantes en los nudos y en los ejes de barras. 

q1s 69 

º\ 61 02 o 1 

Fig. 3.2 Desplazamientos lineales 61 y giros 01. 

6 67 ~3 

e) En vista de que se desconocen los desplazamientos se calculan los elementos 
mecánicos (cortantes y momentos debidos a los desplazamientos unitarios). 

En el sistema de ecuaciones 3.1.2, el cuál se puede expresar como : 

[K] {D) = {F} 

Podemos encontrar tres tipos de incógnitas: 

_ Los desplazamientos 81 

_ Los giros Oi 
_ Las reacciones r1 . . 
Asi las reacciones ri pueden aparecer como Vi ó como M i . 

Esto se puede adecuar en la ecuación 3.1.3, quedando : 

3.1.4 

3.1.3 

Es importante recalcar en este punto, que la matriz de rigideces de toda la estructura se 
consigue al sumar cada una de las matrices de rigideces de cada una de las barras. 
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Desde el punto de vista práctico, se pueden presentar en el análisis estructural dos 
casos de interés : 

a) Barras con apoyos continuos 

b) Barra con apoyo continuo y otro apoyo articulado. 

Además de los puntos anteriores, se puede apreciar con la figura 3.2 que se han 

incluido desplazamientos lineales a la mitad de los entre ejes en la cimentación (.S2 , c54 

y 06), las ecuaciones auxiliares para detenninar estos desplazamientos y relacionarlos 
con el resto de los desplazamientos de la estructura, se pueden encontrar utilizando el 
teorema de la viga conjugada; para fines prácticos estudiaremos los casos siguientes : 

a) Barras con apoyos continuos 

b) Barra con apoyo continuo y otro apoyo articulado. 

Finalmente la obtención de todas las ecuaciones que relacionan los desplazamientos 

lineales .Si y los giros 9i con los wi y r1 se obtienen uti/iza_ndo la ecuación matricial 3.1.4 
y las ecuaciones auxiliares para determinar los desplazamientos que se desarrollaran a 
continuación. 

3.1.1.1 BARRA CON APOYOS CONTINUOS 

Las condiciones para estudiar este inciso son las siguientes. 

a) Los giros se consideran positivos si van en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

b) Los desplazamientos son positivos si son hacia abajo. 

e) Los momentos f/exionantes de barra sobre nudo son positivos si van en sentido de las 
manecillas del reloj. 

d)_Las fuerzas cortantes de barra sobre nudo son positivas si van hacia arriba. 

Así Ja matriz de rigideces de una barra j con apoyos continuos fig. 3.3 está dada por : 
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-.,, 
4 ~1 ~11<¡,,..------::::;=--,=--....,J:il~ 2 él 

§§ BEi 
L2 L2 Ver tabla 1 

Fig. 3.3 Barra con apoyos continuos. 

Op Oq Or lis 

§1 2EI _BEi !;fil Op 
L L L L2 

~ 151 _§fil !;fil Oq 
L L L2 L2 

kJ. 3.1.5 
_!;fil _6EI 1IB _J.ID lir L2 L2 L2 L3 

!;fil 4EI _4EI _J.ID lis L' L' LJ L3 

Donde: 

L Longitud de la barra J 
E Módulo de elasticidad del material de la barra j 

1 Momento de inercia de la barra j 

9p Giro en el nudo p 

9q Giro en el nudo q 

Br Desplazamiento en el nudo r 

Bs Desplazamiento en el nudo s 

Los momentos y cortantes de empotramiento de barra sobre nudos para diferentes 
condiciones de carga son las siguientes. 

Para condiciones de la fig. 3.3 

e 
Mp=~ 

12 
3.1.6 
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e 
Mq=~ 

12 

V~ =11'.i!J 
2 

V~ =..'!li.bi 
2 

Y para las cargas repartidas en la cimentación, fig. 3.4 

Fig.3.4 Barra con cargas repartidas en la cimentación. (Apoyos continuos). 

MP = .;§l_ L
2
jrr + _1j_ L

2Jrt•t · ~ L''jrs 
3072 192 3072 

M ~ = ..JL L'¡rr + ....11_ Ljf"' + ..§L L'jra 
3072 192 3072 

V~ = .121_ L¡rr + j_ Ljf,., + ....I_ Lír• 
512 4 512 

V~ = _7 _ L¡rr + j__ L¡ rr•I + J1.1_ Ljrs 
512 4 512 
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3.1.7 

3.1.B 

3.1.9 

3.1.10 

3.1.11 

3.1.12 

3.1.13 



A continuación presentamos de manera ilustrativa la deducción de las ecuaciones. 
3.1.11 y3.1.12 

e 
Momento de empotramiento M q 

Parte derecha de la barra. 

p 111-----=-L----f&' 
1 Rs[iJ 

~ 
Mq:l!Yl... x (3x2-8X+6) 

12 

4 

X= a/L; a= L/4 =>X= ('/4)/ L ='l•L= 14 

Carga distribuida W = Rs [ ~ J 

Mq=~[ ¡ J [ [ ¡ ]' -B [¡}e ]=v:; [ fe·2+6 J 
= WL [ ~ -ª2. + g§ ]= WL[ fil]=67WL 
4s 16 16 16 46 16 766 

Como W= Rsl 
4 

Mq = 67 L'Rs = 67 Rs 
(968)( 4) 3072 

Parte central de la barra. 

Mq = 
12 
~' b [ e'[ 4L-3c Je' [ 4L-3c J J 
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· e=Y. L 1 

p' it t t t t t ti 
· Rr+1 

t 
b = L/2 Carga distribuida W = (Rr+1) (U2) 

Sustituyendo. 

Mq= ~, [ [2¡4L• J [4L-~ J~[4L-~ J J 

Mq=__yj__ [ 10BL•-.lliJ.•-.1,b•+_;¡j,,•J 
6L' 64 256 64 256 

Mq =_W __ [ 432L•-.lliJ.•-16L•+_;¡J,,4 J 
6L' 256 256 256 256 

Mq= __ W_ [176L•J 
6L' 256 

Como W = (Rr+t) L 
2 

Mq= fü'1], [ 176 L • J = 176 Rr+1 L' = (16\ (11\ Rr+1 L' 
12 L' 256 3072 L5 (16) (192) L' 

Mq= 11 Rr+1 L' 
192 

Parte lzq~ierda de la barra. 

Mq = WL X' (4-3x) 
12 
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ptm 
X=-ª= U4=k=1 

L L 4L 4 

SusUtuyendo. 

L 

Mq=WL[!§-:l,J=WL [ll ]=13WL 
192 4 4 192 4 768 

ComoW=Rr [~] 

Mq= 13RrL' = 13Rrl' 
4 (768) 3072 

Carga distribuida W = Rr [--!¡ J 

La sumatoria de los momentos en q, nos da la ec. 3. 1.11., y en forma analoga, se 
obtiene la ec. 3.1.10. 

Para deducir Jos cortantes de empotramiento para el lado izquierdo. (q). 

Hacemos M en q : 

O= ....§L Rr L2 + n Rr+1L2 + ~ RsL2 • -1ª- RrL2 • -11.. Rr+1L2 

3072 192 3072 3072 192 

-3~;2 RsL'+Rr~ DL}Rr+{~] D}Rs[~J D}v~L 
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Simplificando. 
e 

.15§_ Rrl2 + Rr+1L2+ _g_RsL2 = ~ Vr l 
3072 4 3072 

o 
V r = ill Rrl +&!lb + _L_ Rs L 

512 4 512 

De forma análoga se obtiene la ec. 

3.1.1.2 BARRA CON APOYO CONTINUO Y OTRO ARTICULADO. 

La matriz de rigideces de una barra en las condiciones de Ja fig. 3.5 será. 

0p Or lis 

3EI -3EI 3EI 0p T L' L' 

[KJ¡= - ;JE 3EI -3EI or 
L' L' L' 

3EI -3EI -3EI lis L' L' L' 

(3.1.12) 

(3.1.13) 

fig. 3.5 

Ver tabla 1 

3.1.14 

Los momentos y cortantes de empotramiento de barra sobre nudo para diversas 
condiciones de carga estarán dadas por: 

a) Para una carga repartida Wi 

M~ =l!l/ibl: 
a 

vf=~ 
a 

23 

fig. 3.5 

3.1.15 

3,1.16 



V~ = ;m'jlJ 
8 

3.1.17 

b) Para cargas repartidas en la cimentación. Barra con un apoyo continuo y otro 
articulado. fig. 3.6 

6 
LJI 

or+1 

1 l t t t t t t t t 
1 1 1 
1 Rr+1 1 1 

1 1 
Rr 

Rs 
l-Lj/4--f---Li/'-----1,__-LJ/4--J 

e 
Mp =-~ Lj'Rr-...11. Lj' Rr+1--ªL_Lj Rs 

2048 128 2048 
e 

V r = ~ LjRr + .lj_ LjRr+1 + __& LjRs 
2048 128 2048 

V~ = J.1ª- LjRr + & LjRr+1 + _illL LjRs 
2048 128 2048 

La deducción de las ecuaciones se hace a continuación. 

Para el nodo P 

Parte izquierda. 

Mp = - Wa (2-X)' 
8 

pluJ 
Rr 

1 a=u• I 

;;;,;,, 
q 
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3.1.18-

3.1.19 

3.1.20 



Donde X=ª; a = U4 ::;;;;. X= X 
L 

W=Rr DJ 
Sustituyendo. 

Mp=-Rrl[!.] [2-Y. ]'=· Rrl' e~ J 
32 4 128 16 

Mp= 49Rrl' 
2048 

Parte central. 

Mp = ·.J!;L (d'-c')(2L'-c'-d') 
8L'b 

J=-ªL 
4 

p LITIJ íGq 
Rr+1 

1-1--1-1 
a=L14 b=L/2 c=L14 

Sustituyendo. 

Mp= ·.Y:!.... [(Y.L)'·(Y.L)'][2L'·(U4)'-(Y.L)'] 
8L'b 

Mp= • .J!;L (9/16L' -1116L') [ 2L'-~ • 9 L' J 
8L'b 16 16 

W= Rr+1L 
2 

Mp=·..Yi... [.J!L'] [<lZL' ¡=-~ c·~L'] 
8L'b 16 16 8L'(ui) 256 
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Mp = • 352 WL 4 = • 352 Rr+1 Ls 
2048 L' 4096 L' 

Mp = 11 R"lL' 
128 

Para la parte derecha de la barra 

Mp = • Wb (2-X') 
8 

>-------~-~ q donde x = l!.. = j_ l1llJ L 4 
Rs w= RsL 

i-------1-1 

Sustituyendo. 

·Rsl b 
Mp :_±___1_ 

8 

Mp = - 31 RsL' 
2048 

a= 3L b= L 
;¡ ;¡ 

[ 
2 [ 1 • J = • Rsl' [ 2 . -1 J 

4 128 16 

4 

Sumando los momentos parciales obtenemos la ecuación 3.1.18 

Deducción de los cortantes de empotramiento cortante en P. 
Haciendo suma forma de momentos en q. 

EMq =O 

O= -__1L RrLj' • ..11. RrLj' • -ª1_ RsL¡' + Rr [ .!J J [-
8
7L J 

2048 128 2048 4 

+Rr+1 [~ J [~ }Rs [~ J [~ }v~ L=O 
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V~ =~RrL¡+~ Rr+L¡+-ªª.R,L¡ 
2049 128 2048 

Cortante en q. 

Haciendo sumatoria de momentos en P. 

:!:Mp=O 

O= __AfL RrL¡' + ..11.. R,.1L¡' + -ª1. RsL¡' + Rs [ !. J 
2048 128 2048 4 

[;L J 
+Rr+1 [~] [~}Rr[~] [k}v~ L=O 

e 
Despejando V q 

e 
V q = -11ª-- Rrlj + &Rr+1 Lj +.fil_ Rs Lj 

2046 128 2048 

3.1.19 

3.1.20 

3.1.1.3 DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN LA CIMENTACION, A LA MITAD DEL 
ENTRE EJE. 

La obtención del desplazamiento vertical Or+1 en la clmentación, a la mitad del entre­
eje, para una barra con apoyos continuos, empleando los teoremas de la viga 
conjugada, conduce a la siguiente expresión. 

Sl0p-Sl6q. 6 Sl0r+16 SI 5,+1. 6 5!55+...L L'Rr+ .1'l L' Rr+1 + _j_ L' Rs = j_ Wj L' 
L L L7 L:i L2 256 384 256 24 

3.1.21 

De forma similar, para una barra en la cimentación con un apoyo continuo a la izquierda 
y otro apoyo articulado a la derecha . 

• 3EI ()p + 11 fil Br • 16EI lir+1 + SEi os·..R. Rrl'. ~ R,.1 L'· _fil_ RsL'=-..1.WiL' 
L L' L' L' 6144 48 6144 12 

Por lo tanto. 
3.1.22 
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3EI 0p-11fil o,+16 fil 5,.,_5 filos+_rl_ L' Rr +-1.L'Rr+I+ -fil._ L' Rs = Ji\fib' 
L L' L' L' 6144 16 6144 12 

3.1.1.4 MATRIZ DE RIGIDICES DE TODA LA ESTRUCTURA. 

La matriz de rigideces de toda la estructura es la suma de las matrices de cada una de 
\as barras. 

En toda la estructura se deben de cumplir las siguientes condiciones: 

_ La suma de los momentos de empotramiento y los momentos de debidos a giros en 
los nudos debe ser cero en cada uno de los nudos. 

_ La suma de cortantes de empotramiento y de cortantes debidos a desplazamientos 
lineales de los nudos debe ser nula en cada uno de los ejes de barras. 

Para que cada uno de los ejes de barras esté en equilibrio, estableciendo tas 
condiciones anteriores y utilizando las Ec. 3.1.21 ó 3.1.22. 

Se obtiene et siguiente sistema de ecuaciones. 

K11ci1+K1282+· .. ·+K1¡8¡+K1k8k+ .... A11r.+A12r2+··= B11WHB12W2+ ... 

K2101+K2282+· .. ·+K2¡8¡+K2k8k+····A2m+A22r>+ .. = B21WH822W2+ .. 

Kpo1+Ki2fü+ ...... +Ki¡8¡+K¡k8k+··· .. ·Apr1+A¡2r>+ .... = B¡1W1+8¡2W2+ ... 

Ec. 3.1.22A 

En donde. 

kij = Coeficiente de ta matriz de rigideces de toda la estructura. 

Aij = Coeficiente que corresponde a la reacción rj en la ec. I 

Bij = Coeficiente que corresponde a la carga wj en la ec. i 

En el sistema de ec 3.1.22A, contiene tres tipos de incógnitas. 

Desplazamientos Oi 
Giros Gi 

Y Reacciones n 
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Como se menciono anteriormente, en este punto procederemos a obtener los 
desplazamientos del suelo Bl en función de las reacciones ri en el anélisis de 
hundimientos del terreno. 

3.1.2 ANALISIS DE ASENTAMIENTO DEL TERRENO 

Frecuentemente ocurre que durante el proceso de causolidación, (entendiendo así a el 
proceso de disminución de volumen que tiene lugar en un lapso, provocado por un 
aumento de las cargas sobre el suelo), la posición relativas de las particulas solidas 
sobre un mismo plano horizontal permanece especialmente la misma, así, el movimiento 
de las particulas del suelo puede ocurrir solo en deducción vertical; esta os la 
consolidación unidireccional o unidimencional. 

Por tanto en la consolidación unidimensional, el volumen de la misma de suelo 
disminuye, pero los desplazamientos horizontales de las particulas solidas son nulos. 

Las caracterislicas de la consolidación de los estratos de arcilla {como es nuestro caso), 
pueden investigarse cuantitativamente con aproximación razonable, realizando ta 
prueba de consolidación unidimencional sobre especímenes representativos del suelo, 
extraidos en forma tan inalterada como sea posible. Se puede sí calcular la magnitud y 
velocidad de los asentamientos probables a las cargas aplicadas. 

Portando de el siguiente esquema de un elemento de suelo sujeto a consolidación 
unldimencional. 

e 

51: 
Vs=1 => Vm= 1 + e 

----- :Ida 
Vacios 

Sólidos 

Se tiene la selección entre el cambio de la relación de varios y el cambio de volúmen de 
el elemento de suelo sujeto a prueba. 

t:.dV= kdz 
1+e 

(3.22) 

Puesto que el érea del elemento es unitaria, el cambio de volumen del elemento resulta 

medido por el cambio de altura. 
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Se define ahora el coeficiente de composibilidad, av, como la relación. 

av=-ºª... 
dp 

(3.23) 

Este coeficiente represanta, en módulo, la pendiente de la curva de compresibilidad, en 
escala natural, en el punto de que se trate. El valor av. depende de la presión actuante 
sobre el suelo y no es una costante del mismo. Físicamente mide la razón de variación 
de la relación de vacio con la presión. 

De la ecuación 3.23 se deduce: 

de= av dp 

y sustituyendo en 3.22 se tiene: 

Al ténnino 

MV = ..J!L dp dz 
1+e 

...fil!.....SB le conoce como "módulo de variación volumetrica". 
1+e 

mv de donde : DdV = mv.dp dz 

Siendo mv = .!!'L = ~ 
1+e (1+e) dp 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

Determinamos a continuación los desplazamientos verticales ói en función de las 
cargas ri sobre el terreno, para la estatigrafra y propiedades del suelo de la figura 3.7 

n 

H1 i Mn H2 ~~~~~~~~~~~M~"~~~~~~~~~~-
H3 ~~~~~~~~~~~M~"~~~~~~~~~~-
H• ~~~~~~~~~~~M~••~~~~~~~~~~-

Fig. 3.7 Carga sobre el terreno de cimentación 

El asentamiento del estrato J bajo el tramo I, es decir, el asentamiento del cuadro IJ, 
debido a una cargan. (colocada en k), vale: (fig. 3.8). 
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AW 

Fig.3.8 

Fig. 3.8 Calculo del asentamiento ij 

El asentamiento del estrato j baja el tramo i es decir, el asentamiento del cuadro lj, 
debido a una carga ri colocada en K valdrá. 

uljk 

En donde. 

uljk 

Mvij 

Hi 
(Aa)ljk= 

bk 

Mvij (ócr)ijk 3.1.23 

Asentamiento del cuadrado ij, debido a una reacción ubicada en k (rk). 

Módulo de deformación del cuadra lj. 

Espesor del estrato j 
incremento del esfuerzo normal vertical; en el cuadro ij, ocasionado por 

una presión rklbk en el contacto entre suelo y cimentación. 

Ancho de la cimentación, correspondiente a la reacción rk. 
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Pero según la fig. 3.8 

(Aa)ijk=l!Jk ..di 
bk 

3.1.24 

Siendo lijk = Valor de influencia en el cuadro tj debido a una presión unitaria colocada 
en K. 

El valor de lljk puede determinar calculando el esfuerzo normal vertical producido por 
una presión unitaria en K sobre el cuadro (Zeevaert 1973). 

El asentamiento en el cuadro ij debido a todas las cargas rk y a la carga q valdrá 

3.1.25 

liij = Mvij Hi [ qij+ ; lijk !:!¡ J 
k=1 bk 

Donde: 

m Número total de reacciones aplicadas en la superficie. 

qlj Esfuerzo normal vertical debido a la presión q, aplicada en la periferia de 
la estructura (fig. 3.7). 

El asentamiento bajo el punto 1 será 

p 

oi= ¿ i5ii 
J=1 

En donde p =número de estratos del subsuelo. 

Por lo tanto 81 nos queda: 

P P m 
Bi = r: Mvlj Hjq¡¡+ r: MvijHj [ r: lijk !.!! J 

J=1 J=1 K=1 bk 

3.1.26 

3.1.27 

En esta ecuación los desplazamientos verticales del suelo quedan en función de las 
reacciones ri. 
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En este punto, se debe aclarar que los valores del módulo de defonnación del suelo 
Mvij dependen del esfuerzo de confinamiento, el cual no se conoce apriori, por esta 
razón, los Mvlj deben de tenninarse para un nivel de esfuerzos lo mas cercado posible a 
la realidad. (Zeevaert 1973). dependiendo este nivel de la expertencia del Ingeniero que 
realiza el análisis. Esta muy alejado de la magnitud de los esfuerzos obtenidos después 
de resolver todo el problema, es probable que haya necesidad de volver a calcular los 
hundimientos del suelo con los valores corregidos del módulo al tomar un nuevo nivel de 
esfuerzos. 

Una vez que se ha hecho esta aclaración, y empleado la ec. 3.1.27 Jos valores de Oi son 
una función lineal de las reacciones ri. 

3.1.3 COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES 

Una vez realizado el análisis de la estructura y del hundimiento del terreno se establece 
la compatibilidad de la siguiente forma: 

Las asentamientos del suelo ec. 3.1.27 se sustituyen en el sistema de ec. 3.1.22A; 
desapareciendo asl como incógnitas los desplazamientos y quedando unicamente con 
incógnitas los desplazamientos angulares en los nodos 91, y las reacciones del terreno 
rl. 

Asf tenemos un número de ecuaciones igual al numero de incógnitas, Por lo que el 
sistema puede ser fácilmente resuelto. 

Una vez conocidas las reacciones del terreno (ri}, se pueden determinar los 
desplazamientos verticales al terreno por medio de la ec. 3.1.27. 
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CAPITULO IV 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 

En este capitulo determinaremos las reacciones de un marco con las siguientes 
caracterfsticas. 

4m 

Vigas de 

Columnas de 

Losa de 

6m 

Elevación 

30x60 cm. 

30x30 cm. 

15 cm de espesor. 

Concreto f'c=250 Kg/cm2 

Planta 

Desplantaremos esta estructura sobre un terreno con las siguientes características: 
Arena de grano medio. 

N 
y 
Dr 

20 golpes (P.P.E.) 

1.e vm3 

62% (Compacidad Relativa) 
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Con estas caracterlsticas calcularemos los elementos mecánicos de los marcos, primero 
con las consideraciones tradicionales y posteriormente haciendo las consideraciones de 
giros y hundimientos en las zapatas, para finalmente comparar las reacciones 
provocadas en uno y otro caso. 

Sección 4.a. Estructura empotrada en su cimentación; cálculo tradicional por carga 
vertical. 

W Losa (0.15 m)(2.4Vm3). 

Entortado, enladrillado y relleno 

Carga muerta 

Por reglamento. 

Carga Viva Máxima 
W trabes 30x60 cm. 

W columnas 30x30 cm. 

Bajando las cargas en las columnas 

A tributaria 

Wlosa 

Wtrabes 

Wcolumna 

(3)(2.5) 

(7.50)(0.66+0.1) 

(3+2.5)(0.432) 

(4)(0.216) 

Cálculo de la carga repartida W 
1 

-1-

1 1 

t 

0.360T/m2 

0.30 T/m2 

0.660T/m2 

100 kgtm2 
Wt = (0.30)(0.60)(2.40) = 0.432 T/m 

Wc= (0.30)(0.30)(2.40) = 0.216 T/m 
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7.50 m2 

5.7 ton. 

2.38 ton. 

0.86 ton. 

8.94 ton. 



Análisis estructura\ marco eje A por C. V (Carga vertical) 

Area tributaria= 6+1 (2.5) = 8.75 m2 

W\osa = 

Wtrabe = 

2 
(8 75)(0.76) 

(6. 00)(0.432) 

Ot 

6.65 ton. 

2.592 ton. 

9.242 ton. 

w = Q! = 9.242 = 1.54 ton/m 
Ln 6.00 

Suponiendo una profundidad de desplanto de la zapata de 60 cm. 

4.60m CD l
fo 

6.00m 

w = 1.54 ton/m. 

02 

Tenemos un marco con 3 barras y tres grados de libertad. 

Acudiendo a la Ec. 3.1.5 y analizando cada barra, tomamos Jos elementos de la ec. 
3.1.5 que aparece en nuestra barra estudiada y formamos la matriz de rigideces de la 
barra en cuestión. 

Barra 1 

~:: 
1 
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0p=01 

1ir=ll3 

0q =O 

Os=O 



Por lo tanto nuestra K1 queda: 

Gp llr [ ~' ~' l L' 

K1= 
6EI 12EI 1Jr -¡:- L' 

Barra 2 

01~\ ® 
,, 

0p = 01 
or=O 
0q = 02 
os= o 

Gp ,;J. l ~' K2= 
2EI 4EI 
L -¡:- 0q 

Barra 3 

f fo Clp=O 

llr= fo 
Clq = 82 
lis= O 
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8q Br 

~ '" -6EI 

l 8q 

.:El 

L' 

K3= 
12EI Br 

L' L' 

Según las NTC del reglamento de construcción del D.F. para concreto rc=250 kg/cm'. 

E= 14,000 .J re 

E= 14,000 .J 250 = 221 360 kglcm' 

= 2'213 600 T/M' 

Momentos de inercia. 

1 col= -1.. (0.30)' = 6. 75 x 10-• M4 
12 

1 trabe= -1.. (0.30)(0.60)' = 5.4 x 10-' M4 
12 

Con lo anterior obtenemos los valores de El. 

El col= (2'213.600T/m')(6.75X10-• M4) = 1,494.18 T-M' 
El trabe= (2'213,600 T/M')(5.4X10º' M') = 11,953.44 T-M' 

Sustituyendo estos valores en k,1k2 y ka obtenemos . 

8p lir 91 

r~ ~r r·~ 4.6 4.6' 
k1= 

-60494.18 12{1494.18) lir -423.68 
4.r 4.63 
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'"& l 
184.21 fo 



9p 8q 91 92 l "" •~«I 2(11 953.44) 

J" r·~ -·l 6 6 
1<2-

2(11 ~53.44) 4(11 953.44) 9q 3984.48 7988.96 9, 
6 

9p oq 92 fo 

[~ -6(1494.18) r fm" ,,, .. l" 4.6 4.6' 
k3= 

-(6)(1494.18) 12(1494.18) ¡¡, -423.68 184.21 ¡¡, 
4.62 4.6s 

La matriz de rigideces K = I: kj = k• + k• + k• 

91 ()2 fo 
9,268.25 3,984.48 -423.68 91 

K= 3,984.48 9,268.25 -423.64 92 

-423.68 -423.68 368.42 fo 

Calculamos los momentos de empotramiento de la tabla 1 Mª=~ 
12 

M ~ = !1.54l<6'l = 4.62 T.m 
12 

M~ = -(1.54) (6') = -4.62 T.m 
12 
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Ecuación matricial de ecuación en nudos 

[K] [D] + [F)= O 

Se puede escribir de la siguiente forma 

Ka+ Pe +·pe= o 

o= [D], F= Pe+ Pe 

Donde: Pe= vector de empotramiento 
Pe= vector de cargas 

9768.24 3984.48 ·423.68 

ee. 3.1.12 

9, 4.62 

3944.48 

·423.68 

9268.24 

·423.68 

-423.68 

368.42 

9, + -4.62 + o = o 

Resolviendo el sistema. 

81=·8.74X10 •4 

82 = 8.74 X 10 ·4 

fo= 1x1Q·15"' o 

Comprobando por simetria. 

81 = ·82 

Momento en el grado de libertad P 

Mp = M ~ + 4EI 8p + 2EI Oq - 6EI lir + 6EI os 
L L L' L' 

En barra 2 

¡¡, 

Mp = 4.62 + 7968.96 (·8.74 X 10 ·4) + 3984.48(8.74 X 10·4) 

Mp = 1.14 T.m. 
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En barra 1 
Mp = 0+4EI Gp +§ÉL Br = 1299.29 (-8,74x10-4) = -1.14 T.m. 

L L 

Momento en el grado de libertad q 
e 

Mq= Mq + gg¡ep + ffi 8q-6EI fü+ SEi lis 
L L L' L' 

En barra 2 
Mq=--4.S2 + 3984.48 (-8.74x10-•) + 7968.98(8.74x1o-•¡ 
Mq=-1.14 T.m. 

En barra 3 

Mq= O +4fü Oq -SEi Sr= O+ 1299.29 (B.74x1D""") 
L L' 

Mq= 1.14 T.m. 

1.4 

o. 

Análisis estructural marco eje 1 oor C.V. (Carga vertical) 

s.oom. 
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A tributaria = 5x2.5 = 6.25 m• 
2 

W losa= (6.25) (0.76) = 4.75T 

W trabe = (5.00) (0.432) = 2.16 T 
Qt= 6.91 T 

w= 0t = 6.91t = 1.38 Vm 'L -5-

Como podemos observar las matrices K1 y K3 son las mismas que en el caso del eje A, 
por lo que unicamente nos falto la matriz K2 que esta dada por. · 

0p Sp 
4EI 2El Sp 4(11 953.44) 2(11 953.44 
T T 5 5 

K>= 

2El 2EI 
Sq 

2{11 953.44} 4{11 953.44 
T L 5 5 

e, e. 

[ •oorn 
4781.34 

]'" K>: 
4781.78 9,562.75 e. 

La matriz de rigideces K es igual a 

81 e, ¡¡, 

10,462.04 4,781.38 -423.68 ª' 
K= 4,781.38 10,862.04 -423.68 e. 

-423.68 -423.68 368.44 ¡j, 

42 



Cálculo de los momentos de empotramiento . . 
M 1 = (1.38)(51' = 2.875 

12 

M~ = - (1.38)(5)' = -2.875 
12 

El sistema 

T.m. 

T.m. 

Ko + Pe+Pc =O nos queda. 

-423.68 2.875 10,862.04 

4,781.38 

4,781.38 

10,882.04 -423.68 6z + -2.875 + O =O 

-423.88 -423.68 368.42 

Resolviendo el sistema tenemos. 

01 = -4.73x10-4 

02 = 4.73x10-4 

03 = o 

Comprobando por simetria 01 = -02 

Mp = 2.875 + 9562.75 (-4.73x1o·4¡ + 4761.38(4.73x1Q-4) 

Mp = 0.613 T.m. 

Mq = -2.875 + 4761.38 (-4.73x10-4) + 9562.75 (4.73x10-4) 

Mq = -0.613 T.m. 

o 

De manera análoga al eje A se obtienen los momentos en las barras 1 y 3 y sus valores 
son: 

Mp = -0.613 T.m. 

Mq = 0.613 T.m. 
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0.613 0.613 

Análisis para el marco A con sismo. 

Utilizando carga viva instantánea. 

1----------1. 

Para zona 1 

6.0om. 

C= 0.16 

0=2 
C=0.16=0.0B 
02 

= 70 kg/m' 

w= 1.49T/m' 

Con un procedimiento similar al eje A por CV. obtenemos w=1.49 T/m. 

- Cálculo del peso del tablero 

W=(5)(6)(0.66+0.07)+(12+10){0.432) 

W= 31.40 Ton. 
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- Peso de las columnas 

(4.00)(0.216)(4)= 3.456 Ton. 

F= 0.16 (31.4)=2.512 Ton. 
2 

Dividiendo entre 2 marcos 

..E.= 2.512 = 1.26 ton. 
2 2 

Fr= 
más columnas 

1.26ton. 
O.OS ton. 

1.34 ton. 

Calculamos el vector de empotramiento 

M t = wL' = (1.491(61' = 4.47 T.m. 
12 12 

M~ = wL'=C1.49lC6l'=4.47T.m. 
12 12 

í 4.47 

Pal :.47 ] 
Cálculo de el vector de cargas. 
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Ecuación matricial de equilibrio en nudos. 

9268.24 

3984.48 

-423.66 

3984.48 

9268.24 

-423.66 

Resolviendo el sistema. 

81= ·9.71 X 10-4 

82= 7.20 X 10·4 

fo= 3.93 X 10"' 

Cálculo de los momentos. 

-423.68 

-423.68 

368.42 

P e 
M2 = MP +4EI 8p + m 8q-6EI or+BEI os 

L L L' L' 
p 

M2 = 4.47+7968.96(-9.71x10·4¡+39B4.46(7.20x10·4¡ 
p 

M2 = -0.40 tm 
p 

M2 = -4.47+3984.4B(-9.71x10"')+7966.96(7.20x10·4¡ 
p 

M2 = -2.60 tm 

Cálculo de cortantes. 

Barra 1 

v.= V~ -BEi 8p·6EI 8q+12EI or-12EI os 
L2 L2 L:s L3 

V,= ·423.66(·9.71x10"')+164.21(-3.93x10"3) 

v.= 0.312 ton. 

46 

4.47 o 

82 + '4.47 + o =O 

o 1.34 

(Barra 2.) 



Barra 3 
Vr= ·.§fil 0q+12EI lir 

L2 L" 
Vr= -423.6B(7.20x10-4)+184.21 (-3.93x1 o-a¡ 

Vr= -1.028 ton. 

Cálculo de momentos. 

Barra 1 

M ~ = M ~ +4EI 0p+2EI 0q-6EI lir+§§ lis 
L L L' L' 

M ~ = 1299.29(-9. 71x10-•)-423.68(-3.93x1Q-3) 

M~=0.40 

Barra3 

M ~ = 1299.29(7.20x10"")-423.68(-3.93x1o-a¡ 

M ~ = 2.60 ton. 

Anillsls con sismo eje 1 

F~ 
111//lflllll 

1 5.00m 

1.028 

2.13 

w=1.34 

111111111111 

1 
Con un procedimiento similar al eje 1 por C. V, obtenemos w = 1.34 
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Cálculo del vector de empotramiento. 

Mt =l!!l,'= 1.3415'!= 2.79 tm 
12 12 

M~= l!!l.' = -1.34(5'1 = -2.79 tm 
12 12 

[ 

2.79 J 
Pe= ·:79 

Cálculo del vector de cargas 

Planteando la ec. de equilibrio. 

Ko+Pe+Pc= o 

4,761.38 -423.66 10,862.04 

4,781.38 

-423.68 

10,862.04 -423.66 

-423.68 

Resolviendo el sistema. 

01 = -5.64 X 1Q·4 

fü = 3.54 X 10·4 

fü = 3.88 X 10"' 

Cálculo de \os momentos .. 

368.42 

01 2.79 o 

02 + -2.79 + o =O 

03 o 1.34 
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Barra2 

M~ =Mp ·+4El8p+2El0q 
L L 

M~ = 2.79+9562.75(-5.64x1o-•¡+4781.38(3.54x10·•¡ 

M~ = -0.910 t.m. 

M ~ = M ~ + 4EI 8q + 2EI 8p 
L L 

M ~ = 2.79+9562.75(-3.54x10"•)+4781.38(-5.64x10"•) 

M~ =-2.10t.m. 

Barra 1 

Momento 

M ~ = 4EI Op - 6EI or 
L L' 

M ~ = 1299.29(-5.64x10-•)-423.68(-3.88x10"') 

M~ = 0.91 

Cortante 

V~ =-6EI 0p+12EI Br 
L

2 
L

2 

V~ = -423.68(-5.64xrn-•¡+184.21(-3.8Bx10"3) 

V~ = 0.48 

Barra 3 

Momento 

M j = 4EI 0q - 6EI or 
L L' 

M j = 1299.29(3.54x1o-•)-423.68(-3.8Bx10"l 

Mj=2.10 
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Cortante 

V~ =-6EI 0p+12EI lir 
Lz L2 

V~ = -423.68(3.54x1Q-4)+184.21(-3.88x1o-3) 

V~ =-0.86 

0.911--1--------1=;·º8 

0.48 

1.27 

0.86 

1.85 

Una vez determinados los elementos mecánicos de los marcos bajo las consideraciones 
tradicionales, procedemos a analizarlos, haciendo las consideraciones de los giros y los 
asentamientos en el terreno, para la cual el marco lo idealizaremos de la siguiente 
fonna. 

En donde: 

KI =E_ 
¡; 

K0 

KI 

K0=_M_ 
e 
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p 
¡¡ 

M 

e 
KI 

Carga sobre la zapata. 

Asentamiento de la zapata. 

Momento en la base de la zapata. 

Giro de la zapata con respecto a la horizontal. 

Rigidez lineal. 

li=_g_ (h') [ Un 8+./ L'+B' + 8 Lw L.,l+L'~' J 
7t E L 8 

A=8L 

KL=.f_=~~~~~~---~~~~.:>.:8~L=-~~~~~~~~, 
¡¡ .1g(j:__v') .. b.Jn B/2+-,l/U2)' +18/2)'+.JLLn U2+./(U2l'+1812l' 

7t E 2 U2 2 8/2 

KL = 8L 7t E [_!,_In [ 8/2+./IU2l' + (812)' J + JLLn [ U2+./(U2)'+(812' J J .. 1 

4 1-v 2 U2 2 8/2 

Para determinar la rigidez angular (K9) utilizamos la siguiente ec. valida para un 
cimiento circular. 

e = .lli.l1 .M. 
8 GR' 

-a 

Deducida para la teoría de la elasticidad para cimiento circular. 

R = [; J Y. Radio equivalente • b 

Momento de inercia del rectangulo 

G=_E_ 
2(1-v) Módulo de resistencia al esfuerzo cortante - e 
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Sustituyendo las ec. a1b, y e en la ecuación de Ke, obtenemos. 

KO=.M..=~~M~--------

0 -ª.. (1-v)-'M~-----
8 _E ___ R' 

K8= 4ER' 
3(1-v') 

2(1+v} 

E= Módulo de elasticidad del suelo. 

__ilB!_ 
3(1-v)(1+v} 

El módulo de elasticidad del suelo, dependo dol nivel de confinamiento (profundidad) al 
que este sometido en condiciones naturales. 

En el congreso de San Francisco, se recomienda utilizar la ec. de Denver para arenas. 

E= 700 .J N T/m' 

y para la Ciudad de México se recomienda usar : 

E= 400 a 500 .J N T/m' 

En nuestro ejemplo tenemos 

N=20 
E= 400,J20 = 1788.85 E=18DOT/m' 

Teniendo una capacidad de carga del terreno de 8 ton/m
2 y una carga de 8.94 

ton/zapata. 

Obtenemos zapatas de 1.00x1 .20 m. 
B=1m y L=1.20 m. 

Si el valor de v=0.25 

Tenemos los siguientes valores. 

Cálculo de R. 

R=[-; T~ 
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l=..!1!!' = ~· = 0.144 M4 
12 12 

R = [ 4(0~144) J Y. = 0.654 m 

La rigidez angular esta dada por 

K0= (4)(1800)(0.654)' = 716.1 T.mlrad. 

3 (1-0.25') 

Calculamos la Rigidez Lineal. 

Kl=....!2L~ 
4 1-v' 

[ L~n [ s12+--lcu~;+<Bl2l' J-~Ln [ u2+jc~'+CBl2' J J 
K1=11.1.(1,W !!.illQQl [!din [ 1~J:tlli21' J +1 Ln [ 1 2012vl1.2Q/2l'+f112' J J 

4 1-0.25' 2 1.212 2 112 

Kl= 1878.92 tlm 

Teniendo los valores anteriores procedemos al análisis estructural del marco. 

~ 
ka 04 

t kllis tkl 07 
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Barra Sp Gp 8r 8s 

1 81 04 83 o 

2 81 02 86 87 

3 82 Gs 83 o 

Si tenemos una matriz de rigideces de la siguiente forma= 

0p 0q 8r 8s 

[""' 2El/L -6El/L2 6El/L2 ]" Kj= 2El/L 4El/L -6El/L2 6El/L2 eq 
-6El/L2 -6El/L2 12El/L3 -12EllL' ar 
6El/L2 6El/L2 -12El/L3 12EllL' as 

Matriz KJ 

Para ta Barra 1 

01 04 83 

[E~ 2El/L -6El/L' r K• 2El/L 4El/L -6El/L' 04 

-6El/L' -6El/L' 12El/L' ,a3 

Con tos valores de El = 1,494.18 T.M' obtenida en la seccion A del ejemplo. tenemos: 

91 94 83 Barra 1 
1299.29 649.64 -423.68 r K• [ "'" 1299.29 -423.68 84 

-423.68 -423.68 184.21 a3 
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Y con el valor de El = 11,953.44 para vigas. 

01 e2 06 ¡¡7 Barra2 
7968.96 7984.48 -1992.24 1992.24 e1 
3984.48 7968.96 -1992.24 1992.24 02 

K2 
-1992.24 -1992.24 664.08 -664.08 06 

1992.24 1992.24 -664.08 664.08 07 

Y para la Barra 3 

e2 es ¡¡3 
1299.29 649.64 -423.68 ]" K3= [ ... ~ 1299.29 -423.68 es 

-423.68 -423.68 184.21 03 

K= l:ki = k• + 1u + k• 

01 e2 03 04 es ¡¡5 ¡¡7 

9268.2S 3984.48 -423.68 649.64 o -1992.24 1992.24 e1 
3984.48 9268.2S -423.68 o 649.64 -1992.24 1992.24 e2 
-423.68 -423.68 368.42 -423.68 -423.88 o o 03 

K= 
649.64 o -423.68 1299.24 o o o e. 
o 649.64 -423.68 o 1299.24 o o es 

-1992.24 -1992.24 o o o 664.08 -664.08 06 

1992.24 1992.24 o o o -664.08 664.08 07 

Para la barra 2 

M ~ = wl' = C1.S4H6l' = 4.62 
12 12 

M~ =-4.62 tm 

V~ =-:i!! = -4.62 ton 
2 
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V j = -4.62 ton. 
Ko+Pe +Pe= o 

l'M J 
4.62 e2 

o e3 

Pe= o e4 
o es 

-4.62 06 
-4.62 07 

01 02 fo 04 0s 06 157 

01= ·9.104X10-4 

02= 9.104X10"4 

153= 0.00 

0e= 2.93 X 10"4 

0s= -2.93 X 10·4 

06= 0.0019 

Ó7= 0.0019 

-l ~~ J Ke es 
KI 06•1 
KI 07'1 

01 4.62 o 

02 -4.67 o 

153 o o =O 

04 . o + Kee4 

es o Kee4 

06 -4.62 KI 06•1 

07 -4.62 Kl Ó7+1 
Resolviendo el sistema. 

Con estos valores procedemos a calcular los momentos y los cortantes en el marco 
Barra 2 

M~= M~ + 4EI ep + 2EI eq-fil2Sr + 6EI os 
L L L' L' 

p 
M2 = 4.62 + 7968.96 (-9.104x10"4) + 3984.48 (9.104+10"4)-1992.24 (0.0019) + 1992.24 (0.0019) 
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p 
M2 = 0.992 

De forma similar 

M~ = -0.992 

Barra 1 

M~=M~ +§!0p+;m0q--§fil1ir+§fill5s 
L L

2 
L2 

M~ =O+ 1299.2B(-9.104x10"•) + 649.64 (2:93x10·•¡ -423.68(0) +o 
p 

M2 = -0.992 

M~= kO 04 =·0.21 t.m. 

De forma similar en Barra 3 

M~ = 0.942 
y 

M~ =K805=9.21 

Resolvfendo el mismo marco pero ahora con sismo tenemos que: 

Zapatas de 1.20 x 1.00 

B= 1.00 
L= 1.20 
El col= 1,494.18 

En el sentido de 6 m. de longitud. 
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El viga 

KB= 

KI= 

11,953.44 

716.10 

1,878.92 

1 
1.34 

¡¡3 86 

04 

'\J1$884 
1<106 

~ 
87~ ¡¡3 

Os 

"-.j,!S885 
TK1o7 

Con los momentos de empotramiento calculados en la seccion A 

MI:= 4.47 V~=-fil=1.4916) =-4.47 
2 2 

M3 = -4.47 V j = - fil= 1.49(6) = -4.47 
2 2 

Calculamos el vector de cargas y de empotramientos. 

Pe= l ~:y l 
-4.47 
-4.47 

Resolviendo el sistema 

Ko+Pe+Pc 

01 = -0.00116 

Pe= l 1.3~ J K8G4 
K8 05 
KI 06 
KI o7 
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02 = 6.01x1Q·4 

fo = -0.00780 

04 = ·0.00126 

es= -0.00165 

05 = 0.00149 

87 = 0.00219 

Calculamos los momentos con barra 2 

p 
M 2= 4.47 + 7966.96(·0.00116)+3964.46(6.01x10º')·1992.24(0.00149)+ 1992.24 (0,00219) 

p 
M2=-0.984 

q 
M 2 =-4.47+3984.4B(·0.00116)+796B.96(6.01x10º')-1992.24(0.00149) + (1992.24) (0.00219) 

q 
M2 = -2.908 

Cálculo de momento Barra 1 

Mi =Ka 04 = (716.10) (0.00128)= 0.916 

Barra 3 

p 
M2 =Ka es= c116.10¡ (o.oo18s) = 1.325 

Cálculo de cortante Barras 1 y 3 

Vr=V~ • 2É! 0p • 6EI 0q + 12EI fü- m1. os 
L2 L2 L' L2 

Barra 1 

vi = -423.e8c-o.00116¡-423.68 c-o.00128¡+184.21c-o.000188l 

vi= -0.411 

59 



Barra 3 

V; "O - -423.6S(6.01x10-4)-423.6B(-0.00185)+184.21(-0.007S8) 

v; =-o.e22 

·Da forma sfmilar sobre el eje 1 se obtiene la siquiente: 

Sin sismo Con sismo 
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CUADRO COMPARATIVO 

0.21 0.21 
-J.R.57 o.5.u_, 

e D 
L=6.M CT es L=6M es 

.40 2.60 
.908 

D.312 r- 0.417 

D.922 

1.02 13 0.916 1.325 

NOTA: 

CT = Cálculo Tradicional 

ISE = Interacción Suelo - Estructura 
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E 
L=5M 

0305 

0.48 

1.27 

NOTA: 

CT 

CT = Cálculo Tradicional 

cu 

0.30~ 

0.86 

1.85 

ISE = Interacción Suelo - Estructura 

J113 

62 
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CAPITULO V 

APLICACIONES 

Como hemos visto este método tiene aplicaciones como las mostradas en el capitulo 

anterior, en el cual pudimos resolver un maria de sus dos condiciones de carga {carga 

vertical y con sismo}: así la Interacción suelo - estruclura es factible de aplicarse en este 

tipo de problemas con el fin de tener un parámetro de comparación con los métodos 

tradicionalmente utilizados, coma se muestra en la siguiente figura. 

CUADRO COMPARATIVO 

A B 

1. 
L=SM '"'o"'.s"'s"'z~1.~s~.E~._,~"' L=6 M 

1.40 

0.21 
JJ..-57 o.s.u_, 
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NOTA: 

CT = Cálculo Tradicional 

ISE = Interacción Suelo - Estructura 

E 
L=SM 

'19--305 

CT 

CUADRO COMPARATIVO 

cu 

O.JO~ .J.ll.113 

64 

0.113 
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0.48 0.86 

1.27 
1.85 

NOTA: 

CT =Cálculo Tradicional 

ISE = Interacción Suelo - Estructura 

Otra aplicación es la que propone el M.I. Agustin Deméneghi Colina (Deméneghl 1981). 

En el ejemplo que resuelve dentro de su _publicación en la revista de ingeniería. 

En esta se propone una estructura tipo anillo con un ancha de cementación de 8 m. 

E= 1.5811X10'TIM' 

Y en la cual se pide determinar los diagramas de reacción y hundimientos del terreno. 
. 1 :.;;.. 1 

t•l.3Ce1l0°2
rt1
4 

2.0111 

ESTRUCTURA El'tJ~rni•t/l'J Y PROPIEDADES 
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Teniendo finalmente los siguientes resultados. 

D D 
,, 

1&.515 IS 5G blHUNDlhlllKTOS [c•I 

olRUCClONESD[LURRENOUon/•l RESULTADOS FINALES (EJENPL-0) 

Otra de las aplicaciones que podemos comentar es el ejemplo propuesto por Jesús 
Arelleno Leyva (Arellano 1993). 

El cual consiste en determinar tos diagramas de reacción y hundimientos del terreno, 
para la estructura, estratigrafla y propiedades indicadas en la figura siguiente : 

3.25m. 

3.25m. 

3.25 m. 

4.00m. 

Muros de Cortante 

W4= 120 t 

w3 =150t 

w4 = 150 t 

w3 =150t 

____ m_v_=_o_.0_0_31_0_5_m_''_t _____ Tz.4 m. 

mv = 0.003255 m'it i·ºº m. 

Se trata de una estructura de concreto de 4 niveles, cuyos pesos por entrepisos (Wi}, ya 
han sido previamente calculados, integrada por muros de concreto, ligados a la misma y 
que contribuyen a la capacidad de resistir, las fuerzas laterales en ella, estructura del 
tipo A, ubicada en la zona 1 de la Ciudad de México. 

Se desplanta sobre una losa de cimentación de 20 cm. espesor, apoyada en 
contratrabes desplantadas a 70 cm. de profundidad. 
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PLANTA r 

Sección de las columnas 
Sección de las trabes 
Sección de los muros 
F'c concreto = 250 kg/cm2 

CORTE A-A' 

CORTE B-B' n 

500m ¡zoom 1 

30x 30cm. 
30x60cm. 
30x200cm. 

u 

D 
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Los resultados se muestran esquematicamente; 

a) Reacciones del terreno (t/m). 

35,964 

48,06 

67.869 

124.967 

-147.63 

b) desplazamientos 

1] 
24.149 24.150 22.290 22.290 20.4304 20.497 

Es claramente perceptible, el desplazamiento diferencial obtenido, considerando la 
interacción suelo-viga flotante sometida a müros de cortante en nuestro análisls. 

Estas son algunas de las aplicaciones posibles, las cuales como podemos ver son 
variadas, Jo cual nos puede dar una idea de la diversidad de opciones que se pueden 
manejar con estas teorias. 
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CAPITULO VI 

CONCLUSIONES 

Tomando como base lo expuesto en el Capitulo 111 y analizando el cuadro No. (R-1), 
podemos destacar lo siguiente : 

CUADRO COMPARATIVO 

A 
L=6 M ,+.,.,,..-~CT~-.,.....¡"" CU 

l.40 1. °' 

-J.9.:57 o.s;u_, 

NOTA: 

CT =Calculo Tradicional 

ISE = Interacción Suelo - Estructura 
68 
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o 
L=6M l.S.E. 

0.984 

0.2k,, 
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A) Si analizamos los subcuadros A, 8, E y F, podemos observar que en todos los casos 
las reacciones son menores en el caso de la Interacción suelo • estructura que en los 
métodos tradicionales. 

B) SI se comparan los subcuadros C Y D, G y H (casos con sismos), se pueden 
observar que las reacciones en las zapatas disminuyen y en las trabes aumentan, 
esto junto con lo expuesto en el inciso A, nos muestra que bajo estas circunstancias 
las reacciones varlan notablemente. 

C) De lo anterior podemos concluir que la utilización de este método nos lleva a una 
mayor seguridad en el análisis, no por que los métodos tradicionales no sean 
confiables, si no por que para el diseño se cuenta con un número mayor de variantes. 

D) Por lo expuesto en el inciso "C~ podemos concluir que junto con la mayor certidumbre 
en el comportamiento de la estructura se pueden reducir factores de seguridad al 
tener contempladas mayores formas de comportamiento en la estructura. 

E) Al analizar una estructura por el método de la interacción suelo • estructura, y este 
complementario con un análisis tradicional de la misma, nos proporciona en los 
puntos criticas de la estructura valores en los esfuer.z:os actuantes con distintas 
magnitudes, resultado de el estudio de dos comportamientos distintos de la 
estructura, bajo las mismas condiciones de carga. 

El uso de estos dos valores en conjunto, nos puede encaminar en el momento de 
hacer el diseño estructural a una mayor confiabilidad y certidumbre en los valores 
utilizados para cada punto de la estructura y de esta forma tenia valores mas finos y 
precisos para cada caso. 

F) De lo expuesto anteriormente y de acuerdo a los resultados obtenidos podemos 
concluir finalmente que : 

- El empleo de métodos como el aquí expuesto nos puede llevar a reducir factores de 
seguridad en lo que se refiere a la magnitud en las condiciones de carga de la 
estructura. 

- El estudio en conjunto de la estructura y el suelo de cimentación nos presenta un 
análisis en el cual la información de las dos partes nos conduce a una redistribución 
de esfuerzos tanto para ta estructura como para la cimentación y el suelo, lo que nos 
permite contemplar todo como un conjunto y no como partes independientes entre sí, 
lo cual nos da una visión mas próxima a tas condiciones de trabajo en la realidad. 
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