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Introducción: 

El objetivo del presente trabajo es dar una demostración de dos fórmula; de Plücker que 
nos permiten obtener información global sobre las cuivas planas utilizando como herra· 
mienta las series formales y especificamente el concepto de lugar . 

Las fórmulas de Plücker que se demostrarán permiten colr.ular lac/ase y el número de 
puntos de i11jlexi611 de una curva. Tanto la e/me como el numero de puntos de inflexión 
son conceptos con los que se ha trabajado indirectamente sobre todo en los cursos de 
cálculo y geometría. A continucaión daremos una idea del problema, para lo cual daremos 
una definición provisional de dichos conceptos. 

Definición provisional: 

a) La clase de una c11n'll esta dada por el urímero de rectas tangentes a Ja 
c11rm que pasan por cualquier p1111to fuera de éstn. 

b) Aquellos pullto.\' donde Je anula el determinante de la segunda derilm/a les 
llamaremos punlos de i11jlexió11. 

Nuestra definición provisional sólo funciona de manera correcta en el caso en que nues­
tras curvas sean irreducibles y no contengan puntos singulares. De hecho en este caso cal­
cular la clase y el número de puntos de inflexión es relativamente sencillo. 

Si tenemos una cutva lisa e irreducible definida ccmo el conjunto de ceros de un polino­
mio homogeneo F entonces calcular la clase se reduce a contar el número de puntos de in­
tersección de cualquier recta tangente, que pase por un punto p, con la cutva. 

En los párrafos a continuación consideramos cierto el teorema de Bezout, que dice, que 
dadas dos cutvas definidas como los ceros de polinomiuos p de grado n y q de grado m 
respectivimente, el número de intersección de ambas curvas es rnn 

Cualquier recta tangente tiene una ecuación de la forma T · < V F,p >=O por lo tanto si el 
grado de Fes n ,el grado de T es n-1 y como la cutva es lisa el número de intersecciones 
de F y T es exactamente n (n-1) y el problema se termina. 

Por ejemplo podemos pensar en una circunferencia, su polinomio es de grado dos y por lo 
tanto su clase es dos. Lo cual es un resulatdo conocido de geometría euclidiana e inclusive 
sabemos como trazar las tangentes con regla y campas. 

Para analizar el caso de los puntos de inflexión obseivemos que la matriz de la segunda 
derivada es de la forma: 
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( 

Foo Fw F20 ) 
F10 Fu F12 

F20 F12 F,, 

y como cada parcial tiene grado n-2 y cada sumando del determinante es producto de tres 
parciales, concluimos que el grado del determinante es 3(n·2) y por lo tanto el número de 
puntos de inílexión es Jn(n-2). 

Como se puede observar el problema en realidad surge cuando admitimos singularidades 
en la curva. 

Al admitir puntos singulares, admitimos puntos que al tomar la intersección de las curvas 
los contamos como varios y por lo tanto tanto la cla<e como el número de puntos de i11-

jlexió11 es menor. 

El trabajo consiste po,r una parte en redefinir estos conceptos de tal forma que puedan cal­
cularse en cur;as singulares y por otro en dar esplicitamente los fórmulas que permitan 
dicho cálculo. Primeramente daremos formulas generales para curvas con cualquier tipo 
de singularidades y después fórmulas concretas para el caso en que tengamos nodos o 
cúspides simples. 

Se desprende de los párrafos anteriores que el trabajo, es en realidad, un estudio de algu­
nos aspectos de las singularidades de una curva, en específico nos interesa dar una defini­
ción adecuada de tangencia y para esto necesitamos una buena definición de intersección 
de curvas de tal manera que valga el teorema de Bezout. 

Vamos a dar una definición adecuada de intersección de curvas en el sentido de que si 
tenemos un punto múltiple en la intersección de las curva, punto que en cierto lo estamos 
contando varias veces en la curva, entonces contemos las intersecciones en ese punto tan­
tas veces como si tuviernmos una inteMccción por cndn vez que contemos el punto en 
cada curva, es decir si en una curva lo contamos m veces y en otra n veces entonces conta­
mos mn intersecciones en él. 

Para definir tangente utilizaremos el hecho de que si en un punto de una curva tomamos 
todas las rectas por él, entonces la multiplicidad de la intersección de la curva y las rectas 
en ese punto es siempre el mismo excepto en las tangentes donde es mayor; intuitiva­
mente podemos pensar que la tangente es el resultado del limite de comprimir varios pun­
tos de intersección en uno y por lo tanto en este hay mas intersecciones. Entonces 
podemos definir las tangentes a un punto como las unicas rectas que intersectan en este 
con multiplicidad mayor que la multiplicidad con que corta una recta cualquiera. 

Con esta idea de tangencia podemos redefinir la clase. Llamemos la clase de una recta 
tangente a la diferencia de la multiplicidad de intersección de ésta y la de una recta cual­
quiera, entonces podemos redefinir la clase, de una curva, como la suma de las clases de 
cnda tangente. Con la salvedad de que si una recta tangente es múltiple sumamos su clase 
tantas veces como su multiplicidad. Una idea de porque esta nueva definición generaliza a 
la anterior es demostrar que en cualquier punto no singular que no sea de inílexión la 
clase es uno (es el límite de dos puntos que se juntan) y en cada punto sólo existe una tan· 
gente, por lo tanto en una curva lisa debe haber n (n-1) tangentes distintas de clase uno y 
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por lo tanto la clase de la curva es n (n-1) . Podemos hacer algo semejante con los punios 
de inílexión redefiniendo punto de inflexión como un punto simple en que la clase de su 
tangente es mayor que dos. 

Nuestra definición de intersección de curvas, se basa principalmente, en generalizar el 
concepto de desarrollo, alrededor de un punto, en serie de potencias de variable compleja. 
Si consideramos el origen de coordenadas la idea es escen"almente la siguiente: la mul­
tiplicidad del origen (el número de veces que corta a una recta no tangente) esta dado por 
el orden del cero del desarrollo en serie alrededor de él y por lo tanto se puede definir in­
tersección de curvas como la suma de los productos de los ordenes de los ceros de los 
puntos de intersección. 

El problema es un poco mas complejo porque puede haber punlOs donde el desarrollo no 
sea único, en cuyo caso debemos sumar los ordenes, pero para esto debemos precisar que 
entendemos por tener dos desarrollos distintos. Para esto definiremos una relación de 
equivalencia entre los distintos desarrollos alrededor de un punto y a las clases les llama­
remos lugar, escencialmente la clase de equivalencia está dada cuando dados dos desar­
rollos uno se puede obtener del otra con un cambio de variable a precisar .. 

Para poder desarrollar el concepto de lugar definiremos formalmente serie de potencias 
con coeficientes en un campo y describiremos sus propiedades algebraicas que son en mu­
chos casos generalizaciones de las propieddaes básicas de los polinomios. En especial nos 
interesa demostrar que todo polinomio puede factoriz.arse como un producto de series for­
males. 

La tesis está dividida en dos partes, la primera que incluye a los capitulas uno y dos, y 
consta del desarrollo de la herramienta utilizada, desde la definición de serie formal, hasta 
la obtención de algunos resultados importantes del concepto de lugar. La segunda parte, 
integra los capitulas tres y cuatro, comienza con la definición de tangencia y termina 
enunciando y demostrando las fórmulas de Plücker. 

A lo largo de la tesis trabajaremos en un campo arbitrario K algebraicarnente cerrado y de 
característica cero, y en en el espacio proyectivo P'(K). Pensaremos en curvas irredu­
cibles dadas como el conjunto de ceros de un polinomio homogeneo o en ocasiones pen­
saremos en alguna representación afio de la misma curva. 



4 

Capítulo 1 Series formales. Resultados básicos 

En este capítulo describiremos la teoría de las herramientas básicas que se usarán a lo lar­
go del trabajo se trata de generalizar algunos de los conceptos básicos de los polinomios y 
de las funciones analíticas. 

Sección 1: K[[x]) y K((x)) 

Para nuestro trabajo consideraremos series formales de la forma a o +a,x + aix' + · · · con 
a1 e K, un campo algebraicamente cerrado de caracterlstica cero. 

Delinición: Dadas dos series formales/= :Í: a,x' y g = :Í: h1x1, definimos 
PI ;...1 

las siguientes operaciones: 

a) f+g= ;,(a1+b1)x' 

e) si u e K definimosu/ = faua,)x' ... 
Observemos que las operaciones de suma y producto antes definidas, no son mas que una 
generalización de las operaciones usuales de polinomios o dicho de otra manera, un poli­
nomio no es mas que una serie formal de las que acabamos de definir ,en donde casi todos 
los sumandos son cero. En general, suprimiremos el punto para denotar un producto entre 
dos series formales. 
Al conjunto de series formales sobre un campo K lo denotaremos Klx]) 

Teorema: K([x]] con /as opcradone.1· antes definidas es 1111 álgebra. 

Demostración: Ver que 1-llxll es un grupo abeliano bajo la suma se reduce a que K lo es. 

Simplemente tomando como cero a Í: Ox1 y si/= l: a1x1 • vemos que tiene inverso dado 
i=O ¡,,(] 



por g = f-a,r' . Es claro también, por Ja definición del producto por escalares, que ... 
K[[r]J es un espacio vectorial sobre K. 

Sean/= Ia;x'. g= I h1x1 y/¡= I c,r1; entonces: 
... "'° ... 

- • 1 
(fg)h= ~x' E,<E,a1h1-1)c•-1 

= f Xl ! f. ct1bj-/C~-I 
~":(J POJ=o 

= 1: x• f a1 f h,_,c.., = figh), 
k-0 1-rO ;:o 

Jo que muestra Ja asociatividad del producto. Finalmente las propiedades distributivas se 

siguen inmediatamente de las definiciones. • 

5 

Observemos, que al igual que en Jos polinomios, podemos considerar a Jos escalares tam­
bién como series formales y que Ja definición de producto por escalares coincide con Ja 
multiplicación, considerándolos como series finitas. 

Definición: Sea/= E aix1
• Definimos el orden de/ como /a función: ..., 

0 : K([x])--¡ N dadaparO(j) = { i f,oO donde/= min{I: a1., o) 
~ /=O 

Considerando para cada i, ~ + i = - y~;= - , tenemos el siguiente resultado: 

Teorema: El orden de J es una l'a/uación, es decir: 

a) O(fg)=O(j)+O(g) 

b) O(/+g) ~mio {O(f),O(g)j. 

Demostración: Si f ó g son cero, Jos resultados se siguen de Ja definición de las opera­
ciones con oo. 
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Sean/= Ea,x1 y g= E h1x1 con111= O(/) y n=O(g); entonces podemos escribir 
¡.o ¡.o 

fg= J,/1h¡x1 con i ~111 yj~n y por lo tantoi+j"111+11, de donde concluimos que 

Oifg);;, 111 +11 .Dado que la otra desigualdad es clara, tenemos el resultado de la parte a), 
Si m < 11 entonces: 

O<J+g) =O(amxm+ ··+an +h,,+ · · ·) =m =O(/)= min {O(/),O(g)) 
Si m = /1 entonces; 

Oif+g) =O((am+h.)x"+· · ·) ;;,111 = min {O(/),O(g)} 

y de hecho la igualdad se da siempre quea. *-h. • 
Corolario: K[[x]] es 1111 domiuia entera. 

Demostración: Ya demostramos que K[[x]] es un anillo, claramente conmutativo, por lo 
tanto basta demostar que no tiene divisores de cero. Si f y g son distintos de cero entonces 
existen i y j tales quei=O(/) yj= U(g) y por lo tantoO<jg) =i+j ,de donde concluimos 
que el coeficiente i+j-ésimo del producto es distinto de cero y por tanto el producto tam­
bién lo cs. 
Denotaremos, al campo de cocientes de K[[x)], como K((x)). 
Para extender el ccncepto de orden de K[[x]] a K((x)), demostremos los siguientes resul­
tados. 

Lema: Son equivalentes: 

a) f =E a1x1 ern11idad en K[[x)] ,.. 
b) au esrmidadenK 

e) O(/) =O 

Demostración: 
a~ h) Es claro. 

h ~a) Vamos a construir el inverso de f. Si definimosg = I h,x1 tenemos: ,.,, 

Por lo tanto para que g sea inverso de f es suficiente tener las siguientes igualdades: 

ho =*Y h,, = _ Q1b..-1;~~+n,.bo 



e~ h)Se sigue inmediatamente de la definición de orden. • 

Teorema: Si /-FO e K((x)) entonces existe un IÍnico entero k tal, que 
j{x)=x'g congunidaddeA1[x]J. 

Demostración: Si /e K((x)) entonces/= f; cone,h e K[[x]J yh-FO. Sea O(lr)=i, en­

tonces: 

h1-FO y h(x) = f h,x1 =x1 f b1x,_1 =x1q(x) con q(x) e A1[x]J. ,., ,., 
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Como b1 -FO, tenemos que O(q) =O y, por el lemaq(x) es una unidad. por consiguiente 
existep(x) tal quep(x)q(x) = 1 y sij = O(e) entonces: 

donde O(g) =O(p)+O(co +· ··) =O+O por lo tantog es unidad. 
con el fin de demostrar la unicidad supongamos que/=x'g=x1h enlonces 
k+ O= O(/)= I +O de donde concluimos que 1 = k y por lo tanto para que se de Ja igual-

dad es también necesario que g = h • 
Definición: Dadaf-F O e K((x)), al entero k tkl teorema anterior le llamare­
mos el orden de f. 

Es claro que esta definición generaliza nuestra definición anterior. 
En el trabajo que se va a desarrollar nos proponemos estudiar curvas vistas como los ceros 
de polinomios homogencos en tres variables o deshomogeneizdos en dos variables, por lo 
cuál nos interesa estudiar como generalizar nuestro concepto de serie formal para que nos 
sirva en dos o mas variables . 

Para poder generalizar a dos variables, debemos primero definir las series formales con 
exponentes racionales y en el siguente capitulo estudiaremos el concepto de parametriza­
ción. 

Podemos construir series formales enx~ de manera análoga a las series formales en x, 
es decir series de la forma: 

- ( 1)' E, a1~x· 
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Para darle sentido a estas nuevas series fom1ales definamos las siguentes operaciones con 

el simbolo formal xt 

rT =r,(rk)' =x~ y x'Z- = (x!¡• 
Obseivemos que estas operaciones son esencialmente las leyes usuales de los exponentes 

y seivirán para que estos simbolos tengan propiedades análogas, a definirr! como una 
solución a una ecuación de la forma y' - x =O . 
De manera análoga a las series de K[[x]], tenemos la siguiente definición. 

Derínición: Dadtis dos series formales/= f a¡(x*J' y f h¡(x!¡1 deji11/-
'"" ... 

mos las siguientes operaclo11es: 

e) Para cada a e K detinimos<if= f cxa1(x!¡1 

'"" 
De manera totalmente análoga a lo expuesto anterionnente se demuestra que las series en 

x!; forman un álgebra sobre K con las tres operaciones y un dominio entero con Ja suma 

y el producto al cuál denotaremos K[¡t! ]]. Al campo de cocientes de K[¡t! ]] lo denota­

remos K((x !; )). 

Sección 2: K{{x}} 

En la sección anterior definimos a las series formales y sus cocientes en cualquier poten­
cia racional de x, en esta sección estudiaremos un campo que contiene a todos los ante­
riores, con la caracteristica especial de ser algebraicarnente cerrado. Esta última propiedad 
será fundamental en el resto de la tesis. 

Claramente la familia F ~ jK((x!))) :, • está parcialmente ordenada, con el orden dado 

por la contención como conjuntos, más aún, tenemos el siguiente lema: 
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Lema: la pareja { F, a 11 ) forma 1111 sistema dirigido en el que lo.i mm:fismos 

au: K((x~)) __, K((x}i) esta11daduspor la i11c/11sió11 cua11doj dil•ide a i 

Demos1ración: Como para loda r lencmos(.r~}' =x*, cnlonccs K((x!;)} ¡;K(ix*)) y 

por lo lanlo dados m y n cualcsquiera, 1enemosK((xt}) y K((.r..!;)} ¡;; K((x.!.)) , lo cual 
demues1ra que F es un conjunto dirigido. 
Se verifica de inmedia10 queª" es la identidad y que aa = ªu"ªJ' ,lo cuál lermina la 

demoslración. • 
Ulilizando la propiedad universa( del límite direclo se sigue inmedialamenle de haber es­
cogido como nuestro orden la conlención, la siguienle igualdad: 

1 1 l - 1 lim1K((x•)l =UK((x•)). 
~ ¡.¡¡ 

Definición: Denolaremos porK((x}} al ~jK((xt))j . 

Para evitarconfuciones en adelanle ,denolaremos con letras 1es1adas, a los elemenlos de 
K((x}}. 
El reslo de la sección lo dedicaremos a demoslrur el siguiente leorema que es la base de 
gran parte de las demostraciones posleriores en el 1rabajo. 

Teorema: K( {x}} es algebraicame11te cerrado. 

Demostración: Parn demostrar el leorema, daremos un algoritmo que nos pern1ilirá en­
contrar una raíz para cadaje KI (x) )[y J . 
Para efectuar la demostración seguiremos cuatro pasos. El primer paso es un esbozo de la 
forma en que se construye la raiz, hecho en base a observar las condiciones que debe cum­
plir, en el segundo, enunciaremos el algoritmo que nos permite encontrar los coeficientes 
para cada termino de la raiz y, tinalmenle en los pasos tres y cuatro demostraremos que el 
algoritmo funciona de manera correcta. 

Paso 1: Para demostrar queK( (x) fes algebraicamente cerrado, consideraremos un poli­
nomio/ e k({xflúoJ y construiremos.Pe K{(x}f talque}Ü'}=O. 
sea: 
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si iiO =0 entonces.Y= O es una solución se ténnina la construcción. Consideremos en­
tonces el caso üjj "' O y supongamos que tenemos una raíz: 

j=c.·1.r11 +c2.rY1+Yi+ ... con y1> O para i ~ 2. 

Nuestro problema se reduce entonces a hallar los coelicientesc, y los exponentes y1; 
para esto, definamos 

.Yi =c2x12 +c3.rYt+'l'J+···~ 

tenemos entonces ji =r''(c1 + jil) y por lo tanto 

./lY)= Í:üix"'Cci +jil)1 = Eüic1
1x'1° +g(y,) .. ... 

Como queremos que.JlY) =O+Or+ ···,necesitamos que todos los coeficientes sean igual­
es a cero. En particular consideraremos los ténninos de menor orden en el desarrollo antes 
descrito dej{ji). 

Puesto que todos los términos en g tienen como factor a a;r"•+r• , para algún i, todo 
término en g tiene orden mayor que algún ténnino dej{ji) que no este en g . 
Por lo tanto, para hallar los términos de menor grado basta considerar: 

w(x)=Í:üix'1°c1
1 • .. 

Si a,= 0(0,) , entonces nos interesa encontrar los ténninos para los cuálesa1+ iy1 tiene 
un valor mínimo. En el caso de que el minimo se alcance en una única i, tendríamos que 
ese ténnino deberla ser igual a cero. Por lo tanto podemos suponer que existem;;, 2 tal 
que para los índices{i1.i2,·",i•) tenemos: 

1) a&+i/(1 =ex,, +itY1 'V1~ conj,ke {l,···,m) y 

2) rx1,r1;r1<a,,t1rtt1i)E{lo·•,llr}yll!{l,.··.ml 

Como para cada exponente la suma de los coeficientes debe de ser igual a cero, tenemos 
entonces 

E¡¡¡;c1
{ =O 

fal 

lo cuál nos determina un polinomio enc 1 y por lo tanto tenemos dos ecuaciones, una en 
y1 y otra en c1 , lo cuál nos permite expresar el primer ténnino dey. 
Observemos que si sustituimos los valores obtenidos dec1 YY1 enj{ji), obtenemos 

fiji) =J!x''(ci +.Yi)) = i:a;c~x'1• +g(yl) = Í: b(y,' 
1-1 iz() 

un polinomio del cual debe ser ralzjil y en el cual podemos reiniciar el proceso. 
Para obtener cierta comodidad en los cálculos reiniciaremos el proceso en: 

/1(YI) =r-llJlxl1(c1 +yi)) con P=~1, +i/(1y1,;, i15.m 

que claramente es cero sij{ji) lo es. Inductivamente podemos encontrar ji. 
Paso 2: En este paso vamos a describir un algoritmo que nos pennite encontrar los expo­
nentes mínimos de nuestro polinomio y poder asi encontrar los valores dey1 y e, .Para 
esto, utilizaremos el llamado polígono de Newton. 
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Observemos que el problema central, una vez definido w, se reduce a encontrar los mono­
mios en w que tengan exponente mínimo para después plantear las ecuaciones cuyas solu­
ciones sean e, y y, 
Observemos que la fonna que tienen nuestros exponentes a, +iy1 corresponde a la ecua­

ción de una recta en el planocxxi, con una pendiente-7'1 . Mas aún, para cada ij ,si con­

sideramos los puntosp1 = (a1, i) y p2 = (ajj) y a L como la recta que pasa porp1 con 

pendiente --k- entonces: 

a,+;y, =a1+iY1 <=>y,=";:'<=> p2 e L 

Como además queremos que el c"poncnte sea mínimo, es necesario que no existan puntos 
entre el segmento de recta y el origen. 
Realicemos entonces la siguiente construcción: asignémosle a cada monomio de w un 
punto (a1,i) y tracemos las rectas entre los puntos de tal manera de que formen un polígo­
no convexo en el que todo punto sea un vértice del polígono, o esté en la región delimita­
da por el polígono, opuesta al origen de coordenadas. 
Finalmente para encontrare, y y1 , simplemente elegimos un segmento de recta, y ya que 
todos los puntos sobre el segmento corresponden a monomios de exponente minimo e 
igual entre si, resolvemos en estos monomios las ecuaciones parac 1 y Y1 . 
Observemos además que dado que y.> O, para 11?. 2 es necesario a partir del segundo 
paso considerar las rectas de pendiente negativa. 
Observemos también que Ja solución para y, no necesariamente es única, en realidad, 
tenemos una para cada segmento de recta en el polígono, lo cuál era de esperarse, dado 
que si nuestro polinomio es de grado n, puede tener hasta n raíces.( ver el diagrama de la 
siguiente página). 
En los pasos siguientes demostraremos algunas de las características del algoritmo que ga­
rantizan su funcionamiento. 

Paso 3: En este paso demostraremos que a partir def1 siempre existen segmentos con 
pendiente negativa en el polígono de Newton. 
Para demostrar lo anterior sea L el segmento de recta electo en el polígono en Ja primera 
substitución y seanp1,,- · .,p,, los puntos sobre L, de tal forma quei 1 $ J, $ · · · $ i1 

para simplificar Ja escritura en lo que sigue consideraremos las siguientes igualdades: 
Y1=Y ,c1=c,i1=llyit.=s. 

Como K((x)) es un conjunto dirigido, existe m mlnimo tal que: 

es decir, m es un común denominador para todas lasa1, correspondientes, de hecho m es 
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el mínimo común múltiplo de lasn1 tales queiii, e K[[xi;-]] 

Por lo tanto existe p;1 tal, que ex,;= ~,y substituyendo tenemos que: 
P.-Jl, 

y= cx,-cx, =::::E::=Lcon(p q)= I· 
s-h .i-h mq ' ' 

además para cada t = / i2,. ·., ;,_iJ tenemos que: 
cx,-cx, p 

Y=-¡:¡;--= mq 
de donde concluimos que q divide a t-h y que por lo tanto. parn cada t existu, tal que 
t=qr,+lr, por lo tanto, utilizando nuestra segunda ecuación, tenemos que: 

Definamos ahora el siguiente polinomio: 
,, 

$(z) = l: a,:'" ,.,, 

Observemos que r, =0 yr,= ~ y además dado quei1 S.i2 S. ... s,¡, tenemos que 

,. S. r1, S.··· s. r, y por lo tanto concluimos que: 

$(O),.oya$=~ 
Por otrol lado tenemos también que: ,, 

0= l: a,c' =c'$(c) ~ c=Oo $(e) =0 .. , 
Puesto que nuestro campo es algebraicamente cerrado y estamos considerando el grado 
mínimo en al menos dos sumandos, deben de existir soluciones de c diferentes de cero. 
Elijamos una de ellas como nuetra solución . Luego entonces c debe ser ralz de$. Seaµ 
la multipilicidad de c , entonces : 

$(z) = (:-c)11 1jf(z) con ljf(c),. O 
Por otra parte, por definición tenemos que: 

fi(x,yi) =fix,x'(c+y,)) =x-i'(A+B+C) 
con: 

A =~a,x"'"'(c+yi)', B=f(iii-a,x"')x'(c+yi)' y C=fiiixY(c+y,)' 

en donde tcorre en el conjunto(i,, .. .,;,¡ y ten su complemento. 
Utilizando que p = y+cx, tenemos que: 

A= tª'xP(c+y,)1 =xP(c+ yi)'$(c+ y1) =xP(c+ y,)"yjljl(c+y,) 

Como ljf es un polinomio, podemos escribir: 
A =xPc•ljf(c)y\' + ... 

Y por lo tanto tenemos que: 

/ 1 =(c'ljf(clvj+ ... )+x-fl(B+C) 

13 
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Por construcción, tenemos que los sumandos el! C y los sumandos de B tienen orden 
mayor que Jl por lo cuál nuestro elemento c1 ljl(c)y~ es mínimo en(, . 

Por lo tanto sí escribimos: 

f1(x,y¡)= f 1i;y1
1 ... 

tenemos que: 

O(h;,J = O(c'ljl(c) +···)=O 

Además, por la mínimalidad dec'ljl(C)J'1 , tenemos que para todaj < µ, O(hj) >O 

---=---=! 
cuando µ es por lo menos uno, entonces al menos el segmento(O, ho)(µ,hµ) tiene pen-
diente negativa. Si en alglin paso del algoritmo, µ fuera cero, entonces nuestra solución 
terminaría en ese paso, siendo de hecho solamente un polinomio. 

Paso 4 : En este paso demostraremos que, en realidad, las raíces obtenidas con el algorit­
mo pertenecen a K{ (x} }. Es decir, demostraremos que para cada raíz Ji que obtengamos 
existe i con la propiedad de que: 

Jie K[[x+ JI 
En el paso anterior vimos que en cada etapa del algoritmo podemos escribir: 

Y={;;¡ con (p,q) = 1 

en donde mes mlnimo con la propiedad de que todos los coeficientesU¡ de/ pertenecen a 

K[[x.!. JI. Por la construcción de nuestro algoritmo observemos que sí en el i-ésimo paso 

hemos definido el polinomio /1 entonces /1+1 =x-l''.li(xY>(c1+Y1)) por lo cual si los 

coeficientes de/¡ pe11enecen a K[[x.!. ]], también pertenecen los de/1ti . 

Por consiguiente para demostrar que y e K[(x+ ]] para alguna i , basta demostrar que 
existe una etapa a partir de la cual q= 1, es decir , de hecho demostraremos que m = i. 

Ya que nuestro polinomio tiene a lo mas n raíces distintas, a partir de alguna etapa sólo 
podemos tener una raíz para yy una para c y por lo tanto el polinomio tjldebe ser de la si­
guiente forma: 

cj>(z) =(z-c)1'ljl con ljl constante 

de donde concluimos que: 



'• :!: a,z•'• = 'l'•''+µljlz•- 1 (-<:) + · · + µljlz(-t:)•- 1 + ljlc" .. , 
comoµ, \ji y e son distintos de cero, tenemos µljl(-<:)'H "O y por lo tanto qr1 = 1 de 

donde concluimos q = r1 =l. • 

Para finalizar con esta sección enunciaremos los siguientes corolarios inmediatos : 

Corolario: Dadop e K{ {.r))[y] existe11 {y,,·· ·,Y,) tales que 

p{x,y)=iin{x-.Yi) co11ae K{{x)) yselgradodep. ,_, 

Corolario: Sip e K[x,y] existe a/ menos1mjie K{{x)) tal, quep(x,ji) =O 

Observemos que en realidad el primer corolario es una nueva enunciación del teorema y 
el segundo no es más que un caso particular del mismo; sin embargo los enunciamos de 
manera explicita por la importancia que tendrán en el resto del trabajo. 

El primer corolario permitirá una buena escritura para realizar las demostraciones de va· 
rios resullados, el segundo es de gran importancia, dado que las curvas que estudiaremos 
están dadas por Jos ceros de polinomios. 

Sección 3: Derivación 

Para poder mas adelante estudiar ciertos conceptos, como Ja tangencia, necesitamos dofi· 
nir en nuestras series una derivada. Ya que lo único que estamos pidiendo a nuestro cam­
po es ser algebraicamente cerrado y de característica cero no necesariamente podemos 
definir un concepto de limite, más sin embargo definiremos nuestras derivada formal· 
mente demostrando que cumple las propiedades básicas de una derivación~ 

15 

1 Se puede definir una nonna en lns series fonna.les de la siguiente manera: IUf = 2r~f) y con ella definir 
la derivación con resultados análogos pero este método no lo utilil.arnos por no concordar con la tónica 
dcttrabajo. 
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Deli nición: Sea p = i: a1x' , deji11imos la deriw1ela de p "omo la serle: .. 

Usaremos las notaciones usuales para denotar la derivada . Con el fln de demostrar que 
realmente se trata de una derivación tenemos el siguiente resuhado: 

Lema: sean p,q e/e111e11fos de K[[•]] e11to11ces: 

Demostración: Seanp = i: a1x1 y q= E b1x1 entonces: .. .. 
con lo cuál se demuestra la parte a del teorema. Para la parte b,observemos las siguientes 
igualdades: 

y análogamente: 

de donde concluimos que su suma es igual a: 

E (u+ 1 )(a,.,bo +aoh,., +±u+ 1 -j+j)a¡h1<1-J )., = 
f.iJ )=I r 
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Dado que en nuestro campo no tenemos necesariamente un concepto de limite en general, 
no podemos definir la composición de series formales, sin embargo si podemos enunciar 
el siguiente lema que en cierto sentido generaliza la regla de la cadena. 

Lema:Sea11pe K(x]yqe K([x]Je111011ce>. 

fp(q) = ( f,p )¡qJ;\(-q 

Demostración: Primero demostraremos, por inducción sobren, la siguiente fórmula: 

Paran = 1, el resultado es inmediato. Supongamos que el resultado es cierto para todos 
los valores menores o igules a 11- 1 entonces: 

fq•=;f;(qq""')=q""'(;f;q )+{;f;q'"') 

y, utilizando la hipótesis de inducción, concluimos que: 

fq" =(i-q )(q""'+q(11-l)q""') =11q""';f;q 

Por lo tanto sip = i; aix' , entonces 

"" 

• 
Cuando definamos el concepto de lugar en el próximo capítulo, estudiaremos mas deteni­
damente lo que sucede con la composición de las series y hasta donde podemos generali­
zarla. 

Una vez definida nuestra derivación, podemos recuperar algunos teoremas básicos sobre 
las series formales que serán importantes en el resto del trabajo. 

Teorema (Formula del binomio): Si definimos 

( 
m ) = m(m-IJ ··lm-n+I) el/fonces. 
11 nl 

(1 +x)m = ~ a¡.t' <=> a¡= ( ''.' ) 
"'' 1 
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Demostración: 

~ m(l +x)~1 = f ia1x1 ,.. 
~ (1 +x) 'i:. ia1x1 =m f a1x1 

l=O ,.. 

~(i-J)aH+ia1=maH 

(m-n+l>a1-1 (m-ltl)···(in)ao <=>a,=--,-=· .. =--,,--

Aunque no podemos evaluar la serie en cualquier punto, si lo podemos hacer en.r =O lo 
cual nos da: 

ao=l"=I 

y con esto se termina la demostración. • 
Lema:Seafix,y) = .E a,.x'y'" =O , e11/011ces si aoo =O y alg11110 de los ... 
coeficie11tesa10,ao1 es diferell/ede cero, entoncesexiste un tínlco valor de y 
tal q11e y se puede escribir como 1111a serie de potencias dex con término 
independiente igual a cero. 

Demostra<ión: Sin pérdida de generalidad, supongamosaoi ~O . Como podemos divi· 
direntre-a01, supongamos, de hecho, queaoi =-1 entonces: 

O= f amnx"'yn =-y+ a10.r+ f a,,.,,x"'y" 
n,.m-(1 n,mml 

y por lo tanto: 

y=! (1 ª··" }· 
Por otra parte, si nuestro lema fuera cierto, tendríamos una ecuación de la forma 

y= Eh1x1 
/.1 

y por lo tanto tenemos una ecuación de la forma: 
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Ei h,x1 = 1 (1 a~x• )a, h,xf 
Igualando coeficientes, obtenemos de manera recursiva los valores para cadah1, en térmi­
nos de los coeficientes a.,. y los h1 tales que 1 5.j < i . 

Realizando algunos cálculos podemos ver de hecho que le> coeficientes estan dadosde Ja 
siguiente manera: 

h1 =a10. h2 =aw +a11h1 +a02h~.· · ·,b, =a;o+a11b1-1 +· · +ao;h~ 

• 
Teorema: Si x=ao+a,,vi'"+am+1Ym~1 + ··(.'UllClm::!:-0 enloncespo­
demos encontrar una expreJión para y como una serie de potencias de 
x-ao. 

.L 

Demostración: Sea ~ = ( "';~º ) "' , entonces si Wm es una raiz m-ésima de la uniad, te-

nemos 111 ecuaciones de Ja forma: 

.L 

11·~~=y(1 +~;~'y+···). 
y dado que el lado derecho Jo podemos desarrollar en serie, tenemos un desarrollo de la 
forma -w~~ + y+c,x' + · · · =O . Por el lema tenemos que para cada raíz distinta w~ 
tenemos un desarrollo de Ja forma: 

y=h 1 w~~+h2 w~~' + ·· = Ea1(r-ao)1 .. , 
• 

Observemos que con estos teoremas podemos hacer que el algoritmo términe en un 
número finito de pasos, es decir, si en algún paso del algoritmo)i cumple las condiciones 
de Jos teoremas de esta sección entonces ya conocemos la serie solución para)i y por lo 
tanto para toda la ecuación. 

Por otra parte, a lo largo del trabajo vamos a utilizarcurvas definidas como los ceros de 
un polinomio y nos interesará factorizar a éste enK{ { <}}, Jo cual lo podremos relizar con 
alguno de los métodos descritos. 

Sección 4: Ejemplos. 

En esta sección veremos algunos ejemplos de como aplicar el polígono de Newton y algu­
nos otros de los resultados y métodos descritos en el resto del capítulo~ 
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Ejemplo 1: Utili:ando el pn/gono de Ncll'/011 calc11/ar lo.1·primcro.1· tre.< 
términos de 1111a rai:dc /acc11adú11j{x,y) =y' -x'-x' 

Observemos que en realidad )as soluciones de f son ±r ( 1 +X) r por lo cual podriamos 
resolver nuestro ejemplo directamente al desarrollar el binomio. 

Para calcular el primer coeficiente tenemos dos puntos(2, O) y (O, 2), por lo cuál nuestro 
pollgono nos queda: 

De donde podemos concluir queP=2+0, y,=%= 1 yci-1 =O y por lotantoc1 =±1 

. Si elijamos c1 = 1 entonces: 

f1()'1) =x-2./{x1(1 +)'1)) =x-2(x' +2x'y, +yi-x' -x3 ) = y¡+2y, -x 

Observemos que, dado que sólo podemos tener dos raices, a partir de este momento sólo 
podemos tener una ralz para y y c. 

Considerando tenemos tres puntos (0,2), (O, 1) y ( 1,0) nuestro poligono nos queda: 

Por lo tanto P = 1, y2 = 1 y la ecuación 2c2 - 1 =O, de donde concluimos que c2 = r· 
Para obtener el siguiente coeficiente definamos 

f2 =x-1f1(x(r+)'2)) =xy~ +(x+2))'2 +¡x 

Finalmente para obtener el tercer coeficiente, consideremos los puntos (1,2), (O, 1) y (1,0) 
de donde obtenemos un pollgono de la siguiente forma: 

2 Existen aJgunas mejoras al algoritmo de Nc\\1on que no untaremos en este trabajo pero puede 
consultarse en los números (2], (5] de la bibliografla 
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por lo tanto y, = 1 y nuestra ecuación para e, nos queda como i + 2ci =O de donde con­

cluimos c3 =-i . 

Por lo tanto nuestra raíz debe ser de la siguiente forma: 

x+fxz-txl+··· 

Ejemplo 2: Daclaj(y) =2x"-3x 10y+x1y2-x'>" +y'º , dar 'º" 
primeros coeficit.?mes de sus diez raíces . 

El pollgono asociado a f tieno la siguiente forma: 

A 

B 

y podemos ver que tenemos tres posibles caminos para hallar las raíces, utilizando los 
segmentos Ali, Be y CDE . 

Si consideramos el segmento iiB entonces y= ,ó'._, = t y la ecuación para c tiene la si­

guiente forma: -e'+ 1 =O, de donde vemos que este segmento, nos determina cinco 
raices de la siguiente forma: 

21 
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Si consideramos el scgcmntoHC, entonces y= T-t = f y la ecuación para c queda de la 

siguiente forma: -c5 + c2 , pero como sólo nos interesan las raíces diferentes de cero, en~ 
tonces podemos considerar la siguiente ecuación: c1 

- 1 =O y por lo tanto tenemos tres 
raiccs de la siguiente forma: 

xicm+d1x+ + .. ·) dondcrn1 =1 

Finalmente, si consideramos el segemento CDE, entonces y= 3 y la ecuación para obten­
er el valor de cese' -Je+ 2 =O, de donde concluimos e= 1 o e= 2 . 

Por lo tanto tenemos dos raíces de la forma: 



Capítulo 2: Concepto de lugar 

Sección 1 : Parametrlzaclones y definición de lugar. 

En lo que sigue denotaremos a los elementos deKl[x]J como i y utilizaremos x cuando 
hablemos de variables, principalmente en los oumandos de las series formales. 

A lo largo del trabajo trabajaremos con curvas irreducibles proyectivas definidas como el 
conjunto de ceros de un polinomio homogeneo o con alguna representación alin de la 
misma curva. Denotaremos a los polinomios homogeneos con letras mayusculas y a los 
no homogeneos con minúsculas. Al conjunto de ceros de un polinomio F (o f) lo denota­
remos por V(F). 

Abusando del lenguaje a lo largo del trabajo cuando hablemos de curvas nos estaremos 
refiriendo a curvas irreducibles. 

Normalmente cuando hablarnos de pararnetrizar una curva pensamos en dar una función 

de/: K ....¡ K' o F: /'(K) ....¡ /'2(K) de tal manera que la imagen de nuestra función 
sea la curva. O, dicho de otra manera, si la curva esta dada como los ceros de un polino­
mio en dos variables x e y, entonces considerar ax e y como funciones de un parámetro! 
de tal forma que el polinomio evaluado en t sea cero. 

En este capítulo consideraremos nuestras variables como funciones de un parámetro, pero 
no en K si no en K[[x]], es decir a cada punto(xo,x1,X2) en el plano proyectivo le aso­
ciaremos una tripleta de la forma: 

(iii,Xl,X,)conX,e J.1[x]]para 1={0,1,2) 

de tal manera que cumpla con la ecuación del polinomo. 

En general demos la siguiente definición: 

Definición: Sea una curva e= V(F(xo,X1,x,)) en el plano proyectivo sobre 
K 11n campo a/gebralcamell/e cerrado y de caracterlstica cero. 

Decimos que la trip/eta(iQ,Xj,X,) con Xi E KJlrlJ c01iforma una paramet­
rización de e si : 

n) F(iO,.Fi,ii) =O cionde esta evaiuación se realiza c:o11 las operaciones de 
K[[x]]y e/ cero e.• la serie cero. 

b) Si 110 existe i! con la propiedad de q11e i!Xj E K para cada O S i S 2 
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Para obtener información sobre la curva requerimos de cierta unicidad en nuestras para­
metrizaciones y para esto definiremos una relación de equlvnlcncia entre ellas. 

Definición: Una Jerie 1: a1 x1 decimos que es reJucihh· si existe un elllem ,.. 
a'* 1 tal que a dil'ide a todos los uponellles i cuyo coejiciellle es distinto de 
cero. En caso contrario diremos que es irreducible. 

El siguiente lema se sigue inmediatamente de la definición : 

Lema : Son equimlellleJ : 

a) Una serie x eJ reducible. 

b)Eristeunmimeronatura/i> ! talque.re K[[x1J] 

Definición: Si x y i son e/emmtos de K[[x]] definidos como: 

e111011ces definimos: 

X(i) = f Q¡ i I = f a¡(f bj xi) 

""' ""' fa-O 

Observemos que la condición de que el orden de i sea mayor que cero es necesaria para 
efectuar la substitución de una serie formal cualquiera en otra. Dado que no necesaria­
mente tenemos en nuestro campo un concepto de convergencia si: 

entonces: 

x(i)= i:a,bo+a,b,x+· 

'"' 
a lo cual no le podemos dar sentido sin un concepto de convergencia. 



Lema: Tenemos las siguientes igualdades: 

a) (x+y)(z)=x(z)+.Hz) 

h) (xJ·)(zl =x(zJ.Y(zJ 

Demostración: Sean i = f a,11
..;· = f b,11 y i = f c1x1 entonces tenemos que: ""° /a(} ;.¡ 

(x+ ,Y)(z)= f (a,+b,/ f c1¡1)' =fa/ f c1¡1)' + I. b/ I.c1¡1) =x(i) +j(i) 
i:() lt1 Jr:() \;1 t"'l lt1 

lo cuál prueba la parte a del lema; para la parte b, basta demostrar que dadas dos series 
cualesquiera ii y¡; y los escalares ex y p, entonces (cxii)(Pvl = cxp;;¡; de ser cierto tenemos: 

(a,z1)(h;zl) =a1hi"' 

y por lo tanto : 

Si ü = f d1t 1 y¡;= f e 111 entonces: 
'"" ... 

con lo cual se ténnina la demostración . • 

Lema: Dada 11110 serie x de orde1111 >O existe ii de orde11 / lal que x(ii) = I" 
Demostración: Como el orden dei es igual a n podemos escribir: 

x = l"(L a1x1) con ao ;tO 

"" 
y por lo tanto para cualquier serieii = L b,x' con h, ;t O tenemos que: 

/c:ol 

.t(Ü)=ii" ~a1ii'=(},b1x' )"(~a,ü') =x·a b1xl-' n~ª'~,h¡x' )') 
desarrollando en binomio de Newton tenemos que: 

25 
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X(Ü) =x"(h!ao + (11hf1b2ao +bj'1ar)I+ ···+ (11bf1 h1ho +/'1)+· · ·) 

donde/'1 es un polinomo que depende dea1, .. ,a1,h 1, ... ,b,_, y por lo tanto si defini­
mos: 

h1 =ait ,h2 =-{uhJ 1aut 1 h~•1 a,, ···,h1 =-(nh~1 aut 1 P1 
tenemos la serie buscada. • 

Definición: Dadm· x y y elemwtos de K[[x]J decimos que son equimle11/es si 
existe/e K([x]] deordm / talquex{i)=y. 

Antes de demostrar que la definición anterior corresponde realmente es una clase de 
equivalencia conviene hacer alb'llnas observaciones. En primer lugar la clase de equiv­
alencia definida no es mas que un cambio de variable, si consideramos nuestras variables 
enK[[x]J. 

En segundo lugar para que la substitución tenga sentido, debemos considerarO(i) >O 
pero para depurar nuestra clase de equivalencia y hacerla mas manejable, conviene utili­
zar series irreducibles para lo cuál necesitamos queO(i) =!,dado que si: 

entonces: 

y por lo tantox{i) e K[[x1
]], lo cuál implicai(i) es reducible. 

Lema: El conjunto A = {x e K[[xJ] : O(i) = 1), es un grupo bajo la composi­
ción. 

Demostración: sean: 

x= Ea1x',.Y= i b1x1 y z= i cix' 
""' ¡,.¡ 1-1 

elementos cualesquiera en A entonces: 

x(Y) = ia/ i h¡1!)
1 

=a1h1I+ ia,b¡¡I+ Ea,Y1 e A 
#=si \1!1 j:s2 Jal 

lo cuál prueba la cerradura en la operación de composición. 
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Para demostrar la asociatividad, operemos con la composición de la siguiente forma: 

f(Yl?ll = I ct1(.YCz))1 = ~ a,(J'(i)) = I(a~1(Z)) = ( i: a,Y)(:¡ = (i(Y))(z) 
/.:(J ""° F<J lto 

La serie X= te A que claramente es nculro bajo la composición. 

Finalmente si x e A, entonces O(x) = 1 y por el lema anterior exiteii de orden J tal que: 

i(ii) = ,om = I 
• 

Teorema: la re/ació11 al//es deji11ida es ele equivalencia. 

Demostración: Para demostrar que la relación es reflexiva observemos quei =x es tam­
bién una serie formal y por lo tantox(i) =x 
Para ver la transitividad seani,jl y: series formales tales quei esté relacionado con y yjl 
relacionado con; entonces existen i, ii e A tales que i(Í) =y y j(ii) =; . 

Como la composición en A es asociativa tenernos: 

: = j .. (iil = (i(i))(ii) = i(i(ü)) = x(v) con ¡;e A 

y por lo tantox está relacionado con z. 
Finalmente para demostrar la simetría, supongamos x esta relacionado con y entonces 
existe i de orden 1 tal quex(i) = J'. Dado que A es grupo existeii tal que ii(i) =x entonces: 

x = i(Í(ii)) = (i(i))(ü) = y(ü) 

y por lo tanto y está relacionada con x. • 

Oelinlci6n: Dos parametrizacirmes (.i'O,i'i,i'2) y(Yii,Y,,Y,) s·o11 eq11i1'Cl-
/e11tes si existe i e A la/ que ii (Í) =Y,. 

Con lo visto anterionnente es claro que realmente es una clase de equivalencia. 

Definición: A la e/me ele eq11im/e11cia ele parame1rizucio11es irreducibles ele 
una cun'<1 se le llamará lugar de la curva. 

Puesto que en las series formales no tenemos un concepto de convergencia no podemos 
asignar valores de la serie evaluada en un punto cualquiera del campo, sin cmbllf¡¡o, po­
demos dRr la SÍb'UÍCntc definición: 

Definición: Dada una serie formal?= Í:a1x1 , dejinimosi:(O)=ao. . .. 
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Definición: Dada una parametrí:acifjn {.t{i,Xj,Xí) de una '-'lln'a, dejiuímos 
el celllro de la f'<ll'Cmietri:ació11 m1110 el p1111lo(fii(O),.\'i(O),X,(O)J • 

Teorema: 

a) Dado rnalquíc:r r«:príf:wmtallle de /111 lugar tiene el mi.'imo centro. poi' lo 

c:ucil cu mlda1111..• hahlaremos úd centro de w1 lugar. 

b) El t'elllro es un pul/fo sobre la cun·a paramelri:acla. 

Demostración: 

a) Para demostrar este inciso sólo debemos observar que dada una serie cuál­

quiera i = t u1x1, para cada i tal que 0( i) = 1 tenemos: ,.,, 
x(i) = ao +a,i+ ···y porlo tanto x(O) = (.i'(i))(O) 

b) Sea C = l'(F) una curva definida por: 

F(xi.x,,x,)= I J,x;x; 
fir+s;.11 

sea X= {i;,Xj,f'i) una parametrización de la curva con: 

,t¡ = i: a¡¡X1 

jd) 

entonces: 

O= F(XJ = :E ( t a1ex'Y ( t "" x1
)'( i a.,x•)' 

j+r+!IJ'fll-0 ¡t(J """° 

yporlotanto(aoo,Uo¡,Ooz)E C • 

Corolario: El cenlro ele una porametri:ació11 perlenrce al plano. 

En un sistema adecuado de coordenadas a cada curva proyectiva le podemos asociar una 
curva en el plano afin, definida comoF(x,y, l) = j{x,y) 

Podemos de manera análoga a lo anterior definir el concepto de lugar en una curva afin, 
en lo que sib'lle trabajaremos por igual tamo en el proyectivo como en el afin. 
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Lema: E111111 sistema adecuado de morde11adas cualq11/er parametr/:ació11 e.1· 
eq11il'a/e11te a 11110 del tipo: 

i=I" yji=a1/"1 +a11":+. ··con D<n yO<n1 <112 < · 

Demostración: Elijamos un sistema adecuado de coordenadas de tal forma que el centro 
de la parametrízación sea el origen. Entonces tenemos una parametrización del tipo: 

x,=i:e1,x1 y .Vi=i:b1x1 
,..¡ j-1 

como O(x) = n >O existe una ü tal quex(Ü) = t" . 

Por lo tanto 

i=Xi(ü)=/". y y=j'j(ü) 

es la solución buscada. • 
Aunque el lema anterior es puramente técnico será la base de gran parte de las demostra­
ciones del resto del trabajo dado que nos permite describir de una manera canónica los 
lugares alrededor del origen. 

Hemos visto que el centro de un lugar siemprr es un punto de la curva, el inverso de este 
teorema también es veradero. Su demostración requiere de alb'llnos resultados previos que 
veremos a continuación. 

Teorema: Dado 1111 po/i110111io P(x,y) a cada ral: y E k1[xll con O(i'} >O 
corresponde un lugar de la cuna c..·011 Cf.!11/ro f.!11 el origen e im·er.wmu:nte, 
dado 1111 /11gar(i,YJ co11 ce/l/ro en el origen, determi11aO(.'i) ralees. 

Demostración: Sea y una raíz deP(x,y) y consideremos el mínimo valor11 para el cual 

y e K[[x-!- ]], entonces podemos obtener un lugar con la parametrización· 

.t=x" yJi==Y 
Inversamente, si tenemos un Jugar con centro en el origen, entonces podemos darle una 
parametrización de la forma: 

Por la definición de lugar tenemos queP(i,Y) =O y por lo tanto si),, es una raíz enésima 
de la unidad, tenemos que cualquier serie de la forma ; = J•(1..x) debe de ser una raíz de P. 

Por la forma en que está parametrizado nuestro lugar, tenemos que todas las paramc1riza­
ciones equivalentes a él se reducen a substituir i =Ax en la paramctrización, de donde 
concluirnos que tenemos a lo mas n raíces 
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Supongamos que dos ralees distintas de la unidadA. 1 y A.1 determinan la misma raíz para 

P,cntonccs:\:/1 a,A~'=a;A;· 

Como nuestras parametrizaciones son irreducibles tmemos queMC/J {11,11 1,11,, ..• } = 1 
y parlo tanto existem e 2 y enteros ex 1 ... ·, <Xm tales que I:cx,111 = l. 

Por lo tanto : 

de donde cocluímos que nuestro lugar determina exactamente n raices. • 

Teorema: Todo fllllllO /1 de ""ª Cllr\'U e= V(/'(x,y)) es centro de al 111e11os 1111 
lugar. 

Demostración: Dadop E e, podemos elegir un sistema adecuado de coordenadas de tal 
forma que sea el origen. ComoK{ [x)} es algebraiamnte cerrado, existe una serie formal 
y tal, que P(ji) =O .Por el teorema anterior, dicha serie determina un lugar con centro enp 

• En resumen, hemos establecido una función entre los lugares de una curva y los puntos 
de esta, de tal forma que a cada lugar de la curva le asociamos su centro. Dicha función es 
suprayectiva pero no inyectiva. 

En el resto del trabajo estudiaremos algunas propiedades de los puntos de la curva a partir 
de los lugares con centro en ellos y serán especialmente importantes aquellos puntos que 
son centro de más de un lugar. 

Sección 2: Ejemplos 

En esta sección daremos algunos ejemplos de la forma en que se relacionan las raíces de 
un polinomio /' = P(x,y) visto como una serie formal en K{ {y)). Los ejemplos también 
permitirán visualizar que la función que a cada lugar de la curva, le asocia su centro, no es 
uno a uno. 

Ejemplo 1: Constnlir 1111 polinomio de tal forma que tenga dosraices que 
determi11e11 /11gares distintos co11 centro en el origen 
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Una manera sencilla de tener un polinomio con dos raice manejables distinatas entre si, 
es que una raíz sea el inverso aditivo de Ja otra. 

Dado Jo anterior delinamos/'(x,y) = (y-á)(y+ií) = y1 -ii 2 con ii = t a1x1 

""' Para construir nuestro ejemplo necesitamos <¡ue P sea un polonomio y por Jo tanto es ne-
cesario pedir además que 

á1 lo sea, para esto, definamos á = (g(x)) t con g un polinomio. 

Claramente P resulve el problema, dado que tiene dos lugares con centro en el origen, 
pararnetrizados por: 

i=l,y=ii(t)yi"'lyy=-á(I). 

Más adelante en el trabajo nos interesará· en especial el caso particular en el que 
g(.r) = x2 + x3 , el cuál detennina una curva con un nodo simple en el origen. 

Podemos generalizar el ejemplo anterior dando el siguiente 

Ejemplo l : Construir u11 polinomio de ta/forma que 1e11gu2• raice•· que de· 
terminen 2" lugares distintos. 

Para este ejemplo simplemente construyamos el el siguiente polinomio: 

P(x,y) =y2' -ii1' = fi(y-~) con !;2" = 1 yá=(g(x))F, para alglinpolinomiog. 

y análogamente al ejemplo anterior tenemos las siguientes2" pararnetrizaciones: 

i=Jyy=~a 

En estos ejemplos podemos observar que el número de Jugares con centro en un punto es 
lan grande como queramos. Complementariamente a los ejemplos anteriores, tenemos el 
siguiente: 

Ejemplo 3 : Dar u11 poli110mio que tenga 2" raices que determi11e11 u111Í11ico 
lugar. 

Con objeto de desarrollar este ejemplo haremos una pequeña modificación de los ejem· 
plos anteriores. 

Observemos que lo primero que necesitamos para que nuestras parametrizaciones sean 
equivlentes es que lo sean susi correspondientes. Dicho de otra manera pidiendo:< =t'" 
podemos cor.struir las pararnetrizaciones que detenninen el mismo lugar. 



32 

Para lograr lo anterior, requerimos que la serie solución pertenezca a K[tF )J, lo cuál 

sucede, obviamente, cuando las raíces son de la fonnar+.-¡; con¡; e J.1í1JJ 
Por lo tanto, podemos dar como ejemplo, el siguiente polinomio: 

l'(x,y) =y1' -xii1' donde ii = ({g(x)) ¡\; donde ges un polinomio. 

claramente r tiene2" raices de la forma.Y= xf.a y por 10 tanto tiene un unico lugar 

parametrizado de la forma: 

.\'.=,,.y y= tü(I'') 

Utilizaremos mas adelante, en particular, el casoii = x y 11 = 1, que se trata de una curva 
con una cuspide en el origen. 
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Capítulo 3 Tangencia 

Uno de los conceptos fundamentales de la geometría es el concepto de tangencia. Estamos 
acostumbrados a definir tangencia utilizando la herramienta del cálculo con el concepto 
de derivada, sin embargo esta manera de definirla es restringinda dado que en un punto en 
que no exista la derivada pueden existir tangentes y sin embargo no estar definidas. 
Además, al estar trabajando en campos arbitrarios, no necesarimcnte tenemos un concepto 
de limite y por lo tanto de derivada. 

En este capítulo daremos una definición mas general de tangencia y para esto utilizaremos 
las herramientas desarrolladas en los capítulos anteriores, específicamente la derivación 
formal de polinomios y el concepto de lugar. 

Para entender el concepto de tangencia y poderlo generalizar, estudiaremos primero el 
concepto de intersección de curvas, de tal manera de poder definir tangencia como un 
caso límite de la intersección. 

Sección 1: Intersección de curvas. 

En esta sección daremos una definición de intersección de curvas que nos perrnitacontar 
bien las intersecciones entre las curvas. Para dar esta definición utilizaremos el concepto 
de lugar y después demostraremos que coincide con la definición usual utilizando la re­
sultante. 

Definición: Sea I = (i,y) 1111 /11gar de a/g1111a Clln'CI irreducible' e y sea g 1111 
polinomio c11alq11iera, entonces dcji11imos el orden deg c11 /,O,({), como el 
orden de la serie g(x.J') . 

Teorema: Sca11C1 = V{/{x,y)) y e,= V(g(x,y)) c1m·asco111111p11nto CUllllll 

p entonces:. 

donde I son los lugares con ccnlro en p. 

Demostración: Sin pérdida de generalidad, supondremos quep es el origen de coordena­
das y que el punto al infinito del eje Y noperteneceaC1 ni aC2. 

1 Recuerde el lector, que estamos considerando a lo largo del trabajo curvas irreducibles. 
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Como K{ {x}} es algebraicamente cerrado poedemos escribir: 

f(x,y)= ñ(y-Y,) y g(x,y)= ÍI(y-z¡) 
PI i=I 

Sean (/1, /,, •• ·, I,} los lugares de la curva C1 con centro en p y supongamos que cada 
lugar 11 está pararnetrizado de la siguiente forma: 

Observemos que cada lugar/1 determina r 1 raiccs de f, de la siguiente forma: 

Sean a el exponente mlnimo de g y p = O(Y), entonces para cada una de las r1 raices 
tenemos que: 

y por lo tanto: 

O(g(r,m=-* 

01,(g) = op = O(f\g(r,.Yj)) 
Jo" 

donde j corre sobre todas las ralees que determina el lugar/, . 

Por lo tanto: 

±O 1,(g) = ± aP1= ± O(f\g(r,Y1)) =O(ñg(x,.Yj)) 
PI #=ol PI fa"I )si 

de donde tenemos: 
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Dado que hay simetría en los argumentos anteriores entre fy g, concluimos que: 

• 
Definición: Sean e,= V(f{x,y)y e,= l'(g(.t,y)) curvasen el plano ajiny s<a 
p E C1 l"\C2 d~{illÍ//10.1' fa 11111/tip/icidad de/a i11t<rsecció11 el/ f' CO///Q 

Es claro por el teorema anterior que nuestra definición no depende de la elección deC1 

Aunque la definición anterior parece artificial, se basa en el hecho de que el orden de una 
serie, es la multiplicidad del cero como raíz de la misma, y por lo tanto el sumar los 
órdenes de todas las series nos da la multiplicidad del origen en cada curva. El evaluar, en 
el polinomio que determina la otra curva es por lo tanto contar cuantas veces está en am­
bas curvas. 

Normalmente la multiplicidad de intersección se da en términos de la resultante, para de­
mostrar la consistencia de la definición anterior enunciaremos varios resultados a continu­
ación.'' 

Lema: Sean(= füx-y1) y g= füx-z1 ) dos poli110111ios; e11to11,·es la re-
ri PI 

.mlta11teco11respectoay, R,if,g)=an(J•1-z1 ). 
IJ 

Demostración: Sea F= D(Y1 -:1). entonces es claro que F =O sí y solamente sí 

tenemos raíces comunes a f y a g, de donde concluías queF divide a la resultante; y como 

el grado deF es m11 igual al grado de la resultante, tenemos el resultado. • 

De hecho, el inverso del lema es también cierto e incluso algunos textos definen resultante 
COmO n(V¡- Zj ) 

l,j 

Teorema: Dadas dos cunm como /os cero.v de los po/i110111iosj{x,y) y g(x,y), 
Jales que no tienen intersecciones con el eje Y excepto el origen de 

---·· ---·---------
1 En esta panc de la tesis, suponemos, que el lcclor conoce la definición de rcsullante como dctenninante 
y demostramos que con esta definición que la rcsulantc puede verse como el produclo de las diferencias de 
las mices de cada polinomio. El inverso tambiCn es cieno pero no lo demostraremos en el trabajo. Para una 
discución mas amplia de la rcsullantc ,·case PI y ¡s¡ de la bibliografla. 
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coon.lencuia.\: t.•11tm1c:l's R., if,;:J tirm• a cero como ww miz de multiplicidad 
igual al utímero de i11tersseccio111:s de f y g. 

Demostración: Sean n y m los grados de f y g respectivamente y sean {y,,·· ·,y,,} las 
raices de f y{:¡, .. ·.:m) las raices de g enK{ {x}} 

Supongamos que las raices estan ordenadas de tal forma que existan s y r tales que: 

1$sS11y1 $r$111 

con la propiedad de que: 

0(>•1) =0 si 1$i$sy0(y1) >0 sis+ 1 Si $11 

y 

O(z1)=0si l $}$ryO(z1J>Osir+l $jSm 

Entonces tenemos que: 

Jtx,y)=ÍI(.Y-Yi) fJ (y-Y,) y g(x,y)=IÍ(.Y-Zj) ñ (y-Zj) 
J.J J..r+I )si Jzr+I 

Luego entonces por el lema anterior tenemos que: 

Como la multiplicidad de la resultante en cero esta dada por el menor exponente de sus 
términos coincide con su orden. Pero: 

ocR,if,g)) = oCÍÍlYi-Zill + ocfüy;-z¡n +ocfül';-z¡n+ odity;-z¡n 
u u u u 

Ahora bien, como O(>'i)=O=O(Zj), para i={l, .. .,s)yj={l, .. ,r) tenemos lo si· 
guiente: 

oclicp;-z¡n = ocñ<Yi-Zin =o 
IJ IJ 

Por otro lado, si O(ÍÍ(l'i-Zj)) >O , entonces existen i, j tales, quey¡,z¡ tienen el mismo 
IJ 

término independiente, es decir Y,(0) =ij(O) =a, lo cual implica que el punto (0,a) es 

centro de los lugares determinados por Y, y Zj y por lo tanto, es un punto sobre el eje Y 
que pertenece a ambas cuivas lo cuál por hipótesis no es posible. 
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Por lo tanto: 

ou1,(f.gn =a( fI ñ w,-;_¡i) =:E (rfo°'i-Zil) 
""'l)"ttl I } 

Lo cual sabemos por la demostracción del teorema anterior que es igual al número de in-

tersecciones . • 
Sabemos que en los puntos de intersección de dos curvas sin componentes comunes la re­
sutante se anula; observemos entonces que el teorema anterior nos da un resultado más 
fuerte, nos da una forma de contar bien el número de las intersecciones. 

Sección 2: Definición de Tangencia: 

Para generalizar el concepto de tangencia vamos a utilizar dos herramientas: la derivación 
formal y la definición de intersección de curvas de la sección anterior. 

Sea C = l'(f) una curva en el plano afin y consideremos un puntop =(a, h) e C. 

Sea L una recta cualquiera que pase por p, entonces L, esta definido por las siguientes 
ecuaciones paramétricas: 

x=a+:Vyy=h+µt 

luego entonces las intersecciones de L y C estan dadas por las ralees del polinomo: 

fia+l.t,b+µt) 

A continuación daremos algunos resultados que nos permiten estudiar el comportamiento 
de dichas intersecciones. 

Lema: f (a + :V, h + µ1) tiene 1111 de.mrrnlln c11 serie de Taylor, es decir, 
tenemos la siguümte iguale/ad: 

Demostración: Escribamos a f de la siguiente forma: 

j(x,y) = i I: ayx'JJ 
.(-,.(J/tfak 
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Por lo tanto: 

de donde tenemos que: 

( 
i lr,.,..,(a,h)= :¡; (au(; )____r__r_at-•¡,HI--••) s y J 1+}4 s (J-Jjt j-{1-.r) 

- " ( ·¡_1! ___ 1_1 _ l·H'-'l--•I) -l+t-k llljl.(1-J)!J! (l-.f)!(Hl-1)!ª fY' 

= 1: (aui!( / )( .j )a'·•¡,Ht-") 
1 .. )ek s 1-s 

Por lo tanto: 

= 1: a1 t ( I )a1·•J.•1• t ( j )¡,i-•µ•1• 
l .. fak IJ raO S PO S 

= 1+¡,, ay(a+Ñ) 1(h+¡1t)I =fia+Ñ,h+µI) 

• 
Para generalizar el concepto usual de tangencia, demos la siguiente definici6in: 

Definición: Sea p = (a,b) u11pu1110 en r, entonces: 

a) /.lamamos la mulliplicidad, dd punto \Jp, al mínimo í11dice para el cual 
exis/e al menos una parcial no 1111la, e11 el desarrollo en serie de Taylor de 
fia + Ñ, b + µt). 



b) Supongamos v, = i e111011ces descompo11gamos el po/i11omio: 

e11 factores li11eales a1r+hJY. A la cerradura afi11, de cada /i11ea definida 
como los ceros de a/g11110 Je esta< factores lineales, les //amaremos las tan­
gentes a C enp. 

Definición: 

a) Si v P = 1 , diremos q11e pes 11n p11nto simple o reb•1/ar de la curva. 

b) Si v, > 1 diremos que pes 1111 punto si11g11/ar o mriltiple; slv, = 2 le lla­
maremos pu11to doble, si v, = 3 diremos q11e es u11 pulllo triple y as/ .mce­
sivame11te. 

e) Si un punto de multiplicidad r tiene r tangellfes distintas le //amaremos un 
punto singular ordinar/o. E11 particular si un punto doble tiene dos tan­
gentes disti11tos direma< que es 1111 pulllo doble ordi11ario o nodo. 

d) A los puntos dobles con una .mla recta tangente les //amaremos c1Í.lpides. 

e) Decimos que p es 1111 nodo o 1111a c1Í.lpide simple, si cada tangente e11 el 
punto corta a la curva C en exactamente tres puntos. 

1) llamaremos a C 110 sing11lar o lisa en el caso en que no tenga punto.~ sin­
gulares. 

Para generalizar nuestro concepto de tangencia a lugares utilizaremos el camino dado por 
el si¡,'lliente : 

Teorema: Sea p rm punto perteneciente a rma curva C; entonces el mímero 
Je infersecciun<s d¿ /odas fas T<Cfas f. que pasall por p y /10 SOll tangente a C 
enp, esigr1alav, 

Demostración: Como 1 es una recta en p = (a)J) tenemos un único lugar dado por: 

Por lo tanto el número de intersecciones esta dado por: 

l: O(/{/)) =0(/{a+Ai,h+µt)) =v, 
~l. 

39 
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• 
Como todas las rectas que pasan porp salvo un número finito intersectan a C en v, ten­
emos el siguiente corolario: 

Corolario: Toda.\· /u.,· recf'1S CJllt! ¡m.mn pnrp safro 1111 ntimero finito c:orlcm tr 

e en el mismo mimero de ¡mntos 

Por lo tanto podemos redefinir recta tangente de la siguiente manera: 

Definición: Una recta e.\· tm1gelllt! (1 e en p si corla a e l!ll mas fJllll/OS que 
casi /Odas fas rectas que pasan por p 

Aunque aparentemente esta definición parezca menos manejable que la anterior es pres­
isamente la que nos permitirá utilizar los lugares para encontrar las tangentes. 

Lema: Dado wt lugar I c:o11 ce11tro en p, exisle 1111 elllero r tal que toda.\· Ja,,· 

rectas, excepto 1111a y sólo una, c11111ple11 q11e01(l) = r 

Demostración: Sea p = (Clo, h0) , entonces cualquier recta L que pase por p se puede ver 
como: 

L(x,y) = V(a(x -ao) + h(y-ho)) 

Sea 1 un lugar con centro en p definido por: 

1 = (x,YJ = d: a1t1, ~ b1t1) ... '"' 
entonces: 

L(x,YJ =a(!a1t1 -a,) +h(! h,r'-bo) = ~(aa1 -bb,)t1 

Sir es el mlnimo indice para el cuala, e# O o b, e# O entonces 0 1(L) = r ecepto en la recta 
que cumple: 

aa,-hh, =O 

en cuyo caso Oi(f,) > r . • 

Definición: 
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a) A la li11ict1 recta que tiene orden mayor <JIU! r e11 el lema a1111.•r/or le llama­
remos la ta11gen1e al lugar. 

b) Al mímem r le //a111are111os el orden del lugar 

e) Si 7' 1.•s lt1 n•cta la11gellle al lugar, e111011ces llamaremm· la c:/ase dd lugar 
al número.\' definido como,\·= 01(T}-r 

Teorema: Sea p 1111 punto sobre una cltrl'a C: las ta11ge11te,\· a Jos lugares con 
centro en p, .m11 ta11ge11tes a C rn p: e üwersameute parac11alq11ier tangt.•nte T 
a C en p exhte 1111 lugar, con cenlro en p. tal que 7' es la11xe111e a él. 

Demostración: Sean {11, .. ·,/,1} los lugares de la curva con centro en p, asociemos a 
cada /1 ,r1 como en el lema anterior. Si 111 es el número de intersecciones, con C, de to­
das las rectas, no tangentes, que pasan por p entonces tenemos que: 

111=f01(l)=r, +· ·+rd 

,, 
Si Tes tangente al lugar/, en ronces 01,(l) >r, y por lo tanto t/; >111 de donde con-

cluimos que Tes tangente a C en p. Inversamente si L es una recta tangente a C, en­
tonces el número de intersecciones de L con C en p es mayor que m y por la tanto existe i 

tal que 01,(L) > r1 lo cuál implica que Les tangente al, • 

Corolario: Si un punto p tiene 11111/tip/ic:idad r, e111011ces la .mma de los or­
clenes de los lugares t!IJ p es r. En paric:ular e.\· c:omlicián necesaria y sufi· 
ciente para que p sea .\imple el que p sea el celJ/ro de un ú11ico luKar ele orden 
l. 

Demostración: Por definición, en un punto de multiplicidadr se anulan las primeras r-1 
derivadas y por lo ya demostrado, esto implica que casi todas las rectas conan enr-1 pun-
tos a C en p y por lo tanto se tiene el resultado buscado. • 

En resumen, podemos establecer una función suprayectiva, que a cada lugar asocia una 
recta tangente al centro del lugar. Sin embargo dicha función no necesariamente es inyec· 
liva. Para visualizarlo, pensemos en c1 siguiente contraejemplo: 

Sea C =V( f) conj(x,y)=y'-x'-x' ; obsrvemos que f, puede factorizarse de la si­
guiente forma: 
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de donde concluimos, desarrollando el binomio de Newton, que f tiene dos raíces distin­
tas que pertenecen a K[[x]) y por lo tanto determinan los sigientes lugares alrededor del 
origen: 

y 

{ 
,, . (i'=l,,Y=t'(l+t1+ ... )) 

1, :. (x=t,.Y=-1'0+t1+ ... )) 

Sea L una recta cualquiera que pasa por el origen de coordenadas, luego entonces clara­
mente L tiene una ecuación de la formaar +by= O y por lo tanto: 

O(L(/1)) = O(at±bt') 

es igual a uno excepto en el caso en que a= O en que vale dos, por lo cual podemos con­
cluir que la recta X= O es tangente a ambos lugares 
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Capítulo 4 Fórmulas de Plücker 

En esta parte de la tesis aplicaremos los conceptos y teoremas acerca de los lugares desar­
rollados con anterioridad para demostrar dos de las fórmulas de Plücker y generalizarlas 
en el caso de cutvas planas como en los cpítulos anteriores nos referiremos siempre a cur­
vas irreducibles. 

Las fórmulas de Plücker que demostraremos sirven para calcular la clase de una cutva y el 
número de sus puntos simples de inflexión. 

Es importante señalar que existen otras fórmulas de Plücker que miden el grado de la cur­
va dual y el género de la curva pero no se tratarán a lo largo de éste trabajo.' 

El enunciado original de las fórmulas de Plücker contempla solamente curvas cuyos úni­
cos puntos singulares sean nodos o cúspides; lo que haremos en este capítulo es deducir, 
primero las fórmulas en general para curvas con cualquier tipo de singularidad, y luego 
obtener las fórmulas de Plücker como un caso particular. 

Sección 1: La clase 

Comenzaremos esta sección con la siguiente 

Definici6n: Dado rm punto fuera de una cun1a al niimero de tangentes a la 
c..11rva que ptiwm por el punto se le llamará la clase de la cuniu. 

Para ver que esta es una buena definición demostraremos a continuación, en primer lugar, 
que no depende del sistema de coordenadas elegido y poteriormente demostraremos que 
contando adecuadamente el número de tangentes, la clase tampoco depende del punto ele­
gido en donde entendemos por contar adecuadamente, contar cada recta con sus multípli­
cídades. 

Lema: Dado 11n /11gar/: (i,y) con cemro en el origen tiene 1111aparametriza­
ción de la forma : 

X= t' y Y=,,..,+· .. 

en donde res el orden del lugar y s s~ clase.' 

1 .. dcmostraci6n de nW í6nnulu utihra cs>cncillmcnlc la dcfiniciíln do curva dual y el teorema de Ricmann· l!utWilt para 
r00erlukerconsulkil4Jd11labihliogral11. 
1 Verladcfmici6n de tlasoyordcn do un Jugar cncl opitulu !Jo ~u lap.i¡¡ina 41. 
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Demostración: Sin pérdida de generalidad, supongamos que r J(i) = /1 ~ Oij') y que la 
tangente al lugar está dada por la recta Y = O; en caso contrario, hagamos un cambio de 
coordenadas rotando y trasladando los ejes coordenados. 

Como se demostró en el capítulo 1 existe una paramctrización de la forma: 

Entonces como dada cualquier recta por el origen L = ax + by tenemos que: 

/,(i,y) = (a+hh,)I" + E (hh1)11 ,.,,., 
concluimos que n debe de ser el orden del lugar, y ya que estamos suponiendo, que la tan­
gente T a 1 es la recta Y = O , entonces la recta tangente está dada cuando a = O y esto nos 

implica que h, =O . Por lo tanto concluimos queO(Y) = o,(7) = r+s. • 

Sea C1 = l'(i') una curva en el plano proyectivo y sea un ountoq=(<¡o,1J1,q2) tal que 
q e C 1 ; entonces una recta T que pase por q y sea tangente aC, debe de tener una ecua­
ción de la forma< VI·~ q >=O. Por otra parte, si p es el punto de tangencia sobre la curva, 
entonces el número de intersecciones de la recta tangente y la curva en p debe de ser may­
or de cero, es decir· 

l: Oil,T)>O 
leC1 

en donde 1 son los lugraes deC1 con centro en p. 

Lema: El 11úmero: f 01(1) 110 depe11de del sislema de coorde11adas 111/lizado. 

Demostración: Sean r1 y y, nuevas coordenadas para q y p respectivamente; entonces, 
como cambiar de coordenadas en el espacio proyectivo corresponde a un cambio de base 
en el espacio afln, podemos encontrar una rnatri; M= (aij) tal, que existen p y r tales que 

q=Mryp=My 

Sea 

G(y) = F(x) = F(A4y) = F((Tª"YJ)C1) 

entonces por la regla de la cadena tenemos que: 
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Por lo tanto si denotamos por F1 cr ~ tenemos que: 

y reordenando, concluimos: 

• 
Lema: SeaC = V(I') una curva cu el espacio proyectivo yq= (qo,q1,q2) 
u11 punto jiiera de la curva. S11po11ga111os que cada lugar I de la cun·a tiene 
una para111etrizació11 de la forma: 

Xu;:::; 1, iJ =try Xi= lm+. 

e11to11ces, f01CEq1F1) =f5(/)+E(/) en donde: 

{ 

o siq~ T 
5(1)=01(F2)yE(/)= r+s siq=p 

s slq~pyqr; T 

en donde T es la tangente al lugar y p es el centro del lugar y por lo tanto el 
punto de tangencia. 

Demostración: Por el teorema de Euler y dado queF(r) =O tenemos las siguientes dos 
igualdades: 

Substituyendo los valores de X, y ;f;.<, en ambas ecuaciones obtenemos el siguiente siste­
ma de ecuaciones: 
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{ 
F0 +1'F1 +(l'"+ .. ·)10, =O 

rt,..1 F, + (r+ s)(t"''"' + · · -)F2 =O 

despejando F1 en ténninos de F, en Ja segunda ecuación obtenemos: 

y despejando Fo de la primera, obtenemos: 

Fo =-l'F, -(t"''+···)F, =(fl"''+···JF2 

Por Jo tanto: 

de donde concluimos que: 

dondet(/)=O(qo(ft"''+· ·l+<J1HI +f)1'+···)+q2) 

Dado que Ja tangente al lugar está dada por la rectax2 =O , tenemos que: 

a) Si q e T entonces q2 ;0 O y por tanto E(/)= O. 

b) Como p = (fii(O): fj(O): i;(O))= (1 : O: O), entonces si q=p, 
E(/)=r+s 

e) Ysiqe Tyq;0p, entoncesq2=0, peroq1 ;00yporlotantot(/J=s 

lo cuál ténnina la demostración. • 

Corolario: La e/me de la curva es/a dada presisamente por: 
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I:t(/) 
1 

en donde I corre sobre todtJs los lugares yp es el ccmro del lugar correspon­
diell/e, 

Demostración: Se si¡,'lle inmediataml:nte de la definición de t(p) 

Observemos que para casi todos los Jugare.< 1, r(p) = O. Por lo tanto, nuestra suma esta 
bien definida. 

Observemos que dado que q no pertenece a la curva podemos volver a escribir el corola­
rio de la siguiente manera: 

Corolario: La clase ile una cun'lJ está dada por la suma de las clases de to­
dos los lugares con centro en un punto de tangencia. 

Podemos observar que la ecuación obtenida nos cuenta bien las tangentes, en el sentido de 
que si tenemos una recta tangente multiple, la cuenta tantas veces como aparezca. 

Por otra parte r01(I:q1F1l cuenta el número de intersecciones entre la curva y su de­

rivada. pero ya sabemos que el número de intersecciones de la recta con su derivada es ex .. 
netamente n(n-1). 

Por lo tanto podemos concluimos el siguiente: 

Teorema: /,a c/aie m de una curva está dada por la siguiente ecuación: 

m=11(11-1)-I:ll(/) 
1 

Observemos que como el orden y la clase de un lugar no dependen de la pararnetrización 
que elijamos nuestra íórmula no depende del punto que hallarnos elegido. A continuación 
daremos algunos corolarios importantes. 

Corolario: Si Ces una cun"O lisa ell/once.\' su dtt'ie es igual a 11(11-/). 

Demostración: Basta con demostrar que en todo punto simple de la curva ovale cero. 

Para la demostración utilizaremos nuestro polinomio des homogeneizado, pero queda cla­
ro que vale en general, es decir haremos la demostración para una curva afio. 

Sea p un punto simple, entonces existe un único lugar 1 con centro en él.Y con una para­
metrización de la forma: 

t=(x,y) =u. t' +· ··) 

ya que r ( 1 ) =O, entonce í debe tener la siguente forma: 
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j{x,y) =y+ g(x,y) 

en donde g no contiene términos en x de grado menor que dos. 

Por lo tanto : 

WJ = 01(/).l = 0(1 +g,(/)) =O 

• 
Vamos a demostrar a continuación la fórmula de Plücker en su enunciado original, como 
un caso panicular; para esto necesitamos redefinir los conceptos de nodo y cúspide sim­
ple en términos de lugares(ver capitulo 3 página 40) 

Lema: Dada una curva C, tenemos: 

a) E< co11dició11 necesaria y ;,ificie11fe para que (O,O)sea 111111odo simple, que 
tengamos dos lugares de orden I y clase / con centro en el origen cuyas 
ta11ge11/es sean distintas entre si. 

b) & co11dició11 mcesariay s1ificie11fe para que (O,O)sea 1111a críspide ,,imple 
que te11gamos 1m rínico lt1gar con centro en el origen de orden dos y clase 
tres. 

Demostración: 

Si tenemos un nodocon centro en p = (0,0) entonces pes un punto doble ordinario, es de­
cir, en p tenemos dos rectas tangentes distintas, que cortan a Centres puntos cada una. Si 
cada lugar 11 con centro enp tiene una parametrización: 

Xj=J'• yji=J'i+r,+··· 

entonces el número de intersecciones de cualquier recta L con C en p es: 

pero como pes un punto doble eoncluimos7r1=2 . Por lo tanto tenemos a lo mas dos lu­

gares con centro en p pero como en p tenemos tangentes distintas, tenemos exactamente 
dos lugares de orden l. Como además queremos que las tangentes corten en tres puntos, 
tenemos que 3 =r1+r1+s1 =2+s1 con i ~). 1 $ i $ 2 y 1 $j $ 2 y por lo tanto en ambos 
lugares, la clase debe ser igual a 1. 

Inversamente, si tenemos dos lugares de orden 1 y clase 1 con centro en el origen y cuyas 
tangentes son distintas entre si, entonces el origen debe ser un punto doble con dos tan­
gentes distintas que cortan a cada una en tres puntos, lo cual termina la demostración de la 
parte a. 
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Para demostrar la parte b observemos que es claro que si tenemos un t.inico lugar con cen­
tro en el origen de orden 2 y clase 1, entonces es una cúspide simple. Ahora bien, sólo 
tenemos dos posibilidades de tener una única tangente en un punto doble: tener un único 
lugar de orden 2 y clase 1 o tener dos lugares de orden 1 que determinen la misma tan­
gente. Vamos a demostrar que esto último no puede darse. 

Supongamos que alrededor del origen tenemos dos lugares, 11 y1, de orden I, clases 
s1 y s2 respectivamente; entonces, la recta tangente corta a C en 1+1 +.< 1 +s,;, 4 , lo 
cuál contradice el hecho de ser una cúspide simple. 

Por lo tanto, es absurdo suponer que tenemos dos lugares y por lo tanto sólo podemos ten­
er un lugar de orden 2 y de clase 3, lo cuál termina la demostración de la parte b. • 

Teorema (Fórmula de Plücker): Si una curva tiene como rinicos pulllos si11-
g11/ares nodos o cúspides simples, entonces: 

111=11(11-l}-2N-3K 

e/onde N es el número ele los 11oc/os simple.< y K el 111imero de las c1í.lpides sim­
ples. 

Demostraci6n: Para realizar la demostración analicemos la forma que debe de tenerf en 
el caso de tener un nodo o una cúspide en el origen de coordenadas. 

Si en p = (0,0) tenemos un punto doble, entonces: 

f,(p) = /,(p} =o 
lo cual nos implica que f no puede tener términos lineales, es decir: 

j{x,y) = Cl¡oX 2 +auxy+ao,Y2 +/i(x,y) con d(/1);, 3 

y si suponemos que la recta Y =O es tangente a nuestra curva en el origen, entonces pode­
mos suponer que existe al menos un lugar 1 con centro en el origen y con una parametriza­
ción de la forma: 

i = I' y y= 1"'' + · · · siendo r el orden y s, la clase del lugar. 

Como: 

j{l) = a201 2' + g(I) con 01(g)> 2r 

entonces, como f(I) =O, concluimos quea20 =O 

Por lo tanto el desarrollo en serie de Taylor de f{lt,µt} nos queda de la siguiente forma: 

j{A1,µ1¡ =11 11 1.µ +a.,~1 2 +¡:(x,y) con a¡:;, 3 

Si a11 *O , entonces tenemos dos tangentes distintas determinadas por la ecuación: 
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en cuyo caso tenemos un nodo; si por el contrarioa11 =O tenemos una recta doble deter­
minada por la ecuación: 

µ'=O 

y por lo tanto tenemos una cúspide. 

En resumen, podemos considerar lo siguiente: 

1) Si f tiene un nodo en el origen, entonces podemos considerar quef tiene la si­
guiente forma: 

ft.x,y) =ao,y' +auxy+g(x,y) con d(g) <!:3 

2) Si f tiene una cúspide, entonces podemos considerarla de l~ forma: 

Jlx,y) = a02y' + g(x,y) con d(g) <!: 3 

Para calcular a hagamos lo sib'llente: 

Si tenemos un nodo simple, entonces tenemos exactamente dos lugares de orden 1 y de 
clase 1, entonces para cada uno de ellos tenemos una pararnetrización de la forma: 

x=tyY=t'+ ... 

y por lo tanto: 

6(1)=0(fy(/))=0(2a02(1'+ .. .¡+e111t+g,)= 1 conau >'0 

Análogamente, si tenemos una cúspide simple, entonces tenemos un ímico lugar que po­
demos pararnetrizar de la siguiente forma: 

x=t' yY=t'+ ... 

y por lo tanto en este caso a= 3. 

Luego entonces si tenemos una curva que sólo tiene nodos o cúspides la fórmula de la 
clase se reduce a: 

m=11(11- l)-2N-3K • 
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Sección 2: Puntos simples de Inflexión. 

En esta sección vamos a estudiar a otro importante invariante de las curvas: el número de 
sus puntos simples de inflexión. De manera análoga a la sección anterior, daremos 
primero una fórmula general y obtendremos después las fórmulas de Plücker como un 
corolario. 

Para comenzar, demos la siguiente 

Definición: Sea una cun•a p, un punto simple .mhre la c11m1 y T, la tan­
gell/e a la curva en p e11to11ccs decimos que p es 1111 p111110 de ilif/exión de e si 
la m11/tiplicidad de la i11tersecció11 de Ta C e11 p e.• mayor que tres. 

Obseivemos que en nuestra definición los puntos de inflexión son simples y que se sigue 
de ésta que para que una cuiva contenga un punto de inflexión, debe de ser de grado al 
menos tres. 

Definición: Dada una curva proyectim C = V (F ), definimos el hessiano de 
C como el detcr111i11a11te de fa matriz de las segundas derivadas de F 

En lo que sigue consideraremos que p = (0,0) es un punto simple en C, cuya única tan­
gente está dada por la recta Y= O; entonces existe un único lugarl con centro en p de or­
den uno, pararnetrizado de la forma: 

x=tyy=t"'+··· 

Lema: pes 1111 punto de inflexión, si y .mlamente si,s ~ 2. 

Demostración : Como estamos suponiendo que p es el origen de coordenadas y que la 
tangente al lugar esta dada por la recta L: Y= O, entonces el número de intersecciones de 
la tangente con e esta dado por: 

I: 0(/.(1)) =O(l(x,y)) =O(t"' +···) =s+ 1 
~e 

y se sigue el resultado de la definición de punto de inflexión . • 
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Lema: Tenemo.i la siguiente Igualdad: 

H(x)= 1 

Foo Fui Fui 
F1u F11 F12 
F20 F21 F,, l=I 

*F F¡ F2 
F, F11 F12 
F, F,. F,, '

(•~:•' .. , 

Demostración: Aunque la demostración es consecuencia directa del lema de Euler re· 
quiere de muchos cálculos y es poco ilustrativa, por lo cuál la dejamos como apéndice. 

Lema: Si e = V(j) y (0,0) es 1111 p1111to simple de /11flexió11 C/1(0/ICCS pode­
mos •11po11er que fes de la forma: 

J=y-x" 1 +g(x,y) 

en donde g(x,y) no contiene ténminos de la forma ayy ges cero o 
O(g(i,y)) 2: s+ 2 

Demostración: Como (0,0) es un punto simple debe de cumplir: 

f,(0,0),• O of,,(0,0) "º 
entonces, sin pérdida de generalidad, supongamos que/,(O, O),. O; entonces f debe ser de 

la fonma:f=ay+h(x,y) en donde hes un polinomio en x y y que no contiene términos 
lineales en y. Más aún, podemos suponer sin perder generalidad, que a= l. 

Como f ( 1 ) =O, tenemos que: 

fii .• v)=y+h(i,.v)=(t"' + .. ¡+lr(.r,.YJ=O 

por lo cuál en la fónmula anterior debe de existir un término en h de la fonma-x" 1 

Por lo tanto, podemos escribir: 

J=y-x"' +g(x,y) 

donde ges cero o no contiene ténminos lineales en y. Mas aún, no contiene potencias dex 
de exponente menor a s+2 , dado que si contuviera alguno no se cancel aria yj{i,y),. O. 

De donde concluimos O(g(.i',y)) 2: .1· + 2 • 



Lema: Si e11 (0,0) le11emos 1111 p111110 simple, ce/l/ro de 11111Í11/co lugar para­
metri:ado de /a forma X =x y )'=x1+1 +·· , emonce.\' el hessianodef eu 
(0,0) tie11e orde11 s-1 

Demostración: Por los lrmas anteriores, tenemos que el hessiano de f, H(x) cumple: 

l 

.:.,Jll) /,(/) j,(/) 1 
H(/)= /,(/) /n(IJ /.,(/) 

/,(/) /.,.(/) ¡;,(/) 

en donde 1 = (i,ji). Por lo tanto como podemos escribir/= y-x"' + g tenemos que: 

H(l)=I 

concx=s+l. 

o 
-ax'+g,(I) 

1 +g,(/) 

--ax'+ g,(I) 

-sax~1 +gn(IJ 

g.,(I) 

l+g,(/) 
g.,(I) 

g,,(I) 

Si ges igual a cero, tenemosH( 1) = .11XX~ 1 y el resultado se sigue de manera inmediata. 

Si g ,. O, entonces el orden de g es por lo menos s+ 2 y por lo tanto : 

O(g,) <':s+ 1 y O(gnJ <:s 

Además, como g no contiene ténninos de la fonna ay, los términos de menor orden en y 
deben ser de la fonna xy, de donde concluimos: 

O(g,) 2: 1 

Por lo tanto tenemos las siguientes desigualdades: 

1) A= 0((-cxx' + g,)'g,,)::, 2s 

2) B=O((-ax'+g,)(l + g,)g,,,) ?>:s 

3) C=O(l+g,.)g.,(ax'+g,)<:s 

4) D=O(-(l+g,)2(-asx•-1+ga))::,s-l 
Observemos que la desigualdad 4 es estricta sólo en el caso en que los coeficientes de 
x,_1 se anulen, pero como O(gu) ~ s el único coeficiente de x,_1 es as y como 
s 2: 2, entonces scx ,. O y por lo tanto D = s-1. 

53 
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Entonces podemos concluir: 

O(h(i,ji)=O(A+IJ+C+D) <:min {A,B,C,D} =s-1 

pero como solamente en D tenemos términos enx~1 se da la igualdad y por lo tanto ten-
emos el resultado buscado. • 
Como una consecuencia inmediata de los lemas y observaciones anteriores tenemos el si­
guiente 

Teorema: Si p = (0,0) es 1111 punto simple entonces son equivalen/es: 

a) pes un punto de inflexión de C 

b) O(H(p))>O 

e) H(p)= O 

Demostración: pes un punto de inflexión ~s~2 ~0(11) =s-1 >0 ~H(p) =O • 

Corolario: Si pes punto simple de iriflexión, entonce.•· pe C n V(ll) 

Lema: SI pes un punto singular de J, ellfonces pe V(/I) 

Demostración: Supongan1os que C = V(I•); entonces si p es un punto singular de F, 
tenemos queF(p) =F1(p) =F2(p) =0 y por lo tanto: 

H(p)= (11-1)
2 

x! 

11~1 F(p) 

F1(p) 

F2(p) 

F1(p) F1(p) 

F11(p) F11(p) 

F11(p) F21(p) 1 

o o 
= (n- I)' O F11(p) 

x' 0 O F12(p) 
F1~(p) 1 =O 
F21(p) 

Teorema: El número de puntos de i1iflexió11 /esta dado por la siguiente 
fórmula: 

i=3n(n-2)-T.01(/I) 
I 

• 



en donde I corre sohre lodos los luxares con centro en un pulllo singular. 

Demostración: Si consideramos nuestra curva dada por un polinomio homogéneo F de 
grado n, entonces el grado deFy con i,j e {0, 1,2) es n-2 y por Jo tanto el hessiano esta 
dado por un polinomio homogéneo de grado J(n-2). de donde podemos concluir que el 
número total de intersecciones contanto multiplicidades de V(F) n l'(H) es 3 n(n-2). 

SS 

Por otra parte si pe V(F) n l'(H) , entonces p es un punto simple de inflexión o un punto 
singular de F y por Jo tanlo : 

Jn(n-2) = If.O(H(I) =1jO(H(/1l+FJCH(/,)) 

en donde /1 son Jos Jugares con centro en un punto simple de inflexión y/, son Jos Ju­
gares con centro en un punto singular. Claramente i =T. O(H(/1)) y despejando obtenemos 

1 

el resultado. • 
Teorema: (Fórmula de Plilcker) Si en 1111a cun•a C = V(F)<ólo tenemos como 
puntos singulares nodos o crispides simples, entonces el 111imero de puntos de 
iJ!flexión i está dado por la siguiente ecuación: 

i = J11(n-2)-6N-BK 

en donde N es el 11rimero de nodos y Ke/ nrimero de cúspides simples. 

En la demostración sólo utilizaremos nodos o cúspides simples, por Jo cuál, abusando del 
lenguaje les llamaremos simplemente nodos y cúspides. 

Demostración: Análogamente a lo que hicimos en la sección anterior, basta con calcular 
cuanto vale O(H(J)) cuando 1 es un lugar con su centro en un nodo o una cúspide. 

Consideremos primero 1 un lugar con centro en un nodo entonces como vimos en lasec­
ción 1, podemos considerar a f de Ja siguiente forma: 

fix,y) =ao,y2 +a11xy+g(x,y) con a(g) ~ 3 yª""º 

Para calcular O(H(I)) necesitamos estudiar el comportamiento de g. En general g tiene Ja 
siguiente forma: 

g(x,y) = a30x' +a21x'y+a12xy' + a01y 1 + q(x,y) con d(q) ~ 4 

Para calcular el orden de h calcularemos primero las siguientes parciales. 
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2) h =au.r+2ao,y+a,..r1 +2a11.ry+3a01y1 +q, 

3) J .. =6aOJ.r+2a11y+1¡,, 

4) J,,, =a11 +2a11.r+2a,,y+q,,, 

S) J,,.=2a01+2a12x+6ao,Y+q,, 
Por otra parte, corno 1 es un lugar con centro en un nodo, tiene una pararnetrización: 

x=tyY=t'+·· 

Si q"' O, entonces el grado de q es mayor que cuatro y por lo tanto tenernos : 

01(q,), Oi(q,);;, 3 y01(q,.), 01C<fo), 01(q . .,);;, 2 

de donde deducirnos que: 

01(/,) = 01(a11y+3a30x' +2a21xy+a1v" +q,) <! 01(a11y+3a"x') = 2 

01(/,) = 01(a11.r+2ao,y+a21x' + 2a12.l)')" 01(a11.r) = 1 

y de hecho tenernos que 01({,) = 2 siª" ., _3ª" y 01(/,) = 1, dado queª" "'o . por 
lo cuál: 

01(.(if,,.) = 2 + 2+01(2002 + g,,) "4 
01(],f,f,,.) "2+ 1 +01(a11) =3, dado quea11 "'O 

01(/'.,Jn) =2+01(6a30.r+2a21y) <! 3 

en donde 01({.,fxf.,,) = 3 siª" *-311Jo y 01<fJ,.) = 3, en caso de queª'º"' O 

Dado que no puede suceder sirnultaneamente que a,, =-3a30 yª'º= O tenemos: 

01(11) = 01(-fJ,,+2/J,J,,-fJ,.) <! minl01(-fJ,,J,01(2!J"J.,,),01<1'J.u)} =3 

Observemos que los coeficientes de los sumandos de orden 3 estan dados por. 

a¡1(a11 +3ao3) enfJ:Jxyya¡,6a,oenfJ,, 

que son claramente distintos y por lo tanto de da la igualdad. 

Si en el origen tenemos una cúspide, entonces sabemos que existe un lugar con centro en 
el origen, parametrizado de la siguiente forma: 

i=t' yy=t'+ 

y podemos pensar a f de la siguiente forma: 

fl.r,y) =y' +¡¡(x,y) con d(g);;, 3 

De hecho como f( 1) =O podemos reecribir la ecuación anterior: 

j{x,y) = a02y1 - ao1.r3 + )j!(X,)') + q(x,y) 



en donde p(x,y) =a12x' +a21 xy+a"y' 
il(r¡)<!4. 

y por lo tantoes homgeneo de grado 2 y 
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Para calcular el hessiano observemos las siguientes propiedades de p y q en caso de ser 
diferentes de cero 

Como pes homogéneo de orden dos, entonces p, y p,. son homogéneos de grado uno y 
p,,,p1, y p"' son homogéneos de grado cero. Análogamente, como q tiene por lo me­
nos grado cuatro, podemos concluir que q, y q, son ho'llogéneos de grado tres y 
q,,,q,,. y q,,. son homogéneos de grado dos. 

Por lo tanto: 

01(q,), 01(q,) 2: 6 y 01(q,,), 01(q.yJ y 01('/}y) "4 

Calculando el orden en las parciales obtenemos que: 

01if,) = 01(-Jao1r1 t Jp,+ q,);;, 01(a01x1) = 4 

01ify) = 01(2ao,Y+p+yp, +<¡,) "O¡(Ulll)') = 3 

01if.u)=01(-6ao1x+yp,,+qa) <! O¡{a.,x) = 2 
01if") =01(p,+;1>,,, +q")" 01(p,) = 2 

01(f,y) =01(2a02 +2py +p,, +q,.) "01(ao1) =O 

y de hecho, comoao1 yªº' son diferentes de cero, tenemos que: 

011f,)=4, Oi(f,.)=3, O,ifn)=2, y01r/,.)=O 

Por lo tanto: 

01(/1)=01(-fJ,,.+2f,J,J,,-f'J,,)" min{S,9,8) =8 

ya que los monomios de grado 8 son(-3a0lx)1 en-f,f,. y (2a02)2ao1X)'1 enfyf,, no 
se cancelan y se da la igualdad. 

Por lo tanto si queremos contar el número total de puntos simples d inflexión en el caso en 
que sólo tenemos nodos o cúspides tenemos: 

1=311(11-2)-6N-8K 

• 
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Sección 3: Ejemplos: 

En esta sección calcularemos Ja clase y Ja inflexión en algunos casos concretos. 

Ejemplo 1: La cúbict1 dacia como lm cerOJ defl.x,y) = y-r3 tiene clase 3 y 
rm sólo punto de iriflexión. 

Demostración: Sea F el polinomio homogéneo asociado a f, entonces: 

F(xo,X1,X2) =x1x~ -x~ 

Juego: 

Fx0 = 3x~, Fx1 =X~ Y F,1 = 2x1X2 

de donde concluimos que para que las tres parciales sean simultáneamente cero necesita· 
mos x0 =x2 =O y por lo tanto Ja curva tiene un único punto singular que corresponde al 
punto (O: O: 1). 

Observemos que este punto corresponde al punto al infinito en Ja dirección del eje Y y 
que es el único punto al infinito del planoxy en F. 

Para ver de que tipo de singularidad se trata. sea: 

g(xo,r2)=F(ro: 1 :.r,J=xi-x: 

Ja función que se obtiene a partir de deshomogeneizar en Jo segunda coordenada. Nuestro 
punto es el origen de coordenadas y claramente, con cenlro en él, tenemos un único lugar 
parametrizado de Ja forma: 

fO = 12 yXi=13 

y por Jo tanto concluimos que Ja singularidad es una cúspide. 

Aplicando las fórmulas de Plücker tenemos: 

111=3(2)-3(1)=3 y i=J{J)-8= 1 

El ejemplo anterior resulta un caso particular del siguiente ejemplo: 

Ejemplo 2: Sólo existt!IJ tres tipos dislilllo.\· de cúbicas irreducibles de clase 
6,./ oJ y con 9,3 o/ ptmlosde i11jlexió11 re,\pectimmente. 
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Demostración: Para demostrar el ejemplo seguiremos varios pasos Observemos que la 
demostración se reduce a demostrar que dada una cúbica esta es lisa o tiene un único pun­
to singular de tipo cúspide o nodo; dado que si lo demostramos aplicando directamente las 
fórmulas de Plücker' obtenemos el resultado. Entonces nuestros pasos a seguir serán de­
mostrar que a lo mas tenemos un punto doble y después demostrar que de existir debe ser 
un nodo o una cúspide. 

Sea C = V (f) una curva cúbica con u(/)= J. 

Paso 1 : Cualquier clihica irreducihle sólo puede tener por singularidades a 
puntos doh/es. 

Demostración: La demostración de este paso se sigue directamente de la siguente obser­
vación geométrica: 

si la cúbica tuviera dos puntos dobles entonces la recta que los une cortaría a la cúbica en 
cuatro puntos lo cual sólo es posible si dicha recta es una componente de la cúbica contra­
diciendo que esta es irreducible. 

Paso 2 : Dada una ctihica ireeducih/L• sus puntos dobles so1111ecesariame11/e 
cúspides o nodos. 

Demostración: Para la demostración de esta afirmación daremos dos demostrnciones que 
ejemplifiquen el uso el concepto de lugar. 

Primeramente daremos una demostración sin utilizar el concepto de lugar. 

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que en el origen de coordenadas tenemos un 
punto doble, entonces por la definición de punto doble si nuestra curva está dada como los 
ceros de un polinomio f, tenemos que el desarrollo de f {1t,¡tt) en serie de Taylor tiene la 
si¡,'lliente forma: 

}{'Al, µ1} = (a'A 2/n + h'Aµ/ ~+eµ 2/,,.) 12 + · 

en donde al menos uno de los coeficientes a, b o e es distinto de cero 

Sin pérdida de generalidad, supongamos que la recta Y= O es tangente a nuestra curva en 
el origen; entonces, queremos queµ= O sea raíz de a'A 2/., + b'Aµf~· +eµ 'J,,. , lo cuál 
sucede sólo si a= O. Por lo tanto, podemos considerar: 

J!Ñ,µIJ = (h'Aµ/~· +cµ'.f;y)t' + · 

ESTA TESIS t~ij OfBE 
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Si h =O tenemos que µ=O es una ralz doble, es decir, tenemos sólo una tangente, mien­
tras que si h "#O, entonces tenemos dos raices distintas y por lo tanto dos tangentes distin· 
tas. 

Puesto que fes un polinomio cúbico, entonces en el desarrollo en serie de Taylor de 
f(l.t,µt), el coeficiente de 1' es diferente de cero y por lo tanto las tangentes conan en tres 
puntos, de donde concluimos que si b =O, entonces tenemos una cúspide y si b "#O ten­
emos un nodo. 

La segunda demostración la haremos usando el concepto de lugar. 

Si en el origen de coodenadas tenemos un punto doble, entonces todas las rectas que pasan 
por el origen, excepto sus tangentes conan a este en dos puntos lo cual nos implica que la 
suma de los ordenes de los lugares con centro en el origen debe de ser dos y por lo tanto 
tenemos dos posibilidades dos lugares de orden 1 o un lugar de orden 2. Además, como 
nuestra curva es cúbica, entonces las tangentes conan, a lo mas, en tres puntos, lo cuál nos 
implica que la clase de los lugares debe ser uno, es decir ,tenemos un nodo o una cúspide. 
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Apéndice 

En este apéndice demostraremos el siguiente teorema, usado en la teoria: 

Teorema: Sea F 1111 polinomio homogéneo c/,• grado n y H(x) su he.\·."iiaua eu. 
lollcl!S tenemos la sig11ie111e igualdad: 

H(x) = Fo1 F11 F12 = j,\ F11 F12 1~: 1 ' 
1 

Foo Fo1 Fo2 11...!Lf F1 F, 1 

Fo2 F12 F22 F2 Fu F22 ° 

Demostración: Por el lema de Euler tenemos las siguientes ecuaciones: 

x1F1=1ú•-x1F1 -x2F2 yx0Fo1=(11- l)F1-x1F11-x2F21 

de donde si definimos A= 11- I , tenemos las siguientes igualdades: 

1) x~Foo =xo(AF0-x1Fw-x2F,o) 
=AnF-2Ax1F1 -2Ax2F2+xlF11 +xlF22+2x1x2F12 

2) -x:F,, =-(AVi -x1F11 -x2F12)2 

=-A'Fl+2Ax1F1F11 +2Ax2F1F12-xlFl1-xJF12-2x1x2F11F12 

3) -x~F,, = -(AF2 -x1F12 -x2Fi2)2 

= -A'Fj +2Ax1F2F12 + 2Ax2F2F22 -xlFl2-xJFJ2-2x1x2F12F22 

4) x:FotF02 =(AF1 -x1F11 -x2F12J(AF2-x1F12-x2F22) 
=A'F1F2 -Axtf'1F12 -Ax2F1F22 -Ax1F11F2 +Ax2F2F12+ 
+x1x2F12F22 +x1x2F:2 +xiF12F22 +x~F11F12 

Como 

x:H(x) =xlWooF11F22 -F0-0Fl2 -Po1Fi2 -F11f!2 +2FotF02F12) 

tenemos que: 

x:H(x) =A'(]FF11F22-;'¡FFl2 -FlF22-FlF11 +2F1F2F12) 

y por Jo tanto: 
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y por Jo tnnto: 

1 

F F1 F, I ¡n-1)2 
H(x)=-;¡- F1 F11 F12 

F, F12 F,, 

• 
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