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Introduccion:

El objetivo del presente trabajo es dar una demostracion de dos formulas de Pliicker que
nos permiten obtener informacion global sobre las curvas planas utilizando como herra-
mienta las series formales y especificamente el concepto de /ugar .

Las formulas de Plicker que se demostraran permiten calcular lackise y el nimero de
puntos de infexion de una curva. Tanto laclase como el nimero de puntos de inflexion
son conceptos con los que se ha trabajado indirectamente sobre todo en los cursos de
célculo y geometria. A continucaion daremos una idea del problema, para lo cual daremos
una definicion provisional de dichos conceptos.

Definicion provisional:

a) La clase de una curva esta dada por el ntimero de rectas tungentes a la
curva que pasan por cualquier punto fuera de ésta,

b) Aquellos puntos donde se anula el determinante de la segunda derivada les
llamaremos puntos de inflexion.

Nuestra definicion provisional sélo funciona de manera correcta en el caso en que nues-
trag curvas sean irreducibles y no contengan puntos singulares. De hecho en este caso cal-
cular 1a clase y el numero de puntos de inflexion es relativamente sencillo.

Si tenemos una curva lisa e irreducible definida como el conjunto de ceros de un polino-
mio homogeneo F entonces calcular la clase se reduce a contar el nimero de puntos de in-
terseccion de cualquier recta tangente, que pase por un punto p, con la curva.

En los parrafos a continuacion consideramos cierto el teorema de Bezout, que dice, que
dadas dos curvas definidas como los ceros de polinomiuos p de grado ny q de grado m
respectivamente, el numero de interseccion de ambas curvas es mn

Cualquier recta tangente tienc una ccuzcion de la forma?: < VF,p>=0 por lo tanto si el
grado de F es n el grado de T es n-1 y como la curva es lisa ¢l niimero de intersecciones
de Fy T es exactamente n (n-!) y e! problema se termina.

Por ejemplo podemos pensar en una circunferencia, su polinomio es de grado dos y por lo
tanto su clase es dos. Lo cual es un resulatdo conocido de geometria euclidiana e inclusive
sabemos como trazar las tangentes con regla y compas,

Para analizar ¢l caso de los puntos de inflexion observemos que la matriz de la segunda
derivada es de la forma:



Fu I Fy

F Fn Fy
Fo Fu Fn

y como cada parcial tiene grado n-2 y cada sumando del determinante es producto de tres
parciales, concluimos que el grado del determinante es 3(n-2) y por lo tanto el nimero de
puntos de inflexion es In(n-2).

Como se puede observar el problema en realidad surge cuando admitimos singularidades
en la curva.

Al admitir puntos singulares, admitimos puntos que al tomar la interseccion de las curvas
los contamos como varios y por lo tanto tanto la clase como el nimero de puntos de in-
Slexion es menor.

El trabajo consiste por una parte en redefinir estos conceptos de tal forma que puedan cal-
cularse en curvas singulares y por otro en dar esplicitamente los formulas que permitan
dicho célculo, Primeramente daremos formulas generales para curvas con cualquier tipo
de singularidades y después formulas concretas para el caso en que tengamos nodos o
cispides simples.

Se desprende de los parrafos anteriores que el trabajo, es en realidad, un estudio de algu-
nos aspectos de las singularidades de una curva, en especifico nos interesa dar una defini-
cion adecuada de tangencia y para esto necesitamos una buena definicién de interseccion
de curvas de tal manera que valga el teorema de Bezout.

Vamos a dar una definicion adecuada de interseccion de curvas en el sentido de que si
tenemos un punto multiple en la interseccion de las curva, punto que en cierto lo estamos
contando varias veces en la curva, entonces contemos las intersecciones en ese punto tan-

- tas veces como si tuvieramos una intesscccion por cada vez que contemos el punto en
cada curva, es decir si en una curva lo contamos tm veces y en otra n veces entonces conta-
mos mn intersecciones en él.

Para definir tangente utilizaremos el hecho de quu si en un punto de una curva tomamos
todas las rectas por €, entonces la multiplicidad de la interseccion de la curva y las rectas
en ese punto es siempre el mismo cxcepto en las tangentes donde es mayor; intuitiva-
mente podemos pensar que la tangente es el resultado del limite de comprimir varios pun-
tos de interseccion en uno y por lo tanto en este hay mas intersecciones. Entonces
podemos definir las tangentes a un punto como las unicas rectas que intersectan en este
con multiplicidad mayor que la multiplicidad con que corta una recta cualquiera.

Con esta idea de tangencia podemos redefinir la clase. Llamemos la clase de una recta
tangente a la diferencia de 1a multiplicidad de interseccion de ésta y la de una recta cual-
quiera, entonces podemos redefinir la clase, de una curva, como la suma de las clases de
cada tangente. Con la salvedad de que si una recta tangente s multiple sumamos su clase
tantas veces como su multiplicidad. Una idea de porque esta nueva definicion generalizaa
1a anterior es d ar que en Juier punto no tar que no sea de inflexion la
clase es uno (es ¢l limite de dos puntos que se juntan) y en cada punto sélo existe una tan-
gente, por lo tanto en una curva lisa debe haber n (n-1) tangentes distintas de clase uno y
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por lo tanto la clase de la curva es n (n-1) . Podemos hacer algo semejante con los puntos
de inflexion redefiniendo punto de inflexion como un punto simple en que la clase de su
tangente es mayor que dos.

Nuestra definicion de interseccidn de curvas, se basa principalmente, en generalizar el
concepto de desarrollo, alrededor de un punto, en serie de p ias de variable complej
Si consideramos el origen de coordenadas la idea es escenvial la sigui la mul-
tiplicidad del origen (el nimero de veces que corta a una recta no tangente) esta dado por
el orden del cero del desarrollo en serie alrededor de él y por lo tanto se puede definir in-
terseccion de curvas como la suma de los productos de los ordenes de los ceros de los
puntos de interseccion.

El problema es un poco mas complejo porque puede haber puntos donde el desarrollo no
sea Unico, en cuyo caso debemos sumar los ordenes, pero para esto debemos precisar que
entendemos por tencr dos desarrollos distintos. Para esto definiremos una relacion de
equivalencia entre los distintos desarrollos alrededor de un punto y a las clases les llama-
remos lugar, ial la clase de equivalencia esta dada cuando dados dos desar-
rollos uno se puede obtener del otro con un cambio de variable a precisar. .

Para poder desasrollar el concepto de lugar definiremos formal serie de p

con coeficientes en un campo y describiremos sus propiedades algebraicas que son en mu-
chos casos generalizaciones de las propieddaes bisicas de los polinomios. En especial nos
interesa demostrar que todo polinomio puede factorizarse como un producto de series for-
males.

La tesis esta dividida en dos partes, |a primera que incluye a los capitulos uno y dos, y
consta del desarrollo de la herramienta utilizada, desde la definicion de serie formal, hasta
Ia obtencion de algunos resultados importantes del concepto de lugar. La segunda parte,
integra los capitulos tres y cuatro, comienza con la definicién de tangencia y termina
enunciando y demostrando las formulas de Pliicker,

A lo largo de la tesis trabajaremos en un campo arbitrario K algebraicamente cerrado y de

caracteristica cero, y en cn el espacio proyectivo P*(K). Pensaremos en curvas irredu-
cibles dadas como el conjunto de ceros de un polinomio homogeneo o en ocasiones pen-
saremos en alguna representacion afin de la misma curva,



Capitulo 1 Series formales. Resultados basicos

En este capitulo describiremos ta teoria de las herramientas basicas que se usardn a o lar-
go del trabajo se trata de generalizar algunos de los conceptos basicos de los polinomios y
de las funciones analiticas.

Seccion 1: K[[x]] y K((x)}
Para nuestro trabajo consideraremos series formales de la formaao +ayx +ax* +.-- con

a; e K, un campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

Definicién: Dadas dos series formales /= ::21 ax'yg= Z:: hix!, definimos

las siguientes operaciones:

a) f+g=§l(a,+b,)x‘
- J
b) f-g= ljma,,. bax! =)§0(’§0 b

¢) siae K definimos of = g((xa,)x" .

Observemos que las operaciones de suma y producto antes definidas, no son mas que una
generalizacion de fas operaciones usuales de polinomios o dicho de otra manera, un poli-
nomio no es mas que una serie formal de las que acabamos de definir ,en donde casi todos
los sumandos son cero. En general, suprimiremos el punto para denotar un producto entre
dos series formales.

Al conjunto de series formales sobre un campo K lo denotaremos Klx])

Teorema: K{[x]] con las operaciones antes definidas es un dlgebra.

Demostracion: Ver que K1|x]] es un grupo abeliano bajo la suma se reduce a que K o es.
Simplemente tomando como cero a;Z':', Ox'ysif= ’Z:a ax' . vemos que tiene inverso dado



porg= lgo—a;x‘ . Es claro también, por la definicion de! producto por escalares, que
KI[x]] es un espacio vectorial sobre K.
Sean f= zlaa,-.\". g= Eob,x' yh= E.cc,x’; entonces:
on ki
V=% ¥ Z(Z aihir

- Lk
= L' I Labpon
= k0

o )k
&
=X Tar X brieri =
2 x* Zar L brices =figh),
lo que muestra la asociatividad del producto. Finalmente las propiedades distributivas se

siguen inmedi de las definici n

Observemos, que al igual que en los polinomios, podemos considerar a los escalares tam-
bién como series formales y que Ia definicién de producto por escalares coincide con la
multiplicacion, considerindolos como series finitas.

Definicién: Seaf= 5.‘0 aix'. Definimos el orden de f como la funcion:

i f#0dondei=min{j:a;+0)

0:Klx))»N zladaporO(/):{ - f=0

Considerando para cada i, e+ i =00 y eof = 0o, tenemos el siguiente resultado:

Teorema: El orden de f ¢s una valuacion, es decir:

a3) O(R) = 0(N+0(g)

b) O¢/+g) 2 min {O(N,0(g)} .
Demostracién: Si f6 g son cero, los resultados se siguen de la definicion de las opera-
ciones con e,



Secan f= '5;3) ax'yg= ’g bix! con n = O(f) y n=0(g); entonces podemos escribir
fe= k%}a,hjx’ conizmyj2n yporlotantoi+j2m+n, de donde concluimos que
Ofg) 2m+n Dado que la otra desigualdad es clara, tenemos el resultado de la parte a),

Si m < n entonces;

O(f+8) = 0(@mx™+ - +an +by+--) =m = Off) = min {O(), O(g)}
Sim=n entonces:
Of+£) = 0(cm+ba)x™ +---) 2m = min {O(f), O(g)}

y de hecho la igualdad se da siempre quean # by . g

Corolario: K[[x]] ¢s un dominio entero.

Demostracion: Ya demostramos que K[[x]] es un anillo, claramente conmutativo, por lo
tanto basta demostar que no tiene divisores de cero. Sify g son distintos de cero entonces
existeniy j tales quei=0(f) yj=0(g) yporlotantoOy) =i+, ,de donde concluimos
que el coeficiente i+j-ésimo del producto cs distinto de cero y por tanto el producto tam-
bién lo es.

Denotaremos, al campo de cocientes de K[{x]], como K((x)).

Para extender el concepto de orden de K[[x]] a K((x)), demostremos los siguientes resul-
tados.

Lema: Son equivalentes:
a) f= ga,x' es unidad en K{[x]]
b) au esunidad en K

¢) O(N)=0
Demostracién:
a=s b) Es claro.

b =5 a) Vamos a construir el inverso de f, Si definimosg = Eo bix'  tenemos;

(ia;x’)(ih,x’):l o dobo= 1y Voot dobyt--+anko =0,
=0 =0

Por lo tanto para que g sea inverso de f es suficiente tener las sighientes igualdades:
@b+ F0abo
~Alribtaty

bu=T,IT,'ybl:=



¢ & b)Se sigue inmediatamente de la definicion de orden. g

Teorema: Si f+0 € K((x)) entonces existe un tinico entero k tal, que
fx)=x*g con g unidad de Kl]x]].

Demostracion: Si fe K((x)) entonces f= £ cone,he Klix]l y/h#0.Sea O(h) =1, en-
tonces:

bi#0yhix)= ‘)3 byl =x! Eb,x“’ =xg(x) con g(x) € Kl[x]).

Como b; # 0, tenemos que O(q) =0y, por el lemag(x) es una unidad. por consiguiente
existe p(x) tal quep(x)q(x) =1y sij = O(c) entonces:

g ext yp(-);)-_; entt
e _H M _ 5 Fentd = ¢t
SO = 5= = e = Zent =x,

donde O(g) = O(p) +O(co +---) =0+0 por lo tanto g es unidad.
con el fin de demostrar la unicidad supongamos quef=x*g=x'h entonces
k+0=0(f) =140 de donde conctuimos que } =k y por lo tanto para que se de la igual-

dad es también necesario que g=h g

Definicién: Dadn f# 0 € K((x)), al entero k del teorema anterior le llamare-
mos el orden de f.

Es claro que esta definicién generaliza nuestra definicion anterior.

En el trabajo que se va a desarrollar nos proponemos estudiar curvas vistas como los ceros
de polinomios homogencos en tres variables o deshomogencizdos en dos variables, por lo
cufll nos interesa estudiar como generalizar nuestro concepto de serie formal para que nos
sirva en dos o mas variables .

Para poder generalizar a dos variables, debemos primero definir las series formales con
|

raci y en cl i capitulo estudiaremos el concepto de parametriza-

f
cidn.

. I .
Podemos construir series formales enx~ de manera analoga a las series formales en x,
es decir series de la forma:

- 1Y

z a,(x g )

0



Para darle sentido a estas nuevas series formales definamos las siguentes operaciones con

el simbolo formal x+ .

L T
XT=x, (%) =xt yx® = ety
Observemos que estas operaciones son esencialmente las leyes usuales de los exponentes

hal s odad, 21

y servirdn para que estos si tengan prof
solucién a una ecuacion de la formay" —x=0.
De manera andloga a las series de K[[x]], tenemos la siguiente definicion.

Ll
a definire™ como una

Definicién; Dadas dos series formalesf= ‘):Zlm(x%)' y ;‘Eo b,(x%)’ defini-

mos las siguientes operaciones:

8) frg=Elat b))
- i Ly
b) f'g='§0}§0"/bu(r~)

¢) Paracadace K definimos af:éaa,(x'?)‘ .

De manera total anéloga a lo expuesto anteriormente se demuestra que las series en

x* forman un &lgebra sobre K con las tres operaciones y un dominio entero con la suma
y cf producto al cual denotaremos Klie® 11 Al campo de cocientes de K[f¢* ] lo denota-

remos K((x* )).

Seccién 2: K{{x}}

En la seccién anterior definimos a las series formales y sus cocientes en cualquier poten-
cia racional de x, en esta seccion estudiaremos un campo que contiene a todos los ante-
riores, con la caracteristica especial de ser algebrai cerrado. Esta tltima propiedad
serd fundamental en el resto de la tesis.

Claramente la familia F = {K((x*))};l, esta parcialmente ordenada, con el orden dado

por 1a contencién como conjuntos, més atin, tenemos el siguiente lema;
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Lema: La parefa{F, o) forma un sistema dirigido en el que los morfismos

o K((x{')) - K((x} )} estan dados por la inclusion cuando j divide a i

Demostracion: Como para toda r tenemos (xJ~‘)’ =x*, entonces I\’((x*)) :K((x* )y

por lo tanto dados m y n cualesquiera, tenemosl(((.rj;)) y I(((.\'?I-')) c I\'((xJ'-“')) , lo cual
demuestra que F ¢s un conjunto dirigido.
Se verifica de inmediato que o es la identidad y que o = aye oty Lo cudl termina la

demostracion. g
Utilizando la propiedad universal del limite directo se siguc inmediatamente de haber es-
cogido como nuestro orden la contencion, la siguiente igualdad:

lim{K(@*))} = O K(x*).

Definicion : Denotaremos por K{{x}} al@}{l(((x%))] .

Para evitar confuciones en adelante ,denotaremos con letras testadas, a los elementos de
K((x}). . '
El resto de la seccién lo dedicaremos a demostrar el siguiente teorema que es la base de
gran parte de las demostraciones posteriores en cl trabajo.

Teorema: K{{x}} es algebraicamente cerrado.

Demostracién: Para demostrar el teorema, daremos un algoritmo que nos permitir en-
contrar una raiz para cadafe K{{x}}[y] .

Para efectuar la demostracion seguiremos cuatro pasos . El primer paso es un esbozo de la
forma en que se construye la raiz, hecho en base a observar las condiciones que debe cum-
plir, en el segundo, enunciaremos el algoritmo que nos permite encontrar los coeficientes
para cada término de la raiz y, finalmente en los pasos tres y cuatro demostraremos que el
algoritmo funciona de manera correcta.

Paso 1: Para demostrar que K{{x}} es algebraicamente cerrado, consideraremos un poli-
nomiofe K{{x1[y] y construiremosj & K{{x}} tal quef7)=0.
sea:

Sy) sag+aiy+-+ay”
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sid =0 entonces y =0 es una solucion se términa la construccion . Consideremos en-
tonces el casodg # 0y supongamos que tenemos una raiz;

F=euT+ex™ . cony;>0parai22.
Nuestro problema se reduce entonces a hallar Jos coeficientesc; y los exponentes y;;
para esto, definamos

Fr=cxlidox™hg..
tenemos entonces j =x" (¢, +y—|) y por lo tanto
)= 2 @M (c1+7i) = b a,c,x'" +g(7)

Como queremos que f{7) = 0+0x+ REN necmnamos que todos los coeficientes sean igual-
es a cero. En particular consideraremos los términos de menor orden en el desarrollo antes
descrito de fly).
Puesto que todos los términos en g tienen como factor a @x™*” | para algin i, todo
término en g liene orden mayor que algin término def{y) que no esteen g .
Por lo tanto, para hallar los términos de menor grado basta considerar:

w(x)= E armel,

St o, = 0(a;) , entonces nos interesa enwntmr los términos para los cuslese,+ iy, tiene
un valor minimo. En el caso de que el minimo se alcance en una tinica i, tendriamos que
ese término deberia ser igual a cero. Por lo tanto podemos suponer que existem 2 2 tal
que para los indices{iy, iz, iw} tenemos:

1) o, iy =0, +ixy) Vig conjike {1,--,mby

2) Cipimcapim sije {oeom) y e {10}

Como para cada exponente la suma de los coeficientes debe de ser igual a cero, tenemos
entonces

m__ i
L) =0
s
lo cuél nos determina un polinomio enc y por lo tanto tenemos dos ecuaciones, una en

¥: yolraency, lo cudl nos permite expresar el primer término dej.
Observemos que si sustituimos los valores obtenidos dec; y i enfy), obtenemos
" n_
SO =S (e 45D) = Zaichx +g(m) = L’
un polinomio del cual debe ser raizp1 y en el cual podemos reiniciar el proceso.
Para obtener cierta comodidad en los cilculos reiniciaremos el proceso en:
HFD)=xBfxMer+y) conB=ay+im yl Siysm
que claramente es cero sif{P) lo es. Inductivamente podemos encontrar .
Paso 2: En este paso vamos a describir un algoritmo que nos permite encontrar los expo-

nentes minimos de nuestro polinomio y poder asi encontrar los valores dey; yc) .Para
esto, utilizaremos el [lamado poligono de Newton.
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QObservemos que ¢l problema central, una vez definido w, se reduce a encontrar los mono-
mios en w que tengan exponente minimo para después plantear las ecuaciones cuyas solu-
ciones seanc, y i

Observemos que [a forma que ticnen nuestros exponenteso; +/y, corresponde a {a ecua-
cion de una recta en el plano o/, con una penclieme—.,lI . Mas aun, para cada ij si con-
sideramos fos puntos py = (0t;, ) y p2 = {a;,/) yalL como larecta que pasa porp) con
pendiente~3- entonces:

. . -,
W=t e N="gr e pre L

Como ademas queremos que el exponente sea minimo, es necesario que no existan puntos
entre el segmento de recta y el origen.

Real entonces la siguiente construccion: asignémosle a cada monomio de w un
punto (a1, 7} y tracemos las rectas entre los puntos de tal manera de que formen un poligo-
no convexo en ¢l que todo punto sea un vértice del poligono, o esté en la region delimita-
da por el poligono, opuesta al origen de coordenadas.

Finalmente para encontrarc, y ¥; , simplemente elegimos un segmento de recta, y ya que
todos los puntos sobre el segmento corresponden a monomios de exponente minimo ¢
igual entre si, resolvemos en estos monomios las ecuaciones parac y y; .

Observemos ademés que dado quey, >0, paran22  es necesario a partir del segundo
paso considerar las rectas de pendiente negativa.

Observemos también que la solucién paray; no necesariamente es unica, en realidad,
tenemos una para cada segmento de recta en el poligono, fo cuil era de esperarse, dado
que si nuestro polinomio es de grado n, puede tener hasta n raices.(ver el diagrama de la
siguiente pigina).

En los pasos siguientes demostraremos algunas de las caracteristicas del algoritmo que ga-
rantizan su funcionamiento.

Paso 3: En este paso demostraremos que a partir def; siempre existen segmentos con
pendiente negativa en el poligono de Newton.

Para demostrar lo anterior sea L el segmento de recta electo en el poligono en la primera
substitucion y seanp;,,-+-,p;, los puntos sobre L, de tal forma quei; Siz S-Sy ..

i

para simplificar la escritura en lo que sigue aremos las si
=Y ,ep=¢c,hi=hyir=s.

H tdad,
1g
5 b

Como K{{x}} es un conjunto dirigido, existe m minimo tal que :

aye K[[«=]]vy= 1040,

es decir, m es un coman denominador para todas lasay, correspondientes, de hecho m es
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a1
¢l minimo coman méltiplo de lasn; tales que @,  K[[(x™ ]}
. B .
Por lo tanto existe B; tal, que a; = -, y substituyendo tenemos que:
\-5s
T Tl T i - =1
Y= Tk S )=
ademas para cada = {is,---,i;-1} tenemos que;
y= Xm0 P
t~h  Mq
de donde concluimos que q dividea t-h y que por lo tanto, para cada t existe, tal que
t=qr,+h , por lo tanto, utilizando nuestra segunda ecuacion, tenemos que:
iy Iy
0=Xac'=%X
t=iy i

i
act et =ct T a(c)"
=i =

Definamos ahora el siguiente polinomio:

It
o)=L az™
=i

h

Observemos que ry =0y r, =%~ yademis dado queir iz S---Six  tenemos que
rnSry S--Sr, y porlo tanto concluimos que:
- h
o(0)#0ydp=
Por otrol lado tenemos también que:

0=;E‘a,c'=c"¢(c)¢:c=00¢(c)=0
{l

Puesto que nuestro campo es algebraicamente cerrado y estamos considerando el grado
minimo en al menos dos sumandos, deben de existir soluciones de ¢ diferentes de cero.
Elijamos una de ellas como nuetra solucién . Luego entonces ¢ debe ser raiz de ¢. Seapt
1a multipilicidad de ¢ , entonces :
$(z) =(z-c)*y(z) con y(c) # 0
Por otra parte, por definicion tenemos que:
Ny =fxxte+y) =xPA+B+C)
con:
A4 =}l2a,x”""(c +n), B= }':(rT, —ax)xc+y)'y C=)‘:a",x7(c+y| )
en donde t corre en el conjunto {i1,---,ix} y Ten su complemento.
Utilizando que § = y+ot; tenemos que:
A=ZapPc+y) =xPc+p)pletyn) = xMle+p)yivc+y)
Como  es un polinomio, podemos escribir;

A=xPehy(cy) +...

Y por lo tanto tenemos que:
S =Myt +- ) +xP(B+0)

13
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Por construccion, tenemos que los sumandos &t C y los sumandos de B ticnen orden
mayor que 3 por lo cual nuestro el c"\y(c)y‘,‘ es minimo en f; .

Por lo tanto si escribimos:
fitx,y)= E)”—L)'lx
tenemos que.
0By) = OlcPy(c) +--) =0
Ademds, por la minimalidad dec*w(c)y, , tenemos que para todaj <}, O(b—j) >0
a4
cuando p es por lo menos uno, entonces al menos ¢l segmento(0, bo}(1,by) tiene pen-

diente negativa. Si en algin paso del algoritmo, it fuera cero, entonces nuestra solucién
terminaria en ese paso, siendo de hecho solamente un polinomio.

Paso 4: En este paso demostraremos que, en realidad, las raices obtenidas con el algorit-
mo pertenccen a K{{x}}. Es decir, demostraremos que para cada raiz j que obtengamos
existe i con la propiedad de que:

- 1
JeKilx7 1l
En el paso anterior vimos que cn cada etapa del algoritmo podemos escribir;
Y=g con(p,q)=1
en donde m es minimo con Ia propiedad de que todos los coeficientesa; de f pertenecen a
K[[xi‘ 10. Por la construccion de nuestro algoritmo observemos que si en el i-ésimo paso
hemos definido cl polinomio f; entonces fii =xPfilx%(c;+y1))  por lo cual si los

coeficientes def; pertenecen a K[[xJ-' 1], también pertenccen los defi,y .

Por consiguiente para demostrar quey € K| [[xf 1] para alguna i , basta demostrar que
existe una etapa a partir de la cual q= 1, es decir, de hecho demostraremos que m = .

Ya que nuestro polinomtio tienc a lo mas n raices distintas, a partir de alguna etapa solo
podemos tener una raiz para yy una para ¢ y por lo tanto el polinomio ¢debe ser de Ia si-
guiente forma:

&(z) =(z— c)™y con y constante

de donde concluimos que:
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It
% a2 =yt gzl (o) 4o+ ppr(—o) 4 ek
=

como i1,y y ¢ son distintos de cero, tenemos py(~—<)"' # 0 y por lotanto gry = | de
donde concluimos¢=ri=1. g

4

Para finalizar con esta seccién i los si corolarios i iatos :

¢4

Corolario: Dadop e K{{x})[y] existen{jn,--.53} tales que
px,y) =ﬁ’['{(x ~y) conde K{{x}} yselgrado dep.

Corolario: Sip € K[x,y] existeal menosuny e K{{x}} tal, quep(x,5) =0

Observemos que en realidad el primer corolario es una nueva enunciacién del teorema y
el segundo no es mis que un caso particular del mismo; sin embargo los enunciamos de
manera expllcita por la importancia que tendrn en el resto del trabajo.

El primer corolario permitira una buena escritura para realizar las demostraciones de va-
rios resultados, el segundo es de gran importancia, dado que las curvas que estudiaremos
" estén dadas por los ceros de polinomios.

Seccioén 3: Derivacion

Para poder mas adelant diar ciertos plos, como la tangenci i defi-
nir en nuestras series una derivada. Ya que lo iinico que estamos pidiendo a nuestro cam-
po es ser algebraicamente cerrado y de caracteristica cero no necesariamente podemos
definir un concepto de limite, mis sin embargo definiremos nucstras derivada formal-
mente demostrando que cumple las propiedades bésicas de una derivacion!

! Se puede definir una norma cn las series formates de ta sigulente manera: || § = 2% y con ella definir
1a derivacién con resultados andlogos pero este métode no lo utilizamos por no concordar con la ténica
del trabajo.



16

Definicién: Seap = 2’ ax! |, definimos la derivada de p como la serie:

z ia,.\""
L]

Usaremos las notaciones usuales para denotar la derivada . Con el fin de demostrar que
realmente se trata de una derivacion tenemos el siguiente resultado:

Lema: sean p,q el de K[[x]]

W) o) =5p+ia
b) Lpg)=pq+qip
Demostracién: Seanp = }goa,x’ y q=§ob,x’ entonces.
Lp+q) = Litay +h)! =E)ia,xl +Eo””x’ =dpidy

con lo cual se demuestra la parte a del teorema. Para [a parte b,observemos las siguientes
igualdades:

q%p:éfo (,Z'.'O(H ])a,..b;.,)x’ =i§](§jnjb;.1_j)x’
y analogamente:
P3q =§o(/§(/+ Naiybp )X' =§L§(i+ t-Nagy bm-/)
de donde concluimos que su suma ¢s igual a:

if:o((n 1(@inbo +aohu + jé:l(i+ 1 —j+j)ly/)m-j}\" =
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='§(i+ 1) lﬁa,-lz,.,.,)x’: {;(pq)

Dado que en nuestro campo no tenemos necesariamente un concepto de limite en general,
no podemos definir la composicion de series formales, sin embargo si podemos enunciar
el siguiente lema que en cierto sentido generaliza la regla de la cadena,

Lema: Seanp € Klx] y q € Kl[x]] entonces:
20i9)= (&0 )@ka

atién: Primero d aremos, por induccion sobre n, la siguiente formula:

nld

dgn=ngm' Ly

Para n = 1, el resultado es inmediato. Supong que el resuitado cs cierto para todos
los valores menores o igules a » - 1 entonces;

L=l =g (%q) + q(jf;q’”' )

y, utilizando la hipétesis de induccion, cc

s que:
#a= (%q)(q'*‘ +qln- l)q“) =ng"'%q

"
Por o tanto sip = ’);‘,0 aix' , entonces

Lpig) = %@o ag! ) = ;‘:2) Log' = gtimq”)%q = (ﬁp)(q)%q
n

Cuando definamos el concepto de lugar en el proximo capitulo, estudiaremos mas deteni-
damente lo que sucede con la composicién de las series y hasta donde podemos generali-
zarla.

Una vez definida nuestra derivacion, podemos recuperar algunos teoremas bésicos sobre
las series formales que serin importantes en el resto del trabajo.

Teorema (Formula del binomio) : Si definimos
mol mmel) dmem)
n - n

- m
(l+x)"=Zax' = n;:[ ) ]
= i
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Demostracién:
(1+x)"= I.Eaa,x’
= %(l +x)"'=%§oa,x’
& m(l+x)™ = £ iapx!
=)
& (1+x) Siay' =m % ap’
0 0
o (i-ar +iay=ma,

@@= Eee sy

Aunque no podemos evaluar la seric en cualquier punto, si lo podemos hacer enx =0 lo
cual nos da:

ag=1"=]

y con esto se termina la demostracion. "

Lema:Seafix,y) = I amx"y™ =0 , enfonces si aoo=0 y alguno de los
i

coeficientesayw,ap  es diferente de cero, entoncesexiste un inico valor de y
tal que y se puede escribir como una serie de potencias dex con término
independiente igual a cero.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad, supongamosag # 0 . Como podemos divi-
dir entre —ag) , supongamos, de hecho, queao ==1 entonces:

0= S By =y + 3 X"y
M‘an,.,.xy -y + ajox ”E_la,.,. "y

y="§(”§)amr")v"

Por otra parte, si nuestro lema fuera cierto, tendriamos una ecuacion de la forma

y por lo tanto:

=Zhp!
)'E‘lf

y por lo tanto tenemos una ecuacion de la forma:
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Shxl=E (an,,,,.x")(z_‘ b,x')m
=l 0 ]

Igualando coeficientes, obtenemos de manera recursiva los valores para cadab;, en térmi-
nos de los coeficientes aum y los b; tales que 1 Sj <i .

Realizando algunos cilculos podemos ver de hecho que los coeficientes estan dadosde la
siguiente manera:

h] =ayo, I); =a;o+a||h| +amhf,*“,’),=ﬂm+ll||b}.| +'--+aq,'b'|'

]
Teorema : Si x=ao+any™ +dmyy™ + - con a0 emtonces po-
demos encontrar una expresion para 'y como una serie de potencias de

xX—dy.

0

L
Demostracion: Sea &= ( = ) , entonces si w, €s una raiz m-ésima de la uniad, te-

nemos » ecuaciones de la forma:

L
whE = )(l+"”’"y+ )

y dado que el lado derecho lo podemos desarrollar en serie, tenemos un desarrollo de la
forma —whE +y+cax?+---=0 . Porel lema tenemos que para cads raiz distintaw,
tenemos un desarrollo de 1a forma:

y=biwhE+bwhE + ..:}ga,(x—ao)’

Observemos que con estos teoremas podemos hacer que el algoritmo términe en un
nimero finito de pasos, es decir, si en algun paso del algoritmo/; cumple las condiciones
de fos teoremas de esta seccion entonces ya conocemos la serie solucién paraf; y por lo
tanto para toda la ecuacion.

Por otra parte, a lo large dc! trabajo vamos a utilizarcurvas definidas como los ceros de
un polinomio y nos interesara factorizar a éste enK{{x}}, lo cual lo podremos relizar con
alguno de los métodos descritos.

Seccion 4: Ejemplos.

En esta seccion veremos algunos ejemplos de como aplicar el poligono de Newton y algu-
nos otros de los resultados y métodos descritos en el resto del capitulo?
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Ejemplo 1: Utilizando el poligono de Newton caleular los primeros tres
t8rminos de una raiz de la eciacion fix,y) =y* —x? =5

L )
Observemos que en realidad las soluciones de f son Ex(1+x)* por lo cual podriamos
resolver nuestro ejemplo directamente al desarrollar el binomio.

Para calcular el primer coeficiente tenemos dos puntos(2,0)y (0,2), por lo cudl nuestro
poligono nos queda:

o

De donde podemos concluir quef=2+0, v = % =1yct—1=0yporlotantoc; =1

. Si elijamos ¢) =1 entonces:
L0 =x A 1430 =0+ 260 4y - X2 —x) =y 4 2p1-x

Observemos que, dado que sélo podemos tener dos raices, a partir de este momento sélo
podemos tener una raiz parayy c.

Considerando tenenios tres puntos (0,2), (0,1) y (1,0) nuestro poligono nos queda:

Por lo tanto P=1,y; =1y laecuacién 2c; — 1 =0, de donde concluimos que ¢z = -;-
Para obtener cl siguiente coeficiente definamos

So=x i+ =0 + (4 2+ dx

Finalmente para obtener el tercer coeficiente, consideremos los puntos (4,2), (0,1} y (1,0)
de donde obtenemos un poligono de ta siguiente forma:

! Existen algunas mejoras al algoritmo de Newlon que no trataremos en cste trabajo pero puede
consultarse en los ndmeros {2], [5] de 1a bibliografia
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o
por lo tanto Y3 = | y nuestra ecuacion para ¢y nos queda como %+ 2c3=0 de donde con-

cluimoscs = —% .

Por lo tanto nuestra raiz debe ser de la siguiente forma;

Qe L3,
.\'+2.\’ ﬂx +

Ejemplo 2 : Dadu fiy) = 2x" = 3x ¥y + xly -x¥y £ y1°  dar los
primeros coeficiemes de sus diez raices .

El poligono asociado a f tiene la siguiente forma:

y podemos ver que tenemos tres posibles caminos para hallar las raices, utilizando los

segmentos AR, BCy CDE .

Si consideramos el segmento 4B entonces Y=~ =1y la ecuacion para c tiene la si-
it 1053 P

guiente forma: ~*+1=0, de donde vemos que este segmento, nos determina cinco
raices de 1a siguiente forma:

3 L z
XVt dyxs +daxS 4+ Jeonod =1
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Si consideramos ¢l segemnto iC, entonces y= y la ecuacidn para ¢ queda de la

siguiente forma: ~¢* +¢? , pero como sé!o nos interesan las raices diferentes de cero, en-
tonces podemos considerar [a siguiente ecuacién: ¢*—1=0 y por lo 1anto tenemos tres
raices de la siguiente forma:

O @+dixt +.) donde @ =1

Finalmente, si consideramos el segemento CDE, entonces =3 y la ecuacion para obten-
er el valor de ¢ esc? —3c+2 =0, de donde concluimosc=1o0c=2 .

Por lo tanto tenemos dos raices de la forma:

B(l+dixt )y 2+eix+-)



Capitulo 2: Concepto de lugar

Seccién 1 : Parametrizaciones y definicién de lugar.

En lo que sigue denotaremos a los elementos deX1[x]] como # y utilizaremos x cuando

hablemos de variables, principal en los dos de las series formales.

Alo largo del trabajo trabajaremos con curvas irreducibles proyectivas definidas como el
conjunto de ceros de un polinomio homogeneo o con alguna representacion afin de la
misma curva. Denotaremos a los polinomios liomogeneos con letras mayusculas y a los
no homogeneos con mindsculas. Al conjunto de ceros de un polinomio F (o ') lo denota-
remos por V(F).

Abusando del lenguaje a lo largo del trabajo cuando hablemos de curvas nos estaremos
refiriendo a curvas irreducibles.

Normal cuando hablamos de parametrizar una curva pensamos en dar una funcion
def:K-K* o F:P(K)y-PYK) de tal manera que la imagen de nuestra funcion
sea la curva, O, dicho de otra manera, si la curva esta dada como los ceros de un polino-
mio en dos variables x e y, entonces considerar ax e y como funciones de un pardmetrot
de tal forma que el polinomio evaluado en 1 sea cero.

En este capitulo consideraremos nuestras variables como funciones de un parametro, pero
no en K si no en K[[x]], es decir a cada punto{xo,x;,¥2) en el plano proyectivo le aso-
ciaremos una tripleta de [a forma:

(%5, %1, %2) con ¥; & Kl[x]) para i={0,1,2
de tal manera que cumbla con la ecuacion del polinomo.
En general demos la siguiente definicion:

Definicion: Sea una curva C = V(F(xo,x1,%2)) en el plano proyectivo sobre
K un campo algebraicamente cerrado y de caracteristica cero,

Decimos que la tripleta{(%o,%7,%7)  con¥i € Kllx]) conforma una paramet-
rizacion de C si:

a) F(%,%1,%7)=0 donde esta evaluacion se realiza con las operaciones de
Ki[xy el cero es la serie cero.

b) Si no existe & con la propiedad de queesie K paracada0<i <2
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Para obtener informacion sobre la curva requerimos de cierta unicidad en nuestras para-
metrizaciones y para esto definiremos una refacion de equivalencia entre eflas.

Definicion: Una serie T ayx*  decimos que es reducible si existe un entero
=0

o # | 1al que o divide a todos los exy i cuyo coeficiente es distinto de

cero. En caso contrario diremos que es irreducible.

El siguiente lema se siguc inmediatamente de la definicion :
Lema : Son equivalentes :

a) Una serie % es reducible.

b) Existe wn mimero natural i > 1 tal que ¥ € K[[x'])

Definicién: S ¥ y { son el de K[[x]]) definidos como:

§=Zax'yi=Lbx conO(1)>0
=1 0
entonces definimos:

i(?):g::;i':goa,(gb,xf)

Observemos que la condicion de que el orden de’ sea mayor que cero es necesaria para
efectuar la substitucion de una serie formal cualquiera en otra. Dado que no necesaria-
mente tenemos en nuestro campo un concepto de convergencia si:

F=Xax'yi=3 bx'conb, #0
= =0
entonces:

-“‘(’)= ilhbo+a|b1x+-..
=0

alo cual no le podemos dar sentido sin un concepto de convergencia.




Lema: Tenemos las siguientes igualdades:
a) (F+7)E)=X(E)+F(3)
b) FP)E) =XCEW(E)
Demostracién: Sean &= 2 at = b bl yi= > e’ entonces tenemos que:
=) [~ [
- - ! - - i - -
F+73)= g:(](a;-%b,)(;.‘:l cjt/) =)§)”’(EI L‘Jl’) +E° b,(;.‘:l ¢ I/) =X2)+7(3)

lo cudl prueba la parte a del lema, para la parte b, basta demostrar que dadas dos series
cualesquiera i y ¥ y los escalares o y 3, entonces (oin)(B¥) = «Piv de ser cierto tenemos:

(az)b3) =aibt
y por lo tanto :
ey =(Fa )(E o' )= 2 anze=c0m

Sid=Zdfyp=Eed entonces:

=] =

MO0 =5 o [ E 88,4 | = o ! = oB(iv

(@7)(B7) ‘(ﬁ o )(Eo B ) JE 0y =B X adyt'= o)
con lo cual se términa la demostracion. g
Lema: Dada una serie® de ordenn > 0 existe ii de orden 1 tal que(i) = ¢

Demostracion: Como ef orden de® es igual a n podemos escribir:

E=MZax'yconag =0
0
y por lo tanto para cualquier seriefi = :):1 bix'con b #0  tenemos que:

- - LY - nf . - i
HH) =i Lai'= (Z‘n b,x!) (Eﬂa,-ﬁ') =x"(},‘l bjx’“) (Eu a,(')_:l b,x!) )

desarrollando en binomio de Newton tenemos que:
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@) =xn(b7a,, (BT o+ BT ) oo (BT B 4 P )

donde /; es un polinomo que depende dea, -+, an,by,--, by y por lo tanto si defini-
mos:

i
b =ag ba =~} a0) B ay, - by =~(bT  an) Py

tenemos la serie buscada. g

Definicién: Dados % y J el de K[[x]) decimos que son equivale si
existe te Kl[x]) de orden ! tal que(i)=3.

Antes de demostrar que la definicion anterior corresponde realmente es una clase de
equivalencia conviene hacer algunas observaciones. En primer lugar la clase de equiv-
alencia definida no es mas que un cambio de variable, si consideramos nuestras variables
en K[[x]].

En segundo lugar para que la substitucion tenga sentido, debemos considerarO(7) >0
pero para depurar nuestra clase de equivalencia y hacerla mas mancjable, conviene utili-
zar series irreducibles para lo cufl necesitamos queO(@7) = 1,dado que si:
F=Sax! =¥ # an §
¥ an/x y ! Eob;,,x conj22
entonces:
. (= (- - ;
=X a;(p}.‘,o I)ﬂ,x"’) =% a,x/’Lgbj.,x’)
=0 =}
y por lo tanto¥(7) € K[fx']], lo cual implica (/) es reducible.
Lema: El conjunto4 = {¥ € K[[x]] : O(¥) =1}, es un grupo bajo la composi-
cidn.
Demostracién: scan:
=Y axd 1= byt vie S el
H ;):Ia,x,y E]b;x yz E]c;x

s cualesquiera en A ent

i
s 5ol 5a0) o - =
@) Elal(z.‘lhﬂ) a|b|t+}§za1h}!’+£aly ed

lo cudl prueba la cerradura en la operacion de composicion.
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Para demostrar [a asociatividad, operemos con la composicién de la siguiente forma:
5000 = @' = Eai#en = Eaien=(Sar Jor = eone
Laseriex=te 4 que claramente es neutro bajo la composicion.
Finalmente si ¥ € 4, entonces O(F) = | y por el lema anterior exitei de orden 1 tal que:
iy =09 =
»
‘Teorema: La relacion anftes definida es de equivalencia.
Demostracion: Para demostrar que la relacion cs reflexiva observemos que?=ux es tam-

bién una serie formal y por lo tanto¥(?) =%

Para ver la transitividad scanf, p y £ serics formales tales que ¥ esté relacionado conp y
relacionado conZ entonces existen 7,7 € A tales que N =py i) =2 .

Como la composicion en A es asociativa tenemos;
2=3(n) = (¥(1))(@) =¥H@) =%P)con Ve A
y por lo tanto ¥ esta relacionado con z.

Finalmente para demostrar la simetria, supongamos ¥ esta relacionado con J entonces
existe # de orden | tal que ¥() =j. Dado que A es grupo existe# tal que #() =x entonces:

F = H(UiT)) = (FONE) = (@)
y por lo tantoy esti relacionadacon®. g

Definicion: Dos parametrizaciones (%o,%7,X2)y(a,¥1.52)  son equiva-
lentes siexiste i € A tal que Ti(h) =i .

Con lo visto anteriormente es claro que realmente es una clase de equivalencia.

Definicion: 4 la clase de equivalencia de parametrizaciones irreducibles de
una curva se le llamard lugar de la curva.

Puesto que en las series formales no tenemos un concepto de convergencia no podemos
asignar valores de la serie evaluada en un punto cualquiera del campo, sin embargo, po-
demos dar la siguicnte definicion:

Definicion: Dada una serie formal = Elm x|, definimos¥{(0)=ao .
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Definicidn: Dada una parametrizacion (¥5,%7,X3)  de una curva, defnimos
el centro de la paramerrizacion cama ¢l punto(%5(0),77(0),53(0)) .

Teorema:

a) Dado cualguicr representante de wn lugar ticue el ntismo centro, por lo
cudl en adelumte hablaremos del centro de wn lugar.
b £1 centro es un punto sobre la curva parametvizada,
Demostracion:
) Para demostrar este inciso solo debemos observar que dada una serie cudl-
quiera ¥ = 3.‘,0 a;x!, paracada 7 tal que O(1) = | tenemos:
F(i) = ag+ayi+ -y por lo tanto ¥(0) = (F(1))(0)
b) Sea C = V(I una curva definida por:
Forpxe, )= 2 X], ¥5x)
Jrres=n

sea X=(%, 7. %) una parametrizacion de Ia curva con:
fi=Zapx
o
entonces :
0=FX)= £ aey (£ aey (Z amy™y
W= T (Fawrt) (& onx) (2 ams")

= T dydpal, +Am © 3 didhal =0y A =0
Hiten

Hfroan

v por lo tanto (g, dor oz} € C -

Corolario: El centro de una parametrizacion perienece al plano.
En un sistema adecuado de coordenadas a cada curva proyectiva le pademos asociar una
curva en el plano afin, definida comoFix,y, 1) = fix,»)

Podemos de manera analoga a lo antetior definir el concepto de lugar en una curva afin,
en lo que sigue trabajaremos por igual tanto en el proyectiva como en ¢! afin.
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N ) Lot

Lema: En un sistema {o de coorde aramelrizacion es
quier px
equivalente a una del tipo:

F="yF=au™ +ay"+--con0<nyd<m<m<. -

Demostracién: Elijamos un sistema adecuado de coordenadas de tal forma que el centro
de la parametrizacion sea el origen. Entonces tenemos una parametrizacion del tipo:

Ti=Zax y i=Lb¥

tal t
como O(X)=n>0 existe una tal quex(u) =1".
Por lo tanto
E=f@=1"y y=pi

es la solucion buscada. g
Aunque el lema anterior es puramente técnico sera la base de gran parte de las demostra-
ciones del resto del trabajo dado que nos permite describir de una manera candnica los
lugares alrededor del origen.
Hemos visto que el centro de un lugar siempre es un punto de la curva, el inverso de este
teorema también es veradero. Su demostracion requiere de algunos resultados previos que
veremos a continuacion.

Teorema: Dado un polinomio P(x,y) a cada raiz§e Kl[x]} con OF) >0
corresponde un lugar de la curva con centro en el origen e inversamente,
dado un lugar (3,5} con centro en ¢l origen, determina O(%) ralces.

Demostracion: Seay unaraiz de P(x,y) y consideremos el minimo valor# para el cual

- i . .y
e K[[x ]} entonces podemos obtener un lugar con la parametrizacion:

I=sx"yy=j
Inversamente, si tenemos un lugar con centro en el origen, entonces podemos darle una
parametrizacion de la forma:
F=x"ypEap™ ™+
Por la definicién de lugar tenemos que P(¥,7) =0 y por 1o tanto si A es una raiz enésima
de la unidad, tenemos que cualquier serie de la forma  =j(Ax) debe de ser una raiz de P.

Por la forma en que esta parametrizado nuestro lugar, tenemos que todas las paramelriza-
ciones cquivalentes a él se reducen a substituir/=Av en la parametrizacion, de donde
concluimos que tenemos a lo mas n raices.
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Supongamos que dos raices distintas de la unidad), y A, determinan la misma raiz para
P, entonces: v ady' =ady

Como nuestras parametrizaciones son irreducibl qQueMCD {mny,m, -} =1
y por lo tanto existem & Z yenteros o, -, 0t tales que Zoymy = 1.

Por lo tanto :

Mo=AR oA Zom oy,

de donde cocluimos que nuestro lugar determina exactamente n raices. g

Teorema: Todo punto p de una curva C = V(P(x,y)) es centro de al menos un
lugar.

Demostracién: Dadop e C, podemos clegir un sistema adecuado de coordenadas de tal
forma que sea el origen. ComoK{{x}} es algebraiamnte cerrado, existe una serie formal
7 tal, que P(7) =0.Por el teorema anterior, dicha serie determina un lugar con centro enp
[

En resumen, hemos establecido una funcién entre los lugares de una curva y los puntos
de esta, de tal forma que a cada lugar de la curva le asociamos su centro. Dicha funcién es
suprayectiva pero no inyectiva.

En el resto del trabajo estudiaremos algunas propiedades de fos puntos de la curva a partir
de los lugares con centro en cllos y serdn especialmente importantes aquellos puntos que
son centro de més de un lugar,

Seccioén 2: Ejemplos

En esta seccion daremos algunos ejemplos de !a forma en que se relacionan las raices de
un polinomio P = P(x, y) visto como una serie formal en K{{y}}. Los ejemplos también
permitiran visualizar que la funcion que a cada lugar de la curva, le asocia su centro, no es
uno a uno.

Ejemplo 8z Construir un polinomio de tal forma que tenga dosraices que
determinen lugares distintos con centro en el origen
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Una mancra sencilia de tener un polinomio con dos raice manejables distinatas entre si,
€3 que una raiz sea el inverso aditivo de la otra,

Dado lo anterior definamos Plx,y) = (y~&)y +8) =y* ~&* condi = E)alx’

Para i fro ejemplo i que P sea un polonomio y por lo tanto es ne-
cesario pedir ademas que

@ lo sea, para esto, definamos & = (g(x))li con g un polinomio.
Claramente P resulve el problema, dade que tiene dos Jugares con centro en el origen,
parametrizados por:

E=l, g=al)y¥=tyy=-al) .
Mas adelante en el trabajo nos interesard’ en especial el caso particular en el que
g =x?+x* | el cudl defermina una curva con un nado simple en ef origen.
Pod fizar el ejemplo anterior dando ef siguiente

4

Ejemplo 2 : Construlr un polinomio de tal forma que tengal” raices que de-
tferminen2" lugares distintos.

Para este ejemplo simplemente construyamos el el siguiente polinomio:

Pixy) =yt -a¥ =M(y-E) con £ = 1 ya= u,'(x))?"", para algin polinomio g.

~ y andlog al ejemplo anterior t 1as sigui 2" parametrizaciones:
E=yyj=ta
En estos ejemplos podemos observar que el ndmero de fugares con centro en un punto es
fan grande como q s, Compl i a los efjemplos anteriores, el
siguiente:

Ejemplo 3 : Dar un polinomio que tenga 2" raices que determinen un tinico
lugar.

Con objeto de desamollar este ejemplo haremos una pequefia modificacion de los ejem-
plos anteriores.

Observemos que lo primero que necesitamos para que nuestras parametrizaciones sean
equivlentes es que lo sean sus¥ correspondientes. Dicho de otra manera pidiendo¥ = /"
podemos construir las parametrizaciones que determinen el mismo lugar.
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. . . » L
Para lograr lo anterior, requerimos que la serie solucion pertenezca a K{f¥* 1, lo cual

. . Lo =
sucede, obviamente, cuando las raices son de la formax> b conb € K[[1]] .
Por lo tanto, podemos dar como ejemplo, el siguiente polinomio:

Plx,p) =y* ~xa?" donde i = ((g(x))l‘_" donde g es un polinomio.
claramente P tiene 2" raices de la formay = X% y por lo tanto tiene un unico lugar
parametrizado de la forma:

=P yy=1a(*"y .

Utilizaremos mas adelante, en particular, ¢l casod=xy n=1, que se trata de una curva
con una cispide en el origen.
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Capitulo 3 Tangencia

Uno de los conceptos fund les de fa g ia es el concepto de tangencia. Estamos

brados a definir tangencia utifizando 1a herramienta del calculo con el concepto
de derivada, sin embargo esta manera de definirla es restringinda dado que en un punto en
que no exista la derivada pueden existir tangentes y sin embargo no estar definidas.
Ademas, al estar trabajando en campos arbitrarios, no necesarimente tenemos un concepto
de limite y por lo tanto de derivada.

En este capitulo daremos una definicion mas general de tangencia y para esto utilizaremos
las herramientas desarrolladas en los capitulos anteriores, especificamente la derivacion
formal de polinomios y el concepto de lugar.

Para entender el concepto de langencia y poderlo generalizar, estudiaremos primero el
concepto de interseccion de curvas, de tal manera de poder definir tangencia como un
caso limite de la interseccion.

Seccién 1: Interseccién de curvas.

En esta seccién daremos una definicion de interseccion de curvas que nos permitacontar
bien las intersecciones entre las curvas. Para dar esta definicion utilizaremos ¢l concepto
de lugar y después demostraremos que coincide con la definicién usual utilizando la re-
sultante.

Definicion: Sea /=(%,y) un lugar de alguna curva irreducible’C y seag un
polinomi lquiera, s definimos el orden deg enl,04(1), como el
orden de la serie g(%,57) .

Teorema: Sean Cy = V{flx,y)) y C2 = V(g(x,»))  curvas con un punto camm
p enlonces.

204 1)=E 04D

donde { son los lugares con centro en p

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, supondremos quep es el origen de coordena-
das y que el punto al infinito del ejeY no pertencceaCyniaC.

* Recuende el lector, que estamos considerando a lo Targo de! trabajo curvas irreducibles,
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demos escribir:

Como K({x}) es algebrai cerrado p
m — _ n _—
fEy)=1y-51) y glop)=I1~7)
Sean {/),l3,-+-,1;} los lugares de la curva C, con centro en p y supongamos que cada
lugar/; estd parametrizado de la siguiente forma:

E=x" oy 5"—';"1'1"]
Observemos que cada lugar{; determinar; raices de f, de la siguiente forma:
.. L
y= 2 a,x Mt
0

Sean o el exponente minimo de g y =0()), entonces para cada una de las r; raices
tenemos que:

Olglx, ) = &

y por lo tanto:
Ou(g)=0f =OfLte,57)

donde j corre sobre todas las rafces que determina el lugar/; .

Por lo tanto:

Lowg=xzofi=% Ol gtx.5,)) = 0(}:!' g5

de donde tenemos:

Ec. Og)=0 (ﬂ Ogx, 5N = 0((]1:{ EUTJ —5))= 0((}_1”‘_1'(17 )
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Dado que hay simetria en los argumentos anteriores entre fy g, concluimos que:

5,002,300

Definicion: Sean Cy = V(flv,y)y C2 = Vi(g(x,3)) curvas en el plano afin y sea
pe CinCy definimos la multiplicidad de la interseccion enp coma

% O

leCy

Es claro por el teorema anterior que nuestra definicion no depende de la eleccion deC) .

Aunque la definicion anterior parece artificial, se basa en el hecho de que el orden de una
serie, es Ja multiplicidad del cero como raiz de la misma, y por lo tanto el sumar los
ordenes de todas las series nos da la multiplicidad del origen en cada curva. El evaluar, en
el polinomio que determina Ia otra curva es por [o tanto contar cuantas veces esta en am-
bas curvas.

Normalmente la multiplicidad de interseccion se da en términos de la resultante, para de-

mostrar la consistencia de la definicion anterior i os varios resultados a continu-
)

acion.

Lema: Sean f= IE!(x -y)yg= ﬁ(x ~2)  dos polinomios; entonces la re-
7 fl

sultante con respecto ay, Ry(fg) =all(yi-z) .
1y

Demostracién: Sea F'= {l_(y; -2;), entonces es claro que F=0 si y solamente si
’)

tenemos raices comunes a f y a g, de donde concluios queF divide a la resultante; y como

el gradodeF es mn igual al grado de la resultante, tenemos el resultado. g

De hecho, el inverso del lema es también cierto e incluso algunos textos definen resultante
como ’ﬂj(y,-z} ) .

Teorema: Dadas dos curvas como los ceros de los polinomiosfix,y) y g(x,y),
tales que no tienen  intersecciones con el eje ¥ excepto el origen de

En esta parte de la tesis, suponemos, que ¢l lector conoce Ia definicion de resultante come delerminante
y desmostraimos que con esta definicion que ka resulante puede verse como cl producto de tas diferencias de
las raices de cada polinomio. El inverso también es cicrto pero no lo demostraremos en el trabajo. Para una
discucion mas amplia de Ia resultante vease [3] y {5} de la bibliografia.
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coordenaddas, entonces Ry(f,g) ticne a cero como una raiz de multiplicidad
igual al mimero de interssecciones de fy g.

Demostracion: Sean n'y m los grados de f y g respectivamente y sean {y(,-- vy} las
raices defy {zy,--,zm) las raices de g enK{{x}}

Supongamos que las raices estan ordenadas de tal forma que existan s y r tales que:
ISssnylsrsm
con la propiedad de que:

Op)=0si1SisSsyO()>0sis+1<isn

Oz))=0si 1 Sjsry0(z) >0sir+1<sjsm

Entonces tenemos que:

fen=fy-) flo-5) v g =flo-5) f o-5)

Luego entonces por ¢l lema anterior tenemos que:
R fihe,-z 0 @G- 0 g-5) 0 i @G-5
= - - i -
(. 8) H,_IU. z HMI(‘: zj)h”’,l()l Z ,_ww()t )

Como la multiplicidad de la resultante en cero esta dada por el menor exponente de sus
términos coincide con su orden. Pero:

ouithg = 01650+ ociTi-5y + o -5y + oo~
Abora bien, como O(7)=0=0(z), para i={l,--,s}yj={1,-~r} tenemos lo si-
guiente:

o<'§}"m-:7» = O(fj(ﬁ—:‘,» =0

"
Por otro lado, si O(IT(7% - ;)) > 0, entonces existen i, j tales, que 75,z tienen el mismo
i

término independiente, es decir Fi(0) =Z(0) =a, lo cual implica que e! punto (0,a) es
centro de los lugares determinados por§i y Z; y por lo tanto, es un punto sobre el eje Y
que pertenece a ambas curvas lo cudl por hipotesis no es posible.
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Por lo tanto:
()(Ih(ﬁg))=0(1'"[ ﬁ(ﬁ-«‘;)]=2(l'l(ﬁ-27))
Fare] prtl 1\ J

Lo cual sabemos por la demostraccion del teorema anterior que es igual al nimero de in-
tersecciones, g

Sabemos que en los puntos de interseccién de dos curvas sin componentes comunes la re-
sutante se anula; observemos entonces que el teorema anterior nos da un resultado mis
fuerte, nos da una forma de contar bien el numero de las intersecciones.

Seccioén 2: Definicién de Tangencia:

Para generalizar ¢l concepto de tangencia vamos a utilizar dos herramientas: la derivacion
formal y la definicion de interseccion de curvas de la seccion anterior.

Sea C=F{f) una curva en el plano afin y consideremos un puntop = (a,h) € C.

Sea L una recta cualquiera que pase por p, entonces L, esta definido por las siguientes
ecuaciones paramétricas:

x=a+Myy=h+ut
luego entonces las intersecciones de L y C estan dadas por las raices del polinomo:
fa+ i b+pn

A continuacion daremos algunos resultados que nos permiten estudiar el comportamiento
de dichas intersecciones,

Lema: [ {a + M, b + [i1) tiene un desarrollo en serie de Taylor, es decir,
Ja sisuiente ienaldad

& &

n if i .
fa+M b+ = L ,—‘{3 [ . J/,,,..,.(a, b)h'u“‘}'

Demostracién: Escribamos a f de la siguiente forma:

"
= o
Ay E(”?: ayxly
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Por lo tanto:

i i =l ol
[ s )/,.y..,(a, b)=( X )Jﬁn(a" nu-n'Tl U—l)q"'bHF”)

de donde tenemos que:

f i
( s )/"y"‘("-[’)=h§‘ (lllj( 5 ](T,‘.T,—_(,_—,,a"’b/‘“-ﬂ)
=X

_______ futp -(i~3)
e (“’l”u-,)v,- u—nlw-,)' e )

=X [a/ji!( ! ]( ‘j Ja"‘b"‘“”)
Ik s i-s

Por lo tanto:

n i i
G o)
sl L)
0 |0 et & =¥

f .
=X ay )E( )a"‘k’l‘ é(l )b"’u’l’
=1 =1

=‘£an/ (a+A)'(b+py =fla+ M, b+ 1)

Para generalizar el concepto usual de tangencia, demos la siguiente definicibin:

5 -4

Definicidn: Sea p = (a,b) un punto en C, entonces:

8) Liamamos la multiplicidad, del punto v, , al minimo indice para el cual
existe al menos una parcial no nula, en el desarrollo en serie de Taylor de
fa+hb+pn.
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by S

Vp =i I el poli

(il -] ¥

fx,+...+(ll ]/x*lij_‘lul"""*'fy':

en factores lineales ax+byy. A la cerradura afin, de cada linea definida
como los ceros de alguno de estos factores lineales, les lamaremos las tan-
gentesaC enp.

Definicion:
a) Sivp =1, diremos que p s un punto simple o regular de la curva.

b) 8i vp > 1 diremos que p es un punto singular o miltiple; sivy=2 le lla-
marentos punto doble, sivp =3 diremos que es un punto triple y asf suce-
sivamente.

¢©) Si un punto de multiplicidad r tiene r tang distintas le llamaremos un
punto singular ordinario. En particular si un punto doble tiene dos tan-
gentes distintas diremos que es un punio doble ordinario o nodo.

d) A los puntos dobles con una sola recta tangente les llamaremos ciispides .

€) Decimos que p es un nodo o unaciispide simple, si cada tangente en el
punto corta a la curva C en exactamente tres puntos.

) Llamaremos a C no singular o lisa en el caso en que na tenga puntos sin-
gulares.

Para generalizar nuestro concepto de tangencia a lugares utilizaremos ¢l camino dado por
el siguiente

Teorema: Sea p un punto pertencciente a una curva C; entonces el mimero

de intersecciones de todas las rectas I que pasan por p y no son tangente a C
enp, esigualav,

Demostracion: Como | s una recta en p = (ab) tenemos un iinico lugar dado por:
F=a+Myy=b+ut
Por lo tanto el nimero de intersecciones esta dado por:

;[; O =0fla+M,b+un) =v,
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Como todas las rectas que pasan porp salvo un niimero finito intersectan a C en v, ten-
emos el siguiente corolario:

Corolario: Todas las rectas gue pasan por p salvo un mimero finito cortan a
Cen el mismo mimero de puntos

Por lo tanto podemos redefinir recta tangente de la siguiente manera;

Definicion: Una recta es tangente a C en p s corta a C en mas punlos que
casi todas las rectas que pasan por p

Aungque aparentemente esta definicion parezca menos manejable que la anterior es pres-
isamente la que nos permitira utilizar los lugares para encontrar las tangentes.

Lema: Dado un lugar | con centro en p, existe un entero r tal gue todas lay
rectas, excepto una y solo una , cumplen queO(L) =r

Demostracién: Seap =(ao, by) , entonces cualquier recta L que pase por p se puede ver
como:

L{x,y) = Va(x - a0} + b(y - ho))
Sea 1un lugar con centro en p definido por:
1=@5)=(Ear, L i)
entonces:

L& = a()':a.r' —ao) + h()’: bt -b‘,) = 5 (- b
=i =0 =

Sir es el minimo indice para el cuala, #00 b, #0 entonces Oy(L} =r ecepto en la recta
que cumple:

aa,—hb, =0

en cuyo caso Oy(L) >r . ™

Definicién:
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a) A fa fmica recia que tiene orden mayor gue r en el lema anterior le flama-
remios la tangente al lugar.

b)Y Al mimero r le Hamaremos el orden del lugar

©) 87 T'es la recta tangente al lugar, entonces llemaremos ka clase del lugar
al mimero s definido comos = O(T)~r

Teorema: Sea p tun punto sobre una curva C: las tangentes a los lugares con
centro en p, son tangentes a C enp; ¢ inver par qui gente T
aC en p existe un lugar, con centro en p, tal que T es tangente a él.

Demostracion: Sean {/;, -, /s} los lugares de la curva con centro en p, asociemos a
cada /; #; como en el lema anterior . Sim es el niimero de intersecciones, con C, de to-
das las rectas, no tangentes, que pasan por p entonces tenemos que:

/n=)I:()l(L)=r, +otry

d
Si T es tangente a! fugar/; entonces Oy (L) >r; y por lo mntolz:) ry>n de donde con-

cluimos que T es tangente aC en p. Inversamente si L es una recta tangente a C, en-
tonces el nimero de intersecciones de L con C en p es mayor que m y por la tanto existe i

tal que O4,(L) > r: lo cudl implica que L es tangente al/; g

Corolarios 8i un punto p tiene multiplicidad r, entonces la suma de los or-
denes de los lugares en p es r. En paricular es condicion necesaria y sufi-
ciente para que p sea simple e que p sea el cenrro de un tinico lugar de orden

Demostracidn: Por definicion, en un punto de multiplicidadr se anulan {as primeras r-
derivadas y por lo ya demostrado, esto implica que casi todas las rectas cortan enr-1 pun-

tos a Cen py por fo tanto se tiene el resuitado buscado. g
En resumen, podemos establecer una funcion suprayectiva, que a cada lugar asocia una

recta tangente al centro del lugar. Sin embargo dicha funcion no necesariamente es inyec-
tiva, Para visualizarlo, pensemos en el sigulente contragjemplo:

Sea C = V() conflx,y) =2 ~x* ~x* ; obsrvemos que f, puede factorizarse de la si-
guiente forma:

=0T )y- (1 +57)
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de donde concluimos, desarrollando el binomio de Newton, que f tiene dos raices distin-
tas que pertenecen a K[[x]] y por lo tanto determinan los sigientes lugares alrededor del
origen:

y

(\ 3%
\/I\\ >

L @E=tp=~+d4--)
L: @=4y=-f+H+)

Sea L una recta cualquiera que pasa por el origen de coordenadas, luego entonces clara-
mente L tiene una ecuacion de la formaax +by =0 y por lo tanto:

oLl =Olat L b*)

es igual a uno excepto en el caso en quea = 0 en que vale dos, por lo cual podemos con-
* cluir que la recta X'=0 es tangente a ambos lugares
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Capitulo 4 Férmulas de Pliicker

En esta parte de la tesis aplicaremos los conceptos y teoremas acerca de los lugares desar-
rollados con anterioridad para demostrar dos de Jas férmulas de Placker y generalizarlas
en el caso de curvas planas como en los cpitulos anteriores nos referiremos siempre a cur-
vas irreducibles.

Las formulas de Pliicker que demostraremos sirven para calcular la clase de una curva y el
nimero de sus puntos simples de inflexion.

Es importante sefialar que existen otras formulas de Pliicker que miden el grado de la cur-
va dual y el género de la curva pero no se trataran a lo largo de éste trabajo.*

E! enunciado original de las formulas de Pliicker contempla solamente curvas cuyos Gni-
cos puntos singulares sean nodos o caspides; lo que haremos en este capitulo es deducir,
primero las formulas en general para curvas con cualquier tipo de singularidad, y luego
obtener las formulas de Plicker como un caso particular.

Seccion 1: La clase

Comenzaremos esta seccion con fa siguiente

Definicion: Dado un punto fuera de una curva al niimero de tangentes a la
curva que pasan por ¢l punto se le llamard la clase de la curva,

Para ver que esta es una buena definicion d aremos a c ion, en primer lugar,
que no depende del sistema de coordenadas elegido y poteriormente demostraremos que
contando adecuadamente el nimero de tangentes, la clase tampoco depende del punto ele-
gido en donde demos por contar adecuadamente, contar cada recta con sus multipli-
cidades.

Lema: Dado un lugarl = (%, §} con centro en ¢l origen tiene una parametriza-
cidn de la forma :

=l yy=1+..

en donde r es ¢l orden del lugar y s su clase $

*  La demostracibn de catas fonmulas uilira cacencislmente 1 definicion de curva dusl y el tearema de Riemann- Hurwitz para
Podertas feet consulto {4] de fa bibliografia.
& Verla definicién de clase y orden de un lugar en of capitulu bes en s pigina 41.
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Demostracion: Sin pérdida de generalidad, supongamos que (XF)=n< () y que la
tangente al lugar estd dada por la recta’Y = 0; en caso contrario, hagamos un cambio de
coordenadas rotando y trasladando los cjes coordenados.

Como se demostro en el capitulo 2 existe una parametrizacion de la forma:
T="yp=Lht
yy= L
Entonces como dada cualquier recta por el origen L = ax + by tenemos que:
L&D =(a+bb)im+ T (bh)
L

concluimos que n debe de ser el orden del ugar, y ya que estamos suponiendo, que la tan-
gente T aleslarectaY =0, entonces larecta tangente esta dada cuando a =0y esto nos

implica que b, =0 . Por lo tanto concluimos queOF) = Op(N=r+s. g

Sea C, = V() una curva en el plano proyectivo y sea un ountoq ={(qo,¢1,q2) tal que
g e C\ ; entonces una recta T que pase por q y sea tangente aC'y debe de tener una ecua-
cion de la forma< VF, ¢ >= 0. Por otra parte, si p es el punto de tangencia sobre la curva,
entonces el nmero de intersecciones de la recta tangente y la curva en p debe de ser may-
or de cero, es decir:

Z OAT)>0
leC,

en donde | son los lugraes deC\ con centro en p.
Lema: El niimero: )l.‘.O,( 1) no depende del sistema de coordenadas utilizado.
Demostracion: Seanr; y y; nuevas coordenadas para q y p respectivamente; entonces,

como cambiar de coordenadas en el espacio proyectivo corresponde a un cambio de base
en el espacio afin, podemos encontrar una matriz Af= (ay) tal, que existen p y r tales que

q=Mryp=My

Sea
G(y)=Fx)=FMy)= F(()’:"ijy})’-'l)

entonces por la regla de Ja cadena tenemos que:

3 X au
%GU’)=()‘32—:(:2011)’1);'7;)=§(§—:(§0u}'1) 7 }={.?£(x)ay
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Por lo tanto si denotamos por Fy ¢ ;—‘:‘ tenemos que:
01(§'JGJ) = 0(33’)010"’)) = 0(3:"/(),: Fi(®)ay)

y reordenando, concluimos:

01(3:"101) = 0((7‘3 ayry) ?"‘l(i‘ N= 0(?;- qFi(®)= 01(? qf)

Lema: SeaC = V(F) una curva en el espacio proyectivo y q = (qo, 1, q2)
un punto fuera de la curva. Supongamos que cada lugar | de la curva tiene
una parametrizacion de la forma:

L=LE=yg=1M+
entonces, ZI‘. OZqiF) = )'J S(+¢e() endonde:
0 sige T
SN =0(F)ye=q rts siq=p
s siqepyqeT

en donde T es Ia tangente al lugar y p es el centro del lugar y por lo tanto el
punto de tangencia .

Demostracién: Por el teorema de Euler y dado quef(¥) =0 tenemos las siguientes dos
igualdades:

5}317:/7 1=nF=0
LFE) 5T = DFE)=0

. - od = . LYY N
Substituyendo los valores de X; y 5:%; en ambas ecuaciones obtenemos el siguiente siste-
ma de ecuaciones:
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Fot Py (™40 ) =0
VR (4 S YR =0

despejando F7 en términos de /7> en la segund, i6n obt )8

Fi= (-%’—')lﬁ; = (—(1 L+ ~)Fz
y despejando 7 de la primera, obtenemos:
Fo=~F =™+ )y = (%4 )
Por lo tanto:
OuE i) =O( il qul +)=qu((1+ )"+ )+ 2]
de donde concluimos que:
OlZqiF) =d(h +elh)

donde €(D=0(qo(%l"'+~-~)+qx(—(l )+ ')+qz)
Dado que |a tangente al lugar esta dada por la recta¥z =0 , tenemos que:

a) Sige Tentonces g2 #0 y portanto e/} =0.

b) Como p=(¥a(0):%(0):%3(0))=(l : 0:0), cntonces sig=p,
ely=r+s

¢) Ysige T'yq#p, entonces g2 =0, peroq, #0 y por lo tanto €(/) = s

lo cua! términa la demosteacion. g

Corolario: La clase de la curva esta dada presisamente por:
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Ze(h

en donde I corre sobre todos los lugares yp es el ceniro del lugar correspon-
diente,

Demostracién: Se sigue inmediatamente de la definicion de gp)

Observemos que para casi todos los lugares |, e(p) = 0. Por lo tanto, nuestra suma esta
bien definida.

Observemos que dado que q no pertenece a la curva podemos volver a escribir el corola-
rio de la siguiente manera:

Corolario: La clase de una curva estd dada por la suma de las clases de to-
dos los lugares con centro en un punio de tangencia.

Podemos observar que la ccuacion obtenida nos cuenta bien Jas tangentes, en el sentido de
que si tenemos una recta tangente multiple, la cuenta tantas veces como aparezca.

Por otra parte ‘,;Ol(Eq,I",) cuenta el nimero de intersecciones entre la curva y su de-

rivada, pero ya sabemos que el niimero de intersecciones de la recta con su derivada es ex-
actamente n(n-/).

Por lo tanto pod el si

-4

Teorema: La clase m de una curva estd dada por la siguiente ecuacion:
m=n(n- I)—?S([)

Observemos que como el orden y la clase de un lugar no dependen de la parametrizacion
que elijamos nuestra formula no depende del punto que hallamos elegido. A continuacion
daremos algunos corolarios importantes.

Corolario: Si C es una curva lisa entonces su clase es igual a nin-1).

Demostracién: Basta con demostrar que en todo punto simple de la curva Svale cero.

Paralad acion utili nuestro polinomio deshe izado, pero queda cla-
ro que vale en general, es decir haremos la demostracion para una curva afin.

Sea p un punto simple, entonces existe un tinico lugarl con centro en ély con una para-
metrizacion de la forma:

I=E& =01+

ya que £ (1) =0, entonce f debe tener Ja siguente forma:
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Sxy)=y+gxy)
en donde g no contiene términos en x de grado menor que dos.
Por lo tanto :
3 =0i(f,) =001 +g,(N) =0
| ]

Vamos a demostrar a continuacion la formula de Pliicker en su enunciado original, como
un caso particular; para esto necesitamos redefinir los conceptos de nodo y cuspide sim-
ple en términos de lugares(ver capitulo 3 pagina 40)

Lema: Dada una curva C, tenemos:

a) Es condicion necesaria y suficiente para que (0,0)sea un nodo simple, que
tengamos dos Iugares de orden 1y clase I con centro en el origen cuyas
tangentes sean distintas entre si.

b) Es condicion necesaria y suficiente para que (0,0)sea una ciispide simple
que tengamos un tnico lugar concentro en el origen de orden dos y clase
fres.

Demostracion:

Si tenemos un nodocon centro en p = (0 0) entonces p es un punto doble ordinario, es de-
cir,enpt dos rectas tang i que cortan a C en tres puntos cada una. Si
cada lugar J; con centro en p tiene una parametrizacion:

F=myj=aing..
entonces el niimero de intersecciones de cualquier recta L con Cen p es:
In
1

pero como p es un punto doble concluimos)‘:r, =2 . Por lo tanto tenemos a lo mas dos lu-

gares con centro en p pero como en p tenemos tangentes distintas, tenemos exactamente
dos lugares de orden 1. Como ademis queremos que las tangentes corten en tres puntos,
tenemos que 3 =ry+r;+sy=2+4s5,coni#j, 1SiS2y 15j<2  yporlo tanto en ambos

lugares, la clase debe ser iguala 1.

Inversamente, si tenemos dos lugares de orden 1 y clase 1 con centro en el origen y cuyas
tangentes son distintas entre sf, entonces el origen debe ser un punto doble con dos tan-
gentes distintas que cortan a cada una en tres puntos, Jo cual tennina la demostracion de la
parte a.
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Para demostrar Ia parte b observemos que es claro que si tenemos un unico lugar con cen-
tro en el origen de orden 2 y clase 1, entonces es una cuspide simple. Ahora bien, sélo
tenemos dos posibilidades de tener una unica tangente en un punto doble: tener un Gnico
lugar de orden 2 y clase 1 o tener dos lugares de orden 1 que determinen la misma tan-
gente. Vamos a demostrar que esto ultimo no puede darse .

Supongamos que alrededor del origen dos lugares, /, y /2 de orden {, clases
s1ys;  respectivamente; entonces, la recta tangente cotaa Cenl+1+5 4524 , o
cuil contradice el hecho de ser una cuspide simple.

Por lo tanto, es absurdo suponer que tenemos dos lugares y por lo tanto solo podemos ten-
er un lugar de orden 2 y de clase 3, lo cual termina la demostracion de laparte b. g

Teorema (Férmula de Pliicker): Si una curva tiene como tinicos puntos sin-
gulares nodos o ciispides simples, entonces:

m=n{n-1)-2¥-3K

donde N es el mimero de los nodos simples y K el mimero de las cispides sim-
ples.

Demostracién: Para realizar la demostracion analicemos Ia forma que debe de tenerf en
el caso de tener un nodo o una cuspide en el origen de coordenadas.

Si en p = (0,0) tenemos un punto doble, entonces:
) =/p)=0
to cual nos implica que f no puede tener términos lineales, es decir:
Six.y) = apx? +ayxy+apay® +hix,y) cond(h) 23

y si suponemos que la recta Y =0 es tangente a nuestra curva en el origen, entonces pode-
mos suponer que existe al menos un lugar | con centro en el origen y con una parametriza-
citn de la forma:

E={"yy=1*+... siendorelordenys, la clase del lugar.
Como :
S =awt® +g(lcon Oig) > 2r
entonces, como (1) = 0, concluimos quea,=0 .
Por lo tanto el desarrolio en serie de Taylor de f(,ut) nos queda de 1a siguiente forma:
SN =ap i+ an 2 +g(x,y) con dg 23

Siay #0, entonces tenemos dos tangentes distintas determinadas por la ecuacion:
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anph+apn?=0

en cuyo caso tenemos un nodo; si por el contrarioay) =0 tenemos una recta doble deter-
minada por la ecuacion:

w=0
y por lo tanto tenemos una cispide.
Ent podemos considerar lo sig;
1) Si f tiene un nodo en el origen, podemos considerar quef tiene la si-
guiente forma:

fx,y)=any® +anxy +gx,y) cond(g) 23

.
2) Sif tiene una cuspide, entonces podemos considerarla de Ia forma:

Jix,y) =aoy?+glx,y) condg) 23

Para calcular 8 hagamos lo siguente:

Si tenemos un nodo simple, entonces tenemos exactamente dos lugares de orden 1 y de
clase 1, entonces para cada uno de ellos tenemos una parametrizacién de la forma:

Esty =14
y por lo tanto:
3() = O(,(N) = O2aea(* +-- Y +ant+gy) = 1 conayy #0

Anélogamente, si tenemos una cispide simple, entonces tenemos un tnico lugar que po-
demos parametrizar de la siguiente forma:

F=Llyj=r+..
y por lo tanto en este caso §=3.

Luego entonces si tenemos una curva que solo tiene nodos o ctspides la formula de la
clase se reduce a:

m=nn-1)-2N-3K g
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Seccién 2: Puntos simples de inflexion.

En esta seccion vamos a cstudiar a otro importante invariante de las curvas: cf nimero de
sus puntos simples de inflexion. De manera andloga a la seccién anterior, daremos
primero una formula general y obtendremos después las formulas de Pliicker como un
corolario.

Para « demos la sig

Definicién: Sea una curva p, un punto simple sobre la curva y T, la tan-
gente a la curva en p entonces decimos quep es un punto de inflexion de C si
la multiplicidad de la interseccicn de Ta C en p es mayor que tres.

Observemos que en nuestra definicion los puntos de inflexion son simples y que se sigue
de ésta que para que una curva contenga un punto de inflexion, debe de ser de grado al
menos tres,

Definicién: Dada una curva proyectivaC = V (F), definimos el hessiano de
C como el determinante de la matriz de las segundas derivadas de I¥

En lo que sigue consideraremos que p = (0,0) es un punto simple en C, cuya Gnica tan-
gente esta dada por la recta Y = 0; entonces existe un Gnico tugarl con centro en p de or-
den uno, parametrizado de fa forma:

E=ty =it
Lema: p es un punto de inflexion, si y solamente sis22.

Demostracién : Como estamos suponiendo que p es el origen de coordenadas y que Ia
tangente al lugar esta dada por la recta L: Y = 0, entonces el nimero de intersecciones de
1a tangente con C esta dado por:

‘E);Co(L( D) =0LEN =0(™ +.-)=s+1

y se sigue el resultado de la definicién de punto de inflexion . .
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Lema: Tt s la siguiente igualded
Fo ln Fa ﬁl'. Fy F .
Hix)=| Foo Fn Fa = F Fy Fa '("‘T”
Fu Fu Fn Fy Fy Fn|

Demostracién: Aunque la demostracion es consecuencia directa del lema de Euler re-
quiere de muchos cilculos y es poco ilustrativa, por lo cuél la dejamos como apéndice.

Lema: Si C = V(f) y (0.0) es un punto simple de inflexion entonces pode-
mos suponer que fes de la forma:

J=y=2" e glay)

en donde g(x,y) no contiene términos de la forma ayy g es cero o
OgE ) 2 5+2

Demostracién: Como (0,0) es un punto simple debe de cumplir:
£:0,0)200.£,(0,0)# 0
entonces, sin pérdida de generalidad, supongamos quef,(0,0) # 0 ; entonces f debe ser de

la forma: f=ay+Mh{x,y) en donde h ¢s un polinomio en x y y que no contiene términos
lineales en y. Més alin, podemos suponer sin perder generalidad, que a = 1.

Como f (1) =0, tenemos que:
SEP)=F+IET =+ )+ h(75)=0
por lo cuil en la formula anterior debe de existir un término en h de la forma~x™! .
Por lo tanto, podemos escribir:
S=y-x*t +glxy)

donde g es cero o no contiene términos lineales en y. Mas ain, no contiene potencias dex
de exponente menor as+2 , dado que si contuviera alguno no se cancelaria Y, ¥) #0.

De donde concluimos O(g(%, 7)) 25+2 o
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Lema: Si en (0,0) fencmos un punto simple, centro de un sinico lugar para-
metrizado de la forma%=xy p=x""+--- | entonces el hessiano de fen
(0,0) tiene orden s-1

Demostracion: Por los lemas anteriores, tenemos que ¢! hessiano de f, H(x) cumple;

s ORI AU
HD=| LD foll) fol)
SN Sl S

en donde /=(%,§). Por lo tanto como podemos escribirf=y-x* +g tenemos que:

0 —ax+g{)  l+gD
H() = | =o' +gx() —sox™ +gu(}  gol)
1+gy(l) 8ol gD

cono=s+1.
Si g es igual a cero, tenemos H(/) = sox*™ y el resultado se sigue de manera inmediata.
Si g =0, entonces el orden de g es por fo menos s+2y por lo tanto :

Olg:) 25+ yOgm2s

Ademés, como g no contiene términos de la formaay, los términos de menor orden en y
deben ser de la forma xy, de donde concluimos:

Og) 21

Por lo tanto 1as sigui desigualdad

1) A=0((-ox* +g:)gyy) 228
2) B=0((~ox' +g:)(1+8,))gn) 25
3) C=00+g)gylax' +g:) 25

4) D=0(-(1+gy)(-osx ' + gm)) 25-1
Observemos que la desigualdad 4 es estricta sdlo en el caso en que los coeficientes de
x*™ se anulen, pero como O(gx) 25 el Gnico cocficiente de x*' esos  y como
5§22, entonces s # 0 y por lo tanto D =s-1,
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Entonces podemos concluir:
Oh(7,5) = 0(A+B+C+D) 2 min {4,8,C,D} =s~1

pero como solamente en D tencmos términos enx* se da la igualdad y por Io tanto ten-
emos el resultado buscado. g

Como una consecuencia inmediata de los lemas y observaciones anteriores tenemos el si-
guiente

Teorema: Si p= (0,0) es un punto simple entonces son equivalentes:

a) pesun punto de inflexion de C
b) OH(p))>0
c) Hp)=0
Demostracién: pesun punto deinflexién <522 0 0(H)=5s-1>02H(p)=0 4

Corolario: Si p es punto simple de inflexion, entonces pe C N V{H)

Lema: Si p es un punio singular de f, entonces pe V(H)

Demostracién: Supongamos que C=V(F); entonces si p es un punto singular de F,
tenemos que F(p) = F1(p) =F2(p) =0 ypor lotanto :

iy "_IF(p) Fipy Flp) (1)t ¢ 0 0
H(P)"("x Fip)  Fulp) Fap) =T 0 Fulp) Falp) (=0 4
¢ F@)  Falp) Fap) ° 10 Fup) Fa@p)

Teorema: El mimero de puntos de inflexion i esta dado por la siguiente
Sormula:

i=3n(n-2) —)’JO,(H)
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endonde | corre sobre todos los lugares con centro en un punto singular.

Demostracion: Si consideramos nuestra curva dada por un polinomio homogéneoF de

grado n, entonces el grado de /7y coni,je {0,1,2) esn-2y por lo tanto el hessiano esta

dado por un polinomio homogénco de grado 3(n-2), de donde podemos concluir que el
i total de i iong multiplicidades de V(F) N V(H) es 3 n(n-2).

Por otra parte sipe V(F)nV(H), entonces p es un punto simple de inflexion o un punto
singular de F y por lo tanto :

3nn-2)= :ser(H(l) = ZI:O(H(I,)H;‘.()(H(I,))
en donde /; son los fugares con centro en un punto simple de inflexién y/, son los (u-
gares con centro en un punto singular. Claramente i = §O(H(I,)) y despejando obtenemos
elresuitado. g
Teorema: (Formula de Pliicker) Si en una eurva C = V(F)élo tenemos como

puntos singulares nodos o ides simples , es el mimero de punios de
inflexion i estd dado por la siguiente ecuacion:

i=3n(n-2)-6N-8K

en donde N es el nimero de nodos y Kel mimero de cuspides simples.

En la demostracion s6lo utilizaremos nodos o cspides simples, por lo cual, abusando del
1 je les 11 os simplemente nodos y clspid

=) }

Demostracion: Andlogamente a lo que hicimos en la seccidn anterior, basta con calcular
cuanto vale O(H(I)) cuando | es un lugar con su centro en un nodo o una cuspide.

Consideremos primero 1 un lugar con centro en un nodo entonces como vimos en lasec-
cién 1, podemos considerar a f de la siguiente forma:

S, y)=any? +anxy+glx,y)con d(g) 23y ay #0

Para calcular O(H(1)) i diar el comportamiento de g. En general g tiene la
siguiente forma:

gle,y)=axnx® +anx’y+anxy? +any’ +qlx,y) con d(g) 2 4

Para calcular el orden de h calcularemos primero las siguientes parciales.

1) fr=anuy+3aepx® +2anxy+any® +q.
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2) fy=anx+2agy+ayx® + 2apxy+3ayt +q,
3) S =6a0x+2any+ (e
4) fo=aut2anx+2apy+qy

5) fiy =2a0 +2a12x + 6any+q,y
Por otra parte, como | es un lugar con centro en un nodo, tiene una parametrizacion:

Extyp=r4o
Si ¢+ 0, entonces ¢l grado de q es mayor que cuatro y por lo tanto tenemos :
Oige, Olegy) 23 y Oilqe), Oilgw), Ofqy) 22
de donde deducimos que:

Oilfz) = Ofany +3azx? + 2a3xp+a1p* +qx) 2 Oflanp+3any?) = 2
Ollfy) = Oanx +2any+anx?* + 2a1x7) 2 Oyayx) = 1

Y de hecho tenemos que Oify) =2siay #=3ax y O«fy) =1, dado quea #0 , por
To cuil:

Olfify) =2+2+0(2a0 +85) 24
Olfifyfo) 22+ 1+0ian) =3, dado quean =0
Olv_zufxr) =2+0i(6asox+2ayy) 23
en donde Oi(fififsy) =3 5i an # =3aso y O fifie) =3, en caso de que azo 20

Dado que no puede suceder simultaneamente que @ =-3asy y a3 =0 tenemos:

OUH) = Ot=fifyp+ Usfifoy ~Fi ) 2 min{ O/, ON2efif), Oilfif)} =3

Observemos que los coeficientes de los sumandos de orden 3 estan dados por:
aj\(ay +3an) en ffyfs y a} 6as0en fife

que son claramente distintos y por lo tanto de da Ja igualdad.

Si en el origen tenemos una cuspide, entonces sabemos que existe un [ugar con centro en
el origen, parametrizado de la siguiente forma:

F=lyp=rto.
y podemos pensar a f de la siguiente forma:
Sepy=p +gxy) condg) 23
De hecho como (1) =0 podemos reecribir la ecuacion anterior:

Sy =any? =anx® +)plxy) +q(x,))
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en donde plx,y) =aps’ +agxy+any’  y por lo tantoes homgeneo de grado 2 y
Ag)24.

Para calcular ef hessiano observemos las siguientes propiedades dep y q en caso de ser
diferentes de cero.

Como p es homogéneo de orden dos, entonces p, y p, son homogéneos de grado uno y
PoPyy Y P Son homogéneos de grado ceso. Analogamente, como g tiene por lo me-
nos grado cuatro, podemos concluir que g.yq, son homogéneos de grado tres y
Genqr ¥ 9yy  son homogéneos de grado dos.

Por lo tanto:

0i(p) 24, Op;) y Ohpy) 22

Cilge). Odgy) 2 6y O{gee), Ol y Olgpy) 24

Calculando el orden en lag parciales obtenemos que:

Ofe) = Of-3amx® +3p: + ¢2) 2 Oilanx*) =4
Oilfy) = 0 2awy +p+3py +4y) 2 Olany) =3
Oifer) = O -6a01x + P + §ua) 2 Oslamx) = 2
Ol(fxy) =0p» )Py +qu) 2 ()l([lx) =2
Oilfy) = Oi(2a0; +2py + Py + qyy) 2 Oifatos) =0

y de hecho, comoap y asz  son diferentes de cero, tenemos que:
O =4, 04 =3, Olf) =2, y Oiffy) =0
Por lo tanto:
Outh) = Od~fofyy + 2 fify ~f3fc) 2 min{8,9,8) =8

ya que los monomios de grado 8 son (—3anx)? en ~/2f; v (2a0) anxy® en fifx no
se cancelan y se da la igualdad.

Por lo tanto si queremos contar ¢f nmero total de puntos simples d inflexion en ef caso en
que sdlo tenemos nados o cispides tenemos:

i=3nmn-2)-6N-8K
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Seccién 3 : Ejemplos:

En esta seccion calcularemos la clase y la inflexion en algunos casos concretos.

Ejemplo 13 La citbica dada como los ceros deflx,y) =y-¥*  fiene clase 3y
un sélo punto de inflexion.

Demostracién: Sea F el polinomio homogéneo asociadoa f, entonces:
2_ 3
o Flrox,xa)=xixg-xg

luego:

Fey= 3¢, Foy =3y Fyy =203

de donde concluimos que para que las tres parciales sean simu cero ita-
mos xg=x2 =0 y por lo tanto la curva tiene un tinico punto singular que corresponde al
punto (0:0: 1).

Observemos que este punto corresponde al punto al infinito en [a direccion del gje Y y
que es el inico punto al infinito del planoxy enF,

Para ver de que tipo de singularidad se trata, sea:

gxo,x2)=F(xg: 1ixz)=x3-x)

h n

la funcion que se obtiene a partir de d jeizar en la seg coordenada. Nucstro
punto es el origen de coordenadas y claramente, con centro en €|, tenemos un tinico lugar
parametrizado de la forma:

G=rymn=~

y por lo tanto concluimos que la singularidad es una caspid

Aplicando las formulas de Pliicker tenemos:
m=3(2)=-3()=3 y i=3(3)-8=1

El ejemplo anterior resulta un caso particular dei siguiente ejemplo:

Ejemplo 2: 86/o existen tres tipos distintos de cibicas irreducibles de clase
6,403 y con 9,3 ol punios de inflexion respectivamente.
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Demostracion: Para demostrar ¢l ejemplo seguiremos varios pasos. Observemos que la
demostracion se reduce a demostrar que dada una cibica esta es hsa o tiene un inico pun-
to singular de tipo cuspldc o nodo; dado que si lo d ) do dir las
formulas de Pliicker’ obtenemos el resultado. Entonces auestros | pasos a seguir seran de-
mostrar que a lo mas tenemos un punto doble ¥ después demostrar que de existir debe ser
un nodo o una ctispide.

Sea C = V (f ) una curva cubica cond(f)=3.

Paso 1 : Cualquier ciibica irreducible solo puede tener por singularidades a
punitos dobles.

Demostracién: La demostracion de este paso se sigue directamente de la siguente obser-
vacidn geométrica:

si la cibica tuviera dos puntos dobles entonces la recta que los une cortaria a [a cubica en
cuatro puntos fo cual s6lo es posible si dicha recta es una componente de la cibica contra-
diciendo que esta es irreducible.

Paso 2 : Dada una ciibica ireeducible sus puntos dobles son necesariamente
cuspides o nodos.

Demostracién: Para la demostracion de esta afirmacion daremos dos demostraciones que
ejemplifiquen el uso el concepto de lugar.

Primeramente daremos una demostracion sin utilizar el concepto de lugar.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que en ¢l origen de coordenadas tenemos un
punto doble, entonces por la definicion de punto doble st nuestra curva esta dada como los
ceros de un polinomio f, tenemos que el desarrollo de f (At} en serie de Taylor tiene la
siguiente forma:

S0 = (@ o DA o R3S P+
en donde al menos uno de los coeficientes a, b o ¢ es distinto de cero
Sin pérdida de generalidad, supongamos que la recta Y = 0 es tangente a nuestra curva en

el origen; entonces, queremos que U =0 sea raiz de GA e+ bMfiy + ety lo cudl
sucede solo si a = 0. Por lo tanto, podemos considerar:

S0 = (AW + ) 4

' Resordemon qus estantos Hamandole nadus y céspides a nodos ¥ cuspide sirmples.

ESTA TESIS D ORBE



60

Si h=0 tenemos que =0 es una raiz doble, es decir, tenemos solo una tangente, mien-
tras que si b # 0, entonces tenemos dos raices distintas y por o tanto dos tangentes distin-
tas.

Puesto que { es un polinomio cubico, entonces en ¢l desarrollo en serie de Taylor de
f(At,t), el coeficiente de s es diferente de cero y por lo tanto las tangentes cortan en tres
puntos, de donde concluimos que si b =0, entonces tenemos una ciispide y si h# 0 ten-
emos un nodo.

La segunda demostracion la haremos usando el concepto de fugar.

Si en ¢l origen de coodenadas tenemos un punto doble, entonces todas las rectas que pasan
por el origen, excepto sus tangentes cortan a este en dos puntos lo cual nos implica que la
suma de los ordenes de los lugares con centro en el origen debe de ser dos y por lo tanto
tenemos dos posibilidades dos lugares de orden 1 o un lugar de orden 2. Ademas, como
nuestra curva es ciibica, entonces las tangentes cortan, a lo mas, en tres puntos, lo cuil nos

implica que Ja clase de los lugares debe ser uno, es decir ,tenemos un nodo o una cuspide.
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Apéndice

En este apéndice demostraremos el siguiente teorema, usado en [a teoria:

Teorema: Sea I un polinomio homogéneo de grado n y H(X) su hessiano en-
tonces tenemos la siguiente igualdad.

Fo Fu Fa =P R R ,
H®=| Fa Iy Fo l=| B Fu Fyp |2
Fa Fyp Fn o Fp Fn

Demostracién: Por ¢l lema de Euler tenemos las siguientes ecuaciones:
Xy =0l =3\ Fy = x38y y xoF o = (0= 1D)Fy =~ x1 Fy~x2Fy

de donde si definimos 4 =n-1, tenemos las siguientes igualdades:

1) x3F o0 = xo(AFy = x1F10 — x2130)
= Anl =245, F) = 24532 4 31 + x5 0 + 2000 F 12

2) —x3Fey =—(AFy ~x 'y —x202)?
= =AW 240 I\ + 24538 Fg ~ xR = x5 = 2008 01

3) xRy = —(AFy —x)F 1y —x2l'n)?
=AW 240l + 2401 I B = XA x4 = 2000 0y

4) xoFo1For = (AFy = x\Fiy = x2F ) (AFy = x1F (g ~x2F )
= AR\ Fy = Axy F F g = Axa )\ Fyy = Axy Fy Fy + A oy )+
+x1x2F2F 2 +x|le"f, +X2aF il F
Como
X3HE) = xyFooF 1F 2 ~ FooFyy ~ Fyy Faa ~ FyiFog + 2Fu FoFiz)

tenemos que:

<L) = 4 2 s - 4~ i~ FiFu + 2R F3fa )

y por lo tanto:
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y por lo tanto:

’FFIF;

H@ =S| Py Py P
Fy Fo Fn
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