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INTRODUCCION 

En muchos de los problemas que surgen en Matemáticas el 
objetivo es encontrar el másximo (m!nimo) de una función, El 
tratar de resolver estos problemas de maximización ha dado 
innumerables algoritmos para cada caso en específico. Sin em
bargo, se han podido englobar ciertos resultados en lo que se 
conoce como los Teoremas minimax, 

Un Teorema minimax, es un teorema donde se relaciona un 
máximo con un m!nimo, es decir, un teorema en el cual se es
tablece que el mínimo de una función es igual al máximo de -
otra. Esta tésis presenta los Teoremas minimax más impor-
tantes en Teor!a de Gráficas. 

Muchas de las condiciones necesarias y suficientes de 
Teor!a de Gráficas pueden ser redefinidas como Teoremas mini
max y viceversa. Frecuentemete se obtienen varias ventajas 
al redactar los teoremas en su forma minimax, una de estas, 
es el demostrar los teoremas a través de algoritmos; las de
mostraciones algor!tmicas son en forma constructiva, de esta 
forma se demuestra el teorema, y al mismo tiempo se obtiene 
el resultado deseado. Esta es una parte que se hace resaltar 
es este trabajo, 

Enseguida, como un ejemplo espec!fico se da el Teorema 
de Menger y se redefine en su forma minimax. Este teorema es
tablece una biyecci6n entre la existensia del número de IY-
trayectorias ajenas y el número de vértices que debe contener 
un XY--conjunto separador en una gráfica • Esto da una condi-
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ción necesaria y suficiente para la existencia de tales XY-
trayectorias ajenas. De esta forma, el Teorema de Menger se 

puede redefinir de la siguiente manera: el máximo número de 
XY--trayectorias·ajenas en Ges igual al mínimo número de 
vértices de G en un XY--conjunto separador. Así, este teo
rema esta en su forma minimax. 

La organización de esta tésis es la siguiente: 

En el Capítulo 1 se presentará una revisión general de 
los conceptos principales de Teoría de Gráficas que será uti
tizados durante el trabajo. 

Se exhibirá la demostración del Teorema de Menger en 
forma algorítmica en el Capítulo 2; y se verán varios teore
mas relacionados con este. 

El Teorema de máximo Flujo--Cortadura Mínima será la 
parte principal en el Capítulo 3, dando su demostración tam

bién en forma algorítmica. 

En el Capítulo 4 se trabajará con Gráficas Bipartitas, 
donde el teorema principal es el Teorema de Konig¡ se demos
trarán en forma algorítmica el Teorema de correspondencia 

Máxima y el de Asignación Optima. 

Para finalizar se trabajará con 1--factores en el Capí
tulo s, siendo la versión minimax del Teorema de Tutte, ver

sión obtenida por Berge, el teorema principal sobre 1--fac

tores. 
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1.- DEFINICIONES PRELIMINARES 

Una gráfica Ges un par de conjuntos (Y(G),A(G)), donde 
V(G) es un conjunto no vacío de elementos llamados vértices, y 
A(G) es un conjunto de distintos pares no ordenados de dife
rentes elementos de V(G) llamados aristas. 

Para cada par x = (u,v) de vértices que determinan una 
arista se dice que: 

X 

u V 
1) x une a u y a v; a u y v también se 

les llaman extremos de la arista x 
2) la arista x y el vértice u inciden 
3) la arista x y el vértice v inciden 
41 u y v son vértices adyacentes en G; 

y se denota por: u adyG v 

Se dice que u y v son vértices no adyacentes en G, si no 
hay una arista que los una; y se denota por: u no adyG v 

Dos vértices tienen aristas •6ltiples, si hay más de una 
arista entre ellos. 

Vértices adyacentes por pares (vértices no adyacentes por 
parea) son aquellos que dos a dos (no) son adyacentes. 

Aristas adyacentes (aristas no adyacentes) son aquellas 
que (no) inciden en el mismo vértice. 

Aristas adyacentes por parea (aristas no adyacentes por 
parea), son 11qt1alla1 que pos a dos (no) son adyacentes. 
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Si X()Y a ' ' se dirá que los conjuntos X y r son ajenos, 

Gráficas ajenas son aquellas que no tienen vértices en 
común, 

Ges una gráfica bipartita si existe ~v1 ,v2~ una parti
ci6n de V(GI tal que toda arista de G tenga un extremo en v1 
y el otro en v2, y donde v1 n v2 ª ', 

Una subgráfica B•(V(Hl,AIBll de una gráfica G•(V(G),A(G)), 
es aquella en que V(BI ~ V(G) y A(BI ~ A(GJ, 

Una aubgrifica B de G es inducida, si V(B) cV(G) tal que 
para todo par de vértices x & y si x ady6 y entonces x ady8 y, 

Callino es una sucesi6n alternada de vértices y aristas, 
que empieza y termina con vértices, 

'trayectoria es un camino en el cual no se repiten vérti-
ces. 

Un camino en el cual no se repiten aristas es un pa•eo· 

un caaino cerrado es aquel que empieza y termina en el 
mismo vértice. 

Un ciclo es un camino cerrado en el cual no se repiten 
vértices. 

Dos trayectoria• son ajenas (en vértices), si no tienen 
vértices en común. 
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Dos trayectorias son ajenas en aristas, si no tienen 
aristas en común. 

Una XY--trayectoria ajena es aumentante; si dado un con
junto de XY--trayectorias ajenas, la XY--trayectoria ajena 
que se desea agragar es ajena a todo el conjunto dado, 

Un XY--paseo es un paseo de alguna x tÍ X a alguna y f. Y, 

Una gráfica es conexa si hay una trayectoria que une a 
cada par de vértices de G 1 es decir, si G no se puede expre
sar como la uni6n de dos gráficas ajenas). 

. Una gráfica es disconexa si existe un par de vértices de 
G tal que no se puedan unir por alguna trayectoria, 

Se dice que una gráfica se desconecta, si al eliminar un 
conjunto de vértices, esta gráfica se convierte en una gráfi
ca disconexa. 

Una gráfica es 1-conexa por aristas, si al quitar una 
arista la gráfica se desconecta, 

La longitud de una trayectoria (paseo, ciclo, etcétera), 
es el número de vértices que se recorren a lo largo de la tra
yectoria (paseo, ciclo, etcétera). 

Una digráfica 0 1 consiste de un conjunto finito no vacío 
V, junto con una colecci6n A de pares ordenados de distintos 
elementos de v. 

A los elementos de V se les llaman vértices de la digrá-
fica. 
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A los elementos de A se les llaman flechas ó arcos de D. 
As!, una flecha ó arco es una arista con dirección (una aris
ta dirigida). 

El grado de un vértice es el número de aristas que inci
den en él. As!, en digráficas se tiene que el ingrado de un 
vértice es el número de flechas que llegan a él, y el exgrado 
de un vértice es el número de flechas que salen de este. 

ÓG es el alnillO grado en G, es decir, es el grado menor 
entre todos los grados de los vértices de G. 

Seguir una dirección (dirección opuesta) es seguir el 
sentido (aentido opueatoJ de las flechas. 

Seguir la IY--dirección es ir del conjunto X al conjunto 
Y, siguiendo el sentido de las flechas. 

Una aatrlz es un arreglo de elementos dispuestos en ren
glones y columnas. 

La aatrlz de adyacencia de una gráfica G es una matr!z 
binaria, y se forma colocando al conjunto de vértices de G co
mo los renglones y también como las coll}ll)nas de la matr!zi tal 
que a cada entrada de la matr!z se le aaignará un "uno", si 

los correspondientes vértices son adyacentes en G, y "cero" en 

otro caso, es decir: ¡1 si viadyG vj 

ªi:I • 
O si vino adyG vj 

Para formar la gráfica de linea• L(G), de una gráfica G, 
se considera por cada arista de G un vértice en L(G), es decir, 
YCLCG)) • A(G), y dos vértices en la gráfica de lineas son ad-
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ABREVIATURAS 

Se hace notar que "1 11 y "l" son diferentes: 1 es el 
número "uno" 1 y 1 es la letra ºele". 

Cap. capítulo 

c.s.q.d. como se quería demostrar 

Def. definici6n 

ej • ejemplo 

fig. figura 

mSx. máximo 

m1n. mlnimo 

P.D. por demostar 

s. a sujeto a (las siguientes restriciones) 

Teor. Teorema 



1 

. .. 

! 
[ñ) 

·~· 

..... 

••) 

···)ª 

• <-·· 
X 

llO'l'ACIO!IES 

y 

por lo tanto 

para todo(a) 

(esto es una) contradicci6n 

véase como referencia a ñ 

tal que 

k toma valore~ (está) entr.e 1 y • 

no a, la negacicSn de a 

i toma valores entre 1 y n, es decir, 
i • 1,2,3, .... n 

condici6n de "necesidad"; entonces, 
implica 

condici6n de "suficiencia" 

si y s6lo si 

demostrac16n de la "necesidad" 

demostrac16n de la "suficiencia" 

el conjunto X (denotando a los con-
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X 

1 Al 

a~A 

u 

• 

{ ., si •·b 
q. 

q2 ai a#b 

I 

~x/ XtA~ 

D 

fu xi 1 

juntos con letras mayúsculas) 

el elemnto x (denotando a los elemen
tos con letras minúsculas) 

la cardinalidad del conjunto A, número 
de elementos en A 

a está en A, a pertenece a A, a es un 
elemento del conjunto A 

a no es un elemento del conjunto A 

uni6n 

intersecci6n 

el conjunto vacío, el conjunto que no 
posee elemento alguno 

q toma el valor mínimo entre q1 y q2 

q toma el valor máximo entre q1 y q2 

tal que (usado al definir un conjunto) 

el conjunto de las x tal que x t= A 

la sumatoria de las xi, donde i•r;ñ, 
D 

es decir: L•1 
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yacentes si y sólo si las correspondientes aristas son adya
centes en G. 

Si se tienen dos conjuntos A y B relacionados de modo 
que al fijar un elemento de A quede determinado algún elemen
to de B, se dice que hay una relación entre el conjunto A y 

el conjunto B. 

Si A tiene los elementos originales y B los elementos 
i•&genes entonces, las relaciones en que todo el...ento origi
nal tiene un ele11e11to iaágen y sólo uno, se llaman funciones. 

f : A --> B, es decir que f es una función que va de A 
a B. 

1
0 

es la gráfica co•pleta de k vér.tices, es decir 1 es la 
gráfica con k vértices tal que todos sus vértices son adyacen
tes entre 'd. 

X es el comple11ento de el conjunto 1, todo lo que no es
tá en IJ también se denota por le. 

G - fx,y~ es la gráfica G menos los vértices x & y, 

G - xy es la gráfica G menos la arista xy, 
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2. - TEOREMA DE llENGER 

La relación que existe entre las XY--trayectorias ajenas 
y los vértices que deben tener los conjuntos separadores en 
una gráfica, está dada por el Teorema de Menger, resultado -
principal de este capítulo, Un de las pruebas de este teorema, 
la prueba de Ore, se hace en forma algor!tmica, 

Se generaliza este resultado para Gráficas Infinitas; y 
como una extensión, se enuncia la Conjetura Clásica de Erd6s 
que establece una biyección entre un conjunto separador y las 
XY--trayectorias. 

También en este cap!tulo se presentan teoremas relacio
nados con el Teorema de Menger; por mencionar algunos, uno de 
ellos trabaja con gráficas t--conexas por aristas, otro de 
ellos estudia trayectorias internamente ajenas entre dos vér
,tices espec1 fices, 
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Sea G una gráfica ó digráfica: 

Si x,y e G, una xy--trayectoria, es una trayecto
ria (Ó una trayectoria dirigida) de x a y en G, 

Si X,Y son conjuntos de vértices, una XY--trayec
toria, es una trayectoria (trayectoria dirigida) de alguna 
X C X a alguna y C Y pasando a través de ningún otro vértice de 
X ó Y (si ve xn Y .. ) v por sí solo es una XY--trayectoria). 

Si X, Y & Z son conjuntos de vértices, entonces 
1 separa a Y de X, es decir, Z es un XY--conjunto separador, 
si toda XY--trayectoria contiene un vértice de 1 (en particu
lar, X & Y son ambos XY--conjuntos separadores). 

La versión del Teorema de Henger es la siguiente. Fué 
probada por el mismo Henger (181 en 1927. 

Teor 2.1 Sea k un entero positivo, y •ean X 1 Y 
conjunto• de vértices en una gráfica 6 digráfica G. Existen 
k XY--trayectorias ajenas en G (••> cada XY--conjunto •epa
rador contiene al 11eno• k vértices (esto es, si y sólo si •i
gue habiendo una XY--trayectoria en G, cuando menos de k vér
tice• son rB110vidos) • 

.!!!!!... 
"••) " Si existen k IY--trayectorias ajenas, entonces 

cada conjunto separador debe contener al menos un vértice de 
cada una de estas trayectorias (por ser trayectorias ajenas). 

Por lo tanto cada conjunto separador contiene al menos· 
k vértices. 

c •. s,q.d. 
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U (=a" Se darán dos pruebas de esta implicaci6n. La 
primera es la más corta y simple que dá Wodall¡ y aún sin 
haber una buen algoritmo para la construcci6n de tales tra
yectorias, la segunda prueba es algor!tmica. 

1• prueba (Pym (23), 1969) 

Se probará el resultado por inducci6n sobre a(G), donde 
a(G) • IV(G)UA(G)I, es decir, la demostraci6n por inducci6n 
se hará probando primero, que hay k XZ--trayectorias ajenas 
y que también hay k ZY--trayectorias ajenas, en base a esto 
se extenderá el resultado para tener las k XY--trayectorias 
ajenas (que es lo que se desea probar). 

Sup6ngase sin pérdida de generalidad que hay un XY--con
j unto separador con k vértices (incrementando el valor de k 
ai esto fuera necesario). 

As!, se tienen dos casos a considerar: si el XY--conjun
to separador es distinto de X & Y, ó bién, si el XY--conjunto 
separador coincide con X ó Y. 

Caso 1: Hay una XY--conjunto separador que será llamado 
•I tal que l#X, l#Y & 1 z\ • k 

Sea Gxz (respectivamente G1yl la subgráfica de G tal que 
contenga a todos los vértices y aristas de todas las XZ--tra
yectorias (IY--trayectorias) en G. 

Gx11\G1ySZ 1 puesz es un conjunto separador, es decir, 
que toda XY--trayectoria contiene un vértice de I¡ y por de
f inici6n, cada xY--trayectoria tiene un solo vértice de X y 
uno solo de Y: 

20 



Como Z es un conjunto separador m1nimo y Z#Y, se tiene 
que Z 'ÍY, pues Y también es un conjunto separador, pero z es 
un conjunto separador m1nimo (ya que lzl e k). 

N6tese que si Y C: z, es decir que para toda ve Y entonces 
ve Z; ahora, decir que Y'/; Z (la ne9aci6n), es decir que exis
te va Y tal que v~ z, es decir que existe v tal que ve Y-Z. 

De esta forma·, existe un vértice v .,. ve Y-Z 

como v;Gxz entonces a(G11> ( a(GI¡ puesto que GxzSG 
entonces se cumple que a(Gxzl 'A(GI; y con v se cumple la 
desigualdad estricta, 

De esta manera, g no está separado de X para algún con
junto con menos de k vértices en G11, pues un XZ--conjunto 
separador en Gxz es un xY--conjunto separador en G. 

Por hip6tesia de inducci6n, hay k Xl--trayectorias aje
nas en Gxz• Similarmente, hay k IY--trayectoriaa ajenas en 

GIY' 
Como 111 • k, estas trayectorias se pueden unir a través 

de los vértices de 1 para formar k XY--trayectorias ajenas en 
G. 

Por lo tanto, existen k XY--trayectorias ajenas en G, 

~ Cada XY--conjunto separador de k vértices coin
cide con X 6 T. 

Sup6ngase sin pérdida de generalidad que uno de estos 
XY--conjuntos separadores coincide con X entonces lx\ • k, 

1a1 Si X &Y, entonces el resultado es inmediato, pues 
las k XY--trayectorias ajenas aerSn los mismos k vértices de 

x: 

f6\ 
\!J' 
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2a) Supóngase que existe x e X-Y. 

El conjunto X -\x\ no es un conjunto separador puesto 

que X - \ x) = k-1, y por hipótesis de inducción cada conjunto 

separador tiene al menos k vértices. 

Ahora, existe T una XY--trayectoria tal que T ncx-\xl) 
es igual al conjunto vacío. 

Por otro lado, X es un XY--conjunto separador, por lo 

tanto TOX /. -· por lo tanto Tl\X =\xi¡ así, la trayectoria 
Tes el conjunto 1 x=x0 ,x1 ,x2, ••• xn\; y al hacer y=x1 se 

tiene que 1 x1, x2 ,... xn \ (\X = -; por lo tanto existe la 

arista xy ( =xx1). 

X y 

Así, hay una arista xy tal que y f. X. 

Sea G' = G-xy tal que a(G 1 ) ( A(G). 

Si cada conjunto separador XY en G' tiene al menos k 

vértices, entonces el resultado se sigue por hipótesis de in

ducción (pues cada XY--conjunto separador tiene al menos un 

vértice en cada una de las XY--trayectorias ajenas, así, exis

ten k XY--trayectorias ajenas en G). 

Nótese que si xy estuviera en una de las trayectorias -

ajenas que no fueran las k trayectorias ajenas, entonces G 

tendría k+1 trayectorias ajenas, pero de cualquier manera 

existen las k trayectorias ajenas en G. 

En otro caso, sea z un conjunto separador en G' con k-1 

vétices, entonces z U {x) & Z U jy) son los conjuntos separa

dores en G. 
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2a) supóngase que existe x e X-Y. 

El conjunto X -\xi no es un conjunto separador puesto 
que X - \x) = k-1, y por hipótesis de inducción cada conjunto 
separador tiene al menos k vértices. 

Ahora, existe Tuna XY--trayectoria tal que Tnlx-\xll 
es igual al conjunto vacío. 

Por otro lado, X es un XY--conjunto separador, por lo 
tanto T 0 X /. ,, por lo tanto T (\X = \ xh así, la trayectoria 
T es el conjunto 1 x=x0 ,x1 ,x2, ••• xnl; y al hacer y=x1 se 
tiene que \ x1 ,x2,, • • Xn) nx = '; por lo tanto existe la 
arista xy (=xx1J. 

X y 

Así, hay una arista xy tal que y~ X. 
Sea G' = G-xy tal que a(G' 1 < A(G). 
Si cada conjunto separador XY en G' tiene al menos k 

vértices, entonces el resultado se sigue por hipótesis de in
ducción (pues cada XY--conjunto separador tiene al menos un 
vértice en cada una de las XY--trayectorias ajenas, así, exis
ten k XY--trayectorias ajenas en G), 

Nótese que si xy estuviera en una de las trayectorias -
ajenas que no fueran las k trayectorias ajenas, entonces G 
tendría k+1 trayectorias ajenas, pero de cualquier manera 
existen las k trayectorias ajenas en G. 

En otro caso, sea Z un conjunto separador en G' con k-1 
vétices, entonces z U (x) Z Vjy\ son los conjuntos separa-
dores en G. 
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Por hipótesis del Teorema y de este caso dos (que cada 
conjunto separador tiene al menos k vértices) se tiene que: 
IZUl:a\I lzUMI • k, donde z"Uhi =X & zUM a y 
son los XY--conjuntos separadores con k vértices • ... -, ,. ' 

~ 
X ~ y 

Nótese que en X l\Y "' z, hay k-1 trayectorias. 

Por lo tanto, existen k XY--trayectorias ajenas en G. 

c.s.q.d. 

21 prueba (Ore (20), 1962) 

Se probará el resultado cuando X n r • •; es claro cuando 

xnY - •• pues cada v6rtice de Xt\Y es por sI mismo una U-
trayectoria: 

QD . . 
1 y 

Se presentar& la prueba en forma de un algoritmo, éate 
empieza con un conjunto 11'1 que contiene 1 XY--trayectoriaa 
ajenas: P1,P2, ••• P1, para cualquier nGmero 1 que aea un ente
ro y no negativo (pues 1 podría ser cero, en caso de comen
zar el algoritmo con cero trayectorias), 
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Pasos iterativos: construir recursivamente dos conjun
tos de vértices S & T como lo indican los siguientes pasos: 

(i) Poner a todos los vértices de X dentro de ambos 
conjuntos s & T. 

(U) Si ucs & uvt:A(G) •\• uv~ 1T1 & vfTl"1 -.;> 
v.:s, 4 veT. 

(iii) Si U 1! S & UV( A(G) •'I• UV ~ 1f1 & V e.1f1 ••) 
v C T (pero dejar a v en s, si v ya estaba previamente en S). 

(iv) Si u 1 T & vu C 1T1 (esto és, que v precede a u 
cuando la trayectoria es recorrida de X a Y) ·~ v ES 
vCT. 

Las construcciones de S & T continuan hasta no poder 
hacer los pasos iterativos. 

Se tienen dos casos a considerar: si S contiene ó si no 
contiene algGn vértice de Y: 

E!!!2...!.l S contiene algGn vértice de Y 
Por la construcción de s, G contiene una sucesión reco

rrida al revés en 11"1,esto es: un·o XY--paseo (permitiendo 
yértices repetidos pero no aristas repetidas, por definición 
de paseo). 

Este paseo O solo se intersecta con las trayectorias de 
TT1, consistiendo de elementos de al menos una arista, la 
cual atraviesa en la dirección opuesta de la XY--dirección de 
1T1 (ver figura 11. 

Nótese que si G es una digrlfica, entonces O no es un 
paseo dirigido, pues recorre flechas que van de Y a X. En 
este caso, hay una manera obvia de extender "TI' 1 dentro de 
ir1• 1, ea decir, de encontrar una nueva trayectoria ajena 
aumentante (ver figura 21, 
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1t 1 

Q 

J[ y 

fi9. 1 

~---~--- .. 
~-~----· -L3 

J[ y 

fi9. 2 
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Haciendo esto, lo indicado en la figura dos (anular las 
flechas que se recorren en sentido contrario dentro del pa
seol, y regresando a los pasos iterativos con1Tl+t en lugar 
de1T" 1, se termina por encontrar las XY--trayectorias ajenas. 

~ S no contiene algún vértice de Y. 
Sea~ el último vértice a lo largo de Pi que esté en T, 

con i: 1,1. Este conjunto iv1,v2, ... v1) es un XY--conjunto 
separador de 1 vértices, el cual muestra que no pueden exis
tir 1+1 trayectorias ajenas. 

Por hip6tesis del Teorema se tiene que k•l, y el algorit
mo termina construyendo las k XY--trayectorias ajenas. 

c.s.q.d. 

Para ilustrar el algoritmo, se verán unos ejemplos. 

!.1...-1. (abarcando el caso 11 

X y 

X• i •0 1•1\ 
Sea 1r1 • P1 • \ x0,u1 ,u2,y0), una trayectoria dada. 

Aplicando los pasos algor!tmicos: 

UI 60 • \•0 1 ª1' •To· x 
liil x1cs0 & ir1 u2 ~A(GI ·tr· x1u2f1T¡ u2 ~1t'1 , enton-
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ces u2E: T1• Así, 51 e~ x0,x1l & T1 = ~x0 ,x1 ,u2~ 
(iv) u2e:T1 & u2u1c1f1 ce) u1C52 & u1cT2, así: 

52 e \x0,x1,u1t & Tz a ~x0 ,x,.u2,u1~ 
(iv) u1 € T2 & x0u1 Elfl e~ x0E 53 & x0t: T3 
(iil u1c 52 & u1y1C A(Gl ·'I· u1y1t1l' 1 & y1 ~ lt'1 

••) y1CT3 & y1ES3" Por lo tanto: 53 a\x0,x1,u1,y1} & 

Tl • <"0•"1•u2,u1•Y1~ 

Ya no se pueden aplicar más pasos algor{tmicos, por lo 
tanto: S • s3 1 T • T3 

Ahora se verá que se tiene en la gráfica, observando -
además que y 1 € S. 

X 'f 

Para ir de x1 a y1, se tiene el paseo Q • <x1,u2,u1,r1). 
As{, siguiendo lo indicado en la figura dos, se borra la aris
ta u1u2 (que es la que va en sentido contrario); y se encuen
tra una trayectoria ajena aumentante: 

X y 
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Y se tiene que: lT l+l \Pi ,P' 2} = { 1xo,u1 ,yol, 

(x1 ,u2 ,r0 1} 

Aunque no se conserven las trayectorias ajenas que se 
tenían (en el ejemplo anterior se vé: P

1
), se encuentra una 

trayectoria aumentante (en ese ejemplo: \ P1, P2 ~). Al borrar 
las aristas que van en sentido contrario en el paseo, las 
nuevas trayectorias ajenas quedan bien determinadas (se vé 
claramente c6mo hay que tomarlas). 

!.h.l. (caso 2) 

X y 

X • i x0,x1 ,x2 \ 

Sea1T1 • (P1 ,P2) • ~(x0 ,u 1 ,u2 ,y0 ), 1x1 ,u3 ,u•,u5 ,y1 1~ 

Ul X• So • {xo,x1,x2l •To 

(iii) x2€ SO 1 x2u .. (A(G) •'llr' XtUt fft'1 1 u .. e1f 1 

·~ u•(T1• As!, s1 • \x0 ,x1,x2) 1 T1 • \x0,x1,x2 ,u•' 

(iv) u.€ Tt 1 ª1U•( 1t"1 •.l> U3€ ª2 & U3 ~ Tz 

•+ 82 • \xo,x1,x2•ª1l 1 Tz • ixo,x1,x2'ª••u3) 
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(iv) u3ET2 & x1u3ElT1 e~ x1ET3 & x1,s3 

(iii) u3E.s2 & U3U2f.A(Gl·'1· U3U2~1T1 & u2E1t1 
·~ u2 tT3• Así, s 3 •\x0 ,x1,x2,u3} & T3 =lx0,x1 ,x2 ,u4,u3 , 

u2) 

(iv) u2 E T3 1 u2u2E1f 1 =~ u1E T4 & u1E s4 
•O:, s 4 • \x0,x1 ,x2 ,u3,u1) & T4 •' x0,x1 ,x2,u4,u3,u2,u1\ 

(iv) u1E T4 & x0u1E:11'1 e~ x0E s 5 1 x0 ~ T5 

liiil u1f.s4 & o1u5C"A(GI ·~· u1u5f 1f1 & u5(tf1 
-~ u5 E T5• Así, s 5 • \x0,x1,x2,u3,u1} & T5 • \x0,x1,x2,u4 , 

ul,u2,u1 ,u5) 

(iv) u5ET5 1 u4u5 E1Í1 ••) u4,s6 1 u4ET6• ASÍ, 

s 6 • \x0,x1,x2,u3,u1,u4} & T6 • \x0 ,x1 ,x2 ,u4 ,u3,u2 ,u1 ,u5,(a4 1~ 

(iv) u4~T6 1 u3u4 E1fl ·~ u3 ,s7 1 u3 ~T7 
(ii) u4 f: S6 & u4y2( A(G) •°t• U4Y2 ~1Tl 1 Y2t1f1 

··> Y2C ª1 1 Y2E T7. As!, ª1 • \xo,x1 •ª2•ª3•U1 ,u,,y2) 1 

T7 • I ªo'x1 ,x2,u4,ul,u2,u1 •ªs' (u4lrY2) 

Al dejar loa a4 entre paréntesis en T6 a T7, éstos in
dican el paseo a seguir (aunque ya estaban considerados). 

Por lo tanto: s • s 7 & 'f • T7 ¡ se tiene además que 
y2 (s. Observando ahora la gráfica: 

X y 
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Para ir de x2 a y2 se tiene el paseo O = \ x2,u4,u3,u2, 

u1 ,u51U41Yz' • 
Quitando las aristas: u3u4,u1u2 & u4u5, se tiene grá-

ficamente lo siguiente: 

y 

\'{ l+1 • \ P; 1Pz1Pj) ,;, ' ex0 ,u1 ,u5,y1 ), ex1 ,u3,u2 ,y0), 
ex2,u4,y21) 

En T se encuentra vértice por vértice el paseo a seguir 
(T lo va indicando), solo hay que poner los vértices que van 
indicando loa pasos algor1tmicos aunque éstos ya estén repe
tidos ever T7 en el ejemplo dos). El paseo empezará con un 
v6rtice del conjunto X, con el cual se comienzan los pasos 
algorítmicos, pues a partir de este vértice se encontrará la 
XY--trayectoria ajena aumentante. 

!1.:.....1 e caso 2 ) 

• • \ 110'x1 ,x2\ 

Sea 1f l • \ p1 ,P2) • \ (110,u1 •ª41Y1), ex1 •ª3•Uz1Yol) 
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X y 

( i ) So = ~ Xº, x, , x2 ~ = To = X 
(iii) x2ESo & X2U3(A(G)·'I' X2U3~1f1 & º3E1Í1 

=~ u3 E Tt. Así, s 1: \x1 ,x2,x3) & T1 = j x0,x1 ,x2,u3) 

(iv) U3E Tt & X¡U3 E: lT¡ =~ x, E 82 & x,.: T2. Así, 
82 ª \ xo,xt,x2~ & T2 = \xo,xt ,x2,u3~ • 

Por lo tanto: S = s2 & T = T2 
Encontrando el XY--conjunto separador: 

x0 E P1 & x0 es el último vértice de P1 • ~· x0 e T 
!1J e P3 & u3 es el Último vértice de P2 ·"!· u3 € T 

Por lo tanto, \x0,u3) es un conjunto separador de la 
gráfica, al quitar éstos vértices (con sus respectivas aris
tas) se vé que la gráfica está separada: 

Y¡ 

X y 

Así se tiene que Y está separado de X. 
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fil..._! (caso 2) 

X 

X = \ x0 ,x1 ,x2~ 
Sea 1T1 = \p, ,P21P3\ 

y 

= \ (x0,u11U51Y1 ), <x, 1U31U21Yol 1 

(x2 ,u4,y21) 

(i) s0 = \ x0 ,x1,x2' = T0 = x 
(ii) x2 Cs0 & x 2u3 t.A(G) •'I' x2u3 ~lfl & u3 ~1íl 

·~ u3 ET1 • As!, s1 = lx0x1 ,x2} & T1 = ~x0 ,x1 ,x2 ,u3~ 
(iv) U3ET1 & X1U3E11'1 =.l) X111i.T2 & x,Es2, enton-

ces, s = s1 & T = T1 

x0 E. P1 & x0 es el último vértice de P1 '°"' x0 ET 
u 3 € P2 & u3 es el último vértice de P2 •'lt· u3 t. T 

x2 1: P3 & x2 es el último vértice de P3 ·~· x2c T 

Por lo tanto, {x0 ,u3 ,x2 ~ es un-XY--conjunto separador. 

X y 
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Y está separado de X, pues al quitar a z (el conjunto se
parador), la gráfica se desconecta. 

El caso 1 es para encontrar las XY--trayectorias ajenas 
aumentantes; y el caso 2 es para encontrar un XY--conjunto se
parador y así ver que no hay traye ct.crias ajenas que se pue
dan agragar, 

Dejando por el momento las gráficas finitas, se verá 
ahora la elegante prueba de Erd8s para el Teorema de Menger 1 

se seguirá teniendo a k finita, para dos conjuntos arbitra
rios X & Y en una gráfica infinita, y se tomará como ver
dadero el resultado para gráficas finitas. Esto no es necesa
rio si se adopta la segunda prueba de arriba, pues esta prue
ba se puede modificar para probar el resultado en una gráfica 
infinita (aunque por supuesto, el algoritmo no sea modificado), 

La prueba inductiva de Pym trabaja solo para gráficas 
finitas, y el argumento de Erd8s (hecho en 1931 6 32, cuando 
él tenía cerca de 19 años y publicado por K8nig (13], es de 
gran valor para ser inclu{do). 

Dm. (del Teorema de Menger para una gráfica infinita G) 

11 4•" Esta implicaci6n está soportada como antes (por 
la prueba anterior, pues con el algoritmo se encuentran las k 
XY--trayectorias ajenas) 

c.s.q.d, 

"••) 
11 sup6ngase que el resultado es falso; así, se ten

drán a los más 1 XY--trayectorias ajenas, con 1 ( k. Sean P1, 
P2, ••• P1 tales trayectorias (esto es, hay k trayectorias 
ajenas, pero se supone que solo hay 1 trayectorias ajenas), 
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Nótese que una XY--trayectoria, como cualquier trayecto
ria con dos vértices finales debe ser de longitud finita, aún 
en una gráfica infinita. 

Supóngase que se quitan los vértices v1 en P1 , v2 en P2, 
v1 en P1; como 1 ( k, sigue habiendo una XY--trayectoria 

en G. Sea P(v1,v2 , ••. v1 ) tal trayectoria, una trayectoria 
en función de los vértices v1,v2, ••• v1. Al quitar dichos -
vétices, se rompen a los más l trayectorias (aunque en reali
dad se tienen k). 

Hay muchas formas de elegir los vértices v1 ,v2 , ••• v1 , 

pero ésta elección es finita (puesto que la longitud de una 
trayectorias e finita). 

Gráficamente se tendr!a lo siguiente: 

1 

k 
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Al quitar los vértices vi (con i = T;i), gráficamente 
se podr!a ve de la siguiente manera: 

-- -~ 

' P1 ~1:1~ 
.1 .... 

G': 

,,-- --.... 
P1 ~l;I~ 

1 
\ ... 

La trayectoria punteada es una XY--trayectoria en fun
ci6n de los vértices que se borran: Plv1,v2, ••• v1 1 

De esta forma, la subgráfica G' de G, es finita; y G' 
consiste de todos los vértices y aristas en P1,P2 , ••• P1 y de 
todas las trayectorias Plv1,v2, ••• v11. 

Las combinaciones para elegir tales vértices es finita, 
asl que G1 será finita. 

El conjunto Y no está separado de X para ningún conjunto 
de 1 6 menos vértices: 

tR) Si se quita un vértice vi en cada 
Pi' queda la trayectoria Plv1,v2, ••• v11 

2R) Si se quitan 1 6 menos vértices 

de algúna otra forma, sigue quedando alguna de las Pi trayec

torias. 
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Por lo tanto, por el Teormea de Menger para gráficas fi
nitas, hay 1+1 trayectorias ajenas en G', de aqu! que también 
las hay en G / • pues solo habla 1 trayectorias ajenas en G. 

De esta manera, los vértices v1,v2, ••• v1 forman una -
XY--conjunto separador en G'. 

As! que cada conjunto separador en G contiene al menos 
k vértices. 

c.s.q,d. 

Es casi trivial la prueba del Teorema de Menger para un 
número k infinito: 

Se puede tener un k infinito, 
pero siempre se podrá encontrar 
un número finito de trayectorias 
que separen a Y de X; de ésta 
forma habrá un XY--conjunto se
parador finito. 

La extensi6n que se quiciera probar está contenida en 
la siguiente conjetura clásica de Erd6s:_ 

Conjetura: Sean X 1 Y conjunto• arbitrario• de 
v6rtice• en una gráfica infinita G. !Dtonce•, G contiene un 
conjunto ir 1 de XY--trayectorias y un conjunto 1 (XY--con
junto •aparador), que astú en correspondencia uno a ano1 H 
dacir, que cada v6rtice de 1 e•tá en una 6nica trayectoria 
de'1T, y c•da trayectoria de 1t contiene un único v6rtlce de 
l. 
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Hasta donde se sabe, virtualmente no se sabe nada acer
ca de la soluci6n a este problema (sin embargo, se puede con
sultar: McDiarmid [15)), 

Se concluye este capítulo con una lista de Teoremas re
lacionados en gráficas (finitas), 

El siguiente Teorema puede ser probado adaptándose a la 
segunda prueba del Teorema 2.1. Alternativamente se prueba 
fácilmente con las construcciones elementales de Teoría de -
Gráficas, observando que cada uno de los Teoremas 2.1 y 2,2 

se implican uno al otro. Obsérvese además que el Teorema 2,1 1 

al tener en vez de conjuntos de vértices l & Y, tendrá a loa 
puntos u & v; de ésta forma el Teorema 2,2 se transforma en· 
el Teorema 2.1 (es como si al conjunto de vértices X se le -
comprimiera a un solo punto u, y el conjunto Y en el punto v). 

Teor. 2.2 (Teorema original de Menger (18)) 

Sean u 1 v dos vértices de la gráfica 6 
digráfica G tal que u no ady6 vr existen k uv--trayectorias 
en G tal que ion internamente ajenas dos a dos les decir, 
ion ajenas por parea, excepto por 1ua extre90a, loa vérti
cs1 u a v), 1i y 1610 si 1igue habiendo una uv--tray1ctoria 
en Gal quitar cuale1quiera •vértices de G-\u,v\, donde 

•(k. 

Con un ejemplo se puede ilustrar este Teorema 2.2.: 

G: V 
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u no ady6 v 
k a 3 uv--trayectorias internamente ajenas dos a dos. 

•< k = 3 

Al quitar uno ó dos vértices de G-lu,v\, sigue habiendo 
una uv--trayectoria en G, y viceversa. 

Def. Un. conjunto parcialaente ordenado ( e 1 J:,) 1 es un 
conjunto con una relación entre algunos pares de elementos 
tal que cumplan las siguientes propiedades: 

ª~ª 
si at&b & b:!:a u) 

si al!:b & b:!O:c •=) 

a6b 
a~c 

Reflexividad 
Antisimetda 
Transitividad 

Teor, 2.3 (Teorema de descomposición en cadenas de 

Dilworth), Bl número de eleaentos de la anticadena llis 
grande (conjunto de eleaentos dos a dos incOllparables) eft un 
conjunto finito P parcialmente ordenado (de vértices), es 
igual al alniao n6aero de cadenas (subconjuntos totalmente 
ordenados) tal que su uni6n mea el •isao conjunto 1P • 

Este Teorema probado por Dilworth (4) en 1950 se puede 
obtener aplicando el Teorema de Mangar pai·~ una gdfica bipar
tita construida de una manera adecuada a partir de • Sin 
embargo es mSs fScil probarlo directamente, copiando la pri
mera prueba del Teorema 2.1. Esto invierte el orden histórico, 
pues Perles (22) presentó tal prueba del Teorema de Dilworth 
en 1963, y Pym (23) lo modificó para probar el Teorema de Men
ger. 
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Un ejemplo del Teorema 2 • J : 

A: • ~· 2 3 .. 
~ B: • >. :lo• ,... 

5 6 7 8 

c: • )• )• 
g 10 11 

Las cadenas máximas en f> son: e1 • \A,e,eb que son 
subconjuntos totalmente ordenados (es decir, sus elementos 
son comparables dos a dos, en la cadena A se puede decir que 

está antes que 4, que 3 está después de 2, etc.) 

Un conjunto parcialmente ordenado en & puede ser e2 • 
~1,6,10) <e2 es una de las anticadenas más grandes, pues sus 
elementos son incomparables dos a dos, es decir, que no se 
puede decir nada respecto a 1 y 10, pues no se les puede com
parar por estar en diferentes cadenas. 

El m1nimo número de cadenas en ~ tal que su uni6n es el 
mismo conjunto 6> es le1\ • 3. 

El número de elementos de la anticadena más grande en el 

conjunto Pes le2\ • 31 1 le1\ - le2\. 

N6tese que cada cadena por ser una trayectoria dirigida, 
se puede descomponer en una gráfica bipartita. 

La construcci6n de la gráfica bipartita de ~ en el ejem
plo anterior, se puede ver el la siguiente figura. 

De esta manera, se puede tener una gráfica bipartita: 

G • IG1,G2)• 
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G: 

Si G1 • X 1 G2 • Y, se puede aplicar el Teorema de 
Menger y se tendría que existen cinco XY--trayectorias ajenas 
( (1,21, (3 1 41, (5,61, (7,81, (9,101 )¡ y cada IY--conjunto 
separador (en este caso, los mismos conjuntos X 1 Y) tienen 
al menos cinco vértices. 

El Teorema siguiente fué probado por Whitney (26) en 1932, 
y es una consecuencia del Teorema 2,2¡ para probar la "necesi
dad", no se debe olvidar que u & v pueden estar unidos por una 
arista de G, 

Def. Una gr6fica es k~-conexa, si tiene al menos t+t 
vértices, y si cada dos vértices distintos u & v est6n conec
tados por al menos t uv--trayectorias internamente ajenas dos 
a dos, 
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Teor. 2.4 (Teorema de Menger--Whitney) 
Una gráfica con al •enos k+1 vértices es 

k--conexa si y sólo si, ésta no se desconecta al quitar un 
subconjunto de • vértices, donde • ' k-1 (es decir, al qui
tar k-1 ó menos vértices) • 

.!!.!.... 
"•~ " Sea G una gráfica con al menos k+1 vértices tal 

que es k--conexa. Se procedera por Reducción al Absurdo (es 
decir, suponiendo falso el resultado y encontrando una con
tradicción 1 • 

Supóngase que G se desconecta al quitar •f' k-1\vértices. 

Sea S • i e1,e2, ••• •.\ un subconjunto de vértices tal 
que G-S es disconexa, entonces existen u & v en G-S tal que 
no existe una uv--trayectoria en G-s. 

Por el Teorema 2.2, u no ady6 v; y como Ges k--conexa, 
existen k uv--trayectorias internamente ajenas dos a dos. 

Aplicando el Teorema 2.2, sigue habiendo una uv--trayec
toria en G-S ~ (ya que G-S es disconexa). 

Por lo tanto G-S es conexa 

c.s.q.d. 

" ~ ... (i) si u no ady6 v 

sean u • v tal que u no ady6 v; como G no se desconec
ta al quitar un subconjunto de• vértices (con•' k-11, en
tonces sigue habiendo una uv--trayectoria en G al quitar me

nos de k vértices de G - \u,v}. 

Por el Teorema 2.2, existen k uv--trayectorias en G tal 
que son intenamente ajenas dos a dos; es decir, G es k--conexa. 
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(ii) si u ady
6 

v 

Sea G' = G-uv, nótese que por hipótesis, G' no se desco
necta al quitar menos de k-1 vértices. 

Sigue habiendo una uv--trayectoria en G' al quitar cua
lesquiera •(<.k-1\ vértices de G'-{u,v>. 

Y como u no ady6 , v (y tambi~n por el Teorema 2.2), 
existen k-1 uv--trayectorias en G internamente ajenas dos a 
dos; por lo tanto, para todo par de vértices u & v de G, exis
ten k uv--trayectorias internamente ajenas dos a dos. 

Por lo tanto, G es k--conexa. _ 

c.s.q.d. 

Un ejemplo del Teorema 2.4: 

l Y\ • 5•4+1 .", k • 4, es decir, esta grlifica es 5--co-
nexa • 

• ' k-1 • 3 
Al quitar tres Ómenos vértices, la grifica sigue siendo 

conexa, y viceversa. 

El siguiente resultado puede ser probado adaptindose a 
cualesquiera de las puabas del Teorema 2.1. Tambi6n puede ser 
demostrado por las conatrucci6nes b&sicas de Teorla de Grifi
cas, al ser equivalentn ambos Teoremas: el de Menger y el de 
flujo mix.--cortadura mln. i.111 sentido de que cada uno puede 
ser usado para probar el otro). 

Este resultado tambi6n se sigue directamente del Teore
ma 2.2, al tomar G' como la grifica de lineas de G uni6n los 
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vértices u & v, es decir, G' = L(GJ U ju,v) V lux/ x corres
ponde a una arista de G, incidente en u) U ~vy/ y correspon
de a una arista de e, incidente en v~: 

G: u~ ~V 

~~ G': u x2 Y1~v 

X3 
Y2 

Teor. 2.5 Si u 1 v son vértices en una gráfica 6 
digráfica G, entonces u está conectado a v por k trayecto
rias ajenas en aristas si y s6lo si, u sigue estando conec
tado a v por una trayectoria al quitar cualesquiera • aris
tas, con•' k-1. 

Un ejemplo de este Teorema: 

k • 4 uv--trayectoriaa 
a ' k-1 • l; al quitar tres 6 menos aristas de la gráfi

ca, se sigue teniendo una uv--trayectorias, y viceverea. 

Def. Una gtafica ea t--conexa por aristas, si cada dos 
vértices distintos están conectados por al menos k trayecto
rias ajenas en aristas. 



Teor. 2.6 Una gráfica G es k--conexa por aristas si 
y sólo si, esta no se puede desconectar al quitar un conjunto 
de • aristas, con • " k-1 • 

.!!!!!..:. 
11 aa) " Sea G una gráfica k--conexa por aristas. Enton

ces, para cualesquiera vértices distintos u & v de G, existen 
k trayectorias ajenas en aristas, entonces u sigue estando 
conectado a v por una trayectorias al quitar menos de • ' k-1 
aristas (ésto por el Teorema 2.5.), 

c.s.q.d. 

" (=-" Sea G tal que G sigue siendo conexa al quitar 
un conjunto de • aristas (con m ' k-1), entonces u sigue co
nectado a v por una trayectoria al quitar cualesquiera • 
aristas. 

Por lo tanto, del Teorema 2,5 existen k uv--trayectorias 
ajenas en aristas. 

Por lo tanto, G es k--conexa por aristas. 

c.s.q,d. 

Un e1 amplo de ea te Teorema: 

G: 

Ges 2--conexa por aristas. 
Al quitar • • 1 aristas, G-u sigue siendo conexa, don

de u ( G¡ y viceversa. 



Teor. 2. 7 supóngase que X, Y, & z son conjuntos de 
vértices (no necesariamente ajenos) en una gráfica ó digráfi

ca G tal que Z es un XY--conjunto separador en G. supóngase 

además, que para cualesquiera k vértices de z que se quiten, 

sigue habiendo una XY--trayectoria en G. Entonces, existen k 
XY--trayectorias en G tal que son ajenas dos a dos en la in

tersección con Z (esto és, que para dos XY--trayectorias, és

tas no tienen vértices en común de Z). 

Este Teorema probado por Dirac [5] en 1963, se sigue -

aplicando el Teorema de Menger para una nueva gráfica G', ob

tenida a partir de G: tomando k copias de cada uno de los vér

tices que no están en z y una copia de cada uno de los vérti

ces de z, con aristas múltiples apropiadamente. Es claro que 

el Teorema 2.7 incluye al Teorema de Menger como un caso espe

cial cuando z • V(G). As!, usando el Teorema de Menger para 

la gráfica modificada (G'), resulta que el Teorema 2.7 es es

trictamente más fuerte que el Teorema de Menger, es decir, 

que el Teorema de Menger es un caso particular del Teorema 2.7 

cuando X=u & Y=v: 

Esta propiedad de que un Teorema produzca resultados más 

fuertes que los cuyos mismos (auto--refinamiento), se expresa 

algunas veces diciendo que el Teorema se auto--refina. Justa

mente se ha visto que, en este sentido el Teorema de Menger 

es auto--refinable (se auto--refina por sí mismo); y también 

se podrá apreciar ésto en capltulos posteriores para el Teo

rema de Hall (Teorema 4.5), y para el Teorema de Tutte (Teo

rema 5.2). 
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Este Teorema también se puede demostrar al tomar la grá
fica unida a dos vértices u & v tal que los vértices de X es
tén unidos a u y los de Y a v. Aplicando el Teorema de Menger 
y suponiendo que Z tiene exactamente k vértices, pues con k 
se separan a X & Y (si hay más vértices en z, se quitan has
ta tener k). 

De ésta forma se tendría: 

z 
1 es un uv--conjunto separador, 1 lwl • k 
Para cualesquier k vértices de z que se quiten, sigue 

habiendo una uv--trayectoria, 
Entonces, por el Teorema 2.2, existen n uv--trayectorias 

en G tal que son internamente ajenas dos a dos en la inter
secci6n con 1 (pues loa vértices que se quitaron fueron de 1, 
donde n>k), 

Así, existen k uv--trayectorias en G tal que son ajenas 
dos a dos en la intersecci6n con z. 

Ejemplo del Teorema 2.7: 

Teniendo la siguiente figura, se tiene que si se quitan 
k•2 vértices de 11 sigue habiendo una XY--trayectorias en G. 
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X y 

Por lo tanto, existen dos XY--trayectorias tal que son 
ajenas dos a dos en la intersecci6n con z. 
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3.- TEOREMA DE FLUJO MAXIllO--CORTADURA MINillA 

El valor del flujo máximo que se puede enviar a través 
de una gráfica entre dos vértices específicos es igual a la 
capacidad de la cortadura mínima; esto se establece en el -
Teorema de Flujo Máximo--Cortadura Mínima, parte principal 
en esta sección, y que se demostrará en forma algorítmica. -

Seguidamente se ven dos Corolarios: el primero da la 
restricción para saber cuando un flujo ya alcanzó su valor 
máximo, y el segundo es acerca de la integridad del flujo. 
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En este cap!tulo se seguirá la notación usada por 
Ford y Fulkerson [8); teniendo las siguientes definiciones: 

Sea D una digráf ica, se denotará por: 

A (x) ( "after x" después de x) 1 al conjunto de vér-
tices para los cuales x está unido por un arco, es decir, el 
conjunto de vértices que son adyacentes a x, donde las flechas 
llegan a x: 

~(x) ["before x" antes de x) al conjunto de vérti-
ces que están unidos a x por un arco, es decir, el conjunto 
de vértices que son adyacentes a x, donde las flechas llegan 
a x: 

Se asignará a cada arco xy un número real no negativo 
c(xy) que se llamará la capacidad del arco xy: as!, c puede 
ser pensada como una función de valores reales sobre A(D), 
donde A(D) es el conjunto de arcos (flechas) de D. 

Sean s 1 t dos vértices de o, llamados respectiva-
. mente la fuente (vértice de ingrado cero), y el pozo 6 suai

dero (vértice de exgrado cerol; un flujo f con valor v(f) 
de s a t, es una función f: A(D) ---) 'iil+ tal que para 
todo v6rtice x D se tiene lo siguiente: 

rCxl • L f(xyl y'" (X) 
) F(xy) 

y:,;(x) 
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Esto es, el flujo en un vértice x (F(x)}, es igual a la 
suma del flujo que sale menos la suma del flujo que entra a 
ese vértice x (estas igualdades se podrán apreciar con más -
detalle en los posteriores ejemplos). 

También se debe cumplir que: O ' f(xy) ~ c(xy), para to
do arco xy E D, es decir, f(xy) l> O, pues no se puede enviar 
un flujo negativo; y f(xy) 'c(xyl, ya que el flujo que se -
puede enviar no puede exeder la capacidad que se tenga en ca
da arco xy, 

F(x) es llamada la red del flujo que sale del vértice x. 
Se dirá que f & c ~ 2 1 si F(xyl & c(xy) E 2 1 para todo -
arco XYE D. 

S~an X & Y conjuntos de vértices de D tal que XUYaV(D) 

& xnY•ll, con a EX & tE.Y. Sea (X,Y) el conjunto de ar
cos que unen un vértice de X con uno de Y, as!, este conjunto 
<X, Y) es llamado la cortadura en D que separa a s & t, y 

su capacidad es: 

c(X,Y) ~ c(xy), es decir, la suma de los flujos 
xy f (X,Y) 

en los arcos xy que están en la cortadura ( X, Y> 

Si s & T son conjuntos de vértices, se definirá f(S,T) 
(el flujo que vá del conjunto s al conjunto T} as!: 

f(S,T) ~ f(xy), es decir, es la suma de los flu-
x.: s 

& YE T 
+llYEA(D) 

jos en los arcos xy A(DI tal que x ES & y 6 T. 
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El siguiente resultado se puede obtener a partir del Teo
rema de Menger como se mencionó en el capítulo previo (Teore
ma 2.5), sim embargo , se probará por el método algorítmico 
de Ford y Fulkerson. 

Teor. 3.1 (Teorema de flujo máx.--cortadura mín.) 
El valor del flujo máximo, v(f), tomado so

bre todos los flujos f de s a t, es igual a la capacidad 
de la cortadura m1nima c(X,Y) tomada sobre todas las cortadu
ras (X, Y> que separan a s & t • 

.Q!!!!.. (Ford y Fulkerson [7], 1956) 

Se probará primero que v(f) ~ c(X,Y) para todo flujo f, 
y para toda cortadura < X, Y> , es decir, que la capacidad en 
cualquier cortadura no puede exceder al valor del flujo). 

Sea f un flujo y (X, Y) una cortadura. Se verá que: 
v(f) = f(X,Y) - f(X,Y), es decir, que el valor del flujo es 
igual a todos los flujos que salen (que van de X a Y), menos 
todos los flujos que entran (los que van de Y a X). 

Nótese que: ~ P(x), es la suma de los flujos en la 
XEX 

red para el vértice x. 
f(x,V(D)) es el flujo que sale de x a los 

vértices de D. 
f(V(D),x) será el flujo que llega a x a 

partir de los vértices de D. 

v(f) ~ P(x) 
XEX 

= L [f(x,V(Dl) - f(V(D),x)) 
XEX 
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L flz,V(Dll 
"'X 

L IV(D),z) 
"~X 

" f(X,V(D)I - flVIDl,XI; como VID) a X UY, 
= f(X,XUY) - flXUY,XI; como en conjuntos se tiene que: 

XUY • (XUYI - IXllY), 
" f(X, (XUYl-IXIWll - f((XVYl-IXl'IYI, X) 
• f(X,XI + f(X,YI - f(X, X /\r) 

( f(X,XI + f(Y,XI - f(X{\Y, X) J; como XllY •ti •+ 
· f(x, xnr1 • tcxnY, x1 • o, 

• f(X,XI + f(X,Y) - f(X,XI - f(Y,11 
• f(X,Y) - f(Y,XI 

Puesto que f(X,YI ' c(X,YI & f(Y,XI ~ o, se tiene que: 
Y(f) • f(X,Y) - flY,X) ' c(X,YI - f(Y,Xl ' c(X,Y). 

Por lo tanto, vCfl ' e (X,YI. 

Se dará un algoritmo para la construcci6n del flujo y 

de la cortadura, cuando la funci6n de capacidad es un entero, 
Si,alguna de las capacidades no son enteras (que sean racio
nales) se pueden multiplicar todas las capacidades por el mí
nimo comGn denominador de estas fracciones, y as!, proceder 
con el algoritmo, 

Asl, al suponer que las capacidades de los arcos son to
das nGmeros enteros, el algoritmo empieza escogiendo un flujo 
fv de valor v (por ejemplo, el flujo de valor cero, que en 
cada uno de sus arcos tiene flujo cerol. 

La idea del algoritmo es construir una cortadura, y exhi
bir un flujo que tome el valor de la capacidad en esa corta
dura, del tal forma que el flujo sea mlximo y la cortadura -
sea 111lnima, 

Algoritmo: Formar recursivamente el conjunto de v6rtl
cer x, de la siguiente manera: 
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(a) S( X 

(b) si xi X, y se cumple que: fv(xy) < c(xy) ó fv(xy) >O 
••) y e X, y se pueden tener dos casos a considerar: 

caso 1 : si te X 
Por la construcción de X, hay una trayectoria no dirigi

da P de a a t, donde P = [s=x0 ,a1,x1 ,a2 , ••• ªn•"n=tl tal que 
todo vértice ªi € P, con i = 1,ñ; y se tiene: 

(i) ªi = "i-l"i € D, cuando fv(ai) ( c(ail; 
es decir, una arista ai que va en el sentido correcto de la 
trayectoria P y tal que su flujo sea menor que su capacidad. 

(ii) ªi = "i"i-l ( D, cuando fv(ai) >o; es 
decir, una arista ai que va en sentido inverso a la trayecto
ria P y tal que tenga un flujo positivo. 

De esta manera, se aumenta el flujo en una unidad para 
toda a1 • "i-l"l' y se decrementará el flujo en un unidad pa
ra toda arista a1 • "i"i-l; as!, se obtendrá un nuevo flujo 
con valor v+1. Hacer estos cambios y regresar a los pasos ite

rativos con el nuevo flujo fv+l" 

~ si t~X 
Definir Y• V(DI - X ... ) tlY1 & (X,Y) es una cor

tadura que separa a a & t. Si x E X & y E: Y, entonces: 
fv(xy) • c(xy) 1 si ay ( A(D); & fv(yx) • O si yx E. A(D); pues 
de otro modo, y tendr!a que haberse puesto en X. De ésto, se 
sigue que fv(X,Y) • c(X,Y) & fv(Y,X) • o. As!: 
Y• v(fv) • fv(X,Y) - fv(Y,X) • c(X,Y). 

Y el algoritmo termina exhibiendo un flujo máximo y una 
cortadura minima. 

c.s.q.d. 
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Se dice que P en una trayectoria no dirigida de s a t, 
si es .una trayectoria con flujo aumentante con respecto a f, 
es decir, si f < c sobre todas las aristas que van en el sen
tido de P; y si f >O sobre todas las aristas que van en sen
tido inverso a P. 

Se verán unos ejemplos, pero antes se definirá la forma 
de trabajar sobre una red: cómo se indicarán el flujo y la 
capacidad, cómo se etiquetan (marcan) los vértices que se van 
usando en una trayectoria elegida por la cual se mandará el 
flujo , etc. 

En cada arco xy hay un paréntesis con dos números, indi
cando el flujo y la capacidad respectivamente en ese arco: 
(f,c). 

Como lo indica el algoritmo, se van buscando trayecto
rias no dirigidas de s a t. Respecto a cada trayectoria de 
estas, se van a ir etiquetando cada uno de sus vértices de la 
siguiente manera: [tx, EJ, donde x es el vértice anterior al 
gue se está etiquetando en cada trayectoria; se le pondrá "+" 1 

si el arco va en el sentido de esa trayectoria, y "-", si el 
arco vá en sentido contrario a la trayectori~: E es el mínimo. 
flujo que se puede mandar a través de ese arco tal que tam
bién se pueda pasar por los arcos anteriores en esa trayecto-

~ 

ria. 

Al terminar la etiquetación, se aumentará el flujo sobre 
esa trayectoria; no olvidando que para las arista en el sen
tido de la trayectoria se aumenta el flujo, y para las aris
tas que van en sentido contrario se decrementará el flujo. 

El algoritmo menciona que se incremente (Ó bien, decre
mente) el flujo en una unidad, pero si es posible aumentarlo 
en más unidades, se ahorrará el pasar por esa trayectoria más 
de una véz ó no se tendrían que buscar más trayectorias no 

dirigidas. 
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Con paréntesis remarcados (más gruesos), se indicará que 
el correspondiente are.o ya está saturado, es decir, que ya no 
se puede enviar flujo a través de él; salvo que se regrese -
flujo. 

Se continúa de esta forma hasta no poder incrementar el 
flujo (hasta no poder encontrar más trayectorias no dirigidas). 

La última etiquetación indicará cómo se va a determinar 
la cortadura (con la observación de que esta última etiqueta
ción no llegará hasta t)¡ se pondrán en X a los vértices que 
se pudieron etiquetar y en Y los vértices que ya no se pu
dieron etiquetar: y se contruirá la cortadura (X, Y) 

• \fxi,xjJ), donde, xi es un vértice etiquetado, xj es un 
vértice no etiquetado, y (xi 'ª:I 1 E A(D). 

La capacidad de la cortadura, c(X,Y), será la suma de -
las capacidades en los arcos de la cortadura <X, Y) • Y el -
flujo máximo será el flujo total que llega a t (la suma de 
todos los flujos que llegan a t). 

La etiqueta de a aiem~re será [+a,GIJ: +a, pues no hay 
vértices de donde etiquetarlo (ea la fuente, y de aqul •aldrá 
todo el flujo); y lleva el •a1• porque de• se puede mandar 
todo el flujo que se desee. 
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La trayectoria no dirigida que se eligió (puede ser cual
quiera) es P • \s,a,c,t), y el flujo que se puede enviar a 
través de ella es de cinco unidades (indicaco en la etiqueta 
de t). 

se incrementa el flujo en S unidades a través de P, se 
borran etiquetas y se comienza de nuevo, buscando una nueva 
trayectoria no dirigida. 

[+a,3] 

P • \ s,b,t), se aumenta el flujo en 3 unidades¡ se borran 
etiquetas y se busca una nueva trayectoria no dirigida. 

(S,S) 

[+a,1] 

~ICC) 
<0,:1 ~@ 

[+b,1 J 

P • \1,·a,b,t), se aumenta el flujo en una unidad. 
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Ya no se puede seguir etiquetando, se ha terminado, 

v(f) = 5+4 = 9 = flujo máximo (indicado con "º") 

X = ~ s,a l & y = A(D) - X 

\ls,b), (a,b), (a,cl). 
~ b,c,t~ ==) (x,Y > = 1 

c(X,Y) = 3+1+5 =9 = v(f) (indicado en la red con " 00
") 

!J........l (el mismo ejemplo uno, pero al tomar otras tra
yectorias no dirigidas se tienen etiquetas negativas). 

[+b,2) 
(0,5) 

[+s,31 

~~-- .. 
.~ ~ (0,4) © 

P • ~a,b,c,a,t\, se incrementa elflujo en dos. 

[+a,1) 

P • ta,a,b,t\, se incrementa el flujo en uno. 
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(2,5 I (+~ ·- -· 

.~~ (0,41 @ 

P • ( 11,a,c,t', se incrementa el flujo en tres. 

es s 1 

~ 0,41 ~ © 
(+b,1] 

[+11,1 J 

P • ( 11,b,t}, se incrementa en una unidad el flujo. 

l-a,21 
P • ~s,a,b,t), se incrementa el flujo en dos unidades 

para todos los arcos de P, excepto en el arco ba porque va 
en •entido contrario a la trayectoria P. 
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v(f) • 5+4 • 9 • flujo máximo (indicado con "º") 

X• \11,a~ & Y• \b,c,t~ ·~ (X,Y) a ~(s,b) 1 
(a,b), (a,c,1). 

c(X,Y) • 3+1+5 • 9 • v(fl (indicado con ""'") 

~ (un ejemplo donde se usan etiquetas negativas, · 
y también las hay para la construcci6n de la cortadura), 

© 
[+c,21 

(H,6) 

P • ,s,b,a,c,t), se incrementa el flujo en dos, 

(H,4) 
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P ={ a,b,c,t~, se incrementa el flujo en uno. 

[+a,7) 

[+a,4 J 

(~1,4) G) 
[+b,4] 

(0,6) 

P • <s,a,b,t}, se incrementa en cuatro unidades el flujo, 

P a \a,b,t}, se incrementa el fjujo en tres. 

[+a,3) 

[+a,2) 

P • ¡ a,a,b,t), se incrementa el flujo en uno a trav6s 
de P, excepto en el arco ba (en el cual se decrementará el 
flujo en uno). 
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v(fl = 3+8" 11 =flujo máximo (indicado con,. .. ,). 

X • {a,a,b,c~, Y " \t) •-!> (X,Y) • \ (b,t),(c,tl) 

c(X,Y) • 8+3 • 11 • v(fl (indicado con ""'"). 

corolario 3,2 Un flujo f tiene valor llixillO ai y a6lo 
ai no hay una trayectoria no dirigida laumentantel respecto 
a f. 

B!!!.... 
" .. ) " (Dm, por negaci6n, es decir, si p ••) q enton-

tonces, P.D. que N q ••) ,,.., PI 

sup6nqase que hay un a trayectoria no dirigida P tal que 

P • (•111•0 1 ª1 1 •1 1 • • • ªn'Zn•tl 

(i) O • fla1 1 ( c(a1) 'd ai • (Ji:1_1,x1 11 puesto 
que todavla est' la trayectoria no dirigida P (entonces, se 
tiene la desigualdad estricta), 

(ii 1 f(ai no 'r/ 111 " Cir1,x1_1 I 

P.D. 

Sean: 
f no ea m¡x1mo, 

'··{ :'"· l •1•,>-'1•, 1) 
'rla1•C•1-1 1 •1> 

si { ai ( P/ ai • 

••1-1'ªi·~ #. 



Yai=(xi,xi-1 l 

si \ ai E: P/ ai • 
(xi ,xi-1) \,.. ¡J 

Sea E= mln. ~ E1, E2), y sea f* un núevo flujo. 

f*: A(D) --~ 'ÍR+ 
f*(a) • f(a) V a~ P 
f(ai) • f(ai) +E 1 'f'a1 = Cx1_1,x1) ( P 
f(ai) • f(ai) -E 1 '/a1 • (xi'x1_11cP 

Se verá primero, que f* es un flujo aumentante, al che
car que efectivamente es un flujo. 

1.- f*(a) ~ 0 1 ya que se tiene a P (una trayectoria 
no dirigidal 

2.- Se checará que f*(X,V(Dll = f*(V(D),X), que el flu
jo que sale del conjunto de.vértices X es igual al flujo que 
entra a este mismo conjunto; 

•E \v101 - \s,t'b: 
• Si s,P, f*(X 1V(D)) • f(X,V(D)) • f(V(D) 1X) 

f*(V(Dl,XI 
Por lo tanto, f*(X,VtD)) • f*(V(D),X) 

Si s f. P tal que s#s & s#t, se tendrán cuatro casos 
a considerar, según el sentido de loa arcos: 

xi-1 xi xi+1 

·~-----------· 

f*(ai) • f(a1) _, 

f*C•i+l I • fCa1+1 I +E 
f*(X, V(D)) • f((X, V(D) - E + E 1 • f(X, V(D)) 

y f*(V(D) 1 X) • f(V(D),X) 
Por lo tanto, f*(V(D),X) • f*(X,V(D)) 
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xi 
------4). 

f*(X,V(D)) • f(X,V(D)) 

} 

f*(V(D),X) = f(V(D),X) +E-E 
f(ail • fCa11 + 6 •=) 

= f(V(D),X) 
fCa1+11 • fl•i+11 -E · 

Por lo tanto, f*(V(D) 1 X) = f*(X,V(D)) 

111-1 xi xi+1 
JG) )• )• 

ªi •1+1 

f*Ca11 • fCa11 +E f*(V(D),X) • f(V(D),X) +E } ~~ 
f*l•1+11 • fl•1+1 ") +E f*(X 1V(D)) • f(X,V(D)I +E 

como f(V(D),X) • f(X,V(D)) . .:, f*(V(D),X) • f*(X,V(D)I 
Por lo tanto, f*(V(D),X) a f*(X, V(D)) 

111-1 xi xi+1 
49) . ( • 

•1 8 1+1 

f*(ai) • f(a11 -f } f*(V(D),X) • f(V(D),X) -i 

f*(•i+1 ) • f(a1+1) -l •0:, f*(X,V(D)I • f(X,V(D)) -E 

Por lo tanto, f*(V(D),X) • f*(X,V(D)) 

Ahora se ver6 c6mo queda el nuevo flujo: f* es un fl~jo 
tal que vCf*I • f*(a,'V(D)) - f*(V(D),a), 

Habri que fijarse precisamente en la fuente a, pues ea 
de all{ donde se aumentar& el flujo (si es que se puede in
crementar). Se tienen dos casos a considerar: 

E!!!2...1.1 ª 1 . ) . 
•o•s 111 
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f*(a1) = f(a1 ) +f 

f*(s,Y(D)) = f(s,Y(D)) +E & f*(Y(D),s) = f(Y(D),s), 

entonces v(f*) = f(s,Y(D)) +E - f(Y(D),s) • v(f) +E) v(f) 

Por lo tanto, v(f*)) v(f) 

f*Ca11 • f(a11 - E 

f*(s,Y(D)) • f(s,Y(D)) & f*(Y(D) 1s) = f(V(D),s) -E 

••) Y(f*) • f(s,Y(D)) - [f(Y(D),11) - E J 

• f(s,Y(D)) - f(Y(D),a) +E ) v(f) 

Por lo tanto,. v(f*I ) v(f) 

Aa!, se ha probado que dado un flujo f en una red que 

~iene un trayectoria no dirigida, f no es máximo; es decir, 

si f ea máximo entonces la red no tiene trayectorias no diri

gidas. 

c.s.q.d. 

" (••" Sea f un flujo que no tiene trayectorias aumen

tantes. 

P.D. f es máximo. 

Sea 11: • (111') •)' 1 • \•\ U \11 f,Y(D)/ existe una as-
trayectoria aumentante) 

t ~ 1, pues 11: es una cortadura que separa a a 1 t, por 

lo tanto t E 1'. 

P.D. (i) f(ll) • C(ll) V 11 t (1,Y) 



(ii) f(a) ~ O Va {(Y,X) 

(i) a" (z1 ,z2 ) •'I' z1 EX & z2 EY 

Pes una trayectoria aumentante de s a z1: 

Entonces f(a) • c(a), ya que f no dtiene trayectorias 
aumentantes, es decir, el arco a que sigue de P, está satu
rado. 

a 

Entonces, f(a) • O 

El arco a que precede de P (trayectoria aumentante de a 
a s1 está en sentido inverso a P), tiene flujo cero, pues el 
ir en sentido contrario respecto a P significa que no se pue
de regresar flujo por ese arco para mandarlo por otra trayec
toria aumentante y esto se debe a que f es un flujo sin tra
yectorias aumentantes. 

Por lo tanto, f es un flujo máximo 

c.s.q.d. 

Se verá un ejemplo que ilustre este Corolario 3.2, 
aplicando el algoritmo a la siguiente red: 
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1 

1 

P •\s,z2 ,z3,z1 ,t~, se incrementa el flujo es uno. 

(1,3) 
l+s2,21 

P • \s,z2 ,z3 ,t), se incrementa el flujo en dos, 

l+s,2) 

~~c1,n © 
1 .. 3,11 

..._____ ) z 2,3) 

(3,3, 
[-z1, 1 J 

P • (s,z1,z3 ,t,, se incrementa el flujo en uno, 



[+~i.i1 
';:~~© 

(J,J) 

v(f) a 1+3 • 4 •flujo máximo (indicado con "º"I 

X. \a,z1) Y a ~z2 ,z3 ,t) 
Por lo tanto, <:r.,Y) D ~(a,z2>• (z1,tl? 

No se toma el arco (z3,z11 porque va en sentido contra
rio, puesto que: <.,x,Y) • ~(x,y)/ xEX & YE:Y}; y en este 
caso z1 E X & a3 E Y. 

Así, c(X,Y) • 3+1 • 4•Y(fl (indicado con ""'"I 

Con este ejemplo se verá que pasa en el Corolario 3.2: 

(i) a• (z1,tl ·~· z1 EX & t( Y 

P • \a, z1 \ es una trayectoria aumentan te de a a z1 • 
f(al • 1 • c(a), ya que no hay trayectorias aumentantes¡ 

este arco a es la continuaci6n a la trayectoria P y a va en 
el sentido de P, es decir, a está saturado (esto es, su capa
cidad ea igual a su flujo). 

(ii) a• (z3,z1), con z1lX & z3 E Y 

P • { .,z1 \ es una trayectoria aumentante de • a a1 ¡ a es 
el arco que es la continuaci6n de P tal que a est& en el sen
tido inverso respecto a P. 

f(a) • o, ya que no se puede regresar flujo a trav~a de 
a para mandarlo por alguna otra trayectoria que continua a 
partir de P y tal que el siguiente arco sea precisamente a, 
esto 1e debe •· gue no hay trayectorias aumentantes. 
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Corolario 3.3 (Teorema de Integridad) 
Si e es un nÚllero entero, entonces 

existe un flujo f de valor lláxillO que también es un nÚllero 
entero. 

La prueba a este Corolario, se sigue del mismo algoritmo, 
pues todas las capacidades que se manejan son números ente
ros, de ésta forma, se obtiene un flujo máximo que también se
ra un número entero. 
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4.- ACOPLAMIER'l'OS ER GRAFICAS BIPARTITAS 

Este cap!tulo presenta Teoremas minimax en Gráficas Bi
partitas, el primer resultado sobresaliente es el Teorema de 
Konig, estableciendo que precisamente en Gráficas Bipartitas, 
el número de independencia por aristas (V(G)) es igual al nú
mero de cubrimiento por vértices ("'((G)). 

Seguidamente, trabajando con matr!ces se enuncia el Teo
rema de Konig--Egerváry; haciendo la observación de que éste, 
es una redefinición del Teorema de Konig, donde tal matr!z 
(la matriz a trabajar) será la de adyacencia de la Gráfica 
Bipartita. 

otro resultado consecuente estalbece que en una Gráfica 
Bipartita, el número de cubrimiento por aristas (CA) es igual 
al número de independencia por vértices (Iy), usando para su 
demostración el mismo Teorema de Konig y el de Gallai. 

se presenta el Teorema de Koni--Hall, el cual da una con
dición necesaria y suficiente para que una gráfica tenga un 
t--factor. Se hace una extensión de este, se da una fórmula 
para encontrar~(G), y se utiliza el algoritmo Húngaro. 

Por último, se estudia el Problema de Asignación Optima 
y una de las condiciones para que una gráfica tenga un 1-
factor. 
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Def. Sea G una gráfica: 

El nÚllero de cubriaiento por vértices de G, ~ (G), 

es el m1nimo número de vértices de G tal que cada arista de 
G incide en al menos uno de ellos (es decir, que estos vérti
ces cubran 6 toquen a todas las aristas de G). 

El nÚllero de cubriaiento por aristas de G, CA' es 
el m1nimo número de aristas de G tal que cubren a todos los 
vértices. 

El nÚllero de independencia por vértices de G, Iy, 

es el máximo número de vértices de G tal que son adyacentes 
por pares. 

Un acoplamiento en G, A, es un conjunto de aristas 
no adyacentes por pares de G. 

El nÚllero de independencia por aristas de G, 11 (G), 

es el máximo número de aristas en un acoplamiento (es decir, 
es el máximo número de aristas que no son adyacentes por pa
~es). 

~ (G) • \5 1 2, t\ 
CA• ,(2 1 5),(2,4),(1 1 31} 

Iy•\1,5) 
A• ,(1,31) 

VIGI • jCt,31,(4,51~ 

.q. 
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El resultado que sigue fué probado por Konig (12) en 
1931, éste es justamente el Teorema de Menger aplicado a los 
conjuntos X & Y que particionan a la gráfica bipartita, Pa
ra su demostraci6n se usará la prueba de Lovász, que se basa 
en la prueba elegante de Rado (25) para el Teorema de Hall en 
1967. 

Teor. 4 .1 (Teorema de Konig) 

Si G es una gráfica bipartita, entonces 
se cu.ple que: V (G) • ""C (G). 

~ (Lovász (14), 1975) 

Es claro que el máximo número de aristas en un acopla
miento no puede exceder al número de cubrimiento por vérti
ces, es decir, que por cada arista en un acoplamiento, más 
aún en \)(G), se tiene un vértice de un cubrimiento por vér
tices). 

Ast, se tiene que \)(G) '"t'CG), esto se dá para toda 
gráfica ( no necesariamente bipartita). 

t 

Para probar la igualdad, se usar& inducci6n sobre el nú
mero de aristas de G, 

Si la mSxima valencia de G es uno: 

X y 

(J:{j 
Entonces, V (G) • "C (G) 
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Supóngase que algún vértice x fi G tiene al menos dos aris

tas que inciden en él, sean e la arista tal que x ady
6 

v & 
f la arista tal que x ady

6 
v: 

e f 

V 11 V 
es decir: 

Si "t (G) = "t (G-e) ó "'t (G-f) = "'t (G), entonces el re

sultado se sigue por hipótesis de inducción. 

P.D. que si "t(G-e) • "'t(G) 6 't(G-f) " i: (G), enton-

ces V (G) • "t' IGI. 

Supóngase que \, (G-e) • i::: (G) 

Por hip6tesis de inducción, \ (G-el • 11 (G-e) 

P.D. \) (G) • "t (G) 

Supóngase que \)(G) 1- "'t(G), como i./(G) '- "t (G) 'tJ G, 

-~ 1) (G) <. "t (G) • '\. (G-e) • 11 (G-e) ••) V (G) < V (G-e) , 
• 

Nótese, que como l)(G) es el máximo número de aristas 

en un coplamiento, y al quitarle una arista a G, es decir, 

que al tener a G' • G-e, 11 (G 1 ) • 11 (G-e) se decrementa 6 

a lo más queda igual a l/(G)¡ gráficamente se vería así: 

l/(G) • Z 

¡/(G1
) • l)(G-e1 ) • l)(G-e3 ) • 1 <. V(G) 

ll(G') • i.J(G-ezl • 2. &l(G) 
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Por lo tanto, l)(G) = 'í.IGJ 
Sup6ngase que hay dos conjuntos E & F con -C (GJ-1 vérti

ces que cubren a todas las aristas de G-e & G-f respectiva
mente. 

Como x ady6 v, es decir, e=(x,v) & x ady6 v, es decir, 
f=(x,vJ, entonces x~E, x,r, v ~F-E & v~E-r, pues de no 
ser as!, B 6 r cubrirían a todas las aristas de G • 

. Sean X & Y dos conjuntos que particionan a G, con x E X. 

X y 

N6tese que: llC•nr1nx1 U llBOFJC\YJI 111 -CIGI 
& l l IB UF U ~x\t 0 X) \) ((B(\ FIO Y)\ lt "t (G}, pues toda 
la parte de la izquierda en cada desigualdad cubre a todas 
las aristas de G, as! que estas son mayor 6 igual que i; (G), 
ya que 't IGI es el mlni~o número de vértices que cubren a 
todas las aristas de G. Esto se puede ver en los siguientes 

conjuntos: • 

X y 
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((EílP)0X) U [(EUP)(\Y) C 

11 
A 

11 
B 

Supóngase que existe a=lx1,y1) fuera de estos conjuntos 
(de los conjuntos A & B). Si x1 Í A entonces y1 ( B, ya que 
a tendría que estar cubierta por B ó P (que cubren a todas -
las aristas, menos a las aristas e & f). Y viceversa, sí 
r1 t B entonces x1t: A. 

Así, los conjuntos A & B cubren a todas las aristas 
de G. 

En este caso, como e & f no están cubiertas, se deben 
cubrir con el vértice x; así se tiene la desigualdad: 
lcl ll "t(G) 

Para la otra desigualdad se tendría: 

X y 

[(BU r u l•I >n 1) u [(B nr)(WJ e• 
11 
A' 

M 
B' 

Supóngase que existe •'•(xj,rjl fuera de estos conjuntos, 
d x¡ t A' entonces Yj ( B' 1 ya que a' tendría que estar cubier

ta por 1 ó r; y viceversa, si :rj 'B' entonces x¡ E A', 
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En este caso, co1no se cubren todas las aristas, también 

se dá la desigualdad: 1 e•\ .l! 1: (G) 

Así, se tiene que 1 e\ ~ 't (G) )c•l l! l. (G) 

Nótese que: [(E()F)f'IXJ + [(E()F)(IYJ 

X & Y son la bipartición de G: 

X~Y 

E f\F, pues 

en M no hay vértices (solo aristas que pasan por allí, y que 

van de X a Y) 1 donde M es la parte sombrMda. 

También se hace notar que: [(E lJFU\x))('\XJ + 

+ [(EUF) OYJ (EUF) + l\xH, pues X & Y son la bipar-

tición de G) (El)F) + 1 

Así, sumando las desigualdades (escritas de nuevo) se 

tiene que: 

hlEnF)f\X) U [(EUF)f\YJ\ ,\ i:(G) 

& li (E UF U \x)) f\x¡ U [(E f'IF) ('\y¡( ;, °"t (G) 

es decir, \EC'\F( l! \: (G) & \E UF\ + 1 l! "t (G) 

Entonces, IEnF\ + IEUF\ + 1 ~ 2"'C(G), se sabe que: 

EUF • (EUFI - (Ef\F), entonces IEí\FI + \IEUF) - (EílFJ\+ 

+ 1 .lo 2i:(G), 

Por lo tanto IEnF\ + IEUFI - \Eí\Fl + 1 l! 2\:(G), 

entonces \El+\ F\ + ;, 2-C(G), 

Así, \E\+ IFI 2~(G) - 1, lo cual contradice la 

elección de E & F, puesto que: IE\ "'C(G) - 1 • \ F\, 

entonces\ E\+ \F\ = 2["t(G) - 1] • 21,(G) - 2 < 
(.2"t(G)- • \El+IF\, 

• 
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Así que: IBI + IF\ f 2 "tlGI - 1 

Por lo tanto, l.J(G) "llGI 

c.s.q.d. 

Se define una 11nea de una aatr1z como un renqlón ó una 
columna de la matriz. En una matr!z M se dice que una colec
ción de lineas cubren a todos los eleaentos distintos de cero 
en M, si cada elemento distinto de cero está en una de las -
l!neas. Dos eleaentos distintos de cero en M son llamados -
independientes, si no están en la misma l!nea. 

La matr!z de adyacencia es una matr!z binaria (tal que 
sus elementos son ceros y unos)¡ y en este caso también se 
puede pensar en la matr!z de adyacencia, y cada elemento dis
tinto de cero (que no necesariamente sean "unos", pues es pa
ra toda matr!zl se puede pensar como una arista en la qrá
fica tal que tenqa asiqnado un flujo, costo, etc. 

1 
o 
1 

R tiene tres elementos distintos de cero independientes; 
\•12,•21 ,a33~; y tiene tres Hneas que cubren a todos los ele
mentos distintos de cero: \r3,c2,c1\ 6 i r 3,c2,r2), donde: 

ri • renqlón i y ci • columna i 

.. [ ¡ o 
1 
o 
1 
o 

1 
o 
1 
1 
1 

o 
1 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
1 
o ¡ l 

A tiene cuatro elementos distintos de cero independien
tes: \a13 ,a21 ,a2,,a,5\; y tiene cuatro l!neas que cubren a -
todos los elementos distintos de cero: jr2 ,r,,c3,c61 • 
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Teor. 4.2 (Teorema de Konig--Egerváry, probado por 
Konig [121 & Egerváry [6) en 1931) 

En cualquier matriz, el máximo número de 
elementos distintos de cero independientes es igual al mini
mo n6mero de lineas que cubren a todos los elementos distin
tos de cero. 

Dm, Este Teorema 4 ,2 es pecisamente la redefinición del 
Teorema 4.1, donde los renglones y las columnas de la matríz 
corresponden a los conjuntos que particionan a la gráfica bi
partita, 

Dada una matr!z, se puede encontrar su gráfica corres
pondiente, y viceversa¡ donde esta matr!z será la matr!z de 
adyacencia (recordando que no necesariamente es binaria), 

Un elemento distinto de cero en la matr!z corresponde a 
una arista en la gráfica, una arista que incide en los vér
tices que están representados por el renglón y la columna de 
la matríz, es decir, si mij ~ O es un elemento de la matríz, 
entonces en su gráfica correspondiente hay una arista (i,j), 
es decir, i adyG j, El número de elementos distintos de cero 
en la matríz corresponde al número de aristas en la gráfica. 

El número de elementos distintos de cero independientes 
en la matríz corresponden a las aristas de un acoplamiento -
en la gráfica. 

As!, el máximo número de elementos distintos de cero in
dependientes en la matríz será el máximo número de aristas -
en un acoplamiento en la gráfica, v (G), y el mínimo número 
de líneas que cubren a todos los elementos distintos de cero 

en la matríz será el mínimo número de vértices que cubren a 
todas las aristas, "'C (G). 
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Por el Teorema 4 .1, V (G) = "( (G). Por lo· tanto, el má
ximo nGmero de elementos distintos de cero independientes es 
igual al mínimo nGmero de líneas que cubren a todos los ele
mentos distintos de cero. 

c.s.q,d 

3 4 

2 ( ) B: 

B tiene dos elementos distintos de cero independientes: 
~b11 ,b22)¡ Y tiene dos líneas que cubren a todos los elemen
tos distintos de cero: {c1,r2\. 

Viendolo gráficamente se tiene lo siguiente: 

:s:: 3 
\ b11 •b22) =~ U (G8 l "' {11,31, 12,41~ 

2 4 
\c1 ,r2 \ =a) "'( (G81 = ~2,1~ 

&:. 
4 5 6 

e: 

[: 

o 

:] 2 o 
3 

e tiene tres elementos distintos de cero independientes: 

\c,, ,c23'c32~ · 
Nótese que c11 también es un elemento distinto de cero, 

y aunque en su renglón y columna correspondientes aparecen -
otros elementos distintos de cero, c11 es independiente de 

c23 & c32 por no estar en la misma línea; es decir, el con
junto dado es un conjunto de elemtnios distintos de cero inde
pendientes. 
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As!, C tiene tres l!neas que cubren a todos los elemen
tos distintos de cero: jr1,r3,c3\. 

Gráficamente se tiene lo siguiente: 

Ge: :~: 
3~6 

~c11 ,c23 ,c32' aa) LJ(GC) • ~(1 1 4),(2 1 6) 1 (3,5)} 

\r1 ,r3,c3} ma) -C(GC) a ~1 1 2 1 3}. 

3 ' 5 

D: 
2 

D tiene dos elementos distintos de cero independientes: 
\411 ,422 \ (podr!an ser otros elementos como: ~d1 ¡ 1 d23\1, y 

tiene dos lineas que cubren a todos los elementos distintos 
de cero: \r1 ,r2}(podr1an ser las tres columnas, que también 
cubren a todos los elementos distintos de cero, pero se bus
ca el m!nimo número de l!neas) Gráficamente se tiene lo si
guiente: 

.,, :~: 
\c11 ,c22} --> U (G0 ) • \11,3),(2,0} • mbimo número 

de aristas en un acoplamiento, 

jr,,r2} ••) "'C (G0 ) • \1,2\ • mínimo número de vér
tices que cubren a todas las aristas. 
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otra consecuencia del Teorema de Konig es el siguiente 
resultado. 

Teor. L3 El núaero de cubriaiento por aristas en 
una gráfica bipartita es igual a su número de independencia 
por vértices, es decir, en una gráfica bipartita: CA IV 

Qm.,_ Por el Teorema 4.1 se sabe que una gráfica bi-
partita cumple que: \) (G) = "'((GI. Sin embargo, Gallai ((11], 
Teorema 10.1) probó en 1959 que para toda gráfica, no nece
sariamente bipartita, la suma del número de cubrimiento por 
aristas y el número de independencia por aristas as igual a 
la suma del número de cubrimiento por vértices y el número de 
independencia por vértices¡ y esta suma es precisamente el -
número de vértices en la gráfica, es decir, que se cumple: • 

CA + L)(G) • "t (G) + IV • \ V(G)\. 

Y como Ll(G) • "( (G) para gráfica bipartitas, entonces: 

CA• Iy• 

c.s.q.d. 

Recordando unas definiciones y probando unos Teoremas, 
ayudanrán a probar el Teorema de Galla! (2), que fué usado 
en la demostración anterior. 

Un subconjunto Iy de V es un subconjunto independiente 
por vértices de G, si ningún par de vértices de Iy son adya
centes en G. un subconjunto independiente por vértices Iy en 
G es llixiao, si G no tiene un subconjunto independiente por 

vértices Iy tal que 1 Ivl > l 1v\ • 
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Un subconjunto -C (G) de V tal que para toda arista de G 
al menos uno de sus vértices incide en "C (G), es llamado un 
cubriaiento por vértices de G. 

Teor. 4 .la Un subconjunto Iy ~ V(G) es un subcon-
junto independiente máximo por •tértices de G (==> V(G) - Iy 

es un cubriaiento alnimo por vértices de G. 

Dm. Por definición, Iy es un subconjunto independien-
diente máximo por vértices en G si y sólo si ninguna arista 
de G tiene ambos vértices en Iy, si y sólo si cada arista tie
ne al menos un vértice en V(G) - Iy, si y sólo si V(G) - Iy 

es un cubrimiento mínimo por vértices de G. 

Teor. 4 .lb 
es igual a V(G). 

c.s.q.d. 

Sea G una gráfica, entonces: Iy + "'t"(G) 

Q!!l!_ Sea Iy un subconjunto máximo independiente por 
vértices en G, y sea i: (G) un cubrimiento mínimo por vértices 
de G. Entonces, por el Teorema 4 .la se tiene que V(G) - i: (G) 

es un subconjunto independiente por vértices y V(G) - IV es 
un cubrimiento por vértices de G. 

Por lo tanto, V(G) - i: (G) a 1 V(G) - "t. (G) \ lo Iy, es 
decir, cualquier otro subconjunto independiente por vértices 
no puede ser mayor que el máximo subconjunto independiente por 

vértices ( Iyl • 
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Por otro lado, V(G) - Iy = J V(G) - Iy 1 ~ \' (G), es 
decir, cualquier otro cubrimiento por vi!irtices no pued'e ser 

menor que el minimo cubrimiento por vi!irtices (-e (G)), 

Entontes, V(G) - "t (G) í. 

entonces, V(G) ' Iv + \(G) 
tonces V(G) Iy + i: (G). 

& 

V(G) 
V(G) - Iy :!! 't' (G), 

~ "t (G) + IV' en-

c,s,q.d. 

Teor. 4 .Je Sea G una gráfica, con Ó G ')O =9 
V (G) + CA a V(G), donde J G = •lni111> grado en la gráfi
ca G. 

Dm. Sea V (G) un acoplamiento máximo en G y sea U 
el conjunto de vértices 11 (G)--no saturados (es decir, U es 
el conjunto de vértices que no están saturados 6 acoplados -

por V (G)), 

Como J '>O & 1J (G) es máximo, existe un conjunto B 
de 1 ul aristas tal que cada una incide con un vértice de u. 

Sea 11 el conjunto de aristas en un acoplamiento máximo. 

llUB es un cubrimiento por aristas de G, y como CA es el 

minimo cubrimiento por aristas de G entonces, CA ' l 11UB1 • 

• l•I + IBI V(G)+(V(G) - 21/(G)] (pues, IB\ • V(G) -

- ·2"t(G), y esto es igual a todos los vértices de G menos los 
dos vértices de cada arista de 11 (G) que es un acoplamiento 

máximo) • V(G) - 1) (G) 

Por lo tanto, CA + 11 (G) ' V(G) ..... (1) 
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Ahora, sea CA un cubrirnietno mínimo por aristas de G; 

sea H = G(CA) y sea 1.1 (G) un acoplamiento máximo en H. 

Sea U el conjunto de vértices 1.1 (G)--no saturados de B. 

Corno LJ (G) es máximo, entonces H(U) no tiene uniones, 

es decir, la gráfica formada por los vértices de U no tiene 

aristas, pues si las 'hubiera, los vértices correspondientes 

estarían acoplados por 1.1 (G) y no estarían contemplados en u. 

As!, f Uf ' 1 CA - ¡) (Gii = CA - V (GJ, es decir, los 
vértices V (GJ--no saturados, no pueden exceder al total de 

vértices (que están en CA) menos los vértices que están en un 

acoplamiento máximo V (G). 

Por otro lado se tiene que: (u( = V(G) - 2 LJ (G), es 

decir, todos los vértices de G menos los dos vértices de cada 

arista en un acoplamiento máximo es igual a la cardinalidad 

del conjunto u. 

Esto és, V(G) - 2 LI (G) . 1 u\ ' CA - V (G), entonces: 
V(G) - 2 LI (G) " CA - V (G). 

Por lo tanto, V(G) ' CA + ¡) (G) ..... (2) 

Combinando (1) Y (2) se tiene lo siguiente: 

CA+ Ll(G) ' V(G) ' CA+ V(G) 

Por lo tanto, CA + LI (G) • V(G) 

c,s,q,d, 

Los Teoremas 4.3b y ~.Je son los dos Teoremas probados 

por Gallai, que al resumirlos se tiene lo siguiente: 

Iy + "t (G) • CA • ll(G) • V(G) 
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Si x es un vértice de una 9ráfica ó digráfica G, sea 
l'l(xl el conjunto que denota a los vecinos de x; y si X es un 
conjunto de vértices, ll(XI V N(xl conjunto de vér

x €X 

tices que son 

·-<{) 
WCxl 

As!, H(X) 

guna X(X). 

. Teor. 4.4 

adyacentes a los vértices del conjunto X. 

~ 
X RIX) 

\ y/ xy es una arista (arcol de G, para al-

(Teorema de Koni9--Halll 

sea e una gráfica bipartita, con X a Y 
los conjuntos que la particionan. Entonces, e tiene un aco
plaaiento que cubre a todos loa vértices de X <••) 
,IRCSll .lo lsl, para todo conjunto SS:X. 

Q!!... 

" .. ') 
11 Supóngase que G tiene un acoplamiento A que satura 

a cada vértice de 1, entonces, para todo conjunto ssx, 
•c:<SI .:. •,.es), por lo tanto, ¡w6 cs1\ ~ \w,.cs>\ Is\ 

c.a.q.d. 

11 
(••

11 Sup6ngase que para todo conjunto S s.k, se cum-
ple que: \l'IG(SI\ ~ \SI. Y sup6ngase además (para encontrar 
una contradicci6nl que no existe un acoplamiento en G que cu
bre a todos los vértices de l. 
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Sea A* un acoplamiento máximo, por la suposici6n se sabe 
que existe uf: X tal que u no está A*--saturado. 

Sea Z = i z E V(GI/ existe una uz--trayectoria A*--alter
nada~ 

Se sabe que: Un acoplaaiento A de G es lláxillO <·=> 
G no contiene trayectorias A--no saturadas (Teorema de 
Berge, [2]1. 

Así, todo vértice de ll está A*--saturado. 

Sean S • znx & T = z(\y 

{~} 
Ya que todo vértice de S - ~u\ está A*--saturado, y ca

da vértice de T está A*--saturado, entonces cada vértice de 
S - ~u~ está acoplado bajo A* con algún vértice de T. 

Entonces,TSN(S), de hecho T • MCSI ya que para cada 
vértice a vecino de s, hay una ua--trayectorias &*--alternada, 

Por lo tanto, T • M(SI -~ \RlBI\ • \ T\ 
Pero cada elemento de T está acoplado bajo A* con uno de 

s -\u\. 
As1, ITI IS -M\ \si - 1 

Entonces, \s\ - 1 \R(S)\, con SSX / 

Por lo tanto, G tiene un acoplamiento que cubre a todos 
loa vértices de X, 

c.s,q,d, 
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~ Una trayectoria A*--alternada.es una trayecto-
ria cuyas arietan están alternativamente en A* y en (A*)c, 
donde (A*lc es el complemento de A* (lo que está fuera de A*l. 

Teor. de Berge, [21 On acopl11J1iento M en Ges aáxi-
mo (••) G no contiene trayectorias M--auaentantes (trayec
torias M--no saturadas). 

11 (•=" Sea M un acoplamiento máximo en G, y sup6ngase 
(para encontrar una cotradicci6n) que G contiene una trayec
toria M--aumentante, T • \v0 ,v1, ••• v28,v28+1} 

sea M' (M - \<v1,v2 l.Cv3,v4l, ••• (vl•-1'v2•)~1 

u \<vo,Y1 ), (Y21Y3l1 ••• (y2•'y2•+1 )~ 
M' es un acoplamiento en G y \ M'\ ~ \11\ + 1 

Entonces, M no es un acoplamiento máximo/ 

Por lo tanto, si G no contiene trayectorias M--aumentan
tes, entonces 11 es un acoplamiento máximo en G. 

c.s.q.d. 

" .. ) " Sup6ngase que 11 no es un acoplamiento máximo, 
y sea 11' un acoplamiento máximo en G, as! 1 M' \ > 1 M \ 

Sea B • G(ICAll') (M-IC'IUlll'-11), donde MAll' denota 
la diferencia simétrica de 11 & 11' (ver las siguientes figu
ras). 

b 

G: 

e f 
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Nótese que la arista (e,c) está doblemente marcada, no 
significa que G tenga aristas multiples (más de una arista 
entre dos vértices), si no que esta arista está en M y tam
bién está en M' 

a b d 

B"G(M AM'): 

g i 

Cada vértice de B tiene grado uno ó dos en 8 1 pues es
tos vértices inciden con a los más una arista de M y una de 

M'. 
As!, cada componente (cada parte) de B está en un ciclo 

de longitud par (por ser una gráfica bipartita) con aristas 
alternativamente en M & M': 

M M' 11 M' 

Pero como IM'I > IM\, B contiene más aristas de M' 
que de M, 

Por lo tanto, alguna trayectoria T, componente de B de
be empezar y terminar con aristas de M': 

T: ... M ... 11 11• 

Los vértices inicial y final de T están 11 1--aaturados 
en B, y están 11--no saturados en G, 

As! 1 T es una trayec.toria 11--aumentante en G. 

c.a.q,d. 
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Retomando el Teorema 4.2: sean s 1,s2, •• s. subconjuntos 
finitos de vértices de G¡ así, la matr!z de adyacencia consi
derada en el caso del Teorema 4.4.tendrá por renglones y por 
columnas a los vértices restantes (Ó viseversa); de tal mane
ra que la bipartición de la gráfica sean los subconjuntos Si' 
con i•f;ii y la otra parte serán los vértices restantes. 

Esta colección de Si posee un sistema de representantes 
distintos, es decir, un conjuntos ~e1 ,e2 , ••• e•' de elementos 
distintos tal que ei €si, para toda i. 

As!, con esta colección de Si' este Teorema 4,4 es muy 
cercano al Teor. de Hall: Hay un siste8a de representantes 
,distintos para una faailia de conjuntos s1,s2 , ••• s. (==>· 

la uni6n de cualesquiera k de estos conjuntos contiene al ae

nos k eleaentos, para toda k tal que 1 " k C. • , 

Un ejemplo del Teorema de Hall se vé en la siguiente 
gdfica: 

De esta forma, el Teorema 4.4 es precisamente una tras
lación dentro del lenguaje gfafico del Teorema de Hall [9) 
sobre representantes distintos de la familia de subconjuntos 

ªi' i • r,ii. 
Ea también una consecuencia del Teorema de Konig (Teo

rema 4,1), As! como el Teorema de Konig es precisamente el 
Teorema de Menger para gráficas bipartitas, de la misma ma
nera ae puede deducir el Teorema 4.4 del Teorema de Menger, 
Muchos resultados sobre sistemas de representantes pueden ser 
deducidos del Teorema de Menger, como lo mostró Perfect [21) 
en 1968, ó como lo mostraron Ford y Fulkerson [8) en 1962 pa-
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ra el Teorema de flujo máximo--cortadura mínima. Todos estos 
resultados en Teoría Transversal pueden ser considerados como 
Teoremas minimax en Teoría de Gráficas. ( Un transversal es 
un conjunto de objetos que intersectan a cada elemento de una 
familia de objetos, donde los objetos pueden ser trayectorias, 
ciclos, etc, ) 

Entre muchas de las pruebas directas del Teorema 4,4, en 
particular dos de ellas se destacan: la de Halmons y Vaughan 
(10] en 1950¡ y la de Rado (24] en 1967. 

As!, el Teorema de Hall implica el Teorema de Konig-
Hall (Teorema 4.4.). La familia de conjuntos Si' con iaí;i 
y los vértices en la gráfica respresentan a los conjuntos X 
& Y que particionan a G, En el sistema de representantes 
distintos para la familia de conjuntos si, cada conjunto si 
es adyacente al menos con uno de los vértices de Y, as!, a 
través del sistema de representantes distintos se tiene un 
acoplamiento de G que cubre a todos los vértices de X, Como 
la uni6n de cualesquiera k de los conjuntos Si contiene al me
nos k elementos, entonces, el número de vecinos de un sub
conjunto S de X debe tener al menos el número de vértices del 
subconjunto S, es decir, 1 N(S)\ lit Is\, para todo conjunto 
ssx. 

De esta forma, el Teorema 4.4 es una consecuencia del 
Teorema de Hall, la cual es una versi6n minimax, y que tras
ladada dentro del contexto del Teoría de Gráfica es el Teo
rema 4.5. 

El siguiente resultado fué probado por Ore (19] en 1955 1 

y se obtiene del Teorema de Hall, añadiendo suficientes vér
tices extra a G unidos a todos los vértices de X, hasta que 
se pueda aplicar el Teorema de Hall (ésto ilustra muchos as
pectos de auto--refinamiento del Teorema de Hall). Sin·embar-
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go, para ilustrar que este Teorema 4.5 es del tipo minimax, 
se dar& una prueca algorítmica (el método HGmgaro), cuyo al
goritmo es similar a los dos algoritmos vistos previamente. 

Teor. 4 .s Sea G una gráfica bipartita, con biparti-
ción (X,Y). Entonces su nú11ero 

V (G), es igual al a1n \.IX\ + 
SEX 

de independencia por arietas, 

N(S) 1 S\ 

pues: 

:X 

Es f&cil ver que: 11 (G) = atn 
S !: X 

CIXI + N(S) -ISI), 

y 

Si lf(S) - Is\ ~ o u) V(G) ' IXI +E., donde, 
E· N(S) - 1 si ll o, se cumple la desigualdad pues V (G) no 

'puede tener m&s aristas en su acoplamiento que las que se pue
dan cubrir a través de X, pues VCG) es un acoplamiento máxi-
mo. 

Si N(S) - 1 s\ (. O ••) lf(S) < 1 si ,ast, loe vértices 
de :X que se pueden saturar son l:xl - N, donde N •Is\ - N(S) 
que son los vértices de X que no se pueden saturar¡ as!, 

IX\ - N • 1 X\ - [ ISI - N(S) J • 1 xi + N(S) - 1 S 1 

Por lo tanto, VCGI • atn (\X\+ N(S) - 1 S\), pues de 
s sx 

nuevo,. V (G) es un acoplamiento máximo, y este no puede tener 
más aristas que las que se puedan cubrir a través de X. 
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Se usará el algoritmo Húngaro para demostrar la igual-
dad. 

Algoritmo: Se comenzará con un acoplamiento 111 de 1 
aristas , para algún entero 1 no negativo. Formar recursi
vamente dos conjuntos de vértices S SX & T s;.y de la siguien-
te manera: 

(i) Si xcx & X no está cubierto por 111 =·> z es 

(ii) Si xES X adyG y tal que (x,y);. 111 
(iii) Si y 'T z ady11 y .. , Z(;S 

1 
La construcción de S & T continua hasta no poder hacer 

ninguno de los pasos anteriores, y se tienen dos casos a con
siderar: 

~ Si y ET tal que y~ Y & y no est&. cubierto por 
111 , existe •EX tal que z no est& cubierto por111; y existe 
una trayectoria t conectando a z con y, consistiendo de un 
número impar de aristas tal que alternativam~nte est&n y no 
est&n en 111 • 

Intercambiar las aristas de t·n111 por las' de t-111 , para 
formar un nuevo acoplamiento 111+1 con 1+1 aristas. Regresar 
a los pasos iterativos con 111+1 en vez de 111 • 

E!!!!....1:. si para todo vértice y' T, y est& cubierto por 

"r 
s consiste de \TI vértices de X que est&n acoplados con 

vértices de T, junto con los )XI - 1 vértices de X que no es
dn cubiertos por 111¡ y 11(8) •T. 

Aal, lxl + l111s1I - !si • 1 

De esta manera, el algoritmo termina con la construc
ción de un acoplamiento m4s grande. 

c.s.q.d. 



Se verán unos ejemplos para ilustrar c6mo procede el al
goritmo, 

~ (contemplando el caso 2) 

X 

s1 • ~ b\ C X 

or1 • \c' e y 
111 • "1 • \lb,c)~ 

y 

(i) a (X & a no está cubierto por 11
1 

•-=.> 
As!, s2 • \a,b} & or2 = \ c' 

caso 2: e f. or2 & c está cubierto por 111 
S consiste de un vétice de X (pues ITI • 11 que está a

coplado con un vértice de T, junto con un vértice de X (pues 
,\xi - 1 • 2-1 • 1) que no está cubierto por 111; y 11(8) • T •!c~ 

Por lo tanto lxl + \ll(S)\ - \si • 1 

2 + 2 1 

Es decir, hay 1 • 1 arista que está en un acoplamiento 
(la misma arista que se tenla en el acoplamiento dado) y 111 
es un acoplamiento máximo en G. 

~ (contemplando el caso 1, agragando aristas al 
acoplamiento que ya se tiene, es decir, encontrando un nue
vo acoplamiento más gránde), 
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(iii) 1c,d) €. 
bEs2 

a & 

~ e & d f.T1 & ~ c,d~ están cubiertos por M2 
S consiste de dos vértices de X (pues 1 T\ = 2) que están 

acoplados con los vértices de T, junto con los cero vértices 
de X (pues \ X\ - 1 = 2-2 = O) que no están cubiertos por M2¡ 

Y R(S) • T =lb,d} 
Por lo tanto, \X\ + 1 N(Sll - \ slsl 

2 + 2 2 = 2 = 1 

Es decir, hay 1 = 2 aristas que están en el acoplamiento, 
y este acoplamiento M2 es máximo en G. 

!1.._1 ( Intercambiando aristas en un acoplamiento dado 
para encontrar un nuevo acoplamiento más grande, caso 1 • Es 
el mismo ejemplo dos, pero con otro acoplamiento dado). 

X 

s1 • ~b\ e; X 

T1 • \e\ e; Y 

"1 • \Cc,bl~ 

y 

( 11 a' X & a no estl cubierto por M1 •.;> a E s2• 
Ad, s2 • \a,b) & T2 •\e\ 

(111 \a,b' E:S2; a adyG e a b adyG d tal que (a,c) & 

Cb,dl ~ "1 ••) e & d u 3• 
Por lo tanto, s3 • ~a,b) & T3 • ~ c,d\ 



~ d t T tal que d t Y & d no está cubierto por 
M1 • Existe a e X tal que a no está cubierto por M

1
, y hay una 

trayectoria que une a con d, t = \a,c,b,d). 

Intercambiando las aristas de t nM1 por las de t - M1 
se tiene: tl\M1 r. i<a,c),(c,b),(b,d)~ (\ \Cc,b>} = M

1
, el 

acoplamiento dado; t - M1 = i (a,c),(c,b),(b,d)} {lc,b)~ 
= ~(a,c),(b,d)~ = M2, un nuevo acoplamiento más grande que M1• 

As!, comenzando de nuevo y tomando a M2 como el acopla
miento dado se tiene: 

X y 

s1 = ia,b\ 
T1 = \c1d\ 

M2 • ~(a,c), (b,d)~ 

( ii) b 's1 & b adyG e tal que (b,c)i M2 

(iii) {c,d~ET1 ¡ a adyM. e & b adyM d 
. 2 2 

u> e l:T2 

u) { a,b~ E s2 
caso 2: e & dt T1 & \c,d} están cubiertos por M2 
S consiste de dos vértices de X (pues \x\ = 2) que están 

acoplados con los vértices de T, junto con los cero vértices 
de X (pues lx\ - 1 2-2 =O) que no están cubiertos por M2; 

y N(S) = T:{b,dl• 

Por lo tanto, j XI + \ N(Sll - 1 Sj 1 

1 

Es decir, hay 1 = aristas que están en el acoplamiento, 

y este acoplamiento M2 es máximo en G, 
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El siguiente Teorema (4.6) es un Teorema minimax que 
puede se considerado como una versión cuantitativa del Teore
ma de Konig (pues ahora no solo se tendrá un problema de asig
namiento, porque ahora las aristas tendrán cierto "peso" asig
nado, y en este caso será la habilidad para realizar cierta 
tarea ó trabajo); de la misma manera que el Teorema de flujo 
máximo---cortadura m!nima puede ser considerado una versión 
cuantitativa del Teorema de Menger (en el que aparte de encon
trar trayectorias ajenas, Teorema de Menger, también es de 
interés mandar por estas trayectorias ajenas el máximo flujo 
posible, Teorema de flujo máximo--cortadura mínima). El punto 
esencial del siguiente Teorema es que su prueba dá un algorit
mo efectivo para la solución del problema de asignamiento óp
timo. 

Supóngase que se tienen n trabajos: t 1,t2, ••• tn & n 
personas p1,p2, ••• Pn para asignarles tales trabo.~os¡ y supón
gase que la destreza ó habilidad con que pi realiza el traba
jo tj está dada por el número real ..(.ij" 

El problema de asignamiento óptimo és acoplar las n per
sonas a los n trabajos de tal forma que se maximicen las des
trezas (al realizar los trabajos) sobre un acoplamiento, es 
decir, 11e quieren encontrar enteros no negativos :1:i

1 
( i;1 • 

•1,n) que maximicen la siguiente expresión: 
n n 

L L -<.ij.i1 
i•1 1•1 

sujeta a las restricciones: 

n 

L: ll:i1 1 tal que 1 • i;ñ 
i•1 



n 

L: tal que i = 1;ñ 
j=1 

Estas restricciones forzan a que los enteros xij sean 
ceros ó unos, y los n enteros que son iguales a uno corres
ponden a las n aristas que acoplan a las n personas con los 
n trabajos. 

Teor. 4.6 En el problema de asignamiento óptimo mencio

nado arriba, la suma de las destrezas sobre todos los acopla
•ientos es igual al valor m1nimo de: 

n 

+ L ••••• (1) 

j=1 

tornado sobre los conjuntos de números reales y1 zj tal que: 

+ .<. ij ••• (2) 

Drn. Nótese primero, que dados cualesquiera números xij' 
yi & zj satisfaciendo las restricciones anteriores y que 
tales números existan), se tiene que: 

(pues ..e(. ij 

para toda i y toda j) 
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As! se tiene: 

= LYi +L zj 
i j 

••• (3) 

Esto es suficiente para exhibir un conjunto de números 
para los cuales se siga la igualdad. Como en la pueba del Te
rema de flujo máximo--contadura m!nima (en que el interés es 
un flujo entero), se prestará la atenci6n al caso cuando las 
dest.rezas o( ij son todas enteras. 

El algoritmo empieza eligiendo 
tal que: y i = max o<. ij para toda i 

j 

conjuntos de números yi 
& zj =O para toda j. 

· Pasos iterativos: Considérese la gráfica bipartita G, 
en la cual hay una arista uniendo p1 con tj <••) yi+zj .-<ij 

Aplicando el algoritmo Húngaro del Teorema 4.5 a la grá
fica G. Se tienen dos casos a considerar: 

nuevo caso 1: El algoritmo Húngaro termina con un con
junto S" 1P1, ... p

0
\ tal que IRIS) 1<1 si.Así, se puede decre

mentar el valor de y i en una unidad para todo pi E. s, e incre
~entar el valor de zj en una unidad para toda tj E R(SI, sin 
violar la restricci6n (2); de esta forma, se está decrementan
do la expresi6n (1) en lsl-R(SI )0. Despues de hacer estos 
cambios, regrsar a los pasos iterativos. (Como (31 muestra 
que (11 está acotado inferiormente, este nuevo caso 1 puede 
darse solamente un número finito de veces). 

nuevo caso 2: El algoritmo Húmgaro termina con un aco
plamiento perfecto de G (un acoplamiento que cubre a todos 
los vértices, ya que los conjuntos que biparticionan a la 
gráfica tienen el mismo número de elemntos). Se define xij•1 
si p1 está acoplado con tj, y cero en otro caso. Entonces, la 
igualdad se di en (3). As{, el algoritmo termina encontrando 
un acoplamiento 6ptimo. 

c.s.q.d. 



Se verán unos ejemplos. 

X y 

n • 2 trabajos: ~t1 ,t~, n = 2personas:1 p1'p2~, Y 

-'-11 • 2 • ~12 • 1 • '-<21 .. 2 • ,.(22 • l. 

Para este problema de asignamiento, se quieren acoplar a 
las dos personas con los dos trabajos, de tal forma que se 
maximicen las destrezas sobre uno de los acoplamientos, es 
decir, se quieren encontrar enteros no negativos x1j (con i, 

j • 1,21, tal que: 

2 

L: ª1j • 1 para j • 1 1 2 

1•1 

e.a & 

z ¿: xij • 1 para i • 1,2 

j•t 

Esto és, se quiere: 



l· 
''1:1 + x2j para j = 1,2 

e.a 

xi1 + xi2 para i = 112 

Esto és: 

max ~o(.11X11 + o<12x12 + °' 21x21 + °' 22x22' 

x11 + x21 

x12 + x22 

e.a & 

x11 + x12 
Xz¡ + x22 

En el Teorema 4.6 se menciona que es este problema de 
aeignamiento 6ptimo, se tiene que las destrezas de todos los 
acoplamientos posibles (que en este caso son dos acoplamien
tos I es igual al siguiente valor: 

2 2 

min L yi + L z:I 
i·1 j·1 

• min {Y1+z¡1Y¡H21Y2+z1'y2+z2~ 
• (i) 

tomado sobre los conjuntos de números reales yi & x:I tal 

quey1 +xj :lo o(ij' 'i/i,j 

Ea decir, tomado sobre: y1+z1 :lo o< 11 , Y1+•2 ~ o(12' 

Yz+•¡ li .,( 21 & Yz+•z :lo oc:'.22 • • ' ' ' 121 

Al seguir la demostraci6n del 

dos cualesquier números xij' Yi & 
tricciones anteriores se satisface 
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Teorema se tiene que, da
zj satisfaciendo las res

lo siguiente: 



' L (yi+zj )xij 
i,j 

como o(ij 'yi+zj, 'V i,j, 
sibilidades a considerar: 

o(11 

<><12 
<><21 
o(22 

= 2 " Y1 + z1 
' Y1 + z2 

= 2 ' Y2 + z1 
• l 

= L:: y i + L:: zj • • • • , J 1 
i j 

se tendrán las siguientes po-

2+0 " 0+2 • 1 +1 
= 1+0 = 0+1 
= 2+0 = 0+2 • 1+1 
= l+O = O+l • 2+1 = 1+2 

El algoritmo empieza eligiendo conjuntos de números 
yi + zj para los cuales se satisface la expresión (2), puede 
decirse que yi = max ,.( ij IJ i, & zj = O '1 j 

:1 
De esta manera, por lo desglosado arriba se tiene que: 

J' i • max o( ij 'V i max ~-'. i1 , o<i2) "i 
j 

Así, y1 • max ~-< 11 ,..( 12~ = max \2,1~ • 2 ; 

y2 • max ~...: 21 , -'22} • max ~2,J) • 3; & z1 • z2 • O 

Pasos iterativos: Considerase la gráfica bipartita G, 
en la cual hay una arista uniendo P1 con t 1 (••) r1+z:1•-<ij' 
esto és, como y1+z1 • 2+0 • o< 11 , entonces p1 ady6 t 1; a tam
bien, como y2+z2 • l+O • o<22 entonces p2 ady6 t 2; ésto se 
puede ver gr&ficamente de la siguiente manera: 

X y 

~ 
~ 

Aplicando el algoritmo Húngaro se tiene: 

s1 • ~P1'P2 ' • X 
~, • \t1,t2~ • y 
11 1 • 112. \ (p1,t1),{p2,t2>~ 
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~ t 1 & t 2 € T1 & ' t 1, t 2) están cubiertos 
por "2• así, S consiste de dos vértices de X (pues fTI = 21 
que están acoplados con los vértices de T, junto con los ce
ro vértices de X (pues 1 xi - l = 2-2 =O) que no están cu
biertos por 1121 y ll(S) = T = ~ t 1, t 2 ~ 

Porlotanto,\x\+\N(Sl\-ls\ = l 

2 + 2 2 2 l 

Es decir, hay 1·2 aristas que están en el acoplamiento 
"2 y este acoplamiento es máximo en G. 

Retomando el nuevo alqoritmo modificado (la extensi6n 
del alqoritmo HÚnqaro) que se us6 en la demostraci6n del Teo
rema 4.6 se tiene: 

nuevo caso 2: El alqoritmo HÚnqaro terminó con un aco-
plamiento perfecto de G. Se define x11 • x22 • 1, pues p1 es
tá acoplado con t 1 (a través deo<. 11 1, y p2 está acoplado con 
t 2 (a través de o<.22¡, y para los otros casos se tiene que; 

•12 • •21 • o. 
Así, la iqualdad se sique en (3) pues: 

• °'11•11 +<><12•12 + o(21ª21 + o(22•22 

•2•1+1•0+1•0+3•1 2+3 5 

Por otro lado: L (yi+xjlx1¡= L Y1 + L ª:I 
1,j 1 :1 

• cr1+r2 l + cz1+•2 l 

12+3) + IO+OI • 5 

Y por lo tanto, el acoplamiento 111 • 112 es un acopla
miento 6ptimo. 
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X y 

n=2 trabajos: '\ t 1 ,t2 \ 

n=2 personas: j p1 rPz\ 

"'11ª3 • ..:12·3 • o(21·2• <><22=1 

Se quieren encontrar enteros no negativos xij (con i,j • 

• 1,2), tal que: 

2 

L: xij • 1 para j • 1,2 

1•1 
s.a 1 

2 

L: x1j • 1 para j • 1,2 

:1•1 

Esto és, max ~o<..11x11 + -'-12x12 + o(.21x21 +o( 221122 ~ 

j 
X11 + X21 . 1 

x12 + 1122 . 1 

s.a ' x11 + x12 . 
X21 + 1122 . 
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Como o<. 11 -" r1 + zj ¡ V i,j, se tienen las siguientes 
posibilidades: 

...: . 3 ' Y1 + z1 = 3+0 = 0+3 " 2+1 = 1+2 11 
oL12 . 3 ' Y1 + z2 = 3+0 " 0+3 = 2+1 "' 1+2 

ol21 . 2 ' Y2 + z1 • 2+0 " 0+2 = 1+1 

o(22 . 1 ' Yz + z2 • 1 +O • 0+1 

El algoritmo empieza eligiendo conjuntos de números_ -
r 1+z:I para los cuales se satisface lo anterior, y éstos pue-
den ser: yi = max o<. 11 'Vi, & zj •O Ir/ j. 

j 

Es decir, r 1 • max ~.c. 11 , -<12) 'V1 
As!, r 1 • max ~"'-11 , ..: 12~ = max ~ 3,3~ • 3, 

r 2 • max ~a(. 21 , -'. 22\ • max ~ 2,1~ • 2; & z1 • z2 •O 

Pasos iterativos: Considérese la gráfica bipartita G, 
en la cual hay una arista uniendo a p1 con t

1 
(••> :r1+z1 •-<. 1 

Por lo anterior, se 

• -<12 •-) P1 adyG t1 
pomo y 2+z2 • 2+0 • o< 22 
tendr!a lo siguiente: 

tiene que, cómo y1+P1 • 3+0 • -<-11 • 

& p1 ady6 t 2, de la misma forma, 

••) Pz adyG t 1• Y gráficamente se 

X y 

~ 
Aplicando el algoritmo Húngaro: 

S1 • ~p1 ,p2' • X 
"1 • ~t,,t2\ • y 

•1 • "z • \tp,,tzl.IPz•t1 >l 
caso 2: t 1 a t 2 E: T1 & ~ t 1, t 2 ~ están cubiertos por 

"z• as!, S consiste de dos vértices de X (pues ITI • 21 que 
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están acoplados con los vértices de T, junto con los cero vér
tices de ll (pues 1 X 1 - l .. 2-2 = O) que no están acoplados 

por "1; y W(S) .. T .. \ t1,t2~ 

Por lo tantolx\ +l111s1\ - lsl = l 

2 + - 2 2 = l 

Es decir, hay 1=2 aristas que están en el acoplamiento 
y este acoplamiento es máximo en G, y a2 • ~ (p1 , t 2), 

(p2,t1>} 

Retomando el nuevo algoritmo modificado se tiene: 
nuevo caso 2: El algoritmo Húngaro termin6 con un aco-

plamiento perfecto de G. Se define x12 • x21 = 1, pues P1 es
tá acoplado con t 2 (a través de o<. 12 1, y Pz est& acoplado con 
t 1 (a través de -< 21 1, y para los ~tros casos x11 • x22 •·o. 

De esta forma, se cumple la igualdad en (3): 

• 3•0 + 3•1 + 2 • 1 . .,,-. o • 3+2 .. 5 

Por otro lado se tiene que: 

( 3+2 ) + ( O+O ) • 5 

Por lo tanto, el acoplamiento a1 • "2 es un acoplamien
to 6ptimo, 

Un acopl-iento perfecto (6 acopluiento bptillO) en una 
gr,fica •• llaaado por lo general un t--factor¡ y do• 1--fac
toraa se dice que son ajeno• cualllio no tienen aristas en común. 
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Para que una gráfica bipartita tenga un 1--factor, es eviden
temente necesario que los dos conjuntos que la particionan 
tengan el mismo número de vértices. Cuando esto pasa, el Teo
rema 4.4 dá una condici6n necesaria y suficiente para que la 
gráfica tenga un 1--factor; el Teorema 4.5 es una extensi6n 
de éste, al dar una f6rmula para encontrar V (G) 1 el máximo 
número de aristas en un acoplamiento en G. Se puede preguntar 
acerca de diferentes tipos de extensi6n minimax, dada una f6r
mula para el máximo número de 1--factores ajenos, esto está 
dado por el siguiente Teorema, el cual dá una condici6n para 
que una gráfica bipartita tenga un 1--factor. 

Teor. 4.7 Sea G una gráfica bipartita sobre loa conjun
tos 1 a Y que la particionan, tal que 111 • n •Ir\. All1, G 

contiene Jt 1--factoree ajenos (-=) para todo par de subcon
juntos S ~ X & T' Y, el nWlero de aristas en G de S a Tea 
al 11e110a: t(lsl + ITI - n); donde el decir des a T, es decir 
de las aristas que tienen un extremo en s y el otro en T. 

~ 1 r\ • n - \ T\ 

Is\ • n • \T\ 
1 y 

Donde, T° es el complemento de T 
Para k•1, es decir para un 1--factor se tendría que; las 

aristas que van des a Ten un 1--factor serán: las aristas 
que van se s a T menos las aristas que van de s a T°: 

Is 1- Cn - ITh 
Ya que (si es el número de arietas que inciden en s; y 
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(n - ITI) son el número de aristas que inciden en S pero que 
su otro extremo no está en T, 

Esto és, serán 1 S \ + (ITl - n) las aristas que van de 
S a Ten un 1--factor. 

As{, que las aristas que van de S a Ten k 1--factores 
serán k veces este número, es decir: K(ISI + lTI - n) 

c.s,q,d. 
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5.- FACTORES EN GRAFICAS ARBITRARIAS 

El resultado más sobresaliente sobre factores es el Teo
rema del 1--factor de Tutte, que se establece cuando una grá
fica contiene un 1--factor a través de sus componentes impa
res y viceversa. Se usa la prueba de Lovász, que presta su -
atenci6n a las componentes impares, para su demostraci6n. 

Como punto final, se presenta un resultado obtenido por 
Berge, el cual es la versión minimax del Teorema de Tutte. 
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G: 

Sea G una gráfica no necesariamente bipartita, entonces, 

un 1--factor (acoplamiento perfecto, completo, máximo u ópti
mo) de G, es un acoplamiento que cubre a todos los vértices 
de G, 

Si S es un conjunto de vértices de G, se denotará por 

6(G) Ó bien por 9 (G-S) al número de componentes impares de 
G-S (las componentes impares son componentes con un número im
par de vértices). 

El resultado más importante sobre factores es el siguien
te Teorema. Fué probado por Tutte [25] en 1947. 

Teor. 5.1 (Teorema del 1--factor de Tutte) 

Una gráfica G tiene un 1--factor si y só

lo si S(G-S) 11. Js\, para todo conjunto ScV(G), 

.l1!1!!. 
"==) " Sea M un 1--factor de G. 

componentes impares de G-S 

G1 G2 Gn 
componentes pares de G-S 

~ u 
v2 
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Cada componente impar tiene un número impar de vértices, 
en.tonces exi ate ui E Gi tal que no tienen correspondencia en 
la misma componente, as!, estos vértices están en correspon
dencia con un vértice de S; de esta forma, distintas componen
tes impares inducen ó llevan a vértices distintos en s. 

Sean G1 ,G2, ••• Gn la componentes impares de G-S; puesto 
que Gi es impar, existen ui ~ Gi que se corresponden bajo un 
acoplamiento K con vi E s. 

Entonces: iv1,v2, ••• vn} !:: s 

& e(G-SI = n=Hv2,v2, ••• vn'I ' 1 si 
Por lo tanto, 0(G-S) ~ \si 

c.s.q.d. 

" (u" P.D. que si G es una gráfica tal que para todo 
conjunto se: V(G) se tiene que si e (G-S) ' 1 si entonces G tie
ne un 1--factor. 

Supóngase que para todo conjunto ScV(G) se tiene que: 
,9(G-S) ' 1 s¡, y que G no tiene un 1--factor (as! se encontrará 
una contradicción). 

Puesto que G no tiene un 1--factor, Ges subgráfica ge
neradora de G* sin un acoplamiento perfecto, ee decir, G es 
una subgráfica de expansión de una gráfica inducida G* que tam
poco tiene un acoplamiento perfecto. 

Como G-S es una 
G-8 C G*-S para todo 

e(G*-S) ' 0(G-S) 

subgráfica de expansión de G*-S, es decir 
conjunto Se: V entonces: 

' 1 s\ 

As!, 8(G*-SI ' Is\ ~SCV(G*I • V(G). 

En particular, si S • f se tiene que: 8(G*-fl • 8 (G*I 
' lf\ ••) 8(G*I • o, es decir, no existen componentes de 
orden impar de G*. 
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Por lo tanto, G* tiene un nfunero par de vértices. 
Sea U e ~z E V(G*I/ dG*(z) = p-1~ 
Si U = V •.;> G* • x2n' es decir, G* ser!a una grá

fica completa con un número par de vértices y por lo tanto, 
G* tendría un 1--facto~ 

As!, se puede suponer que UcV(G*), y se tendr!a que: 
9(G*-U) t. lul 

Se probará que cada componente conexa de G*-U es comple
ta, es decir, que G*-U es la unión de gráficas completas aje-
nas. 

Supóngase lo contrario (para encontrar una contradicción): 
sea Tuna componente de G*-U no completa, entonces, \V(T)\ ~3 

Aa1, existen x,y,z tal que xy(A(G*), yzEAIG*), pero 
xz~A(G*li gráficamente se tendr!a: 

x,y,z EG*-U 

En particular, como y~U, existe vE.G*-U tal que: 
yv~V(G*I, ea decir, y no adyG* v: 

y " /'....-----
• ¿ __ ). z 

Como G* es una qd.fica h1d11cida que no contiene un aco
plamiento perfecto, entonces G* + e tiene un acoplamiento 
perfecto para toda arista e f A(G* 1. 

Sean K1 & "z loa acoplamientos perfectos en G* + xz 
& G* + yv respectivamente, es decir, que M1 es un acoplamien
to perfecto de G*Uixz\ & M2 es un acoplamiento perfecto de 

G* U\yw}. 
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Nótese que xz ( 111 , pues como G* no tiene un acoplamiento 
perfecto entonces xz está necesariamente en 11

1
• De la misma 

manera, yv € 112" 

Sea 111 A112 (111-112 1 U (112-111 1 (111 U112 1 - (111 ()112 1 

la diferencia simétrica de 111 & 112 • 

Denótese por B a la subgráfica de G* U \xz,yv) inducida 
por "1•112, es decir, B = G(ll1 •112 1 

Como d8 (zl = 2 para todo z e e, B es la unión de ciclos 
de longitud par ajenos dos a dos (puesto que las aristas de 
111 alternan con las aristas de 112 ). 

Hay dos casos a considerar: 

caso 1: Si xz & yv están en la misma componente C 

de e. 
Por la simetr!a de " & z, se puede asumir que los vér

tices x,y,v & z están en este orden en e (al decir la sime
tr!a de " & y, quiere decir que no importa como se encuen
tre esta arista, es decir, que puede ser xz ó bien zx). 

As!, las aristas de 111 en la sucesión y,v, ••• z de e, jun
to con la arista yz y las· aristas de "2 que no est&n en la 
sucesión y,v, ••• z de e, constituyen un acoplamiento perfecto 
en G* (este acoplamiento se vé marcado en las aristas con '"'''"). 

Esto es una contradicción a la definición que se habla 
dado de G* (pues se supon!a que G* no tenla un acoplamiento 
perfecto). 
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Si xz & yv están en diferentes componentes 
de B: 

V 

z 

Si yv está en un ciclo e de B, entonces las aristas de 
N1 en C junto con las aristas de N2 que no están en e, cons
tituyen un acoplamiento perfecto en G* (se puede ver este -
acoplamiento en la gráfica de arriba, está marcado en las -
aristas con 1\1\JVVV). 

De nuevo, esto contradice la definici6n de que G* no tie
ne un acoplamiento perfecto. 

En ambos casos se lleg6 a una contradicci6n, as! que, 
G*-U s! es la uni6n de gráficas completas, es decir, que las 
componentes conexas de G*-U son completas. 

como 9(G*-U) ' IU11 a lo más 1 u\ de las componentes im
pares de G*-U son impares. Pero entonces, G* tiene un acopla
miento perfecto: las componentes pares en las que sus vérti
ces están acoplados entre s!; las componentes impares que -
tienen un acoplamiento perfecto excepto por un vértice, y tal 
que este vértice está acoplado con un vértice de U¡ y los vér
tices restantes de U que están acoplados entre s!. Ver la si
guiente figura, 

Como G* se defini6 de tal manera que no tuviera un aco
plamiento perfecto, se ha obtenido la contradicci6n deséada. 

As!, en efecto G tiene un acoplamiento perfecto, 
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componentes impares de G*-U 

componentes pares de G*-U 

(~J-·U 
Aqu! hay un ac~plamiento perfecto, 

pues hay un número par de vértices, 
G & G* tienen cardinalidad 

par. 

c,s,q,d. 

Hay varias pruebas del Teorema 5.1, de las cuales en par
ticular se destacan: la prueba de Anderson [8) en 1971, usan
do el Teorema de Hall; y la prueba de Lovász (14) en 1975 (la 
prueba anteior). 

La versi6n minimax del Teorema 5.1 es el siguiente Teo
rema, y fué obtenida por Berge (1) en 1958. Este resultado im
plica el Teorema de Tutte, y se obtiene agragandole a G sufi
cientes vértices extra, unidos a todos los vértices de G, uni
dos entre ellos, hasta poder aplicar el Teorema de Tutte¡ se 
puede consultar la elegante prueba de Hccarthy [15] en 1973. 
(Esto ilustra un aspecto de la naturaleza de auto--refinamien
to del Teorema de Tutte). Este resultado, también se obtiene 
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al modificar la prueba de Anderson para el Teorema de Tutte, 
usando el Teorema de Ore (Teorema 4,5), en donde Anderson us6 
el Teorema de Hall; pruebas de este tipo han sido producidas 
por Mader (17) y por el mismo Woodall (27), ambos en 1963, Es 
muy difícil dar una prueba algorítmica, pue los algoritmos 
que conoce Woodall para encontrar un acoplamiento más grande 
en una gráfica , son muy complicados (puede consultarse Ed
monds (5], 1965). 

Teor. 5.2 El -'xillO número de aristas en un acopla-
•iento de una gráfica G ea (9 (GI, donde: 

e (G) D •in 1 /2 { 1 V(G)f - e (G-S) + lsl) 
S G V(G) 

Dm, Se usará el Teorema de Tutte para demostrar este 
result~do, es decir, se demostrará que el Teorema de Tutte im
plica el Teorema 5,2, 

Sea G* • 'in+G, es decir, G* se obtiene se G agregando n 
vértices dos a dos no adyacentes entre s! (in>' y cada uno de 
ellos adyacente a cada vértice de G, As!, Gc:G*. 

Siendo ns ~~j {eCG-S) - lsl), se probará que n es el 
m!nimo número de vertices tal que in+G tenga un 1--factor, es 
decir, que se cumpla el Teorema de Tutte (para poder aplicar
lo y aa1 demostrar el Teorema 5.2 

Se ver& que G* satisface el Teorema de Tutte: 

~ • V(G*I - V(G), los vértices que se agregaron. 

Sea SCV(G*I 

1R) Por la definici6n de G* se tiene que, si inf s, es 
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decir, si lsl ~ 0(G-S), entonces el nGmero de componentes de 
G*-S es igual a uno, es decir 1 como cada vértice de Kn está 
unido a todos los vértices en G•, al quitar cualesquiera vér
tices que no sea alguno de in siempre se tendrá una componen
te conexa). 

componentes impares componentes pares 

G 

Por lo tanto, para todo conjunto S # f, 9(G*-S) ' Is\, 
esto es, que se satisface el Teorema de Tutte. 

Si S • f, entonces el acoplamiento perfecto constaría de 
1/2 IV(G)\: 

e} .. e 8···@ ,,.---..... 
I ' \ ' ¡ (no hay aristas entre las com-

' ---- ,, ponentes, pues son conexas 1 

2• 1 Si in es, es decir, si 1 si (, e (G-8), se tiene 

que: 
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s 
11 

G"6 

componentes impares componentes pares 

Como SC:V(G), Q(G*-S) a Q(G-SI - IG"SI + IGl\S\ 

• [ 9(G-S) - IS\) + IG"SIJYª que 
G ns • S, en particular para 
una S' se tiene que: 

" max ~ e(G-S'I - ls'I) + lanst 
s' e VCGI 

• li
0
1 + IG()SI • li

0
1 + lsl •IS\ 

Por lo tanto, para todo conjunto sea•, &CG-S) • ISl1 es 
decir, se satisface la condici6n del Teorema de Tutte. 

As!, por el Teorema de Tutte, G* tiene un 1--factor. 

Como cada vértice de i
0 

está unido con cada vértice de G, 
en G ae obtiene un 1--factor con: 1 /2 \ IVCGll - [ e (G-S) - IS 11} 
aristas, ea decir, todos los vértices de G menos los que no ea
tan acoplados. 

Solo falta checar que, en efecto ya no se puede tener un 
acoplamiento mayor. 
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componentes impares ( e (G-SI) 

s 

(vértices que ya no 
se pudieran saturar, .y que se saturan con 

D) 

Los vértices que se saturán en G son: 
(V(G)I - (9(G-S) - IS\) 

As!, sedan con: 1/2 \lv(G)\ - 9(G-S) + 1 s\) aristas. 

El máximo número de aristas que se pueden tener en un 
1--factor es a lo más el m!nimo número de aristas en un aco
plamiento (que cubran a todos los vértices): 

ain 1/2 \ IVIG)\ - 01G-s) +Is\~ 
B~V(G) 

c.s.q,d, 
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CONCLUSIONES 

Los Teoremas minimax más importantes en Teoría de Grá
ficas son: el Teorema de Menger, el Teorema de Flujo Máximo-
Cortadura Mínima, el Teorema de Konig y la versión minimax -
del Teorema del 1--factor de Tutte; los cuales relacionan un 

máximo con un mímino. Así, el Teorema de Menger relaciona el 
máximo número de XY--trayectorias ajenas con el mínimo número 
de vértices en un XY--conjunto separador, 

El problema de Flujo Máximo--Cortadura Mínima, como su 
nombre lo dice, relaciona la máxima cantidad de flujo que se 
puede enviar de un origen a un destino, con la capacidad de 
la cortadura mínima, 

El Teorema de Konig relaciona al máximo número de aris
tas en un acoplamiento con el mínimo número de vértices que 
cubren a todas las aristas en una Gráfica Bipartita, 

Por último, la versión minimax del Teorema del 1--factor 
de Tutte, da una fórmula para encontrar el máximo número de 
aristas en un acoplamiento; tomando el mínimo de tal fórmula, 
que esta basada a través del número de vértices, las compo
nentes impares y el cardinal de un subconjunto de vértices, 

La importancia de presentar estos teorema-; en su for
ma minimax, radica en su fácil manejo para encontrar el resul
tado; y el gran interés que surge a través de estos conceptos 
para la solución de problemas concretos, como lo son el pro
blema de asignación y el problema de transporte, por mencionar 

algunos. 

119 



Concluyendo este trabajo, se han reunido algunos de los 
teoremas más importantes de Teoría de Gráficas, y se les ha 
unificado al redefinirlos en su forma minimax. 

Como punto final, y como una propuesta a la continuaci6n 
de esta tésis, se pueden seguir investigando teoremas y tra
tar de expresarlos en su forma minimax, con el fin de incre
mentar el número de Teoremas minimax y de esta forma, ser!a 
de mayor importancia el estudio de estos. 
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