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INTRODUCCION

En muchos de los problemas que surgen en Matemiticas el
objetivo es encontrar el masximo (minimo) de una funcidn, El
tratar de resolver estos problemas de maximizacién ha dado
innumerables algoritmos para cada caso en especifico. Sin em-
bargo, se han podido englobar ciertos resultados en lo que se
conoce como los Teoremas minimax.

Un Teorema minimax, es un teorema donde se relaciona un
miximo con un mfnimo, es decir, un teorema en el cual se es-
tablece que el mfnimo de una funcidn es igual al mximo de -
otra. Esta tésis presenta los Teoremas minimax m&s impor--
tantes en Teorfa de Grificas,

Muchas de las condiciones necesarias y suficientes de
Teorf{a de Grificas pueden ser redefinidas como Teoremas mini-
;nax y viceversa. Frecuentemete se obtienen varias ventajas
al redactar los teoremas en su forma minimax, una de estas,
es el demostrar los teoremas a través de algoritmos; las de-
mostraciones algoritmicas son en forma constructiva, de esta
forma se demuestra el teorema, y al mismo tiempo se obtiene
el resultado deseado. Esta es una parte que se hace resaltar
es este trabajo,

Enseguida, como un ejemplo especifico se da el Teorema
de Menger y se redefine en su forma minimax. Este teorema es-
tablece una biyeccidn entre la existensia del nfimero de XY--
trayectorias ajenas y el nfimero de vértices que debe contener
un XY--conjunto separador en una grifica . Esto da una condi-



cién necesarid y suficiente para la existencia de tales X¥Y--
trayectorias ajenas. De esta forma, el Teorema de Menger se
puede redefinir de la siquiente manera: el maximo nfimero de
XY--trayectorias-ajenas en G es igual al minimo nfimero de
vértices de G en un XY--conjunto separador. Asi, este teo-
rema esta en su forma minimax.

La organizacidn de esta tésis es la siguiente:

En el Capitulo 1 se presentard una revisidn general de
los conceptos principales de Teoria de Grificas que serd uti-
tizados durante el trabajo.

Se exhibird la demostracidn del Teorema de Menger en -
forma algoritmica en el Capitulo 2; y se verin varios teore-
mas relacionados con este.

El Teorema de maximo Flujo--Cortadura Minima serd la -
parte principal en el Capitulo 3, dando su demostracibn tam-
bién en forma algoritmica.

En el Capitulo 4 se trabajari con Grdficas Bipartitas,
donde el teorema principal es el Teorema de Konig; se demos-
trarin en forma algoritmica el Teorema de Correspondencia
Maxima y el de Asignacidn Optima.

Para finalizar se trabajard con t--factores en el Capi-
tulo 5, siendo la versidn minimax del Teorema de Tutte, ver-
si6n obtenida por Berge, el teorema principal sobre 1--fac-
tores.



1.~ DEFINICIONES PRELIMINARES

Una grafica G es un par de conjuntos {V(G),A(G)), donde
V(G) es un conjunto no vacio de elementos llamados vértices, y
A(G) es un conjunto de distintos pares no ordenados de dife-~
rentes elementos de V(G) llamados aristas,

Para cada par x = {u,v) de vértices que determinan una
arista se dice que:

._i__. 1) xuneauyav; auy v también se

v v les llaman extremos de la arista x
2) la arista x y el vértice u inciden
3) la arista x y el vértice v inciden
4) wu y v eon vértices adyacentes en G;
y se denota por: u adyG v

Se dice que u y v son vértices no adyacentes en G, si no
hay una arista que los una; y se denota por: u no adyG v

Dos vértices tienen aristas wiltiples, si hay mis de una
arista entre ellos.

vertices adyacentes por pares (vértices no adyacentes por
pares) son aquellos que dos a dos (no) son adyacentes,

Aristas adyacentes (aristas no adyacentes) son aguellas
que (no) inciden en el mismo vértice,

Aristas adyacentes por pares (aristas no adyacentes por
pares), son aquellas qgue dos a dos (no} son adyacentes.
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Si XAY = §, se dird que los conjuntos X y Y son ajenos.

Gréficas ajenas son aquellas que no tienen vértices en
comfin.

G es una grafica bipartita si existe 5v1,v2} una parti-
cibn de V(G) tal que toda arista de G tenga un extremo en V.
y el otro en V,, y donde v,(\vz =@,

1

Una subgrafica H={V(H),A(H)) de una grifica Gs(V(G),A(G)),
es aquella en que V(H) € V(G) y A(H) € A(G).

Una subgrafica H de G es inducida, si V(H) cV(C) tal que
para todo par de vértices x & y 8i x udyG y entonces x adyH Y.

Camino es una sucesidn alternada de vértices y aristas,
que empieza y termina con vértices,

Trayectoria es un camino en el cual no se repiten vérti-
ces.

Un camino en el cual no se repiten aristas es un paseo.

Un camino cerrado es aguel que empieza y termina en el
mismo vértice.

Un ciclo es un camino cerrado en el cual no se repiten
vértices,

Dos trayectorias son ajenas (en vértices), si no tienen
vértices en comin,
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Dos trayectorias son ajenas en aristas, si no tienen
aristas en confin,

Una XY--trayectoria ajena es aumentante; si dado un con-
junto de XY--trayectorias ajenas, la XY-~trayectoria ajena
que se desea agragar es ajena a todo el conjunto dado.

Un XY--paseo es un paseo de alguna x €X a alguna yeY,

Una grafica es conexa si hay una trayectoria que une a
cada par de vértices de G, es decir, s8i G no se puede expre-
sar como la unién de dos grificas ajenas).

Una gréifica es disconexa si existe un par de vértices de
G tal gque no se puedan unir por alguna trayectoria.

Sa dice que una grifica se desconecta, si al eliminar un
conjunto de vértices, esta grifica se convierte en una grifi-
ca disconexa.

Una grafica es 1-conexa por aristas, si al quitar una
arista la grifica se desconecta,

La longitud de una trayectoria {paseo, ciclo, etcétera),
es el nfimero de vértices que se recorren a lo largo de la tra-
yectoria (paseo, ciclo, etcétera).

Una digrifica D, consiste de un conjunto finito no vacfo
V, junto con una coleccién A de pares ordenados de distintos

elementos de V.

A los elementos de V se les llaman vértices de la digra-
fica.
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A los elementos de A se les llaman flechas & arcos de D.
Asi, una flecha 6 arco es una arista con direccién (una aris-
ta dirigida).

El grado de un vértice es el niimero de aristas que inci-
den en &l. Asi, en digrdficas se tiene gue el ingrado de un
vértice es el nfimero de flechas que llegan a él, y el exgrado
de un vértice es el nfimero de flechas que salen de este.

JG es el minimo grado en G, es decir, es el grado menor
" entre todos los grados de los vértices de G.

Seguir una direccidon {(direccibn opuesta) es seguir el
sentido (seatido opuesto} de las flechas.

Seguir la XY--direccibn es ir del conjunto X al conjunto
Y, siguiendo el sentido de las flechas.

Una wmatriz es un arreglo de elementos dispuestos en ren-
glones y columnas,

La matriz de adyacencia de una grlfica G es una matriz
binaria, y se forma colocando al conjunto de vértices de G co-
mo los renglones y tampién como las columnas de la matriz; tal
que a cada entrada de la matriz ase le asignari un "uno", si
los correspondientes vértices son adyacentes en G, y "cero" en
otro caso, es decir: 1 si v‘_adyG vj

lij =
0 sl v, no adyG v,

Para formar la grifica de lineas L(G), de una gréfica G,

se considera por cada arista de G un vértice en L(G), es decir,
VIL(G)) = A{G), y dos vértices eon la grafica de lineas son ad-

13



ABREVIATURAS

Se hace notar que "1" y "1" son diferentes: 1 es el

_ nfinero "uno",

Cap.

c.8.9.d.

Def.

ej.

fig.

mix.

min,

P.D.

Teor.

y 1 es la letra "ele".

capftulo
" como se gquerfa demostrar
definicién
ejemplo
fiqura
miximo
mi{nimo
por demostar
suqeto a (las siguientes restriciones)

Teorema
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NOTACIONES

[} b4

Lo por lo tanto

‘J : para todof{a)

! {esto es una) contradlécién

{i} véage como referencia a f

=Y tal que

1é&kén k toma valores (esti) entrve 1 y m
~a no a, la negacidn de a

i -T,—n i toma valores entre 1 y n, es decir,

i=1,23...n

=) condicién de "necesidad"; entonces,
implica

= condicidn de “suficiencia®

Lo st y sblo si

Ram)® demostracién de la “necesidad”

=" demostracidn de la “suficiencia

4 el conjunto X (denotando a los con-
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Ial

aci

;l = ain iqquzi

q= nix ‘qﬂ‘]z)

9 sl asb
q.
9, sl afd
/
{=x/ xeA)}
n

juntos con letras mayGsculas)

el elemnto x (denotando a los elemen-
tos con letras minfisculas)

la cardinalidad del conjunto A, nfimero
de elementos en A

a estd en A, a pertenece a A, a es un
elemento del conjunto A

a no es un elemento del conjunto A
unién
interseccidn

el conjunto vacfo, el conjunto que no
posee elemento alguno

q toma el valor minimo entre 9 Y4,

q toma el valor miximo entre 9 Y q

g=q, 51 asb, y q=q, si adb

tal que (usado al definir un conjunto)

el conjunto de las x tal que x€A

la sumatoria de las x;, donde i=T/%,

n
es decir: Z X = 11412.,“ x,
i=1
16



yacentes si y sblo si las correspondientes aristas son adya-
centes en G, '

§i se tienen dos conjuntos A y B relacionados de modo
que al fijar un elemento de A guede determinade algfin elemen-
to de B, se dice que hay una relacién entre el conjunto Ay
el conjunto B.

Si A tiene los elementos originales y B los elementos
imdgenes entonces, las relaciones en que todo elemento origi-

nal tiene un elemento imagen y sdlo uno, se llaman funciones.

f:A-> B, es decir que £ es una funcidn que va de A
a B.

Kn es la grifica completa de k vértices, es decir, es la
grafica con k vértices tal que todos sus vértices son adyacen-

tes entre 'sf.

X es el complemento de el conjunto X, todo lo que no es-
ti en X; también se denota por lc_.

G - {x,y} es la grifica G menos los vértices x & y.

G - xy es la gr&fica G menos la arista xy.



2.- TEQREMA DE MENGER

La relacidén que existe entre las XY--trayectorias ajenas
y los vértices que deben tener los conjuntos separadores en
una gr&fica, estd dada por el Teorema de Menger, resultado -
principal de este capitulo., Un de las pruebas de este teorema,
la prueba de Ore, se hace en forma algor{tmica.

Se generaliza este resultado para Grificas Infinitas; y
como una extensidn, se enuncia la Conjetura Clisica de Erdls
que establece una biyeccién entre un conjunto separador y las
XY-~trayectorias.

Tambi&n en este capftulo ge presentan teoremas relacio-
nados con el Teorema de Menger; por mencionar algunos, uno de
ellos trabaja con grificas k--conexas por aristas, otro de
ellos estudia trayectorias internamente ajenas entre dos vér-
tices especificos,

18



Def. Sea G una grafica 6 digridfica:

5i x,y ¢ G, una xy--trayectoria, es una trayecto-
ria (6 una trayectoria dirigida) de x a y en G.

Si X,Y son conjuntos de vértices, una XY--trayec-
toria, es una trayectoria (trayectoria dirigida) de alguna
x€X a alguna y €Y pasando a través de ningin otro vértice de
XSY (8i veXNY ==» v por sf solo es una X¥--trayectoria).

Si X, Y & 2 son conjuntos de vértices, entonces
E separa a Y de X, es decir, Z es un XY¥--conjunto separador,
si toda XY--trayectoria contiene un vértice de % (en particu-
lar, X & Y son ambos XY--conjuntos separadores).

La versidén del Teorema de Menger es la siguiente., Fué
probada por el mismo Menger {18] en 1927.

Teor 2.1 Sea k un entero positivo, y sean X & Y
conjuntos de vértices en una grifica & digrifica G, Existen
k XY--trayectorias ajenas en G (--) cada XY--conjunto sepa-
rador contiene al menos k vértices (esto es, si y sblo si si-
gue habiendo una XY--trayectoria em G, cuando menos de k vér-
tices son removidos).

Dm.

“=2p " 5i existen k XY--trayectorias ajenas, entonces
cada conjunto separador debe contener al menos un vértice de
cada una de estas trayectorias (por ser trayectorias ajenas).

Por lo tanto cada conjunto separador contiene al menos-
k vértices,

c.la.q.d.

19



% =" Se daran dos pruebas de esta implicacién, La
primera es la mis corta y simple que 43 Wodall; y afin sin
haber una buen algoritmo para la construccién de tales tra-
yectorias, la segunda prueba es algoritmica.

12 prueba ({(Pym [23], 1969)

Se probarid el resultado por induccidn sobre a(G), donde
alG) = |V(G)UA(G), es decir, la demostracidn por induccién
se haré probando primero, que hay k XZ--trayectorias ajenas
y que también hay k Z¥--trayectorias ajenas, en base a esto
se extenderi el resultado para tener las X XY-~trayectorias
ajenas (que es lo que se desea probar).

Supbngase sin pérdida de generalidad que hay un XY--con-
junto separador con k vértices (incrementando el valor de k
sl esto fuera necesario).

As{, se tienen dos casos a considerar: si el XY--conjun-
to separador es distinto de X & ¥, & bién, si el X¥--conjunto
separador coincide con X & Y.

Cago 1: Hay una XY--conjunto separador que seri llamado
‘3 tal que 24X, B6Y ¢ \zl=X

' Sea ze {respectivamente GIY) la subgrifica de G tal que
contenga a todos los vértices y aristas de todas las X&~--tra-
yectorias (%Y--trayectorias) en G.

c“nc“sz, pues® es8 un conjunto separador, es decir,
que toda XY--trayectoria contiene un vértice de &; y por de-
finicién, cada XY--trayectoria tiene un solo vértice de X y
uno 8010 de Y:

20



Como % es un conjunto separador minimo y 24Y, se tiene
que !#Y, pues Y tambi&n es un conjunto separader, pero I es
un conjunto separador minimo {vya que {2z} = k).

NOtese que 8i YCZ, es decir que para toda w €Y entonces
w€%; ahora, decir que vfz {la negacién), es decir que exis-
te wa¥ tal que -*z, es decir que existe w tal que wgY-Z.

De esta forma, existe un vértice w 3. wg¥-%

Como v‘ze entonces u(G‘z) ¢ a{G); puesto que GHGG
entonces se cumple gque a(Gu) € A{G); y con w se cumple la
desigualdad estricta,

De esta manera, % no estd separado de X para algiin con-
junto con menos de k vértices en Gu, pues un XZ--conjunto
separador en G" es un XY¥--conjunto separador emn G,

Por hipGtesis de induccifn, hay k XB--trayectoriae aje-
nas en G”. Similarwente, hay k 3Y--trayectorias ajenas en
G“.

como {%{ = k, estas trayectorias se pueden unir a travéds
de los vértices de 8% para formar k XY--trayectorias ajenas en
G.

Por lo tanto, existen k XY--trayectorias ajenas en G,

Caso 23 Cada XY--conjunto separador de k vértices coin-
cide con X 6 Y.

Supbngase sin pérdida de generalidad que uno de estos
XY--conjuntos separadores coincide con X entonces (X| = k.

1) 84 X &Y, entonces el resultado es inmediato, pues
las k XY--trayectorias ajenas ser&n los mismos k vértices de

21



22)  Supdngase que existe x¢ X-V.

El conjunto X -{x*| no es un conjunto separador puesto
que X - {x} = k-1, y por hipétesis de induccién cada conjunto
separador tiene al menos k vértices.

Ahora, existe T una XY--trayectoria tal que T A(X-{x})
es igual al conjunto vacio.

Por otro lado, X es un XY--conjunto separador, por lo
tanto TAX # #, por lo tanto TNAX = {x});asf, la trayectoria
T es el conjunto 1x=xo,x1,x2,... xn}; y al hacer y=x; se
tiene que |x1,x2,... %3 NX = #; por lo tanto existe la -
arista xy (=xx1).

X Y

As{, hay una arista xy tal que yfx.

Sea G' = G-xy tal que a(G') CA(G).

Si cada conjunto separador XY en G' tiene al menos k
vértices, entonces el resultado se sigue por hipdtesis de in-
duccién (pues cada XY--conjunto separador tiene al menos un
vértice en cada una de las XY--trayectorias ajenas, asi, exis-
ten k XY-~--trayectorias ajenas en G).

Nétese que si xy estuviera en una de las trayectorias -
ajenas que no fueran las k trayectorias ajenas, entonces G
tendria k+1 trayectorias ajenas, pero de cualquier manera -
existen las k trayectorias ajenas en G,

En otro caso, sea Z un conjuntoc separador en G' con k-1
vétices, entonces zl{x} & z Uy} son los conjuntos separa-
dores en G.

22



2°) Supdngase gue existe x¢ X-Y.

El conjunto X -{x} no es un conjunto separador puesto
que X - {x} = k-1, y por hipdtesis de induccidn cada conjunto
separador tiene al menos k vértices,

Ahora, existe T una XY--trayectoria tal gue T N(X-§{x}}
es igual al conjunto vacio.

Por otro lado, X es un XY--conjunto separader, por lo
tanto TNAX # #, por lo tanto TNX =4 x};ast, la trayectoria
T es el conjunto { X=,0 Xq 1 Xgrene xn); y al hacer y=x, se

1
tiene gue lxI,xz,... xni(\x = @§; por lo tanto existe la -

arista xy (=xx1).

X Y

Asf, hay una arista xy tal que yﬂx.

Sea G' = G-xy tal que a(G') ¢ A(G).

Si cada conjunto separador XY en G' tiene al menos k
vértices, entonces el resultado se sigue por hip6tesis de in-
duecibn (pues cada XY¥--conjunto separador tiene al menos un
vértice en cada una de las XY--trayectorias ajenas, asf, exis-
ten k XY-~trayectorias ajenas en G).

Nétese gue si xy estuviera en una de las trayectorias -~
ajenas que no fueran las k trayectorlas ajenas, entonces G
tendrfa k+1 trayectorias ajenas, pero de cualquier manera -
existen las k trayectorias ajenas en G.

En otro caso, sea Z un conjunto separador en G' con k-1
vétices, entonces ZUfx} & 2 VU{y} son los conjuntos separa-
dores en G.
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Por hipStesis del Teorema y de este caso dos (que cada
conjunto separador tiene al menos k vértices) se tiene que:
1Z2Udxdl = 1zViyll = Kk, donde zZU¥x} =X &8 ZULy}) = ¥
son los XY-—conjuntof_separadores con k vértices.

» ~

N
r’ \
h)

N6tese que en X\Y = 2, hay k-1 trayectorias.

Por lo tanto, existen k XY--trayectorias ajenas en G.

CeB8.q.d,

28 prueba (ore [20], 1962)

Se probard el resultado cuando XNY = §; es claro cuando
XNY § #, pues cada vértice de XAY es por sf mismo una XY--
trayectoria: ' : '

()

X Y

’

3

Se presentarf la prueba en forma de un algoritmo, éste
empieza con un conjunto Trl que contiene 1 XY--trayectorias
ajenas: p‘,rz,...pl, para cualguier nimero 1 que sea un ente-
ro y no negativo (pues 1 podr{a ser cero, en caso de comen-
zar el algoritmo con cero trayectorias).
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Pasos iterativos: construir recursivamente dos conjun~
tos de vértices S & T como lo indican los siguientes pasos:

(i) Poner a todos los vértices de X dentro de ambos
conjuntos 8 & T.

(ii) Si ue€s & uveA(G) . nv"ﬂ'l & v‘T\-l =D
ves, & vaT. .

(141) siues & uweAG) - uwiT, & veT, -5
vE€T (pero dejar a v en 8, si v ya estaba previamente en 8).

(iv) Siu€T & wvu t1T1 {esto és, que v precede a u
cuando la trayectoria es recorrida de X a YY) = vé€S &
vVET.

Las construcciones de § & T continuan hasta no poder
hacer los pasos iterativos.

Se tienen dos casos a considerar: si § contiene & si no
contiene algfin vértice de Y:

caso 1: 8 contiene algfin vértice de Y

Por la construccidn de S8, G contiene una sucesidn reco-
rrida al revés en 'ITl,esto es: un Q@ XY--paseo {permitiendo
vértices repetidos perc no aristas repetidas, por definicién
de paseo).

Este paseo Q solo se intersecta con las trayectorias de
“1, consistiendo de elementos de al menos una arista, la -
cual atraviesa en la direccifn opuesta de la XY-~direccibn de
'lTl (ver figura 1).

NGtese que si G es una digr&fica, entonces Q no es un
paseo dirigido, pues recorre flechas que van de ¥ a X. En
este caso, hay una manera obvia de extender '“'1 dentro de
Trlol' es decir, de encontrar una nueva trayectoria ajena -
aumentante (ver figura 2).
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Haciendo esto, lo indicado en la figura dos (anular las
flechas que se recorren en sentido contrario dentro del pa-
seo), y regresando a los pasos iterativos con‘“l" en lugar
deTrl, se termina por encontrar las XY--trayectorias ajenas.

caso 2: 8 no contiene alglin vértice de Y,

Sea v, el Gltimo vértice a lo largo de P1 que esté en T,
con 1 = {,1. Este conjunto (vi,vz,... vl) es un XY--conjunto
separador de 1 vértices, el cual muestra que no pueden exis-
tir 1+1 trayectorias ajenas.

Por hipbtesis del Teorema se tiene que k=zl, y el algorit-
mo termina construyendo las k XY--trayectorias ajenas.

c.8.g.d.

Para ilustrar el algoritmo, se verin unos ejemplos.

Ej. 1 (abarcando el caso 1)

x = xo,x"‘
Sea -".1 - P" = ‘xo,ui,nz,yo}, una trayectoria dada,
Aplicando los pasos algoritmicos:

(1) 5y -\ln,x'\ =Ty =X

tii) x, €8, & xu,€ AlG) xr1u2¢'ﬂ"1 1 u2¢1r1, enton-
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ces u,€ Ty. dsi, 5, r-&xo,x“‘ U ‘xo,x“uz\

(iv) uvyer, & Uu €T = u€s, & vET, asi:
Sy = ‘xo,xl,u‘} § Ty = hxg,x ,uyu

{iv) wer, & xou1c'n’1 =» x%€S; & x€T,

(11) u €8, & uy,€M6) e uy, T, & yeT,
=& y, €T, & y,€5,. Por lo tanto: &4 ={xo,xi,u1,y1} 1
Ty = dxgrxpouy 0y}

Ya no se pueden aplicar mis pasos algoritmicos, por lo

tanto: 8 -83 & T= T:!

Ahora se verd que se tiene en la grifica, observando -
ademis que ¥ € S.

Para ir de x; a y,, se tiene el paseo Q = (x‘,uz,nvy" .
asi, siguiendo lo indicado en la figura dos, se borra la aris-
ta ugu, {que es la que va en sentido contrario); y se encuen-
tra una trayectoria ajena aumentante:
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Y se tiene que: Trh.' = '.P;,P'z} = ‘(xo,u',yo),

(!1 l“szo,)

Aungue no se conserven las trayectorias ajenas que se
tenian (en el ejemplo anterior se vé: P1), se encuentra una
trayectoria aumentante (en ese ejemplo: ‘P',Pi)). Al borrar
las aristas que van en sentido contrario en el paseo, las
nuevas trayectorias ajenas quedan bien determinadas (se vé
claramente cémo hay que tomarlas).

E). 2 ({caso2)

X = {xo,xi,xz‘,
sea TT, = {2, 2} = {(xgoupeupivgds (%0050 005y, "
(1) X =8, -{xo,x',xz‘ -7,
(111) €8, & xu€AlG) oy xu, 4T & u e,
> u,€T,. Asf, 8, -(xo,xvxz“ T A ixo,x',xz,u‘\
(iv) uw€r, & “3“4‘-“'1 =) U €S, &t u€ET,
= 8= “0"1"2’“3‘ ' T, “0"1"2'“4’“3}
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(iv}) “3ET2 & xluaivl ==y X, €Ty & x,c_s3
(111) uy€5, & uu, €AG).y- uwu, ¢ T & u,eTh)
= u2€1‘3. Asf, 55 = ‘xo,xvxz,u;} 6Ty =| XgeXq 1%y, U, Uy,
uy}
(iv) U, €T, & Uu€N, =3 w€T, & u€S,
=D 8y = {xgixpixuguy & Ty o= {xgxgxpuuy,uy,0,)
iv) wET, & lou1€-“'l =D X €8, & XET,
(114) v, €8, & Uu € A(G) .3 u,u_,,t'\'l'1 & udll
=) ug€ Ty Asl, B = "0"1"2’“3'“1} T “'o"l"z'“v
UytpeUgsugh
(iv) u€Tg & “4“56-“'1 = u, €5, & u€ T. Asf,
8g = | Xgsx X300y ug) & Tg = §xgixyixpu0ru3500, g (ng)]
(iv) uw&Tg & uju‘e'ﬂl = 0,65, & ueTN,
(11) u€8; & uy,€A(G) 3 u‘yZ‘T"l & yZ&T\'l
=> ¥,€6, & y,€T,. asl, 8, "’0"1"‘2'“3'“1'“4"2‘ 1
Ty = | XgekyrXy Uy Uy Uy, 0y,ug, (0, )y )

Al dejar los u, entre paréntesis en ‘!‘6 & ‘l'.,, éstos in-

dican el paseo a seguir (aunque ya estaban considerados),

Por lo tanto: 8 = s., 4 T= 1'.,; se tiene ademis que
¥5 €5. Observando ahora la gréfica:
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Para ir de x, a ¥, se tiene el paseo Q = ixz,u4,u3,u2,
“1l“5:“4172‘ .

Quitande las aristas: Uyu uau, & uug, se tiene gra-
ficamente lo siguiente: ’

-‘11*1 - \P{rl’irl’;} = “101“11“5'Y1): (311“31“21Y°)1
(‘21“41Y2)?

En T se encuentra vértice por vértice el pasec a seguir
'('! lo va indicando), solo hay que poner los vértices que van
indicando los pasos algoritmicos aunque &stos ya estén repe-
tidos (ver 17 en el ejemplo dos}. EL paseo empezard con un
vértice del conjunto X, con el cual se comienzan los pasos
algorftmicos, pues a partir de este vértice se encontrari la
XY--trayectoria ajena aumentante.

E}. 3 (caso 2)

X = ‘xo,x1,12}

Sea 1T1 - {P,,’zi = ‘ (:o,u1,u‘,y1), (‘1'“3"’2"0,}
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X

(1) 84 = kxo,x1,x2§ = T, = X
(111) x,€5; & x,uj€A(G) . x2u3¢-".1 & u3€-“;
=) uET. Asi, s1=ﬂx1,x2,x3] L ={x°,x1,x2,u3}
(iv) uz€Ty & xuy €W, =3 x,€5, & x,€7T,. asi,
s, =} xo,xi,xz} £ T, = {xo,xl,xz,HJ}.
Por lo tanto: S = 82 & T = Tz
Encontrando el XY--conjunto separador:
loél’1 & x, es el Gltimo vértice de l’1 Y xoe'l‘
U €P; & ug es el @iltimo vértice de P, oy uy €T
Por lo tanto, on,us] es un conjunto separador de la
grafica, al quitar éstos vértices (con sus respectivas aris-
tas) se vé que la grifica esta separada:

X Y

As{ se tiene que Y estd separado de X.
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Ej. 4 (caso 2)

X = {xgixy %))
Sea 'lTl = \P“PZ,PB} = H(xo,u“us,y‘), (x,,u3,u2,y0),
(xZ’ul'YZ)

(1) 8y =dxp,xx) =7y = X
(11) x,€5, & xu,€A0) 3 xu, T, & u,eT
«  uy €1y Asf, 5, = {xpx.x) & Ty o= {xg,x 0%,
(iv) 1136'1'1 & xu, g‘“‘l = €T, & x €5, enton-
ces, S =5 & T=T
x,€P; & x, es el filtimo vértice de Py oy xOET
u€P) & uyes el iltimo vértice de P, oy u €T
x, ¢P, & x, es el filtimo vértice de Py 3 x,€T

Por lo tanto, {xu,ua,xz‘, es un -XY--conjunto separador.
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Y estd separado de X, pues al quitar a Z (el conjunto se-
parador), la grdfica se desconecta.

El caso 1 es para encontrar las XY--trayectorias ajenas
aumentantes; y el caso 2 es para encontrar un XY--conjunto se-
parador y asi ver que no hay trayectorias ajenas que se pue-
dan agragar.

Dejando por el momento las graficas finitas, se verd -
ahora la elegante prueba de ErdYs para el Teorema de Menger,
se seguiri teniendo a k finita, para dos conjuntos arbitra-
rios X & Y en una griafica infinita, y se tomard como ver-
dadero el resultado para grificas finitas. Esto no es necesa-
rio si se adopta la segunda prueba de arriba, pues esta prue-
ba se puede modificar para probar el resultado en una grifica
infinita {aunque por supuesto, el algoritmo no sea modificado).

La prueba inductiva de Pym trabaja solo para gréficas
finitas, y el argumento de Erd¥s (hecho en 1931 & 32, cuando
él tenia cerca de 19 afos y publicado por Kénig [13), es de
gran valor para ser inclufdo).

Dm. (del Teorema de Menger para una grffica infinita G)

" =" Esta implicacidn estd soportada como antes (por
la prueba anterior, pues con el algoritmo se encuentran las k
XY--trayectorias ajenas)

CeBeq.d.
"axd " Supdngase que el resultado es falso; asi, se ten-
drén a los m&s 1 XY--trayectorias ajenas, con 14k, Sean L)

Pz,... P1 tales trayectorias (esto es, hay k trayectorias -
ajenas, peroc se supone que solo hay 1 trayectorias ajenas).
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Nétese que una XY--trayectoria, como cualquier trayecto-
ria con dos vértices finales debe ser de longitud finita, afin
en una grifica infinita.

Supdngase que se quitan los vértices vy en P‘, v, en Pz,
ees V) €N Pl; como 1{k, sigue habiendo una XY--trayectoria
en G. Sea P(v1,vz,... vl) tal trayectoria, una trayectoria
en funcidén de los vértices VyrVarees ¥y Al quitar dichos -
vétices, se rompen a los mds 1 trayectorias (aunque en reali-
dad se tienen k),

Hay muchas formas de elegir los vértices VyrVarees ¥y,
pero &sta eleccidén es finita (puesto que la longitud de una
trayectorias e finita).

Graficamente se tendria lo siguiente:

B, N~~~

1
. .
. .
. L]
v, ’ Kk
Pl ‘/\/\_—-0\_/—0
. *
. »
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Al quitar los vértices v; (con i = T,1), grificamente
se podria ve de la siguiente manera:

P, G\/\o(")o\f\__/—\o
\-
G': : :

- -"'-n\
Py r”—\\\\‘_‘,/"\\‘_,,c (}) e
\

\
~

~e
La trayectoria punteada es una XY-—trayeétoria en fun-
cién de los vértices que se borran: P(v1,v2,... v1)

De esta forma, la subgrifica G' de G, es finita; y G'
consiste de todos los vé:tices y aristas en P1,Pz,...P1 y de
todas las trayectorias P(v‘,vz,... vll.

Las combinaciones para elegir tales vértices es finita,
as! que G' seri finita,

El conjunto Y no est& separado de X para ningfin conjunto
de 1 § menos vértices:
12) 81 se quita un vértice vy en cada
Pl' queda la trayectoria P(v‘,vz,... vl)
22) Si se quitan 1 & menos vértices
de algfina otra forma, sigue quedandc alguna de las P, trayec-
torias.
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Por lo tanto, por el Teormea de Menger para grificas fi-
nitas, hay 1l+1 trayectorias ajenas en G', de aqui que también
las hay en GJ’, pues solo habia 1 trayectorias ajenas en G.

De esta manera, los vértices VirVgrees ¥y forman una -
XY--conjunto separador en G'.

Asf que cada conjunto separador en G contiene al menos
k vértices.

c.s8.q.d.

Es casi trivial la prueba del Teorema de Menger para un
nfimero k infinitos

Se puede tener un k infinito,
perc siempre se podré encontrar
un nfimero finito de trayectorias
gue separen a Y de X; de ésta
forma habrd un XY¥--conjunto se-
parador finito.

finito

La extensidn que se quiciera probar estd contenida en
la siguiente conjetura clésica de Erdls:

Conjeturas Sean X & Y conjuntos arbitrarios de
vértices en una grifica infinita G. Entonces, G contiene un
conjunto"“1 de XY--traysctorias y un conjunto ¥ (XY--con-
junto separador), que esthn en correspondencia uno a uno; es
decir, que cada vértice de i estda en uma Ginica trayectoria
de T, y cada trayectoria de TV contiene un finico vértice de
z,
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Hasta donde se sabe, virtualmente no se sabe nada acer-
ca de la solucién a este problema (sin embargo, se puede cone
sultar: McDiarmid [15]).

Se concluye este capftulo con una lista de Teoremas re-
. lacionados en grificas (finitas).

El siguiente Teorema puede ser probado adaptindose a la
segunda prueba del Teorema 2.1. Alternativamente se prueba
facilmente con las construcciones elementales de Teorfa de -
Gréficas, observando que cada uno de los Teoremas 2.1 y 2.2
se implican uno al otro. Obsdrvese ademis que el Teorema 2,1,
al tener en vez de conjuntos de vértices X & ¥, tendrf a los
puntos u & v; de &sta forma el Teorema 2,2 se transforma en*
el Teorema 2.1 (es como si al conjunto de vértices X se le -
comprimiera a un solo punto u, y el conjunto Y en el punto v).

Teor. 2.2 (Teorema original de Menger [18])

Sean u & v dos vértices de la gréfica 6
digrifica G tal que u no adyG v existen k uv--trayectorias
en G tal que son internamente ajenas dos a dos (es decir, -
son ajenas por pares, excepto por sus extremos, los vérti-
ces u & v), si y sblo si sigue habiendo una uv--trayectoria
en G al quitar cualeasquiera m vértices de G-{u,v}, donde
mlk.

Con un ejemplo se puede ilustrar este Teorema 2.2,:

<
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u no adyG v

k = 3 uv--trayectorias internamente ajenas dos a dos.

alk =3

Al quitar uno 8 dos vértices de G-1u,v\, sigue habiendo
una uv--trayectoria en G, y viceversa,

Def. Un conjunto parcialmente ordenado ( 9,,!-, ), es un
conjunto con una relacidn entre alqunos pares de elementos
tal gue cumplan las sigulentes propiedades:

ata Ya Reflexividad
si agb & bga =) agh Antisimetria
sl agsb & bgc ==y} a%fc Transitividad

Teor, 2.3 (Teorema de descomposicién en cadenas de

Dilworth), El nimerc de elementos de la anticadena mis
grande (conjunto de elementos dos a dos incomparables) emn un
conjunto finito f parcialmente ordenado (de vértices), es
jgual al mfinimo nfisero de cadenas (subconjuntos totalmente
ordenados) tal gue su unibn sea el mimmo conjunto ®.

Este Teorema probado por Dilworth [4] en 1950 se puede
obtener aplicando el Teorema de Menger paié una grffica bipar-
tita construfda de una manera adecuada a partir de . 8in
embargo es mis ficil probarlo directamente, copiando la pri-
mera prueba del Teorema 2.1, Esto invierte el orden histérico,
pues Perles [22) presentd tal prueba del Teorema de Dilworth
en 1963, y Pym [23] lo modificd para probar el Teorema de Men-
ger,
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Un ejemplo del Teorema 2.3:

P
Az ;—————————) ;———————~9 ;—-——*——-—’:
P m . Y N,
ﬁ 5 6 7 8
c: —S 3
9 10 1

L

Las cadenas miximas en & son: C = SA,B,C}; gue son
subconjuntos totalmente ordenados (es decir, sus elementos
son comparables dos a dos, en la cadena A se puede decir que
1 estd antes que 4, que 3 esti despuds de 2, etc.)

Un conjunto parcialmente ordenado en 0 puede ser C2 -
‘1.5,10} (c2 es una de las anticadenas mas grandes, pues sus
elementos son incomparables dos a dos, es decir, que no se
puede decir nada respecto a 1 y 10, pues no se les puede com-
parar por estar en diferentes cadenas,

.

El minimo nfinero de cadenas en Q tal que su unién es el
mismo conjunto P es lc,\ =3,

El nfimero de elementos de la anticadena mis grande en el
conjunto & es lcz\ =3, & ‘C,\ = lc,l.

Nétese que cada cadena por ser una trayectoria dirigida,
se puede descomponer en una grifica bipartita.

La construccién de la gréfica bipartita de ® enel ejem-~
plo anterior, se puede ver el la siguiente figura,

De esta manera, se puede tener una grifica bipartita:
G = (G,,Gz).
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oy

si G‘ =X & cz = Y, se puede aplicar el Teorema de -
Menger y se tendria que existen cinco XY--trayectorias ajenas
t (1,2), (3,4), (5,6), (7,8), (9,10) ); y cada XY--conjunto
separador (en este caso, los mismos conjuntos X & Y) tienen
al menos cinco vértices.

El Teorema siguiente fué probado por Whitney [26] en 1932,
y es una consecuencia del Teorema 2.2; para probar la "necesi-
dad", no se debe olvidar que u & v pueden estar unidos por una
arista de G, '

Def. Una grifica es k--conexa, si tiene al menos k+1
vértices, y si cada dos vértices distintos u & v estén conec-
tados por al menos k uv--trayectorias internamente ajenas dos
a dos,



Teor. 2.4 (Teorema de Menger--Whitney)

Una grafica con al menos k+1 vértices es
k--conexa si y sdlo si, ésta no se desconecta al gquitar un
subconjunto de m vértices, donde m £ k-1 (es decir, al qui-
tar k-1 & menos vértices).

Dm.

"2 " Sea G una grifica con al menos ksl vértices tal
que es k--conexa. Se procedera por Reduccién al Absurdo (es
decir, suponiendo falso el resultado y encontrando una con-
tradiccién).

Supdngase gue G se desconecta al guitar m{£¢ k-1) vértices.

Sea 8 =4 ByByrees s} un subconjunto de vértices tal
que G-S es disconexa, entonces existen u & v en G-5 tal que
no existe una uv--trayectoria en G-S,

Por el Teorema 2.2, u no adyG v; y como G es k--conexa,
existen k uv--trayectorias internamente ajenas dos a dos,

Aplicando el Teorema 2.2, sigue habiendo una uv--trayec-
toria en G-8 .' {ya que G-S es disconexa).

Por lo tanto G-S es conexa
c.8.9.d,

R T (1)  si v no ady. v

Sean u & v tal que ¢ no ndyc v; como G no se desconec-
ta al quitar un subconjunto de m vértices (con m £ k-1}, en-
tonces sigue habiendo una uv--trayectoria en G al quitar me-
nos de k vértices de € - {u,v}.

Por el Teorema 2,2, existen k uv--trayectorias en G tal
gue son intenamente ajenas dos a dos; es decir, G es k--conexa.
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{i1) s8i u adyG v

Sea G' = G-uv, notese que por hip8tesis, G' no se desco-
necta al quitar menos de k-1 vértices.

Sigue habiendo una w --trayectoria en G' al quitar cua-
lesquiera m{¢ k-1) vértices de G'-{u,v}.

Y como u no adyG. v |y tambien por el Teorema 2.2),
existen k-1 uv-~trayectorias en G internamente ajenas dosg a
dos; por lo tanto, para todo par de vértices u & v de G, exis-
ten k uv--trayectorias internamente ajenas dos a dos.

Por lo tanto, G es k--conexa..

C.8.9.d.

Un ejemplo del Teorema 2.4:

lv\ = 58441 S, k = 4, es decir, esta grifica es 5--co-
nexa. '

mékk-1=13

Al quitar tres o menos vértices, la gr&fica sigue siendo
conexa, y viceversa, '

El siguiente resultado puede ser probado adapt&ndose a
. cualesquiera de las puebas del Teorema 2,1. También puede sex
demostrado por las construccibnes bésicas de Teorfa de Grafi-
cas, al ser equivalentes ambos Teoremas: el de Menger y el de
flujo mix.--cortadura min.ead sentido de que cada uno puede
ser usado para probar el otro).

Este resultado también se sigue directamente del Teore-
ma 2.2, al tomar G' como la grdfica de lineas de G unién los
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vértices u & v, es decir, G6' = L(G) U 1u,v} U ‘uxl X corres-
ponde a una arista de G, incidente en u) v {vyl y correspon-
de a una arista de G, incidente en v}:

<= D
< =

Teor. 2.5 Si u & v son vértices en una grifica &
digréfica G, entonces u esti conectado a v por k trayecto-
rias ajenas en aristas si y sdlo si, u sigue estando conec-
tado a v por una trayectoria al guitar cualesquiera m aris-
tas, con m ¢ k-1,

G: 0
G': u

Un ejemplo de este Teorema:

k = 4 uv--trayectorias ajen aristas.
m & k-1 = 3; al quitar tres § menos aristas de la grifi-
ca, se sigue teniendo una uv--trayectorias, y viceversa.

Def. Una gfafica es k--conexa por aristas, si cada dos
vértices distintos estén conectados por al menos k trayecto-
rias ajenas en aristas.
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Teor, 2.6 Una grifica G es k--conexa por aristas si
y 8dlo 81, esta no se puede desconectar al quitar un conjunto
de m aristas, con m £ k-1,

Dm.

"=3) " Sea G una grifica k--conexa por aristas., Enton-
ces, para cualesquiera vértices distintos u & v de G, existen
k trayectorias ajenas en aristas, entonces u sigue estando
conectado a v por una trayectorias al quitar menos de m ¢ k-1

arjistas {&sto por el Teorema 2.5.).
c.s8.q.d.

" {==" Sea G tal que G sigue siendo conexa al quitar
un conjunto de m aristas (con m £ k-1), entonces u sigue co-
nectado a v por una trayectoria al quitar cualesquiera m
arigtas,

Por lo tanto, del Teorema 2.5 existen k uv--trayectorias
ajenas en aristas,

Por o tanto, G es k--conexa por aristas.
C.8.q.d.

Un ejemplo de este Teoremas

G es 2--conexa por aristas.
Al quitar m = 1 aristas, G-u sigue siendo conexa, don-
de w€G; y viceversa.
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Teor, 2.7 Supbngase gue X, Y, & Z son conjuntos de
vértices (no necesariamente ajenos) en una griafica & digrafi-
ca G tal que Z es un XY--conjunto separador en G. Supdngase
ademis, que para cualesquiera k vértices de Z que se quiten,
sigue habiendo una XY--trayectoria en G. Entonces, existen k
XY--trayectorias en G tal que son ajenas dos a dos en la in-
terseccidn con 2 {esto é&s, que para dos XY--trayectorias, és-
tas no tienen vértices en comiin de 2).

Este Teorema probado por Dirac [5] en 1963, se sigue -
aplicando el Teorema de Menger para una nueva grifica G', ob-
tenida a partir de G: tomando k copias de cada unoc de los vér-
tices que no estdn en 2 y una copia de cada uno de los vérti-
ces de Z, con aristas mGltiples apropiadamente. Es claro que
el Teorema 2.7 incluye al Teorema de Menger como un caso espe-
cial cuando % = V(G). Asf, usando el Teorema de Menger para
la grifica modificada (G'), resulta que el Teorema 2.7 es es-
trictamente mas fuerte que el Teorema de Menger, es decir,
que el Teorema de Menger es un caso particular del Teorema 27
cuando Xzu & Yzv:

Esta propledad de que un Teorema produzca resultados mis
fuertes que los cuyos mismos (auto--refinamiento), se expresa
algunas veces diciendo gue el Teorema se auto--refina. Justa-
mente se ha visto que, en este sentido el Teorema de Menger
es auto--refinable (se auto--refina por si mismo); y también
se podrd apreciar ésto en capitulos posteriores para el Teo~
rema de Hall {Teorema 4.5), Yy para el Teorema de Tutte (Teo~
rema 5.2).

45



Este Teorema también se puede demostrar al tomar la gra-
fica unida a dos vértices u & v tal que los vértices de X es-
tén unidos a u y los de Y a v. Aplicando el Teorema de Menger
y suponiendo que % tiene exactamente k vértices, pues con k
ge separan a X & Y (si hay mis vértices en %, se quitan has-
ta tener kj.

De ésta forma se tendria:

Z es un uv--conjunto separador, & IWl = k
pPara cualesquier k vértices de Z que se quiten, sigue
habiendo una uv--trayectoria.

Entonces, por el Teorema 2.2, existen n uv--trayectorias
en G tal que son internamente ajenas dos a dos en la inter-
seccién con § (pues los vértices que se quitaron fueron de g,
donde nyk),

As{, existen k uv--trayectorias en G tal que son ajenas
dos a dos en la interseccién con Z.

Eiemplo del Teorema 2.7:

Teniendo la siguiente figura, se tiene que si se quitan
k=2 vértices de E, sigue habiendo una XY--trayectorias en G.



Por lo tanto, existen dos X¥--trayectorias tal que son
ajenas dos a dos en la interseccién con %,
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3.~ TEOREMA DE PLUJO MAXIMO--CORTADURA MINIMA

El valor del flujo miximo que se puede enviar a través
de una grifica entre dos vértices especificos es igual a la
capacidad de la cortadura minima; esto se establece en el --
Teorema de Flujo MAximo--Cortadura Minima, parte principal
en esta seccidn, y que se demostrari en forma algoritmica. -

Seguldamente se ven dos Corolarios: el primero da la

restriccién para saber cuande un flujo ya alcanzb su valor
miximo, y el seqgundo es acerca de la integridad del flujo.



En este capitulo se seguiri la notacién usada por
Ford y Fulkerson [8]; teniendo las siguientes definiciones:

Sea D una digrdfica, se denotari por:

9“'(:) ("after x" = después de x), al conjunto de vér-
tices para los cuales x estd unido por un arco, es decir, el
conjunto de vértices que son adyacentes a x, donde las flechas

,.<’;

llegan a x:

:SB(‘) ("before x" = antes de x) al conjunto de vérti-
ces que estin unidos a x por un arco, es decir, el conjunto
de vértices que son adyacentes a x, donde las flechas llegan
a x:

i

Se asignari a cada arco xy un nfimero real no negativo
c{xy) que se llamard la capacidad del arco xy: asi, c puede
ser pensada como una funcién de valores reales sobre A(D),
donde A(D) es el conjunto de arcos (flechas) de D.

Sean 8 & t dos vértices de D, llamados respectiva-
-mente la fuente (vértice de ingrado cero), y el pozo &6 sumi-
dero (vértice de exgrado cero); un flujo £ con valor v{f)
de s a t, es una funcién £: A(DY) -5 )’ tal que para

todo vértice x D se tiene lo siguiente:

v(f) 8! xes

) = 2ty - Plxy) = (O sl xis
yigm Y e 6 xft
-v({f) si xst
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Esto es, el flujo en un vértice x (P(x)), es igual a la
suma del flujo que sale menos la suma del flujo que entra a
ese vértice x (estas igualdades se podran apreciar con mas -
detalle en los posteriores ejemplos).

También se debe cumplir que: 0 £ f{xy) € ci{xy), para to-
do arco xyeD, es decir, f(xy) * 0, pues no se puede enviar
un flujo negativo; y fixy) € c(xy), ya que el flujo gue se ~
puede enviar no puede exeder la capacidad que se tenga en ca-
da arco xy.

F{x) es llamada la red del flujo que sale del vértice x.
Sedirfque £ & ce &, si Pixy) & cixy)€ 2, para todo -
arco xy¢ D,

Szan X & Y conjuntos de vértices de D tal que X{Y=V(D)
& XNY=P, con s8€X & teY. Sea {X,Y> el conjunto de ar-
cos que unen un vértice de X con uno de Y, asf, este conjunto
(X,Y) es llamado la cortadura en D que separa a s & ¢, vy
su capacidad es:

clX,¥) = Z c{xy), es decir, la suma de los flujos
xy € {X,Y>

en los arcos xy que est&n en la cortadura { X,Y)

Si 8 & 7T son conjuntos de vértices, se definiri £(5,T)
{el flujo que v& del conjunto 8 al conjunto T) as{:

£(8,T) = E f(xy), es decir, es la suma de los flu-
x€ 8
& YT
‘p Xy € A{D)

jos en los arcos xy A(D) tal que x¢8 & yeT.
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El siguiente resultado se puede obtener a partir del Teo-
rema de Menger como se menciond en el capitulo previo (Teore~
ma 2.5), sim embargo , se probard por el método algoritmico
de Ford y Fulkerson.

Teor. 3.1 (Teorema de flujo mix.--cortadura min.)

El valor d@el flujo miximo, v(f), tomado so-
bre todos los flujos £ de s a t, es igual a la capacidad
de la cortadura minima c(X,Y) tomada sobre todas las cortadu-
ras {(X,Y)> que separan a s & t.

bm., (Ford y Fulkerson [7], 1956)

Se probard primero que v{f) % c(X,Y)} para todo flujo £,
y para toda cortadura ¢ X,Y>, es decir, que la capacidad en
cualquier cortadura no puede exceder al valor del flujo).

Sea £ un flujo y ( X,Y) una cortadura., Se verd que:
vif) = £(X,Y) - £(X,Y), es decir, que el valor del flujo es
igual a todos los flujos que salen (que van de X a ¥), menos
todos los flujos que entran (los que van de Y a X).

Nétese que: E P(x), es la suma de los flujos en la
x€eX

red para el vértice x.

£(x,V(D)) es el flujo que sale de x a los
vértices de D,

£(V(D),x) serd el flujo que llega a x a
partir de los vértices de D.

VIE) = 2 F(x) = 2 [£(x,V(D)) - EV(D)},x)]
xegX x€X
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L]

2 fixvD) - O (viD),x)
x€X x¢ X

= £{X,V(D}) - £{V(D),X); como V(D) = X VY,

= £(X,XVUY¥) - £I1XVY,X); como en conjuntos se tiene que:
XUY = (XUY) - (XDY},

= £(X, (XUY)-(XNY)] - E({XVY)-{XNY¥)}, X]
= £(X,X) + £(X,Y)} - £(X, XNY)

- [ £(X,X) + £{¥Y,X) - E(XN\Y¥Y, X} }; como XDY = § =%
: £(X, XNY) = £(XAY, X) = 0,
= £(X,X) + £(X,Y) - £{X,X) - £{Y,X)

= f£(X,Y) - £(¥,X)

Puesto que f(X,Y) & ci{X,¥} & f£(Y,X) » 0, se tiene que:
v(f) = £(X,¥) - £(¥,X) & c(X,Y} - £{Y,X)} & c(X,Y).

Por lo tanto, v(f) € c (X,Y).

Se dara un algoritmo para la construccién del flujo y
de la cortadura, cuando la funcién de capacidad es un entero.
Si.,alguna de las capacidades no son enteras (que sean racio-
nales) se pueden multiplicar todas las capacidades por el mi-
nimo comin denominador de estas fracciones, y asi, proceder
con el algoritmo.

As{, al suponer que las capacidades de los arcos son to-
das niimeros enteros, el algoritmo empieza escogiendo un flujo
tv de valor v (por ejemplo, el flujo de valor cero, que en
cada uno de sus arcos tiene flujo cero),

La idea del algoritmo es construir una cortadura, y exhi-
bir un flujo que tome el valor de la capacidad en esa corta-
dura, del tal forma que el flujo sea mSximo y la cortadura -
sea minima,

Algoritmos Formar recursivamente el conjunto de vérti-
cer X, de la siguiente manera:
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(a) seX

{(b) si x€X, y se comple que: fv(xy) {eclxy) & f (xy)>0
==§ Y €X, vy se pueden tener dos casos a considerar:
caso 1: s8i t€X
Por la construccién de X, hay una trayectoria no dirigi-
da Pdesat, donde P = [s=:9_:a1,x.l,a2,... an,xnut] tal que
todo vértice aiE P, con i = 1,n; y se tiene:

(i) a; = xi_‘xie D, cuando fv(ai)<c(ai);
es decir, una arista a; que va en el gentido correcto de la
trayectoria P y tal que su flujo sea menor gque su capacidad.

(1i) a; = XX €D, cuando fv“i)>°; es
decir, una arista a; que va en sentido inverso a la trayecto-
ria P y tal que tenga un flujo positivo,

De esta manera, se aumenta el flujo en una unidad para
toda ai =X, 1%4r Y B€ decrementari el flujo en un unidad pa-
ra toda arista ay = X% 47 as{, se obtendrd un nuevo flujo
con valor v+1. Hacer estos cambios y regresar a los pasos ite-

rativos con el nuevo flujo fvﬂ'

v

caso 2: s8i t‘x
Definir Y = V(D) - X ==» tE€Y, & ¢X,¥YD> es una cor-
tadura gue separa a ® & t. Si x€X & ye€Y, entonces; - -
£ (xy) = c(xy), si xy €A(D); & £ (yx) = 0 si yx EA(D); pues
de otro modo, y tendrfa que haberse puesto en X. De ésto, se
sigue que £ (X,¥) = c{X,Y) & £ (Y,X) = 0. Asf: - - - -
vs v(fvl = fv(x,Y) - fv(Y.l) = c(X,Y),

Y el algoritmo termina exhibiendo un flujo miximo y una
cortadura minima,

Cs8.q.d.
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Se dice que P en una trayectoria no dirigida de s a t,
si es una trayectoria con flujo aumentante con respecto a f,
es deéir, 8i f {c sobre todas las aristas que van en el sen-
tido de P; y si £>0 sobre todas las aristas que van en sen-
tido inverso a P.

Se verdn unos ejemplos, pero antes se definird la forma
de trabajar sobre una red: cSmo se indicardn el flujo y la
capacidad, cSmo se etiquetan (marcan) los vértices que se van
usando en una trayectoria elegida por la cual se mandari el
flujo , etc,

En cada arco xy hay un paréntesis con dos nfimeros, indi-
cando el flujo y la capacidad respectivamente en ese arco:
(£, c).

Como lo indica el algoritmo, se van buscando trayecto~
rias no dirigidas de s a t. Respecto a cada trayectoria de
estas, se van a ir etiquetando cada uno de sus vértices de la
siguiente manera: [tx, €], donde x es el vértice anterior al
gue se estd etiguetando en cada trayectoria; se le pondri "+",
8i el arco va en el sentido de esa trayectoria, y "-", si el
arco v& en sentido contrario a la trayectoria: € es el minimo.
flujo que se puede mandar a través de ese arco tal que tam-
bién‘se pueda pasar por los arcos anteriores en esa trayecto-
ria.

Al terminar la etigquetacién, se aumentari el flujo sobre
esa trayectoria; no olvidando que para las arista en el sen-
tido de la trayectoria se aumenta el flujo, y para las aris-
tas que van en sentido contrario se decrementari el flujo.

El algoritmo menciona que se incremente (6 bien, decre~
mente) el flujo en una unidad, pero si es posible aumentarlo
en mis unidades, se ahorrard el pasar por esa trayectoria mas

de una véz 8 no se tendrfan que buscar mds trayectorias no
dirigidas.
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Con paréntesis remarcados (mis gruesos), se indicari que
el correspondiente arco ya estd saturado, es decir, gue ya no
se puede enviar flujo a través de &l; salvo que se regrese -
flujo.

Se continfia de esta forma hasta no poder incrementar el
flujo (hasta no poder encontrar mds trayectorias no dirigidas).

La (iltima etiquetacidn indicar& c8mo se va a determinar
la cortadura (con la observacién de que esta (ltima etiqueta-
cidén no llegari hasta t); se pondrin en X a los vértices que
se pudieron etiquetar y en Y los vértices que ya no se pu-
dieron etiquetar: y se contruir8 la cortadura {X,¥) =«
= ‘(xl,x )), donde, x, es un vértice etiquetado, xj es un -~
vértice no etiquetado, y (xi,lee A(D).

La capacidad de la cortadura, c(X,¥Y), seri la suma de -
las capacidades en los arcos de la cortadura {X,¥>. Y el -
flujo miximo serd el flujo total que llega a t (la suma de
todos los flujos que llegan a t).

(0,5)

,5) [+c,5]

La etiqueta de s siempre serl [+s,01: +s, pues no hay
vértices de donde etiquetarlo (es la fuente, y de aquf saldri
todo el flujo); y lleva el "®@" porgque de s se puede mandar
todo el flujo que se desee,



La trayectoria no dirigida gue se eligid (puede ser cual-
quiera) es P = {s,a,c,t}, y el flujo gue se puede enviar a
través de ella es de cinco unidades {indicacc en la etigueta
de t).

Se incrementa el flujo en 5 unidades a través de P, se
borran etiquetas y se comienza de nuevo, buscando una nueva
trayectoria no dirigida.

[+b,31}

{+8,3]

Pa {s,b,t), se aumenta el £lujo en 3 unidades; se borran
. etiguetas y se busca una nueva trayectoria no dirigida.

[+8,3]
a 15,5) .
(0,1 \0,2) @
{+8,0) f+b,1]

{+a,1]
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Ya no se puede seguir etiquetando, se ha terminado.
v(f) = S+44 = 9 = flujo miximo (indicado con "°")

X={sa) & Y=AD) -x = {bc,t} =9 (x,v);"
{ts/b), (a,b), (a,c)) .

c(X,¥) = 34145 =9 = v(f) (indicado en la red con "®")

Ej. 2 (el mismo ejemplo uno, pero al tomar otras tra-
yectorias no dirigidas se tienen etiquetas negativas).

[+b,2] [+a,2]
, (0,5) 5
0,5)
(0,1 1) @

75) [+c,2]

[+8,31]

P= {s,b,c,a,t}, se incrementa elflujo en dos.

[+8,8)

[+8,0)

[+a,1]

P = (n,a,b,t}, se incrementa el flujo en uno.

$7



[+8,0] (2,3)

{+8,1]

{-n,2]
P ﬂs,a,h,t}, se incrementa el flujo en dos unidades
para todos los arcos de P, excepto en el arco ba porgue va
en sentido contraricala trayectoria P,
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v(f) = 544 = 9 = flujo miximo (indicado con "°")

X=i{sa} ¢t Y=ibc,t] =5 <x¥) = s,
(a,b), (.lcl,)‘

c{X,Y) = 3+145 = 9 = v(f) (indicado con "®")

Ej., 3 (un ejemplo donde se usan etiquetas negativas,
y también las hay para la construccidén de la cortadura).

[+8,6)




P ={ a,b,c,t}, se incrementa el flujo en uno.

[+a,4]

[+8,3]

[+a,2]

P = ‘n.n,b,t}, se incrementa el flujc en uno a través
de P, excepto en el arco ba (en el cual se decrementari el
fiujo en uno).
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[-a,1]

v(f) = 348 = 11 = flujo mAximo (indicado con "°").
X = {l,a,b,c}, Y= it} =) (XYY = ‘(b,t),(c,t))
c(X,Y) = 8+3 = 11 = v(f) (indicado con "*"),

Corplarjo 3.2 Un flujo f tiene valor miximo si y sblo
si no hay una trayectoria no dirigida {aumentante) respecto
af.

Dm

Vazh " {Dm. por negacién, es decir, si p -=) q enton-
tonces, P.D. que ~gq --) ~ P

supbngase que hay un a trayectoria no dirigida P tal que
P o= (8=X),8,,X5s00, a ,x =t)

(1) 0= ﬁ'i) ['q c(ai) V'i - 111_1,11); pueato
que todavia estf la trayectoria no dirigida P (entonces, se
tiene la desigualdad estricta}.

) fanre Ya, = txg,x )

P.D. £ no es miximo,
Sean: £, min, {""1"“‘1’7 V'.l'"t-l"i,
1 si "1‘ P/ a =

tx, _(ox, 0} 68
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£ = min, ‘f(ai)) Vai=(x1,xi_‘)

1 si a,€p a; =

(xi'xi-l,‘=’

Sea €= min, l|€1, Ez), y sea f* un nfevo flujo.

£*: A(D) -5 R*

f*{a) = f£(a) Va‘?

fay) = f(a,) o-E,Val = (xy_q,x;)€P

£la,) = £(a,) -£, Ya, = (x;,x; hcP

Se verd primero, que £* es un flujo aumentante, al che-

car que efectivamente es un flujo.

1.- f*(a) 2 0, ya que se tiene a P (una trayectoria
no dirigida)

2.- Se checard que £¥(X,V(D)) = £*(V(D),X), que el flu-
jo gue sale del conjunto de.vértices X es igual al flujo que
entra a este mismo conjunto;

xe{v(n) - 'n,ﬂ}:

. 54 x‘P, £¥(X, V(D)) = £(X,V(D)) = £(V(D),X)
£*(V(D),X)
Por lo tanto, f%#(X,V{(D)} = £%({V(D),X)
. 5i x€P tal que x¢s & xj4t, se tendrin cuatro casos
a considerar, segfin el sentido de los arcos:

X1 X Xt
18) * & s S5 e
ay o P

£*(a;) = f(a,) -§
fHa,, ) = £la, ) +€

£2(X, V(D)) = £[(X, V(D) -& + €] = £(X,V(D))
y £%(V(D),X) = £(V(D),X)
Por lo tanto, £%(V(D),X) = £*(X,V(D})



]

x x !1’1

1-1 i
2¢9) —_— Yo &—
a 2jn

£#(X, V(D)) = £(X, V(D))
£(a,) = £la,) +6 £%(V(D),X) = £(V(D),X) +E-§

~ . A = £(V(D),X)
f“ifl) f(.ifl, -£ !

Por lo tanto, f£*(V(D),X) = f£#(X,V(D))

R | x5 X341
3e) - > o >0
a 85+
f*(a,) = £(a,) +§ . £%(V(D),X) = £(V{D),X) +¢&
fr(a, ) = £la, ) +£[ 7 EXX,V(D)) = £(X,V(D)) +£

come £(V(D),X) = £{X,V(D)) =) £%(V(D),X) = £*(X,V(D))
Por lo tanto, £%(V(D),X) = £*(X,V(D))

*ioq x X161
49) re—— o —
8 251
f4(a,) = fla;) -# £%(V(D),X) = £(V(D),X) -¢
f(a, ) = fla, ) ¢ "7 eexvmn) = £0x,v0)) - ¢

Por lo tanto, £%(V(D),X) = £*(X,V(D))

Ahora se verf cdmo queda el nuevo flujo: f* es un flujo
tal que v(f*) = f&{a, V(D)) - £*(V(D),s).

Habr& que fijarse precisamente en la fuente s, pues es
de allf donde se aumentarf el flujo (si es que se puede in-
crementar). Se tienen dos casos a considerar:

caso 1: a,
— e

X o-l l'
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f*(a,) = t(a') +&
£*(8,V(D)) = £(s8,V(D)) +§ & f£*(V(D),s) = £(V(D},s),
entonces v({f*) = £(8,V(D)) +€ - £(V(D),8) = v(E) +& % v(f)
Por lo tanto, v(f*))» v(f)
- cagso_2:
a4
e ——
Xy=8 X
f*(a") = f(a') -8
£%(8,V(D)) = £(s,V(D)) & f£%(V(D),s) = £(V(D),8) - §
==) v(f*)} = £(s,V(D}) - [£(V(D),8) - £}
= £(s, V(D)) - £{V(D),8) +§ 5 v(f)
Por lo tanto, wv(f*) > v(f)

As{, se ha probado que dado un flujo f en una red gue
tiene un trayectoria no dirigida, £ no es miximo} es decir,
8i £ es miximo entonces la red no tiene trayectorias no diri-
gidas,

c.8.q.d.

" {=x" Sea £ un flujo que no tlene trayectorias aumen-
tantes.

P,D. £ es maximo.

Sea K = (X,¥) 3 X ={s} VU |z ¢V(D)/ existe una ex--
trayectoria numentante)

t‘l, pues K es una cortadura que separa a s & t, por
lo tanto t€Y.

P.D. (1) f£(a) = cta) Yae!(xy)
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(11) fa) =0 Ya €,

(1) aa(zi,zz) e z1€x & zze!

P es una trayectoria aumentante de 8 a L

- . > Y
>— >e

B z, z,
Entonces f(a) = c(a), ya que £ no dtiene trayectorias
aumentantes, es decir, el arco a que sigue de P, estd satu-

rado. '
(i1) a = (zz,z').:'- z,ex & :2€Y

- e ¢
s ) %, z,

Entonces, f{a) = 0

El arco a que precede de P (trayectoria aumentante de s
ax, estéd en sentido inverso a P), tiene flujo cero, pues el
ir en sentido contrario respecto a P significa que no se pue-
de regresar flujo por ese arco para mandarlo por otra trayec-
toria aumentante y esto se debe a que £ es un flujo sin tra-
yectorias aumentantes.

Por lo tanto, £ es un flu'jo méximo

c.8.q.4d.

Se verd un ejemplo que ilustre este Corolario 3.2,
aplicando el algoritmo a la siguiente red:
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[“’2111]

(0

[+8,0]
) (013)

[+8,3] [+2 ,3}

P -ia,zz,:3,11,t}, se incrementa el flujo es uno.

0' M;

,1)
{+8,0]) +:3,2]
{0,3) .

(1 3)
{+8,2]} +:2.2]

P = ‘s,xz,za,t}, ge incrementa el flujo en dos,

[+8,2])
(1,1)
I
(1,1
{+s,0) [f13,1]
( ) 5 2,3)
(3,3)
[“1'1]

(-,:‘,la,t}, se incrementa el flujo en uno,



[+8,1]

©,1) @
[+8,®] f50)
® @ (3,3) ? °

v(f) = 143 = 4 = flujo miximo (indicado con "°")
X = \n,z.') 8§ Y= {zz,zJ,t}
Por lo tanto, {X,¥> = ﬁ(n,zzh (zilth

No se toma el arco (23,1.') porque va enh sentido contra-
rio, puesto que: {X,¥Y) = '.(x,y)l X€EX & yeY); v en este
caso x,il & 3351.

’

Asf, c(X,Y) = 341 u guv(E) (indicado con "*")

Con este ejemplo se verd que pasa en el Corolario 3.2:

(1) a= (z',t) Y z,{x &4 t€y

P= l.l,:,} es una trayectoria aumentante de s a 2.

f(a) = 1 = c(a), ya que no hay trayectorias aumentantes;
este arco a es la continuacién a la trayectoria Py a va en
el sentido de P, es decir, a estf saturado (esto es, su capa-
cidad es igual a su flujo).

(ii) a = ‘Is,l", con :1ex & l3€'

P -( l,z,} es una trayectoria aumentante de 8 a xy; aes
@l arco que es la continuacién de P tal que a estf en el sen-
tido inverso respecto a P.

f(a) = 0, ya que no se puede regresar flujo a través de
a para mandarlo por alguna otra trayectoria que continue a
partir de P y tal que el siguiente arco sea precisamente a,
esto ge debe a que no hay trayectorias aumentantes.
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Corclario 3.3 {Teorema de Integridad)
§i c es un niimero entero, entonces
existe un flujo £ de valor miximo que también es un niimero
entero.

La prueba a este Corolario, se sigue del mismo algoritmo,
pues todas las capacidades que se manejan son niimeros ente-
ros, de ésta forma, se obtiene un flujo miximo que también ge-
ra un nGmerc entero,



4.- ACOPLAMIENTOS EN GRAFICAS BIPARTITAS

Este capitulo presenta Teoremas minimax en Grificas Bi-
partitas, el primer resultado sobresaliente es el Teorema de
Konig, estableciendo que precisamente en Grificas Bipartitas,
el nlmero de independencia por aristas (V{(G)) es igual al nfi-
mero de cubrimiento por vértices (T(G)}.

Seguidamente, trabajando con matrices se enuncia el Teo-
rema de Kénig--Egerviry; haciendo la observacién de que éste,
es una redefinicién del Teorema de Kdonig, donde tal matriz
(la matriz a trabajar) serf la de adyacencia de la Grifica
Bipartita,

otro resultado consecuente estalbece que en una Grifica
Bipartita, el niimero de cubrimiento por aristas (CA) es igual
al nimero de independencia por vértices (Iv), usando para su
demostracidén el misme Teorema de Kdnig y el de Gallai.

Se presenta el Teorema de Koni--Hall, el cual da una con-
dicién necesaria y suficiente para que una gréfica tenga un
§--factor. Se hace una extensidén de este, se da una f6rmula
para encontrarV(G), y se utiliza el algoritmo Hlngaro.

vor filtimo, se estudia el Problema de Asignacibn Optima

y una de las condiciones para gque una gr&fica tenga un 1--
factor. '
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Def, Sea G una grafica:

El nfisero de cubrimiento por vértices de G, T (G),
es el minimo nfimero de vértices de G tal que cada arista de
G incide en al menos uno de ellos (es decir, que estos vérti-
ces cubran & toguen a todas las aristas de G).

El niimero de cubrimiento por aristas de G, CA' es
el minimo nlmeroc de aristas de G tal que cubren a todos los

vértices.

El nmero de independencia por vértices de G, Iy
es el miximo nimero de vértices de G tal que son adyacentes
por pares.

Un acoplamiento en G, A, es un conjunto de aristas
no adyacentes por pares de G,

El nimero de independencia por aristas de G, Vv (G),
es el miximo nfimero de aristas en un acoplamiento {es decir,
es el miximo nfimero de aristas gue no son adyacentes por pa-
Ees).

E. 1 2

< (G) = {5,2,1

¢, = 442,5),(2,4), 01,30}
Iy = j1,5}

A=10,3))

VIG) = {(1,3),(4,5))
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El resultado que sigue fué probado por Konig [12] en
1931, éste es justamente el Teorema de Menger aplicado a los
conjuntos X & Y que particionan a la gréfica bipartita. Pa-
ra su demostracidn se usard la prueba de Lovasz, que se basa
en la prueba elegante de Rado {25] para el Teorema de Hall en
1967,

Teor, 4.1 (Teorema de Konig)

Si G es una grafica bipartita, entonces
se cumple que: V (G) = T (G).

Dm. (Lovész [14], 1975)

Es claro que el miximo nGmero de aristas en un acopla-
miento no puede exceder al nfinero de cubrimiento por vérti-
ces, es decir, que por cada arista en un acoplamiento, més
aln en PY(G), se tiene un vértice de un cubrimiento por vér-
tices).

as{, se tiene que V(G) & "T(G), esto se d& para toda
grifica ( no necesariamente bipartita).

Para probar la igualdad, se usar& induccién sobre el nfi-
mero de aristas de G.

Si la m&xima valencia de G es uno:

X Y

Entonces, Y (G6) = T (G)
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Supbngase que algiin vértice x € G tiene al menos dos aris-
tas que inciden en él, sean e la arista tal que x adyg v &
f la arista tal que x ady; w:

eg decir:
f

—

51 T(G) = T(G-e) & <T(G-f) = T(G), entonces el re-
sultado se sigue por hipbtesis de induccidn.

P.D, que 8l T(G-e}) = L(G) & <T(G-f) = T(G), enton-
ces V(G) = T(G).
" Supéngase que < (G-e) = T (G)
Por hip6tesis de induccibn, T (G-e) =V (G-e)
P.D.  V(G) = T (G)

Supbngase que WI(G) # C(G), como WG) « T (G) VG,
=P PY(G) { T(G) = T(G-e) = V{G-e) ==> V(G) U(G-el"
Nbétese, gue como V(G) es el miximo nlimero de aristas
en un coplamiento, y al quitarle una arista a G, es decir,
que al tener a G' = G-e, V(G') = Y (G-e) se decrementa &

a lo més queda igual a V(G); gréficamente se verfa asi:

VI(G) = 2
pig') = ViG-e)) = V(G-ey) =1 V(G)
VIG') = VIG-e,) = 2 = V(G)
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Por lo tanto, Y{G) = TIG)

Supdngase que hay dos conjuntos E & F con T {G)-1 vérti-
ces gue cubren a todas las aristas de G-e & G-f respectiva-
mente,

Como x adyG v, es decir, e={x,v) & x adyG v, es decir,
f=(x,w), entonces x#B, xé?, v &F-E & wé€E-F, pues de no
ser asf{, E 6 F cubrirfan a todas las aristas de G.

Sean X & Y dos conjuntos que particionan a G, con x¢X.

|
<< D

S

/T

X ¥

N&tese que : | {(EAFINX} U [(EAFIAY]} » —T(G)
¢ lHEvr Ui IAX] U LEaRINYS] 2 T (6), pues toaa
la parte de la izquierda en cada desigualdad cubre a todas
las aristas de 6, asi{ que estas son mayor & igual que T (G),
ya que T (G) es el minimo niimerc de vértices que cubren a
todas las aristas de G. Esto se puede ver en los siguientes
conjuntos:
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[(ENF)NX] U [(EUF)NY] = C
" "
A B
SupSngase que existe a=(x1,y1) fuera de estos conjuntos
(de los conjuntos A & B). Si x,‘ A entonces y; € B, ya que
a tendrfa que estar cubierta por B & F (que cubren a todas -
las aristas, menos a las aristas e & £). Y viceversa, s
¥y ‘ B entonces x,€ A.
Asf, los conjuntos A & B cubren a todas las aristas
de G,
En este caso, como e & £ no estdn cubiertas, se deben
cubrir con el vértice x; asf se tiene la desigualdad: --
let @ <x(c)

Para la otra desigualdad se tendrfas

‘-a. -

HEUFUix)INX] U ((ENF)NY) = C'
" N
A’ B'
supfngase que existe .'-(x;,y;) fuera de estos conjuntos,
si x;fl' entonces y;(. B', ya que a' tendrfa que estar cubier-
ta por E& F; y viceversa, &i y,“n' entonces xj €A,
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En este caso, como se cubren todas las aristas, también
se di la desigualdad: JC'l 2 T(G)

Asf, se tiene que lc} 2= T(G) & jc'l & T (6)

Nétese que: [(ENF)NX] + [((ENF)NY] = ENF, pues
X & Y son la biparticidén de @:

M
: G-

en M no hay vértices (solo aristas que pasan por alll, y que
van de X a Y), donde M es la parte sombreada.

También se hace notar que: [(EUFU{xYINX] + . .

+ [{BUF)NY] = (BUF) + Jix}}, pues X & Y son la bipar-
ticién de G) = (EBUF) +1

Asi, sumando las desiqualdades (escritas de nuevo) se
tiene que:

lttear Xl U LEUPINYIY = T(6)
3 biEUur UBY) NX1 v LENRI NYIL 8 T(@

es decir, |ENFl * T(e) & 1eUPl +1 » T (o)

Entonces, [ENFl + lEUFY + 1 2 2T(G), se sabe que:
EUF = (EUPF) - (E0\F), entonces |EAF| + L (RUF) - (ENF)+
+1 2 2T(6),

Por lo tanto IENFY + \EUF! - IEAFl + 1 & 27T(6),
entonces JE! + 1Fl + 1 2 2T(G).

ast, |\ + IP! = 27(G) - 1, lo cual contradice la
eleccidén de E & P, puesto que: e\ = TG -1 = \F),
entonces | E} + \F\ = 2[x(6) - 1] = 27T(G) - 2 (

{276 -1 = |EL+IF} p
)
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asf que: |Ef + ir] }( 27T(6) -1
Por lo tanto, V(6) = T(G)

c.8,q.d.

Se define una linea de una matrfz como un renglén & una
columna de la matriz, En una matriz M se dice que una colec-
cién de lineas cubren a todos los elementos distintos de cero
en M, si cada elemento distinto de cero estad en una de las -
1fneas. Dos elementos distintos de cero en M son llamados -
independientes, si no estén en la misma linea.

La matr{z de adyacencia es una matrfz binaria (tal gque
sus elementos son ceros y unos); y en este caso también se
puede pensar en la matriz de adyacencia, y cada elemento dis-
tinto de cero (que no necesariamente sean "unos", pues es pa-
ra toda matriz) se puede pensar como una arista en la gré-
fica tal que tenga asignado un flujo, costo, etc.

0 1 0

Ef. N = 1 0 0

0 1 1

M tiene tres elementos distintos de cero independientes;
ﬂl",lm,l”',; y tiene tres lineas que cubren a todos los ele-
mentos distintos de cero: ﬂra,cz,cﬁ é {ra,cz,rz} , donde:
I = renglén 1 y ¢, = columna i

Ei.

-

n
Do =D
= —O
-k O ed
[—X-R-E -1
o—-ooC
Y YN}

A tiene cuatro elementos distintos de cero independien-
tes: "13"21"24"(5\; y tiene cuatro lfneas que cubren a -
todos los elementos distintos de cero: {rz,r‘,cs,cd '
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Teor. 4.2 (Teorema de Kdnig~-Egerviry, probado por
Konig [12] & Egervary [6] en 1931}

En cualquier matriz, el mdximo nfimeroc de
elementos distintos de cero independientes es igual al mini-
mo nlmero de lineas que cubren a todos los elementos distin-
tos de cero.

Dm, Este Teorema 4.2 es pecisamente la redefinicidn del
Teorema 4.1, donde los renglones y las columnas de la matriz
corresponden a los conjuntos gue particionan a la grifica bi-
partita.

Dada una matr{z, se puede encontrar su grifica corres-
pondiente, y viceversa; donde esta matriz serf la matrfz de
adyacencia {recordando que no necesariamente es binaria),

Un elemento distinto de cero en la matrfz corresponde a
una arista en la grdfica, una arista que incide en los vér-
tices que estin representados por el renglén y la columna de
la matrfz, es decir, si m; # 0 es un elemento de la matriz,
entonces en su gridfica correspondiente hay una arista (1,j),
es decir, i adyc 4. El nfimero de elementos distintos de cero
en la matr{z corresponde al nfinero de aristas en la gr&fica.

El niimero de elementos distintos de cero independientes
en la matrfz corresponden a las aristas de un acoplamiento -
en la grifica,

Asi, el maximo nfimero de elementos distintos de cero in-
dependientes en la matrfz ser§ el miximo nfimero de aristas -
en un acoplamiento en la gréfica, ¥ (G), y el minimo nimero
de lineas que cubren a todos los elementos distintos de cero
en la matrfz serd el minimo nimerc de vértices que cubren a
todas las aristas, =t (G).
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Por el Teorema 4.1, V(G) = T (G). Por lo-tanto, el mi-
ximo nfimero de elementos distintos de cero independientes es
igual al minimo niimero de lineas que cubren a todos los ele-
mentos distintos de cero.

c.8.q.4d

3 4

B: 1 1 0
2 1 1

B tiene dos elementos distintos de cero independientes:
4”11’”22}’ y tiene dos lineas gue cubren a todos los elemen-
tos distintos de cero: (c,,rzﬁ.

Viendolo grificamente se tiene lo siguiente:

k :jfff : 3 fbyyibyy = UiGy = {t1,3),(2,4)}
2 4

: fegeryy = TGy = {2,1}

5
4 5 6
C: 1 1 0 1
2 c 0 1
3 g1 1 0

C tiene tres elementos distintos de cero independientes:
feryreasicyay.

Notese que L también es un elemento distinto de cero,
y aungue en su renglén y columna correspondientes aparecen ~
otros elementos distintos de cero, €14 es independiente de
)3 & ¢y, POr no estar en la misma linea; es decir, el con-
junto dado es un conjunto de elemenlos distintos de cero inde-
pendientes.
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Asf, C tiene tres lineas que cubren a todos los elemen-
tos distintos de cero: 4“10"3103\-

Grificamente se tiene lo siguiente:

1 4
Go* 2 5
3 6

Keqqicggresny =9 V(G = h(1,4),(2,6),(3,5)}
$r1,l‘3,03} “‘) T(cc) = ‘1'2'3}.

E.
3 4 S
1 1 1 1
b: !
2 1 1 1

D tiene dos elementos distintos de cero independientes:
{d",dn} {podrfan ser otros elementos como: 56“,623\), Y
tiene dos lineas que cubren a todos los elementos distintos
de cero: $r1,r2}(podr1an ser las tres columnas, que también
cubren a todos los elementos distintos de cero, pero se bus-
ca el minimo nfivero de lineas) Grificamente se tiene lo si-
guiente:

3

G.: 4
5

ﬂC".sz} = U (Gy) = ‘(1.3),(2,4)} = niximo nimero
de aristas en un acoplamiento.

{“,rz} --) < (GD) = h,z} = minimo nimero de vér-
tices que cubren a todas las aristas.

7 ESTA TESIS Mo brsg
SALR BE 14 RIBLIBTECA



Otra consecuencia del Teorema de Konig es el siguiente
resultado.

Teor. 4.3 El nimero de cubrimiento por aristas en
una grafica bipartita es igual a su niwero de independencia

por vértices, es decir, en una grafica bipartita: C = I,

bm, Por el Teorema 4.1 se sabe que una grifica bi~
partita cumple que: VY {G) = T (G). Sin embargo, Gallai ({11],
Teorema 10.1) probd en 1959 que para toda grdfica, no nece-
sariamente bipartita, la suma del nfimerc de cubrimiento por
aristas y el nfimero de independencia por aristas as igual a
la suma del nGmero de cubrimiento por vértices y el nlimero de
independencia por vértices; y esta suma es precisamente el -
nlmero de vértices en la grifica, es decir, que se cumple: .
C,+ UG = T(6) &I, = |v(e).

Y como p{G) = TT(G) para grAfica bipartitas, entonces:

CA = IV'

.

c.8.G.d.

Recordando unas definiciones y probando unos Teoremas,
ayudanrsin a probar el Teorema de Gallai [2], que fué usado
en la demostracibn anterior,

Un subconjunto Iv de V es un subconjunto independiente
por vértices de G, si ningln par de vértices de I, son adya-
centes en G. Un subconjunto independiente por vértices I, en
G es miximo, si G no tiene un subconjunto independiente por
vértices Iy tal que |5} > 1},
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Un subconjunto < {(G) de V tal que para toda arista de G
al menos uno de sus vértices incide en T (G), es llamado un
cubrimiento por vértices de G.

Teor, 4.3a Un subconjunto I, € V(G) es un subcon-
junto independiente miximo por vértices de 6 (==> V(G) -~ I,

es un cubrimiento minimo por vértices de G.

bm, Por definicidn, I, es un aubconjuntol independien-
diente miximo por vértices en G si y sdlo si ninguna arista
de G tiene ambos vértices en I, siy s86lo si cada arista tie-
ne al menos un vértice en V{(G) - Iv, sl y 88lo si V(G) - L
es un cubrimiento minimo por vértices de G.

v

c.8.q.d.
Teor. 4.3b Sea G una grafica, entonces: I, + T(G)
es igual a V(G).
Dm. Sea Iv un subconjunto miximo independiente por

vértices en G, y sea <T(G) un cubrimiento mfnimo por vértices
de G. Entonces, por el Teorema 4.3a se tiene que V(G) - < (G)
es un subconjunto independiente por vértices y V(G) - I, es
un cubrimiento por vértices de G.

Por lo tanto, V(6) - T(6) = lviG) - Tl £ 1y es
decir, cualquier otro subconjunto independiente por vértices
no puede ser mayor que el miximo subconjunto 1hdependiente por

vértices (Iv) .
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Por otro lado, V(G) - I, = lvicy - Ivl 2 T(G), es
decir, cualquier otro cubrimiento por vértices no puede ser
menor que el minimo cubrimiento por vértices (<X (G)).

Entontes, V(G) - T (6) & I & Ve -1, 2 T(G),

v v

entonces, V(G) £ I, T(G) & VI(G) 2 T(G) + Iv, en-
tonces V(G) = I, + T(6).
CoS.q.d.
Teor. 4.3c Sea G una grafica, con JG >0 =

VI(G) + C = V(G), donde JG = minimo grado en la grafi-
ca G.

D, Sea V (G) un acoplamiento miximo en G y gea U
el conjunto de vértices v (G)--no saturados (es decir, U es
el conjunto de vértices que no estin saturados 6 acoplados -
por V (G)).

R Como J?O & V (G) es miximo, existe un conjunto E
de Jul aristas tal que cada una incide con un vértice de U.

Sea M el conjunto de aristas en un acoplamiento méximo.

MUE es un cubrimiento por aristas de G, y como t’:A es el
mfnimo cubrimiento por aristas de G entonces, c,\ &« |nUB\ =
= Iml +« {El = V(G)+[V(G) - 2V(G)] (pues, | E\ = V(G) -
- -27%(G), y esto es igual a todos los vértices de G menos los
dos vértices de cada arista de V (G) que es un acoplamiento
miximo) = V(G) - V (G)

Por lo tanto, C, + V (G) & V(G) N
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Ahora, sea c‘l un cubrimietno minimo por aristas de G;
sea H = G(CA) y sea MV (G) un acoplamiento miximo en H.

Sea U el conjunto de vértices V (G)--no saturados de H.

Como | {G) es miximo, entonces H(U) no tiene uniones,
es decir, la grafica formada por los vértices de U no tiene
aristas, pues si las .hubiera, los vértices correspondientes
estarfan acoplados por VY (G) y no estarfan contemplados en U,

ast, lul & |CA - vl - c, - ;HG), es decir, los
vértices VY (€)--no saturados, no pueden exceder al total de
vértices (que estén en €,) menos los vértices que estdn en un
acoplamiento miximo V (G).

Por otro lado se tiene que: {U] = V(G) - 2V (G), es '
decir, todos los vértices de G menos los dos vértices de cada
arista en un acoplamiento miximo es igual a la cardinalidad
del conjunte U,

Esto &s, VIG) - 2v(G) = lUl ¢ c, - ¥V (G), entonces:
vig) -2V (G) « c, - V(G).

Por lo tanto, V(G) & C, + v (G) veeesl2)

Combinando (1) Y {2) se tiene lo siguiente:
C, ¢ VIG) & V(G) & ¢, + VI(G)

Por lo tanto, C, + V(G) = V(G)

c.8.q.d.

Los Teoremas 4.3b y 4.3c son los dos Teoremas probados
por Gallai, que al resumirlos se tiene lo siguiente:
Iy + T = Cy = PIG) = VIG)
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Si x es un vértice de una grifica 6 digrifica G, sea
N(x} el conjunto gue denota a los vecinos de x; y si X es un

conjuntoc de vértices, N(X) = \_/ N{x} = conjunto de vér-
x€X
tices que son adyacentes a los vértices del conjunto X.
2
x J
%
N{x) X N{X)

asf, wN{X) = { y/ xy es una arista {arco) de G, para al-
guna x ¢ X},

. Teor. 4.4 (Teorema de KOnig--Hall)

Bea G una grafica bipartita, con X & Y
los conjuntos que la particionan. Entonces, G tiene un aco-
plamiento que cubre a todos los vértices de X (--) ve
In¢s)y{ » Is|, para todo conjunto 5 &x.

Dm,

"=u) " Supéngase que G tiene un acoplamiento A que satura
a cada vértice de X, entonces, para todo conjunto BS X,
me(8) 2 M, (8), por lo tanto, |Ny(8)] 2 \m(s) = is|

c.s.q,.d.
" (--" Supbngase que para todo conjunto S¢X, se cum-
ple gque: "G(s" 2 isl. ¥ supéngase ademis {para encontrar

una contradicecién) gue no existe un acoplamiento en G que cu-
bre a todos los vértices de X.



Sea A* un acoplamiento miaximo, por la suposicién se sabe
que existe ug€X tal gque u no esti A*--saturado.

Sea 8 = fzeV(G)/ existe una uz~--trayectoria A*--alter-
nada}

Se sabe que: Un acoplamiento A de G es maximo <==>
G no contiene trayectorias A--no saturadas (Teorema de
Berge, {2]).

Asf, todo vértice de % estd A*--gaturado,
Sean 8 = zZN\X & T = 2Q\¥

Ya que todo vértice de B - 4 u}y estd A*--saturado, y ca-
da vértice de T estf A*-~saturado, entonces cada vértice de
§ - 4u} estd acoplado bajo A* con algflin vértice de 7,

Entonces,TE€N(E), de hecho T = N{8) ya que para cada
vértice x vecino de 8, hay una ux--trayectorias A*--alternada.

Por lo tanto, T = M(S) =» |msl = i1\

Pero cada elemento de T estf acoplado bajo A* con uno de
8 =-4u}.

asf, 1l = fe -yl = sl -4
Entonces, §8| - 1 = {M(8)|, con B&X .'

Por lo tanto, G tiene un acoplamiento que cubre a todos
los vértices de X.

C.B.q-d'
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Def , Una trayectoria A*--alternada es una trayecto-
ria cuyas aristan estdn alternativamente en A* y en (A*)S,
donde (AY)C es5 el complemento de A* {lo que esti fuera de A%).

Teor. de Berge, [2] Un acoplamiento M en G es maxi-
o (--> G no contiene trayectorias M--aumentantes (trayec-
torias M--no saturadas).

Do,

" (=" Sea M un acoplamiento miximo en G, y supbngase
(para encontrar una cotradiccidn) que G contiene una trayec-
toria M--aumentante, T = ‘"o"’l"" vz.,vz.n}

Sea m' = [M- \(v1,v2),(v3,v‘),... (vz._‘,vz.)}l
UAtvgrvgds tvyrvadieee (gpivapuy i}

M' es un acoplamiento en G y 1M'l A 1m} +1

Entonces, M no es un acoplamiento miximo p

v Por lo tantoe, sl G no contiene trayectorias M--aumentan-
tes, entonces M es un acoplamiento miximo en G.

Cc.8.g.0.

"es» " Supbngase que M no es un acoplamiento méximo,
y sea W' un acoplamiento miximo en G, asf in'} > im\

Sea H = G[MaM'}) = (M-N'){J(M'-N), donde MaN' dencta
la Aiferencia simétrica de M & MN' {ver las siguientes figu-
ras).

Aco p\&wﬂ%\o M
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NStese que la arista (e,c) estd doblemente marcada, no
significa gue G tenga aristas multiples (mis de una arista

entre dos vértices), si no que esta arista estd en M y tam-
bién esti en ¥'

a b a

H=G{M aN']:

'
£ g h i

Cada vértice de H tiene grado uno & dos en H, pues es-

tos vértices inciden con 2 los més una arista de B y una de
N,

As{, cada componente {cada parte) de H esti en un ciclo
de longitud par {por ser una grifica bipartita) con aristas
alternativamente en M & MN':

] n' L3 n "
— - .- —

N '
Pero como W'l > (M|, ¥ contiene mis aristas de M'
que de M.

Por lo tanto, alguna trayectoria T, componente de H de-
be empezar y terminar con aristas de M':

™ n n n ] n'

- . Py & s Iy

Los vértices inicial y final de T estdn M'--saturados
en H, y estin M--no saturados en G.

Asi, T es una trayectoria M--aumentante en G.

C.8.9.4.
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Retomando el Teorema 4.2: sean s1,sz,.. s_ subconjuntos
finitos de vértices de G; as{, la matrfz de adyacencia consi-
derada en el caso del Teorema 4.4.tendri por renglones y por
columnas a los vértices restantes (& viseversa); de tal mane-
ra que la biparticién de la grafica sean los subconjuntos si,
con i=1,m y la otra parte serin los vértices restantes.

Esta coleccidn de s1 posee un sistema de representantes
distintos, es decir, un conjuntos ﬂe1,ez,... e-] de elementos
distintos tal que eie Si, para toda 1.

as{, con esta coleccidn de Si’ este Teorema 4.4 es muy
cercano al Teor., de Hall: Hay un sistema de representantes
distintos para una familia de conjuntos 811551000 8 &E=H
la unidon de cualesquiera k de estos conjuntos contiene al me-
nos k elementos, para toda k tal que 1 € k ¢ m ,

Un ejemplo del Teorema de Hall se vé en la siguiente

gréfica:
8y 5, Sy 54 Sg 5g
. ] 23 8 3 3 %2

De esta forma, el Teorema 4.4 es precisamente una tras-
lacibn dentro del lenguaje gfafico del Teorema de Hall [9)
sobre representantes distintos de la familia de subconjuntos
sll 1'17;' '

Es también una consecuencia del Teorema de Kdnig (Teo-
rema 4.1). As{ como el Teorema de Konig es precisamente el
Teorema de Menger para grificas bipartitas, de 1la misma ma-
nera se puede deducir el Teorema 4.4 del Teorema de Menger.
Muchos resultados sobre sistemas de representantes pueden ser
deducidos del Teorema de Menger, como lo mostrd Perfect [21])
en 1968, 6 como lo mostraron Ford y Fulkerson {8] en 1962 pa-



ra el Teorema de flujo maximo--cortadura minima. Todos estos
resultados en Teorfa Transversal pueden ser considerados como
Teoremas minimax en Teorfa de Grificas. { Un transversal es
un conjunto de objetos que intersectan a cada elemento de una
familia de objetos, donde los objetos pueden ser trayectorias,
ciclos, etc.)

Entre muchas de las pruebas directas del Teorema 4.4, en
particular dos de ellas se destacan: la de Halmons y Vaughan
{10] en 1950; y la de Rado [24) en 1967.

Asf, el Teorema de Hall implica el Teorema de Konig--
Hall (Teorema 4.4.). La familia de conjuntos si, con isTT;

y los vértices en la gridfica respresentan a los conjuntos X

& Y que particionan a G. En el sistema de representantes
distintos para la familia de conjuntos Si, cada conjunto Si
es adyacente al menos con uno de los vértices de ¥, as{, a
través del sistema de representantes distintos se tiene un
acoplamiento de G que cubre a todos los vértices de X, Como
la unidn de cualesquiera k de los conjuntos s1 contiene al me-~
nos k elementos, entonces, el nlimero de vecinos de un sub-
conjunto § de X debe tener al mencs el nfimero de vértices del
subconjunto 8, es decir, ings)! 2 \s|, para todo conjunto
5 EX.

De esta forma, el Teorema 4.4 es una cornsecuencia del
Teorema de Hall, la cual es una versién minimax, y que tras-
ladada dentro del contexto del Teoria de Gréfica es el Teo-
rema 4.5,

El siguiente resultado fué probado por Ore [19] en 1855,
y se obtiene del Teorema de Hall, afiadiendo suficientes vér-
tices extra a G unidos a todos los vértices de X, hasta que
se pueda aplicar el Teorema de Hall (&sto ilustra muchos as-
pectos de auto--refinamiento del Teorema de Hall). Sin.embar-
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go, para ilustrar que este Teorema 4.5 es del tipo minimax,-
se dari una prueka algor{tmica (el mdtodo Hfimgaro), cuyoc al-
goritmo es similar a los dos algoritmos vistos previamente,

Teor, 4.5 Sea G una grafica bipartita, con biparti-
cidén (X,Y). Entonces su nimero de independencia por aristas,
V (G), es igual al min ‘ X\ + N(S) - (sl }

SE€X
bm. Es ficil ver que: V(G) = min (|X]| + N(S5) -|S}),
S5cX

pues;
X -@ Y

si M(s) - Is| 2 0 == V(G) ¢ |x] +£, donde,
€= N(8) - I8l » 0, se cumple la desigualdad pues V (G) no
‘puede tener mis aristas en su acoplamiento gue las que se pue-
dan cubrir a través de X, pues V(G) es un acoplamiento mixi=-
mo,

si m(s) - I8V L 0 =) N8} ¢ Isl,asl, los vértices
de X que se pueden saturar scn |X| - M, donde M = |5\ - N(5)
que son los vértices de X que no se pueden saturar; asf,
1X{ -m = Ix{ - [18] -m(s)] = 1xi + m(8) -15l

Por lo tanto, V(G) = min {(IX} + N(8) - | 8\), pues de

S8cX

nuevo, V (G) es un acoplamiento miximo, y este no puede tener
nis aristas que las que se puedan cubrir a través de X.



Se usard el algoritmo Hlngaro para demostrar la igual-
dad.

Algoritmo: Se comenzar§ con un acoplamiento ", de 1
aristas , para algfin entero 1 no negativo. Formar recursi-
vamente dos conjuntos de vértices S€X & T &Y de la slguien-
te manera:

(i) Si x€X & x no egtd cubierto por M, =D xe€8§
(11) Si x€S & Xady,y tal que (x,y)fM, =» yeY
(iii) 51 y¢T & x .:d),r.“1 y = x€S

La construccidén de 8 & T continua hasta no poder hacer
ninguno de los pasos anteriores, y se tienen dos casos a con-
slderar:

cagso 1: Si yeT tal gque ygY & y no estd.cubierto por
ll, existe x€X tal que x no est& cubierto porlll; y existe
una trayectoria t conectando a x con y, consistiendo de un
nlimero impar de aristas tal que alternativamente estn y no
astén en N,.

Intercambiar las aristas de t;‘(\ll‘.l por las'de t-lll, para
formar un nuevo acoplamiento lll" con 1l+1 aristas. Regresar
a los pasos iterativos con .101 en vez de lll.

cago 2: si para todo vértice ygT, y est& cublerto por
.l'

8 consiste de \l'\ vértices de X que estin acoplados con
vértices de T, junto con los |X} - 1 vértices de X que no es-
t&n cubiertos por M); vy W(B) =T,

asl, Ixl ¢ {mts)l - |8 =1 .

De esta manera, el algoritmo termina con la construc-
cién de un acoplamiento mis grande.

c.8.q.d.
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Se verin unos ejemplos para llustrar cémo procede el al-
goritmo,

Ej. 1 (contemplando el caso 2}

X Y

e

8, ={b} < x
T, = et ¥
Hl = I1 = s(b,C'}

(1) a€X & a no esti cubierto por ll1 xd) aé€sg

As{, 8, = {a,b} & T, = {cy 2

caso 2: (:6'1‘2 & c estd cublerto por M,

8 consiste de un vdtice de X (pues {T| = 1) que estd a-
coplade con un vértice de T, junto con un vértice de X (pues
1Xl - 1 = 2-1 = 1) que no estd cublerto por M; vy B{S) =T ={cYy

Por lo tanto |X! + IN(B) - 18} = 1

2+ 1 - 2 = 1 = 1
Es decir, hay 1 = 1 arista que est8 en un acoplamiento

(la misma arista que se tenfa en el acoplamiento dado) y "
es un acoplamiento miximo en G.

Ej. 2 (contemplando el caso 1, agragando aristas al
acoplamiento que ya se tiene, es decir, encontrando un nue-
vo acoplamiento mis grénde).
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(iii) A,c,d\( € Tyia adynz c & b ady“2 a =3 a &
2 .

caso 2: ¢ & de€T, & {c,4} estdn cubiertos por ",

& consiste de dos vértices de X (pues | T\ = 2) que estéin
acoplados con los vértices de T, junto con los cero vértices
de X (pues | X} - 1 = 2-2 = 0) que no estan cubiertos por Ky
Yy NS) =T ={b,d} )

b€s

Por lo tanto, | x| « | N(s)}| - | sl=1

2 o+ 2 - 2=22 =1
Es decir, hay 1 = 2 aristas que estln en el acoplamiento,
y este acoplamiento "2 es miximo en G.

Ei. 3 ( Intercambiando aristas en un acoplamiento dado
para encontrar un nuevo acoplamiento mis grande, caso 1 . Es
el mismo ejemplo dos, pero con otro acoplamiento dado).

8, = bt e x
l'.' = h:} c v
. My = {le;b)}
(i) a¢X & a no estd cubierto por N s -Esz.
Ast, 82 = ﬂl,b‘[ & T, = ﬂc}

(i1) {a,b}€5,; a adygc & b adyg d tal que (a,c) &
tbadm, => c & dery.
Por lo tanto, 8, = {ab) & T, = {c,al
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caso 1: d&T tal que d€Y & d no estd cubierto por
Hl. Existe ag X tal que a no estd cubierto por H', y hay una
trayectoria que une a cond, t = ﬂa,c,b,d}.

Intercambiando las aristas de tf\H1 por las de t - Ht
se tiene: tNAM, = {(a,c) (c,b),(b,d)}) O {(e,b)} = M, el
acoplamiento dado; t - M; = {(a,c),(e,b),(b,d)) - {(c,b)>
= ‘(a,c),(b,d)} = Hz, un nuevo acoplamiento mids grande que H1.

As{, comenzando de nuevo y tomando a Hz como el acopla-
miento dado se tiene:

X Y

51 = {a,b}

T1 = ic,d%

M, = ita,c), (b,an

(11) bes, & bady;c tal que (bo)f M, => €T,
(111) {e,dYeT; a adynz c &t b adyuz d => {a,bj€s,
caso 2: c & de T, & {c,d) estdn cubiertos por M,

§ consiste de dos vértices de X (pues |X| = 2) que estdn
acoplados con los vértices de T, junto con los cero vértices
de X (pues |x| ~1 = 2-2 = 0) que no estan cubiertos por HZ;
y N(S) = T={b,a},

por lo tanto, [X! + IN(S)] -18] = 1
2 0+ 2 -2 = 2 =1

Es decir, hay 1 = 2 aristas que estdn en el acoplamiento,
y este acoplamiento M, es miximo en G.
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El siguiente Teorema (4.6) es un Teorema minimax que
puede se considerado como una versidn cuantitativa del Teore-
ma de Konig (pues ahora no solo se tendra un problema de asig-
namiento, porque ahora las aristas tendrin cierto "peso" asig-
nado, y en este caso serd la habilidad para realizar cierta
tarea & trabajo); de la misma manera gue el Teorema de flujo
miximo-~--cortadura mfnima puede ser considerado una versidn
cuantitativa del Teorema de Menger (en el que aparte de encon-
trar trayectorias ajenas, Teorema de Menger, también es de
interés mandar por estas trayectorias ajenas el mAximo flujo
posible, Teorema de flujo miximo--cortadura minima). El punto
esencial del siguiente Teorema es que su prueba d& un algorit-
mo efectivo para la solucidn del problema de asignamiento 6p-
timo.

Supdngage que se tienen n trabajos: t,,tz,... tn & n
personas Py Ppse.. P, Para asignarles tales traboyn; y supdn-
gase que la destreza & habilidad con gque Py realiza el traba-
jo tJ estd dada por el nfimero real '(ij‘

' El problema de asignamiento Sptimo &s acoplar las n per-
sonas a los n trabajos de tal forma que se maximicen lag des-
trezas (al realizar los trabajos} sobre un acoplamiento, es
decir, se quieren encontrar enteros no negativos ‘11 { IT} -
=1,n) que maximicen la siguiente expresifn:

n n
Z Z .‘lj %43
iu1 J=

sujeta a las restricclones:

n
Z ’13 - 1 tal quej-l_,Tl
i=1
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n
inj = 1 tal que i = 1,n
3=

Estas restricciones forzan a que los enteros x;. sean

ij
ceros & unos, y los n enteros que son iguales a uno corres-

ponden a las n aristas que acoplan a las n personas con los
n trabajos.

Teor. 4.6 En el problema de asignamiento éptimo mencio-
nado arriba, la suma de las destrezas sobre todos los acopla-
mientos es igual al valor minimo de:

n n
Zyi+sz e v e .. ()
i=1 j=1

tomado sobre los conjuntos de niimeros reales ¥y 4 zj tal que:

R Vi, e ()

Dm. N6tese primero, que dados cualesquiera nfimeros xij'
¥y & z, satisfaciendo las restricciones anteriores y que
tales nfimeros existan), se tiene gque:

1Zj ":I.jxij & Z (ylozj)xi:i (pues.,(ij & yi+zj)
r 1lj -

= Z Y, o+ Z zy (puestxj =1,
i b

para toda i y toda ¥)

97



As! se tiene:

izdo(ljxij & 1Z,j (Yi’zj)‘ij = Ziyi +¥zj . e o (3)

Esto es suficiente para exhibir un conjunto de nimeros
para los cuales se siga la igualdad. Como en la pueba del Te-~
rema de flujo miximo--contadura minima (en que el interés es
un flujo entero), se prestari la atencidn al caso cuando las
destrezas o<1 son todas enteras,

El algoritmo empieza eligiendo conjuntos de nfimeros ¥y
tal que: Y; < m;x ’(1;] para toda i & zj = 0 para toda §.

' Pasos iterativos: Considérese la grifica bipartita G,
en la cual hay una arista uniendo By con tj {n=) itz --‘ﬁ

Aplicando el algoritmo Hfingaro del Teorema 4.5 a la gré-
fica G. Se tienen dos casos a considerar:

nuevo caso 1: El algoritmo Hiingaro termina coh un coh-
junto B & “’1"" pn} tal que |N(S)| ¢ |5l.Asf, se puede decre-
mentar el valor de y; en una unidad para todo pies, e incre-
F\entar el valor de 2z, en una unidad para toda tjell(s), sin
violar la restriccibén (2); de esta forma, se est8 decrementan-
do la expresién (1) en !5|-N(8) > 0. Despues de hacer estos
cambios, regrsar a los pasos jterativos. (Como (3) muestra
que (1) estd acotado inferiormente, este nuevo cago 1 puede
darse solamente un nfimero finito de veces).

nuevo caso 2: El algoritmo H(imgaro termina con un aco-
plamiento perfecto de G (un acoplamiento que cubre a todos
los vértices, ya que los conjuntos que biparticionan a la
grifica tienen el mismo nfimero de elemntos). Se define xlj-l
si Py est8 acoplado con t., y cero en otro caso. Entonces, la
igualdad se d8 en {3). As{, el algoritmo termina encontrando
un acoplamiento &ptimo.

c.s8.q.d.
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Se verdn unog ejemplos.

Ei. §

n = 2 trabajos? h:vt.‘) , M = 2 personas: fp.‘,pz}, Y
L. =2, 0(12-1.‘(21=2,0422=3.

1
Para este problema de asignamiento, se guieren acoplar a
lag dos personas con los dos trabajos, de tal forma gue se
maximicen las destrezas sobre uno de los acoplamientos, es
decir, se quieren encontrar enteros no negativos xu {con i,
3 = 1,2}, tal que:

2 2
max Z Z o g4%14

1=} Jat
p
2
Z T 1 para § = 1,2
1=
s.a L L
2
Z Xyy =1 para §i = 1,2
3=1
\.

Esto &s, se guiere:

max { ok Xy 4 ol Xy ¢ KgXyy ¢ RppXpo}
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“Ij + X)y = 1 para J = 1,2

Xy * X4y = 1 para 1 = 1,2

Esto és:
max {oly kg ¢ S okyy ¢ ol pyXpy + o 0x500
X,

1t Xy =1

X2

ot Xz =)

X, + X = 1

21 22

En el Teorema 4.6 se menciona que es este problema de
asignamiento Sptimo, se tiene gque las destrezas de todos los
acoplamientos posibles {que en este caso son dos acoplamien-
tod) es lgual al siguiente valor:

2 2
min z ¥y ¢ z zj = min 1\3{1 +zi,y1uz,y2+:1,yzozz‘{
i=1 3= e ee e e (1)

tomado sobre los conjuntos de nfimeros reales b 11 & 'j tal
que y; ¢ x4 L ’<1j' Vi3

Es decir, tomado sobre: y,+zy » o{yq4, ¥44%, M °(12,
Yoi3) B olyy & ¥yez, 2 oly, e es e (2)

Al sequir la demostracién del Teorema se tiene que, da-

dos cualesquier nimeros xu, Yy & 3, satisfaclendo las res-
tricciones anteriores se satisface lo siguiente:
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Z"ijxij & Z (yiuj)x” =Zyi +Z Zy oee . «(3)
i,3 i,3 i 3

Como o(“ < Y42y, V 1,j, se tendran las siguientes po-
gibilidades a considerar:

o<'1=26y‘

N
[}

240 = 042 = 141

+
1
Kyg = 1 & yg ¢ z; = 140 = 041
oy = 2 € Yy +2Z; = 240 = 042 = 141
<, = 3 < Yo + 2, = 340 = 063 = 241 = 142

El algoritmo empieza eligiendo conjuntos de nfimeros
y; + 'j para los cuales se satisface la expresidn (2), puede
decirse que y; = max '<ij Vl, & zj = 0 Vj

De esta manera, por lo desglosado arriba se tiene que:
y; = max o(n Yi = max &-4“, “il\f Vi

Ast, y, -max{d",du} = max{2,1}y = 2;
yp = max Yoy, 0 = max §2,3) = 38z =z, 0

Pagos iterativos: Considerese la grifica bipartita G,
en la cual hay una arista uniendo P:l con t:1 {==p yluj-xu,
esto és, como Yyezy = 240 = d", entonces py adye ty; & tam-
bien, como y,+z, = 340 = 422 entonces p, adyg to; ésto se

puede ver grAficamente de la siguiente manera:

X A 4

Aplicando el algoritmo Hiingarc se tiene:
8y = dpypy = x

Tyo= byt = Y

Noxmy = 4(pty), Ryt
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caso 2: t, & t,€T, & ﬁt1,t2} estédn cubfertos
por My, asi, § consiste de dos vértices de X (pues |T| = 2)
que estén acoplados con los vértices de T, junto con los ce-
ro vértices de X (pues | X{ - 1 = 2-2 = 0) que no estdn cu-
biertos por My; y M(S) =T = ﬂt1,tzﬁ

Por lo tanto, x| + IN(s)} - Isl = 1
2 + 2 - 2 = 2 = 1

Es decir, hay 1=2 aristas que estan en el acoplamiento
"2 y este acoplamiento es méximo en G.

Retomando el nuevo algoritmo modificado (la extensidn
del algoritmo Hlngaro) gue se usd en la demostracidn del Teo-
rema 4.6 se tlene:

nuevo caso 2t El algoritmo Hiingaro termind con un aco-
plamiento perfecto de G, Se define Xy = Xy = 1, pues py es-
t& acoplado con ty (a través de 9(11), Y Py estd acoplado con
t2 (a través de 0422), y para los otros casos se tiene que:
X2 = % = 0-

' Asi, la igualdad se sigue en (3) pues:

< o<
Z’(u"u = gy Xy + 2% Y %y ¢ T 2%

i3 221 + 10 +1°0 +31 = 243 = 5§
Por otro lado: Z 'Yl“j Ixij= Z y; + Z )
1,3 i 3

= (y10y2) + (:1022)
(Z+¢3) + (0+0) = 5

Y por lo tanto, el acoplamiento My =M es un acopla-
miento Sptimo.
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ns2 trabajos: } t‘,tZ\
n=2 personas: } Py Py}
o(nna, o<12.3, oLy %2, oL

Se quieren encontrar enteros no negativos xij (con 1,§ =
= 1,2), tal que:

2 2
max Z Z -(qu
i=1 j=1
¢

2 0
Z xn -1 para j = 1,2

2
Z ’1j" ‘paraj =1,2

\

Esto és, max '\o("x" + "'12'12 e b x  +K

21%21 22’22&

Xy ¢+ X = 1

112 +* lzz =
8.4 &

X * %2 "

Xy *%p = 1
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Como 0‘13 £ ¥y + 2y v 1,3, se tienen las siguientes
posibilidades:
°¢" = 3 & Yy +2; =340 =043 = 241 = 142
oty = 3 4 Yy + 2y =340 = 043 = 241 = 142
Agy = 2 [4 Yo + Ep = 240 = 042 = 141
Ay = 1 £ Yy + 2, =140 = 041

El algoritmo empieza eligiendo conjuntos de nfimeros..— .
':l.“j para los cuales se satisface lo anterior, y éstos pue-
den ser: ¥; = max 94” Vl,& xj =0 Vj.

J

Es dectr, y; = max { ., .Y Vi

as!, Yy = max l;-‘.”, -<.'2) = max §3,3} =3,

Yy = max 5-&21, “gpt = max 12,0} =2; & 2, =z, =0

Pagos_iterativos: Considérese la grifica bipartita G,
en la cual hay una arista uniendo a p, con tj (=> Yy+zy - =< i

Por lo anterior, se tiene qgue, cémo Yy*Py = 340 = ‘C” -
- “12 = pyadygty & py ady. t,, de la misma forma,
Fomo yotzy = 240 = 422 sy P, adyg £y, ¥ grificamente se
" tendria lo siguiente:

>

Aplicando el algoritmo Hiingaro:

S' = h"rl’z} =X

R e i

Il = -2 - “P"tz)ﬂl’z't‘ n

caso 23 ty 8 €7, & {t,t,}estén cubiertos por
M, asi, § consiste de dos vértices do X (pues |T| » 2) que
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estan acoplados con los vértices de T, junto con los cero vér-
tices de X (pues | X! - 1 = 2-2 = 0) que no estin acoplados
por lll; Yy B(8) = T = kt,,tz}

Por lo tanto | x| + |n(s)| - Isi = 1
2 4+ 2 - 2 = 2 = 1

Es decir, hay l=2 aristae que estdn en el acoplamiento
M,, v este acoplamiento es mixime en G, y M, = 4 {py.t5),
vyt )}
Retomando el nuevo algorftmo modificado se tiene:
nuevo casc 2@ El algoritmo Hfingaro termind con un aco-
plamiento perfecto de G, Se define Xio = Xy = 1, pues Py es-
t4 acoplade con ty la través de '0(‘2), Y 9, estd acoplado con
£, (a travég de = ..}, vy para los of:ros casos Xy, = Ry, =0,
De esta forma, se cumple la igualdad en {3}:
2 T L TR T LT IR PLPIR i P AL P RL Sl FL PP
i,3 .
s 30 + 31 ¢ 21 + 30 =342 85

Por otro lado se tiene gque:
Z ‘yi.”j"u - Zyi . Zs, - ”1”2’ + "1"'2’
1,3 i 3
= {342 ) ¢+ {040 ) =5

Por lo tanto, el acoplamiento lll - llz es un acoplamien-
to Sptimo.

Un acoplamiento perfecto (& acoplamiento Gptimo) en una
grifica es llamado por lo general un V--factor; y dos ¥~-fac-
tores se dice gque son ajenos cuambe no tienen aristas en comfin.
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Para gque una grifica bipartita tenga un 1--factor, es eviden-
temente necesario que los dos conjuntos que la particionan
tengan el mismo nfimero de vértices. Cuando esto pasa, el Teo-
rema 4.4 di una condicién necesaria y suficiente para que la
grifica tenga un 1--factor; el Teorema 4.5 es una extensién
de éste, al dar una férmula para encontrar V (G), el miximo
nfimero de aristas en un acoplamiento en G. Se puede preguntar
acerca de diferentes tipos de extensidén minimax, dada una fér-
mula para el miximo niimero de 1--factores ajenos, esto estd
dado por el siguiente Teorema, el cual d& una condicién para
gue una grifica bipartita tenga un 1--factor.

Teor. 4.7 Sea G una grifica bipartita sobre los conjun-
tos X & Y que la particionan, tal que |X| = n = l¥l. asf, @
contiene k 1--factores ajencs ¢==) para todo par de subcon-
Juntos S S X & TS ¥, el nfimero de aristas en Gde S a T es
al menos: k(|s| + | T\ - n); donde el decir de § a T, es decir
de las aristas que tienen un extremo en S y el otro en T.

Dm.
r- PP
eee

Donde, 1° a5 el complemento de T

Para ke«t, es decir para un 1--factor se tendrfa que; las
aristas que van de § a T en un 1--factor serfin: las aristas
que van se § a T menos las aristas que van de § a TS

{s}- ta- 7D

Ya que 5| es el nfimero de aristas que inciden en 8; y
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(n - lT\) son el nfimero de aristas que inciden en § pero que

su otro extremo no esti en T.

Esto é&s, serfn 18|+ (IT| - n) las aristas que van de

S aTenun 1--factor.

Asi, que las aristas que van de S a T en k 1--factores
serin k veces este nfimero, es decir: K(Is| + |7l - n)

C.8.q.d.
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5.- FACTORES EN GRAFICAS ARBITRARIAS

El resultado mis sobresaliente gobre factores es el Teo-
rema del 1--factor de Tutte, que se establece cuando una gri-
fica contiene un 1--factor a través de sus componentes impa-
res y viceversa. Se usa la prueba de Lovdsz, que presta su -
atencidn a las componentes impares, para su demostracidn.

Como punto final, se presenta un resultado obtenido por
Berge, el cual es la versidn minimax del Teorema de Tutte.

108



Sea G una grafica no necesariamente bipartita, entonces,
un 1--factor (acoplamiento perfecto, completo, miximo u &pti-
mo) de G, es un acoplamiento gue cubre a todos los vértices
de G.

Si S es un conjunto de vértices de G, se denotari por
©(G) & bien por © (G-8) al niimero de componentes impares de
G-5 (las componentes impares son componentes con un nfinero im-

par de vértices).

El resultado mds importante sobre factores es el siguien-

te Teorema. Fué probado por Tutte [25] en 1947.

Teor. 5.1 {Teorema del 1--factor de Tutte)

Una grafica G tiene un 1--factor si y s6-
lo si {G-S) ¢ |s|, para todo conjunto ScV(G).

componentes pares de G-8

80
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Cada componente impar tiene un nlmero impar de vértices,
entonces existe uic (,:1 tal gue no tienen correspondencia en
la misma componente, asf, estos vértices estin en correspon-
dencia con un vértice de §; de esta forma, distintas componen-
tes impares inducen & llevan a vértices distintos en S.

Sean G‘l 'Gz""cn la componentes impares de G-5; puesto
que (;1 es impar, existen uie Gi que se corresponden bajo un
acoplamiento M con vie S.

Entonces: fv',vz,... vl €8
OG-8} = n=l{vy,vyre.. vyl ¢ IS)
Por lo tanto, @(G-5) &£ |8l

c.8.q.d.

" =" P,D. que 51 G es una grafica tal que para todo
conjunto 5cV(G) se tiene que si ©(G-S) ¢ | S\entonces G tie-
ne un 1--factor.

Supbngase que para todo conjunto S&V(G) se tiene que:
@(G-8) ¢ |Sl, y que G no tiene un 1--factor {as{ se encontrard
una contradicecidn).

Puesto que G no tiene un 1--factor, G es subgrafica ge-
neradora de G* sin un acoplamiento perfecto, es decir, G es
_ una subgrdfica de expansién de una grdfica inducida G* que tam-
poco tiene un acoplamiento perfecto.

Como G-S es una subgrdfica de expansién de G*-8, es decir
G-8 € G*-5 para todo conjunto ScV entonces:
€(c*-5) ¢ ©(6-5) ¢ Is)

Asf, ©(G*-5) ¢ s\ Yscv(er) = v(G).

En particular, si § = § se tiene que: @(G*-#) = @ (G*)

£ |I\ asy ©(G*) = 0, es decir, no existen componentes de
orden impar de G*.
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Por lo tanto, G* tiene un nfimero par de vértices.

Sea U = {z€VI6*) dgy(z) = p-1}

88 U = VvV ad G*=K,, es decir, G* serfa una gré-
fica completa con un nfimero par de vértices y por lo tanto,
G* tendrfa un ‘I--factox;’

As{, se puede suponer que Uc V{G*), y se tendrfa gue:
e(ec*-u) ¢ {ul

Se probarid que cada componente conexa de G*-U es comple-
ta, es decir, que G*-U es la unidn de grificas completas aje-
nas,

Supbngase lo contrario {para encontrar una contradiccién):
sea T una componente de G*-U no completa, entonces, \V(TI\ »3

Asf, existen x,y,z tal que xy € A(G*), yz € A(G*), pero
xz fn(ct); gréficamente se tendr{as '

4

) . X,¥,% €EG*-U
X x

En particular, como y‘U, existe w e G*-U tal gue:
yn‘V(Gi), es decir, y no adyG, ws

Y v

AN

Como G* es una grifica indutids que no contiene un aco-
plamiento perfecto, entonces G* + e tiene un acoplamiento
perfecto para toda arista e{A(G*I.

Sean l‘ & nz los acoplamientos perfec.tos en G* + xz
& G* + yw respectivamente, es decir, que ll‘ es un acoplamien-
to perfecto de G* U‘n} & M, es un acoplanmiento perfecto de
G* Ulyw).



Nétese que xztn.‘, pues como G* no tiene un acoplamiento

perfecto entonces xz estd necesariamente en M., De la misma

4
manera, yw €H,.
Sea Myo M, = (My-M,) U(My-m ) = (M, UN,) - (n1m|2)
la diferencia simétrica de M &N,
Denétese por H a la subgrafica de G*U{xz,yw} inducida

por n1A nz, es decir, H = G(H1A Hz)

Como dn(z) = 2 para todo z €H, H es la unién de ciclos
de longitud par ajenos dos a dos (puesto gue las aristas de
", alternan con las aristas de Hz).

Hay dos casos a considerar:?

caso 1: Si xz & yw estén en la misma componente €
de H.

Por la simetrfa de x & z, se puede asumir que los vér-
tices x,y,w & =z estin en este orden en C (al decir la sime-
tria de x & vy, quiere decir que no importa como se encuen-
tre esta arista, es decir, que puede ser xz § bien zx).

Asf, las aristas de M, en la sucesibén y,w,...z de C, jun-
to con la arista yx y las aristas de "2 que no estén en la
sucesidén y,v,... 2 de C, constituyen un acoplamiento perfecto
en G* (este acoplamiento se vé& marcado en las aristas con mww),

Esto es una contradiccibn a la definicién que se habfa
dado de G* {pues se suponia que G* no tenfa un acoplamiento

perfecto).
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caso 23 Si xz & yw estidn en diferentes componentes
de H:

8i yw estd en un ciclo C de H, entonces las aristas de
H‘ en C junto con las aristas de !2 gue no estin en €, cons-
tituyen un acoplamiento perfecto en G* (se puede ver este -~
acoplamiento en la grifica de arriba, est§ marcado en las -
aristas con nnannwv).

De nuevo, esto contradice la definicién de que G* no tie-
ne un acoplamiento perfecto.

En ambos casos se llegd a una contradiccidn, as{ que,
G*-U 8f es la unién de grificas completas, es decir, gue las
componentes conexas de G*-U son completas.

Como ©(G*-U) € lnl,a lo mds 10\ de las componentes im-
pares de G*-U son impares. Pero entonces, G* tiene un acopla-
miento perfecto: las componentes pares en las que ‘sus vérti-
ces estin acoplados entre sl; las componentes impares que -
tienen un acoplamiento perfecto excepto por un vértice, y tal
que este vértice est& acoplado con un vértice de U; y los vér-
tices restantes de U que estin acoplados entre sf. Ver la si-
guiente figura,

Como G* ge definid de tal manera que no tuviera un aco-
plamiento perfecto, se ha obtenido la contradiccidn deséada.

Asf, en efecto G tiene un acoplamiento perfecto.
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componentes impares de G*-U

componentes pares de G¥*-U

Aquf hay un acuplamiento perfecto,
pues hay un nimero par de vértices,
ya que G & G* tienen cardinalidad
par.

Co8.9.d.

Hay varias pruebas del Teorema 5.1, de las cuales en par-
ticular se destacan: la prueba de Anderson [8] en 1971, usan-
do el Teorema de Hall; y la prueba de Lovisz [14] en 1975 (la
prueba anteior).

La versiSén minimax del Teorema 5.1 es el siguiente Teo-
rema, y fué obtenida por Berge [1] en 1958. Este resultado im-
plica el Teorema de Tutte, y se obtiene agragandole a G sufi-
cientes vértices extra, unidos a todos los vértices de G, uni-
dos entre ellos, hasta poder aplicar el Teorema de Tutte; se
puede consultar la elegante prueba de McCarthy [15] en 1973,
(Esto ilustra un aspecto de la naturaleza de auto--refinamien-
. to del Tecrema de Tutte). Este resultado, también se obtiene
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al modificar la prueba de Anderson para el Teorema de Tutte,
usando el Teorema de Ore (Teorema 4.5), en donde Anderson usé
el Teorema de Hall; pruebas de este tipo han sido producidas
por Mader [17] y por el mismo Woodall [27], ambos en 1963, Es
muy diffcil dar una prueba algoritmica, pue los algoritmos
que conoce Woodall para encontrar un acoplamiento mis grande
en una grifica , son muy complicados (puede consultarse Ed-
monds [5]}. 1965),

Teor. 5.2 El mfiximo nlimero de aristas en un acopla-
miento de una grafica G es (& (G), donde:

@) = min 172 {lvie) - el(e-5) + 181}
5 S V(G)

Dm, Se usard el Teorema de Tutte para demostrar este
resultado, es decir, se demostrari que el Teorema de Tutte im-
plica el Teorema 5,2,

Sea G* -’inoc, es decir, G* se obtiene se G agregando n
vértices dos a dos no adyacentes entre si (in), y cada uno de
ellos adyacente a cada vértice de G. Asf, GcGr,

Siendo n = 22 (GCG-S) - |sl} , se probari que n es el
minimo nGmero de vertices tal que inoc tenga un 1--factor, es
decir, que se cumpla el Teorema de Tutte (para poder aplicar-
lo y as{ demoastrar el Teorema 5.2

Se verf que G* satisface el Teorema de Tutte:

in = V(G*) - V{G), los vértices que se agregaron.

Sea BCV(G*)

i2) Por la definicibn de G* se tiene que, si -in¢s, es



decir, si |s| 2 9(G-S), entonces el niimero de componentes de
G*-S es lgual a uno, es decir, como cada vértice de'in estd
unido a todos los vértices en G¥, al quitar cualesquiera vér-
tices que no sea alguno de in siempre se tendri una componen-
te conexa}),

componentes impares componentes pares

Por lo tanto, para tode conjunto 8 £ #, &(G*-8) < IS,
esto es, que se satisface el Teorema de Tutte.

Si 8 = ¢, entonces el acoplamiento perfecto constarfa de

172 lv{g)\:
\\

- —
-
’

\ [ ] ) (no hay aristas entre las com-
~ s ponentes, pues son conexas)

e

22) st -l-ncs, es decir, si 18l ¢ @(G-S8), se tiene
que:
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componentes impares componentes pares

Donde: K, ¢6 & ¥ ca*

Como 8GV(G), ©(G*-8) = ©(6-8) - 1GNSI + l6NS)
= [ 8(G-5) - I5l} + I6eNSBjya que
6 N8 = 8, en particular para
una 8§8' se tiene que:

¢ max { etc-8") - 157} + lensl
8'av(G)
=Kl + lenst = IK ! + I8l = (5]
Por lo tanto, para todo conjunto §<=G*, ©(G-8) € |8}, es
decir, se satisface la condicidn del Teorema de Tutte.

Asf, por el Teorema de Tutte, G* tiene un 1--factor.

Como cada vértice de in estd unido con cada vértice de G,

en G se obtiene un 1--factor com: 1/2 {Iv(G) - [ e(G-8) - I51}}

aristas, es decir, todos los vértices de G menos los gue no es-
tan acoplados.

Solo falta checar que, en efecto ya no se puede tener un
acoplamiento mayor.



conmponentes impares { © (G-S})

: : componentes pares,

(vértices que ya no

se pudieran saturar,

* que se saturan con
o’

Los vértices que se saturdn en G son:
lv(e)| - 1e(c-8) - \sl]
As{, serfan con: 1/2 \Iv(G)l - ©(C-5) + |B\} aristas.
El miximo nlimero de aristas gue se pueden tener en un
1--factor es a 1o mis el minimo nlimero de aristas en un aco-
plamiento (que cubran a todos los vértices):
sin  1/2 {ivie)l - o(G-8) + Is\}
§ K V(G)

c.s.q.d;
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CONCLUSIONES

Los Teoremas minimax mds importantes en Teoria de Gri-
ficas son: el Teorema de Menger, el Teorema de Flujo Maximo--
Cortadura Minima, el Teorema de Konig y la versidn minimax -
del Teorema del 1--factor de Tutte; los cuales relacionan un
miximo con un mimino. Asi, el Teorema de Menger relaciona el
méximo nlimero de XY--trayectorias ajenas con el minimo niimero
de vértices en un XY--conjunto separador.

El problema de Flujo Miximo--Cortadura Minima, como su
nombre lo dice, relaciona la mixima contidad de flujo que se
puede enviar de un origen a un destino, con la capacidad de
la cortadura minima,

El Teorema de Konig relaciona al miaximo nfimero de aris-
tas en un acoplamiento con el mfnimo nimero de vértices que
cubren a todas las aristas en una GrAfica Bipartita.

Por filtime, la versidn minimax del Teorema del 1--factor
de Tutte, da una férmulad para encontrar el maximo niimero de
aristas en un acoplamiento; tomando el minimo de tal férmula,
que esta basada a través del nfimerc de vértices, las compo-
nentes impares y el cardinal de un subconjunto de vértices,

La importancia de presentar estos teoremas en su for-
ma minimax, radica en su fdcil manejo para encontrar el resul-
tado; y el gran interés que surge a través de estos conceptos
para la solucidén de problemas concretos, como lo son el pro-
blema de asignacién y el problema de transporte, por mencionar
algunos.



Concluyendo este trabajo, se han reunido alqunos de los
teoremas mas importantes de Teoria de Grificas, y se les ha
unificado al redefinirlos en su forma minimax.

Como punto final, y como una propuesta a la continuacién
de esta tésis, se pueden seguir investigando tecremas y tra-
tar de expresarlos en su forma minimax, con el fin de incre-
mentar el nlimero de Teoremas minimax y de esta forma, serfa
de mayor importancia el estudio de estos.
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