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INTRODUCCION

La teoria de las rectas sobre una superficie cibica fue primero
estudiada en una correspondencia entre los matematicos britani-
cos Salmon y Cayley, sus resultados fueron publicados en 1849
en el Camb. and Dublin Marh Journal. La observacion de que
un nimero definido de rectas deberfan de estar completamente
contenidas en las superficies ciibicas es inicialmente hecha por
Cayley, pero la determinacion de €] mimero fue primero hecha
por Salmon.

La base para una teorfa puramente geométrica de las superficies
ctibicas fue desarrollada por Steiner en un corto pero extrema-
damente sustancioso articulo. Este contiene gran cantidad de
teoremas sin demostraciones o a lo mds la indicacién del méto-
do de derivacion, estudiado por Cremona.

Cayley describe las simetrias y las relaciones entre las 27 rec-
tas, gran dificultad fue la primera experiencia en obtener una
adecuada concepcion de la configuracién completa. La primera
notacién fue dada por Cayley, pero esta fue complicada.
Schlifli fue quien invent6 la notaci6n que puede ser llamada del
doble-seis; y esta notacion ha quedado hasta el presente.

E! trabajo presentado en esta tesis consiste en construir un algo-
ritmo tedrico, el cual obtenga las ecuaciones de las 27 rectas de
un superficie ciibica dada, para lo cual primero presentamos
tres capitulos previos al algoritmo.



En el primer capitulo damos definiciones y notaciones a utilizar
en el desarollo de la teoria.

En el segundo capitulo presentamos una serie de proposiciones
con el fin de dar una demostracion constructiva de la existencia
de las 27 rectas contenidas en la superficie.

En el tercer capitulo estudiamos las representaciones de una su-
percie ctibica por diferentes tipos de ecuaciones, con el objetivo
de obtener explicitamente las ecuaciones de las rectas a partir
de un par de triedros de Steiner.

En el cuarto capitulo mostramos el algoritmo teérico, justifi-
cando cada paso y construccidn realizada en este.

En el quinto y Gltimo capitulo damos un ejemplo del algoritmo
presentado en el capftulo cuatro,

Existen otras formas de dar este algoritmo pero se presentd
aquella en la cual los célculos se reducen a encontrar aproxima-
ciones a raices de polinomios en cualquier campo algebraica-
mente cerrado.

También se trato de ver sélo las propiedades geométricas de
una superficie cibica que nos ayudardn a mejorar y entender
mejor el algoritmo, olvidindonos de las configuracién de las 27
rectas de la superficie..

La demostracién tradicional actualmente se puede encontrar en
Mumford, Algebraic Geometry I, Complex proyective varieties,
p. 174, 1a cual no es una demostracion constructiva sino de
existencia.

-
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Capitulo 1: CERRADOS ALGEBRAICOS AFINES Y
PROYECTIVOS

1.1 Definiciones

Comencemos por dar algunas definiciones basicas y la nomen-
clatura a utilizar,

Sea K un campo de caracterfstica cero y algebraicamente cerra-
do, entonces denotaremos por § como el anillo de polinomios
en s-variables, es decir, el conjunto K[x,....x;. Definimos un
multi-indice I= (i},...,i;) como un vector en N* y denotamos
por Il := =5 i,, asi podemos escribir

X:=(x,0axs), x! :=xI,' XS oy = iy i)
Una vez definido un multi-indice podemos escribir el subcon-
junto S; de S de polinomios homogéneos de grado d como el
conjunto S, ={fe S : fx)=Eysax’'}, de donde tenemos que
S=®:=l Sd.
Una vez definida nuestra nomenclatura, podemos pasar a lo que
es un cerrado algebraico afin y proyectivo.
Primero definimos la correspondencia V:

{Jc S:JESIDEAL DE S} X) {X SUBCONJUNTO DE K*}



Por
I - v,
donde
V= {pe K :fln)=0 para cada fe J}

DEFINICION 1.1.1: Un subconjunto X< K*no vacio es una
cerrado algebraico afin si X =V(J¥) para algun ideal J de S.

Notemos dos cosas importantes. La primera que J no es el
ideal cero, ya que X esta propiamente contenido en K* (el ideal
cero genera a K°) y ademds, como X es no vacio, J no puede
contener una constante. La segunda es que todo ideal de S es
finitamente generado esto es consecuencia del teorema funda-
mental de Hilbert y ademas de que los campos como anillos
son noetherianos.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE HILBERT: Sea A un
anillo. Si A es noetheriano, entonces Al x,,...,x;. es noetheria-
no.

Ahora si J ={f},..../,} entonces
V)= {pe K*: fi(p)=0,Vi=1,...,r}

Asf que una cerrado algebraico afin es justamente un conjunto
de puntos en K* que satisfacen un mimero finito de polinomios.

Si J={(f) es un ideal principal, entonces denotamos V(J) = V().

DEFINICION 1.1.2: Un subconjunto X c K* es una hiper-
superficie algebraica afin de grado m, si X=V(/) para algin
fe S polinomio de grado m. En el caso s=3 y m=2 la llama-
remos superficie algebraica afin cuadrdtica. Similarmente para
los casos m=3,m=4,m=5,... la llamaremos ciibica, cudrtica,
quintica,..., elc.



Como vimos anteriormente, / no puede ser constante.

Un polinomio /'€ § tiene una tinica expresion f=fy +/i +... +/y
donde f;e Sy, Vd=0,1,..,N. A tal descomposicién la llama-
remos, descomposicién homogénea de /.

DEFINICION 1.1.3: Un ideal 3 ¢ S es homogéneo, si para
cada (€ S la descomposicion homogénea f=fy+f1+...+fv de f
satisface que f; € 3 para toda i =0,1,...,N.

Usando de nuevo el teorema fundamental de Hilbert para J, te-
nemos que este estd finitamente generado por fy,,....fy, , donde
la descomposicion homogénea f;, = fy, +/u, +... +/u,, para cada
i=1,..,ry los f, homogéneos de grado d,, por lo tanto
3= (U fugrfuys--rfay ) donde M =M(). De donde podemos
suponer que J estd generado solamente por poiinomios ho-
mogeéneos.

DEFINICION 1.1.4: Sea Xc P*K el espacio proyectivo
s-dimensional sobre K, X es una cerrado algebraico proyecti-
vo, si X =V(J) para algin ideal J # U2, S; homogéneo de S.

Pedimos que J # U7, S, para que V(J) sea diferente de X # P°K
entonces si J=(fy,,....fs ) tendremos que

Vi)={pe PK: fy(p)=0,Vi=1,..,r},
entonces podemos ver que una cerrado algebraico proyectivo es
precisamente un conjunto de puntos que satisface un mimero fi-
nito de polinomios homogéneos.

DEFINICION 1.1.5: Un subconjunto X < P°K es una hiper-
superficie algebraica proyectiva de grado m, si X=V(f) para
algiin polinomio f€ Sn. En el caso s=3 y m=2 la llamaremos
superficie algebraica proyectiva cuadrdtica. Similarmente para



los casos m=3,m=4,m=5,..., la lamaremos cibica, cudrtica,
quintica, ..., etc.

De aliora en adelante trabajaremos en el espacio proyectivo
P°K, a menos que se indique que estemos en el espacio afin.

1.2 Multiplicidad de contacto

Consideremos ahora la interseccion de una hipersuperficie pro-
yectiva X = V(f) de grado m, con una recta /., Seanx? y y°, dos
puntos de / linealmente independientes. Un punto arbitrario de
la recta / sera de ja forma Ax"+ 0, este se encontrara sobre la
superfice X si, y solo si A" +1y%) =0.

Es posible que fx"+uwy% =0, esto sucede si, y sélo si /cX.
Consideremos el caso en que [ no esta contenida en X.

Sea

SR+ 0y = M0 + 5p0) = A T (e - ) = T ek~ dia)

<, ., s =i
con 7 ;e;j parai#j, donde s| $5;< ... <. y iy s =m.

DEFINICION 1.2.1: El nidmero s; es llamado la multiplici-
dad de comacto X y [ en el punto P; determinado por ¢; y d,
es decir, el punto cx®+dp°.

PROPOSICION 1.2.2: La multiplicidad de contacto de X y |
en P; no depende de la eleccion de x° y y°, ni del sistema de
coordenadas.

Demostracion: Seanx’ y y' puntos de la recta /, entonces

SO+ ) = T A+ dj)*,



donde suponemos que 1 << ... S Y E}i’.‘ ti=m.
Ahora bien exiten escalares ao,a1,b0 y b) en K tales que,
xi=apx® +boy, yi =aix®+ b0,
sustituyendo obtenemos que
SO +wy') = fiMaox® + boy) + ulaix0 + 5y0)
factorizamos a x° y »°
Slag+pa)x®+ (Abo + b y°)

=121 (ci(Rao + pay) +di(hbo + b))
=ITzi((cia0 + dibo)A + (ciar + dib )™
5 !
=TT A+ di)”
por lo tanto #,=s; y k=n, es decir, la multiplicidad de contacto

en P; no depende de la eleccion de los puntos x° y »°.

Sea Ae PSL(3,K) una tansformacién proyectiva, es decir un
cambio de coordenadas. La transformaciéon A manda a X en la
hipersuperficie X’ = V(") con f/ =foA~, esto es cierto ya que
xe X si, y s6lo si 0=/x)=fe A (Ax)=f"(Ax) si, y sblo si
Axe X/. La recta Ax%+uy® es transformada en la recta
AAx? +pAy® bajo A, por lo tanto

S A +1AYY) =fo AT AAX + pAY®) = A" + y0),
esto implica que
SAAL +pAY) = T (e~ di)*,
es decir, 1a multiplicidad de contacto X’ y la recta AAx" +pAy®

en el punto AP;, es igual a la multiplicidad de contacto de X y
Ia recta / en el punto P;. lLg.q4d.



Supongamos ahora que el punto x® esta en X , entonces la
muitiplicidad de contacto de X y / en el punto x® es igual a la
mdxima potencia de p que puede ser factorizada de flx® + y?).

Desarrollando en serie de Taylor.

o+ 0 = fix) + RTRCOYO + AR S0
donde fix% = 0, VAx®) es el vector gradlente defy hf(x") es la
matriz hessiana de /, definida como Aftx®);; = fr.x (x%)
Existen dos casos posibles que se pueden presentar:
a) VA% =0,
b) VAxY 0.

En el caso a), toda la recta / a traves de x° corta a X con multi-
plicidad 2 2.

DEFINICION 1.2.3: Liamaremos ¢ x° un punto singular de
X, en al caso de que Vf(x*)=0.

En el caso b), / intersecta a X en x? con multiplicidad 22 si, y
s6lo si VAx")y® =0, es decir, si, y solo si y° esta en fa hipersu-
perficie proyectiva de grado uno

—a—f—(x°)vn+ +—§£(x Ny;=0

DEFINICION 1.2.4: La hipersuperficie mencionada el caso
b) es Hamada el espacio tangente a X en x° el cual denotare-
mos por T,X. Para el caso s=3 la Hamaremos plano tangente
aXenx'



Plano tangente a una hipersuperficie no singular en x.

DEFINICION: 1.2.5: Una hipersuperficie proyectiva no sin-
gular es aquella cuyos puntos son no singulares.



Capitulo 2: SUPERFICIES CUBICAS

2.1 SUPERFICIES CUBICAS

En nuestro estudio nos concentraremos en las superficies alge-
braicas proyectivas ctibicas no singulares, las cuales llamare-
mos por simplicidad superficies ctibicas, mientras no exista
posible confusién de estar en el espacio afin o en el proyectivo.

Como consecuencia de la no singularidad tenemos las si-
guientes proposiciones para una superficie cibica X en PK.

LEMA 2.1.1: Sea pe X< P*K un punto en una superficie ci-
bica. Si la interséccion de X con el plano tangente T,X es una
curva ciibica plana C=XnT,X, entonces p es un punto singu-
lar de C.

Demostracion: Sea 1< T,X una recta que pase por el punto p,
esto implica que la multiplicidad de contacto de / en el punto p
a la superficie cibica es a lo menos dos, por lo tanto
Ax® 4+ py®y = p?(u — o), donde x® + py° es la ecuacién de la recta /.

Ahora bien, esto significa que los puntos x° y x®+oy® estdn en
la superficie ctibica y en la recta /, la cual esta contenida en
T,V({), por lo tanto si restringimos a f al plano tangente 7,V(f)



tendremos que fizv (2° + %) =x0+ W), es decir la multipli-
cidad de contacto en el punto p de la recta/ a la curva C es a lo
menos dos, pero como esto se cumple para toda recta /< 7,X

que pase por p, entonces toda recta en 7,X que pase por este
punto es tangente a C, lo cual sucede solo en el caso de ser pun
punto singular de la curva. l.g.q.d.

Elpuntop € C=XnN T,X es singular en C.

La siguiente proposicién analiza las relaciones de las rectas
contenidas en la superficie cibica X y como es la interseccion
de un plano = < P?K con la superficie ciibica.

LEMA 2.1.2: a) Sea & un plano en P’K, entonces n intersec-
ta a X en alguna de las siguientes curvas;

i) Una cubica irreducible,

ii} Una conica mds una recta,

iii) Tres rectas distintas.

b) Existen a lo mds tres rectas en X a
través de algin punto p de X ; si hay dos o tres, ellas deben ser
coplanares.



Demostracién: a) Probaremos que una recta miiltiple es impo-
sible, para cual damos primero una demostracién geométrica y
después una demostracién algebraica.

Supongamos que el plano n intersecta a X en una recta doble /
mds una recta simple m. Sea p el punto de interseccién de esta
dos rectas, entonces para toda recta distinta a / y m que este
contenida en el plano © y que contenga al punto p, tiene multi-
plicidad de contacto tres con la superficie X en p, es decir
n=T,X.

Sea 1 una recta arbitraria en P’K que pase por el punto p, por
lo tanto el plano n/ que contiene a / y a n, intersecta a X en la
recta doble / mas otra recta simple m’ y por el mismo argumen-
to del parrafo anterior el plano n’ es el plano tangente a X en el
punto p, lo cual contradice la suposicidn de que la superficie X
es no singular.

La curva T~ X no contiene rectas dobles

Cabe mencionar que en el caso de que la superficie X fuera sin-
gutar, entonces como los puntos de la recta / son puntos singu-
lares de la curva n X, por lo tanto el plano = es tangente a la
superficie X a lo largo de toda la recta /.

10



Una demostracion algebraica es la siguiente:

Sim:(I'=0)y!:(Z=0)cr, es decir /: (T=0,Z=0), entonces
diremos que / es una recta doble de X n 7 si f es de la forma

XY, 2, D=2 AX, Y, 2.+ TB(X, 1, Z,T)

donde A es una funcion lineal y B una funcion cuadritica.

Calculamos el gradiente de la ecuacién de la superficie y busca-
mos cuando este se anula

(S TSI _31)
VX, Y'Z’n‘(ax’ay' 9237

Si calculamos las parciales obtenemos que:

o a 2
_a/{{=zzm+mx, 5§=Z‘Ar+my
a’ . a 2
——a‘é=ZZA+ZZA7'+TBr, ‘éé:=d.A"+m"'+B

Por lo tanto

Vof =(Z2Ax+TBy, Z2 A p+TBy, 2ZA+Z* A 1+TB 1, Z A +TB 1+B)

y Vof=0en Z=T=B=0 es decir B(X,Y,0,0)=0 (esto porque B
no es constante) contradiciendo que X es una superficie no sin-
gular.

b) Sea pe X, entonces por el inciso a) la interseccién T,X con
Xes:

i) Una ciibica irreducible,

11



if) Una conica mas una recta,
iii} Tres rectas distintas.

Para el caso /i), Las tres rectas estan contenidas en la superfi-
cie y ademds son coplanares por encontrarse sobre el plano
T,X. En el caso de que no concurran, entonces las tres rectas
I, I; y I3 concurren por pares en los puntos {P\;}=!/,n1;,
{PuY=hnilyy {P3}=4 I, donde alglno de estos tres pun-
tos es el punto p.

El plano 7,X es tangente a cada uno de los puntos Py, P2 y
Py3, ya que toda recta / € T,X que pase por alguno de los pun-
tos P, intersecta a X en el punto P, con multiplicidad de
contacto dos (por ser singular) y en el punto 0 con multiplici-
dad de contacto uno, donde {Q}=1n/;, por lo tanto los planos
T,X y Tp,X son los mismos, es decir el plano 7,,X es un plano
tritangente.

Al conjunto formado por tres planos tritangentes se le conoce
por triedro de Steiner.

Existen a lo més tres rectas de X a través de un punto p € X.
El caso de que las tres rectas concurran en el punto p, tendre-

mos que este es un punto singular de la curva t X, por lo tan-
to el plano © es tangente a X en el punto p. lg.q.d.

12



DEFINICION 2.1.3: La polar de una superficie ciibica
X = V(f) es una funcion

fi: PKxPK—>K
definida por

AXHZ TX, Y. Z, T =X + Y +1,2 + /7T

Observemos que si tenemos que P=(X,Y,Z, e X y P=Q con
Q=.Y,2!,T e X, entonces /1(P.Q)=/(Q,P)=0 si, y solo
si, Ipg = TpX, donde /5, es la recta que pasa por P y Q.

La observacion anterior resulta obvia si vemos que la funcién
polar es la ecuacidn del plano tangente en el punto P, es decir
P00 =1(0;Py=0 si, y solo si, Qe TrX y Pe TyX, por lo
tanto la recta /pp es tangente a X en los puntos P y Q, es decir
la multiplicidad de contacto de X con la recta es a lo menos
dos en cada punto, esto implica que el grado del polinomio
Fx®+py% donde x°,3% € /, es a lo menos cuatro, lo cual sucede
s6lo en el caso de que el polinomio sea el polinomio cero, es
decir en el caso de que / < X.

Otra observacién es que la polar de f es lineal en sus dltimas
cuatro entradas

fl(Pv}"Q+R)=}"fl(P1Q)+fl(P|R)
donde P,Q,Re PK y Ae K.

LEMA 2.1.4: Sea C=V(f) una curva ciibica en P?°K. Si C es
irreducible y singular, entonces C es una cibica nodal o cuspi-
dal.

Demostracion: Sea C=V{f) un curva citbica donde

13



SX Y, D)= a300X’ +agaoY? +agesZ}
+az1052Y + @ X*Z
+ay0XY? +agn *Z
+0102XZ* + ap2YZ?

+anXYZ

y supongamos que p=(0,0,1)eC, esto implica que el coefi-
ciente agyy es cero.

Una curva cibica plana irreducible no puede tener més de un
punto singular, porque si hay dos puntos singulares en C, en-
tonces la recta que pasa por ellos, en cada uno de estos puntos
tendrfa multiplicidad de contacto a lo menos dos, con la curva
C, es decir, el polinomio fix"+w®) tendrfa cuatro raices y por
lo tanto Ia recta estaria completamente contenida en C, lo cual
contradice la hipdtesis de ser una curva irreducible.

Supongamos que p es el punto singular de C, por lo tanto
VAipy=0, es decir, fx(0,0,1)=0, f¥(0,0,1) =0, 2(0,0,1)= .

Calculemos V/ip)
Sfe=3a:0X? +2an0XY + 2a:0 X2+ ey +a 2t +amYZ,
Sy =3ag0Y? + a20X2 + 200XV + 2000 YZ + api2a 22 + a1, XZ
Sr=am X+ apn Y2 + 2010 X2+ 2ap2 Y2+ ay XY,
evaluando en p=(0,0,1)
Jx(0,0, 1) =avpp, f(0,0,1) =apn, fz=(0,0,1)=0
por lo tanto los caeficientes aig2 ¥ apz son iguales a cero.
Ahora calculemos la matriz hessiana 4/ en p, donde

14



S fo Sz
Wf=| fo fwr fzr |,
Nz for fzz
con
Sxx=6apX+2axY +2a:0Z,
Jrr=6anol+2a1nX+ 20012,
S22=2a100X + 2a012Y,
Sir=2anX+2a 0l +amz,
Siz=2an X+a¥,
Szr=2amY+an X,
sustituyendo en p
Sx(p) = 2an1, frr(p) = 2an1, fu@)=awm,
Szp) = fxzlp) = frz(p) = 0,
obteniendo que
2a300 am 0
h0,0,1})=| am 2a0u 0
0 0 0
Denotemos por

2a00 amn
ay;  2a0

Hf(0,0,1)=det( )=40201aoz| -aly

y lo llamaremos el hessiano de /.
Abhora bien
R fXYD = amX® +aoo?® +ancX?V+an X2
+aXY? +ag VP Z+ a1 XYZ,

15



entonces la mejor aproximacién cuadritica a C en el punto p es
la curva cuadritica V(»'f}, donde

WAX,Y,Z) = ayuX* + ayn XY +agy V2

inducida por la matriz hessiana bajo la biyeccién natural

2A B D
A+ BXY+CY2+DXZ+EYZ+FZ: & B 2C E
D E 2F

entre los polinomios cuadriticos homogéneos y las formas bili-
neales simétricas sobre K*.

La curva V(#’f) es reducible a un par de lineas L, Lz, con

Ly Qe X+ (an - \}afn —dayiam )Y=0),
Ly : Qo X+ (a + ,[af“ —4axam )Y=0),

donde a?|, —4amaon =-Hf0,0,1).
Tenemos dos casos:

a) Hft0,0,1) = 0 caso cuspidal,

b) Hf0,0,1) = 0 caso nodal.

Tipo de curvas ciibicas singulares.

16



Caso a) Si Hf0.0,1)=0, entonces L, =L,, decimos entonces
que el punto p es un punto cuspide y C una cibica cuspidal.Su-
pongamos sin perdida de generalidad que la ecuacién de L, es
(X=0), esto implica que ay;1 =0 y a0y =1, pero estamos supo-
niendo que

aiy = 4ama =0
por lo tanto ag =0, concluimos que:
/(X. Y, Z) = 030()/\’3 + dg30 e + a;mXI Y+ Z+a 13(;,\’)'2
Sea T'e PSL(3,K) una transformacion proyectiva definida por:
T, Y, Z)= (X, Y.—az0X — a210),
aplicando el polinomio f a la transtormacion tenemos que
ST, Y, Z) = apgo VP + X2 Y+ a)20XY?

observemos que el coeficiente aqy es diferente de cero, ya que
de no ser asi C seria reducible a;

ATX.Y,2) = X(NZ - ay)?)

contradiciendo nuestra suposicién de ser C un curva irredu-
cible. Por esta razén podemos detinir la transformacion

UX,Y.2)= (X,—-lﬂgn—,\'-i- Y.GX+HY+2Z),
3ao3o

3 2
a0 a120
G=aoso( ) —llno( ) ,
Jage 3an

3
20 {129
H= —3(1030( ) +2(l|zo( ) s
3ao3o 3aop

con Ue PSL(3,K), por lo tanto
AUTK,Y,2)) = apzV* + X2,

donde

17



De esta manera podemos suponer que la ecuacién de una curva
clibica con la cuspide en el punto (0,0, 1) tiene como ecuacién

AN Y, 2) = aool? +XPY.
Caso b) Si Hf(0,0,1)#0, entonces L; #L,, decimos entonces
que p es un punto nodo y C una ctibica nodal. Supongamos sin

perdida de generalidad que la ecuacion para L, es (X=0), y
para L, sea (¥Y=0), esto implica que:

HR0,0,1)=XY
por lo tanto los coeficientes aag, aoy Son iguales a cero y
ajn =1, obteniendo que la ecuacién de C sera:
f(X, Y,Z) = (1300/\’3 +a030Y3 +02|0X2 Y+(1120XY2 +XYZ
Sea T'e PSL(3,K) una transformacion proyectiva definida como
IX Y. =X Y,—anX-anY+2)
evaluando el polinomio f en la transformacién
ﬂT(X, Y,Z)) = a;ooX3 +a030}’3 +XYZ
Por lo tanto podemos suponer que la ecuacién de una curva
ctibica nodal con el nodo en el punto (0,0,1) tiene la ecuacién
XY, 2y = a3 +ap Y +XYZ
donde los coeficientes aap, ao30 son diferentes de cero, ya que

de otra manera la polinomio f seria factorizable en algina de
las siguientes formas:

SX Y, 2) = VauY? +XZ) siap =0,
AX,Y,2) = X(aswX? + YZ) siag =0. l.g.q.d.

El siguiente teorema nos da una demostracion de existencia de
una recta contenida en una superficie ctibica mediante una
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construccion, la cual sera la base para el algoritmo a construir
en el siguiente capitulo.

PROPOSICION 2.1.8: Existe a lo menos una recta en la su-
perficie ciibica X.

Demostracion: Sea pe X=V(f) y C=T,XnX una curva ciibi-
ca plana que por el Lema 2.1.1 es singular en p e C. Podemos
suponer que la curva C es irreducible, ya que de otra manera
esta curva seria una cénica (reducible o irreducible) mas una
recta la cual se encuentra sobre la superficie y entonces habria-
mos terminado. Supongamos que la curva plana C es irredu-
cible y por el Lema 2.1.4. ésta es una ctibica cuspidal o nodal.

Podemos elegir coordenadas (X,Y,Z,7) de PK para que
T,X: (I'=0),p=(0,0,1,0), y
C:(X*Z=RY’) 0 (XYZ=RX*+SY*), con R,S#0,

donde C es cuspidal o nodal dependiendo de la matriz de se-
gundas derivadas (o matriz hessiana) de f en p.

Primer caso: Si la curva es una cibica cuspidal, supongamos
que:

X, Y,Z2,T)=X"Z— RV’ +gT,
donde g=g(X,¥,Z,T) es una forma cuadritica.

El punto p=(0,0,1,0) vive en la superficie y por ser esta no
singular, entonces el gradiente en este punto es diferente de
cero.

Si calculamos el gradiente tenemos que
Vﬂf= (2XZ+gXT;3Y+gYT)X2+gTT)g+gTT)’

evaluando en p=(0,0,1,0).
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V,/=(0,0,0,g(0,0,1,0))
y por lo tanto g(0,0,1,0)= 0, es decir, si escrlbxmos agdela
siguiente manera
g, Y,Z, Ty =AX? + BY* + CZ? + DT* + EXY + FXZ
+GXT+HYZ+ IYT+JIT
entonces C es diferente de cero.

Sea Py =(1,0,R0’,0) una pardmetrizacion de nuestra curva C,
con o € K. Sea /p,o una recta de P°K a través de P, que inter-
secta al plano n:(X=0) en un punto @=(0;Y;Z; 7). Esta recta
estard contenida en la superficie X si, y sélo si fAPo+p2)=0

\ N

o/g

Recta P.Q contenida en X atravesando a lacurva C .

Si expandemos fi\P, + 1) en serie de potencias tendremos que
SP+pQ) = MRPo) + A1 (Pa; Q)+ MUZA(Q: Po) + WAQ),
donde f; es la polar de f y APy} =0, por lo tanto fAAPa+uP)=0

si, y 8610 i, f1(Pu, @) =/1(Q, Pa) =AQ) = 0.
Abhora calculemos a 7, la polar de f
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N YLZTX Y 2 T = QXZ+ v TIX + (F3RV: + g2y TV
X2+ g, D2 + @+ g DT
factorizando a T, tenemos '
NXGCLZ XY, Z,T) = 2X2X < 3RV Y + X2 + ¢ T+, T,
donde g =g (X, V,Z, X', ¥.Z/,T') es la polar de g, siendo g,
una forma bilineal simétrica, es decir g,(Pu; Q) = g1 (D Pu) -

Sustituimos Py = (1,0, R03,0) y Q=(0,Y.Z,7), obtenemos las
cuatro ecuaciones que deben cumplir a y Q=(0:Y:Z:7) para
que la linea /5, este contenida en X.

L=fi(Pu; Q)= =3Re2Y+Z+g(l, 0, Ro2,0)T = 0,
M= f1(0; Po) =-3R02 4+ g1 (1,0, R0, 0,0, Y, 2, NT =0,
N=flQ)=-RY*+g(0,Y,Z,T)T=0.

Probemos ahora que el sistema de ecuaciones L= M=N=0
tiene solucion, es decir, si las superficies V(L), V(M, y V(N) de
grados uno, dos y tres respectivamente, se intersectan e¢n un
punto (o:n:{:1) e PK..

De la ecuacidn L =0 podemos despejar Z, es decir,
fi(P; Q) =0 Z=3RaY-g(l,0,R0?,0)T
y la sustituimos en M =0, en donde
g(Pu) = CR20® + HRa* + FRo + Ba? +Ea+ A € K]

es un polinomio de grado seis por ser C #0.
M=-3RaY? +g1(Py;0, Y, 3R Y- g(P )T, )T

Pero por linealidad de la polar g, en sus dltimas cuatro coorde-
nadas tendremos que:

M=byY +b YT+ b, T2,
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donde
bo =—3R(X,
bl =gl(P(1;0: 1’3Ra210)!
bz =g|(P(1;01 0:"8(})0:), l)x

desarrollando los polinomios
bo =-3Ra,

by =6CR* 0’ +4HRo® + 3FRO +2Bou+ E,

by ==-2C%*a° -3CHR?0." - 3CFR*0® - (2BC + H?)Ro®
~2(CE+ FH)R0.* - (2CAR + BH + F2R - JR)0. — (EH + BF)ni2
—(AH+EF~-Do—-A4F+G.

De manera dnaloga sustituyendo Z en la ecuacién N=0
N=-RY +g(0,Y,3R02Y - g(P)T, T)T,

lo cual pedemos escribir de la siguiente manera
N=-RY+g(¥(0,1,3R0?,0)+ 7(0,0,-g(Pu), INT,

expandiendo en potencias de A y i,
N=col? +¢, YT+ VT +¢3 772,

donde

co=—-R,

¢ =g(0,1,3R0?,0),

c2=g1(0,1,3R02,0;0,0,~g(Po), 1),

c3 =£(0,0,-g(Pq), 1),
desarrollando los polinomios en o,

Co=—R,
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¢ =9CR*a* +3HRo? + B,

c2 =-6C2R30b ~ TCHR?0® - 6CFR?a’ — (6BC+ H*)Rat!

~(6CE + FH)Ro? — (6ACR - BH - 3JR)0t* — EHo + [~ AH

c3=C R +2C?HR a0 + 2C2 FR3 0’ + (2BC? + CHHR o

+2(C2E+ CFHNR*0" + (CF?R+24C*R+ 2BCH~ CJR)Ru®

+2CEH+2BCF)Rot® + (B2 C+24CHR+2CEFR — HJR)o!

+QACFR+2BCE - FIR)0? + (CE* + 24BC — BJ)a?

+(QACE-ENou+A*C+ D~ AJ.

Ahora bien, las siguientes ecuaciones tienen un cero en comin

M:1 e P'K,

M=b()y2+b|YT+b2T2=0,
N=CQY3+C|Y2T+CZ}’T2+63T3 =0

si, y sélo si el siguiente resultante es cero:

by b

0 by

Ry(o)=det| 0 0
T Cy Cy

0 ¢

by
by
by
C2
4]

0
b,
b
c3
C2

El cual es un polinomio en o de grado 27, lo cual podemos
probar si tomamos los términos principales de cada entrada y

calculamos el determinante:
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-3R0. 6CR2® —2C2R30° 0 i]
0 -3Ro  6CR*0° -2C*R%° 0

det| 0 0 -3Ra. 6CR205 —2C R’
-R  9CR%*a* -6CR}a? C)Ra? 0
0 -R 9CR?*0* -6C?R30E  CPRYo1?

Obteniendo el polinomio C®R"'a?’ de grado 27 en o donde

C,R=0. Por lo tanto Ry;(c) es un polinomio de grado 2.

Una vez obteniendo la raiz oo, para este resolvamos el sistema:
bo(0o) Y+ b (00) YT+ b3(00)7? =0,

()2 + ¢ 1 (o) Y2 T+ c2(0o) YT? +¢3(00) = 0

el cual tiene solucién ya que su resultante es igual a cero. Sea
(n:1) un solucién al sistema anterior, por lo tanto sustituyendo
en la ecuacion

Z=3Ra?Y-g(l,0,Ro?,0)T

la cual es equivalente a la ecuacidn L =f;(Pq; 0) =0.

Definamos como ¢=3Ro’n-g(l,a,Ra’,0)t, concluimos en-
tonces que el punto (cx:7:¢: 1) se encuentra en la interseccion
de las superficies V(L), V(M) y V(N), por lo tanto, la recta /p, g
que esta determinada por los puntos (1;0;R03;0) ¥ (0;m; &),
esta completamente contenida en la superficie X, por ser solu-
cién para el sistema L=M=N=0.
Segundo caso: Si la curva es una ctbica nodal, entonces su-
pongamos que
fX,Y,Z2,T)= XYZ-RX* ~-SY? +gT, con R y S#0.

Por vivir el punto p=(0,0,1,0) € X, entonces V, /¢, donde

Vof=(YZ-3RX? + gyT, XZ~3SY* +gyT, XY+ gzT,g +g1rT),
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evaluado en p

V.f=(0,0,0,£(0,0,1,0)) 0 ¢ C20.
De manera completamente analoga al caso anterior calculamos
afi lapolardef.

fi=WXY,Z,T:X, Y, Z, Ty = (YZ- 2RX})X' +(XZ~3SY2)Y!
+XYZ' +gT +g T,

Sea Po=(o,0% R+Sc,0) una pardmetrizacién de la curva C
cono#0,y 0=(0,%,Z 7). Encontremos ahora la condiciones
para que la recta /p,o este contenida en X. Expandiendo

fAPo+pQ) en términos de la polar de f, obtenemos las ecua-
ciones:

L=fi(Po; Q) = (~250* + Ro)Y + 0’ Z + g0t 002, R+ Soe?, 0) T,

M=£(Q; Pa) = YZ0.=-3SY?0? +g (0, 02, R+ 502, 0;0, Y, Z, DT,

N=fiQ)=-S1*+g(0,Y,Z2,TT.
Resolvamos este sistema en (o;; £;7) despejando a Z de la
ecuacion L =0 y sustituyéndola en M=0.

Z=(250.—Ro2)Y +g(Pa)o T,
donde g(Py) = CS?at® + HS0S + (B + FS)o* + 2CRS + E)oi?
+(A+ HR)o? + FRo+ CR?,

es un polinomio de grado seis en K{a], ya que C#0, por lo
tanto,

M= Y(280 - Ra~2) Y+ g(Pe)o~* o — 38Y2a?
+g(0, 02, R+ 503, 0;0, ¥, 28~ R )Y +g(Po)o* T, T,

pero por linealidad de las tiltimas cuatro cordenadas de g
M= buy2 +b YT+b2T2,
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donde
bo=~(So? + Ro™"),
by =g(Po)o? +g1(Pa; 0, 1,280~ R 2, 0)
bZ =gl(Pﬂ;01 O,g(Pu)(X's, l) )

ahora, si desarrollamos estos polinomios, tendremos que:
by =-S02 - Ro.™!,

b =5CS*a* + 4HSa? + 3(B + FS)a? + (2E +4CRS)o.
+4+HR-CR?*0.2,
by =2C*S%0’ + 3CHS 0’ (2BCS + H2S + 3CFSH)ot
+(BH+2CES + 2FHS + JS + 6C RS Y02
+(I+BF + EH+2ACS+ F2S + 6CHRS)02
+EF+G+AH+2BCR+ H*R+6CFRS).
+AF+2CER+2FHR+ JR+ 6C*R*S+ (2ACR + F*R + 3CHRY)0™!
+3CFR*02 +2C%*R%u03,
Para este caso tenemos que bg, by y by, son funciones racio-
nales en a., es decir, bg,b;,b2 € K(0).
Ahora sustituimos Z en la ecuacién N =0,
N=-87+g(0,Y,250.— Ro2) Y +g(Po)o > T, )T
lo cual equivale a:
N==8Y+g(¥(0,1,280.~ Ro:2,0) + T(0, 0, g(Pu)ou =3, )T,
expandiendo en potencias de A y p,
N=coPP +\ V2 T+ e YT 4¢3 T°

donde
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Cp= =S N
c1 =g(0, 1,280 Ro2,0),
c2=g1(0,1,280.- R0 2,0;0,0,g(Pe)o, 1),
c1=g(0,0,g(Pa)o3,1).
Desarrollando éstas funciones racionales en ¢, tenemos que:
Co= - N
¢y =4CS%a? +2HSu+ B-4CRSo~' — HRa™2 + CR 0™,
¢ =4C*S%a* + 5CHS 0} + (4BCS + H2S + ACFS?)a?
+(BH+4CES+ FHS +2JS + 6C2RS 0.+ 4CS(A+ HR) + [+ EH
+(AH-2BCR+ H?*R+2CFRS)a! +(FHR — 2CER - JR)0.2
~(2ACR+ CHR)0 = 2CF?R*a~* - 2C* R0,
ey =CS0S +2C2HS?0° + (2BC?S? + CH?S? + 2C*F5*)ot
+(2BCHS + 2C*ES® + 2CFHS? + CJS* +4C* RS%)o?
+(B2C+2BCFS+ 2CEHS + HJS + S*(2AC + F* + 6CHR))02
+(2BCE+ BJ+ FJS+2CS(EF + AH+ 2BCR+ H*R+ 3CFRS))0.
+2ACFS+4C*ERS +4CFHRS + 2CJRS + 6 C3 R2S?
+(2ACE+ AJ+2BCFR+2CEHR + HJR + 4AC*RS
+2CF RS+ 6C*HR2S)0r™!
+(A2C+2CEFR+24CHR + FIR+2BC*R* + CH*R?
+6C2FR2S)0.?
+(QACFR+2C?ER? + 2CFHR? + CJR2 +4C* R3S 3 .
También en este caso las funciones co, c1,¢2,¢3 € K(ax).
Con el cambio de variable p= 0%, definimos a
by = bo(B), b = bi(B), b7 =b2(B),

27



co=co(B), ¢} =c1(B), ¢y =caB), ¢ =c3(B).

De la misma manera obtenemos un polinomio resultante Ry (),
el cual es cero si, y solo si las ecuaciones M =0, N=0 tienen un
cero en comiin (n; 1) € PK.
by by by, 0 0
0 by b, by, 0
Ru@)=det| 0 0 oy b} b} |,
chchocydy 0

0 c{, c’, cg cg

que de manera analoga al caso anterior este también es un poli-
nomio resultante en § de grado 27. Por lo tanto obteniendo una
raiz iy, para este polinomio, resolvamos el sistema bajo la sus-
titucién de ao=f;°, donde o # 0, implica que B # 0, 0!
bo(0tg) Y2 + by (0to) YT+ by(0g)T? =0,
Co((!o)YJ +C|((Xo)Y2T+ Cz(uo)m +C3((X()) =0,

este sistema tiene solucidn ya que su resultante es igual a cero.

Sea (n;7) un solucién al sistema anterior, sustituyéndola en la
ecuacion:

Z= (280~ Ro )Y+ g(P)oT,

1a cual es equivalente a la ecvacion fi(Pq, 9)=0.
Definamos como ¢ = (2S¢~ Ra 2+ g(Pe)o 3T, conncluimos en-
tonces que la recta /p,p que esta determinada por los puntos
(o 0% R+S03;0) y (0, Y,Z,T), esta completamente contenida en
la superficie X, por ser solucidn para el sistema

JilPa, Oy =fi(Q,Po) =f1Q) = 0. lg.q.d.

El siguiente corolario nos da la cantidad de rectas que se en-
cuentran sobre una superficie cibica no singular.
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COROLARIO 2.1.6: Existe exactamente 27 rectas contenidas
en una superficie cibica no singular.

Demeostracion: En la demostracion de la Proposicion 2.1.5, se
probd que existe un polinomio resultante Ry (o) 0 Ry(B) segiin
sea el caso, que tiene 27 rafces ya que @ # 0,0 y por la Propo-
sicién 2.1.2, la superficie no tiene rectas dobles, por lo tanto
las rafces de Ry;(¢) son todas distintas. Pero cada raiz o de
éste corresponde un dnico punto Py, el cual determina una tini-
ca recta diferente en la superficie, de donde existen exacta-
mente 27 rectas contenidas en una superficie cdbica no
singular, l.q.q.d.

\ T0
P2_\

X=0 Pl

C h

Cada rafz 01, 02 del polinomio resultante R27 determina rectas diferentes /p,p v
Ip,@ completamente contenidas en la super(icic X,

PROPOSICION 2.1.7: Dada una recta | contenida en la
superficie X, existen cinco pares de rectas {I;, 1}y de X tales
que:

i) 1, 1; y I son coplanares para i=1,..,5 ;

i) hol)alull)=6para i#j.
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Demostracién: i) Sea n es un plano de P*K que contiene a /,
entonces la interseccion del plano con X es la recta / mas una
cdnica (la cual puede ser reducible o irreducible), esto se probéd
enla Lema 2.1.2. inciso a).

Tenemos que probar que hay exactamente 5 planos x; distintos
con /cn; para los cuales ocurre el caso irreducible. También
por el inciso b} del Lema 2.1.2 la cénica reducible no puede
ser una recta doble.

Supongamos que la ecuacién de / sea (Z=0,7=0) y escribamos
la ecuacién de / de la siguiente forma:

fX,Y,T,2)= AX2 +BXY+CY? +DX+EY+F (%)
donde A,B,C,D.EFcK[Z T con A,B y C funciones lineales, D
y E funciones cuadraticas y F una funcién ciibica. Para cada Z
y T podemos considerar la ecuacién (¥) como la ecuacién de
una cénica en las variables X' y Y, ésta es reducible si, y sélo si

A =4ACF+BDE-AE?*-B*F-CD*=0,

donde A=A(Z,T) es funcién de Z y T por ser también A, B, C,
D,EyF.

Ya que existe una biyeccion natural entre los polinomios
cuadriticos homogéneos y las formas bilineales simétricas
sobre K* dadas por la formula.

2A° B D
AY 4+ BXY+CY +DXZ+EYZ+FZ? & B 2C E
D E 2F

La forma cuadritica es degenerada si, y sélo si la matriz es sin-
gular

2A B D
dtf B 2C E (=0 & AZT=0
D E 2F
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Ahora bien cualquier plano 7 a través de /: (Z=0, T=0) tiene la
ecuacion n: (0Z = AT); podemos suponer que u=0, ya que de
otra manera si i =0,entonces x: (T=0), aplicando el siguiente
cambio de coordenadas:

KrZD-> X1 T.2

y bajo este nuevo sistema de coordenadas, Ia ecuacion de la
recta / es la misma, pero la ecuacién del plano es n:(Z=0),
por lo tanto podemos asumir siempre que p =1, ast que Z=AT.

Si restringimos la ecuacion de f al plano =, es decir /i, ¢s la
ecuacién que corresponde 2 al curva X N, tendremos que:

fie =AT, DX24BAT, DXY+C(AT, )Y
+DAT, NZ+EQT, Y+FOT, T,

ya que Z=MAT pero como AB,CDE y F son polinomios ho-
mogéneos, entonces podemos escribir a fi; de la siguiente man-
era

fia=TQX.Y,T)
donde
QX Y, T) =AM\, DX*+B(A, DXT+CRA, 112
4D, DIXHER, DTHFQ, 1T?
esto porque
AT, Ty =AM, DT, BAT, D =BA, 1T, CAT,. =CA, 1)T,
DT, T) =D, )T?, EQAT, T)=EQ, DT2, FAT, D =FQA, )T

son A, B y C polinomios de grado uno, D y E de grado dos y
F de grado tres.

La curva X tiene por ecuacién:
(T=0,QX,1,2)=0).
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Elplano Tt cortaa Xentarecta {1 (Z=0,T=0) y en la conica (Q = 0).

La cénica (Q = 0) es reducible si, y s6lo si
AL 1) =4AR, DT, DF, 1THBA, DDA, DER, 1)
~A(, DE(, 1*-BQ, 1)2F(, 1)
~C, HDA, 1) =0

Ahora A(A,1)€K[A] es homogéneo de grado 5, este tiene 5
raices contando la multiplicidad y cada raiz determina un plano
71 (Z=MT) que tiene la propiedad de que contiene a la recta
1:(Z=0,T=0) de la superficie, y la interseccién X nx; son tres
rectas distintas. Para probar la proposicién tenemos que ver
que no tiene raices multiples, esto también es consecuencia de
la singularidad de X.

Ahora demostraremos que A(A, 1) tiene solamente rafces sim-
ples, para €50 supongamos que (A=0) es raiz y sean: (Z=0) ¢l
plano correspondiente a ésta rafz, basta probar que A(Z,T) no es
divisible por Z2. X es un conjunto de 3 rectas y dependiendo
si ellas concurren, podemos arreglar las coordenadas para que
las ecuaciones de las rectas sean las siguientes:

a) (T=0), I : (X=0), I, : (Y=0) si concurren las rectas;
b) (T=0), I, : (X=0), /: (X=T) si no concurren las rectas.
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Caso a) Caso b)

Caso a) Supongamos que la ecuaci6n para f sea
[=XYT+Zg,

con g una forma simétrica cuadritica y en términos de la ex-
presion

fXVT,2)= AX* +BXY+CY +DX+EY+ *
debido a que BeK[Z Tes lineal, entonces es de la forma
B=oZ+ T, sustiyendo en (¥)

[=PXYT+AX* +CY?+DX+EY+F + XY ,
pero por hipétesis f=XYT+ Zg, por lo tanto B =1, lo cual impli-
ca que:

Zg = AX*+CY+DX+4EY+F+aXYZ,
esto implica que Z divide a ACDE yaF.
Asf sustituyendo B = T+0.Z en la ecuacion
A(Z, T) = 4ACF+BDE-AE2-B2F-CD?
obtenemos
A(Z,T) = 4ACF-AE?-CD?+(T+ aZ)DE—(T+ aZ)’F

desarrollando
A(Z, T) = 4ACF-AE-CD*+TDE+0ZDE-T?F-202TF-0.2 Z*F
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de donde conclufmos que
MZ, T = ~T2F (mod Z2)
Basta con probar que F 1o es congruente a cero modulo Z2.

El punto py=(0,0,0,1)eX, la cual es una superficie no singu-
lar. Calculando el gradiente de / obtenemos:

Vof = (YT + 2gy XT+ 2g v, Zgr+ 8, XY + Zg7)
Por estar py en X tenemos que:
VpJ-‘- (0) O’g(p(l)) 0) z0
por lo tanto, g(0,0,0,1)# 0, es decir, coef;2(g)= 0, por lo tanto
el término T2Z de f tiene coeficiente diferente de cero.
En términos de la ecuacién (*), F es un polinomio homogéneo
de tercer grado en K[ 2,77, por lo tanto el termino 72Z del poli-
nomio f pertenece a F, es decir, F tiene un termino con coefi-
ciente diferente de cero que no es divisible por 22, de donde
concluimos que Z2 no divide a F, es decir Z es raiz simple de
AZ,T).
Caso b) Supongamos que la ecuacitn de / es de la forma
f=XTX-D+Zg
con g cuadritico y en términos de la expresion (*), por ser A
lineal y D cuadritica en K[{Z, 71, entonces son de la forma
A=aZ+bT, D=oZ?+BZT+1?, si sustituimos en (*)
[=(aZ+bTIX* +BXY+ CY2 4+ (aZ? + PZT+YTH)X+ EY +F
desarrollando,
f=bX*T+YXT? + BXY + CY2 + EY+ F + aZX? + 0XZ2 + BXZT
pero por hipétesis, f=X*T-XT?+Zg, por lo tanto b =1, y=~-1,
es decir, A=T+aZ, D=-T2+qZ? + P27 y
Zg =BXY+CY + EY+F + aZX? + 0XZ? + BXZT
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concluyendo entonces que Z divilea B, C,EvyaF.
Sutituyamos A y D en la ecuacién A(Z,T)

AZ,T) = 4(T+aZ)CF+B(-T% + aZ? + BZT)E

~(T+aZ)B3=B*F~C(~T% +0Z2 +PZ1?,
modulo Z? quedaria reducida la siguiente forma
AZ,T)=-C(~-T* +aZ? +PZN? (mod Z2)
desarrollando tenemos
AZ, Ty = ~T*C+2BZT* C(mod 22)
como Z divide a C=AZ+uT, entonces
AZ,T)=~T*C(med Z?)

yu=0.

Basta con demostrar que A =0, para que A(Z,7) no sea con-
gruente a cero modulo Z2.

Ahora bien

Vi XT~ T2+ Zgy, 28 v, Zgr + 8, X2 ~2XT+ Zg1)
y como po ={0,1,0,0) e X, entonces V,/=(0,0,g(po),0) # 0 esto
implica que g(0,1,0,0) ¢ 0, es decir, coef(g) # 0.
Como hemos visto

Zg =BXY+CY?+EY+F +aZX? + 0XZ? + PXZT,
ademas

CY: =)ZY?,
entonces
)\ =coefy.(g), por lo tanto A 2 0.

Concluimos entonces que Z? no divide a C y entonces Z es raiz
simple de A(Z, ).

35



\

Cada una de las cinco raices A{A, 1) determinan planos dis-
tinto que contiene la recta ! y ademas otro par de rectas en X.

ii) Supongamos que existe
pe ul)n(yul)) conizj.
Ahora bien /,ul{cm y [;Ulj cm, por lo tanto,
GulnGuliennmy=l,

es decir, pe l.

Por la Lema 2.1.3 inciso a), si existen tres rectas contenidas en
X a través de un punto, ellas deben de ser coplanares, Sin per-
dida de generalidad supongamos que pe /; y que pe [;, esto
implica que las rectas /, I, y I;, contenidas en X y que pasan por
el punto p, son coplanares, lo cual contradice la suposicién de
que T #my. lLgq.d.
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Capitulo 3: LA ECUACION DE UNA SUPERFICIE
CUBICA

En este capitulo veremos formas de poder representar a una su-
perficie por diferentes tipos de ecuaciones, una de ellas serd de
gran importancia para el algoritmo del Capitulo 2.

3.1 La ecuacién de una superficie cibica referida a dos
triedos de Steiner

Considera una superficie ciibica no singular X = V(f), donde

fx)= X o'
W=d

entonces por la Proposicién 2.1.4. existe un recta contenida en
la superficie y por la Proposicion 2.1.6, tenemos que hay cinco
planos distintos a través de esta recta, cuya otra interseccién
con la superficie consiste de otro par de rectas distintas. Supon-
gamos que el punto p=(0:0:0: 1) € S, es decir, que agyo; =0y
supongamos que la ecuacién de la recta sea lyr: (X=0,T=0) asi
que £0,Y,2,00=0 por lo tanto los coeficientes agso0, 000,
a210,d0120 del polinomio f son cero.
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Por la recta Iy pasa cinco planos que intersectan a X cn otro
par de rectas

Ahora supongamos para nuestra ecuacién, sin perdida de gene-
ralidad, que el plano (7=0) que contiene a la recta Iy corta a
la superficie en las rectas Iyr: (¥Y=0,T=0) y lzr: (Z=0,T=0) y
por las mismas razones los coeficientes asog,@2010,a1020 SOD
cero asi como azp,aip00 también, esto lo podemos suponer
porque si el plano ('=0) corta a la superficie en las rectas
(E=0) y (F=0), es siempre posible encontrar una transforma-
cién proyectiva Te PSL(3,K), que mande:

*=0 I) (x=0),

(E=0) (Y=0),

T
—3

(F=0) T (Z=0),

L

T=0) T (T=0)

y por lo tanto la ecuaci6én de la superficie es necesariamente de
Ia siguiente forma:

fX,Y,Z,T) = az00 X°T+ agz01 V* T+ agon 22T+ @100 XT? + d0jo2 YTP
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a2 ZT +a11106XYZ 4+ 231 XY T+ a1 XZT+ag 1 YZT

donde tenemos que ayy;0 # 0. Esto porque po=(1,1,1,0)e t y
po LgVly Ul Ademds nnX=Iiyrulyruly, por lo tanto
po ¢ X, es decir, fipy) #0, esto implica que a)jg sea diferente
de cero.

Factorizando obtenemos la ecuacion
fXY,2,T)=TP+TQ+XYZ

Donde suponemos que ayjp =

P =P(x,p,2) = aro0x +ago2y + w2z

Q= 0(x,,2) = a1002%° + agap1y* + o212t + @y 10Xy + @10 Xz + @quvz

Otro plano conteniendo a la recta /yr esta dado por 7+A'=0y

suponiendo que contiene a otro par de rectas de la superficie,

estas rectas siendo respectivamemnte (T+X=0,V=0) vy

(T+X=0,W=0) donde ¥, son polinomios lineales homogé-
neos en K[ X, ¥, Z]

Entonces sustituyendo la ecuacién del plano T+X=0 en la
ecuacién de la superficie

XY, Z,~X) = X*P - X0+ XYZ

Pero como la interseccion del plano con X¥=0,¥=0 o W=0 son
rectas en la superficie, entonces flX, Y,Z,-X)= XV es decir el
polinomio solo se anula si X=0,V=0 o W=0, de donde ten-
emos que

X2P-XQ+XYZ=XVW,
Despejando Q
Q=XP+YZ~-VW
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La ecuacién de la superficie es por lo tanto
TP+ T(XP+YZ-VW)+XYZ=0
Que es equivalente a la ecuacién

(T+X)(T+bY(T+cZ) = T(T+X+gW(T+X+riW)

En donde b,c,q,+ son constantes cumpliendo la relacién de
bc=gr, y que también cumplen la relacion

X+qV+rW-bY-cZ+bcP=0
Es sencillo demostrar esto ya que
(T+X)(T+bYNT+cZ) =T +(bY +cZ+X)T?
+HbXY+ bcYZ+ cXZ)T+ beXYZ
Y del otro lado de la ecuaci6n tenemos
T+ X+qV)(T+X+rW) =T’ +(gV +2X+rW)T?
+HX?+ qVX+rWX+rgW V)T
Sustituyendo en
(T+XUT+bYNT+cZ)-T(T+ X+qV)T+X+rW)=0
Esto equivalente a
(bY+cZ—X—qV—riNT? + beXYZ

HOXY 4+ bcYZ+ X2~ X* = qVX = rWX=rgWV)T=0

Suponiendo que X+gV+rW-bY-cZ+bcP=0, entonces te-
nemos que al sustituir

bePT? + (beXP+ beYZ— qrVWNT +beXYZ =0
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Ademds como bc=gr
TP+ (XP+YZ - VWT+XYZ=0

que es nuestra ecuacién original.

Para ver la existencia de &, ¢,q, r que sastifacen que bc=qr y
que cumplan con la ecuacién

X+qV+rW-bY-cZ+bcP=0

donde v,w,P son funciones lineales en x,y,z. Escribimos
b=2q, ¢=X"'ry sustituimos en nuestra segunda ecuacién

X+qV+rW—-AgY-A'rZ+qrP =

por lo tanto los coeficientes de esta ecuacién deben de ser cero,
obteniendo entonces el siguiente sistema de ecuaciones

1+gcoefu(V)+ rcoef, (W) + greoef(P) = 0
—Aq + gcoefy(V) + rcoef, (W) + grcoef,(P) = 0
~Alr+ geoef (V) + reoef(W) + greoef,(P) =0

de las dos primeras ecuaciones podemos despejar a ¢ y r en
términos de A y sustituir en Ja tercera ecuacién, obteniendo una
ecuacion en A de cuarto orden. Cada rafz de esta nos da una pa-
reja ¢, r y por lo tanto también una pareja b, ¢ que satisfacen las
ecuaciones anteriores. De esta forma, en manera més general la
ecuaci6én de una superficie ciibica es reducibie a la forma

UvVW =U'v'w’

en que U=0,V=0,W=0,U'=0,V/=0,W =0 son las ecua-
ciénes de seis planos los cuales son los planos de dos triedrosde
Steiner
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Triedro de Steiner

Ahora asumamos esta forma y sea Uy, Vo, Wo,Uj, Vo, W, los
valores de U,V,W,U,V,W' en un punto arbitrario
(Xo, Yo,20, Ty) de la superficie que no esté sobre una recta de la
superficie, definamos

u=L,v=L,W=E—,u’=LI—:-,vI=-Y—:-,w/=lv—:—
Uo Vo Wo UO v0 wO

y en virtud de que Up, Vo, Wo U, Vo, W, podremos suponer
que la ecuacién de la superficie sea uvw=u'v'w/. Los seis pla-
nos cuyas ecuaciones son #=0,v=0,---,w =0, deben ser ex-
presados como combinacién lineal de cuatro de ellos,es decir
existen dos ecuaciones lineales que relacionan a los seis planos.

aju+byv+cw=ayu +by +cw
axu+byv+caw=aht + by + 4w
en donde u=0,v=0,--w =0 en el punto (Xo, Yo,Z0,70) son

iguales a uno y por lo tanto las constantes satisafacen las si-
guientes condiciones
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ai+by+c =a,+b) +c},

a+bitcy=ay+by+ch.

Y por lo tanto tenemos que para toda ¢
(@1 +0az)+ (b1 +oba)+(c) +6c2) =
(@) +0ay)+ (b +obh) + (), +och)
pero sélo se da en tres casos que
(@ +0az)(by +0bs)(c1 +6¢1) = (a) + Gap(b, + oby)(c, +ach) (%)

por ser un polinomio de grado tres en o.

Definimos
di=a1+0a;,Bi=bi+0b3,Ci=c1+0ic2
Ar=a\+0.a5, B = b} +ab}, Cl = ¢, +0ic)
donde o; es una raiz de (*) para cada i=1,2,3, entonces se¢
cumplen las ecuaciones 4;B;C; = A/B{C| y

A,'+B,'+C,'=‘A§+B$+C,,-

lo cual nos permite escribir las ecuaciones de la superficie de la
siguiente forma

AuByCw=AW'BY Cw

ya que ww=u'v'w, donde ademds A;u, Biv, Cw,dju’, BV y
C'w' estan sujetos a cumplir una ecuacién lineal
i

Aju+Biv+ Ciw= Al + BV + Clw/

y esto paracada i=1,2,3.
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Con estas ecuaciones nosotros podemos dar especificamente las
ecuaciones de las rectas contenidas en la superficie, las cuales
en la Corolario 2.1.6, se demostrardn que existen y que son 27,
En primer lugar la interseccion de los planos #=0,v=0,w=0

con los planos #' =0,V =0,w =0 nos determinan rectas en la
superficie, es decir, las 9 parejas de planos:

=0,u/=0), W=0,v=0), (u=0,w=0),
(v=0,4'=0), ¥=0,v=0), (v=0,w=0),
(w=0,t/=0), (w=0,v=0), (w=0,w =0).

nos determinan 9 rectas que anulan a al ecuacién
AiuBivCiw = Alu' BV Clw'

Los planos #=0,v=0,w=0,u'=0,v’= y w/=0 son precisa-
mente los triedros de Steiner U=0,V=0,W=0,U/=0,V/= y
W =0 mencionados anteriormente.

La interseccidn de las siguientes 6 tercias de planos son rectas
también que se anulan en la superficie

(Aiu-Alu' =0,By-BWv =0,Cw—-Ciw =0),
(Aiu=Bv =0,By~Aiu' =0, Cow=Ciw' =0),
(Aiu—Clw =0,Bv—-B}V =0, Cw—Aiu =0),
(Au~Aju' =0,Byv~Ciw! =0, Cw-B}v' =0),
(Au—-Bv =0,By-Ciw =0, Cw-Aiu’ =0),
(Aiu-Ciw' =0,Bv-Al’ =0, Cow-B)V' =0).

estas rectas son para cada i=1,2,3, por lo tanto tenemos 18
rectas més las nueve anteriores nos dan las ecuaciones de las 27
rectas en la superficie.



CiW-Ciw=0 BiV-BiV=)

AiU-ATU=0

La interseccién de una de las tercias de planos que se anulan en la superficie

3.2 Laforma de Cremona de la ecuacién de la superfi-
cie cibica
Observando la identidad
K+Y+2P =X+ P+ Z2+3(Y+ 2D Z+ X)X+ 1),

y si definimos como

E=X)+Xs, E = -(X5+Xe),
n=X3+X|! nl=—(X6+X4))
c=Xi+X2, ¢ =-(Xe+Xs).

o lo que es equivalente

2Xy =n+c+E 2Xy=E'+n/+¢
22X, =E+c+n 2Xs=n'+&+¢
2X3=E+n+¢ 2Xe=¢' +&'+1/
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suponiendo las ecuaciénes de Steiner para €,m,¢,&, 1 y ¢ te-
nemos que

G+ + X+ X+ Xo+X3=0
X1+ X0+ X3+ Xs+Xs+X6=0

La demostracién de estas dos igualdades se dan a continuacién.
Primero calculemos las potencias de las X; con i=1,..,6.

8X} =(+6-&° =1’ +¢* - +3(c- M- +9),
8X3 = (c~N+E)° =’ +E2 -1’ +3(g+ EYE-m)(g - ),
8X3=(M—¢+E1 =1’ -’ +E3+3E~- 9 +E)n -9,
8Xi =& -1 -¢) =§3 -1 -¢P+3E - ¢E -y’ +¢),
8X3=(n'~¢' -&)* =" -¢” £ +3(¢/ + £ - £/ - ),
8Xi=(¢' -1/ ~&) =¢P -1 -EP +3(c - &)’ + £ - "),
y sumando las 6 ecuaciones tenemos
8X3 +8X3+8X3 +8X; +8X3+8X3 =0
ya que estamos suponiendo que la ecuacién de la superficie estd
_ dada por las ecuaciones de Steiner
B+ 0= 40407
E+ntg=E'+n'+¢

Por lo tanto la superficie clibica puede suponerse que estd dada
por estas dos ecuaciones en las variables X, X, ..., Xs.
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Capitulo 4: UN CALCULO ALGORITMICO DE LAS
27 RECTAS CONTENIDAS EN UNA
SUPERFICIE CUBICA

En este Capitulo daremos un algoritmo tedrico que calcula las
27 rectas contenidas en una superficie cibica.

Tedrico porque nos basamos en otros algoritmos los cuales sélo
nos dan aproximaciones como por ejemplo, el algoritmo de
Newton para aproximacién de una raiz de un polinomio de gra-
do mayor que cuatro,

Comenzaremos por dar el algoritmo y después algunas observa-
ciones a éste.

4.1 Algoritmo

Entrada: Un polinomio homogéneo ciibico en K[X, ¥,Z,T]
fx)= Y ol
|

B=3

Salida: Las ecuaciones de las 27 rectas contenidas en X = V(/).
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Descripcién del algoritmo

1. Encontrar un punto P € X.
Para alguna A € K, el punto (1: 1 :1: A) estd en la superficie.
2. Trasladar el punto P al punto (0:0:1:0).
3. Arreglar coordenadas para que TpX : (T=0).
4. Sea C=XnT,X
Definir:
R :=apmw, 4 = azon, B = anot, C:=am, D = awn, E :=aun
Fi=ajon, G = awon, H = aont, 1 :=aown,J = aooiz
4.1. Sean
{x1,22,%3} =V(X=0NC y {yi,y2,33} = V(Y =0)nC,

La curva C es reducible si alguna de las rectas ge-
neradas por la pareja de puntos:

{xumh (ks sk {anl (x0n) (22,03},
{xanhs {xap2)s {xa,ps}s (il {12l
esta contenida en la curva C,
4.1.1. Si es C irreducible, caso cuspidal
El hessiano en P es igual a cero
Arreglar coordenadas para que:
AXY,Z,0)=X2Z-RY?
Definir los siguientes polinomios en o.:
by :=-3Roa.,
by 1= 6CR*0’ +4HR0. + 3FRo? + 2Bo.+ E,



by :=-2C*0°-3CHR*0” - 3CFR*aS - (2BC + HY)Ro®
~2(CE + FH)Ro* - 2(CAR+ BH + F*R - JR)o?
~(EH+BF)6? - (AH+EF-Do.- AF+ G,
¢y :=-R,
¢1 =9CR*0*+3HRo? + B,
c; :=-6C*R3a® - TCHR?0® - 6CFR*o* — (6BC + HY)Rat?
—~(6CE + FH)Ro* — (6ACR~ BH~ 3JR)a?
-EHo.+ - AH,
¢y = C R +2CHR3 0.0 + 2C2FR 0
+2BC? + CHY)R* a8 + 2(CE + CFH)R 0!’
+CF’R+2AC?R + 2BCH- CIR)Ra®
+(2CEH +2BCF)Ro’
+(B2C+2ACHR + 2CEFR - HIR)o*
+(2ACFR +2BCE — FJIR)0. + (CE? + 2ABC - B2
+2ACE-ENo+A*C+D~Al.
4.1.2. Calcular un cero para Ry (o) € K[ot]
by by b 0 0
0 by by b, O
Ry(o):=detf 0 0 by by b2
co ¢ ¢ ¢c3 O
0 ¢ ¢ 2 ¢3
Este polinomio fue definido en la Proposicion 2.1.5
4.1.2.1. Encontrar una solucion para el sistema:
bo2+ b YT+b,T2 =0
o+ 1T+ YT 40378 =0
y denotarla por (v : 1)
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Despejar de la primera ecuacién a ¥ y sustituir en
la segunda para obtener una ecuacién polinomial a
resolveren 7 .

4.1.2.2, Sustituir en ¢=3Ro*n-g(l, 0, Ra®,0)t, con o
una raiz de Ry(a) y donde
g(1,a, R, 0) = CR?08 + HRo* + FRa?
+Bo2 +Eo+A
4.1.2.3. La recta contenida en la superficie serd
Ipap: {M1:o: RO :0)+p(0:m:g:T): A pie K}
4.2.1, 8i C es irreducible, caso nodal
El hessiano en P es diferente de cero
Arreglar coordenadas para que:
XY, 2,0)=XYZ~RX? - S}
Definir las funciones racionales en o
by :=—Sol-Ro™!,
by :=5CS%0* + AHS0 + 3(B + FS)o? + QE + ACRS)a
+A+HR-CR* o2,
by 1=2C*S% 05 + 3CHS205(2BCS + H?S + 3CFSY)ot
+(BH+2CES+2FHS+J§ + 6C?RSY o
+(I+ BF+EH+2ACS + F*§+ 6CHRS)o?
+EF+ G+ AH+2BCR + H*R + 6CFRS)0.
+AF+2CER+2FHR +JR +6C*R?S
+QACR+F*R+3CHR?)o™
H3CFR*0 +2C?R%0 3,
cg:=~§,
¢; :=4CS?o? +2HS0+ B - 4CRSo™" - HRo ™2 + CR*a*,
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2 :=4C2 S0t + S5CHS? 0> + (4BCS + H*S +4CF§?)oi2
+(BH+4CES+ FHS +2JS + 6 C*RS?)0u + 4CS(A + HR)
+I+EH
+(AH-2BCR+H*R+2CFRS)™!
+(FHR - 2CER - JR)0.2
~(2ACR+ CHRY)03 - 2CF*R*0~* - 2C*R%0 S ,

c3 1= C3§%05 4+ 2C2HS 0% + (2BC?S? + CH2S? + 2C2FS¥)art
+(2BCHS + 2C*ES? + 2CFHS? + CJS* +4C°RS%)0?
+(B*C+2BCFS+2CEHS+ HIS
+S22AC+F? +6CHR))o2
+(2BCE+ BJ+FJS§
+2CS(EF + AH+2BCR + H*R+ 3CFRS))o.
+2ACFS+4C*ERS + 4CFHRS+2CJRS + 6C*R*S?
+(2ACE+AJ+2BCFR + 2CEHR + HIR+4AC*R
+2CF2RS +6CtHR )0 ™!
+(A2C+2CEFR+2ACHR + FIR+2BC'R? + CH*R?
+6CFR S)0.
+(QACFR + 2C*ER? + 2CFHR? + CIR* +4C’R*S)a ™

4.2.2. Calcular un cere para Rx;(a) € K(a)
bo by b, 0 0
0 by by b, O
Ry(e) :=det| 0 0 by by b2
cp ¢ c2c3 0
0 coc; 2 3

Este polinomio fue definido en la Proposicién 2.1.5.
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4.2,2.1. Encontrar una solucion para el sistema.
M=byY +b YT+ b, T*
N=coVP+ 0\ 2T+ YI2 4¢3 T°
y denotar por (n : 7).

Despejar de la primera ecuacion a ¥ y sustituir en
la segunda para obtener una ecuacién polinomial a
resolveren T

4.2.2.2, Sustituir en ¢ = (280~ Ro2m + g(P)oi3t, con
o es un rafz de Ry (o) y donde
Py = (0, 0% R+80,0) y
g(Py) = CS*a® + HSo® + (B + FS)ott
+(2CRS +E)o* + (A + HR)o + FRo. + CR?
4.2.2.3. La recta contenida en la superficie serd
lpg:{Ma:0? :R+S03: 0)+p(0:M:¢:7): A,pe K}
4.3.1. 8i C es reducible, entonces C=1u {CONICA} .
Denotar por lpg ala recta [,
La recta / es alguna de las siguientes rectas generadas por:
{xnhs (xuyeh Bysh (s {xa0n)s {x2,s),
{z.nhs (xap2)s {xaysl, (rxed, gl
donde
{x1,x2,3} = V(X = 0)NC y {y1,y2,33} = V(Y =0)nC.
S. Transformar coordenadas para que lp,g sea ahora la recta
1:(Z=0,T=0)

Aquf volvemos a usar la notacién de multi-indices para la ecua-
ci6n de la superficie.

5.1. Trasladar P al punto (0:0:0:1).
5.1.1. Arreglar coordenadas para que/: (X=0,7=0)
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5.2. Encontrar dos raices €,,e; del polinomio
. Me) = 4A(E€)C()F(E)+B(e)D(€)E(E)
-A(e)E(e)*~B(£)2F(e)-C(e)D(c)?
donde
A(E) == apn&+arw,
B(g) :=aunt+ano,

C(e) := awn &+ a0,

D(g) := aoinz€? +ai01€ +a2100 »

E(€) = awne? +ajon€+azon ,

F(g) = (1()()()3!-:3 +a1002£2 + a001€ + Q3000

El polinomio A(e) es de grado cinco con todas sus raices
distintas.

5.3. Denotar a los planos
T-1X=0,T-€2X=0
pormy y ma.

Estos planos pasan por la recta [ : (X=0,T=0) e intersectan
a la superficie en otro par de rectas.

6. Arreglar coordenadas para que:
6.1.1. Sea (T=0) la ecuacion del plano n, : (T—€,X=0).
6.1.2. Sean
lyr: (¥Y=0,T=0),lzr: (Z=0,T=0)

las rectas contenidas en el plano n; : (T=0) que
Se encuentran también en la superficie.

6.2.1. Sea (T+X=0) la ecuacién del plano n : (T-e3X=0)
6.2.2, Sean
L:(T+X=0,V=0),: (T+X=0,W=0)
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las rectas contenidas en el plano m, : (T+X=0)
que se encuentran también en la superficie.

Donde V y W son ecuaciones lineales en
K[X,Y,2,T].

6.3.1 Elpunto P=(0:0:0:1) este en la superficie.

Esto significa que el coeficiente de T en f sea cero, des-
pués de la transformaciones de los pasos 6.1.1,y 6.2.1,

!
an*

1. Multiplicar por

Se demostrd que despues de aplicadas las transformaciones a0
es diferente de cero.

8. Encontrar una solucion para B, q,r del sistema:
1+ geoef (V) + rcoef (W) +qrapn =0
~Bq +gcoefy(V) + reoef, (W) + qragis =0
~Br+qcoef,(V) + rcoefy(W) + graomz = 0
y definir b :=pq,c :=p"'r.

Despejar de la primera ecuacién a r, sustituirla en la segunda
ecuacién y de esta despejar a ¢ en términos de J.

Sustituir en la tercera a ¢ y a r las cuales son funciones de B y re-
solver en esta variable.

9. Encontrar un punto
' po=(Xo, Yo, 20, Ty)
en la superficie tal que:
Po & lxrUilyr Ll Ul Ul
Elpunto P=(0,0,0,1) e X~y Uippulizuliul,
10. Definir:

ge=-L¥X . T+bY . T+cZ
T TotXe' ' To+bYy' T To+cZp’
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o THXHQV L THX+W
! T0+Xo+qV(po)’ ' T0+Xo+rW(po) '
11. Encontar escalares ’

r= L
W= o

a1, a2, b1,ba,¢1,02,0,05, b1, b, ¢4, 65
tales que
ayu+bv+cyw=alu' + bV +ciw
ayu+bav+cow=asu’ + by +chw'

Las ecuaciones u,v,w, u’ son linealmente independientes en el
espacio de las ecuaciones lineales en cuatro variables.

12. Encontrar las tres raices ¢, 62,1 del polinomio
(@ +6a3)(by +6h2)(C1 +6¢2) = (a; + 6ap) (B} +obl)(c| + och)

y definir para i=1,2,3
A =a140:a2,B; :=b +06ib2,Ci =1+ 062
A} :=a}+0ia, B :=b| +6iby, C| 1= c| +0ic)

13. Las ecuaciones de nueve de las rectas serdn:
w=0,u'=0), @=0,v=0), (u=0,w=0),
(v=0,u'=0), (v=0,v=0), (v=0,w=0),
(w=0,u'=0), w=0,v'=0), (w=0,w =0).

Y para cada i, las ecuaciones de seis rectas serdn:
(Au—A’ =0,Biv~Bjv' =0,Cw—-Ciw =0),
(Au-BYV =0,Byv—Au' =0,Cw-Ciw' =0),
(Au~Ciw =0,Bv-B}Y =0,Cw-Alu' =0),
(Au~-AW’ =0,By~Ciw =0, Cw-BjV =0),
(Au—BY =0,By-Ciw =0,Cw—Aju’ =0),
(Aiu—Ciw' =0,Bv-Alu' =0,Cw-Bjv' =0).

por lo tanto suman en total veintisiete rectas contenidas en

la superficie,
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4.2 Comentarios al algoritmo

En esta secci6n trataremos de dar un comentario més amplio a
los incisos importantes del algoritmo con el fin de que sea mas
claro y se entiendan los pasos que se siguen.

Explicacién del algoritmo

Paso 1) f{1: 1 : t : A) es un polinomio en A de grado tres por lo
tanto existe una raiz que anula a este polinomio.

Paso 4) La Proposicién 2.1.4 da una demostracién de la exis-
tencia de una recta en la superficie y dice como calcular la
ecuacién de ésta. Demuestra también que el coeficiente agy es
diferente de cero.

Paso 5) La Proposicién 2.1.5 prueba que para una recta conte-
nida en la superficie del Paso 4 existen exactamente cinco pla-
nos conteniendo a la recta que intersectan a la superficie,
ademads de la recta original, en otro par de rectas,

Paso 6.2.2) En el Capitulo 3 vimos que si evaluamos el punto
(X,Y,Z,-X) en la ecuacion de la superficie X= V() (donde el
plano (T+X=0) cumple con las condiciones del Paso 5) obten-
dremos las ecuaciones de los planos V=0, W=0.
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Capitulo 5: UN EJEMPLO DEL ALGORITMO

Después de ver el algoritmo, veremos un ejemplo de como fun-
ciona este. El campo sobre el cual se daré el ejemplo es el cam-
po de los numeros complejos C.

Para que quede claro el ejemplo, incluimos cada paso de algo-
ritmo con letras italicas.

5.1 Ejemplo

Sea { un polinomio homogéneo ciibico en C[X,Y,Z,T]
AXY,Z D =XZ-Y - 1T+ LT+ 22T+ 3 T° - 3XYT~ 1XZT
+XT2+VZT- LYT? =321

Alplicacién del algoritmo

1. Encontrar un punto P e X.
Elpunto P=(0:0:1:0) e X.

2. Trasladar el punto P al punto (0:0:1:0)
El punto P es el punto (0:0:1:0).

3. Arreglar coordenadas para que TpX: (T=0)
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Primero calcularemos 77X, para lo cual tenemos primero que
calcular VAP).

Sr=2XZ-XT- ;YT— %ZT+ 72,
Jr==3Y*+YT-3XT+ 12T~ 117,
Jr=XP 4227~ 1XT+ 1yT-327,
Jr=—tX0+ LV 4 224 372 - IXY - LXZ 4+ 2XT+ LYZ - ¥T-32ZT,
por lo tanto, VAAP)=(0:0:0:1), es decir, 7pX : (T=0), por lo
cual no es necesario hacer un cambio de coordenadas.
4. Sea C=XNTpX
Definir:
A =axn, B:=ann, C:=ac, D =aws, £:=anaq,
F=aun, G=awn, H=ann, | =an0n, J:=amw:.
Para este caso tenemos que C = V(), donde
FXY2)=XY,2,0=XZ-V
Definimos;

1 ]
A=-1 B=1 C:=1,

1
F==g,G=1,H=1%1:
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4.1

Sean

{x1,%2,x3} = V(X = 0NnCy {y;,yz,yg} =V(¥ =0)nC,
La curva C es reducible si alguna de las rectas ge-
neradas por la pareja de puntos:

{rin), by sl fxah e}, {x2,p),

{xa i}, {xa, ), {xapslh, {xnxad, {yipn),

esta contenida en la curva C.

Encontramos primero la intersecciones de C con la recta
(X=0).
f0:Y:Z:0)=-F, lo cual implica que

X=X =x3=(X:0:0:0)
son los puntos de interseccin de la recta con la curva.

La interseccién de C con la recta (¥ =0), la encontramos
observando que:
fX,0,2,0)=X°Z,
es decir Y1 =y, =(0:0:Z:0) y y3=(X:0:0:0) son los
puntos de interseccién de la curva C con la recta.
Por lo tanto
Xp=x2=x3=y3=(X:0:0:0) y yi=y2=(0:0:2:0),
entonces la unica recta posible que generan este conjunto de
puntos ¢s la recta generada por los puntos{x,,y1}, la cual
tiene por ecuacion:
100
det| 0 0 1 [=0,
XY Z
es decir, la ecuacién de la recta es (Y'=0), la cual no anula
al polinomio f(X,Y,Z)=X*Z~Y?, por lo tanto la curva C
es irreducible.
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d.1.1. Si es C irreducible, caso cuspidal

En este caso basta calcular hessiano de /' en el punto
P delacurva C.

El hessiano se define como:
Hf (P)=4ay0aeo ‘0?1 10

Para este caso ain =1, ag01 =0 y aye =0, por lo
tanto Hf(P)=0, es decir C es una curva cuspidal y
P un puntoe cuspide.

Arreglar coordenadas para que:
fX,Y,Z,0)= XY -RY

Observemos que fiX,Y,Z,0)=X"Z~Y3, por lo tanto,
no es necesario arreglar coordenadas y ademas R=1.

Definir los siguientes polinomios en o.

bo :=-3Ra,,

by = 6CR*o* + 4HRo? +3FRo? +2Ba+ E,

by =-2C%0 ~3CHR*0.” -3CFR*aS ~ (2BC+ H")Ra?
~ACE+FH)Ro* ~2(CAR+BH +F*R~JR)o?
~(EH +BF)0? - (AH+ EF -DYo.~ AF+ G,

cg =-R,

¢, =9CR*a* +3HRu? + B,

¢ =~6C*R3of —~7CHRob - 6CFR*0° — (6BC + H*)Roi?
~(6CE+FH)Ro® - {6ACR - BH - 3JR)0?
-EHo+1~A4H,
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c3 =C RO 420 HRY a0 + 2CFRY of
+2BC* + CHHR? o +2(C* E+ CFHR o7
HCF R+ 2AC*R+2BCH ~CIR)ROE
+Q2CEH+2BCPRo?
HB2C +24CHR+2CEFR ~ HIR)0}
+2ACFR+2BCE - FJRYOC +(CE* +24BC - B.ho?
H2ACE-EDo+A*C+D -4/,
Definamos a los polinomios:
by =-30a,
by =60 +20 -~ Jo? +a- 3,
by =-200~ 307 + 20 - 20’ + Lot - 300 + 0
—0+3,
cg==1,
e =90t +3al+ 4,
c2=~60f - Zod +30% - Loty Lo - 20
+3o-1,
cyi=al +ot ~ o + 2ot - Zo7+ 2af — 200 + 2004
~Zod+iat-2a.
4.1.2 Calcular un cero para Ry;(0) € Kla].
be b, b2 0 O
0 bo by b 0O
Ryfo)y:=det] 0 0 bo &, b2
ce ¢ c2 ¢c3 O
0 co ¢y €2 c3

Una rafz para este polinomio es 0. = 1, ya que
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R27(1) =det

bo(1) B1(1) B(1) 0 - O

0 Bo(l) bi(1) bi(1) O
0 0 - bo(1) bi(1) by(1) |=0

co(l) ci(l) ea(l) es(l) 0O

0 co(l) ci(l) c2(1) ea(D)

esto sucede, porque b2(1)=c3(1)=0, es decir, el
determinante R,7(1) tiene solo ceros en su ultima co-

lumna.

4.1.2.1. Encontrar una solucién para el sistema

boY*+ b YT+b,T% =0,

P +oPPT+e YT+, =0

y denotarla por (1 : 7).

Tenemos que:

bo(1) ==3, by(1) =6, co(1)=-1, ci(1) =11
y ea(1)=-3.

Una interseccion para las curvas
=3724-6¥T=0,

-P+11PT-31T7 =0

es el punto (0:1) el cual denotaremos por
m:9.

4.1.2.2. Sustituir en ¢=3Ro’n -g(1, 0, Ro3,0)t,

con o, una Ry;(0) y donde
£(1, 0, Ro,0) = CR?*® + HRo* + FRo?
+Bo? + Eo+ 4

Tenemos que ou=1 es raiz del polinomio
Ry7(e), por lo tanto, ¢=3n+g(1,1,1,0)t,
donde g(1,1,1,0)=-%, esto implica que

¢=-1.
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4.1.2.3. La recta contenida en la superficie serd
Ipag : (M1 it R 0)+p0:n:g: 1) A e K}
La recta contenida en la superficie es:
I {M1:1:1:00+p0:0: 2:1): A pe C),

es decir,
SMIT:1:0)+p(0:0:7:1))=0
5. Transformar coodenadas para que lp,o sea ahora la recta
1:(Z=0,T=0)

Sea T, : PSL(4,K) — PSL(4,K) un cambio de coordenadas defi-
nido como:

TWXY,Z ) =(X+Z Y+Z Z+5T,7T).

Bajo este cambio de coordenadas la ecuacion correspondiente a
nuestra superficie en estas nuevas coordenadas sera:

SXY,Z,T) = X(XZ+22% + T2 - 2ZT)
+Y(=V=3YZ+ LYT-3Z2 - 1T%)
-2XYT,
y la recta Ip.p, tendra por ecuacion a (X=0, Y =0).

Ahora apliquemos a la nueva ecuacién para la superficic y de la
recta contenida en esta, el cambio de coordenadas:

T, : PSL(4,K) PSL(4,K)

definido como T»(X,Y,Z,71)=(Z,T,X,Y), por lo tanto, la ecua-
cidnes en las nuevas coordenadas son:

AXY,Z,Ty=Z(2X% + 112 - 2XY + X2)
+T(-3X2 - LV2 =12 - 3XT'+ 1 Y1)
-3YZT,
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y la ecuacion para la recta contenida en la superficie es:
1:(Z=0,T=0)
5.1. Trasladar P alpunto (0:0:0:1).
5.1.1. Arreglar coordenadas para que ! . (T=0,X=0)

Sea T3 : PSL(4,K) - PSL(4,K) un cambio de coor-
denadas definido como:

T Y, 2,1 = Z,Y+(1+INTX,T)

En el nuevo sistema de coordenadas la ecuacion de la
superficie es:

JXY,Z, D)= XY +XZ-2YZ+277)
- iyr- Ly _szr-3z2)
+XT(-3T+ lﬁiiy- 21+ 3 )2).
La cual se anula en la recta /: (T=0,X=0) y en el
punto P=(0:0:0:1),
Apliquemos ahora la reflexion:
T, : PSL(4,K) — PSL(4,K)
definida como:
T«X,Y,Z2,N=(T,Y,Z2,X).
Por lo tanto, la ecuacién de la superficie en las nue-
vas coordenadas es:

SV T =Xy - Ly -3xz-32)
+T( Y2+ 27-2YZ+22%)
wxTax+ 2y a1+ 5 i),
que cumple que f0:0:0: 1) =0 ademds
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1:(X=0,T=0)
es la ecuacion de la recta.

~5.2. Encontrar dos raices &,, &, del polinomio

A(e) = 4A(e)C(e)F ()+B(e)D(e)E(e)
~A(€)E(e)*-B(€)*F(e)-C(e)D(e)?

donde

A(E) :=ape+a,

B(e) =anne+ani,

C() := aoo €+ azono,

D(e) = ao1028? + anoie +azo0,

E(€) = a128* +a1011€+azmo,

F(e) = aooi€” +a1008? +A2001€ + d3p00 .
Definamos:

A@)=3e-1
B(e) :=-2¢,
C(e) :=2¢e-3,

D(e) = —zﬂie - gi,
E€) =e?-2(1+ 3 i)e-3,

F(e) =3¢,
Evaluemos en £ =0,
A0)=~,
B(O)=0,
C(0)=-3,
D(0)= ——Jzii .
E(0)=-3,
F(0)=0.
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por lo tanto, A(0) =0, es decir, e =0 es raiz de A.
Otra raizes e=~1, ya que

A-1)=-1,

B(-1)=2,

C(-1)=-5,

D(-1)=-2431,

E(-1)=231i,

F(-1)=3,
y al calcular A(-1), obtenemos que también es cero.

Por lo tanto definamos €; :=0, €2 :=~-1, dos de las raices
del polinomio A.

5.3. Denotar alos planos
T-8.X=0, T-€,X=0
porm, ym,.
Definamos 7, : (T=0) y =y : (X+T=0).
6. Arreglar coordenadas para que:
6.1.1.8ea (T=0) la ecuacién del plano =, (T-€,X=0).

Tenemos que €; =0, por lo tanto no es necesario arreglo
alguno de coordenadas.

6.1.2.Sean
lyp  (Y=0,T=0), Izr:(Z=0,T=0)
las rectas contenidas en al plano ;. (T=0) que
se encuentran también en la superficie.

Para esta parte daremos el cambio de coordenadas en
el inciso 6.2.2.

6.2.1.8Sea (T+X=0) la ecuacion del plano =, : (X+T=0),

Analogamente aqui tenemos que €2 =-1, por lo tanto tam-
poco es necesario hacer un cambio de coordenadas.
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6.2.2.Sean
L (T+X=0V=0), l1:(T+X=0,W=0)

las rectas contenidas en el plano n; . (T+X=0)
que se encuentran también en la superficie.

Primeramente observemos la interseccién de my ; (7'=0)
con nuestra superficie es la siguiente:
AXY,ZT) X112 320 - Lixy-3xz)

La cénica C,: (—“l}’2 -372 - —J;ii,ﬂ’— 3XZ=0) es redu-

cible al par de rectas:
L :(—}Y—@Z:m, L 3Xx-iv+2/32=0).

Para encontrar la reduccién anterior se analizé las si-
guientes intersecciones: C,N(X=0)y Cin(Y=0).

Las cuales son:
CinX=0)={x;: (Y-2/3iZ=0), x,: (Y+23iZ=0)}

y
G Y=0)={y;: (Z=0), y; : (Z+X=0)}
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Basta con ver cual de los vertices P, P2, P3 del tridngulo
diagonal esta en la curva Cy, donde

P, =(XI,X2)f\(y:,)’z),
P :(x;,y:)ﬂ(xz,yz),
P3={x1,y2) N {2, 31).

X=0"%

El punto Pye C; y por lo tanto, Ly=(,Py) y
Lz ={y1,P1), es decir,
XY, 2,0 =X4v- L0 A x-iv+2/32=0).

Ahora veamos la interseccién de w2 : (X+7T=0) con la su-
perficie es la siguiente:

X, Y, Z,-X) =X(OX* =23 iXY -V + 2.3 iXZ+2YZ-52%)
La conica:
Cy: (3X2-2J3iXY- YV} +23iXZ+2YZ 522 =0)
es reducible al par de rectas :

Ly (S3iX+Y-0+20Z=0), Ly : (J3iX+Y-(1-2)Z=0).

De manera analoga para encontrar la reduccién anterior
analizamos la intesecciones Co N (X=0) y C;n(Z=0).
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C2:N(X=0)={x; : (Y=(1+20)Z=0), x2 : (Y~(1-2)Z=0)
y
Can(Z=0)={z : (Y+/3iX=0), 22 :(Z=0)}.

Y ahora observemos cual de los vertices P;, P;, P; esla
sobre la cénica C;, donde

Py=Q, 020z, 22),
Py =(y, 20N, 22),
Py={t, 20N, 21).

El punto P; € C; y entonces, L) ={v;, P2) y Ly =(v2, M),
por lo tanto,

RX,V,Z,-X) = X3 iX+Y=(1+ 22 S3iX+ Y= (1 -20)Z)
Ahora queremos canbiar de coordenadas para que las rec-

tas contenidas en las superficie y en el plano mt : (T=0),
cuyas ecuaciones son:

Li:(=ty-2z=0,7=0)

Ly: 23 Xx-iv+2/32=0,T=0),

tengan por ecuaciones (Y=0,T=0) y (X=0, T=0) respec-
tivamente.
Entonces queremos una transformacion
Ts: PSL(4,K) — PSL(4,K)
que mande:
X—=4X,
-Bix+2y+$Z Y,
—%X—T'T—}% #z-; z,
T-T,
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la cual esta definida por:
= (X =3 iY+2iV+iz Lyl yy L
Ts(X,V,Z, 1) = (X,~3iX+2iY+1Z,-LX FlHEaD

Bajo esta transformacion la nueva ecuacién para nuestra su-
perficie es:

AXYZ D) =XYZ+ T (-3 X - ==Y+ ~=2)
7 4 . 1l 7 i 2, 3 2 :
+T((—;+—Fz)ﬁ R A ey DA X+ Q+iJ3)xY)
Observemos que bajo esta transformacion las ecuaciones
para L; y L, (ala cuales ahora las denotaremos por Iy, /77
respectivamente) son /yy: (Y=0,T=0), lzr:(Z2=0,T=0),
las de las rectas L] y L} (las cuales denotaremos por /;, /2
respectivamente) tendran por ecuaciones:

Lei(V=0,T+X=0) y b : (W=0,T+X=0),

donde
p=riprs ﬁ”ﬁ;zﬁ)" y- E'(ﬁgzﬁ)"z,
W=_(;__,.)X_ \/§+(63—2J'3')i),+ ﬁ-(i;lﬁ)iz,

es decir, AX, V2,00 =XYZ y X, V,Z,-X) = XVW.
6.3.1 Elpunto P=(0:0:0:1) este en la superficie.
La ecuaci6n de la superficie ya cumple que f{0,0,0,1)=0
7. Mulliplicar f por .
El coeficiente @110 es igual a uno.

8. Encontrar una solucion para B, q, r del sistema:

1 +qcoef (V) +rcoefy (W) +qrajg, =0
-Bq + gcoef, (V) + reoef, (W) + qrago, =0
=~ r + qeoef,(V) + rcoef W) +graenz =0
y definir b=y, ¢ .=f"r.

70



Resolvamos el sistema:

Yongretomp-Lor=

l+(2+z)q+( 2+1)r 2(])‘ 0

C o 3 (64243 I +(6-243)i
_pg e J‘)x)q_(f (6-2/3)i, 1
3 3 ¥E)
iy (B2 B -6+2030i,
12 12 43
De la primera ecuacidn despejamos a r y obtenemos que:
. 2+(1+2i)q
T 1-2i+q

qr=0

p+——qr=0

sustituyéndola en la segunda ecuacion, de la cual despejamos a ¢,

(3-60p-24+23 ij((s—anp-zmﬁ P40p-il2/ +(12-4 [T i)
q= AN )

por 1o tanto,

24423 24143 i+3[!i(l+21’)J((3-6i)[$—24+2ﬁ P=4(3p-6i2 3 +(12-4 /3 )
~Ipe6Pi2 3 +l2i;t‘l ((3-6p-24+2,/3 1240306142 /3 +(124 3§
ya una vez obtenidos g y r en funcién de $, podemos sutituirlos
en la tercera ecuacion y asf obtener al polinomio en f§ de grado
cuatro:
o 40 [T) oy @32 0, L BUSHIH0NST o 16ion2=) JT)
B~ p-miyey, B+ =
64243 6+H2+0) 3 6+Q2+i){3 oH24) 3
el cual bajo la transformacidn:
f=x-i 21441040 3 )
4 6+2+i) 3
se reduce al polinomio x* - qx* +rx+s, donde
7143+19687+(4000+1 1447 /3
614814272 J3)
__ 125256+1309051+(72724+76912i) /3

1
132345+2824(3) 2

1

n



o= 36438213~43758048i+(21014720-253460961) /3
144(453313+26164 /3 )
para encontrar las rafces a este polinomio, antes se tiene que re-
solver el polinomio & +2qk? +(q* - 4s)k—r? =0 y para resolver-
lo tenemos que sustituir

’

k=.y - _2_(]_’
obteniendo entonces al polinomio y* + Py +Q, donde
_ 10044252332157l7775lSl+l00606446485265448032i+Af.‘i—
- 1296(2151548321 19984 1+1242199275102088 3 )
69576578879759592560846080209330+144684519681993286788884508853440/-B J7
62208(3]5135231379290772056983633+lHI943410379990639224283128ﬁ)

’

Q=
con
A = 577990925384832598544 + 58085083976356900592,
B =-—4017005713443160909588311543557656
~83533647776883973510609822767200i
cuya solucién es

o T ) o[- B

y por lo tanto, una solucién para &°+2qk? +(q? - 4s)k - r? =0
es:

ki =y ‘%q'-

Definamos

{ r 1 r
m:=<lk+q+— yl:=—-[k _+q———J,
2(‘ JE) 2N R

entonces, las soluciones a los polinomios
¥ +hx+1=0, x*+kix+m=0,
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corresponden a las soluciones del polinomio x* - qx2 +rx+s.
Sea x; una solucién al polinomio anterior esto implica que

Bi=x 1 2i(14+(1040) /3 )
P=ATY oved 3 )’

(3-60B;-24423 /(300124423 P*~4 (316023 +124/T )
= P 120 ,

2403 217 mp,t(uznJ((a—ﬁnpl—zmﬁ V=43P, 6023 +(12-4 3 9)
-30,46p, 42,3 +12H:J((3—61’)[1,—24+2 J32—40B,-60(2 /3 +(12-4 /3 1)

r =

son solucidn para el sistema:
1
2
3 +(6+2/3)i 3 +(6-243)i
—Bq+(f ( J‘)z)q_(f (6-2/3)i -
3 3 3

S-6+23), 1
g+ ( 2 )r+4ﬁqr—0

Yiaor—Lanr—Llor=
1+(2+1)q+( 2+:)r qr=0

1

Y———qr=0

. 3= (6-23)i
Bir= 2

y por ultimo definamos b :=P.q, c:=Bi'ri, qg:=q1 yri=ri.
9. Encontrar un punto
Do = (X(): Y09ZU9 TO)
en la superficie tal que:
Do & IerIy;rU[z'rUll ul;.
El punto P=(0:0:0:1) ¢ Iyuipulzuliul; y se encuen-
tra en la superficie, por lo tanto, podemos tomar a po como P, es
decir, X0 =0,Y0=0,Zo=0y To=1.

10. Definir:
0= T+X . T+bY W= T+cZ
T To+ Xy T To+bYy To+CZo,
oo Ty T+X+qV ;o T+X+rW

o'V T TotXorqlpe)’ ¥ T Tot+Xo+ri¥(po)’
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Definamos:

Uu=T+X, vi=T+bY, w=T+cZ

W =T,V =T+X+q¥, w =T+ X+rW
11. Encontrar escalares
ahahbthycl:CZsalx’agrblltblic’hcé

tales que

ayi+bv+ew=au +b v +iw!

Qg+ bav+cow = ahu! + b3V +chw!
Las cuatro ecuaciones = T+X, v=T+bY, w=T+cZ y /=T
son lincalmente independientes en el espacio de las ecuaciones

lineales en cuatro variables, por lo que siempre es posible encon-
trar dos soluciones al sisitema:

Au+Bv+Cw=Du' +EV/ + Fw/
que sean linealmente independientes.

Dos soluciones (av,by,c1,ah,bi,¢}) y (az,b2,¢2,a5,b),¢h) para
este sistema son:

ay =6bc((1+2i)g + (1 -2y},

by =4c(6ig+(1+20)J3 g+ 6ir+(1 -20)J3 1),

ey =ib(6g+(-2+1) {3 g+6r+2+037),

a = (6ib+(~1-2i)/3 b+ 24ic+(4 +8) 3 c+(6+120bc)q
—i{~6b+(~2~ )3 b-24ic+(8+4)3 c+(12+6i)bc)r,

ay = 6ibc((-2+ i)q+(2+D)r),
by = 4ic(~6g+(~=2+i)J3 g -6r+(2+0)3 1),
c2 = b(~big + (1 +20)f3 g —6r+ (1 =2i)J3 1),

74



ah =—(6ib+ (=1 -20)J3 b+ 24ic+ (4 +8i)3 c+(6+ 120)bc)g
+H(=6b+ (=2~ )3 b~ 24ic+(8+ 4i) /3 ¢+ (12 + 6i)bc)r,
bé =-1,
ch=1.
12.Encontrar las tres raices o), 61, 63 del polinomio
(@1 +0a3)(by +0by)(c) +06c2) ={a, +6ay)(b) +Oby)c, +0ch)
y definir par i =1,2,3
di=a+6,a3,8i = b +0b,,C; =) +0c;
Al=a} +0id5,B] = b +0;b},Cl =) +oich
Sustitiumos en la ecuacién
(@1 +0a2) (b1 + Oba)(c; +0c2) = (a) +0ay)(b, +0by)(c) +0c})

los valores de a,,az,bl,bz,c,,cz,a/,,af,.,b’,,bg,c’, y cﬁ , encontra-
dos en el inciso 11, desarrollamos y factorizamos el polinomio
con respecto a ¢, obteniendo la ecuacion 4a® +Bo?+ Co+D =0,
donde

A=~{6ib+ (=1 ~2i) 3 b+24ic+(d+8i)3 c+(6+ 120)bc)q
+i{~6b+ (-2~ )3 b~24c+ (8 +4i)J3 c+ (12+6i)bc)r
+7202c? {(1+22i)g° + (514 54i)g?r + (51 = 54i)gr? + (1 =22},
B=3{6ibg+ (~1 - 24){3 bg+2dicq+(4+8i)/3 cq+ (6+ 12i)bc)q
+(=72~ 1584i)b2c2q3 + 6ibr + (=1 + 2i) 3 br+ 24icr
+(4 +8i)J3 cr + (6~ 12i)ber + (=3672 ~ 3888i)b2c2gr
+(-3672 + 3888i)b2c2qr? +(—72 + 1584i)b%c?r?,
C=-3{6ib+(~1~2i)3 b+2dic+(4+8i)J3 c+(6 + 12i)bc)}q
+3i{ =65+ (-2~ 1) /3 b+24ic+(4+8i){3 c+ (12 +6i)be)r
+216b2c2{(1 +22i)g° + (51 + 54i)g*r+ (51 = 54i)qr? + (1 ~ 223}
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D= {6tb+(~1 -2i)f3 b+24ic+(4+8i)y/3 c+(6+120)bc)q
—i{~6b+ (-2~ i){/3 b~24c +(8+4i) 3 c+(12+ 6i)bc)r
+72ib2c{ (=22 +i)g + (~54 + 51i)g2r + (54 + 51i)gr2 + (22 +i)r3}

Las soluciones a este polinomio las denotaremos por ¢;,0; y 63,
definamos

Ay =ay +6a3,B; :=by+06:b,,C; ==¢1+0;¢2
4! =d\ +0,a},B) :=b| +0,b},C} =] +0.ch
13. Las ecuaciones de nueve de las rectas serdn:
M=0,u"=0), @=0,v=0), @=0,w=0),
w=0,u'=0), (w=0,v=0), (v=0,w=0),
w=0,u'=0), (w=0,v=0), (w=0,w'=0)
y para cada i, las ecuaciones de seis rectas serdn:
(Au—-A =0,Bv-B)y =0,Ciw-Cjw' =0),
(Au-B)V =0,Bv—Aju' =0,C;iw-Cw' =0),
(Au—-Ciw' =0,Bv~Blv' =0,Cw-Alu' = 0),
(Au—-Aj' =0,Bv~Ciw =0,Ciw= B = 0),
(Au=Blv' =0,By=-Ciw' =0,Cw=Au' = 0),
(Au—Clw' =0,Bv-Alu! =0,C;iw—BV = 0).
por lo tanto suman en total veintisiete rectas contenidas en
la superficie.
Habfamos denotado por:
u=T+X,v=T+bY, w:=T+cZ
W=T, vV =T+X+qV, w =T+X+ri¥
Observemos que las rectas
Ier: (X=0,T=0),lyr: (Y=0,T=0),lzr: (Z=0,T=0)
cooresponden a las rectas
m=0,u'=0),(v=0,u' =0),(w=0,u' =0),
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y las rectas
L (T+X=0,V=0),I,: (T+X=0,W=0)
son precisamente las rectas
(#=0,v =0),(u=0,w =0),
Otras cuatro rectas estan dadas por:
[ (T+bY=0,T+X+qV=0),(T+bY=0,T+X+riW=0)
(T+cZ=0,T+X+qV=0),(T+cZ=0,T+X+rW=10)
las cuales son las rectas
V=0,V =0),(v=0,uw =0),(w=0,v =0),(w=0,w =0),
es decir,
Ly :(X=0,T=0),lyr: (Y=0,T=0),l2r: (Z=0,T=0)
L (T+X=0,V=0),,: (T+X=0,W=0)
(T+bY=0,T+X+gV=0),(T+bY=0,T+X+riW=0)
(T+cZ=0,T+X+qV=0),(T+cZ=0,T+X+rW=0)
son nueve de las rectas contenidas en las superficie, donde,

f3+6+203)i, ﬁ—(ﬁ—zﬁ)iz
3 - 12 ’

y= (%+i)X+
e ﬁ+<63—2£)iy+ ﬁ"‘i;’m)’i

W= —(%—i
El resto de las rectas estan dadas por los coeficientes
41,B1,C1,41,B1, C}, 42, B2, C2, 43, B3, €3, 43,85, C3, 4}, B3, C
definidos en el inciso 12, estan dadas por las ecuaciones:
(Aju-Alu'=0,By~B) =0,Ciw—Cjw’ =0),
(=B =0,Bv=Aju' =0,Ciw=Ciw’ =0),
(Au-Clw' =0,Bv~Bv =0,Ciw - A’ =0),
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(A,-u—A,{u’ =0,8;v- dw’ =0, Ciw—va’ =0),
(Au=BW =0,By-Ciw =0,Ciw-A'u’ = 0),
A~ Cw =0,By- Al =0,C;w-Bv =0).
para cada i = 1,2,3, las cuales corresponden a las rectas:
(AX+d;~ANT=0,
B+ g+ DX Yy g BN 1
+B,-B)T=0,
_q(-(%—i)r+ DX+C) /’_*“’fﬁ”r}' (< r"“’”r”q Cic)z
+HC;~C)T=0),

(A~ Bk + g+ 1)x- B LHALY g 102030
+d-A)T=0,
—A'X+B,bY+B;T=0,
Gl =iy 1)+ 2By (o B2,
HC,-CHT=0),
(i = Cl(k miyp+ x4 ¢ 2Dy 1 T2y,
+A,;~CT=0,
-Bj((3+i)g+1)X- (B;J'm»zf')z Bb)Y+B"/_'(6'2[—)' Z
+(B, - B,)T_o,
-A!X+CieZ+C,T=0),
4.X+ (A;—A{)T:O,
Ol i+ (2L oy o Bealy,
+B;-C))T=0,
—B,((-—+t)q+l)X B/f+(6+2./_)' Y- (B/./_-(s-zf)t -Ci0)Z
+Ci-B)T=0),
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(s - Bl + g + 1))~ B L2 B’f_- eafiy,

+HA; —ANT =0, o

=Cl(~(h= i+ I+ (B2 +Cb)Y c’----f el
+Bi - C)T=0, ‘ S
—A X+CcZ+CT—O)
((Al C/(___l)r+l))X+C//_+(6-2f_): Y- C/,[--(6+2f_)l vz
+d; - ChT=0,

—A!X+BbY+B,T=0,

—BJ(L +i)g+ )X~ Loy *‘“/‘ 3y (B"F 362B) ez
+C/ = B)T=0),

para cada i=1,2,3, las cuales suman 18 rectas, mas las nueve an-
teriores tenemos la veintisiete rectas contenidas en la superficie.

-v-'v'n [ "": ”Q:
BT VS Ry Rk
wiﬂi& W: d
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