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Glosario de Notaciones

AM) El 5~ ésimo producto simétrico de A.
dirmA La dimensién de un espacio topoldgico A.
codimpA  La codimensién de un subesquema A en B.
Oa El haz de funciones regulares sobre una variedad.
Projz Proj de un anillo graduado.
A xg B El producto fibrado de esquenias.
PicA El grupo de Picard de A.
PicA El grupo de clases de equividencia de divisores de grado 0.
PictA El espacio homegenco de clases de equivalencia de divisores
de grado ni.
o dA La variedad jacobiana de 1o corva A
s 12} by canonico.
) 5l grupo fundamental.
G} Bl esqueni de los haces lincales de grado d v dimensién 7.
1,4 El espacio tangente a A en el punto p.
1D El conjunto de divisores efectivos linealmente equivalentes a ).
9 El semiplano de Siegel.
GjA La subvariedad de PicA que paranietriza las series
lincales de grado d y dimeasién r.
g Una serie Jineal de grado d y dimensidn .
K, Un divisor candnico.
b E) piorfisnio delerminado por el haz lineal L.
By El subconjunta de P; dado como la hinagen de los puntos de

ramificacién de f¥— P,
Si V es un espacio vectorial (£ un has vectorial) PV (respectivamente
P F) es el espacio de subespacios de dimensién 1 de V (respectivamente de
fibras de £), asi PV = ProjSv-
Por una curva entenderemos una curva completa, irreducible, no singular
sobre C, y a menos que sc especifique lo contrario, no hipereliptica.



INTRODUCCION

En el articulo Jacobians of curves with gl’s are the Prym’s of trigonals
curves [Rec.1] se demuestra el siguiente resultado:

Si X es una curva no hipereliptica de género 3y L = O(/x + c) es un
haz lineal de grado 4 y dimensién 1 genérico, entonces a la pareja (X, L) se
le asocia un cubrimiento doble 7 : Z. — Y, (donde Y, es una curva de género
4) que, en condiciones gendéricas, es de curvas lisas y no ramificado, este
cubriente tiene la propiedad de que la variedad Jacobiana de la curva X es
isomorfa de manera natural a la variedad de Prym del cubriente n : Z, — Y.,
ademds todas las variedades de Prym de curvas trigonales son de esta forma.
Esta construccién se conoce con el nombre de la construccién trigonal. ?

El objetivo principal de este trabajo es encontrar relaciones entre la matriz
de Riemann de la curva Y. y la pareja dada por matriz de Riemann de la
curva X junto con el haz L = O(K x +c) via la construccién trigonal, a lo cual
dedicamos la primera parte del trabajo, donde a partir de la construccién de
Z. como interseccion de “dos trasladados” del divisor theta de la variedad
jacobiana JX de la curva X se muestra que existe una relacién natural entre
el espacio de diferenciales abelianas de la curva Z. y el espacio de las funciones
theta de segundo orden de JX, concretamente tenemos las Proposiciones 3
y 5, las cuales podemos resumir en la siguiente:

Proposicién.Dada X wuna curva no hipereliptica de género 3, L
= O(Kx + ¢) € Pic*X un haz lineal completo de grado 4 tal que c es un
punto genérico de JX, entonces Z. = ©2.0_ .2 es una curva lisa e irre-
ducible de género 7 tal que:

(i) wz, = OJX(ZG) ®Oz=.

(ii) Eziste un epimorfismo natural entre el espacio H°(JX, 0;x(20)) de fun-
ciones theta de segundo orden de JX y el espacio de diferenciales holomorfas
H(Z,,wz,) de la curva Z. el cual estd dado por restriccidn. Siendo el nicleo
el subespacio < 0(z + c/2)0(z — c/2) >.

(iti) La curva Z. admite una involucién ¢ : Z, — Z_ libre de puntos fijos.

!En [Rec.2] se demuestra (pag. 63) que el conjunto de los haces lineales L =
O(Kx + c) tales que Y, es una curva de género 4 (completa, irreducible, no sin-

gular y no hipereliptica) definida sobre C corresponde al conjunto ¥ = JX —
(2P XU(X - X)U{2P+2Q-Kx | P, QE X})



Si consideramos la curva cociente Y, = Z./ < ¢ > tenemos que la aplicacién
w: Z. —+ Y. es un cubriente doble no ramificado, aplicando la férmula de
Riemann-Hurwitz g(2.) = 29(Y.)—1, luego entonces la curva Y, es de género

Como Z. es una curva simélrica en (JX,©) con clase de homologia ©.0,
como consecuencia de la propiedad universal de las variedades de Prym,
tenemos:(Ma.]

(a) La variedad de Prym del cubriente doble m : Z, — Y. la cual
denotamos Prym(Z. — Y.) es isomorfa a la variedad jacobiana (JX,0) de
la curva X como variedades abelianas principalmente polarizadas.

() j: 2. JX esla aplicacidn de Abel-Prym.

Posteriormente se da una descripcién de la homologia de la curva Z. en
términos de la homologia de la curva X y la eleccién del punto ¢ € JX, para
lo cual se utiliza la representacién f : X — P; dada por el haz lineal L,
concretamente bajo las hipétesis anteriores se demuestra:

Teorema.7. .

FEziste una base ay, fy,. .. ,67,@7 candnica de homologia para H,(Z.,Z)
tal que los ciclos Gz, (2, ..., Gag41, P2g41 corresponden al producto fibrado de
trayectorias de X, mientras que el ciclo By asociado al cubriente doble © :
Z. —+ Y. estd determinado por el morfismo f: X 24, P, asociado al haz L
y el ciclo &; es un ciclo complementario.

Posteriormente, en el Teorema 20 generalizamos este resultado para género
arbitrario.

Basados en los resultados antes mencionados obtenemos que la matriz
de Riemann de la curva Z. puede expresarse en términos unicamente de la
matriz de Riemann de X y la representacién de f asociada a L = O(Kx +¢),
es decir:

Teorema.15.

Si &, B esla base de Hy(Z.,Z) dada por la porposicidn anterior entonces,
existen ¥y,...,9; € HYJX, O x(20)) tales que la restriccion de estas sec-
ciones a la curva Z. son una base de diferenciales holomorfas normalizada
con respecto a la &, B- base de H\(Z.,Z) tal que

/5._ Fjiz. = Tij

representa la matriz de Riemann de la curve Z..



Se sabe ademds [Fa.Ra.] que la'matriz de Riemann de la curva Z; puede
describirse en términos de la matriz de Riemann de la curva ¥, y de la
matriz de Riemann de Prym(Z. — Y.), como consecuencia del teorema
anterior tenemos que la matriz de Riemann de la curva Y. puede escribirse
en términos unicamente de la matriz de Riemann de X y la representacién
de f asociada a L = O(Kx + ¢).

Para concluir esta parte notamos que la construccién de las bases de
homologia via la construccién trigonal nos determina un punto del espacio
de Torelli 74 y como el morfismo que asocia a cada punto de 74 su matriz de
Riemames analitico tenemos el siguiente resultado:?

Teoremas 17, 18. La mairiz de Riemann de la curva Y. (respectiva-
mente Z.) depende analiticamente de la eleccidn de la curva X y el haz lineal
L.

En la segunda parte se da una descripcién de la geometria de las curvas
Z. y Y. a partir de la informacién proporcionada por la pareja (X, ¢).

En particular como Z; = 0./;.0_.; estudiamos la geometria de Z. a par-
tir de la geometria de (X, c), para lo cual usamos por un lado la descripcién
de las curvas candnicas de Z, y Y. como interseccién de superficies una de
ellas asociada de manera intrinseca al cubriente n : Z. ~— ¥, y por otro, el
hecho (Proposicién. 5) de que existe un isomorfismo natural ente el espacio
de diferenciales holomorfas globales H%Z.,wz,) y el complemento ortogo-
nal (bajo la métrica hermitiana inducida por la polarizacién principal) de la
funcién theta de segundo orden 6(¢ + ¢/2)6(¢ — ¢/2) € H(J X, 0;x(20)).

Como Y; es una curva no hipereliptica de género 4, entonces su modelo
candnico Y.n €s una curva de grado 6 en ProjSH(Y.,wy,)", la cual estd
contenida en una tnica superficie cuddrica irreducible Qy,, y esta curva es
interseccién completa de Qy, con una superficie ciibica irreducible C, esto es,

Youn = @y..C

Por otra parte, en [DC.Rec.] se demuestra que dado r : Z, — ¥; un
cubriente doble no ramificado de una curva de género 4 entonces Z. posee
exactamente dos haces lineales de grado 6 y dimensién 2, g2, y ¢2', auto-
residuales con respecto a la serie canénica, tales que (g2 = ¢g2'. Ademis
Z. admite un iinico modelo plano C el cual es una sextica con tres puntos
dobles no alineados. La curva Z, en su espacio candnico ProjSH(Z.,wz,)"

2Donde las matrices de Riemann se refieren a las bases descritas en el Teorema. 7.
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es interseccién completa de una superficie de Del Pezzo S y una cuadrica Q,
esto es Zon = S.Q.

La superficie de Del Pezzo S se proyecta 2 a 1 en ProjSHO(Y,,wy.)"
desde ProjSHO(Y.,wy, ® n)* sobre la superficie ciibica de Cayley C aso-
ciada al punto de orden dos 7 € JX, mientras que la superficie cuddrica
Q es el cono con vértice ProjSHO(Y.,wy, ® n)" y base Qy, donde Qy, C
ProjSH®(Y,,wy,)" es la tnica superficie cuadrica que contiene a Yeon. _

En esta parte damos una descripcién de la superficie cuddrica Q en
términos de funciones theta de segundo orden de la curva X (Seccién 2.2),
asi como la descripcién de los haces g2 de Z. en términos de las inclusiones
Jaej2 t L Oy y de la aplicacion de Gauss, como consecuencia de esto
podemos describir la superficie de Del Pezzo S y la superficie de Cayley C
en términos de la representacién plana de la curva X y del haz O(Kx + ¢)
dado (Lema 28 y Proposicién 29 ).

Finalmente vemos como los tres puntos dobles de la representacién plana
C de la curva Z, via el morfismo determinado por el g2 corresponden a una
configuracién especial en el espacio canénico de la curva X de los puntos
del cuadrangulo fundamental determinado por el haz L = O(Kx + ¢) y de
sus lineas diagonales. Utilizando lo anterior podemos enunciar la siguiente:
Proposicion.31.

Para cada P; 4+ Q;; € Wi(Y;) n (Wy(YL) + 1) tenemos un morfismo

ay, : HO(Ye,wy.(n = (P + Qi) — HY(Yowy,)

dado por

Oy (w) =w®t;
y estos morfismos son tales que:
(i) ZIm(ay,) = HO(Y.,wy.).
(ii) En particular tenemos seis subespacios de HO(Y,,wy (1)) de dimensidn 2
cuyas imagenes bajo los morfismos oy, ; inducen seis subespacios de H(Y.,wy,)
de dimensidn dos que generan HO(Y,,wy,).



1 VERSION ANALITICA DE LA
CONSTRUCCION TRIGONAL

1.1 = Una relacion entre las funciones theta de segundo
orden de la curva X y las diferenciales abelianas
de Z, via la construccién trigonal.

Sea X una curva no hipereliptica de género 3 y consideremos el isomorfismo
canénico
Pic*X — Pic®X = JX
Wy ®¢
el cual tiene por inversa
Pic®X — Pict(X)
c — cQux =0x(K+c)

Esta aplicacién da una correspondencia uno a uno entre los puntos
¢ € Pic®X\{0} y los haces lineales L, € Pic*(X) con L. # wx . En [Rec.2)
pag. 63 se demuestra que existe un abierto de Zariski U C Pic'X tal que
para cada L. € U a la pareja (X, L.) se le asocia un cubriente doble no
ramificado de curvas lisas 7 : Z, — Y. , donde Y. es una curva general de
género 4.

Sea L = O;x(0O) un haz correspondiente al divisor © asociado a la polari-
zacién principal de JX = Pic®X el cual supondremos simétrico y denotemos
por ¢ : Pic®X — Pic®X la traslacién por ¢, esto es, t.(z) = z+c.

Como el divisor @ C Pic’X es irreducible, entonces £3(0) = O, es
irreducible.

.Para cada ¢ € Pic®X fijo, consideremos la subvariedad Z! de © fija por
la accién

Pid®X x Pic®X — Pic®X
(e;¢) = a + ¢

5



esto es
Zl=0n0.,.
Observamos que Z! es de dimensién 1 y conexa. Esto se puede ver de la

siguiente manera:
Consideramos el morfismo

@13 : JX — ProjSHJX, L)

el teorema de Lefschetz para funciones theta (ver {G.H.] pag. 317) nos dice
que ¢y es un encaje cerrado de JX en ProjSHO(JX, L3)".

Luego entonces, si H denota un hiperplano general en ProjSHO(JX, L3)"
se tiene que H N JX es irreducible.

Tomemos ahora un hiperplano Ho en ProjSHYJX, L3)" tal que Ho N
JX =30 como O, C JX entonces HoNO, = (HoNJX)NO.=30N06,, y
como consecuencia del principio de conexidad de Zariski tenemos que 30N0O,
es conexo, de donde Z. = © N O, es conexo.

Como los ciclos Z] = ©NO, forman una familia algebrajca parametrizada
por los puntos ¢ de la jacobiana de X resulta que Z! = © N O, es no singular
para los puntos genéricos ¢ € JX siendo por tanto Z. = © N O, irreducible.

Ademas la dimensién de la interseccién del divisor theta con su trasladado
por el punto ces uno, esto es, dimZ, = 1, (ver [ACGH]) y como el divisor © no
coincide con sus trasladados, es decir, como @ y O, son subvariedades de codi-
mensién 1 de JX y Z! = ©NO,.. Entonces, para ¢ € JX un punto genérico,
1 = dim2Z! = dim0O N O, de donde

2= codz.mTprTpZé = codimr,yxT,0 + COdimT’J,\’Tpec

obtenemos asi que O y O, se intersectan transversalmente, (ver [Sh.] pag. 82)
y escribiremos 0.0, en vez de O'N O, esto es, 0.0, = Z. como esquemas.

Por otra parte, como wyx es trivial, @y estd canonicamente encajado en
JX, y como Z! es algebraicamente equivalente a un divisor candnico de Ox
usando la férmula de adjuncién tenemos que :

wzs = (we + Z.)iz1

de donde
wzy = 2.2, + Z;),



utilisando Ia férmuls de Poincaré esto implica que
deg[ZL( Z. + Z.))
20.6.0

20°

12.

deg w3z

Por tanto 12 = deg wz: = 2g(Z!)— 2, lo cual implica que la curva Z.
en de género 7.
Denotemos par Z, Ia traslacién de la curva Z por el punto —c/2, eato es

Z. = 2 ,5(2)
t.1,(0.6,)
©.43.0_y3.

Entonces Z; es una curva de género 7 isomorfa a Z. y a partir de ahora (a
menos de que se especifique lo contrario) trabajaremos con la carva Z, en ves
de Z, con esto no se pierde generalidad y se facilitan los cAlcnlos posteriores.

Procederemos a dar en este caso la férmula de adjuncién a nivel de haces.

Como ©; C JX es un divisor (de Cartier) en la variedad abeliana JX y
como wyx = O;x es el has trivial, por la férnmla de adjuncién tenemon que

wix ® Oyx(04) ® Os,
O;x(05) ® Os,
O6,(©5)

we, "

para cada § € JX.

Por otra parte, como © es una variedad de dimensién 2 y como X es una
curva no hipereliptica, sn lugar singular es e} vacio, [Rie.] luego entonces
podemos considerar a 8.4 como uns superficie y a Z, como una curva en la
superficie ©.4,. En esta parte estamos interesados en conocer como es el bas
asocisdo & Z. como divinor en 6,4, € cual denotamos por Qe ,(Z.).

Denotemon pot 8(() la funcién theta que define el divisor ©.

Como el divisar de Cartier Z, en la superficie 6, estd representado por
la pareja {(U.p2,0: fa)} OO fo = O-pa ” donde U s, es una cubierta

abierta para ©,/;, asi pues podemos idmti'gc‘u Oe,n(Z.) de manera natural
con el has @;x(0-12) ® Oe,,, ® Os,.

7



Luego entonces, si consideramos a Z, C ©,/; como nna subvariedad no
ginguiar de codimensién 1, como consecuencia de la férmula de adjuncién y
del teorema del cuadrado tenemos que:

" Lema.l.

wg, = O0sx(20)® Og,. (1)
Demostacién:

“’0,/, ® oe.n(ze) ® 08,

(Osx(83) ® Oe,,,) ® (O1x(O-cp3) ® O, ,,) ® Op,
Osx(©¢3) ® Osx(0—c13) ® Oe,,, ® O3,
Osx(0cy3-c/2) ®O,;x ® Op,,, ® O3,

0,,;(9) ® OJx(e) ® 00_,, ® 03(:

0,x(20) ® Os,,, ® Oz,

0,,(26) ®0g,.

wg,

RiRIMIRRKY

=]
Como Z, es un subconjunto cerrado de O3 y wg, es un has de grupos
abelianos sobre Z., si denotamos por j : Z, — 6,/; el morfismo inclusién
entonces
HY(Zoyws,) = H(Oop2,5°ws,)
donde j*w;z, es 1a extensién de wg, por cero fuera de Z,.
Anteriormente en (1) hemos visto que wy, = O x(260) ® Os, esto es

HYZ,,ws,) H%(©¢y2, 5*(ws.)) .
H%(O,43,7*(03x(20) ® Oy,)) 2
H(© 2, (5" (01x(26))

donde p° denota Ia restriccién a Z. de las secciones sobre JX.

En eate caso como h%(0,y3, O;x(20)®Oe _,,,) = h(J X, 0:x(20)) -1 =
26X) — | = 7 y 4%(Z.,ws,) = g(Zc) = 7 lo cual significa que Ia inclusién
Z; C ©,; — JX induce via restricci6n un epimorfiumo natural del espa-
cio de fanciones theta de segundo orden HO(JX,O;x(26)) sobre la var-
jedad jacobiana JX de la curva X, en ¢l espacio de diferenciales holomorfas
BYZ,,ws,) de Ia curva Z,

I H°(JX, 0,;(29)) —_— H"(Z,,w..).



En particular como Z, = 0.,.0_,; C O ;U O tenemos que
(¢ +¢/2)6(¢ —¢/2) € H(JX, O, x(20)) es idénticamente nula sobre Z,. De
donde la aplicacién p tiene como niicleo el espacio generado por la seccién
(¢ +¢/2)8(¢ — ¢/2) lo cual nos permite identificar las diferenciales abelianas
de la curva Z. con el espacio de funciones theta de segundo orden de JX
médulo el espacio generado por la seccidn 8(¢ + ¢/2)0(¢ — ¢/2), esto es

H%(Z.,wz,) =~ HO(JX,OJ,\'(éO))/ < O0(¢ + ¢/2)0(¢ ~ ¢/2) >.

Por otra parte, como consecuencia del teorema de Wirtinger, (ver [M.1}
pag. 335,) si en el espacio H°(JX,D;x(20)) consideramos la métrica her-
mitiana inducida por la polarizacién principal de (JX,®) obtenemos asi
un isomorfismo natural entre el complemento ortogonal de la seccién <
0(¢ + ¢/2)6(¢ — ¢/2) > (el cual denotaremos < O(¢ + ¢/2)0(¢ — ¢/2) >1)
y el espacio de funciones theta de segundo orden de JX médulo el espacio
generado por la seccidn < (¢ + ¢/2)0(¢ — ¢/2) >, esto es

HO(JX,0:x(20))] < 0(¢ +¢/2)0(¢ — ¢/2) >=< (¢ + ¢/2)8( — ¢/2) >+
y como consecuencia de (2) tenemos un isomorfismo natural:
HY(Z,,wz,) ~< 0 + ¢/2)0(¢ — ¢/2) >T .

Observacién.2.

Como consecuencia del teorema de Appel-Humbert la métrica inducida
por la polarizacién principal de la variedad jacobiana (J.X, ©) en el espacio de
funciones theta de segundo orden H°(JX,0;x(20)) coincide con la métrica
dada por el producto interior no degenerado B que nos permite identificar
|20] con Proj H(JX,0;x(20)) ver [M.1], [M.3].

Si denotamos por

£:JX xJIJX — JX xJX

la aplicacién ‘
(=) (z+y,z—v)

tenemos el isomorfismo [M.2] ‘
£ (p10,x(0) ® p;0.x(9)) 2 piOsx(20) ® p;0,x(20).

9



Si {5;} es una base del espacio de fonciones theta de segundo orden,
podemaos escribir -
£(p160 ® p36) = %:cjhﬂ’i @ paon

J

para algunos c;; € C; esto es, por la f6rmula de Weierstrasa

0(u+ v)B(u - v) = 3~ cine;(u)an(v)

para toda u,v € JX.

En particular, se demuestra en [M.1] que Ia matris c;; define una forma
B 1a cual proporciona un isomorfismo entre la serie lineal |20] y el espacio
de funciones theta de segundo orden ProjSH°(JX,O;x(26)). :

. Resumimos lo anterior en la siguiente:

Proposicién.3.

Dada X una curva no hipereliptica de género 8, L € Pic*X un haz lineal
completo de grado { tal que si c = L ® wx' es un punio del abierto denso
U de Pic®X mencionado anteriormente, entonces Z, = ©:2.0_/3 €3 una
curva lisa e irreducible de género 7 tal que:

(i) wz, = 0sx(20) ® Os..

(ii) Eziste un isomorfismo natural enire el espacio de diferenciales
holomorfas H(Z,wz,) de la curva Z, y el complemento ortogonal
< 0(¢ + ¢c/2)0(¢ — ¢/2) >* de la funcién theta de segundo orden
(¢ + c/2)8(¢ — ¢/2) € H(J X, O;x(20)), esto es:

- B%(Z.,wz,) =< 0(C + c/2)8(¢ — c/2) >4,

donde el complemento ortogonal gue estamos tomando es el inducido por B.
u]

Notese que #i consideramoas la involucién —1;x sobre la variedad Jaco-
biana de X, esta define una aplicacién en la curva Z, !

z, “lape g
il ¥
JX 2= gx

10



Si £ es un punto de Z,, existen £;,&; en © tales que £ = £;4+¢/2 = €3—~¢/2,
por tanto ~f{ = —¢; —¢/2 = —£, + ¢/2, y como © es un divisor simétrico
en JX, esto es © = —O se sigue que —¢&;,—£; € O , luego entonces —§ =
~€1—¢c/2€O_;py y —€ = —£a+c/2€ Opyporlocual —€ € ©y2.0. 2 = Z..

Esto es, tenemos una involucién ¢ : Z, — Z. la cual estd dad: como la
restriccién de la involucién —1;x a la curva Z.. Ademas si £ € Z,, entonces
t(€) = € si y solo si £ = —¢£, esto es, 26 = 0, pero como ¢ € U esto no es
posible. Luego entonces la involucién ¢ es una involucién libre de puntos fijos
sobre Z, para todac € .

De manera analoga al teorema de Matsusaka [M], el cual caracteriza a
las variedades jacobianas (JC, ©) como variedades abelianas principalmente
polarizadas (v.a.p.p.) de dimensioén g con clase de homologia

(?__1.1_)![9]&—1).

El siguiente resultado es bdsico en la teoria de las variedades de Prym.

Propiedad universal de las variedades de Prym. 4.

(Criterio de Masiewicki) [Ma.)

Sea (P,0) una variedad abeliana principalmente polarizada de dimension
g y C una curva en P, simétrica, con clase de homologia o l),[G](g")

Sea C = €/ < o > el cociente de € por la involucién de P dada como
multiplicacién por —1. Entonces :

(i) m: € — C es admisible.[Be.1]

(i) Prym(C,=) ~ (P,©) como variedades abelianas principalmente po-
larizadas.

(iii) C — P es la aplicacién de Abel-Prym.

En otras palabras H°(C,wec ® )" puede identificarse con el espacio tan-
gente a Prym(C 7) en el origen, y la imagen Prym canénica de p € C
es la_direccién tangente proyectivizada a #(C) en el punto =~1(p), donde
¢:C — Prym(C,7) es la aplicacién de “Abel-Prym”, la cual estd dada
como #(p) = u(p) — u(:p) donde u : ¢ — JC denota la aplicacién de Abel.
(Ver [Do.S.] pags. 39,40).

Como consecuencia de la propiedad universal para variedades de Prym
tenemos la siguiente:

11



Proposicidn.5.

Para c € JX general, la curva 2. construida anteriormente admile una
tnvolucion + : Z, — Z. libre de puntos fijos. Si consideramos la curva
cociente Y. = Z./ < ¢ > tenemos que la aplicacion = : Z. — Y. es un
cubriente doble no ramificado, aplicando la formula de Riemann-Hurwitz
9(Z.) = 2g(Y.) — 1 luego entonces la curva Y, es de género 4.

Como Z. es una curva simétrica en (JX,0) con clase de homologia ©.0,
como consecuencia de la propiedad universal de las variedades de Prym,
tenemos:

(a) Prym(Z., =) = (JX,0) como variedades abelianas principalmente
polarizadas.

() j:2Z.— JX esla aplicacion de Abel-Prym.

Demostacidn:

Como Z; = O./2.0-cj2 y Zc es una curva simétrica sobre JX con clase
de homologia ©.0 y la involucién ¢ de Z; esta dada por —1;x)z, = ¢ por el
. criterio de Masiewicki, Prym(Z,,n) >~ JX como v.a.p.p. m]

En este punto es interesante dar en otra forma este isomorfismo.

Como hemos visto la inclusién j : Z, — JX es la aplicacién de Abel-
Prym, aplicando el functor Pic® obtenemos el morfismo

Pic®Z, & Pi®(JX)

y como consecuencia del teorema del hiperplano de Lefschetz tenemos que
esta aplicacidn es inyectiva, ver [G. H.].
Pero Pic®(JX) = JX es la variedad dual de J X, la polarizacién principal
O determina un isomorfismo Ag : JX — JX dado como A(z) = 1.0 — ©.
Componiendo Ag con la aplicacién j* obtenemos un morfismo

PiX 2% piz,.
. Como para cada curva C, se tiene que Pic®C = H(C,O¢)/H'(C,Z)

obtenemos asf una aplicacién del tangente al origen en Pic®X, al tangente al
origen en Pic®Z,

H](X»OX) "‘"’Hl(chOZc) 3
que también induce una aplicacién
HY(X,Z) — HY(Z.,Z), @

12



Por otra parte, Ia involucién ¢ de Ia curva Z, induce una involucidn : sobre
los gropos Hy(Z.,2Z), H(Z.,wz,) y J(Z2.). Denotaremos los subespacion
& - invariante e i- antiinvariante con los supraindices + y — respectivamente.
De donde

BY(Z,, wg,) = H°(Z., wg,)* @ Ho(zci wg, )"

H!(Zu Z) = Hl(zc; Z)* ;] El(zcl Z)-.

* Como H(X,Ox) AN H(Z,,03,) corresponde a la aplicaciéa Prym j,
entonces la imagen del morfismo j° ¢s el espacio anti-invariante de secciones
holomorfas de la curva Z,

Imj = H%Z,ws)"

y por lo anterior el toro complejo via la aplicacién Abel-Prym, que induce lo
anterior

Prym(Z., ) (H°(Z.,wg.)" )/ Br(Z., 2)"

HY(X,0x)/H*(X,2Z)

es isomorio a 1a variedad jacobiana de la carva X, como variedader abelianas
principalmente polarisadas.

Otra observacién que pademos hacer es que como el espacio H%(Z,, w3z, )
de diferenciales abelianas sobre la curva Z, es isomorfo de manera natural con
el espacio H°(0,;, O;x(20)®03,) de funciones theta sobre Ia variedad jaco-
biana de Ia curva X restringidas a la curva Z,, entonces la descomposicién de
H%Z,,ws,) en parte invariante y anti-invariante induce una descomposicién
en el espacio de funciones theta de segundo orden de X, asto es,

H°(JX,0,(20)) =  <0(C+c/2)0(C—c/2)>
® <0(¢+c/2)0(C —c/2) >t

via la métrica B dada en el teorems de Wirtinger

H(JX,0,x(20)) =  <B(¢C+e/DO( —c/2) >
@ (< 0(C+c/2)8(C—c/2) >4)*
@ (< 0(C+¢/2)8(¢ —c/2) >)

vis 1a descomposicién inducida por la aplicacién de Abel-Prym.

R

13



Asi
HO(Zeywz,) & (< 0(C +¢/2)0(C — ¢/2) >*)* @ (< 0(C +¢/2)6(C — ¢/2) >

Resumiendo tenemos la siguiente:

Proposicién.6.

Exziste una base op, 0y, ..., 07, de H(JX, 0 x(20)) tal que:

(i) o0 = 0(¢ + ¢/2)0(¢ ~ ¢/2).

(ii) o1z, ..y 042, €5 base del espacio invariante HY(Z.,wz,)* ~ HO(Y,,wy,).

(iti)os)z.y ..y 072, es base del espacio anti-invariante
HO(ZML"’Z:)- ~ HO(X: "‘)X)'

(iv) Imj* = HY(Z,wz.)".
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1.2 Una relacién entre la homologia de la curva Z,
Yy la pareja (X, L)

A continuacién estamos interesados en describir como es 1a base de homologfa
anociada a la curva Z, en términoa de la base de homologia de la curva X y del
punto ¢ € JX genérico, para lo cual usaremos la representacién f: X — P,
determinada por el haz lineal L.

El resultado principal de esta seccién es mostrar que podemos construir
una base de homalogfa de la curva Z,. como la clase de homologia de ciertos
productos fibrados de trayectorias en X los cuales estdn determinados por la
aplicacién f.

Dado L € Pic*X el has correspondiente al punto genérico ¢ € JX ,
esto es, L = wx ® c es en particular libre de puntos base, consideremos el

morfismo !
f: X — ProjS(HYX,L)") = P,
p v (so(p);s:i(p))
donde s;, 5, es una base de H°(X, L) y supondremos que ea simple.

Al tomar el producto fibrado X x4 X sobre P;, se demuentra en [Rec.2),
[P1a] o siguiente:

{(i)El producto fibrado X x ;X consta de dos componentes irreducibles, 1as
cuales denotaremon por X y Ay respectivamente. Es posible ver adem4s que
estas componentes son curvas de géneras 19 y 3 donde Ax = {(z,z)|z € X}
ea isomorfo a la curva X y X es un cubriente ramificado 3 a 1 de la curva X,

(ii) Dichas componenten se cortan transversalmente en un nimero finito
de puntos, & saber, los puntos de la forma (p;,p;) € X N Ax, donde p; €
X, i=1,2,...,12 son los puntos de ramificaciém de f.

(iii) La curva X tiene de manera natural la involucién T(z,y) = (y,2), Ia
cual tiene como puntos fijos los puntos de la forma (p;, p;) eknAx, donde
p€X, i=1,2,...,12 son los puntos de ramificacién de f.

Luego entonces, wy : X — X/ < T > eaun cubriente doble ramificado
y tal que X/ < T >, es isomorio a la curva Z,, esta curva tiene ls involucién
iz(p1 + p2) = p3 + py donde £71(f(p)) = {p1, P2, P3, P4}, Ia cual corresponde
con la involucién ¢ definida sobre la curva Z, segiin el diagrama;

'L = O(K +¢) tiene punto bascsiyslloai | K +cj=| K+p—¢glcon pgc X, poh g,
esto @, &l y salo si € € (X = X) ~ {0} el cunl €3 un panto no geaérico.

15



y se tiene gue

0

es un disgrama conmmutativo de curvas (para i = 1,2), finalinente, se de-
muestra en [Pla] y [Rec.2] que esta construccién es equivalente a la dads en
Ia secci6n anterior, en esta parte Y, = Z,/ < ¢ >.

Por otra parte, Fay en [F] muestra que dado € —=+ C un cubriente doble
de género § = 2g + n —~ 1 de una superficie de Riemann compacta de género
g con 2n puntos de ramificacién en loa puntos g, ...,qum €C. Si T: C —~ &
es la involucién con puntos fijos en §y, ..., 4 € €, una base candnica de
homologfa de H1(C,Z) se puede dar como:

&1; ﬁn rety &’; ﬁ.x &ﬁl: ﬁﬂh seny &ﬂn—lv ﬁﬂw—]l &'11 ﬁ;: erey &:s ﬁ; (6)

y e tal que &;, ﬁ,,...,&,,ﬁ,, desciende a una base canénica de homologia
ahﬁn aeey &bﬁ‘l de HI(C’ z) y

&+T(@) = H+TB) =0, 1<k<yg ™
&+T@E) = B+Th) =0, g+1<I<g+n—1

donde las igualdadee son mdédulo homalogfa.
Si la base dual de diferenciales holomorfas es

16



‘:'1, seey ‘:’.r ‘:'|+11 iad] ‘:“'-O-Q—h ‘:’iv "-r‘:’,,
entonces para 1 < k< gyg+1<i<g+n—~1,

du(z) = ~aq(T(z)) ¥ dn(z) = —in(T(=)) (8)
para todo punto z € é.
Asi la base dual sobre €' esté dada por
Oy =dy—d; para 1<k<g
mientras que
‘ Gh=dn+a; para 1<k <y

y
Oy=d parta g+1<k<g4+n-1

son las g + n — 1 diferenciales de Prym normalisadss linealmexnte indepen-
dientes sobre €. Asf la matris de Riemann de €' tiene la forma

Intra . EncIu
R ( 2 i 7 ) para 1<ki<y,
7= ks

I . g+1<ijSg+n—1
y 2 o 3

donde 7 es la matris de Riemann de C y

= ™ T ) I, v ,fpuh para 1<khl<g,
™ Invi  Yhpu g+1<ij<g+n-1

es una motris simétrica (g +n— 1) x (g + n--1) de parte imaginaria positiva
definida, es decir, 7 es una matris de Riemann.

A continuacién usaremos la existencia de bases que satisfacen las condi-
ciones (6), (7) para mostrar el siguiente:

17



Teorema.7. L = .

Eziste una dase al,ﬂ,. w @19, Byo de la Aomologia entera de X que satis-
face las condiciones de Fay, (8), (7) y tal gque:

(i) Los ciclos a;,ﬁ,, ,a,,ﬁ,. descienden a una base a,,ﬁ,, . Oy, ﬁ,, de
la homologia entem de Zev

(ii) Los ciclos &3, ﬂ,, vy &1y ﬂ,,non clase de homologia del producto fibrado
de lazos de X .

(iii) El ciclo ﬂl asociado al cubriente dodle x : Z. — Y, esta determinado
por el morfismo f : X —+ Py asociado a la pareja (X, L), mientras que el
ciclo &, es un ciclo complementario.

Demostacién:

- Consideraremos el morfismo f : X — P, asociado a la pareja (X, L) y
supongamos que dicho cubriente es ximple.

Como p; € X son los puntos donde se ramifica f, si denotamos por b; € Py
la imagen de p; bajo f, esto es, f(p;) = &; ¥ como f es simple, entonces
f~(5) consta de 3 puntos distintos, los cuales denotaremos p;, p}, p!, para
cadai=1,2,...,12.

Denotemos por By C P; el lugar de ramificacién de £, esto es, ¢l conjunto
de los puntos f(p;) = b; € P, tales que p; es punto de ramificacién de f

Luego entonces los puntos de ramificacién de la proyeccién en el primer
factor pry : X — X son los puntos de X de la forma (p*,p;) con k =
3,4, i=1,2,..,12. Eato es, el divisor de ramificacién R,,, = L;a(oF,p)
mientzas que los puntos rama de la proyeccién en el segundo factor
pra: X — X son los puntos de X de Ia forma (p;,o¥) con k = 3,4, i=
1,2,...,12.. Esto es By, = E-J‘(P'P")

A continuacién veremos que existe una base Z. que satisface la condicién
(¢) dada en el Teorema 1, y posteriormente veremos como obtener est4 base
& partir de la informacién proporcionada por la pareja (X,c) que satisiace
las condiciones (ii) y (iis) del Teorema 1.

Como %7 : X — Z. &8 un cubriente doble ramificado de Z, el cual
ae ramifica en los puntos de Ia forma p; = (;,p;) donde p; es punto de
ramificacién de f : X — P, parai = 1,... 12, de acuerdo con las relaciones
(6), y (7) antes mencionadas, existe una base canénica de homalogfa

ah ﬁ]) seos é'h ﬁ'l! Z.'I: ﬁ.l veey a”l 5]2! alh 513! arey élh ﬁ:o (9)
tal que &,4,,...,&7,8, desciende a una base canémica de homdogin de
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Hl(Zn Z) y

G120k + T(&) = Brogs +_T(:§I:) =0, 12kg7 (10)
& + T(&) B+TB) =0, 8<I<I2

donde las igualdades son médulo homologia.

En particular como H,(z\", Z) es un grupo libre en los generadores &j, ﬁj
con j = 1,...19, tenemos que

Hy(X,2) <&y Byy. s b1, > D < sy, rba2,Byy >
<£:!13,ﬁ]31-~-15119,519 > . .
<&11ﬁ1,---,57;57> 52 <¢?81587"':y812a512> (11)
< _T(&l)a—T(ﬂl)U R _'T(&7)~, =T(8;) >

H\(Z6,2)® < &8,Bg,- .1 812, 512 >

H(2.,2).

SR &R O NR

Por otra parte, como 7 : Z. — Y es el cubriente doble no ramificado de
Y, inducido por f : X — P, con involucién ¢ : Z, ~ Z., entonces pode-
mos escoger bases normalizadas &, By,...,47,8; ¥ &1,51,---,84,0: para
Hy(Z.,2Z) y H\(Y.,Z) respectivamente tales que:

r(@) = & n(B) = 2%
".(a’l') = a’i + &3+|' W.(_ﬂu') = @i + ,33+,' para i= 21 314' (12)
o(&) = Gagi &(B) = PBayi

para mas detalles ver [ACGH],
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Y como
Hl(anz) =< &hﬁh-"y&7yﬁ7 > &hﬂh'" 1d71ﬂ7 >

en particular podemos escoger los ciclos czn,ﬁ,, - dados en (9) que
satisfagan las condiciones dadas en la ecuacién (12) y como H; (X, Z) queda
descrito por la relacién (11), entonces podemos escoger una base canénica de
homologia

&laﬂlr cevy &h .671 &81 .381 ey d’lhﬂl?’ 6131 ﬂla, eeey &19, :319-

para Hy(X,2) la cual satisface simultaneamente las condiciones requeridas
en las ecuaciones (10), y (12),

De ahora en adelante y a menos que se especifique lo contrario, supon-
dremos que las bases de Hy(X,Z), H(Z.,Z) y H\(Y., Z) con que trabajemos
satisfacen simultaneamente las condiciones (10) y (12). Ademds denotaremos

por &, B; parai = 1,...,7 los ciclos en H,(X, Z) que descienden a una base
de Ia homologia entera que satisface las condiciones (10), y (12), y por &;, ﬂ
para i =1,...,7 su proyeccién en H(Z.,Z).

Como_ el dlagrama dado en (5) es un diagrama conmutativo de curvas
y como X es arco conexo, el homomorfismo x : 7r.(/\ Fo) — H\(X,Z) que
asocia a cada lazo v € m1(X,%o) su clase de homologfa es sobre, por tanto
todo ciclo en Hy(X, Z) puede representarse por medio de un lazo en X. (Por

- abuso de lenguaje usaremos la misma notacién para la curva que para su
clase de homologia). .

Si nuevamente denotamos por &, ﬂ.,- :[0,1] — X trayectorias que repre-
senten a los ciclos, &;, ﬁ;, (los cuales podemos suponer que no pasen por los
puntos de ramificacién de f), como los ciclos &;, B;,i =1,...7 descienden a
una base {&;, 8;}i=1,.7 de Hi(Z.,2Z) la cual satisface la relacién (12) y por
la conmutatividad del diagrama (5) se tiene que podemos escoger represen-.

tantes de los (&, 8)-ciclos &;, 8;: [0,1] — X tales que

Urr (&) = mr(Gas) = g .
(rn(B) = tr(Boy) = Page T IT R

como funciones.
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De donde por la conmutatividad del diagrama (5) podemos escoger los
representantes c:n, ,@; :{0,1] — X tales que
J@E0 = Jsae
TN = f(Bsy)(B)

y por la conmutatividad del lado izquierdo de (5) tenemos

f-prj((:li)(t) = f'P"j(é’a-H)(t) a aj =1,2, {=2,3,4. (13)
Sopri(B() = f-pri(Ba.)(t) T o

Como la involucién ¢ : Z, — Z. corresponde a ¢(p; + p2) = pa + pa,
(ver [Rec.2] y [Pla}]) donde f~'(f(p1)) = {p1.p2,P3,ps} luego entonces las
funciones prj(&:) y pri(éa4:) son distintas.

Y como &, f; : (0,1] — X y X € X x; X no corta la diagonal en-
tonces prj{&;) # pri{d:), como funciones, donde {j, k} = {1,2}. Pero como
consecuencia de las relaciones dadas en la ecuacién (13) y del hecho de que
[ es un cubriente 4 a 1 obtenemos

7S - pral&:)(2)) pri(@)(t) U pra(éi)(?)
P"x(&g_m)(i) U Prz(agﬁ)(i)
pri(B:)t) U pra(Bi)(t)

pri(Basi)(t) U pra(Bay)(t)

c

/s P"x(é-‘)(i))

C

para ¢t = 2,3,4. . .
Denotemos por al_;, AL, : [0,1] — X las trayectorias pri(&:), pr;(8;)
y por ol*2, BI+2 . [0,1] ~ X las trayectorias pri(@ati), prj(,é3+,-) para i =
2,3,4, j = 1,2 (respectivamente).
Entonces

7N - pra(@) () al,(t) U of () U ol (1) U ol,(%),
SN - pra Ba)(2)) () U BL(1) U BL() U BLi(),
y como consecuencia de la propiedad universal del _Producto fibrado tenemos
que é-(t) = (af_;(t), @i, (1)) = (aloy %0l )Y y Bi{t) = (B, (1), 821 (2)) =:
(Bly x5 BEL)).
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En particular como

Hy(Ze,2) ~< é1,8, > © < 2,8y, - -, &r, By >

y como todo ciclo en H,(Z,,2) es una combinacién de los elementos &, ﬂ~,~
tenemosque todo ciclo ¥ en < &, 8, ..., &=, B; > tiene asociado un conjunto
7' :[0,1] — X es una trayectoria en X

= {71’ S tal que f~H(f(+/(1))) = U}y 7' (2) }

y 7 es la clase de homologia de la proyeccién en Z. de un producto de trayec-
torias en X, esto es, ¥ es de la forma 7. (7! x5 ¥2), ¥ «(3) = 7. (¥ xs 7%).
En este caso diremos que el conjunto I' = {7, ..., 7'} es un conjunto saturado
asociado al ciclo 7. lo cual demuestra la condicién (i7) de] Teorema 1.

Finalmente, como m.(8,) = 28: y el morfismo ¢ : Z, — Z. es no ramifi-
cado, entonces f3; es t-invariante, esto es ¢(8;) = B, como ciclos.

Por otra parte, como 7r,(8,) = 8, y como x : m (/\",5:0) — H;(X,Z)
es sobre, podemos escoger una trayectoria la cual denotaremos nuevamente
por B, : [0,1] = X tal que x{8,) = B,, de donde =1,(f;) : [0,1] — Z. es un
representante del ciclo 4,.

!
Tomemos trayectonas ﬂ,,ﬂ, {0,1] — X tales que
() 51 ﬁl + ﬂn”
(ii)eamr, By = 71,5y,
(i) mrr. By = B, ,
A nivel de trayectorias representantes, “B, + ﬁ, " significa sumar trayec-

torias.
Podemos suponer ademds que ﬁ, esta dada como

Bi(2t) telo, 3}

[31’ =
@ {ﬂl)(2t) tel3,1).

Como ﬂ“ + T(ﬂl) = 0 entonces ﬂ“ + T(,[i1 +ﬂ,) = 0 y podemos escoger
tra.yectorlas ﬂl, ﬂl de —ﬂM tales que

ii1) ,31 +.31 = —ﬂ]-ﬁ
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(ii) f(ﬂl)_f(ﬂl)v y
(iii) T(ﬁl) = ﬂx y T(ﬂx) = ,51,

en particular existen trayectorias en X

bi:[0,]] — X k=1,...4,

tales que
(i) S (B)) = Uteyber
(ii) By = by x s by y By = b3 x s buy

Esto es, el ciclo 8, que determina el cubiente n : Z. — Y. depende
solamente de la curva X y la informacién dada por el morfismo f : X —s Py,
por otro lado (12) como &; es un ciclo complementario, entonces por la
conmutatividad del diagrama (5) tenemos que ¢(éy) es tal que

F@n) = f(a).

Como & desciende a &, si denotamos por (&) el ciclo en X que desciende a
(1), entonces podemos escoger representantes de estos ciclos
&,4(&1) :[0,1] — X tales que

_ () # @),
fla))t) = f(&)),

de donde, podemos encontrar trayectorias en X

ax:[0,1] — X, para k=1,...,4,

tales que
(@) £ f(@)) = Uty e,
(12) &] =a; Xyaz y L(&]) = az Xy a4,
Esto es el ciclo &; tiene al conjunto I't = {a1,az,a3,a4} como conjunto
saturado asociado, con lo cual concluimos la demostracién del Teoremal. O
Anteriormente hemos visto que hay una base de la homologia entera de
Z, cuyos elementos son clase de homologia del producto fibrado de trayecto-
rias en X (mod T'), donde estas trayectorias pertenecen al conjunto saturado
asociado.® Por otra parte, nos interesa construir una base de la homologia -

3Como todo ciclo en Z. puede expresarse como una combinacién lineal entera de los
elementos de esta base, tenemos que todo ciclo en Z, puede expresarse en esta forma.
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entera de Z, a partir de una base de H,(X,Z) y de su representacién como
cubriente 4 a 1 de P, inducida por el haz lineal L = Ox (K + ¢), para esto
veremos que podemos encontrar una base de H,(X, Z) “adaptada” a la repre-
sentacion de X como cubriente 4 a 1 de P;, de manera que a cada elemento
de esta base le corresponde un elemento de H(Y:,Z), y como consecuen-
cia del Teorema 1, tenemos que a cada elemento de la base de H,(X,Z) le
corresponde un conjunto saturado, con lo cual construiremos un conjunto
independiente de trayectorias en X cuya clase de homologia desciende a un
conjunto independiente de ciclos en H{(Z.,Z), los cuales nos ayudaran a
formar una base de este espacio.

En [B.E. pag. 96 ] Teorema (4.1) se tiene el siguiente resultado:

Teorema.8.

Sea M? una variedad coneza de dimensidn 2, ¢ : M? — S? un cubriente
simple ramificado de grado al menos 3, f : M?> — M? un homeomorfismo.
Entonces existen homeomorfismos h : M®> — M? y k: 5% — 52 tal que h es
isotdpico a f y el siguiente diagrama conmuta:

M2 Ly a2
vl le
S? LN S?

En cuya demostracién se construye una base de H:(M?,Z) utilizando
levantamientos de ciertas “ aplicaciones de torcimiento” de §' a M? corres-
pondientes al sistema de Hurwitz que determina la aplicacién ¢

Asi, como consecuencia de la demostracién de este resultado obtenemos
la existencia de una base de la homologia entera de X “adaptada” a la
representacién, obteniendose en particular el siguiente resultado:

Corolario.9.

Sea M una variedad real bidimensional, orientable,compacta, coneza de
género g, y denotemos por 52 la esfera. Si f : M — 82 es un cubriente simple
de grado n, n > 3, que preserva orientacion y si p; : m(S5% \ By) — S, es
su representacidn asociada, entonces podemos encontrar un conjunto a;, b;, ¢;
(1<i<g,1<j<g~—1) decurvas estdindar, como muestra la siguiente

figura:
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Fig. 1
tales que {a;,b;} es una base de la homologia entera de M “adaptada” a la
representacion py.

La idea de la demostracién del Teorema 8 es la siguiente:

Si My es una copia de My y f; : Mg — S, es el cubriente ramificado
de grado 2 dado como la transformacién de érbita de la involucién T' que
rota My por un dngulo de 180° con respecto al eje horizontal en la (Fig. 1),

El sistema de Hurwitz de f, asigna a cada uno de los 2¢g + 2 puntos de
ramificacién la trasposicién (12) € S; y la férmula de Riemann-Hurwitz nos
garantiza que la imagen de f; es S,.

Salvo isotopia, las curvas a;,¢; (asi como b y b;) pueden realizarse como
curvas cerradas simples T'— invariantes tales que f;(a;) = d;, fa(¢;) = & son
arcos en S;. En una vecindad tubular de cada una de estas curvas simples,
f2 es equivalente al cubriente ramificado de grado 2 dado como la aplicacién
de 6rbitas de la involucién T : A — A, T'(r,2) = (—7r,—1) y el arco es la
imagen de 0 x R/Z.

Asi el levantamiento de estas curvas puede verse como un levantamiento
apropiado de un disco torcido en el arco correspondiente. (Lo cual es imposi-
ble para by, ..., b,).

Si (n—2)5? denota la unién disjunta de (n—2) copias de S§? y extendemos
f2 al cubriente ramificado de grado n

fr:MgU(n—2)5%—> §*
que transforma cada S? en la identidad.
Si fi : §% — 52 es un cubriente ramificado simple de grado n, sin pérdida

de generalidad su sistema de Hurwitz estd dado como (12), (12), (13),(13), ...,
(1n),(1n) en el lugar de ramificacién, entonces

fo 1 (MoU (n —2)8%)¢ 5% — S%3,5°
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se obtiene de f y f/ como la suma conexa fibrada sobre un (12) punto en
cada imagen S%:

Fig. 2
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Como ((MoU(n —2)5'27)-#152 =~ M, podemos tomar f, como modelo para

Ahora f,;71(d;) consta de una curva cerrada simple a; en Ay cerca de la
cual f, = f2 y de (n — 2) arcos simples los cuales son transformados home-
omorficamente por f,. Asi el disco torcido (a;) se levanta a la composicién
de t(a;) y (n — 2) discos torcidos. Como discos torcidos son isotdpicos a la
identidad, el levantamiento de t(d;) es isotdpico a i(a;). De manera andloga
el levantamiento de (&) es isotdpico a t(c;) médulo homeomorfismos.

Solo falta encontrar algunos arcos b; en 52 tales que el levantamiento del
disco torcido #(b;) sea isotdpico a t(b;). Para esto consideremos el sistema de
Hurwitz de f,, descrito en la figura 1 con los arcos deseados b; (asi como los
arcos b; y &) indicados.

: Fig. 3

Consideremos b;. Sobre §; en ~i hay n arcos dj1,...,din con interiores
disjuntos donde d;; y d;3 tienen los mismos puntos extemos y los otros son
disjuntos por pares. Sea 5' el lazo d;; U d;3. Como antes el disco torcido t(E.)
en S? se levanta a la composicién de t(8!) y el disco torcido t(dj;),J # 1,3, €
cual es isotdpico a t(8). Luego entonces bastard ver que cada b' es isotdpico
a la curva estdndar cerrada simple b; de la figura Fig. 2.

Como 5( intersecta a; transversalmente exactamente en un punto en “la
hoja 1” y olvida las otras a;’s para j # 7; y b olvida todas las ¢;’s. Para
ver esto es suficiente ver que si los lazos b} y 71;» se intersectan en dos puntos,
entonces pueden separarse por isotopia. .

Si cortamos M a lo largo de by,4,,...,a,,c1,...,¢4_;, Obtenemos una
superficie M la cual es homeomorfa a un disco D, los lazos Bib, ... ,I_z; de-
terminan arcos simples los cuales se intersectan un arco a otro en dos puntos
en el interior de M. Como M es homeomorfo a un disco esto significa que
los nimeros de interseccién &, - b' son cero y los arcos correspondientes en M
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pueden separarse. Asi las b’s son isotdpicas a las b;’s.

Definicién.10.

Dado f: C — P, un cubrienle n a 1 simple, llamaremos base de la ho-
mologia entera de C adaeptada a la representacidn, a la base de homologia
determinada por el sistema de Hurwitz asociado, construida como en la de-
mostracion del Teorema 8.

A continuacién nos interesa describir de manera explicita como construir
los ciclos de Hy(Z.,Z) a partir de la informacién proporcionada por la pareja
(X, ¢) para lo cual seguiremos los siguientes pasos:

(i) Usaremos las representaciones de las curvas dadas en el diagrama
(5), para mostrar que, si consideramos una base canénica de la homologia
entera de X adaptada al morfismo f : X — P; determinado por el haz
L = Ox(K + ¢), cada elemento de esta base tiene asociado un ciclo en Y.

(ii) Como consecuencia del Teorema 7, cada ciclo de la base adaptada a
tiene asociado un conjunto saturado I' = {v1,...,74} en X.
¥ » 7.

(iii) Finalmente veremos que tomando ciertos productos fibrados de trayec-
torias de un conjunto saturado en X, su clase de homologia en X constituye
un conjunto linealmente independiente de ciclos en H;(X, Z) el cual desciende
a una base canénica de la homologia entera de Z,.

Por el teorema de extensién de Riemann [Rie.] dar un morfismo
f:C 2, P, donde C es una superficie de Riemann compacta, conexa, es
equivalente a considerar el cubriente topolégico f : C\f~'(B;) — P\ By
lo cual a su vez equivale a dar una representacién py : m (Py\By) — Sy, del
grupo fundamental de P;\ By, la esfera de Riemann de P; menos el lugar de
ramificacién de f, el cual denotamos =, (P1\By) en el grupo S, de permuta-
ciones de orden n. ( By C P; denota el conjunto de los puntos f(p) tales
que p € C es un punto de ramificacién de f.)

Como el cubriente f: X 2L P, es simple y X es una curva de género 3,
entonces 71 (P,\By) es un grupo libre en 12 generadores tal que, si 04, ..., 032
son generadores, entonces oy -0y = 1, podemos suponer sin pérdida de
generalidad [Ful.] que p; estd dado como sigue:
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py:m(PI\By) — 5,
Oy ey0g — (12)
09,010 +— (23)
011,012 — (34).

Como el cubriente f es simple siguiendo la notacién de la demostracién
del Teorema 8, a estd representacion le asociamos la siguiente figura:

<

L]

K3

Fig. 4

Donde recordamos que ponemos un tubo via el sistema de “cortar y pe-
gar” siempre que se tenga dos veces la misma transposicién, por ejemplo,
Tg, 010 (23).

A partir de esto y el hecho de que X x; X = X U Ax podemos obtener
la representacién del morfismo f : X —+ P, como sigue:
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Denotemos por S; el grupo de permutaciones en los elementos {(7, j)|i #
71 £ 4, j £ 4} y por S el grupo de permutaciones en los elementos
(oL <i<4). si

G 54 — Sn

es el homomorfismo dado por
G()((E:5)) = (vivd).

Luego entonces X x; X se representa con el morfismo

p}:m(P,\B/) —_ SnXSq

dado como

Yyen 7 {((1,2)(2,1)) ((1,3)(2,3)) ((1,4)(2,4)) ((3,1)(3,2)) ((4,1)(4,2)) , (12)]
78 Mo~ [((1,2)(1,3))((2,1)(3,1)) ((2,3)(3,2)) ((2,4)(3,4)) ((4,2)(4,3)) , (23)]
e Mz = [((1,3)(3,4))((3,1)(4, 1)) ((2,4)(2,3)) ((3,2)(4, 2)) ((3, 4)(4, 3)) , (34)]

el cual representamos mediante el siguiente diagrama:




. iz ., 4 i .
Asi para obtener la representacién del morfismo [ : X —> P, conside-

remos ahora la proyeccién de estd representacién en el primer factor, esto
es:

Py m(Pi\By) — Si

dada por

s (L2 1) ((1,3)(2,3)) (1, 4)(2,4)) ((3,1)(3, 2)) (4, 1)(4,2))
Yoy Yo ((112)(113))((211)(3’1))((2!3)(312))((2»4)(314))((4|2)(4’3))
Ty Y1z ((113)(114)) ((311)(411)) ((214)(213)) ((312)(472)) ((314)(413))

al cual se le asocia el diagrama:

(14)
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Como Z. = )2’/ < T >, entonces la curva Z, estd dada por la repre-

sentacidn
pjim(P\B)) — Si

TMaeenyT8 ((1,3)(2,3)) ((1|4)(274))
Yoy Tio ((11 2)(1, 3)) ((21 4)(3’4))
T, Nz B ((lvs)(1»4)) ((2»3)(2»4))

cuyo diagrama asociado es:

Fig. 7
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Donde Sg¢ denota el grupo de permutaciones en los elementos
{(G4,3), GviN ) i # 4,1 £4,5 < 4}, para facilitar la notacién de esta repre-
sentacion, escribimos (%, j) en vez de ((4, 7), (4,1)).

Finalmente, como Y, = Z./ < ¢ >, esta curva como cubriente 3 a 1 de P,
queda determinado por la representacién

Py’ W](P]\Bf) — SS

My ehYi0 (113)(214) L] (1!4)(213)
T (1,4)(2,3);,1(1,2)(3,4)

¥ lo representamos con el diagrama:

=
[ 1

=

Fig. 8

Donde S3; denota el grupo de permutaciones en los elementos -
{GNED} i <i, k<l y {id k1) = {1,2,3,4} }.
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Luego entonces podemos describir las representaciones de las curvas dadas
en (5) mediante el siguiente diagrama:




Con la misma notacién que antes:

Corolario.11.

Como los cubrientes f y [ son simples, a todo ciclo v € H,(X,Z) le
corresponde un ciclo ¥ € H\(Y.,Z) (y por tanto un ciclo ¥ € H\(Z.,2)). Y
como consecuencia del Teorema 7 lenemos que todo ciclo v en X tiene un
conjunto saturado asociado I'.

Demostacién:

‘Consideremos a;, b, y ¢; las curvas estandar en X asociadas a la repre-
sentacién ps como muestran las figuras 10.1 y 10.2 de acuerdo con lo visto
en el Corolario 9:

LI
) (34} (30)

®
(12) (12) (.

Fig. 10.1




Y sean ¢, f; los ciclos de la homologia entera en H,(X,Z) asociados a
las trayectorias a; y b;. Como (5) es un diagrama conmutativo, tenemos en
particular que el siguiente diagrama conmuta:

(15)

Si consideramos las representaciones p; y py podemos ver que las trayec-
torias a;, b; corresponden por la conmutatividad de (15) a las trayectorias
@41, 041, para i = 1,2, 3, como muestran las figuras 11.1 y 11.2:

Fig. 11.2
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Luego entonces si &1, Pis1 denotan los ciclos asociados, entonces como
consecuencia &€ {12) y del Teorema 7 tenemos que cada ciclo a;, 5; de H,(X,Z)
tiene asociado un conjunto saturado I'; y I'} respectivamente. =}

Para describir como se construyen los ciclos de Z. a partir de una base de
homologia de X y la representacién de [ utilizaremos los siguientes lemas.

Lema.12.
Sea T' = {y*,...,7'}_un conjunlo saturado en X, asociado a un ciclo
¥ en < @z, fBy,...,&7, By > y supongamos que ¥, es homdlogo a v2. En

H, ();’,Z) consideremos los ciclos que representan la clase de homologia de

las curvas Rk
7 xsat0,1) — X

para k # | denotemos

5 = ok g
entonces ik 2k
P 3 k=34
j:yk'l ~ E/k'z k=34 (16)
TG ~ 3% k=134,
Demostacion:
Como ok R .
Y =7 XsY
entonces

T = T(v* xs )8
= T((v*(1), /(1)
= (), 7*(1))
= (¥ x 7))

R =1k 2,k
A continuacién veremos que ¥ ~ 4 k=3,4.

Como 7! =~ 7% entonces existe una 2-cadena en X, c;2 tal que 4! — 4% =
8c12 y como +* es homdloga a cero y f(v*) = f(7*) para k = 2,3,4. Entonces
existe una 2-cadena en X, cx tal que v¥ = dcx y podemos escoger ¢ tal que
Flex) = f(exa), luego entonces 5 + 57 = 8(erz x4 ci)- o
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Lema.13.

Siy € Hi(X,Z) es un ciclo tal que v+ T(y) es homdlogo a cero entonces
pri(77) + pr2(7) es homdlogo a cero, en X. (Donde pr; denota la proyeccion
en el i-ésimo faclor.)

Demostacién:

Como v + T'(v) es homélogo a cero entonces pry (v + T'(7)) es homdlogo
a cero, de donde pr; (7) + pri (T(7)) es homélogo a cero.

Y como T'(z,y) = (y,x) entonces pra = pr; o T, por tanto pry (T'(7)) es
homédlogo a pra(«v), lo cual implica pry(y) + prz(y) es homdlogo a cero en X.

@]

Finalmente, construiremos la base de ..omologia explicitamente que usa-
remos, echando mano de todo lo anterior, sea o € X\ U;x p¥ un punto base
del grupo fundamental m;(X), el cual estd generado por 6 curvas cerradas
simples ay, f,...,as3, 83 sujetos a la relacion H?=, ajﬂjaj"ﬂ;" = 1. En-
tonces Hy(X,Z) es un grupo libre en los generadores «j, §;, donde a; y B;
denotan la clases de homologia de a; y §;, podemos suponer ademas que estas
curvas no contengan a los puntos pf y son las asociadas a la representacién
py antes mencionada:
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Entonces D = X\(U%,(e; U B:)) es una regién simplemente conexa, la
cual contiene en su interior a los puntos py,..., P12, B3, ooy Pras Phyees Dy ¥
consideremos D = D\ Ui pf parai=1,...,12, k = 1,3,4 donde p! = p;.

Luego entonces, si af es el 1-ciclo determinado por los puntos de ramifi-
cacién py, p;, esto es a} es la clase de homologia en X de una curva cerrada
simple en D la cual es frontera de un disco que contiene en su interior a los
puntos p;,p; pero no contiene a ningin otro punto p¥.

SiTy = {af] k=1,...,4) es el conjunto saturado asociado a al y como
Jf(a}) = f(af) para k& = 2,3,4 entonces podemos suponer que af es una
curva determinada por p%, p§ para k = 3,4.

* P3
1
o .
' * p3
o * p3
* p
4
o * P
Fig. 18
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Esto es, hemos construido curvas af tales que;
(i) fle¥) = a, € H,(P1\B,, Z),
(11) Si denotamos nuevamente por af la clase de homologia de a, tenemos que
{a%}s=1,234 €s un conjunto de cnclos no homélogos entre si,ni homélogos
a cero en H\(X\f~1(By),Z). Ademis de la ecuacién (7) y los (Lemas 12 y
13) podemos reordenar estos ciclos de manera que a} es homédlogo a a? en
H(X,Z), mientras que o}, af son homdlogos a cero en H;(X,Z).

Consideremos entonces el producto fibrado of x ;o el cual es un represen-
tante de un 1-ciclo en Hy (X, Z) no homélogo a cero, ya que pro(af x ya;) = o
no es homdlogo a cero.

De manera andloga, hacemos una construccién para : = 2,3, esto es
podemos encontrar af € Hy(X\f~'(By),Z) parai=2,3y k=1,...,4 tales
que;

(i) flaf) = a; € Hy(P1\By, 2),

(ii){a¥}k=1,23.4 €s un conjunto de ciclos cada uno no homdlogo a cero ni
homélogos entre si en H, (X\f~1(By),Z). Y podemos suponer (reordenando
si es necesario) que a! es homélogo a a? en Hy(X,Z), mientras que of, af
son homélogos a cero en H;(X,Z).

En D consideremos una curva o3 tal que contenga en su mtenor tanto a
los puntos pa, ps como a la regién limitada por la curva o? como muestra la
siguiente figura, y sean of con k = 3,4 curvas que contienen en su interior
a los puntos p4,p5 para k = 3,4. Entonces médulo homologia podemos es-
cogerlos en forma tal que cumplan las condiciones (i) y (ii) mencionadas en
el parrafo anterior.

1
«
2 x ps o
o} * P 2 pk
* D3 ol k* Py
* P3

Fig. 14
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Y procedemos de manera similar para construir of.

Denotemos nuevamente por af : [0,1] — X representantes de los ciclos
of € Hy(X\f~Y(By),2) k=1,..,4, i =1,2,3.
. z1.k k1 =12
Y como consecuencia del lema /2 tenemos que {&;" , —&;" , ;" }i=1,2.3, k=34
son 15 ciclos no homélogos a cero ni homdlogos entre si en X que satisfacen
las condiciones de Fay (7).
Por la construccién de Fay, y (16), los ciclos

3,1

i=1,2,3
i=1,2,3,

14

Qu Qu

L =4
descienden a un conjunto de ciclos no homélogos a cero ni homélogos entre
si de la curva Z..

Asi hemos visto que podemos construir A-ciclos de X que desciendan
a ciclos en Z, los cuales son la clase de homologia del producto fibrado de
curvas en X, determinados por los A-ciclos en X y el morfismo f : X — Py,

De manera aniloga podemos encontrar 8f € H:(X\f~!(By),2) para
i=1,2,3y k=1,...,4 tales que;
(i) f(BF) = b; € Hi(P1\By,Z),
(i1){B¥ }x=1,23,4 €s un conjunto de ciclos no homdlogos a cero ni homélogos
entre si de H1(X\f~(By),Z). Y supongamos que 3} es homdlogo a 57 en
Hi(X,Z), mientras que 33, B} son homélogos a cero.

Por ejemplo, podemos construir 3} como sigue: en D consideremos una
curva simple B} asociada a los puntos p;,...,ps como lo muestra la siguiente
figura:




tomemos ahora una curva §f asociada a los puntos p%, s, b ,pk para
k = 3,4, podemos escoger estas curvas (modulo homologia) en forma tal que
f(B}) = S(B1), para k =2,3,4.

Denotemos nuevamente por §¥ : [0,1] — X representantes de los ciclos
Bfe Hi(X\f~Y(B;),2Z) k=1,...,4, i = 1,2,3, como consecuencia del Lema
1 tenemos;

1.k <2,k
B, =~ pB; k=34 i1=1,2,3
2k, ~k,2
;. ~ B k=34 =123 (1n
=kt Lk
TP ) ~ B  ki=134 i=1,2,3

31k 2kl 312
Luego {B; ,—B; ,B; }i=1,23, k=34 son 15 ciclos no homélogos a cero

ni homdlogos entre si en H,(X,Z), y como consecuencia de la férmula de
-3k TN
proyeccién [H pag. 231] tenemos que &fk.ﬂ, = 8i18;mbkn, €sto es , son ciclos
complementarios a los & ciclos dados en (16).
Por la construccién de Fay, (7) los ciclos
%13 23,1 .
TG, ) ~ B i=1,2,3

<14 241
; i=1,2,3

2
=
R

descienden a un conjunto de ciclos de homologia de la curva Z, no homéloges

entre si.
En particular, de (16) y (17) podemos considerar en H;(X,Z) los ciclos
dados como la clase de homologia de las trayectorias;

& = aixsa /_;2 = Bixsb

& = afxsaf ?3 = B} ;B .
G = ofxsom é4 = 5 xs06 (18)
& = alxja} B = Bix,p}

d¢ = olxsas  Bs = PBIxsPs

& = afxsa} B = Bixsp

que descienden a un conjunto de generadores de < &z, f,,... &7, 8, > en
H(Z.,2).
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A continuacién procederemos a construir el ciclo faltante é;.

En D consideremos curvas cerradas simples adioy af. 10 que solo con-
tengan en su interior a los puntos pg, g, respectivamente pk, p5,, k = 2,3,4
podemos  suponer  sin pérdida de  generalidad que en
HI(X\f ’(B,) U {pa,p10},2Z) se cumple que a0 = ak;, mientras que
@310 % @310 en Hi(X\[7(By),2) y af;0 % a§ 10 €n Hy(X\f™"(By),Z).

Luego entonces a9 10X 0§ 10 €s una curva cerrada simple la cual representa
un ciclo 09 ks en Hy(X,Z)para k =2,4no homologo a cero, pues 7r7-(09 10
&, no es homdélogo a cero en Z;, y como pr,ag,o ~ 0 en X tenemos que este
ciclo no es equivalenie a ninguno de los ciclos construldos anteriormente. De
donde la clase de homologia de la curva &; = a} 9% ad ;o junto con el B-ciclo
ﬂ, complementario, construido anteriormente completan el conjunto dado en
(18) para obtener un conjunto de ciclos en X que desciende a una base de
homologia de la curva Z;

& = ‘1;.10 Xy ‘149,10 B :@1 + "(Bl)
& = axse Ba = BxsB
b3 = ofxso @3 = B3 xsp
& = afxsa Bs = B3xsB (19)
& = of Xy 55 = Bixsh
& = af Xja, Bs = fix; B
& = aixsas Br = Bixsbs

Por construccién y utilizando la férmula de proyeccién podemos ver que
este conjunto representa una base canénica de homologia de Z..
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Teorema.l4.

Si X es una curva nro-hipereliptica de género g la cual tienc un g} li-
bre de divisores de la forma 2P +2Q 04Q. Siw: C ~— C es el cu-
briente doble asociado via la construccidn trigonal en!onccs existe una base
al,ﬂ,, ..‘02g+\,ﬂ2g+1 de homologia para Hy(C,Z) tal que los ciclos
G2, ﬁ,, ceey Bragar, ﬂgg_,_, corresponden al producto fibrado de ciclos de X, mien-
tras que el ciclo By asociado al cubriente doble 7 : C — C estd determinado
por el morfismo f : X X4 Py asociado al g1, y el ciclo &,.es un ciclo
complementario.

Demostacién:

La demostracién es completamente andloga a la hecha anteriormente para
g= 3. O
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1.3 Una relacidn entre las matrices de Riemann de X
Y Z.

A continuacién usaremos las descripciones de H%(Z.,wz.) y de Hy(Z.,Z) en
términos de la informacién proporcionada por la pareja (X, ¢) para ver que
es posible describir la matriz de Riemann de la curva Z, en términos de la
matriz de Riemann de la curva X y de la informacién proporcionada por
la pareja (X,c). Ain mds, veremos que la matriz de Riemann de la curva
Z. depende localmenie de manera analitica de la matriz de Riemann de la
curva X y de la representacién f : X — P, determinada por el haz lineal
L=0O(Kx +c).

Como mencionamos anteriormente, usando el principio de dualidad de
Poincaré-Serre se sabc que H%(Z.,wz.) es dual de Poincaré de H;(Z.,Z)
y asf la descomposicién del espacio de diferenciales holomorfas H%(Z,,wz,)
en partes c(—invariante H%(Z.,wz.)* e t—anti-invariante H%(Z,,wz. )" in-
duce una descomposicién de H1(Z.,Z) en parte t—invariante H,(Z.,Z)* e
t—anti-invariante Hy(Z.,Z)", esto es,

Hy(2.,Z) = H\(2,,Z)* ® H\(Z.,Z)" .

En particular, como el morfismo j* es inyectivo (Prop. 2 (3)) obtenemos
inclusiones naturales entre

HO(X,wx) 25 HO(Z,w3,)

H](X, Z) L’ Hl(an)

respectivamente, y como (2) tenemos un epimorfismo natural entre el es-
pacio de funciones theta de segundo orden sobre la variedad jacobiana JX
de la curva X en el espacio de las diferenciales abelianas de la curva Z,
cuyo nicleo es el subespacio generado por la seccién (¢ + ¢/2)0(¢ —~ ¢/2)
entonces podemos escoger 9y,...,97 € HY(JX,0;x(20)) tales que p(d;) €
H°(Z.,wz.), i = 1,...7, son una base de diferenciales abelianas de Z, nor-
malizada con respecto a la base de homologia que se describe en la ecuacién
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(17). Esto es
/&19,:5..,-, ij=1,...,1.

De donde tenemos que la matriz de Riemann de la curva Z. esta dada
como

S = Ig ¥;
T = ij’j 5L = 1T,

donde &;, §; estan dadas por (19) son la proyeccién a Z, del producto fibrado
de trayectorias en X para:=2,...,7.

Como ¢ : Z. — Z, es una involucién libre de puntos fijos, la cual inter-
cambia las hojas de 7 : Z. — Y, [Fa.Ra.] y cuya base canénica de homologia
(19) satisface las siguientes propiedades:

L(‘:ll) ~ & L(é:) = :,51
L((:r,') o~ 33.“ L(ﬂ‘-) o~ ﬂ3+l~ i=2,3,4.

Luego entonces, podemos notar que los ciclos

A = & B = B
A = & 4+ iy =234
Bi = ﬂ.i + Bi+3 i= 213141

son ¢—invariantes, esto es, forman un conjunto de generadores de H,(Z,, Z)*
mientras que - _ .

Agpi = @& — @iy =123

Byi = B, — Bz i=12,3
son ¢—anti-invariantes, esto es generan H,(Z.,Z)~, y por lo mencionado en
el parrafo anterior estdn en correspondencia uno a uno con Hy(X,Z) via
dualidad de Poincaré-Serre y el morfismo j* dual.

Luego entonces [Fa.Ra.], si {9;}, i = 1,...,7, representa una base.de

HY(Z.,wz.) tal que {J;}, i = 1,...,4, es base de H(Z,,wz.)* y {¥:}, i =
5,...,17, es base de H(Z;,wz,)", y si ai,f;, i = 1,...,7, es una base de
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homologia tal que f 19 = &; paral <i,j <4, como ¢ actia en Hy(Z,,Z)
yen HYZ,,wz,) entonces

/a“, 3; =/‘(°J)L(5;)=6;j ij =234

'3- = 5.' 5,7 = 2,3,4
/l;sn ) /Lw,)t( ) b

Y Jayn J44i = b paral <i,7 <3.
Podemos encontrar una matriz de Riemann de Z. de la forma

10 0 2m & @
(Q‘ 11 2% o ,_,) (20)
o015 -1 ¢ w —w
donde . N .
& = (f5 1_§1a Is, 1?17.[[1-, '9_11), J=2,3,4
82 = (Jo 91y Jp, 90 Jp 00 ) i=2,34
e = ([z9), i, =234
w = (fp95), i,7 =567
I = (&), es la matriz identidad

y 0 denota la matriz cero de orden 1 x 3, donde

(2911 9] )
28 o

corresponde a la matriz de Riemann de la curva Y,, y (=) corresponde a la
matriz de Riemann de la variedad de Prym [Fa.Ra.].

En nuestro caso veremos que la matriz de Riemann de Y, (o la de z. ) se
puede expresar en términos de la informacién en (X, c).

Partiremos del hecho de que existe una correspondencia birracional entre
el espacio de moduli de curvas tetragonales de género 3 el cual denotaremos
K3, que podemos identificar con la variedad de variedades de Kummer, y el
espacio de moduli de cubrientes dobles no ramificados de curvas de género 4.

Concretamente la construccion trigonal nos dice que, dada X una curva
no hipereliptica de género 3 y ¢ € JX un punto genérico, a la pareja (X,¢c)
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se le asocia el cubriente doble no ramificado 7 : Z, — Y., donde Y. es una
curva de género 4- .

Estoes, si K3 = {(X,c)|X € M;, c € KX} denota e] espacio de moduli
de las parejas (X, c) tales que X es una curva de género 3y ¢ € KX un punto
en la variedad de Kummer, y R4 denota el espacio de moduli de cubrientes
dobles de curvas de género 4, esto es, tenemos una aplicacién birracional,
denominada la aplicacién de Roth [Rec.2)

R: K3 — Ry, (21)
la cual conmuta la aplicacién de Prym
Prym: Ry — Aj.

O sea que se tiene el diagrama

Ka — R4
l 7
Aa ~ M3

donde las fibras genéricas de la aplicacion vertical son la variedad de Kummer
JX/+1=KX.

El resultado principal de esta tesis es mostrar que podemos escribir la
matriz de Riemann de la curva Z. en términos unicamente de la matriz de
Riemann de la curva X y de la informacién dada por la representacién de
f + X — P; como cubriente 4 : 1 de la esfera de Riemann P; y que
dicha construccién depende localmente de manera analitica de la matriz de
Riemann de X y de la eleccién del punto c € KX.

" Como vimos en la seccién anterior, las clases de homologia en Z. de las
trayectorias descritas (19) representan una base canénica de la homologia
entera de la curva Z. y como consecuencia de las proposiciones 1 y 3 §1.1
existe una base Jy,...,97 € H°(JX, 0,;x(20)) tal que:

(i) 90 = 0(C + ¢/2)0(¢ ~ c/2).

(ii) La restriccién de las secciones ¥y,...97 a la curva Z. es una base de
H%(Z,,wz.) normalizada con respecto a la base de H1(Z.,Z) dada anterior-
mente.

Como consecuencia de lo anterior tenemos el siguiente:
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Teorema.15.

Si &, B es la base de Hy(Z.,Z) dada como la clase de homologia en Z, de
las trayectorias descritas en la ecuacién (19), enlonces ezisten ¥;,...,97 €
HO(JX,0;x(20)) tales que la restriccion de eslas secciones a la curva Z,
son una base normalizada de diferenciales holomorfas. Esto es, si &; = ¥z,

entonces &y, ...,w; es una base de H%(Z.,wyz,) normalizada con respecto a
la &, B- base de H\(Z.,Z) tal que
/ﬂ-. wj = T

representa la matriz de Riemann de la curva Z.. [w]

Hemos construido para cada +¢ € JX — Jo.X una curva Z. = ©./2.0_¢p2
junto con una involucién ¢, : Z, — Z., se sabe que existe un abierto 4’ C JX
tal que para cada ¢ € U', {Z.,t.} es admisible en el sentido de Beauville
[Rec.2].

Mis aiin existe un abierto 2/ C &’ tal que paracadac €U Z.es lisay ¢
es libre de puntos fijos, mds atn, esto se puede hacer globalmente, es decir,
existe un abierto & C K3 y una familia de cubrientes 2 a 1 (no ramificados

de curvas lisas)
zZ

[N

P | hY
L7
u

tal que para cada c € ¢/ esta construccién coincide con
Zc = Oc/2'0—c/2 h— },c

Y como Ry es el espacio de moduli de cubrientes dobles de curvas de
género 4 tenemos un morfismo

el cual es birracional [Rec. 3].

En la siguiente parte requeriremos de algunas definiciones y resultados
sobre espacios de Hurwitz [Ful.] [Rec. 4].

Dado P, denotemos por £? la variedad compleja que consta de los con-
juntos ordenados de s puntos distintos de Py. Y denotemos por H(n,s) el
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conjunto de clases de isomorfismos de cubrientes ramificados n a 1 de Py con
s puntos de ramificacién. Existe una topologia en H(n, s) tal que la funcién
6 : H(n,s) — XT°* la cual asocia a cada cubriente ramificado su lugar de
ramificacién es un cubriente analitico, y denotemos por H"* el subconjunto”
de H(n,s) correspondiente a los cubrientes simples.

Dado A = {ay,...,a,} € X?, sean 7,,...0, trayectorias cerradas “alrede-
dor” de a;,. .., a, respectivamente donde 04,. .., 0, son generadores de m; (P, —
A,z) tales que oy - -- 9, = 1 (para una definicién precisa ver [Ful.]).

Sea Hom(m (P, — A,z),8,) €l conjunto de clases de equivalencia f de
homomorfismos f : 7(Py — A,z) — S, cuya imagen es un subgrupo tran-
sitivo de S, y Hom!(m (P, — A,),5,) el subconjunto que corresponde a
todos aquellos homomorfismos f tales que f(o;) es una trasposicion, ¢ =
1,...,s. Las fibras H(n, A) = 6~'(A) estdn en correspondencia uno a uno con
Hom(m(P1 — A,z),S:), mientras que H™' corresponde a
Hom!(n,(P; — A, z), Sn).

Denotemos por f la clase de f : X — P; o equivalentemente la clase
correspondiente del homomorfismo f : m3(P; — A,z) — S,, donde A =
6(f). Se sabe que H™ # B si s > 2. La aplicacién § es un cubriente
topolégico si a H(n,s) se le da la topologia asociada a la siguiente base: Sea
N(U,...,Us) el subconjunto de £° que consta de los conjuntos de s puntos
ordenados (by,...,5,) tales que §; € U; y donde los U; son discos disjuntos
en P, centrados en b;. Asi para cada A, A’ € N(U,...,U,),como P, —U es
un retracto por deformacién de P; — A y P; — A’ donde U = UU;, tenemos
isomorfismos

$aa i m(P1— Az) 5 m(Py ~ Uyz) 5 m(Py — A, 2)
y tales isomorfismos no dependen de U, ..., U,.
Luego entonces, si f € H(n, s) es tal que §(f) € N(U1,...,U,), la vecindad
N(lh,...,U,) que contiene a f puede identificarse con

N(Us, ..., Us) = {Fodan € Hom(m(P, ~ A,z),5,)| A' € N(Uy,...,Us)}

y se tienen los siguientes resultados:
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Teorema.16.[Rec. 4].

(i) La representacidn fiel de b : Sy — S;7 induce una L'°— aplicacion
B : H"'? o ‘H(6,12) dada como B(f) = bo f la cual es analitica e inyectiva. -

(ii) La aplicacion & : Sy — Sy/r4 ~ Sa, donde K4 es el grupo de Klein
induce una 2 —aplicacién K : H4'? - H3*1? dada como K(f) =(xo [), la
cual es analitica sobre y de grado 255.

(iti) ® = K o B~' : B(H*"'?) — H312 es un cubriente analitico de grado
255. Ademds, dado g, : Y — P, tal que § € H3'2, d~1(g) puede identificarse
de manera natural con el conjunto de cubrientes dobles no ramificados de Y.

(iv) Como los espacios de Hurwitz determinan una familia de curvas,
ezisten morfismos natruales Pp12: H™? — M, con 12=2(n+g—1) yen
particular se tiene

HUIZ L, 312
Pz L I P
Ms M,

lo cual da una relacidn entre curvas de género 4 con un g} y curvas de género
3 con un g}. Y estd construccidn es equivalente a la construccién trigonal.
[m]

Otra manera de construir la aplicacién (21) es la siguiente:

Dadoc € U, estoes c € JX, para X una curva de género 3, escogemos una
base {sp,81} € H°(X,O(Kx + ¢)) y consideremos el morfismo f: X — P,
de grado 4 dado por f(x) = [so(z); si(z)]. Restringiendo un poco I/ podemos
suponer que [ es simple, recordamos que un cubriente ramificado de orden
n, f:C — P, de una curva proyectiva, no singular sobre la linea proyectiva
P, es simple si hay al menos n — 1 puntos de C sobre cada punto de P,.

Esto nos determina un punto fi x,s.»,) € H*'?%; por otra parte [Do.] se
demuestra lo siguiente:

Dada una torre

cauxip,
donde f tiene grado n y 7 es un cubriente doble no ramificado, entonces se
obtiene un cubriente ramificado 2" a 1 de P, que denotamos f.C — P, el
cual queda descrito como

f.C = {D € C® Nm(D)= f~\(k), para algin k € P,},
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el cual consta de dos copias de una curva tetragonal g : X — P, (Nm denota
la aplicacién de Norma). Como f y g tienen el mismo lugar de ramificacién
como consecuencia de la férmula de Riemann-Hurwitz g(X) = g(C) -1 y se
tiene una biyeccién

T : { de género g con un

Curvas trigonales C
-
cubriente doble C

Curvas tetragonales X
de género g — 1

la cual se conoce como la aplicacién de Recillas.

La descomposicién de f,C tambien puede explicarse desde el punto de
vista de la teoria de grupos. Sea WC, el grupo de permutaciones con signo
en n letras, esto es, el subgrupo de 53, que centraliza una involucién libre de
puntos fijos de 2n letras. Sea W D,, el subgrupo de indice dos que consiste de

.las permutaciones con signo pares, esto es, permutaciones de n letras seguidas
de un mimero par de signos. (Estos son los grupos de Weyl de los diagramas
de Dynkin C,, D;.). Sobre un espacio arbitrario X se tienen las siguientes
equivalencias:

{ Cubrientes Y ™3 X} « { Representacién m(X) —~ Sn},

Cubrientes n : 1 Yo X .,

{ con un cubriente doble ¥ —Y } > {Representacién m(X) — WCy},
Cubrientes n: 1 Y= X
con un cubriente doble . s {Representacién m(X) - WD,}.
orientado - YoY

Asi pues, la construccién basica de f.C corresponde a la representacién
estandar
) p: WC,, — Szn.
La existencia de la involucién ¢ de f.C corresponde a factorizar p a traves
de WCin-1 C Siyn. La restricciéon p de p a WD, se factoriza a través de
Syn-1%, S3n1 explicando la descomposicién cuando € es orientable.

En el caso en que n = 3, 5 induce un isomorfismo WD3 ~ Sy, y la con-
struccién dada por la aplicacién de Recillas T corresponde a la composxc:on
de una representacién con este isomorfismo.
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Y como consecuencia de lo anterior se tiene un diagrama de morfismos
analiticos y variedades proyectivas

H2 5 ImB C H(6,12)

l
H32

y si a cada cubierta se le asocia una serie lineal, se tiene un diagrama de
morfismos analiticos y un diagrama conmutativo:
ImB C H(6,12)

iso
HA2 ‘42/ \

al ‘/Rq
u M,

Como la aplicacién de Roth es birracional, entonces a es un morfismo
(quizd haciendo U mds pequefio), observando que al pasar al cociente
H*W?/PGL(1) = U es un morfismo finito de grado 2, ya que factoriza
por la variedad jacobiana correspondiente. Entonces, dado ¢ € U, esto es
+c € JX — {0}, con X genérica y ¢ € JX general, podemos considerar la
construccién de las bases de homologia antes descritas.

Sea f € H*? tal que su clase f € H*?/PGL(1) representa a ¢ 6 —c.
Como el morfismo a es en particular analitico y de grado dos, podemos
‘escoger una vecindad en la topologia usual de H*!2, es mas se puede escoger
una vecindad V = N(Uy,...,U12) donde §(f) = {b;,...,b12} ¥ b; € U; para
i=1,...,12,de donde f € V C H*12

Dada f € H*'?, tal que 6(f) = A, como consecuencia del Teorema de
extensién de Riemann f representa la clase de equivalencia de un cubriente
4 :1 de P, cuyo lugar de ramificacion es A = {by,...,b12} y sea f: X — Py
un representante de dicho cubriente, y si p1,...,p12 € X son los puntos de
ramificacién de f con f(p;) = b;, y denotemos por-U; C X una vecindad de p;
tal que f(U;) = U;, luego entonces X — U2, U; es un retracto por deformacién
de X — U¥2,{¢;} para cada ¢; € U; parai=1,...,127

Si {ai,fB;}i=1,23 €s una base candnica de homologia asociada a la re-
presentacién f € H*'? ~ Hom!(m (P, — A,z),S4) y si ag, Bo, son trayec-
torias en X — f~1(A) determinadas por f como en (19), podemos escoger
los conjuntos U;, j = 1,...,12 suficientemente pequefios para que estos no
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intersecten las trayeclorias a; = f(a;),b: = f(B;), i = 1,2,3, asi como a
ap = f(aa), by = f(Bo), entonces f7(a;) = Uek, f7(b;) = UBF, constituyen
conjuntos saturados de trayectorias.

Esto nos dice que si g, : X' A3, P, es el cubriente correspondiente
agq € U, i=1,..,12, entonces la {a,B}-base de la homologia entera
de X' obtenida de la construida anteriormente de X via los retractos por
deformacién X — U{p;} & X — UU; & X' — U{g)} nos dan una base del
mismo tipo que la de X. Esto es, usando la base en X traducida a X — UU;
obtenemos una base estandar para toda g, : X' — P, tal que ¢; € U;. Y como
consecuencia de lo visto anteriormente, la homologia de ciertos productos
fibrados de las trayectorias af, ¥ (19) determinan una base de la homologia
entera de la curva Z, la cual corresponde [Rec. 4] a la representacién B(f) €
H(6,12). Esto es, podemos suponer que estamos tomando la a, 8 base que
proviene de la existencia de bases doble en el sentido de Fay (Teorema 7
§1.2), ya que 5f € BN(Uy,...,U2); = N(Uy, ..., U]Q)W es una vecindad de
5f, la cual no intersecta a la &, B-base de la homologia entera determinada
por (19), lo cual significa que las trayectorias ax, by € P; — A, £=10,1,2,3
determinan la homologia entera de cada curva de la familia de ZIN(UI.-.-.Un):,T.

Como consecuencia de la existencia de dichas familias y del hecho de que
las funciones theta con caracteristicas estan definidas de manera global en
H; x C3, (donde H; denota el smiespacio de Siegel) y son tales que al re-
stringir dichas funciones a cada fibra genérica P~!(c) = Z, constituyen un
conjunto generador del espacio de diferenciales holomorfas de Z,, * y recor-
dando que si 7, denota el espacio de Torelli, esto es, el espacio de superficies
de Riemann con una base canénica de homologia, es posible mandar cada
punto de 7, a su matriz de periodos [Baily], y asi se obtiene un morfismo
analitico 7, — H, [Bers].

Anteriormente hemos visto que podemos escribir la matriz de Riemann
de la curva Z. (respectivamente Y.) en términos unicamente de (X, ¢), por
otra parte, Anderotti-Mayer en su articulo “On period relations for abelian

4Si 7 € Hj representa una variedad jacobiana JX genérica entonces, las funciones
theta con caracteristicas son una base de las funciones theta de segundo orden en JX, y
se tiene un epimorfisomo natural (§1.1)

P HYIX,0,x(20)) — H(Z,wz.).
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integrals on algebraic curves™ [A.M.], muestran como dar una familia V — H,
de variedades abelianas principalmente polarizadas. A continuacién veremos
que en el caso g = 3 podemos identificar puntualmente K3 con un abierto
(de Zariski) de V y como cada punto genérico de K3 determina un elemento
de H*? siguiendo la construccién trigonal, obtenemos un elemento en H3'?
y por ende, uno en R,.°

Esto es, dada la representacion

p 1 2% — Aui(H, x C°)

p(r)re) = (me+ ({,7)7),
sea V el espacio cociente de C9 x H, mddulo la accién determinada por esta
representacion, entonces V es una variedad compleja de dimensién !(”;—32 y
se tiene un diagrama conmutativo de transformaciones holomorfas
H; x C?

1N
y———==H,
entonces:

(i) H, x C? es el cubriente universal de V.
(ii) = es propia.

(iii) @Y (r)=C?/(1,7)2% = T,.

(iv) Hy x C? admite una subvariedad A(#) la cual desciende a V y es tal que
determina una polarizacién principal en T, para cada 7 € H,. )
(v) V == H, es una familia de variedades abelianas principalmente polar-
izadas.

En el caso particular en que ¢ = 3 como genericamente toda variedad
abeliana principalmente polarizadas es una variedad jacobiana, por lo cual
podemos suponer que hay un abierto de Zariski U de V que parametriza las
variedades jacobianas de curvas de género 3 de manera que H3 x C? — U es
un cubriente topoldgico. ]

(vi) Como conjunto, V es el conjunto de clases de equivalencia (7,c) donde
(r,¢) ~(7,¢d)siysblosiT =7y ¢ =c+ (I,7)y para algin v € Z°.

Como consecuencia de (v) y (vi) vemos que si (7,¢) ~ (7/,c’) entonces, ¢

y ¢’ representan el mismo punto de la variedad abeliana T, luego entonces

S5Esto es, componiendo con la aplicacién & dada en el Teorema 16 (3if)
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(r,¢) € V representa un toro complejo T, con un punto marcado ¢ € Ty, en
otras palabras

V ={(T+,¢)/ T; es una v.a.p.p.,, c€ T, }.

Luego entonces, cuando g = 3 podemos identificar V con el conjunto de
variedades jacobianas con un punto marcado ¢, esto es, podemos identificar
V con el conjunto

Ky= {(X’c)/ X e Maj, ce JX}

Como hemos visto anteriormente, si (X, ¢) es un punto genérico, entonces
(X,c) determina un cubriente simple 4 : 1 de P, el cual hemos denotado
f + X — Py, a saber, el definido por el haz Ox(K + ¢) y por Teorema
de Riemann, esto determina una representacién py : m(Py \ By) — Sy, de
donde (X,c) y asi un elemento fix.) € H*'2, donde H*!? denota el con-
junto de clases de equivalencia de cubrientes simples de Py con 4 hojas y
12 puntos de ramificacién. Entonces existe una variedad = y una transfor-
macidn analitica F : £ — P; x H*'? tal que para cada h € H*'? “la fibra”
F, : 4 — Py x {h} es el cubriente correspondiente a h.

La composicién de F con la proyeccién en H*!? da lugar a una familia
de curvas de género 3. En particular si restringimos la familia F a una
vecindad suficientemente pequeia del punto f_‘(/\’,c) € H*? entonces existe
una vecindad W = N(Uy,...,Us2) tal que el lugar de ramificacién de F} esta
en W, entonces existe una componente V de §7}(W) C H**? tal que cada
cubriente simple de la familia corresponde a un punto de V.

Esto es tenemos el siguiente diagrama de transformaciones analiticas:

Y Js CH,

H3 Kg-—’ R4

L~

Luego entonces, dada (¢, X f € K3 >~ V como C? x Hj es el cubriente
universal de V podemos escoger vecindades V! C Kz de (¢, X) y V" C C*xH,
isomorfa a V' con (¢, 7) € V" un representante de (¢, X') y podemos tomar
V' suficientemente pequefia tal que la aplicacién de Roth R restringida a-
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esta vecindad sea 1:1 sobre una vecindad V C Ry, de manera que podamos
construir las bases candnicas de la homologia entera de las curvas dadas como
mencionamos anteriormente, ademas como R4 es cubriente finito de My y
la aplicacién que asocia a cada curva con una base canénica de homologia
dada, su matriz de Riemann es analitica tenemos el siguiente resultado:

Teorema.l7.

La matriz de Riemann de la curva Y, depende en forma analitica de la
eleccion de (X, c) € K3. o

En particular en [Fa.Ra.] se muestra que la matriz de Riemann de la
curva Z, puede expresarse en términos de las matriz de Riemann de la curva
Y. y la matriz de Riemann de la variedad Prym(Z. —*+ Y.), luego entonces
como consecuencia de lo anterior tenemos que es posible expresar la matriz
de Riemann de la curva Y; en términos de la informacién proporcionada por
la pareja (X, ¢), esto es:

Teorema.18.

La matriz de Riemann de la curva Z. depende en forma analitica de la
eleccion de (X,c) € K3. m]

Finalmente, notamos que el cubriente 7 : Z, — Y, determina de manera
natural un diferencial en X, esto es:

Proposicién.19.

Dada la base de homologia de H,(Y,,Z) asociada a la a, §-base de H\(X,Z)
y a la representacion f : X — Py, existe un diferencial meromorfo de tercer
tipo wp en X el cual estd determinado de manera natural por el ciclo B,.

Demostacién:

Como Z. = (X x5 X\Ax)/Sz2, (via la topologia cociente) dar un 1-ciclo
en Z, equivale a dar un 1-ciclo en (X x; X\Ax) el cual sea S,- invariante,
donde T : X x X — X x X es la transformacién T(z,y) = (y,z), y Sz
es isomorfo al grupo generado por 7', de donde T describe la S;-invariancia
de (X x; X\Ax). Como 7.(8,) = 28,, y consideremos ﬁ_un semiciclo en
Z, tal que B + *(f) = B; y denotemos nuevamente por g : [0,1] — Z,
un arco que lo represente, podemos suponer ademas que este arco no tiene
autointersecciones y que no pasa por los puntos de ramificacién de 7r.

En particular tenemos 8 : [0,1] — Z,)\B,,. Denotemos por R =
n7!(B,,), entonces Tixsyxvax) [0,1] — Z\B,, es una aplicacién cu-
briente, luego  entonces existe un dnico levantamiento
B:[0,1] — X x; X\Ax tal que §(0) = (p1,p2) si B(1) =pr +p2 ¥
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denotemos  f(1) = (pa,ps) donde B(1) = p3 + ps.

Notamos que por construccién ¢(p) + p2) = ps+ pa y asi existe b € Py tal
que f7'(8) = {p1,.-.,ps}. }

En particular, como la imagen de B esta contenida en X x s X tenemos
que existen curvas en X, By, By : [0,1) — X tales que

B(t) = (By(2), Ba2))

con i i
f(B: (1)) = f(B2(1))

para toda t € [0,1]. Sea D = p; + p2 — (p3 + ps), entonces D es un divisor de
grado cero en X, luego entonces ver Apendice 3, existe in tnico diferencial
de tercer tipo wp (en X) con polos de residuo 1 en py,p2 y —1 en ps,ps y
A-—periodos cero. Asi pues como consecuencia de las relaciones bilineales de

Riemann
P1+p2

wWp
B Patpe

dondew;,wz,w; € H(X,wx) es base dual de a1, a3, @3, f1, B2, B3 € Hi(X, Z).
Consideremos los divisores pri(D) y pr3(D) en X, entonces

Wi,y

pri(D) = (p1,p2)+ (p1,p3) + (1, P4)
+ (P2, 1) + (P2, 23) + (P2, Pa)
= [(pa: 1) + (p3, P2) + (3, P4)
+ (qu pl) + (P-hPZ) + (p'h PS)],
pri(D) = (p2,p1) + (pa,p1) + (ps, 1)
+  (p1ap2) + (ps, p2) + (Pa, P2)
— [(p1sp3) + (P2, P3) + (P> p3)
+  (P1,Pa) + (P2, P4) + (P3, P4))-
Denotemos por .
él = (ph P:)
1_72 = (p2xm)
1:’3 = (p3,pq)
Py = (Phpa)’
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entonces ~ . i
pri(D) + pri(D) = 2 [py + By — By — u]
es un divisor T—invariante de grado cero en X.

Y denotemos por

b= 3ri(D) + pry(D))

sea wy, el inico diferencial meromorfo de tercer tipo en Z. con residuo 1 en
los puntos 5,5, y —1 en los puntos Pa, P4 nuevamente, como consecuencig
de las relaciones bilineales de Riemann
/ . /m +pz2 19
. Wz = ;.
5, P Pa+pe
De donde wp, representa un diferencial meoromorfo en Z,, asociado de
manera natural con el diferencial meromorfo wp de X. Normalizando en X
podemos ver que
Wipi+r3)(D) = w,,;(b)'
a
Notese que podemos escoger un sistemna de coordenadas locales en X en
forma tal que wpy wj, tienen la misma expresién salvo constantes.

Conjetura.20. R
El diferencial w3 es dual del ciclo 8, que determina el cubriente r 1 Z, —

Y..
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2 Interpretacion Geométrica

2.1 Introduccion:

Como hemos visto anteriormente, la pareja (X, ¢) determina en forma Wnica
un cubriente doble no ramificado 7 : Z, — Y; (al cual le corresponde [M.1]
un punto € Pic®(Y.) de orden dos), donde la matriz de Riemann de la
curva Z, puede describirse en términos unicamente de la matriz de Riemann
de X y la representacion f: X 21, p, asociada al punto c.

En [DC.Rec.] y [Rec.2] se da una construccidén proyectiva de la curva Y,
como interseccién completa de dos superfices; Qy, de grado 2 y C de grado
3, donde C esta asociada de manera canénica con el cubriente 7 : Z, — Y.

En particular como Z. = 0./,.0 ./, nos interesa estudiar la geometria de
Z. a partir de la geometria de (X, ¢), para lo cual usaremos por un lado la
descripcién de las curvas candnicas de Z, y Y, como interseccién de superfi-
cies una de ellas asociada de manera intrinseca al cubriente 7 : Z. — Y, y
por otro, usaremos el hecho (2) Proposicién 3, de que existe un isomorfismo
natural ente el espacio de diferenciales holomorfas globales H°(Z.,wz,) y el
complemento ortogonal (bajo la métrica hermitiana inducida por la polar-
izacién principal) de la funcién theta de segundo orden 8(¢+¢/2)0({ —c/2) €
HO(JX,0;x(20)).

.Como Y, es una curva no-hipereliptica de género 4, entonces su modelo
canénico Y., es una curva de grado 6 en ProjSH®(Y.,wy,), la cual estd
contenida en una vnica superficie cuddrica irreducible Qy,, y esta curva es
interseccién completa de Qy, con una superficie cibica irreducible C, esto es,

Youn = Qr..C.

Por otra parte, en [DC.Rec.] se demuestra que dado. 7 : Z. — Y. un
cubriente doble no ramificado de una curva de género 4 entonces Z. posee
exactamente dos haces lineales de grado 6 y dimensién 2, g2, y ¢2’, auto-
residuales con respecto a la serie candnica, tales que (g2 = g2’. Ademis
Z,. admite un tnico modelo plano € el cual es una sextica con tres puntos
dobles no alineados. La curva Z, en su espacio candnico ProjSH O(chwzcl'
es interseccién completa de una superficie de Del Pezzo S y una cuddrica @,
esto es Zppp = S.Q. )

60



La superficie de Del Pesso S se proyecta 2 : 1 en ProjSHO(Y,,wy,)*
desde ProjSHY(Y,,wy, ®n)* sobre la superficie ciibica de Cayley C asociada
al punto 7, mientras que la superficie cuidrica @ es el cono con vértice
ProjSH(Y.,wy, ® n)" y base Qy, donde Qy, C ProjSH(Y,,wy,)’ s la
\inica superficie cufdrica que contiene a Yo,

En esta seccién noe interesa dar la deacnpcaén de la superficie cuddrica
Q en términos de funciones theta de segundo arden de la curva X, asf
como la descripcién de los haces g2 de Z. en términos de las inclusiones
Jaea : Zo s gy y consecuentemente de la superficie de Del Pesso .

2.2 Preliminares

Dada X una curva no hiperelfptica de género g (con g 2> 3 ), denotemos por
wx el has canénico asociado a X y por Kx la clase de un divisor canénmico.

Como X es no hipereliptica, entonces |Kx| = ProjSH*X,wx) no
tiene puntos base, asi |K x| determina el encaje canénico

©oxy : X — P,y = ProiS(H°(X,wx)")

laimagen de X en P,; bajo este morfismo es una curva de grado 2g — 2
Ia cual se denomina la curva canénica asociada a X y la denotamos por X o

Como X es una curva no hipereliptica, por el teorema de Max-Noether
tenemon que el homomorfismo

op : S H(X,wx) ~— HY(X,w®)

es suryectivo para I > 1. (Ver [ACGH] pag.117)
En particular cuando [ = 2

oy : SPHO(X, wx) — HO(X,w®?)

es suryectivo.

Denotemos pot I; = Ker(ay).

Como dim SPHO(X,wx) = &4til y dim HO(X,w®) = -3
tenemos que la curva candnica esta sobre dim I, = (r_’!r_l cuﬁdncu
linealmente independientes.

Por oira parte, como deg2Kx = 2degKxy = 4g — 4 > 29sig 2 3,
entonces |[2K x| no tiene puntos base, luego entonces |[2Kx| determina un
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encaje en ProjS(H%(X,w%)"), el cual se denomina el encaje bicanénico y lo
denotaremos

Pary 1 X = Py = ProjS(H(X,w$?)")

la imagen de ¢,k , para X no hipereliptica, es una curvaen Proj S(HO(X,w@?)") =
P3,_4 de grado 49 — 4 = 2degKx la cual denominamos la curva bicandnica
y la denotarernos por Xj,.

En el caso particular en que g = 3 tenemos que

Qg ! SZHO(X,w,\') — HO(X, w§2)

es un isomorfismo, tomando duales y Proj tenemos que a; induce una iso-
morfismo canénico

Proj S (H(X,wx)") — ProjS(H(X,w§?)"),

En lo sucesivo identificaremos estos dos espacios.
Si ademds v; : P, — Py denota la aplicacién de Veronese de orden 2
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Xic CVCPs
/ T v
X — XcanCP2

donde las flechas horizontales son las aplicaciones candnica y bicanénica y
V = Im v; denota la superficie de Veronese.

Podemos interpretar el morfismo f como sigue:

Como tenemos un isomorfismo canénico S2HO(X,wx) ~ H°(P;3, Op,(2))
donde H°(P;, Op,(2)) representa el conjunto de cénicas en el espacio canénico
P, = ProjS(H°(X,wx)"), entonces dado un diferencial cuadritico w €
H°(X,w%?) existe una tnica cénica C,, C P, la cual intersecta a la curva
canonica en el divisor de ceros del diferencial w, esto es

CoXean = (W)
de donde, usando la identificacién natural de
ProjS*(HO(X,wx)) = ProjS(H(X,w%?)) = 2K x|
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‘tenemos también la identificacién natural
Proj S (H%(X,wx)") ~ ProjS(H(X,w$?)) = 2K x|
la cual podemos describir como:
C,+— CpXean

y en particular el rango del diferencial w de define como el rango de la cénica

C., asociada.
Por lo anterior podemos describir la superficie de Veronese en [2K x|

W= {w)lwe H(X,w§), rkw=1}

la cual corresponde a las cénicas degeneradas en P;, mientras que la variedad
de cuerdas de esta superficie de Veronese en |2Kx| estd dada como

H={w) e H(X,w), rkw<2}

y corresponde a las cénicas reducidas en P,

Observacién.21.

(i) v2 es una inmersién inyectiva de Py en Ps.
(ii) degW = 4.

Recordamos que Ps = ProjS(H°(P2, Op,(2))) y la superficie de Veronese
es imagen del morfismo definido en P, por Op,(2).

Asi q(viH)® = ¢(2H')® = 22 = 4, donde H y H' denotan la clase
hiperplana en P5 y P, respectivamente. )
(iii) Por otra parte, si {w;,w;,w3} es una base de H°(X,wx), una base
para S?H°(X,wx) esta dada por

2 2 2
{ wi, wiws, wiws, Wi, wiws, Wy }

la cual también es base de H(X,wP?) entonces, para cada p € X tenemos

que 1209k x(p) = warx(p).

Y en particular tenemos que Xy = v2(Xcan)-
(iv) Como toda curva en la superficie de Veronese es interseccién completa,
tenemos que X = VN Q con Q una hipersuperficie cuddrica en P; (de

ninguna manera tnica).
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Se demuestra ademds [Rec.2] que para ¢ € JX genérico que el conjunto
{w € H°(X,w¥)|(w) = D paré algin D€ |K + c[}

genera un subespacio lineal A, de H%(X,w%) de dimensién 4 y este espacio es
tal que el sisterna lineal tridimensional |A.] = P(A;) de cénicas en el espacio
candnico de X satisface las siguientes condiciones:

(i) JA:).H es una superficie ciibica de Caylely C.

(ii)) AW consta de cuatro puntos ¢ = {f?=0}, donde
fi € H'(ProjSH%(X,wx)*,0O(1)) para i = 0,1,2,3. Estos cuatro puntos
son diferentes, los cuales estan dados como 4 lineas dobles en posicién gen-
eral en el espacio candnico de X, las cuales denotaremos por ; = {f; = 0},
asi podemos suponer que l; = {f; = z; = 0} con z; € H%(X,wyx), donde
Zg, T1,T2 forman una base y 3 = 1y + 7; + z,. Estas cuatro lineas se in-
tersectan en 6 puntos los cual nos presenta una configuracién del siguiente
tipo.

Fig. 13

De donde

A = Aozd + Myzf + Mgl + Mgz} =
c (Ao + Az)azl + (A + A3)ad + (A2 + A3)zk + 2X3(zoz1 + ToT2 + 71T2) .
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luego entonces para ¢ € [A;], g € H siy sdlo si

Ao+ A3 Aa - Az
det Aa /\1 + Aa /\3 =0.
A3 Az Az + A3

Asi la superficie C, bajo esta eleccién de coordenadas en |A.| satisface la
ecuacién anterior y puede reescribirse como 3.3 ,\ = 0. Esta superficie se
conoce como la superficie ciibica de Cayley, Catanese [Ca.] demuestra que
esta superficie tetranodal tiene exactamente un cubriente doble irreducible
ramificado exactamente en'los 4 nodos de C. A continuacién enunciaremos
algunos lemas que necesitaremos para dar algunas relaciones entre la ge-
ometria de la curva X y la del cubriente = : Z, — Yz, (no incluiremos en esta
parte las demostraciones, pero dichas demostraciones pueden encontrarse en
[Rec.2]).

Lema.22.

Las lineas en P, que pasan por los puntos €;N¢; estdn en correspondencia
1:1 con los puntos en |A| sobre la linea L;; = §ig; determinada por los puntos
% Y g

Lema.23.

St € no es una linea diagonal en P,, eziste una linea ¢ en Py tnica tal
que £+ € € |A].

En particular obtenemos de esta manera una aplicacién racional

Y : Py — C ClA]
L 84 0.

Como mencionamos anteriormente, la superficie C contiene 9 lineas, 6 de
las cuales son las lineas L;j, esto es, son los ejes del tetraedro formado por
los puntos g, ...,q3 ¥ otras tres lineas que hemos denotado M;j, las cuales
satisfacen la condicién ¥(m;) = M;.

Lema.24.

St £ es una linea en P, que contiene al punto m; N'm; entonces £' = my
con {i,j,k} = {0,1 2}

Luego entonces si |Ac] = {2 Aiz?}, la ecuacion de la superficie C-esta
dada como 0 = Y_3 ,\1 Tio -"A,\LA‘A" esto es, la superficie C es la superficie

cibica de Cayley con 4 nodos, Catanese [Ca.] demuestra que si P denota el
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sistema lineal de ciibicas planas que pasan por los puntos r;; y si E;; denota
el divisor excepcional de ry; obtenemos que C = ¢(P;), donde ¥ estd dado
por el haz Op (3H — 3Z Ej;).
En particular tenemos un diagrama conmutativo
P,
l N
) P, — ProjSHOP;, O3H — Y E;;))
y se demuestra ademds que via restriccién se tiene un isomorfismo natural
HO(P, OH — ¥ Ey)) > HY(Y.,wy,).
Lema.25. [Ca.Ce.]
Dado un plano © en Pz que no pase por los nodos de C, enlonces w es
tangente simple a C en n puntos, con 0 < n < 3. Ademds n = 3 si y solo si
T =7, yn =2 si y solo si m contiene alguna de las lineas My.

2.3 La Superificie Cuadrica

Como Y; es una curva no hipereliptica de género 4, entonces su modelo
canénico Y., es una curva de grado 6 en P3 = ProjSH°(Y..wy,)", la cual
estd contenida en una tnica superficie cuddrica irreducible Qy,, y esta curva
es interseccién completa de Qy, con una superficie cibica irreducible C, esto
es, .
},cun = QYc .C.

Como @y, es una cuddrica en P; tenemos dos posibilidades para la
cuddrica Qy, [A.M.]

(i) Qy. es suave, y asi doblemente reglada, es decir rk =4,
6 bien,

(ii) @y, es un cono, esto es rk = 3.
en cualquiera de estos casos se sabe que si fy, denota la funcién theta de
Riemann de la curva Y, entonces la cuddrica Qy, esta dada por la ecuacién
[AM.]
6y,
82;0z; (P)aiz; = 0

>

ij=1

con p € O,:,,°.

SNotese que en este caso dichos puntos corresponden a los dos g} de la curva ¥,.
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Teniendo como objetivo dar mayor claridad a la presente seccién a contin-
uacién veremos como se obtiene la superficie cuddrica Qy, a partir de la pareja
(X,c) esta construccién se puede encontrar de manera completa en [Rec.2],
por ahora solo nos interesa el caso en que el punto ¢ sea genérico. Como X
es una curva no-hipereliptica de género 3 y L = Ox(Kx + c) € G}(X) es
el haz lineal asociado al punto ¢ € JX, como consecuencia de la féormula de
Riemann-Roch, si L #wx y L' := w% ® L', entonces

dimH°(X,L)=2 y dimH%(X,L')=2
de donde L' = Ox(Kx — ¢) € GY(X).

Si {s1,s2} y{t1,t.} son bases de H°(X,L) y de H°(X,L') respectiva-
mente, definamos

HOX, L)@ HO(X, L") £+ HOX,w})

8,'®i_,' — s;tj=w,~j.
En el espacio proyectivo Ps = Proj SH%(X,w% )" consideremos la cuddrica
Q1 = {wywa — wipwn = 0}

que contiene a la curva bicanénica Xj;..

Entonces Q1 C Ps representa a una cuddrica que en condiciones genéricas
es de rango 4, de donde Sing @y, es un espacio lineal de dimensién uno, esto es
SingQr, = A 2 P, y Q1 es el cono con vértice SingQ;, y base una cuddrica
Q}, de rango 4 en P; ( en particular Q} es suave)

Q. C Ps
pad lpa
Q9. C P;

donde p, denota la proyeccién desde A.

Se sabe ademds que toda cuddrica de rango 4 en Pj tiene dos reglados
" distintos cada uno formado por un espacio lineal de dimensién tres.

Se demuestra en [Rec. 3] que la cuddrica Qy, es la imagen bajo la apli-
cacion de Gauss

P; Py
U u
Q — Qv
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donde (SingQL)" = Ps.

A continuacién veremos [Rec.2] como se describir A y los reglados de la
cuddrica Qy, en términos de (X, c).

El morfismo

HY(X,L)® Ho(X,L') 25 HO(X,w})

s ®t; — 8t = wi;
induce una aplicacién )
ProjS(H°(X, L) ® H(X, L))" 2+ ProjS(H(X,w3?)")

Si tomamos ahora la aplicacion de Segre
ProjS(H°(X,L)*)x ProjS(H°(X,L")") £ ProjS(H%(X,L)® H%(X, L))"
entonces

¢: ProjS(H%(X, L)) x ProjS(H(X,L')*) — ProjS(H(X,w$?)")
dado como B o [ es un encaje cerrado cuya imagen es la superficie cuddrica
Q. CP3=P(Im ).

Podemos ver facilmente que la imagen de §8” esta generada por el conjunto

de diferenciales cuadriticas w tales que existe un divisor D € |Kx + ¢| de
manera que el divisor de ceros de w domine a D, esto es

Im §° = {w € H°(X,w$?)|(w) = D para algin D € |Kx + c|}

y en particular Q. C |A| = Ps.
Ain mds, es posible ver que cada linea en @, pertenece a una de las
siguientes reglas

tp={D+|Kx —c| | D€ |Kx+cl},

£E={|Kx +c+E IDE'K){—CI}.

Finalmente en §1, Prop. 3, vimos que tenemos un isomorfismo natural
entre el espacio de diferenciales holomorfas H%(Z,,wz,) y el complemento or-
togonal de la seccién 8(z+¢/2)8(z—¢/2) € H(JX,O;x(20)) a continuacién
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describiremos como dar una inmersién “natural” de] espacio de diferenciales
cuadrétricas en X, H°(X,w%) en el espacio de funciones theta de orden 2 de
la jacobiana de X, H°(J X, 0;x(20)).

Como © — JX canonicamente, si consideramos la sucesidén restriccién
05 0,x(-0) 5 Oux 20— 0 (23)
al considerar el producto tensorial con O;x(0©), obtenemos la sucesién exacta
H(JX,0,x(0)) - H%(O,0e(0)) — H'(JX,0,yx) = H'(JX,0sx(©))

y como consecuencia del Teorema de anulamiento de Kodaira tenemos que
HY(JX,0,x(0)) = 0, por otra parte como JX es una variedad abeliana
principalmente polarizada entonces

HO(J/\’, 0;x(0))~C
6 1.

Como g = 0 entonces la aplicacién del lado derecho de la sucesién anterior
. es cero, y tenemos que

H°(0,04(0)) ~ H'(JX,0ux)
via la aplicacién de Abel tenemos un isomorfismo entre H'(JX,0,x) y
HY (X, wx)" .
Como consecuencia de la férmula de adjuncién wg = Og(O) y como
HY(X,wx)" ~ H°(O,wg), entonces

S2HO(X,wx)" ~ S?H(O,ws)

y como se tenia
HY(X,w}) >~ SPH°(X,wx)

se sigue que
HO(X, )" ~ S*HO(©,wo)

obteniendose una inmersién natural

S2H(0,we) — H°(0,06(20))
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inducida por la aplicacién
H°(B,we) ® H(O,we) —+ H(O,0¢(20)).

Considerando nuevamente la sucesién (23) y tomando producto tensorial
con O;x(20) obtenemos la sucesién exacta

0 — HYJX,0,x(0)) = HY(JX,0;x(20)) = H°(0,04(20)) — 0.

Si en el espacio H(JX, O, x(20)) consideramos la métrica hermitiana
inducida por la polarizacién principal de (J.X, ©) obtenemos un isomorfismo
natural

H°(JX,0,x(0))* = H"(0,0e(20))

de donde existe una aplicacién lineal inyectiva
H%(0,06(20) — H°(JX,0,x(20),

luego entonces podemos considerar al espacio H%(X,w%)* inmerso de ma-
nera natural en H°(JX,0;x(20)). Luego entonces, se tiene un morfismo
inyectivo

ProjSHY(X,w% )" — ProjSH°(JX,0;x(20)) = P; = |20]
asi podemos considerar a Q; como una cuddrica de rango 4 en Py, y por
tanto singular a lo largo de un 3-plano A; C Q1 C Py esto es, Qr es el cono

con vértice el 3-plano Az C Q1 C P, y base la cuddrica @'y, = @, NP3 de

rango 4 en P3.
Por otra parte, como (Prop. 3)

0 =< 0(z + ¢/2)0(z — ¢/2) >— H(JX,0,x(20)) —» H*(Z.,wz,) — 0

es exacta obtenemos un morfismo (el cual podemos identificar con proyeccién -
desde €] punto ¢ )

ProjSHY(JX,0,x(20))" — ProjSH*(Z.,wz,)"

y como HY.,wy,) ~ H°Z.,wz)* obtenemos nuevamente un morfismo

proyeccién
ProjSH®(Z.,wz.)" =+ ProjSH°(Y.,wy.)".
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Consideremos ahora la aplicacién de Gauss asociada ahora a la cuddrica

QL C ProjSHY(JX,0,;x(20))

G, : QL — ProjSH°JX,0;x(20))

y la cuddrica dual Q] = G1(QL) C ProjSHY(JX,0sx(20))°, como @, es
de rango 4 y tiene conjunto singular Aj entonces cada hiperplano tangente
a Qg contiene Aj, y G), transforma la cuadrica Q; en una cuadrica suave en
el subespacio P3 C ProjSHO(JX,0;x(20))" de hiperplanos que contienen
a A3 y como se demuestra en [Rec.3] P3 es el espacio candnico de la curva
Y., esto es, ProjSHO(Y.,wy.))" y que Y. C @}, de donde Q} = Qy..

Lema.26.

Sea X una curva de género 3, no hipereliplica tal que sus puntos de
Weiersirass sean normales. Consideremos el siguiente diagrama dado por el
encaje candnico, el bicandnico y el isomorfismo STHY( X .wx) ~ H®(X,w%)

Xue C V C Ps
7
X T T v
N
chn c P2
donde v es el encaje de Veronese y Py = ProjSH°(X,w%)". Entonces dar
L e Pic* X \((X - X)UJ,X) es equivalente a escribir Xy;. como interseccion
completa de la superficie Veronesa V y una hipersuperficie cuddrica de rango
4Q=4¢.

Demostacién:[Rec.3] o

Observacién.27. '

En el caso en que L sea un g} no completo entonces, L = ProjW donde.
W C H%(X,wx), dimcW = 2. Luego entonces, si {s1,s2} denota una base
de W y si consideramos el morfismo ’

wWew — HX,w%)
8 ®38; 88 = wyj
Denotemos nuevamente por
QL= {Wuwzz - wlzz =0}. .

En este caso Q; C Pj5 representa una cuddrica de rango 3, de donde
SingQr = A =P, y Q; es un cono con vértice SingQ; y base una cénica
no singular.
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2.4 Las Series Lineales Especiales sobre Z,

En esta parte nos interesa describir como obtener los haces lineales g2 antes
mencionados a partir de la pareja (X, c).

Recordamos que en [MCSV] dada (A, [J]) una variedad abeliana polar-
izada, A = C/A, si {Tm(A)}mea son los espacios tangentes a A en m, iden-
tificados de manera natural con C? y D C A es una subvariedad analitica
de dimensién k donde D,y = D ~ D,y es el lugar suave de D, podemos
definir la aplicacién de Gauss

G'p: D,y — G(k,g) =CV
G'p(A) = 3\D
esto es, a cada punto A € D,., le asociamos el espacio tangente a D en
A trasladado al origen. Y podemos ver T\D C ThM como un subespacio

k-dimensional de Th M.
Proyectivizando, obtenemos

Gp: Dreg — PN—] = PTOJ(G(kvg))
Gp(}) =P(G'p(}))

Dada la pareja (X,c) con ¢ € JX un punto genérico, consideremos la
aplicacién de Gauss asociada al divisor ©.; de la variedad JX , como X
es una curva de género 3 no hipereliptica, entonces (O./z)sing €5 €l conjunto
vacio. Esto es (Oc/2)red = Ocya.

Denotemos por

Gej2 1 ©cyz — ProjS(H%(Oz,we,,))” = P2 = |Kx|

la aplicacion de Gauss asociada a O,;.

Como cada seccién hiperplana de X contiene solo un nimero finito de
puntos, entonces la aplicacién de Gauss asociada a ©; es siempre finita, y
como una seccién hiperplana genérica de X consta de 2¢g(X) — 2 = 4 puntos
en posicién general, entonces G.; tiene genericamente 6 hojas, esto es: 7

7 Ademas, si B2 C P; es el lugar de ramificacién de G/, se sabe que su cerradura
corresponde a la curva dual de X, esto es, el conjunto de hiperplanos tangentes a la curva
candnica.[A] ’
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6= ( 2:(&,"’))__12 )

En particular como Z, estd encajada candénicamente en O/,
JiZ.— 9.

tenemos que la restriccién de la aplicacion de Gauss G.y; a la curva Z, nos
da un morfismo proyectivo gz, : Z. — P2 de grado a lo més seis,

Z. 5 P,= ProjSH%(O.s,we,,)"
el
ec/2

el morfismo g/, corresponde al haz invertible

Nej2 = we, ® Oz,

este haz, tiene asociado una serie lineal [Ey| € G%(Z.) , como consecuencia
del teorema de Clifford 5 < d < 6, y como Z, es de género 7 se sigue de la
férmula de curvas planas que d = 6.

Procediendo de manera andloga con —c¢/2, obtenemos el haz invertible

Nec/z2=wo_, & Oz,

estos haces son tales que:
Lema.28.
(i)_ Nefz = " 0cs2,
(#) Nepe ® ez = wz..
" Demostacién:
(i)=1: ©_cs2 — Oy es un biholomorfismo lo cual implica que
(~1)"(we.s;) = wo_ps

Y €OMO fyc/2 = w2 ® Oz, se obtiene el resultado deseado. Ademis
deg 1cj; = deg N-cs2 = 1/2deg wz, = 6.
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(ii) Se sigue de la Proposicién 3. o

Y como la curva Z, es no hipereliptica, (ya que en este caso X seria
hipereliptica), las series lineales |E.2|, |E-c/2| € G2(Z.) , se demuestra en
[DC.Rec.] que estas series son iinicas, (esto es, la aplicacién de Gauss aso-
ciada al divisor ©./; nos proporciona una descripcién geomeétrica de la serie
| Ecpal-

Como O/, y ©_./2 se intersectan transversalmente, entonces ges2 # g-c/2
es decir, /2 # f~c/2 Para c genérica. En resumen tenemos [DC.Rec.)

Proposicién.29.

La curva Z. construida anteriormente tiene ezactamente dos series lin-
eales |Ecs3| y |E_cp2| de grado 6 y dimension 2 las cuales estin determinadas
en forma inica por la pareja (X,c) tales que:

[Bepz+ E_cpol =1Kz| y CEepp=E_cp
y dichas series corresponden a los haces invertibles
Nie/2 = Woy,,, ® Oz,
determinados por los encajes candénicos
Jaet Ze — Oxep.

@]

Se demuestra ademéas [DC.Rec] que la representacién plana de Z. dada

por |E.;2] € G% es una sextica plana con tres puntos dobles no alineados

(nodos o ciispides) y la involucién aplicada al divisor correspondiente a un
punto doble da la interseccién residual de la linea opuesta con la sextica.
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2.5 La Superficie Del Pezzo y La Superficie de Cayley
Asociadas con Z, y Y.

Como hemos mencionado anteriormente, tenemos una descripcion C de Z,
como curva plana, dada por el morfismo

Ge/2 : Zc — ProjSHo(ch 7]c/2). = ProjSHo(ec/Z)wecﬁ ® O(ZC)). = P2
la cual esta determinada por el haz invertible
Nef2 = we , ® Oz, € Gé.

Como consecuencia de la férmula del género para curvas planas, tenemos
que C es una sextica plana en Py, se demuestra [DC.Rec.l que en condicones
genéricas C tiene tres puntos dobles no alineados y como C es birracional a Z,
es posible ver que estos puntos tienen que ser nodos o ciispides. Denotemnos
por p; = gej2(Pi) = go72(Qi) € P2, i =1,2,3, estos tres puntos dobles (no
colineales, esto es para ¢ € JX genérica) de P, = ProjSH®(Z.,1nc2)" ¥ por
P, al sistema lineal (de dimensién tres ) de cénicas que pasan por estos tres
puntos, entonces [Be.] P, define un morfismo racional

¢P P2_’P/2—P

(donde Py, denota el dual de P2 }, el cual se denomina una transformacién
cuadrdtica ( o de Cremona). El sistema P, tiene tres puntos base, a saber,
pi 1=1,2,3. y como consecuencia de la propiedad universal de! “Blow-up”

#»,,, se extiende a un morfismo
Jp P2 — Py

donde P, denota el blow-up de P, en {p; | i =1,2,3}.
Sea z € P),, el punto correspondiente a un pincel de cénicas

{AC: + uCal(X;0) € P1}

con Cy, C; € Py, como z € ’Pc/z entonces fp'(z) contiene los puntos base
de los pinceles en P,, a saber los puntos de €, n &,, donde €; denota la
transformada estricta de C; y se tienen dos posibilidades:
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(a) C1 N C; consta de cuatro puntos; {p;|i = 1,2,3,} y un cuarto punto
P4, €l cual es el dnico punto de f5'(z). .

(b) C1 y C> tienen una linea en comiin ! , entonces Cy; N Cz = U {t} con
t € P, lo cual solo sucede cuando ¢ es uno de los puntos p; y ! pasa a través
de los otros dos, y asi hay tres de estos pinceles z; € Poyni=1, 2,3.

Asi ¢p,,, €s birracional y existe un diagrama conmutativo

P, & py,x=p;
el /
P,

donde ¢ : P, — P; es el blow-up de Py en {p;[i =1,2,3}y fp : P; —> P2
es (salvo isomorfismos) el blow-up de P, en {z;li = 1,2,3}.

Como los puntos p; € P; estan en posicién general entonces el sistema
lineal de ciibicas que pasa por estos tres puntos define un encaje

tp i Py = Pg = ProjSH(P, 05,(3) ® Op, (—Z5:))

(donde p; denota el divisor excepcional del p;) y la superficie 56 = Lp(f)g)
es una superficie de grado 6 en Pg esto es, una superficie de Del Pezzo de

grado 6 [Be.]. -
Podemos ver que al tomar una curva plana C C P; y explotarla

en los puntos p; obtenemos una curva (' encajada en
ProjSH°(P2,05,(3) ® Op(-Zf:)) y como C tiene género 7
y grado 12 en Pg = ProjSHo(lE’z,Opz(3) ® Op,(—Xf;)) tenemos que ¢
es una curva candnica y que

P = ProjSH°(P,, 03 (3) ® Op, (—Z#:))
€es su espacio candnico , es decir:

) Ho(pz, opz (3) ® 0}3’(_25-)) = HD(chwzc)

y este isomorfismo viene dado por restriccién. &

Como g./; : Z. — P, es un morfismo, si denotamos por Z el haz co-
herente de ideales correspondiente al blow-up € : P, — P, en los puntos

8Como H!(S,Ks) = H'(S,0s), donde § = tp(f’z) tenemos un isomorfismo
HY(S,05(3H ~ i) = HY(Z.,wz.) dado por restriccién.
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P15 P2, P3, COMO gc_/lzI-OZ¢ es un haz invertible de ideales sobre Z. entonces,
existe un dnico morfismo .
gej2: Z. — P,

que factoriza g/;, esto es :

Zr: i/?' P-’2
g2\ le
P,

Componiendo con el morfismo
tp : Py — Pg,
obtenemos

g
Z. =3 p,

ger2 ™\ Te
P; & Ps= ProjSH®(Z:,wz,)"

en particular tenemos la aplicacién inyectiva h = tpgcye : Z. — Pg donde
h(Z.) es una curva de grado 12 en Pg, esto es h es la aplicacion canénica
@Ky, y ademids h(Z.) C 1p(Py) = S©.

Observacién.30. [DC.Rec.]

La superficie de Del Pezzo S8 construida anteriormente es invariante
bajo la involucién ¢ : Z, — Z, lo cual implica que la transformacién inducida
en el espacio canénico de Z,, ProjSH®(2.,wz.)" — ProjSH%(Z.,wz,)" al
restringirla a la superficie de Del Pezzo S es precisamente el levantamiento
de la transformacién de Cremona dada anteriormente.

Consideremos 7 : ) —; C el cociente por la involucién ¢ , este morfismo
es de grado 2 y se ramifica en los puntos fijos de la transformacién de Cremona
sobre P = ProjSH%(Z.,n.;) esto es en los nodos de C .

Asi C es una superficie de grado 3 con cuatro nodos en

ProjS(H(Zewz,)*)" & ProjSH(Vauwr,)" = Py
(asociada de manera natural con ¢z € G3(Z:) ).
Esto es,

{46ep2(£) + 16 —csa(e(€))/€ € Oz} O Proj SH(Yeywy,)*
{Proj(r2{(T64)) + Proj(ri(Tiy_cO-ca))/ € € Ocpz} N ProjSH(Y, wy,)".

c
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En particular tenemos asociado el siguiente diagrama:

PKz

Z. %% 50 ¢ Py = ProjSH%(Z.,wz.)"
Tl l

PRy, .
Y —F C C P3 PTO]SHO(},L‘:“)Y:)-

Tomemos ahora la aplicacién de vértices, esto es, la aplicacién que a toda
pareja de rectas le asocia su interseccién °

v C — P2
t6Gc2(8) + toG-c2(e(€)) = 4,G¢/2(€) N ¢,G-c2(¢(€)).
Tenemos asi el siguiente diagrama conmutativo:

Z. 25 86 ¢ Pg

L) ]
Y. % ¢ c P;
v N\ v

P,

Para finalizar esta seccién haremos algunas observaciones sobre una relacién
que hay entre el haz lineal Ox(Kx +¢) y la representacién plana de Z. dada
por el haz lineal 74/, asi como su relacién con las superficies S y C asociadas
a las curvas Z. y Y. respectivamente. Para lograr este objetivo recoordare-
mos primeramente algunas propiedades de la aplicacién de Gauss, asi como
algunas propiedades sobre los sistemas de cénicas generales y aplicaremos
estas propiedades al sistema de diferenciales cuadraticos asociados con el haz
lineal Ox(Kx + c) a saber, |A,| = spann{w € H(X,w%|(w) > D, para
algin D € |Kx + c|}.

Como mencionamos anteriormente, dado un sistema tridimensional de
conicas tal que |A|.W = ¢o + ... + g3 consta de cuatro puntos distintos, se
sabe que AlH = {C € IAI | rkC < 2} es una superficie de Cayley cuya
ecuacion es de la forma 3~ +- % =0, donde (A) = (Ao; M13 A2; A3) son coordenadas
homogeneas en P3 = |A|. Esta superficie contiene exactamente 9 lineas: las
6 lineas L;; = §;g; que unen las parejas de nodos ¢;, y las tres lineas en
las cuales el plano # cuya ecuacién es 3_ A; = 0 intersecta a la superficie C,

9La aplicacién de vértices es una aplicacién racional.
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esto es, My = {A; + X; = Ay + A3 = 0} con {i,7,k} = {0,1,2}. Denotemos
ademds por p;; el punto de interseccidn de la recta M; con la recta M;.

Sean zo,21,z2 € H°(P;,0p, (1)) y 23 = To+ 21 +z2 tales que ; = {2} =
0}. En P, consideremos las lineas ¢; := {z; = 0}, i = 0,1,2,3 las cuales se
sabe [Rec.2] se intersectan en 6 puntos, denotemos por r;; = £; N {; el punto
de interseccién de la recta ¢; con la recta ¢;. Tomemos ademds las lineas
diagonales my = {zy — z3 = 0} con ,k € {0,1,2}, esto es, la linea m; une el
punto r;; = £; N ¢; con el punto ryg = & N €3 con {i,j, k} = {0,1,2}.

La aplicacién ¢ : P, — P3 determinada por el sistemna lineal de cibicas
planas que pasan por los puntos r;; da la correspondencia birracional entre
P, y C. Ademads se tiene que ¥(mi) = M, ¥ explota los puntos r;; en las
lineas L;; y contrae la linea £; al nodo g;, y se tiene ademés que ¥~'(#) =
mg + rn; + mg, ver figura:

Fig. 14 El cuadrilatero en P, sus diagonales y vértices.

FOTYTENS M3 DEBE
SAUR DE LA BBLIGTECA
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’r Ly @Gln
¢’,"bl »
Fig. 15 Las 9 lineas en C,y sus puntos de interseccién.

Por otra parte, para determinar los puntos dobles de la representacién
plana de Z, y su relacién con el has lineal L = Ox (K + c), usaremos que via
1a aplicacién de Abel podemon identificar X®) el segundo producto simétrico
de la curva X con el divisor theta de Riemmann O asaf como la identificacién
de H°(X,wx)"* =~ H°(©, we) de donde la aplicacién de Gauss

Ceo :© — ProjSH'(0,ws)
Geo()) = 13120
puede identificarse de manera natural con
G : X® — ProjSH(X,wx)"

00(3 + II) = Ly

donde ¢, denota la linea determinada por los z, y.
Como 34,3 es un trasladado del divisor theta entonces podemos identi-
ficar la aplicacién de Gauss

Ciaefa : Ongs — ProjSH(Oscpa,we,, n)

Gaepa(A £ ¢/2) = Tase/aOpmacsz

can la aplicacién
Os : X — ProjSHO(X, wx)"
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Go(z +y) = txy
donde A es la imagen de z + y bajo la aplicacién de Abel.

Como la representacién plana € = gc/g(Zc) tiene tres puntos dobles no
alineados, entonces existen puntos B, §; € Z. tales que gc/g(P) = gc/g(Q )
para i =1,23.

Como Z; C O/, por tanto existen P, Q; € O tales que P=P+ c/2,
Qi=Qi+¢c/2y €p, = by, parai=1,23.

Por otra parte, como Y, = C.Qy, y M; es una recta en P3, como conse-
cuencia del teorema de Bertini Qy, intersecta la recta M; en dos puntos (los
cuales en el caso generico son distintos) y como consecuencia_de los lemas
antes mencionados corresponden a dos pares de rectas &; + m;, fi+m; e |A]
de donde existen divisores F;, G € |[Kx + ¢| tales que

(E,' + ml')-Xcun > F‘l‘y (Z: + mi)-Xr,un > G.’,

denotemos

4
[i-chn = ZP:‘. € |KX +C|

e.’ Xean = quk € |](X +cl
k=1

4
M Xean = Y13, € |[Kx +f,
k=1
y podemos suponer (reenumerando indices si es necesario) que
Piy + Piz + iy + Giay Piy +Pi; + 7y +1i; € [Kx + ]

Como Y4, pi, € |Kx| entonces, iy pi, — (piy + piz + gic + ) = ¢ de
donde F; = p;, + piy —¢/2 = gi, + ¢i, + ¢/2 € Z,, y procediendo de manera
andloga P/ = pi, + pi, — ¢/2 = ri; + i, + ¢/2 € Z; pero como {5 = a1,
luego entonces gc/g(f’;) = g,_./g(f’;’) obteniendose asi los tres puntos dobles de
la representacién plana de Z, bajo el morfismo g./,.

Otra manera de ver esto es la siguiente: La superficie de Steiner S C [A,]
tiene tres rectas de puntos dobles, las cuales se intersectan en un solo punto,
que es un punto triple [S.R. pag. 134]. El punto triple se representard
por los tres vértices de! tridngulo diagonal, es decir, es la imagen de las
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rectas my, My, my via el morfismo x : P, = § C |A,| el cual esta dado
como la composicién de la aplicacién de Veronese y la proyeccién Ps —
|A.|. Entonces P, P! son las intersecciones (como divisores) de x(m;)} con la
cuddrica QF.

Entonces p;, p}, son las intersecciones (como divisor) de ¢.(m;) con Qf.
En particular, en Y; estan los puntos P;; + @;; tales que

Wo(Ye) N (Wa(Ye) + ) = { Py + Qi i < =0,1,2,3}.
Como 7 : Z, — Y, es un cubriente 2:1 no ramificado entonces
Pij = {Pyj,d(Py;)} con Pi; € Z.
Qi; = {@i;,1(@:;)} con Gi; € Z. .
Entonces los puntos P, Qi; € Z. son tales que

TP-',)OC/g.T‘F;UO_,:/z = Td,e,_./z.T,Q-i,O..c/z .

Como

Wa(Y2) N (Wa(Y2) + 1) {Pi+Qi;|i<j=0,1,2,3}
{P+Q|IP+Q+n]#0}
{P+Q| K (Ywy(n—(P+Q)) =2}

por Riemann-Roch y como Y. es no hipereliptica tenemos que
RO(Y,,wy.(7) ® Oy.(—P)) = 2. Esto es

H(Ye,wy.(n = P)) = H(Ye,wy.(n — Q) = H(Ye,wr.(n — (P + Q)))

y por Riemann-Roch esto equivale a %Y., Oy, (7 + (P + Q)) = 1 de donde
existe t € HO(Y,, Oy, (7+(P+Q))) no cero (el cual es tinico salvo constantes).
Este-elemento determina una inclusién natural

a: H(Y,wy(n = (P +Q))) — H(Y,,wy,)

o

dado por
afw)=w®t

notamos ademds que este morfismo es inyectivo, de donde tenemos en par-
ticular la siguiente proposicion *
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Proposicién.31.
Para cada Pij + Qi; € Wa(Ye) N (Wg()’cj + 7)) tenemos un morfismo
oy, HO(Yo wr(n — (P + Qi) — H(Ye,wv,)
dado por
a,(w)y=wt;

y estos morfismos son tales que:
() Eim(ay,) = H(Y.wr,).
(ii) En particular tenemos seis subespacios de H(Y,,wy,(n)) de dimensién
2 cuyas imagenes bajo los morfismos ay,; inducen seis subespacios de HO(Y;,wy,)

de dimension dos que generan H(Y,,wy,). m]
Podemos notar ademds que los puntos P;; + Q;; se relacionan de la si-

guiente manera:
() P+ Qi; ~ Pu+ Qu+n {4,751} ={0,1,2,3},

(&) (Po+ Qo) + (Poz + Qo2) ~ (Paa+ Qaz+1n)+ (Pia+ Chat+7)
~ (P + Qa3) + (Pia + Gh3).

Por lo tanto
Ky, — ((Por + Qo1) + (Poz + Qoz)) ~ Ky, ~ ((Pes + Q23) + (Piz + Q13))
y como Y, es no-hipereliptica , entonces
Ky, — (P + Qo) + (Poz + Qo2)) = Ky, — ((Pxs + Q23) + (P13 + Q1a)),

esto es,

(Por + Qo) + (Poz + Qoz2) + (Ky, — ((Por + Qo) + (Poz + Qoz2)))
= (P + Q)+ (Pua+ Qu) + (Ky.— ((P+ Q)+ (Pia+ G13)))

€ |wrls
lo cual implica que

BY., v (1) ® (wy.(7 — ((Pox + Qo) + (Poz + Qoz))) = 2,

esto es,

(Ky. = ((Por + Qo) + (Poz + Qo2)))s
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correspom-i(;a otro punto doble, digamos
(Ky. = (Pn + Q) + (Poz + Qo2))) = Pos + Qus,
y entonces se tiene que

zo: Por + Qo1 + Po2 + Qoz + Poz + Qo3

z1: Ppa+ Qs+ Pia+ Gz + Foz + Qos

T2 Poa+ Qoz + Poa + Qo2 + Pz + Qs
To+z1+22: P+ Qo+ P+ Quz+ P2+ € |wv.(n)l,

determinan las cuatro rectas
To, T1, T3, To+T1 + T2,

del cuadrangulo fundamental:

T )
T2
TR+ ) + T2
Fig. 13

Con lo cual concluinibs‘fcs-té. interpretacién de la géoinetri'a del éubriente o

7 : Z, — Y. a partir de la geometria de la pareja (X, c).
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3 Apendice A. Funciones Theta.

En este apendice daremos un breve resumen de la teoria de funciones theta
asociadas variedades jacobianas, (para mas detalles ver [Be.D.], [Gu.], [Ig.]).
Dada una variedad abeliana J = V/A como el cociente de un C-espacio
vectorial V médulo una red discreta de rango mdximo A, las funciones theta
son funciones holomorfas sobre V = C" que satisfacen ciertas ecuaciones
funcionales. Dentro de la variedad de moduli de las variedades abelianas
principalmente polarizadas se tiene la clase de las variedades jacobianas y su
naturaleza se refleja en un nimero de propiedades especiales e identidades
que satisfacen sus funciones theta.

Dada S una superficie de Riemann de género g, podemos escoger un
punto base sp € S y un cojunto de generadores ay, ..., a,, by, ..., b, del grupo
fundamental 7,(S,sg), como topolégicamente S es una esfera con g asas,
a;, b; puede considerarse como una pareja de trayectorias alrededor de la j-
ésima asa. Las clases de homologia de estos 2g-lazos los cuales denotaremos
por aj, B;, son generadores del grupo de homologia H,(S,Z), tal que

aj.on = BB =0, a;.fr= b

esto es {ay,...,a,,P1,...,0;} es una base candnica de Hy(S5,Z), y sea
w1, ...,w, una base para H%(S,ws) normalizada con respecto a {a;, 5;}, esto
es,
Wy = ke
oy

Como la variedad jacobiana J(S) de S esti dada como J(S) = C9/A,
donde A es la red generada por los vectores

é.’a‘, Wiy "fa,— wg) )

fpjwly-"yfang)y

6j=AJ'

Ag4j

Como consecuencia de las relaciones de Riemann, la matriz de periodos {2 de
A C C¥Y es de la forma

Q= (1,2)
donde Z es una matriz simétrica con parte imaginaria positiva definida; si
2,...,Tzy denotan coordenadas reales sobre C? dual a la base real {};}, la
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forma diferencial .
w=_dz; Adzgi;
i=1
representa la polarizacién principal de J(§) = C?/A. En términos de las
coordenadas complejas z = (z1,..., zy), podemos escribir

w=——ZYk dz; A dz;

donde Y = ImZ.

Denotemos por O;(Os) el haz lineal sobre J(S) con clase de Chern [w],
asf una seccién global  de ©;(@s) est4 representado por la funcién theta de
Riemann 8 € O(C?) la cual satisface

0(z+¢e;) =0(z), 0(z+ Z;) =exp(—2xi(Z; + Z;;/2))0(z) :
Esto es, para cada vector A € A existe una funcién entera no-nula:-(X,z) en
las g variables complejas 2z € C? tal que
0(z + A) = (A, 2)8(=).

El conjunto de ceros de la funcién 6 es una subvariedad holomorfa de di-
mensién pura g—1 de C? y es invariante bajo el subgrupo red A, asi determina
una subvariedad holomorfa de dimensién pura g — 1 del toro complejo J(5).
Esta subvariedad se denomina el divisor theta de Riemann y lo denotamos

por O.
Luego entonces la serie theta asociada a la matriz Z con caracteristicas

[v,7] € C9 x C¥ tiene la forma

O[v,7](2) = Y exp2mi [%‘(n +v)Z(n+v)+H(n+v)(z+ 'r)] ,
neZs

y la serie theta de segundo orden con caracteristicas [v, 7] es de la forma
0 [v,7)(5 Z) = o[ ,‘r] (22;22).

La propiedad bisica de las funciones theta de segundo orden es que si v es
un vector semi-entero, esto es 2v € 29, entonces para cada vector A € A,

0, [1,0)(z+ X Z) = q(X, 2)%0[v,0)(z; 2). (X)
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El cuadrado de la funcién theta #(z) satisface esta ecuacién, y puede
reescribirse como #(z)? = ‘c.f,(z) para algin vector ¢ € C?, de manera
mds general tenemos una relacién entre las funciones theta elementales y las
funciones theta de segundo orden dada por la:

Formula de Weierstrass;

0z +a)f(z + B) = 'o,(“;ﬂ).o(n#),

o la forma dual correspondiente al caso en que a = —f3

0(z+a)0(z~a) = '0:(a).0(2).

Las funciones theta son funciones enteras en la variable z € C? y v varia
sobre Z5/2Z%. Las 2% funciones theta de segundo orden describen una base
del espacio vectorial de las funciones enteras sobre CY que se transforman por
el factor de automorfia p_.(? bajo la accién de la red A; p, € Hom(A,C")
es la representacién

pe(8;) =1, p:(Z&;) = exp 2niT;,

donde !¢; = (0,...,0,1,0,...,0) tiene 1 en el j-ésimo lugar, y el factor de
automorfia ¢ se define como

€(65,2) =1, ((Z§;,2) = exp(—2mi(z; + ¢;)),

donde 2¢ es el vector diagonal de la matriz de periodos Z.
Es conveniente ver las 29 funciones theta como una funcién vector valuada

0a(z) = {82 [1,0] (2, Z) : v € 29/227},

este vector nunca es el vector cero, ya que si @;(c) = 0 para algin punto ¢
como consecuencia de la férmula de Weierstrass tenemos que 8(z-+¢)8(z—c) =
0 para toda 2, lo cual es claramente imposible. Asi este vector describe
un punto [#2(z)] en el espacio proyectivo Pos_y = ProjST'(J,0,(20). La
ecuacién funcional (%) muestra que 82(z) y 62(2+ ) describen el mismo punto
en Pys_, para cada vector A € A, asi obtenemos una aplicacién holomorfa
bien. definida
[02] S — P2F—1~
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La imagen de esta aplicacidn es una subvariedad algebraica K C Pas_;
asociada de manera candnica con la matriz de periodos §2, denominada la
variedad de Kummer-Wirtinger de 0. La aplicacién [f2] : J — K es un
cubriente doble ramificado con puntos dobles en los 2?9 semiperiodos de J
y en los otros puntos es no singular. De donde la variedad de Kummer
puede identificarse con el cociente J/ < —1 > del toro J bajo la involucién
holomorfa —1 : J — J inducida por la aplicacién z +— —z; los semiperiodos
en J son los puntos fijos de —1.
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4 Apendice B. Variedades de Prym

Las variedades de Prym son variedsdens abelianas principalmente polarisa-
das, asociadaa a cubrienteas dobles no ramificados entre dos curvas, estaa
variedades son més generales que las variedades jacobianas, dichas variedades
fueron descubiertas por Wirtinger y juegan un papel mmy importante en las
identidades de Schottky-Jung, para més referencias ver [Be.1], [Do.S.], [Fa.1],
[Fa2) y M. lé

Sean C, mmdegénmgy%—ltupectlvnmenb,ymt 80— cC
un cubriente doble no ramificado, i ¢ : ¢ —+ € denota la involucién de
¢ que intercambia las dos hojas del cnbnente =, entonces ¢ actiia aobre Ia
variedad jacobiana J C de G, en forma tal que JC se eacinde bajo esta accién
en una parte “+” (1 cual corresponde a x*JC) y una parte “—=" P, la cual
se denomina 1a variedad de Prym del cubriente (€ -5 C).

De manera més precisa, si Nm : JC—oJCeslanphcnaéndenormn.
tenemos

P= Im(l—‘.‘) = (Keer)o = { componente con?:a de Nm"‘(O) } c 1é

que e, la identidad.

y P tiene dimensién g — 1.

La variedad de Prym P es una variedad abeliana principalmente pola-
risada; la polarisacién principal de J& induce dos veces una polarisacién
principal sobre P.

Usando las propiedades del divisor theta de una variedad jacobiana, se
puede mostrar que el divisor theta de JC se restringe a dos veces un divisor
theta sobre P [M.1].

Eato es, si I es una theta con caracteristica sobre C, es decir, si L es un
has lineal sobre C tal que L? = w, dicha theta con caracterfstica corresponde
a un divisor theta simétrico Oy, sobre JC definido como

0,={a€JCA (L ®a) > 1},

El has kineal 7°L es una theta con caracteristica en € y denotaremos
por ©,. el divisor theta correspondiente sobre JC. Tenemos los resultados
bésicos [M.1]:



Teorema.

(i) Nm~'(wc) es la union disjunta de dos trasladados de la variedad de
Prym P, los cuales denotaremos P* y P~. Ademds, L € Pt si y solo si
NmL = we y h°(C,L) es par.

(ii) Existe un divisor = sobre P, el cual define una polarizacién principal
de 77, el que
Opep - P =22

La relacion de O,0p, con JC se puede establecer facilmente. El cubriente
m estd determinado por un semi-periodo 7 de C. Enlonces

(7)1 = OL + Org,

Estas relaciones se denominan la configuracién de Schottky-Jung [Sc.], [Sc.
J], las cuales implican las identidades de Schottky-Jung cldsicas. Sean 6,¢,0
secciones no cero de H°(JC,0(0,..)), H*(P,O(Z)), y H°(JC,O(©L)). En-
tonces existen constantes a, b tales que

#(z) = af(z)® paratodaz e P

G(m"y) = b8(y)0(y + n) para toda y € JC.

(Estas son igualdades entre elementos de haces lineales sobre P y JC.)

Aplicando estas dos tiltimas identidades al mismo elemento de JC. Este
elemento debe de ser de la forma n*y— con -y € JC y n"y € P. Aplicando
7., obtenemos 2y = 0. Si denotamos por J,C el grupo de puntos de orden 2
en JC, se verifica que para un elemento y € J;C, se tiene que 7"y € P siy
es ortogonal a 5 bajo el apareamiento natural de J,C. Entonces para y € pt

se obtiene que
&(m"y)*/0(v)6(y + n)

es independiente de y.
Esta es la forma clasica de las identidades de Schottky-Jung.

90



5 Apendice C. Diferenciales de C

Un diferencial de primer tipo sobre una supericie de Riemann C es una
1—forma holomorfa; un diferencial de segundo tipo es una 1—forma mero-
morfa que no tiene residuvos, y un diferencial de tercer tipo es una forma
meromorfa que solo tiene polos simples. Notese que un diferencial es de
primer tipo si y sélo si es tanto de segundo tipo como de tercer tipo.

Observacién:

(i) Una 1—forma meromorfa es la suma de diferenciales de segundo y
tercer tipo.

(ii) Toda 1—forma holomorfa w cuyos A—periodos son cero es idénticamente
_nula.
(iii) Dado D = 3 ajpjun divisor de grado cero de C, existe un diferencial
de tercer tipo wp sobre C, holomorfa en C — {p;} y tiene residuo a; en p;.
Ademas este es dnico con la propiedad de que sus A—periodos son cero, como
consecuencia de las relaciones bilineales de Riemann tenemos

B
wp = / wj i=1,..
p) ,A f 2 J b ’91
donde wj, j = 1,...,g es una base normalizada de diferenciales holomorfas
de C, A =Y ,,c0a;p; ¥y B =3 450a;p;- Aqui se hace la convencién que las

trayectorias de integracién entre los divisores no cortan la base de homologia
de C la cual se supone que no contiene ningiin punto de D.
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