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INTRODUCCION 

En el artículo Jacobians of curves wil/1 g~ 's are the Prym 's of trigonals 
curves [Rec.l] se demuestra el siguiente resultado: 

Si X es una curva no hiperelíptica de género 3 y L = 0(1\x + c) es un 
haz lineal de grado 4 y dimensión 1 genérico, entonces a Ja pareja (X, L) se 
le a.socia un cubrimiento doble 7r: Zc-+ Yc (donde Yc es una curva de género 
4) que, en condiciones genéricas, es de curvas lisas y no ramificado, este 
cubriente tiene la propiedad de que la variedad Jacobiana de Ja curva X es 
isomorfa de manera natural a Ja variedad de Prym del cubriente 7r: Zc-+ Yc, 
además todas las variedades de Prym de curvas trigonales son de esta forma. 
Esta construcción se conoce con el nombre de Ja construcción trigonal. 1 

El objetivo principal de este trabajo es encontrar relaciones entre la matriz 
de Riemann de la curva Ye y la pareja dada por matriz de Riemann de la 
curva X junto con el haz L = O(Kx+c) vía la construcción trigonal, a lo cual 
dedicamos Ja primera parte del trabajo, donde a partir de la construcción de 
Zc como intersección de "dos trasladados" del divisor theta de la variedad 
jacobiana JX de Ja curva X se muestra que existe una relación natural entre 
el espacio de diferenciales abelianas de Ja curva Zc y el espacio de las funciones 
theta de segundo orden de JX, concretamente tenemos las Proposiciones 3 
y 5, las cuales podemos resumir en la siguiente: 

Proposición.Dada X una curva no hipcrelíptica de género 3, L 
= O(J(x + c) E Pic4 X un haz lineal completo de grado 4 tal que e es un 
punto genérico de JX, entonces Zc = 0c/2·0-c/2 es una curva lisa e irre­
ducible de género 7 tal que: 
(i) wz, = 0Jx(20) @Ch. 
{ii} Existe un epimorfismo natural entre el espacio Hº(JX,0Jx(20)) defun­
ciones thela de segundo orden de JX y el espacio de diferenciales holomorfas 
Hº(Zc,wzJ de la curva Zc el cual está dado por restricción. Siendo el núcleo 
el subespacio < O(z + c/2)0(z - c/2) >. 
{iii) La curva Zc admite una involución t : Zc ---> Zc libre de puntos fijos. 

1 En (Rec.2] se demuestra {pag. 63) que el conjunto de los haces lineales L = 
O(Kx + e) tales que Y. es una curva de género 4 (completa, irreducible, no sin­
gular y no hiperelíptica) definida sobre C corresponde al conjunto U = J X -
(J2X U {X - X) U {2P + 2Q - Kx f P, Q E X}) 
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Si consideramos la curva cociente Y., = Ze/ < t > tenemos que la aplicación 
'Ir : Ze --> Y., es un cubrienle doble no ramificado, aplicando la fórmula de 
Riemann-llurwitz g( Ze) = 2g(Y.,)-1, luego entonces la curva Y., es de género 
4. 

Como Ze es una curva simétrica en (JX,0) con clase de homología 0.0, 
como consecuencia de la propiedad universal de las 11aricdadcs de Prym, 
tenemos:{Ma.} 

(a) La va1·iedad de Prym del cubriente doble 'Ir : Ze --> Ye la cual 
denotamos Prym(Ze-> Ye) es isomorfa a la variedadjacobiana (JX,0) de 
la curva X como variedades abelianas principalmente polarizadas. 

(b) j: Ze '-+ JX es la aplicación de Abel-Prym. 
Posteriormente se da una descripción de la homología de la curva Ze en 

términos de la homología de la curva X y Ja elección del punto c E J X, para 
lo cual se utiliza la representación f : X -+ P 1 dada por el haz lineal L, 
concretamente bajo las hipótesis anteriores se demuestra: 

Teorema.7. 
Existe una base ó 1 , {J,, ... , ó 7 , /37 canónica de homología para 111 ( Ze, Z) 

tal que los ciclos ó 2, fl2, ... , Ó29 +i. P29+1 corresponden al producto fibrado de 
trayectorias de X, mientras que el ciclo /31 asociado al cubriente doble 7r : 

Ze --> Ye esf.á determinado por el morfismo J: X ~ P 1 asociado al haz L 
y el ciclo ó 1 es un ciclo complementario. 

Posteriormente, en el Teorema 20 generalizamos este resultado para género 
arbitrario. 

Basados en los resultados antes mencionados obtenemos que la matriz 
de Riemann de la curva Ze puede expresarse en términos unicamente de la 
matriz de Riemann de X y la representación de f asociada a L = O(Kx +c), 
es decir: 

Teorema.15. 
Si&, fJ es la base de H1 (Ze, Z) dada por la porposición anterior entonces, 

existen t? 1 , ... , t?7 E 11°( J X, O JX (20)) tales que la restricción de estas sec­
ciones a la curva Ze son una base de diferenciales holomorfas normalizada 
con respecto a la &, /3- base de 111 ( Ze, Z) tal que 

~ t? jJZ, ,;,, T;;, 
Íp; 

representa la matriz de Riemann de la curva Ze. 
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Se sabe además (Fa.Ra.J que la.matriz de Riemann de la curva Zc puede 
describirse en términos de la matriz de Riemann de la curva Y., y de la 
matriz de Riemann de Prym(Zc -+ Y,,), como consecuencia del teorema 
anterior tenemos que la matriz de Riemann de la curva Ye puede escribirse 
en términos unicamente de la matriz de Riemann de X y la representación 
de f asociada a L = O(J(x + c). 

Para concluir está parte notamos que la construcción de las bases de 
homología vía la construcción trigonal nos determina un punto del espacio 
de Torelli T. y como el modismo que asocia a cada punto de T. su matriz de 
Rieman~es analítico tenemos el siguiente resultado: 2 

Teoremas 17, 18. La matriz de Riemann de la curva Y., (respectiva­
mente Zc} depende analíticamente de la elección de la cu1·va X y el haz lineal 
L. 

En la segunda parte se da una descripción de la geometría de las curvas 
Zc y Y., a partir de la información proporcionada por la pareja (X, c). 

En particular como Zc = 0c¡2 .0-c¡2 estudiamos la geometría de Zc a par­
tir de la geometría de (X,c), para lo cual usamos por un lado la descripción 
de las curvas canónicas de Zc y Y., como intersección de superficies una de 
ellas asociada de manera intrínseca al cubriente 7r : Zc --+ Yc y por otro, el 
hecho (Proposición. 5) de que existe un isomorfismo natural ente el espacio 
de diferenciales holomorfas globales Hº(Zc,wzJ y el complemento ortogo­
nal (bajo la métrica hermitiana inducida por la polarización principal) de la 
función theta de segundo orden O((+ c/2)0((- c/2) E Hº(JX,0Jx(28)). 

Como Y., es una curva no hiperelíptica de género 4, entonces su modelo 
canónico Ycan es una curva de grado 6 en ProjSHº(Y.,,w¡,,)", la cual está 
contenida en una única superficie cuádrica irreducible Qy,, y esta curva es 
intersección completa de Qy, con una superficie cúbica irreducible C, esto es, 

Por otra parte, en (DC.Rec.] se demuestra que dado 7r : Zc --+ Y., un 
cubriente doble no ramificado de una curva de género 4 entonces Zc posee 
exactamente dos haces lineales de grado 6 y dimensión 2, g~, y g~', auto­
residuales con respecto a la serie canónica, tales que tgJ = gJ'. Además 
Zc admite un único modelo plano C el cual es una sextica con tres puntos 
dobles no alineados. La curva Zc en su espacio canónico ProjSHº(Zc,wzJ" 

2 Donde las matrices de lliemann se refieren a las bases descritas en el Teorema 7. 
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es intersección completa de una superficie de Del Pezzo S y una cuádrica Q, 
esto es Zcan = S.Q. 

La superficie de Del Pezzo S se proyecta 2 a 1 en ProjSHº(Yc,wvJ" 
desde ProjSHº(Yc,WY, 0 71)• sobre la superficie cúbica de Cayley e aso­
ciada al punto de orden dos 71 E J X, mientras que la superficie cuádrica 
Q es el cono con vértice ProjSHº(Yc,Wl', 0 71)" y base Q¡', donde Q¡,, C 
ProjSHº(Yc,WY. )" es la única superficie cuádrica que contiene a Ycan• 

En esta parte damos una descripción de la superficie cuádrica Q en 
términos de funciones theta de segundo orden de la curva X (Sección 2.2), 
así como la descripción de los haces gJ de Zc en términos de las inclusiones 
Í±c/2 : Zc <-+ 0±c/2 y de la aplicación de Gauss, como consecuencia de esto 
podemos describir la superficie de Del Pezzo S y la superficie de Cayley C 
en términos de la representación plana de la curva X y del haz 0(1\x + c) 
dado (Lema 28 y Proposición 29 ). 

Finalmente vemos como los tres puntos dobles de la representación plana 
C de la curva Zc vía el morfismo determinado por el gJ corresponden a una 
configuración especial en el espacio canónico de la curva X de los puntos 
del cuadrángulo fundamental determinado por el haz L = O(I<x +e) y de 
sus lineas diagonales. Utilizando lo anterior podemos enunciar la siguiente: 
Proposición.31. 

Para cada P;; + Q;; E W2 (Yc) n (W2(Y,,) + 71) tenemos un morfismo 

ct1;, : Hº(Y,,,wy,(17 - (P;; + Q;;)))--+ Hº(Yc,wvJ 

dado por 
C>t;;(w) = w 0 t;; 

y estos morfismos son tales que: 
(i) !:/m(ct1,;) = Hº(Y,,,WyJ. 
(ii} En particular tenemos seis subespacios de Hº(Y,,,w1,J11)) de dimensión 2 
cuyas imagen es bajo los morfismos ll't,; inducen seis subespacios de Hº(Y,,, wyJ 
de dimensión dos que generan Hº(Y,,,wyJ. 
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1 VERSION ANALITICA DE LA 
CONSTRUCCION TRIGONAL 

1.1 Una relación entre las funciones theta de segundo 
orden de la curva X y las diferenciales abelianas 
de Zc via la construcción trigonal. 

Sea X una curva no hiperelíptica de género 3 y consideremos el isomorfismo 
canónico 

Pic4X --+ Pieº X = J X 

e 1-+ wx1 0e 
el cual tiene por inversa 

Pieº X --+ Pic4(X) 
e 1-+ c®wx = Ox(K + c). 

Esta aplicación da una correspondencia uno a uno entre los puntos 
e E PicºX\{O} y los haces lineales L 0 E Pic4(X) con L.-/ wx . En [Rec.2) 
pag. 63 se demuestra que existe un abierto de Zariski U s; Pic4X tal que 
para cada L 0 E U a la pareja (X, L0 ) se le asocia un cubriente doble no 
ramificado de curvas lisas 7r : Zc --+ Yc , donde Yc es una curva general de 
género 4. 

Sea L = 0Jx(0) un haz correspondiente al divisor 0 asociado a la polari­
zación principal de J X = Pieº X el cual supondremos simétrico y denotemos 
por te : Pieº X --+ Pieº X la traslación por e, esto es, t0 (x) = x +c. 

Como el divisor 0 e PicºX es irreducible, entonces t~(0) = 0 0 es 
irreducible. 

Para cada e E Pieº X fijo, consideremos la subvariedad Z~ de 0 fija por 
la acción 

PitPX x PicºX -> PicºX 
(a,() i--+ a + ( 
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esto es 
z~ =en 0c. 

Observamos que Z~ es de dimensión 1 y conexa. Esto se puede vel' de la 
siguiente manera: 

Consideramos el morlismo 

'{JL': JX--+ ProjSHº(JX,L3
)" 

el teorema de Lefschetz para funciones theta (ver [G.H.] pag. 317) nos dice 
que '{'L' es un encaje cerrado de JX en ProjSHº(JX,L3 )". 

Luego entonces, si H denota un hiperplano general en ProjSHº(JX, L3
)" 

se tiene que H n JX es irreducible. 
Tomemos ahora un hiperplano H 0 en ProjSHº(JX, L 3 )" tal que H 0 n 

JX = 30 como 0c e JX entonces 110 n 0c = (Ho n JX) n 0c = 30 n 0c, y 
como consecuencia del principio de conexidad de Zariski tenemos que 30n0c 
es conexo, de donde Z~ = E> n 0c es conexo. 

Como los ciclos z; = 0n0c forman una familia algebraica parametrizada 
por los puntos e de la jacobiana de X resulta que Z~ = 0 n E>c es no singular 
para los puntos genéricos e E JX siendo por tanto Z~ =E> n 0c irreducible. 

Además la dimensión de la intersección del divisor theta con su trasladado 
por el punto ces uno, esto es, dimZ; = 1, (ver [ACGH]) y como el divisor E> no 
coincide con sus trasladados, es decir, como E> y 0 0 son subvariedades de codi­
mensión 1 de J X y Z~ = El n E>c. Entonces, para c E J X un punto genérico, 
1 = dimZ~ = dimE> n E>c de donde 

2 = codimr,JxT.z~ = codimr,JXTp0 + codimr,JxTpE>c 

obtenemos así que E> y E>c se intersectan transversalmente, (ver [Sh.] pag. 82) 
y escribiremos 0.E>c en vez de e·n 0c esto es, 0.E>c = Z~ como esquemas. 

Por otra parte, como WJX es trivial, E>x está canonicamente encajado en 
JX, y como Z~ es algebraicamente equivalente a un divisor canónico de E>x 
usando Ja fórmula de adjunción tenemos que : 

de donde 
wz~ = z~.(Z~ + Z~), 
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ut.ifunmdo la fárowla de Poincaré arto implica que 

deg "'ª~ = deg[Z!.( Z! + z; )] 
= 28.9.8 
= 2e9 
= 12. 

Por tanto 12 = deg w18: = 2g(Z!) - 2, lo cual implica que la cuna Z! 
et1 de ~nero 7. 

DenoteOIDll par Zc la t.raalac:i6n de la cuna Z! por el pllllto -c/2, mto ea 

Zc = t~c12(Z~ 
= t~c/2{9.9c) 
= 9c12·8-12· 

Entoncm z. ea llll& curva de género 7 ieomoña a Z! y a partir de ahora (a 
menee de que 1e eapecifique lo contratio) trabaja.reDIDll con la cana Zc en ves 
de Z!, con eno no me pierde generalidad y 1e fadlitan loa cQculm pmtedo1111. 

ProcedeieDIO!I a dv en e.te cuo Ja fórmula de adjunción a niftl de hace.. 
Como e, e JX flll UD diviaor (de Cartier) en Ja variedad abeliana JX y 

como WJX = OJx ea el hu trivial, por la 16rmula de adjunción tenelJIOll que 

we. = WJx®DJx(91)®De. 
= O Jx(9,) ®De, 
= 0 8 ,(91 ) 

para cada c5 e JX. 
Por ot.ra parte, como e es Ull& Yariedld de dimemión 2 y como X • wia 

cuna no hiperellpt.ica, llU Jugar aingnlar ea el vado, [Rie.) luego entoacee 
poclelDOI comiderar a 9</2 c:omo una 11uperlicie y a Zc como una cuna en la 
11uperficie 9c12. En ena parte ellt&DIOll internadllll en conocer como• el hu 
uociado a z. como divilor en 9cf2, el cual denotamm por Dec11(Zc). 

DenoteDJDll por 8(,) la función &beta que define el diYilor e. 
Como el diYÍ9or de Cartier z. en la npedic:ie 8c12 ~ npraentllllo por 

la pareja {(Uc12,..0 / 0 )} con /. = 11-c/2.u donde Ucf2,.. n 1111& cubierta 
~.,. .. 

abierta para 8.¡2, Mi pne11 podemo11 identificar 0 8 .,.(z.) de maneta -turll! 
con el hu O .1x(8-c12) ®De.,. ® º•·· 
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Luego ent.ancee, m collllider&m.o11 a z._ C e.¡2 como 1111a aubvariedad no 
singular de codimeui6n 1, como cOD11eCuencia de la fórmula de acljuaci6n y 
del iemema del cuadrado ieaemm que: 
. Lema.l. 

Demoetacicm.: 

w•. = we,,,, ® Oe,,.(Z.) ®O•· 
5!! (OJ.x(9c¡a) ® Oe,11) ® (DJx(9-.¡a) ® De,11 ) ® D.1, 
!!! Oa(9.¡a) ® 0Jx(e_,a) ® Oe,11 ®Os. 
!!! 011c(8.¡a-o/2) ® 0 JX ® Oe.11 ® 0111. 

!!! 0Jx(9) ® 0Jx(9) ® Oe.11 ® Oz.: 
!!! O Jx(29) ® Oe.,. ®Os. 
!!! 0Jx(29) ®0.s,· 

(1) 

a 
Como Z._ 811 UD aubcon,juato cerrado de 9r/2 y 111111. m UD hu de grupo11 

abelianm 1ob1e z., ai denot.amm pm j : z._ - 9..¡2 el modiamo iacluai6n. 
e al.oncea 

rcz., w11.) = ,BG(ee12.rw .. ) 

donde , .. "'•• ea Ja e:deaai6n de w111, por cero fuera de Z0 • 

Anterlormell&e en (1) heDIDll vi.no que"'•• = 0JJC(28) ® O.s. año 811 

Hº(Z,uwa.) = B 1(9cfJ,, ... (w •• )) 
= Hº(ec/2,, .. (DJx(29) ® D.s.)) (2) 
= Hº(8qa,J .. (p•(OJJC(29)) 

donde p• denota Ja re.tricci6n a z._ de Ju 11ecclone1 IObre J X. 
Ene1&ecuocomoh0(9..¡a,DJJC(29)®0e •• ,.) = hº(JX,OJJC(28))-l = 

p(X) - 1 = 7 y hº(Z0 , w111.) = g(ZJ = T lo cual aignilica que la iacluai6n. 
z .. e e.,a .... JX induce vía reiñdcci6n UD epimorfilmo natural del npa-­
cio de fancioam theta de aegundo arelen H°(JX,D.1.1C(28)) 1Dbre Ja T&r­

ieüd,;.cobi11n& JX de la cuna X, en el mpacio de difereaa.le1 bolommfu 
Hº(Z., w.s,) de la cmY& Z0 
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En particular como z. = 0.¡2 .f'L.¡2 C 0.¡2 U 0_.¡2 tenemos que 
O((+c/2)0((-c/2) E Hº(JX,0Jx(20)) es idénticamente nula sobre z •. De 
donde la aplicación p tiene como núcleo el espacio generado por la sección 
O( ( + c/2)0(( - c/2) lo cual nos permite identificar las diferenciales abelianas 
de la curva Zc con el espacio de funciones theta de segundo orden de J X 
módulo el espacio generado por la sección O((+ c/2)0(( - c/2), esto es 

Hº(Z.,wzJ ~ Hº(JX,0Jx(20))/ <O((+ c/2)0(( - c/2) >. 

Por otra parle, como consecuencia del teorema de Wirtinger, (ver [M.I] 
pag. 335,) si en el espacio Hº(JX,0Jx(20)) consideramos la métrica her­
mitiana inducida por la polarización principal de (JX, 0) obtenemos así 
un isomorfismo natural entre el complemento ortogonal de la sección < 
O((+ c/2)0(( - c/2) > (el cual denotaremos < O((+ c/2)0(( - c/2) >l.) 
y el espacio de funciones theta de segundo orden de JX módulo el espacio 
generado por la sección <O((+ c/2)0(( - c/2) >, esto es 

Hº(JX,0Jx(20))/ <O((+ c/2)0((- c/2) >~<O((+ c/2)0((- c/2) >.J. 

y como consecuencia de (2) tenemos un isomorfismo natural: 

Hº(Z.,wzJ ~<O((+ c/2)0((- c/2) >.J.. 

Observación .2. 
Como consecuencia del teorema de Appel-Humberl la métrica inducida 

por la polarización principal de la variedad jacobiana (JX, 0) en el espacio de 
funciones theta de segundo orden Hº(JX, 0Jx(20)) coincide con la métrica 
dada por el producto interior no degenerado B que nos permite identificar 
1201 con ProjHº(JX,0Jx(20)) ver [M.l], [M.3]. 

Si denotamos por 

~: JX X JX-> JX X JX 

la aplicación 
(x,y) >-> (x + y,x -y) 

tenemos el isomorfismo [M.2] 
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Si { •;} .. 1lll& bue del eapecio de foncio1H111 ihria de aegundo orden, 
podeJDOB eecribir 

para algunllll e;• e C; esio e1, por la fórmula ele Weiera1r-

B(u + v)B(u - v) = L c;••;(u)s,(v) 

paraioda u,11 e JX. 
En particnlar, ee demuestra en [M.1] que la mairis e;• define una forma 

B la cual proporciona un iaomorfiamo entre la 11erie lineal 1281 y el mpac:io 
de funciones iheta de 11egundo orden ProjSII°(JX, O 1x(28)). 

Raumimm lo 1111ieriar en la lliguiente: 

Propoeición.S. 
Dada X una CUl'1/a no hipereUptica de género 3, L E Pic4 X un haz lineal 

completo de grado 4 tal que ai e = L ® wi1 
e1 un punto del a6ierto den10 

U de Pic0 X mencionado anteriormente, enfoncu Zc = 9c12 .8_.¡2 es una 
curva liaa e irreducible de ginero 7 tal 9ue: 

(i) '""•· = thir(28) ® º•·· 
(ii} Ezüte un i1omorfi1mo natural entre el e1pacio de diJereneialu 

holomor/a• II°(Z4 ,w •• ) de la curva z. 11 el complemento ortogonal 
< B(' + c/2')8(' - c/2) >J. de la funci6n theta de 1egundo onlen 
8(' + c/2)9((- c/2) e II°(JX, 0 1 x(28)), e1to u: 

II°(Z., w•.) !::!< 8(, + c/2)8((- c/2) >\ 
donde el complemento ortogonal 9ue e1tamo1 tomando e1 el inducido por B. 

a 

No&eae qne si consideramos la involuci6n -11x 110me la variedad Jaco­
bi1111& de X, •ta define 1lll& aplicación en la curva z. : 

Zc -~· z. 
il lj 
JX ":!!f JX 
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Si (es un punto de Z0 , existen (i. 6 en 0 tales que e = (1 +c/2 = 6-c/2, 
por tanto -( = -6 - c/2 = -6 + c/2, y como 0 es un divisor simétrico 
en JX, esto es 0 = -0 se sigue que -6,-6 E 0, luego entonces -( = 
-(¡-c/2 E 0-c/2 y -e = -(2+c/2 E 0c¡2 por lo cual -( E 0c¡2.0 ·2 = Zc. 

Esto es, tenemos una involución t : Zc -+ Zc la cual está dad·· .:orno la 
restricción de la involución -lJx a la curva Zc. Además si ( E Zc, entonces 
t(() = e si y solo si ( = -(,esto es, 2( = O, pero como e E U esto no es 
posible. Luego entonces la involución tes una involución libre de puntos fijos 
sobre Zc para toda c E U. 

De manera análoga al teorema de Matsusaka [M], el cual caracteriza a 
las variedades jacobianas (JC, 0) como variedades abclianas principalmente 
polarizadas (v.a.p.p.) de dimensión g con clase de homología 

_1_¡01<•-ll. 
(g - 1)! 

El siguiente resultado es básico en la teoría de las variedades de Prym. 
Propiedad universal de las variedades de Prym. 4. 
(Criterio de Masiewicki) [Ma.J 
Sea (P,0) una variedad abeliana principalmente polarizada de dimensión 

g y 6 una curva en P, simétrica, con clase de homología (g!IJ![0]<•- 1l. 
Sea C = C / < t > el cociente de C por la involución de P dada como 

multiplicación por -1. Entonces: 
(i) 7r: C-+ C es admisible.[Be.1} 
(ii) Prym( C, 1r) ~ (P, 0) como variedades abelianas principalmente po­

larizadas. 
(iii) C '-+ P es la aplicación de Abel-Prym. 
En otras palabras Hº( C, wc 18111 )" puede identificarse con el espacio tan­

gente a Prym( C, 1r) en el origen, y la imagen Prym canónica de p E C 
es la dirección tangente proyectivizada a </J(C) en el punto r.- 1 (p), donde 
<P : C --+ Prym(C, 11") es la aplicación de "Abel-Prym", la cual está dada 
como </J(p) = u(p) - u(tp) donde u : e-+ JC denota la aplicación de Abe!. 
(Ver [Do.S.] pags. 39,40). 

Como consecuencia de la propiedad universal para variedades de Prym 
tenemos la siguiente: 
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Proposición.5. 
Para e E JX general, la curva Z 0 construida anteriormente admite una 

involución t : Zc --+ Z 0 libre de puntos fijoo. Si consideramos la curva 
cociente Y;, = Z0 / < t > tenemos que la aplicación 11' : z. --+ Y;, es un 
cubriente doble no ramificado, aplicando la fórmula de Riemann-Hurwitz 
g(Z0 ) = 2g(Y;,) - 1 luego entonces la curva Y;, es de género 4. 

Como Z0 es una curva simétrica en (JX,0) con clase de homología 0.0, 
como consecuencia de la propiedad universal de las variedades de Prym, 
tenemos: 

(a) Prym(Z0 ,7r) ~ (JX,0) como variedades abelianas principalmente 
polarizadas. 

(b) j: Z 0 <-+ J X es la aplicación de Abel-Prym. 
Demostación: 
Como Z0 = 0 012 .0-c/2 y z. es una curva simétrica sobre JX con clase 

de homología 0.0 y la involución t de Z0 est·a dada por -lJx¡z, = t por el 
criterio de Masiewicki, Prym(Z0 , 11') ~ JX como v.a.p.p. O 

En este punto es interesante dar en otra forma este isomorfismo. 
Como hemos visto la inclusión j : Z0 <-+ JX es la aplicación de Abel­

Prym, aplicando el functor Pieº obtenemos el morfismo 

PicºZ. J:_ Picº(JX) 

y como consecuencia del teorema del hiperplano de Lefschetz tenemos que 
esta aplicación es inyectiva, ver (G. H.]. 

Pero Pieº( J X) = JX es la variedad dual de J X, la polarización principal 
0 determina un isomorfismo Ae: JX--+ JX dado como A(x) = t.,0 - 0. 

Componiendo Ae con la aplicación j* obtenemos un morfismo 

Pieº X ;~ Pieº Z0 • 

. Como para cada curva C, se tiene que PicºC = H 1(C,Oc)/H1(C,Z) 
obtenemos así una aplicación del tangente al origen en Pieº X, al tangente al 
origen en Pieº Zc 

(3) 

que también induce una aplicación 

{4) 

12 



Por otra parle, la involución ' de la curva Zc induce una inYDlución ' 1tobre 
lm grupm H1(Z., Z), B°(Zc,wz.) y J(Zc)· Denota.telllOll lm 11ube11paci1>11 
' - invariante e ,_ urtiinYUiante con loe 1111pralndice1t + y - rwpect.lvamente. 
De donde 

B°(Zc, "'•·> = B°(Zc, w •• )+ e IP(Zc, "'•·>­
H1(Zc, Z) = H1(Z.,z)+ e H1(Zc,zr. 

Como H 1(X, Ox) L H 1(Za, o.,) c:orreaponde a la aplicación Prym ;, 
entone• la imagen del modiamo , .. • el •pacio anti-invariante de 11eCCiones 
holoDIDÓalt de la curva Zc 

Im ,.. = H1'(Zc, w •• r 
y por lo anterior el toro complejo via la aplicación Abel-Prym, que induce lo 
anterior 

es iaomorfo a la variedad jacobiana de la curva X, como variedades abeli11.111111 
principal.lllflnte poluised1111. 

Otra obsel'YllCÍ6n que podemaa hacer es que como el espacio B°(Za,wz.) 
de diferencillilm abeli1111u 10bre la curva Zc m isomorfo de maDera naturllil con 
el mpacio 11°(8.¡21 O1x(29)®0.s.) de funcionea theta 1tOb1e la variedad jac:o­
biana de Ja cuna X rmtringidaa a Ja curva Zc, 11ntoncee la dmcompOBi.ción de 
Hº(Z.,w •• ) en puf.e invariante y ant.i.-inYUiante induce una deecompOllÍci6n 
en el mpacio de funcÍonell theta de 11egmulo orden de X, mto 111t, 

Hº(JX, 01x(28)) = < 9(( + c/2)9(<- c/2) > 
e < 9(( + c/2)9(<- c/2) >J. 

'ria Ja métrica B dada en el teorema de Wirtinger 

ll°(JX,OJJC(29)) = < 9(( +c/2)9(( -c/2) > 
ED (< 9(( + c/2)9((- c/2) >J.)+ 
ED (< 9(( + c/2)9((- c/2) >J.)-

Yia Ja deBcompolrici6n inducida por la aplicación de Abel-Prym. 
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Así 

Hº(Z0 ,wzJ ~(<O((+ c/2)0(( - c/2) >.L)+ El:)(< O((+ c/2)0(( - c/2) >.L)-. 

Resumiendo tenemos la siguiente: 
Proposición.6. 
Existe una base u0 ,u¡, ... ,u1 , de Hº(JX,0Jx(20)) tal que: 
(i) u 0 =O((+ c/2)0(( - c/2). 
(ii) u 1¡z,, ... , u4¡z,, es base del espacio invariante Hº(Zc,wzJ+ ~ Hº(Y0 ,WyJ. 
(iii)u5¡z,, ... , u1¡z,, es base del espacio anti-invariante 

Hº(Z0 ,wzJ- ~ Hº(X,wx). 
(iv) Imj" = Hº(Zc,wzJ-. 

o 
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1.2 Una relación entre la homologfa de Ja curva Zc 
y la pareja (X, L) 

A continuaci6n eet&m08 intereead<111 en dmcribir como ee la bue de homología 
amciada a la cuna z. en términm de la bue de homología de la curva X y del 
punto e E J X genérico, para lo cual W1aremos la representación / : X --+ P 1 

dderminada por el hu lineal L. 
El reeultado principal de eeta sección e11 m011trar que podeDIOll connruir 

una bue de homOJogía de la curva Zc como la due de homología de ciert1>11 
productOB fibradm de trayectorias en X lm cuales 1111tán determinadoe por la 
aplicación/. 

Dado L e Pic4 X el hu correspondiente al punto genérico c e J X , 
esto ee, L = wx ®e es en particular libre de punt<111 bue, c0Jllliderem<111 el 
modiamo 1 

/: X -+ ProjS(.Hfl(X, L)•) = P1 
P t-+ (11o(p); 111(p)) 

donde •01 •1 1111 una bue de Hº(X, L) y suponchemoa que eR llimp)e. 
Al tomar el produdo fibrado X x J X 110bre P 11 11e demuedra en [Rec.2]1 

[Pla] Jo 9iguiente: 
(i)EI producto fibrado X x ¡X couta de dm campoaentell irreducibl11111 las 

cualm denoiarem<111 por :i: y Ax respectivamente. Ea poaible ver ademú que 
ewtu componeidm 110D C1ll"Vllll de génerm 19 y 3 donde Ax = { ( z, z )lz e X} 
ea i.omoño a la curva X y :k ee un cubrlente ramificado 3 a 1 de la curva X, 

(ü) Dichu compcmentea llB corlan tr11D11ver11almente en un número finito 
de puntos, a 1aber, 1<111 puntoe de la forma (p;,p;) E X n Ax, donde p¡ e 
X, i = 11 2, .•• , 12 10D 11>11 puntae de ramificación de /. 

(lli) La curva X tiene de manera natural la involución T(z.J..lf) = (111 z), la 
cual tiene como punt.oa fijos loa puniOI de la forma {p;,p¡) E X n Ax, donde 
A E X, i = 1,2, ... , 12 IKlll lm puDtOI de ramificación de/. 

Luego entones, !l'!J' : :i: -+ :k / < T > e1 un cubriente doble rlllllificado , 
1 tll que X/ < T >, m i9omorfo a la curva z., esta cuna tiene la involución 
'rCP1 + J>l) = p, + Pt donde 1-1(/(p)) = {p11Pa1.P31J't}, la cual cD11mponde 
CCJD la involw:i6a. ' debida llObre la cmva z. 11eg6n el di1181'ama; 

'L• O(K +e) tiue puto bu111i )' ll6lo lli 1 K +e l=I K +P-f 1 COlll Jltf E JC, p ~ f, 
mto-, ai 1 eolo lli e E (X - .X) - {O} el c: .. I a u puto "° gaáico. 
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y 11e tiene que 

X/ <T> 
'T l 

X/<T> 

(5) 

e11 un diagrama conmutativo de curvu (pua i = 11 2), finalmeme, N! de­
muestra en (Pla) y [Rec.2) que etna cormrucción es equivalente a la dada en 
Ja 81!Cci6n anterior, en esta parte Y,. = Z0 / < ' >. 

Por otra parte, Fay en [F] mueeira que dado O -!.+ O un cubriente doble 
de pnero g = 2g + n - 1 de una superficie de Riemann compada de pDeIO 
g con 2n puntos de ramificaci6n en J011 puniOll 'lh ... , b. E O. Si T : (j - {J 
e11 la inwluci6n con puntm fijm en q1, ••• , f2lo E Ó, una bue c:&n6nica de 
homología de H1(Ó,Z) 11e puede dar como: 

(6) 

y - tal que a¡,iJ1.····&.JJ., d-=iende a una b11111e canónica de hamclog{a 
á¡,Pu··· 1 ár,P1 de H1(0,Z) y 

ª' + T(&,) = ,,, + TCP.> = o, 
&, + T(&,) = Pr + T(Pr) = o, 

donde lu igualdadee mn m6clulo homología. 

1:Sl::Sg 
g+l:Sl:Sg+n-1 

Si Ja bue dual de diferencialee holammfu • 

18 
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ent.oncea para 1 S le ~ 11 y g + 1 S l S g + n - 1, 

'1,(z):::::: -c:'6(T(z)) y W,(z):::::: -W,(T(z)) 

para iodo punto z e l'J. 
Aá la bue dual 1obre l'J •i' dada por 

mienbu que 

y 
ti¡,:::::W¡, para g+l::Slc~g+n-1 

(8) 

ion )1111 g + n - 1 cliferencial11111 de Prym normalUadu linealmente indepen­
diente. 10bre C. A.r Ja matriz de Riem811D de O tiene Ja forma 

::1:: ) para 1 S lc, l S g, 
~ 11+ISi,iS11+n-l 

donde r 1111 la matris de Riemann de a .,. 

11'¡,j )- ( 1,,, "• 
ff¡; - ¡,,,ti¡ 

ea una mairis aiairlca (fl + n - 1) x (g + n --1) de parte imaginaria pmiiiva 
definida, 1111decir,7f11111 una matris de Rimnann. 

A coniinuación uauemm Ja emiencia de b1111ea que 11atisfacen 11111 condi­
cionea (6), (7) para :mmtrar e) 1iguiente: 
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Teorema.7. 
- 'Zr - 'Zr .. 

E:eúte una 61J.fe ái,{J1, ... , á11,fJ11 de la Aomo/og(a entera de X 9ue aatia-
/ace la. condicione.s de Fa11, (6), (7) r tal 9ue: 

(i) Lo• ciclo~ .i11 Pi 1 ... ,.&,, p,, de.tcienden a 11na 6a.te á 11 Íli 1 ... 1 a,, ÍJ,, de 
la laomolog(a entera de Z.;· · :.,.;;. 

- 'Z. - ~ 
(ii) Lo• cicloa á21 {J2 , ••• , &,, {J7 ,•on cllJ.fe de Aomolog(a del pl'Oduclo fihrodo 

de lazo• de X. _ 
{iii) El ciclo ÍJ1 aaociado al cu6riente doble ir : z. --+ Ye e•la determinado 

por el morfi•mo / : X -+ P1 a.ociado a la pareja (X, .L), mientra1 9ue el 
ciclo &1 ea un ciclo complementario. 

Demoetaci6n: 
· Conai.deraremoe el modismo/ : X - P 1 uociado a la pareja (X, L) y 

•upongam09 que dicho cubriente e• llimple. 
Como p¡ e X aon 109 pwdm donde IN! ramifica/, ai denot&mOB por"• E Pi 

la imagen de p¡ bajo /, eeto 1111, J(p¡) = 6; y como / ea •imple, entoncea 
¡-1( 6;) couta de 3 punto. diatintm, lm cuales denotare1DD11 p;, P1, P1, para 
cada i = l, 2, •.• , 12. 

DenotelJIOll por B¡ e Pi el lugar de ramificación de/, e.to ea, el CODjUlltO 
de b puntoa J(p¡) = 6¡ e P1 talee que p; ea punto de ramificación de/. 

Luego entoucea 109 punto. de ramificación de la proyección en el primer 
factor pr1 : X - X IDn lm punto. de X de la foIDl& (pt 1p¡) con li = 
3,4, i == 1, 2, ... , 12. E.to e•, el diviaor de ramificación 4. = r:.,.út,p;) 
mientru que loe punto. r&m& de la proJ1!1CCÍÓn en el aegundo Ílldor 
pr2 : X-+ X 11<1n 108 punt09 de :k de la forma (p¡,pt) con le= 3,4, i = 
1, 2, •• ., 12 .. E.to .. .Rp.. = r:.,.c,..,pt) 

A continuación veremoa que emte UD& b1111e Zc que utúface la condición 
( i) dada en el Temema "t, y poeteriormente vereDIDll como obtener eetá bue 
& partir de la información proporcionada por la pareja (X,c) que B&túface 
Ju condicionea (ii) y (iii) del Teorema '1. 

Como ll"'J' : "i: - Zc m un cubriente doble ramificado de Zc el cual 
•e nmifica en loe puntoa de Ja forma ii = (p¡,p¡) donde p¡ ee punto de 
ramificación de / : X - P 1 para i = 1, .•. 12, de acuerdo con lu relacione. 
(6), y (7) ante. mencion&daa, emte UD& bue can6nica de homología 

&1t'P1 .... , &,, "P1. ci,,"/1,, ... , &12. P12• &u. Pis· ... ,&111. P111 (9) 
tal que ii1 1P11 ••• 1 ii11P7 dellciende a una bue canánica de hmnalog{a de 
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Ó12H + T(Ók) 

ó, + T(Ó1) 
~12+k +_r(A) 
{3, + T(/31) 

donde las igualdades son módulo homología. 

O, 

O, 
1$k$7 

8 $1 $12 
(10) 

En particular como H 1 (X, Z) es un grupo libre en los generadores Ój, fi; 
con j = 1, ... 19, tenemos que 

H1(X,Z) ~ <Ó1,PJ,. .. J•1,P1"}> EB <Ós,P8 , ••• Jil12,P12 > 
EB < Ó1a,}1a,. ·., Ó1.!', /319 > _ _ 
~ <Ó1,fi1•···•ó1}1> EB <Ós,/Js,..~,óm/312> (11) 
EB < -T(Ó1),-T(/Ji),:···-T(Ó1~,-T(/J7) > 
~ H1(Zc,Z)EB <Ós,/Js,. .. ,fx12,f312> 
EB H1(Zc,Z). 

Por otra parte, como 7r : Z0 --+ Y;, es el cubriente doble no ramificado de 
Y;, inducido por J : X --+ P 1 con involución t : Z0 --+ Z0 , entonces pode­
mos escoger bases normalizadas &¡, fiu ... , &7 , fi7 y a¡, /Ji. ... , a4 , P4 para 
H1(Z0 ,Z) y H1(Y;,,Z) respectivamente tales que: 

7r.(&i) 
ir"(a;) 
t"(&;) 

0t1 

&;+&a+i 
ª3+i 

para más detalles ver [ACGH]. 

19 
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/3; + fia+i para i = 2, 3, 4. 
Pa+i 
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Y como 

- -
H1(Zc, Z) ~< Ó1, P1> ... , Ó1,í31 >~< &1,P1 •... ,&1,P1 > 

- -
en particular podemos escoger los ciclos Ói, P1 , ••• Ó7 , /37 , dados en (9) qu~ 
satisfagan las condiciones dadas en la ecuación (12) y como H 1 (X, Z) queda 
descrito por la relación (11), entonces podemos escoger una base canónica de 
homología · 

... - - - .. -
Ó-1, /311 ... , &1, i31, Óa, /ia, ... , Ó:12,fi12, Ó:13, /3131 ... , Ó-10, fi19· 

para H 1 (X, Z) la cual satisface simultaneamente las condiciones requeridas 
en las ecuaciones (10), y {12), 

De ahora en adelante y a menos que se especifique lo contrario, supon­
dremos que las bases de H1(X,Z), H1(Zc,Z) y H1(Yc,Z) con que trabajemos 
satisfac~n simultaneamente las condiciones (10) y (12). Además denotaremos 

por Ó;, P; para i = 1, ... , 7 los ciclos en H1 (X, Z) que descienden a una base 
de la homología entera que satisface las condiciones (10), y (12), y por&;, P; 
para i = 1, ... , 7 su proyección en H1(Zc,Z). 

Como el diagrama dado en (5) es un diagrama conmutativo de curvas 
y como X es arco conexo, el homomorfismo x: 1r1(X,.i0 )-> H 1(X,Z) que 
asocia a cada lazo -y E 1r1(X,.i0 ) su clase de homología es sobre, por tanto 
todo ciclo en H 1(X, Z) puede representarse por medio de un lazo en X. (Por 

· abuso de lenguaje usaremos la misma notación para la curva que para su 
clase de homología). 

Si nuevamente deno~amos por Ó;, P; : [O, l] --+X trayectorias que repre­

senten a los ciclos, Ó;, p,, {los cuales podemos st•poner que no pasen por los 

puntos de ramificación de j), como los ciclos Ó;, p¡, i = 1, ... 7 descienden a 
una base { &;, P; }i=t,. . .,7 de H1 (Zc, Z) la cual satisface la relación (12) y por 
la conmutativida? del diagran:a (5) se tiene que podemos escoger represen-. 

tantes de los (Ó,P)-ciclos Ó;, P;: (O, l]--+ X tales que 

t(1rT,(ª';)) 
t( ,,.T. (P;)) 

como funciones. 

1T'T. ( ?3+i) 

1rr.(P3+;) 

20 
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De donde por )~ conmutatividad del diagrama (5) podemos escoger los 

representantes Ó;, P; : [O, l]--> X tales que 

f(~;)(t) 
j(i];)(I.) 

[(~3+;)(t) 
j(li3+¡)(t) 

y por la conmutatividad del lado izquierdo de (5) tenemos 

f. prj(Ó;)(t) = f · pr;(J3+;)(t) . 
1 

? . 
2 3 4 :. -:.. para J = , _, z = , , . 

f · pr;(fJ;)(t) = f · prJ(f33+;)(t) 
(13) 

Como la involución t : Zc --> Zc corresponde a t(p¡ + P2) = p3 + p4, 
(ver (Rec.2] y (Pla)) donde ¡-1(f(p1)) = {p1,p2,p3,p4} luego entonces las 
funciones prj( ii;) y pr;( ÍiJ+;) son distintas. 

Y como Ó;, fl; : [O, l] --> X y X e X x 1 X no corta la diagonal en­
tonces pr,(ii;) # prk(ii;), como funciones, donde {j, k} = {l, 2}. Pero como 
consecuencia de las relaciones dadas en la ecuación (13) y del hecho de que 
f es un cubriente 4 a 1 obtenemos 

¡-1u. pr1(Ó;)(t)) pr1(ii;)(t) u pr2(Ó;)(t) 
u pr1 (Ó-~+;)(t) u pr2(Ó-~+;)(t) 

¡-1u · pr1(P;)(t)) pr1{.iJ;)(t) u pr2~í3;)(t) 
u pr¡ <li3+;)(t) u pr2(í33+;)(t) 

para i = 2,3,4. 
Denotemos por c);_1, (3{_ 1 : [O, l] -+ X las trayectorias pr;(ii;), pr;(P;) 

y por a{!:;, f3{~12 : [O, l] -+ X las trayectorias pr;(ii3+;), pr;(P3+;) para i = 
2, 3, 4, j = 1, 2 (respectivamente). 

Entonces 

¡-1(! · pr1 (~;)(t)) 
¡-1(! · pr1 (,8;)(t)) 

oL1 (t) U aL1(t) U at_ 1 (t) U at_.(t), 

fJf-i(t) u f3[_ 1(t) u fJL(t) u f3f-1(t), 

y como consecuencia de la propiedad universal del producto fibrado tenernos 

queÓ;(t) = (oL1(t),aL1(t)) =: (a/_ 1 X¡a~_1 )(t)yp;(t) = ((3f_ 1(t),f3f_1(t)) =: 
(fJf-1 X¡ .8t-1)(t). 
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En particular como 

H1(Zc,Z) ~< ó1,f31 > EfJ < ó2,f32, .. . ,ó,,/31 > 

y como todo ciclo en H1 ( Zc, Z) es una combinación de los elementos Ó;, P; 
tenemosque todo ciclo 1 en < ó 1 , /31 , ••• , ó 7 , /37 > tiene asociado un conjunto 

r _ { 1 41 "Y;: [O, 1)--> X es una trayectoria en X } 
- ')', ... ,')' talque/-1(!(·/(t)))=UJ=d(t) 

y 1' es la clase de homología de la proyección en Zc de un producto de trayec­
torias en X, esto es, 7 es de la forma ll'T.(1'1 X¡ ')'2 ), y t(1') = ll'r.(1'3 X¡ ')'4). 

En este caso diremos que el conjunto r = { ')'1 , ... , ')'4 } es un conjunto saturado 
asociado al ciclo .:¡,. lo cual demuestra la condición (ii) del Teorema 1. 

Finalmente, como ll'.(/31 ) = 2'/31 y el mor11smo t: Zc --+ Zc es no ramifi­
cado, entonces P1 es t-invariante, esto es t(/31 ) = /31 como ciclos. 

Por otra parte, como ll'r.(P1 ) = fl1, y como X: ll'1(X,io)-+ H1(X,Z) 
es so_bre, podemos escoger un~ traye~toria la cual den?t.aremos nuevamente 

por fl1 : [O, 1) -+ X tal que x(/31) = /31 , de donde ll'T. (/31 ) : [O, 1) -+ Zc es un 
representante del ciclo /31 • 

"',.. "',.I A 

Tomemos trayectorias /31, /31 : [O, I] -+ X tales que 
-:. ~ ':..' 

(i) /31 = /31 + /3p 

(ii)t.irr..81• = irr.P:, 
(iiiJ ir.irr.P1 =Pi. 

':. '!.' 
A nivel de trayectorias representantes, "/31 + /31 " significa sumar trayec-

torias. _ 
Podemos suponer además que /31 esta dada cm.no 

P1 c1J = { ~' C21
l 

/31 )(21) 

1 E [O, !J 
1 E[~, Ij. 

-:. -:. -:. ':. -:,.1 
Como /314 + T(/3¡) =O entonces /314 + T(/31 + /31 ) =O y podemos escoger 

>3 •• " 
trayectorias /3p /31 de -/314 tales que 

'ª >4 " i.nl /31 + /31 = -f3w 
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-:. ~3 -:. ~4 

(ii) J(f:J1) = J(f31), 
"... o:.3 ",,,/ -:,4 

(iii) T(f31) = (31 y T(f31) = f:J1, 
en particular existen trayectorias en X 

bk:[0,1]->X k=I, ... 4, 

tales que 
(i) J.-1U(b1)) =.: ut=1lik, • • 
(ii) f:J1 = b1 X¡ b2 y (3¡ = b3 X¡ b4, 

Esto es, el ciclo (31 que determina el cubiente tr : Zc -> Ye depende 
solamente de la curva X y la información dada por el modismo f: X--+ P 1 , 

por otro lado (12) como ó 1 es un ciclo complementario, entonces por la 
conmutatividad del diagrama (5) tenemos que t(Ót) es tal que 

Como Ó1 desciende a ó 1 , si denotamos por 1( Ó1 ) el ciclo en X que <lescien<le a 
1(ii1 ), entonces podemos escoger representantes ele estos ciclos 
Ó1 , 1( Ó1 ) : [O, 1 J --> X tales que 

Ó1(t) t 1(Ó1)(t), 
i(t(Ó1))(t) = j(Ó1)(t), 

ele <lon<le, podemos encontrar trayectorias en X 

ak:[O,l]->X, para k=l, ... ,4, 

tales que 
(i) ¡-1(J(a1)) = ut=iªk• 
(ii) Ó1 = a1 X¡ a2 y 1(Ó1) = a3 x¡ a4, 

Esto es el ciclo ii1 tiene al conjunto r 1 = {a1ia2,a3 ,a4 } como conjunto 
saturado asociado, con lo cual concluimos la demostración del Teorema 1.. O 

Anteriormente hemos visto que hay una base de la homología entera de 
Zc cuyos elementos son clase de homología del producto librado de trayecto­
rias en X (mod T), donde estas trayectorias pertenecen al conjunto saturado 
asociado.3 Por otra parte, nos interesa construir una base de la homología 

3 Como todo ciclo en Z, puede expr~sarse como una combinación lineal entera de los 
elementos de esta base, tenernos que todo ciclo en Zc puede expresarse en esta forma. 
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entera de Z 0 a partir de una base de 111 (X, Z) y de su representación como 
cubriente 4 a 1 de P 1 inducida por el haz lineal L = Ox(J( + c), para esto 
veremos que podemos encontrar una base de H1(X, Z) "adaptada" a la repre­
sentación de X como cubriente 4 a 1 de P 1 , de manera que a cada elemento 
de esta base le corresponde un elemento de H 1 (Yc, Z), y como consecuen­
cia del Teorema 1, tenemos que a cada elemento de la base de H 1(X,Z) le 
corresponde un conjunto saturado, con lo cual construiremos un conjunto 
independiente de trayectorias en X cuya clase de homología desciende a un 
conjunto independiente de ciclos en 111 ( Z 0 , Z), los cuales nos ayudaran a 
formar una base de este espacio. 

En [B.E. pag. 96] Teorema (4.1) se tiene el siguiente resultado: 
Teorema.8. 
Sea .M2 una variedad conexa de dimensión 2, cp : M 2 -+ 5 2 un cubriente 

simple ramificado de grado al menos 3, f : M 2 -+ M 2 un homeomorfismo. 
Entonces existen homeomor/ismos h : 1\12 -+ M 2 y h : 5 2 -+ 5 2 tal que h es 
isotópico a f y el siguiente diagrama conmuta: 

M2 ....!:..., M2 

cpl lcp 
52 ...!.. s2 

En cuya demostración se construye una base de H 1 (M 2 , Z) utilizando 
levantamientos de ciertas " aplicaciones de torcimiento" de S 1 a M 2 corres­
pondientes al sistema de Hurwitz que determina la aplicación cp 

Así, como consecuencfa de la demostración de este resultado obtenemos 
la existencia de una base de la homología entera de X "adaptada" a la 
representación, obteniendose en particular el siguiente resultado: 

Corolario.9. 
Sea M una variedad real bidimensional, orientable,compacla, conexa de 

género g, y denotemos por S 2 la esfera. Si f : M -+ 8 2 es un cubriente simple 
de grado n, n ~ 3, que preserva orientación y si Pi : 1r1(S2 \ B 1) -+ Sn es 
su representación asociada, entonces podemos encontrar un conjunto a;, b;, c; 
(1 :5 i :5 g, 1 :5 j :5 g - l} de curvas estándar, como muestra la siguiente 
figura: 
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Fig. 1 
tale.s que {a¡,b¡} es una base de la homología entera de M "adaptada" a la 
representación p f. 

La idea de la demostración del Teorema 8 es la siguiente: 
Si M0 es una copia de M 2 y f2 : M 0 -> 8 2 es el cubriente ramificado 

de grado 2 dado como la transformación de órbita de la involución T que 
rota 11-10 por un ángulo de 180° con respecto al eje horizontal en la (Fig. 1 ). 

El sistema de Hurwitz de / 2 asigna a cada uno de los 2g + 2 puntos de 
ramificación la trasposición (12) E 8 2 y la fórmula de Riemann-Hurwitz nos 
garantiza que la imagen de h es 82 • 

Salvo isotopía, las curvas a¡, e¡ (así como b1 y b9 ) pueden realizarse como 
curvas cerradas simples T- invariantes tales que / 2 (a¡) = a1, / 2 (c¡) =e¡ son 
arcos en 82 • En una vecindad tubular de cada una de estas curvas simples, 
f2 es equivalente al cubriente ramificado de grado 2 dado como la aplicación 
de órbitas de la involución T : A -+ A, T(r, t) = (-r, -t) y el arco es la 
imagen de O x R/Z. 

Así el levantamiento de estas curvas puede verse como un levantamiento 
apropiado de un disco torcido en el arco correspondiente. (Lo cual es imposi­
ble para~ •... , b9 ). 

Sí ( n - 2)82 denota la unión disjunta de ( n-2) copias de 8 2 y extendemos 
f2 al cubríente ramificado de grado n 

¡;: M0 U (n - 2)82 -> 8 2 

que transforma cada 8 2 en la identidad. 
Si J!i' : 8 2 -> S 2 es un cubriente ramificado simple de grado n, sin pérdida 

de generalidad su sistema de Hurwitz está dado como (12), (12), (13), (13), ... , 
(In), (ln) en el lugar de ramificación, entonces 
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se obtiene de /~ y /~ como la suma conexa fibrada sobre un (12) punto en 
cada imagen S 2 : 

e::. 
+f ~ ~ f n 

Fig. 2 
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Como ((M0 U(n-2)82 )#¡S2 ~ M, podemos tomar fn como modelo para 
f. 

Ahora J;; 1(ii¡) consta de una curva cerrada simple a; en .M0 cerca de la 
cual fn = Í2 y de (n - 2) arcos simples los cuales son transformados home­
omorficamente por fn· Así el disco torcido t(ii¡) se levanta a la composición 
de t(a¡) y (n - 2) discos torcidos. Como discos torcidos son isotópicos a la 
identidad, el levantamiento de t(ii¡) es isotópico a t(a¡). De manera análoga 
!!! levantamiento de t(e;) es isotópico a t(c;) módulo homeomorfismos. 

Solo falta encontrar algunos arcos b¡ en 8 2 tales que el levantamiento del 
disco torcido t(b¡) sea isotópico a t(b¡). Para esto consideremos el sistema de 
Hurwitz de fn descrito en la figura 1 con los arcos deseados b¡ (así como los 
arcos b¡ y e¡) indicados. 

Fig. 3 
Consideremos b;. Sobre b¡ en 1"l hay n arcos d;i, ... , d¡n con interiores 

disjuntbs donde d¡1 y d¡3 tienen los mismos puntos externos y los otros son 
disjuntos por pares. Sea bí el lazo d¡1 U d;3 • Como antes el disco torcido t(b¡) 
en 8 2 se levanta a la ~omposición de t(b;) y el disco torcido t(dij),j =F 1, 3, el 
cual es isotópico a t(bi). Luego entonces bastará ver que cada bí es isotópico 
a la curva estándar cerrada simple b; de la figura Fig. 2. 

Como b; intersecta a; transversalmente exactamente en un punto en "la 
hoja l" y olvida las otras a;'s para j =F i; y /i; olvida todas las c/s. Para 
ver esto es suficiente ver que si los lazos bí y bj se intersectan en dos puntos, 
entonces pueden separarse por isotopía. 

Si cortamos Malo largo de b¡,a1 , ••• ,a9 ,ctt···•c9 _tt obtenemos una 
superficie M la cual es homeomorfa. a un disco D, los lazos li; 'b;, ... , b~ de­
term.inan arcos simples los cuales se intersectan un arco a otro en dos puntos 
en el interior de M. Como M es homeomorfo a un disco esto significa que 
los números de intersección b; · bj son cero y los arcos correspondiente~ en JCt 
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pueden separarse. Así las b¡'s son isotópicas a las b;'s. 
Definición. JO. 
Dado f·: C--> P 1 un cubriente n a 1 simple, llamaremos base de la ho­

mología entera de e adaptada a la representación, a la base de homología 
determinada por el sistema de Hurwitz asociado, construida como en la de­
mostración del Teorema 8. 

A continuación nos interesa describir de manera explícita como construir 
los ciclos de H 1 (Zc, Z) a partir de la información proporcionada por la pareja 
(X, c) para lo cual seguiremos los siguientes pasos: 

(i) Usaremos las representaciones de las curvas dadas en el diagrama 
(5), para mostrar que, si consideramos una base canónica de la homología 
entera de X adaptada al modismo f : X --> P 1 determinado por el haz 
L = Ox(I\ + c), cada elemento de esta base tiene asociado un ciclo en Y.,. 

(ii) Como consecuencia del Teorema 7, cada ciclo de la base adaptada a 
f tiene asociado un conjunto saturado r = hi. ... , 7 4 } en X. 

(iii) Finalmente veremos que tomando ciertos productos fibrados de trayec­
torias de un conjunto saturado en X, su clase de homología en X constituye 
un conjunto linealmente independiente de ciclos en H 1 (...Y, Z) el cual desciende 
a una base canónica de la homología entera. de Zc-

Por el teorema de extensión de Riemann [Rie.] dar un modismo 
f : C ~ P 1 donde C es una superficie de Riemann compacta, conexa, es 
equivalente a considerar el cubriente topológico f : C\f-1(B¡) --+ P 1 \B¡ 
lo cual a su vez equivale a dar una representación p¡ : ir1 {P1 \B¡) --+ Sn, del 
grupo fundamental de P 1 \B¡, Ja esfera de Riemann de P 1 menos el lugar de 
ramificación de f, el cual denotamos ir1 (P1 \B¡) en el grupo Sn de permuta­
ciones de orden 11. ( B¡ C P 1 denota el conjunto de los puntos f(p) tales 
que p E Ces un punto de ramificación de f.) 

Como el cubriente f: X ~ P 1 es simple y X es una curva de género 3, 
entonces :ir1(P1 \B¡) es un grupo libre en 12 generadores tal que, si ui, ..• , u 12 

son generadores, entonces u1 • • • a12 = 1, podemos suponer sin pérdida de 
generalidad [Ful.] que p¡ está dado como sigue: 
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PJ: 11"1(P1\B¡) 
u1, ... , O's 

O"g, 0'10 

0'11, 0'12 

-> s~ 
1-+ (12) 
1-+ (23) 
1-+ (34). 

Como el cubriente f es simple siguiendo la notación de la demostración 
del Teorema 8, a está representación le asociamos la siguiente figura: 

Fig. 4 

Donde recordamos que ponemos un tubo via el sistema de "cortar y pe­
gar" siempre que se tenga dos veces la misma transposición, por ejemplo, 
0'9, 0'10 i-+ (23). 

A partir de esto y el hecho ~e que X X¡ X =X U ll.x podemos obtener 

la representación del morfismo j : X -1 P 1 como sigue: 
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Denotemos por 812 el grupo de permutaciones en los elementos {(i,j)li ,¡, 
j, 1 :5 i, j :5 4) y por 84 el grupo de permutaciones en los elementos 
{(i,i)ll :5 i::; 4). Si 

G: 84 __, 812 

es el homomorfismo dado por 

G('Y)((i,j)) = ('Yi,'yj), 

Luego entonces X X¡ X se representa con el morfismo 

dado como 

'Yi. ... , 78 ,_. [((1, 2)(2, 1 )) ((1, 3)(2, 3)) ((1, 4)(2, 4)) ((3, 1)(3, 2)) (( 4, 1)( 4, 2)), (12)) 
-y9 , 7 10 ,_. [((l, 2)(1, 3)) ((2, 1 )(3, 1)) ( (2, 3)(3, 2)) ( (2, 4)(3, 4)) (( 4, 2)( 4, 3)) , (23)) 
"(1¡, 'Y12 ,_. [((1,3)(1,4)) ((3, 1)(4, 1))((2,4)(2,3)) ((3, 2)(4, 2))((3, 4)(4, 3)) '(34)) 

el cual representamos mediante el siguiente diagrama: 

Fig. 5 
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Así para obtener la representación del modismo f : X .!.!'..!. P 1 conside­
remos ahora la proyección de está representación en el primer factor, esto 
es: 

dada por 

")'i, ••• , /8 ,_. (( 1, 2)(2, 1)) ((1, 3)(2, 3)) ((1, 4)(2, 4)) ((3, 1 )(3, 2)) (( 4, 1)( 4, 2)) 
")'9, /JO ,_. ( ( 1, 2)(1, 3) )( (2, 1 )(3, 1)) ( (2, 3)(3, 2)) ( (2, 4 )(3, 4) )( ( 4' 2)( 4, 3)) 
")'11, ")'12 ,_. ((1,3)(1,4))((3,1)(4, 1)) ((2,4)(2,3)) ((3,2)(4,2))((3,4)(4,3)) 

al cual se le asocia el diagrama: 

(14) 

Fig. 6 
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Como Zc = X/ < .T >, entonces la curva Zc está dada por la repre­
sentación 

')'¡, ••• , ')'s 

')'9, 1'10 

')'11, 1'12 

cuyo diagrama asociado es: 

1-+ ¡(1,3)(2,3)l ¡(1,4)(2,4)l 
1-+ (1,2)(1,3) (2,4)(3,4) 

1-+ (1,3)(1,4) (2,3)(2,4) 

Fig. 7 
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Donde S6 denota el grupo de permutaciones en los elementos 
{((i, j), (j, i)) 1 i # j, 1 ~ i,j ~ 4 }, para facilitar la notación de esta repre­
sentación, escribimos (i,j) en vez de ((i,j), (j, i)). 

Finalmente, como Ye= Zc/ < t >, esta curva como cubriente 3 a 1 de P1 

queda determinado por la representación 

')'1,. • .,710 ...... ({(1,3)(2,4}} ,{(1,4)(2,3)}) 

1'1i.1'12 ...... ({(1,4)(2,3}} ,{(1,2)(3,4}}) 

y lo representamos con el diagrama: 

Fig. 8 

Donde 83 denota el grupo de permutaciones en los elementos 
{{(i,j)(k,l)}li<j ,k<l, y{i,j,k,1}={1,2,3,4}}. 
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Luego entonces podemos describir las representaciones de las curvas dadas 
en (5) mediante el siguiente diagrama: 

"Jf"T 

\ 

J 7í 

34 
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Con la misma notación que antes: 
Corolario.11. 
Como los cubrientes f y J son simples, a todo ciclo ¡ E H 1(X, Z) le 

corresponde un ciclo 'i' E H1(Yc,Z) (y por tanto un ciclo :Y E H1(Zc,Z)). Y 
como consecuencia del Teorema 7 tenemos que todo ciclo ¡ en X tiene un 
conjunto saturado asociado r. 

Demostación: 
·Consideremos a;, b1 y e; las curvas estándar en X asociadas a la repre­

sentación p¡ como muestran las figuras 10.1 y 10.2 de acuerdo con lo visto 
en el Corolario 9: 

Fig. 10.1 

Fig. 10.2 
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Y sean a;, {J; los ciclos de la homología entera en H 1 (X, Z) asociados a 
las trayectorias a; y b;. Como (5) es un diagrama conmutativo, tenemos en 
particular que el siguiente diagrama. conmuta: 

(15) 

s3 
Si consideramos las representaciones p¡ y p¡ podemos ver que las trayec­

torias a¡, b; corresponden por la conmutatividad de (15) a las trayectorias 
á¡+1 ,b;+i. para i = 1 2 3, como muestran las figuras 11.1y11.2: 

Fig. 11.1 

Fig. 1L2 
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Luego entonces si &i+ 1 , {J;+I denotan los ciclos asociados, entonces como 
consecuencia ~'(12) y del Teorema 7 tenemos que cada ciclo o¡,JJ¡ de H 1(X, Z) 
tiene asociado un conjunto saturado f¡ y r¡ respectivamente. D 

Para describir como se const.ruyen los ciclos de Zc a partir de una base de 
homología de X y la representación de f utilizaremos los siguientes lemas. 

Lema.12. 
Sea r = !11

, ••• , ¡ 4
} _un conjunto saturado en X, asociado a un ciclo 

'Y en < 02, ¡17 , ..• , 01, ¡17 > y supongamos que /1 es homólogo a 12· En 
H 1 (X, Z) consideremos los ciclos que representan la clase de homología de 
las curvas 

para k f. I denotemos 

entonces 

Demostación: 
Como 

entonces 

'i'k X¡')'1 : [0,1]--> X 

zl,k 
'i' ~ 

.:k,1 
.'i' ~ 

T(,Yk,1) ~ 

z 2,k 
')' 
zk,2 
'i' 
z/,k 
'i' 

k = 3,4 
k = 3,4 

k,I = 1,3,4. 

T( ')'k X J 11)(t) 
T((!k(t), 11(t)) 
(¡1(t),¡k(t)) 
(¡1 X¡ 'i'k)(t). 

A continuación veremos que ,Y i,k ~. ,Y
2
'k k = 3, 4 . 

(16) 

Como ¡ 1 ~ 12 entonces existe una 2-cadena en X, c12 tal que ¡ 1 - ¡ 2 = 
8c12 y como ¡k es homóloga a cero y J( ¡ 1 ) = J(¡k) para k = 2, 3, 4. Entonces 
existe una 2-cadena en X, Ck tal que ¡k = 8ck y podemos escoger Ck tal que 
f(ck) = f(c12), luego entonces ,Y

1
'k + ,Y2

'k = 8(c12 X¡ ck). D 
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Lema.13. 
Si"'( E H 1 (X, Z) es un ciclo tal que "'t + T("'t) es homólogo a cero entonces 

pr¡ ( "'t) + pr2("'t) es homólogo a cero, en X. (Donde pr¡ denota la proyección 
en el i-ésimo fact01·.) 

Demostación: 
Como"{+ T("'t) es homólogo a cero entonces pr1 ("'t + T("'t)) es homólogo 

a cero, de donde pr1 ("'t) + pr1 (T("'t)) es homólogo a cero. 
Y como T(x,y) = (y,x) entonces pr2 = pr1 o T, por tanto pr1 (T("'t)) es 

homólogo a pr2(7), lo cual implica pr1 ("'t) + pr2("t) es homólogo a cero en X. 
D 

Finalmente, construiremos la base de .. omología explícitamente que usa­
remos, echando mano de todo lo anterior, sea x 0 E X\ U;,k P7 un punto base 
del grupo fundamental 11"¡ (X), el cual está generado por 6 curvas cerradas 
simples oi,/31 ,. • .,o3 ,/33 sujetos a la relación flI=t n;/3;oj 1/3j 1 = l. En­
tonces H1(X,Z) es un grupo libre en los generadores Oj,/3;, donde o; y /3; 
denotan la clases de homología de o; y /3;, podemos suponer además que estas 
curvas no contengan a los puntos P7 y son las asociadas a la representación 
PJ antes mencionada: 
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Entonces V = X\(ur=i (a; U /3;)) es una reg10n sin1plemente conexa, la 
cual contiene en su interior a los puntos p1 , ... ,p12 ,pl, .... ,pl2 ,p1, .... ,pt2 Y 
consideremos V= V\ U;,k p~ para í = 1, ... , 12, k = 1, 3,4 donde p) = p;. 

Luego entonces, si aJ es el !-ciclo determinado por los puntos de ramifi­
cación P1iP2 , esto es oJ es la clase de homología en X de una curva cerrada 
simple en V la cual es frontera de un disco que contiene en su interior a los 
puntos p1 , p2 pero no contiene a ningún otro punto pf. 

Si r 1 = {atl k = !, , .. ,4} es el conjunto saturado asociado a aJ y como 
/(al) = /(a}¡ para~' = 2,3,4 entonces podemos suponer que af es una 
curva determinada por pf,p~ para k = 3,4. 

* p3 

·QP2 
1 * p¡ 

ª
1

0· *P' 
3 

a~~*P~ 

a1~ 

Fig. 13 
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Esto es, hemos construido curvas a:; tales que; 
(i) f(an = ª1 E ll1(P1 \B¡, Z), . 
(ii) Si denotamos nuevameute por a; la clase de homología de a; tenemos que 
{ a:f}k=1,2 ,3 ,4 es un conjunto de ciclos no homólogos entre si, ni homólogos 
a cero en JI1(X\J- 1(B¡),Z). Además de la ecuación (7) y los (Lemas/2.y 

13) podemos reordenar estos ciclos de manera que al es homólogo a a~ en 
H 1 (X, Z), mientras que a?, a:t son homólogos a cero en JJ1 (X, Z). 

Consideremos entonces el producto fibrado a:;x¡a1 el cual es un represen­
tante de un ]-ciclo en ll1 (X, Z) no homólogo a cero, ya que pr2 (af x ¡ai) = 01 

no es homólogo a cero. 
De manera análoga, hacemos una construcción para i = 2, 3, esto es 

podemos encontrar a~ E JI1(X\f- 1(B¡),Z) para i = 2,3 y k = 1,. . .,4 tales 
que; 
(i) f(arJ =a; E ll1(P1 \B¡, Z), 
(ii){ a~}k=1 ,2,3 ,4 es un conjunto de ciclos cada uno no homólogo a cero ni 
homólogos entre si en H 1(X\¡-i (B¡ ), Z). Y podemos suponer (reordenando 
si es necesario) que a) es homólogo a a? en H 1(X,Z), mientras que a~, a:1 
son homólogos a cero en JI1(X,Z). 

En V consideremos una curva a:~ tal que contenga en su interior tanto a 
los puntos p3 , p.1 como a la región limitada por la curva a~ como muestra la 
siguiente figura, y sean a~ con k = 3, 4 curvas que contienen en su interior 
a los puntos p~,p~ para k = 3,4. Entonces módulo homología podemos es­
cogerlos en forma tal que cumplan las condiciones (i) y (ii) mencionadas en 
el parrafo anterior. 

Fig. 14 
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Y procedemos de manera similar para construir o~. 
Denotemos nuevamente por a7 : [O, I] -:--+ X representantes de los ciclos 

a7 E H1(X\f-1(B¡),Z) k = 1, ... ,4, i = 1,2,3. 

Y como consecuencia del lema12 tenemos que { &:·k, -Ó~' 1 , &:·
2
};=1.2,3. k=3,4 

son 15 ciclos no homólogos a cero ni homólogos entre sí en X que satisfacen 
las condiciones de Fay (7). 

Por la construcción de Fay, y (16), los ciclos 

T(Ó:'
3

) 

T(&:·4) 

:3,1 
~ O¡ 

:4,1 
~ O¡ 

i=l,2,3 
i=l,2,3, 

descienden a un conjunto de ciclos no homólogos a cero ni homólogos entre 
si de la curva Z,. 

Así hemos visto que podemos construir A-ciclos de X que desciendan 
a ciclos en Zc los cuales son la clase de homología del producto fibrado de 
curvas en X, determinados por los A-ciclos en X y el morfismo f: X--> P 1 • 

De manera análoga podemos encontrar /3f E H 1 (X\¡- 1 (B ¡ ), Z) para 
i = 1,2,3 y k = l, ... ,4 tales que; 
(i) f(/3t) = b; E H1(P1\B¡,Z), 
(ii){/3fh=1,2,3,4 es un conjunto de ciclos no homólogos a cero ni homólogos 
entre sí de H1(X\J-1(B¡),Z). Y supongamos que /3l es homólogo a /31 en 
H 1 (X,Z), mientras que ¡3'f, /3? son homólogos a cero. 

Por ejemplo, podemos construir /3~ como sigue: en V consideremos una 
curva simple /3~ asociada a los puntos p11 ••• ,p4 como lo muestra la siguiente 
figura: 

-----*P4 

* p3 ,' 

* P2 .,,..,,.' * P1 ....... ____ _ 

Fig. 15 
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tomemos ahora una curva f3t asociada a los puntos p~, p~, p~ , P! para 
k = 3, 4, podemos escoger estas curvas {modulo homología) en forma tal que 
f(/3n = /(/31), para k = 2,3,4. 

Denotemos nuevamente por f3f : [O, 1] --+X representantes de los ciclos 
f3t E H 1(X\J- 1(B1 ),Z) k = 1, ... ,4, i = 1,2,3, como consecuencia del Lema 
1 tenemos¡ 

"1,k -:.2,k 

/3¡ ~ /3¡ k = 3,4 i = 1,2,3 
-:.k,I -:.k,2 

{17) /3¡ ~ /3¡ k = 3,4 i= 1,2,3 
-:.k,I -:.1,k 

T(/3; ) ~ /3¡ k,1=1,3,4 i = 1,2,3. 
-:.1,k ':,k,1 ':.1,2 

Luego {/3; , -/)¡ , /3¡ };=1,2,3 , k=3 ,4 son 15 ciclos no homólogos a cero 
ni homólogos entre si en H1(X,Z), y como consecuencia de la fórmula de 

... ;k ':.mn 
proyección (H pag. 231] tenemos que Ó¡ .{31 = Ó¡¡Ó;mÓk11 , esto es, son ciclos 
complementarios a los Ó ciclos dados en {16). 

Por la construcción de Fay, (7) los ciclos 

-:.3,1 
~ /3¡ 

-:.4,1 

~ /3¡ 

i=l,2,3 

i = 1, 2, 3 

descienden a un conjunto de ciclos de homología de la curva Zc no homólogos 
entre si. 

En particular, de {16) y {17) podemos considerar en H 1(X,Z) los ciclos 
dados como la clase de homología de las trayectorias¡ 

02 etf X¡ Ct1 ~2 /Ji X¡ /31 

03 at X¡ et~ ~3 /Jt X¡ /J~ 
04 Ct~ X¡ Ct2 ~4 /Ji X¡ /32 {18) 
ós Ct~ X¡ Ct~ ~5 /J~ X¡/)~ 

06 ag X¡ Ct3 ~6 /JJ X¡ {33 

07 et~ X¡ et~ í31 /)~X¡/)~, 

que descienden a un conjunto de generadores de < ó 2 ,Í)2 , ••• , ó 7 , ¡37 > en 
H1(Zc, Z). 
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A continuación procederemos a construir el ciclo faltan te Ó-1 • 

En V consideremos curvas cerradas simples a~,10 y a;,to que solo con­
tengan en su interior a los puntos p9 , p 10 , respectivamente p;, Pta. k = 2, 3, 4 
podemos suponer sin pérdida de generalidad que en 
H1(X\J-1(B¡) U {p9 ,p10},Z) se cumple que a~.10 ~ a~.to mientras que 
a~.to ~ a~,10 en H1(X\f- 1(B¡ ), Z) y a~,10 ~ a~.10 en H1(X\J-1(B¡ ), Z). 

Luego entonces a~.10 x 1 a;,10 es una curva cerrada simple la cual representa 
un ciclo o~;~o en H1(X, Z) para k = 2, 4 no homólogo a cero, pues 7rT(o~;~0) ~ 
o1 no es homólogo a cero en Zc, y como pr;a!;~o ~ O en X tenemos que este 
ciclo no es equivalente a ninguno de los ciclos construidos anteriormente. De 
~onde la clase de homología de la curva Ó1 = a~.10 X¡a~,10 junto con el E-ciclo 

Í31 complementario, construido anteriormente completan el conjunto dado en 
(18) para obtener un conjunto de ciclos en X que desciende a una base de 
homología de la curva Zc; 

º1 a~,10 X f ai,10 ql /31 + i(/31) 

02 a~ X¡ Ot q2 f3~ X f /31 

03 a~ X¡ 02 q3 /3? X¡ /32 

04 o3 X¡ 03 q4 {3g X J {33 (19) 

as ot X¡ 01 qs f3t X J f31 

ª6 o~ X¡ 02 q6 f3~ X f /32 

Cx7 = a~ X¡ 03 í31 /3~ X¡ {33. 

Por construcción y utilizando la fórmula de proyección podemos ver que 
este conjunto representa una base canónica de homología de Zc. 
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Teorema.14. 

Si X es una curva no-hiperelíptica de 'género g la cual tiene un gJ li­
bre de divisores de la form.a 2P + 2Q o 4Q. Si tr : 6 --+ C es el cu­
briente doble asociado vía la construcción trigonal entonces existe una base 
íi1, iJ1 , ••• , íi29+i. /329+1 de homología para H1 ( C, Z) f.al que los ciclos 
íi2, /32 , ••• , íi29 +1, /329+1 corresponden al producto fibrado de ciclos de X, mien­
tras que el ciclo /31 asociado al cubriente doble 7r : e __, e está determinado 
por e/ morfismo J : X ~ P 1 asociado al gl, y el ciclo 0. 1 , es un ciclo 
complemenf.ario. 

Demostación: 
La demostración es completamente análoga a la hecha anteriormente para 

g= 3, o 
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1.3 Una relación entre las matrices de Riemann de X 
y Zc 

A continuación usaremos las descripciones de Hº(Z0 ,wz.) y de H1(Z0 , Z) en 
términos de la información proporcionada por la pareja (X, e) para ver que 
es posible describir la matriz de Riemann de la curva Z0 en términos de la 
matriz de Riemann de la curva X y de la información proporcionada por 
la pareja (X, e). Aún más, veremos que la matriz de Riemann de la curva 
Z0 depende localmente de manera analítica de la matriz de Riemann de la 
curva X y de la representación f : X -> P 1 determinada por el haz lineal 
L = O(J(x +e). 

Como mencionamos anteriormente, usando el principio de dualidad de 
Poincaré-Serre se sabe que Hº(Z0 ,wzJ es dual de Poincaré de J/1 (Z0 ,Z) 
y así la descomposición del espacio de diferenciales holomorfas Hº(Z0 ,wzJ 
en partes t-invariante Hº(Z"wzJ+ e ¿-anti-invariante Hº(Z0 ,wz,)- in­
duce una descomposición de H1(Z0 ,Z) en parte t-invariante H1 (Z0 ,z)+ e 
t-anti-invariante H 1(Z0 , z)-, esto es, 

En particular, como el modismo j" es inyectivo (Prop. 2 (3)) obtenemos 
inclusiones naturales entre 

y 

H1(X,Z) J.:... H1(Zc,Z) 

respectivamente, y como (2) tenemos un epimorfismo natural entre el es­
pacio de funciones theta de segundo orden sobre la variedad jacobiana J X 
de la curva X en el espacio de las diferenciales abclianas de la curva Z 0 

cuyo núcleo es el subespacio generado por la sección /J( ( + c/2)/J( ( - c/2) 
entonces podemos escoger t91 , •.• ,t97 E Hº(JX,0Jx(20)) tales que p(t9;) E 
Hº(Z0 ,wzJ, i = 1, ... 7, son una base de diferenciales abelianas de Z0 nor­
malizada con respecto a la base de homología que se describe en la ecuación 
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(17). Esto es 

r. {}j = Ó¡j, i,i = 1, ... , 1. Ji:,, 
De donde tenemos que la matriz de Riemann de la curva Zc esta dada 

como 

ó;; It: •. {} j 
f-:. ,'); i,j=l, ... ,7_, 
/3; 

donde Ó¡, /:J; estan dadas por (19) son la proyección a Zc del producto fibrado 
de trayectorias en X para i = 2, ... , 7. 

Como l : Zc --+ Zc es una involución libre de puntos fijos, la cual inter­
cambia las hojas de 7r : Zc --+ Ye [Fa.Ra.J y cuya base canónica de homología 
(19) satisface las siguientes propiedades: 

t(Ói) ~ 01 

t(Ó;) ~ oa+i 

l(~1) ~ }1 
t(/:i;) ~ /:Ja+i i = 2, 3, 4. 

Luego entonces, podemos notar que los ciclos 

A1 01 B1 /:Ji 
A; &¡ + ~i+3 i = 2,3,4 

B; /:J, + /:J;+a i = 2,3,4, 

son t-invariantes, esto es, forman un conjunto de generadores de H 1 (Zc, z)+ 
mientras que 

A4+i = ~¡ - ~i+3 
BHi = /:J; - /:J;+a 

i=l,2,3 

i = 1,2,3 

son t-anti-invariantes, esto es generan H 1 (Zc, Z)-, y por lo mencionado en 
el parrafo anterior están en correspondencia uno a uno con H 1(X, Z) via 
dualidad de Poincaré-Serre y el m_orfismo jº dual. 

Luego entonces (F_!'-.Ra.J, si {J;}, i = 1, ... , 7, representa una _base de 

Hº(Zc,wzJ tal que {J;}, i = 1, ... ,4, es base de Hº(Zc,Wz,)+ y {d;}, i = 
5,. . .,7, es base de Hº(Zc,wz,)-, y si a;,/3;, i = 1, ... ,7, es una base de 
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homología tal que fo; J, = ó;; para 1 :::; i,j:::; 4, como t actúa en H 1 (Z0 , Z) 
y en Hº(Z0 , wzJ entonces 

{ J, = 1 t(d¡) = Ó¡; i,j = 2,3,4 
Jo3+J t(o,) 

{ J, = { t(d;) i,j = 2,3,4 
]p>+, ].¡p,¡ 

Y Ío,+ 1 J<+i Ó;; para 1 :::; i,j :::; 3. 
Podemos encontrar una matriz de Riemann de Zc de Ja forma 

donde 

I 

( 

1 o o 
Q1 I I 
01 I -J 

y O denota la matriz cero de orden 1 x 3, donde 

j = 2,3,4 

j = 2,3,4 

i,j = 2,3,4 

i,j = 5,6, 7 

(20) 

corresponde a la matriz de Riemann de Ja curva Y.,, y (ro) corresponde a la 
matriz de Riemann de Ja variedad de Prym [Fa.Ra.]. 

En nuestro caso veremos que la matriz de Riemann de Ye (o la de Z0 ) se 
puede expresar en términos de la información en (X,c). 

Partiremos del hecho de que existe una correspondencia birracional entre 
el espacio de moduli de curvas tetragonales de género 3 el cual denotaremos 
/C3 , que podemos identificar con la variedad de variedades de Kummer, y el 
espacio de moduli de cubrientes dobles no ramificados de curvas de género 4. 

Concretamente la construcción trigonal nos dice que, dada X una curva 
no hiperelíptica de género 3 y e E JX un punto genérico, a la pareja (X,c) 
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se le asocia el cubriente doble no ramificado 7r : Zc --+ Ye, donde Y.: es una 
curva de género 4. 

Esto es, si K.3 = {(X, c)IX E M 3 , e E K X} denota el espacio de moduli 
de las parejas (X, e) tales que X es una curva de género 3 y c E /(X un punto 
en la variedad de Kummer, y n 4 denota el espacio de moduli de cubrientes 
dobles de curvas de género 4, esto es, tenemos una aplicación birracional, 
denominada la aplicación de Roth [Rec.2] 

(21) 

la cual conmuta la aplicación de Prym 

Prym : n. --+ Aa. 

O sea que se tiene el diagrama 

donde las fibras genéricas de la aplicación vertical son la variedad de Kummer 
JX/±l=KX. 

El resultado principal de esta tesis es mostrar que podemos escribir la 
matriz de Riemann de la curva Zc en términos unicamente de la matriz de 
Riemann de la curva X y de la información dada por la representación de 
f : X --+ P 1 como cubriente 4 : 1 de la esfera de Riemann P 1 y que 
dicha construcción depende localmente de manera analítica de la matriz de 
Riemann de X y de la elección del punto e E KX. 
- Como vimos en la sección anterior, las clases de homología en Zc de las 
trayectorias descritas (19) representan una base canónica de la homología 
entera de la curva Zc y como consecuencia de las proposiciones 1 y 3 §1.1 
existe una base t90 , ••• , 117 E Hº(JX, 0Jx(20)) tal que: 
(i) 110 =O((+ c/2)0(( - c/2). 
(ii) La restricción de las secciones t9i, .•• t97 a la curva Zc es una base de 
Hº(Zc,wz,) normalizada con respecto a la base de H1(Zc, Z) dada anterior­
mente. 

Como consecuencia de lo anterior tenemos el siguiente : 
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Teorema.15. 
Si&, fl es la base de H 1(Ze, Z) dada como la clase de homología en Ze de 

las trayectorias descritas en la ecuación (19), entonces existen t9 1 , ••• , t97 E 
Hº(JX, 0Jx(20)) tales que la restricción de estas secciones a la curva Ze 
son una base normalizada de diferenciales holomor/as. Esto es, si w¡ = t?;¡z. 
entonces w1 , ••• , w7 es una base de Hº( Ze, Wz ) normalizada con respecto a 
la&, fl- base de H 1(Ze,Z) tal que < 

h; wí = f;j, 

representa la matriz de Riemann de la curva Ze. O 

Hemos construido para cada ±e E JX - J2X una curva Ze = 0c¡2.0-e/2 
junto con una involución te : Ze --> Ze, se sabe que existe un abierto U' C J X 
tal que para cada e E U', { Ze, te} es admisible en el sentido de Beauville 
[Rec.2]. 

Más aún existe un abierto U C U' tal que para cada e E U Ze es lisa y te 
es libre de puntos fijos, más aún, esto se puede hacer globalmente, es decir, 
existe un abierto U C K:3 y una familia de cubrientes 2 a 1 (no ramificados 
de curvas lisas) 

z 
1 "" p 1 y 
l ,/ 
u 

tal que para cada c E U esta construcción coincide con 

Zc = 0c/2·0-e/2 --+ Yc. 

Y como "R4 es el espacio de moduli de cubrientes dobles de curvas de 
género 4 tenemos un morfismo 

u--+ 'R,4 (22) 

el cual es birracional [Rec. 3). 
En la siguiente parte requeriremos de algunas definiciones y resultados 

sobre espacios de Hurwitz [Ful.) [Rec. 4]. 
Dado Pi, denotemos por E• la variedad compleja que consta de los con­

juntos ordenados des puntos distintos de P 1 • Y denotemos por 1i(n,s) el 
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conjunto de clases de isomorfismos de cubrientes ramificados n a 1 de P 1 con 
s puntos de ramificación. Existe una topología en ?t( n, s) tal que la función 
6 : ?t(n, s) -+ E' la cual asocia a cada cubriente ramificado su lugar de 
ramificación es un cubriente analítico, y denotemos por ?tn·• el subconjunto.., 
de ?t(n,s) correspondiente a los cubrientes simples. 

Dado A = { a 11 ••• , a,} E E', sean u 1 , ••• "'• trayectorias cerradas "alrede­
dor" de a 1 , ••• , ª• respectivamente donde u 1, ••• , "'•son generadores de 7r1 (P1 -

A, x) tales que u 1 • • • lT, = 1 (para una definición precisa ver [Ful.]). 
Sea Hom(7r1(P1 - A,x),Sn) el conjunto de clases de equivalencia J de 

homomorfismos f: 7r1(P1 - A,x) --> Sn cuya imagen es un subgrupo tran­
sitivo de Sn y Hom1(7r1(P1 - A,x),Sn) el subconjunto que corresponde a 
todos aquellos homomorfismos f tales que J(u¡) es una trasposición, i = 
1, ... ,s. Las fibras ?t(n,A) = s-1 (A) están en correspondencia uno a uno con 
Hom(7r1 (P1 A, x), Sn), mientras que ?tn,A corresponde a 
Hom1(7r1(P1 -A,x),Sn)• 

Denotemos por J la clase de f : X --> P 1 o equivalentemente la clase 
correspondiente del homomorfismo J : 7r1(P1 - A,x) --> Sn, donde A = 
ó(J). Se sabe que ?t"·' ~ 0 si s <:; 2. La aplicación 6 es un cubriente 
topológico si a ?t( n, s) se le da la topología asociada a la siguiente base: Sea 
N(Ui, ... , U,) el subconjunto de E' que consta de los conjuntos des puntos 
ordenados (b1 , ••• , b,) tales que b; E U; y donde los U; son discos disjuntos 
en P 1 centrados en b¡. Así para cada A, A' E N(U11 ••• , U,), como P 1 - U es 
un retracto por deformación de P 1 - A y P 1 - A' donde U = UU;, tenemos 
isomorfismos 

rf>A,A': 7r1(P1 - A,x)-=, 7r1(P1 - U,x)-=, 7r1(P1 -A',x) 

y tales isomorfismos no dependen de Ui, ... , U,. 
Luego entonces, si 7 E ?t(n, s) es tal que 6(7) E N(U1i ... , U,), la vecindad 

N(Ui. ... ,U.) que contiene a f puede identificarse con 

N(U11 •. ., U.)= {Jo r!>A,A' E Hom(7r1(P1 - A, x), Sn)J A' E N(U1i ... ,U.)} 

y se tienen los siguientes resultados: 
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Teorema.16.[Rec. 4]. 
(i) La representación fiel de b : 84 --+ 812 induce una E12 - aplicación 

B: 1í4•12 --+ 1í(6, 12) dada como B(f) = b o f la cual es analítica e inyectiva . 
.. (ii) La aplicación K. : 84 --+ 84 / K. 4 ~ 83 , donde K.4 es el grupo de /(/e in 

induce una 'E 12 -aplicación /( : 1í4•12 -+ 1í3 •12 dada como I<(J) = (K o!), la 
cual es analítica sobre y de grado 255. 

(iii) 4> = /(o B-1 : B(?í4•12 ) --+ ?í3•12 es un cubriente analítico de grado 
255; Además, dado Ye: Y--+ P 1 tal que g E ?í3 •12, <1>- 1(9) puede identificarse 
de manera natural con el conjunto de cubrientes dobles no ramificados de Y. 

(iv) Como los espacios de Hurwitz determinan una familia de curvas, 
existen _morfismos natruales Pn,12 : 1í"·12 --+ M 9 con 12 = 2(n + g - 1) y en 
particular se tiene 

lo cual da una relación entre curvas de género 4 con un gJ y curvas de género 
3 con un g~. Y está construcción es equivalente a la construcción trigonal. 

o 
Otra manera de construir la aplicación (21) es la siguiente: 
Dado c E U, esto es c E J X, para X una curva de género 3, escogemos una 

base {s0 ,si} E Hº(X,O(J<x +e)) y consideremos el modismo J: X--+ P1 
de grado 4 dado por f(x) = [s0 (x); s¡(x)]. Restringiendo un poco U podemos 
suponer que J es simple, recordamos que un cubriente ramificado de orden 
n, f : C --+ P 1 de una curva proyectiva, no singular sobre la linea proyectiva 
P 1 es simple si hay al menos n - 1 puntos de C sobre cada punto de P 1 • 

Esto nos determina un punto Í(c.x,. •.• ,¡ E 1í4•12
; por otra parte [Do.] se 

demuestra lo siguiente: 
Dada una torre 

C.!'..X !..p1 

donde f tiene grado n y 7r es un cubriente doble no ramificado, entonces se 
obtiene un cubriente ramificado 2" a 1 de P 1 que denotamos J.é -> P 1 el 
cual queda descrito como 

f.é = {DE {':<3>¡ Nm(D) = ¡-1(k), para algún k E Pi}, 
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el cual consta de dos copias de una curva tetragonal g: X-+ P 1 (Nm denota 
la aplicación de Norma). Como f y g tienen el mismo lugar de ramificación 
como consecuencia de la fórmula de Riemann-Hurwitz g(X) = g(C) -1 y se 
tiene una biyección 

{ 

Curvas trigonales C } { C t 1 X } . urvas etragona es 
T : de genero g con un -+ d . 

1 cubriente doble e e genero g -

la cual se conoce como la aplicación de Redilas. 
La descomposición de J.C tambien puede explicarse desde el punto de 

vista de la teoría de grupos. Sea lVCn el grupo de permutaciones con signo 
en n letras, esto es, el subgrupo de S2n que centraliza una involución libre de 
puntos fijos de 2n letras. Sea W Dn el subgrupo de índice dos que consiste de 

. las permutaciones con signo pares, esto es, permutaciones den letras seguidas 
de un número par de signos. (Estos son los grupos de Weyl de los diagramas 
de Dynkin Cn, Dn.)· Sobre un espacio arbitrario X se tienen las siguientes 
equivalencias: 

{ Cubrientes Y~ X}+-+ {Representación ir1(X)-+ Sn}, 

{ 
Cubrientes n : 1 Y -+ X } 
con un cubriente doble y-+ y +-+ {Representación ir1(X)-+ WCn}' 

{ 

Cubrientes n : 1 
con un cubriente doble 
orientado Y-+Y 

} +-+{Representación ir1(X)-+ WDn}. 

Así pues, la construcción basica de J.C corresponde a la representación 
estándar 

p: WCn '--+ S2n. 

La existencia de la involución t de J.C corresponde a factorizar p a traves 
de WC2n-1 C S 2n. La restricción p de p a W Dn se factoriza a través de 
S2n-I X' S2n-1 explicando la descomposición cuando e es orientable. 

En el caso en que n = 3, p induce un isomorfismo W D3 ~ S4 , y la con­
strucción dada por la aplicación de Redilas T corresponde a la composición 
de una representación con este isomorfismo. 
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Y como consecuencia de lo anterior se tiene un diagrama de morfismos 
analíticos y variedades proyectivas 

1f.4,12 .=. ImB e 1i(6, 12) 

"' ! 1f.3,12 

y si a cada cubierta se le asocia una serie lineal, se tiene un diagrama de 
modismos analíticos y un diagrama conmutativo: 

ImB e 1i(6, 12) 

~" 1f.4,12 1f.3,12 "'-... 

al '>. .. 'R4 

~ """ ............. U ---------M4 
Como la aplicación de Roth es birracional, entonces o es un morflsmo 

(quizá haciendo U más pequeño), observando que al pasar al cociente 
1i4•12/PGL(l) ¿_, U es un morfismo finito de grado 2, ya que factoriza 
por la variedad jacobiana correspondiente. Entonces, dado e E U, esto es 
±c E JX - {O}, con X genérica y c E JX general, podemos considerar la 
construcción de las bases de homología antes descritas. 

Sea f E 1t4•12 tal que su clase J E 1t4 •12 / PGL(l) representa a c ó -c. 
Como el morfismo o es en particular analítico y de grado dos, podemos 
escoger una vecindad en la topología usual de 11.4•12 , es más se puede escoger 
una vecindad V= N(Ui, ... ,U12 ) donde 8(!) = {/Ji, ... ,b12 } y b; E U; para 
i = 1, ... ,12, de donde f E V e 11.4 •12• 

Dada JE 1t4•
12 , tal que S(f) = A, como consecuencia del Teorema de 

extensión de Riemann f representa la clase de equivalencia de un cubriente 
4 : 1 de P 1 cuyo lugar de ramificación es A = { bti ... , b12 } y sea f : X -+ P 1 

un representante de dicho cubriente, y si Pti ... , p12 E X son Jos puntos de 
ramificación de f con f(p¡) = b;, y denotemos por-Ü; C X una vecindad de p¡ 
tal que J(Ü;) = U;, luego entonces X - ui;1 Ü; es un retracto por deformación 
de X - ui;I {q¡} para cada q¡ E Ü; para i = 1, ... '12: 

Si {a;,,8;}¡=1,2,3 • es una base canónica de homología asociada a la re­
presentación JE 11.4•12 ~ Hom1(1r'1(P1 - A,x),84 ) y si o 0 ,/3o, son trayec­
torias en X - ¡-1 (A) determinadas por f como en (19), podemos escoger 
los conjuntos U;, j = 1, ... , 12 suficientemente pequeños para que estos no 
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intersecten las trayectorias a¡ = f(o:;), b; = f(/3;), i = 1, 2, 3, así como a 
ªo= f(cro), bo = J(/30), entonces J 0-

1(a;) = Uof, J; 1(b;) = U/3¡k, constituyen 
conjuntos saturados de trayectorias. 

Esto nos dice que si gq : X' ~ P 1 es el cubriente correspondiente 
a q¡ E U;, i = 1,. . .,12, entonces la {o,/3}-base de la homología entera 
de X' obtenida de la construida anteriormente de X vía los retractos por 
deformación X - U{p,.} -=. X - UU; i=- X' - U{q,.} nos dan una base del 
mismo tipo que la de X. Esto es, usando la base en X traducida a X - UÜ; 
obtenemos una base estándar para toda 9q : X'-+ P 1 tal que q; E U¡. Y como 
consecuencia de lo visto anteriormente, la homología de ciertos productos 
fibrados de las trayectorias o:f, /3f (19) determinan una base de la homología 
entera de la curva Z, la cual corresponde [Rec. 4] a la representación B(f) E 
1-l(6, 12). Esto es, podemos suponer que estamos tomando la o, /3 base que 
proviene de la existencia de bases doble en el sentido de Fay (Teorema 7 
§1.2), ya que bf E BN(Ui. .. ., U12)¡ = N(U1, ... , U12)bl es una vecindad de 
bf, la cual no intersecta a la &, /3-base de la homología entera determinada 
por (19), lo cual significa que las trayectorias ak, bk E P 1 - A, k =O, 1, 2, 3 
determinan la homología entera de cada curva de la familia de ZIN(U, ,. . .,U12);;r 

Como consecuencia de la existencia de dichas familias y del hecho de que 
las funciones theta con características están definidas de manera global en 
H 3 x C 3 , (donde H 3 denota el smiespacio de Siegel) y son tales que al re­
stringir dichas funciones a cada fibra genérica p- 1(c) = Z0 constituyen un 
conjunto generador del espacio de diferenciales holomorfas de Z" 4 y recor­
dando que si T,, denota el espacio de Torelli, esto es, el espacio de superficies 
de Riemann con una base canónica de homología, es posible mandar cada 
punto de T¡, a su matriz de periodos [Baily], y así se obtiene un morfismo 
analítico 'Tg -+ H 9 [Bers]. 

Anteriormente hemos visto que podemos escribir la matriz de lliemann 
de la curva Z0 (respectivamente Yc,) en términos unicamente de (X, e), por 
otra parte, Anderotti-Mayer en su artículo "On period relations Jor abelian 

.c5¡ T E Ha representa una variedad jacobiana J X genérica entonces, las funciones 
theta con características son una base de las funciones theta de segundo orden en J X, y 
se tiene un epimorfisomo natural (§1.1) 

p: Hº(JX,01x(20)) - Hº(Z"wz.). 

54 



integrals on algebraic curvesn [A.M.], muestran como dar una familia V -+ H 9 

de variedades abelianas principalmente polarizadas. A continuación veremos 
que en el caso g = 3 podemos identificar puntualmente Ka con un abierto 
(de Zariski) de V y como cada punto genérico de /Ca determina un elemento 
de ?-l4•

12 siguiendo la construcción trigonal, obtenemos un elemento en ?-{3
•
12 

y por ende, uno en 'R4 • 5 

Esto es, dada la representación 

p : Z 29 
...... Aut(Hg X C 9 ) 

p(1-)(r,c) = (r,c+ (I,r)'y), 

sea V el espacio cociente de C 9 x H 9 módulo la acción determinada por esta 
representación, entonces V es una variedad compleja de dimensión 9 C9i 3

) y 
se tiene un diagrama conmutativo de transformaciones holomorfas 

H xCº 
g ! 
V~o 

entonces: 
(i) H 9 x ca es el cubriente universal de V. 
(ii) ro es propia. 
(iii) ro-1 (r) = C9 /(/, r)Z 2º =T •. 
(iv) H 9 x C9 admite una subvariedad A(O) la cual desciende a V y es tal que 
determina una polarización principal en T. para cada TE H 9 • 

(v) V ~ H 9 es una familia de variedades abelianas principalmente polar­
izadas. 

En el caso particular en que g = 3 como genericamente toda variedad 
abeliana principalmente polarizadas es una variedad jacobiana, por lo cual 
podemos suponer que hay un abierto de Zariski U de V que parametriza las 
variedades jacobianas de curvas de género 3 de manera que Ha x Cª -+ U es 
un cubriente topológico. 
(vi) Como conjunto, V es el ~onjunto de clases de equivalencia ( r, e) donde 
(r,c) ~ (r',d) si y sólo si T = r' y¿= e+ (I,r)""t para algún -y E Z6

• 

Como consecuencia de (v) y (vi) vemos que si (r,c) ~ (r',c') entonces, e 
y e' representan el mismo punto de la variedad abeliana T., luego entonces 

5 Esto es, componiendo con la aplicación 4> dada en el Teorema 16 (iii) 
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(r, e) E V representa un toro complejo T, con un punto marcado e E T., en 
otras palabras 

Luego entonces, cuando g = 3 podemos identificar V con el conjunto de 
variedades jacobianas con un punto marcado e, esto es, podemos identificar 
V con el conjunto 

Ka= {(X,c)/ X E Ma, e E JX}. 

Como hemos visto anteriormente, si (X, e) es un punto genérico, entonces 
(X,c) determina un cubriente simple 4 : l de P 1 el cual hemos denotado 
f : X --+ Pi. a saber, el definido por el haz Ox(K + c) y por Teorema 
de Riemann, esto determina una representación p¡ : 11"1 (P1 \ B 1 ) --+ S4 , de 
donde (X,c) y así un elemento fcx,c) E 1i4 •12 , donde 1i4•12 denota el con­
junto de clases de equivalencia de cubrientes simples de P 1 con 4 hojas y 
12 puntos de ramificación. Entonces existe una variedad 3 y una transfor­
mación anaütica F : 3--+ P 1 x ?-l4•12 tal que para cada h E 1i4 •12 "la fibra" 
Fh: 3h--+ P 1 x {h} es el cubriente correspondiente a h. 

La composición de F con la proyección en ?i4 •12 da lugar a una familia 
de curvas de género 3. En particular si restringimos la familia F a una 
vecindad suficientemente pequeña del punto fcx,c) E 1{4•12 entonces existe 
una vecindad W = N( Vi. ... , U12 ) tal que el lugar de ramificación de H esta 
en W, entonces existe una componente V de ó-1 (\V) e 1-{4•12 tal que cada 
cubriente simple de la familia corresponde a un punto de V. 

Esto es tenemos el siguiente diagrama de transformaciones analíticas: 

V .:J4 e H4 

/\ f 
~Vn. 

Luego entonces, dada (e, X) E !Ca ~ V como Cª x Ha es el cubriente 
universal de V podemos escoger vecindades V' C lea de (e, X) y V" e Cª x Ha 
isomorfa a V' con (c,r) E V" un representante de (c,X) y podemos tomar 
V' suficientemente pequeña tal que la aplicación de Roth 'R. restringida a 
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esta vecindad sea 1:1 sobre una vecindad \/ C n4, de manera que podamos 
construir las bases canónicas de la homología entera de las curvas dadas como 
mencionamos anteriormente, además como n4 es cubriente finito de M4 y 
la aplicación que asocia a cada curva con una base canónica de homología 
dada, su matriz de Riemann es analítica tenemos el siguiente resultado: 

Teorema.17. 
La matriz de Riemann dE la curva Ye depende en forma analítica de la 

elección de (X, e) E K,3 • O 
En particular en [Fa.Ra.J se muestra que la matriz de Riemann de la 

curva Ze puede expresarse en términos de las matriz de R.iemann de la curva 
Y., y la matriz de Riemann de la variedad Prym(Ze--.'!..+ Ye), luego entonces 
como consecuencia de lo anterior tenemos que es posible expresar la matriz 
de Riemann de la curva Y.: en términos de la información proporcionada por 
la pareja (X, e), esto es: 

Teorema.IS. 
La matriz de Riemann de la curva Ze depende en forma analítica de la 

elección de (X, e) E K,3 • O 
Finalmente, notamos que el cubriente 7r : Ze -> Yc determina de manera 

natural un diferencial en X, esto es: 
Proposición.19. 
Dada la base de homología de H1 (Y.,, Z) asociada a la o:, ¡3-base de H 1(X, Z) 

y a la representación f : X --+ P 1 , existe un diferencial meromorfo de tercer 
tipo wn en X el cual está determinado de manera natural por el ciclo /31 • 

Demostación: 
Como Ze = ""'(x=-x-1-X=\-A,...x-..,.)/S2 , (vía la topología cociente) dar un 1-ciclo 

en Ze equivale a dar un 1-ciclo en (X X J X\Lix) el cual sea S2- invariante, 
donde T : X x X --+ X x X es la transformación T(x,y) = (y,x), y S2 

es isomorfo al grupo generado por T, de donde T describe la Srinvariancia 
de (X x J X\Ax ). Como 7r .(fi¡) = 2/31 , y consideremos fi un semiciclo en 
Ze tal que f3 + ¿"(P) = P1 y denotemos nuevamente por iJ : [O, l] --> Z0 

un arco que lo represente, podemos suponer además que este arco no tiene 
autointersecciones y que no pasa por los puntos de ramificación de 7rT· 

En particular tenemos f3 : [0,1] --+ Ze\BK,.. Denotemos por n = 
7r:¡:

1(BK,.), entonces 7rT¡¡xx,x\<>xl : [O, I] --> Z0 \BKT es una aplicación cu­
~riente, luego entonces existe un único levantamiento 

fi : [O, 1] --+ X X1 X\Ax tal que P(O) = (pi,p2 ) si ,á(I) = p1 + p 2 y 
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denotemo:> P(l) = (p3,p4) donde /3(1) = p3 + p4. 
Notamos que por construcción t(p1 + p2 ) = p3 + p4 y así existe b E P1 tal 

que ¡-1(b) = {p¡, .. .,p4}. 

En particular, como la imagen de ¡3 esta contenida en X x ¡ X tenemos 
que existen curvas en X, ,81 , (32 : [O, 1 J --> X tales que 

con 
J(/31 (t)) = J(/32(t)) 

para toda t E [O, 1]. Sea D = p1 + p2 - (p3 + p4), entonces Des un divisor de 
grado cero en X, luego entonces ver Apendice 3, existe im único diferencial 
de tercer tipo WD (en X) con polos de residuo 1 en p¡,p2 y -1 en p3,p4 y 
A-periodos cero. Así pues como consecuencia de las relaciones bilineales de 
Riemann 

I WD = fPl+P2 Wj, 

}p, jP3+Pt 

dondew1,w2,w3 E Hº(X,wx) es base dual de oi,o2,o3 , /3i. /32 , /33 E H 1 (X, Z). 
Consideremos los divisores pr¡(D) y p1·;(D) en X, entonces 

Denotemos por 

prj(D) (Pi.P2) + (pi,pa) + (Pi.P4) 
+ (P21P1) + (pz,pa) +(p2,p4) 

[(p3,pi) + (p3,p2) + (p3,p4) 
+ (p4,p1)+(p4,p2)+(p4,p3)], 

pri(D) (p2,p1) + (pa,p1) + (p4,p1) 
+ (pi, P2) + (pa, P2) + (p4, P2) 

[(Pi.Pal+ (pz,Pa) + (p4,pa) 
+ (P1, p4) + (p2,P4) + (Pa, p4)]. 

(pi, P2) 
(p2,p1) 
(p3,p4) 
(p4,p3), 
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entonces 
pr;(D) + pr;(D) = 2 [P1 + P2 - Pa - P4] 

es un divisor T-invariante de grado cero en X. 
Y denotemos por 

" 1 D = 2 (pr;(D) + pr2(D)) 

sea wb el único diferencial meromorfo de tercer tipo en Zc con residuo 1 en 
los puntos p1 , p2 y -1 en los puntos p3 , p4 nuevamente, como consecuencia 
de las relaciones bilineales de Ricmann 

De donde wb representa un diferencial meoromorfo en Zc, asociado de 

manera natural con el diferencial meromorfo wv de X. Normalizando en X 
podemos ver que 

o 
Notese que podemos escoger un sistema de coordenadas locales en X en 

forma tal que WDY wb tienen la misma expresión salvo constantes. 
Conjetura.20. 

Yc. 
El diferencial wb es dual del ciclo P1 que determina el cubriente ir : Zc-+ 
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2 Interpretación Geométrica 

2.1 Introducción: 

Como hemos visto anteriormente, la pareja (X, c) determina en forma única 
un cubriente doble no ramificado 7r: Ze --+Y;, (al cual le corresponde [M.1] 
un 'punto r¡ E Picº(Ye) de orden dos), donde la matriz de Riemann de la 
curva Ze puede describirse en términos unicamente de la matriz de Riemann 
de X y la representación f : X ~ P 1 asociada al punto c. 

En [DC.Rec.J y [Rec.2] se da una construcción proyectiva de la curva Ye 
como intersección completa de dos superfices; Qy, de grado 2 y e de grado 
3, donde C esta asociada de manera canónica con el cubriente 71" : Ze --+ Y;,. 

En particular como Ze = 0e¡2 .EL,¡2 nos interesa estudiar la geometría de 
Ze a partir de la geometría de (X, e), para lo cual usaremos por un lado la 
descripción de las curvas canónicas de Ze y Y;, como intersección de superfi­
cies una de ellas asociada de manera intrínseca al cubriente 71" : Ze --+ Y.: y 
por otro, usaremos el hecho (2) Proposición 3, de que existe un isomorfismo 
natural ente el espacio de diferenciales holomorfas globales Hº(Z,,wzJ y el 
complemento ortogonal (bajo la métrica hermitiana inducida por la polar­
ización principal) de la función theta de segundo orden O(( +c/2)0((-c/2) E 
Hº(JX, 0Jx(20)) . 

. Como Ye es una curva no-hiperelíptica de género 4, entonces su modelo 
canónico Ycan es una curva de grado 6 en ProjSHº(Y;,,wyJ", la cual está 
contenida en una única superficie cuádrica irreducible Qy,, y esta curva es 
intersección completa de Qy. con una superficie cúbica irreducible C, esto es, 

Ycan = Q¡• •. C • 

Por otra parte, en [DC.Rec.J se demuestra que dado 71" : Ze --+ Y.: un 
cubriente doble no ramificado de una curva de género 4 entonces Ze posee 
exactamente dos haces lineales de grado 6 y dimensión 2, g~, y g~', auto­
residuales con respecto a la serie canónica, tales que tg~ = g~'. Además 
Z, admite un único modelo plano 6 el cual es una sextica con tres puntos 
dobles no alineados. La curva Z, en su espacio canónico ProjSHº(Ze,wz.}" 
es intersección completa de una superficie de Del Pezzo S y una cuádrica Q, 
esto es Zean = S. Q. . 
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La auperficie de Del Peaao S IMl proyacta 2 : l en ProjSJJO(Y., Wr.>­
deede ProjSHº(Y., "'Y. ~ tJ)• 110bre la auperficie cúbica de Cayley C uociada 
al punto tJ1 mieutru que la auperficie cuádrica Q ea e1 cano con vértice 
ProjSH°(Y.,111y. ® tJ)• y bue Qy. donde C2r, e ProjSll°(Y.,11.1y.)• es la 
ÚIÚca 1uperficie cuáihica que contiene a Y_. 

En eata aecci6n DOll intereaa dar Ja deecrlpci6n de Ja superficie cúdrica 
Q en t6rminoa de funciones theta de 11egundo orden de Ja curva X, uf 
como Ja deacripci6n de Joa haces 111 de z. en ~rminoa de Ju incluaionee 
j:1:..¡2 : z • ..._. 8:1:.c13 y couecuentemente de h~ Hperficie de Del Pesao S. 

2.2 Preliminares 

Dada X UDa cuna no hipeielíptica de género 11 (con 11 ~ 3 ), denotemoa por 
wx eJ hu can6nico uociado a X y por Kx la d111e de un di'Yillor canónico. 

Como X e11 no hiperelíptica, eutoncea IKxl = ProjSBº(X,wx) no 
tiene puntos bue, ui IKxl determina el encaje ca.n6nico 

'PK,, : X -+ P .-J = ProjS(H°(X, wx t) 
Ja imagen de X en P ..-1 bajo eate morfimio ea 1U1a curva de grado 211 - 2 
Ja cual ae denomina la cuna can6nica uociada a X y la denota.moa por x _ 

Como X ea una cuna no hiperelíptica, por el teorema de Max-Noether 
tenemoa que el homomorfismo 

a1 : s'II°(X,wx)-+ II°(X,wJ') 

es iruryectivo para l;;?: l. (Ver (ACGB] pag.117) 
En particular cuando l = 2 

cr2 : $2 II°(X, wx) -+ B°(X, wl2
) 

ea iruryectivo. 
Deno&emoa por 12 = Ker(a,). 
Como mm S"II°(X,w.x) = ~ y dim Bº(X,wJ2) = 3g - 3 

tenemoa que la cuna can6nica eata aobre dim 12 = ~ ciüdrie&11 
linealmente illdependientea. 

Por otra parte, como deg2Kx = 2de1Kx = 4g - 4 » 211 Bi 11 ;;?: 3, 
entoncea l2Kxl no tiene punt.oa bue, luego entona. l2KJl'I determina un 
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encaje en ProjS(Hº(X,w'J. )"),el cual se denomina el encaje hicanónico y lo 
denotaremos 

'f'2Kx : X -> Pao-4 = ProjS(Hº(X,w'f/)") 

Ja imagen de <p2Kx• para X no hiperelíptica, es una curva en ProjS(Hº(X,wf2
)") 

p 39_ 4 de grado 4g - 4 = 2degKx la cual denominamos la curva hicanónica 
y Ja denotaremos por Xbic· 

En el caso particular en que g = 3 tenemos que 

es un isomorfismo, tomando duales y Proj tenemos que a 2 induce una iso­
morfismo canónico 

ProjS2(Hº(X,wx)")--+ ProjS(Hº(X,w'f/)"), 

En lo sucesivo identificaremos estos dos espacios. 
Si además v2 : P 2 --+ P 5 denota la aplicación de Veronese de orden 2 

tenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

Xbic e V e P" 
/' j V2 

X --+ Xcan e P2 

donde las flechas horizontales son las aplicaciones canónica y hicanónica y 
V = lm v2 denota la superficie de Veronese. 

Podemos interpretar el morfismo f como sigue: 
Como tenemos un isomorfismo canónico S 2Hº(X,wx) ~ Hº(P2 , Op2 (2)) 

donde Hº(P2 , Op, (2)) representa el conjunto de cónicas en el espacio canónico 
P 2 = ProjS(Hº(X,wx)"), entonces dado un diferencial cuadrático w E 
Hº(X,wf2

) existe una única cónica C.., C P 2 la cual intersecta a Ja curva 
canónica en el divisor de ceros del diferencial w, esto es 

C..,.Xcan = (w) 

de donde, usando la identificación natural de 

ProjS2(Hº(X,wx)) ~ ProjS(Hº(X,wf2
)) = j2Kxl 

62 



tenemos también la identificación natural 

ProjS2(Hº(X,wx)°) ~ ProjS(Hº(X,w~2 )) = J2KxJ 

la cual podemos describir como: 

e,.., ...... c,..,.x, •• 

y eri particular el rango del diferencial w de define como el rango de la cónica 
e,.., asociada. 

Por lo anterior podemos describir la superficie de Veronese en J2KxJ 

W = {(w) Jw E H 0 (X,wf 2
), rk w = 1} 

la cual corresponde a las cónicas degeneradas en P 2 , mientras que la variedad 
de cuerdas de esta superficie de Veronese en J2KxJ está dada como 

y corresponde a las cónicas reducidas en P 2 , 

Observación.21. 
(i) v2 es una inmersión inyectiva de P 2 en P 5 • 

(ii) degW = 4. 

rkw :5 2} 

Recordamos que P 5 = ProjS(Hº(P2 , CJp2 (2))) y la superficie de Veronese 
es imagen del morfismo definido en P 2 por CJp2 (2). 

Así c1(v2H)2 = c1 (2H') 2 = 22 = 4, donde H y H' denotan la clase 
hiperplana en P 5 y P 2 respectivamente. 
(iii) Por otra parte, si {wi,w2 ,w3 } es una base de Hº(X,wx), una base 
para S 2Hº(X,wx) estadadapor 

la cual también es base de Hº(X,w~2 ) entonces, para cada p E X tenemos 
que v2 o 'f'Kx(P) = '1'2Kx(p). 

Y en particular tenemos que Xbic = v2(X,0 n)· 
(iv) Como toda curva en la superficie de Veronese es intersección completa, 
tenemos que Xbic = V n Q con Q una hipersuperficie cuádrica en P 5 (de 
ninguna manera única). 
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Se demuestra además [Rec.2] que para e E JX genérico que el conjunto 

{w E Hº(X,wi-)1 (w);:::: D para algún DE JK +el} 

genera un subespacio lineal A 0 de Hº(X,w'i) de dimensión 4 y este espacio es 
tal que el sistema lineal tridimensional JA0 J = P(A0 ) de cónicas en el espacio 
canónico de X satisface las siguientes condiciones: 
(i) J.ll0 J.1i es una superficie cúbica de Caylely C. 
(ii) JAcl·W consta de cuatro puntos q¡ {Jl =O}, donde 
f; E Hº(ProjSHº(X,wx)",0(1)) para i = 0,1,2,3. Estos cuatro puntos 
son diferentes, los cuales estan dados como 4 lineas dobles en posición gen­
eral en el espacio canónico de X, las cuales denotaremos por I; = {/;=O}, 
así podemos suponer que /¡ = {/; = x; =O} con x; E Hº(X,wx ), donde 
x 0, X1, x2 forman una base y x 3 = x0 + x 1 + x 2• Estas cuatro lineas se in­
tersectan en 6 puntos los cual nos presenta una configuración del siguiente 
tipo. 

Fig. 13 

De donde 

Áox~ + Á1 x~ + Á2x~ + Á3X~ = 
(Áo + Á3)x~ + (Á1 + Á3)x~ + (Á2 + Á3)x~ + 2Á3(xax1 + x 0x2 + x1x2) 
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luego entonces para q E l~cl, q E 1i si y sólo si 

( 

Ao+ A3 
det A3 

A3 
=o. 

Así la superficie C, bajo esta elección de coordenadas en l~cl satisface la 
ecuación anterior y puede reescribirse como Er=o -1¡ = O. Esta superficie se 
conoce como la superficie cúbica de Cayley, Catanese [Ca.] demuestra que 
esta superficie tetranodal tiene exactamente un cubriente doble irreducible 
ramificado exactamente en" los 4 nodos de C. A continuación enunciaremos 
algunos lemas que necesitaremos para dar algunas relaciones entre la ge­
ometría de la curva X y la del cubriente ir: Zc-> Yc, (no incluiremos en esta 
parte las demostraciones, pero dichas demostraciones pueden encontrarse en 
[Rec.2]). 

Lema.22. 
Las lineas en P 2 que pasan por los puntos f;nf; están en correspondencia 

1: 1 con los puntos en I~ 1 sobre la linea L;; = q;q; determinada por los puntos 
q; y q;. 

Lema.23. 
Si e no es una linea diagonal en P 2 , existe una linea e' en P 2 única tal 

que e+ f' E l~I· 
En particular obtenemos de esta manera una aplicación racional 

.¡, : P; __, e e l~I 

e,_.e+e'. 
Como mencionamos anteriormente, la superficie C contiene 9 lineas, 6 de 

las cuales son las lineas L;;, esto es, son los ejes del tetraedro formado por 
los puntos q0 , ••• , q3 y otras tres lineas que hemos denotado M;, las cuales 
satisfacen la condición !/J(m;) = M;. 

Lema.24. 
Si f. es una linea en P 2 que contiene al punto m; n m; entonces e'= mk 

con {i,j,k} = {0,1,2}. 
Luego entonces si l~cl = {Er=o A;xH, la ecuación de la superficie Cesta 

dada como O = Er=o f: = Er=o "'º"'i"'•"'• esto es, la superficie Ces Ja superficie 
cúbica de Cayley con 4 nodos, Cat~nese [Ca.] demuestra que si 1' denota el 
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sistema lineal de cúbicas planas que pasan por los puntos r;; y si E;; denota 
el divisor excepcional de r;; obtenemos que e = t/J(P2), donde t/J está dado 
por el haz Op, (3H - E E;;). 

En particular tenemos un diagrama conmutativo 

P2 
l "" P2 -+ ProjSHº(P2, 0(3H - E E;;)) 

y se demuestra además que vía restricción se tiene un isomorfismo natural 
Hº(P2,0(3H-L.E;;)) ~ Hº(Yc,wi•J. 

Lema.25. [Ca.Ce.] 
Dado un plano 11' en P 3 que no pase por los nodos de C, entonces 11' es 

tangente simple a C en n puntos, con O :5 n :5 3. Además n = 3 si y solo si 
11' = ii', y n = 2 si y solo si 11' contiene alguna de las lineas Mk. 

2.3 La Superificie Cuádrica 

Como Y;, es una curva no hiperelíptica de género 4, entonces su modelo 
canónico Ycan es una curva de grado 6 en P 3 = ProjSHº(Y;,.wyJ", la cual 
está contenida en una única superficie cuádrica irreducible Qye, y esta curva 
es intersección completa de Qye con una superficie cúbica irreducible C, esto 
es, 

Ycan = Qye.C. 

Como Qye es una cuádrica en P 3 tenemos dos posibilidades para la 
cuádrica Qye [A.M.] 

(i) Qye es suave, y así doblemente reglada, es decir rk = 4, 
ó bien, 

(ii) Qye es un cono, esto es rk = 3. 
en cualquiera de estos casos se sabe que si Oye denota la función theta de 
Riemann de la curva Ye entonces la cuádr(ca Qy, está dada por la ecuación 
[A.M.] 

4 a20 E a .ay,. (p)z;z; = o 
i,j=l z. z, 

6 Notese que en este caso dichos puntos corresponden a los dos u! de la curva Ye. 
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Teniendo como objetivo dar mayor claridad a la presente sección a contin­
uación veremos como se obtiene la superficie cuádrica Q1', a partir de la pareja 
(X, c) esta construcción se puede encontrar de manera completa en (Rec.2], 
por ahora solo nos interesa el caso en que el punto e sea genérico. Como X 
es una curva no-hiperelíptica de género 3 y L = Ox(Kx +e) E G!(X) es 
el haz lineal asociado al punto c E JX, como consecuencia de la fórmula de 
Riemann-Roch, si L ,¡, wx y L' := w.} ® L- 1 , entonces 

dimHº(X,L) = 2 y dimHº(X,L') = 2 

de donde L' = Ox(Kx - e) E G!(X). 
Si {si,s2} y{t1 ,t2 } son bases de Hº(X,L) y de Hº(X,L') respectiva­

mente, definamos 

Hº(X,L)®Hº(X,L') ~ Hº(X,w'J.:) 
S¡ (!9 t; l---+ S¡t j = W¡¡. 

En el espacio proyectivo P 5 = ProjSHº(X,w'J.: )"consideremos Ja cuádrica 

QL = {w11W22 - W12W21 =O} 

que contiene a la curva bicanónica X 6;,. 

Entonces QL C P 5 representa a una cuádrica que en condiciones genéricas 
es de rango 4, de donde SingQL es un espacio lineal de dimensión uno, esto es 
SingQL = A ~ P 1 y QL es el cono con vértice SingQL y base una cuádrica 
Qí, de rango 4 en P 3 ( en particular QÍ, es suave) 

e 

e 
donde PA denota Ja proyección desde A. 

Se sabe además que toda cuádrica de rango 4 en P 5 tiene dos reglados 
distintos cada uno formado por un espacio lineal de dimensión tres. 

Se demuestra en (Rec. 3) que Ja cuádrica Qy, es la imagen bajo la apli­
cación de Gauss 
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donde (SingQL)º = Pa. 
A continuación veremos [Rec.2] como se describir A y los reglados de la 

cuádrica Qy, en términos de (X,c). 
El morfismo 

Hº(X,L) 0 Hº(X,L') !!:...., Hº(X,w}) 
S¡@ t; o--+ S¡t; = Wjj 

induce una aplicación 

ProjS(Hº(X,L) 181 Hº(X,L'))" ...!!..... ProjS(Hº(X,w'i2
)") 

Si tomamos ahora la aplicación de Segre 

ProjS(Hº(X, L)º) x ProjS(Hº(X, L')º) ....!..., ProjS(Hº(X, L)®Hº(X, L'))º 

entonces 

q,: ProjS(Hº(X,L)") x ProjS(Hº(X,L')")-> ProjS(Hº(X,w'f2
)") 

dado como /3 o J es un encaje cerrado cuya imagen es la superficie cuádrica 
Qc e Pa = P(/m /3º). 

Podemos ver facilmente que la imagen de {3º esta generada por el conjunto 
de diferenciales cuadráticas w tales que existe un divisor D E IKx + el de 
manera que el divisor de ceros de w domine a D, esto es 

/m {3" = {w E H 0{.X,w'i2)l(w) :2: D para algún DE IKx +el} 

y en particular Q 0 e ILi.I = Pa. 
Aún más, es posible ver que cada linea en Q0 pertenece a una de las 

siguientes reglas 

fv = {D + II<x - el 1 DE IKx +el}, 

eE = {IKx +el+ E 1 DE IKx - el}. 

Finalmente en §1, Prop. 3, vimos que tenemos un isomorfismo natural 
entre el espacio de diferenciales holomorfas Hº( Z0 , wzJ y el complemento or­
togonal de la sección fJ(z+c/2)fJ(z-c/2) E Hº(JX, 0Jx(20)) a continuación 
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describiremos como dar una inmersión "natural" del espacio de diferenciales 
cuadrátricas en X, Hº(X, wj¡) en el espacio de funciones theta de orden 2 de 
la jacobiana de X, Hº(JX, 0Jx(2E>)). 

Como E>'-> JX canonicamente, si consideramos la sucesión restricción 

O-+ OJx(-E>)-+ 0Jx-+ Oe-+ O (23) 

al qmsiderar el producto tensorial con OJx(E>), obtenemos la sucesión exacta 

y como consecuencia del Teorema de anulamiento de Kodaira tenemos que 
H 1(JX,0Jx(E>)) =O, por otra parte como JX es una variedad abeliana 
principalmente polarizada entonces 

Hº(JX, 0Jx(0)) ~e 

(} +-+ l. 

Como 0¡0 = O entonces la aplicación del lado derecho de la sucesión anterior 
es cero, y tenemos que 

vía la aplicación de Abe! tenemos un isomorfismo entre H 1(JX,0Jx) y 
Hº(X,wx)•. 

Como consecuencia de la fórmula de adjunción w0 = 0 0 (8) y como 
Hº(X,wx )" ~ Hº(E>,we), entonces 

y como se tenía 

se sigue que 
H 0 (X,w1)" ~ S 2H 0 (E>,we) 

obteniendose una inmersión natural 
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inducida por la aplicación 

H 0(0,we) ® Hº(0,we)-+ H 0(0,0e(20)). 

Consi"derando nuevamente la sucesión (23) y tomando producto tensorial 
con 0Jx(20) obtenemos la sucesión exacta 

!l-+ H 0(JX,0Jx(0))-+ Hº(JX,0Jx(20))-+ H 0 (0,0e(20))-+ O. 

Si en el espacio Hº(JX,0Jx(20)) consideramos la métrica hermitiana 
inducida por la polarización principal de (JX, 0) obtenemos un isomorfismo 
natural 

H 0 (JX,0Jx(0))"1 ~ H 0 (0,0e(20)) 

de donde existe una aplicación lineal inyectiva 

H 0(0,0e(20) <-+ Hº(JX,0Jx(20), 

luego entonces podemos considerar al espacio Hº(X, w} )" inmerso de ma­
nera natural en Hº(J X, 0Jx(20)). Luego entonces, se tiene un morfismo 
inyectivo 

ProjSHº(X,w°J<)"-+ ProjSHº(JX,0Jx(20)) = P1 = 1201 

así podemos considerar a QL como una cuádrica de rango 4 en P 7 , y por 
tanto singular a lo largo de un 3-plano A3 C 'h C P 7 esto es, QL es el cono 
con vértice el 3-plano A3 C QL e P 7 y base la cuádrica Q' L = QL n P3 de 
rango 4 en P3. 

Por otra parte, como (Prop. 3) 

O-+< O(z + c/2)0(z - c/2) >-+ Hº(JX,0Jx(20))-+ Hº(Z0 ,wzJ-+ O 

es exacta obtenemos un modismo (el cual podemos identificar con proyección 
desde el punto e ) 

ProjSH0(JX,0Jx(20))"-+ ProjSHº(Z0 ,wz,)" 

y como Hº(Y,,,wy.) ~ Hº(Z0 ,wzJ+ obtenemos nuev<'.mente un morfismo 
proyección 
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Consideremos ahora la aplicación de Gauss asociada ahora a la cuádrica 
QL e ProjSH 0 (JX,OJx(20)) 

QL : QL --+ ProjSHº(JX, 0Jx(20))" 

y Ja cuádrica dual Qi, = QL(QL) C ProjSHº(JX,0Jx(20))", como QL es 
de rango 4 y tiene conjunto singular A3 entonces cada hiperplano tangente 
a QL contiene A3 , y gL transforma la cuádrica QL en una cuádrica suave en 
el subespacio P 3 C ProjSHº(JX,OJx(20))" de hiperplanos que contienen 
a A3 y como se demuestra en [Rec.3] P3 es el espacio canónico de la curva 
Y.,, esto es, ProjSHº(Y.,,wyJ)" y que Y;, e Q¡_, de donde Qi, = Qy<. 

Lema.26. 
Sea X una curva de género 3, no hipereHptica tal que sus puntos de 

Weierstmss sean normales. Consideremos el siguiente diagmma dado por el 
encaje canónico, el bicanónico y el isomorfismo 8 2 Hº(X.wx) !::::'. Hº(X, w}) 

Xbic e V e Ps 
/ 

X l 

Xc•n C P2 

donde v es el encaje de Veronese y P 5 = ProjSHº(X,w} )". Entonces dar 
LE Pic4 X\((X -X)UJ2X) es equivalente a escribir X 6;c como intersección 
completa de la superficie Veronesa V y una hipersuperficie cuádrica de mngo 
4 Q = QL. 

Demostación:(Rec.3] O 
Observación.27. 
En el caso en que L sea un gl no completo entonces, L = ProjW donde. 

W e Hº(X,wx), dimcW = 2. Luego entonces, si {s1,s2 } denota una base 
de W y si consideramos el morfismo 

W®W --+ Hº(X,w}) 
S¡ ® Sj .............. s¡s; = W¡; 

Denotemos nuevamente por 

QL = {w11W22 - w~2 =O}. 

En este caso QL C P 5 representa una cuádrica d~ rango 3, de donde 
SingQL = A = P 2 y QL es un cono con vértice SingQL y base una cónica 
no singular. 
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2.4 Las Series Lineales Especiales sobre Zc 

En esta parte nos interesa describir como obtener los haces lineales g~ antes 
mencionados a partir de la pareja (X,c). 

Recordamos que en [MCSV] dada (A,[!?]) una variedad abeliana polar­
izada, A= C 9/A, si {Trn(A)}rneA son los espacios tangentes a A en m, iden­
tificados de manera natural con C 9 y D C A es una subvariedad analítica 
de dimensión k donde Dr•g = D - D.;n9 es el lugar suave de D, podemos 
definir la aplicación de Gauss 

Q'n: D •• 9 --> G(k,g) = CN 

Q'n(>.) = t~T>.D 

esto es, a cada punto >. E Dr•g le asociamos el espacio tangente a D en 
>. trasladado al origen. Y podemos ver T>.D C T>.M como un subespacio 
k-dimensional de T>.M. 

Proyectivizando, obtenemos 

9n: Dreg--> PN-1 = Proj(G(k,g)) 

9v(>.) = P(Q'n(>.)) 

Dada la pareja (X,c) con c E JX un punto genérico, consideremos Ja 
aplicación de Gauss asociada al divisor e.¡2 de la variedad JX , como X 
es una curva de género 3 no hiperelíptica, entonces ( e.¡2 ),;ng es el conjunto 
vacío. Esto es (0c¡2)red = 0c/2· 

Denotemos por 

Ja aplicación de Gauss asociada a e.¡2 • 

Como cada sección hiperplana de X contiene solo un número finito de 
puntos, entonces la aplicación de Gauss asociada a 0.¡2 es siempre· finita, y 
como una sección hiperplana genérica de X consta de 2g(X) - 2 = 4 puntos 
en posición general, entonces Q.¡2 tiene genericamente 6 hojas, esto es: 7 

7 Además, si B,/2 C P2 es el lugar de ramificación de (i,¡2 ae sabe que su cerradura 
corresponde a la curva dual de X, esto es, el conjunto de hiperplanoe tangentes a la curva 
canónica.[A] 
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6 _ ( 2g(X) - 2 ) 
- g(X)-1 . 

En particular como Z0 está encajada canónicamente en 6 0¡ 2 

tenemos que .la restricción de la aplicación de Gauss 90¡ 2 a la curva Z0 nos 
da un morfismo proyectivo g 0¡2 : Zc --+ P 2 de grado a In más seis, 

Zc '!!!!+ P 2 = ProjSH0(00¡2,we,1.)" 
d /' 

0c/2 

el mor11smo g0 ¡2 corresponde al haz invertible 

T/c/2 = we,12 0 Oz, 

este haz, tiene asociado una serie lineal /Ed/ E G~(Zc) , como consecuencia 
del teorema de Clifford 5 ::; d ::; 6, y como Z 0 es de género 7 se sigue de la 
fórmula de curvas planas que d = 6. 

Procediendo de manera análoga con -c/2, obtenemos el haz invertible 

1/-c/2 = we_,12 18> Oz. 

estos haces son tales que: 
Lema.28. 

( i) T/c/2 = l
0

1/-c/2> 

(ii) T/c/2®1/-c/2 = wz,. 
Demostación: 
(i)-1 : 6-c/2 '-+ 0 0¡ 2 es un biholomorfismo lo cual implica que 

y como 1/±c/2 = W±c/2 ® Oz, se obtiene el resultado deseado. Además 

deg T/c/2 = deg 1/-c/2 = 1/2deg Wz, = 6. 
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(ii) Se sigue de la Proposición 3. D 

Y como la curva Z0 es no· hiperelíptica, (ya que en este caso X sería 
hiperelíptica), las series lineales /E0¡2/, /E- 0¡2/ E GMZ0 ) , se demuestra en 
[DC.Rec.J que estas series son únicas, (esto es, la aplicación de Gauss aso­
ciada al divisor 0 0¡2 nos proporciona una descripción geométrica de la serie 
/Ec¡2/· 

Como 0 0 ¡2 y 0-c/2 se intersectan transversalmente, entonces 9c/2 'f 9-c/2 
es decir, 710¡ 2 'f 7/-c/2 para c genérica. En resumen tenemos [DC.Rec.] 

Proposición.29. 
La curva Zc construida anteriormente tiene exactamente dos series lin­

eales /E0 ¡2/ y /E-c¡2 / de grado 6 y dimensión 2 las cuales están determinadas 
en forma única por la pareja (X, c) tales que: 

y dichas series corresponden a los haces invertibles 

determinados por los encajes canónicos 

D 

Se demuestra además [DC.Rec] que Ja representación plana de Zc dada 
por /E0¡2 / E G~ es una sextica plana con tres puntos dobles no alineados 
{nodos o cúspides) y la involución aplicada al divisor correspondiente a un 
punto doble da la intersección residual de la linea opuesta con la sextica. 
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2.5 La Superficie Del Pezzo y La Superficie de Cayley 
Asociadas con Zc y Y,, 

Como hemos mencionado anteriormente, tenemos una descripción C de Zc 
como curva plana, dada por el morfismo 

la cual esta determinada por el haz invertible 

Como consecuencia de la fórmula del género para curvas planas, tenemos 
que Ces upa sextica plana en P 2 , se demuestra (DC.Rec.1 que en condicones 
genéricas C tiene tres puntos dobles no alineados y como Ces birracional a Zc 
es posible ver que estos puntos tienen que ser nodos o cúspides. Denotemos 
por p; = 9c/2(Í';) = 9c/2(Q;) E P2, i = 1, 2, 3, estos tres puntos dobles (no 
colineales, esto es para e E JX genérica) de P 2 = ProjSHº(Zc,T/c¡2 )" y por 
'Pd al sistema lineal (de dimensión tres ) de cónicas que pasan por estos tres 
puntos, entonces (Be.] 'Pc¡2 define un morfismo racional 

<f>p : P2--+ P;12 ~ P; 

(donde P;12 denota el dual de 'Pc¡2 ), el cual se denomina una transformación 
cuadrática ( o de Cremona). El sistema 'Pc¡2 tiene tres puntos base, a saber, 
p; i = 1, 2, 3. y como consecuencia de la propiedad universal del "Blow-up" 
</Jp,1, se extiende a un morfismo 

h : P2 --+ P;12 

donde P2 denota el blow-up de P 2 en {p; Ji= 1,2,3}. 
Sea x E P;12 , el punto correspondiente a un pincel de cónicas 

con Ci, C2 E 'Pc¡2, como x E Pc/2 entonces f:P 1 (x) contiene los puntos base 
de los pinceles en P2 , a saber los puntos de 01 n 02 , donde C; denota la 
transformada estricta de C; y se tienen dos posibilidades: 
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(a) C1 n C 2 consta de cuatro puntos; {p¡ji = 1, 2, 3,} y un cuarto punto 
p4 , el cual es el único punto de J:p 1(x). 

(b) C1 Y C2 tienen una linea en común I, entonces C1 n C 2 = I U {t} con 
t E P 2 , lo cual solo sucede cuando t es uno de los puntos p; y I pasa a través 
de los otros dos, y asi hay tres de estos pinceles x; E 'P;12 , i = 1, 2, 3. 

Asi </Jp,12 es birracional y existe un diagrama conmutativo 

P2 ..!!!.., 'P;¡2 ~ P;¡ 
el / 
P2 

donde E:: P2 --+ P2 es el blow-up de P 2 en {p¡ji = 1,2,3} y fp: P2 -> P;12 
es (salvo isomorfismos) el blow-up de P;12 en {xdi = 1,2,3}. 

Como los puntos p; E P 2 estan en posición general entonces el sistema 
lineal de cúbicas que pasa por estos tres puntos define un encaje 

tp : P2 <-+ P 6 ~ ProjSHº(P2 , Op, (3) 0 Op,(-'Ep;)) 

(donde p¡ denota el divisor excepcional del p¡) y la superficie S(6) = tp(P2) 

es una superficie de grado 6 en P 6 esto es, una superficie de Del Pezzo de 
grado 6 [Be.]. 

Podemos ver que al tomar una curva plana C e P 2 y explotarla 
en los puntos p¡ obtenemos una curva e encajada en 
ProjSHº(P2 ,0¡.

2
(3) 0 Op

2
(-'Ep;)) y como C tiene género 7 

y grado 12 en Pa = ProjSHº(P 2 ,0¡.
2
(3) 0 0¡.

2
(-'Efi;)) tenemos que C 

es una curva canónica y que 

P 6 = ProjSHº(P2 , 0¡.
2
(3) 0 Op

2
(-'Ep;)) 

es su espacio canónico , es decir: 

y este isomorfismo viene dado por restricción. 8 

Corno 9c/2 : Zc --+ P 2 es un morfisrno, si denotamos por I el haz co­
herente de ideales correspondiente al blow-up E: : P2 --+ P 2 en los puntos 

8 Como H 1(S,Ks) = H 1(S,Os), donde S = tp(f',) tenemos un isomorfismo 
Hº(S,Os(3H - 'EP;)) E. Hº(Z"wz,) dado por restricción. 

76 



p¡,1J2,p3 , como g;¡~I.Ozc es un haz invertible de ideales sobre Z 0 entonces, 
existe un Ú!lico morfismo 

que facto riza Yc/2, esto es : 

9c/2 '\. 

Componiendo con el modismo 

tp : P2 ___, P6, 

obtenemos 

en particular tenemos la aplicación inyectiva h = tpg;¡2 : Z0 ---> P 6 donde 
h(Zc) es una curva de grado 12 en P 6 , esto es h es la aplicacion canónica 
'PKzc• y además h(Zc) e tp(P2 ) = s<6l. 

Observación.30. [DC.Rec.] 
La superficie de Del Pezzo S(6) construida anteriormente es invariante 

bajo la involución t : Z0 --> Z0 lo cual implica que la transformación inducida 
en el espacio canónico de Z0 , ProjSHº(Z0 ,wzJ" --> ProjSHº(Z0 ,wzc)" al 
restringirla a la superficie de Del Pezzo S(6) es precisamente el levantamiento 
de la transformación de Cremona dada anteriormente. 

Consideremos 7r : s<6l ___, C el cociente por la involución t , este modismo 
es de grado 2 y se ramifica en los puntos fijos de la transformación de Cremona 
sobre P; = ProjSHº(Z0 , r¡.¡2) esto es en los nodos de C . 

Asi C es una superficie de grado 3 con cuatro nodos en 

ProjS(Hº(Z.,wzJ+)" ~ ProjSHº(Y,,,WyJº ~ P 3 

(asociada de manera natural con T/c/2 E G~(Zc) ). 
Esto es, 
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En particular tenemos asociado el siguiente diagrama: 

Zc ~ S(6) e p6 ProjSHº(Zc,wzJ" 
ir l l 
Yc ~ e e P3 ProjSHº(Yc,WyJ" 

Tomemos ahora la aplicación de vértices, esto es, la aplicación que a toda 
pareja de rectas le asocia su intersección 9 

tp9c¡2(fl + tp9-c¡2(t(O) = tp9c¡2(~) n tp9-c¡2(t(~)). 
Tenemos así el siguiente diagrama conmutativo: 

Zc ~ sea> e p6 
ir l l 
Yc 

<p e e p3 ---+ 
vcp 

""" 
lv 
P2 

Para finalizar esta sección haremos algunas observaciones sobre una relación 
que hay entre el haz lineal Ox(Kx +e) y la representación plana de Zc dada 
por el haz lineal 1/±c/2 así como su relación con las superficies S y C asociadas 
a las curvas Zc y Ye respectivamente. Para lograr este objetivo recoordare­
mos primeramente algunas propiedades de la aplicación de Gauss, así como 
algunas propiedades sobre los sistemas de cónicas generales y aplicaremos 
estas propiedades al sistema de diferenciales cuadráticos asociados con el haz 
lineal Ox(Kx +e) a saber, IAcl = spann{w E Hº(X,wJ:l(w) :?: D, para 
algún D E IKx +el}. 

Como mencionamos anteriormente, dado un sistema tridimensional de 
cónicas tal que l.ó.l.W = q0 + ... + q3 consta de cuatro puntos distintos, se 
sabe que IAl.1' = {C E IAI 1 rkC ~ 2} es una superficie de Cayley cuya 
ecuación es de la forma E Í¡ =O, dond_e (A)= (Aoj A1 ; A2 ; A3 ) son coordenadas 
homogeneas en P 3 e!! IAI. Esta superficie contiene exactamente 9 lineas: las 
6 lineas L;; = q;q; que unen las parejas de nodos q;, y las tres lineas en 
las cuales el plano ir cuya ecuación es E A; = O intersecta a la superficie C, 

9 La aplicación de vértices es una aplicación racional. 
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esto es, A1k ={A;+>.;= >.k + J.3 =O} con {i,j,k} = {0,1,2}. Denotemos 
además por p;; el punto de intersección de la recta M; con la recta M;. 

Sean xo,x1, x2 E Hº(P2 , Op, (1)) y x 3 = x 0+x1 +x2 tales que q; = {x~ = 
O}. En P 2 consideremos las lineas f¡ := {x¡ =O}, i = 0,1,2,31as cuales se 
sabe (Rec.2] se intersectan en 6 puntos, denotemos por r;; = f¡ n f; el punto 
de intersección de la recta f¡ con la recta f;. Tomemos además las lineas 
diagonales mk = {xk - x3 =O} con, k E {O, 1, 2}, esto es, la linea mk une el 
punto r;; = l; n l; con el punto rka = lk n l 3 con {i,j, k} ={O, 1, 2}. 

La aplicación t/J : P 2 -+ P 3 determinada por el sistema lineal de cúbicas 
planas que pasan por los puntos r¡; da la correspondencia birracional entre 
P 2 y C. Además se tiene que i/J(mk) = Mki t/J explota los puntos r;; en las 
lineas L;; y contrae la lineal¡ al nodo q;, y se tiene además que .p-1(ii') = 
m 0 + m 1 + m2 , ver figura: 

Fig. 14 El cuadrilatero en P 2 , sus diagonales y vértices. 
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Fig. 15 L• 9 lúieu en C,y 1118 puni1>11 de in&er1eeci.6n. 

Por oira pllrie, para determinar loe puntol doblm de la iepr-ni.ci.6n 
plana de z. y •11 reJKicSn con el bu lineal L = Ox(K + c), uH.remoe q11e vía 
la aplic:aci6n de Abel podeDIOll identificar X(3> el HgUDdo producto •iméiric:o 
de la cuna X con el di'rimor theta de Riemmann e MÍ como la identificaci.6a 
de Hº(X,w:ir)• ~ HD(9,we)de donde laaplic.clón de GaUM 

Oe : 9--+ ProjS11°(0,tNe) 

Oe(A) = t;TA& 

puede icleniific:ane de manera aaiwal con 

(J: x<3>--+ ProjSll°(X,wx)• 

Oe(z + lf) = l,,. 
donde t .. denoi& la linea determinada por loe z, 11· 

Como ª*"'ª ee un truladado del diviaor iheia enioacee podem09 ideat.i­
ficar la aplicación de G8Wl8 

ccm la apliclll:ÍÓll 

O.¡a : 0..¡a --+ ProjSH°(e*,,f'J•We••ll) 

(J*"¡a(A ::1:: c/2) = r,.._,,e-'ª 

º* : xC:a) - ProjSHº(X, W;¡r )• 
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Qe(x +y)= e,,. 
donde .X es la imagen de x + y bajo la aplicación de Abe!. 

Como la representación plana 6 = 9c¡2 (Zc) tiene tres puntos dobles no 
alineados, entonces existen puntos Í';, Q; E Zc tales que 9c/2(Í';) = 9c/2(Q;) 
para i = 1, 2, 3. 

Como Zc C 0c¡2 por tanto existen P;, Q; E 0 tales que Í'; = P; + c/2, 
Q;""' Q; + c/2 y lp, = t0, para i = 1,2,3. 

Por otra parte, como Ye= C.Qy, y M; es una recta en P 3 , como conse­
cuencia del teorema de Bertini Qy, intersecta la recta M; en dos puntos (los 
cuales en el caso generico son distintos) y como consecuencia de los lemas 
antes mencionados corresponden a dos pares de rectas l; + m;, l; + m; E l.ó.cl 
de donde existen divisores F;, G; E IKx +el tales que 

denotemos 

(f; + m;).X,0 ,. > F;, (e;+ m;).X,0 ,. > G;, 

4 

f;.Xcan = EP•• E IKx +el 
k=I 

4 

l;.x, ... = ¿q,. E II<x +el 
k=I 

4 

m;.Xcan = E r¡• E IKx +el, 
k=I 

y podemos suponer (reenumerando índices si es necesario) que 

p;, + Pi2 + % + q;., p;, + P;. + r;, + r;2 E II<x +el. 

Como E1=1 p;. E II<xl entonces, Et=1 p;. - (p;, + p;, + q¡, + q;2) = e de 
donde Í'; = p¡3 + p;, - c/2 = q;. + q¡. + c/2 E Zc. y procediendo de manera 
análoga P¡ = p¡1 + p¡2 - c/2 = r;1 + r;, + c/2 E Z, pero como 1!¡,, = l!Í'/• 
luego entonces g,¡2 (Í';) = g,¡2(Í'/) obteniendose así los tres puntos dobles de 
la representación plana de Z, bajo el morfismo g,¡2 • 

Otra manera de ver esto es la siguiente: La superficie de Steiner S e l.ó.,I 
tiene tres rectas de puntos dobles, las cuales se intersectan en un solo punto, 
que es un punto triple [S.R. pag. 134]. El punto triple se representará 
por los tres vértices del triángulo diagonal, es decir, es la imagen de las 
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rectas m¡, m 2, m 3 vía el morlismo x : P 2 -+ S C J60 J el cual esta dado 
como la composición de la aplicación de Veronese y la proyección P 5 -+ 
J6 0 J. Entonces P;,Pf son las intersecciones (corno divisores) de x(m;) con la 
cuádrica Qí,. 

Entonces p;,p:, son las intersecciones (corno divisor) de ,Pc(m;) con Qí:,. 
En particular, en Y,, estan los puntos P;; + Q;; tales que 

W2(Y.) n (W2(Yc) + 11) = {P;; + Q;;J i < j =O, 1, 2,3}. 

Corno 7r : Z 0 --+ Y,, es un cubriente 2:1 no ramificado entonces 

P;; = { P;h t( .A;)} con /5;; E Zc 

Q;; = {Q;;,t(Q;;)} con Q¡; E Z 0 , 

Entonces los puntos /5;;, Q;; E Z0 son tales que 

Corno 

{P;; + Q;; 1i<j=O,1,2,3} 
{P+QllP+Q+111~0} 
{P + QI hº(Y,,,wYo(71 - (P + Q)) = 2} 

por Riernann-Roch y como Y0 es no hiperelíptica tenemos que 
hº(Y,,,wy,(71) 0 Oi,«-P)) = 2. Esto es 

Hº(Y,,,wYc(71 - P)) = Hº(Y,,,wyc(1/ - Q)) = Hº(Y,,,Wyc(1/ - (P + Q))) 

y por Riemann-Roch esto equivale a hº(Y0 ,0y,(71 + (P + Q)) = 1 de donde 
existe t E Hº(Y,,, 0yc(7l+(P+Q))) no cero (el cual es único salvo constantes). 

Este-elemento determina una inclusión natural 

a 1 : Hº(Y"wYc(r¡- (P + Q)))--+ Hº(Y,,,wyJ 

dado por 
o 1(w) = w®t 

notamos además que este morfisrno es inyectivo, de donde tenemos en par­
ticular la siguiente proposición ·, 
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Proposición.31. 

Para cada P;; + Q;; E W2(Yc) n (W2(Y.,j + 11) tenemos un morfismo 

Ot;j: H 0 (Yc,WY«11 - (P;; + Q;;)))--+ Hº(Y.,,wYJ 

dado por 
a,,,(w) = w 0 t;; 

y estos morfismos son tales que: 
(i} :E/m(a1,,) = Hº(Y.,,w,,J, 
{ii} En particular tenemos seis subespacios de Hº(Y.,, wY, ( 11)) de dimensión 

2 cuyas imagenes bajo los morfismos Ot;, inducen seis subespacios de Hº(Y.,, wYJ 
de dimensión dos que generan Hº(Y.,,w1-J. O 

Podemos notar además que los puntos P;; + Q;; se relacionan de la si­
guiente manera: 

(i) P;; + Q;; ~ Pki+ Qkt+ 11 {i,j, k, /} = {O, 1, 2, 3}, 

(ii) (Poi+ Q01) + (Po2 + Qo2) (P23+Q23+11) + (P13+Q13+11) 
(P23 + Q23) + (P13 + Q13). 

Por lo tanto 

y como Y., es no-hiperelíptica , entonces 

esto es, 

(Poi+ Qo1) + (Po2 + Qo2) + (Kv, - ((Poi+ Qoi) + (Po2 + Qo2))) 
= (P23 + Q23) + (P13 + Q13) + (/(v, - ((P23 + Q23) + (P13 + Q13))) 
E lwv,I, 

lo cual implica que 

esto es, 
(Kv, - ((Poi + Qo1) + (Po2 + Qo2))), 
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corresponde a otro punto doble, digamos 

y entonces se tiene que 

Xo : Po1 + Qo1 + Po2 + Qo2 + PoJ + Qo3 
X1 : P23 + Q23 + P13 + Q13 + Po3 + Qo3 
X2 : P23 + Q23 + Po2 + Qo2 + P12 + Qi2 

Xo + X1 + X2: Poi+ Qo1 + P13 + Q13 + P12 + Q12 E jwycC71)1, 

determinan las cuatro rectas 

del cuadrángulo fundamental: 

Fig. 13 

Con lo cual concluimos'<;stá interpretación de la geometría del cubriente 
11' : Zc --+ Y., a partir de la geometría de la pareja (X, c). 
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3 Apendice A. Funciones Theta. 

En este apendice daremos un breve resumen de la teoría de funciones theta 
asociadas variedades jacobianas, (para más detalles ver [Be.D.), [Gu.], [Ig.]). 
Dada una variedad abeliana J = V/ A como el cociente de un C-espacio 
vectorial V módulo una red discreta de rango máximo A, las funciones theta 
son funciones holomorfas sobre V = C" que satisfacen ciertas ecuaciones 
funcionales. Dentro de la variedad de moduli de las variedades abelianas 
principalmente polarizadas se tiene la clase de las variedades jacobianas y su 
naturaleza se refleja en un número de propiedades especiales e identidades 
que satisfacen sus funciones theta. 

Dada S una superficie de Riemann de género g, podemos escoger un 
punto base s0 E S y un cojunto de generadores a 1 , ••• , a9 , b1 , ••• , b9 del grupo 
fundamental ir1 ( S, s 0 ), como topológicamente S es una esfera con g asas, 
a;, b; puede considerarse como una pareja de trayectorias alrededor de la j­
ésima asa. Las clases de homología de estos 2g-lazos los cuales denotaremos 
por o:;,/3;, son generadores del grupo de homología H 1(S, Z), tal que 

esto es {o:i, ... ,o:9 ,¡3i, ... ,¡39 } es una base canónica de H1(S,Z), y sea 
wi, ... , w9 una base para Hº(S, ws) normalizada con respecto a {o:;, /3;}, esto 
es, 

Como la variedad jacobiana J(S) de S está dada como J(S) 
donde A es la red generada por los vectores 

e; = >.; 

>.g+j 
= (fa, W¡, ···,fa; wg)' 
= (f/3; W1 1 • • • ,f/3; Wg), 

Como consecuencia de las relaciones de Riemann, la matriz de periodos f! de 
A e e• es de la forma 

n = (I,Z) 

donde Z es una matriz simétrica con parte imaginaria positiva definida; si 
xi, ... , x29 denotan coordenadas reales sobre C 9 dual a la base real {>.;}, la 
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forma diferencial 
• 

w = L dx; /\ dx9 +; 
j=l 

representa la polarización principal de J(S) = e•/ A. En términos de las 
coordenadas complejas z = (zi, ... , z9 ), podemos escribir 

donde Y= lmZ. 
Denotemos por 0J(0s) el haz lineal sobre J(S) con clase de Chern [w], 

así una sección global O de 0J(05 ) está representado por la función theta de 
Riemann (}E O(C•) la cual satisface 

O(z +e;) = O(z), O(z + Z;) = exp(-2iri(Z; + Z;;/2))0(z): 

Esto es, para cada vector A E A existe una función entera no-nula·.71(A,z) en 
las g variables complejas z E C• tal que 

O(z +A)= 1/(A,z)O(z). 

El conjunto de ceros de la función (} es una subvariedad holomorfa de di­
mensión pura g-1 de C• y es invariante bajo el subgrupo red A, así determina 
una subvariedad holomorfa de dimensión pura g -1 del toro complejo J(S). 
Está subvariedad se denomina el divisor theta de Riemann y lo denotamos 
por 0. 

Luego entonces la serie theta asociada a la matriz Z con características 
[v,r] E C 9 X C 9 tiene la forma 

(} [v, r](z; Z) = L exp 2iri [~ 1 (n + v)Z(n + v) + 1(n + v)(z + r)] , 
nezg 

y la serie theta de segundo orden con características [v, r] es de la forma 

02 [v, r](z; Z) = (} [~, r] (2z; 2Z). 

La propiedad básica de las funciones theta de segundo orden es que si v es 
un vector semi-entero, esto es 2v E z•, entonces para cada vector A E A, 

IJ2[v,O](z +A¡ Z) = 71(A,z)21J [v,O](z;Z). t~) 
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El cuadrado de la función theta O(z) satisface esta ecuación, y puede 
reescribirse como O(z)2 = 1c.02 (z) para algún vector e E co, de manera 
más general tenemos una relación entre las funciones theta elementales y las 
funciones theta de segundo orden dada por la: 

Fórmula de Weierstrass; 

(°' - /3) ( °' + /3) O(z+a)O(z+f3) = 102 -
2
- .O z+-

2
- , 

o la forma dual correspondiente al caso en que a= -/3 
O(z + o)O(z - a) = '02 (o) .O(z). 

Las funciones theta son funciones enteras en la variable z E cu y v varia 
sobre Z 9 /2Z29 • Las 22• funciones theta de segundo orden describen una base 
del espacio vectorial de las funciones enteras sobre C 9 que se transforman por 
el factor de automorfía p_,(2 bajo la acción de la red A; p, E Hom(A,C") 
es la representación 

p,(.Sj) = 1, p,(Z.Sj) = exp 2trir;, 

donde '.Si= (O, ... ,O,l,O, ... ,O) tiene 1 en el j-ésimo lugar, y el factor de 
automorfía ( se define como 

((.Sj,z) = 1, ((Z.Sj, z) = exp(-2tri(zj + fj)), 

donde 2f es el vector diagonal de la matriz de periodos Z. 
Es conveniente ver las 2º funciones theta como una función vector valuada 

este vector nunca es el vector cero, ya que si 0 2 (c) =O para algún punto c 
como consecuencia de Ja fórmula de Weierstrass tenemos que O(z+c)O(z-c) = 
O para toda z, lo cual es claramente imposible. Así este vector describe 
un punto [02 (z)] en el espacio proyectivo P 2,_1 = ProjSr(J, OJ(20). La 
ecuación funcional(,._) muestra que 02 (z) y 02 (z+A) describen el mismo punto 
en P 2,_1 para cada vector A E A, así obtenemos una aplicación holomorfa 
bien· definida 

87 



La imagen de esta aplicación es una subvariedad algebraica K C P 2._1 

asociada de manera canónica con la matriz de periodos n, denominada la 
variedad de Kumrner-Wirtinger de !1. La aplicación [02] : J -+ /( es un 
cubriente doble ramificado con puntos dobles en los 229 semiperiodos de J 
y en los otros puntos es no singular. De donde la variedad de Kummer 
puede identificarse con el cociente J/ < -1 >del toro J bajo la involución 
holomorfa -1 : J-+ J inducida por la aplicación z....., -z; los semiperiodos 
en J son los puntos fijos de -l. 
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4 Apendice B. Variedades de Prym 

Lu variedadee de Prym 10n variedi;de11 abelianu principalmente polariB&­
claa, uoci.adu a cubrient.ee doblm ao runificad011 entie doe curvu, mta.11 
variedade1110n m'9 generales que lu Vlll.l:iedades jacobianu, dichu variedades 
fueron dmcubiertu por W"Jriinger y juegan un papel mny importante en Ju 
identidadm de Scholt.ky-Jung, paa máa relerenciu ver [Be.l], [Do.S.), (Fa.1), 
(Fa.2) y (M.1]. 

Sean e, e curvu de géneroa g y 2g-l reepedivament.e, y-,.. : (j - e 
un cubriente doble no ramificado, mi ' : Ó --+ Ó denota la inwluci6n de 
e que intercambia lu dm hoju del cubriente ,.., enfoDCeB ' actúa llObre la 
~edad jacobiana J (J de Ó, en forma tal que JÓ .e e11cinde bajo_ e11ta acción 
en una parte •+"(la cual corre11ponde a fr'"J<J) y una parte • -" 1', la cual 
11e denomina la ftriedad de Prym del cubriente (Ó -!t C). 

De manera mú prec:Ua, ai Nm: JÓ-+ JC ee la aplicKión de norma, 
l.eneDIDll 

'P = Jm(l-,•) = (K erNm)º = { compone~e co~za ~ Nm-
1
(0) } C JO 

que conhene la 1dent1dad. 

y 'P ti.ene dimensión fJ - l. 
La Vlll.l:iedad de Prym 'P m una variedad abeliana principalmente poli.­

risada; la polarisación principal de JO induce dm vecm una polamación 
principal 10bre 'P. 

U11&Ddo lu propiedade11 del divisor theta de una variedad jacobi1111&, ae 
puede mmtrar que el divisor theta de Jé ee restringe a dllll vecee un diviaor 
theta mbre 'P (M.1). 

&to e11, lli /, e11 una theta con cwacterútica sobre C, e11 decir, ai /, ea un 
hu lineal sobre C tal que V = 11Jo, dicha theta con caracterútica corresponde 
a un divüor theta aim~trico 0J. aobre JC definido como 

aL ={a e JClhº(L ®a)~ 1}, 

El hu lineal 1r"' L m una theta can caracierúttica BD O y denotare111011 
por é_." el divisor theta correapondiente 10bre JÓ. TenemOll loa reaultadoll 
búiCOll (M.l): 
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Teorema. 
(i) Nm- 1(wc) es la unión disjunta de dos trasladados de la variedad de 

Prym P, los cuales denotaremos p+ y p-. Además, L E p+ si y solo si 
NmL = wc y hº(C,L) es par. 

(ii} Existe un divisor 3 sobre 'P, el cual define una polarización principal 
dr ~, tul que 

º~·L · p = 23 

La relación de O~·L con JC se puede establecer faci/mente. El cubriente 
tr está determinado por un semi-periodo r¡ de C. Entonces 

Estas relaciones se denominan la configuración de Schottky-Jung (Se.], [Se. 
J], las cuales implican las identidades de Schottky-Jung clásicas. Sean fJ, e, O 
secciones no cero de Hº(JC,O(O~·L)), Hº(P, 0(3)), y Hº(JC, 0(0L)). En­
tonces existen constantes a, b tales que 

O(x) = ae(x)2 para toda X E 'P 

O(tr"y) = b()(y)O(y + r¡) para toda y E JC. 

(Estas son igualdades entre elementos de haces lineales sobre 'P y JC.) 
Aplicando estas dos últimas identidades al mismo elemento de JC. Este 

elemento debe de ser de la forma 7r"y- con -y E JC y 7r"y E P. Aplicando 
tr., obtenemos 2y =O. Si denotamos por J2C el grupo de puntos de orden 2 
en JC, se verifica que para un elemento y E J2C, se tiene que tr"y E Psi y 
es ortogonal ar¡ bajo el apareamiento natural de J2 C. Entonces para y E r¡J. 
se obtiene que 

e( tr"y )2 /O(y )O(y + r¡) 
es independiente de y. 

Esta es la forma clásica de las identidades de Schottky-Jung. 
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5 Apendice C. Diferenciales de C 

Un diferencial de primer tipo sobre una supericie de Riemann C es una 
1-forma holomorfa; un diferencial de segundo tipo es una !-forma mero­
morfa que no tiene residuos, y un diferencial de tercer tipo es una forma 
meromorfa que solo tiene polos simples. Notese que un diferencial es de 
primer tipo si y sólo si es tanto de segundo tipo como de tercer tipo. 

Observación: 
(i) Una !-forma meromorfa es Ja suma de diferenciales de segundo y 

tercer tipo. 
(ii) Toda !-forma holomorfa w cuyos A-periodos son cero es idénticamente 

nula. 
(iii) Dado D = ¿a ;p;un divisor de grado cero de C, existe un diferencial 

de tercer tipo WD sobre C, hoJomorfa en C - {p;} y tiene residuo a; en Pi· 
Además este es único con la propiedad de que sus A-periodos son cero, como 
consecuencia de las relaciones bilineales de Riemann tenemos 

{ WD = {
13 

Wj, j = 1, ... ,g, 
Í{J; Í.A 

donde w;, j = 1, ... ,ges una base normalizada de diferenciales holomorfas 
de e, A= La;<OªiPi y 8 = La;>OªiPi· Aqui se hace la convención que las 
trayectorias de integración entre Jos divisores no cortan la base de homología 
de C la cual se supone que no contiene ningún punto de D. 
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