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RESUMEN

La  confianza en el resultado de las comparaciones de pares de
alternativas con  un  modelo multicriterio de referencia ("bien
comportadse”) es minima cerca de la indiferencia y maxima para la
dominancia. Se propeonen dos relaciones valuadag sobre el conjunto de
pares de alternativas, que se pueden interpretar como medidas de
intensidad y de credibilidad de la preferencia entre dos opciones,
respectivamente, donde el modelo de referencia es aditivo general; casns
particulares de este modelo son el aditivo convencional y el de
Morrison—-Tversky, este en general ne transitivo ni desacoplable por una
funcion de valor. Los dos extremos de tales indices corresponden a la
dominancia y los puntos medios a la indiferencla. Tales indices pueden
obtenerse de un analisis de sensibilidad sobre el modelo de referencia vy

x3lan relacionados por una transformaciéon lineal.

ABSTRACT

The confidence in the outcomes of pailred comparisons of alternatives
with a {"well behaved") multi-criteria reference model is minimal near
the indifference and maximal for dominance. Two binary indices on the
set of ordered pairs of options are proposed, which could be Interpreted
as measures of intensity and credibility of preference between any two
optlons, respectively, where the reference model is a general additive
one; particular cases of such reference model aire the conventional
additive and the additive difference model of Morrlson-Tversky, the
latter in general nontransitive nor decompesable by a value function.
The two extreme values of each index correspond to dominance and the
middle one to indifference. Such indices can be obtalned Irom a
sensitivity analysis on the reference model and are related by a linear

Lransformation.
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1. INTRODUCCION

El objeto de esta disertacidon son las relaciones valuadas de preferencia
en la toma de declsiones multicriterio, que califican el grado en que
una alternativa es mejor que otra, y en particular, la elaboracidn de
relaciones de este tipo tales que los dos extremos de la escala de
evaluacidn correspondan exactamente con las dominanclas de Parelo, en
uno y otro sentido, respectivamente; por simetria el punto medio entre
ambos extremos corresponde a la indiferencia. El interés por
desarrollar estas relaciones, las cuales no han sido propuestas en la
literatura, es que tales extremos son un maximo tedrico de credibilidad
0 decidibilidad en que una alternativa multicriterio es mejor que otra,
pues el resultado de la comparaciéon es independiente del modelo de
agregacién de criterios. Los resultados a este respecto se encuentran
en el anexo B, que es la Gltima revision de un articulo enviado al
Journal of Multi-criteria Decision Analysis, editado por John Wiley &
Sons, en donde se proponen dos relaciones valuadas de preferencia,
denominadas indices de intensidad y de credibiliad de preferencia,
respectivamente, las cuales estdan asociadas a un modelo aditivo general

de referencia.

Los indices desarrollados se diferencian de sus antecesores, propuestos
en forma lndependiente por Trejos (1991) y Bana e Costa y Vincke (1992),
en que estos ultimos usualmente no cumplen la condicién paretiana
mencionada, no son aplicables a modelos aditivos generales, en cuya
categoria entra el de Morrison y Tversky (Tversky, 1969), y en que
requieren informacién adicional del tomador de decisiones, consistente
en intervalos de imprecision sobre los pesos asignados a los distintos
criterios, la cual no siempre puede ser proporcionada de manera

conf iable.
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Para desarrollar el tema, en el Cap 2 se presenta un marco conceptual de
la toma de decisiones, en el que se introduce el concepto de espacio de
consecuenclias para anallzar y comparar diversos casos de loma de
decisliones, y el concepto de estructura de preferencia, en un sentido
mas amplio de lo usual, que incluye preferencias asccladas a modelos
cuantitativos, funciones de eleccion y relaclones binarlas. Por su
Importancia en la formulacién del problema multicriterio, a las
estructuras de preferencla asociadas a las funciones de eleccldén y a las
relaciones binarlas se les dedican sendos capitulos, los Caps 3 y 4,

respectivamente.

En el Cap 5 se conslderan las estructuras de preferencia multicriterio y
sus propledades que le son especificas, como las paretlanas y las
relacionadas con la compensatoriedad de los criterios. $Se encuentra que
cierta propiedad, con mds requerimientos que la independencia entre
criterios, que denominamos independencia total (sec 5.3), resulta ser
condicién necesaria y suficlente para que los criterios en que dos
alternativas son Indiferentes no Jjuegen ningin papel y puedan ser
ignorados en las comparacliones; esta neutralidad es usada implicitamente
por algunos métodos multicriterio sin una justificacion tedrica. Se
encuentra tamblén que si dicha propledad no se cumple la transitividad
de la Indiferencia no se puede asegurar debido a un fendmeno de
naturaleza multicriterio, consistente en que la conjuncién dc ventajas

"imperceptibles" en distintos criterios puede crear un efecto global de
preferencia. LEste fendmeno se puede explicar en términos de umbrales de
percepcidén de la preferencia para los distintos criterios. El Cap 6 se
dedlca a aspectos préacticos de la ayuda a la decisidén, en donde se
describen los nuevos sistemas de ayuda a la decisdén basados en los
adelantos de la informatica y las comunicaciones, y el Cap 7 a las
conclusiones, Fn el Anexo A se resumen logs concepltos sobre  las
relaciones cartesianas y las propledades que se manejan en este trabajo.
Para facilitar las consultas cada capitulo contiene las repectivas

referencias y en ¢l Anexo C e da un listado de todas ellas.
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A continuacion, en 1.1 se muestra que la estructura clasica de
preferencla es insuficiente para modelar preferencias en determinadas
circunstancias, lo que lleva a la necesidad de estructuras de
preferencia mas complejas y en particular a las relaclones valuadas de
preferencla, y en 1.2 se resume el estado actual del conocimiento sobre

las relaciones valuadas de preferencia para el contexto multicriterio.

1.1 Insuficiencia de la estructura clasica de preferencia

Los modelos que representan las preferenclas del tomador de decisiones o
decisor tienen asoclada una llamada estructura de preferencia. Asi, la
estructura c¢lasica de preferencia es binaria y consiste en que las
comparaciones por pares de alternativas solo pueden dar como resultado
una preferenclia estricta o una indiferencia. Iksta estructura no
considera grados intermedios entre la indiferencia y la preferencia que
pudieran interpretarse como medidas de confianza, de intensidad de
preferencia, de decidibilidad, etc., de que una alternaliva es mejor que
otra. La necesidad de estructuras de preferencia mas ampllias es clara
en diversas situaciones, por ejemplo, cuando el decisor es una
colectividad y la proporcién de individuos que prefieren una alternativa
sobre otra es mds aproplada para describir las preferencias del grupo,
que simplemente decir que mas del 507 prefieren una a la otra. Esta
necesidad se presenta también si hay imprecisidén en la evaluacion de las
alternativas o cuando el decisor tiene dificultades para discriminar
preferenclalmente pares de alternativas o asignar valores que afectan

parametros del modelo preferencial,

Como posibilidades para ampliar la estructura clasica de preferencia se

tienen:

(a) agregar a la estructura de preferencia clasica una relacidn
asimétrica Q, llamada preferencia débil, la cual contiene a la
preferencia estricta, P, o en pgeneral, agregar una sucesién de

preferencias débiles anidadas, Q 2 Q2 Q2...2 P;
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(b) considerar la relacion de preferencia como una relacion valuada
sobre un conjunto totalmente ordenado A, tiplcamente alguno de los
intervalos [0, 1] o [~1,1], la cual estd dada por un indice binario
¢: A x A — A, donde los distintos valores de A corresponden con
diversos grados de credibilidad, intensidad, etc. de la preferencia
de una alternativa x sobre una alternativa y; los dos extremos de la
escala corresponden con ¢l maximo grado de la preferencia en un
sentldo y el opuesto, respectivamente; el grado de preferencia
disminuye hacia el centro de la escala, que por simetria corresponde

a la indiferencia.

El primer camino es frecuente en los métodos de relaciones binarlas de
sobreclasificacion (Roy, 1985 y 1991), y el otro, que considera la
relaclén de preferencia como una relacidén valuada, ha sido explorado en
¢l marco de la teoria de utilidad monoatributo, suponiendo preferencias
Inexactas (Fishburn, 1970), y con el enfoque de la teoria de la eleccidn
probabilista, en que la preferencia consiste en una probabilidad de
elecclén distribuida sobre un conjunto de alternativas (Fishburn, 1973;
suppes et al., 1989). También se ha explorado representar la relacion
de preferenclia como un subconjunto borrose (Roubens y Vincke, 1983),
donde el valor de la funcién de pertenencia ¢(x,y) ¢ [0,1] es el grado
en que una alternativa x es mejor que otra y (usamos negritas para las
alternativas, que en el caso multicriterio corresponden a vectores).
Sobre ¢l modelado de las preferencias con relaciones valuadas pueden
consultarse también Roubens y Vincke (1984, 1985) y Dolignon et al.
(1986).

Los articulos hasta ahora mencicnados no conslideran las relaciones
valuadas dentro de la problematica especifica de una estructura de
preferencia multicriterio. Como se ilustra en el Anexo B, para ecstas
relaciones la multidimensionalidad es fundamental y demanda un enfogue

radicalmente diferente al caso monocriterio.
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1.2 Resumen del estado actual del conocimiento

El estado actual del conocimiento sobre las relaclones valuadas de
preferencia en el contexto de la toma de declsiones multleriterio se

puede resumir a través de las contribuciones de los giguientes autores.

Jacquet-Lagréze (1982)

Jacquet-Lagréze (1982) analiza en términos abstractos el proceso de
agregacion de preferenclas multicriterio y después muesira que los
métodos usuales caen en el mismo tipe de procedimiento de agregacidn
basica, independientemente de que manejen datos ordinales o cardinales;
para ello considera una estructura de preferencia basada en indlces
binarios, evaluados sobre escalas que pueden ser no numéricas, como la
escala clasica ("indiferente", "preferido” ), 0 numéricas,
correspondientes a indices borrosos de credibilidad, c(,), que toman
valores en el intervalo [0,1]; en todos los casos la maxima credibllidad
no necesariamente corresponde a la dominancla o dominancia de Pareto (se
recuerda que una alternativa x domina a otra y si y solo si x es al
menos tan buena como y para todo criterio, y es estrictamente mejor para

al menos un criterlio).

Fishburn (1982, 1984)

En un contexto de toma de decislones bajo riesgo, donde el conjunto de
alternativas, A, es un conjunto convexo de medidas de probabilidad,
Fishburn (1982) generaliza la conocida teoria de utilidad lineal de von
Neumann y Morgenstern (1967). Para modelar las preferencias, en vez de

una funcién de utilidad usa una funciéon binaria i(,): A x A — [-1,1]

antisimétrica (i(x,y) = -~ I(y,%)), que puede interpretarse como una
medlda de intensldad de preferencia. Demuesira que la propiedad de
transitividad

ile,y) + ily,z) = i(x,2) Va,yv,z ¢ A

implica la existencia de una funcién de utilidad u sobre A tal que
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iGe,y) = ulx) - aly)

situaclon en la cual su teoria se reduce a la teoria de utilidad
tradiclonal. Posteriormente Fishburn (1984) aplica sus ideas al caso

multicriterio y obtiene su teoria de utilidad no lineal multiatributo.

Trejos (1991); Bana e Costa y Vincke (1992

Trejos (1991) y Bana e Costa y Vincke (1992) en forma independiente han
propuesto indlces binarios de credibilidad aplicables a modelos aditivos
cuando hay imprecisidén en la asignacidén de los pesos. La credibilidad
c(x,y) de que una alternativa x es mejor que una allernativa y es una
cierta medida (el volumen o una determinada proyeccién) sobre la
interseccion de dos conjuntos, un paralelepipedo de pesos admisibles,
que el decisor especifica dando un intervalo de indeterminacién a cada
Peso W ,...,W, V¥ el semiespacio de los vectores de peso (pl,...J%)
acordes con la proposiciéon de que la alternativa x es al menos tan buena

como la alternativa vy,
' LRy Yy '

b1 el paralelepipedo de pesos admigibles estd totalmente contenido en el
semiespacio H+(x,y). entonces c(x,v) = 1 y la credibilidad de que = es
me jor que y alcanza su maximo, lo que no implica la dominancia de x
sobre vy. Estos indices cumplen la propiedad que Fishburn (1973) vy

Suppes et al. (1989) denominan de transitividad estocdslica moderada

clx,y) =z cly,z) 2 0.5 == c(x,z) 2 cly,=z)

Para determinar estos indices, a diferencia de los que se proponen en el
Anexo B, el decisor tiene que especificar ¢l intervalo de variacién del
peso de cada criterio. Para esto es generalmente recomendabhle fijar un
criterio de referencia, por ejemplo uno que se exprese en términos

monetarios, y asignarle un valor fijo con intervalo de variacién cero.
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2. ASPECTOS CONCEPTUALES DE LA TOMA DE DECISIONES

Toda actividad consclente individual o colectiva implica tomar
decislones. A pesar de las particularidades se puede distinguir una
estructura comin cuyos elementos esenciales son la  prevision o
estimacién de las posibles consecuencias de las acciones y las
preferenclas sobre estas previsiones por parte de quien decide. A
partir de esta estructura resultan problemas de toima de decisiones con
denominaciones diversas dependiendo del numero de criterios que
intervienen en la decisién, de Jla forma en que se estiman las
consecuencias de las acclones, de si la decisién es Individual o en

grupa, etc.

2.1 E1 concepto de decision

Decidir es un proceso en que alguien, denominado decisor, que puede ser
un  individuo o un grupo de individuos, para cumplir determinados
objetivos identifica y poslblemente disefia un conjunte de dos o mas
cursos de accidn alternativos, estima las consecuencias que espera de
cada uno de ellos, y los estimados resultantes los compara
preferencialmente para selecclonar ¢l curso de accidén que se llevara a
cabo. [El estimado de las consecuencias de un curso de accidén consiste
entonces en la informacidn relevante para la eleccidén y describe lo que
se esperaria sobre el logro de los distintos objetivos si el curso de
accion considerado se llevara a cabo, e incluye riesgos, costos y uso de

recursos que podrian afectar la eleccion.

Dos cursos de accién con el wmismo estimado de cousecuencias por
definicién no son distingulbles preferencialmente, por lo que no da
lugar a confusién usar el mismo término, opcidén o alteirnativa, para
referirse indistintamente a un curse de accidn alternativo o al estimado
de su consecuencia. Por brevedad los cursos de accidén alternativos

también se denominan acciones alternativas o simplemgnte acciones.



22

2.2 Estructuras de preferencia

Una eslructura de preferencia es cualquier estructura matemidtica que
representa un sistema de preferencias sobre los elementos de un conjunto
dado. Ikntre las estructuras de preferencia deterministas (en el Cap 3
se muestran estructuras de preferencla probabilistas) estan, de lo
general a lo particular, las funciones de eleccidn, las relaclones

binarias, los modelos algebralcos de preferencia y los ordenamientos.

2.2.1. Funciones de eleccién. Una funcidén de eleccion sobre un conjunto
A es una funcion C: 2° — 2! que determina los elementos elegidos o
aceptados C(X) € X, o equlvalentemente, los elementos rechazados X -
C(X), de cada subconjunto X & A. C(X)} puede ser el conjunto vacio, ¢, o
alternativa del estado actual o del statu quo, en cuyo caso se dice
también que no hay eleccidén. Por basarse Unicamente en el concepto de
funcion de conjunto, la funclén de eleccidén es la estructura de
preferencia determinista mds general y tlene como casos particulares las
relaciones binarias y los ordenamientos, los cuales se consideran mas
adelante, y permite definir en forma compacta los siguientes conceptos

importantes.

Un problema de ltoma de decisiones es un par <A, C>, donde A es un
conjunto de alternativas y C una funcién de eleccioén sobre A; C(A) € A
es la solucidétn de este problema. Un principic de optimalidad del
problema de toma de decisiones <A, C>, es un conjunto de condiciones
necesarias y/o suflclentes para que una alternativa sea elegida dentro
de ciertos subconjuntos X &€ A por la funcién de eleccidén C. Un problema
de toma de decisiones <A, C> en que se conocen el conjunto de
alternativas y la {funcién de elecclédn es un problema de optimacion
(generalizado) y si se conoce ¢l conjunto de alternativas pero no
totalmente la funcidén de eleccién se denomina problema de eleccion.
Para resolver un problema de eleccidén no necesariamente hay que
reconstruir totalmente la funcion de eleccidn, a veces se puede resolver

explotando sus propiedades; como las que se consideran en 3. 3.

La forma mas usual de representar las preferencias es mediante
relaciones binarias, como se indica a continuacién, pero hay que hacer

notar dque esto a veces no es posible vy se tiene que recurrir a una
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funcldéon de elecciom porque la eleccion no se basa .en comparaciones por
pares; esto puede ocurrir en las decisiones de grupo mediante
votaciones, cuando se aplica el criterie de eleccelén minimax
arrepentimiento o de Savage de teoria de Juegos o al usar el método
axiomdtico de Arrow -~ Reynaud (1986), aplicable a las decisiones

multicriterio y a las decisiones en grupo.

<.2.2 Relaciones binarias. Son estructuras de preferencia sobre un

conjunto A las sigulentes:

a) un par <A,S>, donde $ es una relaciéon binaria reflexiva sobre A; xSy
significa que la alternativa x es al menos tan preferida como la
alternativa y; la relaciéon S se denomina preferencia débil,

b) un cuarteto <A, I, P, R>, siendo I, P y R relaciones binarias sobre
A, denominadas indiferencia, preferencia fuerte y relacién de
Incomparabilidad, respectivamente, tales que para todo par de
alternativas x, v € A se satlsface exactamente una:

xly, "hay indiferencia entre x y y"

xPy, "x es preferido a y"
ypxn "Y es pl“efer“ldo a H"

xRy, "hay incomparabilidad entre las alternativas xy y"

donde por su significado 1 es reflexiva y simétrica, P aslmétrica y R

simétrica e irreflexiva.

Las estructuras de preferencia a) y b) son equivalentes entre si, donde
S =P U1 (ver Cap 4), y son un caso particular de la funcidén de
eleccién (Cap 3). A su vez los ordenamientos (Cap 4) son relacliones
binarias con determinadas propiedades y constituyen las estructuras de

preferencia mas elementales.

2.2.4 MNodelos (algebraicos) de preferencia. Por su interés en este
trabajo mencionamos unicamente los siguientes dos modelos algebralcos,
los cuales modelan una relacién de preferencia estricta sobre A,

denotada como siempre por P:

a) modelo de intensidad:



A

X Py =2 () ilx,y) > 0O V x,y € A

donde i(,) es una funciédn real sobre A x A, llamada funcién de
intensidad; esta funcién es UOnica salve transformaclones dque
preservan su signo (por lo que sin perder generalidad para garantizar
la asimetria de P se puede suponer que esta funclon es antisimélrica:

iy, x) = - i(x,y));

b) modelo de utilidad (o de valor):
X Py s (&) u(x) - uly) >0 V %,y € A

donde u() es una funcién real sobre A, llamada funcion de utilidad o
de valor; esta funclén es anica salvo transformaciones mondétonas, por
lo cual se dice también que u determina una escala ordinal de

preferencias sobre las alternativas.

En cualquiera de los dos casos el modelo es incompleto si  opera
unicamente la implicaclén, =, y complelo sl opera la equivalencia, ¢«
(no se considera un modelo de la forma u(x) ~ u(y) > 0 2 x P y porque
i(x,y) = 0 no daria ninguna informaclén sobre el resultado de comparar x
con y)}. Un modelo algebraico es desacoplado si las alternativas se
comparan evaluando cada una de ellas por separado, por lo que es
propiamente un modelo de mediciéon (Krantz et al., 1971); en caso
contrario se dice que el modelo es acoplado. Todo modelo de utilidad es

entonces desacoplado pero uno de intensidad no necesariamente lo es.

Un modelo de intensidad se reduce a uno de utilidad sii existe una

funcién u sobre A tal que
agn(i(x,y}) = ogn(u(x) - u(y)) Vx,y € A

donde agn() es la funcién signo (egn(x) > 0 & x > 0}, y en particular

existe una funcidén u sobre A tal que

10x,y) = ulx) - uly) V s,y € A

1

511 el modelo de intensidad cumple la propiedad de trangitividad



ilw,y) + i(y,=) = i(x,z) v X, ¥, € A

(lo que se demuestra observande que dicha propledad implica que para
cualquier elemento de referencia r ¢ A se cumple que para todo par de
alternativas x,y, I(x,y) = i(x,r) + i(r,y) = i(x, ) - i(y,r) = uf{x) -~

u(y), donde u(x) = i(x,r) V x & A.)

Obsérvese que usar un clerto modelo algebraico implica que la relacidn
de preferencia cumple determinadas condiciones; asi, el modelo de
utilidad requiere que la preferencia sea transitiva y no asi el modelo
de intensidad. Esto lleva al concepte de axiomaltizacién de un modelo
algebraico de preferencia, que consiste en un conjunto de propiedades o
axjiomas necesario y suficiente para que un sistema de preferencias se
pueda representar fielmente por dicho modelo. La axiomatizacidn
solamente se ha alcanzado en modelos de utilidad; en Fishburn (1989)
puede encontrarse una interesante perspectiva de los resultados logrados
al respecto en los uUltimos cincuenta aiios, donde se comenta una clase de
axiomatizacion distinta a la mencionada, de interés en la teoria de
decislones en grupo e iniciada por Arrow, en la que se lidentifican
grupos contradictorios de axiomas de eleccion, cada uno de los cuales es

atractivo en lo individual.

2.3 Problemas multicriterio

IEn la literatura los términos atributo, criterio y objetivo no tienen un
significado universalmente aceptado, se usan a veces como sindnimos,
habliendo clerta confuslén al respecto. lLas definiclones que siguen
modifican ligeramente las de [French (1988, pp 105) para que el
significado que se infiere de problemas multicriterio y problemas
multiobjetivo coincida con el usual en la literatura y para contar con

un término mas general que los otros dos (atribuio).

Convendremos que un alributo es un aspecto o propledad de las
alternatlivas que es relevante para 1la eleccién. Un criterio es un
atrlbuto que tliene asoclada una estructura de preferencla independiente
(de los otros atributos), en el sentido que al mantener los otros
atributos constantes la estructura de preferencla sobre las alternativas

es exactamente la misma independientemente de logs niveles o valores de



26

L)

los atributos que se mantuvieron constantes. Un problema de toma de
decisiones es multicriterio sl todos los atributos son criterios. [En un
problema multicriterio una alternativa domina a otra si es al menos tan
buena como la segunda para todos los criterios y es estrictamente mejor
para al menos uno de ellos. Un objetivo es un criterlio cuya estructura
de preferencia estd determinada por una direccldéon de menos a mas

preferido scbre una determinada escala (objetiva o subjetiva).

S1 un problema de toma de decisiones tiene un solo atributo, entonces
(por definicién de decision) sobre este debe haber una estructura de
preferencia, por lo que es un criterio, y el problema se denomina
monocriterio. Los problemas de toma de declsiones multiatributlo,
multicriterio y multiobjetivo tlenen dos o mas atributos, criterios u
objetlivos, respectivamente, siendo todos de la misma especie. En estos
términos puede decirse que por su complejidad no existe propiamente una

teoria de toma de decisiones multiatributo.

Ejemplos: La temperatura y la humedad especifica del aire determinan
completamente la comodidad en el Interior de un local, donde se supone
que la velocldad del alre es nula; las preferencias sobre las
temperaturas o sobre las humedades especificas desde el punto de vista
de la comodidad no estdn definldas porque dependen del valor de la otra
variable; por tanto ambas varlables son atributos, no scn criterlos, y
el problema es estrictamente multiatributo. La temperatura del cuerpo
humano como indicador de salud no tiene una direccidén de menos a mas
preferible, pero hay una estructura de preferencia porque ella es mejor
cuanto mas proxima se encuentra a un cierto valor (alrededor de 36.5
°C); en este caso la temperatura del cuerpo hunsno es un criterio pero
no un objetivo. Contar con mds recursos economicos es generalmente un

objetivo,

Un perfil (de preferencias) es un conjunto de estructuras de preferencia
sobre un conjunto fijo de alternativas. En las decisiones en grupo cada
estructura de preferencia de un perfil corresponde a un miembro del
grupo y usualmente es un ordenamlento; en los problemas multicriterio

cada estructura de preferencia del perfil corresponde a un criterio.
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2.4 La estimacion de consecuencias

El espacio de consecuencias de un problema de toma de decisiones es un
conjunto tal que necesariamente uno y solo uno de sus elementos ocurre,
cada uno de los cuales describe las consecuenclas en el logro de los
objetlvos como resultado de llevar a cabo algin curso de accidn, aunque
las consecuenclas correspondientes a un delerminado curso de accion no
necesariamente se conozcan con certeza. Ll espacio de consecuenclas
puede ser una relacldén cartesiana de dos o mas factores, en particular
un producto cartesiano o un espacio geomélrico de varias dimensiones,
donde cada factor es un atributo con una escala (objetiva o subjetiva)

de dos o mas niveles.

La estimaclén de consecuenclas de un curso de accidén es determinista,
probabilista o indeterminista, segin que el estimado de consecuencias
correspondiente sea un elemento del espacio de consecuenclas, una
distribucion de probabilidades sobre dicho espacio o un subconjunto del
mismo, respectivamente. Fstas formas de estimacién se mencionan por
orden decreclente en el conocimiento sobre el elemento del espacio de
consecuencias que ocurriria si se llevara a cabo el curso de accidn
conslderado. Los problemas de toma de decisiones se denominan bajo
certeza, bajo riesgo o bajo incertidumbre segin que todos los estimados
de consecuencias sean deterministas, probabilistas o indeterministas,
respectivamente. Puede mencionarse también la toma de decislones
difusa, en la cual cada estimado de consecuencias es un subconjunto

difuso del espacio de consecuencias (Dubols y Prade, 1980).

Se observa que la estimacion determinista es un caso limite de las otras
y que solamente en la toma de decisiones bajo certeza los estimados de
consecuenclas para atributos distintos son siempre Independientes. Por
esta complejidad las teorias existentes de toma de decisiones
multicriterio caen en la categoria de bajo certeza, excepto la llamada
teoria de wutlilidad multiatributo (que en nuestra terminologia se
denominaria multicriteric en vez de multiatributo porque para cada
dimension hay una estructura de preferencia) , la cual es bajo riesgo
pero elude las complicaciones de ciertas interdependencias entre las
estructuras de preferencia de los criterios, suponiendo 1la llamada

independiencia en utilidad, y en sus aplicaciones se hace generalmente
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la hipotesis simplificatoria de que las consecuencias sobre los
distintos criterios tienen distribuciones de probabilidad independientes

(ver Keeney y Ralffa, 1976 y Keeney y Nair, 1976).

El esquema de toma de decislones bajo certeza no excluye que se puedan
conslderar como atributos medidas de incertidumbre como variancias (de
distribuciones de probabilidad) o probabilidades, por lo que dicho

esquemna es menos restrictivo de lo que podria parecer.

Estados del mundo y juegos

Una situaclién importante se presenta cuando las consecuencias de cada
curso de accldén estan determinadas por el estado del mundo que ocurre,
el cual no se conoce con certeza antes de tomar la decisidon, ni es
afectado por esta, y que pertenece a un conjunlto conocido excluyente y
exhaustivo, 5, llamado de estados de mundo. Por tanto en esta situacidn
se conoce una funcién o: S x A —> €, donde A es el conjunto de cursos de
acclén alternativos y € el espaclo de congsecuencias, tal que of(s,x) € C
especlfica las consecuencias de llevar a cabo el curso de accién x dado
que ocurre el estado del mundo 8. Se pregentan dos cascs segun se
disponga o no de una distribucién de probabilidades sobre S para estimar
el estado del mundc. En el primer caso resulta una toma de declsiones
bajo riesgo en la que el estimado de las consecuencias de cada curso de
acclén x es la distribucién de probabilidades que resulta de la funclidn
o(x,.) cuando el segundo argumento tiene la distribucién conocida sobre
S; en este caso se puede suponer ademds una incertidumbre sobre 1la
propia funcién o, llamada por Savage (1954) incertidumbre residual. En
el segundo caso resulta una toma de declslones bajo incertidumbre con
estados del mundo, o juego (con dos participantes), en la que el
estimado de las consecuencias del curso de accion x es simplemente el

subconjunto de consecuencias {o(s,x): s ¢ §}.

In este ultimo caso se puede usar una notacién simétrica en la que cada
curso de accién y cada estado del mundo se fdentifican con sus
respectivos estimados de consecuencias, es decir, % € A se identifica
con {o(s,x): 8 ¢ 8} S Cy s ¢ 8 se identifica con {o(a,x): x ¢ A} € C,
respectivanmente. £l problema se puede pensar entonces como de dos

Jugadores que independieniemente eligen, uno sobre A y el olro sobre G,
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después de lo cual las consecuenclas para el primero, llamado el jugador
de referencla, estan dadas por o(x,s) ¢ €. Cuando todos los conjuntos
son flnitos y cada consecuencia en € es un numero real, que se
interpreta como una posible ganancia del Jjugador de referencia, entonces
el juego se puede representar con una matriz, denominada matriz de
Juegos, en la que convenclonalmente A es el conjunto de renglones y S el
conjunto de columnas: el jugador de referencla elige un renglén y el
otro una columna y como consecuencia el primero recibe una ganancia

igual al correspondiente elemento de la malriz.

2.5 Modelos de preferencia bajo riesgo

En la toma de decislones bajo riesgo las alternativas son distribuciones
de probabllidad sobre un espacio de consecuencias. In estos casos para
modelar las preferenclas se cuenta con el modelo de ulilidad esperada,
el cual esta totalmente determinado por una funcién real (medible) sobre
el espaclo de consecuencias, €, llamada funcién de utilidad, tal que se

cunple el modelo de preferencla
R preferido a 8 » () E{u,R) - E(u,8) > 0 VRS eA

donde A es el conjunto de alternativas (distribuciones de probabilidad
sobre C) y E(u,R) es el valor esperado de la funcién u respecto de la

distribucién R, dado por

E(u,R) = y u(x) R(x) C discreto
XEC

E{u,R) = I ulx) dr{x) C continuo
weC

51 la funclén de utllidad existe entonces es Unica salvo trasformaclones
lineales positivas (u'= ou + 8, o > 0) y la mejor alternativa es la que
hace méxima la utilidad esperada, es decir, que resuelve max {E{u,R)! R
€ A}. 51 se considera que la funcién de utilidad modela las
preferencias sobre el conjunto de todas las loterias sobre C que dan
probabilidad uno a un elemento de € (una loteria sobre C es una
distribucién de probabilidad sobre ¢ que asocia pobabllidades no nulas
solamente a un mimero finite de elementos de ¢}, entonces la funcién de

utilidad es wuna funcion de valor en el sentido que modela las
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preferenclas sobre el espacio de consecuenclas:
¥ preferido a y = (¢=) ulx) - uly) » 0 V %,y € C

Una funcién de valor se transforma en una de utilidad (si existe)
medliante una trasformacidon monélona. Solamente en el contexto de 1la
toma de declslones bajo riesgo es necesario distingulr las funciones de

utilidad de las de wvalor.

Cualquier funclén de utilidad u sobre C se puede extender al conjunto de
alternativas A definiendo u(@) = E(u,R) para toda R en €, de modo que el

modelo de preferencla toma la forma
R preferido a § = (&) u(R) ~ ul(s8) >0 VRS eA

(N6tese que una funcién que satisfaga este modelo no necesariamente

B
L4

de utilidad, por lo que este Gltimo modelo es més general que el de

utilidad esperada.)

La llamada teoria de utilidad se ocupa principalmente del conjunto de
condicliones necesarias y suficlentes para que exista una funcion de
utilidad y, con base en ellas, de los procedimientos practicos para

estimar dichas funclones,

La linealidad del operador de valor esperado, la convexidad de los
conjuntos de funciones de distribucidén (sobre las consecuencias) y el
cardcter desacoplado del modelo de utilidad dan una estructura de
preferencia bastante rigida en el sentido que da poco margen a
desviacliones en las preferencias del declisor. Ello tiene la ventaja de
que con relativamente pocas preguntas al decisor, si este las puede
reponder, se obtlene una aproximacion de la funcidén de utilidad que
permite identificar "la mejor" alternativa. De estudios psicoldgicos de
la eleccidén (Tversky, 1969) es aceptado que el modelo de utilidad
esperada rara vez describe la eleccidon de los individuos porque estos no
cumplen las condiciones de "racionalidad" implicadas por el modelo; su
uso entonces debe ser mids bilen normativo, lo «que implica revisar las
preferenclas del decisor cada vez que estas violan ei sistema de axiomas

correspondlente.
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1l modelo de utllidad esperada fue propuesto originalmente por Bernoulll
(Daniel, 1738) para explicar que la gente es adversa al riesgo al elegir
entre alternativas con riesgos monetarios porque ella se fija no en su
ingreso esperado sino en el valor esperado de una funcién del ingreso,
denominada funciéon de utllidad, la cual aumenta con tasas decrecientes y
no linealmente con la cantidad de dinero. Iniclalmente esta propledad
se Interpretaba como una ley eccnémica, de que la utilidad marginal del
valor del dinero es decreclente, y la funcléon de utilidad se asoclaba a

diferencias en preferencia, independientemente de la probabilidad o el

riesgo. sta interpretacién fracasé en dar un sentido operacional a
dicha funcién y poder expresarla numéricamente. l.a caracterizacién

moderna de las funclones de utilidad y la axiomatizacidén del modelo de
utilidad esperada requieren la intervencion explicita de las
probabllidades, todo lo cual se inicia entre otros con Frisch (1926) y
después se refina sigulendo diversas variantes con Ramsey (1931), von
Neumann y Morgenstern (1944), Savage (1954), etc.. Por no resultar lo
suflcientemene realista, el modelo de utilidad esperada se generallza
posteriormente intentando esencialmente relajar el axioma de linealidad
(el cual aparece en el sigulente teorema), pudiéndose mencionar el
modelo de utilidad no lineal de Fishburn (1982), el cual luego aplica al

caso multicriterio (Fishburn, 1984).

El sigulente tecrema (Fishburn, 1970, pp 107) ilustra la axiomalizacién
de un modelo de utilidad esperada y el tipo de propiedades que debe
cumplir una relaclén de preferencia, P, para que pueda ser modelada con
un modelo lineal de utilidad esperada, entre ellas el axioma de
linealidad.

Teorema. Sea L el conjunto de todas las loterias sobre €, y P una
relacion de biparla sobre L. Existe una funcién real sobre ¢, u, que

satisface
RPS ¢ E(u, ) - E(u,8) >0 VI,S € A

sil, para todo R,S,T & L,
(a) (axioma de orden débil) P es asimétrica y negativa transitiva
(b) (axioma de linealidad)

(RPS, 0 < 2@ < 1) = [eR + (1 - )T P [eS + (1 -~ a)T)



(c) (axioma arquimediano) m
(RPS, SPT) = (el + (1 ~ «)TIPS y SP{AR + (1 - B)T]
para algin o, ¢ (0,1).
Iln este teorema P se interpreta como una relacién de preferencia sobre
C, es decir, R’PS significa que la loteria R es preferida a la loteria §,
y aR + (1 - )T con a« € (0,1) es la loteria que a cada X & C le asigna

el ndmero (la probabilidad) oR(X) + (1 - a)X(X).

Un conjunto de axiomas como el anterior, que garantiza la existencia de
una funcién de utilidad, contiene implicitamente los principios
metodoldégicos para medirla. Por otro lado, como las preferencias del
decisor no cumplen generalmente de manera natural tales conjuntos de

axiomas, en la practica estos tienen caracter normativo.

2.6 Hodelos de preferencia bajo Incertidumbre

En la toma de declsiones bajo incertidumbre las alternativas son
subconjuntos del espaclo de consecuencias (no se dispone de
distribuciones de probabilidad para estimar las consecuencias).
Supdéngase que el espacio de consecuencias es finito y formade por
nimerog reales que representan ganancias del decisor, de modo que si
después de la eleccién ocurre la consecuencia o« € € & R, entonces el
tomador de decisliones recibe un pago o ganancia «. La decisidn tiene
entonces un objetivo, hacer miximo el valor de dicho pago. Se Lienen

los sigulentes criterios de optimalidad:

Maximin (pesimista). La mejor alternativa es la que hace maxima la
minima ganancia, es decir, la que resuelve

max min {:)}
steh

Maximax (optimista). La mejor alternativa es la que hace maxima la
maxima ganancla, es decir, la que resuelve

max max {x}
wEA

Hurwicz. La mejor alternativa es la que hace mdximo el valor de la

combinacion convexa de ganancias [a min {x} + (1-a) max {x}}, donde w €
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(0,1), es decir, la que resuelve

max [e min {x} + (1-a) max {x}]
€A

Laplace, La mejor alternativa es la que hace mixima la ganancia

promedio, es decir, que resuelve

T A
max ']‘:'E-I‘ L }ik

xeA

donde xle x denota los elementos de la alternativa .
{

Las estructuras de preferencia anteriores se pueden representar por el

modelo de utilidad

x preferido a y &» u(x) - uly) >0 V o,y € A
donde
Criterio de optimalidad Funcién de utilidad u()
Maximin (pesimista) min {x}
Maximdx (optimista) max {x}
Hurwicz a min {x} + (1-«) max {x}
1 .
Laplace nglw ),, Kk

lo cual asegura que estas estructuras cumplen una serlie de propledades,
como que la preferencla es transitiva y que la eleccidn cumple el axioma
de la alternativa irrelevante o rechazada lel resultado de la elecclén

no es alteradc por la presencia de allernativas que no seran elegidas).

las estructuras anterlores se presentan usualmente en el contexto mas
especifico de un Juego, en que cada alternativa es un rengldédn de una
matriz (por tanto ahora todas las alternativas tienen el mismo nimero de
posibles consecuencias) y cada estado del mundo corresponde con una
columna de la misma matrlz; como consecuencia el decisor gana lo que
indica ¢l elemento de la interseccion del renglén y la columna elegidosg,
Se puede suponer que el estado del mundo lo determiﬁa otro Jugador cuya
actitud hacla el decisor puede suponerse neutral, cooperativa o

antagonista, en funcléon de lo cual dichas estructuras no son todag



fgualmente apropladas para todos estos casos. Las  estructuras
conslderadas no dependen de la correspondencia entre estados del mundo vy
consecuenclas; son invariables bajo permutaciones de los elementos de
cada rengléon de la matriz de pagos, lo cual permite elliminaciones mas
estrictas del tipo de Pareto al comparar los renglones después de
ordenar sus elementos. ILEsta propledad y el axioma de la alternativa
Irrelevante no son cumplidos en general por la sigulente estructura de

preferenci.:,

Arrepentimiento minimax o criterio de Savage. La mejor alternativa es la
que hace minimo el maximo arrepentimiento: es la alternativa 1+ ¢ A

(rengldn) que resuelve

min max r
i J 1]
donde

I = Mmax C - C
1] m 1) i}

es el arrepentimiento (mdximo} del decisor si elige la alterativa 1\
slendo que resulta el estado del mundo j, pues se supone que el decisor
compara la ganancla cij que reclbe con la que podria haber tenido de
haber sabido el verdadero estado del mundo, m%x c . I.a matriz

m j
correspondiente a rij se llama matriz de arrepentimiento.

Teorema 2.1. 51 la ganancia maxima para todos los estados del mundo es
la misma, es decir, existe una constante ¢ tal que para todo estado del
nundo j, max c . = C, entonces la solucidén del arrepentimliento minimax

i)
coincide con la solucidén maximin.

Demostracién. min max(max ¢ - ¢ ) = min max(c - ¢ ) =
] J m mj | 1 ] 1]

= min{c -min ¢ ) = ¢ - max min ¢ ®.
1 j i} i i 1]

Ejemplo numérico

La matriz de Juego que se muestra determina la matriz de arrepentimiento

que aparece al lado.
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Estados del mundo - Egtados del mundo
Opcionen £3 3 t Opciones 5 15 13
P 1 a S :5 [ —— rtnen: 1 (-2 3

1] - 950 §) 1000 W 985 50 Q

X 35 50 10 )14 0 0 990

Y 20 30 40 ¥ 15 20 260

25 25 25 A 10 25 975

MATRIZ DE JUEGO (GANANCIAS) MATRIZ DE ARREPENTIMIENTO

El orden de las alternativas para cada criterio de optimalidad se indica
a continuacién; como el criterio del arrepentimiento minimax no cumple
el axioma de la alternativa irrelevante de Arrow, habria que especificar
si el ordenamiento mostrado se obtiene eliminando o sin eliminar las
alternativas segin van entrando en la seleccidn; en este elemplo

numérico no es necesario porgue ambos ordenamientos colnclden.

Criterio de optimalidad Ordenamiento de las alternativas
Maximin (pesimista) min{x} ZPyPxPu

(25 > 20 > 10 > ~ 950)
Maximax (optimista) max {x} wPxPyPz

(1000 > 50 > 40 > 25
Hurwitz amin{x} + (1-o)max{x} wIyPulz

(30 > 25; t = 0.5)
Laplace T%T y X xPyPzPu

e (95 > 90 > 75 > 50)

Arrepentimiento m%n max(max ¢ = - c ) yPzPuPs
minimax bomeow) b (960 < 975 < 985 < 990)

2.7 Aplicacidén al andlisis de conflictos y la negociacién

LLa estructura de una matrilz de juego y los criterios de optimalidad de
la seccilén anterior pueden trasladarse a un problema de toma de
decisiones en que el conjunto 5 de estados del mundo se interpreta ahora
como un conjunto de agenles y cada elemento CU de la matriz, ahora
restringido a tomar sus valores en el intrervalo [b,l], se interpreta
como el grado de satisfaccién asoclado al agente j cuando se elige la

alternativa 1. Fn este nuevo contexto tiene sentido el siguiente
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criterio de optimalidad:

Criterio de Nash. La mejor alternativa es la que hace maximo el producto
de los grados de satisfacclon, es decir, la alternativa (renglon) 1 e A

que resuelve

max (il ¢ )

1 b1}
Notese que este criterio hace mdxima la satisfaccién de cualquier agente
cuando la satisfaccidén de los demds agentes se mantiene constante. LEste
criterio de optimalldad equlivale a que la solucién cumple las siguientes

propiedades (Nash, 1950):

a) es un optimo de Pareto (pasar a otra alternativa implica empeorar o
al menos no mejorar el grado de satisfaccién de uno o mas agentes});

b) no se altera sl el grado de satlisfaccidn de un agente para todas las
alternativas se multiplica por una constante positiva;

c) no depende del ordenamiento de los agentes y las alternativas en la
matriz;

d) es independiente de las alternativas irrelevantes.

La propledad b} evita comparaciones interpersonales y mediante
multiplicaclones apropiadas permite normalizar a 1 el grado maximo de
satisfaccion de cada agente. Después de esta normalizaclén por el

teorema 2.1 el criterio de Nash se reduce al de optimalidad maximin,

Gastel y Pealink (1992) generalizan 1los criterios de optimalidad
anteriores al caso en que el conjunto de alternativas forma un continuo,
representado por un intervalo cerrado, y consecuentemente las funciones
de satlsfaccildn son funciones continuas sobre dicho intervale. En este

caso el criterlo de Nash se reduce también al de optimalidad maximin.

2.8 Decisiones en grupo y decisiones multicritrerio

lLLas decisiones en grupe y las decisiones multicriteric tienen cono
problema central agregar las estructuras de preferencia de un perfil
para obtener una estiructura de preferencia "represeniativa" del mismo, y
en particular identificar "la mejer alternativa". Diversos aspectos

pueden itrasladarse de un caso al otro, incluso existe un método, de
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Arrow y Reynaud (1986), diseflado para aplicarse en ambas situaclones, el
cual usa como informaciéon sobre el conjunto de alternativas uUnicamente
el perfil correspondiente, por lo que, come es de esperar, a diferencla
de otros métodos de toma de decisiones multicriterio, el procedimiento
de agregaclon no requiere de escalas de medida sobre los atributes y

consecuentemente no hace uso de un espacio de consecuencias.

Segun Bunge (1980) solamente existen decisiones individuales, pues en
las llamadas decisionhes en grupo lo que ocurre es que cada uno de sus
miembros toma la misma decisién y por tanto todos actian
consistentemente con ella. $in ser tan restrictivos en el significado
del término decisidén, se reconoce que en las declsiones en grupo los
estimados de las consecuencias y las preferencias sobre estos no son en
general compartidos por todos los miembros, al menos en cilerto momento
(si lo fueran en vez de una decisién en grupo serian varias decislones
individuales 1idénticas). Cuando no se comparten estimados de
consecuenclas o preferencias sobre éstas, la decisidn en grupo sdlo se
puede basar en el perfil de preferencias, en cuyo caso las condiclones
de "raclionalidad", como la transitividad de la preferencia (ver por
ejemplo Fishburn, 1970b, 1980), son menos restrictivas que en las
decisiones individuales.

[Los problemas multicriterio de interés no tienen una solucidén trivial,
es decir, no exliste una alternativa que domina a todas las demé&s, por lo
que el decisor se encuentra en el dilema de tener que sacrificar unos
criterios para poder mejorar otros. Esta situacién es similar a una
decisién social o de grupo en cuanto a que los individuos tienen
preferencias diferentes y para cualquier decisién que se tome la
alternativa seleccionada no serd la mejor para al menos uno de los
miembros del grupo; en ambas situaciones se tlene que resolver un
conflicto, entre objetivos de un individuo en un caso y entre
preferencias de individuos en el otro. Otra simillitud entre ambas
clases de problemas es que la existencia de criterios cuya funcldn es
filtrar las alternativas que no cumplen determinadas condiclones mininas
correponde en las decisiones en grupo a la presencia de decisores con

capacidad de veto.
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Entre ambas clases de problemas hay sin embargo diferenclas. La mas
importante e¢s que en la toma de decislones multicriterio tiene sentido
plantear la compensacion entre crilerios y preguntar al decisor qué esta
dispuesto a perder de un criterio a cambio de ganar algo en otro, lo
cual no tiene sentido en las decisiones en grupo. Por otro lado, en las
decisiones en grupo ocuren fendmenos que no se dan en la declsidn
individual, esencialmente las interacclones entre los participantes, las
cuales alteran el resultado del proceso, por lo que las llamadas
técnlcas grupales adquieren gran importancia practica. Por esto las
declisiones en grupo generalmente van precedidas de una etapa de
intercomunicacién entre los participantes, la cual puede seguir técnicas
especificas como TKJ, tormenta de ideas, etc. Actualmente este tipo de
técnlcas se estdn reflnando para ser usadas en redes de computadoras <on
el fin de que la comunicacién entre los participantes sea lo mas
obJetiva posible y se puedan eliminar influencias de tipo perscnal,
generadas por liderazgos asociados al prestiglo de los que intervienen o

a su personalidad, pero no al conocimiento del problema.
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3. REPRESENTACION DE PREFERENCIAS MEDIANTE FUNCIONES DE ELECCION

La ldea de funcidén de elecclon se origina en la teoria de la declsidn en
grupo (ver por ejemplo Fishburn, 1973), adeptando una forma apropiada
para este caso pero no para representar estructuras de preferencila
individuales. Esto posiblemente explica que el concepto de funcion de
eleccion haya sido ignorado en la literatura de la teoria de la decisidn
individual, siendo hasta Makarov et al. (1987), libro desconocido en la
literatura occidental, que se define este conceplo de una manera
sencilla y apropiada para representar estructuras de preferencia
individuales (ver 2.2.1), en especial las que no pueden expresarse
mediante relaciones binarias, tales como las asociadas con criterios de

arrepentimiento.

3.1 Operaciones con funciones de eleccion

Sean Cl, Cz’ C funciones de eleccién sobre A; se definen las relaciones
de contensién, &, y de contensién estricta, <, entre funclones de
eleccidn, y las operaciones de composicién, intersecciéon y unién entre

funciones de eleccion (las cuales resultan conmutativas):

t:1 G r:? sii C1(X) C C?(X) VX<EA
C cC_ sli C(X) <« C.(X) VX&A
1 l 1 2
= C C si - ; c
C L1 Lz ii C(X) Ll(Cz(X]] VXacA
C = Cﬂj 62 sii C(X) = Ci(X) ( Cz(X] VX <A
C=cUc, sii CX) = C (X) UC (X VXEA

3.2 Funciones de eleccion generadas por relaciones binarias

Una funcion de eleccidén C es generable por una relacion binaria sii

existe una relacién S sobre el conjunto A de alternativas tal que C = C_
o blen C = Cs, donde

c®(¥) = {x e X: y Sxpara todo y ¢ X } VXS A

C(X) ={xeX: x85ypara todo y € X } VESA
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- 5 . .
en cuyo caso C_y {7 se denominan funciones de elecclon de las
G :

alternativas S-no dominadas y S-dominantes, o blen, pgeneradas por $ en

Fforma directa e inversa, respectivamente. Toda relacién binaria, Q, vy

su dual (ver anexo A), R, generan las mismas dos funcienes de elecclion,
-

C.=C, C =,
5 Q

Es Inmediato que la familla de todas las relaclones binarias 8 € A x A

[
)

que generan en forma inversa (directa) una misma funcién de eleccion C
(CS) es cerrada respecto de la interseccidn (unién).  Por tanto a cada
funclén de elecclon C generable por una relacidon binaria le corresponde
una relacién binaria minima $ (maxima Q) tal que C = c’ (C = CQ), la
cual esta contenida en (contiene) todas las relaciones biparias que
generan C en forma inversa (directa, respectivamente). Se  puede
demostrar que la intersecclidon de dos funciones de eleccion generables
por una relacién binaria es también generable por una relacién binaria y
ademés que:

5 € Q implica c® g CQ; S ¢ Q implica ¢ e V.

Se pueden generar funciones de eleccién a partir de varias relaclones
binarias. Asi, a un conjunto de relaciones binarias 81,...,8 sobre Ay
n
una funcidén booleana sobre A, W(yl,...,y ), les corresponde una funcién
n

de elecclédn C = C(S,*""Sn' Y} dada por

# € C(X) sii W(yl,...,yl) =
3
donde

o

1 st xeC X
¥, = 5

L0 sl xe¢C (X

Se puede demostrar que toda funcién de eleccién C sobre un conjunto

finito de alternativas puede ser generada de esta manera.

Una funcién de eleccién es normal sii para todo X € A y cualquier
cubierta {Xi SAyre I e U Xl} de X
1el .

X - CX) € ¥ ~ N C(X ) (3.1)
el 1
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Esta propiedad significa que para cualquier cubierta de X los rechazados

de X slempre seran rechazados de al menes un clemento de la cublerta.

El sligulente teorema caracteriza las funciones de eleccion que pueden

generarse de una relacldéon binarla:

Teorema. Una funcién de eleccion es generable por una relacion binaria

si y solo s1 es normal.

Demostracion. =: Cg cumple esta condicion porgque si x® € X - C(X)
entonces x Sy para algin y € X y por tanto y ¢ Xi, n ¢ (@(Xl) para

algin conjunto de la cubierta, de donde x ¢ C(XiL : Se va a
1€l
demostrar que si C cumple (3.1) entonces C = Cq, donde

5= U [C(X) x ¥]
XGA

Si x € C(X) entonces xS y para todo y € X, y por tanto x € Cs' de donde
C(X) < CS(X); C_ ¢ C se demuestra por contradiccién: por (3.1), x ¢ C(X)
implica x € X - C(Xl), y por tanto x ¢ (KXi) para al menos un

tel
cenjunto X‘ de la cubierta; por el otro lado x € Cq(X) implica x 5 ¥y

para todo y ¢ X, y por tanto existe una cubierta Xi (1 € 1) de X tal que

X € C(Xi) para toda 1, llegando a una contradicclon. g

3.3 Propiedades de las funciones de eleccién

Normalidad: V X € Ay cualquier cubierta {X € A; 1 ¢ It X< U X} de X
1€l
- o - v
X-CX) €X- n CX)

1]
hereditaria: X € X implica C(X') n X & C(X) V X, X'& A
concordancia: N C(Xi) < Cc(U Xx) v Xlﬁ A
1 i

independencia de las alternativas irrelevantes (o rechazadas):

C(X) ¢ X* € X implica C(X) = C(X") V X,X'€ A
independencia del camino: C(X U X') = C(C(X) UCKK')) V X, %' A
monotonia: X ¢ X' implica C(X) ¢ C(X') - VXK S A

cuasisumatoria: CXUX) =ccx ) Ucix)) V X, X6 A
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sumatoria: XU X)) =c¢x)yUcw) - VX, X's A
multiplicacién: CXn X' ) =CX) nCx') V X,X'¢ A
escalar general: existe una funcidén real g sobre A tal que

C(X) ={x e X: glx) = gly) Vy < X} VX &A
escalar: existe una funcidn real g sobre A inyectiva (g(x) = gly)

implica x = y) tal que C(X) = {xx ¢ X: g(x) =2 gly) Vye X} VX &SA

i

totalmente extremal:; es la unién de funciones de eleccidn escalares CI:
e
c:--mUC1
1=1
paretiana: existen funciones reales sobre A, gor- 18 tales que V X &€ A
in

C(X) es el conjunto de soluciones eficientes, es decir,

C(X) = {x: no existe y € X tal que gl(y) ES gi(x) Vi} VX&A
caracteristica de un conjunto A: Cf(X) =XNA VXA
lransitiva:

C(XlU xa) = C(Xll =, C(xau xa) = C(Xg) Z JEREN C(X1U xa) = C(Xl) =

aciclica: C(XJJ X, = C(X) = ¢ para k = 1,...,n"1 => X # X

antistatu quo: C(X) # ¢ V X = ¢

3.4 Ilusiraclédn de propiedades de las funciones de eleccién

Normallidad: en una competencia'cuyos participantes forman el conjunto X,
ningin perdedor (elemento de X - C(X)) podria ser ganador de todas las

eliminatorias por subgrupos (estar en C(Xl), siendo que todos los
tel
competidores en X estan obligados a inscribirse en al menos un subgrupo

1 € I (o sea, {Xi;i ¢ 1} es una cublerta de X). Propiedad hereditaria:
entre los elegidos de un subconjunto X € X', C(X), esta todo aquel
elemento que seria elegido de un conjunto que lo contenga.
Concordancia: las alternativas elegidas de todos los conjuntos Xl
también serdn elegidas de la unién de los conjuntos. La independencia
de las alternativas irrelevantes o rechazadas significa que la
eliminacién de alternativas que ne seran elegidas no altera el resultado

de la elecclén.

3.5 Relaciones enire propiedades de las funciones de eleccidn

Se pueden demosirar las siguientes afirmaciones (Makarov, I. A., el al,
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1987): (a) una funcloéon de eleccién es generable por una relacion binaria
s y solo si es normal; (b) una funcién de elecciéon es normal si y solo
51 es hereditaria y cumple la condicién de concordancia; (c¢) toda
funcién normal que proviene de una relaclén binaria transitiva cumple la
propledad de la independencla de las alternativas irrelevantes; (d) si
una relacléon § es transitiva (acicllica) entonces CS es Llransitiva
(aciclica, respectivamente); (e) si S es irreflexiva y Cs es una funcilon
de eleccléon transitiva entonces S es transitiva; () toeda funciéon de
eleccion sumatoria es transitiva; (g) toda funcién de eleccion es
sumatoria sii es 1la funcién de eleccidén caracleristica de algin
subconjunto X € A; (h) una funcidén de eleccidén es escalar general sil es
generada por una relacién blnaria irreflexiva, transitiva y negativa
transitiva; (1) toda funcidén de eleccldn escalar general es totalmente
extremal; (Jj) una funcién de eleccién es totalmente extremal sii es
antiestado actual, y cumple las condiclones hereditaria y de
independencia de las alternativas \irrelevantes; (k) una funcién es
independiente del camino sii cumple 1as condliciones hereditaria y de
independencia de las alternativas irrelevantes; (1) una funcién de
eleccién es paretiana sii es generada por una relacidn binaria
transitiva e irreflexiva; (m) una funcién de eleccidén es paretiana sii
es antlestado actual y cumple las condiciones hereditaria y de
independencia de las alternativas irrelevantes; (n) la clase de las
funciones que cumplen las condiciones hereditaria, concordancia y de
independenclia de las alternativas irrelevantes coinciden con las
funciones de eleccidén normales generadas por relacliones binarias
transitivas e irreflexivas; (o) toda funcion sumatoria es normal y

cumple la condicién de independencia de las alternativas irrelevantes.

3.6 Estructura de cleccion probabilista (Suppes et al, 1989)

Una estructura de eleccién probabilista es un triplete <A,M,P>, donde A
es un conjunto de alternativas, M una familia de subconjuntos {initos no
vacios de A, vy P es una funcién real con dominio {(a,B): a ¢ B ¢ M} tal
que
P(a,B) = 0, ) P(b,B) =1
beB ~

P(a,B) se interpreta como la probabilidad de elegir a del conjunto B de

alternativas y M esta formado por todos los subconjuntos de alternativas
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cuyos elementos son comparables entre si. La estructura de eleccion
probabilista <A,M,P> es finita sii el conjunto A es finlto y es cerrada
511 A es finlto v M = {B ¢ A: B # ¢} (todas las alternativas son

comparables entre si). Un caso particular importante es el siguiente:

Una estructura probabilista de comparaciones por paies es una estructura
de elecclén probabilista <AM,P> tal que M es una relacion binaria

reflexiva y simétrica sobre A. lLa estructura es completa sii M = A x A.

3.7 Estructura de comparaciones por pares

Se propone la siguiente definicién que agrupa la de Suppes el al. (1989,
pag 388) para un contexto probabilista y la de Jacquet-Lagréze (1982)

para considerar indices de preferencia binarios:

Definicién. <A, M, ¢, A> es una estructura de comparaciones por pares

sii:

(a) M € A x A es reflexiva y simétrica

(b) A es un conjunto ordenado, denominado indicador de preferencias,
cuya cardinalidad es mayor que 1 y contiene un elemento A, llamado
indiferencia

(c) ¢: M — A es una funcion tal que para todo (x,y), (x,x) e M:

Aﬂ

asimetria de la preferencia: PO, y) > A, = ¢(y,x) no> A

A, = Pply,x) = A,

B

reflexividad de la indiferencla: ¢ (x,5t)

i

simetria de la indiferencia: Oplx,y)

Si (x,y) € M se dice que las alternativas x,y son comparables y on caso

contrario que no son comparables.

La relacién binaria PA definida para cada A = a_ por

H
=

KPAy = Pp(x,y) = A V (x,y) € M Az

se puede intepretar como una relacion de preferencia determinada por un
nivel dado A de decidibilidad o discriminabilidad sobre la preferencia
z* [.as primeras dos
sigulentes definicliones de transitividad se relacionan directamente con

de % sobre y. Claramente, p 2 X = A implica Pug P

propiedades de transitividad de elementos de la familia PA’ A A, una



estructura de comparaciones por pares <A, M, ¢, A> es:
(a) débilmente transitiva siti
pl,y) = A, ¢ly,z) = A, == $(x,z) 2 A

o equlivalentemente, sii P, es transitiva

'R

(b) moderadamente transitiva sil
olx,y) = A, ¢oly,z) = A == ¢(x,2) = nin {¢(x,y), ¢(y,z)}
0 equivalentemente, sil
plx,y) = ¢ply,z) = A = ¢(x,2) = ¢(y,2)}

o equivalentemente, sii PA es trangitiva VA = Aﬁ
(c)} fuertemente transitiva sii
ple,y) = A, oly,z) =2 A, = ¢(x,z) = max {¢(x,y), ¢ly,z)}
o equivalentemente,
¢lx,y) = ¢y, z) = A == ¢(x,z) = ¢(x,y)
(d) estrictamente transitiva sii es fuertemente transitiva y

¢lx,y) > A, ¢ly,z) > A_ = ¢(x,2) > max {¢{x,y), ¢(y, =)}

Es claro que

T. estricta = T. fuerte 2 T. moderada = T. débil

lLas anteriores conslderaciones son aplicables a situaciones monocriterio
y multicriterio. Debido a que la preferencia global induce preferencias
sobre cada criterio (manteniendo constantes los niveles de los demas
criterios), pero no al revés, al pasar de las preferencias sobre los
criterios Individuales a las preferencias globales ocurre un fendmeno
similar al incremento de entropia cuando se pasa de un estado de mayor
orden a uno de menor orden, donde orden se asocia con "raclionalidad".
Asi, sl las preferencias globales cumplen la transitividad moderada
entonces necesariamente las preferencias sobre cada uno de los criterilos
individuales deben cumplir al menos esta propiedad; esto sipnifica que
hay que estar dispuesto a aceptar situaciones Llales como que las
preferencias sobre los criterios individuales sean estrictamente

transitivas pero que las preferencias globales sean débilmente



3-8

transitivas o incluso intransitivas. Las elecciones sociales son un
caso tipico de este fendmeno, donde personas perfectamente racionales en
lo individual pueden ser intransitivas como grupo; la intransitividad
también se presenta en torneos en los que en el desempeiic de los
competldores influyen varias cualldades Iindependientes (un individuo

puede alcanzar nlveles altos en unas cualidades y no en otras).

3.8 Funciones de eleccion dinamicas o decisiones secuenciales

Hay una elecclén inical ng X0 y después se elige sucesivamente de los
subcon juntos X1Q A1’ X2§ Aa"
selecclonado de )& depende solamente de la seleccidn anterior Y €

e

.. de manera que el subconjunto Yl

X11' es decir, existe una funcidén de eleccidon dinamica C(,) & Xl tal

ws

que

Y =C(X,Y ) 1=1,2,...
i 11—t
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4. REPRESENTACION DE PREFERENCIAS MEDIANTE RELACIONES BINARIAS

Un caso especlalmente importante, que incluye los enfoques de teoria de
utllidad y de relaciones binarias de sobreclasificacion, es cuando la
funclién de eleceldn puede ser generada por una relaclén binaria sobre el
conjunto de alternativas, es decir, cuando el sistema de preferencias
correspondiente se basa en comparaciones por pares (de alternativas) y
puede representarse por una relacién binaria. Para analizar las
propiledades de un sistema de preferencias, modelado por una relacidn
binaria, es conveniente descomponer dicha relacién en sus partes
gsimétrica y asiméirica. La parte asimélrica corresponde a la llamada
preferencia estricta, respecto de la cual existen una clasificacion y
teoremas sobre la existencia de una funcién de valor o utilidad que la
represente numéricamente. Se dan estructuras de preferencia que se
requieren para considerar el caso multicriterio; sobre estas no existe
una terminologia universalmente aceptada ni una clasificacién exhaustiva

atendiendo a las propledades de los ordenamientos que produce.

4.1 Partes simétrica y asimétrica de una relacién binaria

Toda relacién binaria S sobre un cenjunto A determina tres relaciones

scbre el mismo conjunto A, definidas por

I = {(x,y): =Sy, ySx} = 5 s
P= {(x,y): =Sy, ySx}=85¢&
R= {(x,¥): %Sy, y5x} =5 5

1

[.a relaclén I es simétrica; se denomina parte simétrica de S o relacidn
de indiferencia; P es asinélrica, se denominag parie asimélrica de S o
relacion de preferencia, y R, que es una relaclilon simétrica, se denomina

parte no comparable de S o relacidn de incomparabilidad.

Se puede demostrar que si 1, P son las partes siméirica y asimétrica de

w, respectivamente, entonces
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1) {I,P} es una particién de S: S=1UP, InP=4¢
2} {I,P,R} es una particion de A x A
3) S reflexiva «» I reflexlva

S transitliva = P e I transitivas

S completa y antisimétrica ¢« P débilmente conexa e I reflexiva

4) P determina S sil S es completa, en cuyo caso

-
<

it

{Ge,y): 2Py o yP x} = p~ U p*
= {(x,y): ®Py, yPx}=P p
R = ¢

S transitiva < P asimétrica, negativa transitiva {» transitiva)

Pt

= | equlivalencia

4.2 Estructura de preferencia basadas en relaciones binarias

Fn 2.2.2 se define una estructura de preferencias basada en relaciones
binarias comc un cuartero <A, I, P, R>, donde A es un conjunto de
alternativas e I, P, R relaclones binarias sobre A, con I reflexiva y
simétrica, P asimétrica y R siméirica e irreflexiva, tal que para todo
par de alternativas x, y € A se satisface exactamente una: a) xIy, "hay
indiferencia entre x y y¥"; b) xPy, "x es preferido a y"; c¢) yPx, "y es
preferido a x"; d) xRy, "hay incomparablilidad entre las alternativas x y

y".

Toda estructura de preferencias <A, I, P, R> determina una unica
relacién S, dada por & = P U I, denominada relacliéon caracteristica, S <
A x A, la cual es reflexiva (porque 1 es reflexival), y reciprocamente,
toda relacidon reflexiva S caracteriza totalmente una estructura de
preferencias <A, I, P, R», donde I, P y R son las partes siméirica,
asimétrica v no comparable de 5, respectivamente. a8y significa que la
alternativa x es al menos tan preferida como la alternactiva y; por esto
a S se le le llama también preferencia en sentido amplio o preferencia

débil, para distinguirla de P, la relacidén de preferencia estricta.

Toda relacion caracteristica S determina una Unica funcion de eleccidn

normal, denominada funcién de eleccidén caracteristica, definida por
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C(X) = {x e X: x Sy para todo y ¢ X} VX & A

=)
Ia cual por ser S reflexiva es tamblén reflexiva, en el senltido que
CS({x}) = {x} V x € A, Reciprocamente, toda funcién de eleccién normal
reflexiva sobre A determina una Unica relacidén binaria S reflexiva sobre
A:

{x} sii xPy
{y} sii yPx
{x,y} sii xly

¢  siil =Ry

nl

Cq({x,y}) = {z € {x,y}: z5x, zSy } = V w2y € A

y de esta manera C_ determina las partes simélrica y asimétrica de 5 (y
S J

por tanlto a S). Similarmente, la relacién de preferencia P determina

una Gnica funcién de eleccidn normal

cP(X) = {x e X: y P'x para todo y € %} VX&A

la cual es también irreflexiva por ser P irreflexiva. Reciprocamente,
toda funcidén de eleccidén normal y reflexiva sobre A determina una Unica

relaciéon P asimétrica sobre A:

p ) ) {x} sii xPy
C ({x,y}) ={z ¢ {x,y}: 2P 2z, yP 2} = {y} sii yPx V x#y € A
{x,y} sii (xly o xRy)

Obsérvese que las funciones de eleccioén C(3 y c’ coinciden y no habria
que diferenciarlas, excepto cuando S no es conexa (o equivalentemente,
cuande P no es débilmente conexa) ya que c’ no puede distinguir entre
indiferencia y no comparabilidad. . Este aspecto se relaciona con el
hecho de que en los ordenamientos en 4.3, por ser construidos usando
exclusivamente una relacién asimétrica P, no se pueden distinguir los
casos de indiferencia, xly, y de no comparabilidad =Ry entre dos
alternativas x,y, excepto para el orden lineal porque R = ¢ (P es

débilmente conexa e I es la relacién diagonal sobre I: xzly = x = y).

A conlinuacion se definen alpunas estructuras de preferencia, ocurriendo

en muchos casos, a diferencia del tleorema 4.1, que lag propiedades de
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las relaciones que intervienen en cada estructura generalmente no son
necesarias y  suficlentes para que se  cumplan los modelos

correspondientes.

4,3 Ordenamientos asociados a relaciones asimétricas

Se tienen las slguientes clases de ordenamientos (Fishburn, 1970):

sSuborden: aciclica

Orden parcial estricto: irreflexiva y transitiva

Orden débil: asiméirica y negativa transitiva

Orden lineal: irreflexiva, transitiva y débilmente conexa

Se puede verificar que en todos estos ordenamientos la relacion es

asimétrica (2 irreflexiva) y que al descender se agregan condiciones:
suborden ¢« orden parcial estricto « orden débil « orden lineal

Ademas, todo suborden esta contenido en algun orden parcial estricto;
todo orden parcial estricto estd contenido en algun orden débil, y todo

orden débll esta contenido en algin orden lineal; en forma abreviada:

suborden &€ orden parcial estricto € orden débil & orden lineal

La primera afirmacién resulta de que la cerradura transitiva de un
suborden es un orden parcial estricto; por el teorema de Szpilrajn
(1930) todo orden parcial estricto estda contenido en algin orden lineal,
el cual es un orden débil, de donde todo orden parcial estricto esta
contenido en algin orden débil. La wltima afirmacién resulta del
siguiente razonamiento: un orden déﬁil ¢s un orden parcial estricto, un
orden parcial estricto estd contenido en un orden lineal (Szpilrajn,

1930), por tanto un orden débll estd contenido en algun orden lineal.

Teorema 4.1 Si P es una relacldn binaria sobre un conjunto A, el cual
es numerable, entonces para cada uno de los casos que siguen existe una
funcidén real scobre A, g, la cual satisface para todo x,y.,2 € A las

propiedades a la derecha:



1) P es un suborden sii #Py =2 pg(x) > gly)

xPy == glx) > gly)
2) P es un orden parcial estricto si
wHy = glx) = gy)

3) P es un orden débil sii xPy <« g(x) > gly)

#Py &= plx) > gly)
4) P es un orden lineal sii
glx) = g(y) = x =y

donde la relacion H estd definida a través de la relacién Y por

xYy sii xPy, yPx
®Hy sil (x¥z = yYz V 2z ¢ A)

x¥y significa que x,y no estdn P-relacionados; Y es reflexiva vy
simétrica; xHy significa que ==,y estian P-relacionados con los mismos
elementos de A; si P es transitiva entonces xHy significa que x y y
P-dominan y son P-dominados por los mismos elementos de A; H es una
relaciéon de equivalencia, Puesto que P es asiméirica, se cumple la
siguiente propledad de tricotomia: para todo par de alternativas x,y se

cumple exactamente una relaciéon, Py, yPx o xYy.

Para todo orden parcial estricto P, pero no para todo suborden, HP & P,
PH & P (es decir, (xHy, yPz) o (xPy, yHz) =» xPz). Un ejemplo de orden
parcial estricto que no es un orden débil es la relacion de inclusién
estricta sobre los subconjuntos de un conjunto con mas de tres
elementos. Cuando P es un orden parcial estricto Y no es necesariamente
transitiva; sin embargo, un orden parcial estricto es un orden débil sii
Y es transitiva. Para todo orden débil, pero no para todo orden parcial
estricto, YP € P, PY € P y ademas P U Y es transitiva. Un orden débil
es un orden lineal sii %Yy < x = y. Un ejemplo de orden lineal es >
sobre R. Si P es un orden débil sobre A, enlonces Po definida sobre A/Y
por aP;b <> %Py para algin (y por tanto para todo) x € 2, y ¢ b, es un

orden lineal.

La condicion de A contable (numerable o finite) en el teorema 4.1 se

puede relajar como se observa en los siguientes teoremas:
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Teorema 4.2 5i P es una relacion asimétrica sobre un conjunto A y A/H
es contable, entonces existe una funclon real sobre A, g, tal que para
todo x,y,z € A se cumple la aflrmacién 2 del teorema 4.1:

xPy == glx) > gly)

2) P es un orden parcial estricto implica
My e glx) = gly)

Teorema 4.3 S1 P es un orden débil sobre A, A/Y es contable o bien A/Y
no es contable pero contiene un subconjunto de A/Y que es contable y
cumple clerta condiclén de densidad, entonces existe una funcién real

sobre A, g, tal que para todo x,y € A

WPy e glx) > gly)

4.4 Algunas estructuras de preferencia (Vincke, 1992)

Preorden parcial. En esta estructura I es reflexiva y para todo x,y,z €

A se cumple

x¥Py, yPz = yPz es decir, P transitiva
#ly, ylz = ylz es decir, 1 transitiva
®Py, ylz = Pz es decir, PI ¢ P

xly, yPz == %Pz es decir, IP € P

IFn este caso la relaclén caracteristica S es reflexiva y transitiva, es

un preorden parcial, y existe una funcién real sobre A tal que

¥4

*Py = glx) > gly)

i

xly = glx) = gly)

Orden parcial. Un orden parcial es una relacién reflexiva, transitiva y
antislmétrica (definicidn tradicional) o equivalentemente, S es un orden
parcial sii su parte asimétrica P es un orden parcial estricto y su
parte simétrica, la indifencia I, es la relacién diagonal (xly & x =
y). Un ejemplo de orden parcial es la relacién de inclusién sobre los

subcon juntos de un conjunto con mas de tres elementos, Dado un orden
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parcial slempre es posible reemplazar de al menos dos formas diferentes
las incomparabilidades por "preferencias" de manera que resulte un orden
total (Szpilrajn, 1930). [Este resultado fundamental es la base del
concepto de dimensién de un orden parcial (Dushnik y Miller, 1941;
Golumbic, 1980). Para lodo orden parcial existe una {uncion real g

sobre el conjunto de alternativas A tal que se cumple el modelo

Py = glx) > gly)

xly & x =y

Preorden total (completo). Este caso ocurre cuando existe una {uncidn
real g sobre el conjunto de alternativas A tal que se cumple el 1lamado

modelo tradicional

wPy & g(x) > gly)
Vaia,yed
xly = glx) = gly)

¢ equlvalentemente,

®Sy = glx) = gly) Vu,yeA

Este modelo implica

P transitiva y asimétrica
I transitiva y reflexiva

R vacia

Cuando el conjunto de alternativas A es finito o numerable estas
condiciones son suficientes para que exista un modelo tradicional.
Cuando A es infinito no numerable es necesario adicionar condiciones
como las del teorema 4.3, que generalmente son satisfechas en las

aplicaciones.

En el modelo tradicional P es un orden débil, I una relacion de
equivalencia, la relacion caracteristlca § asoclada es conexa reflexiva
y transitiva, lo que constituye un llamado preorden total (o completo),

y las alternativas se pueden ordenar de "mejor" a "peor" con eventuales
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empates.

51 el modelo ademds de x5y < g(x) = pg(y) V x,y € A cumple g(x) = g(y) =
x = y (o equlvalentemente, xly =» x = y) entonces la esltructura de
preferencias S es conexa, transitiva y antisimétrlica y se llama orden
total. En este caso P es un orden lineal (irreflexiva, transitiva y

débilmente conexa).

Cuasiorden (modelo con umbral constante). liste caso ocurre cuando
existe una funclén real g sobre el conjunto de alternativas A y un
umbral (de indiferencia) q = 0 tal que se cumple el 1llamado modelo con

umbral de Indiferencia

xPy = g(x) - gly) > q
V i,y ¢ A
xly e |g(x) - g(y)| = q

Este modelo implica:

%Py, ylz, zPu =2 xPw es decir PIP £ P
wPy, yPz, zlu = #Pu es decir PPI ¢ P

R vacia

Cuando el conjunto de alternativas A es finlto o nunerable estas
condiciones son suficientes para que exista un modelo con umbral de
indiferencia. Cuando A es infinlto no numerable es necesario adicionar
condiclones de naturaleza topolégica, que generalmente son satisfechas

en las aplicaciones.

En una estructura de cuasiorden P es {ransitiva y la relacidn

caracteristica 5 cumple que V x,y,2,u ¢ A

#Sy o ySx (S es conexa)
x5y, z85w = x5 o z8y (S es de Ferrers)

1Sy, ¥Sz = xSw o 28y (S es semitransitiva)

Orden de intervalo (modelo con umbral variable). Iiste caso ocurre

cuando existe una funcién real g sobre el conjunto de alternativas A y
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una funcion no negativa de variable real, q{) = 0, denominada umbral de
indiferencia, tal que se cumple el llamado modelo con umbral (de

Indiferencia) variable

Py = glx) ~ gly) > qlgy))
glx) = gly) + qlgly)) V x,y € A

xly e gly) = g(x) + q(g{x))

Este modelo implica:

xPy, ylz, 2Pu =» xPu es decir PIP € P

R vacia

Cuando el conjunto de alternativas A es finito o numerable estas
condiciones son suficlentes para que exista un modelo con umbral (de
indiferencia) variable. Cuando A es infinito no numerable es necesario
adiclonar condiciones de naturaleza topoldégica, que generalmente son

satisfechas en lag aplicaciones.

.La relacién caracteristica S asoclada al modelo con umbral de

indiferencia cumple que V x,y,z,v € A

xSy o ySx (S es conexa)

xSy, 2Sw = uSu o 28y (S es de Ferrers)

S1 la funclén de umbral q() cumple la llamada condicién de coherencia
glx) > gly) » glx) + qlg(x)) > gly) + qlgly))

entonces existe una transformacién de las funciones g() y q() de modo
que se obtiene un modelo con umbral constante. Esto se da por e¢jemplo
enn el caso (frecuente} en que el umbral de indiferencia es un porcentaje

del valor considerado, q(g(st)) = o g(x)

Pseudo~orden (Roy vy Vincke, 1984 y 1987). Este caso ocurre cuando
existe una funcidn real g sobre el conjunto de alternativas A y dos
funciones no negativas de variable real, g(),p() & 0 denominadas umbral

de indiferencia y umbral de preferencia, respectivamente, tal que se
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cumple el llamado modelo con dos umbrales

¥Py e gx) - gly) > plgly))

®Qy <= gly) + plgly)) = glx) > gly) + plgly))
glx) = gly) + qlgly))

xly e { gly) = g(x) + q(g(x))

donde Q se denomina relacldén de preferencia débil, la cual segun Roy,
corresponde a una duda entre 1indiferencia y preferencia y no a una

preferencia de menor intensidad. En este modelo R es vacia.

LLas propledades de las relacliones P, Q, I implicadas por este modelo
dependen de clertas condiclones de ccherencla sobre los umbrales (Vincke
1980b y 1988). En particular se obtiene una estructura de pseudo~orden
cuando al modelo de dos umbrales se le impone (Roy y Vincke, 1984 y
1987)

glx) > gly) & g(x) + qlg(x)) > gly) + q(g(y))
& gx) + plglx)) > gly) + plg(y))
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0. ESTRUCTURAS DE PREFERENCIA MULTICRITERIO

El problema de toma de decisiones multicriterio puede formularse en los
términos mas generales conslderando una funcién de elecclédn asociada a
cada criterio y una funcldédn de eleccidn agregada dque determina las
preferencias entre alternativas. Se considera el caso tradicional en el
que ambas clases de preferencias estan determinadas por comparaciones
por pares y por tanto por relaciones binarlas. ©Se analiza el problenmna

de la compensatoriedad enire criterios.

5.1 FEl1 problema de toma de decisiones muilticriterio

Un problema de toma de decisiones <A, C> es multicriterio si existen dos
o mas funclones de eleccidén sobre el conjunto A de alternativas,
C1""’Cn' cumpliéndose la condicién de Pareto de que si una alternativa
es eleglda por todos y cada uno de los criterios entonces eila es

elegida por C, es decir,
C&Xin. ... C (X) ¢ C(X) VX&A (5-1)

Por tener asoclada una funcién de eleccidén Cl, cada indice t ¢ {1,...,n}
= K es un criterio; la funcién C se denomina funclén de eleccidn
agregada. El problema de agregacién del conjunto X de criterios
consiste en determinar C a partir de las funciones de eleccién Cl, las
cuales se suponen conocldas. [.a condicioén de Pareto es obviamente
insuficlente para determinar C, aunque eventualmente la intersecciodn
C1(A) n--N Cn(A) cuando no es vacia puede dar la solucién del problema
especifico que se esté considerando. La agregaclon de criterios
requiere entonces de suposiciones adiclonales sobre la estructura de

preferencia C que no estan contenidas en el conjunto de funclones C!.

Interesa el caso en que el conjunto A de alternativas es un producto
cartesiamo de n factores Al, uno para cada atributo 1 € {1,...,n} y en

que: '



a) la funcidon de elecclién Cl de cada criterlo es generada por una
relacién binaria Sl sobre el factor correspondiente, A1
b) la funcldn de eleccién agregada C es también generada por una

relacién binaria sobre A, denotada por S.

5.2 Estructura de preferencia multicriterio

Una estructura de preferencia <A, I, P, R> es mltiatributo sii el
conjunto de alternativas A es un producto cartesiano de »n conjuntos no
vacios, A1""'An' Como antes, S = P U T es la relacién caracteristica
de esta estructura de preferencia.

Toda estructura de preferencia multiatributo <A, I, P, R> induce sobre
cada componente Al, 1 € K, del producto cartesiano una estructura de
preferencia <A1, Il, Pi, Ri> cuya relaclén caracteristica ‘Sl es la

inducida por S,

xSy sii (xi, a)S(yi, a) Vae XA

J#1 )

la cual es reflexiva (por ser S reflexiva), y donde por definicion IV
P1 y R1 son las partes simétrica, asimétrica y no comparable de Sl,
respectivamente. Para cada criterio 1 € K estas relaciones se pueden

determinar también de

o wr [y . -
xlplyl sii (“:’ a)l(yl, aﬂ) Vae J§1AJ
xiliyl sii (xi, a)I(yi, aﬂ) V a e jﬁlAJ
si t, a)Rly , « a €
xiR!yi il (31, a)R Y, sH] Va e J§1AJ

Para cada par altlernatlvas x,y € A se definen los conjuntos

Plx,y) = {1ek: xiPlyi} V i,y € A
Ply,x) = {1eK: Y}Pfﬂ} V x,7y ¢ A
I(x,y) = {1eK: zﬂllyi} V i,y € A
R(x,y) = {1eK; xiﬁiyl} V %,y € A

los cuales particionan el conjunto K de criterios, es decir,

¢



K= P{x,y) + P(y,x) + 1(x,y) + R(x,y)

y constituyen el llamado perfll de preferencias sobre el par =,y

5.3 Propiedades de las estructuras multicriterio

Sea <A, I, P, R> una estructura de preferencia multiatributo. Por

comodidad se usa la notacion

A= XA Jsth VJsSK
JEJ )

Se deflnen las siguientes propiedades relacionadas con la independencia

de criterios:

Un conjunto no vacic de criterios J # ¢ es:

(a) J € K es independiente sil V x,y € AJ, a,b € AF_J

(x, a)Sly, a) « (x, b)S(y, b)

(b) J &€ K es totalmente independiente® sii V x,y € AJ, a,a’',b,b’e AKMJ
conala’, bIb Vi1eK-J,
1711 11
(x, a)S(y, a’) « (x, 1)S(y, b’)

En particular:
Un criterio ' € K es independiente sii V a,b € AH, con M =K - {1},

(xl, a)S(yi, a) = (xl, b)S(yl, b) v X, Y€ Ai

Una estructura de preferencia multiatributo <A, I, P, R> se denomina
milticriterio sii cada uno de sus criteriosgs es independiente y se
denomina independiente (totalmente independiente) sii todo subconjunto
no vacio de criterios es Independiente (totalmente Iindependiente,

respectivamente).

La independencia de un conjunto de criterios equivale a que su relaciédn
caracteristica S8 es condicionalmente independiente respecto del

subconjunto de criterios considerado. Notese que un conjunto de



At §

critertos totalmente independiente es necesarlamente independiente, pero
no al revés, y que los conceptos de Independencla e independencia total
colnclden cuando la indiferencia en cada uno de los criterios es

antisimétrica (KiIlyl = ﬁl“ YlL

Se observa que al comparar dos alternativas x,y € A, el conjunto de
criterlos I(x,y) en que ellas son indiferentes no Juega ningin papel y
puede ser lgnorado slempre que el conjunto de criterios K - I{x,y) sea
totalmente Iindependiente. Esto Justifica decir que un subconjunto de
criterios L & K es neulral en una estructura de preferencia
multicriterio <A, I, P, R> sil su complemento, J = K - L, es totalmente
independiente. Una estructura de preferencia multicriterio es
independiente (totalmente Independiente) sii todo subconjunto de

criterios es independiente (totalmente independiente, respectivamente).

Lema 5.1 Si <A, 1, P, R> es una estructura de preferencla multicriterio
entonces para cualquler conjunto de criterios J & K y son equlvalentes

las aflrmaciones:

1) Vxe A,, a,a’ e Axﬁf hﬂlla;, Y 1 e K- Jl = (x, a)I(x, a’)
2) V x e A,' a,a’ e Axmf kﬁlla;, VieK-Jl = se excluyen

(xx, a)P(x, a’) vy (%, all(x, a')

Ademas estas afirmaciones se cumplen si el conjunto de criterlos J es

totalmente independiente.

Demostracién: La equivalencia resulta de que (x, a)I(x, a') equlvale a
la negacion de la preferencla (x, a)P(x, a'), la incomparabilidad (x,
a)R(x, a') y la preferencia (x, a’)P(x, a) (esta Ultima es innecesario
incluirla en el enunciado por la simeltria de las indiferencias I!). La
independencia total del conjunto de indices J € K implica que la parte
simétrica de S cumple (x, a)l(y, a') < (¥, B)I{y, b)) V x,y € AJ.
:.
a)I(x, a), aillal V1 ¢ K~J, que se cumplen por la reflexividad de las

a,a’,b,b’¢ AM' cori allia bIIlb; YV 1 € K~J; aplicando esto a (x,

indiferencias, la condicién ailfﬁ V 1 ¢ K~J lleva a (x, a)l(x, a) =

(x, a)I(x, a’). y



l.La situacion

(x, a)P(x, a') con alIia;, 1t ek - J, x e AJ

(que viola la independencia total del conjunto J de criterlos,) indlea
que el conjunto de criterios K - J no es neutral en la comparacién de
las alternativas (x, a), (x, a’) & A; puede interpretarse como que la
conjuncién de ventazjas "imperceptibles" en distintos criterios crea un
efecto global de preferencia. Este fendmeno, de naturaleza
multicriterio, se explica en términos de umbrales de percepciéon de la
preferencia de forma similar a la intransitividad de 1a indiferencla
monocriterio (que se manifiesta cuando se llega a perciblir una
preferencia entre las alternativas extremas de una sucesion en que cada
alternativa se percibe indiferente a sus vecinas). Cuando esto ocurre

la indiferencia global I resulta intransitiva.

Teorema 5.1 Si <A, I, P, R> es una estructura de preferencia multicri-
terio totalmente I1ndependiente, entonces se cumple cualquiera de las

afirmaciones, las cuales son equivalentes
1) xlllyl VieK = xly V %,y € A

2) VIcK, ¢ AJ, a,a’ € A, se excluyen las situaciones

h"“J

{(x, a)P(x, a’) vy (x, a)R(x, a'), con allﬁa;, t e K - J

Demostracidén: Inmediato del lema 1. £

Para las aflirmacliones del leorema 5.1 es necesaria la independencia
total, pues en una estructura multicriterio es posible que entre dos
alternativas %,y € A haya indiferencia respecto de todos los criterios,
xillyl V 1€k (& T(x,y) = K), y al mismo tlempo que una sea preferida a
la otra, xPy, o bien que ellas no sean comparables, xRy, como se muestra
en el siguiente ejemplo, en el que Al = {a,b}, A, ={c,d}, donde las |A]

= 2%x2 = 4 alternativas estan relaclonadas preferenclalmente como slgue
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alab eI d
1 2

) G

Notese ue la indiferencia global 1 es intransitiva:
a) (b} {b . fals(b).  [(al {b],(b - fal, (b
() le) oo EJele)s )G le) woro a)nLE

Una estructura de preferencia multicriterio <A, I, P, R> es montélona si

cumple la propiedad
monotonia: para todo 1+ € K y para todo x,y ¢ A tal que xPy

. . ) B o T ; - s
(por la izquierda) zilixilé (Al,(nj)Jﬁl)Py v z € A1

» B
(por la derecha) yPu = EP(ui.(yJ)}ml) ) W€ A

Teorema 5.2 Toda estructura de preferencia multicriterio <A, I, P, R>

monétona satisface:

1) la relaclén de preferencia Pl de cada criterio 1 es transitiva
2) xiPlyl V 1€k (o P{x,y) = K) implica xPy

Demostracién: 1): Sean x,y,2 ¢ f\i tales que x!f’ly, yl’lz y a € xﬁ*iAJ'
Por la independencia de S para el criterio 1, yPlz implica (y,a)P(z,a);
aplicando la propiedad de monotonia por 1la izquierda al par de
afirmacliones (y,a)P(z,a), xP!y resulta (x,a)P(z,a), de donde xPlz. 2):
Por independencia Hﬁp1y1 = (}%,yé,...,thP(yl,yé,...,yn), de ngaya y
monotonia se puede sustituir la ¥y del lado izquierdo por X,
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manteniéndose la relacién P, y asi sucesivamente hasta llegar a

(xl,xz,...,xn)P(yl,yg,...yn). £

Una estructura de preferencia multlicriterio <A, I, P, R> cumple la

propiedad de:



sustitubilidad: para todo t € K y para todo x,y ¢ A tal que xPy

- - oy . . ;) J -
(por la izquierda) AHIIK‘ = (zl,(lejﬁilfy V z o« A

, e R (. ) :
(por la derecha) y,Im, = K[(“i’(y1]1¢1) Vou e Ai

sustitubilidad completa: para todo 1 € K y para todo x,y ¢ A tal que xnSy
(por la izquierda) zilixi = (zi,(xj)Jﬁl)Sy v z, e Ai

(por la derecha) y'illwl = xS(ui.(yJ) v uoG A1

5&1)

Teorema 5.3 S1 una estructura de preferencia multicriterio <A, I, P, R>

cumple la propledad de sustitubilidad completa entonces:
1) para todo 1 € K y para todo %,y € A tal que xly

zilfﬁ *‘(Z,’(KJ)ﬁM)IY v z € Ai

vy ) ) v W e Al

ylllwi b xI(wl )

2} cumple la propledad de sustitubllidad

3) xlliy1 VieK == xly V x,y € A

Demostracién: 1): xly significa xSy, ySx, por lo que z1Ix =

[
(zl,(xj)j$i)Sy. ysS(z ,(x) ), es decir, (z ,(x) _ )ly. 2): =Py

1 b}y 1 3 #

significa xSy, yS$ x, por lo que zlll}r = (zl,(xJ)Jm)Py, pues si ademas

!

yS(z ,(xj) ) sustituyendo =z I x se tendria ySx, que contradice vS x.

i J#1
3): Sustituyendo xiliyi V 1 € K en xlx las veces gque se requiera, por 1)

se llega a xly. g

Es Inmediato que la sustitubllidad completa equivale a la sustltubilidad
mas la propledad 1) del teorema 5.3, y que cuando la estructura de
preferencia multicriterio es completa (R = ¢) entonces la sustitubllidad

y la sustitubllidad completa coinciden.

Teorema 5.4 Si una estructura de preferencia multicriterio <A, I, P, R>
es5 independiente y cumple la propledad de sustitubilidad completa,

entonces es totalmente Iindependiente



Demostracién: 1) Sustituyendo aIK“Ja’ por la derecha en (x, a)S(y, a'),
por la condiclén de independencia (A) y sustituyende tﬂﬁmﬁf por la
derecha en (x, b)S(y, b), respictivamente, se tiene (x, a)S(y, a’) e

(xx, a)S(y, a) e (i, b)S(y, ble (x, L)S(y, b’). o5

Una alternativa x domina a una alternativa y, que se denota por xDy, sil
}{:lSlyrl V1 XK, vy :{JPJyj para algin 3 ¢ K, o equivalentemente, sii
Plx,y) = ¢, Ply,x) = ¢ yv R{x,y) = ¢. Una alternativa es eficaz sli
ninguna otra alternativa la domina. Si la relacion de dominancia es
vacia el conjunto de alternativas eficaces es todo el conjunto A. [l
sigulente teorema da las condiclones en que tiene sentlido considerar

alternativas eficaces.

Teorema 5.5 Si una estructura de preferencia multicriterio <A, I, P, R>

mondétona cumple la propledad de sustitubllidad entonces

1) (ley de Pareto) xDy =» xPy

2) para cada criterio 1 € K la indiferencia Iz es transltiva
y sl ademds cumple la propiedad de sustitubilidad completa entonces

3) xSy VieK » yP x

Demostracién: 1): Sea xDy; entonces P(x,y) = ¢, Ply,x) = ¢; por
independencia de los criterios y usando monotonia las veces que se
. 2 or sustit ¢ sult Y. :
requiera, (XP(x.y)’ yI(x,y))Iy’ y por sustitubilidad resulta xPy 2)
Por monotonia (B), Pt es transitiva, y por tanto la transitividad de Il
equivale a que IiPls Pl, PIIIQ Pl; para demostrar estas dos propliedades

sean X,y,Z € Ai tales que xlly. yPﬁz y u e X porr la independencia

A
del criterio 1, yP‘z implica (y,w)P(z,w); a;jlic{ando sustitubilidad al
par de afirmaclones (y,w)P(z,u), nily resulta (x,w)P(z,w), de donde por
la independencia del criterio 1, xPiz, es decir, IiPlQ Px; similarmente,
51 :{Piy, yI[z entonces por independencia, zs:'f’ly implica (x,w)P(y,w), ¥y
aplicando sustitubilidad al par de afirmaciones (x,w)P(y,wu), yIiz
resulta (x,w)P(z,w), de donde por independencia, XP}E, es decir, P;If;

P:' 3): Si kalyl V 1€k entonces se tienen los slipulentes casos: existe
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alpgun criterlo t para el cual xiPlyl, en cuyo caso xDy y por 1) %Py, que
implica yP x; sl nc existe tal criterio entonces }ﬂliyl V 1eK, por lo

que por 3) del teorema 5.3 xly, y por tanto yPx .g

Una estructura de preferencia multicriterio <A, I, P, R> es de criterios

comipletos s1 cumple la propledad
D) completez (de los criterios): Si es completa para todo 1 € K

Teorema 5.6 S1 una estructura de preferencia multicriterlio <A, 1, P, R>
es totalmente independiente, de criterios completos y cumple las
propiedades de monotonia y sustitubilidad completa, entonces para todo

®,y € A se cumple

1) xPy = xIPiyl para algin 1 € K

Demostracién: 1): Por contradiccién: si P(x,y) = ¢ y #Py entonces I{(x,y)
< K (porque si I(x,y) = K por 1) del teorema 5.1, que requiere la
independencia total de la estructura de preferencia, se tendria xly) y
por tanto por completez de los criterios |R(x,y| = 0 y por tanto |K| =
|Ply,x)| + |I(x,y)|, por lo que Ply,x) # ¢; en estas condiciones por las

propledades de Independencia y monotonia, )Px, vy

(yP(y,x)' *1ix,y)
aplicando sucesivamente la propiedad de sustitubilidad para los

criterios i1el(x,y) resulta yPx, que contradice que uPy.g

En el enunciado del teorema anterior se puede sustituir "independencia.
total" por "independencia" ya que, por el teorema 5.4, la primera es
implicada por la conjuncion de 1la segunda con la sustitubilidad

completa,

5.4 Fstrueturas de preferencia multicriterio no compensatorias

Sea una estructura de preferencia multicriterio <A, I, P, R> en que
todos los criterios son completos (es decir, R{x,y) = ¢ para todo par de
alternativas x,y € A) y que el conjunlo de criterios I(x,y) es neutral
en la comparacién de las alternativas =x,y. Al no intervenir los
conjuntos I1(x,y), R(x,y) en la comparacién de las alternativas, es

natural simplificar la definicidn de perfil de preferencias sobre el par
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x,y, a los conjuntos P(x,y), P(y,x), y definir que dos pares de
alternativas (x,y), (z,u) ¢ A X A tlenen el mismo perfil preferencial

sii (x,y)M(z,uw), donde M es una relacion simétrica sobre A x A dada por

(x,yIM(z,w) sii Pix,y) = P(z,w) y Ply,x) = Plw,z)
Sobre los pares de subconjulos ajenos de criterilos «,f § K se definen
las relaciones binarias >>, "mas importante que", == "al menos f{an

importante como" y ==, "igualmente importante que", dadas por

«>>B sil anB

B

o, Plx,y) = «, Ply,x) = 8 =5 xPy
oazzf sii «a ) B = ¢, Plx,y) = «, P(y,x) = B = xSy
o, Ply,x) = B = xly

i

a==f sil o« B = ¢, Plx,y)

Una estructura de preferencia multicriterio <A, 1, P, R> es no compensa-
toria (Bouyssou, D, 1986) sii

[xPy = wS z]
xly = wP 2, 2P w

mn
-

(x,y)IM(z,u) » { YV x,y,%,w
o equivalentemente, sii

#Py = 2Pu 6 zRw

xly » zlu 6 zRuw Vu,y,2,u € A

(s, y)IM(z,vu) = {
y es totalmente no compensatorixz (Fishburn, 1976, la 1llama "no

compensatoria") sli
Ge,yIM(z,u) = [x5y » zSw] V ¥,y,2,u0 € A

o equivalentemente, sil

(%, yIM(z,u) = { i?i : 2?3 Y x,y,z,u € A
Es inmedialo que si una estructura de preferencia multicriterio es
totalmente no compensatoria entonces es no compensaloria, y que ambos
conceptos coinciden si la estructura es completa (no se dan las
incomparabilidades). Si una estructura es no compensatoria, entonces es
totalmente independiente. Una estructura es compensatoria sii no es

no compensatoria,
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Ly

Cuando una esructura de preferencia multicriterio es totalmente no
compensatoria se produce una relacién de importancia sobre subconjuntos

ajenos de criterlos. Fishburn (1976) demuestra;

Teorema 5.7 Una estructura de preferencia multlcriterio <A, I, P>
completa (R = ¢) es totalmente no compensatoria sil ¢ == ¢, {1} >> ¢ V
1€k, y para todo «, 3 € K tal que a (} 8 = ¢ se cumple exactamente uno, «

>> B, B> o &6 a ==

5.5 Diferencia neta de evaluacion

Como antes K = {1,...,n} es5 el conjunto de todos los criterios que
intervienen y considérese un modelo general aditivo definido en el anexo
B. Se define la diferencia neta en la evaluacidotn de dos alternativas

%,y respecto de un subconjunto arbitrario de criterios I € K mediante

d(x,y;1) = Z Ipi(xl.yl)l x,y e R', T sK
1€l

n’ . :
(que es una norma 1! , donde n* es el numero de elementos de I) donde
cada pi(,) es una funcidén cuasisimétrica,

pi(xi,y‘) = - pl(yi.}:i) v X, GuAl

In estos términos se puede definir un indice de credibilidad c¢(,) por
d(x,y;P(x,y))

clx,y) = xetyeR"
d(x,y;K)}

donde los conjuntos de criterios P (x,y), P(y,x) estan dados por

Plx,y) = {1: Z pltxl,yil > O} w,¥ & A

P(y,x) = {1: X pi(xl,yl) < 0} %X,y € A



9-12

La diferencia neta total d(x,y,K) en la evaluacién de dos alternativas,
X,¥, es la suma de las diferencias netas correspondientes a dos
conjuntos ajenos de criterios, el conjunto en que x es mejor que y,

P(x,y), y el conjunto P{y,x) en que y es mejor que x,
1 y J q

dlx,y,K)= dx,y,P(x,y)) + dx,y,Ply,x))

En esta situacion c(x,y) es la proporcion en que el conjunto Plx,y) de
criterios en que x es mejor que y contribuye a la diferencia neta total
entre las alternativas x,y. Es claro que x domina a y en sentido de

Pareto si y solo si c(x,y) =1
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6. ASPECTOS PRACTICOS DE LA AYUDA A LLA DECISION

In la toma de declisiones ocurre lo que es frecuente en las clenclas
aplicadas cuando se pasa de la teoria a la practica: la teoria es
insuficiente para resolver los problemas, y los modelos aunque utiles
dan una imagen poco exacta de los que ocurre en la realldad, deblendo
complementarlos con conocimlento empirico. Se da una breve resefla de
algunos aspectos practicos de la ayuda a la decisién individual y en

grupo.

6.1 Estructuracion de un problema de toma de decisiones

"...haremos un mejor trabajo si, antes de
empezar, preguntamos cuales son nuestras metas
y qué preguntas estamos tratando de contestar.”

Herbert Simon {1990, pp 13].

Estructurar un problema de toma de decisiones requiere:

(a) formular el problema: es decir, responder gcual es el problema?,

(b) identificar los objetivos de la decisién: ellos son las respuestas a
preguntas del tipo gpara qué ...7;

(¢) identificar y posiblemente disefiar cursos de acclén alternativos:
estos son medios para lograr los objetivos y responden a preguntas
del tipo gcdmo lograr el objetivo ...7;

(d) estimar consecuencias: la respuesta a jqué ocurriria si se llevara a
cabo el curso de accién ...? es el estimado de la consecuencia del
curso de accion considerado;

(e) comparar preferencialmente las allernativas: la respuesta a Jqué
alternativa tiene asociado el mejor estimado de consecuencias? es la

solucidn del problema.

IEn fa toma de decisliones intervienen elementos de caracter eminentemente
subjetivo, que son las preferencias del decisor sobre las distintas

consecuencias de las alternativas, y también elementos que es deseable
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sean lo mas objetivos posible, que son el conocimiento sobre las

alternativas disponibles y sus posibles consecuenclas,

El decisor puede requerir ayuda en situaclones tales como: a) es
necesario un esfuerzo limportante para identificar o disefiar las
alernativas {(Ozernoy, 1985); b) es claro de qué alternativas se dispone
pero se dificulta estimar las correspondientes consecuenclas; c¢) se sabe
qué alternativas estan disponibles y sus consecuencias, pero las
breferenclas del declsor no son suficlentemente claras como para arribar
a una decisién; d) se requiere de una formulacién del problema y de una
guia metodoldgica para racionalizar el proceso de toma de decisiones.
En las dos primeras situaciones la ayuda es proporcionada por un
especlalista (arquitecto, contador, ingeniero, médico, urbanista, etc) o
grupo de especlalistas que aportan el conocimiento objetivo necesario
para tomar la decisidén. En las dos lUltimas la ayuda es proporcionada
por un planificador o analista en investigacion de operaciones conoceder

de los métodos de toma de decisiones.

Elegir el método de toma de decisiones mds apropiado para resolver un
determinado problema es a su vez un problema de toma de decisiones; en
esta eleccidn se debe buscar que las preguntas que tiene que reponder el
declisor tengan sentido para él y estimulen su creatividad para imaginar
nuevos cursos de accidén y su sensibllidad para percibir sus propias
preferencias. LLa  eleccién del método de toma de decisiones
practicamente no ha sido tocada en la literatura, aunque hay proyectos
de investigacidén en esta direccldn. En la practica pueden ensayarse
separadamente varlos métodos para aprovechar de cada uno las
conclusiones que se consideren mejor fundamentadas, como la eliminaciodn

de unas allternativas por parte de otras.

6.2 Sistemas de soporte a la decision

Los sistemas de soporte a la decisidn, conocidos por sus siglas en
Inglés, DSS (Decision Support Systems), son sistemas de informacién
interactivos basados en computadora que disponen de herramientas para

formular y analizar problemas de toma de decisiones (Sprague et al,
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1982) . [Estos sistemas pueden estar dirigidos a decisiones individuales
0 en grupo, y en este altimo caso contener programas para ayudar a cada

miembro a decldir su posicléon respecto del problema en consideracion.

(Es de menclonar la inconformidad de French (1992) por la proliferaclén
en el mercado de paquetes de computo que se anunclan como DSS pero que
no manejan aspectos preferenciales de la toma de decisiones y que se
reducen a simples hojas de calculo, manejadores de bases de datos o
sistemas de informacion. Con clerto humor French argumenta que si todo
lo que ayuda a tomar decisiones llevara el apelativo D5S, entonces un
compilador de COBOL se podria anunclar comoe un DS5 infinitamente

configurable.)

Los sistemas de soporte a la decisién individual o IDSS (Individual
Decision Support Systems) proporcionan al tomador de decisiones una guia
metodoldgica y herramientas de manejo y presentaclion de informacidn que
le facllitan 1la formulacién y analisis de problemas de toma de
decisiones multicriterio. Los IDSS existentes se limitan a un
determinado tipo de modelo de preferencia y no dan sugerencias sobre
otros que podrian ser tanto o mas apropiados considerando
caracteristicas especificas del problema, como la clase de informacion
preferencial que el decisor puede proporcionar y la naturaleza
matemdtica del conjunto de allernativas (conjunto flinito, regién
continua, convexa, etc.). Para superar esta limitaclén se vequerird una
vislén global y objetiva de los mélodos disponibles con sus ventajas y
limitaciones, al margen de las rivalidades entre las diversas escuelas

de toma de decislones multicriterio.

Como ilustracioén de un IDSS se tiene el de Malakooti (1993), considerado
como uno de los mds avanzados dentro de la linea utilitarista, el cual
es multicriterio, maneja problemas bajo certeza e incertidumbre y ayuda
a agrupar y Jerarquizar objetivos. Este sistema consta de seis mdédulos:
a) entrada de datos, asignacién de funciones de utilidad y estadistica;
b) exploracion de alternativas para varias definiciones de dominancia e

informacién parcial; c¢) ordenaciédn de alternativas usando funciones de
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utilidad cuadraticas convexas/concavas; d) nodulo de métodos
interactivos para encontrar la mejor alternativa segin funciones de
utilldad cuaslcoéncavas, cuasiconvexas y otras formas no lineales; e)
extensiones a problemas bajo incertidumbre para matrices de pago; )
extensiones a problemas multicriterio Jerarquicos, incluyendo

descomposiclén y agregacion de criterilos.

Un sistema de soporte a la declsién en grupo o GDSS (Group Decision
Support Systems) es un IDSS en red que cuenta con un subsistema de
comunicacién que conecta a todos los partipantes y que puede inclulr
(Jelassi, 1987):

a) inleracciocnes cara-a-cara, donde los participantes pueden verse los
rostros y con ello percibir sus reacciones (es mas del gusto europeo

que del estadounidense) e interacclones no-cara-a-cara;

b) sesiones sincronas, es declir, la participacién interactiva tiene
'ugar al mismo tiempo {(como en un sistema de teleconferencia) vy
seslones asincronas, es declir, la particlpaclién Interactiva tlene
lugar en diferentes tlempos a la conveniencia de los participantes

(usando correo electrénico, por ejemplo);
c) los partlcipantes estdn en un salén o separados geograficamente.

Los GDSS comblinan los dltimos avances de la informatica y las
comunicaciones. En México una empresa trasnacional dispone de una sala
de toma de decisiones en grupo equipada segin la f{llosofia GDSS, vy
Telmex cuenta con una sala de teleconferencias, la cual ha sido usada en

las negocliaclones del TLC.

En las decisiones en grupo se presentan una serie de efectos sicoloégicos
sobre los participantes que afectan el desempefio global del mismo.
Algunos opinan que el anonimato puede {fomentar la generacién de
alternativas creativas, aunque también actitudes de Irresponsabilidad, y

segun otros el anonimato en este tipo de reuniones es practicamente
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imposible debldo al mutuo conocimlento de opinlones y actitudes. lLos
GD5S permiten un mayor control de estos aspectos, para lo cual eg
Ilmportante aprovechar 1la psicologia de la toma de decisiones en

organizaciones, tema que se toca brevemente mas adelante.

Cuando existen fuertes desacuerdos en intereses o valores entre miembros
del grupo (en las negociaciones de la empresa y el sindicato, por
eJemplo) resulta una clase especlal de GD5S, los sistemas de soporte a
la negociaclén o NSS (Negotiation Support Systems), los cuales incluyen
entre los particlpantes un mediador, quien ayuda en la generacién de
soluciones de compromiso porque las partes en conflicto le dan
informacion confidencial que le permite detectar puntos de acuerdo. En
Jelassi et al. (1989) se encuentra un panorama general de este tipo de
slistemas y de los paquetes de computadora existentes en el mercado.
Raiffa (1982) ofrece una interesante exposicién de la teoria y la
practica de la negoclaclén, cubriendo aspectos cuantitativos vy
cualitativos y dando abundantes ejemplos que lo hacen atractivo a
abogados, arbitros laborales, administradores de negocios diplomdticos y

otros profesionales.

6.3 Los modelos y la toma de decisiones en las organizaciones

Lag decislones organizacionales (y en realidad también las individuales)
son afectadas por una serle de ractores de tipo practico dificil de
encuadrar en un marco concepltual. Asi por ejemplo, el tlempo de que
disponen los encargados de decidir y la neceslidad de responder
opertunamente a las condiciones cambiantes exteriores dejan fuera de
lugar en la mayoria de las veces una busqueda exhaustiva de alternativas
o estimaciones suficientemente confiables de las consecuencias de éstas;
no puede negarse sin embargo que dentro de las limitaclones del caso es
deseable aproximarse en lo posible al concepto idealizado de lo que es
una decisién "raclional". La teoria de decisiones y sus modelos, de
hecho se usan en la toma de decisiones organizacionales, no en
sustitucién de los decisores, que son los responsables de ellas, sino
como elementos de andlisis y de racionalizacién, como consta en la gran

cantidad de articulos de aplicacién que continuamente se publican.



Algunas teécnicas de decisién en grupo usan modelos multicriterio (por el
momento aditivos por ser los mas simples) con el proposito de gular y
centrar las discuslones del grupo alrededor de los factores relevantes,
su importancla relativa, asegurarse que se toman en cuenta las opiniones
de todos los participantes, etc.,, lo cual frecuentemente lleva a una
vislén compartida del qué hacer, pasando entonces el modelo y los
valores de sus parametros a un lugar secundarlo después de cumplir su
funcién. Con estas técnlcas se construye un espacio de consecuencias
comin para los particlpantes y, ain cuando no se llegue a un consenso,
frecuentemente ellos adquieren un entendimiento claro de los factores
Involucrados y por qué diferentes miembros prefleren diferentes acclones
(Watson, 1987, pp 114). Para algunos autores esta forma de apllcar los
modelos a las declislones organizacionales sera cada vez mas importante
en el futuro porque ayuda a estructurar el debate y a evitar efeclos
negativos del "groupthink" (ver 6.4). Ademds el modelo asegura al grupo
que todos los asuntos importantes son conslderados y da a cada uno la
oportunidad de influir en la importancia aslgnada a cada asuntc. Clough
(1984) contiene una revisién de la teoria y la prictica de la toma de

declsiones organlzaclonal

Para muchos Simon es el mas importante pensador de los Ultimos cuarenta
afios sobre la toma de declislones en organlzaclones; su idea mas
conocida, de la reacionalldad acotada (bounded rationality), resulta de
su observacién de que cuando un gerente toma decisiones administrativas
tipicamente no maximiza una funcién de utilidad sino que busca un curso
de accién que le satisfaga y no tanto que sea o6ptimo (Simon, 1957,
1960). Simon sostiene que las organizaciones deberian disefiarse de modo
que esta conducta no las apartara de sus metas, e inlroduce la idea de
decision programada. Con los avances de la informatica, y sin que se la
mencione explicitamente, esta idea ha sido puesta en practica en
diversas situaclones; asi, la decisién de aprobar o rechazar solicitudes
de tarjetas de crédito usando modelos multicriterio en computadora es

practica usual de algunos bancos europeos.
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6.4 Psicologia de la toma de decisiones en organizaciones

La pslcologia social ha hecho contribuclones valiosas al entendimiento
desde el punto de vista psicolégico de como se toman las declsiones en
las organlzaclones; al respecto se puede consultar Janis y Mann (1977).
Janis (1972) identificé un fendémeno, que denomind “groupthink", el cual
muestra la existencla de una verdaidera pslicopatologia de las decislones

en grupo. Janis consldera que si un grupo de toma de decislones:

a) es altamente cohesivo;

b) se encuentra aislado de diversas influencias externas;

c¢) no dipone de procedimientos para evaluar sistemalicamente las
alternativas;

d) esta sujeto a un lider;

¢) se encuentra en condiciones de alta tension;

entonces hay una tendencia al acuerdo (concurrence-seeking tendency) que
él llama "groupthink", cuyos sintomas incluyen: (a) wuna ilusién de
invulnerabilidad del grupo al error; (b) una creencia comin en la
moralidad del grupo; (c¢) presién directa sobre los dislidentes a
alinearse. El "groupthink" puede llevar a una toma de decisiones
deficlente porque favorece entre otras fallas la blisqueda incompleta de
cursos alternativos de accidn, omisién de datos relevantes y sesgos en
el procesamiento de la informacién disponible. Aunque el concepto de
"groupthink" se desarrolld del analisis de la manera en que se tomaron
decislones en grandes crisis politicas, como la de los misiles cubanos,

este fendmeno ocurre en muchos otros contextos.

Los psicdlogos socliales que estudian la toma de declsiones se interesan
en particular en cémo las presiones soclales afectan las decislones que
toma un individuo. Dos de tales presiones, ildentificadas por Janis y
Mann (1977), son: arrepentimiento anticipado, asociado a una tendencia a
preocuparse de lo decepcionados que nosolros y otros se podrian sentir
51 tomamos una decisién equivocada, y segundo, amenazas o restricclones
impuestas por otros. Estas son influencias importantes sobre el tomador
de declsiones que deben ser consideradas cuando se prescribe cdme usar

la teoria de la decision en la toma de decisiones en grupo.
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Una lmplicacion de la psicologia soclal en la practica de la toma de
decisiones organizaclionsl es la convenlencia de incluir en las reuniones
de toma de declsiones un facilitador que ayude a evitar los efectos

negativos del "groupthink".

6.5 La técnica de decislones en conferencia

Para llustrar el uso del andlisis de decisiones en las organlzaclones

consideramos la técnica de decislones en conferencia, “decision
conferencing” (Kraemer y King, 1983). lLa ldea es tomar un grupo de

personas responsables de una declsién, como el Consejo de Administiracion
de una compafiia, y llevarlo fuera de su lugar usual de trabajo por dos o
tres dias y dedicar el tiempo a resolver su problenma. Un analista
versado en las ldeas de la teoria de decisiones acltua como facilitador y
explora con el grupo opciones, metas e incertidumbres; el analista es
capaz de ayudarlos a crear lo que Phllips (1984) llama "una realldad
soclal compartida". Esto se intenta expresar en un modelo, Ilnvolucrando
posliblemente una funcién de wutilidad multiatributo o un Aarbol de
declsiones, que es producido con la ayuda de programas de computadora
apropliados, Reproducimos algunas observaciones de Philips (1984, p.44)

sobre esta técnica:

"La experiencia con decisiones en conferencia suglere que el proceso de
confrontacién ayuda a los particlpantes a ampliar sus perspectivas
individuales sobre el problema, camblar sus puntos de vista, inventar
nuevas opciones aceptables para todos, en breve, a generar un modelo que
claramente represente todas las perépectivasa Pero ni los procesos de
confrontacién pueden prevenir sesgos en el modelo a través de la
influencia de wuna varlable siempre presente, el c¢lima de la
organizacion. Un complejo profundo de normas, valores, expectativas, lo
aceptable y lo inaceptable, influyen en las decisiones a través de la
organizacion, frecuentemente de manera provechosa pero algunas veces de
manera negativa. Es aqui que el papel del analista puede dar alguna
correcclén a los efectos negativos del clima. El analista experimentado

que ha trabajado con diferentes organizaciones tiene en primer lugar la
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perspectiva y la Independencia para detectar y contrarrestar muchos de
los sesgos que el clima puede introducir. begundo, un analista que
tiene una inversién minima en las consecuenclas de la declsion y que ha
trabajado sus proplos problemas fuera de la compafiia crea un territorio
razonablemente neutral, minimizando asi los efectos del clima de 1la
compafiia. Este clima neutral ayuda al grupo a mantener un punto de
vista mds Dbalanceado del problema, hacléndolo mds Impermeable a
manipulaciones por individucs particularmente persuasiveos. Por ejemplo,
cuando el analista detecta intentos de manipulacién del grupo puede
pedir que las opiniones se manifiesten més en la forma escrita que en la

oral".

Asi, en una conferencla de decisién no se intenta construir algin tipo
de representacléon objetivamente exacta del problema y entonces aplicar
técnlcas matematicas para determinar la solucidn optima, como podria
hacerse en algunas versiones del analisis de slstenmas. Ll modelo
construido es mds bien usado como un vehiculo para discutir asuntos

entre las partes interesadas.
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7. CONCLUSIONES

La conceptualizacién de la toma de decisiones propuesta en el Cap 2,
permite ublcar en un mismo marco de referenclia enfoques muy distintos,
como el de Arrow-Raynaud, en el que el planteamiento del problema
multicriterio es enteramente ordinal al considerar unicamente el perfil)
de preferencias asocliado a los criterios, y el de Keeney-Raiffa, de
teoria de utilidad multiatributo, que es cardinal vy considera
explicitamente el riesgo. Esto es poslble gracias a dos conceptos, el
de estructura de preferencia, que se maneja de una manera mas amplia de
Jo wusual para incluir preferencias especificadas por modelos
cuantitativos o funciones de eleccidén, y el concepto de espacio de
consecuencias, no usado explicitamente en la literatura, que permite
precisar los cesos de decisiones bajo certeza, incertidumbre, riesgo,

basadas en el perfll de preferencias, etc., respectivamente.

Las dos relaclones valuadas de preferencia que se proponen en el Anexo
B, denominadas indices de Intensidad y de credibiliad de preferencia,
respectivamente, estidn asocladas a wun modelo aditivo general de
referencia y califican el grado en que una alternativa es mejor que
otra. Estos indices tienen la propledad de que los extremos de sus
escalas corresponden biunivocamente con dominancias de Pareto, por lo
que resultan independientes del modelo de agregacion de criterios y por
tanto son un maximo tedrico de credibilidad o decidibilidad en que una
alternativa multicriterio es mejor que otra. Por simetria los puntos
medios de las escalas corresponden c¢on la indiferencia entre
alternativas. La aplicacldén de estos indices es en particular valida
para modelos mas realistas que el de utilidad y que han sido toltalmente
ignorados en las aplicaclones de toma de decisiones, como el de Morrison

y Tversky.

Los indices que se proponen no son desde luego aplicables en decisiones
en que el andlisis del impacto de las alternativas 'sobre los distintos
criterlos se realiza en términos solamente cualitativos. Pero por otro
lado, como e85 sabido, el modelo cuantitativo de preferencia

multicriterio mas usado a nivel nacional y mundial es sin lugar a dudas
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el aditlivo, por lo que tales indicadores podran tener un uso muy amplio.
Asi por ejemplo, para decidir 1la compra de ecqulpos técnicamente
comple jos, que deben ser evaluados desde numerosos puntos de vista,
clertas dependenclas de PEMEX y CIE a lo largo de les afios han llegado a
establecer procedimientos de evaluacién de adquisiclones con base en
modelos aditivos. [En estos casos sus sistemas manuales y de cdmputo
requerlrdn solamente pequeilos camblos para oue incluyan las relaclones
valuadas de preferencia propuestas, con lo cual habrda una mayor
conflanza en los resultados porque se podran detectar las comparaclones

dudosas que requleren una revisiéon mas detallada.

En esta disertacién se introduce una propiedad nueva, con mas
requerimientos que la independencia entre criterios, denominada
independencia total (sec 5.3), la cual debe cumplirse para que al
comparar dos alternativas, el conjunto de criterios en que ellas son
indiferentes no juegue ningin papel, sea neutral en las comparaclones y
pueda ser ignorado. Esta neutralidad es usada explicitamente por
algunos métodos multicriterio sin una justificacién teérica. Por otro
lado, cuando no se cumple la independencia total no se puede asegurar la
transitividad de la Indiferencla y puede darse un fenémeno de naturaleza
multicriterio, consistente en que la conjunclén de ventajas
"imperceptlbles" en dlstintos criterlos puede crear un efecto global de
preferencla, fendmeno que se puede explicar en términos de umbrales de

percepclén de la preferencia para los distintos criterios.

Como lineas de linvestigacién futuras, relacionadas con ¢l tema de esta

disertacitn, se tienen las siguientes:

Sobre el modelo de Iintensidad, que en general no es desacoplable,
introducido en la sec 2.2.4, y que tlene como caso particular el
conocido modelo de utilidad, se puede conslderar el problema de su
axiomatizaclon, es declir, de encontrar un conjunto de propledades que
deben cumplir las preferencias del decisor para que ellas puedan
reprasentarse con este modelo. Esto no se ve tarea facil porque el
modelo ademds de poder representar preferenclas no ‘t:ransi.tivas también
es capaz de considerar que los criterios son compensatorios, no

compensatorios o compensatorios localmente.
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Una investigacldén basada en las relaciones de preferencia valuadas, en
un contexto amplio como el de la sec 3.7, y que podria ampllar
considerablemente el estado de conocimiento de la toma de decisliones
multicriterio, es intentar unificar y contener como casos particulares a
los dos enfoques mas Importantes actualmente, el utilitarista y el de
relaclones binarias de sobreclasificacioén. Tal unificacidén se ve en
principio posible por este camino, porque los modelos basados en
preferencias valuadas pueden ser mas realistas y llevar a una visidén mas
general del modelado de las preferencias. Una primera etapa de esta
investigaciéon podria consistir en verificar la posibilidad teédrica de la
siguiente suposicién, la cual se menciona en la literatura sin mas apoyo
que la intulcién, y que podria llevar a entender mejor el proceso de
aprendizaje del declsor en el conocimliento de sus proplas preferenclas:
el enfoque de relaclones binarlas de sobreclasificaciéon admite que las
preferencias sean poco claras para el decisor e incompletas, en el
sentido que para algunos pares de alternativas no se sabe cual es nmejor,
por lo que los modelos usados por este enfoque son mas apropiados al
inicio del aprendizaje. El enfoque utilitarista en camblo supone que el
declsor logra discriminar perfectamente cudl es la mejor de dos
alternativas cualesquiera y que es perfectamente racional, esencialmente
transitivo en sus preferencias, por lo que al final del aprendizaje sus
preferencias podrian ser representadas por un modelo utilitarista. Se
intentaria describir el proceso de aprendizaje como una transformacién,
posiblemente continua, que lleve de un tipo de modelo al otro. Como
ilustracién de esta posibilidad puede verse la sec 2.2.4, donde se
muestra que una funciéon (binaria) de intensidad puede ser obtenida de
una de utilidad.

Otros temas de futuras investigaciones podrian ser los siguientes:

a) investigar la aplicabilidad de los indices binarios de preferencia
propuestos, al mélodo de Jerarquizacion analitica de Saty;

b) desarrollar indices de credibilidad e intensidad de preferencia para
modelos de relaciones binarias sobreclasificacién del tipo de los
ELECTRE;

c) explorar la aplicabilidad de las relaciones valuadas de preferencia

L]

en los sistemas de soporte a la decision.



ANEXO A. RELACIONES

A.1 Relaciones sobre un producte cartesiano

1 producto cartesiano de los conjuntos no vacios A ,...,A , denotado

i n
por Alx...x A, o bilen por }(WEAI, donde K = {1,...,n}, es el formado
n =
por conjuntos ordenados de la forma (al,...,an), a e Ai, denominados

n-adas:

Ax...xA ={la,...a):a eA,....,aa €A}
1 n 1 n 1 1 n n

El conjunto A1 es el i1-ésimo componente de este producto cartesiano.

Una relaciétn es un subconjunto de un producto cartesiano. I.a n-ada

(a1""’a11’x1'aruf”"a ) de una relacién o de un producto cartesiano
- n

se abrevia por (xl,(aj)jﬁl). El conjunto ordenado de los i1-ésimos

componentes x, + €M <K, de una n-ada, donde |M| = n, es un elemento

de XICMAI y eventualmente se representa por (xl)’an ¢ bien por X,

Una relacién S &« ..X A es (condicionalmente) independiente respecto
I

Af“

¢ K de componentes sii V x, y ¢ X A se cumple que si
JEH

(x, a)S(y, a) para algin a € ¥ A, entonces (x, b)S(y, b) Vb e Y A

JEK-H JER-H

de un conjunto M

La relacién inducida sobre XieM Al, M <K, por § ¢ Alx...x An, S", se

define por

annyu sii [KH' aﬁ»M)S(yu' aK~H) v aﬁnHﬁ 1§HA

i

En particular SK S. Una relacion & € Alx...x A es independiente si

n
todo subconjunto de componentes M € K es independiente, es decir, V M& K

hl e ) c‘ ‘ - ® ‘
(){M , aﬁ_" ]S (yH ’ aK“H ] o (}{Hn bK-H )‘.) ( Y" ’ bK“H ) v KH’ yt‘f(: i éﬂ AJ

o equivalentemente, sii (Krantz et al, 1971, p 301) para tedo M & K =

{1,...,n} la relacién inducida por S sobre X A para elecciones {1 jas
e 1 U
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ale Al, 1 € K - M, dada por

xS sil (x, a 5 a 3 ¢ A
o ( M’ nwn)"j(yu' K«H) K~H X
JEH
ne es afectada por tales elecclones. Cuando S es Independiente la

relacion SH inducida sobre Al hereda de S las sigulentes

XIGM
propledades (ver apartado J3): simetria, asimetria, antisimetria,
transitividad, negatividad transitiva, reflexividad, Iirreflexividad,

conexidad, conexlidad débil.

A.2 Algebra de relaciones binarias

En una relacion binaria R € A x B los conjuntos A y B se llaman dominio
y codominio de la relacién, respectivamente; aRb es una abreviatura de
{(a,b) € R. Cuando el dominio y el codominio coinciden s¢ dice que la

relacién binaria es sobre (o en) este conjunto,

Sobre el producto carteslano A x B se tlene la relacion universal U = A
x B, la relacién vacia ¢ € A x B, las operaciones de union e
interseccién de relaciones, que se deflnen por 1la unién, U, e
intersecclén, , de los respectlivos conjuntos, y para cada R & A X B se
define su relacién complemento, R~ = U -~ R € A x B y su relacién
inversa, R™" = {(b,a): aRb} s Bx A. Si RS Ax B, S & B x C entonces
la relacion producto RS & A x C y la relacion suma R + S & A x C de las

relaciones R y 5 se definen por

producto: RS = {(a,c): 3 b e B tal que aRb y bSc}
suma: R+S={(a,c): VbeBaRby bSc}

las cuales no son en general conmutativas. Para las relaciones binarias
sobre un conjunto A se define la relacién diagonal, A = {(a,a): V a €
A}, la relacién dual de R € A x A, R = (R)™'= (R™)", y las siguientes

relaclones sobre A

b =R, R®=Rp¢? para k = 2,3,...

1R =R, KR = (k-1)R + R para k = 2,3,...
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Considerando dominlos y codominlos apropliados para las relaclones se
pueden demostirar las slgulentes propledades (algunas demostraciones se

encuentran en Chlpman, 1965 y en Makarov et al., 1987):

i

1) R(ST) = (RS)T
2) R =¢, ¢R=¢

3) RA=R; AR=R

4) (RSS, TS V)= RISSV; ASB = A% B
5) (RS, TESV)a2R+TES+V

6) Rls st «ww R ¢S

7) R €S = TRV & TSV (homogeneidad)

RST (asoclatividad)

3

i

8) RS U T) = RS URT, y en general para un nimero finito o contable de

uniones [U Rl] [U Si] = |J RS
i ! |
9) RUSYT =rWUs™?, @) =r"ps™

10) R(S ) T) = RS ) RT

11) RN = R = R (relacién dual de R)

12) (R")' =R; RUS) =RnS; (RS) =RUS

13) @) = ®RNHE™), ® + 57 =g R, W)= T
14) (RS) =R+ S, (R+8) =RS

15) (RUS) + (RUS) =2R U 28

16) (R S)° = R% g 5°

17) A = p, ¢ =g, U = U

Considerando R, S, T relacliones sobre A:
18) Son equivalentes entre si: RS T # ¢, TR S # ¢, ST R7# ¢
19) (R7)? # (RY™, (RY) "= 2r™

20) R*) € R, RSR® + R

A.3 Relaciones binarias sobre un conjunto

En la tabla 1 se definen propledades de relaciones binarias sobre un
conjunto y se dan algunas Implicaciones e incompatibilidades entre ellas
(Canales et al, 1976). Algunas propiedades se pueden agrupar en dos

clases:
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Invariables Invariables

bajo interseccliones: bajo uniones:

transitiva (1) R% R negaliva transitiva (2)R € 2R
irreflexiva (5) R & A reflexiva (8) A € R

asimétrica (6) R € R completa o conexa (4) R'¢ R
antisimétrica (10) R py R < A débilmente conexa (3) A"¢ R U R™
no trivial (15) U = R no vacia (16) R = ¢

Se puede demostrar que:

1} las propledades en 1la columna lzquierda son invariables bajo

intersecciones y las listadas en la columna derecha lo son bajo uniones;

2) una relacidn pertenece a una categoria de la columna izquierda sii su

complemento pertenece a la correspondiente categoria de la derecha;

3) excepto la transitividad, si una relacién cumple una propledad del
lado 1izquierdo entonces cualquiera de sus subconjuntos también la
cumple, y excepto la negatividad transitiva, si una relacién cumple una
propiedad del lado derecho entonces cualquiera de sus subconjuntos

también la cumple.

Conslideramos con algin detalle los conceptos de relacion de equivalencia

y de relacioén aciclica.

Una relaclén de equivalencia es una relacién binaria sobre un conjunto A
que es reflexiva, simétrica y transitiva. Sea R &€ A x A una relacidn de
equlivalencia sobre A. Dos elementos relacionados por dicha relacidén se
ilaman equivalentes, Il conjunto de todos los elementos de A
equivalentes a un clerto elemento de A, llamado representante, se
denomina clase de equivalencia de dicho representante; por
reflexibllidad cada representante pertenece a su clase de equivalencia
y, por transitividad, todos los elementos de una clase de equivalencia
son equivalentes entre si, por lo que cualquiera de ellos puede servir

igualmente de representante. Por tanto todo elemento del conjunto A
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pertenece a una y solo una clase de equlivalencla y el conjunto de clases
de equivalencia, llamado conjunto cociente (moédule R) de A, denotado por
A/R, es entonces una particléon de A, donde por definlcién una particién
de un conjunto A es una colecciédn de subconjuntos no vacios de A, ajenos
entre si cuya unién es igual al conjunto A, Reciprocamente, toda
particién determina una clase de equlvalencia, en la cual dos elementos
son equivalentes sii pertenecen al mismo subconjunto de la particion.
ksto establece una correpondencia bilunivoca entre las relaciones de
equivalencia y las particlones de un conjunto cualquiera. La funcién q:
A — A/R que asocla a cada elemento a € A su clase de equivalencia,
q(a) = [a] € A/R, es la funcién cociente o mapeo canénico de la relacién

de equivalencia R € A x A.

Cada funcion f: A —> B determina una relacién de equivalencia sobre su
dominio: dos elementos son equivalentes sii se mapean en el mismo
elemento del contradominio; la particién correspondiente se 1lama
conjunto cociente mbddulo f. Hay entonces una correspondencia biunivoca

natural entre el conjunto cociente médule £ y la imagen de £, £(A).

» 7 » - k 13
Una relacién binaria R es aciclica sii R es irreflexiva para todo

entero k > 0, es decir:

R es irreflexiva: no contlene xRx V x € A
R® es irreflexiva: no contiene xRyRx V x,y € A (& R asimétrica)

R® es irreflexiva: no contiene nyiR...ymdﬁx v Xy, @ A

0 equivalentemente, sii la cerradura transitiva de R, definida por

R =RUR°URU ....
es irreflexiva. La cerradura transitiva de una relacion binaria R, Rt,

t,t t
)© o=

es cerrada en el sentido que (R R, R & Rt, y transitiva porque R

es transltiva, y de aqui la expresién "cerradura transitiva".
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RESUME

Due to the usually unprecise values of the parameters, the confidence in
the outcomes of palred comparisons with a "well behaved" multi-criteria
reference mode]l 1s minimal near the indifference and maximal for
dominance. Two binary indices on the set of ordered pairs of options
are proposed, which could be interpreted as measures of Intensity and
credibility of preference between any two options, respectively, where
the reference model is a general additive one, given by a sum of skew
symmetric functions, one per criterion, defined on the set of ordered
pairs of optlons (particular cases of such reference model are the
conventional additive and the additive difference model of Morrison -
Tversky, the last one in general non transitive neither decomposable by
a value function). The two extreme values of each index correspond to
dominance and the middle one to indifference, respectively. Such
indices can be obtained from a sensitivily analysis on the reference

model and are related by a linear transformation.

Key words: Binary preference indices, additive models, skew symmetry.
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1. INTRODUCTION

. » > - [l l] al - -
A linear multi~criteria utility function on R° is a real function of the

form

ulx) = y X x ¢ R

where the vector of weights wu = (ui,..JﬂQ e R" 15 a constant of nonzero
components; u(x) 1is called the utility of alternative x. The
corresponding preference model relates the outcome of the preferential
comparison of any pair of alternatives =,y with the respective

difference of utilities u(x) - uf{y):
x preferred toy o u(x) - u(y) >0 Vx,y ¢ R’

x indifferent toy o u(x) - u(y) =0 V %,y € R

Sometimes the utility difference u(x) - u(y) is interpreted as an index
of the intensity of the preference for x over y. In a multi-criteria
sltuation such an Interpretation is not appropriate because for a flixed
positive utility difference, u{x) -~ u(y) > 0, between palrs of
alternatives x,y, the differences wi(xi - yi) in the evaluations of the
alternatives can be distributed ip very different ways on the criteriea.
y T
0 for some ), which means the dominance of x over y (x dominates y if

One extreme distribution is wl(xi - yi) = 0 for all 1 and wj(x

and only if x is at least as good as y for every criterion, and strictly
better for at least one) and corresponds to a maximum of the confidence
we have that x Is better than y, because this outcome depends only on
the algebraic signs of the weights and nct on their magnitudes. On the
other hand, we have a less sure preference when the outcome is sensitive
to small changes in the weights of the model, for example, when two
criteria 1,2 cancel each other, “1“% - yl) = \wa(:*ez;3 - yg), but each is
much more important than all the other criteria together,
‘

!#; fi(xi - yll | << lwl(xl - yl)l
=1y @

Because of thls effect, due fo the multidimensionalily of the preference
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model and to the wusual inaccuracy in assigning the weights, 1t is
convenient to evaluate, by a sensitivity type analysls, the confidence
in the outcome of paired comparisons, made with the given (linear) model
of preferences, which help us to discriminate cases llke the ones
mentioned, and provide more information about the preferential
comparison between pairs of alternatives than what is given by utility
difference alone. As we will see, this can be done through blnary
functions, called binary preference indices, deflned on the space of

pairs of alternatlves.

Binary preference indices were originally introduced t{o generalize
procedures and theories related to modeling preferences.
Jacquet~Lasgréze (1982) shows, through the nction of binary preference
index, that the aggregation methods of preferences, for ordinal and
cardinal data, rely on the same {ype of basic aggregatlon procedure,
which consists of building a multi-criteria binary preference index from
a set of mono criterion binary preference indlces. He considers binary
preference indices evaluated 1In non-numerical scales ({"indifferent",
"preferred"} scale, for example} and numerical ones, as for example his
(fuzzy) credibility of preference index, c(,), which takes valueg in the
[0,1]) interval, and where the maximum credibility does not necessarily

corresponds to dominance.

In a different context, Fishburn (1982) generalized the well-known
linear utility theory of von Neumann and Morgenstern (1944) through a
binary index, i(,), which models preferences under risk and could be
interpreted as a measure of intensity of preference. Fishburn’s paper
does not consider explicitly a multi-criteria structure, and his binary
preference index is skew symmetric and takes its values in the [~-1,1]

interval.

In this paper we adopt the terms mentioned: the credibility of
preference index, c(,), taking its values in the [0,1] interval, and the
intensity of preference index, i(,), taking its values in the [-1,1]

interval. The exireme points of the two scales correspond to the
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maximum confidence in that one alternative ls better than the other one
(in particular, for the indices we are proposing the extreme points of
these scales correspond to the deminance of each of the two preference
orders) and by symmetry the middle polints in both scales, 0 for the
intensity scale, and 0.5 for the credibility scale, correspond to the
indifference between the alternatives we are comparing. Under these
conditions, to each intensity index i(,) there corresponds a credibility

Index c¢(,), and reciprocally, related both by the linear transformations

c(x,y) = 0.5 + 0.5 i(x,y) ix,y) = 2clx,y) - 1

Therefore, the skew symmetry of i(,) and the following property of c(,),

called symmetry with respect to 1, are equivalents

clx,y) + cly,x) =1 o I(x,y) + i(y,x) =0

and for all palrs of alternatives x,y € R" the transitivity property for

i(,)

ilx,y) = ily,z) =» ilx,z) = ily,z)

s equivalent to that which corresponds to c(,),

clx,y) =2 c¢ly,z) = clx,2) 2 cly,z)

Bana e Costa and Vincke (1992) and Trejos (1991), have independently
proposed several binary indices of credibility which satisfy the above
transitivity property when y is preferred to z (cly,z) = 0.5). They
defined each credibility index c(x,y) of the preference for x over y as
a certaln measure (the volume or certain projection) on the intersection
of two sets, a parallelepiped of admissible weights (which the decision
maker specifies giving an inlerval of indetermination for each weight

ul,...,wn], and the half-space

+ . ' o -
H (x,y) = {(pl,...p"). y pl(xl yi} 2 0} X,y ¢ R

ad

of the vector of welghts (pl,...pI) which are in accord with the
)
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proposition that alternative x Is at least as good-as alternative y. If
the parallelepliped of admlssible weights Is totally contalned in the
half-space H+(K.Y). then c(x,y) = 1 and the credibility that % is better
than y reaches its maximum, but for the indices we are considering this

does not mean the dominance of x over y.

The binary preference indices we are proposing 1in this paper also
satisfy the above mentioned transitivity property, but these indices do
not depend on additlonal parameters to the model's weights Wiooono oW .
Such indices are very easy to calculate, and to interpret by any
decision maker famillarized with the use of linear multi-criteria

decision models.

2. FORMULATION FOR THE LINEAR CASE

For each order pair of aliernatives x,y such that

):ul(xi- y) >0 (1)

the value of the intensity i(x,y) of preference for x over y is defined
as the supremum of the set of the deviations per unit (or in percentage)

of the weights w!,...wn, maintaining inequality (1). In other words,

supposing (1) is defined,
i(x,y) = sup 8(x,y)

where
3 3= = : . ! < : " + O - s Yy &
G {6 ¢ R mﬁxwk/wkl 0 = L (wlf 6’1)(3%:l yl) 0 Ve ﬁ%}

= {9 € R: Z ("1+ 81)(:£1- le 50 =» mzﬁxlak/wkl ¢ v c‘Si € TR}

From (1) the set @ is nol empty because it contains a neighborhood of 0.

Then i(x,y) is well defined and
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Therefore, in geometrical term i(x,y) is the distance of Tchebycheff,

normalized with respeét Lo the weights (wl,...,un), between the
half-space
- Fai 3 . \' — s - " n
H (x,y) = {(pl,...p“). L pl(xi yl) = 0} iy € R

and the point (wl,...,wn] ¢ R". This point is outside the sel H (x,y),

which 1s a convex and nonempty set. Then i(x,y) is the ratio A > 0 of

the closed ball in a normalized Tchebycheff’s norm (this ball is a
parallelepiped where the length of the n edges are in proportion with

the n welghts wl,....wn) centered in the point (“1"'

-.wn) and having
H—(x.y) as a supporting half-space (see Figure 1).

Figure 1.

The infimum in (2) is a

]

positive wvalue, A > 0, which solves the
equalities

|6k/wk| = AV k Z (ui+ 61)(xi~ yl) =

If we define the sets

I+(x,y)

i}
i g

: &ﬁ(xln yi) > 0} ¥y ¢ R

I (x,y) = { :

o

wi(:{lw yi) < 01 X,¥ € R"

then the value A = i(x,y) satisfies
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0=} uw(l-&=-y)+ Jwl+A-y) =

tel 1ed

>mmryﬁmklzwm;y”m LmMgwﬁqm

i

= |

el val
= Z wi(x‘m ys) - A L Iwi(xlw yl)l

and then

i(x,y) = x#xyeR (3)

By definition, i(x,z) = 0 for all x e R". In (3), condition (1) is
omitted, and so i(,) takes its values in the [-1,1] interval, and i(,)
comes out as a skew symmetric binary index, i(x,y}) = ~ i(x,y). Clearly
i(x,y) = 1 1is equivalent to the dominance of x over VY. The

corresponding credibility index, c(x,y) = 0.5 + 0.5i(x,y), is given by

+Z wl(xlm yl)
1€l (x,y)

x#yeR (4)
Z |wl(xl~ yl)|

clx,y) =

and takes its values in the [0,1] interval and satisfies c(x,y) + c(y,x)
= 1. Clearly c(x,y) = 1 is equivalent to the dominance of x over y.
The denominator in (4) is one unlike measure between the pair of
alternatives x,y, called the net difference in the evaluation of the
alternatives :x,y, which is exactly the w-weighted distance in the 1"
norm between % and vy. In (4) the terms in the numerator are non-
negatives. Then c(x,y) is the proportion in which the set I+(x,y) of
criteria, in agreement with the preference for % over y, contributes to
the net difference in the evaluation of the alternatives x,y.
Therefore, of the net evaluation difference between the alternatives
x,¥, lthe fraction c(x,y) is in agreement with the preference for x over

y, and the proportion c¢(y,x) is in agreement with the preference for y
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The preference or indifference alone between two alternatives can be
expressed equivalently in terms of the linear utillity model or any one
of the indices i(,), c(,):

Y wt(xlm y‘) >0 e i(x,y) >0 o cf(x,y) > 0.5

z wl(xl~ yi) =0 @ Ii(x,y} =0 ¢ clx,y) = 0.5

When there is no indifference between the pair of alternatives x,y, such
binary indices give more information about the preferences than the
utility differences. Thus, c(x,y)e 0.5 (or any one of its equivalents,
c(y,x}) = 0.5, i(x,y) = 0, i(y,x) = 0) means that there are not any one
systematic dominance of one alternative over the other in all the
criteria, and that the advantages of one alternative over the other in
some criteria are roughly compensated by the disadvantages in the other
criteria. In the other extreme, c(x,y) = 1 (or any one of its
equivalents,c(y,x) = 0, i(x,y) =1, i(y,x) = ~1) means thalt x dominates
y. In the last section of this paper, we give a numerical example which
shows that for a given non zero utllity difference between two
alternatives, it is possible to have the two such extreme cases and also

the intermediary ones,

Theorem. The binary intensity index i(,) 1is transitive in both

directions, that is,

i(x,z) = ily,=)
ilx,y) = ily,z) = V x,y € R
i(n,y) = i(xn,z)

The proof of this theorem is as follows. For convenience let

A = X wl(xi" yl), B = Z wl(yi" zl)



A= L lwl(xl“ Yx)l' 3y = X le(y:” zl)l

Then i(x,y) = i(y,z) is equivalent to A/A1 ES B/Bi, and then equivalent
to [%(A + B) = B(Afb B1)’ and to (A + B)/ (A1 + B‘) = B/Bl, which
implies

z wl(xl" zl) z wi(xl~ yll + z w‘(yl“ zl)
_i(}ﬁ,Z) = -~ E= " - >
L w, G, - zi)l L ERC L w, (y,~ zi)l
Z“H%“ﬂ’*i%”ﬁzﬂ A+ B I3
= : = = = i(y,=z)
z Iui(xlw yl)l A z |wl(y1" zi)| A1+ B1 B1

Because of the skew symmetry of i(,), i(x,y) & i(y,z) implies i(z,y) =
ily,x). Considering what we have proved, i(z,x) = i(y,x), and again

because of the i's skew symmetry, i(x,y) = il(x,z) J.
The credibility index c(,) is also transitive in both senses:

clx,z) = cly,z)
clx,y) = cly,z) = V x,y € R
clx,y) = clx,z)

We observe that the credibility indices considered by Bana e Costa and
Vincke (1992) and Trejos (1991) are not transitives in both directions,

they satisfy the followlng less restriclive conditions of transitivity

clx,y) = c(y,z) 2 0.5 = clx,z) = cly,z)

0.5 = c(x,y) = ¢(y,z) = clx,y) 2 clxn,z)

(which are equivalent to each other because c(ix,y) + c(y,x) = 1).
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3. EXTENSION 1O GENERAL ADDITIVE MODLLS

The linear model we considered corresponds to a decomposable structure
(Krantz et al, 1971, pp 317). Now, let the generally non decomposable

structure given by the skew symmetric additive model
x preferred toy = X pl(xl,yl) >0 Vx,y € R°

¥ indifferent toy @ X plhﬂ,yi) = () V x,yeR

where P, i1s a skew symmetric function for all t,
pl(xl,yl) = - pl(yl,xl]
and then also the function ¥(,) defined by

V(x,y) = Z plbﬂ,yi) ViyeR

In a similar way to the linear case we define

I+(x,yl =z {1: v(x,y) > 0} | x,y € R

I (x,y) = {i: V(x,y) < 0} %,y € R"

and the intensily index I(x,y) is given by
i(x,y) = 0 iff X |p Gy )| =
Z pi(xl'yl]

1(x,y) = igf ) |px,y )| # 0
E:lrn(xi.yl)l ‘

i(,) takes its values in the [~1,1] interval, and 1is a skew symmetric
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binary index. Clearly ilx,y) = 1 is equlvalent to the dominance of x
over y. The corresponding credibility index, c(x,¥) = 0.5 + 0.5i(x,y),

is glven by

clx,y) = 0.5 It X lpi(xl.yill = ()

+X pl(xl,yl)
1€l (x,y)

clx,y) = -
L |pi(x1,yl)|

iff ) |p Gx,y )] # 0

o+

c{,) takes its values in the [0,1]) interval, satisfies c(x,y) + c(y,x) =
1, and c(x,y) = 1 is equivalent to the dominance of x over y. The

denominator
L |p1(xl,yi)|

is one unlike measure between pairs of alternatives, x,y, called the net
difference in the evaluation of the alternatives x,y, which is the 1"
norm of the vector with components pl(xi,yi), the difference in
evaluation of the two alternatives for each criterion 1. c¢f{x,y) is the
proportion in which the set I+(x,y) of criteria, in agreement with the
preference for i over y, contributes to the net difference in the
evaluation of the alternatives x,y. Therefore, of the net evaluation
difference between the alternatives x,y, the f{raction c(x,y) is in
agreement with the preference for x over y, and the proportion c(y,x) is

In agreement with the preference for y over x.

The preference and Indifference between two alternatives can be
expressed equivalently in terms of the reference model or any one of the

indices i(,), c(,):

X pl(xl'yi) >0 e i(x,y) >0 ¢ clx,y) > 0.5

z p‘(xi,yi) = 0 o I{x,y) =0 @ c(x,y)=0.5
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This Index is a weak stochastic transitive structure (Suppes, P. et al,

1989, pp 389),

i(x,y) ily,z) = O s ile,z) 20
clx,y) ily,z) = 0.5 = clx,z) 2= 0.5,

iff the preference of the reference model is transitive. An important

particular case is the additive difference model (Tverskl, 1969),

x preferred toy @ z pl(ul(xi) ~ u‘(yl)) >0 V x,y € R"
¥ indifferent toy Z pl(u‘(xl) - ul(yi)) = () Vix,y e R
where pl(— ) = - pl(él for all 1. This model has been considered by

Fhisburn (1980).

4. NUMERICAL EXAMPLE

Four alternatives v, x, y, =z are evaluated with the linear model
specifled in Tabhle I. In order to illustrate the use of the binary
preference indices i(,) c¢(,), consider the pair of alternatives v, vy.
Directly from the data, v - y = (3, =2, 1), and from definition (3),
i{v,y}) = (3 -4 + 3)/(3 + 4 + 3) = 0.2, and then the intensity of
preference for v over y will be 20%. This means that if the welghts W,
W, W, are changed in this percentage, giving positive deviations to the
criteria in which y is better than v, {2}, and negative deviations to
the criteria in which v is better than y, {1,3}, in order to reverse the

inequality

Z wi(vlm yx) > 0

then we will precisely arrive at the indifference between v and vy,
because the new vweights are (1 -0.2, 2 + 0.4, 3 -0.6) = (0.8, 2.4, 2.4),
and so u’'(v) - w'(y) = 2.4 - 4.8 + 2.4

H

0. If the permissible
variations of the weights are less than 20 %, it will be impossible of

course to change the foregoing inequality. « The corresponding
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credibility index has the value c(v,y) = 0.5 + (0.5)(0.2) = 0.6, and
then c(y,v) = 0.4, which means that, of the nel difference in the
evaluation of the order pair of alternatives v,y (calculated as the
w-welghted sum of the magnitudes of the evaluation differences between
these alternatives for all the criteria), 60% correspond to the criteria
in which v is better than y and 40% correspond to the cilteria in which

y ls better than v,

Next, we will illuslrate the kind of informatlon provided by the binary
preference indices i(,) and c¢(,) about the binary comparisons of
alternatives, which are not provided by the utility differences alone,
Comparing alternative v with the alternatives %, y, 2z through the linear
model, we find that v is better than any one of the other allternatives
by 2 units of utility, and that the last three are indifferent amongst
Lthemselves:

u(v) = 600 > u{x) = ul(y) = u(z) = 598

The value of the utility difference doezs not permit discrimination
between any preferences vPx, vPy, vPz. However, from the values of the

preference index i(,)
i(v,x) = 100/299 = 0.33%; i(v,y) = 20%; ilv,z) = 100%
or equivalently, from the values of the credibility index c(,)
c(v,x) = 50.0017%; clv,y) = 60%; clv,z) = 100%

we observe that the preference of v over each of the alternatives =, y,
z poes from the very weak preferehce vl’x, near indifference, to the

dominance of v over z.

Table 1
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