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RESUMEN DE LA TESIS "CALCULO DEL FLUJO A SUPERFICIE LIBRE EN UNA CURVA
VERTICAL" QUE PARA OBTENER EL GRADO DE MAESTRO EN INGENIERIA HIDRAULICA
PRESENTA EL ALUMNO HECTOR LEONARDO CISNEROS ITURBE,

Para desalojar el volumen de agua sobrante de las presas es habitual la
construccién de obras de excedencias. En algunas ocasiones, estas obras
presentan una curva vertical que conduce el agua de un canal con fuerte
pendiente a uno con pendiente suave o nula. En otras, puede existir al
final una cubeta deflectora.

Cuando el agua se desplaza sobre el canal de pendiente fuerte fluye a
arandes velocidades, lo que induce a una separacién de las lineas de
corriente del fondo del canal y a un descenso de la presién. Esto
ultimo puede provocar que se alcance la presién de vaporizacién del
agua. Por otra parte, en la curva vertical aumenta la presién debido a
la fuerza centrifuga.

Cuando se alcanza la presién de vapor se forman burbujas que viajan a
lo largo de la estructura; las que pasan cerca del fondo y de las
paredes del canal en una zona de mayor presién que la presién de
vaporizacién, pueden producir fuerzas de succién capaces de dar lugar a
erosiones en la estructura, originando la cavitacién.

Para evaluar la posible ocurrencia de la cavitacién sobre el fondo de
las curvas verticales se requiere conocer las presiones cerca de su
plantilla. En este trabajo se expone un métode para calcular el flujo
bidimensional no horizontal que toma en cuenta el componente rotacional
del flujo, ya que este tipo de flujo se desarrolla en los codos

verticales.

Se presenta la deduccién de las ecuaciones que goblernan el flujo, es
decir, las ecuaciones de Euler y de continuidad en dos dimensiones,
tanto en coordenadas cartesianas como en polares. Posteriormente se
discute el método utilizado para resolver el problema. Se indica la
forma en que se considera a la vorticidad del! flujo para obtener las
caracteristicas hidraulicas del mismo, ademas el esquema de diferencias
finitas utilizado.
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1. INTRODUCCION

Para desalojar el volumen de agua sobrante de las presas es habitual la
construccién de obras de excedenclas, las cuales consisten en canales
que conducen el agua a través de tramos de fuerte pendiente hacia el
cauce del rio. Estas estructuras se construyen lo mismo en vertedores
en tunel como en cubetas deflectoras y en su disefio se debe procurar
que las erosiones en el rio provocadas por el flujo sean lo menor
posibles y no afecten a otras estructuras.

En algunas ocasiones, el canal presenta una curva vertical que conduce
el agua de un canal con fuerte pendiente a uno con pendiente suave o
nula (fig 1.1a). En otras, la estructura final del vertedor es una
cubeta deflectora que se encuentra inmediatamente después de la curva y
que también es un segmento circular (fig 1.1b).

Cuando el agua se desplaza sobre el canal de pendiente fuerte fluye a
grandes velocidades que 1inducen 1la separacién de las lineas de

1



a) Unida con tramos rectos b) Como cubeta deflectora

Fig 1.1. Curvas verticales

corriente del fondo del canal, lo que sumado al descenso de la presién,
puede provocar que se alcance la presién de vaporizacién del agua. Este
fenétmeno se manifiesta con la generacién de burbujas de vapor. Por su
parte, a lo largo de la curva vertical se origina en el flujo una
presién adicional a la existente provocada por la fuerza centrifuga.

Algunas de las burbujas que viajan a lo largo de la estructura pasan
cerca del fondo y las paredes del canal y son arrastradas a una zona de
mayor presién que la de vapor. Esto podria producir fuerzas de succién
capaces de causar erosiones en la estructura. Esta clase de erosién se
conoce comunmente como cavitacién.

Algunas de las presas en las que se desarrollan grandes velocidades y
que presentan este problema son, por eJjemplo, las de Infiernillo,
localizada entre los estados de Michoacadn y Guerrero, y Glen Canyon y
Yellowtail en los Estados Unidos.

Para evaluar la posible ocurrencia de la cavitacién sobre el fondo de
las curvas verticales se requiere conocer el diagrama de presiones
cerca de su plantillia. Para ello se han propuesto una gran cantidad de
métodos (Canales, 1993) que utilizan un esquema unidimensional de
calculo y que se apoyan en varias hipoétesis simplificatorias de los
componentes que definen el flujo. En este trabajo se presenta un método
basado en un esquema bidimensional no horizontal que toma en cuenta el
componente rotacional del flujo, fundamental en el caso de codos
verticales.



En el capitulo 2 se presenta la deduccién de las ecuaciones que
gobiernan el flujo, es decir, las ecuaciones de Euler y de continuidad
en dos dimensiones, tanto en coordenadas cartesianas como en polares.

El capitulo 3 trata acerca del! método utilizado para resoclver el
problema. Se indica la forma en que se considera a la vorticidad del
flujo para obtener las caracteristicas hidraulicas del mismo, ademas
del esquema en diferencias finitas utilizado y de la secuela de cédlculo
del método.

Se incluyen en el capitulo cuarto varios ejemplos en donde puede usarse
el método propuesto. Ademas se describen algunos aspectos del programa
de computo elaborado, una aplicacién del procedimiento y la comparacién
de los resultados de una corrida con pruebas de laboratorio.

En el capitulo 5 se presentan las conclusiones y recomendaciones.



2. ECUACIONES FUNDAMENTALES

En este capitulo se presenta la deduccién de las ecuaciones de Navier -
Stokes, y a partir de ellas se llega a las ecuaclones de Euler. Ademas
se desarrollan para flujo bidimensional en un sistema que tiene cierta
inclinacién con respecto a la horizontal. Se deduce también la ecuacién
que expresa el principio de continuidad para dos y tres dimensiones.

2.1 Ecuaciones de Navier - Stokes

Para estudiar las condiciones de equilibrio din&mico de la porcién de
un fluido contenido en un volumen de control (fig 2.1) se parte de la
segunda ley de Newton. Para ello se consideran tres fuerzas que se
oponen al movimiento, que son las fuerzas de superficie (presién y
tangenciales) y la fuerza de cuerpo (peso propio). La deduccién de
estas fuerzas se hace en el sentido del eje x, considerando que el
flujo estd impedido de desplazarse en la direccién del eje z.



A | —pAy Az

Ay E/‘\CF-%Z=

Az \—(p+(?)Ax)AyAz
X

Fig 2.1 Volumen de control y empujes sobre las
caras AyB

La primera de ellas estd dada por los empujes en las caras del cuerpo
debidos a la presién, que son normales a tales caras. Al multiplicar la
presién en la cara A por el 4rea de la misma, que es igual a AzAy, se

obtiene una fuerza que actia sobre dicha cara. En la cara opuesta hay
una fuerza debida a la presién, pero de sentido contrario igual a ~{p +
(8ps8x) AxlAyAz. De este modo se obtiene entre las superficies A y B
una diferencia de fuerzas igual a ~(8p/dx)AxAyAz.

La siguiente fuerza a considerar es la debida a la resistencia al
movimiente en términos del esfuerzo tangencial de friccién o,
multiplicado por el area sobre la que actta dicho esfuerzo. Las fuerzas
tangenciales que intervienen en el volumen de control en la direccién
del eje x (actuan sobre las caras C, D, E y F de la fig 2.2}, aparecen
en la suma sigulente

C.x P AxAz - [vzx +

Ay ] p AxAz + u*yx p AxAy -~

3o
ol ——ag"— Az | p AxAy



doax
Tzx+ A
(’ zZxX dy y

- O'yx\

doyx
LA LYY
B\’ k/-o-zx + 3y z

Az Ozx

Fig 2.2 Volumen de control y esfuerzos sobre las
caras C,D,E y F

y, simplificando

do do x
- ——a;—x— p AxtyAz + — X p AxAyhz

En la fig 2.3 se observa al volumen inclinado un &ngulo ¢ con respecto
a la horizontal. Tamblén sobre la porcién en estudio se ejerce en el
sentido del eje x la aceleracién gravitacional X; esto constituye la
fuerza de cuerpo de magnitud X p AxAyAz, siendo p la masa del fluido
por unidad de volumen.

La suma de estas fuerzas produce una aceleracién sobre la masa del
elemento. Dicha aceleracidén es igual al cambio en el tiempo del

componente de la velocidad u en el sentido x. En efecto, la
multiplicacién de la aceleracién por la masa del liquido resulta

du
[ 3t ] p AxAyAz

Segin la segunda ley de Newton, se tiene que



£l Potencial gravitacional

X,Y Aceleraciones gravita-
cionales

Fig 2.3 Volumen de control en un sistema inclinado un
angulo ¢ con respecto a la horizontal

do do

-9%p - Ex e X
3% AxAyAz + X p AxAyAz [ 3y + 5% p AxAyAz

= [g—‘; ] p AxAyAz

Después de dividir entre el volumen AxAyAz y la densidad p, la ecuacién
dinamica queda

do do
ap _ zx vx _ 8u
3% + X [ —a— + J = 3¢ (2.1a)

En forma aniloga puede obtenerse la ecuacién del flujo en la direccién
del eje y, donde Y corresponde a la aceleraclédn gravitacional en el
sentido del eje y; en efecto



o 3o
_18é8p - 2y yx _ av
p 8y Y [ ax " "oz ] - 3t (2.1b)

Las ecs 2.1 son las ecuaciones de Navier -~ Stokes para las direcciones
x y y. Estas ecuaciones se utilizan en cualquier fluido sobre el que
actien las fuerzas del campo gravitacional.

2.2 Ecuaciones de Euler
Cuando la accién de la viscosidad sobre el volumen de control es

despreciable, el tercer término de las ecs 2.1 desaparece, y en
consecuencia se obtiene

_1ap _ _ 8u

53§+x = at (2.2a)
_1a8p _ = dv

‘—)(—3-57+Y = 3t (2.2b)

como la velocidad puede cambiar en el espacio y en el tiempo, se tiene
que

=88 g 4 U gy 4 B

du = 5% 3x 3y W

al dividir esta ecuacién entre dt

du _ du + du dx du dy

dt "3t Taxat T ayat
Recordando que las derivadas totales de x y y con respecto al tiempo t
son las velocidades u y v, respectivamente, resulta que

du _ du du du
at st *vax tVay

al sustituir la ecuacién anterior y su andloga para la velocidad v en
las ecs 2.2, se encuentra



au

- 1dp = 8u

p6x+x at"'uw"'vw (2.3a)
_1leap = 8v av av

pay+y 3t tVax T Vay (2.3b)

Por su parte, se consldera que las aceleraciones gravitacionales X y Y
son las derivadas del potencial gravitacional Q con respecto a x y y,
respectivamente. Ademds, este potencial se define como la aceleraci6én
de la gravedad g que actua en un cuerpo en el sentido del eje y‘ haclia
el centro de la tierra, se tiene que 00 = -gy' (fig 2.3). Al descomponer
la distancia y' en el sentido de los ejes x y y, las aceleraciones
gravitacionales X y Y resultan

a a
X=H(gxsen¢>);‘{=‘w(—gycos¢)
Operando y sustituyendo en la ec 2.3 se obtiene

du du 14dp

8u = - + a
ou o, 9,y ou . 3 g sen ¢ (2.4a)
av av av _ _1dp _

+ul s vl =-1 g cos ¢ (2.4b)

si la presién y la velocidad no cambian en el tiempo se tiene un flujo
permanente, por lo que las ecs 2.4 quedan como

- léop =y 8u gu
Eax+gsen¢—u5§+vay (2.52)
_18p _ _ v av
5 5y = 8co°s p=ugLt v 3y (2.5b)

Las ecs 2.3 y 2.4 corresponden a las ecuaciones de Euler. Las ecs 2.5
representan a las ecuaciones de Euler para flujo permanente y son
atiles para deducir la ecuacién de la energia. El segundo término del
primer miembro permite descomponer la accién del campo gravitatorio
segin la inclinacién que presente el flujo con respecto a un plano
horizontal de referencla.



2.3 Ecuacién de continuidad

Supéngase ahora que la velocidad en cada punto del volumen de control
de la fig 2.1 puede expresarse vectorialmente como v = ul + vj + wk; el
flujo de masa que ingrese al volumen a través de la cara A sera igual a
{uplAyAz, y el que salga por la cara B sera [up + (3(up)/dx) Ax]AyAz.
La diferencia del flujo de masa al pasar por el cuerpo en la direccién
x serda igual a [3(up)/8x] AxAyAz. Lo mismo puede decirse para la
direccién de los ejes y y z, siendo las diferencias del flujo de masa
iguales a [d(vp}/8yl A4&xAyAz y [8(wp)/dz] AxAyAz, respectivamente.
Ademds, la cantidad de masa dentro del volumen de control también varia
en el tiempo una cierta cantidad (8p/dt) AtAxAyAz.

Como las masas Iintroducidas o extraidas al volumen de control son
iguales a las diferencias de flujo de masa en un intervalo de tiempo
At, el cambio en la cantidad de masa dentro del volumen de control
deberd ser igual a lo que transitd por el paralelepipedo en las tres
direcciones. Asi se puede establecer que

[ g; (up) + g§ (vp) + gE (wp)] AtAxAyAz + g% AtAxAyAz = O

Si la ecuacién anterior se divide entre el volumen de control y el
intervalo At se tiene

El 3 3 8p _
[ﬁtup)+w(‘m)+3§(wp)]+~t——o

Si se considera que la masa especifica no sufre cambios de un punto a
otro, la ecuacién anterior queda
du " av . aw . 8p

PERt P 3y P 5z T = 0 (2.86)

y si ahora la masa especifica tampoco cambia con el tiempo (dp/dt = 0),
al dividir entre p resulta que

10



du av aw _
xtaytaz -0 (2.7a)

Por ‘altimo, si no existe flujo en la direccién del eJe z, se tiene que
tay =0 (2.7b)

La ec 2.8 expresa el principlo de continuidad en un flujo

tridimensional cuando p varia con el tiempo, mientras que las ecs 2.7

lo hacen para p constante en flujos tri y bidimensional,

respectivamente (flujos incompresibles).

2.4 Sistema en coordenadas polares

2.4.1 Transformaciones

Las ecs 2.4 y 2.7b se expresan en coordenadas polares (ver fig 2.4),
para lo caul se usan las expresiones siguientes

@ = angtan [

X | <
[—

X =7r cos O

Yy =r sen &

De las ecuaciones anteriores se sabe que

ar 2 x

—— T e = COS 0 (2.8)
ax 2 %2 + yz

ar 2y

—_ = —— . = gen 6 (2.9)

8y 2 2 2

11



Fig- 2.4 Equivalencia de los Sistemas Cartesiano

y Polar
a6 Y sen 6
ax xZ + y2 r
a0 X cos @
8y xZ + y2 r

Si se tiene una funcién F = F (x,y) en donde x = x (r,8) y y =
se tendrd que las derivadas de F respecto a x y y son

8F  3F or oF de

_— e — -

ax ar ax 36 ax
8F @8F ér &F de

—_ e — 4

ay ar dy 39 8y

Al sustituir las ecs 2.8 y 2.10 en la 2.12 y las ecs 2.9 y 2.

(2.10)

(2.11)

y (r,0),

(2.12)

(2.13)

11 en la

2.13, las ecs 2.12 y 2.13 pueden operarse a cualquier funcién que tenga

las mismas caracteristicas que la funcién F, a saber

8 a8 sen 8 8
~— =¢05 6 — - —_
ax ar r ae
8 2] cos 6 8
— = sen 6 — + _
ay ar r de

12

(2.14)

(2.15)



Asi mismo,

o bien

si se derivan

de la fig 2.4 las
términos de las velocidades v,

u=yv

r
v =.v

r
v =
r
v, =
2]

velocidades u y v pueden escribirse en
Y vg: en efecto

cos 6 -~ Vo

sen 6 + Vo

ucos 6 +v

sen 6

cos 6

sen 6

- usen 8 + v cos 6

(2.186)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

las ecs 2.16 y 2.17 con respecto a r y 6 se tiene que

av ave
= cos 8 —- - sen 8 ——
ar ar
av c’ive
= - v sen9+cose—r-—vecose—sen6—
r 30 a8
av 6ve
= sen 8 — + cos 6 —=
ar ar
av z?v8
= v cose+sene—r—vesen9+cose——
i a8 ae

2.4.2 Ecuaciones de Euler

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Si ahora se sustituyen las ecs 2.14 y 2.15 en las ecs 2.4 se tiene que

1T dp sen 6 8p |
- cos 8§ — -~ —
-3 ar r a6 |
au sen 6 8u
—_ - —_] + Vv
ar r ae
1T "8p cos 6 8p ]
- sen 6 — + —
e L ar r ae |

13

8u
+ gsen ¢ = — +
at
du cos 68 du
sen @ — + —
ar r ae
av
- g COS ¢ = — +

] (2.24)



'.av Vsen 0 av
u | cos 8. —i- . —
or r ae

si se multiplica a‘la ec 2.24 por -sen 8 y a la oo 2.25 por cos @, al
sumar miembro a miembro se tiene que- - o

1 1 8p du sen®e du
- =] —-—— ] ~gcos (8 -¢) =-senB cos 8 u—+ u —
p L r ae ar r ae
2 du sen 6 cos 0 au 2 av sen 6 cos 8 av
-senffVvV—~ ——m . v —+cos0U — - —m—— 4y —
ar r ae ar r a8
av cos?e av av du
+ sen @ cos 8 Vv — + v —+ | —cos 8 - — sen @ (2.28)
ar r ae at at

Por otra parte, los productos de las velocidades u y v por las
derivadas parciales de u y v respecto a r y 6 resultan ser

au av ave
u-—= (vr cos 8 - v, sen a) cos § —~ - sen 8 — (2.27=)
ar ar ar
du avr
u— = (v cose—vesene) - v_sen @ + cos 8 — ~ v, cos 8
ae " r 30
ave
- sen 8 — (2.27b)
a9
av av ave
u—= (v cos @ - v, sen 8) | sen @ —L + cos 8 — (2.27c)
ar v ar ar
av av
u — = (v cose-vesene) vcose+sen9——r—vesen6
ae r r 30
z‘ive
+ cos 8 — (2.27a)
a0
du av, avB
v — = (v_sen 8 + vy cos 6) | cos 6 ~—~L - sen 8 — (2.27e)
ar r : ar ar

du avr
v — = (v_sen 8 + v, cos 9) -V sene+cose——vacose
ae i v ae

14



av
ar
av

— = (v_sen 8 +
86 d

v

al sustituir las ecs

+

1 1 8p

I3 r 86
vr[ ~ sen O cos3
+ senze cos?o
+ senZe cos’s
+ - senae cos

\(:}

+

[
[
(
, [ - sen® cos
(
[
[
(

- sen 6 cos®

-~ gcos (68 ~ ¢) =
at

3u
-— cos 8 - — sen 6

2]

+

e

e

2]

e

— .= {v. sen @ *+.v; cos.0) [
r e

cos 8)

[ v, cos O +sen@ —= - v

av,
- sen 8 -8
a0

av

ar

sen 8 — + cos 8 —

Bve

ar

av

sen 6
a8 9

av
+ cos 8 —2
ae

2.27 en 1la ec 2.26 y factorizar en V.Y Vg

+ sen

sen28

cos*e

- sen

- sen

+ sen

av

] cosae - sen®@ cos 0 + sen36 cos 6 ]

cosze -

+

[}

[}

sen49

3
cos 0

3
cos 8

cos’e

[ senae cosZe - sen®@ cos®e -

1
senae cosze + sen29 c0529 ] e
r

+

+

+

senze

3
sen 8

senae

sen®e

2
cos

cos

cos

cos

senae cosze

15

3 3 3
— sen" O cos 8 - sen 8 cos™0 + sen"9 cos

[}

+

[}

(2.27f)

(2.27g)

(2.27h)

at
av
-
ar
av
T
ae
] aVe
ar
1 av
+ sen 6 cos’@ ] - _98
r 46
a v
+ sen © cos @ ] £
r
v
+ sen®d cos 8 ] £
r
av
sen®8 cos®e ] £
ar
1 av
r

+ sen @ cosae ]

r ae



3 3, e 3 ave
o+ -senecose—senecoser-fsenecose+sen9cose]—
’ ar
2 2 4 18vg
+[sene+sen9cose+senecose+cose]———-
r 868
2 2 4 v
+[sene+sen9cose+senecose+cose]—"
r
3 3 Ve
+[senecose—senecose+senecose-senecose]—
r

al simplificar la ecuacién anterior y agrupando a las derivadas
parciales con respecto al tiempo, segin la ec 2.19, se llega a que

P r 8e
(2.28a)
av v, 8v, v, Vv av
_8,86_86,8r,, 8
at r 686 r T ar

Si ahora se multiplica a la ec 2.24 por cos 8 y a la 2.25 por sen 8, al
sumar miembro a miembro

1 ap 2 du sen 6 cos 6 du
-=| —1l-gsen(® -¢) =cos®@u — - ———u—u —

2] ae ar r ae
du cos?e 8u av
+ sen 8 cos B8 v — + Vv — + sen 8 cos 8 u —
ar r 2] ar
senZe av 2 av sen 6 cos 6 av
- u-—+seng v—+ —m—— v —
r ae ar r ae

du av
+ — cos @ + — sen 6
at at

Al sustituir las ecs 2,27 en la ecuacién anterior y factorizar en vy

16



<

3 3
+ senecose—sensecose+sen6cosB—Senecose]-—r—
r

a
1 3p du av
~=| — | ~-gsen (8 ~-¢) =] —cos 8+ —seno | +
P ae at . : at
av
[ cos®e + sen?6 cos?e + sen®8 cos®@ + sen’s ] L
ar
3 3 3 3 ave
+ -SenBCosB-senecose+sen9cose+sen9cose]-—
ar
< 3 3 3 avr
+ —senecose+sen9cose-senecose+senecose]
ae
1 8v
+ [ sen®e cosze - senze c0520 - senae c0526 + senZG cosze J ———
r ge
2 2 2 2 2 2 2 v
+ [senecose-senecose-senOcosB+sen9cosB] £
r
3 3 3 3 Ve
+ [-—senecose+senecose—senecose+sen9cose] -—
r
3 3 3 BVr
+ vy —senecose—senecose+senecose+sen6cose]——-—
ar
av,
+ [ senZs 00529 - senee cosee - sen26 cosze + senze cos?e ] £
ar
1 v
+ [sen 9 cos?e + sen’s + cos'e + sen®0 cos?e ] r
r ae
3 3 3 ! a"e
+ [—senGcosB-senOcosG+senecose+senecose] — ——
r 8e

v
—sene—senecose—-senecose-cose]—9-]
r

Al simplificar se obtiene
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1 dp
- —— — g sen (8-¢) =
p ar 5t

- — (2.28b)

Las ecs 2.28 son la versién en coordenadas polares
Utiles para obtener la ecuacién de la energia.

2.4.3 Ecuaclén de continuidad

Con base en las ecs 2.14 y 2.15,

du
cos 8 — -—
ar r

sen 8 3u av
— + sen 8 — +
a6 ar r

cos 8 8v

ae

de las ecs 2.4,

la 2.6 se puede escribir como

=0

al sustituir las ecs 2.20 a 2.23 en la ecuacién anterior resulta

av ave sen 6 av
cos 8 | cos @8 —~ - seng — | - -~ v sen 8 + cos 8 —-
ar 8r r v ae
av, av av6
- Vg cos 8 - sen & — | + sen 8 sen 8 —~ + cos @ —= +
86 ar ar
cos © av ave
+ vcose+sen8~——5-—vesene+cose——
r v L] ]

si se realizan los productos y se simplifica

av v 1
LR Y,
ar r r

ave

ae

(2.29)

La ec 2.29 expresa el principio de continuidad en coordenadas polares
para p constante, en un flujo incompresible bidimensional.
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3. METODO DE SOLUCION

En la mayoria de los estudios de los flujos bidimensionales suele
suponerse que el comportamiento de éstos es Irrotacional. Esto
significa que toda particula en movimiento se desplaza sin girar en
sentido alguno, Esta simplificacién es Gtil cuando la magnitud del
componente principal de la veloclidad del flujo es notablemente mayor al
perpendicular a é1.

Con base en lo anterior, el estudio de flujos con curvatura se ha
desarrollade con modelos teéricos en los que los efectos rotacionales
del flujo se simplifican mediante ciertas consideraciones que, gracias
al uso de datos de laboratorio, han sido tomados en cuenta a través de
términos empiricos cuya eficacia depende de los problemas que pretenden

resolver.

Sin embargo, las observaciones que se han hecho entorno a los fendmenos
estudiados y los resultados que de dichos métodos se han obtenido,
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revelan clertas fallas cuando el problema analizado se aproxima a
condiciones extremas en las que las hip6tesis hechas en el
planteamiento de los métodos pierden validez. Debido a lo anterior,
para encontrar soluciones satisfactorias a esos problemas se requiere
de métodos mas apegados al funcionamiento real.

En este capitulo se presentan las ecuaciones con las que puede
encontrarse la solucién a un flujo bidimensional. En dichas ecuaciones
se observa la influencia que ejerce la vorticidad, tanto en coordenadas
cartesianas como polares.

3.1 La funcién corriente

En la mecanica de fluidos se dice que la funcién corriente de un flujo
sirve para determinar el valor de las velocidades en un escurrimiento
plano, en donde las particulas en movimiento tienen la propiedad de
desplazarse sobre trayectorias tangentes a la velocidad. (Sanchez
Bribiesca y Carmona, 1891).

Por su parte, para algunos tipos de flujo existe una funcién escalar
¢(x,y) tal que la velocidad v en cada punto es v = grad ¢, es decir

ag 3¢
us-— ; Vv = —

ax ay

Al calcular el rotacional de la velocidad (rot v), con las ecuaciones

anteriores se llega a que
rot v = rot (grad ¢) = 0

Esto significa que la existencia de un potencial de velocidades se
limita a los casos de flujo irrotacional (Sotelo, 1974).

Si se considera la linea de corriente A de 1la fig 3.1, por definicién
se sabe que no hay flujo que la cruce, por lo que el régimen de flujo ¥
a través de todas las lineas OA es el mismo. Por lo anterior se dice
que ¥ es una constante de la linea de corriente y puede ser encontrada
como una funcién de x y y. Del mismo modo, el régimen de flujo entre el
punto O y la linea B, ublcada muy cerca de la linea A, sera y + dy.
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Y

Fig . 3.1 Lineas de corriente del flujo

A su vez, los regimenes de flujo que entran y salen del triéngule de la
fig 3.1 son iguales sl se toma en cuenta el principio de continuidad;
en efecto

dy = - v dx + u dy (3.1)

pero como dy es una funcién de x y y, la derivada total de dy resulta

dy (3.2)

ay ay
U= —; v == (3.3)
3y ax

Por otra parte, la rotacionalidad que tiene el punto P(x,y) de la fig
3.2 con respecto a un eje perpendicular al plano xy puede ser definida .
como la velocidad angular de dos elementos diferenciales lineales
perpendiculares entre si. En efecto, la particula P(x,y) tiene
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A
y du
u +6y dy
dy
s
vipix,y) u+g% dx
u dx

Fig- 3.2 Rotacionalidad del punto P(x,y)

componentes de la velocidad u y v en el plano xy.

Si se define al rotacional de la velocidad v como vorticidad w y se le
considera como positiva en el sentido contrario a las manecillas del
reloJj, la velocidad angular en la particula P(x,y) resulta

av du
[ v + — dx ] - v u - [ u + — dy ]
w = ax . 3y
dx dy
av du
[ARE . (3.4)
ax 3y

si se toma en cuenta a las ecs 3.3, la ec 3.4 puede también escribirse
como

w= - [ —_— —— ] (3.5)

o bien
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y=-uw (3.8)

En la ec., 3.6 puede observarse que el Laplaciano de 1la funcién
corriente es igual a la vorticidad del flujo cuando se considera que
éste es rotacional. Notese que si el flujo es irrotacional se obtlene
la ecuacién de Laplace que describe al flujo con potencial.

Ahora bilen, atendiendo a las ecs. 2.16 y 2.17, en la ec. 3.4 se tendra

a sen 8 &
w = cos 8 — v .sen 6 + v, cos 8 - — v sen 6 + v, cos @
r ¢} r ]
ar r ae
a8 cos 0 d
~ sen 6 — vcose—vesene - — vcose—vesene
ar r r a8 r

derivando

1 av av
w = Ccos 6 sen 8 —— + cos 8 —
L ar ar
sen 8 | av av,
- sene——i+vcose+cose————vesene
r{ ae r 28
1 av avg
- sen 6 cos 8§ —= - gsen 8 —
L ar ar
cos 8 [ av avy
- cose—r—vsene—sene—-—vecose
r ae r a0

al simplificar

W= —2 - + -V (3.7)

de manera semejante puede obtenerse a las velocidades en coordenadas
polares con base en la funcién corriente. En efecto, s! se sustituye a
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y con base en las ecs 2.14‘y,'2.

liega a que

vrcose—v sen 8

2]

v_sen & + v, cos @
r ]

En las ecs 3.8 puede observarse
polares resultan

15, “en. las ecuacliones anteriores se

1 8¢ ay
= — - cos O + — sen 6
r ar
1 8y ay
=~ ——sen O - — cos 6
r 36 ar

(3.82)

(3.8b)

que las velocidades en coordenadas

ay
ar

Al sustitulir las ecs 3.9 en la 3.7 se tiene que

o blen
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Las ecs 3.8 y 3.11 sirven: para éxpresar la vorticidad del flujo en
términos de la funcién corriente en coordenadas cartesianas 'y polares,
respectivamente.

3.2 Influencia de la vorticidad en las ecuaciones de Euler

Si se deriva parcialmente a la ec 2.4a respecto a y y la 2,4b respecto

a x, se tiene que

8% 8uau 3%u  av au 8%u 1 3%
+ — — + u o — VYV — = - -
atay a8y ox axdy 8y 8y ayz p 3x3y
8%y Buav a%v  av av a%v 18%p
F ot O —— - — = - =
atdy  8x ax ax®  ax 3y ayax p 8x3y

restando ambas ecuaciones
a%u  8%v a%u 8% 8%u  &%v
- +u - |+ V| —— - — ]|+
atay  atay axay ox° ay® aysx
du av du av
—d — ——— =0
ax 8y 3y ax
atendiendo a la ec 2.7b
a%u adv 8% a%v 8%u a%v
- + u - — + v — T =0
atay atay axay ax 3y dydx
al factorizar las derivadas con respecto al tiempo t

3 du  av a%u  a8%v a%u &%
—_ — o — + u -z + v - = =0
at ay ay 3xdy 8% ay dydx

y segin la ec. 3.4, la ecuacion anterior resulta

a%u a%v a%u 3%y dw
u -— |tV | — - = - —

axdy  ax2 ay? oayax at
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7 al agrupar-las derfivadas con respecto a x y a y dentro de los corchetes

“fa féeu av 8 (6u av 8w
utl — 1 - b v | | m - — =~ —
ax { 8y ax ay ay ax at

y al tomar nuevamente en cuenta a la ec. 3.4

aw aw dw
U=+ V== — (3.12a)
8x 8y at

en atencién a las ecs. 3.3 se llega a que

_____ = - — (3.12b)

Por otro lado, al realizar las derivadas parclales de uw respecto a x y
de vw respecto a y :

a %) du
— (uw ) =u—+w—
ax ax ax
dw av

— (v ) = Vv —+ w—
ay ay 3y

despe jando

3w a du
U —=—( w) ~w—
ax ax ax
8w 8 av
V— = — (v ) ~ v —
8y oy ay

al sustituir en la ec. 3.12a y recordando a 2.7b
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a8 a aw
—(uw )+ — (v ) = - — (3.12¢)
ax ay at

Por. otra parte, si se multiplica la ec 2.28a por r se tiene que

1 dp ave av, av6
-——-Pgsen(9-¢)=V6——+vr—+vve+r——
p 88 ae T oer v at

al derivar respecto ar

2 2 2
18%p 8% 8v, 8v av a%v
- - —gsen(e—¢)=v9———9+—e—9+v —Liry g+
p 808r 8edr 8r e T ar ' ar
av_ 8v av, av av 1 8%v
+r‘———"——q+v——6+v9—r+——9+—~—e (3.13a)
ar or F ar ar at r atdr
si se deriva la ec 2.28b con respecto a 0
1 8% vg 8%V 1 9vg 8v_ v _av
- - ~gcos(6-—¢)=_——2_f-+—__'+_’ LI
p drge r 8e r 8o d8e a8 dr
2 2
a%v v av v av a%v
+ v r. 8 _8_8 "6, =« (3.13b)

Fard® r 80 r e atae

al restar las ecs 3.13 entre si y agrupando las derivadas parciales con

respecto al tiempo segin la ec 3.7

2 2

8%v 1 8%y 1 8v, av, 3v, 1 8v v
0= vy 9 __ re.__8 (@8 ___~,_ 8681},

desr r 86° r oe L) ar r 86 r

- — —— +

2 2
a%v a%v av, av
vr[r ] r ] _6]+

ar® arae ar ar
av é)ve av 8w
Llr =- r+Ve + — (3.14)
ar ar ae ot

Si ahora se deriva a la ec 3.7 con respecto a 6 ¥y a r se tiene que
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2 2
dw c’ive 1avr 1¢':7vB

—= - - - — (3.15)
ae arade r ae r 86
2 2
3w a%v, 1 av 1 9% 1 8v v, - -
8
—= 32+ 5L _—rt,__8,78 (3.16)
ar ar r° ae r 8rade r 8r r

-al multipl‘irca.r 3.7 y 3.16 por r se tiene, respectivamente, que

ave av
rw=r————r—+ve (3.17)
ar ae
2 2
dw a%v 1 8v a%v av v
r —=r 29+—_"—._L+——-q+—9 (3.18)
ar ar r 8e arae ar r
si a la ec 3.18 se suma la ec 3.7
aw aZv av a%v av
w+p_..=~_._r+—e+r——26+—e (3.19)
ar arae ar ar ar

si se sustituye a las ecuaciones 3.7, 3.15, 3.17 y 3.19 en 3.14, =al

agrupar se llega a que

ave av ) dw aw
0=w-—+uwr r+v6——-+v [r——+w]+r——
a0 ar a8 T ar at
factorizando y dividiendo entre r
av 1 ave v Va dw w aw
O=w[-—r-+——+—"]+——+v__+w + —
ar r 8o r r 8e T ar at
y de la ec 2.29
Vg aw dw dw
= — + Vv —+w + —=0 (3.20a)
r a8e T oar at :

sl se recuerda el valor de las velocidades Vg ¥ V_ en términos de la
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funcién corriente (écs‘S.S), despe jando

dw 1 8¢ dw 1 3y 8w
L md e L e e e — (3.20b)
at r ar de r 86 dr

Por otro lado, al derivar a Vgw con respecto a 8 y a v v con respecto a
r, se tiene que

a ( ) dw av
— (v ) =v, — + 0 —
e 9 36 a0
v av

—(vw)=v —+w—"
ar r T ar ar

despe jando

Jw a ave
Ve—=—(vew)—w—
a0 ae a8
dw 8 av

v —=—(vw)-w—
"ar oar r ar

al sustituir las dos ecs anteriores en 3.20a se llega a

1 a ave a avr dw
-[—(vew)-w———]+[—(vw)~w-——]=—-—-
r ‘ae 30 ar v ar at
reordenando
18 a 1:’:)\/6 av dw
——-—(vew)+—(vw)—w[—~+—r]=-—
r 3o ar r r 3e ar at

por su parte, la ec 2,29 tamblén se puede escribir como



que. al ~su'st1‘£u’irs:éven;1a ecuacién que-la brec'ede y reordenando resulta

EONREE S SR AN O ] v aw

= (v )+ —(ve)t+teT=- —
r e ar r r at
dw 18 a wv
—=- - —(vgw)~-—(vuw)~-—= (3.20c)
at r 86 ar v r

Las ecs 3.12 y 3.20 expresan en coordenadas cartesianas y coordenadas
polares respectivamente, la relacién que guardan la funcién corriente y
la vorticidad de acuerdo con las ecuaciones de Euler (en dos
direcciones perpendiculares).

Por su parte, con las ecs 3.5 y 3.12c se forma un sistema de ecuaciones
en el que Iintervienen los valores de la funcién corriente, de 1la
vorticidad y de las veloclidades en un flujo bidimensional. Lo mismo
puede decirse en relaciétn a las ecs 3.7 y 3.20c para un sistema
expresado en coordenadas polares.

Al resolver dichos sistemas, las presiones en el flujo pueden obtenerse
a través de las ecuaciones de Euler. En otras palabras, una vez que se
conozca el valor de las velocidades en un esquema bidimensional por
medio de los sistemas mencionados, el valor de la presién en cualquier
punto del flujo puede obtenerse mediante el uso de las ecuaclones de
Euler.

3.3 Ecuaciones en diferencias finitas

En 1la Hidraulica es frecuente que para dar respuvesta a algunos
problemas se requiera resolver ecuaciones diferenciales parclales. En
la mayoria de ellas no se puede obtener su solucién por métodos
analiticos, por lo que se recurre a solucliones aproximadas.

Se dice que el orden de una ecuacién diferencial parcial es el mayor

numero de veces que se ha efectuado la derivacién de uno de 1los
términos de dicha ecuacién con respecto a una o mas de sus variables.
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La ecuacién diferencial parcial lineal dé 15 funcién u .= u (x,y) se

define como )
an'm

o P u
L I a (xy)——m=3g(xy
n=0 m=¢ ™ ax"ay™

donde anm(x,y) y g (%,y) son funciones conocidas de xy y, y O y P son
constantes enteras positivas. Cuando g (x,y) = 0 la diferencial parcial
ademds de lineal es homogénea.

Si la funcién u 6 una de sus derivadas parciales aparece elevada a una
potencia diferente a la unidad, la ecuacién diferencial parcial no es
lineal.

Las ecuaciones diferenciales parciales no lineales son mas complicadas
de resolver que las ecuacliones diferenciales ordinarias; las ecuaciones
que aqui se estudiaran son lineales de segundo orden, a saber

a%r af 3% af ar
+C —+D—+E—+Ff+G=0 (3.21)
8xdy ay2 ax 8y

donde A, B, C, D, E, Fy G son funciones de xy y, y f = £(x,y).

Para dar solucién a este tipo de ecuaclones existen varios métodos en
los que la eflcacia y utilizacién de unos u otros depende de A, B y C,
y de las condiclones iniclales y de frontera del problema a resolver.

Uno de los métodos més utilizados para obtener una solucidén aproximada
de las ecuaciones diferenciales parciales es el método de diferencias
finitas, en el cual se sustituiyen 1las derivadas parciales por
cocientes de diferencias. El método se basa en la serie de Taylor de
una funcién f de la variable z, en efecto

(az)? (Az)3

f(z+Az) = £(z) + £'(z)Az + £'°'(2) + £ (z2) + 0(az")  (3.22)

donde O(Az") es el error de truncado de la serie de Taylor de orden n
(aqui, n = 4}, y Az es un incremento de la variable z. Si se sustituyen
z por x y Az por Ax, y posteriormente z por x y Az por -Ax se tiene que
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2 3

fx+Ax) = £(x) + £ (x)8x + £ (x)} + £ (%)

+o(ax') (3.23)
2 Ax 3
- flb’(x)

Flx-Ax) = £(x) - £'(x)Ax + £''(x) +0(ax")  (3.20)

Si en las ecs 3.23 y 3.24 no se toman en cuenta los términos de segundo
orden en adelante y se desprecian los errores de truncado, al despejar
las derivadas se obtiene que

f(x+Ax) - f(x)
£ (x) —_—————

It

(3.25)
Ax

f(x) - f(x-Ax)

£’ (x) _—

]

(3.26)
Ax

Si ahora se resta la ec 3.24 de la 3.23 y se despeja la derivada de
primer orden, al despreclar los errores de truncado se tiene que

f(x+ax) - £(x~Ax)
f'(x) = —mmm—oo—— (3.27)
2 Ax

E!l numerador en las ecs 3.25, 3.26 y 3.27 corresponden a las
diferencias finitas derecha, lzquierda y central, respectivamente.

Al sumar las ecs 3.23 y 3.24, y descartando los errores por truncado y
los términos de tercer orden en adelante, se tiene que

Flx+ax) + £(x-Ax) = 2 £(x) + £’ (x)(Ax)?
si se despeja la segunda derivada

f(x-Ax) - 2 f(x) + f£(x+ax)
f’l(x) = .

(3.28)
(ax)2

La ec 3.28 representa una aproximacién a la segunda derivada de f. Debe
tenerse culdado con el desarrollo de las aproximaciones cuando la

funcién f depende de dos o més variables. Si f depende, por ejemplo, de
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las ‘variables x y 'y, "la segunda derivada péfdiélréerf'cdn respecto a y
resulta

8%F  fix,y-by) - 2 fix,y) + F£(x,y+Ay)
- = 5 (3.29)
ay (ay)

N

Con base en lo anterior y recordando que ¥ es una funcién que depende
de x y y, sl se acepta que las ecuaclones del tipo ¢ (x,y) puedan
escribirse como Vl‘ Y donde i y Jj son subindices con los que se ubica
al punto del que se qulere conocer sus caracteristicas, y que van
creciendo al avanzar en el sentido de los ejes x y y, respectivamente,

de la fig 3.3 y de la ec 3.5 resulta
i i j*

-1

i+1
Ay Ay

Fig 3.3 Posiciones de las variables de las ecuaciones en
diferencias finitas

P41 Pe1 P+1
¥ -2y Y
Pe1 _ i-1,) 1,] 141, .
1ad (ax)?
L

i,5-1 1,5 1,541

(3.30)
(ay)?

donde el superindice P+1 indica el intervalo de tiempo en el que se
resuelve la ecuacién. Al despejar a ¢
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2 2
1 P+1 1 P+1 1 P+1
[ iy ] ] Yoyt [ 3y ] Vo [ 3y ] Yy je (3.31)
Por su parte, la ec 3.12c puede escribirse de diversas formas
atendiendo al valor que adquieran las velocidades perpendiculares. En
diversas publicaciones (véase por ejemplo Roache, 1982) se ha

demostrado que la eleccién entre un esquema en diferencias hacia
adelante o hacia atrds resulta en una mejor aproximacién de la solucién

buscada. En efecto, la ec 3.12 resulta

-
s ) '3 a P P
= — ( uw )‘ yr - ( vw )l s (3.32)
At 8% ' y '
donde
P P
(uw)“J (UW)x,J-1 .
si ul‘| >0
a8 P Ax 4
— ( uw ) =
1, P _ P
8x ' (“w)1,1+x (“”)x,J .
si uxj <0
Ax !
o)} - (ved(
si V: y >0
38 P Ay 4
—_—( v ) =
1,) P _ P
8y (Vw):¢1.1 (V”)l.J
siv J
Ay 4

A estas aproximaciones de 1las derivadas también se les 1lama

progresivas (Nakamura,

1992) Por su parte,
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1 2 1 P+1 1 2 1 2 P+1
[[ ar ] T Z2AT T ] w:ol.] -2 [[ ir ] + [r-l Ae] ] Y -(3.33)

A su vez, la ec 3,20c resulta

LA S
1,) t:) 148 P a P v w
—_—= = - — Vgt )1 y T ( v e )‘ y (3.34)
At r 6o ' ar ’ r
donde
P P
[ vy, = Vody y g ,
si Vo >0
a P Ao 1,J
—_— (v, ) = 4
2] 1,1 P _ P
ae ' (Vew)1,1+1 (vew)l,J .
si Vo <0
L Ae 1,
r P P
(Vr“)x,J (er)l—l,J .
si v >0
8 e Ar T,y
— (vw) = 4
r i,) P P
ar (vrw)‘+1’1 (vrw)l J .
si v <0
L Ar T,




Las ecs 3.31 y 3.35 Junto con las condiciones iniciales y de frontera
permiten conocer en cada tiempo (P+1) At los valores de las velocidades
u y v asi como el del rotacional.

3.4 Condiciones de frontera y condiciones iniciales

Para calcular el flujo de agua (no permanente) sobre alguna estructura
hidraulica se requiere resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
Junto con sus condiciones iniciales y de frontera. Asi sera posible
obtener los valores de la funcién corriente y de la vorticidad en el
fiujo. Ademds, a partir de ellas se calcula el valor de la presién.

En la solucién del sistema de ecuaciones es necesario establecer el
valor que adoptaran las varliables en las fronteras que limitan la zona
en estudio, asi como la magnitud que adquieren al inicio del calculo.
(A partir de este punto la palabra “tangencial" se referira
indistintamente a los valores de las variables orientadas en el sentido
de los ejes y 6 8, y "radial" a las variables en la direccién de los
ejes x o r).

3.4.1 Frontera izquierda

El valor que las velocidades tangenciales adquieren en la frontera
izquierda varia en funcién de la profundidad a la que se encuentren,
pudiendo seguir una ley de distribucién exponencial. En esta frontera
se considera que el valor de las velocidades radiales es nulo y que,
como en todas las fronteras, el valor de la funcién de corriente es
conocido.

El cédlculo de la vorticidad en la frontera lzqulerda considera que

dw
— =0
ay

Esto significa que la vorticidad no cambia de valor entre la frontera y
la secciédn transversal posterior a ella. Asi las cosas, la vorticidad
en la frontera lzqulerda se puede calcular mediante un esquema en
diferencias finitas hacia adelante en coordenadas cartesianas como
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P+l CPat i Pt P+t , P+l P+l

-2 + g - +

bt "'Is,t - Y2 ,'(’l,a ,wl-i,l 2y ¥iiia
= +

bal o (ay)?® - : Ay ?

o en’ su def'ecto, en coordenadas polares como

P+1 P+1 P+1 P+1 P+1 P+1
- + - +
1,1 zwa,z "bl.a '/’1—1,1 2“'1,1 l’('1+1,1
wP#l = + +
tel (r, 20)° (ax)?
P+l P+l
1 ¢1+1,1 wi—i,l
r 2 Ar

1

3.4.2 Frontera derecha

En lo que respecta a las velocidades y a la funcién de corriente se
pueden hacer las mismas consideraciones que para la frontera tzquierda.
Se puede considerar que el valor de la vorticldad en este lugar es
igual al que se presente en la seccién transversal anterior a ella, lo
que significa que la vorticidad no cambia sustancialmente en esta zona
del flujo.

3.4.3 Frontera inferior

Como en este sitio se tiene una pared, el valor de las velocidades
radiales es igual a cero, pues no es posible un desplazamiento del agua
a través de esta frontera. Por su parte, se considera que las
velocidades tangenclales son lguales a cero pues junto a la pared no
hay movimiento del agua (pared no deslizante}.

En la frontera con el fondo del canal, la vorticidad se calcula para
coordenadas cartesianas mediante la ecuacién (Roache, 1982)

P+l P+1 P+l
Ty T8V, P,
wP¢1 =
I.J 2 (ax)?
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y para tramo curvo

P+l - ol Pl Pl
P41 Ty 8V, ie,
[A) =
1 2 (ar)®

en donde Ax y Ar son los intervalos de longitud perpendiculares a la
plantilla del canal e I representa la seccién en la pared. Estas
expresiones han sido utilizadas con éxito por diversos autores. Ellas
se basan en una aproximacién en series de Taylor de un polinomioc de
tercer orden de la funcién de corriente en la proximidad a la pared.

3.4.4 Frontera superior

En esta frontera la velocidad tangencial puede variar de seccién a
seccioén, pero su magnitud sera semajante en toda su longitud. La
velocidad radical tiene valor nulo pues no es posible que se presenten
desplazamientos verticales del agua que crucen la superficie libre.

Por su parte, el valor de la vorticldad en la frontera superior es
semeJante a la vorticidad en la proximidad del flujo inmediatamente
inferior, por lo que se considera que su valor es el mismo.

3.4.5 Condiciones iniclales

Para comenzar los caAlculos deben conocerse también los valores
iniciales de la funcién de corriente y de las velocidades. En efecto,
con base en los valores de la funcién de corriente en las fronteras se
encuentran los valores de ¢ en el tramo en estudio, y a partir de ellos
el valor de las velocidades segin sea la version en diferenclias finitas
de las ecs 3.3 6 3.9.

Durante el proceso de cédlculo estas variables cambiaran sucesivamente
de valor, lo mismo que la vorticidad en cada uno de los puntos de la
red de flujo. Por su parte, la vorticidad en toda la zona en estudio
valdra inicialmente cero. A través del proceso iterativo de célculo, la
vorticidad alcanzarad un valor fijo que correspondera a la convergencia
del método. Sobre esto se abundara en el siguiente iniciso.

38



3.5 Calculo de las presiones
3.5.1 Ecuaciones de Polsson
3.5.1.1 Forma en coordenadas cartesianas

Si se deriva a la ec 2.5a con respecto a x y a la ec 2.5b respecto a y,
se tiene que

1 8% a%u du}®  av au a%u
- 5-5 =u-— ¥ — o——+ vV

p Ox oax ax 8x 8y ax3y

1 8% 8%v  av au av )2 a%v
——-——2-=u + — —— + — + vV —

p 8y dxdy  89x 8y 3y 3y2

al sumar

1o, au 2 av ? 8u av
- =V p= —_ + — + 2 — —

[ ax ay 3y 9x
a%v  a%u a%u 3%

+ u + — + v + —3 (3.35)
8x8y ax Ixdy 3y

por su parte, con el uso de la ecuaciéon 2.7b

8% 8% 8 (8v 8u
u + -3 = — —_—t — =0
axady ax ax dy ax

a%u a%v 8 av du
v +— v o— —_t — = 0
8x8y ay a8y ay ax

De lo anterior, la ec 3.35 resulta

1 2 8u )2 av )2 du av
-~v2p=] . — + | — + 2 —— (3.38)
ax

!
[=

Al elevar la ec 2.7b al cuadrado, se tiene que
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despe jando

al sustituir en la ec 3.36

1 2 du av du dv
- -V p=-2 — —+ 2 — —
[} xy ax 8y dy 8x

si ahora se consideran a las ecs 3.3 en la ecuacién anterior

T, 8% 8% %y 1?2
“Vy P2 | —5 —-
<] ax“ 38y ax8y

de dividir entre la aceleracién de la gravedad, resulta que

1, z[a"'upazw [aaw ]2]
- v p=—| — — -

y Y g | ax?® ay? axdy
¥y haclendo
2 [ 8% 8% 8%y 1°
S, =-|l——- (3.37)
* g | ax® ay axdy
P
h=—
v
se llega a que
vZhn=s (3.38)
xy xy
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La ec 3.38 es andloga a la ec 3.6, por lo que los valores de la presién
h (en columna de agua) en un sistema cartesiano pueden calcularse
siempre que se conozca el valor de la funcién Sxy. el cual depende del
valor de la funcién de corriente () en las proximidades del punto en
estudio.

3.5.1.2 Forma en coordenadas polares
Al derivar la ec 2.28a con respecto a 8 y la 2,28b con respecto a r, si

se considera que las velocidades son constantes en el tiempo se tiene

que

-~ —-——3* gsen (e-¢)=

11 6% 1 (avy )® vy 8%v,
- +
r

p r a6

(3.39)

1 av av av_ av a%v
= [V ] r ] " r 2] ]
r r

(3.40)

Si se divide a las ecs 3.39 y 2.28b entre r, y si en ésta se hace la
misma consideracién en cuanto al tiempo, al sumar ambas con la ec 3.40

1 (8% 14 1 8% 1a8v, 12 2 av, av av_ 12
—_[._+___p+___ = _ .8 8 _ Ly +

2 r ar r 86° r de r 8r 4e

1 8%, 1 3%y 1 8%, a2y 10vy av
Vo | 5 — *+ - L +v |- + LU IR R U - R A

r° ae r 8rade r 6rée ar r r 36 ar
v av 1 8v
B2 8. = (3.41)
r ar r 30
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Por otra parte, si se deriva la ec 2;291coﬂfre pecto a 8 y se divide
entre r, al ordenar se tiene S L

1 aavr 1 8% < i %6v;’
i TRy T L (3.42)
r rée 2 ag® ‘r% ae

y si1 la ec 2.29 se multiplica por r .y se deriva con respecto a r,
ordenando y dividiendo entre r resulta

18%, &% 2 av_
+ 2” = - — (3.43)
r drge ar r 8r

al sustituir las ecs 3.42 y 3.43 en la 3.41, ordenar y operar se tiene
que

2 2
1 av, 2 dv, av av
_._.Vgp_ __9_ +..___9.. L, r +
p " r 8e r 8r 4e ar
v 1 av, av av v, dv
ML S - A S 2 r -2 8.8
r r 46 ar ar r ar

si se despeja a —vr/r de la ec 2.29, al ordenar se llega a

2 2
1 1 8v 2 v, dv av
_._.Vgp= _.__ﬂ +~__2__r+ r +
e " r

a6 r 8r 48e ar
2 v3 av ave
~— ] X+ L vg —= (3.44)
r|2ar " ar ar

Ahora bien, si se eleva al cuadrado a la ec 2.28, se tiene que

av 2 v_ 8v v2 av ave v ave 1 ave 2
L +2 L T4 Ly | R Z s 242

ar r ar r? ar rae r rde r 8o

y despejando
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2 2 20 o
avl_ . 1 6ve -2 v, avr v 5 avl~ av9 - i ave
ar r 26 rdr " r - ap rae r rde

al sustituir en la ec 3.44 y operar

R S S T T A Sl P
p 'O rar r? ar rae r rée
2
+Eaveav -v_r_zvr&_zv_eave
r 8r ae r2 r ar r ar
factorizando
1 v av v av av v av
_~V§p=_2_r r,.r, 81 _o ) r, 8
p T r | ar r rae ar r rae
av v 1 av
_p_918_ _ = (3.45)
ar r r e

Por otra parte, derivando la ec 3.9a con respecto a r ya 6, y a 3.9

respecto a r

av 1 8y 18%
Tz e + —
ar r2 as r drge
2
6vr . i 8%y
88 r 882
av 3%y
ar 6:‘2

al tomar en cuenta las expresiones anterlores y las ecs 3.9 en la ec

3.45 se tlene que

1 V‘z ) 8%y 1 8% . 1 ay a2y
; ro P = ar? r 3e° r ar ar?
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1 8¢ 1% 18% V1 1 ep 1 a6 - 18% )1
- — % = - — e e L
r? ge r drade r drae r?.se Spd 80 'r drde
ordenando y dividiendo entre g

1, 2 a2 1 8% 18% 1?2
~-VegP=-- z = B *
¥ g ar r 86° r arde

AERIGR) G-I

2 3%y 1 8% 1 8% 1?2
Sre . T2 “ T2 71z *
g r r ée r drae

1 2 ay 1 8% 118y ay 3%y
-ll-=11- e e= = | = (3.48)
r r 8e r 3rao r r 8e ar ar

resulta

h

2
Vgh- Sre (3.47)

Al lgual que la ec 3.38, con la 3.47 pueden calcularse las presiones
(en columna de agua) si se conoce el valor de Sre mediante los valores
de la funciétn de corriente (¢) ubicados en su proximidad, para un

sistema en coordenadas polares.

Para el caso de una curva con un radic muy grande, la ec 3.46 se
aproxima a la ec 3.37, conservandose los dos primeros términos del
miembro derecho de la ec 3.46 debido a que los deméds tienden a un valor

nulo.

Las ecs 3.38 y 3.47 son las ecuaciones en la forma de Poisson de la
ecuacién de 1la presidén para coordenadas cartesianas y polares,
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respectivamente. Con ellas puede formarse un sistema de ecuaciones cuya
solucién es semejante a la de las ecs 3.6 y 3.11.

3.5.2 Ecuaciones en diferencias finitas
Para poder calcular las ecs 3.37 y 3.46 se usarA un esquema en

diferencias finitas de tipo central como el de las ecs 3.27, 3.28 y
3.29. En efecto, la ec 3.37 resulta

xy

2 '/1141,)_2'/’:,)*"/’1-1,3 wl.J+1n2wl.J+wl.J-1
S = -
(ax)2 (ay)2

]

v’xn,;u - "'xn,;—i - "”1-1,“1 + wi-l,_l—l 2
- (3.48)

4 Ax Ay

Por su parte, la ec 3.46 puede escribirse como

r? (ay)?

2 ['pnt,J -2y wl-l,}] [1 w1,1+1_2'/'1,1+'/'1,J—1]
r8

S = -
g (ar)?

1 wl+l,]+1 - V’lu,j—: S ¥ ger Vo 02
- +
r 4 Ax Ay

1 [ [2 w:,)u ¥4 ] [wi+1,j+1 "%, T wl-x,]ﬂ FY, g ]

r 2 A8 4 r Ax Ay

1 wl,Jn - wx,)-: 2
U I A +
r 2 r A8

Yier,3 ~ %1, Yo,y —2 ¥yt (3.19)
2 Ar (ar)? .
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3.5.3 Calculo de la presién en la frontera inferior

Debido 2 que la presién manométrica en la superficie del agua es igual
a cero y que en las fronteras izquierda y derecha se considera igual a
la presiéon hidrostatica, sélo resta conocer el valor de la presién en
la frontera inferior.

81 se considera que en esa frontera du/dy = 0, la ec 2.5a para flujo
permanente resulta

1
p 9% 2 8x
multiplicando por -1/g y considerando que h = p/y, al ordenar se tiene

8h 1 au?
— =sen ¢ - — —
ax 2g ax

que puede escribirse en diferencias finitas como
= sen ¢ + —
Ax 2g Ax

pero come la velocidad vertical en la frontera es lgual a cero, al
multiplicar por Ax y reordenar resulta

1

_ 2
hx,)'h1-1,3'Ax s.enqb+é—£;ux_l’J (3.50)

ecuacién que puede integrarse al sistema de ecuaciones para el célculo
de la presién en los tramos rectos, referenciados con un sistema de
coordenadas cartesianas.

Andlogamente, al conslderar que avr/ae = 0, la ec 2.28b resulta para
flujo permanente
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1ap T 1 au?

| Vi
i g sen (0 - Tg) = - — - 2
p ar 2 8r r

alrm_ul'tiplicar por -;l/g'y considerando que h = p/y se tiene que

- -8h 1 avd v
— =sgen (8 - ¢) -~ — —F + =
ar 2g dr gr

que en diferencias finitas resulta

2 2

\4 -V \4
By = Poogyy 1 "1,y Trer,y %
—————— =sen (6 - $) - — ——— o+ —
Ar 28 Ar 8r

pero en el fondo v, = 0, por lo que al multiplicar por Ar

1 2 Ar 2
b y-h _, ,=érsen(8-¢)+—v + — vy (3.51)
' : 2g "1-1,} gr "1

ecuacién que es andloga a la 3.50 para un sistema en coordenadas
polares.

3.8 Secuela de calculo

El célculo de las variables de Interés se realiza de la manera
siguiente.

1. Se divide la =zona del flujo a estudiar en Intervalos
horizontales (Ay) y verticales (Ax) para los tramos rectilineos y en
intervalos angulares (A8) y radliales (Ar) en el tramo curvo.

2. Se supone el valor de la vorticidad en toda la zona en estudio

igual a cero.

3. El superindice P de las ecuaciones 3.31 a 3.34 se hace lgual a
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P+l

4, Se obtienen los valores de 5’1, 3

basado en las ecs 3.31 y 3.33.

con un sistema de ecuaciones

5. Las vorticidades en la frontera derecha se hacen iguales a las
que haya en la seccién inmediatamente aguas arriba y se encuentran los
valores de la funcién de corriente en la frontera para la iteracién P+1
con la ecuacién

P+1 . P+l
{,frontera 1,J
derecha

6. Se calculan a las velocidades tangenciales y radiales con la
versién en diferenclias finitas de las ecs 3.3 y 3.9.

P+1 _ an P+l _ |pp”
Pr1 _ 141, 1-1,) Y 1,3+1 1,)-1
1) 2 Ax BERREE 2 Ay
P+l P+1 P+l P+l
' -y v - ¥
Pe1 _ 1+1,) 1-1,) Pe1 _ 1 1,341 1,3-1
v = - 3 = —
81 2 Ar LR B 2 40

1

P+1

7. Se obtlene el valor de la vorticidad w, en la frontera

,
inferior para tramo recto como (I se refiere a la frontera)

P+l P+1 P+1
7 - +
Pel Y1, By, Y Ve
Yy = 2
» 2 (ax)
y para tramo curvo
P+1 P+1 P+1
7 -84y +y
Pet _ 1,3 -1, 1-2,}
1) 2 (ar)?

En la frontera superior (L} el valor de la vorticldad se iguala a la
vorticidad de la seccién vertical inmediatamente inferior a ella.

P+1 P+l
w = w
L,} L-1,)

8. Se obtlene el valor de la vorticldad en la frontera izquierda
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(G) ‘cuando . se tbétaﬂaé'trahdsfﬁéétaé medlante ié?ééuécién

P+l | P+1 P+l
. C=2 +
_— wl.c wl,G+1 vwx.coz t-1506707 "1 6 Fi+1,0
wx, ¢ = 3 g - R =
: ~(ay) et i (AX)
Y para tramos curvos con
P+1 P+1 Pe1 P+1 P+1 P+l
Pl 1,6 2 wl,c+1 l/’1,542 wl—l,G ¢,_G ¢1+1,c
1,6 2 * 2 *
’ (r‘ 48) (Ar)
P+1 P41
1 ¢1*1,c w:—l.c
r 2 Ar

9. Se asignan las variables con superindice P+1 a las variables P.

10. Se usan las ecs 3.32 y 3.34 para obtener el valor de las
vorticidades. Para tramos rectos

a a8
Wl = WP+ (ww)? At + — (ve )P At
1,5 1, ax 4,) ay £,
Yy para tramos curvos
18 a8 vV w
“’f”“"? ____(veu)f At-—(vw)’l’ At - - At
.3 )3 - a8 . 3 ar r v r

11. Se compara al valor absoluto de la diferencia de las
vorticidades con superindices P y P+1 con la tolerancia. Si la
diferencla resulta mayor se regresa al paso 4. En caso contrario se

continua con el paso 12,

Si ottt WP > tol 1ir al paso 4
L) 1,3

12. Con los valores de la funcién de corriente y con las ecs 3.38,
3.47, 3.850 y 3.51 se obtiene el valor de las presiones en la zona
estudiada.
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4. FLUJO DE AGUA EN UNA CURVA VERTICAL

Debido a la complejidad de su calculo, usualmente no se toman en
cuenta el tipo de flujo rotacional. Sin embargo, para conocer las
caracteristicas hidraulicas en algunos flujos a superficie libre como
son aquellos que se presentan en canales con pendientes de plantilla
mayores a nueve grados o bien en canales con curvatura, no se debe
prescindir del rotacional en las ecuaciones de movimiento del agua, asi
como del componente de 1la velocidad en el sentido perpendicular al
fondo del canal, segin se ha observade en campo y laboratorio para
estos tipos de canales.

El modelo matemdtico desarrollado y expuesto en los capitulos
anteriores permite analizar las caracteristicas de un flujo en un
esquema bidimensional no horizontal. En otras palabras, se hace posible
la obtencién de las velocidades en la direccién paralela y en una
direccién perpendicular a un flujo con curvas verticales, asi como la
presion en toda la zona.
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La conjuncién de las ecuaciones en coordenadas cartesianas y polares es
util en el estudio de diversos flujos, tales como el que se desarrolla
en las curvas verticales de las obras de excedencias entre otras.

4.1 Flujo sobre una curva vertical

Se han realizado multiples esfuerzos por desarrollar modelos fisicos y
matemdticos para estudiar el fenbmeno de la cavitacién en curvas
verticales y proponer diferentes alternativas para soluclionar ese
problema. Entre los modelos matemadticos, el uso de las ecuaciones de
continuidad y de la energia ha proporcionado resultados pobres cuando
se quiere conocer la evolucién de las caracteristicas hidraulicas de
manera precisa, aun cuando a la ecuacién de la energia se le ha
agregado un término que corrige el efecto de la fuerza centrifuga
provocada por la concavidad de la estructura.

Cuando entra en funcionamiento el vertedor de excedencias de una presa,
el caudal de agua transita hacia un canal de fuerte pendiente,
comunmente conocido como réapida. Dicho canal conduce el agua a
estructuras de diversas formas cuya funcién consiste en disminuir la
energia cinética del agua para atenuar su fuerza erosiva. En algunas
presas esta disminucién se logra mediante un canal que cambia la
direccién del flujo de aquella que tiene la réapida, a una direccién con
una pendiente menor o con pendiente nula.

Sin embargo, las altas velocldades que se producen en estas estructuras
provocan efectos vorticosos que inducen la aparicién del fenémeno de la
cavitacién en el fondo de los canales, sobre todo en la parte curva de
la conduccisén y en la transtcién que hay entre ésta y el canal de baja
pendiente. Como se sabe, el efecto erosivo de la cavitaciéon produce
grandes y costosos dafios que pueden afectar o limitar el uso de estas
estructuras y las que existan a su alrededor.

El uso del modelo matematico propuesto permite conocer las velocidades
y presiones que se presenten a lo largo de la curva vertical y en los
tramos rectos adyacentes. Esto hace posible que puedan modificarse en
las simulaciones diferentes parametros hidraulicos, operativos o
estructurales que favorezcan la desaparicién del fenémeno de Ila
cavitacién en estas obras.
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Otra alternativa para entregar el agua que fluye en una obra de
excedencias hacia un cauce es la construccién de una cubeta deflectora,
que es una obra que al final de una rdpida lanza el agua a un estanque
de grandes dimensiones. Este tanque se debe ubicar lo mas lejos posible
de la cimentacién de la presa para protegerla de una eventual falla
estructural.

Las presiones que se presentan en la curva vertical de esta estructura
se han determinado habitualmente con modelos unidimensionales del flujo
con base en la ecuacién de la energia, a la que se le agrega un término
por curvatura para corregir los errores relativos a ella.

El esquema de calculo presentado en este trabajo permite conocer con
mayor precisién el valor de las presiones en la curva vertical, con lo
que puede determinarse qué esfuerzos estructurales deben considerarse

en el disefio de este tipo de estructuras.
4.2 Flujo sobre una estructura vertedora

Como ya se dijo, para desalojar el volumen de agua sobrante de los
embalses se construyen obras de excedencias que permiten la salida de
un determinado caudal. Este gasto depende del desnivel {carga) que
exista entre la superficie libre del agua y la cresta del vertedor, asi

como de la forma y ancho de ésta.

Para evitar que sobre estas estructuras se presenten fenémenos
hidraulicos que perturben el flujo se han propuesto diversos perfiles
del canal vertedor. Con esto se busca que el flujo de agua no ejerza
presiones grandes sobre la estructura.

Sin embargo, el perfil del vertedor se disefia para un rango reducido de
gastos, por lo que el funcionamiento de las estructuras no siempre es
6ptimo cuando los caudales vertidos no se encuentran en esos rangos
Ademas, los materiales y la construccién de estas obras influyen sobre
la trayectoria del flujo, modificando el esquema teérico del mismo.

Debido a lo anterior, el paso del agua sobre la estructura experimenta

separaciones y acercamientos de las lineas de flujo, lo que a su vez
puede provocar el fen6meno de la vaporizacién del agua. La presencia de
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burbujas de vapor en tramos aguas abajo: de esta zona puede inducir el
fenémeno de la cavitacién.

Con el uso de un método de calculo'como ‘el que se presenta en este
trabajo es posible determinar la ocurrencia  de fenémenos de esa
naturaleza y proponer cambios estructurales y de operacién que los
eviten.

4.3 Programa de cémputo

Con el fin de aplicar el método se elaboré un programa de computadora
que sigue la secuencia de célculo descrita en el inciso 3.6. El
programa encuentra el valor de las caracteristicas hidréaulicas (presién
y velocidad) en un canal que consta de tres tramos: una rapida o canal
con fuerte pendiente al que sigue un tramo con curvatura vertical para
finalizar en un canal con pendiente suave, nula o adversa.

Como en el estudio de los tramos rectos se utilizan ecuaclones en
coordenadas carteslianas y en el codo se usan ecuaciones en coordenadas
polares, en la unién de esos tramos existen puntos que pertenecen
simultédneamente a un tramo recto y a 1la curva, Lo anterior hace
necesario que en dichos puntos el planteamiento merezca un estudio
especial que incluya los efectos provocados por los camblos de los
sistemas coordenados.

Adicionalmente, el programa es capaz de considerar moléculas de cdlculo
del esquema de diferenclas finitas de cualquier punto de la malla, sin
importar la magnitud de los intervalos longitudinales en la direccién
del flujo, tanto en los tramos rectos como en la curva. Esto no se hace
en la direccién perpendicular al flujo porque ello aumentaria la
complejidad del calculo. En la curva, los intervalos longitudinales se
ingresan en forma de dngulos; esos intervalos dependen de cada angulo y
del radio de curvatura que les corresponda. Sin embargo se recomienda
que los 1intervalos verticales y horizontales tengan magnitudes
similares para reducir los errores de aproximacién.

Para resolver el sistema de ecuaciones derivados de las expresiones

3.31 y 3.33 se utiliza el método de sobrerrelajacién (S.0.R.) (véase,
por ejemplo, Smith, 1878), aprovechando que la matriz que se forma con
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dichas ecuaciones es de tipo poroso. Tres son los sistemas de
ecuaciones que se resuelven; el de la funcién corriente en toda la
longitud y altura de la malla, el que hace lo propio para la misma
funcién, pero exclusivamente en la frontera derecha de la malla y el
que calcula los valores de la presién en toda la zona en estudio.

El programa est4 escrito en lenguaje FORTRAN y consta de un cuerpo
principal y diez subrutinas. A continuacién se describen las funciones
de cada una de las partes del programa y se presenta un diagrama de
bloques que indica la interaccién entre las mismas.

VISCO.FOR es el cuerpo principal del programa de donde se llama a todas
las subrutinas. En él se da congruencia al funcionamiento del programa
y se calculan algunas variables. En el caso de las transiciones se hace
una correccién por curvatura que también es obtenida en esta parte del
programa.

LEER.FOR. En esta subrutina se hacen las lecturas de un archivo de
datos que contlene los valeores iniciales y de frontera que se utilizan
a lo largo del programa. Se calculan ademds algunas variables de uso
comin entre subrutinas.

INICIA.FOR. Esta subrutina se utiliza para dar valores iniciales a
algunas variables a usar durante el programa.

MOLE.FOR prepara las variables que intervienen en la determinacién de
los coeficientes de las moléculas de calculo de todas las matrices,
tomando en cuenta las cambios de longitud producidos por los diferentes
intervalos longitudinales o angulares para cada seccién de la
estructura, segin sea el caso.

PSI.FOR. Esta subrutina se encarga de formar la matriz de coeficientes
del sistema de ecuaciones de Laplace de la funcién corriente.

SOR.FOR. Los sistemas de ecuaciones se resuelven en esta subrutina a
través del método de sobrerrelajacién. Cabe resaltar que todos los
sistemas de ecuaciones que se resuelven en la subrutina realizan
exclusivamente las operaciones de los coeficlentes cuyo valor es
diferente de cero.
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PSIDER.FOR. Aqui se forma la matriz de coeficientes para conocer
el valor de la funcién corrlente en la frontera derecha de la zona en
estudio.

VELOZ.FOR es la subrutina en la que se obtienen 1las velocidades
paralelas y perpendiculares al flujo en funcién de los valores de 1la
funcién corriente en cada uno de los puntos de la malla. En los tramos
rectos se utilizan coordenadas cartesianas y en la curva coordenadas
polares. El calculo de las velocidades en las transiciones no
representa ningin obstdculo que merezca una atencién especial.

OMEGAS.FOR obtiene el valor de la vorticidad en todas los fronteras de
la malla segun la funcién corriente en el entorno. Se compone de las
subrutinas OMIZQ. FOR, OMSI.FOR y OMDER. FOR

OMEGA.FOR obtiene el valor de la vorticidad en toda la malla con una
funcion explicita que depende de las velocidades vertical y horizontal
del flujo y del valor de la vorticidad en la iteracién anterior,

ESE.FOR es la subrutina en la que se calcula el valor de la presién en
la zona en estudio con base en la ecuacién de la presién en la forma de
Poisson y con la ecuaclién 2.28, la cual estd en funcién de las
velocidades obtenidas por el programa. A esta subrutina se ingresa una
vez que el proceso lterativo ha terminado, es decir, cuando que se han
alcanzado los valores de la vorticidad aceptables segin la tolerancia
propuesta.

Una de las ventajas que tiene el programa es que permite proponer
diferentes geometrias de la cubeta deflectora, asi como estudiar el
fenémeno existente en cualquier zona de la estructura. Esto es, al
tener la posibilidad de ingresar al programa el numero de secciones y
niveles de calculo sin importar la zona de la estructura de que se
trate, ni la magnitud de los intervalos longitudinales, y proponiendo
el valor del radio de curvatura que se desee, se llega a conocer el
valor de las caracteristicas hidréulicas en puntos de interés, siempre
que el manejo de la memoria de maquina sea el adecuado para el
funcionamiento del modelo. -
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El programa también es capaz de analizar el fenémeno exclusivamente en
el tramo con curvatura, para lo cual se hace nula la cantidad de
secciones transversales antes y después de la cubeta deflectora.

INICIA
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4.4 Ejemplo numérico

Para conocer los alcances del método se simulé el flujo de
una curva vertical como la de la fig 4.1
caracteristicas (distancias en m, velocidades en m/s)

1) Seccionamiento de la malla en estudio

Numero de niveles (NN) (sin contar fronteras)
Nuamero de secciones antes de la curva (NSA)

Numero de secclones en la curva (NS)
(incluyendo transiciones}

Numero de seccliones después de la curva (NSD)

2) Dimensiones de la estructura y su seccionamiento
Magnitud de los intervalos en la direccién x (6 r) (4x)
Magnitud de los intervalos en la direccién y (Ay)
Magnitud de los intervalos en la direccién 6 (grados) (A8)
Longitud del radio de curvatura en la S.L.A.
Angulo de inclinacién de la linea perpendicular al canal de
pendiente suave con respecto a la horizontal

(en grados) ()

Angulo de deflexi6n de la curva vertical (en grados) (B)

3) Condiclones de frontera

Funcién corriente en la frontera superior
Funcién corriente en la frontera inferior
Velocidad vertical en la frontera superio
Velocidad vertical en la frontera inferio

Funcién corriente en las fronteras izquierda y derecha

nivel
nivel
nivel
nivel
nivel
nivel
nivel

Velocidad vertical en las fronteras izqulerda y derecha
Velocidad horizontal en las fronteras izquierda y derecha
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4) Variables relativas al calculo

Tolerancia ’ 0.001

Coefliciente de relajacién 1.2
“Intervalo de tiempo (segundos) " 0.005
5) Gasto unitario (m®/som) 80. 00

4.5 Resultados de la corrida del programa

Los resultados del programa de cémputo se imprimen en un archivo que
presenta los valores de las variables de interés en cada seccién. Al
inicio del mismo aparecen el nimero de iteraciones realizadas por el
programa, el valor de la tolerancia considerado y el intervalo de
tiempo que se wusé. Estas variables son, como ya se dijo, las
velocidades radial (V) y tangencial (U) y la presién (P} en el fondo
del canal para punto de la malla. Se presentan también los valores de
la funcién corriente (PSI) y de la vorticidad (W).

En el listado de resultados que se presenta a continuacién puede verse
que existen 20 secciones transversales (que resultan de la suma de NSA,
NS y NSD) y 7 niveles por secciétn (de los que se excluye a las
fronteras superior e inferior)}. Se especifica ademas cudles son las
secciones de interés como son las fronteras, las transiclones entre los
tramos rectos y el tramo curvo, y el lugar en el que inicia cada tramo.
Al final del listado aparecen los valores de las velocidades, de la
vorticidad y de la funcién corriente (algunas de las cuales tienen
valor nulo, como se aclaré en el apartado 3.4) en la frontera inferior.

Para encontrar el lugar en el que se ubican los valores obtenldos de
cada variable para cada punto, se puebe remitir a la fig 4.1, en la que
se presentan algunos puntos de la malla para lograr una referencia
rapida de los mismos.

La evolucién de las caracteristicas hidraulicas calculadas a lo largo
de la curva vertical es de interés. En el caso de las veloclidades V se
observa que su distribucién es semejante de una seccién a .otra,
presentédndose las maximas en los intervalos centrales de la curva
(Inclinaciones 16 y 14, pag. 64).
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Por su parte, las velocidades U calculadas desde la frontera izquierda
hasta practicamente la mitad de la curva vertical indican que el flujo
es hacia la superficie libre del agua, mientras que en el resto de la
curva y en el tramo recto aguas abajo es haclia la plantilla.

Las presiones que resultan de los célculos muestran un aumento claro en
las secclones de la curva y un descenso de la presioén en el tramo recto
posterior a ella. Al final del listado se presenta el diagrama de
presiones al fondo del canal (pag. B67), cuyos valores se dibujaron en
la fig 4.2.

4.6 Comparacién con mediciones de un modelo fisico

En el Instituto de Ingenieria de la UNAM existen 3 modelos fisicos de
curvas verticales unidas con tramos rectos similares al de la fig 1.1la.
Estos dispositivos experimentales tienen éngulos de deflexién de 22.5,
45.0 y 60.0 grados. En ellos se han hecho mediciones (Sanchez Bribiesca
et al, 1987) de la presién en toda la curva y de la velocidad en
algunos puntos de interés, generalmente cercanos a la unién entre la
curva y el tramo recto posterior a ella., En cada uno de ellos se
midieron las caracteristicas hidraulicas con diferentes gastos.

Se usaron los datos del modelo de 60 grados, con gasto de 61 1lt/s y
tirante de 4.5 cm para hacer una comparacién con los resultados que
arroja el modelo aqui desarrollado.

En la tabla 4.1 se presentan las velocidades tangenciales en la unién
entre la curva y el tramo recto aguas abajo, ¥y en la fig 4.3 las
presiones en el fondo medidas y calculadas. De la comparacién de estos
resultados puede considerarse que el programa logra una aproximacién
aceptable de las caracteristicas hidraulicas.

tirante velocidad medida velocidad calculada
(cm) (n/s) (m/s)

3.375 6.36 6.29

2.250 6.30 6.16

1.128 6.21 6.02

Tabla 4.1 Comparaclén de las velocldades
medidas y calculadas
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'Fig 4.2 Diagrama de presiones en el fondo de Ig curva vertical




Puﬂto Funcioén Velocidad Velocidad Vorticidad Présién
Corriente radial tangencial
(m/s}) (m/s) : (m)

- Frontera izquierda

1 32.74 .000 28.04 ~7.898 . 2500
2 25.98 . 000 25.85 -8, 447 . 5000
3 19.76 . 000 23.68 -9.233 . 7500
4 14. 14 . 000 21.16 -10. 361 1.0000
5 8. 19 .000 18.28 -12.074 1.2500
B 5.00 . 000 14.84 ~15.059 1.5000
7 1.77 . 000 10.00 -23.334 1.7500
Inclinacién: 30.000
Tramo inclinado
8 32.74 -.033 28,04 -7.913 . 3836
g 25.98 -.056 25,95 ~8.458 L7718
10 19.77 -.066 23.67 ~9.241 1.1227
11 14.15 -. 085" 21.18 -10. 362 1.4357
12 8.19 -.054 18.28 ~-12.068 1.7007
13 5.01 ~-.035 14.83 ~15.027 1.8043
14 1.77 -.012 10.01 ~23.247 2.0254
Inclinacién: 30. 000
15 32.71 ~.133 28.185 ~7.934 . 5446
16 25.82 -.212 26.02 -8.474 1.0545
17 19.70 -.247 23.70 ~9.254 1.5128
18 14.08 -.248 21.13 -10.375 1.9082
19 9.13 -.218 18.22 -12.076 2.2348
20 4.96 -.158 14.75 ~15.030 2.4888
21 1.76 -.077 9.93 -23.086 2.8711
Inclinacién: 30.000
Transicién 1
22 32.61 -.208 28. 46 ~7.923 L7144
23 25.77 -.322 26.17 ~8.476 1.3647
24 19.82 -.370 23.74 ~9.271 1.9353
25 13.80 ~.368 21.09 ~10. 409 2.4205
26 8.98 -.325 18. 10 -12.135 2.8184
27 4.85 -.247 14.56 ~15.134 3.1284
28 1.70 ~.133 8.70 -23.008 3.3491
Inclinacién: 30.000
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Punto - ‘Funcién Velocidad . " Velocidad ~ Vorticidad . Presién
Corriente radial - _tangenclal.. .. :
: (m/s) (m/s) i (m)

Tramo . curvo

29 32.50 -.150 28.80 ~7.890 1.0759
30 25.860 -.239 26.35 -8, 466 1.95086
31 19.32 -.280 23.80 -g9.281 2.8718
32 13.70 -.283 21.08 -10.444 3.2540
33 8.80 -.254 17.99 -12.207 3.7420
34 4.71 -. 1986 14.38 -15.280 4.1163
35 1.62 -.109 9.41 -23.123 4.3958

Inclinacién: 28.000
36 32.46 -.061 28.95 -7.879 1.3010
a7 25.53 -. 108 26.45 -8.460 2.3595
38 19.23 -.131 23.85 -9.283 3.2199
39 13.80 -.137 21.05 -10. 458 3.9131
40 8.71 -.125 17.93 -12.241 4.4602
41 4.84 -.098 14.28 -15.353 4.8759
42 1.58 -.053 g.27 -23.188 5. 1705
Inclinacién: 26.000
43 32.44 -~.027 29.01 ~7.875 1.4466
a4 25.49 -.048 26.50 -8.457 2.6334
45 18.19 -.081 23.87 -9.284 3.5979
46 13.56 -.085 21.05 -10. 484 4.3691
a7 8.66 -.080 17.91 -12.257 4.9590
48 4.80 -.047 14.21 -15.389 5.4140
49 1.56 -.028 9.21 -23.220 5.7166
Inclinacién: 24.000 - k
50 32.43 -.012 29.04 ~7.873 1.6391
51 25.48 ~.022 26.53 -8, 458 2.8094
52 19.17 -.029 23.89 -9.284 3.8436
53 13.54 -.031 21,05 -10. 467 4.6682
54 8.64 -.028 17.90 -12.264 5.3044
55 4,59 -.022 14.19 -15. 408 5. 7691
56 1.55 -.012 8.17 -23.236 6.0759
Inclinacion: 22.000
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““Punto

57
a8
59
60
61
62
63

64
65
66
67
68
69
70

71
72
73
74
75
76
77

78
79
80
81
82
83
84

‘Corriente

32.43
26.47
18.16
13.83

8.63

4.58

1.85
Inclinacién:
32.42
256.47
19,15
13.52

8.63

4.58

1.54
Inclinacién:
32.42
25.47
18.15
13.52

8.63

4.58

1.54
Inclinacién:
32.42
25.47
19.16
13.52

8.63

4.58

1.54
Inclinacién:

~“Func1én Velocidad

radial
(m/s)

-.008
-.010
-.013
~.014
-.013
~.010
~.008
20.000
~.002
-.003
~.004
-.005
-.004
~-.004
-.002
18.000
. 000
.001
.001
.001
.001
.001
.001
16.000
.003
. 005
.008
. 007
.007
. 008
.004
14.000

Veloclidad
tangencial

(m/s)

29.
2B,
23.
21.
17.
14,

9.

29.
26,
23.
21.
17.
14.

9.

29,
26.
23.
21,
17.
14,

9.

29,
2B.
23.
21.
17.
14.

9.

64

06
54
89
05
89
17
16

08
54
89
05
89
17
15

08
54
S0
05
89
17
15

[o]3]
54
83
0S8
89
17
15

Vorticidad

~7.872
~8.455
-9.284
-10. 469
~12,268
-15.414
-23.244

-7.871
-8. 454
-9.284
-10. 469
~12.269
-15.418
~23. 249

-7.870
-8.454
~9.283
-10. 463
-12.269
-15.418
~23.251

-7.870
-8.453
-9.282
-10.467
~12.267
-15.418
-23.240

Presio6n

(m}

1.5944
2.8150
3.9914
4,8484
5.5083
5.9819
6.2893

1.68227
2.9689
4.0666
4.9393
5.6068
6.0856
6.3903

1.6303
2.9830
4.0854
4.8604
5.6275
6.1031
6.4019

1.6203
2,9631
4,0560
4.9217
5.5797
6. 0465
6.3367



Punto

85
86
87
88
89
S0
91

92
93
84
g5
96
97
a8

89
100
101
102
103
104
105

107
108
109
110
111
112

Velocidad’/

Funcion
Corriente radial
Co(m/s)n
32.43 . 008"
25.47 .010
19. 16 .013
13.853 .015
8.64 .015
4.58 .013
1.55 .008
Inclinacién: 12.000
32.43 .011
25.48 .018
19. 17 .025
13.54 .028
8.65 .028
4.59 .024
1.55 .016
Inclinacién: 10. 060
32.44 .020
25.49 .036
19.19 . 048
13.56 .051
8.66 .050
4.61 .043
1.57 . 029
Inclinacién: 8.000
32.45 . 037
25,52 . 067
18.22 . 086
13.59 . 083
8.70 . 090
4.84 . 076
1.59 .051
Inclinacién: 6.000

-Velocidad

i "tangencial

“(m/s)

29.06
26.53
23.89
21.05
17.89
14.18

9.16

29.04
26. 52
23.88
21.08
17.89
14.18

28.02
26.50
23.87
21.04
17.90
14.20

28.97
26. 47
23.85
21.04
17.91
14.23

65

Vorticlidad

-7.869
-8.451
-9.280
~-10, 464
-12.263
~15.407
-23.211

~7.8686
-8.449
~9.276
-10.459
-12.255
-15.383
-23.157

—~7.862
—8.443
-9.269
-10.450
-12.241
-15,367
-23.061

~7.855
-8.434
~9.257
-10.434
~12.217
-15.324
-22.900

Presion

(m)

1.5829
2.9099
3.9792
4.8241
6. 4645
5.9169
6.1959

1.5457
2.8187
3.8486
4.6601
5.2734
5.7054
§.9703

1.4734
2.6795
3.86508
4.4135
4.9888
5.3934
5.6413

1.3670
2.4760
3.3640
4.0895
4.5838
4.9535
5.1813



Funcién

Velocidad

Punto
: Corriente radial
(m/s)

<113 32.47 .074

114 25.56 . 128

115 19.27 . 160

1186 13.65 .171

117 8.76 . 1682

118 4.69 .135

119 1.62 . 089
Inclinacion: 4,000

120 32.82 . 162

121 25.865 . 2568

122 19.38 . 308

123 13.77 . 313

124 8.87 .290

125 4.78 . 239

126 1.68 . 156
Inclinacién: 2.000

Transicién 2

127 32.64 . 198

128 25.82 . 311

129 19.58 . 362

130 13.988 .368

131 9.07 .339

132 4.85 . 278

133 1.78 . 182
Inclinacién: . 000

Tramo horizontal

134 32.73 . 122

135 25.97 . 192

136 19.76 . 222

137 14.186 . 220

138 9.23 . 193

138 5.08 . 150

140 1.88 . 101
Inclinacién: .000

Velocidad

tangencial
(m/s)

28.88
26.40
23.81
21.03
17.93
14.28

9.38

28.71
26.28
23.75
21.02
17.87
14,37

8.57

28. 36
26. 10
23.68
21.04
18.07
14.85
9.90

28.05
25.94
23.863
21.07
18.16
14.71
10. 16

66

Vorticidad

=7.
-8.
~-9.
-10.
-12.
-15.
-22.

~7.
-8.
-8.
-10.
-11.
-14.
.933

838
415
235
405
176
248
633

. 796
-8.
-9.

~10.

-12.

-15,

. 197

380
198
358
107
120

. 782
-8.
~-9.

-10.

~12.

=-14.

.47g9

356
159
297
003
813

793
358
142
260
934
767

Presién

(m)

.2120
1837
9584
. 5655
0254
. 3523
. 5573

BB W NN e

.9827
. 7665
. 3973
. 8882
.2823
5587
. 7362

WWwwNN e

.6177
. 1732
. 8515
0457
. 3518
. 56857
.6820

NN ==

. 4280
. 8241
. 1725
. 4642
.6923
. 8496
. 9276

o e



Punto Funcion Velocidad

Corriente radial
- : (m/s)
141 32,76 . 006
142 7 286,01 .007
143 19.81 ~.001
144 14.20 ~-.018
145 9.26 -.045
146 5.10 -.078
147 1.89 ~.109

Inclinacién:
Frontera derecha

148 32.74 .000
149 25.98 .000
150 19.76 .000
151 14.14 .000
152 9.189 . 000
153 5.00 .000
154 1.77 .000
FRONTERA INFERIOR

1 .00 .000

2 .00 . 000

3 .00 .000

4 .Q0 .000

5 .00 .000

6 .00 .000

7 .00 .000

8 .00 .000

9 .00 . 000
10 .00 .000
11 .00 .000
12 .00 .000
13 .00 .000
14 .00 . 000
15 .00 .000
16 .00 .000
17 .00 . 000
18 .00 ~.000
19 .00 .000
20 .00 .000

. 000

Velocidad

tangencial
(n/s)
27.97

25.89
23.62
21,10
18.21
14.74
10.20

28.04
25.95
23.68
21.18
18.28
14.84
10.00

7.10
7.02
6.79
6.47
6.31
6.23
6.20
6.18
6.17
6.17
6.18
6.19
6.22
6.26
6.356
6.49
6.74
7.17
7.51
7.58

67

Vorticidad

~7.818
-8.369
~-9. 160
-10.280
-11.974
-14.880
~20.390

-7.818
-8.369
-9. 160
-10. 280
~-11.974
-14.880
~20.380

~5.286
-5.266
~-5.215
~5.159
-5.133
-5. 120
-56.114
-5.112
-5.111
-5.110
-5.111
~-5.112
-6.115
~-5. 120
-5.,129
~5. 145
-5.176
-5.238
~-5.286
-5.289

Presién
(m)
. 2357
. 4592
.6622
. 8398
. 9901

1.1114

1.1948

.2500
. 5000
. 7500
1.0000
1.2500
1.5000
1.7500

2.0254
2.7965
3.4752
4.5880
§.3517
5.8885
6.2392
6. 4442
6.5369
6.5402
6.4668
6.3178
6.0842
5.7478
5.2807
4.6512
3.8274
2.6926
1,9283
1.1854
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Fig 4.3 Comparacicn de presiones medidas y calculadas
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5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
Con base en el analisis de los resultados puede decirse que

1. Con el método propuesto es posible calcular el flujo en
conducciones a superficle libre con un esquema vertical en dos
dimensiones.

2. El método permite conocer las presiones en el fondo de los
canales tomando en cuenta al fendtmeno de la vorticidad, lo que
lo hace una herramienta util en el disefio de curvas verticales,
dando fundamentalmente una idea del dlagrama de presiones de
fondo.

3. Con el uso del programa de calculo es posible conocer las
caracteristicas hidréulicas en canales con curvatura vertical o
con pendlientes mayores a los nueve grados, siempre que se
tengan las dimensiones fisicas de las estructuras en cuestiotn.
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. Mediante este procedimiento también puede conocerse el valor

que adquiere la vorticidad en la proximidad de las posibles
discontinuldades que puedan existir en un canal, tales como
desalineamientos de la plantilla u obstaculos estructurales.

Aiun cuando el método propuesto requiere de una adecuada
seleccién y entrada de los parametros de calculo, con él1 se
llega a la solucién, Gtil para varios fines.

La inclusién de los efectos de la rugosidad de las paredes
sobre el flujo pueden ser facilmente consideradas en el célculo
a través de un término adicional en las ecuaciones en
diferencias.
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