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Simulación de flujos turbulentos con partículas en suspensión. 

Autor: Rubén Avila Rodríguez 

Resumen: 

En este trabajo se presentan las bases teóricas Y 
computacionales de la simulación numérica de flujos turbulentos que 
transportan en su interior partículas sólidas en suspensión. 

Para determinar las características medias del flujo de gas, 
considerado como un continuo, se resuelven numéricamente las 
ecuaciones eulerianas de conservacion de masa, cantidad de 
movimiento y energía acopladas con un modelo de turbulencia de dos 
ecuaciones. El estudio considera que existe un acoplamiento entre 
las fases ( gaseosa y sólida ) en dos sentidos, por lo que las 
ecuaciones de conservación de la fase continua incluyen un término 
fuente el cual modela la influencia que las partículas sólidas 
tienen sobre el flujo de gas. El algoritmo utilizado en la solución 
de las ecuaciones de conservación de la fase continua es el de los 
volúmenes de control. 

Para el cálculo de trayectorias e historias de temperatura de 
las partículas, se resuelven las ecuaciones lagrangianas de 
cantidad de movimiento y energía de partículas discretas 
consideradas como esferas. 

La dispersión de partículas en el interior del flujo 
turbulento se determina mediante el uso del modelo de dispersión de 
partículas Lagrangiano-Estocástico-Determinístico (L-E-D), el cual 
considera que las fluctuaciones de velocidad y temperatura de los 
remolinos turbulentos en contacto con las partículas se calculan 
como función de las características medias y turbulentas del flujo 
(velocidad, temperatura, energía cinética turbulenta y rapidez de 
disipación de turbulencia). Las velocidades y temperaturas 
instantáneas del flujo se generan a partir de números aleatorios 
con distribución de probabilidad gaussiana. El modelo (L-E-D) tiene 
la característica de generar nuevos remolinos de turbulencia ( 
dinámicos o térmicos ) ya sea porque la partícula los atravieza o 
porque termina el tiempo de vida. 

El procedimiento de cálculo que se presenta, evalúa un número 
significativamente grande de trayectorias de partículas (2,000 en 
este trabajo), las cuales son promediadas para obtener las 
características medias y turbulentas de la fase dispersa. 

se realiza el estudio de 3 casos de flujos turbulentos con 
partículas en suspension, dos isotérmicos y uno que considera 
transferencia de calor. Los casos isotérmicos analizados 
corresponden al flujo de gas vertical ascendente en un canal y al 
flujo de gas vertical descendente en un chorro libre, los 
resultados de velocidad media y características turbulentas de 
ambas fases se comparan satisfactoriamente con datos experimentales 
publicados en la literatura. El flujo no isotérmico, corresponde al 
flujo de aire-partículas vertical ascendente, en el interior de un 
dueto que tiene su pared a diferente temperatura que el flujo. Para 



este caso se comparan los resultados numéricos con datos 
experimentales que aparecen en la literatura y se presenta una 
discusión de las condiciones del flujo ( número de Reynolds, tamaño 
de partícula, y número de partículas ) que motivan un aumento o 
disminución del coeficiente de transferencia de calor. Se comprueba 
que los datos numéricos conducen a verificar cuantitativamente 
algunas de las características del flujo con partículas en 
suspensión que anteriormente únicamente se enunciaban en la 
literatura de manera cualitativa. 
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1.-INTRODUCCION 

El Transporte de partículas sólidas o líquidas en el interior de 
un fluida en movimiento, es una manifestación de flujos en fases 
múltiples que se presenta con frecuencia en la naturaleza y en el 
ámbito industrial. 
En la naturaleza, los flujos con partí.culae en suspensión se 
hacen presentes en fenómenos como: 
.-La difusión de productos contaminantes en la atmósfera, lagos, 

rice y mares • 
• -La erosión del suelo por el aire y agua • 
• -El transporte de polen y arena por el viento • 
• -El movimiento de gotas de lluvia, copos de nieve y granizo en la 

atmósfera . 
. -El transporte de sedimentos en los rice • 
. -El flujo de aire en el sistema respiratorio de los seres 

vivos. 

En la industria los flujos con particulas se presentan en: 
.-Intercambiadores de calor • 
• -sistemas de combustión • 
• -Transporte neumático de materiales . 
. -separadores de ciclón . 
. -Aerosoles y sistemas contra incendio • 
. -Transporte de desechos en tuberías • 
. -Aspersión de semillas en la agricultura. 

Debido a la importancia que estos flujos tienen en la vida diaria 
de la humanidad, existe una creciente necesidad por estudiarlos 
con el objeto de que sus manifestaciones sean comprendidas y 
controladas. 

Los flujos con particulas en suspension, estln constituídoa por 
una fase continua (gas o líquido) y una fase dispersa (partículas 
sólidas o líquidas). Estos flujos se caracterizan por la presencia 
de un intercambio de masa, momento y energia entre las fases. La 
magnitud de esta interacción depende de múltiples variables entre 
las que destacan; el tamaño, concentración y caracteristicas 
termofísicas de las partículas, adem&s de la velocidad, 
temperatura e intensidad de turbulencia del fluido. 

El acoplamiento entre las fases ha sido tema de estudio de 
numerosas investigaciones, sin embargo, la evaluaci6n de los 
parámetros de intercambio plantea serios problemas no sólo de 
naturaleza matemática sino de entendimiento de los fen6menos 
físicos involucrados. 

Es de esperarse entonces, que en la medida que se tenga capacidad 
de comprender, evaluar y controlar la interacción entre las fases, 
se podrán ofrecer alternativas de solución a loe problemas que 
cotidianamente enfrenta la ingeniería, como es el caso de 
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incrementar la eficiencia de gasif icaci6n y combustión del carbón 
pulverizado y de combustibles líquidos atomizados, disminuir la 
erosión en tuberías y aspas de turbinas, controlar la dispersión 
de contaminantes en la atmósfera, lagos, rios y mares, disminuir 
la acumulación de partículas sólidas en los sistemas de 
refrigeración de las plantas generadoras de energía,etc •• 

El estudio de loe flujos con partículas en suspensión requiere de 
investigación tanto teórica como experimental y de una estrecha 
relación entre ambas actividades. Aunque la presente contribución 
ea teórica, el autor reconoce la importancia de llevar a cabo 
experimentos bien controlados con el objeto de probar y validar 
modelos y procedimientos numéricos. Por otro lado, sin un 
desarrollo teórico adecuado, el experimentalista siempre estará en 
la necesidad de realizar costosos experimentos cada vez que se 
presenten nuevos problemas de ingeniería. 

El autor esPera que el trabajo presentado ayude a fortalecer el 
conocimiento de los flujos con partículas en suspensión. 

1.1.- ANTECEDENTES. 
La razón por la cual han aparecido en la literatura diversas 
teorías, experimentos y modelos computacionales de simulación que 
permiten caracterizar el comportamiento de los flujos turbulentos 
con partículas en suspensión, es la necesidad que se tiene de 
comprenderlos y controlarlos. 

Para hacer menos complicado el estudio de los flujos con 
partículas, con frecuencia se recurre a despreciar varios du loe 
múltiples fenómenos de naturaleza compleja que est~n presentes. 

Uno de estos fenómenos que se considera despreciable en flujos 
diluí.dos, es el intercambio de cantidad de movimiento y energía 
que se genera debido a la colisión entre partículas. En el 
presente estudio se considera que no existe interacción entre 
partículas y se supone que su movimiento y su historia de 
temperatura dependen únicamente de fuerzas aerodinámicas y flujos 
de calor por convección ref./1,2/. 

En flujos diluidos, la difusividad (dinámica y térmica) de las 
partículas depende principalmente de los efectos que produce la 
turbulencia de la fase continua. 

Debido a que en este estudio se resuelven mediante el uso de 
algoritmos numéricos, las ecuaciones de conservaci6n de la fase 
continua y de las partículas, acopladas con un modelo de 
dispersión de partículas, el trabnjo aquí presentado pertranece a 
la familia de los modelos computacionales de simulación. 
Una gran variedad de modelos computacionales para flujos diluidos 
con partículas en suspensión ha aparecido en la literatura. De 
acuerdo a la forma en que los modelos consideran la interacción 
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entre las fases, éstos se clasifican en: 

.- Modelos con acoplamiento en un sólo sentido. 
Si la relación de carga ( flujo másico de particulas sobre flujo 
másico de la fase continua), ea menor que 0.1 ref./2/, se 
considera que la presencia de las particulas no modifica los 
campos de velocidad y temperatura del fluido que las transporta. 
Sin embargo, la fase continua es la responsable del movimiento y 
temperatura de las particulas. Estos modelos requieren del 
conCJcimiento del campo de velocidades, temperaturas, presiones, 
etc., del fluido transportador, ya sea a partir de experimentos o 
mediante soluciones analíticas o numéricas. La trayectoria de las 
particulas se calcula al integrar su ecuación de movimiento 
conforme se desplazan en el interior del fluido. La historia de 
temperatura de las partículas se evalúa al integrar su ecuación de 
balance de calor. Ejemplos de estos modelos se pueden consultar 
en las refa./3,4,5,6/. 

- Modelos con acoplamiento en dos sentidos. 
51 la relación de carga ea mayor que 0.1, además de que el fluido 
transportador influye en la trayectoria y temperatura de las 
particulas, se considera que la nube de particulas modifica la 
velocidad media, temperatura media y estructura turbulenta de la 
fase continua. A esta interacción entre las fases se le conoce 
como acomplamiento en dos sentidos ("two- way coupling"). La forma 
en que estos modelos toman en cuenta la influencia de las 
partículas sobre el fluido, ea a partir de considerar que la fase 
dispersa actúa como fuente (sumidero) de masa, momento y energía 
de la fase continua ref./1,2,7/. 

Los modelos con acoplamiento en dos sentidos preferentemente 
evalúan los campos de velocidad, temperatura, preei6n y 
propiedades turbulentas de la fase continua, a partir de la 
solución numérica de sus ecuaciones de conservación (elípticas o 
parabólicas), formuladas en términos de variables primitivas 
(velocidad, presión, densidad, temperatura, etc.). Algunos 
programas de cómputo que son convencionales en el cálculo de 
flujos en una sola fase, han sido adaptados para generar el campo 
de flujo de la fase continua ref./8,9,10,11/. 

Las ecuaciones de transporte de ln fase dispersa y los efectos que 
tienen las particulas sobre las caracteristicas térmicas y 
dinámicas de la fase continua (términos fuente), se formulan a 
partir de los siguientes métodos o enfoques ref./1,2,7/: 

.-Método de loa doa fluidos (enfoque Euleriano) • 
• -Método de las trayectorias (enfoque Lagrangiano). 

El enfoque Euleriano considera que tanto el flu~do como las 
partículas son medios continuos separados y que se rigen por sus 
propias ecuaciones de conservaci6n, válidas en cada punto del 
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flujo. Sin embargo, debido a que en un punto del flujo únicamente 
una fase puede estar presente, en el enfoque Euleriano se define 
una concentración de volumen a que determina la fracción de un 
volumen de control ocupada por la fase dispersa. 

OI 

donde: 

OI 

V 
p 

V [ 

V 
p 

V 

m3] 

3 
J m -

(l.1-1) 

fracción de volumen de la fase dispersa. 

volumen ocupado por la fase dispersa. 

volumen de control del fluido. 

Para tomar en cuenta que ambas fases fluyen a través del mismo 
volumen de control, las ecuaciones de conservación de los dos 
fluidos se modifican ( "pesan" ) por la fracción de volumen a. 

si no existe intercambio de masa entre las fases, las ecuaciones 
de continuidad para el fluido y las partículas se escriben 
como ref./2,7,12/: 

o (l.l-2) 

o ( l.1-3) 

donde: 

Uj [ m/s • velocidad del fluido en la dirección 

upi [ m/s J • velocidad de la fase dispersa en la 

dirección f. 

kg/m 
3 densidad del fluido. p 

kg/m 
3 

J densidad de las particulae. pp 

(J ( • fracción de volumen del fluido. 

= l - OI 
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Las ecuaciones de conservación de cantidad de movimiento para cada 
fase se escriben como ref./7,12/: 

-ª-< (J p 

0 X j 

- (J !!...E_+ 
0 X f 

a 
{J T ij) + {J p 9 ¡+ F pi 

O X 

donde: 

donde: 

(1.1-4) 

-oc!!....E_+ a p 
ot T ¡ j ) + ot p ~ - F pi 

a xi a xi 

(1.1-5) 

Fpi [ N/m
3

] "' fuerza de interacci6n entre las fases por 

unidad de volumen, debido a la fuerza de 
arrastre entre las fases. 

g [ m/s
2 J 

2 
Tij [ N/m J 

aceleración de la gravedad. 

esfuerzos viscosos del fluido. 

µ. ( 
a 

éJ X. 
J 

TP. [ N/m
2¡ • esfuerzos viscosos de la fase diaparaa. 

lj 

a 
u éJ X 

J 

a 
upi) + 

éJ X 

( u . ) ) 
PJ 

µ. ( kg/(m s) • viscosidad del fluido. 

u [ ] a número de Schmidt de las particulas. 

u = 
D 

p 

' [ m
2
/s J • viscosidad cinemática del fluido. 

D [ m
2
/a ] • coeficiente de difuai6n de la fase 

p 

dispersa. 
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Para flujos turbulentos, la viscosidad del fluido µ y el número de 
Schmidt a, se sustituyen por las siguientes expresiones: 

donde: 

( 1.1-6) 

a eff = " + a t (1.1-7) 

µt [ kg/ (m a) J • viscosidad turbulenta del 

flujo. 

(J 
t 

número de Schmidt turbulento de las par­

tícu laa. 

p 
t 

D 
pt 

" m 
2
/a • difuaividad turbulenta del fluido 

t 2 
Dpt [ m /a ] • coeficiente de difusión turbulenta 

de las partículas. 

Para evaluar el término de la viscosidad turbulenta µt= p v ¿ se 

recurre con frecuencia en la literatura a utilizar el modelo de 
turbulencia de dos ecuaciones K-E ref. /7, 12, 13/, el cual será 
descrito en detalle en loa capítulos 3 y 4 de este trabajo. 

Para determinar la influencia que tiene la turbulencia del fluido 
sobre el movimiento de la fase dispersa, en el enfoque Euleriano, 
se evalúa un coeficiente de dispersión de las partículas. Este 
coeficiente de dispersión se modela a partir de suponer una 
analogía entre la difusión molecular y la dispersión turbulenta 
refa./12,13,14,15/. En la literatura han aparecido diferentes 
relaciones algebráicae que permiten evaluar el número de Schmidt 
de las partículas ( u ) , en el interior de un flujo turbulento. 
Las expresiones del nú~ero de Schmidt han sido derivadas teórica o 
experimentalmente ref./14,16,17,16,19,20/. Schonuug /14/, por 
ejemplo, calcula el número de Schmidt a partir de la función de 
respuesta de una partícula en el interior de un flujo turbulento 
con campo de velocidades oscilatorio. SchOnung supone que la 
frecuencia de la oscilación corresponde a la frecuencia de los 
remolino turbulentos mas energéticos. Jischa ref./16/ determina la 
relación entre las difusividadeo turbulentas de ambos fluidos como 
función de sus densidades y la relación de tiempos característicos 
de la suspensión (número de Stokes). Mostafa y Elgobashi ref./16/, 
encontraron una expresión algebr&ica del número de Schmidt para 
particula0 pesadas transportadas por un flujo con turbulencia 
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homogénea, a partir de la relación entre las escalas integrales de 
tiempo lagrangianas (partículas de fluido) y eulerianas 
(partículas pesadas). Lee y Wiesler ref./17/ modelaron el 
transporte de partículas en un flujo turbulento a partir de 
evaluar la capacidad que tienen partículas pesadas de responder al 
movimiento del fluido. Lee y Wiesler determinaron que la respuesta 
de las partículas depende de múltiples parámetros tales como: el 
tamaño de las partículas, relación de densidades de las dos fases, 
concentración de partículas y el nivel de turbulencia del fluido. 

La fuerza de arrastre entre las fases que aparece en las 

ecuaciones (1.1-4) y (l.l-5), se determina utilizando 
correlaciones empíricas del coeficiente de arrastre de una 
partícula inmersa en una corriente ref./7,12,13,14/. 

En flujos turbulentos bidimensionales, para cuantificar las 
variables u, v, p, up, vp, a, p, es necesario resolver 6 

ecuaciones ( 2 de continuidad, 4 de cantidad de movimiento ) en 
conjunto con la expresión de la fracción de volumen del fluido p. 
Es decir, la solución de las ecuaciones de continuidad (1.1-2) y 
cantidad de movimiento (1.1-4) del fluido proporciona el campo de 
velocidades y presiones. Las velocidades de las partículas se 
obtienen a partir de la ecuación de cantidad de movimiento (l.1-5) 
y la fracción de volumen a se calcula al resolver la ecuación de 
continuidad (l.1-3). 

En la literatura ref./21,22,23/ se han publicados diversos 
artlculoa en dando se reporta la capacidad que tiene el método de 
los dos fluidos de reproducir resultados experimentales. En flujos 
con geometría simple (duetos y chorros) se puede decir que este 
método proporciona resultados satisfactorios. Aunque el método de 
los dos fluidoB, tiene la ventaja de utilizar métodos numéricos 
convencionales para el cálculo de flujos en una sola fase 
ref./ll/, la aproximación de los términos convectivos a partir de 
diferencias finitas, introduce una marcada difuoión numérica, esto 
trae en consecuencia que se requiera de mallas computacionales mas 
finas y de mayor tiempo de cómputo. 

El enfoque Euleriano se complica cuando se pretende evaluar 
fen6menos físico - químicos que ocurren en la superficie de una 
partícula tal es el caso de evaporación, condensación, 
transferencia de calor, transferencia de cantidad de movimiento, 
combustión etc . 

. -Método de las trayectorias (enfoque Lagrangiano). 

Este enfoque considera al fluido como un continuo y evalúa las 
caracteristicas de la fase dispersa mediante el cálculo de un gran 
número de trayectorias de partículas discretas que se desplazan en 
el interior del fluido. 
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Las historias de posición, velocidad, temperatura y masa de las 
partículas, se calculan al resolver las ecuaciones Lagrangianas de 
conservación de cantidad de movimiento, energía y masa de 
partículas individuales. Al igual que en el enfoque Euleriano, el 
método de las trayectorias considera que las partículas actúan 
como fuentes (sumideros) de masa, momento y energía de la fase 
continua. 

Crowe et. al. ref./1/, fueron los pioneros en introducir el modelo 
computacional Lagrangiano conocido como PSI-CELL (Particle 
Source in Cell). Aunque el modelo PSI-CELL se explica en detalle 
en la ref. /1/, a continuación se enunciarán las características 
generales de este procedimiento ya que es la base del modelo que 
se presenta en este trabajo . 

. -Solución numérica de las ecuaciones de balance de masa, momento 
y energía de la fase continua, considerando que no hay partículas 
presentes en el flujo • 

• -cálculo de trayectorias e historias de temperatura y masa de 
partículas discretas • 

• -Oeterminaci6n de las propiedades de la nube de partículas 
atravezando cada celda numérica • 

• -Cálculo de los términos fuente (sumidero), de masa, momento y 
energía, de la fase continua • 

• -solución numérica de las ecuaciones de balance de masa, momento 
y energía de la fase continua conniderando los términos fuente de 
interacción entre las fases . 

• -Cálculo de nuevas trayectorias e historias de temperatura y masa 
de las partículas y reevaluación de nuevos términos fuente • 

• -El proceso continúa hasta que el campo de velocidades, presión, 
temperaturas, turbulencia, etc. de la fase continua no cambia en 
las siguientes iteraciones. 

El enfoque Lagrangiano tiene la ventaja de conservar la naturaleza 
parabólica de las ecuaciones de la fase dispersa (integración de 
marcha hacia adelante), a diferencia del enfoque Euleriano que 
requiere de la definición de condiciones de frontera necesarias 
para satisfacer la naturaleza elíptica del modelo ec.(l.l-S). 

Una característica del enfoque Lagrangiano y por lo cual lo 
prefieren diversos investigadores ref./3,5,6,7,15,24-29/ para 
validar sus modelos de dispersión de partículas en flujos 
turbulentos, ea que la nube de partículas está libre de difusión 
numérica. 

La dispersión de partículas ocasionada por la turbulencia del 

fluido y su roodelación dentro del marco del enfoque Lagrangiano, 

10 



se ha realizado en la literatura a partir de dos metodologías: 

(i) .- Método de la velocidad efectiva de difusión ( .. fuerza de 
difusión"). 
Esta técnica consiste en introducir en la ecuación de movimiento 
de las partículas una fuerza inducida por la turbulencia del 
flujo. Esta fuerza es proporcional al gradiente de la 
concentración de las particulas y a una viscosidad turbulenta 
efectiva de las partículas. En este método se requiere la 
definición del número de Schmidt de las partículas. La principal 
crítica en contra de este modelo es que fisicamente no es posible 
que part·tculas aisladas "sientan" los gradientes de la 
concentraci6n en un sistema disperso. Al igual que en el método de 
los dos fluidos, la selección apropiada del coeficiente de 
difusión de las partículas está en espera de que se comprenda con 
mayor profundidad tanto el fenómeno físico de la interacción 
turbulenta entre las fases como la descripción matématica de la 
turbulencia de partículas de fluido y de partículas pesadas 
ref./2,28/. 

(ii).- Método de Montecarlo. 
En este procedimiento el flujo turbulento de la fase continua se 
modela suponiendo que sus campos de velocidad y temperatura 
instantáneos están constituidos por una componente estacionaria 
(velocidad y temperatura media) y una componente no estacionaria 
de fluctuaciones aleatorias. 

Este procedimiento no requiere de la evaluación explícita de un 
coeficiente de dispersión ya que supone que la dispersión de 
partículas depende directamente del campo instantáneo de flujo que 
rodea la nube de partículas. La magnitud de la dispersión depende 
entonces de las escalas de tiempo y longitud ( Lagrangianas ) de 
la turbulencia del fluido. 

En el enfoque Lagrangiano no se tiene gran problema en definir 
las condiciones de frontera de las partículas, ya que al resolver 
sus ecuaciones parabólicas se introducen en forma relativamente 
simple, condiciones de rebote elástico y condiciones de pérdida de 
energía y masa de las partículas que se impactan en paredes 
sólidas. 

En la literatura ea pueden consultar diferentes modelos 
computacionales que utilizan el enfoque Lagrangiano para predecir 
la dispersión de partículas en flujos turbulentos con geometría 
simple. La diferencia principal entre estos modelos está en la 
forma de evaluar las escalas integrales de tiempo y longitud 
lagrangianas de los remolinos turbulentos en contacto con las 
partículas ref./24-29/. 
El trabajo presentado en este estudio, utiliza el enfoque 
Lagrangiano y la metodología de Montecarlo ref./7,24/. 
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En la tabla 1 se representan en forma 
utilizados en la actualidad para simular 
partículas en suspensión. 

TABLA 1 

sinóptica loe modelos 
flujos turbulentos con 

Simulación de flujos turbulentos con partículas en suspensión 

A.-Modelos con acoplamiento en un s6lo sentido . 
• -Baja relación de carga de partículas < 0.1 
.-Interacción fluido ~ partículas • 
. -Las características de la fase gaseosa se conocen a partir de 

datos experimentales y soluciones analíticas o numéricas. 

B.-Modelos con acoplamiento en dos sentidos • 
. ·-Relación de carga de partículas > 0.1 
.-Interacción particulas-fluido-partículas . 
. -Existen tárminos fuente o sumidero de interacción entre 

las fases . 
. -Los términos de interacción entre las fases se evalúan a 

partir de dos enfoques: 
(iJ.-Método de loe dos fluidos (enfoque Euleriano) 

.-Fluido y partículas tratados como medios continuos 
separados . 

. -La influencia que tiene la turbulencia del fluido 
nobre el movimi~nto de las partículas,se modela a 
partir de un coeficiente de dispersión (analogía 
entre difusión molecular y dispersión turbulenta) . 

• -La formulación del enfoque Euleriano se complica 
cuando se pretenda avaluar fenómenos físico - quí­
micos que ocurren en la superficie de una partícula. 

(ii).-Método de las trayectorias (enfoque Lagrangiano) 
.-La fase gaseosa se trata como un continuo, mientras 

la fase dispersa la constituyen partículas discretas 
que se desplazan en el interior del fluido . 

• -La dispersión de partículas ocasionada por la 
turbulencia del fluido se modela a partir de dos 
enfoques: 

*.-Método de la velocidad efectiva de difusión 
("fuerza de difusión").· 

*•.-Método de Montecarlo, modelo de dispersión La-. 
grangiano Estocástico determinístico (L-E-D). 
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l. 2. -PROPOSITO 

El prop6eito de este trabajo es presentar un modelo matemático y 
su adaptación a un esquema numérico, el cual permite simular el 
comportamiento de flujos turbulentos con partículas sólidas en 
suspensi6n .. 

El modelo puede utilizarse en la caracterizaci6n de flujos con 
partículas en tuberías rectas, flujos de capa limite y chorros. El 
procedimiento de cálculo no es apropiado para el análisis de 
situaciones en donde se presenten zonas de recirculación o 
regiones sin direcci6n dominante del flujo. 

El motivo de seleccionar en este estudio a flujos de capa límite 
como medio transportador de partículas, es debido a que la 
soluci6n numérica de las ecuaciones de conaervaci6n es 
relativamente sencilla y presenta la característica de que en 
cualquier localizaci6n del flujo, el procedimiento de integración 
(marcha hacia adelante) requiere del almacenamiento de información 
de únicamente dos posiciones; la que se está considerando y la que 
se va a calcular, ésto permite generar mallas computacionales mas 
finas, tanto en la dirección transversal como en la longitudinal. 

La informaci6n numérica detallada hace posible la obtención de 
soluciones independientes de la diecretización y permite comparar 
adecuadamente cAlculos numéricos con datos experimentales. Lo 
anterior sirve en consecuencia para lograr una mejor evaluación de 
los modelos físicos involucrados y para identificar la importancia 
relativa de cada uno de los términos que aparecen en las 
ecuaciones. 

En el modelo matemático que se presenta, el intercambio de 
cantidad de movimiento y energía entre las fases se determina 
mediante la solución de las ecuaciones Eulerianas de conservación 
de masa, momento y energia de la fase continua y de las ecuaciones 
Lagrangianas de movimiento y balance de energía de partículas 
individuales ref./1,2/. 

La dispersi6n de partículas transportadas por un fluido en 
movimiento turbulento se determina haciendo uso del modelo 
Lagrangiano - Estocástico - Determiníst ico (L-E-D), ref. /7, 24/. 
Este modelo calcula trayectorias y temperaturas individuales de 
particulae a partir de la evaluación de velocidades y temperaturas 
instantáneas del fluido. 

Las velocidades y temperaturas instantáneas de la fase continua se 
determinan a trav~s de la generación de números aleatorios con 
distribución de probabilidad gauosiana. Las características medias 
y turbulentas de la fase dispersa se obtienen al promediar un 
número estadísticamente significativo de trayectorias. 
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El presentar los detalles teóricos y computacionales necesarios 
para la simulación de la transferencia de calor en flujos 
turbulentos con partículas en suspensión, desde el punto de vista 
Euleriano- Lagrangiano, constituye a juicio del autor una 
importante aportación ya que la mayor parte del trabajo 
computacional que aparece en la literatura, se ha realizado 
haciendo énfasis en el estudio de la transferencia de cantidad de 
mov.imiento en este tipo de flujos. 

El desarrollar un esquema numérico que resuelve de manera acoplada 
las ecuaciones parabólicas tanto del fluido (en espacio) como de 
las partículas (en tiempo), permite evaluar, a partir del 
procedimiento de marcha hacia adelante, las características 
térmicas y dinámicas de las dos fases, a una distancia en donde se 
considera que los efectos de entrada han desaparecido. 
Adicionalmente el esquema numérico permite realizar predicciones 
con resultados que son independientes del tamaño de la malla 
numérica, ya que en marcha hacia adelante el incremento en espacio 
puede ser tan pequeño como se requiera. Estas características del 
programa de cómputo, constituyen una aportación relevante al 
estudio de los flujos turbulentos con partículas en suspensión ya 
que permite realizar simulaciones a grandes distancias, situación 
que no es posible llevar a cabo con esquemas elipticos los cuales 
requieren de la dicretización de todo el dominio en estudio con la 
consecuente limitan te en la capacidad de memoria y tiempo de 
cómputo. 

Es conveniente enfatizar que los argumentos teóricos y 
computacionales que se presentan en este estudio, constituyen la 
base para futuros trabajoo de investigación ya que contando con la 
herramienta computacional aquí desarrollada, pueden abordarse sin 
dificultad temas como: 

. -Estudio del fenómeno de eros ion que producen las partlculas 
(sólid.3.s o líquidas) que se impactan sobre superficies sólidas ( 
paredes de duetos, impulsores de bomba, álabes de turbina, etc.) . 

• -Dispersión de particulas sólidas emitidas a la atmósfera ya sea 
por una situación de accidente (explosión, incendio, etc.) o por 
una situación de rutina 'ccontaminación ambiental) • 

• -Estudio de la combustión llevada a cabo con combustibles 
liquidas atomizados o combustibles sólidos pulverizados. 

1.3.-DESCRIPCION DEL TRABAJO 

El presente estudio está dividido en varios capitules en los que 
se tratan las bases teóricas del procedimiento computacional 
desarrollado. 

Después de este capitulo de introducción se presenta el modelo 
matemático utilizado para la simulación de la fase continua, es 
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decir; se muestran las ecuaciones parab6licas que rigen el 
comportamiento de flujos turbulentos en capa límite. 

En el capitulo 3 se introduce el modelo de turbulencia K-• 
utilizado para cerrar el sistema de ecuaciones de la fase 
continua. En el capítulo 4 se presentan las condiciones de 
frontera para loe flujos analizados en este trabajo, ( flujos en 
duetos, canales y chorros libres ) y se describe la forma de 
evaluar las constantes que aparecen en el modelo de turbulencia 
K-E. 

En el capitulo 5 se presenta el algoritmo de solución de las 
ecuaciones parab6licas de la fase continua, el cual se basa en el 
método numárico de los volúmenes finitos de control descrito en 
detalle por Patankar ref./11/. 

En el capítulo 6 se presentan las ecuaciones que rigen el 
comportamiento la fase dispersa, se muestra la ecuación de 
movimiento de una partícula y su ecuación de balance de energía. 
En este mismo capítulo se introduce el modelo de dispersión de 
particulas Lagrangiano Estocástico Oeterministico (L-E-0) 
ref. /24/, el cual es utilizado en este trabajo para calcular; 
trayectorias, velocidades, temperaturas y concentraciones de 
particulas. El modelo de dispersión (L-E-D) evalúa la interacción 
entre lae fases a partir del cálculo de términos fuente que son 
introducidos en las ecuaciones de la fase continua. El modelo 
considera una interacci6n entre las fases en dos sentidos es 
decir; el fluido altera el comportamiento de las partículas y las 
partículas a su vez modifican las características del fluido. 

En el capitulo 7 se presenta la simulación de diferentes flujos 
turbulentos con partículas en suspensión y se comparan los 
resultados numéricos con datos experimentales que aparecen en la 
literatura. 
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2.-ECUACIONES DE LA FASE CONTINUA 

2.1.-CONSERVACION DE MASA. 

La ecuaci6n que describe el principio de coneervaci6n de la 
materia en un fluido en movimiento, puede consultarse en diversos 
libros de texto de mecánica de fluidos y transferencia de calor. 
Esta ecuación es una expresi6n general del principio de 
conservación de masa. 

-2...L 
él t 

+ 
él (pu) 

él X 

donde: p ( kg/m
3 J 

+ 
él (pv) 

él y 
+ 

densidad del fluido. 

o (2.1-1) 

u, v, w ( m/s ) velocidades instantáneas del fluido en 
las direcciones x, y, z. 

t ( s ] s tiempo. 

2.2.-CONSERVACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO. 

El principio de conservación de cantidad de movimiento de un 
fluido en la dirección x se escribe como : 

él (pu) + a (puu) + él~ +él~ 

ot élx ély élz 
s 

X 

(2.2-1) 

El término sx incluye las fuerzas de cuerpo y de superficie que 

actúan como fuente de cantidad de movimiento. 

s tiene la forma: 
X 

s 
X 

- ~+~XX+!....:!.. yx 
él X a X él y 

él T 
+ ~~zx + p gx + 

él z 
(2.2-2) 

donde: gx (m/s
2 

"' fuerza de cuerpo por unidad de masa 

en la dirección x. 

p ( N/m
2 

] a presión 

u 
XX 

N/m
2 

N/m
2 

J 

esfuerzo viscoso normal. 

esfuerzos viscosos cortantes. 
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sP [ (N/m3
) • término fuente de intercacci6n mx 

entre las fases en la dirección x. 

En el presente estudio se supone que el efecto global del contacto 
entre las fases es proporcional a la diferencia de velocidades 
ref./1,2/, es decir: 

F l ( u - up ) (2.2-J) 

donde: up [m/s) velocidad instantánea de la fase dispersa 

en la dirección x. 

La forma de la función F1 y el procedimiento para evaluar S~x se 

discutirán en detalle en el capitulo 6. 

La forma general de la ecuación de conservación de cantidad de 
movimiento en la dirección x es: 

a (pu) 

a t 
+ a (pUU) 

a X 

~- a ª + --xx 

ª X 
iJ X 

+ª~ +ª~ 
¡¡ y a z 

a T 
+ --yx 

a Y 

a T 
+ --zx 

a z 
r:}? 

mx 

(2.2-4) 

Las ecuaciones de conservación de la cantidad de movimiento en las 
otras direcciones son: 

En la dirección y 

a (pV) 

a t 

+ a (pvu) 

a X 

!!.....!: + ...!.!xy 
a y a x 

En la dirección z : 

+ª~ +ª~ 
a y a z 

a ª + --yy 
a T 

+ --yz 
a Y a z 

~ + a (pwu) + a (pwv) + a~ = 

a t a x a y a z 

!!.....!: a T 
+ --xz 

a T 
+ --yz a ª + --zz 

a z a X a Y a z 
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Para un fluido newtoniano los esfuerzos viscosos se relacionan a 
los gradientes de velocidad mediante las expresiones: 

2 I' 
a u 

u (2.2-7a) XX a X 

2 I' 
a V a (2.2-7b) yy a Y 

2 I' 
a w (2.2-7c) a zz a z 

( 
a V 

+ 
a u 

(2.2-7d) T T I' xy yx a X a y 

( 
a V 

+ 
a w 

(2.2-7e) T T I' yz zy a z a y 

( 
a u 

+ 
a w 

(2.2-7f) T T I' zx xz a z a X 

donde: 
µ ( kg/(m s) s viscosidad dinámica del fluido. 

En estas ecuaciones los efectos de compresibilidad se han 
despreciado. 

2.3.-CONSERVACION DE ENERGIA. 

El desarrollo de la ecuación que describe el principio de 
conservación de la energí.a en un fluido en movimiento, puede 
consultarse en diversos libros de texto de transferencia de calor 
ref./30,31,32,33/. 
En este estudio se considera que la energía de un fluido en 
movimiento es modificada debido a los siguientes fenómenos fisicos: 

• -Transporte de energía por el movimiento del fluido trans-
porte convectivo ) • 

. -Transporte molecular de energía (transporte difusivo) • 

. -Fuerzas viscosas (disipación de energ1a) . 
• -Fuerzas de presión • 
. -Fuerzas de cuerpo . 
. -Fuentes internas de energía ( transferencia de calor debido a 

loe gradientes de temperatura entre las fases ). 
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Considerando lo anterior, la ecuaci6n de la energía puede 
escribirse como ref./33/ : 

a pu(e+(V
2
/2))) 

a X 

a ( pv(e+(V hl)) 

a Y 

2...1_l( 
a X 

a q 
--y 
a Y 

~z 
a z 

a pv 

a Y 

a pw a (u U + T V + T W 
+ -- XX XY XZ 

a z a x 

a (r u+a V+T W 
+ -- yx yy yz 

+ T 
zy 

V + a W 
zz 

a Y 

donde 

o (2.3-1) 

e ( (m/s)
2 

) = energía interna del fluido por unidad 
masa. 

+ 

cv2 
/2) [ (m/s)

2
] = energía cinética del fluido por unidad 

de masa. 

V V = 2 2 2 
u +v +w a cuadrado del módulo del vector 

velocidad. 

q [W/m2 ] • flujo de calor por unidad de superficie que se 
transmite por conducción. 

fuerzas por unidad de masa en las 

direcciones x,y,z 

sP W / rn
3 ] = término fuente de intercacción entre las fases. 

E 

En el presente estudio se supone que el intercambio de energia 
entre las fases es proporcional a la diferencia de temperaturas 
ref./1,2/, es decir: 

(2.3-2) 

donde: T ( K ] a Temperatura del fluido. 

La forma de la función F 
2 

y el procedimiento para evaluar S~ se 

discutirán en detalle en el capítulo 6. 

si la entalpía total del fluido se define como: 
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H = e + v2 + (p/p) h + _1_ v2 (2.3-3) 
·2 2 

donde: H m
2
/s 

2 .. entalpia total. 

h m
2
/s 

2 
+ (p/p) entalpia estática. = e • 

al sustituir la ecuación (2.3-3) en (2. 3-2)' se obtiene, la 
ecuación de la entalpía total 

a (pH) +~+a~ +a~ =~ -ª~x 
il t a X 

-ª~Y -ª~z + 
at ax ay az a y a z 

+ a ( º u + T V + T w a [r u + o V + T w 
+ -- XX xy xz + -- yx yy yz 

a X éJ y 

a [r u + T V + a w ) + P[ u gx + V gy + w gz ) + 
5P 

+ -- zx zy zz E 
a z 

(2.3-4) 

El transporte molecular de calor ( q ), es descrito por la ley de 
Fourier de conducción de calor: 

k a h 
(2.3-Sa) qx 

e a X 
p 

k a h 
(2.3-Sb) qy 

e a y 
p 

k a h 
(2.3-Sc) qz 

e ¡¡ z 
p 

donde: k ( W/ (m K) ] e conductividad térmica del fluido. 

cp ( J/(kg K) ] = calor especifico a presión constante. 

·En las ecuaciones 2.3-5 (a-e), se supone que el fluido se comporta 
como gas ideal, es decir : 

h = e + p/ p = c V T + R T (2.3-6) 

donde: p = p / ( R T ) •.... ecuación de estado de un gas 
ideal. 

• 
cv ( J/(kg k) ] = cp - R a calor especifico a volumen cona-

tan te. 
a: constante universal del gas. 
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Por lo que: 

h• ( cv + R ) T = cp T (2.3-7) 

Esta última ecuación se ha utilizado para la definición de las 
ecuaciones 2.3-5 (a-c). 

En los pá.rrafos anteriores se han formulado las ecuaciones de 
conservación de masa momento y energía en conjunto con la 
ecuación de estado para un gas ideal. Cualquier solución de este 
sistema de seis ecuaciones con seis incógnitas ( p , u , v , w , 
p , H ) es posible si se consideran las condiciones iniciales y de 
frontera adecuadas. Sin embargo, debido a que las ecuaciones de 
conservación constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales 
parciales , acoplado , no lineal y de segundo orden, no es posible 
encontrar ninguna solución general mediante procedimientos 
analíticos. 

La solución numérica del sistema antes formulado, representa un 
reto para la Dinámica de Fluidos computacional (DFC), que es la 
disciplina que tiene por objeto desarrollar algoritmos, modelos y 
esquemas numéricos útiles para la solución de las ecuaciones 
generales de la dinámica de loe fluidos. 

Para calcular el campo de velocidades y temperaturas de la fase 
continua, en el presente estudio se resolvieron las ecuaciones 
parab6licae de la dinámica de los fluidos, mediante el algoritmo 
numérico de los volúmenes de control ref./11/. 

El resolver las ecuaciones parabólicas de los flujos de capa 
limite, trae como consecuencia que los modelos físicos de 
turbulencia e interacción entre las fases sean más sencillos de 
comprender, desarrollar y evaluar ya que su expresión matemática 
se simplifica. Adicionalmente a juicio del autor, la validación 
del modelo de dispersión de partículas L-E-D ref. /7, 24/ y su 

adaptación a un esquema numérico es mas conveniente realizarla en 
flujos sencillos bien definidos y entendidos antes de proceder a 
cuantificar flujos mAs complejos. 

En la siguiente sección se presentan las aproximaciones de flujos 
en capa límite, las cuales conducen a establecer las ecuaciones 
parabólicas de la fase continua. 

2.4.- ECUACIONES DE CAPA LIMITE. 

Las ecuaciones que modelan el comportamiento de flujos 
parabólicos, en estado estacionario y en dos dimensiones se 
presentan en esta sección haciendo uso de las aproximaciones de 
capa limite formuladas por Ludwig Prandtl en 1904. 
ref./30,31,32,33/. 
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Considerando estado estacionario y flujo en dos dimensiones: 

a 
= o y a o 

a t a z 

Las aproximaciones de capa límite son: 

U >> V 

a u 

a Y 
>> 

a u 

iJ X 

, a v , a v 

a X a Y 

~ O es decir p p(x) 
il y 

~ .. ~ 
a X d X 

a H 
>> 

a H 

a y a x 

U T 
xy >> U T XX 1 V T yy 1 V T 

yx 

(2.4-1) 

(2.'!-2a) 

(2.4-2b) 

(2.4-2c) 

(2.4-2d) 

(2.4-2e) 

(2.4-2f) 

(2.4-2g) 

Utilizando las expresiones anteriores, las ecuaciones de 
conservación de masa, momento y energía pueden escribirse como: 

Ecuación de continuidad: 

o 
iJ X il y 

Ecuación de cantidad de movimiento en x 

a (pÚu) + a (pvu) ~ a T + --yx 
a x a y d X a Y 

Ecuación de cantidad de movimiento en y 

2.._E;_ = o 
a Y 

22 
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+ P 9 x + 5~x 
(2.4-4) 

(2.4-5) 



Ecuaci6n de la energía 

a (puH) 

a X 

+ a (pvH) 

a Y 

a 
a Y 

( - qy + T yx U ) + p U g X + if 

donde 
a u 

a Y 

(2.4-6) 

Haciendo uso de la ecuación de continuidad ec.(2.4-J), la ecuación 
de la energia (2.4-6), se escribe: 

a H 
p u + p V 

a X 

a H 

a Y 

a 
a Y 

A partir de las definiciones 

entalpía total H= c T + u
2 
/2 

p 

número de Prandtl Pr= µ cp / k 

flujo de calor 

es posible escribir 

a H a 

- k 

a u 

a T 

a Y 

Pr 

T U 
yx 

a u 

(2.4-7) 

c T ) + u qy + u--
a Y a Y 

despejando qy 

.J!_ 

Pr 

p 

,se 

iJ H 

a Y 

a Y 

tiene 

...!!.__ u 

Pr 

a u 

a Y 

µ 

_µ_a H 

Pr a y 

sustituyendo la ecuación (2.4-9) en (2.4-7) ' 

a H ~= a 
U T xy ( 1 - _1_) p u + p V --( 

a X a Y a y Pr 

+ fJ u gx + sP 
E 
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a Y 
(2.4-8) 

1 
U T yx 

Pr 
(2.4-9) 

+ .e._ a H 
) + 

Pr a Y 

(2.4-10) 



2.5.-ECUACIONES DE CAPA LIMITE PARA FLUJOS AXIAL-SIMETRICOS. 

Debido a que en el presente estudio se realizó la simulación 
numérica de flujos con partículas en suspenei6n en el interior de 
duetos con sección transversal circular y en " chorros " redondos, 
las ecuaciones de conservación se formularon también en el sistema 
de coordenadas cilíndricas (r, z, 9) ~ 

Ecuación de continuidad : 

a (rpu) 

a X 

+ 
a (rpv) 

a Y 

Ecuación de cantidad de movimiento en x 

pu 
a u 

a X 

+ pv 
a u 

a Y 
~ + 

d X r 

Ecuación de la energía 

p u 
a H 

a X 

+ p V~ =-1- a 
a Y r a Y 

p. a u l l l + P u g + sP 
X E a Y 

a 
a Y 

o 

( r p. 

(2.S-1) 

a u 
--) + 
a Y 

(2.S-2) 

+ u ( (l -
l 

Pr 

(2.S-3) 

2.6.-ECUACIONES DE CONSERVACION PARA FLUJOS TURBULENTOS. 

La turbulencia es un fenómeno que aparece la mayoría de las veces 
en los fluidos en movimiento que son de interés a la ingeniería, 
se manifiesta por la presencia de fluctuaciones aleatorias en 
espacio y tiempo de los campos de velocidad, presión, temperatura 
y densidad. Este fenómeno ha sido tema de múltiples 
investigaciones ya que, desde el trabajo de Reynolds ref./34/ , se 
le ha intentado comprender, modelar y controlar, sin embargo; a la 
fecha constituye uno de los grandes problemas no resueltos de la 
física. 

Tradicionalmente la turbulencia ha sido estudiada recurriendo a 
procedimientos estadisticos, los cuales han dado origen al 
problema de 11 cierre de las ecuaciones••, ya que al hacer uso de 
estos métodos se llega a un sistema en el que existen más 
incógnitas que ecuaciones. La ingenieria en su intento por 
resolver los problemas que plantea la dinámica de los fluidos, ha 
elaborado "modelos de turbulencia" de los términos adicionales 
que aparecen en las ecuaciones. 
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Debido a que el modelado de los términos se basa en la 
experimentación, esta tendencia ha recibido el nombre de escuela 
fenomenológica. Este procedimiento de solución de las ecuaciones 
si bien ha dado soluciones a problemas prácticos, últimamente ha 
sido objeto de severas críticas por parte de los físicos te6ricos 
ref./35/, quienes opinan que los trabajos de L. Prandtl, o. 
Reynolds, V. Karman, etc .. durante más de un siglo no han ofrecido 
una respuesta adecuada que conduzca a la comprensión de la 
turbulencia. 

Recientemente ha surgido la escuela deterministica que pretende 
estudiar la turbulencia resolviendo las ecuaciones de la din&mica 
de los fluidos de manera directa, es decir sin realizar promedios 
estadísticos, sin embargo, el día en que se lleven a cabo 
simulaciones útiles para ingeniería no se ve cercano dado que la 
capacidad de memoria y velocidad de cálculo que se requiere para 
evaluar los campos de velocidad, temperatura, presión, etc. de 
cada elemento de fluido en todo espacio y tiempo resulta ser 
excesivo por lo menos para la tecnología del presente siglo. Por 
otro lado, aún si se tuviera la capacidad de cálculo, la 
información detallada no sería de gran utilidad para la ingeniería 
ya que, la mayoría de las veces los diseños de dispositivos 
requieren de información promediada. 

En este trabajo se han resuelto las ecuaciones de la dinámica de 
los fluidos promediadas en el tiempo de acuerdo a la formulación 
de o. Reynolds ref./33,35,36,37,36/. Debido a que es un 
procedimiento estadístico, la metodología de o. Reynolds, conduce 
a la generación de términos adicionales, los cuales son modelados 
mediante un modelo fenomenológico de turbulencia de segundo orden, 
el cual será discutido en detalle en el capítulo 3 . 

Si los valorea instantáneos de las características del fluido se 
descomponen en valores medios estacionarios y fluctuaciones 
transitorias, la velocidad, presión y entalpía total se escriben 
como: 

donde: 

(2.6-la) 

p(xi) + p"(xi,t) (2.6-lb) 

(2.6-lc) 

ui [ m/s ] a velocidad instantánea. 

Üi ( m/s J• velocidad media sin variaci6n en el tiempo 

(estado estacionario). 
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u• 
i 

[ m/s ]& fluctuación de velocidad, 

p N/m
2 

J• presión instantá.nea. 

p N/m
2 

]• presión media 

p' [ N/m
2 

]"' fluctuación de presión 

H entalpía total instantánea 

H m
2 
/s

2 
] e entalpia total media 

H' [ m
2 
/s

2 
] a fluctuación de entalpía total 

En este estudio las fluctuaciones de densidad, viscosidad y 
conductividad térmica se consideran despreciables. 

Los valores medica se obtienen al realizar un promedio estadistico 
en el tiempo de los valores instantáneos. El promedio en el tiempo 
se define como ref./33,36,37,38/: 

dt (2.6-2) 
l i m T '° CX> T 

En la práctica "oo" significa, que el intervalo de tiempo 'T es de 
mucho mayor magnitud que el recíproco de la frecuencia dominante 
en la oeñal captada por un anemómetro (hilo caliente o laser). 

El valor medio de una fluctuación eo por definición cero,es decir: 

u• 
i 

1 
(2.6-3) 

l i m T 

Para que el promedio en el tiempo tenga validéz, las integrales en 
las dos ecuaciones anteriorea tienen que ser independientes de t

0
, 

es decir, los valores medios de las caracteristicas del fluido son 
independientes del tiempo (flujo medio estacionario): 

a üi 
a t 

= o 
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Adicionalmente se considera que 

t + T 

1 Jo dt ui = u. ui (2.6-5) 
l. 

l lm T .. 00 T t 
o 

El valor medio del producto de fluctuaciones no es cero,es decir: 

t + T 
o 

uÍ.uÍ.= 
1 

J 
(u.- Üi)dt ;" o (2.6-6) 

l. 
lim T 4 00 T 

t o 

El valor instantáneo de la entalpia total se escribe como: 

H = H + H' = h + h' + 0.5 ( Ü + u•¡ 2 
(2.6-7) 

Sustituyendo esta expresión junto con las relaciones (2.6-la-b) en 
las ecuaciones de conservac~on de la sección anterior 
ecs. ( 2. 5-1-3) y tomando promedios en el tiempo, se obtienen las 
expresiones que modelan el comportamiento de los flujos 
turbulentos de capa limite, ref./39/ 
Ecuación de continuidad 

a ( r k pu) + a ( r k p-;j o 
a X a Y 

Ecuación de cantidad de movimiento en x : 

a u a k pu 
a ~ 
a X 

+ pv d p 
--+ ( r ( P. 

a Y d X a Y 

Ecuación de la energía 

a H - a H i a 
+ pv --- =-k 

a y r a y 
pu 

a X 

(2.6-B) 

a u 
p u•v• ) ) + 

a Y 

(2.6-9) 

- p h'v' + 

+ u ( (l -
1 

Pr 

a u ,,. 
a Y 

- p u•v• ) ) ) + pu g x+ ~ 

(2.6-10) 
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donde: 
K = l 
K = 0 

para flujos axial-simétricos. 
para flujos en el plano cartesiano. 

Las ecuaciones (2.6-8 a 2.6-lO) constituyen un sistema •no 
cerrado" de ecuaciones ya que no existen suficientes ecuaciones 
para todas las incógnitas que aparecen : 

p ecuación de continuidad 

H ecuación de la energí.a 

u .. ecuación de conservación de cant. de mov • en X 

V .. ecuación de conservaci6n de cant. de mov • en y 

p ecuación de estado. 

u'v' sin ecuación 

h'v' "' sin ecuación 

En el presente estudio se modelan ·las términos turbulentos 
recurriendo a la escuela fenomenol6gica, es decir se utiliza un 
modelo de turbulencia surgido de la experimentación en flujos con 
condiciones controladas. 

En los próximos capitulas se discutirán en detalle las bases 
teóricas que conducen a la formulación del modelo de turbulencia 

(K-•) útil para cuantificar el término u•v• y del número de 

Prandtl turbulento que es utilizado en la evaluación de h'v'. 
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3.-MOOELO DE TURBULENCIA K-< 

3.l.-GENERALIDADES 

La determinación del esfuerzo de Reynolds pu'v' que aparece en las 
ecuaciones mostradas en el capitulo anterior, es uno de los 
principales problemas que se tiene en el cálculo de flujos 
turbulentos. En los últimos 50 años se han desarrollado modelos de 
diferente complejidad con el propósito de describir la turbulencia 

implícitá en 

ecuaciones de 
clasificar en: 

los términos 

transporte 

Dependiendo del 

modelo requiera, 

número de 

se pueden 

. -Modelos sin ecuaciones de transporte (longitud de mezcla de 
Prandtl) ref./40/ . 

. -Modelos de una ecuación ref./41,42/ • 

• -Modelos de dos ecuaciones ref./43/ . 

. -Modelos de los esfuerzos de reynolds (u'v', ~ 12 , ;. 2
, W• 2) 

ref. /44/. 

La complejidad y generalidad de uso de los modelos se incrementa 
con el número de ecuaciones utilizadas. 

El mode.lo de turbulencia K-E, pertenece a la familia de los 
modelos de dos ecuaciones ya que requiere de una ecuación para la 
velocidad característica de la turbulencia y otra para la longitud 
característica del movimiento turbulento ref./33/. 

K [m
2 1s2) a energia cinética turbulenta = o.s ( ;:;. 2 + ;;. 2 + ;;;. 2 ¡ 

' [ m 2Js 31 ra rapidéz de disipación de K 

El modelo K-c hace uso del principio de la viscosidad turbulenta 
µt, el cual considera que en analogía a un flujo laminar, los 

esfuerzos inducidos por el movimiento turbulento son 
proporcionales a la velocidad de deformación del flujo medio es 
decir: 

a uj 

3 Xi 

2 
) - -p K ó ij 

J 
(J.l-1) 

El término adicional que contiene la energia cinética turbulenta 
K, se incluye con el objeto de que la suma de los tres esfuerzos 
normales ( i=j) sea igual a 2K, si este término no se toma en 
consideración la suma de los esfuerzos normales resultaría ser 
igual a cero, debido a la ecuación de continuidad ref./33,48/. 
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A diferencia de la viscosidad molecular µ, la viscosidad 
turbulenta µt no es una propiedad del fluido sino que depende de 

la estructura turbulenta del fluido en movimiento, por lo que µt 

puede variar considerablemente en diferentes campos de flujo. 

Mediante un análisis dimensional puede observarse que µt es 

proporcional a : 

- la densidad del fluido p. 
- una velocidad caracteristica de la turbulencia v. 
- una longitud caracteristica de la turbulencia L. 

Por lo ~ue entonces: 

µt ex p V L (3.l-2) 

En el modelo K-< 

V "' K 1/2 

L <X K
312

/ E 

Los dos escalares K-E son utilizados para caracterizar el 
movimiento turbulento del fluido. 

Introduciendo la constante de proporcionalidad eµ en la ec.(3.1-2) 

y considerando las dos últimas relaciones de proporcionalidad, la 
viscosidad turbulenta es determinada por: 

"t e P 
µ 

(3. l-3) 

Para la evaluación de µt' se deben conocer previamente las 

distribuciones de K y E en el interior del flujo, el campo escalar 
de estas dos variables turbulentas se calcula mediante la solución 
de sus ecuaciones de transporte. El factor adimensional eµ es 

determinado mediante experimentación. 

En las siguientes secciones se presentan las ecuaciones de 
transporte de las variables turbulentas K y E· 

3.2.-ECUACION DE TRANSPORTE DE LA ENERGIA CINETICA TURBULENTA (K) 

En esta sección se formula la ecuación de la energia cinética 
turbulenta utilizada en el modelo K-E. Para establecer la 
expresión utilizada en el modelo, es necesario en primer lugar 
derivar la forma exacta de K, esta expresión se obtiene a partir 
de la suma de las tres ecuaciones de transporte correspondientes a 
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cada uno de los esfuerzos turbulentos normales, ~· 2 , ;. 2, ;. 2• En 
base a esto es recomendable en primer lugar conocer la expresión 
exacta de las ecuaciones de transporte de los esfuerzos de 
Reynolds. Estas ecuaciones se presentan en la siguiente sección. 

3.2.1.-ECUACIONES DE TRANSPORTE DE LOS ESFUERZOS DE REYNOLDS 

Las ecuaciones de transporte de los esfuerzos turbulentos o de 

Reynolds pu j_U j forman la base para el desarrollo de aquellos 

modelos de turbulencia que no son puramente empíricos.. En el 
apéndice A se presenta la derivación de las ecuaciones de los 
esfuerzos de Reynolds, haciendo uso de la notación tensorial y 
suponiendo, fluido incompresible y newtoniano .. 

Para el proceso de derivación de las ecuaciones de transporte de 

u~u~ se consideran los pasos siguientes 
i J 

!.-sustraer de la ecuación instantánea de cantidad de movimiento 
en la dirección i, la ecuación promediada en el tiempo de cantidad 
de movimiento en la misma dirección. El resultado es la ecuación 
de transporte para uÍ. 

_iJ_( 

iJ t 

u. 
i 

+ u. 
i iJ ;i 

a t 

a u'. 
--i 

a t 

2.-Multiplicar esta ecuación por u;. 

u• 
j 

a u· 
--i 
a t 

J. -Sustraer de la ecuación instantánea de cantidad de movimiento 
en la dirección j, la ecuación promediada en el tiempo de cantidad 
de movimiento en la misma dirección. El resultado es la ecuación 
de transporte para u;· 

a(;;-.+u'. 
-- J J 
a t 

a ;j 
a t 

4.-multiplicar esta ecuación por u¡. 

u• 
i 

s.-sumar ambas ecuaciones. 

u• 
j 

a u•. 
--i 

a t 
+ u. 

i 

a u•. 
-J 
a t 

a u•. 
-J 
a t 
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6.-Promediar en el tiempo de aCuerdo al-procedimiento descrito en 
el capítulo 2. 

La ecuación de transporte de los esfuerzos de Reynolds, para 
flujos en estado esta~ionario se escribe (ver apéndice A) : 

u a~ 
k --i-) 

a xk 

A 

+ 
V 

a (u',u'u') 
--i-j-k 

a xk 

e 

¡¡2~ 
i-) 

iJ Xk a X k 

E 

1 

p 

B 

2 V 

iJ (u'. p') a (u'. p') 
( --)-- + --i--

a xi a x 

a u . 
-) + .2..'..< ~j 
¡¡ xk p iJ X i 

iJ~i~j 
iJ X k iJ X k 

F 

D 

iJ u', ) + --i 
iJ X 

(3.2-1) 

+ 

Donde el significado de los diferentes términos puede consultarse 
en el apéndice A. 

El modelo de turbulencia utilizado en este trabajo, requiere de la 
formulación de la ecuacion transporte de la energía cinética 
turbulenta K, que se obtiene al sumar las ecuaciones de transporte 
de los esfuerzos normales de Reynolds, es decir i=j. 

la ect1ación (3.2-1) la expresión del esfuerzo normal - 2 
En u' 

l 
(i=j=l) es: 

,, u i z --2 
2 a .;;-¡;;-. -

uk éJ u •u 2 u'1 u •k º-'::..1 --k-1 --1- + 
iJ xk il xk p iJ X 1 iJ X 

k 

2 p' a u• a 2 • z 2 V iJ u' a u• 
+ --1 + u 1 --1--1 

p iJ X 1 iJ xka xk iJ X ka X 
k 

(3.2-2) 
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De manera semejante se obtienen las ecuaciones para los esfuerzos 
- 2 - 2 

normales u2 , u3 es decir para i=j=2 e i=j=3. 

La suma de estas ecuaciones dividida entre 2, proporciona la 
ecuación de transporte para la energía cinética de la turbulencia: 

K 
2 

l 

2 
u:u: 

l. l. 
(3.2-3) 

Al realizar la suma de los tres esfuerzos normales, desaparece el 
término "Presión-Deformación", debido a la ecuación de 
continuidad es decir: 

~í + ~2 + ~3 o (3.2-4) 

axl ax2 ax3 

La ecuación de transporte de la energía cinética de la turbulencia 
se expresa entonces como ref./33,39/: 

a K a uk ( u• ( -- k 
a xk a xk 

A 

+ 
a 2 

K 

o 

Donde: 

u•u• 
-i-i + ~· ) ) 

2 p 

B 

V ~l~l 
axkélxk 

E 

a Uj_ Uk u. 
--L + 
a xk 

e 

(3. 2-5) 

Ai5 Transporte convectivo de K debido al movimiento del fluido. 

Bs Difusión de K debido a las Fluctuaciones de velocidad y 
presión. 

es Producción de K debido a la interacción de los esfuerzos 
turbulentos con el gradiente de la velocidad media. 

O !a Difusión de 
molecular (para 
molecular es 
turbulento). 

K debido a la acción de la viscosidad 
grandes números de Reynolds, el transporte 
despreciable en relación - al transporte 

Ee: Transformación de la energía cinética turbulenta en energía 
interna del fluido. Este proceso ea conocido como disipación .. 
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Tomando en consideración las aproximaciones que conducen al 
modelado de flujos de capa limite (ver sección 2.4), la ecuación 
de la energía cinética turbulenta para flujos de capa limite en 
dos dimensiones se formula como ref./33/: 

u iJ K 

iJ X 

+ 
V ¡¡ K 

¡¡ y 

¡¡ 

a Y 

u'v' a u 

¡¡y 

( v• ( u'2+ v2•\ w•2 p' ) ) 
2 + p 

(3.2-6) 

En esta ecuación se ha considerado que la difusión de K debido a 
la viscosidad molecular es despreciable (grandes números de 
Reynolds). 

3.2.2.-MODELADO DE LA ECUACION DE LA ENERGIA CINETICA TURBULENTA 

Para determinar las características del movimiento turbulento del 

fluido, se resuelven las ecuaciones de transporte para u 1 , H, K y 

e, por lo que los términos de producción y difusión de energia que 
aparecen en la expresion exacta de K, ec.(3.2-5), deben ser 
modificados (o modelados) de tal manera que contengan únicamente 
las variables antes mencionadas. De esta forma se obtiene un 
sistema cerrado de ecuaciones. 

En el término de producción de energia de la ec. ( 3. 2-5), los 

esfuerzos de Reynolds -pu'. u'. son desconocidos, sin embargo, al 
i J 

hacer uso del modelo de la viscosidad turbulenta ec.(3.1-1), este 
término de producción se escribe como: 

donde: 

¡¡ u. 
--i 

a xk 

=:: I' 
¡¡ u. 

t 
-- i 

iJ X k 

+ ~k 
iJ Xi 

,, (m 2/sJ= viscosidad cinemática turbulenta .. 
t 

¡¡ u. 
--.1. 

iJ X k 

(3.2-7) 

utilizando la ecuación (3.1-3), se obtiene la expresión del 
término generación de energia cinética turbulenta, del modela K-(, 
es decir : 

p = 
K 

e 
µ. 

¡¡7, 
--i 

iJ X k 
+ a uk 

iJ X i 

34 

~i 
iJ X k 

(3.2-8) 



El término de difusión turbulenta de la ecuación 
modelado suponiendo que la difusión de K se lleva a 
dirección del gradiente negativo de K. / " 

él K 

él X k 

3.2-5 es 
cabo en la 

(3.2-9) 

Esto significa,que la energia cinética es transportada de regiones 
en donde existe una gran actividad turbulenta hacia zonas de menor 
intensidad de K. En la ecuacion anterior se introdujo el 
coeficiente de intercambio v t/cr 1( en donde u K es el número de 

Prandtl para K, el cual se considera constante en este trabajo. 

Sustituyendo las ecs. (3.2-7) y (3.2-9) en la expresión exacta de 
K, ec.(3.2-S), se obtiene la ecuación de la energía cinética 
turbulenta, tal y como es utilizada en el modelo K-E. 

CONVECCION DIFUSION 

a~ 
--l. 

éJ X k 

+él~ 
él X i 

PRODUCCION 

Para flujo bidimensional en capa limite se tiene: 

K v a K él 
-2 

u él 1• él K a u 
+ ( -t-- + " ( --) 

t 
él X él y a Y u K a Y a Y 

3. 3. -ECUACION DE TRANSPORTE DE LA DISIPACION 
CINETICA TURBULENTA ( < ). 

- E 

DISIPACION 

(3.2-10) 

- ( 

(3.2-11) 

DE ENERGIA 

Antes de desarrollar una ecuación de transporte para E ,ea 
conveniente escribir nuevamente su definición ref./33,39,47/: 

l = V 
a u•. a u•. 
--i-·i (3.3-1) 
éJ Xl éJ X l 

que puede entenderse como una correlación de fluctuaciones de 
velocidades de deformación. 

una ecuación de transporte para esta correlación, 
derivada partiendo de la ecuaci6n de movimiento de ºi 
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puede ser 
ec. (A.5). 



Los pasos para establecer una ecuación para e son 

1.-0erivar la ecuación de ui con respecto a x
1

. 

2.-Multiplicar la expresión resultante por 2P 8 u•i 

a xl 

3.-Promediar en el tiempo de acuerdo al procedimiento descrito en 
el capítulo 2. 

El resultado es la siguiente expresión general ref /33,47/: 

a <" ui:: ~í. ~í. + ~ª....E.'.....ª~i 
8 X k a X l a X l p a x 1 a X l 

A 

2v a u 1 < a~1 a~k 
axk axlaxl 

e 

2v ~i a~ka~1 
axlaxloxk 

E 

+ ª~1ª~1 
axiaxk 

B 

21• ( a2 
u' . ) __ , __ 

ax ka x 1 

F 

2v ~ 
k-- i 
a xl 

D 

2 

;} u i 

a xl a 

(3.3-2) 

Donde de manera semejante a la ecuación de K se tiene 

xk 

As Convección por el movimiento del fluido (velocidad media). 

Be Difusión debido al movimiento turbulento y molecular. 

C + D• Producción debido al movimiento medio del fluido. 

Ea Producción inducida por la generación de remolinos turbulentos 
de menor escala. 

F& Destrucción debido a las fuerzas viscosas. 

3.3.1.- MODELADO DE LA ECUACION DE DISIPACION DE ENERGIA CINETICA 
TURBULENTA. 

Debido a que en la ecuación exacta de (e), aparecen nuevas 
incógnitas, ésta no puede ser utilizada de manera directa en el 
modelo K-E. Las correlacionen deben ser modeladas utilizando 

expresiones, cuyas variables sean ~i' K y E. 

El modelado de la ecuación (3.3-2), presenta serias dificultades, 
ya que desafortunadamente hasta la fecha no ha sido posible medir 
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cada término de 
ecuación de E, 

especulativa. 

manera aislada. Es por esto que el modelo de la 
tiene suposiciones muchas veces de naturaleza 

Las suposiciones que permiten modelar cada término de la ecuación 
(3.J-2) se describen a continuación : 

.-Producción debido al movimiento medio del fluido (C+D). 
Al considerar cada uno de loa términos de la ecuación de E, puede 
suponerse que para grandes números de Reynolds, la producción de E 

debido al movimiento medio del fluido es despreciable en relación 
a otros términos . 

. -Producción debido a la generación de remolinos turbulentos de 
menor escala (E) y destrucción debido a las fuerzas viscosas (F). 
Estos dos términos tienden a un valor infinito cuando el número de 
Reynolds también tiende a infinito, sin embargo, la diferencia 
entre ambos permanece finita e indep~ndiente del número de 
Reynolds. Entonces los dos términos pueden ser modelados de manera 
conjunta y su representación es como sigue ref/33/: 

E - F e ~ 
•1 K 

' - e -
E2 K 

2 3 donde: PK[m /e ] a producción de K, ver ec. (3.2-8) 

e 
El , ~2 = constantes emp1ricas. 

(3.3-3) 

--Difusión debido al movimiento turbulento y molecular (8). 
El término de difusión es modelado suponiendo que la difusión de E 
se lleva a cabo en la dirección del gradiente negativo de E· 
Esto significa,que la disipación de energía cinética es 
transportada de regiones en donde existe una gran cantidad de 
disipación turbulenta hacia zonas de menor E. 

a 
,. 

t 
iJ E 

(3.3-4) 
(] 

E 

En la ecuación anterior se introdujo el coeficiente de intercambio 
''t/cr E' en donde o E es el número de Prandtl para E, el cual es una 

constante empírica adicional. 

Al utilizar las suposiciones anteriores y sustituir las 
expresiones (3.3-3) y (3.3-4) en la ecuación exacta de E, 
ec. ( 3. 3-2), ee obtiene la ecuación para la disipación de energia 
cinética turbulenta tal y como ea utilizada en el modelo 
(K-E). 
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a ! !t .!!....!... + 
iJxk 11,axk 

c ,, 
K 

2 

P.K-c-'­
<2 K 

(3.3-5) 

3. 4. -ECUACIONES DEI, MODELO DE TURBULENCIA K-c 

Con las ecuaciones anteriores, el modelo de turbulencia utilizado 
en el presente trabajo, se formula como 

-u :u~ ( 
a U, 

't -· L J 
X• 

J 

't 

uk 11 K 11 

¡¡ xk ¡¡ Kk 

uk ¡¡ 1 ¡¡ ,. 
-t 

¡¡ ' 
a a iJ xk xk 11 

' 

+ 

e 

,. 
-t 

"K 

Kk 

¡¡ U, 
-J ) 
a 

/l 

a 
¡¡ 

K, 
L 

K2 

K 
) 

K 
k 

+ <.: ,, 

iJ~ --· a xj 

donde : c
1
, , e, 

1 
, ~ 2 , a K , o 

seL4 determinada~ por exper imcntoo. 

- 2 K b ij (3.4-1) 

(J.4-2) 

' PK - • (J.4-3) 

2 

' PK - c -'-
K 12 K 

(3.4-4) 

(3.4-S) 

eon conetanten empíricas a 

3. 4 .1. -ECUACIONES DEL MODELO DE TURBULENCIA K-1, PARA FLUJOS 
BIDIMENDIONALES EN CAPA LIMITE. 

F.n este trabajo se resuelven las ecuacionen de capa limite para 
flujos turbulentou hidimP.nsionalee, el modelo de turbulencia K-1, 
para estos flujon cunsiate de laa aiguientea expresiones: 

iJ u 
(3.4-6) -u •v• = "t 

iJ y 

c 
K2 

(3. 4-7) .. 
t /L 
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u il K V¡¡ K ¡¡ ¡¡ K ¡¡ z 
+ ( !'..t + p t ( 

u 
) - E + S ~ 

iJ X ¡¡ y ¡¡y 
"K 

¡¡y ¡¡y 

(J. 4-B) 

iJ E ¡¡' ¡¡ 
( !'..t il_!_ p ( ¡¡ .;-

z 
u 

+ 
V 

+ e ' ) -
iJ X ¡¡ y ¡¡y "'a Y 

E1 
K t a Y 

2 
- e ' + s p 

<2 
K ' (3.4-9) 

En las ecuaciones de K y E se incluye el término fuente de 
interacción partícula - fluido, este término permite evaluar la 
influencia que las partículas tienen sobre las características 
turbulentas del fluido. En el capitulo 6 se presenta la forma en 
que el modelo de dispersión (L-E-D} considera los términos fuente 
del modelo K-•· 
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4. -CONDICIONES DE FRONTERA DE LAS ECUACIONES DE CONSERVACION Y 
DETERMINACION DE LAS CONSTANTES DEL MODELO K-e 

En este capitulo se establecen las condiciones de frontera 
necesarias para resolver el modelo matemático conatituído por las 
siguientes ecuaciones : 
A).-Ecuación de continuidad. 
B).-Ecuación de cantidad de movimiento. 
C).-Ecuación de la energía. 
0).-Ecuación de la energía cinética turbulenta {K). 
E).-Ecuaci6n de disipación de la energía turbulenta (E). 

Debido a que en el presente trabajo se lleva a cabo la solución 
numérica de flujos turbulentos con particulas en suspensión en 
duetos y en chorros libres, se identifican tres tipos de 
condiciónes de frontera • 

• -Pared sólida . 
• -corriente libre (turbulenta o laminar) . 
. -Eje ó plano de simetría. 

4.1-CONDICIONES DE FRONTERA CORRESPONDIENTES A PAREDES SOLIDAS 

4.1.1.-CONDICION DE FRONTERA PARA LA ECUACION DE CANTIDAD DE 
HOVIHIENTO. 

La forma del modelo K-c presentado en el capítulo 3 es válida 
únicamente para flujos completamente turbulentos, sin embargo, en 
la cercania de paredes sólidas, el número de Reynolds local de la 

turbulencia ( K112
L/v, donde Ls K 312

/e ) , es pequeño por lo que 
los efP.ctos de la viscosidad predominan cobre el movimiento 
turbulento, en esta región (subcapa viscosa), el modelo K-e, no 
puede ser utilizado. De manera adicional, en esta zona los 

gradientes de las variables dependientes (~, ~, H, K, E ) son muy 
grandes, por lo que una buena aproximación de su comportamiento 
sólo puede lograrse al discretizar esta region con una malla 
numérica muy fina, incrementando con ello el costo de la solución 
y la capacidad de memoria de las computadoras requeridas. 

En el presente estudio, la solución numeri.ca de flujos 
turbulentos en regiones cercanas a paredes sólidas se ha 
realizado utilizando el método de la función de pared (The 
wall-function method). Con este procedimiento la integración de 
las ecuaciones de balance no se lleva a cabo hasta la pared, sino 
hasta un punto denominado y localizado en la región donde es 

e 
válida la ley logarítmica de la pared. Esta ley describe con 
suficiente aproximación la distribución de la velocidad media en 
la zona adyacente a paredes sólidas. 
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Al utilizar el método de la función de pared, es necesario que un 
punto c (localizado a una distancia y de la pared) se encuentre 
lo suficientemente alejado de tal mane?a que el número de Reynolds 

de la turbulencia (K
112

L/v) sea mucho mayor que la unidad, es 
decir que los efectos viscosos sean despreciables en relación a 
los efectos producidos por el movimiento turbulento. 

La ecuación que establece la ley de variación de la velocidad 
media en la cercania de una pared sólida, fue formulada por 
primera vez por Prandtl ref. /45/, la expresión que se utiliza en 
este trabajo se deriva en detalle en el apéndice e. 

La ecuación que representa la condición de frontera de la ecuación 
diferencial de cantidad de movimiento en la dirección x es: 

donde: 

u = u 
e T 

+ B (4.1-1) 
K 

K = l/A = 0.41 = constante de Ven Karman (empírica). 
B = 5. 2 e constante empírica. 

4.1.2.-CONDICION DE FRONTERA PARA LA ECUACION DE LA ENERGIA. 

En la sección anterior ae presentó la expresión que rige el 
comportamiento de la velocidad media en flujos turbulentos en la 
cercanía de una pared sólida. En esta sección, se toman en cuenta 
consideraciones semejantes para establecer la distribución de 
temperatura media (y/o entalpia total) de un flujo turbulento en 
la región adyacente a una pared sólida lisa. En el apéndice e se 
puede consultar el desarrollo que conduce a la ley logarítmica de 
temperaturas y que se expresa como: 

-+ 
H = 

donde: 
-+ 
H 

Prt 

Pr 
--t 

K 

+ ln y + 3.8 (4.1-2) 

Temperatura adimensional. 

Número de Prandtl turbulento (valor empírico). 

= D.86 

Esto constituye la condición de frontera para la ecuación de la 
entalpía total media, en flujos confinados por paredes s6lidae. 
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4.1.3.-CONDICION DE FRONTERA PARA LA ECUACION DE LA ENERGIA CINE­
TICA TURBULENTA. 

La condici6n de frontera para la ecuación de la energía cinética 
turbulenta queda determinada al conocer la ley de variación de las 
fluctuaciones de velocidad en la región logarítmica. 

El desarrollo de esta ley de variación se presenta en detalle en 
el apéndice D. 
La relación que representa la condición de frontera de la ecuación 
diferencial de la energía cinética turbulenta es: 

e 112 
µ 

(4.l-3) 

4.1.4.-CONDICION DE FRONTERA PARA LA ECUACION DE DISIPACION DE 
ENERGIA CINETICA TURBULENTA. 

En el desarrollo de la condición de frontera de K (apéndice D) 
se llegó a la conclusión de que en la región logarítmica, 
existe un equilibrio local es decir la producción de energía 
turbulenta es igual a la disipación de energía debido a los 
efectos viscosos, esta situación es utilizada para formular la 
condición de frontera para la ecuación de E· Si la ecuación 
(D.10) se escribe en la forma (ver ec.(J.2-6)) : 

iJ ü 
iJ y 

(4.1-4) 

y el gradiente de la velocidad media se determina al derivar la 
ley logaritmica de la pared ec.(4.1-1),es decir: 

a ü 
a Y 

u 
T 

él 

a Y 
( ln ( L....!:T (4.1-5) 

Al llevar a cabo la derivación de la función y evaluarla en un 
punto ye localizado en la región logarítmica se tiene: 

él u u 
- T- (4.1-6) 

a Y K y C 

Sustituyendo (4.1-6) en (4 .1-4), • adquiere el siguiente valor 
(condición de frontera) : 

• e 

- 3 
u 

-T-

K y C 

(4.l-7) 
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4.2.-CONDICIONES DE FRONTERA CORRESPONDIENTES A UNA CORRIENTE 
LIBRE 

La condición de frontera de un flujo turbulento que se encuentra 
confinado en una corriente libre 6 en un fluido sin movimiento, ea 
difícil de establecer ya que es una superficie no estacionaria que 
separa dos regiones con diferentes característica turbulentas. En 
realidad el hablar de una región que separa los dos flujos no 
tiene significado ya que aún fuera de la frontera puede existir 
transporte turbulento, sin embargo en fronteras de este tipo, los 
c&lculos se realizan hasta un punto cuya velocidad media es 
aproximadamente la de la corriente libre. Es decir la condici6n de 
frontera para la ecuación de cantidad de movimiento en x es ; 

donde: 

u = u 
e 

(4.2-1) 

ue(m/s]a velocidad de la corriente libre 

En una corriente libre sin turbulencia, todas las cantidades 
turbulentas son nulas por lo que las condiciones de frontera de K 
y E son : 

Ke= •e= O. (4.2-2) 

donde el subindice e se refiere a la corriente libre 

Si la corriente libre es turbulenta, se considera que K y E tienen 
el comportamiento de un flujo con turbulencia de malla (el nivel 
de energía turbulenta varía inversamente con la distancia a la 
malla), es decir; si en las ecuaciones (3.4-8) y (3.4-9), se 
desprecian los términos de difusión y producción se tiene: 

d K ' ( 4.2-3) -e - -e 
d X u 

e 

d ' 2 l 
(4.2-4) --e - c • 

d X 
E2 e 

K u 
e e 

4.3.-CONDICIONES DE FRONTERA CORRESPONDIENTES A UN EJE (PLANO) DE 
SIMETRIA 

Este tipo de condición de frontera a diferencia de las dos 
anteriores (que son condiciones físicas} es una definición 
matemática, ya que en flujos simétricos es suficiente con calcular 
una mitad del campo o región de estudio. 

En flujos simétricos ~ , H, K, E, 

relación a un eje o a un plano, 
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tienen valores simAtricos en 
por lo que la derivada con 



respecto a "y" ("y" es normal al eje de simetría) no tiene valor, 
es decir: 

~=ªH=L!.=i!...!_ o. (4.3-1) 
a Y a Y a Y a Y 

4.4.-DETERMINACION DE LAS CONSTANTES DEL MODELO K-< 

El valor de las constantes empíricas (Cµ, cE 1 , ~2 , ~ , ~ ) que 

aparecen en el modelo de turbulencia K-E presentado en el capitulo 
3, será especificado en esta sección. 

Mediciones del decaimiento de turbulencia generado por el paso de 
un fluido a través da una malla (grid turbulence), han establecido 
que para números de Reynolds grandes, el nivel de energía 
turbulenta varía inversamente con la distancia a la malla. 

K oc x-n (4.4-1) 

En estos flujos los términos de difusión y producción de K y < son 
nulos por lo que las ecuaciones (3.4-8) y (3.4-9) se reducen a: 

u e 

u e 

donde 

d K 
(4.4-2) 

d X 

d • 
d X 

= - E 

z 
- e-•-

EZ K 
(4.4-3) 

velocidad del fluido antes de pasar por la 

malla. 

El sistema de ecuaciones (4. 4-2) y (4. 4-3) posee una solución 
exacta de la forma : 

K oc X (4.4-4) 

por lo que n de la ec.(4.4-1) adquiere el valor: 

1 
n = (4.4-5) 

Experimentalmente se ha observado que n adquiere valores entre 1 y 
1.25, por lo que c,

2
, tiene valores entJ:"e l.B y 2. 
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El valor de eµ utilizado en este trabajo se obtiene, al considerar 

la región de esfuerzo cortante constante adyacente a una pared 
s6lida. En este flujo, el transporte convectivo de K es 
despreciable mientras que la producción y disipación se 
encuentran en equilibrio local (apéndice D), es decir : 

----u'v' d u 

d y 

Experimentalmente 
turbulentas del 

;;:z d u 
T 

d y 

se ha 
flujo 

u'v' 

K 

a ;;: . ( -) 
t a Y 

= E 

comprobado que 
se relacionan 

0.3 

(4.4-6) 

las características 
mediante ref./46/: 

(4.4-7) 

Por lo que al utilizar la ec.(D.13), Cµ adquiere el valor: 

e 
µ 

-u•v• 2 
) 

K 
0.09 (4.4-8) 

En la región cercana a una pared (capa limite logaritmica), la 
convecci6n de E es depreciable, por lo que la ecuación (3.4-9) se 
escribe como: 

a 
a Y 

~ª~ 
a Y 

~2 
2 

E 

K 
= o 

(4.4-9) 

Si en eeta última relación, ee euetituye la definición de la 

viscosidad turbulenta: 

• = e t µ 
(3.4-7) 

y lae condiciones que prevalecen en la región logaritmica; 

E=-u'v' 
d u 

(4.l-4) 
d y 

d u u 
-T- (4.l-6) 

d y < y 
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puede establecerse la relaci6n entre las constantes cE
1 

, ~2 , 

o 
E 

e 
•1 

11 
E 

e >112 
µ 

(4.4-10) 

Esta relaci6n debe satisfacerse cuando se utilice el modelo en un 
flujo confinado por paredes s6lidas. 

Mediante el uso de las últimas relaciones y de la optimizaci6n por 
computadora ref./43/, las constantes que aparecen en el modelo de 
turbulencia K-E para números de Reynolde grandes adquieren los 
siguientes valores: 

e 
µ 

0.09 

c., 
l.44 
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5.-PROCEDIMIENTO DE SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CONSERVACION DE 
LA FASE CONTINUA. 

En este capítulo se describe brevemente el método numérico 
utilizado en el presente estudio, para integrar las ecuaciones de 
conservación de la fase gaseosa. El algoritmo numérico (método cle 
loe volúmenes de control) , desarrollado por Patankar y Spalding 
ref. /50/, y explicado en detalle por Patankar ref. /ll/ y por 
Scheuerer ref. /33/, constituye la base de diversos programas de 
cómputo útiles para resolver las ecuaciones diferenciales, 
parabólicas, bidimensionales de loe flujos turbulentos en una sola 
fase, ref./9/, ref./10/. 

El procedimiento de solución es implícito y de marcha hacia 
adelante en la dirección preferencial del flujo, es decir que a 
partir de loe valoree conocidos de las características del flujo ~ 

= { ;:;, H, K, E ) a lo largo de una línea transversal al flujo 
localizada en la posición x = const., oe evalúan loe valores de ~ 
en una nueva linea localizada en la posición x + 4x, corriente 
abajo. Con loe nuevos valore• conocidos de ~, el procedimiento se 
repite para evaluar las características del flujo en la siguiente 
línea hacia adelante y así sucesivamente. con esta técnica de 
soluci6n no es necesario generar y almacenar en la computadora una 
malla numérica que represente todo el dominio en estudio. 

La descripción del procedimiento de solución consiste de diversas 
secciones, a continuación se presenta la expresión general de las 
ecuaciones de conservaci6n de la fase gaseosa, posteriormente se 
lleva a cabo la transformación de la ecuación general en un 
sistema de coordenadas (y, w). Finalmente la ecuación diferencial 
transformada se formula en un sistema de ecuaciones algebr6icas en 
diferencias finitas. 

S.l.-FORMA GENERAL DE LAS ECUACIONES DE CONSERVACION. 

Las ecuaciones parabólicas que 
flujo turbulento incompresible 
(2.6-10), (3.4-8) y (3.4-9)), 
siguiente ecuación general: 

pu !.L + 
a X 

pv U 
a r 

donde: 
k • l para 
k • o para 

l a 
-;ka; 

flujos axial 
flujos en el 

modelan el comportamiento de un 
en capa límite (ecs. (2.6-9), 
pueden expresarse mediante la 

k 
r "•ff ª-±. 

Pr eff a r 

simétricos. 
plano cartesiano. 

(S.l-1) 

Las variables ~. "•ff s~, tienen significado diferente y 

Preff 

dependiendo de la ecuación de conservaci6n considerada, la 
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expreei6n para cada variable ee presenta en la tabla 2. Para 
formular la ecuaci6n (5.1-1), se utiliz6 la relaci6n (3.4-6) y se 
recurri6 al concepto de difueividad térmica turbulenta, el cual 
considera que en analogía con un flujo laminar, loe flujos de 
calor por unidad de superficie, inducidos por el movimiento 
turbulento, son proporcionales a la variaci6n de la entalpía 
eat&tica en la direcci6n r, es decir• 

-p h 'v'= (S.1-2) 
Pr a r 

t 

donde: 

Pr,[ ] •número de Prandtl turbulento (valor empirico P~•0.86). 

Los té i f te sp • ( sp sPE sp , sp ) de la ecuaci6n rm nos uen </> m• • K E 

( 5 .1-1), representan el intercambio de momento, entalpia total, 
energía cinética turbulenta y dieipaci6n de energía turbulenta 
entre las fases. La expresi6n de estos términos se presenta en el 
capitulo 6. 

u 

H 

K 

µ 

Pr 
+ 

a 
E 

Tabla 2 

2 + pg 
dx 

1 

Preff 

+ pug 

a u z 
µt ( ) - PE 

a r 

K 
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5.2.-TRANSFORMACION DE COORDENADAS DE LA ECUACION GENERAL. 

En esta sección se presenta la traneformaci6n de la ecuación 
general (5.1-1), al sistema de coordenadas (x

2
, w ) propuesta por 

Patankar y Spalding ref./50/. Esta transformación ee realiza 
debido a la conveniencia da mantener constantes las variables 
independientes a lo largo cie las lineas que conforman la malla 
numérica ref./9/. En problemas de crecimiento de capa limite 
(flujo sobre superficies sólidas, chorros libres y redondee, 
etc.), este sistema de coordenadas es apropiado ya que permite que 
la malla numérica se vaya adaptando a la forma en que crece la 
capa límite. 

La coordenada transversal w representa una función de corriente 
adimenaional que varía dentro del dominio de integración entre "0" 
(sobre una pared sólida) y "l" (corriente libre). La definición de 
w y la correspondiente transformación de la ecuación general se 
presenta a continuación. 

Sin pérdidad de generalidad, la transformación ae llevará a cabo 
considerando que la ecuación (S. l-1) se formula en coordenadas 
cartesianas ( k = O , r • y ) • Como paso inicial se transforman 
las coordenadas (x,y) a un sistema (x

1
,.¡,), donde .¡, es la 

representación de una función de corriente definida a través de: 

!..L s p u (5.2-1) 
a Y 

!..L - p y (5.2-2) 
a X 

Utilizando la relación: 

!!2., . 1 (5.2-3) 
a X 

se tiene: 

...2....±_. ..2_:L +~ !..:L = 2-.L - a"' p y ---

a X a X t a .¡, a X a X 1 ª .¡, 
(5.2-4) 

...2....±_. .!..:l:.._ • p u .!..:L. 
a Y a y a .¡, 

(5.2-5) 
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Sustitución de estas expresiones en la ecuación general (S.1-1) 
resulta: 

-a 
pu --

o "' 
pu 

(S.2-6) 

La ecuación de continuidad se satisface automáticamente a partir 
de la definición de la función de corriente .¡,, sin embargo, las 
variabkªª independientes (x 1, ~ ) no son constantes a lo largo de 

las liñeas que conforman la malla numérica. Para lograr esto se 
define una coordenada transversal adimensional como: 

donde: 

w (S.2-7) 

Y,E ( kg/(m s) ) • valor de la función de corriente en la 

frontera exterior. 

Y,I ( kg/(m s) ) m valor de la función de corriente en la 

frontera interior. 

los valores de .¡, se evalúan a partir de la integración de la 
ecuación (S.2-1), es decir: 

y 

Y,I + J p u dy (S.2-B) 

En la ecuación (S.2-7), w representa la relación del flujo másico 
por unidad de longitud que pasa desde la frontera interna ( I) 
hasta un punto localizado en y, al flujo másico total por unidad 
de longitud que pasa desde la frontera interna (I) hasta la 
frontera externa (E). De acuerdo a su definición, w varia en el 
intervalo de valores O < w < l. 

En el presente estudio, la frontera interna se ha tomado como un 
eje de simetría, por lo que debido a las condiciones del flujo, se 
considera que a travás de esta frontera no existe entrada ( salida 
) de fluido hacia (desde) el dominio en estudio, es decir Y,I = o. 

Para la frontera exterior, se consideran dos situaciones: 

Una pared sólida; en donde .¡,E tiene un valor fijo, 

so 



correspondiente al flujo mAsico total del sistema • 

• - Una frontera variable; en donde el valor de Y,E se ajusta 

conforme la capa limite crece. Por ejemplo¡ para el flujo en un 
chorro; el valor de Y,E depende de la cantidad de fluido que entra 

a través de la frontera exterior como consecuencia de la 
dispersión del chqrro. Es conveniente enfatizar que las líneas de 
w = cte, no son líneas de corriente y puede decirse qua mientras 
que el flujo misico ( Y,E - Y,1 ) en la dirección x

1 
aumenta, la 

coordenada transversal w permanece constante. 

La transformación de (x
1 

,Y,) al sistema de coordenadas (x
2
,w), se 

lleva a cabo sin dificultad utilizando la relación: 

= l (5.2-9) 

por tanto se tiene: 

a "' (5.2-10) 
a X z 

...!...±..._ a"' (5.2-11) 
a w a y, 

La derivada de w con respecto a x
2 

a lo largo de una función de 

corriente Y,= cte, ec.(5.2-10) es: 

l ( ~I + w ~( Y, E - Y, I) ) 

d x2 a x2 

(5.2-12) 

La variación de w con respecto a Y, de la ec.(5.2-11), resulta ser: 

a"' l 
(S.2-13) 

Con ayuda de las ecuaciones (5.2-10 - S.2-13), la ecuación general 
(5.2-6) ae escribe como: 

...!...±..._ a 
( c + d 

a"' a "' 
(5.2-14) 
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donde: 

a = 
mI 

b -
mE mI 

Y,E - Y,I) Y,E - Y,I) 

µeff 1 
d _5L c p u 

Preff y, - y, ) 2 pu E I 

d Y,I d Y,E 
mI mE . -

d x
2 d x 2 

Puede observarse que loa coef icientea a y b dependen únicamente de 
la coordenada x

2
, mientras que los coef icientee e y d, debido a su 

dependencia con u, son función tanto de x
2 

como de w. Las 

variables mI y mE representan el flujo mllaico por unidad de 

superficie entrando por las fronteras (interna y externa) de la 
región de integración. 

5.3.-ECUACIONES DE CONSERVACION EN DIFERENCIAS FINITAS. 

Para resolver numéricamente la ecuación general (5.2-14), se 
discretiza el dominio en estudio utilizando una malla numérica en 
las variables x

2 
- w. Los puntos de intersección de la malla 

corresponden a los puntos discretos en donde se evalúan las 
características de la fase gaseosa. Utilizando el método numérico 
de loa volúmenes de control ref./50/, se desarrollan las 
ecuaciones algebrAicaa en diferencias finitas procurando que loe 
principios de conservación se satisfagan en cada volumen. 

Los volúmenes de control están definidos en la dirección 
longitudinal, entre las lineas de x

2
= xu("upstream") y x

2
m x

0 
("downetream"). Durante el proceso de integración de marcha hacia 
adelante, los valores de la linea "upstream" son conocidos ya sea 
por ser el resultado de la última integración o por constituir las 
condiciones de entrada al dominio en estudio. En la dirección 
transversal w, loe volúmenes de control están limitados por 
superficies localizadas entre los puntos de intersección de la 
malla x

2
-w. Estos puntea son reconocidos mediante la variable ••i 11

, 

en la frontera interna i = 1 mientras qua en la frontera externa i 
= N. De acuerdo a lo anterior las superficies de loa volúmenes de 
control se localizan en loa valorea de w, dados por las aigtiientee 
expresiones: 
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l 
( "'i + "'i+l ) (5.3-la) "'+ 

2 

1 
( "'i + "'i-1 ) (5.3-lb) w_ 

2 

Si por aimplificaci6n se realiza el cambio de variable x = x
2

, y 

la ec. diferencial (5.2-14) ee integra en un volumen de control se 
tiene: 

+ + 

( I ~o dw - I ~u dw ) / '1x + ( ( ( a + b ., ) ~ >+ _ 

+ 

( ( a + b w ) ~ - b { I ~ dw }M ( ( c !!...i ) -
a "' 

+ 
M 

+ 

- ( c ~ ) + ( r d dw ) (5.3-2) 
a w M M 

donde: 4x = x
0 

- x
0 

El subíndice M indica que los términos que se encuentran dentro de 
los corchetes { }, se integran desde x

0 
hasta x

0 
y que el valor de 

esta integración corresponde a la parte media del volumen de 
control en la direcr.i6n de x. En el procedimiento de Patankar y 
Spalding ref./50/, debido a que ee un método implícito, se supone 
que los valorea en la parte media del volumen eon igualee a loe de 
la línea x

0 
( "dawnstream") . La ventaja de utilizar un método 

implícito se manifiesta en mayor estabilidad numérica y mayor 
exactitud cuando se seleccionan grandes incrementos de 4x (marcha 
hacia adelante) ref./33/. 

Para evaluar las integrales de la ec.(5.J-2), es necesario conocer 
loa valorea y gradientes de ~ en las superficies de control 
localizad~s en w+ y w_, para ello se supone que en la direcci6n de 

w, en el interior de cada volumen de control, ~ adquiere valorea 
constantes. Considerando lo anterior, se pueden definir lae 
siguientes expresiones: 

+ 

I ~ dw = ~i ( "'+ - .,_ 

~ = + 
1 

2 

(5.3-3a) 

(5.3-3b) 
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"' 
l 

"'i-1 + "'i - 2 

u, "'i+l - "'i 

a w + wi+l - wi 

u, "'i - "'i-1 

a w wi - wi-1 

El tipo de discretización representado 
anteriores, se conoce con el nombre de 
centrales". 

(5.3-3c) 

(5.3-3d) 

(5.3-3e) 

por 1aa ecuaciones 
"diferencias finitas 

Sustituyendo las expresiones 
(5.3-2) y multiplicando por 2 

(5.3-3) sn la expresión general 
( .¡,E - o¡,1 ), el término convectivo 

(izquierda) de (5.3-2), se escribe como: 

2 (P + G) ,Pi ( w+ - w_) - 2P .Pi,U ( w+ - w_ ) + 

+ L+ ( ,Pi + ,Pi+l ) - L_ ( ,Pi + ,Pi-1 ) 

donde: 

p ( .¡,E - .¡,r ) / Ax 

G ~ mr - mE 

L+ mr - w+ G 

L mr - w G -
El primer término difusivo de (5.3-2) se escribe como: 

2 ! .¡,E - .¡,r ) ( c u ) . 
a w + 

(5.3-4) 

(5,3-5a) 

(5.3-5b) 

(5.3-5c) 

(5.3-5d) 

l "'i+l - "'i 
wi+l - wi 

(5.3-6) 

Haciendo uso de las ecuaciones (5.2-l), (S.2-7) y do la siguiente 
definición: 

a w wi·f-1 - wi 
>+ = ª Y Y i+1 - Y i 

(5.3-7) 
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la ecuación (5.3-6) queda como sigue: 

2 ( .¡,E - .¡,r ) ( c U¡ 
a w + 

= 2 T+ ( q.i+l - q.i ) (S.3-8) 

donde: 

T+ 
µeff 

>+ 
l 

(S.3-9) 
Preff Yi+l - yi ) 

De manera análoga, el segundo término difusivo de (S.3-:;\) se 
escribe como: 

2 ( .¡,E - .¡,r l ( c 

donde: 

T_ 
Pr 

eff 

u 
a w 

l 

La integral del término fuente de la ec. (5.3-2) es: 

+ + 

2 ( .¡,E - .¡,1 ) I d dw = 2 I sq. dy 

(S.3-10) 

(S.3-ll) 

(5.3-12) 

Debido a criterios de estabilidad ref./10, ll, 33, SO/, el 
término fuente se divide en una componente "upstream" y otra 
11 downstream 11

, las cuales se relacionan entre sí mediante la 
siguiente expresión lineal: 

(5.3-13) 

La estabilidad numérica del algoritmo de solución aumenta si SUi 

es positivo y SDi es negativo ref./10, 11, 50/. 

Si las expresiones (5.3-4), (5.3-8), (5.3-10), (5.3-12) y (5.3-13) 
se sustituyen en la ecuación (S.3-2), para un volumen de control 
que no pertenece a la frontera del dominio, es decir para 
cualquier "i" diferente de l y N, ee tiene: 
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.pi = Ai "'i+l + si "'i-1 + ci (5.3-14) 

donde: 

A. (2 T - L+) I Di D Ai I Di (5.3-l5a) 
l. + 

si (2 T + L ) - / Di R ªi / Di (5 .3-lSb) 

ci 2P w+ - w - ) "'w + 2SUi) I Di (5.3-l5C) 

Di Ai_ + S' + 2P w+ - w ) - 2 s~i (S.3-l5d) 
l. -

donde: s' = 
5Di 

Di 
"'ui 

Para un volumen de control localizado en la frontera interna ( i 
2 ), la ec.(5.3-2), se escribe: 

2 (P + G) "'2 w2.5 - 2P "'2,u w2.5+ L+( "'2 + .P3 ) - 2 L "'1 = 
= 2 T + ( .p

3 
- .p

2 
) - 2 T _ ( q,

2 
- q,

1 
) + 2 SU

2 
+ 2 s~2 .p

2 

(5.3-16) 

En esta última expresión, las integrales de la ecuación (5.3-2) en 
la dirección de w, ue llevan a cabo para el primer volumen de 
control el cual está definido desde la superficie localizada en 
w_ = O ( frontera interna ) , hasta la superficie w+ = w

2
.
5

, que se 

localiza entre w
2 

y w
3

• El término 2 L_q,
1 

de la ec.(5.3-16), 

resulta de considerar que en el primer volumen, el valor de .P es 
constante desde la frontera interna w_= O hasta w

2
_

5
, es decir .P

1
= 

.,;
2

, ref./9/. Los coeficientes de la ecuación (5.3-14) para este 

volumen ee escriben como: 

(5.3-l7a) 

(S.3-l7b) 

(5.3-l?c) 

(5.3-l7d) 

Para un volumen de control localizado en la frontera externa ( i 
N - l = NMl ), la ec. (5.3-2) se escribe como: 
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2 (P + G) cpNHI ( l - WNH1.5 ) - 2 p cpNHl,U ( l - WNHl.5) + 

(5.3-18) 

En este volumen de control, las integrales en la dirección w, se 
llevan a cabo desde la superficie w_= wNHl. 5 , localizada entre 

wNM2 y "'NM1, hasta la superficie w + = 1 a wN, que es la frontera 

externa. El término 2 L+cpN de la ec.(5.3-18) resulta de considerar 

el valor de cp constante desde wNHl. 5 , hasta w+• 1, ea decir cpNMlª 

'Í'N, ref. /9 /. Loe coef icientee de la ecuaci6n ( 5. 3-14) para el 

volumen en la frontera externa se escriben como: 

(5.3-19a) 

( 5. 3-19b) 

CNMls ( 2 p </>NM1,U ( l - WNM1.5) + 2 5 UNH1) / DNM1 

(5.3-19c) 

DNHI= A~M1 + 8 ~M1 + 2 p ( l - WNH1.5) - 2 5~NH1 

(5.3-19d) 

5.4.-USO DE LAS FUNCIONES DE PARED. 

Tal como oe explic6 en el capitulo 4, ei las fronteras del dominio 
son e6lidae, existe una fuerte variaci6n de 4> en la vecindad del 
s6lido, por lo que es necesario utilizar una malla numérica muy 
fina que permita determinar el comportamiento del fluido en la 
regi6n cercana a la pared, lo que repercute en tiempo de cálculo y 
capacidad de memoria de la computadora a utilizarse. 

Debido a que el algoritmo presentado en la eecci6n anterior no 
integra las ecuaciones de balance hasta la frontera sólida, sino 
hasta un punto ye localizado en la región donde es válida la ley 

logarítmica de la pared, es conveniente mostrar la manera en que 
la ley de la pared es utilizada en el algoritmo numérico. 
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Los términos T_ ( q,2 - q,
1

) de la ec. (S.3-16) y T+( t/JN - t/JNHl) de 

la ec. (S.3-18), representan tanto loe flujos de cantidad de 
movimiento como de energía por unidad de superficie, provenientes 
de la pared interna y externa respectivamente, es decir si q, 
representa la velocidad media u, estos tArminos se escriben como: 

"'2 - "'1 ) 
T1 (t/>2 - t/>1) = ( µ + µt >,------"' ( µeff )1 ( 

y 2- y ,> 

donde: 

= T 
of 

T 
OE 

¡¡y 
) = , 

(S.4-1) 

¡¡u 

¡¡y 

(S.4-2) 

) = 
N 

r
0

¡[ ) • esfuerzo cortante en 1a pared interna. 

T oE J • esfuerzo cortante en la pared externa. 

Los valoree de T 
01

, T olf tf> t tf> NHf T 
1 

y T N ee obtienen al utilizar 

la ley logarítima de la pared, ec. (4.1-1). 

Si q, representa la entalpía total ii, loe t6rminos difusivos se 
escriben como: 

( "'2 - et>,> __ ..;... ____ ,,. 
( Y2 - Y 1 ) 

"' ( 
µ•ff 

>,< 
¡¡ H 

) -
Preff ¡¡y 1 qof (S.4-3) 

µ µt ( t/JN - cf>NH1) 

TN (t/JN-t/JNH1)• ( -- + "' Pr Pr ( YN - YNM1) t 

"' 
µ•ff 

)N( 
¡¡ H 

) -
Preff ¡¡y N qoE (S.4-4) 

donde: 
q

01 
[ • flujo de calor por unidad de superficie a 

través de la pared interna. 
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q
0

E [ • flujo de calor por unidad de superficie a 

través de la pared externa. 

Los valores de q01 , qoe' ~2 , ~NHl' T1 y TN se obtienen al utilizar 

la ley logarítima de la pared, ec. (4.l-2). 

Para las ecuaciones correspondientes a la energía cinética 
turbulenta ( K ) y a la disipación de energía turbulenta ( E ), se 
considera que no existe flujo de estas cantidades a través de las 
fronteras sólidas es decir T

1
= TN= O. Sin embargo los valores de K 

y E en los volúmenes de control i = 2 e i = NMl, es decir en la 
frontera ( numérica ) del dominio, est!n dados por las ecuaciones 
(4.1-3) y (4.1-7) respectivamente. 

5.5 •. -PROCEDIMIENTO DE CALCULO. 

Como se ha mencionado con anterioridad el procedimiento numérico 
es implícito y utiliza la técnica de marcha hacia adelante, es 
decir en cualquier posición axial las características medias de la 
fase continua se requieren para evaluar las propiedades del flujo 
en la siguiente localización axial. El procedimiento de cálculo ee 
hibrido ya que combina en la dirección transversal las diferencias 
finitas centrales definidas por las ecs. (5.3-3) con una 
formulación "upwind" ref./9, 10, 11, 33, 50/. La discretización 
de las ecuaciones de conservaci6n a partir del algoritmo de loe 
volúmenes de control, conduce a un sistema de ecuaciones 
algebráicas lineales cuya matriz es tridiagonal. El sistema de 
ecuaciones lineales es resuelto utilizando el algoritmo de Thomas 
el cual es numéricamente estable cuando los elementos de la 
diagonal principal son dominantes ref./9, 10, 11/. Las ecuaciones 
de transporte se resuelven en el programa de cómputo en la 

siguiente secuencia: Ü, K, E, H. 

El procedimiento de c&lculo en cada posición axial es como sigue: 

.-Solución de las ecuaciones de coneervaci6n de la fase continua 

sin considerar partículas desde x hasta x + Ax • 

• -Evaluación de trayectorias de partículas desde x hasta x + Ax 
(determinación de la posición e historia de temperaturas de 
partículas) . 

• -Evaluación de las características medias de las partículas 
(velocidad, temperatura, energía cinética turbulenta, fracci6n de 
volumen, etc. ) y términos fuente de interacción entre las fases • 

. -solución de las ecuaciones de conservaci6n de la fase continua 
desde x hasta x + Ax, considerando los tárminos fuente de 
interacción. 
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.-Iterar los pasos anteriores hasta que los campos de u, H, K y E 

no presenten variaciones (en el procedimento de cómputo se 
consideró como criterio de convergencié!.,'s que la norma de los 
vectores de los campos fuera menor que 10 ) . 

. -Solución de las ecuaciones de conservaci6n sin partículas desde 
x + Ax hasta la siguiente posición axial. 

Los resultados numéricos que se discuten en el capitulo 7 fueron 
obtenidos utilizando una malla numérica de 40 nodos en la 
dirección transversal y 2,500 pasos de integración en la dirección 
longitudinal, logrando con ello resultados independientes de la 
discretizaci6n. Las características medias de la fase dispersa se 
obtuvieron al realizar el promedio ("ensemble average") de 2, 000 
trayectorias de partículas. 

El incremento en tiempo (At) utilizado en la solución de las 
ecuaciones de la fase dispersa (ver capítulo 6), se ajusta durante 
el procedimiento numérico de tal manera que se realizan al menos S 
incrementos en tiempo de cada trayectoria de partícula por cada 
Ax. 

El tiempo de cómputo tipico para la predicción de flujos 
turbulentos con particulas en suspensión ( ver capitulo 7 ) es de 
J0,000 segundos de C.P.U. en una computadora CYBER 830. 

Debido a que en este capítulo únicamente se presenta lo más 
relevante del método numérico utilizado para la solución de las 
ecuaciones de balance de la fase continua, loe detalles 
relacionados con el cálculo del incremento Ax de cada paso de 
integración, la cantidad de flujo másico ( m! y mE ) entrando por 

las fronteras del dominio (eimulaci6n de "jete" amergiendo en una 
corriente de fluido) y la caida de presión en duetos, puede 
consultarse en la literatura ref./ 10, 11/. 
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6.-ECUACIONES DE LA FASE DISPERSA. 

6.1.- ECUACION DE MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA RIGIDA 

La expresión general de la ecuación de movimiento de 
tal como aparece en la ref. /52/, es sumamente 
embargo para su formulación en este estudio 
despreciables loe siguientes efectos ref./53/: 

.-variación en tamaño y forma de la partícula ( mp 

una particula 
compleja, sin 
se consideran 

cte ) • 

. -Interacción partícula-partícula ( distancia entre partículas 
mucho mayor que el radio de la esfera) • 

. -Efecto de partículas vecinas sobre las fuerzas de arrastre • 
• -efectos de masa virtual o aparente (flujo no estacionario) • 
• -La contribución del gradiente de presión media a la fuerza sobre 

las partículas (comparada con el arrastre viscoso) . 
. -El efecto del movimiento relativo de rotación de la particula 

(arrastre modificado) • 
• -El efecto de la fuerza lateral que aparece debido al gradiente 

de velocidad del flujo en la vecindad de la partícula (efecto 
Saffman) . 

• -El efecto de la fuerza de Baeeet (flujo no estacionario). 

El estudio supone que la densidad de las partículas sólidas es 
mucho mayor que la densidad del fluido (gas), es decir: 

p 

<< 1.0 (6.l-1) 

por lo que el efecto de inercia de la partícula es de magnitud 
considerablemente mayor a loa efectos que aparecen listados en el 
párrafo anterior. 

Adicionalmente se supone que el tamaño de la partícula ( esfera ), 
es de mucho menor magnitud que la escala de longitud en donde 
ocurren cambios de las características medias del fluido. 

<< 1.0 (6.1-2) 
L 

donde: 
dp (m) • di6.metro de la partícula 

L (m) • longitud característica del fluido. 
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De acuerdo al anlilieie dimensional realizado por Maxey y Riley 
ref./52/, las dos expresiones anteriores limitan la importancia de 
varios de los términos que aparecen en la ecuación de movimiento 
de una partícula. 

El sistema de ecuaciones que describe el movimiento tridimensional 
de las particulas en el sistema de coordenadas cartesiano 
rectangular es ref./54/. 

p 

j u - u P j AP + mp g ( l -

(6.l-3) 

d V 
mP p -0.5 e ( V - ) 1 V - V p 1 AP p vp 

dt 
Oy 

(6.l-4) 

mP 
d wP 

0.5 1 w - wPI AP e p ( w - w 
dt 

Oz p (6.l-5) 

donde: 

up, vp , wp {m/s] • velocidad instantánea de la partícula en las 

direcciónee x, y, z respectivamente. 

d
3 

11" p pp 
mp(kg) • masa de la particula = 

6 

z ,.. d 2 
A (m ) • área frontal de la partícula =-- P 

p 4 

g ( m/s
2

) • aceleraci6n de la gravedad 

c
01 

( J • coeficiente de arrastre en las tres direccio-

24 f 
nea 

Rep¡ • número de Reynolds para una particula esf6rica 

se define para cada una de las direcci6nes f (x, 
y, z) como: 
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p 1 u - up 1 dp 
Re 

PX 
(6.1-6) 

µ 

p 1 V - vp dp 
Re 

PY µ 
(6.1-7) 

p 1 w - wp d 
Re 

p 
pz µ 

Sustituyendo estas relaciones en las ecuaciones (6.1-3) a (6.1-5), 
el sistema de ecuaciones que modela el movimiento tridimensional 
de una particula en flujo turbulento es: 

d up u - up ) + g ( l 
p 

(6.1-9) 

dt Tp Pp 

d vp V vp (6.1-10) 

dt Tp 

d wp w wp (6. l-11) 

dt Tp 

donde: rp (s] • tiempo característico de respuesta dinámica 

de una partícula= 

t ¡ 1 = l + o .15 iie~·687 

Esta expresión de f es válida para ReP s 1000 
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En el programa de cómputo el número de Reynolde del coeficiente f 
se calcula mediante la siguiente expresión: 

p dp u 
Rep e ~----~ 

µ 

donde: 

u [m/eJ 
1/2 

) 

Debido a que en eete trabajo ee calcula la dispersión de 
partículas en duetos y chorros redondos, a continuación se 
presentan las ecuaciones de movimiento de una partícula en 
el sistema de coordenadas polar - cilíndrico ref./25/: 

donde: 

d u p u - up ) + g ( 1 - ..!!.... (6.1-12) 
dt Tp Pp 

d vp 
2 

V V wP p 
+ ---

(6.1-13) 

dt Tp rp 

d wp w wp wp V 
p (6.1-14) 

dt Tp rp 

u, up[m/s) • velocidades en la dirección axial. 

v, 

w, 

vp(m/eJ• velocidades en la dirección radial. 

wp(m/s) • velocidades en la dirección angular. 

r a e 
P--

a t 

rp(m] • posición de la partícula en la dirección 

radial. 
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La trayectoria de partículas individuales ee conoce al integrar 
las ecuaciones de movimiento formuladas en los párrafos 
anteriores. si el intervalo en tiempo es pequeño y si las fuerzas 
que actúan sobre las partículas se mantienen constantes durante 
este incremento, se obtiene la siguiente forma explicita de la 
soluci6n de las ecuaciones ref./1,7/: 

.-Sistema cartesiano de coordenadas. 

En la dirección x 
.:l.t 

up = u - ( u - u Po) exp (- ) - q ( 1 

( l - exp (- .:l.t 

Tp 

En la direcci6n y 

En la direcci6n z 

Tp 

.:l.t 
w - ( w - wp

0
) exp (-

Tp 

donde: 

...L 
Pp 

(6.1-15) 

(6.1-16) 

(6.1-17) 

velocidad inicial de la partícula en .:l.t. 

La posición de cada partícula a lo largo de eu trayectoria se 
calcula a partir de las siguientes relaciones: 

+ 
.:l.t 

) (6.l-18) xp X up + u 
Po 

2 
Po 

+ 
.:l.t 

( + (6.1-19) Yp = YPo vp V 

2 
Po 

= + 
.:l.t 

( + (6.1-20) zp z wp w 
Po 

2 
Po 

donde: 
xPo' Y Po' zPo'" posición inicial de las partículas • 

• -En el sistema de coordenadas polar - cilíndrico, la eoluci6n de 
lafl ecuaciones de movimiento se obtuvo integrando numéricamente 
las ece. ( 6.1-13) y (6.1-14) utilizando el algoritmo de Runge -
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Kutta de segundo orden. La forma explicita de esta soluci6n se 
presenta a continuaci6n. 

En la dirección axial. 

At _ ....!!.... 
up = u - ( u - u Po) exp ( - ) - g ( l 

( 1 - exp (- At 

Tp 

En la dirección radial. 

2 
At V V V +~o p = Po + ( - --l'o 

2 Tp r Po 

En la direcci6n angular. 

V 
- -f' + 

Tp 

wP w At 
( 

w W V w 
- -f' 

donde: 

Po + - --l'o -l'o-f'o 
2 Tp r Po Tp 

Wp • WPo + At ( - ~Po W V 
-Po--Po 

Tp r 
Po 

(6.1-21) 

-2 
....!'.!¡. 2v ) + 
r 

Po 

(6.1-22) 

W V -- + 2w ) 
r Po 

(6.1-23) 

La posición de· las partículas en el sistema de coordenadas polar -
cilíndrico se calcula a partir de: 

+ 
At 

(6.1-24) xp = X up + u 
Po 

2 
Po 

At 
(6.l-25) rp = r +-- V +V Po ) Po 

2 
p 

e = e +~ (_!!P +~Po (6.1-26) p Po 
2 rp rPo 

Para el cAlculo de trayectorias de partículas en duetos con 
secci6n transversal circular, el algoritmo de Runge- Kutta es 
utilizado únicamente, para aquellas partículas que se encuentran 
cerca de la pared del dueto y que se espera la impacten. En el 
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resto del dominio del flujo, la velocidad de la fase dispersa se 
calcula haciendo uso de las ecuaciones (6.1-15) - (6.1-17). 

La solución de las ecuaciones de movimiento de una partícula 
requiere del conocimiento de las condiciones iniciales, y de las 
características geométricas del dominio en estudio. Las 
condiciones iniciales de las partículas se especifican a la 
entrada del dominio, es decir se conoce lo siguiente: 

.-Velocidades instant6neas o velocidades medias y características 
turbulentas • 
• -Posición inicial de cada partícula (xPo' YPo' ZP0)· 

Al tener contacto una partícula con una superficie sólida se 
considera lo siguiente: 
.-Las partículas no pierden energía cinética existe una 
reflexión elástica ) • 
• -Las partículas abandonan la superficie con un ángulo igual al 
de incidencia • 
• -La velocidad de las partículas, en el proceso de cálculo, se 
modifica 6nicamente en dirección y sentido. 

El cálculo de un n6mero significativo de trayectorias (2,000 para 
los casos analizados en este estudio) permite evaluar las 
características promedio de la fase dispersa. 

6.2.-ECUACION DE BALANCE DE CALOR 

Para estudiar la transferencia de calor entre una superficie 
sólida y un flujo turbulento con partículas en suspensión, se 
considera que el calor que reciben las particulae directamente de 
la pared es despreciable, por lo que la energía que reciben 
proviene en su totalidad de la energía que el fluido es capaz de 
tomar de la superficie. 
Para formular la ecuación de balance de calor entre una partícula 
sólida y un fluido en movimiento turbulento se toma en cuenta lo 
siguiente: 

.-No existe cambio de fase o reacción química • 
• -El sistema pared-flujo tiene bajas temperaturas por lo que la 
transferencia de calor por Radiación es despreciable • 
• -No existe movimiento de la partícula motivado por efectos 
térmicos (movimiento browniano) • 
• -No existen gradientss de temperatura en el interior de las 
partículas. 

La ecuación da balance de calor para las partículas ea ref./32/: 

(6.2-1) 
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donde 

donde: 

Q ( W ) • flujo de calor proveniente de la partícula 

(6.2-2) 

d3 
3 =-T p VP [m J• volumen de la partícula 

6 

J/ kg K ) • calor específico de la particula. 

K )• temperatura instant&nea de la partícula. 

m2 J~ superficie de la partícula= T d 2 
p 

ii ( W/m
2 

K ) .. coeficiente promedio de transferencia 

de calor entre una esfera y un fluido 

(6.2-3) 

Nu• Número de Nueselt promedio entre una esfera y 
un fluido. 

El número de Nuseelt promedio varía como función del níimero de 
Reynolde de la partícula y el número de Prandtl, a continuación se 
presentan las correlaciones usadas en el presente estudio 
ref. /55/: 

A.-

Nu l + ( 1 + Pe ) 113 
(6.2-4) 

donde: Pe • Número de Peclet Re P Pr 

B.- l :5 Rep,,;; 100 0.25 ,,;; Pr :S: 100 

Nu 
1 

0.333 
) Pr0.333 + l (6.2-5) 

Pe 
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C.- 100 S Rep S 2000 0.25 S Pr S 100 

Nu = o. 752 Re~·472 ( 1 + 
1 ) 0.333 Pr0.333 + 1 

Pe 
(6.2-6) 

Integrando la ecuaci6n de balance de energía en un pequefto 
intervalo de tiempo At y suponiendo que la temperatura del fluido 
( T ) permanece constante durante el período de integración, se 
tiene: 

T= 
p 

At 

T 
Pter 

+ T (6.2-7) 

donde: TPter[sJ• tiempo característico de respuesta térmica de una 

partícula. 

d2 
Pp P Cp 

(6.2-8) 
6 Nu k 

TP
0

( s) a temperatura inicial de la partícula en At. 

La transferencia total de energía que ocurre en 4t se expresa 
como: 

p,,. d
3 e 

E = P P P 

6 

Tpo - T ) 
1 - exp (-

T 
Pter 

(6.2-9) 

donde:E ( J Jm Energía que intercambia la partícula con el fluido 
en At. 

6.3.-MOOELO DE DISPERSION DE PARTICULAS LAGRANGIANO- ESTOCASTICO­
DETERMINISTICO (L-E-0). 

A continuación se presenta el modelo de dispersi6n de partículas 
(L-E-0) ref./24/, el cual se basa en el método PSI-CELL explicado 
en detalle en las refs./1,2/. 

Para utilizar el modelo de dispersión de partículas (L-E-,.O), es 
necesario conocer previamente las caracteríticas de la fase 
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continua, es decir determinar los valores medios de velocidad, 
temperatura, energía cinética turbulenta y rapidez de disipación 
de energía turbulenta. 

Con estos valoree conocidos del fluido, el modelo (L-E-D) evalúa 
las escalas de longitud y tiempo de los grandes remolinos de la 
turbulencia ( Large Eddiee), el modelo de dispersión considera que 
estos remolinos son los que intercambian cantidad de movimiento y 
energía con las partículas, motivando la dispersión y el cambio de 
temperatura de la fase dispersa. 

El modelo supone que la turbulencia del fluido es ieotr6pica y 
estacionaria, con una distribución de densidad de probabilidad 
gaussiana para las fluctuaciones de velocidad y temperatura·. De 
acuerdo a la definición de la energía cinética turbulenta; 

si la turbulencia es ieotr6pica: 

por tanto: 

K 3 

2 

- 2 
u• 

_ 
2 

112 
2 

K 112 
urms = ( u• ) = (~- ) 

3 • 

donde: urms (m/s) • intensidad de turbulencia. 

(6.3-1) 

(6.3-2) 

(6.3-3) 

El modelo supone que la escala integral de tiempo lagrangiana del 
fluido (tiempo de vida de loe remolinos que se encuentran en 
contacto con las partículas) es proporcional a la escala integral 
de tiempo euleriana refs./19,20/, es decir: 

(6.3-4) 

donde: 
escala de tiempo lagrangiana. 

tE(s) a escala de tiempo euleriana =...!_ (6.3-5) 

• 
En este trabajo; al igual que lo hizo Milojevic ref./24/ el valor 

de CT se obtuvo al reproducir loa resultados experimantales 

obtenidos por Snyder y Lumley ref./19/, relacionados con la 
dispersión de partículas sólidas de vidrio hueco, vidrio e6lido, 
polen de maíz y cobre. Estos resultados y su comparación con los 
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datos ds Snyder y Lumley, aparecen en la Fig. 1 • El valor de CT 

optimizado numéricamente es 0.3. 

Aunque este valor ha sido utilizado en el presente trabajo, a 
juicio del autor no es consistente con lo publicado por Wells y 
Stock ref./20/, snyder y Lumley ref./19/ y por corrsin ref./56/, 
en estos artículos se sugiere que las correlaciones lagrangianae y 
eulerianas tienen formas semejantes y difieren únicamente por eue 
escalas. Snyder y Lumley ref./19/, al interpretar la correlaci6n 
de sus partí.culas pesadas como representativas de correlaciones 
eulerianae y sus resultados de partículas ligeras como 
representativas de correlaciones lagrangianae, asignan un valor 

para CT ( p en su artículo), igual a 3. Welle y Stock ref./20/, 

seleccionaron valores de CT para cada tamaño de partícula, de tal 

manera que para partículas de 5 ¡un. de dilmetro el valor de CT es 

8.2, mientras que para partículas de 57 ¡un. CT adquiere el valor 

de 15.6. Esto es interesante discutirlo ya que 

si: e • 
T 

(6.3-6) 

implica qua tl > tE y que tl es mucho mayor para partículas 

pesadas. Esto se debe a que entre mayor sea el di&netro y densidad 
de la partícula su tiempo característico de respuesta es m&s 
grande y en consecuencia lo ser& también su correlaci6n 
lagrangiana. Corrsin ref./56/, menciona que mientras una 
autocorrelaci6n euleriana en tiempo involucra un nuevo elemento de 
fluido pasando por el punto de observaci6n, una autocorrelaci6n 
lagrangiana sigue un punto de fluido, por lo que espera de manera 
intutiva que tL > te Es decir Corrsin considera que una 

partícula de fluido mantiene 
(autocorrelaci6n lagrangiana) que 
particulas de fluido pasando por el 
tiempo (autocorrelaci6n euleriana). 

más tiempo su identidad 
la correspondiente a dos 

mismo punto pero en distinto 

Adicionalmente Saffman ref./36/ desarroll6 una relaci6n aproximada 
entre las escalas de tiempo eulerianas y lagrangianas de puntos de 
fluido, esta relación escrita de acuerdo a las variables 
utilizadas en el presente trabajo es: 

u 
(6.3-7) 

urme 

En esta exprssi6n CT debe ser mayor para flujos cuya turbulencia 

es generada por una malla (gr id flows), ya que presentan menor 
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intensidad de turbulencia urms, por tanto mayor tl. 

Hinze ref. /36/ menciona que en experimentos computacionales 
llevados a cabo con correlaciones eulerianas y lagrangianas el~ 1ª 

Desafortunademante no todos los investigadores utilizan la misma 
definición de P ya que por ejemplo Hinze ref./36/ la define como: 

p = (6.3-8) 

donde: 
LL (m) escala de longitud lagrangiana. 

LE (m) • escala de longitud euleriana. 

mientras que como se mencion6 con anterioridad snyder y Lumley y 
Wells y Stock, la definen como la relación de esralas integrales 
de tiempo lagrangiana y euleriana. 

Al hacer uso de: 

donde: 

t = 0.4 
L 

t = 
E u 

(6.3-9) 
urms 

(6.3-lO) 

escala integral de longitud euleriana. 

U (m/s)• velocidad media del fluido. 

Hinze determina un valor de P (relación de escalas de longitud) de 
O. 4 y el autor del presente trabajo calcula un valor para la 
relación de escalas de tiempo c

1
= 20. 

donde u 
(6.3-ll) 

urms 

El valor de c
1 

que Milojevic reporta y que fue el mismo que se 

utilizó para reproducir la Fig. l, implica que la escala de tiempo 
euleriana es mayor que la correspondiente lagrangiana, lo que no 
es consistente con lo discutido en los plrrafos anteriores. 

Sin embargo, Saffman ref. /20/ y Corrain ref. /56/ puntualizan que 
no existe razón para que exista una relación determinada entre las 
escalas de tiempo y que mle aún debido a que no existe una 
relación matemática formal es conveniente desarrollar expresiones 
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teóricas que permitan evaluar lae funciones estadísticas 
lagrangianas en función de las funciones eetadisticas eulerianas. 

Por lo anterior se concluye que el valor de c
1
-o.3 que reproduce 

satisfactoriamente datos experimentales es utilizado en el 
presente trabajo sin temor a violar principios básicos de la 
naturaleza de la turbulencia. 

El tamaño de la estructura turbulenta (eddy size), se determina 
de acuerdo a la siguiente relación: 

(6.3-12) 

Para definir esta escala de longitud, Milojevic ref./24/recurre al 
concepto de turbulencia homogénea estacionaria e isotrópica en un 
fluido con densidad constante es decir ref./56/: 

(urms)L = (urms)e= urms 

Las fluctuaciones de velocidad (u') y temperatura (T') del fluido 
ee generan mediante números aleatorios, con distribución de 
probabilidad gaussiana y con una desviación standard igual a 
ref. /57 /: 

urms • (6.3-13) 

1/2 
< :r.2 > Trms= ( - 2 K µt 

E p P\ 
0 T 2 1/2 

) ) (6.3-14) 
a Y 

Los valores instantáneos de velocidad ( u ) y temperatura ( T ) 
del fluido se determinan mediante: 

u = u + u' 

T • T + T' 

Las fluctuaciones generadae se mantienen constantes 
tiempo de interacción part1cula remolino, este 
calculado mediante la siguiente expresión: 
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(6.3-16) 

durante el 
tiempo es 



donde: 

donde : 

tint= min ( t~ ' ttrensito ) (6.3-17) 

t 10t[a) ,• tiempo de interacción partícula - remolino. 

• tiempo 
cruzar 

L 
-L 

vrel 

que tarda 
un remolino 

la partícula 
turbulento. 

en 

v rel (m/e) velocidad relativa entre el fluido y la partícula. 

El tiempo de tránsito o el tiempo que tarda una partícula en 
cruzar un remolino turbulento, es una consecuencia del efecto 
conocido como trayectorias cruzadas, eete efecto se presenta 
debido a la tendencia de particulas pesadas a cambiar 
continuamente de elemento de fluido vecino. 
Es decir, una partícula pesad& (velocidad terminal grande), 
influenciada por un campo de fuerza externo, emigra de un remolino 
(eddy) a otro con una rapidez mayor que la rapidez de decaimiento 
promedio de loa remolinos. En el caso de una partícula ligera o de 
un elemento de fluido, eete permanecerá en el interior del 
remolino hasta que decae. Como consecuencia, las particulas 
pesadas tienden a perder su correlaci6n de velocidad con mayor 
rapidez que las partículas ligeras. La función de correlación de 
velocidad de las partículas está directamente relacionada a su 
coeficiente de dispersión ref. /20/, por lo que las partículas 
pesadas se dispersan menos. 

En la fig.1, se observa que las partículas pesadas del experimento 
de Snyder y Lumley se dispersan menos que las partículas ligeras, 
y tal como lo discute Snyder y Lumley esto es debido 
fundamentalmente al efecto de trayectorias cruzadas. 

El modelo (L-E-D) supone que la interacción entre una partícula y 
un remolino turbulento concluye por dos razones: 

.-la particula cruza el remolino . 
• -termina el tiempo de vida del remolino. 

Una vez que cualquiera de estas do• condiciones se satisface, un 
nuevo remolino es generado dependiendo de las condiciones locales 
de K y <. Es conveniente mencionar que el modelo que se presenta 
en este trabajo, considera como primera aproximación que las 
escalas de tiempo y longitud de loe remolinos turbulentos de 
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velocidad son iguales a las escalas de loe remolinos de 
temperatura. 

Para simular la dispersión de particulas en flujos no homogéneos, 
el modelo considera que cuando una partícula entra a un nuevo 
volumen de control, las escalas de longitud y tiempo de loe 
remolinos adem&e de las fluctuaciones de velocidad y temperatura 
se corrigen a los valores locales de K y E. 

6.4.-CARACTERISTICAS MEDIAS DE LA FASE DISPERSA Y TERMINOS FUENTE. 

Para determinar estadísticamente las características medias de 
velocidad, Temperatura y concentración da las partículas, y 
evaluar la interacción particula - fluido, a partir de términos 
fuente que aparecen en las ecuaciones diferenciales de la fase 
continua (ver capitulo 2), el modelo de dispersión L-E-D requiere 
de un número significativamente grande de trayectorias de 
particulae. 

Las propiedades de la fase dispersa se evalúan mediante un 
promedio de grupo (ensemble average), que es función de las 
trayectorias y número de partículas que atraviezan un volumen de 
control. 

Las partículas se introducen al flujo en un número finito de 
puntos de arranque ( isl), loe cuales tienen cada uno de ellos un 
número determinado de trayectorias "j" de particulao. 

El número de particulas en cada trayectoria "j" se calcula 
mediante la siguiente expresión: 

donde: 

~p (iel) 
j 

Fr(ial) MP 

mP N,,<isl) 
(6.4-1) 

~~ (isl) ( l/sJ • número de particulas por unidad de tiempo en 
) 

la trayectoria j arrancando en la posición isl. 

MP (kg/eJ • gasto mlsico total de particulaa. 

= QF ZL 

QF [kg/sJ -gaoto mlsico total del fluido 

z ( 1 L • relación de gastos mlsicos particulas-fluido. 

m (kgJ p -masa de una part!.cula = p P V P 

75 



•número de trayectorias seleccionadas en cada poaici6n 
de arranque iel. 

= 1-5 para loa caeos estudiados. 

Fr(iel) [ ) • fracción de gasto m6aico de particulas arrancando en 
la posición iel. 

(4 Area) (up) ( a ) p 

HP 

Area [m2J• incremento de irea tranaver•el el flujo de particulae 
en la posición de arranque ial. 

a [ • fracción de vacio o fracción da volumen en la posición 
de arranque isl. 

up [m/a J • velocidad de las particula• en la posición de arranque 

ial 

.-NUMERO DE PARTICULAS EN EL INTERIOR DE UN VOLUMl:N DS CONTROL. 

donde: 

t2 

ºP ~ t t ~~ 4t (6.4•2) 

J t, 

4t [a) • incremento en tiempo. 

(t
2

- t
1

) [sJ• tiempo invertido por la particula deade qua 

entra haata que sale del volumen de control • 

• -FllACCION DE VACIO EN UN VOLUMEN DE CONTROL. 

t2 

ap • 4: l l ~ ;¡¡ 4t 
J t 1 pp 

(6.4•3) 

donde: 
4V [m3 J • diferencial de volWMn del fluido. 
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.-COMPONENTES DE VELOCIDAD MEDIA DE LAS PARTICULAS EN UN VOLUMEN 
DE CONTROL. 

(6.4-4) 

t2 

V • U>p ~p At (6.4-5) p 
1 np 

t 1 

'2 

wP E E wp 
~p At (6.4-6) 

J nP j •, 

.-TEMPERATURA MEDIA DE LAS PARTICULAS EN UN VOLUMEN DE CONTROL. 

(6.4-7) 

. -ENERGIA CINETICA TURBULENTA DE LAS PARTICULAS EN UN VOLUMEN DE 
CONTROL. 

KP 
= _1_ (U'2 + 

2 
p 

'z 
K _¿__¿¿ ( p 

2 np J t 1 

donde: V'' 
p 

v'2 + w'
2

1 
p p 

2 + v2 + ( u 
p p 

2 
w p At ) 1 

2 

(6.4-8) 

w~ [m/s] • fluctuaciones de velocidad de lae 

particulas. 
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.-TERMINO FUENTE DE Ll\ ECUl\CION DE CONSERV. ;ION DE Cl\NT!Dl\D DE 
MOVIMIENTO EN Ll\ DIRECCION X. 

5P = 
mx 

donde: 

-
1 íí 
Av J t, 

d f N
·p 

3.,,. µ P ( up - u) J (6.4-9) 

N/m
3
]• fuerza de arrastre promedio por unidad de 

volumen, generada debido a la diferencia de 
velocidades entre las fases • 

• -TERMINO FUENTE DE Ll\ ECUl\CION DE CONSERVl\CION DE Ll\ ENERGil\ 

t 2 

_l í í 
!:>.V • 

.. 
pP VP CP [TP- T] ( 1-exp(-t/TPter)) _l_N J At 

At 
J t 1 

(6.4-10) 

energía promedio por unidad de volumen, 
generada debido a la diferencia de tem­
peraturas entre las fases • 

• -TERMINO FUENTE DE Ll\ ECUl\CION DE ENERGil\ CINETICl\ TURBULENTl\. 

El término 
correlación 
arrastre sP u¡ 

fuente de la ecuación de K surge debido a la 
que existe entre las fluctuaciones de la fuerza de 
y las fluctuaciones de velocidad del fluido u¡ • Las 

fluctuaciones de la fuerza de arrastre se presentan, debido a la 
diferencia que existe entre las fluctuaciones de velocidad de las 
fases. A continuación se presenta la expresión del término fuente 
de K tal como lo considera el modelo L-E-0. 

donde: 

sP u• 
u. t 

i 
(6.4-11) 

s~ ¡m
2 
/s

3
]., rapidez promedio con que se genera la 

energía cinética turbulenta dentro de un 
volumen de control. 
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Si 

donde: 

5P 
u 

Sp 
V 

p 

sP 
u 

• (m/~ ) • fuerza promedio por unidad de masa 
actuando en al volumen de control en la 
dirección x, debido a la diferencia de 
velocidades entra laa faees. 

+ s u• (6.4-12) 

sP + s (6.4-13) 
V v• 

5P = sP + s (6.4-14) w w w•. 

(m/s
2

) sP 
u - fuerza inatantlnea por unidad de masa 

actuando en el volumen de control en la 
dirección da x. 

su,(m/e
2

) • fuerza fluctuante por unidad de maaa actuando 

en el volumen de control en la dirección de x 

Los t6rminoa da las doa ecuaciones restantes, tienen el 
significado anterior, pero en las direcciones y, z. 

5P u• (S: - S~) ( u - u ) + (SP s:¡ ( V - V ) + u'. 1 V 
1 

+ (SP s:¡ ( w - w 
w 

realizando al producto y tomando promedios en el tiempo (ver 
capitulo 2): 

sP ~ 5P u• = Sp u + sP V + 5P w K u' ' u V " 1 

sP sP + 
p -- ( u + V sw w u V 

donde la expresión para cada término se muestra a continuación: 

d f N•p •t 
311' P p (Up - U) U J"' 
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'2 
~P At Sp -2 [ [ 3r " dp f (Vp- V) V 

V = j 
V 

l!>.V j 
'1 

(6.4-16) 

'2 
~p 

5P -
1 ¿¿ 3r " dp f (wp - w) w l!>.t 

w j 
w 

/;.V J 
t 1 

(6.4-17) 

'2 
~p /;.t 

sP u ¿¿ 311" " d f (up - U) u p J u 
/;.V 

(6.4-18) 

'1 

'2 
~~ /;.t sP __::_ I I 311" " d f (v P - v) 

V p J 
V 

/;.V j '1 

(6.4-19) 

t 2 
~p l!>.t sP ~¿¿ 3r " d f (wp - w) w p J 

~ 
/;.V . 

J '1 

(6.4-20) 

• -TERMINO FUENTE DE LA ECUACION DE DISIPACION DE ENERGill 
TURBULENTA. 

El término fuente de la ecuación de • surge debido a la 
correlación que existe entre el gradiente de las fluctuaciones de 
la fuerza de arrastre S~, y el gradiente de las fluctuaciones de 

f 
velocidad del fluido u¡ . 

a u' . ---· (6.4-21) 
él X l 

donde: 

sP (m
2
¡s

4
)• rapidez promedio con que se produce disipación de 

f 

energia cinética turbulenta dentro de un 
volumen de control. 
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Este término se modela en analogía con efectos de flotación 
ref./24/ y ee considera que adquiere la forma: 

(6.4-22) 
K 

En este estudio se considera c
3

= 0.7 



7.-RESULTADOS DE FLUJOS TURBULENTOS CON PARTICULAS EN SUSPENSION. 

Para verificar la capacidad de predicción del modelo presentado en 
este trabajo, se seleccionaron tres tipos de flujos, loe cuales 
han sido caracterizados experimentalmente por Manero et.al., 
ref./SB/, Shuen et.al., ref./27/, ref./59/, y por Tsuji et.al., 
ref./60/, respectivamente. 

Los resultados de loe dos primeros flujos fueron analizados en el 
IV taller sobre predicciones de flujos en doe fases ( Fourth 
workshop on two-phase flow predictions), ref./61/. El modelo 
también se utilizó para simular los 3 caeos de prueba que se 
discutieron en el III taller de esta misma especialidad, ref./62/. 

Los resultados del tercer flujo, se presentaron en la Conferencia 
internacional sobre la mecánica de flujos en dos fases ( 
International conference on mechanica of two-phase flows), 
ref./63/. 

7.1.-FLUJO TURBULENTO CON PARTICULAS EN SUSPENSION EMERGIENDO 
EN UN CANAL VERTICAL. 

La caracterización de este flujo se llev6 a cabo en un circuito 
experimental instalado en el Instituto de dinámica de fluidos de 
la universidad de Erlangen R.F.A. ref./SB/. La sección de pruebas 
del experimento se muestra en la fig.2, en esta misma figura se 
indican las posiciones a lo largo del canal en las que se midieron 
(con anemómetro laser), las velocidades mediaB e intensidades de 
turbulencia de las dos fases. El flujo de aire hacia el canal 
vertical proviene de tres canales paralelos cuyas dimensiones 
aparecen en la f ig. 2. El aire en el canal central se car96 con 
partículas de vidrio, mientras que en los canales laterales se 
suministró aire limpio. 

En el experimento, las partículas de vidrio tenían una 
distribución de tamaño variando desde 30 µm a 70 µm, con un 
diámetro de 50 µm ocurriendo con mayor frecuencia, ref./22/. En la 
simulación numérica de este experimento, se consideró un diámetro 
fijo de particulas igual a 50 µm. 

En la tabla 3 se presentan las caracteri.sticae generales de los 
flujo de aire y part1culas, mientras que en la tabla 4 se 
muestran las condiciones de entrada consideradas para la 
realización de la simulación numérica. Puede observarse de la 
tabla 4 que Manero et.al. ref./58/, ajustaron el flujo de aire 
hacia la sección de pruebas, de tal manera que las distribuciones 
de velocidad media en loa tres canales fueran las mismas. 
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TABLA 3 

Caracteristicas del flujo de aire y particulas 

Densidad del aire 

Viscosidad dinámica del aire 

Densidad de las particulas 

Diámetro de lae particulae 

Velocidad promedio del aire en el 
canal central y los canales exteriores. 

Velocidad promedio de lae partículas 

Flujo total de aire 

Flujo total de particulas 

Flujo másico de partículas por unidad de 
superficie en el canal central 

Relaci6n de carga ZL(flujo másico de 

partículas / flujo másico de aire en el 
canal central). 

Relaci6n de carga ZL (flujo másico de 

partículas / flujo másico total de aire). 
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1.1307 kg/m
3 

18.6 x 10-6 kg/(m s) 

2780 kg/m
3 

so µm. 

8.61 m/s 

9.58 m/s 

0.059943 kg/s 

4.1928 x 10-s kg/e 

0.0246 kg/(m
2 

e) 

0.00253 

0.000699 



TABLA 4' 

condiciones .de e~trada ··hacia el canal 

... 
uf u 

p 
(m/s] [m/sJ 

1. -12.0 7.al256 1.43531 o.o 
2. -11.0 9.1475 l.13210 o.o 
3. -10.0 10.05119 0.77535 o.o 
4. -9. o 10.45056 0.56961 o.o 
5. -a.o 10.4329a 0.57377 o.o 
6. -7.0 10.07640 o. 72699 o.o 
7. -6.0 9.26562 0.96973 o.o 
a. -5.0 7.659a4 l. 4121a o.o 
9. -4.0 o.o o.o o.o 
10. -3.0 a.07922 l. 516a9 a.530 
11. -2 .o 9.64361 1.03631 9.647 
12. -1.0 10.36623 o.ao205 10 .145 
13. o. l0.6al24 0.73105 10.406 
14. l. o 10.46951 0.745aa 10.152 
15. 2.0 9.67625 l. 00656 9.673 
16. 3.0 a.26a20 1.41476 a.547 
17. 4.0 o.o o.o o.o 
la. 5.0 7. 77578 l. 41898 o.o 
19. 6.0 9.31061 l. 07582 o.o 
20. 7.0 10.20590 0.73699 o.o 
21. a.o 10.49594 0.59253 o.o 
22. 9.0 10.29la4 0.73632 o.o 
23. 10.0 9.71238 0.97074 o.o 
24. ll.O 8.68123 l. 2a977 o.o 
25. 12.0 6. 79a28 l. 53871 o.o 

V f (Y) o.o 

V p(Yl o.o 

V~(y) 0.3 m/s 

donde: 

uf, Vf (m/s] • velocidades medias del fluido. 

ui [m/s] • urms del fluido. 

vertical 

u' 
p 

[m/sJ 

o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
l.45945 
l. 36726 
l. 21679 
1.12564 
1.23929 
1.22791 
1.44763 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 

up, vp (m/s} a velocidades medias de las partículas. 

u~, v~(y) (m/s] s urms, vrms de las particulas. 

a 

o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
O. 780e-6 
O. 914e-6 
O. 964e-6 
O.lOOe-5 
0.995e-6 
o. 97ae-6 
0.77ae-6 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 
o.o 

a ( }s fracción de vacio o fracción de volumen de la fase 
dispersa (gasto volumétrico de las partículas / gasto 
volumétrico del aire). 
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En las figs. 3-7 se grafican los resultados numéricos y datos 
experimentales, de la velocidad media, urms y fracción de volumen 
de las dos fases, a lo largo del canal vertical. 

En estas figuras se presenta únicamente la mitad de la geometría 
en estudio ya que el flujo ademAs de ser bidimensional tiene 
simetría axial. El eje de lao ordenadas representa el eje central 
del canal. 
A continuación se di:scutirAn los resultados obtenidos con el 
modelo y se hará referencia a las diferentes posiciones de x en 
las que se comparan los datos experimentales con loe resultados 
numéricos. 

X = 0.0 mm. 
En la posición x = O.O mm, de las figs. 
condiciones de entrada al canal vertical, 
experimentales y numéricos son los mismos. 

X • 20 mm. 

3-7 se grafican las 
por lo que los datos 

En la posición x = 20 mm de la f ig. 3, puede observarse que los 
resultados numéricos, predicen un mezclado rápido de los tres 
flujos, esto es debido básicamente a la naturaleza parabólica de 
las ecuaciones diferenciales que se resuelven. El rápido mezclado 
de las tres corrientes de aire, trae como consecuencia que el 
valor calculado del nivel de turbulencia en la región central del 
canal sea mucho mayor que el valor experimental (fig.4). En 
relación a la velocidad media de las partículas (fig.5), puede 
obeervaroe que los resultados numéricos son muy semejantes a los 
datos experimentales, excepto que la dispersión de partículas es 
mayor en la simulaci6n que en el experimento, esto es debido a la 
fuerte intensidad de turbulencia de loe remolinos del fluido que 
interaccionan con las partículae. Es interesante mencionar que el 
alto nivel calculado en la turbulencia del fluido tiene un fuerte 
efecto en el cálculo de la turbulencia de las partículas, ~etc se 
observa en la f ig. 6, en donde la simulación proporciona valoree 
mayores a los experimentales. En la fig.7 se observa que alrededor 
del eje central, la fracción volumétrica calculada (a ), es mayor 
que la experimental. 

X = 100 mm. 
En la posición x = 100 mm, de la fig.3, la velocidad media de la 
fase gaseosa, todavía manifiesta las consecuenciae de un mezclado 
rápido de los chorros de aire muy cerca de la entrada del canal. 
Se observa, que la velocidad media calculada es uniforme en casi 
toda la sección transversal del canal, mientras que en el 
experimento, todavía loe chorros no se mezclan totalmente, ea 
decir existe una variación de la velocidad media del aire. En la 
fig.4 se observa que la causa de que se presente una velocidad 
media casi uniforme, es debido al alto nivel de turbulencia 
calculado principalmente en la región central. La velocidad media 
calculada de las particulae (fig. 5), es semejante a los datos 
experimentales especialmente alrededor del centro del canal, sin 
embargo en la simulación las partículas ya alcanzaron la pared del 
canal mientras que en el experimento no existen particulas en una 
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poeici6n mayor a y = 6.68 mm (la p~red del canal se localiza a y = 

12. 5 mm). En la fig. 6 se observa que las fluctuaciones de 
velocidad de las particulas ( calculadas ) son mayores a las 
experimentales, ésto es debido al alto nivel de turbulencia de la 
fase gaseosa. La fracción de volumen calculada numéricamente es 
menor que el valor experimental en la región central del canal, 
ésto es debido a que en la simulación se tiene mayor dispersi6n. 

X = 550 mm. 
En la posición x = 550 mm de la fig. 3, se observa que la 
velocidad media del gas calculada es menor al valor experimental, 
éeto ee debe probablemente a que las condiciones de entrada del 
gas en el experimento están mal especificadas, ya que como se 
puede ver de la f ig. 2, las placas que conforman las paredes 
laterales del canal central, tienen una terminación en punta con 
cierto ángulo, ésto induce una velocidad transversal V f hacia el 

centro del canal, y por tanto mayor cantidad de flujo de aire. 
Manero et.al .. ref./58/, reportan como cero esta velocidad 
transversal (ver tabla 4), y por tanto en la simulación también se 
consideró este valor de entrada. En la f ig. 4 se observa que las 
intensidades de turbulencia de la fase gaseosa medida y calculada, 
coinciden en la región cercana al centro del canal, sin embargo 
cerca de la pared, los experimentos reportan un valor 
considerablemente mayor de urms. La velocidad media calculada de 
las partículas ( fig.5 ), es menor en toda la sección transversal 
a las velocidades experimentales, ésto se debe a que las 
velocidades medias calculadas del fluido son inferiores a las 
experimentales, como se explicó con anterioridad. En la fig. 6, 
loa cálculos indican que la intensidad de turbulencia de las 
particulae es menor que los valorea experimentales, sommerfeld 
et.al. ref./22/, atribuyen eota diferencia a errores en la 
medición o a la falta de algún término en la ecuación de 
movimiento de la partícula que considere la modificación del 
coeficiente de arrastre debido a la rotación de la partícula. 
sommerfeld ref./22/, argumenta que una alta velocidad de rotación 
de las partículas incrementan su movilidad y en consecuencia su 
fluctuaci6n de velocidad. En la fig.7 se observa que la fracción 
de volumen es casi uniforme en toda la sección transversal, sin 
embargo, en la simulación se inicia un proceso de concentración de 
partículas cerca de la pared. Esto ee debe a que la alta 
intensidad de turbulencia del fluido cerca de la pared, induce una 
gran turbulencia a las partículas las cuales al emigrar hacia la 
pared, les es difícil abandonar esta región ya que se lo impiden 
los remolinos turbulentos. 

X ª 1050 mm. 
En la posición x = 1050 mm de la fig.3 se observa que la velocidad 
del fluido calculada es menor a loe datos experimentales, ésto es 
debido a que en la simulación se especificó una cantidad menor del 
flujo de gas a la entrada del canal ( como se mencionó con 
anterioridad ) . El comportamiento del flujo con particulas en 
suspensión en esta posición es prácticamente el mismo que en la 

86 



posición x • 550 mm, sin embargo como puede observarse en las 
figs. 4-6, loa resultados eon muy alentadores ya que al menos loe 
resultados num6ricos tienen la misma tendencia que loe 
experimentos. En cuanto a la fracci6n de volumen (fig.7), se 
observa una marcada disminución de part1culae en el centro del 
canal pero una alta concentración en la ragi6n cercana a la pared. 
Esto parece ser que es característico del modelo Lagrangiano 
Estocli.stico deterministico utilizado en este trabajo, y como lo 
mencionan Hilojevic et.al. ref./21/, se recomienda realizar 
simulaciones en duetos de mayor longitud con el prop6sito de 
eliminar loa efectos de entrada, asociados principalmente con la 
fluctuaci6n transversal de la velocidad de las particulas. En la 
secci6n 7.3 se diacuten lae predicciones numéricas del flujo con 
partículas en euapansi6n en el interior de un dueto circular 
vertical en una posición localizada a Sm de la región de entrada, 
y se observa que el modelo lagrangiano- estocáetico­
determinístico no predice una acumulaci6n da partículas cerca de 
la pared, sino que la faee dispersa se concentra en el centro del 
dueto. Debido a que no se cuenta con informaci6n experimental que 
esté libre de los afectos de entrada, en la actualidad no se ha 
determinado si en realidad éste es el comportamiento de las 
partículas o si es una deficiencia del modelo. 

7.2.-FLUJO TURBULENTO CON PARTICULAS EN SUSPENSION EN UN CHORRO 
REDONDO. 

En esta secci6n se presenta la eimulaci6n del experimento de Shuen 
y colaboradores refs./27,59/. El experimento conaiati6 en inyectar 
en el interior de una sección de pruebas cuadrada de dimensiones 
lm " lm y de altura 2. 5 m ( fig. 8), un chorro de aire vertical 
descendente cargado con particulas. El chorro provenia de un dueto 
circular de diámetro D = 10.9 mm, el cual tenia una longitud de 90 
dili.metros misma que servia para desarrollar completamente el flujo 
turbulento de la suspensión. 
Shuen y colabofadoree, utilizaron particulae eaféricas de vidrio ( 
pp = 2620 kg/m ) con una dietribuci6n en tamafto variando desde 37 

µm hasta 125.8 µm, con un dili.metro m!a frecuente de 79 µm 
ref./59/. En la simulación ee conaider6 que lae particulas tenian 
un dili.metro constante igual a 79 µm. Las caracteristicae medias y 
turbulentas de las dos fases se midieron con anemómetro laser en 
trea posiciones diferentes por debajo de la descarga x/D • l 
(condiciones de entrada), x/D = 20, x/D • 40. 

La11 condiciones generalas del flujo 11e resumen en la tabla s, 
mientras que las condiciones de entrada de la fa11e gaseo11a y de la 
fase s6lida, se preaentan en lae tablas 6 y 7 reapectivamente. 
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TABLA 5 

condiciones generales del flujo 

Velocidad media del aire en la línea central 
del chorro ( Uc) cargado con partículas en 

x/D = l. 

Velocidad media de las partículas en la línea 
central del chorro ( Upe> en x/D = l. 

Flujo másico de partículas por unidad de 
superficie en la línea central del chorro 

( Ge) en x/D = l. 

Relaci6n de carga ZL (flujo másico de 

partículas/ flujo mAeico de aire). 

Diámetro del dueto a la salida 

Temperatura del aire 

Presi6n 

Densidad del aire 

Tabla 6 

26.l m/s 

24.1 m/e 

6.06 kg/(m
2 

S) 

0.2 

10.9 mm 

296.0 K 

97DDO.O N/m2 

1.178 kg/m
3 

Condiciones de entrada de la fase gaseosa 
x/D = l 

r/x U/Uc urme/Uc vrme/Uc 
-- 2 u •v• /Uc 

o.o 1.0 o.ces 0.032 0.00007 
0.073 0.991 o.ces 0.034 0.00037 
0.165 0.979 0.086 0.037 o.00080 
0.257 0.948 0.083 0.045 0.00114 
0.349 0.878 0.088 o.oso 0.00178 
0.440 0.815 0.135 0.012 0.00428 
0.514 0.570 0.159 0.116 0.01109 
O.S78 0.395 0.151 0.134 0.01020 
0.624 0.213 0.120 0.117 0.00033 
0.670 0.146 0.076 0.082 0.00477 
0.716 0.035 0.049 0.054 0.00138 
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Tabla 7 

Condiciones de entrada de la fase s6lida 
x/D = 1 

r/x Up/Upc urmop/Upc vrmsp/Upc 

o.o 1.0 0.083 0.027 
0.184 0.985 0.088 0.031 
0.321 0.927 o.osa 0.037 
0.413 0.882 0.095 0.049 
0.477 0.818 0.116 0.059 
0.523 0.621 0.151 0.092 
0.569 0.437 0.124 0.105 
0.615 O.JOS 0.107 0.096 
0.661 0.185 0.095 0.090 
0.706 0.129 0.079 0.083 

r/x G/Gc 

o.o 1.0 
0.073 0.981 
0.165 0.930 
0.257 0.862 
0.349 0.815 
0.440 0.725 
0.514 0.485 
0.578 0.170 
0.624 0.101 
0.670 0.002 

donde: 

X • 10.9 mm 

u [m/s] • velocidad media del fluido. 

urma, vrms [m/s] • intensidades de turbulencia del gas. 

-- 2 2 u•v• [m /a ] • esfuerzo cortante turbulento. 

Up [m/s] • velocidad media de las partículas. 

urm•p, vrm•p (m/s) • urms, vrms de lae partículas. 

G kg/ (s m
2¡ • flujo mAsico de particulas por unidad de 

superficie. 
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El valor de G se determina numéricamente a partir de evaluar el 
número de partículas por unidad de tiempo que atravieza la 
superficie (normal al flujo) de los volumenes de control. 

Es conveniente mencionar que para la simulación de un chorro libre 
redondo, Launder y Spalding ref./43/, recomiendan modificar y 
evaluar las constantes Cµ y CE2 del modelo de turbulencia K-E, a 

partir de las siguientes espresiones: 

donde: 

e 0.09 - o.o4 f 
µ. 

e 1.92 - 0.0667 f 
<2 

=I~ e 

iJ u 
e 

iJ X 

iJ u 
e 

iJ X 

(7.2-1) 

(7.2-2) 

1 ) 1 0.2 
(7.2-3) 

Y [m) ancho del chorro en la dirección radial 

En las figs. 9-11 se grafican para las posiciones x/O = 1, x/D = 
20 y x/D = 40 respectivamente, los resultados numéricos y datos 

experimentales de la· distribución radial de u, urms, vrms y u'v' 
de la fase gaseosa. En estas figuras, los valores se normalizan 
con respecto al valor de la velocidad media del gas en la línea 
central del chorro para la posición x/D correspondiente. En las 
figuras de esta sección se presenta la mitad d~ la geometría en 
estudio ya que el flujo es simétrico, por lo que entonces el eje 
de las ordenadas representa la línea central del chort·o. 

En las figs. 12-14, se graf ican para las mismas posic1ones de x/D 
mencionadas en el párrafo anterior, los valores numéricos y 
experimentales de Up, urmsp, vrmsp y G de la fase diGpersa. Estos 

valores se normalizan también con respecto a los valores de Upe y 

Ge que prevalecen en la posición x/D correspondiente. 

En relación a la v~locidad media de la fase gaseosa, en las figs. 
10 y 11 se observa que los cálculos coinciden cercanamente con los 
datos experimentales, especialmente en la posición x/D = 40. Las 
intensidades de turbulencia de la fase gaseosa urms y vrms siguen 
en casi toda la dirección radial la misma tendencia que los datos 
experimentales. Sin embargo, en la región central del chorro puede 
observarse que la intensidad de turbulencia urms calculada 
presenta un comportamiento opuesto a los experimentos, esta 
concavidad de urms en el centro es típica de la simulación en 
chorros libres, tal y como puede comprobarse de las predicciones 
numéricas que Milojevic, Oesjonqueres, Wennerberg, BOrner, 
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Berlemont y Avila presentaron en el III y IV taller sobre 
predic<"ionee del flujo en dos fases refe. /22, 21/. Adicionalmente 
Shuen et.al. ref./26,59/, llevaron a cabo la eimulaci6n de este 
experimento y de 3 caeos adicionales en los cuales se vari6 tanto 
la relaci6n de carga como el tamaño de partículas y puede 
observarse que de manera sietem&tica se presenta una concavidad de 
urms en el centro del chorro. Este comportamiento de urms se 
atribuye a que los divereos autores antes mencionados, supusieron 
en sus cálculos una turbulencia isotrópica. En relación al 

esfuerzo cortante turbulento de la fase gaseosa ~-;:-, se observa 
en las fige. 10 y 11 que la eimulaci6n proporciona un esfuerzo 
turbulento m6ximo inferior al valor experimental, este mismo 
comportamiento se observa en loe cálculos de loe participantes al 
III taller sobre predicciones del flujo en dos fases ref. /21/. A 
juicio del autor la diferencia entre loe valores calculados y 

experimentales de u 'v' es que las condiciones de entrada en la 
simulación no se ajustaron adecuadamente a los experimentos tal y 
como puede observarse en la fig.9, ea decir los datos de entrada 
al programa de cómputo fueron inferiores a loe datos 
experimentales, esta diferencia se manifiesta de manera muy 
marcada en la posición x/D • 20, en donde se observa que no 

coinciden las predicciones de u•v• con los experimentos, sin 
embargo conforme se hacen menos importantes loe efectos de entrada 
(x/D 40), la comparación de los valoree numéricos y 

experimentaleo de ~ es mas satisfactoria. 

La velocidad media de las partículas, se grafica en las fige. 
13-14 en donde se observa que el valor calculado es mayor que los 
datos experimentales, este mismo comportamiento lo obtuvieron los 
participantes al IV taller sobre predicciones del flujo en dos 
faaee ref./22/. En esta reuni6n se concluy6 que una de las causas 
probables de que los valores numéricos fueran superiores a los 
experimentales es que la condici6n de entrada de la fluctuaci6n de 
velocidad de las partículas en la dirección radial, se especif ic6 
muy inferior al valor real, ocasionando que en las simulaciones se 
presentara en la dirección axial una gran energ!a cinética y en 
consecuencia una alta velocidad. Una baja intensidad de 
turbulencia de las particulas en la direcci6n radial como 
condición de entrada a la secci6n de pruebas se manifiesta también 
en que la simulación predice una menor dispersión de particulas, 
tal y como se observa en las gráficas del flujo máoico por unidad 
de superficie ( G ) de las fige. 13 y 14. 

La intensidad de turbulencia de las particulae urmap y vrmep, se 
presenta en las fige. 13-14. La componente axial de la fluctuaci6n 
de velocidad es inferior a los datos experimentales en el aje del 
chorro, este mismo comportamiento lo tienen los cálculos de loe 
participantes a las reuniones anteriormente señaladas ref./21,22/. 
Los cá.lculoa de urmsp pueden considerarse como no satisfactorios 
ya que no presentan ni siquiera la misma tendencia que loe datos 
experimentales, sin embargo dada la complejidad del cálculo de las 
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caracteristicas turbulentas da las particulas puede decirse que no 
es tan mala la comparación entre simulaciones y experimentos. En 
relación a la simulación de vrmsp, puede decirse que al menos 
sigue cierta tendencia semejante a los experimentos, sin embargo, 
loe cllculos proporcionan valores considerablemente menores que 
loe datos medidos. Una concluai6n en cuanto a las caracteristicas 
turbulentaa de laa particulaa ea que la simulación de urmap y 
vrmsp no es satisfactoria cuando ae compara con datos 
experimentales, esto indica que es necesario continuar el estudio 
y desarrollo de modelos de interacción partículas - remolinos 
turbulentos. 

7.3.-TRANSFERENCIA DE CALOR EN FLUJOS CON PARTICULAS EN 
SUSPENSION EN EL INTERIOR DE UN DUCTO CIRCULAR VERTICAL. 

En eata sección 
Farbar y Depew 

se presenta la simulación del 
ref./72/ quienes determinaron 

promedio .de transferencia de calor h 
susp 

experimento de 
el coeficiente 

entre un flujo 

turbulento con particulas en suspensión y un dueto circular 
vertical con temperatura de pared constante. Farbar y Depew 
ref./72/, cuantificaron la influencia que sobre el coeficiente de 
transferencia de calor tienen los siguientes parámetros: 

.-diámetro de particula ( dp ) . 

• -relaci6n de carga ( ZL ) . 

• -número de Reynolds de la suspensión ). 

donde: D [ m ) diámetro del dueto. 

umf [ m/s • velocidad media de la fase gaseosa. 

Diversos trabajos experimentales ref./68, 72, 75, 76, 77, 79, 80, 
81, 82/, teóricos ref./73, 74, 78, 83/ y de recopilación de 
correlaciones empiricae ref ./69/, han demostrado que en flujos 
turbulentos con partículas en suspensión en el interior de duetos, 
existe un aumento o disminución del coeficiente promedio da 
transferencia de calor dependiendo de la cantidad de sólidos 
pre•entes en el flujo. En la mayoría de los articules citados se 

hace referencia a que la variaci6n de h se debe principalmente 
susp 

a doa afectos, a).- aumento o disminución del coeficiente local 
de transferencia de calor por convecci6n y b) .- aumento de la 
cap.acidad calorifica de la suspensión. Si bien es cierto que estos 
do• fenómenos han sido bien identificados, la complejidad del 

comportamiento de h reportado en la literatura, permite decir 
susp 

que la transferencia de calor en estos flujos no ha sido 
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adacuadamente entendida ref,/73/. La simulaci6n del experimento de 
Farbar y Depew ref./72/, haciendo uso del modelo presentado en 
este trabajo permitirá ofrecer una idea clara de los fen6menos que 
motivan el aumento o disminución del coeficiente promedio de 

transferencia de calor hausp entre el dueto y la suspensión. 

Para llevar a cabo la simulación de flujos turbulentos no 
isotérmicos con particulas en suepensi6n en el interior de d1Jctoe, 
se realizaron previamente diversos cAlculos que permitieron 
validar el esquema numérico presentado en este trabajo. El pToceso 
de validación consistió en la realización de las siguientes 
simulaciones. 

7.3.1.-Simulación del experimento isotérmico de Johnk y Hanratty 
en la región de flujo completamente desarrollado. 

En este experimento ref. /65/, ae midió en la región de flujo 
completamente desarrollado, la distribuci6n de velocidad del flujo 
de aire limpio (sin partículas) en el interior de un dueto. En la 
fig. 15 se presentan los.valores numéricos y experimentales de la 

;~~~~~=~:n::i;!3";!~~8~n ~ú9:e8r~ic::ªRe~::~d=u~~ i~~, ~;O . 1~0:1::~~~!: 
numéricos se determinaron en una posición localizada S. m a partir 
de la entrada del dueto que tenia un diámetro interno de D.07Bm. 
Johnk y Hanratty ref./65/, ajustaron sus datos de velocidad a una 
relación del tipo: 

donde: 

+ + 
u = A ( y 

A = B.66 

7.0 

1/n 

(7.3-1) 

Como puede observarse la distribución de velocidad calculada 
coincide satisfactoriamente con los datos experimentales en la 

regi6n 30 < y+ < 630 Sin embargo, en el centro del dueto 
mientras que loe cálculos indican que la pendiente de la velocidad 
adimensional es cero, la ley de variación de Johnk y Hanratty, no 
manifiesta cambio alguno de eu pendiente. 

7.3.2.-Simulaci6n del experimento no ·isotérmico de Johnk y 
Hanratty en la región de flujo completamente desarrollado. 

En este experimento ref. /65/, se midió en la región de flujo 
completamente desarrollado, la distribución de temperaturas del 
flujo de aire en el interior de un dueto calentado en su 
superficie. La región calentada del dueto se iniciaba daepuéa de 
un tramo de tuberia de aproximadamente 5m de longitud ref./65/, es 
decir el flujo de aire se encontraba en condiciones de completo 
desarrollo en velocidad. 
La sección de calentamiento tenia una long~tud de 4.4 m y se 
calentó eléctricamente a razón de 250 W/m . Las lecturas de 
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temperatura se tomaron a 3. 5 m de distancia a partir de que se 
iniciaba el calentamiento. Johnk y Hanratty determinaron que la 
región de flujo completamente desarrollado en temperatura, daba 
inicio después de que el fluido recorría 1.8 m de distancia en el 
interior del dueto caliente. 
Para llevar a cabo loa cálculos, se consideró que el flujo de aire 
antes de entrar a la zona de calentamiento tenia una distribuci6n 
de velocidades como la que aparece en la fig. 15. 
Los datos experimentales de temperatura se ajustaron a una 
relación del tipo ref./65/: 

+ + 
T = B ( y 

donde: 

para Re
0
= 35,000 

B 6.0 

m a: S. 75 

1/m 

) (7. 3-2) 

T
E~ la fi.g. 16 se presenta la gráfica de tempercitura adimensional 

como función de la distancia adimensional y en una posición 
localizada 3. 5 m a part,tr del inicio del calentamiento. Como se 
obse~va los valores de T calculados coinc~den cercanamente con los 
datos experimentales en la región 30 < y < 794. 

7.3.3.-Simulación del experimento de Johnk y Hanratty en la región 
de entrada térmica. 

En este experimento ref./66/ se midieron en diferentes posiciones 
x/O (corriente abajo a partir del punto de inici.o de 
calentamiento, x/D = O ) , las distribuciones de temperatura del 
flujo de aire dentro de un dueto. Experimentalmente se comprobó 
que el flujo de aire al entrar a la región calentada tenía 
temperatura uniforme y presentaba condiciones de flujo 
completamente desarrollado en+velocidad. En la fig. 17 se grafica 
la temperatura adimenaional T como función tanto de la distancia 
adimensional y+ como de la posición x/D. En esta gráfica además de 
aparecer los datos experimentales de la ref. /66/, y los valores 
numéricos obtenidos en este trabajo, se muestra la relación de 
Kader ref./67/, para flujo completamente desarrollado: 

Pr y+ exp( - f ) + ( 2.12 ln ( (1 +y+) 

+ P (Pr) ) exp( -1/f) 

94 

1.5 (2- y/ro) ) + 

1 + 2(1- y/ro)
2 

(7.3-3) 



donde: 

/J(Pr) s (3.85 Pr
113 

- 1.3 )
2 + 2.12 ln Pr (7.3-4) 

r (7.3-5) 

ro m ) • radio del dueto. 

En la fig.17 ee observa que los resultados numéricos no coinciden 
con los datos experimentales en la región de entrada térmica, 
principalmente cuando x/D < 13.68. En esta región, los valoree 
numéricos de T+son superiores a los datos experimentales, 
indicando una gran difusión de calor en la dirección radial, este 
comportamiento de la distribución de temperaturas, se debe 
principalmente a que el modelo matem&tico (ecuaciones de capa 
limite) considera que la variación de la temperatura del fluido en 
la dirección longitudinal ee despreciable en relación a la 
variación de la temperatura en la dirección radial, sin embargo en 
la región de entrada térmica esto no es necesariamente cierto. 
Otra causa de la diferencia entre los valores numéricos y 
experimentales es el tipo de condición de frontera utilizado en 
la solución de la ecuación de la energía (ley logarítmica de la 
pared), la cual no necesariamente ea válida en la región de 
entrada térmica. 
En la región de flujo completamente desarrollado (x/D >.44.7) los 
cálculos numéricos coinciden satisfactoriamente con los datos 
experimentales y con la ecuación de Kader ref./67/. 

Si bien es cierto que en la región de entrada térmica se 
presentaron diferencias entre los valores numéricos y 
exper !mentales ( Fig. 17), estas diferencias son despreciables en 
relación a los errores que son introducidos por el modelo de 
dispersión de particulas cuando se simulan flujos con partículas 
en suspensión en el interior de duetos calentados. 

Antes de incorporar partículas en el programa de cómputo, se 
realizaron cálculos con aire limpio para diferentes números de 
Reynolds. En la fig.18 se comparan los resultados numéricos para 
flujo completamente desarrollado con la relación empírica ref. 
/72, 30/: 

o.a Prº·' Nu
0 

= 0.021 Re
0 

donde: Nu
0 

h o 
gas 

(7.3-6) 
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El coeficiente de transferencia de calor promedio por convecci6n 

h
985

, se evaluó como función de la diferencia de temperaturas 

media logarítmica ~Tlm ref./32,30,31/. 

7.3.4.-Simulación 
suspensión en el 
Tsuji et. al.). 

del flujo 
interior de 

turbulento con 
un dueto vertical 

partículas en 
(experimento de 

En este experimento ref. /60/, se midieron las velocidades del 
flujo de aire y de partículas sólidas en suspensión en el interior 
de un dueto vertical. El propósito de Tsuj i et. al. fue estudiar 
el efecto que sobre la velocidad media y la intensidad de 
turbulencia de la fase gaseosa, tiene el tamaño de las partículas. 

El experimento coneiati6 en introducir partículas de plástico 
dentro de una corriente ascendente de aire, confinada en el 
interior de un dueto circular vertical. El diámetro del dueto fue 
de 0.03 m y la medición se llevó a cabo en una sección 
transversal, localizada a 5 m de distancia del punto de inyecci6n 
de las partículas. Tsuji et. al. ref./60/, utilizaron 5 tipos de 
partS.culas de plAstico, sin embargo en este trabajo se presenta 
únicamente la simulaci6n para partículas esféricas de polieetireno 

(p = 1020 kg/m 3
) de di6metro medio de 200 µm y 500 ¡un. 

p 

En la fig. 19 se grafican las distribuciones radiales de la 
velocidad media longitudinal de la fase gaseosa y de la fase 
dispersa (d = 200 ¡un), para tres relaciones de carga (O.O 0.5, 

p 4 
1.3) y Re

0 
= 2.1 x 10. Conviene mencionar que en cada una de las 

figuras que representan el experimento de Tsuji et. al. (figo. 
19-24), el eje de las ordenadas representa el eje central del 
dueto, mientras que Uc es la velocidad de la fase gaseosa sobre 

este eje. 

En la f ig. 22 se graf ican las distribuciones de velocidad de las 
dos fases considerando partículas de 500 µm de diámetro, Re

0
= 2.1 

x 104 y diferentes relaciones de carga (O.O, 0.7, 2.1, 3.4). 

En las figs.19 y 22, se observa que el punto de m6xima velocidad 
se aparta del centro del dueto al aumentar la relación de carga, 
es decir, el perfil de velocidades adquiere una forma cóncava para 
relaciones de carga 1.3 (dp = 200 µm) y 3.4 (dp= 500 µ.m). Esta 

concavidad de la velocidad media del aire, fue reportada por Teuji 
et. al. ref ./60/. En este trabajo al igual que en el experimento 
de la ref. /60/, se encontró que la distribuci6n de velocidades 
para determinadas relaciones de carga es casi homogénea (perfil 
plano), ésto se observa especialmente en la fig. 22 para una 
relación de carga de 2.1. 
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En las figs. 20 y 23 se observa como las partículas alteran la 
intensidad de turbulencia del gas. Es interesante mencionar que 
conforme se aumenta la relación de carga, la intensidad de 
turbulencia disminuye, ocasionando que el perfil de velocidades 
tienda a ser parabólico (figs. 19 y 22). sin embargo para zL = 1.3 

(dp = 200 µm) y ZL = 3. 4 (dp= 500 µm) se observa en las figs. 20 y 

23, un fuerte incremento de la intensidad de turbulencia a partir 
de la posicion r/ro ~ 0.5, alcanzando incluso en la region 
logarítmica valoree superiores a la turbulencia del gas limpio. El 
aumento en la turbulencia de la suspensión, ocasiona que el 
perfil de la velocidad media adquiera en el centro del dueto la 
forma cóncava antes mencionada pero al mismo tiempo sea uniforme 
en el resto de la sección. 
Este efecto de supresión y promoción de turbulencia en una misma 
sección transversal del dueto fue reportado también por Tsuji et. 
al. ref./60/. 

En las figs. 19 y 22 se observan las siguientes características en 
en el comportamiento de la velocidad de las partículas; 

- la velocidad de la fase dispersa es caai uniforme para las 
partículas de sao µ.m, sin embargo las partículas de 200 µ.m tienen 
una distribución de velocidad muy semejante en forma a la del 
fluido que las transporta. 

- la velocidad de las particulas es mayor al aumentar la relación 
de carga • 
. - la velocidad de las perticulae ea inferior a la velocidad del 
gas en la mayor parte de la sección transversal, sin embargo cerca 
de la pared, debido a la viscosidad del fluido, las particulas 
presentan mayor velocidad. 

en flujo vertical, entre más pequeño ea el tamaño de la 
partícula, menor es la velocidad relativa entre las fases • 
. - el cambio de signo de la velocidad relativa se aproxima a la 
pared del dueto cuando existe una alta concentración de 
particulaa, es decir (ver fig. 22): 

mayor ZL q mayor velocidad de particulae .:> perfil plano de la 

velocidad del gae ,. cambio de signo de la vel. relativa se 
aproxima a la pared del dueto. 

Cada una de lae caracteriaticas del comportamiento de la fase 
dispersa anteriormente enunciadas, fueron reportadas por Teuji et. 
al. ref. /60/, por lo que resulta alentador que en el presente 
trabajo, se reproduzcan cualitativamente y cuantitativamente. 

En las figs. 21 y 24 se presentan las diatribucionee radiales de 
la fracción de vacio ( a ), para las particulae de 200 µm y 500 µm 
respectivamente. Desafortunadamente Tsuji et. al. ref./60/, no 
midieron a, por lo que no fue posible comparar los resultados 
numéricos con datos experimentales. En las figuras 21 y 24 se 
observa que la simulación predice que las partículas se concentran 
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en el centro y no en las paredeB del dueto, por lo que ee 
desmiente que el modelo de dispersión de partículas Lagrangiano -
Estocástico- DeterminS.stico, tenga la característica de acumular 
partículas en las paredes del dueto (ver sección 7.1) y además se 
confirma que simulaciones a corta distancia son fuertemente 
dependientes de las características del flujo a la entrada de la 
eecci6n de pruebas. 

En las 4 subeecciones anteriores se presentaron resultados 
num6ricoa de dos fenómenos aislados: 
.-Transferencia de calor del flujo de gae ascendente en el 
interior de un dueto circular . 
• -Modificación de la velocidad media e intensidad de turbulencia 
de una corriente de gas, debido a la presencia de e6lidos en 
euepenei6n. 

A continuación se acoplar.in estos dos fenómenos para simular el 
experimento de Farbar y Dopew ref./72/ y predecir el coeficiente 

h • En la discusión del 
susp 

promedio de transferencia de calor 

experimento de Tsuji et. al. ref./60/, se mencionó que las 
partLculas modifican la intensidad de turbulencia del fluido, en 
consecuencia, cuando existe transferencia de calor, las partículas 
también tienen efecto sobre el coeficiente convectivo local de 
tranferencia de calor. Es decir, el coeficiente convectivo local, 
es función de la variación del espesor de la eubcapa viscosa que a 
su voz. depende de la relación de carga y del tamaño de las 
parttculas. 

En diversos trabajos experimentales ref./72, 77, 79, 80/, se 
mencionó aunque sin comprobarlo, que para bajas concentraciones de 
partículas, se presenta el siguiente fen6meno: 

Supresión de turbulencia .. Incremento del espesor de la subcapa 
viscosa "* reducción del coeficiente local de transferencia de 
calor~ 

En la literatura se ha mencionado también que para altas 
concentraciones, las partículas producen turbulencia lo que induce 
una reducción del espesor de la eubcapa viscosa y un aumento del 
coeficiente de transferencia de calor ref./76/. 

De acuerdo a lo expuesto en los dos p&rrafoe anteriores, puede 
decirse que loe resultados numéricos reproducen al menos lo 
correspondiente al comportamiento dinlmico de la suspensión, es 
decir para bajas concentraciones de partículas se disminuye la 
turbulencia y para altas concentraciones aumenta el nivel de la 
intensidad turbulenta. 

A continuación se presentan los resultados numéricos de la 
simulación del experimento de Farbar y Depew ref./72/ y se discute 
la influencia que sobre el coeficiente promedio de transferencia 
de calor tiene el tama~o de las partículas, la concentraci6n de la 
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fase sólida y el Re
0 

de la suspensión. 

Para llevar a cabo la simulación del experimento de Farbar y 
Depew, se considera lo siguiente ref./87/: 

.-Densidad del fluido constante • 

. -Propiedades del fluido independientes de la temperatura • 
• -calor específico a presión constante • 
. -viscosidad • 
. -conductividad térmica . 

. -Transferencia de calor por radiación despreciable, es decir, que 
la diferencia de temperatura entre las fases y la superficie del 
dueto es pequeña refs./73,74/ • 

• -Partículas con temperatura uniforme, Bi S 0.1 ref./32/. 

donde: 

Bi ( ) 
h r ___ P_ 

k 
p 

rp (m) • radio de la particula. 

(7. 3-7) 

kp (W/(m K)) • conductividad térmica de la particula. 

h (W/ (m
2
K¡ J • coeficiente de transferencia de calor 

promedio entre una esfera y un fluido • 

. -La energía que reciben las partículas proviene exclusivamente 
del fluido. Se desprecia la energia que reciben las partículas al 
golpear las paredes del dueto. 

Para comparar loe valores numérico de h con los datos 
susp 

experimentales de Farbar y Depew ref./72/, es conveniente 
establecer en este punto la forma en que se determinó en el 
presente trabajo, el coeficiente promedio de transferencia de 
calor de la suspensión. 

En este trabajo se determina el coeficiente h como una función 
susp 

del calor transportado por la auspensión Qsusp y de la diferencia 

de temperaturas media logaritmica aTlm ref./82/: 
susp 

(7.3-B) 
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donde: 

h ( W/ ( m2 K ) J • coeficiente promedio de transferencia 
susp 

1\ 
susp 

D 

2 m 

m 

L ( m 

de calor de la euepenei6n. 

eueperficie de transferencia ~ w D L 

diámetro del dueto. 

longitud del dueto. 

~Tlm ( K J • diferencia de temperaturas media logarítmica de 
~usp 

la suepenei6n. 

ll.Tlm 
sus p 

ll. T bul i 
(7.3-9) 

ln (ll.Tbul o / ll.Tbul i 

donde: 

T
8 

( K ) • temperatura de la superficie del dueto. 

El calor que transporta la euepenei6n se evalúa a apartir de las 
temperaturas de la mezcla a la entrada y a la salida del dueto. 

Qsusp (7.3-10) 

donde: mf kg/s • flujo másico de la fase gaseosa . 

m kg/e J • flujo mlisico de la fase s6lida. 
p 

Tbull ( K J • temperatura media de la mezcla a la entrada 

de la aecci6n calentada. 

100 



donde: 

T 

m e T . p p mp1 

-1- m e 
p p 

(7. 3-11) 

• flujo mlsico de la fase gaseosa. 

flujo mlaico de la fase s6lida. 

Tb<Jll ( K J • temperatura media de la mezcla a la entrada 

de la secci6n calentada. 
Ttiulo ( K ) • temperatura media de la mezcla a la salida 

2 

2 
= ---mpi 2 u r 

mp o 

de la eecci6n calentada. 

r 
o 

m e T 
p p mpo 

... m e 
p p 

J u;(r) T 1 (r) r dr 

r 

J 
o 

o 

upl (r) 

r 
o 

Tpt (r) r dr 

J u
0

(r) T
0
(r) r dr 

o 
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donde: 

T 
mpo 

r 
o 

Tmfi 

T 
mfo 

Tmpi 

T 
mpo 

m J 

K 

K 

K 

K 

2 

u mp 
2 

r 
o 

r 
o 

J up
0

(r) TP
0

(r) r dr 

o 

(7.3-16) 

radio del dueto. 

temperatura media de la fase qa•eosa a la 

entrada de la sección calentada. 
J -temperatura media da la fase ga•aoaa a la 

salida de la sección calentada .. 

-temperatura media de la fase sólida a la 

entrada de la sección calentada. 
) -temperatura media de la fase sólida a la 

salida de la sección calentada. 
ui(r) ( m/s ) •distribución de velocidad de la fase gaseosa 

a la entrada de la sección. 

u
0
(r) ( m/a ) • distribución de velocidad de la fase gaseosa 

a la salida de la sección. 

upf (r) ( m/s ] 

m/s 

T
0

(r) K J • 

Tpi (r) ( K J 

TP
0

(r) ( K J -

distribución de velocidad de la fase sólida 

a la entrada de la eecci6n. 

• distribución de velocidad de la fase 

sólida a la salida de la sección. 

distribución de temperaturas de la fase 

gaseosa en la sección de entrada. 

distribución de temperaturas de la fase 

gaseosa en la sección de salida. 

distribución de temperaturas de la fase 

sólida en la sección de entrada. 

distribución de temperaturas de la fase 

sólida en la sección de salida. 

umf ( m/e J -velocidad media de la fase gaoeosa. 
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r 
o 

umf 
2 r u(r) r dr (7.3-17) -2 
r 

o 

u [ m/s 1 • velocidad media de la fase s6lida 
mp 

r 
o 

u 2 J up(r) r dr (7.3-18) 
mp -2 

r 
o 

Las caracteristicas geométricas y propiedades termofísicas del 
experimento de Farbar y Depew ref./72/, fueron las siguientes: 

.-Partículas de vidrio s6lido de forma esférica • 

• -Densidad de las particulae 2,570 kg/m
3 

• 

• -calor específico de las particulas 799.63 J/(kg K) 

.-Densidad del aire 1.079 kg/m
3 

.-calor específico del aire 1008 J/(kg K) 

.-Longitud del dueto 0.806 m 

.-oiámetro interno del dueto 0.017 m 

.-superficie de transferencia .043 m
2 

En las figs. 25-30 se comparan los resultados de la simulaci6n con 
los datos experimentales de Farbar y Depew ref. /72/. En estas 

figuras h es el coeficiente promedio de transferencia de calor 
gas 

para aire limpio evaluado al correspondiente Re
0

. En las figs. 

25-28 se observa qua para valorea de ZL cercanos a l, el efecto 

neto que producen las particulaa ea el de disminuir h . Esto se 
ausp 

debe a que la fase dispersa disminuye la turbulencia de la fase 
gaseosa (ver sec. 7.3.4). Para este rango de ZL, la capacidad 

calorífica de la mezcla tiene un efecto deapreciable. 

En las figs. 25 y 26, se observa que si la auspensi6n contiene 
partículas relativamente grandes (dp = 200 ¡un), se presenta un 
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efecto reducido sobre el coeficiente de transferencia de calor 
conforme aumenta ZL. Por otro lado en las figs. 27-30, se observa 

que si las partículas son relativamente pequeñas (dp < 140 µm), el 

coeficiente de transferencia de calor se incrementa 
considerablemente cuando ZL > 2. Farbar y Depew reportaron este 

mismo comportamiento del coeficiente h, es decir que la cantidad 
real de calor que se transmite hacia la suspensión disminuye 
rápidamente conforme aumenta el diámetro de las partículas por 
arriba de 70 µrn. 

Para Parbar y Depew ref./72/, los datos experimentales con 
partículas de 200 µm, fueron inesperados y se cuestionaron si 
estos miemos resultados se obtendrían en un dueto de longitud 
considerablemente mayor. Sin embargo, una explicación de los 
resultados obtenidos tanto en la eimulaci6n como en los 
experimentos es que el tamaño mayor de las partículas trae como 
consecuencia que se calienten menos (mayor tiempo característico 
de respuesta, mayor resistencia térmica por convección ) , por lo 
que las partículas en su recorrido por el dueto absorben menos 
energía y por tanto se manifiesta un menor efecto de la capacidad 
calorífica de la mezcla. Farbar y Morley ref./75/ reportaron que 
partículas pequeñas contribuyen más que las grandes al efecto de 
la capacidad calorífica, ésto se verifica con la simulación 
llevada a cabo en el presente estudio. 

En las figs. 25-30 se observa que las particulas de diámetro igual 
a 200 µrn, no tuvieron efecto en la transferencia de calor, 
mientras que particulas de diámetro menor o igual a 140 11m motivan 
un incremento del coeficiente convectivo promedio el cual varía 
linealmente con ZL. 

Los resultados numéricos coinciden al menos cualitativamente con 
los experimentos, particularmente cuando las partículas son 
pequeñas y tienen una gran movilidad en la dirección transversal 
ref./78/. La dispersión de particulas y su trayectoria aleatoria a 
lo largo de la secci6n transversal del dueto, se debe al encuentro 
de éstas con los remolinos turbulentos del fluido, ésto trae en 
consecuencia que la temperatura de la fase dispersa presente un 
efecto de capacidad calorifica aumentada mayor. Las particulas de 
diámetro mayor, por el contrario, debido a su inercia, no se 
desplazan con facilidad en la dirección transversal y por tanto no 
reciben energía en la zona cercana a la pared y la transmiten al 
fluido en la parte central del flujo, haciendo de esta forma menas 
eficiente el efecto de capacidad calorífica aumentada. 

En las fige. 28 y 30, se observa que loe resultados numéricos 

de h para partículas de 70 y 140 µm, son mucho mayores que los 
su&p 

datos experimentales de Farbar y Oepew principalmente en la región 
de zl > l, probablemente ésto se debe a que en el experimento se 

supone que las partículas tienen la misma temperatura que el 
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fluido a la entrada y a la salida de la sección de pruebas 
ref./77/, por lo que se presume que la ATlm experimental es mayor 
a la que se obtuvo en la simulación. 
Los resultados numéricos coinciden cualitativamente con los 
resultados analiticos obtenidos por Tien ref./74/, ya que para zL 

< 1 fig.30 ) , no se presenta una disminución de hsusp· En el 

trabajo de T ien ref. /74/, las partículas fueron tan pequeñas que 
el efecto de disminución de turbulencia que ocurre a bajas 
concentraciones ea despreciable en comparación con el efecto que 
produce la capacidad calorifica aumentada de la suspensión. 

La transferencia de calor en flujos con partículas en auapensi6n 
depende directamente del número de Reynolds de la mezcla, ya que 
el Re

0 
puede ser considerado como una medida del tiempo de 

residencia de las partículas en el interior del dueto calentado y 
tal como lo señalan Farbar y Mor ley ref. /75/, entre menor sea el 
número de Reynolds, mayor será el tiempo de que disponen las 
partículas para absorber a través de su superficie el calor que el 
fluido les transmite. Este comportamiento se verificó a través de 
la simulación, y se representa en las figs. 26 y 28. En la f ig. 26 
se observa que para ZL < 1, existe un efecto mayor de la capacidad 

calorif ica de la mezcla (mayor tiempo de residencia de las 

partículas) cuando Re0 == 15, 300, es decir el coeficiente hsusp no 

disminuye marcadamente por la modulación de la turbulencia. Por 
otro lado también se observa en la fig. 26, que para el Re

0 
= 

26, 500 (menor tiempo de residencia de las partículas), el efecto 
de aumento de la capacidad calorífica no es tan signif icatJ.vo, lo 
que ocasiona que la disminución de la turbulencia se manifieste en 

una marcada disminución del coeficiente h susµ· En la fig. 28 se 

observa con mayor claridad la influencia que tiene el número de 
Reynolds sobre el coeficiente de transferencia de calor, ya que 
para la misma concentracion de partículas ( ZL < l ) , y para Re

0
::: 

26,500 (tiempo de residencia de las partículas pequeño), se 

presenta una marcada disminución de h inducida por la susp 
disminución de la turbulencia y el pequeño efecto de capacidad 
calorífica aumentada. Por el contrario para Re

0
= 15,300, debido a 

que el tiempo de residencia de las partículas es mayor, no se 

presenta disminuci6n de h . 
susp 

En las figa. 25, 27 y 29, se observa que la rapidez de crecimiento 

del coeficiente de transferencia de calor h conforme aumenta susp 
ZL, es mayor cuando el número de Reynolda es pequeño (Re 

15,300). Esto coincide cualitativamente con lo publicado por 
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Jepeon et.al. ref./79/, quienes señalan· que a grandes números de 
Reynolds, la eubcapa viscosa ee lo suficientemente delgada (alto 
nivel de turbulencia), que la introducción de e6lidoe a valorea de 
ZL mayores que 1, no produce un aumento considerable ni de la 

turbulencia de la fase gaseosa ni del coeficiente h 
susp 

En la sección 7.3.4 se mencionó que los c~lculoe indican una alta 
concentración de partículas en la región central del dueto (fige. 
21 y 24 ), esto mismo sucedió en la simulación del experimento de 
Farbar y Depew ref. /72/ (la grlifica no se presenta ya que no 
existen datos experimentales). Si bien Farbar y Depew no midieron 
la concentración de partículas, sí dignosticaron a partir del 
desgaste sufrido por los termopares instalados en el interior del 
dueto, que las particulas ea concentran en el centro. Esto no 
coincide sin embargo con lo reportado por Boothroyd y Haqus 
ref./80/ quienes encontraron que en su experimento las partículas 
se concentraban en la regi6n cercana a las paredes del dueto. 
Boothroyd y Haque ref. /80/, atribuyen este comportamiento a que 
probablemente tenían la presencia de una carga alectroetltica que 
desplazaba las partículas hacia las paredes del dueto. 

La simulación dal experimento de Farbar y Depew, permite hacer las 
siguientes conclusiones: 

.-El coeficiente promedio de transferencia de calor 

incrementa cuando la relaci6n de carga es superior a l • 

h ee susp 

. -El coeficiente hsuop ea fución de los eiguientee parlimetros: 

.-Tamallo de partícula • 

. -Concentración de partículas . 

. -Número de Reynolds . 

. -Para valores de ZL menores a 1 existe una combinación de efectos 

que modifican h • La turbulencia disminuye, el efecto de la 
susp 

capacidad calorífica aumentada as reducido, por tanto ae produce 

una reducción neta del coeficiente h • 
susp 

• - Partículas pequellas ( dp < 140 ¡un), a bajas concentraciones 

(Z < 1 ) , producen un incremento nato del coeficiente ¡:; • Bs 
L awp 

decir el efecto de capacidad calorífica aumentada •upara el efecto 
de disminución de turbulencia • 

. -La dispersión de part1culas pequellas debido a au interacci6n con 
los remolinea turbulentos, permite alcanzar una temperatura de 
mezcla mlia homogénea • 

. -Entre mayor es el número de Reynolde de la mezcla, menor es el 

efecto de lae partículas sobre el coeficiente ¡:; • susp 
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8,-CONCLUS!ONES. 

En este trabajo se han presentado las bases teóricas y 
computacionales para la simulaci6n de flujos turbulentos con 
partículas en suepensi6n, utilizando un modelo con acoplamiento en 
dos sentidos, Euleriano- Lagrangiano. 

Las características turbulentas de la fase continua, se evalúan 
utilizando un modelo de turbulencia de dos ecuaciones. 

Los términos de interacción entre las fases se calculan utilizando 
el modelo de diepersi6n de parttculas Lagrangiano - Estocástico -
Determinietico. 

Con el propósito de validar tanto lo• modelos utilizados como el 
esquema numérico deaarrollado, en ente trabajo se realiz6 la 
simulaci6n de diferentes flujos turbulentos con particulas en 
suspensión de geometria simple y los resultados se compararon con 
datos experimentales. 

Al realizar la comparación de lae predicciones numéricas con loe 
valores experimentale•, se obeorv6 que al menea loo resultados son 
alentadores para laa velocidades medias de las dos fases, la 
concentración de volumen y el número de Nuseelt, sin embargo; en 
relación a las caracterieticas turbulentas, existe una marcada 
diferencia entre los valoras experimentales y los resultados 
numér ices. Debido a ésto, una concluei6n del presente estudio es 
la de reconocer que es indiapansable la realización de 
investigación tanto teórica como experimental enfocada a la 
identificación, comprensión y modelación de los múltiples 
mecanismos de interacción entre las fases. 

como se duscutió en la secci6n 6.3, un punto clave en la 
modelación do flujos turbulentos con partículas en suspensión es 
la determinación de las escalas lagrangianas de la turbulencia del 
fluido a partir de sus escalas aulerianaa. En este trabajo se 
utilizó una relación lineal "simple" entre las escalas integrales 
eulerianas (tiempo y longitud ) y sus respectivas escalas 
integrales lagrangianas. En relación a este punto, el autor 
reconoce que para elaborar modelos mAa aof isticados que conduzcan 
a mejores predicciones de las caracteriaticas turbulentas de las 
dos fases, es necesario comprender los diferentes enfoques 
teóricos que aparecen en la literatura, los cuales tratan de 
explicar loe múltiples fen6menoe físicos implícitos en la 
turbulencia y en el efecto que 6sta tiene en la transferencia de 
calor y dieperei6n de particulas. 

En la simulaci6n numérica de loe diferentes experimentos, se 
observó que las fluctuaciones turbulentas de la fase gaseosa, 
interaccionan fuertemente con las partículas ( y viceversa). Esto 
ocasiona que tanto la trayectoria como la historia de temperaturas 
de partículas individuales sa presente de forma completamente 
aleatoria. 
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En la simulación del experimento de Manero et. al. ref./58/, se 
cuantif ic6 una alta concentraci6n de partículas cerca de la pared 
del canal, ésto se debi6 a que el valor experimental de la 
intensidad de turbulencia de las partículas en la posición x k o.o 
m, propició un alto nivel de migi.·ación de las partículas hacia la 
región cercana a las paredes del canal, de donde les ee dificil 
salir debido al alto nivel de turbulencia existente. 

En el presente trabajo se demuestra que no es una característica 
del modelo de dispersión de partículas L-E-D, predecir acumulación 
de la fase sólida en las paredes de un dueto. Esto se concluye 
después de real izar predicciones numéricas a una distancia, en 
donde se considera que los efectos de entrada son despreciables 
(experimento de Tsuji et. al. ref./60/). 

Las predicciones del experimento de Shuen et. al. re fe. /27, 59/, 
son alentadoras ya que el cfllculo de las velocidades medias e 
intensidades de turbulencia de la fase gaseosa, coinciden 
satisfactoriamente con loe datos experimentales. Sin embargo, el 
esfuerzo cortante turbulento calculado es inferior al valor 
experimental, las razones de este comportamiento se explican en la 
secc. 7.2. La falta de coincidencia entro los cAlculoe y los datos 
experimentales de Shuen et. al. relacionados con la velocidad 
media y concentración de partículas, hace suponer que el valor 
medido de la intensidad de turbulencia de la fase dispersa en la 
dirección radial, fue muy inferior al valor real. A este respecto 
es conveniente enfatizar que la realización de experimentos 
bien controlados en donde se puedan aislar efectos y que sobre 
todo cuenten con madicionea confiables, es indispensable para 
la elaboración de modelos y esquemas numéricos de predicci6n. 

En la simulación del experimento de Farbar y Depew ref./72/, los 
resultados obtenidos también son muy alentadores ya que se 
verificaron y cuantificaron diversas características del flujo, 
que habian sido identificadas de manera cualitativa por diversos 
investigadores (ver eecc. 7.3), entre otras cosas se encontró que: 

.-El coeficiente promedio de transferencia de calor h se 
susp 

incrementa cuando la relación de carga es superior a l . 

. -Para valoree de ZL menores a 1 exiate una combinación de efectos 

que propician una reducción neta del coeficiente hsusp· 

.- Partí.cu las pequeñas ( dp < 140 µm ) , a bajas concentraciones 

propician un incremento de h . 
susp 

.-La dispersión de particulae permite alcanzar una temperatura 
de mezcla mfls homogénea . 

• -Entre mayor ee al número de Reynolds de la mezcla, menor es el 

efecto de las particulas sobre el coeficiente hsusp 
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.-La• partícula• sólida• en suepensi6n se concentran en el centro 
del dueto. 

El autor reconoce que a lo largo de este trabajo, se recurre con 
frecuencia a la formulaci6n de las ecuaciones diferenciales 
requerida• para el anlliei• de loe flujos turbulentos con 
partícula• en suapenei6n, ain embargo; es el sentir del autor que 
la forma en que se presenta este documento, será una guía adecuada 
para ••tudiantee e investigadores que ee inician en el modelado y 
simulación numérica de este tipo de flujos. 
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-NOMENCLATURA 

2 
1\1 m 

A 
2 m 

susp 

Bi 

e o 

e e ' e 
µ •1 E2 

e J/ kg K 1 p 

e ( J/(kg K) 1 p 

cv 1 J/(kg k) J 

D ( m ] 

D ( m
2
/s 

p 

E ( J ] 

e ( (m/s)
2 

Fpi ( N/m
3

] 

Fr(isl) ( } 

Area frontal de una partícula. 

ausperficie de transferencia = ~ o L 

número de Biot. 

coeficiente de arrastre de 1as particu1as. 

constantes del modelo de turbulencia K - E 

calor especifico de la partícula. 

calor específico de fluido a presión 

constante. 

calo1· específico de fluido a volumen 

constante. 

diAmetro del dueto. 

coeficiente de difugión de la fase 

dispersa. 

coeficiente de difusión turbulenta de las 

partículas. 

di6metro de las partículas. 

energía que intercambia la partícula con el 
fluido en At. 

energía interna del fluido por unidad de masa 

fuerza de interacción entre las fases por 

unidad de volumen, debido a la fuerza de 
arrastre entre las fases. 

fracción de ga•to misico de partículas arran­
cando en la posición isl. 

flujo mlsico de partículas por unidad 
da ouperf icie. 
fuerzas por unidad de masa en las 

direcciones x,y,z 

entalpía total instantánea. 
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h ( W/m
2 

K ] 

entalpia total media. 

fluctuación de entalpía total 

temperatura adimenaional. 

coeficiente promedio de transferencia de 

calor entre una esfera y un fluido. 

h [ W/(m2 K) ] coeficiente promedio de transferencia de 
ausp 

h ( m2/s2 

iel 

K m2 ;a2 J 

k W/(m K) 

kt [ W/m k J 

kp( W/(m K) 

L ( m J 

LE ( m J 

Ll ( m J 

M kg/s p 

mf kg/e 

m kg/s 
p 

~p 
j 

(iel) ( l/s J 

Nu 

Pr 

calor de la suspensión. 

entalpia eet6tica. 

poaici6n de arranque de las partículas. 

energía cinética turbulenta. 

conductividad térmica del fluido. 

conductividad térmica turbulenta 

conductividad térmica de la partícula. 

longitud característica del fluido. 

escala de longitud euleriana. 

eacala integral de longitud ouleriana. 

gaato mieico total de partículas. 

flujo másico de la fase gaseosa. 

flujo m4aico de la fase e6lida. 

número de partículas por unidad de tiempo en 

la trayectoria j arrancando en la poeici6n 
isl. 

número de trayectorias seleccionadas en cada 

posición de arranque iel. 

número de Nusselt promedio entre una esfera y 
un fluido. 
nÚ!llero de Prandtl. 
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Prt ( J 

p N/m
2 

p N/m
2 

p• ( N/m
2 

Q ( w J 

Q, ( kg/• 

q ( W/m
2 

J 

R [ m2/(•2K) 

Re [ J 

rP[ m J 

r [ m 
o 

sP [ N/m3 
mx 

T [ K ) 

TP [ K ) 

nllmero de Prandtl turbulento. 

presi6n inatantAnea. 

presi6n media. 

fluctuaci6n de presi6n. 

flujo de calor particula-fluido. 

gasto m&aico total del fluido. 

flujo de calor por unidad de superficie que 
se transmite por conducci6n. 

constante univ.r•al del gas. 

número de Reynolds. 

radio de la particula. 

radio del dueto. 

fuerza de arraatre promedio por unidad do 
voluman, generada por la diferencia de 
velocidades entre las fases. 

energia promedio por unidad de volumen, 
generada por la diferencia de tem­
peratura& entre las fases. 

genaraci6n de energia cinética turbulenta 

dentro da un volumen de control. 

generaci6n de disipación de energia cinética 

turbulenta dentro de un volumen de control. 

temperatura inatantlnea del fluido. 

temperatura inatantlnea de la partícula. 

temperatura inicial de la particula. 

temperatura da la superficie del dueto. 
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Tbull [ K ) 

Tmpi [ K ) 

tL [ S J 

tE( S 

t ( B 

tlnt[ S 1 

t tronslto( S 

ufi m/s 

umf m/a 

ui m/a 

u. m/s 
~ 

u• 
i 

m/s 

urm• ( m/• 

upi m/s 

u.._, m/s 

upl ( m/s J 

J 

temperatura media de la mezcla a la entrada 

de la aecci6n calentada. 

temperatura media de la mezcla a la salida 

de la aecci6n calentada. 

temperatura media de la fase gaseosa a la 

entrada de la secci6n calentada. 

temperatura media de la fase gaseosa a la 

aalida de la secci6n calentada. 

temperatura media de la f aae a6lida a la 

entrada de la secci6n calentada. 

temperatura media de la faae s6lida a la 

aalida de la secci6n calentada. 

escala de tiempo lagrangiana del fluido. 

eacala de tiempo euleriana del fluido. 

tiempo. 

tiempo de interacci6n partícula - remolino. 

tiempo que tarda la partícula en 
cruzar un remolino turbulento. 

velocidades medias del fluido. 

velocidad media de la fase gaseosa. 

velocidades instantáneas del fluido. 

velocidades medias del fluido. 

fluctuaciones de velocidad del fluido. 

intenaidad de turbulencia del flujo. 

velocidades mediao de lae partículas. 

velocidad media de la fase s6lida. 

velocidad instantánea de la partícula en la 

diracci6n 1. 
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u' 
pi 

m/s ) 

V Po' 

ur ( m/s 

+ 
u [ 1 

u 'v' ( 

(V
2
/2) 

w 
po 

z 2 z 
u +v +w 

V ( m
3 

) 

v rol [ m/s 

+ 
y ( 

. -Símbolos Griegos. 

(t ( 

''t ( m
2 
/s 

{l ( 

6Area ( m2 

6t 

6V 

e ) 

l 
m 

6Tlm 
susp 

K ) 

fluctuaciones de velocidad de las partículas. 

velocidad 

partícula. 

instantánea 

velocidad de fricci6n. 

velocidad adimensional. 

inicial 

esfuerzo cortante turbulento. 

de 

energ1a cin6tica del fluido por unidad 
de masa. 

la 

cuadrado del módulo del vector velocidad. 

voluman da la partícula. 

volumen de control del fluido. 

velocidad relativa entre el fluido y una 

partícula. 

posición inicial de las part1culae. 

distancia adimensional. 

relación de carga . 

fracción de volumen de la fase dispersa. 

difueividad térmica turbulenta. 

fracción de volumen del fluido. 

incremento de Area transversal al flujo de 
partículas en la posici6n de arranque isl. 

incremento en tiempo. 

diferencial de volumen del fluido. 

diferencia de temperaturas media logarítmica 

de la suspenaión. 

rapidez de disipaci6n de la energia cinética 
turbulenta. 
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kg/(m S) 

kg/(m S) 

µ [ kg/ (m s) ¡ 

µt [ kg/ (m s) 

V ( m 
2
/s 

p [ kg/m
3 

pp ( kg/m
3 

a ( 

ª• ( 

T~J 

T Pter1 s 1 

función de corriente en la frontera exterior. 

función de corriente en la frontera interior. 

constante de Van Karman. 

viscosidad del fluido. 

viscosidad turbulenta del flujo. 

viscosidad cinem&tica del fluido. 

viscosidad cinemAtica turbulenta. 

densidad del fluido. 

densidad de las particulas. 

número de Schmidt de las partículas. 

número de Schmidt turbulento de las partí­

culas. 

constantes del modelo de turbulencia K-E 

esfuerzos viscosos del fluida. 

esfuerzos viscosos do la fase dispersa. 

tiempo caracterietico de respuesta dinAmica 

de una partícula. 

tiempo caracteristico de respuesta térmica de 

una particula. 
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.-AP&NDICE A 

DBRIVACION DE LAS ECUACIONES DE LOS ESFUERZOS TURBULENTOS 
(ESFUERZOS DE REYNOLDS). 

A continuación 
capitulo 3 para 

11e desarrollan 
derivar las 

loe paaos establecidos en 
ecuaciones de los eafuerzoa 

el 
de 

Reynolda puí.u;. Como se mencionó en ••• capitulo el fluido ae 

considera que tiene laa eiguientes caractoríeticaa: 

.- Densidad constante. 

- o 

.. - Newtoniano. 

µ 
- µ 

2-
~i-­

ax ka X k 

(A.l) 

(A.2) 

.-La ecuación instantánea de cantidad de movimiento en la 
dirección i, se escribe como: 

+ V ( 

(A.3) 

.-Ecuación de cantidad de movimiento en la dirección i, promodiada 
en el tiempo. 

l a-p +v ¡.-;,,i 
p a x 1 a x ka x k 

(A.4) 
donder 

v[m
2
/s] • viscosidad cinemltica del fluido. 
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.-Reatar la ecuaci6n (A.4) de (A.3) resulta en la ecuaci6n de 
tranaporte para ui, ea decir: 

1 

p 

+ a ui~k 
a xk 

.-Multiplicaci6n de (A.S) por uj resulta en: 

+ V u• 
j 

(A.5) 

1 u•ª1 + 
p ja X 

i 

(A.6) 

.-De manera an&loga puede derivarse la ecuaci6n de transporte para 
uj multiplicada por ui. 

+ • u• 
i 

a2u• 
--1- + 
a xk a xk 

u·ª1 + 
i 

p a xj 

(A.7) 

• -sumando las ecuaciones (A. 6) y (A. 7) y realizando el promedio 
e~tadistico en el tiempo, ne obtienen las ecuaciones de transporte 

de los términos uiuj : 

--a--· --¡¡-;;-;­u• -.!!.i + ui --j 
jaxk axk 

) + + 
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a X k 

a u' ui u¡. --j 
a X k 

(A.8) 



En (A.B) pueden aglomerarse términos si se toma en consideración 
lo siguiente: 

I.-

u.-

III.-

a~ 
= -i-j 

¡¡ t 

) -

a u• + u•u• --j 
i k ¡¡ 

xk 

a u• + u'U' --k 
i j a 

xk 

-
-l-( il (U 'p') iJ (;;p') IV.- --j- + --i:-- =-1-( u• ¡¡ p' + u¡_¡¡ p• + 

p jilxi ilxj p ilxi axj 

-a;¡;: ~ 
+ p' -J + P' --i 

a xi a xj 

v.- ¡¡ 2 u'u' -ª- a~ a U,iJU'i+ u¡_¡¡ u• j i-j -í-j =--( 

a xk ¡¡ xk a xk iJ X k ¡¡~ j O X ¡¡ xk k 

¡¡2u• 
+ 2 ~i a u• a b· 

IS Uj --i- -j + ui ---j-
a xk ¡¡ x k él X k iJ X k iJ X kiJ X k 

) = 

suatituyendo las relacionee (I-V) en (A.B), aa obtiena la ecuación 
de transporte de loa esfuerzo• de Reynolda, la cual para flujos en 
eatado estacionario ae escribe como: 

aU.U.- a (u'u'u') l él <";°P') +º (u~p') 
uk -i-:l --i-j-k ( -

a xk a xk p él Xi iJ X j 

A B 
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a üi a ;j p' 
(~j +~i - uj u' ui uk + ) + k a xk a xk p a xi a X j 

e D 

2--a u'u' 
- 2 ~~ (A.9) + • ~-j • 

a xk a xk a x ka xk 

E F 

Donde los diferentes términos pueden identificarse como 

A• Convección por el movimiento del fluido. 

B• Transporte turbulento o difusión turbulenta (mediante las 
fluctuaciones de presión y velocidad). 

C• Producción debido a la interacción con el flujo medio. 

D• Correlación "Presión - Deformación " 

E• Difusión viscosa (molecular). 

F• Disipación viacoaa. 
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.-APENDICE B 

LEY LOGARITMICA DE VELOCIDAD PARA FLUJO TURBULENTO CERCA DE UNA 
PARED SOLIDA. 
La forma general de la ley logarítmica de la pared (de velocidad) 
ee obtiene al considerar el movimiento turbulento de un fluido 
incompresible (p•cte), el cual se desplaza en dirección paralela a 

una superficie s6lida ( ; • O ) y que no presenta variaci6n de la 
preei6n en la direcci6n del flujo (dp/dx=O). Con estas 
conaideraciones, las ecuaciones de conservaci6n para un flujo 
turbulento en capa límite ecs.(2.6-8, 2.6-9), se escriben como: 

Ecuación de continuidad • 

a ;;- • o 
a X 

Ecuaci6n de cantidad de movimiento en x 

a -au 
µ ~- - p u•v• ) • O 

a y a y 

(8.l) 

(B.2) 

En la ecuaci6n (B.2) se ha considerado ademli.s que no existen 
términos fuente y que las fuerzas de cuerpo son despreciables. En 
esta última expresi6n también puede observarse que la variaci6n de 
cantidad da movimiento con reepecto al tiempo y por unidad de 
euperficie proveniente de la pared es una constante, en otras 
palabrae, el esfuerzo cortante motivado por la acción de la 
viecosidad molecular y el movimiento turbulento es una constante 
en la direcci6n normal a la pared. 

1' -o 
(B.3) 

Para determinar la forma de la distribución de velocidad u(y), 
bajo la• consideraciones arriba establecidas, se recurre al 
anllieia dimensional, para lo cual se reconoce que las 
caractertsticaa del flujo a cierta distancia •y• de la pared 
dependen únicamente de : 

- el esfuerzo cortante 1'0 
- la distancia •y• 
- la viecoaidad cinemli.tica r 

Si •e define una escala de velocidad del fluido en la regi6n 
cercana a la pared como• 

(B.4) 
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dond.,_ 
uT [m/s] • velocidad de fricción 

y adicionalmente se combinan los parámetros y, uT, v en la 

relación adimensional: 

+ u y 
y • ( -"--> (B.S) 

donde: 
y+ [ ) • distancia adimensional 

- + A partir de la• definicione• de u.,., y puede decir•e que la forma 

general de la di•tribución da la velocidad media en la región 
cercana a una pared sólida, satiaf ace la expresión : 

U (y) • UT f(y+) (B.6) 

o equivalentemente : 

+ + u • f(y ) (B.7) 

velocidad adimenaional. 

La última axpreaión en la teoria de la turbulencia es conocida 
como la ley univer•al de la pared. 

La forma de ••ta ley ha •ido determinada para varias situaciones 
d• flujo, •in embargo en el presente trabajo ae ha utilir.ado la 
expresión de la ley da la pared válida para un flujo sobre una 
parad lisa. 

La expre•ión para la función f(y+) puede ser encontrada de manera 

explicita pa~~p=~= ~=~~=e!1:!::e~os de y+ (subcapa viscosa) • 

• -para valorea grandes de y+ (región turbulenta). 

Debido a que el último punto de integración en el procedimien~o 
nurnfrico utilizado •• aneuentra en la región turbulenta (Yeª 

u.,.y
0

/v > 30 ) ,ae encontrarA la expresión de la di•tribución de 

velocidad en la región en donde el esfuerzo cortante (constante) 
ea : 

"o• - p u•v• (B.B) 

ea decir el efecto de la viscosidad molecular ea despreciable: 
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Recurriendo al an&lieie dimensional, ee reconoce que el gradiente 
de la velocidad media en la región turbulenta, es independiente de 

la viscosidad 1• y que es una función de los par&metros 11 y", u T' 

por lo que la relación 

d u(y) 

d y 

u 
A -T 

y 

debe satisfacerse. 
donde : A• es una constante adimenaional. 

La aolución de la expresión anterior as: 

u(y)= A u.,. ln y+ A 
1 

donde: A
1 

• conetanta de integración 

(B.9) 

(B.10) 

La región de fluido en la cual ee satiaface la ecuación anterior 
se le conoce como capa logar1tmica o capa limite logarítmica. 

Si se comparan las ecs.(B.6) y (B.10) se observa que la constante 
A

1 
debe tener la forma: 

ln (Ü /v> + u B .,. 

donde : B• es una constante adimensional. 

Suatituyendo la ec.(B.11) en (B.10), se tiene: 

u(y) = A uT ln(y) +A Ü.,. ln (Ü/v> 
Esta expresión se escribe también como: 

+ u B 
T 

(B.ll) 

(B.12) 

Esta misma ecuación puede escribirse para un punto ye que se 

encuentra localizado en la región logar1tmica (Y+ > 30 ) como : 

u = u 
e T 

1 
ln (Je .!:T ) + B (B.13) 

donde: 
te • l/A 0.41 constante de Von Karman (emp1rica). 

B = 5. 2 • constante empir lea. 

La ecuación ( B.13) representa la condición de frontera p11ra la 
eolución de la ecuación diferencial de cantidad de movimiento en 
la dirección x ec.(2.6-9). 
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.-APENDICE c. 

LEY LOGARITMICA DE TEMPERATURA PARA FLUJO TURBULENTO CERCA DE UNA 
PARED SOLIDA. 

Al igual 
velocidad, 

que para el desarrollo de la ley logarítmica de 
en este ap6ndice, ae considera un flujo plano paralelo 

a una pared sólida (v= O), con gradiente de presion en la 
dirección longitudinal despreciable. Adicionalmente se considera 
un flujo de baja velocidad (No. da Eckert paquei\o), con 
propiedades termofisicaa constantes, ain términos fuente y fuerzas 
de cuerpo despreciablesª 

Si la ecuación de la entalpía total para un flujo turbulento 
ec.(2.6-10), se adimensionaliza tomando en cuenta las suposiciones 
anteriores y utilizando las siguientes variables adimensionales; 

u u = p 
u e 

V - u 
H 

u e 

-- . 
h'v' 

H H =-.:--::e 
M - H s e 

-- . 
u'v' 

u u 
a e 

* X 
X = 

L 

y J. 
L 

(C.l) 

donde el subíndice e, se refiere a un punto en particular, se 
llega a la expresión: 

- . - . a H a 1 iJ H -· 1h7V·1 
. 

p u --. . --• p + 
a X a Y ReL Pr a y 

a * 
+ ( 1 - E u 

- E u•v•) ) ) u ( --* 
p 

Pr ReL a Y 

(C.2) 
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donde 

ReL[ J• Número de Reynold• basado en la longitud 

p u L 
e • 

µ 

E ( ) • Número de Eckert 

-2 
u 

e 

Cerca de una pared a6lida sin movimiento, la velocidad media es 
muy baja por lo que los t6rminoa que incluyen el número de Eckert 
eon despreciables. Ea conveniente hacer notar que para valores de 
Eckert pequeftos es vAlida la siguiente expresi6n : 

a H a h 
(C.J) 

a y a y 

Si la entelp1a total (temperatura) de la superficie, es constante 
en la direcci6n x; 

a ¡¡ o (C.4) 
a X 

Utilizando (C.J) y (C.4) la ecuaci6n (C.2) se escribe en forma 
di!Mlnsional comos 

d ....L ~ - ¡; h"TV· ) = o (C.5) 
d y Pr a y 

Esta última expreai6n establece que la variaci6n de la energía 
térmica con respecto al tiempo por unidad de superficie, 
proveniente de una pared es una constante, es decir que el flujo 
de energia por unidad de Area motivado por la actividad molecular 
y al movimiento turbulento es constante en la direcci6n normal a 
la pared. 

L.~ - ¡;¡¡;y. qS :e cte. (C.6) 
Pr a y 

donde: 

q. w/m
2 • flujo de calor por unidad de A rea 

proveniente de la superficie. 
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Para modelar el t4irmino p ¡;;-;-. se recurre al principio de la 
difuaividad térmica turbulenta ªt' el cual considera que el flujo 

da calor inducido por al movimiento turbulento en cierta 
dirección, ea proporcional al gradiente de la entalpía media en la 
misma dirección. 

donde 

d jj' .. 

d y 

d ii 
d y 

Prt ( ) • N6maro de Prandtl turbulento• 

ªt 

2 kt 
ªt [m /a) • Difuaividad térmica turbulentaa---

P cp 

kt (W/m k) • Conductividad térmica turbulenta 

(C.7) 

En la sección 4.1.3 ae haca referencia a qua mediciones llevadas a 
cabo en la región dominada por loa efectos turbulentos (región en 
donde la distribución da velocidades ea logarítmica), la 

correlación cruzada da laa fluctuaciones de velocidad (u •v•) es 
igual al cuadrado de la velocidad de fricción, es decir. 

-- -2 -u'v'• u 
T 

(C.8) 

Por lo qua al utilizar esta última expresión junto con 
las ecuaciones (3.4-6) y (8.4) , en la ec.(C.7) se tiene: 

.,. 
o 

d H / d y 

Prt d u / d y 
(C.9) 

En la región turbulenta y para N6meroa de Prandtl .s < Pr < s, la 
difusión da energía inducida por el movimiento molecular ea 
pequeña en relación al transporte de energía motivada por las 
fluctuaciones de turbulencia. Por lo que el primer término de la 
izquierda da la ec.(C.6) ••desprecia, quedando: 

d H 

d y 
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eliminando las diferenciales se escribe 

Al hacer 

T 
o H 

uso de las 

H 
s q u 

B 

definiciones 

expresión se escribe comoi 

-+ -+ 
H - Prt u 

donde 

-+ 
H 

CH ---¡¡ ) (T p) 1/2 
---s--s--

- qe 

-+ 
de u y de 

(C.11) 

la última 

(C.12) 

(C.13) 

Si se sustituye en la ecuaci6n (C.12), la distribuci6n logaritmica 
de la velocidad media ec.(B.13), se tiene: 

+ 
ln y + Prt B (C.14) 

Esta ecuación normalmente se escribe en la literatura considerando 

la temperatura adimansional ~, as decir: 

donde: 

T+ =~o-~(T __ T_B~-­

- qe 

(C.15) 

(C.16) 

Esta última expreei6n se obtuvo al multiplicar y dividir la ec. ( 

C.13) por T 
112

• 
s 

En este trabajo se ha utilizado un valor empírico del Prt' el cual 

corresponde a 0.86, ref./84/. La constante PrtB' de la ec.(C.15) 

se ha tomado igual a 3.8 ref./71/. Entonces la distribución de la 
temperatura media (entalpía total), en la regi6n logarítmica 
cercana a una pared a6lida esi 

-+ 
H ~t ln y+ + 3.8 (C.17) 
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.-APENDICE D 

CONDICION DE FRONTERA PARA LA ECUACION DE LA ENERGIA CINETICA 
TURBULENTA. 

La condición de frontera de K puede ser definida al hacer uso del 
mismo anA.lisia dimensional y consideraciones físicas que 
condujeron a la ley universal de la pared y al concepto de una 
capa límite logarítmica (ver apéndices By C). 

Las fluctuaciones de velocidad en el interior de la zona en donde 
el esfuerzo es constante (T 

0
•cte), dependen entonces de los 

parlmetroe uT, ~, y. Es decir su ley de variación quedará 

representada por el producto de la velocidad de fricción y da una 

función particular de la distancia adimensional f(y+). Para 
valores grandes de y+, es decir en la región en donde los efectos 
de la viscosidad son despreciables, el régimen eatadietico de las 
fluctuaciones de velocidad no depende de la viscosidad v, por lo 

que las funciones de la di_ftancia adimenaional f(y+) tienden a un 
valor constante conforme y ~ oo . 

Para ilustrar lo anterior, se tomarán las fluctuaciones de 
velocidad u', v•, w',u'v', en un punto, por lo que se tienen 
cuatro leyea de variación de la forma : 

- 2 
1/2 + 

o = u' ) = u f 1 (Y ) 
u T 

(D. l) 

;.2) 
1/2 + 

o - u f 2 (Y ) 
y T 

(D.2) 

;:;.<) 
112 + o = = u f3 (y ) 

w T 
(D.3) 

- 2 + -u•v• = u f4 (y ) .,. (D.4) 

Debido a que en el interior de la capa logarttmica T 0- - p u'v', 
+ la función f

4
(y) es igual a la unidad (valor empírico¡, es decir: 

U'V' 

u u .,. .,. 
u'v' 
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entonces 

+ u'v' 
t, (y .. 00) - 1 = A

4 
(D.5) 

u u 
T T 

Las otras funciones satisfacen : 

1/2 

f1(Y+,,. 00 ) 
- (;; ,2, -A1 (D.6) 

u 
T 

1/2 

f2(Y+ .. 00 ) 
- (;.2, -A2 (D.7) 

u 
T 

1/2 

f3(y +,,. 00 ) 
= ,;;;.2, 

= A3 (D.8) 
u 

T 

La forma exacta de las funciones f
1 
..• f

4
, no puede ser determinada 

teóricamente, sin embargo, a partir de datos experimentales 
~ef./37,85,86/, se ha establecido el valor de las constantes en la 
región logarítmica 

Un aspecto de mucha importancia en la teoría de la turbulencia es 
el hecho de que en la región logarítmica los esfuerzos turbulentos 

normales ;;. 2, ;• 2y ;;;. 2 , permanecen constantes, éeto se deduce de 
- 1/2 

las ecuaciones (D.6-D.8) al considerar uT• (7
0
/p) = cte. Esto 

implica necesariamente que la energía cinética turbulenta ( K•1/2 

¡";;-;2+~2+ ;;;-;2 ]), sea una constante por lo que su variación en la 
dirección normal a la superficie sólida es cero, es decir : 

a K 

a Y 
= o (D.9) 

Por lo que se concluya entonces qua en la región en fonde la ley 
de variación de la velocidad media es logarítmica (y > 30 ), no 
existe difusión de energía turbulenta. 

Al tomar en consideración lo anterior, la ecuación de la energía 
cinética turbulenta (K), ec.(3.4-8), pueda ser formulada para un 
fluido incompresible, con movimiento turbulento completamente 
desarrollado, que se desplaza en dirección paralela a una 
superficie sólida, como 
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a u 2 
"t ( ) = E 

a Y 
(D.10) 

Esta sxpreei6n es de mucha importancia, ya que establece que en 
el interior de la regi6n logaritmica, existe equilibrio local, por 
tanto¡ la producci6n de energia turbulenta es igual a la cantidad 
de energia disipada por loe efectos viscosos. 
A esta misma conclusi6n han llegado diversos trabajos 
experimentales, particularmente Laufer, ref./85/ establece que en 
la regi6n logaritmica, las estructuras turbulentas en un flujo 
completamente desarrollado en el interior de un dueto están en 
equilibrio local. 

Si en la ec.(D.10) ee sustituye la ec.(3.4-7) 

queda 

E m e 
µ. 

a u 

a Y 
(D.11) 

Por otro lado si en la ecuaci6n (3.4-6) se sustituye la ec.(3.4-7) 
y se eleva al cuadrado, se tiene: 

a ü 
a Y 

2 

) 

Sustituyendo (D.11) en (D.12) se llega a la relaci6n 

-- 2 r! (-u'v') •e,. 

(D.12) 

(D.13) 

Al sustituir la ec. (D.S), en (D.13), se llega a la concluei6n de 
que en un punto y

0
localizado en la regi6n logaritmica, el valor de 

K (condici6n de frontera ) ear 

-2 
K•~T­

c 
e 112 
I' 

(D.14) 
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