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INTRODUCCION GENERAL

La importancia tecnolégica del conocimlento de la
transferencla de calor en dispositivos de uso industrial y la
necesidad para anallzar, cuantitativamente, problemas que
involucren este proceso, se ha incrementado en nuestros dias, ,
tanto como la tecnologia moderna se ha vuelto cada vez mis
compleja. Esto es debldo a que en una gran mayoria, los procesus
de ciencia e Ingenleria involucran intercamblo de energia a través
del flujo de calor. Por ejemplo, el disefio de las méquinas de
combugtién interna requiere de un completo entendimlento de la
transferencla de calor y por lo tanto de un detallado lelsls de
los procesos de combustién, transferencla y enfriamlento.

Desde el punte de vista de ingenleria, la determinaclén de la
cantidad y la rapldez de transforencla de calor sujeta a una
diferencia de temperatura dada, constituye el problema principal.
Con el objeto de estimar el costo, la factibilidad y el tamafio de
equipc necesario para transferir una cantidad de calor en un
tiempo dado, se debe primero realizar un andlisls detallado de la
tranferencia de calor dentro del sistema. Las dimenslones de
calderas, calentadores, refrigeradores y cambiadores de calor,
dependen no solamente de la cantidad de calor que deba ser

transmitida, sino también, de la rapidez con que deba transferirse



el calor bajle las condiclones de frontera sobre el disefio :;lel
sistema en particular.

Un analisis metddlco para el mejor disefio de los sistemas de
transferencla de calor, dard como resultado un minimo de pérdidas
de energia y proporcionara la garantia para el ahorro energético.

Cuando el calor es transferildo de un fluide a una pared, se
forman incrustaclones debido a la operacién contlnua y éstas
reducen la rapidez del flujo de calor., Tal es el caso de las
estufas de calentamiento del conjunte Alto Horno de la siderdrgica
Lazaro Cérdenas en Michoacan, 1las cuales muestran serias
deficlenclas en el aprovechamlento méximo de energta, dando como
resultado que en las paredes laterales se formen grietas por la
absorslén de una gran cantidad de calor debido a su mal dlsefio en
la consideracién del flujo calorifico.

Este ejJemplo muestra que en ingenleria se encuentran
problemas de transferencia de calor que no pueden resolverse por
un simple analisis 1llneal de Fourier, sino gue requleren un
completo estudio basado en la clencla de la transferencla de
calor.

En la actuallidad, es muy comin encontrar mecanismos basados
en las propiedades geométricas de las componentes de un sistema en
general. Y son las simetrias geométricas quienes han facllitado en
gran parte las lnnovaciones de nuevas técnicas, y es graclas a la
comple jidad que las necesidades exigen, por lo que no se ha tenido

oportunidad de analizar con la severidad que la termodinamica y



la clencia de la establlidad requieren,

De aqui la importancia en analizar detalladamente el
mecanismo de transferencla de calor tomando en consideracién las
propledades geométricas del sistema por el cual se efectia este

proceso.



INTRCDUCCION AL PRESENTE TRABAJO

Como un caso particular de la problemdtica planteada en el
inciso anterior, este trabajo estid enfocado hacia el anilisis de
la transferencia de calor dentro de un sistema con propledades de
simetria cllindrica, a lo largob del cual existe transporte de
energia caloriflica.

El obJetivo principal de esta tesls es plantear una ecuacién
de transferencla de calor para analizar el efecto de fronteras y
presentar la funclén de distrubuciédn de temperatura y flujo de
calor en términos tales que incluyan las condiciones geométricas a
la frontera, las cuales pueden ser consideradas como varlables. La
nueva ecuaclén representa un tipo de generalizacién de la ley de
Fourler.

Una de las ventajas de la ley generalizada de Fourier con
efectos de frontera, es que proporclona una solucién aproximada
para el caso de un cilindro con tapa superior isoterma. En lo
particular, este problema no tiene solucién analitica, pues si
consideramos la distribucién de temperatura por medio de la
ecuaclén diferencial para la transferencla de calor, la soluclén
no es unlca.

Gracilas a que la ley generalizada de Fourler describe el

papel que juegan las fronteras del sistema, es posible reducir el



problema dé dos dimensiones a un problema unidimenslonal. Por lo
tanto, la ley generallzada de Fourier permlte encontrar la
: solﬁclbn para los casos en el que el método tradicional falla, tal
y como se presenta en los dos casos de apllcaciones de un
Piranémetro y las estufas del conjunto Alto Horno.

El método de analisls a segulr es:

a) Dar la distribuclén de temperatura en el - sistema
considerando fronteras varlables.

b) Consegulr la ley generalizada de Fourler con fronteras
variables.

c) Considerar que el flujo de caler se suministra por la
superficie superlor isoterma de un cllindro.

Este wmétodo no es exclusivo para slistemas de slmetria
cilindrica y puede apllcarse a condiciones a la frontera de
cualquier geometria, por lo que es posible dar diferentes
ecuaclones de Fourler con fronteras variables que dependan de las
condiclones impuestas.

Las dos aplicaclones del cuarte capitulo, muestran un hecho
basico que tlene como corolario la ley generalizada de Fourler, y
que se reflere al apallsis de las condiclnes bajo las cuales el
flujo de calor puede ser trasmitido como un maximo aprovechable
incluyendo la forma en que se debe trasmitir.

Para este propésito, el trabalo se divide fundamentalmente en
cuatro capitules.

El tratamlento del an&illsis inicla en el capitulo |. Se



chns!;:lera un sistema caracterizado por su simetria cllindrica.

: La. funcién de distribucién de temperatura Tir,z,t) en las
coordenadas (r,z,t) dentro del sistema, se obtiene a partir de la
ecuacién de difusién, una vez que las condiciones a la frontera
han sido establecidas. La distribucién de temperatura es una
funcién de los pardmetros a« y B, los cuales contienen la
informacién sobre las dimensiones geométricas y de los valores
iniciales de la temperatura del sistema.

Es ipportante sefialar que las condiclones a la frontera de
las secclones 1.3 y 1.4, se han escogide con toda intenclén deblde
a que corresponden a casos reales, los cuales con mayor frecuencla
se encuentran en la préctica.

En el capitulo || utilizamos la funcién de distribucién de
temperatura en la ley de Fourler para obtener el flujo de calor
total dentro del sistema

El flujo de calor total es una funcién de la distribucién de
temperatura T y de las coordenadas r y z del sistema. En este caso
hemos considerado que las cantldades x y § representan parametros
fijos. Bajo estas condiciones se obtiene la ecuacién generalizada
de Fourier que muestra las modificaclones a la conocida ley de
Fourier deblde a la presencla de las fronteras.

A partir de la ley generalizada de Fourler se anallizan
diversos casos que muestran el comportamlento del flu)o de calor
en las vecindades de las fronteras.

Por otra parte, la varlante en el capitulo ||| consiste en



qué el flujo de calor con fronteras variables es equivalente a
considerar a y 8 como varlables de estado.

En este mismo capitulo se analizan las dependenclas’ relatlvas
entre el flujo radjal y longitudinal, y de esta manera es posible
dar una presentacién adecuada al flujo de calor laminar, que por
lo wvisto, poco énfasis se ha hecho en la literatura sobre la
manera de asegurar un flujo de este tlpg.

Tamblén se supone un sumlnistro de energia J constante y
uniforme. Bajo el tratamiento de balance de energia, el flujo de
calor aparece como funcién d= la variable temporal, que de este
modo se amplia la concepclén de la ley de Fourler para incluir los
aspectos de transitorio.

Con la ley generallzada de Fourler es posible analizar dos
parametros caracteristicos de un sistema con diferencla de
temperatura estaclcnarla: la Iintensidad de temperatura AT y la
constante de tlempo <v. Este capitulce concluye mostrande una
relaclén entre estas dos cantldades, que ademis se refieren a un
procedimiento novedoso de anallzar un sistema no estaclonario de
flujo de cajor en dispositivos de cualquler clase.

Flnalmente, en el capitulo [Y¥ se muestra un par de
aplicaclones de los conceptos elaborados en los tres capitulos
anterlores. EL primero de ellos sobre el comportamiento de un
Piranémetro, el cual experimentalmente manifiesta que la
intensidad de temperatura y 1la constante de tlempe no son

parametros que permanecen constantes, sino que representan dos



cantidades que dependen de la longitud, al que se le conoce con el
nombre de efecto cavidad, cuyo comportamiento gréfico se muestra
en las flguras 4.3 y 4.4.

El efecto cavidad, hasta antes de este trabajo, no habia sldo
explicado teéricamente. Sin embargo, con el formallismo considerado
en los capitulos anterlores, es posible hacer una comparacién
Tebérico-Experimental de estos pa\fémetros. dando como resultado la
descripcién teérica de este efecto.

La segunda aplicaclén es sobre las estufas del Conjunto Alto
Horno de la slderirglica Lazaro Cardenas, en donde la problem&tica
principal consiste en las flsuras de las paredes interiores debldo
a la gran cantidad de energia calorifica que f{luye en esa
direccién, como resultado de un mal disgefio en la forma de
calentamiento, De 1os resultados obtenidos en 1los capitulos
anteriores, se muestra una comparacién entre la distribucién de
temperatura dentro de las estufas y los datos reportados por la
empresa. Ademas, se muestra la forma «en que se debe modificar el
disefio de calentamlento para evitar alteraciones en la estructura.

La Gltima seccién de la tesis se dedica a dar un resumen del
formalismo aqui conslderado y estimar una posible extensién para
un futuro desarrollo del presente campo del ahorro de energia y de
las aplicaciones tecnolégicas del anidlisis de la transferencla de

calor.



DISTRIBUCION DE TEMPERATURA Y DEPENDENCIA TEMPORAL
EN SISTEMAS CON GEOMETRIA CILINDRICA

1.1 ECUACION DE DIFUSION: LA DEPENDENCIA ESPACIAL Y TEMPORAL

1.2 ECUACION DE DIFUSION INDEPENDIENTE DEL TIEMPO: UN PROBLEMA
GEOMETRICO.

1.3 LAS CONDICIONES A LA FRONTERA DEL PROBLEMA: LA EVALUACION DE
LAS CONSTANTES

1.4 LAS CONDICIONES A LA FRONTERA DE UN PROBLEMA ALTERNATIVO: UNA
SOLUCION EQUIVALENTE.



1.1 ECUACION DE DIFUSION; LA DEPENDENCIA ESPACIAL Y TEMPORAL.

Conslderemos un sistema termodindmice fuera de equilibrio térmico
en el cual se analizard el flujJo de calor, Para tal estudlo,

partiremos de la ecuacién de difusién dependiente del tiempo

VUiy n b = - SV (1.1)
3 at

en donde Utx,y,z,t) es la funcién de distribucién de temperatura y la
constante k es llamada la difusividad (Kelvin} o la conductividad
termométrica (Maxwell)!

La ecuacién de difusién se ldentifica como una ecuacién
diferencial parcial 1lineal de segundo orden. Uno de los métodos para
resolver este tlpo de ecuaclones diferenclales es el conocido de
separaclén de variables. La caracteristica esenclal de este método es
el reemplazo de la ecuacién diferencial parcial por un conjunto de
ecuaciones diferenclales ordinarias.?

Se supone ahora que en el sistema se ha establecido un estado
estaclonario cuya distribuclén de temperatura es Tix,y,z). Por el
método de separacién de variables, proponemos como soluclén de (1.1i) a

la sigulente igualdad

YU, y,2,t) = Tix,y, 2 O(L) (1.2)



en donde T es un funcién que depende de las coordenadas espaciales
(x,¥,2) y © sblo de la variable temporal 't.
Para separar las varlables espaclales de las temporales,

sustltuimos (1.2) en la ecuacién de difusién (1.1) para obtener

VZT(x.y,x) = 1 dece)
dt 1.3

Tix,y,2) x B¢y

El conjunto de ecuacliones diferenclales ordinarlas se obtlene
cuando ambos miembros de (1.3) se hacen lgual a una constante -72.
llamada constante de separacién. Este conjunto consta de dos

ecuaciones diferenciales: una para las varlables espaclales

Vrixym + 77 Tixy,21 = 0 1.4)

y otra para la variable temporal

_a8c)
dt

4";2

x 8ty =0 : (1.5)

La ecuacién (1.5) sélo depende del tiempo y tiene por solucién

2
Bty = e " t (1.6)

10 =



. Por otra parte, a (1.4} se le conoce como la ecuacidén de difusién
independxente del tlempo o de Polsson para sistemas estacionarios®

La solucién de {1.4) para Tix,y,» es un problema de elgenvalores
que depende de la gecmetria del sistema y de las condlclones a la
frontera que especifique a un problema en parucular,‘ Dicha solucién
se desarrollarad en la slgulente secclén, en la que se especificaran

las condlciones geométricas.

1.2 ECUACION DE DIFUSION INDEPENDIENTE DEL (IEMPO: UN PROBLEMA
GEOMETRICO.,

Por el momento, vamos a concentrar nuestra atencién a la ecuaclén
de difusién independiente del tlempo (1.4).

Como ya se ha seflalado, esta ecuaclén depoende de la geonmetria del
slstema que se estéd analizande con sus respectivas condiciones a la
frontera. En esta seccldn, trataremos el caso geométrico y se dejara
el apilisis de las condiclones a la frontera para la préxima seccién.

Se supone que nuestre sistema termodinadmico es un cllindro
clrcular recto, cuyo eje colnclde con el eje z de un sistema
coordenado.

Se considera, tamblén, que el radio del cillndro es ro y los

extremos van de z = 0 hasta Z2 = Lo, como se ve en la figura (1.1).

11



A
" -

Yo

Figura 1.1: El eje del cilindro coincide con el ele z de un

sistema coordenado. El radlp es ro y su altura Lo.
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Debidc a la simetria geométrica del problema, es conveniente
tratarlo en un sjistema de coordenadas cllindricas. Por lo que la
distribucién de temperatura T ser4d funcién de r,8 y z.

Sin embargo, sl conslderamos al slstema con simetria axial, la
temperatura no va a depender del &ngulo alrededor del eje, sino que
resultara ser una funclén tanto de r como de z. Es decir T = T«(r,2z).

Una vez establecldas las condiclones de simetria - del

problema, escribimos la ecuacién (1.4) de la forma

en donde por comodldad se ha escrito sélo T en lugar de T(r,z). Se
debe notar que el laplaclano se ha escrxto_en coordenadas cllindricas
para aprovechar las condiciones geométricas del slstema termodinamico.
Al igual que la relacién (1.1), (1.7) es una ecuaclén diferencilal
parclal 1llieal de segundo orden, la cual se resuelve por el mismo
método de separacién de varlables utllizado antes.
Como T es una funclén que sélo depende de las varlables r y 2,

proponemos la solucién de la igualdad {1.7) de la sigulente forma
Tie,z) = Rir) L(z) (1.8)
en donde R es una funclén que depende dnicamente de la varlabler y 2

13



de la variable z.

Para simplificar la notaclén, en algunas ocaslones escibiremos Z
y R en lugar de Z{z)} y R(r), respectivamente.

Para obtener el conjJunto de ecuaciones diferenclales ordinarias,
basta sustituir la funcién ¥(r,z), "dada por (1.8), en la ecuaclén

diferenclal (1.7)

2 2
z[d PO W ]R+Rd:*1zﬂl'°

dr® r dr dz

ahora blen, sl dividimos entre R I tenemos

2
1[dn+1 m]’_t_dz*vzto
R dr r dr 7 dz?

A partir de la 1ltima igualdad, se obtienen 1las ecuacliones

para cada una de las funclones. Es decir, una para R(r)

2
1 [..___'“‘ +_Ld“]=_n= (1.9)
R dr? r dr
y otra para Z(z)
1 4%z 2 (1:10)
— B = p M
7 dz

14



2

donde, al igual que 12. las cantidades a“ y ﬂz son las constantes de

geparaclén para las variables r y z, respectivamente, las cuales deben
cumplir que az— ﬁa = 12. Estas constantes seran evaluadas de acuerdo a
las condiciones a la frontera del problen?

Por otra parte, si multiplicamos la ecuacién (1.9) por r? v la
escribimos de la forma
2 . ’;2'

zdR*rdR

r
dr? dr

PR=0"

entonces, con el camblo de variable u = c':r. 1a e’c’uac‘lér‘: aﬂtc.‘rlor se

puede escribir como

2 4R LR

du’ du

+uiR=0 (1.11)

la cual presenta la forma de la ecuaclén de Bessel de orden cero,
La solucién general para (1.11), es una funcitn blen conocida
dentro de los textos de fislca matemidtica y de funclones especlales.

Esta soluclén es de la forma
Rw = A1 Jotw + Az Yot (1.12)

en donde Jo(uw y Yo(uw) son las funclones de Bessel de primera y

segunda clase, respectivamente, ambas de orden cerof

15



Por otro lado, sl reagrupamos los términos de (1.10) y los
'esc'rlbimos en el mlembro lzquierdo de la igualdad, entonces llegaremos

a la ecuacién diferencial

az
- e

cuya solucién general es la suma de dos funclones exponenclaless
T =B o P2 4 Ba 2 (1.13)

La mayoria de las constantes que aparecen en las soluclones
(1.12) y (1,13), serdan evaluadas en la sigulente seccién cuando
hablemos de las condiclones a la frontera. Sin embargo, podemos hacer
algunas observaclones de caricter matemitico que simplificardn este
par de soluciones.

En primer lugar consideramns la ecuacién {1.12). Esta ecuaclén
presenta un punto singular regular en u = 0, es decir en r = 0,

debido a la forma gque presenta Yo(w)

Yoluy ® 2 In u,
L3

S1 se toman valores de u préximos a cero, entonces Yo tenderd a
menos infinito. Es decir, si u + 0 entonces Yo(uw) @ - », y 1a solucién

presentarid una singularidad logaritmica en dicho ;:tuni;o.5

16



Con el objJeto de evitar que esta singularidad aparezca en nuestra
solucién, es convenlente elegir Az = 0 y se asegura que la solucién
sea finita en el intervalo de O a reo. Por lo tante, la solucién Rtw),

dada por 1a ecuacién (1.12) se reduce a
Ry = A1 Jotw) -+ “(1:14)

Vamos a considerar ahora la ecuacién (1.13). La elecclén de
Bi = 0 o blen Bz = 0 estard determinada por las condicliones a 1la
frontera. Por ejemplo, en el caso en que z varie de 0 a «, entonces
eﬂz 2 w. Por lo que debemos eleglr Ba = 0 y de esta forma se asegura
que la solucién sea finita,

A partir de esta eleccién, la soluclén Z(z) dada por (1,13) se

reduce a

It = Br & PZ (1.15)

Sin embargo, nuestro caso es de frontera finita y el argumento
anterior no es vidlido. Por lo que la eleccién de la forma (1.15) es
materia de convenlencia que adoptaremos con la finalidad de tener una
soluclén blen comportada en los casos extremos que mas adelante podran

discutirse.

17



1.3LAS CONDICIONES A LA FRONTERA DEL PROBLEMA; LA EVALUACIONDE LAS
CONSTANTES.

En le seccién 1.1, se consider$é que el sistema termodindmlico se
caracteriza por las condiclones de simetria axlal. Esto significa que
la temperatura es una funcién de la altura y del radlo. De esta
manera, las condiclones a la frontera seran sobre las varlables r y z,
quienes son las que determinan la distribucién de temperatura dentro
de la cavidad clilindrica.

Por simplicidad, se supone que ia pared lateral del cliindro se
mantiene a temperatura constante cero..'1

Se va a considerar también, que en el centro de la tapa superlor
e inferior la temperatura es T1 ¥ To respectivamente, como se nuestra
en la figura (1.2). Suponemos que Ti es mayor que To.

Debemos hacer referencia en que estas condiciones a la frontera
se han escogido debido a que representan casos reales, los cuales se
analizardn en el capitulo |V,

Suponemos que la temperatura en la pared lateral del cllindro es
la minima en el sistema. Por lo tanto, T1 y To son slempre positivas.

Ahora se procederd al cdlculo de las constantes que aparecen en

® S1 la tokperatura constante es Vo, podemvs roducir esto al caso
de temperatura cero hactendo un corrimiento del origen por ~Vo. Lo
cual slgnifica que una vez reslizados los calculos, 1s teaperatura

roal so obtlens sumando Vo.

18
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Flgura 1.2: Se supone temperatura cero en la pared lateral
del cilindro. Se considera que Ti1 ¥y Te son las temperaturas en el

centro de la tapa superlor e inferlor, respectivamente.

19



las soluciones (1.14) y (1,15).- s
Primero se evaluarin B1 y BEn z =0 'se ‘tiene que la temperatura

-8

es To, por lo que de la ecuaclédn (1.15) vi;‘eéﬁlta Z(Q) ‘= B1 e = To,
entonces B1 = To.
La temperatura en z = Lo es Ti, 51 se Introduce este valor a la

frontera se tlene, de (1.15), que Z(lo) = To e—m'ﬁ

= Ti. Aqui se ha
utilizado el resultado B1 = To obtenido antes. Si se toma la iltima
igualdad que aparece en Z(lo), con un simple desarrollo algebrélco se

obtliene el valor para 8, es declr

1 T
g.,__:m(,ro) (1.16)

Una vez que se han evaluado las constantes Bt y B, la solucién

(1.15) toma la forma
I = To € P2 (1.17)

en donde B se calcula a partir de £1.16).

Por otro lado, las constantes Al y a se evaluan a partir de la
solucién para R(u), ecuaclén (1.14).

Se consldera primero la condicién a la frontera para el caso en
el que r = 0. En estas clrcunstanclas, la varlaclén de la temperatura
ocurrird a lo largo del eje del cilindro. Como ya se ha mencionado, en
el eje del cilindro la distribucién de temperatura esti dada por Z(z)

exclusivamente. Entonces, para la condicién r = 0 sge requiere due
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At = 1, ademas, para esta mlsma condicién la funcién de Besgsel
Jo{al) = 1,

Si la temperatura en las paredes laterales del clilindro es cero,
entonces en la frontera r = ro, la funcién Rtar) se debe anular. Es
decir, como consecuencla del valor en la frontera en r = ro y por la
forma en la que se ha considerade la dlstrlbuclén de temperatura
dentro del cllindro, ecuacién (1.8), es preciso que se cumpla 1a
igualdad Riaxro) = Jotxre) = 0. Con esta relaclén se satisface la
condiclén a 1la frontara en r = ro para cualquier valer z en el
intervalo de 0 a Lo, ’

En otras palabras, el requerimiento para que la temperatura se
anule en la pared lateral del cllindro, significa que « puede tomar

gdlo los sigulentes valores espet:la!.es:a

om = con m=1, 2, 3, ...

en donde Am son las ralces de JotAm) = O.

En vista de que Jolare) = 0, significa que are son las raices de
Jo. De acuerdo a la teoria sobre las funciones de Bessel, no se tienen
ralces complejas ni repetidas. Ademis, el nimero de raices reales es
infinito. Otra caracteristica sobre estas funclones, es que para cada
raiz ,h' le corresponde una negativa — Am.

En términes generales, la funclén Jn(u) conn =0, 1, 2,.,.
no tlene ralices complejas, y tiene un namero infinito de ralces

reales simétricamente colocadas con respecto al punto u = 0, el
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cual es por si mismo un cero si n > 0, Tedos los ceros de Jn(u) son
simples, excepto en u = 0, el cual es un cero de orden n sl n > 0,
como se muestra en la flgura 1.9?

Las funciones de Bessel Jn{u) oscllan pero no son periédicas,
excepio en el limite a medida que u 9 =, pues su amplitud no es
constante sino que disminuye asintéticamente como w7 ®

En la soluclén de problemas de apllcaclén, se necesita
informacién acerca de la locallzacién de los ceros de las funclones de
Bessel, y en particular se debe ser capdz para hacer calculos
aproximados de los valores de estos ceros.

La informaclén que ésto nos aporta, es que tenemos un numero
infinito de wvalores Am para los cuales JotAa) = 0. Esto trae como
consecuencia que la distribuclén de temperatura, ecuacién (1.8}, se
debe escribir como una suma Infinita de términos sobre estas ralces,

es declr

B2 ¥ Sotaar) {1.18)

w=t

Tir,z) = To @

aquif se debe notar que en la ecuaclén (1.8) se ha utilizado la
expresién para Z(z) dada por (1.17).

De acuerdo a la grdafica de la figura (1,3), donde se muestra
Jotu), notamos que esta funcién toma valores positivos y negativos a
lo largo de todo su dominio. Ahora bien, cabe hacer mencién a la
sigulente pregunta: ¢ Qué signlficado fislco podrfa aportar el camblo

de signo de Jo(u) en la distribucién de temperatura 7.
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1 Jolu) )
Jq{uw)

ug U

Figura 1.3: Funclones de Bessel de primera clase de orden

cero y uno.
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Para responder, debemos analizar culdad te el portamiento
de la temperatura representada por la ecuaclién (1.18), ya que Jo(u}
corresponde a los valores de T a lo largoe del radio.

S1 se conslidera todo el domlnic de Jotu) donde esta funclén toma
tanto valores positivos como negativos, entonces por 1la relacién
{1.18), la temperatura también tomari valores positivos y negativos.

Por esta razén, para evitar que la distribuclén de temperatura
tome valores negativos, se debe acotar el dominlo de Jotuw) de tal modo
que Jo sea slempre posltiva para toda u dentro del nueve intervalo,

Para satisfacer las condiclones anterliores, se tomard en cuenta
86le el Intervalo de u = O a la primera raiz ut = A1, en donde Jo es
slempre positiva, como se muestra en la figura (1.3).

Este Intervalo corresponde a las mlsmas condlclones impuestas por
el problema, porque de acuerdo a la definiclén u = ar, se tiene
que parar=0 u=0,y por otro lado, para r = ro corresponde
ut = airo = A1, en donde A1 es la primera raiz de Jotuw, y tiene un
valor de A1 = 2,405, del cual t.t:nemosm

a1 = 2:405 (1.19})

Por lo que la ecuacién (1.18) se reduce al caso particular
impuesto por las condiciones anteriores, de este modo, se va a
considerar sélo la primera raiz de Jotuw), la cual corresponde a m = 1.
y asi la funcién de distribucién de temperatura (1.18) toma la forma

particular
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Ttr,2) = To Jotoar) e B2 (1.20)

A partir de esta consideracién sobre el dominio de Jo(u), se
garantiza que esta funclén es slempre positiva'y, por lo tanto, es
inmediato que de acuerdo a la ecuacién (1.20), la distribucién de
temperatura también serd positiva.

Sin embargo, existen otras ralices de Jo(uw) entre las cuales esta
funcién tamblén es positiva, Por elemplo, si se tomara como dominio el

intervalo An S U = Aneit de tal manera que Jolw) fuera no negativa

entonces, a An le correspeonde usi radio rn = :“ Yy a An+1 el radioc
Tnet = —>‘—;L‘- ambos distintos de cero. Pero en este caso no se esta

considerando tode el cllindro, sino inicamente la reglén de éste que
se encuentra entre el radlo interlor rn y el exterlor rne«i.

Es posible representar esquemdticamente y a grandes rasgos el
comportaniento de la distribuclén de temperatura dentro del cilindro.

En la figura (1.4) se muestra la superposicién de la funclén
Jotu) con nuestro sistema. Es importante observar que, de acuerdo a la
forma en coémo decrece Jotar), la temperatura también serad una funcién
decreciente a medida que r tienda a ro para anularse finalmente en
r = ro, figura (1.4a).

Por otra parte, en la figura (i.4b), se observa que no es
posible tomar en cuenta otra raiz ademis de A1,. debldo a que introduce
un valor negativo a la distribucién de temperatura.

Una vez que han sido evaluadas las constantes que aparecen en las
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! Jolu)
s U
X, =|u;
=
a)
1
1 Jolu)
u

Figura 1.4: a) Jotuw) es una funcién decreciente: es mixima en
r =0y se anula en r = ro. b) Tomar en cuenta dos raices de
Jo(u), se lntroduce un signo negative a la temperatura, debldo a
que entre At ¥y Az, por ejemplo, Jo(u) es menor que cero.
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ecuaciones (1.14) y (1.15), se puede escribir 1a Vdistrl.buclén de

temperatura de acuerdo a la ecuacién (1.20) como
¥ir,z) = To Jolar) O_Bz (1.21)

en donde por comodidad se reemplazd a1 por a. Las constantes a y B se
calculan a partir de las ecuaclones (1.19) y (1.16), respectivamente.

El resultado dado por la ecuaclén {1.21) es la dnlca solucién que
se puede establecer en condiclones de simetria axlal y en las
condlclcnes a la frontera determinadas en esta seccién.

La ecuacién (1.21) es la funclén de dlstribucién de temperatura
dentro del slstema. Esta relaclén determina la temperatura en
cualquier punto dentro del cilindro, y a partir de ella y con la ley
de Fourler, se obtiene el comportamlento del flujo de calor dentro de
éste, que no serd sino hasta el slgulente capitulo en que se determine

su forma analfitica.

1.4 LAS CONDICIONES A LA FRONTERA DE UN PROBLEMA ALTERNATIVO: UNA
SOLUCION EQUIVALENTE.

A continuacién se determinara la solucién de la distribuclién de

temperatura para la misma cavidad cillindrica en la que
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alternativamente cambiamos las condiciones a la frontera del problema.

Consideremos ahora el problema en el que las condiciones a la
frontera son que tanto la pared lateral como la base del cllindro se
encuentran a temperatura constante cero, mientras que en la tapa
superior varifa como funclén de r, figura (1.5). El propésito es
encontrar la funcién de distribuclén de temperatura en cualquier punto
dentro del sistema.

Con el objeto de que la distribuclén de temperatura ¥(r,z) sea
univaluada y se anule en =z = 0, las funciones R(r} y Z(z) se deben

escribir como
Rir) = At Jolear) y Z(z) = B1 Senh (B12) (1.22)

El requerimiento para que la temperatura se anule en r = ro,
slgnlfléa que a« puede tomar sélo el valor especlal dado por la
ecuacién  (1.19). Para el caso en el que r = 0, se trata de la
distribucién de temperatura en el eje del cllindro, la cual estd dada
por la funclén Z(zx) Unicamente, por lo que elegimos A1 = 1,

Combinando estos resultados en la ecuaclén (1.8), encontramos que

la distribucién de temperatura dentro del cllindro viene dada por
Ti(r,x) = B1 Jo(ar) Senh (B12) (1.23)

Para evaluar las constantes que aparecen en la ecuacién anterlor,

conslderemos la condicién a la frontera en la que r = 0. En este caso
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T =10,

Filgura 1.5: La temperatura de la tapa superior del cilindro
varia como funclén del radlo, mientras que la pared lateral y la
tapa inferior permanecen a temperatura constante cero.
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(1.23) toma’la forma

"~4‘n'(o,=» = Bt Senh (B12)
" la cual; ‘81 'z:= Le sé transforma en
Tio,Lo) = Bi Senh (Bile) = T1

en el que se ha tomado en cuenta que la temperatura en el centro de la

tapa superior es Ti. De esta dltima igualdad se tiene que

T1

By ——— ——
Senh (Bilo}

(1.24)

Es importante observar que 81 queda evaluada por ‘la condicién que
relaciona a las constantes de separaclén a®- B:z = 12. ya que por un
lado a queda determinada por (1.19), mientras que y se evalda a partir

de la soluclién (1.6) de la ecuaclén temporal cuando definimos a

(1.25)

como la constante de tilempo, la cual indlca el intervalo de tiempo en
el que el sistema termodindmico reacciona ante una diferencia de
temperatura, Dicha cantidad se evalua experimentalmente. Al igual que
T, la difusividad x tamblén se puede determlnar experimentalmente y

depende del medio a través del cual tenga lugar el flujo de calor.



Resumlendo, sl las condicliones de frontera se modifican de tal
modo que en la pared lateral del cllindro y en la tapa inferior la
temperatura sea cero, mlentras que en la tapa superior varie como
funcién de r, entonces la distribucién de temperatura en cualquler

punto dentro de la cavidad clilindrica estd determinada por la relaclién

T1 Jotar) Senh (B1 2
Senh (B1ils)

Titr,m) = (1.26)

en donde « estd deteraminada por (1.19) y Bi se calcula a partir de la
relactén o - Biz = 1’.

Pcr otra parte, la forma particular de la solucién (1.23) queda
determinada por el requerimiento de que la temperatura se anule en
z = 0 para cualquier r arbitraria y en r = ro para toda z. Entonces,
para diferentes condiciones a la frontera, la funcién de distribucién
de temperatux.'a tomara una forma distinta.

Sin embarge, la ecuacién (1.23) representa una serle de
Bessel-Fourler que es aproplada para un Intervalo finito en r. Si
re 3 @, la serle se transforma en una integral en wuna forma
completamente andloga a 1la transformacién de una serle de Fourier
trigonoméirica a una integral de Fourler? Asi, por ejemplo, si la
temperatura es finita para 2z 2 0 y se anula para cuando z 3 o,

entonces la forma general de la soluclén para z = 0 debe ser
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Ttr,2) = Bt Jo(ar) 0Bz

que es la funcién de distribucién de temperatura determinada en la
geccién anterior. Por 1o que se observa una equivalencia entre las
funciones de distribucién (1.21) y (1.23).

Una vez que se ha determlnado la distribuclén de temperatura
dentro del cllindro, en el sigulente capitulo se procedera a
determinar la forma y el comportamiento de las lineas de flujo de
caler en este slstema,

Se pretende encontrar la forma general de la ley de Fourler para
el flujo de calor total en un cllindro de longitud variable, a partir
de la cual se analiza el flujo en las frontera goonétricas del sistema

termcdinamico.



LEY GENERALIZADA DE FOURIER PARA EL FLUJO DE CALOR
EN SISTEMAS CON SIMETRIA CILINDRICA

2.1 LEY GENERALIZADA DE FOURIER: EL FLUJO DE CALOR TOTAL.
2.2 El. EFCTO DE LAS FRONTERAS EN EL FLUJO DE CALOR: LA FUNCION
EFECTO DE FRONTERA.



2.1 LEY GENERALIZADA DE FOURIER: EL FLUJO DE CALOR TOTAL.

El objJetivo principal de esta secclon consiste en determinar
la forma analitica para el flujo de calor dentro de la cavldad
cilindrica, a partir de las funciohes de distribucién de
temperatura obtenidas en el capitulo anterior y que estan dadas
por las ecuaclones (1.21) y (1.26).

Primero se determinard la ley generalizada de Fourler a
partir de la funcién de distribucién (1.21) y se procederd en
forma andloga con la funcién (1.26).

S1 consideramos la ecuacién (1.21), podemos representar
matematlicamente la varlacién de la temperatura T(r,z) con respecto
a la de la tapa 1inferior en cualquler punto dentro del

cilindro. La variaclén de la temperatura la determina la relaclén
Tir,z) = To = To {Jolor) O-Bz - 1) 2.1)
El flujJo de calor total J-T(r.!) dentro de la cavidad
cllindrica estA determinado por la ley de Fourler
JT(r.:) = - k ¥ (T(r,2) -~ To) (2.2)

en donde k es la conductividad térmica del medio.



De acuerdo a la simetria geométrica del slstema, el operador
gradiente se escribe en coordenadas cllindricas y de la ecuacién

(2.2) se tiene

J—f -k [ 9 _(Twa -To) A, & i (Ttr,z) — To) Q] (2.3)
ar az .

en donde el término correspondiente al 4ngulo @ se anula debido a
la simetria establecida en el primer capitulo.

Es posible expresar el flujo de calor total en términos de
sus magnitudes correspondientes en la dlreccién de r, dada por
Jr(r.z) y en la direcclén z por Jz(r,z).

De esta manera la ecuacién (2.3) se modifica en

J_T(r,z) = J‘_(r.zl [ Jz(r.z) 8 (2.4)

en - donde 1a magnitud del flujo de calor‘en’la ‘direcciéon rigg =" =77

8 _ (Ttryz) - To) .‘ o ('2.“5)

Jtrz = -k
r ar

mientras que para z viene dada por

-k 8 (T2 - To) 2.6}

Jmm =
= 8z
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Una vez que se han expresado las formas de las componentes
del flujo de calor en las dlreccicnes r y z, resta determinar la
forma analitlica de este par de funclones. Con este propésito,
partiremos de la ecuacién (2.4) en la que sustituimos las

componentes del flujo (2.5) y (2.6)

Jp = -k 2 (Mrm =To) 4 8 (Fex ~To) g (59
. ar : - az

con’la rgiébldﬁ .'(27.._1‘)'>1'a Gltima lgualdad se transforma en

Ji=kate e B2 Jian &+ kg To 0 P% Jotam 2 2.8)

en donde Ji(ar) es la funclén de Bessel de primera clase de orden
uno. Es importante sefialar gque la ecuacién (2.8) no presenta la
forma de la ley de Fourler debido a 1la ausencia del operador
diferencia de temperatura. Con el objeto de llevarla a esta forma,

utilizamos la ecuacién (2.1) de la que se tlene

Tir,z) -~ To 2.9)

To =
dotar) @ PZ - 1
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Finalmente, al introduclr el valor de (2.9) en la ecuacién
(2.8) obtenemos el flujo de calor total en cualquier punto dentro

de la cavidad clilindrica, esto es

Tis) = To_ | & ditae £+ 8 dotan 2 ]

J-(r.z) =K
T Jo(ar) - e‘Bz

(2,10}

La ecuaclén (2.10) es la ley generalizada de Fourier para el
flujo de calor en cavidades con simetria cllindrica. Ademés,
expresa las modlflicaciones a la ley de Fourler conocida debldo a
la presencla de las fronteras teniendo la facultad de analizar las
casos limites mids sencillos cuando varlan los parimetros de tal
manera que se obtiene la ley de Fourler para el flujo de calor.

De la relacién (2.10) se observa claramente que el flujo de
calor dentro de la cavidad tiene componentes a lo large de 1la
direccién radial como de z. Esta consecuencia radica en que la
distribucién de temperatura dentro del cilindro depende de las
variables r y z, por lo tanto, habrd un gradlente de temperatura
quien dara origen al flujo de calor en estas direcclones.

Tal y como se indicé al principio de este capitulo, se
procederd a determinar la ley generallzada de Fourler para el caso
en el que las condlciones a la frontera se modifican de acuerdo a
la secclén 1.4, De esta secclén se tiene que la funcién de

distribucién de temperatura viene dada por
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Titr,2) = T2 Jolar) Senhifiz) (2.11)

en donde Tz queda definida por la lgualdad

T1

Tz 8 ——————
Senh(BilLo)

A2.12).

v o esti determinada por (1.19) mlentras'que B1 de léé relaciones
o - ﬂf = 1z y (1.25).

El. flujo de calor total Ju_(r,z) dentro de la cavidad

cilindrica, queda determinada por la ley de Fourler

J"_(r.z) = - k V (Titr,2)) (2.13)

en la que de acuerdo a la simetria del sistema, el -operador. -
gradiente se escribe en coordenadas cllindricas para que la

ecuacién (2.13) se transforme en

J—"(m, --x [ & (Titr,z) A, 8 (Turnn) Q] (2. 14)
ar 8z
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Si susutulmos la [uncidn de dlstrlhuclén (2; ll) en” (2 14)

con un senclllo desarrollo matemético la expreslén anterio

la forma

Jyotinr = v a Te SenhBiz) Siiar).® - i B1 T2 GoshiBiz) Bacac) 2

que de. acuerdo a la. Lgualdad'

transf.‘orma en

Jygtrent = K Taie,a [agm_'_ & gy Coshin 4 ]
- Jotar) SenhB12) (2.18)

“I?-‘.sta ecuac"lér'\‘r‘b rgérésénta la les; generalizada de Fourler
correspond‘ie‘nte‘ a la.:funcién . de distribuclén de temperatura
(2 11).

.De la relaclén (2 15) se observa tamblén que las componentes
del flujo de calor son a lo largo de las dos direcclones, debldo a
" 18 forma que presenta la funclén de dlstribucién de temperatura
en términos de r y z.

En la sigulente secclon se analizarid el comportamlento del
fluje de calor total correspondlente a las ecuaclones (2.10} y

(2.15) para los casos especlales descritos a contlinuacién.
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2.2 EL EFECTO DE LAS FRONTERAS EN EL FLUJO DE CALOR: LA FUNCION
EFECTO DE FRONTERA.

En esta seccién se analizari el comportamliento del flujo de
calor para los casos especiales en las reglones limites de 1la
geometria del sistema.

Para llevar a cabo nuestros propésitos, partiremos de las
ecuaciones de flulo de calor total en las que, por separado, se
reducen a los casos especlales de acuerdo a las copdiclones
establecldas en cada uno.

A) Como un primer caso se anallzarid el comportamiento del
flujo de calor total cuando r » 0. Esta condlclén corresponde a
una reglén cllindrica en la vecindad del eje del sistema, Asi, la

ley generalizada de Fourter, ecuacién (2.10), se transforma en

Yo,z) = To A
_— 2

Jem =k8 (2.16)
T 1 - QBZ
mientras que para la misma condlcién de (2.15) tenemos
Jp2 = -k B ATI,m [—C-Lh‘“‘—z’-] 2 (zam
Senh(B12)
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Est;as ecuaclones muestran que no existe flujo de calor en la
dlrecc_lén radial, sino que la Unica componente es a lo largo del
"eJe z. En otras palabras, en la vecindad del eje de la cavidad
cliindrlca el flujo de calor es lamlnar., No obstante que en la
superfitle superior la temperatura sea funcién de la varlable
radial, en la vecindad del eJe del sistema, el flujo de calor
tiene una séla componente.

Vamos a modificar las ecuaciones (2.16) y (2.17) con la
intencion de analizar el efecto de las fronteras en el flujo de
calor.

Primero se describe el efecto producido en la ecuaclién

(2.16), 1a que reescriblmos de la forma

3 _ AT(z) = - Bz
G [xE@ ) [ =] emw
1 -¢
en donde A‘l‘(rz) = T(o;:) - T vy ia cant idad eﬁtr; él baréntesls

izqulerdo es la ley de Fourler en su forma canénlca}

Para simplificar la ecuvacién (2.18), definimos la funcién

E‘_(z) como

- Bz
— & (2.19)

Etz) =
‘ 1 -¢
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y asi la reléplén (2.18) sg.'tra'nsforﬁa en’

“L(z) = [— 3 —AT% ;] E‘_(z) ‘ ) (2.20)

Es muy importante observar que a partir de la relaclén
{2.20) se muestra que el flujo de calor estd determinado por las
modificaciones que 1introduce Er(x) sobre la ley de Fourier. Los
efectos que representa Er(z) sobre el flujo de calor son los
producidos por las fronteras del sistema. Es declr, para el caso
en el que z90. la funclén exponencial de (2.19) se desarrolla
como

<]

P R

|y de esta manera E‘_(z) = 1. Por lo tanto, el flujo de calor se

obtiene de (2.20)

Aln o (2.21)

Jt(z) = -k

la cual coincide con la ley de Fourler candnica.
Por el contrario, para el caso en el que z sea grande, la

funcién Er"’ alcanzard su valor maxime y, per le tanto, el flujo

a1



de calor (2.20) presentara su miximo efecto.

Resumiendo, en el flujo de calor laminar hay efectos de
frontera que se observa a través de la exponencial de la funcién
E‘_(z). S6lo cuando z +» 0 este efecto se anula y tomard su maximo
valor cuando z es mixima. Por esta razén, a la funcién Er(z) dada
por la ecuacién (2,19) la llamaremos Efecto de Frontera.

fa gr&fica del gradiente de temperatura AT(z) se muestra en
la figura (2.1). Se observa que el efecto de frontera Erm es
despreclable cuando z + 0, en este caso el comportamiento 1lineal
de AT(z) lo describe la ley de Fourier canénica. S} z 2 o, la
curva tiende a un valor asintético debido a la exponencial de Er'

En esta figura se observa que cuando 2 2 O el comportamlento
del flujo de calor es lineal, tal y como lo predice la ley de
Fourler canénica (2.21). Sin embargo, a medida que z aumenta, la
curva tlende a un valor asintético.

Ahora se va a describir el efecto producido en la ecuacién

(2.17). Esta relaclén la escribimos de la forma

J—“m o [_ " AT;(:) ‘] [ 81z Cosh (812 ] (2.22)
Senh (812)

Del mismo modo definimos a la funcién efecto de frontera

E oy (¥ €OmO
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Flgura 2.1: Cuando 2 4 0 el comportamlento 1lineal “del

gradiente de’ temperatura lo describe la ley de Fourler canénica,
mientras que a medida en que aumenta z se manifiesta el efecto de

frontera. La curva es descrita por la ecuaclén

AT(z) -
fz *

1 -¢

-J.(z) =k 8
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E ey = _B12 Cosh B1z)
1 i Senh (Brz)

(2.23)

"y ent.onqt‘é:e_i'la relacién. (2:22) se simplifica’y sé eserib

De un mode simllar que la relacién (2.20). la ecuacién (2.24)
muestra que el flujo de calor es modificado por la presencia de la
funclén efecto de frontera, la cual, cuandoe z 3 O, es posible
hacer aproximaciones sobre las funclones hlperbéllcasm de tal
manera que Cosh (B1z) = 1, mientras que Senh (Biz) = Bi1z y, por lo
tanto, En(z) = 1y el flujo de calor (2.24) es reemplazado por la
ley de Fourier canénica

T AT 4
z

Jn(z) = -k (2.25)

El caso contrario ocurre cuando z sea méximo, en este limite

Senh (B12)
Cosh B12)

= Tanh (B12) = 1
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y' lafunclén En(z) alcanza su valor miximo, entonces el flujo de
calor (2.24) tiepe su maximo efecto. 7

>Por lo tanto, en el flujo de calor laminar dado por 1la
ecuaclién (2.17), existe efecto de frontera a través de la funcién
Tanh (B12) contenlda en E“(z). Este efecto de frontera se anula
cuando z tiende a cero y es méximo para valores de z muy grandes.

El comportamiento del gradiente de temperatura ATi(z) de la
ecuaclién (2.17) se muestra en la figura (2.2). En este caso la
funcién Tanh (B1z) afecta a ATi{z) a través de la funclén efecto
de frontera En(:). 51 z <+ 0, el comportamiento lineal del flujo
de calor lo describe la ley de Fourler canénica., mientras que si
2z aumenta la curva tiende a un valor asintético.

B) Por otra parte, el comportamiento del fiu)o de calor total
en la pared lateral de la cavldad, se obtiene c¢on la condicidn en

que T 3 ro. Por lo que la ecuaclén (2.10) toma la forma

To
Hz

JT(ro,z) =k a M {aroy & (2.26)

Donde se observa que el flujo de calor sblo tiene componente
en la direclén del radio, lo cual significa que el fluje de calor
es ortogonal a la pared del cilindro. Resultado que era de
esperarse debldo a que la pared lateral constltuye una superficie
isoterma.

De un modo similar, conslderemos la ecuaclén (2.15), para la

cual, cuando r - reo se tiene
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Figura 2.2: S1 z 9 0 el comportamlento lineal del gradiente
de temperatura lo describe la ley de Fourler canénica. Cuando 2
tlende a infinito, el efecto de frontera hace que la curva tienda

a un valor asint6tico. La curva es descrita por la ecuacién

—_

J"(z) ==k £ .__Hj_(_z.’_...;

Tanh (B12)
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Jyfrez = 0 o 2.27)

debido a que el gradlente de tempe'ratura ATitro,z) = 0 y por lo
tanto no hiy flujo de calor.
Es importante anallzar los casos en los que z + 0y Z2 & Lo,
Consideremos primero que 2 + 0. En estas circunstancias la

funcldn exponenclal tlende a uno y la relacién (2.26) ge reescribe

jT(l‘o,D) =% a To Jitare)

entonces el flujo de calor tienme un valor constante en la pared
lateral del slstema, cuya Unica direccién es a lo largo del radio.

Si se supone que 2z 3 Lo la relaclén (2.26) se escribe
Jtrale) = k « Tt Jrtare £

y el flujo de calor en la superflcle superior tiene un valor
consta;xte y su direcclén es radlal.
los inclsos anteriores son casos especlales cuando se han
considerando los valores extremos para la variable r. De un modo
similar, se analizard el flujo de calor tutal a partir de las
ecuaciones (2.10) y (2.15) para los limites en que 2 + 0 y z = Lo.
C) Consideremos que z # 0. En la tapa Inferior del cilindro

el flujo de calor total, ecuacién (2.10), viene dado por
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Jr(r.o) =k To [a N &+ Jotan) 2 ] 5 (2.28)

: en donde ge ha tomado en cuenta que Ttr,00 — To = To (Jotar) - 1).

Por lo tanto, el flujo de calor tiene anbas comﬁnentes q\.:e
corresponden a c¢ada direcclén.

Este caso es una consecuencia de’I hecho de que en la tapa
inferlor la temperatura no es constante, sino que varia como
funcién de r, que de acuerdo a (1,21} estd determinada por 1la
relacién Yir,0) = Tq Jotar).

Por otra parte, de la relaciédn (2.15) para el flujo de calor

total, se tiene que 8l z 5> 0 entonces

j(r:):kﬁx T1 [u-le(llr)#—Ja(ar)Q]
e Senh (f1Lo)

en la .que se muestra tamblén que el flujo de calor tiene
componentes en ambas direcclones.
D) El1 dltimo de los limites por analizar es cuando z - Lo.
Con 1la condicién para 1la cual z » Lo el flujo de calor

total, dado por la ecuacién (2, 10), se escribe como
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tr,Lo) = 1 |« Jitar) . ¥ tar) =z {2,
 trole) = KT 3 P4 B dotan 2 (2.29)

Analogamente, -si z- > Lo, entonces de ‘la rel;ﬁclbn (2,15)7 88"+

tiene due

Jp Loy = K Tt Jotar) [ a B A geatnegiLey £ ] 2.30)
. Jotar)

Por lo tanto, al igual que el inclso anterior, el flujo de
calor determinado por las ecuaciones (2.29) y (2.30), tlenen
componentes en las dos direccicnes como consecuencia de la
dependencia radial de la temperatura en la superficle superior de
ambos casos. Las ecuaciones (2.29) y (2.30) representan el flujo
de calor que de la superficlie superlor se trasmite hacia todo el
sistema.

Finalmente, se debe hacer hincaplé en @e las dos direcciones
del flujo de calor total, dado por la ley generalizada de Fourler
ecuaclones (2.10) y (2.15), son una consecuencia inmediata de que
en la superficie superlor la temperatura es funcién de la varlable
radial, permitiendo de esta manera la existencia de un gradlente
térmico en esta misma superficlie, originando asi el flujo de calor

en la direcclén radial.
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En el siguiente capitulo replantearemos el problema original
y se conslderard una superficle 1isoterma, cuya dlstribucién de
temperatura serd una aproximaclén de la ecuacién (1.21), a partir
de la cual, y en forma aniloga a la secclén 2.1, se obtlene la
expresién analitica para el flujo de calor total dentro del
cilindro, de la que se anallzarin sus consecuenclas para los casos

de fronteras variables.
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*® PRIMERA PARTE *

3.1 FLUJO DE CALOR EN VARIABLES RELATIVAS: VARIACION GEOMETRICA.

En este capitulo se analizarid la ley generalizada de Fourler
para el flujo de calor dentro de la cavidad cllindrica para los
casos en que las fronteras geométricas tiendan a valores extremos
con respecto a cada una de las dimensiones correspondientes a las
variables del  sistema termodinamlico. AdemAs  se define
analiticamente la forma general para la intensidad de temperatura
{AT) como fuerza impulsora de calor y la constante de tlempo (T),
y se obtendria una relacién matamitlca entre ellos. Posteriormente
las ecuacliones de estos parametros se reduclrin a casos
particulares de acuerdo a las condiciones que previamente se
establezcan.

El objetivo de la presente sccclén es determinar la relacién
que existe entre el fluJo de calor total y la componente del flujo
de calor que corresponde a algunas de las direcciones del sistema
termodindmico cuande uno de los limites de la cavlidad se extiende
a valores mucho mayores con respecto al otro.

Para llevar a cabo nuestro propésito, se va a considerar la
ley generalizada de Fourler que nos determina el flujo de calor

total dentro de la cavidad cilindrica, dada por la ecuaclén
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T = To [ @ Juan & + 8 Jotar £ ]

J tr,z).= K
T Jolary - oBz

A3

Como ya se comentd, la ecuaclédn (3.1) expresa las componentes
del flujo de calor en cada una de las direcclones del sistema.

Por otra parte, s! deseamos calcular el flujo de calor en la
superflcle superlor de la cavidad, basta sustitulr el valor de

z = Lo, que corresponde a esta superficle, en (3,1) para obtener

A

Jytriley = k T1 [« dianr 2 ¢ 8 doan 4] (3.2)

Al igual que (3.1), la ecuacién (3.2) muestra también las
componentes del flujo de calor que corresponden a las direcciones
2 y £  del sistema. El primer elemento del segundo miembro de
(3.2}, es el flujo de calor Jr en la direcclén del radio, mientras
que el segundo elemento representa el flujo de calor J_: a lo largo

del eje de la cavidad cilindrica.

S1i los parimetros a y 8 dados por

U VO T S |

re Tro ]

In (1) 3.3
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los sustitulmos 'en-la ecuacién (3.2), ;e'ntp'nces‘ ‘1a’ ‘magnitud "del

flujo de calor total se escribe como

P ({;‘-)1:’:(%—

. 'jT(F.Lo) Iz

Vamos a supnner que mantenemos fiJo ‘un: valor del radio.
dlgamos n, entonces dividimos (3.4) entre |J tr1, Lo)[ *:0:y con.

un sencillo desarrollo algebralco se transforma en

’ 2
12 T1 LY
13+ - - [ kT1 1n(-.—r;—) Jo(. s n)] .5

|‘_j_,l_"(r1..Lo)|2 r?

“en”donde '1a° magnitud del flujo de calor |Jr|.en la .direccién del.

radio est& expresada por

1) =

Finalmente, eséru’ﬁfn'o'sv’l»d ecuacién (3:5) de la forma
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N 2 ;
-1 A a7

Z 2 <
[Jpert Lo |
en donde Aa es una constante definida por

T A 2
.- PR EIE NS ] e

rn? |.J,I,(r1,l.o)|2

mientras que

(3.9)

representa el cambio de varjable, el cual aumenta a medida que Lo

se increzenta con respecto a ri.

De este modo, la ecuacién (3.7) advierte que si la longltud
de la cavidad aumenta mucho mas ripido que el radio, entonces
cz + @ y, por lo tante, el segundo elemento del miembro derecho
de la ecuacién (3,7) tlende a cero, Asi, la relaclén entre el
flujo de calor en la direcclén del radio y el flujo de calor total
tiende a uno,

Esto significa que cuando la longltud del cilindro sea mucho
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mayor que el radio, el flujo de . calor total tlene como unlca
componente el flujo de calor radial, debido a que la componente
del flujo de calor correspondiente al eje del sistema
termodinimico tlerde a cero.

La gréifica de la ecuaclén (3.7) se wmuestra en la flgura
(3.1). En la figura se observa que si Lo » r1, el flujo de calor
en la direccién del radlo corresponde al flujo de calor total
dentro del sistema termodinamico.

Conslderemos ahora la ecuacién (2.15) y desarrollemos el
mismo procedimlientc que se hlzo con (2.10).

De acuerdo a (2.15), el flujo de calor trasmitido por la tapa
superior del cilindro hacia la cavidad es determinado por la

slguiente 1gualdad

J-“(r.l..a) =k T1 Sotar) [ « ey - B1 CothipiL.a) 2 ]
Jo(ar)

El prizer elemento del mlembro derecho de 1la ecuaclén
anterior corresponde al flujo de calor J“ en la direcclién del
radio, mientras que el segundo elemento representa el flujo de
calor J-lz a lo largo del ele del cllindro.

La magnitud del flujo de calor trasmitido estad dado por la

sigulente igualdad
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FLUJO RELATIVO

0 : i 1 } " i I 'Y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

LONGITUD RELATIVA (g2 = L2 7 £2)

Figura 3.1: Relacién entre el flujo de calor radial y el flujo
total., Cuando Lo » ri1, el flujo de calor total tiende a un valor
correspondiente a la magnitud del flujo de calor en la direcclén del

radlo. Para este caso la componente en la direccién a lo largo del eje

del cllindro tiende a cero.
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- 2 - :
10, te Lol = [kmasn] + [k 8 g0 coth miLa]” (3,100

Vamos a suponer que mantenemos fljo un valor del radio,
digamos ri. Al dividir la ecuaclén (3.10) entre |J‘T(r1,l.o)lz_ +. 0

y con un sencillo desarrollo algebralco tenemos

- 2 2
|J“| o1 2[ k T1 At Jx(mrn] Goa1)
Lo

- 2
'J”‘"-L"’lz (%) 'Jﬂ‘”'l“"lz

en donde se ha utilizado la relacién para a dada por (1.19).y la
magnltud del flujo de calor l,:l-ulz en la direccién del eje de la
cavidad es determlnado por

2
1 0% - [k 75 81 Jotarns coth ¢giLa] (3.12)

La ecuacién (3.11) toma la forma

—_— =1 - — (3,13)
|jﬂ(r1,Lo)|z £
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en donde la cantldad B2 se define como una constante la cual se

determlna por

[ kT1 A1 Jx(ari)] - S (3.14) 7

Lo® J pemkal®, o

mlentras que

£ a2 {3.15)

representa el camblo de variable, el cual aumenta a medida que ro
se Incrementa con respecto a Lo.

AnAlogamente a (3.7), la ecuacién (3.13) nuestra que si
variamos ro de tal modo que ro » lo, entonces E?' ¥ ©, lo cual
slgnifica que si el radio de la cavidad es mucho mayor que Su
longitud, el segundo elemento del miembro derecho de (3.13) tiende
Va cero y., por lo tanto, el flujo de calor total dentro de la
cavidad corresponde al flujo en la direccién del eje del sistema.

La grafica de la ecuaclén (3.13) se muestra en la figura
(3.2). En la figura se observa que sl ro » Lo, entonces dentro del

sistema el flujo de calor es laminar,
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FLUJO RELATIVO

l31zl2

(37el2.

2} 2
s
Lg
0.1 ¢
0 e} ’
1 2 3 5 6 7 8 9 10

LONGITUD RELATIVA { X 2)

Figura 3.2: Relacién entre el flujo de calor azimutal y el flujo

total, Si ro » Lo, entonces el flujo de calor total es paralelo al eje

de la cavidad cllindrica.
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. 3.2 LEY DE FOURIER EN SISTEMAS CON SUPERFICIE ISOTERMA: LA
APROXIMACION CUASI-CONSTANTE PARA EL FLUJO DE CALOR LAMINAR.

El resultade central del segundo capitulo radica en
considerar que, si e'n la superficie superior del cllindro la
temperatura es funclén de la variable radial, entonces dentro de
la cavidad cilindrica el flujo de calor tolal estd determinado por

la ley generallizada de Fourler ecuacién (3.1), la que contempla

clar te las p tes del flujo en las direcclones de £ Y 2.

Vamos a modificar por un Instante el planteamiento del
problema iniclal descrito en la secclén 1.3 con el prapésito de
demostrar que existe una reglén cilindrica dentro de la cavidad en
la cual el flujo de calor es laminar.

Para determinmar el calculo de una nueva condlcisn, se
considera una cavlidad cllindrica de radlio Ro. Se supone también,
que dentro de la cavidad cllindrica, la distribuclén de
temperatura estid dada, de acuerdo a los resultados obtenidos en el
primer capitule, por
8z

Tir,) = To Jolar) o (3.16)

en donde claramente se observa la dependencia radial.

Ademés, el flujo de calor total dentro de este sistema, se

€0



determina por la ley generallizada de Fourler, en la que se observa
que las lineas de flujo constituyen un problema bidimensional, la
cual esta representada por la ecuaclién (3.1).

Por el momento el objetivo es determinar la condiclén bajo la
cual la componente radial de la ley generalizada de Fourler sea
préximo a cero.

Esta condleién se obtiene a partir del comportamiento griflco
de la funcidén Jitar), en la que se observa que para valores del
argumento tales que ar « 1, se tlene que Ji{ar) -» 0. Por lo tanto,
para el caso en el que ar « 1, la contribucién radial al flujo de
calor total se anula, y de esta manera, la ley generalizada de
Fourler representa el flujo de calor en la direccién a lo largo

del eje del sistema, es decir

T = T(z) - To A
Jr(z) =k f ———Tz

1-e

Notese que en la Ultima expresiodn se ha escrito T(z) en lugar
de T(r,2), la razén estima del mismo hecho en que para ar « 1, Ia
funcién de Bessel Jo tiende a uno y, por lo tanto, como resultado

de la ecuacién (3,16) se tlene

Tirm = To Jotar) 0 P2 » T(z) = To 0 P? (3.17)
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Debemos hacer hincapié en que la condicién sobre el argumento
ar de la funcién de Bessel S1 nos determina la regién dentro del
cilindro en 1a cual el flujo de calor es laminar. La base de este
afgunento radica en las mismas caracteristicas de la condiclén,

debldo a que si ar « 1, entonces.
re—Re o 2 R (3.18)
S

Por lo tanto, en la regién cllindrica de radio ro menor que
2/5 Ro, el flujo de calor es laminar, mientras que para radlios
mayores, el flujo tiene componentes radiales. Figura (3.3).

La aproximacién dada por (3.17), muestra ademis, que en la
tapa superior del cilindro de radio reo, la temperatura puede ser
considerada como una constante. De esta manera, se considara
necesarlo que para obtener el flujo de calor total en una séla
direcci6tn, la temperatura de la tapa superior de la cavidad
cllindrica debe permanecer constante a lo largo de toda 1la
superficie, y de este modo, el problema de conduccién de calor en
dos dimensliones se transforma en un problema unidimensional.

Finalmente, la aproximaclién, que determina la regién del
flujo laminar dentro del sistema, 1la llamaremos aproxXimaclén
cuasi-constante,

Ahora vamos a determinar cudles serian las condiclones
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Figura 3.3: En la regién cilindrica de radio menor que 2/5 Ro el
flujo de calor es laminar. Para reglones de radio mayor exlisten

componentes en las dos direcclones.
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operacionales para un slstema termodinidmico con simetria
cilindrica y con tapa superior a temperatura constante.

Con este propdsito, resulta evidente que la pared lateral y
la tapa superlor del cilindro no deben estar en contacto térmico
uno con otro {condicién de aislamiento). De lo contrario, exlstiri
un gradiente de temperatura entre ellos y por lo tanf{o un flujo de
calor en la direccién del gradlente, que en este caso corresponde
a la direccidn del radio, De esta manera, habrd una transmisién de
energia en forma de calor que evitari que en la tapa superior la
temperatura permanezca constante,

Sin embargo, es posible impedir el contacto térmico a través
de una pared adlabatlca, de tal manera que la tapa superlor y la
pared lateral del cllindro se encuentren aislados y, por lo tanto,
evitar el flujo de calor y garantlzar que la superficle superior
sea una lsoterma.

Es posible que en la practica deba considerarse una pérdida
de la energia transmitida en el punto de contacto tapa-superficle
lateral del cilindro, debido a que el alslamlento perfecto no
existe.

El gradiente generado por dichas pérdidas, puede ser muy
grande debido a la presencla de una diferencia de temperatura en
un pequefio anillo muy proéximo a la frontera de la superficie
lateral. En tal caso, para compensar las pérdldas, el suministro
del correspondliente flujo de energia serd la condlcién necesaria

para mantener la superflcle superior a temperatura constante.



Ademas de la condicién de aislamiento menclonada antes, se
requiere de un suministro uniforme de calor a lo largo de teda 1la
tapa superior del cilindro. De esta forma se evita la dependencia
de la temperatura en la direccién del radio.

Bajo estas condiclones, la funcién de distribucién dada por

la ecuacién {3.17) se reduce al caso

Tt = To e P2 (3.19)

en donde claramente se observa la independencia radial.

La ecuacién (3.19) no debe interpretarse como una
aproximaclén matemdtica sobre la soluclén, sino como una condiclién
fisica consecuencta de la constancla de la temperatura en 1la
‘superficle.

A pesar del comentarlo anterior, ain se considera posible

escribir la dltima relacisn como

Tz = € To L

en donde £ es el factor que reditda de la funcién Jotu) como

resultado de ser una funcilén constante. Sln embargo, como
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cualquler constante que sea factor de To segulrd representando la
temperatura en la funcién de distribucién, se mantlene escriblendo
To y sin perdlda de generalidad hacemos € = 1 y la consecuencia
se muestra en la ecuacién (3.19).

A partir de 1la solucidn (3.19), podemos representar
matemiticamente la variaclén de la temperatura T(z) con respecto a
la de la superflicie inferior, tomando en cuenta que para esta
superficie en z = 0, de la ecuacion (3.19) se obtiene que la

teaperatura es To. La varlacién de la tempetatura la damos por

T - To ='Ta (o P2 - 1y (3.20)

Por otra parte, ‘el flujo de “calor‘ total dentro de la cavidad
estar4 determinado por la l'ey de Fc;urler,- en donde el operador

gradlente actta sobre {3.20), esto es
J@ =-xV (@ - To) (3.21)

Pese a la simetria del sistema termodinamico, el operador
gradiente de la ecuacitn (3.21) se escribe en su forma mAs

sencilla respecto a la variable z



Flnalmente, si se introduce ei vélor,de (3.42'4)‘ en la ecuacién
(3723), obtenemos™ ‘el flu_jo.' de —calor t't‘artlar.li{;en"(:'ualq‘uler punto

dentro de la cavidad cilindrica

Tz = To A (3.25)

Este resultado nos indica que las 1lineas de flujo calorifico

tienen una sola direccién y es a lo largo.del eje del cllindro. En
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contra punto al considerar que, sl la temperatura de la superficie
superior depende del radlio, entonces el flujo de calor total es a
lo largo de las dos direcclones.

Como en esta superficle la temperatura permanece constante,
las lineas de flujo son paralelas al eje del sistema y entonces

dentro de la cavidad cllindrica el fiujo de calor es laminar.
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* SEGUNDA PARJE *

3.3 FORMA GENERAL DE DOS PARAMETRGS CARACTERISTICOS: LA INTENSIDAD
DE TEMPERATURA Y LA’ CONSTANTE DE TIEMPO.

El objetivo principal de esta seccidn es obtener la expresién
general para la intensidad de temperatura y la constante de
tiempo, parametros que se caracterizan en sistemas no
estacionarios. Ademis, se demostrara que estos pardmetros dependen
‘de lag dimenslones geométricas del sistema.

Para llevar a cabo este objetlvo, se considera que el sistema
recibe una cantlidad de calor J constante y uniforme.

El punto iniclal del tratamlento es realizar un balance de
energia“ en el sistema termodinimice. Basado en el principio de
conservacién, el balance de energia es determinado mediante la

relacién

A Ao SRt (3.26)
at

El primer elemento del miembro lzquierdo de (3.26) representa

la energia que se sguministra a 1la superflcie superior del
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cilindro, mlentras que el segunde término es la energia que
corresponde al flujo de calor total transmitide dentro del
sistema. El1 nmiembro derecho de esta misma ecuacién es el
correspondiente al camblo de energia Interna en el sistema
termodinamico o la energia absorbida por el cilindro.

En la ecuacidn (3.26) ¢ es la capacidad térmica del material
de la tapa superior a volumen constante, ) es la energia que ésta
absorbe por unidad de Area y tlempo, Jr es el flujo de calor total
transmitido dentro del cllindro y A es el area de la superficie
superlor.

S1 sustitulmos el té&rmino correspeondiente a la magnitud del
flujo de calor total J—r(r.z), dado por la expresién (3.1}, en la

ecuacion de balance (3.26), esta relacion se transforma en

12
Tir,z,t) ~ To cr.z.llz + ﬂzJoz ar(r,x,t)
-~JA+YARK—22— - e——
Jotary - &2 8t

(3.27)

en la que por comodidad se ha escrito Ji y Jo en lugar de Jitar) y -

Jotar), respectivamente.

Con el objeto de facilitar los subsecuentes cdlculos, vamos a

definir las slgulentes funclones

T0



T(r.:,r.). - T(r.:;t). =To. "y~ -Vt(r:.zi P Feroo -0 (3. 28)

en donde Fir,z)_es una funcién definida por

-
Jatar) ° (3.29)

1wz
[o® % + g2 so2aan]

Fir,z) =

la ecuaclon (3.27) se escribe

entonces,
J Faeym aTtr, 2,0
et Tiryyt) & = T —————
8t
o bien
aJtr,z,0) o
———— (3.30)

Utr,z,t) = = ¢
1
en donde |Jtr,z,%) queda definlda por la relacién

J Fte, )
Utrezt) = -~ o 4 Tiryz,0) {3.31)

n



51 suponemos que J y los otros parhetrés son independientes
del tiempo, es poslible integrar la ecuacidn (3.30) con la
condicién de que para wun tlempo t = 0, la temperatura sea To,
mientras que para un tlempo t arbltrario sea Tir,z,t).

Sin embargo, estas condiciones se transformarin debido -ai
cambio de variable (3.28) y (3.31).

En efecto, sl suponemos que t = 0, entonces la temperatura esg
To y de acuerdo a {3.31), {tr,z.00 = ~ J Ftr,2) / k . Ademds, para
un tlempo t arbitrario se obtlene la funcién Utr.z,t).

El resultado de Integrar la ecuacién {3.30) y considerar los

1imites de integracién desarrollados antes lo escribimos de la

siguiente forma

t throx,0
-] -
0 Utr,2,0

por lo que la evaluaclén nos comduce al resultado

Utr,zt) = Jir,z,00 e-t“

Con las deflniciones (3.28) y (3.31), esta ultima igualdad

se¢ transforma en
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J Firx -t/f)

Tret) = To 4 e (1= @ (3.32)
. ; .

Finalmente, recordando que Fir,z) fué definida por (3.(19), ‘la

ecuaclén {3.32) toma la forma

J ' _ B2 T e
Tir,z,t) = To + —= Jotary - e (1-e t/t

172
x [az sl + 82 doPian)

)

(3.33)

Esta expresién representa la forma general de la distribucién

de temperatura dentro del cilindro en términos del flujo de calor

que incide sobre el sistema.

Por otro lado, definimos a T(r,z) como la constante de tiempo

cuya expresién muestra una dependencia con la longltud de

cavidad y el radio. La constante de tlempo se introdujo a través

de la ecuacién (3.28) y estd dada por

- o2
Tir,2) = —5 Jowe) @ (3.34)

w2
Ak (o sP@n + 82 dotan)
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en donde se ha utilizado el valor de F(r,2) dado por (3.29).

Ahora bien, de 1a ecuaclén (3.33), la Iintensidad de
temperatura en el sistema es directamente proporcional a 1la
diferencia AT = T(r,z,t} - Te y depende experimentalmente del
tiempo.

Sin embargo, los estados estacionarios se obtienen cuando

t > © y AT queda como funcién s6lo de r y z, es decir

Az
Jotary — @ (3.35)

172

J
ATtr,2) = —

k[ s + 8% se%tan)]

De este modo, se ha logrado cbtener lés expresiones generales
para la intensidad de temperatura, ecuacién (3.35) y la constante
de tilempo, (3.34). Este par de ecuaciones muestra claramente que
los parémetros dependen de las dimensiones geométricas del sistema
termodindmico. En efecto, si 1a longitud del cilindro y del radio
varian, la intensidad de temperatura y la constante de tiempo
tamblén cambian como resultado de sus expreslones.“

Como es evidente, la intensidad de temperatura en condlciones
de estado egtaclonario vy la constante de tiempo soh
proporcionales.

De hecho, utllizando las expresiones {3.34) y (3.35) se tiene
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AT = T (3.36)

lo cual representa la relacién matemitica entre la intensidad de
temperatura y la constante de tiempc!}l ‘

Ahora desarrollaremos los mismos célculos anterlores
utilizando la ecuacién (2.15).

Si sustituimos la magnitud del flujo de calor de la ecuacidn

(2.15) en la ecuaclén de balance de energia (3.26) obtenemos

12
-J A + AKTi(r,z,0) [(a _J_}_)z + (A _Cth_)z] = - o AMtez0)
Jo Senh

at
(3.37)

en donde por comodidad se ha escrito sélo J1 y J en lugar de

Jt(ar) y de Jolar), respectl t Adexd Cosh y Senh en lugar
de Cosh (Biz) y Senh (B12).

De la mlsma manera, vamos a definir las siguientes funclones

Titrz, ) = Tiie,z,t) ¥ Tir,z) & =S

Fitr,2) (3.38)

en donde Fi(r,z) es una funcién deflnida por

e



1
Fitr,2) = 72 (3.39)
[(a J1(ar) Y+ (8 Cosh g1z} )2]

Jolar) Senh (B12)

De esta manera la ecuaclén (3.37) se transforma en

JFiten : 8Ta(r, 2, ) s
=+ T,z ) = = ) e " (3.40)
k a

Sin embargo, la igualdad anterior puede ser transformada para
obtener

aitr,z,¢)
Uttr,z,t) = ~ T8 —————— e (3.41)
at

en donde Ut(r,z,t) es la funclén

J Fuee, o
Uitr,z,t) 8 = ——ee— + Ta(r,x,t) (3.42)
k

S1 consideramos que J ¥y los otros parimetros son

independientes del tlempo, es posible integrar la ecuaclén (3.41)
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bajo la suposicién de que para t = 0 la temperatura AT =0,
mientras que para un tlempo arbritrario t la temperatura es
Titr,x,t).

Sin embargo, las consideraclones anteriores se modificaréin
debido al camblo de variable (3.38) y (3.42).

En efecto, si conslderamos que t = 0, entonces la temperatura
es cero y de at;uerdo con (3.42), Uttr,2,00 = = ) Fite,2 / k. Por
otro lado, para un tilempo t, se tiene la funciédn hir,=z,v).

Al integrar 1la ecuacién (3.41) bajo las condiclones

anteriores se tiene

t Uttr,z,0)
- ]0 = 1n 1 ]

A Uttr,z,00

Después de evaluar y de un sencillo desarrollo algebriico se

obtlene

Uttrmzt) = Ustr,n0) e T2

A partir de las definiclones (3.38) y (3.42), 1la \'xliima

igualdad se transforma en

7



J Fien
Titr,zt). = -

1= ‘e-t/-tttf Y T (3.43)

“‘Finalmente, - recordando la forma aralitica  ‘de’ Fitrizy,’-
,ecuaclén:' (3.39), - podemos transformar la ecuacién (3.43) y

: ﬁ:escrlblrla _como

J a - .-t/ﬂ)
Titr,z,t) = «—— = 72 (3.44)
k [(“ It tar) Y+ @ Cosh (812) )a]
Jo Lar) Senh (812)

La ecuaclén (3.44) representa la distribucién de temperatura
dentro del sistema en términos del flujo de caler que inclde sobre
el cilindro.

La constante de tiempo se introdulo a través de la ecuacién

(3.38), la cual al sustitulr la expreslén de (3.39) se modifica en

c
Ak [(¢ Jijar) )2 . (; Cosh_(f12) a]“z
Jotar) Senh (B12)

Ti(r,2) =

(3.45)

en donde se muestra una dependencia con 1las dimensjones
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geométricas del sistema termodinimico.
La intensidad de temperatura en la cavidad es directamente
proporcional a TWiir,z,t) y depende experimentalmente del tlempo.
Sin embargo, los estados estacionarios’’ se obtienen cuando

t o y Titr,s es una funcién sblo de r y 2, en efecto

J 1
Tir,) = — = (3.46}
k [(a Jilar) P+ @ Cosh (B12) )z]

Jotar) Senh (B12)

Las ecuaciones (3.45) y (3.46) muestran claramente que estos
parametros dependen de las dimensiones geonétricas del sistema.

Finalrente, ut.l.llzando las expresiones para la intensidad de
temperatura en condiciones de estado estacionario y la constante

de tiempo se tiene

ATt = 4] (3.47)

expresidén que determina la relacién matemitica entre estos dos

parimetros.
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3.4 LA INTENSIDAD DE TEMPERATURA Y LA CONSTANTE DE TIEMPO: LAS
MODIFICACIONES EN CONDICIONES DE FLUJO LAMINAR

En la seccién anterlor se encontré la forma general para la
intensidad de temperatura y la constante de tiempo. Se demostré
que estos pardmetros dependen tanto de la longitud de la cavidad
y del radlo y se desarrollé una relacidén matematica entre ellos,

El sigulente propésito es slmplificar las expresiones
generales obtenidas para los dos pardeetros de la seccién
anterior. Las ecuaclones que representan tanto la intensidad de
temperatura como la constante de tiempo, ser&én aproximadas cuando
se introduzca la condicién que dentro del cilindro el flujo de
calor total es laminar.

Vamos a suponer que la superficle de la tapa superior del
cilindro se encuentra a temperatura constante. De acuerdo a los
Vresultudos obtenidos en la secclén 3.2, la distribucién de
temperatura dentro del sistema es independiente de 1a variacién
radial y depende exclusivamente de z. Si la tapa superlor es una
isoterma, entonces dentro del sistema el flujo de calor es
laminar, y por lo tanto, la variaclén en la direccién del radlo
serd despreciable.

Vamos a considerar primero las aproximaciones sobre la
constante de tlempo, ecuacién (3.34), y de una forma anAloga se

modificard la intensidad de temperatura, ecuacién (3.35}),



En.la secclén anter

tiene la ‘forma-”

en donde claramente se muestra que depende de las dimenslones
geométricas del ciliindro a lo large del radio y de su propio eje.

Sin embarge, si consideramos que dentro del sistema
el flujo de calor es lamlnar, entonces la variacldn a lo large del
radlo se consldera despreclable y, por lo tanto, la constante de
tiempo depende sélo de la longltud a 1o largo del eje de simetria.

Adem&s, de las condlclones establecldas en 1la seccién 3.2,
las funciones de Bessel de orden cero y uno tienden a los valores
uno y cero, respectivamente.

Tomando en cuenta las condiciones anterliores, la constante de

tiempo se transforma en una funcién sélo de z“"2

Bz
=8 (1 =) (3.48)

k8 A

en donde se muestra que en condiclones de flujo laminar depende de
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la longitud de la cavidad. La griflica de la ecuacién [3.48) se
muestra en la figura (3.4). ’ '
Como consecuencia de ser una funcién exponenclal, la
constante de tiempo presenta un valor asintético a wedida que el
argumento tiende al infinito. El valor asintéiico de la ecuacién
(3.48) sobre esta tendencla es ¢ / kgA.
Ahora vamosr A conslderar la ecuaci6n para 1la intensidad de

temperatura, ésta es dada por

J - of?
ATtr,m) = — dotar) - @

ez
[ 2@ + 8% 3o20nr]

Al lgual gque la constante de tiempo, la intensidad de
temperatura muestra también una dependencia en las dimensliones
geométricas del sistema.

Sin embargo, de forma andloga que en el casc de la constante
de tiempo, se emplearin las apraoximaclones sobre las funciones de
Bessel para simplificar la intensidad de temperatura. Este hecho

nos conduce a escribir la dltima tgualdad comot?+!?

Az
ATty = (1 =)

(3.49}
k8
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T(z)
S/x@ A

0.7+
0.6}

0.54

Figura 3.4: Grifica de la constante de tlempo en términos de

la longitud del cilindro. La relacién que describe esta curva es

ta) = ——— (1 - &%)
kB A
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En donde se observa también, que en condiclones de flujo
laminar, la intensidad de temperatura depende unicamente de la
longitud del sistema. La grafica de la ecuacién (3.49) ge muestra
en la figura (3.5).

La ecuacién (3.49) presenta tamblén un valor asintético
cuando el argumente tiende a infinito. EL valor asintético para la
intensidad de temperatura es J / k8.

A continuaclén, vamos a simplificar las ecuaciones para la
intensidad de temperatura y la constante de tiempo, ecuaclones
(3.46) y (3.45), respectivamente, bajo la muposiclén de que la
tapa superior del cilindro es una isoterma.

De acuerdo a los resultados obtenidos en la seccién 3.2, 1la
distribucién de temperatura dentro del sistema es independlente de
la variacién radlal y depende exclusivamente de la longitud z.

Por lo tanto, dentro del sistema termodinamico el_ flujo de
calor es laminar, y asf, la varlacién en la direcclén del radlo
se consldera despreciable.

Bajo estas condicliones, se hace una aproximaclén sobre las
funciones de Bessel Joiar) y Jitar) de tal modo que tiendan a los
valores de uno y cero, respectivamente,

Entonces, la constante de tiempo dada por la ecuacién (3.45)
se transforma en

i) = .S Tanh (@12) (3.50)

k g1 A
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.:l/kP

4 AT(z)

Figura 3.5: Grafica de la intensidad de temperatura en
términos de la longitud del sistema. La ecuacién que describe este

comportamniento es

AT(m) = a - &3
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en donde se muestra que en condiclones de flulo laminar depende de
l1a longitud. La grafica de la ecuacién (3.50) se muestra en 1a
figura (3.6), en la que se observa un valor asintético cuando z
tiende al infinito, dado por c / k 1 A.

Anilogamente, la Intensidad de temperatura, dada por la
ecuacion (3.46) bajo condiciones de flujo lawinar se modifica para

cbtener

T =

Tanh (B12) (3.51)
k 81

que en condiciones de fluJo lsminar depende de la longlitud. La
grafica de la ecuacién (3.51) se presenta en la figura (3.7), en
la cual se observa un valor asintético dado por J / k @1, para
cuando z 4 w,

De este modo, se han presentado los paréametros en forma
general como funclén de r y z, para después, bajo condiclones de
flujo laminar, se modifiquen y simplifiquen al caso de una sb6la
variable.

Al hecho de que tanto la constante de tiempo como 1la
intensidad de temperatura sean funclones de la longltud de la

cavidad, se le da el nombre de efecto cavidad'®

86



P Ty

0 3 3 + 4
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Flgura 3.6: Relacién entre la constante de tiempo y la

longitud del sistema. La ecuaclén relaclonada con esta curva es

5
Titz} ® ———— Tanh (B12)
k 81 A
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Flgura 3.7: Relacién entre la intensidad de temperatura y la
longitud del cllindro. La relacién que describe el comportamiento

de esta curva es

ATi(z) =

Tanh (812}

311
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PROBLEMAS DE OPTIMIZACION EN LA UTILIZACION
DEL FLUJO DE CALOR

4.1 DESCRIPCION DEL PIRANOMETRO: UNA CAVIDAD CILINDRICA DE
LONGITUD VARIABLE.
4.2 EL ALTO HORNO: LA DISTRIBUCION DE TEMPERATURA EN LAS ESTUFAS.



4.1 DESCRIPCION DEL PIRANOMETRO: UNA CAVIDAD CILINDRICA DE
LONGITUD VARIABLE.

Desde la aparlclén del primer transductor termoeléctricoe en
la medicién de la radlacién solar, se ha considerado que tanto la
intensidad de temperatura y la constante de tiempo representan
pardmetros constantes en una termoplla, sin que existiera una
relacién matemitica entre ellos. Sin embargo, la experlencia con
nuevos tipos de transductores demuestran que ambos parémetros
dependen del tamafio de la cavidad sobre la cual estd montada 1la
termoplila.

Crova en 1890 hizo un avance revoluclonarlo en el campo de la
mediclén de la radlaclén solar con la introduccién de un sensor
termoeléctrico en un Pirandmetro.

Un Piranémetro como el de la flgura {(4.1), consiste de una
termoplila con simetria radtal colocada scbre un sustrato de mica.
La termoplla se coloca dentro de un hemisfério de vidrio, con las
uniones frias en contacto térmico con la masa del aparato y las
uniones calientes sobre una cavidad cllindrica de longltud
variable que se encuentra llena de alre. La cavidad estf& encerrada
en el fondo por sedio de un pistédn plano con cuerda. La longlitud
de la cavidad puede ser variada cuando se aplica una torca sobre
los huecos esféricos del botén cénico, el cual es libre de girar

respecto al cuerpo del dispositilvo. Por otra parte, el pistén no
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Orificio de sujecidn

Figura 4.1: Piranémetro de longitud varlable.
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estd dispuesto a rotar por si mismo, debido al ajuste entallado de
la cuerda y al hueco de seccién recta de la parte media del
dlspositivo, que permite el nmovimlento de rotacion vy
desplazamiento axial. De esta manera la distancia entre 1la
termopila y el pistén es medlda exactamente por medlio de una
escala clrcular gravada en la periferia visible del instrumento.
La caracteristica principal de este Piranémetro es la varlabilidad
de la Intensidad de temperatura y la constante de tlempo, el cual
es producldo por los camblos del volimen de aire en la cavidad
bajo la termopila.

Vamos a suponer que experimentalmente la temperatura de la
termoplla se mantiene constante por medio de una fuente de 1luz
perfectemente caracterlzada que inclde sobre ella. En estas
condiclones, la tapa superior del cillndro forma una isoterma.

Sin embargo, en la reglén cuando r -5 ro, existird un
gradiente de temperatura entre la termopila y la pared lateral del
cilindro, como resultado de la diferencia de temperatura entre
estas dos partes. Como se observa en la figura (4.2).

La reglén Ar donde se encuentra el gradiente, depende de la
cantidad de energia que incida sobre la termoplla; asi, cuanto
mayor sea la energia inclidente, Ar disminuye pero no se anula.
Este gradiente permitird un flujo de calor en la direccién del
radlo,

Para nuestros propositos, vamos a suponer gue la energia

incidente es de tal manera que 1la reglén donde existe el
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Figura 4.2: La temperatura de la termcpila es Ti mientras que
la de la pared lateral es cero, lo que ocasiona un gradiente en la

regién ar.
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gradlente la podemos despreciar y considerar, por lo tanto, que la
termoplla representa una superficle a temperatura constante. De
este modo, la temperatura en la tapa superior serd una funcién que
depende de su altura y es independliente del radio.

Cuando experimentalmente se varia la longitud de la cavidad,
se observa varlaclén en la Intensidad de temperatura y en la
constante de tlempo. Los resultados experllentnles” se muestran
en la grafica de la figura (4.3) y (4.4), respectivamente.

En condiclones de flujo laminar, la intensidad de temperatura
ATi1(2) es directamente proporcional a la longltud z, coms lo
agegura la ley de Fourler canénica. Sin embargo, las curvas de
estos pardmetros muestran un comportamiento lineal para valores en
los que z + 0, y cuando z » w®», ATi(tx) tlende a un valor
asintético, lo cual contradice a la ley de Fourler canénica.

Con el objeto de explicar el comportamiento experimental de
estos parémetros, vamos a utilizar los resultados obtenldos en las
secciones anterlores a un plranémetro cuya cavidad cilindrica es
de longitud variable, del que se obtlene teéricamente la forma de
la variaclion de la intensldad de temperatura y de la constante de
tiempo en funcién de 1la longitud y se demuestra que estén
relacionados matemitlcamente por una expresién lineal sl-ple?‘

S1 las condiciones a la frontera del piranémetro son que
tanto la pared lateral del cilindro como la superficle inferior se
mantengan a la misma temperatura, entonces nuestro sistema

presenta 1la misma forma, en cuanto a las condiclones a 1la
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Figura 4.3: El comportamiento experimental de la intensidad

de temperatura AT(z) en funcién de la longitud de la cavidad,
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Figura 4.4: El comportamiento experimental de la constante de

tiempo T(z) en funcién de 1a longitud de la cavidad.
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frontera, que el problema descrito en la seccién 1.4, Por
consiguiente, la funcién de distribuclén de temperatura dentro de
la cavidad cilindrica en términos del flujo de energia incidente
J. es dada por la ecuacién (3.44), que representa una funcién en
términos de las variables espacliales y temperales. Sin embafgo. sl
dentro de la cavidad consideramos condiclones de flujo laminar, la

ecuaclién (3.44) se transforma en

81, tEo,t) = Tanh (Bila) (1 - e~ /Ty (4.1)

od kK 81

en donde ATt-.,‘(Ln,t) = Ti{le,t) - To es la intensidad de
temperatura méaxima que el sistema puede alcanzar, To es la
temperatura de la pared lateral y Lo es la lengitud del cilindro.

S1 introducimos una nueva constante g“ dada por

g=kB A (a.2)

entonces de la relacién (4.1) se sigue que

8T, eyt = Tanh (B/kp Loy (1 - ¢ 2™y - (4.3)

g
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La constante de tiempo esti dada por la ecuacién (3.50), que

en términos de la nueva constante g se transforma en

c B
T1(Le) = — Tanh (8/kA Le) R ¢ W YRR
g PR e

cuya grafica, que se muestra en la figura (4.5), es 1dént71ca a la
curva experimental de la figura (4.4). Observe que la constante
de tiempo tiende al wvalor aslntético c/g.

- Por otra parte, cuando el slstema alcanza el estado

estacionarlo, la intensidad de temperatura se obtiene a partir de

la ecuaclén (4.3) para quedar en términes de g, es decir

LT, (Lo = Tanh (B/kA Lo) 1.5)

La graflca de la ecuacién (4.5) se muestra en la figura
(4.6). Notese la comparacién con la curva experimeptal de la
figura (4.3). En la grafica de la figura (4.6) se observa que la
intensidad de temperatura tiende asintéticamente al valor JA/g.

Se puede observar que la ecuacién (4.5) para la intensidad de
temperatura ATi(Lo) representa la misma funcién para ATi(z) dada

por (2.17), en donde se presentan las modificaclones de la ley de
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C/g'

t Ticeo)

Flgura 4,5: Relacidén teorica de la constante de tlempo en
funcién de la longitud de la cavidad. La curva se obtiene de la

relacién
c
Tilke) = —— Tanh (&)
8

en donde & = g Lo/K A.
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Figura 4.6: Graflca tedrica de la intensidad de temperatura
en funclén de la longitud de la cavidad. La curva se obtlene de la

relacién

AT1 . (Lo) = Tanh (&
-ax

en donde 8 = g Lok A.
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Fourler candénica a través de la funcldén efecto de frontera. Por lo
tanto, el comportamiento asintédtico de las curvas experimentales
para la intensidad de temperatura y la constante de tlempo es
debldo a la presencla de la funcién efecto de frontera qulen
explica que cuando 2 -» O el comportamiento de ATiz) es
directamente proporcional a z, y cuando z aumenta se tlene un
valor asintético.

Es importante sefialar que sl tanto la constante de tlempo,
ecuacién (4.4), como la intensidad de temperatura, ecuaclén (4.5),
dependen de g, entonces cada uno de los parimetros depende del
disefio del dispositivo. 5in embargo, en condiciones de estado
estaclonario, la intensidad de temperatura y la constante de
tiempo son proporcionales, siendo la ecuacién (3.47) la que los
asocla, la cual es independlente de cualquier tipo de disefio de
algan instrumento. La ecuaclén (3.47) representa una relacién
universal entre T1 y AT1.

Finalmente mostraremos otra expresién matemitica que
relaciona T con AT. Esto se logra cuando consideramos que 2z
alcanza su valor mixime (2 » =), entonces la ecuacién (4,5) se

transforma en la sigulente expresién

J A
ATwax =

(4.6)
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donde se muestra que la cantldad de energia incldente ) es
proporcional a la maxima diferencia de temperatura ATwsx.
Bajo 1las mismas condicjones en que z2 * ®, el tiempo

caracteristico dado por (4.4) se transforma en

Taix & —— “n

y 8 representa una constante caracteristica del disefio del
piranémetrol?

Esta ecuacidn es una relacién que permite evaluar la
constante g si la longitud de la cavidad alcanza su méxima
poslelén.

Por 1lo tanto, la ecuacién que relaclona el tlempo
caracteristico con 1la intensidad de temperatura, se obtiene

asociando las ecuaclones (3.47), (4.6) y (4.7), esto es

AT h 4

— (4.8)
ATasx Todx

que es una lgualdad que permite observar una relacién lineal entre
T y AT, que depende de las caracteristlcas del disefio del

piranémetro.
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4.2 EL ALTO HORNO: LA DISTRIBUCION DE TEMPERATURA EN LAS ESTUFAS.

México cuenta con yaclmlientos ferriferos en la costa
occidental, muchos de ellos ain sin explorar. Desde el siglo
pasado se conocen los yacimientos de mineral de hlerro de * Las
Truchas ", en el estado de Michoacin.

La Siderurgica Lazaro Cardenas Las Truchas, S. A. (SICARTSA),
estudid y desarrolld el proyecto, construcclén y operacién de una
planta siderirglca Junto al puerto Lazare Cardenas, cerca del
yacimlento de Las Truchas.

El complejo siderirglco de Lazaro Cirdenas est4 integrado,
entre otros elementos, por el conjunte Alto Horno, equipe de
proceso de la industria que puede producir filerre de alto carbono,
siliclo y manganeso para posterlormente convertirlo en acero!?

El diagrama de flujo del funcionamiento® del conjunto Alto
Horno se muestra en la flgura {4.7), que inicia cuando se hace
fluir gas de Alte Horno y de coque, que €s gas de carbon mlneral,
a través de un conducto (1) hasta ser depositado a la camara de
emparrillado (2) en donde aumentard la temperatura conforme
asclenda hasta llegar a la cémara de combustién externa (3). Una
vez que la mezcla alcance una temperatura de 1300°C
aproximadamente, se deposita en otro conducto (4) que lo enviara a
un mezclador (5). El mezclador tiene la capacidad de regular la

temperatura deseada por medioc de la combinacién de alre frio y



(1)

(2)

(4)

Figura 4.7: EL CONJUNTO ALTO HORNO




caliente. Cuandoc la mezcla tlene una temperatura que puede llegar
a ser hasta 1100°C o més,_es depositado en el Altc Horno (6) en el
que se efectuard el proceso de fundicién del mineral.

Los gases producto de la cambustién del Alto Horno se
conducen por medlo de las antenas (7) y un conducto principal de
bajada (8) hasta un colector de polvos (9). Estos entran a una
presién de 1.5 kg/cm2 con un caudal de 325,000 m/h a una
temperatura de 270°C y concentraclones de polve de 10 gr/ma. En la
parte media se hace un cambio de direccién con el {fin de separar
las particulas pesadas, las que se precliplitan hasta el fondo del
colector. Los gases semilimplos entian a una torre lavadora
Bischoff (10) donde por medlo de agua a alta presién son enfriados
y lavados en contra corriente, utilizando un volumen de agua de
975 m>/h aproximadamente, y de este modo se usen los gases
procedentes del Alto Horno que se trasladan al conducto (1) en
donde inlcla el ciclo. '

El funclonamiento del conjunto Alto Horno estad basado
princlipalmente por la produccién de alre callente provenliente de
una de las tres estufas.

Las estufas donde se callenta el ailre de soplo, utlilizan una
mezcla de gas de coque y gas de Alto Horno, la cual se efectua en
un mezclador que se encuentra antes de las estufas. El gas cuyo
poder calorifico es de 1,240 kcm/m—" se manda a la caAmara de
combustién externa en volumenes aproximados de 42,500 m:’/h de gas

de Alto Horno y 6,500 n’/h de gas de coque por estufa.
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Al efectuarse la combustidn, los gases residuales asclenden
hasta pasar a la cémara de emparrillado donde cede el calor al
refractario de alto silice.

El Alto Horno de SICARTSA para su operacién exige
temperaturas de soploc muy altas, ello implica la instalacién de
tres estufas, que desde el punto de vista comparative con los
Altos Hornos tradicicnales, se determindé, para su mejor operacién,
que las estufas tendrian una cémara de combustién externa y una
cémara de emparrillado, ambas con simetria cilindrica. Como se
muestra en la figura (4.8},

La camara de combustion externa mide 40 m de alto ¥y 4 m de
didmetro, su coraza de acero al carbén tlene el revestimiento
interno de refractarios de silice silico alumlnose zonificados.

Por su parte, la camara de emparrillado tiene 43 m de altura
por 8 m de didmetro. Al igual que la cé&mara de combustién externa,
el revestimiento es a base de silice'®

La seleccién de la cimara de combustién externa fué hecha por
la conveniencla de evltar el esfuerzo térmlcu capaz de romper el
muro refractario divisorio, el cual esta instalado en la cémara de
emparrillado.

En la camara de combustién se queman los gases de Alto Hornmo
y de coque, los gases residuzles pasan a calentar la camara de
emparrillado de la estufa por donde circula el soplo de alre
caliente, el cual elevar4d la temperatura hasta 1a00°C.

Los valores de la temperatura en funcién de la altura medidos
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a) b)

Figura 4.8: La estufa del Alto Horno. a) Camara de combustién

externa. b) Cdmara de emparrillado.
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S def\tfé de la cémara de emparrillado reportados por SICARTSA, se
‘muestran en la figura (4.9)%°

‘ Haclendo uso de la escala de la figura (4.9) y conslderando
la longitud real de la cémara de emparrillado, fué posible obtener

- -1a.Tabla 1 de valores de temperatura en funcién de la longitud.

TABLA 1

z(m) T(°C)
17. 64 850
22,21 : ' 950
25.78 1050
29.139 1150
36.87 1400

Por 15 caracteristica de los datos que se presentan en la
figura (4.9), podemos comparar la cémara de emparrillado de dicha
figura con el sistema que se anallzé en la secclén 1.3, por la
analogia que presenta las condiciones a la frontera. $in embargo,
las condiclones a la frontera de la seccion 1.3, requleren de una
temperatura To en la superficle inferior de la cdmara, esto es
para z = 0, que en la figura (4.9) no se tiene.

Con el objeto de evitar esta dificultad, vamos a considerar
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Flgura 4.9: Distribucién de temperatura en la camara de

emparrillado.
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que el origen de nuestro sistema se localiza a una altura de
15.64 m. Es decir, se supone una traslaclén de 1la superficle
inferior de la cavidad a una altura de 17.64 m, que a partir de
entonces se considera como nuevo origen en z' = 0. Por lo que
respecta a los demids puntos donde se localizan los otros valores
experimentales de la temperatura, se medira la distancla a partir
del nuevo origen. De este modo la cavidad cilindrica por analizar
tiene una longitud de 19.23 m y las temperaturas en el centro de
la tapa superior e inferior son 1400°C y 850°C, respectivamente,
como lo muestra la figura (4.10). La Tabla 2 de valores presenta
la nueva disposicién del sistema.

Una vez 1llevado a cabo el propdsito de coincidir las
condiciones a la frontera del sistema de la seccién 1.3 con la
cémara de emparrlllado, nos disponemos a hacer una comparacién

tedrica con los datos experimentales de la Tabla 2.

TABLA 2
z(m) T(°C)
[} 850
a.57 950
8.14 1050
11.75 1150
19.23 1400
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1400°C

“19.23m-"

850°C

Flgura 4.10: Al trasladar la superficie inferior a un nuevo
origen z' = 0 la cavidad cllindrica se transforma en un sistema
de longitud 19.23 m. El centro de la tapa superlor e inferior
tienen temperatura de 1400°C y 850°C, respectivamente. La
distancia donde se localizan los otros puntos de la temperatura se

miden a partir de z' = 0.
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Para reallzar esta compatacién, debemos primero calcular el
par‘émetro B de la ecuacién (1.16)}, el cual depende de los valores
Lo, Te y T1 de la Tabla 2.

En efecto, a partir de la ecuacién (1.16) y los datos de la
Tabla 2, en donde Lo = 19.23 m; To = 850°C y T1 = 1400°C, se
tiene que B = - 0,026 m .

Ahora bien, sl consideramos que log valores de la temperatura
que se muestran en la tabla 2 corresponden a puntos situados en el
eje de simetria cilindrica de la cémara de emparrillade, en donde
hemos visto que se trata de la regién de flulo laminar, entonces
podemos tomar en cuenta la ecuaclén (3.19) y sustituir los valores
de To, B y el correspondiente para z y hacer una comparacién
Teérica-Experimental. Esta comparacién se muestra en la Tabla 3.

Es Importante observar que los valores de la temperatura
reportados por SICARTSA son préximos a los estimados por nuestros
célculos. De lo cual, pedemos afirmar que en la reglén proxima al
eje de slmetria de la cimara de emparrillado existe flu)o de calor
en una sola direccién, que es uno de los resultados del capitulo
anterior, en el que se encontré una regién de flujo laminar. Los

datos de la Tabla 3 se muestran en la graflica de la flgura (4.11).
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Flgura 4.11: Comparaclén entre la curva experimental y
teérica de la dlstribucién de temperatura en la camara de

emparrillado.
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‘ 950.
J1050° T 108003

1150 1153.7
1400 1400

Por el momento no es posible comparar la distribucién de
temperatura sl se conslderan varlaciones a lo largo del radio de
la camara, debido a 1la falta de datos reportados por 1la

slderurgica.
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RESUMEN DE RESULTADOS

1.- Bajo condiclones de estado estacionario la ley de Fourler
ordinaria se modifica de modo que tlene una presentaclén en dos
direcclones ( : y ; ). Al mismo tlempo que muestra la dependencla con
las condiclones a la frontera, quienes aparecen en forma' explicita en

el flulo de calor transmitido a través de un sistema

T(r,z,To,Lo) -~ To [(:;—‘) Ji(2.4 r_:) : +

jr(r.l.rn.Lo) = k

Z
woa 8y - [B]

(- T 1n (2 So2. 4 D) ;] (2. 10)

en donde Tir,z,ro,Lo) es de la forma

z
r T1 Lo
Ttroz,ro,Lo) = To Jo(z. ¢ -IT) [—T;_] (1.21)

y representa la funcion de distribuclén de temperatura en cualquler

punto dentro del cilindro, la cual se expresa también en términos de
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las dimensiones geométricas del slstema.
La relacién (2.10) es la ley generalizada de Fourier que tlene
como limite, cuando r y 2z tienden a cero, a la ley de Fourler

canénica, esta es

e (2.18) .

Jr(z) =-k

Si las condiclones a la frontera se modlfican como en la secclén

1.4, la distribucién de temperatura es

Tiun = ——T Jo(2.4 ~E— ) Senh (B12)  (1.26)

Senh (B1Lo)

y el flujo de calor total

2.4 r )

Tt =k tTuen [(By——F ¢ -
Jof2.4 rn)
- g1 Cosh B12) 2] ) (2.15)
Senh (B12)
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ecuaclén que tiene como limite a la ley de Fourler canénica sl r y z

tienden a cero.

2.-En base a la aproxlimacién cuasi-constante se obtienen las
conduciones de flujo laminar, en donde el gradlente de temperatura

AT(2) es modificado por los efectos de frontera del sistema

Jm = [ K Al i] [ -Bsz} (2.18)
1~

y para ATi(z) la descripcilén es por medio de

T AT (x) g1z 1
= l-k 2 (2.22
direa [ z ] [ Tarh B12) 4 )

ecuaclones gque muestran que el comportamlento del flujo no es
inversamente proporcional a z, debido a la presencla de la funcién

efecto de frontera.

3.- S1 los parimetros ro y Lo se consideran como varlables de
egtado, entonces 1la ley generalizada de Fourler nos determina

analiticamente el comportamiento del flujo de calor para los casos de
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‘las rro’nt‘;rav v::iriablyes. A&emés, se determinan las condiclones bajo las
~éuéles'3éi ’flch"'de calor en dos direcciones se reduce a un flujo
- ylamlnar.- como un' caso limite en el que no hay componente radial.

A partlr de la condlcién de flujo laminar se determlna la forma

er‘lv—que se modiflca la funcién de distribucién de temperatura,

4.- Se transformé la ley generallzada de Fourler, ecuacién
(2.10), para conslderar el flujo de calor como funcién de la variable

" temporal e inclulr los aspectos de transitorio

. Tryz,To,Lo,t) = To

2z :
Lo -

~~Del’ - andlisis-- de  esta ecuacién sobresalen. dos. aspectos
interesantes: la Intensidad de temperatura AT(r,z) y la constante de
tiempo <T{r,z) dependen de las dimensiones geométricas del sistema.
Ademds, ambos parametros son proporcionales entre si y estan

relacionados mediante la ecuacién
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J A
AT =

T (3.36)

5.- Como aplicacliones del presente formalismo para observar su
potenclal en el anAlisis de sistemas y dispositivos, se consideran dos
casos particulares:

Primero, el comportamiento de las curvas experimentales de la
constante de tlempo y de la intensidad de temperatura de un
pirandémetro de longltud variable, coinclden con las curvas tedricas de

.‘estos mlsmos parametros y estin descritos, respectlivamente, por las

ecuacliones

Loy = —2

Tanh (8/kA Lo) (4.4)

ATiiLo) = Tanh (8/kA Lo) (4.5)

Estas ecuaclones muestran la dependencia llneal de AT: y =1
cuando el argumento tlende a cero, y explica la curvatura asintética

por medlo de la funcién efecto de frontera Et_ cuando el argumento
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tiende. a infinito.

Cabe menclonar que como la distribuclén de temperatura es
constante a lo largo de toda la superficie de la termoplla, entonces
el flujo de calor es laminar dentro de la cavidad cilindrica. Por lo
tanto, AT:t y t1 se describen sélo por la dependencia de la longitud,

como se muestra en las ecuacliones anterlores. Es precliso sefialar que
de acuerdo a las caracteristicas de las condlclones a la frontera que

presenta el Piranémetro, éste se .compara con el sistema que se
describe y analiza en la secclién 1.4.

Finalmente, en la segunda comparaclén se observé que los valores
experlmentales de la temperatura a lo largo del eje de simetria de las
estufas de Conjunto Alto Horno, estén contenldos en la curva teérica

de la funcién de distribuclén de temperatura, dada por la ecuaclén

T = To & P2 (3.19)

lo cual demuestra el comportamiento de flujo laminar en el ele de
simetria de 1la cavidad cllindrica. Debemos sefialar que por las
ccndiciones de tLemperatura en las que opera el Alto Horno, se

considera compatible con el problema descritc en la seccién 1.3.
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CONCLUSIONES

Uno de los principales logros de este trabajo fué plantear la
ley generallizada de Fourler en términos de la funcién Ae
distribucién de temperatura T dentro del sistema y de los
parametros geométricos re y Lo que lo identifican.

Graclas a esta nueva presentaclén para el flujo de calor
Jr(z). se muestra la forma en como lm relaclén que determina ei
flujo lamlnar estd modificado a través de la funcién efecto de
frontera E‘_(z). ecuactién (2.19).

La ley generalizada de Fourler proporciocna las propiedades
del flujo de calor en sistemas con fronteras varliables. Como
consecuenclia de ello, se muestra que en sistemas donde el radio es
mucho mayor gue su longitud, la componente radial del flujo tiende
a cero y su comportamiento es laminar. Por _el contrario, si la
longitud del sistema es mucho mayor gue el radio, el flujo de
calor total tiende a ser a lo largo de la direcclén radial,
entonces la energia calorifica la absorbe la pared lateral del
cilindro. Esto pone de manifiesto la importancia de un buen disefio
y construccién de sistemas basados principalmente en las
propledades geométricas para lograr un maxime de energia a lo

largo del medlo.
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Otro aspecto interesante que se logra con este trabajo, es la
aproximaclén cuasl-constante, la cual determina las condiclones
bajo las cuales se obtlene un flujo de calor unidlmensional a
pesar de que el sistema estid definido en dos dimensiones. La
importancia de dicha aproximaclén es que nos brinda un método para
calcular una solucién aproximada al problema de un cilindro con
superficie superlor isoterma, que como es de observarse dicha
solucién no puede obtenerse con los métodos tradicionales.

Por otra parte, cu.ando se utiliza la ley generalizada de
Fourler en la ecuacién para el balance de energia de un sistema,
se lncluyen los aspectos de transitorlo y se observa que la
intensidad de temperatura AT y la constante de tiempo T no son
parédmetros que permanecen constantes, slno que dependen de las
dimensiones geométricas del cilindro. Aqul se demuestra por
primera vez en forma tedrica que estdn relacionados a través de
una expresién lineal simple.

La importancia de dar la ley generalizada de Fourler radica
un su potencial de aplicaclién. De esta manera, para el caso de un
Piranémetro de longitud variable, donde experimentalmente se
muestra que la intensidad de temperatura y la constante de tiempo
dependen de la longlitud del sistema, es explicado teéricamente y
se demuestra que dicho comportamiento es producido por los efectos
de frontera. La funcién efecto de frontera describe el

comportamiento lineal para Lo pequefias y es asintético si Lo & o,

121



Finalmente, para el caso de las estufas del conjunto Alto
Horno, utllizando el método de andlisis dade aqui, se suglere que
en el disefio de construccién se logre reallzar una isoterma en la
superficie superior de la cémara de emparrillado, y de esta manera
asegurar que el flujo de calor trasmitido sea a lo largo del ele
de simetria y evitar al miximo las contribuclones radiales para
lograr un mayor aprovechamiento de energia y conservar la

estructura fisica de la estufa.
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OBSERVACIONES

1.~ De la revisién bibllografica no se obtuvo comparacién con
algun tratamlento que incluya el formalismo aqui considerado. Por lo
que al parecer la formulacién del efecto de frontera en el flujo de

calor es un procedimiento novedoso.

2.- Se ha reallzado el andlisis del caso de un cilindro con
superficle superior a temperatura constante, y queda pendlente el
tratamiento mis general en el que la superflcie sea parclalmente

1soterma.

3.~ Otro punto importante para extender los conceptos de este
formallsmo es la modificacién de las ecuaclones obtenldas aqui al

introducir al modelo el término correspondiente a la conveccion.

4.~ Una sugerencia interesante es considerar el transporte de
energia de una interface isoterma a las paredes laterales para
analizar las consecuencias del efecto de frontera en el flujo de calor

dentro de ellas.

5.~ Este trabajo deja la opclén de extender el andlisis de la
distribucién de temperatura y del fluJo de caler a sistemas que
presenten otras caracteristicas en el disefio .de la geometrfa, y queda
abterta la posibilidad de resolver y comparar las soluclones

resul tantes con las que se obtienen bajo el presente estudlo.
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