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INTROOUCCION GfJIERAL 

La importancia tecnol6glca del conocimiento de la 

transferencia de calor en dlsposltlvos de uso industrial y la 

necesidad para analizar, cuantitativamente. problemas que 

involucren este proceso, se ha incrementado en nuestros dias, . 

tanto como la tecnologla moderna se ha vuelto cada vez aAs 

compleja. Esto es debido a que en una gran aayorla, los procesos 

de ciencia e lngenlerla involucran lntercublo de energla a trav6s 

del flujo de calor. Por ejeaplo, el dlset\o de las ú.qulnas de 

co11bust16n 1nterna requiere de un co~pleto entend1a1ento de la 

transferencia de calor y por lo tanto de un detallado anAllsls de 

los procesos de coabust16n, transCerencla y enfrlam.lento. 

Desde el punto de vlsla de lngenlerla, la deteralnacl6n de la 

cantidad y la rapidez de transforencla de calor sujeta a una 

diferencia de te•peratura dada, constituye el probleaa principal. 

Con el objeto de estimar el costo, la factibilidad y el ta.afto de 

equipo necesario para transferir una cantidad de calor en un 

tleapo dado, se debe primero realizar un anllieis detallado de la 

tranferencia de calor dentro del sistema. Las dimensiones de 

calderas, calentadores, refrigeradores y caabiadores de calor, 

dependen no solamente d" la cantidad de calor que deba ser 

transml tida, slno también, de la rapidez con que deba transferirse 



el calor bajo las condiciones de frontera sobre el dlsel\o del 

sistema en particular. 

Un anéllsis met6dlco para el mejor disef\o de los sistemas de 

transferencia de calor, dará como resultado un minimo de pérdidas 

de energ1.a y proporcionará la garantla para el ahorro energético. 

Cu;indo el calor es transferido de un fluido a una pared, se 

forman incrustaciones debido a la operación continua y éstas 

'reducen la rapidez del flujo de calor. Tal es el caso de las 

estufas de calentam1.ento del conjunto Alto Horno de la slderúrg1.ca 

Lázaro Cárdenas en H1choacán, las · cuct.les muestran serlas 

deficiencias en el aprovechaalento máximo de energia, dando como 

resultado que en las paredes laterales se formen grietas por la 

absors16n de una gran cantidad de calor debido a su mal d1sel\o en 

la consideración del flujo caloriflco. 

Este ejemplo muestra que en ingenler1.a se encuentran 

problemas de transferencia de calor que no pueden resolverse por 

un simple análisis lineal de fourler, sino que requieren un 

completo estudio basado en la clencla de la transferencia de 

calor. 

En la actualidad, es muy común encontrar mecanismos basados 

en las propiedades geométricas de las componentes de un sistema en 

general. Y son las simetrias geoaétrlcas quienes han faclllta~o en 

gran parte las innovaciones de nuevas técnicas, y es gracias a la 

complejidad que las necesidades exigen, por lo que no se ha tenido 

oportunidad de analizar con la severidad que la termodinámica y 
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la ciencia de la estabilidad requieren. 

De aqui la importancia en analizar detalladamente el 

mecanismo de transferencia de calor tomando en consideración las 

propiedades geométricas del sistema por el cual se efectúa este 

proceso. 
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INTROOUCCION AL PRESENTE TRABAJO 

Como un caso particular de la problemática planteada en el 

inciso anterior, este trabajo está. enfocado hacia el análisis de 

la transferencia de calor dentro de un sistema con propiedades de 

slmetrla clllndrlca, a lo largo del cual existe transporte de 

energla calorlflca. 

El objetivo principal de esta tesis es plantear una ecuación 

de transferencia de calor para analizar el efecto de fronteras y 

presentar la función de dlstrubuc16n de temperatura y flujo de 

calor en términos tales que incluyan las condiciones geométricas a 

la frontera, las cuales pueden ser consideradas como variables. La 

nueva ecuación representa un tipo de generallzac16n de la ley de 

Fourler. 

Una de las ventajas de la ley generalizada de Fourier con 

efectos de frontera, es que proporciona una solucién aproximada 

para el caso de un cilindro con tapa superior isoterma. En lo 

particular, este problema no tiene solución analitlca, pues si 

consideramos la dlstribuc16n de temperatura por medio de la 

ecuación diferencial para la transferencia de calor, la solución 

no es llnica. 

Gracias a que la ley generalizada de Fourler describe el 

papel que juegan las fronteras del sistema, es posible reducir el 



problema de dos dimensiones a un problema unidimensional. Por lo 

tanto, la ley generalizada de Fourier permite encontrar la 

solucl6n para los casos en el que el método tradicional falla, tal 

y como se Presenta en los dos casos de apllcaclones de wl 

P1ran6metro y las estufas del conjunto Al to Horno. 

El método de análisis a seguir es: 

al Dar la distribución de temperatura en el sistema 

considerando fronteras variables. 

b) ConsegUlr la ley generalizada de Fourier con fronteras 

variables. 

c) considerar que el flujo de calor se sumtnlstra por la 

superficie superior isoterma de un cllindro. 

Este método no es exclusivo para sistemas de simetrla 

clllndrica y puede aplicarse a condiciones a la frontera de 

cualquier geometria, por lo que es posible dar diferentes 

ecuaciones de Fourler con fronteras variables que dependan de las 

condiciones impuestas. 

Las dos aplicaciones del cuarto capitulo, muestran un hecho 

básico que tiene como corolario la ley generalizada de Fourier, y 

que se refiere al análisis de las condicines bajo las cuales el 

flujo de calor puede ser trasml Udo como un máximo aprovechable 

incluyendo la forma en que se debe trasmitir. 

Para este propósito, el trabajo se divide fundamentalmente en 

cuatro capltulos. 

El tratamiento del análisis inicia en el capitulo I· Se 
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considera un sistema caracterizado por su simetria c111ndr1ca. 

La. función de distr1buci6n de temperatura T<r,z,t) en las 

coordenadas (r,z, t) dentro del sistema, se obtiene a partir de la 

ecuación de dlfus16n, una vez que las condiciones a la frontera 

han sido establecidas. La distribución de temperatura es una 

función de los parámetros a. y fl, los cuales contienen la 

información sobre las dimensiones geométricas y de los valores 

iniciales de la temperatura del sistema. 

Es importante sen.alar que las condiciones a la frontera de 

las secciones t. 3 y 1. 4, se han escogido con toda intención debido 

a que corresponden a casos reales, los cuales con mayor frecuencia 

se encuentran en la pré.ctlca. 

En el capl tulo 11 utlllzamos la funcl6n de dlstrlbucl6n de 

temperatura en la ley de Fourler para obtener el flujo de calor 

total dentro del sistema 

El flujo de calor total es una función de la dlstrlbuci6n de 

temperatura T y de las coordenadas r y z del sistema. En este caso 

hemos considerado que las cantidades :l y 11 representan parámetros 

fijos. Bajo estas condiciones se obtiene la ecuación generallzada 

de Fourler que muestra las m.odlflcaclones a la conocida ley de 

Fourler debido a la presencia de las fronteras. 

A partir de la ley generalizada de Fourler se analizan 

diversos casos que muestran el comportamiento del flujo de calor 

en las vecindades de las fronteras. 

Por otra parte, la variante en el capitulo 111 consiste en 



que el flujo de calor con fronteras variables es equivalente a 

considerar a. y 13 como variables de estado. 

En este mismo capitulo se analizan las dependencias'· relativas 

entre el flujo radial y longitudinal, y de esta manera es posible 

dar una presentación adecuada al flujo de calor laminar. que por 

lo visto, poco énfasis se ha hecho en la literatura sobre la 

manera de asegurar un flujo de este tipO'. 

También se supone un suministro de energla J constante y 

uniforme. Bajo el tratamiento de balance de energla, el flujo de 

calor aparece co1110 función d~ la var1able tem¡::oral. que de este 

modo se amplia la concepcl6n de la ley de Fourier p~ra incluir los 

aspectos de transl torio. 

Con la ley generallzada de Four ler es poslble anallzar dos 

parámetros caracteristlcos de un sistema con diferencia de 

temperatura estacionarla: la intensidad de temperatura dT y la 

constante de tiempo T. Este capitulo concluye mostrando una 

relación entre estas dos cantidades, que además se refieren a 

procedimiento novedoso de analizar un sistema no estacionarlo de 

flujo de calor en dispositivos de cualquier clase. 

Finalmente, en el capitulo IV se muestra un par de 

aplicaciones de los conceptos elaborados en los tres capitulas 

anteriores. El primero de ellos sobre el comportamiento de un 

Piranómetro, el cual experimentalmente manifiesta que la 

intensidad de temperatura y la constante de tiempo no son 

parámetros que permanecen constantes, slno que representan dos 



cantidades que dependen de la longitud, al que se le conoce con el 

nombre de ef'ecto cavidad, cuyo comportamiento gráfico se muestra 

en las flguras 4. 3 y 4. 4. 

El efecto cavidad, hasta antes de este trabajo. no habla sido 

explicado teóricamente. Sin embargo, con el formalismo considerado 

en los cap1.tulos anteriores, es posible hacer una comparac16n 

Teórico-Experimental de estos parámetros. dando como resultado la 

descr !pelón teórica de este efecto. 

La segunda aplicación es sobre las estufas del Conjunto Alto 

Horno de la siderúrgica Lázaro Cárdenas. en donde la problemática 

principal consiste en las fisuras de las paredes interiores debido 

a la gran cantidad de energia calorifica que fluye en esa 

dirección, como resultado de un mal dlsel\o en la forma de 

calentamiento. De los resultados obtenidos en los capl tulos 

anter lores, muestra una comparación entre la dlstribucl6n de 

temperatura dentro de las estufas y los datos reportados por la 

empresa. Además, se muestra la forma -en que se debe modlflcar el 

dlset\o de calentamiento para evl tar nl teraclones en la estructura. 

La última sección de la tesis se dedica a dar un resumen del 

formalismo aqui considerado y estimar una posible extensión para 

un futuro desarrollo del presente campo del ahorro de energla y de 

las apllcaclones tecnol6glcas del aná.llsis de la transferencia de 

calor. 
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DISTRIBUCION DE TEMPERAMA Y OEPEf'«NCIA Ta.t>ORAL 

EN SISTEMAS CON GEWETRIA CILlflmlCA 

1.1 ECIJACION DE DIFUSION: LA DEPENDENCIA ESPACIAL Y TEl4POllAL 

!. 2 ECUACION DE DiflJSION INDEPENDIENTE DEL TIEl!PO: UN PROBLEMA 

GEOMETRICO. 

l. 3 LAS aJNDICIONES A LA FRONTERA DEL PllOBl..E>!A: LA EVALUACION DE 

LAS CONSTANTES 

l. 4 LAS CONDICIONES A LA FRONTERA DE UN PROBLFMA ALTERNATIVO: UNA 

SOLUCION EQUIVALENTE. 



1.1 ECUACION DE OIFUSION: LA DEPEf'lJENCIA ESPACIAL Y TEM?ORAL. 

Consideremos un sistema termodinámico fuera de equilibrio térmico 

en el cual se analizará el flujo de calor. Para tal estudio, 

partiremos de la ecuación de dlfus16n dependiente del tiempo 

v2vcx,y,z,t.J = _!_ 8lJ<x,y,z,lJ (1.1) 

Bt 

en donde Ucx,y,z,tJ es la función de dlstrlbuc16n de temperatura y la 

constante K es llamada la dlfusivldad (Kelvin) o la conductividad 

termométrica (Haxwel l)~ 

La ecuación de dlfus16n se identifica como una ecuación 

diferencial parcial lineal de segundo orden. Uno de los métodos para 

resolver este Upo de ecuaciones diferenciales es el conocido de 

separación de variables. La caracterlstlca esencial de este método es 

el reemplazo de la ecuación diferencial parcial por un conjunto de 

ecuaciones diferenciales ordinarias. 2 

Se supone ahora que en el sistem=". se ha establecido un estacio 

estacionarlo cuya dlstrlbuclón ~e ten1peratura es Ttx,y,z), Por el 

mhtodo de separación de variables, proponemos como solución de ( 1. 1) a 

la siguiente igualdad 

(1. 2) 



en donde T es un función que depende de las coordenadas espaciales 

(x,y,z) y e sólo de la variable temporal 't. 

Para separar las variables espaciales de las temporales. 

sustituimos (1.2) en la ecuación de difusión (1.1) para obtener 

V2T<x,y,zJ 

T<x,y,z) 

__ 1_ d8<tJ 

1C 8«> dt 
(l. 3) 

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias se obtiene 

cuando ambos miembros de (l. 3) se hacen igual a una constante -72 , 

llamada constante de separación. Este conjunto consta de dos 

ecuaciones diferenciales: una para las variables espaciales 

y otra para la variable temporal 

_dBtt.) + ; 2 K 9(t.) m 0 

dt 

(1.4) 

(1.5) 

La ecuación (1. 5) sólo depende del tle11po y tlone por soluclón 

8(t) = (1.6) 
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Por otra parte, a (1. 4) se le conoce como la ecuación de difusión 

independiente del tiempo o de Polsson para sistemas estaclonarios~ 

La solución de (1.4) para Tht,y,z) es un problema de eigenvalores 

que depende de la geometr1a del sistema y de las condlclones a la 

frontera que especifique a un problema en particular~ Dicha solución 

se desarrollará. en la slgulente secc16n, en la que se especificarán 

las condiciones geométricas. 

1.2 ECUACION DE OIFUSION ll'aPENDIENTE DEL rlEM'O: l.t.I PROBLEMA 

GEot.ETRICO. 

Por el momento, vamos a concentrar nuestra atención a la ecuación 

de difus16n 1ndepend1ente del tiempo (1. 4). 

Como ya se ha seftalado, esta ecuación depende de la geoJtletria del 

slste1na que se está analizando con sus respectivas condiciones a la 

frontera. En esta sección, trataremos el caso geométrico y se dejará 

el étllálls1s de las condlclones a la frontera para la próxima sección. 

Se supone que nuestro sistema termodlnh1co es un cilindro 

circular recto, cuyo eje colnctde con el eje z 

coordenado, 

de un sistema 

Se considera, también, que el radio del cilindro es ro y los 

extremos van de z = O hasta z = Lo, como se ve en la figura (1.1). 

11 



z 

X 

Figura 1.1: El eje del cilindro coincide con el eje z de un 

sistema coordenado. El radio es ro y su altura Lo. 

1< 



Debido a la slmetrla geométrica del problema. es conveniente 

tratarlo en un sJstema de coordenadas c111ndrlcas. Por lo que la 

dlstr1buc16n de temperatura T será función de r, e y z. 

Sin embargo, sl consideramos al sistema. con simetria axial, la 

temperatura no va a depender del ángulo alrededor del eje, sino que 

resultará ser una función tanto de r como de z. Es decir T • l<r,zl. 

Una vez establecidas las condiciones de simetr1a del 

problema, escribimos la ecuación (1. 4) de la foraa 

_!.._ ~ + 
Br 

(1. 7) 

en donde por coaodidad se ha escrito s6lo T en lugar de T<r,zJ. Se 

debe notar que el laplaclano se ha escrito. en coordenadas cllindrlcas 

para aprovechar las condlclones geomé:tricas del sistema termodinámico. 

Al igual que la relación (1.1), (1.7) es una ecuación diferencial 

parcial lli1eal de segundo orden, la cual se resuelve por el mismo 

método de separación de variables utilizado antes. 

Como T es una función que sólo depende de las variables r y z. 

proponemos la solución de la igualdad (1. 7) de la siguiente forma 

f(r,z) = R<rl Ztz) (1.B) 

en donde A es una función que depende 'llnicam.ente de la variable r y Z 
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de la variable z. 

Para simplificar la notación, en algunas ocasiones escibiremos Z 

y R en lugar de Zcz> y R<r>, respectivamente. 

Para obtener el conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, 

basta sustituir la funéi6n Tcr,z>, 'dada por (l.8) 1 en la ecuación 

dlferenclal (l. 7) 

[ 
d

2 
1 d ] z --.-+---

dr r dr 
R + R d2Z + 72 R z • O 

dz2 

ahora blen, si dlvldl•os entre R l teneaos 

....!.._ [ d
2

: + __!_ _.!!!... ] + _!__ d
2

Z + 72 • O 
R dr r dr Z dz2 

A partir de la última lgualdad 1 se obtienen las ecuaciones 

para cada una de las funciones. Es decir. uná para Rcr> 

..!.... 
R 

y otra para Z<z> 

= ~· 

14 

2 = - .. (l. 9) 

(1.10) 



donde, al igual que 72, las cantidades a.2 y fJ2 son las constantes de 

separación para las variables r y z, respectivamente, las cuales deben 

cumplir que a.2 
- (J

2 
a. 7

2
• Estas constantes serán evaluadas de acuerdo a 

las condiciones a la· frontera del problema~ 

Por otra parte, si multiplicamos la ecuación (1.9) por r 2 y la 

escribi•os de la forma 

entonces, con el cambio de variable u = ar, la ecuación anterior se 

puede escribir como 

uª dzR + u ~ + u2 R • O 
du2 du 

(1.11) 

la cual presenta la foraa de la ecuación de Bessel de orden cero. 

La soluci6n general para (1.11), es una funcl6n bien conocida 

dentro de los textos de fisica matemática y de funciones especiales. 

Esta solución es de la foraa 

Ah.U = At Jo(u) + A2 'to(u) (1.12) 

en donde Jo(uJ y 'to(u) son las funciones de Bessel de primera y 

segunda clase, respectivamente, ambas de orden cero~ 
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Por otro lado, si reagrupamos los términos de (1.10) y los 

escribimos en el •iembro izquierdo de la igualdad, entonces llegareaos 

a la ecuación diferencial 

cuya solución general es la suaa de dos funciones exponenclales5 

Zlz) = Bt .-tJz + B2 e(Jz (1.13) 

La .ayoria de las constantes que aparecen en las soluciones 

(1.12) y (1.13), serán evaluadas en la slgulente secc16n cuando 

hablemos de las condiciones a la frontera. Sin embargo, podemos hacer 

algunas observaciones de carácter aateaá.tlco que si•pllflcarán este 

par de soluciones. 

En prl.-er lugar conslderaaos la ecuacl6n (1.12). Esta ecuacl6n 

presenta un punto singular regular en u e 0 1 es decir en r = O, 

debldu a la forma que presenta 'lo<u> 

'fo(u) • _!_ ln u • 

• 
Si se toman valores de u próximos a cero, entonces 'fo tenderé. a 

menos infinito. Es decir. si u -t O entonces 'fo<u> -t - m, y la soluc16n 

presentará una singularidad logaritmlca en dicho punto~ 
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Con el objeto de evitar que esta singularidad aparezca en nuestra 

soluci6n, es conveniente elegir Az • O y se asegura que la solución 

sea finita en el intervalo de O a ro. Por lo tanto, la solución R<u>, 

dada por la ecuaci6n (1.12) se reduce a 

Rlu) •. At ..lo(u) (1.14) 

Vamos a considerar ahora la ecuaci6n (1.13). La elecci6n de 

Bt = O o bien Ba = O estará. determinada por las condiciones a la 

frontera. Por ejemplo, en el caso en que z var le de O a m, entonces 

..... Por lo que debemos eleglr Ba = O y de esta forma se asegura 

que la soluc16n sea flnlta. 

A partir de esta elecc16n, la solución Zlzl dada por (1.13) se 

reduce a 

Zlzl = 81 e-f)z (1.15) 

Sln embargo, nuestro caso es de frontera finl ta y el argumento 

anterior no es válido. Por lo que la elección de la forma (1.15) es 

materia de convenlencla que adoptaremos con la finalidad de tener una 

solución bien comportada en los casos extremos que más adelante podré.o 

dlscutlrse. 
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1.3 LAS CONDICIO!'ES A LA FRONTERA DEL PROBLEMA: LA FY ALUACION DE LAS 

CONSTANTES. 

En la seccl6n -1. t, se conslder6 que el sistema termodln6.alco ee 

caracteriza por las condiciones de slmetria axlal. Esto slgnif'lca que 

la teaperatura es una función de la altura y del radio. De esta 

manera, las condiciones a la frontera serán sobre las variables r y z, 

quienes son las que determinan la dlstr1bucl6n de temperatura dentro 

de la cavidad cillndrlca. 

Por slmpllcldad, se supone que la pared latc:-al del cilindro se 

mantiene a temperatura constante cero.•,? 

Se va a considerar tambllm, que en el centro de la tapa superior 

e inferior la temperatura es Tl y To respectivamente, como se muestra 

en la figura (1.2). Suponemos que Tt es mayor que To. 

Debemos hacer referencia en que estas condiciones a la frontera 

se han escogido debido a que representan casos reales, los cuales se 

anallzarAn en el capitulo IV. 

Suponemos que la temperatura en la pared lateral del cilindro es 

la minlma en el sistema. Por lo lanto, T1 y To son siempre positivas. 

Ahora se procederá. al cálculo de las constantes que aparecen en 

• Sl lo letiperatura con•lanle e• Vo 1 pode111os reducir al 

de lMpcralura haclcndo corrl•lcnlo del orl9en por -vo. Lo 

cual •l9nlflca que real\zado• lo• calculo•, \a t...perat.ura 

rea\ •• obt.leno •'9ahdo vo. 
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T o T o 

------- ..... 

Figura 1.2: Se supone temperatura cero en la pared lateral 

del cilindro. Se considera que Ti y To son las temperaturas en el 

centro de la tapa superior e inferior, respectivamente. 
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las soluc1ones (1.14) y (1.15). 

Primero se evaluarán Bt y (J. ·En z = O se tiene que la temperatura 

es To, por lo que de la ecuación (1.15) resulta Z<o> · = 81 e-(J<o> • To, 

entonces Bt = To. 

La temperatura en z = Lo es Tt, el se introduce este valor a la 

frontera se llene, de (1.15), que Z<Lo> • To e-f3Lo= Tt. Aqui se ha 

utilizado el resultado 81 = To obtenido antes. Si se toma la última 

igualdad que aparece en Z<Lo), con un simple desarrollo algebnUco se 

obtiene el valor para fJ, es decir 

11 a - _!_ ln (_..!!_..) 
Lo To 

(1.16) 

Una vez que se han evaluado las constantes Bt y IJ, la solución 

( 1. 15) toma la forma 

Z<zl .: To e -fJz (1.17) 

en donde f3 se calcula a partir de (1.16). 

Por otro lado, las constantes At y a. se evaluan a partir de la 

solución para A<ul, ecuación (1. 14). 

Se considera primero la condlc16n a la frontera para el caso en 

el que r a O. En estas circunstancias, la variación de la temperatura 

ocurrirá a lo largo del eje del cilindro. Como ya se ha mencionado, en 

el eje del cilindro la distribución de temperatura está dada por Z<zl 

exclusivamente. Entonces, para la condición r = O se requiere que 
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Al = 1, además, para esta misma condlcl6n la función de Bessel 

Jocc101 • 1. 

Sl la temperatura en las pafedes laterales del cUlndro es cero, 

entonces en la frontera r = ro, la func16n R<cxrl se debe anular: Es 

decir, como consecuencia del valor en la frontera en r = ro y por la 

forma en la que se ha considerado la dlstrlbuc16n de temperatura 

dentro del cilindro, ecuación (1.8), es preciso que se cumpla la 

igualdad Rccx.roJ = JiotctroJ = O. Con esta relac16n se satisface la 

condlc16n a la frontara en r = ro para cualquier valor z en el 

intervalo de O a Lo. 

En otras palabras, el requerimiento para que la temperatura se 

anule en la pared lateral del cilindro, slgnlflca que cr. puede tomar 

s6lo los siguientes valores especlales9 

con m = 1, 2, 3, ... 

en donde Mi son las ralees de Jo(;\.) • O. 

En vista de que Jotaro> = O, significa que aro son las ralees de 

Jo, De acuerdo a la tcorla sobre las funciones de Bessel, no se tienen 

ralees complejas nl repetidas. Adem~s. el número de ralees reales es 

lnflnl to. Otra caracteristlca sobre estas funciones, es que para cada 

raiz .Mi. le corresponde una negativa - A.m. 

En términos generales, la funci6n .Jntu> con n = O, 1, 2, ... 

no tiene ralees complejas, y tiene nó.mero infinito de ralees 

reales simétricamente colocadas con respecto al punto u = O, el 
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cual es por si mismo un cero si n > o. Todos los ceros de .Jn<uJ son 

simples, excepto en u = O, el cual es un cero de orden n si n > O, 

como se auestra en la figura (1.3)? 

Las funciones de Bessel .JntuJ oscilan pero no son perl6cUcas, 

excepto en el limite a medida que u -+ m, pues su amplitud no es 

constante sino que disminuye asintóticamente como u-u2. 5 

En la solución de problemas de aplicación, necesita 

información acerca de la locallzaclón de los ceros de las funciones de 

Bessel, y en particular se debe ser capAz para hacer cá.lculos 

aproximados de los valores de estos ceros. 

La información que ésto nos aporta, es que tenemos un n\l.aero 

inf'ini to de valores A. para los cuales .Jo<Aa> = O. Esto trae como 

consecuencia que la distribución de temperatura, ecuaclón (1. 8}, se 

debe esc:rlblr como una suma infinita de términos sobre estas ralees, 

es decir 

Ttr,zJ "" To e-IJz I .Joca.r> (1. 18) .. , 
aqui se debe notar que en la ecuación (t. 8) se ha utilizado la 

expresión para Z!•I dada por (1.17). 

De acuerdo a la gráCica de la figura ( 1. 3). donde se muestra 

Jo(uJ, notamos que esta función toma valores positivos y negativos a 

lo largo de todo su dominio. Ahora bien, cabe hacer mención a la 

siguiente pregunta: ¿ Qué significado fislco podría aportar el cam.blo 

de signo de .JoCuJ en la distribución de teaperatura ?. 
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- 1 

Figura 1. 3: Funciones de Bessel de primera clase de orden 

cero y uno. 
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Para responder, debemos analizar cuidadosamente el comportamiento 

de la temperatura representada por la ecuación (l.18), ya que ..Dolu> 

corresponde a los valores de T a lo largo del radio. 

Si se considera todo el dominio de Jolu) donde esta función toma 

tanto valores positivos como negativos, entonces por la relación 

(1.18) 1 la temperatura también tomará. valores positivos y negativos. 

Por esta razón, para evitar que la distribución de temperatura 

tome valores negativos, se debe acotar el dominio de Jotul de tal modo 

que Jo sea siempre positiva para toda u dentro del nuevo intervalo. 

Para satlsf"acer las condiciones anteriores, se tomará. en cuenta 

sólo el intervalo de u • O a la primera raiz u1 a ~.1, en donde Jo es 

siempre positiva, como se muestra en la figura (1.3). 

Este intervalo corresponde a las mismas condiciones impuestas por 

el problema, porque de acuerdo a la definición u = ar, se tiene 

que para r = O u = O, y por otro lado, para r = ro corresponde 

u1 = curo = At, en donde At es la primera raiz de Jotu>, y tiene un 

valor de Ai = 2. 405, del cual tenemos10 

2.405 cu•--- (l. 19) 
ro 

Por lo que la ecuación (l. 18) se reduce al caso particular 

impuesto por las condiciones anteriores, de este modo, 

considerar sólo la primera raiz de Jolu), la cual corresponde a m = l. 

y asi la función de dlstrlbuc16n de temperatura (1.18) toma la f'orma 

particular 
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Tcr,z) = To Jo(a.lrl e -f)z (1.20) 

A partir de esta consideración sobre el domlnlo de JoCul, se 

garantiza que esta función es siempre posltlva y, por lo tanto, es 

inmediato que de acuerdo a la ecuación (1.20), la dlstrlbuclón de 

temperatura también será positiva. 

Sin embargo, existen otras ralees de Jolul entre las cuales esta 

función también es positiva. Por ejemplo, si se tomara como dominio el 

intervalo An :111 u ::.s M+1 de tal manera que JoCu> fuera no negativa 

entonces, a ~n le corresponde \ül radio :-n = ~n y a An+l el radio 

rn+t • An+l ambos distintos de cero. Pero en este caso no se está 
Cl 

considerando todo el cilindro, sino únicamente la reglón de éste que 

se encuentra entre el radio interior rn y el exterior rn+t. 

Es posible representar esquemáticamente y a grandes rasgos el 

comportamiento de la dlstrlbuc16n de temperatura dentro del. cilindro. 

En la figura (t. 4) se muestra la superposición de la func16n 

.Jo<u> con nuestro sistema. Es importante observar que, de acuerdo a la 

forma en cómo decrece Jlo(Clr), la temperatura también será una func16n 

decreciente a medida que r tienda a ro para anularse flnal•ente en 

r = ro, figura (t. 4a). 

Por otra parte, en la figura ( 1. 4b), se observa que no es 

posible tomar en cuenta otra raiz además de At,. debido a que introduce 

un valor negativo a la distribución de tempera tura. 

Una vez qlle han sido evaluadas las constantes que aparecen en las 
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u 

-------
a) 

u 

b) 

Figura t. 4: a) .Jocu> es una función decreciente: es máxima en 

r = O y se anula en r :o:: ro. b) Tomar en cuenta dos ralees de 

.Jo(u), se introduce un signo negativo a la temperatura, debido a 

que entre At y i\2 1 por ejemplo, .Jo<u> es menor que cero. 
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ecuaciones (1.14) y (1.15), se puede escribir la dlstrlbuc16n de 

temperatura de acuerdo a la ecuación (1. 20) como 

( 1. 21) 

en donde por comodidad se reemplazó en por ex. Las constantes ex y fJ se 

calculan a partir de las ecuaclon.es (1.19) y (1.16). respéctlvam.ente. 

El resultado dado por la ecuación (1.21) es la única soluc16n que 

se puede establecer en condiciones de simetria axial y en las 

condiciones a la frontera determinadas en esta sección. 

La ecuación (1. 21) es la función de dlstrlbuc16n de temperatura 

dentro del sistema. Esta relación determina la temperatura 

cualquier punto dentro del cilindro, y a partir de ella y con la ley 

de Fourler, se obtiene el comportamiento del flujo de calor dentro de 

éste. que no seré sino hasta el siguiente capitulo en que se determine 

su forma analltica. 

1.4 LAS CQl-.[)ICIQl>ES A LA FRONTERA DE lJ>J PROBLEMA ALTERNATIVO: l.J>JA 

SOLUCION EQUIVALENTE. 

A contlnuaci6n se deteralnar• la soluc\6n de la distribución de 

te•peratura para la ais111a cavidad cilindrlca en la que 
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alternativamente cambiamos las condiciones a la frontera del problema. 

Consideremos ahora el problema en el que las condiciones a la 

frontera son que tanto la pared lateral como la base del cilindro 

encuentran a temperatura constante cero, •!entras que en la tapa 

superior varia como función de r, figura (1.5). El propósito es 

encontrar la función de distribución de temperatura en cualquier punto 

dentro del sistema. 

Con el objeto de que la dlstrlbuclón de temperatura Y<r,z> sea 

univaluada y se anule en z = O, las funciones R<r> y Zcz> se deben 

escribir como 

R<r> = At .Joca:r) y Z<:z> = Bt Senh <l)tzJ (!.22) 

El requerlaiento para que la temperatura se anule en r • ro, 

significa que a. puede toaar sólo el . valor especial dado por la 

ecuación Ct.19). Para el caso en el que r = O, se trata de la 

distribución de temperatura en el eje del cilindro, la cual esU. dada 

por la función Z<:z> únicamente, por lo que elegimos At • 1. 

Combinando estos resultados en la ecuación (1,8), encontr-os que 

la distribución de teaperatura dentro del cilindro viene dada por 

Tt<r,id • 91 .Jo<«r> 5enh <IJtz> (!.23) 

Para evaluar las constantes que aparecen en la ecuación anterior, 

consideremos la condición a la frontera en la que r • O. En este caso 
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T =O T = O 

T =O 

Figura 1. 5: La temperatura de la tapa superior del cilindro 

varia como función del radio, mientras que la pared lateral y la 

tapa inferior permanecen a temperatura constante cero. 
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(1. 23) toma la forma 

Tt<o,z> = 81 Senh t#Jtz> 

_la cual' sl z = Lo se transforma en 

Tuo,Lo> = 81 Senh (l:hLo) = T1 

en el que se ha tomado en cuenta que la temperatura en el centro de la 

tapa superior es Ti. De esta íaltlaa l&ualdad se llene que 

81 = ___ T"-'1'--- (1.24) 
Senh (lhLol 

Es importante observar que IJt queda evaluada por la condlcl6n que 

relaciona a las constantes de separación a.2 - f)s2 = ,.2, ya que por un 

lo.do « queda determinada por U.19), alentras que r se evaló.a a partir 

de la solucl6n (1. 6) de la ecuación lellJ>Oral cuando deflnl•os a 

T•-1-
72 I< 

(1.25) 

como la constante de tle11po, la cual lnd.lca el intervalo de tle•po en 

el que el sistema termodinámico reacciona ante una diferencia de 

temperatura. Dicha cantidad se eval'1a experimentalmente. Al igual que 

T, la dlfuslvldad K también se puede determinar experimentalmente y 

depende del medio a través del cual tenga lugar el :flujo de calor. 
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Resumiendo. si las condiciones de frontera se modifican de tal 

modo que en la pared lateral del cilindro y en le. tapa inferior la 

temperatura sea cero, mientras que en la tapa superior varie como 

función de r, entonces la distribución de temperatura en cualquier 

punto dentro de la cavidad cilindrica esté. determinada por la relación 

Ticr,z) = Tt .loCcxr> Senh Cfh Z> (1.26) 
Senh (jltLo) 

en donde « está. deter•inada por (1.19) y #h se calcula a partir de la 

relac16n a.
2 - 1)12 • -,ª. 

Pe:" otra parte, la foro particular de la solución (l. 23) queda 

deteralnada por el requerl•lento de que la temperatura se anule en 

z • O para cualquier r arbl traria y en r = ro para toda z. Entonces, 

para diferentes condiciones a la frontera, la función de distribución 

de temperatu~a to•ará una for•a distinta. 

Sin embargo, la ecuación (t. 23) representa una serle de 

Bessel-Fourier que es apropiada para un intervalo finito en r. Si 

ro ~ c:o, la serle se transforma en una integral en una forma 

completamente análoga a la transformación de una serle e.le Fourler 

trigonométrica a una integral de Fourier? As1.. por ejemplo, si la 

te•peratura es flnl ta para z z: O y se anula para cuando z + c:o, 

entonces la forma general de la solución para z z: O debe ser 
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que ee la funci6n de distribución de te•peratura deterainada en la 

secci6n anterior. Por lo que se observa una equivalencia entre las 

funciones de dlstrlbuc16n ( 1. Zl) y ( 1. 23). 

Una vez que se ha determinado la distr1bucl6n de temperatura 

dentro del cilindro, en el siguiente capitulo se procederá a 

determinar la forma y el coaportU1lento de las lineas de flujo de 

calor en este slsteaa. 

Se pretende encontrar la forma general de la ley de Fourler para 

el flujo de calor total en un cilindro de longitud variable, a partir 

de la cual se analiza el flujo en las frontera geoaétrlcas del slsteaa 

terllOdlnhico. 

3Z 



11 

LEY CDERALIZADA DE F~IER PARA EL FLUJO DE CALOR 

EN SISTEMAS CC111 Sl~IA CILl~ICA 

2.1 LEY GENERALIZADA DE f'OUR!ER: El. FLUJO DE CALOR TOTAL. 

2. 2 El. EFCTO DE LAS FRONTERAS EN El. nUJO DE CALOR: LA RJNCION 

EFECTO DE FRONTERA. 



~.1 LEY GENERALIZADA DE F~IER: EL FLUJO DE CALOR TOTAL. 

El objetivo principal de esta sección consiste en deteralnar 

la forma analltlca para el flujo de calor dentro de la cavidad 

clllndrlca, a partir de las funciones de dlstrlbuc16n de 

temperatura obtenidas en el capl tulo anter lar y que está.n dadas 

por las ecuaciones e l. 21) y e 1. 26). 

Primero se determinará la ley generalizada de Fourler a 

partir de la función de dlstrlbuclón ( 1. 21) y se procederá en 

foras. análoga con la función (1.26). 

Sl consideramos la ecuación (1. 21), podemos representar 

aatemá.tlcamente la vnrlac16n de la te•peratura T<r,xl con respecto 

a la de la tapa inferior en cualquier punto dentro del 

cilindro. La variación de la temperatura la determina la relación 

T<r,z) - To = To (Jo(IXr) e -pz - 1) (2.1) 

El flujo de calor total JT<r,z> dentro de la cavidad 

c111ndrica está deterainado por la ley de Fourier 

(2.Z) 

en donde k es la conductividad térmica del medio. 
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De acuerdo a la slaetria geométrica del sistema, el operador 

gradiente se escribe en coordenadas cillndricas y de la ecuación 

(2. 2) se tiene 

J [ _B_ (Tlr.z> - To) ~ + _B_ (Tlr,z) - To) ~ ] (2. 3) 
r=-k ~ ~ 

en donde el término correspondiente al ángulo 9 se anula debido a 

la slmetria establecida en el primer capitulo. 

Es posible expresar el flujo de calor total en términos de 

sus magnitudes correspondientes en la dirección de r, dada por 

Jr<r,z> y en la dlrecc16n z por Jzcr,z). 

De esta manera la ecuación (2. 3) se aodifica en 

(2.4) 

en donde la magnitud del flujo de calor en la ·dtrección_r __ es-

Jr (r,z) = _ k _B_ {T<r,11:) - To) 
Br 

mientras que para z viene dada por 

.J,<r.z) = _ k _B_ (Tlr,zJ - To) 
Bz 
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Una vez que se han expresado las formas de las co•ponentes 

del flujo de calor en las direcciones r y z. resta determinar la 

forma analítica de este par de funciones. Con este propósito, 

partiremos de la ecuación (2. 4) en la que sustl tuimos las 

componentes del flujo (2.5) y (2. 6) 

J ~ _ k _8_ (T!r,zl - To). ~ _ k _a_ (T!r,zl - To) ~ 12• 7 ) 
r ar - Bz 

con la relaC16n (2.1) la ú:l tima igualdad se transforma en 

!y-= k « To e-/lz .JHa.r> ~ + k fJ To e -/lz JoC«r> ~ (2. 8) 

en donde .JH«r) es la f'unc16u de Bessel de primera clase de orden 

uno. Es Importante seftalar que la ecuac16n (2. 8) no presenta la 

forma de la ley de Fourter debido a la ausencia del operador 

diferencia de temperatura. Con el objeto de llevarla a esta f'orma, 

utilizamos la ecuación (2. 1) de la que se tiene 

To = --'T-'!'-'r,~z"-l ..,-="T_o_ 
.Jo1exr> e-¡¡z - 1 
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Finalmente, al introducir el valor de (2, 9) en la ecuación 

(2. 8) obtenemos el flujo de calor total en cualquier punto dentro 

de la cavidad clllndrica, esto es 

J,.cr,zl = k 1(r1 z) - To 

.Jo(cxrJ - e(Jz 

[ « JthXr) ~ + fJ .Jo(«r) ~ ] (2.10) 

La ecuación (2.10) es la ley generalizada de Fourier para el 

flujo de calor en cavidades con simetria cllindrlca. Además, 

expresa las modificaciones a la ley de Fourler conocida debido a 

la presencia de las fronteras teniendo la facultad de analizar los 

casos limites má.s sencillos cuando varlan los parámetros de tal 

manera que se obtiene la ley de Fourier para el flujo de calor. 

De la relación (2. 10) se observa claramente que el flujo de 

calor dentro de la cavidad tiene componentes a lo largo de la 

dirección radial como de z. Esta consecuencia radica en que la 

dist~·lbuc.ión de tempc:-atura dentro del el l indro depende de las 

variables r y z, por lo tanto, habrá Wl gradiente de temperatura 

quien daré. origen al flujo de calor en estas direcciones. 

Tal y como se indicó al principio de este capitulo, se 

procederá a determinar la ley generalizada de Fourier para el caso 

en el que las condiciones a la frontera se modifican de acuerdo a 

la sección 1. 4. De esta sección se tiene que la función de 

distribución de temperatura viene dada por 
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Tt(r,z) = T2 .Jo(«r) Senh<fJtZ) 

en donde T2 queda definida por la igualdad 

Tz =--T_1 __ 

Senhl¡ltLoJ 

(2.11) 

(2.12) 

y ce está. determinada por (1.19) mientras que fJt de las relaciones 

... - 11~ =.,•y (1,25). 

El flujo de calor total J1T<r,z> dentro de la cavidad 

cUindricat queda determinada por la ley de Fourler 

(2.13) 

en la que de acuerdo a la simetria del sistema, el operador 

gradiente se escribe en coordenadas cilindrlcas para que la 

ecuación (2. 13) se transforme en 

J~Tlr,zJ = _ k [-ª- (Ttlr,zl) ~ + _a_ (Ttlr,zl) ~ ] (2 . 14 ) 
Br Bz 
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51 sustltul1nos la función de d1strlbuc16n (Z.11). en (2. 111), 

con un sencillo desarroÍlo matemático la expres16n aii_terl~i- to'ma 

la forma 

que de acuerdo a la lgÚaldad (Z.12),· ·la 

transforma en 

Cosh1¡¡121 

Senh</112.l (2.15) 

Esta ecuac16n representa la ley generalizada de Fourler 

correspondiente a la ·función de dlstrlbucl6n de ternperatura 

(2.11). 

De l_a relación (2.15) se observa también que las componentes 

del flujo de calor son a lo largo de las dos direcciones, debido a 

la forma que presenta la función de dlstrlbuclón de temperatura 

en términos de r y z. 

En la siguiente sección se analizará. el comportamiento del 

flujo de calor total correspondiente a las ecuaciones (2.. 10) y 

(2.15) para los casos especiales descritos a contlnuaclón. 
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2.2 EL EFECTO DE LAS FRONTERAS EN EL FLUJO DE CALOR: LA Fl.JllCION 

EFECTO DE FRONTERA. 

En esta sección se analizará.· el comportamiento del flujo de 

calor para los casos especiales en las reglones limites de la 

geometrla del sistema. 

Para llevar a cabo nuestros propósitos, partiremos de las 

ecuaciones de flujo de calor total en las que, por separado, se 

reducen a los casos especiales de acuerdo a las condlclones 

establecidas en cada uno. 

A) Como un prlaer caso se analizará. el comportamiento del 

flujo de calor total cuando r + O. Esta condlcl6n corresponde a 

una reglón cllindrlca en la vecindad del eje del sistema. Asl, la 

ley generalizada de Fourler, ecuación (2.10), se transforma en 

Tco,z) - To ~ 

1 - e~z 

mientras que para la misma condlcl6n de (2. 15) tenemos 

[ 
CoshOhz1 

jlT(z) = - k #J1 t.TUO,z) Senh<lbz> 
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Estas ecuaciones muestran que no existe flujo de calor en la 

direcc.ión radial, sino que la única componente es a lo largo del 

eje z. En otras palabras, en la vecindad del eje de la cavidad 

cilindrica el flujo de calor es laminar. No obstante que en la 

superfible superior la temperatura sea función de la variable 

radial, en la vecindad del eje del sistema, el flujo de calor 

tiene una s6la componente. 

Vamos a modificar las ecuaciones (2. 16) y (2.17) con la 

intención de analizar el efecto de las fronteras en el flujo de 

calor. 

Primero se describe el efecto producido en la ecuación 

(2.16), la que reescribimos de la forma 

(2.18) 

en donde 6TCz> = Tco,z) - T y la cantidad entre el paréntesis 

izquierdo es la ley de Fourler en su forma canónica~ 

Para simplificar la ecuación (2.18), definimos la función 

E,<z> como 

E,lzl = - llz 
~ 

(2.19) 
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y asi la. rela_cl6n (_2. 18) s~ transforma en 

(2.20) 

Es muy importante observar que a partir de la relación 

(2. 20) se muestra que el flujo de calor está determinado por las 

modificaciones que introduce E,(z) sobre la ley de Fourier. Los 

efectos que representa E,tzl sobre el flujo de calor son los 

producidos por las fronteras del sistema. Es decir. para el caso 

en el que z -l O. la función exponencial de (2. 19) se desarrolla 

como 

efJzs::s-l+fJz 

y de esta aanera E,czJ = 1. Por lo tanto, el flujo de calor se 

obtiene de (2. 20 l 

(2.21) 

la cual coincide con la ley de Fourler canónica. 

Por el contrario, para el caso en el que z sea grande. la 

fWlc16n E,<z> alcanzará su valor máximo y 1 por lo tanto, el Clujo 
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de calor (2. 20) presentar;;\ su máximo efecto. 

Resumiendo, en el flujo de calor laminar hay efectos de 

frontera que se observa a través de la exponencial de la función 

E,tz). Sólo cuando z .. O este efecto se anula y tomará su má.x1mo 

valor cuando z es má.x1ma. Por esta razón, a la func1ón E,<z> dada 

por la ecuación (2. 19) la llamaremos Efecto de Frontera. 

La gráfica del gradiente de temperatura. fiT<z> se muestra en 

la figura (2.1). Se observa que el efecto de frontera E,<zl es 

despreciable cuando z .., O, en este caso el comportamiento lineal 

de fiT<z> lo describe la ley de Fourier canónica. Si z _,,, co, la 

curva tiende a un valor aslntót1co d~bldo a i~ exponencial de E,· 

En esta figura se observa que cuando z -f O el comportam1ento 

del flujo de calor es 11.neal, tal y como lo predi.ce la ley de 

Four1er canónica (2.21). Sin embargo, a medida que z aumenta, la 

curva tiende a un valor asintótico. 

Ahora se va a describir el efecto producido en la ecuación 

(2.17). Esta relación la escribimos de la forma 

(2.22) 

Del mismo modo definimos a la función efecto de frontera 

Er1 <s:l como 
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AT(z) 

Figura 2. 1: Cuando z -+ O el comportamiento lineal del 

gradiente de temperatura lo describe la ley de Fourler can6nlca, 

mientras que a medida en que aumenta z se manifiesta el efecto de 

frontera. La curva es descrl ta por la ecuación 
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Eri<•> 
IJtz Cosh <13tz> 

Senh <Jl1z1 
(Z.23) 

' .· - ; . 

y entonces la relaC16ri (~-~ ~2\_-~~ ~-l~pl:i~1c~-Y .. ~~~.~~-~~--~b~\} 

[
. - k ATl(z) : .; :]··E (z) . 

z f1 

De un modo similar que la relación (2.20) 1 la ecuación (2.24) 

muestra que el flujo de calor es modificado por la presencia de la 

función efecto de frontera, la cual. cuando z ~ O, es posible 

hacer aproximaciones sobre las funciones hlperb611cas10 de tal 

ma11era que r.osh c,:ltZ) = 1, mientras que Senh t1'31z1 = {3tz y, por lo 

tanto, En tz> = 1 y el flujo de calor (2. 24) es reemplazado por la 

ley de Fourler can6nlca 

(Z.25) 

El caso contrario ocurre cuando z sea máximo, en este limite 

Senh !Jl1Zl 

Cosh tfhz> 
= Tanh tf31z1 = 1 
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y la· -~unción Eri Czl alcanza su valor máximo, entonces el flujo de 

calor (2.24) tiene su má.ximo efecto. 

Por lo tanto, en el flujo de calor laminar dado por la 

ecuación (2. 17), existe efecto de frontera a través de la función 

Tanh c'31Zl contenida en En CzL Este efecto de frontera ae anula 

cuando z tiende a cero y es máximo para valores de z muy grandes. 

El comportamiento del gradiente de temperatura 6Tltz> de la 

ecuación. (2.17) se muestra en la figura (2.2). En este caso la 

función Tanh lj)lzl afecta a 6T1 cz> a través de la función efecto 

de frontera Efi (z), Si z -1' O, el comportamiento lineal del flujo 

de calor lo describe la ley de Fourler canónica. , mientras que si 

z aumenta la curva tiende a un valor asintótico. 

B) Por otra parte, el comportamiento del flujo de calor total 

en la pared lateral de la cavidad, se obtiene con la condición en 

que r -+ ro. Por lo que la ecuación (2.10) toma la forma 

To /\ JT <ro, zJ = k ex -;¡;z- .Jt («rol r (2.26) 

Donde se observa que el flujo de calor sólo tiene componente 

en la direc16n del radio, lo cual slgnlflca que el flujo de calor 

es ortogonal a la pared del cilindro. Resultado que era de 

esperarse debido a que la pared lateral constituye una superficie 

isoterma. 

De un modo similar, consideremos la ecuación (2.15), para la 

cual, cuando r .., ro se tiene 
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AT1(z) 

o 0.2 0.4 0.6 o.e 1.2 1.4 1.6 1.8 2 

Figura 2. 2: Si z "'* O el comportamiento lineal del gradiente 

de temperatura lo describe la ley de Fourler canónica. Cuando z 

tiende a lnflnlto, el efecto de frontera hace que la curva tienda 

a un valor asintótico. La curva es descrita por la ecuación 

__. ATt<zl 
JIT(zl = - k /3I -Tanh-=-=--"</3:.:l_Z_l 
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(2.27) 

debido a que el gradiente de temperatura ATttro, z> • O y por lo 

tanto no hay flujo de calor. 

Es importante analizar los casos en los que z + O y z °" Lo. 

Consideremos primero que z + o. En estas clrcunstanclas la 

func16n exponencial tiende a uno y la relación (2. 26) se reescribe 

entonces el flujo de calor tiene un valor constante en la pared 

lateral del sistema, cuya \mica dirección es a lo largo del radio. 

51 se supone que z ~ Lo la relación (2. 26) se escribe 

JT (ro, Lo> = k a: Tt .lt l«ro> ~ 

y el flujo de calor en la superficie superior tiene 1lll valor 

consta~te y su dlrecc16n es radial. 

Los incisos anteriores son casos especiales cuando se han 

considerando los valores extremos para la variable r. De un modo 

similar, se analizará el flujo de calor total a partir de las 

ecuaciones (2.10) y (2.15) para los limites en que z ,... O y z ... Lo. 

C) Consideremos que z .., O. En la tapa inferior del cilindro 

el flujo de calor total, ecuación (2. 10), vlene dado por 
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Ji.tr 1 0) • k To [ 4 Jll«rl ~ + ff .lal«r) ~ ] (2.28) 

en donde se ha toaado en cuenta que Tlr,OJ - To • To (.Jo<«r) - 1). 

Por lo tanto, el fluJo de calor tiene ambas componentes que 

corresponden a cada dlrecc16n. 

Este caso es una consecuencia del hecho de que en la tapa 

inferior la temperatura no es constante, sino que varia como 

funcl6n de r, que de acuerdo a (1.21) está determinada por la 

relacl6n Tcr,o> • Tq Jo<«rl. 

Por otra parte, de la relac16n (2.15) para el flujo de calor 

total, se tiene que sl z? O entonces 

JlTlr,ZJ = k fil __ T_1 __ [ Cl Z Jl(ctr) ~ - .lolClr) ~] 
Senh<lltLol 

en la . que se muestra también que el flujo de calor tiene 

componentes en 8.8bas direcciones. 

D) El último de los ll•ltes por analizar es cuando z _,. Lo. 

Con la cond1ci6n para la cual z -. Lo el flujo de calor 

total, dado por la ecuac16n (2. 10), se escribe como 
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JTt. (r,Lo) e k Tt [ « ~l(«r) ~ + fJ Jo(Clr) ~ ] (2.29) 

An.6.logamente, si z :-"' Lo, entonces do la relación:. (2.15) se 

tiene que 

Jn.<r,Lo> = k T1 .Jotar> .[a. Jt(a.r) ·~ ~ llt Cothtll1Lo> ~] (2,30) 
.Jota.r> 

Por lo tanto, al igual que el inciso anterior, el flujo de 

calor dete.-.lnado por las ecuaciones (2. 29) y (2. 30), tlenen 

componentes en las dos direcciones como consecuencia de la 

dependencia radial de la temperatura en la superficie superior de 

ambos casos. Las ecuaciones (2. 29) y (2. 30) representan el flujo 

de calor que de la superficie superior se trasmite hacia todo el 

sistema. 

Flnalaente, se debe hacer hincapllt en que las dos dlrecclones 

del flujo de calor total, dado por la ley generalizada de Fourler 

ecuaciones (2.10) y (Z.15), son una consecuencia lnmedlata de que 

en la superficie superior la temperatura es función de la variable 

radial, per•i tiendo de esta manera la existencia de un gradiente 

térmico en esta alsma superficie, orlglnando asl el flujo de calor 

en la dlrecci6n radial. 
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En el siguiente capitulo replantearemos el problema original 

y se considerará una superficie isoterma, cuya dlstrlbuc16n de 

temperatura será una aproxlmaclón de la ecuación (1. 21), a partir 

de la cual, y en forma análoga a la secc16n 2.1, se obtiene la 

expresión analitica para el flujo de calor total dentro del 

cilindro, de la que se analizarán sus consecuencias para los casos 

de fronteras variables. 
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• PRIMERA PARTE • 

3.1 FLu..Kl DE CALOR EN VARIABLES RELATIVAS: VARIACION GEOMETRICA. 

En este capitulo se analizará la ley generalizada de Fourler 

para el flujo de calor dentro de la cavidad clllndrlca para los 

casos en que las fronteras geométricas tiendan a valores extremos 

con respecto a cada una de las dimensiones correspondientes a las 

variables del sistema termodinámico. Además se define 

anallttcamente la forma general para la intensidad de temperatura 

(dT) como fuerza impulsora de calor y la constante de tiempo (T). 

y se obtendrá una relación matamátlca entre ellos. Posteriormente 

las ecuaciones de estos parámetros se reducirán casos 

particulares de acuerdo a las condiciones que previamente se 

establezcan. 

El objetl vo de la presente sección es determinar la relación 

que existe entre el flujo de calor total y la componente del flujo 

de calor que corresponde a algunas de las direcciones del sistema 

termodinámico cuando uno de los 1 imites de la cavidad se extiende 

a valores mucho mayores con respecto al otro. 

Para llevar a cabo nuestro propósito. se va a considerar la 

ley generalizada de Fourier que nos determina el flujo de calor 

total dentro de la cavidad cilindrica, dada por la ecuación 

51 



JT<r,zJ = k 
Tlr 1 z) - To 

.Jo<exr> - efJz 

[ « .ll(llr) ~ + /J .Jo,(O:r) ~] (3.1) 

Como ya se comentó, la ecuación (3. 1) expresa las componentes 

del flujo de calor en cada una de las direcciones del slstema. 

Por otra parte, si deseamos calcular el f'lujo de calor en la 

superficie superior de la cavidad, basta sustituir el valor de 

z a Lo, que corresponde a esta superflcle. en (3. 1) para obtener 

JTCr,LoJ = k Tt [ « Jl(a.rJ ~ + fJ ..Jo<a.r> ~ ] (3. 2) 

Al Igual que (3. 1), la ecuación (3.2) muestra también las 

componentes del flujo de calor que corresponden a las direcciones 

~ y ~ del sistema. El primer eleaento del segundo miembro de 

(3. 2}. es el !lujo de calor Jr en la direce:l6n J.el radio, mló11tras 

que el segundo elemento representa el flujo de calor Jz a lo largo 

del eje de la cavidad clllndrlca. 

Sl los parámetros a y 11 dados por 

At 2.405 at=--=---
ro ro 

Y 11 = - -
1
- In (....!!...) 
Lo To 

(3.3) 
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los sustituimos en la ecuación (3.2), entonces :la magnitud -del 

flujo de calor total se escribe como 

2 f, A ] 2 _ Í. · 1 ti -- ·1 2 : . · 
l-4<r,Lol ( = Lk Ti <+.> Ji + Lk Tt (¡:;-)ln(-:r;-) Jo (3. 4) 

Vamos a suponer que· mantenemos fijo un valor del radio, 

digamos rt, entonces dlvldlmos (3.4) entre 1Jrcri,Lo>l 2 
::1- O y con 

un sencillo desarrollo algebrálco se transforma en 

(Jrj 2 [ ( Tt ) ( Al >J2 ------= l·- __ k_T1_1n __ To __ J• __ r_._ri __ 

2 Lo2 
2 

ri <7> IJT!rt,Lo>I 

(3.5) 

en donde la magnitud. del flujo de calor j]r( _en_ la dh·ecc_l(>n_del 

radio está expresada por 

(Jrl 2 
= [ k T• ( ~: ) J1( ~: r•>f (3. 6) 

Finalmente, escribimos .la ecuación (3~ 5) de la forma 
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en donde A2 es una const~nte definida por 

•!entras que 

[ k Tl ln(*) Jo(~ ri) r 
r.2 IJT1ri,Lo>l2 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

represento. el cambio de variable. el cual aumenta a medida que Lo 

se lncrezenta con respecto a rt. 

De este modo, la ecuación (3. 7) advierte que sl la longl tud 

de la cavidad aumenta mucho aá.s rápido que el radio, entone.:;::> 

t;,2 + m y, por lo tanto, el segundo eleaento del •le•bro derecho 

de la ecuación (3. 7) tiende a cero. As1, la relac16n entre el 

flujo de calor en la dlrecclón del radio y el flujo de calor total 

tiende .ii uno. 

Esto slgnlflca que cuando la longitud del cilindro sea aucho 
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aayor que el radio, el flujo de . calor total tiene como única 

componente el flujo de calor radial, debido a que la componente 

del flujo de calor correspondiente al eje del sistema 

termodlnia1co tler..de a cero. 

La grá.flca de la ecuacl6n (3. 7) se muestra en la figura 

(3.1). En la figura se observa que si Lo > ri, el flujo de calor 

en la dlrecci6n del radio corresponde al flujo de calor total 

dentro del slsteaa terraodlnAmlco. 

Consideremos ahora la. ecuacl6n (2.15) y desarrollemos el 

mismo procedlmlento que se hizo con (2. 10). 

De acuerdo a (2. 15), el flujo de calor trasmltldo por la tapa 

superior del clllndro hacia la cavidad es determinado por la 

slgulente lgualdod 

El priaer elemento del aleabro derecho de la ecuación 

anterior corresponde al flujo de calor ~r en la dirección del 

radio, mientras que el segundo eleaento representa el flujo de 

calor ~z a lo largo del eje del cilindro. 

La aagnltud del flujo de calor trasaitido está dado por la 

slgulente lgualdad 
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Figura 3.1: Relación entre el flujo de calor radlal y el flujo 

total. Cuando Lo > rt, el flujo de calor total tiende a un valor 

correspondiente a la magnl tud del flujo de calor en la dlrecc16n del 

radio. Para este caso la componente en la dlrecc16n a lo largo del eje 

del cilindro tiende a cero. 
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Vamos a suponer que aantenemos fijo un valor del radio, 

digamos n. Al dividir la ecuación (3.10) entre 1JIT<rt,Lo>l2 " O 

y con un sencillo desarrollo algebrá.lco tenemos 

1J,J
2 

[ k Tt ~· .Jl(Clrl) r 
---=--- ~ 1 - --=.---=.-------

l J~T(rt,Lo>l2 Lo(~) IJn<rt,Lo>I" 
Lo 

(3.11) 

en donde se ha utllizado la relación para a dada por (1. 19). y la 

magnitud del flujo de calor IJ
1
zl 2 en la dirección del eje de la 

cavidad es determinado por 

- 2 [ ]" 1 J
1
J = k Tt (31 .Jo(llrt) Coth <f3tl.o> (3.12) 

La ecuación (3. 11 J toaa la forma 

(3.13) 
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en donde la cantidad 82 se define como una constante la cual se 

determina por 

[ k Tt At .Jt(a.ru]
2 

s• = --------
(3.14) 

aientras que 

(3.15) 

representa el cambio de variable, el cual aumenta a medida que ro 

se incrementa con respecto a Lo. 

Análogamente a (3. 7), la ecuación (3. 13) muestra que si 

variamoB ro de tal modo que ro > Lo, entonces F.2 .,. '°• lo cual 

significa que sl el radio de la cavidad es mucho mayor que su 

longitud, el segundo elemento del miembro derecho de (3.13) tiende 

a cero y, por lo tanto, el flujo de calor total dentro de la 

cavidad corresponde al flujo en la dirección del eje del sistema. 

La gráfica de la ecuación (3.13) se muestra en la f'igura 

(3. 2). En la figura se observa que sl ro > Lo, entonces dentro del 

sistema el flujo de calor es laminar. 
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Figura 3. 2: Relación entre el flujo de calor azimutal y el flujo 

total. Si ro > Lo, entonces el flujo de calor total es paralelo al eje 

de la cavidad c111ndrlca. 
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3.2 LEY DE FOURIER EN SISTEMAS CON SlJ>ERFICIE ISOTERMA: LA 

APROXIMACION CUASI-CONSTANTE PARA EL FLUJO DE CALOR LAMINAR. 

El resultado central del segundo capitulo radica 

considerar que, sl en la superficie superior del cilindro la 

temperatura es función de la variable radial, entonces dentro de 

la cavidad clllndrlca el flujo de calor tolal está. determinado por 

la ley generalizada de Fourler ecuación (3. 1), la que contempla 

claramente las componentes del flujo en las direcciones de ~ y ~. 

Vamos a modificar por un instante el planteamiento del 

problema inicial descrito en la sección 1. 3 con el propósito de 

demostrar que existe una reglón clllndrlca dentro de la cavidad en 

la cual el flujo de calor es laminar. 

Para determinar el cálculo de una nueva condlclón, se 

considera una cavidad cllindrlca de radio Ro. Se supone tublén, 

que dentro de la cavidad cU indr lea, la dlstrlbucl6n de 

temperatura está dada, de acuerdo a los resultados obtenidos en el 

primer capitulo, por 

l(r,z) = To Jo(Clr) e -#Jz (3.16) 

en donde claramente se observa la dependencia radial. 

Además, el flujo de calor total dentro de este sistema, se 
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determina por la ley generalizada de Fourler, en la que se observa 

que las lineas de flujo constituyen un problema bidimensional, la 

cual esté. representada por la ecuación (3. 1). 

Por el momento el objetivo es determinar la condición bajo la 

cual la componente radial de la ley generalizada de Fourier sea 

próximo a cero. 

Esta condición se obtiene a partir del comportamiento gráfico 

de la función .. hcar>, en la que se observa que para valoreti del 

argumento tales que ar < 1, se tiene que Ji(ar) _.,, O. Por lo tanto, 

para el caso en el que ar < 1, la contribución radial al flujo de 

calor total se anula, y de esta manera, la ley generalizada de 

Fourier representa el flujo de calor en la dirección a lo largo 

del eje del sistema, es decir 

J~<zl = k 11 T<z> - To ~ 

1 - efjz 

Nótese que en la última expresión se ha escrito Tez> en lugar 

de Tcr,z>, la razón estima del mismo hecho en que para «r e 1, la 

función de Bessel Jo tiende a uno y, por lo tanto, como resultado 

de la ecuación (3.16) se tiene 

t:<r,zJ •To .locar» e-IJz • T<z> =To e-fJz (3.17) 
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Debemos hacer hincapié en que la condlci6n sobre el argumento 

ctr de la función de Bessel Ji nos determina la reglón dentro del 

clllndro en la cual el flujo de calor es laminar. La base de este 

argumento radica en las alamas caracteristlcas de la condición, 

debido a que si cx.r < 1, entonces. 

r e __ Ro_ ~ _!_._ ?~ (3.18) 
Z.405 5 

Por lo tanto, en la regi6n cll indr lea de radio ro menor que 

2/5 Ro, el' flujo de calor es laalnar, mientras que para radios 

mayores, el flujo tiene co•ponentes radiales. Figura (3. 3l. 

La aproxlmac16n dada por (3.17), auestra además, que en la 

tapa superior del cilindro de radio ro, la temperatura puede ser 

considerada como una constante. De esta manera, se consldara 

necesario que para obtener el flujo de calor total en una s6la 

dirección, la temperatura de la tapa superior de la cavidad 

cllindrlca debe permanecer constante a lo largo de toda la 

superficie, y de este modo, el problema de conducción de calor 

dos dimensiones se transforma en un problema unidimensional. 

Finalmente, la aproximación, que determina la reglón del 

flujo laminar dentro del sistema, la llamaremos aproximación 

cuas 1-constan te. 

Ahora vamos a deter•inar cuáles serian las condiciones 
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Figura 3. 3: En la reglón cillndrlca de radio menor que 2/5 Ro el 

f"lujo de calor es laminar. Para reglones de radio mayor existen 

coaponentes en las dos dlrecclones. 
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operacionales para un sistema ter•odiná.mlco con simetr1a 

cilindrlca y con tapa superior a te•peratura constante. 

Con este prop6slto, resulta evidente que la pared lateral y 

la tapa superior del cilindro no deben estar en contacto téraico 

uno con otro (condición de aislamiento). De lo contrario, existirá 

un gradiente de temperatura entre ellos y por lo tanf.o un flujo de 

calor en la dirección del gradiente, que en este caso corresponde 

a la dirección del radio. De esta manera, habrá una transmlsi6n de 

energla en forma de calor que evitará que en la tapa superior la 

temperatura perma11ezca constante. 

Sin embargo, es posible impedir el contacto térmico a través 

de una pared adiabática, de tal aanera que la tapa superior y la 

pared lateral del clUndro se encuentren aislados y, por lo tanto, 

evitar el flujo de calor y garantizar que la superficie superior 

sea una isoterma. 

Es posible que en la práctica deba considerarse una pérdida 

de la energla transmitida en el punto de contacto tapa-superficie 

lateral del cilindro, debido a que el aisla.miento perfecto no 

exisle. 

El gradiente generado por dichas pérdidas, puede ser muy 

grande debido a la presencia de una diferencia de temperatura en 

un pequel'\.o anillo auy próximo a la frontera de la superflcle 

lateral. En tal caso, para compensar las pérdidas, el sumlnlstro 

del correspondiente flujo de energla será la condición necesaria 

para mantener la superficie superior a temperatura constante. 



Adeús de la cond1c16n de alelamiento mencionada antes, 

requiere de Wl suministro uniforme de calor a lo largo de toda la 

tapa superior del cilindro. De esta forma se evita la dependencia 

de la temperatura en la direcc16n del radio. 

Bajo estas condlclones, la función de distribución dada por 

la ecuación (3.17) se reduce al caso 

Tlzl = To e -(!z (3.19) 

en donde claramente se observa la independencia radial. 

La ecuación (3, 19) no debe interpretarse como una 

aproxlmac16n 11atemática sobre la solución, sino como una condición 

fls1ca consecuencia de la constancia de la temperatura en la 

·superficie. 

A pesar del comentarlo anterior, aún se considera posible 

escribir la última relacl6n como 

TCzl = e To e-f)z 

en donde e es el factor que reditúa de la función Jo<u> como 

resultado de ser una función constante. Sin embargo, como 

65 



cualquier constante que sea factor de To seguiré. representando la 

temperatura en la función de distribución, se mantiene escribiendo 

To y sin perdida de generalidad hacemos e = 1 y la consecuencia 

se muestra en la ecuación (3. 19). 

A partir de la solución (3, 19), podemos representar 

matemáticamente la varlac16n de la temperatura Tez> con respecto a 

la de la superficie lnfarlor, tomando en cuenta que para esta 

superficie en z -= O, de la ecuación (3.19) se obtiene que la 

temperatura es To. Lo. var lac16n de la tempetatura la damos por 

T<z> - To.=·To (e-llz - 1) (3.20) 

Por otra parte, el flujo de calor total dentro de la cavidad 

estani determinado por la ley de Fourler, en donde el operador 

gradiente act\J.a sobre (3.20), esto es 

JT<z> = - k V (T<z> - To) (3.21) 

Pese a la slmetria del sistema termodlné.mlco, el operador 

gradiente de la ecuación (3. 21) se escribe en su foraa aás 

sencilla respecto a la variable z 
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(3.22) 

Finalmente, si se introduce el valor de (3. 24) en la ecuación 

(3.-23), - obtenemos el flujo - de - calor -- total ~-en-- cualquier punto 

dentro de la cavidad cllindrica 

Ttz) - To 

1 - el3Z 
(3,25) 

Este resultado nos indica que las lineas de flujo calorlflco 

tienen una sola dlrecc16n y es a lo largo. del eje del cilindro. En 
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contra punto al considerar que, si la temperatura de la superficie 

superior depende del radio, entonces el flujo de calor total es a 

lo largo de las dos direcciones. 

Como en esta superficie la temperatura permanece constante, 

las lineas de flujo son paralelas al eje del sistema y entonces 

dentro de la cavidad c11 indrlca el flujo de calor es laminar. 
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• SDWNDA PARTE • 

3.3 FORMA GE!'ERAL DE DOS PARMETROS CARACTERISTICOS: LA INTENSIDAD 

DE TEM'ERA TIEA Y LA" CONSTANTE DE TIEMPO. 

El objetivo principal de esta sección es obtener la expresión 

general para la intensidad de temperatura y la constante de 

tiempo, parámetros que caracterizan en sistemas no 

estacionarlos. Adeaé.s, se demostrará que estos parámetros dependen 

·de las dimensiones geométricas del sistema. 

Para llevar a cabo este objetivo, se considera que el sistema 

recibe una cantidad de calor J constante y uniforme. 

El punto inicial del tratamiento es realizar un balance de 

energia 11 en el sistema termodinfunlco. Basado en el prlnclpio de 

conservación, el balanct! de energla es determinado mediante la 

relación 

-JA+JTA=-c (3.26) 

El primer elemento del miembro lzqulerdo de (3. 26) representa 

la energla que se sumlnlstra a la superflcle superior del 
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cilindro, mientras que el segundo término es la energia que 

corresponde al flujo de calor total transml t1do dentro del 

sistema. El miembro derecho de esta 1Alsma ecuación es el 

correspondiente al cambio de energia interna en el sistema 

termodlntuo1co o la energia absorbida por el cilindro. 

En la ecuac16n (3, 26) e es. la capacidad t6rmlca del aaterlal 

de la tapa superior a volumen constante, J es la energla que ésta 

absorbe por unidad de área y tiempo, J
7 

es el flujo de calor total 

transmitido dentro del clllndro y A es el área de la superficie 

superior. 

51 sustltulmos el término correspondiente a la magnitud del 

flujo de calor total ~(,.,:t>, dado por la expresión (3. 1), en la 

ecuación de balance (3. 26), esta relac16n se transforma en 

-JA+Ak T<r,z,t.) .. To 

-'o<«r> - •fJZ 

112 

ra.2J12 + fJ2.Jo2] 
l; • - e 8T<r,z,t.> 

Bt 

(3.27) 

en la que por comodidad se ha escr1 to .Jt y Jo en lugar de .JH«rl y · ·· · 

.Jo<exr> 1 respectivamente~ 

Con el objeto de facilitar los subsecuentes cálculos, vamos a 

definir las siguientes funciones 
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T(r 1 z) = -º- F<r1 z) (3.28) 
Ak 

en donde Fcr,zl es una func16n definida por 

FCr,z> = ----'J'-'ºc:.1 "'"'•:.;>_-_e"-~-z--~ 
r z z z 2 ]"" L« Ji (Ur) + fJ Jo (a.r) 

(3.2.9) 

entonces. la ecuaclon (3. 27) ee escribe 

J f<r,zl 
---- + Th·.%,t) - - T ----

k Bt 

o bien 

U<r,z,t} • - T ---- (3.30) 
8t 

en donde U<r,z,t.l queda definida por la relación 

U<r,z,t.> • - ---- + Tcr,z,t> (3.31) 
k 
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Si suponemos que J y los otros parhetr~s son independientes 

del tiempo, es posible integrar la ecuación (3. 30) con la 

condlc16n de que para un tiempo t = O, la temperatura sea To, 

mientras que para un tiempo t arbitrarlo sea TCr,z,t>. 

Sin embargo, estas condlclones se transforaará.n debido -al 

cambio de variable (3.28) y (3.31). 

En eCecto, sl suponemos que t • O, entonces la temperatura es 

To y de acuerdo a (3.31), U(r 1 %,0J • - J Frr,zJ / k . Además, para 

un tiempo t arbitrarlo se obtiene la función U<r,z:,t>. 

El resultado de integrar la ecuación (3 .. 30) y considerar los 

11•1 tes de integración desarrollados antes lo escrlblntos de la 

siguiente foraa 

por lo que la evaluae16n nos conduce al resultado 

Con las deC1n1clones (3.ZB) y (3.31), esta últlH Igualdad 

se transf'orma en 
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T<r,a 1 t.) •To+---- ( l _ 9-t/T) (3.32), 
k 

F1nal11ente 1 recordando que F<r,z) f"ué deflnlda por· (3.29) 1 la 

ecuación (3. 32) toma la forma 

J 
Tcr 1 z,t.) ~ To 1- --

k 

(3.33) 

Esta expresión representa la forma general de la dlstrlbuclón 

de temperatura dentro del cilindro en términos del flujo de calor 

que incide sobre el sistema. 

Por otro lado, definimos a T(r-,z> como la constante de tiempo 

cuya expresión muestra una dependencia con la longitud de la 

cavidad y el radio. la constante de tiempo se introdujo a través 

de la ecuac16n (3. 28) y esU. dada por 

T(r,zJ-= _e _____ .Jo_1_ar_l_-_e_l3_• __ _ 

A k r 2 z 2 2 ]"
2 

LCX .Jt (a.r-J + 13 .Jo <cxr-> 

(3.34) 
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en donde se ha utilizado el valor de Fcr,z> dado por (3.29). 

Ahora bien, de la ecuación (3. 33), la intensidad de 

temperatura en el sistema es directamente proporcional a la 

diferencia l1T 11:1 Tcr,z,U - Ta y depende experlaental11ente del 

tiempo. 

Sin embargo, los estados estacionarlos se obtienen cuando 

-t co y AT queda como fW1clón sólo de r y z. es decir 

J 
ATCr,zJ .JoC«rJ - l 12 

(3.35) 
k 

De este modo, se ha logrado obtener 18.s expresiones generales 

para la Intensidad de temperatura, ecuación (3. 35) y la constante 

de tiempo, (3. 34}. Este par de ecuaciones 11.uestra claramente que 

los parámetros dependen de las dimensiones geométricas del sistema 

termodinámico. En efecto, si la longitud del cilindro y del radio 

varían, la intensidad de temperatura y la constante de tiempo 

también cambian como resultado de sus expres1ones~ 1 

Como es evidente, la intensidad de temperatura en condiciones 

de estado estacionarlo y la constante de tiempo son 

proporcionales. 

De hecho, utilizando las expresiones (3.34) y (3.35) se tiene 
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JA 
t.T = --T (3.36) 

lo cual representa la relación matemática entre la intensidad de 

temperatura y la constante de tlempo~ 1 

Ahora desarrollaremos los mismos cálculos anteriores 

utlllzando la ecuac16n (2.15). 

Si sustl tul11os la magnl tud del flujo de calor de la ecuación 

(2.15) en la ecuación de balance de energla (3. 26) obtenemos 

[ 
.Jt Co h 2]"2 

-J A + AkT11r,z,t1 (« --)2 + (~1 --"-) = - e 
.Jo Senh Bt 

(3.37) 

en donde por comodidad se ha escrito sólo .Jt y Jo en lugar de 

.lt<«r> y de .Jo(«rJ, respectlv-ente. Adeals, Cosh y Senh en lugar 

de Cosh 1~1 z> y Senh <~IZI. 

De la alama manera, vamos a definir las siguientes :funciones 

Tt<r,z:,t.J • THr,z,t.) y Tl(r,zJ •_.e_ Ft<r,z) (3.38) 
Ak 

en donde Ft<r,z> es una función definida por 
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FlCr,z) = --------------..,..-,,,.-

] 

112 [«• .ll10tr) )' + (llt 
.Jo(«rl 

Cosh l#llzl )2 

Senh l#llZ) 

(3.39) 

Do esta manera la ecuación (3. 37) se transf"oraa en 

J fl(r,z) BflCr,z,t.J 
---- + TUr,z,t.) 13 - 'Cl (3.40) 

k Bt 

Sin e11bargo, la igualdad anterior puede ser transf"ormada para 

obtener 

U1cr,z,t.J • - Tl ----- (3.41) 
Bt 

en donde UHr,z,t.> es la función 

J FlCr,zJ 
Ut<r,z,t) a - ---- + Ticr,z,tJ (3.42) 

k 

Si consideramos que J y los otros paré.metros 

independientes del tiempo, es posible integrar la ecuación (3. 41) 
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bajo la suposlci6n de que para t • O la teaperatura 6T = O, 

mientras que para un tiempo arbrl trarlo t la temperatura es 

Tt<r.s.u. 

Sin embargo. las conslderaclones anteriores se llodlficarM\ 

debldo al cublo de varlable (3.38) y (3.42). 

En efecto, sl consldera11os que t • o. entonces la temperatura 

es cero y de acuerdo con (3.42),, UHr,z,O) = - J Fitr,zJ / k. Por 

otro lado, para un tiempo t, se tiene la func16n Ut<r,z,t.). 

Al integrar la ecuación (3. 41) bajo laG condiciones 

anterlore11 ae llene 

t Ut<r,z,t.) 

"'' 
]

0 
• ln U• ] 

Uttr,s,O) 

- _t_ 

Despul!s de evaluar y de un sencillo desarrollo algebré.lco se 

obtlene 

A partlr de las deflnlclones (3.38) y (3.42), la últlma 

igualdad se transforaa en 
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Tllr,z,U :m _J_F_1_1r_.z_>_ (1 - e-t/T1 (3.43) 

k 

Finalmente, recordando la forma arialitlca de Fttr,z), 

ecuación (3. 39), podemos transformar la ecuac16n (3. 43) y 

reescrlblrla como 

J (! _ 
8
-t/nl 

---------------1:-12:=- (3. H) 

[
(« .lt<«rl )2 + (jll Co&h ClllZl >ª] 

.loC«rl Senh ClllZl 

k 

La ecuac16n (3. 44) representa la dlstrlbuc16n de temperatura 

dentro del slsterna en términos del flujo de calor que incide sobre 

el cilindro. 

La constante de tiempo se introdujo a través de la ecuac16n 

(3.38), la cual al sustituir la e>epresl6n de (3.39) se aodlflca en 

Tl(r,z) s _e_----------------
A k 

[ 
J Co h 11 )2) 1/2 

(a ~ >" + (llt S ( lZ) 

.loC«rl Senh ClllZl 
(3.45) 

en donde se muestra una dependencia con las dlaenslones 
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geométricas del sistema teraodlné.mlco. 

r:sn 
S1\UR 

TtS1S 
UE !.A 

nn ntnt 
maue1Ec~ 

La intensidad de teaperatura en la cavidad es directamente 

proporcional a T1cr,z1 t.) y depende experl•entalmente del tiempo. 

Sln ~•bargo, los estados estac1onarlos11 se obtienen cuando 

t + m y Tt cr, a> ea una función &6lo de r y z, en ef"ecto 

J 
TtCr,z) 

k 
[

(ex Jt<cxr) )2 + e~· 
JoC«r) 

Cosh <1)1z1 

Senh 1~1z1 

Las ecuaciones (3. 45) y (3. 46) muestran claramente que estos 

parlaetros dependen de las dl•enslones geo11.étrlcas del slsteaa. 

Finalmente, utilizando las expresiones para la intensidad de 

teaperatura en condlclones de estado estacionarlo y la constante 

de tiempo se tlene 

JA 
6Tt •--TI 

e 
(3.f.7) 

expresl6n que determina la relación •atellAtlca entre estos dos 

parútetros. 
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3.4 LA INTENSIDAD DE TEM'ERATI.RA Y LA CCN>TANTE DE Tia.PO: LAS 

MOOIFICACIOl'..ES EN CCNllClot..ES DE FLWl LAMINAR 

En la secc16n anterior se encontró la forma general para la 

intensidad de temperatura y la constante de tiempo. Se de•ostr6 

que estos paráaetros dependen tanto de la longitud de la cavidad 

y del radio y se desarrolló una relación mate11átlca entre ellos. 

El siguiente propósl to es sl•pllflcar las expresiones 

generales obtenidas para los dos paráaetros de la sección 

anterior. Las ecuaciones que representan tanto la intensidad de 

te•peratura coao la constante de tiempo, serAn aproximadas cuando 

se introduzca la condlclón que dentro del cilindro el flujo de 

calor total es lulnar. 

Va.os a suponer que la auperflcle de la tapa superior del 

cilindro se encuentra a temperatura constante. De acuerdo a los 

resultados obtenidos en la sección 3.2, la dlstrlbuc16n de 

temperatura dentro del alste•a es independiente de la varlac16n 

radial y depende exclusl vutente de z. SI la tapa super lor ea una 

lsoter•ª• entonces dentro del slsteaa. el Clujo de calor es 

laminar, y por lo tanto, la varlaclón en la dirección del radio 

será despreciable. 

VilltOa a considerar pri•ero las aproximaciones sobre la 

constante de tiempo, ecuación (3. 34), y de una foraa análoga se 

modificará la lntensldad de teaperatura, ecuación (3. 35). 
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En la secc16n anterior se encontró que la constante de tiempo 

en donde claramente se muestra que depende de las dimensiones 

geométricas del cilindro a lo largo del radio y de su propio eje. 

Sin embargo, si consideramos que dentro del sistema 

el flujo de calor es lamlnar, entonces )a variación a lo largo del 

radio se considera despreciable y, por lo tanto, la constante de 

tiempo depende sólo de la longitud a lo largo del eje de slmetria. 

Además, de las condiciones establecidas en la sección 3. 2, 

las funciones de Bessel de orden cero y uno tienden a los valores 

uno y cero, respectivamente. 

Tornando en cuenta las condlclones anteriores, la constante de 

tiempo se transforma en una función s6lo de z11 • 12 

Tlzl = __ e __ (1 - e¡Jz) 

k I? A 
(3.48) 

en donde se muestra que en condiciones de flujo laminar depende de 
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la longitud de la cavidad. La gráfica de la ecuación (3. 48) se 

muestra en la figura (3. 4). 

Como consecuencia de ser una funcl6n e>cponenclal, la 

constante de t1eapo presenta un valor aslnt6tico a aedlda que el 

argumento tiende al infinito. El valor asintótico de la ecuac16n 

(3. 48) sobre esta tendencia es e / kl!A. 

Ahora vamos a considerar la ecuac16n para la intensidad de 

teaperatura, 'sta es dada por 

Al igual que la constante de tiempo, la intensidad de 

te•peratura 11.uestra también una dependencia en las dlm.enslones 

geoa6tr1cas del slsteaa. 

Sln embargo. dt foraa aná.loga que en el caso de la conatante 

de tiempo, se eaplearAn las aproxlaaclones sobre las f'unclones de 

Bessel para s1•pllf1car la intensidad de te•peratura. Este hecho 

nos conduce a escrlblr la última igualdad coao11 ' 12 

ATta> u _J_ (l - •{Jz) 

k /J 
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Figura 3. 4: Gráfica de la constante de tiempo en términos de 

la longl tud del clllndro. La relación que describe esta curva es 

T(zl • __ e __ (1 - e(Jz) 

k f3 A 
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En donde se observa también, que en condiciones de flujo 

laminar, la intensidad de temperatura depende únicamente de la 

longitud del sistema. La gráfiCa de la ecuación (3. 49) se muestra 

la flgura (3. 5). 

la ecuación (3. 49) presenta también un valor aslnt6tlco 

cuando el argumento tiende a infinito. El valor asintótico para la 

intensidad de temperatura es J / klJ, 

A continuación, vam~s a simplificar las ecuaciones para la 

intensidad de te•peratura y la constante de tiempo, ecuaciones 

(3. 46) y (3. 45), respectlvuente, bajo la 11uposlcl6n de que la 

tapa superior del cilindro es una isoteraa. 

De a·cuerdo a los resultados obtenidos en la sección 3. 2, la 

distribución de temperatura dentro del slsteaa es independiente de 

la variación radial y depende exclusivamente de la longitud z. 

Por lo tanto, dentro del sistema termodlnAmico el flujo de 

calor es laainar, y asi, la variación en la dirección del radio 

se considera despreciable. 

Bajo estas condiciones, se hace aproximación sobre las 

funciones de Bessel .lo(«r> y .11 <«r> de tal •odo que tiendan a los 

valores de uno y cero, respectlvaaente. 

Entonces, la constante de tieapo dada por la ecuación (3. 45) 

transforma en 

Tt. <-:> • __ e __ Tanh f#Jt.z) 

k ll• A 
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Figura 3. 5: Gráfica de la intensidad de temperatura en 

términos de la long! tud del sistema. La ecuación que describe este 

comportamiento es 

J 
AT!al • -- (1 - e13z) 

k 11 
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en donde se muestra que en condiciones de flujo laalnar depende de 

la longitud. La gráfica de la ecuac16n (3.50) se muestra en la 

figura (3.6). en la que observa un valor aslnt6t1co cuando z 

tlende al lnflnlto, dado por e / k ~· A· 

Aná.logamente, la intensidad de temperatura, dada por la 

ecuación (3, 46) bajo condiciones d~ flujo lulnar se aodlfica para 

obtener 

J 
Ttla) • --- Tanh tt)lZ) (3.51) 

k 11• 

que en condlclonea de flujo lulnar depende de la longl tUd. La 

gré.flca de la ecuaci6n (3.51) se presento. en la figura (3.7), en 

la cual se observa un valor asint6tico dado por J / k ,:11 1 para 

cuando z -+ •. 

De este aodo, se han presentado los parámetros en íoraa 

general como func16n de r y z. para después, bajo condlclones de 

flujo laminar, se modifiquen y simplifiquen al caso de una s6la 

variable. 

Al hecho de que tanto la constante de tiempo coao la 

intensidad de temperatura sean funciones de la longitud de la 

cavidad, se le da el nombre de efecto cavidad! 2 
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Figura 3. 6: Relación entre la constante de tiempo y la 

lonaltud. del sistema. La ecuación relacionada con esta curva es 

e 
Tl (d a --- Tanh f,:JtzJ 

k /JI A 

37 
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Figura 3. 7: Relación entre la intensidad de te•peratura y la 

long! tud del clllndro. La relación que describe el comportamiento 

de esta curva es 

J 
~Tt(zJ = -- Tanh f/jlZ) 

k ~· 
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IV 

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION EN LA UTILIZACION 

DEL FLUJO OC CALOR 

4. 1 DESCRIPCION DEL PIRANOMETRO: UNA CAVIDAD CILINDRICA DE 

LONGITUD VARIABLE. 

4. Z EL ALTO HORNO: 1..A DISIR!BUCION DE TOO'ERATURA EN LAS ESTUFAS. 



4.1 OESCRIPCION DEL PIRANOt.cTRO: lJllA CAVIDAD CILl~ICA DE 

LONGITUD VARIABLE. 

Desde la aparición del primer transductor termoeléctrico 

la medlcl6n de la radlacl.ón solar, se ha considerado que tanto la 

lntensldad de temperatura y la constante de tle•po representan 

par'8etros constantes en wta termopUa, sln que existiera una 

relación aateaátl.ca entre ellos. Sln embargo, la experlencla con 

nuevos tipos de transductores demuestran que ambos parámetros 

dependen del tamat\o de la cavidad sobre la cual está montada la 

termoplla. 

Crova en 1890 hlzo un avance revolucionarlo en el campo de la 

medlcl6n de la radlaclón solar con la lntroducclón de un sensor 

termoeléctrico en un Plranómetro. 

Un Plran611etro como el de la figura (4.1), consiste de una 

termoplla con slmetria radial colocada sc.bre un sustrato de mica. 

La termoplla se coloca dentro de un hemlsférlo de vidrio, con las 

uniones frias en contacto térmico con la masa del aparato y las 

uniones calientes sobre una cavidad cillndrlca de longitud 

variable que se encuentra llena de alre. La cavidad eSt6. encerrada 

en el fondo por medio de un plst6n plano con cuerda. La longitud 

de la cavidad puede ser variada cuando se aplica una torca sobre 

los huecos esféricos del botón c6nlco, el cual es libre de glrar 

respecto al cuerpo del disposltlvo. Por otra parte, el plst6n no 
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con cuerda 

Orificio de sujeción 

Figura 4.1: Plran6metro de longitud variable. 
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está dispuesto a rotar por si mismo, debido al ajuste entallado de 

la cuerda y al hueco de sección recta de la parte med1.a del 

dlspos1.tlvo, que perm1.te el mov1.m1ento de rotacion y 

desplazamiento axial. De esta manera la distancia entre la 

termopila y el pistón medida exactamente por medio de una 

escala circular gravada en la periferia visible del instrumento. 

La caracteristica prlnclpal de este Plran6metro es la variabilidad 

de la intensidad de temperatura y la constante de tiempo, el cual 

producido por los cambios del volú.rnen de al.re en la cav1dad 

bajo la ter11<>plla. 

Va.os a suponer que e>cperlentalaente la teaperatura do la 

termopila se mantiene constante- por medlo de una fuente de luz 

perfectemente caracterizada que lnclde sobre ella. En estas 

condiciones, la tapa superior del cilindro forma una isoterma. 

Sin embargo, en la reglón cuando r -) ro, exlstirll un 

gradiente de temperatura entre la termopUa y la pared lateral del 

clllndro, coao resultado de la diferencia de temperatura entre 

estas dos partes. Como se observa en la figura (4.2}. 

La reglón Ar donde se encuentra el gradiente, d~pende de la 

cantidad de energia que incida sobre la teraopila; asl, cuanto 

mayor sea la energia incidente, Ar disminuye pero no se anula. 

Este gradiente permlt.lrá un flujo de calor en la dirección del 

radio. 

Para nuestros proposl tos, vamos a suponer que la energla 

incidente es de tal manera que la reglón donde existe el 
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Figura 4. 2: La temperatura de la termoplla es T1 mientras que 

la de la pared lateral es cero, lo que ocasiona un gradiente en la 

región Ar. 
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gradiente la podemos despreciar y considerar 1 por lo tanto. que la 

termopila representa una superficie a temperatura constante. De 

este modo1 la temperatura en la tapa superior será una funcl6n que 

depende de su al tura y es lndependlente del radlo. 

Cuando experimentalmente se varia la longitud de la cavidad, 

se observa variación en la intensidad de teaperatura y en la 

constante de tiempo. Los resultados experlmentales11 se muestran 

en la gr!flca de la figura (4. 3) y (4. 4l. respectivamente. 

En condiciones de flujo lulnar. la intensidad de temperatura 

ATt tz> es directamente proporcional a la longl tud. z 1 coao lo 

asegura la ley de Fourler canónica. Sln eabargo, las curvas de 

estos par'-etros muestran un comporta.lento lineal para valores en 

los que z ~ 0 1 y cuando z .., •. .6.THz> tiende a un valor 

aslnt6tlco 1 lo cual contradice a la ley de Fourier canónica. 

Con el objeto de explicar el comportamiento experimental de 

estos parámetros, vamos a utlllzar los resultados obtenidos en las 

secciones anteriores a un plran6aetro cuya cavidad cllindrlca es 

de longitud variable 1 del que se obtiene teóricamente la íor11a de 

la varlac16n de la lntensldad de temperatura y de la constante de 

tiempo en función de la longitud y se demuestra que están 

relacionados matemAtlcamente por una expresión lineal sl•ple~ 1 

51 las condiciones a la frontera del plran6metro son que 

tanto la pared lateral del cUindro como la superflcle inferior se 

mantengan a la misma temperatura, entonces nuestro sisteaa 

presenta la misma forma, en cuanto a las condiciones a la 
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Figura 4. 3: El comportamiento experimental de la intensidad 

de temperatura 4TCzJ en función de la longl tud de la cavidad. 
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Figura 4. 4: El comportamiento experimental de la constante de 

tiempo T(zl en funci6n de la longitud de la cavidad. 
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frontera, que el problema descrito en la sección 1. 4. Por 

consiguiente, la función de distribución de temperatura dentro de 

la cavidad cllindrlca en t6rminos del flujo de energla incidente 

J, es dada por la ecuación (3. 44). que representa una función en 

términos de las varlables espaciales y temporales. Sln embargo, si 

dentro de la cavidad consideramos condiciones de flujo laminar, la 

ecuación (3. 44) se transforma en 

en donde ATt•••Clo,t> = Tt<Lo,l) - To es la intensidad de 

te•peratura llAxl•a que el sistema puede alcanzar, To es la 

temperatura de la pared lateral y Lo es la longitud del cilindro. 

Si introducimos una nuova constante g 11 dada por 

(4.Z) 

entonces de la relación (4. 1) se sigue que 

JA 
AT1 • <Lo,tl • -- Tanh (8 /kA Lo) (1 - e-t/T!) (4. 3) 

•ax g 
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La constante de tiempo está dada por la ecuación (3. SO), que 

en términos de la nueva constante g se transforma en 

e 
TllLol • - Tanh (glkA Lo) 

g 
(4.4) 

cuya gráfica, que se muestra en la figura (4.5). es idéntica a la 

curva experimental de la figura (4. 41. Observe que la constante 

de tie•po tiende al valor asint6ttco c/g. 

Por otra parte, cuando el sistema alcanza el estado 

estacionarlo, la intensidad de temperatura se obtiene a partir de 

la ecuación (4. 3) para quedar en términos de g, es decir 

JA 
f.T1•~x<Lol = -- Tanh (g/kA Lo) 

g 
(4.5) 

La gráfica de la ecuación (4. 5) se muestra en la f1.gura 

(4.6). Notese la comparación con la curva experimental de la 

figura (4. 3). En la grAflca de la figura (4. 6) se observa que la 

intensidad de temperatura tiende aslnt6tlcamente al valor JA/g. 

Se puede observar que la ecuación (4. 5) para la intensidad de 

temperatura ll.TtCLo> representa la misma función para llTtcz> dada 

por (2.17), en donde se presentan las modlflcaclones de la ley de 
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Figura 4. 5: Relación teórica de la constante de tiempo 

función de la longitud de la cavidad. La curva se obtiene de la 

relación 

en donde a = g Lo/k A· 

e 
Tt 1Lo1 = - Tanh 161 

g 
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Figura 4.6: Gráfica teórica d.e la intensidad de temperatura 

en func16n de la longl.tud de la cavid11.d. La curva se obtiene de la 

relación 

JA 
AT1 • tLol = -- Tanh t8) 

•llX g 

en donde 6 = g Lo/k A· 
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Fourler canónica a través de la función efecto de frontera. Por lo 

tanto, el comportamiento aslnt6tico de las curvas experimentales 

para la intensidad de temperatura y la constante de tiempo es 

debido a la presencia de la función efecto de frontera quien 

explica que cuando z _,. O el comportamiento de dTt<zl 

directamente proporcional a z, y cuando z aumenta se tiene 

valor asintótico. 

Es importante sen.alar que sl tanlo la constante de tiempo, 

ecuación (4.4), como la intensidad de temperatura, ecuación (4.5), 

dependen de g, entonces cada uno de los parámetros depende del 

disel\o del dispositivo. Sin embargo, en condiciones de estado 

estacionarlo, la intensidad de temperatura y la constante de 

tiempo son proporclonalee, siendo la ecuación (3. 47) la que los 

asocia, la cual es independiente de cualquier tipo de diseno de 

algim instrumento. La ecuación (3. 47) representa una relación 

universal entre Tt y ATt. 

Finalmente mostraremos otra expresión matemá.tica que 

relaciona T con AT. Esto se logra cuando considerat\os que z 

alcanza su valor mAximo (z _. col. entonces la ecuación (4. 5) se 

transforma en la siguiente t:xpresi6n 

JA 
dT..Sx = -

g 
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donde se muestra que la cantidad de energia incidente J es 

proporcional a la máxima diferencla de temperatura 6.T.áx. 

Bajo las mismas condiciones en que z -+ •· el tleapo 

caracter1stico dado por (4. 4) se transforma en 

e 
"t'Úlc a - (4. 7) 

g 

y g representa una constante caracteristica del disel'io del 

piranóSetro~ 1 

Esta ecuaci6n es una relación que permite evaluar la 

constante g si la longitud de la cavidad alcanza su má.xi111a 

poslcl6n. 

Por lo tanto, la ecuación que relaciona el tiempo 

caracteristlco con la intensidad de temperatura, se obtiene 

asociando las ecuaciones (3. 47), (4. 6) y (4. 7), esto es 

6T '< 
(4.8) 

que es una igualdad que permite observar una relación lineal entre 

"E' y AT, que depende de las caracteristlcas del disel'io del 

plran6metro. 
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4.2 EL ALTO HORNO: LA DISTRIBUCION DE TEMPERATURA EN LAS EST\..f"AS. 

México cuenta con yac1.a1entos ferriferos en la cost.a 

occidental, muchos de ellos aún sln explorar. Desde el siglo 

pasado se conocen los yaclalentos de mlneral de hierro de " Las 

Truchas ", en el estado de Hlchoacé.n. 

La Siderúrgica Lé.zaro Cé.rdenas Las Truchas, S. A. (SICARTSA), 

estud16 y desarrolló el proyecto, construccl6n y operacl6n de 

planta slderúrglca Junto al puerto Lázaro Cárdenas, cerca del 

yacimiento de Las Truchas. 

El complejo slderúrglco de Lázaro Cé.rdenas está integrado, 

entre otros elementos, por el conjunto Al to Horno, equipo de 

proceso de la industria que puede producir fierro de alto carbono, 

slllclo y manganeso para posteriormente convertirlo en acero~ 3 

El diagrama de flujo del funclonamlento14 del conjunto Alto 

Horno se muestra en la flgura (4. 7), que lnlcia cuando se hace 

fluir gas de Alto Horno y de coque, que es gas de carbón mineral, 

a través de un conducto ( 1) hasta ser deposl tado a la cé.mara de 

emparrillado (Z) en donde aumentará la temperatura conforme 

ascienda hasta llegar a la cámara de combustión externa (3). Una 

que la mezcla alcance una temperatura de 1300°C 

aproximadamente, se deposlta en otro conducto (4) que lo enviaré. a 

un mezclador (S). El mezclador tlene la capacidad de regular la 

temperatura deseada por medlo de la combinación de aire frlo y 
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caliente. Cuando la mezcla tiene una temperatura que puede llegar 

a ser hasta ttooºc o más, es depositado en el Alto Horno l6) en el 

que se efectuará el proceso de fundic16n del mineral. 

Los gases producto de la cambust16n del Alto Horno se 

conducen por medio de las antenas (7) y un conducto principal de 

bajada (8) hasta un colector de polvos {9). Estos entran a una 

presión de 1.5 kg/cm2 con un caudnl de 325,000 m3/h a una 

tempera tura de 270°C y concentraciones de polvo de 10 gr/m3. En la 

parte media se hace un cambio de dlrecclón con el fin de separar 

las partlculas pesadas, las que se precipitan hasta el fondo del 

colector. Los ¡s:ases se:nilimpios ent1·an a una torre lavadora 

Bischoff (10) donde por medio de agua a al ta presión son enfriados 

y lavados en contra corriente, utilizando un volumen de agua de 

975 m3 /h aproximadamente, y de este modo usen los gases 

procedentes del Alto Horno que se trasladan al conducto (1) en 

donde inicia el ciclo. 

El funcicmamiento del conjunto Alto Horno está basado 

principalmente por la producción de aire caliente proveniente de 

una de las tres esturas. 

Las estufas donde se calienta el aire de soplo, utilizan una 

mezcla de gas de coque y gas de Al to Horno, la cual se efectúa en 

un mezclador que se encuentra antes de las estufas. El gas cuyo 

poder calorifico es de 1,240 kcm/m3 se manda a la cámara de 

combustión externa en volúmenes aproximados de 42, 500 m3 /h de gas 

de Alto Horno y 6, 500 rn3/h de gas de coque por estufa. 
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Al efectuarse la combustión, los gases residuales ascienden 

hasta pasar a la cámara de emparrillado donde cede el calor al 

refractario de alto s1.lice. 

El Alto Horno de SICARTSA para su operación exige 

temperaturas de soplo muy al tas, ello impl !.ca la instalación de 

tres estufas, que desde el punto de vista comparativo con los 

Altos Hornos tradicionales, se deterrn!.n6, para su mejor operación, 

que las estufas tendrian una cámara de combust!..ón externa y una 

cámara de emparrillado, ambas con simetria cilindrica. Como se 

muestra en la figura (4.8}. 

La cámara de combustión externa mide 40 m de alto y 4 m de 

diámetro, su coraza de acero al carbón tiene el revestimiento 

interno de refractarios de silice silico aluminoso zonificados. 

Por su parte, la ci'lmara de emparrillado tiene 43 m de altura 

por 8 m de diámetro. Al igual que la cá.mara de combustión externa, 

el revestimiento es a base de s111ce~ 5 

La selección de la cámara de combust16n externa fué hecha por 

la conveniencia de evitar el esfuerzo térmico capaz de romper el 

muro refractario divisorio, el cual está instalado en la cámara de 

emparrillado. 

En la cá.mara de combustión se queman los gases de Alto Horno 

y de coque, los gases residuales pasan a calentar la cámara de 

emparrillado de la estufa por donde circula el soplo de aire 

caliente, el cual elevará la temperatura hasta 1400°C, 

Los valores de la temperatura en función de la altura medidos 
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Figura 4.8: La estufa del Alto Horno. a) Cámara de combust16n 

externa. b) Cámara de emparrillado. 
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dentro de la cámara de emparrillado reportados por SICARTSA, se 

muestran en la figura (4. 9)~ 3 

Haciendo uso de la escala de la figura (4. 9) y considerando 

la longitud real de la clunara de emparrillado, fué posible obtener 

la Tabla 1 de valores de temperatura en función de la longitud. 

TABLA 1 

z(m) TC°C) 

17.64 850 

22.21 950 

25.78 1050 

29.39 1150 

36.87 1400 

Por la caracteristica de los datos que se presentan en la 

figura (4. 9), podemos comparar la cámara de emparrillado de dicha 

flgura con el sistema que se analizó en la sección 1. 3, por la 

analogia que presenta las condiciones a la frontera. Sln embargo, 

las condiciones a la frontera de la sección 1. 3, requieren de una 

temperatura To en la superficie inferior de la cámara, esto es 

para z = O, que en la figura (4. 9) no se tiene. 

Con el objeto de evitar esta dificultad, vamos a considerar 
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Figura 4. 9: Dlstrlbuclón de temperatura en la cámara de 

emparrillado. 
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que el origen de nuestro sistema se localiza a una altura de 

17.64 m. Es dec1r, se supone una traslac16n de la superficie 

inferior de la cavidad a una altura de 17.64 m, que a partir de 

entonces se considera como nuevo origen en z' • O. Por lo que 

respecta a los demás puntos donde se localizan los otros valores 

e>eper1mentales de la temperatura, se medirá la dista:.ncla a partir 

del nuevo origen. De este modo la cavidad cllt.ndrica por analizar 

tiene una longitud de 19. 23 m y las temperaturas en el centro de 

la tapa superior e infer1.or son 1400°C y 850°C, respectivamente, 

como lo muestra la figura (4.10). La Tabla 2 de valores presenta 

la nueva dlsposlci6n del sistema. 

Una vez llevado a cabo el propósito de coincidir las 

condiciones a la frontera del sistema de la sección t. 3 con la 

cámara de emparrillado. nos dlsponellos a hacer una comparacl6n 

teórica con los datos experimentales de la Tabla 2. 

TABLA Z 

z(m) TCºCl 

o 850 

4.57 950 

8.14 1050 

11. 75 1150 

19.23 1400 
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Figura 4.10: Al trasladar la superficie inferior a un nuevo 

origen z' = O la cavidad cllindrlca se transforma en un sistema 

de longitud 19. 23 m. El centro de la tapa superior e inferior 

tienen temperatura de 1400°C y 8S0°C, respectivamente. La 

distancia donde se localizan los otros puntos de la temperatura se 

miden a partir de z' = O. 
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Para realizar esta comparación, debemos primero calcular el 

parámetro 13 de la ecuación (1.16), el cual depende de los valores 

Lo, To y Tt de la Tabla 2. 

En efecto, a partir de la ecuación (1.16) y los datos de la 

Tabla 2, en donde Lo si 19. 23 m; To = 8S0°C y Tt • 1400°C, se 

tiene que (3 = - 0.026 m-1
• 

Ahora bien, si consideramos que los valores de la temperatura 

que se muestran en la tabla 2 corresponden a puntos sl tuados en el 

eje de simetria cllindrlca de la cámara de emparrillado, en donde 

hemos visto que se trata de la reglón de flujo laminar, entonces 

podemos tomar en cuenta la ecuación (3.19) y sustituir los valores 

de To, 13 y el correspondiente para z y hacer una comparación 

Te6rlca-Experlmental. Esta comparación se muestra en la Tabla 3. 

Es importante observar que los valores de la temperatura 

reportados por SICARTSA son pi:óxlmos a los estimados por nuestros 

cálculos. De lo cual, podemos afirmar que en la reglón próxima al 

eje de slmetria de la cámara de emparrillado existe flujo de calor 

en una sola dirección, que es uno de los resultados del capitulo 

anterior, en t!l que i,;e encontró una reglón de flujo laminar. Los 

datos de la Tabla 3 se muestran en la gráfica de la figura (4.11). 
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Figura 4.11: Comparación entre la curva experimental y 

teórica de la dlstrlbuclón de temperatura en la cámara de 

emparrillado. 
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TABLA 3 

TC°Cl 

z(m) ,~~~~ll!~~~a,1 ;~Teórico 

" o 850 850 

4,57 9'5o 950:2° 

8.14 1050 1050.3 

11. 75 1150 1153. 7 

19.Z3 1400 1400 

Por el momento no es posible comparar la d1strlbuc16n de 

te•peratura si se consideran varlaclones a lo largo del radio de 

la cámara. debido a la falta de datos reportados por la 

siderúrgica. 
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RESUMEN DE RESULTADOS 

1. - Bajo condlclones de estado estacionarlo la ley de Fourier 

ordinaria se modifica de modo que tiene una presentación dos 

direcciones ( ; y i ). Al mismo tiempo que muestra la dependencia con 

las condlclones a la frontera, quienes aparecen en forma expllcl ta en 

el flujo de calor transml tldo a través de un sistema 

TCr,z,ro,Lo) - To 
JT<r,z,ro,Lo) • k ----------

.fo(2.c f.> - [ i! r L: 

( 
2 4 r .. 

(--'-) .t1(2. • -r ) r + ro o 

+ (-~ ln ( i! )) .fo(a.4 f.> ; ] (2.10) 

en donde Ttr,z,ro,Lo) es de la forma 

Ttr,z,ro,Lol z To Jo(a.c +.-> [ i! ] +.- ( 1. 21) 

y representa la .función de distribución de temperatura en cualquier 

punto dentro del cilindro, la cual se expresa también en términos de 
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las dlmenslones geométricas del sistema. 

La relación (2.10) es la ley generalizada de Fourler que tiene 

como llml te, cuando r y z tienden a cero, a la ley de Fourier 

canónica, esta es 

(2.18) 

Sl las condiciones a la frontera se modifican como en la secclóri 

t. 4, la distribución de temperatura es 

Tt (r,zl = ___ T_t -- .Jo(2.4 To ) Senh (~tzl 
Senh <~tLol 

y el flujo de calor total 

- [ ... JlT<r,z) m k 6Tt (r, z) ( ro 
J!(2.C T.> 
.Jo(2.• T.> 

_ ~l Cosh (~lZl i ] 
Senh (~!Zl 
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ecuación que tiene como limite a la ley de Fourier can6nlca sl r y z 

tienden a cero. 

2. -En base a la aproximac16n cuasi-constante se obtienen las 

conduciones de flujo laminar, en donde el gradiente de temperatura 

6T<z> es modificado por los efectos de frontera del sistema 

(2.18) 

y para ATt Czl la descripción es por aedlo de 

j [-k~Q] [ lhz ] 
ITl•l. z Tanh llltZl 

(2.2Z) 

ecuaciones que muestran que el coaportaaiento del flujo no es 

inversamente proporcional a z 1 debido a la presencia de la función 

efecto de frontera. 

3. - Sl los parámetros ro y Lo se consideran como variables de 

estado, entonces la ley generalizada de Fourler nos determina 

analltlcamente el comportamiento del flujo de calor para los casos de 
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las frontera variables. Además, se determinan las condiciones bajo las 

cuales el flujo, de calor en dos direcciones se reduce a un flujo 

laminar,> como un caso limite en el que no hay componente radial. 

.\ partir de la condición de flujo laminar se determina la forma 

en-que se modifica la función de distribución de temperatura. 

4. - Se transformó la ley generalizada de Fourier, ecuación 

(2.10), para considerar el flujo de calor como función de la variable 

temporal e -incluir los aspectos de transitorio 

TCr, z, ro,Lo,t) - To [~~)2 ..D1 2(2.~ ...!) + 
J = k ---------~z~ ro . ro 

.lo(2.4 -. r) - .. [ TTl ]-~ 
·. ro . o . 

Del análisis de esta ecuación sobresalen dos aspectos 

interesantes: la intensidad de temperatura l!.T<r,z> y la constante de 

tiempo T<r,z) dependen de las dimensiones geométricas del sistema. 

Además, ambos parámetros son proporcionales entre sl y están 

relacionados mediante la ecuación 
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JA 
AT = --T e 

(3.36) 

5. - Como apllcaclones del presente f'ormallsmo para observar su 

potencial en el anállsls de sistemas y dlsposltlvos, se consideran dos 

casos particulares: 

Primero, el comportamiento de las curvas experimentales de la 

constante de tiempo y de la intensidad de temperatura de un 

plran6metro de longitud variable, coinciden con las curvas teóricas de 

. estos mismos parámetros y están descritos, respectivamente, por las 

ecuaciones 

T1ll.o> = + Tanh C81kA Lo) (4.4) 

y 

JA 
ATtcl.o> • -

8
- Tanh C81kA Lol (4. 5) 

Estas ecuaciones muestran la dependencia lineal de 6Tt y 't'l 

cuando el argumento tiende a cero, y explica la curvatura asintótica 

por aedlo de la función efecto de frontera E, cuando el argumento 

118 



tlende a lnflnito. 

Cabe mencionar que como la dlstrlbucl6n de temperatura es 

constante a lo largo de toda la superficie de la termoplla, entonces 

el f'lujo de calor es laminar dentro de la cavidad clllndrlca. Por lo 

tanto, dTt y Tt se describen sólo por la dependencia de la longl tud, 

como se muestra en las ecuaciones anteriores. Es preciso sef'i.alar que 

de acuerdo a las caracterlstlcas de las condlclones a la frontera que 

presenta el Plran6metro. éste se .compara con el sistema que se 

describe y analiza en la sección 1.4. 

Finalmente. en la segunda comparación se observó que los valores 

experimentales de la temperatura a lo largo del eje de slmetria de las 

estufas de Conjunto Alto Horno, estén contenidos en la curva teórica 

de la función de distribución de temperatura, dada por la ecuación 

T(z) = To e -IJz (3.19) 

lo cual demuestra el co•portamiento de flujo laminar en el eje de 

slmetria de la cavidad clllndrlca. Debemos sel\alar que por las 

ccndlclones de temperatura en las que opera el Al to Horno, se 

considera compatible con el problema descrito en la sección 1. 3. 
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CONCLUSIONES 

Uno de los principales logros de este trabajo fué plantear la 

ley general izada de Four ler en términos de la función de 

dlstrlbuc16n de temperatura T dentro del sistema y de los 

parámetros geométricos ro y Lo que lo identifican. 

Gracias a esta nueva presentación para el flujo de calor 

JTczJ, se muestra la f'oraa en como la relación que determina el 

flujo laminar esté. •odlflcado a través de la función efecto de 

frontera E,cz>. ecuación (2.19). 

La ley generalizada de Fourler proporciona las propiedades 

del flujo de calor en sistemas con fronteras variables. Como 

consecuencia de ello, se muestra que en sistemas donde el radio es 

aucho mayor que su long! tud, la componente radial del flujo tiende 

a cero y su comportamiento laminar. Por el contrario, si la 

longitud del sistema es mucho mayor q~e el radio, el flujo de 

calor total tiende a ser a lo largo de la dirección radial, 

entonces la energia caloriflca la absorbe la pared lateral del 

cilindro. Esto pone de manifiesto la importancia de un buen disei\o 

y construcción de sistemas basados principalmente las 

propiedades geométricas para lograr un máximo de energia a lo 

largo del medio. 
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Otro aspecto interesante que se logra con este trabajo, es la 

aproximación cuasi-constante, la cual determina las condiciones 

bajo las cuales se obtiene un flujo de calor unidimensional a 

pesar de que el sistema está definido en dos dimensiones. La 

importancia de dicha aproximación es que nos brlnda un método para 

calcular una solución aproximada al problema de un cilindro con 

superficie superlor isoterma, que como es de observarse dicha 

solución no puede obtenerse con los métodos tradicionales. 

Por otra parte, cuando se utiliza la ley general!zada de 

Fourier en la ecuación para el balance de energla de un sistema, 

se incluyen los aspectos de transl torio y se observa que la 

intensldad de temperatura tlT y la constante de tiempo 't no son 

parámetros que permanecen constantes, sino que dependen de las 

dimensiones geométricas del cilindro. Aqui. se demuestra por 

primera vez en forma teórica que están relacionados a través de 

una expresión lineal simple. 

La importancia de dar la ley generalizada de Fourier radica 

un su potencial de aplicación. De esta manera, para el caso de 

Piran6metro de longl tud variable, donde experimentalmente se 

muestra que la intensidad de temperatura y la constante de tiempo 

dependen de la longitud del sistema, es explicado teóricamente y 

se demuestra que dicho comportamiento es producido por los efectos 

de frontera. La función efecto de frontera describe el 

comportamiento lineal para Lo pequef"i.as y es asintótico s1 Lo -+ co. 
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Finalmente, para el caso de las estufas del conjunto Alto 

Horno, utilizando el método de análisis dado aqui, se sugiere que 

en el dlset\o de construcción se logre realizar una isoterma en la 

superficie superior de la cbara de emparrillado, y de esta manera 

asegurar que el flujo de calor trasmitido sea a lo largo del eje 

de simetria y evitar al máximo las contribuciones radiales para 

lograr un mayor aprovechamiento de energla y conservar la 

estructura flslca de la estufa. 

122 



OBSERVACIONES 

t.- De la revlsl6n bibllográflca no se obtuvo comparac16n con 

algún tratamiento que incluya el formalismo aqul considerado. Por lo 

que al parecer la .formulación del efecto de frontera en el flujo de 

calor es un procedlalento novedoso. 

2. - Se ha realizado el análisis del caso de un cilindro con 

superficie superior a temperatura constante, y queda pendiente el 

tratamiento más general en el que la superficie sea parcialmente 

isoterma. 

3. - Otro punto importante para extender los conceptos de este 

formallsmo es la modlficac16n de las ecuaciones obtenidas aqul al 

introducir al modelo el término correspondiente a la convección. 

4. - Una sugerencia interesante considerar el transporte de 

energía de una interface isoterma a las paredes laterales para 

analizar las consecuencias del efecto de frontera en el .flujo de calor 

dentro de ellas. 

S. - Este trabajo deja la opción de extender el análisis de la 

dlstrlbuclón de temperatura y del flujo de calor a sistemas que 

presenten otras caracteristlcas en el dlsel'io de la geometrla, y queda 

abierta la posibilidad de resolver y comparar las soluciones 

resultantes con las que se obtienen bajo el presente estudio. 
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