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INTRODUCCIÓN 



INTRODUCCIÓN 

El desarrollo de nuevos procesos en Ja indus1ria química es cada vez más complejo y 

crecienlemen1e más costoso. Si la investigación y el desarrollo del proceso pueden realizarse 

con confianza, el diseño final será más exac10, y, por tanto, Ja planta operará más 

económicamente. En todas la!. taceta!. de un proyecto de este tipo, la ma1cmá1ica, es el lenguaje 

cuantitativo, dcsempc1ia un papt!I vi1al. Por 1an10 un cntrcmunicnto en mCtodos maremáticos es 

de suma imponancia para lm. ingenieros quimicos. La presente tesis se ha escrito teniendo 

presentes esas ideas, la intención es presentar lo~ métodos numéricos en una forma adecuada a 

un ingeniero más que ;;t un matemálico. Para un mah!málico una prueba elegante es un fin en 

si misma, pero parn el ingeniero qui111ico es mer:llllt'llll!' un med10 para un fin. Por consiguiente, 

esta tesis muestra algunas deducciones. para Car .!.11.!.tento a las lécnicas numéricas presentadas 

y así mismo dar confianza a quien las utilice para Ja solución de problemas de Ingeniería. 

Además, se mueslran las técnicas más útiles de entre la amplia variedad de técnicas matemáticas 

disponibles. 

Uno de los propósitos es inducir a los inge11ierm químicos a utilizar cada vez más los 

métodos numéricos en la solución de sus probll!111as. 
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El contenido se desarrolla de acuerdo el ~iguiente esquema: 

En el capílu/o /, Generalidades, exponemos la formulricióíl de modelos malcmáticos y 

los tipos de modelos aplicados a la Ingeniería Química. 

En el capilulo 11, Interpolación, se exponen generalidades sobre los mérodos de 

interpolación y abordamos el lema del 1r:1zmlor cúbico. 

El capüulo JI/, Ecuación algebraica no lineal, nos introduce en el tratamiento de 

problemas no lineales. En él se revisan las principales 1écnicas para hallar raíces de una 

ecuación 110 lineal. 

El capitulo ll', Integración, dc~arrolla los 111é1odm para la evaluación numérica de la 

· integral de una función sobre el imervalo en 1érminos de diferencias calculadas con un 

incremento lijo. 

El capítulo l'. Ecuación diferencial ordinaria. se dedica a los mé1odos de resolución de 

una ecuación diferencial: tales métodos scr;in la familia de Jos Runge-Kuua, los métodos 

mullipaso, y los métodos predicrores-corrcctores. 



En el capitulo l'I, Sistemas de ecuaciones algebraicas, se exponen generalidades sobre 

los métodos de resolución de m'1triccs 1anto dircclos como i1cra1ivos. De los primeros 

nos dedicaremos a los mélodos de Gauss y de los segundos revisaremos los mé1cxlos de 

Jacobi y Gauss·Seidel. 

El capilll/o VII, Ajuste de datos, nm introduce al 1ema del trammiento de da1os así como 

a la manera de represenlilrlos _mediante ecuaciones o polinomios, tocando también 

1écnicas estadís11ci'\s. 

Por último el capitulo \1111, Conclusiones, es un breve análisis, y recomendación sobre 

las técnicas numéricas y su aplicación en Ingeniería Química. 

Junto co~ la descripeión de Jos métodos ~e recogen. en todos los capí1ulos, algoritmos 

y programas que los mueman. En Ja mayoría de lo~ casos no se han op1imizado al máximo los 

algoritmos y programas (en lo que a operaciones y rcquenmiemo de memoria se refiere), para 

proporcionar un mejor scguimicnlo de los mismos. Rcmiliendo al Jcc1or interesado a adaptar 

y optimizar Jos mcmdo!. aqui presenmdos a !.\IS ncce!iidaclcs y además a consul1ar la bibliografía 

anexa para mayor comprensión de estos temas. 



OBJETIVOS 



OBJETIVOS 

Los métodos numéricos han ido tomando una creciente importancia para el ingeniero químico. 

Actualmeme la literatura profesional 111iliza en su lenguaje común transformaciones, vectores, 

métodos de diferencias finitas, C[C. para resolver un problema. La Ingeniería ha encontrado 

técnicas modernas, las cuotlc!i son herramientas invaluables en el análisis de una gran variedad 

de situaciones. Actualmemc en la Químic:1 y en procesos industriales se tiende a dar un 

creciente énfasis a sis1cmas de control au1om<i1ico, !iimulilción de procesos, diseño de equipo más 

eficiente, etc. Esto!. progresos dependen dirccmmeme de la aplicación de procedimientos 

numéricos que apoyados en el desarrollo 1ecnológico compuiacional, dan respuestas rápidas y 

confiables a una gran diversidad de problemas. 

El propósito de esla tesis es, en primer lu!,!ar, consolidar el conocimiento que se tiene de 

los métodos numéricos adquirido durante la cnrrcra: en segundo lugar, ofrecer csms técnicas en 

forma adecuada para que puedan ser aplicadas rápid~mente a los problemas que se presenten 

tanto para el estmliame como para el profcsioni~ta de la Ingeniería Química: y 1crcero, presentar 

los métodos esenci;iles para resolver los problemas de Ingeniería y del área científica 

apoyándonos en el uso di.: una computíldora. 

Es1os procedimientos esti\n prescnrados con el objetivo de simplificar la comprensión de 

dichas técnicas, integrando una teoría adecuada en las etapas intermedias, que conduzcan a la 



utilización de estos mé1odos numéricos en un equipo de cómputo. De esta manera et lector, ya 

sea estudiante o profesionista, podrá pueda apreciar el potencial de Jos métodos numéricos como 

herramienta en el área de Jngenicria, su!.tcntada en el empleo de una computadora. 

Para lograr estos propósitos, las consideraciones teóricas se complementan con la 

formulación de programas codificados a partir de diagramas de Oujo, en lenguaje Pascal (furbo 

Pascal). 

El material cubierto se ubica dentro de seis grandes ca1cgorfas: 

lnlerpolación, 

Ecuaciones algebraicas no lineales, 

Integración, 

Ecuaciones diferenciales. 

Sistemas de Ecuaciones. 

Ajuste de datos. 





CAPITULO I 

GENERALIDADES 



GENERALIDADES 

Los métodos numéricos, fornmn parle de una gran áre"a de la Matemática, denominada análisis 

numérico: estos han tomado un gran auge con el "v.lrlc·e tCcñológico de las computadoras. 

Los métodos numéricos generan soluciones tan aproximadas como se deseen y que 

puedan ser controladas !ieglin el tipo de nplicación. 

Para una gran variedad de aplicnciones. t:l cunoci::r el valor exacto de una cantidad suele 

ser innecesario. En cui:stiones técnicas, por ejemplo, la camidnd buscada sirve normalmente 

para determinar las dimensiones u 01ros parámetro!! de un aniculo manufacturado. Una gran 

cantidad de proceso!! de t'abricnción se basa en métodos apro~imados, por lo que los cálculos 

técnicos cuya exactitud !:iobrcpast: las "1oler<mcia!i" permiudas. evidentemente carecerán de valor, 

Las fórmulas y soluciones exactas podrán ser n:emp\azada!> por otras aproximadas, con tal de 

que éstas sean tan fieles a lns originales que t:I error cometido no !>obrepase ciertos límites. 

De manern general el análisis o c;ilculo m1111Cr1co aclual puede entenderse como la rama 

de las matemálicas orientada hacia la b1.'isqueda dC" algoritmos procesados por computadora. La 

elaboración de algoritmos exige, en primer lugi\r, un conucim1cnto profundo de las propiedades 

de las entidades mate1mllicas que qucri:mm calcular; y es necesario controlar que el proceso en 

la computadora dé soluciones correspondicntc!i a los resultados esperados. 
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La computadora es, en efecto, un instrumemo imperfec10 que puede introducir error en 

Jos cálculos, denominado "error de redondeo". La acumulación de es1os puede, en ciertos casos, 

falsear grandemenle los resultados. 

Examine111os a con1inuación, con más detalle los requisitos para un método de cálculo. 

El más simple y fundamental de estos rcquisilm. es la posibilidad di;: hallar la cantidad deseada 

con un grado prefijado de exaclilud. La cxaclitud requerida varía mucho de un problema a orro. 

Para cienos cálculos 1écnicos dos o tres cifras decimales ser.in suficientes. La mayoría de los 

cálculos de Ingeniería se cfcc!Uan con lres o cuatro cifras decimales. Pero la exactitud que se 

necesita en los cálculos cicnlilicos es mucho mayor. En general, la necesidad de exaclilud ha 

ido aumentando con el transcurso del tiempo. 

Particularmen!e importantes, son los método~ de aproximación y procesos que permiten 

obtener resultados con 1an1a exactitud como se desee. Tates métodos se denominan métodos de 

convergencia y se utilizan con mucha frecuencia. 

Después de indicar cómo funcionan los mé1odos de aproximación, el primer problema 

que se plantea es el de establecer la convergencia de las aproximaciones a Ja solución y, si el 

método no siempre es convergente, scfü\lar las condiciones bajo las cuales lo es. Una vez 

establecida la convergenci;1. surge el problema 1mh difícil y sutil: estimar la rapidez de 

convergencia, es decir, con qué rapidez converge el método a la solución. Teóricamente, lodo 
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método convergente garantiza la posibilidad de hallar la solución con cualquier grado deseado 

de exactitud si elegimos un grado de aproximación suficiente. Pero, por regla general, a medida 

que se avanza en los cálculos, más complicado e!I calcular la apro:itimación. Así, si el método 

converge lentamcn1e hacia la solución. entonces ol.11cner la exactitud necesaria puede llegar a 

exigir cálculos enormes. 

La convergencia insulicicme1nen1e nlpida t!'!I uno de los criterios por los que se juzga la 

desventaja de un método dado. Pero este criterio no es, na1urnlmen1c, el único y, al comparar 

distintos mé1odos, debemos considerar otros 111uchm a!lpectos, en panicular el de la conveniencia 

de efectuar Jos cálculo!I por computador;1. Entre dm 111r.!1odo!I a vcce!I se prefiere utilizar aquel 

cuya convergencia ts algo más lcnla. pero los cálclilm son mas fáciles de efectuar en una 

computadora. 

Las necesidades de cálculo práclico imponen a los métodos de aproximación 01ro 

requisito general que se debe tener en 1:ucma debil.Jo a su gran importancia. Se trata de la 

estabilidad dd proce!lo l.Jc cálculo. En l!!>cncia con!ii!>h: en Ju ~iguicme: cada método de 

aproximación conduce a un esquema de cálculo, y ri.:sulta que, para obtener lodos los resultados 

numéricos requeril.Jos, debemos cfectu:1r una larga !lcrie de pa!ios de acuerdo con el esquema. 

En cada paso el cálculo no se cfec1úa con cxac1i111d !>ino solamente con un número determinado 

de cifras significativas y así, en cada paso. comc1cmos un pequeiio error. Todos estos errores 

inOuirán en Jos rc!>uhados linalcs. 
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El esquema de cálculo oidop1ado puede rc:sullar a veces muy poco sa1isfac1orio, en el 

sentido de que los pequeños errores comclidos al principio van adquiriendo mayor influencia 

conforme se van efecumndo los cálculos sucesivos. llegando a producir al final una gran 

desviación respec10 a los valores exactos. 

P/ANTF.AMIENTO MA TlidfÁT(J;Q 

Casi Jodas las ciencias aplicadas se basan en Ja realización de cxperimenlos y en la interpretación 

de los resullados de los mismos. Esto puede hacer!ie cuantitativarnemc, efectuando medidas 

precisas de las varinblcs del sistema. analmíndolas y correlacion;indolas, o cualitativamente, 

investigando el comportamiemo general dd ~hlc:nrn i:n función de las VJriables que influyen 

entre sí. Siempre es preferible el primer método: si se intenta realizar una investigación 

cuantilativa, es conveniente inducir los principio!. nrnicmáticos cuanto antes, ya que pueden 

influir en el desarrollo de la investigación. Esto se consigue buscando un modelo matemático 

idealizado del sis1ema. 

La segunda etapa consiste en la recopilación ele toda la información física relevan1e, bajo 

la forma de leyes de conservación o ecuaciones de velocidad. Las leyes de conservación en 

Jngenieria son Jos balnnccs de materia y de energía: mientras que las ecuaciones de velocidad 

expresan la relación entre el gasto y Ja fuerza impulsora en los campos de circulación de fluidos, 

la transmisión de calor y transferencia <le mas<1. Estas leyes y ecuaciones se aplican entonces 

al modelo, y el resultado !ierj una ecuación mah!1111i1ica que dc!icribiríl al sistema. 
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El tipo de ecuación que representa al mutlelo (algebraica, diíerencial. de diferencias 

finitas, etc.} dependerá lanto del sistema que !le inves1iga como del modelo elegido. Para un 

sistema particular, Ja complejidad de la ecuación ob1enida dependerá de la complejidad del 

modelo seleccionado. Se aplican entonces a esta ecuación las técnicas numéricas apropiadas y 

se obtiene un resultado. Este resullado deberá interpretarse postcrionncntc de acuerdo al modelo 

original, con el objeto de que tenga significado füico. 

El análisis del error en un rcsullndo numérico es fundamenlal para cualquier cálculo. sea hecho 

a mano o mediante una compl!ladorn. Loi. datm de c:ntrada rara vez son exacios, ya que a 

menudo se basan en experimen1os o en es1i111aciones; lo!. procesos numéricos, a su vez, 

introducen errores de vanos tipos. Dependiendo de la fuente que los produzca, existen varios 

tipos de errores. Los errores básicos en los que se incurre son: 

Inherentes 

Son errores que existen en los valores de Jos datos. originados por incertidumbre en las 

mediciones, a causa de equivocaciones en la lectura o por Ja naiuraleza necesariamen1e 

aproximada de la lectura de cantidades que no pueden representarse exactamente con el número 

de dígilos necesario para trabajar. 
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Troncacid11 

Estos son ocasionados por el mé1odo 1rnmérico l!n sí, el nombre surge porque muchos de 

- los métodos son comparados con la serie de Taylor 1runcada. En general, al realizar cálculos 

utilizando series con un 111imero infinilo de 1énninos. se tiene que omitir parte de éstos para 

realizar las operaciones, con lo cual in1roduce un error causado por los términos 1runcados. 

Redondeo 

Todos los disposi1ivos de cálculo representan mimcros con alguna imprecisión, En las 

computadoras las cantidades numéricas se manejan como números de punto no1ante con una 

magnitud de palabra tija. De ahí la imposibilidad de manejar en operaciones aritméticas todos 

los dígitos resultantes que involucran estas opcr;l.cioncs, en este caso el rl!sultado se redondea 

al número máximo de dígitos de los que se dispont!. 

Existen otros tipos de error, como el error de propagación que es consecuencia de uno 

o varios de los anteriores al presentar!:ie en procesos sucesivos de cálculo. 

La medición del error generado !:oC pucllc cu¡mtiticar mediante el error absoluto o el error 

relativo. El error absohno se detinc como d valor absoluto de la diíerencia entre un valor 

cualquiera x y el valor e!:otimado de &!sic repre!:ient<Hlo por ~ 1 • 
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el error relativo se define como· el valor absohuo del cociente de la diferencia entre un vaJor 

cualquiera de x y el valor estimado ele és1e dividido emrc el valor de x y expresado en porciento. 

lx - x.I er = --x-· • 100 

ESTA/l/UQAO 

Los errores provenientes de cualquier fueme se propilg:<in de diferentes formas, algunos crecerán 

poco y por lo tanto no afecmrán en forma ~ignilica1iv;i la exactitud de el resultado, otros pueden 

crecer tanto que invaliden complemmente los resultados. 

CO,\'l'ERGE:\'CIA 

El cálculo y gcneralmeme el análisis es1án basados en es1e concepto. Así, la derivada, la 

inlegral y Ja continuidad se definen en términos de sucesiones convcrgemes. En Ingeniería no 

se requiere de resultados numéricos exactos. sino más bien de una aproximación a la respuesta 

hasta un cierto mimero de cifras decimales o hasta estar dentro de una tolerancia. En muchos 

métodos numéricos se producen sucesiones de víllorc~. esto es, soluciones aproximadas que 

convergen a la soluc;ón, si para lodo E > O exi~te un entero m tal que para todo n > m; se 

cumple que 

1'"x,.,1 < ' 

entonces Ja solución converge a la rcspucsln y podremos obtener a x con cualquier exac1itud. 
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Al GORtr.110 

Un algoritmo es una lisia de instrucciones pnso por pa!r.O para lle\'ar a cabo algún proceso. Una 

técnica de laboratorio serta un ejemplo de algori11110: la sintesís de algún compuesto aún cuando 

es un proceso más complicado, puede subdividirse en Pasos sencillos y comprensibles para 

alguien con experiencia en Química y iambién sería un ejemplo de algoritmo. 

En la misma forma. los algoritmo~ ejccurnclus por una cmnputndora pueden combinar, 

en un cálculo matemático complicado, millones de pasos elementales, tales como adiciones y 

substracciones. Una computadora puede también, mediante d uso de algoritmos adecuados, 

controlar un proceso de manufactura o coordinar las reservaciones de una línea aérea en todo 

el mundo. Los algoritmos pílra procesos a gran escala son más complicado!), pero están 

construidos a base de elementos más !.cncillo!o. 

[)JAGRAMA Df FLU/O 

Tal vez la técnica de rcprcscnw.ción de algoritmos más popular sea el empleo de diagramas de 

flujo. Estos diagramas ilustran el !lujo tic da1o:i. e información así como el manejo de éstos 

mediante símbolos interconcctadm con líneas. La combinación de símbolos y líneas representa 

ta lógica del programa. En la siguiente página se muestran Jos símbolos más comúnmente 

utilizados en diagramas de flujo. 
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Los símbolos indican el tipo de operación que se va a realizar .y Ja secuencia de la 

operación que deba realizar~e. 

Un rec1ángulo significa algún lipo dt! procedimiento. El proceso podría ser tan especifico 

como "calcular la calificación promedio de un individuo" o 1an general como "preparar 

la programación cronológica de clases para el semes1re". 

El trapezoide representa un proceso de cnirmla que dcnoia cualquier tipo de alimentación 

de dalos al progr;una. 

El rombo marca el pun10 donde debe ri:alizar!le alguna decisión. Con base en esta 

decisión la secuencia de ejecución seguirá haci•1 un conjunto de operaciones. 

Terminal, cada diagrama de flujo debt! e111pezar y tcr111inar con un símbolo de este tipo. 

Un circulo peq11cño, es un conector de hoja dcnlro de la misma página y se emplea para 

coriar y despuCs enl.izar líneas de llujo en Ja misma página. 

Conector de p;ígina u fuera de piig.ina es un ~ímbolo pentagonal. ésh!' realiza una función 

semejante al anterior cuando las !int:as de flujo deben extenderse de una página a otra. 

Proceso predefinido. se represema meúiante un rectángulo con líneas verticales 

aúicionalc.!i. idc111ifica a aquello~ proccsm que ~011 est<indar. Por lo general estos 

procesos se úetinen en <llguna otrn parie, gcncralmeme en algün diagrama de flujo 

separado. 

Salida a impresora indica que el conienido seni desplcg<ido en la impresora o en el 

moniror. 
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Existen además.otros,sí01bolos más específicc;>s piira cJifeienies tareas. Todos estas figuras 

rcprcsentari' Ja lógica del programa. El diag.r.;ma de Ílujo en sí es un esquema que representa 

a un algoritmo. 

RESOLUCIÓN DEI PRO/JLP.\IA l' PROGRAMACIÓN 

Un programa es un con jumo de actividades codificadas en alglín lenguaje de programación que 

corresponden a la realización de una 1area. En el conleJtlU de la programnción. el dar solución 

a un problema involucrn varias ciaras. (;;ida una de la!i cuales tiene sus propios aspectos y 

dificultades. Estas elapas son: 

Definición del problema. 

Proposición de una solución. 

Definición de requt:rimicnto ele dalas. 

Desarrollo del algoriuno. 

Codificación del algornmo. 

fa·aluación del resultado!.. 

Documcniación del programa. 

f\.1ante111micnto. 
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MÉTODOS' NUMÉRICOS 

El advenimiento de las compuiadoras en l<1s décadils de los 40's y los 50's fue debido a los 

grandes esfuerzos de cicntílicos que requcrinn <lar ~olución a problemas precisando un alto grado 

de exactitud en la solución. Así, para el uso de lacompumdora, el científico tiene que expresar 

sus modelos ma1emáticos y soluciones en forma munérica. L;:i. rama la Ma1emá1ica que se ocupa 

de esto es el análisis numérico y de Cs1e obtenemos tos métodos numéricos. 

Un método numérico es una ex pre~ión m;ue111útica de una solución que produce una 

respuesta numérica. Un matemático, por lo general, maneja eicpresiones matemáticas y también 

produce respuestas de ese tipo, no así el ingi:niero il quién Je interesa obtener resultados 

numéricos con el lin de analizarlos para encontrar la~ rt:lacioncs eicistenies emrc las variables 

estudiadas. 

Las técnicas matemá1icas pueden ser expresndas numéricamente incluyemlo: 

Diferenciación, 

ln1egración, 

Loc¡¡lizaclón úc raícc~ de ec11;1ciones. 

Solución de ecuaciones dili:renciilles, 

Solució11 de ecuaciones simull;\neils, 
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Ajus1c de curvas e interpolaciún; 

y fo.Í.lnejri de. ~mlrices. 

La impoi'tanCi~ de: .io{ mé1odO~ ni~méÍicos reside" en que estos se aplican también donde 

Ja respu~s~a ~na.IÍ~Í~a ,~s~difr~J~~d~" e1;~;~~·~~~._:. 
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CAPITULO II 

INTERPOLACION 



INTERPOLACIÓN 

Frecuentemente, el ingeniero licne qui.: enfrentarse con un conjunlo de dalos que relacionan dos 

variables, tales como la presión }' temperatura que reinan en el interior de un recipieme. La 

presión es una función desconocida de la 1cmpcratura, y !>C desea calcular la presión 

correspondiente a cierta temperatura dentro o lucra de los límites de los datos disponibles. Et 

procedimiento matemático se denmnina in1crpoli\c1ón, cuando la presión que se desea conocer 

está dentro de los límites de los dalos extremm: mic1llras que, si el punto cae fuera del intervalo 

de los dalos, el procedi111ien10 matcm;iticu se <.leno111ina extrapolación. 

La interpolación y 1:1 extrapolación se basan en la ~uposición de que la relación funcional 

entre las dos variables es continua en el intervalo <.Je la variable independiente que se considera. 

Por tanto para interpolar o cx.trapolar, el ingeniero del.Je obtener esta relación funcional u Olra 

relación aproximada, para ello debe considerar~t: Ja IL'ndencia dt: lm datos desde d pun10 de 

vista de los resultados experimentales y del an¡ifüis matemático. Por ejemplo. el ingeniero 

químico debe estar familiarizado con la forma general de una curva presión de 

vapor-temperatura, y con su situación en un gráfico a panir de datos experimentales. El 

matemático es capaz de asignar una ecuación apro."imada a c:sa curva. y entonces la interpolación 

no tiene ninguna complicación. 
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Habitualmente los datos expcrimcmales se correlacionan mediante un polinomio, y el 

grado del polinomio puede es1imarsc preparando una tabla de diferencias a partir de los datos 

recogidos. La columna de diferencias que dá un valor aproximadamcme constante proporciona 

el grado del polinomio al que pueden ajustarse lo~ datos por selección de las constantes. 
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INTERPOLACIÓN DE LAGRANGE 

Como se ha visto, se puede aproximar el comportamiento de una serie de dalos medianle una 

función o polinomio de aproximílción. t-.luy lrt!cuenlcmenle, Jos intervalos de la variable 

independiente en los d;nos disponihles wn de!.i!!ualt.!s, lo que elimina Ja posibilidad de utilizar 

una tabla de diferencias. Además, en la vida real no siempre se puede obtener un muestreo de 

datos muy estric10 debido a que en algllílO!. caso!. es c.-:CC!.ivamcnle costoso mantener el control, 

en otros debido a que en el experimento realizado !enemas que desechar ciertas lecturas que no 

garanticen apego a la rcnlid<ld o bien que !.C sospcche de alglin sesgo. 

La fórmula de Ligrange para el polinomio di: interpolación es1a dado por 

n 
Pn(X) = L L

1 
(X) f(XJ) ,., 

donde L.(x} es Ja función n:iuhi¡)licac!ora de Lagmnge 

L,(X) 

de otra manera 

(X-X,.) {X-X¡),,. (X-X,.¡) {X-X,,¡),,. (X-X.,) 

(X, -x .. ) (X, -x.) ••• (X,-.\", •• ) (X, -X,.¡) ••• (X, -x.,) 

L,(X) = Ii: (x-x,), i = 0,1,. •. ,n 
:~'; (X, -_X1 ) 

cada valor funcional f(x,J esta muluplicatlo por el polinomio L,lx) un polinomio de grado n en 

x (ya que existen factores (X·x,)). 

26 



la fórmula de Lagrnnge se puede obtener directamente a partir del polinomio de Newton 

de grado equivalente escribiendo primeramente Jos cocientes incrementales en forma simétrica. 

Consideremos por ejemplo el polinomio en coeficientes incrementales de segundo grado. 

f(x) • P.(x) • R.(x) 
P2(X) = f[x .. ]. (x-x .. ) (X1 ;x ... ]. (X-X.,) cx-x.) [X1 ,x., Xol 

substituyendo las formas simt!1ricas de los cocienu~s incrementales equivale~tes se deduce 

=fx -(x-x f(.\".,) ... x-x) f(X¡) 
P,(x) ( ,,) ,,) JX .. -X,) ( " (X

1
-x,,) 

• (x-x .. > (x~x,) rcx}~ (~~x .. ;i~cx1 ) f(~ )• 
cx.,-x1 ) (x.,-~1 ) .-,:-_.·,·~: (x1 -x.,-)_(x1 -x;) ___ 1 ,-

, '--.: ~:_·/·>"· . ,_ 

e~:=::: ~f;-c;:1f.:iX..i )"<~~:;::f :,:i:i/c~,¡: <~:=:::~;,--~:> f (x,¡ 

P,Cx>. • trcx.> [rr <x-x,J] 
:~·;- (X,-X1 }_ 

1 

P,(x). ~L,(x)f(.Y,) 

[IT (x-x1 )] 

J••. (X1-X¡) ,., 
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Algorllmo 

Para interpolar alglin valor a p:trlir di: una 1;11lln de dmos~ 

Entrndn n mimero de dí\los, m grnclo dt:I polinomio. 

x,. f(x,) valor iésimo del argumento} di: In función, 

x valor a inrerpolar; 

Salida . -x valor a in1erpoh1r.- f(xl ap~oxim:!ciún-ím~rpolild<i.-~-

Paso 1 

Paso 6 Salida (Daros fut:ra de ra11go) 

Terminar. 
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INTERPOLADOR DE LAGRANGE 
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Pro¡:ram lnlcrpolncion_c.lc_LD¡;ran¡:c: 
u~Cn; 

var ¡:, i, j, n, m. r, mcn~jc: : lnteycr; 
lnlcr, proc.lucla, xi: rcul: 
x,fx: urraylJ .. 20) ofrc1d; 
c:ch11r; 

Proccdurc fniciiihm; 
be gin 

i :•O: 
j l• o: 
n :•O; 
m:a O; 
r :•O: 
mcns.:ij~ :m O; 
lntcr :.,. O: 
protJuc10 ; .. 1: 
xi:• O: 
e:• ch11r(OJ: 

cm.J: 

proccJurc C;1p1urn: 
l>l:~m 
clr~cr: 

golmt)'(28,'2):\\ntd'lr-.TERPOLACIOX DE LAGRANGE'J: 
¡;olo~y{22 • .:i);wr1ld ·m1.:rpol;1cuin cnn c~p.ic1m \·:muh/c: ... ·1: 
¡;011ny(29,6J;wrr1d'Su111m1~lrc lu Mi,'Uh:mh:'J; 
¡;otux)"(29.SJ:wrrti:('Ntlmcrodc tlaiu~: n = '); 
¡;n1ox)"(Si.S):rc;1J(n); 
/or 1 ::el fu n Ju 

h<i;m 
J;'UIOX}(2.:¡.9+1¡;\\flli:"('l'.1," a '¡; 

1-'olnx}HS.9 ... 1):'~r1r.-('1!\',1,"J - 'l. 
cml: 

¡;atoly(25.21¡;\\nlc("V•ilurUc 'a ml<'rpol:w' = '/; 
¡;o1Ul)(21.::!4);wrrh:( 'Prc~urnc 1.11;ih1u1..-r 1cd,1 /lMil ~·ont1mmr'J~ 
furi :02 l IOn c.lu 

hct!in 
"~loxy(J0,9+iJ:rcmlC~li/J: 
gulox:;(56,9+1):rc.u..l{llf1/}: 

cnc.I: 
¡;nto~)'{54,21 );n:;1J(1u); 
¡;01oxy(60.2-l)·.c := rc.itlkc:y; 

cnc.I: 
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protc:durc ln1Úp11lm.:io.1: 
be¡: in 

fer i :m l ton !.lo 
lh.!i:in 

pro!.lu'IO :• 1: 
for J :• ) Ion du 

ífj <> ¡ 1hCn _ _ . 
pmdui:IU_!•-prm.lu~tu • (,•i'• . .\lilJil.\líF.\Li/); 

intcr :• inlc_r.,. Fafil "'pnll.lu.:1~1; 
cn!.I: 

mcns:ijc :• I~ 
cn!.I; 

beJ,!in 
for1 :• l tun Ju 

if{{:-.í >e i1!ill11mJ1i11 <"" xlnl)}(1r--
((Jti < *" xJil111mJ (.\1 > • xlnl)J lhcn lnlcrpofodon 

cnd: 

pro,c!.lure Rc~uhmfo; 
bcgin 

ifmcnS<tJc ... l lhcn 
bci;m 

cl~c 1m:n..;1fc :• 2; 

J;OIOllY( 1.211:drcul; 
¡;n1nxyfl4.::!ll:wr11c("lntcrpnh1'1tin"); 
¡;u1uxy(24,22);wrilc('A"' ·.,,d:s.· lt\J .. ',lntcr:5!8); 

'"' 
hc¡;m 

J;UIUll)'(l.21J:drcol; 
J;UIOll)'(J4.21):11nh:C'lnti:rp11IJi:11Jn'); 
¡;utolly{25.22J:1\ntcf'D.ttoa 1n1i:rp11IM lucrn !.l.- r.ingu'); 

cn!.1: 
gutu\y(60,24¡;o;; = 1cai.lkc); 

cmJ: 

bccin 
ln1c111hza: 
C11pturo1: 
Lagr:m¡;c; 
Rc~Uhiit..IO; 

cnd, 



INTERPOLACIÓN CUBICA POR SEGJ\IENTOS 

En lugar de utiliz;ir un sólo polinomio de ;1J10 g:rndo que represente a una función sobre un 

intervalo, podemos emplear polirtomru!i cu11jumadu~. c;1tJ;i uno dt: ellos de bajo grado. Por 

ejemplo segmenlos de líne;1, en donde cada uno <le ellos corresponde a los datos proporcionados 

sobre un subintcrvalo. Tal nproximación es continua pero tiene una primera derivada con 

discon1inuidades en lo!! extremos del imcrvalo. comu se ve en In gráfica f de la página 35. 

Consideremos ahora un método en el que si! construyen segmentos cúbicos de tal manera 

que las esquinas se rcctondean, siendo continuas tanto Ja primera como la segunda derivada de 

la aproximación. Lm polino111io!i dt: nito grado tienen características oscilawrias. Uno de 

grado n puede tener ramm. como n-1 purllo!> de retorno. Cuando un polinomio de tales 

características rcpresenia con prcc1siOn una íu11c1ü11 dada, ello suele ser por una oscilación 

regresiva y progresiva a través de la función. E!>IO tiene efccros colaterales indeseables, por 

ejemplo una pobre aproximación de Ja derivada. por mencionar sólo uno. La aproximación por 

interpolación por segmentos que se obtendr.i <1hora. evita dichas oscilaciones porque esrá 

compuesta de segmentos de bajo gr.ido. 

Dado un intervalo {a.b) = 1 d1\'idido l!ll n ~ubinlervalm por los puntos x., = a, x1, x 2, 

... , "ª = b. un seg.memo c(1bico se ajuslará ;1 cad;1 subinrcrvalo. tomando valores específicos de 

y, en los pumas x,. con la primera y segundíl deriv;idas en s11bin1ervalos adyacentes que 
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convergen en el valor con la unión. Los puntos >. 1 u Xn.1 se llaman nodos, o nudos de la 

interpolación por scgmenios, esto se muestra en la gráfica 11 de la siguien1e página. 

Resumiendo, la interpolación por segmento::. es una aplicación solisiicada de la 

in1erpolación, ya que en Jugar de empicar un ~ólo polinun110 de ;iproximación, se emplean varios 

polinomios unidos, debido a que se ere¡¡ un polinomio de bajo grado emre cada uno de los 

intervalos de la muestra, además de que !:>C reducen los pico!.. Otrn ventaja es que al emplear 

polinomios de b<LJO grado evitamos posibles omlílcioncs que ocurrirían con polinomios de aho 

gr.ido. 

Como todos los caso!t de aproximación polinomtal, una vez que lcnemos la aproximación 

adecuada, podemos derivarla, integrarla, evaluarla, conocer su componamiento, obtener sus 

raíces y en general emplearla para hacer cunlquicr tipo de operaciones que requiramos . 
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Paso 6 

Pnso 7 

Paso 8 

36 

para i = :?, .:., n-1 

L, = :?(X,. 1 - X, 1) • JNTE .. 1 • µ,. 1 

µ, ~ INTE,/L, 

z, = (o, • INTE, 1 .. z, 1)/L, 

C" =(u,,· INTE ... , "z .. 1J i tlNTE,,, .. l~ · µ,,. 1)) 

para i = n-1, ... , 1 



Paso 9 

Pnso JO 

Pnso 11 

para i = n·I, •..• 1 

• ' -,.>' < 

p_a~;.:r:· ~:'1 __ /.'i:i·:-~:J.:·, 
:;¡f xi·_;::.:: x,·,.~-~io_nCe~ Lugar = l 

X= Xl,:X, 
~~~~i+~_x+~_x+~-

salida (para i = 1, ... -, n: .X;, Y;.- XI, 

DD,DI 

- -- --para-i = 1, -.-;.; n·t:·a;. b .. --oc.~ ((j 

Termina. 
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INTERPOLADOR CUBICO POR SEGMENTOS 
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Pro¡:ram ln1.:r¡ml1túnr_Cubicu.Jl0r_Sc¡:men1os: 
uscsc:rt; 

(SI·} 
(SR+} 

consl TamArr .. SO; 
ErrES : buuk:m = l11bc; 

lypc vcclar so 1tm1ylO .• T11mArrJ ul re.11; 
var NumPunts. NumP1sln1er : mki;er; 

O.:rivfl, DcnvFD : real; 
Cu.:IO. Cu.:fJ, Cu.:f'l. Cu.:fJ, DaloX, 0:1tuY: \'.:c1ur; 
Xlnl.:r. Ylnt.:r: \•ec:lor; 
Error, P11n1.1ll.1 : hyh::: 
An:hSal: lt::lU; 
Con!: ch;1r: 

proceJur.: Tr;u .. 11.lurSc~(NumPunt1> : mi.:~•cr: 
var DatnX, D.1tnY : \'cctur: 
DcnvFI, Den\·FD : real: NumPti.lnler : tnlc~cr: 
\lllt X\n1cr, CmdO, Cu.:fl, Cu.:12. CudJ, Ylnh::r: vector; 
var Error : hyl.:); 

(SR+} 
con~I Cns1Cctt1,., IE·OIS; 
1yp.: c:u.:fü:1cn1c e rci.:111J 

A. B. C. D: vcc:hlr, 

var lnl.:r.·aln: \'ci.:tur; 
Traz;.11.lnr: cu.:lii.:1.:n1e: 

proct".Jur.: Cukul,1ln1cn·.ttu~fN\1ml'unh : mki;er: 
vur 0.11uX. ln1cn.1lu: 
\·ar Enur: liytc); 

var lmhc:c: mh:¡;cr: 
h.:¡;in 

Error: .. O; 
for lnllm.: : = 1 tu NumPunls • 1 Llu 
b.:g1n 

lnl.:rv11\u[l111.l11.:cl. n DatuXjln.Jict'.., l I · DaluXllnúic.:f: 
ií ABS(in1.:n·aloflnJ1ccl) < C¡1~1Ccr11 th.:n 

Error:= 1: 
1f lntervalujlml1ic] < O lhcn 

Error: .. :!; 
cn.J; 

enLI; 

procetlurc Co1kul.1Coclk1c111c~(NumPunh : mtc¡;cr: 
var 0.11t1X. Da1uY, lntcr\'alo: v.;:1.tur; 
DenvFI. Ocm·FD : rc;1\; 
\larTniz.1Jm: 1.ucfü:1cntcJ; 



proceJure C11k11lnAs(NumPun1n: intc11i:r; \'ur D;uoY : vi:clor: 
v11rTruzac.I11r :'cui:lic:ii:ntc:); ... 

Jnc.Iic:i:: inti:iii:r: 
beilin 

for Jntlic:e :• .1 111 N1ú11Punb Jn 
Tr11zac.Ior.Aflndici:I :"" OamY!lnúki:I: 

em.1; · 

proc:ellure C¡1lcUhtC1o(NumPun1s : inti:!!cr: 
\·ur DnluX, lnlcrv;tlo: VC"Ctur: 
Di:m·FI, Dc:ri\·FD: ri:al; \·ar Tr¡1zaú11r : l 011c:lidi:ntc:J; 

varAlfo, L, Mu. Z: \·ecllir: 
lml1cc:: int.:¡;c:r: 

bc:¡:m 
wi1hTr.1uJ111 úu 
be!!in 

Alfafll :• 3•!Al21 • AlllJ ! lni.:r\".ilullJ • 3 • Di:ri\·Fl; 
All;1!NumPun1,¡ := 3 • Dem·FD • 3 

• IAINumP11n1sl • AIÑurnPunl' - fil 
l lnti:rvaln[NumPun1~ • 11; 

for lnllicc: : = 2 tu NumPunls - 1 Ju 
Alfo!lmhcel: = 3 • HAllntlic:c:+ 1 J • ln1er.·;1/·01lnJ1i:c:·!I) 

• IA!lnd1i:c:J • (D,1111Xllm.h,·c: ... 11 
• D.110X1JnJ1cc·IJ)) 
... IAllnJIL"c:·ll • lntc:r\"ah1!lnJ1,·c:l)J 
/ (ln1ervaluJlnú1i:c:·ll 
• 1n1erv;llollm.J1i:ef); 

L[ll :"' 2 • lntc:rv.11(1[11; 
Mu(ll :a 0.5: 
Z!ll :"' All.illl' LI 11• 
for lnJ1ce : = 2 IU NumPunh • J Ju 
hc:¡;m 

L!lnllicel := ~ • (0;11uXIJnJ11.:c: ... 1J • 0.11uXIJnJ1i:c:·l IJ • 
lntc:n.1lu¡!mhi:c:·IJ"' ~lu¡J11J1,c:·JJ; 

MullnJ1cc:I: = lnc.:n·;1lullnLl1i:c:[ / LllnJ1i:c:I; 
Zflml1cc:j; = IAll;il/nt.l1i:~J • ln1.:n.,1lo[lnd11.·e·l I 

• ZllnJu:c:·l/J I LjlnJ1i:i:I: 
(Od; 
C/NumPunt'I := IAJl;1[N11mPun\\I • 

lnh:T\'aloi!NumPunl~ • 11 "'ZINumPun1 .. • l IJ 
I (lnkr\"illulNumPunih • 11 
•(2·M11[NumP11nls· llll: 

for lnc.I1ce : = NurnPunls • J Juwn1t1 1 úu 
C1JnLli1.·.:j :=" Z¡lnJ1i:..:] • MullnJ11.c:I • Cll11J1i:c1-IJ: 

i:nú: 
eml; 
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proccdurc C1tkul;1Di.(NumPunls : intci;cr; vur lntcrVlll : vcctor: 
viuTrnzm.lor: i:~tic1cntc)~ 

\•ar Indice: 1n1ci;cr; 
h.:¡; in 

w11h Trnzador dn 
for lnJ1cc :a NumPun1-. • l Joy,ntu 1 Jo 
b.:¡;111 

81/m.lu.:c/ :• (A[lm.hcc ... 11 • A!lnJ1.:clJ 
1 lntcr\lllu!lnc.h..:cl • lnk•rv01lullnc.h.:cJ 

• (Cllnd1Lc+ 1 J + 1'" Cfl11J1wl) f l; 
D[lmhceJ :ci ¡qlnJ1cc+ll • C/1111.h.:cll 

1 (3 • lntcí\'.tlojlmh..:c/J: 

bci;m 
C:il~ul.1A,(Numl'un1'. D.1tuY. Trnz..1Jni1: 
C.ikulaCsCNuml'unt~. 0 .. 111X, ln1cr\'11h1. Dcnvf.'I, 

Dcrivro. Traz..uJon: 
Calcul.iO,(t.;uml'un1~. lmct\'i1hi. Truz..u.h1rJ: 

cnJ: 

pro.:cdurc lntcrpul111:wnCNuml'un1~: mh:_;!cr: \';1r ÜJIUX: 

\'ltr Traz.;ufor : coclic1cntc; NumPt~lnt.-r: 1111ci;cr; 
\'IH Xlnl<'r, Ylntcr: vcctorJ: 

var lnJ1cc, Uh1ca.:mn. Tcrm: into::;;cr; 
X: rc<1I; 

b.:i;m 
for lmhcc : a l tu NumPhlntcr dn 
hi:l!m 

Ühicacuin := 1: 
far Tcrm : = J to NumPnnt~ • l Ju 

1f Xln1crllmh.·cl > D.1111:\[Tcrml 1hcn 
Uh1cucmn :"' Tcrrn: 

X:"' Xln1cr/ln1fo,:cl • O.tlliXIUh11.:;u,1un[: 
w1thTrJL11.lurLlu 

Ylntcrllmhcc] :-= (f01Uh1;uc1onl"' X ... C[Uh1cac1unj) •X 
... B[Uh1cw..:1nnl¡"' X ... A!Uh1c,1~1unl: 

cnJ: 
cnJ: 

bc;;m 
Error:= O: 
if NumPuni., e:: 2 1hcn 

Error:- 3 
d~.: 

C;il.:ul;1Jnti:f\';1l•"(:-O:umP11n1~. O;¡tuX. Jnlcf\•al11, ErrurJ; 



if Error= O lh<n 
be);'in 

C11\culaCoelic1<nh!i.(NumPunl!., DutoX, DaluY, lnl<tvuln, 
D1mvFI, Dc:m·FO, T1nz.ml11rJ: 

lnlerpolacmn(NumPunb, D11toX, Tro1z.:iJur, NumPli.lntcr, 
Xlnlc:r. Ylntc:r); 

eml; 
Coeftl ~= Trnlatlor.A: 
Coell :"" Truz..ulur.B: 
Coc:I~ :• Tr.1z..ulur.C~ 
CD<!IJ :,.. TrnwJur.D; 

entl; 

rrocctlure Dci.rhc:~11Err: 
be¡;in 

Writdn(ArchS;1I. • !! ......................... !!'); 
Wmc:(ArchSal, • !! 'I: 
LowV1Jc11; 
\VnleCAn:hS .. I, 'ERROR '); 
Hii;hV1J.:11; 
Wr11dn{Ard1S.1I, '!!'l: 
Wn1eln(ArchS.1I. • !! ............... - ........ !!'¡: 
Wntcln{An:hS.1J); 

eniJ: 

rroccdun: Rcv1~1ES: 
conJol (]di .. "'; 
typc Pmmru .,. i.tuni;fSO/; 
n1r I01:utlc: ; mk~cr~ 

procctlurc Errur(M,i; : Pr11mp1/: 
b.:gin 
Wntdn~ 

Wn1cln(Bcll. ~1-~·1: 
Wntdn; • 

entl: 

bei:o1n 
!Ckode := !Orci.ull: 
ErrES : = 10..:utlc: < > O: 
ifErrES lhen 

ca"e IO~oJe ul 
SOi : Ermr{'Ardmn nu e\l•h:m.:'J, 
S02: Ern1r('t\rd11vu n11 ah1t"rl11 p.1rn cn1r;1J,1.'J; 
SOJ : Ermr('Ard11\·u nu ¡1h1.:rlu p.1r,1 ,...iJ1J.1. 'J: 
SD4: Errur!'Ar..:h1\t1 no ahu:11!1 ·¡; 
SIO: Errnr('Error en el hinm1111 nu1111iitl't1.'/; 
S2::!: Errur(',\,1gmic1tm :1 ¡1rch1\'o, .:~1.i11d.1r nu r"'rnuuda.')~ 
S91: Errur('Bli"•/UeJ,1 d.:~puC:s J.:l tin di: ;1rd11\'u.'): 
S99 : Error(' Fin de ar..:h1\'U mc~11.:rnJ11. 'J; 
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SFO : Error(' Error c~rilurn l!n disco.'); 
SFI : Errnr('01reciorm lleno.'): 
SFJ: Errur('Rcv1~c FILES•:!O en d CONFIG.SYS. 'J: 

che 
hc!¡.¡in 

Writdn: 
Writdn{Bdl); 
Wrildnf'Mcn'i1Jc Lle i:rrur inJ.:ti111Jn .. ', IOcoJc, ', '); 
Wntdn: 

cnd: 
end¡ 

end; 

proccdurc Encuhcz:1Jn; 
bci:in 

Clr!>Cr: 
Gotully(26.3J:\\'11t.:f 0TRAZADOrt CUBICO POR SEGf\IENTOS')~ 

0 

Ooluity(25,6J:Wnk('Sl1mm1~1rc lu~ S1gmcntcs dnllh '); 
cnd: 

procedurc Ol-t.:n:1rchS¡1lida(\·ar An:hS;1I : tc.llJ: 
v11r NomhreArch: ~trmg[::?5SJ: 

e: char: 
hl!g1n 

Clrscr: 
Encahezado: 
Ool0it)(20,6J:Wnh:( 'S,1!1tfa d1rcct¡1 a uno J.: tu .. ''f'11tcn1c .. : 'J: 
Ou1o~y(35. I OJ;\\ r11ct '( P ¡¡rn1;illo1. '): 
Go1mr.y(35.13J·,Wnt.:('(l/mprc .. urn.'); 

Ooloit){35, 16); \Vm.:( '(AJrchl\'tl.' J; 
Ootoxy(35,20J;\Vr11c('Op~iUn l_l'l; 
Ooloity(21.24J;Wm.:('Prc~mnc cu~h¡uícr h:cfa p.tra i:u1llrnuu'); 
rcpcat 

Gotoity(44,20J:Rc11dln{CJ: 
C : = UpCo1...:fCJ, 

until(Cinl'P'. T. 'A'/¡; 
c11~c e ol 

'P': hcg1n 
NomhrcArch ;«"CON'; 
P11n1;i\Ja := I; 

cm.1; 
'l' : NumhrcArch : = 'PRN'; 
'A': hc~m 

rcrl!•il 
En.:ahcz.;.u.Ju: 
C := 'S': 
Gumxy( 14,9¡;\\'ntc('ln,crtc d nnmhrc Lid urr.:h1vu'J: 
Gnrox)IJl,lll:Wrnc('Nnmhr.:: '1: 
Gutu1.)'(11.'?4l: 
\\'ritd'Pr~~mnc r.:11¡¡l11uier k..:l;i po1r.i .,;un1mu;11'J: 



cnd: 

OoloAy{40, l l);R.:mlln1Nomhrc:ArchJ: 
A!>i.ii;n(ArchS¡¡I, NumbrcAri::hJ: 
Rc:-c:llArchS;tl)~ 

if IOrc!>\lh = O thc:n 
be¡;m 

Clu:.c(ArchSal}; 
Outu'}'(29.15):Wnlc('E!>te,trdun• >U CAISlc. 'J; 
Gul0Ayf~8.l8J:Wntc('Suh1cc!>Hlh1r ('In¡: 1 /'): 
Outo,y(51, l SJ;R.:.1ú(C): ~ 
C : = UpC.ii.c(C): 

cnú: 
1IC = 'S' 1hcn 
hcl!lll 

H:.:wnlc(Ari::hS.11); 
RC\h,tES; 

en J. 
unhl((C = ·5·¡ uni.I noHErrESJJ: 

cni.I: 

Ass1¡;n(ArchS.1I. NomhrcArch¡: 
Rc,n11c{ArchS,1IJ; 

enc.1: 

procccliuc: lni.:1<1l1z.1(\';1r CuclO, Cucll. Cuct2. Cuc:IJ: 
viu D.11uX. D.1111Y : \'c:clor: 
Vi1T DenvFI, OcnvFO: rc.11; 
\'11r Numi'unt,, Numf11,lnt<"r: llll<'L!C:r; 

var Xlnler, Ylnlcr: \'cdur; \'<U E~mr: h~!c): 
hci;1n 

FillCh;irfCuetO. SmOllCoclO/. 0); 

FiltChar(Cud 1. S1zcOHCucl J ¡, OJ; 
FillChar!Cn.:12, Sm:OllCnel2J, 01; 
F1llCh:1r(CodJ. Sm:Ol(Cu.:13). O¡; 
FillCharfDawX. Sm.~Ot(D:.i1uXJ. OJ; 
F1llCh..rlDo110Y. S1zcOl¡0,1tuY1. 0); 

F1llChar(Xln1c1, 5!1cOfCXlntctl. 0); 

F1llChar(Ylntcr, S1zcOltYlntcrl. 01: 
Pantall.i :a O: 
NuniPunh : "" O: 
NumPlslntcr : = O; 
OcrivFI : = O; 
D.:rivFD :.,, O: 
Error :a O; 
Wri1dn: 

enc.I; 
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proc~ure C11ptumtv11r NumPunts: mlcgcr; 
var OatoX, DatoY : vector: 
var DcnvFI, Dcrh·FD: rc.il: 
var NumPtslntcr : inh:¡:cr: 
var Xlntcr: "'CCIOtJ; 

vare :ch.u; 

proccdurc Ohtcn2Vcc:.DiiTcd11Jo("·ar NumPun1': 1nt~)i!Ú; 
var OacoX. 0,1tuY : \'cclur): 

vurTcnn: mh:gcr: 
hc¡:m 

NumPunb :- O; 
Wrucln: 
rcric:11 

GnloJ1.y(:!5. I01:\\'n1cl"Nli1m:roJc ¡umm' IO·'. T11111Arr,'J n • 'J; 
Rc:1Jln(Nu111Pm11 .. ¡; 
Rc\'l)o;tES; 

unul {(NumPunh > = OJ ;mJ lNumPuub < • T:unArrJ .inJ nut ErrES): 
lor Tcrm :.,. 1 111 NumPun1~ du 
~gm 

GutUll.){25,11 ... TcrmJ:Wnh~('Xl".Tcrm.'I"' '¡; 
Golull.)HS.11 +Tcrm¡:\Vntc('Yl'.Tcrm.'I"" 'J: 

cnJ: 
Go\Ull.)'{21.241:Wrnc('Prc~lllnc ..:u.1l•¡i11cr lcd.1 riur,1 ..:untinu:ir'); 
torTcrm :al tu NumPunbt.lu 
repc.il 

Gotnll)'f]J.11 ~ T crm);Rc.11l!D;1tuXIT crmll: 
Gotu,,\·(53.11 -T crml:RcnJID;otuYIT el m\I: 
Rcv1i..iES; 

unul nul ErrES: 
GUltlll.)(ÓIJ,24J:Cunt ; .. re.1Jl..cy: 

cnd; 

pro.:t!JUrc 0!1tcn1VccDcTccl.1Jo(\·;1r NumPhlntcr: mtc~cr: 
v.ir Xlnh:r: vc..:tur); 

voirTcrm: 1ntcl'cr: 
hcgm • 

NumPhlnlcr : = U; 
rcp.:.11 

Gutllll.)'! l .S¡;Clrcnl: 
Gult1J1.)i'.!:S,S1;\\'nlc!'Klim<'fU Je punL••" (Ü··,T.un . .\11.'1: n "' '¡; 

Gol0t)(55.6):Rc;1Jln!Numl'i....ln1crl: 
Rie\·1,..1ES; 

unti\(INuml'hlntcr >"' O) 1mJ (NumPh1nh:r <"" T.m1Arr) ;1nJ nol ErrES); 
Wntclo: 
forT.:rm := \ w ~11mP1,Jntcrl.!u 

hci:in 
Gotull.)(35.IO ... Tcrm¡;Wntc('P11nt\1 ',Tcrm.·: '¡; 

.:nJ; 



Go1oity(2J,24):Wrih~('Pr.:sionecuall¡t1ier ti:cla pum conrinuar')~ 
far Tcnn : • 1 10 Nun1Ptdnti:r t.lu 
rcrat 

Gotoxy(45, IO+ Term):Re¡1JlnfX/n1cr/T ermlJ; 
Rc\'ii.:tES: 

until nol ErrES: 
Gotoxy(60,24J:Cunt : • rc¡1Jl.:"'y; 

ent.I; 
hc11i11 

Encuh<!z.atlu: 
Obten2VIC'c)>DcTeclaJu¡NuntPunt~. 0>11UX, D.11uY): 
Em:uhez.at.lu: 
Gotoxy( IO,l l);Wn1e('DenvaJ;1 t.le la hmi.:11in:'); 
Outoxy{:?5,J5);\\.'nle('En d punto lin,1J m¡uu:rt.lu: '); 
Got11x)(25.18J;Wnte('En d ptrnh1 lin,11 Llcredw: '): 
GolO:ir.}121.24); 
\\'ntc('Pre,wnc cu.1l.¡u1..-r h:doi p.1n1 contmuJr'J: 
repe•ll 

Oulm,y(5-l,151:ReaJln!Den\·FIJ; 
Re\·1~1ES; 

unt1I nul ErrES; 
repcul 

Gtilox} (54. l 6J:Rc.1Jlnl OenvFO J; 
Rev1"'1ES: 

unt1I nnt ErrES: 
Gotoxy!60,2.lJ;Cunt '. = rei1Lll.ey; 
Encl1hez.;uJ11: 
Ou1ox}·il l,S!;\\'nte('EntrnU.11.k pun111, a lntcrpul,1r'J: 
OhtenlVe..:OcTed,1J111NumPhln1er. XlmerJ: 
OhtenAr.:hS¡1l1tl.1(Ar~hS¡1ll: 

end; 

procctluri: Re~ultaúu~{NumPunt~. rnlel,!er; 
v;ff DatnX. O.uoY: \ettur: 
DcnvFI, Di:n\•FD : real: 
vur CoclO, Cod/, Coel'2, Cl11dJ: \e.:tor; 
NumPi...lntl.'r: mte¡;l.'r; 
var Xlntcr. Ylnlcr: \"c:c111r; Errur: /1yle); 

vnr lnúici:: mtc~cr: 

pmci:t.lurc: Titulo: 
bi:~m 

Clrs.:r: 
Wrildn(ArchS,11). 
Writcln!An:hS,1IJ, 
OotOX\"(l.:?J: 
Wri1i:/ni1\rchS;1/,' ':24.'INTERPOLADOR CUBICO POR SEGMENTOS'): 
Wnleln(An:hS.11): 
Gutoxy(21.2-li.\Vrili:f'Prc~iune cu·,1l1ru1..-r 1c.:l.1 p.1r.1 1:on11nu<1r'): 

end: 
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~¡:in 

Wrildn(An:hS.il); 
Wrih:ln(ArchSal); 
Titulo; 
GulOX)'( l .51;Writdn1Ar.:hS.il •• ":3 7 :o,\ TOS"); 
Wrih:ln(ArchS;i\); 
Wr1tdn(Ard1S.ilJ: 
Gnto,y(J,7): 
WrLl~ln!ArchS.11.· ': 1s.·o.1tn: y_·J: 
lor lmfü:c : = 1 tu NmnP1mb Ju 

be: gin 
Gotnxy(J.S- lml11.:c:J:Wn1c:lnlr'rchSal, '. ·: 17: • ,lnJice-:3, ·: 

0.11uXtJnJ11..·.:I: IS: JO, ' • 
D11tuYllnJu:e-I; 15: IOJ: 

.:nJ: 
Wntdn(ArchS¡1ll: 
Go10,>·( l. IO ... lnJ11.:c);Wn1dn1Ar.:hS11I,' ':15. 'D.:ri\';uJ;1 e-n-X "" (', 

o.110XIJ l.'): '.Dc:m·FIJ: 
Gntnx¡·(l.12+lnJ11:c:J:Wr11dntA1d1S.1I." ':15.'D""ri\'aJ.i c:n X •·c. 

D.1mx1su111Puni..J,·1: ·.o.-m·FDJ: 
Wr11dr.(Arch5:1l1: 
iíError >"" 1 lhc:n 

D.:~pl1.:¡;¡1Err: 

<1t P;mlalla., 1 th"'n Gu1my(60,2-IJ:Cum :• rc.1Jlo..cy:J 
c:"i.c: Errur ni 

O: hc:e1n 
T~1ulu: 
Wn1dn!Ar.:hS;1IJ: 
Gulm.>( l.8J:WntdnlAn;hS.1I, 'S.:~m.-ntu • • 'ú. 

'Cueio·, · ·: 13. 'C11~11 ·. ' ·: l-1. 
'Cuc:\'!', · '.13.'Cu.:I)'¡, 

lor lruJ1~c : .. 1 to N\LmPuni..· I 1..!.1 

~~m 

G11111'}l-l.1J+lnJ1c.:¡: 
Wrtlcln1Ar.:hS:tl. lnJicc: J. 

. • ·• Cuc:tOllm.h1...:l:IS:IO,' ';J, 

.:nJ: 
Wntdn!Ar!.'hS~ilJ: 

Cuc:t l\lnJ1.:cl: 15: Jú. • ':3, 
Coc11llnJ1cel:J5:10.' ';l. 
Co.!IJllnJ1.:c:\:IS:IOJ: 

(11 P•ml;tll¡, = 1 then G11\m}H1U.:!-l);Curt1 := r.:.1Jk.:y;} 
T11uln; 
Wntdn!Ar..:hS.1IJ; 
Gut1"~·t I A1:Wr1tdnt Ar..:hSal.' '·15. 'RESULTA.DOS"): 
Wntd11iA1..:hS.1IJ; 
Guunyf J .7):\VntdnfAr,·hS.tl, · '::ll, 0 P1m1th inkrpoliu..loi.'); 
Wn1dnlAr..:hS.1ll; 
Gulol}fl.10); 
Wntdn(An:hS:11.' '::?3, "Punm,:', • '; 1 !. "."\'.'":IS, ºY'); 



far Indice : • 1 lo NumPtlllnh:r Ju 
bc¡.!m 

Gololl.yfl,11 +lnúice): 
Wr11c:lnrArchS11l, ,- ':22. • ',JnJice:J, ': 

.:ml: 

Xlnh:rjlmlicel: IS: 10.' 
Ylnh:rilnúk.:I: IS: 10¡; 

~ {if P11nt111!~ .. 1- lhen Gutuxy(Ci0.2-11:(\1111: ... rc:;u.IJ. • .:y:} 
.:nJ: 

1: b.:i;in 
Tnulu; 
Go1axy(25,JSJ: 
Wr1tc:ln(ArchS•1l, 'Ltb puntu .. X tldtcn ~.-r 11mtih. '): 

Gotoxy(Ci0,2·iJ:Com: a r.:atlk.:y; 
.:ntl: 

2: h.:1'm 
Titulo: 
Gmm.y(28.ISJ: 
Wril.:lnlAn:hS .. 1.'Lu .. punw .. X tldi.:n ll.-1·m'1; 
GutU\)(28.17J; 
\\'rudn{Ar.:hS.11. 'un in~·r.:mi:n1u ~..-1:uc:n~1.1I 'J: 
Gulo~){Ci0.2-l¡;Cunl : "' ri:.11.!!.i:); 

enú; 
3: bei;m 

Tuulu: 

c:ml: 
c:nd: 

bc:¡;m 

Gotu,)'(18.15); 
Writdn(ArchSal. 'E~u~ Udii:n ~c:r lus Un~ 1l111mm puntm.'); 
Gotm.y(Ci0,2-l);Cnnc : "' te¡tJkcy: 

cntl: 

lmciahzot{Coi:IO, Cnc:l I, Cud2, Cn<'.13, 
DutuX. D.1tuY, Di:m·FI. Dc:mFD, 
NumPunt .. , NumPhlntc:r, Xln•c:r, Ylmi:1, ErrurJ: 

C1111turJ(Nu111Punb, 0.1tnX, 0;110Y, D-=rn·FI, Dcr11·FD. 
NumPhlnlc:r. Xlntcr); 

Tra:r;1durSi:c!NumPunb, OaiuX, OatoY, Drm·Ft. Dcn1FD. 
N~mP1~lntc:r. Xlmc:r, CucJO. Cm:ll. Cucl'l. 
CodJ, Ylnh:r, Ermn: 

R.:~ul1;1do~(NumPun1~. D.11uX. 0;1t11Y. Di:n1·Fl. Di:r1\·FD. 
Co.:10, Cudl. Cod:!, Cud'3, /\'uml'hlnkr, 
Xlntrr. Ylntc:1. Error); 

CJo~c:(ArchS.tlJ: 

cnú. 
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INTERPOLACIÓN EN DOS Dll\IENSIONES 

En la presente lécnica consideraremos In í\proximm:ión di! la función f = f(x,y}. Par1iendo de 

un tabla bidimensional de valores de: f (x,y) de 1nnmi10 m""n, para todas las combinaciones 

posibles de los m datos de x y los n datos de y, donde el renglón corresponderá a X; y la 

columna a y¡. Por rnnto p<mt cada parc:ja nrbitrnrla se y el problema trata de una interpolación 

dentro de una iabla pí\rn localizar una aproximnción de f(x.,y). 

52 

El procedimiento se realiza en tres pílsos quc: consisten en: 

A. Interpolación lineal para x a tntvl!~ dt:-flx;;y;J y· f(x,. 1,y,J. 

B. lnlerpolación lineal para y entre í(X,,)',.i) y f(x,. 1.y,. 1). 

C. Interpolación lineal entre los \'alures obtenidos en el paso A y el paso D. 

obteniendo de esia manera la aproximación de Hx.yJ. 



Algoritmo 

Para encontrar un valor interpolado dada una tabla de dalos en dos dimensiones. 

Entrnd:i 

Salida 

Paso t 

Paso 2 

Paso 3 

Paso 4 

nx_, ny mimero de datos mn10 parn ¡(_como para y, 

X;, Y; f(x,,y,) valores de los daros, 

x, y valores a interpolar. 

x, y, f(x,y) valor interpolado, Dalos fuera de rango. 

para i - J, .. -., n·l hacer 2 

Si ex;;::: x,.,. 1 y x:;; x,1 y (x e!: x, y x s x, .. 1) eruonces Puso 3 

sino Paso 10 

11 = i 

para i = l •... , n·I hacer 5 

Paso S Si (ye!:y, .. 1 y ysy0 y (y~y; y ysy, .. ,J entonces Paso 6 

sino Pnso JO 

Pnso6 JJ=i 

Paso 7 

Paso 9 

Paso 8 Salida (x, y, f(x,y)), Terminar. 

Paso 9 Salida (Datos fuera de rango), Terminar. 
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INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES 

~ 
9 

···G 

····~ 
···9 
y 

··········Ó ¿ 

HOJA 1 0[) 



r···· 
: :··_·". 
: 

: 
¡ 
L .......... . 

- " 

Q 
¡Ó 
' ' ¡ 
' ' ' ' ' ' ' ' ' 

.HOJA 2 DE J 

JJ•I 

o 



51 

HOJA J DE) 

fl • rtll.JJI• 

1111•1,JJ•ll- f<11.JJ•1) 
U·•11I 

t1-fl 
fl!Y•tl•----<V-'r¡¡l 

''u·• •'1'11 



program ln1i:rpulHcinn_cn_dos_dimcn:don.:s; 
uses Crt; 
var i, j, k, ii,ii. ne.- nr, nx, z, mr:n!>lljc: ln•i:i:r:r: 

xi, yi, n, l"l, fxy: r.:al; 
X: lltTI)' (J,.201 ufrc:il; 

')': arriiy 11 .. 401 ofrCnl: 
-· f:·arnly 11::20,1 .. .:sO!ufrr:al: 

:- __ e : ch11r~ - - · 

pr~~du~-· inici~l!~: 
bCcln - -
, i :- O; 
j :·_:..;.o:
k ••O; . 
¡¡-·:·-o;-= -
jj-:_~ O; 
ne :•O;· 
nr ·:-O; 
nx :•O; 
z :.,.. O: 
xi :- O: 
yi :•O; 
fl :.,. O; 
f2 :.,. O: 
fxy :=O; 
mcn~jc:"' O: 
fer i :a l tu 20 du 

h.:¡: in 
x(il :a O; 
íorj:• 1 lu40Ju 
~yin 

Y!JI :•O: 
llijj :"' O; 

<nJ 
cnd: 

e :a char(OJ: 
cml: 

proccdurc C11ptum; 
h<!pin 

dr!ttr: 
sotoxy(24,5):wri1d'INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES'); 
1101oxy(25,8):wntr:('Sun11m~trr: lm. :.iyu1r:01r:s d;1tu:.'); 
go1ox)·(27,13):\~t1tr:{'NLimr:rodr: rr:n~Junr::.: r = '): 
i;otoxy(27.16);wrur:C'Nllm.:rudr: ~olumn.L~: e"''): 
gntoxy(21.24J:wnh:('Prr:,11inr:cm1IL1t11r:r t.:clu (Mm cuntmm1r'); 
~OIOX)"(52.IJ);r.:;1dlnrl: 

gotnx)'(51,16);re.ul!nc); 
COIOX)(Ú0,241;1; := re.ldkr:): 
clr!ttr; 
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¡:ntoxy(24,2):wnh:("INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES'); 
goloxy(25,5J;wnlo::('Suministr.: lo!> si¡;mo::nlo::~ tl,1llh'); 
go1oxy(2S ,S);wnc.:f 'VARIABLE FUNCION'); 
got11xy(I0,6);wnto::f'INDEPENDIENTE DEPENDIENTE t (x,yJ'I; 
for i : .. 1 lu nrclu 

b.:¡;in 
gotnxy(10,7+1):writ.:(':\l",i.'J ... 'J: 
¡;ntoxy( IS, 7-iJ:r.:.1tlfxl11/: 

c:ntl; 
for J :"' 1 111 n~ Uu 

b.:¡;in 
¡;u1n,,y(32,7+j):wnio::{'yl'.j,'1"" '); 
go1ox)"(39,7 ... 1);r.:mJ(ytitl: 

.:m.l: 
lor 1 : .. 1 IU O•' Uu 

lnr.1 :• 1 111 O•' Uu 
tic:¡:1n 

golOll)(52.7.,.j);wr11<:('1J',1,':.1.'I"' '): 
i;o1oxy(62.7.,.Jl:ro::¡¡cl(IJ1,JlJ; 

.:ncl: 
clrscr: 
gotclX)(25,5);wntc:('INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES'): 
gotoxy(29,8);wnti:{'Sum1mstn: lo llll:lllc:nl.:'); 
goto)'.y(J l, l J );"'ntc:l'D.1to' 11 m11:rpul;1r'J: 
go!0)'.)'(17,J));wnti:C'x = '); 
A:otoxy{4),l)J;wnt.:('y - '); 
¡;01m;y(21,2-11:wru.:f'Pro::~mn.:i.:u;1h¡u1.:r t.:1.:J.1 par.1 .:on11nuar'}; 
¡:olO)'.)'f21,IJ);rcHU\>.1J; 
gotu,,y(47,ll1.r.:•iU1yi): 

cnd: 

proc.:tlurc: Prrn:c:~u; 
h.:gm 

fl := l]1i.iil + 1 Cllu ... J,ul • IJ1i,ií1l 
I (.\111 • 11 • ll[i11) ) • flll·~lu!J: 

f2 := nu,J¡+ 11 ... ( (l\u+ l.ti+ 11- llii.11-111 
I l~l11..- ll·~l11IJ 1"' lllMIBll: 

hy :=ti ..,. 1 fl:!. • llJ 1Olu+11 • }lllll J • C}i·}foll: 
.:nd: 

procedurc ln1.:r¡ml.1i.:mn2\•; 

b.:~m 
rcp.:al 
for i :*' l lu nr•l tlu 
h.:¡!in 
if((x1 >c )'.l11J11nd (.\1 <:m )'.li+ll)Jur 

((x1 <• xf11)11nJ tu>- ll[i+llJ)th.::n 
b.::1!10 

1i: ... 1; 



forj :• l 10 nc-'I do 
lf((yi > • YLill anJ (yi < • >·LI+ 1IU11r 

((yi·<"" )'LiU 11nd (yi > • >'li.+11)) tht:n 
he111n 

JJ :~·j; 
Proc.:i;u: 
rnt:n:r.ajt: :• 1: 

<Ou 
t:nd; 

t:nd: 
until men511jt: < > O; 

end¡ 

proccdure Rc~ulhu.lo; 
bt:gin 

ifmenSllje = l tht'n 
bei:m 

i;utnlly(l,J7Ja:lrcul: 
t?OIOX)'(J.i, l 7J;wtUt'{' lntt'rpol11ci1in 'J; 
goioxy(l:?,19); 
wrilt'(°ll,,. ',li:S:S, 'y•' ,yi:S:S, 'lll.)')• ',by:7:81: 

'"" 
hei;in 

i;otoxy(J,17):drt'ol: • 
i;ntoxy(J0.17):wntt:('D11tu11 interrol.ir lucm Je ran11n');

cnJ; 
¡:oto,y(60.2-I):\ :a rt:Jt.lkt')'; 

cnd; 

h.: gin 
lnrciah:r.a: 
Cap1urn: 
In1t:rpol11..:iun2\·; 
Rcsultmlo: 

cnd. 
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CAPITULO III 

ECUACIONES ALGEBRAICAS 

NO LINEALES 



ECUACION ALGEBRAICA NO LINEAL 

Es1e tipo de ecuaciones incluye una gran diversidad de ecuaciones que surgen del análisis de 

procesos Físicos y/o Químicos cuya es1ruc1Ura es muy diversa, desde formas polinomiales 

con po1encias de la incógnila diferentes de uno hasrn la inclusión de funciones logaritmicas, 

exponenciales, trigonométricas o reciprocas las cuales normalmen1e no pueden resolverse 

anaJiticamen1e y es necesario el uso de '1lg1in método numérico. 

La técnicas numéricas para resolver una ecuación algebraica no lineal se basan en la 

búsqueda de una raíz de una función, es decir. Ja ecuación que está representada por alguna 

estructura de la forma 

glx} =e 

siendo e una constante, se modifica para presentarla como 

f(x) = g(x) • e = O 

de tal manera que el objetivo sea buscnr un valor de x para el cual í(x) o g(x)-c sea cero, 

el cual, por definición es una raíz de la función f(x). 

Con esta reestructuración se pretende utilizar algoritmos con los que se estime el valor de 

una raíz de la función. 

En procesos Físicos y/o Químicos. la raíces que se buscan por lo general son rafees 

reales y en este capíllllo prescntaremo!I las 1écnicas fundamentnles para la evaluación de éstas. 
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SERIE DE TAYLOR 

Siendo f una función y n un emero positi\'o tal ;:: que la derivada fl"H'(x) exista para 

cada x en un in1ervalo l. Si a y b son valores d.is1in1os en I; entonces hay un número z entre 

aybtalque 

como se ve esta serie es 'iiifinita; Para ob1ener una expresión finiia y evaluable utilizaremos 

el término residuo, R"" es cual está dado por la fórmula 

Rn depende de a, b y n. 

Este teorema es la base para el desarrollo de algoritmos orientados a Ja búsqueda de 

raíces y que utilizan derivadas como parle ele la estrategia de localización. Un método 

represenrnlivo de cs1a estrategia es el Ncwton-Raph~on. 
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MÉTODO DE NEWTON-RAPllSON 

El presente método es uno de los más ampliamente utilizados para calcular una raíz de la 

función f(x}, un valor de x 1al que fCxJ sc<1 ig.u:il a cero, con lo- cual es1aremos resolviendo la 

ecuación f(x) = O. 

l.· 

2.-

Expansión : 

Condición x es raíz, f(x). = O 

O =· tb . .,J +-í'(x,J "'-(x--• x,;1 · 

rearreglando: 

.flx .. ) 
X= Xo - f'{X~) 

f(x), a panir de un punto base 

Este algorilmo no dá direcmmcnte !;1 soh1ción porque f(x) es no lineal y realmente no 

corresponde a Ja línea a la que se estj aproxim:mdo por expansión. 
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la expansión es1á suminisrranc.Jo una c.!>1ruc1ura lineal que supuestamente representa a f(x) en 

tomo a x0 , esto podría ser cierto si x es1uviese muy cerca del valor de la raíz, de tal 

manera que la diferencia (x-x0 ) tendiese a cero y en consecuencia, Jos c.Jemás 1érminos de Ja serie 

que están incluidos en el i:=rror de truncación contendrían términos (x-x0)1, (A·X0)i, etc. serían 

prácticamente cero y se es1aría garantizando que í(x) se comporte como línea recta en el 

in1ervalo {x,x.,]. 

Dado que, por lo general, el error de trnnca<.:1ón no es cero porque x., no está próxima a 

un valor de la raíz, el método 1an sólo ge11cra una estrategia de predicción-corrección que debe 

aplicarse iterativamente. 

La representación gráfica del método de Newton-Raphson esta en la siguien1e página. 

La expansión lineal indica que f(x) es!á representada por una línea recta que pasa por el 

punto (x.,,f(x.,)). cuya pcndienle es f'(xJ. 

f(x) = f(x .. ) + f'(x.,) .. (X·x.,). corresponde a la línea: 

f(x) = f(x
0

) • X
0 

• f'(x,,) + f'(x 0 ) • X, 

f(x) = a.,+ mx 

Donde mes la pendiente: m = f'(li.,) y <1., es líl ordenada al origen : a.. = f(x0) - x0 • r(x,,). 
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Sobre esta linea deberá buscarse el valor de x pnrn el cual f(x) es cero, dado que la línea 

no representa correctamente a In función debido <1t error de truncaCión, este valor de x tan sólo 

es aceptado como un nuevo punto base x.,, hasta que se cumpla que el valor de f(x.,) es1é dentro 

del margen de accp1ació11. 

Algoritmo: 

Encontrar una solución de Í(X} = O dada la <1proximación inicial x.,: 

Enlrada: x., aproximación inicial o punlo ba!i.c de la expansión. p la tolerancia. 

Snlida: x., solución aproximada, mensaje no converge. 

Paso 1 Para i = J, .... n realizar pasos 2,J,..i 

Paso 2 Si J f(x.,) 1 < p enioncc!i. Salida p..,.J Termina 

Paso 3 Si rcx.,) = o cn1onces X,, = x .. + p 

Pa~o 4 x., = x., - f(x.,)lf'(x,.) 

Paso S Salida (No converge} 

Termina. 

siendo p la tolerancht o margen de error. f(x.,), f'(x,J la evaluación de la función y la derivada 

en el punto corrcspondien1e. 
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METODO DE NEWTON-RAPHSON 

r:· __ ······ 
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pro¡:ram MeloJo_Ncwton_RKph~n: 
u~sCrt: 

var l: lntl.!•c:r; 
X, 1:rc:11I; 
C: Char.-

func1inn F(X : rcKI) : rl!l11: 
bc:¡;in 

F : - x•x + .i•x . :?: 
c:nd: 

runc1ion DF(X: rc:alJ: rc:.d; 
bl.!yin 

DF :"' 2•:\ + 4; 
c:ntl; 

procc:Jurc: lnic1;1hz.a: 
bc:¡:m 

i :.,. O; 

1 : "' O; 
x :=O: 
e:= char{OJ; 

l!nd: 

procc:tlurc: C11p1uruu, X : rc.¡IJ: 
bl.!¡:in 

drscr: 
1101oxy(J0.5J;wru.:('M ET O DO NEWTO~·RAPHSON' J: 
i:mo:rcyC23.8J:\Hllc:('Funcuin u c:._.,,hmr Fe,¡ = x"2 ... .ix -2'); 
Gotoxy(2-1. IOJ~wn1c1'Summ1!<>lrc: lu' ~1g111c:ntc:~ J.110., : 'J: 
guroxy(JO.l-l):wru.,{'V;1lur 1n1;;:1:1I (.\:tJJ - 'J: 
¡;01oxy(J0,17J:wrud'Tulaanc1.1 111 = ·¡: 
11otox)(20,2-l):wrud'f'rc:.,111nc:1:ual•1u1c:1 lc:cl11 p.tf'~ ~11ntm11.1r:'¡; 

¡:olOl}'(SJ.l-l1:rc:.1J¡X¡; 
~otoxy(51,17);rc:11J(tJ; 

¡:otoxyf60,2-l):c := rc:.1tlkc:y: 
c:nd; 

procc:durc: Rc:,,uft.uloo: ln1c:gc:r: X: rc:;tlJ; 
bc:J;'m 

drscr: 
galuly(JO.SJ:wntc:( 'M ETOOO NEWTON·RAPHSON' J; 
gotol)'(2).8J;\Hlkf'Funcuinc:\'Hlu.u.fa FtlJ = l"2 .,..¡x ·2'J: 
i;oloxy( IS.l1J;wntc:C'L11 rniz nh1c:nu.l.1 e~ x "' ',XJ; 
gutoxyfJl,l-lJ;wr11c:f\un ',1.' lfc:nh:u111.,,'J: 
i:11toxy1'20.2-lJ:w11k!'Pr.:,mnec.:u;ili¡u1e1 kd.1 p.11"" ~onumrnr:"J: 
¡;atoxy(Ci0.2-lJ;.: := re;uJl.:ey: 
!!XII; 

c:ni.1; 

.. 
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procctlurc NuCnn\'c:rgc:(i : lnlcger; X : rc:.11): 
var N : mtci:cr: 
b<:gin 
clrscr: 
go1oxy(JO,S):wrue¡'t.lETODO NEWTON·RAPHSON'); 
cocoxy(24.8J;wrih!('Funcuín c\'alumla Ff:1.) ~ cm • .,, • )!.'): 

go1oxyf15.12);wn1c:{'El m¿1mlo no ..:un\·ergc c:n •,¡,· ileriu:iunci. damlo x~",x); 
go1oxy(I0.14J:wnh~('rur•1 l.1 1olc:rMCl.1 ld!Uc:mJ,1, para !>Olucmnar'); 
gutoxy(54.14J:wrfü('c:,.lu uumenlc: d'¡: 
goln•y(IO,lb);wfile('nLim<"ru Ue 11c:ro1<.:1tme' o tum.tr'); 
i:otoxy(J9,lbJ;\Hllc{' una mu. i.:nn menor h1kran.::m'); 
¡:otox)(:?l,'.!4¡:wnlc:('Pre,111nc i:rntlt¡mc:r teda p.1r.1 ..:un1im1.1r'); 
gotm)tú0,:!4J:~·: = , .... ,ul..i::); 

end: 

pmcc:Ul11e J\ii::\\1•111[1: lnleger: I, X: reul): 
hcgm 

v.hilc AOS!F(:>;H > t do 
l>e¡;in • 

1:c,.ui.:1.:t1J; 
11 OF(XI = O 1hi::n 

X:=:-; ... 1; 
X : .. X - FtXl'DF!XI: 
111 >a 100 lhi::ll 

em.I: 
Re~uhuJn(I. X): 

c:nJ; 

Beg1n 
lmciahz.t: 
C;1p111rnC1. XI: 

l>ei;m 
N11Cc1m·ergc(1,x); 
C:llll: 

enJ: 

Ne\\lun(l,t. X); 
cnJ. 



EXPANSION MEDIANTE: POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON 

Polinomio Fundamelllal de Newton : 

Si f(x) es una función continua en el intermluJinito (a.b]. entonces para cada f ~ O. habra 

un polinomio P(x) 1al que 1 fl.\) • P(x) 1 <, 

para 1oda x en el inicrvalo dado. 

Pn<x> .. ~lx~J .• cX~?'o> 'rrX:··'<X;J'.~ ík-·X~1.,cx:.:xl> E!x2·, X1. k 0 J _ ... ; •• 
.,. (~:..x0 >. (x-~1 ) ~~--?'"~~-.--.·. f{xn• Xn-t; _.,., x 0 ) 

Rn(X) = (x.-x0 J (X-X1 )'~··.·_(X-Xn_ 1 1 Cx.:--xn)f(Xn,Xn-i• ••• ·,x0 l" 

donde -

llamadas difcrt!ncii13 <fü·idida!:i. 

Esta expansión ha gcncrndo 11nn :-ii:ric: de nlgoritmo!>. a con1inuación se presen1an los más 

imponantes. 
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MÉTODO DE LA SECANTE 

El método ~e la secanlt'. es otra de las 1écnlca!i- parn calcular un valor de x tal que f(x) sea cero. 

Si se expande linealmente a f(:q medimllc el polinomio Fundamental de Newton, se obtiene Ja 

siguienle ce.unción' : 

f(x) "; f(x.,) + l]x,,,x,] " (x - x,,l 

Esu1 ecuación Í~presen1n a ia·fu.1~ci~n'~o111u !!Í r'uc!ic la linea recia que pasa por los puntos 

(x(l,f(x.,)), (x.,f(x 1)), es decir eS umf· !iécc111-h: <lc 101 cur\'a reíll, la cual pasi\ por los puntos 

mencionados. 

Dado que cstmnus bu!icando ~111 valor l!c.•. x tal <¡uc fl;..) !iCil cero. consideramos que esta 

expansión es reprcscnHniva de la función ha!iU\ i:-i punto en que t!!ilíl vale cero, por lo tanlo, de 

la ecuación an1erior se obtiene : 

O = f(x,J + tlx ... x.J • (x • x,.J 

la c:ual se rcarregla para obtener: 

X = X~• !~IX: 1 -·:~ • f'tX:i) 
!(X:) -.:tx~J 

Dado que lí! línea no correspomk exactamcrue a la función, este nuevo valor de x podrá 

no ser la raíz buscada y ran !.ólo es una aproxiniación. entonces es1e nuevo valor se considera 

como Ja siguiente aprm1mat:11in. En la p;igin;1 7-1 1.·~l•i lit n~prc~elllí'dón grtltica de este método. 



Algoritmo: 

Encontrnr una .!iuluciún de f(xJ "."'" O. d;1<.la.!i. lt1~ uproxim_ílciones -iniciales x0 , ·x1 (valores 

supuestos}: 

Salida: 

Paso 1 para i = l. ... , 11 ""'""''.!''"'°' "''"' 
Paso 2 

Paso 3 Si 1 f(xJ 1 

Pnso ..t x .. = x 1: .\ 1 = x.: ir 

Paso 5 S11lldu (Nu cu1m:rg~J 

Termina. 

siendo t l;t toleranciíl. - f(x)~ f(x 1).---f(x.,J .líl -~\;l~~~ciÓn de--1; funciÓ~ en los puntos 

correspondicn1cs. 

Este mt!rodo converge si los Víllon:.!i x .. y .\ 1 c.!;¡¡\n mur cerca de la raíz. aunque en la 

mayoría de lm caso.!.. la fah;1 de i11funnal·iü11 \obre un valor aproxinmdo de la raíz y la 

complejidad cid modt!lo hace diverg1:1lll..' al método. 
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Pro¡;nam Rei:h1_de_lu_Se~11nh:; 
Usescri; 
var X, XO, Xl.1: ri:111: 

ij: lnteger: 
e: Char: 

func1i11n F(X: r.::111: re;1I: 
be¡: in 

F :--X~X + 4•X • 2; 
entl; 

prm:edure lnklahz¡1: 
bei;1n 

i :=O; 
j :•O: 
1 P• O: 
XO :•O: 
XI:• O: 
e:• char(O): 

end; 

proc.:dure C11p1uru(\'ilr 1,XO.XI: real); 
hegin 

clrscr; 
J:oto:..~·(JO,S1:wnh:('METODO DE LA SECANTE'): 
yoto:..y(23,8):wnt.:l'Funcnin11 e\·¡1lu.ir F!x)"' x·:'.! .... h, ·1'): 
J!OI0'-)'{24, l2);Wnlef"Summ1•tr.: lth valore, m1c1:•le,:'¡; 
¡:mu:..y(25.15):"'rue('XIUI"' 'J: 
1:1.1m:..y(47,15J:wrl!et"Xlll- 'J: 
yolo:.o}(3J, l7J:wnte( '111kranc1:1 ,. '): 
¡;utox)·{20,:!4);wr1k('P1omuecu:1lq111.:r teda p.1r.1 conunuar:·); 
golu:.oy(3:'.!,!5):reuJfXOJ; 
gulu:.oy(S4.ISJ:r.:;id!XIJ; 
guto¡¡>·(45,17J;r.:.1d(1J: 
J!Olln.)f6Q,24);L':= fe,1rJJ..c)'; 

cml: 

prm:eJure Re•ul111U11!1: lnleJ!er: X: re;il); 
begm 

dri.;r: 
g11tuA){30,5J;\\n1<:n.tETODO DE LA SECANTE'J, 
J!OIO:.o)·t23,8J:wnh~('Funcu'1ne\':1lu.1d<1 FI:..) .. x~:'.! .,.4~ -'.?'); 
¡:uloJ1)(18,12J:wntet"Lt rnit uhlemdd e" x"' '.XJ; 
gololty(31, l4l:wn1c:(\:un ·.J,' itc:rm:mne~ 'J; 
t;oto:.oyC:?0,24J:wrih:('Pre,1anecu.1h¡u1er tei:l1t para i:unlmuar:'); 
yo10,)(G0,24J;1.: := rc:;uJl.c:y; 

011: 
c:nU: 



proc!!tlUrl! N11ConVl!fJ:l!h : lntc:i:er; X : real): 
\lln N: integer: 
bc~m 
clr~cr: 

11010 .. y(JO,S):wr1tel'~1ET000 DE LA SECANTE'1: 
11oin .. )(:?4.Bl:wnt..C'Fun..:1úne\.,1lu.1tla Ft'-1.,, ,·11,, · .\'); 
¡:01oxy{IS.l:?J:Wnl1d'EI 1110::lutlu 1111 nHllt.'IJ;'<" .-u ',1: 1i..i: .. ·11me!<i 0

); 

11u1oxy(IO,l-l);wn1.-('rMr.1h1111l.-11111,1;11.-.1u.-11J.1. p;u.1 .. olu.:nmur'); 
¡;otnll)l5-l,1-IJ:\lrll<"t• .- .. cu o1u111.-nt..: d'¡: 
¡;nto\y( ID. lúJ;wru.-(·m1n1e111 J.- 11cr.1..:mnc., u tum:u '1: 
J:OIOll)(J9,16J:wni..(' una r;uz con lllil)Ur h1lcrnn~·i.1'): 
11otnll)"(21.:!-l):wnt.:!'Prl!.,¡unc c1rnl11u1i:r 1.....:).1 p;1r.1 cunlinuar'): 
gotn\y!úO.:?-l¡:c := ,._.¡iJj..i:): 

cnll: 

bq.'m 
rep!!ill 

1: ... 1• I: 
X:= 1xo·F1X11. x1-FtXU11•1FC\IJ· n\:un; 
11 ABS!F{XJI > 1 thcn 

hcgm 
XO :"" XI; 
XI:"' X: 

emJ: 
111 > • 100 thcn 

1:•1: 

he;!IO 

:-.:nC11n\"e1¡;e11.x1: 
h;1lt: 

110111 ABSIFIXJJ < 1: 
c:mJ: 

bi:¡;m 
lnicial1~: 

Cupturn11.XO.XIJ: 
Se~1mt.:11.1.xo.x1 .. \,IJ: 
Re .. ul1:1Ju1.1.XI: 

enll. 
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MÉTODO REGULA-FALSI (POSIClóN FALSA) 

. - - -·. ' . --

estrategia de aproximación uliliza el m~lodo dt:--la 'seca-ni~·:· ~~J¡'ff~~f~dolo--~n:~(Crilerici de 

reemplazos de x0 y x1• 

Una vez evaluado el valor de x. se verilica en cu~l de tos intervalos (x0 ,x] y [x,x1] está 

contenida una rafz de f(x). Esta veriticación ~e lh:va u cabo aplicando el Teorema de existencia 

de raíz de una fondón contimm dentro de un cierto i111ervalo: 

Teorema de e:risumciu ele mí:.: 

Sea x una raíz lle la función f(x) y a un valor de x, además di.: que la función sea continua. 

Si f(a) = O se dice que e!! valor a es una raíz de la función. 

La aplicación de este tcorcm¡1 nos conc\ucc ;i. verilicí\r si el producto de f(x)•f(xJ es menor 

que cero, si este es el caso entonces en el intervalo [x .... x) existe un punto tal que f(x) es cero 

y en consecuencia x.., e~ un punto íltlecumlo para conservarlo, por lo que ~e recmplaz.a el valor 

de x1, si no es éste el caso entonces se rc~illpl;1z¡1 :o.,, por :-e 

La representación gráfica del mClodo se encuentra en Ja siguiente página. 
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Algoritmo: 
' ' ' 

Encontrar una ~ulucicin de f(.<tl =O. datln~ l:i~ ;1¡)r~Xin_1ac_ioneS_jniciales x~. x~ (supuestas): 

Enlrndn: x ... x1 aproximaciones iniciales, lit .toh:i-~;.1~ia-:·t: 

Snlldn: 

Paso l para i = 1 ..... n hnccr 

Paso 2 

Pnso·J Si 

Pnso 4 Si 

Paso 5 

Tenninnr. 
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Program Mc1mlo_Ue_lu_Re!lula_:íuh.i; 
uscscrt; 

var XO. XI, X. 1 :h!:tl: 
i: inte¡:er: 
c:chiu; 
Soh1ciuo : bool.:-.m: 

funclion FCX : rc:il) : real: 
be gin 

F:a X•X "".i•x · 2: 
enU; 

proceJure lm~·mhz.1: 
be11in 

i : ""' O; 
1 :•O; 
X:• O: 
XO :•O; 
XI:= O; 
e:=- ch:1r(OJ: 
Solucmn : e F.tbi:: 

enJ: 

proci::Jure C¡1p111r.1: 
bc!lm 

dr..cr. 
go1oxy(32.SJ:wnrd'\IETODO REGUL,\ FALS/'J. 
J:OI0~)(2J,8);\H1ti:!'Fum:1dn a c\'¡tlu:ir FixJ = x·:? +.:i.\ ·2'J: 
guroxy(24, IO):wr11c¡'Sum1m!>trc lui;. "1~111cntc" J.1l•h :'); 
¡;otmy(30,l4l:wrih:('\':1Jurm1c1ill {XoJ"' '): 
golo:t)'l30.16¡;wntc('Valorm1c1o1I tXll"' '): 
i:oro,yCJO,IS¡;wn1i:('Tulimmc1.1 (tl "' '): 
¡;010,y(.:?0,2.:i¡:wrnc('Prc!>Wnccual11u1cr te.la p.m1 .:un11nu;1r:'); 
J:OIOX)l51,J4):ti:Jtl(:\0); 
i;oto¡¡yf5!.16):rc;i.l{XIJ: 
¡:ociu.)'151.1 !!1:1c.11JIT); 
¡:oto¡¡~·¡b0.24J:c; = ri:,uU.cy: 

enJ; 

proci::Uurc Rcgul.1: 
bc:y1n 

repi:at 
i := "uci;/1); 
X :a (XO*FIXll· Xl"'F(XO))/fFfXJ)· F(XO)J: 
1f ABS(FfXJ) < T thi:n Sulu.:1110 :"' rruc: 
11 FfX1•F1xo1 > o thcn xo: .. X 

.:h.:XI ;c. X·. 
unul Sulu.:1on "'1ru.:: 

.:ntl: 



procctlun:: Resultntln: 
bc:¡:m 

clrscr; 
gotoxy(J2,S);wrih:(·METODO REGULA FALSI"): 
sotoxy(23,B);wnh:('Fum.:10n C\'idum.l.1 F(xJ = ), .:? .,.4,; ·2°): 
gato,;y{ 18, 12J;wruc('La r.tit. uh1cn11.l.1 e~ x ., ',X): 
gutoxy(31,14);WHlc('cun ',1,' 1t.:rm:mnc~'); 
¡;01oxy(20.24):wrilc('Prc:)ionc cu.dquicr leda rar-.i ~·untinuar:'); 
¡;otox)(60,2-4);c :.,. rcm.lkcy; 

entl: 

be gin 
lmciahZJ1: 
C11ptum: 
Rc~ul.1: 

Rci.ultutlo: 
cotl. 
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MÉTODO DE WENGSTEIN 

_, ', 

Est~ método tía1a de evimr el t:rror_de r~dondeo.y.é:1i10¡1C~s 1~0difica la definición de la fUncidn 

tratando de_ qUe -posea valores altOs.~ 

Sea f(x} la función a la ctml se desea cvahmr lma raíz, es decir, encontrar un valor de x tal 

que f{x) sea cero. 

Defina g(x) = f(x) + x. Si x es raíz, g(x) ser.\ igual ax dado que f(x) es cero. Expandiendo 

linealmente a g(x) con el polinomio fundamental de Newton: 

representa una línea que pasa por lm pun1os (.\, .. g.l.\.,J), {.\ 1,g(x1)). Sobre es1a lfnea habrá un 

punto tal que g(x) sea igual a.\ y seríl é!llC el \'alor propuesto para la raíz. 

Aplicando la condición: Si x es raíz g(xJ = x ~e obtiene: 

X = g(X,,) + g[x ... xiJ .. (:1, • X,,) 

rearreglando esta ecuación : 
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x = x~ • gtx1 ) -x1 • g(x0 ) 

glX1) -gtX") +X0 -X¡ 



Esle valor de x será la 111ieva a~~~:xinl;i~ión p~ra l~_~ari. J:?n la siguiente página se muestra 

la representación del_ mé1odo. 
··~~ ' ,_,. -"- . - ' - - - . ·::~,-.· . 

.-:1· 
:;..,:_ ' .. ;.:-/:'·::;, :~'-~·- ':"'.:/:·· 

Se traza la línc;1 auxiliar iw~>:.~J~-.~:'-~!'.i~~~~~-:~~ pri~_i~ipalJ, dado que cualquier solución 

posible estará sobre e.!.t:t línea y_s~- ·_1tji~;~,1~?~~!r.~ú)t:Ú __ ci~~~--·Ca~~esponcJc a í(x) + x. En la 

figura se mues1ran los do~ pun~~s:.¡_;~¡~~Í;:J~--~Jii~·~t~~:si~-~ ·;._·-~~~º genera y se localiza un nuevo 

punto en la in1er.!.i:cción de i11 lin~a ·(J~~~:XP~1Ü)~;,·?¡;,·-lín,ea· auxílinr. 

Algoritmo: 

Para enconirar una solución di! g(x}- = f(.\} -t ·' -= O, d:1~las-las a¡)roximaciones iniciales x0 

y x1 (supuestas). 

Entrada: x, .. x1 aproxim;u:ionc.!. iniciales. In 1ulcrancia·1. 

Salida: x., solución nproximada. no c;onwrgc. 

Pnso 1 p;iríl i = 1 •.. , n lrnccr pa.!.o::. -:!. ~ 

Paso 2 

Paso J Si j (( ).. . .1 1 < 1 cntmic.:i:::. Salid11 (.\,.J. TL•rmllmr. Pnso4 x .. = x1: x1 = · 
x. e ir al Paso :! 

Pnso 5 Snlid;t (No c,.:onvcrgc) 

Terminar. 
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Prosram Mi:tmfo_c.li:_Wi:nS'i.li:1n: 
USC!SCrt; 

varXO, Xl, t: re-al: 
i,j:Jn1i:¡:i:r: 
e: char: 
mi:n511Ji:: hyti:: 

funclion G(l : n:ill) : nMI: 
bi:i;in 

G :• Elp(·XI: 
cnc.l; 

function f(l: rc-.11): real: 
bcgin . 

F :"' fap(·XI ·X: 
cnc.J: 

proccc.luri: lmc111hu1: 
bcyin 

XO ;:a O; 
XI:• O: 
i :.,. O: 
j :• 1: 1 :..- O: 
mensHje :m O: 
e :• char(OI: 

cnc.l: 

proccc.lurc C;1plurn: 
bcg1n 

clrscr; 
gotnxy{J2,JJ:wn1d·r-.1ETOOO WENGSTEIN'I: 
go101y(2<i,6¡:wr1tcl"Fun..:1lin c\i1lu.1Ua: E'f'l!·XJ • x·1: 
i;otoJ1.y(25.91:wn1d'Sum11u,1re lu, 'l!Jtuo:nk' JJht•'J: 
intnl)(32.12J:wn10:!' Vulor úo: XO .. ·J. 
go10J1.y(l2.l·U;wnto:{'VlLlt1rJe XI = "J; 
¡:olOl)'(32,J6J:\\flli:('Tulcr<1m.rn t = 'J: 
golnxyt2 l.24J;\.\.nte!'P.1ri1 ..:unllouJr pre~1uno: cu.tl1¡111cr li:cla'J; 
gololy/-17 ,12);rc~tlfXOI: 
gotul){4i.14J;Jo:,1JIXIJ; 
¡;u101y(-16,Júl:ro:.•Ul1J: 
gnto1y(60.2-ll:c=re.1Jkcy: 

cnJ: 

procetlure\\'o:n;.'.,1em; 
he~in 

l;1r i : .. 1 lo 100 Un 
hegm 

XO := CXl'"G(XOJ • XO'"G<!'\llJ I ((Xl·XO¡ • G¡,'\IJ "'- G(XO)): 



ií ADS(f(XO}) < T lht:n 
he¡: in 

mi:n!>i~je :• 1: 
c~ut; 

cnU: ~ 
gotoir.y(Jl, l~);wrne('Proce~nUu ••. '): 

~nU: . - - - -- - -

cm.1; 

procec.lun: Reimllllc.ln: 
be gin · 

ifmi:nsajc • l !hcn 
he yin 

¡:oloir.y(l6,19J:wn1e('R11iz. ei.: ir. • '.X0:6: IDJ: 
g1110li)(J2.2 l):\\rili:('en ',1.' llern.:i11i1ei., '); 

'"" dsc 
b.!~in 
i:ntn.~J(25.19);\H1li:{"Nuc1mwri:e en: 100 1i.:ru.:mn.:,'); 

enc.I: 
i,:otcay(21.24J:wntef'Pam C•tnt1nu.1r pr.,~mn"' ¡;11.1ll1m"'r 1.,.;t;1'); 
Ji'f.'loir.y(60,2.l!:c:.,, ,.,,,JkC'y: 

enc.I; 

hi:yin 
lmcmhza: 
Capmr11; 
Wi:ng1>h:rn: 
Result:u.lu: 

cnc.I. 
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MÉTODO DE lllÜLLER 

Este mé1odo se obtiene 

íUndamcn1al de Newton. -

correspondien1e. 

igualando f(x) a cero : 

Supues1os los puntos x.,, x 11 x1, esta ti11im11 t:'CU:'lción scr;í una ecuación de segundo grado con 

respecto a x. La cual puede ser rc:i.m~lta para cvnluar dos posibles valores, de estos dos se 

seleccionará el que implique menor error de redondeo. considerando que se está aplicando el 

método para encontrar una raiz real. 

90 



Algorllmo: 

Snlida: 

Paso 1 

Puso 2 

Pnsu 3 

Paso .i 

Paso S 

Paso 6 Si 1 f(x.J I < t entonces Salida 1:-.1. Tl•rmiuar. 

Paso 7 Si 1 f<xi) 1 > 1 f(x.11 1 ~nltmcc:, 

Paso 9 

Si 1 f(x,) 1 > 1 f1x . .1 1 cnlrnh:C!i x, = .\, Puso 1 

Paso 8 Si 1 f(:oe:.) 1 > 1 f(x.,J l cmun~·c~ '. = .\, Pw~o 1 

Salida (No converge) 

Tcr111inar. 

~i11u ·' .. = >.. Paso 1 

91 



METODO DE MULLER 
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Progritm'- fo,iemdO J..: Mull..:r; 
usescn; ·~ - : 

var Al,-,A2. A~ B. C; o;-_T, X, XO, XI, X2: r..:111; 
Solucion : bylc; 
i, ni intei;..:r; 
con1: chur; 

funC1iun rü: ri:;,H-: 1..:~11: 
bc¡:in 

en~;'.'." x•x .. +. 4~~ .·2; 

procl'.'tlu~ Jnici11liz.1: 
~gin 

A:• O: 
B :"'·o: 
C :•O: 
D :a O: 
i :•O: 
n :""'O; 
X:• O; 
1 :•O; 
Al:• O: 
A2 :""'O: 
XO :•O: 
XI:- O: 
X2 :•O: 
conl :• c:har!OJ: 
Solucmn :a O; 

cnrJ; 

proccJure C;1r1urn; 
bcgin 
clr~cr; 

i;o1oxy(3J.5J:wnh:!'METODO DE MULLER'): 
golO'-)i2J,S);"'ru.;('Fum:1onii c\'o1l11.1r Ft\) .. _,·2 .... h, -2'¡; 
l/OIOl'.)'{24.10J:'A-nti.'('Summ1~11c lu~ i.i:;uu:nle~ d.1Uh :'¡; 
i;nto\y{JO.IJ1:wn1 ... f'V:1lor 101c1;1I f.'<11) == 'J: 
:,mto\yl30,15);\\rllc('Víllmm1.;1al CXIJ = 'J: 
gntul'.)'{)0, liJ:wruc('Vulnr 1n1crnl f:\2J = '); 
¡;otoxy(J0.20J;\H1lc('Tul.:r.1nc1,1 \1) "" '); 

¡:n1ux)'(20,24);wntcf'Pr.:~mnc ~11.d•1111.:r kd.1 p.u.1 .:ononuar: '); 
gotoxy(51.IJJ:rc.1ú!X01: 
¡;otoxy(S J, 15J;re,1ú(X 11: 
¡;otoxy(5 l. I i);re.1J{X2J; 
¡;otnxy(5 i ,:?OJ:re.1JITJ; 
¡:01nxy(60.24):cun1 :"' rl!11Jkc!y: 

cnrJ; 



procedUrd Mullcr; 
begin .-

for i :. l 111 IOOdu 
-~¡:in 

wrilcln(i); 
_Al:• ll(Xl)- HXOH I CXl-XOJ: 
A2 :"" tllX2J - l(XI)) I fX2·XIJ; 
A :12 (A2 ·Al) I CX2 - XOI; 
B :•Al· CXI + XO)•A: 
e =- r1xo1- xo•A1. x1•xo•A: 
D :• B•B - .J•A•C: 
if D < O lhcn Cnpturn; 
X :.,. f•B ..- :.1¡rl(O)J /2•A; 
if ABS(l(XI) < h:·S lhen cx11: 
if(ABScl(XI)} > ABSIFCX2mur 

(ABS(HXI)) > A8S{l(:WJIJ 1hcn XJ 
il IABStlfX2H > ABS{l(XOJ)) thcn X2 

che XU ;= \; 

enLI; 
cntl; 

procctluro:: Rc)uU.n.lu: 
he gin 

clrsc:r; 
¡;muxy(JJ.5J;Wnh:f"/\IETODO DE ~IULLER'J; 
gotoxy(23,6J:wntc!'Func11ine\'11lu~J11 F(xJ = xº2 +·h -2'): 
¡;o!Oli}(IS,12J;writc('Lu r;1iz nh1<:mU.1 e' li : '.\J; 
1!Clltlli)"f31,14J;\\fltcf'con ',1,' 1term:wno:,'J; 
¡;otoli}(20,24);wnh:("Pn:,mnc cu11l•]U1o:r to:d¡¡ parn continuar:"); 
&OIOli)'(60,24J:cunt:"" n:;iJl..c~; 

cmJ; 

h.:1?1n 
l~ic1al1za: 
Cap1ur.t; 
Mullcr: 
Rc,.u!ladn: 

cni.I. 
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SUBSTITUCIÓN DIRECTA 

El método de la substi1ución directa, punto fijo o iteración .funcional como iambién se Je conoce, 

se usa para obrener la solución de t1n'1. eCu¡¡ciún f(Xl = O, comíenza con un estimado e 

ileralivamcnte mejora esta aproximac:ión hasta que ~e ob1iene precisión requerida. 

Para algunas ecuaciones, puede ser _difídl el encontrar un imervalo base, en estas 

circunstancias, es conveniente usar un mCtodo en d cunl no se requiera ninguna información 

inicial. La ilernción de p111110 lijo cumple! csie n:querimiento. 

Encontrar una raíz de una ecuación f es equivalente a encontrar un punto fijo de una 

ecuación g. Asumimos q11c la ecuación f(x) = O puede !>Cf rearreglada como 

X = g(X) 

Así, a alguna ~olución de es1a ecuación ~e Je l/,:una punto fijo de la ecuación g. Una 

ileración obvia para probar el cálculo de punto!> fijos es 

n = O, 1, 2, .•• 

el valor de x0 es eh:gido arbitrariam~ute y l;i posibilidad esra en que la secuencia x.,, x1, x2, ... , 

converja a un m'imero u el cual au1omíit1c:uncnte sa11sfog<1 ax = g(x). Por otra parte, aunque 

x = g(x} es un arreglo de lhl = O. u ~era un;¡ raíz tlt:' la ecuación. 
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En general, hay muchas úil'eren1c:, nmncra!i de rcnrreglar f(x) = O a la forma x = g(x). 

Sin embargo, solamcme alguna de estas ser.t idónea para originar iteraciones que tengan éxito. 

Algoritmo 

Encon1rar una solución ax = g(x) dada la aproximación inicial x,.., con g(x} = x - f(x): 

Entrada 

Snlldn 

Pnso 1 

x0 aproximación inicial 

x solución aproxinmda 

para i = 1, ... , n hacer:?. 3 y.i 

Paso 2 x = g(x) 

Paso S 

Pnso 3 Si / " - x,, 1 < 1 enionces Salidil (x). Tcrmlnnr. 

Pnso4 x., = x 

Salida (No converge} 

Terminar. 
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METODO DE SUBSTITUCION DIRECTA 



procram Metodo_tle_Sus1i1ucion_Din::c111: 
usi:s Crt; 

vai XO, x, t: l'ell!;
i.: lntcgcr; 
e: char; 

·mensaje: byte: 

funclion F(x: rc11I): real: 
be gin 

F :• Cllp(·X); 

cnd; 

procc;:durc lníci11liza: 
h~¡;in 

XO :""O; 
X :""O; 
i :""O; 1 :•O; 
mens11jc;: :•O; 
e :• i.:hnr(OJ: 

cntl; 

procedurc C11p111rn: 
hc11in 

clrscr: 
gotoxy(J l.S);wnte('SUSTITUCION DIRECTA 'J: 
J:OIOX)'(26,7J;wr11<:('Func1lin c\·alum..l.1: fapt•X) • x·¡; 
J::OIOll.)"(25, IOJ:wntc:('Sum1n1~1rc Ju-. Ml!Utcntc~ tfalu~ 'J; 
J;:OIOll.)'(29,14);wr1le('Valorm1cml; .\ = '): 
¡:otoJ1y(32.16);wntc('T11lcran..:111: 1 z. '): 

gn1oxy(21,24J:wntc('P11m c¡munuar prc,mnc o.:u.1l11u1er 1<:ch1'): 
gntoxy(49, l 4 J:rcm..1( XOJ: 
¡;olull.)(48.J(¡¡;r.-.1J(l/. 
i;otnll.y(60,2~);i;::: 1e.1Jl.c~·; 

cnd: 

proccdurc PuntnF1in: 
be J.? in 

for i := 1 to IOOJu 
~gin 

gmu:cy(JJ,19J;\\-nle1'Pro~e,:md11 ... ·1: 
·' := f{XO>: 
1f ABS(1<. • XOJ e:: T then 

XO :a JI.; 

cnd: 
cnd; 

mensi.ic :a J; 
e.,H; 

enJ; 
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procetlurc Rc~ullui.Jn: 
bc11in 

ifmcn!lajc"" 1 thcn 
begm 

i;o1oxy(28,19J:wmr:C'R11oiz.cs: x • ',;;;:6:1U); 
golo:it)'(J2.21l:wn1c('1m ',i,' 1tcrm:iunc,.. 'J: 

'"" che 
hcgm 

t?OIDW(25,i8);wnh:i'Nuconvergc en: 100 11r:uu:1unc .. 0 ); 

eni.I: 
gotox}(2 l ,24J:wntcf'P.u11 cun11nu11r rm:~1unc .:imh1mcr lc.:la'); 
¡;oloX)(60.2-4J:1.::=ri;.1.1,Jl.,i:); 

cni.I; 

bcgtn 
lm.:rnJ1z;1: 
Cciptut11: 
PuntuFiJu: 
Rc~ul1•1i.ln: 

cni.I. 



ll>IÉTODO DE LA IlISECCIÓN 

Este método también se dcnonuna método dc Ilolzano, o búsqueda binaria. Y se presenta así: 

dada una función con1inua de una variable real x, la cual liene un valor negativo en x = a y un 

valor positivo en x = b. entonces sabemos que exisle un punto entre a y b donde la función 

toma un valor de cero. Si bisectamos el intervalo y revisamos en este punto si la función es 

positiva o negativa, enioncc!i habremos cm:untrnclu un !iubmtervalu en el que hay un cambio de 

signo (subintcrvalo en el cual existe una miz). Al repetir el proceso de bisección, podremos 

acercamos arbitrariamente a el cero. 

Después de cada paso en el imcrvalo en donde se sitúa el cero es dividido a la mitad, 

diez iteraciones pueden reducir el in1crvalo en un factor de mil; veinte pasos en un millón; cte. 

Este método, el cual asume solamente continuidad y la capacidad para evaluar la función en 

cualquier punto. es bastante efectivo. 
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Algoritmo: 

Encontrar una solución de f(x) = O, dada la función continua f.en el intervalo {x.,, ·x,] 

donde f(x.,) y f(x 1) tienen ~ignos opuestos: 

Entrada: x.,, >. 1 extremos del in1ervalo. 

Salida: 

Paso 1 

Paso 2 

Paso 6 

x solución aproximada, mensaje no_ converge. 

Si f(x.,)•f(x 1) > O entonces En1rnda 

para i = l. .... n realizar paso~ 3, 4 y 5. 

Paso 3 x = ('.\., + x¡) I ~ 

Paso .i Si 1 f{x} 1 < t entonces Salidu (x), Tl'rminu. 

Paso S Si f(x)"f(x,,,) > O emonces x .. = '.\, e ir al paso 2. 

Salida (No converge) 

Terminar. 

sino x, = x, e ir al paso 2. 

siendo t la tolerancia, f(x), f(xp) la evaluación de la función en Jos puntos correspondientes. 
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procram MeinrJo_tlc:_l11_B1:.ecciun; 
usc:s Crt: 

\•ar X.XD.Xl,t: rc:al; 
i: lntc:ger; 
e: Chnr: 
Sulucion: hooli:1m: 

func1mn F{X: rc:<1I): re11I: 
bc~m 

F :- x•x ... 4'"X -2; 
cnrJ; 

prucc:Uure ln1crnl1z.;.1: 
bc:¡:in 
i :""O; 
1 :a O; 

X:= a~ 
XO: .. O; 
XI:= O; 
Soluc1on : = Fuhc:; 

eni.J; 

procc:Uurc: 81:-c:cciun: 
hc:¡,:in 
rep~I 

Í :"" ~UCC(I); 

X:"" CXO ..- XIII!: 
if ABS(F(X)) < 1 lhc:n Solu.:mn : = true:: 
if FIX)•F(XOJ > O 1h.:n XO : "' X 

d~c: XI:= X: 
un11J Sulucwn =true: 

cnrJ; 

prO\;ci.lur.: C11p111ra: 

procerJorc Cup_Dc~r; 
bccm 

¡;01oxyf5 l, lú):r.:1ul/X l J: 
¡,'Oloxy(5l.18J:1c:;1rJ!tl: 
go1n.\)160.24J:c ; .. rt'a1lki:y: 
11Fcx1rFcX01<o111 .. n Bi~ccrnm 

en U; 

~~'" 
clrscr; 

chcC.tp_Dc".:: 

go1o~y(J0.5J:wrlld't-.IETODO DE L.\ BISECCIO:\''I: 
!jOloxy(ll.S1:wrikf"F11n..:1lma c\·¡¡luar ff\) = ;,.•! •4\ ·2'); 
¡;01nx}(24, JO¡;wn1c:f'Sun11111~m: h" M¡,?u1c:n1c .. U.110.~ :'); 
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¡;otoxy(J0,14J:wntc('V1tlur inic:ml (Xlll "' 'I: 
1101oxy(JO, l6);wntci'V11lor iruc.:1.tl IX 1 J ... 'J: 
~otoxy(JO.ISJ;wn1c{'Tutcnmc1" {IJ • 'J: 
¡:utoxy(20,24);wnle('PrcMunc cuah¡u1cr tc.:l¡1 rarn ..:11ntmu:1r:'); 
ro1oxy(5i, 14J:rcm.l{XO¡; 
C11p_Dc~c: 

cnJ; 

pmccdurc Rc~uhm.lo: 
bc¡;1n 

clrM:r; 
rmnx)(J0.51:wn1c("METODO DE LA 01sccc10~·1; 
roio:o.yC:?J.SJ;\Hllc('Funi.:uinc\·11lu:1J;i f(.\I m .\~2 ..... 4.1, ·2'.I: 
¡;utu.\!o(18.12):wntc('L1 rn(l uhtcmdu e~ .\ ~ ' • .'\);, 
¡;uCU\)'131.1-'J:wruo:(\un '.i,' llcn1~·1onc,'J;-_ 
rot0\)(:!0.24);\\rllc('Prc:.mnc c:u.1h¡u1cr lc.:la p.1r.1 -.:untinuar:'); 
¡:01oxyl60.24J:c :- rC":1JJ..cy; · 

cni..I: 

bc¡;1n 
ln1cml1u: 
Cnptum; 
Bisc.:c111n: 
Rc:.uhuJ11; 

cm!. 



MÉTODO DE HOOKE-JEEVES 

El presente método es arra téc11ica de blisqucda thrccta, el mé1odo p:mc de una aproximación 

o punto inicial x0 de la función f(x), se incrementa este valor, a continuación se evalua en f{x) 

y se escoge aquel que hace menor el valor de Ja función de entre x0 , x0 + .1.x y x0 + 2.Ux para 

tomarlo como la siguieme estimación, esto es el método consta de exploraciones parJ. encontrar 

el valor más idoneo y después tomarlo p;ira realizar la siguiente estimación. 

Algorilmo: 

Enconcrar una solución de f(x) = O, dada l¡1 aproximación inicial x0 y un incremento A 1 : 

Entrada: x0 aproximaciún inicial, .:l, incremento y la tolerancia 1 

Snlida: x0 solución aproxim;ida, mensaje no converge. 

Paso 1 Si 1 f(x.J / < l entonces Salida (x,.), Tl!rmirmr. 

Paso 2 x1 = "'·· + ..l, 

Paso 3 Si / !'(xi) J > 1 fp,,,) 1 en1onct!~ 

Paso 7 

Paso 8 

Si / f(x. 1) j > 1 f(x.,) J c111011ccs .:\1 = tJ../2 

Si .:l, > t enlonccs paso .:!. 

sino pa!:io 8. 

x .. = x1, e ir al paso l. 

Snlidn (No converge) 

Tcm1hrnr. 

siendo t la tolerancia, f(x.,), f(x 1) la evahtación de la función en los pun1os correspondientes y 

ti.. el incremento. 
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METODO DE HOOKE-JEEVES 

ll 0 •K, 



Pro¡:ram Mc.i'odo Uc Huokc J.:cvcli¡ 
USl!SCrt; -- -

v1r xo~-x1":iné, 1 :·~~111: 
i: lnfcgcr: · 
e: Char: 
Solul:'ion : boolcan; 

funl:'lion F(X : ~111) : ~111: 
bey in 

F : ... x•x + o1•x -2; 
cmJ¡ 

prol:'ec.lufl.! lnici11hz.:1: 
bc!cm 
l :•O¡ 
1 ::w O; 
XO : ... O: 
XI :•O: 
inc :.,. O; 
Solul:'ion :"" fabc; 
I:' :a Ch11r(OJ; 

cmh 

pnx:.:Jurc C11plurn: 
bc!gm 

drscr; 
¡;ntmy(lO.SJ:wnti:('METODO DE HOOKE·JEE\'ES'J: 
¡:oloxy(2J.81:wr11c('Función11 cv11/u.1r Ft'() ... ,·2 ..... h ·2'); 
&n10ityf24,JOJ~wnlt'('Summ1~1re fo, 'lt'11rcnt<'' d.nu' :·). 
¡;oloxy(J0,14J;wru<'f'V11lur1mi.:rnl {Xn°) = ·ii 
¡;01011.y(J0,!6);Wrtlt'('lni.:rt'Olt'OIO (b\) = '); 
i:nto11.){JO.l8J;wrllcl'Tu/cranclil (1) = '): 
g11lo11.y(20,24);wn1c{'Prc~1Unc cu.1l¡¡U1i:"r 1ci.:l;1 par,1 ~·un1111u;1r:'): 

¡;om11.}'{Sl, l4J;rc11dfXOJ: 
¡;01011.y(S l. l tJJ:1 c;tú( m~·J: 
J:Ollllty(SJ,/S);rc;11J¡1¡; 
¡;olmy{60,24J:c :: n::u.Jkcr: 

cni.J: 
proccdure Hookc kr\c': 
hc~m -

rcpl.!..~I 

i := 1 + 1: 
XI: ... XO.,. rnc: 
if ABS(F(X 1 )1 < ABStFfXO)l lhcn 

hCi!ÍO 

XO :=XI: 
if:in,¡F¡XO)J < T thcn Snh••:mn := uuc; 
¡;ulo.\)'(ll,21J:wnlc('Pro..:c:..mUu .•. ')• 

ond 

109 



110 

clSc! 
bc.!¡;in 
XI:• XO • :?•INC; 

_ if ABS{F{Xl)J <: ABS(F(XOIJ 1hc:n 
- b¿!l¡"· - -

XO :•XI: 
--_:_-·_it áh~{F(XDH:< T lhc:n Snlm;inn :• 1ruc:; 

- · i:o1uxy(33,21):wrilc:C'Prut~m.lo •.• ·1: 

'"" dse 

bc:tiin 
INC:..- INC/2: 
111Sol\ll.:11m = 1nic:1 thr;n 

lwgm 
1flNC < ... IE-7 ihi:n 

c:1~ 

hr;¡;tn 
i.:lrscr; 
i;uttl\)"fl5,20J: 
wnk('Nu cunvc:ri;c: d mélutlu. ~e'): 
L!Ololl.)(41.20); 
wrilc:1'rr;al1umm ·.1,· 1tc:ruc11mr;~·1; 
!,'.Uhl\)"!60,24); 
e:= r.-aJkr;y: 
SulU<.:mn :- l.1he: 
t'\I\; 

euJ: 

Hunlo.c: Jceve~; 
enJ; -

emJ; 
until Sulu..:ion < :> J¡1hc:: 

enJ; 
pruceJurc Re .• uli,¡Ju. 
bc:i:tn 

docr: 
¡:oluxy(J0,51:\Hlle!'METODO DE HOOKE·JEEVES'J; 
i;o1tn){23,S);wrue('Fun.:u'me\·.ihmJ;i Fc.q = .,·~ -·h ·::!'): 
¡;01oxytlS,i2);wn1 .. ('L11r.1ii11hten1J;1 e~ ' = ',XO¡; 
i;utoJr.){31,J-l);wnk('i:on ·.1,' 11t:n1c11mi:,'); 
potOlr.)"(20,2-l);wrne('Pre,wne cu.ih1mi:r 1c:d;1 p.1r;i cuntmu11r:'): 
~otoJ.y{b0,24);..::,.. re.itlke); 

em.I; 

be: gin 
lmcrnli:r.a: 
Cupturn; 
Honkc: Jee\e~; 

Result;7°i..Ju; 
entl. 



ECUACIÓN. CUADRATICA 

Las raíces de una ecuación cliadrática ax-:+ bx +;'e= o-puedeff ser:-evaJuadas· cori·1a íórmula 

general de la ecuación cuadrática. 

X = -- bl :t ¡;;;-:-¡;;: 
2a 

la cual es probablemente ln mejor nmner.i de e .. ·aluar r;iíces complejas. Sin embargo, este no 

siempre es el mejor medio parn determinar valores numéricos de las rafees cuando estas son 

reales, particularmente si la relación ele li'l.s raíces es grande {b! - 4ac). 

Un método más práctico en muchos casos es un proceso iterativo basado en el uso de las 

relaciones 

x,x,;: ~ (1) 

donde x1 y x1 son las <..los rafees, Si x1 e::a la raíz de mayor módulo, entonces las aproximaciones 

sucesivas a la raíz pueden ser evaluadas utiliznnclo la fórmula 

(2) 

alternativamente, iniciando con Ja aproximación x! = O si no lmy otra disponible. 

Este proceso. alin cuando es dt! primer ordt!n. puede ser incluido fácilmente cuando 

b1> > 4ac, esta converge 1an rápidamente, que es innecesario depurarla más. Si b1 no es 
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considerablemente mayor a_.4ac, Pt.1eth.: s·~r con\•t:Íli.~~te ·usar,.el -prOceSo de segundo orden 

derivado del proce~o de primer·or~en. 

. . ;: : . . ·.'.:·~ ' ' 

Ln elimi1mcíón-_d~:~; c-ntr~ i_i{~~,;~-'~'i\l1lc\:·~·1~ -d;; 

la cual es Ja expre~it1n gc1~cral.-

Algoritmo 

Encontrar una iiol\lción dé 

la ecuación cuadrti1ica: 

Entrnda 

Snlida 

Pnso 1 

Paso 2 

sino 

Paso 3 

Tcrn1ilmr. 
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Prognim Ecu11cion cuai.Jr.111c:1; 
uses Crt: -
vur A.8,C,D.X 1.X2.Xl.Xk : rc:11l: 

co: Char: 
bi:i;an 

clrscr: 
¡inloit)·f22,3);wruc('RESOLL!CION DE ECL'ACIONES CUADRATICAS'J: 
¡:oloit)f20.6);\\'RITE! 'Sunurui.ln:! .:1 \'.1l11r Ue Ju~ ~·ocfü:u:nlcs:'); 
goluity(JS,IO);wnte('A = '¡; 
}:UIOJt)'(lS,12J:wntc:('B = ·1: 
goloity(l5.14);Wntcf'C .. '); 
goloxy(40, iO};rcaUln!A); 
gntoity(40,12J;rc:.11.Hn(BJ: 
¡:u1oity(40,14J;rc:adln(C)·, 
o:= e•e - 4"'A'"C: 
ifD :>a O lhcn 

bq;m 
XI:= f·B ... SQRTCDll I f2"'AI: 
X2 :"' l·B • SQRTIDJJ I (2'"AJ: 
¡!UIOl)fJJ, JS¡;wrucf'RAICES REALES'¡; 
~utuityf25.20);\~ntc( • ¡ • raíz: ·' :a ·,X IJ; 
¡:otoJt)'{25,22};wruc:t':?~ r.1ic .., "' '.X2); 

enJ 
dsc 

hi:i;m 
XI:- SQRTIADS(Dllf2: 
XR :e -81(2.,Al: 
gotuxyf32, l 8J:wntc:i'RAICES CO!\tPLEJAS'J: 
ifD :>O then 

hc:!m 
l!~~IUJO}'I 15.20):wni.:{' t• r;iiz' "" '.XR,' - '.XI,' i'I: 
l!UIUJt>'C 15.22):\Hllc('2• r.1iz \ .. '.XR:. '.XI,' i'): 

'"' 
bC);Ln 

XI ; = ABS!Xf): 
¡otoly(l5.20)'.Wrllc:('I~ miz. 11 .. '.Xll,' • '.Xl.'-i'): 
yoto\y{IS.22);wnt.:('2• ruíz." "''.XR,'-'T' -'.XI.' í');

cml, 
cni.J: 

¡;otu"y(2 l .24 J:wnlef 'Prc.,ionc i:ual•11111:r · 1a;l;i p.mí \:UnluiUar'): 
i;otoxyf60,24J:\:ll :• ri';1Jlcy: 

cni.J. 



ECUACIÓN CUilICA 

Una ecuación cúbica con coclicien1es reales tiene por lo menos una raíz real, es decir, x1; si ésta 

está determinada. la divi!.ión del Clibico por{), .,., da una ecuación cuadrática la cual puede ser 

resuella por Ja fórmula general de la ecuación cuadrática o por iteración. Para Ja determinación 

de la o las rafees reales, pueden u1ilizarse los mé1odos previos. 

También existen métodos especiales di!.ponibles, los cuales dependen de la reducción de 

la ecuación CLíbica a una forma e!ltándar. 

Un método debido a Tarlaglia-Cardano es d ~iguiente. Teniendo la ecuación cúbica: 

se obtiene la ecuación 

ax1 + 3bx1 ... Jcx • d = o 

b 
Z '=X .. -

a 

z 1 • '3Hz • G e O 

(1) 

(2) 

(3) 
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(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

la ecuación de1ermina seis valores para u, y pucMo que uv = H se de1erminan seis valores para 

v. Por consiguieme. la ecuación (4) par..:ce dar seii, raíces a Ja clibica (3). Sin embargo, sólo 

hay tres valores distimos ck z. debido a que cada par de valores de u y de v, dan dos valores 

igliales: u+v, v+u. La ecuación{'.!}, transforma los valores de zen los correspondientes de x, 

que sa1isfacen a la ecuación (I ). 

En general, si la función cúbica ( 1) tiene tres rafees reales, 0 1 + 4H3 < O, y la ecuación 

(6) tiene rafees complejas. 
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La raíz de la ecuaéión c1íbica (7) se evahia mejor en este caso en el diagrama de Argand. 

Cuando la ecuación c1ibica tiene sólo una rJíz real. Ja ecuación (6) 1endrá siempre raíces reales. 

Por consiguien1e, es el método más lÍlil para encontrar una raíz real 1ínica de una ecuación 

cúbica. 

Algoritmo: 

Encontrar las raices de f(x) = x1 +Ax?+ Bx +c. dados los coeficientes A, B, C, de 

Ja ecuación cUbica, 

Entrada: A, B, C, coclicienies dc,.la ecuación Clíbica. 
: ; '.·'. . ·. . ·~ 

Salida: X¡, "?· x, raíces re~JeS~ o·\· re~!· XJ,.·X1 COl~plejas. 

Paso 1 Hacer b 1 = al/J: b2 >= ~2/J;b3 .:; a3 

Hacer 

Hacer O = R1 + Q1 

Paso 2 Si D <O emonccs paso 3 

sino p<1so -t 

Paso 3 Hacer 

Hacer O = TGiR.Dl 
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Realizar:- desde k »:= O hasm 2 , ' 
• - --~.:~.---:·: «.' . ..-: _-: ·---·<-

\, ;}::;;}d<fig}>f~;:",( e•;kn¡~b1 
'' H~c~-~---rij~~~·~/;#~-~;}~:i.r -~º i_~~~ ~ ): -. 

Paso4 Haieixl~Ril<f~'t;;{f\¡:.:;~e:¡!i;:vl)¡.;bl 
Hcic~r a4 ·;;;• JÍÍi "+ ')(')'' ·• 

~-... <:'~~'_',:;' ' .. _.-. />.-

a6, .;· a5~:~1 + q:J_ 
v.•=. a:.i: -: 4a5 : . . 

Si'''.··,;., O_.Cmoncés' p:tso ~. I _ 

sino P?So-4.:!: 

Pnso ·.a.1 Hacer X2 = -a.ti:? 

: i~-e1od~·-·= 2~ e ir n paso~ 

Paso 4~2 Si-"~- >-·o en10nces'Jut!lo .t.:?t 

X3 = -n4/2 -Vw 

me1odo = J. t: ir a paso 5 

Paso -1.22 Hacer X:? = -n-l/:? 

X> = v 1wJ12 

1111:10<.lo = 4, e ir a paso 5 



Paso S 

, •O, ''·'•'; ', ,,· :~<·-' :' ~ef'•• -;, ''. > -- -

2.3:. hnprimir.~:>;~ ,.X:?,_X3oe ir a paso 6 

1~ _ ·J:rii~}i.~~·~:~:~i;\~~~j~~~:~;;_'.~: ~r·.:~a~~ 6 ._-

Pnso 6 

FUNCIONES 

:.1 Calcula el valor de In 1míge111~ (La razi.in ele esta función es1riba en el error que tiene 

la [Unción que provee Turbo Pa!.cal al evahmr un ;íngulo que esta en el !ercer y cuano 

cuadrante). 

Paso 1 Si R = O entonces paso 2 

sino p;iso 3 

Paso 2 Si V"d<O entonces TG = rr/2. e ir lL p;i!iO 

sino Imprime error angulo no definido, paso 4 

Paso 3 Si V"d=O entonces p<l!io J. I 

sino paso 3.~ 

Paso 3.1 Si R>O cmonce!i TG =O, e ir a paso -t 

!iinu TG = ~.e ir :1 p;1~0 .J 

Paso 3.2 Hacer M ~ ARCTANr.l i D l IR 
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".· _::,::' --.:.«:'·."·. :-: .. -·::'._ ·; 
Paso 1 -si_SIGN -~O en1óñceS-Rc-'=-o. e ir il pil~-o 3 

Paso 2 Hacer s = ·_ 1 

Si SIGN < O en1onces s = ~ 1 

Hacer Re = s"'Exp(Ln 1 SIGN 1 ))/J, ~ir a paso 3 

Paso 3 Regresa. 
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METODO DE CARDANO-TARTAGLIA 
HOJAl0[4 



ó 

! 1 ¡ ......... " 
¡ 

I · ......... 1 
1 

~SI 
~ 
~~ 

1 1 ¡,,.~,,¡ ¡ ,, .. ..,,.¡;; 1 

~~ 
~ ~ ! 

HOJA 2 0[ 4 



PUNCJ:ON 

RAJ:Z 

tlOJAl0[4 



PUNCXON 

TANGENTE 

1G•M 

HOJA.40f4 

RCGRE~A 



Prugnim MctoJo_Jc_C11rJ11nu_Tnr111glh1: 
uses ere: 
_vu i, l;, melado : by1c: 

e: char; _ 
.,,- a2. a], a4, as. 86 :-r.:al: 
bl, b2. b3, º·di, J2 : téal; 
XI. X2. Xl, p, Q. R. w: n:11I; 
x, td1&, 51¡,'n: n:al: 
f: armyll .. 3) ufrcul: 

proccüu~ lnici;1hz.a: 
~¡:in 

k :•O: 
al:• O; 
112 :., O: 
al:• O; 
114 :=O: 
aS :.,. O: 
a6 :=O: 
bl :•O: 
b2 :•O: 
b3 :•O; 
O:"" O; 
JI:• O: 
J2 :•O: 
XI:• O; 
X2 :•O; 
Xl :m O: 
r :""O: 
Q :•O: 
R :•O: 
w :=O; 
X :•O; 
si¡;n :•O: 
lela!= O; 
mcluün:= O: 
for i :,.,. 1 lu 3 Ju 

lliJ :m O; 
cnd: 

funclmn Rc(s1i;n: rl:l1ll: rc;1I: 
var!>: mtci;cr: 
bc:gm 

ifsii;n =O 1hcn R1: :=O 
cbc 

cnü: 

hc}:!m 
":=I: 
11 ~•,t:"n < O lhcn" :• ·1; 
Ri: := .,•c.\plln(11h,(.'l!:ll)JI)); 

.:nJ: 

125 



126 

funclion Ti:(R, O : rc:111) : 1.:111: 
var in: r.:;d; 

- b.:gfo 
-ifR •Othc:n 

be e in 
if11qrH;1hs(D))>O 1h.:n Ti; :m p112 

cni.l; 

"~ 
1f :.i.¡rl(uh,(0)) < O lhc:n T¡;:•J•pi/2 

.:be: 
hc:i;m 

¡;11111,,)'fJD.IS):wnh:("Errur: O no i.lc:linu.1.1'): 
goto,,y( 17, 17):wntc('Prc:"111n11 ~·u.1!11u1c:r lc:cla'J: 
yuhny(41.17);wnt.:(' p:.ir,, ..;1111 Lid pro~mma'J: 
c: .. r.:nLIJ..c:\·: 
hall; • 

cni.l: 
C;l,!l; 

1f sqrHnh:.(0)}=0 lhc:n 
~gm 

1fR >O 1hcn IJ;:=O 
ds.: 1y := r•: 

.:.,i1: 
c:ml; 

m : .. 11rct:m(MJrl{111h(01)1R): 
ifm .. O lhi:n 

1fst¡r1(:1h~lD}J<O 1hcn m:=m+pt 
d~.: hcl!1n 

c:nLI; 

il- Mlrl(uh .. (0))>0 thcn 111: "'111 ... (11 
cJ,.c: m:=='.?'"¡11+m; 

1;,;:•m 
cni.l: 

prm:c:Llurc: C1m.l.mu_ T .Htoi¡;li.i; 
hc;m 

hl:=11l/J; 
h2: .. 112/J; 
bJ: .. aJ; 
R: ... Q,5•(1i3-J'"b2"hl + 2'"hl '"hl '"hlJ: 
Q:=h2-hl'"hl; 
o: ... R·t< + o·o·o: 
ifD <U thc:n 

hc¡;1n 
M~n: =1<11r1(.1h,(O)+R'"RI: 
lela:= Ti;(R,0): 
lnr k:=O tu:? i.lo 

hc:dn 
1j¡,, + IJ: = 2'"R.:1:-1~n)'"..:u"t(kl:1+k"':!"p11tJH1l: 
nu:loLln := I; 

c:ml: 



i:nd; 

... 
dM: 

bc¡:in 
XI:• Rc(R+ll(Jtl(DIJ 

. + Ri:cR-si.¡n(O)}·hl; 
a4:m)•hl+Xl; 
u5:•11.J•XJ +3•b2; 
a6:•11S•x1 +hl: 

'"'"°i:m 
w:•lu.J•11.J-4"'u5J; 
ifw .. O thcn 

""" i:nd: 

b.::¡:m 
X2 :"" 0 11.ii'.?: 
XJ : .. 0 114!'.?; 
m.:tmlu : .. 2: 

'"' 
he~in 
1fw >O 1h.:n 

""" 

hi:gm 
X2 :• 0 11412+M1rt1wJ; 
Xl := 0 11412·!>11r1(wJ; 
mduJu := 3: ... 

b.:gin 
X2:=·u412: 
XJ: "'Mlrll¡1h~(w))/2: 
mcltJJu : .. ..\: 

""" 

proccdure C;1pmnt: 

bi:¡;in 
1utcolur(IO);h:.\th;•d..gruunJ(5J; 
cln.cr; 
goto:i:y(27.2):wntdn('Mctududc Clmlanu Tartag\m'J; 
rotmty(l5,5); 
wnh:ln('Solución l.lc 111 ccum:1ón c1ihic¡1: ,_•3 + A11.'"2 + Bit + C"I: 
cnlmt)'(20,7): 
wrih:ln('Sumim,11.: lm cni:li..:ientc~ de l.t ccu.1.:iOn'J; 
gotuxytJD.IO);wmdn('A.,. '); 
i;o1oxyt40,IOl:writdnl'D =- 'J; 
¡;010.,y!SO.IOl:\\íltdn('C .. "J: 
¡;otox¡·(21.2.t);wr11dn!'Prcs111nccu.1l•1111cr tc:\l,1 p.1rn \·ontmu;1r'J: 
yotoJliy(J-l,IU);rc;uJl;1[); 
goto11.y{-l-l.IO);rc.1UfH2J; 
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¡mlo11y(S4,IO);rc11tl(11J}; 
cntl; 

procctlurc Rcsullndu; 
bcl)'m . _ ,- ,: 

J:UIOll)'(22,ll);wrudn ('Lus mi~cllo tlc l.1 c'ua~iun cúbica son:')i 
cuc mcluúuof :' 
1 : bc¡¡in 

for i : .. l 10 3 Jo 
bc¡:in 

i;uto.\)'(33.1 S ... i);wntdn('X' ,i,' • ',IJ 11)¡ 
cntl: 

cnJ; 
2,J:br:i:in 

¡¡utUll)'(JJ, lú);Mlldn('XI 11 "'·.x l J; 
!!t11U")'(33,17);wnldn('X121 = ',X2J: 
¡¡ololly(J3.18);wnlcln('Xlll •',XJ): 

cmJ: 
4: hc11in 

¡¡01011y(JJ.Jú1:wn11:C'Xl 11 "'',XIJ: 
¡¡u1u11y{2J.17J:..,,ntcl'X12J ., • ,X2. • .._ ',uh~1XJl.'i'); 
¡¡oto11){2J. I SJ:wruc('XIJI ""',X2. ·-· ,11h~1XJ1, '1'J; 

cntl: 
cntl; 
¡;oo1ox)(60,2-4J:c : .. rcaJ~cy: 

cntl; 

~i:m 
lnicializ.a; 
C11pnir.1: 
CarJanu Tur111di11; 
Rcsul!atl~1: -

cntl. 



DIVISIÓN SINTÉTICA 

Cuando f(x) es un polinomio de grado n; 1al que la solución es una ecuación algebraica, los 

métodos anteriores pueden sistematizarse luilizando la· división sin1é1ica. 

Frecuen1emente se tiene que dividir un polinomio e111rc un binomio de Ja forma x - a. 

Revisando cuidadosnmcnl~ el procedilnienio pnr~1 realizar cada una de esas divisiones, puede 

verse que es posible hacer simplificaciones hasm llegar a Ja división sintética. 

Sea 

el cociente y R el re.!iiduu que resulia de dividir el polinomio 

entre el binomio (x-a)Q(x) + R. O .!il!il 

a.,x" + a 1 .\""- 1 + a!x"·1 • ••• • a,,. 1x + a,.A.,x" ... 
(A 1 - aA,,)x•·• • (A1 - aA1 ).Y"" 1 • ••• • (A,.. 1 - aA,,.1)x • (R + aA,,. 1 ) 

como los polinomios de.ambo!!. miembros .!ion idi!micm. los coelicien1eii de las mismas po1encias 
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de donde se obtiene 

, :a~ =·:A., 
ª•.:.·.·=· ~,. 
".11:--: "'.·'~A1~ .. , --·' .-. '·, ··················· ---,-, :.a,;~-1 ·~:.'t1-,,-~ 1 .' + aA~"'-o;7:. 

- .-_,a~-:-='R -- aA~.(' 

A,, = a., 
A1 =~ ª1 • -aA,. 
A1 =- ª1 .. aA1 

················· A,,. 1 "' ª•·I + aA,,.1 
R .. a,. - aA,,. 1 

que son los cocticientes del polinomio cocien1c y el re!.iduo buscados. Para determinar és1os 

usando las fórmulas anteriores. se pueden rcarrcgli1r los dlculos en la siguiente forma 

. 1 ... a, a, ª~-· 
a A,, a A, aA,,.~ aA,,. 1 

A,. A, A~ A~.1 IR 1 

l. · En el renglón. colocar todos los cocliciente!. de P(x) en forma descendente por las 

potencias de x. incluyendo lo~ que valen cero. 

2. Fuera, en la primera línea a la derecha de los coeticicntcs, escribir el valor de a, el 

divisor > > sintérico > > si la división es entre :Vil. 

3. Bájese al tercer renglón el coeficiente dominante a,. que es igual a A0 • 

4. Multiplíquese 11 por A.,: escribir el producto aA .. en la segunda línea, abajo de a1, 

súmense con a1 y escríbase la !luma de aA,, + ;1 1 en la tercera línea bajo de a1• 

130 



5. Multiplíquese la suma del paso 4 por a1 t:sc:ribase el producto en Ja segunda línea bajo 

de a2 súmese con a1, y escríbase la sumn en la tercera linea debajo de a2• 

6. Repf1ase el proceso del paso 5 hasta que haya sumado un producto al término constante 

... 

Los primeros n nthneros de la ten:crn líne;1 son Jos coclicicnlcs del cociente, que es un 

polinomio de grado n-1, y el líllimo mi111ero de la tercera línea es el residuo de f(a). 

Algorirmo: 

Reducción del grado de un pol111umiu p(x) dill.la una aproximación a una de sus raices Z 

y los coeficienlcs del polinomio: 

Entrndn: 

Salida: 

Paso 1 

Paso 2 

n grado del polinomio. Z aproximación a la raíz 

a, coeficientes del polinomio 

bn residuo 

bo =a .. 

para i = 1, .. ., n; hacer 3 

Paso 3 b, = a, + b,. 1Z 

Paso 4 Salida (b,,) 

Terminar. 
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METODO DE LA DIVISION SINTETICA 

e INICIO ) 
1 q 

r·· 1 •o, H, 1 

' ' 

!~ 
' ' ' 



Procram Oivision_sin1e1ica; 
use.~ Crt; 
v1r z: reiil¡ 

N,I: m1eccr; 
A,B: amay 11 •• IOJ ofrenl; 
e: char: 

procctlure lnil:rahza: 
be¡;in 

z :•O; 
N :=O: 
1 :- O; 
e:= chiu(O); 

cnd; 

procedure C11r1um; 
be,¡: in 

clrscr; 
gotoxy(JO,J)¡write('OIVISION SINTETICA '): 
gotoxy{2S.5J;Wrllc('Sum1m:.trelm )ii;uu:nh::. J.1hh0

}; 

¡;otoxy(21,8J:wnte('Aprux1m.1~mn1d1v1!'>nr i.rnt.!11..:11) Xo .. '); 
11otoxy(22, IOJ:wn1c('Númeru e.Je h!rmmo:. del pohnomio N = '): 
J:OIOX)'(59,8);fc¡u.J(z); 
¡;01oxy(59,IO);r.:ac.lfn): 
for i :- 1 10 N <lo 

bcgin 
gotoxy(J !, 10 + 1•:?1:wri1c('Coc:lio;1cn1c A' ,i·I,' "" 'J; 
¡;otoxy(49, IO.,. 1•21:rc:u.l(Al1JJ: 

enc.l; 
¡:otoxy(21.24)~wntc('Prc:.mnc cu;il11uccr lc.:l.1 r.ir;1 ..:un11m1,1r'); 
¡;uroxy(60,24);c := rc;iJhey: 

cml; 

pnx:ctlurc D1v~mte1~.:;i; 
bc¡;in 

B(li '" A(I(' 
for 1 :"" 210 n <ln 

be¡;in 
Bfil := A!il + Bfi·JJ•z; 

cnd; 
gotoxy(27,21J:wntc('Rcl>itluu"' ".BlnlJ: 
¡;otoxy{21.24);wr11c('Pn:i.mm:cu;1l11uicr tci.:lu p;irn conttnuar'); 
gotoxy(60.24J:c :"' re.idkcy: 

cml; 

be gin 
lnicialiua: 
Captura; 
Divsinlcticn; 

cnd. 
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CAPITULO IV 

INTEGRACION 



INTEGRACIÓN NUMÉRICA 

Algunas veces es necesario realizar un cálculo que implica un:i integración. Por ejemplo, el 

gasto volumétrico de un gas a través de un dueto puede dc[erminarse a panir de la distribución 

de velocidades lineales medianie Ja evaluación <fo Ja integral correspondiente. El valor medio 

de una cantidad p:1r1icular, se obliene frecuen1e1ne111e n1edi;;m1e integración. Por ejemplo, puede 

determinarse una temperatura superficial media in1egrando la distribución superficial de 

temperaturas y dividiendo entre el rirea. 

Una manera de integrar un conjunto de dalos es encontrar una ecuación empírica para 

los puntos, utilizando uno de los métodos de aju~te de d;ilos, y entonces integrar la ecuación 

analíticameme. 

NOTA: La función a integrar se incluye como otra línea de programa en la sección de 

declaraciones, para integrar cualquici: aira función diferente bastarJ. con substituirla en dicha 

linea. 
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REGLA DEL TRAPECIO 

La regla del trapecio es.una 'd-~ l~~----fÓ~mtÍl~s ~~rrád~s.-de N~wt~n·Cotes. Consideremos la 

función f(x), cu>'.~ ~ráfi~~ i5_~_:ñ1~~s~~-~~!1 .. I~ ~-~~ui~n-1e ~-~~i_na. 

Se puede obtener __ una aproximación al área bajo el segmento de curva entre los dos 

puntos base Xu = a y "'• = b subdividiendo d inlervnlo de a a ben n fajas de ancho 

y aproximando el área de cada subintervalo mediante un trapecio, el cual se forma reemplazando 

la curva por su línea secante, trazada entre los puntos base. Entonces para evaluar 

[t(:<)dx 

nos basamos en la apro:\imación de f(x) en x., = a y x1 = b por una línea recta, esto 

corresponde a un polinomio de primer grado. Ahora, una Jfnea recia puede ser representada 

como 

f(X) = f(a) • f(b) - f(a) (X - a) 
b - a 

considerando 1riángulos semejantes. El área bajo In línea recta es una aproximación de la 

integral de f(x) entre Jos límircs a y b. 
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REGLA DEL TRAPECIO 
f(x) 

71 
6, 

f(XO) f(X) 
Si "' ' ! ! f(X1) 
4· 

P1(X) 

3 

1 

21 

1 ' i 

o· 
o - 2 4-- 6 8 10 

xo X X1 



Algoritmo 

Aproximar la inlegral 1 = f •. f(x)c..h. c.ladm el limile inferior a y el \ímile superior b de 

la integral y n mimero de subintervalos en qut: s~ c..lividc el rango comple10: 

Enlrndn: x0 , X" limites inferior y superior, n mimcro de subintervalos. 

Salida: Area aproximación a Ja integral. 

Pnso 1 h = (X 0 • X,.)/(n· I) 

Paso 2 a rea = ( f(x,.) • f(x,,))/2 

Paso 3 para i = l, ... , n·I hacL:r 

Hacer x0 = x0 + h 

area = arca + f(x .. ) 

Paso 4 area = area .. h 

Paso 5 Snlidll {<trea) 

Terminar. 
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REGLA DEL TRAPECIO 

8 --' 
ru .. 1 • ro:1 

··----
' 

' ¡···----o 
!$··-·· : ~ . 
' ' 

iO 
L ............. 9 

' 



Proi;ram Rcpla_dd_Tnipccm; 
U);CS crl: 

vara, h, 1,0, llll: r.::11: 
i, n: h)'tc: 
c:chllr; 

func1inn lfx: rci1I): r.:i1l; 

be¡;in 
f := i.q1'1xl + 4•x -2: 

cnd: 

proccdurc lnkialu.1: 
he¡;m 

11 : .. O; 
h :"'O: 
i :•O; 
n :•O; 
e:,.. char(O); 
xO :•U: 
xn : .. O: 

cm.l; 

prnccdurc C11plur.t: 
be¡;111 

drscr: 
Ootnxyl31.2!:Wnld'REGLA DEL TRAPECIOº!; 
i;olllll)'l25.-l);wntc('Fun.:1lÍn il 1111c;m1r \ -~ ... ·h · 2'): 
Oot0110)'(25.5J:Writc('S11m1111•.trc: Jo .. M¡;mc:ntc:-. U.um'J; 
Ontoly(30.Bl:Writc:{'Lím1tc mlcnur a .,. '¡; 
Gnl01!0)'{30,IO¡;Writc:('Línutci-11ro:nur h"" '); 
Go!Ol)'f27.13J:Wrud'Númcru Jo: Jnti:rv11lu' n "" 'J: 
Gotnxy(21,24);Wnk('Pri:~mn.:ctrnl1¡lUcr 1ccl;1 p.ira i:ontmuar'): 
Gotox.y1S0,81;R.:uJln(J100); 
Gololl) (50. IOJ:Rc.iJln\xn ); 
Gt11oll)'C52.13J;Rc•u.llnlnl: 
Ontnxy(Ci0,2.i):.: ;:o reat.H:.ey: 

cnJ; 

proccdurc Trnpc.:m: 
bci;in 

h : .. On - llÜ) / n: 
n :"' (t{xn) ..- l(x,01)12: 
for i :a 1 tu n•I Jo 

hei;tn 
llO : .. ,,o ... h: 
u:= a ... llxOJ: 

cnJ: 
11 :m u'"h: 

cm!; 
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proccdurtt Resul1:uln; 
b.e~in 

Gotoxy(JS, 16):\\'ritt!ln{'RESULT ADO'J: 
GotnAy(J0, 191:Wmdn('lnh:¡;r.1I:' ,u: 11 :7J; 
Gotoxy(21.2-IJ:Writo:('Próiuno:uml1t1110:r kda p.ira ..:ont1n1111r'); 
Gmoxy(60,:?4J:C :"" remJkey: 

cm.I: 

~¡;ín 
lnici111izoi; 
C11p1Ura; 
Trupecm: 
Ro:sullaJn; 

o:nd. 



REGLA DE SIMl'SON DE 1/3 

Consideraremos ahora una de las 1écnicas de integración numérica más ampliamente conocidas 

y usadas, la regla de Simpson, de manern simililr a la regla del 1rapecio, divide el intervalo lotal 

en in1ervalos menores y se aproxima el dre.i dc cnda in1ervalo. la diforecia entre esros dos 

mé1odos es que h<ice pasar una parábola por las irt:s ordenada~ de dos intervalos adyacentes. 

Se esperaría que, dado que la regla lle! trapecio e~ exacta par:i polinomios de primer grado, la 

regla de Siinpson foera e:\acta para polino111im de ~t!gundo grado o menor; en la realidad se 

obtiene el sorprendente re!lult;uJo dc qm: J;1 regla de S11npson es cx.;1c1a para polinomios de grado 

1res o menor. Por lo 1a1110. su ¡¡Ita prcci~1ó11, en c:umparac1ón con el esfuerzo que requiere y 

dado que su fórmula no es más complic:ada qm: J;1 de: Ja regl;1 del trapecio, explican la amplia 

difusión del método. 

Como ya ~e: mencionó. el mélodo co1rn.!ttc en conectar grupo!. sucesivos de !res puntos 

sobre la curva mediante p;irábolas de .!tcgumlo gr;idu. dc~pué~ .!tumar las áreas bajo las parábolas 

para obtener el área aproximada bajo la curva. 

El uso de cs1e ml!todo requiere que el nlunero de subinlervalos sea par, ya que la 

integración se hace tomando dos subm1ervalo~ cacla vez. 
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Algoritmo 

Aproximar la integral 1 = f •. f(x.)dx dacios ianlo el límite inferior como el superior de 

la iniegral y n mímero de subintervalos en que se divide el iniervalo: 

Entrada 

Salldn 

Pnso 1 

Paso 2 

Paso 3 

Paso 4 

Pnso 5 

144 

x.,,, Xn límiles inferior y ~uperior, n _mimero de subintervalos. 

Area aproximación a la integr<il. 

Si el modulo 2 de n = O entonces n = n + 1 

h = (x. • x.)t(n· I) 

111ien1_ras i. < = -n.._~-~ei'Jizri, 

arca ~ a_rea .+- f(x.,) _+ 4f(x.,+h) + í(x,,+2h) 

X.,= X,.+ _2h 

i = ,i.~.2 
arca = aren .. h/3 

Salida (;tren) 

Terminar. 
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Propnim Ri:¡;ht_dc_Simpson_di:_un_hircin: 
U$c!:I crt; 
varu, b, Ar, h,"': ri:al; 

i,j, n, m; m1ci;cr; 
e: char; 

proci:duri: lni1;ialiw: 
~gin_-

u :•O: 
b :•O: 
Ar: ... O: 
h :•O; 
x :- O: 
i :•O; 
j :a O; 
n :•O; 
m :,.. O; 
e :-= ch¡n(OJ: 

cnd: 

functmn F(X: ri::1I): ri:.11: 
bt"t:m 
F :• x•,.,+4•,.2: 

cnd: 

procci.lurc C;1piurn: 
~gm 

clrscr; 
t:oto11.y{28,Jl:wnld'REGLA DE SIMPSO:\ DE 113'1: 
go1011.y(25.6);wnh:!'fun.·11ini1 mlct!rar .,~2 ... ·h • 2'1: 
i;om11.y(:?5,9J;,,ntc('Suimn1"1rc h1" ~1i;u1cn1c" i.l.1h1" ·1: 
i;ntcny(:?9,12);wntc('V11h1r1n11;1,1I: u='); 
gulo:ity('.!9,14);wruc('V.1lur lim1l: h .. '!: 
guto:ity(50, l 2 l;rc.u.1(11J: 
g11to11;y(SO,l-l);rc,1d!hJ; 
¡;otu,.,Hl2.ICiJ:wruc(N1imcm Uc pu111u .. CI\ d mli:n.1!.1 r.a;J;5,','.b;J:5.'J: n .,. '); 
gutn,.,y(21.2-IJ;,,.,utc('Prc~1unc ..:u¡¡l¡¡mcr ki:l.1 ¡ur.1 ,onl1ntmr'):_ 
gom:i1.y(69.16);rt".ii.lrn): 
~·nlnk)'(60.24J;..: :m ft'.1Jkt")": 

t"ni.l: 

proccJurt' S1mp ... ml'.I: 
h-cgm 
1f n moc.I 2 "" O thcn n : e: n + 1: 
h := {h • 11111n·l1: 
whilcJ < = n-2 do 

bcgin 
Ar:-= Ar+ ffu) ... .i•F(a+hJ + F111+2•h¡; 

.1 := J ... ~; 
cnc.I: 

Ar:"' Ar .. (hl'.IJ; 
t"nll; 

'" 



'" 

prucedun: Re:;ul1ado: 
bei:in 
1111to.\y(J0,20):write{' r\re11 • •,Al: IO:úJ; 
¡oulo\y(21.~_.);\,.ntel'P1e,iune cu:1h111ier M.:la r1.1rn cunlinu:1r'): 
11utO\)'{ú0,24);c:,., r.:nJkt:y: 

enJ; 

he;:in 
lnicbl1za: 
C11ptura: 
Sinip~un IJ; 
Rt!iUhaJn: 

enrJ. 



REGLA SIMPSON DE 3/8 

Otro mé1odo de inlegración es la regla de Simpson de 318. Es1e método consis1e en obtener el 

área bajo Ja curva comenida_ en tres subinlcrvalos consecutivos y sumando después éstas áreas 

para determinar el área total. -El mecanismo utiliz<tdo en la regla de los tres octavos es similar 

al de un tercio, cxcep10 porque se delcrmiu:1 el ürc:1 bajo una curva de tercer grado que conecta 

cuatro pun1os sobre una curva dada. fa1c mt!todo se utiliza cuando el numero de punto!. 

tabulados excede en uno a un mulliplo de tres mie1Hras que la regla de un cercio requiere que 

el intervalo sea dividido en un mimcru par ele !:.ul11ntcrvalos. Frecuen1cmcntc se combinan 

ambos métodos. aplic;rndo la regla de un tercio !:.obre el nlimcro de subintervalos menos tres, 

y completando i<l inlcgr<lción con l<l regla de 1rc'.) uctavos sobre los tres subintcrvalos restantes. 

Un método alternativo para un número impar de sub1111crvalos. consislc en in1egrar uno de ellos 

mc:diante la rc:gla dd trílpi:cio aunque lil preci!.ió11 ol>temda es algo menor. 
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Algorilmo: 

Aproximar la integral 1 = f ', f(,,.)dl. d;1do!i tnmo el límite inferior c~mo el superior de 

la integral y n mimero de subintervalos en que ~e divide d inlervalo: 

Entrada: 

Salldn: 

Paso 1 

Puso 2 

Paso 3 

~1.150 ,4 

Pnso 5 

150 

Aren aproximación a la i111egral. 

h = (Xn - X,,)/(n-1) 

mientras i < ~1-3 rea~i2'~ 

~rea , '."'., a·r~a ,_""!". (txu} 

x .. ~ ·~~ +:3_~ 

.) = L+ J,; 

aré~ = _arca ~ 31~/~ · 

Snlldn (area) 

Tc11ninnr., 



REGLA DE SIMPSON DE Y, 
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· Program R<!¡:l11_dc_Simpwn_c.lc_lr<!li_OCl11vo'~ 
USl:'!S crt; 
v11r w, b, Ar, h. JI: rcul: 

i, k, n, m; inlci;cr: 
e-: char; 

pruci;!dur.: lnic11tl1Z.11; 
be gin -

;.i :'•O: 
b :- 2: 

_ ... , Ar.:-.0;. 
h ;•O; 
x '.:•-O; 
i :•-O; 
k !•O: 
n :•O: 

· m·l• O;, 
e :• i:h.u(O¡; 

end: 

ñinctiun FCX: r.:al): rl!•1l: 
hti1n 
F :• .11•x + .i•x • 2: 

.:nU: 

proc<!Uur.: Ci1p1urn; 

prrn;<!dure lnt.:r: 
b.:¡;in 
cn1o~y169, 16); r.:.u.Jlnln): 
n := n.,. 1: 
k := n • 1: 
ifkmodJ <> Uth.:n 

cotnxv169.16!:dr.:11I: 
~010.11)-f 1S.l8);T .:.1111,;olurlDl:1i:,1h.u.:f..~·riu10J( 11: 
tillttlll.){18,ISJ:wnk('El ntim-c:ro Ji: mt.:t\':ilo~ l.li:h.: M!t mul11p1u Je" 3. '); 
!!ll1UJ1yt85 .18 l;T .:.111culur{7 J;l<!:tth<1ck¡:ruunJ¡U1; 
golOll.)(60.2-IJ:c ; ... rc.1Jf...:y; 
¡;nrox)(l,18J:Clr.:ol: 
lnl.:r: 

\'nJ: 
enJ; 

h.:~in 
dr~cr: 
¡:nw.11){26.JJ;\\rlh:f'REGLA DE SIMPSO'.\ DE J•S'J, 
gull>ll){25.6);\H1h:!'Fum:11in11 ml.:l!ntr .~2 ... -lll. • 2'): 
!!OIOlly(25,9¡;\\flkl'Stlllllnl.\ITi: lo.\ Mtilll<:nlC'~ tl,11\1\'j; 
t;'Olllll..)(29.121:"nt.:{'Valurinn:rnl: a='): 



i:otoxy(29,J4):wnti:("V1dor final: ha '): 
go1oxy(l2.161: 
wnh:("Númi:ru de puntns i:n d interv¡1Jo l',u:l:S, ',",b:J:S,"I: n .. '):. 
gotoxy(2 l,24);wntl.!('Prl.!i.ioni: cuulqu1er tei;/11 p:m1 coniínuar'); 
i:otoxy(SO, l 2):read(a): 
1JOloxy(SO, l4);w1J{h); 
lnter; 
yotuxy{li0,:?4J:c : = rea1.H • .:y; 

i:ml: 

proc.:i.luri: S1mp,nnJ8: 
~!!'" 
h :"" {h - uJlln • 1): 
while i < n-Ji.lo 
~~ . . 

Ar:= Ar+ Flnl + J•F(a""f'hl - J+F(11.~:? .. h).,. Fla.,.J•h1: 
a; ... 11.,. 3'"h: 
1:-= 1 •l: 

i:m.1; 
Ar ;a. Ar•()/8)'"h: 

.:mi: 

pru.:etluro: Ri:,.,ult¡1Ju; 
hi:11in 
i:utnlt)'fll.:?OJ;wru.:t'Area • ',Ar:-1:10): 
!!lllOJt)'{2 l ,24J;wri1e{'Proiuni: cuah1111i:r ti:i:la p:tra c11111inu11r'): 
~OIOlt)'(li0,:?4J;c:; a n.tadki:)": . 

i:nc.I: 

he¡: in 
ln1c:rnl1~: 
C;ipium: 
S1mp~u11J8: 

Ri:~111r.1Jo: 

.:nc.I. 
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MÉTODO DE ROJllBERG 

Este método tiene aplicaciones muy vnriadas debido a que aúna a la extrapolación de 

Richardson, Ja regla del trapecio. La regla ext~ndida del trapecio es de uso sencillo para un gran 

número de funciones. obteniendo una altn prec:hión. Así, la regla del lrapecio ex1endida se 

u1ilizará para nproximar la integral 

' 
ff(X) dx 

utilizando m subintervalos puede ser escrlm ·como 
'~ . . .. . -.. '. ' 

J
' rcxJ d.< • !'.[rea¡ • f(b ¡.>2°"t.í ... f. {.~·}···¡J•·~.:.·(··:·b····:.:_.\~)h/ f.··c1-1l 

2 _,_, -~·-·.:,.1.,_·:~-·:J:·.;:··:lf ,.· 

- - ·;~ . --~ 

donde a < µ < b, h = (b~a)/m y x, _= a~~~)~~º-~~~=-~~~~~-~--~-"-",l~ :?_•.-.--~·-··-!11· .".'-f'!Ora 

obtendremos las aproximaciones prel'1111lnares con 1111=1. m1 = ~· m1 = 4, •.. , mn = 2n·•, con 

n entero y positivo, 
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substituy~ndo en la reg!~ de! 1rapeCio, obt~nemo~ 

jr< x) dx_ ~--~- [~<-ª)~,r<.~_J~··2¡~~.~·r?;~jh,)]J-(b;2 ª)h: r .. < µ, > 

.¡::- .'~,-,'"," ,. 

dondeµ. es un ntimero dentrO' del .. irití:ÍV.Ílo r~:bi:- .·:. 
DenOminando· R~. 1 a ~~~ ·~-¡.;~~~j¡;~',;_~¡-~_l}~{p~:~¡·!·;;~¡~~res obtenidas con la regla del trapecio 

y en forma general. 

Para acelerar el proceso se aplica la ti!cnica de extrapolación de Richardson, si la función 

es continuamente diferenciable cuatro vccc!> en el i111er.•alo [a,b], entonces la regla del trapecio 

puede ser escrita en la forma 

' h [ [ , ... , l] 
[f(x)dx ~ -i f(a) • f(b) • 2 ~ f(a • ih,) • 

l 

'.f[r·(bJ · f (a Ji• (b1;0ª)ht f"'(µ,J 

para cada k = 1, 2 • ••. , n y al~una de a < µ. < b. 

Con lo cual podi:mos climin;u cl tc!rmino h1
• combinando las ecuaciones, para obtener 

una fórmula la cual es la ;1prox1111ac1ó11 dad;i por la n:gl<1 cmnpues1a de Simpson con h = h •. 

'I 4R - R .. f(x)dx = • 1 
3 

1
·LI 

para cada k = 2, J .... , n y aplica1110::. la extrnpolació11 a es1os valores. En general, si fes 
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·.'.·.'·.·1] 
.-- - -

'":- ih¡) 

Algoritmo: 

Para aproxim:tr lil in1egral 1 = J •. ·f(:<Jd\ dado!! tanto el 

límite inferior como el :,upl!riur_Jc_la_intcgr.~1-y IÍ_ n_lillW~P de: subintervalp!i_en que se_div_ide el 

inlervalo: 

Entr.1dn: ;1, b limitc!i inferior y !iupenor. n mimero t1e subimervalos. 

Salida: l~~ .. •1pro\11nacid11 a la 11111:~r.1I. 

Paso l h =".,.. b 
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Poso 2 

Pnso·J 

Pnsu 6 

Paso 7 

Pnso 8 

Pnsa 9 

R1,1 = h"(f(>J - f(b))/a 

41:.1.·R!i·I '."'--R¡ i~i 

4':' - ·l 

Si 1 R1 ,. 1 • R!, ·¡ :< 1 e111011ce!I P;1so 9 

h = h/2 

pnrnj = l. .... i 

R.,,= H,, 

Salida (para i = l ..... n. R~..i 

Terminar. 
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METODO DE ROMBERG 
HOJA 1 DE Z 

:···········B 
: 1 

¡ · I · · ..... : ... ·· ..... 1 
- : - _ l,J - -- 4J•• -1 

' 

' o 
i .................. 9 

ó 



HOJA:ZDEl 

·.C(· 



160 

P.rot:ram ln!e¡;nu,:inn_Uc_~ombcri:; 
useJCi1; - · ' - --,-

const t'- IE·IO: 
\'ur R: arru}· 11:.2.!•·501 ul r.:;~1: 

!.' .i~.'~~·~1;~~~f~:~,;~~;'~;i1.l1~~1;h1jÍne~11~ i :_ inie¡:cr: 

_ ~-1~-:~i.~: ~ ~Y!.~: ' 

proi:cdure_Jnicrnl1Zl1; 
he11in · 

D : .. O; 
b :a.O; 
h :•O; 
i :m O: 
j :•O: 
k :•O; 
x :~ 0; 
lntet:rnl :•O: 
Dn~1\u101cmi:..2 : .. O: 
Cu:itrm1h11meno.;I : = O; 
men"liJt: :e O; 
I! := charlUI: 
for 1 :"" 1tu2 tlu 

lur j := 1\u50 Uu 
R!i,jl :=O; 

enU: 

pruccJure Cuplur;1; 
he¡_!m 

repeal: 
clr....:r; 
,¡_?t1\n.\)t29,3>;\\t1h:!'INTEGRACIO:'\ DE RO'.i.IDERG'¡; 
,¡_?otn,)C25.71:111n1<:!'Fun.;11\na rntey1.1r: x·2 - ·h -2·1: 
i;oto,y(25.121:wrne1'Smmn1~1ri: l1h ~ll!UU:nlc~ U.11th0

): 

¡:oio.\)'(22,lú):wruc('Limue mrcriur U..- mtc,¡_!rw.:uin: u "' 'J: 
¡;otnll)(:?:!,IS):""'ru"('Lim11c~upcr111r Uc m1cgr.1~uin: b = '}; 
i;ntnll)i2l.24J;wrilcCPre~mne cuah¡111cr h:~I" p;m1 ..:un1m11Jr'1: 
¡;ot0.\)(58,ICi);rcaUf,1): 
,¡_?ntullyfSS,ISJ:rc:1Ulh): 
i;utoll}"l60.24);c := rc.1Ulcy; 
11 :1 .. h lhcn 

be¡;m 
l!Ult1i\Hl7.l3);"ntet'Lt1' lí11111<:~ 1.k mlqm1~-11·m Ui;:h.:n ~er U1lcrcnte!>'J; 

enU; 



until a<> h: 
drscr: 
,01oxy(29.SJ:wrih,:('INTEGRACION DE ROMBERG'): 
¡:otox )'( 35 , l 2 J: T cxthu~k g rmimJ(7 ); T ex t~o 11111 U J: 
l!Dln:..y(3S, 12);Write{'En Proce•ll'): 
goto:..y(-IS, 12J:T exihm::l;gruum.ICOJ:T exl•:ult11(7 J: 
goto:..y(J2,24J:wnte!'füpere un 1110111.:ntu'); 

emJ; 

procellure lnido: 
hi:i;in 
i:= J; 
llos.il.iimeno,.2 :=J: 
h :• b - ;1; 

RJJ,11 :c. Chl::?J•(F(11J ... F(hlJ; 
eniJ; 

protedure Tr.ipei.:io: 
\'llTMJ::mil: real: 
hi:!{in 

sigm.a : ... O; 
lur J.;. : ""' 1 In Ju,i1homcnn~2 dn 

hegm 
!.IJ;'ITI;J := M'lllll + f(¡I + fk - 0.51 "'h); 

enll: 
Rf2, I J : ""' fRI 1.1 j + h"'MgmaJI:?: 

cnll: 

pn>1:eUure R1d1;1nl.-iin: 
he!{in 

Cu¡¡trn.1l:11mcn1hl :: .. 1: 
for J :- 2 tu 1 llo 

he-gin 
Cu111ru.1l.i1n1..:nusl : "" Cu1.1troalaJm..:nu~1 .. 4: 
Rl2.jl: • (Cuatnml¡1Jm..:nn-.1•R/2,1·l/ - RI l.j·I/) 

/fCm11nr.1!.1¡rw.nthl • I); 
cnll: 

cnll: 

prm:cl..lurc Ruml!crg: 
heg1n 

lnu:i<•: 
lor 1:SI' 2 to SO llu 
hegin 
Tr.ipecru: 
<Jo,;1l:umenu,.2 :: = Ju,.;1J.1un.::nu~2 • 1; 
Rich¡m.h4m; 
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16:! 

for j :• l 10 i lln 
hi.!¡:in 

ií(ABSfRl2JJ-: .Rf2J+ l IH < • 1 lh.:n 
~ hc:i;in 

cntl; .·.-. 
h :m h/2; 
forj f•-f10 ¡ llO~ 
~¡:in.' · 

R(IJ( ,. Rf2Jf, 
cmJ; 

cntl: 
.:nll;· 

proc.:tltm.• R.:~ul!,u.lo; 
hc:¡¡m 

c!D1:r: 
ifm.:ni.:tic • l lh.:11 

he-gm 

111.:n .. .a1.:·:• 1: 
lnl.:i;r.il : .. RP.il: 
~dll: 

. .:nll; · 

golo\)"(29.SJ;wruc('INTEGRACION DE RO.\IOERG'J: 
l!lllOl)C!7,Sl:wnt.:('Fun.:uinc\·;1l11.1J.1: Ln 137.2'): 
gnt~n}(2-l.12);unk('Enth: lm li11111C! .. Je mt.:;;r.1..:11in'J: 
¡;1uux){JO, l-IJ,\\Hlc('ml.:rmr .i "' • .. 1;.,l:-I¡~ 

i;u10.\~(lU,lú);wn1.:('.,upem11 I• .. ',h:.,l:-41: 
i;nlu.\yf:!0.~0);\\ nti:r'EI \",1lur 1.k l.1 11\ICt-'WI t:"' = ',/nlo::i;rnl:6: 10); 
~111t1x)C!l,'.!-ll:,,r11e/'Pr.:"'lllnc~u.1lt¡u1 .. r 1 .. ,1.1 p.1r,1 ,·111111nu.ir'); 
J;Ol0){)'160,2-IJ;, : = ro::.tJl.:}; 

<nd 

el."" 
begm 

J:llhlll.}(29.S);Wnl<"('/NTEGRACIO!'.: DE Rm.IBERG'I: 
i,!OI0){}"(27,SJ:wr11.:{'fum:iünc\':1lu.1J.1: Ln IJ7.2'); 
gowxy(2-l, 12);wntc('Enlrc lu~ lim11.:-. Je Lrlt.:i;r;1tnin'): 
¡,!Ol\l\)00.l-l),\Hlio::t'mlcm1r ;i"" ·.a:-1:-IJ: 
g1•ll"}"()ll,l(l),wntcC·~urenu1 I• ... ',b:.,1:4¡; 
~Ollllt\'(16.'?0l:wnt"'('EI m.:tnJo no ;;11m·c1!.!o: !.!ll 50 11i:r4cmnc.,'J; 

fut11\;l'.?l.~-l);\Hlld'Pre"1nnc..:ualqm"'r IC!~l.1 p;1rn .;ontmu;ir'l: 
t!UIU.\)!(l0.~-1);\ ; = h:,u.Jl.,cy: 

cnJ; 
cml: 

hegin 
ln1.:11d1z.u; 
C11p1ura; 
Rnmhcw: 
R.::.ul1.1J11: 

cncJ. 



CUADRATURA GAUSSIANA 

Este método hace uso dc un polinomio intcrpolame en lugar de evaluar la función en 

algunos punros. Se utiliza si f(x) pucdt: t!\'í\lu;1n.c en cualquir punto. Dicho polinomio de 

interpolación hace uso de los parámetros liMado~ en Ja iabla l. El número de parámetros 

dependcr.í del mímcro de términos de la fórmul:i. Por ejemplo, unu fórmula de tres términos 

contendrá seis p;ir.\mc1ros. lm tres valore!!. d~ x nhorn desco11ocidus y tres ponderaciones, esto 

corresponde a un polinomio de in1erpul:1citin de grndu 5. 

En el caso de la fórmula de dos términos los cuatro parámetros se determinan a 

continuación 

' 
J.f(t) • af(t,) • bf(t,) 

mediante el método de coeticientes indeterminados determinamos la fórmula de integración. Se 

utiliza el intervalo simétrico de integrnción pnríl ::iimplificílr los cálculos, y denominaremos 1 a 

la variable. L, fórmula st!r'1 \'alida para cunlquicr polinomio di! grado tres; por tanto, cumplirá 

si 

f(t) • t·'. f(t) t', f(t) t para f(t) 
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multiplicañ.do-.13 1Cr~eri\'.ecuadÓ·n·p~:;::i,1 1 ,-~ rc!it~~do a la primera. se tiene 

-:o -~t((~-- b-(1 1!-~\!2 1'> =· b11~){1! - 1,)(1~ + ti) 

Se satisface la ecuación anterior bíljll cm1\c~quiera de las siguientes condiciones: b=O, 

12=0, t1=t! ó t1=-11. Sólo i!sm, 1íllimíl po~ibililfad e~ sati~factoria. Las otras no son validas ó 

bien reducen la fórmula a un solo 1ér111ino. de manl!'rn que se escoge 11 =-11 • Entonces se 

encuentra que 

t3 "' b .. ¡ 

c., ': = ~ 1 .. o. 0577 J 

Í,E(tl • E(-0.57731 • E(0.57731 

suponiendo que los límites de integración ~onde x .. ax,, y no de -1 a l. Para poder utilizar los 

parámetros tabulados para la cuadramra, ~e dl!be cambiar el intervalo de integración a (-1.1) 

haciendo un cambio de variable qm~ e~tc! relacionado linl!'almente de acuerdo con la tabla de la 

siguien1e 
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de manera que 

entonces 

Tabla I Parámetros de las fórmu1as qaussianas 

PUNTOS 

±0. 577 3 502692 

±O. 774 5966692 
o. 0000000000 

!O. 8611J6311G 
~0.3399810436 

±0.9061790459 
:':O. 5384693101 

o. 0000000000 

PONOERACION VJ\LIOO 

o. 5555555556 
o. 8888888889 

o. 3478548451 
0.6'.::21~51549 

0.:2369268851 
o. 4786286705 
o. 5688888889 

HJ\STA GRADO 
3 
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Para obtener los parámetros de las fórmula!> gaussiunas de orden mayor, se debe resolver 

el conjunto de ecuaciones que resulta de escribir la definición de f(I), como una sucesión de 

polinomios. En este caso se empleó la teoría de polinomios ortagonales; Jos valores de t que 

satisfacen las ecuaciones, son las raíces de Jos polinomios de Lcgcndre. 

Algoritmo: 

Para aproximar la integral 1 = I '. f(x)dx Liados tan10 el 

límite inferior como el superior de Ja integral y O el orden del método. Los parámetros de las 

fórmulas se almacenarán dentro del prog.r;una: 

Enlrndn: a. b lfmih!S inferior y superior, O mímero de subintervalos. 

Snlldn: arca aproximación a la integral. 

Pnso 1 En caso de O asignar los p~mí.mc1ro~ correspondicn1es a el orden del método. 

Paso 2 para i = 1, .... o hacer 

X 
.X~ + Xn 
--2-

Aren = Arca + K, • f(x,) 

Paso 3 

Paso 4 Salida( A rea) 

Terminar. 
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METODO DE GAUSS GENERALIZADO 

e IHICIO ) 

' g 
¡ .... e· 
! \$7 
L ......... <? 

···········á 
1 

•,·•.¡ ..... 
. x1 ·-,-·-,-u, 

, ......... .,, 1 

' 1 : ................. ó 
1 

ó 
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Pro¡:nun Guus:;_ Gi:ni:rnhzmlu; 
uses Cr1; 
var lt: 1rrny(O .. ISJ Dft(KI; 

k. u : urrnyl 1 •• 5/ uf t(:tl; 
Xf, A: r(al; 
i, n: inl(¡,!cr: 
c:char: 

procctlur( lnidaliui.: 
be¡:in 
xr:- o: 
A:• O; 
¡:•O; 
n : ... O; 
e:- charCOJ: 

cntl; 

fum:rmnf(X :_real): ri:al: 
bc¡oin 

F :• x•x • .i·x ·2: 
cntl; 

pruci:tluri: Cupturn: 
hC1,'ln 

drscr; 
i;otia.yC28.4 J;wnti:( 'METO DO GAUSS GENER~\LIZADO"J: 
J;Olm,)"f21,7J; 
wr1ti:('Fun..:uin 11 inlt:¡!rnr: f(lr.J"' .\·~ ... 4, · 2'): 
i;oto:ityf'.!6, IOJ:wnh:('Summi~trc il1' :.1i:mcn1i:., Llo11t1~'); 
i,?Olo:ity(29.12J:wr11c('V•1lur 1111..:rnl: .1 = "); 
J:OIUlty(29,14J:wntc('Vulor t'tnal: ¡,"' '); 
i:oto:it)(29, 16J;wntc!'OrLlcn Lid métuLlo: n = 'J; 
):!UIOJO(~l ,24J:wr1h:('Prc:.1uot: ..:ual1¡111er teda p;u.1 i.:unt1n11:1r'): 
i:nm:ity(Sl,12):rc;ul!.\IOIJ: 
yo11u.y(51.14):r.:mJf:'\FI: 

cnLI; 

proccLlurc G,u1~~G.:n; 
hci;m 

.gutnll.)'{5!,16);ri:aLl(nJ; 
11no1(ln>""1) ¡¡ntJ tn < =5)) thcn G;iu~~Gcn: 
gutult)'(C.0,24/;C :"" r~¡WJ..cy: 

c;i:.c n ol 
l: hc.1:in 

J..f 11 :"" 1: 11111 ·"'O: 
i:ntl: 

2: hc):!in 
kili:= 0.5: u[IJ :.c -SQRTWJ1: 
kf21 : .. 0.5: uf21 :u SQRT(llJ¡: 

cnJ; 



3: h.:i:in 
kfll :cr 5118: up/:= ·SQRT{3f51: 
kf:?I :• .U9: ul2/ :•O; 
k!JJ:,,.Sf!S:ul)I:"" SQRT(J/S¡; 

cml: 
4: bcdn 

kjl¡ :a 0.1739; uflJ := 0 0.8611; 
LJ2/ :a 0.3261; u/21 :- -0.34: 
J.:l)J :• 0.1739: 11/JJ : ... O,J.i: 
J.:141 !"" 0.3261: ul.:11 := 0.6211: 

cnll; 
S:h.:gm 

J.:JI) :"" 0.11846'.\; 11/IJ :a •0.906180; 
kl21 := 0.::?3931-*: 1tl:?I :a ·O.SJ64úlJ: 
kfll := 0.2844-1-1: u!Jf :.,. O: 
LJ41 := 0.239314; uf-*!: .. 0.536-169: 
J.:15/:"' O.IJ8-163;u/51:"" 0.9U618U: 

cnll: 

lor i :• 1 111 n Llu 
bcgm 

x/11:""1xJOI . .., .'\fl!:! ... l(Xr • .\101Jf2J~1111/: 
A:= A - Llj/-Ftxl1/J: 

cnll: 
A:• A"' IXI • •/Oj¡; 
~otox)"l20,20J:wrndºEl \1d11r Lit: l,1 lllh;:gml e~: .. A:5: IU¡; 
i;o•u•r(21,24):\\ nt.:t'Prc.~mne ..:u:ih1u1cr t\•1:1i1 p:1r:i \un11nuar'); 
i;olo'\)'(60.24);..:: ~ rc:1Lll.i:)': 

cnll: 

h.:yin 
Jnu:rnl1z.:1: 
C<lpllltd: 
Gaur..r..Gcn: 

cnll. 
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CAPITULO V 

ECUACIONES 

DIFERENCIALES 

ORDINAIUAS 



ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

El comportamien10 de muchos procesos fi!.kos. particularmente los dependientes del tiempo 

(no estacinarios), pueden rcpre!.cn1an.t: por me<.liu dt: ecu01cione!. diferenciales ordinarias. Los 

mélodos de solución de estas ecuacionc!. son por rnn10 de gran importancia para ingenieros y 

científicos. Aunque las soluciones analílici\s de algunas ecuaciones diferenciales importantes son 

conocidas, un mimero todavia mnyor de.: cll;1!. no pueden ser rc!.ueltas analíticamente. 

Afortunadamente, en general St! pucch: encontrar la solución numérica de cs1as líltimas. El 

presen1e capítulo describe los procc!om. míl.!. 1mpor1anlc!. de cálculo de ecuJc1011es diferenciales 

ordinarias. 

En aplicacione!. panicufarc~ fn:cucn1cmcnte !.C requiere de una ~olución tabulada de una 

ecuación diferencial sobre un intervalo tl<1do. !-ii t"ncontramos una fórmula explícita para la 

solución. podrerno!. utilizarla llackndo u~u de: t11bla~ trigonométrica~ ó log11rítmicas para ob1ener 

la solución tabulada. 51 Ja solución es conocida t"ll forma de serie, ella por si misma es una 

forma explicita de la cual la solución puede ser calculada para alguna aproximación deseada. 

Si no se ha encontrado una fórmula e.\plicita, podremos considerar a Ja ecuación 

diferencial como la fórmula que nos pi;:rmim calcular J¡1 solución. Una manera de obtener esto 

sería aplicar el método de integración por parti;:~. En este capítulo como se menciono antes 

describiremos varios procedimientos altern<1tivo!i al ya mencionado. Alin cuando se disponga 
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de una serie. los mélodos pueden darnos la apro.\í111:1ción deseada con un ahorro considerable 

de trabajo, el uso de estos es mucho más sencillo que t!I de una fórmula explícita para llegar 

solución. 

NOTA: La ecuación diferencial a e\'ílluar !)Cd in1cg.rada a cuerpo del programa como una 

función < f(x.y) > en todos los programil!) t.'n la !)ccción lit.' declaraciones y se subslituirá cada 

vez que se descc: C\'itluar otra ccuacióu dili!n:nci;iJ dift'rcnte. 
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MÉTODO DE TAYLOR 

y =: Y .. + e X --x .. >Y:.11 :~:-,TI'_(X._x,,) 

Y,. 1 = y, - hy; - ~y;· -. -};.y;·· .,. ~ye"',. R 

y,.,• t y'"'(X,.)~. 
"'" ni 

en serie 

una serie de po1enc.·i;t!i en .\ qu~ converg.r: \obre ;1/~1iu rango x,. < :< < x1• Plan1cado de esta forma 

se cnia1iza el uso de Ui:ri\'adas IOlílle!i n:!ipe<.'lo ;1 '· Ahora con la condición inicial 

)'(X,,)= y,. 

y de Ja ecuación difrrcncial misma 

substi1uycndo es10<.. ,·¡1/orc\ de )'!>;..} y )' 0

1:\.) c.:11 la !icrie <le Taylor. oblenemos Jos primeros 



términos de la serie solución, A ccintinu;ició~, · difer~nciando la ecuación ordinaria1 podemos 

obtener 

resulta 

=.: = f, • ff, 

Donde los subindices denotan lns deriv;1dn~ pnrciales !Otal!!s. De manera similar, 

substituyendo este vnlor de y"(x) en la serie de Tnylor. obtendremos el tercer término de la serie 

solución. Proc!!diendo de la misma m;;i.ncra. diferenciando sucesivamente parn ob1ener 

se ob1ienen los \"alares 

Subs1imyendo e~tos valores en l;;i. serit: de Taylor, podemos obtener el cuarto y sus demás 

términos de la serie ~olución, los cualc~ ~C! ~ub~1i111yt!n parn dar una expansión en serie, en x, 

y evaluar la solución de un paso, h, a pariir lk un punto dado x. 
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Algunos inconvenien1es de esm 1écnic;1 son: 

Algunas veces es diíicil calcular las derivadas de la ·~eri.e ºsoluci~n_. , 

En ocasiones no existen las derivad¡¡~ pa~~i~~les ~~ilc~!~~~~ ~e_ ~a~~~ an~-lflic~. e~ ~I 

pun10 en qm: ser.In evaluad¡¡!!. 
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l\IÉTODO DE EULER 

Una de las técnicas más !iiimples para aproximar. sol~1Ciones -de ~ecuaciones diferenciales es 

conocida como mé1mlo de Euil!Í o método de las· ~·~11g.en1es·.: -

Representando la ecuación a fc.!!ioolv..:r- como; 

Y!X..) e" y,; 

Si h es un incrcmenlO positivo ~obre el eje >. entonces. como !ioC ve en la figura de la 

próxima página, pmlemo!!i i:nl·ontrar un punto l.\.1 ,y1 J = (x., + h. y1) sobre la tangente en (x0, 

y.,) a la curva so\u<.:ión de!iocunocid;1. 

De la ecuación de una recta que pasa por un punto dado se tiene 

desarrollando. ob1cncmo!io 

y, = y .. + hy .. 

en donde y'., + f(x,..y,,). lo substirnimos en la ecu.u:ión anterior ob1cniendo 

Yi =y.,+ hfP., .• )' .. ) 
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METODO DE EULER 
f(x) 
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en general 

La exac·,Íl-lld ,,de ia·--~p~o~¡~~~~i~~' ~~f~t~~~-- ·!~~h.~~óO:~~e~ __taiv:~~-º-:~~:pa~~- h. Usualmen!e 

debemos elegir10-dC_-manerá-·qu-e·"S~~~--r~'~tin~b-¡if~~~6j~~~qu¿fl-b·: ·_. , 

La derivación tio ~ •• ~ niJÍodd;¡·~.,..,:i; ~l~.Lde 1i serie.de Taylor. ·.Consideraremos 
·' -.·· .. :-;·_. ·:,_~--'l~·~·--·-·:·-=;~- -·; -_. - "- - • 

y' -= f(x,y) e~pand-í1i~~S-1a'~e;iC.de'T~'YTO-r·'11~~1h ~1"s~gundo 1érmino 
-.-.:..--·. ---'·":·'."::- :-.---~---""-<.-:":-- : - -'. ' - ' 

~(xJ;='yCbJ • y•(OJh 

y'= f(x.y) 

con la seri'e de TaylÓí lrnsia·e1 !i.i;gundo h!rnlino, y tt!niendo ll=(xn••. x.J. 

y(XH ¡) = )'(X,,) + hy'(K,.) 

y puesto qUe y(KJ s:uisfiice a la ecuación diferencial 

Ahora subsriluimos Yn = y(Xn) para cada i = l. ::!, .···• n, donde Ya = a 
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Algoritmo: 

Para a(lro~.imar la ~olución del problema de v;tlor inicial 

y' = f(l,y), X., ~ l ~ X1, y,, = y(a) 

Entradn -.x 0 ,-x1, y, puntos ex1remos, y., condic1ün inicial, vf variable de control, n número 

d~ '~ubintervalos. :--'-:_· 

Salido Yn•. Xn solución aproximada. 

Paso 1 Si-disponemos de x1 en1once~ 

-- Paso 1.1-- _,_ L~e .\
1 

Pnso :1,2 - • h .= (x1,y,,)/n 

Paso 1.3 . · pa·rn i =0, .... n-1 
,· ·,·· . 

. );¡;_I =·.:xL + h 
.-,,,·;;:;,, ';', 

)· •• , .~·~·:y~>·+:1=(~ 1 .y,)h_; P11so 3 

Paso 2. Si ·disponem~s·d.~ 

Paso 2.1 Lee y,.-

, Pnso 2.2 h = (X1,Y,,)/n 

Paso 2.3 para i =O, ..• , n-1 

x,. 1 = x, + h/f(x,.y,). Paso.J 

Pnso 3 Salida (para i =O, ... , n-1, x, o)',) 

Terminnr. 
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Proyram Me!l1Kln ll.: Eule!r: 
US!.!S en; - -
V11r X,.Y, 0: 11rni)·/0 .. 151 ol re!ul: 

xr. vr. h: ri.!.al: 
i, n ': inl.:M~r; 
e: ch11r: 
011: h)k: 

funclion f(x. y: real): re.al: 
bi.!¡:in _ _ 

F :• • + 2•:ii•y';
e!nd: 

proc.:Jurc lniciilhta: 
bc~m 

Xf:a O; 
YI :•O; 
h :=O; 
¡ ~- o~ 
n :=O; 
Op :•U: 
c :"" thilr(O); 

cnJ: 

pruccllurc Cuplurn: 
bci;m 

cJt¡,cr; 
yotuxy(J-1,)J;writc('METODO EULER' 1: 
!!OIOllOY(l7.6¡; 
'-"'rtlcl 'E•·m11:1 Sn 1..h!C"rcn1:1al 1t e1·;ol11M: FI \,) J .. 11 ... 2.\) 0

): 

gr.11011y(:!6.IJ);wr11.:('Sumrn1•tr.: lu• 'l!!lllcnle• ,J,1111,ºJ. 

i;t1111J1;)(JO.l IJ:\1rs1c¡'V¡1Jur1ni.:1;1J: Xu = 'l: 
i;umxy(JO,IJJ:"nte('V.ilur1mcml: '111 :z'r, 
gutux)l2-l.151:wruc{'N·mcruúc: M1h1111cn:1lu•: n"' "): 
¡;olm)t!S,ISJ: 
wruc:f'\'11lur fornl Y1~pnmhlc Je: la c~u.1~1s n Y1lc:rcm.:1al' ); 
i;utuJ1}!37,20J:wruc('l.·Xl'J: 
gnmll0y(J7,22J:wrllc:(°2.· Yl'l: 
¡;ntmr.y(J5.2-l):wn1c('Op~1u11 J~ I' ); 
¡;oimq51.lll:rC"m.ll.\10/J: 
¡;ntul:yf5i,IJ1:11.·.1ú()IOIJ. 
i;utullO}i5J,15):r.:,uJ(nl: 

.:nll; 

pru•·cJur.: OPXI: 
hci;m 

h; = CXI • XIOIJ!n: 
lur 1 :"'O tu n·I Ju 

hry1n 
11[1+ 11 ;e llO!il + h; 
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yJi+-iJ :• Ylil ".": FCxfiJsfiWh: 
tnd:. ·-- -- -

tml; 

prnctdu~- O~_yl;_--=: 
bc~in ,._ _: 

h :,..-¡Xf ~ X(D/l'"ni 
füri :•O IDU•I J11.'. 
lk~in '· 
>fi+ll.:• -)'/i/ + h:-.· 

-xfi + 1 r:-- '/Ir+~ h / F(xf il->/1/l: 
tnJ: - · 

tnJ; 

proctllll~ Eulcr: 
hc¡:in 

¡:ufll\)'(-13.2-l);rcm.1(0¡1): 
11 nUll(Üp < = 21or10p > • IH rhcn Eukr: 
for 1 :a 1 111 J J11 

lll!'J,'10 

l!t1IUJ1\'íf.J8 ... 1 .. 2);drcol~ 
cn°'tl; • 

c11i.c Op uf 
l:hc¡!m 

~nlo.\r(Jl,22l;\\nrc('Valurlin;1I: Xf .. ·1: 
¡!11lflll)(S0.22J:rc.11./[,'(I); 
¡.'nltl\rC20.:?-IJ: 
wri1e1·Prc~1unc .:unl11u1cr f<C'.:/u p.m1 ~·umi1111:1r'1; 

iie1111\~f60.2-11;1: ; .. tcaJkcy; 
Ofl~I: 

cntl; 

2:hc-vm 
golcl\~lJl.:?:?!:wrekl'\':ilorf1n.1/: YI ""'¡: 
¡;Ulu\}"(5rJ.221;rc.uJIYI), 
¡;111CJJ1y(20,24J: 
\\nlc!·Prc1>111nc cu;ih1uicr 1ccl.1 p.1r11 ~·ontrnu.u'); 

~~~;~~·¡60.241:.: :>= rc.1Ul.cy; 

cnd; 
cnJ: 

pru.:cJ111.: r..-~ull,u./u; 
hcl!m 

t~r1>.:r; 
¡:n1u.\}fl-l.JJ;\1n1..-1·:..tETODO EL'LER • 1~ 
!!O!Oll)!l7,.:5¡; 
\\rllc('E.:u.1.:1.Sn Ll1lcrcn~·1.1/ c\alu.1i.J,1: f(.\,}J = x .,.2xy'): 
~UI0\)11),7); 

wrllcl',•n d 1n1cn·.1lu • .. ,!Ol:S:S, • <"' \ <"" ',Xt:S;SJ: 



i;ntoxy(52.7): 
writc(' con h ,. ',h:5:5): 
Hn <a 7 1hcn 

h.:l!IO 
for i :=O 111 n Llo 
bi:¡?in 
l/OIO't)(2J,9+i'"'.!); , 
wrik{'Puntu P',i.' .. (',xlil:5:S,'. '•>"1•1:5:8,')'): 

cnLI: 
gu1111yf:?0,2-IJ; 
writc('Prc~mne- cu.1lqmcr teda para ..:untmm1t'); 
¡:11101y(60,24):c := rc11tlkcy; . 

º"" cbc 
b.:l!m 
lur 1 :•O ICI 7 e.lo 
he¡; in 

11ntm.y12J,9+1 .. :?): 
wnic('Punln P',1,' - (',lllif:5:8,', ',yJil:5:8,'l'J: 

cnLI: 
i;ullll)'l'.!0,:?-1); 
wr1lc("Prc~i11nc ..:uuh1u1cr 1ci;l.1 parn ..:un1111u:1r'); 
J;Ullny(60,2·1J:.; :a rcnllkcy; 
luri :- Olo7llu 

hci:m 
~utuxy{!0.9 ... 1'"?.):clrcul: 

cnLI: 
fur1:= Slonllu 

hcJ,?IO 
J,!11111,)(23,7+(1•7)'"2): 
wrik('PuntuP',1,'"" ('.\[11:5:6,'. ·.)111:5:8,'f); 

cnLI. 
!'tlllll)(20,2-I); 
wnh:('Prc,umc \·u¡¡l11111cr 1ci:l.1 p.11;1 \·1111111111,11'1: 
!'UlllX){óU,24J:..: :== rc;1Lll..:y: 

cnLI: 
cnLI: 

ht::?IO 

J~1cii1ILLI; 
C11p111m: 
EuJcr; 
Rc~ulwllc1: 

cnLI. 
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MÉTODO DE EULER MODIFICADO 

Esle método tiene una mayor exactiiud que el mi!todo de Euler de un paso, el cual provoca 

errores de mmcación debido a que se utiliza la -derivada de la curva aplicada. en cierto modo, 

delante de donde se está realizando el cálculo. Este método, llamado de Eulcr modificado o 

Euler-Gauss, da un mélodo de calculo _m:h. económico y más práctico. 

Este método es un método predic1or corrt'Clor: dados dos puntos (X,,.i. Yn-i) y (x", y,J 

predecimos el valor del siguiente punro aplicm1du J¡¡ fürmula del punto medio a 

'··· J.y•( X) dX 

Jo cual nos da 

- z .... = y,,_, ... 2hy; 

donde z,,.,. 1 será el valor predicho de Yn+i· Evidememcme lllilizando la linea 1angen1e en Ja mitad 

del doble intervalo como guía para 1110\'Crno~ p<1rale/amcnte a está. Utilizando el valor 

pronosticado, despué!. c11lculamos Ja pendiente en el punto predicho. 
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y aplicando la regla de! 1rnpecio a 

Jo qÚe da 

Y •• , •Y. • ~(z;., ·y;) 

como valor corregido y,, ... Aquí usamos d pro111ctlio de las pendientes en los extremos de Jos 

intervalos de integración, como la pendiente promedio en el in1ervalo. En 01ras palabras en este 

método el "predic1or" es el método de Eulcr. El "correc1or" es obtenido con la regla del 

trapecio. obteniendo el prucedi111icruo general. 

x .... ""x .. - h 
z,,. 1 =y,,.,. hf(.\"n,y.,) 

Y,.,• Y.· ~¡rcx.,y.) • rcx •. ,.z •. ,)J 
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~lgoritmo: 

Para aproximar la solúción del problema de valor inicial 

y' = f(l,y), X., S 1 .S "•· Yo = y(a) 

Entrndn: x~._-x-,. y,-pumOs exlremos. '},.condición iiiicia!, vf variable-de conlroJ, .n_ número 

de subimervalos. 

Snllda' Yn··x,, solución_·aproximílda. · 

Paso 1 

Paso 2 

Paso 3 

188 

_sr disponemos de x, en1oilces' 

Paso- 1.1 Lee x, 

PásO 1.2, i1. :=·.<~~·;y~)¡~· 
-·:,;_,.·-:··· ';·,·--... 

P11so l~J.. parii)· =o:~ ..... ':1-1 

h' 

o::~. (f(~;~y,~ t Í(X,+1_,Y,+f(~ 1 .y,)jl)J/:! 

y,·~-~··= y, + G,h: PilSU J 

Si disponemos de y1 

Paso 2. t Lee y1 

Pnso 2.2 h = (x,,y.,J/n 

Puso 2.3 para i =O, ...• 11-1- -

)',., = )', + h 

G, = (f(x,.y, + f(x,.y,)h) + f{x,,y,.,))12 

x,. 1 = x, + G,h, P:1su J 

Salid:1 (para i =O, .... n-1, "·o y,) 

Tcm1i11ar. 
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Prui:ram M.:1uJu de Eul.:r GHUMi u Eulcr nmdifü:udn; 
uM:s Cr1: · - - - · - - -

v11r X. Y, G. K_: 11my/O .. ISI ul' rc11I; 
Xf, Yí,h-: r~I; 
i,j, n: inlClr'-cr: 

··_c:chllr: ··-· 
Op :· bycc: 

pruccd1m: lmi:1i1liz.:1: --
~~in - · 

Xf; ... _O; 
Yf:• O; 

· h :•O; 
¡:•.O: 
j :•o: 
n :•O; 
Op!= O: 
c !• clmt(OJ: 

-cnd: 

prui:cdurc C.1p1ura: 
hc:gm 

clrncr: 
gn1011y(J l ,JJ:wri1c(' ~IETOOO EULER-GA U SS' J: 
i:u1011y(J7,6J:wr11cc'Ecu.ii:uind1krcn .. ·1.1J ;1 c\'J1/11,1r: Flit,)J • x + 2xy'J; 
¡;nloity(26,9J;wruc('Sunum~m: lo.~ ~1~•mC"nh::i. ú.lh.h '): 
J::OIO.,)·(JO. I J )i\\t11cf'\'alor 1mn~I· Xn "''¡: 
gu111xy(JO,IJJ:\~n1c('V;1Jor 1mcwl: Y11 ='J: 
,gntt"yf24.IS)~wrucC'Ntimcro<lC" ~uh1n1,..n·;ilu.~: n .., "); 
i;nio1y(/S,ISI. 
wn1t('V11/ot lin-..1 J1,1"111mhlc de f;1 C•U« .. 1Ún J1ic1c11 .. 1;1/'¡; 

gnmit}{J7,20);wrllc{'l.·XI = 'J: 
go1nity(J7.::!:?1:\\tll<.'f'2.· Yl"" '/; 
lr'Ulm)(J.5,::!-lJ;\\nk!'Op.::um/ l"l; 
,guw~y(Sl. l l ¡;rc:.u.Jf~/OIJ: -
gotm}'(.51.iJ);rc,ul(.\jUjJ; 
i:otnityf53,15J:rc.1J(nJ: 

i:ntl: 
rroca.lurc OPXI: 
hci;in 

GfOI := FpfOj.~/U/J; 
h :=!XI· X/0/J·n, 
lor 1:"'O111 n·I <ln 

hi:gm 
itfl ... J/:=\11/ ... h: 
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Gfil :• (FCxliJsiilJ + F(:ir.Ji+ll,yfil+F(ltfiJ.yfilJ•hlJr.?:· 
yf1+ lf :• yJif + GIWh: 

c:mJ: 
cmf: 

proccJurc: OPYt: 
~,l!in 

GJOJ : • 1 I ff:ir.10/,yJOIJ; 
h : .. (XI"~ ~/Of)ln: 
fori-:• Dlun·l Ju 

be gin 
yfi-rlf : .. >·lil + h; - :.--. - --·· . 
GJi) :a (ff,lil.)li/J + Fflt(i/+Ff.,lil.Y/ill'"h.}fi+ l IJJ/1: 
:ir./l+I/ ; 2 \J•I • G/1l•h: 

cnJ: 
c:nJ; 

pmcc:Jurc Eu!crGim~~: 
hC¡!ln 

go1oxy(43,24J:u:;iJC0p); 
ifnuU(Op < • 2) ur (Op > • IJJ lhcn EulctG"lh!>: 
fori :• f 1oJ Ju 

hcl!m 
l!lllO)l.y(l,18+i'"2J:i.:lrcol: 

cm.J: 
Cil~C Op nt 
f:~i:m 

golU\}(31.22J:1~n1i:!"V;il11r lín:il: XI,. '¡; 
gnlnX)(50,::!2J:rc.u.Jf XI); 
!iOIUX)(20,24):wr11<.•1'Prc~1unc i.:u,1lq1ucr h:..:IA p;1m cnnlinuur'J: 
goln:'ly(60,24J:i.: : "" rc;u.Jkcy: 
OflXI: 

cnJ: 
2:hc¡;om 

cnú; 
cnJ: 

g0111:"1yfJl.22):wr1tcl'\talnr lin.d: Yf • ·1: 
¡;011ayf50,221;n:.1LlfYI): 
~''''º'Yf:!O.~~/;\\f1h:(°P1c'IOOc .;u,1l,1u1c1 lci.·la p.1m i.:nn11nu.1r'J: 
!!º'"'YfóO.'.!~ );..: : "' rc.11H.c}: 
OPYI: 

proccJurc rc~ufl:u.lo: 
bcgm 

drscr; 
b'Olo11.y(J l .JJ:11rHci'METOOO EULER·GAUSS'J: 
l,'0111:'1)"{ 17.51:1\•r1ld'fa·w1..:11in ll1lcn:n~·1,1I c\,1h1.1J,1: FI,.~ / = ' • 2:"1)' 0 h 
¡;moxy(f3.7):\1fllcl'.:n cl 1ntcn·,1l11 ',\f0/:5:.S. · < .. :4 < .. ',Xt::.S:s.· cun h "" ',h:5:5): 



ifn <• 7 lhen 
be¡:in 
far i :•O 111 n tln 
b.:i:in 

. 1101n11y(lJ,9+i~21:wr11c('Pun1ur',i.' .. ('.xlil:S:S.', 'sliJ:5:8,')'); 
entl: 

i:n10J(y(20:Hi:wri1e('Prc!o.iOñc Clli1h¡ui~r kd:1 paia c;uñiinulir'J; 
i:o1011y(60,'.?..l)~c: • rcuLlkey; ' 

'"" "" be yin 
for i :=O In 7 Ju 
be¡:1n 

i;oioxy('.?J.9 +i"'lJ:wrikC'Punlu P',i,' = (' •.'-liJ:S:S.~ ', ~.)'(il:S:S, ')'); 
cnJ; 
i;o111.\}'20,:!4J:\\flkC'Pre,111n'" ui.11,¡mi:t 1cd;1 p.m1 ~·1mlinuar'): 
i;utn,.yf<i0,:!4J:~·:"' rc;1J'-'">; 
lur 1 ;a O 111 7 L111 
bei;in 

i;ow11;y(20.9+1'"21:drcul: 
cnJ: 
for 1 := 8 tu n 1.h1 
~i.tin 

i;~c11m.y(23.7 +11-7J'"21~wn1cf Pun10 p· ,i,' - (' ,xfil:5:8,' , ',ylif:S:S, ')'): 
cnJ: 

i;utn11;y(20.24}:wr11c('Prc,mno: \:U:ll1¡11icr 1eda p:trn con1mu11r'); 
J;DIOll)(<i0,24);l' :m rc;1Ukcy; 

i:nJ; 
enJ; 

bei;in 
lnn:1al1za; 
c.1p111r.i: 
Eulc1G;111,~: 

Rei.uhm.lu: 
cnJ. 
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MÉTODO DEL PUNTO MEDIO 

El método de Euler modificado es referido como un lll~tÓ~ó ·~~~ra'dO ~ ·p~r!·¡~ de _Ja expresión de 

aproximación para la siguien1e ínlegral 

y(x •. 1 ) -y(x •. 1 ) 

involucrando g(x". 1). La fórmula de cuadratura ílSOciada es cerrada en es1e caso. Si 1al no es 

el caso, enionces 1enemos un mé1odo abierto. Por ·esca el método de Euler el cual esta basado 

en Ja regla del rectringulo, tiene una formula de cuildra1ura abierta. esto es un método abierto. 

Otro mé1odo abierto esta basndo en le regla clel punto medio de imegración, 1enicndo la 

expansión anlerior podemos represcn1:1r In intt:?gral por 

"j"gc.t)dt ~2hg(x,) • 2hf(x,,y(x,)) .... 

_ la fórmula para el 111Ctodo del pun10 medio 

n = 1, 2, 

Evidentemente con c~rn fórmula no podemo.\ cnconirar y1• Uno debe, sin embargo, 

determinar y 1 por mcd~o de otro procedimiento difercnie !ni como el método de Euler o el 

mélodo de Euler rnoditic;ido. 
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El método del punto medio es má!. sencillo de aplicar que el método de Euler pero tiene 

las siguiemes desven1ajas: primero, el error de la cuadra1ura, mientras que el del mismo orden 

en h, es cuatro veces 1mh grande; segundo un procedimiento especial de inicio es requerido; 

tercero, el mé1odo lrecucn1e111ente sufre inesmbilidad 1rn111t!ricn. 

En Ja gráfica de la !i.iguiente página !.e muc!.lrn el error p;ira el caso en que h <O cuando 

se utiliza el método de Euler o pun10 pendiente. Para cualquier solución que crece 

exponencialmente, la solución calculad;¡ siempre ~e ;icerca lentamente detrás de la solución 

.~>meta. Esto es lo que 1ra1a de cvi1ar este mé1udu. tlunde la derivada usada es la correspondiente 

al punta medio enire las dos absci!.a~. 

Algoritmo: 

Para aproximar Ja solución del problema <le valor inicial 

Entradn: 

Salida: 

Puso 1 

Paso 2 

Pnso 3 

y• = f(t,y), X .. ~ 1 $ X¡, y,. = )'(X.,) 

x.,, x, punto!. extremos. y., con<liciún inicial. 11 mímcro <le subintervalos. 

f(x,.y,) solución 3prox.im.ula. 

h = (Xr - x,,)/n 

parn i =O, ...• n-1 

k 1 = f(x,,y,) 

k! = f(x, + h/:! . y, + hk/:!) 

y,.1 = y, ..... kih 

X,. 1 = X, + h 

Snlicl;t (para i =0 ... ., n-1. f(x.,y,I ) 

Terminar. 
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Pro¡:nLnt Punln_Mcdiu: 
t1M:sCr1: 
var 11, )': 11rrnyl0 .. 15f ol rc;1I: 

:ir;f, h, KI. K2: r1:11I: 
i, n: inlcl!cr; 
c:ch11r; 

funclion f(:ir;, y :_rcilll : r1:.1I: 
hcl!m 

F :..- x -t- 2"it+)·: 
cnd; 
prnccdurc lnich1liU1; 
hcJlÍn 

xr : .. o: 
h :=O; 
KI :"'O; 
K2 :•O: 
i :=O; 
n :- O; 
e :a ch:nlOI: 

cnd; 
proccJurc C.1¡i1urn: 
~!!'" 

clrscr: 
JlUln,y(2S,S¡;wrih:l'METODO DEL PUNTO ~1EOJO'J: 

JlOlnxytl7.8): 
wn1c{'Ec11n~·11in d1kr<'nci.il .1 crnlu;1r; Ftll.}'J "' .\ - 2,y·1: 
JlOlu1y{'.?ú.J l 1:wn1c{'Sunw11 ... 1rc lu• •1¡;111cn1c,. Jahi-'); 
f'CJlnll)'(JO, l·'l:wr1h:('V,1lur 1n1c1~\; >.:u .,. '1: 
Jlnlo\y(JQ,l(J1;wrH<:1'V;1lurm1.:1aJ: Yu ='): 
f'Ohl\y(JO,l!!J;\H1ti:t'\'o1lur lin .. 1: XI .. ·¡; 
¡;olO\y(24.'.?UJ:wru.:('t"limcmJ<' •t1l1111tcr\·,1hi.: 11 -= '¡; 
¡;1111uy(51,14J:rc.11.HxlUIJ: 
i:otta){5 l, 16J:rc.1Jf~ IOll: 
¡;01oxyCSl.\SJ:rc;iJ¡XI): 
gotoll)(SJ,'.?OJ:rc:iJcnl: 
Jl<)!nxy(20,24);Wnt\:'l"Prc,,iunc cu.1h1111cr lcd;i p:im cuntmuar'): 
!lOI0\)'(60,24):' :~ rcuJkcy: 

cntl: 
prm:cUurc Puntt1~lcJ1u: 
hccm 

h.:..- {XI· \IOJJ·n: 
lur i :=U 111 n·l 1111 
h,;~m 

KI ;m Ftxlif.)[llJ; 
K'.? : .. fl,l1l ... hl'.?,)!•l ... hl:?•K11: 
yl1+ll:= >lil- K~'"h: 

.\11~ 11 ::z Jl.1•1 ... h: 
cnU: 

cnd; 



rroc~urc Resultado; 
bcgin_ 

clrscr; 
a:uto:\y{18.3J;wr11<:('METODO DEL PUNTO MEDIO"l: 
¡¡otuxy(J7,SJ: 
wri1c('Ecu;1cíim U1f1m:m:iul c11;1luaU,1: F{:\,)) "" .\ +2xy"J: 
J:Ufill}'(IJ.7); 
wrirc("cn el m1crv11/u ·.1/0l:S:S,' <:"' \ <: = ·.~J:S:S, 

'con h .a '.h:5:51; 
1ín <: • 7 thcn 
hi:¡;in 
for i :•O lo n Un 
hc¡:in 
¡;ntt1l)C1J,9+1'"2J: 
wr1h:('Pun1n P'.1,' = (',1lil:S:S,", 0 .)fil:5:8.'1'i; 

cmJ: 
¡,?llllll){20,2-IJ: 
writc('Prc .. 1onc .:u.1l1¡111cr lc..:la p..r.1 cnn1inuar'J: 
¡¡u1u1y(60.2-l):t.: ~ • r.:.11..U,;cy: 

'"" cli.c 
hcgin 
for 1 :.., O lo 7 Uu 
hci;in 
J:tll0ly(23,9+1~21: 

wri1c("P11n111 P",1," • (°,ljij:S:S:, ".yliJ:S:S,"J'): 
cnr.I: 
gu!Ol)(:!:0.2-IJ; 
writc("Pn:,1unc .:u,1lquicr l\:'d.1 fllU".1 ..:11ntmu:1r' )~ 
cnltn\·f60.2-l):c :e r.:;uJkc\: 
inri !

0

"' O 111 7 Un • 
h.:gm 

¡¡tltOX)i20.9 + 1•!¡~dr.:11I: 
.:nll: 
lur 1 := S IU n U11 

h.:i;m 
i;ut11:\y(23,7+{1·7)•2): 
wnkí'Puntn P',i," = {',xl11:5:S,". ",)·!1/:5:8.")"J: 

cntl: 
¡,!OIU\)'(2Q,2JI: 
wnh:('Pr.:'l1inc 1:uo1li1mcr fe.:111 parn ..:110tmu,ir'J: 
i;utnl)'f60.2-IJ:c :c rcaUl.cy: 

cnU: 
cntl: 
hc~m 

ln1..:1;iJ1:z.;1: 
C;1p1ur;1: 
Pun10/l.lcU1u; 
Rcsulrnúo: 

cnJ. 
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MÉTODO DE HEUN 

Mé~ódo dó- Heuii O mé10do-de Euler mejorado, se uliliza cuando se requiere de una aproximación 

c~n .gran precisión--a la ~oludón de una ecuilción diferencial ordinaria. 

Esle método calcula dos derivadas en el iniervalo. una en el pun10 inicial y otra en el 

puma final. para luego promediar!ie obteniendo una aproximación mejorada de la pendienle en 

el intervalo comple10. Esto se: mt1e!i1ra c11 la gratica <le la sig.uii:n1c página. 

Usamos el método de Euler para dc1err11in;ir et punto x,, .. 1,. y..,+hy',~· que esta en la línea 

L1 del esquema. En este punto calculrunos la pendiente de la curva, lo que nos lleva a la línea 

Li· Promediamos lns dos pendientes y obtenemos la linea de trazos. Finalmente, dibujamos una 

línea L, paralela a L,, y que pasa por c:I punto .x,,,,y.,,. EJ punto en que esta líflt!<l intcrsecta ala 

ordcn;tda levantada en x = x,,,. 1 = x,., .. i. se cun!:.i<lt!ra el punto x,,.. 1,y..,. 1• La pendiente de Ja 

linea L, que es 1;11nbién la de In linea L1,. C!. 

en donde 

y;.• f(x,.,y.I 
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METODO DE HEUN 
y 

Xm•h,Ym•hY'm 

L2 L L1 
. Lp 

Xm•1,Ym+1 _ L 

---·-· 
(Xm Ym) 

Xm Xm+l 

X 
h 



La ecuación de L es· entonces 

Y= Y ... • (x-x.~)~(.'<,.,,y,.,h) 

así que 

- Y ... ~,= Y,.,• h~(x,~,y,,.,h) 

Las-dos tlllimairccuaciones definen el métotlo de Heun. Es1e método tiene un esquema 

predictor-corrcc1or que queda de la siguicnlt! m;uicra al rearreglar las ecuaciones anteriores 

Predic1or 

Corrector. 
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Algoritmo: 

Para aprox.imar la solución del problema de valor inicial 

y' = Í(t;y), X0 S 1 i; ·x,.' Yo.= y(X~) 

Entrada:_ x
0

,· x,·puntos extremos;- y~- condición inicial,.n número de subinteryalos. 

Solida: f(x,,y,) solución aproximmlu. 
,.-, 

Paso 1 h ='(xr.;._x.,)/n 

~Paso 2 

Paso 3 

--- pa~ i"°=···o .... :, n'·( 

k, = f(~.;y,) 

k1 = í(x, + Jh/2 , y, + 3hk1/2) 

y,.,. 1 d·y, + (K1i.i ·+'-3k?f4}h 

x,.1 = X1 + h 

Snlldn (para i =O, ... , n:I, f(x,.y,) ) 

Terminar. 
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METODO DE HEUN 
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Pro'cmm M.:tudu_tl.:_H.:un: 
ui..:~ Crt; , 

var x, y: army(Q,;ISI nfreal; 
xf;_h, Kl, K:!: r.:itl: 
1, n; jnt.:i;.:r. 
e: chur;:' 

fun~tion F(x, y-: r.:uh: real: 
bc:¡:m . , 

·· F:•x·+-:!•X•y;~ 
cnd; __ · .. :_ ., 

pnX:cUurc lní~1aliZ01:· 
·1%!11in 

Xf:• O: 
h :""O; 
KI :•O; 
K:? :""'O; 
i :•O: 
n :m O: 
e:• chur(O): 

.::nU; 

pro1:i:Uuri: C.,ptur.1: 
hi:i;rn 

ducr: 
i;utn.,y(l3,5J;wmi:t'METODO DE HEUN'1: 
J;OIU~){ 17.8): 

wnti:('Ecm1~uín Lldi:ri:m:wl a i:v;i[uar: Ftx.yJ .,, ·' - 2.,y'J; 
!!Oloxy(26, l l J;wrni:('Summi,lri: !u, "1g1uenk" U.1tm '¡; 
¡;otO'l)(JO,!-l);wnti:l'V;1lm1mci;1I: Xu ='J; 
gmoxy(J0.16/;wm.::('V.ilur m1.;1;1I: Yu = 'J: 
gOIO'l)"f)O, l Sl:"ritef'V:1lor lin.1J: XI "'"'J: 
!!Olilxy(24,20):"rllef'NLimero J.: !o11hrnt.::r.·¡¡lo': n "" '): 
i;utnxy(51.l·l);ri:nJCxfOJJ: 
i;mnx)(51.IC>J:ri::iJ()[OIJ: 
g1tto.\)"15J.18J:reaUCXI); 
gutn,.y(53,20J;re;1J(n): 
gntuxy(20,24): 
wm,..{'Pre,mne ... 11.1h¡mi:r led,1 p.m1 1:unt1mrnr'J: 
gotO'l)i60,241:1: := rc-.1J~i:y; 

i:nJ: 

pru.;eJuri: Hi:un: 
h.:¡;m 

h := cxr - ~1ou1n: 

tor 1 :"" O lu n·I e.Ju 
h.:gm 

KI := F!xl1f.}l•ll: 
K:? := f(\]1J ... <:'!-Jl)IJ.)llJ~12-11~k1¡13¡; 
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Z06 

.rfi+ll :•.)'fil .... fKl/4 + (J•K2JM}'"h; 
lli+lf :• lfll 4- h: 

c:nJ¡ 
i:nJ; 

rrocc:duri: Rl;'~ul1atlu: 
bi:i;1n 

clrst"t; -· 
yo1uxy(JJ,l);wri11;'('METOOO DE HEUN'J~ , .. 
i;11101y{l7.S):wrikl'Ecu;1cilin Jilí:ri;"n~·ml ewdu;1J;i: f{X.)') ·.;., x +2:ii:y'); 

:i°!º:{~J; ',!~~~~k('en el 1n1~n·~1lu ·~11.!~!:_?:S,-:_':_:'5 ~-x '._e:: "".',-~;~t~S:S,'-con·h_-. ',h:S:Sf; 

h.:¡; in 
for 1 :"'O lu n J11 
hri;m 
guru.w1:?J,9 .... 1•2J:11·ritr("Punt11P',1,' .. 

enJ: · 
i;n1n1y(20,:?.l):wrilrf'Prc:~ume 

J!ohuyC60,24J:c: • rt"mlkey: 

'"" d.1.e 
he¡;in 
for 1 : .. O In 7 du 
h.:ym . , ". - , - . ~ 

yutu:o:) 123 .9- i"'2);11 tilt"f' Pun111 p· .i.' • {' ,.,l 1 l;S:S,' , ',y/ i /:S:S,')' ): 
i:nJ: 
i;nin~yi20,241:11 rtlrCPrt"~innl;' \.'IM/l¡uil;'r 1,,..,,.J¡¡ ¡iar.i ~·11nlinti11r'1: 

gn111.\){60.2·H:~ : .. rr:.1JI."'~ 
hir 1 :.., O ru 7 Ju 
..,i:gm 

golt1')i20,9+1~:?¡;1.:lrr11I: 

c:nJ: 
lor 1 : .. 6 lo n Ju 

h.:¡: in 

!_!Uhn~¡2J,7 ... f1·7)"'2J:nrilr('Punrn P'.1, • "' (',,11/;S:S,', '.yl1l:S:S,')'): 
enJ: 

J,'UI0\){20.24);11nlr:l'Prt'~lllnr .:Ll~ll•Jlllt'f li;".-l,1 1J.tr,1 1.:cmUnU;1r'J: 
!,'uln~yrGU.2.lJ;\: : = ri:.cJl,r:), 

i:nJ; 
enJ: 

hi:~m 
Jmd.ch.ta: 
Cupturn: 
Hc:un: 
Re!>Uh11Jc1; 

c:m.l. 



MÉTODO DE RUNGE-KUTfA 

La solución de una ecuación diferencial por desarrollo directo de Taylor de la función objeto no 

es en general un mt!1udo práctico !:.i !ie tienen derivadas de orden mayor que uno. 

Afortunadamen1e, C!i posible deducir nlgorilmo!i de p;1so sencillo que incluyen sólo cálculos de 

derivadas de primer orden, pero que a su vez producen resultados equivalenles en exactitud a 

las fórmulas de Taylor de orden superior. Estos algorilmos son Jos llamados métodos de Rungc

Kuua. Las aproximaciones de segundo. tercer y cuarto orden (es decir, aproximaciones con 

exactitud eqnivalenic ;i.I desarrollo (tc Taylor de y(>.) que contenga tt!rminos en h', hl. h~ 

respectivamente) requieren el calculo de f(x.y) t!n do!i, tres y Cl1atro puntos, respectivamente, 

de x en el intervalo x, < x < x,. 1• Los mC1mlo~ de on..len m, siendo m mayor a cuatro, exigen 

cálculos de las derivadas en 1m\s de m pun1os. 

Todos los mCiodo de Runge-Kum1 1ienl'11 algoritmos de la forma 

y,. 1 = y,+ hotx,.y,,h) 

donde tP es la función incremento o, más ftlcilmen1e, una aproximación de f(x,y) en el inteivalo 

x, < = x < = x,. 1 convenientemente elegida. 
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MÉTODO DE RUNGE-KUITA.DE SEGUNDO ORDEN 

k2 = f(X; + ph , y, + phf(x,,y,)) 

k2 = Í(X, + ph , y, + qhk,) 

donde a, b, n, p son coeficientes paríl que el 111C.1odo de Runge-Kuua reproduzca la serie de 

Taylor has1a el 1érmino h!. Desarrollamos en primer lugar k::! en serie de Taylor de dos 

variables, despreciando tc!nninos cuyo exponenie h es mayor que uno: 

k::! = f(X, + ph , y, + qhf(x,,y,)) 

k2 = f(x,,y,) + phf,(x,,y.) + qhf(x,.y,)f,(x,.y,) + O(h'J (2) 

De las expresiones anteriores ( l) y (::?) obt~neinos 

y,., = y, + h[of(x,.y.) + bf(x,.y.)j 

+ h1[bpf,(x,.y,J + bpf(x,.y,Jf,(x,. y,)J + O!h'l (3) 
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desarrollando para la función y(x) en x~ por iiledio d.e la serie de Taylor, 

y(x •. •h) :y(x,. 1) =y(x¡) +h.t(x¡,y(x1 }J 

;:..f·(x¡,y.cx,)) · ... ~f··c~-. y(~)), en (x11 x,. 1 ) 
(4) 

empleando la regla de diícrenciación de funciones implícitas. 

la derivada viene dada por 

r¡x,.y(X,)) = f,(X,.y(X,)) + f,(X,.)'(X;))f(x,.y(x,)) 

ahora igualamos po1encias de h en (3) y (4). Suponemos y,=y(x,), e igualando los coeficientes 

de h1 se obtendrá para todas las funciones fp:.,y) qui: cumpl:m con las condiciones necesarias de 

difcrenciabilidad, a + b = 1 y bp = 1h. Por 1;11110 

a= 1 - b 

p = q = J/(2b) 

Este sistema tiene tres ecuaciones y cu;llro incógniras y, por 1an10 es indcterminndo. Sin 

embargo el coelicien1e b se puede escoger convenientemente, los valores que se suelen !Ornarse 

sonb= 'hyb= l. 

En el primer caso b = 11;:., a= 11~. p = q = l. lil ecuación (ÜJ resulta 

y,. 1 = y, + l/2[f(x,.y.) + f(x, + h • y, + hf(x,, y,))Jh (5) 

Este algorit11ll1 de p;i~o ~encillo ~e conoce con l!I nombre de Eu/er mejorado o método 

de Heun. 
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(6) 

este otro algoritmo se conoce con 'el no1r1bre d·~ 11ié1ódo m~jorado del polígono o mé1odo de 

Euler modi!icadO. _En este mé1odo se· utiliza nuevamenle el método de. Euler dos veces 

sucesivas, obteniendo una aproximación y, + (h/::?Jf(:<,,y,) en el puma medio de x, + hl2. A 

con1inuación la ecunción (6) calcula el \'alar de f(x,y) para x = x, + h/2, y = y, + (h/2)f(x,.yJ, 

y utiliza esle valor medio de la derivada para la 1omlidad del in1ervalo (mé1odo del punto 

medio). 
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MÉTODO DE RUNGE-KUTTA DE TERCER ORDEN 

La función incremento pilra t:1 mC:todo de tercer ordt:n es 

</> = ak 1 + bk2 + ck3 

siendo kJ, k2 y k3 aproximaciones a la dcri\'ada en varios pun1os del inlervalo de integración 

[x,. x;.i]. En es1e caso se tiene 

kl = f(x,.y,) 

k2 = f(x, + ph. y, + ptik1) 

k3 = t'(x, + kh. y,+ sl1k:! + (r-s)hkl) 

Los algori1mos dt! Ruge-Kuua de 1crct!r orden vienen dados por 

y, .. 1 = y, + h{i1!,;i "f" bk:! + ckJl 

El cálculo de lo~ coelicienie.!. ot. b, '-'· p. r y .!. se realizan desarrollando k2 y k3 sobre 

(x 11 y,) en serie de Taylor como función de dos variables. A continuación se desarrolla la función 

objeto y(x) 1ambit!n en serie de Taylor como amcriormen1c, y se igualan los coeficientes de las 

potencias de h hasti\ h 1. obteniendo una fórmul:1 con error dc 1runcamicnto tolal de h"'. Los 

deialles son esencialmente los mismo qne para el c.k~arrollo de los métodos de segundo orden 
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Nuevamen1e aparecen menos ecuacionC:.;, tjue '¡i¡C~g:nilai': , 

de Simpson. 
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Algoritmo m.unge-Kultn Jer. orden y 5 conslanles) 

Para aproximar la solución del problema de valor inicial 

Enlrada: 

Solida! 

Paso 1 

Paso 2 

Paso 3 

y' = f(I,}'), X,, S 1 S Xp }'., = }'(X.,) 

x0 , x, pun1os cx1rcmos, y., condición inicial, n nli111ero de subinlervalos. 

f(x,,y,) solución aproximadn. 

h = (x 1 - x..}/n 

para i =O, ...• n·I 

kl = f(x.,y;J 
- -, -

k:! = f{X¡ + 0 h/2, y,-+· fiklJ:?f--:.,-
- - - ·-- - -· . -·-,.¡.=:-_-_., -

k3, = rcx, + 3h14/y, f'3hk214.J 

y,.;= y;,+ hákl + 3~2 t 4k3)19 

Terminnr. 
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METODO DE RUNGE-KUTTA 3" ORDEN Y 5 CONSTANTES 

' ¡ 
' ' ' ' 
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Prognam M.:1ui.lo_Runi:.:_K~u11_3.:r,;_unkn_5_cun~1:mt.::;; 
uses C11; · 
var X, Y: 1urny10:.1s¡ of r.:ul; 

Xf, h, kl, k2;k3: tc!11I: 
i, n: int.:i:Cr: 
e: ch;1r: · 

proceúuri: ln11:1.ih;w; 
h.:gin 
xr:- o: 
kl : .. O: 
l.:?:= O; 
l.3 :•O: 
h :•O: 
1 :a O: 
u:""' O: 
e:- ch:1r(O}: 

.:m.1: 

proc.:Jur.: C;ip111ro1: 
h.:F1n 

clrl'Cr; 
goUJx)'(l l,Jl:wr11el'METODO RUNGE·Kl:ITA "J; 
FOIUl)·(:?9.51:wmc('Jcrorl!cn} 5 ~·un .. 1,m1c,·1: 
!-'lll0\)"(17,8): 
wntc('Ec11a~1iin l..l1lcrcm.:wl ;1 C\";1lu11r: fj \,~ J = x ... '.hy'J: 
¡?<110l)"(26. l I J:wr1lc('Sun11n1,lrt' ¡.,,. '1¡;111cU1c' J,1llh 0 J: 
guloxy()U, 14J:wr1tcl"V;1lur 1ni~1.1I: Xu = 'J: 
i?ntox){)O.H11:w11tc('Valm m1i:1:il: Yu ='J: 
¡!OIO.\){JO, IS);\H1tc('V,1lor tinJI· XI = "1: 
¡;olOJ1){27.20J:wr1td"Nl.imcn1Uc m.:1c111cnllh. n = '¡: 
¡;utn.,~(20.241: 
Wntc("Prci.IClrh: i;u.d11111cr tcd.1 p.m1 ~unl11111.1r'1: 
¡;11C11\)(5J,i-l).1c,1J(\jOJJ, 
¡;otoxy(51.16):rc.u.IC}l01J; 
¡;utoxyC51.ISJ;rcmJ(XI): 
FOlnxy¡5.i,:?O);rc;iJln); 
¡;u111xy(60.2-i1:c ::: rc.1JI-..:}: 

.:nU: 
proi:c:Jurc RKJ5: 
Pcgm 

h := (XI· 'IOl11n: 
lnr 1 := Cl w n·I Un 

hc!.!1n 
l.-1 ::= ft,ld. >1111. 
k2 :a Ftxl1I ... 0.:i"h. )!•I.,. U . .iNh"klJ; 
J..J : e FC,ltl ... O. 7.S"'h • ~J1I .... o.75 .. h"l-.:!J; 
~11..-ll := ~l•I - h"'((2f91~J..I..,. ¡)!9) .. 1-.::! - H•9}~k3); 

1111..- 11 :zi '-111 ... h: 
cnd: 

.:nJ: 
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procedurc rc~uhmlu: 
he yin 

clrM:r; 
~uh•lly(3 l ,2J;wrih:('METODO .1WNGE·KU1T A'); 
~utnxy(29.J):Wnk('J<r urJc:n )° 5 t:Uni.IHnlc:~'): 
¡,'nloxy(l7.SJ; , 
wri1c:('Ecu~ci1ín J1!.:r<m:iul C:\'11fu11J1.1: f(.,,yJ • " .,. ,'h_y'J: 
i;nwxy(IJ.7): , · · ' 
wruc:('c:n d mt<n·alu • ,A/01:5:5." _ < zo A <,.. ',.\;t:.5:5,' 

'con h"" ',h:S:5); 
1f n <. .. 7 111""" 
bc:~tn 
for 1:•O111 n Jo 
bc:l!m 
).!lll0,)'(23.9+1•2): -, 
wrih::('P11n111 P".1.' e ('.•fiJ:5:6.', '·>1•1:5:6,'J'); 

<nJ: 
i;olo,yf20,24¡: 
WrLlc:f'Jlrc:~umc c11:1l11ui<r h:da fmm t:untinwtr'); 
!!lllUA)"fóQ,24J;i.: := lt'o1tJI..:)': 

<nd 
.:he 

bcym 
lo•r 1 ! "" O h1 7 i.Jo 
h.:cm 

J,.'~110')!23,9 ..- 1•2); 
'Atll.:('Punro P',1,' ... f,llli1:5;8,'. '.)lij:S:!l.')'J; 

c:nú: 
!!lllUA.\(20,24 ); 
Wrth:f'Pr.:~rnnc .:u;J11¡u1.:r 11:1:!.1 p.•r.i .:unl1nu:11'¡; 
gntn,yC60.241:~ := rc:atU.cy; 
lor1 := 01n7Ju 
hO:!,'ln 
~ut1t\) 120.9.,,.. 1'"2J;~·lrcul; 

<nd. 
f¡1r 1 := S tu ni.Ju 

h.:i!m 
~·1110\~l:!J .i-11°7 r11. 
\H1tc:('Pun1u l",1.' .., (',.,¡1j:5:!i.'. ·.)l•l:i:S,'J"); 

c:nú: 
g01nJ1y(20.24J: 
wnh::{'Pr.:~ront" c11;ih¡11ier t.:d.i pa1a nm11nu .. 1'}; 
gnto:..)Cú0,24J:c := r.::túk.:y: 

.:nrJ: 
c:nJ; 

ht:i;m 
lnu.:111!1z;i: 
C11r1urn: 
RKJS: 
Ri:~ult;iún; 

i:nJ. 



Algoritmo (Runge--Kuttn Jer. orden y 6 p1111lmctros) 

Para aproximar la solución del problema d~ valor inicial 

Entrada: 

Salida: 

Paso 1 

Paso 2 

Paso 3 

y' = f(l,y), x .. S 1 :5 X1, Yo = y(x.,) 

x.,, x1 pulllo!.a c:xlrcmu~. y., condiciUn inici;ll, n número de subin1ervalos. 

f(x.,y,) solución aproximada. 

h = {x 1 • x,.)/n 

p•ua i = O, ... , n·I 

.kl = f(x,,y,) 

k~ =. f(X 4 .+· h~2, y,+ hkl/:?) 

kJ ;,,. f(x, + ·¡¡ , :y, + 2hk2 'hk 1) 

__ y1• 1 "'· y, + h(~I +4k2 + kJ)/6 

x, .. 1 = x,' +,11 

Salldn (para i =U, •• ·;, n· l. (tx,,y,> J 

Termiuur. 
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METODO DE RUNGE-KUTTA 3" ORDEN Y 6 PARAMETROS 

' ' ' ' ' ' 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' : kJ • Hl 1 • h,W 1 • 2hk: -hk 1 1 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 1 

ó 

9é ' ' 
': : '•·· .,, .. 
ió 
l ........... ~6 

cb 



Pro¡:rum Mc1m.h•_Ri1.n!Jc_l\u11,1_Jcr_11rc.l.:n_6_p;irnm.:lm~: 
usc:i.Cr1: ··_ . ·, _ - _ 

vnr x~·:. ~. ).~1:~~~~0~-)I~ lr~~l:r.:111: 
1, n: lllh:¡:cr: 
e: ch-11r; --· 

func11on F(~. y: rculJ: rl:'nl: 
~!!In, 

F :"" .-. +. 2'"11.•y: 
c:nc.I; . 

proceclure lmciulm1: 
b:!gm 

Xf: .. O: 
l;¡ :•O: 
l.:?:""' O; 
kJ :=O; 
h ;a O: 
i :=O: 
n :•O; 
e:• ch,1r(O): 

ene.!: 
prucc:c.lur\' C<1ptur:1: 
hc:i;m 

clr~.:r: 
i;t11n11.y{J l ,JJ;\\ rile! 'METODO RU!'\GE·Kl:TIA · ¡; 
i;11111lyl:?S,5)',wnk('Jt<r 1•rc.l~n} ó p.1r.i11M111•'J; 
J;OIOll.)(17.6/. 
wr11.:('fa:u.1cnm Jllt<ft'l11.:1:1I ,1 t<\:1lu:1r: f\\.)J =- .\ - 2\) '); 
J!OUlly{2ú, l I J:\\'n!I.'( 'Sm111n1•Uc 1.,~ •l;!Uu:ok~ J.1111~·1: 
gutu11.){JO,J.J1;\\flkl'VuJu1 m1~1.tl. '.\u =- ·¡; 
gmuxy(JO.IC1);\\fllt<(°\'ulor m1c1,1I: Yo = '); 
gn10.ll(30.18);wmc-('\',1lur linal· XI "''¡; 
!'"I0'}'/2"1.201:wr11t'('Slin1<'mtl.: 111,·r\'mt<nlu,· n ~ '), 
¡,'UI0.\)(20.:::!-l/; 
wntc('l'rc:~wnc cu,1l.1111cr kd.1 p;u;i conlm11;1r· /, 
golU\)(51.l.f¡,1\'.1J()l,!QIJ; 
gotn11.y(Sl./6J:r"atl(}IDJJ; 
i,'Ult1A)'(51,ISJ;IC'.1d(:\I¡; 
gc1tc1')\54.:!0J:1.: .. d(nJ: 
¡;ntn\)!(i0.2.Ji:~ : "' , .. ,,JI-e¡; 

cnd: 

pru,c:dur .. RKJti; 
hc:cm 

li :={XI· 'IO]Jln: 
lur ¡;a O to n·I dn 

hc:!O'ln 
1.1 :"' F(:tfll. ~[111: 
1.2 ; .. F1,j1f + O.S"'h. >111 - O.S·h .. ldJ. 
),,] := fl,l•I - h, yl1J .,._ 2'"h~l..2 • hNl.IJ; 
>I• .,._ 11: .. ~l•I ... ch·tiJ•11:1 - .i·i...1 ... ll1: ,,¡.,._,, .... ,,¡11- h: 

"nd: 
c:nd; 
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proci:cluri: ri:!t.ulluclo; 
ti.,fin 

dr!<.c:r, 
1!0lo11y{J l ,2J:wri1ec'fllETODO RUNGE·KUTTA' ¡; 
i;o1mt)·(2S,JJ;Y.tlle('Jnmcl.:-n y 6 p.11;imct1t1,'1; 
¡!OliJJl)'(l7,5J; -
wri1c('E~·um:eün cl11ercm:fal cv:1lu.11I.i: F1.,:)·J .. 11 .,: l:l)'°J; 
i;utoxy{IJ,7); · 
wrilc('i:n c:/ 1nlcrv11lu ',.1il0J:5:5,' <:"'_JI-<~ _',Xt:S:S, 

'c:un h m '.11:5:.SJ: 
ifn <.,. 7 d1i:n 
heol!in 
fnr 1:=O1<1 n cln 
hc:¡;in 

~\';~~:l~~?~1~1+/:f.>_: • (',,li/:S:S.'. ·.~·lil:S:!i.')'J: 
cncl; 

l!UIOX.)120.2-IJ: 
wr11et'Pr.-•mn.- ~ual11mcr lc:cl.1 pat;1 ~·un1inuar'1: 
i;oln"yl60.24J!\' := re;u,11,,c)': 

'"" do;;c 
l~J,'ln 
fur i ; .. O ltl 7 clu 
heftn 

1!UIOX)'(2J.9•1"':!}; 
wn1 ... ('1'un1e1P'.1.' ... ('.11¡1/:5:8.'. '.yl1J:5:~,'l'I: 

cncl: 
);lllC!lli)'f20.2-I); 
wr11d'l'r.:-•111n.- ~uJhJUh:r tc.:I" f".U;1 ~untmuar'I: 
!,°Ohl\;){60.2-1/;\ ;- 11.'HJl..cy: 
ror 1: =U 1117 Ju 
hc:J,'1n 

.!,!t!IU~}(20.9 ... 1 .. :!);drt'tl/; 
encl: 
tor i :a B In n clu 

he fin 
ft!IUX.~{1J,7 +11·7 )'"2); 
\H1t;:!°Puntu P'.1.' "" C.11111:5:8.', '.}l1j:5;S,'1'1: 

encl: 
!;tl!Ull.)'(20.2.JJ: 
wnte('Pre•umc i:u;il11u1~r lcl·hi p;1rn 'ont1n11:1r'J: 
i;o1t1111f60.2-l1:~ : "' rc•uJl..c)'; 

t:nJ: 
entl; 

b~gm 
lm~1<iliz.a: 
Cur111r;1: 
R!\.J6: 
Rc~ullóldn; 

t:nJ. 



MÉTODO DE RUGE-KUTTA DE,CUARTO ORDEN 

Todas las 

donde kl, k:?.. k3 y k4 soÍl valores apÍO~im;-i~l~!i· lle·¡a· d·crivndil cnl~ulíidm en el intervalo x; < = 

x < = x,.
1
• ~e ut\li-~nn lli!i.limus n;g.~-;i~ln~!i;:~c ·;í;:~·¡~:·~¡.d~n. ·se atribuye a Kuua el siguienie: 

'· > 

Y,. 1 .. y,.•:~ (kl .. ·2kj 1" 2kJ .... · k4) 

ki = r(x,,y,¡ 

k2 = !(x1 • .~h y, ~ ~hki) 

k3 = r(x. - ¿h , y - ¿hk2) 

--k•-= f(x, -- h ,-y,-. hk3) -

Observe que nue\.'amentc se reduce a In rl.!gln de Simpson en caso de que f{x,y) sea 

únicamente función <le x. 
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Pasó 1 

Puso 2 

Pnso 3 



METODO DE RUNGE-KUTTA 4° ORDEN Y 7 CONSTANTES 

e INICIO ) 

\, .. ,.'.. ... ¡ 

$ 
:···-----·O 
: 1 

!B 
:.· ~ 1 i. 1 • f(l 1 •;h,Y: • ;111 • .,) 

: 
' ' ' ' ' ' ' 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

ó 

9 
' ' ' 
' ' 

(~-~) 
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Proi,:ram Mi:10Jo _Run11i:_Ku11u_ 4~_urcl~n_ 7 _cnn•l•mh:s; 
U:H:i. Crl; 
var X. Y : 11rruyf0 •• 1s¡ uf renl: 

xr. h, kJ, k2. kJ, k4: r.:.'11: 
i, n: intercr. 
c:ch11r: 

füncunn f(>., y : íé\d 1 : rcah 
be gin 

F :• JI, T '.!"'ll.•y: 
enU; 

proceclure lnkializa; 
lh:,¡!m 
Xf:= O; 
kl ~ ... o: 
k2 :•O: 
k3 :- 0; 
k4 :- O: 
h :=-O; 
i :""O: 
n : .. O: 
e:• chitrfOI: 

enU; 

prrn:c.1.lure c.,p111r;1: 
begm 

clrscr: 
guwxy(Jl.J¡:wrue{'METODO RUl'\GE·KUTTA"J: 
¡;utol(y(29.5J:wr11e{'-luurJen y 7 cun~t;infe.,'); 
11otoxytl7.S¡; 
wn1e('Eo;11,h:1i"ln J1h:rcn\·1;iJ a evitluar: F!ll..}"/ E A T '.?ll.y'J: 
gu11uy(2ú. l 1 J:wnte('S1mun1,1r1: lu' •1¡;111cnte• J.1111• '): 
¡;nto>.y(JO,l.JJ;wntc('V;1lor m1..:1;1J: Xo .,, 'J: 
J;Ul!IA){JO.Júl:1H1k('\';1lur mi..:ial: '"' "''1: 
i;n1t1\y(JO.ISJ:11nk(º\',1.hir lini1I: ~/ ='J, 
¡;nt1ny127.'.!Ul:1111td'N1imeruJ.: m"rcl\11."llht': n = '1: 
l/Ulll\)'{20.'.!-I/, 
wrm:C'Prc,wne l'Wtlt[Ult"f leda p;u¡1 ~·un111111.1r·1; 
J;OICl.\)'(5J,J.¡J;rl.".tLllAIOIJ; 
l!Oli)Jty!51.lúl:rcu1.UylO/); 
J?UlllA)'(51,t81;re;iLllXI): 
i:u111x)"(54.~0l:rc;1Jfn1: 
¡;oh!A)tó0.2-IJ:~ : -= rc;nH;c:y; 

c:nJ: 

pmceLlure Rl\-17: 
hei;m 

h :""(XI· ,¡0/¡1n: 
ror i :=O 1un·I Un 

hc:i;1n 
kl := FfAl•I, )/J!¡: 
"~ := f¡.,111 ... 0.5"'h. ~lil - 0.5"h'"klJ: 
kJ : ""' F11d1I • 0.5"'h. )lil ... 0.5"h"k21; 
J..:4 ;:; f(.\/11 T h, )/il + h'"kJ); 
)'ll+ 11 :m )"/iJ ... (h/ú)*{ki .¡. 2"1;2 + 2•J,:) T k4); 



x(i+ll :• xf1! + h; 
·'l!nd; 

'l!nd: 

rroc'l!durc rc:~u1t.1du: 
hc:i;1n 

clrscr; 
soio:ir.y(J l.2J;wntt-(ºMETODO RUNGE·KL'TTAºJ: 
~oloX)'(29.JJ:wru.:C·fo unlcn y 7 cun~1:1111c~·1; · 
i:ll1UX)'(l7,S): . 
wn1c('Ecu,1rnin difcrcn.:iill toffoiluouJ,1: F(x,y¡ ... \ .,. 2x)"I: 
ynloxy{IJ.7); - -. -
wnlc("c:n el m1.:r\'alu ',:ir.!Dl:S:S," <:"' '.\ <: .. ",Xf:S:S;_. 

·con h • ".h:S:5): · · 
ifn <• 7 thcn 
hcgm 
lnr 1 :a O lo n du 
hcym 
l-'lllll'.\)'('.!J.9.,.1'"'.!J; 
wntc("Punlu P".1.' - (".ifil:S:S.". '.)"1•1:5:8.'J'); 

.:mJ; 
yc1tu:ir.yl20.24J: 
"'n1.:{

0

Prc~n1nc- .:,1.1li1111c-r 1c~l.1 rMra i.:nnunrn1r 0 1: 
yuw:ir.)(ú0,'.!4J;i.: := 1c.1Jkcr; 

'"" .:b'I! 
hcl-'m 
lnr 1 : .. O lo 7 Jo 
hc¡;m 

yulm)('.!3,9+1"''.!1: 
wnh:(°Punlu P',1.'"' (',:ir.111:5:8.". '->fil:S:S.')"); 

.:nú: 
gnlOl}'l:!0,24): 
wrllcf'Prc"nmc- i.:u.1lt11111::r 1c~lo1 r.1rn c1in1mm11'I: 
gotoxy(Ci0.24J;.: := r.:;tJl.'1!): 
lur 1 :e: O to 7 Ju 
hcgm 

yom:ir.y!:W. 9 + i'"2J:dr.:nl: 
cnU; 
lor 1 :soc 8 tn n Uu 

h.:gm 
}!Ololly(2J.7•{1·7J'"2); 
wnM'Punlo P'.1.' = (',xlil:5:S,'. ".yli1:5:1i.')°): 

.:m..1: 
~olnl)"f'.!0.HJ: 
writ.:('Pr.:~mnc i.:uall1u1cr lci.:l.1 r.ma i:untmw.u'); 
l!OIO:\}'fú0,24):i.: := rc:;u.JJ.,,cy; 

.:nU; 
.:nU: 

h.:gm 
lmc1 .. l1z.1: 
C11r111rn; 
RK47: 
R.::-uhaún: 

.:nU. 
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MÉTODO DE RUNGE-KUTTA DE CUAUTO ORDEN Y DIBZ 

CONSTANTES 

Otro de Jos métodos atribuidos a Kuua es: 

~kl_,·-~·- re x.-; Y,> 
· k2 • r¡·x, .• ih./¡i, • 2hk1) ,- J J 

kJ = r(x,_--... ih, y,·: {hki •hkz} 
k4 • f(x, • h , Y. • hkl - hk2 • hk3) 

de igual manera esre también se reducir a In n:gla tic Simpson si f(x,y) es función únicamente 

de k. 

Algoritmo: 
Para aproximnr la .!iUlt1ció11 del pro[Jlenrn 1.k villor inicinl 

Entrndn: 
Snlidn: 
Paso 1 
Pnso 2 

Paso 3 

226 

y' = f(l,y), "·· :5 1 S '-i• y,,= )'(X.,) 

x0 , >;.1 puntos t!Xtremos. )',,condición inici;d, n número de subintervalos. 
Í(A,,y,) solución aproximnda. 
h = (X 1 - x..)/n 
pnra i =O ..... n-1 

kl = f(x,.y,) 
k:! = f(x, .. h/J. y,+ hkl/J) 
kJ = f(x, + :!h/3 , y, - hkJ/.l + h~} 
k4 = f(x, + h • y, + hld - hk.2 + hkJJ 
y,. 1 = y, + h(kl + Jk~ + JU + k.JJ/8 
:t.:, .. 1 =X,+ h 

Salida (p11ra i =0 •... , n-1, ftx,.y,l J 
Tcrmim1r. 



METODO DE RUNGE-KUTTA 4° ORDEN Y 10 CONSTANTES 

g 
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Progntfu .AicwJ~~Run~ej..::uu;(. 4;;_unl~ii_ rn_~·nn,rnnre~: 
ui;cs Crt: 
var X, Y: 11rrny/O.i!S/ of real: 

xr. h. k '· k2. J.;J, k4 : re;1l~ .. · 
i, n: ln1e~er-; 
~: ch:ir: 

tUncrinn F(x·, } .. !,.r.:¡1/) i·reul: 
-~Gin._ ·.,~ ·._,~~-'· 

F :• ((l+~>·.\·•y)t:?; 
i;"nJ_!_ ' • , . , 

·' rruCaliifi ¡,;;¿:¡-¡¡,;~(:~·- .-_ - -
hci:in -- ·: ,- -
Xf:• O: 
kl-:• O; 
k2 :•O: 
1.:3 :•O: 
k4 :•O: 
h :•O: 
i :•o~ 
n :•O: 
e; .. 'h11r(O): 

i;"nJ: 

prrn::e<hm: C.1p1L1ra: 
bel!m 

cir ... cr: 
¡;ololl) (31 .l¡;\\111r:l'~fETODO RU:-..'GE·KUTTA '/; 
yol0\}(29.S¡·,1HHei'4u11rJen .\ 10 cun,1;1nic<"'), 
w11rm~·( 17 ,81: 
wr11c<l'Ec1w.·11in J1h:1c<nc1.d ,, c1·;1lu;1r: ff.\,~l e \ • 2\)·'J: 
~11fu~r(26.l 1 J:Wnk("Su11um .. 11e lu .. ~•i;u1enk, J.1hh'J; 
g11t11'yf30, 14J:11n1e('V.ilur u11c1;.1/: Xu = '): 
¡;nlo.\)'()0,/6):wrue('\',,lnr sn1c1.1I: Yo "''): 
.i;o1myfJ(.l,l8J:wrlle('V.1furli11:1I: XI"''); 
¿!PIO.\)!:P.:OJ:1~rifr:f'NtimemUe mcr.:111en1u.,; n"' 'J: 
J,'ClUU)C0,24J; 
wn1 ... ('Pr.:~1<H1e 1·u11l•r1uer 1 ... ~ra p.tr;.i ,·11n11nsr.ir'1; 
¡;otu.\yf51, l.J1.re.1Ú(\jOjJ; 
¡;olo."<)!51,ICil:renúf}IOfJ: 
~nlm.~<51.1 S!:r<'.!1.l(.\f); 
¡;"!1l¡U ~ (5-1 ,:!U J;rt";1Jf n ¡; 
~·11!<1\ yfC10, '.!.J J:1· ; "' lt'!UJ~,..~: 

entl; 

pru~eJure RK.J /O; 
he¡;"rn 

h :"'{XI· \fU/)ln; 
lnr i :=O lu n·I Jo 
n~_.:m 

Id :a ff:.:lil. >/1/I: 
k2 :e F!~l•I - ll'l. >lil - 1h~1..111J1: 
kJ :"' fl,/rj - !2""h)!J, )jÍ/ · fh'"l.IJI] ... h'J..2); 
J,;4 :u Fl:.:/d ... h, y/Jj ... h""fJ.I • J.2 + J.JlJ: 
~/1-I/:-= )11! ..- fh18!""11..I ..- J~J..2 ... J'"J.J - 1..4¡; 



x(i+ll :"" xlil + h: 
cntl: 

cnrJ; 

puio.:cJurc rc. .. ul1.1J11: 
ht:i;in 

clhcr; 
i:nu11.y(J1.21:writcl'METODO RUNOE·KUlíA'1: 
gotmr.y(29,J);wri1c:("0lu urJcn y 10c1m.wn1c .. ·1: 
gololy(l7.5); 
wr11c('Ei:uacir.\n Jilcrcnci¡iJ cvuluiu.111: F!Jr.,)') • J. +· 2xy'); 
i;uto~y(IJ.7); 
writct'cn el mtcl"\·ulo ".~10\:5:5.'-< • '.\ <.-..- ",Xf:S:S.-

' cun h • '.h:S:SJ: 
if n <• 7 lhcn 
hc¡;m 
for 1 :""O tu n Ju 
hc¡;m 
,!!UlU'.\yC!J,9...-1•2¡; 
wr1tct"Pun111 f".1." e C".,J1t:S:S.', 0 .)!11:5:S.'l'¡: 

cnJ: 
i;r.1(~1~)(20.:?-'1: 
v.ntct"Prc::•ll•Uc ..:11.1l111ucr ti:-.:1:1 pa1n \:un1mu:u'I: 
i;uto.,yt60,:?.i¡;1; :.., rc::;1Jkc)': 

'"" 
hc111n 
lor 1 ;:: U tu 7 J., 
hci;m 

i;olu\) t'.!3 .'l + 1'"2 ): 
wntcl'Punlo P'.1.'"" {',\l11:5:S .. '.)\IJ:);S.'1'!: 

cnJ: 
i;mu~~('.!0.'.!-'l: 
wnlc('Pr.:,.,umi: ..:11alqu1cr tc..:l.1 p.11:1 ~un11nu.1r'1: 
;;otn,y{CI0,2-'l:c :• rc:1Jkcy: 
lor 1:=O1u 7 Jn 
hc¡;m 
i;ut0~){:!0.9..-1•:!1 • .:lrcul; 

i:nil: 
lur 1 := Sto n Un 

hcgm 
1,•111\l\;'>f'.!J.7+(1·7)"''.!): 
wn1c1"P11nt11 P',1,' "' C".:1-!1\:S:s.·. ·.y\11:5:S.'l'I: 

cnil: 
1,'llllli\)C0.2.\l: 
\\fllcf'P1c~1<mc ~·n.1h1111cr led,1 p.ua uml111u.11'); 
!:?Oltl\)(úU,::!.\):..: ;• lc:1Jhcy: 

cnil; 
enil; 

hei;in 
lni.:rnl1z..;1: 
Cnrtura: 
RK.ilO: 
Rc~ult;1Jn: 

i:nJ. 
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MÉTODOS l\ruLTIPASO 

Los mé1odos de 1ipo Ruge-Kutta (los cunles incluyen los métodos de Eulcr, Eulcr mejorado y 

Eulcr moditicado como caso espi:cml). Se ll.unai1 métodos de un paso debido a que la 

aproximación in\'olucra !>O/o l;i información del lil111no paso calcul;tdo. Con esto ellos 1iene la 

capacidad de rcaliznr la siguic111c ra~e con un t<1111ílilo dc paso difercnlc, y ~on idCalcs para iniciar 

la solución en donde !iolo w dispone de 1:11:1 condiclone!i iniciales. Sin embargo. durante la 

ejecución del método lm comcnzmlo, la infor111ac.·i011 íH.lictonal disponible accrc;:i de la función 

(y sus dcrivacla!iJ, no .!.l' rt'11cne par;1 m;irl;1 <hn:c1a111cn1e en aproximaciones futuras. 

Consecuentemente, toda l;1 i11form;icni11 tUilmicla por esto~ métodos sc ob1ienc dentro del 

inlcrvalo en el cu;1I !iC csla apro:dmil11'lo la solución. Un método de pasos múltiples o muhipaso 

es aquel que IOíllíl vc111¡¡ja de cslc hecho, hílcii:ndo u.!.o dt! la información acerca de la 

nproximación en mú!i de un punto p;irn dc1crminilr la!! .!iiguicn!e.!i aproximaciones. Es decir, se 

apoya en varios p111110.!i mucriorcs para t:\ah1ar i:J punto !iiguienll!. Es1os pun1os anicriores se 

pueden calcular con !o:i ml!Jodm de un pa!io, )'íl !il!illl lu.!i mé1odm e.Je Eulcr o los de Runge·Kutta. 
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MÉTODOS l\IULTIPASO DE INTEGRACIÓN ABIERTA 

Se desarrollan 111iliznndo el polinomio f11ndamc111al de Newton, con diferencias finitas sin dividir 

hacia atrás para exp;mder la función f(x,y}; como se vera posteriormen1e las diferencias sin 

dividir hacia atrás no afec1an el intervalo (x". x,,. 1] y por eso se les denomina mé1odos de 

inlegración abierta. 

NOTA: Los algoritmos de los mé1odos de Adams-Bashfonh de 2, 3, 4 y 5 pasos, se 

integraron en un solo algoritmo, y por lo lí\lllO st: presenta un sólo programa para estos métodos. 
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J\IÉTODO DE ADAMS-JIASHFORTll DE DOS PASOS 

Para Ja derivación de los métodos multipa::.o utilizaremos la ecuación diferencial 

y'= IÜ .. )') 

en el in1ervalo (x.,. x.,.,. 1J imeg:rando esta c:cuacilin tlirerencial 1endremos 

o sea 

Y •. ,= Y •• Jrf'.Y(X)¡dx (1) 

Para realiza~ rá !m_eg_~ción ~P~l:>·~_i.m:11~~~s_:il1~m1 f<'-.}'(.\)) por un polinomio que interpola 

f{x,y(x)) en Jos· m,+ 1 p1_1111os x.,,·x~·. 1 , x,, ... 1, .••.• ·x,.,11 • U1ilizando la noiación. 

fa..= f(x,,. )'(.\,}) 

podemos utilizar ,el polinomio de:· New1on _de di1i:rl!111:rns hacia atrás de grado m para este 

P,(XJ = i: (-1 )' \ ;) ~·r .. , 
s - .\',, -¡-,-



Insenando,esto en.O) y o~serva~d'?.quc·d~ = hds,·abtenemos 

(2) 

m ·= O, y la ecuación (3) tendrá 

Y •• , = Y. • hf. • ~\f. - f •• ,) 

=: Yn • hf,. • ~f" - ~fn•I 
,, Y~ - ~f ... 1 - ~fft 

=Y,• ~(·f(.Y •• 1.Y •. 1) • Jf(x.,y.)) 

este algoritmo requiere conocer los punim (x ... y,,), y lx1,yi) para obtener el siguiente\ así 

sucesivamente. ya que el primero de estos dm nu esta dado, como se mencionó antes, el 

segundo punto puede calcularse con alg1ín ml!tmlo úe un paso. 
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MÉTODO DE ADAl\1S BASHFORTll DE TRES PASOS 

c0i1Side_~ndo hasta el tercer término, tenemos 

El método necesita de 1res pun1us p;m1 ilticinr In <1proxomación, uno de conocido, (x,.,yJ 

y los dos siguiemc:, p. 1,y1) y (.\!.Y!) calculado~ por :1lguno de los métodos de Eult!r o Runge

Kutta. 
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MÉTODO DE ADAJ\15-llASHFORTII DE CUATRO PASOS 

Se obtiene como los anlcriore!. con!.idcr:mdo la Cl'llilció11 (3) del método de Adams-Bashfoth de 

dos pasos pero empleando un 1érmino míis que en el mt!todo anterior, De esta manera, nuestra 

ecuación toma la fornM sigu1cn1i: 

)'.,.¡ = Yn + 1.,1:, + 1·1..lf,11 + "1'?~ 2 1~.2 + 'Yl~1 Ín.J 

Ahora substituimo!. lm valores de las 1's y en lugar de las diferencias sus ordenadas 

correspondien1es. ubtcmiendo 

esto es 

Y .... ::: Y ... j¡[ssf(X.,,y.,) - 59f(x ... .,Y ... 1> 
• J7!(x, .. !•Y,..!} - 9!(X.,.11Y,,.1); 

Como en lm. 111é1odos previos Ja mec;ínica es la misma, dado un punto (X0 ,y0 ) calculamos 

los tres resmntes. con alglin 111é1odo de un p¡1!:.o y <.·on los cuatro puntos de apoyo resolvemos 

sucesivamente ha!.ta obtener la aproxinmdOn ¡¡ la !.olución. 
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MÉTODO DE ADAl\IS BASHFORTII DE CINCO PASOS 

Nuevamente considernndo líl ecuacidn .·!Jr.dcl m'efodO .d·e · A?a1ñs·Bas~fo1h- de dos pasos pero 

ahora hasta su cuarto término. se iiCn~~ht siiu_ie1~:1e_ex~·~~~ió1/;- -

Yn•/ -~:Y,,-; :;(~~fn·~~~~·.:,~-~;;.;::~+·~:~i~~J~~.~~~:.·;~~-l~n:Y+ -y4A4f8'-4) 
, •'· . •.~ =.':) - .:,• ' ,, --¡ ~. 

/~:~~'~ -;~:·:>~ ··:;}:?:" ~-~~- ,::~.~::~:~ ~ ~-'.·-~'.,~_:~/.~~-~ -·-
De igual manC"ra'-qt;~ pa~'-'º~'~m'i!10~1qt~il11:~,.;í0re~·~5'~-~llb~-Íl1t1};ei:~·lan'r~ <;fiférenci~s- como~ 

._._-_, . ' - ____ ,,'_:·~~~-----~_:e,~ c.;_-~:->:_··7 :_ '.t: . .. " .. 
coeticiemes ,.'.s por ~tÍS'.Í'CspeC1iV_95.,•:1/o're~ pan~_ Obtener:>··-

. Y • .,.~ y; • +· • ;il/~:; .. ,¡' • ;,(~; ·_ 2r •. ,• f •. 
1

) 

i(r. -:u .. , · Ji •.. '-~ r •..• ) • ;;~ir. - u •. , • 6f •• , - 4f ••• • r,.,J] 

desarrollando. y re;ig.n1pm1do, obrenemo!i 

Y .... = Y .... 7~0{190lf(X~,y,,} - 2774f{X,,.¡1Y.,.1> 

• 261Gf(x.,._,,yn.i) - l274f(X,. 1 1Y ... 1 ) T 25lf(X ... .uY~-~)] 

que es la l!Cuación dl' rccun.ivídad del mé!Odo di: .-\Llam::i-Ba!ihforlh de cinco pasos. De manera 

similar a los merados. Sl' nccesira 1111 punto inici;il conocido y cu.uro calculados para 

posreriormenie m1b;ij¡1r ::iucc::ii\'111ncnh! obtl'nicndo I¡¡ ;iproxinmción final a la solución. 
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Algoritmo: (Métodos di! Admns-B11shl'orth 2, 3, 4 y·_S pnsos) 

Para aproximar In solución del problema di: valor inkial 

y' = f(t,y), x,,- :s t s x1;--- y.,-= y(x,.J 

Enlrnda x.,. x,- puntos ex1remOs, y,,-.c~ódi~ió~1-fo!~i;\1, n~ rúliTI~-ro= de--·sUbiñ1~rv<ilos -.i np 

raímero de pa~os. 

Solida f(x,.y,1'.soluci~n apro .... ima<ia: 

Pn~o 1-- -·-h-.::=:-(x1 -x,.l/n 

Pnso2 p;ira_i =_O._ ... -•• cnP~l~---

Paso'3 

Pnsó~;f· 

Paso 5 

Paso 7 

Paso 8 

Paso 9 

kl = f(x .. y/ ' 

···· >•.::, -.:::=,; y,:+:·~~od :+· :?k:?<i. 2i.J··+: i..ii16 

"'X,,.,-;= X;:·+,h 
En' casó cti:·nP,-:? Pnsu 4,_J Puso ·s. 4 P11sü 6. ·5 P11so 7 

P~ra i ~= np·I. .... n-1 

·G;··= (.lt'(x,.y.)'- f(x,. 1,y,. 1))i:? 

para i = np·l. .... n-1 

G, = i:!Jt'lx,.y,) · lbf(x,.,,)",.d + :'if(.\,.1,y,·1))11:! 

para i = np·I. .... n-1 

G, = (55i(x,.y,I + 59f(.x,. 1,y, 1) + .17f(x,. 1 ,y, !J 

• 9f(x,.i.}',.d)/::?-l 

para i = np·l. .... n-1 

G, = (1901f(1t,,y,I - ::?77-lf(,,.,.)'.il + :!ól6f(x,.1.y,.1} 

::?51 f(.\,.,.,y,~1 

par;,1 i = np-1 ..... n-1 

y,. 1 = y, + G,"h 

x,. 1 =X,+ h 

Salida (para i = O •...• n·l. flx,,y,)) Terminar. 

1::?74f(X,.3,y,.J} + 
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METODOS DE ADAMS BASHFORTH DE 2, 3, 4 Y 5 PASOS 
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- Proi:nun· Mc:1UJn Ai.l~ms · B11)hfor1; 
U)ics Cr1; · - - · -. 

Vlf X;·Y '= íric'>·J0 •• 151 or rtal: 
Xf~ Id, k2, kJ, k.¡, h: r¿itl( 

~·. ;~ ~~a~~·~~~r; .. , ', e 

pas.o )~_hy1-c_~~- ·; '.é' 

. ~ii~¡~~ i:Ft:_: ~·~:~-;~~:~~li:~-;~:~~-;~;;·, 
~~-::~;~Cfl.+~)'"~ir.Ü~Jjl2( - . 

prOÍ:;~~~r~ 
0

ln1~:;~;iz;1/ .'.. 
bc¡;in · ·,. -

- ·xr:•.Of 
kl :•O: 
k2 :- 0;-
kJ :•U; 
k4 :- O; 
h :.., O; 

i :=O: 
n :•O: 
pa~n: s. O; 
e; ... ch:1r{OJ: 

c:ntl; 

prm:c:durc: Ci!plllrn: 
bci;m 
clr~cr: 

i;otoxy(J0,3);\1·nlt"/'!\IETOOO ADA!\IS·BASHFORT'); 
¡;n111,y{ 17 ,5J:,1n1d 'fa:u.1 .. uin d1h:1c:n..1.1l ,, O;"n•lu.u: ff\.) 1 .. ' ... 2x) '): 
J:OIU\){2Cl.SJ;l\!Jlc('5Lm1m1'\1c: lu" ~1~U1i:nk" i.l.1h1.,'J, 
J;lllO\}'(JU,llJ:11n1c:('\';1l11rmn.:1;d: ;\11 ='1: 
J;llllll)(J0.i.l),1Hllc:('\',1lu11111~1.1I. )o,. '1: 
y11111,y(J0,15¡;11111d'\'11lurhn.1I. :\1 ='); 

¡.:11to\y(27.17):11rut'/'Nlim<'rutl<' mierrnlo .. · n :-'J; 

i;nuu.yC20.~0/;IH1tc:!'El n1imcm Uc: fl""º' t.ldlt' c: .. 1;1r c:nlrc: 2 y 5'); 
¡;otOl)C29.22J:\1ntc:f'Ndmc:rui.lc: fU'>l1 .. : p = '¡: 
1!11IOX)l20.:'4J;\\"fll<'{'P1..-~mnc: .:U;llllUlt'T k.:Ja r1.1ra .:unt1n11.1r'); 
f'01oxy(51,l IJ:rc:;1U(ll01): 
!!OIOX)'(51.l)J:1c:.1UCylOJ): 
f'nloxy{51.15):1c:;1J(XI): 
1!111tny!53,171:r..-¡1iJtn): 

c:nU ~ 



funclinn G¡p;1'-t1, i: 1nll.'l!l.'r): rcul; 
bt¡:1n 
cui;~ pn~o ot 

2: G :• 1·F(llll·ll,yl1·llJ + l'"fClllt/,)'l•l)l~¡ ·; ·, ·-<~_·.: 1 .':.::_._ 

l: G :a ¡2J•Fflllil.ylill- l6'"fC.,l1-l/.)fi·IU.,. 3'"F(:cli-21.y(i·2Jllll2: 
-1: G : ,.. ¡55'"fl.'1.11f,ylil> • 59'"Flllli·l l.yji·l ll +· J7•f(.'l.f i·2J,yli·2j) - 9•Fr:cfi-3!,yli-JJ))l24; 
S: G : • f 190l •F(ll/11,)JifJ·2774""fl.\f i·l l.)'li·l I).,. 2616~FC:tli~2J.)'Ji·21J·l274'"FC:c(i~l),yfi·JJ> 

.,.25/•f(:ir.li-4/.yli·4/))1720~ - ·- . 
tnd: 

cmJ; 

procc:t.lurc Cah:ul.1XY: 
~i;1n 

lur 1:coO111 p;1•t1•I i.lu 
h""gm 

Id:= F!,/il .>li!J; 
:cJ1+ 11 := .'1.fll ... hf:!; 
Yl•.,.11 := >l1/-fh"kll12; 
k2 : = Ffll/1 ... 1 / • >11 + l ll; 
yj1+ 11 :"' Yld+lh'"k:?lr.!: 
kl :• F¡.,fi• 11. }(l.,. JJI; 

-'ll+ll:"' .'1.l•l•h: 
yf1+ll:"' ~ftJ-h'"l.J: 
1.:4 := FC,11-1/.yJi ... llJ; 
Yl1.,.IJ :- >l•I - lhiuJ•(l,I - :!"J..2..,. 2 .. 1;3 ,. l4J: 

cntJ; 
lor 1 :"" p.1•111c1 n-1 tln 
htl!m 

y¡1 ... I/ :e )fil - Glpa~u.1)•h: 

xli-..11: ..... l•l•h: 
cnJ; 

o::ni.l: 

prm:ctluf'-'Ail:!JH: 
hcl!in 

i;
0

01cu.y{51.:!:!1:rcml(pa•t1J: 
11 nolflfl·••u > .. 2J ;mJ 1p11.,,• <"' S111hcn 

h.:g1n 
i:mo.'I. y(:?O, :!O J: ti:' 1.:ol< 1rl U) :11.! ll 1h.1.:J.. i;ruuntJ( 1 ): 
gntoll){20.20J;wnto::/'EI mirncru tlc: ""''" J.,hc: c~t;1r tnlro:: 2 y 5'); 
J;OIOll)!2U.:!OJ:ttllh:nlorl7J:lc:ir.lh:1.:J..~n11mU(OJ; 

AU234S: 
o::ntJ~ 

g11iolly(60.2-lJ;~· ·"' r~.1Jl.c:), 

h ;= 1Xl • ll/UIJrn: 
C;,t.:ul;1XY: 

c:ni.l, 
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pruceJure re~ull;,Ju; 
~~In 

clrscr; 
¡Jotn.1.~(30.lJ:wnr..•c'METODO ADAMS·BASf.U:ORT'): · 
,l!OIOll.)'(35A):wnkf'De ',p.1~0.· JlllMh'); 
~OI0.1.)(17,SJ;wnkf'faum:uin Jiferenciul evalm1J:1: f(x,yJ • x-+- 2:c)''l:· · 
i;n1uxy(l3.7);\"'nlrl·en el m1er\·11J11 ·,,f0J:S:5,' < • x -< • 0 ',Xf:5:S:. 

'cnnh= ',h:S:SJ; 
1fn <a 7 lhen 
he¡;1n 

¡:otnll) (:?0,24 );\1·11te( 'Pre~ume 
,t!OIUll.)'((10.2.JJ;i; :=z r..-.11JJ.:ey; 

'"" 

he1-'iO 
SOIOll.)'(20,9 .._ 1'":?):.;lreul: 

1.mrJ: 
111r 1 :"" 8 111 n Ju 
hei;m e 

1-'0IOl)C23.7 ... fi·7J'"21:wntd'Pun1111''.1,' • t'.xl•1:5:8.'; ','/iJ:5;8,')'); 
enJ: 
¡;11111•~(20,::!.J);\\11td'Pre~utne .;ual,1m.:r '""''ªpara 1:11nlinu;1r'J; 
~Olll.1.)lúU.;:!4);~-: .. 1e;1JJ..ey: 

end: 
entl: 

he1o'IO 
lmci11l1u1: 
Caplura: 
AB2J45: 
Re~u11.uJu: 

entl. 



MÉTODOS l\IULTil'ASO DE INTEGRACIÓN CElUlADA 

Estos métodos de integración también utili2;111 I;\~ difert:ncias finitas !!.in dividir hacia atrás pero 

con l_a salvedad di!' que !r.e c\'ahínn inc_!t_•!r.O íl pmtir dd pu1110 (:\,,. 1,y ... 1) indicando que la 

obtención de y,.. 1 t!!r.lil en función del pu1110 ("' .. ••· y.,. 1) que es desconocido. debido a esto se les 

llama métodos de intcgrnción cerrada. 

NOTA: El alg.orti11nu dc\ 111é1mto de Ada1m-Moulton se presenta junio con el del mé1odo de 

Mil ne de 4" y 6" ~rn.du. y lh: 1;1 mi?:im<i mancrn d pn>granm al.larca a lo!!. tres métodos. 
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MÉTODO DE ADAMS-MOULTON DE DOS PASOS 

Se obtienen utilizando diferenciils linilil!I ~in divit.lír. haci~ atrás in1Cr¡)OlandCr ic~·~ 11 x~ •.••• xR·m 

ob1enemos 

donde 

los primeros valort!!i ele i'\ son 

")';, : 1. 'l'i = - ~ , 1'1 = - ~ ' i'1 = - * , '"' = - 71290 

para d mé1odo de do!i pn!ios. emplearemo!i la ecunciún ( 1 ), lomando en cuenla hasta el tercer 
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substituimos 

o.rde~adas, 

reagrupando 

Esta ecuación rcpre::.entíl.Cl método de Ad~um-t-.loullon de dos pasos. 

Debido a que dl'!:it."onocemo::. y ... 1 C!ilm 1111:1odo~ no !:it: utilizan directamente, si no que 

deberán ir acompali:tdo~ de otro, el cu:1\ ir;i 1m:dic:ic11do lm valores de Yn••• para que este 

método vaya corrigiendo lo!! valore!:i de y,.. 1• 
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MÉTODO DE ADAMS-MOULTON DE TRES PASOS 

Corno se realizó con el mi!todo de Ada1m.-!\foulton de tlus pasos, empleamos Ja ecuación ( 1) de 

dicho mélodo, 1omnndu e11_p1.1enm h11sm el cuanu 1érmino para obtener una ecuación de la forma. 

Yn·I ;; -y,.--+=h(')'',,r:,.·~· + ;·'1( +· i''-1~lfn·I + ;".1~ 1 Ín.1) 
, , 

ahora i~tercambiamos los '~•llore~ por sus. corre!ipo1~~ie111es cocficie111es ..,.·~ y desarrollamos 

Esta 1íltima expresión n:prescnta a este mCiudo. Dicha expresión debe ir acompañada 

de otra ecuación que prediga \'alares yn qui: é!itc mCtodo se \Jtiliza tínicamcnte como corrcc1or. 
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MÉTODO DE ADAl\IS·MOULTON DE CUATRO PASOS 

Pira obteóer_.ia'_-~cu~~ió1~--:~¡-~é~-r~~;Cscn1íl. 'a ~Me mi!tmJo, utilizamos la ecuación (I} del método 

de l;\~a-1ris~~1(;\i1·1~n··'!ie·:·d-Ós ··paSoS-~: coiiSi-tlera1l1os un 1érmi1lo adicional al método an1erior 

y. reagrupamos:·.,. 

y,,, 1 "'-Y .. • 7~c,[2s1r ....... G4Gf .. - 2G4t.,. 1 ... io6.t,,. 2 - 19f,,.J] 

ahora inlercambiamos por ordl!m1das 

Y .. .i =Y .. • 7 ~ 0 [2s1t(-Y ... 1 ,yN. 1 ) .. 646f(x.,,y.,) 

- 264!"( x,,. 1 , Y.,. 1) ... lOG! { x ... !, Y .. -!) - 19f(x,,.1 , y,,_1 )] 

para obtener el algoritmo de cuatro pasos para el mt.!1odo de Ad;11ns-Moul1on. Esta es 

claramente una fórn111la correctora ele !Lpo cerrado y.1 que 1;,. 1 = f(x,, .. 1,y". 1) incluye la cantidad 

desconocida y,, .. 1• Debe por consiguiente rcsolwr~c: por 11erac1tin. 
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J\IÉTODOS l'REI>ICTOilES COIUlECTOllES 

Una característica de los mé!odos de Runge·Kulla con::.is1e en que para oblener el siguiente 

punto. x,., .. 11y 111 ,. 1, usamos Ja informncidn s11111i11i:1.1racJa por x,,,,y,,, pero no por los puntos 

precedentes. En lo::. métodos multipaso tenemo::. que ernluar la función en uno o más puntos 

adicionales. Esto no es l<ln razon:iblc, puc::. tk::.pui.!.-. clt: vnrio!i. pniio::. dd proceso dt! integración 

disponemos dt: información ;1clicional sin ningun;i valtmción de funciones, ya que se conoce el 

valor de y en los ptmios previos. El hecho de que los mé1odos de un paso no utilizan esta 

informació11 los marginn un poco. Sin embargo /0:1. 111i:1oclos siguientes no pueden iniciar por 

si solos (p. ej. 1111.!lodo::. de i111egn1ció11 ct!rrmlaJ. Y<1 que rcqlllcren uiilizar algunos puntos 

previos. Por lo nnll!rior • .!.e put!de U.!.itr ¡¡l~lÍtl méiudu 'k p<t!io !icncillo para iniciar el proceso. 

Esto nos lleva a una combinación de mi:1odo.!.. 

Es1os mélodo!i. de los que exislen muclms variantes. se l.lenominan mé1oclos predictores

correc1ores. Eslo imJic;1 que primcru "pn.•l.lc1:imo~" un valor de y,,.. 1• Después usamos una 

fórmula diforen1e p;ir.i "corregir" e!ih: v:ilor. Pudri:mo.!. utilizar e.!.la Lillima fórmula para 

"recorregir" el valor lle y,,,. 1• E!ilt: pro(.'t"!io puc:dc i1er;1r!ic hasta cumplir con algún cri1erio y 

finalizar. 
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MÉTODO DE l\llLNE DE CUAHTO GRADO Y SEXTO GRADO 

El método de Milne e3 un método de pa!.m mtihiph:!.. que primero pronostica un valor para Yn•I• 

exlrapolando los \'<1.lore!. de la derivada. Difo:n: del de 1\d;uns en que corrige el valor predicho 

antes de pasar al siguiente paso. Lm Villorc!. quc !.t:' requieren para el inicio se pueden calcular 

mediante el 111é1odo de R1111gc-Ku11:1. pu~illlcmc111c pur la !.crie de Taylor. En el método de 

Milne, se supone que parn el inicio se cunm:t:n cu;11rn pumo!. cquidi::.tílntes que son x,., Xa.i• Xn·l• 

xn.J· Se pueden empicar J¡1s fórmula!. de cuadr;i1ur;1 para integrar Ue la siguiente manera 

* = f(x,y) 

'¡·(dy) • .f.ff',y(x) ffr • .!.P(x)dx 
... dx •" 

de manera que el pn:dictor !.er;i 

Se integra la función f(x,y) reemplazílm.lolíl con un polinomio de incerpolación cuadrática 

que se ajuste a lu~ trcs pun10~. en donde 11 = "-,.. x,. 1 y x., ~· Note que !iC extrapola en la 

integración por un pan~I 1<1.1110 n In izquierda rnmu ;.1 la llcrccha dc 1<1 región de ajuste. Con es1e 

valor de y,.. 1 ~e pucdl.' cnlcular (.. 1 con una pn.!\.'l~ión r;12011a\Jlc. L;i fórmuln anterior es la 
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.·. '.D.C'.'~l'.J~x·:r~(x)dx 
~ ··~· ;,·_;~ •. ~.'. ~~:.;~ :<-, .. 

En);¡ l!Cuaciún correctora d pulinumiu P 110 t:!i idéntico al de la ecuación prcdictora, 

debido a que no aju!iH\ en lm 1nbmo~ 1rc!I punto~. 1.."11 l:t función curreclOra el polinomio se ajusta 

en x,,. 1, x,.. x,,_ 1• Esios cmnbim !!mi dcbidm ;1 t¡uc nu !lt: c:x1rapul;1 el polinonlio~ f". 1 se calcula 

utilizando Yn•I para la fórmul¡¡ predic1ora. La fórmula de 1111eg,ración es Ja ya conocida regla 

de Simpson de un 1erciu, yil qu~ se in1cg.ra un polinomio cuadr.\tico sobre dos paneles dcmro de 

Ja región de aJU!ih.'. 

25:? 

Y la fórmula pam el 1111!1odo de f\lilnc l1~ tl" c!I la !iiguiente 

Y .. 1 "'Y,.1 • -i{j[11.t(x,,y,) - 14!(x,. 1 ,y,_ 1 ) 

• 26.f(~.-~,r •. :> ~ l~f(.~ • ..i,Y •. 1> :-_ i1tcx,.~.Y •• ~>J-
Y .. , =y, .• • ~[7t(x .. ,.Y .. i) • J2!(x,,y,) 

• 12!{x,. 1 , Y,. 1 ) ~ J2f(x, ... Y, ·1 ) ··7.f(x,. 11 Y,.,)j 



MÉTODO DE ADAMS l\IOULTON O ADAMS MODIFICADO 

Un método predic1or convcnicnh! par;1 usarlo con .:1 método de Adams·Moulton de cuatro pasos 

o cuar10 orden es la fórmula de Ad;um-Uashforth dt: cuatro pasos. En este caso el prcdictor es 

del mismo orden que el correc1or. Si ~e escoge un inmaño apropiado de paso, h, entonces la 

aplicación del corrector conducirá a 1111a mt!'jora '>igniricativa en la precisión. Para la ecuación 

diferencial y' = f(:\,y) con h lijo)' x., x .. + nh y cun lx,,,f,,), (x 1,f1), ('- 1.i1), (x1 ,f1) dados, para 

cada n = 3, 4, •.. lijo: 

calcula los siguien1es pasos 

y,;',, •y, • j¡(ss.i.'. - s•r .. ;, • J7f,., - •r .. ,) 
f~'. 1 = f(x .... , Y .. o1} 

Y .... =Y .. • j¡(97cx ... _1 , y;•:,11
> ... 19f,. - sr ... , - r,..J) 

con k = I, 2,-,,, 

Este alg.orirnm produce una precisión mejormla, Ja fórmula correctora también nos puede 

dar un estimado del error, que puede usarse para decidir si el paso h es adecuado para la 

precisión requerida, 1om;11ulo como criterio ti!.' cun\crgencia el error relativo. 

Un método que no tiene d mbmo probll!nm de inestabilidad, pero que tiene la misma 

eficiencia, e~ el mé!odo de Ada1m·Mo111ton o Ad;1111·, moditic;1do. Esle también supone un 

conjunto de valore~ iniciales ya calculado~ por alguna otra ~Ccnica. Aqui se considera un 
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polinomio c1íbico a 1ravés de cua1rO pumas, de x,: .. 1 hns1n x,, y se integra sobre un sólo paso de 

Ln fórmula de imegración !ie oblienc c!.cribiendo a Plx) com~ un polinomio inlerpolante 

de retroceso de Newton-Grcgory (aju!.tal\du en x,.. :\11 •1 , xn.J• x,,. 1) e integrando. Utilizando la 

ecuación amerior como "prcdictor", se: Cilkul;l el valor corrcc10 de f,,. 1. Si ahora se apro"'ima 

a f(x,y) como un pultnomio c1illicu que ~c ;uust¡¡ en el in1cn,·illo de x,, 1 hílsta "-,.. 1 y se integra 

de x11 hasta x,, .. 1, no sc cstilrá cxtr.ipolnndo ¡¡J polinomio, tc:nicndo un lérmino con menor error. 

El resullíldo es 

254 



Algoritmo: (Métodos Predictores Correctores Adams·l\1oul1on. l\tllne de 4° y 6°) 

Para aproximar la solución di:I prolllem¡¡ di: valor inicial 

y' = f(t.y}. x .. :5 1 :5 x,, y., = y(x.,) 

Entrnda x.,, "• punlo!I exlremo!I, y .. co11didlln inicinl, n ntímero de subintervalos y m 

método a emplear. 

Snlidn f(x,,y,) solución ilproximada. 

Paso l h = (x, • x.,J/n 

Paso 2 En caso OP igual n 1 lmCer 2.1. 2 haci:r 2.2. -3 hacer 2.3 -

2.1: OP = J, IP = J, IC =.1 

2,2; OP =: 5, 11' = 5, IC = J 

2.3: OP = ~ .. IP =. u ... 1c = u 

Puso 2 pa~ i =.O, .... _0~~1 

kl •= f(x;,y,) 

,ó·.:~ r(,C~ ¡,,2. y,+ 11k11:?1 

k3··=J(x1 +.h/:?. y,+ hk:?!:?J 

k-1 = f(x, + h • y, + hkJJ 

____ 1'~~~-".'")" + h<kl + :?k:? + _:?~.\ + k4F6_ 

,;;, ... ¡ = x, + h 

Paso 3 En caso dt! m. 1 Puso 4, 2 P:1su 3, J P11!'iu 6 

Paso 4 para i = OP .... n·I 

:-.,.1 = x, + h 

y,. 1 = y,.11• -r MP{OP.l)'"h 

y,.1 = Yo1L' + :\tC(OP.ll"'h 

Paso 5 S:tlida(parn i. = O ..... n, f(x,y)) 

Tern1inar. Continua t.•n la >i1111ientc ofiuiníl 

255 



Se tomará una función ~ pan\ In!. l!cunciont:s prcdic1orns y· para las ecuaciones 

correctoras olra función llamada ~· 

FUNCION MPCOl',I) 

Paso A 

B: 

C: 
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En ca!lo de OP igual a 3 pasan. S paso·~. 4 paso D 

MP = -'<'.?fP• .• y,) - f(.x,: 1.y, 
0

1) + :?.ft~,:l•Y,.i)l/3 ·. 

MP = )( l lft.x,.y,) - 14(1:\, 1'~)·;.,r-*~---:?61'(Xf.~;Y;.1r 

• l~f(x,.1 , y,.,)+:· 111~cX1:::.,y;.~'})1,10 



METODOS PREDICTORES CORRECTORES: ADAMS-MOULTON 

M 1 LNE 4° GRADO 

MILNE 6°GRADO 

e INICIO ) 
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Pro~mm Mc1ntlo~_PrcJ1c1orei._Correc111;1:~: 
u~cs Crt; 
vur X. Y : <trrayl0 .. 15111frc;1I: 

xr. kl. k:?. kJ. k.t, h: r.:ul: 
i. m, n, lp. k : tnl.:]:!cr: 
e :ch11r: 
Op: hyl.:; 

func1iun f(~: }' : J<'!!ll : r.:ul: 
b.:gin - -- --

F _:-_ ((lf:X-)•Mlft)'))/2; 
cnJ; 

pÍo.:i:JUr.: lm~i.1liz;1:' 
hi:~1n 

Xf:é O:' 
kl :•O; 
)..:? :a O: 
k3 : .. O: 
k4 : .. O; 
h :.,. O; 
i :•O; 
n :•O; 
Op:"" O; 
e :• chiu\OJ: 

cnJ: 

prm:tllurc O.i11••: 
h.:g1n 
dr~cr; 

gol0Jt)'f25.61;\\'tlh:('~IETODOS PrtEDlCTOl<ES CORRECTORES'}; 
i;ucnxy(l7.SJ; 
wr1kl'E.:u,1ci1in J1li:rcn.:ml u ,:\¡1lu.tr: F!\,~ ¡ "' ' - 2,y'J; 
i;ulol}'(26, l I ),.,..nh:('S111nmi-11c 1,1, 'l<!lll<'nlc' U.llu•'I: 
i;u1u.,~(3D. l.t);\\íll<'( 0 V;ilur m1d.1l: Xu 1:

0 J: 
~n1nn!30. l6),1\rit<-('V,1lm in1..:1al· y., "''J: 
~mcu)IJU.IS1:11rn<"('V:1l11r lin.11: XI =='): 

i;oto\)'127 ,:?OJ:wruC'! 0 N1lm.:ru Ji: mti:r..11"'· n "''). 
i;nllll~l20,24¡;wnli:!'Pri:.,mni: .:u.1l•ILll<'t 1.:.-l.1 p.11.1 .:11111mu;u'); 
culo\\'(51,l-ll:r<'.1Jl\I01l: 
~n11n}1S l. lúJ:1.:.1J1~J0[1. 
¡;ultl\)'151.llS):r<".nl!XIJ: 
¡;t110l)(53.:!01:r<";n.lc11J. 
J!Ol\J~)(:?0.24);\1t11C'('/'1 ..... 11ui..- ..:11,1h1111C"I IC'..:la ¡i.11,1 ~l•Jlll!IU;u"1: 

¡;011")'{G0.2.iJ:~-: = l<"·•dk~·~; 
.:nJ; 

prm:.:Jnr.: R.~•1 ... 1; 

hi:~·m 
11ow~yt.il.:!:!l;ri:ai.l!OpJ: 



ií not((Op > .. 1) amJ (Op <. • 3)) lh.:n 
hc¡:in - , ., · ._ . 
~Otoll y(20,20j¡telllcú!Í1r(O);tc1i:th:u:ki;nmntlt1 j: -
glllnllytl9,20J:wnh:(:Lau¡lculn Jd 01_.:1m.l11 Jche ei.lur enln: 1y3'): 
gotullyf20,20):1.:X1c11lur(7);1e~1hw.:k~rounJ(U); 
Rcvii;i1¡-· -- - "· ·-4

·-· - _.,__ -· - • 

· enJ 
-. ct~e-

he¡;i~ .·' .' - ·!'- - . ' ,,_·. 
yntolly(G0,2-IJ:.:: .;.~ r¿1iJl.e)': ' 
Datos: · 

entl; 
cnJ: 

procctlurc C11¡11ur.1; 
h.:¡:in 

dti.cr; 
yotutyf25,J1:wnlcl':'>.IETODOS PREDICTORES CORRECTORES'J; 
i;nunyf l 7.51;wntcf"E.:11.1.:11in J1tcrcn~1.1l ,, c\,1111.11: f(\.) 1 .. :>. + 2:\y'l: 
¡;ulnll)(2C>.Hj;\\rlh:f'Sunum,\re ha- ,t~lllcnlc' J.ih" ·1; 
go111\y(3U.12J,\\fllc!'I.· M1lnc J,· .J" "1J .... 11'1: 
¡:011.ny(30.l.JJ:\\rlh:l'2.· :'>.hlnc de C>" un.len'/; 
gnhl\)'(30,lú):wrth:('3.· ALI.un'· :'>.l1111lhin'J: 
gntm.y(l9,20J:wnhd'L1 op•·11in tld mctudu tlchc "'"'·'r entre 1 )' ]'): 
guhnH35,22J:\\lllc('Op1:11\n l_l'l: 
¡;011nyt20.2.JJ:...,ntc!'Pr<!.'1Lll1C \:\l:1l•111tcr h:~l.1 p.11.1 ~unllmmr'J: 
Rcvi:-.1: 

enJ: 

lun\:IHlnMPCOr.1: mk;>crl: rc.1l; 
\':Ir nm :real: 

"'-'~In 
c.1 .. c Op ol 

J: :'>.!\' := t.J'3!"f2~p¡,¡,l.)l111· Fl\l1·IJ.)l1·llJ - 2'"Flxl1·2J.yl1·21JI: 
5: MP:"" {)/JO)"! l l'"Fl:>.ld»!ilJ·l-l-Ftxt1·l l->l1·l IJ ... 26•F(\l1·21,yl1·21J+.l•fft(1·J),y(i·ll> 

... 1 t•Fo.[1-.i¡.yl•-'IJI; 
.i: /\IP : .. iSS•F(xlil.) l •l1·59"F!xf 1-l l.yli·l IJ-3711:\l·21.y(i·21l·9•F1xli·31,y/1-JJ))/24: 

.:mi: 
.:ntl: 

funcuon MCiOp. 1: mtc;-c:rJ: 1c:1I; 
h.:~m 

c.1,c Op11! 
J: MC :~ 1F1,l1- ll.)!1 ... ll1 - -l"'rl'l•l.)1•11 • F1~11·ll.)l•·llll'l; 
5: MC: = f2/.J5J'"!7"Fl\li ... 1 l.>11 ... J IJ-'-J2-Ft 'l1l.)l1!J + 12'"f!:>.l1·l l.yl1·IJl+J2•F1,li·2J,y(i·:?)) 

+ 7"'F!:>.l1·ll.yl1·llU: 
-1: MC: = ¡9-ft,I• ... 1 J.yl1+ l IJ ... l9"F!•l1l.)l1]I • 5"f(\(1·1 l.)[L·l ll + Ftxf1·2J.yj1·2lll124: 

c:nd; 
.:mi: 
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:Z62 

procedurc CukuluXY; 
~gin 

lor i :.,. O l~ Op~I Jo 
b.:¡:1n 

kl :• FCJtlll, ylill; 
kl :s f(Jtltl+hl:!. yfil+fh"kllf2J: 
k3 :• f(:\lil+h~, >lil+th•l,:W11; 
k4 :• FCitfíl.,.h. >lil+h•kJ1: 
yf!+lf;• ylil_•_(hl!IJ~O..I + l'"kl ... _2·•1.J - k·O: 
x!l+ll:"" itfil -·lt: 

enJ: 
for i :• Op 10 n•I do 
hi:-yin , 

xli+ 11 :m itl•l.:t" h: __ 
yJ1.,. JJ :a >li·•rl + MPfOp,H•h: 
yfi+.11 : .. yl1·11:I ... MC(Op,•l"h: 

i:ntl: 
l:!Otl;" 

prCK!:!JUri: M PC~ 
bi:ym 

h :m (Xf· AIOJ)fn; 
ca~Opol 

l:h,:],'m 
Op:· .. 3: 
lp =·-): 
k :• 1: 
Calcuh1XY: 
dn.c;r:¡:mu:\y(:!5.));wnr.:{'t-.1E1'0D05 PREDICTORES CORRECTORES"); 
!!llllllt)'f32.4):wnr.:f'Milni:di: 4" urdi:n'J; 

i:nJ: 
:?: hi:l.!1n 

Or ~ .. 5: 
lp :• 5: 
k: ... ); 
Co1ku!J:XY: 
clr:.cr:gnln'}l25.l);""nkf'METOD05 PltEDICTORES CORRECTORES'¡; 
gUln\y{32.4J~Wnli:f':0.lilncJi: 6" uuli:n')'. 

i:nJ; 
); b.:gm 

Op ~ .. 4; 
Ir:,.,. O: 
le:= U: 
Cnh:ul,1XY: 
clr...cr;i;t1111it}ll5.3J:wn1i:¡'METODOS PREOICTORES CORRECTORES'): 
i;o11n}lll,-IJ:wr11i:1'AJ.1111' • ~l1111ltcu1'J. 

enJ; 
enJ; 

.:111.J; 



ptoci!r.lurc: rc:11uJ1111Ju; 
he!!in 
~utoxy(l7.SJ:wrih:("Ecum;1ón dit'c!ri:n.:i:1I c:v;1h1:1J.1: F(x,yJ .,. x -t-_2xy'h 
1?Uloxy(IJ,7);wntd'i:n cl_inlc~u~u '..11101:5:5;_ < ... x_·<"' ':~f:5:s_: c~IÍ_h • ',h:S:S); 
)fn-<•71hcn · - - -~- -

b.:.i:in 
fnr i :•O In n J¡1 
bc¡;in . , . _ ~: · ! . • .. _: _ .• -

gutnxy(2l,9+i'"2J:n~11d:P1ml11 P',1,· .. f\~fil:~_:s, ·; '·'.~·_Jil:~:~.:J'J_; 

.· i:~~~~y-(20,2-11:"r11i:('· P~c10lun~:·t11_11l11;1ici-1'c:~-¡:i ¡1Ji.1·.·~~;~i~llU~'~· J: '.~; -= 

'4~~tuxy(60,~4~;c~,.. ~~11.J~i:>:! _ ~ - >_,_.;~~--;-·'" 

hei:in 
for i !"'O 1117 Jo 
he¡;1n 

ynwxyC23.9+í*2J: 
wrih:('P11n1t1 P' .1.' "' C ,.11fil:5:S.", '.)'/il:5:8.")'); 

c:nJ; 
¡:UIOll){20.2-I );'~ rnc('Pr.:-,iunc- .:11.1111111.:-r i.-.:1.1 · fi.1~11· ..:11rlu~Ú.1r.'J: 
yutn.11ytCiU.HJ:~·: = t.:uJJ..cy: · 
fnri:•OlniJu 
hc'ln 
~UIOJ0}!20.9 ..-1'"2):dr.:-ul; 

cnJ: 
for 1 :• 8 111 n Ju 

heg1n 
J,!lltoJOyf2J. 7+11· 7)'"1J~writcf'Puntu P' .i.' .. !' ,xfiJ~S.:8.' , '.)Ji 1:5:8,' )" ); 

.:nJ: 
¡;o11tnx)f20.2-IJ:wnlcf'Pr.:,mnc .:m1t¡¡uicr 1.:-i;IJ ¡1ar:1 cnntlnu:u'); 
yolUX)!GO.:!-IJ:~· ~= f.:-11Jkcy: 

cnJ; 
cnJ: 

b.:gm 
lnicializu: 
Ci!plurn; 
MPC; 
Rc:.ulluJn; 

cm!. 
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ECUACIONES DIFERENCIALES: 

FRONTERA 

orden, los 

l'ROllLEMAS DE. VALOR DE 

, .. "''""'u'""º diferenciales de primer 

la in1cgración. 

en las que se 

A este tipo de problcnm!i st" l~!i c'onuL·t" (.'umo probleinas de valores de frontera. Su 

solución nmnt!rica t:!i m:b difidl qw.· l;1 di: lo!i pruhli::111a!i <.'on cum.Jicio11t:!i inicialt:!i, ya que la 

solución debe salisfncer a arnbas condiciunt!s. 
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MÉTODO DE DIFEllliNCJAS FINITAS LINEALES 

El. presente rcsullncto se utiliza para resolver ecu;u::ionc.!:. diíerenciales de cualquier orden con 

condiciones inicinlc:i o con condicio11e!i de frontcrn. Con::.iste en dividir el intervalo de solución 

en n subintervalos. a cada uno de \o:i pumo!i qui: f.iclincn c:ula subimervalo se les llama punto 

pivote. A co111inuación !i~ substituyen la:i dcrivmla!i de In ecuación diferencial por fórmulas de 

derivación numéric:t, todas c:lla:i con el mi?i.1110 or<lcn e.le error. 

La ecuación 'tc di fcn:m:ias fülitil!i que n:!iulta. !i.c puctlc nplic;ir en forma recursiva para 

cada uno de los puntm. pivole que forman t!l inti.:rv;1lo !iOlución, rcsolvit!ndose en rérminos de 

Ja solución previnmcntc obtenida cm1 el mhmo prrn.:i:di111icn10 en los punios pivote anteriores. 

El error que !te conwe al utiliz;1r esie 1111.'1odo t.kpendc del error en las fórmulas de 

deriv<1ción que !.C 11tillccn. P;ira u11.1 ci.:11al'1ú11 d1t'crc11crnl de cualquier orden pero lineal, el 

proccdimiemo an1enor se ¡rnct.le mmhlic;1r de 1al modo t¡ue se obtenga un slSlema de ecuaciones 

algebraicas simultáncíl!t en lugar de !tuponcr valore!. de la!i ordenadas. 

Emoncc!i la soluc1ún de un problt::ma oHlinario lineal de valores de frontera por 

diferencias finitas reducc \41 1ntcgraciOn dc la ci.:u11ción difcrcncial ¡¡ la C\'aluación de las raíces 

de un sistem¡¡ de ccuac:1u11e!t í\lgcbraica!t !tllllul11ínL'.t!t. E!tta!t rafee!. !.Oll lo!. valores de Ja solución 

requerida en lm puntm p1\'0\C dt! !.11 inicrv:ilo de ddinii.:ión. 
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SISTEl\IAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINAIUAS 

Las ecuaciones diferenciales ordinilri.i!i i11volucr.m una (unción desconocida. Consecuentemente, 

en cada paso hemo!i rc!>uclto una ecuación difcrc:nci;il In cual involucra una función desconocida. 

Por muchas razone!!, incluyendo a¡llícn~í~ne!i y ~c:n~rnliznciones, uno está imeresado en el 

estudio de n ccuacione!i diferenciales con. n func:ium:s desconocidas donde n es un entero mayor 

o igual 3 dos. 

Tales sislcma!r. npan:cen de manera naturnl cn problemas que involucran vanas variables 

dependientes, cada una di! la!i cuales es una t'unciün lle llllíl sola vnrhll.lle i11depl'ndientc. Muchos 

sistemas físicos u biulóg1cos importantes i11vulucrn11. como se menciono antes, variables 

interrelacionadas; por ejcmrlo: lns 11mgni1t1de!:o di.: 1.:urricntes y vol!ajes en diíerentc:s ramales de 

un circuito e!Cctrico. l,1 pm1<:ió11 <le la!:o nMlla\ ~n u11;1 red f11i!ntc, y l;i concemrnción de solulos 

en varias células ck un organi!illlo. En algunm c¡1~m. uno puede aproximar las leyes que 

gobiernan el compor1am1i!mo dt!' l!!:otm !il!:o\c111;1!:o 1m:d1an1c un modelo difi;:rencial lineal. Esto es, 

un modelo el cual íl!:oll1llC que l;i r;-ipith.•1 lli.:I c.·rcci11111:'11!n de cada, x.·,. de c11da variable. x,, es una 

combinación lineal de lri!i otr.t!:i V<1riablc!i 

donde a,,, i,j = 1 ..... 11 !ion dos oper:ulure!i d1fi:r1..'m:1;1lc!i lineales dt:tinidos en un intervalo; x1, 

266 



... , Xn son func_i~11cS
0

cicsc~no~idns de fa.\'ariabJL~ indcpcndiemc y n es el mímero de variables en 

et sistema mod.cl_a~lo· por lil~ ecu;u:íai1e~. 
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MÉTODO DE EULER 

Los métodos tlc Taylor, Euh:r ,- Rungc~Kullil, ele., lambh!n puetlen ser aplicados a problemas de 

valor inicial para un !ii!itema de ecuaciunc!i dift:renciale!i de primer orden, Para esto 

consideraremos un !ii!i\l..'111:1 1.:on dos funcione~ dc.:!il·unocidas. cx,t:plo en los mC1odos aplicados 

a sis1emas con cualquier mim~ro de t\uu;ione!i llc!iL'Unocida!i. 

De esta mancm~ cun!i1dcnirc1)1u!i- el prubh:ma de valor inicioil 

X~= f1(l,,.,Y) 

y'= lj(l,:\,)') 

X(I.,) = :\,., Y\l.J =y, 

(1) 

En este sistc:n1n x y y !.Oil las fun<:ionc!I \h.'!iL'o11udllns y t es la variable independiente. 

Para una solución numt!rica e.Je! problema tlc valor inicial ( 1) ) (1) en el intervalo l., < = t < = 

b, pensando en un conjunto de puntos {11 .. :i.,. y,)J" i =O donde 1,,=b y x,, y, son aproximaciones 

a la solución del 3h1cma ( 11cu;mdo1 = t .. r\~uinicndu qui! .l.t, t:!> la 11m111a ¡mra todas las i: de 

modo que, .ll, = = tb • !,,)In. 

Para el problema de valor inicial ( 1) - (~J. El mCtodo dt: Euli:r queda como sigue: 

"• = X, 1 + f 1 (l, 1, X, 1, y,¡)h, j =l.:? .... , 11 

y,= y, 1 + f¡ (1, 1, :\,p ), 1Jll. i =l.~ ... ., 11 
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MÉTODO DE TA YLOR 

complejidad en lo!i c:ñlculos. 

. . . . r~r, 
Y •. 1 "'Y. ·-f2(t,,_X,1Y•.' J_r~ .. [!TF(t,,x,,y,J 

~ .• u. . Jw dX·(t,,x,,y,)·f1( t,,x,,y,) .,. Ty(t,,x,,Yi}'( t,,x,,y,) 2 
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M:ÉTODO DE RUNGE • KUTfA 

Para el rnéiodo de Hun~c-Kutta. fo ~t:nL"r.ilizad01~ p;trn . .'i!s1em;Ís es más .'iencilJa. _Por ejemplo, 

la aproximación de ltm:cr orden debe st!r como ~igm:: 

a 1 = hf1 (t,,_x1 ,y,) 
B; • hf, ( t, ·, x,. y, J 

º·· = 11r,re;~-~ ,~-h-~x, __ ~ ~-~.1.,Y .... 131} 
11 .• = ht!(t, .... _~h-,x, ·P,ja,,y, ... a.) 

O¡ "'·!'lfi(t, ... ·h, X, • 2a: ~a,, Y • • 2111 - f11) 
f11 ., h.t!(t, - h, x, • 20:! - ª•'y, .. 2(3, - /3,) 

x, .• , = x, .. i (º1 • 4~! ... ª1) 

y,., • Y, • i (B, • 4¡31 • Ji,) 

Lri. generaliz;iciün para !iistcmas con d 111i.:1udu dL' nungl!·K111m de cuar10 orden se obtiene 

de manera similar. 
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CAPITULO VI 

SISTE~IAS DE ECUACIONES 

ALGEBRAICAS 



SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES 

En el área de Ingeniería así como en algunas airas, frecuentemente enconiramos problemas que 

involucran la resolución de sistemas de ccunciones lineales, ya sea porque provienen 

directamente de la formulación del problemíl: en muchos casos es una emateg.ia o parte del 

ataque de 01ro tipo de problema. fa1os problcma.'i !.C prese111íln en áreas como transferencia de 

calor, transferenci;i. de 111.1.<ia. ani'\lbis de circuilo!. c-lt.!ciricm., etc. El objetivo es solucionar 

sistemas den ecuaciones lineales simulliincas con n incógnit.1s 

i:a.., .Y,, i=l,2, •.• ,n ,., 
La ecuación anrerior escrila en forma m;uricial es la siguiente 

Ax" b 

donde A = [a.,J es la matriz de coeficientes x1 = {X 11 •• ., x") y 

b'(b1, ••• , bn) con fa T denotando la traspuesta. 

Las matrices q11e se presentan generalmcnle en la prJ.ctica quedan en una de las siguientes 

categorias: 

Cubierras pero no grande.!.. Cubit:na <.k•nma tener pocm. elementos que valgan 

cero y no grandes denota matrices ele orden menor a 30. Tales matrices se 

presentan e11 una amplia variedad de problemas en Estadi.!itica. Fisica e Ingeniería, 

etc. 
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Dispersas y quizá muy grandes. En con1ras1e con las an1criores es1as matrices 

tienen pocos dcmentos diferentes de t:cro. En muchos casos. estos elementos 

quedan cercl\ o sobre Ja diagonal principal. Muy grandes signitica un orden de 

100 o mayor. Tale.., ma1rices :,e orig111an nunn:tl111en1e en la solución numérica 

de ecuilciones diferenciales parcittle.1.. 

Básicamcn1e son los diferenh!S caracien.•s (cubiertas y dispersas) de las matrices Jo que 

hn.ce que lo.1. métodos directos :,ean gencrn1J11en1t: supcnures para 111 primera categoría, mientras 

que los mé1odos iternli\'O!. sean usados con m;1yor frecuencia para problemas de Ja segunda 

categoría. Sin embargo, se ellfatiza que no existen reglas precisas en este sentido. Es poco 

recomiendable el uso de métodos ilerativm p11ra matrices cubierta:, de bajo orden. no obstante, 

se utilizan mé1odos dircc10.1.. 1uín par;i lllíltnce~ cfüpcrsas grandes. 
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MÉTODOS ITERATIVOS O SUBSTITUCIÓN DIRECTA 

Muchos problcma!i en la prílc1ica requieren de l:l ~olución de grandes sislcmas de ecuaciones 

lineales, leniendo en mayor propurc:ión cucficien1cs cero en esos sis1cmas. Esta clase de 

sis1emas se presc111an con frecuencin en Ja !.olución de problemas que implican ecuaciones 

diferenciales parciales o en l<t solución ele problema!. de valores en la frontera, y el objetivo es 

oblencr tales soluciones. C!ilO motiva lit invi.:!.I ig•1cilln de es1os métodos. 

Un mérodo irerntivo par;1 resolver un shrenm de ecuaciones linealc!. Ax = b de orden n 

empieza con una aproxinlílción inicial x1
u

1 a la solución),, y genera una sucesión de vectores que 

converge a x. L1 mayoría de csios mi!lodo!i convierten el sistema Ax = ben uno equivalente 

de la forma x = Tx + c. Habiendo clcg.fdo el vec1or inicial :o; 1
"', La sucesión de vectores de 

soluciones aproximada!i !iC gcner:t c¡1lc:ulam.lo 

x'" = TX" .,. ~e, k = 1, 2, ... 

La idea b<i.sica que encierran lo!i mt!todm iterativos es. en esencia, la misma que Ja de 

la i1cración de punlo lijo. Estas 1écnic•1s se emplc:in rnra vez para resolver sistemas pequeños 

pues presenian gran dewcntaj;i rcspcc:lo a los mt!io<los directos en lo que se refiere al tiempo 

requerido para obtener un¡¡ ;ipro>.111J<1ciOn con la !iulkientc precisión, no así para sistemas 

grandes como se 111e11cionó amerlormente. 
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MÉTODO DE JACOBI 

Se tiene un sis1ema de n ecu~ciones ~lgebraicas: Con. n .incógnitas 
~- ... 

~11 x 1 ~-_~á,;·.'..~? .. :. a~r:x1··~ 
~JI .X1- :·_a:1,~1-';:r

0

~Jf;X1_ -~--

··.; _ _;-' 

~--~In X,. "'b¡ 
-· ª1 .. x,,,c= b1 

Las íórmulas de ileración o recursión para el mé1odo de Jacobi implican un 

rcordcnamientu medianle el cual e!ilil!i fórmul:ts puedan calcular un nuevo valor para cada 

ecuación. La nmnern más lñcil e::i de::ipt!jnr por c>jcmplo :-. 1 de l,1 primera ecuación obteniendo 

XI "' b 1 - a., X? - a 11 X 1 - • , , - a 1 ~ X~ 

ª" 
que conduce a la ecu:1ción de rccursiún 

- ª1,. x:.•· 

en general, para x, puede oblencrse la ecuación de iteración 

x:'·ll" -b'-, ---ª-""'--x_;c."_-_._._._-_ª"-"·c._•_'~·,'~"'-:--_ª...c'c...''c...' _x,_c~'c.• __ -_ª...c'c_"_x_!'' 
a,. 

c:sla ecuación puede generar 1111a ::iecuencia clt• ;1pru-;1maciune!i que converja a la solución exacta 

del sis1ema de ecuaciones lineales, iniciando con una ílproximación arbitraria (x 1", x 2", x3", ••• , 
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Algoritmo 

Para resolver Ax = b con una apro.ximació11 inicial dada x 1 ~ 1 • 

Entrada: Orden del sis1ema n: 

Los elemt:ntos ;1, 
1 
de la matriz 1\ ~ 

L,s componentes b, del término no homogéneo b: 

Los elementos x", de la aproxmmción inicial x•"', 

a,_1• b,, xo, dcn1ro de 1 :5 i s n. 

Salida: La sol11ció11 aproximacta :'1. 1 •••• , x,,. 

Paso 1 Par.t i = 1 , .... n reo11lzar 

Paso 2 Tomar xc, = O 
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Paso 7 

- x, =:-:e, 

fi:gresar ·a En11;1d:1 

Sali<l:l (para i = 1, ••• , n: lm¡mmir :\C,) 

Termlnur. 
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METODO DE JACOBI 

.. 

·········· 
' ' ' i 
1 , ••• J •l. lt•l, 1 

' ' ' ' 

ii$ 
i L ......... ó 
' 1 

i ................ ó 
¡ :· .. <==> ¡¿ 

L ........ <? 
ó 
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¡ l L----¡-1--

l ! .............. {~} 
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1 ..................... 9 
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Proi;r.&m Melllr.l';J_r.ll!_Jai:ubi: 
u~:i.Crl; 

i::on~I P - le·IO; 
Vur 111 :,111mtyJ l.;JO,l.,301 uf re:1l: 

·:it, J, xc :.nrrn>ll •• 301 olri::1l; 
__ \', i_.,í._ñ, y:i:I)_: i~_t_e¡,<.:r: __ 

z:reul;' 
_c-.:_clmr:_ 

' -- - - -- . __ 
=..: ·--'rlñ>e~duiii~lnÍd1iliw: -- -=,__~ ~ • 
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bt!¡,<1n - · 
V:~· o: 
i :•O; 
i:n:• O; 
f:~ O; 
n !•O: 
z :a O: 
)':a O: 
e :a churlOJ: 

i:nrJ: 

pr01.:er.lur.: C11r1ur:i; 
he11in 

clr:.i::r: 
i;utu,y(J:?,JJ:\\'nt<'l'~1ETOOO DE JACOUl"1: 
111111111)'( IS,SJ:wt1ti:{'Re ... ulu..:11"rnr.li: '"li:m;h .J.- nu1u.:111n.:s hni:ali:!>'): 
J:lolo.\)'{:?9.SJ:wnki"Orúi:n Jd M•li:m;1: n .. '); 
¡,'11lnxyt:5:?.8pe.1Jrn1: 
z := (80 • n"IOJl2 • 2"!n·IJ: 
)' := 1r11n~u.1: 
lur 1 :e 1 tu n Ju 

lor 1: = 1 !un+ I Jn 
hei;m 

r.'ntnxrir + 1::!'11· I J·J, 10 ... 1•21:\\11t<'!'-\J".1.'. '.1.'I .. '>: 
c:mJ: 

lur ¡ := 1 Lo n Ju 
lnr J := 1 ton..,.\ ú11 

heym 
gotm.y(~·+ l'.? .. (1· I) +ei.10.,. i"2):ri:uJ!:•I i.1jl: 

i:ml: 
i:11111~~·(20.10 ... n'2.,. J¡:wuti;!ºSunirn1,1rc \'l1\.11c:' ~urmc: .. m .. rmrn cml:L ~:'): 
lur 1 := 1 1<1 n úu 

hq.•m 
¡,<tllnx~(y,. 12 '(1· l I +CJ, 10.,.n'"2 ... j¡;\\llli:"(°X'.1.' .. "): 

.:nJ: 
lur 1 := l tu11U11 

hc!!IO 
~-UIU\)'()' ..- 12~(1· I )..- 11.10..,.n'";! ..- 5);1i:,1Jl.\f tJJ: 

.:nJ; 
J:cJl; 



go1011.y{20.24);wrih~C'P~$iilñ~ cÚ.al4uii:r 1i::clu p;1rii conrmm1r'); 
~OIOJ1:)'(60,24 ):e_ : - ri::idkcy; 

cnd: 

procct1urc Jacohi: 
hcl!IO 

for i :• J 111 n'tJu 

hi:¡;in _ · '. . :f . -.:. ·-.º··· '. '~ ·--. 
uJiJ :•O;- - - · ·:_ ·.<- __ .,_.:_ 
lurj ;• l In n ;:,.:;;::·.- !·.:·· 

hc,i;iñ . '·- -. -- .. , ./ 
ifj <> i,1hi:n.u:fil:··xcJiJ .;-u¡iJl'"it11: 

xci:/~t~- (~ji,n+·J ~-~:·xi:fiJ) Í \¡¡¡,,·¡;:. 
ifnoUABSlx~lil • xJi/J <-PI 1hi:n Cn :•' J 

c~tl:. 
ifcn • 1 lhi:n 

h.:¡:111 

cntJ: 

\·:•\· +I; 

C"n :•O; 
Jui:uhi: 

cniJ: 

proci::úurc Rc,uh:1iJu: 
hct?in 

clr.-.cr: 

-~- i:hc en , .. -0:-

i!OltlX}CJ:?.J);\nllcf'~IETODO DE JAC'OBl'J: 
l!nln.'t)( /S,5/;\\ nh:('Ri:"1!111.:uin Je "'1i:n1.1~ iJi: C'\. 11.1d1111c~ linc¡tli:~ 'J: 
!-'OhH)l29,7J:11rih:('Q1UcnUd ,¡,ti:m.i: 11 - ·.111: 
z :"*¡SO· 11"10)12 • 2"1n·ll: 
y :=a 1runi:tzJ: 
fnr 1 :• 1 111 n du 

lnr i:"' J l!I n .... I Uu 
hc~1n _ 

golul}f}" .. 12"0·1 J·J ,7 + 1•21:wrucl'A/'.i, •• '.1.'/ .. '}; 
i:niJ; 

lor 1 ; = 1 tu n du 
lor 1 :u 111111 ... 1 iJo 

hccrn 
l,!~lllL't)t) - 12~(¡·1j ... ú.7.o.1 .. :?/:w11h:(a/1,¡/;2:U/; 

cniJ; 
¡;ntc")'(26. 7 +n"2+J);\Hllcf'\'i1hiri:' .. upui:.•h" p.u.1 ..-11UJ ~ '); 
lur 1 := 1 lu n iJu 

hci;m 
i;oioxy((y·n)+ 12"(i·IJ+6.7~n'"2 +5);wnh:l'X' ,,: "' '): 

i:nd: 
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fari :• 1 mndn 
hei:m 

l!nlm)'(()'•n)+ l~'"li·I)+ l l,7+n"2+51;w1ili:lill11:2:::!1: 
i:mJ; 

!IOlm.y{27.7-4-n'"2•7J:wrih:('L1 ~11l11.:i1~11 Jd .~i .. 1.:um .::;:'): 
fnr i :"" l m 11 llu · · -

hi:i;in 
llº'°"Ylfy·n)-17'"11·1 ),7 + n'"2-9¡;wu1d 'X' .1. • .. ·.ll~lil:-l:CIJ: 

cnJ; 
i;u10Jly(20.2-IJ;wn1i:('Pri:~111ni: ~·11:1h1nii:r 1..:i:la Jl•m• cnnunuur'I: 
1:0IUll)(60,2-IJ;.: :s ri:aJ)..i:y; 

i:nJ: 

hi:gm 
lnici;1liz.a: 
C.1p111r;i; 

Jut·nh1: 
Ri:su/1mfo; 

i:m.I. 



MÉTODO DE GAUSS - SEIDEL 

Este mé1odo iterativo sirve para resolver sistemas de ecuaciones lineales algebraicas, es una 

modificación del método de J<tcobi. Al igual que otros métodos, éste aprovecha toda la 

información disponible ya qlÍe al emplear In ecm1e:ión dt: i1ernción 

para calcular una nueva x,t~ .. 11 • ya se han cnlculado Jos valores de x1•k .. 11 , x2
1h 11, ••• , x,./~ .. 11

• Por 

tamo, para emp\e;i_r esta información. !:.e puede modificar la ecuación de iteración. obteniendo 

la nueva ecuación de i1cración 

x,11 • 1, = b, - a., x\' 011 
-

para i igual a 1. :::!, 3, ... , n. 

- a,,. 1 x.'~;
11 

- a,.. 1 x,'!~ ... 

Est.a ecuación !:.e conoce como 11eración lh.' G¡111ss-Seidel. Al tomar d valor de uno el 

contador i, el \;;¡do derecho !:iólo tclldr;\ ti:nninu\ rnn exponente {k) y cuando i = n, sólo 

términos con exponente (k+ 1). Durnme el proce!)o, J;i.s operaciones sobre la matriz de 

-coeficien1es se re;i.lizan por renglones y pnrn cada 11110 de ellos involucramos un elemento de b, 

requiriéndose varios clcme111os de x. !)\emlo éste el caso tanto para los métodos itera1ivos como 

para la eliminación g;m!)iana. 

En la mayorÍil de lo!t. ca!)U!t., el 111~1odo lh: G<ll1!1'.)·Seidcl converge con mayor rapidez que 

el método de Jacobi. 
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Algoritmo 

Para resolver Ax = b con mm aproxinrnción inicial dada xc01 • 

Entrada: Orden l\el si!ltcma n; 

Los elementos a, 1 de líl matriz r\: 

Las compo11entes b, del término no homogéneo b; 

Los elemen10!. x", de In apro.xim:món inicial xi..1. 

a, 1, b,. x", <.kntro úc l :;;; 1 :::; 11. 

Salida: La solución ;1proxi111a<.ln ·'i· .... x ... 

Paso 1 Para i = l. ... , n realizar 

Pa~o 7 

28~ 

Pnso 2 Tomar suma = O 

Puso 3 Para j = \, .... n rcaliz.ir 

Pnso -t 

Pnso 5 

P:,so 6 

Tomar 

Si j = i en10ncc-s paso 3 

xc, ª: ,,.: - suma 

ª··· 

Si 1 !luma - x, \ < lt:-5 entonces ín = O 

Si in < > O ..:ntonci:!i. n = U 

reg.rc:sar a Entrada 

Sulid:1 (para i = l. .... 11: Imprimir xc,) 

Tcrmitmr. 



METODO DE GAUSS-SEIDEL 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
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~~:C~: Mi:10J11_Jc_~~11""-~cidcl: 
consl p-. lc·IO; 
vara: ¡¡rruy\l .. JO,l •• 301 al rc;1I; 

~: ~ 1:·~:11i:! ~/~ln~!·1lr:;;i_; 
z. suma: nml; ' .
i:: chur; 

pruecdur·e· tmdabza; 
hc11m 

,. :•O: 

~~-:-..;. ºJ: 
Jn\:~; 
z:• O; 
~uma :•10,0; 
'1 ~"" O; 
e: ... ch.ntOI: 

ieml: 

~~Jurc:C.ipturn: 

clr...:r: 
11u111it)C29,J);wnlcl'~1ETODO DE G,\USS·SEIO(;L'): 
!!lllWl)'( 18,5);\\lllcl'Rc,..ulu~uin Je "'"tcll1:1" 1.k c~u.1..:1unc" hncalcs'1: 
g0111xy(~9.6):\Hllc{'Onlcn Jcl l>1,1cm.1: n .. '): 
yotox,..(5::!.Sla<".H.hn¡; 
z:m (S0-n'"i0)!2- :?,.!n·I); 
}":=trun\\l./; 
lnr 1 := 111111 \11• 

Jor 1 :"' l tu 11• I úu 
hci;m 
i;nha~·o ... J:?'"t1· I J·J, !O+ 1'"'.?);\\rlh:f Al· .1, ·• • ·•· 'I = '); 

cnJ; 
tor 1 :• 1 111 n ú" 

ltir j :1:1 1 Ion• l llu 
h.:i;m 

~'º'"'~!! ... l::!'"ll· l J +6. I0• 1 .. ::!);u::iJ1.1l1.rlJ: 
cnJ: 

110111\y(::!O. IO ... n"::! + 1¡;,\nlc( 'Sun11ni,L1c \ah1t<"~ '11puc'111" r•1r.1 1.:11ll.1 x:'); 
lnr 1 := l tnn Jo 

h.:1!111 
i;"u1ui:.~!} ... 1:?~11· l l- Ci.10 ... n~:? - 51:'1 ntc!' .\ .. 1. • ,, ·1; 

cnJ: 
lor 1: = l 1on llu 

h.:¡;1n 
~lllll\)(~ + \::!.,(1·IJ+ l l. i0,.11"•1.,.)J:r.:;11J(,j1fl: 

cml; 
J: :o ': 

~~:::~;:~~g:~1:'.~\'~~<"(;:..rJ~~l;.~.: cu;1ll¡u1.:r 1,...:1.1 p.1r.1 1.un11nu;ir•¡: 

1:nJ: 

r.
ru.:,..Jur.: G.u1"S.-1Jd: 

l<!l!ln 
1in1:= lmnl.!11 
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he yin 
!oUma :•O: 
lor j :"" 1 lo n Ju 

11"1<>11hi:nM1m:1:• !oum.1 •J1l1.11·,ti1: 
sum;1 : .. (¡1(1.n+ 11 • MrnmJ I ;111.11: 
ifnoUABSC.,1111111 • x[1IJ <PI lhi:n .. n :s I; 
xl1f:c 1'um;1; 

i:nJ; 
if.:n ... l then 

enJ: 

heyin 
\·:a\·•i: 
en:= O: 
G11u~'Si:1Jd: 

enU: 

pm~·i:Juri: Re .. ultaU.1; 
l't.:t!in 

c·in • ..:r: 
ymm.y(29.J¡:\\flte('/\IETODO DE GAUSS·SEIDEL'J: 
yuun;yt 18.5 J; wnk(' Re."'1lu.'11in Je M~•i:ma!o Ji: .. ·.:11.11:10llc1' hneule~ "): 
¡;ulnll~·(29.7¡;wnk("OrUi:nJd iol!<.kl!M: n • ',n¡; 
z := (50 • n .. 10)!2 • :!•(n•IJ; 
y:= tmn..:tzJ; 
fur1:-ltondu 

for ¡ := 1 111n+1 Ju 
h1:1m "_: , 

¡;ulully!> - 12'"(1· l 1·3, 7 +i .. 2!;wriM'."il' ,1,*,''.1.'I = '); 
enJ: 

lor 1 :"' 1 tu n Ju 
fnr 1 := 1 11111- I Ju 

l'li:t!m 
~~1tnll~t~·..,. 12"11"11 +6,7 ..,.1"'21;wrni:1;1!i,l/::?,u¡; 

c:iJ; 
yulOA)l26.7-n"2..,. 3):wr11d 0 \"1.1lurc .. i.upuc~1u .. p.ua 1:;uJ.i •'J:. 
lor 1 :"' 1 tu n Ju 

hct!m 
y·u\O\~(()·n)+ 12'"1i-l J+6.7 +n'"2-t-5):wrni:t'X",i,'"' '): 

.:mi; 
fnr 1 := J tu n Ju 

hi:!!ln 
¡;111oxy((y·nJ- 12"11·1)+11.7 +n"2+5);wrt1dJ!11:2¡2); 

cm./: 
¡;ulll\)(27.7 •n'"2 ..- 7);\\rlk!'L• ... uh1..:1•in Jd "l'h:-m.1 e~:·¡: 
lur 1 :"' 1 10 n do 

h.:i;m 
J.?Uh1~}(0""' ... n~ti·I ), 7 ... n .. :? ... 1)¡;1\11kl"X' .1.' ..... ,¡1j;.l:6J; 

enJ: 
¡;'OIU\)120.24);\\'rlli:('Pri:~umi: ~·u,1llJU1cr 1.:.:1;1 pa1.1 ~11nlmm1r'): 
i;mm.)(60.2.J);~· := re;1Ul.ey: 

.:nJ: 

h.:¡/m 
lm~·mhz.a: 

C;1p111rn: 
Guu"'Si:1Jd. 
Ri:~11l1;1Uu: 

.:nd. 



:MÉTODOS Dffi.ECTOS · 

Los métodos direc1os invoh1cran nlg.unn ,·;uiaciún ril procedimit~n10 de la eliminación gaussiana. 

Estos métodos, al realizarse el_ f>roct!:r.1? _::.in_ ~Cd0;1~l~ñr ·.r~-~i1liad~S- dC"~~alqU~er operación, nos 

conducirán a la solución ·exacm. -~CI si~l~ma "~~d~:-
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ELIMINACIÓN GAUSSIANA 

El sistema tÍadO eS -1mi1sforÍúiido eil P~~~,!i\ncdi~1l~e -;~i;~e!i-los y combinaciones lineales 

apropiadas de las ecuaciones deniro del -s-i~1e1~~: ~Ígí.1i-e~-t-C 

formamos la matriz aumentada 

R1 : ª11 ª11 ª11 

R1 : ªn a!! ª11 

a,. 1 a, • .,j 
a1,, 1 a? ... 1 

a .... ! a ..... 1 

formada por los coericicnte!i de Ja mntriz y ;1tlem•h lo!i elementos de b que son los elementos 

a,,, .. 1 para cnda i = 1, ::? ..... n. Di!itingulremo!i et renglón con d subíndice i y con la j a la 

columna. 

Siempre que a,, < > O, !iC realiza lo !iiguic111e: 

Dividir R, por •1,. para que el nuevo t!lemc1110 a,. valga uno. 

Ahora multiplicnmo!i el nuevo R, por a,. 1 ,. y lo resmmos a R,. 1• 
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Nuevamente muhiplicamos R, por ª•+l• y lo resmmos a R, ... 1, esto se repite hasta R.,. 

Para eliminar los coelicientes de x. en cada uno de es1os renglones. 

La matriz _resultanle será 

R, : [ª" a., a,. 
R1 : O ªn a!J 

R. : O 

ª•· : ª•···1 
al,. 1 8 1 ... 1 

a,.. a,. ... 1 

Esta matriz representa un sis1ema lineal con el mismo conjunto de soluciones que el sistema 

original. La mmriz oblenida así, es una malriz triangular, la cual se puede resolver mediante 

la substitución hacia atrás. Resolviendo par.t R .. 

a .. ... 1 

a:-:-
y para las demás R, 

·a;-•. ;-- L--ª" x
1 .. , .. ... 

para i igual n-1, n·:?, n-3 ..... l. 

Algoritmo 

Para resolver el sistema lineal lle n x 11 

Entrnda: Orden del !iiistema n; 

Los ele111e1110!ii a,, de la mamz aumentada A donde 1 < i < n 

y l<j<n+l: 
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Paso 7 

Pnso 8 

Paso 9 

292 

Puso 5 Pari1 i = k+l •• :.;,-n reiiliznr 

. Para j = n +l. ..... 1 decrementado en 1 hncer 

A,I = ''··I - AL,"' 1\,. 

Tomar X., = A,. 11 .. 1 I A.,,, 

Para k = n-1, .... J decrementado en 1 realizar 

P;¡raj = k+I, .. , n h;¡cer 

Tomar x. = A.,.. 1 - x. 

S11lldn (para i = J, .... n; Imprimir xc,) 

Terminar. 



METODO DE LA ELIMINACION GAUSSIANA 

~ 

$· 
:···G 
! l 
¡~,,, 
' ' ' 
i. ......... 9 

······-~·-········Ó 
1 

r············O 
¡•···8•K.H,I 
' ' ' ' 
' ' 1 

ó o ó 

llOJ.t. 1 DE l 



' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

HOJA2Dtl 

" ~ ' ' ' ' ¡ ¡ ¡ .. ,, . "·': •.,, ..... ¡ : : 8 ' ' 1 •··············· 

! .................. . 

68 





296 

Pm¡;ram Mi:1oJo_di:_Elintination_01m~i.innm 
U56Crl; ' 

var a,h: ntntYll .• 30.1 •• JOI o[r~I: 
": 11mylJ •• Jo¡-or r~I; 

-'mem111jc, j,j, k,-n. )'.-en: ime¡;cr: 

A~ •. z:.rcul; 
-~ :_ch,lir( 

proccdurc 1.ni.:rnhzu: 
bci,:1n 

~:~~5~ :u O; 

j :•O: 
k :•O; 
n :•O: 
y-:• O; 
en:-= O; 
AA:= O: 
z : .. O; 
e:• chm(O); 
for i :"' l 111 JO dt> 
hel!ln 
xfil : .. O; 

cml: 
entl: 

prucetlureC;1rturu: 
hc¡;m 

clrscr; 
¡;11111x)'{lO.lJ:\\t1k("ELIMl~ACIO~ GAUSSIAr-.;A 'J: 
i;u1t11l)'(IS,.51:wnkf 0 Ri: .. ulu.:11in tli: :-1,1cma .. di: ..-.:1m,1nni: .. hn..-u)e.,'); 
gn1011}129,!il;wnti:C'Ordc:n Ud ,1,.1.:111.1: n .. '); 
¡;n1Ull)(.52,S1:1c:11JfnJ; 
z ::o tl!O • n•JOJ.'2 • 2·1n·IJ, 
y:= lnm.:1z1; 
for i :e l tn n tlu 
lntJ~ .. 1 tnn+I Ju 

Oc:¡;m 
¡;ntnx)ly• 12"'{1·1 ¡.J.l0+1*2);wr1tc:{"Af".1, ',',t,'I• "): 

..-ntl: 
tor 1 : .. 1 tu n Ju 

lor J ; .. l ton_. I Ju 
he¡;in 

¡;o\Ull) () T 12'"(j·l I T6,J0 ... 1'"2);11MÚ\:t(1,llJ; 

cnJ: 
h :a a; 

¡;otn1l)"l20.2-IJ~wnkf'Prc~mnc: cuJ!quii:r h:d.1 p.ir;1 t111111nu11t'h 
gnt1n)C60,2.i1;\; := r.: .. Jl.cy; 

cnJ: 



¡mx:i:tlurc: Proti:~o; 
~i:in 

for j :~ n+ 1 Jnwn10 k tlu 
h.:i:in 

»lk,jj :•_Í1lk.jl_/_tt(k,kl: 
- i:ntlj ~ · -~ .-,- --. - -, -

fori :·· k+l.lnn Ju 
for j :• n+I Jmvnlo k Jn 

. ~11l~il ~~ U1i,il·· alk .. W11li.LJ; 
cnJ: 

cnJ; 

pmccJurc: lmcrcumhio: 
h.:¡:1n 

for j :•·L 111 n Llo 
ifllli,kl <: > O lhcn 

hi:t.!in 
1Í·j <> k lhc:n 

h.:~m 

cnJ; 
c:nc.l: 

proccúurc: EllmG.iu-.-.1,11111: 
hc:~m 

lnr k := 1 lon•I Ju 
~1-'in 

Jnic:rcamhm; 
c:m.I; 

kfnl :"' 11ln.n+ 111 a[n,nl: 
for l.: ::z n·I ú11wn111 1 Jo 

ho:=t.!1n 
l;1r_1 :=J.;+ 1 lo n úu 

hc:gm 

lur 1 : ... L 10 n ... 1 Ju 
hct.!m 

AA :a ;1l1,1I; 

:1L1.q: .. .lJL.11. 
u[L,il : .. AA: 

cnJ: 

pmrc:~u: 

,,U..¡:= \ILI + utL.1J .. !1l1I: 
c:nú: 

:i1!kl ; .. ;1IL.n ... 11 • .\11..1: 
cmJ; 

cnJ; 
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proci:dure Rci.ull:iJo: 
bc::gin 

clrscr; 
'°oro:ir.y(JO,JJ:wril.::fºELIM INACION GAUSSIANA '}: 
1101o:ir.y(l8.S):wn1d'RcMJluci6ndc Mi.lcm11s de eeum:iuncs lincal.::i.'): 
gnm:o:.yf29. 7):wnh:("0rdcn dd i.l\lcma: n • • .nJ: -
t: .. {80- n'"IDll! • 'l'"ln·IJ; 
y:a tmm:(Z}; 

for i :"" J mntlo 
for j :• 1 111 n+J Ju 

hCk°ln 
J:Olo:it:)'IY+ 12"'li-l 1·3. 7 +1•2J;wn1c('Af" ,i." ,' .j."I-:, '): 

cnd: - · 
lori:• l 1ontlu 

for j :• 1 lo n+I Ju 
h.::~m _ . _ _ - - ... ·-· 

k°OIU:it:)"()' + J2'"(i•J)+6,7 +i*2i:\i:ril.::(hfí\iJ:2:0); · 
cm.l; 

ifm.::n ... ·uc,.. 1 thcn 
hci;in 

¡;u11111.y(25. 7 +n'":! +J1;writc('Sc 1rn111 d.i Uñi; niat'~iz\ini:ulur'): 
cnJ - ·-· ·-"º 

bc}ltn . v·:.:: . : . 
i;o1o:ii:y(27 .7 +n*2+ 7J:wrilc('Lu i.uludlin del i.i.~tcma cli:')f 
lnr 1 :• 1 lo n do --- -

h.::¡;m 
i;olnxy(fy·n)+ 17'"(1-I ), 7+n•2+9_); 
Wtll.:('X',j,' .. ',x(il:4:6); 

.:nd; 
.::nJ: 

¡;0111:ir.)'(20,241;Wnh:('Pr.:i.iunc c1mlltL11cr 1.::d11 pMi1 ..:11n1inu11r"I; 
golt"y(60,24J:i: :a rctidl..-.::,-; 

-.::m.l; 

hc¡;1n 
lnicinlit:t; 
Cnp1ur;i: 
El1mG1111¡¡;~i1in:i: 

Rci.ul111Jo: 
cnd, 



MÉTODO DE GAUSS - JORDAN o DIAGONALIZACION 

Este método consti111ye una variación del 1111!1mlu di: 1~1 eliminación gaussiana. El prot:edimiento 

trabaja sobre toda"' las el'.u:1ciont:"' rc!ilallh.'!> r.:n l'i 111u111cn1u de dimi11;1r la incógnita, o sea. tanto 

las anteriores como las posteriores a la t't11•11..•ió11 pivote. En d mé1odo anterior R, se empicó 

para la eliminar x? de 1ocfas las ccm1cionc!i baJU ella y sucesivamente con las demás R,. En el 

presente método R, tambit'.-n se utilizar;\ para climinar x! de R1. En el paso siguien1e, R1 será 

la ecuación pivote, i.:l11ni11ando x 1 1;m10 de R1 y R1 i:mnu de la'io situadíl!i b;ijo ella. Eliminando 

así el empleo de 111 subsrimción hacm :11r.h. y utncniendo la matriz diagonal del sistema de 

ecuaciones lineales con la solución cxplidt:mh:nh: d;ula. 

ª11 X1 ... ª11 X1 "": ".111 X, -.f 

a;1 x1 • a 1! ·x~ ~. ~:~ :-:, • 

'"··· 
. . . - . . 

BH -,~~J{1~_;__~,~a;1~_X1 --~_::--~ .. 1. X~-º~ -

formando la matriz aumentada 

- ah X,. = b 1 

- a 1,. X,. " b! 

- .,. a,.,. X,, =_b,, 

ª•· 1 ª•···i ª: .. 1 a.,.., 

a..,, a .. ,. . 1 

el procedimicn10 con!ila de una !>ola f<l!il! progri:31\·~1 qui: se ¡1pli_ca a la misma ma1riz ampliada, 

teniéndose tan1as 1ran3fonnacione!i como l!Cuacmnl!:i. En cada cmpa se transforma a una 
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colum~a de la._ ~311ri~,~a~~~-r¡nalmcn~e,~bteile~ ln_malriz identidad 

la. 3n. 

~a 
--

1 

'·'·j 
a,, ª•· 
ª?) .-~a1 .. .1 ª211···· -º- ª]1 ;-. a,, 1 a,..;, 

::.'; -·.- . 
-~ ... •I 

y aSí sucesi~ament~:i{~~t;t-1~·. __ 

--~ :;_,,_~::~.~.~~.,~::-x-~ :···-

--·-~·¡º~l. -~ 
_. '~ 

o 

como se observa. Ja soh1c~ó~1 es .eviden1e 
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Algoritmo: 

Para resolver el sislC1iia lineal d~- n x. -n, 

Orden d~l SiSl'eh13-:_~~-;~~~~ _i-~' ,,- _- , 

Los elemen1os a, ;:di;;á m~t-~ii'~u;~·1c~·~~Clit-- ~,~.donde· i < i < n 
- . . . - ' - "·- ';. 

Entrada: 

y l<j<n+l; 

Snlldn: La s~lución\~rri~~i!:~·~~~~~~~~~'..~.\~<; ~~-
Paso 1 Para k ~' 1_., -~-:-:._·n-=-re:~Ü~~r:~. ~;'.4: s·; __ 6 

,,_ ....... -
Paso 2 ~arn~·-.,~:~;,: .• :;n.·~~11izai· 

Si·n;~ .=.-tj, ~n-1-~nc:e!i Snlltl:1(Mmriz singuli\r), 

Terminar. 

Pmm 3 Si j <: > k_ ei)IÓnce!t 

Para i = k •... , n + J rl!'alizar 

AA= 1\, 

A~.= AA 

PnsO .i- P1irn-j = n + L .. , ~ dl!'Crcmi:ntildu c1\ 1 lmcer 

A~1 = t\~1 ,'A~~ 

Paso S {Jara i = l. .... n realízar 

Si i < > k e111unces 

Para j - n + 1 ....• l dccrcmentadu en 1 hacer 

Paso 6 S;11ida (para i = 1 •••.• n: lmprinm :\C,) 

Terminar. 
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METODO DE GAUSS-JORDAN 
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Pmli'ram Mi:1nJu_G11u-.~_JorJ.in:_ 
USc:l' Crt: 

-· - - '---·.'- -· -

~·Hr ·~:b : ~;~•YI 1 •• J0.1~.J~I ¡,_r _r~~_I: 
-,, : armyl.J .. lDl ,-1rrliul; .-
rridn~ijc:;_¡: j~ k.-n;_)-; -:en! -1111c:.Ye1: -
AA.z.:·n:¡1I; 
e: char;"· 

f:• o:--·
":• O: 
n :•O: 
y:• O; 
en:• O; 
AA:= O; 
z :u O; 
e :a .:hHr(OJ: 
(ur i : a 1 111 )0 Ju 
~i:in 
•1•1 := Q; 

enJ; 
enJ: 

prn.;eJ11ri:- Cupt11ru: 
heg1n 
dr~cr: 

~UIOll)(J),));\\nle('GAUSS • JOROA;../'¡; 
c11tnn·í18.5):wn1t:('Re•11lurn·1n Je ~1·km;,. Jo: <:'\'ls.t\'mne' linenlc-,'J; 
gn10,,)·(2Q,S¡:11nkfºOnJenJd M~h:m.1: n • 0 J: 
gmu,,y(5:!.Sl:re;tJinJ: 
z :"" 180 - n"IUI':! - 2"tn·I): 

~.~: :1:1~-~~;'~1 Ju 

for J :"' 1 '" n- J Ju 
hei:1n 
g-uhn~I~ - 1:!·11- l )·j, JU-1''"'.!):\Hlld 'Al',1, ', .¡,' 1 .. 'J: 

eml: 
fnr 1 :"' 1 lo n <lo 

lnr 1 ::: 1 lo n• I <lu 

h 

hel!m 
¡.,10,~ly- l:!'"lt· l t .,.6. IO+t .. 2).tea<lfi!ll.jJ): 

en<l: 

¡;n11111.)('.!0.'.?.f);\111le('Pre•10ne •U·llllUIC'I te.l,1 r1.1r,1 \lln\m11.1r'J: 
l:lllu,.~(ú0,2.J );~- : "' 1e,1J)..e). 

eml; 
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proc.:duri: Prni:i:~u: 
hi:gin 

for j : .. n+ l lluwntnk·uu 
hésm ' 

11!k,íl :• 11tk.¡¡11111..:1.;1: 
i:nd; 

for- f :•-~I 111 n U1i·. 
hét!in. _ _ 
ffi _< :>_ k 1h(n 

. '~:~;~;; ~;, L; ... ; ; •. ; 
"fí,jJ :•-uli,jJ • •tlk.il'"•1l1.kl: 

o:inJ: , .-"-
. 'i:nJ; 

-i:ml:· 
i:ml: 

prui:i:tlurl.' ln1rr~.,1111hm: 
hél!'in .. · · · i , 

for j -~ .. k Inri Ju ; '"•, 
if11L1,l..J <>.O lhcn-, _·. 

11.:r;m 
ifj "< :> l.. lhcn 

- . hc¡.>111 

.:mi: 
rnJ: 

pro.:.:Jurr G,iu,.J111J.m: 
h.:gm 

lor k :"' 1 lo n Jo 
hr~m 

l~1rri:.11nhu1: 
rnJ; 

cnJ: 

prni:rJmc R.:,ult,1Ju; 

hcl!tn 
f:lp,cr: , 

lur 1 :·· k 111 n..:.1 uu 
hcr;m 

AA:: a!l.11; 
.. 1¡.1¡:,,.,1[J....1I; 
.1IJ....iJ:,.,.A·\: 

c11J: 

guW)l.)'f3J.J¡;\\rlM'G..\USS • JORDA:-.:'1: 



!!OIO.t.)'(18,S): 
writc('ResuluciUn tic i.is1e1m1l' tic i:c1mciunes lme;1les'J: 
goti:ixyC29,7):wnh:l'01Jen dd sr:-ienm: n ... - ·.ni: 
z :• (80 • n•IO)r.? • 2"'(n·IJ: 

_y:' .. lnin..-(zl: 
lor i :..: 1 t11·n du-

for j :• l 111 n:.;..1 ll_u 
h~i:m - · 

l,'llllll)'I) ... l:!'"{i·l 1·3.7..-1:0::?J;wrilel~ ~I' .1.·; '.1.'l •"'l; 
entl: ' - -··-- - -,-.·.-"--

foii :•.Ll11nJli 
forj:-nun..--ltlu-··:.~-:- .. ,,·. -. 

he¡:in ___ -, _:,;:- _>' ... :,:- 1:.~----·~~cf_"· ·_, _ 
i:;;1u'>:1r:.. J~·~í~ 11;¡6._7 + i'":?J:.~\ ri_•_e~ Al i,fl::?:o1:: 

";;;.~~:~;,:,: ~r:;. ¿ ... ,,:; ... : .. ,:J~: ... .i .. "; .. ,. ,,,, .. , .... ,, 
end, - -1• 

d~c 

hep1n'_, ,, . ., _·_, ._:.· . ... -..• ·. 
¡:olll.t.)'(27,7 •n .. 2+ 7);,~·r\lc-C'L1 :-11hh.:i~in del ~Í-•tcnit e~:'J: 
tur i :• l m n Jo 
'bey1n-

i:o1m;y((y·nl• 17'"(1·1J.7+ñ•~ ... Q¡; 
wn1erx·,¡; • '.Ali.41:4:Ci1: -

cnJ: 
c-m.l: 

i:mm)·l:?O.:?.fJ;\\rili:l'Prc-•inne ..:11;1l•1u1c1 kd.1 ¡i;m1 ~·nn1inu.11'); 
golnl.)'IC.0,24¡;..-: =- rc-11Jl.cy; 

eml: 

hc¡:in 
lmi:mliw: 
CJplllrn: 
G¡m,~orJ.m: 

Re~11lt:1Ju: 

cnd. 
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MATIUZ TIUDIAGONAL 

Sistemas de ecuaciones ~e la forma espt!Ciíll sig.11icn1e, !iiendo_A iguíll 

~ ....... -.x,, 
... a ..... x .. 

• ªi; .. 1 l = -a,,,,.1 

=_ ª~•l.11•1 
- a,.,,,., 

será dado po__~ ___ w =_ p.·::-_ q -1. _E.~i~_lcn dm. ca~u~ p¡¡rliculares de esta~ matrices, cuando: 

p y q igu:ll a :! \\' = J 

p )' q ig11<1/ il.: w=7 

en el primer caso el ancho de b;inda delinca la mamz tnd1agonal utilizada en varias aplicnciones 

cOmO J_o_S-1razador~~ ctíbico~ y el seg.une.Jo u1iliz;1do p:1ra la resolución de problemas de valor en 

Ja frontera. 

La ocurrencia de Ja 111a1riz tri<liago11:1l l'!> frecm:nte en la prticlica, para su solución 

usaremos el rni!todo de la rcducciU11 de Croul. d ocual mantiene la propiedad de que los 

elementos diferente~ dc ci:ro es1án;ilrededor de !;1 diagonal principal. Los algoritmos de 
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factorización se simplifican para Ja coin1í~at\ tlt d_c:1Í1i:n1o!t cero factorizando la matriz tridiagonal. 

o -i 
- ·o ~ 

ª~~-·~ 
ª·· 

en 

[

L,, 
Li1 L!! 

L • O 

o 

u = 
[

1 u,, o • . • o l 
o 1 . • • • 

o • • • • • 

. . .. º~·•11 
o u 1 L ..... -1 

En vinud del hecho que lo!> cli:mi:mm t1u11u ~ubre comu bajo de Ja diagonal no son cero, 

es fácilmente verificable la corrl!'!ipondl.'111.·1¡1 entre Jo!> elementos de la matriz A y los 

correspondien1es elcmc111os de 1;1 matriz L y U, tom;mdo una forma simplificada 

a, ,.1 = L.,.1 
a,, = L, .. 1 u,_ 1 , • L,, 
a,, "'L,, U,,., 

(i=2,J, ... ,n); 
{ i " 2, J, .•. , n ) ; 
( i = 1, 2, •.• , n ) . 

para solucionar C!ill! !t.istc11101 el!.! ccu01ciunc!t.. e111..:orur:1111u!t. lo!t. tCrmino!t. diforentes de cero fuera 

de Ja diago1ml de L con la !iegundil ecuación. par:1 de!t.puCs obtener alternadamente Jos elememos 

restantes en U y L con fas dos lihimas ccuacionc!t.. las cuales se almacenar.in en los elementos 

correspondiente!> de la 111a1riz original 1\. 
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Algorllmo: 

Para resolver el sistema lineal de n x n. el cual se supone 1iene solución única. 

Entrada: El número de ecuaciones n: los clemcmos de Ja ma1riz aumemada A. 

Snlldu: La solución x,, .. ., '-,,. 

Paso 1 

Paso 2 Tomar 1'i = d1 1111 

Paso 3 P<1ra i = :::!, •••• n hacer 

Paso 4 Tomar 11:.,·= 1'u 

Paso 5 Para i = n-J, •.• , l dccreme111ai.lo en J 

Puso 6 Snlidn (par;i i = l. .... n: Imprimir .\,) 

Tcrmhmr. 
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Ptuyr11m M111nz_ TriJmrun11I; 
USC!'i crl~ 

vur x, a, b. cotl, hc111. r¡m1a ~ 11rrny l 1.;201 ul r.:.11; 
i,j, ñ,:cnl i _l~1c¡;cr:,.-· ·· 
cont: ch11r: 

-.·-· :.- -e:-: 

prucctlurc lm.-i;11izo1:<- . 
bc¡;in - -- -

i :-)~ 
j : .. O: 
n :•O: 
col:-• O: 
cont : • dm1(01: 

cnd; - · -

proi:cJu1c C11p1111a: 
bc¡;m 

docr: 
J.!nlf1'y(31.2):wnh:('t.IATRIZ TRIDl..\GONAI.'): 
¡;01t1\y(::?.5.5J:wnk( 'Smnini,trc !11, 'll!lllcn1c, J.111" 'J: 
i:ntu:\y(27,7J;\\ntd'f':limcmJc C'~·u.1.:111n..-,: n = 'I; 
gm111;y(Jf.ll/:\\flkt'.\l,1tn1 Tr1ll111;!1U1.1l'I: 

~tlhlx.)C5).71;11;".1Jcn1. 

cul :=- SO·ln-:!J"IU: 
¡;u111x.)1~ul.J 1 J;\\flk!'h1',1. '1'1: 
¡;olO\)(..:ol •/O, l l J;\\flli:f\I '.1. ·¡· J: 
¡;uio:\)'t~·ul ..-.iu.11 J;\\UM\ll '.1, ·1·i; 
lur 1:=- 2 111 n·I llu 

h.:gm 
¡;utm.ylnil - J. IU • 1)~"111...C' •ti' .1.· I' ); 
J:!UIOk) !rnl ... ,.,. IO. I0• 1):\\ nlt'j 'hl' ,J. 'j'J. 
~ntm}t..:ul ... , ... ::!O, I0-11;wnk('~I· ,1, 'l'J: 
g11111~>1..:ul - ..iu. w ... 1J:\\u1..-1·u1 · .1. Ti: 
J :""' J- lu; 

..-m.J: 
i•ntn\) (..:ol - :!O. IU-11¡:11t11~('.1r .11. T 1. 
¡;0U1'){n1!- .10, IU- nJ:''ílkf'hl · .n. T J. 
gultlll.)'f~·ul--10. IU ... nJ:writ..-t 'úl · .n. ·ri: 
i;nw.\y(..:ul ... 5.!lJ;rC".tLl(l>!ll); 
gnl!l\}'knl- 15.11 J:n·.1ú1~! l IJ: 
!;Ultlll.)'l1:11J.,..45.llJ;rr:.1U(ú!llJ; 
J :=O: 
Jur 1 := :! '" n·I úo 

h..-~in 
~Otllll.~t~·11l -1•5. JÜ+ 1l:":.1ÚC;il1 !I; 
Cuhrll.\ t..:ol-1- 15 .IU-11:ri:.1llfl>l 1j1. 
Votu\;j,·111 ~ J - :!5, I0-11.1 ... 1J1d1j¡; 
!,'Of!I\\ hPl •..15. IU T 1).r..-,tt.!(új 111 • 

.1 ;= 1- llJ; 
.,nJ; 

JIJ 



gutni1y(..:ul + 25. IOT n)~rcuJculnl 1: 
gu1n11y(cul T JS. IO + 111:1.:.u.l(hl n 11: 
~u11111y(cul T-15.1O+11J:rcmltJl11/J: 
i;u11111y(21.2-l):wrncC'Pum rnnt1nm1r prc~i11nc ,·tmh¡u1cr 1cd11'l: 
¡:utu11y(Ci0,2-IJ:i:un1: • rciu.ll,cy: 

cntl: 

pmi:ctlurc :,,.t.11nzTriJ1.11-'tm11I; 
b.:¡;111 

h.:1allJ !• 1'>111: 
¡;an1:1lll :•JI lllh.:1,1111; 
tor 1 ; .. :! 1u n Ju 

l'><.'i,'111 • 

lll:Wlil := hji! • l,1l1l~.:l1•l)ld>c"l.1li•ll. 
i;am;1!1I :*' fJj1l·11fil"'l-';;1m•l!•llJlll:1;1J1I: 

cntl: · 
xlnl :• ymn:1lnl: 
lor 1 :o: n•I J11wn10 1 Jo 

h-:1-'m - .. -: .. 
xjil :• y:una1il•hºlil"':11:1i+llli~1uJ1/t 

i:nú: 
i:nJ: 

prrn:ctluri: Ri:~111tuJ11; 
t>ci:m 

lnr 1 : .. 1 !un Ju 
t>i:¡;in 

1!UIU1t){:!5.12 + n ... il~\\tlkl"xlº .1. ·1- . ,\l1J:5: IUI; 
i:ml: 

l!llloxyi60.2-IJ;.:unl : ... r.:;11.J).:cy: 
i:ntl: 

hc¡;1n 
lm..:ml1z.;.1; 
C;1ptur.1; 
M;11nzTrnlm1."1111;1l; 
Re~u11uJn; 

cnc.I. 



SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES 

En esta sección se ver.in de lo!i me1odus parn sohícionar síste-mas de ecuaciones no lineales 

(algebraicas o trasce11denti:sl. Dichos s·rslc:nÚ'1!i ~~ú"r~~ii ·fíeC1ienléme01e en· la práctica. Las 
- • - -O----- -•-

técnicas que se verán son genernlizac:io11es JC.~Jglin~S de !OS lñétOdos aplicados a la solución de 

una sola ecuación no lineal. 

Es1os mr!1odm. !iUll e11 principio, aplicadonl!!i a si!i1emas de n ecuaciones con n incognitas. 

l~lX1, X1, ... , X,.) = U k = J.::!, .. ., 11 

en el caso que n = 2 tendremos un siste1n.1=act'~la:.~h)s ecuaciones y dos incógnitas 

la generalización a n ecu;1c1one!i y n incúg.11ita!i rkb~rá ser directn una vez que han sido captadas 

las ideas fundamenmle!i. Ahoril. íl!iulllil!ndo \;i !illluc1Ui\ al sistema an1erior en forma vectorial 

tendremos 

ftxl = o 

La ~ulució1\ dd ~istcm;¡ ~I! pucc.lc con~ilii.:r;ir cu1110 un proceso de dos pasos: primero 

enconlrar los puntos de intersección dc c~m~ cun;1~ ~olución en el plano (x 1.>•i>· 
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En Principio. el mé1odo de f\.·tuller y los m~luLlos de Newton de alto orden extendidos son 

buenos, pero la cantidad de trabajo a de!iarrollar !ie incrementa rápidnmente con el número de 

ecuaciones y por eslo su uso !ie hace limitado. 

Los principales nn~lodos para sistema~ de ecuacione!i no lineales están basados en modelos 

lineales tales como el mt!todo de Newton·Raph!ion o el 111étodo de la secante. 
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MÉTODO DE NEWTON 

Consideraremos el problema de la solución dc sh1enms de ecunciones, de manera similar a el 

método de Newton-Raph!ion para una cc1mciún. Ha)' más de una manera de ver y derivar el 

método de Newton-Raphson pnra rl.!solwr un !ii~1enm de ecuaciones no lineales. Aquí, 

comenzaremos una derivnción analítica. )' cnto1u.:e!i Uaremos una perspectiva geométrica. 

Aplicamm. el tcoremn e.Je Taylor para· funcione~ de dos variables para cada una de las 

ecuaciones f,(x 1, x!J = O. e:<pamfü:ndo f,(u) alrededor ch: x.,: pitra i = l. ~ 

·. U!,:(X11 ) éJf
1 

(X0 ) 
O:f,(Q) =f,(X11 ) • (?pX1.~.)·~··_(Q1-Xl.o) ~ 

- {~o,-x,.,) d:, - (o,-x;.> df,J,f'_{<'"> 
con t"' en el segmento de línea c1urc x .. y 0:.:_;_-.~r Omit~1~l~~ _ l~~:térntinos de-segundo orden, 

obtendremos la siguiente :lpmxinmciOn 

éJf1 (x0 ) i:Jf1 (x11 ) 

--ax-;-- --ax-;--
ilf, (X,.) iJf, (X") 

-ax-;-- ----¡¡x;-

en forma matricial 

o=-.!(.\",.) • F'(X,.) (a-x.,) 
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con F(x,,) como Ja matriz de jacobimm'de r. dada como 

La aPrmdmac.iÓ~1 x 1 deb~-- ~e·r un~-1~1ejo~~ni~~1-~~.d~-~~. x .. es escogida lo suficientemen1e 

cercana a a. Esto nm. ll~\'a al 

mé1odo iterativo 

Este e!i el método de Newton p;ira rc!:iolvl'r el sis1c111a no lineal f(x) = O. 

Actualmcme en la prác1ica no se obtiene 1;1 m;uriz inversa de f(x), panicularmen1e para 

sistemas de más de dm l'C:Uacionc:.. En cainbiu. n:~uh cremm un !ii!itcma lineal con un término 

de corrección par:1 '-n 

'\,,.¡ = .\., T Ó,, .. ¡ 

fato es m:l!i elicic111e en tit~mpo de c1ih.:l1lu. rct¡uirlcndo tantas operaciones como unas tres 

invcrsionc!i de f(x,,J. 
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~ de.rívaci~n_ geo111é1riCa para" _es1e _ m~l~dO es áimloga ál mé1odo de Newton-Raphson. 

La gr~fica en eJ·espacio de ln'Ccuaciói1. 

es un plano que es 1nnge111e a Ja grálica di: z = f,(.<t 1,x2) en el punto xD para i = 1, 2. Sí x,, es 

cercano a a, entonces es1os planos tangentes dcbl..'n !:.Cr buenas aproximaciones a las superficies 

asociadas de z= f(>. 1 •• ,~). p;1r;1 x = (x1,x!) '·c:rc•u1a 11 a. Entonces Ja rntcrsección de las curvas 

cero de los planos 1a11ge111cs z = P,t:>. 1.\!) dc:beu )Cr una buena aproximación a fa inlcrsección 

correspondie111e o- de las curva~ cero ele la!i !illpL'rfo.:ie!i originales z = f,tx1,x1). Esto resulta en 

la declaración de la expan!iiún de Taylor h:1!:.líl el !:.L'gundo tCrmino de la!:. dos ecuaciones no 

lineales. la intersL'cC1dn de las curva!:. cl.!ro llL' l = f,(x 1,x2), es i = J, :.?. es el punto x1. 
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~TODO DE LA SECANTE 

El método de la se.cante par.t sistellla!i .de ecu:u:iunc!i se ulHiene por una exlensión directa de la 

idea de una ecuación. - Si11 embargo, cs10 no C!i li~n fücil como para represencarlo en fórmulas, 

y ·de tal·. manera dC~~ri_~~ll!OS-:~Sto· _e1~ páhÚm1!i. En el k-ésimo paso de iteración habremos 

guardado xl. xl••• ...• xl-;n. Pa'rn cnda función l,(x) dererminamos el plano que interpola fi(x} 

en f1(x~.¡) paraj I, :?, ..• , n, n~f los n plm1us !iu11 c::1lculndos para un modelo den componemcs 

de-f(x); cada-plano requiere In 11olul"lU11 ele n-rl ecu;icioncs lineale!i con n+l variables. 

Entonces se resuel\'e el- sistema lineal de n x u ob!enido al colocar estas funciones lineales 

iguales a cero simul1áneamen1e, e!ilo C!i, !le loculiza dónde se inrersecian los planos 

simultáneamente en cero. La solució/\ ll~ C.!ih: ~i~tcnm t.'.!i 1;1 siguit.'nlc iteración x~. 1 • Tanto este 

método como el de Ncw1on·R;1ph!ion rcquicrL'n rL'.!iulvt.'r n ecuacione.!i en el úhimo paso de cada 

iteración. Esto !iigniflca una g.r;111 cílmid;td di.: 1rallaJ~1. pc10 C.!i!O c.!i inherente utilizando el 

modelo lint.'al. 
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AJUSTE 

DE DATOS 



AJUSTE DE DATOS 

El análisis de muchos probh:mas en ing.cnieriil química consiste en la milización de datos 

experimentales para verificar tcorfas o desarrollilr fórmulas empíricas. Con frecuencia algunos 

de los daios puntuales son inexactos y deben cncorurarse métodos que permitan elegir 

información adccu:1CJa con razonable cer1cza. 

Se puede adelantar mucho e11 d <111;\li.!>h de lm result;ido.!> o dmos rcpresemándolos 

gráficamente, eligiendo la.!> coordenadas adecuíld:t.!> c in.!>peccionámlolos visualmente. 

Los resullildos experimentales pueden uti!izanc i;unbién para determinar un valor medio 

de una variable. o un conjun10 ¡Je dalm puede 1111egrílrse para encontrar un valor total. La 

determinación de una velocid¡¡d media a lrnvé.!> de unu sección transversal de un tubo o pieza de 

una instalílción seriíl un ejemplo del primer ca~o; y l;1 predicción de una composición acumulada 

a panir dt: un conjunto úc valore~ úi: compm1c1oni:s pumuales sería un CJemplo del segundo 

caso. 
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POLINOMIO DE INTEIU'OLACIÓN 

La inlcrpolación polinomi:il se usa cuando los dmos son ex;¡clos. Suponiendo que los valores 

de x, en un conju1110 de datos {X,.)',) dado. donde i = l. :?. J .... n. po!iiblememe equidistantes 

o espnciados en donde 1;1 imerpolación lineal nn tiene la uproximnción suficiente para nuestros 

propósitos. En lnles ca!iOS tomamos en cuenlil 1ma h1:rrnrnh:n1a básica para encontrar fórmulas, 

este método es el de coelicienlc!i indclcrminado'i. fate supone Ja forma de Ja respuesta, y las 

condiciones en la fórmula 1k1erminan 1;1 forma di! lo!> cocficii:nle!i arbi1rarios, es decir, de1ermina 

un polinomio que pase por lm pumas d;1dos. Por ejemplo. dados n+ 1 punlos (X,.)',), i = 1, 2, 

...• n+ 1 podemos accesar un polinomio de grado 11 

r. 

P!x} = <1= .. «1 x ... a::!x· ........ anxn =:: f;; .axxk 

para Jos dc1mis datos (la forma del polinornio liL'llL' n+ 1 coclicien1es para ser cJcterminados por 

las n+ 1 condiciones) Ja condición de qui: el pulinmnm P,,(x) pase por el conjunto de puntos 

(x,.y,} es 

1::1,2, •• ,,n+l 

las n+ J ecuaciones tlcrcnninaran a lm coelicicnle!. n,. 

El determinante ele la!. n + 1 ecuaciont:!I orig.maLlo al t:\'ahmr t:n cada punio el polinomio 
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de grado n e igualar este resultado al de la funCiói1, da~a para. es1e punto, se conoce como 

determinante de Vandermonde 

x, x{ 

x, ¡x,''¡ 

x~.1 

teniendo en cuenta que el Uc1erminantc no podr.í !ler cero si x, < > x1 para i < > j; a panir de 

esto, siempre podrclllm rc!lolver pam d "~ y t~ndremos umt solución a el problema de 

interpolación para po!inornio::i. 

Si resolvemos para el a. usando delt!rmin:ulles. substituimos el resollado en el polinomio 

y tinalmeme rearreglamos ;u1ccui\dame111e. obtendremos 

y ·'· xi x; 
y, x, Xj x, 

: o 

Y. X~·• x;; •• x:.1 

Podemos ver direc1mnemc que t!!ila ~~ la !iOlución. expandiendo a lo~ elementos del 

renglón superior, \C trata uhvi:tmcmc un polinomiu de gr;1clo n. Si x e y loman los valores de 

x, e y,, emonces do~ rcng.lone!i deben ::ier i<.1¿111icu::i. y de ;tqui que el determinante deberá ser 

cero. Estn obscrvnción mut!!ilra que el polinomio pn~a a travt!s lle los puntos dados. 
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Algoritmo: 

Para evaluar lps coelicie~ue~ ~Id. polinomíu _de i~uerpolnción "P .~n los (n-t-1_) puntos 

distin1os "º' .... "" par.da función r; 

Entrndtu 

mimero de dato!! n: da10~ x, ó x,, dl.'pl!ndiendo del modelo. 

Snllda: Los coe.licienle!i dt:I polinumiu. 

Paso 1 Si m = 1 entonces realiz¡1r paso :? !11 no, paso J 

Paso 2 Para i = l. .... n 

Paraj =l ..... n 

Tomar A., = "'.' • 

Tomara,,,. 1 =y, 

P<1SO J Parai=l, ...• n 

Para j = ~ ..... n 

Tomar A,1 = x, 1 , 

Tomar a,,= 1: 

Tomar <t, ,,. 1 = y, 

Pnso 4 Rc!iolvcr sistenm con Gaus~-Jord;.111 

Paso 5 Salidu (Pnra i =l •... , n+I: Imprimir a,,,. 1) 

Tcr111im1r. 

325 



POLINOMIO DE INTERPOLACION 
HOJA1,Dt2 
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1 

ó 

HOJA 2 0[ 2 

: l •1. H. 1 
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l'.!8 

-proymm Pulinunuu_tJc_llcrpolacmn:· 
U)CS ~·rl; . . 

.·-\111r 1.j, k~ n. m. \', plll ·: lnlcl!c-r: 
ury, v¡dnr,AA: 1c11I: 

,11. y: ¡ur.iy ¡J..'.!UI 111 rc:11_¡ 

_· :~: :,:~~~·>¡ l.1.sa~1.1.s;n:·~:.~i'.1 : 
i: :"ch;ir:· · 

pmc~tJureo Jn11:1:ihZ.;1: 
i;k!l!ln . 
--1 :O. O;-
. j : .. O: 

k :•O: 
n :=O: 
m:• 0; 
,. :•O: 
pul:•. U: 
1ir¡: :.,.- O: 
V11/t1r :•O; 
AA: .. O~ 
e!"' ··harfOI: 
fori :• 1111.WtJo 

lnr J :"' 1In2:0tJn 
u!l,11 :=O: 

for 1 :• 1Ju50 J11 
for j :• 1 lu51 tJu 

11/i.il :- U: 
lor 1 :== 1 1112:0 J11 
h.-~m 
ll./11 :=O: 
~l•I:"' O: 

cnJ. 
cnJ; 

pr1¡,,:cúurc C11p1111.1: 
prui:cúurc Entr,nJ.1/~ 
t.c11m 

·G11l11\_\'f]IJ,(11:Wr11cl11f'S1imcr11Jc Jalo' n =- '1. 
G11tuJ1.}f:!l .::!4),\\ 111dnl'P1c,111111:-.:ual•jlll•'I 1o;d.1 p.1r,1 l"onunu•u'J: 
Goto,}f5U.(,¡.R.,,,JJmoJ, 
Fnr 1 := 1 111 n Jo 

t.qnn 
G111LJ\)l:!ú.7 ... J1:\\'111dnf'Xl".I.'/ >< '¡, 
G111!I.\) (lJ,., -11:Rc;u.Jlnl\l1J1: 
G11t1")1-lc.,7-11:W111cJ111'V['.l.'I"' ·1~ 

Guh".\(53, 7-11.l<c-,1úJnt.1Jij1. 
cnJ: 

G11t1"y!úO.:!-IJ,•" : = 1c.1Jl.c~; 
cntJ: 

rr•i•·cJur..- Entr .. J.1:!: 
hc!_:lll 

Goh1\~tJU.61:W111.-lnl·:'\1i01..-111ú.- J.1111, 11 = '¡; 
G1•lo.\~f'1l .li1;Wntdnf'N1lmi:ruúi: \";11rnhl..-, 111J,·11~nJ1i:n1c, = '); 
Gotn\)"(2J .:?:-IJ;Wrudn! 'P1c,r11n~ ~11;1llJL11,·r 1c.:1.1 11.11,1 i:11n11n11ar'I: 



Gntoxy(50,61:Rc:1úlncn1: 
Guln~}'IS8.8):Rcl1ú/n(V/; 
Fur 1 :• .1 Ion úu 

licl-'m 
G1111u.~!:!6,\I + 1):\\'ri1cln1 'Y/' .l.·¡ ª ·1: 
G11t11.\y(J.l,1J-11;l(l'.11..llu¡'t'l1l1: 

cml; 
Fur i :a: 1 tu v du 
lici!m 

Fur j :• / lu n Un 
hcym 

G11!11\}"{4J.9 + Jl;ClrC"ol: 
cnú: 

For j := 1 111 n U11 

hcym 
G1111t\Jl45.1J ... !1:\\'n1cl11('Sl',1.".'.1,°l 71 '1; 

011111,~ 154. 9 -11:R•·;1úln1X\l1.1 JJ; 
cnJ: 

cm.1; 
Gnrn,)(c;,U.241!• := 1c:iJl..c~: 

en U: 

he;: in 
Clr'>l:r: 
Gnlu\V{27.51:\\'ntdní"POLINO:.Ol/0 DE l/\'TEIU'OLACION'J: 
Guhnjf2ti.8J;Wn1dn1'Sdeon'1tmc d m,1Jc:lu Je~1:aJu:'); 
G111cmC'!J.l:!1;Wri1dnC'I· 't'"' !\U ... AL\1 - A:!."\1ª2 ..- AJX1ª)

0

J: 
Gul11\~·/23.IC.1;\\'n1dul'~· \' .. AO" Al.~11 - .-\'.!\21 ... AJXl1º); 
Go!11\\·¡J6.DJ:\\'n1d11~'\l11Jdoj j'J: 
Golo\\i44.:!3J;/tc.1Jlnf~IJ. -
ir (~I '< 11 .m.! f.\I > ::!11h.-11 C.1pun.1: 
Cli••1;r: 
G111u,.11'.!i .JJ: \\ 1rklnc "f'Ul.l."0\llU DE l'\Tl.t<l'UL·\CIO~'I: 

cnJ; 

¡no.:cJurc 1'11•~·e"11; 
rr•1~·cU11rc l'1••~1:~•1GJ. 
hcl!IO 

- lm 1 : = n - 1 J1mn10 l.. Ju 
l•C!-'IO 

:1Jl...1j.,.. ·•fl•.rl .1JJ..J,¡; 
cnJ; 

h111;u !1t111J11 

hcvin 
111 < > l.. 1h~n 

h~::m 

enJ: 
enJ: 

,;11 1 := n ... 1 Jvwn10J.. Jo 
hc::m 

ll
0

l1,jl;c;1j1,1l•HjJ..,1/",1!1,I,/; 
cmL 

..,nJ: 
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JJO 

pí0C:l!dt1ré l11tcri:amhu1; 
be¡:m 

for j :• k lo n do 
il u(i,kl < > Dlhcn 

hl."l!ln 

1i 1 < > L lhcn 
ltc-~m 

cnJ; 
cnJ: 

pr111.'cdurc Go111•"-'••rr.J;111, 
hi:¡,i1n 
lor k :"' 1 111 n 1.111 
hcgm 

l111rn·i11uh111: 
cnr.J: 

énl.I: 

"" 1 ~· L 11111- I Ju 
ltc-¡.'111 

AA: .. ;11/.11~ 

:1(1.1/i"':1IJ...1J: 
.ilL.11 :-. .o\A~ 

C'ml: 
Pm,,;i:•1GJ: 

'"" d•C' 
l'mú•..,.1GJ; 

funcliun i\o:t•lll-' : real; poi : Ínlo:~o:t) : r•••1I: 
v11r ,. : rc:1 I ~ 

:o•¡,!n:mlo:¡.'cr: 
hi:~m 

il pul• O lho:n 1· := 1 
d"C' 

11 ar~ > U thcu 1· :'"' E:1.pq1u1°·ln1;11t!ll 
cl•c 

ho:rm 
•11!n:= ·I: 
11~1r.JJ(uh•1r••t•J th~n 

1· :Q •lt!t1"E·'l'll1,11~1ut:il"f,11¡..'lll 
•I~ 

1· := E.1r1¡m1"'l11!ilh•1Mg)lJ: 

p1111:""r.Jurc 1111•1••-.1.-\: 
ho:~m 

Fnr 1 :"' 1'"11 do 
hc~m 

For ¡: .. 1 11111Uu 
11!1.11: .. u:IX/tl.Hl: 

nl1.n- ll := YJI/; 
""nU: 

cnU: 



pmcl!l.!Un: Pru1;1! .. u8: 
h<!~ln 

cirM:r\ 
Fnr1:• l lonJn 

hl!p1n 
Fur 1 :• 111111 Ju 

11Ú.1/_:= ·"h·l.1/: 
1111.IJ: .. 1: 
;1fi.n ... J/ := Yl!f: 

end~ 
eni.J; 

hel!in 
il ni• l 1hi:n

l~¡d11 
flw,·c>..,1A: .. _ 
Gu11 .. .J¡1rJ.111:' 

c>UJ 
dw 

enJ; 

hc:!;'lll 
1'111.·c: ... 1U: 
G.11 .. .J,1¡.l.111: 

.:nJ; 

rru,;nlur:e Rc-.. ~ll1(1j1~: 
l~~·n 

'-'lr!«cr: 
g111m.}'(27,3J;\\ 111.:l'POLl~O~llO IJE l!"Tf:r<POLACJO~'J: 
y11h•.\}('.?'.?.5J;\\nl•·i'l.11 .. ··•••·h.-11:111"" J.: 1~ ~·.11.1•11•11 .... n:' 1: 
g111n.\)f20.'.!..11:11nt.:t'l'r.: .. 111nc-•u;1J.rm•·r k•fo p.u.1 .. 11n1m11.ir'I: 
for 1 :u 1h•11 J,. 

hc-tln 
guho\~(~9."7 ~ 11: 
wrih:/11(',•\'.1·1.' a '.Af1.n- J//; 

em.I: 
gul11.\}(G0.:?~1:• ;=- 1.:aJl..t<~: 

c>mJ: 

b.:;;1n 
C11p1urn: 
Ptnc.i-.i1: 
Ro: ... ult;u./11: 

.:nJ. 
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POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON 

La fórmulíl ~em:ral de ~i11~rP-~i~ció~~~i.~. ~~~vu~1.1. ·puede ser derivada iniciando con algún par 

sUpues10 dé valore_s ___ d.!-X'o-é- y,--).":.10s ·pa-,r~~-·de._valores-dad-os, escribiendo abajo las diferencias 

divididas en orden ~scendcntc~ y entonce!~_ re~olver para y en pasos sucesivos hasta que se 

encuentren tan1os 1érminos como se ·de!lc:e. 

Definiendo el concepto de derivad.\: 

Lim f(x) - f( X
0

) 

""x-x'- X - Xa 

tomando la definicilin 

en la que f[x.x.,] se deno1l1iña primer cocfel11e inci~ñ1en1al tini10 o fini10 de primer orden 

respec10 de los arg.umento!i. x, x.,. 

Con el tin ele pc:rmi1ir O\proximacione!i. amilogas pnr;1 derivadas de oredcn superior, el 

concepto cle cocicnh! incremcn1;1J se amplia di: la t'ur111:1 imlic;1da en la siguiente 1abla 
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ORDEN DIFERENCIA 

f(x,.¡ 

f [X1 ,X,,} f[x,J - f[x,.] 

X 1 - X,. 

f {Xt,X1,X.,J f{x),X1J - f[Xc,X,,] 

x .. - x .. 

f{x,,, x .. ] f(>:,,, ..• , x 1) - f(X,,. 1, ••• , X,,] 

x,, - >.:., 

Definiendo al cocie111c incremental de ordt!n n co1110: 

f[x ... • ... , x~J 

Donde lo!t n+ 1 punto~ ba~c cMen tli:1inidm ~l11110 'ligue: 

- .\. = n'··' 

x,, = f(.\,,) 
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- Para establecCr el-Polinomio 'de irirerjJolnciÓn" db-_;f(x), -:en el intCrviilo x0 < x < x,, 
.- - .. ,_.. ~-··'. : -

tendremos ·n+ 1 pumo!(IJ~¡e. > ;.~J co.nfbrn1nr_a,,f(x) .éo_n l~s coeliciemes incrementales y para 

considerar el error d~ trunc~CiÓ_;·i~-~-e -~~-~~;~Y~ ~(!t:r!nino _R(x), ob~~nien~O lo siguie_n1e 

~ -- - ·,-, ·- ', _ .. 
f(X) .. f~J:'-:11-. + J?'-."'.".x_,) __ f:[~:·, x¡;) -- -<x-·X.::> t'x-x1) f{x:, X:. x0J • 

'.-' • .,~'._ (~0-,~o}- :; 1~ ~~:/~:-~J!~~f,-:r;~;;;-~--._._. -~1--:x0J + RCxl 

Donde R(x), como ~e est~~!~ció, .es 1~.discrepnncia entre.~(x) y P(x), cuando el polinomio 

P(xJ pasa_ por los _p111uos_ (>.,.,í(x,,I), ·c~ 1 .'f(~ 1 )J. º ·:-:" 1x,;JC~H. Sfendo--ilsí el- error de la 

aproximación. 

Algoritmo: 

Para ob1cner los coeficientes. de dili:rl!ncia di\'idida del polinomio de interpolación P en 

los Cn + J) puntos dis1in1os x ....... x,, para In función f: 

Enln1cJa: ntímc:ro de punlo!) n: lo~ \':time:~ de: \,,. ..•• Xn y de f(x,.), .... f(x,J. 

Snlid:i: lo~ ~oerii:it'JHI!!) del pulirm111iu im~·rpulanlt' 1;,u. 

Paso 1 Para i = O lmccr 

Tom.u r:,, = f(\J 

Paso 2 Par<1 k = l. .... n-1 n~a/izar 

Para i = o ..... n·k-1 hact'r 

Pnso 3 S;11id;1 ¡p;ira i =O, .... n-1: ln1pri111ir ( .. ) 

Tcrmim1r. 
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POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON 

e IHICtO ) 
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PrO¡;r.im P11l1numm_FUnJmlíi:i:i-1 ... l_Ji:_Ne,,·ii-,n; 
Ulli::!io 1:rt; 
v11r 1, lil: 11rmy f0 •• 20f of ri:1~I: 

f: .nrrn)' fD •• 20,0 •• 20Jufre•1I: 
i.j, n ! in1i:¡;er; 
1:: 1:h.1r: 

prno:i:Ju~ l~1~1;.1lizi1: _ 
h<!i:in 

·- 0 ·¡ :,..-Q; o. 

j :•O: 
n :•O: 
.: ; ... i:h;Ír(U); 
for-1:=-O111·20 Jo 

he¡;1ri . 

!!.lil-! .. O: 
fa.fil:• O; 

i:nil:' ., ·-

tnr 1:•O11; 20 llu 
luí.1"i,,. u111Wllu 

tJi.11 :=O: 
.:mi: 

¡m11.:i:c.luri:C;iptur.1: 
toi:111n 

dr,cr: 
J:nllll)'<25.4J:wn1i:e·rou:-.0~110 FU!\'DA~IE!":TAL DE NEWTON'); 
¡;oln'l}'(~S.71;\\111i:1'Summ1•lre 1t1~ •1g111i:ntl:'• U.uu•' 1: 
¡;nin,\) (29. IOJ;\\nt"!'Nümcm rJc: U.110.: n "' 'J, 

gutn'l)l51.10J:ri:;iU!nJ; 
J;Ol!1')121.2.tJ:\l'flli:(·P1c~uinc .:ual.¡mcr ¡.,.,·l.1 p.11.1 .;nnt1n11;1r'l; 
g11tn\)l:! l .(IUJ:~·:: ro:.1UJ..i:): 
dr~.:r: 

~UtU.\)( l, JU¡;~lr<'••I; 
~uhl.'l){:!5.21.1111td'S111111n1•l1"I''' •lgllt<'lll<'• U.111.-·1: 
~11101~1 JO .$1:11111,.¡'1 1• \ 1'). 

lor 1 :- Uh• n·l U11 
he¡;m 

gulnX)(30.ó- 1);n::u.lt,.l 1 ll; 

i;u111,yt.n.ó- 11:ri:.1J1bl•ll: 
i:ml: 

¡;nt1J\yf2 l .2-l):\1 ntt-('Prc:•umc: .:rn1h¡u1i:r kd.1 p;1r.1 nml11111;1r'): 
~Uhl'l~ (;? 1.(10);.;:"" ft:.1.Ji..1:'); 

c:nJ: 

prnci::Jur" PF'.'I:: 
hi:gm 
dr~rr: 

lor 1:=U1t1 n·I Ju 
110.il := f\li]; 



for i :• 1 lu n•l Jo 

fo,J¡ij¡~ ... º ,';;·.~;·.r~ ~;;~.: 11,.1;;1., 1,1: ~·¡, :,11,-1: 
i:nJ: , . , - ' -

bey in 
lnli:mliza:· 
C11p111.1~1: ·_- .. :;_· 

.,_' PFf'\i: ':-:'.i 

i:nJ. 
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MÍNIMOS CUADRADOS NO LINEALES 

El mé1odo de min1111ol1 cu;1drnt..lo~ e~ uuliimlu en ~irnado11c~ donde hay muchos más dalos 

disponibles o condiciones a salís.facer que par1ímctro~ a ¡1jus1ar. En la aproximación por 

mínimos cuadríldos se u1ilizan con 1mh frecucncía polinomios que modelos lineales, aún cuando 

en ocasiones algun<t familia dc·~cc:m~-puc_d:'_dnn111a bui:na aproxímción. 

intentamos cuantificar alguna c;müda~f :\ y rc;11iz:1r m medid¡¡~ >.,. 

En la práctica 

En el gráfico de la ~iguil!1.ue. página no ~1! observa a x. solamen1e las medidas x, con 

errores de medi~ión f;; ~s10 Cs. ·~a'~airos \;e111os: 

x., = it.+ t,; i = 1, :?, ...• n 

viendo a e, como "ruido". y n x como d vnlür· \'Crd:idcro. 

El principio de la condición de los mínimo!! cuallrndos consisic en el mejor estimado de 

_ x siendo es~ m·1mero el que minimiza la sumad~ los cundrados de las_desviaciones de el dato 

calculado respec10 al elato r~al. 

f(x) •~<.'•t. (x,-xJ' 

t; cr,, .. - r .. , .... , ¡' 
minimiza 



X
 



E.n el ailáliSis·nna,1._·1~ ~uili#ad d~-es1e~polínÍlmio depende·qué tan útil sea el resultado 

pl1~d~ · ~er usado. 

El sel~ccion:1r el promedio comu el m~jur \ nlur e!i muy co1min en la práctica en muchas 

si1uaci01tt:~. No ob!itantc. C!i i1mpropii1du c11 oilg.111101!! u1r;b. Probablememe la mayor falla con 

este método es qm: 1111;.1 mi:diciUn ~encil/;1 lllll) 111:11;¡ puede distorcionar grandemente los 

resuhados, yn que al elcvnr !ns desvinciones ul cumJr:1do. dicha medición nos dará un termino 

que lendr;l una par1e dominanlc. Por ello debe tcncr~e mucho cuidado al utilizar este método, 

siempre se dcbcr<i revi!iilr ~¡ ¡¡lg.una o alg.t111íl!i 111edic:ione!i se disparan. 

Cuando el ni~mero _de punto~_ e!i gr;imfe,_d puliuomio de grndo n se podrá represcmar 

como 

y = a,, + a,x -r ... + a,.x" 

y el reprcsemar h11i díl!m i:xactamem..: pur c1ih.' pl1li11omio. no solamente resulta laborioso y 

puede si:r intrucluu~o para di!IU!i c\pcrin11:111;1h:~ L¡111: culllicncn invari;iblemcnte errores siendo 

más scnsiblt: al ir;11;1r ele rcprc~cm;ir lm da!u!i ;1pro\1111;1damen1e por alguna ftmción y= f{x). la 

cual contiene poco) par;imctro!i, t:!>IO!i par;lmctro!'.> p111:clt:n entonces ser de1erminados de modo 
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que la curva y=f(x) adcclie los datos ''de: Ja mejor manera posible''.; el crirério en cuando a que 

constituye "la mejor m;mera posible" es arbirrnritl. 
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MÍNIMOS CUADRADOS LINEALES 

Este método es un caso espcci~I del iné_1odo. dt!' :mfn~mos cuadrados ya que lo que busca es 

encontrar una lfne;i recta o meja:r-~ich.'?_.,.~a ~e~t.it_ q~~e._mejor se aproxime a Jos datos. entonces 

tenemos 

para un conjunto dt!' díl!O!i (X,~Y.k!:·~· r:::~. ·~~:.':n. TC11~1~os dos parñmetros a)' by buscamos 

minimizar la fundU11 de dos \'ilrinbl_t:_!i_ o{r: h! -" 

y(x,) es el valor calculado y .Y. ei el,,~·~1!~.í-;1~1:~~i~IU.\É!ito ubviamenie es la generalización de Ja 

ecuación que mi11imiza la sunl~ -~1<i~s,_~:~i~~1~i'<~~~~. de_ ~¡~s de"r.Viacione!i. tenemos 

.:.-,,\-.::::..·: . 

j-(a,~;;• fca-bx,-y,l' 

para minimizar, ;ipl_!c~1~1o_s ~J mé10do de c;\lculo 

ilt<:;b> • 2¿ ca ·bx,-y,) • o 

iJf ':,; b) • 2¿ (a• b,,, ·y,) X, • O 

dividimos por-un factor de :?. y rci:?1cribieodu. ubte111.·111m 

esta ecuación !le rc!)ucl\'C: (;icilmi:111c par;i los par;iinctro~ a y b. De cslíl manera obtenemos la 

línea recta de mínimo~ CL1<1dr.ulm p;1r<1 lm dato,, 
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Algoritmo: 
i '. . '. - : -

Para cva.ltiar los· ~ot:l)~ie_IU~!i~· <.lt:I ~-l:~~lin.u1_1~j~ .de_ !~11erp~laci_~_~. P e~· 1os_ (n+ 1) pui:itos 

distintos x.,, -... , Xn Parn la func¡óñ j)_--;:-
·;-... _:_ . .-_.--.:· _ _::,·.·:o 

Entmdn: Mo¡h:lo del pOli;i~1~i-~ 

l.· 

nlímeru ~e datm n: d•~tos :~. ~l-x,, l\t:p¿1í'~ii:iíd~\J.~I· ~?~·~!~~- , __ 
Salida: Los coeflcit:llh!S 1.M polinumiu. 

Pnso 1 Si m = l cmonce!i rt:alizar Pnso 2 si no. Puso 3 

Pnsu2 Parai=l •...• 11 

Paraj = l. .... n 

Tomar A,, = \,1•
1 

Tomar a .... 1 =y, 

Paso J Parai = 1, .... n 

Paraj = :!, .... n 

Tomar r\., = '• 1 , 

Tomar a,,= I; 

Tomar a .... 1 = )'. 

Paso 4 Resolver !ii!.tcma con Gau~~·Jonlan 

Pasa .5 Snlidn 1Par;1 i = l. .... n+I: lmprnnir a,.,.¡) 

Tcrmin:1r. 
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METODO DE MINIMOS CUADRADOS 

? 2 
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Piuvrum ~1mi1~1~ .. _Cuallr~llo<i_parn_MuJeln .. _Lmc-;1le ... : 
U~!iCrl; 
c::unM men11<11el = \:un On.J.:n;tlla ;11 unv.:n': 

m.:n'iltji:2 .,.·. '1'in OrJo:mu.l.1 111 onven·: 
var i, .i. k. m. n.'o:n. l!fl· n.:. nv. flª'": 1n1ev...-r: 

1, ,\ : .11rrn} 10 •• :.io.0 •• 2011•1 1.:;11: 
y:11rrnyll .. Wl11lr.:;1I: 

"0¡1: Uy1e; 
111..-n ... 110: :-1'\1mgl:!:!f: 
AA: rc-111:· 
i:. Tipo: ..:hm: 

rm1:i:J11re 1111..:mhia: 
ho:~m 

1 :•O: 

"L::: °cJ: 
m ~- u~ 
n :=U: \'n :=-U. 
!:'11 :- U: n...- : .. ti. 
M'!'""" ll: 0¡1:=. l/; 
AA:• O: 
pui-11 :•U; 
~· :• .:h;1r(OI; 
T1¡m:a 1:h:uf0); 
lor i : ... 1hl20 Ju 

bo:gm 
)"i•I :,.. O: 
AfO,il := 1: 

enJ; 
tur 1 := 1 tn'!U Ju 

lur f :• 1 111:!U1111 
hi:gin 

cm.l; 

••l•·ll '"' U; 
enJ: 

rm~·c-Jurc- o ..... 1.·11111: 

l><'!:'ln 
v11t11,)·(4-l.'.:jJ:1e.nJtT1pul: 
11 rT1p11 > ':!'1 or !Tipo < 'I'¡ lh1·11 

he!:'lll 
vu1u\~ f :!S.:! 1 l:T ··-1,ul11rtOl:T c-\lh:id,v111unJ( 7 J; 
;.'nt11\}l:!S.:!11.\1lll'-'t'L1op1·11111 J.:h ... ,.,., l 1• :.i·1. 
!:''*"} 1<•0. ::! J J:Tt""\t,;uh•rt 71. l1·\lh,1, J.~•nu111J1t11: 
;:11hl\}l-l-l.:!J1.r .... 1J(J1p"1; 
0 ..... 1.-11..i. 

<"UJ 

d•o: 
l>c:gm 

1tt1p11 = 'l'thc:110p:= O: 
1l t1pu"' ':!' lh.:n Op :'=- l. 

t""nJ; 
\'Oll; 



procttlurci C:1p1L11i1: 
hc111n 
clr~cr; . , · ' - · 
¡:n111:\)'(25.S):"--r11..-1'/'\l/Nl/'\10S CL!ADllAOOS ~IOOELO LINEAL'): .. 
l!nlm.ylJJ,81:wn1c1'T1roJc 11111Jcl11:'J; _ , ·-- · 
!'.ilhlli)"i27 .llJ:\\ r11..-l' l.· Ct1n unlcn.rJ,1 ni 1111¡: ... 11'): 
¡!Uln,}"(27.16):\\rrlcl':?,• S111111JcnJJ.a ;1111n¡:c11'J~ 
go1119'(JS,:?J1:w111..-('0r..:i1in 1_r1: 
D.:~1~11111~ 
clh..:r: 
il"Op • O 1hc-n 1111;:'/l...;11.:: • 111c-n .. :11t'I 

d'c-mc-n .... 111" !"" 111cn.,¡1¡c:?: . --. • 
go10li}"{2S.1J;nr11c('i\llNlll.IOS CUADRADOS ~IODELO.LINEAL'): 
J:OffU)'f26,5):wr1lc( '/'\fuJdu • ,111cn,:1¡c}~ 
J,!UIUli}'(2U.7J:\\rl!.:f'NilmcrnJc rnrmhlc .. 1nJcpc111hcnfc,.: n\' • '): 
J,'lllUX)'((11,7Ja.:,IJllJ\"); - - . -
1f/l\"• llh<"11 

~¡:111 
!'.11111\~( 17.•J); . - . . 
11r11c-!'G1;1iJ11 J ... pulmumm r.1r.1 m~,, _~.1r.1 _\;i11.1M1·t G • :1: 
¡:111Cl\)IC1.J,1J1:10::1J(J,'llJ; 

.:ml: _ 
i.;utn\}f.1U.lll:\\111~·1':-.'li111c111Jc- J.1h1~: n 
J,!Ultl\yfjl,l ll:tt.:aJ111¡: 
1fn <,.. IU lhc-11 

for 1 :m 1 h• n Ju 
hi:¡:m 

/nr 1 :,. 1111111: tln 
hc¡:m 

1111111\}t"l,1:!-11_m111c1',l''.i,_',',¡.'I ~ ,'I: 
g•1h1') 1 l 6, 12 -:-.1 lac:1J1.~¡1,¡J¡: 

cinJ: 
g11111:\}122,l':?-11~wnkl')f'.1.'I ª ·1: 
~UIU.\}l~~.12-_i):rciuJ1>{1lJ;' 

'"J 
d'c 

lur.1 :"" JI 111 n Uu 
ht'¡!ln 

lur 1 :"' 1 In n\• Ju 
hc-gm 

l-'llhl\)l4:?.12+j1:1\rllc-!'\l.,1,','.1.'J a: ·1: 
¡;111n\yl:iU,l:?+¡):tc-11J!\/1.iJJ: 

cnJ: 
l!Ulll\)fl>'.!.l'.!-1J:\11lt<'f'rl'.1.'f = '¡~ 
¡!UUl\~t7U.12 -11:1.:.1Jt){JIJ: 

.. nJ~ 
}.'Ulll\~Cl.2.Jl;\\nld'Jl•.:•111/IC" .:u.1l11111c1 ln/.1 p.11 .. ,un111111.tr'¡; 
J;UIH\~(60,2.JI;, : *" 1c.1dl.•·~; 
cJr,.~r; 

gull"~f25. IP\'lll<'l'\lll\'J\!OS CL.-\l)J(·\DU~ .\IUUELU L/!\'El\L '); 
i;olu\)·f'.!6.21;1\ 11tcC • ~J.1Uc-J.• '.mc-11~.•w 1: 
_\!lllll\)'(20,4p1ruc1':0.t.11J1Z.m11pl1;1J,, •Id '"'•'lllol dt' w11:1..:mnc .. 'l: 

cim.1; 



pruc~clurc Pu..: .... n: 
~l!in 

lnr j :,., 11 ... 1_ Juwmu). Ju 
he~111 · -
"lk.il:•all..1lh1IU .. f:. 

fu~"~·;,.. ,·¡-,~ 11 l.lu 
l~aiin .. -
it í <> kthcn 

""1''" 
lur,1 :• n'T"I '111w111u k Uo 

hccm-
uj 1,jl : ª ufl·,¡ 1 ; ¡¡JJ..1 /"al1.I. I~ 

C-nJ: 

cnJ: 
. ~n~~! 

cnJ: 

prui.:cJure ln1e1ca111i1111; 
hccin 

- for 1 ~ ... k 1;1 n Ju 
il.11[¡J.:¡ <>O lhcn 
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ln1c11.:11111h111; 
cmJ: 
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.-nJ 
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cnJ; 
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POLINOMIOS ORTOGONALES 

Se consid¡ra el mé1odo de mínimos cuadrndo!i p:ir;1 ;1jus1ar un conjunto de dalos, también exis1e 

el problema para aproximar funciones. Considcrarc111o!i el !riegundo caso cuando la aproximación 

de mínimos cuadr;1dm e!i llevntla a cabo \Ubrt: un imer\'alo (a.b]. E intentamos primero 

construir un conj111Ho dc polinomim P11)1.J, P!f\) •..•• P,,(XI tal que cada uno de ellos sea 

ortogonal a lodos lu.\ dcmiis en el C.'OllJt111lo !iUlm: ¡.1.1.J) n:li1tivo ;1 la función peso especificada 

w(x) la cual es no negativa en el intervalo. Esto C!i co1wenien1e para formular que Pn(X) es un 

polinomio de grado n. El problenm !riC podni re~ulver. en particular. si consideramos un 

polinomio de grado inferior a n emonccs P,.(\) es un polinomio de grado n. 

,, 
f11(x)P,,(x)}',(.'\)dx =o (1) 

donde k > n. además w(xJ = > O y ya qw: )l C\ un polinomio arbitrario onogonal a todos los 

demás que son repre3c111<1dos por P,,(xJ, pucdi: 3cr c3crito como una suma dt! y,,. y1 .... , y, con 

r > k:. De acuerdo ¡¡ líl necc3idml de exprc!inrlo íh: una mcjor formíl, integramos por partes n 

veces, utilizando el factor yl11"=0. Pílra l!!itc prupU~illl prcscnrnmos la siguiente notación 

d" U,. (X) 
W(X) P,,(X) ¡¡¡: ~ (2) 
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·y áSí suces¡""'am~ilté, ·!it; accrC:1 a sa1iSfaci:r lm Jn i:um.Jjc1ulle!i a Ja frontera. 

---U .. c~)- = u~-{-a) ~ u~(a) = ••• = u~n· 11 ca> =o 

u.(b¡ = u;(b) • u.<bJ •.••• u;•·"<bl • o 
(6) y (7) 

· De eSte ntoc1o si, para cada ~nteru n. y (7J pOllemm obtt:ner una solución de (5) la cual 

salisfaga (6) y (7), el en~\illlO miembro dl'I t'u11ju1110 r1:q11l!rido de funciones esta dado por (4). 

La homogeneidad tlt: t!!ita:i c:ondil·iunc!i. ~rn·L• ;1 11n ele: que c¡¡da soh1ción pueda contener 

una consmnre nmltiphcntirn nrbitr.iria. Si: :ic1lJc qrn: el problema así formulado realiza 
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efec1ivamcn1e la posesión de unn solución {no 1crnliilod), ig.unl cuando a y/o b'Son infinitas, bajo 

(O) 

(9) 

donde 

(11) 

a pesar de que el numcrndor en ( IUJ dcp1.:11th: <k l. 1.'I denominador "tn es independiente de f y 

puede ser dc1crminado d1: una vci. y parn lmlu\. 

J5J 



(12) 

,, 
J•i{x}P.(x)x•dx,,. 0 1 i~o,1, ... n-1 (13) 

lo cual es equivalente a { 1 J, podemo!i. deducir qul! 

' ' 
1 .. "'~~ ¡x~ w{x)P.,(x)dx =·.l .. Jxn U!"1(X)dx 

Mediante iiuegrn.ción por partes n vccc:!i y hi1.ciendo uso tic (6) y (7), esta relación tiene 

Ja forma convenieme 

i'.. Jw(x)P;(x)dx = ( -1 )" n!.l .. ¡u.(x)dx (14) 

donde~ .. e!. el cocticicn11.· 1.k x" cn P,.tx). 



Se advierte que el problenm especificado pur .18J }' (9) puede ser generalizado de la 

siguiente manera. Puede ser que f(XJ ~e11d11ú;;h!Ú¡·~ ~l_o Puc~a ser aproximado sa1isfactoriamen1e 

sobre (a,b) por un polinon1io de b'ajo grad~.~ P~l'.'d'q¡¡~- p-ueda:encon1rarsc una cierta función, v(x), 

conocida 1al que la relación f(x)/v(X) pucd;1 ~~~-(.J"it,·~j manera aproximada. De este modo, si 

de1ermim1111os los coelicicntcs del. PolinU~1Ú~1 

(15) 

de modo que 

{16) 

la ortogonalidad de lo~ polinomios rehuivíl ;i w no~ conduce al resuliado 

(17) 

Esto e~. \·cr que ( 16) es cquiva/entl.' ¡¡/ íl":atil!ildU dt' minimizar el cuadrado del error (f-

vyf; con la función ponderando\\!\·). Frc-L·u~nri:mt:lllc: ~e selt'cciona w{x) = v(x) con buenos 

resul1ados. 
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Algoritmo; 

Para _de1~rnünar lu!. coc1iciente!. a,,. .... ¡1,. ~kl pulinumiu de mínimos cuadrados de grado 

~·dado un_conjumu den+ l valores 1:... ... f1x.J), .... (.x,;.r1x,,)): 

Enlrndn: 

Snlidtn 

Pnso l 

Pnso 2 

Pnso 3 

Pnso s. 
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naimcro de: p;1re!i de d<HO!i n: 

<!atps x, e)',. 

los cucf1cien.1cs del po}i11umiu. 

Par.1 i = 1 • .. :, n n:alizar 

_._:_fl?!!!ªr ""-'·=.) 
- - ' . ~ ' . ; ·. 

1;0··mnr:acitm·-= aC'um=+ :\, 

Toii~~1r ~1~~;.~1 · ;:'~~;ll,!1ii;~; ~ · 
·.fo11m~ 1¡~'.-~~-:~~i,.;1_~,· 
~~i;,··. ¡ ~ ~-\·;~ ;_::~; ~~~1?i1~·~~;-< 

' '· 'f·'''.,,_..J ., .. ~_.· .. , ~ ·- .. 

--~:}--. :T~-!i1-~1r. P .. :,;=;_~;_-: ·pt:t1!l~-. 

Par.1· k'-~ ;1::'~~~;.,~,111 ··;.~.tiii;,¡. .-

~:_:-~ -~-~0;~1~Í- ~~~;,m ~_':_~·; si =.-O 

·, Pn~··¡ ~-~·1.·.:·;;~_11.)u'ú.:~/ 

acum. = ·:1~~1111: + :\, .. · l 11
i. 1., 

si = si .. pil·l, 

-Tom:lr ~¡~ ·=- ~umút!.-I :-!iiiln•i-.,; -O:- ~i = O- -

Jl¡¡r¡\ i = l ..... 11 rcaliz;ir 

Tomar ;u:um = acum + '· .. Pl.i, .. Pl.1 .• 

To11111r si = !il + p!lJ• 

Para i ..... n haci.•r 



Paso 6 

Paso 8 

Paso 9 

-- ·-.:. --,--_ :-. 

"Toinnr nci1ril-.=,·o: S¡- =·~·tf· 

-p;~~;-}~-~~:-:i-·;:~-}~~:-¡;·--i~i1~~r' 

-t.o;~~·'..~cl~1_1l~.;=~ ú~ül.11 +_.P~ .. "·y, 

--:·-Toi~~ .. --s-i·. ::=- '~r·-+ ·r'1.-• 
. .' ' ' --. . ~ ' ; ' 
---~¡-!opin~ o.~·~-~acl1intll ~ 

Tóilla-r ;\fli-,J~ "~--o-

i>.~ra i, ~ l. .... n rl'nliznr 

To11141r si =O 

Para j = O •••. , m hacl!r 

~l = si + D, + P,, 

Tomar acum = acum + (y, - ~ 1 f 

Snlida IPara k = O ..... m; lmpri111ir Dd 

Terminar. 
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Prui:rn!fl Minimu~_CmuJnnl11~_f'uhm1miu .. _Or111t1111o1lc,;, 
u,c~ Cr1: 
\'1u i,_1, ~. m. n: lnte~cr: 

~urna, SI : real; 
G.1mm.1, Dch.i. D. "· y : urr.1y 10 .. 201 ni 1e,1I: 
P : urray /O .. I0.1..20J ni r~1I~ 
..::char: 

j'lrt1ceJ11re ln1~·111Jizi1: 

~i:m 
1 :a O; 
J ;n Q; 

n ; .. O: 
k : .. O: 
sum.1 ;=U; 
SI:"" O: 
c :• th~r!OI: 
tnri:"" J 1n20Ju 

hc¡.:HI 
Gnmm.:11•1 ; .. O: 
Dell•thl :=O: 
D!il ·:O: 
'li/ :""o. 
)lil :•U: 

cnJ: 
tur 1 :=U tn 10 Ju 

lnrJ :• 1 111 :?U Ju 
Pji.11 :.,. O: 

eml: 

j'lrt1.:cJ11rir C1pl11r.1: 
he~·m 

clr .. ~r: 
g111n~~l32. ! 1.\1 nkf'~ll~l~IOS C'l':\DI< .\DUSº1: 
go1myf.lU.~ !:11 rll<'f' l'OLl'-'.O~llüS Ul<TOGO'.\ ·\l.[5' 1. 
c1llo\1125.-11.1111k!'S11nur1r,11 .. 1,1 .... 1~u1:;111.:: .. J.11<1 .. ·1: 
~otu,)t28,(IJ;\\r1k('Gr.1J11J.,,. pulm111~1111: m., 'J: 
l!UIOJ,yl52.61:n:.1Jl111J, 
L'ltln\1·!29.6):11nk('~ti111cruJc J.1111 .. : n "''¡; 
~llln,)iS0,8):1c.1JfnJ: 
lnr 1 := l 111 n Ju 

lic;,:m 

~:::::~; :;~: :~:: ~~:: :::~~ :;: : ::: : : : : :: 
t'ml: 

ft1111\~12 l .24J. 
l\rlld'fl,u.1 ,1111111\U,11 111•''111!1•' dl~/.Jlll<'I h:.l.•'J. 

lur 1 .= J l\111 ,Ju 

ht'~1n 

iuto\}127.9- 11:1<"";1J!~l1 l1: 
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Jú:? 

.11mu11¡!58, 9 ... 1);r.:mll,)'/Í f J: 
~m.I: 

rmnxy(60,24 la: : "" r.:11Jk.:y; 
.:nJ: 

proc.:JurC: PuhOríu: 
h.:rin: 

clt~.:r; 

for i,:• _l 11111 Ju_ 
~pin_·- -

Mllllil :""~-~um._1 ... 11111: 
PfO.il i.~ l: . 

.:mi:.' 
Mtm;I ;• 1'111!1;1·11: 

G11n11m1/il '"" ~u111a: 
for 1 :• J 11111 Ju 

Pfl.-il :• -'l•I • ,11111.1; 

lnr l., .. 1111111 Ju 
h.:i!in - · 

~Llnt:1 :•O: 
SI - :..; U: 
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h.:~m 

M1111u :m '11111>1 • .\lll"'S1¡1iJ'jl.•l,.J1: 
SI :m SI .,. .S1111Pll.·l.if1; 

cnJ: - -
G11m111:1ll.I ; .. ~unm/SI: 
Slllllll :"" 0. 

SI :•O; 
lur 1 :• 1 lu n Ju 

h.:l!m 
'11111.1 :a 'tttlLI ... \JIJ'"P/l.:•l.il 'l'll.·:'!,1j: 
SI :""SI ... S1111P/1.·2.1/I: 

.:nJ; 
Ddrall.I : .. ,11111.1 SI: 
lur 1:,.. 1 h1 n Ju 

P/l..il: = l\lil·G.u111n:1JJ.ll"P/l.·Ld 
• Dch,111.IMl'jl.·2,ll: 

i:ml. 
lor k :"' U tu 111 Ju 

•mil~ :e O: 
Si :::: O: 
lur 1 : ... 1 lo n Ju 

hi:-~111 
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SI : .. SI - S1¡1(PJl..1li: 

i:nJ: 
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i:nJ: 



!>Unut :a U: 
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enJ; · · 
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_ -o pmcC'J~1re 
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--- clrscr:;-_ -·=--o-- =·-- -
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for 1 :- 1 lo n Ji! · · ' · ··· ' 
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~~ . . . . 
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CAPITULO VIII 

CONCLUSIONES 



CONCLUSIONES 

La presente tesis inicií\ 1..:un una imrolluccilill l.Hl.!\C !>ullrl! vnrio!> tcnms que son fundamentales 

para una mejor comprc!m.iún dc lo!> m¿1l1du:. nu111éri<.:u:.. 

Pílra confonnilr este trabajo !>C cun!'.idl:'rú 1.1 nl!cesida<.I lle implementar técnicas numéricas 

que nos ayudarán a rc!.o\wr los probh:1na'.'t qw.: .w ¡m!:.c111an tamo durante la carrera. como en 

el ejercicio profesion,11 th.• la lng.cnit.:ría Qui111i1.·a, lh.' :h.:ucrdo i\ esto M! :.eleccionaron las técnicas 

más útiles para nuestro:. rt!querimiemm. 

En el proceso lle prog.rnm:tdún ~ •:mliflcai.:ióa ce; de <im11a importancia seguir una 

me1odolo,gía. par11i:ndo de una ba:.i: h:Uri.:.:.1 lllh: füh d~ !>Upnrtc p:ira la creación de un algoritmo 

ó secuencia lógica pnríl realizar el prm:c!>o y !>U rcpre!>cmación en lenguaje simbólico (diagrama 

de flujo). los cu<1.les. nos pcrmi1cn coditic<1.r el progrnma en cun\quier lenguaje de programación, 

dando a es1os elementos mnyor relevanci<1 por !i.ll dinnmismo. 
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CIUTERIOS GENERALES DE COJ\iPARACIÓN 

Con la finalidad fom.ado en cuenta los 

siguientes criteri9!i: 

Convergenci1~: St!g:11ricli1li y \.•1iCit:nL·fa· 1úf;i cncuntrnr In raíz. 

Rapidez: El menor mimcro <k' itl'rnciones. reduciendo el tiempo de proceso. 

Tolerancia: Asignar t!I V<llor adecuado lill qm.~ In aproximación a Ja raíz esté dentro de 

h1 precisión tkse;1da. 

Función: Que !ii:a rl'dudhk• a c:ero put:da rce!icribirse medianle 

111nnip11/aciunl..'!l. ;1lg..:llr.11l'a!i. 

Estabilidad: La 1m acumulaciútl y prop.11.rndón del error dentro del proceso. 

La tolernncia. gcni:ralmenll' cu:u1d11 é .. 1;1 1..'' muy pcquciii1 !il! refleja en un gran número 

de ileracioncs p;1ra e11cu111rar la aproxim:iciün a l;1 !iUludUn. lo cual nos dnrá un mayor tiempo 

de proceso. Por otro Jacto una toleranc:ia g.r.111dc podri;1 lmcerno!l. pasar cerca de la raíz y seguir 

de fren1e, e!l. decir que el mi:1udo din~rja. 

La len1i1w.l proj1ia dd mé1udo en <:uanm 11 op;;r.1..-1une!l. que !loe tengan que realizar, aunque 
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sí converja a· la solución .. 

Que el método !toca dericientt:. 

La ~6di-ti~~~il\n i;Ícurrecia d~I 1111!1odo. 
;-·-- -.. ·-··--- :;.·· ,-c.:.-- -- - -.---

La ~omPiCJicind a1it:.brh!~ª de··1á -íl,11ción: -

Considerán:d~ lo !\lltCrÍO·r~ ~~~~lii~~ 'c01~i~~· h.'111il pnr.i · fümlizar sugiriendo una o más 1écnicas 

-~~-e ju~~C?- ~~~ _ ~~~-~~ ~~·l:J!'.~~P~.~;~,~~!t.~~~1~~--~;' :~~!:;~¡;l~.~-~~l~,_-~1;~: ;;f~;lemíl~ relacionados con esa área. 
-- -· ·.·· -: . ,- ·,·. ·-

.; '··::_::_·'' T, 

E11 el ca!io de it1hfrp'?l<1Ció11.·1aS '1icniC~s .pie~e1m1da> si: enfocan a resolver diferentes 
.. -·. 

proble~as de_ la misma ;tréa s~:ndo ~sta~:: 

lnterpulm:i~in d ... l..1gr,111ge. 

ln1crpoli1dún L'll du~ \'ari•1ble!i. 

Interpolación Clibic~1 por scg.menlos. 

Para el tem;i de resolución de ecuacirnk'!i ;1i~ebrn1ca> no lineales se tomíln en cuenta Jos 

aspectos a111eriormen1c ~·-~pm!'!ilO~. De c~tc 111o~lu -.ug1cro el mé1odo de Newton con la salvedad 

de que la derivada de la función m> !il!a ~:urnph:ja. 

En cllanto" 11Ht!g.r;1cicin rt!comicllllo t!l mi:mdu th: Rombi.:rg, aunque requiere un poco más 

de 1icmpo. p~ro e:, m:h t!.\acto. 
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~ara resolver ecuacionés.diferenciales ordmarias a~onsejo el empleo de los siguientes 

métodos: 

t~lliliú.! ~~_,,, Kililíl ¡-¡~ :.r'.•,_()ítl~11r:)- 7 ·c¿1;s1it1ll~S: -

·_' · ,-Rü~i~.·· .. :~:~ii~.:~li·~; __ o-f ~-~¡_/~~~:·;¡-o ~~~;ne¡;os; 

En sistem:i!i <h.' i:c:um.:iunl!~. •1lg~lir.ii<·i;) lin:.;;,,~s\~:~il~c~ ·1lé:ccsarin In distinción entre 

matrices dens.1s o cubierm3 (de orden menor_~' Ju,'-.-~.~~i~~~r~~~-;(~rdt:~'mayor·a 30); para las 

primeras el método dt: Gnuss • Jordan t:3 t!I ~uge,r,ido Y.Pa~::·;~-~ .. ;-~~:~~d~s CI mél~do de Gauss • 
;,--. ··.-.-. :·.<··· 

Scidel aunque es1e Lílthno no siempre com:erge: ~~-:_._.:\_:~-:-<~ ~;(_ ~ 
.;,1.: '~:·~~:-,1·, -. ·'.0·> 

Por otro lado \.'11 m1e111a!i de ccum.:irníe ... ;;·¡~~Ú~~~~:~~~ \;LV;in~~l-~s· recomiendo el mé1odo de 

Newton·Raph~on haciendo In mi~m:i.mlverl~n~i;~.:-¿il;./~~-~n ;¿!;íl e~~;~~ión. 

Y para sisle-m:ls de er.:uncioné!i -diÍCn!i1c:íah:!'I Or<linaÍiaS el m¿tol:lo de Runge - Kutt.a de 4 11 

orden y 7 consta1111:::.. 

En el capitulo di.' nju~lt:' de: dnlo!a !at: l.'\¡>0111.'n h:cnk<t~ p;1ra ulnener los coeticiemcs de una 

ecuación que aproxima a una función rl!prc:!iclllada por datos, en este tema aconsejo el método 

dc:I polinomio de imcrpoladón y el 1n~1odo <le mini mm cundrado~ parn modi:los de polinomios 

ortogonales. 
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Es impor1ame nomr que 1ambién si.' pul!di?n ob1ener mejores resuhados al implementar 

dos o más mé1odos, como en ;i.Jguna!) de lns 1éc11ic:as presc11tadns (Método de Romberg, Métodos 

multipaso, ti.1étodo!) predic1ores-correc1ure~). 

La codificílción la desarrollo en bi\~l! a la) cualid'ades del lenguaje Pascal {Turbo Pascal): 

Traiisparencia, pliC!) permi1e escribir--pro~r.11~1;1~domlnle~-1e claros en su propósito: Seguridad, 

por la facilidnd en !;1 delC"cción de errure!).~ ·y. l!fo.:icqd;i, por fa eslructura de su diseño. 

Finnlmeme en I¡¡ sl!lecciUn ch.• ~1 __ 111_~\~udu-jmm la 're!)o/ución de problemas a través de 

microprocesíldorl!s. !it' tiene que 1011mr l:'ll Clil.'nl;i, ;1d1.m1á) de lo anterior. las características del 

problemn y d tiempo de proceso pue!) esta tl!cnica puede !ler usada varias veces por el programa 

principal incremc11mdo el tiempo lolnl dt! ejecución. 

Así pues, creo que 1!!)11.' tmb;tjo rt:!lulm di..• gro111 \"illi:1 tanto para los estudiantes como para 

los profesionales de 1:'1 Jng::-nil:'ria Química. 
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