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INTRODUCCION

En la década de los 50's, R. Arnowitt!, propone la descomposicién del
espacio-tiempo en espacio mas tiempo con el fin de realizar un an4lisis numérico
de las écuacionm de campo gravitacional. En la década de los 60’s, R. Arnowitt,
S. Deser y C. W, Misner?, escriben matemdticamente el formalismo ADM 6
(3 + 1) mostrando la posibilidad de describir al espacio—tiempo desde el punto
de vista de un problema de Cauchy 6 problema de valores iniciales. Esta
manera de tratar las ecuaciones de campo gravitacional® se puede reswmir asi:*
supdngase que gqp ¥ sus derivadas dgqp/9x° son conocidas en todo punto de
la hipersuperficie z° = cty, con t; = constante; estas cantidades representan
al conjunto de nuestros datos iniciales. Las ecuaciones de Einstein se pueden
escribir como

Gap = Rap — %‘gnb R=«kTy, (1)

donde & = 87 G/c* es la constante gravitacional. Si estas ecuaciones nos permi-
tieran encontrar expresiones para 8%g,/(8z°)? en todo punto de la hipersuperfi-
cie z° = cty, entonces en principio podrian conocerse gqp y dgqb/82° en un tiempo
posterior 2° = ct,+ ¢t ; este proceso se podria continuar para toda z', 2°. Esto
pareceria razonable debido a que necesitamos diez segundlas derivadas y hay diez
ecuaciones de campo. Sin embargo, estudiando con detalle las ecuaciones (1), se
observa que cuatro de ellas, las que incluyen a Gqo, Do contienen derivadas de

segundo orden en la direccién temporal, es decir, no brindan informacién de la

* En este trabajo, las letras del alfabeto latino son utilizadas como {ndices,
las del principio corren de 0 a 3 y las intermedias corren de 1 a 3. También se

utiliza la convencién de suma de Einstein para los indices repetidos.
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evolucion temporal del campo gravitacional, siendo estas ecuaciones las restric-
ciones de nuestros datos iniciales, Esto nos deja tinicamente con scis de las diez
ecuaciones de Einstein que contienen las seis segundas derivadas 8%g;;/(9z°)% .
La imposicion de cuatro condiciones sobre el sistema de coordenadas hace posible
determinar la segundas derivadas de gq0, completando con ello nuestro sistema
de ecuaciones. Al plantear el problema de Cauchy de esta manera, las ecuaciones
de restriccion solo deberdn ser impuestas, en principio, sobre la hipersuperficie
inicial, puesto que las identidades de Bianchi junto con las leyes de conservacidn
de energia y momento nos aseguran que si las restricciones se satisfacen sobre la
hipersuperficic inicial en % = ct,, entonces también se cumplen en z° = cty+cét .
Sin embargo, en la practica esto no es asi, ya que al cfectuar cdlculos numéricos
naturalmente se introducen errores, ya sea de redondco ¢ debidos a la limitada
precision de las computadoras, que hacen necesario utilizar las ecuaciones de
restriccidn como “correctores” de los resultados numéricos, es decir, no es sélo
conveniente sino practicamente necesario que las restricciones sean resueltas en
cada hipersuperficie para asegurar que la solucién numérica siempre se mantenga

dentro de un limite aceptable de error.

Existe una vasta literatura referente a los fundamentos tedricos que nos
permiten analizar la evolucién del campo gravitacional y las variables que des-
criben a la materia presente, es decir, el problema de Cauchy de la relatividad
general. Entre los mds relevantes, podemos mencionar los trabajos de York? y
de Smarr y York?, en donde se encuentra el soporte tedrico de los programas
de computadora, denominados genéricamente como cédigos, cuya finalidad es
obtener soluciones numéricas del sistema de ecuaciones obtenido para diversos
casos de interés fisico. Podemos mencionar también algunos trabajos numéri-

cos importantes en cosmologia, gravitacion e hidrodinamica, e.g. , los datos



iniciales para cosmologias Tipo 1 fueron estudiados por Centrella y Matzner$
en 1979, este conjunto de datos fué utilizado en la evolucién de perturbaciones
cosmoldgicas en un modelo vacio con simetria plana por Centrella y Smarr? en
1978 y por Centrella® en 1980. La condicién de curvatura media constante en
cada hipersuperficie fué utilizada por Piran® en 1980 para estudiar la evolucién
de perturbaciones en sistemas cilindricos con materia. Nadejin, Novikov y
Polnarev!®!l en 1978 y 1979, analizaron la evolucién de perturbaciones intensas

de densidad para formar primordialmente hoyos negros en cosmologias esféricas.

Evoluciones numeéricas del colapso de un gas isotérmico girando axialmente
fueron realizadas por Norman, Wilson y Barton!?, también se encuentran los
estudios numeéricos concernientes al crecimiento de un hoyo negro no esférico,
debidos a Hawley, Smarr y Wilson!34. Ademaés, se encuentra el trabajo acerca
de la evolucién de modelos cosmoldgicos planos e inhomogéneos elaborados por

Centrella y Wilson!%16,

En cuanto a métodos para resolver la ecuacién de
transporte para neutrinos, Wilson'” propone dos métodos diferentes. La solucién
numérica de la ecuacién de Boltzmann de la relatividad general, acoplada con
las ecuaciones de Einstein, para particulas sin masa fué realizada por Mezzacapa
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y Matzner'®, mientras que una generalizacién para incluir particulas masivas fué

presentada por Harleston y Holcomb!® y Harleston y Vishniac?’,

El contenido de este trabajo estd dividido como sigue; en el Capitulo 1
se expone el formalismo ADM en forma general, se escriben las ecuaciones de
Einstein utilizando dicho formalismo y se consideran las ecuaciones que describen
a las fuentes del campo gravitacional. En el Capitulo II se especializan las
ecuaciones del Capitulo anterior al caso de simetria esférica. En el Capitulo 111

se discuten los métodos numéricos utilizados para implementar las ecuaciones



obtenidas en el Capitulo II de manera que puedan ser resueltas con la ayuda de
una computadora, asi mismo, se presenta una descripcion de la estructura del
programa desarrollado para la solucién numeérica del sistema de ecuaciones. En
el Capitulo IV se presenta una posible aplicacion del codigo: el estudio de la
propagacion de una onda de choque generada por una supernova. A pesar de que
durante su fase adiabsdtica este problema no es relativista, tiene la posibilidad de
constituir una buena prueba para el cédigo, ya que su solucién analitica, conocida
como “Solucién de Sedov”, ha sido ampliamente estudiada, Se presenta, en este
Capitulo, ademds de algunos resultados numéricos obtenidos, un andlisis de la
solucién analitica, Finalmente, en el Capitulo V se exponen las conclusiones de

este trabajo.

Cabe mencionar que los procesos numéricos aqui descritos, son posibles en
la actualidad gracias a la gran capacidad y alta velocidad de las computadoras
modernas. En la préctica, decbhen considerarse con cuidado las fluctuaciones
inherentes de los procesos numéricos, como son los errores de redondeo, asi como
los métodos disponibles para tratar numéricamente los términos de transporte

y las fuentes, las condiciones de frontera, etc.
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Capitulo I

El Formalismo ADM

I.1  Introduccién

En el formalismo ADM!, 0 3 + 1, ¢l campo gravitacional se considera como
la “historia temporal” de la geometria de una hipersuperficie espacialoide, es
decir, se prescribe un sistema de referencia adecuado y las ecuaciones del campo
gravitacional (ecuaciones de Einstein) se reformulan en términos de un problema
de Cauchy®. también conacido como “problema de valores iniciales”. Una vez
encontrada la solucion de este problema de Cauchy, se integran las ecuaciones
dindmicas a lo largo de las trayectorias del sistema de referencia elegido. Es
necesario también tomar en cuenta las ecuaciones de valores iniciales, de evo-
lucidn y la ecuacion de estado que describe a las fuentes externas del campo
gravitacional. A continuacién se presentara una exposicién detallada de este

formalismo.

1.2 Tdpicos Generales

Consideremos una variedad del espacio-tiempo V', una funcidén escalar 7
y una métrica g,5. Podemos construir un conjunto de hipersuperficies espa-
cialoides de nivel T, de la funcién escalar 7; este conjunto de hipersuperficies
constituye una foliacién {Z,} que cubre toda la variedad del espacio-tiempo. Las

hipersuperficies de nivel no poseen puntos en comiin, es decir, la interseccidn es



nula entre cllas y se relacionan entre si a travésde la funcion escalar 7, que es

mondtonamente creciente, con’r = constante en cada hipersuperficie?.

Es posible describir la foliacién del esimcio—-t,iempo por medio de una uno-
forma 1 = Q,w?, donde w? es una base general de formas; la base asociada
de vectores sc denota como e;. Como esta uno-forma es cerrada, se ticne que
dfl = 0,6, V|,Qp) =0, donde V es la derivada covariante en el espacio-tiempo.

Asi, localmente existe una funcién esealar 7, tal que @ = dr, o bien, Q, = V,7.

Las bascs de uno-formas y vectores son tales que la métrica del espacio—

tiempo esta dada por

, S (1.1a)

(eneb)=ea b =ga - (11)

Con la métrica del espacio-ticmpo, se puede definir la norma || 2 || en términos
de una funcién escalar estrictamente positiva a, conocida como la funcién de
lapso, tal que

19017 =g"W =~a"?, (12)

donde el signo negativo indica que €2 es temporaloide y que las hipersuperficies
son espacialoides. De la ecuacién (1.2) tenemos una uno-forma normalizada w®

asociada con {T} cuyos componentes estan dados por

(w)a = afla . (1.32)

con

2
°=

|

|
—
.

(1.3b)

II'e



esta uno-forma unitaria satisface

) : (uo)[avb(“"o)c] =0, i (1.3¢)

E} campo vectorial unitario normal de las hipersupeficies se puede escribir

como h = n%e,, donde
n® = —g*(w) ; (1)

el signo negativo indica que ¢l vector i estd en la direccion creciente de 7. Este -

vector satisface

Nétese que . =

por'lo cual, ‘usando la ecuacidén b), obtenemos

Cnen® = @l =1, an

esto es, el vector unitario es temporaloide.

El vector ci, donde ¢ es la velocidad de la luz, se puede interpretar en
forma natural como el campo de cuadrivelocidades de los observadores que
estan instantincamente en reposo en las hipersuperficies £ . Estos observadores
se conocen usualmente como los observadores eulerianos, de acuerdo con la

terminologia utilizada en la hidredinimica de Newton®.

En cada hipersuperficie T se obtiene una métrica 7, inducida por la métrica
gap de la variedad V. Esta 3-métrica esta dada por
Yab = gab + Manp - (1.8)
9




La forma mixta de este tensor, Ya?, (;ﬁ"e]‘ “tensor de. proyeccién® sobrc las’

hipersuperficies T.

La descripcién de la variedad V , por medio de la foliacién {T} y laﬁ%ﬁélﬁﬂéé{
“Yab, €s complementada con el tensor de curvatura extrinseca* o

Ky = _% £nYab » .(1.9)

donde £, es la derivada de Lict a lo largo del vector fi. Los tensores Vg y Kgp
forman la parte de los datos de Cauchy, (8, Va3, Kap), para resolver las ecuacio-
nes de Einstein. La traza de R, se puede interpretrar como la “velocidad” de
la 3-métrica con respecto al tiempo propio local de los ohservadores eulerianos

en cada hipersuperficie ©.
Es posible definir un operador de derivada covariante, D, sobre la hipersu-
petficie © por medio del tensor de proyeccidn; e.g. para un escalar 1 definimos
Dot = 7a' Vit ; (1.10a)
para un vector espacialoide, W, con (18%n; = 0), se obticne
D, Wb =¥y v W, (1.108)

La generalizacién a tensores espaciales se obtiene en forma similar, es decir,

proyectando todos los indices libres de la expresién. Asf, puede demostrarse que
D,vpe =0, (1.10¢)

que es una propiedad heredada directamente de V,¢% = 0, evidencidndose

que el comportamiento del operador D es independiente de i y de los tensores

* La condicién de no torsién permite escribir esta definicién para K.
t Ver Apéndice A.

10



espaciales en los que opera. Es importante hacer incapié en el hecho de que el
opcrador D esta bien definido, es decir, cumple la regla de Leibnitz, tinicamente

cuando actila sobre objetos espacialoides,
Con estas definiciones, podemos construir al tensor de Riemann sobre las
hipersuperficics, 8?4, , exigiendo que todo vector espacial, W, cumpla con
D[aDl’]“rc - % Wq (J)Rdcba 3 (1.11(1)

es fécil ver que

ny “’Rd ba =0 .

El tensor. de Ricci sobre la h:p(-rsnpcrﬁcxc, (3)1?,-,, , se obtwne de la forma usua.l

contmyendo el primer indice con‘el tercero,

mientras que para el escalar de curvatura en las:hipersuperficies, (3R, ‘se con- -

traen los indicos del tensor de Ricei

O = yac Qg = Glgs, (1.11d)

La relacion de los datos de Cauchy con la curvatura del espacio-tiempo se
puede expresar a través de la proyeccién del tensor de Riemann cuadridimen-
sional sobre las hipersuperficies, lo cual conduce a las ecuaciones de Gauss—

Codazzi-Miniardi

Ta MYV Reggn = P Rapea + KacKpa — KoaKpe (1.12)

’7..‘75f7¢g1?¢fghnh = DWRae— D Ky - - (1.13)

11




I.3 Ecuaciones de Einstein

En el formalismo ADM, las ecuaciones de Einstein
Gap =K Ty , (1.14)

donde k = 87 G/c!, se separan en dos conjuntos de ecuaciones: el primer
conjunto estid formado por cuatro ecuaciones que no contienen a las segundas
derivadas temporales, llamadas ecuaciones de restriccién, mientras que en el
segundo conjunto, estan seis ecuaciones que si contienen segundas derivadas

temporales, es decir, las ecuaciones dindmicas.
I.3a Ecuaciones de Restriccién

La ecuacién de restriccién de Hamilton se obtiene contrayendo dos veces las

ecuaciones de Einstein con el vector normal fi, es decir,
[ dG — c.d T
nnGeq = £ nn® Toy , (1.15a)

mientras que las ecuaciones de restriccién del flujo de momento se obtienen al
proyectar las ecuaciones de Einstein sobre las hipersuperficies y contrayendo con

Tt Gye = "7 e (1.15b)

Por otro lado, usando las ecuaciones (1.12) y (1.13) y el tensor de Einstein, el

miembro izquierdo de las ecuaciones (1.15) se puede escribir como

mntGy = COR - KK, + K? (1.16a) -

1Y’ Gy = DyK,® = Do K | (1.160)

12



donde K = 7% K4 = g® K ,4 os la traza del tensor de curvatura extrinseca.

Las fuentes del campo gravitacional se representan por medio del tensor de
energin-esfuerzos, Ty ; para los observadores en reposo en la hipersuperficie, Ty

representa un fluido imperfecto cuyas componentes estan dadas por
Tos = B, nany + ngSp + nySa + Sap (1.17).

donde hemos definido la densidad Hamiltoniana, By el vector c.lo. flujo de mo-

mento, $%, y el tensor espacial de esfuerzos, S,; , como

Tan®n’,.

I

I.3b Ecuaciones Dindamicas

Como ya se ha dicho, un segundo conjunto de ecuaciones esti formado
por seis ecuaciones dindmicas de segundo orden. Estas serdn utilizadas para
evolucionar los datos iniciales en el problema de Cauchy en la direccién de t°.

La Figura 1 mucstra que en general

t*=an®+p8°, (1.22)

13
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Fig. I.1.— Cinemadtica local del campo gravitacional usando la funcién de lapso

a y el vector de desplazamiento espacial §° .

con f%n, = 0, es decir 3% es un vector espacial, mientras que el vector V% = a n®
que une las hipersuperficies T no es tinico. El tiempo propio entre dos hipersu-
perficies est4 dado por a 6t . Smarr y York®, muestran que o se puede interpretar

comeo un potencial de aceleracidn de los observadores eulerianos.



- Una prdpimlud de la derivada de Lices £y = a£, de modn que cén la‘

“ ecuncién (1.22), ol aperador £ queda completamente definido. Con la oxprcsmn;

© (1.9), las scis ecuaciones dindmicas de segundo orden, se pueden Ncrnbxr como' -

doce ecuaciones de primer orden para Y4, ¥ Rg . Obteniendo
E£Vap = =20k + £5%ap, : (123) : o

directamente de la ecuacién (1:9) y, por otra parte,

informacién

(1.25)

en la cual se utiliza la definicién & = ’7"°D,;Dﬂ como el opemdcr dec Laplace
comrxante en las hipersuperficies T. Aqulsmo se ha definido 1a densidad de

lapso, p = g+ S.

Considerando la ecuacion (1.25) con cuidado, se ohserva que puede interpre-
tarse, ya sca como una ecuacién para a 6 bien, para K. En éste trabajo asumi-
remos que I serd un dato inicial y en particular supondremos que K = K(t),
ésto significa que K = constante en cada hipersuperficie. es decir, todos los ob-
servadores eulerianos miden la misma constante de Hubble en la hipersuperficie
considerada, entonces, en ausencia de inhomogeneidad y anisotrapia, la métrica
se reduce a la métrica Friedmann-Robertson-Walker cominmente referida como

FRW. Con ello la ecuacién (1.25) resulta ser una ecuacién eliptica que puede

15



resolverse pnrﬁ,h .“Existen ntkja.q posibles “elecciones sobre 1a R, por ejemplo,

K = 0, que-es llamada “condicién de hipersuperficies maximales™®,

La ecuacion (1.23) junto con la ecuacion (1.25) forman un sistema de ecua-
‘ciones para ar y f3° que se ha desacoplado con la eleccion hecha sobre la K,
permiticendo encontrar a la funcién de lapso de la ecuacidén (1.25), mientras que

B° se conocerd de la ecuacién (1.23) cuya traza es una identidad geométrica.
I.4 Ecuaciones de Conservacién

La expresion del tensor energia-esfuerzos en el marco de referencia lagran-

giano para un fluido perfecto esta dada por
T =oUU+Pg®, " . (L2%a)
con I S ' '

.
c=ptpst . (1.265)

como la entalpia relativista, € la energia interna especifica por unidad de masa,
P la presién isotrépica promedio y U? la cuadrivelocidad de bulto del fluido.
Haciendo uso de las ecuaciones (1.18-20), podemos obtener la densidad de
Hamilton, 8- ¢l vector de flujo de momento, S, y el tensor de esfuerzos, Sy
asimismo, pocdlemos obtener la expresién explicita para la densidad de lapso, 2,

de la definicidn establecida previamente. Asi,

p, =c*U(Uo) - P, (1.27)
Sa = c(Ua)Uv,) , (1.28)
S% =U(Uc)vvy + 1% P (1.29)

16



p = XUo)2U ~U")+2P (1.30)

siendo v, la velocidad espacial del fluido en el marco euleriano y U el “factor
de Lorentz” entre los marcos euleriano y lagrangiano. El vector ng (en el marco

euleriano) estd dado por la expresion

ng = (—a, 0, 0,0) . (1.31)

~Con Ia condicion de normalizacién unitaria nan® = —1 y';!a ecuacién (1.22)
--obtenemos - ‘ ’ R

nt = gm= (o7l a7 *(1 32).

La cuadrweloculml sc encuentra norma]wada por la exprcqlon U"U = —c ¥y las

componentes pueden eqcnbu-:e dc la s:gu:ente manera

7U'f=_,_cUa" SR =5 '(1-33ﬁ),

Ui=eUaT'VE, (1.335)

con Vila vclocidnvd‘dc transporte. Usa_.nﬂo la definicién del-vector de flujo de
momento, 52, puede obtenerse ‘ Lo : :
| R

(U ) (1.34)

U=F+
que serd de gran utilidad en la determinacién del conjunto de datos irnicirales.

Las leyes de conservacién para el fluido son la ley de conservacion de bariones

y la'ley de conservacion de encrgia-momento. La primera se puede escribir como

Vy(pU®) =0 (1.35)
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"y es cominmente lamada ecuacion de continuidad.  La ley de conservacion de la
" encrgin~momento estd dada por la divergencia del tensor de energia-esfucrzos,
“es'decir” ¢

V.T** =0. (1.36)
Con esta expresidn podemos obtener una generalizacion de la “ecuacion de

 continuidad™, ne V3T = 0, para la densidad hamiltoniana
£if +aDyS" = (S¥Ky + 5, K) —25*Dya + £46, (1:37)

y una generalizacidn de la “ecuacién de Euler”, 72,9 T4 = 0, para el vector de

flujo de momento,
£:5" + a DyS™ = o (2K S, + §°K) - S*Dyor — p, D°av + £35° . (1.38)

Las ecuaciones de campo gravitacional proporcionan informacidn de las fuentes
de materia que generan a dicho campo. Sin embargo las ecuaciones de campo
gravitacional no incluyen a la ecuacién de estado de la materia que genera al
campo, neccsaria para determinar completamente la distribucién y la dindmica
de la materia. Es necesario entonces proporcionar ademss de las ecuaciones de
conservacion de bariones y de la energia y del momento, una ecuacién de estado
pertinente’, es decir, una relacién constitutiva para las variables del fluido, e.g.
P = P(p,s) 6 P = P(p,T). Para completar la descripcion del fluido deberemos
incluir la temperatura, T, y la entropia. s. La relacién entre estas cantidades y

las cantidades p, € y P estd dada por la segunda ley de la termodinamica

Tds = ¢ dh — (%) dP , (1.39)

donde h = o/p es la entalpia especifica. Es necesaria ademsds, una ecuacién
auxiliar para determinar la entropia 6 la temperatura que no es mas que una

definicién del calor especifico a volumen constante

€= CV T. (1.40)
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.

Por 1iltimo, se considera una ecuacion de la forma P = P(p, ¢): en particular
utilizamos la ecuacién de estado para un proceso adiabdtico. Dicha eleccidn se
fundamenta por las caracteristicas del problema a estudiar. Conviene definir las
cantidades correspondientes a la densidad de masa D = pU, y la densidad de

energia E = epl. La ecuacién de estado esté dada entonces por

UP=(T-1)E, (1.41)

donde T es el indice adiabdtico, ademds, con la ecuacion (1.26h), se cncu‘é-gt;a, ’ L
. E : N
U¢7=D+_l"c—,_',k, ‘ (1.42)

que es la entalpia rclativista medida por los observadores eulerianos:

Hasta este punto, sc ha descrito el formalismo 3 + 1 utilizado para escribir
las ecuaciones de Einstein en términos de un problema de Cauchy, obteniéndose
las ecuaciones de restriceidn y las ecuaciones dinamicas. Se presentaron las
cantidades necesarias para describir las fuentes de campo gravitacional. que
en nuestro caso estin representadas por un fluido perfecto. Asimismo, se han
considerado también las ecuaciones de conservacién y la ecuacion de estado que
nos permiten “cerrar” el sistema de ecuaciones. Toda la exposicion anterior
se realiza sin alusidn a una métrica especifica, es decir, en forma totalmente
genecral. En el siguiente Capitulo se llevard a cabo la especializacion de estos

resultados al caso de simetria esférica.
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Capitulo II

Simetria Esférica
II.1 Introduccién

Continuamos ahora con la especializacién de las ecuaciones que fueron ob-
tenidas en el Capitulo anterior para el caso de simetria esférica. Partiendo
de la forma mas general para la métrica en simetria esférica se construird el
vector normal, mientras que con los simbolos de Christoffel correspondientes
se obtendra el tensor de curvatura extrinseca. Posteriormente se escribirdn las
expresiones explicitas de las ecuacjones de restriccién, la ecuacidn de lapso y las
ccuaciones de conservacion para el caso de un fluido perfecto. Finalmente, se
presenta una sintesis del procedimiento seguido para reselver nuestro sistema de

ecuaciones.
II.2 La Métrica y la Curvatura Extrinseca

Consideraremos que la métrica es sélo una funcién de la coordenada radial r

y la coordenada temporal ¢. Utilizando las cantidades definidas en e] formalismo

ADM, el intervalo mds general en simetria esférica se puede escribir como!

ds? = — (a® ~ B2A%) dt® + 24%Bcdt dr
+ A%dr? + B*r® (d6? + sen® 6d¢?) . (2.1)
El determinante de la métrica es entonces

v—g=aAB*r’sent=a V7 , o (2.2)
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donde /7 es el determinante de la 3-métrica 7,4, obtenida de la ecuacion (1 S) y

de la definicion (1.31). En la expresién (2.1), B es la Gnica componente dlstmt,a' -

de cero del vector de desplazamiento, es decir,

B =(0, 5,0, 0); 23
con ello, de la ecunacidn (1.32), el vector normal estda dado por -
n®=(a"!, —a~'4,0,0).

Con los simbolos de Christoffel obtenidos a pa:tir de la 3—nit‘ti“ic

(2.4), el tensor de curvatura extrmqeca Koy = ‘)’“d

resultando
0
: —BALA=
K= -
0
con
donde ' = 2 .. = 12 En el Apéndice A se encuentran definiciones y
ar cot '

notacién comprendida en este trabajo. De la ecuacion (2.5} obtenemos
K=K =-(AA"2+245B7%) . (2.8)
Es conveniente introducir una variable de curvatura definida como?

K*=K')—}K=-3 (8,42~ AsB?) . (2.9)
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Las clecciones hechas sobre el tensor métrico,las coordenadas y el uso del forma-
lisma' ADM determinan objetos geométricos explicitamente, los cuales se utilizan
para expresar las ecnaciones de Einstein. En adelante, utilizaremos la “norma
isotrdpica” es decir, supondremos que A = B, con lo cual las ecuaciones se

simplifican considerablemente sin mayor pérdida de generalidad.*
1.3 Ecuaciones de Einstein

En el Capitulo anterior se mostraron las ecuaciones de Einstein divididas
en dos conjuntos llamados ecuaciones de restriceién y ecuaciones dindmicas,
formando un sistema de 10 ecuaciones. Sin embargo, en simetria esférica estas
ecuaciones se reducen a la ecuacidn de restriccion de Hamilton, la ecuacién
de restriccién de memento correspondiente a la coordenada radial, siendo las
otras dos idénticamente cero, la ecuacién de lapso y dos ecuaciones auxiliares

obtenidas a partir de las definiciones de la curvatura extrinseca.

La ecuacién de restriccion de Hamilton, (1.21a), en simetria esférica, es

entonces

10 (.9 1 ST w2 _ 3epey2
=5 (,- E (\/.I)) =1 (VA) [§ K2~ {(K*) = np) 3 (2.10)
mientras que la ecuacién de restriceién de momento radial, (1.21b), suponiendo

que K = K(t), como ya se ha mencicnado en el Capitulo I, se p'ﬁci'lcr es;:}ifzir

como
o e =
o [(Ar)sI\ ] =5, , (2.11a)
que se puede integrar inmediatamente, resultando
-, K TN L dr
K (Ar)"‘/o(r) 3o dr, (2.118)

* El caso mds general, con A # B, se presenta en los Apéndices B y C.
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donde 5.+ = A% 5,. En general, la tilde denotard 'camidadcs—éonformnlizadas.,

es decir, § = A3¢q

La ecuacion de lapso, (1.25), Qe puede escribir explicitamente como

’-_%-aa—’-_ [r2_0£_); (n\/z)] =}a(‘/z)5 [g[\'2+%l(]\'-)2+n(23’fffl)] .
—(\/")5 19K L e

que ¢s una ecuacion cliptica para la cantidad o vA. Ahora bien, de la expre-
sién (2.8) obtenemos una ecuacidn auxiliar que se puede interpretar como una

ecuacién de evolucién para el factor conformal A3 y que estd dada por

9 #2 43 3

7 +;§5—(—cﬁ A*) =-ca K, (2f13)
mientras que, e la ecuacién (2.9) obtenemos una ecuacién para la componente
raclial (la \inica distinta de cero) del vector de desplazamiento, 8. Esta ecuacién

se puede escribir como

a (s i
a (-;) = %a - (2.14a)
que se¢ p\IICdC integrar para obtener
o0 1 ve .
B=-3 / oK dr - (2.14)

Como podemos observar, dos de estas ecuaciones, (2.11) ¥ (2.14), se han podido

reducir a simples cuadraturas®,
11.4 Ecuaciones de Conservacién

Las expresiones en simetria esférica de las ecuaciones que describen las leyes

de conservacidn se presentaran en el orden expuesto en el Capitulo I. La ecuacién
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(1. 96n) cxprma la dvﬁmcmn dc] tonqor do energ'm—csfuerzos que puede obtenerse

exphcntam('mo u@mndn la dcﬁmcmﬁ (" 1) y suponiendo que la velocidad del fluido

‘es dc la forma c ’
ve= (U". Ul 0,0, (2.150)

es decir; 'suponemos que e} fluido sélo se mueve en Ja direceién radial. Explici-

tamente, podemos escribir

(2.15b)
- (2.15c)' .
dc'm(-iq'U , de acuerdo on
(2.16)

-'La'ecua¢idn de consorvacxon de b

cantidad conformahzada D= A3 D s:endo D una densidad de masa, explicita-
mente
— ———{ = . 2
6t(D)+ = r(r bV)y=¢0 (2.17)
El segundo término del miembro izquierdo es conocido como el término de
transporte, sicndo V¥ la velocidad de transporte radial, con

. el :
V= -C—ra‘ . (2.170)

A partir de la ecuacién (1.36) obtendremos las dos ecuaciones de conservacién
referentes a la energia y al momento. La ecuacién de evolucidn para la densidad
de energia interna conformalizada £ = A% E se escribe en nuestro caso de
manera siguiente

8E L 1.8, ,¢ 9,7 18 5=

=+ 5 (rPEV)+P = S UV =0 2.18

at tE o 1+ [31(U)+r2 3r(r ) ! (2.18)
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donde ‘en el micinbro izquierdo, el scgundo es el término de transporte y el
tercero tiene la forma de un “término de t,mbz\jo“.t Por otro lado, la ecuacién
de evolucién para la componente radial del flujo de ' momento conformalizado
estd dada por
a3,
ot

+ 'rli -a—ar- (r2 ng')
4

- =0.(219)

‘ : ,
~- 3 (U &) [a%%}—(Uz—l)—a’U] —cf'S +cad’

Las ecuaciones de evolucion para las componentes angulares 6 y ¢ del vector
de flujo de momento son idénticamente cero. Se observa que en el miembro
izquierdo, el segundo término es el término de transporte, en el tercer término
estian el gradiente de la funcién métrica A en el campo gravitacional y la acele-
racidn de los observadores en resposo sobre la hipersuperficie, el cuarto término
tiene la forma de una fuerza de Coriolis, finalmente €l quinte es un término de

aceleracién debida a la presidn?.

Para completar el sistema de ecuaciones, es necesario incluir, como ya se dijo
en el Capitulo I, una ecuacién de estado que relacione las variables del fluido
en cuestién [ecuacién (1.41)], ademds de cantidades como la entalpia [ecuacién
(1.26b)), y el factor de Lorentz [ecuacién (2.16)], que junto con las expresiones
obtenidas para las ecuaciones de Einstein en el caso de simetria esférica, en la

norma isotrépica, completan la descripcién del sistema que se estudia®®,
I1.5 Solucidn del Sistema de Ecuaciones

A continuacién se expondrd la secuencia que se sigue para resolver nuestro

sistema de ecuaciones. Al tiempo t = fp se escogen los valores iniciales de

T Es decir, tiene la forma de un término “PdV™.
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“las” cantidades que deseriben al fluido: D, E, S, y I'.  Asimismo los valores
iniciales de las variables de curvatura K y K, que se consideran constantes en
ias hipersuperficies de nivel, deberan ser propuestos. Con lo anterior es posible
llevar a cabo los siguientes pasos’:

1. Secaleula la densidad de Hamilton, ecuacién (1.27) ¥ la densidad de lapso,

ecuacién (1.30).

2, El sistema formado por las ecuaciones de restriccion, (2.10) y (2.11b), se
resuclve en forma simulténea de la siguicnte manera: se propone una primera
aproximacién para la variable 4, 4g, con la cual se obtiene una primera apro-
ximacion para i'*, Rp*, de la ecuacién (2.115). Con esta primera aproximacién
se calculard, usando la ecuacién (2.10), una segunda aproximacion para 4, A; .
Nuevamente se utiliza la ecuacién (2.115) para calcular I *, continudndose este
proceso iterativo hasta que se satisfaga algin criterio de convergencia previa-

mente establecicdo. Con ello los valores de A(tg) y A*(%0) se han encontrado.

3. Con el valor obtenido para A(fp) es posible ahora resolver la ecuacién de
la funcién de lapso, ecuacién (2.12). Mientras que con el valor obtenido para
L*(t0) se encuentra la solucién de la ecuacién del vector de translacion, ecuacién

(2.14b).
4. Con las ecuaciones (2,13) y (2.17-19) se evolucionan las cantidades A,

D, Ey S, respectivamente, obteniendo asi los valores de estas cantidades en la

siguiente hipersuperficie.
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5. Sec construye la cantidad U o, ecuacidn (1.42), y con el valor de S, se

determina el “factor de Lorentz” U usando la ecuacién (2.16).

6.  En este punto existen dos posibilidades a seguir: podemos realizar lo que se
conoce como una evolucién “totalmente restringida” que consiste en utilizar las
ecuaciones de restriccion en cada hipersuperficie, o bien, podemos efectuar una
evolucion “parcialmente restringida” en la que Ias ecuaciones de restriccién son
utilizadas inicamente como “correctores” para evitar que la solucidn numérica se
desvie de la solucion real debido a errores ya sea de redondeo o producicdos por las
aproximaciones hechas en los métodos numéricos. En este trabajo usaremos una
modificacién de la segunda opcidn: debido a la forma de la ecuacidn (2.115), de
manera natural es sélo necesario utilzar la ecuacién de restriccion de momento en
cada hipersuperficie. Asi pues, los pasos anteriores se repiten, con la excepcidn
del segundo paso, en ¢l que sédlo se resuelve la restriccion de momento, hasta
alcanzar un tiempo final, 6 un nimero méximo de estos ciclos. que han sido

fijados previamente,

En resumen, se ha planteado nuestro sistema de ecuaciones para una métrica
especifica correspondiente al caso de simetria esférica. En el Capitulo siguiente
se realizard la exposicion detallada del proceso que se utilizara para llevar a cabo

su solucion numérica.
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Capitulo IIT

Diferencias Finitas y Métodos Numéricos

III.1 Introduccién

Ahora que se tiene una idea general de los pasos necesarios a seguir para
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales formado por las ecuaciones de
Einstein y las ecuaciones de conservacién en simetria esférica, nos ocuparemos
de la descripcién del programa de computadora, 6 “cédigo”, cuya funcién es la de
resolver el sistema numéricamente. Nos basaremos en un cédigo ya existente al
cual sélo se le hardn los cambios necesarios para implementar la aplicacidén par-
ticular que se describird en el signiente Capitulo. A continuacién se expondréan
los detalles miéis relevantes relacionados con los métodos numeéricos tilizados
en este codigo para llevar a cabo el andlisis numérico de nuestro sistema de

ecuaciones.
II1.2 Construccién de Rejillas y Operadores

Para analizar numéricamente el sistema de ecuaciones obtenido en los Ca-
pitulos anteriores, es necesario re-escribir este sistema en términos de ecuaciones
de “diferencias finitas”. Ahora bien, como ya se mencioné anteriormente, con-
sideraremos funciones que dependen dnicamente de la coordenada radial, r,
y del tiempo, t. Es necesario entonces construir una “rejilla® numérica para
la coordenada radial que estd formada por un nimero finito de divisiones del

intervalo de validez de dicha coordenada. Esta rejilla radial consistira, a su vez,
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de dos sub-rejillas que denotaremos como rejilla “a” y rejilla “b”. La razén de
esta subdivisién es meramente operacional ya que de acuerdo con la forma de las
ecuaciones en diferencias finitas, resulta conveniente centrar en la rejilla “a” las
variables como la velocidad, o con comportamiento numérico semejante como
son V!, 8y S, mientras que las demds variables se centran en la rejilla “5". Asi,
los valores que tome una variable genérica, X , para los valores de la coordenada
radial en el nodo n de la rejilla “a” serdn denotados como Xa(n) mientras que en
la rejilla “b” seran denotados como Xb{n), donden = 1,2, ..., ny . Tenemos
la libertad e elegir el niimero de divisiones que cubren la regién de validez de

la coordenada radial, segiin el problema a estudiar!.

Utilizaremos una rejilla uniforme, es decir, la distancia entre nodos contiguos
es constante y los nodos de la rejilla a estaran centrados entre los correspon-

dientes nodos de la rejilla b (ver Figura IIL1). Asi tenemos que

AXa(n) = Xb(n) - Xb(n — 1) , (3.1)

AXb(n) = Xa(n +1) — Xa(n) , _ ' (3.2)
Xa(n) = L [Xb(n) + Xb(n - no (3.3)
Xb(n) = §[Xa(n +1) + Xa(n)] . | o (3.4)
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4—-Axa(n) —p-

xb(n-1) xb(n) xb(n+1)
X l 1 l 1 I L

i l I t l }
xa(n-1) xa(n) xafn+1)

4—-4Axb(n) -

Fig. III.1.— Se muestra parte de una rejilla genérica.

Supdngase que una cantidad F estd centrada en la rejilla b: la diferencial
de esta cantidad, expresada en forma de diferencia finita estard centrada en la

rejilla a y se define como

dF AFa(n) = Fb(n) — Fb(n — 1) .. (3.5a)

Sin embargo, si F estd centrada en la rejilla a, su diferencial estard centrada en

la rejilla &, es decir

dF AFbn) = Fa(n + 1) = Fa(n) . (3.50)

Inspeccionanda el sistema de ecuaciones, se observa la presencia e operadores

con la forma

li}
2
7 = (3.6a)
y s
1
2?2 8z (368)
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Evidentemente, es necesaria cierta precaucion al transcribir estos operadores a
sus expresiones correspondientes en términos de diferencias finitas debido a la
posible presencia de singularidades de coordenadas, por ejemplo, cuando = = 0.

Por cllo, adoptamos expresiones con las que se evita este tipo de problema, asi

a z3 23
2 0 , -
i ™ zAzr  A(2?)’ 37
1 8 1 3
z? br T Az A(¥) , (38)

El operador de Laplace puede conocerse a partir de las ecuaciones anteriores;

“este operador estd dado por

1 g L

viet 2 (20

z20r \ 0z/

de modo que su expresion en diferencias finitas se'puede obtener en forma directa = -

a partir de las expresiones (3.7) ¥ (3.8).
II1.3 Meétodos Numéricos

En esta seccidn se expondran en forma muy general algunos de los métodos
numéricos utilizados para resolver las ecuaciones de Einstein. Comenzaremos
con las ecuaciones de la hipersuperficie inicial, es decir, las ecuaciones de res-
triccidn, la ecuacidn de lapso y la ecuacién para la componente radial del vec-
tor desplazamiento; posteriormente se discutirdan los criterios utilizados para el
calculo del intervalo temporal entre la hipersuperficie inicial y las subsiguientes
hipersuperficies; finalmente se expondrin los métodos utilizados para manejar
las ecuaciones de evolucién que nos permiten conocer los valores de las variables

en la hipersuperficie T,/ a¢ dados sus valores en la hipersuperficie en £, .
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II1.3.a Las Ecuaciones de la Hipersuperficie Inicial

Un andlisis somero de las ecuaciones de restriccidn, lapso y desplazamiento
nos permite notar que se pueden dividir, por su forma, en dos grupos: la
ecuacién de restriccién de momento (2.11b) y la ecuacion para el vector de
translacidn (2.145) estdn escritas como simples cuadraturas, por lo que pueden
resolverse de manera sencilla utilizando el conocido método del punto medio
(regla trapezoidal)?; este método permite una precision de segundo orden en el

cédlculo de estas integrales sin mayor problema.

El segundo grupo lo constituyen la ecuacion de restriccién de Hamilton (2.10)
¥ la ecuacion de lapso (2.12). Veremos a continuacidén que ambas ecuaciones
pueden escribirse en la forma

Vie=Cd%+C,, (3.10)
donde el operador V,? esti dado por la expresidn (3.8) para la coordenada
radial r, mientras que la forma explicita de las funciones C| y C, dependera
de la forma original de las ecuaciones en cuestién. La ecuacidén (3.10) se puede
resolver numéricamente de manera muy eficiente utilizando un método muy
conacido llamado algeritmo tridiagonal*, con el que se obtienen resultados con

precisién de segundo orden.

Asi por ejemplo, la ecuacién de lapso, (2.12), ya estd escrita en la forma
(3.10), donde identificamos
® =avA ,
C, =1 [5K*+ (K'Y -« (28 -2,)]
51 8
C,=— (\/f—l) p 5{}{ s

* En el Apéndice E se presenta un eshozo de este algoritmo.
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por lo cual el algoritmo tridiagonal puedc utilizarse en fdrin}x éliréctﬁ.

Por otro lado, la restriccion de Hamilton requiere de mas consideracién
para poder llevar esta eacuacién a la forma (3.10). Notemos que la ecuacén

de restriccién de Hamilton tiene la forma

v,2%, =C,%,°, | ; (s-il) o

donde ) j
&, = VA, - .(3.114) -

Cy= ]T [% K- %(K.)g - Kér] . (3.118) .

‘Evidentemente, se trata de una ecuacién no lineal para la variable &, por lo que
es necesario lincalizarla parallevarla a la forma (3.10). Esto se logra si escribimos
$, =& + &, donde & <« &¥,. Si substituimos esta expresion en la ecuacién

(3.11) y mantenemos tinicamente los términos a primer orden encontramos que

V.28, =C, &, +C, , (3.12)
' - donde

C, =5C,%,*, (3.12a)

C,=C,%°- Vs, . (3.12%)

Lﬁ ecuacion (3.12) ya tiene la forma deseada y se puede resolver para @, con el
algoritmo tridiagonal. Es importante notar que para poder llevar a cabo esta
soliucién es necesario conocer previamente &, con un cierto grado de exacti-
tud, es decir, necesitamos tener una buena primera aproximacién, &,, que nos
permita conocer, a través de la ecuacién (3.12) una segunda aproximacién a

¢, = ¥, + ¢ . Con ello, podemos re-etiquetar esta ¢, como una nueva &, y
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asi repetir el proceso iterativo hasta que el valor calculado de §, converja. Este
proceso iterativo finaliza cuando se logre satisfacer un criterio de convergencia
previamente establecido; usualmente se exige que el valor de €, no dificra del

“nuevo” valor en mas de una parte en 108.

Como se puede ver, la debilidad principal de este método radica en la
necesidad de conocer un buen valor inicial de @, , es decir, este valor inicial debe
ser cercano al valor de la solucién @, . Sin embargo, a pesar de esta restriecién,

el método ha demostrado su utilidad en muchas situaciones de interés?,

Para finalizar esta seccidn, notemos. que las ecuaciones de restriceién de
Hamilton y de momento deben tratarse como un sistema de ecuaciones acoplado
para las variables 4 y K*. En la practica, entonces, es necesario iterar las
soluciones de estas dos ecuaciones utilizando los resultados de la primera en
la segunda y viceversa hasta que ambos resultados converjan dentro de una
tolerancia adecuada, que se escoge usualmente segiin el problema especifico que

se esté tratanda.
II1.3.b El Incremento Temporal

Una vez que hemos encontrado la solucién de las ecuaciones de la hipersu-
perficie inicial, las ecuaciones de evolucién son utilizadas para obtener los valores
de nuestras variables en las hipersuperficies subsiguientes. Ahora bien, debido a
que estamos utilizando métodos de diferenciacién explicitos' en la coordenada
temporal, lo cual significa que el computo de los valores de las variables en un
nivel temporal, t + At, se lleva a cabo utilizando \inicamente los valores de esas

variables en el nivel temporal anterior, t, entonces el paso temporal, At, esta
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limitado por la rnh(iicién de Céi’lfmt-Fficdrichs-bcwy, é condicién CFL5. Esto
'e's'&i.én' porque é.lr"csq.i‘mnim numérico no converge si el dominio de dependencia
" ‘de la ecuacion en &i_fc:jchcins finitas no incluye el dominio de dependencia en
la ecuacidu diferencinl en cuestién., Esto se puede ver claramente en la Figura

IIL.2:

[ ] 4 L N L ] . L]
CONO SONICO HACIA EL FUTURO
) DOMINIO DE LAS-

DIFERENCIALES .
\\ : // ; :
N
\\ :

AN B \/ Pl .
. : L] A L] B

L N\ : DOMINIO DE LAS

At

DIFERENCIAS FINITAS ©

A

Fig. IIL2.— Se muestran-esquemiticamente los dominios de las eenaciones en
las rejillas temporal y radial. La eleccién de At debe permitir un punto que

esté en la interseccién de ambos conjuntos.

Asi pues. esta condicion (CFL) especifica que el paso temporal At en cada

nivel temporal debe ser lo suficientemente pequefio como para que

At < -?,—: , (3.13)

donde Az representa el tamano de la rejilla espacial y Ve representa la velocidad
local a la cual se propagan las sefiales a través de la rejilla espacial. En problemas
clasicos, V. seria la velocidad del sonido, mientras que en prohlemas relativistas,

Ve representa a la velocidad de propagacidn de la luz en la rejilla.
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En laprictica, seribiremos la cohdi.’cién CFL de la forma

At = CorFi T (314)

[

donde Cgr, es un factor “de seguridad” que generalmente se t’omﬁ‘i:n”e‘l intervalo
0<CeopL<05. © . (3.15)

Como una precaucion adicional, se establece otro criterio de restriceién para el

incremento en el paso temporal que podemos escribir como
Atruere < (I_I)Atnnlnl’ar , (3.16)

es decir, se exige que ¢l incremento en el salto temporal siempre sea menor

que un 10% del salto temporal anterior entre dos hipersuperficies de nivel &¢ y

Tiral-
1I1.3.c Las Ecuaciones de Evolucién

Todas nuestras ecuaciones de evolucién se pueden escribir de la forma

%ﬂ%%(#v‘@):p, (3.17)
donde Q representa a A%, 5. E¢ S'r ,mientras que F representa a las fuentes. El
miembro izquicrdo de (3.17) se conoce como la derivada temporal edvective que
se presenta en la version eunleriana de la hidrodindmica. Fisicamente corresponde
al transporte de la cantidad Q@ con el flujo respecto de un observador fijo.
Existe una extensa literatura que trata el problema de la solucién numérica
de la ecuacién (3.17) (ver por ejemplo la excelente exposicién presentada en el

libro de Roache®) y no ahondaremos en este tema en el presente trabajo. Baste

mencionar que en el cddigo aqui descrito se utiliza una técnica denominada
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de “transporte monotdinico” debida a Bram van Leer que estd presentada con
detalle en los articulos de Centrella y Wilson” y de Hawley et al. *8. Esta técnica
esti disefiada para reducir al mdximo los efectos no fisicos en el comportamiento

numérico de las variables sujetas a transporte hidrodindmico.

Por otro lado, los términos inscritos en el miembro derecho de la ecuacidn
(3.17) y que hemos denominado como “fuentes”, son tratados numéricamente

8, Aunque no la

utilizando la técnica lamada de “separacién de operadores”
describiremos con detalle aqui, podemos decir que la utilizacion y confiabilidad
de esta técnica ha sido ampliamente demostrada en la literatura y consiste,
esencialmente, en resolver cada término fuente por separado, sumdndose su

contribucién al valor final de la variable en cuestién.

En la fisica de una onda de choque, la viscosidad actia en la transformacién
del movimiento de bulto del fluido en un movimiento aleatorio de las moléculas
del fluido. En el codigo se utiliza una viscosidad artificial para tratar numeéri-
camente aqucllos problemas que involucren ondas de choque. La forma en que
estd implementada esta viscosidad artificial en nuestro cédigo, se basa en la
desarrollada por May y White? para problemas de hidrodindmica relativista.

Asi, definimos

0= {k., (D+rE/E) [avii)]’, siav! <o,
0, s§ AV >0,

donde &, es una constante del orden de la unidad y
AVIGY=V'(G+1) - V().

Como se puede ver, la viscosidad artificial sélo serd diferente de cero en aquellas

regiones de la rejilla radial donde se presente una compresién local del fluido.
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En el tensor de energia-esfuerzos, la viscosidad artificial juega el papel de una
viscosidad de bulto e intervicne en las ecuaciones de evolucién de la misma
manera en que lo hacen los términos que involucran a la presidn y, por lo tanto,

se tratan numéricamente de manera completamente similar,

A mancra de cjemplo, analicemos con algo mas de detalle la ecuacién (3;17)
para el caso en que Q = D. Escribimos
‘2? 3 (3r3) ("Dv')=o0, (3.18)

dcﬁniendo al flujo Fluzx = r? D V! que representa la cantidad de material trans-
'f"eri;do entre las zonas de la rejilla en el tiempo e imponiendo la condicion de quela

" eleccion del valor asociado a D serd mondtonamente creciente o decreciente con
la finalidad de evitar que haya regiones entre divisiones sin material, pero csto
implica que para poder realizar la diferencia finita hay que centrar la cantidad
Flux correctamente dado que la cantidad V! se define en la rejilla “a”, mientras
que D se ubica en la rejilla “b", La. exposicién detallada del método ha sido
expuesta por Centrella y Wilson?, quienes proporcionan, ademds, un estudio

detallado de los resultados obtenidos en diversos problemas especificos.

Para terminar esta seccién es necesario mencionar que antes de poder utilizar
un cédigo como este. resulta conveniente someterlo a una serie de pruebas que
establezcan un cierto grado de confiabilidad en el mismo. Usualmente, esto se
logra aplicando el cddigo a una serie de problemas de prueba cuya solucién sea
previamente conacida, verificando con ello que los resultados numéricos obteni-
dos del c6digo reproduzean los resultados esperados. Aunque no las discutiremos
en este trabajo, se han realizado ya diferentes pruebas?46 que establecen el alto

grado de confiahilidad del cédigo aqui descrito.
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II1.4 Programa: CODIGO

La filosofia que se ha seguido en la construccién del codigo muestra los
aspectos mds relevantes que deben tomarse en cuenta en todo programa: la
eficiencia, la optimizacidn, su estructura y su portabilidad, que sirven como
parametros que nos permiten tener una idea de su elaboracién y muestran la
importancia del programa. En este cédigo se han considerado cuidadosamente
los aspectos referentes al comportamiento numeérico en los puntos singulares de
las variables, los métodos usados tanto en la solucién de las ecuaciones elipticas
como en el andlisis de los términos de transporte y los términos fuente de las
ecuaciones de evolucién. A continuacion se describira la estructura general del
codigo que, para mayor claridad, se ha dividido en tres “bloques” principales

atendiendo a la funcidn de cada una de sus partes:

INICIALIZACION: Primeramente, se elige el problema a tratar. Para ello, se
eligen las unidades en las que se tratard el problema (e.g. unidades de Planck
6 unidades CGS). Asimismo, se establecen los valores de todos los parametros

involucrados en dicho problema.

GRAVEDAD: Resuelve las ecuaciones correspondientes a una hipersuperficie,
es decir, las ecuaciones de restriccion de momento y de Hamilton, con las que
se obticnen la funcidn métrica A y la variable K'*. Asimismo, se resuelven la
ecuacion de lapso y la ecuacion del vector de desplazamiento para obtener las
funciones a0 y 3 respectivamente. Finalmente, se calcula el incremento At para

pasar de la hipersuperficie actual a la siguiente.
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ACTUALIZACI(')N: Evoluciona las cantidades definidas en cada hipersuperficie
utilizando las ecuaciones de evolucidn para el conjunto de variables consideradas

en nuestro sistema.

Mientras que el primer bloque (Inicializacion) se lleva a cabo una sola vez, los
otros dos (Gravedad y Actualizacion) siguen un proceso iterativo hasta alcanzar,
ya sea un tiempo maximo permitido de evolucién, o bien, un nimero maximo
permitido de iteraciones. El diagrama de flujo del programa es presentado en
la Figura II1.3 para una comprension mas clara de los procesos que se llevan a

cabo.

De este modo se ha presentado esquemdticamente nuestro programa de
computo, 6 cadigo, y ademds las bases del anilisis numérico propuesto para
el sistema de ecuaciones, teniendo asi la posibilidad de plantear una amplia
gama de problemas, afadiendo o quitando los términos en nuestro conjunto
de ecuaciones, puesto que el cédigo sdlo es “modificado” para poder resolver
diferentes problemas. En e] Capitulo siguiente trataremos sobre una posible
aplicacién del cadigo al problema de la propagacién de una onda de choque

generada por una supernova.
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Fig. I11.3.— Diagrama de flujo del cddigo.
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Capitulo IV

Onda de Choque en una Supernova
IV.1 Introduccién

El evento de una supernova se puede dividir en tres etapas de evolucién
relativamente distintas!: la primera etapa se caracteriza porque la cantidad
de materia proyectada hacia el exterior es mucho mayor que la cantidad de
materia arrastrada y, por tanto, se puede suponer que el momento permanece
relativamente constante. En esta etapa, que dura aproximadamente 100 afios,
el radio de la onda de choque se puede expresar como R, o t!/4, siendo ¢ el
tiempo. La segunda etapa se presenta cuando la cantidad de materia arrastrada
es mucho mayor que la cantidad de materia inicialmente proyectada al exterior,
en esta etapa la supernova puede ser caracterizada sdlamente por la energia
inicial de la explosidn, E, y la densidad, p, del medio circundante, teniéndose
una situacion conservativa y adiabdtica. En esta etapa, el radio de la onda
de choque es R, o t2/5, El sistema permanece en esta segunda etapa hasta
que el gas se ha enfriado lo suficiente como para que la pérdida de energia
radiada llegue a ser importante. Es entonces, varios miles de afios a partir
del evento de la supernova, que se presenta la tercera etapa: la evolucién de
los restos de la explosién continia hasta que éstos pierden su identidad en el
medio interestelar circundante, caracterizandose esta etapa por la existencia de

diferentes mecanismos de enfriamiento por radiacidén.
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N;:)_s ocuparemos, en este Capitulo, de la segunda etapa del cﬁantp:kde una
sﬁpernova. La descripcion fisica se obtiene con el sistema de ecuaciones com-
puesto por la ecuacidn de continuidad, la ecuacién de Euler y la primera ley de
la Termodinamica. Con una ecuacién de estado adecuada y la primera ley de
la Termodindmica se obticne la ecuacién de flujo isentrdpico. Este sistema de
ecuaciones fué resuelto analiticamente por Sedov? en 1959, para el caso de una
explosién intensa en un gas, durante su fase adiabatica, con simetria esférica en
un medio con indice adiabatico, I', constante; ademds muestra que su solucién
mantiene cicertas propiedades de escala. En este sistema fisico la temperatura
y la presion del exterior de la onda de choque tienen valores muy pequefios
comparados con los valores de estas variables en la regién interna de la onda de

choque.

Una explosién intensa en un gas es la liberacién de una gran cantidad de
energia, E, en un pequefio volumen que nos permite estudiar la propagacién de
la onda de choque generada. Si se consideran distancias para las cuales la onda
de choque no estd “muy lejos” de la fuente, se observa que estas distancias son
muy grandes comparadas con las dimensiones de la fuente, entonces se puede
suponer que la energia E fué liberada en un punto, el origen3. La solucién de

Sedov nos proporciona las cantidades que deseriben las propiedades fisicas del

gas como una funcién del tiempo, ¢, y de la posicién radial R.
IV.2 Descripcién del Sistema Fisico

Si denotamos como r a la posicién radial de una particula en el instante en

que es barrida por la onda de choque al tiempo t,, entonces las coordenadas del
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.marco de referencia euleriano,

lagrangiano, r xﬂgdia;itévié‘

donde u [R(r, ), #'] es la velocidad de la particula al tiempo # y posicién radial
R(r, t') Como ‘vérexmﬁbs més adélante, esta velocidad es proporcionada por la
skolku;icrfm de Sedov g

» Cpnsidérese un flujo unidimensional y no estacionario que puede ser definido
- p(;r el parametro de velocidad y los valores iniciales de la energia y la densidad.
En tales circunstancias, la distribucién de todas las cantidades depende de la
posicién, r, y el tiempo, ¢, a través del cociente x = r/t, con unidades de
velocidad, es decir, las distribuciones en diferentes instantes deberan ser similares
difiriendo sélo en la escala definida por el cociente €, por tanto, el patrén de

flujo no cambia, esto es, el flujo es homdlogo 6 autosimilar,

La ecuacidén de la conservacién de la entropia para un flujo autosimilar

unidimensional, en la coordenada r , es
ds Js
=+ V,—=0 .2
atVe =0 42)
donde s es la entropia y V; es la velocidad de transporte radial. Con el cociente
x = r/t substituido en la eécuacidn anterior se muestra ficilmente que
1 r\ ds
-V = —) _— 4.3
;(v-3) =0, (43)
es decir, la entropia debe ser constante. El flujo es autosimilar, unidimensional,

adiabdtico e isentrdpico y estara descrito por la ecuacidn de continuidad

dp
57tV eu=0, (4.4)
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la ecuacion de Euler,

. ‘s
ndmica y la ecuacién de estado,

4PN
2V =0. ;

dt ( F) i (4 6),

En el caso del problema de una explosxon mtensa, el ﬂujo es autosxmxlar y la.s
cantidacdes fisicas como la velocidad, densxdad, preslon ¢ temperatura, puedenr

expresarse como funcidn de la posxcxon. en forma gencr:ca, esto se puede repre-

sentar matematicamente como
X(R)= X(R)) f(R/RS), =~ (47

donde f; es una funcién de la posicién relativa al radio de choqu‘erR,. Las

soluciones se expresardn en la forma de la ecuacion (4.7).
IV.2.a Solucién de Sedov .

Las cantidades fisicas en la posicion de la onda de choque presentan una
discontinuidad; denotaremos a las cantidades atras de la onda de choque por
medio del subindice “1” y las cantidades que estén al frente por medio del
subindice “2”. Como ya se menciond, durante la segunda etapa en la evolucién
de la onda de choque generada por una supernova, la cantidad de materia
inicialmente proyectada al exterior es mucho menor que la materia arrastrada
¥, ademas, la presién que ejerce el medio circundante es muy pequeiia, entonces
el problema puede ser descrito por sélo dos pardmetros, la energia inicial de la
explosién, E | y la densidad del medio circundante, p, . Asimismo, se ha supuesto

que las cantidades pueden expresarse en forma autosimilar, ecuacién (4.7}, lo
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esta da.da por

El é#ﬁilisis detallado del problema de la propagacién de una onda de choque

generada por una explosidn intensa en un gas, ha sido realizado para diferentes
" . sistemas coordenacos por Sedov. Nos interesamos en el sistema de coordenadas
para la simetria esférica, teniéndose que la solucidn a las ecuaciones del sistema

se expresa de la siguiente manera

u(R) = u(R,)nu'(n), (4.10)

P(R) = p(Ry) #(n) (4.11)
y

P(R) = P(Ry)n* P'(n), (4.12)

donde las soluciones al sistema fueron escritas con la forma de la ecuacién (4.7),

las condiciones de Rankine-Hugoniot, obtenidas de las ecuaciones del fluido y
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cax tldadcq on el choqne

(4 13).

“@ren
132 = 419
= e-Der= NHET+1)

Resta tinicamente encontrar el valor numérico de la constante de similaridad,
¢y, definida en la ecuacidn (4.8a). Para ello, consideramos que la energia total

- sea igual a la energia inicial de la explosién, es decir,

By pu? P
—_ il 2
E = [ 5 + 3 1] 47 R* dR ; (4.19)

50



esta expresion se puede escribir en'forma adimensional como -

Con lo anterior, puede descrlblrse completamente nuestro sistema fisico de

interés para asi tener una 1116]01‘ rompremno de su evoluclon El andlisis tedrico

de nuestro sistema fisico nos acerca al trabajo hecho por Sedov, que es utilizado
para obtener la solucién analitica del problema de la propagacidn de una onda
. de choque generada por una é\lpernoxm, durante su fase adiabdtica. Con las
ecuaciones anteriores, podemos calcular los valores de las diferentes variables
involucradas, como funciones del tiempo. El proceso seguido para obtener estos

valores se describe a continuacion.
IV.2.b Solucién Analitica

Después de una inspeccion de las ecuaciones (4.10-18) resulta que todas las
cantidades pueden ser expresacdas en funcidén de u' para un valor de 1 dado.
Por tanto, despejando u' del término con potencia v; en la ecuacién (4.16),

obtenemos para una 7 dada

=t 7-T

_ ' ot _ ~v1/v2
B LB L G O

cabe mencionar, que ésta es una ecuacién implicita para v/, es decir, se resuelve
. inicial de o' tili ‘2 ali
proponiendo un valor inicial de ', que se utiliza en esta ecuacién, para realizar

un proceso iterativo, finalizando cuando se obtiene la convergencia en el valor
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dornde j, indica la posicién de la rejilla numérica correspondiente a la posicién

de Ia onda de choque, R,,y j indica la posicién de la rejilla numérica asociada
a ]a posicion R, con 2 < j < j,, entonces se puede obtener al vector u/(j) que
nos proporciona las cantidades u, p y P en las zonas interiores a la onda de
choque a un tiempo t = ¢,, por tanto para diferentes valores de ¢, las cantidades
u, p y P pueden ser calculadas en cada zona. De esta manera se ha descrito
la forma en la que se han obtenido los resultacos analiticos, las grificas de estos

resultados se presentan en la Figura IV.1.

- Con lo-anterior se ha descrito de manera analitica el sistema fisico de interés
“ enforma concreta. Finalmente, se ha obtenido una idea clara del compor-
tamiento del sistema estudiado, que serd la solucion esperada para el anilisis

numeérico.
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b)) Velocidad (U, )

_a) Posicidn (Rs)

“d) Presién
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Fig. IV.1.— En la grifica a} se tiene al radio de choque normalizado vs. 7;
en b) se observa a la velocidad de la onda de choque normalizada vs. T
en ¢) se presenta la densidad en la posicidn inicial de la onda de choque
y, finalmente, en d) se presenta la variacién de la presién para la posicién
inicial de la onda de choque.
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“IV.3.b  En Busca de la Solucién Numérica

Se propone utilizar el cddigo, cuyo diagrama de flujo ha sido presentado
en el Capitulo anterior, para realizar un analisis numérice de la propagacién
temporal de una onda de choque. Los resultados obtenidos en un primer intento,
sin embargo, estan lejos de la solucion esperada, lo cual propicid una revision
del cédigo i.e. las condiciones a la frontera, diferentes formas de realizar los
promedios para centrar las cantidades, acdemas del uso de diversas técnicas para
las ecuaciones de evalucién (términos de transporte)?!, asimismo, se implementd

un monitoreo para-las cantidades calculadas en cada ciclo del cédigo.

Los resultados iniciales muestran problemas en el origen de coordenadas,
algunas desviaciones en el calculo de la velocidad V! y problemas en los términos
de transporte; el error se propaga y cuando termina la corrida el conjunto de
valores numéricos no representa a la solucidn analitica del problema, pero nos

permite discernir sobre las cuestiones esenciales de los procesos numeéricos.

El analisis de los resultados del cddigo fué realizado para los primeros ciclos
de la corrida; se ha observado que existen contribuciones no deseables en el
cilculo de la velocidad, V!, cuando se evoluciona hacia la primer hipersuperficie,
afectando los cdlculos de la energia y el momento, también se ha observado que

existen zonas en donde la viscosidad artificial se presenta, esto es cerca del origen.

Nuestro cédigo es un cédigo relativista, explicito en el tiempo, que se puede
aplicar a problemas no relativistas como el aqui descrito. En la construccién del
mismo, se ha utilizado la técnica de separacion de operadores para resolver una

parte del sistema de ecuaciones, ademas estd escrito de tal manera que se pueden
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cambiar fitcilmente los método; numéricos utilizados mcdiantc la substitucién de
algunas lineas en el cddigo, asimismo, se ha hecho uso de la viscosidad artificial,
@ ,para permitir un resolucién de la onda de choque en 1n niimero finito de zonas
de la rejilla radial disipindola suficientemente para que las discontinuidades se
extiendan en algunas zonas de la rejilla. Por tanto el programa no necesita ser
reescrito para tratar diferentes problemas o el mismo problema con diferentes

técnicas.

Sin- embargo, todos los sistemas numeéricos son inherentemente disipativos

.en algun grado, por lo cual uno deberd entender y considerar cualquier efecto
qué'surja de una difusién numérica no descable. La difusién numérica la enten-

“‘deremos como la pérdida de identidad de las variables fisicas como consecuencia
de ciertas propiedades no fisicas implicitas a los esquemas de diferencias finitas

¥y que pueden ser identificadas cuando estos esquemas son comparados con las

ecuaciones diferenciales que se supone deben representar®. Mds especificamente,

esto se refiere a la pérdida de informacién cuando el fluido pasa de una zona a la

otra, sienndo esto una propiedad de todos los métodos eulerianos hidrodindmicos.

La difusién numérica puede provocar una violacién de la conservacion local,

que es obtenida cuando los elementos del fluido transportan las propiedades

intrinsecas loeales, tales como el momento, la energia, etc.

En este Capitulo, se ha presentado a un sistema fisico de intéres, es decir,
la propagacién temporal de una onda de choque durante la fase adiabatica, La
solucion analitica de nuestro sistema, es el trabajo realizado por Sedov, Landau
y Newman; por iltimo, se propone aplicar el cddigo descrito en el Capitulo
anterior a cste sistema fisico y se vislumbran los problemas inherentes en los

procesos numnéricos.
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Capitulo V

Conclusiones

En este trabajo se ha presentado en el Capitulo I, el formalismo ADM,
utilizado para escribir las ecuaciones de Einstein, considerando como fuente de
campo gravitacional a un fluido perfecto. La ecuacién de estado y las ecuaciones
de conservacién se utilizan para completar el sistema de ecuaciones, que nos
proporciona informacién sobre la evolucién temporal del sistema fisico. En
el Capitulo II, se adoptd una métrica esférica en la norma isotrdpica con lo
cual se reescribié el sistema de ecuaciones presentado en el Capitulo anterior
para este caso. Ademds se ha expuesto la secuencia utilizada para resolver el
sistema de ecuaciones. Continuando con el Capitulo III, en donde se realizd
una exposicién acerca de las consideraciones hechas al transcribir el sistema de
ecuaciones diferenciales a expresiones de diferencias finitas con el fin de resolver-
las numéricamente. Ademads, se discutieron los métodos utilizados para resolver
las ecuaciones en diferencias finitas y también las caracteristicas del programa
de computadora, 6 cddigo, utilizado para resolver el sistema de ecuaciones en

diferencias finitas.

Posteriormente, en el Capitulo IV, se propuso un sistema fisico para su
posible estudio numérico: la propagacién en el tiempo de una onda de choque,
generada por una supernova, durante su fase adiabdtica en un marco de refe-
rencia euleriano. Este sistema fisico puede ser descrito analiticamente gracias
al trabajo de Sedov, Landau y Newman. Se proporcionaron las grificas que

contienen la informacién sobre el comportamiento de la densidad, la presién y
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la velocidad. Ademiis, se plantea la posiblilidad d¢ una solucién munérica,; que
pretende obtenerse a partir de un cddigo relativista aplicado a un problema no
relativista o “newtoniano”, ilustrando con ello los problemas inherentes a los

procesos numéricos que surgen en el drea de la relatividad numérica.

En la relatividad numérica se utiliza al formalismo ADM para escribir las
ecuaciones e Einstein, en forma de un problema de valores iniciales o problema
de Cauchy y ademas se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones, es decir,
se obtiene la solucién numériea. Se ha mostrado que la relatividad numeérica es
una herramienta til para estudiar y resolver problemas que no son accesibles

de otra manera, por no existir métodos analiticos capaces de resolverlos.

En concreto se concluye que cuando los problemas cuyas soluciones analiticas
se conocen, puedan resolverse numéricamente de modo totalmente satisfactorio,
uno estard en una mejor posicién de analizar las soluciones numéricas de los
problemas en donde las soluciones analiticas se desconocen, bajo la luz de las

teorias aceptadas.

Considero que el campo del analisis numérico de los sistemas fisicos es
un campo amplio, donde se observan similitudes entre el equipo de un fisico
experimental, al cual hay que calibrar para garantizar un buen funcionamento
Vy por ende optimos resultadoes, y los eédigos utilizados por los fisicos tedricos,
que deben ser construidos y calibrados teniendo en mente una reproduccion

adecuada de los resultados esperados.

En general deben analizarse ampliamente y establecerse cuidadosamente

las condiciones de frontera, las técnicas de transporte para los términos de
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v tmnbxen la. mtcrvcncmn ‘de la v:scmx(lnd m‘tlﬁcml con el ﬁn de

poder encontra.r una solucxon numérica aceptable del snstema estudiado.

r

En particular, en el ejemplo de la propagacién de una onda de choque las
condiciones iniciales deberdn ser elegidas cuidadosamente y, también, deberd
plantearse un método para los términos de transporte que proporcionen los

resultados deseados.

Finalmente, cabe mencionar que el trabajo por realizar en el drea de la
relatividad numeérica es vasto, e.g. analizar los errores inherentes en los procesos
numeéricos, desarrollar técnicas y métodos adecuados para resolver las ecuaciones
en diferencias finitas, el tratamiento de singularidades y definiciones de los

operadores en diferencias finitas.
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APENDICES
Los siguientes apéndices fueron elaborados con la finalidad de ampliar la
) presontkaci'(m de los cdlculos realizados y de complementar con mayor detalle los
‘resultados presentados en los capitulos que componen este trabajo. En ellos se

incluyen definiciones y la notacidn utilizada, ademds de conceptos propios del

tema.

A. Definiciones y Notacién

B. Ecuaciones de Einstein, Caso A # B

C.  Ecuaciones de Conservaciéon. Caso A # B
D Analisis Dimensional

E. El Método Tridiagonal
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A. Definiciones y Notacién

Alo la.rgo de este trabajo, se utiliza la convencxon de suma de Emstem sobre:
indices repehdos Todos los indices corren de 0 a 3 con la umca. excepcxon del :

indice { que corre de 1 a 3.

A.1 Coordenadas

En simetria esférica; las coordenad

EHEA | (A1)

A.2 Derivadas

Las derivadas se denotan de alguna de las siguientes formas

f=g5=c5=7/-
af==Uoy=s.,
ag:%:%. (4.2)



A3 Derivada de Lie
a) Derivada de lie de un canipo esica]a._r g :
‘:‘.'ﬁq'(’_= ﬁda.?a . SR (A3) o

b) ..Derivada de. Lxede unca.mpo vectorial covariante Zg:

LZ=1"ViZo+ 2Vl . (Ad)

) p_dfténsprial Tab':‘ :

Tav+ TevVant® +TacV (R (A5) '

“ De aqui o.lV)‘t‘ene_mosjel siguiente resultado dtil: SRS

‘ ; 7_ : crrgab=2v(a”b)| . . o " (A‘ﬁ) :

donde V ‘es la derivada covariante, @45 es el tensor métrico y los paréntesis

indican la parte simétrica del tensor V7, cuya definicion es
Vs = Mja = Tals — Tastlc, 4.7

siendo I'“;p los simbolos de Christoffel, que representan a los pardmetros de

conexién y estan definidos de la manera siguiente

T = 19 (O9da + Oa9ar — Dadas) - (A.8)

62



B. Ecuaciones de Einstein. Caso A #

Presentdndose de modo complementario al Capitul
seguido para la obtencién de las ecuaciones de Einstein.

cién de Hamilton se escribe a partir de la ecuacién

) J I}-abvl\'bu;=‘2’,'K4:P

Ahora, dela ejcuaci"(')h k(];.12'),': al contraer: lbs';fn(liéesv

" 'se_obtiene

7“5’7"" Raped = —Bg [F 221+ BT 221] ~ AT

2
B2.,.‘Z

L K2 Kb, (B9

donde la cantidad A esta dada por la ecuacién (2.7). Introduciendo las expre-
siones explicitas de los simbolos de Christoffel que aparecen en la ecuacidn (B.3)
y comparando esta ecuacion con (B.2), observamos que el 3-escalar de Ricci,

BIR, estd dado por
4 [3/B 1\* A4(B 1 B 1 2
O |2 (22} 2 (22 Z .z —_
R Aq[2(3+r) A(B+r)+(B+r)’r]+B2r,. (B.4)
Es facil mostrar que

- K%K = 3K? — (K" . (B.5)
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‘Substituy‘g‘udo las fr(llacioné‘s (B.4~5) en la ecuacid (B )soobtxcnc :
o (B (2 A\, B B

B+ 25 T\r 73 B+r‘+2kr2

=1 A"’B [IK '%(K‘)z;; '*,';P'

Ahora considérese la siguiente expresién para la derivac ducto de

funciones con dependencia en la coordenada radial tinica

(19')2 2 A1 10|
,,__B,_Jﬁ: r*’A z nATB? 7 O

.B”

prunomq trevtermmos del miembro 1zq111erdo d (B.6), observamos

: '-y-- =-1 Con ello obtenemos

e que cstm se obtlenen de (B.8) hamendo m+n=
1 4139 2 a " — u (B')2 ‘ AI /]
n B r?or [ ’ (arB =B 2B + r_ A 5. (89

Los términos restantes de la ecuacién (B.6) se pueden asociar en la expresidn

B' B A'B A? 1A210[(32 1)]

T Ar 9B+ 3B rlor Az

T t oz 2rt  Ar 2Br? 2 B r2or (B-10)

De los resultados anteriores, el escalar de Ricci es, finalmente

@Wp___ 4 19[,B" (8. .\]_ 2108 (B
= ndABior || A f)rB B g |\ Az 1 .(B.ll)‘

" Si tomamos n = ’5 (y por tanto m = 1), la expresién final para la ecuacién de

restriccion de Hamilton, (B.1), es

10 B, 8 AB 1 4 Pf_
r? Or[ T 0r(\/§)]+Tr2 ar [r(A2 —1)]

={ABYt [IK? - YKy ~kp] . (B.12)

La ecuacidn (2.10) se obtiene directamente de esta expresién parael caso 4 = B.
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La ecuacidén de.restriccion:de; momento radial 'se obtiene 'de las ecuaciones

(1.21b)

(ﬁﬁ13'

‘donde, recordamos, S, es un vector-espacial, es decir;.n%S, =10 Es facil ver

que

DK =DK% x (61,000 (Bl

DK =D, K x (8, 1,0,0) . (B

Se nota que las dos tinicas ecuaciones {B.13) que no son identidades triviales no °

son independientes por lo cual se considera inicamente la ecuacidn siguiente

DK% — DK = xS, . (B:15).

Explicitamente, tencmos que

o gor . (Br), RS b
DK =R, +3K Br , (B16a)
aﬁ’ : o : : - ‘ 3 =

D K = By L (me)

por lo que la expresién (B.15) se puede escribir como

e

kBrfA | = (BrY xS, +2 (Byfgf N
que se puede integrar de inmediato para obtener la ecuacién
K* = /wqw@W- /(rT”d' (B.18)
(B (Bry ' 3(3

Las condiciones de K = K (), A= B y 5, = A*S, conducen directamente a la

ecuacién (2.1158).
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9)se puede

0 e
2 on: : :
» +AB (cf)t Or'—) RO (B22)
Podemos ahora utilizar la identidad '
012838 cal|2BO
ar[’ 2 B)]“'ar[" Aar(\/E)]
1 8. ,B?8a :

para combinar la ecuacion de restriccién de Hamilton, (B. 12), con 'la ecuac:on

de lapso, (B.22), y asi obtener la ecuacién de lapso “modificada’

ﬁ%%[rzéi(aﬁ)]ﬁélﬁ[r (51_1)]

A O 4 r29r A?
=1ABa R+ B (K +5(20 —p,)]
0K 9K
_ 2
AB (cat B ar) : (B.24)

Esta ecuacién conduce directamente a la expresién (2.12) cuando se consideran
las condiciones A = B y K = K (t).
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Contummnm aho obtc-m:lon de ln (‘cuacxon (lc cvolucmn (le la funcmn BT

' d‘ﬁmcmn (2 8)

’

mctnca ’A : ‘pnr
K=- (A-’AA +2B745) (B 25)
dondo las cantxdadct: A4 y Ap estin dadas por las expresiones (2 6) y (2 7)'
Muluphcamlo por el factor —ca AB? y definiendo K = AB® K se obtiene _

o 1

5 (AB%) + r—zg;(—cﬂrz AB)=—caK. = . (5.2“‘6‘) -

En el caso A = B, se obtienc directamente la ecuacién (213)

Finalmente, la expresién para el vector de tra.

cién (2.9) multiplicada por el factor %acA(Br)

% (58) 15 (5)

Tomando el caso f(r) = 1 la ecuacién (2:14b) es i
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C. Ecuaciones de Conservacién. Caso A # B

La ecuacion de conservacion de bariones estd dada por
Ve (pU*)=0. ; RN (oA ))

*. El'miembro izquierdo de esta ecuacién se puede escribir como’

L

‘ "x_'elpvc'v:ivdad, es tan

- (C.3)
(C.4)
- (8
siendo
'(Ul;"o; 0)77; e
Definimos, ademds,
D=Up, Densidad de Masa, R (o ) I
L U -’
Ve = (1, ﬁﬁ) , (C8).-
Ve =cV*. Velocidad de Transporte . (C9)
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Las ocuncxonoq (C 1 '7) y las:definiciones anteriores nos llevan a la ‘expre:

“ el miembro® iz'q'uierdo de esta ecuacién se puede escribir como

apP.
EroRl

.V‘ r Ub [\/_ a (\/___?g Ua)] + g%

de la ecuacién (C.10), obtenemos

aia( y=0. (e

Con la definicién de densidad de energia interna E = peU, la definicién del
determinante del tensor métrico g, y haciendo las derivadas en el'éegundo

término, se tiene
% (AB*E) + ;12— g; (+* AB*EVY)
+P [% (aB*U) + ;17 53; (" AB*U v')] =0. (C15)
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Cumuln A= B la ocuucmn (2 18) es dlrccta a partu' de la ecuacién (C.15) para

‘la encrgia conformahmda E AJ E.

-La ecuacién de evolucién para el vector de flujo de momento conformalizado

S, se obtiene expresando el miembro izquierdo de la ecuacién (C.12) de la forma

19 ("—ag vy \/—_—-g) - fa—U VeURI™+ Py, (C.16)

La componente b = 1 de la ecuacién (C.12) es entonces

1 9 (V=9 clU. . apP.
\/__a‘zn (—V Sr) , V Uumal“l"'b_ =0

realizando las derivadas 'y utxll?ando U

explicitamente

obtenemos finalmente

2 (18°5.) + 5 2 (P 4B 5. V') -V 4B o [ 2 (v —1)—0:'U]

—cﬂ'ABZSy+caABQ%};=0. : ~{C.20)

En el caso 4 = B, se obticne inmediatamente la ecuacién (2‘];9) para 5, =

A% S,

70



D. Andlisis Dimensional

A conmmacxon se muestra el andlisis dimensional de las cantldacles mvolu—'] )

i 'cradas en’ eqte trabajo

Cantidades Gravitacionales

[A] = adimensional
[@] = adimensional
[8] = adimensional

[U] = adimensional

Cantidades del Fluido

[p)=ML™3
6] = L*T~2
[P] = M L-'T—?
[6) =ML

— —-1m=2
[pl=ML"'T

[K) =L
[K*)=L-!
[x] = T2M—1P—l

Dl=ML?
{E}=M L~'T-?
(S =M LT3
[T] = adimensional
[pl=ML'T?
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E. Algo.ritmo Tridiagonal

Algunos autores se refieren a este algoritmo como una variante del proce-
dimiento de eliminacién Gaussiana, aunque también se le conoce cominmente
como el algoritmo de Thomas. Censiste en expresar a la ecuacién diferencial en

cuestidén como una “ecuacién de punto interno” que se escribe como
~An Wi+ By Wi — Cou Wi—y = Dy ’ (B.1)

Es importante mantener los errores de redondeo pequefios, porque el proce-
dimiento de recurrencia generalmente no es estable ¥ los errores de redondeo

. ‘e s .
pueden crecer exponencialmente. La excepcidn es el caso de la ecuacién unidi-
mensional de Poisson, donde el error crece en forma lineal. Richtmyer y Morton

demuestran que los errores de redondeo se mantienen siempre pequeiios cuando

se cumple
An >0, Bn>0, Cm >0 (B.2)
y
Bp>An+Cn, (E.3)
donde m = 1,2,..., M. -Se deben establecer, ademads, las condiciones de

frontera adecuadas, e.g. condiciones de Dirichlet, de Neumann 6 de Robbin. Por
ejemplo, en el caso de la condicién de frontera de Dirichlet para el lado izquierdo,
(m = 1), con la que se especifica W = aj, 1a ecuacién (E.1) puede ser resuelta

para Wi, 11 ¥ asi iniciar un proceso de recurrencia para toda m+1 > 3.
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Postulamos la existencia de dos vectores E y Ftales que . k
Wm = Em Wm-H + Fm H Lo : : (Es)

substituyendo esta expresién en la ecuacién (E.1) y despejando W,,V. se obtiene

_.___ﬁ‘_____
Bm - Cm Em—l

Dy +Cn Fm-—; 4

Wm ,Bm hend Cm Em—l :

Wit + (E.4)
Comparando las ecuaciones (E.3) y (E.4), obtenemos las siguientes relaciones

de recurrencia para E y F':

_ Am

En= Bo—Cm By (B.5a)
_ Dm +Cm Fm1

Fn=gr—cip ", (B.5b)

~.para.m 2> 2. Se observa que con la condicion de frontera del lado izquierdo se
determina a F) y Fj con lo cual las relaciones de recurrencia (E.5) nos permiten
‘ conocer a Ejn y Fyparam=2,3,..., M —1. Ahora bien, con la condicién de
frontera del lado derecho se fija Wy de modo que con los valores conocidos de
A, B, C, D y los valores calculados de E y F, se puede utilizar la ecuacién
(E.4) pararesolver recurrentemente para Wy, a partir de Wi, 11 desdem = M -1

hastam =1.
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