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Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Antecedentes y Motivación 

La teoría de control no-lineal ha experimentado grandes desarrollos en los ultimos 15 años 
los cuales la han convertido en una teoría más rigorosa y potencialmente más aplicable. 
El rigor, que ha ayudado a clarificar los problemas y ha proveido de soluciones metodolo
gicas, nace de la incorporación de poderosas herramientas analíticas en el área. Por otro 
lado, la amplia aplicabilidad es una consecuencia de nuevas formulaciones, que capturan 
mejor los problemas prácticos, y nuevas soluciones matemáticas en forma "cerrada". Mas 
aún, la gran disponibilidad de computadoras y programas para implementar y probar 
los algoritmos de control han tenido un profundo impacto en los diseños ingenieriles de 
control. Desafortunadamente, a pesar de los significativos avances realizados en la teoría, 
la transición total hacia la implementación práctica está lejos de ser completa y mucha 
de la investigación actual aparentemente no está orientada a reducir esta separación. 

Esta situación, puede ser explicada por el hecho que muchos de los desarrollos en la 
teoría de control no-lineal, han sido desarrollados considerando sistemas generales con 
una representación en el espacio de estados, despreciando las estructuras naturales im
puestas por el caracter físico de ellos. Por otro lado, el proceso de modelado de estos 
sistemas explota de una manera exhaustiva estas estructuras. Esta aparente dicotomia 
entre modelado y control establece la necesidad de desarrollar una teoría para el control 
de sistemas no-lineales que incorpore, en un nivel fundamental, la estructura física de los 
sistemas, en particular sus propiedades de disipación de energía. Algunas aplicaciones 
relevantes, especificamente el caso de control de robots, ha mostrado que el uso adecuado 
de las propiedades particulares de un determinado sistema, puede redituar un incremento 
en la robustez del controlador (evitando por ejemplo cancelación de no-linealidades) y 
proveer elementos teóricos que faciliten el diseño. 

Una alternativa que puede ser intentada con el fin de minimizar el problema anterior, 
y a traves de la cual se pueden obtener aplicaciones exitosas de la teoría de control no-
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lineal, es abandonar el objetivo general de controlar la clase de sistemas compuesta por 
todas las ecuaciones diferenciales no-lineales y restringir nuestra atención solamente a la 
sub-clase que refleja el comportamiento de sistemas dinámicos físicos, es decir, entidades 
matematicas que siempre tienen al menos un elemento correspondiente en el "mundo 
real". 

El problema que plantea tal enfoque, es como caracterizar esta sub-clase de sistemas 
dinámicos de tal forma que se sea capaz the cubrir tantos sistemas como sea posible con 
una sola metodología de control. Este problema de caracterización, puede ser parcialmente 
resuelto si se considera, por ejemplo, las leyes de Kirchhoff para sistemas eléctricos o leyes 
de Newton para sistemas mecánicos, pero (aunque los modelos resultantes pertenecen a la 
clase de ecuaciones diferenciales de interés) el objetivo de unificación se hace dependiente 
de la naturaleza del sistema. Otra posibilidad, que puede resolver este problema en una 
forma más general, es el punto de vista energético. 

Como es bien conocido, todo sistema físico, no importa su naturaleza, puede ser visto 
como un "transformador de energía", esto es, un dispositivo que recibe cierta cantidad de 
energía y libera otra cantidad de ella. Mas aún, todos ellos deben satisfacer restricciones 
de balance de energía. Siguiendo este criterio, es razonable esperar que, si se realiza la· 
tarea de modelado utilizando argumentos basados en energía, entonces se obtendrá la 
caracterización de una clase mucho mas grande de ecuaciones diferenciales que describen 
el comportamiento dinámico de sistemas físicos. Un método que ha probado ser muy útil 
para obtener esta clase de modelos, son las llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange. 

Historicamente, la aplicación de las ecuaciones de Euler-Lagrange fue restringida a 
sistemas mecánicos [Goldstein, 1950], aunque su aplicacion en [Meisel, 1966] para obtener 
modelos de sistemas electromecánicos y su uso en (Wellstead, 1979] para estudiar sistemas 
de diferentes naturalezas, es una pruebla que este método es capaz de definir una gran 
clase de sistemas físicos. Por supuesto, las ecuaciones de Euler-Lagrange no cu bren todos 
ellos, pero pueden manejar una clase mucho mas grande que la que pueden los métodos 
que dependen de la naturaleza del sistema. Adicionalmente, el conocimiento actual que se 
tiene acerca de su estructura, y la gran cantidad de información acerca de sus propiedades 
que se deriva de éste, hacen de este método de modelización una alternativa atractiva para 
lograr el objetivo de generalización deseado. 

Por otro lado, además de la estructura de transformador de energía considerada, exis
te otro aspecto muy importante que debe ser incluido si se desea caracterizar de una 
manera completa el comportamiento de los sistemas físicos, este es la existencia de fuerzas 
disipativas. La importancia de estos términos radica en le hecho de que el fenómeno de 
disipación de energía separa a los sistemas físicos de todas aquellas estructuras generales de 
ecuaciones diferenciales dinámicas. Afortunadamente, la estructura de las ecuaciones de 
Euler-Lagrange permite sin problema, la inclusión de estas fuerzas disipativas, reforzando 
su atractivo. 

La motivación de este trabajo es contribuir al desarrollo de estrategias de control para 
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sistemas no lineales con estructura física, especificamente, explotando las caracteráticas 
generales de los sistemas Euler-Lagrange expuestas anteriormente. Se desea ilustrar, con
siderando un sistema físico particular, la posibilidad de desarrollar controladores con 
estructura física y establear algunos resultados que constituyan etapas intermedias útiles 
en la realización de la generalización deseada. El objetivo es 

• Explotar la estructura física impuesta por la naturaleza "real" del sistema, y 

• Utilizar en un nivel fundamental para el diseño del controlador sus propiedades de 
disipación. 

El sistema particular que será estudiado es el modelo no lineal del motor de inducción. 
Los problemas que se resuelven en esta tesis, así como la importancia, tanto práctica como 
teórica de este dispositivo, son descritos en la siguiente sección. 

1.2 Formulación del Problema 

Un gran número de sistemas industriales eléctricos en uso utilizan como elemento básico 
motores lineales de corriente directa (CD) con le fin de obtener altos rendimientos. El 
atractivo de esta máquina radica en el hecho de que tanto su modelo como control son muy 
simples (debido al desacoplamiento en los efectos de campo y armadura). Por esta razón, 
los motores de inducción han sido dedicados a aplicaciones más simples (basicamente 
tareas a velocidad constante) a pesar de las muchas ventajas que presentan sobre el 
primero. Por ejemplo, para los motores de inducción 

• La construcción es mucho más simple 

• Son virtualmente libres de mantenimiento 

• Capturan más potencia en menos espacio 

• Pueden ser utilizados en medios ambientes hostiles (e.g. corrosívos o explosívos), y 
otras 

Sus principales desventajas, y las razones históricas del uso exhaustivo de las máquinas 
de CD, pueden ser divididas en: 

l. El modelo, y por lo tanto el control, de los motores de inducción es mucho más 
complejo que el de los motores de CD. 

2. Debido a la complejidad del controlador, su implementación es complicada. 



Capítulo 1. Introducción 4 

La primera de estas desventajas justifica en parte el muy bajo interés por desarrollar 
esquemas de control para aplicaciones de alto rendimiento en años rasados y la utilización 
tan restringida del los motores de inducción. Debido a la segunda, los argumentos hasta 
hace unos pocos años fueron, que era preferible pagar el alto precio de los motores de CD 
que la todavía más cara implementación de las máquinas de induccíon. Sin embargo, la 
alta disponibilidad de interruptores de alta potencia y de circuitos integrados baratos para 
procesamiento de señales de alta velocidad han permitido, actualmente, la relativamente 
sencilla implementación de controladores no lineales para motores de inducción, por lo 
que desde el punto de vista técnico actualmente no existe ningún problema para su uti
lización, más aún, esta situación hace de esta clase de máquinas una alternativa atractiva 
y promisoria en el diseño de sistemas eléctricos para la obtención de altos rendimientos. 

Aunque los argumentos técnicos no imponen actualmente ninguna objeción para el 
uso de motores de inducción, la primera desventaja es un tópico que requiere de mayor 
consideración. Ya que en años pasados no existieron aplicaciones de alto rendimiento 
para este tipo de motores, el desarrollo de estrategias de control adecuadas para esta 
clase de situaciones fue muy restringido. Esto produjo que el mímero actual de algorit
mos confiables y formalmente (matematicamente) probados para este fin fuera también 
muy bajo, como se verá en la siguiente sección. El objetivo de este trabajo es intentar 
minimizar este hecho proponiendo nuevas alternativas para el control de estas máquinas 
desarrollando algoritmos rigurosa y formalmente probados adecuados para las apliaciones 
de alto rendimiento actualmente requeridas. Debe hacerse notar que el modelo no lineal 
del motor de inducción pertenece a la clase de sistemas que pueden ser modelados por 
las ecuaciones de Euler- Lagrange, por lo tanto la mencionada tarea se realiza con los dos 
objetivos mencionados en la sección anterior. 

Para formular el problema que se pretende resolver, es conveniente establecer primero 
los incovenientes que se presentan para el control de motores de inducción. 

El primer problema es por supuesto, derivado de Ja estructura no lineal de la máquina. 
Su modelo, es su representación más simple, es un conjunto de cinco ecuaciones diferen
ciales no lineales altamente acopladas. Más aún, ya que el interés es en aplicaciones 
modernas (e.g. vehículos eléctricos o robótica), uno de los objetivos es garantizar que el 
par entregado por el motor siga una referencia pre- establecida, estableciendo la necesidad 
de trabajar con esta variable la cual es también una relación no lineal de los estados y 
perturbada por una función desconocida, el par de carga. Además de esta complicada 
estructura, la construcción física de Ja máquina impone tres problemas adicionales; Los 
devanados de rotor son corto-circuitados, por lo tanto no hay manera de variar el valor de 
voltaje en esos circuitos (ya que es cero todo el tiempo), más aún, en general (e.g. para 
motores tipo jaula de ardilla) las variables de rotor no son disponibles para medición. En 
este sentido, es necesario mencionar que en realidad existe la instrumentación necesaria 
para realizar esta tarea, pero ya que su relación eficienda/costo es muy baja, la suposición 
común es considerar esta variables no medibles. El cuarto problema está relacionado con 
la naturaleza de circuito de potencia del motor, esto es, como cualquier circuito de este 
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tipo, los parámetros del modelo (fundamentalmente las resistencia de los devanados) va
rían con la operación de la máquina. El problema final es relacionado con el hecho de que 
los motores de inducción consumen una gran fracción de la potencia eléctrica utilizada en 
la industria, de esta forma los algorítmos de control deben ser diseñados con el objetivo 
de minimizar pérdidas. 

Se puede resumir la estructura del modelo no lineal del motor de inducción desde el 
punto de vista de control como: 

Un sistema altamente no lineal con salida una relación no lineal de los estados y per
turbada por una función desconocida. Adicionalmente, el estado completo no es disponible 
para medición y existe incertidumbre paramétrica. lvlás aún, el sistema posee menos con
troles que grados de libertad !J la tarea de control debe ser realizada minimizando pérdidas. 

En este punto, es conveniente mencionar que una posibilidad para reducir las pérdidas 
mencionadas anteriormente, es que la máquina trabaje en un régimen balanceado, esto 
es, que si se habla de motores de tres fases, el voltage de cada fase debe ser de la misma 
amplitud y frecuencia que los otros. Esto es equivalente a pedir que cada componente del 
flujo magnético del rotor sea también de la misma magnitud y frecuencia. 

Con base a las consideraciones anteriores, la formulación del problema puede ser es
tablecida como resolver el siguiente problema: 

Problema de seguimiento de par y regulación de flujo. Considere el modelo no 
lineal del motor de inducción. Asuma: 

A.1 Las corrientes de estator y la velocidad del rotor son las únicas uariables disponibles 
paro medición, 

A.2 Los parámetros del motor son desconocidos, 

A.3 El par de carga es una función desconocida, 

A.4 Las únicas entradas de control son los voltages de estator. 

Bajo estas condiciones, diseñe una ley de control que asegure estabilidad interna, 
seguimiento de par asintótico y regulación de la norma del flujo de rotor. Más aún, 
se requiere que el motor en estado estable opere en un régimen balanceado. 

000 

Debe ser notado, como será claro adelante, que el problema clásico de control de 
velocidad puede ser visto como un caso particular del problema más general de control de 
par, por lo tanto la solución de este último cubre tanto aplicaciones típicas como modernas 
del motor de inducción. 

En la siguiente sección se presenta brevemente una revisión de los resultados reportados 
en el área y las contribuciones generadas en el desarrollo de esta tesis. 
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1.3 Revisión Bibliográfica y Contribuciones 

En el control de motores de inducción pueden distinguirse dos principales tendencias de 
investigación, una establecida desde mucho tiempo atras por investigadores aplicados, y 
otra mucho más reciente desarrollada por la comunidad de teoría de control. 

La primera se carateríza en general por el uso de métodos para el diseño de con
troladores que prueban su eficacia en implementaciones directas en lugar de argumentos 
matemáticos rigurosos. Debido a esta razón, en muchos casos la estructura de los nuevos 
controladores propuestos parecen recaer más en la experiencia del diseñador que en un 
análisis estructurado del sistema, produciendo la ausencia de una metodología básica para 
desarrollar nuevas ideas. Esto explica en parte, el número tan bajo de ideas inovativas 
reportadas en los últimos años por la comunidad aplicada. En este sentido, existe otra 
razón que puede ser una consecuencia de la anterior. Ya que por mucho tiempo no exis
tió interés por desarrollar estrategias de control para aplicaciones de alto rendimiento de 
motores de inducción, cuando esto fue requerido por las aplicaciones modernas, los inves
tigadorCl! aplicados no fueron capaces de manejar el problema debido a la falta de una 
fuerte plataforma matemática. Ya que el trabajo que se presenta aquí no pertenece a esta 
clase de investigación, y debido también al enorme número de este tipo de publicaciones, 
se refiere unicamente al lector interesado a los libros [Bose, 1986] y [Leonhard, 1990] y a 
las referencias en ellos para su ilustración. 

La segunda tendencia, nacida en los últimos años, es una nueva alternativa para el 
desarrollo de esquemas de control par:i. el motor de inducción con el objetivo de resolver 
este problema desde un punto de vista de teoría de control, es decir estableciendo pruebas 
matemáticas formales de cada resultado propuesto. La característica principal de este 
enfoque es que la máquina bajo estudio es vista desde una perspectiva no lineal y se 
pretende aplicar técnicas de control generales desarrolladas para esta clase de sistemas. 
Se debe enfatisar el hecho que, en contraste con la filosofía aplicada, su principal objetivo 
no es aún la implementación de los controladores propuestos. Sin embargo, esta situación 
puede ser explicada por la edad tan corta del enfoque. 

Los desarrollos teóricos recientes en le control de motores de inducción pueden ser 
clasificados en general como 

l. Controladores basados en técnicas de linealización por retroalimentación. 

2. Controladores basados en pasividad. 

3. Otras aproximaciones. 

La primera clasificación esta estrechamente relacionada con la más grande proposición 
establecida por los investigadores aplicados: El control por campo orientado propuesto 
por F. Blaschke en 1972 (Blanchske, 1972]. Esta técnica trabaja con el modelo no lineal 
del motor de inducción y aplica un cambio de coordenadas que produce que las variables 



Capítulo J. Introducción 7 

de la. máquina. aparezcan como cantidades de CD. En este contexto, una ley de control 
es diseñada la cual desacopla la. norma. de flujo de rotor y el par, obteniendo la. atractiva. 
característica que esta última variable sea proporcional a una de las corrientes. Despues de 
eso, algunos lazos PI se construyen alrededor para asegurar que (basicamente)el error de 
velocidad tienda a cero. En resumen, la idea fundamental de este controlador es simplificar 
el comportamiento del motor, - haciendo que se comporte como uno de CD,- para tener 
la posibilidad de regular con métodos de control clásico. Los principales problemas para. 
su implementación son que el algoritmo requiere la cancelación de términos ao lineales, 
induce singularidades y requiere medición de flujo de rotor. 

Ya que el control por campo orientado ha probado ser exitoso en aplicaciones y de hecho 
intenta. realizar linealización y desacoplamiento, algunos intentos desde la comunidad de 
control han sido desarrollados con el fin de mejorar su comportamiento utilizando ideas 
de geometría diferencial. En este sentido, en [Marino et. al., 1993] la prueba de que este 
método realiza. desacoplamiento entrada-salida asintótico y linealización es rigorosa.mente 
establecida, aunque la historia empieza unos años antes. 

En [Krzeminski, 1987] el problema de regulación de velocidad es estudiado y un con
trolador que logra desacoplamiento exacto y linealización entrada-salida es presentado. Se 
a.sume medición completa del estado y parámetros conocidos. El problema de regulación 
de par asumiendo también medición del estado completo fue estudiado utilizando técnicas 
de linealización por [DeLuca, 1990]. En este trabajo se muestra que el modelo completo 
no lineal del motor de inducción no es exactamente linealizable si el par es •Ísto como 
salida, sin embargo, se prueba que si se desprecia la dinámica mecánica, i.e. se considera 
velocidad del rotor constante, entonces condiciones necesarias y suficientes para lineali
zación por retroalimentación se cumplen en una región del espacio de estados. En este 
trabajo, la representación del modelo considerada ~s sobre un sistema de referencia orien
tado con los devanados de rotor (modelo dq). [Marino et. al., 1993] propone una versión 
adaptable del esquema de linealización por retroalimentación de [Krzeminski, 1987] para 
abordar el problema de regulación de velocidad con resistencia. de rotor y par de carga 
constante desconocidos, pero considerando medición del estado completo. Se utiliza una 
representación del modelo en un sistema de referencia fijo al estator (modelo ab). Todos 
estos esquemas sufren de la. desventaja de que las leyes de control no son globalmente 
definidas. El conjunto de singularidades, además de ser difícil de analizar, es definido por 
la metodología de diseño. La interpretación física de estas es usualmente una etapa a 
posteriori, dejando al diseñador con la esperanza de no contradecir la operación física. del 
sistema. Esta situación se debe al hecho de que esta técnica, -linealización por retroali
mentación-, desprecia la estructura física del sistema. 

En contraste con el enfoque referido en el párrafo anterior, los controladores 
que pertenecen a la segunda clasificación explotan sistematicamente las propiedades 
físicas del modelo del motor de inducción, produciendo mejores resultados. En 
[Ortega/Espinosa, 1991a] se propone una metodología para el diseño de contro
ladores basada en ideas de moldeo de energía e inyección de amortiguamiento que 
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utiliza las propiedades de disipación del sistema. Esta técnica es utilizada en 
[Ortega/Espino3a, 1993] para derivar la primera solución globalmente definida y global
mente estable para el problema de regulación de par con retroalimentación de salida y 
par de carga desconcido. El resultado fue establecido para pares deseados constantes que 
satisfacen una cota superior determinada por el amortiguamiento de la parte mecánica del 
motor. Un esquema adaptable para compensar incertidumbre en el valor de la resisten
cia de rotor es también presentado, pero requiere de medición completa del estado. El 
resultado de [Ortega/Espinosa, 1993] es extendido en [Ortega et. al., 1992] para el caso 
de pares deseados variantes en el tiempo y se remueve las condiciones de acotamiento 
descritas antes. La idea fundamental introducida en [Ortega et. al., 1992] es adicionar 
términos de amortiguanúento al subsistema mecánico. 

Los esquemas de [Ortega/Espinosa, 1993] y [Ortega et. al., 1992] se obtienen con
siderando una representación del modelo donde las variables se expresan en un sistema 
de referencia que gira a velocidad síncrona (modelo dq). En [Espinosa/Ortega, 1993a] 
se demuestra que las señales de control de estas esquemas se pueden rotar para resolver 
el problema considerando la representación del modelo en el sistema de referencia fijo 
al estator (modelo ab). Esta invariancia al cambio de coordenadas del controlador en 
[Ortega et. al., 1992] no es sorprendente si se considera que el procedimiento de diseño de 
[Ortega/Espinosa, 199la] se basa en propiedades entrada-salida (disipación de energía) 
del motor, las cuales son independientes a la selección de la representación intérna del sis
tema. En [Espinosa/Ortega, 1993b] un nuevo controlador de retroalimentación de salida y 
que no requiere observador de estados es presentado, se considera el modelo completo del 
motor de inducción como la interconección de dos bloques pasivos. La principal ventaja 
es que los problemas de seguimiento de par y velocidad se resuelven utilizando unica
mente estados medibles. Finalmente, en [Canudas et. al., 1993] el problema de control de 
posición de robots impulsados con motores de inducción es resuelto. 

En la última clasificación se contempla distintas aproximaciónes al problema repor
tadas independientemente. En [Canudas/Seleme, 1992] algunas propiedades de estabili
dad de controladores P y PI son estudiadas desde el punto de vista de minimización de 
energía. [Kanellakopoulos et. al., 1992] establecen condiciones de estabilidad local de un 
esquema diseñado utilizando una técnica reciente que aumenta el orden del sistema con la 
introducción de integradores (backstepping) y provee pruebas basadas en teoría de Lya
punov, considera el problema de control de velocidad utilizando un observador de flujo de 
rotor y considerando parámetros conocidos. En [Utkin, 1993] se aplican ideas de modos 
deslizantes para control de velocidad con operación balanceada. La principal desventaja 
de este método son las pérdidas que introducen la lógica de interruptores requerida para 
su implementación. 

Las contribuciones del trabajo que se presenta son consecuencia del trabajo re
portado en· [Ortega/Espinosa, 199la], [Ortega/Espinosa, 1993], (Ortega et. al., 1992], 
(Espinosa/Ortega, 1993a] y (Espinosa/Ortega, 1993b], y pueden ser resumidas de la si
guiente manera. 
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El problema de control del modelo no lineal del motor de inducción se aborda desde 
un punto de vista físico utilizando la naturaleza Euler- Lagrange del sistema. Se considera 
como punto base las ideas de moldeo de energía e inyección de amortiguamiento desarro
lladas para resolver problemas de regulación y se les da una interpretación en términos 
de una variante de la técnica de control de asignación de modelo (model matching). Esta 
modificación, denominada asignación de dinámica deseada, permite resolver problemas 
de seguí miento. 

Acerca del modelo, se hace uso de propiedades de pasividad, pasividad por bloques y 
la existencia de fuerzas que no producen trabajo (i.e. fuerzas que no afectan el balance 
de energía). 

Combinando la técnica de asignación de dinámica deseada y las propiedades de pasivi
dad del motor, se resuelven los problemas de seguimiento de par y velocidad con regulación 
de la nonna del flujo del rotor para los siguientes casos 

Retroalimentación adaptable de estados. Se considera que los valores de las re
sistencias del motor, tanto de estator como de rotor, y el par de carga son de
sconocidos pero constantes y se desarrolla un controlador que requiere medición 
completa del estado. 

Retroalimentación de salida basada en observador de estados. 
Bajo la suposición de conocimiento de parámetros se deriva un controlador y un 
observador que resuelven el problema mencionado antes utilizando unicamente va
riables medibles. Una ley de adaptación para compensar desconocimiento dei par 
de carga es también incluida. 

Retroalimentación de salida sin reconstrucción de estados. Bajo las mismas su
posiciones que el caso anterior, se obtiene una ley de control que resuelve el problema 
de seguimiento de par sin necesidad de reconstruir los estados no medibles. Se in
cluye también un esquema adaptable para el par de carga. 

En los tres casos anteriores se prueba estabilidad global y convergencia exponencial de 
los errores a cero. Adicionalmente, el desarrollo de los controladores se realiza sin cambios 
de coordenadas, es decir se trabaja en las coordenadas naturales del sistema a(J las cuales 
corresponden a un sistema de referencia fijo para las variables de estator y otro girando 
a velocidad síncrona para variables de rotor. 

Finalmente, la aportación menos evidente aunque de gran importancia, es la prueba 
de que la posibilidad de desarrollar esquemas de control considerando las características 
físicas del sistema a un nivel fundamental es completamente realizable, por lo tanto la 
aportación hacia una teoría de control no lineal para sistemas con estructura física es 
también cubierto. 
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1.4 Organización de la tesis 

En el capítulo 2 se describe brevemente la estructura general de las ecuaciones de Euler
Lagrange y se obtienen sus principales propiedades. En este nivel de presentación, se 
introduce las ideas de control por moldeo de energía para dos casos, cuando existen 
cancelaciones de no linealidades, con igual número de controles que grados de libertad, y 
cuando estas son eliminadas, con un número de de grados de libertad mayor al de entradas 
de control. Se presentan las ideas seguidas en el método de asignación de moldeo y se 
da una interpreta.ción con base en ellas del moldeo de energía. Finalmente, se establece 
el problema de asignación de dinámica deseada, sus características y propiedades, que 
permiten resolver problemas de seguimiento. 

En el capítulo 3 se presenta el modelo de una máquina eléctrica generalizada y a partir 
de el se obtiene el modelo de 3 fases del motor de inducción. Después de eso, el modelo 
de 2 fases es desarrollado y se introducen una serie de propiedades acerca de él. 

Los resultados principales acerca del control de motores de inducción se presentan en 
el capítulo 4. Se inicia con las controladores por retroalimentación de estados, el caso ideal 
y el controlador adaptable para resistencias del motor, y se terrnína con los controladores 
por retroalimentación de salida, el caso con observador y sin observador. Finalmente se 
presenta una sección de conclusiones, problemas abiertos e investigación fu tura. 



Capítulo 2 

Control No Lineal de Sistemas 
Euler-Lagrange 

En este capítulo se presenta la metodología de control que se utiliza en esta tesis con
siderando una clase general de sistemas no lineales con estructura física: Los sistemas 
Euler-Lagrange. Se revisa brevemente la estructura general y propiedades de esta clase 
desde el punto de vista de control, después, con el objetivo de ilustrar el origen de la 
metodología propuesta, el diseño basado en el moldeo de energía potential con inyección 
de amortiguamiento es presentado para dos casos, cuando el nt'1mero de entradas de con
trol a el sistema es igual al número de grados de libertad y cuando este último es más 
grande que el primero. Hecho esto, se establecen las ideas básicas en la formulación 
del problema. de asignación de modelo, tanto para el caso lineal como el no lineal, y se 
estudia. el problema de moldeo de energía. potencial desde esta. perspectiva.. Finalmente, 
como resultado del análisis anterior, la. formulación y condiciones generales de solución del 
problema. de asignación de dinámica deseada, la. contribución principal de este capítulo, 
es presentada.. 

2.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange ·-

Esta. sección es una. recapitulación de resulta.dos bien conocidos. Se refiere al lector in
teresado a. [Meisel, 1966] y [Nijmeijer et. a.1., 1990] para. un trata.miento más exhaustivo 
de sistemas La.gra.ngia.nos. 

Considere un sistema. S compuesto por m elementos idea.les (no importa. su naturaleza.). 
Si no existe alguna. conexión entre ellos, el comporta.miento dinámico de S puede ser 
especificado completa.mente por m coordenadas básicas x;, i = 1, ... , m, y se dice que 
posee m grados de libertad. Si estos elementos idea.les son interconectados de alguna. 
manera, entonces su comportamiento es restringido debido a. la. dependencia. de uno con 
respecto a. los otros, y como consecuencia. el número de grados de libertad es reducido. 

11 
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Esto se debe al hecho de que si S se somete a r restricciones, el número de coordenadas 
independientes es solamente n = m-r ahora, por lo tanto el número de grados de libertad 
es reducido a n. 

Estas coordenadas independientes q¡, i = l, ... , n, son llamadas coordenadas generali
zadas y esta.blecen una representación de el sistema completo, ya que las m coordenadas 
básicas pueden ser expresadas como funciones de ellas 

X¡=x¡(qi, ... ,qn), i=l, ... ,m 

así, el comportamiento dinámico de S puede ser representado solamente en términos de 
q, tj. En particular, la co- energía cinética del sistema puede ser representada como T( q, tj) 
mientras la energía potencial como V(q). 

Si se considera que el sistema S esta en equilibrio y se expresa su comportamiento en 
términos de q, tj, aplicando el principio de Alambert se obtiene la siguiente igualdad (ver 
[Meisel, 1966]) para las fuerzas que aparecen en el sistema 

_dd [8Ta(~,tj)]- 8Ta(q,q) + ava(q) = Q¡, i = I, .. .,n 
t q¡ q¡ q¡ 

(2.1.1) 

donde, los primeros dos términos del lado izquierdo se deben a la energía cinética, el 
tercero son fuerzas conservativas, es decir derivables de la energía potencial, y el término 
del lado derecho son las fuerzas externas generali=adas. 

Con el fin de sistematizar esta formulación energética, se puede definir una nueva 
función como la diferencia entre la energía cinética y la potencial 

.C(q,tj) = T(q,tj) - V(q) (2.1.2) 

Esta nueva función .C es conocida como el Lagrangiano y su uso en (2.1.1) produce las 
ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas conservativos 

!!.. [ª.C(q,q)]- 8C.(q,tj) = Qº . = 1 
d a. ~ a "¡ ,. . .,n t q; q¡ 

Esta idealización conservativa de las ecuaciones de equilibrio puede ser modificada, 
para cubrir la suposición más realista de no conservación de la energía, si se introduce la 
función de disipación de Raleigh :F( tj), y se considera que las fuerzas externas generalizadas 
Q¡ son de la forma 

Q~ = Q· - 8:F(tj) 
1 1 8q; 

es decir, las fuerzas externas aplicadas a cada coordenada generalizada o grado de libertad 
menos las fuerzas de disipación. Bajo estas condiciones se obtiene la forma completa de 
las ecuaciones de Euler-Lagrange como 

!!.. [ªC.(q, tj)] - 8C.(q, tj) + 8:F(q) = Q· . = 1 
dt f} . a a· "1 ,. • .,n q¡ q¡ q¡ 

(2.1.3) 
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Desde el punto de vista de control, se puede considerar el comportamiento dinámico 
descrito por (2.1.3) como un sistema de control con Q¡ las entradas o variables de control. 
En este contexto, se puede obtener una representación más general si se considera que 
solamente algunos grados de libertad pueden ser directamente controlados, i.e. 

!!_ [ª·C(~,q)]- 8.C(q,q) + a.r~q) = { Q¡ ~ = 1, ... ,m 
dt 8q; 8q; 8q; O 1 = m + 1, ... , n 

(2.1.4) 

con lo que se obtiene lo que se denota como Sistema Lagrangiano de control. 

Debe hacerse notar que las ecuaciones dinámicas que se obtiene del uso de (2.1.3) son, 
por supuesto, las mismas que se obtienen de la aplicación de, por ejemplo, las leyes de 
Newton para sistemas mecánicos. Sin embargo, la ventaja real del uso de (2.1.3), radica 
en el hecho de que sistemas compuestos por subsistemas de distintas naturalezas (e.g. 
electro-mecánicos) pueden ser abordados en la misma manera que los sistemas de una 
sola naturaleza. 

Esta propiedad, la cual es una consecuencia directa del enfoque e.nergético de las 
ecuaciones de Euler-Lagrange, puede ser facilmente justificada por la construcción del 
Lagrangiano. Considere un sistema que posee dos subsistemas de distinta naturaleza 
representados por coordenadas a. y ¡3 respectivamente, y su estructura es tal que a. afecta 
directamente el comportamiento de ¡3. Se puede construir la ca-energía cinética de ambos 
subsistemas como T"(a., o) y T11 (¡3, p, a.). Con estas, la ca-energía cinética total del sistema 
es 

T(a.,a,/3,P) = T"(a.,a) + Tp(/3,P,a.) 

De la misma forma, la energía potencial total del sistema es 

V(a.,¡3) = V"(a.) + Vp(/3,a.) 

y por lo tanto el lagrangiano esta dado por 

.C(o,o,/3,P) =T(a,ó:,/3,iJ)- V(a.,¡3) · 

La aplicación de (2.1.3), por ejemplo con respecto a a. y despreciando (por facilidad de 
presentación) los términos disipativos, produce 

(2.1.5) 

con Q" las fuerzas externas aplicadas sobre las coordenadas generalizadas a.. Ya que 
algunos términos adicionales aparecen en el lado izquierdo de la ecuación anterior, el 
siguiente análisis se hace necesario. Los primeros tres términos son las fuerzas debidas a 
la ca-energía y la energía potencial del subsistema a., por lo tanto los últimos dos términos 
deben ser las fuerzas producidas por el subsistema:- fJ sobre el subsistema a.. 
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K 

Figura 2.1: Ejemplo sistema electro-mecánico. 

Como puede notarse, el atractivo de las ecuaciones de Euler-Lagrange es que en reali
dad no se debe alterar su estructura general para incluir las fuerzas de interacció11 entre 
los dos subsistemas. 

Ejemplo [Wellstead, 1979]. 

Considere el sistema electro-mecánico mostrado en la fig. 2.1. El subsistema eléctrico 
contiene un almacenador magnético inductivo, una resistencia disipativa y una fuerza 
eléctrica externa dada por la fuente de voltaje. El subsistema mecánico es compuesto 
por un almacenador de energía cinética {la masa del núcleo), un almacenador de energía 
potencial (el resorte lineal) y un elemento disipativo {el amortiguador). Las coordenadas 
generalizadas son dadas por la carga eléctrica q y el desplazamiento traslacional x. Note 
que en este caso, la inductancia depende de esta última variable. 

La ca-energía cinética y la energía potencial de la parte eléctrica están dadas por 

T.(q,q,x) = ~L(x)q2 
Ve(q,x) = O 

mientras que las de la parte mecánica son 

Las funciones de disipación de Raleigh para ambos subsistemas son 

F0 (q) ~Rq2 

Fm(x) = ~BX2 
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Considerando las expresiones anteriores, el Lagrangiano y la función de disipación 
totales están dadas por 

.c(q,q,x,x) 1 L( ) ·1 1 M · 1 1 K l -xq+-x--x 
2 2 2 

:F(q,x) 1 R'l + l n·2 2 q 2 X 

Si se sustituyen las ecuaciones anteriores en (2.1.4) para la coordenada generalizada 
mecánica, se obtiene que 

a.C(q,q,x,x) = \,[' .!!_ [a.C(q,q,x,x)] = \f" 
ax ' x => dt ax ' x 

a.C(q,q,x,x) = ~ aL(x) 42 _ Kx 
ax 2 ax 

a.r~!· x) = EX 

por lo tanto, la ecuación de equilibrio para el subsistema mecánico es 

'f"+B'+R' iaL(x).2 O itX X X----q = 
2 ax 

donde, como se esperaba, un término mecánico de origen eléctrico, dado por el cuarto 
elemento del lado izquierdo, aparece. 

000 

Para terminar esta sección, se presenta una suposición fundamental acerca de la es
tructura de la función de ca-energía cinética T( q, q) de la clase de sistemas definida por 
(2.1.3) o (2.1.4). Su importancia radica en el hecho de que define la clase de sistemas 
estudiados en el trabajo que se presenta. 

Suposición 2.1. 

Considere que la ca-energía cinética total de los sistemas definidos por(2.1.3) o (2.1.4) 
es una función cuadrática de la forma 

T(q, q) = ~,¡T D(q)q = ~ .t d;;(q)q;q; 
1,J=l 

(2.1.6) 

para alguna matriz simétrica definida positiva D(q). 

000 

Observación 2.1. Note que la suposición anterior no es restrictiva, ya que es bien 
conocido (vease por ejemplo (Wellstead, 1979)) que una amplia gama de sistemas físicos 
la satisfacen. 
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Como una consecuencia de la estructura supuesta para T(q,q) la estructura de las 
ecuaciones(2. l.4) puede ser expresada como 

D(q)q + C(q,q) + v(q) + J(q) =Mu (2.1.7) 

donde cada entrada del vector C( q, q) está dada por 

( ') ~ [ªdk; 1 8d¡;] . . k 
Ck q,q = L.J -¡¡-:- - 28 q¡q;, = 1, ... ,n 

iJ=I q, qk 
(2.1.8) 

v(q) y f(q) son los términos derivados de la energía potencial y la función de disipación 
respectivamente dados por 

v(q) [
8V(q) 8V(q)]T 

= 8q1 , ... , 8qn 

J(q) [ ª:~,q) 1 ... 1 a~~q) r 
y 

con Im la m X m matriz identidad. 

En la siguiente sección se presentan algunas propiedades de la representación anterior 
que han probado ser útiles desde el punto de vista de control. 

2.2 Propiedades 

La. primer propiedad que se presenta acerca. de (2.1.7), está relacionada con el hecho de;! 
esta clase de sistemas determinan otra representación muy útil también para aplicaciones 
de control (ver [Nijmeijer et. al., 1990] para el caso de sistemás mecánicos). Esta es lru> 
ecuaciones Hamiltonianas de movimiento. Para su presentación, se iniroduce primero la 
siguiente transformación, fundamental para la obtención de ella. 

Definición 2.1. [Arnold, 1990]. 

Sea y = J(x) una función convexa., i.e J"(x) > O. La transformación de Legendre 
de la función f es una nueva función g de una nueva variable p, la cual se construye 
de la siguiente manera (ver fig. 2.2). Se dibuja la gráfica de f en el plano x, y. Sea p 
un número dado. Considere la línea recta y = px. Se toma el punto x = x(p) en el 
cual la curva es lo más lejana de la línea recta en la dirección vertical: para cada p la 
función px - J(x) = F(p, x) tiene un mínimo con respecto ax en el punto x(p). Se define 
g(p) = F(p,x(p)) como la transformación de Legendre def(x). 000 
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y 

X 

Figura 2.2: Transformda de Legendre. 

Observación. Note que la transformación de Legendre no es única. En este caso, el 
punto x(p) es definido por la condición extrema J'(x) = p y ya que fes convexa, el punto 
x(p) es único. La generalización para cuando x es un vector es completamente similar. 

Dada la definición anterior, se puede definir 

8.C( q, q) 
P= -a;¡- (2.2.1) 

el cual es llamado momento generalizado, y suponiendo que .C( q, q) es convexa, i.e. 

det(82~(q'.q)) #O 
8q;8q; i~iJ~n 

la transformación del sistema está dada por 

(2.2.2) 

con 1i(p, q) definido como el Hamiltoniano del sistema. Con esta definción se presenta la 
siguiente propiedad. 

Propiedad 2.1. 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.1.3) con Lagrangiano dado por (2.1.2) bajo la 
transformación de Legendre (2.2.2) y con me;: ,entos generalizados (2.2.1), satisfacen las 
siguientes ecuaciones de movimiento 

81i(p,q) 
ap 

p = - lrH(p,q) -f(q) +Mu 
8q 

(2.2.3) 

(2.2.4) 



Capítulo 2. Control No Lineal de Sistemas Euler-Eagranfie 18 

Prueba. 

La ecuación (2.2.3) puede ser directamente obtenida de (2.2.2) tomando su derivada 
parcial con respecto a p. Para probar(2.2.4), note que de la definición de momento gene
ralizado (2.2.1) y de la estructura de (2.1.3) se obtiene que 

. lJC(q,tj) !(')+'1· p= ----- q "·u 
oq 

La prueba es completada tomando la derivada parcial de (2.2.2) con respecto a q. 

000 

Un sistema de la forma (2.2.3), (2.2.4) recibe el nombre de sistema Hamiltoniano de 
control y una de sus ventajas principales es que establece una representación "natural" 
en el espacio de estados de la clase de sistemas definida por (2.1.3). 

Otra característica importante de esta nueva representación es que, si la ca-energía 
cinética es de la forma (2.1.6), entonces el Hamiltoniano del sistema dado por (2.2.2) es 
igual a la energía total (interna) del sistema. Esto se puede probar si se considera que en 
este caso 

p = D(q)q '* q = n-1(q)p 

por lo tanto 
1 

1-l(p, q) = PT n-l(q)p - 2PT n-l(q)p + V(q) 

lo que establece la afirmación. 

Además de las ventajas mencionadas arriba, una de las características más importantes 
que la representación Hamiltoniana posee, es que revela claramente las propiedades de 
disipación de la clase de sistemas que define. Esto se muestra en la siguiente 

Propiedad 2.2. 

Considere el sistema Hamiltoniano de control (2.2.3), (2.2.4) con entradas u y salidas 
t/m, i.e. la derivada con respecto al tiempo de las m coordenadas generalizadas directa
mente afectadas por las entradas, entonces el mapa 

define un mapa pasivo. 

Prueba. 

M: u -+ <im 

Considere la energía total del sistema ?-{, cuya derivada total a lo largo de las trayec· 
torias del sistema (2.2.3), (2.2.4) está dada por 

-ú fi1i · /)?-{ • ·T¡( ') •T •f , ~ = ºP P + oq q = -q q + q ,. u (2.2.5) 
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Integrando esta expresión se obtiene la igualdad fundamental 

?í( t) - ?í(O) = - f
1 

qT f ( i¡)ds + f' i¡T M uds 
~ lo lo 

energiaolmacenada di•ipada ~ 

que prueba que la energía almacenada por el sistema es igual a la energía suministrada a 
él más la energía disipada. La naturaleza pasiva del sistema puede ser establecida de la 
expresión anterior como 

l i¡T Muds ~ l i¡T f(i¡)ds + j3 

con j3 := -?í(O) y considerando que el producto i¡T J(i¡) es positivo. 

000 

Ya que la energía total de la representación (2.2.3), (2.2.4) es la misma que la de la 
representación (2.1.4), una interesante y útil propiedad, fundamental en la metodología de 
control que se propone en este trabajo puede ser obtenida considerando el sistema (2.1.7) 
re-escrito en forma de segunda ley de Newton (masa x aceleracion = Fuerza) como 

D(q)ij = -C(q,i¡) - v(q) -f(i¡) +Mu 

y considerando que el trabajo hecho por el sistema esta dado por (2.2.5). Como se puede 
notar, las únicas fuerzas que producen trabajo son las disipativas f(i¡) y las externas Mu. 
Este resultado no es sorprendente para los términos v(q) ya que son conservativos, pero 
revela que los primeros términos del lado derecho de la expresión anterior no participan en 
la producción de trabajo. La siguiente proposición establece esta importante propiedad. 

Propiedad 2.3. 

Considere el sistema (2.1.7) con energía total dada por 

?í(q,i¡) = ~ .t d;;(q)i¡;i¡; + V(q) 
•1J=l 

Bajo estas condiciones las fuerzas C(q,i¡) no producen trabajo. 

Prueba. 

De (2.2.6) y (2.1.7) se obtiene que 

it(q,i¡) = -1f /(i¡) + i¡T Mu+ ~i¡T(D(q)i¡- 2C(q,i¡)) 

donde cada entrada del vector D(q)i¡- 2C(q,i¡) es de la forma 

[D(q)q - 2C(q, qfü = E [ªad¡; - _21 ªadk!] q¡q;, k = 1, ... , n 
i,j=I qk q, 

(2.2.6) 
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Este vector puede ser factorizado como 

D(q)q - 2C(q, <i) = [D(q) - 2C(q, <i)J<i = Af(q, ti)<i 
con ki-esima entrada de Af(q,q) dada por 

nk; = t [8d;; - 8d~;] 
j=l 8qk 8q, 

20 

Note de la ecuación anterior que nki = -n;k, lo que implica que la expresión qT .Af( q, q)q 
es igual a cero para todo q. 

000 

Observación 2.1. La prueba de la propiedad anterior muestra el hecho bien conocido de 
que para cualquier factorización C(q, q)q = C(q, q) la expresión qT Af(q,q)q =O siempre se 
cumple. En este sentido, esta propiedad puede ser extendida a un caso más general (ver 
(Spong et. al., 1989)) el cual establece que siempre existe una factorización de C(q, q) tal 
que Af(q, q) es antisimétrica para todo z E 'R,", i.e. zT .Af(q, q)z = 0. 

La siguiente propiedad que se presenta es un hecho bien conocido relacionado con la 
estabilidad del sistema. 

Propiedad 2.4. 

Considere el sistema (2.2.3), (2.2.4) con energía total 1i(q,p) dada por (2.2.6). Con
sidere que el punto (q,p) = ('lo,0) es un punto de equilibrio, es decir la derivada con 
respecto al tiempo de V(q) evaluada en q0 es cero. Si J(q) =O entonces 

y si 

entonces el equilibrio es estable. 

ii(q,p) =o 

821i(q,p) >o 
8q8p 

(2.2. 7) 

000 

Para la prueba se refiere al lector interesado a (Arnold, 1990). Su interpretación es 
muy simple, ya que solo establece el hecho de que si el punto de equilibrio es un mínimo 
de la energía potencial (q = O es un mínimo de la energía cinética) entonces el sistema 
evolucionara alrededor de ese punto. La existencia de términos disipativos solamente 
modifica la propiedad anterior en el sentido de que se le otorgan propiedades de estabilidad 
asintótica al equilibrio. 

La última propiedad de interés que se presenta, está relacionada con la preservación de 
la estructura Hamiltoniana bajo cambios de coordenadas. Para esto, considere un cambio 
de coordenadas general de la forma 

Q 
p 

Q(q,p) 
P(q,p) 

(2.2.8) 

(2.2.9) 
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y la siguiente definición. 

Definición 2.2. Una transformación de coordenadas de las variables independientes (q,p) 
sobre otro conjunto de coordenadas independientes (Q,P) se dice canónico si preserva la 
estructura Hamiltoniana del sistema. 000 

Es claro de la definición anterior, que una transformación canónica también preserva 
propiedades de energía del sistema. La propiedad siguiente establece cuando un cam
bio de coordenadas dado califica como canónico. Se refiere al lector interesado a 
[Bedrossian, 1992] para su prueba y un tratamiento exhaustivo de este tópico. 

Propiedad 2.5. 

El cambio de coordenadas (2.2.8), (2.2.9) es canónico si y solo si 

donde 

z = [ O In] 
-In O 

N= [ ~~] 8q 8p 
8P(q,p) ~ 

8q 8p 

con In la n x n matriz identidad. 

000 

Debe hacerse notar que la transformación anterior mapea el estado completo q,p en 
otro vector de estados Q, P. En ese sentido, existe otra clase de transformaciones, llamada 
transformación puntual, la cual realiza unicamente la transformación de las coordenadas 
generalizadas q. La estructura de este tipo de transformación es 

Q=Q(q,t) (2.2.10) 

y su efecto es mapear un conjunto de coordenadas generalizadas q en otro conjunto de 
coordenadas generalizadas Q. Se puede demostrar (ver también [Bedrossian, 1992]) que 

Propiedad 2.6 

Toda transformación puntual es canónica. 

000 

Observación. En este momento es conveniente observar que, para usos futuros, las 
transformaciones puntuales son canónicas si la relación entre Q y Q es unívocamente 
establecida por la expresión Q = ~q. 
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2.3 Control basado en pasividad 

En esta sección se introduce, de una manera general, la metodología de control propuesta 
en este trabajo. Se considera la clase de sistemas de control Lagrangianos (2.1.7) definida 
en la sección anterior y se establecen condiciones generales para su aplicación. Para este 
fin, se presenta primero la técnica de control que sirvió de inspiración para la concepción 
del controlador, el diseño por moldeo de energía e inyección de amortiguamiento. Esta 
técnica, desarrollada con objetivos de regulación, es estudiada para diferentes versiones 
y después de eso, interpretada como un caso especial del enfoque má.<i general de control 
dado por la técnica de asignación de modelo. Una vez que esta interpretación es hecha, la 
contribución principal de este capítulo, la asignación de dinámica deseada, es presentada 
con el fin de resolver problemas de seguimiento para sistemas Euler-Lagrange. 

2.3.i Moldeo de Energía Potencial 

En la sección anterior se presentó en Propiedad 2.4 que, si el punto de equilibrio (q,p) = 
(q0 ,0) es un mínimo de la función de energía 1i (y en particular de la energía potencial), 
entonces este era estable y la dinámica del sistema evoluciona cerca de él para adecuadas 
condiciones iniciales. Más aún, si existen términos disipativos, entonces las trayectorias 
del sistema tenderán a este punto cuando el tiempo tienda a infinito. 

Es interesante notar que, además de que el comportamiento dinámico descrito en 
el párrafo anterior es una evolución natural del sistema, el punto al que tenderaIÍ las 
trayectorias está determinado solamente por la energía potencial, ya que p = O implica 
que la ca-energía cinética es cero. 

La metodología de control que se presenta en esta sección explota esta situación con el 
objetivo de resolver problemas de regulación. La idea fundamental es que, si se es capaz de 
modificar la energía potencial del sistema por medio de un controlador y de tal forma que el 
sistema en lazo cerrado tenga una energía potencial con un mínimo en alguna coordenada 
deseada qo = qd, entonces el sistema evolucionara en forma natural hacia esa posición. Más 
aún, si el controlador propuesto es capaz de "inyectar" términos de disipación adicionales 
al sistema, la velocidad de convergencia al estado deseado es mejorada con respecto a la 
obtenida con la disipación natural ofrecida por el sistema. Esta técnica es conocida con 
el nombre genérico de Moldeo de energía más inyección de amortiguamiento, ya que ha 
sido ampliamente utilizada en el control de sistemas mecánicos. 

Para introducir esta metodología de control, se empezará con el caso más simple 
cuando existe el mismo número de grados de libertad que entradas de control, es decir 
M =In en (2.1. 7) y no se impone ninguna restricción acerca de la cancelación de términos 
en el sistema. Se refiere al lector al artículo [Takegaki et. al., 1981] para su aplicación al 
control de robots rígidos. 
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Considere el sistema Lagrangiano de control 

D(q)q + C(q,q) + v(q) + J(q) =u 

con v(q) = (ªW1t y energía total 

Si se define la ley de control 

u= (ª~~q)r -(ª~!q)r 
con Vd(q) la energía potencial deseada, i.e. la cual tiene un mínimo en qo = qd, entonces 
el sistema en lazo cerrado se representa por 

D(q)ij + C(q,q) + vd(q) + J(q) =O (2.3.1) 

donde vd(q) = (°i;f9l{. La expresión anterior es equivalente a decir que este sistema 
tiene er..ergía total dada por 

(2.3.2} 

lo que implica a su vez el hecho de que la energía del sistema a sido "moldeada" de tal 
forma que el nuevo punto de equilibrio es (q,p) = (qd,O). Más aún, si se toma la derivada 
con respecto al tiempo de (2.3.2) a lo largo de las trayectorias de (2.3.1), se obtiene que 

donde se ha utilizado la Propiedad 2.3. Así 1íd(q, (¡)califica como función de Lyapunov 
y se prueba la estabilidad asintotíca del equilibrio considerando que el término <¡T J(q) es 
positivo. 

Una limitación del resultado anterior es que la convergencia hacia el punto de equilibrio 
es determinada por las propiedades de disipación naturales del sistema. En este sentido, 
si se propone la siguiente modificación a la ley de control 

U= (ª~~q)f-(ª~!q)r +w 

con w una nueva señal externa, entonces la derivada de (2.3.2) está dada por 
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donde, la introducción de la siguiente retroalimentación lineal de estados 

w=-Qq 

genera la estructura 
Hd(q,q) = -qT (/(q) + Qq) 

la cual asegura la estabilidad asintodca, con una velocidad de convergencia mayor, con
siderando que el témúno f(q) + Qq es tal que la negatividad de ild(q, q)_ se cumple. 

Ejemplo. 

Considere el robot de un grado de libertad con ecuación de equilibrio (ver 
[Spong et. al., 1989] pg.135, para su derivación) 

Ji¡+ Ksin(q) = T (2.3.3) 

con energía total 

1t(q,q) = ~Jq2 + K(l - cos(q)) 

donde J es la inercia rotacional, K es una constante que depende de la estructura mecánica 
del robot y de la gravedad, T es el par externo aplicado y q la posición angular. 

Sea lid( q) = O la energía potencial deseada, entonces la ley de control está dada por 

T = Ksin(q) + w 

y el sistema en lazo cerrado es 
Ji¡=w 

lo que implica el moldeo de la energía potencial del sistema. Si adicionalmente se imple
menta la siguiente retroalimentación lineal de estados 

es decir, se inyecta amortiguamiento, entonces el sistema completo es descrito por la 
siguiente ecuación 

Jq+k2q+k1q=O 

la cual es globalmente asinttoticamente estable. 

Note que el controlador propuesto es el bien conocido PD +compensación de gravedad 
[Kelly, 1989), [Ortega/Spong, 1989). 

000 

Las principales desventajas de la metodología anterior son: primero, la cancelación 
de términos (en general) no lineales, y que solo puede ser aplicada a sistemas con igual 
número de controles que grados de libertad. De hecho, como puede notarse claramente 
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en el ejemplo, esta técnica está estrechamente relacionada con ideas de linealización por 
retroalimentación (Isidod, 1989]. 

En (Ailon/Ortega, 1992] se muestra que la desventaja de cancelación de términos puede 
ser relajada si, en lugar de definir una ley de control estática, se considera una ley de 
control dinámica de la forma 

u= K1(q - q) 

donde el estado del controlador q se obtiene como la solución de la ecuación diferencial 

donde, el segundo término del lado izquierdo establece la inyección de amortiguamiento. 
Bajo estas condiciones, el sistema en lazo cerrado está dado por 

D(q)q + C(q,q) + v(q) + f(q) 
q + J(¡q + K 3 (q - a) 

I<2(q- q) 
-K2(q- q) 

lo que es equivalente a afirmar que la energía total del sistema es 

con 

.,_, ( .• ~) 1 •TD( ) . 1 ~T ~ u ( ) fLd q,q,q,q = 2q q q+ 2q q+ Yd q 

Vd(q) = V(q) + !(q - q)T K2(q - q) + !(q -- af KJ(q - a) 
2 2 

Los puntos de equilibrio del sistema están dados por 

v(q) - K2(q- q) = O 

K1(q - q) + [(3(q - a) O 

y por lo tanto los valores deseados deben ser de la forma 

!/d qd + K; 1v(q•) 
a = q" + Kj"1v(qd) 

Para poder garantizar unicidad de los valores deseados como puntos de equilibrio, la 
siguiente condición debe ser satisfecha 

Finalmente, el análisis de estabilidad se lleva a cabo considerando la derivada de 
1-lcJ( q, q, q, q) a lo largo de las trayectorias del sistema en lazo cerrado con lo que se obtiene 
que 



Capítulo !!. Control No Lineal de Sistemas Euler-Lagrange 26 

La estabilidad asintótica se obtiene de la aplicación del teorema de invariancia de La Salle 
y de la consideración de positividad de qT f(q). 

Observación 2.2. Debe hacerse notar que, además de la ventaja de evitar cancelaciones 
de términos no lineales, el controlador anterior posee la característica de que la ecuación 
diferencial del estado del controlador puede ser vista como un observador de las derivadas 
de las coordenadas generalizadas, i.e. q. 
Ejemplo. 

Considere nuevamente el robot de un grado de libertad (2.3.3) con el controlador 

T = k1(q-q) 

~+k14+ka(q-a) = -k3(q-q) 

Si, por ejemplo, se elije qd =ir, entonces v(qd) = 2K y 

tid=ir+2k¡1K =? a=ir+4(k;¡ 1 +k:J 1)K 

La energía total del sistema en lazo cerrado es 

cuya derivada con respecto al tiempo está dada por 

itd(q,q,q,4) = -k14
2 

Con esta estructura y el teorema de invariancia de La Salle, la estabilidad asintótica del 
estado deseado 'se prueba considerando k2, k3 > /3 2'. K. 

000 

Una característica importante del esquema anterior es que puede ser aplicado direc
tamente a el sistema (2.1. 7), i.e. cuando existen más grados de libertad que entradas de 
control para el caso especial de que la energía potencial sea de la forma 

(2.3.4) 

con 

En este caso, las ecuaciones de equilibrio del sistema pueden escrita.s como 

D(q)ij + C(q, q) + v(q) + /(q) + A::q =Mu 

donde 



Capítulo !!. Control No Lineal de Sistemas Euler-Lagronge 

La estructura del controlador está dada por 

u K2(q1 -qi) 

~1 + K1q1 + KJ(ti1 - o) = -K2(q1 - q1) 

mientras el sistema en lazo cerrado por 

D.(q);¡. + C0 (q,q) + v0 (q) + J.(q.) + IC0 q0 = ª• 

donde D0 (q) = diag{D(q),Im} y 

C.(q,q) = ( C(~,q)); J.(q.) = ( ~~~:]; v.(q) = ( v~q)] 

JC. = [ K1~(~ K2 ~~~: -¿<2 l ; q. = [ :: l ; º• = [ ~ l 
-K2 O K2 + KJ ti1 K3a 

La energía total del sistema es 

donde 

Vd(q.) = Vg(q) + ~q~JC.q. 
mientras que los puntos de equilibrio son soluciones de 

27 

(2.3.5) 

(2.3.6) 

De esta ecuación se puede obtener, despues de largos pero directos calculos, que el estado 
deseado debe satisfacer que 

a q1d + K31(!<11q1d + K12q2d) + K3 1v(q1d) 
v(q2d) = f(~q1d + K22qu 

q1d q1d + K;1 (K11q1d + Kuqu) + K;1v(q1d) 

para calificar como puntos de equilibrio. Se prueba estabilidad asintótica tomando la 
derivada de (2.3.6) a lo largo de las trayectorias de (2.3.5) lo que da como resultado que 

donde se considera que tiI f 0 (q0 ) es positivo. Como en el caso de acceso directo a to
das las coordenadas generalizadas, unicidad del equilibrio se asegura si Ámin{K2,K3} > 
f3 ~ 11~11 y la restricción adicional K > /3. Se refiere al lector interesado a 
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(Ailon/Ortega, 1992] para la aplicación de esta metodología al control de robots con 
uniones flexibles. 

Para terminar con esta revisión de las técnicas de moldeo de la energía potencial, se 
presenta el caso más general cuando la cancelación de términos no lineales no se lleva a 
cabo, el número de grados de libertad es más grande que el de entradas de control y no 
existe suposición acerca de la estructura de la energía potencial. Para este fin se sigue 
[Nijmeijer et. al., 1990] y se considera el sistema (2.1.7) con energía total (2.2.6). 

Si se define la ley de control 
u=Kq+v (2.3.7) 

con K = diag{k1 , ••• , km}fn.mxm y v una nueva entrada externa, entonces el sistema en 
lazo cerrado está dado por 

D(q)ij + C(q,q) + vd(q) + J(q) = Mv 

lo cual implica que la nueva energía total del sistema es 

donde 

[ 
K O] Vd(q) = V(q) + qT O O q (2.3.8) 

Por lo tanto la ley de retroalimentación (2.3. 7), genera la posibilidad de moldear la energía 
potencial si (2.3.8) es definida positiva. El siguiente lema (el cual se presenta en una 
versión especializada) establece condiciones para la existencia de la ley de control (2.3.7) 
que asegura la positividad deseada. 

Lema 2.1. (Nijmeijer et. al., 1990] 

Considere el sistema Lagrangiano de control (2.1.7) con un mínimo de la energía 
potencial V(q) dado por q0 • Suponga que la matriz 

( 
a1v ) · --(qo) 

8q;8q; iJE!!. 
(2.3.9) 

es definida positiva restringida a ker{C} con 

(2.3.10) 

entonces, existe una ley de retroalimentacion (2.3.7) tal que (2.3.8) es positiva definida 
en una vecindad U0 de q0 , y 8~J9l i= O para todo q E U0 con q i= l/O 

000 
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Se refiere al lector a [Nijmeijer et. al., 1990] para la prueba del lema, en su lugar se 
concentrará el estudio en su interpretación. Note que (2.3.10) es la matriz de entrada al 
sistema, entonces lo que unicamente afirma el lema anterior es que, si las coordenadas 
generalizadas que no pueden ser afectadas por las entradas de control se comportan "ade
cuadamente" alrededor de qo, i.e. (2.3.9), entonces la ley de control (2.3. 7) asegura que las 
m coordenadas generalizadas directamente afectadas por las entradas de control pueden 
ser modificadas de tal forma que la energía potencial total de el sistema (2.3.8) tiene 
un mínimo en q0 • Por supuesto, este resultado no es sorprendente si se considera la 
generalidad del enfoque. 

2.3.2 Perspectiva de asignac1on de modelo del control por 
moldeo de energía 

En esta sección se sigue estrechamente [Krener, 1992] con el fin de revisar brevemente 
el problema de control por asignación de modelo. Una interpretación geométrica de los 
objetivos de este enfoque es dada tanto para el caso lineal como para el no lineal. Despues 
de eso, el control por moldeo de energía presentado en la sección anterior es retomado y 
visto desde esta perspectiva. 

Considere primero el caso lineal del problema de control por asignación de modelo con 
planta dada por 

x Fx+Gu 
y Hx +Ju 

donde X E n"' u E nm' y E np y las matrices F, G, H, J de dimensiones apropiadas. Se 
supone que la planta tiene una realización mínima, esto es controlable y observable. 

Ei modelo de referencia está dado por 

Xm Axm +Bum 
Ym Cxm + Dum 

donde Xm En::., Um En:;:, Ym E np y las matrices A, B,C, D de dimensiones apropiadas. 
Se supone también que el modelo es estable. 

El problema de control por asignación de modelo en este caso puede ser planteado 
como 

Problema de asignación de modelo: Caso Lineal. 

Encontrar una ley de prealimentación/retroalimentación de la forma 

u=Kx+Lxm+Mum (2.3.11) 

tal que la planta sea asintóticamente estable alrededor de Xm = O, Um = O y al mismo 
tiempo el error 

e= y-ym 
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tienda a cero cuando t --> oo. 

000 

El problema anterior tiene solución si existe un mapa lineal desde los estados y entradas 
del modelo a los estados y entradas de la planta 

[ : ] = [ i ! ][ :: ] (2.3.12) 

tal que 

[F ª][TO ]-[T º][A B] HJ LM-01 CD 

sin embargo, se concentrara la atención a la siguiente interpretación geométrica que puede 
ser dada a este problema. · 

La existencia del mapa lineal (2.3.12) puede ser interpretada como la existencia de 
una subvariedad lineal que combina los espacios de estados tal que: 

i) Es invariante bajo la dinámica de lazo cerrado dada por u= Lxm + f'.fum para todo 
Um,Y 

ii) En esta variedad, el error e(t) es cero. 

Finalmente, al introducción de /( establece, bajo una apropiada selección, propiedades 
de estabilidad asintótica de esta variedad, es decir la vuelve atractiva. 

Para el caso no lineal, la formulación es muy similar. Considere la planta 

:i; = J(x,u) 
y h(x,u) 

y el modelo no lineal 

:i:m a(xm, Um} 

Ym c(xm,um) 

El problema de asignación de modelo para el caso no lineal se puede plantear como 

Problema de asignación de modelo: Caso no lineal. 

Encontrar una ley de control por prealimentación/retroalimentación de la forma 

(2.3.13) 

tal que, el error 
e= h(x, u) - c(x,,., um) 
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tienda a cero cuando t -+ oo. 

000 

Como en el caso anterior, el problema se puede solucionar si existe un mapa no lineal 

x = O(xm) (2.3.14) 

tal que las siguientes ecuaciones, las cuales son una generalización del caso lineal, son 
satisfechas 

J(O(xm), µ(xm, Um)) 

h(O(xm), µ(xm, um)) 

ªº a-(xm)a(xm, um) 
Xm 

c(xm, um) 

La interpretación geometrica de este problema puede ser dada con base a los siguientes 
argumentos. 

La existencia del mapa no lineal (2.3.14) implica la existencia de una variedad no lineal 
la cual: 

i) Es invariante bajo la dinámica de lazo cerrado u= µ(xm, um) para todo um, y 

ii) El error e(t) es cero en esa variedad. 

El problema de hacer atractivo esta variedad puede ser solucionado, por ejemplo, 
expandiendo en series de Taylor y resolviendo las ecuaciones término a término. 

Es interesante notar que el problema de control por moldeo de energía presentado en 
la sección 2.3.1, puede ser interpretado de la misma forma que los dos casos anteriores, 
es decir, se puede ver como un caso particular del problema por asignación de modelo. 
Para ilustrar este hecho, se presenta primero el caso más sencillo cuando la cancelación 
de términos es permitida. 

Considere el sistema Euler-Lagrange 

D(q)ij + C(q,tj) + v(q) + J(tj) =u 

con salida y = q, y defina el siguiente modelo de referencia 

con salida Yd = qd. El término v(q) = ( 8~~9lf mientras que v(qd) = (''WJJ'l)T. 
Ya que el objetivo es llevar la salida y a un valor deseado constante, es decir se desea 

hacer regulación de salida, entonces qd = const. y por lo tanto el modelo se reduce a 

lo cual establece la entrada requerida por el modelo. 
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Note que, si se define u = ud, entonces se han establecido de alguna manera las dos 
primeras condiciones impuestas por el problema de asignación de modelo, es decir: se 
ha definido una variedad q = qd donde el error e = y - Yd es cero, y es invariante bajo 
la dinámica de lazo cerrado dada por la definición de la entrada al sistema. Para hacer 
atractiva esta variedad, se puede definir la ley de control 

u= v(q) - v(qd) 

con la selección particular v(qd) = vd(q), y siguiendo los mismos pasos que en la sección 
2.3.l probar su estabilidad asintótica. 

Es claro que el enfoque anterior puede ser facilmente extendido a todos los diferentes 
casos presentados en la sección 2.3.1 considerando definiciones apropiadas. Considere por 
ejemplo, el caso más general cuando ./IJ = (Im,OJT y no se hacen suposiciones acerca de la 
estructura de la energía potencial. Bajo estas consideraciones la definición de la variedad 
es la misma que en el caso anterior y 

Como se observa inmediatamente v2(qd) debe ser cero y u= ud implica que, u= v1(qd)• 
Si en particular se define v1 ( qd) = -K q y el sistema satisface las condiciones mencionadas 
en la sección anterior, entonces el objetivo de moldeo de energía se cumple. 

Como última observación de esta sección se debe notar que esta perspectiva desde el 
problema de asignación de modelo pudo llevarse a cabo gracias al objetivo impuesto de 
regulación, sin embargo, como puede notarse inmediatamente, esta característica establece 
su principal desventaja también. 

En la siguiente sección se presenta la contribución principal de este capítulo, se extien· 
den los resultados anteriores al caso más general de seguimiento de salida para sistemas 
Euler-Lagrange. 

2.3.3 Problema de Asignación de Dinámica Deseada 

En esta sección se considera la clase de sistemas no lineales dada por los sistemas La
grangianos de control (2.1.7), para los cuales se hacen dos suposiciones adicionales que se 
presentan adelante, y se desarrolla un controlador no lineal que garantiza seguimiento de 
salida considerando que algunas condiciones son satisfechas. La metodología de diseño 
que se sigue esta estrechamente ligada a la utilizada en (Slotine/Li, 1987] (ver también 
(Ortega/Spong, 1989]) para resolver el problema de control de robots y la estructura del 
controlador es una mezcla del enfoque de moldeo de energía y de asignación de modelo 
presentadas antes. El material que se presenta en esta sección es una reformulación del 
resultado presentado en (Ortega/Espinosa, 199la). 
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Para iniciar con la presentación, es necesario primero establecer dos suposiciones que 
caracterizan la clase de sistemas cubierta con el controlador propuesto. 

Suposición 2. 

Considere la clase de sistemas definida por (2.1.7), y suponga que los términos de 
disipación pueden ser divididos en una parte lineal, debida a fricción viscosa por ejemplo 
para sistemas mecánicos, y una parte restante que contiene términos posiblemente no 
lineales, es decir 

f(q) = Rtj + fü,tj) 

donde, como se puede observar, el segundo término es una función de las coordenadas 
generalizadas y sus derivadas. 

000 

Suposición 3. 

Considere la matriz C(q,q) en (2.1.7) factorizada como C(q,q)q y tal que la nueva 
matriz C( q, q) cumple con la condición 

zr[D(q) - 2C(q, q)Jz =O 

para todo z E R". 
000 

Observación. La supos1c1on 3 no es restrictiva, ya que como se prueba en 
(Spong et. al., 1989], siempre se puede construir la matriz C(q, q) utilizando símbolos 
de Christoffel por ejemplo, y obtener la propiedad deseada. Acerca de la suposición 2, es 
claro que una gran clase de sistemas la satisface, por lo que es una suposición razonable. 

Observación. Por conveniencia notacional, en el resto de la presentación se denotará la 
matriz C(q, q) como C( q, q), por lo que se debe tener en cuenta la relación entre ellas. 

Considere el sistema Lagrangiano de control dado por 

D(q)ij + C(q,q)q + v(q) + Rq + Kq =Mu+ e (2.3.15) 

con energía total 

(2.3.16) 

y salida 
y=h(q,q) 

El objetivo de control es que la salida y siga una referencia pre-establecida dada por 
la función 

la cual es la salida del sistema 

D(q)ij, + C(q,q)q, + v(q) + Rq, + Kq, = Mud +e (2.3.17) 
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Las variables q. se obtienen de las relaciones 

e 

s 

q-qd 

q-q. 

e+Ae 

34 

(2.3.18) 

(2.3.19) 

(2.3.20) 

con qd una función vectorial Cl acotada, la cual es elegida tal que Yd = h( qd, qd), y A una 
matriz simétrica definida positiva. 

Notese que el sistema (2.3.17) no es un modelo de referencia estrictamente, ya que 
existe dependencia directa con el estado del sistema q, q. Sin embargo, como el objetivo 
final es que el sistema se comporte como él, se denotará como Modelo de dinámica deseada. 
Acerca de su estructura, la introducción de las variables q. y s es con el objetivo, como 
en el caso de robots, de resolver problemas de seguimiento. Note también que e puede ser 
visto como la salida de un filtro lineal estable con entrada s, entonces si s --> O implica 
que e también tenderá a cero (ver [Desoer et. al. 1975)). Finalmente, se debe remarcar 
el hecho de que en este caso, la existencia de almacenadores lineales de energía potencial 
se considera solo como generalización del resultado, ya que como se verá adelante no son 
requeridos para la obtención del controlador. 

La formulación general del problema de seguimiento descrita en el párrafo anterior, 
puede ser expresada como 

Problema de asignación de dinámica deseada. 

Dado el sistema (2.3.15) y la dinámica deseada (2.3.17), encontrar una ley de control 
u= u(q,q,qd,qd) tal que el error 

ii = y-yd (2.3.21) 

tienda a cero cuando t --> O. 

000 

Observación. Note que la restricción y= Yd define ahora la variedad no lineal de interés. 
En este caso, la transformación entre coordenadas del sistema y del modelo es no lineal y 
las condiciones que la caracterizan son q = qd y q = <id· 

Con el fin de resolver el problema anterior, se debe considerar que la dinámica deseada 
no es libre, por lo tanto una etapa adicional debe ser cubierta primero, esta es: dada una 
Yd encontrar Ud y qd tal que (2.3.17) se cumpla para todo q, q y e. Note que este problema 
establece la segunda gran diferencia con el problema de asignación de modelo, donde la 
entrada es libre. 

En este sentido, Ja sustitución de (2.3.18-2.3.20) en (2.3.17) produce una ecuación 
integro-diferencial para qd dada por 

(2.3.22) 
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donde 

A1 D(q)A + C(q,q) + R 
A2 C(q,q)A + RA + K 
Aa KA 

y J( ·) una función conocida de q, q y J qdr dada por 

J(q,q) = D(q)i\q+ [C(q,q)A + RA)q+ KA fo' qdr -v(q) 

De la invertibilidad de D( q) es claro que, para todo Ud, !(-) y e. (2.3.22) admite una 
solución qd. El punto principal es entonces encontrar explicitamente los U.J. y qd que 
resuelvan el problema. 

En este momento es conveniente recordar la estructura especial de la matriz de entrada 

que permite realizar la siguiente partición del sistema (2.3.17) 

donde la notación (-)m y On-m denota las primeros m y finales n - m entradas de cada 
vector. 

Como se puede observar en la expresión anterior, se puede elegir ud de una manera 
inmediata de tal forma i;:ue las ecuaciones correspondientes en (2.3.23) son satisfechas. 
Por lo tanto, el problema se reduce a resolver la.~ ecuaciones restantes en (2.3.23) las 
cuales establecen las condiciones requeridas para resolver el problema de asignación de 
dinámica deseada. Estas condiciones se pueden expresar como 

Problema de selección de coordenadas deseadas. 

Considere la siguiente ecuación integro-diferencial 

_Para D(q),A;, e y J(-) dadas, encontrar qd tal que la salida h(qd, tid) siga la referencia 
deseada Yd para todo U.J.. 

ººº 
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Notese que formalmente, el problema anterior puede ser presentado como un problema 
de regulación de salida. Encontrar condiciones de solución a él, es una cuestión cuya res
puesta, en este nivel de generalidad, es difícil de obtener. Una contribución significante en 
el entendimiento de este problema fundamental ha sido reportada en [Isidori et. al., 1990]. 
Afortunadamente, en algunas aplicaciones específicas ( e.g motor de inducción y robots con 
uniones flexibles) una solución explícita puede ser obtenida. 

Con el fin de continuar con la presentación del controlador propuesto, suponga que el 
problema anterior es resuelto, i.e. se tiene un ud y un qd tal que si q = qd y q = qd entonces 
y = Yd· El problema restante es diseñar, con esta información, la ley de control que 
garantiza que esta variedad es invariante bajo la dinámica de lazo cerrado y es atractiva. 

Este último problema puede ser resuelto si se considera la ecuacion dinámica del error, 
obtenida como la resta de (2.3.17) y (2.3.15) dada por 

D(q)s + C(q,q)s + Rs + K l sdr = M(u -ud) (2.3.24) 

y considerando la función cuadrática definida positiva 

1i = ~ [sT D(q)s + (fo1 

sdr) T K (l sdr)] (2.3.25) 

La derivada de (2.3.25) a lo largo de las trayectorias de (2.3.24) puede ser obtenida, 
utilizando la suposición 3, como 

H=-sTRs-sT(u-ud) (2.3.26) 

por lo tanto, la selección inmediata para la entrada u es ud. Esta definición, además de 
proveer la propiedad de invariancia bajo la dinámica de lazo cerrado de la variedad y = Yd, 
asegura su atractividad, ya que la ecuación anterior toma la forma 

it = -sTRs 

Para probar estabilidad asintótica, se puede establecer el siguiente análisis: La derivada 
con respecto al tiempo de 1i con u = ud implica que el cuadrado de la variable s es 
integrable, más aún, del acotamiento de 1i es también acotada. Esto a su vez implica, 
de (2.3.20), que e, e E C.2 n C.00 , i.e. e es uniformente acotado y por lo tanto e -+ O. De 
la estructura de (2.3.24) se puede concluir que 3 es también acotado, implicando que s 
tiende a cero, y como consecuencia e -+ O. Esto finalmente implica que el error f¡ tiende 
a cero. 

Se puede resumir el resultado anterior en la siguiente proposición. 

Proposición 2.1. 

Considere el sistema (2.3.15). Suponga que para una referencia acotada Yd existe qd 
que resuelve el problema de selección de coordenadas deseadas. Bajo estas condiciones 

(2.3.27) 
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garantiza que el error de salida y = y - Yd -+ O cuando t -+ oo con todas las señales 
internas acotadas. 

000 

Observación. De manera interesante, el procedimiento descrito para el diseño del con
trolador puede ser interpretado en términos de moldeo de energía si se considera a la 
función (2.3.25) como la energía deseada para el sistema en lazo cerrado y la selección 
de u como la ley de control necesaria para moldear la energía original (2.3.16) y cumplir 
con el objetivo. Más aún, si se adicionan términos -Kds a el controlador de la siguiente 
forma 

u= ud - Kds 

con Kd una matriz simétrica definida positiva y s dado por (2.3.20), entonces la derivada 
de (2.3.26) toma la forma 

it = -sr(R + Kd)s 

lo cual es equivalente a inyectar amortiguamiento al sistema. 

Observación. Además del problema impuesto por la selección adecuada de las coorde
nadas deseadas, una desventaja que presenta el controlador propuesto es la suposición 
implícita del conocimiento de~ y v(q). 

En los siguientes capítulos se aplíca de una manera existosa el controlador propuesto 
en la solución del problema de control del modelo no lineal del motor de inducción. 



Capítulo 3 

Motores de Inducción: Modelo y 
Propiedades 

En este capítulo, el sistema Lagrangiano sobre el cual se interesa aplicar la metodología 
de control desarrollada en el capítulo 2 es presentado: El modelo no lineal del Motor de 
Inducción. Su estrutura es vista como un caso particular del modelo de una máquina 
generalizada el cual se obtiene de la aplicación de las ecuaciones de Euler- Lagrange. 
Se introduce primero el modelo "real" de 3 fases (3r¡I) y se establecen las suposiciones 
acerca de la construcción de la máquina que lo validan. Despues de eso, se presenta la 
transformación de Blondel y se obtiene el modelo equivalente (modelo a(:J) de 2 Jases (2r¡I) 
del modelo original. Dos variaciones de esta representación (los modelos ab y dq) que se 
obtienen de la aplicación de la transformación de Blondel-Park y que han probado ser de 
gran utilidad, son presentados y aPalizados desde un punto de vista de preservación de 
energía. Finalmente, se presentan algunas propiedades que han probado ser fundamentales 
para resolver el problema de asignación de dinámica deseada para este caso particular. 

3.1 Derivación Lagrangiana de la Máquina Genera
lizada 

En esta sección se trabaja con una máquina rotatoria generalizada [Liu et. al., 1989) que 
posee un total de n - 1 devanados de estator y rotor, y se obtiene su modelo vía la 
aplicación de las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.1.3). Se suponen devanados por fase 
sinusoidalmente distribuidos y fases idealmente simétricas. Adicionalmente, el estator y el 
rotor son considerados concéntricos y la banda de aire entre ellos con una longitud radial 
constante. La permeabilidad de los núcleos se supone infinita y saturación, pérdidas 
en el entrehierro, partes terminales de los devanados y los efectos de las ranuras son 
despreciadoo. Se considera ademá..~ materiales magnéticos lineales. 

38 
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Bajo las consideraciones anteriores y la aplicación de las leyes de Gauss y Ampere, 
la siguiente relación lineal entre el vector de flujos ,\ = [.\1, ••• , ,\n_1f y el vector de 
corrientes q. = [ti1i ... , tin-l{ se obtiene 

donde qn es la posición mecánica del eje del motor, D.(qn) es la matriz n - 1 x n -1 de 
inductancias (simétrica, definida positiva y periódica en qn) y el vector µ(qn) representa 
los flujos debidos a la posible existencia de imánes permanentes. 

Si se definen como coordenadas generalizadas del sistema a las cargas de cada devanado 
q;, i = 1, ... , n - 1, y la posición angular del rotor qn, se puede calcular la co-energía 
cinética de la parte eléctrica (con 1 denotando las variables de integración) como 

mientras que la mecánica es 

x:; - ~J'2 m -
2 

qn 

donde J es la inercia rotacional del motor. 

Considerando que no existen efectos capacitivos en los devanados del motor y que 
la flecha es rígida, i.e. no existen efectos torsionales, se puede concluir que la energía 
potencial del sistema es cero, y por lo tanto el Lagrangiano está dado por 

(3.1.1) 

Suponga ahora que los términos de disipación en los devanados se deben unicamente 
a sus resistencias las cuales tienen valores constantes, la función de disipación de Raleigh 
para la parte eléctrica se puede escribir como 

'r:'(.) 1 ·TR . 
.re q. = 2q• .q. 

con R = diag{ Ri, ... , Rn-t} (positiva definida), mientras que, si se extiende la suposición 
a la parte mecánica (i.e. existen términos de friccíon viscosa), su función de disipación 
está dada por 

· con B el coeficiente de amortiguamiento. La función total de disipación del sistema es 
entonces 

:F( . . ) 1 ·TR . 1 B ·2 (3 1 2) q.,qn = 2q• .q. + 2 qn • • 
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Las fuerzas externas generalizadas de el sistema son los voltages aplicados a los de
vanados, denotados por ü = [u11 ••• , un_iJT, y el par de carga -Ti el cual es, en general, 
una función no lineal de la posición y la velocidad. 

Para obtener las ecuaciones de equilibrio de este sistema, considere primero el caso 
de las coordenadas generalizadas eléctricas. Tomando la derivada parcial de (3.1.1} con 
respecto a las corrientes q., se obtiene que 

lo cual implica que 

Ya que no existe dependencia de (3.1.1) con respecto a q., y considerando que 

8F(i¡.,qn) R . 
8i¡. = .q. 

las ecuaciones de equilibrio para la parte eléctrica de la máquina generalizada están dadas 
por 

(3.1.3) 

donde se ha definido 

Siguiendo el mismo procedimiento, ahora con respecto a la coordenada generalizada 
mecánica, se obtiene que 

por lo que 

Por otro lado, se tiene ·que 

y 
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por lo tanto, la segunda ecuación, ahora para la parte mecánica del motor, está dada por 

Jijn - ~q;W¡(qn)tle - Wi(qn)tle + Bqn = -T¡(qn,tln) (3.1.4) 

donde se ha utilizado las definiciones anteriores. 

Se puede reconocer facilmente en (3.1.4), al segundo término del lado izquierdo como 
el par mecánico de orígen eléctrico y al tercero como el par mecánico de orígen magnético. 
Note también que, si se considera como entrada total a este subsistema la suma total de 
pares, i.e. pares generados menos el par de carga, entonces la ecuación (3.1.4) puede ser 
vista como un filtro lineal de primer orden estable. 

Se puede suponer sin pérdida de generalidad, que en la ecuación (3.1.3) solamente los 
primeros ";1 términos son efectados directamente por voltajes externos. Por lo tanto el 
conjunto completo de ecuaciones de equilibrio de la máquina generalizada es 

donde 

D.(qn)iie + Wi(qn)<Ín<Íe + W2(qn)1Ín + R.q. 
Jijn - r(q.,qn)- rm(q.,qn) + Bqn 

r(q., qn) 

Tm(q., qn) 

M. 

{3.1.5) 

(3.1.6) 

I";' la matriz identidad de dimensión ";1 
X ";1 y u el vector que contiene los ";1 voltajes 

externos. 

Observación 3.1. La ventaja del modelo (3.1.5-3.1.6) radica en el hecho de que un gran 
número de máquinas pueden ser vistas como casos particulares de él. Más aún, note que 
no se hizo ninguna suposición acerca de la forma de onda de las fuerzas externas aplicadas, 
por lo tanto el modelo admite entradas de forma arbitraria. Vease [Liu et. al., 1989) para 
la aplicación de este modelo a distitos tipos de motores. 

Observación 3.2. Es claro que para el caso particular en que la máquina en estudio no 
posea imanes permanentes, los términos W2(qn) and Tm(q.,qn) son cero. 

Observación 3.3. Note que, como se esperaba, el modelo (3.1.5-3.1.6) es el modelo 
clásico 

u 

r+ Tm -TL 

que se obtiene de la aplicación de las leyes de Faraday, Ohm y Newton. 

En la siguiente sección se estudia el caso del motor de inducción de tres fases como 
caso particular del modelo presentado. 
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S1 

Figura 3.1: Representación del motor de inducción de 3</J. 

3.2 Modelo no lineal de 3</J del motor de inducción 

En esta sección se trabaja con el motor de inducción de tres fases compuesto por tres 
devanadl!ls de estator fijos y tres devanados de rotor los cuales giran a una velocidad 
angular w (ver fig. 3.1). Las mismas suposiciones hechas en la sección anterior son 
válidas para este motor y adicionalmente se supone que los dos neutros de los circuitos 
de estator y rotor son aislados y que las ternúnales de rotor son cerradas por anillos 
deslizantes o bien están en corto circuito internamente. Sin pérdida de generalidad, y por 
facilidad de presentación, se considera el caso de un solo par de polos. Note que, bajo 
estas suposiciones, los motores tipo jaula de ardilla, los cuales son de gran importancia 
actual, son considerados. 

En relación~ la máquina generalizada presentada én la sección anterior, se considera 
que n = 7, por lo que w = q1 • Bajo la suposición acerca de la conexión de las terminales 
de rotor, solamente los devanados de estator son externamente afectados, por lo tanto la 
matriz de entrada es de la forma 

M-[Iª] e - O 

y el vector de entrada es u3 = [u~, ug, u5JT, donde el superíndice 3 utilizado a largo de esta 
sección denota la naturaleza de tres fases del sistema. 
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El vector de coordenadas generalizadas puede ser particionado como 

donde los subíndices s y r denotan pertenencia de las variables al estator y rotor respec
tivamente. 

Acerca de los términos disipativos eléctricos, se supone que los tres devanados de 
estator tiene el rrúsmo valor de resistencia, denotado por R,. La suposición se extiende 
para los devanados de rotor para los cuales su valor de resistencia es R,.. Con estas 
consideraciones, la matriz de resistencias toma la forma particular 

Se puede demostrar (ver (Krause, 1986]), que la estructura de la matriz de inductancias 
para esta máquina en particular es de la forma 

donde L. y L, son las inductancia propias de estator y rotor respectivamente, L,. es la 
inductancia mutua entre estator y rotor y 

[ 

cos{qr) cos(qr + 1) cos(qr -1) l 
U(qr) = cos(qr -1) cos(qr) cos(q1+1) 

cos( qr + 1) cos( qr - 1) cos( qr) 

con 1 = ~· Note que los efectos de leakage son incluídos en las definiciones de inductancias 
anteriores. 

Bajo estas condiciones, y considerando que la máquina no posee imánes permanentes 
(ver observación 3.2), el modelo completo para el motor de tres fases está dado por 

(3.2.1) 

r~1[:IJ 
(3.2.2) 
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donde 

[ 

sin(q1) sin(q1+1) sin(q1-1')] 
W12( q1) = sin( q1 -1) sin( q1) sin( q1+1') = W[i ( q1) 

sin( 1/7 + 1') sin( q1 - 1') sin( 1/7) 
y 

T(q~,q1) = L,.q~TWu(q1)<i; 

el par generado. Note la dependencia de esta variable con respecto a q~ y q1, y que las 
cargas eléctricas no aparecen en él. 

Observación 3.4. Aunque las corrientes en el modelo anterior pueden tomar cualquier 
forma, debe notarse que una de ellas es redundante ya que, debido al neutro aislado, ias 
expresiones 

i;;¡(t) +<i:it) +<i~3(t) o 
i;;¡(t) + i;;2(t) + i;;3(t) o 

son válidas en todo instante de tiempo. 

Con base en la observación anterior, en la siguiente sección se presentan dos transfor
maciones que permiten obtener un modelo de orden reducido equivalente al modelo (3.2.l 
-3.2.2). 

3.3 Modelo equivalente no lineal de 2</> 

La suposición de neutros aislados en los circuitos de estator y rotor, establece el hecho 
de que una de las corrientes de estator y una de rotor son redundantes en el modelo de 
3</i, ver observación 3.4. En esta sección, esta característica se explota. con el objetivo de 
obtener un modelo de orden reducido equivalente. En este sentido, se introduce (siguiendo 
estrechamente a [Meisel, 1966]) la conocida transformación de Blondel y se obtiene el 
modelo conocido como af3. Una transformación adicional, la transformación de Blondel
Park, que ha estado en uso por mucho tiempo, es presentada para obtener los modelos ab 
y dq. Análisis acerca de la canonicidad (ver propiedad 2.6) de estas transformaciones se 
lleva a cabo y finalmente algunas propiedades de los modelos obtenidos son presentadas. 

3.3.1 Transformación de Blondel 

Considere los devanados de estator de un motor de inducción de 3</i (fig. 3.1). Si se supone 
que son idénticos en las tres fases y distribuidos sinusoidalmente, entonces al alimentar 
corrientes en ellos, distribuciones también sinusoidales de corriente son obtenidas en la 
periferia del estator. Estas distribuciones de corriente tienen identicos factores d y por lo 
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Figura. 3.2: Representa.ción equiva.lcnte de 2</i. 

ta.nto están dada.s por 

.J.~ = d sin( O)q:1 a, 

.J,; d sin( O + ""( )q~2 a, 

.J.~ d sin( O - "'Y )q~3a, 

donde O es la. posición a.ngula.r con respecto a. la. cua.l la. ma.gnitud de la. distribución es 
medida., a, es el vector unitario en el eje z y "'Y= ~-

La. distribución de corriente tota.l del esta.ter puede ser obtenida. como la. suma. de la.s 
expresiones anteriores 

.J.~ = d [ ( q~1 + cos("'Y)q~2 + cos("'Y)q~3) sin(O) - (- sin("'Y)q~2 + sin("'Y )q~3) cos(O)j a, 
(3.3.1) 

donde se ha.n utilizado identida.des trigonométrica.s para. senos y cosenos de la. suma de 
dos a.ngulos. 

Considere ahora. una. máquina. de 2</i (como se muestra. en fig. 3.2) con devanados de 
estator en ejes fijos ortogonales a y (3, y <leva.na.dos de rotor ta.mbien en ejes ortogona.les 
pero gira.ndo a una. velocida.d angula.r w. De ma.nera simila.r a la máquina. de tres fa.ses, 
se puede obtener la. distribución tota.I de corriente del esta.tor como 

(3.3.2) 

donde se ha.n supuesto factores de distribución iguales y la. ausencia. de sup¿ríndices indíca 
va.ria.bles de dos fa.ses. 
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Ya que el objetivo es obtener un equivalente de 2,P para la máquina de 3,P, es claro 
que la distribucion de corriente (3.3.2) debe ser igual a (3.3.1), por lo tanto las siguientes 
condiciones se deben cumplir 

q,¡ = q~1 + coa( ··r)q~2 + cos("f )q;3 

q,2 = - sin{¡)q:2 + sin('y)q;3 

Se puede obtener de la expresión anterior, la celebrada transfonnación de Blondel que 
relaciona variables de 3</> con variables equivalentes de 2</> como 

r;t = ~ [ 1 co~( ¡( )) c?s((-y)) ] (3.3.3) 
"" 3 O -sm "f sm "f 

donde el término ~ se introduce con objetivos de preservación de potencia. 

Observación 3.5. Note que la transformación (3.3.3) es equivalente a la obtenida por 
[Krause, 1986] utilizando argumentos de proyección de variables. En este caso, la trans
formación propuesta es 

2 [ 1 cos(¡) cos(¡) l 
TiJ = 3 ~ -si~(¡) sinJ7) 

2 2 2 

donde el tercer renglon produce la corriente de "secuencia cero" 

. 1 ( ·3 ·3 ·3) q,o = 3 q,¡ + q,2 + q,3 

la cual, bajo las consideraciones hechas, es cero. 

(3.3.4) 

Observación 3.6. Se puede demostrar, tomando la inversa de (3.3.4), que la transfor
mación inversa de Blondel está dada por 

(r;;)- 1 
= [ co:(7) -si~('y) ] 

cos(7) sin(¡) 
(3.3.5) 

3.3.2 Modelo o:p 
Notando que el procedimiento expuesto en la sección anterior puede ser aplicado exacta
mente igual a los devanados de rotor, y de hecho aplicar la transformación a voltajes y 
flujos, se puede establecer la siguiente transformación completa al vector de corrientes del 
motor de 3</> 

·3 qal ¡t l =~[ 1 coa(¡) coa(¡) 

l 
·3 

o q.2 
o -sin('r) sin('y) ·3 q,3 

q,¡ 3 o 1 cos{¡) coa(¡) tf.1 
tlr2 o - sin('Y) sin("t) tf.2 

f.3 
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mientras que los voltajes transformados están dados por 

cos(1) 
-sin(/) 

o 

cos(t) 
sin{!) 

1 cos{t~ cos(1) ] 
O - sin(/) sin{!) 

u3 
1 

u3 
2 

u3 
3 
o 
o 
o 
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Aplicando las transformaciones anteriores al modelo de tres fases (3.2. l -3.2.2) 
y después de largas pero fáciles cálculos (que involucran el uso de las identidades 
trigonométricas presentadas en {Krause, 1986] pg. 535), se obtiene el modelo a/3 del 
motor como 

D.(qs)iie + W1(qs)iisiie + R.q. 
J - l.Try· B' qs - 2q• • iq. + qs 

donde R. = diag{R,I2 , RrI2 }, M. = {I2, Of 

[ 
L,I2 L,.e:rq, ] [ O .J e

0
:Tqs ] 

D.( qs) = L"e-:rq, LrI
2 

; iv. = Lar -.J e-:rq, 

y J la 2 X 2 matriz antisimétrica 

En este caso e:Tqs representa la matriz exponencial 

:Tqs _ [ cos(qs) -sin(qs) ] _ -:rTqs 
e - sin(qs) cos(qs) - e 

(3.3.6) 

(3.3.7) 

y u= [u 1, u2JT los voltajes de estator. Adicionalmente, note que la coordenada mecánica 
es denotada por el subíndice 5 debido al hecho de que solo existen cuatro coordenadas 
eléctricas, las cuales están dadas por 

Finalmente 
(3.3.8) 
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es el par mecánico de origen eléctrico. 

Un hecho que debe hacerse notar es la dependencia con respecto a la posicón del 
modelo anterior. Esto se debe a que las variables de estator no están representadas en el 
mismo sistema de referencia que las variables de rotor (recuerde que mientras el primero 
está fijo, el segundo gira a una velocidad angular w = q5 ). Sin embargo, la gran ventaja 
que el modelo a{J presenta es que es una representación directa del motor "real", i.e. 
su comportamiento es el mismo que el modelo de 3</>, por lo tanto si un controlador es 
diseñado considerando este modelo, este tendrá directamente su forma implementable. 

Una propiedad muy importante del modelo {3.3.6-3.3.7) es que, si se considera la 
ecuación de los flujos transformada 

y se calcula la energía total como 

C( . . ) 1 ·T D ( ) . 1 J ·2 q,,q5,q5 = 2q• e qs q, + 2 qs 

la aplicación de las ecuaciones de Euler-Lagrange {2.1.3) genera exactamente el modelo 
a{J dado por (3.3.6-3.3.7). Esto significa, que aunque la transformación (3.3.3) se aplica 
sobre las derivadas de las coordenadas generalizadas, preserva energía. Este resultado 
permite establecer la siguiente importante 

Proposición 3.1. 

La transfprmación de Blondel {3.3.3) es canónica. 

000 

Observación 3.7. Desde el punto de vista de control, la proposición anterior garan
tiza que la aplicación de técnicas de control basadas en el moldeo de energía tienen una 
interpretación inmediata en términos de la energía del sistema. 

3.3.3 Transformación de Blondel-Park: modelos ab y dq 

Con el objetivo de eliminar la dependencia con respecto a la posición en el modelo a{J, 
R. Park en 1929 introdujo una nueva transformación. Ya que esta se basa en la trans
formación de Blondel, se conoce como transformación de Blondel-Park (BP). En esta 
sección se estudia a ella y su versión, reportada por [Liu et. al., 1989], para la máquina 
generalizada. Dos modelos, exhaustivamente utilizados en el diseño de controladores son 
presentados (los modelos ab y dq) y sus propiedades de canonicidad analizadas. 

La idea base en la transformación BP es que, en lugar de trabajar directamente con 
corrientes, voltajes y flujos asociados con las fases del sistema, algunas "variables auxil
iares" pueden ser introducidas en el modelo de la máquina de tal forma que su estructura 
se simplifique. D.e hecho, como se muestra en (Krause, 1986), esas variables auxiliares lo 
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Figura 3.3: Transformación Blondel-Park. 

que establecen es un cambio de coordenadas, que es aplicado tanto a variables de estator 
como de rotor, con el objetivo de obtener una representación de todas las variables en un 
sistema de referencia común. De manera interesante, bajo este cambio de coordenadas la 
dependencia de las inductancia con respecto de la posición desaparece. 

Con el fin de introducir la transformación BP, considere los sistemas de referencia de 
estator y rotor del modelo ci/3, el primero fijo y el segundo rotando a una velocidad q5, y 
un tercer referencial (también ortogonal) que gira a una velocidad arbitraria w,, (ver fig. 
3.3). Esto es, la posición angular de este sistema de refere.1cia, denotado por ci,,/3,,, es una 
función del tiempo de la forma 

() = w,,t + 0(0) 

donde, por conveniencia se supone que en el tiempo cero los ejes et., Ctr y Ctr coinciden, 
i.e. 0(0) =O. 

La transformación de las ecuaciones, que puede ser relacionada con las relaciones 
angulares de los ejes mostrados en la fig. 3.3, pueden ser escritas como 

f ; 1 f.i cos( O) + q.2 sin( O) 

J;2 - f.i sin( O) + q.2 cos( O) 

para las variables de estator, y 

J;1 = fr1 cos(O - q5) + qr2 sin(O - q5) 
/;2 = -fr1 sin( O - tis) + qr2 cos(O - qs) 

para las variables de rotor, donde f puede representar voltaje, corriente o flujo, y el 
superíndice de las variables del lado izquierdo indíca si las variables son de estator o 
rotor. 
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La transformación completa para variables de estator y rotor puede ser expresada 
como 

(3.3.9) 

con la matriz exponencial definida antes. Es inmediato obtener, debido a las propiedades 
de las matrices antisimétricas, que 

(3.3.10) 

La aplicación de (3.3.9) a el modelo (3.3.6-3.3.7) produce, después de algunos calculos 
sencillos, el modelo o,,{3,, del sistema 

donde 

D [ 
L,I2 

"º = L -r n•2 

L,.I2 ] . W _ [ L,:fw,, L,..Jw,, ] 
L,I2 ' rl - L,.:f(wr - iis) L,:f(w,. - iis) 

1 _ O :f . _ q;2 • _ u;1 

[ 

q;I l 
H :::2 - L,. [ -:f O ] , q,, - q~1 , u,, - [ u;

2 
] 

qr2 

R,,. = R. y M,,. = M •. En este caso el par mecánico de orígen eléctrico es 

(3.3.11) 

(3.3.12) 

(3.3.13) 

Como puede observarse, el objetivo de eliminar la dependencia con respecto a la 
posición de las entradas de las matrices se cumple, lo cual establece la principal ven
taja del modelo. 

Aunque el comportamiento del motor de inducción puede ser descrito en cualquier 
sistema coordenado, es útil seleccionar el valor de la velocidad angular w,, tomando en 
cu~nta el comportamiento físico de la máquina. En este sentido, existen dos valores que 
han sido comunmente utilizados. Estos son, el sistema de referencia estacionario, i.e. 
w,, = O, el cu~! produce el llamado modelo ab, y el sistema de referencia que gira a 
velocidad síncrona, i.e. w,, = w. con w. la frecuencia de Jos voltajes aplicados, lo cual 
produce el modelo dq. Ambo~º modelos pueden ser obtenidos por la sustitución apropiada 
en (3.3.11-3.3.12), sin embargo el intereses mostrar algunas diferencias importantes entre 
ellos. 
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Con el fin de establecer estas diferencias entre los modelos ab y dq, recuerde que los 
voltajes aplicados al modelo o/3 deben ser de la forma 

u1 = A cos(w0 t) 

u2 = A sin(w.t) 

con A la amplitud y w0 la frecuencia de las señales aplicadas. Esto implica que los voltajes 
BP transformados son, de (3.3.9), de la forma 

u;1 = Acos(w0 t)cos(9) + Asin(w.t)sin(9) 

u~2 = -A cos(w0 t) sin( O)+ A sin(w0 t) cos(9) 

(3.3.14) 

{3.3.15) 

Considere el caso cuando w,, =O lo que implica que 9 =O. La sustitución en {3.3.14-
3.3.15), produce el siguiente resultado 

11~1 ·A cos(w0 t) 
u;2 A sin(w.t) 

es decir, se recuperan los voltajes aplicados al modelo a/3. Este resultado, que no es 
sorprendente ye que en ambos modelos el referencial de estator es fijo, establece el hecho 
de que todas las señales que aparecen en el modelo ab serán variantes en el tiempo. 

Por otro lado, si w,, = w0 , lo que implica que 9 = w0 t, entonces los voltajes resultantes 
son 

lo que establece el hecho de que las variables en el modelo dq serán cantidades constantes o 
de CD. Más aún, en este caso se puede identificar el término w, = w,,-q5 como la frecuencia 
de deslizarrúento, la cual desde el punto de vista de control puede ser considerada como 
una entrada adicional. 

Observación 3.8. Note que la posible ventaja del modelo dq sobre el modelo ab debida 
a la simplificidad de las señales que en él aparecen, es compensada por el hecho de que 
los controladores diseñados utilizando el modelo ab son dados en su forma implementable, 
rrúentras que para el modelo dq algunas transformaciones adicionales se requieren. 

Como dato interesante, en in [Liu et. al., l989J una extensión (denotada transfor
mación BP extendida (EBP)) es dada para la máquina generalizada (3.1.5-3.1.6). En 
ese trabajo se obtiene condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales este modelo es 
BP transformable. Algunas máquinas específicas, incluido el motor de inducción, ilustran 
el resultado. Con el fin de hacer el trabajo autocontenido, se presenta a continuación el 
principal teorema de ese trabajo, aunque se refiere al lector interesado a [Liu et. al., 1989J 
para más detalles y la prueba del mismo. 



Capítulo 3. Motores de Inducción: Modelo y Propiedades 52 

Teorema 3.1. [Liu et. al., 1989} 

i) La máquina eléctrica (3.1.5-3.1.6) es EBP transformable si y solo si existe una matriz 
U constante de dimensión n x n tal que 

U D.(qn) - D.(qn)U = 
R.U = 

UW2 = 

w. 
UTR. 
8W2 
8qn 

(3.3.16) 

(3.3.17) 

(3.3.18) 

ii) Si la máquina es EBP transformable, una sencilla transformación es dada por 

.T(qn) = eUqn 

donde U es la matriz constante que satisface (3.3.16-3.3.18) y é 9n denota la matriz 
exponencial usual. 

iii) El sistema completo es EBP transformable si y solo si su subsistema eléctrico es 
EBP transformable. 
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Observación 3.9. Note que pre- y post-multiplicando (3.3.17) por (R.)-} se obtiene 
que la matriz U debe ser similar a una matriz antisimétrica. 

Con el propósito de estudiar las propiedades de preservación de energía de la trans
formación BP, note que el cambio de coordenadas que establece dado por 

puede ser visto como una transformación de la íorma 

. [ Tsp O] . 
Z = 0 l X (3.3.19} 

Es decir, una transformación sobre las derivadas de las coordenadas generalizadas. Se 
sabe, de la propiedad 2.6 y la observación XX, que para que este cambio de coordenadas 
califique como canónico, (3.3.19) debe definir una transformación sobre las coordenadas 
generalizadas de la forma 

y tal que 

z1(x) 
z1(x} 

z = z(x) = za(.r) 
Z4(x) 
zs(x) 
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ya que la relación z = ~:i: debe cumplirse. 

En este sentido, considere por ejemplo el caso de z4(x). De la estructura de la trans
formación BP, se puede concluir que 

8z4(x) . 8z4(x) 
-
8
-- = sm(O - q5 ); -

8
-- = cos(O - qs) 

q,¡ q,2 

y su derivada parcial con respecto a q61 , q,2 y q5 igual a cero. Esto implica que z4(x) debe 
ser de la forma 

donde r4 :/: r4(q,1, q,2). 

Considere ahora, la derivada parcial de la estructura propuesta para z4( x) con respecto 
a qs. Se sabe que esta expresión debe ser cero, por lo tanto 

implica que 
8
8

r4 = q,1 cos(O - q5 ) - q,2 sin( O - qs) 
qs 

pero r4 no puede ser una función de q,1, q,2 , y por lo tanto tampoco su derivada, entonces 
se puede concluir que no existe tal función r4, lo que implica a su vez que la transformación 
z = z(x) no se puede obtener y por lo tanto la transformacion BP no es canónica. 

En la siguiente proposición, se extendiente el resultado anterior para el caso de la 
transformación EBP. 

Proposición 3.2 

La transformación EBP no es canónica. 

Prueba. 

Considere primero que la transformación z = z(x) es canónica si y solo si z = ~:i:. 
En este caso 

8z(x) = euq. 
ax 

donde qn es la última entrada del vector x. 

Ya que U+ ur = O, ver obsP.rvación 3.9, entonces existe una matriz Q con QQT =X 
tal que 

QTUQ = diagblock{O o B;} 

donde 
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Esto implica que 

eUqn QT ediagb/ock{O or B,}Q 

o 

y por lo tanto existe un k en n tal que 

cos(¡3¡qs) - sin(/3;qs) 
sin(¡3¡qs) cos(/3¡qs) 

8zk(X) :: f( qn)i 8zk(X) :: Q 
axk 8qn 

lo cual a su vez implica que zk(x) debe tener la siguiente forma 

Zk(x) == Xkf(qn) + rk; rk Í' rk(Xk) 
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o 

La prueba se completa notando que tal rk no existe lo que ·implica finalmente que la 
transformación no es canónica. 
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Observación 3.10. Aunque no se puede hablar de funciones de energía cuando se 
trabaja con los modelos ab y dq, es interesante observar que las ideas de control por 
moldeo de energía pueden seguir siendo aplicadas para el diseño de controladores del mo
tor de inducción, como se demuestra en (Ortega/Espinosa, 1993), [Ortega et. al., 1992), 
[Espinosa/Ortega, 1993a] y [Espinosa/Ortega, 1993b]. 

3.3.4 Propiedades 

Para terminar este capítulo se presentan en esta sección una colección de propiedades del 
modelo no lineal del motor de inducción que han mostrado ser muy utiles en el diseño de 
controladores utilizando la metodología presentada en el capítulo 2. Estas propiedades 
serán utilizadas exhaustivamente en es siguiente capítulo, donde se introducen los contro
ladores propuestos en este trabajo. 

La primera propiedad está relacionada con las características de disipación de energía 
del motor. Como se esperaba, se demuestra que el motor de inducción establece un mapa 
pasivo si se consideran como entradas las fuerzas externas, voltajes de estator y par de 
carga, y salidas las derivadas de las coordenadas generalizadas directamente afectadas por 
esas fuerzas, las corrientes de estator y la velocidad angular del rotor. 

Propiedad 3.1. 
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Considere el modelo o/3 dd motor de inducción, y defina como vector de entrada a 

y como vector de salida a 

[ 
4.1 l 

y= ~: 
Bajo estas condiciones, el mapa M dado por 

es pasivo. 

Prueba. 

M:v-.y 

Considere la función cuadrática definida positiva dada por la energía total del sistema 

V( . . ) 1 ·T D ( ) . 1 J •2 
n q.,qs,qs = 2q• • qs q. + 2 qs 

La derivada de esta función a lo largo de las trayectorias de (3.3.6-3.3.7) es 

il(q., qs,qs) = -q;W1<is4. - q'[ R.q. + c¡;.u.u - Bt¡; + 'ÍsT - tZsTL + ~if. b.(qs)ci. 

la cual, notando que T = H;W1q. y b.(q5 ) = W1q5 , puede escribirse como 

if(,¡.,qs,qs) = -qTRq + yTv 

donde y y v son los vectores de entrada y salida definidos antes, R = diag{~, B} es una 
matriz simétrica definida positiva y q = [q., q5JT. 

Integrando la expresión anterior se obtiene que 

11.(T) - 'H.(O) = - LT qT Rqds + LT yT vds 

con s la variable de integración. Es fácil mostrar que esta expresión implica que 

foT yT vds ;=: e foT llcill~ds + /3; VI' > O 

con e= Amin{R} > O, fJ = -11.(0) para todo u1,u2 y TL localmente integrables. La 
proposición se prueba notando que esta ultima expresión establece la desigualdad necesaria 
para obtener la estructura de disipación. 

000 
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't 

-cis 

~m 

Figura 3.4: Motor de inducción corno interconexión de bloques pasivos. 

Observación 3.11. Basandose en la prueba de la propiedad anterior, es claro que el 
vector dado por 

'V(. . ) [ Wiqsq. ] • q.,q5,q5 = 1 ·Tw · 
"iq• 1 q. 

(3.3.20) 

contiene a los términos que no producen trabajo en el sistema. 

La segunda propiedad que se presenta está tambien relacionada con las características 
de disipación del sistema, el cual en este caso se observa como la interconexión de dos 
subsistemas. Se demuestra que ambos subsistemas, eléctrico y mecánico, son pasivos y por 
lo tanto, basandose en el hecho bien conocido de que la interconección de bloques pasivos 
es también pasiva, se obtiene una nueva interpretación de la estructura de pasividad 
encontrada en la propiedad 3.1. 

Propiedad 3.2. 

Considere el modelo del motor de inducción (3.3.6- 3.3.7) como la interconección de 
los siguientes dos mapas (ver fig.3.4). Un mapa eléctrico, establecido por (3.3.6) y dado 
por 

E. : V1 = [ ~i ] -Yt = [:;:] 

y un mapa mecánico, que se obtiene de (3.3.7), con estructura 

Bajo estas condiciones, el modelo del motor de inducción puede ser visto como la inter
conexión de dos subsistemas pasivos. 
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Prueba. 

Considere primero la energía total del subsistema eléctrico dada por 

H.(i¡.,qs) = ~i¡;' D.(qs)q. 

y cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (3.3.6) es 

il ( . ) 1 ·Tw . . ·T R . ·T M • q., qs = -2q• ¡qsq. - q. .q. + q. .u 

Notando nuevamente que T = H;"W1i¡., esta expresión se puede escribir como 

H.( i¡., qs) = -i¡;' R.i¡. +y'[ V¡ 

La integración de esta ecuación genera la siguiente desigualdad 

LT y'[ v1ds?:. c1 LT /l<i./l~ds + /31¡ VT >O 

con e¡= ,\min{R.} >O y /31 = -1t.(O), lo que prueba que E. es pasivo. 

57 

Por otro lado, el subsistema Em es estrictamente positivo real para todo J?:. O, B >O 
y por lo tanto es pasivo. 
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Observación 3.12. Se puede demostrar que las propiedades 3.1 y 3.2 son también 
válidas para los modelos ab y dq (ver (Ortega/Espinosa, 1993], (Espinosa/Ortega, 1993a] 
y (Espinosa/Ortega, 1993b]). Este resultado no es sorprendente si se considera que las 
propiedades de pasividad son de naturaleza entrada/salida y por lo tanto invariantes bajo 
transformaciones de la representación interna del sistema. 

Para introducir la tercer propiedad, note que el modelo (3.3.6-3.3.7) puede escribirse 
en forma compacta como 

'D(q)i¡ + W(q, i¡) + Ri¡ =Mu+ e 
donde 'D(q) = diag{D.(q5 ),J}, R = diag{R.,B}, M = (M[,03x3JT, e= (0,0,0,0,-TL]T, 
q = [i¡., 4sJT y W(tj, q) como en (3.3.20). 

La propiedad que se presenta es fundamental para el diseño del controlador que se 
presenta en el siguiente capítulo, y es relacionada con la observación 2.1 en el sentido de 
que prueba que una factorización adecuada del vector de fuerzas que no producen trabajo 
genera la propiedad de antisimetria de la propiedad 2.3 para todo z E ~". 

Propiedad 3.3. 

El vector de fuerzas que no producen trabajo (3.3.20) puede ser escrito como 

W(i¡,q) = [ 
o o 

-.J e-:Tq•qs O 
-JT(q,tj) 

(3.3.21) 
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donde f(q,i¡) = [Lar.Je.7q•i¡.,o,o¡r y i¡, = [q,¡,q,1JT. 

Prueba. 

Considere el vector (3.3.20) escrito como 

W(q.,qs,qs) = [ 1~t~i¡~ ] = [ l~1wi¡5 :¡q. n¡q. :¡q. 1 
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Se puede observar que, ya que la entrada (2,1) de la matriz anterior es una expresión 
cuadrática, puede expresarse como 

1 ·Tw . 1 ·T(W W ) . 2q· ¡q. = 2q· 1 + 3 q. 

siempre y cuando la matriz W3 sea antisimétrica, i.e. W3 + WJ = O. Más aún, si se adiciona 
y se sustrae el término W3i¡5i¡. en el renglón superior de la matriz se obtiene que 

W( . . ) - [ ¡1(W1 - W3)q5 HW1 + W3)q. ] . 
q., qs, qs -

2
q;(W1 + W3) O q 

Eligiendo en particular 

se obtiene la estructura propuesta en el enunciado. 
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Observación 3.13. Como se sabe, la factorización anterior no es la única alternativa 
que genera la propiedad de antisimetría deseada. Sin embargo, como se verá claro en el 
siguiente capítulo, el hecho de que el vector f( •) tenga entradas cero es su parte baja, es 
fundamental para resolver el problema de seguimiento de par para el motor de inducción 
con la metodología presentada en el capítulo 2. 

Observacíon 3.14. La prueba de que la matriz obtenida cumple con la propiedad de 
antisimetría es sencilla si se observa que 

y por lo tanto 

i>(q) - 2C(q,dotq) = [ 
o 

L.,.J e-.7q• qs 
-2fT(q,q) 

Observación 3.15. Se reíerira en lo que sigue a el modelo 

'D(q)i;+C(q,q)q + 'Rq =Mu+ e (3.3.22) 
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como la representación compacta del modelo af:J. 
La última propiedad que se presenta es el estableciemiento de la relación que existe 

entre la velocidad de rotación del vector de flujos de rotor y el par generado por el motor. 
Para esto, recuerde que la estructura de los flujos en el modelo a/3 está dada por 

(3.3.23) 

Ahora, ya que se trabaja en 2</i, el angulo de rotación del vector resultante de Rujo de 
rotor con respecto al eje a del sistema de referencia fijo al estator es 

("•2) p = arctan ..\,¡ (3.3.24) 

La relación entre la derivada con respecto al tiempo de este angulo y el par generado se 
establece en la siguiente 

Propiedad 3.4. 

La velocidad angular del vector de flujos de rotor es dada en términos del par generado 
como 

• R.,. 
p = ll..\rll2T 

con 11 • ll la norma Euclideana. 

Prueba. 

Considere la derivada con respecto al tiempo de (3.3.24) dada por 

· 1 2 "2 °2 2 1 T " 
p = ,\~l + ,\~2 ,\rl ..\,2 - ,\rl \2 = - ll..\rll2 ,\r ,1..\r 

Por otro lado, de (3.3.23) se tiene que 

~ = D.(qs)ij. + W1t/st/. = -R.tj. + M.u 

donde la última identidad se obtuvo de (3.3.6). Considerando la estructura de la matriz 
de entrada M. se puede obtener de la expresión anterior que 

~. = -R.tj. 

por lo tanto, sustituyendo esta expresión en la ecuación de p se obtiene que 

. R. ,r,,.. 
p = ll..\.11 2 "•"' q. 

La prueba se completa notando que 

i ·rw. L .r,,. -.:Jq •• 
T = 2q• 1qe = - ,.q,"' e q. 
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el cual puede ser expresado, utilizando (3.3.23), como 

T = ).; .Ji¡r 

lo que establece la relación propuesta. 
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Observación 3.16. Se cierra este capítulo remarcando el hecho de que la presentación de. 
los modelos fue hecha considerando siempre el vector de estados constituido por corrientes. 
Considerando al estructura lineal de los flujos, ver (3.3.23), es claro que cualquier otra 
representación en términos de flujos o flujos y corrientes puede ser directamente obtenida, 
más aún, cualquier selección del vector de estados no afecta las propiedades presentadas. 
En el resto del trabajo, como se ha venido haciendo, se continuará utilizando, sin pérdida 
de generalidad, el modelo expresado en témúnos unicamente de corrientes. 



Capítulo 4 

Motores de Inducción: Control 

El comportamiento dinámico de los motores de induccíon es descrito por un conjunto de 
ecuaciones diferenciales altamente acopladas, como se mostro en el capítulo 3, que hacen 
del diseño de controladores una tarea no trivial. Complicaciones adicionales se presentan 
ya que el estado completo del sistema no es disponible para medición, el motor es pertur
bado por el par de carga que es desconocido y algunos de sus parámetros (en particular las 
resistencias) varían considerablemente durante la operación. En este capítulo se presentan 
las estrategias de control desarrolladas en esta tesis para hacer frente a las complicaciones 
anteriores. Los controladores propuestos resuelven, -bajo ciertas suposiciones-, el proble
ma de control establecido en el capítulo l (i.e. seguimiento de par y regulación de norma 
de flujo de rotor), y su estructura se deriva como un caso particular de la metodología 
general presentada en el cap'itulo 2. Los resultados que se presentan en este capítulo 
son fruto del trabajo reportado en [Ortega/Espinosa, 199la], [Ortega/Espinosa, 1993], 
[Espinosa/Ortega, 1993a] y [Espinosa/Ortega, 1993b], donde los modelos ab y dq son uti
lizados. En este caso los controladores se obtienen considerando el modelo a{J (donde se 
preservan propiedades de energía) y se clarifican algunos aspectos en el desarrollo de los 
artículos cita.dos, aunque los resultados son virtualmente los mismos. Para la realización 
de esto, se explotan las propiedades del modelo presentadas en el capítulo 3. 

La estructura del capítulo es como sigue: Primero se presentan dos controladores 
basados en retroalimentación de estados; El caso ideal (que se incluye con fines de dar 
claridad a la presentación), donde se suponen conocidos los parámetros del motor y el 
par de carga. Se obtiene un controlador globalmente asintóticamente estable que no uti
liza cancelación de no linealidades, es decir es globalmente definido. Después de eso, un 
controlador adaptable globalmente convergente es introducido, donde se considera la exis
tencia de incertidumbre en los valores de las resistencias, tanto de estator como de rotor, 
del motor y en el par de carga.. Se supone valores desconocidos pero constantes en es
tas tres variables. La segunda parte del capítulo está dedicada a la presentación de dos 
controladores basados en retroalimentación de salida. Primero se presenta un controlador 
globalmente asintóticamente estable basado en la observación de estados y después un 
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controlador globalmente estable que no requiere de la reconstrucción de los estados. En 
estos dos casos, se supone conocimiento de los parámetros del sistema y el par de carga 
es compesado adaptablemente suponiendolo constante. Debe hacerse notar que, como en 
el caso ideal, todos los controladores propuestos son globalmente definidos. 

4.1 Control por retroalimentación de estados 

4.1.1 Caso Ideal 

Considere el modelo afJ en su forma compacta (la cual se repite aquí por facilidad) dado 
por 

con salida 

V(q)q + C(q, q)q + Rq =Mu+ e 

C( q, q) = [ -.:1 e~.7q'i¡s ~ 
-¡T(q,q) 

con f(q,i¡) = [L,..:Je.7q•i¡.,o,o( and i¡. = [i¡.i.i¡.2JT. 

Recuerde también que la estructura de los flujos para este modelo es 

donde A = [A;', A~Y. 

El problema particular que se resuelve en esta sección puede formularse como 

Formulación del problema: Caso ideal. 

Considere el modelo del motor de inducción (4.1.1- 4.1.2). Suponga 

A.1. Que todos los estados son disponibles para medición, 

A.2. Que todos los parámetros del motor son conocidos, y 

A.3. El par de carga TL es una función suave y acotada conocida. 

(4.1.1) 

( 4.1.2) 

( 4.1.3) 

Sea el par deseado r0(t) una función diferenciable, suave y acotada con primera 
derivada acotada y conocida, y la norma deseada para el flujo de rotor la constante 
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f3 > O. Ba.jo estas condiciones diseñe una. ley de control que asegure esta.bilida.d interna, 
seguimiento de pa.r asintótico y regulación de la norma. del flujo de rotor, es decir que el 
sistema en la.zo cerra.do satisfaga 

lim(T - Td) =O, lim 11-\rll = f3 1-00 ,_o:> (4.1.4) 

donde 11 · 11 es la. norma Euclideana, con toda.a las seña.lea uniformemente acota.das. Más 
a.ún, se requiere que el motor en esta.do esta.ble opere en un régimen balanceado. 

000 

Pa.ra resolver el problema. anterior, es claro que, si se desea aplicar la metodología. 
propuesta. en el capítulo 2, se debe establecer primero la estructura de la dinámica deseada 
y resolver el problema "de selección de coordenada.a deseadas". Siu embargo, a.ntes de 
abordar esas cuestiones, es conveniente presentar el siguiente análisis. 

Como se sa.be, por la. propiedad 3.4 y la. ortogonalidad de los ejes en un sistema de 
referencia de 2</>, el valor del ílujo de rotor en esta.do esta.ble es de la forma 

(4.1.5) 

donde A1 1 Ai definen la amplitud del vector resultante, y 

. R, 
p = ll,\rll 2 T 

con r dado por (4.1.2) y 11·11 la norma Euclideana, su velocidad de rotación. 

Por otro lado, si se desea lograr regulación de la norma del flujo de rotor y operación 
balanceada, es razonable definir la siguiente estructura para el vector de flujos de rotor 
deseados 

( 4.1.6} 

con f3 >O y Pd =a.retan(~), y por lo tanto 

Pd = ~ Td(t) 

donde rd(t) es el par deseado. 

Se puede observar que si lim,_00 ,\, = ,\,d, entonces lim1_ 00 A; = {3 y 

l
. R, R, 

12..~ p,112 T = (31 Td 

lo que a su vez implica el hecho de que 
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El análisis anterior permite reformular el problema de control en términos de la si
guiente proposición. 

Proposición 4.1: Reformulación del problema de control. Considere el modelo 
del motor de inducción (4.l.1- 4.l.2). Suponga A.1.-A.3 •. Sea el par deseado r0(t) una 
función diferenciable, suave y acotada con primera derivada acotada y conocida, y la 
norma deseada paro el flujo de rotor la constante f3 > O. Si el sistema en lazo cerrado 
compuesto por el sistema y un controlador dado asegura regulación de la norma del fluio 
del rotor con estabilidad interna, entonces el motor en estado estable opera en un régimen 
balanceado y se resuelve también el problema de seguimiento de par. 

000 

Con la formulación anterior en mente, se puede proceder ahora a la definición de la 
dinámica deseada. Para esto, note que en este caso, la estructura de este sistema dinámico 
está dada por 

con 

'D(q)iir + C(q,q)qr + Rq, ==Muo+ e 

q, q0 - A [fo' e( r)dr] 

e q-q• 
S q- tlr 

e+ Ae 

(4.1.7) 

La salida del sistema, la cual debe ser compatible con las restricciones físicas del motor, 
puede ser obtenida notando que el producto 

f r( º). L ·T,,. -:rq,. i ·Tw . - q, q q. = ,.q, '"' e q, = 2q• 1 q. 

en (4.1.1) es precisamente el par generado. Por lo tanto, considerando que la matriz 
C(q,q) es la misma en ambos sistemas, se propone la siguiente estructura para la salida 
del sistema que define la dinámica deseada 

r•(q,q•) = h(q,q.) = ~i;;,.Wi<i •• ( 4.1.8) 

donde iier :::: ¡4;,,, i;;,.¡r son las componentes eléctricas del vector 4r· 
La dinámica deseada es completamente definida con el establecimiento de la estructura 

de la restricción 
Aqr = D.(qs)<ier ( 4.1.9) 

la cual corresponde a los flujos (4.1.3) en el modelo (4.1.1). 

Debe notarse que en la definición de (4.1.7)-(4.1.9) no aparece la variable qr. Esta 
característica permite que no se imponga ninguna restricción sobre el comportamiento de 
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las coordenadas generalizadas q, si no solamente a q, así se puede simplificar la estructura. 
de la dinámica deseada definiendo q, = qd (i.e. ¡\ = O). Con esta seleccián, la ecuación 
( 4.1. 7) se reduce a 

(·1.1.1 O) 

con la restricción 
(4.1.11) 

donde Ad= [.x;d, .x;d]T y tled = [q:.i, q!;¡jT. Note que, en vista de la proposición ·1.1, si tld en 
(4.1.10) satisface (4.l.11) entonces la salida de la dinámica deseada. 

( . ) h( , ) ) ·T "' • TJ q,qd = q,qd = 'iq,dn¡qed (4.1.12) 

es también satisfecha. 

Con la definición de la dinámica deseada., el siguiente problema. a resolver en el diseño 
del controlador, es la definición de ud y qd para un rd(l) dado, tal que (4.1.10) y (4.1.11) 
se satisfagan para todo tiempo l ~O y lodo valor ele q, q y~ (i.e. rL)· 

Para resolver este problema se sigue estrechamente las etapas presentadas en la sección 
2.3.3. 

Note primero que para cualquier q, q dados, las dos primeras ecuaciones de (4.1.10) 
pueden ser satisfechas con 

(U.13) 

por lo tanto solamente se necesita resolver lo que se llamo "el problema de selección de 
coordenadas deseadas", que en este caso se puede formular como encontrar qd tal que 
(4.1.11) y 

L,.e-.:Tq'q•d + L,q,d - .Je-.:Jq'qsq,d + R,.q,d =O 

Jiisd + L.,q; .Je-.:Tq'q,d + BqSd = -n 
(4.1.14) 

{U.15) 

que son las tres ultimas ecuaciones de (4.1.10), se cumplan para todo tiempo t ~O y todo 
valor de q, q and r¿. · 

En este momento, es conveniente analizar la relación que existe entre el par y velocidad 
en máquinas eléctricas. Es bien conocido que estas dos variables están acopladas y que 
tiene una relación uno a uno, es decir, si se da un par r para un valor determinado de T¿, 

automaticamente se define la velocidad de la máquina w. Lo inverso es también cierto, si 
se da una velocidad w para algún T¿, entonces el par T es inmediatamente definido. Esta 
relación es muy clara para el caso del motor de inducción, si se observa la estructura del 
mapa Em en la proposición 3.2. 

Ahora, recuerde que se ha establecido un problema de control de par, entonces el par 
deseado dado automaticamente determina la velocidad "requerida" necesaria para generar 
esa salida. Estos argumentos, y el hecho de que (4.1.11) y (4.1.14) no dependen de q5d, 
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permiten definir el valor deseado para la velocidad de rotor como la solución de (4.1.15), 
es decir, la solución de 

En este sentido, q5d debe ser interpretado como la velocidad correspondiente al par de
seado. Note que este es el caso si q converge a qd en la expresión anterior. 

Observación 4.1. El razonamiento anterior explica porque el problema de control de 
velocidad puede ser visto como un caso particular del problema más general de control 
de par. 

Con la selección anterior para q5d, el problema se reduce a encontrar q,d y q,d como 
soluciones de ( 4.1.14) y ( 4.1.11) al mismo tiempo. Para esto, considere los siguientes 
elementos: 

Primero, si se obtiene de ( 4.1.11) la estructura para el vector deseado de flujo de rotor, 
se tiene que 

(4.1.16) 

Tomando la derivada con respecto al tiempo de esta expresión se obtiene que 

lo cual corresponde a los primeros términos de la ecuación (4.1.14), por lo tanto la susti
tución en ella produce el resultado que el flujo de rotor deseado satisface la ecuación 
diferencial 

( 4.1.17) 

Por otro lado, es claro que Ard definida en (4.I.6) es también solución de 

' R,.Td [ {J J Ard = (J2•J.\rd> Ard(O) = O (4.1.18) 

donde las condiciones iniciales son elegidas de tal forma que las formas de onda cos(-) y 
sin(·) son obtenidas. 

Colocando todas las piezas juntas, se puede sustituir ( 4.1.18) en ( 4.1.17) y obtener el 
vector de corrientes de rotor deseadas como 

• Td ,\ 
qrd = - {Jl.:J rd ( 4.1.19) 

mientras que la sustitución de esta ecuación en (4.1.16) produce 

. - (-!:!.__ -r _1 X ) .7q• ' q,d - L,.(P Tdv + L,. i e "rd ( 4.I.20) 
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que establece la estructura de las corrientes de estator deseadas. 

En este momento, se ha resuelto el problema de selección de coordenadas deseadas, 
pero antes de presentarlo formalmente en la siguiente proposición, es interesante observar 
los siguientes hechos. 

Es claro que la obtención de los valores deseados para las corrientes (4.1.19) y (4.1.20) 
se llevo acabo considerando unicamente la estructura del flujo de rotor en (4.1.11) y 
la ecuación (4.1.14). Este procedimiento no impone ningún problema ya que, como se 
muestra en el desarrollo, la uní ca dinámica fija es precisamente ( 4.1.14) o equivalentemente 
(4.1.17), las otras ecuaciones (4.1.13), (4.1.15) y los flujos deestator deseados en (4.1.11), 
dados por 

Á,d = L,i¡.d + L,.e:Tq'i¡rd 

son dinámicas libres que se satisfacen para cualquier valor de i¡,d and i¡rd· La única prueba 
que resta por presentar es que efectivamente, con los valores deseados para las corrientes 
propuestos, el par deseado dado es alcanzado. Esto puede ser directamente probado si se 
considera, de la prueba de la propiedad 3.4, que la salida de la dinámica deseada puede 
ser escrita como 

Td = >.'[.'dJqrd 

por lo tanto la sustitución de (4.l.19) y (4.1.6) produce la igualdad deseada con Td(t). 

De manera interesante, el problema pudo ser resuelto de esta forma, debido al hecho 
de que ( 4.1.17) es dada solamente en términos de Árd y i¡rdi lo cual se se retrocede en las 
etapas, es causa directa de la estructura particular de la matriz C(q, i¡), lo que explica los 
comentarios hechos en la observación 3.13. 

Despues de estos comentarios, se está en posición de de resumir los calculos anteriores 
en la siguiente proposición. 

Proposición 4.2. La señal de control para el sistema que define la dinámica deseada es 
una retroalimentación dinámica de estados de la forma 

(4.1.21) 

donde 

r( rd,Td) = L~;;, +d + t:; ( !¡;'..1 + I2) + 
+ L,:•fJ, ( L,I2 + ~..1) Rr + ¿ ( ~I2 - ..1) R, 

( 4.1.22) 

i• con u := L, - =r; y estados del controlador 

qsd = -} [L,.i¡'[.' ..1 e-:r9•i¡.d + Bi¡sd + TL] ¡ qsd(O) = i¡Sdo 

y 
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Prueba. 

La prueba de la proposición de reduce solamente a la sustitución de (4.1.19) y (4.l.20) 
en (4.1.13), y a la agrupación de términos. 

DDD 

Observación 4.2. Es importante remarcar el hecho de que tld definida antes es la única 
selección que asegura que la salida de la dinámica deseada es igual al par deseado, i.e. 
h( q, tld) = Td, y regulación de norma de flujo con régimen balanceado. Esto puede ser 
probado notando que para un Td(t) y {3 dados la solución de (4.1.18} es única, entonces el 
valor de (4.1.19} es también único, lo que implica a su vez la unicidad de (4.1.20). 

Como en el caso general, con los resultados obtenidos se ha caracterizado la variedad 
no lineal T = r0 donde el error es cero. La siguiente etapa es diseñar la entrada de control 
u y establecer la atractividad de esta variedad. Esto es, para completar el diseño solo 
se necesita encontrar una ley de control para el motor, la cual asegure que su dinámica 
converja asintóticamente a la dinámica deseada. Para llevar a cabo esta estapa se utilizan 
argumentos estandares de la teoría de Lyapunov. 

Defina la señal dP. error del estado como e = q - qd, la cual restando ( 4.1.1) y ( 4.1.10), 
se demuestra que satisface 

'D(q)e + C(q,q)e +ne= Mu -Mud ( 4.1.23) 

donde los términos del lado derecho pueden ser escritos, considerando las ecuaciones 
( 4.1.13}, ( 4.1.15) y ( 4.1.17), como 

Note que, con las definiciones de los valores deseados para las corrientes y los estados 
del controlador en la proposición 4.2, se asegura que el segundo y tercer renglon de la 
expresión anterior son cero, por lo tanto, si se define u = ud, lo que establece la ley de 
control para el sistema, la ecuación anterior se simplifica a 

'D(q)e + C(q,q)e +ne= O (4.l.24) 

Ahora, considere la función cuadrática 

( 4.1.25) 

la cual, debido a la positividad de 'D(q), satisface las siguiente cotas 

(4.1.26) 
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donde .\min{·},.\marÍ'} denotan los valores propios máximo y mínimo de{·}. Tomando 
la derivada de (4.l.25) a lo largo de las trayectorias de (4.l.24) se obtiene que 

V= -eTne 

Es claro de la expresión anterior que 

V:::; -.\min {'R}lie(t)li2 

por lo tanto, utilizando ( 4.1.26) se obtiene que V :::; -a V con a= ;::: ~} > O. Integrando 
esta expresión se tiene que 

V(t):::; V(O) + fo'(-a)V(s)ds 

donde aplicando la desigualdad de Gronwall produce el siguiente resultado 

V(t) :::; V(O)e-"1 

donde, si se utiliza nuevamente (4.1.26), se demuestra que 

/le(t)Jl 2 :::; me-"1/le(0)/12, m := ,\mar{D} >O 
..\min{D} 

y consecuentemente el error de estados cont•erge exponencialmente a cero. 

( 4.1.27) 

Para probar estabilidad interna para todo t E [O, oo ), note que la dinámica del sistema 
en lazo cerrado, si u = ud, es completamente descrita por (4.l.24), (4.l.15) y (4.1.18). 
Este conjunto de ecuaciones diferenciales es localmente Lipschitz en el estado, y bajo las 
consideraciones sobre los pares deseados y de carga, también es contínua en t. Por lo tanto, 
existe un intervalo de tiempo [O, ti) donde las soluciones existen y son unicas. Ahora, 
para todo t E [O, ti), la ecuación ( 4.1.27) se cumple. Por otro lado, por definición .\,d 
(4.1.6) es acotada, esto implica que (4.1.19) y (4.1.20) son también acotadas. Esto junto 
con el acotamiento de TL prueba que sobre el intervalo de tiempo [O, ti), q5d es acotado 
de (4.1.15), el cual es la salida de un filtro de primer orden lineal estable con entrada 
acotada, por lo que sus soluciones no pueden crecer más rápido que una exponencial en 
este intervalo de tiempo. Ya que m y a en (4.1.27) son independientes de 11, se puede 
repetir los argumentos para una nueva condición inicial t1 y definir la continuación de la 
solución en un nuevo intervalo de tiempo [t 1,2ti].Esto permite extender el intervalo de 
tiempo de las soluciones a todo el eje real. 

Este resultado puede ser interpretado en términos de moldeo de energía. si se considera 
la función cuadrática (4.1.25) como la energía deseada de el sistema en lazo cerrado, 
entonces con la definición de u = Ud se está encontrando la ley de control que moldea 
la energía original del sistema para obtener el comportamiento deseado. Más aún, si ~e 
modifica la ley de control y el estado del controlador q5 como 

u ud - K1e.; K1 >O 

i/sd = -j [L.,q; .:re-.7q•q.d + Bqsd + K,es + nj; K, > O 

(4.1.28) 

( 4.1.29) 
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donde e.= q, - q,d andes= q5 - q5d, entonces la ecuacion (4.l.24) toma la forma 

D(q)é + C(q, q)e +('R.+ A:)e =O 

con A:= diag{K1,0,K2 }, y la derivada con respecto al tiempo de (4.1.25) a lo largo de 
esta ecuación es 

V= -eT('R. + IC)e 

Esto implica que el valor de a en (4.1.27) es ahora dado por 

Amin {'R.+ K:} O 
a= > 

Ama'<{D} 

lo que implica a su vez que se ha mejorado la velocidad de convergencia del error a cero, 
o equivalentemente "se ha adicionado amortiguamiento" al sistema. 

Después de este análisis, se puede presentar el primer resultado principal de este 
capítulo acerca del control del modelo no lineal del motor de inducción. 

Teorema 4.1. Considere el modelo del motor de inducción (2.1.7) con salida T ( 4.1.2), 
flujos>. (4.1.3) y suposiciones A.l - A.3. Sea la ley de control definida como 

(4.1.30) 

con 
I'(rd,fd) = L~;';1fd + f:; (~.J +I2) + 

+ L:,~, ( L,I2 + f¿;-..7) Rr + ¿ ( !efr12 - .1) R, 
(4.I.31) 

y estados del controlador 

~rd ( 4.1.32) 

( 4.1.33) 

con condiciones iniciales ,\rd(O) = [,8,0jT, tlsd(O) = tl5dO· Bajo estas condiciones el sistema 
en la.zo cerrado es globalmente asintóticamente estable logrando seguimiento de par y 
regulación de norma de flujo de rotor con operación balanceada. 

000 

Observación 4.3. Como se puede observar inmediatamente, las principales desventajas 
del controlador anterior son las suposiciones sobre el conocimiento de los parámetros y el 
par de carga, y la medición del estado completo. Sin embargo, una ventaja grande de él 
es que la ley de control es globalmente definida, i.e. no existen puntos singulares. 

En la siguiente sección se presenta una versión modificada del controlador anterior 
que relaja la suposición de resistencias y par de carga conocidos pero que requiere aún de 
medición del estado completo. 
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4.1.2 Caso Adaptable 

En esta sección se presenta un controlador de retroalimentación de estados globalmente 
convergente que relaja la suposición de conocimiento sobre el valor de las resistencias del 
motor, tanto del estator como del rotor, y el par de carga. Se supone que estos tres 
parámetros son desconocidos pero constantes y la idea que se sigue es reemplazar a ellos 
por sus valores estimados R., R., y h , y al mismo tiempo, utilizar estos estimados para 
calcular el (ahora variante en el tiempo) término de compensación f( ·) del controlador. 

El problema de control particular que se resuelve en esta sección se puede formular 
como 

Formulación del problema: Caso Adaptable. 

Considere el modelo del motor de inducción (4.1.1- 4.1.2). Suponga 

A.la. Que todo el estado es disponible para medición, 

A.2a. Las resistencias del motor R., R, son desconocidas, y 

A.3a. El par de carga TL es una función constante desconocida. 

Sea el par deseado Td(t) una función diferenciable, suave y acotada con primera 
derivada acotada y conocida, y la norma deseada para el flujo de rotor la constante 
/3 > O. Bajo estas condiciones diseñe una ley de control que asegure estabilidad interna, 
seguimiento de par asintótico y regulación de la norma del flujo de rotor, es decir que el 
sistema en lazo cerrado satisfaga 

( 4.1.34) 

donde 11 · ll es la norma Euclideana, con todas las señales uniformemente acotadas. Más 
aún, se requiere que el motor en estado estable opere en un régimen balanceado. 

000 

El procedimiento que se sigue para resolver el problema anterior es diseñar un contro
lador adaptable estrechamente relacionado con el presentado en el caso ideal, por Jo tanto 
se usarán exhaustivamente los resultados obtenidos en la sección correspondiente. 

En la sección anterior, si se considera el modelo del motor dado por (4.1.1-4.1.2), la 
dinámica deseada está dada por (4.1.10-4.1.12), más aún, se sabe por la proposición 4.2, 
que la señal de control que satisface ese sistema y resuelve el "problema de selección de 
coordenadas deseadas" es 

donde 
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con estados del controlador 

iisd = -] [L,.q~ .:Je-;Jq,q.d + Bqsd + ri]; 'Ísd(O) = q5do 

y 

.\,d = ~;d .:J ,\,d, A,d(O) = [ ~ ] 
y valores deseados de las corrientes ( 4.1.19) y ( 4.1.20). 

También en la sección anterior, se probó que si u = Ud la señal de error entre los 
estados reales y los deseados, converge exponencialmente a cero. En este caso, desafor
tunadamente, no se puede seguir con el mismo procedimiento que en ese caso ya que se 
supone que en las ecuaciones anteriores los valores de R., R. y TL son desconocidos. La 
forma en que se propone compensar esta incertidumbre en los parámetros, es conservar la 
misma estructura del controlador que en el caso ideal, y reemplazar los parámetros reales 
por sus estimados directamente, para después de eso diseñar una ley de adaptación que 
permita resolver el problema planteado. 

Considere entonces la siguiente proposición para la estructura del controlador 

U = r( Td, Td, R., R,).:J e;¡q, A,d + L,..:J e-;Jq, 'Ír'Ísd - K1 e, 

donde 

con estados del controlador 

ii5d = -j, [L,.q~ .:Je-:Jq,q,d + Bqsd + K1es +Ti] 

y 

· k,. Td 
,\rd = 7.:f ,\rd 

y valores deseados para las corrientes dados por ( 4.1.19) y ( 4.1.20). 

Si se define la señal de error en los estados como e = q - qd, entonces de (4.1.1) y 
(4.1.10), se llega a la siguiente ecuación que define Ja dinámica de este error 

V(q)e+C(q,q)e +'Re= Mu-Mud 

donde 
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Note que, debido a la estructura propuesta para el controlador, la expresión anterior 
no es cero como en el caso idea.!, ya que por la discrepancia entre los valores estimados 
y los reales se introducen términos adicionales. Estos términos pueden ser obtenidos 
sustituyendo el controlador propuesto, suR estados y ud en la ecuación anterior, lo que 
produce el siguiente resultado 

[ 

L:"ti• (L,Id ~.1) (Íl,. - R,) + ¿ ( ~I2 - .7) (.R. - R,) - K1e, l 
Mu - Mud = !J.1>.rd(Íl,. -R,.) 

(f¿ - rL) - K2es 

el cual, si se define 

y 01 = (R, - R,), 02 = (Íl,. - R,.), 03 = (T¿ - rL), puede ser escrito como 

Reemplazando la expresión anterior en la ecuación de la dinámica del error, se obtiene 
que 

'D(q)e + C(q, q)e +('R.+ K)e = ~ñ 

where /C = diag{K1I2,0,K2}, ñ = [0.,02,ñ3JT and 

[ 
t/J1 t/J2 o l 

~ = o ¡/J3 o 
o o 1 

Considere ahora la función cuadrática definida positiva 

cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (4.1.35) es 

( 4.1.35) 

( 4.1.36) 

( 4.1.37) 
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donde se ha utilizado nuevamente la propiedad de antisimetría de 'D(q) y C(q, q). 
Esta última ecuación permite definir la. ley de adatación requerida para los parámetros 

desconocidos. Esta definición debe ser hecha tal que la convergencia del error de estados 
se asegure, lo cual se obtiene inmediatamente si se observa que 

(4.l.38) 

en ( 4.1.37) produce la estructura deseada 

( 4.1.39) 

Desafortunadamente, en este caso no es posible establecer convergencia exponencial a 
cero del error de estado, sin embargo, notando que la derivada con respecto al tiempo de 
(4.1.36) dada por (4.1.39) es negativa semidefinida, i.e. 

v.~ o 

pero que la unica solución que cumple con la igualdad es e = O, entonces se puede aplicar 
el teorema de La Salle y concluir estabilidad asintótica, es decir 

lim e(t) =0 
1-00 

La estabilidad interna puede ser probada siguiendo argumentos similares a los uti
lizados en el caso ideal, los cuales son equivalentes a la siguiente discusión. Note que 
en este caso la dinámica del sistema en lazo cerrado está completamente determinada 
por (4.1.35), (4.2.24) y los estados del controlador. Ahora, de (4.1.36) se obtiene que la 
función V,. es acotada por abajo, mientras que de (4.1.39) es acotada por arriba. Por lo 
tanto se puede concluir que e y O son acotados. Más aún, e tiende a cero. Ya que ~rd es 
acotado por construcción, también lo son los valores deseados de las corrientes q.d and qrd, 
y consecuentemente (debido a la tendencia de e a cero) q. and 4r· Finalmente, el hecho 
de que q5d es acotado se concluye de recordar que es la salida de un filtro lineal estable 
de primer orden cuya entrada, la cual es función de seiiales acotadas, es acotada. 

Antes de presentar formalmente el resultado obtenido, se presentan a continucación a 
partir de ( 4.2.24), las leyes de adaptación para cada uno de los parámetros como 

ñ. _ 1q)T [e¡] 
i e2 

R. = -1 ( q)f [ :: ] + q)r [ :: ]) 
TL = -1es 

con ganancia de adaptación 1 > O. 
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Es interesante notar que para el caso de T¿, ya que solo depende de c5, no se require 
excitación persistente para. concluir la convergencia. del estimado del par de carga a su 
valor real, como se puede notar del último renglon de (4.1.35). Sin embargo, para el caso 
de las resistencias del motor, esta condición es requerida. Desafortunadamente, no es 
posible probar que la señal </i; satisfaga tal condición y por lo tanto no es posible concluir 
convergencia de los valores estimados de las resistencias a sus valores reales. Este resultado 
no es sorprendente, ya que como es bien conocido en esquemas adaptables directos, como 
es el caso, la convergencia del error de estados puede ser alcanzada sin convergencia de 
los parámetros. 

Considerando el análisis anterior, se puede presentar el segundo resultado principal de 
este capítulo. 

Teorema 4.2. Considere el modelo del motor de inducción (4.1.1) con salida el par r 
( 4.1.2), flujo de rotor..\ ( 4.1.3) y las suposiciones A.la-A.3a. Sea la ley de control definida 
como 

(4.1.40) 

donde 

fh,fd,Íl,,Íf.) = i,$+df;';(!¡?..1+I2)+ 
+L,:~, (L.Id 1f..1) Íl,. + ¿ (~I2 -..1) R, 

(4.1.41) 

con estados del controlador 

ij5d = -} [L.,q;'. ..1e-:fq•q,d + Btisd + Kles + h] ( 4.1.42) 

y 

· Íl,.rd 
..\rd = {j2..1..\rd ( 4.1.43} 

con condiciones iniciales ..\rd(O) = [.B, o]T y Qsd(O) = Qsdo· La ley de adaptación para cada 
parámetro está dada por 

il. --y<fif [ :: ] (4.1.44) 

R. -1 ( <Pf [ :: ] + <PI [ :: ]) ( 4.1.45) 

h --res ( 4.1.46) 

donde 

4'1 _1 ( TdLrI
2 

_ .J) 
L.. .132 

(4.1.47) 

4'2 Td ( Lru ) 
Lar.82 L,I2 + -¡p..1 ( 4.1.48) 

<fi3 
Td 

(4.1.49) = ¡32 ..1..\rd 



Capítulo J. Motores de Inducción: Control 76 

con 'Y > O la ganancia de adaptación y (4.1.19), (4.1.20) los valores deseados para las 
corrientes. 

Bajo estas condiciones, el esquema es globalmente estable y asegura seguinúento de 
par y regulación de la norma del flujo de rotor con operación balanceada con todas las 
señales internas acotadas. Más aún, el estimado del par de carga converge al valor real 
del núsmo. 

000 

Observación 4.4. Es interesante observar que el controlador propuesto es muy fácil de 
sintonizar. Existen solamente cuatro parámetros a elegir, la ganancia de adaptación ""f, la 
norma del flujo de rotor deseada {3 y las ganancias Ki, K2• Note también que, como en 
el caso ideal, no existen puntos singulares en el comportanúento del controlador. 

4.2 Control por retroalimentación de salida 

4.2.1 Caso basado en observardor de estados 

En esta segunda parte del capítulo, se estudia el problema de control de motores de 
inducción considerando que solamente se tiene a disposición las variables medibles del sis· 
tema, i.e. corrientes de estator y velocidad del rotor. Se supone que tanto los parámetros 
del motor son conocidos y se desconoce el par de carga. En particular., en esta sección 
se desarrolla un controlador por retroalimentación de salida basado en un observador de 
estados y el problema que se resuelve puede ser formulado como 

Formulación del problema: Caso basado en observador. 

Considere el modelo del motor de inducción (4.1.1- 4.1.2). Suponga 

A.lo. Las corrientes de estator q81 ,q.1 y la velocidad del rotor q5 son disponibles para 
medición, 

A.2o. Los parámetros del motor son conocidos, y 

A.3o. El par de carga TL es una función desconocida constante. 

Sea el par deseado Td(t) una función diferenciable, suave y acotada con primera 
derivada acotada y. conocida, y la norma deseada para el flujo de rotor la constante 
{3 > O. Bajo estas condiciones diseñe una ley de control que asegure estabilidad interna, 
seguimiento de par asintótico y regulación de la norma del flujo de rotor, es decir que el 
sistema en lazo cerrado satisfaga 

(4.2.1) 
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donde 11 • 11 es la norma Euclideana, con todas las señales uniformemente acotadas. Más 
aún, se requiere que el motor en estado estable opere en un régimen balanceado. 

000 

Para resolver el problema anterior se sigue el mismo procedimiento que en el caso de 
retroalimentación de estados, i.e. se define la dinámica deseada y utilizando la solución 
del problema de selección de coordenadas deseadas, se propone una ley de control que 
cubre el objetivo de control bajo algunas suposiciones particulares. Por lo tanto en este 
caso, la dinámica deseada es definida también como en (4.1.10), y por lo tanto la entrada 
de control que satisface este sistema es dada como en la proposición 4.2. Sin embargo, 
como en el caso adaptable, la implementación directa de ese resultado, i.e. hacer u = ud, 
no puede ser realizada, ahora por el hecho de que se supone que las variables de rotor no 
son medibles. 

Considerando el procedimiento seguido en el caso adaptable, la idea aquí es proponer 
una estructura para el controlador similar a la del caso ideal pero sustituyendo las corrien
tes de rotor por sus estimados ~ •. Después diseñar un observador que asegure la solución 
del problema planteado. 

Considere la siguiente proposición para la estructura del controlador 

con 
r(rd, fd) = -fac%,,fd + .h. (~:! + I2) + LufJ L,,. JI" 

+L:"ff, (L.I2 +~:!)R.+¿ (~I2 -:!) R. 
y los estados del controlador 

R.rd 
fj2:/Ard 

l [L ~T 'T .19 ' B' K • ] -7 •• q. o.1 e- 'q,d + qsd + 2es + TL 

con condiciones iniciales :i..d(O) = [,B, o¡r, qSd(O) = ilsdo· 

( 4.2.2) 

(4.2.3) 

(4.2.4) 

( 4.2.5) 

Los problemas que se presentan son: Diseñar un observador que genere las señales ~. 
y probar la solución del problema planteado con retroalimentación de estados estimados. 
Con fines de claridad en la presentación, se presenta primero el diseño del observador. 
Después, se estudia las propiedades de estabilidad del sistema en lazo cerrado compuesto 
por el sistema, el controlador anterior y el observador propuesto. 

Diseño del observador. 

Siguiendo la misma filosofía que en las secciones anteriores, se diseñara un observador 
globalmente convergente utilizando las ecuaciones de error del estado. Sin embargo, en 
este caso es conveniente recordar que la variables no medibles son de naturaleza eléctrica, 
por lo tanto solamente se considerara la parte correspondiente del sistema. 
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De (3.3.6-3.3.7), se sabe que el modelo cr/3 puede ser escrito como 
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(4.2.6) 

(4.2.7) 

donde la primera ecuación corresponde al subsistema eléctrico mientras que la segunda al 
mecánico con matrices definidas en la sección del caso ideal. 

Para desarrollar un observador para ( 4.2.6) utilizando las ecuaciones de error, es nece
sario que las matrices D,(qs) y W1(q5 )q5 satisfagan la propiedad fundamental de anti
simetría introducida en el capítulo 2. Más aún, la información que el observador recibe 
del sistema es solamente vía las corrientes y voltajes de estator y la velocidad de rotor. 
Adicionalmente, es conveniente que el observador sea del tipo de lazo cerrado (con el fin 
de incrementar su robustez). 

La primera de estas características puede ser cubierta notando que 

por lo tanto, si se es capaz de adicionar a Ja entrada (2,1) de la matriz anterior la cantidad 
-2.:T e-.79• se obtandrá la propiedad de antisimetría deseada. De manera interesante, la 
adicion de tal término puede ser llevada a cabo al mismo tiempo que las dos características 
restantes impuestas a la estruct.ura del controlador, son cubiertas. 

Para este fin, considere la siguiente propuesta para la estructura del observador 

D,(qs)q, + Wi(qs)qsq, + R,q, = li-1,u - L(qs,tis)~. 

con ~. = q, - q, el error de observación y 

L = [ L.,:r~-.J'q• ~ ] 'Ís 

( 4.2.8) 

( 4.2.9) 

Note que el observador solamente depende de las variables mecánicas y, debido a la estruc
tura de la matriz L(q5 , •is), solamente requiere medición de las corrientes de estator. Más 
aún, si se obtiene la ecuación que describe la dinámica del error de observación, restando 
( 4.2.8) y ( 4.2.6), entonces 

D,(qs)q, + (Witis + L)~. +R.~.= O (4.2.10) 

Ahora, considere la ecuación cuadrática 

l ~T ~ 
V. = 2q• D,(qs)q, 

cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (4.2.10) es 

• •T •. 
Vo = -ij, R,ij, 
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ya que ahora la matriz ÍJ,(q5 ) - 2(W1(q5 )q5 + L(q5 , q5 ) es antisimétrica. 

Utilizando las cotas de las funciones V y V0 es fácil encontrar constantes positivas 
m0 , 0 0 tales que 

/lq.(t)!12 ~ m 0 e-ª01 /lq.(O)U2 
lo cual establece la convergencia exponencial del error de observación a cero. 

Con este resultado, se puede presentar la siguiente proposición intermedia in la solución 
del problema planteado. 

Proposición 4.3. 

Para el modelo del motor de inducción (4.1.1) el observador no lineal 

D,(qs)~. + Wi(qs)iisq, + R,q, = M,u - L(qs,iis)q, 

con q, = q, - q, el error de observación y 

L = [ L •• :r~-.1q, ~ ] 'Ís 

produce convergencia exponencial del error de observación a cero. 

000 

Observación 4.5. El observador no lineal anterior fue reportado primero en 
[Ortega/Espinosa, 199lb) para el modelo dq. Hasta donde se conoce por el autor, este 
es el único observador exponencialmente estable para el modelo completo del motor de 
inducción. 

Retroalimentación de estados estimados. 

Una vez establecida la estructura del observador, el problema que se aborda es el 
estudio de las propiedades de estabilidad del sistema en lazo cerrado con retroalimentación 
de estados estimados. Para este fin, considere nuevamente la ecuación del error de estados 

"D(q)1HC(q,q)e +"Re= Mu - Mua 

donde 

Mu - Mua = [ ~ ]- [ ~rd :~'Íra ] 
O Jiisa + L,.4; :re-.19•q,a + Bqsa + TL 

La sustitución del controlador propuesto (4.2.2-4.2.5) in la expresión anterior produce 

"D(q)1H C(q, q)e + ("R + .t)e = S(qs, iia)q, +e 

donde .t = diag{K1I2,0,0,K2}, e= (0,0,0,0,fi-TLf y 

[ 

O L,.:fe.1q•qsa l 
S= O O 

O L,.qfa:T e.1q, 

(4.2.11) 
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Es claro que el sistema en lazo cerrado es ahora descrito por las ecuaciónes de los 
errores ( 4.2.11) and ( 4.2.10). 

Considere ahora la función candidata de Lyapunov compuesta dada poi 

IT 1 TV( ) l !TD (. ) ! 1 •2 
Yo = 2e q e+ 2q• e qs q. + 2./L 

cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (4.2.11) and (4.2.10), considerando la 
antisimetría de V- 2C and b. - 2(W1q5 + L), esta dada por 

• T T ~ !T ~ 1 • ! • 
V0 =-e ("R.+ /C)e +e Sq. - q, 11.eq. + -riri + ries 

'"( 

En este momento, se está en posición de determinar la ley de adaptación para com· 
pensar la incertidumbre del par de carga. Note que, si en la expresión anterior se define 

fi = -1es; '"f > O (4.2.12) 

entonces, bajo la suposición de que el par de carga es constante, se obtiene que 

V,, = -eT ("R.+ K)e + eT Sq, - q; R.q. 
La última etapa es encontrar condiciones que hagan la función anterior negativa definida. 
Para esto, se puede definir el vector z = [eT, q;JT y , después de algunos arreglos sencillos, 
llegar a la expresión equivalente, pero mas simple 

con 

V0 =-zTQz 

Q _ [ n + JC -ts] 
- -tST lle 

Es bien conocido que, la positividad de Q se cumple si y solo si (ver 
[Kreindler et. al., 1972]), R. es positiva definida y 

n + K. - ~s n-1 sT > o 4 e 

donde 

con 
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Por lo tanto, si se eligen 

K1 > L~r ·2 
4/l,. qSd (4.2.13) 

K2 > L:r •T • 
4/l,. q,dq•d (4.2.14) 

la positividad de Q se logra. Sin embargo, note que el término del lado derecho en esta 
última expresión es variante en el tiempo. Esta situación obliga a definir en este caso, las 
ganancias también variantes en el tiempo 

K1(<i5d) = L~r ·2 
-;¡;-qsd ( 4.2:15) 

K2(<id) = L:r ·T · -;¡;-q.dq•d (4.2.16) 

donde O < f < R,,.. Note que el factor f que se introduce, además de establecer las 
condiciones impuestas por (4.2.13- 4.2.14), refleja la incertidumbre sobre el valor de la 
resistencia de rotor. 

Para establecer la estabilidad interna del controlador propuesto, note que el sistema 
en lazo cerrado está completamente determinado por ( 4.2.10), ( 4.2.11 ), los estados del 
controlador (4.2.4-4.2.5) y la ley de adaptación para el par de carga (4.2.12). Ahora, de 
la positividad de Q se puede concluir que e, q. y fi son acotados. Más aún, aplicando 
el teorema de invariancia de La Salle se concluye que e -> O y q. -> O. Ya que Ard es 
acotado por construcción también lo son q.d, <ird y por lo tanto 'Ísd, visto nuevamente como 
la salida de un filtro lineal estable de primer orden con entrada acotada. Notando que, 
como en el caso adaptable, Ti -> O, se puede concluir finalmente la estabilidad asintótica 
del sistema completo. 

El siguiente teorema, resume los resultados obtenidos y establece la presentación del 
tercer resultado principal de este capítulo. 

Teorema 4.3. 

Considere el modelo del motor de inducción dado por ( 4.1. l) con salida T ( 4.1.2), flujos 
A (4.1.3) y las suposiciones A.lo. - A.3o. Sea la ley de control definida como 

(4.2.17) 

con 
f(rd, i'd) = L~;µ2 fd + é,: ( ~.1 + I2) + 

+ i:"¡¡, ( L,I2 + 1'¿f .J) Rr + ¿ ( ~I2 - .1) R, 
( 4.2.18) 

y estados del controlador 

' /l,.Td 
Ard = --¡;-.1 Ard ( 4.2.19) 

iisd -] [L.,q; .1e-.1q•q,d + B<isd + K2(<id)es +Ti] (4.2.20) 
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con condiciones iniciales ,\rd(O) = [¡3,0]T, q5d(O) = tlsdo· Las ganancias K1(4sd) and K1(tid) 
son dadas como 

L~. ·2 
-¡;-q.ld 

L~. ( ·2 ·2 ) o D -:¡;- q¡d + qld ' < f < ,.,. 

mientras el estimador de estados y la ley de adaptación para el par de carga son 

D,(qs)~. + Witisq. + R.q. 
Ti 

con q, := q, - q, el error de observación y 

M,u - L(qs,qs)q, 
-1es, '")'>O 

( 4.2.21) 

( 4.2.22) 

(4.2.23) 

(4.2.24) 

Bajo estas condiciones, el sistema en lazo cerrado es globalmente asintóticamente estable 
logrando seguimiento de par y regulación de la norma del flujo de rotor con operación 
balanceada. 

000 

Observación 4.6. Note nuevamente que la sintonización del controlador anterior es muy 
simple, existeu escencialmente dos parámetros de diseño, la constante f y la ganancia de 
adaptación '°Y· Se debe hacer notar también, que el controlador es siempre bien definido 
en el sentido de que no existen puntos singulares. 

4.2.2 Caso sin reconstrucción de estados 

En esta última sección se presenta un controlador dinámico globalmente estable basado 
en retroalimentación de salida el cual no utiliza ideas de reconstrucción de estados. El 
procedimiento que se sigue es motivado por el hecho bien conocido de que la inteconección 
de subsistemas pasivos es también pasiva. Se considera el modelo a¡3 model como en 
(3.3.6- 3.3. 7), el cual se repite aqui por facilidad, dado por 

D,(qs)ii. + W1(qs)qsq. + R,q. 

Jqs + Bqs 

M,u 

l .rw. 2q• ¡q. - TL 

(4.2.25) 

(4.2.26) 

y se propone diseñar un controlador basado en ideas de asignación de dinámica deseada 
(o equivalentemente, en ideas de moldeo de energía) del subsistema eléctrico solamente, 
tratando al subsistema mecánico como una"perturbación pasiva". Esto puede ser hecho, 
si se considera de la propiedad 3.2, que ambos subsistemas son pasivos. El punto básico 
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aqui es que el moldeo de la energía eléctrica y la inyección de amortiguamiento puede 
llevarse a cabo utilizando unicamente variables medibles. 

El problema particular que se resuelve en esta sección, puede formularse como en el 
caso basado en observador de estados, pero considerando que, debido al hecho de que aqui 
no se trabaja con la parte mecánica, no es necesario imponer ninguna restricción al par 
de carga más que sea una función acotada y suave. Con esto, la formulación del problema 
es 

Formulación del problema: Caso sin recostrucción de estados. 

Considere el mismo problema que en el caso basado en observación de estados, pero 
sustituya la suposición A.3o. por 

A.3ol. El par de carga rL(t) es una función suave y acotada. 

000 

Ya que se trabajará unicamente con el subsistema eléctrico del motor, y se desea aplicar 
la misma metodología basada en ecuaciones de error que en las secciones anteriores, se 
debe encontrar una representación que posea la propiedad de antisimetría introducida 
antes. Para esto, recuerde el procedimiento seguido en el diseño del observador en la 
sección anterior. Se sabe que si la matriz 

se adiciona a la matriz W1(q5 )q5 en el modelo, la citada propiedad se obtiene. Sin embargo, 
en este caso no es posible solamente adicionar esta matriz, ya que implicaría modificar el 
sistema. Para compensar este cambio, se propone la siguiente representación equivalente 
del subsistema eléctrico 

( 4.2.27) 

la cual no altera la estructura original y posee la propiedad deseada. Por supuesto el 
"precio" de esta modificación es la pérdida de la propiedad de positividad de la matriz 
correspondiente a los términos de disipación, que ahora tiene la forma 

Con esta modificación, la dinámica deseada para la parte eléctrica del motor se propone 
como 

(4.2.28) 

y el problema inmediato es encontrar el control ud y los valores deseados q.d que satisfagan 
este sistema. Afortunadamente, si se nota que el sistema anterior puede ser descompuesto 
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como 

L.q,d + L,.e.:Tq•ij.d + L •• .:T e.:Tq'i¡s<ird + R.i¡,d 
L,.e-.:Tq'ii•d + L.ij.d - L, • .:re-.:Tq,i¡5i¡,d + R.i¡rd 
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(4.2.29) 

(4.2.30) 

y se toma en cuenta que el flujo de rotor del sistema es el mismo que para el sistema 
completo, esto es 

,\rd = L,,e-.:Tq•i¡.d + L,i¡.d 

se puede establecer que la segunda ecuación (4.2.30) satisface también la ecuación dife
rencial 

Á.d + R.i¡.d :::: O 

y por lo tanto el mismo estado del controlador 

. R. 
,\rd = /32 Td.:J ,\rd ( 4.2.31) 

y los mismos valores deseados de las corrientes (4.1.19- 4.1.20) son apropiadas soluciones 
del sistema. 

De manera interesante, se puede observar que la entrada de control requerida para 
satisfacer al sistema depende unicamcnte de variables medibles. 

Considere ahora, la ecuación de error de estado dada por la resta de ( 4.2.27) y (4.2.28) 
como 

(4.2.32) 

donde 

M.u - M.ud = [ ~ ] - [ ,\ UdR . ] 
rd + r9rd 

y e1 = [i¡;,i¡;¡r - [i¡~,i¡;dJT. Es claro que; ya que se sabe que la segunda ecuación.es 
satisfecha por la selección de valores deseados, si se eli¡i;e u = ud, la expresión anterior se 
reduce a 

D.(qs)ei + (W1(qs)i¡s + L(qs,i¡s))e1 +(R. - L(qs,<is))e1 =O 

pero en este caso, con la matriz R. - L(q5 , i¡5 ) de signo indefinido. Para superar esta 
dificultad, sea la entrada u del sistema dada por 

con K3 una ganancia con valor a definir. 

Esta nueva ley de control produce que la ecuación del error ( 4.2.32) tome la forma 

(4.2.33) 
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donde X::1 = diag{l\3,0}. 

Para probar convergencia del error, considere la ecuación cuadrática 

Val= ~ef D.(qs)e1 

y considere temporalmente que q5 no tiene tiempo de escape finito. Bajo estas conside
raciones, se puede evaluar la derivada con respecto al tiempo de Vo1 a lo largo de las 
trayectorias de ( 4.2.33) con lo que se obtiene, utilizando la propiedad de antisimetría, que 

Vo1 = -efQ1(qs,qs)e1 

donde 

La siguiente etapa es encontrar condiciones que aseguren la positividad de la matriz 
anterior. Para esto, note que Q1(q5 ,q5 ) >O si y solo si R.> O, lo cual es cierto ya que es 
el v11;lor de la resistencia de rotor, y 

(R.+ /(3)I2 - 4 ~r (L,..Je.79'q5 ) (-L,..Je-.19'q5) >O 

lo cual, considerando que .J conmuta con e-.1q, y .J2 = -I2 , se reduce a la condición 

¡." L~. ·2 
\3 > 4R. q5 

De manera similar al caso basado en observador, se puede elegir /(3 como la ganancia 
variante ccn el tiempo 

'' L~, '2 (4 2 34) l\3 = -;¡;-q5 .. 

donde O < f < R., lo cual garantiza la positividad de Q1• Con esta definición y utlizando 
las cotas sobre las matrices V.,¡ y V.i. es fácil demostrar que 

(4.2.35) 

~m= D, ~m={Qi} E t 1 ' 1 t con m0 = ~mfo D,} y a0 = ~m;n {D,}. s o es, e error converge exponenc1a men e a cero. 

La única dificultad que resta por resolver es probar que no existen comportamientos 
con tiempo de escape finito. Para esto, note que la dinámica del sistema en lazo cerrado 
es completamente descrita por (4.2.33), (4.2.26) y (4.2.31). Este conjunto de ecuaciones 
diferenciales es localmente Lipschitz en el estado y, bajo las suposiciones en los pares 
deseado y de carga, es también continuo en t. Por lo tanto, existe un intervalo de tiempo 
[O, ti) donde las soluciones existen y son únicas. Ahora, para todo t E [O, ti), ( 4.2.35) se 
cumple. Esto, junto con el acotamiento de T¿ y q.d, ya que Ard (4.2.31) es acotado por 
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construcción, prueba que en el intervalo [O,ti) el lado derecho de (4.2.26) es acotado por 
una constante a 1 independiente de t1• Por lo tanto, sus soluciones no pueden crecer más 
rápido que una exponencial en este intervalo. Consecuentemente, q5 es acotado Vt E [O, ti], 
y e, no puede escapar a infinito en [O, ti]. Ya que m0 , a0 , a1 son independientes de t1 se 
puede repetir el argumento para una nueva condición inicial t1 y definir la continuación 
de la solución para un nuevo intervalo [1 1, 21 1]. Esto permite extender la existencia de las 
soluciones para el eje real completo y concluir la prueba. 

Con este resultado, en el teorema siguiente se presenta el cuarto resultado principal 
de este capítulo. 

Teorema 4.4. 

Considere el modelo del motor de inducción (4.1.1) con salida el par r (4.1.2), flujos 
A (4.1.3) y las suposiciones A.lo., A.2o. y A.3ol. Sea la ley de control definida como 

COll 

f(rd,fd) = i:r~,Td + f:: (b¡f,t:T +I2) + 
+ 1.,':rJi ( L,I2 + 1¡ff:T) R, + ¿ ( r¿/rI2 - :1) R. 

y estados del controlador 
. R,Td 
Ard = y:T Ard 

con condiciones iniciales A,.(O) = [¡3,0jT. La ganancia K3(<isd) está dada por 

,, (. ) L~, •2 o D 
1\3 qsd = ~q5j < f < "-T 

(4.2.36) 

(4.2.37) 

(4.2.38) 

(4.2.39) 

Bajo estas condiciones, el sistema en lazo cerrado es globalmente asintóticamente estable 
logrando seguimiento de par y regulación de la norma de flujo de rotor con operación 
balanceada. 

000 

Observación 4.7. La ventaja del controlador anterior es que resuelve el problema de 
seguimiento de par sin reconstrucción de los estados de rotor. Se puede considerar este 
resultado como el establecimiento de la primera elapa hacia la solución del problema, aún 
abierto, de estimación de par;imetros conbinada con 'observación de estados. 

Este capítulo se cierra, presentando explicitamente la solución del problema de 
seguimiento de velocidad para este controlador. La motivación de esto, es que en este 
caso, no es suficiente definir "un adecuado par deseado para obtener la velocidad de
seada" como en los casos anteriores, si no que suposiciones más fuertes tienen que ser 
hechas. 
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Para empezar, note que si se desea realizar control de velocidad del motor, el par de 
carga debe ser compensado. Por lo tanto una adecuada definición del par de carga es 

(4.2.40) 

donde tlsd es la velocidad deseada (la cual debe ser al menos C2 ) y Ti es un estimado del 
par de carga. Bajo esta definiciór., la ecuación del error para la parte mecánica es dada, 
de { 4.2.26) and ( 4.2.40), por 

Jes +Bes = T - Td + h 

con es= '1s - tlsd y h =Ti - TL· 

Si se considera la función cuadrática 

1 2 1 ·2 
V,,= -2Je5 + -TL 2¡ 

su derivada a lo largo de las trayectorias de la ecuación de error es 

y en este momento se puede definir la ley de adaptación que compense la incertidumbre 
sobre el par de carga. Sin embargo, algunas suposiciones adicionales deben ser conside
radas, especificamente: Si el par de carga es constante, una adecuada ley de adaptación 
es 

lo que reduce la ecuación anterior a 

V.= -Be~+ es(T - Td) (4.2.41) 

Para probar convergencia a cero del error de velocidad a partir de la expresión anterior, 
es conveniente notar que T = H;W1q. y Td = tq::iw1q•d· Por lo tanto es fácil mostrar 
que 

T-Td L., [ Tw,. ·Tw,. l T q. oqe - q•d oqed 

L., [ Tw, Tw, . l T e¡ oe1 + 2e1 oq.d ( 4.2.42) 

donde W0 = c!-W1 es una matriz unitaria. Ahora, tomando normas de ambos, la cota 
siguiente se obÍÍene inmediatamente 
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Este resultado permite establecer las siguientes conclusiones. Ya que r- rd es acotado, 
entonces por ( 4.2.41 ), es es también acotado. Más aún, ya que ( r - rd) -> O exponencial
mente, se puede concluir, nuevamente de (4.2.41) y el teorema de invariancia de La Salle, 
que es -> O cuando t -> oo. 

Como se puede observar del análisis anterior, existe un problema mas: No existen 
argumentos para garantizar que h es acotado. En este sentido, este problema se puede 
resolver, implementando la siguiente ley de adaptación 

donde Proj{·,·} es una proyección suave (ver [Pometet. al., 1989]) que mantiene a los 
estimados dentro de una esfera de radio ri'°". Por supuesto, esta clase de ley de adaptación 
impone una suposición adicional para resolver el problema, esto es, conocer una cota 
superior sobre el par de carga. 

La proposición siguiente resume el resultado obtenido. 

Corolario 4.1. 

Considere el modelo del motor de inducción (4.1.1) con salida el par r (4.1.2), flujos 
A (4.1.3) y las suposiciones A.lo., A.2o. 

A.3os La velocidad deseada de rotor tisd(t) es una función acotada dos veces diferenciable 
con primera y segunda derivadas acotadas y conocidas, y 

A.4o. El par de carga es una función constante desconocida con una cota superior 
conocida ri"" sobre su norma, i.e. lrL(O)I $ ri"". 

Sea la ley de control definida como (4.2.36) con par deseado 

El estimado del par de carga fi se obtiene de la ley de adaptación tipo gradiente con 
proyección 

Bajo estas condiciones 
lim e5(t) =O 
1-00 

con todas las señales internas acotadas. 

000 

Observación 4.8. Quiza la desventaja más grande del resultado anterior sea la depen
dencia de la convergencia del error sobre el amortiguamiento "natural" del sistema. Note 
que en este caso, no es posible "inyectar" amortiguamiento a la parte mecánica ya que 
esto implicaría la necesidad de medición de aceleración del motor (note que el controlador 
utiliza la derivada del par de carga). 



Conclusiones 

Uno de los problemas más importantes, desde el punto de vista ingenieril, a los cuales 
se enfrenta actualmente la teoría de control, es el distanciamiento existente entre los 
resultados propuestos por ella y la implementación práctica de los mismos. Al parecer, la 
razón principal de esta situación es la falta de interés por parte de la comunidad teórica 
hacia la interpretación física de sus proposiciones, lo que ocaciona que el entendimiento 
de ellos por parte de la comunidad aplicada (explícitamente, la comunidad ingenieril) 
sea muy bajo, y con esto su utilización praclicamente nula. Con el fin de reducir esta 
separación, en este trabajo se presenta una aproximación a la solución de este problema. 
Las contribuciones que se hacen, se pueden dividir en las siguientes dos partes. 

En la primera parte, se propone una metodología general de control que considera a 
un nivel fundamental las propiedades físicas de los sistemas a controlar. La característica 
principal de este método es que abandona la idea de considerar cualquier sistema dinámico, 
esto es cualquier ecuación diferencial. sin importar su estructura, y se centra en una clase 
particular de sistemas no lineales sobre los cuales se tiene un amplio conocimiento sobre su 
estructura y propiedades. Esta clase particular de sistemas, la cual abarca un gran número 
de sistemas físicos, está constituida por aquellos sistemas que pueden ser modelados por 
las ecuaciones de Euler-Lagrange. Se presentan la estructura y algunas propiedades 1ítiles 
para control de esta clase de ecuaciones. Se introduce el método de control basado en ideas 
de moldeo de energía potencial (concebido con fines de resolver problemas de regulación 
de salida) y se lleva a cabo. un estudio de este desde una perpectiva del bien conocido 
problema de control por asignación de modelo (model matching). En base a este estudio, 
la primera contribución de esta tesis es establecer lo que se denota como Problema de 
control por asignación de dinámica deseada, el cual plantea la necesidad de obtener una 
ley de control que permita llevar a cabo tareas de seguimiento de salida y cuya solución 
estl dada por la metodología de control propuesta. 

La estructura del problema planteado y su solución son: Dado un sistema modelado 
por las ecuaciones Eulcr-Lagrange, definir otro sistema dinámico (la dinámica deseada), el 
cual satisface para todo tiempo la salida deseada. El problema es diseñar una ley de con
trol que garantize que la dinámica del sistema a controlar converja a la dinámica deseada, 
lo que implica a su vez que la salida del primero tiende a la deseada también. En este 
sentido, se establecen las condiciones generales que deben ser satisfechas para la solución 
del problema, explícitamente, la solución del "Problema de selección de coordenadas de-

89 
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seadas" y se presenta explicitamente la estructura de la ley de control requerida para 
este fin. Finalmente, se realiza una interpretación, en términos de moldeo de energía e 
inyección de amortiguamiento del controlador propuesto y se mencionan sus desventajas, 
conocimiento de términos de gravedad y perturbaciones. 

Con el fin de ilustrar la aplicabilidad de la metodología de control propuesta, en la 
segunda (y más grande) parte del trabajo se resuelve el problema de control de par en 
Motores de inducción. Se presenta, bajo la suposición de circuitos magnéticos lineales y 
algunas suposiciones adicionales, la estructura del modelo de 3 fases del sistema como un 
caso particular del modelo de una máquina generalizada la cual abarca un gran número 
de motores eléctricos. Después de esto, se introducen tres representaciones equivalentes 
de 2 fases del sistema original vía dos transformaciones ampliamente utilizadas en el 
área, la transformación de Blondel, con la que se obtine el modelo o/3 del motor, y la 
de Blondel-Park. que produce los modelos ab y dq del sistema. Como contribuciones del 
trabajo, se establece claramente la relación existente entre estas tres representaciones, un 
cambio de coordenadas lineal, y se presenta las ventajas y desventajas de cada una de 
ellas desde el punto de vista de control. Al mismo tiempo, se analizan ca.da una de las dos 
transformaciones en relación a. sus propiedades de preservación de energía y se demuestra 
que mientras la primera. es una transformación canónica, la segunda no lo es. Finalmente 
se presentan algunas propiedades relacionadas con las características de disipación de 
energía del motor. 

La contribución principal de la tesis se realiza con la presentación de 4 distintos con
troladores que resuelven el problema de seguimiento de par con regulación de la norma de 
flujo de rotor y operación en régimen balanceado para esta clase de máquinas eléctricas, 
cuya concepción es resultado de la. aplicación directa de la metodología general presentada 
primero. 

• Caso ideal. Considera medibles todos los estados y conocidos todos los parámetros 
del motor a.si como el par de carga. Se diseña una ley de control globalmente 
asintóticamente estable. 

• Caso adaptable con retroalimentación de estados. Considera medibles todos 
los estados y supone desconocidos (aunque constantes) los valores de las resistencias 
del motor así como el par de carga. Se diseña una ley de control adaptable global
mente asintóticamente estable con convergencia exponencial de los parámetros. 

• Caso basado en observador de estados. Se considera medibles unicamente las 
corrientes de estator y la velocidad del rotor, los parámetros del motor conocidos 
y el par de carga desconocido aunque constante. Se diseña una ley de control con 
retroalimentación de salida y que utiliza estados de rotor estimados, un observador 
de estados exponencialmente estable y una ley de adaptación para compensar la 
incertidumbre sobre el par de carga, tales que se garantiza que el sistema en lazo 
cerrado es globalmente asintóticamente estable. 
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• Caso sin reconstrucción de estados. Se hacen las mismas suposiciones que el 
caso anterior sobre las señales del sistema. Adicionalmente, la parte mecánica del 
motor se considera como una perturbación pasiva y se controla unicamente la parte 
eléctrica del motor. Se diseña una ley de control con retroalimentación de salida que 
no requiere de la medición de estados de rotor y la cual garantiza estabilidad global 
del sistema. En este caso, se muestra explicitamente el controlador resultante para 
el caso de seguimiento de velocidad, el cual presenta la desventaja de depender para 
la convergencia de la señal de velocidad a su valor deseado, del amortiguamiento 
natural del sistema. 

En todos estos casos, las leyes de control son globalmente definidas y su sintonización 
es relativamente simple. 

Para finalizar, la conclusión más importante que se desprende del trabajo realizado, es 
la demostración clara de la posibilidad de desarrollar controladores con una interpretación 
física inmediata que permiten, utilizando propiedades específicas de los sistemas en estu
dio, primero disminuir el distanciamiento entre la teoría y la práctica, y segundo resolver 
problemas importantes que vistos desde una perspectiva general no tienen una solución 
satisfactoria. 

Problemas abiertos e investigación futura 

En el desarrollo del trabajo realizado son varios los puntos en donde se observa la existencia 
de problemas abiertos, los cuales definen la tendencia que tendrá la investigación futura 
en relación al tema. 

En la parte relacionada a la metodología general de control propuesta, el problema 
inmediato es obtener condiciones necesarias y suficientes para la solución del "Problema 
de selección de coordenadas deseadas". Desafortunamente, en este nivel de generalidad 
parece difícil encontrar una respuesta a esta pregunta. La investigación futura que se 
plantea en este sentido es tratar de aplicar la metodología a distintos sistemas particulares, 
por ejemplo: La máquina generalizada, el péndulo invertido con carro, robots con uniones 
flexibles, etc., y tratar de construir en base a estos casos particulares una teoría más 
general. Sin embargo, se cree fuertemente que esto será dificíl de realizar y por lo tanto 
la solución de cada problema será también particular, dependiendo de la estructura del 
sistema en estudio. 

En relación al motor de inducción existen problemas abiertos con mucha más posibi
lidad de ser resueltos. Primero, un problema importante es el que se refiere a la tarea de 
control que involucre al mismo tiempo tanto la adaptación de parámetros desconocidos 
como la estimación de estados no medibles. En este sentido, el controlador propuesto que 
no requiere de reconstrucción de estados es una buena primera aproximación y se piensa 
que la investigación futura deberá estar encaminada a la busca de nuevas parametriza-
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dones del sistema que permitan resolver este problema. Un segundo problema es la 
relajación de la suposición sobre el par de carga hecha en todos los controladores, esto es, 
que es constante. En este sentido, el problema está estrechamente ligado a un tema de 
investigación más general. Considerar que el motor de inducción esta interconetado con 
otro sistema dinámico cuyo efecto sobre este se refleja justamente en el par de carga. Re
solver este problema es equivalente a dotar a esta señal de perturbación de más estructura. 
Un tercer problema, relacionado con el último controlador presentado, es la incapacidad 
de inyectar amortiguamiento para solucionar el problema de seguimiento de velocidad. 
Se cree que la introducción de filtros, una especie de observadores para la velocidad del 
motor, pueden ser de ayuda en este sentido. Métodos como este han sido utilizados por 
ejemplo en el control de robots con uniones flexibles, como el presentado en el capítulo 
2, probando ser de gran utilidad. Finalmente, un problema que es insoslayable, dada la 
filosofía expuesta en el trabajo, es el que se refiere a la implementación de los controladores 
propuestos. En este sentido, parece ser que una buena primera aproximación es la reali
zación de experimentos de identificación de parámetros para posteriormente implementar 
los resultados obtenidos en esta tesis. 
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