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INTRODUCCION

Las fluctuaciones son un fenémeno muy comin en un gran nimero de campos de las
ciencias naturales. Casi lodos los sistemas estan sujefos a complicadas influencias exlernas e
inlernas que no son complelamente conocidas y que comunmente se denominan ruido o
fluctvaciones. Eslos sistemas’ estin influenciados por muchas perturbaciones pequenss, cads
una de las cuales cambia 1as varrables aef sislema de una manera peguena e nmpredecible

Historicamente. el esludio de estos sistemas comenz6 con el movimiento browniano,
donde el sislema es una parlicula pequena pero macroscopica inmersa en un fluido. las
moléculas.del fluido golpean a la particula browniana en lodas las direcciones de una manera
impredecible (estas flucluaciones alealorias en el movimiento de la particula browniana son
conocidas como ruido blanco gaussiano) y por tanlo Ja posicion de la particula fluctia. Debido
a estas flucluaciones, no se conoce con exactilud su posicion y en su lugar se busca la
probabilidad de encontrar a la particula en una region dada. Los sislemas q'ue se describen en
estos términos, son muy variados y su numero aumenta gradualmente. Estos aparecen con®
frecuencia en® Fisica del Estado Solido, Oplica Cuantica {laseres), Fisico-Quimica, Circuilos
electricos, entre otros.

Existen varios métodos para alacar estos problemas. En la literalura los que ocupan un
lugar predominante sen la Ecuacion de Fokker-Planck y las Ecuaciones Diferenciales.
Estocasticas. la primera es una ecuacion diferencial para la densidad de probabilidad, y en lo
que i refiere a las Ecuacion Diferencial Estocastica, éstas contienen un término alealorio y sus

soluciones son de alguna forma, funciones aleatorias. La ecuacion de Langevin fue el primer



ejemplo de éslas. desarrollada para describir el movimiento browniano.

Aunque existen otras aproximaciones al problema, los métodos mencionados
anteriormente han sido Jos mas populares duranle mucho tiempo. Sin embargo. ﬂltimamcnl«;
ha estado creciendo el nimero de articulos que utilizan las Integrales de Trayecloria con mucho
éxito. En esla tesis se utilizo este mélodo para resolver una ecuacion diferencial estocastica de
segundo orden con ruido de color.

En el primer capitulo se definen los conceplos basicos de la leoria de probabilidad,
variables alealorias y procesos estocaslicos. También se describe el ruido blanco y el ruido de
color, asi como la ecuacion de Fokker-Planck, la ecuacion de Langevin y la generalizacién de
ésta a las ecuaciones diferenciales estocaslicas.

En el segundo capitulo se desarrolla el concepto de integral de trayectoria, formulado
por Feynman como una nueva alternaliva de la Mecanica Cuantica y se mueslra como se
relaciona, en forma nalural. con la solucién de las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas.

En lo que respecta al capitulo tres, se aplican las ideas descritas en los dos capitulos
anleriores para resolver un problema parlicular, el cual irala con una Ecuacion Diferencial
Eslocéstica, con ruido de color.

Por ullimo. en el apéndice se resuclve la misma ecuacion pero con un ruidoe blanco, que
es un problema ya muy conocido y resuelto por varios mélodos. Esto se hace para confirmar

que el méledo ulilizade conduce al resultado correcto.



1. PROCESOS ESTOCASTICOS

Este capitulo liene por objeto dar un panorama de los procesos eslocasticos®. En
1a seccién 1 se presentan las ideas basicas de probabilidad. En la seccién 2 se da la definicion
formal de proceso estocaslico y sus principales caracteristicas estadisticas. En la {ercera y
cuarta seccion se muestran los procesos gaussianos con énfasis en la probabilidad condicional
y los procesos de Markov. La razon de ello es que representan una amplia variedad de
siluaciones fisicas,

Una ecuacién de particular imporlancia en procesos eslocasticos es la de la Leoria
moderna del movimiento browniano de una pérticula, lamada ecuacion de Langevin y es Ja que
se presenta en la seccion 5. y por ullimo en la seccion 6 se plantea la ecuacion de Fokker-
Planck como una ecuacién diferencial parcial, cuya solucién caracteriza la evolucion de la
funcion de probabilidad de una amplia clase de sistemas.

1. CONCEPTOS BASICOS DE PROBABILIDAD

Un fenémeno aleatorio’ (forluilo o al azar ) es un fenémeno que se carateriza por la
propiedad de que, al observarlo repetidas veces se oblienen diferenles resullados que ocurren
ocurren con regularidad estadistica. Esto quiere decir que exislen nomeros entre 0 y 1 que
representan la frecuencia relativa con la que se observan los diferentes resullados en una serie
de repeliciones independientes del fenomeno.

Dos conceplos ligados al de fenomeno aleatorio son los de evento aleatorio y el de la
probabilidad de un evenlo aleatorio. Un evenlo alealorio liene la propiedad de que Ja frecuencia
relaliva con la que aparece en una sucesion muy larga de observaciones realizadas al azar, se
acerca a un valor limile estable; a medida que el nimero de observaciones tiende a infinilo, el
valor limite de la frecuencia relativa se llama probabilidad del evenlo alealorio. La probabilidad
es pues, la ciencia de Jos fenémenos aleatorios, en ¢l sentido de que estudia las propiedades de
eslos fenomenos que dependen esencialmenle del concepto de aleatoriedad y no de olros
aspectos particulares. )

El espacio de descripciones muestrales de un fenémeno alealorio. que usualmente se
denota con la letra .5\ es el espacio de las descripciones de todos los resultados posibles del
experimento.

La importancia del concepto de espacio de descripeiones muestrales que corresponde a
un fenomeno aleatorio se debe a que constiluye un medio para definir el conceplo de evento.
En consecuencia. definimos un evento como un conjunto de descripciones en 5. Al decir que
cierto evento £ ha ocurrido. significa que e} resultado del evento alealorio considerado tiene
por descripeion un clemenlo del conjunto £

Hechas estas consideraciones, daremos la siguiente definicion de probabilidad como
funcion de los eventos conlenidos en un espacio de descripciones muesirales de un fenémeno



aleatorio:

Dado un evenlo alealorio, que queda descrilo por un espacio de descripciones muestrales
S 'Ja probabilidad es una funcién /%/ que asigna a cada evento un nimero real no negativo,
denolado ZZJ; ésta es la probabilidad de! evenlo 4. Dicha funcion de probabilidad debe
salisfacer tres axiomas® :

Axioma .- AE)2 O para lodo evento £.
Axioma 2.- A5)=7 donde S es ef evenlo sesuro
Axioma 3.~ AEUH/=FEItAF), en ef caso en éf gue £nFr-@
es decnr, [ probadilidad de b viion de dos evenlos mmuluamente exclypentes es /o suma
e sus probablilidades.

Un modele matemélico para la formulacion y solucion de muches problemas, se puede
desarrollar con la nocion de probabilidad condicional.

Si se tiene un evento o arbilrario de un espacio muestral Scon #4/>0, la probabilidad
de que un evento 2 suceda una vez que 4 haya sucedido o, en otras palabras, la probabilidad
condicional de #Z dado . denolado AZ14/. se define como:

p(u|A)=£<_£_)A_) s PAY>0 2

Si se mulliplica la ecuacion anterior que define la probabilidad condicional y usamos el hecho
de que £nd = A4n4. se obliene la siguienle formula

PN B)=P(AP(BIA) a2

Este resullado puede extenderse por induccion malematica como sigue : para los eventos 4.
YA A

PB B0} B)=P(B)P(B,| B)P(B,| B B,)..P(8,| B\ BA.N B, ) /Y

que es conocido como el teoreina de la muitiplicacion®.

Hay una consecuencia interesante de los resullados anteriores. que es conocido como el
teorema de Bayes:

Supéngase que 4.4s...4, son »eventos mutuamente excluyenles de S'de lal forma que
representen una particién del especic muestral S’y que A es cualquier evento de .57 Entonces
se puede calcular la probabilidad condicional 2%/ de cualquiera de los evenlos 4 dado £
por medio de |a férmula:

En forma abreviada:



P(B)PA|B) 44

PB4 P(B,JF(A|B,)+P(B)F(A|B))+...+P(BP(A|B))

M i= 12,0 70
,“.? P(B)P(A|B) 7

PGB 4)-

Para muchas funciones de probabilidad* /7 ¢/, existe una funcién 4 e/, definida para
Lodos los nimeros reales . a partir de la cual, por integracion puede oblenerse A%/ para
cualquier evento £

PE)- [fadx 76
2

Cuando una funcién de probabilidad pueda representarse en la forma /76 en lérminos de la
funcién //e/. se dice que la funcion //e/ es la funcion de densidad de probabilidad de la
funcion de probabilidad 7/ e/.

i Mss formalmente, se dice que una funcién //@/ es una funcién de probabilidad si
satisface

Jats= [ frds=PeB)=1 az-
e f 1
donde 4=£ es el conjunto de los nimeros reales y si ademas satisface la condicion

)20 VY x contenida en R. /4

Por otro lado se dice que una funcién z/e/. definida para todos los niimeros reales, es
una funcién de masa de probabilidad*, si z/x/ es igual a cero para toda .r, exceple para un
conjunto finito e infinito numerable de valores de . para los que #/2/37. y la serie infinila
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Para estudiar las propiedades generales de los fenomenos aleatorios sin lener que
restringirse a aquellas cuyas funciones de probabilidad se han especilicado, ya sea por una
funcién de densidad de probabilidad o por una funcién de masa de probabilidad. basta con
estudiar las propiedades generales de las funciones de distribucion.

La funcién de distribucion 47 o/ de un fenémeno aleatorio se define. para cualquier
namero real &, como la probabilidad de que un valor observado del fenémeno alealorio sea
menor o igual que el nimero . En simbolos, para cualquier niimero real .x :

F(x)=P{l ndmeros reales x'x’' < x 1} nr9

Si la funcion de probabilidad esta especificada por la funcion de masa de probabilidades
20 %), enlonces la funcién de distribucion correspondiente /7 o/, para cualquier nimero real
& esla dada por

=, ¥ ).
( puntos ' < x ) /////
takes que pix’y> O

Si se especifica la funcion de probabidad por una funcién de densidad de probabilidad®
/7 «/. enlonces la funcién de distribucion 47 «/ correspondiente, para cualquier nameroreal
&, esla dada por:

F(x)=;'ﬂx’)dx’ g

El conceplo de funcién esta intimamente relacionado al conceplo de variable aleatoria,
como nos lo indican las definiciones siguientes:

DEFINJCTON D8 FUNCION, Se dice que un objeto .#'6 47 ¢/ es una funcién definida en un

espacio .5, si para todo elemenlo s de S"hay un niimero real denotado por 475/, ol cual se
le llama el valor de la funcion & en s.

ﬂl’/?/!’/l’/ﬂji’ﬁI ARHELE ALEATORH. Decimos que un objeto #es una variable aleatoria



si.:

i) Es una funcion de valores reales definida en un espacio de descripciones muestrales, sobre
una familia de cuyos subconjuntos hayamos definido una funcion de probabilidad 4 /.

ii) Para todo conjunlo Z de nimeros reales, el conjunto /5. #//eslan en 2} perlenece al
dominio de A/¢/.

Aunque por definicién una variable alealoria ./ es una funcion sobre un espacio de
probabilidades, en la teoria de probabilidades raras veces es de importancia la forma funcional
de 4, puesto que no se esta interesado en calcular el valor de 475/ que la funcién 4 asume
de un elemento individual s del espacio de descripciones muestrales 5. sobre el cual se ha
definido 4. Mas bien inleresa la probalilidad de que un valor observado de la variable aleatoria
A& pertenezca al conjunto 4.

Asi pues, se define la funcién de probabilidad de una variable alealoria 4. denolada por
/4 ( ¢/, como una funcion de conjunlo definida para Lodo conjunto Zde nimeros reales cuyo
valor 4 (B es la probabilidad de que # esté en #. Algunas veces nos expresamos
intuitivamente al escribir A est en 4/ en lugar de la expresion malematica correcla 4 /Z/
. De manera similar, se usan las siguienles expresiones para cualesquiera nimeros reales 4 4
y &

Pla<ckbf=Pinimeros reales x: a<is b/
Pl /=P lnimeros resles x " x5xf/
FY=v/=Pflnimeros resles ¥ x '=x{f=Pdl/].

La funcién de probabilidad 4/4/ de la variable alealoria .# se obtiene de la funcién de
probablidad 44/, que existe en el espacio de descripciones muestrales 5 sobre e} cual se ha
definido .4 como una funcion, por medio de la siguiente férmula:

P.[B]=PI{ 52 X(s) estd en B} ], 13/

Donde £ es un conjunio de nimeros reales.

La ecuacién /7./5/ representa la definicion de £/4)/ es claro que el significado intuitivo
de A/B/expresado anteriormente esta implicito en /7 47/, puesto que la funcién #tendra un
valor observado perteneciente al conjunlo Z# si, y sélo si. el valor observado s del fenémeno
aleatorio es tal que 475/ esta en 2.

Se define Ja ley de probabilidad de uma variable alealoria 4 como una funcién de
probabilidades /2 </en la recta real, que coincida con la funcion de probabilidades &/ «/dela
variable alealoria #. Por tanto, la teoria de probabilidades estudia las aseveraciones que se
pueden hacer acerca de una variable alealoria, cuando se conoce unicamente su ley de
probabilidades.
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Se define 1a funcion de distribucién' de una variable aleatoria 4. denolada por /4 /.
para cualquier nimero real x, por .

Fy(x)=P(X<x), n1)

de s La funcién de distribucién de 4 determina de manera unica la funcion de probabilidad
e £
La funcién de distribucién sirve para clasificar® las variables aleatorias segin sus tipos.

Diremos que una variable aleatoria /4 es discreta o continua si su funcién de distribucién 44/
es discreta o continua, respectivamente.

Una funcién de masa de probabilidades de una variable aleatoria #, denotada por 2/
es una funcién cuyo valor ,A'}) en cualquier numero real v, representa la probabilidad de
que el valor observado de ﬁvariablea aleatoria 4 sea igual a . En simbolos;

PR =PIX=x)=P{lx x'=x]). 015
Una variablea aleatoria [ es discreta si:
PAR)=1,
o puntos x
ks qus prsy> O

. Si una variable aleatoria 4 es discrela. basta conocer su funcion de masa de
probabilidad 2,4/ para conocer su funcion de probabilidad 44/, Si X es discreta, entonces,
para cualquier conjunto 4 de nameros reales, se tiene que

P,IB}=PIX esté en B 1= b Py®)

ot s0dce /)
los punscs x de B

takes que pr{s> O

La funcién de distribucion de una variable alealoria discreta 4 se expresa en términos



* de su funcién de masa de probabilidades como

Fylx)= 3
%) ..?u. Pls) 218
g puatos 3'sx
(d- e p > D]

Por otro lado se tiene que si una variable aleatoria Fes continua, existe una funcién no
negativa 44/, llamada funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria 4, que
tiene la propiedad de que, para cualquier conjunto £ de nimeros reales.

PABY=PIX esté en B 1=[fx)dx. g
B

la funcién de distribucién 44/ de una variablea alealoria conlinua se obliene en
términos de su funcién de densidad de probabilidad mediante

F,<x>=}f,c:')¢v'. (20

A su vez, la funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua se obtiene
mediante la derivada® de su funcion de distribucion:

=S rn a2y



2, DEFINICION DE PROCESO ESTOCASTICO

Un conceplo que se desprende del de variable aleatoria es e} de proceso eslocastico’.
Los procesos estocssticos. lambién lamados procesos aleatorios® son una generalizacion de las
variables aleatorias ya que se consideran como funciones dependientes del tiempo.
Se define un proceso estocaslico }¢Z/ como una funcion de una variable aleatoria 4¢/
& e S identificado por el parametro / que pertenece al conjunlo 7.
En general J puede ser cualquier clase de objeto malematico, y el parametro /
usualmente es interprelado como el tiempo.
Por definicién de proceso estocaslico, 42/ es una variable aleatoria, por tanto § #Z/s
{ es un evenlo para cada 4 e 7y y un nimero real. La funcién de distribucién’ de
probabilidad de un proceso estocastico #Z/ esta definida de tal manera que:

Frfo=PIYOS) , @1)

para toda » que sea un nimero real y /e 7. Analogamente la funcién de distribucion para
1) se obliene en términos de su funcién de densidad de probabilidad /, mediante

Frgit)= [ Frgla'hs’ , (22)

para toda y con fr,(x)20 .

Dadas las variables aleatorias 47/%,/y 4/7,/se define la funcion de distribucién conjunia
del proceso 474/ como

Frupay® ity =P X(t) =5, X(R)sx)) (23)

y la funcion de densidad fy (,r,, de 47/ esta dada por:

. x * (2'4)
FrppxeyErXptipt) = f dy, f Do vy Tnyatut) -



la probabilidad condicional® para un proceso eslocastico /%/ de dos variables
alealorias, se define como

S Eriatut)

Srgotxy@vh 1Tt = i (2.5)

También es posible delerminar la funcién de distribucion conjunlé y la funcién de
densidad de probabilidad para dos procesos’ eslocéslicos 472/y }/Z/. definidas respeclivamente
como:

Frang@0h)=P{ X©O)<x, Y053} , (2.6)
y
= y .
Song@30=[ &' [dy' fron &'y’ {27)
. | se considera.a 42y J/%/ a diferenles tiempos, Ia funcién de distribucion conjunia
sera

Frypry®yspt)=P{ X(8)<x,Y()sy) (2.8)

y la funcién de densidad de probabilidad conjunia
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oy
Frprey@tt)= [d [dv fyom vt - (29)

Los procesos donde sus valores a diferentes tiempos son esladisticamente independientes
son llamados procesos de ruido blanco.

Los promedios® <> y <¥> de una variable alealoria 4, con funcién de densidad de
probabilidad /74/ se definen como

{x) =j.d(x)dx y (X*) =[x¥finds, {2.10)

¥y en gcnerél para cualquier entero # ¢l promedio de <> es

(X% =[xeds | (211)

Hlamado comunmentle, momento enésimo de probabilidad. Por olro lado, para cualguier namero
real ¢, y entero /#12.... se define </4~¢/“> como el momenlo enésimo de la ley de
probabilidades con respecto al punlo ¢, mientras que < /&-<4>/> es el momento enésimo
de las probabilidades con respecto a su promedio 6 momento central de probabilidad®, Para 2~
=2 se obliene el segundo momento central

D= (X - &X W=D - P? | (2.12)

mejor conocido como rarvanza o dispersign. Otro concepto ulil es la desviacién estandar de 4
definida como:
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T - C(219) -
a(0=[DC0]2= O - T0* .

El promedio de un proceso eslocastico se define como:

m =¥ = (Y00 (2.14)

Mas generalmenle, tomando # valores Z./»....4, para el tiempo y para los n-ésimos momentos,
el producto® de los n-ésimos procesos estocasticos es

(). V) = [ YAV () K (el (2.18}

considerando a 'y ¥ como variables alealorias lales que ¥=g,/4/ para alguna funcién g,/
. enlonces, se cumple que

(800 = (g, (2.16)
de Lal manera que si cualquiera de éstos dos promedios existe, entonces también existe el olro,

y los dos son iguales. Considerando el promedic® < #/f}. 4.4, /> dela variable aleatoria
245 ). y silas variables estocasticas 4.4a....4; lienen funcion de distribucién conjunta

Fy x, x Firamsih  se defing

CBUKpnX) ) = [BE i My x (o) « (217)

Bl cocficiente de correlicior K(A.4)/ de dos variables aleatorias distribuidas
conjuntamente con varianzas finitas positivas se define como

KX, X}
R(xpxz) =G—[-Xl—]&m . (2]3)

Donde
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KT, X1 XX = (X)X ‘ (2.19)-

Por lo tanto 4} y 4 no estin correlacionadas si y sélo si su coeficiente de correlacién 7
es cero,

Este coeficienle muestra la medida en que es posible hacer buenas predicciones acerca
del valor de una de las variables aleatorias sobre la base de un valor observado de la otra.

Una propiedad que satisface la densidad de pobabilidad es la llamada condicion de
compatibilidad®

S Eyee K ity )= I.ﬂ-. LT A YO B - SR A (2:20)

Un proceso estocastico puede también ser dividido en dos amplias clases: estacionario
y no eslacionario®.

Un proceso estocéstico /%/ es estacionario® si 72/ y el proceso }/7#2/ lienen las
mismas caracteristicas estadisticas para lodo #. Esto es equivalente a decir que lodas las
densidades de probabilidad conjunla son invariantes anle una traslacion del liempo:

S Entgie k) = SIS By Btk +0) (2.21)
de aqui que lales probabilidedes sean solamente funciones de diferencias de liempos, 4-4

De particular importancia en los procesos estocasticos son los procesos gaussianos’, que
se definen a continuacién.



13

3. PROCESOS GAUSSIANOS

la funcién dé densidad de probabilidad® Gaussiana para una variable estocastica 4 es:

RPN
freee ™ e, @

Donde A es una constante positiva que delermina la amplitud, Zdelermina la posicién del pico.
y ¢ es la conslante de normalizacién.

1 -n’

)z (32)

Con frecitencia es conveniente expresar los paramelros 4 .4 en lérminos del promedio

“1“'5; y varianza u’=% . con lo cual se puede eseribir

Syt Texpl- S0 “ k "z (33)

Un proceso 472/ es llamado gaussiano® {o normal) cuando el proceso 472/ tenga asociada una
funcién de densiadad de la forma /7//€l cual esta complelamente especificado por el promedio { X(¢,)

y el segundo momento { X(e)X()) .

Se vera ahora que en la aplicacion de los procesos estocaslicos a fendmenos reales,
existe un resullado de suma importancia, que es el tcorema del Jimite central’.
Se dice que una sucesion de variables estocasticas distribuidas conjuntamente . 4....4
[cjo? promedios y varianzas finitas, obedece el Leorema del limite central si la sucesion Z.4a....4,
efinida por
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z 5, -(S)

. (34)
" oSy

con 52X, +X,+..+X, ,

converge en distribucion a una variable estocistica que liene una distribucion gaussiapa con
promedio 0 y varianza {. donde las variables alealorias £,.4...4 ., forman una sucesién de
sumas conseculivas normalizadas de fa sucesion £.4...4,.

Uno de los conceptos mas relevantes en los procesos gaussianos es la densidad de
probabilidad condicional Jrp(®ls) . que es gaussiana si &, y 4 son conjuntamente
gaussianos. Enfonces se escribira la densidad de probabilidad condicional de A; dado 4; como

f’""(""‘*)’fif,:%’ (35)

Una subclase importante de procesos eslocasticos, conocida como procesos de Markov®,
es Ja que ahora sera trateda. .

4. PROCESOS DE MARKOV

un conjunto de sus valores, en los instantes de tiempos conseculivos 4.54.2...04 . enlonces la
densidad de probabilidad condicional del valor de J7%/ al instante de tiempo mas recienle 4:

SIX@) X0

_/[X(t,)]X(t,),...,x(t)k f-_‘[x(g’m,x(:)) N (44 1)
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£} proceso 477/ se dice que es un proceso de Markov si la densidad de probabilidad
condicional de })ende solamente del dltimo valor 47%) y no de los valores precedenles

A A N
Naluralmenle /} 1) aun puede depender de 477,/4.4 y por lanto. para un proceso de
Markov®, se puede escribir

NX 12X )P, (X, X0); 2), (42)

donde 4 = ). X = ML)
Recordando que las densidades de probabilidad condicional correspondlenles a 7 valores
distintos estan siempre conectadas por la relacién de compatibilidad®

JLLALEI AT AN AT, S » A) A4 NS 4 B (4.3)

sustituyendo 42/ en /4. y arreglando, se encuentra
P GX)RX X)) | (6> (44)

\lamada prodabrided de Lreasicitn, o cual satisfece la condicion de normalizacion

JPxxdx=1 (4 5)

Se denola a la probabilidad de transicion /;, como
Py pt Xt Xt X iata )= Pyp (Xt Xy pite) (4.6)

esto es, la densidad de probabilidad condicional en £, a £ dado e} valor 4., a
Un proceso de Markov queda complelamente determmado‘ por las dos funcxones /’/J} 5
y A4 Ahatol 4.4/, 1a jerarquizacion puede ser construida lomando /4 <%c’; .
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Py, X083 X503 =
Py(X, 00,0y p (Xt ] Xty X 1)) = (47)
Py(X 03P, (X 1 X, 8DPy ) ((Xpt 1 X008

continuando con este algoritmo se encontraran sucesivamente lodas las /. Esta propiedad hace
manejables a los procesos de Markov, razén por la cual son usualmente empleados en muchas
aplicaciones, El ejemplo mas anliguo y mejor conocido de un proceso de Markov en fisica es el
movimiento browniano®.

Por otro lado, integrando 47/ sobre J; se obliene para £, ¢/<’y

LI AT FATRY X0 FT| N0 X2 457 AN, K1) X357 28 (48)

dividiendo'ambos lados por £¢4.4/. se tiene:
Pyyyt| Xit)= [Py 1Kty | Kot )Pyy 10Ky Xt XX, (49)

llamada ecuacion de Chapman-Kolmogorov®, .
Cualesquiera dos funciones /4 y /%, no negativas que obedezcan estas condiciones de
consistencia definen un proceso de Markov. donde:

PG )= fP 1 (Kot | X1 DP (X 00X, (4.10)

Otros ejemplos de procesos de Markov® muy conocidos son el proceso Wiener o proceso Wiener-
14vy. y el proceso Poisson.

Los procesos estocasticos que son estacionarios y Markovianos son de especial interés,
en particular para describir el equilibrio de fluctuaciones.

Para un proceso de Markov eslacionario la probabilidad de transicién /4, , no depende
de los dos liempos / y 4 sino solamente del inlervalo® de tiempo 4- £.

Py Koy XD =PSC| X)) con tetymty , 411)

E ejemplo mas estudiado de un proceso cstacionario de Markov es el proceso Ornstein-
Ukienbeck® definido por
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. 1 K )
vﬂ(x,):Lg LA e {4R)
vz

1 i’fi_ﬁ‘_"_] (4.13)

PG| X)=————expl
%l X V2a(l-e 2(1-e"

Este proceso fue originalmenle construido para describir el comportamiento estocastico de la
velocidad de upa particula browniana, Claramente el promedio es cero y su funcion de aulo-
correlacion es simplemente

)=e™™ . ' {4.14)

El proceso Ornstein-Uhlenbeck es estacionario, gaussiano y Markoviano.
Por tltimo se sehala que si 477/ es estacionario, gaussiano y liene una funcion de auto-

correlacién exponencial x(t)=x(0)e Y* , enlonces a 47/ se le llama proceso de Ornstein-
Uhlenbeck.

5. ECUACION DE LANGEVIN

Una particula sumergida en un liquido exhibe incesanles movimientos irregulares que son®
observables bajo el microscopio. Se le Tlama movimiento browniano al movimiento de dicha
parlicula, en memoria del bolanico ingiés Robert Brown, quien descubrié el fenémeno en 1827.
Se encuentra el mismo fenémeno de forma sorprendente en las particulas de humo suspendides
en ¢l aire. La explicacion del fenémeno del movimiento browniano fue unc de los mayores éxilos
de la mecanica estadislica y de la teoria cinélica. EI movimiento browniane no habia sido
resueito satisfactoriamente. hasta que Einstein'®, en 1905, publico una explicacion de la solucién
en los siguientes Lérminos:

1.- Bl movnmxento es causado por frecuenles impactos sobre los granos de polen del incesante
I lo de las moléculas del liquido en el cual eslan suspendidos.
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2.~ E) movimiento de éstas moléculas es tan complicado que sus efectos sobre los granos del
polen pueden solamente ser descritos probabilisticamente en lérminos de un gran nimero de
impaclos, estadislicamente independientes.

Posleriormente a la solucién original de Einstein, (Los resultados teéricos de Einstein fueron
comprobados por el lrabajo experimental exacto del fisicoquimico francés Jean Perrin en 1908)
Langevin presenta un nuevo mélodo, el cual es complelamente diferente del de Einstein y mucho
mas simple: aplicando la segunda ley de Newton a la particula Browniana. se obtiene la ecuacién:

diX . ds
F*Da“ﬂ‘) » eyl
que se acostumbra escribir como:
= pVeftn) vei . 42

donde /4/ es una fuerza aleatoria que aclua sobre la particula.
A esia ecuacion se le llama Ecvacién de langevin y usualmente se le imponen tres
condiciones®:

7).~ la fuerza consiste de un lérmino lineal en », el cual es el amortiguamiento, mas un
termino /7 independiente del estado » de la parlicula. ’

#).- El téermino 472/ es una fuerza alealoria, que satisface:

{(fin)=0, “3

donde el promedio es tomado sobre un ensamble de muchos sistemas, Lodos consistiendo de una
particula inmersa en un fluido,

7).~ la fuerza / varia rapidamente en el tiempo. y salisface la relacion:

{FAfEN-T 5(e-¢) , . (44
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en donde I"es una constante. Cada colision es praclicamente instantanea y las colisiones
sucesivas no estan correlacionadas. . .
St f salisface éstas condiciones, se dice que la parlicula esté sujela a ruido blanco. porque la
transformada de Fourier del coeficiente de correlacion no depende de w ( en analogia con la
luz). Por olro lado si <i(t)>=0y no es delta correlacionado. entonces se llama ruido de color
porque la transformada de Fourier depende de « ( también en analogia con la luz ). En
particular es el proceso de Ornstein-Uhlenbeck™ en el cuak

(A= exp-1L1] 4

donde t es el Liempo de correlacion, es claramente un proceso con ruido de color.
La ecascrdn de Langevin es un ejemplo simple de una ecwacidn diferencial estocdsiicas
. porque uno de los lérminos. / es una funcion aleatoria con propiedades estadislicas dadas.
’ ‘Lia ecuacién de Langevin puede generalizarse a ofras situaciones mas complicadas,
quedando:

E=a[X() )+ HXOLE e

que seria la expresion mas general de una ecuacion diferencial eslocastica.

6. ECUACION DE FOKKER-PLANCK

El origen del nombre: Levacidn de fokker-Manck, surge de Fokker y Planck . ya que
fueron los primeros en’ usarla para describir ¢] movimiento browniano de las particulas en
presencia de un campo radiactivo, e intentar construir una teoria complela de fluctuaciones,
sobre esta base. )

La ecuacién de Fokker-Planck describe una gran clase de procesos estocasticos muy
interesantes, los cuales Lienen una Lrayecloria continua y proporciona la evolucién de la funeion
de densidad de probabilidad del estado eslocastico para el sistema.

Exislen varias allernativas J)ara la deduceidn de la ecuacién de Fokker-Planck. como es
a parlir de la ecuacion maeslrz® . de la ccuacion diferencis/ de Chaprran-Aolnagorov e
incluso a partir de la ecuacién de Zazzewiz® . Una forma simple es como sigue® Considere una
funci(z.n arbitraria f/Z)/ de /%), entonces desarrollando @fi7Z)/ a segundo orden en /2]

se tiene:
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Y1) +de(] A=)

1 Y
=f’[x(t)]dr(t)*Ef”[x(t)]dx(r)‘f...
ahora de }a ecuacién de Langevin (5.6) de la seccion anterior;
drit)=( df XOA+H X(0) £ } de g
y sustituyendo ésta Gltima ecuacién en (6.1) resulta
OV Ix(Olalx ()1 de +bix (). AW

. 69
+-i/" O AP TAWOT ..., :

descartando todos los términos de orden superior y usando

[dw{O*=dt se obliene

. 1
dix)- a [x(t).t]f'(x(t)]+5b[x(r).xlfl"[x(t)l> dt Py,

+ B X O1dW).

ahora considere el promedio del desarrollo temporal de una /#4/Z)/ arbitraria y usando la
formula anterior se liene que
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(df D _(df )\ _ d, -
(g bep (%_) 20 o0

B.9)
=<a[x(t),tla,.IIX(R)]*%HX(t).ﬂ’aiJIx(t)]> %3

-(a[x(r).t] 0, 1+ St f)

sin embargo 472/ liene una densidad de probabilidad condicional Ax.2:454/ y
d d
Z B0 )= [ds fOPx oty

fdr f@3, Plrsrgty)= s

fd‘{a(x,t)a,,ﬁ%b(x.t)‘af e

" inlegrando por partes y descartando las inlegrales de superficie se obliene

[z ford, P =[x fol-d, Totuo)P1+ 20 oGs 0PI, i

y de aqui, siendo /7/ arbilraria,

l’“’;—h”‘L -aﬂ[acx.x)rwlx,,.r,oh%%[m)’mhwrm, 4

por lo que la ecuacion de difusion queda especificada si se conoce el coeficienle de deriva g/t ¢/
y ¢l coeficiente de difusion &4/ °.

Asi pues se ha partide de una funcion arbitraria /7#/2//de 472/ para oblener finaimenle
una ecuacién diferencial en términos de la densidad de prebabilidad, mejor conocida como la
ecuacion de Fokker-Planck, cuya solucién caracleriza Ja evelucion de la funcién de probabilidad
del estado de una amplia clase de sistemas.
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Reescribiendo /£4/ resulla:

APX)__AACOP , 1 F(BOOE) (59
ot oax 2 ax?

El rango de ¥ es necesariamenle conlinuo, los coeficientes 44} y Z/4/ pueden ser cualquier
funcion real diferenciable, con Ja inica restriccion 44/>¢0. la ecuacion (4.9/ puede dividirse
en una ecwacion continue para la densidad de probabilidad

Py A 619)
at ax

donde 2/ es el flujo de probabilidad, y una ecuacion constitutiva

) =A(OP-2-BODF #.17)

Ja ecuacién /£9) ademas de ser la ecuacion de Fokker-Planck®, es también llamada ecuacién
de Smolvchowsks, ecuacion segunda de Ao/magorov o ecuacion generalizada de diusvdp. El
primer término de la derecha de /£4/ ha sido Hamado términc de transporte. término de
conveceion o término de deriva, el segundo lérmino de difusion o lérmino de fluctuacion. Desde
luego que todos eslos nombres no cambian la interpretacion fisica.
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IL. INTEGRALES' DE TRAYECTORIA

En esle capilulo se describira la integral de trayectoria y se mostrara su empleo en la
solucion de problemas eslocasticos.

Se aplica en particular a la ecuacién de Langevin y se compara con el resultado oblenido
por otros mélodos.

1. DEFINICION DE INTEGRALES DE TRAYECTORIA

En un inlenlo por desarrollar una formulacién diferenle de la mecénica cuantica,
Feynman® introdujo el conceplo de sumas sobre trayectorias.

El problema se puede plantear de la siguiente manera: se desea calcular Ja probabilidad
de que una particula se encuentre en la posicion 4, al tiempo 4. sabiendo que se encontraba
en .4, al tiempo /. En mecénica cuanlica se define la amplilud de probabilidad frecuentemente
llamada kernel, la cual se denota como K(ba) . Esla es la suma de las ampliludes de
probabilidad individuales de lodas las trayeclorias que van del punto #al punto 4.

Uno de los mélodos mas eleganles para delerminar la rayecloria parlicular 72/ que
sigue una particula. en mecénica clisica. lo proporciona el principio de minima accidn. Este
establece que existe una cierla canlidad .5 (llamada " acedz '} que puede ser calculada para
cada Lrayectoria, y la trayectoria clasica 477/ es lal que 5 toma el valor minimo, aunque la
condicion real es que .5 sea una extremal. Entonces se dice que el valor de 5§ no cambia a
primer orden si la trayecloria es modificada ligeramente. La cantidad S se define por la
expresion

Stb.a1- [ Lexzwt (L1)

donde Z es el lograngiano del sistema. Para una particula de masa »~ moviéndose en un
potencial #4:£/. el lagrangiano es
(12)

L=—'2"-x'2— Vixd)

La forma de la trayectoria extremal #/Z/ se determina con los procedimientos usuales del
<:leulo variacional. Entonces. supéngase que la trayectoria se desvia de ¥ por una pequena
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‘cantidad '5.4'/// R la condlclon para que Jos punlos extremos queden fijos requiere que
‘ : | Bx(t)<bx(e)=0 (13)

) y la condxcwn de que ¥.séa una extremal de 5" significa que _ :
35=Stx+8x]~51x]=0 (14)

; 'a'primér'orrden ‘en 8. Usando la ecuacién /7// se puede eseribir

1

Shx+8x)= j L(3+34x+8x,0)ds
A

n .
. -OL aL
= [ [ty bk a2l {1.5)

n
oL , JL
Stx)+ f @rsexg s
integrando por partes, Ja variacion en 5" resulla
u
sk | s df2L). 2L (16)
ws-ass 1 ({535

Ulilizando el hecho de que Jos puntos extremos son fijos, enlonces el primer Lérmino del lado
derecho de esta ecuacion es . Entre los punlos extremos 6.+ puede tomar cualquier valor
arbitrario. Entonces la extremal es la curva a lo largo de la cual se satisface:

4oLy aL_ 17
dl(ai] ) 07

que es fa ecuacion de lagrange en mecanica clasica.

Ahora se puede dar Ja regla para la mecanica cuantica. Se diré cuanlo contribuye cada
{rayecloria al total de la amplllud para ir de 2 a 4. Todas las trayectorias conlribuyen
jgualmente, en promedio. al lolal de la amplilud, pero contribuyen con dislintas fases. La
contribucion de la fase de una trayectoria dada es la accion Spara la trayectoria en unidades
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del cuanto de accién h La probabilided A/%.4/ para ir del punto ., al tiempo 4 al punio &,
al tiempo /, es el cuadrado del valor absoluto- de la amplitud 4744/ para ir del punlo & hasta
el punto 4. Esta amplitud es la suma de las conlribuciones w/r/l)} para cada lrayectoria.

LU LI SLx(0))

sobre todas ) (1.8)
ek 3 M b,

La contribucién de una lrayectoria particular tiene una fase proporcional a la accion 5:

1teln) (1.9)

4.
Sl =const, ¢ ™

donde la constante es scleccionada convenientemente para normalizar 4y Swft)fesa accion,
definida en mecdnica clasica.

EL LIMITE CLASICO

La implicacién mas importante de la ecuacion /74/ es que lodas las trayectorias
contribuyen igualmente a través de la variacion de sus fases. aunque no es muy claro cémo, en
el limile clasico, alguna Lrayecioria parlicular resulta mas imporiante. La aproximacion clasica
sin embargo. corresponde al caso en que las dimensiones, masas, liempos. ele., son tan grandes
que Ses enorme en relacion con w{ =/ 4570 Zepg-ser). Entonces la fase de la contribucion
5 es algunas veces un angulo muy grande. La parle real {o imaginaria) de @ es e} coseno {
o seno) de este angulo. Esta fase tiene la misma probabilidad de dar una contribucién posiliva
o negativa. Ahora, si se dsplaza la trayectoria como se muestra en la figura, por unincrementd
Sx. pequeio en la escala clasica. el cambio en .S es asi mismo pequeio, pero no cuando se
mide en unidades de n. Estos cambios en la trayecloria , generalmente hacen cambios enormes
en la fase, y el coseno o el seno oscilan excesivamente rapido. La conlribucion lotal entonces
suma cero, porque si una irayectoria hace una coniribucién positiva, otra infinilesimalmente
contigua {en la escala clésica{ hace una conlribucion jgualmente negativa, y por tanto no hay
una conlribucién neta.
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La lrayeciorsa clisica 1. xfY). es 3l que para uns cierla t
mlegral o acerdn S es un minimo. S¥ la lrayecloris
varia por Sxfl) para s frayecloria 2 /s inlegral no % !
sufre combras & primer orden. S5fo fo delermina fo
on de mienlo. £ ca cudntica. b
amplitud para ir de a a b es /2 suma de las amplitudes &ty
para cada inlerferencia allernaliva de le lrayecloria. la -,

]
s
smplitud pars unslrayecloris dads. e ®  liene uns

fase proporcional a 12 accivn.

718 acelon S es muy grande comparsda conh. |
los lrayeclorias vecinas  lales como J y o lUenen
acchones signtlicallvamente diferenles. Tales lrayeclorias
(por lo pegueno de n) lienen muy diferenles fases y su bucidn se cancels. Sof en Jas vecipdsdes de /s
lrayecloris clisics afi) varls. donde ls sccivn cambia poco. Cvando las lrasyecloriss varian. fas lrayecloriss de fy
vecindad lales como 1 p 8 conlibuyen con lo misma lase e inlerlieren conslruclivamente. Esto es por /s aproximacidn
de Ja Fistea elisiva - E5lo es que solamente I lrapectoria xf1) necesila ser considerada= gue es valids cuando b aceson
e5 iy grande comparada conh

x

Para la trayecloria especial X para la cual Ses una extremal un pequeno cambio en la
trayectoria no produce, a primer orden, cambios en .§ Todas las contribuciones de las
Lrayeclorias en esta region eslan casi en fase con la de 5 y no se cancelan. Por ianio,
solamente para las lrayeclorias en la vecindad de » pueden oblenerse contribuciones
importantes, y en el limile clasico necesitamos solamente considerar eslas trayectorias
particulares. De esta forma las leyes clasicas del movimiento se derivan de las leyes cuanticas.

Bajo estas condiciones podemos afirmar que, en el limile clasico el Kernel se puede
escribir como

Kibay-c ths, (1.10)

1A SUMA SOBRE TRAYECTORIAS

ANALOGH CON L4 INTECRAL DE RIEHANY. A traves de la idea cualitativa de una suma para
la contribucién de cada una de les trayectorias se puede dar una definicion matematica mas
precisa de lales sumas. El nimero de irayectorias es un infinito de orden superior y no es
evidente qué medida puede ser dada para el espacio de Lrayeclorias. Comencemos con la integral
de Riemann. diciendo que el area A debajo de una curva. es la suma de lodas las ordenadas.
Mejor atin puede decirse que ésla es proporcional a 1a suma. Pero para hacer precisa la idea.
haremos eslo: Llomese un subconjunio de todas las ordenadas ( todas separadas con iguales
intervalos #). Sumando las ordenadas, se obliene
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A-;f(x,) | (1.1}

donde }a suma se. realiza sobre un conjunte infinilo de puntos ., como se muestra en la figura.

£ b delipicion de Ja infegral ordinarss de Riemann, vo
conjunlo de ordenadss es dibujsdo desde lo abessa
hasla ls curva. Las ordenedas son espaciadss por una
dislsncis b, La ialegral (el dres enlre Iy curva y by
x) abeiss ] es aproximads por b veces fa sums de fs
ordenadis. 25la aproximacion se acerca al vajor
correclo cvands b se aproiims 8 cero.
Una definieion andlogs puede ser usads pars
< hije /as inlegrates de lrayectorss, £3 medids gue ra désde
coro en & proceso fimyle es of inlervalo e enlre fos
punlos discrelos sobre las lrayectories.

xo x1 x2 x| xlst X

El siguiente paso es definir 4 como el limite de esta suma lomando valores cada vez mas
pequeios de 4. Haciendo eslo, pueden oblenerse sumas diferenles para cada valor de 4. El
limite no existe. Bl procedimienlo para oblener un limite en este proceso debe ser especificado
por algin factor de normalizacion el cual dependa de 4. Por supueslo, para la integral de
Riemann, este factor es justamente el mismo 4. En este caso el limite existe y puede escribirse
como

A-l‘g{h}‘:ﬂx)] (1.12)

Puede seguirse un procedimiento analogo para definir la suma sobre sobre lodas las
trayectorias. dividiendo la variable independiente / en intervalos de amplitud &, dando como
resultado un conjunto de valores / espaciados una dislancia £ entre los valores 4 y 4 A
cada / le corresponde algin punlo especial . Si ahora se construye una trayectoria uniendo
todos los puntos asi seleccionados con lineas recias. eslo hace posible definir una suma sobre
lodas las Lrayeclorias construidas de ésta manera, lomando una integral mulliple sobre lodos
los valores 4; para / entre /y #-7. donde
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Esla suma se acostumbra a escribir como

K(b)= [ [ [ olx(de dx,...dx,., (1.13)

En esle caso. se puede obtener una representacion mas simpe del conjunto complelo de todas
las posibles trayeclorias entre ¢ y & haciendo & pequepo. Sin embargo. en el casc de la
integral de Riemann. no es posible proceder a tomar el limile, porque este limite no existe. No
obstanle es posible proveer un faclor de normalizacion el cual esperamos que dependa de &
Desafortunadamente, definir tal faclor de normalizacion, al parecer, es un problema muy dificil
y no se sabe come oblenerlo en términos generales, pero se conoce como dar una definicion
‘para las situaciones parlicuares. Por ejemplo, tomando el caso donde el lagrangiano esté dado
por la ecuacion (1.2) (particula libre) . el faclor de normalizacién resulia ser A™* , donde

A=(2_ﬂ:"iﬁ]% (1.14)

¢l limite de este faclor existe y se puede escribir

o L iswards; dx, dxy_ 118
K(b,a)-l‘ll_ngf...fe‘ gt 7( )”
donde
4
Stbal= [ Lxdt (116)

es una integral de linea tomada sobre la trayectoria pasando a través de los puntos , entre
las secciones rectas como en la siguiente figura
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t
th
] La suma sobre trayecloriss es definids como un limie
oa e el cubl lr primier lrayecloria es especilicads dando
w Solsmente /3 coordenadi & en uh gran ndmero de
1 liempos &Specllitos siparados por paguenss Infervalos
€. [s sums sobre Iy lrapecloria es enlonces una
7 talegral sodre lodas eslas coordenadas especllices.
Enlonces para conseguir lo medids corrects se loma
ta 77[ e/ fmite cuandoe liende 4 cero.
Xa X X1 Xb X

Enfonces se escribira la suma sobre lodas las trayectorias en notacién menos restringida
como:

b 1
Kba=fe > pxtt) Uy

Calcular éstas integrales malliples en forma analitica( de hecho, un nimero infinito de ellas)
resulta, en general, muy dificil y solo se ha calculado un namero muy limitado de éstas. De
parlicular importancia es la integral de trayectoria para el caso en que se tenga un lagrangiano
cuadralico (resuello por el mismo Feynman) llamadas inlegrales gaussianas. En este caso, el
lagrangiano se escribe como:

Lea(pt? ool +d@ptre@x iy (116)

La accion es Ja integral de psta funcién con respeclo al tiempo entre dos puntos fijos.
En esta forma el lagrangiano es un poco mas general de lo necesario. El factor x puede ser
removido de eslos Lérminos lineales a través de una integracion por partes.
B
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Se desea delerminar

b n
Koa)=exg L Ltz s (119)
a A

que es Ja suma sobre lodas las trayeclorias que van desde (.;.2) hasta (1.4) .
Sea ¥/Z/ la lrayecloria clasica entre los puntos especificos 4, y 4 Esta es la
trayecloria extremal para la accién 5% En nuestra nolacion se tiene que

Sib,a)=SF) (1.20)

pudiendo representar . en terminos de ¥ y una nueva variable
x=X+y (1.21)

Esto es, que en vez de definir un punto sobre la trayectoria por una dislancia 77/ desde un eje
coordenado arbitrario, en su lugar se mide la desviacién s/ desde la Lrayectoria clasica, como
se muestra en la figura.

2o diferencis enlre /o lrapecloris clisica ¥/l)
Falruna olra [rapecioris 31) es ls funcidn yft) De sgul
t gue ambas lrayeclorias akcancen fos mismos punlos
B erlremos. }1,)=3lly/=0. Enlre estes pualos y(t) puede
lomer cuslpuier forme. la lrayeclorss clisks es
il le Jis y Pt aciin en Jn
Lrapecloriz allernativa x(l) es equivatente 2 fs variscidn
asocieds ea y diiterenci yf1) Enfonces, en una inlegral
de lrayecioria. /s diferencial de lrayecloris Orfl) puede
ser lozads por Dy(l) » & lragecioria x(l) por /1)
* i) £n esis forma 3ff) es uns conslenle para I
Inlegracion sabre kas rageclorias. Lo nuevs variable de
lragecloris pfl) esls resiringids & lomar el vafor cero
en Jos punlos exlremos a p b Bxla subsiitueidn conduce
o ung inlegral db lrayecloria mdependicnlemenle de ls
pasicion oe Jos puplos exlremos.
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En cada / las variables # y y difieren por la conslanle F. ( por supuesto que esta es una
conslante diferenle para cada valor de /). por lo que claramenle &i;=aj; para cada punto
especifico 4 en la subdivision del liempo. En general puede decirse que Zi/0/=4/2).
Enlonces partiendo de la ecuacion {1,18) para el Jagrangiano cuadralico y haciendo el
cambio de variable w=F#y se tiene:

L=d§+y)’~bé+yﬁ+y)u€+y)’cdé@)og@»y)oj (122) i

Leak 2ady vay* 6y 3o by +
X3 +2cxy+cy? +£‘€+dy’¢:€+gy1f

Entonces Ja inlegral para la accion puede escribirse
I
STX@=stE O+~ [ Lt
'l
H -
- fl AR edTreTof Mt

(1.24)
+ Ji 208y« By by 26Ty sdy ey i

13
+ [ [a*styyrcy® it
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donde la primer:integral resulla ser la accién clasica. es decir:

" - - .
Scibal= f[ axP+hT R vdxexef Yt {1.25)

niientraé que la segunda, se reduce a cero de la siguiente manera:
b - 3
[l 205 by + 63 4265y +dyvey 1t =
. (1.26)

5, by

fizav+bed Yode + [lbme2eTrelyae

1 1

integrando por partes la primera de estas dos integrales, y empleando e) hecho de que
y=%’ = ydt= dy sereduce a:

L I - 5 B -

fU 2ax+b5+d Yy = @aF+sE+dy| - [3d 2ax+bE+d |

4,
- ‘o (1.27)
" L1} -

= - f W2ax+bx)dt

15

y sustituyendo este resultado en la ecuacion {1.26 ) se tiene:



U]

JU 205y by by 2y sy rey Yt =

i,

AN "oy

- [loauts e + fibEe2cEvelyde
s, f,

'. [l
- f( 2c%-2ax+¢ Yydt= O
te

esta dllima integral es cero debido a que:

daL

%=2a.t*hx+d . 4 2% 2apnt | f—afw:zwe ,

‘que no es mas que la ecuacién de Lagrange

daLY oL_, %, - _ .
(Eg] = 2ax-2¢x-¢ = 0

y por tanto la accion se puede escribir

o
SIXO1=5 ba}+ flaty*+bie)sy <ty '}t
e
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(1.28)

(1.20)

(1.30)

(1.31)

La integral sobre todas la trayeclorias no depende de la trayectoria clasica. y el kernel

puede escribirse como
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Ksap-e™™ [ v{ ﬂa(t>9=+b<:w+c(:)y=]dr}]vy< (1.32)

Y puesto que lodas las Lrayectorias #%/ parten y regresan al punlo p=¢, la integral
sobre todas las trayectorias puede ser una funcion solamenle del tiempo en los puntos
extremos. Esto significa que el kerne} puede escribirse come

K(ba) =e(“wulF(t,.tg (133)

donde #74,.4/ es una funcién que no depende de las variables espaciales &, y 4. y Sy esla
accion extremal, que se obtiene en mecanica clasica.

Los problemas estocésticos encuentran una expresion natural en lérminos de éstas
integrales de lrayeclona Uno de los problemas eslocasticos simples es el movimienlo browniano
descrito por la ecuacién de Langevine { o mencionado anferiormente) que se resuelve
facilmente con esta técnica.

Aqui se analizaré un mélodo para resolver eslos problemas, siempre y cuando se conozea
la solucion formal de Ja ecuacion diferencial estocaslica :

F=d XA HXEH), (134)

que es la forma general de las ecuaciones diferenciales estocaslicas. La funcién //%/que aparece
en ¢l miembro derecho de la ecuacién ( /J/) es una funcion estocasllca la cual fluctia
répidamente con el tiempo y cuyas propledades eslocésticas son conocid

Si se conoce la funcion de distribucién de probabilidad para /// esto es. ALY,
enlonces, para cada /%/ existe una .r/Z/ relacionadas de la siguiente forma:

Pix(0}D x()=PANID f1), (135)
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Si'/ y x estan relacionadas linealmenle. el " frcodizno” no depende de x , %, % ..., ’
entonces /7.J4/ adquiere la forma

PLx]-PLRON, (1.36)

La funcién de proporcionalidad en esta expresion, depende exclusivamente del liempo.
que puede ser obtenido por fa normalizacién de la funcién de densidad de probabilidad
resultante.

Al calcular A//?//se oblienela densidad de probabilidad de .+/Z/lomada por el sistema.
El hecho inferesanie es que medianie la densidad de probabilidad condicional, teniendo en
cuenta cierlas condiciones a Ja frontera. es posible calcular la funcién de densidad de
probabilidad condicional

Plesxyt)=[PIDIDx(), (137)

que tiene la forma de una inlegral de trayecloria.

Para mostrar la efectividad de este método, se aplicara a un problema muy sencillo, que
ya ha sido resuelto por varios mélodos e incluso por el de inlegral de trayectoria.

Para una deduccién més rigurosa de Ja integral de trayecloriz de Feynman puede
consultarse a: Seduimen® o Hudowpey” .

2, INTEGRALES DE TRAYECTORIA Y LA ECUACION DE LANGEVIN

En esla seccion se mostrara como se aplica el método™ de las szleorafes o Lrayectoria
al resolver la ecuacién de Langevin, la cual describe el movimiento browniano con ruido
gaussiano blanco ( probiema resuello por Chandraschbar™ ), y posteriormente se dedicara todo
el capilulo siguiente para analizar el mismo problema pero con ruido de color ( &//uio de color
es un lema que se lrabyja baslante e /2 aclvalidsd). Normalmenle cuando aparece el ruido
de color se utilizan mélodos apreximados o bien se encuentra la solucién eslacionaria, casi
nunca la solucién analitica completa del problema. Veamos como funciona el método
enfrentando el problema del movimiento browniano, el cual consiste en determinar la densidad
de probabilidad condicional %2/ de encontrar a la particula con una velocidad # al tiempo

/. dado que parlio con una velocidad inicial # al instante /=4.



De la ecuacion de Lazgevin
P+RUD= A1) (1)
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Donde B es e} coeficiente de friccion, y //7/ es una fuerza aleatoria, pidiendo que se salisfagan

las condiciones iniciales:
t=0,1(t=0)=v,
=Wt =t)=v.

{22)

Aplicando la ec {1.11) de la seccion anterior al problema se obtiene:

Pusy)=[PIeiowm,  23)

mientras que la ecuacién (1.9) de la seccién anlerior adquiere la forma
PLEIDHUD=-PIADIDAT),  (24)

- D)
PIVT)) DHo) PR,

donde DAtx) es el Jacobizno” de la lransformacion.
D(x)

e

Resolviendo formalmente la ecuacién (2.1) sujela a las condiciones (2.2) se encuentra
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I
W) =vge 014 fo Bt T)de, (2.6)
[}

en esla expresion el jacobiano no depende de # o # por lo que (2.5) se puede escribir como
PIWOI=N'PIA)],  (27)

donde 4" es el factor de proporcionalidad que depende solamenle de /. y que puede ser
determinado por la normalizacion de ambos lados de la ecuacion (2.7).

Por hipélesis /# /es un proceso gaussiano de ruido blanco y entonces se puede eseribir
come

-1]3‘(!)« (2.8)
Pifj=Re ©

con ¢>0y Auna constante de normalizacion. Sustituyendo la ecuacion {2.8) en (2.7) se obtiene

PJ‘(r)1=~%1£f('H'. 29

PIvs)=N@e™,  (2.10)

con el faclor de normalizacion A/%/=A'#y ademas
r
5= fLexdr, (211)
o
con

Lz)=-gf¥(). (2.12}

Entonces la funcion de densidad de probabilidad condicional para las velocidades sujela
a las condiciones (2.2), es
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Psv)=[Noe D). (213)
De las ecuaciones {2.1} y {2.12) se obtiene

Loy=-gi(e)+puep. (214)

En este caso particular 44/ es una funcion cuadrética en las variables vy vy la
ecuacion (2.13) resulta ser una integral del lipo gaussiano. Entonces es posible mostrar que la
integral de trayectoria es

Pvsvy ,N(f)eslﬂ (2.15)

donde 577/, resulla ser la extremal.

Entonces para obtener la trayecloria extremal sujeta a las condiciones (2. 2) basla
encontrar la trayecloria #£/ para la cual 554 sujeta a las condi 2.2). 1a )
8.5=aplicada a la ecuacion (2.11) da lugar a la ecuacion de Lagrange:

doL_aL 216
Py vl (2.16)

Sustituyendo Ja ecuacién (2.14) en (2.16) se obtiene una ecuacién diferencial ordinaria

$-pHv=0, (2.17)
cuya solucion es
Wx)=c,eP+cye PS, (2.18)
Imponiendo Ias condiciones iniciales (2.2):
W =0)=¢, +c,=v,
R (2.19)

Wr=)=c,eP+ce P=v,

y resolviendo esle sistema de ecuaciones para c, y ¢, se encuentra
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v-vye® o Py (220)

et LT

Ahora a parlir de la ecuacian (2.18) evaluando Z£/y 5%/ con las ecuaciones {2.14) y (2.11),
respeclivamente

L(t)=-4qPicier¥ {221)

- - P2
§w=-2gpc2(e*-1)=~ % {2.22)

- por lo tanto, de la ecuacién (2.15) se obtiene la funcion de densidad de probabilidad condicional
para las velocidades

-y eP
PO =N@expl- 20C ™Y (229)
(1-e72%)
Este resultado obtenido es una distribucién bien conocida para la ecuacion de Langevin o como

una solucién para la ecuacion de Fokker-Planck correspondiente. Con éste método la solucion
analitica es mas directa en comparacion con otros mélodos
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1i1. APLICACION DE LAS INTEGRALES DE TRAYECTORIA A UN PROBLEMA CON RUIDO
DE COLOR

En este capilulo se presenla un modelo para enconlrar la funcion de densidad de
probabilidad condicional de la parlicula sujela a ruido de color. a Lravés de las integrales de
trayecloria. partiendo de la ecuacion de langevin como una ecuacién diferencial estocastica de
segundo orden, y conociendo su solucion formal con ciertas condiciones iniciales.

Parliendo de la ecuacion de Zangerz y con la ayuda de las /wlegrales de lrayeclorra
. se delerminaré la funcién de densidad de probabilidad condicional P{x.l:x,v,) de que la
pariicula se localice cn el inslante t con una posicion x dade que pariié con una velocidad vy
en Xxg al tiempo t=0.

£6)+PR0Y=AD), (1)

eon A#8r=A1) se encuentra la solucién formal

e

—m Wi ot
x()=c,eV+c,e+

[ Roder-E [ spoas (2
1

n-ry L¢3

en el caso de la solucion homogénea
r2+pr=0
r,=0,r,=-B,

6]

las raices son reales y distintas. por lo que Ia solucion formal queda como

B pet
x(t)=c,+cze"'+.% _{ﬂx')dt’—ipi {w'mm (4)
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y derivando (4) respecioa t
t . CL
Ho)=-foe Moe ¥ [P RN {5
3 .

imponiendo las condiciones iniciales en (4) y {5}

x(t=0)=c,+c,=x;,

H=0)=-Poy vy

(61

se encuenlran los valores para las constantes ¢, y ¢, respectivamente ,
Yo Vo (7)
€y Xy e N CopB=onm
1 =% B 227
sustituyendo (7) en (4} se encuentra,

Vo Vg . 1 y et ! ')
H)=xgr - e [Aehdt S [P e e’ (6)
] ﬂ'{ g ];

y sustiluyendo {8} en la expresion de fa funcién de densidad de probabilidad condicional

{0
Px vy = [ DIIPIS (-2, )
donde
Plfie -;[d-[d:'muw-n, (10)
es la expresion para cualquier tipo de ruido gaussiano, y
b(x-;'):..‘.}e ke, {1
2z,

es 1a funcion delta de Dirac. La funcion de densidad de probabilidad condicional queda
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P(x,t33,99) =-2l“- f o B f D[fle™®, (12)

con

S(l)=-—;-fdsfd:7(s)ﬂ:')k(s—s')-% J‘f(:')dzu"“_p"ff:wjm')dﬂ, (13)
0 0
B=I(x—xn—%+%e"'). (14)

Donde se ve que la integral de trayecloria es una integral del tipo gaussiano, y por lo expuesto

en la seccion 1 del capitulo dos su solucion es f Dm:)]e“”-cg. donde § eslaextremal la cual

se encuentra al aplicar la condicion 8S=0 en la ecuacion (13) para conseguir

o3l T L )
557 x5~ & fn-evv Mo,
por lo tanto:
' A [asos-rre 3 fds s e -5) + %n-eﬂ""]no, (16)

De aqui, se sigue que:
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fdsj(s)k(s-t)u—%[l -ePe-9), (17)

Aplicando el teorema de convolucion dos veces a {17), se encventra

-—,w--i:- fett-u)[1-e¥r-7ds, ) |

y sustituyendo en (13} se Liene

;(0--;&;_’-[ f j f dsds'dede’e(s~)[1-¢ P (s -1 Y1 - P k(55 ) + )
(19)
-2%2- f f dt’dro(e’-t)[1-e¥5 —-';—:e "’f dedt’e et~ t)[1-e P

por lo tanto,

-~ k2 v +.
"(')"'z_p'f f fdrde/1-ePe(r 1 -e P -
-;—:e "'f f drdt/e? c(t/-t)[1-e# M)+ (20)

%: f f drdt’e(x/-T)[1-ePC-T),

(En el apendice A, se hace la comprobacién de que los resullados hasla aqui enconlrados son
consislentes. Esta verificacion se hace para ruido blanco y se llega al mismo resultado de
Chandrasekhar?®).
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Entonces haciendo

D)= f f dede'[1-eP ez -tH[1 -e M), (21)
Dy(®)= f fdvd:’e"’c(t’—t)[l-e pee-m, (22)7‘
Dy(=f fdsde'c(e o)1 -e %<7, -
“resulta
- 2
59~ 13U+ MDDl e

para calcular 22 i) J?) se supondra que :

k)
c(t-x’):..l_g T . (25)
%o

que es el coeficienle de correlacion de un proceso Ornstein-Uhlenbeck, y <, es el tiempo de
. correlacion, por lo que la ecuacion (21} adquiere la forma:

D= fdtg‘ﬂ[;.,ou'ﬁn-,nu"—u]:l;, W (26)

Resolviendo la primer integral resulta
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iy
-Lg-n
1(‘)"——-[0‘8'[1—:’“"’]( 2¢,-t,e e X IR
(27)
- de.
% M o 0’ e W, T PN
pr,+1 Ft *l Dt —l P, -l

haciendo la segunda integral y un poco de élgebra, se obliene el valor

2¢, <,

ﬂ[(ﬂt.)’ 0 Grr-1 (Bt - 1

s

(2@l -Be,21, 1 P zae:_-;_ 2pe? :--,‘:-w'
[ fipey*-11  BIBT,-1] Bt L (pe -1

Dy=2-2 %" ]
(28)

por lo tanto

1) o 1 2Aps,a11) Pl 5
P~ 5{ BT+ ]‘ Pe1t T

(29)
1

]-(ﬂt,)z-ﬂc,-2+ 1 b pe2 I
| pupep-11 2000%,-10 (el

para calcular Z{t) de la ecuacion (22) se sustituye (25), obleniendn



¥uy!|

Dz(:)=—f fdt'dt”c"'[l-c"' e,

Resolviendo la primer integral de (30) se encuentra
L ¢

«’-lx
o b’ w A e’ (31)
1 '(,/,J Te te te l
Df) fdt{l -8 o e Ty e

haciendo la segunda integral se obliene finalmente el valor de

@52 [@e-pelepe, ],
B, | B(Br,*D(Br,-D

L e Prleb -1} f
p@ET,-D° t TRl

D)=

(pr)’-ﬂ{‘;*ﬂr,-l J -2+pt e "‘L o

e PD,(0)
B DP,-D | BGe,D | (39)
T, '-": T, "’"l.)'
pr-1° B,

Por tltimo, para calcular Zy/%Z/de la ecuacion (23), sustituyendo {25) se tiene:

46

(30)

(32)



a7

oy

=1 Pl : v (3
D,(t)—;;f far'ar'fs-ero e % f)
Resolviendo la primer integral de {34} se encuentra

: SUNRA 7 SR
D,(l)=ﬂl-e”"“’]{z-¢ fo-e e "}dt' L (35)
() T e

-y resolviendo Ja segunda integral resulla

+ 2| -E
n;(x)szg{z“"f +3P%, Z]J 265, ‘o]( T,

pPe,*D || Prt (36)
P2 pe___To '(";l:)‘
ss(ar.,—n]‘ Pr,+1 !

sustituyendo las ecuaciones (29),(33) y (36) en (24)

(37)

i 2p(Pt,* DBt~} | BB, *1)BT,~1)

+.k_2 i e~ ﬁt: "(P "‘l"'l' s
g2l 28(p<,-1) B +1(ps,-D

por lo Lanio Ja inlegral de lrayectoria queda:

[DiRgIe =e5 e+ {38)
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donde”

AL 2Apr PP p-pri-2 | GrP-pe,-2 |
S W TTCORE CORST I [TUDRUERS ) N R

oL 1 L -2pr_ b, e ',l)'
82| 28(B<,-))  BeeDBe,-D) »

y sustituyendo el valor de }a infcgral de trayectoria (38) en (12). fa funcién de densidad de
probabilidad condicional queda como:

=_l_.- artegy. 1 1R 'u.
Px 65V on :[l«' dk 2“\1 Ac Y (40)
o bien:

[ P 2

@n-
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CONCLUSIONES

Se realizd una breve revision de la leoria de los procesos eslocaslicos donde se
deslacaron algunos resultados y conceplos enfocados al lrabajo desarrollado en el ultimo
capitulo. Estos sirvieron para comprender el desarrollo del problema tratado ai igual que los
resultados.

En el capitulo uno se definié Ja probabilidad bayesiana. sin la cual no podria haberse
.determinado el futuro probabilistico de la particula. dadas las condiciones iniciales del sistema.
Por olro lado, los procesos gaussianos resullan de gran utilidad, pueslo que en el Lratamiento
del problema se hizo la suposicién de que la parlicula sigue una distribucion del Lipo gaussiano.

La herramienta mas poderosa aqui empleada. sin duda alguna, resuité ser Ja integral
de trayectoria. defininida en el capilulo i1, que fue aplicada al problema estocastico de una
particula con ruido de color, para encontrar finalmente su funcion de densidad de probabilidad
condicional, ec. (41). Cabe destacar que casi Lodas las soluciones presentadas en lrabajos que
tratan con problemas de ruido de color son aproximaciones.

Hasta donde resullé posible. se cotejo el procedimienio seguido en la solucién al
problema. ya que en la extremal encontrada, ec, (20) se hace la suposicion de que el coeficienle
de correlacién es una della de Dirac {ruido blanco) v se llega al mismo resultado presentado por
S. Chandraseckar. Sin embargo. respecto al problema aqui tratado. no se encontré en olros

trabajos una solucion analilica sin aproximaciones.

-
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En este trabajo se desarrolié un método para resolver esie Lipo de problemas que da
resultado siempre que se conozca la solucion “formal” de la ecuacidn diferencial.
Desafortunadamenie esto. en casos mas inleresantes, no es posible porque ias ecuaciones

diferenciales involucradas son po lineales.
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APEND!CE A

l 3 S Chandrasekhar omo caso parlicular, para rundo blanco. :

-Ahora se oblendra ‘el, res
~ Supongase ent

i é(r - =—1-8(t -t

y sushluyendo én ( 121) del capitulo Iil. s¢ obliene

D\(9)=[ [dudr[1-e N*'"]%(: —tH[1-e Bt

resolyiendo 1a primera integral se encontré que

Dy (9= [del1-e ¥ M]f1-eH) e

o bien

D(0=3f 1265 e Z

resolviendo esla segunda inlegral se obticne

LI PTRDET SPE 2.
D=5l Y e Y (2.8
por otro lado éusliluycndo (2.1} en (1.22) del capitulo lil, se obtiene
“ ey |
Dz(z)=ffdtdt’z" [1-eft ”]—2-6(1'-:') ta.6)

resolviendo Ja primera integral se obliene

Dyny== fdre"[l-eﬂ(""] 2.7
inlegrando. se obijene
=L ietr-1)-Liebr-eb
Dy)y=5r(eP-1)-2 (e P) a.6)

multiplicando esta ecuacion por e”*" se encontré



€MD = e -l

finalmente sustiluyendo ( al ) en’(23).del capitulo JIi, se obtiene

D= [dearl1-e p“'”]%ﬁ(t—t/)

resolviendo la primera integral se obtiene

Dy(n=2 [dsli-¢*1]

y esta dltima integral da

DO-5 -%(1 )

Sustituyendo {a.5), (a.9) y (a.12) en (1.24) del capitulo l1l. resulta

B
p(l—e"’ﬁl'r—-(l-e"')—
L ety -t g
4[,(1 &P [2 2‘3(1 e )]}

S'(s)=—’;—’[l[i—la—=-")#

haciendo un poco de algebra y ordenando se encuentra que:

S(:\=5E[_-_(1 e Py e )

y la inlegral de trayecloria es enlonces

.9

)

o)

(a.7g)

213

a1y



[oUem=e
sustiluyendo en (12)_del—capitulo,lll 5 encueﬁtr5; £h
; i- o o
L [eratemgyo L {2
21(f‘ - dk v27‘ Ae

donde:
I .y

Bsi(x-x -2+ ge_’:

(x-x, T y

l = =
A=s—[de H-gF42pt-3]
8p°

por lo lanio

e T kew
’ 3, e
P(xy"r‘o:"o) -_L[_—sﬂ_ﬂ___ 2, e Ve Hi2pr3)

2 qePr-e Waape-3

__Obsérvese que la ec. {a.18) cs ¢l mismo resultado presentado por S. Chandraskhar' .
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