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INTRODUCCION 

Las fluctuaciones son un fenómeno muy comim en un gran número de campos de las 

ciencias naturales. Casi lodos los sistemas cslán sujetos a complicadas influencias externas e 

internas que no son complelamenle conocidas y que comúnmente se denominan ruido o 

fluctuaciones Estos sistemas están influenciados por muchas perturbaciones per¡ueñas. cada 

una de las cuales cambia las rarJiJbles del sirlema de una manera per¡ueña e impredecible 

Hislóricamenle. el estudio de cslos sistemas comenzó con el movimiento browniano. 

donde el sistema es un.a parlicula pequeña pero macroscópica inmersa en un fluido. Las 

molcculas del fluido golpean a la parlicula browniana en lodos las direcciones de una manera 

impredecible (estas llucluacioncs aleatorias en el movimiento de la parlicula browniana son 

conocidas como ruido blanco gaussinno) y por lanlo In posición de Ja parlicula fluctúa. Debido 

a estas fluctuaciones, no se conoce con exaclilud su posición y en su lugar se busc.a Ja 

probabilidad de encontrar a la parlicula en una región dada. Los sistemas que se describen en 

eslos términos, son muy variados y su número aumenta gradualmente. Estos aparecen con· 

frecuencia en': Física del Estado Sóhdo. Oplica Cuilnlica (láseres). Físico-Química, Circuitos 

elcclricos, enlre otros. 

Existen varios melados para a lacar estos problemas. En la lilcralura Jos que ocupan un 

lugar predominante sen Ja Ecuación de Fokkcr-Planck y las Ecuaciones Diferenciales 

Eslocilslicas. La primera es una ecuación diferencial para la densidad de probabilidad, y en Jo 

qu. '' refiere a las Ecuación Diferencial Eslocilslica, cslas contienen un término aleatorio y sus 

.:oluriones son de alguna forma, funciones aleatorias. La ecuación de Langevin fue el primer 



ejemplo de éstas. desarrollada para describir el movimiento browniano. 

Aunque existen otras aproximaciones al problema. los métodos mencionados 

anleriormenle han sido los mas populares durante mucho tiempo. Sin embargo. úllimamenle 

ha estado creciendo el número de arliculos que utilizan las lnlegrales de Trayectoria con mucho 

éxito. En esla tesis se utilizó esle método para resolver una ecuación diferencial eslocáslica de 

segundo orden con ruido de color. 

En el primer capítulo se definen los conceptos basicos de Ja teoría de probabilidad. 

variables aleatorias y procesos eslocáslicos. También se describe el ruido blanco y el ruido de 

color, asl como Ja ecuación de Fokker-Planck. la ecuación de Langevin y Ja generalización de 

ésla a las ecuaciones diferenciales estocasticas. 

En el segundo capítulo se desarrolla el concepto de integral de lrayecloria. formulado 

por Feynman como una nueva allernaliva de Ja Mecanica Cuantica y se muestra cómo se 

relaciona, en forma natural. con la solución de las Ecuaciones Diferenciales Eslocasticas. 

En lo que respecta al capítulo tres, se aplican las ideas descritas en los dos capílulos 

anteriores para resolver un problema particular. el cual trata con una Ecuación Diferencial 

Estocástica, con ruido de color. 

Por último. en el apéndice se resuelve la misma ecuación pero con un ruido blanco. que 

es un problema ya muy conocido y resuello por varios melados. Esto se hace para confirmar 

que el método utilizado conduce al resultado correcto. 



l. PROCESOS ESTOCASTJCOS 

Este capítulo tiene por objeto dar un panorama de Jos procesos cslocáslicos3• En 
Ja sección l se presentan las ideas básicas de probabilidad. En Ja sección 2 se da Ja definición 
formal de proceso estocástico y sus principales características estadísticas. En la tercera y 
cuarta sección se muestran los procesos gaussianos con énfasis en la probabilidad condicional 
y los procesos de Markov. La razón de ello es que representan una amplia variedad de 
situaciones fisicas. 

Una ecuación de particular importancia en procesos estocásticos es la de la teoría 
moderna del movimiento browniano de una partícula. llamada ecuación de Langevin y es Ja que 
se presenta en Ja sección 5. y por üllimo en Ja sección 6 se plantea Ja ecuación de Fokker­
Planck como una ecuación diferencial parcial. cuya solución caracteriza Ja evolución de la 
función de probabilidad de una amplia clase de sistemas. 

1. CONCEPTOS BASJCOS DE PROBABILlDAD 

Un fenómeno aleatorio' (fortuito o al azar ) es un fenómeno que se carateriza por Ja 
propiedad de que. al observarlo repelidas veces se obtienen diferentes resultados que ocurren 
ocurren con regularidad estadística. Esto quiere decir que existen números entre O y l que 
representan Ja frecuencia relativa con Ja que se observan Jos diferentes resullados en una serie 
de repeticiones independientes del fenómeno. 

Dos conceptos ligados al de fenómeno aleatorio son Jos de evento aleatorio y el de Ja 
probabilidad de un evento aleatorio. Un evento aleatorio tiene Ja propiedad de que Ja frecuencia 
relativa con Ja que aparece en una sucesión muy larga de observaciones realizadas al azar, se 
acerca a un valor límite estable; a medida que el numero de observaciones tiende a infinito. eJ· 
valor limite de Ja frecuencia relativa se llama probabilidad del evento aleatorio. La probabilidad 
es pues, Ja ciencia de Jos fenómenos aleatorios. en el sentido de que estudia las propiedades de 
estos fenómenos que dependen esencialmente del concepto de aleatoriedad y no de otros 
aspectos particulares. 

El espacio de descripciones muestrales de un fenómeno aleatorio. que usualmente se 
denota con Ja letra S. es el espacio de las descripciones de lodos los resultados posibles del 
experimento. 

La importancia del concepto de espacio de descripciones muestrales que corresponde a 
un fenómeno aleatorio se debe a que constituye un medio para definir el concepto de evento. 
En consecuencia. de(inimos un evento como un conjunto de descripciones en S. Al decir que 
cierto evento f ha ocurrido. significa que el resullado del evento aleatorio considerado licne 
por descripción un elemento del conjunto f. 

Hechas estas consideraciones. daremos Ja siguiente definición de probabilidad como 
función de Jos eventos contenidos en un espacio de descripciones mueslrales de un fenómeno 



aleatorio: 
Dado un evento aleatorio. que 9ueda descrito por un espacio de descripciones mueslrales 

S. la probabilidad es una función .l'f) que asigna a cada evento un numero real no negativo. 
denotado .l'(¿j; esla es la probabilidad del evento l'. Dicha función de probabilidad debe 
satisfacer lres axiomas': 

Axioma l.- .l'(¿j;,: tJparalodoeren/ol'. 
Axioma 2. - .f'(.S'J: /donde Ses el eren/o seguro 
Axioma 3.- .l'(fv/J:.f'(l'jf.l'(/J. en el easo en e/r¡ue l'n/':0: 

es decir. Ja probabilidad de Ja unión de dos eren/os mutuamente e.rdufenles es Ja suma 
de sus probab/Jlidades. 

Un modelo malemálico para la formulación y solución de muchos problemas, se puede 
desarrollar con la noción de probabilidad condicional. 

Si se tiene un evento d arbitrario de un espacio mueslral Scon .l'(;/)>tJ, la probabilidad 
de que un evento 8 suceda una vez que d haya sucedido o, en olras palabras. Ja probabilidad 
condicional de 8 dado ..t. denotado .1'(8 U/. se define como: 

P(BjA)• P(Bl A) 
P(A) 

si P(A)>O (JI) 

Si se multiplica la ecuación anterior que define la probabilidad condicional y usamos el hecho 
de que Bnd: ..tnl!, se obtiene ta siguiente fórmula 

P(Aíl B)•P(A)P(BJA) 

Esle resultado puede extenderse por inducción malemalica como sigue : para los eventos bj. 
ój. .... ~ 

P(B¡íl Bfl, ... /l B.,)•P(B,)P(B,I B,)P(B,I n,n B,) .. .P(B.I B,n Bj\ . .íl B._,) (/..J) 

que es conocido como el teorema de la multiplicación'. 
Hay una consecuencia inleresanle de los resultados anteriores. que es conocido como el 

teorema de Bayes: 
Supóngase que bj . .6). .... 4; son n eventos lllulual!lenle excluyentes de Sde tal forl!la que 

representen una partición del especie mueslral Sy que des cualquier evento de S. Enlences 
se puede calcular la probabilidad condicional .l'f,'J/,I) de cualquiera de los eventos b¡ dado A 
por medio de Ja fórmula: 
En forma abreviada: 



P(B,¡.4)= P(B¡)P(A jB,) 

E P(B¡)P(A IB) 
/•I 

I= 1,2, ... ,n (l.S) 

Para muchas funciones de probabilidad' !'( •). existe una función /(•J. definida para 
lodos los números reales .r. a partir de la cual. por integración puede obtenerse l'(C) para 
cualquier evento l'. 

P(E)= f .Jtr)dz (l.ó) .. 
Cuando una función de probabilidad pueda representarse en la forma (J.fl) en términos de la 
función /( •). se dice que la función /( •) es la función de densidad de probabilidad de la 
función de probabilidad !'(•J. 

Más formalmente. se dice que una función /(•) es una función de probabilidad si 
satisface 

f .Jtrldz= f .Jtr)dx=P(E)=I (1.7). 

-· . 
donde l':,f es el conjunto de los números reales y si además satisface la condición 

.Jtr)~O V "' contenida en R. (l.tl) 

Por olro lado se dice que una función p( •). definida para lodos los números reales, es 
una función de mas~ de probabilidad'. si p(.r) es igual a cero para toda .r. excepto para un 
conjunto finito e infinito numerable de valores de .r para los que p(.r)>(}. y la serie infinita 



.E p(x)=l, 

( -- ) bptUllo.Jzdll! 
tala qw p(l)J> o 

(/.9) 

Para estudiar las propiedades generales de Jos fenómenos aleatorios sin tener que 
restringirse a aquellas cuyas funciones de probabilidad se han especificado. ya sea por una 
función de densidad de probabilidad o por una función de masa de probabilidad. basta con 
estudiar las propiedades generales de las funciones de distribución. 

La función de distribución .!'( •J de un fenómeno aleatorio se define. para cualquier 
número real J', como Ja probabilidad de que un valor observado del fenómeno aleatorio sea 
menor o igual que el número J'. En sim bolos. para cualquier número real x : 

F"')=P[I núm~ros reales x 1:x 1 ~ x IJ (/J{}j 

Si Ja función de probabilidad está especificada por Ja función de masa de probabilidades 
p( •J. entonces Ja función de distribución correspondiente .!'( •J. para cualquier número real 
x está dada por 

F(x)= • .E p(x~. 

( ,...,...,.,) lalaqw}'(s')> O 

(/JI} 

Si se especifica la función de probabidad por una función de densidad de probabilidad' 
/( •}, entonces Ja función de distribución .!'(•/correspondiente. para cualquier número 'real 
x, está dada por: 

Fµ)=f./f.%'Jdx' 

El concepto de función está inlimamente relacionado al concepto de variable aleatoria. 
como nos lo indican las definiciones siguientes: 

t'OYM'CltW t'S .l'tJA'tYtJ,Y, Se dice que un objeto ,/' ó A'(•) es una función definida en un 
espacio S. si para t,odo elemento s de S hay un número real denotado por J'(s). al cual se 
Je llama el valor de Ja función ,/'en s. 

t'SIYM'tYal' t'S l'ARUllM' tf.t&J'tJ,&. Decimos que un objeto ,res una variable aleatoria 
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si.: 

i) Es una función de valores reales definida en un espacio de descripciones mueslrales. sobre 
una familia de cuyos subconjuntos hayamos definido una función de probabilidad P( •). 

ii) Para lodo conjunto ll de números reales. el conjunto /s: %/S)eslan en lll pertenece al 
dominio de P( •J. 

Aunque por definición una variable aleatoria % es una función sobre un espacio de 
probabilidades. en la leoria de probabilidades raras veces es de importancia la forma funcional 
de %. puesto que no se eslá interesado en calcular el valor de %¡$) que la función % asume 
de un elemento individual s del espacio de descripciones mueslrales S. sobre el cual se ha 
definido ,/'. Mas bien interesa la probalilidad de que un valor observado de la variable aleatoria 
% pertenezca al conjunto /l. 

Asl pues. se define la función de probabilidad de una variable aleatoria %. denotada por 
Prf •). como una función de conjunto definida para lodo conjunto /lde números reales cuyo 
valor P,. (11) es la probabilidad de que ,/' esté en 11. Algunas veces nos expresamos 
intuitivamente al escribir P/% está en llj en lugar de la expresión matemática correcta P,./ll/ 
. De manera similar. se usan las siguientes expresiones para cualesquiera números reales ;¡ b 
y .r: 

P/a<A!;bj=P,(/números reales .r.· o<.6b/j 
P/Ak.rj:f,/'/Oúmeros reo/es .r :· .r!:.r/j 
/'/%=.r/:f,/'/números reales .r:· .r '=4/=P,//,r//. 

La función de probabilidad P..,' J de la variable aleatoria % se obtiene de la función de 
probablidad PrJ que .existe en el espacio de descripciones mueslrales Ssobre el cual se ha 
definido .J' como una función. por medio de la siguiente fórmula: 

P.JB]=I'[{ s: X(,r) est4 en B} ], (/.1.J) 

Donde /1 es un conjunto de números reales. 
La ecuación (.1./.Vrepresenla la definición de P,/ll./. es claro que el significado intuitivo 

de P,/ll/expresado anteriormente está implieito en (/.JJ), puesto que la función %lendra un 
valor observado perteneciente al conjunto /1 si. y sólo si. el valor observado s del fenómeno 
aleatorio es tal que %(s) está en /l. 

Se define la ley de probabilidad de una variable aleatoria .J' como una función de 
probabilidades P/ •/en la recta real, que coincida con la función de probabilidades P/ •/de la 
variable aleatoria J'. Por tanto. Ja teoria de probabilidades estudia las aseveraciones que se 
pueden hacer acerca de una variable aleatoria. cuando se conoce únicamente su ley de 
probabilidades. 
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Se define la función de distribución' de una variable aleatoria ,/', denotada por l'n'). 
para cualquier numero real x. por 

(/JI) 

La función de distribución de % determina de manera unica la función de probabilidad 
de %. 

La función de distribución sirve para clasificar" las variables aleatorias segun sus tipos. 
Diremos que una variable aleatoria %es discreta o continua si su función de distribución fír') 
es discreta o continua, respectivamente. 

Una función de masa de ~robabilidades de una variable aleatoria ,Y. denotada por p/,r) 
es una función cuyo valor p/,r). en cualquier numero real x. representa la probabilidad de 
que el valor observado de la variablea aleatoria % sea igual a x. En simbolos; 

pp)=.l1X=.1]=P.Jls':x'=zl]. (/.15) 

Una variablea aleatoria ,/'es discreta si: 

(/.ló) 

Si una variable aleatoria % es discreta. basta conocer su función de masa de 
probabilidad pn'J para conocer su función de probabilidad P,f j. Si % es discreta. entonces. 
para cualquier conjunto 11 de numeros reales, se tiene que 

P.JB]=.11X esté en B ]= I: pp), (/.l7) 

(1or";!:.~a) taiaP'p~O 

La función de distribución de una variable aleatoria discreta ,r se expresa en términos 



de' su función de masa de probabilidades como 

Fp)• :r: p,J;l'). 

( ,,:;::.~ ) - ... 1,<o'PO 

(/.18) 

Por olro lado se tiene que si una variable aleatoria %es continua. existe una función no 
negativa f.rt'). llamada función de densidad de probabilidad de la variable aleatoria %, que 
tiene la propiedad de que. para cualquier conjunto /1 de números reales. 

P .z[BJ =P[X esté en B J = f M•)lú. (/.1.9) 
B 

La función de distribución l'.n'J de una variablea aleatoria continua se obtiene en 
términos de su función de densidad de probabilidad mediante 

. 
F~l=ff*'Jd;t'. (l.¿>fJ) 

A su vez. la función de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua se obtiene 
mediante la derivada• de su función de distribución: 



2. DEFINJCJON DE PROCESO ESTOCAS'l'ICO 

Un concepto que se desprende del de variable aleatoria es el de proceso estocástico'. 
Los proce.wseslocás/ir:os. también llamados procesos aleatorios' son una generalización de las 
variables aleatorias ya que se consideran como funciones dependientes del tiempo. 

Se define un proceso estocástico Jí(t) como una función de una variable aleatoria ,/'g). 
¡¡e S identificado por el parámetro I que pertenece al conjunto T. 

En general Y puede ser cualquier clase de objeto matemático. y el parámetro I 
usualmente es interpretado como el tiempo. 

Por definición de proceso estocástico. Y(/) es una variable aleatoria. por tanto 1 Y(/)s 
fl es un evento para cada /¡E J' y y un número real. La función de distribución' de 
probabilidad de un proceso estocástico Y(/) está definida de tal manera que: 

F!l~(y,t)=P{Y(t)<y) , 
(2.1) 

para toda )'que sea un número real y I e T. Análogamente Ja función de distribución para 
Y(/) se obtiene en términos de su función de densidad de probabilidad /jpj mediante 

(2.2) 

para toda )' con f~(.%.1)~0 . 

Dadas las variables aleatorias ff/J)y ,/'(/~se define la función de distribución conjunta 
del proceso %(/) como 

FZ(t~.l'(l,)(x1...,,t1 ,t,)QP{ X(11)u1,X(I,)"":!} , (2.3) 

y la función de rlensidad fx "•IX<i,J de ,/(/)está dada por: 

.. .., 
Fx~,U'.(,,¡(x,...,,1,,t,)= f dy,f dy,fX(,,IX<i,J(y1,y2,t1,I,) • 

(2.4) 



la probabilidad condicional' para un proceso estocaslico Y(/) de dos variables 
aleatorias. se define como 

(2.5) 

También es posible determinar la función de distribución conjunt~ y la función de 
densidad de probabilidad para dos procesos' estocaslicos ,r(l)y Y(I). definidas respectivamente 
como: 

Fioon~(%,y,t)=P{ X(t)<.<,Y(t)sy} • (2.6) 

(2.7) 

Si ~e considera a %(/) y Y(/) a diferentes tiempos, la función de distribución conjunta 
será 

(2.6) 

y la función de densidad de probabilidad conjunta 
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. ' 
fz¡,,irv,¡(;c~,t1.r,)= [ du [ dv Íze<,Jft~(u,v,t,.r,) . (2.9) 

Los procesos donde sus valores a diferentes tiempos son estadísticamente independientes 
son llamados procesos de ruido blanco. 

Los promedios' el'> y <J' > de una variable aleatoria %. con función de densidad de 
probabilidad /(.r) se definen como 

· (X) = f Jflí.x)dx y ( X2) = f:i'Jf,<)dx, (2.10) 

y en general para cualquier entero n el promedio de <..r':> es 

< x•> = f .r':lf.i)dx • (2.11) 

llamado comimmente. momento enésimo de probabilidad. Por otro lado, para cualquier número 
real e. y entero D' 1.2..... se define < (J'-e) • > como el momento enésimo de la ley de 
probabilidades con respecto al punto e, mientras que< f.r-<%>)' > es el momento enésimo 
de las probabilidades con respecto a su promedio ó momento central de probabilidad'. Para n 
=2 se obtiene el segundo momento central 

D{X)= ((X - (X ))2}= (X") - (X 'f' , (2.12) 

mejor conocido como rarianza o t!irpersidn. Otro concepto úlil es la desviación estandar de ,1; 
definida como: 



l1 

(2.13) 

El promedio de un proceso estocástico se define como: 

m1 ~f(I)} = f Y,(tlf,(x)dx. (2.14) 

Más generalmente. lomando n valores 11./. ..... 1, para el tiempo y para los n-ésimos momentos. 
el producto' de los n-ésimos procesos estocásticos es 

(Y(1,),f(l,) ... Y(1,.)} = Jr,(1,)Y,(t,) ... Y,(IJ{,(x)dx • (2.15) 

considerando a ,/'y J' como variables aleatorias tales que J'=g¡(,I') para alguna función g1(,/') 

. entonces. se cumple que 

< s(y)l = < sCs,CX'J)} • (2.16) 

de tal manera que si cualquiera de éstos dos promedios existe, entonces también existe el otro. 
y los dos son iguales. Considerando el promedio'< g(,Jí.4 .... ,i;)> de la variable alealpria 
g(,Jí.,r,. .... %,). y si las variables estocásticas ,ií.,r,. .... ,i; tienen función de distribución conjunta 

F1,~(;<1.x,,. .. ;<,), se define; 

(2.17) 

El coe!lden!e de <'orre/odó¡/ fi'(.Jí.%,J de dos variables aleatorias distribuidas 
conjuntamente con varianzas finitas positivas se define como 

R(X .xJ JqX,.x,J 
1 = a[X1]a[X,J • 

(2.18) 

Donde 
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(2.19) 

Por Jo tanto ,r, y ,r, no estan correlacionadas si y sólo si su coeficiente de correlación 
es cero. 

Este coeficiente muestra Ja medida en que es posible hacer buenas predicciones acerca 
del valor de una de las variables aleatorias sobre la base de un valor observado de Ja otra. 

Una propiedad que satisface la densidad de pobabilidad es la llamada condición de 
compatibilidad' 

(2.20) 

Un proceso estocastico puede también ser dividido en dos amplias clases: estacionario 
y no estacionario'. 

Un proceso estocastico Y(/) es estacionario' si Y(/) y el proceso Y(/fn) tienen las 
mismas características estadísticas para lodo B. Eslo es equivalente a decir que todas las 
densidades de probabilidad conjunta son invariantes ante una traslación del tiempo: 

(2.21) 

de aquí que tales probabilidades sean solamente funciones de diferencias de tiempos. 1,.-4 
De particular importancia en los procesos estocaslicos son los procesos gaussianos7• que 

se definen a continuación. · 
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3. PROCESOS GAUSSIANOS 

La función de densidad de probabilidad' Gaussiana para una variable estocástica ,/'es: 

-CIP(.t<oo • 
(3.1) 

Donde A es una constante positiva que determina la amplitud. Bdetermina la posición del pico. 
y Ces la constante de normalización. 

1 -B1 

C=(~)2e-;;¡-
2n 

(3.2) 

Con frecüencia es conveniente expresar los parámetros A .B en términos del promedio 

µ 1 =-~ y varianza o2=i . con lo cual se puede escribir 

-! (x-µ )2 
/,f.x)=(2xo2) 'exp(---1-l. 

2o2 

Un proceso ,/'(/}es llamado gaussiano' (o normal) cuando el proceso ,/'(/}tenga asociada un~ 
función de densiadad de la forma (,JJ)el cual esta completamente especificado por el promedio ( X(t1)} 

y el segundo momento ( X(t1)X(IJ} . 

Se verá ahora que en la aplicación de Jos procesos estocásticos a fenómenos reales. 
existe un resullado de suma importancia. que es el teorema del limite central'. 

Se dice que una sucesión de variables estocásticas distribuidas conjuntamente ,r,.,r,. .... ,r,, 
con promedios y varianzas finitas. obedece el teorema del limite central si la sucesión .i,; • .i;. .... ..¡;; 
definida por 



z. s.-IJJ) 
• o(S.,)' 

con · 
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(3.4) 

converge en distribución a una variable estociislica que tiene una distribución gaussiana con 
promedio O y varianza 1. donde las variables aleatorias %¡.&;. ... ,,¡;. forman una sucesión de 
sumas consecutivas normalizadas de la sucesión ,r,.Jí, .... ,f.. 

Uno de los con.ceptos más relevantes en los procesos gaussianos es la densidad de 

probabilidad condicional fr,¡r.(s11r.) . que es gaussiana si ,r, y ,r, son conjuntamente 

gaussianos. Entonces .. se escribirá la densidad de probabilidad condicional de ,r, dado fr como 

(3.5) 

Una 'subclase importante de procesos estocásticos. conocida como procesos de Markov'. 
es la que ahora será tratada. 

4. PROCF.SOS DE MARKOV 

Sea ,/'(/) un proceso estocástico y sean A'(/¡)A'(l¿/. .... f(l.J 
un conjunto de sus valores, en los instantes de tiempos consecutivos 4>1,.> ... >f,,; entonces la 
densidad de probabilidad condicional del valor de ,f(IJ al instante de tiempo más reciente 4: 

JtX(t,)JX(t,),. .. ,X(t.,)]• /,,[X(t,),. .. ,X(t.,)] (4.l) 
f,,_1[X(t,),. .. ,X(t.,)] 
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El proceso .f(/) se dice que es un proceso de Markov si Ja densidad de probabilidad 
condicional depende solamente del último valor .f(I,) y no de Jos valores precedentes 
.r(l,,J..r(l,). .. ...Y(I,.). f/t>t¡> ... >I,,). 

Naturalmente (1.1) aún puede depender de .Y(l,}.f¡,13 y por tanto. para un proceso de 
Markov', se puede escribir 

(n>2), (4.2) 

donde %, = 1'(11)..... ,¡; = .f(/j. 
Recordando que las densidades de probabilidad condicional correspondientes a n valores 

distintos están siempre conectadas por Ja relación de compatibilidad' 

(4.3) 

sustituyendo (-!..?) en (1.3) y arreglando, se encuentra 

P,..,cx,~·ft.X, ¡.x,¡ c11>r,> 

llamada proóoó1Jitlotl de lronsidón, Ja cual satisface la condición de normalización 

Se denota a Ja probabilidad de transición I', / t como 

P1111-1<X,.,t.IX1,t1; ... ;Xn-l't,._1)= P111<X",t,.IX,,_1,,n-1) ' (4.6) 

(4.4) 

(4.5) 

esto es. Ja densidad· de probabilidad condicional en ,¡; a !,, dado el valor ,l,;.1 a 1,,.1 . 

Un proceso de Markov queda completamente determinado' por las dos funciones l',f,/í.t) 
y P¡¡ 1(,J;.t,,l Aí.f¡J. la jerarquización puede ser construida lomando !1<1,<13 , 
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P,cx,.i,;X,.t,;X,,i,>= 

P,cx,,1,:X,.t,)P,¡2(X,.r,IX,,1,.X,,t,)= (4.7) 

P1(X1,t1)P111CX,.t,IX1,11JP111CX,.t3IX,,t,) 

continuando con este algoritmo se encontrarán sucesivamente todas las P,. Esta propiedad hace 
manejables a los procesos de Markov. razón por la cual son usualmente empleados en muchas 
aplicaciones. El ejemplo más antiguo y mejor conocido de un proceso de Markov en física es el 
movimiento browniano'. 

Por otro lado. integrando (l. 7) sobre ,¡;. se obtiene para 11 <11 <11 

P,cx,,1,;X,~- P,cx,.i,>f~•11<x..i.1x,.r,>P111<X,.r,IX,,tJd.X,' (4.B) 

dividiendo' ambos lados por P,{%¡.11). se tiene: 

P,1,CX,.r,I X1,11J•f P111cx,.1,IX,,t,)P111CX,.t,IX1,t¡)dX, (4.9) 

llamada ecuación de Chapman-Kolmogorov". 
Cualesquiera dos funciones P, y P,¡1 no negativas que obedezcan estas condiciones de 

consistencia definen un proceso de Markov. donde: 

(4.10) 

Otros ejemplos de procesos de Markov' muy conocidos son el proceso Wiener o proceso Wiener­
Lévy, y el proceso Poisson. 

Los procesos estocásticos que son estacionarios y Markovianos son de especial interés, 
en particular para describir el equilibrio de !lucluaciones. 

Para un proceso de Markov estacionario la probabilidad de transición P,11 no depende 
de los dos tiempos 11 y 11 sino solamente del intervalo' de tiempo 1,- 11 • 

P,1,CX,,tzl x1,11)=P:cx21 X1) con <=t,-t, , (4.11) 

El ejemplo más estudiado de un proceso estacionario de Markov es el proceso Ornstein­
i!\,:,nbeck6 definido por 
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(4.12). 

P'cX,I X,)= ¡ exp[- CX,-X,e"'l'i_ (4.13) 
• ./211(1-e "''> 2(1-e "'') 

Este proceso fue originalmente construido para describir el comportamiento estocástico de la 
velocidad de una parlicula browniana. Claramente el promedio es cero y su función de auto­
correlación es simplemente 

(4.14) 

El proceso Ornstein-Uhlenbeck es estacionario, gaussiano y Markoviano. 
Por último se se~ala que si ,/'(!)es estacionario. gaussiano y tiene una función de auto-

correlación exponencial K(<)=<(O)e-Y• , entonces a J1f) se le llama proceso de Ornstein­
Uhlenbeck. 

5. ECUACION DE LANGEVIN 

Una parlicula sumergida en un liquido exhibe incesantes movimientos irregulares queson­
observables bajo el microscopio. Se le llama movimiento browniano al movimiento de dicha 
parllcula, en memoria del botánico inglés Robert Brown, quien descubrió el fenómeno en 1827. 
Se encuentra el mismo fenómeno de forma sorprendente en las parlicu]as de humo suspendidas 
en el aire. La explicación del fenómeno del movimiento browniano fue uno de los mayores éxitos 
de la mecánica estadística y de la teoría cinética. El movimiento browniano no había sido 
resuello satisfactoriamente. hasta que Einstein". en 1905. publicó una explicación de la solución 
en los siguientes términos: 

1.- El movimiento es causado por frecuentes impactos sobre los granos de polen del incesante 
movimiento de las moléculas del liquido en el cual están suspendidos. 
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2.~ El movimiento de éstas moléculas es tan complicado que sus efeclos sobre los granos del 
polen pueden solamente ser descritos probabi\lslicamente en términos de un gran numero de 
impactos. estad\slicamente independientes. 

Posteriormente a la solución original de Einstein. (Los resultados teóricos de Einstein fueron 
comprobados por el trabajo experimental exacto del fisicoquímico francés Jean Perrin en 1908) 
Langevín presenta un nuevo método. el cual es completamente diferente del de Einstein y mucho 
más simple: aplicando la segunda ley de Newton a la particula Browniana. se obliene la ecuación: 

(5.1) 

que se acostumbra escribir como: 

V=-P Y+.1{1) , v=.t • (U) 

donde !(/)es una fuerza aleatoria que actua sobre la parlieula. 
A esta ecuación se le llama Ecuación de Langevin y usualmente se le imponen tres 

condiciones': 

i).- la fuerza consiste de un término lineal en r. el cual es el amortiguamiento. más un 
término !(/) independiente del estado Y de la partícula. · 

1i).- El término !(/) es una fuerza aleatoria. que satisface: 

(}{1) l· o, (5.3) 

donde el promedio es lomado sobre un ensamble de muchos sistemas. lodos consistiendo de una 
partícula inmersa en un fluido. 

1ii).- La fuerza / varía rápidamente en el tiempo. y satisface la relación: 

!1{1)J{t1l·r ac1-n , (M) 
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en donde res una constante. Cada colisión es prilcticamente instantanea y las colisiones 
sucesivas no estiln correlacionadas. 
Si f satisface éstas condiciones. se dice que la parlicula está sujeta a ruido blanco. porque la 
transformada de Fourier del coeficiente de correlación no depende de w ( en analogía con la 
luz). Por otro lado si <l(t)>=O y no es della correlacionado. entonces se llama ruido de color 
porque Ja transformada de Fourier depende de co ( también en analogía con la luz ). En 
particular es el proceso de Ornstein-Uhlenbcck" en el cual: 

{./{tl/í.t'J)= exp-1!.:d 
< 

(5.5) 

donde< es el tiempo de correlación, es claramente un proceso con ruido de color. 
La eeuodón de Mn,;revin es un ejemplo simple de una ecuación d!lerendal eslocásliC'11 

. porque uno de Jos términos. /, es una función aleatoria con propiedades estadísticas dadas. 
La ecuación de Langevin puede generalizarse" a otras situaciones más complicadas, 

quedando: 

.t=~X(t),t]+b[X(t),t]~(t) (5.ó} 

que sería la expresión más general de una ecuación diferencial estocástica. 

6. ECUACION DE FOKKER-PLANCK 

El origen del nombre: Ecuación de l/JKler-1'/and. surge de Fokker y Planck , ya que 
fueron los primeros en· usarla para describir el movimiento browniano de las partículas en 
presencia de un campo radiactivo. e intentar construir una teoría completa de fluctuaciones, 
sobre esta base. 

La ecuación de Fokker-Planck describe una gran clase de procesos estocásticos muy 
interesantes, los cuales tienen una trayectoria continua y proporciona la evolución de la función 
de densidad de probabilidad del estado estocástico para el sistema. 

Existen varias alternativas para la deducción de la ecuación de Fokkcr-Planek. como es 
a partir de la ecuación OJaeslra , de Ja ecuación d!lerencia/ de C/Ja¡;mM-Aó/OJogorov e 
incluso a partir de I~ ecuación de /,¡¡JJ,feYJÍl'°. Una forma simple es como sigue 8: Considere una 
función arbitraria /f.r(l)J de x(I), entonces desarrollando d/f,¡f/)J a segundo orden en dw(I), 

se tiene: 



<fl[.t(t)] =./[.r(I) +d<(l)]-./[.r(I)] 

=.fc.r<1>1«1>•4f'c.r<1>111rc1>1• ... 

ahora de la ecuación de 1.angevin (5.6) de la sección anterior; 

d<(I)•( a[ X(l),1]+/J[ X(l),lj ~(1) } dt 

y susliluyendo ésla úllill)a ecuación en (6.1) resulla 

<fl[.r(I)] =/1(,i(1)]fa[.r(1),t]dt+blr(l),l]dW(l)l 

+4f 1(.r(l))b(.r(l),t]2(dll'{1))2+ ... , 

descartando lodos los términos de orden superior y usando 

[dw(l)]2=dt se obtiene 

<fl[.r(I)] =I a [.r(r),tlf'[.r(l)J •4b[.r(1),1JY'r.i(1)JI dt (11.1) 

+ blr(l),tlf'tt(l)]dW(r). 
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(O./) 

(11.3) 

ahora considere el promedio del desarrollo temporal de una /fx(/)) arbitraria y usando la 
fórmula anterior se tiene que 



( 4f [.t(t)J) ·(tlf (x(I)])•!!._(/ [.r(I)])= 
dt di di 

J. l ) (ó..5) ·,a[.r(l),t]él, .Jt.r(I)] +.lb(.r(l),1]2#, J[.r(I)] 

·( a[x(l),t]él, /•~b[.r(1),1]2¡f, Jr 

sin embargo .Jf/) tiene una densidad de probabilidad condicional P(x.l;.rpla/ y 

~(.Jtx(1)] )·~f tb: Jtr)P(x,r,x.,1J• 

f di: J{x)a, P(x,l".xo.to> = (M) 

[ 4a(x,1)él,f•k1*".if#, tx.r.x.,1J, 

· in legrando por parles y descartando las integrales de superficie se oblie.ne 

ft1x.1tr)a, P ·ftb:JtrJ(-a, [a(x,t)PJ•~a! ¡1*,t)'p¡I, fó.?) 

y de aqul, siendo /(.r) arbitraria, 

a~~= -~CaWJPWl.r,,.r.>1•.!.±-c1*#.PWIXo.ta>J. fó.ll) ª• 2 ar• 
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por Jo que la ecuación de dilusión.9ueda especificada si se conoce el coeficiente de deriva a(.r.I) 
y el coeficiente de difusión b(.r.lj 3 • 

Asl pues se ha partido de una función arbitraria l(.r(IJJ de x(I) para obtener finalmente 
una ecuación diferencial en terminos de Ja densidad de probabilidad, mejor conocida como Ja 
ecuación de Fokker-Planck. cuya solución caracteriza Ja evolución de Ja función de probabilidad 
del estado de una amplia clase de sistemas. 
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Reescribiendo (0.11) resulta: 

iJP(X,t) =-a; A(XJP) +.!a'( B(X)P) 
iJt ax 2ax2 • 

(0..9) 

El rango de ,/'es necesariamente continuo. los coeficientes .4(.r) y fl(,lj pueden ser cualquier 
función real diferenciable. con Ja única restricción fl(,lj>O. la ecuación (0..9) puede dividirse 
en una eeuaeidn eonl!i1ua para la densidad de probabilidad 

iJP(X,t) iJJ(X,t) (o.JO) _iJt ___ --¡jX 

donde /f,r.t) es el flujo de probabilidad, y una ecuación conslituliva 

J(X,t)•A(X)P-~a'j!B(X)P] , (O.JI) 

la ecuación (O.!/¡ ademas de ser la ecuación de Fokker-Planek'. es también llamada ecuación 
de Smolueóowsli, ecuación segunda de J(o!mogoror o ecuación generalizada de diíusldn. El 
primer término de la derecha de (0..9) ha sido llamado término de transporte. término de 
convección o término de deriva, el segundo término de difusión o término de fluctuación. Desde 
Juego que lodos estos nombres no cambian la interpretación fisica. 
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11. INTEGRALES DE TRAYECTORIA 

En esle capítulo se describirá Ja integral de trayectoria y se mostrará su empleo en Ja 
solución de problemas eslocáslicos. 

Se aplica en particular a Ja ecuación de Langevin y se compara con el resultado obtenido 
por otros métodos. 

l. DEFINICJON DE INTEGRALES DE TRAYECTORIA 

En un intento por desarrollar una formulación diferente de Ja mecánica cuantica. 
l'eynman 11 introdujo el eonceplo de sumas sobre lrayeclorias. 

El problema se puede plantear de Ja siguiente manera: se desea calcular Ja probabilidad 
de que una partícula se encuentre en Ja posición .1, al tiempo 1,. sabiendo que se encontraba 
en .1; al tiempo /,.En mecánica cuántica se define la amplitud de probabilidad frecuentemente 
llamada kernel. la cual se denota como K(b.a) . Esta es la suma de las amplitudes de 
probabilidad individuales de todas las lraycclorias que van del punto aal punto b. 

Uno de Jos métodos mas elegantes para determinar Ja trayectoria particular x(I) que 
sigue una partícula. en mecánica clasica. lo proporciona el principio de mlnima acción. Esle 
establece que existe una cierta cantidad S (llamada" accilfn"} que puede ser calculada para 
cada trayectoria. y la trayectoria c)asica x(I) es la) que S loma el valor mínimo. aunque la 
condición real es que S sea una exlremal. Entonces se dice que el valor de S no cambia a 
primer orden si Ja trayectoria es modificada ligeramente. La cantidad S se define por Ja 
expresión 

S[b,o] = f ~,x,t)dl, 
" . 

(1.1) 

donde l es el Jagrangiano del sistema. Para una parlicula de masa m moviéndose en un 
potencial //(.1: /). el lagrangiano es 

(1.2) 

!..i forma de Ja trayectoria exlremal x(IJ se determina con los procedimientos usuales del 
c;.Jcu)o variacional. Entonces. supóngase que Ja trayectoria se desvía de :r por una peque~a 
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cantidad óJf/); la condición para que los puntos extremos queden fijos requiere que 

6.t(t.,)~Mt,>=O (1.3) 

y la condición de que ,r sea una extrema! de J' significa que 

6S=S{x+6x]-S{x]=O 

a primer orden'en ó,r: Usando la ecuación (/.!) se puede escribir 

'• 
S{x+6x] = JLC.t+6.i,x+6x,t)át 

'· 

integrando por parles, la variación en J' resulta 

as.a,:E!:. ¡ 1' -J1.!.!!.(E!:.)-Efl,,, 
at •••• "lm ilt a.r 

(l.4) 

(1.5) 

(1.6) 

Utilizando el hecho de que los puntos extremos son fijos, entonces el primer término del lado 
derecho de esta ecuación es fJ. Entre los puntos extremos o,r puede lomar cualquier valor 
arbitrario. Entonces la extrema! es la curva a Jo largo de la cual se satisface: 

(J.?) 

que es Jíl ecuación de lrtgrange en mecitnica clásica. 
Ahora se puede dar Ja regla para la mecánica cuántica. Se dirá cuánto r.onlrihuye r.nda 

trayectoria al total de la amplitud para ir de a a ó. Todas las trayectorias contribuyen 
igualmente, en promedio. al tola) de la amplitud, pero contribuyen con distintas fases. La 
contribución de Ja fase de una trayectoria dada es la acción Spara Ja trayectoria en unidades 
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del cuan lo de acción 'h. La probabilidad l'(b,a/ para ir del punto .r al tiempo 1, al punto X, 
al tiempo 16 es el cuadrado del valor absoluto· de la amplitud Afb.~)para ir del punlo a hasta 
el punlo b. Esla amplitud es la suma de las contribuciones IJJ(r(l/j para cada trayectoria. 

K(/J,a)= E 4'[,x(I)) 

{:!::Wb) 
(1.8) 

La contribución de una lrayecloria particular tiene una fase proporcional a la acción S: 

¡.!.)SI<(')] 
4'[x(I)] =co1U1. e ' 

(1.9) 

donde la conslanle es seleccionada convenienlemenle para normalizar A'y S(r(l/Jes la acción. 
definida en mecánica clásica. 

EL LlMITE Cl.ASlCO 

La implicación más imporlanle de la ecuación (fg) es que ladas las lrayeclorias 
contribuyen igualmente a lraves de la variación de sus fases. aunque no es muy claro cómo, en 
el limite clásico, alguna lrayecloria particular resulta más importan le. La aproximación clásica 
sin embargo. corresponde al caso en que las dimensiones. masas. liempos. ele .. son lan gra.ndes 
que Ses enorme en relación con 'h( :JtJ5xJtJ·"ellf-Seff). Entonces la fase de la contribución 
S/l. es algunas veces un ángulo muy grande. La parle real (o imaginaria) de fJJ es el coseno ( 
o seno) de esle ángulo. Esta fase tiene la misma probabilidad de dar una contribución positiva 
o negativa. Ahora. si se dsplaza la trayectoria como se mueslra en la figura. por un incremenld 
ax. peque~o en la escala clásica. el cambio en Ses así mismo peque~o. pero no cuando se 
mide en unidades de 'h. Estos cambios en la trayectoria, generalmente hacen cambios enormes 
en la fase. y el coseno o el seno oscilan excesivamente rápido. La contribución total entonces 
suma cero. porque si una trayectoria hace una contribución positiva. otra infinitesimalmenle 
contigua (en la escala clasica) hace una contribución igualmente ncgaliva. y por lanlo no hay 
una contribución nela. 



ta /r4J'el'/or/<1 c/Jsk11 l. 1(1) es tal r¡ue par" un4 der/4 
inle§r4l la 11«1'dn S: es un mlnimo. Si la /r4)'eclorh 
1ar/4 por ó.r/IJ. µra Ja lr4J't't'loriá .?. /11 inle,¡111/ no 
sufre c4m~i0s 11 primer orden. &lo lo óe/erm/114 /4 
ecu4c10'i1 de morfinienlo. J:n méC'i1DJi:i1 cvJnlkiJ. /4 
i!mplilud pHril ir de " i1 /J es Ja svm" de /Js amplitudes 
pr.t c11d11 inler/erenc/4 allerna/il'4 de la lra)'ee/(}r/4. /J 

ls 
11mphlud p11r4 un.tfrJ)'ff'lori4 d4dJ. e 'h .liene un11 

/4.se proporciondl d /11 11ccidn. 
Si/4 11ceión Ses mu1·,¡r11nde C'Omp4r4fÍ4 con 'h. 

/.1s lr4fttlori.ts redn4s /11/es como .J f 1 tienen 
'1«hnes sfrni!ic.J/Ji'Jmen/e dJlerenles. Tt1/es lr1yeelori4s 
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(por lo Pé'f/Ut'Ao de 'h) tienen muy di/eren/es /i1ses f su ronlri/Jucidn se c4nce/4. So/11mente en /4s reeind4des dl' /4 
/r4J'el'/ori11 dJsic4 .t/I) ,.,,,¡,,, donde 14 IJC'C'ioiJ c4mbJ;, poco. Cu4ndo ks /rJfedorüs r11rl1JP, /4s /r4yeclorias de /J 

:í:~~/:~f;:k:~ifto~:°r;~~~::ied~ Z 'fr~~'::l~Z :JJ:::et:: !e~0::~~f/¡;~°J:~'~{:~~ ~;¡;: /~::;r¡,~4:::, 
es muf rr11nde comparad" con'h 

Para la lrayecloria especial xpara la cual Ses una exlremal un pequeno cambio en la 
lrayecloria no produce, a primer orden. cambios en S Todas las contribuciones de las 
lrayeclorias en esla región eslan casi en fase con la de .5;; y no se cancelan. Por lanlo. 
solamente para las lrayeclorias en la vecindad de x pueden obtenerse conlribuciones 
imporlanles. y en el limile clasico necesitamos solamenle considerar eslas lrayeclorias 
particulares. De esla forma las leyes clasicas del movimiento se derivan de las leyes cuánticas. 

Bajo eslas condiciones podemos afirmar que, en el limile clásico el Kernel se puede 
escribir como 

(1.10) 

LA SUMA SOBRE TRAYECTORIAS 

AA'A/,06'/A COA' JA IA'Tl'6'/M/, /Jl' !?ll'J!AA'll. A lravés de la idea cua!ilaliva de una suma para 
la contribución de cada una de las lrayeclorias se puede dar una definición malemolica mes 
precisa de lales sumas. El número de lrayeclorias es un infinito de orden superior y no es 
evidente qué medida puede ser dada para el espacio de lrayeclorias. Comencemos con la inlegral 
de Riemann. diciendo que el área A debajo de una curva. es la suma de lodas las ordenadas. 
Mejor aún puede decirse que ésla es proporcional a la suma. Pero para hacer precisa la idea. 
haremos eslo: lómese un subconjunto de ledas las ordenadas ( ledas separadas con iguales 
intervalos h). Sumando las ordenadas. se obtiene 



27 

(J.11) 

donde la suma se realiza sobre un conjunlo infinilo de punlos .1; como se mueslra en Ja figura. 

xox1 x2 xi xl•1 

fn 14 deóOiddn de /d inle¿'rJ/ ortlinari4 de Riem11nn. un 
ronjunlo de ordenaths es ti/bufado desde ¡., 11k1S4 
/;11s/4 /11 cun'd. /,Js oróen11tlas son espae/4rlt1s por un4 
disl11ne/4 ó, /J in/effr4/ /el .iru entre /.J eurr4 f Á1 
4kiJ'4 ) es apro.rim4tl4 por J¡ reces Ja sum" de /,u 
orden4r/as. t's/11 aproJ1inadifn se 4t'em1 .ti >"Hlor 
rorredo cuJndo ñ se 4pro.rim11 11 eero. 

{!1111 deliniddn 40,f/o¿'J puede ser us11da /M'" 
/4s inle¿w/es de lr4fedor/H, Ja medftf4 t¡ue 1"4 desde 
cero en el prOC'eso /!mi/e es el lnlerPJ/o e en/re hs 
puntos diserelos sobre hs lr.t)'t'C'/orias. 

El siguienle paso es definir ;f como el limite de esta suma lomando valores cada vez más 
pequefios de ó. Haciendo esto. pueden obtenerse sumas diferentes para cada valor de ó. El 
llmile no existe. El procedimiento para obtener un limite en este proceso debe ser especificado 
por algún faclor de normalización el cual dependa de ó. Por supueslo. para Ja inlegral de 
Riemann. esle factor es justamente el mismo ó. En este caso el limite existe y puede escribirse 
como 

(1.12) 

Puede seguirse un procedimiento análogo para definir la suma sobre sobre todas las 
trayectorias. dividiendo la variable independiente I en intervalos de amp!ilud e, dando como 
resultado un conjunto de valores /¡ espaciados una distancia e cnlre los valores ' y 4 A 
cada /¡le corresponde algún punto especial .f;. Si ahorn se construye una trayectoria uniendo 
lodos los puntos así seleccionados con lineas rectas. esto hace posible definir una sum.; sobre 
ladas las trayectorias construidas de i:sla manera. lomando una integral múlliple sobre lodos 
Jos valores .1; para i entre /y A'-/. donde 
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He=!, -1, 

.Id: .Y,, 

Esla suma se acoslumbra a escribir como 

K(b,a)= f f'"J 4'[.x(r)]dx,d<, ... d.xN-• (1.13) 

En este caso. se puede obtener una representación más simpe del conjunto complelo de todas 
las posibles trayectorias enlre a y b haciendo e pequeño. Sin embargo. en el case de la 
integral de Riemann. no es posible proceder a lomar el limite. porque este limite no existe. No 
obslanle es posible proveer un factor de normalización el cual esperamos que dependa de e. 
Desaforlunadamenle. definir la! faclor de normalización. al parecer. es un problema muy dificil 
y no se sabe cómo obtenerlo en términos generales. pero se conoce cómo dar una definición 
·para las situaciones parlicuares. Por ejemplo. lomando el caso donde el !agrangiano esté dado 
por la ecuación (l.2) (parlicula libre) . el factor de normalización resulta ser A·' , donde 

(1.14) 

el limite de este faelor exisle y se puede escribir 

1 ff f ~'l>•ldx¡ dxz d.xN-1 K(b,a)=Um-; ... e --••• -, 
, .... ,. A A ,. 

(1.15) 

donde 

'• 
S[b,al • f L(X,x,1)dt (1.16) 

'• 

es una integral de linea lomada sobre la lrayeeloria pasando a lravés de los puntos x1 entre 
las seceiones rectas como en la siguienle figura 
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/J SU/1)4 sobre /rJ)'eelorMs es delinú/11 romo un bm1le 
en el cu.JI /J primer lr4)'e!'loria es esped/ic.ttlti tf4ntfo 
so/amente lt1 CtJOn/en4Ó/i Jº en un J'l"4/J número de 
tiempos espl!'C'//iros sep11r4o'os por ¡m¡ueAos inlerrJhs 
c. 1.4 sum11 so~re /.1 lr.1)'eclori4 es en/onces un<J 
10/e¡ral sobre todas es/11s coorrlen.JúJs espec!/icJ.r. 
CD/onces p.Ml ronse¡uir /4 meá/r/4 corree/a se lom.t 
d Hm1le cu4nt/oc tiende 4 cero. 

Entonces se escribirá la suma sobre lodas las lrayeclorias en notación menos restringida 

(1.17) 

Calcular éslas inlegrales mulliples en forma analilica( de hecho. un número infinito de ellas) 
resulta. en general. muy dificil y sólo se ha calculado un numero muy limitado de éslas. De 
parlicular importancia es la integral de lrayecloria para el caso en que se tenga un lagrangiano 
cuadrálico (resuello por el mismo Feynman) llamadas integrales gaussianas. En esle caso. el 
lagrangiano se escribe como: 

L=a(l)t2+b(1).tr+c(l):<2+d(1)t+e(1)x+.1{1) (1.18) 

La acción es Ja integral de ~sla función con respeclo al liempo entre dos puntos fijos. 
En esla forma el lagrangiano es un poco más general de lo necesario. El factor x puede ser 
removido de eslos lérminos lineales a lravés de una integración por parles. 
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Se desea determinar 

·1 ·· ] K(b.a>-f .!. f LCX.x~) Dx(I) 
o ,..,_ 

(1.19) 

que es Ja suma sobre todas las trayectorias que van desde (.1í.I) hasta (x6.tJ. 
Sea :f(I) Ja trayectoria clásica entre Jos punlos específicos .1; y ,,, Esta es Ja 

trayectoria extrema] para Ja acción S. En nuestra notación se tiene que 

.s(b,aJ=.six<t>J (1.20) 

pudiendo representar x en terminos de ;¡:y una nueva variable y: 

:c=i+y (1.21) 

Esto es, que eil vez de definir un punto sobre Ja trayectoria por una distancia %(!)desde un eje 
coordenado arbitrario. en su Jugar se mide Ja desviación y(i) desde la lrayecloria clásica, corno 
se muestra en Ja figura. 

b 

• 
X 

/4 tlffennci4 entre /4 tra1·edori4 dJsic.t 1(1) 
f •/(uo.afr4 fraftcforfn(f) es 14 /uneióo fff) fk a9ut 

~;t::::.;/fhtfJ:~~ Zt~":~::;ºn:;!:;~J ;:::t 
/ol/Mr cu6/qu1'er /orm4. M lr4)'edorf4 dJsfc4 es 
comp/e/,f!nenle /¡j.f )' cu4/quier •'NidcKJn en /4 
Úlftdori411/lern4//r4 r/I} es equir4/enle 4 /4 r4rMdón 
11soc.í4tf4 en /4 Ó/ferenci4 ¡(!} iblonces. en 0011 inlt,fl4/ 
de lr4fedoria. /d d!lerenc/.11 de lrd)'eí'lorJá Pr(/) puede 
s.r mmpbud• por Pff!/.. f 14 fr4ftclori4 ,r(f) por r(f) 
; J(t) t'n esl• !orm4 i(f) es un• roos/40fe pm 14 
lnlecr4rióo soóre /.Is lr4fedori4s. /J nuer.1 v1rMNe de 
/r4}'edori4 .Yfl) es/J resln'n.r1"d4 1 /011Mr el r4Jor cero 
en los puntos e.rlremos1)'6. l's/4 sv/Jsli/ución condvct> 
4 un11 inlecral de /r4j"eelorü inJepeodJénlemeote de /.1 
¡:w-idtfn de Jos ¡;un/os al.remos. 
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En cada t las variables ,r y )' difieren por la constante J. ( por supuesto que esta es una 
constante diferente para cada valor de t) . por lo que claramente d1;-=d;; para cada punto 
especifico I; en la subdivisión del tiempo. En general puede decirse que IJJ{l)=l)j{t}. 

Entonces partiendo de la ecuación (1.18) para el !agrangiano cuadratico y haciendo el 
cambio de variable ,r=xf)' se liene· 

L=a&+i'f+'4+i'fi+y)+e(i'+yf+d(i+j)+e(i'+y)+f 

L•tu!.,+2aiy+aj2+tih+~+bji+bjy+ 

a .... •2ciY•cy••Íi•di•a•ey•f 

Entonces la integral para Ja acción puede escribirse 

S[X(I)] =sti(I) +y(r)] • ¡ Ldt 

'• 
'• • f[ iJ>+ik+a-.+.É+ei+J]dr 

'• 
'• 

+ fl 2a.fy+~+my+2cijl+dj+ey ]dt 
'• 

+ ¡ [ aj•+bjy+cy• ]dr 
'• 

(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 
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donde la primer integral resulta ser la acción clásica. es decir: 

'• 
ScJb,a]• f[ tu~+~+c:c"">+cfr+a-.¡]dt (1.25) 

'• 

mientras que la segunda, se reduce a cero de la siguiente manera: 

'• f ¡ 2a.iy+i.fy+bi'j+2ci'y+dj+ey ]di = 

'• (1.26) 

'• '" f¡2DÍ+/U+d ]Ydt + f¡bi+2c:<+ijydt 
'• '• 

integrando por parles la primera de cslas dos integrales, y empleando el hecho de que 

y=Él. ydt= dy se reduce a: 
dt 

fl 7.ai+m+d JdY = ciai+m+~j - f yrt¡ 2'Íi+lii+d 1 
'• IA '• (1.27) 

'• -J Y<.'ldi+¡,}¡dt 
'• 

y susliluyendo esle resultado en la ecuación (!.26 ) se tiene: 
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'• J¡:zai;+i.fj,+bi"j+2cfy+dj+ey]dt. 
'• 

- f ¡2'N+tfi J>'dt + f¡tfi+2cfo]Ydt (1.28) 

'• '• 

• J ( 'lci-'l:i+e ).)'lit• O 

'· 
esla úllima integral es cero debido a que: 

2!:. •2ot+la+d .!!2!:: •2af+bi • 
at . dtat 

(1.29) 

·que no es más que la ecuación de 1.agrange 

(daL) aL ~ -diat - ai = 2ai-2c.i:-• = o (1.30) 

y por lanlo la acción se puede escribir 

S[X(t)] •S.Jb,a] + fta(t)j2+b(l)jy+c(t)y 2]dt (1.31) 

'• 

La inlegral sobre lodas la lrayeclorias no depende de la lrayecloria clásica. y el kernel 
puede escribirse como 
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I Salb~] º( J '• }t..J 
K(b,a)=e;; í ex

1
{;P,a(t)Y2 +b(t)jy+c(t)y 2]dt rJ,t). (1.32) 

Y puesto que ladas las lrayeclorias y(/) parlen y regresan al punto y=fJ , la integral 
sobre ladas las lrayeclorias puede ser una función solamente del tiempo en los puntos 
extremos. Eslo significa que el kernel puede escribirse como 

(!)SJ~J 
K(b,a)=e ' F(t.,t~ 

(1.33) 

donde /'f/,.l.J es una función que no depende de las variables espaciales .r, y ,r,. y s;, es la 
acción exlremal. que se obtiene en mecanica clásica. . 

Los problemas estocásticos encuentran una expresión natural en términos de éstas 
integrales de lrayecloria. Uno de los problemas estocásticos simples es el movimiento browniano 
descrito por la ecuación de Langevine {ya mencionDIÍO anleriormenle) que se resuelve 
fácilmente con esla técnica. 

Aqui se analizará un método para resolver estos problemas, siempre y cuando se conozca 
la solución formal de la ecuación diferencial estocástica : 

i·a(X(r),1]+/J{X(r),r){r), (1.34) 

que es la forma general de las ecuaciones diferenciales estocásticas. La función /(¡')que aparece 
en el miembro derecho de la ecuación (!.JI) es una función estocástica, la cual fluctúa 
rápidamente con el tiempo y cuyas propiedades eslocáslicas son conocidas. 

Si se conoce la función de distribución de probabilidad para 1(1) esto es. P//fl'JJ. 
entonces, para cada /(/)existe una x(I) relacionadas de la siguiente forma: 

P .J.i(t)]D .i(t)=P}Jf.t)]D jf.t), (1.35) 
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Si / y .r están relacionadas linealmente. el "¡iJrobhno" no depende de x , .t , X ,. • ., 
entonces (J..75) adquiere Ja forma 

Pp(t)J-P)Jr.l)J, (l.36) 

La función de proporcionalidad en esta expresión. depende exclusivamente del tiempo. 
que puede ser obtenido por la normalización de Ja función de densidad de probabilidad 
résullanle. 

Al calcular P,(.r(IJ/se obtiene la densidad de probabilidad de .r(l)lomada por el sistema. 
El hecho interesante es que mediante Ja densidad de probabilidad condicional. teniendo en 
cuenta ciertas condiciones a Ja frontera. es posible calcular Ja función de densidad de 
probabilidad condicional 

(1.37) 

que tiene Ja forma de una integral de trayectoria. 
Para mostrar la efectividad de este método. se aplicará a un problema muy sencillo. que 

ya ha sido resuello por varios métodos e incluso por el de integral de trayectoria. 
Para una deducción más rigurosa de Ja integral de trayectoria de Feynman puede 

consultarse a: Seóulmon" o ,Vu/o'o,,.n'J'" . 

2. INTEGRALES DE TRAYECTORIA Y IA ECUACION DE IANGEVIN 

En esta sección se mostrará cómo se aplica el método" de las in/effraleso'e lroyeelor1il 
al resolver Ja ecuación de Langevin. Ja cual describe el movimiento browniano con ruido 

gaussiano blanco (,oroblemo resue/loporCóontlroseMor' ), y posteriormente se dedicara lodo 
el capitulo siguiente para analizar el mismo problema pero con ruido de color (el ruido tle ro/or 
es un lema t¡ue se lroba;á bastante en Ja oelua/io'ad). Normalmente cuando aparece el ruido 
de color se utilizan métodos aproximados o bien se encuentra Ja solución estacionaria. casi 
nunca Ja solución anillilica completa del problema. Veamos cómo funciona el melado 
enfrentando el problema del movimiento browniano. el cual consiste en determinar Ja densidad 
de probabilidad condicional l'(Y./,·l'tJ) de encontrar a Ja partícula con una velocidad Pal tiempo 
/, dado que partió con una velocidad inicial l'tJ al instante l=IJ. 
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De la ecuación de kncerin 

~·Pv<•>· Jt•) , (2.1) 

Donde ll es el coeficiente de fricción, y /(r) es una luerza aleatoria. pidiendo que se salislagan 
las condiciones iniciales: 

t-0,>(t-0)=v0 

-.•t,>(<•t)•v. 
(2.2) 

Aplicando la ec { 1.11) de la sección anterior al problema se obtiene: 

P(v,t;vJ•f P J.>(<)]Dv('<), (2.3) 

mientras que la ecuación { 1.9) de la sección anterior adquiere la lorma 

pJ.>(t)JDv(t)=Pjltt)]l?/{'<), (2.4) 

pJ>(t))• l?f{t) Pjltt)), 
Dv(t) 

donde l?/{<) es el ')'acobüno" de la translormación. 
Dv(t) 

(2.5) 

Resolviendo formalmente la ecuación (2. 1) sujeta a las condiciones (2.2) se encuentra 



, 
v(I) =vo" ·P•+ fe ·PC•-•!/(<)dt, 

o 
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(2.6) 

en esta expresión el jacobiano no depende de Y o P. por Jo que (2.5) se puede escribir como 

p J>(<)]=N'Pjltt)], (2.7) 

donde ,¡r es el factor de proporcionalidad que depende solamente de l. y que puede ser 
determinado por Ja normalización de ambos lados de Ja ecuación (2.7). 

Por hipótesis ltf)es un proceso gaussiano de ruido blanco y entonces se puede escribir 
,como 

... h,.. (2.8) 
Pjltt)]=Re ' 

con ~»O y Runa constante de normalización. Sustituyendo Ja ecuación (2.8) en (2.7) se obtiene 

-.hld• (2.9) 
P Jv(<)]=N 1Re ' , 

P Jv(t)]=N{t)•""l, (2.10) 

con el factor de normalización Ai1)=A'íf' y ademas 
r 

S(tl=fl..(•)d•, (2.1 l) 
o 

con 

1..(•)=-q/'(<). (2.12) 

Entonces Ja función de densidad de probabilidad condicional para las velocidades sujeta 
a las condiciones (2.2), es 



P(v,t,voJ=JN(l)e><nDv(<). (2.13) 

De las ecuaciónes (2.1) y (2.12) se obtiene 

I.(<)=-t¡{"C<)+pv(<)f. (2.14) 
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En esle caso parlicular t(r) es una función cuadráliea en las variables vy f y la 
ecuación (2.13) resulta ser una inlegral del lipo gaussiano. Entonces es posible mostrar que la 
integral de trayectoria es 

P(v,r,voJaN(f)e'JIJ (2.15) 

donde S(l)d resulta ser la extrema!. 
Entonces para obtener la trayeetoria extrema! sujeta a las condiciones (2.2) basta 

encontrar la trayectoria v(r) para la cual óS=IJ sujeta a las condiciones (2.2). La condición 
óS=IJaplicada a la ecuación (2.11) da lugar a la ecuación de Lagrange: 

.E,_E!:,_Jf....n (2.16) 
d< ov éJv -v. 

Sustituyendo la ecuación (2.14) en (2.16) se obliene una ecuación diferencial ordinaria 

9-p2v=O, (2.17) 

cuya solución es 

Imponiendo las condiciones iniciales (2.2): 

VC<=O)•c1+c2"l'0 (2.19) 
\i(t=t)=c1e ''+c2e-~'=v, 

y resolviendo este sistema de ecuaciones para c1 y e, se encuentra 
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(2.20) 

Ahora a partir de Ja ecuación (2.18) evaluando .M/ y S,f) con las ecuaciones (2.14) y (2.11), 
respectivamente 

·por Jo tanto, de Ja ecuación (2.15) se obtiene Ja función de densiJad de probabilidad condicional 
para las velocidades 

Este resultado obtenido es una distribución bien conocida para la ecuación de Langevin o como 
una solución para Ja ecuación de Fokker-Planck correspondiente. Con éste método Ja solución 
analltica es más directa en comparación con otros métodos " 
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111. APLICACION DE LAS INTEGRALES DE TRAYECTORIA A UN PROBLEMA CON RUIDO 
DE COLOR 

En este capitulo se presenta un modelo para enconlrar la función de densidad de 
probabilidad condicional de la parlicula sujeta a ruido de color. a través de las integrales de 
trayectoria. partiendo de la ecuación de langevin como una ecuación diferencial eslocástica de 
segundo orden, y conociendo su solución formal con ciertas condiciones iniciales. 

Partiendo de la ecuación de .tange1in y con la ayuda de las JiJ!egrales de lrayet:lor/IJ 
. se determinará la función de densidad de probabilidad condicional P(x.t;x0.v0) de que la 
partícula se localice en el inslanle t con una posición x dado que partió con una velocidad v0 
en x0 al tiempo t=O. 

.f(t) + p.i(t) =J(t), 

.con / l{Jr=f(/) se encuentra la solución formal 

en el caso de la solución homogénea 

r2+pr=O 

r.c0,r2a-p, 

las ralees son reales y distintas. por lo que la solución formal queda como 

1 
-p1 1 

.<(t)=c1 +c2e·I•+..!. fft.1')d1 1-!.-J •''~t')dl1, (4) 
p o p o . 

(!) 

(3) 



y derivando (4) respecto a t . 
.i(l)=-¡ic,e -P•+e-P•J e P•}¡1'Jd1' 

o 

imponiendo las condiciones iniciales en (4) y (5) 

.t(l=O)=c1 +c2=x.,. 

.i(r•())·-Pc,·v.,. 

se encuentran los valores para las constantes c1 y c, respectivamente , 

susliluyendo (7) en (4) se encuentra, 

e•-~ (7) 
• ll 

.t(l)=.to+~-.!J!.-P•+.!fJt.r')dt'- e-P• f eP•'.fr.1'Jdt' (6) 
P P llo P o 
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(5) 

(6) 

y susliluyendo {8) en la expresión de la función de densidad de probabilidad condicional 

donde 

es la expresión para cualquier lipa de ruido gaussiano, y 

0(%-.t')=...!...J" .1'<-•'ltdk, 2,. __ 

es la función della de Dirac. La lunción de densidad de probabilidad condicional queda 

(9) 

(lO} 

(11) 
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(12) 

con 

I ,,, 

S(I)=-! f dsf ds'ft.s}f(,s")k(s-s')-!! Jj(1'}dl1+ ¡u- J•''ftt'}dl', (13) 
2 p o ll o 

(14) 

Donde se ve que la integral de lrayecloria es una inlegral del lipa gaussiano. y por lo expuesto 

en la sección 1 del capitulo dos su solución es JD[f{l)]eAA-e~ donde S es la extrema! la cual 

se encuentra al aplicar la condición 5S=O en la ecuación (13) para conseguir 

~--.!jjdsds'[f{s) &fts') + 
&ftt) 2 &Jl:t) 

(15) 

.f{s1 &Jty)]l(s-s')- !!Jc1-eW-r>¡ Mt'>dt'=-O, 
&ftt) ll &Jl:t) 

por lo lanlo: 

(16) 

De aqui. se sigue que: 



Aplicando el teorema de convolución dos veces a (17). se encuentra 

y sustituyendo en (13) se tiene 

i(I)•- 2~J f f f dsds'd<d<'c(s-•)[1-e P«-ll¡c(s' -• ')[1-eP<•'-'l]A:(s-s')+ 

...Efft11'd•c(t1-•)[l-e"'-"J-!:e-P•Jfdrdt'e'''c(t1-•)[l-e PC•-'1¡ 
2112 112 

por lo tanto, 

i(t)•-..Effd•d•'ll -e'"-llJc(•-•~[1-e P«'""'J-
2112 

f,e-''ffd•d•'e'''c(•'-•)[l-e•Cr-•~+ (20) 

f.! f d<dr1c(r'-•)[l -ePCr-ll¡, 
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(17) 

(18) 

(19) 

(En el apendice A. se hace la comprobación de que Jos resullados hasla aqui encontrados son 
consistentes. Esta verificación se hace para ruido blanco y se llega al mismo resullado de 
Chandrasekhar"). 



44 

Entonces haciendo 

(21) 

D1{f)• f f dtdt1e '''c(t1-t){l-e 'l'-<IJ, (22) 

D3(1) • f f dtdt'c(t' -t)[l-e '"-ll), (23) 

resulta 

(24) 

para calcular IJ,(I) IJ,(t) IJ,(I) se supondrá que : 

··-" 1 -.=... 
c(t-t'l=-• ' 0 , 

(25) 

•• 

que es el coeficiente de correlación de un proceso Ornslcin-Uhlenbeck. y t, es el Uempo de 
correlación. por lo que la ecuación (21) adquiere la forma: 

~ 
D1(1)=ff t1t'dl 11(1-•'~'-t't][1-eP~"-fJJ..!..e- '• , (26) ... 

Resolviendo la primer inlegral resu\la 
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(27) 

haciendo la segunda integral y un poco de álgebra. se obtiene el valor 

~P•.•1] 1 2t0 '• D1(1)•21- -- + ----+ ---+ 
P PlCP•,.)2-11 CP•,.)2-1 CP•.,)2-1 

(28) 

-'-"'"-'.__...;_;.•_+---e-" -fl+ --º-e ,.. ___ ._, "• ' 
[
2lCP•,.)'-P• -21 1 r 2Pt1 

-.!. 2P•1 -.!.-Jr 

PCCP•.,)2-11 PCP•.-11 P•.-1 CP•,.)2-1 

por lo tanto 

[
CP•J'-P•.-2 +--1 __ .-P•-~.-f,] __ ,, 
PlCP•J'-11 2p¡p._-11 CP•J'-1 j 

(29) 

para calcular 4(t) de Ja ecuación (22) se sustituye (25). obleniendo 



Resolviendo Ja primer integral de (30) se encuentra 

, ,,, -.;.; ~+(··t)f '"} 
D ) 1 f~·'l ,1,,_0 •.e t 0e t 0e t 0e (31) 

:¡(t -- "'l -~ ., ---+ --- . 
'•• Pt0 +1 P•.+1 P•.-1 P•0 -1 

haciendo Ja segunda integral se obtiene finalmente el valor de 

<P•.-2> J <P•)-Pt!+P•.-1}" 
D,(r)~- PCP•

0
-1) l PCll<.+1)(11•

0
-l) -

Por último. para calcular D.i(?)de Ja ecuación (23). susliluyendo (25) se tiene: 
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(30) 

(32) 



Resolviendo la primer integral de (34) se encuentra 

, J , , •'} 
o,(l>=Jl1-e·'1•Pl'Jl2-•-'--• ·;;. '- d1' 

o 

y resolviendo Ja segunda integral resulta 

D (r)=21 j 2(1h.,)'+31l<0 +2]J 211<!-,.1_-f.+ 
' l ll(ll<.•I) 1 ll•.-1 f 

[ 
ll< -2 } < ..¡, • .!.y 

ll<ll;. -1) _,,_ ll<:+1 • '• • 

susliluyendo las ecuaciones (29),(33) y (36) en (24) 

- k'{ 2(1l<.,)3+(1l<.l2-ll<
2
-2 [ (ll<.,)2-ll< -2 t } S(I)=- 1- 0 + 0 -pr 

112 21l(ll<. +l)(ll•. -1) ll<ll•. +l)(ll<. -1) 

+- ----e-2'°'- 0 e "• , 
t 2 { 1 ll<2 

..¡p • ..!..~} 
p2 2jl(jl<.-l) (ll<.•l)(ll<.-1) 

por lo lanlo la integral de lrayecloria queda: 
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(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

{38) 
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donde 

A 1 • ..!..{i- 2(jlt,)'+(jlt.,)2-ll•!-2 + [ (jlt.,)2-1lt0 -2 }-!•} 
O n• 2PCP•0 +l)(lit0 -ll PCP•. +l)Cll•. -1) .. (39) 

•- ---e ·1P•- º e "• ' 
1 { 1 ¡¡.' -(!•.!.)} 
¡¡• 2jl(llt0 -1) Cllt0 +l){P•0 -l) 

y susliluyendo el valor de la integral de trayectoria (38) en (12). la función de densidad de 
probabilidad condicional queda como: 

(40) 

o bien: 

(41) 
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CONCLUSIONES 

Se realizó una breve revisión de Ja teoría de Jos procesos estocásticos donde ne 

destacaron algunos resultados y conceptos enfocados al trabajo desarrollado en el último 

capítulo. Estos sirvieron para comprender el desarrollo del problema tratado al igual que Jos 

resultados. 

En el capitulo uno se definió Ja probabilidad bayesiana. sin Ja cual no podría haberse 

.determinado el futuro probabilislico de Ja partícula. dadas las condiciones iniciales del sistema. 

Por otro lado. Jos procesos gaussianos resullan de gran utilidad. puesto que en el tratamiento 

del problema se hizo Ja suposición de que Ja parlicula sigue una distribución del tipo gaussiano. 

La herramienta mas poderosa aqui empleada. sin duda alguna. resulló ser Ja integral 

de trayectoria. defininida en el capitulo 11. que fue aplicada al problema estocástico de una 

partlcula con ruido de color. para encontrar finalmente su función de densidad de probabilidad 

condieional. ec. (41 ). Cabe destacar que casi todas las soluciones presentadas en trabajos que 

tratan con problemas de ruido de color son aproximaciones. 

Hasta donde resultó posible. se cotejó el procedimiento seguido en Ja solución al 

problema. ya que en Ja extrema! encontrada. ec. (20) se hace Ja suposición de que el coeficiente 

de correlación es uno della de Dirac (ruido blanco))' se llega al mismo resullado presentado por 

S. Chandraseckar. Sin embargo, respecto al problema aqui tratado. no se encontró en otros 

trabajos una solución analilica sin aproximaciones. 

fST\1·~ 
t~ ·1lj~ ~?:: Li 

'. 



so 

En esle trabajo se desarrolló un melado para resolver esle lipa de problemas que da 

resultado siempre que se conozca la solución "formal" de la ecuación diferencial. 

Desalorlunadamenle esto. en casos mas inleresanles. no es posible porque las ecuaciones 

diferenciales involucradas son no lineales. 
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APENDICE A 

Ahora se o~tendrá el. result~do de _S.Chandrasekhar. como caso particular. para ruido blanco. 
Supongase entonces que· · 

y sustituyendo. en ( .L21) del capitulo 111. se obliene 
1 

D,(t)= f J dtdt1[1-eP«·•l];:6(t-t')[l-e P«'·tlj 

resolviendo la primera integral se encontró que 

D1 (l)=~J dt[l -e P«·tlj¡1-e P<"·•l] 

o bien 

resolviendo esta segunda integral se obtiene 

D1(1)=..!.-.!.c1-e ·P') +..!...c1-e ·2P') 
2 p 4P 

por otro lado sustituyendo (a. I) en ( 1.22) del cap"itulo 111. se obtiene 

D1(t)= J J dtdt1e P•'¡1-e P«·tlj~ac •-•'l 

resolviendo la primera integral se obliene 

D,(t)=~f dte P•'¡¡-eP«·llJ 

integrando. se obtiene 

mulliplicando esta ecuación por e·" se encontró 

(a.J) 

/a.R) 

(a.J) 

(a.4) 

(a.ó) 

fa.o) 

(a.?) 

(a.8) 



finalmente sustituyendo ( a.J) en (23) del capitulo 111. se obtiene 

resolviendo Ja primera integral se obtiene 

y esta ultima integral da 

o (t) • .!.-...!..e 1-e -P') 
3 2 2p 

Sustituyendo (a.5), (a.9) y (a.12) en (1.24) del capitulo lll. resulta 

S(l)·-K' c.!.c.!.-.!.c1-e-P')+ 
p• 2 2 p 

...!..c1-e-2P')1+...!..c1-e-P')-4p 2p 
...!..(1-e-•P')-[.!.-...!..c1-e-P')]] 
4P 2 2p 

haciendo un poco de álgebra y ordenando se encuentra que: 

scr'·Ec .!.-.!.(1-e-P')+...!..c1-•-'''>1 
' 2p2 2 p 4P 

y la integral de trayectoria es entonces 
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(8 . .9) 

(8.JtJ) 

(8.JJ) 

(8.13) 

(D.N) 



J D[f{tll•'1º ~· _,.,. 
susliluyendo en ( 12) del capilulo 111 se encuenlra: 

donde: 

por lo lanlo 

Obsérvese que la ec. (a.18) es el mismo resultado presentado por S. Chandraskhar13 . 
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(a.15) 

(a.JfJ) 

(a.J?) 

(a.18) 
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