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INTRODUCCION

La Teoria de Categorias inicia con la observacién de que muchas propicda-
des de sistemas matemdticos pueden ser unificados y simplificados por una
representacion con diagramas de flechas. Una flecha f: X — Y representa
una funcidn; esto es, un conjunto X, un conjunto Y, y una regla z — f(z).
Un diagrama tipico de conjuntos y funciones es

Y
Il\'
-—_ Z ,

A

éste es conmutativo cuando h = go f, donde g o f es la usual composicién
de funciones. El mismo diagrama puede ser usado en otros contextos
matemdticos; asi, en la ‘categoria’ de espacios topoldgicos, la letras X,
Y, vy Z representan espacios topoldgicos mientras f, g, y h representan
funciones continuas.

Muchas propiedades de construcciones matematicas pueden ser repre-
sentadas por propiedades universales de diagramas. Considérese el pro-
ducto cartesiano A x B de dos conjuntos, consistente como es usual de
todas las parejas ordenadas (a,b) con a € Ay b € B. Las proyecciones
(a,b)++a, (a,b) + b son funciones p: AxB — A, g:AxB— B. Dado’
C'y dos funciones f : C — A, g:C — B, existe una tinica funcién h que
hace conmutativo el diagrama

c
7S N
A A B

NP /e
Ax B



Gran parte de la bell de las matemidticas es derivada del hecho de

la abstraccién. Asi, una de las razones para estudiar categorias es que,
como otras abst i temati 1a Teoria de Categorias provee un
nuevo lenguaje, un lenguaje que proporciona economia de pensamiento y
expresidn; un lenguaje que saca a flote las ideas bésicas de los teoremas; y,
por lo tanto, un lenguaje que provee un nuevo contexto en el cual se vean
los problemas; un nuevo lenguaje que ayuda a determinar cuan fuerte y
profundo es un resultado.

En el presente trabajo se verin conocimientos basicos en la teoria de
categorias. La mayor parte del material aquf incluido es estindar y puede
set encontrado en muchos libros, alglnos de los cuales son mencionados en
Ia bibliografia. Sin embargo, Ia exposicidn difiere de los tratamientos en
otras partes en diversos aspectos.

Primero, en esta exposicién se introduce rdpidamente la nocidn de ‘sis-
tema. deductivo’, el cual es una categoria sin las ecuaciones usuales entre
flechas. De hecho, se cree que los légicos deberian de prestar atencién a
las categorias, las cuales son sistemas deductivos con ecuaciones adecuadas
entre pruebas,

Segundo, varios de los resultados de la Teoria de Categorias son resu-
midos en forma de ‘eslogans’. La mayor parte de los cuales son debidos a
Bill Lawvere.

Tercero, aquf se hace énfasis en la naturaleza algebraica o ecuacional
de los sistemas estudiados en la Teoria de Categorias; por ejemplo para
productos finitos.

El contenido de este trabajo puede dividirse en cuatro partes, la primera
consta de los dos primeros capitulos, y otra parte por cada uno de los
restantes.

La primera parte proporciona definiciones basicas, las cuales son ilustra-
das con un buen nimero de ejemplos que ayudan a su comprensién. También
dentro de esta parte se encuentran las demnostraciénes de isomorfismos entre
categorias, las cuales raramente son ‘totalmente’ realizadas en textos que
traten sobre este tema.

En los capitulos 3,4 y 5, se estudian conceptos importantes en la Teoria
de Categorias, dichos conceptos a su vez, encierran otros nuevos conceptos
que son objetos interesantes de estudio. Estos iltimos tres capitulos y sus
temas correspondientes (funtores adjuntos, limites en categorias y triples)
estdn relacionados, y tales relaciones son citadas como proposiciones du-



rante el desarrollo de este trabajo.

Por iltimo, cabe sefialar que este trabajo estd basado en el texto de
Lambek y Scott titulado Introduction to Higher Order Categorical
Logic ; el cual utiliza el material aqui expuesto para abordar temas como
el A—calculo.
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CATEGORIAS Y
FUNTORES

Comenzaremos este trabajo con algunos conceptos y conocimientos baslccs
sobre categorias. Primero, una definicién un poco informal.

Definicién 1.1 . Una calegoria concreta es una coleccién de dos tipos de
entidades llamadas objetos y morfismos. Los objetos son conjuntos que, en
cierta forma, estan dotados de algiin tipo de estructura. Los morfismos son
mapeos, esto es, funciones de un objeto a otro, que en algin sentido preset-
van la estructura. De entre los morfismos, hay uno ligado a cada objeto 4,
el mapeo identidad Ids : A — A tal que Id4(a) = a para cualquiera € 4 .
Ademds, los morfismos f: A -+ B y g:B—C pueden componersey
produeir un motfismo gof A—C talque (gof)(a)=g(f(a)) para
cualquier a € A.

dan en las matematicas; he

Los ejemplos de categorias concretas ab
aqui tres:

Ejemplo 1.1 . La categoria de los conjuntos, donde los objetos son con-
juntos y los morfismos son funciones, A esta categoria la denotaremos por

‘Sets’ .

Ejemplo 1.2 . La categoria de los monoides, donde los objetos son
monoides, esto es, semigtupos con elemento unidad, y donde los morfis-

5



6 1. CATEGORIAS Y FUNTORES

mos son homomorfismos de monoides, es decir, funciones que preservan la
operacién del semigrupo y el elemento unidad. A esta categoria la deno-
taremos por ‘Mon’.

Ejemplo 1.3 . La categoria de los conjuntos preordenados, donde los
objetos son conjuntos preordenados, es decir, conjuntos con una relacién
reflexiva y transitiva, y donde los morfismos son funciones mondtonas o, en
otras palabras, funciones que preservan la relacién.

Sec pueden citar muchos ejemplo mas de categorias concretas, como por
ejemplo 1a de anillos y la de espacios topolégicos. De hecho, citamos la
siguiente generalizacién, donde el término ‘objeto’ es entendido como ‘con-
junto con estructura’.

ESLOGAN I . Muchos objetos de interés en las matemdticas pueden ser
pensados como calegorias concrelas.

Pasaremos ahora de las categorias concretas a las abstractas en tres pa-
505,

Definicidn 1.2 . Una grdfica consiste de dos clases y dos funciones: la
clase A de flechas, la clase V de objetos o vértices, Dom : A — V (la
funcion dominio) y Cod : A — V ( la funcién codominio).

Uno escribe f : A — B cuando Dom(f) = Ay Cod(f) = B. Se dice
que una gréafica es pequeiia cuando las clases de objetos y de flechas son
conjuntos, ’

Ejemplo 1.4 . La categoria de las grificas pequeiias (a la que denotaremos
por Graphs) es otra categoria concreta. Sus objetos son grificas pequeiias
y sus morfismos son funciones F' que mandan flechas en flechas y vértices
en vértices de tal forma que, para f: A — B , F(f): F(A) — F(B) ,
esto es, Dom(F(f)) = F(Dom(f)) y Cod(F(f))= F(Cod(f)).

Un sistema deductivo es una grifica en la que cada objeto A tiene aso-
ciada una flecha Id4 : A — A (la flecha identidad) y en la que cada



par de flechas f: A~ B , g:B - C tiene asociada una flecha
gof:A—C (la composicién de f con g). Un légico puede pensar los
objetos como férmulas y las flechas como pruebas; y en consecuencia

gof:A-C

la puede pensar como una regla de inferencia.

Una calegoria es un sistema deductivo en el que valen las siguientes
ecuaciones pata cualesquiera f:A— B , g:B—-C y h:C—D:

foldy=f=1Idgof, (hog)of=ho(gaf).
Por supuesto, toda categoria concreta es una categoria. Al igual que en las
categorias concretas, una categoria es pequefia si las clases de flechas y obje-
tos son conjuntos, asi, las categorias en los ejemplos 1 a 4 no son pequeiias.
Hacemos ahora la siguiente observacién, resumida en otro eslogan.

ESLOGAN II . Muchos objetos de interés para los matemdlticos, son en si,
categorias pequefias.

Ejemplo 1.5 . Cualquier conjunto puede ser visto como una categoria
pequefia. Los objetos son sus elementos y las tinicas flechas son las nece-
sarias flechas identidad.

Ejemplo 1.6 . Cualquier monoide puede ser visto como una categoria
pequefia. Hay sélo un el to y las flechas son los el tos del monoide.
En particular, la flecha identidad es el elemento unitario y la composicién

es la operacién binaria del monoide.

Ejemplo 1.7 . Cualquier conjunto preordenado puede ser visto como una
categoria pequefia. Los objetos son sus elementos y, para cualquier par de
objetos a y b, hay a lo mds una flecha a — b y exactamente una cuando
a<gh.
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Definicién 1.3 . Dadas dos categorias A y B, un funtor F : A — B
es primero que todo un morfismo de gréficas (ver ejernplo 1.4). Ademis,
preserva identidades y comnposiciones, es decir

F(Ida) = Idpiay y Flg o f) = F(g) o F(f).
En particular tenemos el funtor identidad Jdp 1 A — A que deja fijos
a los objetos y flechas.

Ademas, dados dos funtores F : A — B y G : B — C, la composicién
GoF: A — C definida por

(Go F)(A) =G(F(A4)). (GoF)Sf)=G(F(f)
para cualquier objeto A de A y cualquier flecha f: A — A’ en A, resulta
ser también un funtor. Es facil checar que la composicién de funtores es
asociativa.

Ejemplo 1.8 . Una categoria no pequeiia es la categoria Cat cuyos obje-
tos son las categorias pequefias y los morfismos son funtores.

Proposicién 1 Cuando conjunios, monoides y conjuntos preordenados son
considerados como calegorias pequeiias, los morfismos entre ellos son lo
mismo que los funtores entre ellos.

Demostracién

a). Sean A y B conjuntos. Si f: A ~ B es una funcién (morfismo en
Sets) entonces para /ds : @ — a, con a € A, definimos f(Id,) = Idy,). Ya
que no existen composiciones no triviales, f es un funtor entre la categoria
pequeiia A y la categoria pequefia B.

Reciprocamente, si f : A — B es un funtor entonces ya que f(/d,) = Idya)
se tiene que f{a) = Dom(f(Ids)) = Cod(f(Ida)) y por lo tanto, f es una
funcidn.

b). Sean (M,s,e) y (N,+,1) monoides (donde la primer entrada es
el conjunto subyacente y la tercer entrada denota al elemento unidad con
respecto a la operacidn que aparece en la segunda entrada).

Si f: M — N es un morfismo de monoides entonces

fley=1y Vmm' € M f(msm')= f(m)+ f(m'),
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Asi, si M y N son vistos como categorias con % el objeto de M y ¥ el objeto
de N, definamos f(Z) = j. Entonces

f(Ids) = fe) = 1= Idy = Idy(g),

ademds para m, m’ flechas en M se tiene que

flm e m') = f(m) + f(m'),
¥ por lo tanto f es un funtor entre las categorias M y N.
Reciprocamente, si f : M — N es un funtor entonces

fle) = f(Ide) = Id!(,) =ldy=1,

también para m, m’ flechas en M

Fmem'} = f(m) + f(m')

y por lo tanto f es un morfismo de monoides.

c). Sean (4, <) y (B, =) conjuntos preordenados. Si f: A — B es un
morfismo de conjuntos preordenados, entonces

Va,a" € A [a <a' = f(a) < f(a')].

Asi, si A y B son vistos como categorias, definiendo f(a — a’) = f(a) —
f(a') se tiene que

f(Idq : @ — a} = f(a) — f(a) = Idsca

esto por ser /dy(,) la tinica flecha de f(a) en f(a). Ademds, paraa:a — a’
y 8:4' — a" flechas en A se tiene también que:

f(Boa)=f(B)o f(a)

nuevamente por ser tnica la flecha de f(a) en f(a""). Por lo tanto f es un
funtor entre las categorias A y B.

Reciprocamente, si f : A — B es un funtor entonces, si a < a' existe una
unica flecha en B, f(a) — f(a’), es decir f(a) < f(a’) y por lo tanto f es

un morfismo de conjuntos preordenados.
|

La definicién anterior de un funtor F : A — B se aplica igualmente
cuando A y B no son necesariamente pequeiias, esto es, admitimos fun-
ciones entre clases (funcionales).
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Ejemplo 1.9 . Un conjunto A puede ser visto como un funtor de la cate-
goria con un solo objeto y una sola flecha, 1, a la categoria Sets, esto es

F:{s} —+8Sets con F(»)=A y f(Id.) = Id,4.

Ejemplo 1.10 . Una gréfica pequefia puede ser vista como un funtor G
de la categorfa
a ==} b
I

(donde las flechas identidad no son dibujadas) a la categoria Sets, de la
siguiente forma:

G(a) = A (flechas de la gréfica),

G(b) = B (vértices de la grafica),

G(fy=Dom:A—Vy

Glg)=Cod: A=V,

Ejemplo 1.11 . Si g = {M,e,1) es un monoide visto como categoria, un
p — conjunto es un conjunto A junto con una funcién M x A —+ A
usualmente denotada por (m,a) — ma , tal que la = a..(1)y
(mem')a = m(m'a) paratoda aeA, mymieM . (2)

Un g — conjunto A puede ser visto como un funtor F : u — Sets de la
siguiente forma:

F#)=A y Fim:xs=)=m():A— A
donde, paraa € A

(m())(a) = ma.
Es claro que F es un funtor debido a que

F()=1():A— A=1Id, (1)

F(mem’) = (mem')() = m() om'() = F(m)o F(m') (2).

Habiendo visto los iltimos tres ejemplos, hacemos la siguiente afir-
macién, nuevamente, como un eslogan.

ESLOGAN III . Muchos objetos de inlerés pars los malemdticos pueden
ser visios como funlores de calegorias pequeiias en Sets.
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Una vez que admitimos que los funt son objetos interesantes de es-
tudio, veremos en ellos objetos de una nueva categorfa. Estudiaremos estas
categorias mis adelante. Por ahora dos de formar

nuevas categorias a partir de otras.

Ejemplo 1,12 . Dada una categoria (o grifica) A, se forma una nueva
categoria (o grafica) A% con los mismos objetos pero con las flechas inver-
tidas, esto es, si denotarmos por OH(A) a los objetos de la categoria A
y por Homp (A, A’) ala clase de flechas v morfismos en A con dominio
A y codominio A’ entonces
Ob(A?) = Ob(A) y Homp,,(A,A') = Homy (A'A).
A°P eg llamada la categoria opuesta o dual de A.. Veamos que efectivamente

A°P es una categoria.

Primero:

VA,B,C,D € Ob(A) 3 Ids € Homp(A,A), Idp € Homp (B, B) t.q.

Vf € Homp (A, B) Vg € Homp (B,C) Yh € Homy (C, D)

foldy=f=1Idgof, (hog)of=ho(gof)
y por lo tanto
VA,B,C,D € Ob(A°?) 3 Ids € Homp,,(A,A), Idg € Homp (B, B) t.q.
Vh € Homp .,(D,C) Vg € Homy,,(C,B) Vf € Hompop(B,4)

foldg=f=1Idsof, (fog)oh=fo(goh)
con lo que queda claro que A° es una categoria.

Un funtor F : A°® — B es a menudo llamado un funtor contravariante
de A en B.

Ejemplo 1.13 . Dadas dos categorias A y B, se forma una nueva categoria
A x B en la que
Ob(A x B) = {(A,B) | A€ObA),Be ObB)}

Homp ,g((4, B),(A',B")) =
{(f.9) | fe&Homp(A A"),g€ Homg(B,B')}
y la composicién se hace entrada por entrada. Es claro que A xB es una
categoria. (Para (A,B) € Ob(A x B), Idga,p) = (Ida,Idg) eael
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morfismo identidad en (A, B), y la nueva composicidn es asociativa dado
que es asociativa en cada entrada.)

Definicién 1.4 . Una flecha f: A — B en una categori es llamada un
isomorfismo si existe otra flechag: B — Atalquegof=1Ids y fog=
Idp. Uno escribe en este caso A = B (A es isomorfo a B) .

En particular, un funtor F : A — B es un isomorfismo si existe otro
funtor G:B — A talque Go FF=Idy y FoG = Idg.

Ejemplo 1.14 . Si (G, o,¢) cs un grupo, entonces visto como categoria, es
una’categoria con un solo objéto en la que todas las flechas son isomorfis-
mos ya que todo elemento de G tiene inverso (ver ejemplo 1.6).

Veamnos ahora otros ejemplos de funtores, algunos de los cuales serdn
utilizados mas adelante.

Ejemplo 1.15 . Dada una categoria concreta A, definimos U : A —
Sets el funtor que "olvida” (la estructura), por: U(A) = Ay U(f) =
con U(A) siendo sdlo un conjunto y U(f) siendo sélo una funcién, donde
A,BEObA) y f € Homp (A, B). Asi,

U(lda) = Idg = ldycayy U(go f) =go f=U(g)o U())
para f: A— By g:B — C morfismos en A, con lo que efectivamente, U
es un funtor. Claramente U es fiel en el sentido de que, para cualesquiera
flg:A—— B:

u(f)=u(@)=f=g

Ejemplo 1.16 . Dada una categoria A definimos
A:A—-AXA yOpa:A—1
donde 1 es la categorfa con un solo objeto * y un solo morfismo Id, por:
dados A, B € Ob(A) y f € Homp (A, B)
A(4) = (4.4),  A()=(£.1)
Op(A) =+, Op(f)=1Id. .
Asi, para f: A — B yg: B — C morfismos en A se tiene que
A(ldp) = (Ida,Tda) = Idga,a) = Ida(ay,
Algof) = (991,35 £) = (3.9) o (1) = A(e) o W),
OA([dA) =Id, = IdOA(A)v
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Op(gof)=Id. =1d,01ds = O (9)0 O (f),
por lo cual, tanto A como O son funtores.

Ejemplo 1.17 . Sean A=Sets y C € Ob(A) un conjunto fijo. Definimos
U,F :A ——=3 A de lasiguiente forma: dados 4,4’ €Ob(A)y f: A — A’
un morfismo en A,
F(A) = CxA F(f)=(ldc, f):=Idc x f
U(4) = U(f)=fo(): AC — 4€,
donde (f o ())(h) = foh, Entonces,'si f: A > A" yg: A — A" son
morfismos en A, se ticne que
F(lda) = (Idc,1da) = Idoxa = Id )y ,
F(go f) = (Idc,g o f} = (Idc,g) o (ldc.f) F(g)o F(f),
U(Idg) =Tdg 0 () = Idsec = Idycay ¥
Ulg=f)=(gof)o()=lge()]o [f°0l =U(g)oU(f),

y por lo tanto F' y U son funtores.

Ejemplo 1.18 . Definimos g : Sets — Sets por: dado un conjunto A y
una funcién f: A— B,
p(A)={xc4a}

#(f) : p(4) - p(B),
la funcidn definida como
BUNX) = JIX] = {f(z) | z€ X}
Asf, para cualquier conjunto A y cualquier X C A4 ocurre que
PIda)(X) = {Ida(z) | =€ X} = X = (Idp())(X) ,
de lo que se sigue que
p(lda) = Idpay -
Ademas, para cualesquiera Al.pL.c y X C A se tiene que
plge F)X)=(go NX]={(gof)(=) | ze X} =
{9(f(2)) | zeX}=gl{f(z) | z€X}=4lf[X))=
#(9)(FIX]) = plg)(p(H (X)) = (p(g) o p(SNH(X),
y por lo tanto
plg o f) =p(g) o p(f),

con lo que concluimos que p es un funtor.

Para terminar, veamos tres isomorfismos bisicos entre categorias.
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Proposicién 2 Para cualesquiera calegorias A, B y C
Ax12A (AxB)xCZAx(BxC), AxBBxA.
Demostracién

a). Definimos para A,B € Ob(A) y f € Homp (A,B), F: Ax1— A
yG:A— Ax1por:

F(A,#)=4,  F(f,1d)) =],

G(Ay=(Ax),  G(f) =(f, Id.).
Dado que para f : A — By g: B — C morfismosen A,

F(Idea,.)) = F((Ida, Id.)) = Idg = ldpca,em

F((ﬂ, Id.)o(f,1d.)) = F((go f,1d.)) =g o f =

F((g,Id.)} 0 F((£,1d.)),

G(Ida) = (Ida,1d.) = Idga,ey = Tdg(a)

Glgof) = (g0 f, 1) = (6 10) o 140) = Glg) 0 GLS),
se tiene que tanto F como G son funtores. Ademds, es claro de la definicién
que GoF=1Idp, 1 yque FoG=1Idy . Porlotanto

Ax1=A .

b). Sean A, A’ € Ob(A); B,B' € Ob(B); C,C' € Ob(C); [ : A — A’
morfismo en A; g : B — B’ morfismo en B; y A : C — C’ motfismo en C.
Definimos

(AxB)xC A x(BxC)

como
F((A,B),C) = (A,(B,C).  F(((f.9).)) = (.(, ),
G((A,(B,C)) = ((A4,B),C),  G((fi(g,h))) = ((/,9)h).
Asi, dado que para
JFiA—=A ¥y fi: A — A” morfismos en A,
g:B— B y g:B' - B" morfismos en B,
h:C—=C' 'y h:C’'— C" morfismos en C,
ocurte que
P(ldiayc)) = F{((Ida, Idp),1dc)) = (Ids, (Idp, [dc)) =
Ideas,cy) = Idr((a,8).00
F((Ufo 0 b o (a0 A = FUfr 0 Frg1 09) by o b)) =



(1o fi(grog, o b)) = (f1,(31,h1)) o (fi(9, H)) =
F(((fr,91), 1)) o F(((£,9), b)),

G(Idas,cy)) = G((Ida,(Idp, Idc))) = ((Ida, 1dg), Idc) =
Idya,.p),c) = Hda(ab,0))

y
G((f1, (9, b)) o (£ (9, h) = G((fro f,(g109,l o h))) =
((fiofig109),hioh)={(f1,01), k1) o ((f.9), h) =
G((1, (91, m))) o G((£, (9, W),

y entonces tanto F' como G son funtores.
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Es claro que GoF = Id(AxB)xC yque Fo(G= IdAx(BxC)v y por lo

tanto

(AxB)xC=Ax(BxC) .

c). Sean A, A’ € Ob(A); B, B' € ONB); f € Homp (A, A"); y g€

Homp(B, B'). Definimos

F
AXxB—————B«xA
G

por
F((A,B)=(B.A),  F((f.a))=(0,f),
G((B,4)) = (4,B), F({3,. ) =(f.9).
Entonces para
fiA—=A y fhH A — A" morfismos en A,
g:B—=B'" y g :B — B" morfismos en B,
se tiene que
F(Id(a,g) = F((Ida, Idp)) = (Idp,1d4) =
Idip,a) = Tdr(a,m))
F((fu.g1)o(£,9))=F((fiofigi09))=(g109. 1o f) =
(91, /1) o (9, 1) = F((f1,91)) o F((f,9)),
G(Id(p,0)) = G((Idp,Id4)) = (Ida,ldp) =
Idg gy = Idg((B,a))
G(91, f1)o(g, ) =GC((g109, frof)}=(frof,g109) =
(f1,91) o (f,9) = G((91, /1)) © G((9,f)),

con lo que tanto £ como G son funtores.

Por otra parte, es claro que Go F = Idp g ¥ que Fo G =Idg,A.

Finalmente concluimos que
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1. CATEGORIAS Y FUNTORES

AxB=BxA.



2

TRANSFORMACIONES
NATURALES

En esta parte del trabajo veremos "morfismos” entre funtores, los cuales
nos seran de gran utilidad para formar nuevas categorfas a partir de otras.

Definicién 2.1 . Dados dos funtores F,G :A ~+ B, una transformacién
natural 7:F — G es una familia de flechas en B

T(A) 1= T4 : F(A) — G(A),
una flecha por cada objeto A de A (a la que llamamos la componenie A de
7 ) tales que los siguientes cuadrados conmutan para toda flecha f: A — B

en A:
F(4) G(A)
P G(s)
F(B) G(B),
es decir,

G(f)oTa = 750 F(f).

Este es el concepto del cual se dice que se necesitaba para la invencién
de la Teoria de Categorias. Daremos ejemplos de transformaciones natu-
rales mds adelante, por €l momento nos interesaremos en otro ejemplo de
categoria.

17
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Ejemplo 2.1. Dadas dos categorias A y B, la categoria BA tiene funtores
F : A — B como objetos y como flechas transformaciones naturales. La
transformacion natural "identidad” Idg:F — F es por supuesto definida
por

(Idr)(A) = IdFa)
para cualquier objeto A de A.

Definimos también la composicién de transformaciones naturales de
manera "natural”, esto es: 8i 7 : F — G, ¢ : G — H son transforma-
ciones naturales y A es un objeto de A,

(por)a = (dor)A) = (¢)(A)o(rH(A) =da0Ta .

Veamos que, con estas definiciones, ciertamente BA resulta una cate-
goria.
a). Si a: A — A’ es un morfismo en A entonces es claro que conmuta
el cuadrado
Idpga)
F(A) —————— F(4)
F(a) F(a)
F(A) ———— F(4)

con lo que hemos visto que Idr es una transformacidn natural, es decir, es
cierto que Idp es una flecha en BA.

b). Sean v : F — Gy ¢ : G — H dos transformaciones naturales,
con F,G : A — B, entonces para cualquier f : A — A’ morfismo en A,
conmutan los siguientes cuadrados:

TA da

F(A) G(A) H(A)
FU) =0 H)
F(a") G(4A") oo HA)

por lo que es claro que conmuta el cuadrado
(#or)
Fay —20% . m)
a6 H(S)

Py 22w

y entonces es cierto que la composicion de 7 con ¢, ¢ o 7, es también una
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transformacién natural, es decir, en BA est definida una composicién.

c), Seant: F =G ,¢:G— Hyy: H — I transformaciones
naturales (donde F,G, H, e I son funtores de A en B), entonces
(roldp)a =Taoldpay=7a ¥
(Ida o T)A = Idg(A) OTA=Tx
para cualquier A € Ob(A) y, por lo tanto
roldp=7 y Idgor=r1,
es decir, Idp es el morfismo identidad en BA. Ademis
(bo(#om))a =vao($or)a = Yao(baoTa) =
(Vaoda)oma=((¥od)oT)a
esto es, la composicion es asociativa y, por lo tanto BA es efectivamente
una categoria.

Para apreciar la utilidad de las transformaciones naturales, demostraremos
la siguiente proposicién.

Proposicién 3 Cuando objelos tales como conjunios, grdficas pequedias y
p—conjuntos son vistos como funtores a Sets (ver ejemplos 1.9 a 1.11 ), los
morfismes enire dos objetos son preci fe transfor i naturales.
Por lo tanlo, las categorias de conjunios, graficas pequefias y pp~conjuntos
pueden ser identificadas con las categorfas:

Setsl, Sets® ' y Sets”
respectivamente.

Demostracién

a). Sean A y B conjuntos, y sean F :1 — Sets, G :1 — Sets con
F(*) = A, F(Id.)=Ida, G(*)=B, G(Id,)=Idp los funtores que
son identificados con A y B respectivamente. ’

Si f: A — B es un morfismo de conjuntos (ie: una funcién), definase
7:F—G por 7,=/f ,esclaro que 7 es una transformacién natural
debido a que el siguiente cuadrado es conmutativo

A= Fle) —2t G(+)=B
F(rd.,)=Ida G(1da)=1dp
A=F(%) = G(*»)=B
Te=,
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Reciprocamente, si 7 : F — G es una transformacion natural, entonces
su \inica componente 7. €3 una funcidn f =1, : F(x) = A — B = G(») .

b). Sean P y Q graficas pequenas y sean
s

F,G:(a ——t b) —Sets
]

los funtores que son identificados con P y Q respectivamente, y donde
F(a)= Ap, F(b) = Vp,
F(f) = Domp, F(g) = Cadp,
G(a) = Aq, G(b) = Vq,
G(f) = Domg, G(g) = Codg .
Ahora, si a : P — Q es un morfismo de grdficas, entonces
a = (@, a2)
con
ay:Ap — Ag ,a2:Vp - Vg
tales que
Domgoa,=ayo Domp y
Codgo ay =az0Codp.
Asi, si definimos 7 : F — G como
Ta=a1, Tp=ay
son conmutativos los siguientes cuadrados:

Fla) — = G{a) F(a) hal G(a)
Fp) an  |Fw (9
F(b) G(b) F(b) G(b) -,

por lo que 7 es una transformacién natural.

Reciprocamente, si 7 : F — G es una transformacion natural, entonces
Ta y T definen un morfismo de gréficas a = (a1, a2) = (74, ).

c). Sean A y A’ dos i —conjunlos , y sean F,G: y —Sets los funtores
asociados a A y A’ respectivamente, es decir, si m € M

F(¥) = A=G(»), F(m) = m() = G(m).

Si¢: A — A’ es un morfismo de monoides entonces, definiendo 7: F —
G por

n=¢,
para cualquier m € M conmuta el cuadrado
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A = F(%) ——--T-f:—» G(»)= A
F(m)=m(){ G(m)=m()
A=F(s) G#=4 ,

¥a que, por ser ¢ un morfismo de m.t;wides, para cualquiera € A (m¢(a) =
¢(ma)) . Por lo tanto ¢ es la tinica componente de la transformacién na-
tural 7 .

Recipracamente, si 7 : F — G es una transformacién natural, entonces
su unicz componente es un morfismo de monoides.

Veamos ahora tres isomorfismos bésicos mds en el estilo de ]a proposicién
2.

Proposicién 4 Para cualquier categoria A, Al=a
Demostracion

Identifiquemos primero como son los objetos y los morfismos de Al,

Sife Ob(Al) entonces f es un funtor f :1 —A, determinado por la
imagen del tinico objeto, * , de 1 . Denotemos entonces f GOb(Al) por
f=Ffa sif(*)=A.Porotraparte,si 7:f4 — fp es un morfismo en
Al entonces T es una transformacién natural que queda definida por su
Unica componente T,: A— B.

Definamos entonces 1) : Al . A mediante
V(fa)=Ayd(r)=7 .

Entonces, si 7: fa — fa ¥ a: fg — fc son motfismos en Al, sucede que °
'/’(Id!A) =(Ids)e = Id!a(') =ldy= Id¢(!4) Y
Plaor)=(axor). =a.01, =¢(a)oP(r),

asf, ¢ es un funtor.

Definamos ahora 0:A — Al por
8(A)=fa y 0(f) =T

para f: A — B morfismo en A y en donde v queda definida por
Te=f.

Entonces{ 8i f:A— Byg:B— C son morfismos en A,
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0(Idp) = 1 con 7, = Id4 = Idy 0y = (Idy,)a,
con lo que queda probado que
0(Idp) = Idy, = Idygay.
Ademds
8(gof)=r1 (con .=gof) y
6(g)ob(f) =¢oy (conge=g y 7 =),
por lo que
(#o1)e =0y =gof
y por lo tanto
0(g o f) = 6(g) 0 6(/),
con lo que concluimos que & es un funtor.
Finalmente, es claroque o0 =1Idy y Ooy= IdAl ¥ entonces

Alxa,

Proposicién 8 Para cualesquiera categorias A, B y C
CcAxB (CB )A .
Demostracicn

Definamos v : CAXB _, (CB)A por: 8i F € Ob(CA"B) entonces
W(F)=F":A—~CB,
donde
F*(4):B—C
es tal que
F*(A)(B) = F((4,B)),  F*(A)g) = F((Ida,9))
para A € Ob(A); B,B' € Ob(B) y g : B — B’ morfismo en B.

(Con esto F* queda definido en los objetos, hay que probar que csta es
una buena definicién, es decir, que F*(A) es un funtor de B en C.)

Para f: A — A’ motfismoen A
F*(f): F*(A) — F*(4")

cs la transformacién natural definida por
F*(f)(B) = F((f,1dp))

para B € Ob(B).
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(Asi, F* queda definido en los morfismos, hay que probar que esta bien
definido, es decir, que F*(f) es una transformacion natural.)

(Con lo anterior ¥ queda definido en los objetos, hay que probar que
esta es una buena definicién, es decir, que F* es un funtor de A en CB.)

Definamos ahora, para 7 : I ~ G motfismo en CA"B,

‘b(r)zr' B RS 1
la transformacién natural definida por

7°(A)(B) = 7(A, B)
para A € Ob(A) y B € Ob(B).

(Debenios probar que esta es una buena definicion, es decir, que 7° es
una transformacion natural.)

(Ya totalmente definido ¢, también debemos probar que efectivamente
es un funtor.)

Definamos ahora ¢ : (CA)B — CBxA e In siguiente manera: si
F € 0b((CB)A) entonces

HF)=F.:AxB—=C
donde _ _ _ B

F.((A, B)) = F(AXB) , F.((f,9)) = F(A')g) o F(f)(B) .
para (A, B),(A',B) € Ob(A xB) y (f,9) : (A, B) — (A’, B') morfismo en
A x B.

(Debemos mostrar que la definicién de F, ((f,9)) tiene sentido.)
(Debemos probar también que ¢(F') = F. es realmente un funtor, en
otras palabras, que ¢ esti bien definido en los objetos.)

Por tltimo, definamos para 7 : F' :— & morfismo en (CB )A
) =f:F -G,

donde
7((4, B)) = #(A)(B)

para (A,B)€ Ob(A xB) .

(De esta manera, ¢ quedaria definida también en los morfismos, debe-
mos probar que esta es una buena definicién, es decir, que 7, es una
transformacion natural.)

(Finalmente, para terminar la demostracion debemos probar que ¢ es
un funtor y que doyp = IdCAxB y YYo= Id(cB)A )

a). Probemos que F*{A):B —C es un funtor.
Primero
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F*(A)(Idp) = F((Ida, Idp)) = F(Id(4,5y) = Idp(a,p)) =
Idpe(aym) +
ademds, si g: B — B' y g’ : B’ — B" son morfismos en B, se tiene que
F*(A)g'09) = F((Ids, g 0 9)) = F((Ida,g')) o (Ida,9)) =
F((Ida,g')) o F((Ida,9)) = F*(A)(g') o F*(A)(g) .
(Hay que notar que se utiliza que F: A x B -+ C es un funtor.) Con esto
hemos probado que F*(A) es un funtor.

b). Probemos que F*(f) : F*(A) — F*(A") es una transformacion
natural.
Si g : B — B' es un morfismo en B entonces el siguicnte cuadrado es
conmutativo
F((A,BY) = FrayB)  XEETCHON e yB) = R, BY)
F*(A)g)=| F((1da\9)) FAN)= | F((Tdani8))
F((A, B")) = F(AY(B) ———————— F*(A)(B")=F((A", B
(A BY) = FAANB) s P (4)(B) = F((4', BY)
dado que
F((Idsn9)) o F((f,IdB)) = F((Idy,g) o (f,IdB)) =
F((£,9)) = F((f,1dp) o (Ida,9)) = F((f,1dp:)) o F{(Ida,g)),

con lo cual se prueba que F*(f) es una transformacion natural.

c). Probemos que F* : A — CB 5 un funtor.
Para cualquier B € Ob(B) se tiene que
F*(1d,)(B) = F((Ida, Idg)) = F(ld(a p)) =
Idra,py = Idr-(axe = (Idr-0)(B)
y por lo tanto, ya que tienen las mismas componentes, concluimos que
F(Ida) = Idpeay-
Ademds, 81 f: A — A’y f': A’ — A" son morfismosen A, y B es cualquier
objeto de B, ccurre que
F*(f o J)(B) = F((f' o f,IdB)) = F((f'. Idp) o (f, Idp)) =
F((f', 1dp)) o F((£, Idp)) = F*(f)(B) o F*(f)(B) =
(F*(f') o F*(£IUB),
por lo que
F*(f' o fy = F*(f"y o F*({),

con lo que hemos probado que F* ¢s un funtor.

d). Probemos que 7* : F* — (G* ¢8 una transformacion natural,
Si f:A— A’ es un motfismo en A y B € O)(B), entonces, tomando et
morfismoen A x B, (f,Idg):(A,B)— (A, B) ,dadoquer:F —G
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es una transformacion natural, es conmutativo el siguiente cuadrado:

F(A)(B)= F((4,B)) 22N G4, B) = 6*(A)B)

F((/,2da))= | F*(J)(B) G () B)= | G((#1dp))

F*(AY(B) = F "B [N f' =G (A’
(A)(B) = F(A.B)) s G((A', B) = G"(4)(B)
Ahora, dado que esto ocurre para cualquier B € Ob(B), entonces es con-

mutativo también el cuadrado
7°(4)
F*(A) —ee———  G*(A)
Fo(1) G*(N)
Fe(A G(AY) |,
(€] R A’)
con lo cual se prueba que 7* es una transformacién natural,

€). Probemos que ¢ : cAxB _, (CB)A es un funtor.
Para cualesquiera A € Ob(A) y B € Ob(B) se tiene que
W(Idr)(A)(B) = (1dF)* (A)(B) = (1dr)((4, B)) =
Idr((a,By) = Idr-(ay By = (Idpe(4))(B) = (Idp-}(A)(B)
y entonces
Y(Idp) = Idyry -
Ademds, siT : F —+ Gy ¢ : G — H son morfismos en CA"B, para
cualesquiera A € Ob(A) y B € O(B) ocurre que
Yoo 7)(A)(B) = (o 0 7)"(A)(B) = (¢ o T)((A, B)) =
o((4,B))or((A, B)) = a*(A)(B) o 7*(A)(B) =
$(0)(A)(B) 0 Y(r)(A)(B) = ($(s 0 T)N(A)(B) ,
con lo que concluimos que
o o7)=(c)oy(r)

y por lo tanto, que ¢ es un funtor.

f). Veamos que la definicién de F.((f,g)) tiene sentido, esto es, que
tiene dominio F.((4, B)) y codominio £,((4’, B')).
f:+A— A es un morfismo en A, entonces

EF(f): F(A) - F(&4),
por lo que N R

F(£)(B): F(A)(B) — F(A")(B),

mientras que
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F(A):B—~C
con lo que

F(A"Y(g) : F(A')(B) — F(A')(B').
Asi, B ((f,g)) = F(A’)(g) o F(f)(B) esta bien definido ya que tiene el do-
minio y el (Notese también que F(A) es un funtor
de Ben C y que F(f) es una transformacién natural.)

§). Probemos que F. : A x B — C es un funtor.
F.(1d(a,y) = Fu((Ida, Idp)) = F(A)(Idp) o F(Ids)(B) =
Idpayp o (I dr(A))(B) = Idpaymy © Idpaymy =
Idp(ays) = ldr, (a5
Ademas, para é],g) (A, B) —o (A' B y (f.¢'):(A', By~ (A", B")
morfismos en A x B _dado que g : B — B' es un morfismo en B, y dado
que F(f): F(A’) — F(A") es una transformacion natural, se tiene que el
siguiente cuadrado es conmutativo
- F('KB) =
F(A)(B) ~————— F(A")(B)
Fa'Ye) F(A")(9)

F(A)B!) ~————— FA")B") ,
(4')(B") FUE (A")(B')
¥ en consecuencia
F (4,9 0(f,9) = F-((f’ ° f.y‘ oy)) =
F(A"(g 0g)o F(f' o
F(A"Y(g") o F(A")(g) (F(f’) o F(f))(B) =
F(A")(g') 0 F(A")(g) o F(f')(B) o F(f)(B) =
F(A")(¢") o F(J')(B") o F(A')(g) 0 F(£)(B) =
F((f 9o F(f,9)

con lo que queda terminada la demostracién de que F, es un funtor.

h). Demostremos que T, : Fy — G, es una transformacién natural.
Sea (f,g) : (A, B) — (A’, B') un morfismo en A x B, entonces dado que
#: F — G es una transformacién natural, y dado que f es un morfismo en
A, conmuta ¢l siguiente cuadrado:

Fy —2 e
P(])l G()
FA) ————— G(a)

Ademis, 7(A’) : F(A') — G(A’) es una transformacién natural entre fun-
tores de Ben C y g es un morfismo en B, con lo cual, el siguiente cuadrado



es conmutat;ivo:
Fays) —2 . gy
F(A')(s) 34
Fays’) W GA' B .
Asi, de la conmutatividad de los Gltimos dos cuadrados, se sigue que
(A, BY) o Fu((£.9)) = 7F(A')(B) o F(A'}(g) o F(£)(B) =
G(A)(9) o #H(A')(B) o F(S)(B).=
G(A')(9) o (F(A) o F()))(B) = C(A')(g) 0 (G(f) 0 F(A)(B) =
G(A')(9) 0 G(£)(B) o 7(AY)B) = G.((f.9)) o %.((A, B))
y por lo tanto es conmutativo el cuadrado:
FAB) = R(aB) —42 . G.(a,8)=6a)B)

£((1.9)) Go(().9))
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FANB) = F((4,B)) —— Gu((4,8)=G(ANB) .

f.((4,8'))
As{, concluimos que 7, es una transformacion natural,

i). Probemos que ¢ : (CB)A — CAxB & yn funtor.
Para cualquier (A, B} € Ob(A x B) se tiene que
#(Idp)((A,B)) = (Idp).((A;B)) = (Idp)(A)(B) =
(Idp( A()(B) = Idpcaypy = Idp,(a,m) =
(1dp. (A, BY) = (Fdyey) (A, BY)
y entonces
¢(Idp) = Id«p) .

Ademds, si #: F — G y & : G — H son morfismos en (CB)A entonces,

para cualquier (A, B) € O(A x B), tenemos que
¢(& o F)((A, B)) = (6 o 7)e((A, B)) = (6 o F)A)(B) =
(3(A4) o 7(A))(B) = 5(4)(B) o H(A)(B) =
0.((A,B)) o 7u((A, B)} = (3.0 % ){((4, B)) =
(#(3) o 6(7))((A, BY)
y entonces
#(3 o 7) = 4(3) o $(7).

Asi, hemos demostrado que ¢ es un {untor.

J). Demostremos que goth = IdCAxB yque thod = ”(CB)A'

Si F,G € Ob(CA"B) y 7: F — G es un morfismo en CA*B | entonces

para cualquier (A, B) € Ob(A x B)
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[(# 0 V)(F)((A, B)) = $(¥(F))((4, B)) = ((F))u((4, B)) =
(F*).((4, BY) = F*{A)(B) = F((4, B)),
por lo cual
(po)(F)=F= IchxB(F)'

b4

{(¢o 'P)(T)l((A B)) = ¢(¢(r))((4, B}) = (¢(7))u ({4, B)) =
(r*)e((4, B)) = r(A)(B) = 7((4, B)),

por lo que

(pod)(r) =7=1Idcp,B(7).
Por lo tanto
$oy=1ldoa,B -

Por otra parte, si F,G son dos objetos y 7 : F* — G es un morfismo en
(CB)A , entonces para cualesquiera A € Ob(A) y B € Ob(B)
[(¥o ¢)(F)](A)(B) = $($(FNA)NB) = (7)"(A)(B) =
F.((A, B)) = F(A)(B),
por lo cual N
(bod)(F)=F= 1 cR A (F),

b4
(¥ 0 $)(FIN(ANB) = Y($FN(ANB) = (%) (A)(B) =
7.((4, B)) = #(A4)(B),
por lo que
(WodlF)=7=ldcp-
Por Io tanto
Yog= Id cB)A
Finalmente, hal)lendo probado todo lo anterior, concluimos que

cAxB o (CB )A

Proposicidn 6 Para cualesquiera calegorias A, B y C
{a x B)C = AC x BC.
Demostracién

Si F e Ob(A x B)C) entonces, para f : C — C' morfismos en C, F(f)
es de la forma
(Filf), Fo()) = (F(C), Fa(C)) = F(C) — (Fi(C), FAC")) = F(C').
Veamos que F} : C — A y Fy : C — B son funtores,

Debido a que F es un funtor, tenemos que
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(Idryc). Idryc)) = Id(rye), Fae) = Idr(e) =
F(ldg) = (Fi(Idc), Fa(Idc)),
por lo que
Fi(ld¢) = IdF‘;(c) y Fy(ldg) = Idpz(c).
Ademds, dados f : C — C''y g : C' — C" morfismos en C

(F1(9) o F1(f), Fa(g) o Fa(f)) =
(F1(9), Fa(9)) o (Fi(f), Fo(f)) = F(g) 0 F(f) =
F(gof)=(Filgo f), F2(go ),
por lo que .
Fi(ge f) = Fi(g) o Fi(f) ¥ Fa(g o f) = Fa(g) o Faf)
y por lo tanto, F1 y F, son funtores.
Por otra parte, 8i 7 : F — G es un morfismo en (A x B)C, dado
C € 0b(C), 7c es de la siguiente forma:

(n(C)im(Q)) : F(C) = (F1(C), FAC)) — G(C) = (G1(C), Ga(G)),

y entonces, dado un morfismo en C, f : C — C’, ya que 7 es una transfor-
macidn natural, conmuta el siguiente cuadrado:
(ri(C)ra(C))
(F(C), F2(C)) ———— (G1(C),G2(C))
(Fi(UhFa(r)) (G1(4).Ga(I)
F(C'), Fa(C)) ————— (G1(C"),Ga2(C*
(FU(CY PO s (GH(C),Ga(C)
Asi, de la conmutatividad del cuadro anterior en la primer entrada, se sigue
. que, dado f : C ~ C' morfismo en C, conmuta el cuadrado
n(C)
R(C) —————— Gi(C)
Fi(1) L0
FR(C) ———— Gi(C’
1(C) o (C)
por lo que 1, : Fy — G es una transformacién natural. De manera similar,
72 : F3 — G3 es también una tramsformacién natural.

Definamos entonces ¥ : (A x B)C — AC x B de la siguiente forma:
para F € Ob((A x B)C)

Y(F) = (F, Fa),
y para 7 : F — G motfismo en (A x B)C

¥(r)=(m,ma) .
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De las observaciones anteriores es claro que ¥ estd bien definida. De-
mostraremos ahora que ¥ es un funtor.
Nétese que Idp, donde F € Ob((A x B)C), es tal que para C € OB(C)
((Idr)1(C),(1dr)2(C)) = (Idr)c = Idp(c) =
Idir (o), ratey = (Idr(cy, Tdrcy)
por lo que
(Idp)1 = Idr, y (Idp)z = Idp,,
y entonces
Y(Idr) = (Idr,, IdF,) = Id(p, pyy = Tdyry -
Ademés,sit: F — Gy o:G — H son morfismos en (A x B)C. para
C € Ob(C) se tiene que
((c0o1)h(C),(007)2(C)) = (e 0 7)(C) =
o(C) o 7(C) = (01(C), a2(C)) o (11(C), 12(C)) =
(01(C) 0 1i(C), #2(C) 0 72(C)) = ({1 0 11)(C), (02 0 13)(C)),
por lo que
(coth=00n y (cor)s =007z,
y entonces
Y(ooT)=(0101,020m) = (01,02) 0 (n,72) = ¥(o) o ¥(7).
Con lo que hemos probado que ¢ es un funtor,

Definamos ahora ¢ : AC x BC — (A x B)C como

S((F1. F)) = F', ¢{(rm)) =71
para (Fy, F3) objeto, y (11, m) : (F1.F2) — (G), G,) morfismo en AC xBC,
y donde .

F'(C) = (R(C), F2(C))
para C € Ob(C), y

F'(g) = (Fi(9), Fa(9))
para g : C — C’' morfistno en C,

™(C) = (n(C),n(C))
para C € O§(C).

(Nétese que F1,G, : C — A y F3,G3 : C — B son funtores, y que
11t Fy — Gy ¥y 122 F2 — G son transformaciones naturales.)

Probaremos que esta es una buena definicién, esto es, que
FF:C—AxB
es un funtor y que
i F G
es una transformacién natural.
F'(Ide) = (Fi(Idc), Fa(Idc)) = (Idp,cy Idraic)) =
1dig, ) raep = Tdpvoy
ademds, si f:C — C'y g:C' — C" son morfismos en C, se tiene que
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F'(go f)=(Fi(gof), Fa(go f)) =
(Fi(g) © Fi(f), Fa(g) o Fa(f)) =
(Fi(9), Fa(g)) o (Fi(f), Fa(f)) = F'(g) o F'(f) ,
con lo que queda demostrado que F’ es un funtor. .
Ahora, dado que 7, y 73'son transformaciones naturales, se tiene que,
para cualquier morfismo f : C — C’ en C, conmutan los cuadrados

c

rey —2 . g mo —L2 . a0

Fu() G Fa(n Ga(f)
F 3 4 F 0 I
1(C') ey Gy(C") 2(C) R Gi(C) ,

con lo cual es claro que conmuta ¢! cuadrado

(©)

FIC) —————— G'(0)
P @'
F(O) —— GO

y por lo tanto 7’ es una transformacién natural. -
Ahora demostraremos que ¢ es un funtor. Si C € Ob(C) entonces
$(Ider, r,))(C) = ¢((IdF,, IdF,))(C) =
((Idr,)(C),(Idr,)(C)} = (Idry(cy, Idpycy) =
Idir ey maten = 1driey = (Tdp ) (C) = (Tdyp,,p2))(C)
por lo que
¢Ulder, ) = Idyrp) -
Ademds, si (r1,72) : (F1, F3) — (G1,G3) ¥y (e1,02) : (G1,Ga) — (H, H2)
son morfismos en AC x BC, para C € Ob(C),se tiene que
#((1,02) o (11, )NC) = ¢((01 0 11,020 7))(C) =
(a1 0 11)(C), (02 0 12)(C)) = (01(C) 0 1(C), 02(C) 0 72(C)) =
(91(c), 72(C)) 0 (11(C), 72(C)) = ’(C) e 7 (C) =
(o o T)(C) = [§((e1, 02)) 0 #((m1, 72)I(C)
por lo que
#((a1,02) o (11, 7)) = $((e1,02)) 0 $((71,72))
y entonces ¢ es un funtor.
Por ltimo, es claro que ¢o ¢ = ]d(AxB)C Yy que pod = IdACxBC
con lo que queda terminada la demostracién.
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Ahora haremos mencién de como las transformaciones naturales pueden
componerse con funtores.

Definicién 2.2 . En la situacién

Fa
p-Lt.a —BXC,
[

(donde A, B, C, y D son categorias y, F,G, L y K son funtores),si 7: F —
G es una transformacidn natural, se obtienen dos nuevas transformaciones
naturales

Kr:KF — KG, vL:FL—GL
definidas por:

(K7)a = K(7a), (tL)o = T (D)
para A € Ob(A) y D € Ob(D).

Veamos que, en efecto, tanto K1 como rL son transformaciones natu-
rales.

Si f: A~ A’ es un morfismo en A, dado que T es una transformacién
natural, el siguiente cuadrado es conmutativo

F(4) G(4)
FU) 6()
F(A") G

por lo cual
K(G(f)) o Ii(1a) = K(G(f) o Ta) = K(tar o F(f)) =
K{ra)o K(F(f)),
con lo cual el siguiente cuadrado es conmutativo:
K(ra)
K(F(4)) ———— K(G(4))
K(F(£)) K(G()

K(F(4") K(G)

K(rar)
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y por lo tanto KT es una transformacion natural.
(Nétese que en lo anterior se utilizé que un funtor manda cuadrados con-
mutativos en cuadrados conmutativos.)

Por otra parte, si g : D — D’ es un morfismo en D, entonces L{g) :
L{D) — L{D’) es un morfismo en A y, dado que T es una transformacién
natural, conmuta el siguiente cuadrado:

FID) ——= . GLD)Y)
F(L(g)) G(L(g))
D) s GUHDY)

y por lo tanto L es también una transformacién natural.

Ademads, si en la definicién anterior, H : A — B es otro funtor y+
o : G — H es otra transformacién natural, se cumplen las siguientes "leyes
distributivas”:
K(sor)= Koo Kr, (cor)L =0lorL,
lo cual es claro ya que si A € Ob(A) y D € O(D) ocurre que
(K(com)a=K((cor)a)=K(caota)=
K(oa) o K(ta) = (Ko)ao (K7T)a = (Koo K7)a

({(ooT)L)p = (02 T)(p) = orL(D) © TL(D) =
(eL)p o(rL)p =(cLoTL)p.

Como hemos mencionado, algunos objetos de interés en Matemdticas
pueden ser vistos como categorias concretas o como funtores de categorias
pequeiias en Scts. Nos preguntamos ahora:jqué categorias pueden ser vis-
tas como categorias de funtores a Sets? Para dar una respuesta a esta
pregunta, necesitamos primero otra definicién.

Definicién 2.3 . Si en una categoria A pasa que Homyg (A, A’) es un con-
junto para cualesquiera A, A’ € ob(A), se dice que A es localmente pegquedia.

Un propésito de esta definicidn es describir el siguiente funtor.
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Ejemplo 2.2 . Si A es localmente pequefia entonces hay un funtor
H = Homp : A% x A — Sets definido por: para un objeto (A4, B) de
AP x A,

H((A,B)) = Homp (A, B),
y para un morfismo (g, 4) : (A, B) — (A’, B') de A? x A, H((g, k)) manda
J€Homp(A,B) a hofog€ Homp(A',B'), esto es

Homp : AP XA - Sets
(A,B) Homp (A, B)
(9.h) Lad ho()og
(A, B Homp (A', B')

Hay que recordar que en A, ¢ es de la forma A’ — A, y con esto, es claro
que H esta bien definido. Veamos ahora que, efectivamente es un funtor.
H(Idea,)) = H((Ida,1dp)) = Idg o () o Ids =
Tdgom o (a,8) = Iduga,my) -
Ademds, si (g,h) : (A,B) — (4", B') y (¢', k') : (A',B') — (A4",B") son
morfismos en A% x A, se tiene que para f € Homy (A, B)
H({&', K)o (9, A)(f) = H((g' 0 9, o W))(f) =
(A oh)o()o(gog)l(f) = Hohofogos =
[Wo()ogl(hofog) = [Wo() ogllho()osl(f)) =
(W 0 o gTo[ho ()0 a)(f) = [H((g, k) o H{(3, NI,
y por lo tanto
H((g' W) o (9, ) = H((¢", 1)) o H((g. h)),
con lo cual queda probado que H = Homp es un funtor.

Asi, aplicando el isomorfismo 1 : SetsA*"*A _, (SetsA)A’ de Ia
ptoposicién 3 de este capitulo, obtenemos un funtor

H* =Hom" g : A? — SetsA
y dualmente un funtor

Hom" 5., : A — SetsA™".
Veremos después que el iitimo funtor nos permite afirmar que A es iso-
morfo a una "subcategoria plena” de Sets™"’, en el sentido de la siguiente
definicién.

Definicién 2.4 . Una subcategoria C de una categoria B es una ca- .
tegoria C cuyas clases de objetos y flechas estan contenidas en las clases

de objetos y flechas de B respecti te, y la cual es cerrada bajo las o-
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peraciones dominio, codominio, identidad y composicién. Decimos que C
es plenasi para cualesquiera doa objetos C, C' de C, ocurrre que:

Homg(C,C') = Homg(C, C').

Por ejemplo, un subgrupo propio de un grupo es una subcategoria que
no es plena, pero la categoria de grupos abelianos es una subcategoria plena
de la categoria de todos los grupos.

Las flechas F — G en SetsA" son’ transformaciones naturales, asi, es-
cribiremos Nat(F,G) en lugar de Hom(F,G) en SetsA”.

Los objetos de la categoria SetsA” son llamados a veces ”contrava-
riantes” de A en Sets. Entre ellos esta el funtor hy = Hom y (—, A) con
A € Ob(A) que manda el objeto A’ de A en Homy (A’, A) y la flecha
f:A = A" en A a Homp ((f,1d4)) : Homp (A", A) — Hom 5 (A, A).

Veamos que h, es, ciertamente, un funtor. Si denotamos nuevamente
H'= Hompa entonces

ha(Ida) = H((Idu ,Ids)) = Idgo () o Idar =

Tdgom 5 (a1,4) = Ldpaar)

y, 8 f: A"~ A” y g : A” —+ A son morfismos en A

ha(ge f) = H(((go0 f), Ida)) = H((g,Ids) o (f,Ida)) =

H((9,1da)) o H((f,1da)) = ha(g) o ha(S) ,
por lo cual &4 es un funtor.

La siguiente proposicién es conocida como Lema de Yoneda.

Proposicién 7 Si A es localmente pequefia, A es tm ab]eto de A yF:

AP — Sets es un funtor, entonces hay una corresp yectiva entre
Nat(ha, F) y F(A).

Demostracion

Definimos ¢ : F(A) — Nai(ha, F) por: si a € F(A),

d(a): hqg — F
es la transformacion natural tal que

$(a)(B) : ha(B) = Hom (8, A) — F(B)
manda g € Homp (B,A) a F(g)(a). (NStese que F es contravariante y
por eso F(g) : F(A) — F(B).)
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Probemos primero que ¢{a) es una transformacién natural. Si f: B —
B' es un morfismo en A°F , entonces pata g € Hom (B, A), fogesun
morfismo en A°" y asi, el siguiente cuadrado es conmutativo:
#(a)(B)
ha(B) = Homp(B,A) ~————v F(B)
hals)=0ot ll"(!)

ha(8') = Homp (B,4) —mor F(B)
porgue
(F(f) o $(a)(B))g) = F(f)(é(a)}(BNg)) = F(f)(F(s)(a)) =
(F(f) o F(g))}(a) = F(fog)(a) = é(a)(B')(fog) =
$(a)(B')(ha(£)(9)) = ($(a)(B’) 0 ha(f )9} ,

con lo que queda probado que ¢(a) es una transformacién natural.

Definimos también ¢ : Nat(hy, F) — F(A) como
¥(7) = ra(lda),
que claramente pertenece a F'(A) ya que 74 : Homg (A, A) — F(A).
Demostraremos ahora que ¢ y  son inversos el uno del otro.
Sea v € Nat(ha,F), si B € Ob(A°P) y g : A — B es un morfismo en
AP entonces es conmutativo el cuadrado

Homp (A, A) = ha(4A) FA)
(og F(9)
Homp (B, A) = ha(B) F(B)

y ya que Id4 € Homp (A, A),
(#o¥)(1)(B)(9) = ¢(¢(T))(B Wg) = F(g}(¥{r)) =
F(g)(ra(Ida)) = 78(g) = (B)(a),
por lo cual
(60 $)(7)(B) = r(8)
y entonces
$ov=ldNun.F) -
Por otra parte, 8i a € F(a)
¥(9(a)) = ($(a)(A))(Id.) = F(Ida)(a) = Idp(a)a) = a
con lo cual
vog¢ = Idp(A4).
Asf, 1 es una biyeccidn entre Nat{ha, F) y F(A).
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Para terminar con esta seccion veremos un importante corolario de la
proposicién anterior, para esto, veamos primero una definicion.

Definicién 2.5 . Se dice que un funtor H : A — B es fiel si las fun-
ciones Homp (A, A') — Homg(H(A), H(A')) que mandan f: A — A’ a
H(f): H(Af—o H(A") son inyectivas para cualesquiera A, A’ € Ob(A). Si
son suprayectivas se dice que H es pleno.

Corolario 1 Si A es localmente peguena, el funtor de Yoneda

Hom® 5., — SetsA”’

es fiel, pleno e inyectivo en los objetos.
Demostracion
Escribiendo H = Hom® 5 ,, , H es tal que, para f : A — A’ un morfismo

en A,
H(f): H(A)= Homp (=, A) — Homy (—, A') = H(A'),
donde
H(f)(B) = Hom g, (({,1ds)) =
Homp ((Idg, f)) : Homp (B, A) — Homp (B, A'),
Asti, vemos que la funcidn
¢ : F(A) = Homp (A, A') — Nat(Homp (-, A), Homp (-, A'))
definida en la proposicién anterior (donde F' 2 Homg (~, A') : A — Sets)
es tal que para, para f € Homp (A, A'),
¢(f) : Homy (—, A) — Homp, (—, A)
es la transformacién natural que, para B € Ob(Sets) y ¢ € Hom 5 (B, A)
$()(B)(g) = Hom (-, A')(a)(f) = Hom (g, Id))(S) =
ldgrofog=fog=fogoldpg=
Hom 4 ((Ids, f))(9) = H(£)(B)(g),
por lo cual
#(f)=H(f)
es decir, la correspondencia f ~— H{(f) es una biyeccién y por lo tanto H
es fiel y pleno.
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Por tltimo, para mostrar que H es inyectivo en los objetos, supéngase
que H(A) = H(A'), entonces

Homp (A, A) = H(A)(A) = H(A')A) = Homp (A, A"),
¥ yaque Idy € Homp (A, A) concluimos que A = A'.
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FUNTORES ADJUNTOS

Los ‘funtures adjuntos’ son el concepto mds importante que sirvid para for-
mular la Teoria de Categorias. Aqui iniciaremos con uno de los conceptos
motivadores,

Definicién 3.1 . Un funtor F: A — B entre dos conjuntos preordenados
A = (A, <) y B = (B, <) vistos como categorias es una funcién F: A — B
que preserva el orden. Se dice que un [untor G : B — A es adjunto izquéierdo
de F si:

Yac A Yoe B (Fla) <bs o< Gb)).

Usualmente se le llama una correspondencia de Galoisaun par de funciones
(F, G) que satisfaga la condicion anterior.

Observacién 1 Si F: A —B, y G:B — A forman una corresponden-
cia de Galois entonces GoF : A — A es una operacidn de cerradura, esto

es’
Va,a' € A
1)a £ GF(a),
2)GFGF(a) < GF(a),
3)a < d' = GF(a) < GF(d').
Similarmente, FoG : B — B puede ser llamada una operacidn interior,
ya que satisface las condiciones duales, esto es:
¥o, b’ € B
YFG(b) £,

39
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2YFG(b) < FGFG(B),
3 < b = FG(b) < FG(¥').

Demostracidn

Sean a,a’' € A,y b,b' € B.
1)Ya que en B, F(a) < F(a), se sigue por definicién que a < GF(a).
1’) Andlogamente, G(b) < G(b) = FG(b) < b.
2)Utilizando 1°, haciendo b = F(a), obtenemos que FG'F(a) < F(a) y por
lo tanto GFGF(a} £ GF(a).
2")Similar a 2 (con a = G(b) y utilizando 1).
3,3’)Se siguen de que tanto F* como G preservan el orden.

En un conjunto preordenado @ = a’ sia < a’ y a’ < a. (En un con-
junto parcialmente ordenado a 2¢ a' no es otra cosa que a = a’, ya que
vale la antisimetria.) Nétese que de la observacién anterior se sigue que
GFGF(a) = GF(a) y dualmente, FGFG(b) = FG(b), para cualesquiera
ac 4, beB.

La consecuecia mds interesante de una correspondencia de Galois ¢s la
siguiente.

Proposicién 8 Dados dos funtores F: 4— B, G:B — A de una co-
rrespondencia de Galois (F,G), existe una correspondencia biyecliva entre
A,, el conjunto de las clases de isomorfismos de elementos ‘cerrados’ de
A, y B,, el conjunto de clases de isomorfismos de elementos ‘abiertos’ de
B, donde a € A es cerrado si GF(a) > a yb € B es abierto si FG(b) = b.
El siguiente diagrama ilustra lo antes mencionado y a lo que lamaremos el
principio de la unidad de los opuestos.

A, — o
netwenin F [ ocineian
A / —— B
I

Demostracicn
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Sea ¢ : A, — B, definida por
¥([(a)) = [F(a)]
donde /[ )’ denota la clase de equivalencia. Nétese que si {a] € A, entonces
GF(a) & a y asi, FGF(a) & F(a) y por lo tanto ¢ estd bien definida. Es
claro que para [b] € B,, -
(8] = $(G())
ya que
FG)2xb.
Ademais
¥([a]) = ¥([a]) = F(a) = F(a"), -
y por lo tanto
a ™ GF(a) = GF(a') = o'
con lo cual queda probado que ¥ es inyectiva.

Veamos ahora algunos ejemplos de correspondencias de Galois.

Ejemplo 3.1 . Té A = B = (w,<) el conjunto de loa niimeros
naturales con el orden usual , y sean F: A — B, G:B — A definidos
por

£(0)=0, F(a)=pa

Ge)=I{pe P tg pst}|
donde p, denota al a—ésimo primo y P denota al conjunto de los niimeros
primos.

Es claro que tanto F' como G preservan el orden y que F(a) < b &
a < G(b). Por lo tanto (F, G) es una correspondencia de Galois o, en otras
palabras, un par de funtores adjuntos. Ahora,

A, ={n€w | GF(n)=n}={n€w | G(p,)=n}=

{new | n=n}=w

B,={n€w | FG(n)=n}=
{n€w | F({reP | p<n})=n}=P,
por lo tanto, en este ejemplo, la unidad de los opuestos describe una co-
rrespondencia biyectiva entre el conjunto de los niimeros naturales y el con-
junto de los niimeros primos.

Ejemplo 3.2 . Dados X,Y conjuntos y una relacién binaria RC X x Y,
tomamos A = (p(X),C) el conjunto de subconjuntos de X ordenados por
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la inclusién, y B = (p(Y), 2) el conjunto de subconjuntos de Y ordenados
por la inclusién inversa.
Definamos F: A —~B y G:B — A como
F(A)={ye€Y | Vz€ A (z,¥) € R} =[x R(z),
GB)={z€X | WWe€B (z,v)€ R} =,cp R~'(¥)
Entonces, para A,A' € A y B, B’ € B se cumple que
ACA = Nea R(z)2 Necar RB(x) = F(A) 2 F(A")

B2 B' = yep RUY CNyen R =G(BYCSG(BY,
y asi, tanto F' como G pteservan el orden.

Ahora, si F(A) 2 B, es decir (),¢, R(z) D B, entonces dado = € A
pasa que para toda y € B,z € R~!(y) (esto debido a que y € B implica que
y € R(z) paratodo z € 4, y ya que habiamos tomado = € A, z € R~ (y)).
Por lo tanto,

z€A> €y R (y)=G(B)
esto es,

ACG(B)
con lo que concluimos que

F(A)D B=> Ag G(B).

Reciprocamente, si A C G(B), entonces dado b € B, se tiene que para
toda z € A, b € R(z) (esto debido a que = € A implica z € R~(y) para
toda y € B, y ya que habiamos tomado b € B , (z,}) € R). Por lo tanto

F(A) 2 B,
con lo que concluimos finalmente que

ACG(B)® F(A) D2 B.

En resumen, F y G son un par de funtores adjuntos. Eeta situacion es
llamada polaridad y proporciona un isomorfismo entre la reticula completa
A, de subconjuntos cerrados de X y la reticula completa B, de subcon-
juntos cerrados de Y .

Ejemplo 3.3 . En el ejemplo anterior tomese X el conjunto de los pun-
tos del plano y Y el conjunto de semiplanos. Definase R C X x Y como
(z,y) € Rsi z € y. Entonces, para cualquier A € p(X), GF(A) es la
interseccion de todos los semiplanos que contienen a A, en otras palabras,el
convexo generado por A. En este caso, la unidad de los opuestos nos mues-
tra dos formas equivalentes de describir a un conjunto convexo: con los
puntos que lo constituyen o con los planos que lo contienen.
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Ejemplo 3.4 . Si (F,G) es una correspondencia de Galois entre dos con-
juntos parcialmente ordenados A y B, S € A y S tiene un supremo z, con
z €A, entonces

(1) VyeS y<x,

(2) ¥o'€A [(VyveS.y<2)=>z< 7).
Asi, de (1) se sigue que

(1) VyeS F(y) < F(z).

* Ademds, si existe b € B tal que F(y) < b para cualquier y € S, entonces
y < G(b) para cualquier y € S y por (2) se tiene que z < G(b) y por lo
tanto F(z) < b. Con lo que hemos visto que

(2') YbeB [(VyeES F(y)gd)=>F(z) <.
Es decir, F'(x) es un supremo en F[S], (F preserva supremos). Analogamente
G preserva infimos. )

Nétese ademds que si G’'(b) = Sup{a € A | F(a) < b} entonces
FG(b) <,
y por lo tanto
G(b) <G'(b) .
Reciprocamente, ya que Fi(a) < b sii a < G(b), se tiene que G(b) es una
cota para el conjunto {a € A | F{a) < b} y entonces
G'(b) < G(b)
y por lo tanto,
G(b) = G(¥) .

Ejemplo 3.5 . En el ejemplo 3.2, dado un anillo conmutativo C', tomemos
X como el conjunto de elementos de C y Y el conjunto de ideales primos de
C. Definamos RC X xY por (z,y) € R si z € y. Entonces, para cualquier
A€ p(X), GF(A) eslainterseccién de todos los ideales primos de C que
contienen a A, asi, como sabemos,
GF(A)={t€ X | 3n€w tg z" € A},

el también lamado radical de A. También es sabido que FG es una opg

racién de cerradura en p(Y') que hace a Y un espacio topolégico compacto
llamado el espectro de C. (Para mayor informacién consultar 4.) Aqui la
unidad de los opuestos describe una biyeccién entre los subespacios cerra-
dos del espectro y los ideales que son iguales a su radical.

Ejemplo 3.6 . Témese A=B el conjunto preordenado de férmulas del

calculo proposicional (A4 < A’ sii A = A'). Para una férmula fija C,

definanse FF: A — B y G : B —+ A por: pata cualquier férmula A4 ,
F(A)=(CAA) y G(A)=(C=4).
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Entonces,debido a que

FA)SB&(CAA=B)& (A= (C=B) & ASG(B),
F y G son un par de funtores adjuntos.
Ahora, como

ACA, & (A=(C=>(CAA))
Y

BeB, & (B=(CA(C= B))),
8i C es verdadera , la unidad de los opuestos nos proporciona una biyeceién
entre A y B ya que cualquier proposicidn seria abierta y cerrada; por otra
parte, si C es falsa, la unidad de los opucstos nos proporciona una biyeccién
entre las proposiciones verdaderas y las falsas.

Ahora generalizaremos la nocién de funtor adjunto para conjuntos pre-
ordenados a funiores adjuntos para calegorias arbitrarias. Para esto cam-
biaremos nuestra notacién a la que usan la mayoria de los categoristas y
reemplazaremos la letra G por la letra U. (U’ es por ‘underlying’ y ' F”'
por ‘free’.)

Definicién 3.2 . Una adjunticidad entre categorius A y B es una tétrada
(F,U,n,€) donde
F:A—-B y U:B— A
son funtores,
n:idgy —UF y ¢:FU — Idg
son transformaciones naturales de tal modo que
UeonU =1Idy y eFofFn=Idp.

Se dice que U es adjunto derecho de F o que F es adjunto izquierdo de
U, mientras que a n y a ¢ se les llama adjunciones.

Antes de ir a los ejemplos, daremos otra definicién que nos llevard a un
concepto equivalente.

Defintcién 3.3 . Una solucién (F, 5, *) al problema del mapeo univer-
sal para un funtor U : B — A estd dada por: para cualquier objeto A
de A existen un objeto F(A) en B y un morfismo 4 : A — UF(A) en
A, de tal forma que, para cualquier objeto B en B y cualquier morfismo
f:A—U(B)en A, existe un tinico morfismo f* : £(A) — B en B tal que
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U(f*) ona = f, es decir:

UF(4) F(A)
] Noun N
A = UB) B

es conmutativo.

Ejemplo 3.7 . Sea B la categoria de los monoides, A la categoria de los
conjuntos, es decir, B=Mon, A=Sets. Sea U : B — ‘A el funtor que
olvida. Se define

F(A) = {a1a2a3...an | nEw,a, € A},

o F{A) x F(A) — F(A)
por

(araz...ay) o (byba...bm) = (a1a2..80b1b2...b0m).
Es claro que si definimos 1 como la ion vacia de el tos de A,
(F(A),0,1) es un monoide.

Definamos también 14 : A — UF(A) como la funcién inclusion (es decir
na(a) = a).

Para un morfismo en A, f : A — U(B), definase f* : F(A) = B
como f*(ay...an) = f(ay)...f(an), es claro que f* es un morfismo en B y
que conmuta el tridngulo

UF(A) = F(A)
=] U=
A — UB =8,

ademds, si f : F(A) — B es un morfismo en B tal que conmuta el trigngulo

UF(A)
.=.,,I N uth=r
A 7 uB)y=8 |,

debe pasar que paraa € 4
f(a) = f(a),

y por lo tanto

flaz...an) = F(ar)...f(an) = F(ar)...f(an) = f*(ar...an).
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Asf, f* es tinica.

Concluimos finalmente que (F,n,*) es una solucién al problema del
mapeo universal para el funtor U.

Ejemplo 3.8 . Sean A=Ab la categoria de grupos abelianos, B su sub-
categoria de grupos abelianos libres de torsién y U : B — A el funtor
inclusién. Para A € A definase

F(A) = AlTay
con T(A) el subgrupo de torsién de A. Definamos también

NM=x:A— UF(A) = A/T(A)x
donde

w(a)=a.

Entonces, dado f : A — U(B), un morfismo en A, se tiene que conmuta

T(A) A Afreay = UF(A)
N
B =U(B)
y por lo tanto existe un dnico f* : 4/1(4) — B tal que conmuta el diagrama
T(4) . A u Alreay
Nd l/ 75
B

asi, existe un tnico f* : F(A) — B tal que conmuta el tridngulo
UF(A) = A/T(A)
"='MI N U=
A - U(B)=

Nuevamente, concluimos que (F,7, «) es una solucién al pro-
blema del mapeo universal para el funtor U.

Con las siguientes proposiciones observ que los conceptos de ad-
junticidad y de solucidn al problema del mapeo universal son equivalentes.
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Proposicidén 9 Dadas dos categorias A y B y una adjunticidad
(F,U,n,£), existe una solucién al problema del mapeo universal para U :
B — A.

Demostracion

Sea A un objeto de A, es claro F(A) es un objetode B y que 34 : A —
U F(A) es un morfismo en A. Ahora, sea J un objetode B y f : A — U(B)
un morfismo en A.
Nuestro objetivo es probar que existe un tnico motfismo f* ! F(A) — B
en B de tal forma que hace conmutativo el tridngulo:

UF(4)
] Newn
A — U .

Proponemos f* = ¢g o F(f). Entonces
U(f*)ona=Ulego F(f))ona = Ulep) oUF(f)ona =
U(eg)onugyo f = (Ueconl)po f=Idymof = [,
donde la tercera igualdad se sigue de que  : Idg — UF es una trans-
formacidn natural y por lo tanto, para f : A — U(B), es conmutativo el
cuadrado -

na

A — X . UF@)
ll UF(s)
U(B) UFU(B) ,

u(e)

y la cuarta igualdad se sigue de la hipdtesis de que (F, U, 7, ) es una ad-
junticidad.
Asi, queda probada la existencia del morfismo f*.

Para terminar la demostracién, supéngase que f : F(A) — B es un
motfismo en B. Entonces, dado que € : FU — Idp es una transformacidn
natural, se tiene que conmuta el cuadrado



] 48 oo 3. FUNTORES ADJUNTOS

FUF(A) e P(A)
Fu() 7
FU(BY i B

Asi, si f satisface que U(f) o 54 = f entonces dado que (F,U, 7,€) es una
adjunticidad se tiene que _
fr=cpoF(fy=ecpo F(U(flom)=
epo FU(f)o F(na) = foer(ayo F(na) =
fo(eFoFn),=foldr={.
con lo cual queda probada la unicidad de f°.

Proposicién 10 Dada una solucidn (F,1,%) al problema del mapeo uni-
versal para un funtor U : B — A, exisle una adjunticidad (F,U,n, ).

Demostracién
a). Para un morfismo h : A — A’ en A, definase
F(h) = (nar o k) : F(A) — F(A")
donde (nar o h)* es el tinico morfismo en B tal que conmuta el tridngulo

UF(A)
] N\ U
A — UFAY
natoh

Veamos que F : A — B es un funtor.

1). Nétese que Idpay : F(A) — F(A) es un morfismo en B tal que el
- siguiente triangulo es conmutativo:

UF(A)
'IAT N\ UZdrqa))
—  UF(A) .
gackds

Asi, por ser F(Ida) el inico morfismo que hace conmutativo el tridngulo
anterior, tenemos que



F(Idg) =(nq o Ids)" = Tdp(a).

1). Sean A-24 4", A" dos morfismos en A, entonces F(h): F(A) —
F(A’) es el tinico morfismo en B tal que conmuta el tridngulo
UF(A)

N AN
A — UF(A) ,
Natoh
o, visto desde otra perspectiva, conmuta el siguiente cuadrado:

A UF(A)

hl lur(h)

A —— UFA)
Nat

Anilogamente, F(k) es el linico morfismo en B tal que conmuta el siguiente
cuadrado:

A kay UF(A")

k‘l lur(n
Ar UF(A") .
; nan

Por lo tanto
U(F(k)yo F(h))onqa = UF(k)o UF(h)ona=
UF(k)onaroh=nauokoh,
con lo cual es conmutativo el siguiente tridngulo:

UF(A)
n] N UCFE)F(h)
A —  UFA)
natokoh

Por otra parte, dado que F(koh}) es el 1inico morfismo que hace conmutativo
el tridngulo anterior, se tiene que

F(ko R) = F(k) o F(h),
con lo cual concluimos que F es un funtor,

b). Sea h: A ~+ A’ un morfismo en A, entonces es claro de la definicién
de F(h) , que conmuta el siguiente cuadrado:
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A UF(A)
hl UFh)
Ao UF(A")

nar
Por lo tanto n: Idg — UF es una transformacién natural.

¢). Definimos ¢ : FU — Idg como

en = (Idy¢gy)
para B un objeto de B. Es clato que ¢ esta bien definida, veamos que es
una transfortnacidn natural.

Si k : B — B’ es un morfismo en B, entonces por definicién de ¢p,
conmuta el diagrama

UFU(B)
numlf \ Ulen)
vy & v

Uk} )
U(B") )
¥ en consecuecia conmuta el tridngulo
UFU(B)
nuU(B) N UR)oU(en)
13
U(B) prred u(s’)

con lo cual se concluye que
koeg = (U(K)".

Por otra parte, del hecho de que i : Idy — UF sea una transformacién
natural y de la definicién de g5/, se tiene la conmutatividad del siguiente
diagrama

uvruB) "HY yrusy

(e nu(aqT N Ules)
15 B'
u(B) ux) u(e, Ty ueE)

y por lo tanto
(U(k))' =€B'o FU(':)
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Asi, para k : B — B’ morfismo en B, el siguiente cuadrado es conmu-
tativo:

FU(B) ——D— B
Puml l;
FU(B') B,
ot

ya que
epr o FU(k) = (U(k))" = koep.
Asi, hemos probado que ¢ es una transforinacién natural.

d). Por definicién de g , conmuta el triangulo

UFU(B)
'lu(a)T N\ Ules)
u(B — B
B UB)

Por lo tanto, para cada objeto B de B se tiene que

(UeonU)p = Ules) onypy = Idysy = (Idv)s
con o que hemos demostrado que

UsonlU = Idy

e). Como ya habiamos hecho notar, para un objeto A de A, se tiene
que

Idpeay = F(Ida) =(Idaon4)* =na”.
Por otra parte, ya que 7 es una transformacidn natural, conmuta el si-
guiente diagrama

vF) Y5 urura)

fuT "U’(A)T N\ UUdur))
— UF(A) — UF(4) ,
na 1dyr(a)

con lo cual también se ticne que
(ma)* = (Idyray)” © F(na)-
En resumen, para cada objeto A de A se tiene que
(eF o F)a = €pa) © Fna) = ({dyFpea))” o F(na) =
(n4)* = Idpeay = (IdF) 4,
y por lo tanto
eFoFn=Idp.
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Asi, queda completa la demostracion de que (F, U, €, 7) es una adjunti-
cidad.
]

Podemos enunciar las iltimas dos proposiciones en un teorema .

Teorema 1 Dadas dos categorias A y B, hay una correspondencia uno-a-
uno enire las adjunticidades (F,U,7,€) y soluciones (F,n,+) del pro-
blema del mapeo universal para U : B — A,

En vista de el teorema anterior, los ejemplos 3.7 y 3.8 son ejemplos de
funtores adjuntos . Mostraremos algunos ejemplos mds tarde, por ahora
pasaremos a otro nuevo concepto que nuevamente tendra relacién con los
anteriores.

Proposicién 11 Una adjunticidad (F,U,1,€) entre categorias localmente
pequenias A y B proporciona un ‘isomorfismo natural’

¥ : Homp (-, U(=)) = Homp(F(~},-)
entre funtores de A°F x B en Sets. (Donde isomorfismo nalural se le llama
a una lransformacidn natural cuyas componentes son biyectivas. )

Demostracién

Sea (F,n,+) la solucién al problema del mapeo universal proporcionada
por (F,U,n,¢€).

Definimos

¢ : Homp (=, U(=)) — Homg(F(-),~)
de la siguiente forma: dada (A4, B) € A°? x B,

111(4’5) : HOHIA(A, U(B)) — HamB(F(A), B)
es tal que

Yaoy(f) = f*.
Es claro que i esta bien definida. Nuestro objetivo es demostrar que ¢ es
una transformacién natural y que sus cornponentes son biyectivas.



a). Es obvio que para g : F(A) — B conmuta el triangulo

UF4)
'IAI N Uo)
vimena VB

y por lo tanto
2= (g0 na)" = ¥ra,0)(9 ©74)
con lo que hemos probado que t(4,B) es suprayectiva.

b). Supéngase que f, f € Homy (A, U(B)) y que ¥a, () = ¥pa.m(f),
enlonces f* = f* y, dado que conmutan los siguicntes tridngulos:

UF(A) UF4)
] Nwvun I R0
A — uw a4 - U

se tiene que - ~
[=U)ena=U(f)ona=f,
con lo que hemos probado que 4 gy es inyectiva.

¢). Veamos ahora que ¥ es una transformacion natural.
Sea (f,9) : (A,B) — (A’, B') un morfismo en A x B. Sabemos que
n: Idg — UF es un transformacidn natural y por lo tanto el siguiente
diagrama es conmutativo para k : A — U(B)

vr(a) "B prea
”A'T "AT N\, V(&)

A — — U(B) — UB) ,
7 A T UB) g U

lo que afirma que
(Ulg)oko ) = go k" o F(f).
Asi, el siguiente cuadrado es conmutativo:
V(A
Hompa(AU(B) ——=21 . Hompg(F(A),B)
Ulg)ot)af go{)oF(JS)

Homp (A", U(B")) Homg(F(A'), B)

Yearah
y por lo tanto ¥ es una transformacién natural.
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Proposicién 12 Si A y B son dos categorias localmente pequenas, un iso-
morfismo natural ¢ : Homy (=, U(~)) — Hompg(F(~),—) catre funiores
de A°P x B en Sets proporciona una adjunticidad (F,U,n,¢) .

Demostracion

Lo que haremos para probar csta-afirmacidn, serd construir, a partir
del isomorfismo natural ¥, una solueidn (F,n, ) al problema del mapeo
universal paraU : B — A .

Primero, definimos para A € Ob(A)
na: A UF(A)

de tal forma que
Y, pay(na) = Idr(a)

lo cual es valido ya que P(a,F(a)) es biyectiva.
También definimos, para f: A — U(B)
f*:F(A)—B

donde
Yam(f) =

Veamos entonces que con estas definiciones, (F, 7, *) es una solucién al
problema del mapeo universal para U : B — A .

Para un morfismo (Ida, f*) : (A, F(A)) — (A, B) en A x B, dado que
¥ es una transformacion natural, conmuta el cuadrado

Yo,
Homp (A, UF(A)) ——"" ,  Homp(F(A), F(4))
uyR0 £290

Homp, (A, U(B)) Homp(F(A), B)

Yia.8)

Utilizando esto y que 14 € Homy (A, U F(A)) se tiene que
f* = foldpay = 7 o a,ran(ia) =
Yra,py(U(F*)oma),
¥y entonces, como Y 4,p) es biyectiva, concluimos que

U(f‘)°"A=f|



es decir, conmuta el siguiente tridngulo
UF(A)
N RN
A — U(B)

Para terminar veamos la unicidad de f*. Si g : F(A) — B es tal que
- conmuta el tridngulo

UF(A)
'IAT N\ V)
A - U,

dado que ¥(4,5) es biyectiva y que U(¥(4,5)(9)) © n4 = g tenemos que
Y8 = U)o na.

En resumen,
U(glona=F =9 ap (@) =v"tapf) = f =g

Asi, las tltimas dos proposiciones las enunciamos juntas de la manera
siguiente.

Teorema 2 Para cualesquiera dos calegorias localmenle pequesias A y B,
eziste una correspondencia uno-a-uno entre las adjuticidades (F,U,1,€) y
los isomorfismos naturales  de Homp (~,U(=)) en Homp(F(~),~) fun-
tores de la calegoria A" x B en Sets,

]
Utilizando el teorema anterior y el ejemplo 3.6, existe una biyeccion

entre las pruebas CAAF B y AFC = B . Este y otros puntos de vista
debidos a Lawvere, pueden ser resumidos en otro eslogan.

ESLOGAN IV . Muchos conceplos importantes en las matemdticas provienen
de la idea de adjunto izquicrdo o derccho, de funtores ya conocidos.

Enunciaremnos ahora dos propiedades importantes de log funtores adjun-
tos.
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Proposicién 13 Un funtor F entre categorias localmente pegueiias A y B
determina su adjunto de manera tnica ezcepto por isomorfismo natural,

Demostracicn

Sea F : A — B un funtor y U,U’ : B — A adjuntos derechos de F,
entonces por el teorema anterior, existe un isomorfismo natural

T: Homp (=, U(-)) = Homp (-, U*(-)).

(Queremos exhibir un isomorfismo natural ¢ : U — ')

Definimos para B en los objetos de B

Ys = Tws),p(/dym) : U(B) — U'(B).
Es claro que esta definicién tiene sentido.

Para probar que t es una transformacién natural témese g : B — B’ un
morfismo en B, considerense ahora los morfismes en A% x B , (Idy(p), 9)
y (U(g),lds) . Entonces, dado que T es una transformacién natural
conmutan los cuadrados

T, .
Homp(U(B),U(B)) ——=2 ., Homa (U(B),U(B))
U(g)00) I U'(g)e()
Tnsy, o)

Homp (U(B),U(B")) ———— Homy (U(B),U'(B"))
(ot/(s) I ()oU(g)
Homa (U(B"),U(B") Hom p (U(B"),U'(B"))

Tiwian,o’)
Tomando ahora que Idy gy € Hom g (U(B),U(B)) y que I es conmutativo,
tenemos que

Ywmen(U(g) =U'(g) ety .
Por otra parte, del hecho que I7 sea conmutativo y dado que I'dy(p) €
Homp (U(B'),U(B")) tenemos que

Ywe,s)(U(9)) = var o Ulg).

Por lo tanto el siguiente cuadrado es conmutativo:

v(B) ve U'(B)
ute) Vo)
u(BY) u(By

con lo cual queda demostrado que ¢ es una transformacién natural.
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Finalmente debemos derostrar que ¥ es una biyeccidn para cualquier
B € 0b(B).

Es claro checar que, al igual que definimos ¢p = Ty (g),8)(Idu(n)) ¥
se probd que 1 es una transformacién natural, podemos definir ¢ : U/ — U
como

é8 = (Yws),8))" l(Mu'(ﬂ))
¥ ¢ es también un isomorfismo natural. (Es ficil verificar que siatH—1T
es un isomorfismo natural, donde H, I : C =———= D son funtores, entonces

: I — H definida por (a~!)p = (ap)~! es también un isomorfismo

nntural )

Demostraremos que ¢g es inverso de ¥ g, con lo cual quedara terminada
{a demostracién.

Tomemos los morfismos en A°? x B

(¢¥s,Idp): (U'(B),B) — (U(B),B) y

($5.1dp) : (U(B), B) — (U'(B), B),
entonces son conmutativos los siguientes cuadrados:

Twisy.s
Homp (U(B),U(B)) — 22, Hom (U'(B), U'(B))

Qo¥n 111 Qovn
Homy (U(B),U(B)) — Homy (U(B),U'(B))
Qodn v Qovn
Homp (U'(B),U(B)) —T’(m—;——o Homp (U'(B),U'(B))

Asi, de la conmutatividad de //] y ya que ¢p € Homp (U'(B),U(B)) se
sigue de la definicién de g que

¥e = Idyigyo vp = (( o ¥8)(Idyumy) =

(0 0 ¥8)(T(we(8),8)(¢8)) = Tw(s),n)(¢5° ¢p)

Como Ty (p),p) es inyectiva y como también se tiene que por definicién

¥8 = Tw(e),n) ({du(s))
concluimos que

¢p otYp = Idycn).

Por otra parte, de la conmutatividad de IV y del hecho que Idy(p) €
Homp (U(B),U(B)), se tiene de manera aniloga que

Ypoép = Idypy.

5 u

Proposicién 14 Si (U, F) y (U', F') son dos pares de funiores adjuntos
con
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v v
(o} B A,

F P
donde A,B y C son localmente peguerias, entonces (UU', F'F) es también
un par de funtores adjuntos.

Demostracion

Por hipétesis sabemos que existen isomotfismos naturales
¥ : Homg(F(=),—) — Homg (-, U(=)),
¢ : Homg(F'(=), =) — Homp(—,U'(-)).

(Nuestro objetivo es probar que existe un isomorfismo natural
T: Homg(F'F(-),~) — Homp (—,UU'(-)) .)

Sea (f,9) : (A,C) — (A’,C’') un morfismo en A% x C, entonces, dado
que

(F(f),9) : (F(A),C) = (F(A),C") ¥y

(£, U'(9) : (A U(0)) = (4, U'(C))
son motfismos en B® x C y A x B respectivamente, se sigue que los
siguientes cuadrados son conmutativos:

Homg(FF(A),0) —Y2% . Homg(F(A),0/(C))

(e F'F(f) I U'(g)e()oF (/)

dirianycn)

Homg(F'F(A"),C'Yy ——— — Hompg(F(A"),U(C"))

Yauiey
Homg(F(A),U'(C)) —————— Homy(AUU'(C))
U'(g)e()e F(L) I uU(g)e()es
Homyg(F(A"),U'(C") Homy (A", UU'(C"))
$aLuicry

Definiendo entonces, para (A, C) objeto de AP x B,

Teaey = Yaune) @ $rare)
de la conmutatividad de Iy I], se sigue que conmuta el siguiente cuadrado:

Y(a,0)
Homg(F'F(A),0) —— . Hom,(A,UU'(C))
$(0F'F(N) UU(goos)
Homg(F'F(A'),C") Homp (A, UUNCY)

Tiar,cy
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con lo que hemos demostrado que Y es una transformacién natural.

Ademas, para cualquier (4,C) € O)(A x B), T(a,c) s composicién
de biyecciones y por lo tanto biyeccin, con lo que T es un isomorfismo
natural.

Veamos ahora, dos ejemplos m4s de adjunticidades.

Ejemplo 3.9 . Sean A=B=Sets, C un conjunto fijo y F,G los fun-
tores definidos en el ejemplo 1.17 . Veamos que (F,G) es una pareja
de funtores adjuntos. Para esto, definiremos un isomorfismo natural 1 :
Hom(F(-), =) - Hom(~,G(-)).

Definase, para (4,B) € A®? x B
¥(a.B) : Hom(A x C, B) — Hom(A, B®)
por

Yamf): A — BC
a — Yunfie ,

donde
Y(a,m)(f)a)(c) = f(a,c).
Es claro que Yg4,5) estd bien definida. Ademas:
fi9€ Hom{(AxC,B) A an(f)=dunss) =
Va € A Y8 (f)a) = Ya,8(9)a) =
Va€ AVce C fla,c) = Yea,m(f)(a)c) =
Ya.ey)(9)(a)(c) = gla)(c) = f=g,

y asi, se sigue que Y4, B) ¢4 inyectiva.

Por otra parte, para k : A — B, definiendo £ : A x C — B tal
que k(a,c) = k(a)(c), es clato que ¢4 py(k) = k. Por lo tanto Y(4 p) es
también suprayectiva.

Por iiltimo veamos que ¢ es una transformacién natural.
Sea (f,9) : (4, B) — (4’, B') un morfismo en AP x B, debemos probar la
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conmutatividad de el siguiente cuadrado:

Y(a.m)
Hom(A x C, B) IHom(A, B€)
go()o(f,1dc) I (9o (1o ()os
Hom(A' x C,B’) Hom(A',(B")¢) ,
Viat, 5y

esto es, si k € Hom(A x C, B) debemos probar que
90 Yan(k) 0 f = Yarpyogoke (f.1dc).
Sea a’ € A’, ¢ € C entonces
{90 ¥(a,By(k) o f)(e')(c) = glvia,my(k)[/ (@) e))) =
glk(f(a') )] = go ko (f.Idc))(a’ c) =
[¥ar,mry 0 g o ko (f,Idc)(a')(c)-
Por lo tanto, I es conmutativo, con lo cual hemos demostrado que ¢ es
una transformacién natural.

Ejemplo 3.10 . Sean A=Sets, B=Cat y U : B — A el funtor que olvida.
Definase para 4 € Ob(A) la categoria F'(A) de la siguiente forma:
Ob(F(A) = A
¥, para a,a’ € A , si a = a’ éntonces
Homp(a,a') = {Id,},
y 8i a # a’ entonces
Hompg(a,a') = 0.

Definase también
na=1Idy: A UF(A)
y, dada f : A — U(B) una flechaen A,
fr:F(A)— B
como
SH(a)=f(a) ¥y f*(Ida) = Idy).

Con las definiciones anteriores, es claro que conmuta el siguiente triangulo:
UF(A)

vuT N\ TUn)
A — U

Reciprocamente, si g : F(A4) — B hace conmutativo el tridngulo
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UF(A)
. w] N
a4 — ue,
entonces '
9(a) = U(g)(a) = U(g)(a) 0 Ids = U(g)(a) o na = f(a),
y andlogamente
g(Ids) = f(Ida) .

Con lo cual se ha probado la unicidad de f° y por lo tanto que (F, 5, *)

es una solucion al problema del mapeo universal para U y, en virtud del
teorema 1, U tiene un adjunto izquierdo.

Para finalizar éste capitulo, extenderemos la ‘unidad de los opuestos’ a
categorias generales, Extendamos primero la nocidn de ‘equivalencia’.

Definicién 3.4 . Decimos que una ajunticidad (F,U,n,€) es una equiva-
lencia adjunta si n y € son isomorfismos naturales.

Una generalizacidn de la anterior definicidn es la siguiente.

Definicién 3.5 . Una equivalencia entre categorias A y B estd dada por
un par de funtores F : A — B y G: B — A tales que UF = Idy y
FU = Idg.

Veamos que efectivamente, cualquier equivalencia proporciona una equi-
valencia adjunta.

Proposicién 15 Dada una equivalencia entre categorias A y B con

F
A0

G
Juntores y, con los isomorfismos naturales
n:ldy - UF, &:FU — Idg ,
se obtiene una equivalencia adjunta (F,U,n,¢).
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Demostracién

Definimos ¢ : FU — Idp por: para cuaquier objeto B de B,
ep =£&p o F((U(Es) o nu(p))™") =
gpo Fl(num)~ o U((es)"1)),
la cual es un buena definicién dado que se tiene la composicién

Ultes)="') (nu(s))~"

U(B) UFU(B) uB) ,
y por lo tanto la composicién
F((n Y~leU((z)"'))
FU(B)——2 = v —=2 B .

Demostremos primero que € es una transformacién natural. Seag: B —
B' un morfismo en B. Ahora, del hecho que €, #~' y ¢! sean transfor-
maciones naturales se siguc que son commuutativos lo siguientes cuadrados:

[CI7C
FU(B) fa B uruB —22 . ywy
FU(g) g UFU(y) l”ly!
fg ()™
FU(B") B urFuBy —=2 |y
ta)™?
B FU(B)
ﬂl' FU(9)
B FU(B
(€g)—?

Asi,
goep=goégo F({num) !)o FU((ép)~") =
€ps 0 FU(g) o F({nu(my) ") o FU((€p)~) =
ggro F(U(g)o (rw(n)) Ye FU((Ep)™Y =
&g o F(mypn)~* e UFU(g)) o FU((EB)"") =
£pr 0 F((ny(sn) 1) o FUFU(g) o FU((€p)™") =
g 0 F((ny(sn) ™) o FU(FU(g) o (£5)7Y) =
£pr 0 F((nu(sny) ") o "U((SB')" og) =
£pr o F((nyany) ") o FU((£p:)" ") 0 FU(g) = u 0 FU(g),
con lo cual hemos demostrado que es conmutativo el cuadrado

€8

FU(B) ————— B
ruml l
FU(B") B,
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y por lo tanto £ es una transformacién natural.

Para terminar la demostracién, bastard probar que Uc o gl = [dy y
que ¢F o Fy= Idp .

Primero, del hecho que 5 sea una transformacién natural y que para
cualquier B € Ob(B)
U((e)™"): U(B) — UFU(B), (num))~':UFU(B)— U(B)
sean morfismos en A, se sigue que conmutan los siguientes cuadrados:
uB) —2 . uru(B)
Uul(en)t) UFU((¢p)™")

UFU(B) UFPUFU(B)

NuFu(B)

UFU({B)

UFU(B) ————— UFUFU(B)
(o)™ UF((nuey)™)

U(B) UFU(B)

nu(sy

Asf, para cuzlquier B € Ob(B) pasa que
(UeonU)p =Ulen) o nqum) =
U(ep o F(nusy)~ o U({ER) "N o y(s) =
U(€p) o UF((nucpy)~t)o UFU{(EB)"") 0 ) =
U(€s) o UF((nu(py)~t) o uruey o U(ER)™") =
U(ep) o nueay © (o)) ™' o U((é8)~") =
U(ep) o U((gn)~") = U(ép o (€n)~") = U(ldp) =
ICIU(B) = (Idu)n,
y por lo tanto’
UeonlU = Idy .

Ahora, en vista que 7 es una transformacién natural y que para A €
OB(A) , (na)~! : UF(A) — A es un morfismo en A, conmuta el cuadrado

WA gRUR(A)

UF(A)
()" UF((ra)™")

UF4)y
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por lo que
(rwry) ™t = UF((na)~") .
Ademds, dado que £ es una transformacién natural, y ya que
F((na)=!) : FUF(A) — F(A) y
(Er(a))~1 : F(A) — FUF(4)
son morfismos en B, conmutan los siguientes cuadrados:
frur(a)

FUFUF(A) ———2 . FUF(A)

FUF((na)"") F((na)"*)
FUF(A) — FUA) .
FUF(A) fr FLA)
FU((£r(a))™") (Crqay)t
FUFUP() — FUF(A)

Asi, para cualquier A € Ob(A) se tiene que

(eF o Fn)a = €epay o Fna) =
€ra) © F(((luray) ™! o U(Eray) ")) 0 Fna) =
Er(a) @ F(ura)) ™) o FU((Era)) ") o F(na) =
Ep(a)y 0 FUF((na)~') o FU((€p(a))~") 0 F(na) =
F((ma)™Y) o Erur(ayo FU((Er(ay)™") o F(na) =
F((na)™!) o (Erea))™" 0 Erayo Flna) =
F((na)"") o F(n4) = F((na)™ o n4) =
F(lda) = Idpeay = (Idr)a,

y por lo tanto
eFoFy=Idp.

Lema 1 Dade una adjunticidad (F,U,1n,€) entre categorias A y B, son
equivalentes:

(1) nUF = UFy,

(2) nU es un isomorfismo,

(3) eFU = FUe,

(4) €F es un isomorfismo.
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Demostracién

" (1) = (2)). Supongamos por el momento que 14 tiene inverso izquierdo
g9:UF(A)~ A, aseguramos que, en presencia de (1), g es también inverso
derecho, debido a que

naog=UF(g)onura)=UF(g)o UF(n4) =
UF(gona) =UF(lda) = Idyr(a) .
donde la primera igualdad se sigue de que 77 es una transformacién natural
y €n consecuencia conmuta e] cuadrado
UF(A) —22 . UPUF(4)
g UF(9)

A UF(4)

na

Ahora, por definicion de adjunticidad, para cualquier B € Ob(B), nu(a)
tiene inverso izquierdo U(ep), por lo tanto, ny(g) es un isomorfismo, con
lo cual se demuestra (2).

(2) = (3)). Si ny(s) es un isomorfismo, entonces por definicién de
adjunticidad, U(eg) es su inverso.

Ahora, aunque en principio la composicién epy(g) © Idry(p), no tiene
sentido, vemos que la siguiente composicion si o ticne:

(FUR(B)FLED Py ) WO Py 2B U py(BY

Asi, por (2) se tiene que
erus) © Flnumy) o FU(ep) = erucny © F(nusy o Ulen)) =
erupy © F((nU o Ue)n) = erup) © F(Idy(p)) =
erup) © Idrusy »
de tal modo que no tenemos problemas en ver que , para B € Ob(B)
eru(m) = eruca) © ldrus) = eru(s) © Fliup) o FU(ep) =
(¢F o Fr)ycsy o FU(ep) = Idrypy o FU(eg) = FU(eg),
por lo que concluimos que
eFU = FUe .

(3) = (4)). Al igual que (1) => (2), supéngamos que £p tiene inverso
derecho g : B — FU(B), entonces, por (3), g es inverso izquierdo ya que,
del hecho que € sea una transformacién natural, el siguiente cuadrado es
conmutativo:
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FU(B) . ———— B
FU() , 0

FUFU(B) FU(B) ,

Crun)

y por lo tanto
goep = epu(p) o FU(g) = FU(en) o FU(g) =
FU{ep o g) = FU(Idg) = Idrycay -
Asi, ya que por definicion de adjunticidad €p4) tiene inverso derecho
F(na), concluimos que gp(4) es un isomorfismo.

(4) = (1) Dado un objeto A de A ocurre que
(UFn)a = UF(n4) o Idur(ay = UF(na)o (UeonU)ray =
UF(na) o U(erca)) © nur(ay =
U(F(na) © ercay) © Mur(ay = U(Idreay) o urqay =
Idypea) © Murca) = Mura) = (W F)a ,
y por lo tanto
UFp=qUF.

Como corolario a este lema y lo demostrado anteriormente, se tiene la
siguiente proposicién.

Proposicién 16 Una adjunticidad (F,U,n,€) entre categorias A y B in-
duce una equi cia adjunta entre subcategorias A, de A y B, de B,
donde

A, ={A€A | na es un isomotfismo}

B,={B€B | eg es un isomorfismo} .
Ademds, nU es un isomorfismo si y s6lo si eF lo es.




4
LIMITES EN CATEGORIAS

En esta seccién estudiaremos el concepto de limite, el cual contiene como
casos especiales muchas construcciones importantes, por ejemplo productos,
igualadores y productos fibrados, asi como también sus duales. Comence-
mos con la siguiente definicién.

Definicidn 4.1 . Se dice que un objeto T' de una categoria A es un objeto
terminal si para cada objeto A de A existe una tinica flecha O : A —~ T,
estoes: h € Homp (A, T) = h=0,).

Es fdcil verificar que T es tinico salvo isomorfismo, esto es, si 7" es otro
objeto terminal entonces T = T', Asi, hablaremos de "el” objeto terminal.
Por ejemplo, en la categoria Sets, cualquier conjunto con un solo elemento
es terminal y, cn la categoria Group, cualquier grupo con un solo elemento
es terminal. Un objeto terminal en A es también llamado un objeto inicial
en A.

Ahora, para mostrar otro ejemplo de la importancia de los funtores
adjuntos y ejemplificar nuevamente el eslogan 1V, hagamos la siguiente ob-
servacion.

Observacién 2 Dada una calegoria pequenia A, A liene objeto terminal
si y s6lo si el funtor Op : A — 1 tiene adjunto derecho.

Demostracicn

67
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Sea U : 1 — A tal que Hom(Op (—),—) 2 Hom(—,U(~)). Entonces
para todo objeto A de A se tiene que

{I1d,} = Hom(+,%) = Hom(0 (A),*) = Hom(A,U (x))
¥ por lo tanto U(*) es objeto terminal en A.

Reciprocamente, si T' es un objeto terminal de A, definase el funtor
U:1— A por:

U() =T, U(Id)=ldr.
Es fdcil verificar que U ¢s adjunto izquierdo de O 4.

Definicion 4.2 . Paraun conjunto [ y una familia {4, { 1 € I} de objetos
en una categoria A, su produclo estd dado por un objeto 2 y una familia
de proyecciones {p, : P — A, | 1€ I} con la siguiente propiedad universal:
para cualquier objeto @ y cualquier familia de flechas {g, : Q — A, | 1 € [},
existe una tnica flecha f : Q — P tal que los siguientes diagramas son con-
mutativos para toda t € 1

esto es,

Viel pof=gq .

Si demostraramos que la clase de familias de flechas {¢, : @ ~ A: | 1 €
I} forman una categoria A’, la anterior definicidn seria equivalente a la
definicién de un objeto terminal en A’. Veamos que esto es cierto.

Observacién 3 Dados los objetos {q, : Q — A, | 1 & I}, que son famil-
ias de morfismos en A, se obliene una nueva categoria A’ definiendo los
morfismos en A’ como: para cualesquiera dos objetos {q,: Q= A, | 1€
I} y {niR—A | 1€1I}, f:Q— R es un morfismo en A’ si para

cualquier 1 € I conmulan los siguientes diagramas:




Demostracién

Sean {¢, : Q — A,}—L'{r. { R — A)-L{s, : § = A} dos flechas en
A’ entonces, para cada 1 € I, es conmutativo el diagrama ) .
I [

Q R S
. [ \ lr. / 8
A s
y por lo tanto g o f hace conmutativo, para cada 1 € I , el diagrama
Q gof s
A

Con lo que hemos demostrado que en A’ estd definida una composicion
(que es la misma que en A).

Ademas, es claro que el morfismo en A, Idg, hace conmutativos los
diagramas

y por lo tanto, ya que la composicién en A’ es la misma que en A, Idg
es el morfismo identidad en A’ y 1a composicién en A’ es asociativa. Con-
cluimos, de todo lo anterior, que A’ es una categoria.

Es facil verificar que el objeto P es inico salvo isomorfismo, por lo tanto,
hablaremos de "el” producto y lo denotaremos por [T, 4.

En la categoria Sets, los productos son los productos cartesianos. En
muchas categorias concretas los productos son construidos con los conjuntos
subyacentes y la estructura natural inducida. También existen productos
para las categorias de monoides Mon , de grupos Group, de anillos Ring,
etc., asi como de los espacios topolégicos Top.



70 4. LIMITES EN CATEGORIAS

Un producto en A% es también llamado un coproducto en A. Por ejem-
plo, en Sets los coproductos son uniones ajenas.

Hay que hacer nolar que si I = @, la existencia de un producto P afirma
que, para cada objeto Q , existe una iinica flecha @ — P, en otras palabras,
que P es objeto lerminal. ’

Vale la pena observar el producto de dos objetos A y B de una categoria
A con mds detalle. Este esta dado por un objeto A x B con proyecciones
waB:AXxB— A ynap:Ax B — B tales que, para cualesquicra
flechas f : C ~ Ay g : C — B existe una tinica flecha< f,g >: C — Ax B
que satisface las siguientes ecuaciones:

mape < fig>=[y napo< fig>=9.
Nétese que la unicidad de < f,g > puede ser expresada ecuacionalmente
como

<maBohWapoh>=h
para cualquier h: C — Ax B .

Pasemos ahora a otros conceptos que mis adelante deniostraremos estén

relacionados con los productos.

Definicién 4.3 . En una categoria A, un par de flechas
!

A B

r]
se dice que tienen un igualadore: C — Asi: foe = goe y para toda
h:D— Atalque foh=goh,existe una tnica flecha k£ : D — C tal que
eok=h

e J

¢ A ———— B

‘[ / 7

k

D h .

Es fdcil verificar que el objeto igualador (7 es tinico salvo isomotfismo.

Por ejemploen la categoria Sets o en la categoria Group, puede tomatrse
C={a€A | f(a) =g(a)} y e:C— A lafuncién inclusion.

Un igualador en A es también conocido como un coigualador en A.
Por ejemplo en Sets, un coigualador de dos funciones f,g : B — A esta
dado por una funcién e : A — C donde C = A/., con’ ~' la menor relacién
de equivalencia en A tal que f(b) ~ g(b) para cualquier b € B y, e definida



por e(a) = [a].

La siguiente discusién es una versién de las ideas de Burroni sobre igua-
ladores.

Para cualquier diagrama f, g : A ———— B, denotemos por E‘(f,y)ay—ﬂ).‘l

a su igualador. Asi, por definicién, tenemos la ecuacién

(B1) foa(fig)=goal(f.g).

Considerando ahora la propiedad universal de a(f,g), dada una flecha h :
D — A tal que foh = goh, existe una dnica flecha 8(f,g,h) : D — E(f,g)
tal que

(*) a(f,g)oB(fig.h)=h.

Observamons que (*) depende de la condicién foh = goh. Consideraremos
dos casos especiales de G(f,g,h) en los cuales tal condicién se cumple au-
tomaticamente.

Primero, considérese cualquier flecha h : D — A, entonces es claro que

fohoa(fohgoh)=gohoa(fohgoh),
con lo cual encontramos una inica flecha

1(f,9,8)=6(f,g hoa(feh,goh)): E(foh,goh)— E(f,g)
que satisface como caso especial de (+}:

(B2) o{f,0)01(f,9,h) = hoa(fohgoh).

Segundo, es obvio que para cualquier flecha f : A — B, folds = folda,
can lo cual existe una inica flecha §(f) = 6(f, f,Ida) : A — E(f, f) que
satisface como caso especial de («):

(B3) off,f)ob(f)=1Id, .

De los anteriores casos especiales, podemos definit A(f, g, h) en general
de la siguiente forma: suponiendo que f o h = g o h, definase

() B(f,9.h)=~(f,9,h}eoé(foh).

Entonces, por (B2) y (B3) se tiene que

a(f,g) o f(f,0,8) =a(f,9) o ¥(f,9,8) 0 b(fo b) =

hoa(foh,goh)oé(foh)=holdp=h,
con lo cual se cumple (¥).

Por idltimo, para expresar la unicidad de B(f,g, h) ecuacionalmente,
supéngase que a(f,g) e k = h , queremos que esto implique que k& =
B(f. 9, h). Asi, es claro que lo anterior es expresado por

(B4) B(fig,e(fig)ok)=k.

Ademas, también es claro que B puede ser sustituida en (B4) por vy &
usando (+').
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Resumimos la anterior discusién de igualadores en la siguiente proposicién.

Proposicidn 17 (Burroni). Un igualador para cualquier par de flechas
f.9 1 A === B estd dado por: una flechs a(f,g) : E(f,g) — A, una
familia de flechas y(f,g,h) : E(foh,goh) — E(f,g) (una flecha para cada
h:D— A), yuna flecha §(f) : A — E([, f) que satisfacen

(Bl1) foa(f,g)=goa(f.g).

(B2) a(f,g)ov(fig,h)=hoa(foh,goh),

(B3) a(f,f)es(f)=1Ida y

(B4 v(fig,a(fig)ok)eb(foa(fig)ok)=k.

Definicién 4.4 . Un producto fibrado para un diagrama

l[
A (o4
es otro diagrama
l[ B
A

de tal forma que conmuta el cuadrado

[

A —

y donde ademds, para cualquier otro diagrama
Q B

A

tal que haga conmutativo el cuadrado correspondiente, existe una itinica
flecha Q@ — P que hace conmutativo el diagrama




A

Es fdcil verificar que P es tinico salvo isomorfismo. Un producto fibrado
en A es llamado un ceproduclo fibrado en A.

Como ejemplo, si una categoria tiene un objeto terminal T'y productos,
los productos binarios son casos especiales de productos fibrados , esto es,
cuando BT .

Mostraremos ahora como los productos fibrados pueden ser construidos
a partir de productos e igualadores.

Proposicién 18 Si una categoria tiene productos binarios e igua-
ladores, los productos fibrados pueden ser construidos de la siguiente forma:

P=FE(fomgon)

\a(f‘ow,gow’)

Ax B B
L I
A C

(donde r =75 yr=n'ap ).
- Demostracién
Por (B1) se tiene que

foroa(fomgor)=gom oa(fomgon’),
es decir, conmuta el cuadrado

P r'oa(fox,gox’)

rna(jmr,gut')l g
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Supdngase ahora que es conmutativo el cuadrado

&
B

h 4

A c o,

!
entonces por definicion de producto, existe una tnica flecha
<hkt>Q—-Ax8B
tal que
wo < hk>=hy o< hk>=k,
de lo cual se sigue que
foro< hk>=goro< hk>
¥, por definicién de igualador, existe una tinica flecha
s:Q—P
tal que
a(for,gox)os=<hk>,
y entonces conmuta el diagrama

Q
\ ¢ k

——

P
woaffor,gov’)
h lroa(/ot.go!‘)
A

Por iltimo, si ¢t : @ — P hace conmutativo un diagrama semejante al
anterior, entonces
Toa(fomgon’)ot=k=ro< h k>
Y
Toa(fomgon)ot=h=mo <hk>,
con lo cual se concluye que
a(fomgon')olt =< hk>
y por lo tanto
t=s.
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Definicién 4.5 . Dada una categoria I (a la que se llama la categoria
indice), un funtor T : I — A es llamado un I-diagrama. Un limite de T' es
una pareja (A,1) con A € Ob(A) y t: K(A) — T (donde K(A):I — A es
el funtor constante A), de manera que: para toda pareja (B, 7 : K(B) — I')
existe un Unico morfismoen A, f: B— A, talque t,0 f=1, .

En otras palabras, es conmutativo el *cono’

t, A 7%
/ lll\‘
r() . o) — —

o
(con a2t — 3, B :3— k morfismos en I) y, si también es conmutativo el
cono

..Tl/ I[ \
T() - rQ) T(k) ,

. - ()
entonces existe un unico morfismo f: B — A tﬁe tal forma que son conmu-
tativos los tridngulos

) —a— @

I(o

Es fdcil probar que A es iinico salvo isomorfismo. Por otra parte,
también puede verificatse que s¢ obtienen como casos especiales de limites,
productos (cuando I es discreta), igualadores (cuando Ies @« ———t o) y
productos fibrados (cuando I es 32 »).

Los limites en A° son llamados colimiles en A, Ademas, si I es un
conjunto dirigido, a los limites se les lama usualmente limites inversos o
proyectivos, y a los colimites, limiles directos o inductives. El limite de I’
es denotado algunas veces por faml y el colimite por &gl .
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Proposicién 19 Si una categoria tiene productos ¢ igualadores, los limites
para un I-diagrama pueden ser construidos de la siguiente forma:

Sea ¢ : [1,e,T() = [,y —,T () ef morfismo obtenido por la propiedad
universal del producta que hace conmutativos los diagramas

Ire) [T
Pa Pa
(k) I'(¢)

para cualquier B: k — € en I y donde pi. denola lu proyeccidn en el faclor
k. Andlogamente sea ¥ ¢l morfsma quc hace conmulativos los diagramas

[1r() [1rw

r(L) /

Sea ahora a = a(, ¢) : E — [IC(2) el igualador de  y ¢. Entonces (E,o)
es limile para I, donde 0, = p,ocx .

réo \

E 1 r(.) JI®)
Pr Ps
T I'(k) T §(7]
Demostracién

Primero, para cualquier morfismo en X, 8 : k& — ¢, se tiene que
I(B)oor =T (f)oproa =pgopoa=pgopoa=
ptoa=oy,
con lo cual se prueba la conmutatividad del cono

Iy
r(8) o




7

Segundo, nétese que si (£, r) hace conmutative ef cono

M) ——— [0 —e— Tm)

entonces
prodor=D(fopror=T(Bon=
TpE=pior=pgodor,
por lo cual
goT =tor,
es decir, 7 ‘iguala’ a ¢ y a ¢, y entonces, por definicidn de igualador, existe
un tinico morfismo 0 : E — E de tal forma que conmuta el trisngulo

FIT()

T

E

0 E

esto es: para cualquier ¢ € I pasa que
n=poaof =c00,
¥ por lo tanto son conmutativos los tridngulos

E
nln
E'

r(k) — (E)

Ademds, si ' : B — E haca conmutativos tridngulos similares, entonces
moaol =000 =1,

y con esto,
aol =1,

y por la unicidad de §, concluimos que
0=10".
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Las siguientes tres proposiciones ilustran relaciones entre limites y fun-
tores adjuntos.

Proposicién 20 Pars cualesquiera cafegoriasI y A y cualquicr X-diagrama
[:L~—~ A, T tiene limite (respectivamente colimite) si y sélo si el fun-
tor 'constancia’ K : A — Al que asocta a cada objelo A de A ol funtor
K{A) : X — A, ticne adjunto derecho (respectivamente adjunto izquierdo).

Demostracion

Dualizando la definicién 3.2, se tiene que K : A — Al tiene adjunto
derecho L , si y sélosi : para cualquier I’ € Ob(AI) existe un objeto L{T) en
A y una transformacidn natural ¢(T') : KL(T') — I tal que, para cualquier
transformacién natural ¢ : K(A) — T existe una dnica transformacisn
natural £* : A — L(T') que satisface

(1) e(D)oK(t*)=1t.

Pero esto tiltimo es afirmar que (L(T'),¢(T)) es limite de ' ya que:
a) por ser £(I') una transformacién natural, es conmutativo el cono

(e(T))s L) = KL)(3) ~ (e(TIhe
/ L‘(r)h \

P() e I'(y» Err— (k)

¥y
b} si es conmutativo el cono

P@) Q) L)

T(e) )

entonces por (1) se tiene que existe un tnico morfismo t* tal que conmutan
los tridngulos
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L(r)

/(['). E(Ix

L) B a— r'()
. =

Proposicién 21 Si A es una calegoria localmente pequeiia y A € Ob(A),
entonces Hom(A,-) : A — Sets preserva limites, esto es, siT : 1 — A
tiene limite A, entonces Hom(A, (<)) : K — Sets tiene limite Flom(A, A,).

Demnostracién
Obsérvese primero que si h* = Hom(A, —) entonces claramente

hA(K(A0)) = K(h*(AL)).
Ahora, por ser (Aq,1,) limite de ', conmuta el cono en A

°
to, Lo

r¢) -————— T ,
) P (2
y dado que h* = Hom(A, —) es un funtor, conmuta el cono en Sets

hA(Ao)

ﬁoo to,m‘

hHI () R L)

Bastara probar entonces que, si X es un conjunto y 7 : K(X) — hA(I")
hace conmutativo el cono (1)

M) ——————— W)

(/o)
ESTA TIEW
BRI P
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existe un tinico motfismo ¢ : X — h4(A,) de tal forma que conmutan los
tridngulos (2)

X
T ¥ T

hA(AL)

t,, 0 0 to, k

hA(D(x) BT RA(T(2))

Asi, es claro que si definimos para = € X y paras € I, (1), = 7u(z),
7z : K(A) — T resulta ser una transformacién natural (debido a (1)), esto
es , conmuta el cono

A
Tr)n (T:)J

Iy T £(7)

Entonces, dado que (Ao, l,) es limite de I', para cualquier z € X existe
un tnico motfismo ¢ : A — A, tal que conmutan los tridngulos

A

(=) J"”‘ (7z);
Ao

I e r'@)

Por lo tanto, definimos ¢ : X — A de modo que

w(z) = ‘br L}
es claro entonces que conmutan los tridngulos (2) . Finalmente, 1a unicidad
de 3 se sigue de la unicidad de ;.
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Proposicién 22 5i F : A — B tiene adjunto izquierdo U : B — A,
enlonces U preserva limites (reciprocamente F preserva colimites) .

Demostracicn

Sean e : FU — Idg y n: Idg — UF las adjunticidades para (U, F).
Supongamos que [ : I — B tiene limite (B,t : K(B) — I'), demostraremos
que (U(B),U(t)) es limite para UT (esto' es, que U(famI') = fim(UT) ).

Dado que (B,1) es limite de T', se tiene que:

(a) conmuta el cono

Ft) ————— T()

(&)
Y
(b) si conmuta el cono
B
I ——— T .
W g O

entonces existe un tnico morfismo f : B — B tal que conmutan los
tridngulos

a;
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Debemos mostrar que;
(a’) conmuta el cono

U(B)
At.) U(N
UT(s) v UT()
Y
(b’) si conmuta el cono
T 4]

ur@) T ur@)

entonces existe un tinico morfismo g : A — U(B) tal que conmutan los

tridngulos
A
VANNE

U{B)
A) Um

Ur() W Ur(y

(') se sigue trivialmente de (a) y de que U es un funtor y por lo tanto,
manda diagramas conmutativos en diagramas conmutativos.

(b’). Supéngase que existe un cono conimutativo
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entonces, debido a que € es una transformacidn natural, se tiene que son
conmutativos los cuadrados
FUT(s)
FUT(p)

FUT()

—-———o‘rm I'(s)
T()

I(3)

Asi, se tiene que
I(B) oeppyo F(n) = ErSJ) o FUT(B)o F(n) =
ery)° FIUT(B) o n) = ergyo F(7) ,
es decir, el siguiente cono en B es conmutativo:

F(A)
%PF(T-) €rg) "F\(TJ\
)

L(s —_— Iy

( ™ )
Utilizando entonces (b), se tiene que existe un iinico motfismo ¢ : F(A) —
B tal que conmutan los tridngulos

F(A)

ergy © F(n) 14’ erp) © F(73)
(8)

r@) £(3)

Asi, definimos ¢ : A — U(B) como
Y=U(d)ona.
Obsérvese que del hecho de que 3 es una transformacién natural, se
sigue que son conmutativos los cuadrados
A — L, UFr4
UF(r)

T

UI‘(;) — UFUF(!) s
nurg)
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y entonces
U)oy =Ut)oU(p)om=U(tied)ons =
Ulerpy 0 F(7)) ona = Ulepy) oUF(R)ona =
Uler@y) ourgyen = (UeonUlppyon =
Idyrgyor =1,
es decir, son conmutativos los tridngulos

U(B)
U(t ) U(t,

Ul‘(r) % s Ur@)

Para terminar la demostracion, supdngase que 8 : A — U(B) hace con-
mutativos los tridngulos

U(B)
(‘) U(l:

u(r(s) R ur(y

nuestro objetivo es demostrar que 8 = ¢ .
Dado que € es una transformacién natural, conmutan los cuadrados

FU(B) bl B
FU(1,) ‘ll.
FUT() ———— T() ,
€rin

de lo que se obtiene que
t,oep o F(f) = eryo FU(L) o F(f) =
er)© F(U(t:) 06) = erpyo F(n) ,
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es decir, conmutan los tridngulos

F(A)
epgyo £(n) / £a0F () epy © F(7y)
I'(s T '
( ) —T (O]

y entonces, de la unicidad de ¢, concluimos que

d=¢€cgo F(0) .
Ademais, ya que n es una transformacion natural, conmuta et cuadrado
A el UF(A)
] l lur(a)
U(B) UFU(B) ,
nu(e)

y por lo tanto
Yp=U(d)ona=U(epo F(0))ona = U(ep)oUF(B)ona =
U(ep) onumy 08 = (UeonlU)p o b = Idypyof=0.

Ejemplo 4.1 . En el e_]emplo 3.6, dado que (U, F') es un par de funtores
adjuntos, por la proposicidn anterior, F' preserva colimites. Ademas, es
claro que

A B
a2
AVB

es un coproducto y por lo tanto un colimite.
Asi, F(AV B) es colimite de F(A) y F(B), pero también es claro que
F(A) V F(B) es otro colimite. Por lo tanto

GA(AVB)= F(AV B) = F(A)V F(B) = (CAA)V (C A B).
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Definicidn 4.6 . Decimos que una categoria A es completa (cocompleta)
si existen limites (colimites) para todo I-diagrama ' : I — A, siempre que
I sea categoria pequeiia.

Proposicién 23 Pare cualquicr calegoria complela A, A tienc un objeto
inicial si y sdlo si tiene una subcategoria C pequena plena ‘preinicial’, esto
es, para cualquier objeto A de A eziste un objeto C de C y una flecha
f:C—AenA.

Dernostracion

=) Definamos C la categoria cuyo tnico objeto ¢s ¢l objeto micial. Es
claro que C es subcategoria pequeiia plena preinicial de A.

<=) Sea (A,,t : K(A,) — T) limite de el funtor inclusion T': C — A.
Entonces, para cualquier objeto € de C existe una flecha te : 4, — C.

Asi, como por hipdtesis, podemos encontrar € € Ob(C) y una llecha
J: € — A, es claro que existe una flecha fotc : A; — A.

Para terminar la demostracidon mostraremos que hay una tnica flecha
A, — A

Supdngase que existen dos flechas g, h @ A, A, sea entonces
a = afg,h) : E — A, su igualador. Mostraremos que a tiene inverso
derecho, con lo cual habremos probado que g = h. Por hipdtesis, existen
C’ € Ob(C) y una flecha f' : C' — E. Asi, para cualquier objeto C de C,
por ser (A,,t) limite de T', y ya que ¢{c o a0 ' es una flecha en la subcate-
goria plena C, conmuta

troaof’

y entonces existe una tnica flecha ¢ : A, — A, tal que conmutan les
triangulos
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Ao
‘o 1 o
. A,
/e N
c’ c .
© tceanf!

Es claro gyue e = Id,, y por lo tanto, dado que a0 f! 0 ¢g/ también hace

conmutativos tales triangulos, concluimes que .
ao flotcr=e=Idy,

es decir, f' otcs es inverso dercho de a.

Para ’ejemplificar’ la proposicién anterior demostraremos la siguiente.

Proposicién 24 Dados dos funtores F,G : A D, se define una
nueva categoria (F;G) cuyos objetos son parejas (A, b : F(A) — G(A)),
con A € Ob(A), y cuyas flechas (A,B) — (A’,¥') son flechasa: A — A’
en A, lales que conmutan los cuadrados

F(A) G(A)
F(a) G(a)
F(A') —A-’-———-—' G(A’)

Ademds, si A es completa y G preserva limites entonces (F;G) tiene una
subcategoria pequesina plena preinicial.

Demostracién
(Demostremos primero que (F;G) es, efectivamente, una categoria.)

Trivialmente, Id, : A — A hace c« tativo, para cualquier b : F(A) —
G(A) el cuadrado
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Py —— G(a)
F(Ids) G(1da)
Fiay G(4)

Entonces, para mostrar que (F; G) es una categoria basta que demostremos
que: sia: (A, 4) — (A, V) ya' : (A, b)— (A”,6") son morfismosen (F;G)
entonces @' oa : (A, b) — (A", ") es también un morfismo en (F;G).

Si

(A, 8)-2 (A, 8) 2 47, 6
son morfismos en (F';G), ocurre que conmutan los cuadrados

Fl4) ———— G(4)

F(a) G(a)
v
F(A) G(A")
F(a') G(a’)

F(A") ———e——  G(4")

y por lo tanto conmuta el cuadrade

F(A) G(A)
F(a'oa)= | F(a'JoF(a) G(a'0a)= | G(a'YoGla)
F(AH) G(AII)

Una vez visto que (F;G) es categoria, probaremos que bajo las hipStesis
de que A sea completa y que G preserva limites, (F; G) es completa; con
lo cual quedaria demostrada la proposicion.

Seal' : I — (F£,G) un I-diagrama con I una categoria pequefia. Nuestro
objetivo es demostrar que T tiene limite.

Es claro que I’ puede ‘restringirse’ y verse sélo como un I-diagrama
T :I~ A (con I'(s) = A, si I'(t) = (A, &) ), asi, dado que A es completa,
T tiene limite (A,,7), es decir:
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(a) conmuta el cono

Y

h ‘A]

oA
e 3

A )
(b) si conmuta el cono

oy

N
o

A, — AJ 1
a.

entonces existe un vnico morfismo f : A — A, tal que conmutan los

tridngulos
T ‘l/ T

A,

/N

ay

Al

A

Ahora, como a, : (A4,,4,) — (A;,b,) son motfismos en (F; G), conmutan
los cuadrados

de lo cual se sigue que
G(a,) o b, o F(1r) = byo F(a,) 0 F(7) =
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byo F(aon)=b,0F(ry),
es decir, conmuta el cono ...(c)

F(A,)

b, o F(r) / \ 5,0 F(r;)

G(4) G(4y)

G(a,)

_Porotra parte, dado que G preseva limites, (G(Ao), G(7)) es limite para
GT' y por lo tanto existe un tnico morfismo v : F(A,) — G(A4,) tal que
conmutan los tridngulos ...(d)

F(A,)
b o F(n) v b, 0 F(1;)
G(Ao)
‘/<r. r,)
G(A) G(4,)

.)

Mostraremos que ((Ao,¥),7)} es Imite para T'. Primero, es claro que
7t A, — A, es un morfismo en (F; G) ya que, debido a (d), contmutan los
cuadrados

F(A,) G(Ao)
F(r.) G(r)
F(A) G(4)
Segundo, es claro también que, utilizando (a), conmuta el cono en (F; G)
(40, 9)
T ]

(A b))

(A4;.8;)
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Por tltimo, supéngase que es conmutativo el cono en (F;G)

(A's)
. ¢ i,
(Ab) " —— (4h)

entonces conmuta el cono en A

AN

1_‘—_—’A;|

con lo cual, debido a (b), existe un dnico morfismo ¢ : A — A, tal que
conmutan los tridngulos ...(e)

A
/ \
A| _"—u"_' A,

Asf, si probamos que ¢ es un morfismo en (F;G), es declr, que conmuta el
cuadrado ...(f)

F(A) G(4)
F(9) 6(9)
F(A.) G(4.)

habremos terminado la demostracién.
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Es claro de (c) que conmuta el cono
F(A)

F(¢)
F(A,)

A(n) by 0 F(1y)

G(A) RN G4

y entonces, dado que (G(A,),G(7)) es limite de GT', existe un tnico mor-
fismo 0 : F(A) — G(A,) tal que conmuta los tridngulos

F(A)
b, o F(r)o F(¢) 0 b, o F(1;) o F(¢)
G(Ao)
ﬂn) G(ny)
G(A) e G(4,)

Ademds, por ser ¢, : A — A, un morfismo en (F; G), conmutan los cuadra-

dos
11
F(A) G(A)
F(t)) G(e)

F(A)

v, utilizando (¢) y (d) obtenemos que _
G(1)o[G(¢) o Bl=G(rnog)ob=G(t,)ob=1b0 F(t,) =
b 0 F(1, 0 ¢) = b, 0 F(7) o F(4)

¥ que )
G(n)o[Yo F($)l = (G(n) o ¥) o F(¢) = b, 0 F(n) 0 F(¢),
y por lo tanto

G(g)ob=0= o F($),



es decir, (f) es conmutativo.
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TRIPLES

Recordemos que una operacién de cerradura en un conjunto preordenado

A = (A, <} es una funcién T : A — A con las siguientes propiedades:
a<a = T(a) <T(a'), a <T(a), TT(a)<T(a),

para cualesquiera elementos a,a’ € A. En este capitulo generalizaremos

esta nocién a categorias arbitrarias en lo que se conoce como ‘construccién

estandard’, ‘triple’ o ‘ménada’. Aqui, nosotros utilizaremos el término de

triple que es el més ampliamente usado.

Definicién 5.1 . Un friple en A es una terna (T,n,u) donde T : A — A
es un funtor, n: Idg — T y p:T? —T son transformaciones naturales,
de manera tal que conmutan los siguientes diagramas:

Ton 2
qDTT N\, Mdr lu
T — T
#
T noT T
l’l‘nu ll‘
T T
n

3

Proposicién 25 (Huber). Si F : A — B es adjunto izquierdo de U :
B — A, con adjunciones p: Idy — UF y ¢:FU — Idg , enlonces

95
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(UF,n,UcF) es un triple.
Demostracion

UF : A — A es un funtor,  : [dy — UF es una transformacion
natural y UeF : (UF)? — UF es una transformacién natural.
Basta probar entonces la conmutatividad de:

e UE gy
ur IE O (UF)

quF‘l ) N\ fdur lUxF
(UF)? —s UF
UeF

UeFeUF

(LFp® (UFY?
UFeUtF (3) UcP
(WF)? UF.

Para verificar las igualdades de las transformaciones naturales involu-
cradas, veamos que tienen las mismas componentcs.

(1). Si A € Ob(A), entonces
UeFo(UFon)a=(UeFlao(UFona =
Uera) o UF(na) = Ulepay o Fna)l = Ul(eF o Fi)a) =
Ul(1dr)al = Ulldp 1)) = Idurpiay = (Tdur)a .
y por lo tanto (1) es conmutativo.

(2). Si A € Ob(A), entonces
[UeFo(noUF)Ja=(UeF)aclpoUF)a=
Ulern) o nuria) = (Ueo gl )peay =
(Idv)ray = Idyr(ay = (IdyF)a ,
y por lo tanto (2) es conmutativo.

(3). Sea A € Ob(A), entonces, dado que € es una transformacién natu-
ral y, €pqa) : FUF(A) — F(A) es un morfismo en B, el siguiente cuadrado
es conmutativo:

[
FUFUF(A) —=2 ., FUF(A)
. FU(ep(ay) £r(a)

FUF(A) F(A)

£r(A)
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de lo cual se sigue que
[UeF o(UeF o UF)p = (UeF)ao (UeFolUF)y =
Ulep(a)) o UeF(U F(A)) = Ulery) o Ulerureay) =
Ulera) o erurcay) = Uler(a) © FU(er))) =
Ulera)) o U(FU(sp(a))) = (UeFlao (UF o UeF)s =
[UeFo(UFoUeF)), ,
y por lo tanto (3) es conmutativo.

Veremos después que el reciproco de esta proposicién también es cierto,
pero antes veamos algunos ejemplos de triples.

Ejemplo 5.1 . Sea u = (M, +,e) un monoide. Definimos
T =M x —: Sets — Sets
de tal forma que, para un conjunto A y una funcién f: 4 — B:
(M x~-)A)=MxA,
(M x =)(f)=Idy x f=(Idr, f) .
Es claro que T es un funtor (véase el ejemplo 1.17 ).

Ahora, definimos 5 : Idg ot — T' de modo que, dado un conjunto A y
a€A
naa) = (e,a).
Veamos que 7 ¢s una transformacién natural.
Si f: A — B es una funcién entonces, dada a € A se tiene que
(15 0 )@} = np(f(a)) = (e, f(a) = (Idn(e), f(a)) =
({dag, f)(e, @) = (Fdpe, FY(a(a)) = [(Idyr, [) o nal(a)
¥ por lo tanto, n es una transformacidn natural ya que es conmutativo el
cuadrado
N4
A ———— T(A)=MxA
JJ' T(S)=(ddn\S)

T(B)=Mx B

ne

Enseguida definamos u : T ~ T tal que, dado un conjunto Ay a€ A
pa((my,(m2,a))) = (my + ma,a) .
Veamos que u es una transformacién natural.
Si f : A — B es una funcién entonces, para cualquier {m,,(ma2,a)) €
T?(A) = M x (M x A), ocurre que
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[ng o (dpe,(1daa, F)I((m1, (M2, a))) = pp((my, (ma, f(a))) =
(my * mg, f{a)) = (Tdae, f)(my # my,a) =
(Idag, SYpal(my, (ma,a)))] = [(Tdag, £) @ pa)((m1, (m2,a))) ,
es decir, el siguiente cuadrado conmuta

Ba

TA) = M x (M x A) T(A)=M x A
T N=01Em (Tdre L)) T(S)=(Idm S}
THB)=Mx(M x B) ~—————— T(By=MxB
Ho

PPor dltime, veamos que (7, n, 4} es un triple, para lo cual bastara pro-
bar | conmutatividad de log siguientes diagramas:

(Mx-)an 2
M x — (n(M x ~)

nn(Mx—)l Uy N\ fdaex- lu
(Mx~)? — M x —-
3

Mx—
(M x-)3 _‘N_(_L. (M x —)?

(Mx—)nul (3) lu

(Mx=)? ————+ Mx-
n

(1). Para cualquier conjunto A y cualquier (m,a) € M x A sc tiene que
[no(mo (M x =N a(m,a) = (14 © narxa)(m, a) =
#a((e,(m,a))) = (e s m,a) = (m,a) =
Idasxa(m,a) = (Idagx—)a(m,a},
¥ por lo tanto (1) es conmutativo. (Nétese que se utilizd que e es neutro
izquierdoen M )

(2). Para cualquier conjunto A y cualquier (m,a) € M x A pasa que
[wo (M x =) omla(m,a) = [us o (M x =)(na)D(m,a) =
44 © (Idpe,ma)](ros, @) = pa((m, (e, )) =
(m=e,a) = (m,a) = Idyxa(m,a) = (Jdarx~)a(m,a) ,
y entonces (2) es conmutativo. {Nétese que ahora se utilizé que ¢ es neutro
derechoen M )
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(3). Para cualquier conjunto A y cualquier (my,(in2,(ms,a))) € (M x
—)3(A) = M x (M x (M x A))) ocurre que
(o (1o (M x ~)a((ms, (ms, (ma, a)))) =
(a0 paxa)({mi, (ma, (ma, a)))) =
pa((my « m3,(m3,a))) = ((1ny * mz) +my,a) ,
por otro lado
(1o (M x =)o wla((my,(ma, (ma,a)))) =
(1a o (Idm, pa){((m1, (M3, (M3, a)))) =
pa{(my, (mz * ma, a))) = (my « (ma xm3),a),
pero ya que M es un monoide, vale la asociatividad y por lo tanto, (3) es
conmutativo.

Ejemplo 5.2 Sea p : Sets — Sets el funtor definido en el ejemplo 1.18 .
Definimos
n: ldgegs — »
de forma tal que, dado un conjunto Ay a € A
na(a) = {a} .
Definimos también
pipP—p
como, dado un conjunto Ay X € p(p(A)),
Ba(X)=UX.

Veamos que tanto 5 como u son transformaciones naturales.
Sea f : A — B una funcién, debemos mostrar que conmutan los siguientes
cuadrados:

A p(A)  p(p(A) p(A)
!l (€3] 16)] plp(1)) rn 9)]
p(B)  p(p(B)) ¢(B)

na

ki

(1). Si a € A entonces
(0(f) o na)(a) = p(f)({a}) = {/(a)} = na(f(a)) = (np © f){a) ,

y por lo tanto (I) es conmutativo.

(I1). Si X € p(p(A)) entonces
(p(f) o pa)(X) = p(£)LX) = fUX] =
{fv) | veuX}={fly) | y€z pa. zeX}=
U(f[z} | ze X} =pp({flz] | z€X}=
(uB o p(p(f)))(X)
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y por lo tanto (I1) es conmutativo.

Por iltimo observemos que (g, n, 1) es un triple, para lo cual, por lo
mostrado anteriormente, bastara ver que conmutan los siguientes diagra-
mas:

o B

nop | LIV, u,lu

PP
o b o7
paul (3) li‘
o? )

B

(1). Dado un conjunte A y z € p3(A) tenenios que
(ko (nop))alz) = (raon))(e) = pal{z}) =z =
Tdpay(z) = (1dp)a(x),
con lo cual (1) es conmutativo.

(2). Si A es un conjunto y z € p(A) entonces
1o (p o mla(2) = (1 © p(0))(2) = sl [2]) =
pal{{y} | vez}) =z = Idya)(2) = (Idp)a(z) .
y entonces (2) es conmutativo,

(3). Para cualquier conjunto 4 y cualquier Xe pa(A)_sc tiene que
o (pop)a(X) = (pa o ppa))(X) = (Halptpray( X)) =
Ba(UX) = U(UX) = pa(UX) = pa(palX]) =
(Ba o p(pa))(X) = (8o (p o m))alX)
y por lo tanto (3) es conmutativo.

Regresemos a la pregunta:jes cierto el reciproco en la proposicién 5.1 ?,
esto cskidado un triple en A, existe un par de funtores adjuntos
A-SB S 7
La respuesta, como ya habiamos mencionado, es si, pero la categoria B no
es tinica. De hecho aqui mostraremos dos, la categoria AT y la categoria

AT.
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Definicién 5.2 . Dado un triple (7', 7, ) en una categoria A, se define Ia
categoria de Eilerberg-Moore, AT, de forma que

OB(AT) = {(A,4: T(A) — A) | conmutan(l) y (2)},
donde

7
A Ty T(A)

N\ Tda 1&

< A

T2(A) —EL L T(4)

T(¢} (2) j’vﬁ
T(A) —_— A

Ademas, o : (A,¢) — (A', ¢') s un morfismo en AT si:
a € HomA(A,A’)
y conmuta el cuadrado
T
T(4) ——2 ., 1
¢ L4

A A

a

Para probar que AT es una categoria bastara probar los siguientes dos
puntos;
(8) Ida € Homp - ((A,¢), (A,4)) para cualquier (4,¢) € O¥AT) .
(b) a € Hompr((A,9),(4',¢)) y o € Homp((4',4),(4",¢") =

o' oa € Hompr((A, ¢),(4",¢")) .

La primera condicién se cumple dado que el cuadrado

T(Ida)=Id
T(A) —222 7 1y

| |+

A A
Ida
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es conmutativo trivialmente.

La segunda condicién se sigue de que T(a ca aT(a)y de que

por hipétesis, los cln(lmdos

T(A) ST(A™)
& : d"
- All
o B
conmutan.

De ahora en adelante, a los objetos de AT les llamatemos 'T—algebras’
y u los morfismos entre objetos, morfismos de T-dlgebras.

Ejenplo 5.1 (continuacién) . Dado el triple (M x —, 7, ). veamos cudles
son las T-dlgebras en (Sets)”

Por definicién, una T-dlgebra es una pareja (A, é: M x 4 — A), donde
A es un conjunto y tal que conmutan los siguientes diagramas:

A 2 arxa

\-“‘ml"
A
Mx(MxA) —2 — Mx4
T($)=| (Jdne#) (2) P
MxA
¢

Si denotamos ¢({m,a)) = m e a, lo que la contnutatividad de (1) nos
dice es que e e a = a para cualquier a € .A; mientras que Ja conmultatividad
de (2) afirma que para cualesquicra m,m’ € M y para cualquict @ € A
ocusre que (mem')ea=me (m'ea).

Por lo tanto, las dlgebras son los p — conjuntos.

Ahora observeinos como son los morfismos de algebras en (Sets)T.



103

Un morfismo o : (A, ¢) - (A’, ¢') es una fiincién & & A'— A’ tal que
conmuta s con

Tdar, : N
MxA 2800 area

¢l ) (3) ¢

A —t A
a

Asi, si denotamos ¢(m,a) = mea:y ¢'(m,a) = moa, debe ocurrir
que para cualquier m € M y para cualquiera € A ,a(mea)=moa(a).
Por lo tanto, los morfismos son morfismos de g — conjuntos.

Ejemplo 5.2 (continuacién). Dado el triple (p, n, 4), observemos como
son las p-dlgebras en (Sets)”.

Una p-dlgebra es una pareja (A, ¢ : p(A) — A) de tal forma que con-
mutan

A I o(4)
N, 1da 16
A
(p(A)) ke p(A)
[2C))] ‘l¢
plA) A

A;i, debe ocurrir que para cualquier a € A y cualquier X € p(p(A)),
() ¢{a})=a,
(1) $(UX) = 4(4(X)) .

Mostraremos a partir de (3) y (11) que las dlgebrasen Sets® son reticulas
completas.

Definimos la relacién ' <’ en A por:
a<b si b= p({t}) = d({a,b}) .

Primero veamos que < ¢s una relacién de orden en A.
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a). (reflexividad) Sea a € A, entonces, debido a que (a} = (a a},
que
a = ¢({a]) = #({a,a)),
y por lo tanto
a<a. i
b). (transitividad) Supdngase quee < by que b <e, entonces
b=¢({a,b}) vy c=d({bic}),
y utilizando (s} y (11) se tienc que
c = ¢({b,c}) = ¢({#({a,0}), d({ch}) =
#U{{a, b}, {c}}) = p(U{{a}, {b,c}}) =
#({s({a}), ¢({b,eh}) = é({a,c}),
y por lo tanto
a<c.
c). (antisimetria) Supdngase que a £ by que b < a, entonces
b=d{a,b)) ¥ a=p({ba)),
y por lo tanto
a=5b.
Asi, (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Para terminar de demostrar que una gp-algebra es una reticula completa
basta definir una funcién V : p(A) — A que funcione como supremo. Es
decir: si X CA:

(@) Vz €X,(x < VIXD)

(I Ve A, [(z<b VzeX)=> V(X)L .

Mostratemos que \/ = ¢ , cumple con ambas condiciones.
(I) Sean XY C A, z € X, entonces
#{z, (D) = ({d({z}),6(X)]) = $U{{=}. X)) =
HULX]) = S({6(X))) = ¢(X),
y por lo tanto
z <H(X) .
() Sea b € A tal que para cualquier x € X, z < b, es decir ¢({z,b}) =b.
Entonces
$({6(X),b}) = S({8(X), 4({b})}) = $(U{X, {8} }) =
S(U{{z,b) | z € X3) = d({#({z,b}) | = € X}) = o({b}) =,
y por lo tanto
$(N)<b.

En resumen, {A4,<,4, A,V) es8 una reticula completa. (Donde A :
p(A) — A funciona como infimo y esta definido por : .
AX)=¢({dbeA | VzeX(b<z)}).
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Observemes ahora como son los morfismos entre g-algebras.
Un morfismo entre p-algebras (A,¢), (A’,¢’) cs una funcidn a : A — A’
tal que conmuta el cuadrado

) —22 o

¢ ¢
A A,

es decir,

#(a(X)) = a($(X)) .
Asf, o es una funcién que preserva supremos y por lo tanto, también
preserva el orden.

Definicién 5.3 . Dado un triple (T',n, #) en una categoria A, una reso-
lucidn para éste es una tétrada (B, U, F, ). Donde B es una categoria,
F:A—B y U:B— A sonun par de funtores adjuntos tales que
UF =T, donde las adjunciones son : Idg — UF, ¢: FU — Idg, y
ademds se satisface que UeF =p .

Proposicidn 26 Lus resoluciones para un {riple (T,n, 1) en A forman una
categoria R cuyos morfismos ¢ : (B,U, Fe) — (B',U’, F',€') son funiores
¢ :B — B’ fales que ¢ = £'¢ y conmula el siguiente diagrama:

B
/F NU
A ¢ A
N F Su
BI

Demostracidon

Para cualquier resolucién (B, U, F,€) es claro que Jdg es un morfismo
de resoluciones, ya que Idpe = eldg y ya que conmuta el diagrama
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B
/F N
A lldB A
N F Su
B'
Ahora, dado que la composicién de funtores es asociativa, bastara probar
que si
$:(B,UF.e) — (B U, F',¢), ¢ : (B, U, F',¢') = (B",U", P", &)
son morfismos de resoluciones entonces
¢'ad:(B,U,Fe) —(B"U" F"e")
es también un morfismo de resoluciones. Para esto, notemos que ¢g =
e'dp, ¢'c’ = €"¢’' y que conmuta el diagrama

/F To \ U
A g Yo
\ F" 1¢l / UH
Bll \

~de lo que se sigue que
(&' 0 d)e = §'(de) = ¢'(e'¢) = (¢'e')é = ("¢')b = £"(¢' 0 &)

¥ que conmuta el siguiente diagrama:

B
S F N\ U
A [ses &
N /o
Bll

Por lo tanto ¢’ o ¢ es una resolucion.
[ ]

Proposicién 27 La calegoria de Eilenberg-Moore AT del triple (T\n, p) en
A, proporciona una resolucidn (AT, UT FT,eT) que es un objelo terminal
en R. Ademds, UT es fiel.

Demostracién
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. a). Definimos UT : AT — A de la manera siguente: dado un objeto
(A,¢) en AT y un morfismo a : (A, &) — (4,4

UT(A,¢)) =4, UT(a)=a.
UT puede interpretarse como un funtor que olvida , con lo cual es claro que
es un funtor y que es fiel. .

b). Definimos FT : A — AT por: si A es un objetode Ay f; A — A’
es un morfismo en A entonces

FT(A) = (T(A),pa) ¥ FT(f)=T(f) .
Para ver que la definicidén anterior tiene sentido, obsérvese que conmutan
los diagramas

T(A) "4 TIA)
N fdr(ay [ Ba

T(A)

BT(A)

T3A) —————— T*A)
T(sa) Ba
T3(4) — T(A) ,

esto gracias a que (T, 5, i) es un triple y, por lo tanto son conmutativoes los
siguientes diagramas:

Ton 2
quTT \‘ldrll‘
T° — T
"
poT
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Por lo tanto, FT esta bien definido en los objetos.

Ahora, i : T — T es una transformacicn natural, de lo que se sigue
que, dado el morfismoen A, f: A — A’, conmuta el cuadrado

T2(A) T(A)
r’ml )
(4) T(A)

con lo que se observa que FT esta bien definido en los morfismos.

Por iltimo, que FT es un funtor es una consecuencia de que 7" s un
funtor.

¢c). Definimos €7 : FTUT — Idpr dc la siguiente forma: dado un
objeto (4, ¢) de AT,
Fan=9.

Nétese que debido a que (A4, ¢) es un objeto de A7, conmuta cl siguicnte
cuadrado:

T4 — L

Aul ld
T(A) A

y por lo tanto ¢ : (T(A),us) — (A, &) es efectivamente un morfismo de
algebras, es decir, €T esta bien definida.

Por otra parte, si a : (4,¢) — (A’,¢') es un morfismo en AT, se tiene

por definicién que el siguiente cuadrado es conmutativo:
T(a
T(4) ——2 . T4
® @
— . A

a
con lo que hemos demostrado que 7 es una transformacién natural.



109

d). Probemos que UTFT = 7",
Dados A€ A, y f:A— A un morfismo en A, se tiene que
UTFT(A) = UT(FT(A)) = UT((T(A), 14)) = T(A)

UTFT(f) =UT(FT(N)=UTT) =T,
¥ por lo tanto
UTFT =T

€). Si A es un objeto de A entonces

WTSTFT)A = UT(T preay) = UT(E  @earna)) = UT (ua) = pia,
y por lo tanto

UTeTFT = .

. ). Demostremos que (U, F) es una pareja de funtores adjuntos.
Para cualesquicra A y (A, ¢) objetos de A y AT respectivamente, dado que
(T,n, i) es un triple, conmuta el tridngulo

In, 12
\,ld-,-l#
T ,

y dado que (A, ¢) es una igebra en A7 conmuta el siguiente tridangulo:

A A T(A)
\, fda l¢
A

Por lo tanto se tiene que
(ETFT o FTp) o = (T FT)a o (FTn)a = €T pr(ayo FT(ma) =
€T (r(a)ua) © T(14) = pa 0 T(na) = Idza) = Idix(ay,uay =
Tdpreay = (Idpr)a

WTeT o qUT) (a0) = UT(T(a)) 0 Murasn = UT(#) ona =
$ona = Ida=Idyrqasy = Udur a0
con lo que se tiene que
TFT o FTy=Idpr y UTeToqUT = Idyr.
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Por lo tanto, (F, U) es una pareja de funtores adjuntos.

Con lo anterior hemos demostrado que (AT, U7, FT e7) cs una reso-
lucién para el triple dado, demostremos ahora que tal resolucién es un ob-
jeto terminal en R.

g). Sea (B,U, F,¢) otra resolucidn para el mismo triple, construiremos
el funtor KT : B — AT (llamado el funtor de comparacion), mostraremos
que es un morfismo de resoluciones y que ¢s el Gnico con las propiedades
requeridas.

gl). Definimos KT : B — AT por: dado un objeto B de B y un
motfismo g : B — B’ un morfismo en B,

KT(B)=(U(B).Ue(B)) y KT(9) = U(y) .
Veamos que esta es una buena definicidn.

Primero, debido a que Ueonl/ = Idy se tiene que conmuta el tridngulo

u(B) "% T(W(BY)
NP )
U(B)

Segundo, dado que € : FU — Idp es una transformacién natural y
ep : FU(B) — B es un morfismo en B, entonces conmuta el cuadrado

¢ru(s)

FUFU(B) ———— FU(B)
FU(cg) (2]

FU(B) B

L¥:]

Ademds, u=UeF y UF =T, Por lo tanto se tiene que
US(B) o Hy(B) = UE(B) © (USF)U(B) =
U(ep) o U(erucp)) = Ules otruqm)) = Ulep o FU(es)) =
Ue(B) o UF(Ue(B)) = Ue(B) o T(Ue(B)} ,

y port lo tanto el siguiente cuadrado es conmutativo:
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Hu(B)

(TU(B)) ——— T(U(B))
T(Ue(B)) U(e(B))

T(U(B)) oo U(B)

Con lo anterior queda probado que K7 estd bien definido en los objetos, o

lo que es lo mismo, que KT(B) = (U(B),Ue(B)) es una dlgebra.
Tercero,dade que £ : FU — Idp es una transformacién natural, para

cualquier morfismo g : B — B’ en B, tenemos que conmuta el cuadrado

FU(B) i B
Fu(g) J':
rFU(B) —————rn B ,
de lo que se sigue que e
U(g)oU(en) = Ulenr) o UFU(9),
y asi, el siguiente cuadrado es conmutativo:
: UFU(g)
UFrU(B) —————— UFU(BY)
Uep Ulenr)
U(B —————  U(B’
8 -5 ®)

Con lo anterior hemos demostrado que U(g) = K7 (g) es un morfismo de
dlgebras, es decir, KT esta bien definido en los morfismos.

En vista de que U : B — A ¢s un funtor, es claro que KT resulta ser
también un funtor,

£2). Demostremos que KT € Homp((B,U, F.£), (AT, UT,FT,7)) ,
es decir que:
()T KT = K¢,

¥y que
(1) es conmutativo el diagrama I
' B
/F N
A 11(7' A

\ FT TV /ot
A
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(1). Sea B € Ob(B) , entonces
(eTKT)p = " rny = T wemweny = Ue(B) =
KT(e(B)) = (KT¢)s ,
y por lo tanto
eTKT = KTe .
(13). Para cualesquiera A € Ob(A), B €ObB), f:A— A’ (morfismo
en A) y ¢ : B — B’ (morfismo en B), se tiene que
(KTF)(A) = KT(F(A)) = (UF(A),Ue(F(4))) =
(T(A), a) = FT(A)
(KTF)(f) = KT(F(I)) = UF(!) =T(f)=FT(f)

(UTKT)(B) = UT(KT(B)) = UT((U(B), Ue(B))) = U(B) ,
(UTKT)(g) = UT(KT(9)) = UT(U(9)) = Ul),
y por lo tanto, el diagrama (I) es conmutativo.

£3). Paraterminar la demostracién, debemos mostrar que (AT, UT, FT ¢T)
es un objeto terminal en R, esto es, que K7 es ¢l tinico morfismo de re-
soluciones de (B, U, F,¢) en (AT, UT,FT ¢T),
Supongamos que ¢ : B — AT es un morfismo de resoluciones con
¢(B) = (¢1(B), ¢a( B)) € OB(AT)
para B € Ob(B) . Ahora, debe satisfacerse que
UTe=U,
por lo tanto
U(B) = UT(4(B)) = UT((¢(B), 2(B))) = 4:(B) .
Por otra parte, dada g : B — B’ € Mor(B), dcbe pasar que
#(g) = U(g),
y asi
¢(ep) = Ue(B) .
Ademas, ¢ debe satisfacer que
eT¢ = ge,
¥ en consectencia ocurre que
Ue(B) = 6(e(B)) = (¢e)p = (7 6)8 = €7 (8,(B),4a(8)) = $2(B),
y por lo tanto
$=KT.
[

La categoria R de todas las resoluciones para un triple dado, tiene
también un objeto inicial.
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Definicién 3.4. La categoria de Kleisli Ar para un triple (T, ) en
una categoria A, se define por:
1) Ob(A7) = Ob(A) , .
2) los morfismos f : A — A’ en Ay serdn morfismos f : A — T(A') en A.
3) la composicidn en Ar (que denotaremos ) de f: A — A’ con g: A’ —
AII

se define como g » f = pan 0 T(g)o f .

Observemos que efectivamente, lo anterior define una categoria.

Primero, si f : A — T(A’) es un morfismo en A, dadoque p: Idy — T
es una transformacién natural y (T, 1), p) e un triple en A, conmutan los
siguientes diagramas:

nAa

A — T(A)
Il ()
T(A) T3(A)
1T(a%)
In, 2
T N\ fdr lu
T2 T T

y entonces
frna=paoT(f)ona=phonrayof = Idpano f=f

y
nar x f = paroT(nas)o f = Idpgayo f = f,

y por lo tanto n, : A — T(A) sirve como morfismo identidad, es decir,
na=1Ida:A— Aen Ar.

Para mostrar la asociatividad de la nueva composicidn, témense

f:A A, g:A — A", h:A" - A" morfismos en Ar,
ahora, utilizando que g : T? — T es una transformacién natural, que
(T,n, ) es un triple y que h : A" — T(A™) es un morfismo en A, se tiene
que son conmutativos los cuadrados
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T2(A") P Bar T(AY)
T2(h) ; T(h)
T3(A" __u";“_m_’_, Tﬁ(A:l:)
T(ppt) Bat

TI(AMI) T(A"')

Bam

y por lo tanto
(heg)ef=pamoT(heg)of=panwoT(pamoT(h)og)e f=
piam 0 T(pram) o T?*(h)oT(g)o f = pam o T(h)opan o T(g) o f =
(pam o T(h)) o (par 0 T(g) o f) = pam o T(h)o(g + [} =
ha(gsf).
Por lo tanto la composicion es asociativa y con esto queda probado que Ap
es una categoria.

Ejemplo 5.2 (continuacidén) . Veamos como es la categoria de Kleisli
para el triple (p,n, st} en Sets.

Un motfismo f : A — B en Setsy es un morfismo f : A — p(B) en
Sets, al cual podemos ver como una relacién

R; C Ax B donde (a,b)€ Ry denota b€ f(a).

Asi, dados f: A — B, g: B — C motfismos en Setsy, de acucerdo con la
definicidn, tenemos que: si a € A entonces
(g * f)(a) = (nc o p(g) © f)(a) = nclplg)(f(a))) =
U{g(b) 1 be f(a)} ,
de lo que se sigue que
(a,c) € Ryey >c€(g* f)a) <> A€ f(a) tg c€g(d)
&3beB tg be f(a) y ceg(b)
«3beB tg (a,b)ER; y (bc) € Ry¢>(a,c) € Ryo Ry,
y por lo tanto la composicién de funciones en Setsr puede verse como la
composicién de relaciones.
Ademas, el morfisimo identidad en Setst es el morfismo 54 : A — p(A4)
en A, el cual manda a € A en {a} € p(A) . Asi,
(a,a') € Ry, & a’ € {a},
es decir, Ry, es la relacion identidad en A .
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Concluimos que Setsy , la categoria de Kleisli del triple (p,y,4), s
isomorfa a la categoria cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos son
relaciones binarias,

.

Proposicién 28 La categoria de Kleisli Ap para el triple (T,n,u) en A
proporciona una resolucion (Ar,Ur, Fr,er) que es un objete inicial en
la categoria R. de todas las resoluciones. Ademds, Fp es biyectivo en los
objetos.

Demostracion

a). Definimos Ur : Ar — A como: dados A, B objetos,y f : A — B un
morfismo en Ap,

Ur(A) = T(4), Ur(f)=pnsoT(f).
Es claro que Uz esti bien definido. Demostremos entonces que Ur es un
funtor.

Del hecho que (T,n, p) sea un triple y que g : T? — T sea una trans-
formacidn natural, se sigue que, dado un morfismo g : A’ — A" en Ar,
conmutan los siguientes diagramas:

T, 2
ow|  Nosar[w
T — T
T2(4") £ TA)
T3(5) Tt

Hrgatty

TG(AII) T,(A")
T(psan) Ban

TZ(AM) T(A")

Bant

y por lo tanto
Ur(Ida) = Ur(na) = pa 0 T(14) = ldrcay = ldyr(a)
e PRI

son morfismos en Ap,
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Ur(g* f) = pano T(g# f) = pav o T(uan o T(g) 0 f) =
Han o T(pan) o THg) o T(f) = pano T(g) o pa o T(f) =
(1tan 0 T(g)) o (par o T(S)) = Ur(g) o Ur(f).
Por lo tanto, concluimos que Uy es un funtor.

b).Definimos Fr : A — Ar por: para cualquier A objeto de A y para
cualquier f: A — B morfismo en A,
Fr(A) = A, Fr(f) =ngof.
Claramente, Fr esta bien definido y es biyectivo en los objetos. Ademds,
Fr(Ida) = naolds = nq = Idp (4.
Por otra parte, si

LNy NN,

son morfismos en A, dado que 57 : Id 4 — T es una transformacién natural,
conmuta el cuadrado

B ki T(B)
.vl lﬂy)
c TC)
nc

y nuevamente, debido a que (T, 7, ) es un triple, se tiene que
Fr(gofy=ncolgo fy=Ildycyoncoge f=
(oTn)coT(g)onmef=pcoT(ncog)onpof=
(ncog) *(npof) = Fr(g)*+ Fr(f) .
y por lo tanto, Fr es un funtor.

¢). Definimos e : FrlUr — IdA-r de la siguiente manera: dado un objeto
Ade Ar,
(e7)a = Idr(a) (morfismo en A).

La definicién anterior tiene sentido debido a que, si f : A — B es
un morfismo en A7 pueden realizarse las composiciones  f « Idpa) ¥
Idy(py * FrUr(f) = Idrw) * (s o e © T(f)) . Veamos entonces que
son iguales, es decir, que el siguiente cuadrado en AT es conmutativo:
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14 .
FrUp(A) = T(4) ———2 4
FrUz(f)= | nriajennoT(f) ’ ’ J'!
FrUr(B)=T(B) B,
1dr (o)

para lo cual usaremos nuevamente que (7,1, #t) es un triple y entonces
poyT = Idr.
Idppy + (nr(m) © w0 T(f)) =

pp o T(Idpgy)onrmy o pp @ T(.f)
pp o Idragyonrs ops o T(f) = pponrayons o T(f) =
(senT)poppoT(f}=Idrp)oppoT(f) = up o T(f)=
pupoT(f)oIdyay = f+Idpeay

con lo cual queda demostrado que er es una transformacién natural.

d). Dado un objeto A de A, se tiene que
Up Fr(A) = Up(Fr(A)) = Up(A) = T(A),
ademds, si f : A— B es un morfismo en A, como (T, 1, 1) es un triple en
A, se tiene que p o Ty = Idr y por lo tanto
UrFr(f)y = Ur(Fr(f)) =Ur(npo f) =pgoT(npo/)) =
#g o T(np) o T(f) = (poTy)p o T(f) = Idypyo T(f) =T(f) .
Concluimos que UpFp =T .

€). 5i A es un objeto de A, ocurre que
(Urer Fr)a = Up((er)rr(ay) = Ur((er)a) = Ur(Idpcay) =
124 0 T(Idreay) = pa o Idraay = pa,
y por lo tanto
UrerFr=p

f). Demostremos ahora que (U, F) es un par de funtores adjuntos.
Si A es un objeto de A entonces
(e Fr « Fro)a = (erFr)a * (Fro)a = (er)rpa) * Fr(na) =
(e7)a * (nr(ay 0 14) = Idr(a) * (1T(a) 0114} =
#a 0 T(Idrcay) o (nr¢ay © 14) = pa o Idpacayo npcayona =
naonrayo a4 =(ponT)aona = Idrayona =
na = Idpyay = (Ider)as
y por lo tanto
erFr « Fry= Idp,.
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Por otra parte,
(Urer @ nUr)a = (Urer)a e (qUr)a = Ur((er)a) @ nupa) =
Ut (Idr(a)) @ nr(a) = pa 0 T(Idreay) o iray =
paoldrsayenra) =(ponT)a =
Idpa) = Idppgay = (Idrp)a,
y por lo tanto
Urer oqyl/p = ldp,. |
con lo cual terminamos de demostrar que (U, F) es un par de funtores ad-
juntos. :

Con los seis puntos anteriores queda probado que (Ax,Ur, Fr,er) es
una resolucién para el triple dado. Demostraremos ahora que tal resolucién
es un objeto inicial en R, esto es, que dada otra resolucion (B, U, F,g), e-
xiste un tinico morfismo de resoluciones de (Az,Ur, Fr,er) en (B, U, F\¢)

g). Sea (B, U, F, ¢) otra resolucion para el mismo triple, construiremos un
funtor K1 : Ar — B y mostraremos que es ¢l tinico con las propiedades
deseadas.

Para cualquier objeto A de Az y cualquier morfismog: A — A’ en A,
definimos K¢ : Ar — B por:

Kr(A) = F(A), Kr(g) =craane Flg) -
Es claro que K7 esta bien definido en los objetos, ademds, en B se tienc el
motfismo

FAPRFT(AY) = FUF(A) 22 F(AY)

y por lo tanto Kr estd bien definido en los morfismos. (UF = T debido a
que (B, U, F,£) es una resolucién para el triple (T, 5, 1) .)

Demostremos entonces que K1 es un funtor.

Kr(na) = er(aye F(na) = (eF o Fn)a = Idpay = Idkr(a)
(Recuérdese que 94 : A — A en At es el morfismo identidad en A y que,
por ser (B, U, F,€) una resolucién, se tiene que £F o Fy = IdF).

Por otra parte, sean

AL’A'-L'A”
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morfismos en Ar, probaremos que Kr(g*f) = Kr(g)o Kr(f), para lo cual
necesitamos observar primero los siguientes dos puntos:

(1). €: FU — Idg es una transformacién natural y por lo tanto, dado que
F(g): F(A') = FT(A") = FUF(A") y epeany : FUFR(A") — F(A") son
morfismos en B, conmutan los siguentes cuadrados:
[ 4 0
FUF(4) ——22 . pan
FUF(g) F(g)

FUFUF(A") ——— FUF(A")

CruFr(atly

CrUFR(A')

FUFUF(A") —— . FUF(A")
FU(epary) (AT

FUF(A")

F(A")

eF(at)

(). p=UcF ya que (B,U, F,¢) es una resolucién para el triple (T, n, u).
Asi,
Kr(g) o Kr(f) = (ercany o F{g)) o (er(ary o F(f)) =

ercany o [(F(g) oepgan) o F(f)) =
epcany o lepur(amy o FUF(g)) o F(f)] =
(er(amy o eFurcam) o (FUF(g) o F(f)) =
(EF(AH) o FU(EF(AH))) o(FUF(g)o F(f)) =
(er(ary o Flpan)) o (F(T(9)) o F(f)) =
Epamy © FluanoT(g)o f) =
Kr(panoT(g)o fy=Kr(g+f),

con lo cual queda demostrado que Kt es un funtor.

k). Demostremos ahora que Kt € Homg((A1,Ur, Fr.er),(B,U, F,e)),
es decir, que Krer = eKr y que conmuta el diagrama

Ar
/'Fr \ Ur
A Kr A
N F Ju
B
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h1). Si' A es un objeto de A entonces
(Krer)a = Kr(er(A)) = Kr(ldray) = erqa) © F(Idray) =
€r(a) © Idrria) = €r(a) = Err () = (€KT)a
y por lo tanto
KTET =eKp .

h2). Si A es un objetode Ay f: A — B es un morfismo en A entonces
(K1 Fr)(A) = Kr(Fr(A)) = Kr(A) = F(4)

(Kr Fr)(f) = Kr(Fr(f)) = Kr(ng o f) =¢pyo F(np o f) =
eg o F(ng)o F(f) = (eF o Fn)p o F(f) = Idggyo F(f) = F(f)
¥ por lo tanto
KTFT = F .

h3). Dados un objeto A de Ay y un morfismog : A — A’ en Ap | se ticne
que
(UK7)(A4) = U(KT(A)) = U(F(A)) = T(4) = Ur(4)

(UKT)(9) = U{Kr(9)) = Uleray © F(g)) = U(er(an) o UF(g) =
(UeF)ar 0 T(g) = iy o T(9) = Ur(gh
y por lo tanto
UKr=Up.

i). Por iltimo, veamos la unicidad de K7 .
Si¢ € Homg((Ar,Ur, Fr.eT),(B,U, F,€)) debe ocurric que ¢Fr = F,
entonces, si A € Ob(Ar) , sc tiene que

F(A) = (¢Fr)(A) = ¢(A) .

‘También debe ocurrir que ¢cr = e¢ y asi,
(Idzcay) = €F(ay
Por otro lado, para un morfismo g : A —+ A’ en A7, ocurre que
Idrary « (nreary 0 g) = par 0 T(ldrgany) o r(ary 09 =
par 0 Idracary onr(ary 09 = par O NT(An O g =
(UeF)aronupanog = Ulerian) o nuriayog =
(UeonlU)pan o g = Iduyranog =gy,
asf, debe ocurrir que
3(g) = ¢(Idpeary * (B1(ary 0 9) = ¢(Tdr(an) 0 ¢(nr(any 0 9)) =
€r(an o $(Fr(g)) = er(a) © F(9) = K7(g),
y por lo tanto
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¢=Kr,
con o cual terminamos la demostracion.

Corolario 2 Sea Ly : Ap — AT el caso especial del funtor de comparacién
KT cuando B = Ar (o para K cuando B = AT)), entonces tenemos los
JSunlores

Fy L uT
A L Ag T AT A

con FT = Lo Fr adjunto izquierdo de UT y Up = UT Ly adjunio derecho
de Fr . Ademds, Fp es biyectivo en los objetos, UT es fiel y Ly es fiel.

Demostracién

Unicamente falta probar que Ly es fiel. Asi, obsérvese que dado un mor-
fismog: A — A’ en Ay (9: A — T(A’) en A), debido a que n: Idy — T
es una transformacién natural, conmuta el cuadrado

N4

A T(A)
9 . T(s)
T(A") T2(A')
Nriaty

Ademas, dentro de Ia demostracién de la unicidad en la proposicién ante-
rior, se probéd que
g = Idy(ary * (nr(ar) ©9) = paronrneg.
Asi, de las anteriores observaciones y del hecho que
Lr(g9) = K(9) = Ur(9) = par o T(g) ,
se tiene que
g=paronrunog=paoT(g)ons=Lr(g)ona .

Para terminar, usando las observaciones anteriores se sigue que: dados
dos morfismos g,§: A — A’ en Ay :

Lr(9) = Ly (@) = g = Lr(g)ona=Lr(Fenma =3 .
Por lo tanto Ly es fiel,
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