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INTRODUCCION 

La Teoría de Categorías inicia con la observación de que muchas propieda
des de sistemas matemáticos pueden ser unificados y simplificados por una 
representación con diagramas de flechas. Una flecha/: X -+Y representa 
una función; esto es, un conjunto X, un conjunto Y, y una regla z 1-+ /(z). 
Un diagrama típico de conjuntos y funciones es 

Z, 

éste es conmutativo cuando h = g o J , donde g o f es la usual composición 
de funciones. El mismo diagrama. puede ser usado en otros contextos 
matemáticos; así, en la 1categoria' de espacios topológicos, la letras X, 
Y, y Z representan espacios topológicos mientras /, g, y h representan 
funciones continuas. 

Muchas propiedades de construcciones matemáticas pueden ser repre· 
sentadas por propiedades universales de diagramas. Considérese el pro. 
dueto cartesiano A x B de dos conjuntos, consistente como es usual de 
todas las parejas ordenadas (a,b) con a E A y b E B. Las proyecciones 
(a, b) 1-+ a , (a, b) 1-+ b son funciones p: A X B -+A, q : A X B-+ B . Dado 
C y dos funciones f : O - A, g : C - B 1 existe una única función h que 
hace conmutativo el diagrama 

e 
./ I 

A B 

/• 
AxB 



Gran parte de la belleza de las matemáticas es derivada del hecho de 
la abstracción. Así, una de las razones para estudiar categorías es que, 
como otru abstracciones matemáticas, la Teoría de Categorías provee un 
nuevo lenguaje, un lenguaje que proporciona economía. de pensamiento y 
expresión; un lenguaje que saca a flote las ideas básicas de los teoremas; y, 
por lo tanto, un lenguaje que provee un nuevo contexto en el cual se vean 
los problemas¡ un nuevo lenguaje que ayuda a determinar cuan fuerte y 
profundo es un resultado. 

En el presente trabajo se verán conocimientos básicos en la teoría de 
categorías. La mayor parte del material aquí incluido es estándar y puede 
ser encontrado en muchos libros, algunos de los cuales son mencionados en 
la bibliografía. Sin embargo, la exposición difiere de los tratamientos en 
otras partes en diversos aspectos. 

Primero, en esta exposición se introduce rápidamente la noción de 1sis
tema deductivo', el cual es una categoría sin las ecuaciones usuales entre 
flechas. De hecho, se cree que los lógicos deberían de prestar atención a 
las categorías, las cuales son sistemas deductivos con ecuaciones adecuadas 
entre pruebas. 

Segundo, varios de loa resultados de la Teoría de Categorías son rcsu· 
midos en forma de •eslogans'. La mayor parte de los cuales son debidos a 
Bill Lawvere. 

Tercero, aquí se hace énfasis en la naturaleza algebraica o ecuacional 
de los sistemas estudiados en la Teoría de Categorías¡ por ejemplo para 
productos finitos. 

El contenido de este trabajo puede dividirse en cuatro partes, la primera 
consta de los dos primeros capítulos, y otra parte por cada uno de los 
restantes. 

La primera parte proporciona definiciones básicas, las cuales son ilustra· 
das con un buen nümero de ejemplos que ayudan a su comprensión. También 
dentro de esta parte se encuentran las demostraciónes de isomorfismos entre 
categorías, las cuales raramente son 1totalmente1 realizadas en textos que 
traten sobre este tema. 

En los capítulos 3,4 y 5, se estudian conceptos importantes en la Tcorla 
de Categorías, dichos conceptos a su vez, encierran otros nuevos conceptos 
que son objetos interesantes de estudio. Estos últimos tres capítulos y sus 
temas correspondientes (funtores a<\iuntos, limites en categorías y triples) 
están relacionados, y tales relaciones son citadas como proposiciones du-



rante el desarrollo de este trabajo. 

Por último, cabe señalar que este trabajo está basado en el texto de 
Lambek y Scott titulado Introduction to Higber Ordcr Categorical 
Logic ; el cual utiliza el material aquí expuesto para abordar temas como 
el A-cálculo. 



4 



1 

CATEGORIAS Y 
FUNTORES 

Comenzaremos este trabajo con algunos conceptos y conocimientos básicos 
sobre categorías. Primero, una definición un poco informal. 

Definición 1.1 . Una categoría concreta es una colección de dos tipos de 
entidades llamadas objetos y morfismos. Los objetos son conjuntos que, en 
cierta forma, están dotados de algún tipo de estructura. Los rnorfismos son 
rna.peos, esto es, funciones de un objeto a otro, que en algún sentido preser
van la estructura. De entre los morfismos, hay uno ligado a cada objeto A, 
el mapeo identidad IdA: A-.. A tal que IdA(a) =a para cualquier a E A . 
Además, los morfismos /: A - B y g : B - C pueden componerse y 
producir un morfismo g o f : A - C tal que (g o f)(a) = g(f(a)) para 
cualquier a E A. 

Los ejemplos de categorías concretas abundan en las matemáticas¡ he 
aquí tres: 

Ejemplo 1.1 • La categoría de los conjuntos, donde los objetos son con
juntos y los morfismos son funciones. A esta categoría la denotaremos por 
'Sets'. 

Ejemplo 1.2 • La categoría de los monoides, donde los objetos son 
monoides, esto es, semigrupos con elemento unidad, y donde los mortis-
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mos son homomorfismos de monoides, es decir, funciones que preservan la 
operación del semigrupo y el elemento unidad. A esta categoría la. deno
taremos por 'Mon'. 

Ejemplo 1.3 • La categoría de loe conjuntos preordenados, donde los 
objetos son conjuntos preordenados, es decir, conjuntos con una relación 
reflexiva y transitiva, y donde los morfismos son funciones monótonas o, en 
otras palabras, funciones que preservan la relación. 

Se pueden citar muchos ejemplo más rle categorías conrretas, como por 
ejemplo la de anillos y la de espacios topológicos. De hecho, citarnos la 
siguiente generalización, donde el término 'objeto' es entendido como 'con
junto con estructura'. 

ESLOGAN 1 . ~\luchas objetos de interés en las matemáticas pueden ser 
pensados como categorfas concretas. 

Pasaremos ahora de las categorías concretas a las abstractas en tres pa-
sos. 

Definición 1.2 . Una gráfica consiste de dos clases y dos funciones: la 
clase A de flechas, la clase V de objetos o vértices, Dom : A - V (la 
función dominio) y Cod: .-1 - V (la función codominio). 

Uno escribe f : A - B cuando Dom(/) =A y Cod(f) = B. Se dice 
que una gráfica es pequeña cuando las rlases de objetos y de flechas son 
conjuntos. 

Ejemplo 1.4 • La categoría de las gráficas pequeñas (a la que denotaremos 
por Grapbs) es otra categoría concreta. Sus objetos son gráficas pequeñas 
y sus morfismos son funciones F que mandan flechas en flechas y vértices 
en vértices de tal forma que, para f: A - B , F(f) : F(,1) - F(B) 
esto es, Dom(F(f)) = F(Dom(f)) y Cod(F(f)) = F(Cod(f)). 

Un sisiema deductivo es una gráfica en la que cada objeto A tiene as~ 
ciada una flecha /d_. : A - A (la flecha identidad) y en la que cada 



par de flechas / : A -+ B , g : B -+ C tiene asociada una flecha 
g o/: A-+ C (la composición de / con g). Un lógico puede pensar los 
objetos como fórmulas y las flechas como pruebas¡ y en consecuencia 

/:A.-+ B g:B-+C 

go/:A-+C 

la puede pensar como una regla de inferencia. 

Una categoría es un sistema deductivo en el que valen las siguientes 
ecuaciones para cualesquiera / : A -+ B , g : B -+ C y h : C -+ D 

/oldA=f=ldsof, (hog)o/=ho(gof). 

Por supuesto, toda categoría concreta es una categoría. Al igual que en las 
categorías concretas, una categoría es pequeña si las clases de flechas y obje
tos son conjuntos, así, las categorías en los ejemplos 1 a 4 no son pequeñas. 
Hacemos ahora la siguiente observación, resumida en otro eslogan. 

ESLOGAN//. A/uchos objetos de interés para los matemáticos, son en sí, 
categorias pequeñas. 

Ejemplo 1.5 • Cualquier conjunto puede ser visto como una categoría 
pequeña. Los objetos son sus elementos y las únicas Hechas son las nece
sarias flechas identidad. 

Ejemplo 1.6 • Cualquier monoide puede ser visto como una categoría 
pequeña. Hay sólo un elemento y las flechas son los elementos del monoide. 
En particular, la flecha identidad es el elemento unitario y la composición 
es la operación binaria del monoide. 

Ejemplo l. 7 . Cualquier conjunto preordenado puede ser visto como una 
categoría pequeña. Los objetos son sus elementos y, para cualquier par de 
objetos a y b1 hay a lo más una flecha a - b y exactamente una cuando 
a::; b. 
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Definición 1.3 • Dadas dos categorías A y D, un funtor F : A - D 
ea primero que todo un morfismo de gráficas (ver ejemplo 1.4). Además, 
preserva identidades y composiciones, es decir 

F(ldA) = ldP(A) y F(g o!)= F(g) o F(f). 

En particular tenemos el funtor identidad Id A: A-+ A que deja fijos 
a los objetos y flechas. 

Además, dados dos funtores F : A - ll y G : B - C, la composición 
G o F : A - C definida por 

(G o F)(A) = G(F(A)), (Go F)(f) = G(F(f)), 

para cualquier objeto A de A y cualquier flecha f : A -+A' en A, resulta 
ser también un funtor. Es fácil checar que la composición de funtores es 
asociativa. 

Ejemplo 1.8 . Una categoría no pequeña es la categoría Cat cuyos obje
tos son las categorías pequeñas y Jos morfismos son funtores. 

Proposición 1 Cuando conjuntos, monoides JI conjuntos preordenados son 
considerados como categorías ptqueñas, los morfismos entre ellos son lo 
mismo que los /untares entre e/los. 

Demostración 

a). Sean A y B conjuntos. Si f : A - B es una función (morfismo en 
Sets) entonces para ld0 : a - a, con a E A, definimos f(Id0 ) = Id¡(o)- Ya 
que no existen composiciones no trlviales 1 /es un funtor entre la categoría 
pequeña A y Ja categoría pequeña B. 
Recíprocamente, si f: A - Bes un funtorentonces ya que f(Id0 ) =Id/(•) 
se tiene que /(a)= Dom(f(Id0 )) = Cod(f(Id0 )) y por lo tanto, fes una 
función. 

b). Sean (M,•,e) y (N,+,I) monoides (donde la primer entrada es 
el coajunto subyacente y la tercer entrada denota al elemento unidad con 
respecto a Ja operación que aparece en la segunda entrada). 
Si f : M - N ea un morfismo de monoides entonces 

f(e) = 1 y \fm, m' E M f(m • m') = f(m) + f(m'). 



Así, si M y N son vistos como categorías con X el objeto de M y y el objeto 
de N, definamos f(:t) = ¡¡. Entonces 

/(Id.)= /(e)= 1 = Idg = Idl(•)o 

además para m, m' flechas Cn M se tiene que 

f(m • m') = /(m) + f(m'), 

y por lo tanto fes un funtor entre las categorías M y N. 
Recíprocamente, si f : M - N es un íuntor entonces 

/(e)= /(Id,)= Id/C•l = Idg = !, 

también para m 1 m 1 flechas en M 

f(m • m') = f(m) + /(m') 

y por lo tanto f es un morfismo de monoides. 

e). Sean (A, :5) y (B, ~) conjuntos preordenados. Si f : A ->Bes un 
morfiemo de conjuntos preordenados, entonces 

Va, a' E A [a :5 a'~ /(a)~ /(a')]. 

Así, si A y B son vistos como categorías, definiendo /(a ->a') =/(a) -> 
/(a') se tiene que 

/(Ida: a-> a)= /(a)-> /(a)= Id¡ca)o 

esto por ser Id¡(a) la única flecha de /(a) en /(a). Además, para a: a - a' 
y f3 : a' - a" flechas en A se tiene también que: 

/({3 o a)= /([3) o/(<>) 

nuevamente por ser única la ftecha de /(a) en /(a"). Por lo tanto fes un 
funtor entre las categorías A y B. 
Recíprocamente, si f : A - B es un funtor entonces, si a :5 a' existe una 
única ftecha en B, /(a) - /(a'), es decir /(a)~ /(a') y por lo tanto fes 
un modismo de conjuntos preordenados. 

• 
La definición anterior de un funtor F : A -+ B se aplica igualmente 

cuando A y B no son necesariamente pequeñas, esto es, admitimos fun
ciones entre clases (funcionales). 
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Ejemplo 1.9 . Un conjunto A puede ser visto como un funtor de la cate
goría con un solo objeto y una sola flecha, 1, a la categoría Sets, esto es 

F: { •} - Seta con F(•) =A y J(Id.) =Id,.. 

Ejemplo 1.10 . Una gráfica pequeña puede ser vista como un funtor G 
de la categoría J 

a====:b 
• (donde las flechas identidad no son dibujadas) a la categoría Sets, de la 

siguiente forma: 
G(a) = A (flechas de la gráfica), 
G(b) = B (vértices de la gráfica), 
G(J)=Dom:A-Vy 
G(g) = Cod: A - V . 

Ejemplo 1.11 . Siµ= (M,•, 1) es un monoide visto como categoría, un 
µ - conjunto es un conjunto A junto con una función M x A -+ A , 
usualmente denotada por (m, a) i-+ ma , ta) que la = a ... (1) y 
(m • m')a = m(m'a) para toda a E A, m y m' E M ... (2). 

Un µ - conjunto A puede ser visto como un funtor F : µ - Sets de la 
siguiente forma: 

F(•)=A y F(m:•-•)=m():A-A 
donde, para a E A 

(m())(a) = ma. 
Es claro que F es un funtor debido a que 

F(l) = 1() : A - A= Id,. (1) 
F(m • m') = (m • m')() = m() o m'() = F(m) o F(m') (2). 

Habiendo visto los últimos tres ejemplos, hacemos la siguiente afir
mación1 nuevamente, como un eslogan. 

ESLOGAN [[[ . Mucho• objeto• de interés para lo• matemático• pueden 
.ser vistos como funtorea de categoriH pequeñaa en Sets. 
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Una vez que admitim06 que los funtores son objetos interesantes de es
tudio, veremoe en elloe objetos de una nueva categoría. Estudiaremos estas 
categorías más adelante. Por ahora mencionaremos dos manera de formar 
nuevas categorías a partir de otras. 

Ejemplo 1.12 • Dada una categoría (o gráfica) A, se forma una nueva 
categoría (o gráfica) A op con los mismos obj~tos pero con las flechas inver
tidas, esto es, si denotamos por Ob(A) a los objetos de la categoría A 
y por H om A (A, A') a la clase de flechas o modismos en A con dominio 
A y codominio A', entonces 

Ob(AºP) = Ob(A) y HomA.,(A,A') = HomA(A'A). 
A ºP es llamada la categoría opuesta o dual de A. Veamos que efectivamente 

A op es una categoría. 
Primero: 
VA,B,C,D E Ob(A) 3 IdA E HomA(A,A), lds E HomA(B,B) t.q. 
V/ E HomA(A,B) Vg E HomA(B,C) Vh E HomA(C,D) 

foldA=f=Idsof, (h o g) o f = h o (g o!) 

y por lo tanto 
VA,B,C,D E Ob(Aop) 3 ldA E HomA.,(A,A), lds E HomA.,(B,B) t.q. 

Vh E HomA.,(D,C) Vg E HomA_,(C,B) V/ E HomAop(B,A) 

folds=f=Id,.of, (!o g) oh= fo (g oh) 

con lo que queda claro que A ºP es una categoría. 

Un funtor F : A ºP --.. B es a menudo llamado un funtor contravariante 
de A en B. 

Ejemplo 1.13 • Dadas dos categorías A y B, se forma una nueva categoría 
Ax Ben laque 

Ob(A x B) = {(A, B) 1 A E Ob(A), BE Ob(B)} 
y 

HomAxe((A, B),(A',B')) = 
{(/,g) 1 f E HomA(A,A'),g E Home(B,B')} 

y la composición se hace entrada por entrada. Es claro que A xB es una 
categoría. (Para (A, B) E Ob(A x B), Id(A,B) = (ldA,lds) es el 
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morfismo identidad en (A, B), y la nueva composición es asociativa dado 
que es asociativa en cada entrada.) 

Definición 1.4 • Una flecha / : A - B en una categori es llamada un 
isomorfi•mo si existe otra flecha g : B - A tal que g o/ = l dA y /o g = 
Ida. Uno escribe en este caso A::!! B (A es i•omorfo a B) . 

En particular1 un funtor F : A - B es un isomorfismo si existe otro 
funtor G: B -A tal que G o F = Id A y Fo G =/de. 

Ejemplo 1.14. Si (G10,e) es un grupo, entonces visto como categoría, es 
una·categoría con un solo objeto en la que todas las flechas son isomorfis
mos ya que todo elemento de G tiene inverso (ver ejemplo 1.6). 

Veamos ahora otros ejemplos de funtores 1 algunos de los cuales serán 
utilizados más adelante. 

Ejemplo 1.15 • Dada una categoría concreta A, definimos U : A -
Sets el funtor que "olvida" (la estructura), por: U(A) = ;I y U(/) = f 
con U(A) siendo sólo un conjunto y U(/) siendo sólo una función, donde 
A,BEOb(A)y/EHomA(A,B). Así, 

U(IdA) = IdA = Idu(A) y U(g o/)= g o f = U(g) o U(/) 
para f: A -. B y g : B - C morfismoe en A, con lo que efectivamente, U 
es un funtor. Claramente U es fiel en el sentido de que1 para. cualesquiera 
/,g :A===: B: 

U(f) = U(g) ~ I = g. 

Ejemplo 1.16 • Dada una categoría A definimos 
A:A-AxA y OA:A-1 

donde 1 es la categoría con un solo objeto • y un solo morfismo l d. por: 
dados A,B E Ob(A) y f E HomA(A,B) 

A(A) = (A,A), A(/)=(/,/) 
OA(A)=•, OA(f)=ld •. 

Así, para / : A - B y g : B - C morfismos en A se tiene que 
A(IdA) = (ldA, ldA) = ld(A,A) = ldll.(A)> 
A(g o/)= (g o /,g o/)= (g,g) o(/,/)= A(g) o A(/), 
OA(ldA) =Id.= ldoA(A)> 



O A(go/) =Id.= Id. o Id.= O A(g)oOA(/), 
por lo cual, tanto .O. como O A son funtores. 
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Ejemplo 1.17. Sean A=Seta y CE Ob(A) un conjunto fijo. Definimos 
U,F :A =A de la siguiente forma: dados A,A' EOb(A) y/: A-> A' 
un morfismo en A, 

F(A) = C x A, F(/) =(Ida,/):= Ida x / 
U(A) =Aª, U(/)= /o(): Aª -A'ª, 

donde (!o ())(h) = /o h. Entonces,· si f : A - A' y g : A' --> A" son 
morfiamos en A, se tkne que 

F(IdA) = (Ida,IdA) = ldaxA = IdF(A)' 
F(go /) = (Ida,g o/)= (Ida,g) o (Idc.f) = F(g) o F(f) , 
U(IdA) = IdA o() = JdAc = Idu(A) Y 
U(g e/)= (g o f) o()= fg o()] o[/ o()]= U(g) o U(/), 

y por lo tanto F y U son funtores. 

Ejemplo 1.18 • Definimos p : Sets --> Seto por: dado un conjunto A y 
una función f : A - B , 

p(A) ={X~ A} 
y 

p(/) : p(A) - p(B), 
la función definida corno 

p(/)(X) =/[X]= {/(:i:) 1 z E X} . 
Así, para cualquier conjunto A y cualquier X ~ A ocurre que 

p(IdA)(X) = {IdA(z) 1 z E X} =X= (ldp(A¡)(X) , 
de lo que se sigue que 

p(JdA) = ldp(A) . 
Además, para cualesquiera A..l....B..!.....C y X ~A se tiene que 

p(g o /)(X)= (g o /)[X]= {(g o /)(z) 1 z E X} = 
{g(/(z)) 1 z E X}= g[{/(z) 1 z E X}= g[f[X]] = 
p(g)(f[X]) = p(g)(p(/)(X)) = (p(g) o p(f))(X), 

y por lo tanto 
p(g o f) = p(g) o p(/), 

con lo que concluimos que pes un funtor. 

Para terminar, veamos tres isomorfismos básicos entre categorías. 
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Propoeici6o 2 Para cualesquiera categori'as A, D y C 

A x 1 ~ A, (A x B) x C ~ A x (B x C), A x B ~ B x A. 

Demostración 

a). Definimos para A,B E Ob(A) y f E HomA(A,B), F: A X 1--> A 
y G : A _, A x 1 por: 

F((A, •))=A, F((f, Id,))=/, 
G(A) =(A,•), G(f) =(!,Id,). 

Dado que para f : A _, B y g : B _, C morfismos en A, 
F(Id¡A,•» = F((IdA, Id,))= IdA = ldF((A,•ll• 
F((g, Id,) o (/,Id,))= F((g o /,Id,))= g o/= 

F((g, Id,)) o F((/, Id,)), 
G(IdA) = (IdA, Id,)= Id(A,•l = Ida(A) y 
G(g o/)= (g o/, Id,)= (g, Id,) o(/, Id,)= G(g) o G(/), 

se tiene que tanto F como G son funtores. Además, es claro de la definición 
que GoF=IdAxl y que FoG=IdA . Por lo tanto 

Axl~A. 

b). Sean A,A' E Ob(A.); B,B' E Ob(B); C,C' E Ob(C); /:A - A' 
morfismo en A; g: B - B' morfismo en D¡ y h: C - C' morfismo en C. 
Definimos 

F 
(A X D) X C ==== A X (D x C) 

como 
F(((A, B), C)) = (A, (B, C)), 
G((A,(B,C))) = ((A,B),C), 

Así, dado que para 
/ : A_, A' y /1 : A' - A" 
g : B -+ B' y gi : B' - D" 
h : C _, C' y h1 : C' - C" 

ocurre que 

G 

F(((f,g),h)) = (f,(g,h)), 
G((f,(g,h))) = ((f,g),h). 

morfismos en A, 
morfismos en D 1 

morfismos en C, 

F(Id((A,8),c» = F(((IdA, Ida), Idc)) = (/dA, (Ida, !de))= 
Id¡A,(B,C)) = IdF(((A,B),C))• 

F(((ft,gi), h1) o ((f,g), h)) = F(((/1 o /,g, o g), h1 oh))= 



y 

(/1 o/, (g¡ og,h¡ oh))= U1,(g¡,h1)) o (f,(g, h)) = 
F(((f1,gi), h1)) o F(((f,g), h)), 

G(Id(A,(B,C))) = G((IdA,(Ids, !de)})= ((IdA, lds). Idc) = 
Id((A,B),C) = Ida((A,(B,c))) 

G((/1, (gi. hl)) o(!, (g, h))) = G((/1 o/, (g1 og, h1 oh)))= 
((f¡ o f,g¡ o g),h1 oh)=((!¡ ,g¡),h¡) o ((f,g), h) = 
G((/1, (g1, h1))} o G((f, (g, h))), 

y entonces tanto F como G son funtores. 
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Es claro que GoF = /d(AxBJxC y que FoG = /dAx(BxC)' y por lo 
tanto 

(A X B) X e ~ A X (B X e) . 

e). Sean A,A' E Ob(A); B,B' E Oh(B); f E HomA(A,A'); y g E 
Hom0 (B,B'). Definimos 

por 

F 

AxB====DxA 

F((A, B)) = (B,A), 
G((B,A)) = (A,B), 

G 

F((f,g)) = (g,f), 
F((g,f)) = (f,g). 

Entonces para 
/ : A-+ A' y /1 : A' -+A" modismos en A, 
g : B -+ B' y 91 : B' -+ B" morfismos en B, 

se tiene que 
F(Id(A,s¡} = F((ldA,Ids)) = (Ids,ldA) = 

Idcs,A) = IdFCCA,B))• 
F((f¡,g1) o (f,g)) = F((f¡ o f,g 1 o g)) = (g1 o g,/1 o!)= 

(g1,/1) o (g,f) = F((/1,g1)) o F((f,g)), 
G(Idcs,A>l = G((Ids,ldA)) = (IdA,lds) = 

ld(A,B) = Idaccs,A))• 
G((g1.f1)o(g,f)) = G((g¡ og.f1 o!))= (/1 of,g¡ og) = 

(/1,91) o (f,g) = G((g,,fi)) o G((g,f)), 
con lo que tanto F como G son funtores. 

Por otra parte, es claro que G o F = /dAxD y que Fo G = !dBxA· 
Finalmente concluimos que 
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AxB!<!!BxA. 

• 



2 

TRANSFORMACIONES 
NATURALES 

En esta parte del trabajo veremos "modismos" entre funtores 1 los cuales 
nos serán de gran utilidad para formar nuevas categorías a partir de otras. 

Definición 2.1 • Dados dos funtores F, G :A - B 1 una transformación 
natural .,. : F - G es una familia de flechas en B 

r(A) :=TA : F(A) - G(A), 
una flecha por cada objeto A de A (a la que llamamos la componente A de 
r ) tales que los siguientes cuadrados conmutan para toda flecha f : A - B 
en A: 

es decir, 

F(A) 

F(I) 1 
F(B) 

G(/) o TA = TD o F(/). 

G(A) 

lG(/) 
G(B), 

Este es el concepto del cual se dice que se necesitaba para la invención 
de la Teoría de Categorías. Daremos ejemplos de transformaciones natu
rales más adelante, por el momento nos interesaremos en otro ejemplo de 
categoría. 

17 
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i;iemplo 2.1. Dadas doe categorías A y B, la categoría eA tiene funtores 
F : A - B como objetos y como flechas transformaciones naturales. La 
transformacion natural "identidad" I dp : F - F es por supuesto definida 
por 

(/dF)(A) = ldF(A) 
para cualquier objeto A de A. 

Definimos también la composición de transformaciones naturales de 
manera "natural" 1 esto es: si r : F - G, r/> : G - H son transform~ 
dones naturales y A es un objeto de A, 

(ql o r),. = (ql o r)(A) = (ql)(A) o (r)(A) = q1,. o r,. . 
Veamos que 1 con estas definiciones, ciertamente DA resulta una cate

goría. 
a). Si a : A - A' es un morfismo en A entonces es claro que conmuta 

el cuadrado 

F~A) 

F(a)l 

F(A') 

Itlr(A) 

ldr(A') 

F(A) 

lF(a) 
F(A') 

con lo que hemos visto que ldF es una transformación natural, es decir, es 
cierto que IdF es una Hecha en BA. 

b). Sean r : F - G y ql : G - H dos transformaciones naturales, 
con F, G : A - B, entonces para cualquier / : A - A' morfismo en A, 
conmutan los siguientes cuadrados: 

F(A) '• G(A) 
~A 

Hr F(/) 1 G(/)1 H(J) 

F(A') G(A') 
~A' 

H(A') 
'•' 

por lo que es claro que conmuta el cuadrado 

F(A) 
(•or)A 

Hr F(/)1 H(/) 

("ar)A' 
F(A') H(A') 

y entoncee ea cierto que la composición de r con 4' 1 ,¡,o r, es también una 
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tranáormación natural, es decir, en eA está definida una composición. 

e). Sean T : F - G , .P : G - H y .¡, : /1 --+ I transformaciones 
naturales (donde F, G, H, e I son funtores de A en B), entonces 

(roldp)A=TAºIdF(A)'=T .. y 
(Idaor)A = Ida(A)OTA =rA 

para cualquier A E Ob(A) y, por lo tanto 
roldp=r y Idaor=r, 

es decir, ldp es el morfismo identidad en eA. Además 
(t/J O (,Po r))A = t/l,t O (,Po T)A = t/JA O (4JA O TA)= 

(!/J.\ O 4>A) o T,t = ((tJ¡ O ,P) O T)A 
esto es, la composición es asociativa y, por lo tanto BA es efectivamente 
una categoría. 

Para apreciar la utilidad de las transformaciones naturales, demostraremos 
la siguiente proposición. 

Proposici6n 3 Cuando objelos lales como conjunlos, gráficas pequeñas 11 
µ-conjuntos son vislos como Junior., a Sets (ver ejemplos 1.9 a 1.11 }, los 
morfismos entre dos objetos aon precisamente transformaciones naturales. 
Por lo tanto, las categorlas de conjuntos, graficas pequeñaa y µ-conjuntos 
pueden ser identificadas con las categorias: 

respectivamente. 

Demostración 

Setsl, Sets=' y Sets" 

a). Sean A y B conjuntos, y sean F :1 -+ Sets, G :1 --+ Sets con 
F(•) =A, F(Id.) = Id,., G(•) = B, G(Id,) =Ida los funtores que 
son identificados con A y B respectivamente. 

Si f : A - B es un morfismo de conjuntos (ie: una función), definase 
r : F -+ G por T• = J 1 es claro que r es una transformación natural 
debido a que el siguiente cuadrado es conmutativo 

A= F(•) 

lF(!d,)=ldA 

,..=/ 

A=F(•) --,-.=-
1
--> 

G(•)=B l G(fd,)=lds 

G(•) =B . 
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Recíprocamente, si r : F - G es una transformación natural, entonces 
su única componente r. es una función f = r. : F( *) = A - B = G( o) . 

b). Sean P y Q gráficas pequeñas y sean 

I 
F,G: (a =t b)-Sets , 

los funtorcs que son identificados con P y Q respectivamente, y donde 
F(a) = Ap, F(b) = Vp, 
F(/) = Domp, F(g) = Codp, 
G(a) = Aq, G(b) = Vq, 
G(/) = Domq, G(g) = Codq . 

Ahora, si Q : P -+ Q es un morfismo de gráficas. entonces 

"= (cr.,a-2) 
con 

01 : Ap - Aq , a2 : Vp -+ Vq 
tales que 

Dome¡ o a 1 = a:2 o Domp y 

Codq o 0-1 ="''o Codp. 
Así, si definimos T : F - G como 

Ta = Q L 1 T& = Q21 

son conmutativos los siguientes cuadrados: 

ª' 
Fia) . 

F(J) 

F(b) 

ª\ªl 1 G(/) 

G(b) 

F(a) 

lF(g) 
F(b) 

por lo que T es una transformación natural. 

G(a) 

lG(g) 
G(b) , 

Rec{procamente, si r : F -+ G es una transformación natural, entonces 
To y Tl definen un morfismo de gráficas"= (a¡,cr,) = (r0,1\). 

e). Sean A y A' dos µ - conjuntos , y sean F, G : µ -Sets los funtores 
asociados a A y A' respectivamente, es decir, si m E M 

F(•) =A= G(*), F(m) = m() = G(m). 
Si 4' : A -+ A' es un morfismo de monoides entonces, definiendo r : F -+ 

G por 
r. =.P, 

para cualquier m E M conmuta el cuadrado 



A= F(•) 

F(m)=m()l 

A=F(•) 
-r.=~ 

G(•)=A' 

lG(m)=m() 

G(•)=A' , 
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ya que, por ser tf> un morfismo de monoides, para cualquier a E A (mtf>(a) = 
t/>(ma)) . Por lo tanto t/> es la única componente de la transformación na
tural r. 

Recíprocamente, si r : F -+ G ea uÍla transformación natural, entonces 
su única. componente es un morfismo de monoides. 

• 
Veamos ahora tres isomorfismos básicos más en el estilo de la proposición 

2. 

Proposici6n 4 Para cualquier categoría A, A 1 ~A . 

Demostración 

Identifiquemos primero como son los objetos y los morfismos de A 1 . 

Si f E Ob{A 1 ) entonces f es un funtor f :1 -+A, determinado por la 
imagen del único objeto, • , de 1 . Denotemos entonces / eOb{A 1 ) por 
f =/A si/{•)= A . Por otra parte, si T: /A-+ In es un morfismo en 
A 1 entonces r es una transformación natural que queda definida por su 
única componente r. : A -+ B . 

Definamos entonces .,P : A 1 -+ A mediante 
!/J{/A) =A y !/J{r) =To . 

Entonces, sir: /A-+ /By o: Is -fe son morfismos en A 1 , sucede que 
!/J(Jd¡A) = (Jd¡A)• = [d¡A(•) = JdA = [d.¡,(/A) Y 
!/J(aor)=(aor). =ar.ar. =!/J(a)o!/J(r), 

así, .¡, es un funtor. 
Definamos ahora O : A -+ A 1 por 
O(A) = !A y O{/) = T 

para f : A -+ B morlismo en A y en donde T queda definida por 
To= f. 

Entonces, si f : A -+ B y 9 : B -+ C son morlismos en A, 
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O(IdA) = r con r. = ldA =Id¡•(•) =(Id¡.)., 
con lo que queda probado que 

O(IdA) = ld¡A = ld1(A)• 
Además 

IJ(g o/)= r (con r. = g o/) y 
IJ(g)oO(f)=tfio-y (contf¡. =g y 70 =/), 

por lo que 
(tfio7) 0 =.p. 070 =go/ 

y por lo tanto 
O(g o/) = O(g) o 8(1), 

con lo que concluimos que O es un funtor. 
Finalmente, ea claro que.¡, o O= Id A y O o.¡,= Id Al y entonces 

A1 ~A. 

Proposición 5 Para cualcsqujera categorías A, D y C 

Demostración 

Deftnam0& .¡, : cAx8 .... (c8)A por: si Fe 06(cA•8) entonces 
>/J(F) = Fº : A --+ c8 , 

donde 
Fº(A) : 8--+ C 

ea tal que 
Fº(A)(B) = F((A,B)), Fº(A)(g) = F((Id,.,g)) 

para A E 06(A);B,B' E 06(8) y g: B--+ B' morfismo en 8. 

• 

(Con esto F• queda definido en los objetos, hay que probar que esta es 
una buena definición, es decir, que F•(A) es un funtor de Ben C.) 

Para / : A - A' morfismo en A 
Fº(/): F"(A) --+ Fº(A') 

es la transformación natural definida por 
Fº(/)(B) = F((/, lds)) 

para B E 06(8). 
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(Así, F• queda definido en los morfismos 1 hay que probar que está bien 
definido, es decir, que Fº(/) es una transformación natural.) 

(Con lo anterior ?/> queda definido en los objetos, hay que probar que 
esta es una buena definición, es decir, que p• es un funtor de A en cB .) 

Definamos ahora, para T: F-+ G morfismo en cAxD 1 

?/>(.-)=rº :Fº-+Gº 
la transformación natural definida por 

rº(A)(B) = r(A, B) 
para A E Ob(A) y B E Ob(B). 

(Deb~nios probar que esta es una buena <lclinición, es decir, que T• es 
una transformación natural.) 

(Ya totalmente definido .¡,, también debemos probar que efectivamente 
es un funtor.) 

Definamos ahora ,P : (CA)B ..... cBxA de la siguiente manera: si 
FE Ob((C8 )A) entonces 

,P(F) = F. : A x e ..... e 
donde 

F.((A, B)) = F(A)(B) , F.((f,g)) = F(A')(g) o F(f)(B) 
para (A, B). (A', B') E Ob(A x B) y (/, g) : (A, B) ..... (A', B') morfismci en 
Ax B. 

(Debemos mostrar que la definición de F.((f,g)) tiene sentido.) 
(Debemos probar también que ,P(F) = F. es realmente un funtor, en 

otras palabras, que 4' está bien definido en los objetos.) 

Por último, definamos para f: F :- G morfismo en (CB)A 
,P(r) =f. : F • ..... a. 

donde 
r.((A, B)) = r(A)(B) 

para (A, B) E Ob(A x B) . 

(De esta manera, 4' quedaría definida también en los morfismos, debe
mos probar que esta es una buena definición, es decir, que f. es una 
transformación natural.) 

(Finalmente, para terminar la demostración debemos probar que 4' es 
unfuntoryque ,Po?/J=ldcAxB Y l/Jo,P=Id(CD¡A .) 

a). Probemos que Fº(A) :B -e es un funtor. 
Primero 
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F'(A)(Ids) = F((Id,., lds)) = F(Id(A,B» = ldF((A,B)) = 
[dF•(A)(B), 

además, si g : B - B' y g' : B' _. B" son modismos en B 1 se tiene que 
F'(A)(g' o g) = F((Id,., g' o g)) = F((Id,.,g')) o (Id,.,g)) = 

F((Id,.,g')) o F((Id,.,g)) = F'(A)(g') o F'(A)(g). 
(Hay que notar que se utiliza que F : A x D -~ C es un Cuntor.) Con esto 
hemos probado que Fº(A) es un funtor. 

b). Probemos que F"(/) : F'(A) ..... F'(A') es una transformación 
natural. 

Si g : B _., B' es un morfismo en B entonces el siguiente cuadrado es 
conmutativo 

F((A, B)) = Fº(A)(B) 

F"(A)(1)= 1 F((ld,,1)) 

F((A, B')) = F'(A)(B') 

dado que 

F"(J)(B)=F((I ,Ida)) 

F•(J)(B'):F((I ,Ida•)) 

F"(A')(B) = F((,1', B)) 

F"(A')(1)= 1 F((ld,,,1)) 

F'(A')(B') = F((A', B')) 

F((Id,..,g)) o F((f, Id8 )) = F((Id,.•,g) o(/, Id8 )) = 
F((l,g)) = F((f, Id8 ,) o (Id,.,g)) = F((/, Ids•)) o F((ld,.,g)), 

con lo cual se prueba que F' (/) es una transformación natural. 

e). Probemos que F" : A ..... cD es un funtor. 
Para cualquier B E Ob(B) se tiene que 
F'(ld,.)(B) = F((ldA, lds)) = F(Id(A,B¡) = 

IdF((A,B)) = IdF•(A)(B) = (IdF·(AJ)(B) 
y por lo tanto, ya que tienen las mismas componentes, concluimoo que 

F'(ld,.) = IdF"(A)· 
Además, si/: A -+ A' y f' : A' - A" son morfismos en A, y Bes cualquier 
objeto de B 1 ocurre que 

F"(!' o /)(B) = F((!' o /,lds)) = F((!', Ida) o(/, Idn)) = 
F((I', ld8 )) o F((/, Ida))= F"(f')(B) o F"(f)(B) = 
(F'(/') o F"(/))(B), 

por lo que 
F'(/' o/)= F"(/') o F'(f), 

con lo que hemos probado que F• es un funtor. 

d). Probemos que r• : F· - a· M una. transformación natural. 
Si / : A _, A' es un modismo en A y B E 06(8). entonces, tomando el 

modismo en Ax D, (/, Ids): (A,B) ..... (A', B) , dado que r: F ..... G 
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es una transformación natural, es conmutativo el siguiente cuadrado: 

Fº(A)(B) = F((A, B)) r(A,B)=rº(A)(B) G((A, B)) = G"(A)(B) 

F((/,!da)J= l F"(J)(B) Gº(J)(B)= l G((/,lds)) 

Fº(A')(B) = F((A', B)) r(A',B)=•"(A')(B) G((A
1

, B)) = G"(A')(B) . 

Ahora, dado que esto ocurre para cualquier B E 06(8), entonces es con
mutativo también el cuadrado 

F"(A) 

F"(I) l 
Fº(A') 

T"(A) 
G"(A) l Gº(J) 

Gº(A') , 

con lo cual se prueba que r• es una. transformación natural. 

e). Probemos que r/J : cA•8 -+ (cB¡A es un funtor. 
Para cualesquiera A E 06(A) y BE 06(8) se tiene que 
r/J(ldF)(A)(B) = (ldF)°(A)(B) = (ldF)((A,B)) = 

ldF((A,B)) = IdF"(A)(B) = (ldF"(AJ)(B) = (IdF· )(A)(B) 
y entonces 

r/J(ldF) = ld.¡,(F) · 
Además, si r : F -+ G y u : G -. /1 son morfismos en cAxB, para 
cualesquiera A E 06(A) y BE 06(8) ocurre que 

Y,(cr o r)(A)(B) = (cr o r)"(A)(B) = (cr o r)((A, B)) = 
cr((A, B)) o r((A, B)) = uº(A)(B) o r"(A)(B) = 
if(cr)(A)(B) o Y,(r)(A)(B) = (tfr(cro r))(A)(B), 

con lo que concluimos que 
r/J(cror) = if(cr)otfr(r) 

y por lo tanto, que tfr es un funtor. 

f). Veamos que la definición de F.((f,g)) tiene sentido, esto es, que 
tiene dominio F.((A,B)) y codominio fl'.((A',B')). 
/ : A - A' es un morfismo en A, entonces 

F(f) : F(A) -+ F(A'), 
por lo que 

F(f)(B) : F(A)(B) -+ F(A')(B), 
mientras que 
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F(A'):B-C 
con lo que 

F{A')(g) : F(~)(B) _. PiA')(B'). 
Así, F.((J,g)) = F(A')(g) oF(J)(B) está. bien definido ya que tiene el do
minio y el codominio necesarios. (Nótese también que F(A) es un funtor 
de B en C y que F(J) es una transformación natural.) 

g). Probemos que F.: A X B _.e es un funtor. 
F.(Id(A,Bi) = F.((IdA, Id8 )) = F(A)(Ids) o F(IdA)(B) = 

IdF(A)(B) o (IdE'(A¡)(B) = IdF(A)(B) o IdE'(A)(B) = 
IdE'(A)IB) = IdE'.((A,B))· 

Además, para(/, g) : (A, B) _. (A', B') y (!', g') : (A', B') _. (A", B") 
morfismos en A x B, dado que g : B - B' es un modismo en B, y dado 
que F(J) : F(A') _. F(A") es una transformación natural, se tiene que el 
siguiente cuadrado es conmutativo 

F(A')(B) 

F(A')(1)l 

F(A')(B') 

y en consecuencia 

F(J')(B) 

F(J•)(B') 

F(A")(B) 

lE'(A")(g) 

F(A")(B') , 

i".((J',11') o(!, g)) = F.((J' o J,g' o g)) = 
F(A")(g' o g) o F(f' o J)(B) = 
F(A")(g') o F(A")(g) a (F(J') a F(J))(B) = 
F(A")(g') a F(A")(g) a F(J')(B) a F(f)(B) = 
F(A")(g') o F(f')(B') o F(A')(g) o F(f)(B) = 
F.((J',g'))aF.((J,g)), 

con lo que queda terminada. la demostración de que F. ea un funtor. 

h). Demostremoe que T. : F. -+ G. es una. transformación natural. 
Sea (J, g) : (A, B) _. (A', B') un morfismo en A x B, entonces dado que 
T : F-+ Ges una transformación natural 1 y dado que /es un morfismo en 
A, conmuta el siguiente cuadrado: 

f(A) 
F(A) 

E'(/) l 
F(A') 

- - r(A') 

G(A) 

1 G(/) 

G(A') 

Ademés, f(A') : F(A') _. G(A') es una transformación natural entre fun
tores de Ben C y ges un morfismo en B, con lo cual, el siguiente cuadrado 



es conmutativo: 

F(A')(B) 

l'(A')(1)l 

F(A')(B') 

•(A')(B) 

f(A')(B') 

G(A')(B) l G(A')(I) 

G(A')(B') . 

Asl, de la conmutatividad de los últimos dos cuadrados, se sigue que 
r.((A~, B')) o F.((f,g)) = i'{A')(B') o F(A')(g) o F(l)(B) = 

~(A')(g) o r(A')(B)_o F(f)(B),=:_ _ 
G(A')(g) o (i'(A') o F(f))(B) = G(A')(g) o (G(/) o r(A))(B) = 
cJ(A')(g) o G(/)(B) o r(A)(B) = G.((f,g)) o r.((A, B)) 

y por lo tanto es conmutativo el cuadrado: 

F(A)(B) = F.((A,B)) 

l'.((1,1)) l 
F(A')(B') = F.((A',B')) 

r.((A,B)) 

fo((A',B')) 

G.((A, B)) = G(A)(B) l G.((1,1)) 

G.((A'. B')) = G(A')(B') 

Así, concluimos que r. es una transformación natural. 

i). Probemos que t/J: (cB¡A - cAxB es un funtor. 
Para cualquier (A, B) E Ob(A x B) se tiene que 
t/J(Idp)((A,B)) = (Idp).((A 0B)) = (Idp)(A)(B) = 

(Jdl'(A))(B) = Id.P(A)(B) = Id.P.((A,B)) = 
(Id.r. )((A, B)) = (IdW¡)((A, B)) 

y entonces 
t/J(ldp) = Id•(F) . 
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Además, si i': F - (;y ii: (; - JI son modismos en (CB)A entonces, 
para cualquier (A, B) E Ob(A x B), tenemos que 

t/J(ii o r)((A, B)) = (ii o i').((A, B)) = (ii o r)(A)(B) = 
(ii(A) o r(A))(B) = ii(A)(B) o r(A)(B) = 
ii.((A, B)) o r.((A, B)) = (ii. o r.)((A, B)) = 
(t/J(ii) o t/J(r))((A, B)) 

y entonces 
tfJ(iior) = ,P(ii) ot/J(r). 

Así, hemos demostrado que <P es un funtor. 

j). Demostremos que,¡, o!/¡= IdcAxB y que!/¡ o t/J = IdccB¡A. 

Si F,G e Ob(cAxB¡ y r: F __,Ges un morfismo en cAxB , entonces 
para cualquier (A,B) E Ob(A x B) 
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[(ef> o !J¡)(F)J((A, B)) = ef>(!J¡(F))((A, B)) = (!J¡(F)),((A, B)) = 
(F'),((A,B)) = F'(A)(B) = F((A, B)), 

por lo cual 

y 
(4> o!Ji)(F) = F = /dcAxe(F), 

[(ef> o !J¡)(r)]((A, B)) = ef>(!J¡(r))((A, B)) = (lb(r)),((A, B)) = 
(r'),((A,B)) = r'(A)(B) = r((A,B)), 

por Jo que 
(4> o .,)(r) = r = IdcA.e(r). 

Por lo tanto 
<f>ot/J=ldcA•B. 

Por otra parte, si F, G son dos objetos y f : F - (; es un modismo en 
(CB)A , en~onces para cualesquiera A E Ob(~) y BE Ob(D) 

[(V> o ef>)(F)](A)(B) = V>(ef>(F))(A)(B) = (F.)'(A)(B) = 
F,((A, B)) = F(A)(B), 

por lo cual 
(V> o<f>)(F) = F = /dccB¡A(FJ, 

y 
[(t,h o ef>)(t)J(A)(B) = t/J(ef>(r))(A)(B) = (t.)'(A)(BJ = 

t.((A,B)) = r(A)(B), 
por lo que 

(V>º IJl)(r) = t = JdccD¡A. 
Por Jo tanto 

t/Jo<f>=/dccB A· 
Finalmente, habiendo probado todo lo anterior, concluimos que 

Proposición 6 Para cualeaquiera categorías A, B 1 C 

(A X B)c :!! A e X Be. 

Demos.tración 

• 

Si FE Ob((A X e¡C¡ entonces, para I: e - C' morfismos en e, F(f) 
es de la forma 
(F1(/),F2(/)) : (F1(C),F2(C)) = F(C) -+ (F1(C'),F2(C')) = F(C'). 
Veamos que F1 : C -+ A y F, : C -+ B son funtores. 

Debido a que Fes un funtor, tenemoe que 



(IdF,(c)oldF,(c¡) = ld(Fa(C),F,(C)) = IdF(c) = 
F(Idc) = (F1(Idc),F2(Idc)), 

por lo que 
F1(Idc) = ldF,¡c¡ y F,(Jdc) = IdF,(C)· 

Además, dados / : C .... C' •y g : C' .... C" morfismos en e 

(F1(g) o F1(/),F2(g) o F,(f)) = 
(F1(g),F2(g)) o (F1(/),F2(/)) = F(g) o F(I) = 
F(g o/) = (F1(g o/), F2(g o/)), 

por lo que 
F¡(g o/)= F¡(g) o F1(/) y F2(g o!)= F,(g) o F2(/) 

y por lo tanto, F1 y F, son funtores. 
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Por otra parte, si r : F .... G es un modismo en (A x B)C, dado 
e E Ob(C), Te es de la siguiente forma: 

(r1(C), T2(C)) : F(C) = (F1(C), F,(C)) .... G(C) = (G1(C), G,(C)), 

y entonces, dado un morfismo en e, I : e - C' 1 ya que r es una transfor
mación natural, conmuta el siguiente cuadrado: 

(F1(C), F,(C)) 

(F1 (/),F,(I)) l 
(F1(C'),F2(C1

)) 

(Ta(C),T,(C)) 

(T1(C'),r:1(C1)) 

(G1(C),G2(C)) l (G,(J),C,(/)) 

(G1(C'),G2(C')) . 

Así, de la conmutatividad del cuadro anterior en la primer entrada, se sigue 
que, dado/ : O - C' modismo en C, conmuta el cuadrado 

T¡(C) 
G1(C) l Ga(/) 

G1(C') , 

F11C) 
F,(I) 

F1(C') 
T¡(C1) 

por lo que r1 : F1 -+ G1 es una transformación natural. De manera similar, 
r2 : F2 -+ G2 es también una transformación natural. 

Definamos entonces"': (A X e¡º .... A e X eº de la siguiente forma: 
para FE Ob((A x B)C) 

t/!(F) = (F1, F,), 
y para T: F .... G morfismo en (A X e¡C 

.p(r) = (r1,T2) . 
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De las observaciones anteriores es claro que t/J está bien definida. De
mostraremos ahora que l/J es un funtor. 

Nótese que idF, donde FE Ob((A x B)C), es tal que para CE Ob(C) 
((ldF)1(C),(ldF}>(C)) = (ldF)c = ldF(C) = 

[ d¡F,(C),F,(C)) = (fdF,(C)> ldF,(c¡}, 
por lo que 

(fdF)t = fdF, y (fdF), = fdF,, 
y entonces 

,P(ldF) = (ldF.,ldF,) = Id¡F.,F,) = Id~(F). 
Además, sir: F - G y u: G - H son morfiemos en (A x B)C, para 

CE Ob(C) se tiene que 
((u o r)t(C), (u o r)2(C)) =(u o r)(C) = 

u(C) or(C) = (u1(C),u2(C))o (T1(C), r2(C)) = 
(u1(C) o r1(C), u2(C) o r:.(C)) = ((u1 o r1)(C), (u2 o r:.)(C)), 

por lo que 
(uor)t =111or1 y (uorh =u2or,, 

y entonces 
l/J(uo r) = (u1 o r1, <r2 oT:!) = (u,,u2) o (r1,r2) = ,P(u) o !/J(r). 

Con lo que hemos probado que .¡, es un funtor. 

Definamos ahora"' : A e X 9C - (A X e¡C como 
4i((F1 ,F.))=F', 4i((r,,r.))=r' 

para(F1 , F2) objeto, y (r1,r:.): (F1 .F2)-+ (G1,G2) morfiemoen A C xBC, 
y donde 

F'(C) = (F1(C),F2(C)) 
para CE Ob(C), y 

F'(g) = (F1(g), F,(g)) 
para g: C - C' morfismo en e, 

r'(C) = (r1(C), r2(C)) 
para CE Ob(C). 

(Nótese que Fi.G1 : C - A y F.,G2 : C - B son funtoree, y que 
T1 : F1 - G1 y T2: F2-+ G2 son transformaciones naturales.) 

Probaremos que esta es una buena definición, esto es, que 
F':c·-AxB 

es un funtor y que 
r':F'-G' 

es una transformación natural. 
F'(ldc) = (F1(ldc), F,(ldc)) = (ldF,¡c¡.ldF,(c¡} = 

Id¡F,(C),F,(C)) = ldF'(C) ' 
además, si / : e-+ C' y g : C' - C" son morfismos en C 1 se tiene que 



F'(g o/)= (F1 (g o!), F2(g o/))= 
(F1(g) o F1(!),F2(g) o F2(/)) = 
(F¡(g), F2(g)) o (F1(/), F2(/)) = F'(g) o F'(f) , 

con lo que queda demostrado que F' es un funtor. 
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Ahora, dado que Ti y 'f':l' son transformaciones naturales, se tiene que, 
para cualquier morfismo f : C __.. C' en C, conmutan los cuadrados 

F1r 

ri{C) 

ª'C F2r 

T2(C) 

F,(J) G.(J) F,(J) 

F1(C1
) 

n(C') 
G1(C') F2(C') 

T;¡(C') 

con lo cual es claro que conmuta f'l cuadrado 

F'\C) 
F'(/ll 

F'(C') 

T 1(C) 

T 1(C') 

ª'\ª' l G'(J) 

G'(C') , 

y por lo tanto r' es una transformación natural. 

G2(C) 

la,(!) 
G2(C') 

Ahora demostraremos que ql es un funtor. Si CE Ob(C) entonces 
ql(Idcr.,r,¡)(C) = ql((Idr., Idr,))(C) = 

((Idr,)(C), (idF,)(C)) = (IdF,(C)> IdF,(c¡} = 
Id(F.(C),F,(C)) = IdF'(C) = (ldFt)(C) = (Id;((F.,F,)))(C), 

por lo que 

' 

ql(ld(F.,F,)) = Id;((F.,F,)) . 
Además, si (T¡,T.): (F¡, F2) - (G1,G2) y (u¡,u2): (G1,G,) - (Hi.H.J 
son morfismos en A e X eC' para e E Ob(C),se tiene que 

ql((u¡,u,) o (T¡,T2))(C) = ql((u, o T¡,U2 o T.))(C) = 
((u¡ o T1)(C),(u2 o T,)(C)) = (u1(C) o T1(C),u2(C) o T•(C)) = 
(u1(c),u2(C)) o (T1(C), To(C)) = u'(C) o T'(C) = 
(u' o T1)(C) = (ql((u¡, u,)) o ql((T¡, T.)))(C) 

por lo que 
ql((u1,u2) o (T¡,r,)) = ql((u1,u2))oql((T1,T2)) 

y entonces <Pes un funtor. 
Por último, es claro que ql o !/J = JdcAxB¡C Y que !/J oql = IdACxeC 

con lo que queda terminada la demostración. 
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• 
Ahora haremos mención de como las transformaciones naturales pueden 

componerse con fun to res. 

Definición 2.2 . En la situación 

L F K 
D-A=B-C, 

G 

(donde A, D,C, y D aon categorías y, F,G,L y K son funtores), sir: F--> 
G es una transformación natural, se obtienen dos nuevas transformaciones 
naturales 

Kr:/(F->KG, rL:FL-GL 
definidas por: 

(Kr)A = J<(rA). (rL)o = TL(D) 

para A E Ob(A) y DE Ob(D). 

Veamos que, en efecto, tanto Kr como rL son transformaciones natu· 
rales. 

Si / : A -+A' es un morfismo en A, dado que r es una transformación 
natural, el siguiente cuadrado es conmutativo 

F(A) 

F(/)l 
G(A) l G(/) 

F(A') G(A') , 

por lo cual 
K(G(/)) o K(rA) = K(G(f) o rA) = K(TA• o F(f)) = 

K(rA•) o K(F(f)), 
con lo cual el siguiente cuadrado es conmutativo: 

K(F(A)) 

K(F(/)) l 
K(F(A')) 

K(rA) 
K(G(A)) l K(G(/)) 

K(G(A')) , 
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y por lo tanto [( T es una transformación natural. 
(Nótese que en lo anterior se utilizó que un funtor manda cuadrados con
mutativos en cuadrados conmutativos.) 

Por otra parte, si g : D - D' es un morfismo en D, entonces L(g) : 
L(D) -+ L(D') es un morfismo en A y, dado que Tes una transformación 
natural, conmuta el siguiente cuadrado: 

F(L(D)) 

F(L(g})l 

F(L(D')) 

G(L(D)) 

1G(L(1)) 

G(L(D')) , 

y por lo tanto T L es también una transformación natural. 

Además, si en la definición anterior, H : A - B es otro funtor y • 
O' ·: G - H es otra. transformación natural, se cumplen las siguientes "leyes 
distributivas": 

K(uor)=KcroKT, (cror)L=crLorL, 
lo cual es claro ya que si A E Ob(A) y D E Ob(D) ocurre que 

(K(cro r))A = K((u o T)A) = K(crA o TA)= 

y 
K(<rA) o I<(rA) = (Kcr)A o (Kr)A = (Kcr o Kr)A 

((cr o r)L)D = (cr o T)L(D) = "L(D) o TL(D) = 
(crL)D o(rL)D = (crLorL)D· 

Como hemos mencionado, algunos objetos de interés en Matemáticas 
pueden ser vistos como categorías concretas o como funtores de categorías 
pequeñas en Sets. Nos preguntamos ahora:¿qué categorías pueden ser vis
tas como categorías de funtorcs a Set&? Para dar una respuesta a esta 
pregunta, necesitamos primero otra definición. 

Definici6n 2.3. Si en una categoría A pasa que HomA(A,A') es un con
junto para cualesquiera A, A' E ob(A), se dice que A es localmente pequeña. 

Un propósito de esta definición es describir el siguiente funtor. 
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Ejemplo 2.2 • Si A ea localmente pequeña ~ntonces hay un funtor 
H = HomA : Aop x A - Set• definido por: para un objeto (A, B) de 
AºP X A, 

H((A,B)) = HomA(A,B), 
y para un morfismo (g, h): (A,B)- (A', B') de Aop xA,H((g,h)) manda 
/EHomA(A,B) a ho/ogEHomA(A',B'),eatoes 

HomA :Aop x A 

(A,B) 

(g,h} l 
(A',B') 

Sets 

Hay que recordar que en A 1 g es de la forma A' - A, y con esto, es claro 
que H eat.á bien definido. Veamos ahora que, efectivamente es un funtor. 

H(Id(A,B¡) = H((IdA,lds)) =Ida o() o IdA = 
IduomA(A,BJ = ldu((A,B)) · 

Además, si (g,h): (A,B) - (A',B') y (g',h'): (A',B') - (A",B") son 
modismos en A°' x A, se tiene que para/ E HomA(A,B) 

H((g', h') o (g, h))(/) = H((g' o g, h' oh))(/) = 
[(h' oh) o() o (g o,')](/) = h' oh o/ o g o,. = 
(h'o()og'](ho/og) = [h'o()og1([ho()og)(/)) = 
([h' o() o g1 o (h o() o g))(/) = (H((g', h')) o H((g, h))](/), 

y por lo tanto 
H((g', h') o (g, h)) = H((g', h')) o H((g, h)), 

con lo cual queda probado que H = H om A es un funtor. 

Así, aplicando el isomorfismo.¡, : SetsA'•xA - (SetsA)A'• de la 
proposición 3 de este capítulo, obtenemoe un funtor 

H" = Hom" A: Aop -setsA 
y dualmente un funtor 

Hom• Ao,.: A- SetsAº" 
Veremos después que el último funtor nos permite afirmar que A es iso
morfo a una "sub categoría plena" de SetsA•• 1 en el sentido de la siguiente 
definición. 

Definición 2.4 • Una subcalegoria C de una categoría B es una ca- . 
tegoría C cuyas clases de objetos y ftechas están contenidaa en las clases 
de objetos y Hechas de B respectivamente, y la cual ea cerrada bajo las o-
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peracionee dominio, codominio, identidad y composición. Decimos que C 
es plena·si para cualesquiera dos objetos C, C' de C, ocurrre que: 

Homc(C,C') = Hom8 (C,C'). 

Por ejemplo, un subgrupo propio de un grupo es una subcategoria que 
no es plena, pero la categoría de grupos abelianos es una subcategoría plena 
de la categoría de todos los grupos. 

Las flechas F - G en SetsA º' san· transformaciones naturales, así1 es

cribiremos Nat(F,G) en lugar de Ilom(F,G) en Set.Aº', 

Los objetos de la categoría Sets Aº' son llamados a veces "contrava~ 
riantes" de A en Sets. Entre ellos está el funtor hA = HomA(-,A) con 
A E 06(A) que manda el objeto A' de A en HomA(A',A) y la flecha 
f: A'--+ A" en A a HomA((f,ldA)): HomA((A",A)--+ HomA(A',A). 

Veamos que hA. es, ciertamente, un funtor. Si denotamos nuevamente 
H'= HomA entonces 

hA(ldA>) = H((ldA1,ldA)) = ldA o o o ldA' = 
ldu.,..A (A'.A) = Idh.(A') _ 

y, si / : A' --+ A" y g : A" --+ A son morlismoe en A 
hA(U o/)= H(((g o/), /dA)) = H((g, ldA) o(/, ldA)) = 
H((g,ldA))oH((/,IdA)) =hA(g)ohA(/), 

por lo cual hA es un funtor. 

La siguiente proposición es conocida como Lema de Yoneda. 

Proposición 7 Si A e• localmente pequeña, A ea un objeto de A y F : 
A ºP - Sets es un funtor, entonce& hay una corrupondencia 6iyectiva entre 
Nat(hA,F) y F(A). 

Demostración 

Definimos .p : F(A) --+ N at(hA, F) por: si a E F(A), 
tP(a) : hA --+ F 

es la transformación natural tal que 
<P(a)(B): hA(B) = HomA(B,A)--+ F(B) 

manda g E HomA(B,A) a F(g)(a). (Nótese que Fes contravariante y 
por eso F(g) : F(A)--+ F(B).) 
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Probemos primero que .P{a) es una transformación natural. Si f: B -
B' es un morfismoen AºP, entonces parag E HomA(B,A). fo ges un 
morfismo en A op y así, el siguitmte cuadrado es conmutativo: 

porque 

hA(B) = HomA(B,A) 

hA(Jl=()•l l 
hA(B') = HomA(B',A) 

~(o)(B) 

~o)(B') 

F(B) 

lF(/) 
F(B') , 

(F(J) o .p(a)(B))(g) = F(f)(.P(a)(B)(g)) = F(/)(F(y)(a)) = 
(F(f) o F(g)){a) = F(J o g)(a) = .P(a)(B')(f o g) = 
.P(a)(B')(h,.(!)(g)) = (.P(a)(B') o h,.(f))(g) , 

con lo que queda probado que .P(a) es una transformación natural. 

Definimos también,¡,: Nat(h,.,F)- F(A) como 
"1(r) = TA(/dA)o 

que claramente pertenece a F(A) ya que r,.: HomA(A,A) - F(A). 
Demostraremos ahora que .p y ef• son inversos el uno del otro. 
Sea r E Nat(h,.,F), si BE Oh(AºP) y g: A - Bes un morfismo en 

A ºP entonces es conmutativo el cuadrado 

y ya que Id,. E HomA(A,A), 
(.Po \[>)(r)(B)(g) = .P(t/!(r))(B)(g) = F(g)(,P(r)) = 

F(g)(rA(ldA)) = rs(g) = r(B)(g), 
por lo cual 

(o/> o \l>)(r)(B) = r(B) 
y entonces 

.p o\[> = JdNol(hA.F) • 
Por otra parte, si a E F(a) 

F(A) 

lF(g) 

F(B) 

1"(.P(a)) = (.P(a)(A))(ld,.) = F(Jd,.)(a) = ldF(A)(a) =a 
con lo cual 

,¡,o.p = ldF(A). 
Así,,¡, es una biyección entre Nat(h,., F) y F(A). 
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• 
Para terminar con esta sección veremoe un importante corolario de la 

proposición anterior, para esio1 Veamos primero una definición. 

Definición 2.5 • Se dice que un funtor H : A - B es fiel si las fun
ciones Hom,~.(A,A') - Hom9(H(A),H(A')) que mandan/: A - A' a 
H(/): H(A) - H(A') son inyectivas pli.ra cualesquiera A,A' E Ob(A). Si 
son auprayectivas se dice que H es pleno. 

Corolario 1 Si A es localmente pequeña, el ftmlor de Yoneda 

es fiel, pleno e inyectivo en los objetos. 

Demostración 

Escribiendo H ~ H om• A .. , 1 Hes tal que, para/ : A - A' un morfismo 
en A, 

H(I): H(A) = HomA(-,A) -HomA(-,A') = H(A'), 
donde 

H(l)(B) = HomA0 ,((/,Ida)) = 
HomA((Ida,/)): HomA(B,A) - HomA(B,A'), 

Así, vemos que la función 
</>: F(A) = HomA(A,A1)-> Nal(HomA(-,A),HomA(-,A')) 

definida en la proposición anterior (donde F 'i!!! HomA(-,A'): A-> Sets) 
es tal que para, para/ E HomA(A,A'), 

</>(/): HomA(-,A)-HomA(-,A') 
es la transformación natural que, para BE Ob(Sets) y g E HomA(B,A) 

</>(/)(B)(g) = HomA(-,A')(g)(/) = HomA((g, Id',.))(!)= 
IdA• o /og = /og = /og o Ida= 
HomA((Ida,/))(g) = H(/)(B)(g), 

por lo cual 
</>(/) = H(/), 

es decir, la correspondencia¡._. H(/) es una biyección y por lo tanto H 
es fiel y pleno. 
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Por último 1 para mostrar que /{ es inyectivo en los objetos, supóngase 
que H(A) = H(A'), entonces 

HomA(A,A) = H(A)(A) = H(A')(A) = HomA(A,A'), 
y ya que ldA E HomA(A,A) concluimos que A= A'. 

• 
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FUNTORES ADJUNTOS 

Los 'funtüres adjuntos' son el concP.pto más importante que sirvió para for
mular la Teoría de Categorías. Aquí iniciaremos con uno de los conceptos 
motivadores. 

Definición 3.1 • Un funtor F: A - B entre dos conjuntai preordenados 
A= (A, :5) y B = (B, :5) vistos como categorías es una función F: A - B 
que preserva el orden. Se dice que un fontor G: D - A es adjunto izquierdo 
de F si: 

Va E A Vb E B (F(a) :5 .b ~a :5 G(b)). 

Usualmente se le llama una correspondencia de Galois a un par de funciones 
(F, G) que satisfaga la condición anterior. 

Observación 1 Si F : A - B, y G: B - A forman una corresponden
cia de Galois entonces G o F : A-+ A es una operación de cerradura, esto 
es: 
Va, a' E A 

l)a :5 GF(a). 
2)GFGF(a) :5 GF(a), 
3)a :5 a'=:- GF(a) :5 GF(a'). 
Similarmente, FoG: B-+ D puede ser llamada una operación interior, 

ya que satisface las condiciones duales, esto es: 
Vb,b' E B 

l')FG(b) :5 b, 

39 
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2')FG(b) :5 FGFG(b), 
3')b :5 b' =? FG(b) :5 FG(b'). 

Demostración 

Sean a,a' E A, y 6,6' E B. 
l)Ya que en B , F(a) $ F(a), se sigue por definición que a$ GF(a). 
l')Análogamente, G(b) :5 G(b) =? FG(b) :5 b. 
2)Utilizando l ',haciendo b = F(a), obtenemos que FGF(a) :5 F(a) y por 
lo tanto GFGF(a) :5 GF(a). 
2')Similar a 2 (con a= G(b) y utilizando 1). 
3 13

1)Se siguen de que tanto F corno G preservan el orden. 

• 
En un conjunto preordenado a e! a' si a :5 a' y a' :5 a. (En un con

junto parcialmente ordenado a ~ a' no es otra cosa que a = a', ya que 
vale la antisimetria.) Nótese que de la. observación anterior se sigue que 
GFGF(a) ~ GF(a) y dualmente, FGFG(b) :!! FG(b), para cualesquiera 
a E A, b E B. 

La consecuecia más interesante de una correspondencia de Galois m; la 
siguiente. 

Proposición 8 Dados dos /untares F: A - D 1 G: D - A de una co-. 
'lrespondencia de Galois (F, G), existe uua correspondencia biyccliva entre 
A 0 , el conjunto de las claaes de isomorfismos de elementos 'ceJTados' de 
A, y 8 0 , el conjunto de clases de isomorfismos de elementos 'abiertos' de 
B, donde a E A ea cemJdo si GF(a) :!! a y b E B es abierto si FG(b) e! b. 
El siguiente diagrama ilustra lo antes mencionado y a lo que llamaremos el 
principio de la unidad de los opuestos. 

A. e. ......... r F r ........ . 
A B 

G 

Demostración 



Sea efJ : A 0 - D 0 definida por 
efJ([(a)]) = [F(a)] 
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donde '[ ]'denota la clase de equivalencia. Nótese que si [a] E A 0 entonces 
GF(a) E!! a y así, FGF(a) E!! F(a) y por lo tanto efJ está. bien definida. Es 
claro que para [6] E D0 , 

[6] = efJ(G(6)) 
ya que 

FG(b)E!!6. 
Además 

efJ((a]) = efJ([a1) => F(a) E!! F(a'), 
y por lo t.anto 

a!!! GF(a) !!! GF(a') E!! a' 
con lo cual queda probado que efJ es inyectiva. 

Veamos ahora algunos ejemplos de correspondencias de Galois. 

• 

Ejemplo 3.1 • Tómense A = D = (w,::;) el conjunto de los números 
naturales con el orden usual , y sean F : A - B, G : B - A definidos 
por 

F(O) =O, F(a) = Pa 
0(6) = l{P E P tq p::; b}I 

donde Pa denota al a-ésimo primo y P denota al conjunto de los números 
primos. 

Es claro que tanto F como G preservan el orden y que F(a) ::; 6 <o> 
a ::; G(b). Por lo tanto (F, G) es una correspondencia de Galois o, en otras 
palabras, un par de funtores adjuntos. Ahora1 

y 

A.={nEw 1GF(n)=n}={nEw1 G{p.)=n}= 
{nEw 1 n=n}=w 

D 0 = {n E w J FG(n) = n} = 
{n E w 1 F(l{p E P J p::; n}I) = n} = P, 

por lo tanto, en este ejemplo, la unidad de los opuestos describe una co
rrespondencia biyectiva entre el conjunto de los números naturales y el con
junto de los números primos. 

Ejemplo 3.2 • Dados X, Y conjuntos y una relación binaria R ~X x Y, 
tomamos A = (p(X), ~) el conjunto de subconjuntos de X ordenados por 
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la inclusión, y B = (p(Y), 2) el conjunto de subconjuntos de Y ordenados 
por la inclusión inversa. 

Definamos F : A -+ B y G : B -+ A como 
F(A) = {11 E Y 1 Vz: E A (z:,y) E R} = íl.eA R(z:) , 
G(B) = {z: E X 1 V¡¡ E B (z:,y) E R} = í\en R-1(11). 

Entonces, para A, A' E A y B, B' E B se cumple que 
A e;; A'=> ílreA R(z:) 2 íl.e,1• R(z:) => F(A) 2 F(A') 

y 
B 2 B' => íl,en n-1(y) e;; íl,en• n-1(y) => G(B) e;; G(B') , 

y así, tanto F como G preservan el orden. 
Ahora, si F(A) 2 B, es decir ílreA R(z:) 2 B, entonces dado z E A 

pasa que para toda y E B, z E n- 1(y) (esto debido a que y E B implica que 
y E R(z:) para todo z: E 11, y ya que habíamos tomado z E,\, z E n-1(y)). 
Por lo tanto, 

z E A=> z E í\en n-1(y) = G(B) 
esto es 1 

Ac;;G(B) 
con lo que concluimos que 

F(A) ::J B =>A e;; G(B). 
Recíprocamente, si A e;; G(B), entonces dado b E B, se tiene que para 

toda :i: E A , 6 E R(z:) (esto debido a que z: E ,\ implica :i: E n-1(y) para 
toda y E B, y ya que habíamos tomado 6 E B, (z:,6) E R). Por lo tanto 

F(A);:2B, 
con lo que concluimos finalmente que 

A e;; G(B)~F(A) 2 B. 

En resumen, F y G son un par de funtores adjuntos. Eata situación es 
llamada polaridad y proporciona un isomorfismo entre la retícula completa 
A 0 de aubcoojuntos cerrados de X y la retícula completa B 0 de subcon· 
juntos cerrados de Y . 

Ejemplo 3.3 • En el ejemplo anterior tómese X el conjunto de los pun
tos del plano y Y el conjunto de semiplanos. Definase R e;; X x Y como 
(z:, y) E R si z: E y. Entonces, para cualquier A E p(X), GF(A) es la 
intersección de todos los semiplanos que contienen a A, en otras palabras,el 
convexo generado por A. En este caso, la unidad de los opuestos nos mues· 
tra dos formas equivalentes de describir a un conjunto convexo: con los 
puntos que lo constituyen o con los planos que lo contienen. 
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Ejemplo 3.4 • Si (F, G) es una correspondencia de Galois entre dos con
juntos parcialmente ordenados A y B, S ~ A y S tiene un supremo x, con 
z E A 1 entonces 

(1) Vy ES y S "'• 
(2) V'"' E A [(Vy ES. Y S "'') => "' S "'']. 

Así, de (1) se sigue que 
{1') Vy ES F(y) S F(.,). 

· Además, si existe b E B tal que F(y) S b para cualquier y ES, entonces 
y S G(b) para cualquier y E S y por (2) se tiene que "' S G(b) y por lo 
tanto F("') :5 b. Con lo que hemos vi.ato que 

{2') Vb E B ((Vy ES F(y) S b) => F("') S b] . 
Es decir, F(z) es un supremo en F[S], (F preserva supremos). Análogamente 
G preserva ínfimos. 

Nótese además que si G'(b) = Sup{a E A 1 F(a) S b} entonces 
FG(b) 5,b, 

y por lo tanto 
G(b) S G'(b) . 

Recíprocamente, ya que F(a) S b sii a S G(b), se tiene que G(b) es una 
cota para el conjunto {a E A 1 F(a) S b} y entonces 

G'(b) S G(b) 
y por Jo tanto, 

G(b) = G(b') . 

Ejemplo 3.5 . En el ejemplo 3.2, dado un anillo conmutativo C, tomemos 
X como el conjunto de elementos de C y Y el conjunto de ideales primos de 
C. Definamos R !:; X x Y por (z,y) E R si z E y. Entonces, para cualquier 
A E p(X), GF(A) es la intersección de todos los ideales primos de C que 
contienen a A, así, como sabemos, 

GF(A) = {z E X 1 3n E w tq z" E A}, 
el también llamado radical de A. También es sabido que FG es una o~ 
ración de cerradura en p(Y) que hace a Y un espacio topológico compacto 

llamado el e•pectro de C. (Para mayor información consultar 4.) Aquí la 
unidad de los opuestos describe una biyección entre los subespacios cerra
dos del espectro y los ideales que son iguales a su radical. 

Ejemplo 3.6 • Tómese A=B el conjunto preordenado de fórmulas del 
cálculo proposicional (A :5 A' sii A => A'). Para una fórmula fija C, 
defínanse F : A -+ B y G : B -> A por: para cualquier fórmula A , 

F(A)=(CAA) y G(A)=(C=>A). 
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Entonces 1debido a que 
P(A) $ B ~(CA A => B) ~(A=> (C => B)) ~A$ G(B) , 

F y G son un par de funtores adjuntos. 
Ahora, como 

A E A. ~ (A E (C => (CA A))) 
y 

BE 8 0 ~(BE (C /\ (C => 8))) , 
si Ces verdadera , la unidad de los opuestos nos proporciona una biyección 
entre A y B ya que cualquier proposición sería abierta y cerrada¡ por otra 
parte, si Ces falsa, la unidad de los opuestos nos proporciona una biyección 
entre las proposiciones verdaderas y las falsas. 

Ahora generalizaremos la noción de funtor adjunto para conjuntos prc
ordenados a funtores adjuntos para categorías arbitrarias. Para esto cam
biaremos nuestra notación a la que usan Ja mayoría de los categoristas y 
reemplazaremos la letra G por la letra U. ('U' es por 'undcrlying' y / F' 
por 'free'.) 

Definición 3.2 . Una adjunticidad entre categorías A y D es una tétrada 
(P, U, q, e) donde 

F:A-B y U:B-A 
son funtores, 

q:IdA ..... uP y e:PU ..... /de 
son transformaciones naturales de tal modo que 

UeoqU = Idu y ePoPq= /dp. 

Se dice que U es adjunto derecho de Fo que P es adjunto izquierdo de 
U, mientras que a '1 y a ése les llama adjunciones. 

Antes de ir a los ejemplos, daremos otra definición que nos llevará a un 
concepto equivalente. 

Definición 3.3 • Una solución (P, q, *) al problema del mapeo univer
sal para un funtor U : B ..... A está dada por: para cualquier objeto A 
de A existen un objeto P(A) en B y un morfismo q,; : A ..... U F(A) e.n 
A, de tal forma que, para cualquier objeto B en B y cualquier morfismo 
f: A ..... U(B) en A, existe un único morlismo f" : P(A) ..... Ben B tal que 



U(f') o 'IA =/,es decir: 

es conmutativo. 

'-,.U(!") 

·¡ U(B) 
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F(A) 

B 

J;<jemplo 3. 7 . Sea B la categoría de los monoides, A la categoría de los 
conjuntos, es decir, B=Mon, A=Sets. Sea U : B - ·A el funtor que 
olvida. Se define 

F(A) = {a1a2a3 ... a,, 1 n E w,a, E A}, 
y 

o : F(A) x F(A) - F(A) 
por 

(a,a,. .. a.) o (6162 ... bm) = (a1a2 ... a.b1b2 ... bm). 
Es claro que si definimos 1 como la sucesión vacía. de elementos de A, 
(F(A), o, 1) es un monoide. 

Definamos también 'IA : A- U F(A) como la función inclusión (es decir 
'IA(a) =a). 

Para un morfismo en A, f : A - U(B), definase f' : F(A) - B 
como f'(a1 ... a.) = /(a1) ... /(a.), es claro que f' es un morfismo en By 
que conmuta el triángulo 

UF(A)=F(A) 

·=·A T '-,. U(J"J=r 

A I U(B)=B ' 

además, si J: F(A) - Bes un morfismo en B tal que conmuta el triángulo 

UF(A) 

·=·A T '-,. U(fl=f 

A 
1 

U(ll) = B , 

debe pasar que para a e A 
f(a) = f(a), 

y por lo tanto 
f(a, ... a.) = f(at) .. .f(an) = /(a1) ... /(an) = f'(a, ... a.). 
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Así, ¡• es única. 

Concluimos finalmente que (F, q, •) ea una aolución al problema del 
mapeo uniwrsal para el funtor U. 

Ejemplo 3.8 • Sean A=Ab la categoría de grupos abelianos, B su sub
categoría de grupos abelianos libres de torsión y U : B -+ A el funtor 
inclusión. Para A e A definase 

F(A) = Afr(A)o 
con T(A) el subgrupo de torsión de A. Definamos también 

qA ="': A-UF(A) = A/r(A)o 
donde 

.. (a)= ii. 

Entonces, dado f: A-+ U(B), un morfismo en A, se tiene que conmuta 

T(A) A A/r(A) = U F(A) 

l1 
B=U(B) 

y por lo tanto existe un único¡•: A/T(A.l - B tal que conmuta el diagrama 

T(A) Af-rr,11 

./ r 

así, existe un único¡• : F(A) -+ B tal que conmuta el triángulo 

UF(A) = A/T(A) 

·=·· T 
A 

'\, U(f")=/" 

I U(B)=B 

Nuevamente, concluimos que (F,711 •)es una solución al pro-
blema del mapeo universal para el íuntor U. 

Con las siguientes proposiciones observaremos que los conceptos de ad
junticidad y de solución al problema del mapeo universal son equivalentes. 
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Proposición 9 Dadas dos categorías A y B y una adjunticidad 
(F1 U, r¡1 e), existe una solución al problema del mapeo universal para U : 
B-A. 

Demostración 

Sea;\ un objeto de A, es claro F(A) es un objeto de D y que l/A : A -
U F(A) es un morfismo en A. Ahora, sea 8 un objeto de D y f : A - U(B) 
un morfismo en A. 
Nuestro objetivo es probar que existe un único morfismo ¡· : F(A) - B 
en B de tal forma que hace conmutativo el triángulo: 

UF(A) 

•• T '-.U(/") 

A 
1 

U(B) 

Proponemos /" = ta o F(f). Entonces 
U(/") o 'IA = U(ea o F(f)) o 'IA = U(to) o u F(f) o 1/A = 

U(ea) o 'IU(Bl of = (Ut o r¡U)a of = lducai o f = f, 
donde la tercera igualdad se sigue de que q : I dA - UF es una trans
formación natural y por lo tanto, para f : A - U(B), es conmutativo el 
cuadrado 

A 

/1 
U(B) 

.. 
'1U(B) 

UF(A) 

lUF(f) 
UFU(B) , 

y la cuarta igualdad se sigue de la hipótesis de que (F, U, r¡, <) es una ad
junticidad. 

Así, queda probada la existencia del morfismo /". 

Para terminar la demostración, supóngase que i : F(A) - B es un 
modismo en B. Entonces, dado que€ : FU - Ida es una transformación 
natural, se tiene que conmuta el cuadrado 
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FUF(A) 

FU(f)l 

FU(B} 

rl'(A) 

'º 

Así, si f satisface que U(/) o 'IA = f entonces dado que (F, U,.,, e) es una 
adjunticidad se tiene que 

/" = EB o F(f)_ = EB o F(U(j) o 'IA) = 
•_B o FU(!) o F('IA) = I o ÓF(A)_º F('IA) = 
/o (eF o F'l)A =fo ldF(A) =f. 

con lo cunl queda probada la unicidad de f". 

• 
Proposición 10 Dada una solución (F, .,, •) al problema del mapeo uni
v~rsal para un /unfor U : B - A, existe una adjunticidad (F, U, 1]1 e). 

Demostración 

a). Para un morfismo h : A - A' en A, definase 

F(/a) = ('IA' oh)' : F(A) - F(A') 

donde (1JA' o hr es el único morfismo en B tal que conmuta el triángulo 

UF(A) 

•• T '-. U((•··•h)') 

A - UF(A') 
f1AIOh 

Veamos que F: A - Bes un funtor. 

1). Nótese que IdF(A) : F(A) - F(A) es un morfismo en B tal que el 
· siguiente triángulo es conmutativo: 

UF(A) 

•• T 
A 

'-. U(ldp¡A¡) 

- UF(A) 
f1AOldA 

Así, por ser F(ldA) el único morfismo que hace conmutativo el triángulo 
anterior, tenemos que 
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n). Sean A_é_.A12...A" dos morfismos en A, entonces F(h) : F(A) -
F(A') es el único morfismo en B tal que conmuta el triángulo 

UF(A) 

"'T '..,, UF(h) 

- UF(A') ,,,,_,oh 
A 

o, visto desde otra perspectiva, conmuta el siguiente cuadrado: ... 

.... 

UF(A) 

lUF(h) 

UF(A') • 

Análogamente, F(k) es el único morfismo en B tal que conmuta el siguiente 
cuadrado: 

·l 
A" 

Por lo tanto 

.... 
UF(A') 

lUF(k) 

UF(A") 

U(F(k)oF(h))o'IA = UF(k)oUF(/1)01/A = 
u F(k) o 1/A' oh = 1/A" o k oh. 

con lo cual es conmutativo el siguiente triángulo: 

UF(A) 

•• T "'U(F(k)•F(h)) 

A - UF(A") 
'1Auolcoh 

Por otra parte, dado que F(l:oh) es el único morfismo que hace conmutativo 
el triángulo anterior, se tiene que 

F(k oh)= F(k) o F(h), 
con lo cual concluimos que Fes un funtor. 

b ). Sea h : A - A' un morfismo en A, entonces es claro de la definición 
de F(h) , que conmuta el siguiente cuadrado: 
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A 

·l 
A' 

3. FUNTOR.ES ADJUNTOS 

UF(A) 

lUF(h) 

UF(A') . 

Por lo tanto '1 : Id A -+ UF es una transformación natural. 

e). Definimos e : FU-+ I dB como 
éB = (Idu(BJ)" 

para B un objeto de B. Es claro que & está bien definida, veamos que es 
una transformación natural. 

Si k : B -+ B' es un morflsmo en B 1 entonces por definición de &81 
conmuta el diagrama. 

UFU(B) 

fJU(B) T 
U(B) 

uvil 
U(B') 

'\. U(<o) 

~ U(B) 

/u(k) 

y en consecuecia conmuta el triángulo 

UFU(B) 

fJU(B) T "- U(>)oU(<a) 

U(B) ü(.j U(B') , 

con lo cual se concluye que 
le o éB = (U(k))". 

Por otra parte, del hecho de que r¡ : Id A -+ UF sea una transformación 
natural y de la definición de &n1 1 se tiene la conmutatividad del siguiente 
diagrama 

UFU(B) u~>¡ UFU(B') 

fJU(B) T fJU(B'J T 
U(B) ü(.j U(B') 

y por lo tanto 
(U(k))" =es• o FU(k). 

'\. U(<s•) 

--+ U(B') , 
fdu(o'> 
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Así, para k : B - B' morfismo en D, el siguiente cuadrado es conmu
tativo: 

ya que 

FU(B) 

FU(i) l 
FU(B') 

en• o FU(k) = (U(k))º = k oeu. 

Í· 
B' 

'o' 

Así, hemos probado que e es una transformación natural. 

d). Por definición de es , conmuta el triángulo 

UFU(B) 

'1U(S) T '\, U(<o) 

U(B) - U(B) 
ldu(o) 

Por lo tanto, para cada objeto B de B se tiene que 
(Uc o r¡U)n = U(cs)o'IU(B) = ldu(B) = (Idu)n , 

con lo que hemos demostrado que 
Ucor¡U=Idu 

e). Como ya habíamos hecho notar, para un objeto A de A, se tiene 
que 

ldF(A) = F(/dA) = (IdA o 'IA)º = 'IAº· 
Por otra parte, ya que '1 es una transformación natural, conmuta el si
guiente diagrama 

UF(A) u~¡ UFUF(A) 

~A T 'IU,(A)T 

A -> UF(A) .A 
con lo cual también se tiene que 

('IA)• = (IduF(A)lº o F(r¡A)· 

'\, U((ldur(A))º) 

- UF(A) , 
JdUF'(A) 

En resumen, para cada objeto A de A se tiene que 
(<Fo Fr¡)A = ºF(Al o F(r¡A) = (lduF(A¡)º o F(r¡A) = 

('IA)° = JdF(A) = (JdF)A, 
y por lo tanto 

cFoFr¡=ldp. 
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Así, queda completa la demostración de que (F, U,<, r¡) es una adjunti
cidad. 

• 
Podemos enunciar las últimas dos proposiciones en un teorema . 

Teorema 1 Dadas dos categorías A y B, hay una correspondencia uno.a
uno entre los adjunticidadcs (F,U,r¡,<-) y soluciones (F,r¡,•) del pro
blema del mapeo universal paro U : D - A. 

• 
En vista de el teorema anterior, los ejemplos 3. 7 y 3.8 son ejemplos de 

funtores adjuntos . Mostraremos algunos ejemplos más tarde, por ahora 
pasaremos a otro nuevo concepto que nuevamente tendrá relación con los 
anteriores. 

Proposición 11 Una adjunticidad (F, U, r¡, <) entre categorías localmente 
pequeñas A y B propon:iona un 'isomorfismo natural' 

,¡,: HomA(-,U(-))- Homn(F(-),-) 
entre Juntares de A ºP x B en Sets. {Donde isomorfismo natural se le llama 
a una transformación natural cuyas componentes son biyectivas.) 

Demostración 

Sea (F, r¡, •)la solución al problema del mapeo universal proporcionada 
por (F, U,r¡,<). 

Definimos 
,P: HomAh U(-)) - Homo(F(-), -) 

de la siguiente forma: dada (A,B) E AºP x B, 
i/J(A,B) : H omA (A, U(B)) - H omn(F(A), B) 

es tal que 
i/J(A,n¡(/) = f" • 

Es claro que Y, está bien definida. Nuestro objetivo es demostrar que t/J es 
una transformación natural y que sus componentes son biyectivas. 
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a). Es obvio que para g : F(A) - B conmuta el triángulo 

'.. U(g) 

U(~• U(B) , 

y por lo tanto 
g = (g O q,1)" = i/J(A,D)(g O 1/A) 

con lo que hemos probado que tiJ(A,B) es suprayectiva. 

b). Supóng~equef,f E HomA(A. U(B)) y que,P(A,DJ(fl = V'(A,DJ(Í), 
entonces ¡• = ¡• y, dado que conmutan los siguientes triángulos: 

se tiene que 

'-,,U(/") 

J U(B) 

J = U(f") º ,,,. = u(f•) º 1/A = J, 
con lo que hemos probado que 1/J(A,D) es inyectiva. 

e). Veamos ahora que l/; es una transformación natural. 
Sea (f,g) : (A, B) - (A', B') un morfismo en A"P x D. Sabemos que 
'1 : Id A -+ UF es un transformación natural y por lo tanto el siguiente 
diagrama es conmutativo para k: A-+ U(B) 

U F(A) V!:!!l U F(A) 

••· T .,. T '.. U(kº) 

A' A 
I 

• U(B) 
U(g) 

U(B') , 

lo que afirma que 
(U(g)okof)• =gok• oF(f). 

Así 1 el siguiente cuadrado es conmutativo: 

HomA(A,U(B)) 

lU(g)o()o/ 

HomA(A',U(B')) 

1J.'(.A,D) 

1J.o(,t.',H1 ) 

lloma(F(A), B) 

l••OoF(/l 

llomn(F(A'), B') , 

y por lo tanto t/J es una transformación natural. 
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• 
Proposici6n 12 Si A y B son dos categorías localmente pequeñas, un iso
morfismo nalural !/!: Hom,¡..(-, U(-)) - Home(F(-), -) entre funtores 
de A •P X B en Sets proporciona una adjunlicidad {F, U, 71, <) . 

Demostración 

Lo que haremos para probar csta·afirmación, será construir, a partir 
del isomorfismo natural .¡,, una solución (1'~ r¡, •) al problema del mapeo 
universal para U : B - A . 

Primero, definimos para A E Ob(A) 
IJA: A-UF(A) 

de tal forma que 
!/i(A,F(A))('IA) = /dF(A) 

lo cual es válido ya que f¡A,F(A)) es biyectiva. 
También definimos, para f : A - U(B) 
/" :F(A)-B 

donde 

VicA,BJ(fl = r. 
Veamos entonces que con estas definiciones, (F, 17, •) es una solución al 

problema del mapco universal para U : B - A . 

Para un morfismo (JdA,f"): (A, F(A)) - (A, B) en AºP x B, dado que 
.p es una transformación natural1 conmuta el cuadrado 

HomA(A,UF(A)) 

1 U(/")o() 

HomA(A,U(B)) 

l/l(it,F(A}) 

"'<"·ª' 

H om9(F(A), F(A)) 

lr•O 
Homa(F(A),B) 

Utilizando esto y que 1/A E HomA(A, U F(A)) se tiene que 

r = r º 1dF(A) = r º VicA,F(A11<11"l = 
!/i(A,BJ(U{f') o IJA), 

y entonces1 como tlJ(A,B) es biyectiva, concluimos que 
U(f")OIJA =!' 
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es decir, conmuta. el siguiente triángulo 

UF(A) 

OA T '\. U(J") 

A J U(B) 

Para terminar veamoo la unicidad de /". Si g : F(A) - B es tal que 
conmuta el triángulo 

UF(A) 

OA T 
A 

'\, U(g) 

J U(B) 

dado que .PcA,B) es biyectiva y que U(•/ocA,B)(g)) o q,i = g tenemos que 
.¡.-t(A,B)Ü =U() o qA. 

En resumen, 
U(g) º qA = / =- .¡.-

1
,A,s>(g) = .p- 1 '"·ª><r> =- r = g 

• 
Asi1 las últimas dos proposiciones las enunciamos juntas de la manera 

siguiente. 

Teorema 2 Para cualesquiera dos categorías localmente peque1ías A y B, 
existe una correspondencia uno-a-uno entre las adjuticidadu (F, U, 1¡1 e) y 
los isomorfismos naturales.¡. de HomA(-, U(-)) en Homn(F(-), -) Jun
tares de la categoría A ºP x B en Sets. 

• 
Utilizando el teorema anterior y el ejemplo 3.6, existe una biyección 

entre las pruebas C /\A 1- B y A 1- C => B . Este y otros puntos de vista 
debidos a Lawvere 1 pueden ser resumidos en otro eslogan. 

ESLOGAN IV. Muchos conceptos importantes en /as matemáticas provienen 
de la idea de adjunto izquierdo o derecho, d~ /11ntores ya conocidos. 

Enunciaremos ahora dos propiedades importantes de los funtores adjun
tos. 
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Propoaicióo 13 Un junior F entre categoría• localmente pequeñas A y 8 
determina .su adjunto de manera única ez:cepto por i.somorfismo natural. 

Demoslrac:ión 

Sea F : A - B un funtor y U, U' : B - A adjuntos derechos de F, 
entonces por el teorema anterior1 existe un isomorfismo natural 

T: HomA(-,U(-)) - HomA(-, U'(-)). 
(Queremos exhibir un isomorfismo natural rJ;: U - U'.) 

Definimos para B en los objetos d~ B 
.Ps = Tcucs¡,s¡(lducs¡}: U(B) - U'(B). 

Es claro que esta definición tiene sentido. 
Para probar que 1/1 es una transformación natural tómese g : B - B' un 

morfismo en B 1 considerense ahora los morfismos en AªP x B , (Idu(B)i9) 
y (U(g), ldso) . Entonces, dado que T es una transformación natural 
conmutan los cuadrados 

HomA(U(B),U(B)) 

luc1J•O 

HomA(U(B),U(B')) 

f o•u(1) 

HornA(U(B'), U(B')) 

T(U(B),B) 

[[ 

T(V(D1),D 1) 

llomA (U(B),U'(B)) 

1U'C1l•O 

JlomA (U(B), U'(B')) 

f oou(1l 

HomA(U(B'),U'(B')) 

Tomando ahora que ldu(B) E HomA(U(B),U(B)) y que les conmutativo, 
tenemos que 

Ycucsi,s•¡(U(g)) = U'(g) o t/Jn . 
Por otra parte, del hecho que ll sea conmutativo y dado que l ducs•¡ E 
HomA(U(B'),U(B')) tenemos que 

Tcucs¡,s•¡(U(g)) = .Ps• o U(g). 
Por lo tanto el siguiente cuadrado es conmutativo: 

U(B) 

U(1) 1 
U(B') 

"'ª' 

ª'18) 
U'(g) 

U'(B') , 

con lo cual queda demostrado que 1" es una transformación natural. 
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Finalmente debemos demostrar que .Ps es una biyección para cualquier 
BeOb(B). 

Es claro checar que, al igual que definimos t/Jn = T(U(BJ.B)(Iducs¡) y 
se probó que t/J es una transformación natural, podemos definir q, : U' - U 
como 

.Pn = (T(U'(B).B))- 1(/du'(D)) 
y .¡, es también un isomorfismo natural. (Es fácil verificar que si a : 11 - I 
es un isomorfismo natural, donde H 1 l : C = D son funtores, entonces 
cr- 1 : I - 11 definida por (a- 1 )o = (ao)- 1 es también un isomorfismo 
natural.) . 

Demostraremos que q,8 es inverso de t/Js, con lo cual quedará terminada 
la demostración. 

Tomemos los morfismos en A op X e 
(t/Jn,lds): (U'(B),B) -(U(B),B) y 
(</>s,Idn): (U(B).B)-(U'(B),B). 

entonces son conmutativos los siguientes cuadrados; 

llomA(U'(B). U(B)) 

ºº"'ª l 
HomA(U(B),U(B)) 

O•~D l 
HomA(U'(B), U(B)) 

T(U'{B),B) 

III 

T(U{D),D) 

IV 

T(U 1(B),B) 

Así, de la conmutatividad de lll y ya que </>a E llomA(U'(B),U(B)) se 
sigue de la definición de </>n que 

t/Jn = Idu•(D) o t/Jn =(()o t/Jo)(Idu'(n)) = 
(()o t/Jn)(Tcu•cn¡,n¡(</>s)) = Tcucni,o¡(</>o o t/Jn)· 

Como T(U(B),B) es inyectiva y como también se tiene que por definición 
t/Jn = Tcucn¡,n¡(/ducn¡) 

concluimos que 
.Pn o .Po = Iducn¡. 
Por otra parte, de la conmutatividad de IV y del hecho que I ducn) E 

llomA(U(B),U(B)), se tiene de manera análoga que 
t/Jn o t/>n = Idu'(B)· 

• 
Proposición 14 Si (U, F) y (U', F') son dos pares de funtores adjuntos 
con 
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u• u e<==== e==== A , 
F' F 

donde A,B J C aon localmente pequeña•, entoncea (UU',F'F) ••también 
un par de /unto,..• adjwnloa. 

Demostración 

Por hipótesis sabemos que existen isomorfismos naturales 
.p: Homg(F(-),-) - llomA(-,U(-)), 
,¡,: Ifomc(F'(-),-) - Home(-, U'(-)). 

(Nuestro objetivo es probar que existe un isomorfismo natural 
'l': Homc(F'F(-), -) - IfomA(-,UU'(-)) .) 

Sea (/,g): (A,C) - (A',C') un morfismo en A" x C, entonces, dado 
que 

(F(f),g): (F(A),C)-+ (F(A'),C') y 
(/, U'(g)): (A,U'(C))-+ (A',U'(C')) 

son morflsmoa en e• X e y A., )( B respectivamente, se sigue que los 
siguientes cuadradoe BOD conmutativos: 

Homc(F'F(A),C) 

l'°()oF'F(/) 

Ifomc(F'F(A'),C') 
11(,.(A'J,C') 

tJl(A,U11C)) 
Ifome(F(A),U'(C)) 

l U'(1)0()0F(/) 

Home(F(A'),U'(C')) ----
"'<"',u'<c'» 

II 

Homg(F(A), Ú'(C)) 

l U'(1)0()0F(/) 

H omg(F(A'), U'(C')) 

IfomA(A,UU'(C)) 

l UU'(1)0()0/ 

HomA(A',UU'(C')) 

Definiendo entonces, para (A,C) objeto de AºP >C 8, 
'l'(A,C) = tP(A,U'(C)) O 4'(F(A),C)o 

de la conmutatividad de 1 y 11, se sigue que conmuta el siguiente cuadrado: 

Homc(F'F(A),C) 

l••O•F'FC/) 

Homc(F'F(A'),C') 

T(A,C) 
HomA(A,UU'(C)) 

l UU'(1)0()0/) 

IfomA(A',UU'(C')) , 
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con lo que hemos demostrado que T es una transformación natural. 
Además, para cualquier (A,C) e Ob(Aº' x B), T(A,c) es composición 

de biyecciones y por lo tanto biyección, con lo que T es un isomorfismo 
natural. 

• 
Veamos ahora, dos ejemplos más de adjunticidades. 

!tiemplo 3.9 . Sean A=B=Sets, C un conjunto fijo y F, G los fun
tores definidos en el ejemplo 1.17 . Veamos que ( F, G) es una pareja 
de funtores adjuntos. Para esto, definiremos un isomorfismo natural 1/J : 
Hom(F(-), -) -> Hom(-,G(-)). 

Definase, para (A, B) E A ºP x B 
!/J(A,B) : H om(A x C, B) -> H om(A, Bª) 

por 

tP(A,B¡(f) : A 

a !/J(A,B¡(/)(a) , 

donde 
.P(A,B)(f)(a)(c) = f(a, e). 

Es claro que tP(A,B) está bien definida. Además: 
f,g E Hom(A X e, B) /\ tP(A,B¡(/) = "'(A,B)(g) => 

Va E A tP(A,B)(f)(a) = tP(A,B¡(g)(a) => 
Va E A, Ve E C f(a, e) = !/J(A,B)(f)(a)(c) = 
tP(A,B)(g)(a)(c) = g(a)(c) => f = g, 

y así, se sigue que TfJ(A,B) es inyectiva. 

Por otra parte, para 1: : A ..... Bª' definiendo k : A X e ..... B tal 
que k(a, e) = l:(a)(c), es claro que !/J(A,B)(k) = k. Por lo tanto .P(A,B) es 
también suprayectiva. 

Por último veamos que tP es una transformación natural. 
Sea (f,g): (A,B)-> (A',B') un morfismo en A" x B, debemos probar la 
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conmutatividad de el siguiente cuadrado: 

Hom(A x C,B) 

lg•()o(/,Idc) 

Hom(A' x C,B') 

!Ji(A,D) 

!Ji(A1,D1) 

3. FUNTORES ADJUNTOS 

Ilom(A,Bc¡ 

l[.g•OJ•O•/ 
Hom(A',(B')c) , 

esto es, si k E llom(A X e, B) debemos probar que 
g o tP(A,o¡(k) o f = l/JcA'.B'J o g o k o (!, Idc ). 

Sea a' E A', e E C entonces 
(g o >P(A,BJ(k) o /](a')(c) = g(.P(A,BJ(k)[J(a')(c)J] = 

g(k(J(a'),c)] = (g o k o(/, Idc )](a', e)= 
[J/•(A'.B') o g o k o(/, Idc)](a')(c). 

Por lo tanto, 1 es conmutativo, con lo cual hemos demostrado que l/J es 
una transformación natural. 

Ejemplo 3.10. Sean A=Scts, B=CHt y U : D - A el funtor que ol,·ida. 
Definase para A E Ob(A) la categoría F(A) de la siguiente forma: 

Ob(F(A)) =A 
y, para a 1 a' E A , si a = a' éntonces 

Hom8 (a,a') ={Id,). 
y si a f:. a' entonces 

Home(a,a') = 0. 

Definase también 
'1A=IdA:A-UF(A) 

y, dada f : A - U( B) una flecha en A, 
!° :F(A)-B 

como 
f"(a) =/(a) y f"(Id0 ) =Id¡(•)· 

Con las definiciones anteriores, es claro que conmuta el siguiente triángulo: 

UF(A) 

•• T 
A 

',. ucri 

J U(B) 

Recíprocamente, si g : F(A) - B hace conmutativo el triángulo 



"\, U(g) 

I U(B)' 
entonces 

g(a) = U(g)(a) = U(g)(a) o ldA = U(g)(a) o 1/A = f(a), 
y análogamente 

g(Ido) = f(l dA) . 
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Con lo cual se ha probado la unicidad de r y por lo tanto que (F, r¡, •) 
es una so1ución al problema del rna~o universal para U y, en virtud del 
teorema l , U tiene un adjunto izquierdo. 

Para finalizar éste capítuJ01 extenderemos la 'unidad de los opuestos' a 
categorías generales. Extendamos primero la noción de 'equivalencia'. 

Definición 3.4 • Decimos que una ajunticidad (F, U, 'I• E) es una equiva
lencia adjunta si r¡ y E son isomorfismos naturales. 

Una generalización de la anterior definición es la siguiente. 

Definición 3.5 • Una equivalencia entre categorías A y B está dada por 
un par de funtores F: A - By G: B - A tales que UF:!! IdA y 
FU:!! lde. 

Veamos que efectivamente, cualquier equivalencia proporciona una equi
valencia adjunta. 

Proposición 15 Dada una equivalencia entre categorías A y B con 

F A====B 
G 

Juntares y, con los isomorfismos naturales 
r¡:IdA-uF, <:FU-Ide' 

se obtiene una equivalencia adjunta (F, U, 1]1 E). 
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Demostración 

Definimos€: FU--+ Idn por: para cuaquicr objeto B de B, 
E:n = lu o F((U(tu) o 'lU(DJ)-1) = 

ln o F((11uca¡}- 1 o U((ln)- 1)), 

la cual es un buena definición dado que se tiene la composición 

U(B) Ul(ca)-'l UFU(JJ)-<-•u_<_•i_>-_'-U(B) , 

y por lo tanto la composición 

FU(B)F_<_<•_u,_ .. _, >_-·_.u_c_cc_._>-_'_» FU(B)--'-º--B . 

Demostremos primero que€ es una transformación ní\tural. Sea g : B -
B' un morf\smo en D. Ahora, del hecho que t, ,,- 1 y g- 1 sean transfor~ 
maciones naturales se sigue que son ronmutativos lo :;;iguient~s cuadr<u.Ios: 

FU(B) 

FU(g) l 
FU(B') 

re (r1ute1)- 1 

B UFU(B) 

1· L'FL'l•)l 
B' UFU(B') '•' 

·i 
B' 

Así, 

(lsJ- 1 

FU(B) 

lFU(g) 

FU(B') 

g o"ª= g o tn o F((11ucn¡)- 1 ) o FU((ta ¡- 1
) = 

tn• o FU(g) o F(('7uc8 Jl- 1) o FU((i:a)- 1) = 
tn• o F(U(g)o (11u¡ 8 ¡)-1) o FU((ln)- 1) = 
'ª'o F((11ucn·¡)-1 o u FU(g)) o FU((ln)-1

) = 
tn• o F((l'/u(B'J)- 1) o FU FU(g) o FU((la)- 1 ) = 
ta• o F((l'/u(D'J)- 1

) o FU(FU(g) o (t8 )-
1

) = 
tn• o F((l'/U(B'))- 1) o FU((ta>)- 1 o g) = 
ln• o F((r¡u(B'¡)- 1 ) o FU((t u.J- 1) o FU(g) = <11• o FU(g). 

con lo cual hemos demostrado que es conmuta! h•o el cuadrado 

FU(B) 

FU(g) l 
FU(B') 

,,, 

'•' 

JJ 

1· 
B' 
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y por lo tanto e es una transformación natural. 

Para terminar la demostración 1 bastará probar que Ue o t]U = Idu y 
que e:F o F1J = ldp . 

Primero, del hecho que f1 sea una tmnsformación natural y que para 
cualquier B E Ob(B) 

U((eBJ- 1
): U(B)-UFU(B), (TJU(BJ)- 1 : UFU(B)-U(B) 

sean morfismos en A, se sigue que conmutan los siguientes cuadrados: 

U(B) 

U((co¡-•¡ l 
UFU(B) 

UFU(B) 

(•u101l-
1 l 

U(B) 

'1U(B) 

'IUFU(B) 

11UFU(B) 

'IU{B) 

Así, para cualquier B E Ob(B) pasa que 

UFU(B) l UFU((ro¡-•¡ 

UFUFU(B) 

UFUFU(B) l UF((ou1s1l-
1
l 

UFU(B) 

(Ue:o 1/U)s = U(e:B) o 1/U(B) = 
U(<B o F((1JucB¡)- 1 oU(íts)- 1)))o1/U(BJ = 
U(<8 ) o U F((r1Uc8 ¡)- 1) o U FU((i!B)- 1) o 1/U)Bl = 
U(ifB) o U F((T/ucn¡)- 1

) o 1/UFU(B) o U((i!n)- ) = 
U(<n) o 1/U(B) o (TJucn¡}- 1 o U((i!n)- 1

) = 
U(ifB) o U((i!BJ- 1

) = U{i!B o (ifn)-1 ) = U(ldn) = 
Iducsi = (Idu)B, 

y por lo tanto 
Ue:o1JU=ldu. 

Ahora, en vista que f1 es una transformación natural y que para A E 
Ob(A) , (TJA)- 1 : U F{A) - A es un morfismo en A, conmuta el cuadrado 

'IUF{A) 
UFUF(A) 

lUF((q,¡- 1
) 

UF(A) 
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por lo que 
(7/UF(AJ)- 1 = UF((r¡A)-1). 

Además, dado que e es una transformación natural, y ya que 
F((r¡A)- 1): FUF(A) - F(A) y 
(<'F(AJ)- 1 : F(A) - FU F(A) 

son morfismos en B 1 conmutan los siguientes cuadrados: 

FUFUF(A) 
{puF(A) 

FUF(A) 

FUF((q,)-') l lF((q,¡-•¡ 

FUF(A) 
l'l"(A) 

F(A) . 

FUF(A) 
l°F(A) 

F(A) 

FU((CF(AJ)-') l l (€F(Aj)-' 

FUFUF(A) 
IFUl"(A) 

FUF(A) 

Así, para cualquier A E Ob(A) se tiene que 
(l:F o Fr¡)A = ºF(A) o F(r¡A) = 

<'F(A) o F(((1/UF(A))- 1 o U((tF¡A¡)- 1
))) o F(r¡A) = 

<'F(A) o F((r¡UF(A))- 1) o FU((tF(A))- 1) o F(r¡A) = 
EF(A) o FUF((r¡,t)-1) o FU((<'F(AJ)- 1) o F(r¡A) = 
F((r¡A)-1) o tFUF(A) o FU((tF(AJ)- 1) o F(r¡A) = 
F((r¡A)- 1) o(tF'¡Ai)- 1 ot'F(A)ºF(r¡A) = 
F((r¡A)- 1) o F(r¡A) = F((r¡A)- 1 o1/A) = 
F(Id,.) = idF(A) = (ldp)A. 

y por lo tanto 
cFoFr¡=ldF. 

• 
Lmua 1 Dada una adjunticidad (F, U, 71, E) entre categorías A y B, son 
equivalentes: 

(1) r¡UF = UFr¡, 
(2) r¡U e• un i•omorfismo, 
(3) cFU = FUc, 
(4) cF es un isomorfismo. 
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Demostración 

(1) => (2)). Supongamos por el momento que 'IA tiene inverso izquierdo 
g : U F(A)--. A , aseguramos que1 en presencia de (1), ges también inverso 
derecho, debido a que 

1/A o g =U F(g) o 1/UF(A) =U F(g) o U F(r¡A) = 
U F(g o r¡..i) =U F(Id..i) = lduF(A) , 

donde la primera igualdad se sigue de que T/ es una transformación natural 
y en consecuencia conmuta el cuadrado 

UF(A) 

·l 
A 

'1U.P{A.) • 

UFUF(A) 

lUF(g) 

UF(A) 

Ahora, por definición de adjunticidad, para cualquier BE Ob(B), 1/U(B) 
tiene inverso izquierdo U(cn), por lo tanto, 'JU(B) es un isomorfismo, con 
lo cual se demuestra (2). 

(2) => (3)). Si 1/U(B) es un isomorfismo, entonces por definición de 
adjunticidad, U(o:a) es su inverso. 

Ahora, aunque en principio la composición EFU(B) o I dpu(B), no tiene 
sentido, vemos que la siguiente composición si lo tiene: 

Así, por (2) se tiene que 
0:FU(B) o F('lu(B)) o FU(o:n) = °'FU(B) o F(fJU(B) o U(o:a)) = 

°'FU(B) o F((r¡U o Uo:)n) = °'FU(B) o F(Iducai) = 
°'FU(B) o IdFU(B) • 

de tal modo que no tenemos problemas en ver que , para B E Ob(B) 
°'FU(B) = °'FU(B) o IdFU(B) = °'FU(B) o F(•Jucn» oFU(o:n) = 

(o:F o Fr¡)u(B) o FU(o:n) = IdFU(B) o FU(o:n) = FU(o:n). 
por lo que concluimos que 

o:FU=FUo:. 

(3) => (4)). Al igual que (!) => (2), supóngamoo que o:a tiene inverso 
derecho g : B - FU(B), entonces, por (3), ges inverso izquierdo ya que, 
del hecho que e sea una transformación natural, el siguiente cuadrado es 
conmutativo: 
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y por lo tanto 

FU(B) 

FU(g)l 

FUFU(B) 

'ª 

CP'U(8) 

B 

l· 
FU(B) , 

g o t::s = t!:FU(B) o FU(g) = FU(t::o) o FU(g) = 
FU(es o g) = FU(fdn) = ldFUcn) . 

Así, ya que por definición de ndjuntici<lad t:p(,1) tiene inverso derecho 
F('1A) 1 concluimos que CF(A) es un isomorfismo. 

(4):;. (1) Dado un objeto A de A ocurre que 
(U Fr¡)A = UF(r¡A) o IduF(A) = UF(r¡A) o (Ue: o r¡U)F(A) = 

u F(r¡A) o U(eF(A» o 'IUF(A) = 
U(F(r¡A) o t!:F(AJ) o 'IUF(A) = U(IdF(A¡} o 'IUF(A) = 
IduF(A) o 'IUF(A) = 'IUF(A) = (r¡U F)A , 

y por lo tanto 
UFr¡=71UF. 

• 
Como corolario a este lema y lo demostrado anteriormente, se tiene la 

siguiente proposición. 

Proposición 16 Una adjunticidad (F, u,,,, E) entre categorías A JI e ¡,,. 
duce una equivalencia adjunta entre subcategorias A 0 de A y 8 0 de B, 
donde 

Ao ={A E A 1 'IA es un isomorfismo} 
8 0 =(BE B 1 t::s es un isomorfismo} . 

Además, r¡U es un isomorfismo si y s6fo si t:F lo es. 

• 
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LIMITES EN CATEGORIAS 

En esta sección estudiaremos el concepto de límite, el cual contiene como 
casos especiales muchas construcciones importantes, por ejemplo productos, 
igualadores y productos fibrad08, así como también sus duales. Comence
mos con la siguiente definición. 

Dellnici6n 4.1 • Se dice que un objeto T de una categoría A es un objeto 
terminal si para cada objeto A de A existe una única flecha O A : A --+ T , 
esto es: h E HomA(A,T) ~ h = OA)· 

Es fácil verificar que T es único salvo isomorfismo, esto es, si T' es otro 
objeto terminal entonces T ";;:!; T'. Así, hablaremos de "el" objeto terminal. 
Por ejemplo, en la.categoría Sets, cualquier conjunto con un solo elemento 
es terminal y, en la categoría Group, cualquier grupo con un solo elemento 
es terminal. Un objeto terminal en A •Pes también llamado un objeto inicia/ 
en A. 

Ahora, para mostrar otro ejemplo de la importancia de los funtores 
adjuntos y ejemplificar nuevamente el eslogan IV, hagamos la siguiente ob
servacion. 

Observación 2 Dada una categoría pequeña A, A tiene objeto terminal 
si y sólo si el Junior O A : A - 1 tiene adjunto dert!cho. 

Demostración 
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Sea U : 1 - A tal que Hom(O A(-),-)= llom(-, U(-)). Entonces 
para todo objeto A de A se tiene que 

{Id,}= Hom(•,•) = If om(O A(A),.) = llom(A,U(*}) 
y por lo tanto U(•) es objeto terminal en A. 

Recíprocamente, si T es un objeto terminal de A, definase el funtor 
U: 1-A por: 

U(*)= T, U(Id,) = ldT. 
Es fácil verificar que U es adjunto izquierdo de O A· 

• 
Definición 4.2 . Para un conjunto I y una familia {A, 1 r E I} de objetos 
en una categoría A, su producto está dado por un objeto P y una familia 
de proyecciones {p, : P - A, 1 1 E /} con la siguiente propiedad universal: 
para cualquier objeto Q y cualquier familia de flechas {q, : Q - A, 1 •El}, 
existe una única flecha f : Q - P tal que los siguientes diagramas son con
mutativos para toda 1 E I 

A, 

esto es, 
'11 E l p, o/ = q, · 

Si demostráramos que la clase de familias de flechas { q, : Q - A, 1 1 E 
/} forman una categoría A', la anterior definición sería equivalente a la 
definición de un objeto terminal en A'. Veamos que esto es cierto. 

Observación 3 Dados los objdos {q, : Q - A, 1 1 E/}, que son famil
ias de morfismos en A, se obtiene una nueva categoría A' definiendo los 
morfismos en A' como: para cualesquiera dos objetos {q, : Q - A, 1 1 e 
/} y (r,: R- A, 1 1 E/}, /: Q - Res un morfi•mo en A' si para 
cualquier 1 E l conmutan los siguientes diagramas: 

:""'/: 
A, 
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Demostración 

Sean {q, : Q - A,}..L.{r,: R - A,}-!...(s,: S - A,} dos flechas en 
A', entonces, para cada t E I, es conmutativo el diagrama 

Q ¡· R 1 S 

q, .. 
A,. 

y por lo tanto g o f hace conmutativo, para cada a E I , el diagrama 

Con lo que hemos demostrado que en A' está definida una composición 
(que es la misma que en A). 

Además, es claro que el morfismo en A, ldq, hace conmutativos los 
diagramas 

y por lo tanto, ya que la composición en A' es la misma que en A, ldq 
es el modismo identidad en A' y la composición en A' es asociativa. Con
cluimos, de todo lo anterior, que A' es una categoría. 

• 
Es fácil verificar que el objeto Pes único salvo isomorfismo, por lo tanto1 

hablaremos de "el" producto y lo denotaremos por Il,e1A,. 
En la categoría Sets, los productos son los productos cartesianos. En 

muchas categorías concretas los productos son construidos con los conjuntos 
subyacentes y la estructura natural inducida. También existen productos 
para las categorías de monoides Mon , de grupos Group, de anillos Ring 1 

etc., así como de los espacios topológicos Top. 
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Un producto en A ºP es también llamado un cóproducto en A. Por ejem
plo, en Sets los coproductos son uniones ajenas. 

Hay que hacer notar que si I = 0 , la existencia de un producto P afirma 
que, para cada objeto Q , existe una única flecha Q - P, en otras palabras, 
que P es objeto terminal. 

Vale la pena observar el producto de dos objetos A y B de una categoría 
A con más detalle. 1-:Stc está dado por un objeto A x D con proyeccioucs 
11"A,B : A X B - A y 7r' A,B : A x B - B tales que, para cualesquiera 
flechas f: e-+ ,1 y g: e - B existe una IÍnica flecha< f,g >:e - A X B 
que satisface las siguientes ecuaciones: 

lrA,Bº < f,g >= f Y ir' A,Bo < f,g >= g · 
Nótese que Ja unicidad de < / 1 g > puede ser expresada ecuacionalmente 
como 

< lrA,B Oh, ir' A,B Oh>= h 
para cualquier h : e - A X B . 

Pasemos ahora a otros conceptos que más adelante den1ostrart!mos están 
relacionados con los productos. 

Definición 4.3 . En una categorfo. A, un par de flechas 

A====B • se dice que tienen un igtialador e : C - A si: /o e = g o e y para toda 
/i : D - A tal que fo h = g o /i, existe una única flecha k : D - C tal que 
e ok = /¡, 

.r~ 
A B 

D h 

Es fácil verificar que el objeto igualador Des único salvo isomorfismo. 

Por ejemplo en la catP.goría Sets o en la categoría Group, puede tomarse 
C = {a E A 1 f(a) = g(a)} y e: C- A la función inclusión. 

Un igualador en A 0 P es también conocido como uu co1gualador en A. 
Por ejemplo en Sets 1 un coigualador de dos funciones f,g : B - A está 
dado por una función e : A - e donde e = A/- con I ~' la menor relación 
de equivalencia en A tal que f(b) - g(b) para cualquier b E By, e definida 
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por e(a) =[a]. 

La siguiente discusión es una versión de las ideas de Burroni sobre igua
ladores. 

Para cualquier diagrama f, g : A ==: B, denotemos por E(!, g ¡ªY.e!) .4. 
a. su igualador. Así, por definición, tenemos la ecuación 

(Bl) foo(f,g)=goo(f,g). 
Considerando ahora la propiedad universal de o(/,g), dada una flecha h: 
D - A tal que f oh= goh, existe una única flecha ¡1(!,g, h) : D - E(f,g) 
tal que 

(•) o(/,g) o¡1(!,g, h) =h. 
Observamo• que ( •) deoende de la condición fo h = g o h. Consideraremos 
dos casos especiales de ¡1(!,g, h) en los cuales tal condición se cumple au
tomaticamente. 

Primero, considérese cualquier flecha h : D - A, entonces es daro que 
fo h o o(! o h,g oh)= g oh o o(/ o h,g oh), 

con lo cual encontramos una única flecha 
-y(f,g,h) = ¡1(!,g, ho o(! o h,g oh)): E(! o h,go h) - E(f,g) 

que satisface como caso especial de(+-}: 
(B2) a(f,g)o-y(f,g,h)=hoo(foh,goh). 
Segundo, es obvio que para cualquier flecha/: A-+ B, foldA = foldA, 

con lo cual existe una única flecha 6(/) = ¡1(1,f,ldA): A-+ E(f,f) que 
satisface como caso especial de(*): 

(B3) 0(/,/)06(/)=Id,1. 
De los anteriores casos especiales, podemos definir /3(/1 g, la) en general 

de la siguiente forma: suponiendo que fo h = g oh, definase 
(•') ¡1(1,g,h):-y(f,g,h)o6(foh). 

Entonces, por (B2) y (B3) se tiene que 
a(f,g) o ¡1(!,g, h) = o(f,g) o -y(f,g, h) o 6(1 oh)= 
hoa(foh,goh)o6(foh) =holdo =h, 

con lo cual se cumple (•). 
Por último, para expresar la unicidad de /3(/1 g, h) ecuacionalmenlc, 

supóngase que o(/,g) o k = h , queremos que esto implique que k = 
{J(f,g, h). Así, es claro que Jo anterior es expresado por 

(B4) ¡1(!,g,o(f,g)ok) = k. 
Además, también es claro que J1 puede ser sustituida en (B4) por -y y 6 
usando (o'). 
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Resumimos la. anterior discusión de igualadores en la siguiente proposición. 

Proposici6n 17 (Burroni). Un igualador para cualquier par de flechas 
f, g : A ===t B está dado por: una flecha o(!, g) : E(!, g) - A, una 
familia de flechas -y(!, g, h) : E(! oh, go h) - E(!, g) (una flecha para cada 
h : D - A}, y una flecha 6(!) : A - E(!, f) que satisfacen 

(Bl) foo(f,g) =goo(f,g), 
(B2) o(f,g)o-y(f,g,h)= hoo(foh,goh), 
(B3) o(/, f) o 6(!) = Id.t y 
(B4) -y(/,g,o(f,g) o k) o 6(! o o(/, g) o k) = k . 

Deftnici6n 4.4 • Un producto ftbrado para un diagrama 

I 
A e 

es otro diagrama 

í 
B 

A 

de tal forma que conmuta el cuadrado 

I r 
A 

y donde además1 para cualquier otro diagrama 

r 
B 

A 

• 

tal que haga conmutativo el cuadrado correspondiente, existe una única 
flecha Q - P que hace conmutativo el diagrama 
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Es fácil verificar que Pes único salvo isomorfismo. Un producto fihrado 
en A•• es llamado un coproduclo fibrado en A. 

Como ejemplo, si una categoría tiene un objeto terminal T y productos, 
los productos binarios son casos especiales de productos fibrados , esto es, 
cuando BE!! T. 

Mostraremos ahora como los productos fibrados pueden ser construidos 
a partir de productos e igualadores. 

Proposici6n 18 Si una categoría tiene productos binarios e igua. 
/adores, los productos fibrados pueden ser construidos de la siguiente forma: 

P=E(fo11",g~o11"') "~ 

Ar I· 
A C 

{donde ,,. = .. A,B y,,.,= 11:1A,B ) • 

Demostración 

Por (BI) se tiene que 
f O 71"0 Oi(/O 11:,g o7f') = g o7f' O Oi(/ O 11:,go 7f'), 

es decir, conmuta. el cuadrado 

p 

••<>(/n,go•') l 
7f'

10a(Joir 1gor') 

I· 
A c. 
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Supóngase ahora que es conmutativo el cuadrado 

·l r. 
A e , 

entonces por definición de producto, existe una única flecha 
< h, k >: Q - A x B 

tal que 

"º < h,k >= h Y."'º< h,k >= k, 
de lo cual se sigue que 

fo 11'0 < h,l: >= g o"'º< h,l: > 
y, por definición de igualador, existe una única Hecha 

s:Q-P 
tal que 

a(/ o 71', g o 'lf') os=< h, l: >, 
y entonces conmuta el diagrama 

Q\~ 
pl w'oa(Jor,gow') 

TOQ(/or,gor') 

A 

B 

Por último, si t : Q - P hace conmutativo un diagrama semejante al 
anterior, entonces 

ir' oa(/o'll',goir')ot = l: = ir'o < h,k > 
y 

iroet(f oir,goir')ot = h = "º < h,l: >, 
con lo cual se concluye que 

0(/011",goir')ot =< h,k > 
y por lo tanto 

t =s. 

• 
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Definición 4.5 • Dada una categoría I (a la que se llama la categoría 
índice), un funtor r : I - A es llamado un !-diagrama. Un limite de r es 
una pareja (A,!) con A E Ob(A) y t : K(A) - r (donde K(A) : I - A es 
el funtor constante A), de manera que: para toda pareja (B,,. : K(B) - r) 
existe un único morfi.smo en. A, f : B -+ A, tal que t1 o f = r, . 

En otras palabras, es conmutativo el 'cono' 

~r.'.~ 
r(i) r<•l r(J) rc~l l'(k) 

(con a : 1 -+ J, /3 : J -+ k morfismos en 1) y1 si también es conmutativo el 
cono 

. ~J.,~ 
r(a) r(o) r(J) re ) r(k) ' 

entonces existe un único morfismo f : B -+ A ~ tal forma que son conmu
tativos los triángulos 

r(a) 
r(o) 

r(1) 

Es fácil probar que A es único salvo isomorfismo. Por otra parte, 
también puede verificarse que se obtienen como casos especiales de límites, 
productos (cuando I es discreta), igualadores (cuando 1 es • ==t •)y 
productos fibrados (cuando I es:::::::: •). 

Los limites en A ºP son llamados coUmiles en A. Además, si I es un 
conjunto dirigido, a los limites se les llama usualmente límites inversos o 
proyectivos, y a los colimite...,, /(mites directos o inductivos. El límite de r 
es denotado algunas veces por fu¡¡r y el colímite por ~r . 
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Proposición 19 Si una categoría tiene productos e igualadores, los límites 
para un 1-diagrama pueden ser construídos de la siguiente forma: 

Sea</>: 0,e1r(a) - 0 0 "_,r(1) el morfismo obtenido por la propiedad 
universal del producto que hace conmutativos los diagranws 

~ 

para cualquier p : k - f. en 1 y donde l'k denota fo proy~cción en el factor 
k. Análogamente sea 1/J el morfismo que hace co1w11tlatit1os los diagramas 

nr(1) ~ nrc1l 

P•l~ 
f(t) pp 

Sea ahora et;:;; a(l/J, </>):E - 01'(1) el igualador de l/J y </J. E11tonees (E,u) 
es limite pam r, donde u.= p, o Q • 

Demostración 

Primero, para cualquier morfismo en 1 1 {J : k - l 1 se tiene que 
f(/3) o"• = 1'(¡3) o P• o et = pp o</> o a = PJJ o l/J o a = 

Pt o o= crt 1 

con lo cual se prueba la conmutativida<l del cono 



Segundo, nótese que si (E, r) hace conmutativo el cono 

~f.~ 
f(k) l'(P) f(i) l'hl f(rn) , 

entonces 
PP o q, o T = f(P) o P• o T = r(P) o·n = 

.,.l =ptor=pfJ o.,Por, 
por lo cual 

q,or=i/!or, 
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es decir, r 1iguala1 a tfJ y a iJ;, y entonces1 por definición de igualador, existe 
un úniC'C"'I morfismo O : E - E de tal forma que conmuta el triángulo 

esto es: para cualquier ' E I pasa que 
r, = p, o a o (J = u, o O, 

y por lo tanto son conmutativos los triángulos 

Tk /·Í\ Tt 

l/.E~\ 
f(k) r(Pl f(l) 

Además, si 61 
: E-+ E haca conmutativos triángulos similares. entonces 

p1 o a o 6' = u, o O' = r, , 
y con esto, 

aoO'=r, 
y por la unicidad de 8, concluimos que 

9 =O'. 
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• 
Las siguientes tres proposiciones ilustran relaciones entre limiles y fu11-

tores adjuntos. 

Proposición 20 Para cualesquiera categurtas 1 y A y cualquier 1.Jrngrama 
r : I - A , r tiene límite (respectivamente coltrnite) si y sólo si el Jun
ior' constancia' [( : A -+ A 1 que asocra a cada objeto A de A el Junior 
J((A): I - A, tiene adjunto derecho (respectivamente adjunto izquierdo). 

Demostración 

Dualizando la definición 3.2, se tiene que [( : A - A1 tiene adjunto 
derecho L 'si y sólo si: para cualquier r E Ob(A1) existe un objeto L(f) Cll 

A y una transformación natural e(f): K L(f) - f tal que, para cualquier 
transformación natural t : K(A) - r existe una única transformació11 
natural t• : A - L(f) que satisface 

(!) o(I') o f((tº) =t. 
Pero esto último es afirmar que (L(f),<(f)) es límite de f ya que: 
a) por ser e(f) una transformación natural, es conmutativo el cono 

r(a) 

y 

L(f) = K L(r)(1) 

lc.trJJ, 

f(J) 
~ 

rc~J 

b) si es conmutativo el cono 

~i.~ 
f(1) f(J) l'(k) 

r(a) rc~1 

I'(I:) 

entonces por (1) ee tiene que existe un único morílsmo t• tal que conmutan 
los triángulos 



t~l·~, . L(r) 

í(r), e(~ 
f(J) 

• 
Proposici6n 21 Si A es una categoría localmente pequeña y A E Ob(A), 
entonce.s H om(A, -) : A -+ Sets preserva límites, esto es, si r : 1 - A 
tiene límite A 0 entonces Hom(A, f(-)): I - Sets tiene límite Jlom(A, A0 ). 

Demostración 

Obsérvese primero que si hA = Horn(A, -) entonces claramente 
hA(K(A0 )) = K(l1A(A 0 )). 

Ahora, por ser (A., t0 ) limite de r, conmuta el cono en A 

f(i) 
r(p¡ 

f(J) ' 

y dado que hA = H om(A, -) es un funtor 1 conmuta. el cono en Sets 

r(P)•() 
/i'1(f(J)) 

Bastará probar entonces que, si X es un conjunto y T : K(X) - hA(f) 
hace conmutativo el cono ( l) 

~$U TH!S IW r:n;E 
~1~U~ Ii'E L\ FL~k ¡e~, .. 
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existe un único modismo t/1 : X -+ hA(A0 ) de tal forma que conmutan los 
triángulos (2) 

Así, es claro que si definimos para x E X y para 1 E 1, (Tr), = r,(z), 
r. : K(A) - r resulta ser una transformación natural (debido a (1)), esto 
es 1 conmuta el cono 

r(•) r(;J 

Entonces, dado que (Ao1 lo) es límite de r 1 para cualquier X E X existe 
un único morfismo 1"~ : A - A0 tal que conmutan los triángulos 

Por lo tanto, definimos !/¡ : X - A de modo que 

!/¡(:i:) = "'·' es claro entonces que conmutan los triánguloo (2) . Finalmente, la unicidad 
de !/¡ se sigue de la unicidad de .¡, •. 
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• 
Proposición 22 Si F : A -+ B tiene adjunto izquierdo U : D -+ A, 
entonces U preserva límites {recípJ.ocamente F preseM1a co/(mites} . 

Demostración 

Sean e: FU-+ Ide y r¡: IdA-+ UF las adjunticidadcs para (U,F). 
Supongamos que r : 1-+ B tiene límite {B, I : K{B) -+ r), demostraremos 
que (U(B), U(t)) es límite para ur (esto· es, que U({!mr) ~ tJm(Ur) ). 

Dado que {B, I) es límite de r, se tiene que: 
(a) conmuta el cono 

r(•) 
r(Pl 

r(i) 

y, 
(b) si conmuta el cono 

r(•) r(J) 

entonces existe un único morflsmo / fJ - B tal que conmutan los 
triángulos 
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Debemos mostrar que: 
(a') conmuta. el cono 

ur(a) 
urcpJ 

Ur(1) 

y, 
(b') si conmula el cono 

A 

./.~ 
ur(a) urcp¡ ur(1) , 

entonces existe un único morfismo g : A - U(B) tal que conmutan los 
triángulos 

1• r, 
U(B) 

u~ 
ur(a) 

Ur(P) 
ur(1) . 

(a.') se sigue trivialmente de (a) y de que U es un funlor y por lo Lanlo, 
manda diagramas conmutativos en diagramas conmutativos. 

(b'). Supóngase que existe un cono conmutativo 

./.A~ 
ur(a) ur¡p¡ ur(1) , 



83 

entonces, debido a que e es una transformación natural, se tiene que son 
conmutativos los cuadrados 

Así, se tiene que 

FUr(i¡' 

FUr(p) l 
FUr(;) 

'r(•) 

rt•l 
r(p) 

r(;) . 

r(.B) o ér(o) o F(r,) = ér(J) o FUr({J) o F(r,) = 
Ó['(J) o F(Ur(/3) o T,) = ér(J) o F(r,) ' 

es decir, el siguiente cono en Il es conmutativo: 

F(A) 

~(T,)ér{J)O~ 
r(•) r(P) r(;) 

Utilizando entonces (b), se tiene que existe un único morfismo ,P: F(A) -
B tal que conmutan los triángulos 

F(A) 

éq,¡ o F(r,)/ l~ \;r(J) o F(r,) 

¡/(~\ 
r(•) r(;) 

Así, definimos .¡, : A - U(B) !o~o 
,P:= U(,P)or¡A. 
Obsérvese que del hecho de que r¡ es una transformación natural, se 

sigue que son conmutativos los cuadrados 

A 

r, l 
ur(•) 

11ur(•) 

UF(A) 

lUF(r,) 

UFUr(i) , 
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y entonces 
U(t,) o t/J = U(t,) o U(</>) o 'IA = U(t, o</>) o 'IA = 

U(<r(•) o F(r,)) o 'IA = U(cq,¡) o U F(r,) o 'IA = 
U(cre,J) o 'lur(o) o r, = (Uc o qU)re•l o r, = 
Idur(•) o r, = r, 1 

es decir, son conmutativos los triángulos 

Para terminar la demostración, supóngase que 9: A - U(B) haC"e con
mutativos los triángulos 

nuestro objetivo es demostrar que (J = 1/J . 
Dado que E: ea una transformación natural, conmutan los cuadrados 

FU(B) 

FUer,)l 
FUf(1) 

de lo que se obtiene que 

'ª 

t, o os o F(B) = •re•l o FU(t,) o F(B) = 
•re•l o F(U(t,) o 6) =•re.¡ o F(-r,) , 



es decir 1 conmutan los triángulos 

<r(o) o F(r,) ¿;r~ 
r(1) re~> r(1) 

y entonces, de la unicidad de tjJ, concluimos que 
</>=<a oF(O). 

<re,¡ o F(r1 ) 

Además, ya que r¡ es una transformación natural, conmuta el cuadrado 

A 

·l 
U(B) 

y por lo tanto 

fJU(O) 

UF(A) 

lUF(S) 

UFU(B) , 

,P =U(</>) o 'IA = U(es o F(O)) o 'IA = U(es) o U F(O) o 'IA = 
U(ea) o 'IU(B) 08 = (Ueor¡U)a o O= Idu(B) o O= O. 
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• 
Ejemplo 4.1 • En el ejemplo 3.6 , dado que (U, F) es un par de funLores 
adjuntos, por la proposición anterior, F preserva colimites. Además, es 
claro que -

A B 
'\.,/ 
AVB 

es un coproducto y por lo tanto un colímite. 
Así, F(A V B) es colímite de F(A) y F(B), pero también es claro que 

F(A) V F(B) es otro colímite. Por lo tanto 

CA(AV B)= F(AV B) ~ F(A)V F(B) = (CAA)V(CAB). 
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Definición 4.6 • Decimos que una categoría A es completa ( cocomplcta) 
si existen límites (colimites) para todo !-diagramar: 1 - A , siempre que 
1 sea categoría pequeña. 

Proposición 23 Para cualquier categoría completa A, A tiene un objeto 
inicial si y sólo si tiene una subcategoría e pequeña plena 'preinicial', esto 
es, para cua/9uier objeto A de A eziste un objeto C de C y una flecha 
f:C-A en A. 

Demostración 

~) Definamos e la categoría cuyo único objeto l!S el objeto rnicial. Es 
claro que Ces subcategoría pequeña plena prcinicial de A. 

<=)Sea (,\.,t : K(A 0 ) - f) limite de el funtor inclusión r: C - A. 
Entonces, para cualquier ohjcto C de C existe una Hecha te : ..t 0 - C. 

Asi 1 como por hipótesis, podemos encontrar C E Ob(C) y una Hecha 
f: C--; A, ea claro que existe una Hecha fo te : A0 - A. 

Para terminar la. demostración mostraremos que hay una única flecha 
A0 -A. 

Supóngase que existen dos flechas !J, h : .:\ 0 = A, sea entonces 
a = o(g, h) : E - A0 su igualador. Mostrnremos que a: tiene inverso 
derecho, con Jo cual habremos probado que g = h. Por hipótesis, existen 
C' E Ob(C) y una flecha/' : C' - E. Así, para cualquier objeto C de C, 
por ser (Ao, t) limite de r, y ya que te o cr o/' es una flecha en la subcate
goria plena e, conmuta 

C' e 
icoaof' 

y entonces existe una única flecha e A 0 .:\ 0 tal que conmutan lo~ 
triángulos 
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C' C' 
Ccoao/! 

Es claro que e = l dA. y por lo tanto, dado que a o /' o tc1 también hace 
conmutativos tales triángulos, concluimos que 

aof'olc• =e= Id,.. 
es decir, / 1 o te' es inverso dcrcho de O". 

• 
Para 1ejcmplificar 1 la proposición anterior demostraremos la siguiente. 

Proposición 24 Dados dos funtons F,G : A = D, se define una 
nueva categoría (F;G) cuyos objetos son parejas (A,b: F(A) - G(A)), 
con A E Ob(A), y cuyas flechas (A, B) - (A', b') son flechas a : A - A' 
en A, tales que conmutan los cuadradoJJ 

F(A) 

F(a) l 
F(A') ,. 

G(A) 

lc(a) 
G(A') . 

Además, si A e.s completa y G preserva limites entonces (F¡ G) tiene una 
subcategoría pequeña plena preinícia/. 

Demostración 

(Demostremos primero que (F¡ G) es, efectivamente, una categoría.) 
Trivialmente, Id,. : A - A hace conmutativo, para cualquier b : F(A) -
G(A) el cuadrado 
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F(A) 

F(ldA) l 
F(A) 

4. LIMITES EN CATEGORIAS 

G(A) 

1 G(ldA) 

G(A) . 

Entonces, para mostrar que (F; G) es una categoría basta que demostremos 
que: si a: (A,b)--> (A',b') y a': (A',b') - (A",b") son morfisruosen (F;G) 
entonces a' o a: (A,b) - (A", b") es también un morfismo en (F;G). 

Si 
(A, b)~(A', b')~(A", b") 

son morfismos en (F¡ G), ocurre que conmutan los cuadrados 

F(A) 

F(•)l 

F(A') 

F(a')l 

F(A") 

• 

.. 

... 
y por lo tanto conmuta el cuadrado 

F(A) 

F(a'o•)= 1 F(a')oF( a) 

F(A") ... 

G(A) 

iG(a) 
G(A') 

lG(a') 
G(A") , 

f!(A) 

G(a'oa)= 1 G(a')oG(a) 

G(A") . 

Una vez visto que (F;G) es categoría, probaremos que bajo las hipótesis 
de que A sea completa y que G preserva limites, ( F; G) es completa¡ con 
lo cual quedaría demostrada la proposición. 

Sea r : 1 - (F; G) un !-diagrama con 1 una categoría pequeña. Nuestro 
objetivo es demostrar que r tiene limite. 

Es claro que r puede 'restringirse' y verse sólo como un I-diagrama 
r: 1-> A (con fi(a) =A, si r(a) = (A.,b,) ), así, dado que A es completa, 
r tiene limite (A 0 , r), es decir: 
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(a) conmuta el cono 

·/.A.~ 
A, A1 

y, 
(b) si conmuta el cono · 

entonces existe un único morfismo f : A - A0 tal que conmutan Jos 
triángulos 

Ahora, como a,: (A 1 ,b,)--+ (A, 1 b,) son morfismos en (F;G), conmutan 
los cuadrados 

F(A,) 

F(o,) l 
F(a1 ) 

de lo cual se sigue que 

'· 

,, 

G(a,) o b, o F(r,) = b1 o F(a,) o F(r,) = 

G(A,) l G(o,) 

G(a,) 
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b, o F(a, o r,) = b1 o F(r1) , 

es decir, conmuta el cono ... (e) 

b, oF(r,) / 
F(A 0 ) 

b1 o F(r1 ) 

G(A,) 
G(o,) 

G(A1) 

Por otra parte, dado que G preseva limites, (G(A 0 ),G(r)) es limite para 
Gf' y por lo tanto existe un único morfismo ~·, : F(A 0 ) - G(A 0 ) tal que 
conmutan los triángulos ... (d) 

F(A 0 ) 

b,oP.(r,) l,¡, ~1 oF(r,) 
G(A0 ) 

~) G(~ 
G(A,) G(A1 ) 

G(o,) 

Mostraremos que ((A 0 ,.P),r) es Imite parar. Primero, es claro que 
r,: A0 - A, es un morfismo en (F;G) ya que, debido a (d), conmutan los 
cuadrados 

F(A 0 ) 

F(T,)l 
F(A,) 

" 

G(A,) 

lG(T,) 
G(A,) . 

Segundo, es claro también que1 utilizando (a) 1 conmuta el cono en (F; G) 

(A.,r/J) 

/r, r,\ 
(A.,b,) (A1 ,b1) .. 
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Por último, supóngase que es conmutativo el cono en (F¡ G) 

(A,ii) .¡.. t,\ 
(A.,b,) (A,,b,) 

entonces conmuta el cono en A 

con lo cual, debido a (b), existe un único morfismo ,¡, : A - A0 tal que 
conmutan los triángulos ... (e) 

t, 11:\ t, 

µ~ 
A, A, 

Así, si probamos que ef> es un morfismo en (F; G), es decir, que conmuta el 
cuadrado ... (f) 

F~A) 

F(o) 1 
F(Ao) 

habremos terminado la demostración. 

G~A) 

lª<•> 
G(A,) , 
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Es claro de (e) que conmuta el cono 

F(A) 

lF(~) 
F(A 0 ) 

~(r,)b1oF~ 
G(A,) G(A1 ) 

G(a,} 

y entonces, dado que (G{A 0 ),G(r)) es limite ele Gr, existe un único mor
fismo 8: F(A) - G(A 0 ) tal que conmuta los triángulos 

F(,\) 

b1 o F(r1 ) o F(<:i) b,oF(r,)o~(~) 1• 
G{A0 ) rr,) G(~ 

G(A,) G(A1 ) 
G(a,) 

Además, por ser t, : A - A, un morfismo en (F; G) 1 conmutan los cuadra
dos 

F\A) 

F(l,)l 

F(A,) .. 

G(A) 

lG(I,) 
G(A,) 

y, utilizando (e) y (d) obtenemos que 
G(r,) o [G(4>) o ii) = G(r, o 4>) o¡;= G(t,) o b = b, o F(t,) = 

b, o F(r, o 4>) = b, o F(r,) o F(.j¡) 
y que 

G(r,) o [,Po F(4>)) = (G(r,) o ,P) o F(4>) = b, o F(r,) o F(,P), 
y por lo tanto 

G(,P)oii=8= ,PoF(,P), 



es decir, (f) es conmutativo. 

• 
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5 

TRIPLES 

Recordemos que una operación de cerradura en un conjunto preordenado 
A =(A, :5) es una función T: A--+ A con las siguientes propiedades: 

a :5 a'=> T(a) :5 T(a'), a :5 T(a), TT(a) :5 T(a). 
para cualesquiera elementos a, a' E A. En este capitulo generalizaremos 
esta noción a categorías arbitrarias en lo que se conoce como 1construcción 
estandard't 'triple, o 'mónada'. Aquí, nosotros utilizaremos el término de 
triple que es el más ampliamente usado. 

Definición 5.1 • Un triple en A es una terna (T, ~.µ) donde T: A--+ A 
es un funtor, '1: Id A - T y µ: T 2 -+ T son transformaciones naturales, 
de manera tal que conmutan los siguientes diagramas: 

Proposición 25 (Huber). Si F : A --+ B es adju11to izquierdo de U : 
B--+ A, con adjunciones~: IdA--+ UF y e: FU--+ Ide , entonces 

95 
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(UF, r¡, UeF) es un tripl•. 

Demostración 

UF: A-+ A es un funtor, r¡: /dA-+ UF es una transformación 
natural y UeF: (U F)2 - UF es una transformación natural. 

Basta probar entonces la conrnutatividad de: 

UF u~~· (UF)' 

r¡oU F l (l) 'Idu,. 1 U.rF 

(UF)2 
U<F UF 

(UF), 

UFoU<F 1 
(UF)' 

UcFaUF 

(3) 

U<F 
Para verificar las igualdades de las transformaciones naturales involu~ 

eradas, veama; que tienen las mismas componentes. 

(1). Si A E Ob(A), entonces 
[UeFo(UFor¡)]A = (UeF)A o(UFor¡),1 = 

U(óP(AJ) o U F(r¡,,) = U[eP(A) o F(r¡,.)] = U[(<F o Fr¡),t] = 
U[(/dF)A] = U(lt/p1,.J) = ldup1,q = (IduF)A , 

y por lo tanto (1) es conmutativo. 

{2). Si A E Ob{A), entonces 
[UeFo(r¡oUF)]A =(UeF),t 0[1¡0UF]A = 

U(ep(,tJl o 'IUF(A) = (Ue o r¡U)F(A) = 
(Idu)F(A) = lduP(A) = (/duF)A ' 

y por lo tanto (2) es conmutativo. 

(3). Sea A E Ob(A), entonces, dado que e es una transformación natu
ral y, <P(A) : FU F(A) - F(A) es un morfismo en B, el siguiente cuadrado 
es conmutativo: 

FUFUF(A) 

PU(••c.•il 1 
CFUF(A) 

FUF(A) 

l·•(A) 
FUF(A) F(A) 

.CFIA) 



de lo cual se sigue que 
[UE:F o(UE:F o UF)),.= (UE:F),. o (UE:FoUF)A = 

U(éF(AJ) o UE:F(U F(A)) = U(éF(A¡) o U(óFUF(A¡) = 
U(éF(A) o éFUF(AJ) = U(éF(A) o FU(éF(AJ)) = 
U(éF(A¡) o U(FU(•F(A))) = (UeF),. o(UFo UE:F)A = 
[UE:Fo(UFoUE:F)]A, 

y por lo tanto (3) es conmutativo. 
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• 
Veremos después que el reciproco c:Íe esta proposición también es cierto, 

pero antes veamos algunos ejemplos de triples. 

!tiemplo 5.1 • Seaµ= (M, •,e) un monoide. Definimos 
T = M x - : Sets -+ Sets 

de tal forma que, para un conjunto A y una función f : A -. B: 
(M x -)(A)= M x A, 
(M X-)(/)= ldM X f = (JdM,/). 

Es claro que Tes un funtor (véase el ejemplo 1.17 ). 

Ahora, definimos r¡: Jdsets-+ T de modo que, dado un conjunto A y 
a e A 

T/A(a) = (e,a). 
Veamos que TJ es una transformación natural. 

Si f: A - B es una función entonces, dada a e A se tiene que 
('In o J)(a) = T/n(/(a)) =(e, /(a))= (ld.,(e), /(a))= 

(ldu, f)(e, a)= (ldu, J)(r¡,.(a)) = [(Id..,,!) o 1/A](a) , 
y por lo tanto 1 fJ es una transformación natural ya que es conmutativo el 
cuadrado 

T(A) =MxA 

1 T(l)=(ldM,/) 

T(B) =M X B . 

Enseguida definamos µ : T 2 -+ T tal que, dado un conjunto A y a E A 
µA((m,,(m.,a))) = (m1 • m.,a). 

Veamos que µes una transformación natural. 
Si/: A._ B ea una función entonces, para cualquier (m1 1 (m2,a)) e 

T 2(A) = M x (M x A), ocurre que 
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fµs o (IdM,(/dM,/))]((m¡,(m.,a))) = µs((m¡, (m,.f(a)))) = 
(m1 • m2.J(a)) = (IdM,f)(m1 • m,,a) = 
(/d.,,f)[µA((m,,(m.,a)))] =[(Id.,,!) oµA]((m1,(m,,a))), 

es decir, el siguiente cuadrado conmuta 

T 2(A)=Mx(M xA) 

T'(f)=rt d., ,(Id,,,!)) l T(A) = M x A l T(J)=(ld.,,J) 

T 2(LJ) = M X (M x B) T(fJ) = M x lJ . 

Por último, veamos que (T, '1' µ) es un triple, para lo cual bastará pro
bar la conmutatividad de los siguientes cliagrarnns: 

M x-

11o(M><->l Ul 

(Mx-)2 

(M x-)3 

(Mx-)oµ l 
(M X-)' 

(M~oq (M X-)' 
IL) l '-. ldu11.- #J 

Mx-

µo(Mx-) 

(3) 

(M x -)2 

lµ 
/\f X -

(1). Para cualquier conjunto A y cualquier (m, a) E M x A se tiene que 
[µo ('lo (M X -JJIA(m,a) =(µA o l/MxA)(m, a)= 

µA((e, (m,a))) =(e• m,a) = (m,a) = 
ldMxA(m,a) = (IdMx-)A(m,a), 

y por lo tanto (1) es conmutativo. (Nótese que se utilizó que e es neutro 
izquierdo en M .) 

(2). Para cualquier conjunto 1\ y cualquier (m,a) E M X A pasa que 
[µo ((M x -) o l/))A(m,a) =(µ,¡o ((M x -)(r¡,i))](m,a) = 

[µA o (/dM, l/A)](m, a)= µA((m, (e, a))= 
(m • e,a) = (m,a) = ldAtxA(m,a) = (/dMx-)A(m,a), 

y enf.onces (2) es conmutativo. (Nótese que ahora se utilizó que e es neutro 
derecho en M . ) 
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(3). Para cualquier conjunto A y cualquier (m1,(m,.(ma,a))) E (M x 
-)3 (A) = M x (M x (M x A))) ocurre que 

[µo(¡< o (M x -))]A((m1,(m.,(m.,a)))) = 
(µA o µMxA)((m1,(m.,(m3,a)))) = 
µA((m, • m.,(m3,a))) = ((m1 • m,) • m3, a) , 

por otro lado 
[µo((M X -)oµ)]A((m1,(m.,(m3,a)))) = 

(µ,.o (IdM,l•A)((m1,(m2,(m3,a)))) = 
µ,1((m1, (m2 • 1113, a)))= (m1 • (m2 • m3),a), 

pero ya que hf es un monoitlt~, vale la Jl.Socintivi<lad y por lo tanto, (3) es 
conmutativo. 

Ejemplo 5.2 Sea. p: s.,ts - Sets el funtor definido en el ejemplo 1.18 . 
Definimos 
11: Idsets- I' 

de forma tal que, dado un conjunto A y a E A 
'IA(a) ={a} . 
Definim08 también 
µ: 1'2 -P 

como, da.do un conjunto A y X E p(p(A)) , 
µ,.(X)=UX. 

Veamos que tanto 1J com'o µ son transformaciones naturales. 
Sea f : A - B una función, debemos mostrar que conmutan los siguientes 
cuadrados: 

A 
.. 

p(A) 

/1 (I) p(/) 1 
B p(B) 

"ª 
(!). Si a E A entonces 

p(p(A)) 

p(p(I)) 1 
p(p(B)) 

,. . 
(II) 

l'B 

p(A) 

lp(/) 
p(B) . 

(p(/) o 'IA )(a)= p(/)({a)) ={!(a)}= 179(/(a)) =('In o /)(a) , 
y por lo tanto (1) es conmutativo. 

(Il). Si X E p(p(A)) entonces 
(p(/) o µA )(X) = p(/)(UX) = f[UX] = 

{/(y) i y E UX} = {!(y) i y E z p.a. z E X} = 
U{/(z] 1 z E X}= µn({![z] 1 z E X}= 
(µn o p(p(/)))(X) , 
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y por lo tanto (11) es conmutativo. 

Por último obsr.rvcmos que (p, 1JiJl) es un triple, para lo cual, por lo 
mostrado anteriormente, bastará ver que conmutan los siguientes diagra
mas: 

p p(O:) p2 

oop 1 UI'\, /d• 1• 
p• p 

µop 

(3) 

p 

(1). Dndo un conjunto A y" E p(A) tenemos que 
(µO (r¡ O p))A(") =(µA O 1Jp(Aj)(.r) = /1,t({.r)) =X= 

Jdp(A)(x) = (ldp)A(.r) , 
con lo cual ( l) es con mu ta ti vo. 

(2). Si A es un conjunto y x E p(A) culoucc' 
(¡1 o (po r¡)],.(:r) =(µA o p(r¡A))(.r) = ¡1,1(1¡,.(.r]) = 

µ,¡({{y) 1 y E :r}) =X= ldp(-l)(.r) = (ldp)A(")' 
y entonces (2) es conmutativo. 

(3). Para cualquier conjunto A y cualquier X E p 3 (A) se tiene que 
(µo(µ o p)].<(X) = (f'A o µp(A¡gX) = (¡1,.(µp(A¡(X)) = 

PA(UX) = U(UX) = µ,¡(UX) = µA(JIA(X]) = 
(µA o p(µA))(.t) =(µo (p o µ)),¡(X) 

y por lo tanto (3) es conmutativo. 

Regresemos a la pregunta:¡es cierto el reciproco en la proposición 5.1 ? 1 

esto esJdad~un triple en A, existe un par de funtores adjuntos 
A-B-A ? 

La respuesta, como ya habíamos mencionado, es sí, pero la categoría B no 
es única. De hecho aquí mostraremos dos, la categoría AT y la categoría 
ÁT• 
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Definición 5.2 . Dado un triple (T, 1] 1 µ) en una categoría A, se define la. 
categoría de Eilenbery-lrfoore, AT, de forma que 

Ob(AT) = {(A,ql: T(A) .... A) 1 conmutan(!) y (2)} , 
donde 

T'lA) 
T(ó) 

T(A) 

A :~1 T(A) 
',.ldA l• 

A 

(2) 

T(A) 

1· 
A 

Además, et: (A,ql) .... (A',~') es un morfismo en AT si: 
et E HomA(A,A') 

y conmuta. el cuadrado 
T(a) 

T(A) 

·l 
T(A') 

l·· 
A A' 

Para probar que AT es una categoría bastará probar los siguientes dos 
puntos: 
(a) IdA E HomAT((A,ql),(A,ql)) para cualquier (A,~) E Ob(AT). 
(b) et E HomAT((A,~),(A',ql')) Y ct

1 E HomAT((A',ql'), (A", r)) => 
ct1 octEHomAT((A,ql),(A",~")). 

La primera condición se cumple dado que el cuadrado 
T(ldA)=ldT(A) 

T(A) 

·1 
T(A) 

l· 
A A 
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es conmutativo trivialmente. 

La segunda condición se sigue de que T(<>' o'i>).='.T(cr'J:oT(a-) y de que 
por hipótesis, los cuadrados · ' : · ., 

T(o) -T(o'} 
T(A') 

1 •· 
T(A) 

·l 
T(A") 

1•" 
A A' A" o• 

conmutan. 
De ahora en adelante, a los objetos de AT les llamaremos 'T-álgcbras' 

y a los morfismos entre objetos, morfismos de T-álgebras. 

Ejcnplo 5.1 (continuación) • Dado el triple (Al x -, r¡, µ). vr:unos cuáles 
son las T-álgcbras en (Scb)T . 

Por definición, una T-álgebra es una pareja(.-\, 9: AJ x .4 - A), dondt• 
A es un conjunto y tal que conmutan los siguientes diagramas: 

A ~ 1\! x A 
'ldAlU14' 

A 

M x(M xA) 

T(o)= 1 (Id.,,;¡ 

MxA 

(2) 

MxA 

l· 
A 

Si denotamos 4>((m,a)) = m •a, lo que la conmutatividad Jr (1) nos 
dice es que e• a = a para cualquier a E .-\; mientras que la conmulatividad 
de (2) afirma que para cualesquiera m 1 ru' E 1\f y para cualquier a E 1\ 
ocurre que (m • m') •a= m • (m' • tt). 

Por lo tanto, las álgebras son los JL - co11ju11tos. 

Ahora observemos como son los morflsmos de álgebras en (Sets)T. 
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Un morfismo u : (A,</>) - (A',</>') es una función o :'A - A' la! que 
conmuta 

~r (3) 

A 

Así, si denotamos 4i(m,a) = m•a· y 4''(m 1 a) =moa, debe ocurrir 
que para cualquier m E M y para cualquier a E A 1 a(m •a)= m o a(u) . 

Por lo tanto, los modismos son morfismos deµ - conjuntos. 

Ejemplo 5.2 (continuación). Dado el triple (p,~ 0 µ), observemos como 
son las ¡o-álgebras en (Sets)•. 

Una ¡o-álgebra es una pareja (A, e/> : p(A) - A) de la! forma que con
mutan 

p(p(A)) 

p(ó) l 
p(A) 

A ~ p(.tl) 

',,Id. l• 
A 

p(A) 

l· 
A 

Asi, debe ocurrir que para cualquier a E A y cualquier X E p(p(;\)), 
(•) </>({a})= a, 
(u) c/>(UX) = c/>(c/>(X)) . 

Mostraremos a partir de (i) y (u) que las álgebras en SetsP 1mn retículas 
completas. 

Definimos la relación / '5:' en A por: 
a:=;b si b=c/>({b})=c/>({a,b}). 

Primero veamos que '5: es una relación de orden en 1\. 
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a). (reflexividad) Sea a E A, entonces, debido a que {a}= {a;a}, se tiene 
que 

a= ql({a}) = ql( {a, a}), 
y por lo tanto 
a~ a. 

b). (transitividad) Supóngase que a$ by quo b $e, entonc.S 
b=ql({a,b}) y c=ql({b,c}), 

y utilizando (1) y (11) se tiene c¡ue 
e= ql({b,c}) = ql({ql({a,b}),ql({c})})= 

ql(U{{a, b}, {e}})= ql(U{{a}, {b, e}})= 
4>({4i({a}),ql({b,c))}) = ql({a,c}), 

y por lo tanto 
a ~e. 

e). (antisimctría) Supóngase que a::; by que b::; a 1 entonces 
b=ql((a,b)) y a=<f>({b,a}), 

y por lo tan to 
a= b. 

Así, (A 1 $) es un conjunto parcialmente ordenado. 

Para terminar de demostrar que una p-álgebra. es una retícula completa 
basta. definir una. función V : p(A) - A que funcione como supremo. Es 
decir: si X e A : 

(1) Vx eX.(x $ V(X)). 
(Il) Vb E A, ((x $ b Vx E X)=> V(X) $ b] . 

Mostraremos que V= tP , cumple con ambas condiciones. 
(1) Sean X~ A, x E X , entonces 

</>({x,ql(X)}) = 4>({4>({x}),,P(X)}) = ,P(U{{x},X}) = 
,P(U{X)) = .P({ef,(X)}) = ef,(X), 

y por lo tanto 
x 'f,ql(X). 

(ll) Sea b E A tal que para cualquier x E X, x $ b, es decir ql({x,b)) = b. 
Entonces 

ql({<?(X).b}) = ql( {ql(X), </l({b})}) = ef,(U{X, {b})) = 
</l(U{{x,b} J x E X))= ql({qi({x,b}) J x E X})= qi({b]) = b, 

y por lo tanto 
ql(X) $b. 

En resumen, (A,$, ql, f\, V) es una reticula. completa.. (Donde /\ : 
p(A)-+ A funciona como ínfimo y está definido por : 

/\(X)= <f>({b E A J Vx E X(b $ z)}). 
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Observemos ahora como son los modismos entre ~algebras. 
Un morlismo entre p-algebras (A,,P), (A',.P') es una función a: A-+ A' 
tal que conmuta el cuadrado 

p(A), __ P_(a_l _ _, p(A') 

~1 i~· 
A A' 

es decir, 

.P'(a(X)) = a(,P(X)) . 
Así, a es una función que preserva supremos y por lo tanto, también 
preserva el orden. 

Definición 5.3 • Dado un triple (T, q, µ) en una categoría A, una reso
lución para éste es una tétrada {B, U, F, &). Donde B es una categoría, 
F : A --+ B y U : B --+ A son un par de funtores adjuntos tales que 
UF= T, donde las adjunciones sun q: Id A - UF, e: FU--+ Ide, y 
además se satisface que U <F = µ . 

Proposición 26 Las resoluciones paro un triple (T, 17,µ) en A forman una 
categoría R cuyos morfismos tP : (D 1 U1 F, e) - (D', U' 1 F', e') son /un lores 
</J: B-+ B' tales que i?r = e't/1 y conmuta el siguiente diagrama: 

A 

Demostración 

B 
/P "'U 

A 

/'u• 

Para cualquier resolución (B,U,F,e) es claro que lde es un morfismo 
de resoluciones, ya que Ide< =el de y ya que conmuta el diagrama 
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D 
/F '.U 

A lldo A 
'-.F /u 

B' 

Ahora, dado que la composición de funlores es asociativa1 bastará probar 
que si 

4': (B,U,F,e) -(B',U' 1 F'1 e') 1 ti>': (D',U'. F',e')- (B",U",F",e") 
son morlismos de resoluciones entonces 

t/>'o,P: (D,U,F,<) -(B",U",F",<") 
es también un morfismo de resoluciones. Para esto, notemos que t;Je = 
e'</J, 4>'e' = e"<fl y que conmuta el diagrama 

/F i9 "(1 
A ~ i' .!!:.. A 

'-. F" 9' /u" 
D" 

de lo que se sigue que 
(.P' o .P)< = ,P'(.P•) = ,P'(<'.P) = (.P'•').P = (e",P')¡/J = e"(<P' o i;;¡ 

y que conmuta el siguiente diagrama: 

B 
/F '.u 

A 19'•6 A 
'-.F" /U" 

B" 

Por lo tanto <P' o tP es una resolución. 

• 
Proposición 27 La categoría de Eilenbery-Moore AT del triple (T, ~. µ) en 
A, proporciona una resolución (AT, uT, FT,eT) que ea un objeto terminal 
en R. Además, UT es fiel. 

Demostración 
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a). Definimos uT : AT ..... A de la manera sigucnte: dado un objeto 
(A,cfi) en AT y un morfismo": (A,cfi) """(A',cf>') 

UT((A,cf>)) =A, UT(a) =a. 
UT puede interpretarse como un funtor que olvida 1 con lo cual es claro que 
es un funtor y que es fiel. . 

b). Definimos FT : A ..... AT por: si A es un objeto de A y f; A - A' 
es un morfiamo en A entonces 

FT(A) = (T(A),µA) y FT(f) = T(f) . 
Para ver que la definición anterior tiene sentido, obsérvese que conmutan 
los diagramas 

y 

T"(A) 

T(µA) 1 
T 2(A) 

T(A) ~ T 2(A) 

"'/dT(A) l·A 
T(A) 

l'T(A) 
T 2(A) 

l·A 
T(A) 

esto gracias a que (T, 11 1 11) es un triple y, por lo tanto son conmutativos los 
siguientes diagramas: 

µoT 
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Por lo tanto, FT está bien definido r.n los objetos. 

Ahora, J' : T 2 - Tes una transformación natural, de lo que se sigue 
que, dado el morfismo en A 1 f : A - :\', conmuta el cuadra.do 

T 2(A) 

T'(/) l 
T'(A') 

~A' 

T(.4) 

lT(J) 
T(A') , 

con Jo que se observa que FT está bien definido en los morfismos. 

Por último, que pT es un funtor es una consecuencia de que T es un 
funtor. 

e). Definimos ET FTUT - IdAT de la siguiente forma: dado un 
objeto (A,<,6)'de Ar, 

ET(A,•) = tP. 

Nótese que debido a que (A, \6) es un objeto de Ar, conmuta el siguiente 
cuadrado: 

T(6) 
T 2(A) 

PA l 
T(A) 

16 
• T(A) A 

y por lo tanto <P: (T(A),µA) - (A,</>) es efectivamente un morfismo de 
álgebras, es decir, ET está bien definida. 

Por otra parte, si a : (A,</>) - (A',</>') es un morfismo en A T, se tiene 
por definición que el siguiente cuadrado es conmutativo: 

T(o) 
7'(A') 

16' 
T(A) 

61 
A A' 

con lo que hemos demostrado que cT es una transformación natural. 



d). Probemos que UT FT =T. 
Dados A E A 1 y J : A - A' un morfismo en A 1 se tiene que 

uT FT(A) = UT(FT(A)) = uT((T(A), ,,_,)) = T(A) 
y 

uT FT(Jl = uT(FT(f)) = uT(T(f)) = T(f) , 
y por lo tanto 

UTFT=T 

e). Si A es un objeto de A entonces 
(UT<T FT)A = uT(eT FT<A>l = uT«T<TcA¡,µ,¡) = uT(µA) = l'A· 

y por lo tanto 
UTeTFT = µ. 

t). Demostremos que (U, F) es una pareja de funtores adjuntos. 
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Para cualesquiera A y (A,4') objetos de Ay AT respectivamente, dado que 
(T,11,µ) es un triple, conmuta el triángulo 

T .!!, T2 
"'Jd.,. lµ 

T 

y dado que (A, 4') es una álgebra en A T conmuta el siguiente triángulo: 

A~ T(A) 

"Id, l• 
A 

Por lo tanto se tiene que 

y 

(eT FT o FT IJ)A = (eT FT)A o (FT IJ)A = eT f'T(Al o FT('IA) = 
eT(T(A),µ•) 0T(11A) = l'A 0T(11A) = IdT(A) = Id¡T(A),µ•) = 

. Idf'T(A) = (Idp)A 

(UT ,T º 11uT)(A,o> = U"(eT(A,oil º 11uT((A.oll = uT(4') º 'IA = 
4' o 'IA =Id A= Idu"'((A,9)) = (lduT )(A,9) , 

con lo que se tiene que 
,T FT o FT,, = ldp y uTeT º"ªT = lduT. 



110 5. TRTPI,ES 

Por lo tanto, (F, U) es una pareja. de funtorcs adjuntos. 

Con lo anterior hemos demostrado que (AT 1 U7', FT, ,·r) es una reso
lución para el triple dado, demostremos ahora que tal re.solución es un ob· 
jeto terminal en R. 

g). Sea (8, U, F, e) otra resolución para el mismo triple, construiremos 
el funtor KT : B - AT (llamado el funtor de comparación), mostraremos 
que es un morfismo de resoluciones y que es el único con las propiedades 
requeridas. 

gJ). Definimos KT : D - Ar por: dado un objeto B de D y un 
morfismo g : B - B' un morfismo en D 1 

KT(B) = (U(B),Ue(B)) y KT(g) = U(g). 
Veamos que esta es una buena definición. 

Primero, debido a que Ueo'IU = Idu se tiene que conmuta. el triángulo 

U(B) "~' T(U(B)) 
'\, fdu(sl 1 U<(B) 

U(B) 

Segundo, dado que e : FU --+ I de es una transformación natural y 
<s : FU(B) - B es un morfismo en D, entonces conmuta. el cuadrado 

FUFU(B) 

FU(<s} 1 
FU(B) 

<FU(B) 

FU(B) 

l•s 
B 

Además,µ= UeF y UF= T. Por lo tanto se tiene que 

U<(B) ºl'U(B) = U<(B) o (U<F)u¡s¡ = 
U(<s) o U(<Fu(s¡} = U(<s o<Fu(s¡} = U(<s o FU(<s)) = 
U<(B) o UF(Ue(B)) = U<(B) oT(U<(B)), 

y por lo tanto el siguiente cuadrado es conmutativo: 



T(T(U(B))) 

T(U<(B)) l 
T(U(B)) 

U(<(B)) 

T(U(B)) 

lU(<(B)) 

U(B) 
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Con lo anterior queda probado que J(T está bien definido en los objetos, o 
lo que es lo mismo, que f(T(B) = (U(B), Ue(B)) es una álgebra. 

Tercero1dado que e : FU -+ Ido ~ una transformación natural, para 
cualquier morfismo g : B --+ B' en B, tenernos que conmuta el cuadrado 

FU(B) 

FU(1) l 
FU(B') 

de lo que se sigue que 

'ª 

•a• 
U(g) o U(es) = U(es') o U FU(g), 

y así, el siguiente cuadrado es conmutativo: 

UFU(B) 
UFU(1) 

U<a 1 
U(B) 

U(1) 

UFU(B') 

lU(rs>) 

U(B') 

Con lo anterior hemos demostrado que U(g) = KT(g) es un morfismo de 
álgebras, es decir, f(T está bien definido en los morfismos. 

En vista de que U : B - A es un funtor, es claro que KT resulta ser 
también un funtor. 

g2). Demostremos que KT E Homa((B,U,F,e),(AT,uT,pT,eT)), 
es decir que: 

(1)eTKT=KTe, 
y que 

(u) es conmutativo el diagrama 1 

e 
/F '\,U 

A k· A 
'\, FT /' U7' 

AT 
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(z). Sea BE Ob(D) , entonces 
(t:T KT)B = t:T K"(B) = ET(U(B),U<(B)) = Ut:(B) = 

J(T(t:(B)) = (KTt)B , 
y por lo tanto 

eT[(T = KTt. 

(n). Para cualesquiera A E Ob(A), B E Ob(B), / : A - A' (morfismo 
en A) y g : B -. B' (morfismo en B). se tiene que 

y 

(KT F)(A) = KT(F(A)) = (UF(A).Ut(F(A))) = 
(T(A).µ,.) = FT(A). 

(KT F)(/) = KT(F(/)) =UF(/)= T(/) = FT(/) 

(UT KT)(B) = UT(KT(B)) = UT((U(B), U<(D))) = U(B) , 
(UT KT)(g) = UT(KT(g)) = UT(U(g)) = U(g), 

y por lo tanto, el diagrama (1) es conmutativo. 

g3). Para terminar la demostración, debemos mostrar que (AT, UT, FT, eT) 
es un objeto terminal en R, esto es, que KT es el único morfis~o de re
soluciones de (B,U,F,e) en (AT,UT,pT,.,T). 

Supongamm que tf> : B - A T es un morfismo de resoluciones con 
,P(B) = (l/>1(8),1/>3(8)) E 06(AT) 

para B E 06(8) . Ahora, debe satisfacerse que 
UT,P=U. 

por lo tanto 
U(B) = UT(,P(B)) = UT((4'1(B),l/>2(B))) = 4'1(8). 

Por otra parte, dada g: B - B' E Mor(B), debe pasar que 
,P(g) = U(g), 

y así 
,P(t:s) = Ue(B). 

Además, ,P debe satisfacer que 
eT,p =,Pe, 

y en consecuencia ocurre que 
u t:(B) = ,P(e(B)) = (,Pt)B = (eT tP)B = eT (~o(B).~,(B)) = 4'2(B), 

y por lo tanto 
,P=KT. 

• 
La categoría R de todas las resoluciones para un triple dado, tiene 

también un objeto inicial. 
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Definición 3.4 • La categoría de J(/eis/i AT para un triple (T, r¡, µ) en 
una categoría A 1 se define por: 
1) Ob(AT) = Ob(A) , 
2) los modismos f : A - A' en AT serán morfismos f : A - T(A') en A. 
3) la composición en AT (que denotaremos•) de f : A - A' con g: A'--> 
A" 

se define como g • f =µA" oT(g) o f. 

Observemos que efectivamente, lo anterior define una categoría. 
Primero, si./: A-T(A') es un morfismo en A, dado que r¡: Id A-> T 

es una transformación natural y (T, q, p) es un triple en A, conmutan los 
siguientes diagramas: 

... 
A 

/1 
T(A') 

T(A) 

lT(/) 
T2(A') 

'1T(A') 

y entonces 

I • T/A =µA• o T(I) o T/A =µ'..o T/T(A') o I = ldT(A') o I = I 
y 

ljA• • f =µA• oT('IA•) o f = ldT(A) o/=/, 
y por lo tanto 'IA : A -T(A) sirye como morfismo identidad, es decir, 

'IA = IdA : A --> A en AT . 

Para mostrar la asociatividad de la nueva composición, tómense 
/:A-+ A', g: A'-+ A'', h: A"-+ A"' morfiemos en AT, 

ahora, utilizando que p : T2 -+ T es una transformación natural, que 
(T,r¡,µ) es un triple y que h: A"-T(A"') es un morfismo en A, se tiene 
que son conmutativos loe cuadrados 
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T'(A") 

T'(h)l 
T3(A"') 

T(p,m)l 
T'(A"') 

5. TRIPLES 

T(A") 

lT(h) 
T2(A"') 

lPA"' 
T(A"') 

y por lo tanto 
(h • g) • f =µA"' o T(h • g) o f = l'A'" o T(µA"' o T(h) o g) o f = 

l'A"' o T(1•A"') o T'(h) o T(g) o/= µA"' o T(h) o l'A" o T(g) o/= 
(µA"' o T(h)) o (µA" o T(g) o /l =µA"' o T(h) o fo. J) = 
h. (g. /). 

Por lo tanto la composición es asociativa y con esto queda probado que Ar 
es una categoría. 

Ejemplo 5.2 (continuación) . Veamos como es la categoría de Kleisli 
para el triple (p, ~. ¡t) en Sets. 

Un morfismo f: A - Ben Sctsr es un morfismo /:A - p{B) en 
Sets, al cual podemos ver como una relación 

R¡ ~Ax B donde (a, 6) E R¡ denota 6 E /(a). 

Así, dados f : A - B 1 g : B - C morflsmos en Setsr 1 de acuerdo con la 
definición, tenemos que: si a E A entonces 

(g •/)(a)= (µe o p(g) o /)(a)= µc(p(g)(/(a))) = 
U{g(b) 1 6 E /(a)} , 

de lo que se sigue que 
(a,c) E R,.¡ ~e E (g •/)(a)~ 36 E /(a) lq e E g(b) 

<* 36 E B lq 6 E /(a) y e E g(b) 
~3bEB tq (a,b)ER¡ y (b,c)eR,~(o,c)eR,oR¡, 

y por lo tanto la composición de funciones en SetsT puede verse como la 
composición de relaciones. 

Además, el morfistno identidad en SetsT es el morfismo ~A : A - p(A) 
en A, el cual manda a E A en (a} E p(A) . Así, 

(a,a') E R,,, ~a' E {a} , 
es decir, R,,A es la relación identidad en A . 
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Concluimos que SetsT , la categoría de Klcisli del triple (p,r¡,µ), es 
isomorfa a la categoría. cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos son 
relaciones binarias. 

Proposición 28 La categor(a de Kleisli AT para el triple (T, r¡, µ) en A 
proporciona una resolución (AT, UT, Fr, ~T) que es un objeto inicia/ en 
la categoría R de todas las resoluciones. Además, FT es biyectivo en los 
objetos. 

Demostración 

a). Definimos UT: AT - A como: dados A,B objetos,y f: A - B un 
morfismo en AT, 

UT(A) = T(A), UT(f) = µ,, o T(/) . 
Es claro que UT está bien definido. Demostremos entonces que UT es un 
funtor. 

Del hecho que (T, r¡1 µ)sea un triple y queµ : T 2 - T sea una trans~ 
formación natural, se sigue que, dado un morfismo g : A' - A" en AT, 
conmutan los siguientes diagramas: 

y por lo tanto 

T2~A') 

T'(g) 1 
T"(A") 

T(µA")l 

T 2(A") 

2:!!., T2 
'\. ldr lµ 

T 

UT(IdA) = UT('IA) =µA o T(r¡A) = ldT(A) = ldur(A) 
y, si · 

son morfismos en AT, 
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U·1·(g • f) = l'A" o T(g • !) = PA" o T(µ,. .. o T(g) o/)= 
µ,, .. oT(¡i,, .. ) a T 2(g) oT(f) = ¡t,1" o T(g) o,,,., o T(f) = 
(¡t,, .. o T(g)) o (J•A' o T(f)) = Ur(g) o Ur(f). 

Por lo tan to, concluimos que UT es un funtor. 

b).Definimos Fr : A - Ar por: para cualquier ti ohjeto de A y para 
cualquier J : A - B morfismo en A, 

Fr(A) = A, FT(f) = 'IB o f . 
Claramente, FT estii bien definido y es biycclivo en los objetos. Además, 

Fr(/dA) = 'IA o ldA = 'IA = ldFrlA)" 
Por otra parte, si 

son morfismos en A, <lado que 1J: Id A-Tes una transformación natural, 
conmuta el cuadrado 

·i 
.. 

e 

T(B) 
lT(g) 

T(C) , 

y nuevamente, debido a que (T, 111 µ) es un triple, se tiene que 
FT(9 o!)= 'le o (g o!)= Idr(e) o 'le o g o f = 

(µ oTr¡)e oT(g) o r¡n o f =µe 0T(11e o g) or¡n o f = 
(r¡e o g) • (111¡ o!)= FT(9) • Fr(f) , 

y por lo tanto, FT es un funtor. 

e). Definimos <r : FrUr - Id Ar de la siguiente manera: dado un objeto 
A de AT, 

(<T )A = l dr(A) (morfismo en A). 

La definición anterior tiene sentido debido a que, si f : A - B es 
un morfismo en ÁT pueden realizarse las composiciones f * IdT(A) y 
I dr(B) • FTUr(fl = I dT(B) • ('IT(B) o µn o T(f)) . Veamos entonces que 
son igualcs 1 es decir, que el siguiente cuadrado en AT es conmutativo: 
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FrUr(Ai = T(A) 

FrUr(J)= 'IT(B)OllDOT(/) l 
FrUr(B) = T(B) B 

para lo cual usaremos nuevamente que (T1 111 µ) es un triple y entonces 
µ01¡T=Idr. 

Idr(8) * ('11'(8) o µ9 o T(f)) = 
µ9 o T(I dr(8¡} o TIT(8) o µ9 o T(f) = 
µ9 o Idr'(8 ¡ o 'lTCBl o µ9 o T(f) =µso '11'(8 ) o µ8 o T(f) = 
(µo ~)8 o µn oT(f) = Idr(8) o µ9 oT(f) = µ9 o T(f) = 
µso T(f) o Idr(A) =f. Idr(A) ' 

con lo cual queda demostrado que éT es una transformación natural. 

d). Dado un objeto A de A, se tiene que 
UrFr(A) = Ur(Fr(A)) = Ur(A) = T(A) , 

además, si f : A - B es un morfi.sino en A, como (T1 q, µ) es un triple en 
A, se tiene queµ o Tr¡ = Idr y por lo tanto 

UrFr(f) = Ur(Fr(J)) = Ur(Tls o!) = µ8 o T(T1¡¡ o!)= 
µn o T(T1s) o T(J) = (µo TTl)B o T(f) = I dr(D) o T(J) = T(f) . 

Concluimos que UrF-r =T. 

e). Si A es un objeto de A, ocurre que 
(Ur<=rFr)A = Ur((<r)F,(Ai) = Ur((<=r)A) = Ur(IdT(A¡) = 

µA o T(Idr(A)) =µA o Idr'(AJ =µA, 
y por lo tan to 

Ur<:rFr = µ. 

f). Demostremos ahora que (U, F) es un par de funtores adjuntos. 
Si A es un objeto de A entonces 

(<=rFr * FrTl)A = (<:rFr)A • (FrTl)A = (<r)FT(A) • Fr(T/A) = 
(óT )A * ('lT(A) o TIA) = 1 dr(A) * ('lT(A) o TIA) = 
µA o T(IdrcA¡) o (TlrCAl o TIA)= µA o Idr•(A) o TIT(Al o •IA = 
µA o 'lT(A) o f/A = (µ º T1T)A ºTIA = Idr(A) ºTIA = 
f/A = JdF,(A) = (IdF,)A, 

y por lo tanto 
<rFr • FrTI = ldF,· 
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Por otra parte1 

(UTeT o qUT)A = (UTeT)A o (qUT)A = UT((eT)A) o quT(A) = 
U1·(IdT¡A¡) o qTCA> = 1•,1 o T(IdrcA» o qT(A) = 
µ,¡o /dT'(A) o ~(A)= (¡1 O qT)A = 
JdT(A) = fdpT(A) = (ldpT)A, 

y por lo tanto 
UTET o r¡TJ.r = /dpr , 

con lo cual terminamos de demostrar que (U, F) es un par de funtorcs ad· 
juntos. 

Con los seis puntos anteriores queda prohado que (AT, Ur, Fr,er) es 
una resolución para el triple dado. Dcrnostrarcmos ahora que tal resolución 
es un objeto inicial en R, esto C's, que rinda otra resolución (Il, U, F, e), e· 
xiste 1111 tínico morfismo de resoluciones de (AT, Ur, Fr,é·r) en (Il, U, F,c) 

g). Sea (B, U, F, t) otra resolución para el mismo triple1 construiremos un 
funtor Kr : Ar - B y mostraremos que es el único con )as propiedades 
deseadas. 

Para cualquier objeto A de AT y cualquier morfismo g: A - A' en AT, 
definimos ](T : AT - B por: 

l<T(A) = F(A), l<T(g) = EF(A') o F(g) . 
Es claro que l(T está bien definido en los objetos, además, en B se tiene el 
morfismo 

F(A)~FT(A') =FU F(A')'~' F(A') 

y por lo tanto /(T está bien definido en los morfismos. (UF= T debido a 
que (B, U, F,e) es una resolución para el triple (T, q, µ) .) 

Demostremos entonces que KT es un funtor. 
KT(qA) = eF(A) o F(qA) = (eF o Fq),. = ldF(A) = JdKT(A) 

(Recuérdese que q,. : A - A en AT es el morfismo identidad en A y que, 
por ser (B, U, F, e) una resolución, se tiene que eF o Fq = Jdp). 
Por otra parte, sean 
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morfismos en AT, probaremos que KT(g•J) = KT(g)o KT(fl, para lo cual 
necesitamos observar primero los siguientes dos puntos: 

(t). e: FU - Ida es una transformación natural y por lo tanto, dado que 
F(g) : F(A') - FT(A") =FU F(A") y <F(A") : FU F(Jl'') - F(A") son 
morfismos en B, conmutan los sigucntes cuadrados: 

FUF(A') 

FUF(g) l 
FUFUF(A") 

rl"(A') 
F(A') 

lF{g) 
FUF(A") 

FUFUF(A") 

FU('F<•">) 1 
FUF(A") 

CpLJF(A11 ) 

CFUl"(A 11 ) 

l°F(A") 

FUF(A") 

l'P(A") 
F(A") 

(n). µ = UtF ya que (B, U,F,t) es una resolución para el triple (T, lj,µ). 
Así, 

KT(g) o KT(J) = (óF(A") o F(g)) o (óF(A') o F(f)) = 
EF(A") o ((F(g) o EF(A'¡} o F(/)) = 
EF(A'') o ((eFUF(A") o FU F(g)) o F(f)] = 
(óF(A") o ÓFUF(A")) o (FU F(g) o F(f)) = 
(óF(A") o FU(eF(A"j)) o (FU F(g) o F(f)) = 
(eF(A") o F(µA")) o (F(T(g)) o F(f)) = 
EF(A") o F(µA" o T(g) o!)= 
KT(PA" oT(g) o/)= KT(g * /), 

con lo cual queda demostrado que KT es un funtor. 

h). Demostremos ahora que [(TE Homa((AT,UT,FT,<T),(B,U,F,e)), 
es decir, que J(TeT = eKT y que conmuta el diagrama 

ÁT 
/FT ',.UT 

A lKT A 
'-,F /u 

B 
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hl). Si A es un objeto de A entonces 
(Krer)A = Kr(<r(A)) = Kr(ldr(AJ) = Ef'(A) o F(Idr(AJ) = 

EF(AJ o IdFT(A) = Ef'(,\J = EKT(A) = (EKr )A , 
y por lo tan to 

Krer = eKr. 

h2). Si A es un objeto de A y f : A - B es un morfismo en A entonces 
(KrFT)(A) = Kr(FT(A)) = Kr(A) = F(A) 

y 
(KrFr)(I) = Kr(Fr(fl) = Kr(T/B o!)= EF(B) o F(r¡o o f) = 

Es o F(r¡B) o F(I) = (eF o Fr¡)s o F(/) = IdF(B) o F(f) = F(f) 
y por lo tan to 

KrFr=F. 

h3). Dados un objeto A de Ar y un morfismo g : A - A' en Ar , se tiene 
que 

y 
(UKr)(A) = U(Kr(A)) = U(F(A)) = T(A) = Ur(A) 

(U Kr)(g) = U(Kr(g)) = U(EF(A') o F(g)) = U(EF(A'J) o u F(g) = 
(UeF)A• o T(g) =µ'..o T(g) = Ur(g), 

y por lo tan to 
UKr=Ur. 

i). Por último, veamos la unicidad de I<r . 
Si ,PE HomR((Ar,Ur,Fr,er),(B,U,F,e)) debe ocurrir que .PFr = F, 
enlonces, si A E Ob(Ar) , se 1 if'nc que 

F(A) = (,PFr)(A) = ,P(A). 

También debe ocurrir que ,Per = EtP y así, 
,P(/dr(A¡} = Óf'(A) • 

Por otro lado, para un morfismo g : A -+A' en Ar, ocurre que 
IdT(A') • ('IT(A') o g) =µA• o T(Idr(A•il o T/T(A') o g = 

µA• o JdT'(A') o 'IT(A') o g = PA' o 'IT(A') o g = 
(UeF)A• o T/UF(A') o g = U(EF(A'J) o 'IUF'(A'J o g = 
(U& o qU)r(A') o g = JduF(A') o g = g, 

así, debe ocurrir que 
,P(g) = ,P(JdT(A') * ('IT(A') o g) = lf>(Jdr(A'¡) o lf>('IT(A') O g)) = 

EF(A') o ,P(Fr(g)) = EF(A') o F(g) = Kr(g), 
y por lo tanto 
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<f>=J(T' 
con Jo cual terminamos la demostración. 

• 
Corolario 2 Sea LT : AT -+ A T el caso especial del funtor de comparación 
KT cuando B = AT (o para KT cuando B =A T)), entonces tenemos los 
Junto res 

A--F_,._-+AT __ L_,. _ _,AT __ u_,. _ __,A 

con rr = LTFT adjunto izquienlo de uT y UT = uT LT adjunto derecho 
de F'T • Además, FT •• 6iyectivo en loa objetos, uT •• fiel y LT es fiel. 

Demostración 

Unicamente falta probar que LT es fiel. Así, obsérvese que dado un mor
fismo g: A-> A' en AT (g: A-> T(A') en A). debido a que r¡: Id A-> T 
es una transformación natural, conmuta el cuadrado 

A 

·l 
T(A') 

.. 
T(A) 

lT(g) 
T 2(A') 

Además, dentro de la demostración de la unicidad en la proposición ante
rior, se probó que 

g = IdT(A'). (T/T(A') o g) =µA• o T/T(A') o g . 
Así, de las anteriores observaciones y del hecho que 

LT(g) = KT(g) = UT(9) =µA• oT(g) , 
se tiene que 

g =µA• o '1T(A') o g =µA• o T(g) o 'IA = LT(g) o T/A . 

Para terminar, usando las observaciones anteriores se sigue que: dados 
dos modismos g, ¡¡ : A -> A' en AT : 

LT(g) = LT(ii) * g = LT(g) o T/A = LT(ii) o 'IA = ¡¡. 
Por lo tanto LT es fiel. • 
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