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INTROOUCCION 

Este trabajo se ha concebido como una unlficac16n de una 
variedad de temas que se cubren en diferentes materias de la carrera de 
Matemático en la Facultad de Ciencias de la UNAM, es decir, muchos de 
los temas que se presentan aqul son objeto de estudio durante la 
carrera, pero nunca en un solo curso. Por ejemplo, los capi tul os 3 y 4 
que tratan, respectivamente, sobre los números enteros y sobre los 
racionales se estudian en los cursos de Algebra Superior ; algunos 
profesores que imparten Cálculo Diferencial e Integral o Análisis 
Matemático incluyen una parte del material del capitulo 5 sobre los 
números reales; por otro lado, la def lnlclón y las propiedades de los 
Números Naturales como consecuencia directa de la Teoria de Conjuntos 
(capitulo 2) se estudian, con algunas variantes, en las materias 
también llamadas Tf!oria de los Conjuntos. 

Además de lo anterior, una inquietud particular de quien esto 
escribe ha sido la de observar a los objetos matemáticos desde la 
óptica de la Teoria de Conjuntos. El interés nace cuando se aprende 
que en el estudio de la Matemática se es lo más económico posible, en 
el sentido de que se pretende elaborar teorias a partir de un minimo de 
material (axiomas, postulados, etc.) y, desde luego, con el mlnimo 
esfuerzo. El primer material de construcción fueron los conjuntos, con 
ellos se comprobó que puede construirse una parte considerablemente 
grande del "edificio" de la Hate111ática: de hecho, este material 
continúa presentándose en casi todas (seguramente en todas) las áreas; 
asi que la pregunta surge de manera natural: de los objetos y 
estructuras de la Matemática ¿qué tanto puede obtenerse a partir de 
los conjuntos?. A lo largo de este trabajo queda en evidencia que 
podemos construir casi todos los objetos y estructuras elementales y se 
muestra también un ejemplo de un concepto de amplia utllizac16n en 
álgebra que no se sigue de la Teoria de Conjuntos: la Teoria de las 
Categorias. Aunque existe un concepto de Categoria que si cabe dentro 
de la Tcorla de Conjuntos, resulta ser que los ejemplos interesantes de 
Categorias (la de Conjuntos, Grupos, Campos, etc.) siguen manteniéndose 
fuera aún de esa otra definición. 

Por otro lado, el capitulo 1, que versa sobre la Teoria de Estratos 
es la respuesta a otra inquietud: ¿se pueden construir los conjuntos 
empleando objetos más elementales?. La respuesta es si, pero este 
estudio parece ser más interesante para la filosofia que para la 
Matemática y la raz6n parece intuirse: en ca::.1 toda la Matemática, la 
que desarrollan los Matemáticos y aquella de la que se sirven los 
ingenieros, clentificos, etc .• no se habla de objetos más sencillos que 
los conjuntos. También en este capitulo se hace una derivación de los 
axiomas de Zermelo-Fraenkel de la Teoria de Conjuntos a partir de los 
de la ·Teoria de Estratos, se deducen la mayoria de ellos, inluyendo el 
axioma de regularidad o de buena fundación y se menciona que aún cuando 
éste sea una consecuencia de la Teoria de Estratos solo ahi se le 
trabaja puesto que en su momento se observará que su empleo no es 



necesario para los desarrollos subsecuentes. Además, nunca se habla del 
Axioma de Elección, primero porque no se puede extraer como un 
resultado de la Teoria de Estratos¡ de hecho si se le trata de deducir 
se observará una circularidad; es decir, en el intento de deducirlo se 
lo está utilizando de una manera sutll: más especificamente, cuando se 
busca el estrato en el cual pretende ubicarse la función de elección 
se usa elección en el proceso de encontrarlo. En segundo lugar, el 
Axioma de Elección no se requiere para los fines que se persiguen en 
este trabajo, sin embargo, su uso en la mayoria de las estructuras que 
se presentan permite alcanzar resultados interesantes, es por ello que 
gran parte de los matemáticos lo emplean, además de su (casi) 
autoevidencia. 

En lo que respecta a la forma en que se ha escrito el texto de este 
trabajo cabe aclarar que, en su mayor parte, es autocontenido, se 
incluyen todos los conceptos que se requieren para la comprensión 
del material desarrollado, de manera que no es necesario consultar 
otras fuentes excepto quizás en alguna parte que en su momento se 
sefiala. Además, un nuevo concepto no se introduce hasta que se lo 
necesita. de manera que sl bien pudiera parecer que una determinada 
idea pudo haberse desarrollado antes no se hace asl. sino que se la 
trabaja hasta el momento necesario; por ejemplo, desde el cap1 tu lo 2 se 
cuenta con el material suficiente para hablar de los conjuntos finitos, 
infinitos y numerables, pero se comienzan a usar hasta que se trabajan 
los Números Racionales, es por ello que esos tipos de conjuntos se 
definen hasta el capitulo 4. 

Como parte concluyente en los capi tu los 2, 3 y 4, se incluyen 
resultados que caracterizan a l:i estructura correspondiente, se muestra 
que son únicas salvo isomorfismo, con un isomorfismo que involucra el 
tipo de orden de las mismas. El formato general de los capitulos 2 al 5 
consiste en definir de la manera más sencilla e intuitiva posible las 
estructuras en cuestión para posteriormente establecer su unicidad; la 
excepción a esta regla es el capitulo sobre los Números Naturales, 
donde se presentan dos definiciones de número natural que después se 
comprueba que definen al mismo objeto; se presentan esas dos 
al ternatlvas porque sl blen la primera de ellas es más simple, la 
segunda es más natural. 

El Capitulo 1 es una formalización de la llamada Jerarquia 
Acumulativa y está basado en un articulo de Goerge Boolos: The 
Iterative ConceptJon of Set; se puede encontrar en la antologia de 
Benaccrraf y Putnam que es una colección de articulas que tratan sobre 
el mismo tema. La bibliografia consultada para los capl tules 2 y 3 se 
ha tomado de una gran variedad de libros de Tcoria de Conjuntos entre 
los que se el tan el de H. B. Enderton. Elements of Set Theory; el de 
T. Jech & K. Hrbaceck. Introduction to Set Theory y el de 
A.G.Hamllton,_Numbers, Sets and Axloms; etc.; también fueron una fuente 
importante las notas de clase del curso Teoria de los Conjuntos I por 
el Profesor Rafael Rojas Barbachano impartido durante el segundo 
semestre de 1992. Por lo que respecta a los resultados de unicidad para 
los números racionales y gran parte del capitulo 5 se trabajó en base a 
una notas sobre el tema proporcionadas por el profesor José Alfredo 
Amor Montaña. Para el material sobre Lógica Matemática es suficiente si 
se consulta el libro A Hatehematlcal Introductlon to Logic por 
H. B. Enderton. 



Al fin6:1:'d~l ~exto'.sc en~uentr~·Una.llsta. más'extensa de articulas y 
libros ·de: ~.ex~ó prei;::ed.~~o~. de·. br~':'es. ·c~mentarlos sobre ellos y ,en l.os 
cualesSc 'puede ·obtener~: más : información sobre los temas" que aqul se 
tratan. 



1. LA TEORIA DE ESTRATOS 

1. 1 INTRODUCCION 

La Teoria de Estratos se presenta como una forma de arribar a una 
concepción ltcratlva de conjunto; tal concepción consiste en responder 
a la pregunta de ¿cómo se construye un conjunto? en lugar de ¿qué es 
un conjunto?. Un hecho natural es que para construir un objeto se 
dispone ya del material de construcclán, en particular, para construir 
un conjunto se acepta que se cuenta de antemano con lo que serán sus 
elementos; también es n;.zonable que se puedan construir conjuntos 
cuyos elementos sean, ellos mismos, conjuntos; de hecho, este es un 
procedlmlenlo usual en Matemáticas: se definen nuevos objetos a partir 
de los definidos anteriormente. Asi, se comienza la construcción con 
elementos que no son conjuntos, a los cuales llamaremos individuos y 
que pueden ser objetos de cualquier especie. 

Intuitivamente, la Teorla de Estratos consiste en la construcción 
de conjuntos mediante un proceso establecido; se comienza con los 
llamados individuos y con ellos se construye el estrato cero que 
consiste en todas la posibles colecciones que pueden formarse con 
individuos; enseguida, se forma el estrato uno consistente de todas 
las colecciones de individuos y objetos del estrato cero; el estrato 
dos se formará con todas las colecciones posibles de individuos y 
objetos de los estratos cero y uno; el estrato tres, con colecciones 
de individuos y objetos de los estratos cero, uno y dos; continuando 
de esta manera, se tienen los estratos cuatro, cinco, seis, .... 
Después se asume que se puede construir el estrato w formado por 
colecciones de individuos y objetos de los estratos cero, uno, 
dos, ... ; el estrato w mas uno, w mas dos, ... , w mas w (6 dos w); el 
estrato dos w mas uno, dos w mas dos,. tres w, ... , cuatro w, .. 

Aqui es importante hacer notar que los nombres asignados a los 
estratos son solo eso y no se hace referencia a los números naturales 
cero, uno, dos, etc., ya conocidos; además esto es solo una 
descripción intuitiva. Por otro L'"ldo, en la exposición anterior se 
observa que una vez que se ha construido un conjunto en algún estrato, 
este se vuelve a construir en todos los estratos posteriores¡ se puede 
eliminar esta caracteristica rearreglando los estratos de manera que 
un conjunto esté formado en un solo estrato: en el primero en que fue 
formado de acuerdo al procedimiento anterior. 



Dos consideraciones adicionales sobre la· form~ción de. estratos: 
1) No hay un último estrato; 

Esto sign.ifi¿a que la const'ruc~iÓn. de esi:.r~i.os' Puede prolongarse 
lnflnltc1mente, o bien, que siempre Pú~de darsé un paso más en la 
construcción. 

2) Sea A un conjunto formado en un estrato· y .denotemos por Ra 
cualquier estrato asociado (no importa como) a cada elemento aeA 
entonces, hay un estrato posterior a todos los Ra para aeA. 

Dada cualquier asociación de un estrato Ra para cada elemento aeA, 
lo anterior permite extender esa asociación al conjunto A asignándole 
un estrato que es posterior a todos los Ra. 

Por Ultimo, es claro que no hay un criterio para elegir objetos 
que tomen el papel de individuos en la Teoria de Estratos, -e incluso 
puede no haberlos- ya que , como se dijo antes, éstos pueden ser 
objetos de cualquier especie (libros, números, funciones, árboles, 
etc.). Sin embargo, en vista de esto y tomando en cuenta que los 
libros, las piedras y las. vacas no nos interesan (desde el punto de 
vista matemático) y los objetos matemáticos (números, funciones, 
estructuras algebraicas, etc.) los podremos construir, entonces, se 
puede hacer una elección mas o menos natural: que no haya individuos. 
Con esto, el estralo cero llene una sola colección, la colección nula; 
el estrato uno tiene dos colecciones: la colección nula y la que llene 
a la colección nula; el estrato dos tiene cuatro colecciones: la 
colección nula. . Las colecciones construidas de esta manera se 
denominan conjuntos puros y simplemente nos referiremos a ellos como 
conjuntos pues solo de ellos nos ocuparemos. 

En la siguiente sección se establece formalmente {en forma 
axlomátlca) la Teoria de Estratos. Como el objetivo de este capitulo es 
el de establecer los axiomas de Zermelo-Fraenkcl para los conjuntos y 
y estos se escriben en un lenguaje de primer orden 3 con simbolo 
predicado no-lógico e, escribiremos los axiomas de la Teorla de 
Estratos en un lenguaje de primer orden 2-variado (! que es 3 mas los 
predicados A, de dos argumentos, que se entenderá como 
"_ anterlor que _" y F, también de dos argumentos, entendido como 
"- es formado en _ ... Asi que en esta tearia, una colección x sera un 

conjunto sl y solo si existe un estrato s en donde fue construido: 
3s{xFs). 

1. 2 AXIOMAS DE LA TEORIA DE ESTRATOS (T. E.) 

Sea el lenguaje de primer orden 2-variado (!' descrito en el 
párrafo anterior con variables r, s, t, r', s', t' que varian sobre 
estratos y variables w,x,y,z,w' ,x' ,y' ,z' que varlan sobre conjuntos. 

De acuerdo con la descripción de la sección anterior, y para su 
buen funcionamiento, se requiere que ningún estrato sea anterior a 
si mismo; este es el primer axioma: 

TEl: Vs( ., sAs ) 
51 se piensa un poco, la relación A debe ser transl ti va: 

TEZ: VrVsVt ( rAs /\ sAt 4 rAt ) 



;!la~~~~l~n~:rtnxeioumna,0rJ:~t~ii1~~~: ·los: ·ante~ior:es, ."::~lee __ ,q~~ la 

TE3: VsVt ( sAt V s=t V tAs ) 

Hay un estrato que es anterior a t~dos' lose demáS: 
TE4: 3rVt ( r•t "' rAt l 

Siempre se puede construir el estrato inmediato posterior a uno 
dado: 

TES: Vs3t ( sAt /\ Vr{ rAt ,. ( rAs v r=s ) ) 

Un axioma que puede no ser intuitivamente claro pero que es 
absolutamente necesario. pues permitirá, entre otras cosas, la 
construcción de conjuntos infinitos; postula la existencia del 
estrato w que fué descrito en la sección anterior; lo que afirma 
es que existe un estrato s que no es el primero y que no tiene un 
estrato inmediato anterior, por lo que debe ser un estrato 
posterior a un número inf'lnlto de estratos: 

TE6: 3s ( (3t tAs l " Vt ( tAs ., 3r ( tA"r " rAs l l) 

Será de interés que cada conjunto esté formado en un único 
estrato: 

TE7: Vx:3s ( xFs " Vt( xFt .. t=s l l 

Cada conjunto está formado por objetos (conjuntos) que fueron 
construldos antes que él: 

TES: VxVy'VrVs ( xey A xFr A yFs -> rAs ) 

Dados un conjunto formado en lm estrato y cualquier estrato 
anterior, se puede encontrar aqul o en algún estrato posterior, 
elemento del conjunto: 

TE9: VxVsVt [ xFs " tAs ., 3y3r ( yex " yFr " ( t=r v tAr ) ) ) 

Ahora, falta por plantear que es posible formar un estrato con 
todas las colecciones de objetos de los estratos anteriores 
cuidando de no volver a formar las que ya se hablan construido, 
esto lmplica el uso de fórmulas del lenguaje (! que describen 
las propiedades deseadas; tenemos, por tanto, un esquema de 
axioma: 

Sea 'P una fórmula de (! en donde la ocurrencia de la variable y 
no es libre; entonces, el siguiente es un axioma: 

TEIO: lfs3yVx[ xey ,.. C qilxl " 3t( tAs " xFt l) l 

Finalmente. de acuerdo a la descripción intuitiva de la formación 
de estratos. se nota que ec;tos están construidos inductivamente¡ 
es decir, habrá un principio de inducción para estratos y 
conjuntos análogo al de los números naturales. 

Para ello necesitamos la siguiente definición: decimos que un 
estrato se cubre por un predicado si tal predicado se aplica a 
cada conjunto del estrato. 
Con esto. nuestro principio de inducción deberá decir algo como 
esto: 
51 un estrato se cubre por un predicado siempre que se cubra cada 
estrato anterior a él entonces todo estrato se cubre por el 
predicado. 



Para escribirlo en el lenguaje e! usamos fórmulas '/' y <p' de él 
tales que V' es igual a tp' excepto porque en tp' no ocurre en forma 
libre la variable t: 

TEll:Vs(Vt( tAs .. Vx( xF't _. <p' )) .. Vx( xF's .. tp )) ~ VsVx( xF's.,. rp} 

Para termlnar esta sección hacemos ver que la restricción de 
emplear un lenguaje de primer orden 2-varlado es solo por simplicidad 
de la escritura y porque estamos empleando dos tipos de variables, uno 
para estratos y otro para conjuntos: pero podemos emplear un lenguaje 
univariado introduciendo dos predicados adicionales de un argumento, el 
predicado 5(_) que signlf'ica "ser estrato" y el predicado C(_) 
entendido como "ser conjunto". Con esto podemos manejar las variables 
r,s,t,u.v,w,x,y,z del nuevo lenguaje y reescribir los axiomas TEl-TEll, 
por ejemplo: 

TEl': ifx( S(x) .. .., xAx ) 
TE4'' 3xlly( S(x) A S(y) A x~y .. xAt ) 
TE7 1

: Vx( C(x) .. 3y( S(y) A xFy /\ Vz( S(z) /\ xF'z ~ z::::iy ) ) ) 

1. 3 LA TEORIA DE CONJUNTOS DE ZERKELO-FRAE!ri<EL 

Si bien este trabajo pudo haber comenzado presentando directamente 
los axiomas de Zermelo-F'raenkcl (ZF')para los conjuntos, la exposición 
de las secciones anteriores permitirá derlvarlos de la Teoria de 
Estratos. 

La mayoria de las deducciones de lo!l "axiomas" de ZF tienen la 
siguiente forma general: a partir de uno o más conjuntos se prueba 
la existencia de otro conjunto localizando el estrato donde éste deba 
encontrarse y haciendo ver que lodos los que serán sus elementos 
se encuentran en estratos anteriores. una vez hecho esto, el esquema de 
axiomas TElO permite construir, en aquel estrato. el conjunto con las 
propl edades deseadas. 

Axioma del Conjunto Vacio. 
ZFI: 3x\ly( y•x ) 

"Existe en conjunto que no llene elementos." 
Para derivarlo de la Teoria de Estratos, se debe hacer ver que hay 
un estrato en donde se construye una colección con las 
propiedades requeridas. 

Por TE4 hay un estrato inicial s y por TElO con tp a "x=x": 
(1) Vs3yVx (xE!:y ~ x=x /\. :3t (tAs /\ xFt) ) 

enlences, para el estrato inlclal s -.3t (tAs /\ xF't), asi, por 
(1) 3y\lx (x<y) . 

Axioma del Par. 
ZF2: VxVy3wVz (zew e-o- z=x v z=y) 

"Para cualesquiera dos conjuntos hay un conjunto cuyos elementos 
son exactamente ellos dos." 
Nuevamente, se necesita hacer ver que hay un estrato en donde hay 
un conjunto con las propiedades requeridas por ZF2. 
Sean x,y dos conjuntos, por TE7 ellos están formados en dos 
estratos y por TE3 uno de ellos, t, es posterior o igual al otro, 

sea s el estrato inmediato siguiente a t (TES) y tómese con TE10 



fP e "z=x v z=y" 
(2}. ... Vs3yVz( zey -. Cz=x v z=y) /\ 3t( zrt /\ tAs ) ) 

Aplicamos (2) al estrato s y se tiene la existencia de un conjunto 
y tal que sus elementos cstá.n formados antes que s y tiene a x y a 
y , este es el conjunto que se busca. 

Axioma de la Unión. 
ZF3: Vx3yVz (zey ..,.. 3w (we:< /\ zew) ) 

"Para cualquier conjunto x hay un conjunto (la union de x) que 
tiene a todos los elementos de todos los elementos de x." 

Sea s el estrato en que está formado x (TE7); por TES, todos 
los elementos de x están f"ormados antes de s y también por TES 
todos los elementos de cada elemento de x están íormados antes de 
s, asi que en s se puede formar la unión de x con TElO mediante 
JI 11 ''3w (wex /\ zew}": 

3yVz (zey ~ 3w (wex /\ zew) /\ 3t (zF't /\ tAs) ) 
El conjunto y postulado por la fórmula anterior es el que se 
busca. 

Axioma de las Partes o del Conjunto Potencia. 
ZF'4: Vx3yVz (zey ._,. Vw Cwez .. wex) ) 

"Para cualquier conjunto x, la colección de todos los subconjuntos 
de x es un conjunto"; o bien, "hay un conjunto cuyos elementos son 
todos los subconjuntos de x ". 
Sea s' el estrato inmediato posterior a s, aquel donde x se 

f"onn6; sl Vw (wez -to wex) , abreviado "zs;x", por TES todo miembro 
de z está íormado en un estrato t anterior a s, entoncesz está 
formado en s o antes; asi que en s' se puede formar lacolecci6n 
de todos los subconjuntos de s através de la aplicación al estrato 
s' de TElO con ip 11 "Vw (wez a> wex)"; es declr,aplicando 

Vs'3yVz (zey ~ Vw (wez .. wex) /\ 3t (zFt /\ tAs') ) 
o bien 

Vs' 3yVz (zey ~ z~x /\ 3t (zF't /\ tAs' l ) 

Axioma de Infinitud. 
ZFS: :3y( 3x' (x' ey /\ Vz(zl!!x') } /\ Vy' (y' ey "" Vw(Vz (zEw .,..,. 

zey' v z=y' ) '* wey) ) ) 
·"Hay un conjunto que tiene al conjuntO vaclo y siempre que tiene a 

un conjunto y' tiene a su sucesor w (zew ..,.. zey' v z=y') ". 
Sea s el estrato cuya existencla esta postulada por TE6; se verá 
que si un conjunto w está formado en un estrato anterior a s, su 
sucesor también está en un estrato anterior a !>. 

Sean w, t, y' tales que y'F't ,., tAs /\ Vz (zew e-» zey'v z=y' ); por 
TE6 3r( tAr & rAs ) y por TES r puede ser el estrato que sigue a 
t: ya que y' Ft /\ tAr y todo miembro de y' está formado antes de t 
(y por tanto antes que r} en r puede formarse un conjunto w cuyos 
elementos son exactamente los de y' Junto con el mismo y• através 
del empleo de TE10 (aplicado al estrato s) mediante 
ipa"3x' Cx'Ey /\ Vz(ze:x' )) /\ Vy' (y'ey .. Vw(Vz(zew .-. zey'v z=y') .. 

weyl) 
es decir, usando 
Vs3yVx (xey 4""* tp A 3t ( tAs /\ xF't) ) 



Esquema de Comprensión o de Separación o de Subconjuntos. 
Zf6:Vx3yVz (zey ~ zex /\ ip).· donde tjJ es una fórmula en C¡ue la 

ocurrencla de la variable y no es l lbre. 
"Para cualquier conjunto x hay un conjunto cuyos elementos 

todos los elementos de x a los que i/J se aplica. ". . " .. . . , 
Todos los elementos de x están construidos en estratos anteriores 

1 

a aquel en que x se formó, .en particular, aqiJellos .. a 'los· éuales--\b 
se aplica. Asi que apliquemos , a este estrato, el esquema .TElO ·con 
rpa"zex /\ i/J": 

Vs3yVz( zey ~ zex /\ rf· /\ 3t( zFt /\ tAs ))··, 

Esquema de Regularidad. 
Sean '/' y 'P' fórmulas donde en cp no ocurre la variable y y son 
iguales excepto porque en r¡;' ocurre y en aquellos lugares en que 
x ocurre 11 bre, entonces 

ZF7: 3x{ 'P } ~ 3x( rp /\ Vy (yex '* ~!f!·) ) 
"Si existe un conjunto con una propiedad cp entonces existe un 
conjunto "minlmal" respecto a esa propiedad; es decir, existe un 
conjunto con la propiedad r¡; tal que sus elementos ya no la tienen." 

Si 3x(ip) entonces el estrato s tal que xF"s no está cubierto por 
~rp {veasc la definición de estar cubierto por en la página 3), pero 
el principio de inducción para estratos y conjuntos dice que si un 
estrato se cubre por un predicado (fórmula) sicmpreque se cubra 
todo estrato anterior a ól entonces todo estrato se cubre por ese 
predicado; la contraposiliva de esta afirmación establece que si 
algún nstrato no se cubr~ por una formula entonces hay un estrato 
tal que todo estrato anterior a Cl se cubre por ella pero el mismo 
no se cubre por la fórmula. Esto quiere decir que en este estrato 
hay un conjunto al cual la fórmula no se apl lea pero a sus 
elementos (formados en estratos anteriores) si se aplica. 51 esa 
fórmula es -up de ZF7 enlences se ha probado este esquema. 

Formalmente: 
El principio de inducción aplicado a -i<p: 
Vs( Vt{tAs,., Vx(xFt,., -ir,c)) ~ Vx{xFs * -i<p) } "'> VsVx (xfs ~ -iip) 
la cont.raposltlva: 
-,VsVx(xFs ~ -,y¡} ., -i\fs( Vt(tAs '* Vx(xFt -> -irp}) * Vx(xF"s '* ~rp)) 
o bien: 
3s3x (xfs /\ rp) ,~ 3s( Vt (tAs ;..> Vx (xft *-ir¡; )) "3x (xFs /\ ip) 
que es equivalente a: 
3s3x (xr-s , .. ¡p) '* 3s( Vt ( t.As ~ Vy (yft * ~rp·)) /\ 3x Cxfs /\ 'f') 
Usando la equi-1alencla lógica de que (A*(84C)) * (MB4C) 
3s3x (xF"s /\ rp) '* 3s( (VtVy( tAs "· yFt } '* ~IP') /\ 3x( xfs /\ ¡p)) 
O bien 
3s3x (;.:fs /\ tp) ~ 3!0( 3x(xfs /\ ip) /\ VtVy( tAs /\ yFt ) '* ~¡p·} 
Por otro lado, la hipótesis de ZF"7 y TE7 implican 

3s3x( xFs /\. ffJ ) 
asl, tenemos 

3s( 3x( xfs /\ ip ) /\ VtVy( tAs A yFt.) '* :,rp•) 
en particular 

3s( 3x(( xFs A <P l A Vy( yex .. "~</''))) 
en particular 

3x( rp /\. Vy( yex-. ,ip') 
Se ha probado que 

3x( rp ) "' 3x( rp " Vy( yex ~ ~rp·)) 



Esquema de Reemplazo o Sus ti lución. 
ZFS: VxVyVz( tp(x,y) /\ tp(X,z) st- y=z l "'Vx3yVz( zey c. 3w( wex /\ 

~(w, z) )) 
"Para todo conjunto hay un conjunto cuyos miembros son las imágenes 
bajo la 'funcional' rp de algún elemento de aquel conjunto". 

Intuitivamente, de acuerdo a la segunda de las dos últimas 
observaciones sobre la descripción intuitiva de la Teoria de 
Estratos (ver la página 2). para cada elemento wex puede pensarse 
en un estrato Rw asociado a w que es aquel donde se construyó el 
único conjunto z (si es que existe) tal que ip(w, z), la observación 
a que se hace referencia postula la existencia de un estrato s que 
es posterior a todos los Rw para wex; entonces, en s se puede 
formar el conjunto que llene a la imagen de x bajo 'P· 

Para derivar formalmente el esquema de reemplazo necesitamos 
pues, extender la Teoria de Estratos para que incluya nuevos 
axiomas que permitan lo que se acaba de discutir; es decir, af\adir 
los que podriamos llamar los pr 1nclplos de cof lnal ldad: 

Si cada conjunto esta asociado con algún estrato (no importa 
como), entonces para cada conjunto z existe un estrato s tal que 
para cada miembro w de z. s es posterior a algún estrato asociado a 
w. 

Con este principio aceptado como axioma pueden demostrarse 
(aparentemente} los axiomas do? reemplazo; sin embargo, no está 
garantizado que todas las asociaciones de estratos a conjuntos 
puedan escribirse en el lenguaje <:!' • Has especlficamente, la 
Juslificacl6n intuitiva para el esquema de reemplazo que se enuncia 
tres párrafos más arriba habla de una asociación entre conjuntos y 
estratos en términos de la propiedad (funcional) V> pero la 
generalidad de ésta puede en algún momento requerir una asoclacl6n 
que no pueda escribirse en el lenguaje <!. 

Asi pues, parece que no todos los axiomas de reemplazo pueden 
derivarse de la Teoria de Estratos, pero dada la importancia que 
pronto sobre ellos se observará, se acep-itan como parte de la 
Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel. 

Axioma de Extensionalidad. 
ZF9: 'dxVy( Vz( ZEX ~ zey } ., x=y ) . 

"Sl dos conjuntos llenen los mismos elementos entonces son 
iguales". 

La negación de este axioma diria que hay dos conjuntos diferentes 
que tienen los mismos elementos. Dado que lo único que interesa de 
los conjuntos son sus elementos (de hecho, en la descripción 
in tul tlva de la formación de conjuntos, se parte de una colección 
de objetos y con ellos se construyen los conjuntos) parece ser que 
este axioma es cierto en virtud únicamente de lo que dice y de 
nuestro interés en cuanto a los conjuntos. Asi, este axioma 
tampoco se sigue de la Teoría de Estratos pero también se incluye 
porque a partir de él puede probarse, entre otras cosas. la 
unicidad del conjunto vacio, de la unión, ele. 

Se han introducido los axiomas sobre conjuntos que se necesitarán 
durante los capi tul os siguientes; ahora introducen algunas 
propiedades y algo de notación sobre conjuntos. 

En ZFl se postula la existencia incondicional de al menos un 
conjunto, el conjunto vaclo, sl hay más de uno c:on estas propiedades el 
axioma de exlensionalidad dice que son iguales; es decir, el conjunto 
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vacio es único y se denota con el simbolo 0. 

Si xo y son dos conjuntos cualesquiera, hay un conjunto que los 
tiene como elementos (ZF2) y por ZF9 éste es único, dado que está 
definido en términos de sus elementos. Este conjunto se denota por 
(x,y}, 

En ZF3 la unlon de un conjunto x está definido en términos de los 
elementos que lo forman, también resul la único por extenslonalldad y 
la unt6n de x se denota como Ux. Si a y b son conjuntos se define la 
unión de a y b, denotada aub, como 

aub=lJ{a, b} 
Obsérvese que esta deílnlclón requiere además del axioma del par. 

En ZF4 el conjunto de los subconjuntos de un conjunto x se llama la 
Potencia de x , por extenslonalldad, solo hay un conjunto cuyos 
elementos son todos los subconjuntos de x y se denota como P(x). 

El sucesor de un conjunto x es un conjunto w tal que 
zew ~ zex v z=x 

as!, el sucesor de un conjunto es único puesto que 
w = xv(x} = U<x, (x}}. 

El conjunto y de los elementos de un conjunto dado x que satlfacen 
una propiedad t/J cuya existencia se postula en ZF6 se denota como 

y=(zlzex /\ l/<(z)} 
o bien 

y=(ZEXll/<(z)} , 

El llamado Axioma de Regularidad es un caso particular del esquema 
de regularidad ZFS en que ¡p(x,z)a"xez" es la relación de pertenencia 
entre conjuntos. Asi, el axioma de regularidad dice que todo conjunto 
tiene un elemento que es minimal respecto a la pertenencia. 
Consecuencia de esto es que -,3x( x-ex ); es decir, no se presentan 
situaciones como la que se muestra enseguida: 

x=<------, "· ------> 
porque entonces se tendr1a 

x={------, (------, "· ------}, ------} 
y a.si ~uccsivamente. En el contexto de la construcción intuitiva de 
conjuntos esto significa que todos los conjuntos comenzaron a 
construirse alguna vez. 

Ahora bien, aun cuando el axioma de regularidad se ha derivado de la 
Teoria de Estratos, en los capitulosque siguen no se hará uso de él 
porque, como se vera, realmente no es necesario. 

Por último se verá que aun cuando ZF1-ZF9 se han obtenido 
directamente de la Teoria de Estratos en realidad no son 
independientes; es decir, algunos pueden obtenerse a partir de otros; a 
saber: 
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Aflrmac!~0-1.· 2F6 (comprensión) lmpllc'l 2F1 (vaclo). 
Prueba: 

Sea ffJa"z~z", por hlpótesls. 
'tx3yVz ( ZEY ~ ZEX /\ z~z ) ---~---~ ( 1) 

por otro lado, y dado que la fórmula 3x( r x=x ) es 
universalmente válida, resulta que, por razones lógicas debe 
haber al menos un conjunto. 

Asl, al aplicar (1) a cualquier conjunto x y en Vista de que 
z~z si empre es falso se t lene que 

3y't/z( ze:y ) 
esto es ZF'l. 

Aflrmacl~n..Z· ~~~ ~~:~~~) , ZF'S (reemplazo) y 2F'4 (potencia) impllcan 

Prueba: 
Se debe probar que 

VxVy3wVz( zey ~ z=x v z=y). 
Por ZF'l y ZF4 P(0)= { 0 } es un conjunto, por ZF4 
P(P(0) )=PC {0} )={0, {0}} también es un conjunto. 
Sean x, y dos conjuntos y una fórmula dada como 

ip{w, z)e " ( w=0 11. z=x ) " ( w={0} 11. z=y } 

1 

es claro que ¡p define una 'función' del conjunto {0, {0}} en 
el universo y su imagen, que por ZF'S es un conjunto, es el 
conjunto {x, y}. 

1 
Af\rmación..2. ZFS (reemplazo) implica 2F'6 (comprensión). 

Prueba: 
Sea x un conjunto, !/l(z) una fórmula donde la ocurrencia de 
la variable y no es libre y una fórmula ffJ dada por 

1P(W, z)a" ( ¡'¡(z) A w=z )" 
esta tp satisface el antecedente de ZFB y aplicando el 
consecuente al conjunto x se tiene que 

3yVz( zey ...,. 3w( wex J\ ¡p(w, z)) 
es decir, 

3yVz( zey ~ 3w( wex 11. !/l(z) /\ w=z )) 
que implica que 

3yVz( ZEY ~ ZEX /\ \{l(Z) ) . 

1 
Hasta aqui solo quedan 6 axiomas independientes; puede demostrarse 

que, efectivamente, los axiomas que enuncian enseguida son 
independientes 

ZF3. Axioma de Unión. 
ZF4. Axioma de Partes o del Conjunto Potencia. 
ZFS. Axioma de lnflni tud. 
ZF'1. Esquema de Regularidad. 
ZFS. Esquema de Reemplazo o de Sustl lución. 
ZF9. Axioma de Extensionalldad. 
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2. LOS NUMEROS NATURALES 

El objetivo de este capitulo es dar una deflniclón conjuntlsta, 
que parezca natural, de los Números Naturales~ para ello, se incluyen 
las definiciones (también en términos conjuntistas) de algunos objetos 
de uso común en Matemáticas como son el de par ordenado, íunclón, 
relación, etc., que se usarán en Jos desarrollos subsecuentes. Para 
que estos conceptos queden expresados en una forma mas general que la 
de conjuntos, se introducirá la notación de clases pero solo con la 
intención de facilitar la escritura de sus deílnlciones :formales; todos 
los conjuntos resultarán ser clases pero no toda clase será un 
conjunto, asl que los axiomas ZF1-ZF9 del capitulo anterior no nos 
dicen como manipular clases, de aqui que estos objetos solo se emplean 
para simplificar la notación. 

Dado que, desde ahora, no se hablará de estratos y/o sus 
relaciones, todo lo que sigue se escribirá (o al menos será claro que 
puede hacerse) en el lenguaje 3 de la Teoría de Conjuntos de 
Zermelo-Fraenkel que ya se ha descrito antes y que además se simplifica 
para agilizar su escritura siempre que tal simplilicación 
obvia, por ejemplo: 

Vx, y, z (tp) abrevia a VxVy't/z (cp) 
3x,y,z (cp) abrevia a 3x3y3z (cp) 

Vxey (cp(x)) abrevia a Vx( xey "'> cp(x) ) 
3xey (cp(x)} abrevia a 3x( xey" cp(x} ) . 

Con todo esto, para llegar a la descripción de los Números 
Naturales, se define lo que es un Sistema de Peana, se muestra que, 
en un sentido cspecíflco, todos son semejantes y se adopta una 
representaclón de ellos que es la usual para describir a los Números 
Naturales. 

_2.1 CLASES, SISTE!IAS DE PEANO Y CONJUNTOS INDUCTIVOS. 

Las variables recorren conjuntos y si cp es una fórmula que tiene 
libre a la variable y, resulta que, en general 

por ejemplo 
'Ps"yey" 
IP""y=y" 

,3x'tly{ yex ~ ip(y) ) 

Para ayuda a la intuición y a la eser! tura usaremos la notación 
{ y 1 \P(y) } 

leido como la clase de todos los conjuntos .y tales que r¡t(y). 

Todo conjunto es una clase pues si b es un conjunto 
b={ y 1 yeb } 

No toda clase es un conjunto, a estas se les llama clases propias y 
para el las se usarán metavar lables A, B, e, ... 

13 



Si A=( x i'<p(x) l .y B:"<'Y '! .. </J(y)~) ·,.al.escribir 
1) A=B slenif lea 

Vw( <p(wl - </J(wl 
11) weA significa 

<p(W) . , 
111) As;;'.8 ·slgnlf.lca ,. · ·_ .... : '<',·:: C:.c 

. Vw( op(w) ~ </J(w)' f 
lv) 'AeB no· tiene.' sentido, a menos que A sea un .conjunto. 

Una .ve"z· :qUá ·se_-h:' c~-~~ndido. :~·o- anlerlo-r , __ s.ur~e u~·~-~-;._p~egUnta 
natural 

· -¿~':'ii~do -~na clase e~ un. cO_nJUñ~~f.: :· .-_--,. 
Un~ e{;~~~; A-:·e~i:-im conjunto si con la ayuda de loS 7- 8.XiómaS '-~i~.i-~Zf-9 :_~_e--: 
puede: probar que 

3x( x=A ) o bien 

~~~~~ ~=~ : ;~~)}} o bien <~_i.t~' 
perO contando con el esquema de Comprensión ZF6 es -s~_rl~-~~ri~~/~~~'.:~·ue-· 

3x{ As;x ) o bien -
3xVw( weA • wex } o bien 
3xVw( q:i(w) -t WEX } 

pues en tal caso serla 
A=( w 1 wex A <p(wJ ) 

Ejemplos. 
1) Sea V={ x 1 x=x } entonces V. es la clase propia de todos los 

conjuntos. 
Notaclon: aeV 6 AEV es una abreviatura para indicar que a 6 A 

es un conjunto. 

2) l) Si A y B son clases. la diferencia entre A y B es 
A'\B~( X 1 xeA A xeB ) 

11} Observación: 51 aeV entonces V\ai!Vpues si V'.aeV por el 
axioma de unión V={'Aa)va E V lo cual es falso. 

3} Sea A una clase, 
1) la un1on de A, denotada UA, está deflnlda como 

UA=( x 1 3y( yeA A xey J) = { x 1 3y( <p(yl A xey ) 
11} la Intersecci6n de A, denotada [)A. se define como 

()A=( x 1 Vy( yeA ~ xey J) = ( xi Vy( <p(y) q xey )}. 
Por ejemplo ('f' = V . 
Observaclon. Sl A no es vacia entonces ()AeV. 

Prueba: 
Como A~ existe xaeA; ahora, sea xE(lA enton

ces 't/yeA Cxey) en patlcular xexa, por lo tanto 
()A~xa y como xoeV ZF6 lmpllca que (\AEV . 

Notac1on. Dados dos conjuntos x, y la Intersecc1on de a y b 
denotada anb, es el conjunto 

al"lb"(l{a, b) . 

1 

DEFINICION 1. Dados x, y dos conjuntos, el par ordenado <x, y> es el 
conjunto 

<x, y>=((x), (x, y)) 
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.Apllcando tres veces el axioma del par se concluye que el par 
or:denado <x, y> es, efectivamente, un conjunto¡ además, puede verse que 
esta defi.nlclón.dota a ·los pares ordenados de la propiedad que se desea 
posean.: 

<x, y>=<z. w> .- x=z /\ y=w • 

En. lo·que sigu'7, se abreviará wa<x,y> como 
· Vz( zew . ....,, Vu( uez ~ u-=x ) v Vul uez ... u=x v u=y ) ) 

con ro cual, obviamente, se simpllflca la escritura. 

Por otrC? lad~. se puede definir una terna ordenada como 
<x,y,z>=<<x,y>,z> . 

OEF'lNICION ?, Dados a y b dos conjuntos, el producto cartesiano axb de 
a y b es 

axb={wlw=<x,y> /\ xea /\ yeb } 
o bien 

Vw( \..IEaxb ._ 3x, y( xea /\ yeb A w=<x, y> ) ) . 

Puede verse que axbS:P(P(aub)), con lo que la aplicación de los 
axiomas de Un16n, Potencia (dos veces) y comprensión el producto 
cartesiano resulta ser, en efecto, un conjunto. 

DEFINICION 3. (1) Una clase Res una relacional si sus elementos son 
pares ordenados. 

(2) Una relacional F es una f'unclonal si 
Vx. y, z( ( <x, y>eF " <x, z>eFl e> y=z ) 

Nolacionalmente. para una relacional se escribe xRy para decir 
<x, y>eR. Ademá.s se definen los conceptos de dominio de R. imagen de R y 
y campo de R como 

o bien 

Dom R ={ xi 3y( <x,y>eR } 
lm R = { yl 3x( <x,y>eR } 
Cam R ={ zl zeDom R v zeim R = Dom R u Im R • 

Vx( xeDom R t= 3y( <x, y>eR ) ) 
Vy( yelm R ~ 3x( <¡<,y>eR ) ) 
'-!z( zeCam R t'"') zeDom R v z-=:Irr. R ) 

Cuando la relacional R es un conjunto se le llama relaclón y usamos 
la correspondlente letra minUscula r para denotarla, analogamente, si 
una funcional F es un conjunto, le llamaremos función f; en tal caso, y 
dado que resulta Dom r~ r y Im r~ r, el dominlo, la imagen y el 
campo de una relnción son conjuntos. 

Por otro lado, pa:-a una funcional F' se escribe 
F:A--;B 

para indicar que F es una funcional donde Dom F=A y Im FSB , ademas, 
se denota por F{x) al único conjunto tal que <x, F{xJ>eF'. 
conjunt lstamente 

F(xJ=n< yl <x, y>eF J 

Se aceptan como conocidas las definiciones de funcional inyectiva, 
suprayectlva y biyectlva asi como su formulación en términos puramente 
conjuntistas. 
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Ahora_ c1o~t.-lnuamos con el material principal de este caj:>itul,'7>. 

DEFINICION 4~ ·Una terna Ordenada <p, s, e;> es un sistema de Peano si 
s: ~p. eep y además 

(1) cltlm s : Vx:{ s(x).ce ), 
(li) ses inyectiva: Vx,y( s{x)=s(y) ~ x=y ) 
(111) El Unlco subconjunto de p que tiene a e y que es·cs 

rrado ba.Jo s es el mismo p: 
Vx( xs;.p " eEx t. Vyex( s(y)ex l -"> x=p. l __ 

_ Enseguida se construye un sistema de Peana en conc~Ct_o_.·y se ~ará ver 
que cualquier otro es isomorfo a éste; es declr, ·solo- h3y-·un.:S1stema de 
Peana salvo isomorfismo. 

En ·general, dos objetos a y b son Isomorfos-.~sl··=-~~l~'te_.,_·~ifia·--fur:i·c:l6n 
blyectiva entre ellos que compatible con ;:'._la ·e,str~c:tu!~· 
particular: 

DEFINICIDN _:'i· Dos sistemas de Peana <p1,s1~~~;i.,1 _.,<p21s2,e2> Son 
isomorfos si existe una fun_c::_~6~ -f~ p1~~2 bl~~c:;;tiv~ tal 

que - .. --:~ ,- ,_. 
( l) f preserva la operación _suceSor: 

Vxepl( f(s1(xJJ=s2(f(x))) . · •. •·'·,. ;,. •: 
(11) f preserva los 'elementos dislln'guidos_:·· 

f(et)=ez . , __ 

Lo que· sigue va iencaminado a .construir 'la fO~m¡:¡--'.,Qu~ "tendTán -.t0d0s
los sistemas de Peana. 

OEFINICION 6. Para cualquier conjunto x, su sucesor X"' es 
x ... =xu{x} 

Por los axiomas del Par y de Unión el sucesor de un conjunto es, en 
si mismo, un conjunto. 

DEFINICION 7. Un conjunto a es indtJct lvo si 
0ea t. Vxea( xAea ) 

El axioma do infinitt1d ZFS postula la existencia de un conjunto 
inductivo; en términos de clases, esto quiere decir que la clase de 
conjuntos inductivos es no vacia. En su momento Vimos que la 
intersección de una ciase no vacia es un conjunto. Asl pues, se puede 
hablar del más pequeño, en el sentido de contención, de los conjuntos 
inductivos y que se denota como w : 

Vx( XEW ~ Vz( (0EZ A VyEz( y~Ez J) Q XEZ ) ) 

O bien 

DEFINICION 8. Sea A la clase de todos los conjuntos inductivos, 
abusando de la notación 

w=¡¡A 

Es claro que w es un conjunto lnductlvo: 
0EW pues 0 pertenece a todo conjunto inductivo entonc'es 0EflA 

y si xew entonces x pertenece a todo conjunto inductivo z -Y asl 
xAez, es decir, x .. e()A . 
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Por caracteristlcas _.~ropiás d~f ·".ÓJ?era:dor""..: ~·~t~~~e·c::.clón.~s.u~ede:. que 
si xeA entonces ()Af;~,·.: ':l.s1_·se·,t~ene que-:sl.·.:xs;w: .Y·-?<.·es-..lnductivo 
entonces w!i:x y por tanto x=w;. Esto.es-un:"prlnciplo de,lnducclón'~ .. para 
w, que puede expresarse.- asi: · · · · 

Si x es un slibco~Junto de::.:· ... ~.-.~.: de~~~¡-to ~- p~·~·::' u~·~-·~ -prOpie(:iad rp 
(yex-<¡>(y) l y si. ~(~l. /\ \ly(~(yJ,,-.'l'(Y.oL l entonces,x=w ... ·.> • . >· · 
En este punto w -se.parece-a" los núnleros naturales que ya_se conocen~ 

Otra caract~ilstl~a ~~e: ·~~~dr~~-~ !~-~--~~·:eros .;~~-t~~~le·S~:· 
DEFINICION 9. Url :C~ñJü~tO- a::'~~- :tr."fi.l1sit-1Vo.·s-,Í 

Vyea(- ~~a }. ó ·ce~ulva_len_temen~e Vx, Y_(: ~-e~ --~:)e_'a,- 2~~ ~~-~ ) -

Observación: El conjunto. a es transitivo si y solo-si Ua~a: 
Prueba: 

Sea xeU<i. entcinces 3yea tal que xey, p~r .~ra0.s_it1Vid8.d, 
xea. ~- · ... :_ 
Inversamente, si xey & yea entonces xeUa, Pero Uas-a; , en
tonces xea. 

2. 2 UNICIDAD DE LOS SISTEMAS DE PEANO. 

Una opción para establecer la unicidad de los sistemas de PeanO 
obtener uno de ellos y mostrar que todos son is_omorfos _a él, - esto 
lo que se hará en esta sección. 

PROPOSICION !. " E w • 
Prueba: 

Esta es la observación a la definición 8. 

PROPOSICION 2. El conjunto ... ={ zl 3x,yew( z=<x,y> ti. y;::x~=~u{x}, } es 
una función,. es decir, 

... :w~w 
·Cxl=x·, 

Prueba: 
Claramente el conjunto ... es una relación y si 
<x, y1>, <x, y2> es tan en ... entonces .. 

y1=x .. y y2=x... · 
es decir y1=y2 , 
con lo que la relación es una función. 

PROPOSICJON 3. El conjunto vacio no es sucesor de ningún conjunto: 

Prueba: 
Vx{ x .. ;e0 ) 

Supóngase que 3x( x ... =0 } entonces 
3x{ xu{x}=0 ) , o bien 
3x( xexu{x}=11 ) , pero entonces 
3x( xeli:I ) , lo cual es absurdo. 
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PROPOSICION 4. La fµ~~~~~~c--::~l~y~~!~~~(y) 
Prueba:·:·, __ , ·.,, · .· -, .· _:· 

Es eq'ulvalente hactfr. ver que .. si x ... =xl..Í{~}=yv{y}=y ... 
entonces x=y. · 
Fljérrionos en que 

Ua-=lJ(av(afl= Ua u U{a} = Ua u a 
Es decir-. 
LJa.=lJa V a 

Si 'además a es transitivo, por la observación a la defi
n1<?16n 9 Uasa y con esto 

Ua ... =a • 
Por otro lado, se afirma que todo elemento de w es tran
sitivo; esto será cierto sl se prueba que el conjunto 
T={ xewl x es transistlvo} es inductivo. 
Es claro que 121eT, y si xeT por el resultado inmediato 

anterior LJx ... =x, esto sirve para ver que x .. eT~ 
De acuerdo a la definición 9 sean zey /\ yex .. , esto 

significa que zelJx ... entonces 
zeUx- =xSxv{x}=x .. 

asi, zex ... con lo cual x ... eT: por lo tanto T es inductivo 
y T=w. 
Ahora concluimos la prueba de la proposición 4 
si x, yew tales que x ... =y ... entonces x=lJx .. =lJy .. =y 
y por lo tanto ... es inyectiva. 

1 
?ROPOSICION 5. Si xsw /\ 121ex /\ Vyex( y .. ex ) entonces x:...-w . 

Prueba: 
La hipótesis dice que x es un subconjunto inductivo de w, 
en tal caso, x=w . 

1 
Las proposiciones 3 - Sindican que la terna ordenada <w, ... , 0> es 

Sistema de Peana; de hecho, las proposiciones l a 5 son, como se 
indicará mas adelante, una reformulación conjuntlsta de los axiomas de 
Peana, retomando a 0 como O y a w como los números naturales. 

Si se quiere probar que cualquier sistema de Peana <p, s, e> es 
isomorfo a <w, ... ,0> debe establcerse una función biyectiva f:w~p que 
preserve la estructura: es decir, ha de satisfacerse 

f(czi)=e y con esto 
f(0·l=s(f(0))=s(c) 
f(0•· )=s(f(0·) )=s(s(e)) 
re ..... )=s(s(s(e))) 
etc. 

Estos cuantos ejemplos bastan para que se sepa, intuitivamente, como 
es esta función; sin embargo, debe garantizarse formalmente que se 
puede definir en todo w, que tal función existe. 

TEOREMA 1. (Recursión en wl.Sea a un conjunto, aoea y f:a---?a entonces 
existe una única función h: w~a tal que 
(!) h(0)=ao 
(2) hCx·)=fChCxll 

Prueba: 
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Se forma~á h mediante funciones que satisfacen lo que in
interesa, es decir, si xew, <x, y>eh .(h(x)=y) si existe 
alguna función v tal que v(x)=y , dom v· s w,' Im_·v s.·a y 
además 

1) 51 0EDom v entonces v(0)=ao 
2) 51 y ... eoom V entonces yeDo_m· V A vcy· ... )=f(vCYl) 

Def. Si una función v satisface todo lo anterior,- se le 
llamará aproximada. 

Con esto, definimos la :función h=ll<-vl ves aproXimcida} 
Observemos primero que la colección de :funciones aproxima
das es un conjunto, pero esto es cierto porque 

vSDom v x Im v S w x a 
y entonces la colección de funciones aproximadas es un su!2_ 
conjunto de P(wxa), 
Veamos que h, asi definida, es una :función; para ello, 
basta ver que el conjunto 
a={xew 1 a lo mas un yew <x, y>eh }={ xew 1 Vy, zew( <x, y>eh A 

<x, z>eh o.> y=z ) } 
es inductivo, aunque aún no se garantiza que Dom h = w : 

eea porque si <0, yt>eh y <0, y2>eh entonces existen funcio
nes v1, v2 aproximadas tales que vt (0)=y1 /\ v2(0)=y2 
pero vt y v2 cumplen { 1), entonces y1=v1 (0)=ao=v2(0)=y2 

Supóngase que xea y que <x .. , y>eh A ...:x~, z>eh entonces exis
ten íunciones aproximadas u, v la les que u(x .. )=y /1. v(x ... )=z. 
en tal caso x .. eQom u A x~EDom v, entonces por (2) x está 
en ambos dominios y además 

y=u(x• l=f(u(x)) A z=v(x· l=f(v(x)) 
pero xea implica u{x)=v{x), o sea, y=z, con lo cual x .. ea, 
por lo tanto a es inductivo y h es una función. 

Ahora, h debe satisfacer la conclusión del teorema; es de
cir, h debe ser aproximada: 
- Supóngase que 0edom h entonces h{0) se calcula através 
de una función aproximada v, asi h(0)=v{0), pero v satlsfª 
ce (1) entonces h(rzi)=v(0)=ao con lo que h cumple (1). 
- Para (2), Gca xAetlom h entonces existe una función apr2 
:<imada v tal que xedom v, (q) xeDom h, h(x)=v(x) y 
además h(xA)=v(xA) ,y v(xA)=f(v(x)), entonces 

h(x· J=v (x· J=f (v(x) )=f (h(x)) 
por lo tanto h satisface (2). 

Falta var que h esta definida para todo xew, como 
dom h ~ w es suficiente probar que Dom(h) es inductivo, 
pues entonces 

Oom(h)=Ü{Dom(v) 1 v es aproximada }=w . 
Claramente, {<0, a>} es una función aproximada, con lo que 
0eDom(h). Supóngase que xeDom(h), para que x .. eDom(h) basta 
verificar que el conjunto v de:finido por 

v=hu{<x•, f(h (x) )>) 
sea una función aproximada. 
El conjunto v es una función dado que h lo es, el único 
problema se presentarla con el par que se le ha agregado 
pues si x .. ya estaba en Dom{h) entonces existe una función 
aproximada va tal que h(x .. )=vo(x .. )=:f(va(x))=f(h(x)} 
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y en tal caso, el par <x-, f(h(x} )> ya estaba en h. 
Veamos que esta v es aproximada: 
v satisface (1) porque <0, ao>eh y v(121)=h(")=ao . 
Para (2) sea y .. enom(v), entonces (a} y~eDom(h} 6 {b) x .. =y .. 
(a) Si y .. eOom(h) como h es aproximada yeDom{h) y 

v(y. J=h(y• l=f (h(y) )=f (v(y)) 
(b) Si y-=x .. por la proposición 4 y=xe:Oom(h} (estamos en 
el caso xeDom(h) para probar x .. eoom(h)), entonces yeDom(v) 
y v(y• )=v(x· l=f (h(x))=f (h(y) )=f (v(y)) 
entonces v satisface (2) y :. es aproximada. Esto prueba 
que x .. eDom(h) y entonces Dom(h) es inductivo 

:. h: w--.+a • 

Por último, solo resta probar que h es la única función 
que cumple (1) y (2), para esto sea h':W-)a que cumple la 
conclusión del teorema y sea 

s=( xewl h(xl=h' (xJ ) 
(a} 121es pues por (1) 

h(.,)=ao=h' (") 
(b) Supóngase que xes, entonces h(x)=h' (x) y por (2) 

h(x· l=fChCxl J=f(h' (x) J~h' Cx· J 
entonces x .. es . 

(a) y (b) prueban que s es inductivo, por lo tanto s=w y 
h=h', con lo cual h es ú.nlca. 

1 
~. VxEW( x=e v 3zew( z•=x ) ) 

Prueba: 
Sea a={ xewJ x=121 v 3zew( z .. =x ) } 
Claramente eea y sl 0;exea entonces 3zew( z~=x ) , entonces 
x ... =z ..... , asl x .. ea . 
Entonces as;;w es inductivo y esto prueba el le11a. 

Con todo esto ya puede establecerse el resultado buscado, 

TEOREMA 2. Sea <p, s, e> un Sistema de Peana, entonces el Sistema de 
Peana <w, .. , 121> es isomorfo al primero. 

Prueba: 

1 

Por el Teorema de Recurslón, para eep y s: Jl-)p existe una fun 
ción f: W->p tal que 

f(.,J=e 
y f(x·J=s(f(xJJ 

Veamos que 
Cl) f es inyectiva: 
Sea a={ xew¡ Vyew( f(x)=f{y} ==· X'=Y ) >. se afirma que a 
inductivo: 

1) IZIEa: 
Sea yew tal que f{0)=f(y) /\ ¡a;ty, por el lema anterior 
3zew( y=zA ) , entonces 
e=f (" J=f (y J=f (z. l=s(f [z) J 
lo cual es absurdo pues e no pertenece a la imagen de s. 

2) xea 4 x .. ea 
Sea xea & yew tales que 
f(x·)=f(y), si y=" 
f(x .. )=f(0)=e, entonces 
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e=f.Cx .. )=s(f(x)), lo cual es absurdo, .entonct;?s debe ·~er. y;e0 
entonces existe zew tal que y=z .. y -
f'(x .. )=f(y)=f(z .. ), entonces _ 
S(r(x))=s(f(z)l, peros es inyectiv.a,' entOnces 
f(x)=f(z). pero xea, entonces para este z 
x=z,· entonces 
x .. mz .. =y, entonces x .. ea. 

Por lo tanto a es inductivo y entonces f. es inY~~-~-íV~.-. 

(il) Im(fl=p 
a)Como f(0)=e, eelm(f) 
b)Sea nelm(f). entonces existe xew tal 

n=f(X), entonces 
s(n)=s(f(x))=fCx•), entonces 
s(n)Elm(tl, 

Por (a) y (b) Im(f) tiene a e y es cerrado ·bajo s, por 
(iii) para el sistema de Peana <p, s 1 e>, se tl~ne que ·lm(f)=p 

Por lo tanto <w, .. ,z> es- isomorfo a <p,s,e> . • 
Ahora ya puede darse una descripción de los elementos del conjunto 

w del sistema de Peana <w, .. ,z> y por tanto de cualquier otro. 
Al elemento "ew se le llama cero y se le denota como 

O:aa 
por aplicaciones sucesivas de la función .. se obtiene el resto de los 
elementos (principio de inducción): 

l:=Q .. =0 ... ={0} 
2: =1 ·={.,}·={.,, {0}}={0, 1} 
3: =2·={.,, {0}}-={ "• {"}, {0. {"}} }={0, 1, Z} 
4: =3·={0, 1, 2, 3) 

n=Cn-ll-={0, 1,2, ... ,n-1) 
esta imagen de w se denota como 

ll={O, 1, 2, 3, ..• , n, ... } 
Obsérvese que la definición de estos slmbolos hace uso de los axiomas 
de vacio, del par y de unión y, por otro lado, a simple vista, se les 
nota la propiedad de ser conjuntos transistlvos; sin embargo, 
cualquier conjunto transitivo está en IN, por ejemplo el conjunto 

¡.,, ¡.,¡' ¡¡.,}}} 
es transitivo pero no está en IN, el candidato natural serla el 
conjunto 3, eslo porque ambos conjuntos tienen "tres" elementos, pero 
no son iguales pues { {IZI} }11!3. 

Entonces, la propledad de ser un conjunto transl tlvo no es suficiente 
para establecer una caracterización de los elementos (números 
naturales) de IN, para completar esa caracterización se requieren 
algunos conceptos adicionales. 

2. 3 RELACIONES DE ORDEN 

DEF'INICION 10. Sean a un conjunto y r una relación, se dice que r .es 
una relaclon sobre a si r~axa. 
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DEFINIClON 11. Sein·a· un 'conjunto Y r Úna relación sobre a 
(a) r>eS refleXlva·sl Vxea( <x,x>er) 
(b) ·~ ... es Jrreflf!!Xi.Va .Si V.xea( <x,x>l!r ) 
(e') r:.,es slmetrlca sl Vx,yea(<x,y>er -> <y,x>ea) 
(d) r>.es aslmetrlca sl Vx, yea( xry ~ ,yrx ) 

.(e) r: es antlslmetrlca sl Vx,yea( xry /\ yrx .. x~y ) 
(f) r .. _es transltlva sl Vx,y,zea( xry" yrz .. xrz,) 
(g) r-"es dlcotomlca sl Vx,yea( xry v yrx ) 
(h) r e·s trlcotomica si Vx, yea( xry v x=y v ·.Y_r~ ) .: 
(1) r· es de equlvalencla si r es reflexiva,·· s~métrlca y 

· transltlva. __ -. _ < J,, . .,~. ·-·. __ .. 
A cÓnÜnuaclón, la. deflnlc16n de un objet~ .qiJe ·.·periñ.l~fré., 

adelante, construir nuevos objetos de otros ya construidos-~ - -- · · 

DEF'INICION 12. Sean a un conjunto y p!iP(a}. ~e".: _-di~~;. ·ciu.~_: P -·-=es_ 
partlclon de a sl 

( l) lJp=a 
( 11) Vx, yep ( Xf\Y=" ) 
(111) Vxep( x$1ZJ } 

La proposición siguiente es una relación importante entre las 
partlciones y las relaciones de equivalencia. 

PROPOSIC!ON 6, Sea r una relación de equivalencia sobre un conjunto a, 
para cada yea sea yr: ={ xea 1 <x, y>er > entonces 
p: ={ Yr 1 yea > es una partición de a . Inversamente, 
si p!iP{a) es una partición del conjunto a entonces 
ri;axa dado por 

<x, y>er ~ 3uep( x, yeu ) 
es una relación de equivalencia sobre a. 

Prueba: 
Cada yr es un subconjunto de a, entonces pS:P(a); asi, 

Up<;a. 
Sea yea, como r es reflexiva yeyr={ xea 1 <x, y>er }ep 
entonces yeUp, por lo tanto a=Up, que es la primera parte 
de la definición 12. Además, para toda yea sucede que yeyr, 
con lo cual Vyrep( yr~0 ) . 
Sean ahora, yr, zrep tales que yr$zr, supóngase ademas que 
yrnzr:t!IZI y tómese xeyrnzr, entonces <x, y>er & <x, z>Er pues 
yeyr & zezr. · 
Si z' ezr entonces, como r es simétrica 

<z',z>er & <z,x>er & <x,y>er 
como res transitiva se tiene que <z' ,y>er; es decir, 

z' eyr, o bien 
zrs;yr. 

Analogamente, si y' eyr entonces 
<y', y>er & <y. x>er & <x, z>er, en tal caso 
<y' , z>er 6 y' ezr; es decir 
yri;zr. 

Por tanto, yr=zr, lo cual es una contradicción, asi que 
debe ser xrnyr=0. Esto pueba que p es una partición de a. 

Sea ahora, p~P(a) una partición de a, veamos que r, 
especificada como en la proposición, es una relación de 
equivalencia. 
1) r es reflexiva: 

Sea xea, entonces 3uep{ xeu ) entonces <x, x>er. 
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11) r. es simétrica: 
Sean x;yea ·tales que <x. y>er, por deflnicl6n,-

3uep(x,yeu). entonces 3uep( y,xeu );. O sea, ·.<y;x>-er. 
lii)'r és translllva: 

S~an,. x, y, ~ea·: tales que <x;y>f7r & .·<y .• Z?i::'r\- ~entonces 
exis~en elementos u y v en p .tal~s ~u~. x, yeu & y, z~~· de 
lo _cual ·se sigue que unv..:0; como:p·es una_i:'artic::.~6n·de a 
usa.mas. (11) de la deflni~lón 12·para decir:-_ que·u=v.: asl, 
x, y, zeu, de aqui,, <x, z>er. · 

1 
Observación: Vx,yea( xr=yr ~ <x,y>er·) 

Prueba: 
SU-póngase que -<x, y>er y sea zexr entonces <z, >e:>er y· por 
transltlvidad <z,y>er; es de'clr, ·zeyr~· con -1o·cual xrs;yr: 
Para que yr!;;;xr basta invertir los papeles de x & y en la 
deducción anterior. 

Continuamos definiendo una tipo especial de relaciones que 
manejarán continuamente en el resto de este tiabaJo. 

DEFINICION 13: Sea r una relación sobre un conjunto a, 

1 

1: r es un orden parcial reflexivo en a si r es reflexi
va, antisimétrlca y transitiva sobre a. 

2. r es un orden parcial estrlcto en a si r irreflexiva, 
y transitiva (por lo tanto asimétrica) sobre a. 

3. r es un orden total ( ó l lnea-.J) ref lex lvo en a si es 
un orden parcial reflexl vo y r es dicotómica sobre a. 

4. res un orden total (ó lineal) estricto en a si es un 
orden parcial estricto y r es tricotómica sobre ~1. 

Si r es un orden pare ial ( ó total) ref lcxi vo en a y e es un orden 
parcial (6 total) estricto puede decirse simplemente que r ó e son 
ordenes parciales en a en base a: 

(r)e:={<x,y>I <x.y>er "x;ty} y 
(elr:={<x,y>/ <x,y>ee v x=y} 

porque resulta que (r)e es un orden parcial {ó total) estricto en a, 
(e)r·.es un orden parcial {ó total) reflexivo en a y además ((r)elr=r & 
((e)r)e=e. Tradicionalemente se usan los simbolos < para el orden 
estricto y :s para el orden reflexivo. 

DEFINICION 14: Sean a y b conjuntos, r una relación sobre a, bs;:a y mea. 
l. m es r-minlmal para b sl meb /\ .,3xeb( xrm A x;i1:m ). 
2. m es r-maximal para b si meb /\ .,3xeb( mrx /\ x;i1:m ). 
3. m es r-minimo para b si meb A Vxeb( mrx v 11\=X ), en tal 

caso se denota m=mlnrb. 
4. m es r-ma.ximo para b si meb " Vxeb( xrm v m=x ), en tal 

caso se denota m=maxrb. 

Observación: 1) Todo r-minimo (maximo) es r-mlnlmal (maximal). 
li) Si b tiene un r-minlmal (r-maximal) m y r es tricotómica 

sobre a en lances m es r-mlnimo (r-máxlmo). 



DEF"INICION 15: Sean r una relación y a un conjunto. r es un.buen· orden 
en a sl 

i) r es un orden parcial en a. 
i 1) Todo subconjunto no vacio de a tiene un r-minlmo: 

Vx!;a( x:ie0 q 3yexVzex{ yrz v y=x ). 
Obsérvese que si r es un buen orden en a entonces r es tricotómica 

sobre a y, por lo tanto, r es un orden total en a. Esto es asi porque 
si x. yea entonces z:t{x, y}?;a tiene un r-minlmo, entonces xry si x es el 
minlmo o yrx si el m1n1mo es y. 

Con todo lo anterior, se puede continuar la caracterización de los 
elementos de IN. Primero, la pertenencia ordena parcialmente a los 
conjuntos; es decir, si x,y son conjuntos x<y ~ xey define un orden 
parcial y además en cada elemento nelN la relación en dada por x<ny ó 
xeny si xey & x, yelN define un buen orden. Ahora, si x es un conjunto, 
ex es un buen orden en x y x es transitivo, no ocurre necesariamente 
que x es un número natural; por ejemplo. sabemos que el conjunto IN es 
bien ordenado y es transl tivo pero él mismo no es un número natural, 
aqui, el problema es que N es "demasiado grande", que es "lnfini to" e 
intuitivamente, todos los elementos de IN son "finitos"; de hecho, puede 
definirse un conjunto flnl to como aquel que es equipolente a algún 
elemento de IN; es decir, que existe alguna función blyectlva de aquel 
conjunto en algún elemento de !N. Asi pues. la propiedad que hace falta 
pedir es que los conjuntos sean finitos, o un poco menos: 

OEFINICION 16: Un conjunto x es un numero natural, denotado como xel1'l, si 
1) x es transitivo. 

i i) Ex es un buen orden en x. 
lii} Todo subconjunto no vacio de x tiene un elemento 

Ex-maximal: 
Vy~x( y;10 ,.. 3z( zEy /\ -,3w( zexw ) ) 

Esta definición de nWnero natural los dota de todas las propiedades 
que se les conoce, la veracidad de esta afirmación es lo que tratarán 
las secciones siguientes. 

2. 4 ORDEN EN LOS NUllEROS NA l1JRA!.ES 

Esta sección expone dos resultados principales, uno es que el 
conjunto de números naturales (como apenas se definieron) es igual a w 
y el otro es que es un conjunto bien ordenado. 

Puede verificarse facilmente que se ha deí!nido a IN para que cumpla 
la propiedad de que siempre que un elemento xelN entonces x .. e¡r..J; es 
decir, ¡r..¡ es inductivo. 

PROPOSICION 7. 0E!N 11. Vx{ XE~ 4 ;.c .. e;(N } 

Prueba: 
Primero, que zelN es trivial porque las propiedades 
i) z es transitivo. 

ii) La pertenencia e restringida a " es un buen orden. 
lli) Si 0$;y?;0 entonces y tiene un elemento máximo respecto 

al orden de 11). 
se cumplen por vacuidad. 
Sea ahora xelN, habrá que probar que se cumplen las tres 
condiciones de la deílnic16n 16 para x .. : 
1} x .. es transi tlvo: 
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Sea yex .. =xv{x} 1 entonces yex v y=x 
51 yex entonces ys;;:x dado que x es transitivo; 

entonces Y'xs;;x ... , asi ys;;x .... 
Sl y=x entonces y=xs;;x ... : o sea ys;;:x .... 

En cualquier caso, VyEx .. ( ys;;:x .. ); es decir, x ... es 
transitivo. 

ii) EX" es un buen orden: 
a) P. D: Ex"" es un orden parcial irreflexivo: 

1) P. D. Ex'" es una relación irreflexiva: 
Sea nex ... , si nex entonces, como Ex es lrreflexlva, 

nilxn por tanto, nEx"'. 
si n=x y fuera x=nex'"n=x entonces nen y 

el conjunto bien ordenado <x, Ex> 
tiene al elemento n=x tal que nexn, 
lo cual va contra la irreflexlvidad 
de ex. Por tanto debe ser m~n y en
tonces nil11.'"n. 

En cualquier caso, Vnex ... ( nilx'"n ); es decir, Ex" 
es irreflexiva. 

2.) P. D. Ex" es una relación transitiva. 
Sean uex"V A vex•w, donde u, v, wex .... 
Obsérvese primero que U$X pues si u=x entonces 
x=uevexu{x), aqui hay dos posibilidades, 
- si vex ·entonces x=uevex y como x es un conjunto 

transi ttvo se tiene xex, lo cual va contra 
la lrreflexlvldad de ex. 

- si v=x entonces xi:::uev=x y también se dá xex, lo 
cual no es posible. 

Por lo tanto, efectivamente, u.ex, Analogamentc se 
prueba v•x, con lo cual se tiene 

u,v,wEx 6 u,vex A w=x. 
En el primer caso UExv & vexw, entonces uexw 

porque Ex es transitiva, asl uexªW. 
En el segundo caso, uev & vew=x y como x es un 
conjunto transitivo resulta uex=w; o sea. uex"w, 
Por lo tanto Ex" es transitiva. 

b) P. D. Si 121ir.ys;;:x .. entonces y tiene un Ex"-mlnimo. , 
Sl ynx.e121 entonces y/"\X tiene un elemento n Ex-minimo. 

Sea ahora cualquier mey, 
si mEX entonces meynx, como n es el ruinimo de 

este conjunto, nexm y de aqu1 nExªm, 
si m=x entonces, como neyl'\X °" nex .. nex=m ot nExªm 
en cualquier caso Vmey( nex'"m ) : o sea, n es el 

Ex"'-mlnimo del conjunto ys;;:x ... 
Si ynx=0, como ys;xv{x} entonces ys;{x} como ademé.s 
y-.e resulta que y={x} en tal caso x es el Ex'"-minimo 
de ys;;:x ... 

Habiendo probado (a) y (b) resulta que Ex'" es un buen 
orden. 

11i) P. D. Si 0-"YS'i:X entonces y tiene un ex .. -snáximo. 
Sl xey entonces x es el Ex'"-mé.xlmo de y. 

Debe probarse que Vmey ( mex"X v m=x ) , 
Pero esto es inmediato porque si meyS:x- entonces, 
por definición, mex v m=x; es decir. mex"X v m=x. 

Si xey entonces ys:x & el Ex-máximo de y, llamémosle n, 
es también ex·-máxlmo. 
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Primero, que y5x es porque si zeyf;x ... entonces zey 
v z=y , como x:Ey & zey no puede ser z=x, entonces 
ZEX y por tanto, efectivamente, y~x. 
Sea pues n el ex-máximo de y & tómese cualquier 
meys;x ... , nuevamente, m•x, entonces mex y 

neys;x 9" nEx se ti ene que 
mey, ney & m, nex entonces 
mexn pues n es el máximo, por tanto mEx"n. 

Por lo tanto n es el Ex'"'-máxlmo de ys;x .... 
Después de probar ( l), ( i 1) y ( i 1 i) se concluye que 

x ... e~. 

PROPOSJCtON S: VxelN( x=ex .. -max(x .. ) ) 
Prueba: 

Sea xe~. entonces X·EIN y, por deflnlclón, X'"' tiene un 
Ex ... -maximal Xo y como ex .. es un orden total, Xo es ex .. -
máxlmo, Además, XoEX .. ={x}vx, entonces XoEx 6 xo=x, pero 
si xoEX sucede que xoex"x lo cual no es posible porque 
Xo es máximo en x .. , asl que, x=xo=ex ... -max(x). 

PROPOSICION 9: VxeN( x:t0 ~ (ex-max(x) ) ... =x ) 
Prueba: 

Sea xo el Ex-maximo de x, quiere probarse que xo .. =x. 
Como XoEX y x es transitivo Xo"!;X. Sl x'xo .. -;1:0 tomamos 
UEX,Xo'", entonces uti!xo .. =X, esto significa que 

1 

1 

Uti!Xo & u•xa, pero u, XoEX, entonces Ut!xxo & U•XQ, por 
tricotomía de tl!x, xoexu, lo cual es una contradicción, 
pues xo es el méxh10 de x. 
Asi que debe ser, x'xo ... =0, por lo tanto 

x•xo .. =(ex-max(x)) .. . 

1 
La siguiente proposición establece que IN es, hasta ahora, una clase 

transitiva. Mas adelante se verá. que. de hecho, es un conjunto. 

PRDPOSICION 10. '!/x, y( xey f\ yeH .. xEN ) 
Prueba: 

Sean x, y tales que xEy & yeN 
1) x es transl tlvo: 

Sean z,'"' talos que ZEIJ & wex, como ye:N, y es transi
tivo, asl que, 

WEX f\ XEY 9" WEY 
y también 

ZE\.I f\ wey .. ZEY 
en resumen. 

ZEW /\ WEX & z, w, xey, 
con esto. 

ZEyW & \lEy>C , 
pero Ey es un buen orden (por lo tanto orden total y 
en particular, relación transi Uva), entonces zeyx: 

es decir. zex, por lo tanto, x es transitivo. 
i i) Ex es un buen orden en x: 

Como xey & y es transitivo, xs;y; asi, Ex=Eylx (la 
restricción de ey a x: Ex=eyn xxx ) y entonces ex 

cumple ( i i) porque Ey lo cumple. 



111 J Todo subconjunto no vacio de x tiene un elemento 
ex-maximal: 
En virtud del argumento dado en (llJ, x satisface 
(lll ). 

Por lo tanto, habiendo probado (1), (11) y Clli) para x, 
se llene que XE~. 

1 
Ya se sabe que IN es una clase inductiva, enseguida, se prueba que 

INS:w, con lo que, usando el Esquema de Comprensión, será un conjunto y 
por ser inductivo será N=w. 

PROPOSICJON 11. t'-l!:;'w, o bien, todo conjunto inductivo contiene a IN. 
Prueba: 

Supóngase que N no está contenido en w; es decir, existe 
netl tal que niw. Por definición de w, existe un conjunto in 
ductivo a tal que n~a; de aqui, es claro que 

n .. \a={ xlxen .. /\ xi!a };e" (pues nen ... \a) 
y n .. \a!:;n ... 

Como n .. eN, En'" es un buen orden en º"' y entonces, n .. \a llene 
un elemento m que es Enª-minlmo, es decir. 
- ) men-'a 
.... ) Vxen .. \a( men'"X v m=x ) 
Ahora, m•0 pues en caso contrario, y como a es inductivo, 
m=0ea lo cual contradice ( ... ). Además, ms;;n puesto que 

men .. =nu{n} impllca men, en cuyo caso xem A men ~ xen (pues n 
es transitlvo): o sea, que, efectivamente, mS:n; o puede ser 
que m=n y en este caso m~n trivialmente. 

Sea p el Em-máximo de m, por la proposición 8 p .. =m; pero 
también pep .. =m, esto obliga a que pea porque si no fuera 
asl. se tendría (dado que pem /\ mena ~ pena) que pen .. \a y cg 
mo m es el mlnimo, entonces mEnªp v m=p, lo cual es absur
do. Asl que pea, pero a es inductlvo, entonces m=p~ea, lo 
cual contradice ( ... ). 
En vista de esta contradlcc16n, lo que debe ocurrir es que 

IN!:;w. 

1 
COROLARIO. IN=w 

A 'partir de este punto, se puede hablar de IN y w ( y sus propiedades 
indistintamente; es lo que se hará en los siguientes teoremas. 

Pero antes se definirá un orden en w(9N) y se establecerá 
expllci lamente el principio de inducción en w. 
DEF"IN!CION 18. Vx, yew( x<y - XEY ). 

PROPDSICION 12. (Principio de Inducción en w) 
(1) Vx( x Inductivo -o w S: x } 
(2) \fxS:w( x inductivo -> w =x ) 
(3) Sea V' un fórmula conjuntlsta. Si 

ll <p(Ol 
11 l Vxew( <p(x) "' <p(x·) 
entonces VxEw( 'P(x) ). 

Prueba: 
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( 1) y (2) son inmediatos de la definición de w. 
Se probará (3) a partir de (2). 
Sea a={ xewl fl{x) }~w. por ll) y (11) a es inductivo y por 
(2) w=a: es decir, Vxew( f)(x) ). 

1 

En cuanto al principio de inducción, en (1) 1 (2) y (3) de la propo
sición anterior se dice que se apllca inducción sobre x; en (3). ip{O) 
es la base de la inducción y ip(x) es la h1p6tes1s de inducción. 

~- La pertenencia es una relación creciente en w: 
Vx, yew( yex -> y ... ex... } . 

Prueba: 
Sea c(x)m VyEw( yex .. y ... ex .. ). Usemos inducción sobre x. 
1) c(O)• Vyew( yeO,. yEO· ). 

Esto es cierto por vacuidad. 
11) c(x) .. c(x·l• VyEw( YEX• ., Y•EX•• ) 

Sea cS(y)a yex ..... y•ex ...... Inducción sobre y: 
15(0): OEX• "' O•EX••. 

Si Oex .. =xvix}, entonces se tienen dos casos: 
1) Oex: 

Por c(x) para y=O se tiene 
o .. ex .. , pero x .. ex .... , entonces Q .. ex .... ; o sea, a(O). 

2l o=x 
Q .. cx .. <x .... , entonces, cS(O) . 

.S(y) .. .S(y•)• y-ex• .. Y••EX••: 
Si Y·EX·-XV{xl, entonces Y·EX v y-ax 
1) Y•E< 

por c(x) para y .. , y ..... EX .. , además, x .. ex .... ¡ asi, a(y .. ) 
2) Y·"X 

y .... =x ... EX .... , entonces y ..... ex ...... , entonces a(y .. ). 
Por tanto, Vy""'( ¡¡(y) ) 
Por tanto, c(x) .. c(x ... ), 
Por tanto, Vxew{ c(x) ). Y esto prueba el lema. 

PRQPQSICION 13. La relación < es un buen orden en w. 
Prueba: 

I) < es un orden total estricto: 
1) < es irreflexiva sobre w: 

Sea XEc.J, x<x .... xex, pero por definición de N(9'l) 
xex..,. xex"'X, pero Ex"' es un orden total estricto 

en x .. , asl, Xt!x"'X y esto significa -,{x<x). 
ii) < es transitiva sobre w: 

1 

Se quiere ver que Vx,y.zew( x<y /\ y<z ~ x<z ), esto es 
cierto si y solo si Vx,y,zew( xey /\ yez ~ xez ), pero es
to es cierto porque zew=tl , o sea, porque z es transitivo. 

111) < es tricotómica sobre w: Vx,yew( x<y v x=y v y<x ): 
Sea tp(x)•VyEw{ x<y v x=y v y<x ) . Usamos inducción sobre x 
1) f)(O)•Vyew( O<y V O=y V y<O ): 

Sea ljl(y)e(O<y V O=y V y<O ). Ahora usamos inducción so-
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bre y. 
a)ljl(O) es universalmente valido. 
b)Sea yew tal que ljJ(y), se desea IJl{y~):· 

l/J(y) implica tres casos: 
~aso O<y: 
_como yey .. se tiene y<y .. y por transitividad O<y .. , 

entonces, en este caso, l/J(y .. ). 
caso. y=O: 

y .. =Q .. =1 ,. y=O<t=y .. ,. O<y .. , asl, ljl(y .. ). 
caso y<O: 

Este caso no puede darse pues y<O • ye0=0. 
En los tres casos, l/J(y .. ). 
Por lo tanto, Vyew{ IJl(y) ) 

Por lo tanto ip{O). 
2) Sea xew y supóngase ip{x). quiere probarse 

cp(X .. )sVyew( x .. <y V X"'=Y V y<x .. ) 
Sea ;:t:(y)e x"<y v x .. =y v y<x .. , Inducción sobre y: 
a) ;t(O): x .. <Q v x .. =Q v O<x .. 

De tp(x) para y=O se presentan otros tres casos, 
caso x<O: 

como antes, este caso no puede darse. 
caso x=O: 

O=xex .. , entonces, O<x .. , asi, en este caso, --~~rif.: -
caso O<x: 

O<xex .. entonces, O<x<x .. y por transitivldad: O<~ .. y 
también en este caso X(O). · 

bJ \lyewl xlyl ., xly·l ): 
Sea yew tal que ;:t:(y), por probar 

::t:(y .. )= x"<Y" V x .. =y .. V Y"<X..; .. 
Nuevamente, de x(y) se presentan tres casoS: 
caso X·-<y: . , 

x ... <yey .... x .. <y<y .. , por transltlvidad x .. <y .. : es de
cir, xlY·). 

caso x ... =y: 
x ... =yey .. , entonces x .. <y ... ¡ asi, x(y ... ) 

caso y<x .. : 
y<x .. ~ yex-=xu{x}, entonces yex v y=x; es decir, 
y<x v y=x. Si y=x entonces y .. =x .. ; es decir, ;t(y .. ). 
Si y<x por el lema anterior y .. <x ... 

Por lo tanto ;t:(y .. ) y vale (b) de (2). 
Por lo tanto ip(x-) entonces Vxew( lf'(X) ) • 

Y. finalmente, esto prueba que < es tr1cot6m1ca. 
II l Todo subconjunto no vacio de w tiene un elemento <-minlmo. 

Sea 0:itxS:w y nex, es claro que nen ... f"\X, así que 0:tn ... nxs:n .. , pe
ro new implica n~ew y asl, n-nx tiene un En"'-mínlmo pues En" 
es un buen orden en n .. , sea m ese mínimo. Se afirma que m es 
<-mlnimo en x; es decir, que mex /\ 't/pex( m<p v m=p ). 

Es inmediato que mex y, por otro lado, si pex.!i:w y, dado 
que < es tricotómica se tiene que 
1) n:5p ( n<p v n=p ) 

Como nen ... nx y m es el minlmo, resulta que mEn"p V m=p, pe
ro esto es lo mismo que decir m::5p ya que En" es la restrl,g 
ci6n de ew a n~ y ew es restricción de e(=<) a w. 

l1 J p<n 
Aqul, penen .. , asi, pen .. y pen .. f"\X, pero m=mlnn"(n-nx) 
entonces men~p v m=p; es decir, m:sp. 
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Asi, m=<'-mln(x). 
Por la ta.nto, ·<·es un buen orden' en w. 

1 
Ahora que w es un conjunto bien ordenado se puede inducir esta carac 

terislica en cualquier otro Sistema de Peano <N, s, e> via el isomorfism~ 
que existe con <w, .. , O> para que todo Sistema de Peana sea como w inclu
so en su orden. 

2. 5 AXIOMAS DE PEANO Y LA ARITllETICA DE LOS HUMEROS NATURALES. 

Un curso estándar en que se estudian la propiedades de los Números 
Naturales es el desarrolla de una teoria axiomática. De los axiomas de 
Peana, se deducen esta propiedades, pero aqui, esos "axiomas" se deri
van como teoremas de la Teoria de Conjuntos y solo refrasean las clau
sulas de los Sistemas de Peana. 

PROPOSICION 14. El sistema <w, .. ,O> es un modelo para los Axiomas de 
Peana: 
Pl. Oew 
P2. Vxew( X"'EW ) 
P3. 'fxew( x .. :;ieQ ) 

P4. Vx, yew( x ... =y .. e> x=y ) 
PS. Va( a!iw 11. Cea " Vx( xea e> x ... ea ) e> a=w 

Prueba: 
Pl y P2 dicen que w en un conjunto inductivo. 
P3 dice que Oilm ( ... ) 
P4 establece que ... es una función inyectiva, lo cual es asi por 
la definición de <w, .. ,O>. 
PS es el principio de inducción dado en la definición de 

<w, ... , O>. 

1 
También el Teorema de Recursión es una herramienta sumamente 

importante en el estudio axiomático de los números naturales, pues 
permite establecer la arl tmétlca. 

LA SUMA EN w. 

Sean A=w, meY, a=m y F: w -) "' dada por 
F(x)=x· . 

Por el Teorema de Recursión (sección 2. 2) existe una única función 
L•:W ~ w 

tal que [o(O)=m 

[•In· l=([oln))' 

La función L• es la "tabla de sumar del número m" y con ellas se 

puede definir la suma de dos números naturales cualesquiera como: 
+:Wxw ~ w 
+Cm. nl=Ijn(n) . 

El teorema de recursi6n garantiza que la suma de números naturales 
esta bien definida, asi por ejemplo: 

3+2: =+(3, 2)=[3(2)=[3( 1· l=([3( 1 ))" =l:3(0· ))" =(([3(0))")" = 

=CC3l·l·=4·=5. 
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EL PRODUCTO EN w. 

Sean A=w, a=O, G:w ~.ú dada por 
G(x)=x+m 

(G=[m) donde mew. 

Nuevamente por él teOrema de·' Reci.Jrsi6n, existe· una única función 

ri~~:W ,~~:.,:;,-
tal que n~c_ol=O 

Y- nmln• l=G(nlnlJ=nmlnl+m 

La·_func16_n'ni:i:es' la-ºtabla de multiplicar ~el número m" Y en base a 
ella- se define el producto de dos números naturales como: 

-:wxW->W 
·Cm, nl=n•<nl 

También, el teorema de rccurs16n garantiza que el producto de 
numeres naturales esta bien definido. Por ejemplo: 

:¡. 2=- (3, 2J=nJC2l=nJC I • l=n>(I )+3=n3 (O· )+3=(nJC0) +3)+3=( (0+3)+3)= 
3+3=6 

Obsérvese que el ciilculo anterior hace uso de algunas de· las 
propledadades de la suma, a saber, 0+3=3, Enseguida se justifica esta y 
algunas otras propiedades. 

PROPOSICION 15, El neutro aditivo. \lnew( n+O=O+n=n ) 

Prueba: 
Sea ¡p ( n) e n+O=O+n t. O+n=n. Hagamos induce ión sobre n. 
<p(O): 

O+O=I:oCO) , por la base recursiva para Lo, }:o(O)=O. 
Asi, O+O=O+O /\ O+O=O: es decir, ip(O). 

<p(nl " <p(n·l : 
Sea new tal que ip(nl 

n .. +O=Ln"(O)=n .... , por otro lado 

O+n .. =[o(n-)=([oCnl)"=lO+n) ... y por hlp6tesis_de induc

ción (O+n)"=n ... 
Por lo tanto,n ... +O=O+n· "O+n .. =n ... ; estO es, ¡p(n .. -). 

LEMA. Si mew está fijo, entonces Vnew( m .. +n=(m+n)" ). 
Prueba: 

Sea ¡p(n)s m .. +n=(m+n)"' 
<p(OJ: 

m .. +O=I:m·(O)=m .... Por la proposición anterior 

(m+O)"'=m ... Asl, m ... +Q=(m+O)""E¡p(O). 
<p(n) ., <p(n·l: 

Sea new tal que ip(n), quiere probarse rp(n ... )e m .. +n .. =(m+n .. )'"' 

m ... +n ... =Lm'"(n ... J=(Lm .. (n))'"'=(m ... +n)", pero por ¡p(n) 
(m .. +n)"={m+n)'"". Por otro lado, 

(m+n· )"=U:m(n•) }"=([mCn) )""= (m+n)"". Por lo tanto, 

m .. +n ... =Cm+n .. )":yi(n ... ). 

SI 

1 
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PROPOSlCION 16. Conmuli'ttlvldad de la suma. Vm,new( m+n=n+m 
Prueba: 

Sea •p(m)s 'Vnew( m+n=n+m ) . Inducción sobre m, 
t.p{Q)a: m+O=O+m es cierto por la proposición 14. 
rp(m) Q; cp(n .. ):o: Vnew( m .. +n=n+m .. ): 
Sea ahora, l/J(n)a m· ... n=n+m .... Inducción sobre n:. . 

l/J(O}::: m .. +Q=O+m• es vá.l ido otra vez por la prop"os.icló~ 14. 
!P(n) _. \{J(n ... )s m .. +n .. =n .. +m ... : , 

pero m•+n·=J:m•(n·l=U:m·(n))"=(m•+n)", por ~(n) 

(m·+nl"=(n+m· )"=(l:nCni· ))"=(J:nCm))~~;,(n~m·)~~. 
Asi, m .. +n-=Cn+m)"'"'. 
Por otro· 1ado, 

n .. -t:m·=Ln" (m .. >=i:n"' (~)-~=(n .. +~J"' 
por el lema anterior 
(n .. +m)'"=(n+m)'"'"'¡ es decir·," n ... _+m .. =(n+m}':".": 
Por lo tanto, m .. +n ... =n .. +m ... a.\{J(n' .. ·J. ' 

Por -lo tanto 'l;fm, new( m+n=n+m ).~ 

1 
Entre otras, la suma· en ~ llene la prop.ledad de'-- ser asocfativa 

(Vm,n,pew( (m+(n+p)=(m+n)+p~ ); no se lnc_luye la pr":Jeba ·de este hecho, 
pero se establecen otros mas interesantes. 

PROPOSJCION 17. Vm, ne~( m+n=O .a m=O A n=O ) 
Prueba: 

Supóngase que m+n=O y que m$Q v n;t.Q. 
51 m;t.Q entonces hay un pEIN tal que m=p .. , entonces 

O=m+n=n+m=p .. +n-Cp+n) .. : o sea, 
O=(p+n) .. , lo cual es absurdo. 

51 n;i!Q entonces n=q .. con qelN y, con esto, 
O=m+n=m+q ... =(m+q) .. , donde m+qelN, lo cual también es 

contradlcclón. 

1 
Antes de estudiar las propiedades de la multlplicacl6n de nú.meros 

naturales necesitaremos un resultado auxiliar,-- que ·es· - fntuitlVB.rñe-nte 
muy claro, pero que no se habla establecido hasta ahora. 

~. VneiN( n+t=n .. ). 
Prueba: 

Sea ne!N, n+l=[n(l J=J:n(Q .. l=[nC O) ... =n ... 
Entonces n+l=n .... 

1 
PROPOSICION 18. El neutro multiplicativo. VnelN( n-1 = 1- n = n 

Prueba: 
Sea neU'-1, n- 1= nn{ 1 }=nn(Q ... )=TJn{O)+n=OO+n=n. 
Para probar que 1- n=n usamos inducc16n sobre n. 
l) l·O=nt(O)=O 

11) Supóngase que.1-n=n, queremos ver que 1-n .. =n ... 
Pero 

1- n .. =n1 en .. >=ni (n)+t=l- n + 1 
por hipótesis de lnduccl6n =n+l 
por el lema anterior 
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Por lo tanto VneNC n· 1=1-n A 1-n=n }'. 

PROPOSICION 19. Vne'.N( n·O = 0-n =O) 
Prueba: · 

Sea neN, n-o=nnCO)=O, , .. 
Probamos que o- n=O empleando lnducci6n sobie n. 
ll o-o=no<OJ=o. 
11) Supóngase que O- n=O, quiere probars~ -que O- n .. =Q. 

pero 
o- n'.=no Cn'. l=no<n) +O=O- n+o, 

por hipótesis-_d~ _inducción =0-t:O 
por la proposición 14 =O. 

Por lo tanto, VnelNC n·O =-O " o-n =o ). 

1 

Puede verificarse, de manera· igualmente laboriosa que el producto de 
números naturales tiene las propiedades de conmutallvldad (n-m=m-m), 
asociatlvidad {m· Cn-p)=(m-n)-pl y distributlvidad respecto a la suma 
Cm- (n+p)=m- n+m-p). Si se prueban otras propiedades interesantes del 
producto en !N. 

PROPOSICION 20. Vm,neN( m-n=O ~ m=O v n=O ). 
Prueba: 

Supóngase que m- n=O y que m..:O 11 n:.eO, entonces se pueden encon
trar elementos p y q de IN tales que p .. =m y q·=n, entonces 

O=m- n=p .. -q .. =p ... (q+l l=p .. - q+p•. 
Pero dada la igualdad O=p ... q+p .. , se tiene, por la proposición 
16 que p .. =O, lo cual no es posible. 
Esta contradicción prueba la proposición. 

1 

En adela~.te, cuando no haya confusión, se escrlblra m-n como mn, 
para_ íacllitar la lectura. 

PROPOSICION 21. Vm, nelN( mn=t ~ m=l /\ n=l ) 
Prueba: 

Supóngase mn=l, de hecho, ocurre m..:O y n..:O, entonces m=p .. =p+l & 
n=q .. =q+l con p, qe!N, entonces 

l=(p+l) (q+l )=pq+p- 1 +1- q+l- l=pq+p+q+l=(pq+p+q )"' 
esto significa, usando P4 de la proposición 13, que pq+p+q=O, 
aplicando dos veces la proposición 16 Se llega a que 

p=O & q=O, por lo tanto 
m=p .. =Q .. =1 y 
n=q .. =QA=J. 

1 

Algo que también es importante es observar las relaciones que 
existen entre las operaciones y el orden en un conjunto. Las siguientes 
proposiciones prueban algunas de las compatlbil ldades entre las 
operaciones y el orden en ú'l establecido en la definición 18. 
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PROPOSICIOtl 22. \f111,Íl,pe~~l m<n q m+p<n+p l 
Pnieba: 

Supondremos m y n f1jos y ·probaremos i¡i(p)::;. m<n "t in+p<n+p por 
inducción sobre p. 
<p(Q), 

Sea m<n, como m=m+D_y n=n+O se tiene ~+O<n+O: es decir, tp(O). 
<¡>[p) .. <p(p+lh . 

' Sea m<n entonces , debido a rp(p), m+P<n+p, Ahora, por el lema 
previa a la proposiclón 12 (rn+p)+l<(n+p)+l, o bien, 

m+{p+l )<n+(p+l) 
que es ip(p+l). 

COROLARIO. Vm,n,p,qe!N( m<n A p<q.,., m+p<n+q ), 
Prueba: 

De m<n r ln proposición anterior m+p<n+p. 
Analogamenle, de p<q se tiene, p+n<q+n, 
Por comnulatividad de + y lransltivldad de <, resulta 

m+p<n+q 

PROPOSICJON 23. Vm,n,pet~C m<n .. ,,; mpsilp- ). 
Prueba: 

1 

1 

Otra vez,_ supondremos m y n fijos y aplicamos inducción sobre p 
para probar ¡p{p)E \l'pelN( m<n =t mp~np ). · 
~(Q), 

Sabemos que 0-0=0=m-O, asi, m-Osn-Oe:i¡;(O). 
~(p) ., ~(p+I), 

Sea m<n~ por. ~(p) mp.:snp. Ahora, si mp<np entonces, por ·el 
corolario ·a la proposición anterior 

" · mp+m<np+n, o bien, 
- , m(p+l)<n(p+l) 

Falta el -caso en que mp=np, aqui empleamo.9 ·dfreCtainente la 
proposición anterior para obtener, junto con ·m<n, que 

m+mp<n+mp=n+np , 
entonCes m(p+l)<n(p+l). 
En cualquier caso se satisface, en particular 

m{p+l)~n(p+l) e ip(p+l_): 

COROLARIO. \l'm,n,p,qe[N( m<n /\ p<q ~ mp<nq ) 
Prueba: 

m<n et mp<np y 
p<q e> pn<qn, por transitividad y conmutatlvidad 

mp<nq. 

1 

1 
Todas los resul lados de esta sección y otros que ya no se incluyen 

(por ejemplo, "leyes de cancelación") se prueban de los Axiomas de 
Peana y de la definición del orden , pero estos conceptos e ideas han 
sido derivados directamente de la Teoria de Conjuntos; asi que, 
última instancia, todas las propiedades de los tlú.meros Naturales son 
consecuencia de la Teoria de Estratos ya que de ahi se han obtenido las 
relaciones y propiedades de los conjuntos. 

Una vez que lo anterior ha quedado claro, debe reflexionarse en que 
en la Teoria de Conjuntos se modelan muy bien los Nú.meros Naturales, 
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pero 'no debe aflrmárse que cada uno de ellos sea, realmente, 
conjunto; de hecho, la noc16n in tul tlva con que de ellos se cuenta no 
tiene nada que ver con los conjuntos. 

Por último, como se observó al principio de este capitulo, el 
conjunto w=~ es un conjunto inductivo, de hecho, el menor de todos 
ellos; si se desea ubicar este conjunto en alguno de los estratos 
construidos en el capitulo anterior, debe recordarse que el Axioma de 
Infinitud ZFS, postula la exitencla de un conjunto inductivo que se 
localiza en un estrato cuya existencia se garantl.za por TE6~ ademas, 
observemos que el elemento 0=0 se encuentra en el estrato cero, el l=O,. 
se ecuentra en el estrato uno, y sucesivamente: el número n se 
encuentra en el n-ésimo estrato; por inducción, puede verse que el 
conjunto w se encuentra en el estrato que en su momento fue denotado, 
precisamente, como w. 



3. LOS NUMEROS ENTEROS 

La primera forma en que conocimos los números enteros indica que 
ellos son los números positivos (los números naturales) Junto con los 
negatlvos; la forma estándar para representarlos es un slmbolo, digamos 
1, y el mismo simbolo precedido de un menos para el negativo 
correspondiente, -1. Que mejor que tomar esla concepcl6n para usarla 
como base p=ira dar una definición formal y natural de los Números 
Enteros: ya se cuenta con los números naturales, ahora habrá que 
añadirles los negativos. 

Primero, se hace un paréntesis para definir la ·dlferencla o resta de 
números naturales; esto permitirá, mas adelante, construir los números 
negativos y la operaciones para los enteros. 

3.1 ALGUNAS PROPIEDADES ADICIONALES DE IN. 

PROPOSICION 1. Vm, ne(N{ m=sn st 3de!N( n=m+d ) ) 
Prueba: 

Sea <p(n)= Vme!N( m:sn q 3deiN( n=m+d ) ), se probará \lne~( tp(n) ) 
por inducción sobre n. 
<p(Q), 

Si m::O entonces m=O y d=O hace que rp(O) se válida. 
<p(n) ., <p(n+l), 

Supóngase m:sn+l; si m<n+1 entonces m:sn y tp(n) dice que hay 
un elemento de!N tal que n=m+d y entonces 

n+l=m+d+l, 
asi, d' =d+l satisface rp(n+l). 
Ahora, s1 m=n+l, con d=O se cumple rp(n+l). 

COROLARIO. Vm, nelN( m::sn ~ 3delN( n=m+d /\ Vd 'e!N( n=m+d' _. d=d') ) ) . 
Prueba: 

Este coro lar lo solo dice que el número d~IN de la proposición 
anterior es ünico, lo cual es cierto gracias a la ley de la can 
cancelación en la suma de IN: 

m+d=m+d' ~ d=d' . 

Fil 
DEF'INICION l. Sea D={<n,m>lm,nelN /\ n:sm} = {xl3m,nelN( x=<n,m> /\ n.:srn )}, 

entonces se define 
-:D--> 11 
-( <n, m> )=d, donde d es tal que m=n+d. 

O bien, <<n,m>,d>e-..,. m•n+d. 

En virtud del corolario anterior, la relación - es, efectivamente, 
una !unción, y el elemento d~ se denota como 

d=m-n 
y se llama de resta o dlferencla entre m y n. 

3. 2 LOS Nlll!EROS ENTEROS Y SU ORDEN 

La siguiente definición recoge las ideas expuestas en los primeros 
párrafos de este capitulo. 
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DEF!NICION 2. Sea IN*=IN\{O}, L"f={<O,n>lne!N*}={xl3nelN( n:;tQ A x=<O,n>)} 

y sea iZ=IN\.hfv{O}=INLArr 

Por el axioma de unión, Z es un conjunto, el conjunto de los Números 

Enteros, ~tes el conjunto de enteros posltlvos y IN. es el conjunto de 
enteros negat lvos. 

Enseguida se define el opuesto de un número entero mediante una 
función de un argumento, se abusa de la notación y se denota con el 
mismo slmbolo que el empleado para la diferencia entre números 
naturales. 

DEFINICION 3. La función -: Z-JZ dada por 
1) -(n)=<O, n> si nell'I* 

11) -C<o, n> l=n para nett 
ili) -(0)=0 

O mas correctamente, 
<x, y>e- ._,. (3welN[ ( n:;tO /\ x=n /\ y=<O, n>) v (n:t:O /\ x=<O, n> " 

y=nl J v Cx=O " y=O) ). 
define al opuesto de Jn número entero. 

Algunas observaciones sobre esta definición: primero, puede 
desecharse la notación <O,n> sustltlyéndola por -n (inciso il. con lo 
que 11 ) queda como 

-C-nl=n • 
También, la :función - es inyectiva, pues si -x=-y entonces: 
1) sl -x,-yE~ entonces x=<O,n>, y=<O,m> con m,nEN, asi n=-x=-y=m :. x=y 
11) si -x, -year entonces <O, x>=-x=-y=<O, y> .. x=y. 

A su vez, el orden en l es una extensión del orden en IN. Por el 
momento, <' denotará al orden en Z, después de caracterizarlo, le 
denotará de la misma forma que el orden de N. 

DEEINICION 4. Sean x, yeZ, definimos x<' y si y solo si 
( x, yeN /1. x<y ) v C x, ye~·(,. -y<-x ) v ( xetr "' y~ ) . 

E templos: 
1) VyelN:( x<'O ): Todos los enteros negativos son menores que cero. 
2) VyeH ( O<' y ): Todos los enteros posl ti vos son mayores que cero. 

3) VyeH-Vxetf( x<'y ): Todos los negativos son menores que todos 
los positivos. 

PROPOSJCION 2. La relación <' es un orden total estricto. 
Prueba: 

a) <' es irreflexiva: VxeZ(.,( x<'x ) ) . 
Sea xe~. si xelN enton~es .,( x<'x ) pues .,( x<x ). 
Si XE~ entonces -xelN ~ y x<' x .-. -x<-x. 
Como .,( -x<-x l entonces .,( x<' x ) . 

b) <' es transitiva: Vw,x,yeZ( w<'x A x<'y .. w<'y ). 
Sup6nganse w,x,yeZ tales que w<'x & x<'y 
aqui hay, en principio, varios casos: 
1) w, x, yelN, entonces w<' x por transl ti vldad de <. 
11) w,xEIN /\ yeL'(, este caso no puede darse (ejemplo 3). 
iii) w,yelN"' xetf, este caso no puede darse (ejemplo 3). 
iv) x,yelN A weaf, entonces we!l'fA yEIN, entonces w<'y. 
v) welN A X, yEll'f, este caso no puede darse, 
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vi) xetN /\ w, ye~r, este .caso no puede darse. 
vil) ye~ A w,xe!'f, entonces w<y por. el caso Ov). 
villl w,x,yel?·(, entonces -w,-x,-yelN,: luego, -x<~w /\·-y~-x. 

por transitividad de'<, -y~-w, · 
esto significa , w:c• y; 

cl s::~ ~:. ~~i~º!:m!~:s=~~~~ ~~e~x~~=!~: x<_'.--~ .. -,~- -~~t_-~,,~}~· ~.\~ · 
1) ·x,yelN, por tricotomia de <-se tiene.x<'.y ~:x=;=y'.V y<'x. 
ii) x, yettf, entonces -x, -ye~ y por' tanto, 

-x<-y v -x=-y v -y<-x 
asi, respectivamente, 

y<'x v x=y v x<'y. 
iii) xe~ /\ yelN-, dlrcctamente, por definic16n, y(•x. 

1 
Por supuesto. este orden llene asociado un orden reflexivo como se 

observa inmediatamente después de la definición 13 de la sección 2. 3 , 
Se resalta este hecho, porque en lo que sigue puede hacerse referencia 

al orden reflexivo si es necesario. 

Antes de establecer la aritmética de Z, se presentan algunas 
propiedades que caracterizan a una estructura como la que se le ha dado 
a los números enteros. 

En adelante, el simbolo < denotará indistintamente a los órdenes de 
N y Z a menos que se especifique alguna otra cosa. 

~. La estructura <Z, <, -> satisface 
( 1) < es on orden total en z. 
(2) H~Z y < lz es el orden usual en N. 
(3) VxEZ( XEN ... O<x. 
(4) VaeZ( -(-a)=a ) y, de hecho, -OaO. 
(5) Va, bEZ( a<b .... -b<-a 
Además, sl cualquier otra estructura <Z, <". -> satisface es
tas propiedades, entonces es posible hallar una función bi
yectiva f:Z--4 que deja fijo a N y que cumple 

f(-a)•- f(a) A a<b - f(a)<"f(b). 
Es decir. <Z, <, -> es único salvo isomorfismo. 

Prueba: 
el) es la proposición 2. 
(2) Esto es cierto por las definiciones 2 y 4. 
(3) Esto es el ejemplo 2 de la definición 4. 
(4) Este hecho se mostró inmediatamente después de la def1n1-

cl6n 3 para el caso en que ad(; si ahora ae~ entonces por 
definición 

-a=<O, a>, entonces 
-(-a)=-<O,a>, y nuevamente de la defln1ci6n 3 

-<O, a>=a. 
Asi, -(-a)=a. 

(S) Suponga a<b y que, de acuerdo a la definición 4, se dá: 



l) a, be!N /1. a<' b: entonces -a;·"".betf~· y, por la;d~finlcl'ón ·4 
-b<' -a y por· (2) -. ".""b<-a. _ - . , ·. ··· ~:_ . ·,:>:·: .. 

il)a, belt( /\ :-b<'_-a: de (2) ·-b<;--a pues--a,o:-~~_ltC, .,-"-. __ _ 

111) be!N "-~~~=~ . entonces· -be~~ A .~bet(;':: ~9·t.::_la_ .. ~.~~i-~-~.ci6~ 4 

En cualquier caso •. -:-b<-a.. ':· .. :-: ·: __ ,_:::<>':~;/:-:0.;./:/:_:;:_:._;_\(· ::~ 
~=~m~~:r~~f ~~~r estructura -<Z; <':, ::_>. ,q~~ .·~~~.~,~.fa12e·-,~:Pr-~ .. c._~); (2) 

f:Z->Z __ 
·• -.. 5 ~"'· 

f(x):;;x si xefl · 
f (x)=-x si xelt{. r~.-,::::Z.-·:_:~: .-_-(:';( :;_ 

O mas correctamente: 
<x,y>ef ~ (xelN /1. y=x) v (3zelN~( -~~~z/A·.:y~...:z'.)) 

-Veamos que f es inyectiva 
Sean x, yeH tales que x;e.y, se analizan los tres- casos: 
i) x, yelN, entonces 

f(X)•X 
f(y)=y, por lo tanto f(x)~f(y). 

11) x, ye11(, entonces -x, -yeN & 
f(x)=f(--xl=--x . 
f (y)=f (--yl=--y 

Si fuera f(x)=f(y) se tendria 
--x=--y, pero - es función, entonces 

---x=---y, por (4) aplicado a -
-x=-y, como - es inyectiva 

x=y lo cual es absurdo. 
lii) xelN, yelN-, entonces 

f(x)=x 
f(y)=f(--yl--y 

si fuera f Cx)=f(yl seria 
x=--y, pero x>O, entonces 
--y>O, por (2) 
--yelN, otra vez por (2) 
--y">O, por(S) 

---y«- O, por(4) 
-y<" o ----------------( •) 

pero yelN implica -yelH, o sea, O<-y , por (2) O<"-y que es 
lo contarlo de (•). 

-Veamos que f es suprayectiva. 
Sea ze2, como <' es total: 
1) Qs:' z, entonces ZE~ y as1, :z=f(z). 
11) z<' o, entonces 0=-0<" -z, o bien O<-z, de aqui, -z=mert 

entonces f(-m)=-m=--z=z. 
-Se afirma que f(-x)=-f(x): 
i) si x=OeN entonces f(-Q)s::f{O)=O 

-f(0)=-0=0, por tanto, f(-0)=-f"(O). 
11) si xett _entonces f(-xli;-x=-f(x). 
11 i) si xelH entonces -xeN y 

f(-xl=-x 
-f(xl=-f(--xl=---x=-x, es decir, 
f(-xl=-f(xl. 

-Probemos x<y -. f(x)<' f(y): 
1) si x, ye¡N el resultado es inmediato. 
11) si x,yel1'·r entonces -x,-ye!N y por tanto, 

f (x)=f (--x)=--x 
f (y)=f (--yl=--y 
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por otro lado', 

111) si XE~-- A yelN 

como.x<y 
· .-7Y.~~x,·. ;_.~n t~nc~~ 
.o~.:y<;-x •. es_t~ .lniplfc~ 

~~~;r~~~~~·~:-~!·~. lo mismo que 
.. fCxl<f(yJ: · 

• f(x)=f(-~xl=--x 
f(y)=y 

pero x<o irríP11ca.-_:-x:>O ent~_nc:es O<" -x ~ --x<'. o, 
por otro lado, yelN q· y~O q Q:S' y, 
por transltlvidad --x<' y 
o bien f(x)<' f(y). 

1 
El teorema anterlor es una caracterizac16n de la estructura <Z, <, ->, 

donde el orden es tal que extiende al de ti y además es un orden total. 
Mas adelante, se establecerá otro resultado de unicidad de l' que 
involucra propiedades adicionales del orden; primero se hablará un poco 
de la arl tmétlca de z. Temporalmente se denotarán los signos para la 
suma y resta en (N con negritas (+,-) para dlferenclarlos de los 
correspondientes para 2. 

3. 3 LA ARITl!ETICA DE LOS NU!IEROS DITEROS 

PEFJNICJON S. La suma de números enteros es la función 
+: ZxZ-tZ 

i ~;~a+-b) :! :: ::~- _ 
a-(-b) si ae!N A belN A -bsa 

+(a, b) -C-b-a) si aelN_A belN- A a:S-b 
b-(-a} si aelN A belN A -a.:sb 
-(-a-b) si ae~- A belN A bs-a 

Por supuesto, se escribe a+b en lugar de +(a, b). 

----(•!) 
----(+2) 
----(+3) 
----(+4) 
----(+5) 
---(•6) 

Esta definición cumple las propiedades que ya se conocen sobre ella 
y que se enuncian enseguida; como las pruebas son tediosas, aunque 
sencillas, solo se dan algunas de el las: ' 

PROPOSICION 3. Yx. yeZ se cumple 
(Sl) x+y=y+x 

Prueba: 

(S2) x+(y+z)={x+y)+z 
(53) x+O=x 
(S4l x+(-xl=O 

(Sl) Solo en algunos casos 
i) Supóngase xelN, yelN-, -y:sx; por ( +3) 

x+y=x-(-y) 
calculamos y+x por otro lado, usando (+S) 

y+x=x-C -y). 
Asi, x+y=y+x. 

11) Supóngase x,yelt-t; por (+2) 
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x-ty=-(-x+-y)=-(-y~-x)=y+x. 
(53) l} Sea .xeN, como De~ 

x+O=x+O=x 
11) Sea xetr, por- el ejemplo 1 'de la def1ntctón 4 

x<O, o bien 
0<-x y como Oe¡tl usamos (+6) para cal-

_cular. _x~O: 
x+O=-[-x-Ol=-(-xl=x 

(54) l) Sea-xeiN;·si'x=O por (+1) y usando -0=0 
- · -. - x+(-x)=O+(-O)=O+O=O+O=O 
sl. X.e~· entonces -xeN- y por {+3) 

x+ (-xl=x-(--x)=x-x=O 
11) Sea xeiN-. entonces -xE~N y por (+5) 

x+ (-x l=-x-{-x)=O 

1 

Con objeto de def1n1.r la multlpl1.cac16n de números enteros, se 
denota, por el momento, el producto de dos números naturales a y b como 
ab, empleando la cruz x para el producto de enteros. 

DEFINICION 6. El producto de mlmeros enter·os es la función 

x:?x?~I 

{ 

ab sl a,beN ---------lxl) 
(-a)(-b) sl a, beiN- ---------(xZ) 

x[a,b)= -(a(-b)) sl aeNL bel!- -------(x3) 
-([-a)b) si aeN , beN. -------(x4) 

Analogamente, la notación axb abrevia a ic{a, b) y se llenen las 
propiedades usuales de la multlpllcaclón de nUmeros enteros,---de ,las-_ 
cuales se muestran algunas de ellas. 

PROPOSICION 4. 'tir, s, te? se c\1mple 
( Pt) rxs=sicr 

Prueba: 

(P2) ric(sxt)=(rics):w:t 
(PJ) rict=r 
{P4) ricO=O 
C PS) ric { s+ t) =rics+rxt 
( P6) rics=O ~ r=O V s=O 
CP?) rics=l ~ (r=l /\ s=l) v (r:::-1 /\ s=-1) 

(Pl) Cuando rEIN & se~.r: 
Por (x3) 

rxs=-lr(-s)), 
Por (ic4) 

sxr=-( C-s)r), 
como r(-s)=(-s)r resulta que rxs""sxr. 

{P3) 1) Sea relN, como telN usamos (xl) 
rxl=[r) (l)=r 

11) Si ren..r usamos (x4) 
rxl=-[ [-r) ( 1 J )=-(-r )=r 

41 



En cualquier caso, rxl=r. 
(P4) ll rO:l:-

Por· (Xl) ixO=(r) (O)=O 
11) re~l-: 

por (x'1) rxO=-([-rl(0)}=-0=0. 
En cualquier caso rKO=O. 

lP6l' il 'rE~,·.seiN-.: 
De 1 hecho de que O=rxs=-( r ( -s l ) 

_ se llene- r(-s)=O, 
como esta Ultima igualdad ocurre en iN, se cumple 

r.=a· v -s=O, y de aqul 
6:0 V s=O. 

11) r,sel?·(: 
O=r11.s=(-r) (-s), nuevamente, como -r,-sEIN 

-r""O v -s=O, o bien 
r=O v s=O . 

{P7) La lmpli~acl6n de derecha a izquierda es t_rivl~l.: J'afa'. 
la otra supóngase re:N S. se:r & rxs=l, entonces · 

l=-(r(-s)) 
como la función - es inyectiva ,,_ 

r(-s}=-1, - .. :.:-)·:.-.~~·~-
pero r,-sdl implica -l=r(-s)elN, lo cual ,es_~bsurdo;~en
tonces este caso no p~ede darse. Analogarne~te_;~._:~ái:nPo~O 
se di\ el caso que re:'~ /\ selN /\ r>1:s=l ) '.'.: ;':\·::~.;-~.~· 

~~fi~!~ºe!ª~~~e~! 1 c:~ºt~is:it~=c~~~~1a1 y la \ll.t~~~ .. Pº~ 
l=rxs=C-r) {-s) 

y como -r, -selN se llene que 
-r=l " -s=l 

otra vez se usa la lnyectividad de la 'funciÓO -- para 
concluir 

r=-1 A s=-1 

11 
El orden, la surna y el producto de : extienden a los de IN, este 

hecho el que perml te emplear los mismos signos para denotarlas. 

PROPOSICION S. El orden < es compatible con la suma y el producto en 2: 
Vx,y,ze: 
i} X<y ~ X•Z<y·tZ 
11} x<y " z>O st xz<yz . 

En la deflnici6n 1 se estableció la diferencia entre dos nUmeros 
naturales m. n y la exltencla del opuesto de cualquier entero permite 
definir la resta de cualesquiera dos nUmeros enteros: si x, ye: 

x-y=Y.+(-yl. 

3. 4 LA UNICIDAD DE LOS NUMEROS ENTEROS 

Enseguida se presenta un resultado de unicldad para Z, salvo 
lsomorfis:no, como un conjunto Unealmente ordenado sin extremos 
donde cada subconjunto no vacio tiene un mlnlmo y un miixlmo. 
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TEOREMA 2. La estructura linealmente ordenada <Z, <> satisface 
(1 l Vxez 3y, zeZC x<y ' z<x l 
(2) VaS:Z( a<'0" 3z.weZ( Vxea( x:sz A wsx ) } q 

3m, nea( Vxea ( x::sm /\ m::sx ) ) ) 
y sl <Z, <> satisface (1) y {2)entonces existe una función 

f":Z~Z blycctiva tal que x<y q f(x)<f(y). 
Prueba: 

(1) Sea XEZ y pongamos y=x+l " z=x-1, debe probarse 
x<x+l /\ x-l<x 

esto es claro en el caso que xe~ pero puede probarse en 
general mediante la compatibilidad del orden con la suma 
Z: si ocurriese 

xi!:x+l v x-li!:x entonces 
x+(-x)i!';.(x+l)+{-x) v x-1+(-x)i!:x+(-x) 

Oi!:x+(-x)+l v (x+(-x))-ti!:O 
Oi!:O+l V 0-lz:O 
0?:1 V -li!:O 

lo cual es absurdo. 
(2) Sea a un subconjunto no vacio y acotado de Z. Como Z=tM.t 

a=Ctf na)u(Nna) 
divldlmos esta prueba en dos casos: 
i) rrna ;t 0 ~ Nna. 

por hipótesis ( zeZI Vxea( x::sz ) }~ entonces 
S=( zeZI VxearlN( xsz ) }~0 

entonces S~N tiene un mlnlmo; sea m ese mlnlmo. 
Ahora, si m=O entonces debe ser S=(O} & mea y si m<tO 
también mea pues en caso contrario 

Vxear.lN( x<m ) y entonces 
VxearilN( x::sm-1 ) pero entonces 
m-1.:sm 

esto significa que m-1 también es un mlnlmo de s. lo 
cual no es posible. 
Asl, se tiene que mea y es máximo de arlN como también 
lo es de a. 
Por otro lado. sea N=( ye!N 1 3xet'r na ( y=-x ) } o bien, 

N=( -xeitl xeD'C na }. 
Como antes. n tlene un máximo que denotamos n•. sea 
n=-n• entonces Vxetr na ( -x:Sn' ) o blen, 

VxeN - na ( n~x ); 
es decir. n es el minimo de an?r y consecuentemente de 
a. 

1i) arii-=<! V arlN=<O 
También en este caso se satisface la conclusión del 
teorema tomando como m al máximo y como n al mlnimo 

(usando el proceso anterior) de ar.11( si este es no 
vacio o de ariH en otro caso. Por ejemplo, si 

ar-D( ilfZ!entoncesN' ={ -xi xearlN- }~ tiene un minlmo n 
por ser no vacio y de acuerdo a la primera parte del 
inciso (1) también tiene un máximo m. 

Aqu1 hacemos un paréntesis para exponer un lema que ayudará 
a probar la seguda parte de este teorema. 

~- Sea <X,<> un conjunto linealmente ordenado que cumple 
a) VxeX 3ineX( x<m l 
b) vag( a-.e .. 3nEa( Vxea( n<x v n=x ) ) ) 
e) va,g( a;t.fZI " 3zeX( Vxea( x<z v x=z ) ) '* 
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:3mea( Vxea( x<m v x=m ) } ) 
Entonces <X,<> es isomorfo a <~. <> 

Prueba: 
La idea es asociar a O el menor elemento xoeX, a 1 el siguiente a 
Xo, a 2 el siguiente del siguiente a xo, etc.; esto puede hacerse 
recursivamente. 
Sea xeX, por (a) { zeXI x<z }'Otli?I y por (b) tiene un minlmo: como 
el orden < es total ese minimo es único, entonces se puede definir 

F: x~x dada por 
F(x)= <-min{ zeXI x<z }. 

Usando el teorema de recurslón estudiado en el capitulo 2 con 
a= <-mln(Xl resulta que existe 

h:tl--->X 
(1) h(O)=a= <-min(X) 
(ZJ h(n+l )= F(h(nlJ= <-min{ zeXI h(n)<z } 

Observemos que (2) implica ·h(n)<h(n+l); esto prueba que h es 
inyectiva: 
Sean m, nelH y digamos, m<n, se usará inducción sobre n para ver que 
h(m)<h(n). 
i) 51 n=l entonces m=O, por la observación anterior h(O)<h(l). 
11) Supóngase que m<n implica h(m)<h(n), ahora se verá que si 

m<n+l entonces h(m)<h(n+l ). 
Sea m<n+l, si m<n entonces h(m)<h(n) y además h(n)<h(n+l), por 
tanto h{m)<h(n+l). 
Por otro lado, si m=n 

hlml=h(n)<h(n+l J. 
Es decir, en cualquier caso m<n+1 oc> h(m)<h(n+l). 

Esto prueba que Vm,netH m<n Q, h(m}<h(n}} y solo falta probar que 
h es suprayectiva porque ya es compatlble con el orden. 
Supóngase que h no es suprayectiva entonces X\lm(h)~ y por (b) 
tiene un <-minimo X.o entonces xo acota al conjunto Y={yEXI y<xo }. 
Si Y=0 se tendria VyeX( y>xo v y=xo ); es decir, xo=minX=a=h(O), 
as1 que xoelm(h) lo cual es absurdo; por tanto debe ser Y~ y por 
(c) llene un <-minimo yo. 
Sea yeX con yo<y, como yo=maxY resulta que yEY, entonces xo:sy, 
esto significa que xo=<-min{ yeXI yo<y }. 
Por otro lado, yoeY entonces yo<Xo=minle'\lm(h) entonces yo«X,lm(h) 
o bien, 3metl( h(m)=yo ) pero en tal caso, 

xo=<-min{ yeXI yo<y )= <-min{ yeXI h(m)=y )= h(m+l) 
lo cual significa que xoelm(h), pero, nuevamente, esto no es 
posible y esta contradicción prueba que h es suprayectiva. 

11 
Ahora ya se puede terminar la prueba del teorema 2; es decir, que 

<Z, <> es isomorfo a <Z, <>. 

S~a zoeZ cualquier elemento, z•={ zeZI zo<z v zo=z } Y.,. 
Z ={ zeZ 1 z<zo v z=zo }. Se llene que probar que <Z , <> es 
isomorfo a <a-.,<> cuidando que se cwnplan las hipótesis del 
lema anterior. 
(a) Sea xez•a, por la hipótesis (1) del teorema 2 

~yeZ( x<y } • 
y como xeZ , zo:sx<y entonces zo<y asi, yeZ . 

(b) Sea aa•!2:, por hipótesis 2 del teorema, el conjunto a 
tiene un minimo. 

(e} También, si a~· es no vaclo y acotado, por hipótesis 2 
del teorema a tiene un máximo. 

Analogamente, ayudados del lema anterior puede verificarse 
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que ·el conjunto <Z-,<'> es isomorfo a~~.<> donde x<'y si y 
solo· si y<x. pues esa estructura cumple (a}, (b}, (el del 

lemn usando· las hipótesis (1) y (2} del teorema. 
Asi pues, existe una función blyectiva 

r·:IN~I'+ ·tal que m<n ~ r•(m)<f.(n} 
y una func l6n 

f-:!N->:l!- tal que m<n ~ f-(m}<f-(n}. 
Con esta:s dos funciones ya puede darse una f:Z--4Z 

{ 
r• Cm) si ml::O 

f(m)= 
f-(-m) si m::so 

l} f es suprayectlva pues r•y f- lo son -y además ·Z=Z~Ú I-;, , 
lll Sean m,nEZ, sl m,n<O v m,n:!:.O +~s claro que·m;t;n .. C(m),,e.f_(n) y 

sl. mo:.O /'\ n<O observemos primero que zo es el primer_ elemento 
de z• asl que f+{O)=zo pues si no fuera asi entoñces 

3zeZ( z<f• (0) J , 
o bien 3moEIN( r• (mo)<f+ (O) ) pero esto significa que 'mo<O lo 

cual es absurdo; ahora 
fCnJ=f-C-nl & fCml=r•cml 

y además -n>O, m>O entonces f-(-n)>f(O)=zo o bien zo>f-(-n) y 
r·Cm)>f.(O)=zo asi que f-{-n)<f.(m) es decir f(n)<f(m). Esto sig
nifica quu f es lnyecllva y; de hecho, también establece la compa
compatlbllldad del orden. 1 

3. 5 LOS ENTEROS COHO CLASES DE EQUIVALENCIA 

Para f inallzar este capitulo, y a manera de comentarlo, se harán 
algunas comparaciones entre la definición 2 para los enteros (sus 
operaciones y el orden) y otra que se da a continuación. 

Sea J~{ xi 3a,b,c,de,N( x=< <a,b>,<c,d> > 1 /\ a+d=b+c}: es decir, 
1 es una relnclón de !Nx!N en que <a, b>!<c,d> ~ a+d=b+c·. 
Puede verse que i es una rclac\ón de cqulvalcncia e induce una 
partición de :lxi!'~ en clases de equl\·alencia; de hecho, se puede 
pensar. en 1<1 clase de equivalencia de un par ordenado <a,b> deno-

tada por ah y dcf lnlda como 

ah={ xi 3m,ne!N ( x=<m,n>" <m,n>J<a,b>) } 
=< <m,n>E!NxlNI <m,n>J<a,b>} 

realmente, una clase de eqttlvalencla es un conjunto gracias al 
axioma do comprensión de Zcr·mclo-Fracnkcl pues, 

ibs;lNxú'i, o blcn, atiea:'(INx!N) 
Esto también indica que la colección de todas las clases de equlve 
l~ncla es un conjunto; de hecho es un subconjunto de IP(!Nxm; sea 
Z ese .conjunto, ayudados del orden en !N se puede dar un orden a 
este ;!. : 

Definici~n. ah < Cd t=~ a+d < b+c. • 
Donde < es el orden en IN y < es el orden para Z . 

Puede verse que este orden está bien definido; es decir, no depen 

de de la elección de los representantes de la clase i6 y que ade
mas es un orden linea 1. 
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Por otro lado, las op~raclones en :• se puede definir como 

ab+Cd = (n+cJ{b+dJ 

ab)ICd = [ac+bd) (ad+bcl 

donde Tfa-+~c~/~[b~+~d~} es la clase de equ!valencín de· los-·nümerás"a•C"Y
b+d. 

Con todas estns df:I iniclones <!•,o:,+,:.:> e~; .isomorfo ·a, <Z, <, ... , ·> 
por ejemplo a través de la función: 

f: z·__,.z 
f(ab)=a-b 

No se pretende entr<lr en 1os detalles de las pruebas de todo lo que 
se ha dicho hasta aqui; las observaciones stnán en relación a la 
prlmera definición que se dio para Z. Por ejemplo, el conjunto_ Z 
extiende de una manera muy natural iN; de hecho, IN!,;;:Z; es decir, tomando 
como base a los números naturales (los posl ti vos y cero) solo se le 
agregaron nuevos objetos que tomarían el papel de los enteros 
negativos; igualmente el orden y las operaciones en N se mantienen 
exactamente igual (más que de manera isomorfa) qtJe cuando estos sr¡ ven 
como números enteros. Las ventajas en la definic16n de l son 
evidentes: es mucho más fácil establecer el orden y las operac:.1ones, y 
tambien resulta más sencillo hacer las pruebas de las propiedades que 
cumplen estas relaciones, pero aqui se pierde la manera intuitiva en 
que se relacionan N y Z; en este e.aso no sucede que IN!;;;Z, slno que ~~ es 
isomorfo a un subconjunto de Z , a saber, al subconjunto de los 

elementos de z·mayores que la clase 05 en el orden <. 

En otro orden dr ideas comentaremos que si bien este capitulo 
comenzó definiendo l y no l es porque aqul se trata de presentar a los 
objetos de los que se habla, de la manera mas natural posible pero sin 
que las propiedades sobre ellos sean demasiado complicadas de obtener. 

Fina lmcnte dlre111os que ?.•es la forma en que se presenta a los 
números enteros en un curso tlplco de álgebra: es muy precisny, sobre 
todo, elegante pero, al parecer, menos intuit.lva que lapresenlada al 
lnlclo de este capitulo. 
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4. LOS NUMEROS RACIONALES 

Las definiciones que se exponen aquí para los números rac1.onales, 
sus operaciones y su orden, son las que se pueden encontrar en casi 
cualquier texto relacl.onado a la materia; es muy elegante y U.cll de 
enunciar, por lo cual es sencillo probar todas las propiedades, 

También se incluye un resultado de unlcldad que caracteriza a los 
números racionales como un conjunto totalmente ordenado, sin extremos y 
numerable, debido a esta última caracterlstlca será necesario incluir 
los conceptos necesar los para poder hablar de numerabl l ldad; todo esto, 
desde luego, el los términos de la Teoria de los Conjuntos. 

4.1 LOS llUMEROS RACIONALES COMO CLASES DE EQUIVALENCIA 

PROPOSJCIOH 1. Sea la relación q~(ZxZ,{O))x(ZxZ,{O)) dada 
Va, b, c,del( <a, b>q<c, d> ~ ad=bc ) 
entonces q es una relación de equivalencia sobre ZXZ\.{O} 

Prueba: 
1) q es reflexiva: 

Sea <a, b>EZ>el\.{O} 
<a, b>q<a 1 b> ... ab=ba 

lo cual es lntnedlato de la corunutatlvidad del producto en Z. 
li) q es simétrica: 

Sean a, b, c,dEZ tales que <a, b>q<c, d> entones 
ad=bc por conmutatlvldad 
cb=da lo cual 1>ign1fica 

<e, d>q<a, b> . 
111) q es transitiva: 

Sean a,b,c,d,e,fEZ tales que <a,b>q<c,d> & <e,d>q<e,f> en
tonces 

ad=bc & cfs:de por tanto 
(ad)fa(bc)f 
(ad)f=b(cf)=b(de) 
a(df)=b(de) 
a(fd)=b(ed) 
(af)d=(be)d, ahora, como d;tQ 

af=be; es decir, 
<a, b>q<e, f>. 

Ob,sérvese que si fuera q!:ZxZ, q no necesariamente es transitiva, 
pues en la prueba anterlor se usa fuertemente el hecho de que d~O. 

De acuerdo a la proposición 6 del capitulo 2 esta relación de 
equivalencia permite definir una partición de ZxZ\{0} en subconjuntos 
de la forma 

<a, b>q={ <x, y>eZxZ,{O} 1 <x, y>q<a, b> } 

Para este caso, el conjunto <a, b>q se denota por a/b, asi que la 
partición es 

O={ ZEP(Zxl!l I 3a. beZl b~O A z=a/b ) } 
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el elemento aeZ se llama el numerador de zeO y el elemento beZ se llama 
el denomJnador de zEO. 

DEFINIClON 1. El conjunto a de clases (conjuntos) de equivalencia de 
ZxZ bajo la relación q se llama el conjunto de Números 
RacJonaJes. 

Antes de ordenar y establecer la aritmética de Q vale la pena hacer 
algunas observaciones sobre ól. En el capl tu lo anterior se extendió el 
conjunto IN de nütneros naturales para llegar al conjunto Z de nütneros 
enteros, de manera que resulta ~S:!; aqui, la extensión de Z para llegar 
a O es un poco diferente: no resulta zsc, pero si hay una función 
inyectiva muy natural de Z en C, a saber, 

i:Z~ 
1 (z)=z/1. 

Efectivamente, l es inyectiva pues sl z/l=z' /1, de acuerdo a la 
observación a la proposición 6 del capitulo 2 

<z, l>q<z', 1>; es decir, 
z•l=z' •1, o bien, 

z=z'. 
En otras palabras, se puede abusar de la notación al esclblr zs;c 

identificando a cada elemento ZEI con el elemento z/lED. 

Por otro lado, puede verse geométricamente la relac16n entre Z y O 
en el plano ZxZ\(O}: el número racional p/q corresponde a la recta 
(discreta) de pendiente q/p que cruza por el origen. 

-1/2 1i2 

'\ .///''" 
\. :/.:..--:· 
. \- I ''· 

·\¡.-''· . 

. ·1 
. . J¡ 

,,,,:?' 
\ .. 
·\· . 
\. 
·\· 

\ 
·\· 

\ 
·\· .. \ . 

1/~ 
4.2 EL ORDEN EN O 

Por el momento se denotará con < al orden de Z para definir un orden 
en O que, como se verá mas adelante, sl se restringe a Z coincidirá con 
el suyo propio, por lo que, en su momento, se escribirán con el mismo 
slgno. 

Primero observemos que, gracias a que O es una partlci6n de ZxZ,(O}, 
el denominador de un número racional es diferente de cero, de hecho, 
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siempre es posible tomar un representante con denominador posl tlvo dado 
que 

a/b=-a/-b e~ a(-b)=b(-a). lo cual es válido en Z) 
y sucede que b 6 -b es positivo. Asl pues. en adelante se supondrá que 
cualquier (número) rac,lonal tlen~. denominador positivo. ¿Por qué este 
artlflció?, ... porque debe ocurrir 

~ < 1 (o sea -2<-1) ~ 8=8·1 < -1·-4=4 

pero esto funciona correctamenle representando 8/-4 como -8/4, con esto 

-8/4 < -1/1 ~ -8<-4 . 

Lo anter lor se• puede evl lar sl se define a Q como clases de 
equivalencia de Zxtl . 

DEF'INICJON 2. Definimos la relación <S:CxD en O dada por 
Va, ceZ Vb, ddH a/b<c/d .,... ad<bc ) o bien 
Vz, yeO Va, cEZ Vb, dEN( z<y ..,. z=a/b A y=c/d A ad<bc ) . 

PROPOSJCION 3. La relación <stlxO define un orden total en D. 
Prueba: 

1) < es irreflexiva: VzeO( .,(z<z) ) 
a/b<a/b ... ab<ba ..,. ab<ab 

pero < es irreflexiva entonces .,(ab<ab) 6 -,(a/b<a/b). 
11) < es transitiva: Vx,y,zEO( x<y "'y<z .. x<z } 

Supóngase x=a/b, yac/d, z=e/f 
si x<y & y<z entonces ad<bc & cf<de 
como O<f adf<bcf 
como o<b bcf<bde 
por transi tividad de < adf<bde 
o bien afd<bed 
por cancelac16n, para d:#O af<be 
es decir, a/b<c/f 

iil) < es tricotómica: Vx, yeO( x<y v x=y v y<x 
Sean x=a/b, y=c/d. 
Como < es tricotómica ad<bc v ad=bc v bc<ad. 
En el primer y tercer caso ocurre, respectivamente, 

a/b<c/d v c/d<a/b 
y sl ad=bc entonces <a, b>q<c, d>, por tanto a/b•c/d, 

1 
En la definición 2 debe verificarse que < es una relación bien 

definida, puesto que para definir x<y, donde x=a/b & y=c/d, se ha 
tomado el par <a, b> de la clase de equivalencia a/b; pero en esta 
clase puede haber (y de hecho los hay) más de un elemento, digamos 
<p,q>Ea/b, entonces debe suceder que x<y c:=t pd<cd. Esto se verifica en 
la siguiente proposición. 

PROPOSJCJON 2.Sean a,b,c,d,p,q,r,se.l tales que b;itQ;itd, q;itQ;its y <p,q>ea/b, 
<r, s>ec/d entonces 

ad<bc ~ ps<qr 
Prueba: 

<p,q>ea/b significa que <p,q>q<a, b> lo cual, a su vez, quiere 
decir 

pb=aq. 
Análogamente, <r, s>ec/d ~ rd=sc. 
De pb=aq se tiene pbd=aqd=adq, como q>O 
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pbd=adq<bcq, como s>O 
pbds<bcqs=bqsc, de rd=sc 
pbds<bqrd o bien 
psbd<qrbd finalmente, b;t.Q1td entonces 
ps<qr. 

La lmpllcacl6n en sentido centrarlo se obtiene. lnvlrtlendo el 
orden de la secuencia de los pasos anteriores. 

1 
Dado que se ha ldentlficado a un elemento xez con el elemento x/leC 

puede decirse que el orden de Q extiende al orden de z. porque si 
x, YE? & x<y entonces 

x· l<y· 1 es decir x/t<y/1. 

4. 3 LA Alll'Jl!ETICA DE D 

En Z existen elementos dlsllnguldos O y 1 con propiedades especiales, 
sus correspondientes imágenes 0/1 y 1/1 se denotan con los mismos 
simbolos (cuando no haya confus16n), tendrán propiedades análogas y, 
desde ahora, se les pueden ver algunas particularidades fa.elles de 
verificar: 
1} si <x, y>e0/1 entonces x=O. 
ill sl <x,y>el/1 entonces x=y. 

Las propiedades de estos elementos estén descritas dentro de las 
operaciones entre nümeros racionales. 

Sean + y • las operaciones de suma y producto, respectivamente en Z. 

DEF'INICION 3. Definimos la función ~: QxD--loQ como 
s(a/b, c/d)=(ad+bc}/bd 

Se escribe a/bec/d en lugar de 0(a/b, cid) y se abusa de 
la notación para emplear el signo + en vez de ID, 

Observese que el elemento (ad+bc)/bd real111.enle esta en Q pues b;e.Q & 
d-0 y. realmente, la suma e no def lne correctamente una función (nl 
siquiera una relación) mientras no se pruebe que no importan los 
elementos de los conjuntos a/b y c/d emplea~os para defln1rla. 

PROPDSIClON 3. 51 el <m, n>ea/b & <p, q>Ec/d entonces 
<mq+np, nq>e(nd+bc )/bd 

Prueba: 
Según como están definidos los elementos de O, qu 1ere probarse 
que si mb=na y pd=cq entonces (mq+np)bd=nq(ad+bc). 
Pero, por conmutat1vidad de la mul t1pl1cac16n en Z 

(mq+np )bdi::mqbd+npbd 
=mbqd+pdnb, 

como mb=na y pd=cq i::naqd+cqnb 
=nq(ad+bc) 

es decir, (mq+np)bd=nq(ad+bc). 

1 
Otra manera de establecer la proposición an ter lar es emplear la 

observación a la proposición 6 del capitulo 2 que indica que las clases 
de equivalencia (ad+bc)/bd y (mq+np)/nq son iguales si y solo si sus 
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representantes <ad+bc, bd> y <mq+np, nq> están en la relación que define 
a O; esto es lo que se probó en la proposición 3. 

Una vez que se ha verificado que la suma de nUmeros racionales es 
una función bien definida, se procede a mostrar algunas. de sus 
propiedades. 

POPOSICION 4. i) VxeO( x+D=x=O+x ) . 

Prueba: 

i i) VxeO 3ze0 ( x+z=O ) . 
iil) Vx,yEO( x+y=y+x ). 
iv) Vx,y, zeO( x+(y+z)=(x+y)+z ). 

i) Sea x=a/b, entonces a/b+O/l={a•l+b·O)/b•l=il/b. 
11) Sea a/bEO, entonces -a/bEO y 

a/b+ (-a l/b=(ab+b(-c) )/bb=(ab-ab)/bb=O/bb=O. 
l i i) Sean x=a/b, y=c/d 

x+y=a/b+c/d= (ad+bc )/bd= (bc+ad) /db= ( cb+da) /db= 
=c/d+a/b=y+x. 

DEFINICION 4. Se define la función o: Ox~ como 
o(a/b, c/d )=ac/bd 

Por notación: o: (a/b, c/dl=a/boc/d=a/b•c/d 

1 

Realmente el elemento ac/bd está en O pues b$;Q:itd entonces bd$;Q y, 
asi como en la suma, hay un resultado que implica que 0 define 
correctamente una función. 

PROPOSICION 5. Si <m, n>ea/b & <p, q>ec/d entonces <mp, nq>Eac/bd. 
Prueba: 

Quiere probarse que mb=na & pd=qc implica mp·bd=nq•ac. 
Pero esto es fácil: 

mp·bd = mb·pd :: na·qc = nq·ac. 

El producto en O tiene propiedades semejantes a las de la suma. 

PROPOSICION 6 !) VxeQ( x·l=x=l·x ). 

Prueba: 

il) VxeO( x=ot.O ~ 3zE(l{ x·z=l ) ) . 
llll Vx, yeD( x·y=y·x ). 
lv) Vx, y, zeOl( x· (y·zl=Cx·yl ·z J. 

i} Sea x=a/beO y meZ diferente de cero 
x · 1=?/b • m/m=am/bm=a/b=x. 

1 

ii) Sea o.i:x=a/beO, de acuerdo al análisis hecho en el primer 
párrafo de esta sección, debe ocurrir a.i:O; con esto z=b/aeO y 

x · z=a/b · b/a=ab/ba=ab/ab=l/1=1. 

1 

Por supuesto, también vale la propiedad distributiva en (I; es decir, 
si x,y,zeO entonces x· (y+z)=x•y+x·z. 

Por otro lado, la propiedad x ·y=O 4'=-> x=O v y=O debe probarse a 
part1r de la defin1ción de Z y de su producto; en O esta propiedad se 
obtiene de algunas de las derivadas en la proposición 6: 
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,,_ ·.· . , 
Sean. ~· yÉJ)': tales- -q~~-. ·.rx·~.:~=~· •. :~:. ~i:c.~=Ó>~·i. -:~~~U.llado ;, es·'_~~ldeiite: _.en 

caso contrar.i~, ~ar: (~.~)'de.'_ la :propOsición_ 6: exist~ un elemento zeo· tal 
que x•z=l, entonces ·de¡. ·. ~ · · · ·-.· --

o:==x·y ··~ se-!tiené 

·.···• .... e/,'(,;,:;~. :.:~:::~yi7\r:~: '~;,~('.) ... , .... · 
Por:.)o,. t,an~o,~:..r=p·z,_. ,e~. hec.h? de que .. -.O·.z=O e_s. consecuencia :de las leyes 
de cancelacl60' pai-acla.·suma.y de la propiedad ·distributiva. 

-~(¡~_ .·6:u~_~di/:.:·~ci .. ~~:_~e';~·~:~un,cia~o~ la~ leyes de cancelación, su verdad 
-de~e Se-r~-~Cl~f~~: · ·~-~'<: . -?··::' ~- r 

· O·z=(O+O) ·z:;=O·z+O·z entonces 
-.;-:~Q=O •_z;:-·- ~ 

. :~~~b.ié"n_ .:~~-;- en-~ncian, sin demostraclón, algunas do las· propiedades 
del ·.orden en ID relacionadas con la suma y el producto: 

-PROPOSJCJON 7. Sean x, y, z,wec entonces 
i) x<y ~ x+z<y+z 

Prueba: 

11) x<y A z>O ~ x · z<y · z 
ill) x<y " z<O ~ x·z>y·z 
lv} x<y /\ O<z<w ~ xz<yw . 

Se prueba esta proposición solo en los casos más interesantes. 
iii) Sup6nganse x=a/b, y=c/d, z=mln. 

Quiere probarse que 
a/b < c/d /\ m/n < 0/1 ot am/bn > cm/dn o bien 
ad<bc " m<O ,. am•dn>bn·cm 
Pero esta propiedad se desprende da la aná.loga para Z: 
Primero, hemos elegido nEZ tal que n>O, de tal suerte que 

mn<O ademá.s 
ad<bc entonces 
admn>bcmn o bien 
amdn>cmbn. 

La otras afirmaciones de esta proposición se prueban de manera 
igualmente sencilla y el interesado puede realizarlas sin ningy 
na dificultad. 

1 

4. 4 CONJUNTOS NUMERABLES 

Al inicio del presente capitulo se indicó que uno de los objetivos 
del mismo es obtener una caracterización del conjunto O de números 
racionales como un conjunto numerable, totalmente ordenado, denso y sin 
extremos. En vista de lo anterior, esta sección es un paréntesis para 
introducir los conceptos necesarios para llegar a la nocion de 
numerabl l Jdad ; si bien este último es el concepto principal de esta 
sección, habrá. otras ideas que permi tlrán una visión mas completa de su 
signlflcado intuitivo. 

Es útil retomar la idea de número natural como un conjunto: 0=0 " 
'fn;e;O( n={0,1,2,. ... n-l} }; esto permitirá establecer fácilmente las 
ideas que se requieren. 
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DEFINICION S. Un conjunto a es flnl to s1 existe una función b1yect1va 
de él sobre algún número natural. 51 FIN es la clase de 
los conjuntos flnl tos entonces puede decirse 
Va( aeFIN ~ 3nelN3f[ f:a-m /\ Vx,yea( f(x)=f(y).,. x=y) 

A Vmen3zea( m=f(z) )]). 
Ademas, decimos que a es Jnflnlto si no es finito, en 

términos de clases 
INFIN={ al a<FIN } 

Lo único que dice la definición anterior es que un conjunto a es 
finito s1 es equlpotente al (existe una función biyectiva de a en el) 
conjunto formado por los primeros n números naturales; en este caso, 
se dice que a tlene n elementos o que el cardinal de a es n, esto 
escrito como lal=n. 

Observncl~n: 1. VnEN( lnl;:n ) 
2. Va, b( aeFIN A b equipotente a a ,. beFIN ). 

PROPOSICION 8. Va( aeFIN " Vx( au{x}EFIN ) 
Prueba: 

Se darii un bosquejo de la prueba. 
Sean aeF'IN y x un conjunto, si xea entonces a=au{x} es finito y 
si xea la función 

g:au{x}-m.. dada por 

g(y)={ 
0

fly) si yea 
si y=x 

es biyectiva. 

PROPOS!CION 9. l) aEFIN /\ b~a " beFIN 
11) VneNVx ( xsn .. xeFIN 

Prueba: 
Que (1 i) .,. ( 1) es claro, para probar ( 11) úsese inducción 
sobre n. 
l) Si x!:0=0 entonces x=0=0 -> xeFIN. 
il) Si xs;n .. =nu{n} y n es finito entonces 

si n111:x .,.. x!:n y, por hipótesis de inducción xeFIN. 
si nex .,. x=zu{n} donde z!;;n (de hecho, z;:x,{n}); por hipóte
sis de inducción z es finito y, por la proposición 8 
x=zu{n} es finl to. 

1 
PROPOSICTON 10. (a) Ningún número natural es equipo tente a alguno de 

sus, subconjuntos propios. 

Prueba: 

(b) Ningún conjunto finito es equipolente a alguno de 
sus subconjuntos propios. 

Se probará (a} por inducción, 
Denotemos, por ahora, como ::. la relación (de equivalencia) de 
ser equlpotentes. 
Debe probarse rp{n)e.Vx( x!:n A x$n -> ..,(n=x) ) por inducción sobre 
n. 
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ip(O)s \!'x{ xSO A X<"O q .,(Q:.x) ) lo cual es cierto porque el 
antecedente es falso. 

¡p{n) '* ¡p(n .. )a Vx( xsn .. A x;tn· ~ .,(n .. .::a:xl ). 
Supóngase que hay un subconjunto propio x de n- que es 

equipotente a n·; es decir, existe una función biyectiva 
f de x sobre n ... 
Como x es un subconjunto propio de n· consideremos dos 

casos: 
ll n~x 

En este caso xs=n. ahora, nen• entonces hay único 
tal que f(z)=n. Sean y=x,{z} & mey entonces mex & 
f(m)en .. , pero f(m);tn pues en caso contrario 

f(rn)=n=f(zl 
y entonces, como f es inyectiva m=zey=x\{z}. lo cual 
es absurdo. Esto quiere decir que 

fly:y--m 
Además, fly es inyectiva y si aen entonces sen ... por lo 
cual 3kex( f(k)=a ), pero a<tn implica k~z. por lo 
tanto key, lo cual quiere decir que í IY wes 
suprayectiva y entonces y.::a:n con ysx, xS::n & y~x, lo 
cual contadlce la hipótesis de inducción. 
Por lo tanto, en este caso, ip(n ... ) se satisface. 

2) nex 
Aqui tomaremos en cuenta dos subcasos. 

l l f(nl=n 
Igual que en el caso anterior, para y=x\{n} resulta 
que fly es biyevtlva. 
Además, ys;n y si sucediera y=n entonces 

n·=nu{n}=yv{n}=(x\{n} )u{n)=x 
lo cual contradice el que x es subconjunto piopio 
den ... 
Entonces y~n & ySn &y1:11n que contadice le hipótesis 
de inducción. 

11) f(n)~n 
Sea zex tal que f (z}=n, entonces z'ltn, 
Por otro lado, sea y=x\{n}; igual que en el caso 1 

ffy:y-m 
es inyectiva y si men entonces men .. , sea wex tal 
que f(w)=m; como men se tiene m:;ie:n y de aqui w,.,ez 
pues si w=z entonces n=f(z)=f(w)=men, lo cual 
es absurdo. Asi, r 1 y es suprayectlva: o sea, 
y=x,{z}cin. 
Ahora bien, estamos en el caso ne:x y hemos obtenido 
z~n. esto fuerza a que ney, entonces pongamos 

xo=(y\(n} )u{n} 
Es claro que y=-xo, también xa!;;n y si fuera xo=n en
tonces 

n=(y\{n} )u{z}=( (x\{z) )\{n) Ju(z)=(x\{z, n} )u{z}= 
=x'{n}; por lo tanto 

n .. =nu{n}=(x"'\{n} )u{n}=x, lo cual es falso. 
Asi que xo;«n & xo!;;n & xo=y=n lo cual, nuevamente, 
contradice la hipótesis de inducción. 

Por lo tanto, ip(n•) se cumple también en el caso 2. 
Finalmente: VnelN, ip(n ... )e'v'netrv'x( xs;n A x;tn ~ -,(x=n) ). 

1 
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La parte (b) de la proposic16n 10 dice que sl un conjunto es finito 
entonces no es equipotente a ninguno de sus subconjuntos propios; Esto 
tiene una consecuencia inlercsante. 

COROLARIO. El conjunto de números naturales es inflnlto. 
Prueba: 

Para probarlo basta dar un subconjunto propio de W que ·sea 
equipolente; esto es fácil. Sea 

fdN-'lO) dada por 
f(n)=n· 

Ya se ha probado (capltulo Z) que esta f es inyectiva y que f 
es suprayectlva es uno de los axiomas de Peana y, además, 
obvio que 

N,{0)<11 A N'{O)>ll 
Por la proposición 10, IN no es finito; es decir, IN es lnf!nito. 

1 
DEFINTCJON 6. l} Un conjunto a es domlnada por un conjunto b, denotado 

aC1Jb sl existe una función inyectiva de a en b, 
2) Un conjunto a es domlnado estrlctamente por un conjun

to b, denotado aixb si a es dominado por b pero a no es 
equipolente a b, 

PROPOSICION 11 (Teorema de Cantor). Vx( X°'P{x) ): Todo conjunto es dom! 
dominado estrictamente por su potencia. -

Prueba: 
Es fácil ver que XlllP(xl pues 

f:x--.P(x) 
f(y)=(y) 

es inyectiva. 
Para probar que la dominancia es estricta veremos que no puede 
haber una función suprayectlva de x sobre P(x). 
Sea g:x-tP(x) y considérese b={ aexl ai!g{a) }. 
Es claro que beP(x), pero bi!Im{g) pues es ese caso habria aoex 
tal que g{ao)=b y aquí hay dos posibilidades. 
1) aoeb 

entonces aofg(ao)=b; es decir, aoEb. 
ii) aofb 

entonces aoeg (ao )=b; es decir, aoeb. 
Esta contradicción implica que g suprayecuva: pues 
b1!1m(g). 

1 
Para facilitar la escritura en el teorema que sigue, se introduce la 

siguiente notación: 
Si h~x->y & z~x el conjunto denotado h[z] es 

h{z)={weyl 3rex( h(r)=w ) }={h(r) 1 rez ) 

Enseguida un resul lado se suma importancia en este contexto. 

TEOREMA l. (Cantor, SchrOeder, Berstein). Si aocb & b°'a entonces a::cb. 
~ba: 

Sean f:a~b y g:b~a funciones inyectivas. 
51 Im{g)=a entonces a::cb. 
Si Im{g),ta podemos definir en forma recursiva 

Co=a\Im(g) 
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~iletl _Cn•t=g[f(Cnll 
Si denotamos- Dn=f[Cn] se tiene 

VnEi:'-! Cn+1=g[Dn] 
cOnslruYamos ·ahora.·una función b1yectlva de a en b. Sea 

h_: a--lob dada por 

h(x)·={ f(x) si xeU! Cnl nee>l } 

·. g"1 (x) si x•U{ Cnl ne~ } 

-~Oh~e.- _g-1(x) "'es el linlco elemento yeb (si existe) tal ·que 
· g(y)=x', En- este caso, ese elemento yeb exi~te porque- si 

.- -_- - xftUCCnl -nelN } entonces VnEIN (X4i! Cn) 
en Particular, x«Co=a\Im(gl, lo cual significa que xelm(g). 
Ahora, que h es inyectiva es porque si x & y son elementos 
distintos de a & 
i) x,yeU{ Cnl neN 1 

entonces f(x):itf{y) porque f inyectiva, raz6~ p~r la ·~mil 
h(x)•h(y). 

11) x,y•U{ Cnl ne~ 1 

h(x)=g-1 (x):itg- 1 (y)=h(y) porque ges inyectiva. 
iii) xeU{ Cnl ne~ I, y<U{ Cnl ne~ 1 

aqui, h(x)=f(x) 

h(y)=g·\ (y) 
Como xeCn (para algün meu-1) entonces h(x)=f(x)ef(C111l=Dm. 

Ahora, g-
1 (yhtl!i pues en caso contarlo: g- 1 (y)ef[Cm] 

implica que y=g(g (y))eg[f(C.)]=Cm·, lo cual no es posible 
pues yEU{ Cn 1 ne~ } . 
Por tanto, h(x)e.Dm & h(y)EDm; consecuentemente, 

h(X)$h(y). 
Veamos que h es suprayectlva. 
Sea zeb 
si zEUon entonces ze.Om=f[Cm] entonces hay un xoeCms;a 
tal que z=f(xo)=h{xol. 
Por otro lado, si zeb,Uon observemos primero que g{z)e:U:n, esto 
es asi porque si n=O, entonces g(z)~Co=a,lm(g) y, además, si 
sucediera g(z)eCn·=g[f[Cn}l=g[Dn] entonces habrla un z'eDn tal 
que g{z}=g(z'), pero entonces z=z'eDn que contradice el supues
ta de que ze:Uon. Asi, por definición, 

h(g(z) l=g" 1 (g(z) l=z. 
Por tanto, h es suprayectlva y, en conclusión, 

a=-b. 

1 
DEF'INICION 7. Un conjunto a en numerable si existe una función f: a~ 

blyectiva. 

Con el Teorema l ya es fácil probar que D es numerable. Como 
precimbulo, digamos que, con el matelal desarrollado para los números 
enteros puede desarrollarse la llamada Teoria de los Números y ahi se 
sabe que un número racional (p/q, q>O) se respresenta de manera única, 
por ejemplo, tomando p y q como primos relativos. Como el camino para 
obtener ese resultado es muy largo, lo aceptaremos verdadero para 
escribir las siguientes funciones inyectivas: 
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~~O~ZxZ~INxlN~IN 
n~n/1 

p/q~<p,q> 

<m, n>~2m(2n+l )-1 

Efectivamente, 1 es inyectiva pues si 2•(2n'+l)-1=2111 (2n+ll entonces 

2 111 (20• +1 )=2111-(2n+l), ahora, si m' >m entonces zm'-•elN y 2•'-•c2n' +1 )=2n+l 
lo cual_ indica que 2n+l es par: analogamente, m' <m implica 2n' +1 es 
par; por tanto, solo queda la posibilidad de que m'=m, en cuyo caso 
ocurre 2n' +l=Zn+l, de donde resulta n=n' y se con luye que 1 es 
inyectiva. 

Por otro lado, para completar el anterior esquema de funciones resta 
dar una func!6n h: ZxZ---:)!Nx!N inyectiva, para lo cual es suficiente 
dar una h': Z->IN, por ejemplo, sea 

h' (z)={ Zz , Zi!::O 

Z(-z)-1 ,z<O 

De hecho, la cadena de funciones y el Teorema 1 prueba que todos los 
conjuntos involucrados son numerables. 

DEFINICION 8. Un conjunto a es contable si es finito o numerable. 

Si a es un conjunto contable e infinito (numerable) entonces la 
.-. proposlci6n 11 dice que P(a) no es contable. Ma.s adelante surgirán 

otros conjuntos no contables. 

4. 5 LA UNICIDAD DE LOS HUMEROS RACIONALES 

Ahora se necesitan otros conceptos de interés respecto al tipo de 
orden de los números racionales. 

DEFINICION B. Un conjunto a ordenado por una relación < es denso si 
tiene al menos dos elementos en la relación < y sucede 

Vx,yea( x<y "* 3zea(x<z A z<y) ) 
Si a tiene un elemento <-má.ximo y uno <-minimo los llama
mos extremos de a. 

PROPOSICION 12. El orden < de O es un orden denso sin extremos. 
Prueba: 

Que O no tiene extremos es fácil pues si xeC entonces 
x<x+l y x-t<x . 

También es sencillo ver que el orden es denso; sean a/b,c/deQ 
con a/b<c/d, entonces 

a/b<Cad+bc)/Zbd y {ad+bc)/2bd<c/d 
esto es cierto porque 

a/b<c/d implica 
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a/b+c/d < c/d+c/d o bien 
a/b+c/d < 2(c/d) entonces 

a/b+a/b < a/b+c/d y 
2 ( a/b) < a/b+c/d y 

a/b < (1/Z}(a/b+c/d) 
a/b < (ad+bc)/2bf' 

y (1/2) (a/b+c/d) < cid es decir 
y (ad+bc)/2bd < c/d 

•• 
Ahora ya se puede eslablecer la unicidad del conjunto de números 

racionales que se ha definido. Al m\smo tiempo se introduce un poco de 
termlnologla usual. Por ejemplo, si un conjurito A es numerable, por 
definición existe una función a: lt~A biyectlva; esta función perml te 
"ldenllficar" cada elemento de A con uno, digamos n, de IN por medio de 
a. Si se escribe an en lugar de a(n) resulta que 

A={ an\ ne~ } 
la expresión del lado derecho se dice que es una enumeración del 
conjuto numerable A. 

Sean pues, dos conjuntos numerables A y B y 
A={ anl nEIN } y B={ bnl ne!N } 

enumeraciones para ellos. Si A y B además son conjuntos totalmente 
ordenados por e y < respectivamente, densos y sin extremos podemos 
definir, vla el teorema de Recursión, funciones, de hecho enumeraciones 
c:~A. d: ¡t.1--)B como sigue: 
i) c(O)=co=ao, d(O)=do=bo. 
11) 51 O<k y 

1) k es impar 
Definimos dk=bJEB donde j es el minlmo natural tal que bJ;tc:L. Vm<k 
y ck=ateA donde l es el mlnimo natural tal que al guarda 
la misma relación en el orden « con respecto a {co, ..• , Ck-1} que 
la relación que mantiene d1t en el orden < con respecto a 

{do, ... , dk-1 }. 
2.) k es par 

Como, en particular A es infinito y, obviamente, el conjunto 
CJ={ cJEAI j<k } es finito, habrá elementos a1 que no están ahi, 
as1, el conjunto { nelNI cnéC }:;e0 tiene un primer element.o 1 pues 
~ es bien ordenado. Entonces definimos 

Ck=al 
Por olro lado, para definir dk nos ayudamos de los elementos 
co,c1, ... ,ck; como el orden «- es total, estos elementos están 
totalmente ordenados; asi, ck está entre dos elementos, digamos 

·c1,cm (c1«ck, Ck«C•) con l,m<k. AdemáS, el orden < de 8 es denso 
y no tiene primero nl último elemento, asl que entre d1 y dm 
habrá elementos de B; es decir, { bJeBI dt<bJ /\ bj<d.m }~0. conse
cuentemente { nelNI d1<bn /\ bn<diir. };;t¡zi y tiene un primer elemento, 
si j es ese primer elemento definimos 

dk=bJ 
En pocas palabras, ck=at donde i es el mlnimo número natural 

tal que aptca Vm<k y dk=bJ donde j es el minlmo natural tal que 
bJ se encuentra en la misma relación de orden < con {do, ... , dk-1} 
que la relación que guarda dk con {co, ... , Ck-1} en el orden C'., 

Las anteriores son enumeraciones para A y para B que servirtm para 
establecer una biyecclón entre ellos que respete el orden. Ahora bien, 
intuitivamente debe ser claro que 

{ en( ne!N }=A y { dn\ nelN }=B 
debido a la manera en que se van eligiendo los elementos; de cualquier 
forma, esto puede probarse formalmente usando inducción sobre n: 
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Si n=O 
como ao=co entonces aoE{ en 1 ne!N } 

Supóngase que ao, ... , ak están todos en { cnl nelN ); es decir, 
Vl:Sk 3nelN( a1=cn } 

Sea no el máximo de todos esos nelN 
si ak+t=cn para algún n==:no entonces ak+te{ cnlnEIN } 

en caso contrario ak+t:;ecn Vn:sno y si no es impar entonces no+l 
rá par y por tanto 

8k+1'=Cno+1E( cnl ne!N } 
pero si no+l es impar y ak+t=cno+t entonces, nuevamente 

ak+te{ en 1 nelN } 
por último, si 8k+11tCno•l entonces ak+t;t;cn Vn:Sno+l o bien 

ak+t:;t':cn Vn<no+2 
y como no+2 es par, por definición 

ak•t=cno+2 

y también en este caso, Bk+tE{ en 1 nelN } . 
Asl que, efectivamente, { cnlnelN }=A; análogamente se prueba que 
< dnl nelN)=B. 

F:lnalmenle, la función 
h:A-->B 
h(cn)=dn 

dada por 

establece un isomorfismo de orden entre A y B; de hecho, { cnl nelN } y 
{ dn lne(N } está.n definidos para que h preserve el orden. 

En resumen. se ha probado el último resultado de esta sección. 

TEOREMA 2. (CANTOR} Cualesquiera dos conjuntos totalmente ordenados, 
densos, sin extremos y numerables son isomorfos. 

1 
En virtud de la proposición 12, el conjunto O es totalmente 

ordenado, denso y sin extremos; por otro lado, el comentar lo que sigue 
al teorema 1 (CSB) dice que CI es numerable; asi, el conjunto de números 
racionales es el único (salvo isomorfismo) linealmente ordenado, 
denso, sln extremos y numerable. 

También debe ser lntul llvamente claro que un orden como el de O 
"absorbo" a cualquier conjunto numerable totalmente ordenado; de 
cualquier forma, para terminar este capitulo, se lncuye este resultado: 

PROPOSICfON 13. Sea X un conjunto numerable tal que <X,<' >eCOTO 

Prueba: 

entonces existe una función inyectiva f: X-)QJ tal que 
Vx,yell( x<'y .. f(x)<f(y) ) 

Es decir, fes una inmersión de <X,<'> en <ID,<>. 

Sean X={ cnl nea-l }, O={ qnl nelN } enumeraciones para X. y O 
respectivamente y qoelO cualquiera. 
Se define p:W~ recursivamente como 

p(O): =po=qo 
y si n>O 

p(nl: =pn=q1 
donde ie!N es el primero tal que q1 guarda la misma relación de 
orden con respecto a po, pt, pz, ... , pn-t que la que guarda en con 
Co,Ct,cz, •.• ,cn-1. Es decir, 
si ca<' et entonces p1=q1 donde 1eiN es el primero tal que 
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pu=qo<qt¡ as1, 
po<pt 

y si, c1<'co entonces p1-="c¡'a, donde· l.E~·- es:-'el ·~~ime_ro ~al que 
q1<qo=po; asl. 

pt<po. _ <. . ··.'-
O~servese que este primer pasc::i sle.mpre :es poslbl_~: g,raciás;a qu~ 
O no tiene extremos. _ , .. . ·' _:. ·: · · 
Ahora, supóngase sln -pérdida ·de generalidad ·qúe :'¿~<'.el -entonces 
po<pt Y: si 
ll co< 1 c1<'c2 

entoñces p2=q1 donde 1 es el primero -ta1·-Que"-Po.<:p1<ql; asL 
po<p1<p2 

11) co<' c2<' Cl 
entonces p2=q1 donde 1 es el primero tal que·po<q1<q1; asi; 

po<p2<p1 
111) c2<'co<'c1 

entonces p2=q1 donde 1 es el primero tal que q1<po~p1; asi._ 
p2<po<pt 

y as.i sucesivamente se definen p3, p4, ... 
1) y 111) son posibles, nuevamente, porque O no tiene extremos 
y 11) es pos! ble porque O es densll. 
Ahora bien, es claro que { pnl nelN }s;O y que 

f:X-->Cl 
f(cn)=pn 

es tal que 
ca<' CJ q f(c1 )=p1<pJ=f(cJ) 

o bien CJ<' CI q f(Cj}=pj<p1=f(c1). 
Asl que f es compatible con el orden entre X y O y, por tanto, 
es inyectiva. 

1 
Claramente esta prueba es una versión mas simple que la del teorema 

2, donde se han mencionado expl lcl lamente las propiedades de O 
con objeto de ! lustrar que en la prososlción 13 puede colocarse 
cualquier <Q, <>eCOTO denso, numerable y sin extremos aún sin saber que 
resulta ser isomorfo a O con el orden usual. 
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5. LOS NUMEROS REALES 

De las dos formas usuales de definlr los números reales, que son su
cesiones de Cauchy y cortaduras de Dedeklnd, se ellge la segunda opción 
por parecer, 1ntut1vamente, mas clara y natural. 

Para los números reales se desea un orden lineal, sin extremos, den
so y sin "huecos", Los números racionales ya tienen las tres primeras 
de estas cuatro caracterlstlcas asi que solo falta "rellenar los hue
cos" que aún permanecen. Para esto, se tomará el orden lineal de O y 
se le "partirá" para completarlo y llegar a R. 

Se desea que las cortaduras definan, posiblemente, nuevos objetos 
además de los elementos de O, con esta idea en mente debe ser claro que 
las siguientes cuatro posibilidades se presentan al "cortar" un orden 
lineal cualquiera, las que pueden definir nuevos objetos son las de 
tipo 2 y 3 y las de tipo 4 (huecos). 
1) --- --- salto 
2) --- <----3) ___, __ _ 

4) ~ +---- hueco 

El caso 1 ya no se dá si el orden lineal también es denso. 

De hecho, las cortaduras de tipo 2 y 3 (que solo difieren por la 
locallzaclón del extremo), pueden identificarse con el punto que las 
define pero las cortaduras de tipo hueco no están definidas por ningún 
elemento (ninguno del conjunto totalmente ordenado, denso y sin 
extremos del que se parte); ellos constituyen los "nuevos números", los 
números que llamaremos lrraclonales. 

5. 1 DEFINICION Y PROPIEDADES DE LOS 11\JMEROS REALES 

DEFINJCION 1. Un conjunto I es un segmento lnlclal de C si 
1) IS:ID, t..eO, t..e0 

11) 'dq, relD( q<r " rel * qel ) 
111) ~3rel Vqel( q::sr ) 

El inciso (111) de esta definición establece que un segmento inicial 
de ID no tiene un elemento máxlmo. 

DEFINJCION 2. Una cortadura de Dedeklnd es un conjunto 
<!,4l,I> 

tal que I es un segmento inicial de O. 

De la de:finlción de segmento inicial de O se observa que 
trabajando cortaduras del tipo 3 y de tipo hueco. 

61 



pE.FINICION 3. El conjunto IR de los nU.meros reales se define como 
!R={ I~OI l es un segmento inlclal de O } 

Obsérvese que R se ha definido como el conjunto de segmentos inicia
les de «.> y no como el conjunto de cortaduras de Oedek1nd: aun cuando 
puede emplearse cualqu1era de las dos opciones, en realidad no son muy 
d1ferentes pues solo hay diferencia cuando se definen y se prueban 
caracterlstlcas y propiedades de IR. 

Por otro lado, que IR efecUvamente es un conjunto, se debe al axioma 
de comprensl.6:l y de potencia de ZF, pues resulta obvio que IRS:P(Q). 

Si bien un nümero racional no es un número real en sentido estricto, 
si se le puede idenl1flcar con uno de ellos de una manera muy natural; 
a saber 

VrEO, lr={ qdll q<r }E!R 

Es claro que Ir cumple la definlc16n 1; el inciso (l) es inmediato, 
el (11) se cumple por la transltlvldad del orden de Q y (111) se satis
face porque O es denso. 

5. 2 EL ORDEN DE LOS NUl!EllOS REALES 

DEFINICJON 4. Si x, yEIR se dice que x<y sl x~y & X*Y· 

Se abusa de la notación al usar el mismo slrnbolo para el orden en IR 
y en Q, si hubiera posibilidad de confusión se emplearán sublndlces r y 
q para distinguirlos. 

PROPOSICION 1. <!R,<>ECOTO (IR es un conjunto totalmente ordenado por<) 
Prueba: 

La parte de interés es probar que la. relación <r cumple la pro
piedad de tricotomia. 
Sean x., yt=:IR y supóngase x:;t.y & .,(x<y). Una sencilla propiedad en 
el álgebra de conjuntos dice que .,(as;.b} ,... ª'b.,r;0; sea pues 
rex.,y. Queremos ver que ys;.x., tómese entonces qey, como el orden 
en O es total, sucede q<r 6 r:Sq, pero r::Sq no puede ocurrir pues 
en tal caso, como y es un segmento. lnlcial, por el inciso 11) 
de la def1nclón 1 se t1ene rey, lo cual es absurdo¡ asl que de
be ser q<r, pero rex & x es un segmento lnlclal, por tanto qex., 
asi pues yS:x & y:;t.x; o bien, y<x. 

1 

Establezcamos las propiedades adlctonales que tendrá <IR,<>. 

DEFINICION S. Si A es un conjunto y < es una relación sobre A, se dice 
que < es un orden continuo o simplemente un continuo pa
ra A sl 
l) <A., <>ECOTO. A es <-denso y A no tiene <-extremos. 
11) A es <-completo; es decir, todo subconjunto no vaci.o 

de A ~cotado superlormente tiene una mínima cota 
super lor o supremo. 

lii) A es <-separable; es decir, A tiene un subconjunto 
numerable denso en A. 
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Resta escribir expllci tamente las propiedades de completud y 
separabilidad en el lenguaje 3 de la Teoria de Conjuntos de 
Zermelo-F'raenkel que se ha venido empleando. 

- A es <-completo: 
VB~A[ 8:t0 /\ 3yeA VxeB( x<y v x=y ) q 3weA{ VxeB( x<w v x=w ) /\ 

VzeAC VxeB( x<z v x=z ) .;. w<z v w=z ) } J 
Si B es no vacio y tiene una cota superior entonces hay una cota 
superior w tal que toda cota superior z es mayor o igual a ella (w). 

- A es <-separable: 
3B~A( B~ 11. Vx, yEA( x<y q 3zeBl x<z /1. z<y J ) ) 
Existe un subconjunto B numerable de A tal que entre cualesquiera dos 
elementos de A existe uno de B. 

PROPOSICION 2. El orden < es continuo para R. 
Prueba~ 

Veremos que se cumple 1). 11) y 111) de la definición S. 
i) Por la proposición 1 <IR,<>eCOTO; además, si se prueba que IR 

es separable automáticamente se tendrá su densidad; asi 
pues se posterga esta prueba y ahora veremos que IR no tiene 
extremos. Pero esto es fácil pues sl xeR bastará encontrar 
un elemento yeR tal que x<y, sea y=x ... ={ p+qeOJ pex /\ q<l }. 

Claramente xS::xA y si fuera x=xA podriamos tomar p=r/sex 
tal que para cualquier m/neO sucede lo siguiente: si O<p 
entonces Oex=x ... (pues xeR) y asl 0+1/nex ... , repitiendo este 
proceso a lo más m veces resulta que O+m/n=m/nex ... =x. por 
tanto x=x ... =O. Ahora, si p:SO y p=r/s entonces a lo más en 1r1 
pasos se tiene Oex ... y en otros lml pasos m/nex ... entonces, 
nuevamente x=x ... :Q, Esta contradicción implica x~xA & x;iex ... ; 
es decir, x<x .... Sln embargo también debe probarse que x ... elR, 
l•e cumple la definición l. 
- Es inmediato que 0:tx ... S::Cl; para ver que x ... ~. sea reC/x, se 

afirma que r+li!X... pues sl r+l=p+q con pex y q<l 
entonces p=r+l-qex. Ahora, como q<l se tiene r<r+l-q=p 
pero pex y xeR entonces rex, lo cual es absurdo. Asi, 
r+li!X ... y finalmente xA;e.Q, 

- Sean r, seO tales quer<s y sex ... entonces s=p+q con pex y 
q<l entonces r<p+q q r-q<p y pex implica r-qex por tanto 

r=(r-q)+qex ... 
- Supóngase que xA tiene un máximo y sea m ese máximo, 

entonces m=po+q con poex & q<l. Sea ahora pex, se afirma 
que p~po no puede ocurrir pues en tal caso 

p+q~po+q=m 

pero p+qexA y m es el máximo; asl, el ~ no se dá, entonces 
se tiene que p<po, pero esto quiere decir que po es máximo 
para x, lo cual es absurdo pues x~. Por tanto xA no puede 
tener máx lmo. 
De manera análoga se tiene que x-={ p+qEfll pex /\ q<-1 }<x 
con lo cual queda establecido que (R no tiene extremos. 

il) Sea 0;i!:BS:IR acotado superiormente, hallaremos la minlma cota 
superior para B; como los elementos de B son segmentos 

iniciales y como la unión de segmentos iniciales también es 
un segmento inicial y además UB es el mlnimo conjunto que 
contiene a B; el candidato natural para el supremo (minlma 
cota superior) de B es UB, solo resta probar que UBelR: 

Es inmediato que "'"'"'Uss:o. Supóngase que Us=O y sea yelR 
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una cota superior para B, como y es un segmento inicial, 
ys~=l.JB; por otro lado, el que sea una cota impllca que 
VxeB( x~y ) y entonces UBs;;y. Asi. y=O=lJB, lo cual 
contradice el inciso ( i) de la deflnición 1 para yeR. 
-Sea p, qEO tales p<q y qel.Ja, entonces 3xe8( qex l, como x 
es un segmento inicial, se tiene que pex y de aqul que 
peUB. 

Sup6ngaseque UB tiene un máximo m, entonces hay un 
elemento xeB tal que mex pero VyelJB( y.:sm ); en particular, 
Vyex( y:s:m ): o sea, m es máximo para x, lo cual no es 
posible. 

i 1 i} Para ver que IR es separable, habrá que hallar un 
subconjunto numerable denso en R. In tui tlvamente, conocemos 
un conjunto con esa propiedad: los racionales. 
Sea Q={ Irl reO } donde Ir={ qeOI q<r }, claramente QSR y 
la función f:~ dada por f(r)=Ir establece una 
biyección, asi Q es numerable porque O lo es; es inmediato 
que f es suprayectlva y sl lr=lr• veremos que no es posible 
que r<r' pues en tal caso, relr•=Ir entonces r<r, lo cual 
es absurdo: análogamente .,(r'<r), asl solo queda que r'=r. 
Sean ahora x, yelR tales que y<x; como x es subconjunto 
propio de y, sean rey,x, aqul podria decirse que x<lr<y, 
pero no puede garantizarse que x sea un subconjunto propio 
de Ir; de hecho, puede suceder que x=Ir. Pero r no es el 
último elemento de y, asi que hay un tey tal que r<t. 
Ahora si afirmamos que x<Il<y. Veamos que xs=It & K~It: si 
pex no puede darse t:s:p pues en tal caso seria tex, lo cual 
es falso; asi p<t, por tanto pelt o bien, xs;;It. Ademá.s si 
x=lt y, dado que, r<t se tiene que relt=x lo cual es una 
contradicción; es decir, x~lt. 
Comprobemos que Its;y & lt~y, si p<t entonces pey pues tey, 
entonces lt4áy; por otro lado, ley y como .,(t<t) sucede que 
lt!lt; asi, lt;ity. 

Por lo tanto, x<It<y y desde luego, lteQ. 

1 
En la concepción común de Q y IR sucede que OSIR, por la forma en que 

se los ha definido aqui no resulta esto directamente, pero un resultado 
intuitivamente claro es que ~ es isomorfo a un subconjunto de IR. 51 
denotamos momentáneamente por < al orden de· O y por < al de IR se puede 
enunciar la siguiente afirmación. 

PROPOSICION 3. Existe una inmersión de (D, <) en ([R, <). Es decir, existe 
una función i:O~ inyectiva tal que 

'tJs,s'eO( s<s' q i(s)<i{s') ) 
Prueba: 

Sea i: 0-){R dada por 
l(s)=ls={ qeOI q<r }. 

Las observaciones hechas al final de la sección S. 1 muestran 
que, efectivamente, Ise!R para cada seo. 
Supóngase que s, s' eD son tales que s<s', si se prueba que 
IsS:Io• y t.:;iet.• automáticamente resultará la inyeclividad de la 
inmersión 1. 
Es claro que Iss;Is• pues sl qels entonces q<s y como s<s' se 
tiene que q<s', con lo cual qEis•. 
Ahora, de que s<s' y de la densidad de O, lomamos s"efl tal que 
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s<s"<s': por definición s"Els• pero s"«l• puers en caso 
contrario serla s"<s' lo cual es absurdo. Asi, Is;ii:.Is•; 
decir, h<Is•. 

S. 3 UNICIDAD DE LOS NUKEROS REALES 

Ahora ya se puede caracterizar al conjunto IR de números reales coino 
el único conjunto que satisface la definición S; es decir, <R, <> es 
el único conjunto con un orden continuo; único en el siguiente sentido: 

PROPOSICION 4. Si (A,<) y (B, <•) son conjuntos tales que su orden es 
continuo, entonces ellos son isomorfos; es decir, existe 
una funcl6n f: A---+B biyectiva tal que 

Va1,a2eA( a1<a2 ... f(a1)<•f(a2) ) 
Prueba: 

En particular, A y B son separables; sean pues, Do. y Db los 
subconjuntos numerables de A y B respectl vamente, tales que D11 
es denso en A y Db es denso en B. Por supuesto, Do. y Db no 
tienen extremos: as1, de acuerdo al teorema 2 (Cantor) del 
capitulo 4, existe una función h:Da-JDb biyectiva tal que 

Vr,r'EDaC r<r' ..., h(r)<•h(r') ) 
Ahora, para cada aEA considérese el conjunto 

{ h(r) 1 rEDa A r::Sa }!:A 
es claro que este conjunto es no vacio y que cualquier h(r') 
con algún r' EDa tal que a:Sr' es una cota para él; como A es 
completo, el conjunto en cuestión llene una minlma cota 
superior; es decir, un supremo. Con esto definimos 

f: A--49 como 
f(a)=<•-sup{ h(rll reDa A r:Sa 

Observemos primero que f coincide con h en Da; o sea, 
\lreDa( f(r)=h(r) ) 

Sea r' eDa, f(r' )=sup{ h(r) 1 reDa A r:Sr' } 
Como h es isomorfismo VreDa( r:Sr' ~ h(r):S'h(r') ) entonces -
h{r') es cota superlor de { h(r} 1 reDa " rsr' }. 
Si t es cota superior de este conjunto, y si rEDa es tal 
que r:Sr' se llene que h(r).!i't , en particular, para r=r' 
h(rº )~·t. 
Por tanto, h(r' )=sup{ h(r) 1 reDa /l. r:Sr' }= f(r'). 

-Veamos ahora que f es inyectiva probando directamente que 
preserva el orden. 
Sean a1,a2eA tales que a1<a2, Como Da es denso en A podemos 
tomar rt, r2ED11 tales que at<r1<r2<a2; entonces h(rt) es cota de 
{ h(r) 1 reDa f\ r:sa1 }, asi, sup{ h(r} 1 reDa A r:sat }:S•h(rt) 
además h(rt )<'h(r2} y h(r2)~·sup( h(r) \ reDa " r:Sa2 }; l. e, 
sup{ h(r) \ reo,, " r:sa1 } <' sup{ h{r} 1 reDa A r:Sa2 }; entonces 

f(a1}<'f(a2). 
Por tanto, f preserva el· orden y, como el orden < de A 
total, también r es inyectiva. 
-Para ver que f es suprayectiva, tómese beB y considérese 

Ab={ reDal h(r):s•b } 
Primero, si beDb entonces 3aeDa tal que h(a)=b y como h 
coincide con f en Da se tiene f(a)=b. 
Supóngase pues que bi!Dh, ello prmite escribir 

Ab={ reDal h(r)<•b } 
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Sea cualquier saeDb tal que b<•sa, como sa=h(ro) para algún 
roeDa, b<•h(ra). Asi que sl reAb entonces h(r)<•b<•h(ro), de lo 
cual r<ra pues h preserva el orden; todo esto ha sido para 
afirmar que Ab es acotado superiormente y poder referirnos a su 
supremo. 

Se af 1 rma que 
b=f(supAb)=sup{ h(r) 1 reDa /\ r:ssupAb ). -----------------(1) 
Para probar esto será útil recordar una propiedad del supremo: 
En un COTO X, VxeX( x<supA "' 3xaeA( x<xa ) ), esta lmpllcaclón 
es obvia porque la contraposltlva lo es: 

VxeX( VxaeA( xa:sx ) "' supA~x ). 
Se usa la primera forma de este enunciado para ver que sl r' EDa 
es tal que r' <supAb entonces 3raeAb( r' <ro ) , pero raEAb 
significa que h(ro)<•b entonces 

h(r' )<'h(ra)<•b, asi h(r' }<•b, por tanto, r'EDa. 
En pocas palabras 

reDa /\ r<supAb"' rEAb ---------------------------(JI) 
lo cual debió ser intuitivamente claro. 
Ahora si probemos (1), lo cual implica probar que: 
1) bes cota superior de { h{r)I reDa /\ r::ssupAb }: 

Sea reDa tal que r:ssupAb: 
-) 51 r=supAb entonces h(r)=h(supAb):S•b pues si fuera 

b<•h(sup(ab) podriamos tomar saeOb tal que 
. b<• so<•h(sup(Ab)) -------------------------( I 11) 

entonces, para algún roEDa 
b<•h(ra)<•h(supAbl=h(r), entonces ra<supAb=r y por(II) 
roEAb, por tanto, h(ro)<•b, o bien 

sa<•b, lo cual contradice CIII), 
=) Si r<supAb, por ( II) rEAb entonces h(r' )<•b, 
Con lo cual queda probado que b es cota superior. 

11) b es la minima cota superior de {h(r) 1 reDa /\ r:ssupAb }: 
Supóngase que b' es un cota superior del mismo conjunto, 
entonces 

Vr( rEDa /\ r:ssupAb ~ h(r):s•b' ) ----------------(IV) 
Supóngase también que b' <•b y sea sEDb tal que 

b' <' s<• b -----------------------(V) 
entonces, para algún reDa, 

b' <•h(r)<•b, entonces reAb y 
r:ssupAb y, por ( lV) 
h(r):s•b', o bien 

s:S•b, lo cual contad ice (V). 
Por tanto, lo que debe ocurrir es que b:s•b'. 
O sea que, por i) y 11) b=sup{ h(r)I rEDa /\ r:ssupAb }, 1.e, 

b=f(supAb). 
Por tanto f es suprayectlva. 

Lo cual prueba la proposición. 

1 
La proposición 2 dice que (IR,<) es un continuo asi que, de acuerdo 

a la proposición 4, ha quedado establecido que (IR,<) es el único orden 
continuo salvo isomorfismo. 

S. 4 LA ARITHETICA EN LOS llUMEROS REALES 

Con objeto de leer fáci !mente la presente secc16n, se empleará aqul 
la siguiente convenci6n, se reservan las úlllmas letras del alfabeto, 
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w, x, y, z, para denotar números reales, dejando las intermedias, 
m,n,p,q,r,s para números racionales; de esta forma, el abuso de 
notación que se hará al denotar con los mismos simbolos a las 
operaciones no causará confusi6n; por ejemplo, xy significa el producto 
de los números reales x & y, mientras que r+s es la suma de los números 
racionales r & s, también -p denota al inverso aditivo del racional p 
y -x será el inverso aditivo del real x. Algo parecido sucede con los 
elementos distinguidos; por ejemplo, O es el cero de R y O el de O. 

DEEINICJON 6. Para x,yEIR definimos la suma de x & y como 
x+y: ""{ p+qeCl I pex " qey } 

Obsérvese que x+y es un conjunto gracias al Axioma de Separación y 
al hecho de que O es un conjunto. 

Por supuesto que la suma de números reales disfruta de las 
propiedades esperadas: es decir, es conmutativa y asociativa. Aunque 
sencillo, es muy tedioso probarlas, mejor las damos por ciertas y 
probaremos otras propiedades mas interesantes. 

PROPOSICION s. Vx, YEll( x•yER ) 
Prueba: 

1) Que x+yS:O & x+y-" es inmediato. Probemos ahora que x+y es un 
subconjunto propio de O. 
Sin pérdida de generalidad podemos suponer 

xS:y & yS:D A y;tQ 
sean reO'\y & pEx, qEy , como x & y son segmenlos iniciales 

p<r , q<r 
entonces p+q<r+1· 
por tanto r+r•x-..y :. x+y11:Q. 

11) Sean r,sED tales que r<s /\ sex+y entonces 
r<s=p+q con pEx & qey 
r-p<q .. r-pey 
r=p+(r-p}, pex, r-pey 

entonces rex+y. 
Se ha probado Vr,seO{ r<s A sex+y ~ rex+y } 

i11) Sean cualesquiera pex, qey • veremos que p+q no es máximo de 
x+y hallando po+qoex+y tal que p+q<po+qo. 
Como p no es máximo de x 3poEx( p<po), igualmente, 
como q no es mflximo de y 3qoey( q<qo) entonces 

p+q<po+qo, 
Los tres incisos anteriores prueban que x+yeR. 

1 
La definición anterior debe disfrutar de las propiedades que de ella 

se esperan; para ello se necesitan algunos otros objetos. 

DEF!NICJON 7. 1) Para xelR su Inverso aditivo se denota -x y se define 
como: -x:={ pelDI 3s>p( -sex } } 

2) También se denota al cero como O, y se le define por 
O:={ q<lll q<O ). 

Debe ser claro que OelR; de hecho, según las obervaciones que 
siguen a la def lnlcién 3, O=Jo. 
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PROPOSlCION 6. VxeR( x+O=x ) 
Prueba: 

Por def inici6n 
x+Oi:s{ p+q 1 pex " qeO >=< p+q 1 pex /\ q<O 

Sean pues pex /\ q<O, l. e. p+qex+O, de 
q<O se sigue 

p+q<p+O=p 
pero pex & x es segmento inicial, entonces p+qex 

:. x+~x. 
Sea ahora pex, como x no tiene máximo 3poEX( p<po) entonces 
p-po<O, luego 

psapo+(p-po) con poEX & p-po<O 
esto significa que pex+o 

:. x~x+O. 
Junto con la conclusión anterior se tiene 

xmx+O. 

PROPOSICJON 7. \lx<R( -xell l. 
Prueba: 

i) al -xs;;o es inmediato. 

1 

b 1 Sea peCl\x y qEO tal que p<q, entonces -q<-p y como 
-(-p)=ptlX el elemento -p evidencia que -qe-x. Por tanto 

-x•e. 
e) Sea pEx, se afirma que -pil!-x. Esto será cierto si y solo 

sl Vs>-p( -sex ) 
pero esto es cierto porque si s>-p entonces -s<p y como 
pEX & x es segmento inicial se sigue que -sex. 
Por lo tanto 

-x;&(J. 
i i) Sean p, qEC tales que p<q & qe-x, 

entonces 3s:>q( -st!x ), 
pero q>p entonces 

3s>p( -st!x l, 
esto prueba que pex. Por lo tanto, 

Vp, qeo ( p<q /\ qe-x .. pe-x ) 
111) Enseguida se prueba que -x no tiene máximo: 

Existen elementos qeO tales que Vpe-x( p<q ) , sl se prueba 
que ninguno de ellos pertenece a. -x se habrá probado lo que 
se desea. 51 un q de ellos perteneciera a -x entonces 
3s>q( -s~x l. 
Afirmamos que -q es milximo de x pues si no fuera asi 
3rex( -q<r }, de que -s<-q se sigue -s<r y como rex también 
-sex. lo cual es absurdo; por tanto, efectivamente, -q es 
máximo de x, lo cual, a su vez, es una contradicción. 

Entonces, qtl-x, lo cual prueba que -x no tiene máximo. 
Ya se puede concluir que 

-xEIR. 

Para probar que x+(-x}=O se necesitan algunos resultados previos. 

LEMA 1. Si x>O entonces -x<O. 
Prueba: 

Sea pe-x, por definición 3s>p{ -s~x ). 
-stlx implica -stlO gracias a que Qf;x, asi 
-si!:O, o bien s.:s.O, entonces 
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p<s::sO entonces p<O; es decir, peo. Por lo tanto 
' -xs::o. 

P. D. -x;eO, 
Como x;eO .3poex,o. entonces O::spaex. Dado que x no tiene máximo 
se puede hallar pex tal que Q::spo<p, entonces -peo. Se af lrma 
que -pl!-x. 
Sl seo es tal que s>-p y -p<s::sp entonces 

-p::s-s<p. entonces -sex pues pex. 
si se da la otra posibilidad, Le. 

s>p>O entonce!> s>O 6 
-s<O luego -seO!:x, entonces -sex. 

En cualquier caso se ha probado 
VseQ( s>-p >$ -sex ) . 

Por tanto 
-pl!-x y como -peo, se tiene en consecuencia que -x•O. 
Finalmente 

-x<O. 

LEMA 2. \lpeO( -lp=l-p A lp+(-lp)=O ). Donde lp:={ qeOI q<p } 
Prueba: 

1 

Sea qe-lp, entonces 3s>q{ -s~lp ), luego q<s y por definición 
de lp, -s~p entonces q<s & s::S-p, de aqui, q<-p, por tanto 
qel-p; es decir, 

-Jps;;I-p. 
Sea ahora qel-p, entonces q<-p y quiere probarse que 

3s>q( -selp ), 1.e. 3s>q( pss l. 
Sea seo cualquiera entre q y -p: o sea, q<s<-p, entonces 

q<s & p<-s, en particular, q<s & p::ss. por lo tanto 
qe-lp; es decir, 

l-p~-1 •. 
Por lo tanto, 

1-p=-IP. 
Veamos ahora que lp+l-p=O. 
Probaremos que O!;:Ip+ l-p. 
Supóngase primero p<O. 
Sea qeO, entonces q<O y como p<O siempre existe el mlnlmo 
O"*ne~ tal que 

nqelp y como n-letN (n-l)ql!lp, l. e. nq<p & (n-1 )q~p 
entonces -(n-1 )q:S-p. 
Si -(n-l)q<-p entonces -(n-l)qel-p, por tanto 

q=nq+(-(n-1 )q)elp+l-p. 
Si -(n-1 )q=-p, sea rEO tal que nq<r<p=(n-1 )q, entonces 

-nq>-r, sumando q 
-nq+q>q-r entonces (1-n)q>q-r y sl f'uera 
q-r~-p ••.••••••...............•••.......•. (•) 

entonces (1-n)q>-p o bien (n-1 )q<p, lo cual 
significa que (n-1 )qelp, pero esto es absurdo, 
asi que (•) no se cumple, es decir. 
q-r<-p, luego q-rel-p. Por lo tanto 

q=r+{q-r)Elp+l-p. 
Supóngase ahora p=O y qEO, cualquier reD tal que O<r<-q hace 

que q=(q+r)-r com q+rEio & -reio=I-o 
qelo+I-o. 

El caso p>O es análogo al caso p<O intercambiando p por -p, 
pues -p<O. 
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En cualquiei- ·ca-so ·h~ ·cjú~dado~pr'ObadO que 
' , · ..... - . ·-o.i:;:1~·..-1_-P::: 

Para probar lp-+-l-p~O .. t6mese:qelp+l-p·.· .. 'entonces"'_q=r+s 
r~p .. & s~-p • .'pero .entonces 

q=~+~'.'P+~-::-~)=O;- es .~e_cir. 
,. __ :,. ·.'· - ·.~ -'.· qeo~ ·,,: - e ' 

Por lo tanto, se puede concluir' que 
lp+l-p=O. 

1 
PROPOSJCION 8. Vxell( x+!-x)=O ). 

Prueba: 
Sea rex+ ( -x), .. r=p+q con pex & qe-x ~ 3s>q ( -sttx ) . Pero 
-sttx y pex implica p!!i-s y junto con 

q<s resulta 
r=p+q<-s+s=O, entonces reo, o bien 

x+(-x)s;;o. 
Sea ahora teO, entonces t<O. 
Si primero suponemos x<O puede hallarse el min1mo O.ene~ tal que 
ntex, entonces (n-1 )t1!x. 
Si 3s<(n-1 )t tal que sttx entonces 

-s>-Cn-l)t & -(-s)=cx, luego 
-s evidencia que -(n-1 )te-x 

.-. b=nt+(-(n-t)t)ex+{-x). 
Si Vs<(n-l)t ocurre que sex entonces x=Icn-t>t.. 

Esto es cierto porque 
Si pelcn-1H entonces p<(n-l}t, lo cual implica pex 

:. ICn-tJt.!;;;X. 
51 pex como (n-lltt!x se tiene p!!i(n-l)t, pero es 

claro que p=(n-l)t no puede ocurrir, 
entonces p<Cn-llt;es decir, pel<n-Ut.. 

:. ><~lfn-t>t.. 

Por tanto, el caso x=J ln-Ot. queda probado por el lema 2. 
Por otro lado, si x=O entonces x=Io, en cuyo caso el lema 2 

prueba, nuevamente, la proposición. 
Si x>O por el lema 1 -x<O y la demostración es análoga: 

Sea reO; o sea r<o y sea el mínimo O"'nEIN tal que nre-x, 
entonces Cn-1 )rtt-x. 
Se afirma que -(n-1 )rex pues en caso contrario, y 
sl se puede tomar p<-(n-l)r tal que pfx entonces -p>(n-1 )r y -p 

evidencia que (n-1 )re-x, lo cual no es posible. 
entonces r=-(n-l)r+nr e x+(-x). 

Si no se puede tomar p!tX con las propiedades mencionadas, otra 
vez ocurre que x=I-<n-11t, en cuyo caso el lema 2 se encarga 

de la veracidad de la proposición. 
A fin de cuentas se ha probado que 

os;;x+(-x). 
Por lo tanto 

x+(-x)=O. 

Es muy útil el concepto de valor absoluto de un nlimero real para 
establecer el producto de números reales de una manera sencilla. 
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DEFINICION 8. Para xe!R el valor absoluto de x se denota como lxl y se 
define como lxl:=xu-x=max{x,-x}. 

Obsérvese que gracias al hecho de que se dá xs:-x 6 -xs:x, la lgualdcld 
xu-x=max{x, -x} es obvia. Además, como max{x,-x} es igual a x o a 
también resulta claro que lxlelR. 

DEFINICION 9. Si x,yelR el producto entre ellos, denotado xy 6 x•y 
define como 

{ 

o u < pqeD 1 o:spex " O:sqey } si x~o "' yit:O 
x·y= lxl · lyl si x~o' y~O 

-(lxl·lyl) si x~o. y>O vx>o, y~o. 

Igualmente solo se probarán las propiedades de mayor interés para el 
producto y, como se notará en su momento, las pruebas utilizan 
exactamente la mlsmas ideas que las que se manejaron para la suma, solo 
que, por ejemplo, en lugar de múltiplos naturales de números racionales 
se usarán potencias. 

PROPOSICION 9. Vx, yEIR( x·yelR ). 
Prueba: 

Obsérvese que basta hacer la prueba cuando x, yit:O pues los otros 
casos se reducen a éste por medio del valor absoluto y el 

inverso aditivo que son "operaciones" sobre IR. 
Sean pues x, ye!R tales que x, y~O. 
l) Que xyS:O & xy.-.e es irunediato. 

Por otro lado, sean poEO'x & qod1'y entonces 
VpEX( p<po) & Vqey( q<qo). 
Sea cualquier pqE{ pq 1 Q:spex " O:sqey } entonces 
O:sp<po & O::Sq<qo, de aqui, O:spq<poqo, entonces 

poqof.0 & poqof { pq 1 o:::i:pex /\ O:sqey } 
:. xy:itO. 

11) Sean r, seo tales que r<s /\ sexy P. D. rExy. 
Si s:so .. r<O .. reo -. rexy. 
Si s>O .. s=pq con O<pex & O<qey 

si r~O entonces rexy trivialmente. 
si r>O entonces 

r<pq .. .!: <qey -> r. ey-> r=p[.r.) -> re{ pql Q:spex /\ O:sqey } p p p 

Por lo tanto, rexy. 
111) Sea el elemento pqexy, sl pqEO entonces habrá un reo tal que 

pq<r & rexy; es decir, en este caso, xy no tiene máximo. 
Si ahora pqe{ pq 1 Q:spex ,. Q:sqey } entonces, 
como X no tiene máximo 3poex tal que p<po y 
como y no tiene máximo 3qoey tal que q<qo, por lo tanto 

Q:sp<po Y 
Q:sq<qo entonces 
O:Spq<poqo. 

Por tanto, en cualquiera de los casos, xy no tiene máximo. 
Los tres incisos anteriores prueban que xyelR. 

1 
De igual forma damos por hecho que la multiplicación de números 

reales es asociativa y conmutativa para continuar con cosas como las 
9ue siguen. 
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OEFlNlCION 1Q. l. .El neutro multlpllcatlvo se denota como 1 y· se· ~en.ne 
por 

1=( peo( p<l ). 
2.. Para o~xE!R deflnlrnossu 

denotado como x-1
, a través de 

x-1={ peo\ 3s( s- 1 >p A s«ix ) } 

x-'=-(lxlf1 

Como 1=11 se obtiene que 1EIR. Lo que puede no 
x- 1E!R. 

PROPOSICION 10. VxE!R( )(.$0 q. x·1EIR ) 
Prueba: 

De acuerdo a la deflnlci6n 1 deben probarse tres cOsaS; · -a.demá~ 1 
gracias a ln proposlción 6 y a la definclón de 'X- 1 -p~ra el 

caso en que x<O basta hacer la prueba para x>O. 

l) a) Es claro que x- 1 ~0. 

b) Veamos que x-1$"· _
1 51 x>O sea p<O tal que pex entonces pEX para probarlo 

basta con lomar cualquier sex que sea s>O, lo cual siem-

pre es posible; asl que, efectivamente x- 1
$IZI. 

c) Sea O<pex. se afirma que p- 11!x-1 pues sl P1 eX1 entonces 

3s(s-1>p-l /\ scx), pero 

s-1>p-1 
/\ p>O implica s-1 >p-1 >0 

entonces s>O y por tanto 
s<p 

de que pex se sigue que sex, lo cual es absurdo. AsL 

p-1ex-1 ; es decir, x-1$0. 

il) Sean q, reo tales que q<r s. rex-1 entonces 

3s( s-1>r /\ sl!X ), como r>q, por transitivldad 

3s( s-1>q /\ st!x ), lo cual quiere decir que-qex-1 • 

Por lo tanto, 

Vq, r< q<r A rex-1 ..,. qeX- 1 ). 

Ui) Sucede que x-1 no llene mflxlmo pue3 si mex-t fuera máximo 
entonces 

3s( s- 1>m /\ sex ). 

Pero entonces m-1es mflxlmo para x pues sl no fuera asl 
entonces 

3soEX tal que m-1<so _
1 corno x>O entonces puede verse que x >O, 

consecuentemente m- 1>0, entonces 

de lo cual, m>O y 

so -t<m y como m<s-1
, por tanto so-1 <s-1 o bien 

s<so, entonces 
sex, lo cual no es posible. 

Esta contrad1cc16n prueba que m- 1es máxlmo para x, pero como 

también esto es absurdo debe ocurrir que x-1no tiene máximo. 
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Finalmente se puede ~onclulr. que 

·x~1 EiR. 

·-· ~' ; . "' ' -
1 

Por problemas . tlpográfi(!OS .. ~n :'~:de1_á~~e' s~ :~~notará, cuando sea 
conveniente, al · inver~o mul t.~~11~ª.~.~v~··:~'-: ~~. ·"~n:· : .. número racional p 
indlstlntamente con p'. 6:·. p- 1 

.,. ('.::de. ~~echo; solo se usaré esta 

notación cuando se utlllze -~-l :c~ino~~,·~:~~i~~Úc~), ma~teniendo la notación 

que se ha venido empleando Para e·1 -:.··1~-v-et-so mu1tip11cauvo de un 
número real. :\--.··-> 

~~u~~:~º·-~~I·· ,, 1~:1~-·=~-i.f~'-~~r. 
Sea pelq , por~deflnición ·35( s.- >p .A st!lq 

,-;~~.·;·~:,::~:~~-~~~?: ... 
sl q>O, s- 1 :sq-:-_1; __ .:,

1 por transl tlvldad p<q ; 
lo cual signlca ·que. 

pelq• ~ 
por tanto, 

lq- 1 ~Iq•. 
Sea ahora pelq' entonces p<q' P. D. 

Sea 1/s=s' tal que p<s- 1 <q- 1 

si q<O entonces p, s- 1 ,q- 1<0 entonces 

) entonces 

p<s-1 & q<s -1 
y as1 s evidencia que pelq 

si q>O sea s- 1 >0 tal que p<:;:~ 1 & s-1<q- 1 entonces 
p<s & q<s, 

luego pelq'. 
En cualquier caso, (q<O ó q>O) resulta que 

lq·~lq-t. 

Por otro lado, para ver que lq• lq 1 =1 se probarán también las 
dos contenciones. 
Sea te lq • lq• 

si t<O entonces, trivialmente, tel. 
si t=rs con O:srelq & Q:sselq' entonces 

O!Sr<q & O!Ss<q- 1 , de aqui 

t=rs<qq- 1=1. entonces 
tel. 

Sea ahora te1, 1. e. t<l y supóngase prlmero O<q<l. Si t:=iO el 
resultado buscado es trivial y si t>O tomamos el minimo o;e.nelN 

tal que t"<q, entonces t <n-U?:q, entonces 
t-<n-1l:Sq-1 Y q-t 

51 t-ln-11 <q-1 tómese seo tal que t-ln-t><s-1<q-1 entonces 

t-ln-U<s-t /\ s>q -ln-1) -1 
con lo anterior, s pone en evldencia que t elq • 
Por lo tanto, 
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t"=tn• t-~~- 1 ~.elq• l.q• 

Si t-tn-:.º=q- 1 en~orlCe~-·.q=tn-.1 •. :, ... - . :. 

Sea .. r~O/~t-ai: -::_qJ~,~ ... tn~;·~·t·n.~ 1=q >o+ t~<r · . .o- - , t-n;r - 1 

t • t-~>t· ~~: 1\-~~ ;:'t:~p,7,y;_t-: -~:::~~:,~· 0.<~>~<-s{:fu~i--~'._' .-. 
_. :~ ;:.~.~-1~,h~ ·:.-. «> '.; _. .. ~?<~-·::.:".:}.~·::·:: ~ ·~ =:::·\·_;·.: .·.~ '.· •• :: · .•.. ·. ~ ..•. ( •• ) 

~ _q ~ .. ~·:st. ··'i:-.:-~.it 7~·~?.\~·;:Q~,~:< t~~-~-~·),,'.'..¡_ .~.~~-~:~q"".~~~1: 
-_,:cºl!lº . .-.es~a:~·ú_~~li?a~~~esiguald~cJ.-és·-- una~ -contradicción, "no· ---puede 

_d~-~~~ _c¡:{~t~}~J-~e~~;~f~'-~'~t~~d~-s -
-t·;~~Elq•~ por lo tanto 

t=r·(t·r- 1
) Elq•lq•. 

Es dec1r, en ·cualquier caso se ha probado que 1S:lq• Iq•. Con lo 
cual se puede concluir la igualdad 

- l=lq· lq•. -1 
Pero se está en el caso qi!:l; ahora, si q>l sucede que q <1, 

entonces se repite la misma prueba intercambiando q por 1 q . 

1 
Recuérdese que en la proposición anterior se trabajó siempre con q>O¡ 

~~n~~~=~~r e:~~e5ec::~l:~e:n s1t ~:~a~~~~n~:~· :-\~O e~a~:~Íq•~j 1:1:t~!;1t; 
además 1 Iqf=Ilql, esto último se prueba en la siguiente observación. 

Observa e l6!J.. VqeO( 1Iq1=I1q1 ) . Donde lql también denota al valor 
- absoluto de q. 

Prueba: 
Si q>O y 

pel lqJ=max{lq, I-q}::slq=llql entonces pellql. Por otro 
lado, sl 

peI1q1=lq, comollql=lq se tiene pelJqJ. 

La prueba para q<O es análoga. 

~· Para xelR, si x>1 entonces x-1<1. 
Prueba: 

Sea pex-1
, entonces 3s( s-1>p A sfi!x ). Como !!:;X & sli!!X se tiene 

que s>l, entonces 

p<s-1<1, luego p<l y asi pe!. 
Por lo tanto 

x-1!;;1. 

Habrá que hacer ver que x-1:;et. 
Como t:;ex 3paex,1, luego se puede tomar pex tal que p>l, enton-

ces p-1e1 y además p-1i!x-1 porque sl seo es cualquiera tal que 

s-1 >p-1 entonces s<p y como pex también resulta sex. Es decir, 

se ha prob~~( s-t>p-t ., sex ) Le. p-tli!!x-1. 

74 

1 

1 



PROPOSICION 11. \lxelR( x·ic 1=i ) 
Prueba: 

Sea rex·x-1 , ~11 rr_:~qt.~~"ml_apl,~~~t~ ~:~ YAqex _1 

3s_( s-~>q ~· sltx,), 
pe-ro sEX -1TnpUca ·sl!p ·entonces 

5-1 :Sp-~ .. q<~-1 <p-.1 ""' q<p-1 

entonces~ 

· Lo···cu~i··_.s1&hi.r1i::~ qÜe·~- t=P9<_~·. 

_- . , . .',_~-- -.P~~ ~~-~~~~-:-~:~X~~~¡._. ·:_-.>~~e-~--~<- ,·¡,:,~~~~--~~~~~~ 
Para la segunda contencl6n supóngase· primero-.--:: -

- x<1 ··. ·<-- :- -. .,.: .· · ·_:_ . .. _.".·. _._;·.·: ~-<·.· 

S~a t~t_-~-~lC?!'Ce~·t<~_Y __ exlste el_;in,_ir~~~~-9~~~Ñ-~~-~-l yque 

e·nton¿es 't,n-t~x. 
n.:.1 ' --- ---- -- --- '~ 

Si se existe peO ta~ que p<t y pll!x entonces 

t - ln-11 <p-1 _ (n-1) -l 

entonces p evidencia que t ex . 
por tanto 

t=tº· t- ln-1) E>C'X-l 

Obsérvese ~ut Vp<tº-1{ pex ) e~tonces x=ltt0- 11 

en cuyo caso el lema 3 prueba la propos1clón. 

- Sl ahora es x>1, por el lema 4 x-1<1 entonces 30;r;ne1N( 

entonces tn-tex-1 y se afirma que t-ln-tlex porque sl no fuera 

asi tomo p~~; 1 n:~1 tal que p~x entonces t ln-lJ <p-1 y p 
evldencia que t ex , lo cual es absurdo. Por lo tanto 

t=t-ln-11. tnex·x-1. 
Nuevamente, sl no se puede tomar tal p<t-ln-ll tal que p¡!x 

entonces x=lll-ln-u, y el lema 3 prueba la proposlc16n. 
Por lo tanto ha quedado probado que 

t~x·x- 1 • 
1 

Para terminar este capitulo se menciona que en este momento se han 
derivado los enunciados sobre los números reales que en un curso de 
Cálculo o de Aniil is is se llaman los axiomas de campo y los axiomas de 
orden para los Números Reales y se sabe que con ellos se logra alcanzar 
todas sus propledadcs y, sobre lodo, aquellos conceptos e ideas ú.tlles 
en estas arcns; por ejemplo, los conceptos de 1 imite, contlnuida.d, etc. 
Asi puP.s, Sf? ha cumplido con el objetivo principal de este capitulo. 
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6. OTRAS ESTRUCTURAS MATEMATICAS 

Es relativamente sencillo observar a las estructuras matemáticas que 
se revisaran aqui (grupos, campos, espacios vectoriales, topologiasl 
desde el punto de vlsta de la Teoría de Conjuntos: directamente se to
ma un conjunto y se definen operaclones (funciones) entre sus elementos 
que proporcionan la estructura deseada. Así pues, este capítulo será, 
basicamente, una revisión de estas estructuras haciendo énfasis en las 
caracteristlcas conjuntistas de todos los objetos involucrados así como 
algunas variantes en la escritura de los axiomas presentando puntos ln
lnleresantes. 

6. 1 GRuPOS, CAMPOS Y ESPACIOS VECTORIALES 

Probablemente el concepto de grupo sea la estructura abstracta mas 
elemental, pues muchas otras estructuras se definen a partir de él. 

DEFlNlCION 1a. St Ges un conjunte, eeG y •:GxG:-..C entonces el con
junto <G, e,•> es un grupo respecto a • sl se cumplen 
GI) Vx,y.zeG( º(x.•(y,z))=•(•(x,y),z) ) 

x• (y•z l=Cx•y)•z 
G2} VxeG( •cx,e)=•(e,x)=x) 

x•e=e•x:=x 
G3) VxeG 3x'eG( •(x.x' )=•(x' ,xl=e 

x•x• =x' •x=e 

El axioma G3 establece que lodo elemento x de G tiene un Inverso 
respecto a la operaclón •, esto se puede declr a través del empleo de 
una función. 

DEFJNtClON lb. El conjunto <G, e,•, t> es un grupo sl G es un conjunto, 
eEG, •:GxG--)(;, 1:~ y se satisfacen las 
condlclones de la definición ta donde G3 se cambia por 
G3bl VxeG( •(x,l(xl)="(l(xl,x)=e l 

x• i (x)=i{x) •x=e . 

Los dos Juegos de axiomas dicen exactamente lo mismo, sin embargo, 
presentan una diferencia imporlanle. 

Gl, G2 y G3 implican que el inverso de cada xeG es único; es decir, 
VxeGC 3x' eG( x•x' =x' •x=e ) /\ Vy, zeG{ x•y=y•x=e=x•z=z•x ~ y=z ) ) 

la ve rae idad de esto se deduce f<ici lmente: 

si 
entonces 

x•y=y•x=e " x•z=z•x=e 
y=x•e=y• (x•z )=(y•x l •z=e•z=z 
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Por otro lado, el hecho de que la definicl6n lb proporcione al lnve.r. 
so através de una funcl6n automáticamente lo hace único. 

Otra estructura importante que se incluye es la de campo, es intere
sante por si misma y se toma como base para desarrollar, entre otras 
cosas, los espacios vectoriales. 

DEFINICION 2. Un conjunto <K,+,•,e1,e2> es un campo si K es un éonjunto 
tal que el.ezeK, +:KxK->K, •:KxK->K. donde <K,+,e1> 
es un grupo y se cumple 
Kl} Vx,yeK{ +{x,y)=+(y,x) ) 

x+y=y+x 
K2) Vx,y,zeK( •(x,•(y,z))=•(•(x,y),z) 

x•(y•z)=(x•y)•z 
K3) Vx,yeK( •(x,y)=•(y,x) ) 

x•y=y•x 
K4) VxeK( •(x, e2)=•Ce2, xl=x J 

x•e2=e2•x=x 
KS) VxeK( x•e1 .. 3x'eK( •(x,x' J=•(x' ,x)=ez )) 

x•x' =x' •x=ez 
K6) Vx,y,z( •(x,+(y,z))=+(•(x,y).•(x,z)J 

x•Cy+z)=x•y+x•z 

Igualmente pudimos definir un campo como el conjunto 
<K, +,•,et, ea, 11, 12> 

donde 11 ei2 son funciones que calculan el inverso respecto a la operaª 
c16n + (11:KxK->K) y respecto a• {12:K,{e1}xK\{et}->K). respecti
vamente. Por ejemplo (KS) cambiarla por 

KS') VxeKC x•ei ><> •(x,i2(x))=•(l2(x),x)=e2) 
x• 12 Cx) =12Cx) •x=e2 

Ahora presentamos la definición tipica de un espacio vectorial. 

DEFINICION 3a. Si <K, +,•,et, c2> es un campo y <V, e, e> es un grupo, se 
dice que <V,K,m,-> es un K-espaclo vectorlal si 
·: KxV->V y se cumplen 
Vil Va,beV( <!>(a,b)=e(b,a) J 
V2) VxeK \la,beV( ·(x,<!>(a,b))=s(•(x,a).•(x,bll 

x· (a$b)=(x•a)s(x·bl 
V3) Vx,yeK \laeV( .¡.,(x,y),a)=<!>(•(x,a),•(y,a)) 

(xmy) •a=(x•a)s(y·al 
V4l Vx,yeK VaeV( ·(•(x,yJ.al=·(x, •(y,a)) 

(x•y) •a=x· (y·al 
VSJ VaeV( • (ez,a)=a ) 

En los espacios vectoriales hay dos tipos de objetos involucrados, 
los elementos de V, llamados vectores, y los elementos de K. llamados 
escalares: aqui hay una alternativa de definición, que un espacio 
vectorial sea !fil conjunto, dentro del cual habra. que distinguir los que 
serán vectores de los que serán escalares. Para esto necesitamos una 
lógica 2-variada o bien, una univariada con dos predicados, a saber, 
v{x) entendido como x es vector y e{x) entendido como x es escalar. 
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OEFINICION 3b. Si V es un conjunto decimos que <V,0,0,+, •,e1,e2> es un 
espacio vectorial si el, e2eV, v(e1), e(e2) y también 
ocurre que K={ xeVI e(x) } es tal que <K,+, ·,e2> es un 
campo, G={ xeV 1 v(x) es tal que <G, 0, et> es un grupo y 
ademas se cumplen las s1gu1entes propiedades: 
VI' J llx,yeV( v(x)Av(y) "x0y=y~(x) l 
V2') Vx,y,zeV( e(x)Av(y)Av(z) ~ xo(y0z)=(x0y)e(xoz) 
VJ') Vx,y,zeV( e(x)Ae(y)Av(z) "t (xlily)oz=(x0z)e(yoz) 
V4') Vx,y,zeV( e(x)Ae(y)Av(z)-> (x·y)oz=xo(yoz) ) 
VS' ) VxeV( v(x) s> e2ox=xoe2=x 

La definición 3b es sumamente incómoda porque en cada uno de los 
enunciados que se presenten en el álgebra llneal habrá que especificar 
cuándo se habla de vectores y cuándo de escalares; s1n embargo, desd1: 
el punto de vista de la Lógica es correcta. 

6. 2 ESPACIOS TOPOLOGIC:OS 

DEFINICION 4. Si X es un conjunto y Ts;P(X) entonces <X, T> es un espaclo 
topológico cuando 0eT, XET y 
TI) \ITo;T( UreT l 
T2) \ITo;T( 3neN( T• (1, 2,. •• ,n) ) ,. nTeT ) 

El signo :e en {T2) es el de equipotencia, quiere decir que hay una 
función bltectiva de T sobre el conjunto {1,2, ... ,n}. 51 se emplea la 
definición para N (=wl dada en el capitulo 2 puede escribise CT2) de 
forma más compacta: 

T2) \ITo;T( 3nEN( T•n ) " nTeT l 

En cuanto a terminologia, al conjunto T se le llama topologia del 
espacio T y los elementos de T son los T-abiertos o simplemente 
ablertos cuando no hay posibi lldad de confusión. 

Alrededor del concepto de espacio topológico se presentan (igual que 
en otras a.reas) ideas como la de productos cartesianos generalizados, 
que no son otra cosa que productos cartesianos de una cantidad infinita 
de conjuntos; no hay problema en convencerse de que el producto 
carleS:iano generalizado de una familia de conjuntos es, en si mismo, un 
conjunto, sino que el problema radica en derivar la no vacuidad del 
mismo a partir de la no vacuidad de los conjuntos que lo forman. De 
hecho, se sabe que este enunciado es equivalente al axioma de elección, 
mismo que no se ha tratado en esle trabajo, por lo tanlo, si se desea 
garantizar que los productos cartesianos generalizados son no vaclos 
habrá que incluir al axioma de elección agregándolo a los axiomas de 
Zermelo-Fraenkcl. 

En cualquier caso, se observan claramente las caracterlstlcas 
conjuntistas de los espacios topológicos, los elementos del objeto T 
(llamado topologia del espaclo X) son algunos elementos de P(X) y es, 
por tanto, un conjunto; igualmente, todo n:r es un conjunto y asi, Ur 
y nT son conjuntos. 

Para resaltar una relación interesante entre los espacios 
topológicos y la caracterización de ~ como un orden continuo se 
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definirá un continuo topológico y dos topologias para IR que lo hacen 
continuo topol6g1camente. 

La TopoJogla del Orden (Tt). 
Aqui, los Ti-abiertos son los conjuntos ar={ xelRI x<r ); es decir. 

Tl=I ad rEIR }, 

La Topologia Usual lT2J. 
Los T2-ablertos de esta topologia son los conjuntos formados por 

uniones arbitrarlas de intervalos abiertos¡ donde, conjuntistamente. 
un intervalo I es un subconjunto de IR tal que 

Vx, yel\l'zeR( x<z<y 4 zel ) 
el intervalo será abierto si no tiene extremos inicial ni final. 

Es claro que hay mas subconjuntos de IR que intervalos abiertos, esto 
permite tomar un subconjunto 1 de PCIR) como conjunto de subindlces 
para definir la topologla T2 como 

T2={ a~RI a=l.J{ 11 I lel~P(IR)} }. 
No es dificil verificar que Tl y T2 son, en efecto. topologias para 

IR. 
Por otro lado, si <X, T> es un espacio topológico y <X, <>eCOTO se 

dice que X es un T-cont inuo si X es <-denso, no tiene <-extremos y es 
T-separable, esto último significa que X tiene un subconjunto numerable 
Q que es T-denso en X, lo cual a su vez significa que 

'v'aeT( aN:l~" ) . 
Es sabido que en las topologias del orden Tl y usual T2 para !R, el 

conjunto O de números racionales resulta ser Tl y T2-denso en IR; de 
hecho la Tl-densidad se sigue de la T2-densidad puesto que Tl!:T2. Con 
esto resulta ser que IR es <-continuo y Tl, T2-contlnuo. 

La última sección de este capitulo tiene por objeto mostrar 
algunas limitaciones de la Teoria de Conjuntos en el sentido de la 
consecusi6n de algunas estructuras matemáticas, a través de su 
insuficiencia en la fundamentación de una estructura no muy familiar 
pero de uso cada vez mas extendido. 

6. 3 CATEGOR !AS 

En esta sección se describen algunas dificultades lóglco-conjuntistas 
que presenta la Teoria de Categorias, las cuales hacen ver la necesidad 
de una fundamentación para esta teoria basada en conceptos de mayor 
alcance que los que perml le, formalmente, la Teoria de Conjuntos de 
Zerme lo-Fraenke 1. 

Entre los objetivos mas importantes de la Teoria de Categorias se 
cuenta el de describir y analizar las propiedades de una totalidad de 
objetos matemáticos. Asi se tienen, la Categoria de Conjuntos, la 
Categoria de Grupos, etc. Uno de los primeros problemas que, desde el 
punto de vista de la Teoria de Conjuntos, debe enfrentarse es el de esa 
"totalidad". Para empezar a resaltar este y otros problemas primero se 
presenta la definición mas popular de categoria, enseguida se discute 
esa definición desde el punto de vista conjuntista y después se exhiben 
dificultades mas serias que parece no pueden salvarse fácilmente. 
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DEF'INICION 5, Una Categoria
0

K. consiste en 
11 una clase K. de elementos llamados objetos. 

11) Para cada a, beKº se tiene un conjunto denotado hom(a, b) 
de elementos llamados 1110rfismos de a en b. Cuando 
fehom(a, b} se escribe f: a-Jb en su lugar. 

111} Una opcracl6n l lamaga composición que, para objetos 
arbitrarlos a, b, ceK , asigna a morfismos arbitrarios 

f: a-Jb, g: b-->C 
un morflsmo 

gof: a---+c 
que cumple 
- Axioma de Asociatividad 

Vf:a_____,b Vg:~c, Vh:c--KI ( ho(gof)=(hog}of 
- Axio~a de Horflsmo Identidad 

VaEK 3h.: a~a tal que 
loof=f 'tlf: b->a 
foh=f \ff:a~b. 

Hay va:r-ias obser
0
vaciones que pueden hacerse sobre esta definición. 

Primero, %.a clase K es una clase completamente arbltaria; es decir, sus 
objetos son elementos de cualquier tipo en contraposición con las 
clases descritas en la primera sección del capitulo 2 donde se describe 
una clase corno una colección de con Juntos que tienen una propiedad 
determinada rp. En general, los objetos de una categoria no tienen 
porque ser conjuntos. 

Ahora, por la forma en que está denotado, el conjunto hom(a, b) puede 
darse a través de una funcio~:;~ K.~! ~º~~a la clase de conjuntos, 

(a, b) ,.__,hom(a, b) 
que slgniC lea que hom asocia a cada (a, b)EK0 x K0 un conjunto hom(a, b) 
que satl!;:f"ace las condiciones del inciso lii) de la definición 
anterior. Obsérvese que las expresiones Kºx Kº ~ (a, b)eKºxKº llenen 
sentido, al menos en este contexto, cuando K es una clase de 
conjuntos. Otra observación importante es que aun si Kº es un conjunto, 
hom(a, b) no deja de estar dada por una fun.::lonal que no está 
especificada expllc 1 lamente sino que es alguna funcional tal que su 
imagen sobre una par (a, b)EK

0 xK0 
sallsface ( 11 i} de la definición S. 

Recuérdese que una funcional es una subclase, en este caso, de 
(Kºx K. 0 )x'r. por lo tanto, es escencialmente una fórmula conjuntlsta; 
asi que, buscar una funcional con ciertas propiedades implica 
cuantificar sobre rórmuias, lo cual no es permitido en el lenguaje 3 de 
la Teorla ele Conjuntos. 

Una vez que hom (a, b) es un conjunto dado de alguna forma, la 
composl~i6ri de morflsmos llene perfecto sentido, por ejemplo, si 
a, b, ceK: 

-: hom(a, b) x hom(b,c) ~ hom(a, e) --------------------(• J 
(f,g)>--+ gof 

Es decl r, o es una i..Y.ru:.!.ón del conjunto hom(a, b) x hom(b, c} en el 
conjunto t:..om(a,c} que asigni a cada par (f,g)ehom(a,b)xhom(b,c) un 
elemento g oíehom(a, e) con las propiededaes especificadas en el inciso 
(111} de l.a definición S. Pero, ¿qué es la operación composición?, la 
discusión anterior dice

0 
qué es, conjunlistamente, la comp.oslclón de dc:>s 

morflsmos para a, b, ceK fijos; sin embargo, la operaclon composi<::lon 
asigna a cada tres elementos a,b,ceKº y a cada fehom(a,b}, gehom(b,c) 
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un elemento gofehom(a, e). Un primer intento para resolver este problema 
es observar qu~. dados a,b,ceK0 ,la función descrita en(•) cumple, por 
deflnlclé!n: 

•S(hom(a, b)xhom (b, cl)xhom(a, el. 
De aqui, oEP((hom(a, b)xhom(b,c))xhom(a,c)); asl pues, la operación 

~~=~~:~~ii?:Kº~ª/~((~o~~~~~r:~~m:~: e ));h::~:~ ~) ) 11gc~ªb,r:remK~~~txk0 } 

( b )- { o: hom(a, b)xhom(b, c)-lhom(a, e) 
comp a, ,e - (f,g)i---+ gof 

Igualmente, esta funcional está sujeta a las misma observaciones de 
carácter lógico que las que se hicieron sobre la funcional hom. Nótese 
que ambas funcionales se dan con objeto de establecer en forma 
conjunt~sta los enunciados de la deflnlclón de categorla: para cada 
a, b, ceK y fehom( a, b) • • • • • De tal forma que las propiedades que deben 

~~~:!!~º c;t;o:.nod:e1 aess~~snc~~~:\~s5 ~~~á~ ~~~~~ sobre las imágenes, para 

red!~~~~~d~n:eca~=~~;~a t;d::mo 
1~~ª o~::~:ª~i!'.n;osm, ~~!:~!~~:~~ ~ºe e:u~~= 

clase arbitrarla y hom y comp son cualesquiera dos funcionales 

:~~~~!~~;ijocsom:at~~~=~en y (ii~~es de qul: ~~~iniicmiaóg:n~~ ~~br;nsi~~'!et~~ 
que mucho de lo anterior no tiene sentido en la noción general de 
clase; es decir, en clases cuyos miembros no sean conjuntos. 

Probablemente algunos de los problemas explicados anteriormente 
tengan una mejor solución empleando una teorla que, junto con los 
conjuntos, permita manipular formalmente a las clases, pero la 
respuesta a esta conjetura ya no es un objetivo de este trabajo. 

Por otro lado, se dara enseguida un ejemplo de una categorla que 
ejemplifica algunos de los escollos de los que apenas se habl6¡ este 
ejemplo, junto con las observaciones hechas pretende hacer ver que la 
Teoria de Cal;.egorlas no puede estudiarse formalmente con la Teoria de 
Conjuntos, al menos no con la de Zermelo-Fraenkel. El ejemplo es, 
precisamente, la Categor1a de Conjuntos, aqui la clase de objetos es la 
clase de todos los conjuntos y para cada par de conjuntos a, beV el 
conjunto hom(a, b) es el conjunto de todas las funciones de a en b; es 
decir, 

hom(a, bl=< f 1 f: a--->b l 

y para cada a, b, ceV y f: a--.+b, g: b----+c la composición gof es la 
campos i c i 6n usua 1 : 

gof:a~c 

g•f(x)=g(f(xl) 
es de todods conocido que esta operación satisface el axioma. de 
asociatividad 

h• (g•fl=(h•g) •f 
y que para cada aeV la función la definida como 

ln:a~a 

la(x)=x 
cumple con el axloma de morf15mo identidad. 

Con esta categoria se muestra el hecho de que su clase de 
obJetos no es un conjunto aunque sus objetos mismos si lo son. Es 
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decir, la clase de conjuntos no es un conjunto, o blen,-_.no haY. un 
conjunto cuyos elementos _sean todos los conjuntos, o ~lchO de' otra 
forma, para cada conjunto existe otro que no le pertenece: , 

PROPOSICION. Va3b( b•a ) 
Prueba: 

Sea a un conjunto y pongamos 
b={ xea 1 x«x 

Obsérvese que, gracias al Axioma de Comprensl6ri'. 
efectivamente, un conjunto: un subconjunto de á. 
Se aflrma que bti!a pues de no ser asl; es decir, sl 

bea • • · • · • • • • • • • · • • • • • • • • • • • • • 
entonces se presenta alguna de las dos ·siguientes 

poslbllldades: 
1) beb, 

tiene sentido esta posibilidad porque e••) es el primer 
requlsl to para que se dé; pero en tal caso debe cumplir la 
segunda de las condiciones que definen a b, que es 

b•b 
Es decir, 

beb ~ bfb . 
11) b•b, 

En este caso, debido a ( .. ), puede decirse que b es un 
elemento de a que, por no pertenecer al conjunto b, cumple 

la condlclón que lo define; o sea 
beb. 

Es decir, 
bti!b .. beb. 

Los resul lados de cada uno de los dos casos anteriores hacen 
una contradlcc16n, con lo cual se concluye que 

bfa. 

1 

Este es un ejemplo, entre muchos otros, de una categorla que "no 
cabe" en la Tcorla de Conjuntos. 

Hay un concepto muy l lgado al de categorla que parece tener problemas 
tan linportantes como los que ya se han descrito. Se lo presenta a 
continuación en su forma usual. · 

DEFINICION 6. Un iuntor F: K~L de una categorla K en una categorla L 

e~) un;: :J>~~cºi;ón i~:~ q~e asigna a cada objeto aeKº un 
elemento F(a)eLº. 

11) Dados a,beKº y fEhom(a,b), F asigna un rnorfismo 
F(f)ehorn(F(a).F(b)) de tal forma que sl ceKº y 

gehom(b, c) se tiene 
1) F(gof)=F(g)•F(f) <F(a)->F(c) 
2) FCla)=lF'(a). 

Un funtor es como una doble funclón, 6 mas precisamente, una doble 
funclonal pues actúa sobre los objetos y sobre los morflsmos de la 
categorla K. Esto sugiere que, conjuntlstamente, un funtor F sea un par 

F=<Fo, F111> 
notación que sugiere que Fo es la parte que actúa sobre los objetos: 
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y· F:-i ac.túa_ sobre 

donde 

Fo:Kº~Lº 
a~Fo{a) 

los ·morflsmos: 
Fm: Km ---4Lm 

fEhom(a, b) t--->F{f)ehom{F(a), F{b) l 

K".U( hom(a, b) 1 {a, bleK0 xK0 
} 

L".U( hom(a,bll (a,b)eL0 xL0
} 

y además Fo es una funcional arbitrarla y Fm cumple (1) y (2) de la 
deflnlcl6n anterior. 

Nuevamente, lo anterior tiene sentido al menos sl K
0 

y Lº son 
cgnJuntos pues en tal caso, Fº es una func16n y ¡:.ID también lo es pues 
K es un conjunto por ser la imagen de la funcional hom del conjunto 
K

0
xK

0 (véase el axioma ZFS en la página 9). Asi, el funtor F es el 
conjunto F=<Fo, Flll> quedando aún el problema de que los hom(a, b) siguen 
estando dados por una funcional. 

Con todo lo anterior queda en evidencia la necesidad de una Teoria 
de Clases con urlelementos para la fundamentación formal de la Teoria 
de Categorias. 
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Theory of Mathematlcal Structures. 
D. Reidel Publishing Co. 

Exposición tlplca de la Teoria de categorias con una gran variedad 
de aplicaciones. 

• Hltchell, Barry. 
Theory of Categorles. 
Academlc Press. 

86 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. La Teoría de Estratos
	Capítulo 2. Los Números Naturales
	Capítulo 3. Los Números Enteros
	Capítulo 4. Los Números Racionales
	Capítulo 5. Los Números Reales
	Capítulo 6. Otras Estructuras Matemáticas
	Bibliografía



