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INTRODUCCION

Este trabajJo se ha concebldo come una unificacién de una
variedad de temas que se cubren en diferentes materias de la carrera de
Matematlco en la Facultad de Clenclas de la UNAM, es declr, muchos de
los temas que se presentan aqui son obJeto de estudio durante la
carrera, pero nunca en un solo curso. Por ejemplo, los capitulos 3 v 4
que tratan, respectivamente, sobre los numeros enteros y sobre los
raclonales se estudlan en los cursos de Algebra Superior ; algunos
profesores que imparten Calculo Diferencial e Integral o Andlisis
Matematico incluyen una parte del material del capitulo 5 sobre los
numeros reales; por otro lade, la definicién y las propledades de los
Nimeros Naturales como consecuencia directa de la Teoria de Conjuntos
(capitulo 2} se estudian, con algunas varlantes, en las materias
también llamadas Teoria de los Conjuntos.

Ademds de lo anterlor, una Inquietud particular de quien esto
escribe ha sido la de observar a los objetos matematicos desde la
éptica de la Teoria de Conjuntos. El Interés nace cuande se aprende
que en el estudio de la MatemAtica se es lo mas econdémico posible, en
el sentidec de que se pretende elaborar teorias a partir de un minimo de
material (axlomas, postulades, etc.) y, desde luego, con el minimo
esfuerzo. El primer material de construccién fueron los conjuntos, con
ellos se comprobd que puede construlrse una parte considerablemente
grande del "edificio” de la Matemaitlca; de hecho, este material
continta presenténdose en casl todas (seguramente en todas) las 4reas;
asf que la pregunta surge de manera natural: de los objetos y
estructuras de la Matemidtica gqué tanto puede obtenerse a partir de
los conjuntos?. A lo largo de este trabajo queda en evidencia que
podemos construlr casi todos los cbjetos y estructuras elementales y se
muestra tamblén un ejemplo de un concepto de amplia utilizacién en
Adlgebra que no se sigue de la Teoria de Conjuntos: la Teoria de las
Categorias. Aunque exlste un concepto de Categoria que si cabe dentro
de la Teoria de Conjuntos, resulta ser que los ejemplos interesantes de
Categorias (la de ConJuntos, Grupes, Campos, ete.) siguen manteniéndose
fuera alin de esa otra definicidn.

Por otro lado, el capitulo 1, que versa sobre la Teoria de Estratos
es la respuesta a otra inquietud: gse pueden construir los conjuntos
empleando objetos mas elementales?. La respuesta es si, pero este
estudlo parece ser mas Interesante para la filosofia que para la
Matematica y la razén parece intulirse: en casl toda la Matematlica, la
que desarrollan los Matematicos y aquella de la que se sirven los
ingenlieros, clentificos, etc., no se habla de objetos mas sencillos que
los conjuntos. También en este capitulo se hace una derivacién de los
axlomas de Zermelo-Fraenkel de la Teoria de Conjuntos a partir de los
de la Teoria de Estratos, se deducen la mayoria de ellos, Inluyendo el
axloma de regularidad o de buena fundacién y se menclona que aun cuando
éste sea una consecuencia de la Teoria de Estratos solo ahi se le
trabaja puesto gue en su momento se observari que su emplec no es



necesarlo para los desarrollos subsecuentes. Ademads, nunca se habla del
Axioma de Eleccién, primero porque no se puede extraer como un
resultado de la Teoria de Estratos; de hecho si se le trata de deducir
se observari una clircularidad; es decir, en el intento de deducirle se
lo esti utilizando de una manera sutil: mis especificamente, cuando se
busca el estrato en el cual pretende ubicarse la funcién de eleccién
se usa eleccién en el proceso de encontrarlo. En segundo lugar, el
Axioma de Elecclén no se requlere para los fines que se persiguen en
este trabajo, sin embargo, su uso en la mayoria de las estructuras que
se presentan permite alcanzar resultados interesantes, es por ello que
gran parte de los matematicos lo emplean, ademas de su (casi)
autcevidencia.

En lo que respecta a la forma en que se ha escrito el texto de este
trabajJo cabe aclarar que, en su mayor parte, es autocontenido, se
Incluyen todos los conceptos que se requieren para la comprensién
del materlal desarrollado, de manera que no es necesario consultar
otras fuentes excepto qulzds en alguna parte que en su momento se
sefiala, Ademds, un nuevo concepto no se Introduce hasta que se lo
necesita, de manera que si bien pudiera parecer que una determinada
idea pude haberse desarrollado antes no se hace asi, sino que se la
trabaja hasta el momento necesaric; por ejemplo, desde el capitulo 2 se
cuenta con el material suficlente para hablar de los conjuntes finitos,
infinltos y numerables, pero se comlenzan a usar hasta que se trabajan
los Numeros Raclonales, es por ello que esos tlipos de conjuntos se
definen hasta el capitulo 4,

Como parte concluyente en los capitulos 2, 3 y 4, se incluyen
resultados que caracterizan a la estructura correspondiente, se muestra
que son unicas salvo isomorfismo, con un isomorfismo que Involucra el
tipo de orden de las mismas. El formato general de los capitulos 2 al §
consiste en definir de la manera mis sencilla e intuitiva posible las
estructuras en cuestlén para posteriormente establecer su unicldad; la
excepcién a esta regla es el capitulo sobre los Numerog WNaturales,
donde se presentan dos definiciones de numero natural que después se
comprueba que definen al mismo objeto; se presentan esas dos
alternativas porque sl bien la primera de ellas es més simple, la
segunda es mas natural.

El cCapitulo 1 es una formalizacién de la llamada Jerarquia
Acumulativa y estd basado en un articulo de Goerge Boolos: The
Iterative Conception of Set; se puede encontrar en la antologia de
Benacerraf y Putnam que es una coleccién de articulos que tratan sobre
el mismo tema. La bibliografia consultada para los capitulos 2 y 3 se
ha tomado de una gran variedad de libros de Teoria de Conjuntos entre
los que se citan el de H.B.Enderton, Elemenis of Set Theory; el de
T.Jech & K.Hrbaceck, Introduction to Set Theory y el de
A.G.Hamilton, Numbers, Sets and Axioms; etc.; también fueron una fuente
importante las notas de clase del curso Teoria de los Conjuntos I por
el Profesor Rafael Rojas Barbachano lImpartido durante el segundo
semestre de 1992. Por lo que respecta a los resultados de unicidad para
los nimeros racionales y gran parte del capitulo 5 se trabajé en base a
una notas sobre el tema proporcionadas por el profesor José Alfredo
Amor Montafic. Para el material sobre Légica Matemdtica es suficiente si
se consulta el libro A Matehematical Introduction to Logic por
H. B.Enderton.
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1..LA TEORIA DE ESTRATOS

1.1 INTRODUCCION

La Teoria de Estratos se presenta como una forma de arribar a una
concepclon lterativa de conjunto; tal concepcldon consiste en responder
a la pregunta de gcomo se construye un conjunto? en lugar de squé es
un conjunte?. Un hecho natural es que para construir un objeto se
dispone ya del material de construcclén, en particular, para construir
un conjunto se acepta que se cuenta de antemane con lo que seran sus
elementos; también es rozonable que se puedan construir conjuntes
cuyos elementos sean, ellos mismos, conjuntos; de hecho, este es un
procedimiento usual en Matematicas: se definen nuevos objetes a partir
de los definidos anterlormente. Asi, se comienza la construccidn con
elementos que no son conjuntos, a los cuales llamaremos individuos y
que pueden ser objetos de cualquler especle.

Intultivamente, la Teoria de Estratos consiste en la cohstruccién
de conjuntos medlante un proceso establecido; se comienza con los
llamades individuos y con ellos se construye el estrato cero que
consiste en todas la posibles colecciones que pueden formarse con
individuos; ensegulda, se forma el estrato uno conslstente de todas
las colecclones de individuos y objetos del estrato cero; el estrato
dos se formara con todas las colecclones posibles de {ndividuos y
objetos de los estratos cero y uno; el estrato tres, con colecciones
de individuos y objetos de los estratos cero, uno y dos; continuande
de esta manera, se tlenen los estratos cuatro, cinco, seis,....
Después se asume que se puede construir el estrato w formade por
colecciones de individuos y objetos de los estratos cero, uno,
dos,...; el estrato w mas uno, w mas dos,..., w mas w (6 dos w); el
estrato dos w mas uno, dos w mas dos,..., tres w,..., cuatro w,....

Aqui es importante hacer notar que los nombres asignados a las
estratos son solo eso ¥y no se hace referencla a los nimeros naturales
cero, uno, dos, etc., ya conocldos; ademis esta es solo una
descripclon intuitiva. Por otro lado, en la exposicién anterior se
observa que una vez que se ha construlde un conjunto en algun estrato,
este se vuelve a construir en todos los estratos posteriores; se puede
eliminar esta caracteristica rearrcglando los estratos de manera que
un conjunto esté formado en un solo estrato: en el primero en que fue
formado de acuerdo al procedimiento anterior.



Dos consideraciones adlciunales sobre ]a formacién de estratos-
1) Ne hay un Gltime estrato. :

Esto slgnlflca que la construccién de estratos puede prolongarse
1n[ln1tamen£e o bien, que slempre puede darse un ‘paso més en 1a:
construccion. : .

2). Sea. A  un conjunto formadc en’un,estrato' y.. denotemos  por Ra
cualquier estrato. asociado (no.. importa "como) a cada ‘elemento aeA
entonces, hay un estrato posterior a todos los Ra para ae€A,

Dada cualquier asoclaclén de un estrato Ra para cada elemento aeA,
lo anterlor permite extender esa asoclaclén al conjunto A asignandole
un. estrato que es posterior a todos los Ra.

Por ultimo, es claro que no hay un criterlo para eleglr objetos
que tomen el papel de individuos en la Teoria de Estratos, -e incluso
puede no haberlos- ya que ,como se dljo antes, éstos pueden ser
objetos de cualquier especle (libros, numeres, funciones, arboles,
ete.). Sin embargo, en vista de esto y tomands en cuenta que los
libros, las piedras y las vacas no nos lnteresan (desde el punto de
"vista matemdtico) y los objetos matematicos (numeros, funciones,
estructuras algebralicas, etc.) los podremos construir, entonces, se
puede hacer una eleccldn mas o menos natural: que no haya individuos.
Con esto, el estralo cero ticne una sola colecclién, la coleccidn nula;
el estrato uno tiene dos colecciones: la coleccidén nula y la que tilene
a la coleccién nula; el estrato dos tiene cuatro colecclones: 1la
coleccién nula, ... .Las colecciones construldas de esta manera se
denominan conjuntos puros y simplemente nos referiremos a ellos como
conjuntos pues solo de ellos nos ocuparemos.

En la sigulente secclén se establece formalmente (en forma
axiomatica) la Teoria de Estratos. Como el objetivo de este capitulo es
el de establecer los axlomas de Zermelo-Fraenkel para los conjuntos y
y estos se escriben en un lenguaje de primer orden 3 con simbolo
predicado mo-logico &, escribiremos los axiomas de la Teoria de
Estratos en un lenguaje de primer orden 2-variade € que es 3 mas los

predicados A, de dos argumentos, que se entendera como

"_ anterlor que _" y F, también de dos argumentos, entendido como

"~ es formado en _". Asi que en esta teoria, uma coleccién x sera un

conjunto sf y solo si existe un estrato s en donde fue construido:
3s(xFs).

1.2 AXIOMAS DE LA TEORIA DE ESTRATOS (T.E.)

Sea el lenguaje de primer orden 2-variado € descrito en el
parrafo anterjor con variables r,s,t,r',s',t' que varian sobre
estratos y variables w,x,y,z,w',x',y',2’ que varian sobre conjuntos.

De acuerdo con la descripclion de la seccién anterior, y para su
buen funcionamiento, se requlere que ningin estrato sea anterior a
si mismo; este es el primer axioma:

TE1: Vs{ - sAs )
Si se plensa un poco, la relacién A debe ser transitiva:
TE2: VrvsVt( rAs A sAt » rAt )



TES:

TES:

El' sigulente axioma, _juntb "rcon
relacién A define un orden lineal
T ¥sVL{ sAt v sst v tAs ) ¥

dice . que’ la -

Hay un estrato que es anterior a tado los demas.
Irve ( r#¢t » rit )

Siempre se puede construir el estrato inmediato posteriocr a uno
dado:
Vs3t( sAt A Vr{ rAt » ( rAs v ras )}

Un axioma que puede no ser intuitivamente claro pero que es
absolutamente necesario, pues permitira, entre otras cosas, ‘la
construccién de conjuntos infinitos; postula la exlstencia del
estrato w gque fué descrito en la seccién anterlor; lo que afirma
es que existe un estrato s que no es el primero y que no tiene un
estrato inmediato anterior, por lo que debe ser un estrato
posterior a un nimero infinito de estratos: .

s 3s( (3t tAs) A Vt( tAs » 3Ir( tAT A rAs )))

Serd de interés que cada conjunto esté formade en un unico-
estrato:

: Vx3As( wFs A VE{ xFt » t=s )}

Cada conjunte esta formado por obJetos .(conjuntos) que fueron
construldos antes que él:

: VRVYyVrVs{ x€ey A xFr A yFs » rAs )

Dados un conjunto formado en un estrato y cualquler estrato
anterior, se puede encontrar aqui o en algun estrato posterior, un
elemento del conjunto:

VXVsVL( xFs A tAs = 3y3r( yex A yFr A ( t=r v tAr )))

Ahora, falta por plantear que es posible formar un estrato con
todas las colecciones de objetos de los estratos anteriores
cuidando de no volver a formar las que ya se habian construldo,
esto implica el uso de férmulas del lenguaje € que- describen
las propiedades deseadas; tenemos, por tanto, un esquema de
axioma:

Sea p una férmula de € en donde la ocurrencia de la variable y
no es libre; entonces, el siguiente es un axlioma:

TE10: ¥sAy¥x( xey & ( ¢{x) A 3t( tAs A xFt )))

Finalmente, de acuerdo a la descripcién intuitiva de la formacién
de estratos, se nota que estos estan construldos inductivamente;
es decir, habrd un principio de Induccién para estratos y
conjuntos andlogo al de los nimeros naturales.

Para ello necesitamos la sigulente definiclén: decimos que un
estrato se cubre por un predicado si tal predicado se aplica a
cada conjunto del estrato.

Con esto, nuestro principio de inducclén deberd decir algo como
esto:

SI un estrato se cubre por un predicado siempre que se cubra cada
estrato anterior a él1 entonces todo estrato se cubre por el
pred icado.



Para escribirle en.el 1lenguaJe € usamos férmulas ¢ y ¢' de él
tales que ¢ es lgual a ¢’excepto porque en ¢' no ocurre en forma
1ibre la vartable t:

TE1L: Vs (VE( tAs » Vx( xFt = @' )) = ¥x{ XFs = ¢ )) = Vs¥x( xFs » ¢)

Para terminar esta secclén hacemos ver que la restriccidon de
emplear un lenguaje de primer orden 2-varlado es solo por simplicidad
de la escritura y porque estamos cmpleando dos tipos de varlables, uno
para estratos y otro para conjuntos: pero podemos emplear un lenguaje
univariado introduclendo dos predicados adiclonales de un argumento, el
predicade S(_) que significa "ser estrato" y el predicado C{_)
entendido como “ser conjunto”, Con esto podemes manejar las varlables
r,s,t,u,v,w,%x, ¥,z del nuevo lenguaje y reescribir los axlomas TE1-TE11l,
por ejemplo:

TE1': vx( S(x) » <« xAx )
TE4': 3xVy( S(x} A S(y) A x*y =» xAt )
TE7': ¥x( C(x) » 3y( S(y) A xFy A ¥2{ S(2) A xFz » 2=y )})

1.3 LA TEORIA DE CONJUNTOS DE ZERHELO-FRAENKEL

53 blen este trabajo pudo haber comenzado presentando directamente
los axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZF)para los conjuntos, la exposicién
de las secclones anteriores permitird derivarlos de la Teoria de
Estratos.

La mayoria de las deducciones de los "axiomas" de 2ZF tienen la
sigulente forma general: a partir de unc o mas conjuntos se prueba
la existencia de otro conjunto localizande el estrato donde éste deba
encontrarse y haclendo ver que todos los que seridn sus elementos
se encuentran en estratos anterlores, una vez hecho esto, el esquema de
axlomas TE10 permite construir, en aquel estrato, el conjunto con las
propiedades deseadas.

Axioma del Conjunto Vacio.
2ZF1: 3xvy( yex )

"Existe en conjunto que no tlene elementos."”
Para derlvarlo de la Teoria de Estratos, se debe hacer ver que hay
un estrato en donde se construye una coleccién con las
propledades requeridas.

Por TE4 hay un estrato iniclal s y por TE10 con ¢ = "x=x":

(1) Vs3Iy¥x (xey ¢= x=x A 3t (tAs A xFt) )

entonces, para el estrato inlclal s -3t (tAs A xFt), asi, por
(1) 3yvx (x2y)

Axioma del Par.
T UXYYy3WwYz (Zew e 2=x vV z=y)
"Para cualesquiera dos conjuntos hay un conjunto cuyos elementos
son exactamente ellos dos."
Nuevamente, se necesita hacer ver que hay un estrate en donde hay
un conjunto con las propliedades requeridas por ZF2.
Sean x,y dos conjuntes, por TE7 ellos estdn formades en dos
estratos y por TE3 uno de ellos, t, es postertor o lgual al otro,
sea s el estrato inmediato siguiente a t (TE5) y témese con TE1D

g



¢ B "z2=x v z=y"
(2)....Vs3yvz( zey e= (z=x v z=y) A 3t( zFt A tAs ))
Aplicamos (2) al estrato s y se tiene la existencia de un conjunte
y tal que sus elementos estan formados antes que s y tlene.a x ya
Y ., este es el conjunto que se busca.

Axioma de la Unién.

2F3: VYx3yvz (zey e Aw (wex A zew) )

2F4:

“Para cualquler conjuntoe x hay un conjunto (la union de %) que
tiene a todos los elementos de todos los elementos de x."

Sea s el estrato en que estd formade x {TE7); por TES8, todos -
los elementos de x estan formados antes de s y también por TES
todos los elementos de cada eclemento de x estan formados antes de
8, as! que en s se puede formar la unién de %X con TE10 mediante
@ B "I (wex A zew)":

3yVz (2ey ¢=» 3w (wex A zew) A It (2Ft A tAs) )

El conjunto y postulado por la férmula anterior es el que se
busca.

Axioma de las Partes o del Conjunto Potencia.
VxAyVz (zey &= VYu (wE2 =» wex)

"Para cualquier conjunto x, la colecclén de todos los subconjuntos
de x es un conjunto”; o bien, “hay un conjunto cuyos elementos son
todos los subconjuntos de x *

Sea s' el estrato inmediato posterior a s, aquel donde x se
formé; si Vw (wez » wex) ,abreviado "z&x", por TES todo mliembro
de z esta formado en un estrato t anterior a s, entoncesz esta
formado en s o antes; asi que en s' se puede formar lacoleccién
de todos los subconjuntos de s através de la aplicacién al estrato
s’ de TE1IO con ¢ = "¥Yw (Wez = wex)"; es declr,aplicando

Vs'3AyVz (zey e Vu (wez » wex) A 3t (zFt A tAs') )

o bien X
¥s'3IyVz (zey e zEx A 3t (2Ft A tAs') )

Axioma de Infinitud.
Sy( Ix'{x'ey A Vz(zex"') } A Vy' (y' ey » ¥w{Vz {zew e
. zey' v zay') o wey) ) )

- “Hay un conjunto que ticne al conjunto vacio y siempre que tiene a
un conjunto y' tienc a su sucesor w (zew e 2ey' v z=y') ",
Sea s el estrato cuya existencla estd postulada por TE6; se vera
que sl un conjunto w esta formado en un estrato anterior a s, su
sucesor tamblén estd en un estrato anterlor a s.
Sean W, t, ¥' tales que y'Ft A tAs A V2 (ze&w e» zey’'V z=y'); por
TE6 3r{ tAr & rAs ) y por TES r puede ser el estrato que slgue a
t: ya que y'Ft A tAr y todo miembro de y' estd formado antes de t
{y por tanto antes que r) en r puede formarse un conjunto w cuyos
elementos son exactamente los de y' Jjunto con el mismo y' através
del empleo de TEIO (aplicado al estrato s) mediante

er"Ix’ (x'ey A Yz(zex')) A Vy' (y'ey = Vu(Vz(2ew = 2ey'V 2=y') o

weyl)

es decir, usando

Vs3y¥x (xey e ¢ A 3t (tAs A xFt) )



2ZF6:

ZF7:,

) Esquema de. -Comprensién o.de Separacion o:de Subcon juntos.

Vx3y¥z (z€y e ze€x A y1),- donde ¢ es. ‘una  férmula ‘en que wla _‘ .

ccurrencia de la variable y no es libre. ol
"Para- cualquier conjunto. x hay un conjunto cuyos elementos son'

todos. los elementos de X a los que ¥ se aplica., "= :

Todos los elementos de x estdn construidos en estrat s anteriores', :

a.aquel en que X se formd,.en particular,-aquelles .a:ilos: cuales:y
se aplica. Asi que apliquemos , a este estrato, el esquema TEiO con
p"2EX A YU

VsIyVz( zey e zex A ¢ A 3L( 2Ft A tAs ))

Esquema de Regularxdad 5
‘Sean ¢ y ¢’ férmulas donde en.¢ no ocurre-. la variable y y san'
iguales ' excepto porque en ¢' ocurre y en aquellos. lugares en que
X ocurre libre, entonces

A @ ) » Ix( ¢ AYY (yex » =p') )
“Si exlste un conjuntc con una propledad ¢ entonces existe un
conjunto "minimal" respecto a esa propiedad; es declr, ‘existe un
conjunto con la propiedad ¢ tal que sus elementos ya no la tienen."

Si 3x{yp) entonces el estrato s tal que xFs no esta cublerto por
~p (véase la definlcién de estar cubierto por en la pagina 3), pero
el principlo de Induccion para estratos y conjuntos dice que si un
estrato se cubre por un predicado {férmula) slempreque se cubra
todo estratoe anterlor a él1 entonces todo estrato se cubre por ese
predicado; la contrapositiva de esta afirmacidn establece que si
algin estrato ne se cubre por una formula entonces hay un estrato
tal que todo estrato anterior a ¢l se cubre por ella pero él mismo
no se cubre por la férmula. Esto quiere decir que en este estrato
hay un conjunto al cual la férmula no se aplica pero a sus
elementos (formados en estrates anteriores) si se aplica. Si esa
formula es =y de ZF7 entonces se ha probado este esquema.

Formalmente:

El principlo de induccidn aplicado a -g:

¥s{ Vt{tAs = VX(XFt =» a¢)) » Vx({xFs = np) ) =» Vs¥x (xFs = a¢)

la contrapositiva:

AYEYR (#FS = =ap) » Vs Yt{tAs » VR(XFt » ap)) » ¥x(xXFs » ap))

o bien: =

3s3x («Fs A ¢) = 3s{ Vt (tAs » ¥x (xFt = =p )) A 3x {xFs A ¢)

que es equivalente a:

3s3x (xT's & ¢} =» 3s( Vt (LAs » Yy (yFt » =p")) A 3x (xFs A @)

Usande la eguivalencia léglea de que (As(B=C)) =» (AAB=C)

3s3x (xFs A p) » Is((VEyy( tAs ~ YFt )} » =9’ ) A 3x{ %xF5 A ¢))

0 bien

Fs3x (xFs A ¢) » 3el 3(XFS A ¢) A Vivy( tAs A yFE ) = -w )

Por otro lado, la hipétesis de ZF7 y TE7 1mplican 2

3s3ax( xFs A ¢ )
asi, tenemos
3s( Ix( xFs A ¢ ) A VtVy( tAs I\ yFt ) @ -wa )
en partlcular
3s( 3x({ xFs A ¢ YA Vy( yex

w )))
en particular
Ikl o A YY( yex » -nw
Se ha probade que
3x( q;)nax(npAVy( yex-o-ap ))




Esquema”de Reemplazo o Sustituclén.
ZF8: V¥xVyvzl( p(xX, ¥} A 9(x,2) » y=z ) » Vx3y¥z{ zey e 3w wex A
plw.z) ))
"Para todo conjunto hay un conjunto cuyos miembros son las imagenes
bajo la ‘funcional' p de algin elemento de aguel conjunto".

Intuitivamente, de acuerdo a la segunda de las dos ultimas
observaciones sobre la descripcién intuitiva de la Teoria de
Estratos (ver la pagina 2), para cada elemento wex puede pensarse
en un estrato Rw asoclado a w que es aquel donde se construyé el
Gnico conjunto z (si es que existe) tal que p(w,z}, la observacion
a que se hace referencia postula la existencia de un estrato s que
es posterior a todos los Rw para wex; entonces, en s se puede
formar el conjunto que tiene a la Imagen de x bajo ¢.

Para derivar formalmente el esquema de reemplazo necesitamos
pues, extender la Teoria de Estratos para gque incluya nuevos
axiomas que permitan lo que se acaba de discutir; es declr, afiadir
los que podriamos llamar los principios de cofinalidad:

Si cada conjuntc esta asoclado con algin estrato (no Importa
como), entonces para cada conjunto z exliste un estrato s tal que
para cada miembro w de 2z, s es posterlor a algin estralo asociado a
.

Con este principlo aceptado como axloma pueden demostrarse
(aparentemente) los axiomas de reemplazo; sin embarge, no esta
garantizado que todas las asociaciones de estratos a conjuntos
puedan escriblrse en el lenguaje € . Mas especificamente, la
Justificaclén intuitlva para el esquema de reemplazo que se enhuncia
tres pirrafos mds arriba habla de una asoclacion entre conjuntos y
estratos en términos de la propiedad (funcional) ¢ pero 1la
generalldad de ésta puede en algun momento requerir una asoclacién
que no pueda escribirse en el lenguaje €.

Asi pues, parece que no todos los axlomas de reemplazo pueden
derivarse de la Teoria de Estratos, pero dada la importancia que
pronto sobre ellos se observarid, se acepatan como parte de la
Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel.

Axloma de Extensionalidad.

ZF9: UxVy( Vz( zex e 2€y ) » x=y }.
St dos conjuntos tlenen los mismos elementos entences son
iguales".

La negaclén de este axloma diria que hay dos conjuntos diferentes
que tienen los mismos elementos. Dado que lo Ginico que interesa de
los conjuntos son sus elementos (de hecho, en la descripelén
intuitiva de la formaclén de conjuntos, se parte de una coleccién
de objetos y con ellos se construyen los conjuntos) parece ser que
este axioma es clerto en virtud Gnicamente de lo gque dice y de
nuestro interés en cuanto a los conluntos. Asi, este axioma
tampoco se sigue de la Teoria de Estratos pero también se incluye
porque a partir de él puede probarse, entre otras cosas., la
unicidad del conjunto vacio, de la unién, etc. -

Se han introducido los axlomas sobre conjuntos que se necesltaran
durante los capitules slguientes; ahora se introducen algunas
propiedades y algo de notacién sobre conjuntos.

En 2ZF1 se postula la existencla incondiclonal de al menos un

conjunto, el conjunto vaclo, si hay mas de uno con estas propledades el
axioma de extensionalidad dice que son iguales; es declr, el conjunto
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vacio es. tnico y se denota con el simbolo a.

. Si- %,y son dos conjuntos cualesquiera, hay un conjunto que los
.tilene como elementos (2F2) y por 2F9 éste es unico, dado que esta
definldo en términos de sus elementos. Este conjunto se denota por
{x,¥).

En 2Z2F3 la union de un conjunto x estd definido en términos de los
elementos que lo forman, también resulta unico por extensionalidad y
la unién de % se denota como Ux. Si a y b son conjuntos se define la
union de a y b, denotada aub, como

aub=U{a, b}
Obsérvese que esta definlcién requiere ademis del axloma del par.

En ZF4 el conjunto de los subconjuntos de un conjunto x se llama la
Potencia de x ,por extensi{onalidad, solo hay un conjunte cuyos
elementos son todos los subconjuntos de x y se dencta como P(x).

El sucesor de un conjunto x es un conjunto w tal que
ZEW ¢=5 2€X V Z=X
as}, el sucesor de un conjunto es unico puesto que
w s xulx} = Ulx, {x}}.

El conjunto y de los elementos de un conjunto dado x que satifacen
una propledad 'y cuya existencla se postula en ZF6 se denota como
y={z|zex A y¢lz2)}
o bien
y={zex|y(2)} .

El llamado Axloma de Regularidad es un caso particular del esquema
de regularidad ZF8 en que p(x,2)s"xez* es la relacién de pertenencia
entre conjuntos. Asi, el axloma de regularidad dice que todo conjunto
tiene un elemento que es minimal respecto a 1la pertenencia.
Consecuencla de esto es que =3x( xex ); es decir, no se presentan
situacliones como la que se muestra ensegulda:

porque entonces se tendria

x={ A X H
y asi sucesivamente.En el contexto de la construceion intultiva de
conjuntos esto significa que todos 1los conjuntos comenzaron a
construlirse alguna vez.

Ahora blen, aun cuandoc el axloma de regularidad se ha derivado de la
Teoria de Estratos, en los capitulosque siguen no se hard usoc de él
porque, como se vera, realmente no es necesarjo.

Por ultimo se verad que aun cuande 2F1-2F9 se han obtenido
directamente de 1la Teoria de Estratos en realidad no son
independientes; es declir, algunos pueden obtenerse a partir de otros; a
saber:



- Afirmacién 1. 2F6 (comprensién) implica ZF1 (vacie).

‘- /Prueba:

Sea ypa"2#2", por hipétesis, .
¥xIyWz [ 2ey s 26X A 2#2 ) == :
por:‘otro lado, y dado que la férmula :3x( Yk st
universalmente valida, resulta gque, por razones Iégicas debe i
haber al menos un conjunto. . 2T
Asi, al aplicar (1) a cualquier con_]unt.o % y
2*z siempre es falso se tlene que :
Iyvz( zey )

"‘esto es ZF1.

Afirmacién 2. 2F1 {vacio) . 2ZF8 (reemplazo) y ZF4 (potencla) implican
- = 2F2 (par).
Prueba:
Se debe probar que
YxVy3uwVz ( z€y s z=Xx Vv 2=y]).
Por ZF1 y ZF4 P(o)= { @ } es un conjunto, por ZF4
P{P(o))=P({e})={o, {2}} tamblén es un conjunto.
Sean x,y dos conjuntos y una férmula dada como
plw,z)e "( w=o A 2z=x ) v { w={e} A 2=y }
es claro que ¢ deflne una ‘funcién’ del conjunto {o,{o}} en
el universe y su imagen, gque por ZF8 es un conjunto, es el
conjunte {x,y}.
]

Afirmacién 3. ZF8 (reemplazo) 1mplica ZF6 (comprensién).
Prueba:
Sea x un conjunte, @(z} una férmula donde la ocurrencia de
la variable y no es libre y una férmula ¢ dada por
wlw,z)a" ( p(z) A w=z )"
esta ¢ satisface el antecedente de 2F8 y aplicando el
consecuente al conjunto X se tiene que
IywWz{ zey e I{ wex A ¢(w,z))
es decir,
Jyvz( zey e 3wl wex A @(z) A w=z )]}
que implica que
3yvz( zey e 2ex A yl{z) } .

Hasta aqui solo quedan 6 axicmas independientes; puede demostrarse
que, efectivamente, los axiomas que se enuncian enseguida son
independientes

2F3. Axloma de Unlen.

2F4. Axioma de Partes o del Conjunto Potencia.
2F5. Axioma de Infinitud.

ZF7. Esquema de Regularidad.

2F8. Esquema de Reemplazo o de Sustituclién.
2F9. Axioma de Extenslonalldad.



" 2:1 CLASES, SISTEMAS DE PEANO Y CONJUNTOS INDUCTIVOS.®

2. LOS NUMEROS NATURALES

El objetivo de este capitulo es dar una definicién conjuntista,
que parezca natural, de los Numeros Naturales; para ello, se incluyen
las definiciones (también en términos conjuntistas) de algunos objetos
de uso comin en Matemiticas como son el de par ordenado, funcién,
relacion, etc., que se usaran en los desarrolles subsecuentes. Para
que estos conceptos queden expresados en una forma mas general gue la
de conjuntos, se introducira la notaclén de clases pero solo con la
intencién de facilitar la escritura de sus definiciones formales; todos
los conjuntos resultardn ser clases pero no toda clase sera un
conjunto, ast que los axlomas ZFi-ZF9 del capitulo anterior no nos
dicen comc manipular clases, de aqui gue estos objetos solo se emplean
para simplificar la notacién.

Dado que, desde ahora, no se hablara de estratos y/o sus
relaciones, todo lo que sigue se eseribira (o al menos seria claro que
puede hacerse) en el lenguaje 3 de la Teoria de Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel que ya se ha descrito antes y que ademds se simplifica
para agilizar su escritura slempre que tal simplificacién sea
obvia, por ejemplo:

¥x,y.2 (p) abrevia a Vxvyvz (¢)

3x,y.z (p) abrevia a 3Ix3ydz (@)
vxey (p(x}) abrevia a Wx( xey » p(x) )
Axey (p(x)) abrevia a 3x( xey A p(x} } .,

Con todo esto, para 1llegar a la descripcién de los Numeros
“Naturales, se define lo que es un Sistema de Peano, se muestra que,
en un sentido especifico, todos son semejantes y se adopta una
representacion de ellos que es la usual para describir a los Numeros
Naturales.

Las variables recorren conjuntos y si ¢ es una férmula que tlene
libre a la variable y, resulta que, en general wd
~3xVy( yex «= ¢(y) )
por. e jemplo
¥
14

Para ayuda a la Intuicién y a la escritura usaremos la notacién
{y | ey}
leldo como la clase de todos los conjuntos .y tales que ¢(y).

Todo conjunto es unha clase pues s1 b es un conjunto
b={ y | yeb }
No toda clase es un conjunto, a estas se les llama clases proplas y
para ellas se usardn metavarjables A,B,C,.
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S Bi A—( X s v(x) )
1) A=B slgnlﬂca
Y (

1) wsA slgnu‘kca

P
slgnlf!ca

11&) ASB
a’ cntendlda Xo' anter].or

puede prubar que
. : Ix( x=A ) o bien

L AxVW{ wex. e weh ) o bien’

C3Vw( wex e plw) }

o Ix{ ASx ) o bien

’ Ixvw( weh » wex ) o bien
3xVw( (W) » wex ) :

pues en tal caso seria

A={ W | wex A ¢(w) }

Ejemplos.
1) Sea V={ % | x=x } entonces V. es la clase propia de todos los
conjuntos.
Notaclon: aeV &6 AeV es una abreviatura para indicar que 2 6 A
es un conjunto.

2) 1) Si Ay B son clases, la diferencia entre A yBes
A\Ba{ x | x€A A x¢B }
11} Observacién: Si asV entonces YN\agVpues si NWaeV por el
axloma de unién V=(Wa)va € V lo cual es falso.
3) Sea A una clase,
1) la union de A, denotada UA, esta definida como
Ua={ x | 3y( yeA A xey }} = { x | 3y( ¢(y) A xey }
11) la interseccién de A, denotada nA, se deflne como
=t x | vy( yeA » xey )} = { x| Vy( 9(y) = xey )}.
Por ejemple (@ =V .
Observaclon. Sl A no es vacia entonces AeV.
Prueba:
Como A#a existe xeceA; ahora, sea xenjA enton-
ces VyeA (xey) en paticular xexo, por lo tanto
WSxo y como xeeV 2ZF6 Implica que pAeV .

Notacion.Dades dos conjuntos x,¥ la Interseccionde ay b
denotada anb, es el conjunto
amb=pi{a, b} .

DEFINICION 1. Dados x,y dos conjuntos, el par ordénado <x,y> es- el
conjunto
<x, y>={{x}, {x,y}}
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o Apllcando™ tres ‘veces' el ‘axioma del par se concluye que el par
Jordenado <x,y>:es,: efectivamente, un conjunto; ademis, puede verse que
esta- definiclén dota a: 1us pares ordenados de la propledad que se desea

<X, YP=<Z, W e X=Z A YEW

—‘En lo que sigue, se abreviari wa<x,y> como
- Vz(izew e Yul uez e uex ) v Yu( uez = u=x v.uzy ) )
Vcon lo cual cbvlamente. se slmpllﬂca la eseritura.

Por otro lado, se puede deﬂnlr una terna ordenada como
<X, ¥, Z>=<<X,y>, 2> .

: EFIN!CIOu 2. Dados a y b dos conjuntos, ‘el producto cartesiano axb de
ayb es . :
axb={w|w=<x,y> A xea A yeb }
o bien
Yw{ weaxb «» 3x,y( x€a A yeb A w=<x,y> ))

Puede . verse - que axbsP(P(aub)), con lo que la aplicacién de los
axiomas de Unlién, Potencia (dos veces) y comprensién el producto
cartesiano resulta ser, en efecto, un conjunto.

DEFINICION_3. (1) Una clase R es una relacional si sus elementos son
pares ordenados.
(2) Una relacional F es una funclonal si
¥x,y.2( (<x,y>eF A <x,z2>eF} » y=z )

Notaclonalmente, para una relaclonal se escribe xRy para decir
<x,y>€R. Ademds se definen los conceptos de dominio de R, imagen de Ry
y campo de R como

Dom R ={ x| 3y <x,y>eR }
ImR = { yl 3x( <x,y>eR }
Cam R ={ z] zeDom R v zelm R } =Dom R v Im R .

o bien

¥x({ xeDom R e= 3Iy( <x,y>€R ))
vy( yelm R e 3x{ <x,y>eR ))
¥z({ zeCam R ¢ zeDom R v 2elm R )

Cuando la relactonal B es un conjunto se le llama relacién y usamos
la correspondiente letra mindscula r para denotarla, analogamente,sl
una funcional! F es un conjunto, le llamaremos funcién f; en tal caso, y
dado que resulta Dom rsllJ r y Im rsllJ r, el dominlo, la imagen y el
campo de una relacién son conjuntos.

Por otro lado, para una funclonal F se escribe
F: A—oB
para indicar que F es una funcional donde Dom F=A y Im FSB , ademas,
se denota por Fix} al unico conjunto tal que <x,F(x)>eF,
conjuntistamente

Flx)=n{ y| <x,y>eF }
Se aceptan como conocidas las definiciones de funcional inyectiva,

suprayectiva y biyectiva asi como su formulacién en términos puramente
conjuntistas.
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* Ahora, coptlnuamos"con el material principal de este éa'pit.uib

DEFINICION 4! Una terna ordenada <p,s,e> es un sistema de Peano sl SR
Sl e Y stp—p, e€p Yy ademas ;
(1) e¢lm s : vx{ s(x)ze ),
({1) s es Inyectiva: ¥x,y( s(x)=sly) =.x=y 3 R Ny 5
(111} El unico subconjunto de p que uene a ¢ Y que es cg
rrado bajo s es el mismo p:
¥x( xSp A eex A Vyex( s(ylex ) = ®=p,

. Ensegulda se construye un sistema de Peano en concrct_o Y se haré ver
que cualquier otro es lsomorfo a éste; es declr; solc hay un Sistema de’
Peano ' salve iscmorfismo.

'En' :general. dos objetoes a y b sen Isomor[asr’r
blyectiva entre ellos que es compatible con
particular: e

_DEFINICION 5. Dos sistemas de ' Peano

isomorfos ss existe una funeclé
o -i.que

f(et)=e2

X Lo que. sigue va -encaminado -a construlrr
los sistemas de Peano.

DEFINICION &. Para cualquier conJunto X, SU’ SUCESOT X~. e§
“ Xa=xu{x} SERCENTARLEAR

Por ‘los axiomas del Par y de Unlion el sucesor de un conjunto es, en
.81 mismo, un conjunto.

DEFINICION 7. Un conjunto a es Inductivo si
L gea A Yxeal x~€a )

El axioma de Infinttud 2FS postula la existencia de un conjunto
inductivo; en términos de clases, esto quiere decir que la clase de
conjuntos Inductives es no vacia. En su momento vimos que la
interseccién de una clase no vacia es un conjunto. Asl pues, se puede
hablar del mas pequefio, en el sentido de contencién, de los conjuntos
inductivos y que se denota como w :

¥x( xew > Vz( {062 A Yyez( y-€z )) = xez ))
0O bien

DEFINICION 8. Sea A la clase de todos los conjuntos inductlves,
abusando de la notacién

v

Es claro que w es un conjunto inductivo: :
@ew pues @ pertenece a todo conjunto Xnductwo entom:es €|
y si xew entonces x pertenece a todo con_)unto Xnductlvo z'y a51
x~€z, es declr, x-€nA . H
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Por ‘caracteristicas
si. XeA : enitonces NASK,
entonces wSx y-por tanto
W, que puede expresarse’as

Six es ‘un subconJu
(yexenp(y)) y si w(e)

Dbservac16n~ EL conJunto a es; transitlva si:y sulo si UaSa.
Prueba. .
- 'Sea era. entonces 3yea tal que xey. po -
xea. )
‘Inversamente, si xey & yea entonces sta, pero Uas
tonces xea. X :

transltlvidad.

2.2:UNICIDAD DE LOS SISTEMAS DE PEANO.

Una opclén para establecer la unicidad de los sistemas .de Peano es
obtener uno de ellos y mostrar que todos son isomorfos a él, esto es
lo que se haré en esta secclén. .

PROPOSICION 1. o € W,
Prueba:

Esta es la observacién a la definicién 8.

PROPOSICION 2. El conjunto ~={ 2| 3x,yew(

una funcién, 'es decir, -
- W :
- (x])=:

Prueba:
' Claramente el conJunto ~“es una relac!én y sl
<X, y1>, <x,y2> estan en -~ entonces
YI=XATY yasxa
es decir yi=yz
con lo que la relacién es una funcién.

PROPOSICION 3.El conjunto vacic no es sucesor de ningun conjunto:
Vx( x~2a )

Prueba:
Supdngase que 3x( x~=@ ) entonces
Ix{ xu{x}=p ) , o bien
Ix( xexu{x}=0 ) , pero entonces
Ix{ xe@ ), lo cual es absurdo.
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PROPOSICION ‘4. La funcibn -'es~1nyect1va R
s ved (ixe -a_»(x)ﬁ(y) )

Frueba' ! .
‘Es equlvalente hacer ver que:si x»—xu(x)"yu(y)-y-
entonces x=y,
~FLJemonps en que

. Ua-=U(aU(a))r= Ua~ v UlaY =Ua'va.
" oUEs“decir; E g
: Ua-Ua v a :
St ademﬁs a es transitivo, por la observacién a la defi-
nicién 9 UaSa y con esto
Ua-=a . N
Por otro lado, se afirma que todo elemento de w es.tran-
sitivo: esto sera clerto sl se prueba que el conjunto
T={ xew| x es transistivo} es inductive.
Es claro que @7, y si xeT por el resultado inmediato
anterior Ux~=x, esto sirve para ver que X-eT:
De acuerdo a la definicién 9 sean 2zey - A. yex-, esto
significa que zelUx- entonces
zelUx - =xSxu{x}=x~
asi, zex- con lo cual x-€T: por lo tanto T es:inductivo
y T=w.
Ahora concluimos la prueba de la proposicién 4
st X,yew tales que x-=y- entonces x=Ux~=Uy-=y
y por la tanto ~ es lnyectlva.

PROPDSICION 5. Si xSw A @#ex A Vyex( y-€x )} entonces x=w
Prueba:
La hipétesis dice que %X es un subconjunto inductivo de w,
en tal caso, x=W . X

Las proposiciones 3 - Sindlcan que la terna ordenada <w,~,8> es un
Sistema de Peano; de hecho, las proposiciones 1 a 5 son, como se
indiearad mas adelante, una reformulacién conjuntlista de los axiomas de
Peano, retomando a @ como O y a w como los numeros naturales.

S1 se quiere probar que cualquier sistema de Peano <p,s.e> es
isomorfo a <w,-,2> debe establcerse una funcién blyectiva f:w—sp que
preserve la estructura; es decir, ha de satisfacerse

fla)=e y con esto
f(o~)=s(f(a))=s(e)
fle~~)=s(f{e-))=s{sle))
fl@---)=s(s(s({e)))
etc.

Estos cuantos ejemplos bastan para que se sepa, intuitlvamente, como
es esta funcion; sin embargo, debe garantizarse formalmente que se
puede definir en tedo w, que tal funclén existe.

TEOREMA 1. (Recursién en w).Sea a un conjunto, ac€a y f;a-——a entonces
existe una Unica funcién h:w—a tal que
(1) h(g)=ao
(2) hix~)=fihix))
Prueba:



Se. formari h'medlante funclones que .satisfacen:'lo.que:in=~
cinteresa; es.decir, si xew,  <x,y>ch. (h(x)~y) siiexiste o
alguna funcion v tal que v(x)=y , dom Ve w,’!m vsa y R
“'ademés

1) st zeDom v entonces- v(e)-ao
; 2) Si y-eDom v entonces yeDom viA' v(y»)—f(v(y))
Def.-.Siuna funcién v satisface todo lu anterlor.‘ se le

~"1lamara aproximada.
Con“esto, 'definimos la funcién h<J{ v| vies aproxlmada)
Observemos primero que la coleccién de funciones-aproxima-
das’ es un conjunte, pero esto es cierto porque.
’ veDom v.x Im v S w X a
"y entonces la coleccién de funciones aprox!madas es un sub
-conjunto de P(wxal.
Yeamos que h, asi definida, es una funcién; para “ello, .
basta ver que el conjunto .
a={xew! a lo mas un yew <x,y>€h }={ xew| ¥y, zew( <x,y>eh A

<x,z>eh » y=2z }}

es Inductivo, aunque aiun no se garantiza que Dom h =

Pea porque sl <@, y1>ch y <@, yz2>eh entonces exlsten‘funcia'-
nes .vi, v2 aproximadas tales que vi(@2)=y1 A va2(R)=y2
pero vt y vz cumplen (1), entonces yi=vi(g)=as=va(e)=y2

Supéngase que xea y que <x-~,y>€h A <x-,z>eh entonces exls-
ten funciones aproximadas u,v tales que u(x-)}=y A v(x-)=z,
en tal caso x~eDom u A x~-eDom v, entonces por (2) x esta ’
en ambos dominios y ademas

y=u(x-)=f{u{x)) A z=v(x-)=f(v(x))
pero xea implica ui{x)=v(x), o sea, y=z, con lo cual x~€a,
por lo tanto a es inductive y h es una funcién.

Ahora, h debe satisfacer la conclusién del teorema; es de-

cir, h debe ser aproximada:

— Supdngase que @eédom h entonces h{®) se calcula através

de una funclién aproximada v, asi h(®)=v(®), pero v satisfa

ce (1) entonces h(@)=v(@)=ao con lo que h cumple (1).

— Para (2), sea x-edom h entonces existe una funcidn aprg

ximada ‘v tal que xedom v, (=) xeDom h, hix)=vix) y

ademas h(x-)=v(x-) ,y v{x-)=f(v(x)}, entonces
hix-~)sv(x~}=f(v{x))=f(h(x)}

por lo tanto h satisface (2).

Falta var que h esta definida para todo =xew, como
dom h & w es suficlente probar que Dom(h) es inductivo,
pues entonces

Dom(h)=U{Dom(v){ v es aproximada }=w . .
Claramente, {<@,a>} es una funcién aproximada, con lo que
a@eDom{h). Supéngase que xeDom(h), para que x-€Dom(h) basta
verificar que el conjunto v definido por

v=hu{<x-, f (h(x)})>}

sea una funclén aproximada.
El conjunto v es una funcién dado que h lo es, el tnico
problema se presentaria con el par que se le ha agregado
pues si x~ ya estaba en Dom{h) entonces existe una funcién
aproximada ve tal que h(x~)=ve(x~)=f(va(x})=f(h(x))
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'y en tal caso, el par <x~,f(h{x))> ya estaba en h.

Veamos que esta v es aproxlimada:

v satisface (1) porque <@, acch y v(o)=h{s)=ao .

Para (2) sea y-eDom(v), entonces (a) y-eDom(h) & {b) x-=y-

{a} S1 y~eDom(h) como h es aproximada yeDom(h) y
viy-~)=h{y~)=f(h(y))=f(v{y))

{b) S1 y~=x~ por la proposicién 4 y=xeDom(h) (estamos en
el caso xeDom{h) para probar x~eDom(h)), entonces yeDom(v)
viy-)=v(x-)}=f (h(x))=f (h(y)}=f(v(y))
entonces v satisface (2) y . es aproximada. Esto prueba
que X-~€Dom(h} y entonces Dom(h) es inductiva

s hiw—a .

Por dltimo, solo resta probar que h es la unica funcién -,
que cumple (1) y (2), para esto sea h':w——a que cumple la
conclusién del teorema y sea
s={ xew| h(x)=h'(x) }
(a) @es pues por (1)
h(®)=ae=h' (a)
{b) Supéngase que xes, entonces h(x}=h'(x) y por (2)
h(x~)=f(h(x))=£(h'{x))=h"(x-)
entonces x-€s .
(a) y (b) prueban que s es inductivo, por lo tanto s=w y
h=h', con lo cual h es fnica. .

LEMA. Vxew( x=@ v 3zew( z~=x J)
Prueba:
Sea a={ xew| x=p v Jzew( 2-=x ) }
Claramente @€a y sl o#xea entonces Jzew({ z~-=x ), entonces
X~=2-~, asl X-~ea .
Entonces asw es inductive y esto prueba el lema.

Con todo esto ya puede establecerse el resultado buscado,

TEOREMA 2. Sea <p,s,e> un Sistema de Peano, entonces el Sistema de
Peano <w, ~,@> es lsomorfo al primero.

Prueba: N
Por el Teorema de Recursién, para eep y s:p—p exlste una fup
clén f:w—p tal que

flel=e
y fix-)=s(f(x))
Veamos que
{1}  es Inyectliva:
Sea a={ xew| Vyew{ fix)=f{y) = x=y } }. se afirma que a es
Inductivo:

1} eea:

Sea yew tal que f{@)=f(y) A @2y, per el lema anterior

Jzewl y=z~ ), entonces

e=f()=f (y)=f(z-~)=s(f(2))

lo cual es absurdo pues e no pertenece a la imagen de s.
2) xea » x-€a .

Sea xea & yew tales que

f(xs)}=f(y), si y=o

f{x~)=f(@)=e, entonces
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e=f(xs)as(f(x)) lo cual es.absurdo, entonces debe ser: y#o
“entonces:existe zew:tal que .y=z~'y . : i T
£(x+)=f(y)={(2-], entonces
s(f(x))=s(f(2)), pero s es Snyectlva, ‘entonce
f(x)=f(z), pero xea, entonces para.este 2
x=z,".entonces il
X~=z~=y, entonces X-~ea. . :

" Por lo tanto a es inductivo y entonces f s 1 1y

<(11) “Tm{f)=p
a)Como: f(B)=e, ecIm(f)} i
b)Sea neIm(f}, entonces uxlste xew tal que
-n=f(x), entonces
s(n)=s(f(x))=f(x+}, entances -
s(n)eln(f), X
Por (a) y (b) Im(f) tlene ae'y &8 cerrado bajo . s, por
(111) para el sistema de Peano <p;s,e>, se tiene que Im(f)=p

Por lo tanto <w, -,8> es.isomorfo-a <p,s,e> .

Ahora ya puede darse una descripcién de los elementos del conjunto
v del sistema de Peano <w,~,2> y por tanto de cualquier otro.
Al elemento oew se le llama cero y se le denota como
O:=a
por aplicaciones sucesivas de la funcién ~ se obtiene el resto-de los
elementos (principio de induccién):
1:=30-=pa={o}
1=1~={@}~={g, {8}}={0,1
3:=22.n{p, {8}}-={ o, {2}, (m {e}} }={0,1,2}
4:=3~=4{0,1,2,3)

n=(n-1)~={0,1,2,...,n-1}
esta imagen de w se denota como

N={0,1,2,3,...,n,...}
Obsérvese que la definicién de estos simbolos hace uso de los axiomas
de vacio, del par y de unién y, por otro lado, a simple vista, se les
nota la propliedad de ser conjuntos transistivos; sln embargo, no
cualquier conjunto transitivo esta en N, por ejlemplo el conjunto

{@, {2}, {{s}}}

es transitive pero no esta en N, el candldato natural seria el
conjunto 3, esto porque ambos conjuntos tlenen "tres" elementos, pero
ne son lguales pues {{o}}e3.

Entonces, la propiledad de ser un conjunto transitive no es suficiente
para establecer una caracterizacién de los elementos (nimeros
naturales) de N, para completar esa caracterizaclén se requieren
algunos conceptos adiclonales.

2.3 RELACIONES DE ORDEN

DEFINICION 10. Sean a un conjunto y r una relacién, se dice-que r.es
una relacion sobre a si rsaxa.
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Sean'a’un conJunto y r una relacion sobre a--
es reflexiva’si ¥xea( <x,x>er )

es irreflexiva st Vxea{ <x,x>¢r.)

s simetrica siiVx,yea{<x,y>er » <y, x>ea) .
ries'asimetrica si ¥x,yea(. xry = -yrx ) -
r'es antisimetrica si ¥x,yea( xry A'yrx.s *=y’ )
ries transitiva sl ¥x,y,zea( Xry A-yrz = xrz ),,
r
T

CDEFINICION"117,
e la

‘es dicotomica sl ¥x,yeal xry v yrx.): -
e’s tricotomica si vx,yea( xry V XSy VyrX )

transitiva,
‘A cantlnuacién. la definicién de un obJetn q
‘adelante,’ construir nuevos objetos de otros ya construido

"DEFINICION 12. Sean a un’ conjunte y psP(a).
particion de a si
(1) Up=a
(11) vx,yep( xny=o )
(111) vxep( ==& }

La proposicién siguiente es una relaclién 1mpcrtanté entre::lag
particiones y las relaclones de equlvalencia.

PROPOSICION 6,Sea r una relacién de equivalencia sobre un conjunto a,
para cada yea sea yr:={ xea | <x,y>er } entonces
p:={ yr | yeéa } es una particién de a . Inversamente,
s p&P(a) es una particlén del conjunto a entonces
r<axa dado por
<x,y>€r «» 3uep( x,yeu )
es una relaclén de equivalencia sobre a.
Prueba:
Cada yr es un subconjunto de a,entonces psP(a); asf,
Upsa.
Sea yea, como r es reflexiva yeyr={ xea | <x,y>er lep
entonces yellp, por lo tanto a=lUp, que es la primera parte
de la definicion 12. Ademds, para toda yea sucede que yeyr,
con lo cual Vyrep( yr=ze ).
Sean ahora, yr,zrép tales que yr#2r, supbngase ademis que
yrnZr#@ y témese xeyrnzr, entonces <x,y>er & <x,z>er pues
yeyr & zezr. .
: 51 2z’ e€zr entonces, como r es simétrica
<z',2Z>€er & <z,x>er & <x,y>er
como r es transitiva se tlene que <z’,y»er; es decir,
z'eyr, o blien
ZrSyr.
Analogamente, sl y'eyr entonces
<y',y>er & <y .x>er & <x,2%er, en tal caso
<y',z>er & y'ezr; es decir
yrSzr.
Por tanto, yr=zr, lo cual es una contradiccién, asl que
debe ser Xrnyr=8. Esto pueba que p es una particlén de a.
Sea ahora, psP(a) una particién de a, veamos que r,
especificada como en la proposicién, es una relacién de
equivalencia.
i) r es reflexiva:
Sea xea, entonces Juep{ xeu ) entonces <x,x>er.
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B 11) res slmetrlca. )

3usp(x yeu), - entonces 3uep(. 'y, x€u ). o sea,’ .<y.x>er. :
xu) r'es transitiva:

Ohservaclén‘ Vx yea( xr-yr = <X, y>er )
_Prueba:
Supéngase:. que <x, y>er y sea ~zexr' enton

: e‘dsten K
1o cual*se’ sigue que unv=a; como: P és;unajpartici
‘usamos (11) de la 2efinicién:1z para declr"que us

=%y y.zeu. de. aqui,’ <x, z>sr :

Sean %/ yea’ tales que <X, y>€r, pot; deflnicl(m,

‘Sean, ' X,y, z€a - tales que <X, y>er & <y,z>s entonces
lementos u y v en p: tales que X, yeu &:y,zeV, i de :

transitividad <z, y>er;. es decir, ‘ze€yn, i con-10° cual XrSyr:
Para que yrSxr basta invertlr los papeles cle x & y. en la
deducclén anterior: :

Continuamos - definiendo una tipo especlal de relaclones que se
mane Jaran’ continuamente -en el resto de este trabajo. .’ .

DEFINICION 13:

Sea r una relacién sobre un conjunto a,
1: r-es un orden parcial reflexivo en a"si r es reflexi-
va, antlsimétrica y transitiva sobre a.

2. r.es un orden parcial estricto en a si r irreflexiva,

y transitiva (por lo tanto asimétrica) sobre a.
3. r es un orden total { & linead) reflexivo en a si es
un orden parcial reflexivo y r es dicotémica sobre a.
4, r es un orden total (6 lineal) estricto en a si es un
orden parcial estricto y r es tricotémica sobre a.

Si r es-un orden parclal ( 6 total) reflexivo en a y e es un orden
parcial (6 total) estricto puede decirse simplemente que r &6 e son
ordenes parclales en a en base a:

(r)es={<x,y>| <x,y>er A x2y } y
(e)ri={<x,y>| <x,y>ge v x=y }

porque resulta que (r)e es un orden parcial (&6 total) estricto en a,
~-(e)r:es un orden parcial (6 total) reflexivo en a y ademas ((rle)r=r &
{{e)r)e=e. Tradicionalemente se usan los simbolos < para el orden
estricto y = para el orden reflexivo.

DEFINICION 14:
1.
2.
3.

4.

Observacién: 1)
1)

Sean a y b conjuntos, r una relacion sobre a, bSa y mea.
m es r-minimal para b sl meb A a3xeb( xrm A x#m ),

m es r-maximal para b si meb A “3xeb{ mrx A xm ).

m es r-minimo para b sl meb A ¥xeb( mrx v m=x ), en tal
caso se denota m=minrb.

m es r-maximo para b sl meb A ¥xeb{ xrm v m=x ), en tal
caso se denota m=maxrb.

Todo r-minimo {(maximo) es r-minimal (maximal).
Si b tiene un r-minimal (r-maximal) m y r es tricotémica
sobre a entonces m es r-minimo (r-maximo).
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DEFINICION 15:Sean. r una relaclén y a un conJunto Ties unvbuen"orden
- “oten’a-si ¥ 3
1).r es un orden parclal en a.
1:11) Todo subconjunto no vacio de a tiene un r-minlmo-

: vxSal x*0 » JyexVzex({ yrz v y=x.).

.. Obsérvese que si r es un buen orden en a entonces r es tricotémlca
sobre-ra y, por lo tanto, r es un orden total en a. Esto es asi .porgue
si x,yea entonces o#{x,y}sa tiene un r-minimo, entonces xry si x es el

"minimo o yrx si el minimo es y.

Con todo la anterlor, se puede continuar la caracterizacién de los
elementos de N. Primero, la pertenencia ordena parclalmente a los
conjuntos; es decir, si x,y son conjuntos X<y ¢« xe€y define un orden
parcial y ademds en cada elemento nell la relaclén en dada por x<ny 0
xeny si xey & x,yeN define un buen orden. Ahora, si x es un conjunto,
€x es un buen orden en x y x es transitivo, no ocurre necesariamente
que X es un numero natural; por eJjemplo, sabemos que e] conjunto N es
bien ordenado y es transitivo pero é]l mismo no es un numero natural,
aqui, el problema es que N es "demasiado grande”, que es "infinito" e
intultivamente, todos los elementos de N son "finitos"; de heche, puede
definirse un conjunto finito como aquel que es equipotente a algin
elemento de N; es decir, que existe alguna funcién blyectiva de aquel
conjunto en algun elementc de N. Asi pues, la propiedad que hace falta
pedir es que los conjuntos sean finitos, o un poco menos:

DEFINICION 16:Un conjunto x es un numero natural, denotade como xeM, si
1) x es transltivo.
11) ex es un buen orden en x.
1ii) Todo subconjunte no vacio de x tiene un elemento
ex—maximal:
Vysx( y#2 » 3z( zey A ~3w( zexw ) )

Esta definicién de nimero natural los dota de todas las propledades
que se les conoce, la veracidad de esta afirmacién es lo que trataran
las seccliones siguientes.

2.4 ORDEN EN LOS NUMEROS NATURALES

Esta seccién expone dos resultades principales, uno es que el
conjunto de numeros naturales (como apenas se definieron} es igual a w
y el otro es que es un conjunto bien crdenado.

Puede verificarse facilmente que se ha definido a N para que cumpla
la propledad de que siempre que un elemento xeN entonces x~eN; es
decir, N es inductivo.

PROPOSICION 7. @eN A V¥x( xeN » x-eN }
Prueba:
Primere, que oeN es trivial porque las propledades
1) @ es transitivo.
i1i) La pertenencia e restringida a o es un buen orden.
i1i) S} o2ySe entonces y tiene un elemento maximo respecto
al orden de 1i).
se cumplen por vacuidad.
Sea ahora x€N, habra que probar que se cumplen las tres
condiclones de la definicién 16 para x-:
1) x- es transitivo:
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Sea yex-=; xu(x), entonces yex v y—x . E
S1 yex entonces y<x dado que:X es transltlvn'
entonces ysxSx-~, asi ySxe.
5 k Sl y=x entonces y=x&x-~; o’'sea ysx—. I L
..En"-cualquler caso, V¥yexs(- y€x~); es decir, %~ "es
. ‘transitive. :
11) . ex~ es un buen orden:
a) P.D: ex~ es un orden parcial irreflexivo:
1) P.D. ex~ es una relacién irreflexiva:
Sea nex-, sl nex entonces, como €x es lrreflexlva.
néxn por tanto, nex-,
si n=x y fuera x=nex"n=x entonces nen y
el conjunto bien ordenadoc <x,ex>
tiene al elemento n=x tal que ne€xn,
la cual va contra la irreflexividad
de ex. Por tanto debe ser n¢n y en- _
tonces ngx-n.

En cualquier caso, VYnex-{ néx'n }; es decir, ex-

es irreflexiva.

2) P.D. ex~ es una relaclén transitiva.

Sean uex*v A vex‘'w, donde u,Vv,uWexa.

Obsérvese primero que uxx pues si u=x entonces

x=uevexu{x}, aqui hay dos poslbilidades,

— g1 vexentonces x=ugvex y como x es un conjunto
translt®vo se tlene xex, lo cual va contra
la irreflexividad de ex.

— si v=x entonces x=uev=x y también se da xex, lo
cual no es posible.

Por lo tanto, efectivamente, u#x. Analogamente se

prueba v#x, con lo cual se tiene

U,v,Wex 6 u,VEX A WEX.

En el primer caso uexv & vexW, entonces uexw

porque €x es transitiva, asi uex-w.

En el segundo caso, uev & VE€WSX y como X €s un

conjunto transitivo resulta uex=w; o sea, ue€x"w.

Por lo tanto e€x- es transitiva,

b} P.D. Si o»ysx~ entonces y tiene un ex~-minimo.
Si ynx#2 entonces ynx tiene un elemento n €x- minimo.

Sea ahora cualquier mey,

si mex entonces meynx, coma n es el minimo de

este conjunto, nexm y de aquif nex-m.

si m=x entonces, como NEyNX = NEX =» NEX=M o NEx"N

en cualquier caso VYmey{ nex"m }; o sea, n es el
ex~~minimo del conjunto ySx-.
S1 ynx=2, como ysxu{x} entonces ys{x} como ademis
y#0 resulta que y={x} en tal caso x es el ex~-minimo
de ySx-~.
Hablendo probado (a} y (b) resulta que €x* es un buen
orden.
1i1) P.D. Si o#ySx entonces y tiene un ex~-maximo.
S1 xey entonces X es el ex~-maximo de y.

Debe probarse que Vmey( mex~x v m=x ).

Pero esto es inmediato porque si meysx~ entonces,

por definiclén, mex v m=x; es decir, mex x V m=x.

Si xe#y entonces ySx & el ex-maximo de y, llamémosle n,
es tamblén ex--méximo.
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Primero, que ¥Gx es porque si zeySx- entonces zey
v 2=y, como X€y & zey no puede ser z=x, entonces
2€x y por tanto, efectivamente, ySx.
Sea pues nh el ex-maximo de y & témese cualquler
meySx~, nuevamente, m*x, entonces mex y como
neySx = nex se tiene que .

mey,  ney & m,nex entonces .

mexn pues n es el maximo, por tanto mex"n.
Por lo tanto n es el ex ~maximo de ySxa.

Después de probar (1), (ii) y (i11) se concluye que

PROPOSICION 8:

x-€N.

¥xeN( x=ex--max(x-) )

Prueba:

PROPOSICION $:

Sea xel, entonces x-€N y, por definiclén, x~ tiene un

€x~-maximal xo y como ex~ es un orden total, Xo €5 €x~—
maximo. Ademads, xoe€xX-={x}UX, entonces Xo&x & X¢=X, pero
sl xoex sucede que xoex~x lo cual no es posible porque

%o es miximo en x-, asl que, X=xo¥ex~-max(x).

VxeN( x20 » (ex-max{x})=x )

Prueba:

Sea xo el ex-maxime de x, quiere probarse que Xo~=x.

Como xe€x ¥ x e@s transitivo xo~5x. S1 xX\Xo~+#0 tomamos

uex\xo~, entonces u#xo~=x, esto slgnifica que

UgXo & U*Xo, Ppero Uu,xo€X, entonces U#xXo & U*Xe, por

tricotomia de ¢x, xoexu, lo cual es una contradiccién,

Pues Xo es el miximo de x.

Asil que debe ser, x\xo-=9, por lo tanto
xwxo~={ex-max(x) ).

La sigulente proposicién establece que N es, hasta ahora, una clase
transitiva, Mas adelante se veri que, de hecho, es un conjunto.

PROPOSICION 10. ¥x, y( xey A yeN » xeN )
Prueba:

Sean x,y tales que xe€y & yel
1) x es transitivo: -
Sean z,Ww tales que zew & wex, como yeN, y es transi-
tivo, asi que,
WEX A XE€Y » WEY
y también
ZEW A Wey » 2€Y ;
en resumen,
ZEW A WeEX & Z,W,xey,
con esto,
zeéyW B weyx
pero €y es un buen orden (por io tanto orden total y
en particular, relacién transitiva), entonces zeyx;
es decir, zex, por lo tanto, x es transitivo.
11) ex es un buen orden en x:
Como xX€y & y es transitivo, x£y; asl, ex=ey|x (la
restriccién de €y a x: ex=eyn XxXx } y entonces ex
cumple (11) porque €y lo cumple.



114) Tode subconjunto 'no-‘vacio -de’ x tiene: un élemento
ex-maximal: Lo )
En virtud del argumento dado en (ii), 'x satisface
(1ii).
Por lo tanto, habjendo probade (i),  (ii) y (iil) para x,
se tiene que xeiN. -
]

Ya se sabe que N es una clase inductiva, enseguida, se prueba que
Nsw, con lo que, usando el Esquema de Comprensién, sera un conjunto y
por ser inductive sera Nzw,

PROPOSICION 11. NSw, o bien, todo conjunto inductive contlene a N.
Prueba:
Supdngase que N no estd contenido en w; es decir, - existe
neN tal que ngw. Por definicién de w, existe un conjunto in
ductivo a tal que n<a; de aqui, es claroc que
n-\a={ x|xen~- A xd¢a }=z& (pues nen-\a)
n-\asn-
Como n-€N, e€n~ es un buen orden en n~ y entonces, n-~\a tiene
un elemento m que es e€a-minimo, es declr,
-} men-Na
=-) ¥xen-\a{ mea"x v m=x )
Ahora, m=2 pues en caso contrario, y como a es inductlvo,
m=p€a lo cual contradice (-). Ademis, men puesto que
men~-=nu{n}) implica men, en cuyo caso xem A men » xen (pues n
es transitivo); o sea, que, efectivamente, m&n; o puede ser
que m>n y en este caso m&n trivialmente.

Sea p el €x-méximo de m, por la proposicién 8 p-=m; pero
también pep~-=m, esto obllga a que pea porgue si no fuera
asi, se tendria (dado que pem A men- = pen-} que pen-\a y cg
mo m es el minimo, entonces men*p v m=p, lo cual es absur-
do. Asi que pea, pero a es inductivo, entonces m=p-€a, lo
cual contradice (-).

En vista de esta contradlcclién, lo que debe ocurrlr es que

Nsw.

]

COROLARIQ. N=w

A ‘partir de este punto, se puede hablar de N y w { y sus propledades
indistintamente; es lo que se hard en los siguientes teoremas.

Pero antes se deflnird un orden en w(=N) y se establecera
explicitamente el principioc de induccién en w.
DEFINICION 18. V¥x,yew( x<y & xey )

PROPOSICION 1 . {Principio de Induccién en w)
) vx( x Inductivo =» w § x )

(2) V¥x&w( x inductivo » w =x }

(3) Sea ¢ un formula conjuntista. Si
i) (0}
11} vxewl ¢(x) » plx~) )
entonces Vxew( ¢{x} )

Prueba:
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{1) ¥ (2) son inmediatos de la definicién de w.
Se probari (3) a partir de (2).
Sea a={ xewl[ ¢{x) }Sw, por (1) y (11) a es inductivo y por
(2) w=a; es declir, ¥xew( p(x) }.
| |

En cuanto al principlo de induccién, en (1), (2) y (3) de la propo-
sicion anterior se dice que se aplica induccién sobre x; en (3), ¢(0)
es la base de la induccién y ¢(x) es la hipétesis de induccidn.

LEMA, La pertenencia es una relacléon creclente en w:
¥x,yew({ yex » y~ex~ }.
Prueba:
Sea c£(x)2 Vyew( yex # y~ex~ ). Usemos induccién sobre x.
1) €(0)s Vycw{ yeO » yeO-~ ).
Esto es cierto por vacuidad.
11) e(x) » €(x+)m Vyew( ye€x~ » y-€xs~ )
Sea 3(y)m yex~ » y-ex~~. Induccién sobre y:
3(0): Oex~ » O~€x--.
Si Oex~-=xv{x}, entonces se tlenen dos casos:
1) Oex:
Por e{x} para y=0 se tiene .
0-€x-, pero x-€x--, entonces 0-ex~-; o sea, 3(0).
2) 0=x
0~xx+<x~+, entonces, 3(0).
3(y) » S(¥+)E Y-€Xr » Yyae€X~n:
Si y-ex~-=xu{x}, entonces y-ex v y.=x
1) y-ex
por e(x) para y-, y~-€x-~, ademds, X-~€x-~~; asi, &(y-)

2) y-=x
y-~=x~€x~~, entonces y~~e€x-~, entonces 3(y-~).
Por tanto, Vyew( 3(y) )
Por tanto, c(x) = c(x-~),
Por tanto, Vxew({ c(x) }. Y esto prueba el lema.

PROPOSICION 13. La relacién < es un buen orden en w.
Prueba:
1) < es un orden total estricto:
1) < es irreflexiva sobre w:
Sea x€w, x<X = X€x, pero por definicién de N(=w)
Xe€xe=+ x€x-¥X, pero €x~ es un orden total estricto
en x-, asi, X#x-x y esto significa a{x<x).
11) < es transitiva sobre w: .
Se quiere ver que Vx,y,zew( X<y A y<Z » %<2 ), esto es
clerto si y solo sl VX,y,zew( X€y A yez » Xe€z }, pero es-
to es clerto porque zew=N , o sea, porque Zz es transitivo.
111) < es tricotémica sobre w: Vx,yew( X<y v X=y v y<x J:
Sea p(x)mVyew( x<y v x=y v y<x ). Usamos induccién sobre x
1) p(0)avyew( O<y v O=y v y<0 ):
Sea y(y)=(0<y v 0=y v y<0 ). Ahora usamos induccién so-
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bre y. ... -
a)yl0) es universalmente: vaudo .
b)Sea yew tal que yly);, se desea '/‘(Y’
¥(y) implica tres casos:
caso 0<y:
_ como 'yey-~ se -tlene y<y-~ 'y por transitivldad o<y-
- entonces,. en:este caso, Yly~). -
caso y=0:
Yaz=0~=1 » y=0<1l=y~ » 0<y-, asi; ¢ly~).:
caso y<0:
Este caso no puede darse pues y<0 e=o yeo:a.
En los tres casos, Y{y-}
Por lo tanto,Vyewl( Y(ly) )
Por lo tanto ¢{0).
2).Sea xew y supdngase ¢{x), quiere probarse
P(X~)BYYEw( Xa<y V Xasy V y<xn )
Sea x(y)= x+<y v x~-=y v y<x~ . Induccién sobre y:
a) x(0): x-<0 v x-~=0 v 0<x~
De ¢(x) para y=0 se presentan otros tres casos,

caso x<0:

como antes, este caso no puede darse.’ I
caso xX=0: o

O=xex~, entonces, 0<x-, asi, en este caso,
caso 0<x: h

O<xex~ entonces, 0<x<x~ y por transitividad: 0<x-'y .
también en este caso x{0). : T
b) Vyew( x(y) » x(y-) ):
Sea yew tal que x(y), por probar
2{y-)= XaCys V Razya v yalyai’
Nuevamente, de x{y) se presentan tres’ cas
€aso X-<y: RS :
Xa<y€y~ 3 X~<y<ys, por transitividad x-<y~; es.de-:.
cir, x(y-). TR ot
caso x~=y: : B B
x~=yey-, entonces x-<y~; asi, x(y-}
€aso y<x-:
yex- o yex-~-=xu{x}, entonces yex v y=x; es declr,
y<x v y=x. S} y=x entonces y-=x-; es decir, x(y-).
Si y<x por el lema anterior y-<x-.
Por lo tanto x(y-) y vale (b) de (2).
Por lo tanto p(x~) entonces Vxew( ¢{x) ).
¥, finalmente, esto prueba que < es tricotémica.

11) Todo subconjunto no vacio de w tiene un elemento <-minimo.
Sea o*xSw y nex, es claro que nen~nx, asi que @#*n~Nxsn~, pe-
ro new implica n-c€w y asi, n~nx tiene un eén~-minimo pues en-
es un buen orden en n-~, sea m ese minimo. Se afirma que m es
<-minimo en x; es decir, que mex A Vpex( m<p Vv m=p ).

Es lnmediato que mex y, por otro lado, sl pexSw y, dado
que < es tricotéomica se tlene que
1) nsp { n<p Vv n=p
Como nen~nx y m es el minimo, resulta que men"p V m=p, pe-
ro esto es lo mismo que decir m=p ya que en~ es la restrig
clon de ew a h- y €w es restriccion de €(=<) a w.
11) p<n
Aqui{, penen-, asi, pen~ y pen-nx, pero m=minn~(n-nx)
entonces me€n‘p v m=p; es decir, msp.

29



ASEme< -mln(x) )
Par’ lo tan!_;o. “<res un buen orden en w.’

:Ahora‘que’w es un conjunto:bien ordenado se puede inducir esta carag
'teristica en cualquier otro Sistema de Peano <N,s,e> via el isomorfismo
“ que ‘existe ‘con <u,— 0> para que. todo Sistema de Peano sea como w Inclu-

S0 .en su orden.

>2.5 AXIO&AS’DE PEANO Y LA ARITMETICA DE LOS NUMEROS NATURALES.

Un curso estiandar en que se estudlan la propledades de los Numeros
Naturales es el desarrollo de una teoria axiom&tica. De los axiomas de
Peano,  se deducen esta propliedades, pero aqui, esos "axiomas" se deri-
van come teoremas de la Teoria de Conjuntos y solo refrasean las clau-
sulas de los Sistemas de Peano.

PROPOSICION 14. El sistema <w,~,0> es un modelo para los Axiomas de
Peano:
P1. Oew
P2. ¥xew( x-€w }
P3. Vxew( x~20 )
P4. Vx,yew{ xX-=y- o x=y )
PS. Va( asw A Oeca A Vx( xea = x~€a ) » a=w. }
Prueba:
Pl y P2 dicen que w en un conjunto inductivo.
P3 dice que Oelm(-)
P4 establece que - es una funcion ilnyectiva, lo cual es asi por
la definiclon de <w,-,0>. .
PS5 es el principio de Induccién dado en la definicion de
<w, -, 0>,

También el Teorema de Recursién es wuna herramienta sumamente
Amportante en el estudio axiomdtico de los nimeros naturales, pues
permite establecer la aritmética.

- LA SUMA EN w.

Sean A=w, mew, a=m y F:w —— W dada por
Fix)=x~ .
Por el Teorema de Recursion (seccién 2.2) existe una Unica funclén
Teiw —— v

tal que Im(0)=m
y In(n-)=(In(n))*
La funcién ¥m es la “tabla de sumar del numero m" y con ellas se

puede definir la sumz de dos numeros naturales cualesquliera como:
+uxw — W .

+{m,nl=jnln) .

El teorema de recursién garantiza que la suma de nimeros naturales:
esta bien definida, asi por ejemplo:
3+2:=+(3,2)=F3(2)=F3(1~)=(Fa(1))" =Fa(0-))" =({£3(0))")" =
={(3)-1}+=4.55 . ’
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EL PRODUCTO -EN w.

Sean A=w,

La"'funcién [ja"es la-"tabla de multiplicar del ntimero m" y:en bise a:
~ella‘’de define el producto de-dos' nimeros naturales: comos:' il
E g ST X W — W : :
= {m, n)=f=(n) i P
Tamblén, el teorema de recursién garantiza que el producto -de
numeros naturales esta bien definido. Por eJemplo' :

3-2=- (3, 2)=[3(2) =3 (1~ )= {1)+3=[]2 (0~ }+3= (n3(0J+3)+3 ((0+3)*3)"
3+3=6

Obsérvese que el calculo anterior hace uso de algunas de las
propledadades de la suma, a saber, 0+3=3. Ensegulda se justifica esta y
algunas otras propledades,

PROPOSICION 15. El neutro aditivo. ¥new( n+0=0+n=n )

Prueba: i
Sea ¢{n)z n+0=0+n A O+n=n. Hagamos induccién sobre n.
e(0):

0+0=Y0(0} ,por la base recursiva para Lo, Yo(0)=0.
Asi, 0+0=0+0 A 0+0=0; es declr, ¢(0).
¢(n) » pln-) ¢
Sea new tal que ¢(n)
n~+0=Fn~(0}=n~., por otro lado

O+n~=):o(n—) ():n(n))“=l0+n)‘ y..por. hlpbtesis de induc-

cién (0+n)*=ns.
Por lo tanto,n-+0=0+n- A O+n-=n~; estd_es; w(n-’).

LEMA. Si mew esta fijo, entonces VYnew( m-+n= (m+n)" ).
Prueba: y
Sea @{n)z m~tn={(m+n)”~
¢l(0):
m~+0=m-(0)=m-. Por la proposicién anterior’

(m+0)*=m+. As{, m-+0=(m+0)}"Ep(0).
¢ln) = p{n-):
Sea new tal que p(n), quiere probarse g(n-)= m-+n-=(m+n-)"
m~+na=fm~(na)=(Im~ (n))*=(m~+n)", pero por ¢(n)
{m~+n)"={(m+n)"~, Por otro lado,
(m+n-)"=(Tn(n-)1Y"=(Inln)) "= (m+n)*", Por lo tanto,

ma+n~=(m+n-)"=pln-).
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PROPOSICION 16 Lcnmutatlvldad de lasuma. vm; new(: m+n=n+m ')
Prueba:
Sea p(m)= "VYnew( m+n=n+m ). Inducckén sobre m;
@{0)= m+0=0+m . es clerto por:la proposiclon 14,
cgm) » @(n~)s VYnew( m-+n=n+m=~}:-
Sea ahora, ¢(n)e m-+n=n+m~.: Induccion sobre . n: s -
Y{0)= m-+0=0+m~ es valido otra vez por la proposjclén 14,
w(n) » Y{ne)=s mr+n~=n~+ma: -
- pero ms+n~=ym~(n- ) ([m (n)) -(m-+n)

AST, m~+n-={n+m)"".
Por otro- lada. :

por ‘el “lema anterlor
Sinsm)T=(n+m) " es declr..Anam
Por lo  tanto; m-+n~-—n-+m-
Por - o tanto Vm new( n¥n=ntm -

Entre ‘otras, “la‘suma’ en ¥ ‘tiene..la’ proptedad ‘de” ser asociativa
(vm, n, pew(" {m+(n+p)=(n+n)+p} }; no se. incluye la prueba de este ~hechao,
pero se establecen otros mas lnteresantes.

PBOPOSICIDN 17. Vm.ns‘N[ m*n=0 = m=!) An=0 )
Prueba: P

Supdngase que m+n=0 y que m=20 v n=0. ~
S1 m#0 entonces hay un pelN tal que m=p-, entonces.

O=m+n=n+m=p~+n=(p+n)~; o sea, Ry

0=(p+n)~, lo cual es absurdo. " g

53 n20 entonces n=q-~ con qeN ¥, con esto, k
O=m+n=m+q~=(m+q)~, donde m+qeN, lo cual tamblen ‘es una

contradiccion.

|

Antes de estudlar las propledades de la multiplicacién’ de numeros
naturales necesitaremos un resultado auxiliar,” que “es" intultivamente
muy claro, pero gque no se habla establecido hasta ahora,

LEMA. vneN( n+l=n- ).
Prueba:
Sea neN, n+i=yn(1)=7n(0-)=Fn(0)"=n-.
Entonces n+l=n-.

PROPOSICION 18.E! neutro multlplicative. VneN{ n-1 = 1l-n = n )
Prueba:
Sea neN, n-1= [a{1)=[n{0-}=[n(0)+n=00+n=n,
Para probar que 1-n=n usamos inducclén sobre n.
i) 1.0=m(0)=0

11) Supéngase que.l-n=n, queremos ver que 1-n-=n-,;

Pero

1-n~=m(n-)=[Q (n}+l=len + 1
por hipétesis de inducclén - =n+1
por el lema antertor =n-~.

32



Por 1o tanto ¥neN( n-l1=l-n A.-l-n=n ).

PROPOSICION 13. ¥neN( n-0 = 0-n =0")
Prueba: o
Sea neN, .h- —nn(o)—o. i
Probamos que 0-n=0 empleandu !nduccxén sobre n.
1) 0-0=po{0)=0.
11) Supéngase que O-n —0 quiere probarse que 0-n-~=0.

pero. . N
: O-n~=no(n- -no(n)+o—o-n+o
: por hipotesis déinduecidn.i .. =0+0

por'.la proposicién14 - =0.
Por lo tanto, YneN( n-0 ="0.-A Q-n =0 ). -

Puede verificarse, de manera lgualmente laboriosa que el producto de
nimeros naturales.tlene las propledades de conmutatividad (n-m=m-m),
asociatividad (m- (n-p)=(m-n}-p) y distributividad respecte a la suma
{m= (n+p)=m-n+m-p)}.. Si se prueban otras propiedades interesantes del
preducto en N,

PROPOSICION 20. ¥m,neN( m-n=0 » m=0 v n=0 ).
Prueba:
Supéngase que m-n=0 y que m*0 A nx0, entonces se pueden encon-
trar elementos p y q de N tales que p-=m y g-=n, entonces
O=m~n=p~-q~=p-- (q+1)sp--gq+p-.
Pero dada la igualdad O=p--q+p-~, se tiene, por la proposicion
16 que p-=0, lo cual no es posible.
Esta contradiccién prueba la proposicién.

En adela:.te, cuando no haya confusién, se escribira m-n-como mn,
para_ facilitar la lectura. - -

PROPOSICION 21. ¥Ym,neN( mn=1 » m=1 A n=1 )
Prueba:
Supdngase mn=1, de hecho, ocurre m=0 y n#0, entonces m=p-=p+l &
n=q-=q+1 con p,qelN, entonces
1={p+1) (q+1)=pq+p- 1+1-q+1- 1=pq+p+q+1=(pg+p+q}~
esto significa, usando P4 de la proposicion 13, que pg+p+g=0,
aplicando dos veces la proposicién 16 se llega a que
p=0 & =0, por lo tanto
b4

Algo que también es Importante es observar las relaciones que
existen entre las operaclones y el arden en un conjunto. Las siguientes
proposicicnes prueban algunas de las compatibiltidades entre las
operacicnes y el orden en N establecido en la definicién 18.
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EROPOSICION zg Vm n, pEN( m<p o m4p<n+p )
Prueba:
Supondremus my n fljcs y prcbaremos w(p):. B<n w m+p<n+p pcr .
induccion sobre p. .
pl0):

Sea ‘m<n, como. m=m+0 y n-n+0 se tliene m+0<n+0 ‘es decir, qp(o). .
plp).= @(p+l): ’
Sea m<n entonces |, debido a @(p), m*'p<nvp’ Ahora porel: lema
previo a.la proposicién 12 (m+p)+1<(n+p)+1, o bien, .
m+{p+1)<n+(p+1)
que-es. p(p+1). :

COROLARID. ¥m, n, p qeN( m<n A p<g = mp<n+qg ),
" Prueba:
De m<n y la proposiclén anterior m+p<n+p
Analogamente, de p<q se .tlene, p*n<g+n. LT
Por comnutatividad de + y transitividad de < - .resulta
m+p<ntq P i

PROPOSICION 23. ¥Ym,n, petN( mén s mpsnp )i’
Prueba:

Otra -vez, supcndremos my n fl_los v aplicamos lnduccién sobre P

para .probar w(p)E Vpew( m<n- = ppsnp),” o

Sp(0):

B} Sabemos quﬂ n~0=0=m-0, asi, m-Osn-0=q:(0)
- elp) o= plprld: o :
. i.Sea m<n, por:@(p}impsnp. ‘Ahora, si mp<np entonces. por ~el
: corulario a 1a proposicién anterior R
mp+m<np+n, -] bien,

. m(p+l)<n(p+l) .
8 Falta el caso ‘en que mp=np, aqui empleamos d}.rectament
"propusiclén anterlor para obtener, Junto con m<n. que:
. m+Mp<n+MP=n+np

entcnces m(p+1)<n(p+1).
En cualquier caso se satisface, en particula
m(p+1)5n(p+l) = w(p* B

COROLARIO." ¥m,n,p,qeN{ m<n A p<q = mp<ng )
Prueba:
m<n = mp<np- Yy
p<q =» pn<qn, por transitividad y conmutatividad
mp<ng.

Todos los resultados de esta seccidon y otros que ya no se incluyen
{por eJemplo, "leyes de cancelaclon") se prueban de los Axiomas de
Peano y de la definicién del orden , perc estos conceptos e ldeas han
sido derivados directamente de la Teoria de Conjuntos; asi que, en
ultima instancia, todas las propledades de los Humeros Naturales son
consecuencia de la Teoria de Estratos ya que de ahi se han obtenido las
relaclones y propledades de los conjuntos

Una vez que lo anterior ha quedado claro, debe reflexionarse en que
en la Teoria de Conjuntos se modelan muy blen los Numeros Naturales,
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pero ‘no -debe aﬂrmérse que - cada uno de. ellos ‘sea,. realmente, un
conjunto; de hecho; ‘la noclén intultiva con que de ellos se cuenta no
tiene nada que ver con los conjuntos.

Por- Gltimo, como se observé al principio de este capitulo, el
conjunto w=N es un conjunto lpductivo, de hecho, el menor de todos
ellos; si se desea ublcar este conjunto en alguno de los estratos
construidos en el capitulo anterlor, debe recordarse que el Axioma dc
Infinitud 2ZFS, postula la exitencia de un conjunto inductlvo que se
localiza en un estrato cuya existencia se garantlza por TE6; adends,
observemos que el elemento 0=0 se encuentra en el estrato cero, el 1=0-~
se ecuentra en el estrato uno, y sucesivamente: el numerc n se
encuentra en el n-ésimo estrato; por inducclén, puede verse dque el
conjunto w se encuentra en el estrato que en su momento fue denotado,
precisamente, como w,



3. LOS NUMEROS ENTEROS

La primera. forma en que conocimos los numeros enteros indica que
ellos. son los numeros positivos (los nimeros naturales) Junto con los
negatlivos; la forma estandar para representarlos es un simbole, dlgamos
1,  y:.el mismo simbolo precedidec de un menos para el negativo
correspondiente; -1. Que mejor que tomar esta concepcién para usarla
como base para dar una definicién formal y natural de los Nimeros
Enteros: ya se cuenta con los numeros naturales, ahora habra que
afiadirles  los negativos.

Primero, se hace un paréntesis para definir la diferencia o resta de
numeros naturales; esto permitira, mas adelante, construir los numeros
negativos y la operaciones para los enteros.

3.1 ALGUNAS PROPIEDADES ADICIONALES DE N.

PROPOSICION 1. Vm,neN{ m=n » 3deN{ n=m+d ) ).
Prueba: . S

Sea ¢{n)= VvmeN( m=n » 3IdeN( n=m+d )} ), se probard VneN{. ¢(n) )
por induccién sobre n.
¢(0):

Si m=0 entonces m=0 y d=0 hace que p(0) se valida.
p(n) = pln+l):

Supdngase msn+l; si m<n+l entonces msn y ¢(n) dice que hay

un elemento deMN tal que n=m+d y entonces

n+l=m+d+1,
asi, d'=d+l satisface @(n+1).
Ahora, s! m=n+1, con d=0 se cumple p(n+1).

COROLARIO. Vm,neN( m=n » 3IdeN( n=m+d A Yd ‘eN{ n=m+d*’ = d=d') ) ).

Prueba:

Este corolarlo sole dice que el nimero deéN de la proposicién
anterior es unico, lo cual es clerto gracias a la ley de la can
capcelacién en la suma de N:

mtd=m+d” » d=d’

: . B
DEFINICION 1. Sea D={<n,m>|m, neN A nsm} = {x|3m,neN{ x=<n,m> A nsm )},
entonces se define

=D — N
—(<n,m>)=d, donde d es tal que m=n+d.
O bien, <<n,m>,d>€- = m=n+d.

En virtud del corolario anterior, la relacién - es, efectivamente,
una funcién, y el elemento del se denota como
) d=m-n
y se llama de resta o diferencia entre m y n.

3.2 LOS NUMEROS ENTEROS Y SU ORDEN

La siguiente definiclén recoge las Ideas expuestas en los primeros
parrafos de este capitulo,
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' DEFINICION 2. Sea N'=N\{0}, N'=(<0.n>|nsw')={xl3nﬁﬁ( n=0 A x=<0,n>)}
y sea Z=N'UNU{0)}=Nut"
Por el axloma de unién, Z es un conjunto, el conjunto de los Nimeros

Enteros, N'es el conjunto de enteros positivos y 8 es el conjunto de
enteros negativos.

Enseguida se defline el opuesto de un numero entero medlante una
funcién de un argumento, se abusa de la notaclén y se denota con el
mismo simbolo que el empleado para la diferencia  entre numeros
naturales.

DEFINICION 3. La funcién -:2-——7Z dada por
1) -(n)=<0,n> si ned’
11) -(<0,n>)=n  para neN’
i11) -(0)=0
0O mas correctamente,
SX,y>€- = (Iwel[( n*0 A X=n A y=<0,n>) v (n*0 A %=<0,n> A
y=n)} v (x=0 A y=0} ).
define al opuesto de Jn numero entero.

Algunas observaclones sobre esta definicién: primero, puede
desecharse la notacién <0,n> sustitiyéndola por -n (inciso 1), con 1lo
que 11) queda como

={-n)=n .
Tamblén, la funclén - es lnyectiva, pues si -x=-y entonces:
1) si -x,-yelN entonces x=<0,n>, y=<0,m> con m,neN, asl n=-xs-y=m . x=y
11) si -x,-yelN entonces <B,x»=—x=-y=<0,y> » X=y.

A su vez, el orden en I es una extensién del orden en N. Por el
momento, <’ denotard al orden en Z, después de caracterlzarlo, se le
denotari de la misma forma que el orden de N.

DEFINICION 4. Sean X,yeZ, definimos x<'y si y solo si =
( X, yeN A X<y } v [ X, yeN A -y<-x } v { xelN A yeN ).

Elemplos:
1) VyeN ( %x<"0 }: Todos los enteros negativos son menores que cero.
2) Vyew ( 0<’"y ): Todos los enteros positives son mayores que cero.

3) VyeN VxeN ( x<'y ): Todos los negativos son menores que todos
los positivos.

PROPOSICION 2. La relaclién <' es un orden total estricto.
Prueba:

a) <' es irreflexiva: VxeZ(a{ x<'x )) .
Sea xeX, si xeN entonces -( x<'X ) pues 2 x<x }.
Si xeN entonces -xeN'sN Y RC'R e —x<-KL
Como ~( -x<-x ) entonces ={ x<'x ).

b) <' es transitiva: Vw,x, yeZ{ w<'X A xX<'y @ w<'y ).
Supénganse w,X,ye€Zl tales que w<'x & x<'y
aqui hay, en principio, varios casos:
1) w,x,yeN, entonces w<'x por transitividad de <,
11) w,xeN A yeN', este caso no puede darse (ejemplo 3).
114) w,yelN A xeN’, este caso no puede darse (eJemplo 3).
iv) x,yeN A welN’, entonces weN A yeN, entonces w<'y,
v) weN A X, yeN , este caso no puede darse,
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vi) XEN /\ W, ye"l i este caso no puede’ d.arse.
CVLL) YeN A W] xe'\l N entonces w<y por:'el caso (1v)
vili) W, X, yEN , -entonces -w, -x, -yeN,::luego, —x<-
* por transitividad de’ <,
" - esto significa :
c) ;<', es ‘tricotémica sobre Z: Vx,yeZ{ x<' v
“'Sean”x, yeZ, se presentan tres’ casos: i
.1)7x,yeN,_por ‘tricotomia de <-se tlepe X<y Vv
11). %, yelN', entonces =~x,-yeN y por tanto,’
i -xX<=y Vv wR=-y V -y<-x O
- asi, respectivamente, smin

¥<'X vV x=y v x<'y,

111) xeN A yeN , directamente, por dennlcién Ly,

Por supuesto, este orden tiene asoclado un orden reflexivo como se
observa inmediatamente después de la definlcién 13 de la seccién 2.3,

Se resalta este hecho, porque en lo que sigue puede hacerse referencia
-al.orden reflexivo s! es necesarlo.

Antes de establecer la aritmética de Z, se presentan algunas
propiedades que caracterizan a una estructura como la que se le ha dado
a los nimeros enteros.

En adelante, el simbolo ¢ denotari indistintamente a los érdenes de
N ¥y Z a menos que se especlfique alguna otra cosa.

TEOREMA 1, La estructura <Z,<,-> satisface
(1) < es on orden total en Z.
{2) NCZ y <|2 es el orden usual en N
(3) VXeZl xeN o= 0<x.
{4) vaeZ( -(-a)=a ) y, de hecho, =-0u0,
(5) Va,beZ( a<b ew -b<-a
Ademas, sl cualquier otra estructura <2,<',-> satisface es-
tas propledades, entonces es posible hallar una funcién bi-
yectiva f:Z-———Z que deja fijo a N y que cumple
f(-a)=- f(a) A a<b + f(a)< f(b).
Es decir, <Z,¢,~> es tnico salvo isomorfismo.

Prueba:

(1) es la proposicién 2.

(2) Esto es clerto por las deflniclones 2 y 4.

(3) Esto es el elemplo 2 de la definiclién 4,

(4) Este hecho se mostrd inmediatamente degpués de la defini-
cién 3 para el caso en que aeN; si ahora ael entonces por
deflniclén

-a=<0,a>, entonces
-(-a)=-<0,a>, y nuevamente de la definicién 3
-<0, a>=a.
Asi, =(-a)=a.
(S) Suponga a<b y que, de acuerdo a la definicién 4, se da: .
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1) _.a,belN a’ag!bi; entonces -
o =b<t-a y por ‘(2) ‘“be=aii:
ii)a,bel- A:-b<’' -aiide: (2).-bg-a pues
111) beN A ael ¢ entom:es -beIN Alobel

-b¢~-a,
En cualquier. caso, -b<-a. E
Sea-ahora, . una estructura <Z.
permite definir

£:2—2
fly=x " "ai xeN
- f{x)==x si-xeN
0 mas correctamente:
<x,y>ef em(xeN A y=x) V' (BzeN (
———Veamos que f es inyectlva
Sean x,yelN tales que x=»y, se analizan 1 s tres caso b
1) %,yeN, entonces
fx)=x
fly)=y, por lo tanto r(x)*f(y).
11) x,yeN , entonces -x,-yeN &
fR)=f(=en)=--% .
f(y)=f(--y)=--y
St fuera f(x)=f(y) se tendria
pero - es funcidén, entonces
por (4) aplicado a -
como - es lnyectiva
lo cual es absurdo.

 111) xeN, yeN , entonces
fx)=x
fiy)=f(~-y)==y
si fuera f(x)=f(y) seria

RE=-y, pero x>0, entonces
-=y>0, por (2)
—-yei, otra vez por (2)

--y">Q, por (S}
=—=y<'= 0, por(4)
- —y¢ 0 e (*)
perc yeN implica -yeN, o sea, 0<-y , por (2) O<'-y que es
lo contario de (*).
—Veamos que f es suprayectiva.
Sea z€Z, como < es total:
1) 0='z, entonces zeN y asi, z=f{z).
11) z<'0, entonces 0=-0<' -z, o blen 0<-z, de agui, -z=med’
entonces f{(-m)s-m===z=2.
—Se afirma que {{-x)=-f(x):
1) si x=0elM entonces f(-0)=r(0)=0
~f(0)}=-0=0, por tanto, f{-0)}=-f(0).
11) si xet’ _entonces fl~x)z=x==f(x).
111) sl xelN entonces -xeN’ y
f(-x)=-x
“f(x)=-f (--%)=---x=-x, es decir,
flex)==f(x).
— Probemos x<y = f{x}< f{y):
1) si x,yeN el resultado es inmediato.
11) sl x,yeN entonces -x,-yeN y por tanto,
f(x)=f(--x)===x
fly)=f(~~y)=--y



“como X<y -

pur‘utru‘

laao‘.

(x)-f(- x)=--x
Fly)=y i

1o ‘mismo que

pero %<0 implica -x>0 entonces Y0<’ o =—x< O,

por.‘otro -lado,’ yeN &' yto = 0s'y,
por transitividad .--x<’
o blen fix)<’ f(y)

El tecrema anterior es una caracterizacién de la estructura <Z,<,->,
donde el orden es tal que extiende al de N y ademas es un orden total.
Mas adelante, se establecerd otro resultado de unicidad de Z que
involucra propledades adiclonales del orden; primero se hablard un poco
de la aritmética de Z. Temporalmente se denotaran los signos para la
suma y resta en N con negritas (+,-) para diferenciarlos de los

correspondientes para I.

3.3 LA ARITHETICA DE LOS NUMEROS ENTEROS

DEFINICION 5. La suma de numeros enteros es la funcién

+: Ind——l

a+b si a, beN
-{-a+-b) si a,bseN
a-{~b) s1 aelN A beN_ A
+{a,b)={ -(-b-a) si aeN_a belN &
b-{(-a) st aeN_ A belN A
~(-a-b) sl aeN A beN A

Por supuesto, se escribe a+b en lugar de +{a,b).

-bsa
as-b
-asb
bs-a

mem(41)
----(02)

Esta definicién cumple las propiedades que ya se conocen sobre ella
y que se enuncian enseguida; como las pruebas son tedlosas,

senclllas, solo se dan algunas de ellas.

PROPOSICION 3. Vx,yeZ se cumple
(S1) x+y=y+x
(S2) n+{y+z)={x+y)+z
(S3) x+0=x
(54) x+(-x)=0
Prueba:
{S1) Solo en algunos casos
1) Supéngase xeN, yeN , -ysx; por (+3)
x+y=x=(-y)

calculamos Y+% por otro lado, usando (+S)

y+x=x-(-y).
Asl, x+y=y+x.
11) Supéngase x,yeN ; por (+2)
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x+y—--(-x+—y)--(-yw—x)—yﬂ-c

(53) L) Sea xeN,” como OeN
\(’D—X+U—X
u) Sea xeN ,por. el e jemplo 1 de :la definicion 4
; : ‘%<0, o bien
0<% y. como. 0eN usamos: (+6) para ¢al-

40z
x+0=-(~x~0)=-{-x}=x
;81 %x=0 por (+1) y usando -0=0
Cx4(=%)=20+(~0)=0+0=0+0=0
sL xeN' éntonces -xeN 'y por (+3)
x# {~x)=x-(--x)=x-%=0
H) Sea XeN , entonces -xeN y por (+5)
X+ (~x)=-%-(-x)=0

“sa) i) Sea

Con objeto de definir la mnultiplicaclén de nuameros enteros, se
denota, por el momento, el producto de dos nimeros naturales a y b como
ab, empleando la cruz x para el producto de enteros.

DEFINICION 6. El producto de nuimeros enteros es la funcién

% ZRT T
ab si
_] (-a)(-») si
A AT

-{{-a)p) si

Andlogamente, la notacion axb abrevia a x{a,b} y se tlenen las

propiedades usuales de la multiplicacion de numeros: enteros,-.de.:las’ ..

cuales se muestran algunas de ellas.

PROPOSICION 4. ¥Yr,s,te? se cumple
(P1) rxs=sxr
(P2} rx(sxt)=(rxs)xt
(P3)} rxi=r
(P4) rx0=0
(P5) rx{s+t)=rxs+rxt
(P6) rxs=0 <= r=0 v s5=0
(P7) rxs=1 e (r=1 A s=1) v {r=-1 A s=-1)

Prueba: _
(P1) Cuando reN & seN :
Por (x3)
rxs=-(r(-s)),
Por (x4}

sxr==((-s})r),
como r(-s)=(-s)r resulta que . rxS=sxr.
{P3) 1) Sea reN, como leN usamos (x1)
rx1=(r) (1)=r
£1) Si reN usamos (x4)
rxl==((-r)(1))==(-r)=r
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. En cualquler caso,. rx1=r.
(P43 1)vreM
> _por (xl) T UEk0=(r) (0)=0
U) e AT o
‘por (k) rxQ=s (-1 ¥(0))=-0=0,
: D En cualqu&cr caseo r«0=G.
(P6Y."1 ) reN, 'seN .
<5 Del’ heche de que O=rxs=={r(-s)).
_se tiene.r(+s)=0, T e
come esta altima igualdad ocurre en N. se:cumple
o r=0 vi~s=0, y de aqul .

.r=0 v s=0: s
;H) riseN: i z 2z
: O-rxs-( r){-s), nuevamente, como «r.-sew
-r=8-v -s=0, .0 blen
S , r=0'v s=0 . - :
© {P7) La implicacion de derecha a izquierdaies:trivia

‘1a otra supéngase reN & sed & rxs=1, entonces. -
1=—{r{-s)) : 3 S
como ‘la funcién - es inyectiva
) ri{-s)=-1, i
pero r,-seN implica -1=r(-s)eN, lo. cual es:;absurdo
tonces este caso no puede darse. Ana]ogame,
se d& el caso que reN A selN A rys=1 .
Por otro lado, e] caso r,seN es trivial y la:ultim
bilidad es r,seN , en tal situacién: . -
1arxs=(-r){-s)
¥ como -r,-s€N se tiene que
~r=l a -ssi K
otra vez se usa la inyectividad de 1a func
concluir o

r==1 A s=-1

El orden, la suma y el producto de T extlenden .a los de N, es este
hecho el que permite emplear los mismos signos para denotarlas.

PROPOSICION 5. El orden < es compatible con la suma y el producto en Z:
Y.y, 262
i) X<y o xezcyrz
11) x<y A 2>0 @ xz<yz .

En la definicion 1 se establecié la diferencla entre dos numeros
naturales m, n y la exitencla del opuesto de cualquier entero permite
definir la resta de cualesqulera dos numeros enteros: si x, yeZ

X-y=x+(=y).

3.4 LA UNICIDAD DE LOS NUMEROS ENTEROS

Ensegulda se presenta un resultado de unicidad para Z, salvoe
isomorfisno, como un conjunto 1linealmente ordenade sin extremos
donde cada subceonjunto no vacio tiene un minimo y un maximo.
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TEOREMA 2. La estructura linealmente ordenada <Z,<> satisface
(1) VYxeZ 3y, zel{ x<y A z<x )
(2) vasZ( azo A 3z,weZ( V¥xea( x<z A wsx ) ) »
3m, neal Vxea ( xSm A msx ) ) )
y sl <2,<> satisface (1) y (2)entonces exlste una funcién
f:I—Z biyectiva tal que x<y = f(x)<f{y).
Prueba:
(1} Sea xeZ y pongamos y=x+1 A z=x-1, debe probarse
XEX+L A X=1<x
esto es claro en el caso que seN pero puede probarse en
general mediante la compatibilidad del orden con la suma en
Z: s} ocurriese
REX+] V X-12x entonces
)+ {-x)=(x+1)+{-x) v x=1+{-x)2x+(~x)
oz=x+(-x)+*1 v (x+(-x})-1z0
0z0+1 v 0-1x0
o=1 ' v -1=0
lo cual es absurdo. _
(2) Sea a un subconjunto no vacio y acotado de Z. Como Z=NuN
a=(N naJu(lNna)
dividimos esta prueba en dos casos:
1) Nna 29 # Nna,
por hipétesis { zeZ| ¥xeal %=z ) }#& entonces
S={ zeZ} VxearlN( xsz ) }+#o
entonces SSN  tlene un minlmo; sea m ese minimo,
Ahora,si m=0 entonces debe ser S={0} & mea y si mz0
también méa pues en caso contrario
VxearN{ x<m ) y entonces
vxeanN( x=m-1 ) pero entonces
m-1sm
esto significa que m-1 también es un minimo de S, lo
cual no es posible.
Asi, se tiene que mea y es maximo de anN como también
lo es de a.
Por otro lado, sea N={ yeN| 3IxeN "ra ( y==X ) } o bien,
N={ -xel| xeN na }
Como antes, n tlene un maximo que denotamos n', sea
n=-n’ entonces VYxelN “rafl -x=n' ) o blen,
vxel na( nsx ); _
es decir, n es el ninimo de anll y consecuentemente de

a.
11} andi=0 v ardl=o
También en este caso se satisface la conclusién del
teorema tomando como m al miximo y_como n al minimo
(usando el proceso anterlor} de anll si este es no
vacio o de anN en otro _caso. Por ejemplo, si
arll #¢entoncesN' ={ -x| xeanlN }SN tlene un minimo n
por ser no vacio y de acuerdo a la primera parte del
inciso (i) también tiene un méaximo m.
Aqui hacemos un paréntesis para exponer un lema que ayudara
a probar la seguda parte de este teorema.

LEMA. Sea <X, <> un conjunto linealmente ordenado que cumple
a) vxeX ImeX( x<m )
b) VacX( a#e » Inea( VYxeal n<x v n=x ) ) )
c) YasX( a#@ A 3zeX( Vxeal x<z v x=z ) ) =»
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Amea{ Vxeal x<m v x=m ) } }
Entonces <X,<> es isomorfo a <N, <>
Prueba:
La idea es asoclar a O el menor elemento %o€X, a 1 el siguiente a
Xo, a 2 el sigulente del siguiente a Xo, etc.; esto puede hacerse
recursivamente.
Sea xeX, por (a) { zeX| %<z }#2 y por (b) tiene un minimo; como
el orden < es total ese minimo es Ynico, entonces se puede definir
F:X——X dada por
F{x)= <-min{ zeX| %<z }.
Usando el teorema de recursién estudiade en el capitulo 2 con
a= <-min{X) resulta que existe
h: H—X
(1) h{0)=a= <-min(X)
{2) h(n+1)= F(hin))= <-min{ zeX| h(n)<z }
Observemos que (2) Implica h(n)<h(n+l); esto prueba que h es
inyectiva:
Sean m,neN y digamos, m<n, se usara induccién sobre n para ver que
h(m)}<h(n).
1) S1 n=1 entonces m=0, por la observacién anterior h(O0}<h(1).
11) Supéngase que m<n implica hi(m)<h(n), ahora se vera que si
m<n+1 entonces h{m}<h(n+1).
Sea m<n+1, sl m<n entonces h{m)<h(n) y ademas h{n)<h(n+1), por
tanto hi{m)<h(n+1).
Por otro lado, si m=n
him)=h{n)<h(n+1).
Es decir, en cualquier caso m<n+i = h(m)<h{n+1).
Esto prueba que Vm,neN{ m<n = h(m)<h(n)) y solo falta probar que
h es suprayectiva porque ya es compatible con el orden.
Supéngase que h no es suprayectiva entonces XNIm(h)=a y por (b}
tiene un <-minimo Xo entonces Xo acota al conjunto Y={yeX| y<xo }.
Si Y= se tendria VyeX( y>%a Vv y=Xo ); es decir, Xo=minX=a=h(0),
ast que Xo€Im(h) lo cual es absurdo; por tanto debe ser Y#2 y por
(c) tiene un <-minimo yo.
Sea ye€X con Yo<y, como Yyo=maxY resulta que ygY, entonces xosy,
esto significa que xo=<-min{ yeX| yo<y }.
Por otro lado, yoeY entonces yo<xo=minX\Im(h) entonces yogX\Im(h)
o blen, 3meN( h{m)=ys ) pero en tal caso,
xo=<-min{ yeX| yo<y }= <-min{ yeX!| hi(m)=y )= h{m+1)
lo cual significa que xoelm(h), pero, nuevamente, esto no es
posible y esta contradiccidn prueba que h es suprayectiva.

Ahora ya se pucde terminar la prueba del teorema 2; es decir, que
<Z, <> es isomorfo a <Z,<>,

Sea zoeZ cualquier elemento, Z'={ z€Z| zo<z v 205z } ¥, .
Z ={ ze€Z| z<2o v 2=20 }. Se tlene que probar que <Z', <> es
isomorfo a <N, <> culdando que se cumplan las hipdtesis del
lema anterior,
(a) Sea xe2'cZ, por la hipétesis (1) del teorema 2
Jye2( x<y ) .
Yy como Xe€Z', Zosx<y entonces zo<y asi, yeZ.
{b) Sea ac2'sz, por hipdtesis 2 del teorema, el conjunto a
tiene un minimo.
(c) También, si asZ’ es no vacio y acotado, por hipétesis 2
del teorema a tiene un maximo.
Analogamente, ayudados del lema anterior puede verificarse
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que ‘el conjunte <Z;<'> es isomorfo a. <N, <> donde x<'y si y
: solo sl y<x, pues esa  estructura- cumple (a),  (b), {c) del
lema usando’las hipétestis (1) y (2) del teorema .
Asi pues. “existe una funcién hlyectlva
FIiN——T" tal que  m<n e £ im)<fT(n) s
y ‘und“ funcién
. CfT e 52 - tal que n<n e £ (m<rT(n),
Con-estas dos funciones ya puede daTse una f Z—-——)Z ca

£'(m) si mz0
fim)= R
f (-m) si m=0

1) f es suprayectlva pues i Yy £ lo son y ademixs Z-‘Z Vi &5
.11) Sean.m,n€Z, sl m,n<O0'V m, nz0 ws clarc que m#n f(m)sef(n) y .
si m‘o A no observemos primero.que:zo es el primer_ elemem.o T
de 2° asi que f (0) 20 pues si no fuera asi entonces:: - B
3z€2( <l (0) .
o bien 3meeN{ f’(mo)<f'(0) ) pero esto significa que ma<0 1o
cual es absurde; ahora
fln)=f (-n) & f(m)=f"(m) .
y adem&s -n>0, m>0 entonces f (-n)>f(0}=z0 o blen zo¥f (~n} y< -
£ (m)>£°{0)=z0 asi que f {-n)<f'{m) es declr f(n)<f{m), Esto sig-
nifica que f es inyectiva y; de hecho, tamblén establece la compa-
compatibilidad del orden. 1

3.5 LOS ENTEROS COHO CLASES DE EQUIVALENCIA

Para flnallizar este capitulo, y a manera de comentario, se haran
algunas comparaciones entre la definiciéon 2 para los enteros (sus
operaclones y el orden) y otra que se da a continuacién.

Sea i={ x| 3a,b,c,deNl x=< <a,b>,<c,d> > ) A a+td=b+c}: es decir,
1 es una relacién de NxN en que <a,b>i<c,d> ¢» atd=b+c.
Puede verse que [ es una relacién de equivalencla e induce una
particion de HxN en clases de equivalenclia; de hecho, se puede
pensar, en la clase de equlvalencia de un par ordenado <a,b> deno-
tada por ab y definida como
ab={ x| 3m, neN ( x=<m,n> A <m,n>i<a,b>) }
={ <m,n>eNxN| <m,n>i<ca,b> }
realmente, una clase de equivalencia es un conjunto gracias al
axioma de comprensién de Zermelo-Fraenkel pues,
absMxM, o blen, AbeP(NxN)
Esto también indica que la coleccidn de todas las clases de equiva
lencia es un conjunto; de hecho es un subconjunto de P(NxM); sea
Z esec _conjunto, ayudados del orden en N se puede dar un orden a
este Z :
Definicién. ab < td «» a+d < b+c.
Donde < es el orden en N y < es el orden para Z

Puede verse que este orden esti bien definido; es decir, no depen

de de la elecciéon de los representantes de la clase ap Yy que ade-
mas es un orden lineal.
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Por ot‘ro‘ lado, las op=raclones en =t se puédgdeﬁnir como .

7 ab+gd = Tarelloedl oy ‘
donde. Ta+c][bid] es-la clase de equivalencin }i‘e' lﬁsnl‘xmefos a+
b”('?on todas eétns dusiniciones €I, ¢ 4,5 {somor! <
por elemplo a través de la funcion: - i

17 —2
f(ab)=a-b

No se pretende entrar cn los detalles de las prusbas de todo lo que
se ha dicho hasta agui; las observaciones seran- en relacién a la
primera definicién que se dlo para Z. Por ejemplo, el conjunto Z
extiende de una manera muy natural N; de hecho, N<Z; es decir, tomando
como base a los numeres naturales (los positives y cero) solo se e
agregaron nuevos objetos que tomarian el papel de 1los enteros
negativos; igualmente el orden y las operaciones en N se mantlenen
exactamente igual {mas que de manera isomorfa) que cuando estos sg¢ ven
como nUmeros enteros. Las ventajas en la definicliéon de Z son
evidentes: es mucho mas facil establecer el orden y las operaclones, y
también resulta mds senclllo hacer las pruebas de las propledades que
cumplen estas relaclones, pero aqui se pierde l}a manera intuitiva en
que se relacionan N y I; en este caso no sucede que NSZ, sino que N es
isomorfo a un subconjunto de Z, a saber, al subconjunto de los

elementos de l.mayores que la clase 00 en el orden «.

En otro orden dg Ideas comentaremos que sl blen este capitule
comenzd definiendo Zy no I es porque aqul se trata de presentar a los
obJetos de los que se habla, de la manera mas natural posible pero sin
que las propledades sobre ellos sean demasiado complicadas de obtener.

Finalmente diremos que Z.es la fortma eh Que se presenta a los
niumeros chteros en un curso tiplco de dlgebra; es muy preclsay, sobre
todo, elecgante pere, al parecer, menos intultlva que lapresentada al
inicio de este capitulo.
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4, LOS NUMEROS RACIONALES

Las definiciones que se exponen aqui para los nimeros raclonales,
sus operaciones y su orden, son las que se pueden encontrar en casi
cualquier texto relaclonado a la materia; es muy elegante y facil de
enunclar, por lo cual es sencillo probar todas las propledades.

También se incluye un resultado de unicidad que caracteriza a los
nimeros raclonales como un conjunto totalmente ordenado, sin extremos y
numerable, debido a esta ultima caracteristica serid necesario incluir
los conceptos necesarios para poder hablar de numerabilidad; tode esto,
desde luego, el los términos de la Teoria de los Conjuntos.

4.1 LOS NUMEROS RACIONALES COMO CLASES DE EQUIVALENCIA

PROPOSICION 1. Sea la relacion g&{ZxZN\{0})x(ZxZ\{0}) dada como
Va,b,c,deZ( <a,b>q<c,d> s ad=be )
entonces q es una relaclén de equivalencla sobre ZxZ\{0}
Prueba:
1} q es reflexiva:
Sea <a,b>eZxIN{0}
<a,b>g<a, b> + ab=ba
1o cual es inmediato de 1a conmutatividad del producto en I.
11) ¢ es simétrica:
Sean a,b, ¢c,deZ tales que <a,b>g<c,d> entones
ad=bc por cenmutatividad
cb=da lo cual significa
<e,d>g<a,b> .
111} q es transitiva:
Gean a,b,c,d,e,fe€l tales que <a,b>g<c,d> & <¢,d>g<e,f> en-

tonces
ad=bc & cf=de por tante o :
(ad)f=(be)f ' T
(ad)f=b(cf)=b(de)
a{df )=b(de)
a(fd)=bled)
{af)d=({be)d, ahora, como d=0

af=be; es decir,
<a,b>q<e, >, -

Obsérvese que si fuera qSIxZ, g no necesariamente es transitiva,
pues en la prueba anterior se usa fuertemente el hecho de que d=0. ~

De acuerdo a la proposicitn 6 del capitule 2 esta relacion de
equivalencia permite definir una particién de ZxZ\{0) en subconjuntos
de la forma

<a,br>q={ <x,y>€ZxIN{0}| <x,y>q<a,b> }

Para este caso, el conjunto <a,b>q se denata por arsb, ast que la
particién es
0={ zeP(ZxZ)| 3a,beZ( b0 A z=asb )} }
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el elemento aeZ se llama el numerador de z2€Q y el elemento.beZ se ilama .
el denominador de ze€Q. .

DEFINICION 1. El conjunte Q de clases (conjuntos)} de equivalencla. de
ZxZ bajo 1a relacién q se llama el conjunto de. Nameros
Raclonales. :

Antes de ordenar y establecer la aritmética de @ vale .la .pena hacer
algunas observaclones sobre él. En el capitule anterior se extendid el
conjunts N de numeros naturales para llegar al conjunta:Z .de nUmeros
enteros, de manera que resulta NSZ; aqui, 1a extenslén de. Z para llegar
a 0 es un poco diferente: no resulta Zs@, pero si hay: una..funcién
inyectiva muy natural de Z en Q, a saber,

Efectivamente, i1 es inyectiva pues sl 2/1=2'/1, de acuerdo a -la
observacion a la propesicion 6 del capitule 2
<z, i>g<z', 1>; es decir,
2+1=2" 1, o bien,
=2z'.
En otras palabras, se puede abusar de la notacién al escibir 250
identificando 2 cada elemento 2z€Z con el elemento z/1e0.

Por otro lado, puede verse geométricamente la relacién entre Z vy @
en el plano ZxZ\{0): el numero racional p/q corresponde a la recta
(discreta) de pendiente g/p que cruza por el origen.

-172
N

13
4.2 EL ORDEN EN @

Por el momento se denotard con < al orden de Z para definir un orden
en O que, como se verd mas adelante, si se restringe a I colincldira con
el suyo proplo, por lo que, en su momento, se escribiran con el mismo
signo.

Primero observemos que, gracias a que € es una particién de ZxZ\{0O},
el denominador de un numero raclonal es diferente de cero, de hecho,
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siempre es posible tomar un repreéentante con denominador positivo dado
que . .

a/b=-a/~b . (es a(-b)=b{-a), lo cual es valido en Z)
y-sucede ‘que b 6. -b es. positlivo. Asi pues, en adelante se supondré que
cualquier  {numero) racional tiene.denominador. positivo. (Por qué este
artificlo?,... porque debe ocurrir

f < % (0 sea ~2¢-1) = 8=81 < -1--4=4

pero ‘esto funclona correctamente repi‘esentando 8/-4 como -8/4,. con esto
) ~8/4 < ~1/1 s =8<-4 .,

Lo anterior se.puede evitar si se define -a @ como clases de
equivalencia de IxN .

DEFINICION 2.DPefinimos la relaclén <SOxQ en € dada por
Va, ceZ Vb,deN( a/b<c/d e=» ad<be ) o bien .
Vz,yeQ Va,ceZ VYb,deN( z<y e= 2z=a/b A y=c/d A ad<bc ).

PROPOSICION 3.La relacién <SOxG define un orden total en @.
Prueba:
1) < es irreflexiva: ¥YzeD( =(z2<z) }
. a/b<a/b e ab<ba ¢ ab<ab

pero < es irreflexiva entonces =(ab<ab) 6 =(a/b<asb).

11) < es transitiva: Vx,y,z€0( x<y A y<z =» x<z }
Supéngase x=a/b, ync/d, z=e/f
sl x<y & y<z entonces ad<bc & cf<de

como O0<f adf<bef
como o<b bef<bde
por transitividad de < adf <bde
o bien afd<bed
por cancelaclén, para d=0 af<be
es decir, asb<e/f

111} < es tricotémica: ¥x,yedl( x<y v x=y v y<x )
Sean x=a’/b, y=c/d.
Como < es tricotomica ad<bc v ad=bc v be<ad,
En el primer y tercer casc ocurre, respectivamente,
asb<esd v e/d<asb
y si ad=bc entonces <a,b>g<c,d>, por tanto as/bacs/d.

En la deflinicién 2 debe verlficarse que < es una relacién blen
definjda, puesto que para definir x<y, donde x=a/b & y=c/d, se ha
tomade el par <a,b> de la clase de equivalencia asb; pero en esta
clase puede haber (y de hecho leos hay) mas de un elemento, digamos
<p.q>ca/b, entonces debe suceder que x<y e pd<cd. Esto se verifica en
la siguiente proposiciédn.

PROPOSICION 2.Sean a,b,c,d,p,q,r,s€Z tales que b20=d, q#0#s y <p,q>e€a’/b,
<r,s»ec/d entonces
ad<be = ps<qr
Prueba:
<p,q>€asb significa que <p,q>q<a,b> lo cual, a su vez, qulere
declr
pb=aq.
Andlogamente, <r,s>ec/d = rd=sc.
De pb=aq se tiene pbd=aqd=adq, como q>0
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pbd=adq<beq, como 520
pbds<beqs=bgsc, de rd= "sc

phds<bgrd a blen ; T
psbd<qrbd finalmente, b:Dsd entonces
ps<qr. :

La implicacién en sentido contrarlo .se obtlene lnvlrtlendo el
orden de la secuencia de los pases anterlores. :

Dado que se ha identificado a un elemento x€Z con el elemento x/1&€Q
puede decirse que el orden de @ extiende .al orden de ' Z, : porque si
X,ye? & %<y entonces ’

x-1y-1  es declr  w/1<y/1.

4.3 LA ARITMETICA DE O

En 7 existen elementos distinguldos O ¥ 1 con propledades especlales,
sus correspondlentes imagenes 0/1 y 1/1 se denotan con los mismos
simbolos (cuando no haya confusién), tendrin propledades analogas vy,

desde ahora, se les pueden ver algunas particularidades faciles de
verificar:

1) si <x,y>e0/1 entonces =0,
11) sl <x,y>€1/1 entonces x=y.

tas propledades de estos elementos estan descritas dentro de las
operaciones entre nimercs raclonales.

Sean + y - las operaciones de suma y producto, respectivamente en Z,

PEEINICION 3. Definimos la funcién @: Ox0-——Q como
a(asb, c/d)=(ad+bc)/bd
Se escribe as/bec/d en lugar de o(a/b,c/d) y se abusa de
1a notacién para emplear el signo + en vez de o,

Obsérvese que el elemento lad+bc)/bd realmente esta en © pues bx0 &
d»0 'y, realmente, la suma ® ne deflne correctamente una funcién (ni
siqulera una relaci6n) mientras no se pruebe que no importan los
elementos de los conjuntos a/b ¥y c/d empleados para definirla.

PROPOSICION 3. Si el <m, n>ca/b & <p, q>ec/d entonces
<mg+np, ng>e{ad+be )/bd
Prueba:
Segun como estan definidos los elementos de O, quiere probarse
que si mb=na y pd=cq entonces [(mq+nplbd=nglad+bc).
Pero, por conmutatividad de la multiplicaclén en Z

(mg +np Jbd=mgbd+npbd

=mbqd+pdnb,

como mb=na y pd=cq =naqd+cqnb
=ngq(ad+bc)

es decir, (mg+np)bd=nq(ad+bc).

Otra manera de establecer la proposicién anterior es emplear 1la
observaclién a la proposicién 6 del capitulo 2 que indica que las clases
de equivalencia (ad+bc)/bd y (mg+np)/nq son iguales si y solo si sus
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representantes <ad+bc,bd> y <mg+np,nq> estan en la relacién que define "

a 0; esto es lo que se probd en la proposiclén 3.

Una vez que se ha verificado que la suma de mimeros raclanales es
una funcién bien definida, se procede a mostrar algunas® de - sus
propledades. ) LT

POPOSICION 4. 1)} YxeQ( x+0=x=0+x ).
11) VxeQ 3Jzel( x+z=0 ). o
i11) vx,yeQ( x+y=y+x ). e
iv) Wx,y, 2e0( x+(y+z)=(x+ylez ),

Prueba: o
i) Sea x=as/b, entonces a/b+0/1={a‘1+b-0)}/b:1=asb,
11} Sea a/bed, entonces -a/bed y -l

a/b(-a) /b= (ab+b{-c)) /bb= (ab—ab)/bb O/bb 0.
111} Sean x=a/b, y=c/d .
x+y—a/b+c/d-(ad+bc)/bd—(bc+ad)/db—(cb+da)/db—
=¢/d+a/b=y+x.

DEFINICION 4. Se define la funcién o:0x0——Q como
a{as/b, c/d)=ac/bd
Por notacioén: @ (a/b,c/d)=a/hec/d=asb-c/d

Realmente el elemento ac/bd estda en @ pues b*0#d entonces bd#0 vy,
asi como en la suma, hay un resultadec que implica que o define
correctamente una funcién.

PROPOSICION 5. Si <m,n>eas’b & <p,q>e€c/d entonces <mp,nqg>€ac/bd.
Prueba:
Quiere probarse que mb=na & pd=qec impllca mp:bd=ng-ac.
Pero esto es facil:
mp-bd = mb-pd = na‘qc = ng-ae,

El producto en @ tlene propiedades semejantes a las de la suma.

PROPOSICION 6 1) Vxe@( x+1=x=1-x ).
11} Yxe@{ x#0 » 3zeQ( x-z=1 ) ).
111) ¥x,ye@( x-y=y'x }.
v} ¥x,y,2eQ( % (y-z)=(x+y)-z ).
Prueba:
1) Sea x=a/be0 y meZ diferente de cero
X 1=2/b m/m=am/bm=a/b=x.
1i1) Sea O#x=a/be@l, de acuerdo al analisis hecho en el primer
parrafo de esta seccién, debe ocurrir a=0; con esto z=b/aell y
x-z=a/b-b/a=ab/ba=abrab=1/1=1,
1

Por supuesto, también vale la propiedad distributiva en @; es decir,
sl X,y,ze0 entonces x-(y+z)=x-y+x-z .

Por otro lado, la propledad x-y=0 e x=0 v y=0 debe probarse a
partir de la definicion de Z y de su producto; en @ esta propledad se
obtiene de algunas de las derlivadas en la proposicion 6:
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‘see uncian, sin demostracién, algunas de las propiedades
0 relacionadas con la suma y el producto:

PROPOSICION 7. Sean x,vy,z,we@ entonces
FEEE R 1) X<y e x+z<y+Z

1) %<y A 250 » x-z2<y*z2
111) %<y A 240 » x-20y-2
1v) x€y A 0<2Z<W = xz<yw ,

Prueba:
Se prueba esta proposiclén solo en los casos mis interesantes.
111) Supénganse x=as/b, y=cr/d, z=m/n.
Quiere probarse que
a’/b<c/d A mn<0/1 » am/bn > c/dr o bien
ad<bc A m<0 » am:dn>bn-cm
Pero esta propledad se desprende de la analoga para Z:
Primero, hemos elegido neZ tal que n>0, de tal suerte que
mn<o ademéds
ad<bc  entonces
admn>bemn o bilen
amdn>cmbn.
La otras afirmaciones de esta proposiclén se prueban de manera
igualmente sencilla y el interesado puede realizarlas sin ningu
na dificultad.

4.4 CONJUNTOS NUMERABLES

Al inicio del presente capitulo se indicé que uno de los objetives
del mismo eg obtener una caracterizacién del conjunto @ de numeros
racionales como un conjunto numerable, totalmente ordenado, denso y sin
extremos. En vista de lo anterior, esta secclén es un paréntesis para
introducir los conceptos necesarios para llegar a la nocion de
numerabilidad ; si bien este Gltimo es el concepto principal de esta
seccidn, habra otras ideas que permitirdn una vislén mas completa de su
significado intuitivo.

Es util retomar la idea de nimero natural como un conjunto: 0=3 A
vn=0( n={0,1,2,...,n-1} }; esto permitira establecer faclilmente las
ideas que se requleren.
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_ DEFINICION '5: Un conjunto a es finito si existe una funcién bliyectiva
o de é1 sobre algun numero natural. SiI FIN es la clase de
los conjuntos finltos entonces puede decirse
Va( a€FIN e 3neN3f[ f:a—an A Vx,yeal fx)=f(y) » x=y.)
A Vmen3zeal m=f(2) )1).
Ademds, decimos que a es infinito sl no es finito, en
términos de clases
INFIN={ al| a<¢FIN }

Lo Unico que dlce la definlcién anterlor es que un conjunto a es
finito si es equipotente al (existe una funcién biyectiva de a en el)
.conjunto formado por los primeros n nimeros naturales; en este caso,
se dice que a tlene n elementos o que el cardinal de a es n, esto
escrito come lal=n.

Observacion: 1. ¥VneN{ |ni=n )
2. Ya,b( aeFIN A b equipotente a a » beFIN ).

PROPOSICION 8. Va( aeFIN » V¥x( au{x}eFIN )
Prueba:
Se dara un bosquejo de la prueba.
Sean aeFIN y % un conjunto, si xea entonces a=au{x} es finito y
si x¢a la funcion

& au{x}——n~ dada por
2ly) fly) si yea
n sl y=x

PROPOSICION 9. 1) a€FIN A bsa » beFIN
11) VneNvx( xsn » xeFIN )

es blyectiva,

Prueba:

Que (1i) » (1) es claro, para probar (ii) Usese induccién

sobre n.

1) Si xS0=2 entonces x=0=p » XeFIN.

11} Si xsn~=nu{n} y n es finitc entonces
si nex = xSn y, por hipétesis de inducclién xeFIN.
s] nex » x=zu{n} donde z&n (de hecho, z=x\{n}); por hipéte~
sis de linducecién z es finito y, por la proposicién 8
x=zu{n} es finito.

PROPOSICION 10. (a) Ningun ntmero natural es equipotente a alguno de
sus. subconjuntos proplos.

(b) Ningan conjunto finito es equipotente a alguno de
sus subconjuntos propies.

Prueba:
Se probard (a) por induccieén.

Denotemos, por ahora, como = la relacién (de equivalencia) de
ser equlpotentes,

Debe probarse p{n)=¥x( x&n A x2n » a{nx=x) ) por inducclién sobre
n.
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p(0)2 Vx{ xS0 A %20 » ~(0=x) } lo cual es clerto porque el
antecedente es falso.

e(n} » p(n<)s ¥x({ xSn~ A x=n- 2 2{p~=x) ).
Supéngase que hay un subconjunto propio x de n- que es
equipotente a n-; es declr, existe una funcién biyectiva
f de x sobre n-.
Como x es un subconjunto propio de n- consideremos dos
casos:

1)

2)

nex
En este caso x&n, ahora, nen~ entonces hay unico zex
tal que f{z)=n. Sean y=x\{z} & mey entonces mex &
f(m)en~, pero f{m)#n pues en caso contrario
f{m)=n=f(2)
y entonces, como f es Inyectiva m=zey=x\{z}, lo cual
es absurdo. Esto qulere decir que
fly: y——n
Ademas, fly es inyectiva y si aen entonces sen-~ por lo
cual 3Jkex( f(k)=a ), pero a#n Implica k#z, por lo
tanto key, 1lo cual quiere decir que fly wes
suprayectiva y entonces y=n con ysSx, xSh & y#x, lo
cual contadice la hipdtesis de lnduccion.
Por lo tanto, en este caso, ¢(n-) se satisface.
nex
Aqui tomaremos en cuenta dos subcasos.
1) f(n)=n
fgual que en el casc anterior, para y=x\{n} resulta
que fly es biyevtlva.
Ademds, ysn y si sucedlera y=n entonces
n~=nu{n}=yu{n}=(x\{n})u{n}=x
lo cual contradice el que X es subeonjunto proplo
de n-.
Entonces y#n & ysn &y=n que contadice le hipodtesis
de inducclén.
11) f(n)#n
Sea zex tal que f{z)=n, entonces z=n.
Por otro lado, sea y=x\{n}; lgual que en el caso 1
fly:y—on
es inyectiva y si men entonces men-~, sea wex tal
que f(w)=m; como men se tiene m=n y de aqui w=z
pues s1 w=z entonces n=f(z)=f{w}=men, lo cual
es absurdo. Asi, f|y es suprayectiva; o sea,
y=x\{z}=n,
Ahora bien, estamos en el caso ne€x y hemos obtenido
2z#n, esto fuerza a que ney, entonces pongamos
xo=(y\{n})u{n}
Es claro que y=Xo, también xeSn y sl fuera Xo=n en-

tonces
n=(y\{n}u{z}=((x\{z})\{n}]u{z}=(x\{z, n})u{z)=
=x\{n}; por lo tanto

n~=nu{n}=0(x\{n})uin}=x, lo cual es falso.
Asi que xo#n & XoSN & Xezy=n lo cual, nuevamente,
contradice la hipdtesis de induccién.

Por lo tanto, ¢(n-) se cumple también en el caso 2.

Finalmente; ¥neN, ¢(n-)avneNvx{ xsn A x*n = -(x=n) }.
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La parte (b) de la proposiclén 10 dice que sl un conjunto es finito
entonces no es equipotente a ningunc de sus subconjuntos proplios:.  Esto
tiene una consecuencia inleresante. :

COROLAR10. EIl conjunto de numeros naturales es lnrlnlto.
Prueba: it
Para probarlo basta dar un subconjunto proplc de "N .-que sea
equlipotente; esto es facil. Sea
f: N——N\{0} dada por.
f{n)=n-
Ya se ha probado (capitule 2) que esta f es inyectliva.y que f

es suprayectlva es uno de los axiomas de Peano vy, ademas, .es.._

obvio que
MN{OSN A BN{O}=N
Por la proposicién 10, N no es finito; es declr, N es infinito.

DEFINICION 6. 1) Un conjunto a es domifnado por un conjunto b, denotado
acb s1 existe una funcidn inyectiva de a en b,
2) Un conjunto a es dominado estrictamente por un conjun=~
to b, denotado acb si a es dominado por b pero a no es
equipotente a b,

PROPOSICION 11 (Teorema de Cantor). ¥x( x«P{x) ): Todo conjunto es dom}
dominado estrictamente por su potencia.

Prueba:
Es facil ver que xwf(x) pues

es inyectiva.
Para probar que la dominancia es estricta veremos que no puede
haber una funcién suprayectlva de x sobre P{x}.
Sea g:x——P(x) y considérese b={ aex| aggla) }.
Es claro que beP(x)}, pero beIm(g) pues es ese caso habria aeex
tal que glas)=b y aqui bhay dos poslbilidades.
1) aeeb

entonces ace#g(aoc)=b; es decir, aoceb.
11) ‘aogb

entonces aoceg{ac)=b; es declr, aceb. '
Esta contradicecién implica que g no es suprayectiva" pues
beIm(g).

|

Para facilitar la escritura en el teorema que sigue, se Introduce la
siguiente notacion:
Si hix——y & 26x el conjunto depotado h(z] es
hiz)={wey| 3rex( hir)=w ) }={h(r)l rez }

Ensegulda un resultado se suma importancla en este contexto.

TEOREMA 1. {Cantor, Schrieder, Berstein). Si axb & b«a entonces a=b.
Prueba:
Sean {:a——b y g:b——a funcliones inyectivas.
Si Im(g)=a entonces a=b,
81 Im{g)*®a podemos definir en forma recursiva
Co=a\Im(g)
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S EP v Ynel Casi=glf [Call
S1 denotamnsv 22 =f[Cn] se tiene .
i -ynel Cnea=g (Dn)
o Conslruyamos ‘ahora una funcién biyectiva - de a en b. Sea
I a-—;b .- dadapor

£(x) si xelll Cnl neN '}
g7' (k) s1 xeU{ Cnl neN }

es el inico "elemento yeb (si existe) tal'que
este “'caso,- ese - elemento yeb existe pcrque'wsl
Zn@lJ{ Cnl nel } entonces VneN (x¢ Cn) : .
en parucular. x#Co=a\Im(g), lo cual significa que xelm(g)
“‘Ahora,” que‘h es inyectiva es porque sl x & 'y son:elementos

distintos.de a & .

1) %, yeU{ Cnl" nedN } R
entonces f(x)#f(y) porque f es Inyectiva, razén por la’cual:
hx)=hiy). T

1) 3, ysel( Cnl neN }

h(x)=g "} (x)=g" (y) h{y) porque g es lnyectlva.
111) xelJ{ Cn! neN }, yeU{ Cnl neN }
aqul, hix)=f{x)
niy)=g" (y)
Como xeCm (para algin meN) entonces h(x)=f(x)ei'[Cm]=Dm.

h(x)

Ahora, (y):Dm pues en caso contario: (y)ef{le
implica que y=g(&' (y))sg[rlcm]l =Cm*, lo cual no es ‘posibie
pues yeU{ Cnl| neN
Por tanto, h(x)eDm 2 hly)¢Dm; consecuentemente,
hix)=h(y}.
Veamos que h es suprayectiva.
Sea zeb
si zeUDn entonces zeDn=f[Cm] entonces hay un xoeCmSa
tal que 2=f(xo)=h(xe}.
Por otro lado, si zeb\UDn observemos primero que g{z)elkn, esto
es asi porque si n=0, entonces g(z)e¢Co=a\im(g) y, ademas, sl
sucedlera g(z)eCn~=g{f[Cnll=g{Dn] entonces habria un 2'eDn tal
que g{z)=g(z'), pero entonces z=z'eDn que contradice el supues-
to de que ze¢UDn. Asi, por definlcién,

niglz))=g ' (glz))=z.
Por tanto, h es suprayectlva y, en conclusion,
a=b,

DEFINICION 7. Un conjunto a en numerable si existe una funclién f:ia—N
biyectiva.

Con el Teorema 1 ya es facil probar que 02 es numerable. Como
preambulo, digamos que, con el matelal desarrollade para los numeros
enteros puede desarrollarse la llamada Teoria de los Numeres y ahi se
sabe que un nimero racional (p/q., q>0)} se respresenta de manera unica,
por ejemplo, temando p ¥ q como primos relativos. Como el camino para
obtener ese resultado es muy largo, lo aceptaremos verdadero para
escribir las sigulentes funciones inyectivas:
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H i p/a—L<p, o> : R
B <m, >t 2%(2ne1)-1
j:fectivé\'mente. 1 es inyectiva pues si 2"(2n* +1)-1=2"(2n+1) entonces

220" +1)=2"(2n+1), .ahora, si m'>m entonces 2" eN y 2™ “™(2n’ +1)=2n+l
lo cual . indica que 2n+1 es par; analogamente, m'<m implica 2n'+1 es
par;] por tanto, .solo queda la posiblilidad de que m'’=m, en cuyo caso
ocurre. 2n'+1=2n+l, de donde resulta n=n' y se conluye que | es
inyectlva.

Por otro lado, para completar el anterlor esquema de funciones resta
dar una f{uncién h:ZxZ-—NxN Inyectiva, para lo cual es suficlente
dar una h’:Z——N, por ejemplo, sea

n (2)=] 2 1720
2(-z)-1 ,z<0

De hecho, la cadena de funclones y el Teorema 1 prueba que todos los
conjuntos involucrados son numerables.

DEFINICION 8. Un conjunto a es contable sl es finito o numerable.

S1 a es un conjunto contable e infinito (numerable) entonces la
proposicién 11 dice que P(a) no es contable. Mas adelante surgiran
otros conjuntos no contables.

4.5 LA UNICIDAD DE LOS NUMEROS RACIONALES

Ahora se necesitan otros conceptos de interés respecto al tipo de
orden de los numeros raclenales.

DEFINICION 8. Un conjunto a ordenado por una relacién < es denso si
tiene al menos dos elementos en la relacién < y sucede
wx,yeal x<y =» 3z€a(x<z A z<y)
Si a tlene un elemento <-miximo y uno <-minimo los llama-
mos extremos de a.

PROPOSICION 12, El orden < de Q es un orden dense sin extremos.
Prueba:
Que 0 no tlene extremos es facll pues si xe@ entonces
xX<xX+1 ¥y x~1<x .
También es senclllo ver que el orden es denso; sean a’b,c/deQ
con asb<cs/d, entonces
a/b¢(ad+be}/2bd  y  (ad+be)/2bd<c/d
esto es cierto porque
asb<cs/d implica

57



asb+a/b < as/b+c/d y . a/btc/d < c/d+c/d o bien
2{(arb) < asbtc/d y asbrersd < 2{c/d) . “entonces
asb < (1/2)(asbecsd) y  (1/2)(a/bsc/d) < c/d es decir
as/b-< (ad+be)/2bd ¥ {ad+bc)/2bd < c/d
- B

Ahora ya se puede establecer la unicidad del conjunto de nuimeros
racionales que se ha definido. Al mismo tiempo se introduce un poco de
terminologia usual. Por ejemplo, 81 ‘un conjunto A es numerable, por
definlcién existe una funclén a:H——A blyectiva; esta funcidn permite

“*identificar” cada elemento de A con une, digames n, de N por medio de
a. Si se escribe an en lugar de a(n) resulta que
A={ an| neN }
la expresléon del lado dereche se dice que es una enumeracién del
conjute numerable A,

Sean pues, dos conjuntos numerables A y B y
A={ anl neN } vy B(bnlnew)
enumeraciones para ellos. S1 A y B ademds son conjuntos totalmente
ordenados por « y < respectivamente, densos y sin extremos podemos
definir, via el teorema de Recursién, funclones, de hecho enumeraciones
cifb—A, d:N-—8 como sigue:
1) c{0)=co=ae, d(0)=do=bo.
11) 81 O<k y
1) k es impar
Definimos dk=b)€B donde j es el minimo patural tal que bjzda ¥m<k
y ck=aieA donde | es el minimo natural tal que ai guarda
la misma relacién en el orden « con respecto a {co,...,ck-1} que
la relacién que mantiene dx en el orden < con respecto a
{do, ..., dx-1).
2) k es par
Como, en particular A es infinito y, ocbviamente, el conjunto
Cy={ cjeA} Jj<k } es finlto, habra elementos a1 que no estan ahj,
asi, el conjunto { neN| cne¢C }#o tlene un primer elemento 1 pues
N es blen ordenado. Entcnces definimos
ck=at
Por otro lado, para defipir dk nos ayudamos de 1los elementos
co,Cl,...,Ck; como el orden « es total, estos elementos estan
totalmente ordenados; asi, ck eStd entre dos elementos, digamos
‘e1,em (clack, ckecm) con 1,m<k. Ademds, el orden < de B es densc
y no tiene primero ni dltimo elemento, asl que entre di y dm
habré elementos de B; es decir, { bjeB| di<bj A by<dm }#a, conse-
cuentemente { neN| di<bn A bn<dn }#@ y tlene un primer elemento,
sl J es ese primer elemento definimos
dx=b}

En pocas palabras, ck~al! donde 1 es el minimo ndimero natural
tal que al*ca Ym<k y dk=by donde J es el minimo natural tal que
bj se encuentra en la misma relacién de orden < con {do,...,dx-1}
que la relacién que guarda dk con {co,...,cx-1} en el orden «,

Las anterlores son enumeracliones para A y para B que serviran para
establecer una biyeccién entre e¢llos que respete el orden. Ahora bilen,
intuiltivamente debe ser claro que

{ enl neN }=A y { dnl neN }=B
debldo a la manera en que se van eliglendo los elementos; de cualquler
forma, esto puede probarse formalmente usando Induccién sebre n:



51 'n=0
como ae=cc entonces aoe{ cnl neN }
Supbngase que ao,....ak estan todos en { cnl neN }; es decir,
visk 3neN{ ai=cn }
Sea no el maximo de todos esos neN
sl ak+1=cn para algin n=ne entonces ak+1€{ cnlneN }
en caso contrario aks1#cn Vn3ne y si no es impar entonces not! se-
ra par-y por tanto
aksiz=cnos1€{ cn| neN }
pero.si. ne+1 es. impar y ak+1=cno+1 entonces, nuevamente
ak+1e{ cnl nelN }
por ultimo, si ak+i®Cne+i entonces ak+i#¥ca Vnsne+l o bien
R ak+1¥ca Yndnoe+2
y . como no+2 es par, por definlcion
i ) aks1=Cno+2
y también en este caso, awks1€{ cn| neN }. '
Asi que, efectivamente, { cnlneN }=A; analogamente se prueba que
~{ dnl-‘neN}=B. B

Finalmente, la. funcién
h: A——B dada por
h{cn)=dn
establece un lsomorfismo de orden entre A y B; de hecho, { cn| neN } y
{ dn IneN } estan definidos para que h preserve el orden.

En resumen, se ha probado el Ultimo resultado de esta seccién.

TEOREMA 2, (CANTOR) Cualesquiera dos conjuntos totalmente ordenados,
densos, sin extremos y numerables son lsomorfos.

En virtud de la proposicién 12, el conjunte @ es totalmente
ordenado, denso y sin extremos; por otro lado, el comentario que sigue
al teorema 1 (CSB) dice que @ es numerable; asi, el conjunto de numeros
raclonales es el Unico (salvo isomorfismo) linealmente ordenado,
denso, sin extremos y numerable.

También debe ser intuitivamente claro que un orden como el de 0
“"absorbe" a cualquier conjunto numerable totalmente ordenado; de
cualquler forma, para terminar este capitulo, se incuye este resultado:

PROPOSICION 13. Sea X un conjunto numerable tal que <X, <' >eCOTO
entonces existe una funclén inyectiva f:X——@ tal que
Vx, yel( x<"y = f(x)<f(y) )
Es decir, f es una Inmersién de <X,<'> en <Q, <>,
Prueba:

Sean X={ cnl neN }, 0={ gnl neN } enumeraciones para X y @

respectivamente y qo€D cualquiera. '

Se define p:N——0 recursivamente como

p(0): =po=qo
y si n>0

p(n): =pn=q1
donde 1eN es el primero tal que qi guarda la misma relacion de
orden can respecto a po,p1,pz,...,pn-1 que la que guarda cn con
€o,C1,c2,...,cn-1. Es declir,

si co<'c: entonces pi=ql1 donde 1eN es el primero tal que



po=go<qi;” és X N

y 51,, c1<’ ca entonces p‘
-‘ql<qo—pa. asl

/0 no tiene extremos::
‘Ahora,supbngase sin’ pérdlda de generallda
pe<pi / st
-1) co<'c1<’ c2 :
. entonces pz—ql donde 1 es el prlmero tal que
Po<pi<pz
11}, co<’ g2<’ c1 : ;
entonces -p2=qi donde i es el primero:tal que- po<ql<q1, asiy
po<pz<p1l B . i E
- 111) ca<’coc’c1 R e
entonces pa=qi donde 1 es el primerc tal que q|<po<p1, asi.
p2<po<p1
y asl sucesivamente se deflinen pi, ps,... R
1) ¥ 11i) son posibles, nuevamente, porque @ no tiene extremos
y 11) es posible porque Q es denso.
Ahora bien, es claro que { pn| neN }SQ y que
f: X—Q

fl{en)=pn . E
es tal que ;
ci1<’cy » fler)=pi<ps=£f(cj}

o bien c)<’ci » f{ey)=pj<pi=fici),
Asil que f es compatible con el orden entre X y 0 y, por tanto,
es lnyectlva.

]

Claramente esta prueba es una versién mas simple que la del teorema
2, donde se han mencionado explicitamente 1las propledades de Q@
con objeto de llustrar que en la prososiclén 13 puede colocarse
cualquier <Q,<>eCOTO denso, numerable y sin extremos aun sin saber que
resulta ser isomorfo a Q@ con el orden usual.
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5. LOS NUMERQCS REALES

! De las dos formas usuales de definlr los numeros reales, que son su-
cesiones de Cauchy y cortaduras de Dedeklnd, se elige la segunda opcléon
por parecer, intutivamente, mas clara y natural.

Para los nUmeros reales se desea un orden lineal, sin extremos, den-
so y sin "huecos”, Los numeros racionales ya tienen las tres primeras
de estas cuatro caracteristicas asi que solo falta "rellenar los hue-
cos" que aun permanecen. Para esto, se tomari el orden lineal de @ y
se le "partirad" para completarlo y llegar a R.

Se desea que las cortaduras definan, posiblemente, nuevos obJjetos
ademds de los elementos de 0, con esta ldea en mente debe ser clare que
las slgulentes cuatro posibilidades se presentan al "cortar” un orden
lineal cualquiera, las que pueden definir nuevos objetos son las de
tipo 2 y 3 y las de tipo 4 (huecos).

1} ———— ———  salto
2) ———
3) ——— ——
4) —— ¢————  hueco

El caso 1 ya no se da sl el orden lineal también es denso.

De hecho, las cortaduras de tipo 2 y 3 (que solo difieren por la
locallzaclién del extremo), pueden identificarse con el punto que las
define pero las cortaduras de tipo hueco no estdn definidas por ningun
elemento (ninguno del conjunto totalmente ordenado, denso y sin
extremos del que se parte); ellos constituyen los “"nuevos nimeros®, los
numeros que llamaremos Irraciocnales.

5.1 DEFINICION Y PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

DEFINICION 1. Un conjuntc I es un segmento fnicial de O si
1) 1c@o, I=0, I=xo
11} Yq.red{ q<r A rel » qel )
111) -3rel vqel( qg=r )

El ineiso (111) de esta definlcién establece que un segmento inficlal
de @ no tiene un elemento maximo.

DEEINICION 2. Una cortadura de Dedekind es un copjunto
<I,aNI1>
tal que I es un segmento inicial de O.

De la definicién de segmento iniclal de @ se observa _que
trabajando cortaduras del tipo 3 y de tipo hueco.
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ggr-‘mrcxgn‘ 3. El conjunto R de los nimeros reales se define como
: . R={ 1s@! I es un segmento inicial de O }

Obsérvese que R se ha definido como el conjunto de segmentos inicla-
les de © ¥ no como el conjunto de cortaduras de Dedekind; aun cuando
puede emplearse cualquiera de las dos opciones, en realidad no son muy
diferentes pues solo hay diferencla cuando se definen y se prueban
caracteristicas y propledades de ®.

Por otro lado, que R efectivamente es un conjunto, se debe al axlioma
de comprensldén y de potencla de 2F, pues resulta obvio que RsP{(Q).

S{ Plen un nimere racional ne es un namere real en sentido estricto,
si se le puede {dentlificar con uno de ellos de una manera muy natural;
a saber

vreQ, 1lr={ qeO{ q<r }eR

Es cliaro que Ir cumple la definicién 1; el inciso (i) es imnmediato,
el {i1) se cumple por la transitividad del orden de @ y (l11) se satis-
face porque O es denso.

5.2 EL ORDEN DE LOS NUMEROS REALES

DEFINICION 4. Si %,yeR se dice que x<y sl xgqy & x=y.

Se abusa de la notacién al usar el mismo cimbolo para el orden en R
y en @, st hublera posibilidad de confusidén se emplearin subindices r y
q para distinguirlos.

PROPOSICION 1. <R, <>€COTO (R es un conjunto totalmente ordenado por <)
Prueba:

La parte de interés es probar gue la relacidn < cumple la pro-
pledad de tricotomia.

Sean %,yeR y supbéngase x2y & ={x<y). Una sencilla propiedad en
el &slgebra de conjuntos dice que -(asbl} = a\b#o; sea pues
rex\y. Queremos ver que ySx, tomese entonces qey, como el orden
en Q es total, sucede q4r & r=q, pero r#q no puede ocurrir pues
en tal caso, como y es un segmento- inicial, por el inclso 1i)
de Ia definclén 1 se tlene rey, lo cual es absurdo; asi que de-
be ser q<r, pero rex & x es un segmento iniclal, por tanteo qex,
asl pues yax & y#x; o bien, y<x. .

Establezcamos las propiedades adlclonales que tendra <R,<>.

DEFINICION 5. S1 A es un conjunto y < es una relaclidn sobre A, se dice
que < es un orden continuo o simplemente un continuo pa-
ra A sl
1) <A,<>eCOTO, A es <-denso y A no tlene <-extremos.
i1) A es <-completo; es decir, todo subconjunto no vacio
de A acotado superlormente tiene una minima cota
superior o supremo.

1311) A es <-separable; es decir, A tlene un subconjunto
numerable denso en A.
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Resta escribir explicitamente las propledades de completud .y
separabilidad en el lenguaje 3 de la Teoria de Conjuntos: de
Zermelo-Fraenkel que se ha venido empleando.

~ A es <-completo:
VBSA[ B2 A JyeA ¥xeB( x<y v x=y ) o IweA{ VYxeB( x<w v x=w ) A
VzeA( VxeB( %<z v xX=z2 ) » w<z v w=z ) } :
S1 B es no vacio y tiene una cota superior entonces hay una cota
superior w tal que toda cota superior z es mayor o lgual a ella (w),

— A es <-separable:
3BSA[ BaMN A V¥x,yeA( %<y » 3zeB{ %<z A 2<y ] ) ]
Existe un subconjunto B numerable de A tal que entre cualesquiera dos
elementos de A existe uno de B.

PROPOSICION 2. El orden < es continuo para R.
Prueba:

Veremos que se cumple i), ii) y 1ii) de la definicién 5.

1) Por la proposiclén 1 <R,<>eCOTO; ademés, si se prueba que R
es separable automdtlicamente se tendrd su densldad; asi

pues se posterga esta prueba y ahora veremos que R no tiene

extremos. Pero esto es facil pues si xeR bastarid encontrar
un elemento yeR tal que x<y, sea y=x-={ ptqeQ] pex A q<1 }.
Claramente xSx- y sli fuera xX=x~ podriamos tomar p=r/sex
tal que para cualquier m/neQ sucede lo siguiente; si 0O<p
entonces Oex=x~ (pues xeR) y asi O+1/ne€x-, repitiendo este
proceso a lo mis m veces resulta que 0+m/n=m/nex-=x, por
tanto x=x-=Q. Ahora, si ps0 y p=r/s entonces a lo mds en |r|
pasos se tiene Oex- y en otros Iml pasos m/nex~ entonces,

nuevamente X=x~=Q, Esta contradicclon implica xSx-~ & X#x-;

es decir, x<x-. Sin embargo también debe probarse que x-€R,

{+e cumple la definicién 1.

— Es inmediato que @#x+S0; para ver que x-»Q, sea re@/x, se
afirma que r+l¢gx~ pues si r+l=p+q con pex y q<l
entonces p=r+l-qex. Ahora, como q<l se tiene r<r+l-q=p
pero pex y XeR entonces rex, lo cual es absurdo. Asi,
r+lgx~ y finalmente x.z0,

— Sean r,seQ tales quer<s y sex~ entonces S=p+q cCon pex Yy
q<1 entonces r<p+q = r-q<p y pex implica r-qex por tanto

r={r-q)+qex~
— Supdngasc que x~ tlene un maximo y sea m ese maximo,
entonces m=po+q con peeX & q<1. Sea ahora pex, se afirma
que pZzpe no puede ocurrir pues en tal caso

p+q=potg=m
pero p+qex~ y m es el maxlmo; asi, el 2 no se da, entonces
se tlene que p<po, pero esto quiere decir que po es maximo
para X, lo cual es absurdo pues x€R. Por tanto x~ no puede
tener maximo.
De manera andloga se tiene que x ={ p+qed| pex A g<-1 }<x
con lo cual queda establecido que R no tiene extremos.

11) Sea o=BSR acotado superiormente, hallaremos la minima cota
superior para B; como los elementos de B son segmentos
Inicliales y como la unién de segmentos iniciales también es
un segmento inicial y ademids UB es el minimo conjunto que
contiene a B; el candidato natural para el supremo (minima
cota superlor) de B es UB, solo resta probar que UBeR:
~ Es inmediato que o=UBCO. Supéngase que UB=0 y sea yeR
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una cota superlor para B, como y es un segmento inicial,
ys0=UB; por otro lado, el que sea una cota implica que
vxeB( x§y ) y entonces UBsy. Asi, y=0=UB, lo cual
contradice el inciso (i) de la definicion 1 para yeR.
-Sea p,qed tales p<q y qelUB, entonces 3xeB{ qex ), como x
esu;n segmento Inlcial, se tiene que pex y de aquf que
peUB.
- Supéngaseque UB tiene un maximo m, entonces hay un
elemento xe€B tal que mex pero VyeUB( ysm ); en particular,
vyex( ys=m ); o sea, m es maximo para x, lo cual no es
posible.

ii1) Para ver gue ® es separable, habrda que hallar un
subcon junto numerable denso en R. Intuitivamente, conocemos
un conjunto con esa propledad: los racionales.
Sea Q={ Ir| re0 } donde Ir={ qe€@] q<r }, claramente QSR y
la funcién f£:0—-Q dada por f(r)=Ir establece una
biyeccién, asi Q es numerable porque Q lo es; es inmediato
que f es suprayectiva y si Ir=Ir* veremos que no es postble
que r<r' pues en tal caso, relr'=Ir entonces r<r, lo cual
es absurdo; anilogamente -(r’'<r), as!{ solo queda que r'=r,
Sean ahora x,yeR tales que y<x; como x es subconjunto
propio de y, sean rey\x, aqul podria decirse que =<Ir<y,
pero no puede garantlzarse que X sea un subconjunto propio
de Ir; de hecho, puede suceder que x=Ir. Pero r no es el
iltimo elemento de y, as{ que hay un tey tal que r<t,
Ahora si aflrmamos que x<It<y. Veamos que x&It & x#It: si
pex no puede darse tsp pues en tal caso seria tex, lo cual
es falso; asil p<t, por tanto pelt o bien, xSIt. Ademds si
x=It y, dado que, r<t se tiene que relt=x lo cual es una
contradiccién; es decir, x=It.
Comprobemos que ItSy & Iwt=y, sl p<t entonces pey pues tey,
entonces ItSy; por otro lado, tey y como a{t<t) sucede que
tely; asi, Ity

Por lo tanto, x<lt<y y desde luego, IteQ.

En la concepcién comin de @ y R sucede que @SR, por la forma en que
se los ha definido aqui ne resulta esto directamente, pero un resultado
intultivamente claro es que @ es isomorfo a un subconjunto de R. Si
denotamos momentaneamente por < al orden de @ y por < al de R se puede
enuncliar la siguiente afirmacién.

PROPOSICION 3. Existe una ifnmersién de {8,<) en {R,<)>. Es decir, existe
una funcién 1: 0——R inyectiva tal que
Vs,s'e0{ s<s' = i(s)<i(s’) )
Prueba:
Sea 1:0——R dada por
1(s)=1s={ qed} q<r }.
Las observaclones hechas al final de la seccién S.1 muestran
que, efectivamente, IseR para cada seO.
Supéngase que s,s'eD son tales que s<s', sl se prueba que
1s81s* y Ix»Is' automatlicamente resultarad la inyectividad de la
inmersioén 1.
Es claro que I:5ls' pues sl qels entonces g<s y como s<s’ se
tiene que g<s’, con lo cual qels’.
Ahora, de que s<s’ y de la densidad de @, tomamos s"e tal que
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s<s"<s'; por definicién ‘s"els pero s"'zl’- : pue};s en 'éasoy
contraric seria s"<s’' lo cual es. -absurdo. ‘Asi,  Is®] es”
decir, Is<Is’. . s

) 5.3 UNICIDAD DE LOS NUMEROS REALES

Ahora ya se puede caracterizar al conjunto R de nimeros reales cono
el unlco conjunto que satisface la definicién S; es decir, <R, <> es
el unico conjunto con un orden continuo; unico en el sigulente sentide:

PROPOSICION_4. Si {A,<) y <B,<')> son conjuntos tales que su orden es
continuo, entonces ellos son isomorfos; es decir, existe
una funcién f:A—oB biyectiva tal que

Ya1, azeAl aicaz e f{a1)<: f(az) )
Prueba;
En particular, A y B son separables; sean pues, Da y Do los
subconjuntos numerables de A y B respectivamente, tales que Da
es denso en A y Db es denso en B. Por supuesto, Da y Db no
tienen extremos; asi, de acuerdo al teorema 2 (Captor) del
capitulo 4, existe upa funcién h:Da——Db biyectiva tal que
Vr,r'eDal r<r' & hir)<th(r') )
Ahora, para cada aeA considérese el conjunto
{ hir)| rePa A r=a }<A
es claro que este conjunto es no vacio y que cualquier hir')
con algun r'eDa tal que asr’ es una cota para é&l; como A es
completo, el conjunto en cuestién tlepe una minima cota
superior; es decir, un supremo. Con esto definimos
f: A——-3B como
f(a)=<¢-sup{ h(r}| reDa A r=a }
Observemos primero que f colncide con h en Da; o sea,
vreDa( f{r)=h(r) )
Sea r'e€Da, f{r’)=sup{ h(r)| reDa A r=r’ }
Comoe h es isomorfismo VreDal rsr' » h(r)s'h(r’) ) entonces -
h(r")} es cota superior de { hir)| reDa A rsr’ }.
Si t es cota superior de este conjunto, ¥ sl re€Da es tal
que r=r’' se tiene que h{r)s't , en partlcular, para r=r'
hirt)='t,
Por tanto, h(r')=sup{ h{r)| reDa A rsr' }= £(r').
—VYeamos ahora que { es inyectiva probande directamente que
preserva el orden.
Sean ai,a2éA tales que ai<az, Como Da es denso en A pademos
tomar ri,rzeDa tales que ar<ri<rz<az; entonces h(ri) es cota de
{ n(r)| reDa A rsa1 }, asi, sup{ h(r}| reDa A rsa1 }s'h(ri)
ademas h{ri1)<'h(r2) y hir2)s'sup{ h(r)l reDs A rsaz }; 1l.e,
sup{ h{r)! reDa A rsa1 } <" sup{ hir)! reDa A r=az }; entonces
fla1)< flaz).
Por tanto, { preserva el orden y, como el orden < de A es
total, también f es inyeectiva.
—Para ver que f es suprayectiva, témese beB y considérese
Av={ reDal h(r)='b }
Primero, si beDv entonces 3aeDa tal que h(a)=b y como h
coinclde con f en Da se tiene f(a)=b.
Supdngase pues que beDn, ello prmite escribir
Ab={ reDal h(r)<'b }
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Sea cualquler soeDb tal que b<'se, como So=h(re) para algin
roeDa, b<'hlro). Asi que si reAv entonces hir)<'b<'h{re), de lo
cual r<ro pues h preserva el orden; todo esto ha sido para
afirmar que Ab es acotado superiormente y poder referirnos a su
supremo.
Se afirma que
b=f(supAb)=sup{ h(r)| reDa A rsSsupAb }, = ==r--—=e—emcm———. (n
Para probar esto serd util recordar una propiedad del supremo:
En un COTO X, ¥xeX( x<supA =» 3xocA( x<xo ) ), esta implicaclén
es obvia porque la contrapositiva lo es:
¥xeX( V¥xoeA{ Xo=x ) » supA=x ).
Se usa la primera forma de este enunclado para ver que si r'e€Da
es tal que r'<supAb entonces 3reeAb( r'<ro ), pero roeAb
significa que hire}<'b entonces
h(r’)<h(ro)<'b, asi h{r'l<'b, por tanto, r’e€Da.
En pocas palabras
reDa A r<supAb » TE€Ab (11)
lo cual debid ser intuitivamente claro.
Ahora s{ probemos {I), lo cual implica probar que:
1) b es cota superior de { hi{r)| reDa A rssupAv }:
Sea reDa tal que r=supAb:
=) S1 r=supAv entonces h(r)=h{supAvl}s'b pues st fuera
b<*h(sup(ab) podriamos tomar se€Db tal que
. b<rso< hlsuplAv)) (111)
entonces, para algun ro€Da
b<hire)<'hisupAb)=h(r}, entonces re<supAv=r y por(II)
roeAb, por tanto, hires)<'b, o bien
so<'b, lo cual contradice (III),
=) Si rcsupAb, por (I1) reAv entonces h(r')<'b,
Con lo cual queda probado que b es cota superior.
11} b es 1la minima cota superior de {h(r)}! reDa A rssupib }:
Supéngase que b' es un cota superlor del mismo conjunto,

entonces
¥r( reDs A rssupAb =» h(r)=b’ )  ——cecrmmmmmmen ()
Supbéngase también que b'<'b y sea geDo tal que
b’ <'s¢'b V)

entonces, para algin reDa,
b’ <'hir)<'b, entonces reAo y
rssupAv y, por (IV)
h(r)s'b’, o bien
s='b, lo cual contadice (V).
Por tanto, lo que debe ocurrir es gque bs'b’,
0 sea que, por 1) y 11) b=sup{ hi{r)| reDa A rssupab }, i.e,
b=f (supAb).
Por tanto f es suprayectliva.
Lo cual prueba la proposicién.

La praposicion 2 dice que (R,<> es un continuc asi que, de acuerdo
a la proposicion 4, ha quedado establecido que ¢(R.<) es el unico orden
continuo salvo isomorfismo.

5.4 LA ARITMETICA EN LOS NUMEROS REALES

Con objeto de leer fdcilmente la presente secclén, se emplearad aqui
la slguiente convenclidn, se reservan las ultimas letras del alfabetoy
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W, X, ¥,2, para denotar numeros reales, dejando las intermedias,
m,n,p,q,r,5 para nameros raclionales; de esta forma, el abuso de
notacién que se hard al denotar con los mismos simbolos a las
operaciones no causard confusién; por ejemplo, Xy slgnifica el producto
de los numeros reales x & y, mientras que r+s es la suma de los numeros
racionales r & s, tamblén -p denota al inverso aditivo del racional p
y =X sera el lInverso aditivo del real x. Algo parecido sucede con leos
elementos distinguidos; por ejemplo, O es el cerode Ry 0 el de Q.

DEFINICION 6. Para x,yeR definimos la suma de x & y como
x+y: ={ p+qeQ} pex A qey }

Obsérvese que x+y es un cohjunto graclas al Axloma de Separaclén y
al hecho de que 0 es un conjunto

Por supuesto dque la suma de numeros reales dlsfruta de las
propledades esperadas; es decir, es conmutativa y asociativa. Aunque
sencillo, es muy tedloso probarlas, melor las damos por ciertas' y
probaremos otras propledades mas interesantes.

PROPOSICION 5. Vx,yeR( x+yeR )
Prueba:
1) Que x+ySO & s+y#3 es inmediato. Probemos ahora que X+y es un
subcon junto propioc de Q.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer
XSy & ySQ A y#0
sean reQ\y & pex,qey , como X & y son segmentos iniciales
per , qg<r
entonces prqir+r
por tanto r+rgx+y o x+y=Q.
Sean r,seQ tales que r<s A sex+y entonces
r<s=p+g con pex & qey
r-p<q = Tr-pey
r=p+{r-p), pex, r-pey
entonces rex+y.
Se ha probado Vr,seQ{ r<s A sex+y = rex+y ) -
111) Sean cualesquiera pex, qey , veremos que p+q no es maximo de
x+y hallande po+qo€x+y tal que p+q<po+do.
Como p no es maxime de x 3poex( p<pe), lgualmente,
como g no es maximo de y 3qoey( q<qo) entonces
P+q<po+qe.
Los tres incisos anteriores prucban que x+yeR.

i1

La definicién anterior debe disfrutar de las propledades que de ella
se esperah; para ello se necesitan algunos otros objetos,

DEFINICION 7. 1) Para xeR su inverso aditivo se denota -x y se define

como: -x:={ pe@| 3s>p{ -sex } }

También se denota al cero como 0, y se le define por
0:={ qed| g<0 }.

2

Debe ser claro. que OeR; de hecho. segGn las obervaclones que
siguen a la definicién 3, 0=Jo, B
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PROPOSICION 6. WxeR( x+0=x )
Prueba:
Por definlcién

x+0={ p+q} pex A qe0 }={ p+ql pex A q<0 }

Sean pues pex A q<0, i.e. p+qex+0, de

q<0 se sigue
p+q<p+0=p

pero péx & % es segmento Inicial, entonces piqex

& x+0Sx%,

Sea ahora pex, como x no tiene maximo 3poex{ p<po) entonces
p~po<0, luego

pepo+(p-po)  con poex & p-po<0

esto significa que pex+0

4 KEX+0,

Junto con la conclusién anterior se tiene

x=x+0.

PROPOSICION 7. WxeR{ -xeR ).

Prueba:

1)

11)

111)

a) -x<0 es inmediato.
b) Sea peO\x y qe0 tal que p<q, entonces -q<-p y como
-(~p}=pe#x el elemento -p evidencia que -qe-x. Por tanto
. =X#*2,
¢) Sea pex, se aflrma que -pz-x. Esto serd cierto si y solo
st Vs>-p( -sex ) .
pero esto es clerto porque sl s>~p entonces -s<p y como
pex & x es segmento inlclal se sigue que -sex.
Por lo tanto
-x20.
Sean p,qeQ tales que p<q & qe-x,
entonces 3s>q( -sgx ),
pero q>p entonces
3s>p( ~sex ),
esto prueba que pex. Por lo tanta,
Vp,qeQl p<q A qe-x = pe-x )
Enseguida se prueba que -x no tiene maximo:
Exlisten elementos qeQ tales que VYpe-x( p<q )}, s} se prueba
que ninguno de ellos pertenece a_-X se habrd probado lo que
se desea. Sl un q de ellos perteneciera a -x entonces
3s>q( -sex ).
Afirmamos que -q es maximo de x pues si no fuera ast
Jrex( -q<r }, de que -s<-q se sigue -s<r y como rex tamblén
~sex, lo cual es absurdo; por tanto, efectivamente, -q es
maximo de X, lo cual, a su vez, es una contradiceién.
Entonces, q¢-x, lo cual prueba que -x no tiene méximo.

Ya se puede concluir que

=-XER.

Para probar que x+(-x)=0 se necesitan algunos resultados previos.

LEMA 1. Si

x>0 entonces -x<0.

Prueba:
Sea pe-x, por definicion 3s>pl{ -sex ).
~s¢x implica -s¢0 graclas a que 0Sx, asi
=50, o blen s=0, entonces



p<s=0 entonces p<0; es decir, pe0. Por lo tanto
' -x80.
P,D. -x=0. : .
Como x#0 3peex\0, entonces Os=pe€x. Dado que x no tiene maximo
se puede hallar pex tal que O=fpo<p, entonces -pe0. . Se afirma
que -pg-x. .
S1 sel es tal que s>~p y -p<ssp entonces
-ps-s<p, entonces -sex pues pex.
sl se da la otra posibilidad, i.e.
s>p>0 entonces s>0 6
-8<0 luego ~s€0SX, entonces -sex..
En l:ualquier caso se ha probado
VselQ( s>-p » -sex ).
Por tanto
. -pe¢-x y como -peD, se tiene en consecuencia que -x#0.
Finalmente
E -%<0,

© LEMA 2. vpe@{ -Ip=I-p.a Ip+(-1p)=0 ). Donde Ip:={ qeQj q<p }
Prueba: .

“Sea qe-lp, entonces 3s>q{ -selp }, luego q<¢s y por definicién
de 1p, -sZp entonces q<s & s3-p, de aqui, q<-p, por tanto
qel-p; es declr,

: -1p81-p.

Sea ahora qel-p, entonces q<-p y qulere probarse que

3s>ql -s¢lp ), L.e. 3s>q{ p=s ).
Sea seQ cualquiera entre q ¥ -p; o sea, g<s<-p, entonces
q<s & p<-s, en particular, q<¢s & pss, por lo tanto
qe-1p; es decir,
I-pC~1p.
Por lo tanto,
I-p==Ip.

Veamos ahora que Ip+1-p=0.

Probaremos que 0Slp+I-p,

Supsdngase primero p<O.

Sea qe0, entonces g<0 y como p<0 siempre exlste el minXmo

O2neN tal que )

nqelp y como n-leN (n-1)qelp, l.e. ng<p & (n-1)g=zp

entonces -(n-1)gqs-p.

S1 -(n~1)g<-p entonces -(n-1)gel-p, por tanto

g=nq+({-(n-1)qlelp+l-p.

St -(n-1)g=-p, sea re@ tal que nq<r<p=(n-1)q, entonces

~ng>-r, sumando q
~ng+g>g-r entonces (1-n)gq>q-r y si fuera
q-rz-p B R R AR RER I € 31
entonces (1-n)g>~p o bien (n-1)q<p, lo cual
significa que (n-1)qelp, pero esto es absurdo,
asi que (®) no se cumple, es decir,
q-r<-p, luego gq-rel-p. Por lo tanto
q=r+{q-rlelp+I-p.
Supdéngase ahora p=0 y qe0, cualquier re0 tal que 0<r<-q hace
que g=(g+r)-r com q+relo & -relo=I-o
s+ qgelo+l-o.

- El caso p>0 es analogo al caso p<0 intercambiande p por -p,

pues -p<0.



PROPOSICION 8. - VxeR( x+{-x}=0 }.

Prueba:’

Ip+l-p=0..

Sea rex+{-x), » r=p+q con pex & qe-x = 3s>ql--sex ). Pero
-s¢xX y pex implica p=-s y junto con SR N
q<s resulta o
r=p+q<-g+s=0, entonces r€0, o blen
x+(-x)50. K
Sea ahora te0, entonces t<O.
Si primero suponemos x<0 puede hallarse el minimo O=nelN ‘tal que
ntex, entonces (n-1)tex
Si 3s<{n-1)t tal que s¢x entonces
-s>~(n-1)t & -(-s5}=¢x, luego
~5 evidencia que -(n-1)te-x
s tent+(-(n-1)t)ex+{-x).
51 ¥s<{n-1)t ocurre que sex entonces x=I(n-1)t.
Esto es clerto porque
81 peltn-1)¢ entonces p<(n-1)t, lo cual implica pex
» In=1)18X.

St pex como (n-1)tex se tiene p=(n-1)t, pero es
claro que p=(n-1)t no puede ocurrir,
entonces p<(n-1)t;es decir, peltn-iit.

 XSTm-1tr.
Por tanto, el caso x=Itn-1)t queda probado por el lema 2.
Por otro lado, si x=0 entonces x=Io0, en cuyc caso el lema 2
prueba, nuevamente, la proposicion
S1 x>0 por el lema 1 =x<0 y la demostracién es aniloga:
Sea red; o sea r<o y sea el minimo O#neN tal que nre-x,
entonces (n-1)re-x.
Se afirma que -({n-1)rex pues en caso contrario, y
si se puede tomar p<-(n-1)r tal que pe¢x entonces -p>(n-1ir y -p
evidencia que (n-1)re-x, lo cual no es posible.
entonces r=-(n-1)r+nr € x+(-x).
Si no se puede tomar pgx con las propledades menclonadas, otra
vez ocurre que x=I-tn-1)t, en cuyo caso el lema 2 se encarga
de la veracldad de la proposiclén.
A fin de cuentas se ha probado que
0gx+(-x).

Por lo tanto
x+{-%)=0,

Es muy atil el concepto de valor absoluto de un nuimero real para
establecer el producte de numeros reales de una manera sencilla.
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DEFINICION 8. Para xe€R el valor absoluto de x se denota como Ixl .y se
define como |x|:=xv-x=max{x,-x}.

Obsérvese que gracias al hecho de que se di xS-x O -XSX, 'la ‘jgualdad °
xu-x=max{x, ~x} es obvla. Ademis, como max{x,-x} es igual .a. x o a -x
también resulta claro que |x|e€R,

DEFINICION 9. Si§ %,yeR el producto entre ellos, denotado wy & X'y se
define como

{ 0 u { pged| Ospex A Osqey '} si x=0 A yz0
X'y

120 - 1yl 5§ x50 A ys0
=(txl-1yl) s1 x=0, y>0 v x>0, ys0,

Igualmente solc se probaran las propiedades de mayor Interés para el
producto y, como se notara en su momento, las pruebas utilizan
exactamente la mismas ldeas que las que se manejaron para la suma, solo
que, por ejemplo, en lugar de miltiplos naturales de numeros racionales
se usaran potenclas.

PROPOSICION 9. ¥x,yeR{ x-yeR ).
Prueba:
Obsérvese que basta hacer la prueba cuando x,yz0 pues los otros
casos se reducen a éste por medio del valor absoluto y el
inverso aditivo que son “operaciones” sobre R.
Sean pues x,yeR tales que x,y=0.
1) Que xysSQ & xy#2 es inmediato.
Por otro lado, sean po€Q\x & qo€O\y entonces
vpex( p<po) & Vqey{ q<qe).
Sea cualquier pge{ pql Ofpex A O=qey } entonces
Osp<po & 03q<qo, de aqui, O0spq<poqe, entonces
PoQo#t0 & poqoe{ pql Ospex A Osqey }
& xy=Q.
11) Sean r,se@ tales que r<s A sexy P.D. rexy.
Si 530 » r<0 » re0 » rexy.
S) s>0 » s=pg con 0<pex & O<qgey
si rs0 entonces rexy trivialmente.
si r>0 entonces

r<pq = % <qey =» i— €y » r=p[§] » re{ pql 0spex A Osqey }

Por lo tanto, rexy.
111) Sea el elemento pgexy, si pqe0 entonces habr& un re0 tal que
pq<r & rexy; es declr, en este caso, Xy no tlene méximo,
S1 ahora pqe{ pql Ospex » Ds=qey } entonces,
como X no tlene mAximo 3poex tal que p<po y
come ¥ no tlene maximo 3qoey tal que q<qe, por lo tanto

O=p<po y
0%g<qo entonces
0Ospq<poqo.

Por tanto, en cualquiera de los casos, xy no tlene maximo.
Los tres lncisos anterlores prueban que xyeR.
N |

De igual. forma damos por hecho que la multiplicacién de numeros
reales es asoclativa y conmutativa para continuar con cosas come las
© que siguen,
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DEFINICION 10, 1

elR.

PROPOSICION 10. VxeR( x=0 » x 'eR )
Prueba:
De acuerdo a la definicién 1 deben probarse Lres casas.

graclas a la proposlicién é y a la defincion:de x
caso en que x<0 basta hacer la prueba para x>0.

por
X 1={ petl| p<1 }. B
2. Para. O#xeR deﬂn!mossu Inverso

denotado como %, a!lraves de
t=y pen| 35( s i>p A sex )Y
®=-(xy

siempre que x<0

adémé‘é‘

=1 p‘i:ra’ el

1) a) Es claro que % ‘co. : B

i1)

114)

c

b) Veamos que x '@,

Si x>0 sea p<0 tal que pex entonces ]:»ex"I para probarlo
basta con tomar cualquier sd¢x que sea s>0, lo cual siem-

pre es posible; asi que, efectivamente x lzo.

Sea O<pex, se afirma que p ‘ex™’ pues sl p' ex' entonces
35(5_1>p_1 A s€X), pero
s'5p™ A p>0 implica s7'>p7'>0
entonces s>0 y por tanto
s<p
de que pex se sigue que sex, lo cual es absurdo. Asf,

plex? ; es decir, x'=0.

Sean q,reQ@ tales que g<r & re)-c-l entonces

~3s{ s™r A sex ), como r>q, por transitividad

i

3s( s7'>q A séx ), lo cual quiere decir que qéx . = T
Por lo tanto,

Ya.r( qér A rex ' » qex ' ).
-1

Sucede que x no tiene maximo pues si mex™ ! fuera maxlmo

entonces

as( s"'>m A sex ).

-1
Pero entonces m es maximo para x pues si no fuera. asi

entonces

3soex tal que m~ teso

como x>0 entonces puede verse que X >0 de 1o cual, m>0 y

consecuentemente m >0. entonces

1 1

- -1 -1 -
Se <m Yy como m<s , por tanto so l<s o blen

s<seo, entonces
sex, lo cual no es posible.
1

Esta contradicclion prueba que m - es maximo para x, pero como

1

también esto es absurdo debe ocurrir que x no tleme maximo.
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cuando  sea
racional p

conveniente, -al =

“indistintamente con p"

‘inverso

se ' usard esta

notacién cuando se utilize'p

que se ha venido ‘empleando par:
nimero real.

LEMA 3. Yqeo(lq '=Iq A" lq Igi =
Prueba: " Py 3
Sea pelq , por-defini
s} q>0, s_,lsq'v'
por transilivldad peq
lo cual slgnlca que - : k )
] pelq'- .
por tanto,
Iq Slq’ :
Sea ahora pelq’ entonces pe«q’ P.D. 3s{'s” >p ‘A s!Iq
3s( s='>p A s=q’
Sea 1/s=s’ tal que p<s"<q'l SR
si q<0 entonces p,s”',q”'<0 entonces

pes™t & q¢s

y ast s evidencia que pelq™’;

s1 q>0 sea s” >0 tal que p<5:‘ & s”'¢q"! entonces

p<s " & q<s,

luego pelq*.
En cualquler caso, (q<0 6 q>0) resulta que
Igglq "
Por otro lado, para ver que Iq:Iq'=1 se probaran también las
dos contenciones.
Sea telq-lq’
si t<0 entonces, trivialmente, tel.
81 t=rs con Osrelq & 0=3€lq® entonces
0sr<q & 0ss<g”’, de aqui
t=rs<qq”'=1, entonces
tet.
Sea ahora tel, i.e. t<1 y supdngase primero 0<q<l. Si t=0 el
resultado buscado es trivial y si t>0 tomamos el minimo O%nel

tal que t"<q, entonces t™zq, entcnces
t-(n-”ﬁq-l y q-l
St t"("-”ﬂ:;-1 témese se0 tal que t” ™ Vesr¢q™? entonces
t—("-”«s ! A s>q (1) .
con lo anterior, s pone en evidencia que t €lq

Por lo tanto,
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pbr lo:tanto
ter: (tor™!) elq-Igr.

Es declr. en ‘cualquier caso se ha probado que 1glq-Iq’. Con .lo

cual se puede ‘conclulr la jgualdad

: - 1slq-1q'. o

Pero se estd en el caso gzl; ahora, s! g>! sucede que q <1,

entonces se repite la misma prueba intercambiando q poF‘q .

Recuérdese que en la proposicién anterior se trabajé siempre con q>0;
de hecho, esto se empled en la relacién (*). Sin embargo, es suficlente
considerar este caso pues sl q<0 entonces q .0 & Iq-Ig*=l1qt < [Iq'| y
ademas }Iqi=Iiqi, esto Gitlimo se prueba en la slguiente observacién.

Observacién., Vvqe@( |Igi=liqs }. Donde qi tamblén denota al valor
absolutoe de q,

Prueba:
St q=0 y
pellgl=max{Iq, I-q}=Iq=I1q) entonces p&liq:. Por otro
lado, si

peliqi=lq, como|lq|=1lq se tiene pellqgl.
La prueba para q<0 es andloga. L

LEMA 4. Para xeR, sl x>1 entonces x '<1.
Prueba: “
Sea pex , entonces 3s{ s~ >p A sgx ). Como 18x & sex se tiene
que s>1, entonces
p<s” <1, luego p<l y asi pel.
Por lo tanto
x's1.
Habra que hacer ver que x ‘21,
Como 1#X 3Jpoex\l, luego se puede tomar pex tal que p>1, enton—
ces p et y ademds p 'ex” porque si se@ es cualquiera tal que
s">p" entonces s<p y como pex también resulta sex. Es decir
se ha probado I
: vs( s'>p™" » sex ) l.e. p ex
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1.
Prueba: - : :
Sea rex- x ‘; sx rso Lrlvlalmente tel y :
: sl r=pq-com- p,q>0 & pex Aqu entdnces\'

PROPOSICION “11: VxeR( X X

35(s,>ql\s¢x R ”
pero’ sex’ impllca ‘sEp - enlunces

‘entonces

ey T
__Sea tei_

'entonces t. - :
Si se existe pan tal que: p<t. y pex-ento

~tn=11 =1 TR s i
t P “tae1) -1t :
entonces p evidencla que t ex
por tanto
n,,-tn-1) -1

t=t™ 07" exexT
Obsérvese gue .

si Yp<t™'({ pex ) entonces x=1ut""!
en cuyo caso el lema 3 prueba la proposicién.

— S1 ahora es x>1, por el lema 4 %7'<1 entonces 30=nel( t"exq)
entonces t"lex™' y se afirma que t” ™ Vex porque si no fuera
ast tomo pet” ™Y it

3 . L tal que pgx entonces <p" ¥y p
evidencia que t

lo cual es absurdo. Por lo tanto
t,=t""'” thexex”

Nuevamente, sl no se puede tomar tal p<t™™ Y ta1 que pex
entonces x=1¢."™"") y el lema 3 prueba 1a proposicién.
Por lo tanto ha quedado probado dque
1exex?

Para terminar este capitulo se menclona que en este momento se han
derivado los enunciados sobre los numeros reales que en un curso de
Calculo o de Analisis se llaman los axiomas de campo y los axiomas de
orden para los Nameros Reales y se sabe que con ellos se logra alcanzar
todas sus propledades y, sobre todo, aquellos conceptos e ideas utiles
en estas arecas; por ejemplo, los conceptos de limite, continuidad, etc.
Asi pues, se ha cumplido con el objetivo principal de este capitulo.

i3



6. OTRAS ESTRUCTURAS MATEMATICAS

Es relativamente sencillo observar a las estructuras matemadticas que
se revisaran aqui (grupos, campos, espacios vectorliales, topologias)
desde el punto de vista de la Tcoria de Conjuntos: directamente se to-
ma un conjunto y se deflilnen operaciones (funciones) entre sus elementos
que proporcionan la estructura deseada. Asi pues, esté capitulo sera,
basicamente, una revisién de estas estructuras hacliende énfasis en las
caracteristicas conjuntistas de todos los objetos involucrados asi como
algunas varliantes en la escritura de los axlomas presentando puntos in-
interesantes.

6.1 GRUPOS, CAMPOS Y ESPACIOS VEGTORIALES

Probablemente el concepto de grupo sea la estructura abstracta mas
elemental, pues muchas otras estructuras se definen a partir de é1.

DEFINICION ta. Si G es un conjuntc, eeG y *:GxG: ——G entonces ¢l con-
Junto <G,e, *> es un grupo respecto a * sl ‘se cumplen:’
G1) ¥x,y,zeGl *{x, *(y,z})="(®(x,y),2) ) )
x®(y"z)=(x"y)*z
G2) vxeG( "(x,e)="{e,x)=x }
xX"ese®x=x

G3) ¥xeG Ix'eG( *(x,x’ })=*{x’,x)=e )

X% =1 Cx=e

El axioma G3 establece que todo elemento x de G tLiene un inverso
respecto a la operacién *, esto se puede decir a través del empleo de
una funclién.

DEFINICION ib. El conjunto <G,e,*,1> es un grupo si G es un conjunto,
eeG, *: GGG, i: G—G y se satisfacen las
condiciones de la definicién 1a donde G3 se cambla por
G3b) ¥xeG( *(x, 1(x))="(1(x),xX)=¢ )

x®1{x)=1({x)*x=e .

Los dos Juegos de axiomas dicen exactamente lo mismo, sin embargo,
presentan una diferencia importante.

G1, G2 y G3 impllcan que el inverso de cada xeC es Unlco: es decir,
wxeG( 3Ix' eGl x"x'=x'%x=e } A ¥y, zeG{ x*y=y"x=e=x*2=z*x =» y=2z ) )
la veracidad de esto se deduce faclilmente:

si ®®

y=y'®=e A x®z=2'x=e
entonces y=x‘e=

*ezy* (x®z)=(y*x)*z=e%z=2 . _

ki



Por otro lado, el hecho de que la definicién 1b proporclone al inver
so através de una funcién automaticamente lo hace tnlco.

Otra estructura importante que se incluye es la de campo,"es intere-
sante por si! misma y se toma como base para desarrollar, entre otras'
cosas, los espacios vectorlales. :

DEFINICION 2. Un conjunto <K,+,% e1,e2> es un campo si K es un conjunto
tal que e1.ezek, +:KxK—K, *:KxK—K, ‘donde <K, +; e1>
es un grupo y se cumple . S o o
K1) vx,yeK( +(x,y)=+{y,x) ) -
X+y=y+X
vx,y, 2eK( -(x,'(y,z))=‘('(x y) z)
xe(yez)m(xeylez
K3} vx,yeK( *(x,y)=e(y,x) )
Xey=yex T
K4) VxeK( =(x,e2)=é{ez, x)=x)"
XeeI=eeREX .
K5) ¥xeK( x#ei » Ix'eK{ *(x, ®' )='(x' x)-—ez ))
S xex! =’ ex=e2
Vi, ¥, 20 o (x, +{y, 2) )=+ {* (x,¥),(x,2)) )
xe(y+2z)mgoy+xsz

K2

Ké

Igualmente pudimos definir un campo como el conjunto
<K.+,*, e1, ez, 11, 12>
donde i1 elz son funciones que calculan el inverso respecto a la opera-
cién + (11:KxK——K) y respecto a * (i2:K\{e1}xK\{e1}——K), respecti-
vamente. Por ejemplo (KS5) camblaria por
KS') ¥xeK( x#es » *(x, 12(x})=¢(l2(x),x)=e2 )
x¢lai{x)=12(x)ex=e2

Ahora presentamos la definicién tipica de un espacio vectorial:

DEFINTCIQN 3a, S} <K,+,*,e1,e2> ¢5 un campa y <V,@,e> es un grupo, se
dice que <V,K,®,+> es un K-espacfo vectorial  si
- :KxV——V y se cumplen
V1) Ya,beV( ola,b}=e(b,a) )
v2) vxeK Va,beV( - (x,eol(a,b))=o(-(x,a}, (x,b)) )
%+ (aob)=(x-a)o(x b}
¥x,yeK YaeV{ :(o(x,y),a)=al-(x,a), (y,a)) )
{xoy)-a=(x-a)e(y-a)
vx,yeK VaeV( -(=(x,y),a)=-(x, (y,a)) )
(xoy)-a=x-(y-a)
V5) VaeV( -(ez,a)=a )
ez-a=a

v3

va

En los espaclios vectorlales hay dos tlpos de objetos linvolucrados,
los elementos de V, llamados vectores, y los elementos de K, llamados
escalares; aqui hay una alternativa de definicién, que un espacio
vectorial sea un conjunto, dentro del cual habra que distinguir los que
serdn vectores de los que serin escalares. Para esto necesitamos una
légica 2-variada o bien, una univariada con dos predicados, a saber,
vix) entendido como X es vector y e(x) entendido como X es escalar.
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DEFINICION 3b. Si V es un conjunto decimos que <V,@,0,+, -, e1,e2> es un
espacio vectorial si ei,ezeV, v(e1),e(e2) y también
ocurre que K={ xeV| e(x} } es tal que <X,+,-,e2> es un
campo, G={ xeV| v(x)} es tal que <G,®,e1> es un grupo y
ademas se cumplen las siguientes propiedades:

V1°) ¥x,yeV( vixlaviy) o xey=ya(x]} }

V2') ¥x,y,zeV( e(x)aviylav(z) » xo(ysz)=(xoyle(xez) )
V3') ¥x,y, zeV( e{xlaelylavi{z) » (xeoyloz={xoz)elycz) )
Va*) ¥x,y,zeV( e(x)aely)av(z) » (x-yloz=xo(yoz) )
V57 ) vxeV( v(x) = ezox=xoez=x .

La definicién 3b es sumamente 1lncomoda porque en cada uno de los
enunclados que se presenten en el &lgebra lineal habrd que especlificar
cudndo se. habla de vectores y cuindo de escalares; sin embargo, desde
.el.punto de vista de la Logica es correcta.

.6.2 ESPACIOS TOPOLOGICGS

DEFINICION 4. St X es un conjunto y TSP(X) entonces <X,T> es un espar:!o
topolbgico cuando oel, XeT y
T1) visT( UTer )
T2) vTST( 3neN( T= {1,2,...,n} )} = nTET )

El signo = en (T2) es el de equipotencia, quliere decir que hay una
funéison bitectiva de T sobre el conjunte {1,2,...,n}. S} se emplea la
definicion para N {=w) dada en el capitulo 2 puede escribise (T2) de
forma mas compacta:

T2) VTST( 3neN( Tan )} » TeT )

En cuanto a terminologia, al conjunto T se le llama topologia del
espaclo T y los elementos de T son los T-ablertos o simplemente
ablertos cuando no hay posibilldad de confusién.

Alrededor del concepto de espacio topoldgice se presentan (igual que
en otras areas) ideas como la de productos cartesfanos generalizados,
que no son otra cosa que productos cartesianos de una cantidad infinita
de conjuntos; no hay problema en convencerse de que el producte
cartesiano generalizado de una familla de conjuntos es, en sl mismo, un
conjunto, sino que el problema radica en derivar la no vacuidad del
mismo a partir de la no vaculdad de los conjuntos que lo forman. De
hecho, se sabe que este enunclado es equivalente al axioma de elecclén,
mismo que no se ha tratado en este trabajo, por lo tanto, sl se desea
garantizar que los productos cartesianos generalizados son no vacios
habrd que incluir al axioma de eleccién agregandoleo a los axiomas de
Zermelo-Fraenkel.

En cualquler caso, se observan claramente Jlas caracterjistlicas
conjuntistas de los espacios topolégicos, los elementos del objeto T
(1lamado topelogia del espacio X) son algunos elementos de P(X) y es,
por tanto, un conjunto; lgualmente, tode TST es un conjunto y asi,

y I son conjuntos.

Para resaltar una relacién interesante entre los espaclos
topolégicos y la caracterizacién de R come un orden continuo se
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definira ‘un continio topolbgicb y dos topologias para R que: lo hacen
continuo topolégicamente,

.La Topologia del Orden (T1).
Aqui, los Tl-ablertos son los conjuntos ar={ xeR| x<r }; es decir,
Ti={ arl reR }.

La Topologia Usual (T2).

Los T2-ablertos de esta topologia son los conjuntos formados por:’
unlones "arbitrarias de intervales ablertes; donde, conjuntistamente,
un intervalo 'l es un subconjunto de R tal que :

¥x, yelvzeR( x<z<y = zel )
el intervalo sera ablerto si no tiene extremos inicial ni final.

. Es.claro que hay mas subconjuntos de R que intervalos ablertos, esto
permite tomar un subconjunto I de P(R) como conjunto de subindices
para definir la topologia T2 como

T2={ asR| a=U{ I1| 1elsP(R)} }. .

No es dificl] verificar que Tl y T2 son, en efecto, topologias para

Por otro lado, si <X,T> es un espaclio topolégico y <X, <«>eCOTO se
dice que X es un T-continuo sl X es <-denso, no tlene <-extremos y es
. T-separable, esto ultimo significa que X tiene un subconjunto numerable
Q que es T-denso en X, lo cual a su vez significa que

VaeT( anQzo ).

Es sabido que en las topologias del orden Tl y usual T2 para R, el
conjunto © de numeros racionales resulta ser Tl y T2-denso en R; de
hecho la Ti-densldad se slgue de la T2-densidad puesto que T1ST2. Con
esto resulta ser que R es <-continuc y T1,T2-continuo.

La ultima seccién de este capitulo tiene por objleto mostrar
algunas limitaciones de la Teoria de Conjuntos en el sentido de 1la
consecusién de algunas estructuras matematicas, através de su
insuficlencia en la fundamentaclén de una estructura no muy familiar
pero de uso cada vez mas extendido.

6.3 CATEGORIAS

En esta seccidn se describen algunas dificultades léglico-conjuntistas
que presenta la Teoria de Categorias, las cuales hacen ver la necesidad
de una fundamentaclén para esta teoria basada en conceptos de mayor
alcance que los que permite, formalmente, la Teoria de Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel.

Entre los objetives mas importantes de la Teoria de Categorias se
cuenta el de describir y analizar las propledades de una totalidad de
ocbjetos matemdticos. Asi se tienen, la Categoria de Conjuntos, la
Categoria de Grupos, ete. Uno de los primeros problemas que, desde el
punte de vista de la Teorlia de Conjuntos, debe enfrentarse es el de esa
"totalidad". Para empezar a resaltar este y otros problemas primero se
presenta la definicién mas popular de categoria, enseguida se discute
esa definicién desde el punto de vista conjuntista y después se exhiben
dificultades mas serias que parece no pueden salvarse facllmente.
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DEFINICION S: Una Categoria K consliste en

1) una clase K° de elementos 1lamados ob jetos.

11) Para cada a,beK® se tlene un conjunto denotado hom(a,b)
de elementos llamados morfismos de a en b. Cuando
fehom(a,b) se escribe f:a——b en su lugar. )

111) Una operacién llamada composfcién que, para objetos
arbitrarios a,b, cek’, asigna a morfismos arbitrarios;

fra—-b, g:b-—ic
un morflismo
geof:a——c
que cumple
— Axioma de Asociatividad
V{:a——b ¥g:b—0c, Vhic—d ( hn(gwf)=(heg)°f )
— Axioma de Morflsmo Identidad
VaeKk’3ta: a~——a tal que
laef=f VY{:b—oa
fela=f V¥f:a-—b,

Hay var-lias observaclunes que pueden hacerse sobre esta definiecién.
Primero, La clase K®es una clase completamente arbltaria; es decir, sus
objetos son elementos de cualquier tipo en contraposicién con las
clases desscritas en la primera seccién del capitulo 2 donde se describe
una clase como una colecclén de conjuntos que tienen una propiedad
determlnada ¢. En general, los objetos de una categoria no tienen
porque ser- copjuntos.

Ahora, por la forma eh que esti denotado, el conjunto hom(a,b) puede
darse a tr-avés de una funclonal, si V denota la clase de conjuntos,
hom: K°x K~V
(a, b) ———hom(a, b}
que signif ica que hom asocia a cada (a,b)ek®x K° un conjunto homla,b)
que satisface las condiciones del inciso iii) de la definicién
anterior. Obsérvese que las expresiones K°x K° y (a,b)ek’xk® tlenen
sentido, =2l menos en este contexto, cuando K° es una clase de
conjuntos. Otra observacién Importante es que aun si K° es un conjunto,
hom(a,b) no deja de estar dada por una funclonal gque no esta
especificada explicitamente slno que es alguna funcional tal que su
imagen sobbre wa par (a,blek’xK® satisface (11i) de la definlcién 5.
Recuérdese que una funcional es una subclase, en este caso, de
(K°x K°)xV, por lo tanto, es escenclalmente una férmula conjuntista;
asi que, buscar una funcional con clertas propledades implica
cuantificax sobre férmulas, lo cual no es permitido en el lenguaje 3 de
la Teoria <de Conjuntos,

Una ve== que hom(a,b) es un conjunto dado de alguns forma, la
composiciém de morfismos tiene perfecto sentido, por ejemplo, si
a,b, cek™:

- : honfa,b) x hom(b,c) —— hom(a,c} --—=w===—- Armm————— ()
(f,g)—— gef

Es deci T, ¢ es una funcién del conjunto hom(a,b) x hem{(b,c} en el
conjunto taom(a,c) que asigna a cada par (f,g)ehom{a,b)xhom(b,c) un
elemento g o fchom(a, ¢) con las propiededaes especificadas en el fineiso
{111) de 1aa definlcidn 5. Pero, (qué es la operacién composicién?, la
discusion anterior dice qué es, conjuntistamente, la composicién de dos
mor{ismos jara a,b, cek® fijos; sin embargo‘ la operacién composicién
asigna a cada lres elementos a, b, ceK® y a cada fehom(a,b), gehom(b, ¢c)

80



un elemento gefehom{a,c}. Un prlmer intento para resolver este problema
es observar que, dados a,b, cek®, 1a funcién descrita en (*) cumple, por
definicién:
sS(hom(a, b)xhom(b, c})xhom(a, c).
De aqui, <eP((hom(a,b)xhom(b,c))xhom(a,c)); asl pues, la operacién
- composlclén seria alguna funcional (y, por tanto, alguna férmula)
comp: K°%K°xK®————U{ P((hom(a, b)xhom{b, ¢))xhon{a,e}) |(a,b,c)eK xK" xK }

R s:hom{a, b}xhom(b, c)——hon(a,c)
comp(a, b, cl= { (r.g) gof

Igualmente, esta funcional estd sujeta a las misma observaclones de
cariacter légico que las que se hicleron sobre la funcional hom. Nétese
que ambas funcionales se dan con objeto de establecer en forma
conjuntlsta los enunclados de la definicién de categoria: para cada
a,b,ceX® y fehom(a,b) ..... De tal forma que las propledades que deben
cumpllr cada uno de estos objetos estian dadas sobre las imigenes, para
a,b,ceX® fijos, de las funclonales hom y comp.

Tratando de reunir todas las observaclones anterlores, se puede
redefinir una Categoria K como una terna <K°,hom, comp> donde K° es una
clase arbitrarla y hom y comp son cualesquiera dos funcionales
descritas como antes y tales que sus Iimdgenes sobre objetos
a,b,ceX°fijos satisfacen (i11) de la definicién S. Se insiste en
gue mucho de lo anterior no tlene sentide en la nocién general de
clase; es declr, en clases cuyos miembres no sean conjuntos.

Probablemente algunos de los problemas expllcades anteriormente
tengan una mejor soluclén empleando una teoria que, Junto con los
conjuntos, permita manipular formalmente a las clases, pero la
respuesta a esta conjetura ya no es un objetivo de este traba jo.

Por otro lado, se dari ensegulda un ejemplo de una categoria que
ejemplifica algunos de los escollos de los que apenas se habld; este
ejemplo, Junto con las observacliones hechas pretende hacer ver que la
Teoria de Ca‘tegorias no puede estudiarse formalmente con la Teoria de
Conjuntos, al menos no con la de Zermelo-Fraenkel. El ejemplo es,
precisamente, la Categoria de Conjuntos, aqui la clase de objetos es la
clase de todos los conjuntos y para cada par de conjuntos a,beV el
conjunto hom(a,b) es el conjunto de todas las funclones de a en b; es
decir,

homla,b)={ £| f:a—-b }

y para cada a,b,ceV¥ y f: b, g:b la
composlicién usual:

poslcién gef es la

gefia—c

gof (x)=g(f(x)}
es de todods conocido que esta operacién satisface el axloma de
asoclatividad

he(gef)=(hog)ef

¥ que para cada aeV la funclén la definida como

la:a—a

la(x)=x
cumple con el axioma de morfismo identidad.

Con esta categoria se muestra el hecho de que- su -clase “de
objetos no es un conjunto aunque sus objetos mismos si lo son. 'Es
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decir, la clase de conjuntos no- es .un conjunto,
conjunte cuyos elementos sean todos los conjuntos; ¢
forma, para cada conjunto existe otro que no le pertenece:

PROPOSTCION. Va3b( bea )}
Prueba:
Sea a un conjunto y pongamos -
b={ xe€a| xex }
Obsérvese que, graclas al Axloma de Compren’slén
efectivamente, un conjunto: un subconjunto de a..-
Se afirma que bega pues de no ser asi; es decir, si

o

ca B LT (e i
entonces se presenta alguna de . las dos™:i‘sigilentes’ -
posiblilidades: ° )
1) beb, -

tiene sentido esta posibilidad porque (®*) es el primer
requisito para que se dé; pero en tal caso debe " cumplir . la
segunda de las condiciones que deflnen a b, que es
beb
Es decir,
beb =» beb .
11) beb,
En este caso, debldo a (**"}, puede decirse que b es un
elemento de a que, por no pertenecer al conjunto b, cumple
la condielén que lo define; o sea
beb,
Es decir,
beb = beb,
Los resultados de cada uno de los dos casos anteriores hacen
una contradiccién, con lo cual se concluye que
bea.

Este es un ejemplo, entre muchos otros, de una categoria que "no

cabe” en la Teoria de Conjuntos.

Hay un concepto muy ligado al de categoria que parece tener problemas
tan importantes como los que ya se han descrito. Se lo presepnta a
continuacién en su forma usual.

DEFINICION 6. Un funtor F:K——l de una categoria K en una categoria L
es una ax:l icaclén tal que

1) F:K"——L° 4i.e, F asigna a cada objeto aek’ un
elemento F(a)eL’.

11) Dados a,bek® y fehomla,b), F aslgna un morfismo
F(f)ehon(F(a),F(b)) de tal forma que si cek® y
gehom(b,c) se tiene
1) Flgef)=F(g)=F(f) :F(a)—F(c)

2) Fl1a)=1rta.

Un funtor es comoc una doble funclén, 6 mas precisamente, una doble
funcional pues actia sobre los objetos y sobre los morfismos de la
categoria K. Esto suglere que, conjuntistamente, un funtor F sea un par

F=<Fa, Fa>
notaclon que sugiere que Fo e5 la parte que actia sobre los objetos:
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Fo:Kom—ml®
ar——-Fo(a)
y FA actua scbre los morﬁsmos
il F m m
s fehom(a b)»———)F(f)ehom(F(a) F(b))
donde
K*=( hom(a,b)| (a,blek’ xK }
L"=U{ hom(a,b)}! (a, bleL’xL’ }
yademds Fo  es una funclonal arbitraria y Fa cumple (1) y (2) de 1a
definicién anterior.

Nuevamente, lo anterior tlene sentido al menos si K° y L° son
canuntos pues en tal caso, F° es una funcién y F~ también lo es pues
K es un conjunto por ser la imagen de la funclonal hom del’ conjunto
K°sK® (véase el axioma 2F8 en la pagina 9). Asi, el funtor F es el
.conjunto F=<Fo,Fm> quedando ain el problema de que los hom(a,b) siguen
estando dados por una funcional.

Con todo lo anterlor queda en evidencia la necesidad de una Teoria

de Clases con urlelementos para la fundamentacién formal de la Teoria
de Categorlas.
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conjuntos y de los sistemas numéricos. Ademas presenta un enfoque
bastante estandarizado.

" Potter, Michael D.
Sets. An Introductioen.
Oxford Sclence Publlications, 1990.

Un estudlo clasico e intultivo de la Teorifa de Categorias. se
encuentra en:

* Mac Lane, Saunders.
Categories for the Working Mathematiclan.
Springer-Yerlag.

En el sigujente texto se discuten formalmente los conceptos. de
categoria y funtor presentando bonitos e interesantes ejemplos.

* Adamek, Jirf.
Theory of Mathematical Structures.
D. Reidel Publishing Co.

Exposicién tipica de la Teoria de categorias con una gran - variedad
de aplicaclones.
* Mitchell, Barry.

Theory of Categorles.
Academic Press.
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