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RESUMEN.

Se presenta la aplicacién de una metodologfa que permite tomar en cuenta la
aleatoriedad en la excitacién, en el estudio de la respuesta de marcos planos, tanto en
vibracién como en cantidad de energia disipada a través de la formacién de articulaciones
plasticas en los extremos de los elementos que conforman el sistema mecénico. Para ello,
la excitacién se considera como un proceso estocéstico del tipo gaussiano estacionario; y en
cuanto al sistema mecénico se consideran, a través de un modelo matemaético, los
pardmetros que definen el comportamiento no-lineal del sistema, asi como los pardmetros
dindmicos del mismo.

Intervienen en el desarrollo de la metodologia conceptos de Mecéanica Estructural
Cléasica, Dindmica Estocéstica y Procedimientos de Algebra Matricial.

En este trabajo se presenta un algoritmo iterativo.

En términos generales la metodologia seguida es: establecer las ecuaciones de
movimiento y de representacién propuesta de la histéresis del sistema a través de una
ecuacién diferencial con coeficientes linealizados, obteniendo con ello la ecuacién de
Liapunov LT, + £, LT = B, en donde, L es la matriz de coeficientes del sistema de
ecuaciones, £, es la matriz de covariancias de la respuesta del sistema a encontrary B la
matriz que define la excitacién. Una vez resuclta la ccuacién para £, se encuentra la
covariancia de la respuesta Iy, en las articulaciones plésticas, se corrigen los coeficientes
linealizados propuestos en el modelo matemaético de la curva de histéresis y se lleva a cabo
un proceso iterativo que finaliza cuando se alcanza la tolerancia en la diferencia de =,
ultima, con la obtenida en la iteracién anterior.

Asi, la metodologia descrita se aplica a marcos planos y con ello se realiza un estudio
de la respuesta de una estructura con osciladores resonantes. En este estudio se verifica la
disminucién de la amplitud de la respuesta del sistema estructural mediante la incorporacién
de la masa de niveles superiores, para ciertas condiciones de estructuracién.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION



En el ditimo siglo se han desarrollado métodos para predecir la respuesta en
vibracién, de sistemas estructurales ante cargas fluctuantes externas, y cada vez toman més
importancia, dada la tendencia a reducir el peso y costo de las estructuras. El sistema
estructural puede llegar a colapsarse si, debido a grandes amplitudes de vibracién, que
conducen al deterioro de la junta de los elementos estructurales, provoca la faila de alguno
0 varios de estos elementos, los suticientes para formar el mecanismo de colapso. La falla
cn cstos clementos se puede presentar cuando los niveles de estuerzo a que son sometidos,
cxceden los limites de estuerzo admisible, ya sea en el mismo instante en que es solicitado
tal elemento, v como un dafio acumulado debido a la fatiga del material.

El estudio de la vibracién de sistemas se llevd a cabo por varios afios mediante el
cmpleo de funciones periddicas simples dependientes del tiempo, tanto en la excitacién
como en la respuesta. A [a fecha se cuenta con una teoria bastante desarrollada para este
tipo de vibracion de sistemas lincales.

Sin embargo, a través del desarrollo de la industria aeroespacial, surgié un tipo de
problemas de vibracion que no podia ser resuelto aplicando los métodos clésicos, puesto que
la vibracion se presentaba en forma no_periédica y bastante irregular, lo que condujo a una
experimentacion que puso de manitiesto el cardcter probabilista en la respuesta de los
sistemas como una mejor alternativa en la estimacién de la amplitud de las vibraciones [4],
lo cual, los métodos clasicos estimaban cn forma determinista, tanto para la excitacién como
para la respuesta. El problema de la respucsta en vibracidon no_periddica, aunque mds
complcjo, en forma probabilista proporciona resultados mas amplios que tratado en forma
determinista.

Posteriormente, cn ingenicria estructural se aplicod y desarrollé la estimacion de
vibraciones del tipo probabilista, modelando la excitacién y la respuesta como un proceso
estocdstico (0 aleatorio) que puede ser especificado por un reducido niimero de pardmetros
y funciones (como ¢l espectro de potencia). Ambos procesos pueden visualizarse como un
conjunto intinito de muestras o realizaciones. Mediante la aplicacion de la teorfa matemdtica
v estadistica se llegaron g formular soluciones a sistemas lineales bajo excitacion aleatoria,
con lo yue sc origind cl desarrollo de la teoria probabilista de dindmica estructural; la cual
permite relacionar todos los parametros estadisticos de la respuesta, directamente con los
correspundicntes pardmetros de la excitacion.



El desarrollo de esta teoria de vibraciones fue tal, que condujo a su aplicacién en
diferentes areas de la ingenierfa, més ain con ¢l uso de equipos de cémputo, se logré
optimizar recursos ¢ informacion, asi como la generacion de datos a partir de algoritmos
como el de la transformada rdpida de Fourier, que proporciona informacién al ser
procesada en forma ripida y eficicnte, en la estimacién de los pardmetros estadisticos
requeridos.

. 1.1 COMPORTAMIENTO NO_LINEAL DE LOS SISTEMAS
ESTRUCTURALES.

El estudio de la respuesta de sistemas con modelos lineales, conduce a resultados
simples y muchas veces ttiles. Si los procesos de excitacion tienen una distribucidon
gaussiana, de acuerdo con la tcoria lineal, los procesos de la respuesta serdn también
gaussianos, con lo cual se puede calcular la confiabilidad en términos de los pardmetros
estadisticos mds rclevantes de fa respuesta [2][4].

Sin cmbargo, cn la rcalidad los sistemas estructurales pueden presentar un
comportamicnto no_lincal, que se acentda al incrementarse la amplitud de vibracién [22],
por lo que tomar cn cucnta cstc comportamicnto es muy importante, aunado con la
probabilidad de que sc presenten niveles scveros de excitacion; ya que ¢l disefio del sistema
estructural podria resultar muy conservador, o cn ¢l peor de los casos, muy susceptible a la
tormacion de mecanismos de colapso. Este efecto de no_lincalidad es tipico cn edificios ante
sismos intensos, ya que debido a las cargas dindmicas elevadas a que son sometidos los
clementos estructurales, cstos presentan un comportamiento histerético muy marcado. Todo
cl comportamicnto del sistema pucde representarse por el uso de un modelo diferencial
no_lincal {11}; este modelo combinado con la representacion estocdstica del sismo conduce
a la formulacion de un andlisis y procedimiento de disefio realista.

En su forma mds simple, ¢l proceso alcatoric de excitacion X (t), es la entrada del
sistema y es transformado en un proceso de salida Y (t) (o respuesta), por el modelo
dindmico no_lincal del sistema. Este modelo tendrd la forma de una relacion diferencial
ardinaria entre X (t) y Y (&), y ya que cstos son dos procesos aleatorios (estocdsticos), el



problema .es resolver una ecuacion diferencial estocdstica, dicho modelo dindmico estd
formado por un conjunto de ecuaciones diterenciales acopladas, y puesto que la entrada
puede cstar tormada por varios procesos, habrd que definir no sélo las caracteristicas
cstadisticas de cada uno en la entrada o la salida, sino las relaciones estadisticas entre los
procesos. Puede obtenerse una simplificacion en la solucidn, si se adopta una aproximacién
adecuada dc masas concentradas, con lo que sc reduce el modelo del sistema a un conjunto
de ccuaciones diterenciales ordinarias.

1.2 LINEALIZACION EQUIVALENTE ESTOCASTICA.

La solucion de las ecuaciones diterenciales estocasticas no_lineales es més compleja
que para el caso lincal, para ¢l cual cxiste una tcorfa extensa que permite su solucién, no
siendo asi para los problemas no_lineales. Una alternativa cn tales casos la proporciona el
método de linealizacion equivalente estocdstica (LE).

En términos generales, este método reemplaza el conjunto de ecuaciones diferenciales
no_lineales, por un conjunto equivalente de eccuaciones lincales, minimizando la diferencia
entre ambos conjuntos de ccuaciones [27].

Consideremos la torma general de fa ecuacion diferencial estocastica de un oscilador
no_lincal, como
g(y) = X(t) (121)

cn donde

g (Y) = tuncién arbitraria no_lincal de v.
X(t) = excitacidon del sistema.
Y = [Y,Y,¥)7 = Y(t)

en esta ultima

Y(t)
Y(t)

desplazamiento,
velocidad,

1l



¥(t) = aceleracién.

en la expresiones anteriores, tanto X(t) como Y(t) son procesos estocésticos. Asi, el
sistema no _lineal transforma X(t) en el proceso Y(t).

El método LE consiste en reemplazar la ecuacién ( 1.2.1 ) por la forma lineal
equivalente

m¥ + cY + kY = X(¢t) (122)

endonde m, ¢y k son pardmetros dependientes del tiempo si la naturaleza estadistica de X ( £)
varfa con el tiempo. La ecuacion de error entre ( 1.2.1 ) y ( 1.2.2 ) est4 dada por

€=g(Y) -m¥ - cY - kY (123)

en la cual puede minimizarse el valor medio cuadratico de €, con respecto a los parametros
m, ¢y k; con lo que se obtiene un conjunto de ecuaciones que contienen el valor medio
de varias funciones de Y.

Para evaluar los valores medios en forma exacta, es necesario conocer la funcién de
densidad de probabilidad de Y(t), la cual no es conocida. Generalmente se hace la
aproximacién de que Y(t) es un vector de procesos gaussianos [2]|[4], en la consideracién
de que se tendrad respuesta gaussiana si la excitacion es gaussiana. Una vez hecha esta
consideracién, se recurre a la teoria lineal y se obtiene un sistema de ecuaciones no_lineales
en el que intervienen los pardmetros m, ¢ y k, si los pardmetros son constantes las
ccuaciones del sistema serdn algebréicas, o serdn ecuaciones diferenciales si los pardmetros
varfan con ¢l tiempo.

Una gran ventaja del método LE, es que puede generalizarse a sistemas de varios
grados de libertad con comportamiento no_lineal, y pueden incorporarse excitaciones y
respuestas no estacionarias [4).

Dadas las caracteristicas que presenta el criterio de linealizaci6én equivalente (LE),
muestra una gran ventaja sobre el modelo de simulacién Monte Carlo, en cuanto a tiempo



de ejecucién, la cual es mds significativa al incrementar el nimero de muestras de respuesta
obtenidas. ‘ :



CAPITULO 2

CONCEPTOS FUNDAMENTALES EN LA
TEORIA DE VIBRACIONES ALEATORIAS



2.1 CONCEPTOS DE LA TEORIA DE PROBABILIDAD
FUNDAMENTALES PARA EL CRITERIO DE
LINEALIZACION EQUIVALENTE.

En ¢! estudio y andlisis de los fendmenos tisicos, particularmente en el campo de la
Ingenieria, existe cicrto grado de incertidumbre asociado a los factores que definen las
caracteristicas del fendomeno. Por ello, en estudios en los que debe de reproducirse el
comportamiento de un tendmeno, es importante considerar dicha incertidumbre. Asi, al
recurrir al uso de modelos matemiticos, podemos incorporar modelos probabilistas que se
adapten a las caracteristicas propias del fendmeno, observadas a través de un registro
estadistico, en la sucesion de eventos ocurridos en determinadas circunstancias,

El fendmeno fisico cn estudio es ¢l comportamiento de un sistema mecénico
estructural (SME), yuc ticne por entrada una excitacion sismica y la salida estara definida por
los parametros del SME. El objetivo principal del estudio es definir la respuesta, o salida, del
SME al tomar en cucnta la incertidumbre en la excitacion. Dada la naturaleza de los
temblaores, existen grandes incertidumbres respecto a las coordenadas del foco, magnitud del
evento, relaciones magnitud-intensidad, duracion del evento, tiempo de ocurrencia, etc. Es
puosible expresar la cxcitacion sismica como un proceso estocdstico, que es una descripcion
matemitica de la forma en que varian con el tiempo algunas caracteristicas de ciertos
eventos. Ahora, en cuanto al SME podemos decir que habrd incertidumbres en los elementos
estructurales gue lo conforman, en tanto la calidad en los materiales empleados y el proceso
constructivo asi lo uriginen.

Comuo parte fundamental del marco plantcado anteriormente, cstd la tcorfa de
probabilidad. por ello, se muestra a continuacion algunos de los conceptos fundamentales
de csta teoriy, tos cuales serdn retomados posteriormente en aplicaciones mds complejas.
Una descripcion mds claborada de estos conceptos, se encuentra en cualquiera de las
reterencias refacionadas con la teoria de probabilidad [9[20]]26).

AXIOMAS FUNDAMENTALES.

AXIOMA 1. La probabilidad de ocurrencia de un evento A es mayor o igual a cero



pero menor-o.igual a la unidad:

=P s (21.1)

AXIOMA 1. 2 Jprpbabxhdadf de un cierto evento S es la unidad:

PIS| =1 (2.12)

en'donde S es el evento asociado a todos los puntos de la
muestra en el espacio muestral.

AXIOMA 11l La probabilidad de un cvento, el cual es la unién de dos eventos

mutuamente exclusivos (4 y B) es la suma de las probabilidades de
cstos dos cventos:

PlA Y B| = Pl4] + P|B] (213)
Si estos dos eventos no son mutuamente exclusivos, entonces

P[A U B] = P|A| ~ P[B] - Pl4 ( Bj (2.14)

PROBABILIDAD CONDICIONAL.

La probubilidad de que ocurra el cvento 4, dado que el evento B ha ocurrido, estd

detinida como

Pl | B] = ———””;,[QIB’ (215a)
de donde podemos obtener la probabilidad conjunta
Pl4 ) B} = Pl4 | B] P|B| (215b)
o bien,
Pl4 (] B] = P|B | 4| PlA] (215¢)



Cuando hay varios eventos involucrados

PlA[BNCN =N PBNCN N
PIATBNCN~MPBICA-N (216)
PIC| D~ N| -~ PN

PANBNCN N

i

INDEPENDENCIA.
Dos eventos A y B se dicen ser independientes, si y sélo si

PlA | B} = PlA]} (21.7)

complementando con ta ecuacion ( 2.1.5 a )

PlA N 8] _
~Fa - PlA] (2.1.8)
Pi4 ) B] = P[A] P[B] (2.1.9)
o hicn,
PB | Al = Pl4] (2.1.10)

cualquicra de estas ccuaciones pucde ser usada como definicién de independencia.
Asi pues, generalizando

Pla N BN C N~ N| = Pl4]| PB) PIC] - PN| (2.111)

si los eventos son independicntes, la probabilidad de ocurrencia conjunta es simplemente el
producto de sus probabilidades individuales de ocurrencia.

10



TEOREMA DE PROBABILIDADES TOTALES.

Dado un conjunto de eventos mutuamente exclusivos y colectivamente exhaustivos, B,
B,..., B,, siempre es posible expresar la probabilidad P[4] de otro evento 4 en la forma

siguiente:

Pla] = PIAN B + PIAN By + - + PlA N B

)

3 PlANB]

de acuerdo con la ec. (2.1.5b)

PlA] = 2 Pl | B} PIB]

TEOREMA DE BAYES.
De la definicion de probabilidad condicional ( 2.1.5b )y (2.1.5¢)
Pl4 1 B} = Pl4 | B] P|B] = P[B | A] PlA]

de aqui que

Pl | B = P|B IP/I~!B]]P[A]
o hien
Pl4,| 8] = f[_ﬁ%ﬂﬂ (=1.2,..n)
de ce. (2.1.13)
Pl4,| B| = MI._ (=12,..n)

Y PIB| A Pl4)

=l

(2.1.12)

(2.1.13)

(2.1.14)

(2.1.15)

(2.1.15 a)

(2.1.16)

11



en esta dltima ecuacion, a la probabilidad resultante se le llama a posteriori y a la
probabilidad PlA)] se le llama a priori.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE LAS VARIABLES ALEATORIAS.

El comportamicnto de una variable aleatoria se describe a través de leyes
probabilistas representadas mediante funciones de distribucién de probabilidad.

En cl caso de variables aleatorias discretas, estas lcyes se representan mediante
FUNCIONES DE MASA DE PROBABILIDAD, en ¢l caso de variables continuas se utilizan las
FUNCIONES DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD. Cuando se tratan varias variables a lavez el
comportamicnto o determinan leyes de probabilidad CONJUNTAS,

Distribucion de Probabitidad Murginal,

Elcomportamiento de una (o varias) variable(s) aleatoria(s) se puede obtener a partir
de una distribucion conjunta, integrando sobre todos los valores de las variables cuyo
comportamiento no interesa. La funcién que representa a estc comportamiento es la
distribucion de probabilidad MARGINAL. Por ejemplo sean X ¢ Y variables aleatorias
continuas, con densidad de probabilidades f,,(x, ¥): entonces la funcién de distribucién de
probabilidad (FDP) marginal de x cs igual a

fly) = I : for (6, 3) dy (2117)

llevando a la generalidad esta cxpresion

fexlep xp) = [ j j i, 6 Xy Xy X,) d¥ X e d, (2.1.18)

Distribucion de Probabilidad Condicional,

Si cn una tuncion de distribucion de probabilidad conjunta, algunas variables
adquicren valares fijos, la funcion de distribucion de probabilidad normalizada resultante
representa a la distribucion CONDICIONAL. Scan X e Y variables aleatorias continuas y

12



filx, ¥) su funcion de distribucion; si y adquiere el valor y,, entonces la funcién de
distribucién de probabilidad (FDP) condicional de X es igual a

fol, yo)

fe v yo) = oD

(21.19)

En donde, segiin ec. (:2.1.177)

£OD = [T faale yod

FUNCION DE DISTRIBUCION. ACUMULADA.

Una forma alternativa de representar ¢l comportamiento de una variable aleatoria
cs mediante fa funcion de distribucion acumulada. El valor de dicha funcién, F,(x), es igual
a la probabilidad de que la variable alcatoria sea menor o igual que el argumento, es decir

F¥)= P(X=x) = J :f‘\‘(u)du (2.120)

La funcion de distribucion f(x) sc puede encontrar a partir de la funcién acumulada,
a través de

dF (x) d © . ~
Bl [ [, jx(u)du] = f,() (2.121)

Las propiedades de la tuncion de distribucién acumulada son las siguientes:

F (o) = 1 (2122)
F) - F) = Plx< X < x,)

13



FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD NORMAL.

Una de las més importantes funciones dentro de la teoria de probabilidades es la
NORMAL 0 GAUSSIANA, Esta es aplicable a variables aleatorias continuas dentro del dominio
de los niimeros reales.

La tuncion de densidad de probabilidad esta definida por

! exp | -
2-1r¢7.z %

X-p

fi)= , ~o< X <oo (21.23)

o —

cn donde

u media
o, = variancia
son dos parametros independientes.

Al examinar la expresion anterior sc deduce que es una funcién simétrica con
respecto a un cje vertical (que pasa por g _que es asintStica al eje de las abscisas para valores
que tienden a o0, y, que su valor miximo corresponde a p . En la siguiente figura se
indica su representacion cuando su media permanece constante igual a p, y su desviacién
estindar (o, ) varia.

<,
[N
a
q
st

Fig. 2.1-1 Funcidn de Densidad de Probabilidad (fdp) Normal.
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MOMENTOS DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA,

La media ¢ valor esperado de una variable continua X esta definida por
pe = EQO = I :xfx(x)zt\c (2.1.24)

La variancia de una variable continua X esta definida por

eV = [ (- 0)d
ol = VARQO = [ 7 (e-u)y()dx (2.125)
- X - EYX]
La desviacion estdnduar de una variable continua estd detinida por
g, = Ja (2.1.26)
El coeficiente de variacion de una variable continua estd definido por
p = = (2.1.27)
#(
VECTOR DE VARIABLES ALEATORIAS.
El valor esperado de un vector X=(X,, .. , X,)” es un vector g, cuyos elementos
Wy s i, ostin dados por
B, = j“’ J' T fle, e x,) dx, e, dy, (2.128)
la tdp marginal de X, puede ser escrita como
fulx) = J: I A de e dy dy - dx, ‘ (2.1.29)

15



asi, reescri‘biendyo para
w, = [  x, f. (e)dy, i=1, .0

La matriz de covariancia I asociada con un vector aleatorio real X, es el valor
esperado del producto (X-p)(X-u)", esto cs

L = E[(X-p)(X-1)"] (2.130)
se define
T, = E[X, - m)X - )] .
= E[(X; - w)(X, - w) (2.131)
=5 0L Jj=1, .., n

i

En particular con ¢ = L., podecmos cscribir L en su forma desarrollada como

- -
o - I,

L= : a : (21.32)
t. 7

Los clementos o] de la diagonal son las variancias asociadas con las variables
alcatorias individuales X, i=1, .., n. La matriz de covariancia L estd relacionada a la
matriz de correlacion R, definida por

R = E|XXTj (2.1.33)

Desarrollando la ec. ( 2.1.30 ) se obticne

L =R -pu” (2.134a)

16



R=C+pnT (2.134b)

Ya que la matriz de covariancia L es real y simétrica, por provenir de un vector X
real y puesto que I, = T, la matriz de correlacién R ¢s también real y simétrica, se conoce
también como matriz de autocorrelacion o de dispersion.

LEY DE DISTRIBUCION GAUSSIANA MULTIDIMENSIONAL,

La fdp Guaussiana definida para una variable en ( 2.1.23 ) puede extenderse su
uplicacion a un vector de variables uleatorias  X=(X|, .., X,.)T con componentes
independicntes X, i=1, .., n. Ya quc la fdp dec X cs

Ay ox) = l_l[f,\;(x.-)
(2135)

2

"
X,
= ___,.12___ exp | -3 ) s
(2n)*g 0 int g

"

cn donde p, a’ son la media y variancia respectivamente de X, i=1, .., n. La ecuacién
anterior se¢ puede reeseribir en forma compacta como

i

() = exp |- (X)) BT (X~ 2.1.36
1) = e P 17 (0" B - ( )
cn donde

r B
g - 0

L= ; g ; (2.137)
0 a,z,
L J
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n

#o= (s w)'y de®)=IT of

inl

La ‘matriz £ cs diagonal ya (uc las variables X, i=1, .., n son independientes.

2

.2 DENSIDAD ESPECTRAL.

En el presente estudio, la excitacion del sistema mecédnico estructural (SME) se
considera, como un evento aleatorio, dadas lus caracteristicas de tos temblores, dentro de
las cuales podemos mencionar la amplitud y la frecuencia dominante del registro, por ser
las que ejereen mayor impacto en los SME's, S¢ encuentra una variabilidad en la amplitud
de lu excitucion a medida que transcurre ¢l tiempo. El contenido de frecuencias del registro
de lu excitacion se encuentra delimitado por un rango bastante amplio de frecuencias (0.05 -

100.0 Hz). Es posible |32) considerar cl registro como una superposicion de muchas
armonicas simples, pero cada una con diferente amplitud, fase y frecuencia con respecto a
lus demds. Es decir,

"

fuy =3 A e™ (22.1)

wral

cn donde
f1) = Funcion gue define fa amplitud del registro cn un instante ¢.
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A, = Amplitud de la arménica simple m.
w, = Frecuencia de la armoénica m.

J = Nuimero complejo que define la parte imaginaria de la arménica.
t = Instante de tiempo en que se efectia la superposicién de armoénicas.

En‘el caso que f(r) sca una funcién periddica con periodo T, la frecuencia w,, en

( 2.2.1 ) siempre scra multiplo de la trecuencia fundamental

En tal cuso, se tendrd
(I) EA e[mn/
el
la cual podemos comparar con la siguiente

1) = ¥ e

Maso

que es la Serie de Fourier (en su forma exponencial) [24].

S

Fig. 2.2-1 Superposicion de funciones periddicas cn serie de Fourier

(222)

(223)



El coe'ficientc;C,,,,‘puede cvaluarse de la siguiente forma para una f{¢) dada,

m

c = ] vf(t)é"""”"dt (224)
. Si "crlypc,rioc:!’u‘t"l"dc' la fﬁnci(’)n periddica f(r) se aproxima al infinito, f(t) se convierte
en una tuncion periodica y su representacién de Fourier es
sy = £ [ : F(w)e ™dw (225)
cn d;)r';dc
Flw) = J : f(t)e *dt (226)
es conocida como la integral de Fourier o transformada de Fourier de f(¢). La ecuacién

( 2.2.5 ) representa la operacion inversa y sc denomina rransformada inversa de Fourier de
F(w).

Mediantc cl uso de la cc. ((2.2.5 ) sc pasa del andlisis en ¢l dominio de la frecuencia
al andlisis cn cl dominio del tiempo, la transformada inversa se obtiene mediante el uso de
(2.26).

La condicion neeesaria para que exista F(w), estd dada por

j:[f(t){dt < o (227)

es decir, la integral del valor absoluto de f(r) debe scr finita.

La tfuncién F(w) cs, en gencral, compleja y, se ticne
F(w) = R(w) « jS(w) = | F(w) | e (228)

cn donde, | FOw) | se denomina espectro de magnitud de f(t), y $(w), espectro de fase de
(1), En lo sucesivo nos referiremos solo al espectro de magnitud.



Podemos escribir el conjunto complejo F‘(w) dc la transformada de Fourier F(-w) de
(-2:2.6°) como .

y F (w) j f([)e Py (229)
‘De una pmplcddd de los conjuntos complejos
F(w) F ,(W) = 'F(w)|? (22.10)

Por lo que

[T 10 de = [ g0 fode

a

[~ /‘(I)LL' [ Fome "“'dw]dr

. J :F(w)[ fe ""dt]dw (22.11)
=L [ :“F(W)F‘(w)dw

[T 1o Ve = [T 1 FGo) | Y

Esta titima expresion corresponde al Tcorema de Parseval [32], en donde el término
del lado izquierdo indica el contenido de energia de la sefal y el del lado derecho es la
integral del ESPECTRO DE ENERGIA o de la FUNCION DE DENSIDAD DE ENERGIA
ESPECTRAL dc f(r).

Al tomar en cuenta sélo frecuencias positivas la expresion ( 2.2.11 ) puede escribirse
en la forma

[T 1 - 2[2—',[: | Fv) | dw (22.12)

Si la funcion f(r) es considerada dentro del intervalo -I < ¢ < .zf y nula fuera de



este, entonces

R0 1 =4[ o
‘=,f17 I i (1):1:

- = | F Aw) | dw
Si T —oco, cntonces '"'J

|f7(z) | P [ JlmfEs | Fie) | P |
(22.13)
= Io G(w)dw
en donde
G(w) - LEE[;EL | F w0y | 2] (22.14)

¢s la densidad cspectral de potencia de la funcidn f(¢).

Una vez quc sc define la densidad cspectral es posible encontrar la variancia de f(r)
[f(E)]? = I:G(w)dw (22.15)
pera con ello no se ticne bien identiticada la distribucion de f(¢). Sin embargo, si la funcidn

s supone como gaussiana, con media cero, entonces toda la distribucion de probabilidades
de v queda definida por la variancia de x, mediante la relacién

fi)=

X
exp | -— (22.16)
27a,

de esta torma, conociendo la densidad espectral de un proceso se puede definir su variancia.



La densidad espectral de potencia G(w) determinada para una sefial f(t) cualquiera
podrd aplicarse a otras funciones j{¢) en las que el médulo | F,(w) | sea el mismo, lo cual
sc cumple solo si | F,(w) | es independiente de la de fase.

Flw)l
130,
(cm/1eq)
200
wb
w * ;
il Wit
,, i,
e i k3 3 . 3 . ’ L)
frecuencia (M)
Fig. 2.2.2 Espectro de amplitud de Fourier

del sismo de El Centro de 1940,
componente Norte - Sur.

FUNCION DE CORRELACION,
La tuncion

R(1)= f " 50w fr=r)dr= [ 7 X (r 0t (22.17)
s¢ conoce como la funcion de correlacién cntre las funciones x,(f) y x,(¢).

De igual forma, se define
RJ,(T)=[ (e -T)dr = [ © ey (Dde (22.18)
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Ambas funciones de correlacién, proporcionan una medida de la similitud o
interdependencia entre las funciones .v,(#) y x,(¢) en funcién del pardmetro r (el corrimiento
de una funcién con respecto a la otra). Si la funcién de correlacién es cero para todo valor
de 7, entonces sc dice que las dos funciones no estan correlacionadas.

Si x,(1) y x,(r) son idénticas, entonces la funcidn de correlacién

R, (7)= j :.\'l(l)x,(t—-r)dr (2.2.19)
sc denoming funcién de autocorrelacion de x (t).

Una propicdad importante para nucstros fines, ¢s que la transformada de Fourier de
la funcién de autocorrelacion R, (), que conduce al espectro de energia | X,(w) | 2 de
x(f). En otras palabras , la funcién dc autocorrelacion R, (7) y la densidad espectral de
energia | X (w) | 7. constituyen un par de transformadas de Fourier, es decir,

| X,0v) | 2= I " Ry(e dr (2.2.20)
R”(T)=1'_J?’ | X,(w) | %edw (2221)

Este resultado se conoce como ¢l teorema de Wiener - Khintchine.

2.3 PROCESOS ESTOCASTICOS,

La respucsta de un sistema mecanico estructural (SME), ante una excitacion aleatoria,
comao lo es un temblor, presenta caracteristicas alcatorias con respecto al tiempo de duracién
de la excitacion, Realizar un estudio estadistico de la respuesta del SME, implica considerar
diferentes temblores, puesto que con cllo se obtiene un comportamiento distinto del SME
para cada una de las excitaciones, es decir, ¢l registro gque se obtenga de Ia variacién de la
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respuesta con respecto al tiempo, scra distinto al que se obtenga cuando se considere como
excitacidn, un temblor registrado en diterente tiempo, puesto que las caracteristicas de estos
temblores difieren, adn siendo del mismo sitio. Asi pues, podemos hablar de una familia de
registros de temblores ocurridos cn un sitio determinado, y de una familia de registros de
respucstas de un SME, ambos grupos de registros asociados a un tiempo en particular, con
lo yuc la excitacion y la respuesta del SME pueden considerarse como procesos estocdsticos.

DEFINICION.
Sc detine un proceso estocdstico de la siguiente forma [13]:

Al realizar un experimento £ definido, de acuerdo con el planteamiento usual
en la teoria de probabilidad, por cl espacio S de sus resultados £ y por ciertos
subconjuntos de S Hamados eventos que forman una clase aditiva completa,
cs posible asociar a cada resultado £, una funcion real o compleja de cierto
paramectro r:

X, §) (€T (23.1)

En csta representacion:

- El conjunto T de definicion del pardmetro ¢ se llama usualmente conjunto
indicador; T puedc ser continuo o discreto.

- Generalmente la notacion empleada para procesos estocdsticos es X(¢).

- X(r) puede interpretarse en cuatro formas diferentes:
4) como una tumilia de tunciones de purdmetro ¢ (r'y & variables),
b) como una tuncion del tiempo (¢ variable y £ fijo); esta funcion se
llama entonces realizacion del proceso,
¢) una variablc alcatoria (¢ tijo y & variable) y
d) un valor determinado (¢ fijo y £ fijo).

También podemos referirnos a un proceso estocdstico bidimensional, si este consiste
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en un par de procesos: X(¢), Y(). O‘bicn, a un proceso n-dimensional, si lo integra una
coleccidn de procesos X (¢), ... , X,(1).

DESCRIPCION DE UN PROCESO ESTOCASTICO [2][28][13].

Enla descripcion de los conceptos, (ue d continuacion se presentan, se admite queX(r)
es un proceso real y continuo; sin embargo, es posible llevar su aplicacién a la generalidad,
es decir, procesos complejos y discretos.

FUNCION DE DISTRIBUCION Y DENSIDAD DE PROBABILIDAD.

Tomando en cuenta que, para cada valor del pardmetro ¢, el proceso es una variable
alcatoria, cs posible definir la funcidn de distribucidn asociada a esta variable:

Fox, 1) = p| X(t)sx | (232)
F(x, 1) es.ocn genceral, una funcion de ¢y es igual a la probabilidad del evento constituido

por todos tos resultados del experimento tales que, para el valor ¢ considerado, los valores
de X(¢), no rehasen el valor .

La densidad de probabilidad correspondiente se obtiene derivando F(x, 1):

S 1y = (233)

aF (¥, 1) _ P a< X() < xedx |
ax dx

Si se consideran dos valores ¢, y ¢, del parametro, sc definen dos variables aleatorias
X(1,) y X(z,); su funcion de distribucion conjunta depende en general de ¢, y ¢,, y se define
como:

Folspxyitnty) = PLXUW) S x, 1 X)) < x, | (234)

Par to que, la densidad de probubilidad correspondicnic es:
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: L EEu )

f.\‘__\',(xl! 5 ’{l’ ’z) ~arar, (235)

Es también posible hablar'd

bé,probabilfdad condicional, la que puede
definirse como: v

’j:\._‘\.._( Xp Xy ity ty)

2.3.6
AT (236)

Flxe 0] XG,

Para un conjunto de n valores del pardmetro ¢ se podrd definir una funcién de
distribucion dc érden a: ’

Fyoo@p e ox, v a0 n) = PIX@) < x5 X@) < x ] (23.7)

”"

y la densidad de probabilidad asociuda:

. GRS C (PR A |

I 4\.‘(.\'“ R TS I Fon (238)

Si se conoce cualquicra de las dos funciones anteriores para cualquier nimero n y
sceuencia f,,..., £, ¢l proceso se cncucntra totalmente definido desde el punto de vista
probabilista.

MEDIA Y VARIANCIA.

Para un valor dado del pardmetro ¢ se podri definir la media de la variable aleatoria
currespondiente:

) = EJX(@)] = J :.\f\.(x: fdvy (239)

Esta media (o valor esperado) de X(r) es en general funcion de ¢,



En la misma forma sc define ‘1 variancia:: -

E(X’(f)] RN ORI (23.10)

AUTOCORRELACION Y AUTOCOVARIANCIA

Considcrando dos valores ¢, y 1, del pardmetro, se podrd definir el momento conjunto
de fas variables alcatorias X(¢) y X(1,), el cual recibird el nombre de autocorrelacion.

R(1,, 1,)=E[X( )X (1,)]= J J :.\'r\'z)‘_",:‘:(.\'l, X, 3 8, t)dxdx, (23.11)

-
e
Es. en general, una funcion de 1, y «..

En la misma forma sc define lu awtocovariancia:
Cly 1,) = E{XC) - U DIX(,) - ()1} (2312)

Cley, 1) = R, 1) = ()t (23.13)

La autocovariancia permite cuantiticar ¢l grado de correlacion lineal existente entre
las variables X(/)) v X(1,).

La covariancia normalizada sc conoce como coeficiente de correlacion, el cual se
denaty por:

C(r, t)

P.\.\(’v L) = -——__a‘\.(l‘)u.\.(lz)

(2.314)



CORRELACION Y COVARIANCIA CRUZADAS, ORTOGONALIDAD E INDEPENDENCIA.

3 dgs' prdéésos estocdsticos se define como:

3M55)=mmmw@] (23.15)
y'rsu cc{qurlgi'n
’ H.ni'('_x?'"z) =Rty 1) = )ity (23.16)

Se dice yue los proecsos X(t,-) y-X(t,) no estan correlacionados si, para cualquier ¢,
Y.l X . L

:R.\')V'([l‘ 11) = H’_\'(ll)y’y(lz) (23.17)

¢s decir, si su covariancia cruzada cs nula.

El cocticicnte de currelacion para dos procesos es:

C.\'Y(I v '1)

P = o)

(23.18)

Se dice que dos pracesos X(r) v Y(r) son ortogonales si para cualquier ¢, y ¢,
R,{t,t) =0 (23.19)

Sc dice que son independientes si el grupo de variables aleatorias X(¢)), ... , X(¢,) es

independicnte  del  grupo  Y(t,), .., Y(1) puara cuulquier grupo de valores

Ly 0300 0y 8, s decir sic

Fe v v ot il el o el ) 2y 6 el My 3 Ol o) (2320)
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FUNCION CARACTERISTICA Y FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS.

Es usual asociar a la densidad o distribucidn de probabilidad de una variable aleatoria
X, la siguiente funcién denominada funcion caracteristica.

$.(w) = Elexp™] (23.21)

cn donde
w = Pardmectro rcal.
¢, = Funcion caracteristica de la variable aleatoria X.
Jj = Niamero compicjo.
E = n-¢simo momento de la variable aleatoria X.

Esta funcion ticne tres propiedades importantes:

a) La correspondencia entre una densidad o distribucion de probabilidad y su funcidn
curucteristica os biunivoca (uno a uno).

b) Sc tiene la siguicnte relacion

d'¢ (0)

dn”

= (J yEIX (

)
»
)
N

N

e wt)
Esta expresidn s muy Gtil para ¢l caleulo de los momentos de una variable aleatoria.
¢) La funcion caracteristica de la densidad de la suma de dos variables
independientes ¢s igual al producto de sus funciones caracteristicas.
Otra funcidn coninmente cmpleada para los mismos fines es la llamada funcion
generatriz de momentos m(t)
m(t) = Elexp”} (23.23)

en fua que 1 es una variable compleja.
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Para esta funcién se tiene.dircctamente:

"'/‘71('0)' 7_7 o
T - i) (2324)

aplicarse - directamente a procesos estocdsticos, asi por
caracteristica de un proceso estocdstico como:

- Estas.
cjemplo, tendr

by (W) = Elexp™™) (23.25)

cn donde da'\‘(”(w) cs.en’este caso una funcion de wy de «.

2.3.1 PROCESOS ESTACIONARIOS.
PROCESOS ESTACIONARIOS EN EL SENTIDO ESTRICTO.

Un proceso cstocastico cuyo conjunto indicador T cs lineal, es estacionario en el
sentido estricto si para cualquicr nimero & de valores ¢, ..., , del pardmetro y cualquier
valor adicional & del mismo pardametro sec ticne:

Sy o e ) = e e e ) (2.3.26)

¢s decir si lus densidades de probabilidad conjuntas de cualquier orden no se ven afectadas
pur un cambio de origen del parametro de magnitud ¢ €T,

Sc dice que dos procesos X(r) y Y1) son conjuntamente estacionarios en el sentido
estricto si las densidades de probabilidud conjuntas mixtas de cualquier orden que pueden
definirse con ambos pracesos no se ven atectadas por un corrimicnto de origen de sus
pardmetros.
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(2327)

(23.28)

- Una consecuencia de 1o anterior-es gue la media del praceso es un valor constante

B0 -y (2329)

Si se’considera ahora la densidad conjunta de orden 2:
Sex @ Xy it ) = fu o b x5 4, 6,) (23.30)
se observa que esta funcion debe depender sdélamente de't) - ¢, = 7

foplop Xy 00, 0,) = j.'r‘_‘.:(.\',, X 0T) (23.31)

donde f. . (¥, ¥, : 7) cs la densidad de probabilidad conjunta de X(f) y X{(t+7) para
cualyuier valor de r,
La autocorrelacion de un proceso de este tipo depende también sélamente de 7.
R(7) = E[X(1+7)X(0)| = R(-7) (2332)

Lo mismo scrd vdlido para la corrclacion cruzada de procesos conjuntamente
estacionarios:

R (1) = E[X(t-7)Y(1)] (2333)
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PROCESOS ESTACIONARIOS DE ORDEN k. -

Un proceso se considerd-estacionario de ordenk.si la‘relacion’ .

ner

Cp ) ve €T (2334)

Sc obscrva que si cs verdudera parak, también lo ¢s para valores menores que k ya
que las densidudes marginales se detinen en forma Gnica a partir de la densidad conjunta.

PROCESOS ESTACIONARIOS EN EL SENTIDO AMPLIO.

Sc dice que un proceso cs estacionario cn ¢l sentido amplio si su valor medio es
constante y su autocorrclacion cs finita y depende sdlamente de ¢ -+, = 7, lo cual se
establecio unteriormente como un cuso particular de la condicién de estacionariedad
definida para procesos estacionarios cn el sentido estricto. Ya que el concepto de
estacioncricdad cn ¢l sentido estricto se aplica a la totalidad de las funciones de distribucion
acumulada, cn tanto que la estacionaricdad cn el sentido amplio se aplica a los dos primeros
momentos de los procesos estocdsticos.

ELX()]

= uy
EjX(r+-1)X(1)) :‘ (2335)

R(7)

Si X(r) es estacionario de orden 2, obviamente también lo es en cl sentido amplio.
Partiendo de que X(r) cs estacionario en ¢l sentido amplio para cstablecer que es de orden
2 s6lo es cierto si la media y variancia bastan para definir las densidades de segundo orden
del proceso.

Das procesos son conjuntamiente estacionarios cn el sentido amplio si cada uno de
clos 1o es, y ademds su correlacion cruzada depende sdlamente de ¢, - ¢,



Riplr) = EX(n)YO)] G ( 2.3.36)

ERGODICIDAD.
Algunas veees es posible detinir las caracteristicas de un proceso estacionario a partir
dc una sola realizacion. La propiedad quc hace csto posible, es llamada ergodicidad, no esta

implicita cn la cstacionaricdad, pero esta cs condicién necesaria para sostener la ergodicidad.

Sca p, cl promedio dc una realizacion x(t1) de X(), en el espacio
D= {t:0<1 <T, i=l, ., n}

B = I YO0 (2337}

;= ElX(0)] = Ill_n; By

Pary procesos estacionarios en cl sentido amplio, la condicidn suficiente y necesaria
para la ergodicidad on la media s que

o B
lim L II)'R(T)dT =0 (2.3.39)

I~

Una condicion suficiente pero no necesaria para que ( 2.3.38 ) se cumpla, es que

lim R(ar,) =0, para todas 7, # 0 (2.3.40)

P

Asi, la ergodicidad cn el primer momento p de X(¢), requicre condiciones en el
scgundo momento R(7). Scu definido R (r) como

R(7) = J ) =g [l =g et (2341)

La crgodicidud en la autocovariancia implica que
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- RG) = E[{x({ff)%u.\.}{x(:)-#xn = lim R,(7) (2342)

Jas ccuaciones (23.37) y (2.3.38) con (23.41)y
rgodicidad en la autocavariancia, el proceso estocdstico
itistucer

lim* 4 I ,Re(mdr = 0 (2.343)

R

“Asi,la ergadicidad ¢n el segundo momento de X(¢) requiere condiciones en el cuarto
momento R(;(r). S

REPRESENTACION DEL MOVIMIENTO EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA.

La representacion de los procesos estacionarios, en ¢l dominio de la frecuencia, se
lleva a cabo a través de la funcidn de densidad espectral de potencia {27), la cual representa
para un proceso estocdstico, una forma andloga al andlisis de Fourier de una funcién
determinista, va gue describe ¢l contenido de trecucncia del proceso. Esta funcién de
densidad espectral de potencia cs una tuncion real positiva, definida como la transformada
de Fouricer de la funcion de autocorrelacion

Gewy = L I “' R(7)exp™dr (2.344)

ahory, puesto que
G{w) = G(-w)

ex posible escribir
Glw) = 2 I:R(T)C()s(wr)dr (23.45)
Sc detine tumbién

R(7) = [:G(w)cxp iy (2346)
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;'o"'?X‘(tl):vy Y(t,), 1a funcién de

Para ¢l caso de dos,p'oce,s'os‘-
: e la funcién de covariancia

densidad espectral: cruzada,
cruzada e

(2.347)

232 PROCESOS GAUSSIANOS,

Los procesos gaussianos constituyen los mas importantes de los procesos estocdsticos,
va que a través de cllos pueden representarse una gran variedad de fendmenos fisicos,
ademds de presentar caracteristicas matematicas que hacen el andlisis relativamente sencillo.

La tuncion caructeristica conjunta de un proceso gaussiano estd dado por

By (W W) = Efexp {lwp () « e w, (O} (2348)

cn donde las variubles x (7)), .. x,(¢,) son variables alcatorias gaussianas conjuntas.

La descripeion completa de las tunciones de densidad de probubilidad conjunta, esta
dada por la tuncion de correlacion, os decir, con tener cuantificados la media (o valor
esperudo) y la covariancia, s tendrd plenamente identiticado ¢l proceso.

De la ccuacion ( 2.3.9 )

u(t) = E[X(D)]

v dec la ecuacion ( 2.3.10 )
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C([[) 13) = R([p ’z) - #,\'(11)/“,\'(12)
Las cxpresiones anteriores estdn dadas para cl caso de dos variables aleatorias gaussianas
conjuntas. En estas circunstancias, la funcién de densidad de probabilidad conjunta (de

segundo orden) tiene la forma siguicnte:

[X([1)‘F~,\-([1)]2

Pl )] = ' R .
270, ()0, (£ 0 1 ~p3alto0) =1 oz -p(tty)) (2349)
R ZIX([|)'F‘,\'(I;)”X(Iz)_/'L,\'(’z)l . ‘X(,z)"/“,\'([z)lz
o, (1 )oy (1)1 -pxyle )] ot 1 -pia(tt,))
¢
en dondc

oyt,) = VARIX(,))
a(t) = VAR|X(,)|
.0 = C, 1)

Pl 4 m",\'(’ﬁ",\(’g)

Finalmente, para procesos gaussianos estacionarios, tomando en cuenta la ergodicidad
en lu covariancia, el cuarto momento pucde expresarse cn términos sélamente de Ry, (7),

de acuerdo con la ccuacion ( 2.3.43 )
! J o I Ry 1 dr = 0 (23.50)

lim
s

foT-
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2.4 FUNCION DE TRANSFERENCIA Y FILTRADO DE LA
EXCITACION.

En el andlisis del comportamicnto de los sistemas estructurales, es posible Ilegar a
establecer relaciones apropiadas entre la respuesta del sistema y la excitaciéon del mismo,
sobre todo, si sc truta de de un sistema lincal estabie. Las funciones que definen estas
relaciones se conocen como FUNCIONES DE TRANSFERENCIA, cstas serdn propias para cada
sistema estructural en particular, En la siguicnte descripcidn se analiza un sistema estructural
subamortiguado dec un grado dc libertad. La excitacion como la respuesta serdn
representados por procesos gaussianos estacionarios, por lo que al tomar en cuenta los
conceptos de procesos estocdsticos definidos anteriormente, conociendo la funcion de
transterencia v la tuncion autocorrelacion, o bien, la funcién de densidad espectral de
potencia, ¢l proceso de respuesta del sistema, quedard completamente determinado.

Considerando la representacion tipica del movimiento del sistema estructural (21],
idealizado cn un modelo de masa y resorte, sometido a una cierta excitacion f(r), se tiene

mi(r) - Ci{r) + Kx(r) = f(r) (24.1)

Esta pude representarse de la siguiente mancra al introducir lo pardmetros del sistema

2 K

wy = 2

m

y
_ ¢ _ ¢
2wym 2 \/,?,T
i)« 28w0) - wie() = {4 (2.42)
m

dadas lus condiciones del sistema, si la excitacion f(r) corresponde a un impulso,
representado por una funcion delta de Dirac se tendra

J{) = 8(r) (24.3)

y de acuerdo con lu teoria clisica de la dindmica estructural, la respuesta del sistema seréd
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Wy R

x(r) = h(e) =L exp ™ Sen wyt (2.4.4)

en la cual

En la expresion ( 2.4.4 ), solo se da la solucién particular de la ecuacién de
movimiento del sistema (2.4.2 ), puesto que la solucion complementaria decae a medida que
transcurre cl ticmpo y prevalece solamente la solucion particular.

Ahora, sila cxcitacion f(r) cs de la forma tipica de los registros de temblores,
J{t) puede representarse como una seric de impulsos de la torma de ( 2.4.3 ), entonces la
respuesta x{(r) estd dada por la integral de Duhamel o integral de Convolucion

X)) = I | (DR (245a)

la cual pucde cscribirse como

x(e) = f(6) = h(r) (245b)

Aplicando trunstormadas de Fouricr a esta altima expresion, cs posible obtener la respuesta
cn cl dominio de ta frecuencia |32

x(0w) = flw) H(w) (24.6)

en donde (i) y f(v) son, la respuesta v la excitacion respectivamente, del sistema en el
dominio de la frecuencia, y H(w) cs la FUNCION DE TRANSFERENCIA.

Para encontrar H(w), sc propone que la accleracion en la base I(_? tenga la forma
r
exponencial

O oxpr (24.7)
m
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¥ que el desplazamiento sea

oy e e (248)

por lo que

(2.4.9)
expt wi = exp™ (2.4.10)

simpliticando
(-w? - jw2Ew, + wp) = | (24.11)
! = H(w) (2.4.12)

(-w? + jiw2Ew, + wp)

Esta tltima expresiin, corresponde a la tuncion compleja de transterencia del sistema
lincal dc un grado de libertad con pardmctros w, y &, representada en ¢l dominio de la
tfrecuencia w.

Graficar la funcion de transferencia cs bastante Gtil (ver Fig. 2.4-1), ya que puede
visualizarse la frecuencia para la cual la magnitud de esta funcion es méxima. Esto sucede
cuando la frecuencia de excitacion coincide con la frecuencia natural de vibracidn del
sistema, Otra aportacion importante de csta grafica, lo es ¢l pertil de la misma pues, como
se verd posteriormente, detine un rango de frecuencias a ser filtradas, es decir, permitir el
paso de una banda de frecuencias con cicrta amplificacion.

Si a las funciones de lu expresion ( 2.4.6 ), se les obticne su densidad espectral de
potencia, dc acuerdo con la expresion ( 2.2.14 ), sc tendrd

G.(w) = G(w) | H(w)|? (24.13)

40



la.cual pr'opoilrci‘dné"l_j densidad espcctral de potencia G (w) de la respuesta, que segiin
(2.2:15); su integral representa la variancia de la respuesta,

)

Fig. 2.4-1 Grifica tipica de la magnitud dc la
Funcion de Transterencia para un
sistcma de un grado de libertad.

Esta tltima caracteristica es de grun utilidad para estimar las respuestas méximas del
sistema.

Particndo dc un andlisis cn el dominio de la frecuencia de la ecuacion de movimiento
del sistemy, cs posible obtener funciones de transterencia ue relacionen la excitacién cn
lu base, con lu respucsta del sistema. Esta caracteristica de la funcion de transferencia se
debe al heeho que esta establece la fraceion de energia o ser transmitida a través del sistcma
en varigs frecuencias. Por esta razon, los sistemas por los que se transmiten se conocen
comao filtros.Estos pueden depender por cjemplo, del amortiguamiento ¢ y la frecuencia
natural w, del sistema. Existen filtros de bunda angosta y filtros de banda ancha. La cnergia
de excitacion transmitida a traves de lus frecuencias contenidas en ¢l ancho de banda seré
la mas representativa a la salida del filtro.
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Fig. 2.4-2 Ancho de banda de un sistcma de
un grado de libertad ligeramente
amortiguado.

2.5 RUIDO BLANCO.

El proceso conocido como ruido blanco, se define como un caso particular de los
procesos cstacasticos lamudos ruido de disparo (shot noise) [27], cuando estos son
débilmente estacionarivs, cs decir, que sélamente se cumplen los dos primeros momentos
yue describen ¢l proceso (media y covariancia).

La deseripeion del proceso estocistico ruido de disparo, S(t), debe cumplir con lo
siguicnte

pe(t) =0

T, ) = A 8(t,-1,) (25.1)

cn donde
1. () = Media o primer momento del proceso.
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() = Covariancia o segundo momento del proceso.
A(t)) = Funcién de intensidad def tipo determinista.
&(t,~t,) = Funcidn dcha de dirac.

Para ¢! caso de procesos débilmente estacionarios, la tuncion de intensidad A(s)) en
( 2.5.1"), es constante y la covariancia sc define entonces por

ooy ) = A 8(1,-1) (252)

ya quc el valor esperado de este proeeso, u(¢), es cero, la funcion de covariancia sera igual
a la funcion de corrclucion, por esto, la densidad espectral del proceso, es la transformada
de Fourier de { 2.5.2 ), en la que

G,y = 2 (253)
CS uny constante.

La expresion anterior es la que curacteriza a un proceso cstocastico ruido blanco,
W(r). Pueden emplearse en su definicion, cualguicra de las expresiones siguicntes

Q

Gl) =

Rnu'(T) = . ( 254 )

G ,5(7) 7=,

1~

La interpretacion fisica de unu densidad espectral constante, como lo es para cste
tipo de procesos, cs que ld cnergia contenida en el proceso estocdstico se distribuye
uniformemente sobre todo cl rango de frecuencia y su variancia es infinita (lo cual es
tisicumente imposible).
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2.6 ESTIMACION DE LA RESPUESTA MAXIMA.

En el estudio del comportamicnto de los sistemas estructurales, ante solicitacién
sismica, es relevante poder cstablecer alguna diferencia favorable entre la respuesta
permisible, con la respuesta midxima observada, definida por algin criterio de prevencién de
danos. Este criterio proporciona suficiente informacion acerca del comportamiento de los
sistemas estructurales lincales, no siendo asi para los sistemas no-lineales, en los que
también cs importante la cantidad de cnergia disipada, o bien a través de la descripcién de
los efectos acumulativos de los ciclos de respucsta repetitivos, cuando la fatiga representa
un factor a tomar en cucnta. Con la finalidad de poder identificar el comportamiento de un
sistema cstructural y contando con la informacién estadistica de la excitacion sismica, a
través del espectro de densidad de potencia, es posbile llegar 4 cstablecer una descripcién
de la respuesty méxima del sistema |19], de acuerdo con ( 2.2.15 ) y ( 2.4.13)

o = j :’G‘(w)dw - J’ :G/(w) | How) | Ydw (26.1)

cn donde

2

o, = Variancia de la respucsta

G (w) = Espectro de densidud de potencia de la respuesta.
G(w) = Espectro de densidud de potencia de la excitacion.
H(w) = Funcion de transterencia.

En la expresion anterior, se considera la excitacion como una funcién estocdstica
estucionaria, con duracion delimitado por un cicrto intervalo de tiempo; durante el cual se
presenta la parte mas importante del movimicento del terreno.

A traves de la funcion de autocorrelacion puede veriticarse gue

2

o = J :Gl(w Ydw (26.2)
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R = [ TG wexp i

Si‘se evalda la fincidn’ para s

(263)
- ahora, dc '(_7_,2;_3:3 1)
Se cvalda csta cn r=()
| et (264)
yuc ¢s la definicion dc%;x’riarr.irc‘ia;x pog'm fqrjto. de ce. (2.6.3)
‘ & = EWr)] = [ 76w (265)

Sc definc ¢l i-¢simo momento (X)) de la tuncidén de densidad espectral G(w), como
N = J WG (w)dw (266)

en la que es cvidente que of =\, pard ¢l caso i=2
A, = I:IV!G‘(W)({W = J:Gf(lv)dtv (267)

cn donde G (w) corresponde al espectro de densidad de potencia de seudo-velocidades de
ly respuesta: de igual forma podemos encontrar, para (=4

A, = J CWG (w)d = I TG (w)dvw (268)

en donde G (w) corresponde al espectro de densidad de potencia de scudo-aceleraciones
de la respuesta,

Aplicando ( 2.6.5 ) a ( 2.6.7 ) y ( 2.6.8 ) cncontrarcmos, respectivamente las
variancias de scudo-velocidades y scudo-aceleraciones de la respuesta
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20 22
O = Wig,

A
2

2
oy = wWla, = A

i

2 (269)

4x

la nomenclatura A, y A, indican respectivamente, segundo y cuarto momento del espectro
de densidad de potencia-de la respuesta en desplazamiento del sistema.

A partir de los momentos N, v Ay, s posible encontrar la frecuencia, €, en donde
se concentra la mayor cantidad de cnergfa del espectro de densidad de potencia, mediante

% (2.6.10)

También cs posible cncontrar la medida de dispersion §, de la funcién de densidad
espectral alrededor de la frecuencia central Q,

(26.11)

El valor de la respucsta x,,, correspondicnte a una probabilidad de excedencia p, y
4 una excitacion de duracion s, sc puede relacionar con la desviacion estdndar o(s), para

un sistema de un grado de libertad, a traves de
X, = ,0(08) (26.12)
en donde g,(s). os la desviacion estindar de la respuesta, en el ticmpo s, donde | x(6) | es

midximo, y r,, corresponde al factor pico, tal como se muestra en la figura 2.6-1.

La estimacién del tactor pico r ,, ha sido cstudiada por un gran nimero de
investigadares; sin cmbargo, la siguicnte cs una forma que proporciona resultados muy
accptables para el caso de procesos estacionarios de banda angosta, como podria ser un
ruido blanco filtrado.
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Fig. 2.6-1 Relacion de la  desviacion cstandar de la
respucsta o(s), ¢l factor pico r, y la respucsta
mixima x_.

La distribucion de la probabilidad de que se presente el valor médximo de la respuesta
dentro del intervalo (0, 5), es cquivalente a determinar la probabilidad p (s) de que la
respuesta del sistema sobrepase en una ocasion un nivel a determinado para el intervalo de
ticmpo s. Sc ha demostrado, como resultado de estudios tedricos y de simulacion que [19)

PGy = A cxp™ (26.13)

cn donde A =p, (0) cs la probabilidad inicial cn s=0 y « es cl factor de decrecimiento de la
tuncion, cuyo valor puede estimarse por :

1- ex _ s 6|~h(1
" LR (2.6.14)

o =2
'
Ha
l-exp |-=] =
21 o,
cn donde
v, = Numero de veees gue sc cruza cl valor a.

" = Una medida del ancho de banda,

8
b = Constante semicmpiricy igual a 0.2
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El factor r, o puede expresarse cn funcnon del numcro promedio n de ciclos del
movimiento de la respuesta, dado por f

no= S i(ln pyt (26.15)

ry =1 2Ln {2 1~ exp (-8 yr Ln2n ) | }|*? (26.16)

La respucsta x,,, obtenida al aplicar las expresiones anteriores, corresponde a la
respuesta estacionaria: sin embargo, la excitacion produce una respuesta transitoria; esta
situacion puede ser simpliticada a una condicion estacionaria, a través de una duracién
estacionaria cquivalente |19].
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CAPITULO 3

r— ——

CRITERIOS DE FORMULACIONES ANALITICAS
PARA SISTEMAS ESTRUCTURALES NO_LINEALES
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El comportamiento de sistemas estructurales lineales ante excitaciones aleatorias ha
sido ampliamente desarrollado y existen en la literatura resultados obtenidos por gran
cantidad de investigadores, a traves del uso de modelos matematicos en los que, por
simplificaciones del anilisis se recurre al uso de hipdtesis restrictivas. En el tipo y niimero
de estas hipétesis restrictivas se define la diferencia entre los distintos criterios de analisis.

Segin se ha observado en la respuesta de los sistemas estructurales ante una
solicitacion sismica intensa que cl comportamicento es, en menor o mayor grado, no_lineal.
Por ello es que para sistemas con bajo nivel de comportamiento no_lineal, se aplican algunos
de los modelos matematicos desarrollados para sistemas lineales, con la adicién de algunas
hipétesis restrictivas. Sin embargo, sc han desarrollado modelos mateméticos que son
aplicables exclusivamente a sistemas estructurales con comportamiento no_lineal.

En este capitulo se presentan las caracteristicas generales de algunos criterios de
andlisis de sistemas estructurales y sus principales limitaciones.

3.1 CRITERIOS DE ANALISIS MATEMATICO PARA SISTEMAS
ESTRUCTURALES NO_LINEALES ANTE EXCITACIONES
ALEATORIAS.

En el anlisis probabilista de sistemas estructurales con comportamiento no_lincal se
puede hablar de niveles de complejidad. En la medida que los diferentes criterios de anilisis
incorporen la menor cantidad de hipétesis restrictivas, el modelo matematico reproducird
la respucsta cn una forma més cercana a la que sucede cn la realidad.

El primer nivel de complejidad es ¢l que considera un oscilador determinista de un
grado de libertad modelado mediante una masa y un resorte con bajo nivel de no_linealidad,
sujeto a una excitacién representada por un proceso tipo ruido blanco. A partir de este nivel
de complejidad pueden incorporarse caracteristicas aleatorias del sistema estructural, como
la rigidez del resorte; y més ain, que el resorte entre en el rango de deformaciones
ineldsticas, durante oscilaciones de gran amplitud; lo cual hace que el nivel de complejidad
sca mayor, puesto que la rigidez scrd considerada como un proceso estocdstico
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correlacionado con los procesos estocésticos de carga y respuesta del sistema estructural.
Estas consideraciones pueden aplicarse a modelos de varios grados de libertad, en los que
el nivel de complejidad es mayor.

En los diferentes criterios de andlisis estocdstico no_lincal se presenta la dificultad
de que los momentos estadisticos de la respuesta cxceden en nimero a la cantidad de
ecuaciones (cosa que no sucede en el caso de sistemas lineales), por ello es que se adoptan
modelos que relacionan los momentos de orden superior con los momentos de orden
inferior (primero y segundos momentos, por ejemplo).

Con la misma idea de simplificacién anotada en cl pérrafo anterior, la cxcitacién
cominmente se considera como un proceso estacionario tipo ruido blanco, o bien un
proceso estacionario de ruido blanco filtrado, el cual reproduce en forma més aproximada
la distribucién espectral de potencia observada en sismos reales. También pueden utilizarse
otros criterios que toman en cuenta procesos no_cstacionarios de ruido blanco filtrado.

METODOS MARKOVIANOS, BASADOS EN LA ECUACION
DE FOKKER-PLANCK-KOLMOGOROV (FPK).

En problemas de dindmica estructural estocdstica de sistemas estructurajes con
comportamiento no_lineal, cuando los procesos de cxcitacién sc modelan como procesos
gaussianos tipo ruido blanco, existen varios métodos de anélisis que permiten encontrar
soluciones exactas, entre los cuales se cuenta con los métodos Markovianos que se basan cn
Ia solucién de la ecuacién lineal diferencial parcial conocida como la ecuacién de Fokker-
Planck-Kolmogorov (FPK).

La funcién de probabilidad de transicién de cstado de¢ procesos Markovianos se
determina por la ecuacién FPK o ecuacién de difusién. Esta ecuacion, que determina la
difusi6én de la probabilidad de masa, cs andloga a las ecuaciones de difusién que
deteterminan la difusion de calor o masa cn problemas de mecénica de fluidos [4]. Es
posible relacionar los coeficientes de difusién y arrastre en la ccuacién FPK, directamente
con los pardmetros cn la ccuacién dindmica de movimiento del sistema estructural en
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estudio. Aunque la soluci6én que proporcionan estos métodos sea matematicamente exacta,
no debe perderse de vista el hecho de que la excitaci6n fisica real, debe reemplazarse por
una excitacién tipo ruido blanco ideal, la cual puede filtrarse para dar lugar a una
representacién més realista del movimiento.

La ccuacién FPK establece la densidad de probabilidad conjunta de los vectores de
desplazamiento y velocidad de la respuesta del sistcma, condicionada al estado actual de
ambos vectores, es decir, que la densidad de probabilidad conjunta, relativa al estado futuro
de estos vectores, no depende de su estado pasado. Esto ultimo es lo que define a los
procesos Markovianos.

De estudios realizados por Roberts [16}], acerca de la aplicabilidad de los métodos
Markovianos, cuando los procesos de excitacién son de banda ancha, se puede hacer la
aproximacién de la excitacién como procesos tipo ruido blanco.

Una restriccién importante de los métodos Markovianos, es su aplicabilidad a
sistemas de un grado de libertad, y que los procesos de excitacién deben ser estacionarios
para el caso de sistemas de varios grados de libertad. Por otro lado la excitacién debe ser
tipo_ruido blanco.

LINEALIZACION EQUIVALENTE.

Krylov y Bogoliubov {34} introdujeron esta técnica de solucién aproximada para
sistemas no_lincales ante excitaciones detcrministas. Sin embargo, la metodologia ha sido
cxtendida al campo probabilista. Su aplicacién es confiable cuando los sistemas estructurales
tienen una respuesta estadistica del tipo Gaussiana. La metodologia se describe en detalle
en capitulos posteriores.

El método de linealizaci6n equivalente para la solucién de sistemas cstructurales
no_lineales presenta algunas ventajas importantes, como son su aplicabilidad a sistemas dc
varios grados de libertad y el hecho de que sc puede adaptar al caso de excitaciones tanto
estacionarias como no_estacionarias (en cste trabajo s6lo sc considera excitacién
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estacionaria). Otra caracteristica importante es que se pueden considerar tanto pequefias
no_lincalidades como niveles importantes de no_linealidad. Aunque esto iltimo falta
compraobarse con estudios de Monte Carlo.

Una comparacién de los resultados obtenidos del método de linealizacién cquivalente
con los que se obtienen de la aplicaci6n de la ecuacién FPK, para las mismas condiciones en
el sistema estructural, y comparando ademés con los resultados obtcnidos por simulacién de
Monte Carlo, indican que la aproximacién de la lincalizacién cquivalente es generalmente
muy buena [8].

El alto grado de flexibilidad del método de lincalizacién cquivalente estd relacionado
directamente con su limitacién: sélo conduce a estimar el primer y segundo momento
estadistico de la respuesta. Si se hace la consideracion de que la respuesta es gaussiana,
obviamente no es posible predecir la influencia de la no_linealidad en la distribucién de
probabilidad de la respuesta. En este caso ¢l método no es efectivo para proporcionar la
estimacién de confiabilidad, basada cn la probabilidad de que cl sistema falle cn una forma
prescrita durante un intervalo fijo de ticmpo. Estas estimaciones son particularmente
sensibles a la configuaracién precisa de la distribucién de probabilidad de la respuesta en
sus colas extremas.

La aplicaciéon del método de lincalizacién equivalente es muy efectiva cuando se
estudia la influencia de posibles modificaciones estructurales, sobre el nivel de respuesta del
sistema. Sin embargo, no es tan efectivo cuando se aplica para el disecfio 6ptimo de la
configuracién estructural, en ¢l que s¢ toma en cuenta la confiabilidad dcl sistema
cstructural.

METODOS DE PERTURBACION.

Si la no_linealidad del sistema cs suficientcmente pequefa, pucde usarse ¢l método
de perturbaci6n de la solucién. Estc método sc aplica a sistemas continuos o discretos de
uno o varios grados de libertad

53



La teoria de perturbacién se ha utilizado muchos afios en el anélisis determinista.
Pero fué generalizada al caso de excitaciones estocésticas por Crandal [29]. El principio
bésico del método es extender la solucién al conjunto de ecuaciones no_lineales en términos
de un pardmetro escalar pequefio A, ¢l cual caracteriza la magnitud de los términos
no_lineales. El primer término de la expansién cs simplementc la respuesta lineal, la que se
obtiene cuando la no_lincalidad del sistema no se toma en cuenta. Los términos
subsecuentes expresan la influencia de la no_linealidad. Puesto que el esquema de
perturbacién conduce rdpidamente a que el cdlculo sea largo y tedioso, en la medida que
cl orden de A se incrementa, los resultados se obtienen, usualmente en la préctica, a partir
del primer orden de A.

METODO DE SIMULACION MONTE CARLO.

La mayoria de los métodos de simulacién se conocen con el nombre de Monte Carlo,
en donde las funciones muestrales de la respuesta s¢ calculan usando la muestra de
excitacién. Cada calculo individual es determinista. Cuando se realiza un nimero grande de
célculos, estos resultados sc usan para inferir informaci6n estadistica acerca de la respuesta.
Generalmente se usan generadores automdticos de nimeros aleatorios y filtros para
representar las caracteristicas aleatorias de la excitacion y de las propiedades del sistema
estructural.

Una desventaja del método es que particularmente para sistemas no_lineales el
esfuerzo de célculo (ain con el uso de equipo de codmputo) y el costo para generar un gran
nimero de datos que permitan obtener resultados confiables en la estadistica de la
respucsta, puede ser muy alto. Sin cmbargo, la ventaja de este método es que pueden
tomarse c¢n cuenta una representacion mdas real tanto de la excitacion como del
comportamiento no_lineal de los sistemas cstructurales.

54



3.2MODELO MATEMATICO SOBRE COMPORTAMIENTO
HISTERETICO (Y. K. WEN, 1980).

De acuerdo con el comportamiento observado en estructuras, al verse sometidas a
una solicitacién ciclica de carga severa, como es el caso de un temblor, se presentan niveles
importantes de deformacidn, provocando con cllo la disipacién de energia inducida a la
estructura, lo cual indica un comportamiento no_}ineal en la respuesta de la estructura,

Una forma comiin de establecer la energia que una estructura puede llegar a disipar,
es a través de su curva de histéresis. La disipacién de energia representada por estas curvas,
es proporcional al 4rea delimitada por las mismas, asi podemos observar que para
deformaciones pequenas, el d4rca contenida cn la curva de histéresis es también pequefa, por
consiguiente el grado de disipacién de encrgia de la estructura sera bajo; el caso opuesto
corresponde a deformaciones grandes.

De acuerdo con estas caracterfsticas, es importante adoptar un modelo que permita
reproducir en forma aproximada, el comportamiento de la estructura. Esto se logra
utilizando el modelo diferencial simple propuesto por Y. K. Wen {17]; con ¢l cual es posible
obtener una gran varicdad de curvas de histéresis, modificando los pardmetros del mismo.

En el modelo mencionado, la fuerza z requerida para producir un desplazamicnto u,
esta dada por la siguiente ecuacion diferencial no_lineal de primer orden

2=ap o fafzlz] ™" - ag|z]® (321)

enla que o, (i=3,.., 6) son los pardmetros que definen la forma de la curva histerética.

Si la fuerza z se combina con una fuerza restauradora lineal, se obtiene una
representacién generalizada para la fucrza histerética de la siguicnte forma

P, 1) = a,ou + (I-az)‘a,z (32.2)

En las expresiones anteriores
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a, = Rigidez eléstica lineal.

a, = Porcentaje de la rigidez lineal.

«, = Pardmetro que define la amplitud de la fuerza restauradora.

o, y o; = Pardmetros que controlan la forma de la histéresis.

a, = Pardmetro que define la suavidad de la transicién del comportamiento eléstico
a pléstico (un valor alto de «, corresponde a un sistema elastopléstico).

La relacién entre o, (i=1,.,6) con la rigidez inicial k, y la rigidez final &, y el
momento de fluencia estdn dados por [11]

ki = a0, + (1 - a)o0, (323)
k, = aa, (3.24)
Var,
%
M, = I: ] 1 - a)e (3.25)
@y *+ g

en donde

k, = Rigidez inicial.
k, = Rigidez dltima en la articulacién pléstica.

My = Momento de fluencia de la scccidn.

De acuerdo con estudios realizados por diferentes investigadores [11][{17] se considera
o, = 1.0, @, = o5 y &g = 1.0, con lo cual se reproducen con muy buena aproximacion las
curvas histeréticas obtenidas de pruebas experimentales de elementos de concreto reforzado.

Al considerar o, = 1.0, el valor de a, estd dado por [11]
a, = (3.26)

Es comiin que a, tenga un valor tal que seca < 2%.
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Es posible determinar a,, a partir de [1]

0.0026 (ED),,,
o, = 9.0026 (ED e (327)

@,

En donde «, es considerado como un factor cuyo valor debe ser < 2%, para que
la metodologia del criterio de linealizacién equivalente estocastica proporcione buenos
resultados. En cl desarrollo de los ejemplos de este trabajo se utilizé o, = 0.0156.

Una vez que se tienen identificados «;, «,, a; y o, ademds del momento de
fluencia de la seccién en la zona de articulacién pléastica, los pardmetros «, y o pueden
determinarse de ( 3.2.5)

o
a, = o = WJI 1 - a)q (328)

De la forma descrita anteriormente, sc calculan los pardmetros del modelo histerético
de Y. K. Wen, que incorporan al andlisis del marco ¢l comportamiento no_lineal de cada
uno de los elementos estructurales, al considerar la presencia de articulaciones plésticas en
los extremos de los mismos. El modelo representado por la ecuacién ( 3.2.1 ) se aplica
cuando o, adopta valores pares, en el caso descrito anteriormente o, = 1.0 es impar, por
lo que deberd tomarse cn cuenta la siguiente representacion del modelo

a2z (329)

En csta ultima ecuaci6én se pueden sustituir los parametros o, (i=1,..,6) calculados
como sc indicé anteriormente.

Resolviendo ( 3.2.9 ) es posible obtencr las gréficas que rclacionan fucrza-
desplazamiento, o bien las que relacionan momento-rotacién, que permiten identificar cl
comportamiento no_lineal de los elementos estructurales.

Para encontrar la solucién de la ecuacion diferencial ( 3.2.9 ), es posible aprovechar
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el hecho de poder combinarla con la ecuacién diferencial de movimiento del sistema, en la
cual se incorpora la fuerza restauradora ( 3.2.2 ), formando un sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas. En este sistema de ecuaciones se debe incorporar también, la
ecuacién que relaciona la rotaci6n elastica # y la variable z, con el momento flexionante en
la secci6n, y se debe tomar en cuenta la influencia del desplazamiento u sobre la rotacién
y el momento flexionante. Estas relaciones se describen posteriormente en las ecuaciones
(4.1.11 ), (4.1.18 ) y ( 4.1.22). En el procedimiento de solucién se analiza un oscilador
simple con pardmetros dindmicos establecidos (amortiguamiento, frecuencia natural, rigidez
lineal, ctc.) y momento de fluencia conocido. Esto con la finalidad de poder complementar
la informacién con la que se estiman ios pardmetros que intervienen en la ecuacion
( 3.2.9 ). Se establece el siguiente sistema de ecuaciones y se aplica el método de Runge-
Kutta de 4o0. orden [5]

m(l) = u
m(2) = a, - 2kt - oy ~ (1-0,)0%z
m@3) = agt - o, | 8|2 - au|z™| (3.2.10)
1
4) = . (A2 - Eji
m(4) E B (. )

en donde,

m(1), m(2), m(3) y m(4) = Variables auxiliares para aplicar el método, con las
que se calculan u, 4,z y 6.

a, = Amplitud de la excitacion en la base del oscilador.
& = Porcentaje de amortiguamicnto critico.

w = Frecuencia natural del oscilador.

u = Desplazamiento del oscilador.

a, (i=1,., 6) = Pardmetros del modelo.

E, = 3E
hZ
E, = -3E
h
A=(1 - a)a
B =aw
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EI = Coeficiente de rigidez lineal a la flexion.
h = Altura del oscilador.

La soluci6n del sistema anterior de ecuaciones se representa en las siguientes figuras,
en las que se observan las curvas tipicas de histéresis para elementos de concreto reforzado,
haciéndose notar la influencia de algunos de los pardmetros del modelo.

En la figura 3.2-1 se muestra la relacién fuerza-desplazamicnto de un oscilador simple
de concreto reforzado, como respuesta a una excitacién periédica, representada por una
funcién senoidal con una frecuencia igual a la frecuencia natural del oscilador. La relacion
momento-rotacién de este oscilador para las mismas condiciones de cxcitacién, se muestra
en la figura 3.2-2. Para esta solucién en particular se tomo la seccién de una columna cuyo
momento de fluencia M, esde 2310 Kib-plg. El coeficiente de rigidez lineal a la flexi6n £/,
es de 20,995,000 KIb-plg?, y la informacién complementaria sobre el oscilador es

h = 133.70 plg

Masa = 1.0 X<
Pl

£=01%

Los pardmetros «,, «, ¥ o, sc calcularon a traves de ( 3.2.6 ) y ( 328 ),
respectivamente. Los valores de los pardmetros a, y a4 son los que se presentan cn las
siguientes figuras. El valor de o, se considera igual a 1.0. Los resultados que se mucstran
cn las gréaficas son los que se obtienen al variar o, y o, Unicamente, la excitacién es la
misma para todas las gréficas.

Para la seccién del elemento de concreto reforzado se determiné analiticamente la
respuesta en el rango eléstico, segin el criterio presentado en la literatura relacionada al
comportamiento de elementos de concreto reforzado, con la finalidad de tcner una
referencia de los resultados que se obticnen de la solucidn del modelo ( 3.2.1 ), los cualcs
concuerdan con los mostrados cn las gréficas (b) y (c) de la figura 3.2-2, para el caso de la
gréafica (a), en la misma figura, concuerdan cuando son trazadas rcctas tangentes cn cl
origen y al final de la segunda rama de la curva histerética.
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El comportamiento lineal del oscilador se puede verificar también si la excitacién es
lo suficientemente pequeiia. En este caso la respuesta se mantiene en la rama eldstica en
la curva histerética. Otra forma de obtener la respuesta lineal es forzdndola, es decir, que
la pendiente de la segunda rama en la curva histerética sea igual a la de la primera rama,
lo cual se logra haciendo «, = 1.0.

Con el fin de verificar los pardmetros «; (i=1,.., 6) y poder establecer la ecuacién
( 3.2.9 ), para cada seccién potencial de plastificacién, un andlisis de este tipo puede
aplicarse a cada uno de los elementos estructurales de los marcos de concreto reforzado en
estudio.
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F(Kib) Fig.(a)

'S & Fig(a) Fig(b) Fig(e)
10 a, 2099.5 2099.5 2099.5
5 ay 0.0156 0.0 0.0156
0 ay 1.0 1.0 1.0
- a, 0447348  0.447348  0.447348
Gy 0.447348  0.447348  0.447348
-10 ag 1.0 7.0 7.0
-15
u(pig)
F(KIb) Fig. (b) F(KIb) Fig. (c)
H ’ - N - 15 . H H B .

10
5

Q
]
-10
-15

u(plg)

Fig. 3.2-1.  Relacién Fuerza-Desplazamiento de la respuesta
de un oscilador simple ante excitacién periédica
con variacién de algunos pardmetros del modelo
diferencial ( 3.2.1 ).
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M(Kib—plg)

2000
1000}
okl

—1000 |-

=2000

F?g-(é)

Fig. 3.2-2.

015 W¥(rod)

@y
]
@3
x4
&5

xg

Fig(a) Fig(b) Fig(c)
2099.5 2099.5 2099.5
0.0156 0.0 0.0156
1.0 1.0 1.0
0.447348  0.447348  0.447348
0.447348  0.447348  0.447348
1.0 7.0 7.0
M(Klb~plg) Fig. (¢)
2000} TR :
1500
100041
s00 g1
0 o
~-s00 gt
—~1000 -
~1500{-§4-
-.2000.- . ..V‘l L Kl 1 '4;; 1
.000 015 3(rad)

Relacién Momento-Rotacion de la respuesta de
un oscilador simple ante excitacion periddica con
variacién de algunos parametros del modclo

diferencial ( 3.2.1 ).
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CAPITULO 4

CRITERIO DE LINEALIZACION
EQUIVALENTE ESTOCASTICA (CLE)
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4.1 ANALISIS DINAMICO ESTRUCTURAL.

Una de las caracteristicas del criterio de linealizacion equivalente estocdstica es su
aplicabilidad a sistemas estructurates de varios grados de libertad. En esta tesis se estudia
el comportamicnto no_lincal de marcos planos, tomando en cuenta la aleatoriedad de la
excitacion, a través de su representacion como un proceso cstocdstico estacionario. En este
capitulo se consideran los conceptos plantcados anteriormente en torno a procesos
cstocdsticos y vibruciones afcatorias.

En la siguicnte descripeion sc considera un marco plano discretizado en clementos
clasticos |2}, con articulaciones plasticas potenciales en los extremos, las masas se concentran
cn cuda entrepiso, asociadas a un grado de libertad horizontal. Se supone ademds que: a)
la ley constitutiva es simétrica en cada articulacion pldstica; b) las cargas vivas y muertas no
contribuyen signiticativamente al comportamiento dindmico provocado por la excitacion en
la base; y ¢) la matriz de amortiguamiento se mantience invariunte con respecto al desarrollo
de deformuciones ineldsticas.

La ccuucion generul de movimiento de un sistema de varios grados de libertad,
tomundo cn cuenta las rotuciones plasticas que se desarrollan cn los extremos de los
clementos estructurales, es

Md - Cd + Ru - K =w (4.1.1)
en fa que fa suma algebraica de Ku - K0 = w, cs el resultado de considerar el efecto total,

en el extremu de cada elemento estructural, producido por las rotaciones plastica y clastica;
ademds

Vector de desplazamicntos.
Vector de velocidades.

Vector de aceleracioncs.
Vector de rotaciones pldasticas.
Mutriz de masas.

Matriz de amortiguamicnto.

= Matriz de rigidez clistica.

o

1

RO DL L
il
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K, = Matriz de rigideces asociadas a las rotaciones plasticas.

Desarrollando ( 4.1.1 ) en los términos asociados a los diferentes desplazamientos
(horizontal y giros), se tiene

m, 0 |iu, Cpw O |[Q1n Ko K u k
n E , | Cmen - . " 0 m o P w(t) ( 4.12 )
o o ilu, o o |la, Kow Koo |} uy Ky 0

m

csta pucde expresarse mediante el siguiente conjunto de ccuaciones
ma, « C,.0, + Kuuld, + K,y - Kg,0 = w(t) (4.13)
Ky, + Kyly = kpff = 0 (414)
de fa Gltima ccuacion, y realizando condensacion estética
Uy = kg 'Ky, + Ky 'Kyl (4.15)

Gm™m

sustituyendo en ( 4.1.3 ) y haciendo

EE, = K, - K.Kink, (4.1.6)
E\E, = K, KKy = Koy (4.1.7)

tendremaos
m,d, +c,u, + BEu, + EE} = w(t) (418)

cfeciuando cl siguiente cambio de variables

u, =Y,
a, = Y, (4.19)
0 =Y,

podemos escribir
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¥, = v, (4.1.102)

m

Y, = -m}tc, Y. - mEEY, - mEEY, + mlw(t) (4.1.10b)

Las ccuaciones anteriores, ( 4.1.10 a ) y ( 4.1.10 b ), describen el movimiento del
sistema, pero os necesario incorporar una tercera ecuacion que describa el comportamiento
no_lincal de los clementos.

Del modelo matemdtico  propuesto por Y, K. Wen [17], que describe el
compurtamiente no_lincal, sc tiene la siguicnte ley constitutiva, que detine la relacion de la
rotacion clistica y la histéresis, a través dc una variable auxiliar z, con el momento
tlexionante cn la scccidn potencial de articulacion plastica, en ambos extremos de los
clementos estructurales. Esta relacion esta descrita por

M = a8 + (1-0,) 2 (4.1.11)

cn la cual

M = Momento flexionante cn la seccion.

# = Rotacidon de la scecion.

z = Vuriahle auxiliar del modclo histerético.
a, = Rigidez clastica lincal.

Porcentuje de la rigidez clistica lincal.

@y

La cxpresion unterior corresponde a una scceion en particular, para todo el sistema
se tiene la siguicnte representacion, tomando cn cucnta 21 seeciones potenciales de desarrollo
de articuluciones plisticas

a,a), 0 0 A (1-a;) ], 0 0 Z
M= ¢} (ay )}y 0 0, 0 (L)), - 0 %
o) o (e, 18, 0 0 = ((l-ay) ey, || 2,

cn forma condensada

66



M=Bf +Az (4112)

Puesto quc Id rotacion: rotal cn und scceién cs la acumulacién de las rotaciones
clastica y. pldsnca, sc pucdc stdbl 'ccn quc ¢l vector de momento flexionantes M, estard dado
por [7] : g i

= ku - k.0 (4.1.13)
cn la cual

u = Vector de desplazamientos nodalcs.

8 = Vcctor de rotaciones pldsticas.

k, = Muatriz de rigidez clastica lincal, de cada rotacion plastica asociada a los grados
de libertad del marco estructural.

k, = Matriz ensamblada de las rigideces angularcs asociados a cada rotacion plastica.

Ya quc k, = k{10 de ( 4.1.1 ) sustituyendo k, cn ( 4.1.13 )

um
M= (k' P k'l |- KD (4.1.14)
uﬂ
desurrollando esta expresion
= ko, + ko, - k0 (4.1.15)
sustituyendo u, de (4.1.5 ) en la anterior
M = (ki - Kakuk, 14, + [Kkikaky - k10 (4.1.16)

hacicndo
_ r Ty -1
E = kﬂm - km»knuku,..

A (4.1.17)
E: = kulukl;(:km) - kr

se simplifica la expresion ( 4.1.16 ) a la siguiente
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M= Eu, + Ef (4.118)

igualando (4.1.12)y (4.1.18) .

B0 +Az=FEu,+Ef (4.119)

despejundo z

z = A'YEu, - (E, - B)# (4.1.20)

Derivando esta Gltima, puede sustituirse en ¢l modelo diferencial de Y. K. Wen, en
su forma lincal cquivalente, la cual cs
z=cl +Hz (4.121)
cn donde €y H son las matrices diagonales que contienen los cocficientes que linealizan
fa ccuacion diferencial. Las variables, 0 y z, son las que se han venido utilizando.
Derivando ( 4.1.20 )

z =A4"'(Eu, + (E, - B)§) (4.122)

igualundo ( 4.1.22 ) con ( 4.1.21 ) y sustituyendo ( 4.1.20 )

A [Eu, + (E, -B)0) =cb +~ HA'Eu, - (B, - B)#)} (4.123)

despejando 0

0 = [(A(E, - B) - C]" (HA'Bu, - A'Eu, + HA'(E, - B)#]1 (4.124)

haciendo
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Q, = [a(E, - B) ~'C]™
o} =’HA"E|
: ( 4.1.25)
0, =.-A"Eu,
Oy ="HA"(E, - B)0
se simplifica. Ia‘ckpi"c'Si(')li (74:1.24 )-a la siguicnte
»I 0 = Qt[Qlum * Qzum * QJOJ (4'1'26 a)
de acuerdo con Ju ciiuivqlcncia (4.1.9 ) tendremos
Y, = Q.[Q,Y, + O,Y, + 0:¥5] (4.126b)
agrupando (4.1.10-a ), (4.1.10 b ) y ( 4.1.26 b ) en su representacidon matricial
Y, o -1 o Y, 0
E"E Yy |+ | m'EE m'c,, mlEE ||t |=| m'w(e) (4.1.27)
Y, Q.0 -0.0, Q.05 Y, 0
detiniendo
] -1 (]
g = - ’",;:lE.\El m,'C,,, m::vIEJE: (4.1.28)
-0.0, -Q.0. -Q.
la expresion (4.1.27) puede escribirse ¢n u siguiente forma condensada
ay _ 2
gF C9Y W (4.129)

Tomando en cucnta que Y ¢s ¢l proceso estocdstico que reproduce la respuesta del
sistema, excitudo por un proceso guussiuno estacionario, estard descrita por su media y
variancia. El vector del valor medio de la ccuacion ( 4.1.29 ) es
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(4.130)

diferenciacion, cntonces

(4.131)

Para las condiciones iniciales E(Y(t,) ] = ¥, lasolucién de la ccuacién diferencial
(4.1.31 ) s [27] '

E(Y) =exp [g(t-t,} ]y, (4.1.32)

Para obtener la matriz de covariancia sc obticne primero una ecuacion diferencial.
Para ello se resta (4.1.31 }u (4.1.29)

FdE(Y-E[Y]) = g(Y - E(Y]) + W (4.133)
haciendo
Z=Y - E[Y] (4.134)
se tiene que
d;‘tz=gz+w (4.1.35)

post-multiplicando ambos lados de esta ecuacion por 27

d T T, T
(ﬁz)z gZ2" +W2Z (4.136)
trusponicndo ( 4.1.36 )
z di; 27 = (2 2T)gT + Z WT (4.137)

sumando ( 4.1.30 ) v (4.1.37 )
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‘ (4.138)
(Z2:27ygT +wzT + ZWT

(4.1.39)

dondc
=, = E(2 : (4.1.40)

cs la matriz de covariancia. de/|

Sustituyendo ( 4.1.34 ) en el término E(Z WT] de la ccuacion (14.1.39 ), y dado que
la excitacion pucde considerarse como ruido blanco (shot noise) w(t) [27], se tendréd

E{ZW') = E(Y - E(Y]] E[0, w(t), 0]

Dec (4.19)
u, - Efu,l
E(zZw") = E | 4, - E(u,] E [0, w(t),0] (4.141)
6 - E0)
o (u, - E(u, })w(t) 0

E[2WT) =E | 0 (ua, - E[u,)])w(t) O (4.142)
0 (0 - E[0))w (L) 0

Ahora, et ruido blanco es no_corrclacionado con los impulsos anteriores y puesto que
los despluzamientos u,, v 8 son producto de impulsos anteriores,

E{(u,-E{u,])w(t)]

" "

0
4.143
E[(0-E[0))m (L)) ( )

[o]

inon
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por lo que cxiste correlacién sélo entre los impulsos y la velocidad u,,, pues el arrivo de un
impulso ¢n un instante r ocasiona cl cambio u,, (t+e) -u, (t-¢) igual a la intensidad del
impulso, cn donde & es un atmero peyueno positivo. Asi, tomando en cuenta que la

probabilidad de que se presenten dos o mds impulsos en forma simultdnea es nula, entonces
1271

EL(8,~E(8,)W(E)] = [[ ()6 (t-T)dr = JI(t) (4.144)

cn donde I(£) cs'la funcion d}c~int'cnsidud del ruido blanco.

Ahora, cn el dominig’del - tiempo

E(WZT) = E[(ZWT) (4.145)
En la expresion ( 4.1.39 )
E(w ") « E(Z2 W) = a(r) (4.146)
cn donde si(t), tienc la forma
0 0 0
Q(t) = | 0 I(t) o (4.1.47)
o 0 Q

Lu igualdad ( 4.1.45 ), también es cierta en ¢l dominio de la frecuencia, por lo que
la matriz de exeitacion f2(w) tendri la siguicnte forma

o o o
Qw) = | 0 I(w) © (4.148)
] o} o]

Cuando la excitacion es ruido blanco gaussiuno I(w) = 276G, donde G; es la
constante de amplitud del espectro de densidad de potenciy, segin (254 ).

Par o anterior, la expresion ( 4.1.39 ) pucde reescribirse como
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E"’E- £, = ’g: 5, + By g7+ a(t) (4.149)
la solucién.de esta expresion cs:la "sigqi/e‘rite,;[?.?],‘ Si'Zp(t,) =0

= f"exp [g(t—r)]:i(t) exp [g(t-7)]dT (4.150)

Para cl cuso cstacionario la expresion ( 4.1.49 ) se simplitica, puesto que la matriz de
covariancia permancce invariante con cl tiempo, por lo que

gZ +Eg" +a(t) =0 (4.151)

quc constituye lu ecracion de Liapunov, a ser resuclta para £,. Para tal cfecto, se aplica el
algoritmo propuesto por Bartels y Stewart [25].

Se debe observir que la matriz g ( 4.1.28 ), depende de las matrices 0,0,, 0,0, ¥
Q,0,. y estas de [os cocficientes de lincalizacion ¢ y # ( 4.1.21 ). Dadas las caracteristicas
de los procesos que se han mencionado a largo del plantcamicnto de la dindmica del
sistema, os posible relucionar la matriz de covariancius de la respuesta de rotaciones
incldsticus ;. con los cocticientes de lincalizacion ¢ y H. Asi también, g; puede
relacionarse u truvés de lu siguicntes transtormacion con £, 2], obtenida al resolver la
ceudcion de Liupunov, segiin

Ty = AZ, AT (4.1.52)

cn donde 4 se obticne de ensamblar ( 4.1.20 )y (4.1.26 1)

z = A''(Eu, - (E, - B)Y

0 =0.(Qu, -0Qu, = Q)

matricialmente
u
Q0 Q.0 Q.9;
0 1. ' ' a, (4.1.53)
z A'E, 0 AV (E,-B) P
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en forma simpliticada

R =AY ' (4.1.54)

(4.155)

- para cada una de s f-sceciones potenciales de desarrollo de articulacion pléstica, Y. K. Wen
aplicod estos resultados a sistemas con comportamiento histerético que presentan distribucion
conjunta gaussiana cn £,., obtenicndo las siguicntes cxpresiones para determinar los valores
de los coeficientes de lincalizacion |11

C = a, - (o,F; + aF,)
(4:156)
H = -(a,F, + o5F))

En la cual los términos F,, (1=1,..,4) son

F, = o[ (a,+2)/2)2" T /7

F, = 0T (e,+1)/2)2" /n*?

F, = a0, a0 (@,+2) 72127 (2 (1-0%) """ ey + 01,0 1T
F, = 0,00 "oy, [ (@,1) /2] 22/

en donde

l

a. = Desviucion estindard de la variable auxiliar
g, = Desviucion estindard de la velocidad de rotacion,
p;. = Cucliciente de corrclacitn,



I'(?) = Funcién Gamma.

I =2 j:ﬂSen"' vdy , L = Tan"'[(1-0})"%p,]

«,, (i=1,.,6) = Pardmetros del modelo histerético de Y. K. Wen, ¢l cual se
describié anteriormente.

De la manera descrita se obtienen los coeficientes de linealizacién, C.y H, para cada
seccién potencial de articulacién pléstica; el proceso se sintetiza en el algoritmo que se
presenta més adelante. De acuerdo con la metodologia, el valor méas aproximado de los
coeficientes de linealizacién, se obtiene a través de un proceso iterativo. Este proceso
finalizard una vez que la diferencia entre las covariancias de la respuesta obtenida en cada
iteracién, respecto a la iteracién anterior, sea lo suficientemente pequeiia. Finalmente se
tendrd la informacidn cstadistica necesaria, con la que se identifica el proceso de respuesta.

4.2 EXCITACION ALEATORIA (RUIDO BLANCO FILTRADO).

En la descripcién de la dindmica de los sistemas estructurales, presentada
antcriormente, se mencioné que la excitacién podia ser representada por procesos
estocdsticos, particularmente estacionarios del tipo gaussiano y en la obtencién de algunos
resultados se menciond la aplicacién de procesos de ruido blanco, los cuales tienen una
funcién de densidad espectral de potencia constante con la frecuencia. Esta representacion
de la excitacién no es la més apropiada, puesto que el espectro de amplitud de Fourier de
los acelerogramas de movimientos fuertes (como el mostrado en la Fig. 2.2-2) muestran una
variacién irregular respecto a la frecuencia, atin en un limitado rango de frecuencias y como
caracteristica, presentan picos en algunas frecuencias y posterior a ellas, es decir, al
incrementar la frecuencia, la amplitud del cspectro disminuye considerablemente. De
acuerdo con lo anterior, se puede deducir que lo mds apropiado es utilizar un proceso
filtrado, con el cual se representaria apropiadamente la excitacién, para ello puede
considerarse un sistema (6 filtro) con masa interconectada a un resorte y a un amortiguador
con una cimentacién que no cstd impedida de movimiento, asi la ecuacién de movimiento
puede cscribirse [2] como
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£+ 26050 © w0 = ad) Comep()  (421)

en la cual

x () = Dcsplazamncnm del sistema. Y
¥ (1) Desplazamiento de la cuncntacmn ch
= Frecucncia natural del sistema. :
£, = Amortiguamicnto critico.

, = Frecuencia natural del tiltro,
= Amortiguamicnto del filtro.

£
I

£
|

i
|

Siguiendo un plantcamicnto similar cn ta obtencion de (1 2.4.12 ) [2] se encuentra la
tuncion de transferencia pura ¢l modelo representado por (4.2.1)

2 .
wy + 2w

Hlw) = (422)

(""'l - s 'Euwow/)

La expresion anterior se deriva también del modelo propuesto por Kanai y Tajimi
[30][31] coma un modelo semi-cmpirico para las caracteristicas sismicas del estrato del suelo.

Ahora, considerando que ¢l despluzamicento y(r) tucra un proceso estocastico, en
particular ruido blanco, la tuncion de densidad cspectral de la respucsta para este sistema
cn que se relaciona la aceleracion en la entrada con la aceleracion cn la salida, después de
aplicar ( 2.4.13 ), es

4 22 2
(T 4 " ow”
Gw) = G, | —2 ,“"E““’, | w<w<e (423)
(wy - W)~ 4w’

El modclo representado por la ccuacion ((4.2.1 ), puede considerarse como un filtro
de la excitacion de un sistema estructural, en tal caso w, y £, constituyen los pardmetros del
tiltro, identiticudos como la frecuencia curacteristica y la relacion caracteristica de
amortiguamicnto del suclo, respectivamente. Los valores propucstos por Kanai son
15.6 radiseg pura lu frecuencia y 0.6 para ¢l amortiguamiento como representativos de
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/
condiciones 'dc suclo firme [2]{19]; sin_cmbargo, para-otras condiciones de terreno, deben
adoptarse otros valorces.

Al tomar en cuenta la relucion de aceleraciones entre la entrada y la salida,
consideradas como procesos cstocdsticos, ¢l modelo de Kanai-Tajimi ( 4.2.3 ) se aplica en
el rango () < w <o 'cen la cual, segiin (253 )y (254)

G, -2 (424)

0 557

es la forma de _l‘ppi‘cséntzlr la intensidad del cspectro de densidad de potencia del ruido
blanco, o+ -Eer e o

Paru aplicur cste tipo de excitacion a un sistema de varios grados de libertad con
comportamicnta no_lineal, ¢! desarrollo presentado anteriormente para describir su andlisis
dindmico estructural cs muy simifar, @ excepeion que sc toma en cuenta en las ecuaciones
de mavimiento del sistema, lu influencia det movimiento del terreno, moditicando (4.1.3)
y{4.1.4 ) par

moji, -e ah, ko, -k o, -k, 0 - IQ2Ewu, v w) =0 (425)

m e o mil ()

u, = ko, -k0 =0 (4.26)

Opre” " s [ae] o

Gy + 28ty ~ wat, = f(r) (42.7)

0

Daonde 7 s un vector identidad de dimension # (n = grados de libertad del sistema).

Para llegar a obtencr g sc sigue el desarrollo descrito en la seccidn anterior, con las
expresiones anteriores, Huaciendo

Y, =u,, Y, =da, (4.28)
sc tendri que de (4110 u)
¥, = ¥, (4.29)
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de (4.10b) . =

T :
smge, Y-

- 2

de (41260 )
de (428)

y dec ccuacion ( 4.2.7)

Yﬁ = V_ZEU(’)‘)Y'; - 0’3Y4 + fl)

Sc integran lus expresiones anteriores en

Y, 0 -1 0 0 0
Y, m,,','l:“‘b'I m,;,'cmm m,,','E WE, —lw,z, -12¢ RER
a1 | -]-ee -ee, 0o, 0 0
Y, 0 o 07 0 1
Y, 0! o o' wy 2k,

e SN SN~
"

<

-;

Similur a ((4.1.27 ), cs posible cxpresar csta en forma condensada:

0 -1 0 0
,;,'E_J:'l m,:,'c"“” m, EE, o

g = - -0.0, -0, -00, 0
or 0’ 0’ 0

o’ o 0" wy

-1
"

m

0
-128 w,

0

1

284w,

My EEY, - mlEEY, + 16, + DEwY, = 0 (42.10)

(42.11)

(42.12)

[— I — )

0

(42.13)
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asi, como:se mostro.en (-4:1.29:):

v _erew

dr

“La mut‘rrizvﬂ(w);cn"(' 4.1.48 ) sc modificard por

0 0 0 0
0 0 0 0 o
Quw) = |0 0 0 0 0| 24G, (4.2.14)
o' o 0" 0 0
0" 0" 0" 0 1
De igual forma, la matriz & en ( 4.1.53 ) se modificard por
l‘lll
'illl
) 00, 09, e, 0 0
= 0 (4.2.15)
z A'll:'l 0 ANE,-B) 0 0
I3
u
R

Y comocen ( 4.1.54 )

Con las nucvas matrices g, (w) y A, cn las que sc incorpora el efecto de la
excitacion ruido blanco filtrado, se aplicu cl mismo desarrotlo descrito en la seccidn anterior.

ESTR TESIS RO Depr
SALR BE Ld BIBLISTECA
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4.3 DIAGRAMA DE BLOQUES DEL ALGORITMO.

De acuerdo con las caracteristicas del criterio de linealizacién equivalente estocéstica,
mencionadas en temas anteriores, se plantea un algoritmo para aplicarse a sistemas
mecdnicos estructurales discretizados en elementos horizontales y verticales (vigas y
columnas respectivamente), a traves de una secuencia de bloques de actividades que, pueden
codificarse en algin lenguaje de programacién, y ser aplicado en un equipo de computacién
con requerimientos minimos en la configuracién del equipo.

A partir de datos geométricos del sistema estructural, como nimero de elementos,
nimero de nodos, coordenadas de los nodos, etc., combinados con la informaci6n requerida
por el modelo diferencial que reproduce el comportamiento no_lineal de los elementos
estructurales, se ensambla la matriz de rigidez lineal y la matriz de rigidez que incorpora el
efecto de las articulaciones plésticas cn los extremos de los elementos estructurales.

Posteriormente, con la aplicacién de dlgebra matricial simple y tomando en cuenta
los datos de la excitaci6n, se obtienen las diferentes matrices que integran la ecuacién de
Liapunov, la cual es resuclta mediante la aplicacién del algoritmo propuesto por Bartels y
Stewart [25], obteniendo asi la matriz de covariancia de la respuesta del sistema estructural;
con esta, es posible determinar la matriz de covariancia de la respuesta de las articulaciones
plasticas, determinando asf la informaci6n estadistica con la que se estiman los valores de
los coeficicntes de linealizacién del modelo diferencial que reproduce el comportamiento
no_lineal de los elementos estructurales.

Sin embargo, puesto que los coeficientes de linealizacién adoptaron un valor inicial,
estos deberdn modificarse en la medida que la matriz de covariancias de la respuesta
converge a un valor con el cual se minimiza la diferencia entre este tltimo valor y el
obtenido en la iteracién anterior.

Con el desarrollo de la metodologia (indicada por el diagrama de bloques en la
siguiente figura) se tiene la informacién estadistica de la respuesta del sistema estructural,
con la que es posible estimar la respuesta estadistica y llevar acabo un andlisis de
confiabilidad.
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INICIO

L

LECTURA DE DATOS GEOMETRICOS Y DE CONDICIONES

DE ARTICULACIONES PLASTICAS DEL SISTEMA ESTRUCTURAL.

L

ENSAMBLAR MATRICES K, K,, C, M, E,, E,, EE,, EE,.

L

LECTURA DE PARAMETROS ¢; (i=1,..,6) DEL MODELO
DIFERENCIAL ( 4.3.1 ), PARA CADA ARTICULACION PLASTICA.

L

ENSAMBLAR MATRICES 4, B, C, H.

N

LECTURA DE DATOS DE LA EXCITACION.

FIG. 43-1 Diagrama de bloques de la
metodologia del C.L.E.
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ENSAMBLAR LA MATRIZ .

€

ENSAMBLAR MATRICES 0.0,, 0.0,, 0.0,.

CALCULAR C/ Y H,

ENSAMBLAR MATRICES g, A.

L

FORMAR Y RESOLVER LA ECUACION DE LIAPUNOV PARA

L,, UTILIZANDO EL ALGORITMO DE BARTELS Y STEWART [25] '

N

DETERMINAR LA MATRIZ DE COVARIANCIA DE LA
RESPUESTA DE LAS ARTICULACIONES PLASTICAS, L,,.

J

VERIFICAR

I (Ea,q)/. - (Eﬂl)k-l |
(Bop )

! (Eb,b‘)k - (Eép,)k-l [ L
(E(‘i,a, k

I (Ez,z,)k - (Ez,z,)k-l |
B

< TOLERANCIA

l

FIN

FIG. 43-1 (Cont.) Diagrama de bloques de la
metodologia del C.L.E.
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CAPITULO 5

APLICACIONES DEL CLE A MARCOS
ESTRUCTURALES PLANOS



El contexto en el que se presenté el desarrollo del criterio de linealizacion
equivalente estocéstica (CLE), tomé en cuenta que su aplicacién serfa para sistemas
mecénicos estructurales idealizados por marcos planos.

En el desarrollo de este capitulo, se presentan algunas aplicaciones del CLE en
marcos planos de concreto reforzado, con diferentes grados de libertad y tomando en cuenta
ademés una variacion en la amplitud de la excitacién en algunas de estas aplicaciones. En
la dltima parte del capitulo se presentan los resultados de un estudio paramétrico de un
marco plano de concreto reforzado con masas resonantes.

En ¢! planteamiento de la ecuacién general de movimiento ( 4.1.1 ), interviene la
matriz K,, a traves de la cual se¢ incorporan los efectos de cambio de rigidez angular
producidos por la presencia de articulaciones plésticas. A partir de la matriz de rigidez
eléstica k,, de cada uno de los clementos estructurales del marco definida como [21}

o 12EI, _ BEI, o _12EI, _ 6EI,
1; 13 1 13
o _ 6EI, 4ET, o 6EI, 2ET,
_ 17 Ly 12 I, .
o7l o B o | Y
lh llx
o _12E7, 6ET, o 12EI, 6ETI,
1; 1; 1; 1;
o _ 6EI, 2EI, o 6EI, 4ETI,
1; Ly 1} Ly

se integra la matriz k, para cada uno de los clementos estructurales. Esta matriz esta

definida por
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o o
6EI, 6EI,
12 1;
4ET, 2ETI,
lh lh
k, = 0 o (52)
6EI, 6EI,
1 1;
2ET, 4ET,
- lh lh -

Las matrices ( 5.1 )y (5.2 ) estan dadas en coordenadas locales, la primera ensambla x
en ( 4.1.1 ), de acuerdo con una transformacién de coordenadas y tomando en cuenta los
grados de libertad del marco. La matriz { 5.2 ) ensambla K, en ( 4.1.1 ), siguiendo la misma
transformacién de ( 5.1 ) y tomando en cucnta los grados de libertad del marco (NGL) y el
nimero total de articulaciones plésticas (NAP) que se presentardn, (la dimensién de K, es
NAP x NGL). La matriz K, ya cnsamblada, se divide como se indica ¢n ( 4.1.2 ), en las
rigideces asociadas a los grados de libertad lineales (u horizontales) y en las rigideces

asociadas a los giros, k,, y k,, respectivamente.

Otra matriz a ensamblar es k,, la cual tiene la siguiente forma (2]

¢, 0 o
o k- 0

k, = - (53)
0 0 k,

donde n es el nimero de elementos estructurales con articulacion pléstica en ambos
extremos. Los elementos k, cn (5.3 ) sc obtienen a partir de (5.2 ). Esta tiene la forma

siguiente
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k * o 5.4
% | 2EI, 4EI, (54)
llx lh

Las matrices ¢ y H se introducen a traves del modelo diferencial de Y. K. Wen en
( 4.1.21 ). Son matrices diagonales en las que los valores en la diagonal principal
corresponden a los coeficientes de linealizacion ¢; y H), respectivamente cn cada matriz, de
cada una de las secciones potcnciales de plastificacién. Los valores de estos coeficientes de
linealizacién se obtienen a partir de ( 4.1.56 ), una vez que sc han obtenido las matrices de
covariancias I, y I;,, despues dc la primera iteracién. Ya que los cocficientes de
linealizacién C, y H;, intervicnen en la metodologia del CLE desdc la primera iteracion, serd
conveniente fijar un valor inicial para ambos en cada una de las sccciones potenciales de
plastificacién. Estos valores pueden calcularse a partir de las siguicntes expresiones [11]

c, =0.999 a

Hy = -0.05 (o, + as) (55)

En el cilculo de los valores de los coeficientes de linecalizacion en iteraciones
subsecuentes, a partir de ( 4.1.56 ), para a, = 1.0, los términos F, (i=1,.., 4) se
simplifican a la siguiente forma

Fy =0, T(3)V2 I, /n = 0,(0.8862269254)V2 I, /7
F, =0, T(1)y2 /a7 = a, J2 san
Fy = 0, T(2)Y2 [2(1-p}) + ps L1/
= 0,(0.8862269254)V2 [2(1-p%) + p,, L,1/T (56)

F, = oy, T(L)Y2 /77 = 00, 2 /07

I, = 2L'”Sen ydy , L =Tan"([(1-p})"*/p;

~
"

2 Cos L
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Los coeficientes de linealizacién obtenidos con ( 4.1.56 ), deben relacionarse con los
obtenidos en la iteracién anterior [11] con la finalidad de mejorar la convergencia, a traves
de la siguiente relacién

G =(G G

7

(57)
H = @+ B2

%,

En el desarrollo de la metodologia del CLE, la solucién de la ecuacién de Liapunov
se puede llevar a cabo mediante cl algoritmo de Bartels y Stewart [25], con una tolerancia
de 10°!,

El proceso iterativo indicado en el diagrama del CLE de la Fig. 4.4-1, se detiene
cuando se alcanza una tolerancia de 0.01.
5.1 MARCO DE CONCRETO REFORZADO DE UN GRADO DE

LIBERTAD.

Tomando en cuenta los conceptos desarrollados anteriormente, se aplicé el CLE
primeramentec al marco simple de concreto reforzado mostrado en la siguiente figura.

® 3 @),

240.00

-4

Acol: pig
Esc: S/E

Fig. 5.1-1 Marco simple de concreto reforzado.
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Los elementos estructurales son de secciébn constante, los cuales tienen las
caracterfsticas dadas en la siguiente tabla.

Barra E I M,
(Kib/plg®) (plg") (Klb-plg)
1 3600.00 3499.20 2272.87
2 3600.00 3499.20 2272.87
3 3600.00 3600.00 1190.64

Tabla 5.1-1 Mddulo de elasticidad (E), momento de inercia (I) y momento de
fluencia (M,) de los elementos estructurales del marco de la figura 5.1-1.

Los pardmetros que intervienen en el modelo que reproduce el comportamiento
no_lineal de los elementos estructurales ¢n las zonas de articulacién pléstica se obtienen
como se describi6 en el capitulo 3. En la estimacién de (£1),y,,,, sc consider6 el 60 y 40%
de la rigidez EI en columnas y vigas respectivamente,

Fig. 5.1-2 Secciones potenciales de desarrollo de articulaciones
plésticas del marco simple de concreto reforzado.
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Articulucion o, o, o a, o A
Plistica (Klb/rad)
1 1260000.0 0.0156 1.0 0.2728 0.2728 1.0
2 1260000.0 0.0156 1.0 0.2728 0.2728 1.0
3 1260000.0 0.0156 1.0 0.2728 0.2728 1.0
4 1260000.0 .0156 1.0 0.2728 0.2728 1.0
5 966(000.0 0.0156 1.0 0.4025 0.4025 1.0
6 966000.0 0.0156 1.0 | 04025 | 0.4025 1.0

Tabla 5.1-2 Valores de los pardmctros, para cada una dc las secciones de los
clementos estructurales que pueden desarrollar una articulucion plastica, que
intcrvienen cn ¢! modelo matematico de Y. K. Wen.

La masa del oscilador s¢ considerd con un valor de (0.2 222% [ aceleracién en la
usc es un ruido blanco filtrado, de acuerdo con ¢l modelc anai-Tajim
basc ¢ ruido bl filtrado, de acuerdo cimodclo de K Tujimi con pardmetros
Mo
G” Y S

w = 15.6 ™

£ = 0.69

los cuales corresponden u un espectro de densidad de potencia de banda ancha, tipico en
suclos duros.

Los resultados se presentuan on las siguicntes tablas, de ucuerdo como se obtienen en
las itcracivnes, hasta alcanzar la convergenciu.
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.. 2
Iteracion (), o, =

0.0724 plg?, ot = 0.01909 fﬁ
R4

Articulacion C, H; 05 (7,2Y 0: U';=
Plistica x109 | (x10% | (x10% (x10%)
1.3 0.999 | -0.02728 | 034846 | 101.810 | 033793 | 0.00924
2.4 0.999 | 002728 1 0.11328 | 33.556 | 0.11138 | 0.00304
5.6 0.999 | 002728 | 0.19383 { 57.090 } 0.18949 | 0.00764
lieracion 1, o) = 0.0743 plg?, @ = 0.01909 'T“_
Nex
Articubacion C’ H' U,f a’; 0'1 0;:
Plisticis (x10") | (x10%) | (x10% (x10%
1,3 0.9361 | -1.11347 | 0.66752 | 105.320 | 0.31252 ] 037172
24 (19631 | -0.64507 | 0.15198 | 32.641 | 0.10276 | 0.06882
5.0 (9294 | -1.23620 | 0.34661 | 59.787 | 0.17460 | 0.23223
Iterucion 2, o) = 00756 ple®, o} = 001909 2,
New
Articubiwenin C. H, 0‘,': o': 0‘5 0‘;__
Plistica (107 | 107y o (x10m (x10)
1.3 0903 [ -1.74602 | 0.86794 | 107.320 | 0.29838 | 0.57675
2,4 (0.945 | 096768 | 0.17308 | 31.969 | 0.09799 | 0.10031
5,6 (0.893 | -1.94893 | 0448594 | 61.462 | 0.16637 | 0.36317
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Iteracion 3, o) = 0.0764 plg*, ¢ = 0.01909 L2,
Sey’

Articulacion G H, a9 oz a_.z_ 0';__
Plistica (x109 | x10% | (x10% (x10%)
1.3 0.886 | -2.11536 | 0.98781 | 108.330 | 0.29045 | 0.69334
2.4 0.936 | -1.13406 | 0.18401 | 31503 | 009534 | 0.11543
5,6 0.873 | -2.37629 | 0.51382 | 62412 | 0.16177 | 0.44009
Iterucion 4, ¢@ = 0.0768 plg?, o' = 1L.01909 %
Articulacion C H, a a a_.Z‘ a;:
intica (x10 | (00 | 107 | x109
1,3 0.877 | -2.33042 | 105767 | 108.800 | 0.28598 | 0.75978
24 0.932 | -1.21856 | 0.18949 | 31.194 | 0.09385 | 0.12264
5.6 0.863 | -2.63241 ] 055373 | 62931 [ 0.15919 | 0.48545
lterucion 3. o} = 00771 plgt, ob = 0.01909 %
Atticubacion G, H, o a,f af a;;
Plisticit (x10%) (x107) (x10%) (x10%)
1,3 0.872 | -2.45503 | 1.09775 | 109010 | 0.28346 | 0.79763
24 0.931 | -1.26069 | 0.19214 | 30995 | 0.09301 | 0.12601
5.6 0.858 | -2.78539 | 0.57783 | 63211 | 015773 | 0.51224
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Para las caracteristicas dindmicas del sistema estructural de la figura 5.1-1 y las de
la excitacién que se consideraron en la aplicacién del CLE a sistemas de un grado de
libertad, se hacen las siguientes observaciones a los resultados obtenidos:

a) El nimero de iteraciones realizadas hasta alcanzar la convergencia es bajo. La
convergencia cstd definida por una tolerancia de 0.01 en la relacién de los valores
obtenidos para la covariancia de la respuesta en la iteracién iltima con respecto a
la iteracién anterior, como se indica en el diagrama de bloques de la figura 4.3-1.

b) Los resultados presentados en la tabla correspondiente a la iteracién 0, pueden
considerarse como los correspondientes al marco con comportamiento no_lincal muy
bajo, por las siguientes razones:

1. En la iteraci6n 0 los coeficientes de linealizacién C, y H,, tienen los valores
iniciales, estos valores se van modificando a medida que s¢ realizan més
itcraciones, segin se establece en la expresién ( 4.1.56 ). Es decir, se lleva a
cabo una correccién a los valores iniciales por el comportamiento de la
respuesta del sistema estructural. i

2. Los valores para ] y az, correspondientes a la respuesta en la rotacién de
las sccciones potenciales de desarrollo de articulacién pléstica de la
figura 5.1-2, son menores en la iteracién 0 con respecto a los valores en la
iteracién 5, lo cual es indicativo de que en la correccién por el
comportamiento de la respuesta del sistema estructural, se va tomando més
en cucnta el comportamiento no_lineal en estas secciones.

c) El coeficiente de linealizacién C, tiende a disminuir a medida que se realizan més
iteraciones, es decir a medida que se toma en cuenta en el andlisis la correccién por
comportamiento de la respuesta del sistema; mientras que el coeficiente H, tiende
a un valor negativo mayor cada vez.
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5.2 ESTUDIO SOBRE LA VARIACION DE LOS COEFICIENTES DE
LINEALIZACION C, Y H,.

Con la finalidad de observar la forma en que varian los coeficientes de linealizacién
C, y H; que intervienen en el modelo sobre comportamiento histerético de los sistemas
estructurales, dado por la expresién ( 4.1.21 ), se aplicé el CLE a un marco simple de
concreto reforzado, como el mostrado en la figura 5.2-1. Este es equivalente a un marco de
varios niveles con caracteristicas geométricas distintas (ver figura 5.2-2). El periodo del
sistema cstructural es de 2.0 seg. Los elementos estructurales son de seccién constante y
tienen las caracteristicas dadas en la tabla 5.2-1.

@ O
(3] A

i‘ EI 100.00

— 100.00 M

Acot: cm
Esc: S/E

Fig. 5.2-1 Marco simple de concreto ntilizado en el presente estudio.

Barra E (Ton/cm?) I (cm*)
1 113.1371 10080.0
2 113.1371 10080.0
3 113.1371 91450.0

Tabla 5.2-1 Médulo de elasticidad (E) y momento de inercia (I) de los elementos
estructurales del marco de la figura 5.2-1.
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Fig. 5.2.2 Sistema de varios grados de libertad modelado como oscilador de
un grado de libertad.

Los momentos de fluencia M, para cada uno de los elementos estructurales del marco
equivalente, corresponden al valor medio de los resultados que se obtuvieron de una serie
de andlisis deterministas para un conjunto de acelerogramas simulados a partir del registro
del sismo de 1985 en la estacién SCT en el Valle de México [7]. Se consideraron cuatro
diferentes niveles de resistencia del marco estructural a traves del factor de ductilidad Q. En
la tabla 5.2-2 se muestran los momentos de fluencia obtenidos para cada uno de los niveles
de ductilidad Q.

Q Momento de fluencia M,, Ton-cm
Barra 1 Barra 2 Barra 3
1 41194.0 41194.0 39734.0
2 20760.0 20760.0 20692.0
3 13969.0 13969.0 13865.0
4 10298.0 10298.0 9933.0

Tabla 5.2-2 Momento de fluencia (M,) en Ton-cm para cada elemento estructural del
marco mostrado en la figura 5.2-1, para diferentes niveles de resistencia.

Con los datos de la tabla anterior se calcularon los pardmetros que intervienen en
¢l modelo que reproduce el comportamiento no_lineal de los elementos estructurales en las
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zonas de articulacién pléstica (ver figura 5.2-3), de la forma como se describi6 en el capitulo

3. Estos se presentan en las tablas 5.2-3 y 5.2-4.

5
L

1

1

Fig. 5.2-3 Secciones potenciales de desarrollo de articulaciones plésticas.

-4

Art, o, o, oy o
Pléstica (Ton/rad)
1 190.064 0.0156 1.0 1.0
2 190.064 0.0156 1.0 1.0
3 190.064 0.0156 1.0 1.0
4 190.064 0.0156 1.0 1.0
5 1724397.0 0.0156 1.0 1.0
6 1724397.0 0.0156 1.0 1.0

Tabla 5.2-3 Valores de los parametros «,, a,, a, ¥ a, para cada una de las secciones
de los elementos estructurales que pueden desarrollar una articulacién pléstica.
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Art, Q=1 Q=2 Q=3 Q=4
Pléstica _— o, =, _— .

1 0.002307 0.004577 0.006803 0.009228

2 0.002307 0.004577 0.006803 0.009228

3 0.002307 0.004577 0.006803 0.009228

4 0.002307 0.004577 0.006803 0.009228

5 0.02169 0.041668 0.062185 0.086801

6 0.02169 0.041668 0.062185 0.086801

Tabla 5.2-4 Valores de los pardmetros o, y o, para cada una de las secciones de los
elementos estructurales que pueden desarrollar una articulacién plastica.

La excitacién considerada en este andlisis se representé por el modelo de
Kanai-Tajimi, para el espectro de densidad de potencia del registro del sismo de 1985 en la
estacién SCT en el Valle de México (7], con pardmetros

W, =3.14159 ™
teg
E‘ =0.05

y con amplitudes G, con los siguientes valores

_ 0 m
a)Go-;;
ts

) Gy = 5

Los resultados se presentan en las graficas de las figuras 5.2-4 y 5.2-5. Estos
corresponden a la secci6n inferior de las columnas del sistema estructural. Ademids, en la
grafica de la figura 5.2-6 se presenta la variacién de la energia disipada en la parte inferior
de las columnas del sistema estructural para las mismas condiciones de excitacién y
resistencia utilizadas en la determinaci6n de la variacion de los coeficientes de linealizacién C,
y H,.
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Fig. 5.2-4 Variaci6n del coeficiente de linealizacion C, para las secciones en

la base de las columnas del sistema estructural equivalente. (a) G, = 2 o,
3

(b) G, = i "
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Fig. 5.2-§ Variaci6n del cocficicnte de linealizacién A, para las secciones en

la base de las columnas del sistema estructural equivalente. (a) G, = 2 o,

. 8 m 2r seg’
® G, = 2.
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Energla disipada
(Tan=-em=-rad}

Fig. 5.2-6 Energia disipada en el extremo inferior de cada columna del sisterna

estructural equivalente. (a) G, = %’. ®) G, = & ‘%:
3 3

De acuerdo con estas gréficas:

a) El coeficiente C; disminuye de valor al incrementarse el nivel de excitacién. Esto
también sucede al disminuir el nivel de resistencia (6 incrementarse la ductilidad Q).

b) El coeficiente H, tiende a tener un valor mayor negativo al incrementarse el nivel
de ecxcitacién. Esto también sucede al disminuir el nivel de resistencia (6
incrementarse la ductilidad Q).

¢) Como un resultado 16gico esperado, la energia disipada tiende a incrementarse al
tomar en cuenta niveles més altos de excitacién, o bien al incrementar el nivel de
ductilidad.
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53 MARCO DE CONCRETO REFORZADO DE VARIOS GRADOS DE
LIBERTAD.

La metodologia del CLE se aplicé al marco plano de concreto reforzado mostrado en
la figura 5.3-1, de varios grados de libertad. Este marco se disefié para cumplir con los
requerimientos de solicitacién sismica establecidos por el US Uniform Building Code
(versién 1973) y se han realizado varios analisis relacionados con su comportamiento,
principalmente estudios de confiabilidad, por diferentes métodos e investigadores {11), que
fué la fuente de informacién de los datos relacionados a la geometria y excitacion del
sistema estructural de la figura 5.3-1.

La excitacién se represent$ por un ruido blanco filtrado de Kanai-Tajimi, tomando
en cuenta diferentes intensidades para G,.

Las secciones de las vigas y columnas son de 12.0 x 20.0 plg y 12.0 x 18.0 plg
respectivamente. En la estimacién de la rigidez eléstica efectiva se consider6 el 45% en vigas
y el 60% en columnas de la rigidez el4stica.

(L) 281 N @k Zal 29 . Ne
;

i ic} | o
e} £ [ kL) 281 hC] . N3
u i ) 5 1 mee
® PO MR TIRL = B . .
P] 18 ] T iooe
£) 07 8 2 il ) . N
] 17} 1) ’; 120,08

O} bl SFJ i’r— ;
[ fram [ [o R
N »a1e 15848 240.18
X vy

Fig. 5.3-1 Marco plano de concreto reforzado que ilustra la aplicacion del CLE
a sistemas de varios grados de libertad.
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Los tlementos estructurales son de seccién constante, los cuales tienen las

caracteristicas dadas en la siguiente tabla.

Barras E I M,
(Kibrplg?) (p'g’) (Klb-plg)
1.4.13,16 3600.0 5832.0 2310.0
23,1415 3600.0 5832.0 3919.0
5.8 3600.0 5832.0 2443.0
6.7 3600.0 §832.0 2977.0
Y12 36000 5832.0 1733.0
10,11 3600.0 5832.0 2666.0
17,1920, 26000 3000.0 1200.0
222325
18,2124, 3600.0 3000.0 900.0
26,28
27 3600.0 S000.0 600.0

Tabla £3-1 Madulo de clasticidad (E). momento de inercia (I) y momento de
luencia (M,) de los clementos estructurales del marco de la figura 5.3-1.

Lo purdametros que intervienen en ef modelo que reproduce ¢l comportamiento
no_tincal de los elementos estructurales on tus zonas de articulacion pldstica, se obtuvieron
comu se deseribit en el capitulo 3.
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Fig. 5.3-2 Sccciunes potenciales de desarrollo de articuluciones pldsticas.
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Articulacién o o, oy o, ag [+

1
Pléstica (Klb/rad)

6

1,2,7,8,25 2099500.0 | 0.0156 1.0 0.44735 | 0.44735 1.0
26,31,32

3,4,5,6,27 2099500.0 | 0.0156 1.0 0.26369 | 0.26369 1.0
28,29,30

9,10,15,16 | 2099500.0 | 0.0156 1.0 0.42299 | 0.42299 1.0
11,12,13,14 | 2099500.0 | 0.0156 1.0 0.34712 | 0.34712 1.0
17,18,23,24 | 20995000 | 0.0156 1.0 0.59629 | 0.59629 1.0
19,20,21,22 | 2099500.0 | 0.0156 1.0 0.38762 | 0.38762 1.0

33,34,37,38
39,40,43,44 | 2160000.0 | 0.0156 1.0 0.88596 } 0.88596 1.0
45,46,49,50

35,36,41
42,4748 2160000.0 | 0.0156 10 1.18128 1.18128 1.0
51,52,55,56

53,54 2160000.0 | 0.0156 1.0 1.77192 1.77192 1.0

Tabla 53-2 Valores de los pardmetros que intervicnen cn el modelo
matemitico de Y. K. Wen.

La masa en los diferentes niveles se considerd igual en cada nivel con el siguiente
valor

m,, =m, =m, =m, = 0441 f"ﬁi

La excitacién se consideré a traves de un ruido blanco filtrado con el modelo de
Kanai-Tajimi, con pardmetros
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Wy

£ -

15.6 =
™

0.69

los cuales corresponden al mismo espectro de densidad de potencia empleado anteriormente.
La amplitud G, del espectro, se calcul6 a partir de la siguiente expresion, la cual segin la
referencia [15] es aplicable a terrenos duros,

a, = 29 G, (en plg/seg?)

ésta relaciona la aceleracién méxima del suelo a, con el pardmetro G,. Se consideraron los
siguientes valores para la aceleracién méxima del suelo: 0.1 g, 0.2 ¢, 05¢gy 1.0 g.

Los resultados de la Gltima iteraci6n son los que aparecen en las siguientes tablas.

ACELERACION MAXIMA DEL SUELDO, q,
NIVEL 0.lg 02¢g 05¢g 10g

i o o a; o, o 7, o,

2 . » fud y is ? [

plg = plg’ = plg’ = plg =
1 0.043 1.33 0.109 3.19 0.595 9.91 2.759 41.94
2 0.242 7.10 0.618 16.41 3.513 48.99 16.454 | 213.15
3 0.519 14.92 1.311 33.71 7.332 96.20 34,158 | 418.01
4 0.731 21.36 1.818 48.38 9.683 13437 | 44865 | 574.56

Tabla 5.3-3 Variancias de la respuesta del marco de la figura 5.3-1 en cada
uno de los niveles, para las diferentes intensidades de excitacion.
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ARTICULACION

ACELERACION MAXIMA DEL SUELQ, a,

PLASTICA 01g 02¢g
a: A a, o, A o,

(x10%) (x10% (x10% (x10°) (x10%) (x10%)

1,7 0.154 2.798 0.049 0.796 7.998 0.228
2,8 0.012 0.452 0.002 0.041 1.328 0.010
3,5 0.168 3.358 0.039 0.758 8.465 0.152
4,6 0.044 1.296 0.009 0.127 3.069 0.026
9,15 0.023 0.625 0.005 0.087 1.743 0.021
10,16 0.030 0.707 .. 0.006 0.119 1.940 0.025
11,13 0.085 2.148 0.028 0.250 4.648 0.085
12,14 0.092 2.196 0.028 0.296 4.902 0.091
17,23 0.007 0.399 0.002 0.023 1.265 0.009
18,24 0.027 0.599 0.006 0.117 1.616 0.028
19,21 0.038 1.359 0.012 0.102 3.417 0.039
20,22 0,063 1.669 0.019 0.230 4.224 0.074
25,31 0.001 0.135 0.000 0.003 0.478 0.001
26,32 0.007 0.325 0.001 0.026 0.973 0.005
27,29 0.009 0.618 0.001 0.024 1.916 0.006
28,30 0.023 1.051 0.004 0.074 3.107 0.018

Tabla 5.3-4 Variancias de la respuesta de las articulaciones plésticas en las
columnas del marco de la figura 5.3-1, para las intensidades de excitacién
correspondientes a las aceleraciones pico del suelo de 0.1 gy 0.2 g.
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ACELERACION MAXIMA DEL SUELQ, a,

“?Li‘:;;gm 01g 02 g
o A @, o a o,

(x10%) | (x10% | (x10%) | (x10% (x10%) (x10%
33,38 0.137 2,123 0.067 1.079 9.660 0.516
34,37 0.097 1.527 0.042 0.732 6.098 0.302
35,36 0.174 3.340 0.152 2.564 44,986 1.620
39,44 0.116 1.923 0.057 0.874 8.144 0.418
40,43 0.082 1.439 0.038 0.599 5.574 0.265
41,42 0.154 3.225 0.144 2.197 41.650 1.546
45,50 0.043 1.055 0.019 0.234 3.431 0.095
46,49 0.032 0.817 0.013 0.172 2,552 0.063
47,48 0.055 1.558 0.043 0.328 6.617 0.275
51,56 0.011 0.341 0.003 0.059 1.105 0.016
52,55 0.007 0.230 0.002 0.036 0.727 0.009
53,54 0.010 0.346 0.005 0.050 1.210 0.028

Tabla 5.3-5 Variancias de la respuesta de las articulaciones plésticas en las
vigas del marco de la figura 5.3-1, para las intensidades de excitacién
correspondientes a las aceleraciones pico del suelode 0.1 g y 0.2 g.

105



ARTICULACION

ACELERACION MAXIMA DEL SUELO, a,

PLASTICA 0.5 ¢ 1.0 g
0’: U; U;X 0’: U; G';z

(x109 | (x109 | (x109 | x109 | x109 | (x10%

1,7 13.918 | 47.734 | 2374 | 66842 | 23535 | 11.161
2,8 0353 | 5955 | 0051 | 1745 | 23751 | 0.212
35 10.571 | 31999 | 1206 | 52327 | 14436 | 6.423
4,6 0889 | 10.133 | 0082 | 4576 | 36671 | 0335
9,15 0632 | 5122 | 0092 | 3726 | 23501 | 0576
10,16 0968 | 6237 | 0119 | 5548 | 28.650 | 0.744
11,13 1.600 | 9950 | 0264 | 9452 | 41760 | 1.508
12,14 2259 | 12.945 | 0342 | 12992 | 55073 | 1.879
17,23 0134 | 4420 | 0035 | 0705 | 18.850 | 0.183
18,24 1559 | 6940 | 0287 | 8338 | 33.891 | 1.654
19,21 0558 | 8775 | 0102 | 2987 | 32.885 | 0.458
20,22 2.182 | 13289 | 0436 | 11.870 | 59.220 | 2.451
25,31 0022 | 2062 | 0005 | 0095 | 7.732 0.022
26,32 0207 | 3674 | 0034 | 1057 | 14744 | 0.194
27,29 0086 | 6584 | 0024 | 0374 | 23814 | 0.110
28,30 0.486 | 11.052 | 0099 | 2409 | 43.178 | 0.518

Tabla 5.3-6 Variancias de la respuesta de las articulaciones plésticas en las
columnas del marco de la figura 5.3-1, para las intensidades de excitacién

correspondientes a las aceleraciones pico del suelo de 0.5 g y 1.0 g.
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ACELERACION MAXIMA DEL SUELO, a,

"R?Ii”s';‘go” 0.5 g 10 g
U: 0'; 0;2 U: 0; 0;

x109 | x109 | 109 | 109 | @109 | 109
33,38 46.664 | 44720 | 7309 | 22849 | 23029 | 20.162
34,37 34232 | 26064 | 5689 | 15056 | 11621 | 23274
35,36 45794 | 47501 | 5686 | 21986 | 25043 | 15.901
39,44 45.184 | 46759 | 7631 | 21041 | 21722 | 31.004
40,43 31.928 | 27234 | 5912 | 13538 | 11302 | 24.149
41,42 43.052 | 50522 | 5934 | 20367 | 25657 | 16471
45,50 6533 | 37974 | 1579 | 28242 | 17252 | 6730
46,49 4699 | 23458 | 1058 | 20481 | 10929 | 4.755
47,48 9956 | 122.66 | 2710 | 46041 | 619.61 | 10216
51,56 1173 | 5757 | 0155 | se45 | 27076 | 0819
52,55 0694 | 3394 | 0079 | 3490 | 15508 | 0447
53,54 1095 | 8576 | 0268 | 5485 | 45904 | 1289

Tabla 5.3-7 Variancias de la respuesta de las articulaciones plésticas en las
vigas del marco de la figura S5.3-1, para las intensidades de excitacién

correspondientes a las aceleraciones pico del suelode 05 gy 1.0 g.
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ACELERACION MAXIMA DEL SUELO, a,
ARTICULACION
PLASTICA 01g 02g 05g 10g
1,7 0.8971 0.8296 | 0.6437 | 0.5751
2,8 0.9646 09451 | 09101 | 08753
3,5 0.9328 0.8944 | 0.7855 | 0.7382
46 0.9601 09431 | 09209 | 0.8790
9,15 09551 09267 | 08762 | 0.8243
10,16 09518 09213 | 0.8638 | 0.8093
11,13 09276 0.8941 | 0.8406 | 0.7634
12,14 0.9269 08919 | 0.8293 | 0.7554
17,23 0.9610 09382 | 09036 | 08587
18,24 09366 0.8970 | 0.7715 | 0.7290
19,21 0.9435 09178 | 0.8884 | 0.8254
20,22 09317 0.8938 | 0.8041 | 0.7447
25,31 0.9901 09836 | 0.9661 | 09608
26,32 09722 09565 | 0.9183 | 0.8945
27,29 0.9801 09693 | 0.9527 | 0.9321
28,30 0.9702 09536 | 09182 | 08913

Tabla 5.3-8 Coeficientes de linealizacién C; para las secciones en los extremos
de las columnas del marco en estudio,
correspondientes a las aceleraciones pico del suelode 0.1 g, 02 g, 05¢gy

1.0 g.

para las intensidades de excitacién
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Tabla 5.3-9 Coeficientes de linealizacién C, para las secciones en los extremos
de las vigas del marco en estudio, para las intensidades de excitacion
correspondientes a las aceleraciones pico del suelode 0.1 g,02g,05¢g y

1.0 g.

ACELERACION MAXIMA DEL SUELO, a,
ARTICULACION :
PLASTICA 0.1g 02g 05¢g 10 g

33,38 0.8194 0.6564 0.4555 0.2443
34,37 0.8449 0.7057 0.4471 0.2899
35,36 0.7195 0.5090 0.4854 0.2264
39,44 0.8287 0.6773 0.4406 0.2532
40,43 0.8503 0.7184 0.4377 0.2974
41,42 0.7246 0.5113 0.4798 0.2247
45,50 0.8863 0.8079 0.5635 0.5028
46,49 0.8994 0.8321 0.6016 0.5539
47,48 0.8194 0.6808 0.4908 0.3178
51,56 0.9252 0.8785 0.7499 0.6501
52,55 0.9380 0.9001 0.7961 0.7439
53,54 0.8861 0.8100 0.6312 0.5297
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ACELERACION MAXIMA DEL SUELO, g4,
ARTICULACION

PLASTICA 01g 02g 05¢ 10 g
1,7 -0.6630 -1.2416 -3.8276 -3.8289

2,8 -0.2492 -0.4388 -0.9641 -1.2195

3,5 -0.4138 -0.6985 -1.6032 -1.8954
4,6 -0.2505 -0.3982 | -0.7547 -1.0030
9,15 -0.2799 -0.4854 -0.9647 -1.3392

10,16 -0.2988 -0.5158 | -1.0665 -1.4343
11,13 -0.4391 -0.6850 -1.1998 -1.7344
12,14 -0.4441 -0.7078 -1.3426 -1.8229
17,23 -0.3123 -0.5743 | -1.1822 -1.5856
18,24 -0.3937 -0.6847 | -1.6926 -2,.0611
19,21 -0.3828 -0.6357 | -1.1346 -1.5849
- 20,22 -0.4294 -0.7252 -1.5257 -1.9513
25,31 -0.1321 -0.2514 -0.5363 -0.7144
26,32 -0.2095 -0.3712 -0.7730 -1.0273
27,29 -0.1686 -0.3020 | -0.5865 -0.7706
28,30 -0.2223 -0.3921 -0.7938 -1.0126

Tabla 53-10 Coeficientes de linealizacion H, para las secciones en los
extremos de las columnas del marco en estudio, para las intensidades de
excitacién correspondientes a las aceleraciones pico delsuelode 0.1 g, 0.2 g,05 g

y 10 g.
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ACELERACION MAXIMA DEL SUELO, a,
ARTICULACION
PLASTICA 0.1g 02g 05¢g 10¢g

33,38 -1.2325 -3.3169 -26.418 -17.219
34,37 -1.0204 -2.4679 -18.733 -12.055
35,36 -2.2479 -11.1821 | -39.251 -33.873
39,44 -1.1624 -2.9755 -25.589 -15.671
40,43 -0.9854 -2.3244 -18.432 -11.465
41,42 -2.2001 -10.6707 | -39.726 -33.532
45,50 -0.8134 -1.6501 -6.6057 -5.8150
46,49 -0.7070 -1.3817 -5.0457 -4.7391
47,48 -1.4055 -3.6006 -18.242 -14.544
51,56 -0.5924 -1.1416 -3.0608 -3.5953
52,55 -0.4810 -0.9028 -2.2432 -2.8219
53,54 -0.9306 -1.9476 -6.4242 -6.9119

Tabla 5.3-11 Coeficientes de linealizacién H, para las secciones en los
extremos de las vigas del marco en estudio, para las intensidades de excitacién
correspondientes a las aceleraciones pico del suelode 0.1 g,02g,058y
1.0 g.



Se hacen las siguientes observaciones a partir de los resultados obtenidos sobre el

sistema estructural de la figura 5.3-1:

a) Para cada uno de los niveles de excitacién aplicados al sistema estructural, también
son aplicables las observaciones que se hicieron para el caso del sistema de un grado
de libertad, con la diferencia que por ser un sistema més complejo, el nimero de
iteraciones realizadas resulté mayor. Se tom6 en cuenta el mismo valor de 0.01 para
la tolerancia en la convergencia.

b) Los valores para g2 y o>, para los cuatro niveles de entrepiso del sistema
estructural, son mayores a medida que el nivel de excitacién es més alto.

c) Los valores para oy a;, correspondientes a la variancia de la respuesta en la
rotacién de las secciones con articulacién plastica de la figura 5.3-2, se van
incrementando a medida que el nivel de excitacién es més alto.

d) Los coeficientes de linealizacién C, tienden a disminuir de valor al incrementarse
el nivel de excitacién, mientras que los coeficientes H, tienden a ser més chicos
(valores negativos mayores).

e) Los resultados obtenidos para el sistema de varios grados de libertad, son
congruentes con los que se obtienen en sistemas de un grado de libertad.
f) El tiempo de cémputo empleado en el analisis del marco correspondié a tres

minutos en realizar diez iteraciones en promedio, para cada nivel de excitacién,
requiriéndose ademés, 900 kb de memoria disponible en disco.
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5.4 ESTUDIO PARAMETRICO DE MARCO PLANO DE CONCRETO
REFORZADO CON MASA RESONANTE.

Los osciladores de masa resonante son sistemas amortiguadores que se agregan a los
sistemas estructurales y tienen como finalidad contrarrestar el movimiento del sistema
estructural, Este sistema amortiguador es del tipo pasivo, ya que no cuenta con una fuente
de energia que le permita desarrollar su funcién en forma activa. Bésicamente se define por
una masa unida a la estructura por medio de un resorte y un elemento amortiguador;
pardmetros estructurales que definen la efectividad de su uso. El uso de los osciladores de
masa resonante se ha llevado a la préctica real con la finalidad de reducir los niveles de
respuesta ante solicitaciones de viento, logrdndose muy buenos resultados [3]; sin embargo,
en cuanto a su aplicacién en el campo de las solicitaciones sfsmicas, los resultados no han
sido comprobados totalmente.

El anélisis paramétrico realizado en esta tesis consiste en comparar los resultados
estadisticos obtenidos de una serie de andlisis deterministas para un conjunto de
acelerogramas simulados a partir del registro del sismo de 1985 en la estacién SCT en el valle
de México [7], con los resultados obtenidos al aplicar el CLE. Se varian los pardmetros que
definen el comportamiento dindmico tanto del sistema estructural como del oscilador de
masa resonante. '

El sistema estructural principal que se utilizé en este estudio paramétrico s un marco
simple de concreto reforzado como el mostrado en la figura 5.4-1. Este es equivalente a un
marco con caracteristicas geométricas distintas y de varios niveles (ver figura 5.2-2). A este
se anade un oscilador resonante en su parte superior.
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Fig. 5.4-1 Marco simple de concreto utilizado en el estudio paramétrico.

El anélisis determinista para cada uno de los registros simulados se realiz6 tomando
en cuenta un comportamiento lineal del sistema estructural, mientras que el anélisis con el
CLE se realizé (por las caracteristicas inherentes del modelo matematico de Y. K. Wen)
tomando en cuenta un comportamiento débiimente no_lineal. Para que el efecto del
oscilador de masa resonante sobre el sistema estructural fuera el mismo en los dos tipos de
andlisis fué necesario establecer el periodo equivalente del sistema estructural con
comportamiento no_lineal.

Con el fin de estimar el periodo equivalente del sistema estructural, cuando se
considera que este tiene un comportamiento débilmente no_lineal, se aplic6 el CLE en el que
la excitacién se consideré como un ruido blanco filtrado de acuerdo con el modelo de
Kanai-Tajimi. Para reproducir la excitacién correspondiente a una armonica simple se realizé
un barrido de frecuencias del filtro, manteniendo constantes el nivel de amortiguamiento
critico del filtro (£, = 0.01) y el nivel de amplitud de la excitacién (G, = 2’% ;1'). lo cual es
similar en un andlisis determinista, a excitar un sistema estructural con una serie de
arménicas simples (cada una con una frecuencia diferente pero de magnitud constante entre
si, y observar con cual de ellas se logra el efecto de resonancia).
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Fig. 5.4-2 Respuesta del marco de la figura 54-1 al barrer la frecuencia de
excitacién en la base.

En la figura 5.4-2 se muestran los resultados obtenidos al aplicar el procedimiento
descrito anteriormente, a un sistema estructural que tiene un periodo de 1.8 seg si se
considera con comportamiento lineal. En esta gréfica se observa que el sistema entra en
resonancia cuando la excitacién en la base tiene una frecuencia igual a 3.08 rad/seg, lo cual
indica que el efecto no_lineal en el comportamiento del sistema, provoca que se alargue el
periodo de 1.8 seg a 2.04 seg. Dicho alargamiento ocurre en diferentes sistemas estructurales
lineales de un grado de libertad con periodo comprendido en ¢l rango de 1.5 seg a 2.4 seg.

Una vez identificado el periodo del sistema estructural equivalente se adicioné el
oscilador de masa resonante a este sistema, como se indica en las figuras 5.4-3 y 5.4-4.

Las caracteristicas geométricas que definen los pardmetros dindmicos del marco con
masa resonante son tales que conducen a un comportamiento de viga de cortante. Se emplea
una relacién de masas, dada por

Towa . 0.03 (54.1)
1
es la masa del oscilador resonante y M, la masa del sistema principal,

en donde m,,,
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Fig. 5.4-3 Sistema de varios grados de libertad con oscilador de masa
resonante acoplado, idealizado como un sistema de dos grados de libertad.

De acuerdo con estudios de la relacién de frecuencias 6ptima, realizados por Den
Hartog [33], se establece que

Tour = 103 T, . (542)

Esta expresién indica que el oscilador de masa resonante debe tener un periodo T, tres

porciento mayor que el periodo T, del sistema estructural principal, para que la reducci6n
de la respuesta sea mayor.

Tomando en cuenta lo anterior se realizé un estudio comparativo de algunos de los
parametros estadisticos de la respuesta, obtenidos con el criterio CLE y con simulacién de
Monte Carlo. Se usaron acelerogramas simulados a partir del registro del sismo de 1985 en
¢l Valle de México, en la estacién SCT [7). Usando estos acelerogramas simulados se obtuvo
la media y la desviaci6n estdndar de la respuesta maxima, tanto del sistema estructural
cquivalente como del sistema estructural acoplado de dos grados de libertad. En el primer
caso (CLE) se obtuvo la desviacién estandar de la respuesta del sistema estructural en las dos
modalidades: con y sin el oscilador de masa resonante acoplado. Dichos resultados se
obtuvieron para diferentes sistemas estructurales con periodos comprendidos entre 1.5 seg
y 2.4 seg. Estos se presentan en la grifica de la figura 54-5, en donde el eje de las
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ordenadas corresponde al cociente del valor del desplazamiento méximo del sistema
estructural con el oscilador de masa resonante , dividido entre el valor de la respuesta del
sistema estructural equivalente (sin el oscilador de masa resonante). En las abscisas se
presentan los periodos T, de los sistemas estructurales considerados.

[e] g
® ® -
5] 4] lioooo
©) [s1] ® |

1 a 100.00

®
— ~> +
100.00

Fig. 5.4-4 Marco plano equivalente con oscilador de masa resonante acoplado.

Acot: om
Enc: O

En la gréfica de la figura 5.4-5 se verifica que el uso eficiente de los osciladores de
masa resonante se logra cuando se estd muy cerca de la condicién de resonancia, pues la
maxima disminucién de la respuesta ocurre muy cerca del periodo dominante de la
excitacién (2.0 seg).

Con la finalidad de verificar que el uso eficiente de los osciladores de masa resonante
se obtiene cuando se cumple la relacién ( 5.4.2 ), se considerd el sistema estructural
cquivalente con periodo de 2.1 seg (en donde ocurre la mdxima disminucién de la respuesta
obtenida con los acelerogramas simulados). Se llevé a cabo un barrido de periodos del
oscilador de masa resonante, en un rango en el que quedara comprendida la relacién
( 5.4.2 ), este rango se considerd dentro de los siguientes limites

T,
085 = 2 < 115 (543)
Tl
Se obticne asi la grafica de la figura 5.4-6. En donde T, es €l periodo del oscilador de

masa resonante y T, el del marco principal equivalente.
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Fig. 5.4-5 Variacién del cociente de respuestas del sistema estructural con
(COMR) y sin (SOMR) oscilador de masa resonante, para diferentes
periodos. Se mantienen constantes las relaciones ( 5.4.1 ) y ( 542 ). (a)
cociente calculado a partir de las medias de los desplazamientos méaximos
laterales en el primer nivel obtenidos por simulacién. (b) cociente calculado
a partir de la desviaciones estandar de las respuestas obtenidas por simulacién.
(c) cociente calculado a partir de las desviaciones estdndar de las respuestas
obtenidas con el CLE.

108 110 LIS
o=,

Fig. 5.4-6 Variacién del cociente de respuesta del sistema erétructural para
diferentes relaciones de periodos T ' manteniendo constante la relacién
(5.4.1). (a) cociente calculado a partir de las medias de los desplazamientos
méximos laterales obtenidos por simulacién. (b) cociente calculado a partir de
las desviaciones estandar de las respuestas obtenidas por simulacién. (c)
cociente calculado a partir de las desviaciones estandar de las respuestas
obtenidas con el CLE.
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De acuerdo con los resultados que se muestran en las figuras 5.4-5 y 5.4-6 se hacen
las siguientes observaciones:

a) El efecto que tienen los osciladores de masa resonante en la respuesta de los
sistemas estructurales principales, en términos generales es el mismo cuando se
consideran comportamiento lineal y débilmente no_lineal, puesto que la curva
correspondiente a los resultados de la aplicacién del CLE (en el que se considera en
este caso particular, comportamiento débilmente no_lineal) presenta una tendencia
de variacién similar a las curvas correspondientes a los resultados obtenidos por
simulacién (en donde se considera comportamiento lineal).

b) La diferencia entre las curvas obtenidas por simulacién, con respecto a las curvas
obtenidas por la aplicacién del CLE, se debe principalmente a dos razones:

1. La cantidad de registros utilizados por simulacion es pequefia (se utilizaron
trece registros simulados).

2. Existe una diferencia en cuanto al 4rea delimitada por el espectro de
densidad de potencia del modelo de excitacién utilizado en la aplicacién del
CLE, con respecto al 4rea delimitada por el espectro que se obtiene a partir
de los registros simulados.

¢) A partir de la gréfica en la figura 5.4-6 se verifica que el uso més eficiente se
obtiene cuando se cumple la relacién dada por la expresién ( 5.4.2 ), pues a medida
que esta relacién se aleja del tres porciento, ¢l efecto de disminucidn de la respuesta
del sistema estructural principal, tiende a disminuir, dentro del rango establecido en
(5.43).

d) La herramienta desarrollada en esta tesis, que utiliza el CLE puede utilizarse para
continuar haciendo estudios paramétricos sobre la respuesta de estructuras con
osciladores resonantes. Para niveles de no_linealidad alta los resultados deben
comprobarse con los obtenidos con el método de simulacién de Monte Carlo.
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CONCLUSIONES
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Con base en los conceptos manejados en torno al desarrollo presente del tema de
tesis y tomando en consideracién los resultados obtenidos de las aplicaciones del CLE
presentadas, se generan las siguientes conclusiones

1) E! CLE es versétil en cuanto a que pueden realizarse estudios paramétricos de
sistemas no_lineales de varios grados de libertad ante procesos estocésticos.

2) La aplicacién del CLE se limita a sistemas estructurales con comportamiento
no_lineal, pues al tratar de tomar en cuenta el comportamiento lineal presenta
problemas numéricos en la realizacién del proceso iterativo de solucién de la
ecuacién de Liapunov ( 4.1.51 ) mediante el uso del algoritmo de Bartels y Stewart.

3) Los resultados que se obtienen al tomar en cuenta un comportamiento débilmente
no_lineal al aplicar el CLE, en un marco estructural ante el sismo de banda estrecha,
son muy aproximados a los que se obtienen del analisis lineal por simulaci6n.

4) El filtrado de la seial mediante el uso de modelos como el de Kanai-Tajimi,
utilizado en los ejemplos de esta tesis reproduce con bastante aproximacién los
espectros de densidad de potencia del movimiento de suelos blandos como el de la
Ciudad de México.

Existe un campo todavia muy amplio por estudiar, como por ejemplo considerar
procesos no_estacionarios en los modelos de excitacién, o bien desarrollar el anélisis de
sistemas estructurales tridimensionales en donde se tomara en cuenta la influencia de las
deformaciones geométricas de los elementos estructurales. Seria de gran utilidad incorporar
algunos de estos aspectos a la metologia del CLE, puesto que los sistemas estructurales y la
excitacion se reproducirfan en una forma més cercana a la real.
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