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REsyjm-FN 

En este trabajo, se desarrolla un algoritmo de búsqueda aleatoria para problemas (le 
optimización con funciones objetivo no diferenciables. El algoritmo utiliza estimadores 
estadísticos de los subgradientes (cuasi gradientes estocásticos) para determinar las di- 
recciones de descenso. La Técnica de Simulación Montecarlo es utilizada en el algoritmo 
para generar nuevos puntos factibles. 

Se mide la eficiencia del algoritmo desarrollado en función del número de variables, 
y numero de puntos evaluados para, determinar la dirección de descenso. Se analizan los 
casos donde el valor esperado del quasigradiente estoc.ástico cuenta con información a 
priori. Se extiende el uso del algoritmo para la determinación del valor esperado mínimo 
de un proceso estocástico regenerativo, a este respecto, se propone también una técnica 
de simulación para estimar los vectores de estado del proceso, y se discute sobre las 
condiciones que éste debe cumplir para que exista un vector de estado estacionario. 

Se muestra el potencial aplicativo del algoritmo desarrollado, en la determinación 
del mínimo valor esperado de clientes en un modelo de líneas de espera con servidores 
múltiples y flujos aleatorios desconocidos. Se determina también la política óptima de 
abastecimiento en un modelo de inventarios con demanda y tiempo de entrega aleatorios 
con densidades desconocidas. Se discute sobre la determinación de políticas óptimas en 
procesos Markovianos de decisión en ausencia de información a priori. 

Se reporta la experiencia computacional y se discuten las ventajas y limitaciones del 
algoritmo propuesto, se incluyen también los resultados teóricos de la investigación. Se 
hace un análisis comparativo de nuestra propuesta con otros dos algoritmos, y se efectua 
un estudio de casos extremos. Finalmente, se discute sobre las posibilidades dc, futuras 
investigaciones relacionadas con el tema. 
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La optiniizacióii estocástica como parte integral de la programación matemática ha 
sido relativamente poco explorada, a pesar de su gran utilidad y versatilidad en el mode-
lado de problemas con incertidumbre. Los modelos estocásticos ofrecen un rico campo de 
posibilidades de investigación en aspectos relacionados con la optimización y el control 
de sistemas. 

Los problemas de optimización estocástica, comprenden una, clase importante de mo-
delos dinámicos de decisión seciiciicial, por ejemplo, algunas versiones estocásticas de 
expansión de capacidad, reemplazo de equipo, problemas de planeación (le la producción, 
etc. Estas situaciones pueden modelarse como problemas de costos estocásticos, en los 
cuales el decisor se encuentra en total o parcial incertidumbre: y por lo tanto desconoce 
a priori la magnitud y el tiempo de ocurrencia (o ambas) de los eventos aleatorios. 

En algunos problemas de optiinización, el decisor determina un conjunto de varia-
bles de control sujetas a un conjunto de restricciones; en un problema de optimización 
estocástica,, el decisor tiene control sobre las variables de decisión pero no sobre las va-
riables aleatorias que intervienen en el problema. 

En muchos sistemas de tiempo continuo con características estocásticas, es posible 
aproximar con sistemas discretos y recabar las estadísticas a intervalos fijos de tiempo 
mediante un proceso de simulación, ejemplos de ello se pueden encontrar en redes de co-
municación, líneas de producción, sistemas flexibles de manufactura, sistemas de tráfico, 
etc. 

UII método básico para, el estudio de sistemas estocásticos; los cuales no pueden ser 
tratados por técnicas analíticas, consiste en su simulación por computadora digital; en la 
mayoría de los casos no es tan importante la simulación en sí, sino más bien, obtener a 
partir de ella una evaluación de las propiedades del sistema con objeto de definir cuales 
son sus características óptimas de operación. Así, un problema de optimización puede 
estar íntimamente relacionado con las técnicas de simulación. El problema entra entonces, 
en una clase particular de problemas de optimización estocástica llamados problemas de 
optimización por simulación. 

El propósito central de este trabajo C3 el de desarrollar un algoritmo de búsqueda 



para, la optimización (le algunos modelos dinámicos, utilizando para ello la Simulación 
Monte Carloi como principal herramienta de análisis. 

En este trabajo, se propone un algoritmo de búsqueda aleatoria que estima subgra--
dientes de una función objetivo, y que, mediante una adecuada selección del parámetro 
de paso, genera movimientos en la dirección de descenso que lleven a la minimización de 
la misma. Por lo anterior, las direcciones de búsqueda son obtenidas mediante superficies 
de prueba construidas alrededor de cada punto; se introduce el concepto de expansión--
contracción de las superficies de prueba. La, determinación del valor esperado de los 
quasigradientes cuando se cuenta con información a priori es otra aportación importante 
de esta investigación. La extensión de estas ideas al análisis (le estabilidad asintótica en 
procesos regenerati vos, constituye un aspecto importante que se trata en este trabajo, 
el objetivo es mostrar que bajo ciertas condiciones de periodicidad en un proceso, es 
posible determinar su vector estado estacionario y el valor esperado mínimo del proceso. 
Se discuten también las condiciones de convergencia del algoritmo en presencia del ruido. 

El algoritmo desarrollado, se compara con (los de los algoritmos más conocidos en 
optimización estocástica, se discute sobre sus ventajas y limitaciones, y se reporta, la 
experiencia computacional. 

Como aplicaciones del algoritmo, se determina el valor mínimo esperado de clientes 
en un modelo de líneas de espera con servidores múltiples, y con flujo aleatorio entre 
los nodo% Se determina también la política óptima de abastecimiento en un modelo de 
inventarlos con demanda y tiempos de entrega aleatorios con densidades desconocidas. 
Finalmente, se discute sobre la obtención de políticas óptimas en procesos Markoviarios 
de decisión en ausencia de información a priori. 

El trabajo está organizado como sigue: En el primer capítulo, se presentan algunos 
antecedentes de la programación estocástica; y se da una breve clasificación de los modelos 
más relevantes, en la sección 1.2, se proporcionan los criterios de comparación entre 
algoritmos y algunos aspectos relacionados con su eficiencia. En las secciones 1.3 y 
1.4, se describe el estado del arte sobre este tema, en él, se mencionan las principales 
metodologías y aportaciones más relevantes que se han originado en esta área.. 

El capitulo 11, comienza con la defininición del problema motivo de esta investigación; 
en la sección (11.2), se describen los fundamentos teóricos en los que se basa este trabajo, 

1Véase Iteuben y Weissmau (1977), y Sobo! (1983). 
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para ello, se mencionan como antecedentes los trabajos de Ermorev (1969) y (1983), en 
el campo de las sucesiones Fejer y Quasi Fejer, elementos esenciales en la construcción 
de los algoritmos de búsqueda aleatoria. En la sección (11.3) se muestra, brevemente, 
la forma en que trabajan los algoritmos de búsqueda estocástica, esta discusión sirve 
de entrada a la sección (11.4) en la que se propone la construcción de una, dirección de 
descenso en base al concepto de superficie de prueba; con los resultados anteriores, se 
desarrolla un algoritmo de búsqueda aleatoria utilizando el concepto de quasi gradiente 
estocástico. La eficiencia del algoritmo propuesto, constituye el tema central de la sección 
(II.4)•, en esta parte se muestra como influyen el número de variables del problema y la 
simulación de la superficie de prueba en la eficiencia de la búsqueda, se finaliza, la sección 
con la prueba, de convergencia del algoritmo desarrollado. En la sección (11.5) se discute 
la importancia y forma de selección de los parámetros involucrados en un algoritmo de 
búsqueda aleatoria, en particular, se describe la forma de como seleccionar los parámetros 
del algoritmo propuesto; asimismo, se muestra que la presencia de ruido en los modelos 
estocásticos no afecta la convergencia de los algoritmos de búsqueda. 

En el capítulo III, se extiende el algoritmo para la estimación puntual del valor espe-
rado mínimo de un proceso estorástico regenerativo, para esto, se presenta en la, sección 
(111.2) una técnica de simulación de las realizaciones del proceso, y se muestra como se 
puede estimar por estadísticas básicas los valores esperados del mismo. 

El capitulo IV, comienza con la, descripción de las superficies de prueba en simulación, 
se muestran algunos algoritmos para simular esferas y elipsoides n-dimensionales, y se 
discuten algunos aspectos relacionados con su eficiencia. En la sección (1V.2) se muestra el 
uso del algoritmo desarrollado en la determinación del valor esperado mínimo de clientes 
en un sistema con servidores múltiples (uno por cada, nodo), modelado como tina red 
estocástica de flujo. En la sección (1V.3), en una segunda aplicación, se determina la 
política óptima, de operación de un sistema de inventarios con flujo continuo, demanda 
y tiempos de entrega, aleatorios. El capítulo termina con una discusión acerca de la 
utilidad del algoritmo en el análisis de un proceso Markoviano de decisión en ausencia 
de información a priori. 

Finalmente, en el capítulo V, se hace un análisis comparativo de la técnica propuesta 
con otros algoritmos. Aquí, se muestran las ventajas y limitaciones, y se elaboran algunas 
recomendaciones para su uso. El capítulo termina con una discusión tinal acerca de las 
posibilidades de futuras investigaciones en las técnicas de búsqueda aleatoria. 
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OP HMTIZACICON ESTOCASTICA 

Las técnicas de la programación matemática están enfocadas a la solución de problemas de 
optimización relacionados con actividades de tipo industrial, administrativo, financiero, 
económico, ingenieril, etc. 

En programación lineal se incorporan coeficientes tecnológicos (precios, costos y ca- 
pacidad de producción etc.), los cuales son considerados parámetros completamente cono- 
cidos. Si se desea ser más realista, estos supuestos no siempre son ciertos; en la mayoría 
de las veces, sólo se cuenta con valores estimados o valores promedio y por lo tanto deben 
considerarse como tales, es decir como observaciones probabilisticas. 

Por lo anterior, cuando en un problema de optimización matemática, se tienen una 
o varias variables aleatorias involucradas con distribuciones conocidas o no, se dice que 
el modelo corresponde a 1.111 problema de optimización estocástica, también llamado de 
programación probabilística. En este capítulo, se da una clasificación de los problemas 
de optimización estocástica y los esfuerzos hechos para obtener sus soluciones. 

El capitulo se organiza, como sigue: En la sección 1.1 se plantean algunos problemas 
de optimización estocástica y se da una clasificación muy general de los mismos, en 
la sección 1.2 se estudia el aspecto de complejidad computacional y se relaciona, con 
el concepto de eficiencia; en la sección 1.3 se detallan las principales metodologías de la 
optimización probabilística y su forma de operar, así como las aportaciones mas relevantes 
al campo. En la última sección, se introduce el concepto de optimización por simulación. 
Se introduce también el concepto de búsqueda, aleatoria en la solución de problemas de 
algunas funciones que no aceptan diferenciabilidad, con esto se concluye el capitulo. 

1.1 CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS ESTOC.AsTicos 

Los problemas de optimización estociística se obtienen al considerar una o más varia- 
bles aleatorias dentro de cualquier problema de programación matemática; así pues, 
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Sí les puede encontrar bajo la forma de problemas lineales o no lineales (cuadráticos, 
posinómicos, etc.), o bien, mediante otro tipo de formulaciones en términos de progra- 
mación dinámica, problemas variacionales o de control óptimo. 

Así por ejemplo, en un problema lineal del tipo: 

Minimizar Z CX 

Sujeto a: 

AX 5: b, X O, 

se suponen generalmente conocidos los parámetros A,b C. Basta, con tener algún ele- 
mento de A, b o C con características aleatorias para volver aleatorio al problema, en 
particular si C es aleatorio, entonces la minimización debe hacerse sobre el valor espe- 
rado de la función objetivo. En este sentido, las fuentes de aleatoriedad son de muy 
diversa índole dependiendo de la naturaleza del objeto de estudio. En todos los casos, el 
problema puede estar en cualesquiera de las siguientes dos circunstancias: 

1. El vector O = (A, b, C), tiene una distribución de probabilidad conocida.. 

2. El vector O = (A,b,C), se constituye sólamente de observaciones nmestrales y en 
base a ellas se debe encontrar o estimar el vector óptimo de decisiones X*. 

La optimización estocástica puede ser activa o pasiva, en el primer caso, el enfoque 
activo, se basa en el hecho de espera y observa, esto es, el analista debe esperar a que se 
den las realizaciones de O y aprovechar estos resultados en la implantación de su solución 
obteniendo el valor de X* que optimiza a la función. La técnica, es especialmente útil en 
asignación de recursos, selección del tipo (le producción, costos (le inversión, etc. 

El segundo enfoque, es llamado aqui y ahora; mediante esta filosofía, la decisión 
es hecha sin esperar a ver las posibilidades de O, considerando solamente sus valores 
esperados corno elementos para rninitnización del problema., ya que al establecerse esta 
interacción, se permite la adecuación de los valores de decisión a los observados en las 
correspondientes variables aleatorias. Esta técnica es especialmente útil en el análisis 
de nlodelos con esperanzas finitas sobre O y valores de dispersión pequeíios, En irlos 
enfoques, la idea más importante es la distribución de probabilidad del vector O, esto 
puede ser a la vez, una técnica de ayuda en forma interactiva entre el analista y el 
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problema; o bien, puede generar una serie de perturbaciones o ruidos sobre X, de ellos 
se toma el valor esperado que minimiza al vector de decisiones. 

El enfoque pasivo, fue desarrolla,do por Tintner (1960) y supone que para problemas 
lineales, el vector O = (A, b, (7) es observable en cada iteración. La aleatoriedad de 
los coeficientes (A,b,C) introduce en el modelo un nuevo elemento, la distribución de 
probabilidad de las ganancias óptimas y la distribución de probabilidad del vector de 
decisiones. 

Las contribuciones más importantes al enfoque pasivo, se encuentran en los trabajos 
de Dracken y Soland (1966) que consideran al vector C de la función objetivo en mo-
delos lineales como un proceso estociistico multivariado, en este contexto el objetivo es 
minimizar los costos promedio. Tintner y Sengupta en (1970 introducen el concepto de 
programación fractil citando las distribuciones asociadas son simétricas, [véase también 
Sengupta (1972 )]. 

En general, se pueden considerar las siguientes clases de problemas de optimización 
estocástica dentro de los enfoques propuestos: 

1. Problemas Lineales de Optimización Estocástica 

El vector O = (A, b, 	puede contener cualquiera de sus elementos en forma de 
variable aleatoria; en este caso, las técnicas analíticas más usuales son las de pro-
gramación fractil, análisis de perturbación y la técnica de valores esperados cuando 
los coeficientes se distribuyen en forma normal, ji cuadrada o exponencial. 

2. Programación Estocástica con Restricciones de Oportunidad (C.C.P.) 

En estos modelos se maneja la estructura siguiente: 

Minimizar f(X). 

Sujeto a: 

bo 	> pt I = 1 	Al ') '1 " ' 	5 

donde X E 	y f puede ser tina función no lineal; el conjunto de restricciones 
denota la probabilidad de ocurrencia de la restricción i para una pi  conocida, y su 



formulación siempre es dada en términos lineales, a este tipo de restricciones se les 
llama restricciones de oportunidad. Estos modelos tienen un elemento clave básico; 
la medida de tolerancia pi  que representa la probabilidad con la que puede suceder 
la restricción propuesta. En el caso donde las restrieciónes de oportunidad se con-
sideran en forma conjunta, (esto es, donde la restricción está sobre la probabilidad 
conjunta de un evento aleatorio multivariado), el análisis se vuelve más complicado, 
por lo (Inc  requiere un poco más de atención, 

Muchas de las técnicas analíticas de solución de estos modelos presuponen variables 
aleatorias normales, ji cuadradas o exponenciales en las variables involucradas. 
No existen modelos generales de solución para el caso lineal con otros tipos de 
distribuciónes; a los casos no lineales, se les puede considerar muy poco explorados. 

3. Problemas de Control Optimo Estocristico 

Este tipo de modelos son de carácter dinámico, las formulaciones de la función 
objetivo vienen dadas corno funcionales cuadráticas con variables aleatorias y las 
restricciones son expresadas en forma. (le reguladores lineales; este tipo de formula-
cion es muy corn en problemas de ingeniería. El problema se formula corno sigue: 

Sean 44(t), M(1) y 13 matrices de u x u, 13(0 y N(i) matrices n x m., todas 
ellas de funciones continuas. Sea U(t) un m vector de funciones continuas por 
pedazos definidas sobre un intervalo fijo [i0, t i ]. Sea X(t) un vector n-dimensional 
de funciones que corresponde a, la solución de 

il(t)X(i) 	/3(t)U(t) -4- C(i)(i7;(/), 

con la condición inicial X(1.0) = .K0. Aquí, C(t) es una matriz de nxny (i7,(1) 
es un vector u-dimensional de movimientos Brownianos. En este caso se supone 
que Al(t), N (t), y 13 son simétricas con M(t) y D definidas no negativas, N (t) es 

definida positiva, el problema es entonces [véase Fleming y Rishel (1975)] 

Min
t,  

U(t)) = f [X I  (i)A1 (t).X(t) U T (t) N (1)17(1)1dt -I- 	(taD X(11 ). 

Sujeto a: 

51(1) A(t) X (t) + 11(0 U(t) + e(t)dZW. 



Algunas aplicaciones de la determinación de políticas ópti !THIS de producción-inventario 
aparecen en Venegas (1990a) y (1992a). 

Los elementos de la lista anterior, incluyen muchos modelos probabilisticos comunes; 
no obstante, faltan muchos elementos en ella. En este trabajo se estará interesado en 
problemas estocásticos del tipo: 

Minimizar g(X) 	I o (x, Hits  (w, 	Ew  (//, (X, VV)). 

Sujeto a: 

XED c 1Z". 

Donde X y W son vectores u, y r dimensionales respectivamente y fiv(w„V) es una 
función de densidad de probabilidad de la variable aleatoria W que depende del vector 
X. En particular, se puede tener el caso de que fw(u), 	fw(w). 

El conjunto restrictivo 1) puede estar dado por: 

gi(X) 	Oi(X, tu) dPw(to, X) E {Oí( X, W)} < O, 

X E C "R,% 	i = 1,2,... , A1. 

O bien: 

= 11i(X) < O, 	z = 	. . M. 

Donde hi(X) es una función lineal o no lineal. Finalmente se puede tener: 

P 	(14/) Xi 	bi(I,V)} 	p , 	i = " 91 " 	1 

i=1 

donde este tipo de formulación recibe el nombre de restricción de oportunidad. 



L2 ALGUNOS ASPECTOS SOBRE LA COMPLEJIDAD Y EFICIENCIA 
COMPUTACIONAL EN OPTIMIZACION ESTOCASTICA 

Un problema se define ccnno una colección de instancias, donde una instancia repre-
senta el conjunto de datos de entrada o información necesaria para. obtener una solución. 
En este contexto, una instancia puede tener asociado un conjunto de soluciones que la re-
suelven, o bien puede no tener solución, en cuyo caso se dice que el conjunto de soluciones 
es vacío. 

Un algoritmo, se define como un proceso mediante el cual se busca la solución a un 
problema, es decir, a, cada instancia le asocia un elemento del conjunto de soluciones; 
así, un algoritmo se dice que resuelve a un problema dado si resuelve a cualquiera de sus 
instancias; resolverlo significa que si el conjunto de soluciones de la instancia es no vacío, 
entonces exhibe al menos un elemento del mismo; si no fuera, así, se debe concluir que el 
conjunto de soluciones es vacío. 

El tamaño de un problema, se define como el mímero de bits necesarios para codificar 
los datos de entrada del mismo, en términos generales, si la información proporcionada se 
da en forma de una cadena de caracteres binarios de longitud 71 entonces el tiempo que 
requiere un algoritmo para su ejecución es una función C(n). Un aspecto importante de la 
función C(n) en complejidad computacional, es determinar su comportamiento osintótico 
y si C(n) es polinomial o exponencial (en este sentido, una función es exponencial si el 
parátnetro 71 aparece como parte del exponente). 

La memoria utilizada para almacenar la información de un problema es determinante 
para escoger la codificación de los datos, así, una codificación se dice que es razonable 
[véase Gutiérrez-Andradc,,  (1991)] si la cantidad de memoria para guardar un entero 
positivo ir es 	I )1, donde el símbolo (si denota al mínimo entero mayor o igual 
a. x; sin embargo la clasificación de C(7z) en polinomial o exponencial no se ve afectada 
por la forma de codificación de los datos. 

La complejidad computacional clasifica a los problemas en cuatro clases de acuerdo 
a su grado de dificultad, esto se hace con objeto de diferenciar a aquellos problemas 
para, los que no se tiene ni se tendrií una solución, de aquellos que estando en el mismo 
grado (le dificultad, se pueden usar téciiicas similares para resolverse. El tamaño de la 
instancia y la calidad de los datos son dos de los aspectos más importantes para estimar 
la, complejidad del problema y clasificarlo de acuerdo a alguno de las siguientes clases: 
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I. Problemas Irresolubles.- Son aquellos para los que no existe ni existirá url algoritmo 
para resolverlos. 

2. Problemas lntr‹dables.- Un problema se dice que es intratable si no existe ni existirá 
un algorit 	polinomial que lo resuelva. 

3. Problemas NP (No determinista polinomial).- Un problema, es de clase NP si existe 
un algoritmo 110 determinístico polinomial para resolverlo. Un algoritmo no de.-
terminístico es aquel que posee la propiedad de elegir correctamente la alternativa 
adecuada de un conjunto de ellas. Este término se define rigurosamente mediante 
el concepto de Máquina de Turing no determinista [véase Aho, lfoperoft y Ullman 
(1976)) 

4. Problemas Polinomiales.- Se dice que un problema pertenece a la clase P de proble-
mas resolubles polinomialmente si existe un algoritmo polinomial (conocido o no) 
que lo resuelve. 

Por definición de NP completez, si un problema NP completo es de clase P entonces 
NP = P, es decir, basta, con encontrar un algoritmo polinomial para un solo problema NP 
completo para tener algoritmos polinomiales para todos los detnás en NP. La igualdad 
N P = P es actualmente uno de los problemas más importantes en computación teórica. 

Como ejemplos de problemas intratables, se pueden citar el problema, de la parada 
de Turing (1937), o el de la programación cuadrática en enteros. Para un tratamiento 
más riguroso acerca de la teoría de la NP completez véase Carey y Johnson (1979). Fi-
mdmente, para un análisis más detallado de la clasificación de problemas en complejidad 
computacional y su relación con la programación combinatoria, véase Cutiérrez-Andrade 
1991 

optimización estocástica por las técnicas Monte Carlo generalmente es convergente 
dependiendo del punto original de búsqueda, ya sea por las técniCaS de gradiente o por 
las de búsqueda aleatoria. 

Debido a, la naturaleza probabilística del mismo, la complejidad en los algoritmos de 
búsqueda aleatoria se mide en términos del valor esperado de operaciones hechas. 

Existen diferentes criterios para comparar algoritmos en optimización estocástica; 
usualmente, los algoritmos son comparados por sus propiedades globales o propiedades 
que posee el algoritmo al aplicarse sobre MUY instancia dada, y evaluar a este en términos 



de la rapidez de convergencia, precisión en la. Solución, capacidad requerida de memoria 
etc. Este tipo de propiedades son c01IiniC13 en algoritmos para optimización de modelos 
deterministas. 

En este sentido, es posible disminuir la come ejidad computacional del mismo al 
elicientar la búsqueda global mediante la disminución de operaciones en cada iteración; 
esto es, la complejidad del algoritmo A es una función de la eficiencia, parcial, es decir, 
de sus propiedades locales. 

Una condición necesaria para poder comparar dos algoritmos es que deben operar 
bajo circunstancias idc'mticas (le prueba (funciones sobre las que se aplican) y con los 
mismos puntos iniciales. Desde el punto de vista probabilistico, es muy difícil dar un 
criterio de paro para un algoritmo de optimización estoca'stica; en general, se utiliza al 
número de iteraciones hechas como regla para detener un algoritmo, lo anterior se debe 
a• que la presencia de ruido genera como punto de convergencia del mismo a una, variable 
aleatoria cuya densidad es desconocida; a diferencia de la convergencia• en un modelo 
determinista que tiene como valor límite a un punto fijo. 

Cuando se comparan algoritmos de acuerdo a sus propiedades globales, es común usar 
cualquiera de los siguientes criterios: Fije un indice k que corresponde al mejor algoritmo 
de un total de algoritmos disponibles, tal que en la iteración 

a) max3=12,—,s P{i g(Xn g(X* ) 	= P YGYP — g(X1 1 <1  

con i y rey  > O conocidas. 

b) min,=1,2,..„s  E {11 Xi 	X* 111 	E 	-- X' II}, 

donde el número de iteraciones r es conocida. 

Sujeto a: 
E {Xn 	X : iy" 

	

11 5- P}J,  
O bien 

IX:). 	E" 	 I g\ X) 	g(xfr) 1 5. 
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d) P 	Xf 	X*  II 	(j- 
	

{iI -'5111(c 	11 	ti v} 

donde 2 y tx  son conocidas. 

e) 11i1r,,,4,2,„„s 0,1 = (ik ) 

Sujeto a: 

E IX:} E inx  = {X : X T.M  X* 

Y 
Va r {X:} 	C, C > o. 

Sin embargo, en este trabajo estaremos interesados en propiedades locales de los 
algoritmos; las propiedades locales son aquellas que se refieren a las propiedades que 
posee un algoritmo para mejorar el valor de una función objetivo en una sola iteración; 
usualmente a esta cualidad se le llama eficiencia. 

1.3 METODOLOGIAS r  MAS IMPORTANTES DE LA OPTIMIZACION ES 
TOCASTICA 

Con el amplio desarrollo de la computación, la simulación ha recibido mayor atención 
como una, herramienta efectiva en la toma (le decisiones. La simulación, es una técnica 
numérica que en base a modelos matemáticos trata de aproximar el comportamiento 
de los sistemas del mundo real. Por su naturaleza, estoclistica, la simulación es la cínica 
forma de análisis para problemas complejos, que bajo condiciones normales, no pueden ser 
solubles por las técnicas tradicionales; así por ejemplo, en el caso donde las alternativas 
constituyen un conjunto infinito, los métodos estadísticos resultan inadecuados para su 
estudio. 

A continuación, se hace referencia, a las principales metodologías que se manejan 
en optimización por simulación y los esfuerzos por resolver problemas utilizando esta 
técnica. 
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L3.1 DISEÑO EXPERIMENTAL EN S1MULACION 

En general, el Objetivo de un análisis de simulación es determinar el valor de k va-
riables de decisión que optimizan in respuestas, sujeto a p condiciones no controlables, y 
después aproximar las relaciones existentes entre los factores controlables y las respuestas. 
Matemáticamente el problema puede escribirse como: 

Minimizar G = f 	I e) + e, 	 /.1 

Sujeto a: 
< gji  < 	= 	 (L2) 

< fi(4111 4)2,  • • • 1 tbk) < U k+iN 	- 1 5 25 • • • 5 h 5 
	 (1.3) 

donde, (I) = (4)15 01)2)... tI)k ) es el vector de condiciones controlables de dimensión k x 	e 
es un vector de dimensión p >< 1, de condiciones no controlables, e = es un error aleatorio 
con un valor esperado cero, li  y ui  son los límites inferior y superior para los factores 
controlables o algunas funciones de ellos. 

En este sentido, debe quedar claro que la presencia de e vuelve a la función objetivo 
(l.1) difícil de manejar. Así, el foco de atención del análisis se centra, en E{G}, la cual es 
teóricamente libre de ruido. Las p condiciones no controlables se refieren a los factores (o 
eventos) que afectan las salidas. Por ejemplo, en la simulación de una, línea de cspera,, los 
factores no controlables son el tiempo de interarribo de los clientes, o bien, los tiempos 
de servicio que se da los mismos. Cada condición no controlable en el modelo, tiene 
asociada una, distribución de probabilidad. Los números pseudoaleatorios1 , se usan para 
generar observaciones que simulan la ocurrencia de los eventos, estos valores son tomados 
desde una distribución generalmente dada o conocida, o bien, mediante la simulación a 
partir de valores muestrales 'de la ocurrencia de los eventos. En ciertos aspectos, los 
diseños estadísticos son similares a los usados en las pruebas de experimentos físicos, sin 
embargo, los modelos de simulación poseen características que requieren un tratamiento 
más completo desde el punto de vista estadístico. En la práctica, son recomendables 
las siguientes consideraciones para la selección de diseños experimentales eficientes en 
simulación: 

'Se les llama números pseudoaleatorios, a la sucesión de números obtenidas por tuaodos físicos, 
o bien por generadores congruenciales pie utilizan relaciones matemáticas para su creación. Aunque 
estadísticamente son aceptables para experimentos de simulación, no se les considera como números 
aleatorios puros. 

lo 



o Una evaluación a priori de los factores controlables para t31111 pOSibles ¿tgregaciones, 
reducciones o eliminaciones. 

• El conocimiento de los procesos estocásticos relacionados con el modelo con objeto 
de reducir la varianza, 

o El diseño previo de experimentos secuenciales, tales que cada grupo de experimentos 
sea suplementario de los otros, y que permitan aclem+itl, elaborar hipótesis a partir 
de los resultados de experimentos precedentes. 

o El uso del principio split-plot (dividir y granear) que ayuda a minimizar el total de 
corridas requeridas. 

En la mayoría de los casos, es posible mejorar la eficiencia en la simulación mediante 
una adecuada programación del problema, y es posible reducir el número de corridas de 
simulación si se dispone de modelos adecuados de diseño de experimentos y técnicas de 
reducción de varianza. Para la optimización en simulación, se debe contar además, con 
una técnica efectiva de optimización, con objeto de que el tiempo de cómputo dedicado 
al proceso sea el menor posible y lleve a una solución con un margen de error aceptable. 
Naturalmente, cuando el número máximo de corridas de computación es pequeño com- 
parado con el número de variables potenciales a estimar, y si además, dentro de la misma 
comida de simulación se deben aproximar para las variables involucradas, densidades, 
momentos, etc, entonces el trabajo se vuelve complicado. Consecuentemente, la atención 
del analista, debe enfocarse hacia el diseño de experimentos que le ayuden a minimizar 
el número de corridas de computadora para obtener una solución aceptable en un plazo 
razonable de tiempo. 

En contraste, cuando el número máximo de corridas es grande, lo más indicado, 
es tratar de encontrar las relaciones involucradas; las decisiones deben considerar las 
estrategias de optimización y un diseño de experimentos compatible. Afortunadamente 
la literatura al respecto es muy amplia y sustancial, y las ayudas para el diseño de 
experimentos estar disponibles en Williams y Weeks (1974), y en Myers (1971). 

1.3.2 METODOLOGIA DE LAS SUPERF10ES DE RESPUESTA. (RMS) 

RMS puede considerarse como la unión de dos áreas de la matemática; la optimización 
y la estadística. El objetivo de RMS es descubrir a través de la experimentación una 
l'unción aproximada para las relaciones desconocidas de la ecuación (1.1), y encontrar los 
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valores de las variables que optimizan la(s) respuesta(s). ItMS supone que el investigador, 
es capáz de identificar al menos aproximadamente la región donde existen combinaciones 
factibles caracterizadas por las desigualdades (1.2) y (1.3). Sea y una respuesta medida 
en una escala continua, y sean 1/1 ,41) 2 , 	4',  los k factores asociados a la respuesta, 
entonces: 

g 	f( 4)1 1171" 	 C. 
	 (1.4) 

La ecuación anterior, usualmente no es conocida pero se le puede aproximar mediante 
una ecuación polinomial. 

Por conveniencia, se pueden escoger siempre variables estandarizadas en RMS [ve; se 
Kleijnen, Van den 13urg, y Van den llam (1987) así como Safizadell, y Thornton (198101. 
Las variables estandarizadas son bastante tratables y permiten experimentos a base de 
diseños ortogonales. Un diseño ortogonal tiene la propiedad de que todos los pares de 
sus columnas (incluyendo un vector unitario para el efecto medio) son independientes; 
esto es, la suma (le sus productos cruzados es cero, observe además que debido a esto, 
los valores estimados no pueden prestarse ¿t confusión alguna con otro valor. Sea xj el 
valor estandarizado de (bi„ 

( )itt 

et, 
'ji 

donde (15„„ son observaciones de 0i, en este caso 

1:1:11.1 (1.5) 

(r Nti-1( 4)iu  
N 5 (1.6) 

N 

:1! i ti 	o 	 •
y 	>'-' 	''' X • 'tu 

tt=1 

La investigación normalmente empieza desde un punto cerca del óptimo; y usando algún 
diseño experimental (factorial), una pequeña subregión de la región experimental alrede- 
dor de las condiciones iniciales, es examinada tratando de encontrar un polinomio de 
orden bajo que obtenga los efectos de los estimadores anteriores. 

Teniendo un polinomio apropiado de orden bajo, se pueden usar dos métodos para 
investigar la adecuación del mismo. Se puede usar la prueba T para comparar los modelos 
de pronóstico, otro método más formal, es el de comparar la magnitud de los efectos 
de las interacciones con sus efectos promedio. Cuando t:e ha optado por las variables 



estandarizadas este último método puede producir un efecto de interacción que produzca 
resultados que no son ciertos, es por ello que la estandarización liii perdido popularidad 
en el campo. Por lo anterior, en cualquier razón de avance, si la magnitud relativa, de los 
efectos de la interacción son tau pequeños como los efectos mismos, o si la prueba, T 
no significativa, se infiere que la mejora de la respuesta se (la a lo largo del camino del 
ascenso acelerado (especificado por los signos de las magnitudes de los efectos m(dios). 
En este sentido, si X„ es un vector columna que r42presenta el ii-ésimo punto experimental 
sobre el recorrido, entonces el camino del ascenso acelerado está dado por: 

Xn.+1 
	

)(ti 1. II, [z g(. 	 ( 1.7 ) 

donde Ag(:r) es la dirección del gradiente estimada a por medio de un polinomio de 
aproximación, y r,, es la longitud del paso en d recorrido, la cuál debe optirnizarse 
mediante un algoritmo de búsqueda o una regresión polinoinial. 

Una vez que b' (el mejor valor de (S) y consecuentemente X* (el mejor punto sobre el 
recorrido del ascenso acelerado) son calculados, una nueva subrogiA-, co,..)n X* en el centro 
será explorada. Nuevamente, los métodos mencionados anteriormente son aplicados a 
investigar la adecuación de un polinomio de orden bajo, y así sucesivamente. Cuando 
la prueba 1' es significativa, o cuando la magnitud de los efectos de las interacciones es 
igual o mayor que los efectos promedio, se implica que la subregión bajo consideración es 
curva, y debe explorarse con un polinomio de grado más alto (normalmente de segundo 
grado). Los diseños usados para generar un polinomio de primer orden son llamados 
diseños de primer orden y los de segundo son llamados diseños de segundo orden. 

La discusión central de los diseños de primero y segundo orden está relacionada, con 
el sesgo y la varianza. Dos fuentes de variación hacen que la respuesta cierta g difiera 
de la respuesta estimada. J. Una fuente puede ser las variaciones en el muestreo, o 
error de la, varianza; y la, otra fuente es la inadecuada selección del valor en el orden 
polinomial; este error es llamado, el error de sesgo. Desafortunadamente, un diseno 
estadístico experimental dado, puede afectar las fuentes de manera diferente; esto es, 
un diseño dado, puede reducir la varianza pero incrementar el error del sesgo. Así, la 
selección de un diseño es guiado por la relativa importancia de la minimización del sesgo 
y la, varianza. En este sentido, el analista desconoce la magnitud del error experimental y 
la complejidad de la superficie de respuesta. Si el error experimental es anticipado como 
grande, la minimización de la varianza es más importante que la minimización del sesgo. 
Consecuentemente, si el error experimental se espera que sea pequeño y la función de 
respuesta es compleja, la minimización del sesgo es más importante que la minimización 
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de la varianza. Los diseños factorial y factorial fraccional son la herramienta, que mejores 
resultados ha proporcionado en diseños de primer orden, estos diseños son ortogonales, 
y minimizan ambos tipos de error; sin embargo, los diseños compuestos son de mayor 
uso que los diseños de segundo orden, y un diseño compuesto, se obtiene por agregación 
experimental de puntos a los diseños factoriales completos o fraccionales. Para, una lista 
detallada de los diseños de primero y negundo orden que minimizan sesgo y varianza 
ve¿ise Safizadeh y 'lord ton (1984). 

1.3.3 ANALISIS DE PERTURBACION (PA) 

La optimización en redes de lineas de espera, ha recibido un gran impulso recientemente 
a través del llamado análisis de perturbación (PA) [ver 1-lo (1985)1. PA es estructurado 
a través del desarrollo de ciertas estadísticas durante una corrida de simulación, de tal 
manera que las derivadas parciales formen parte de las salidas de la propia simulación. 
Así, conceptualmente hablando, PA es capáz de producir todas las derivadas parciales en 
una sola corrida. Para discutir el concepto de PA, suponga que se desea determinar 1-- 
donde q y (1)i son definidos corno antes. Una forma de estimar estas derivadas parciales 
es hacer dos corridas de simulación, una con (Di  y otra con la perturbación A(1)1 : 

(9g 

D4)1  

N 	_mi, 	A ty, 
"'vi I '4'. 21 • • • 1 45 /1: 1  

	

 	Y(4)19 (12  • • • (1.1 k 1 O] 

,A4}1  

donde N es la longitud de cada, corrida y 1/N ():1v i g„) es un estimador de y basado en 
una realización maestral de c. Usando los mismos generadores de números pseudoaleato- 
Hos, resulta razonable suponer que las condiciones de operación del sistema 5011 similares, 
y que las posibles diferencias no son causadas por las condiciones experimentales. Pro- 
cediendo de esta, manera, si 	es requerida para obtener k parámetros, entonces se re- 
quieren k + 1 corridas de simulación. PA significa entonces, calcular todas las k derivadas 
parciales en una sola corrida, manteniendo con ello las estadísticas relacionadas con los 
tiempos en los que ciertos eventos tienen lugar. Durante una corrida, PA podría, estimar 
lo siguiente: 

0 } 	
E {almo  [c/u  ((D I 	A(1)1 ,41) 2,... ,(1)k 	g„ 	 O" ji}. (1.9) 

4 1   
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Observe en este caso (pie las diferencias g„(0-1- 	• • • , (bk I () ---gu( (11 19 (11 25 	1 (1)k I i.) 

son calculadas en una sola corrida. 

En la ecuación (1.8), se calcula primero el valor esperado de cada corrida, despluls se 
obtiene el término con esperanza, y finalmente, se divide el resultado por A(1)1 . De este 
modo, se obtiene en forma simple la derivada parcial. En la ecuación (1.9), la derivada 
parcial es evaluada durante la corrida de la simulación y el valor esperado es calculado 
al final. Matemáticamente, se deben cumplir ciertas condiciones para poder efectuar el 
intercambio de las derivadas parciales; en simulación, estas condiciones requieren que la 
función de respuesta sea uniformemente diferenciable con respecto a los parámetros de 
perturbación con probabilidad uno. 

Aunque PA puede usarse en cualquier simulación, los desarrollos teóricos y empíricos 
se refieren más bien a la teoría de las líneas de espera Eveáse no, Cao y Cassandras 
(1983), 	Eyler y Chien (1979), así como Suri (1987)x. La implantación de PA es por lo 
regular factible, y la estimación de las derivadas parciales es consistente y confiable. Para 
obtener dichas estimaciones, puede usarse directamente la misma, corrida, o bien, generar 
la, respuesta en una nueva corrida. Sin embargo, y a pesar de su utilidad, la. técnica no ha 
avanzado tanto como para considerarse un enfoque general de optimización en simulación. 
En efecto, existen aun muchas preguntas teóricas acerca de la validación de los resultados 
reportados, lleidelberg (1987) ha discutido las limitaciones del PA infinitesimal; esta 
postura, sostiene que la perturbación de una parámetro, es bastante pequeña como para 
no cambiar el orden de los eventos en cada corrida, así, bajo esta suposición, PA calcula 
los cambios potenciales en el tiempo en el cual deben ocurrir los eventos. lleidelberg 
prueba, también que para procesos ;generativos las condiciones necesarias y suficientes 
para, la, convergencia de PA no satisfacen general y satisfactoriamente muchos resultados 
teóricos, más atan, Sir amílisis ha revelado que PA infinitesimal no puede estimar el estado 
estacionario utilizando sólamente las derivadas de la función en modelos de líneas de 
espera que involucran diversos tipos de clientes, donde existe dependencia entre las salidas 
del sistema y la circulación de sus elementos. 

El análisis de simulación es necesario cuando el modelo a optimizar es muy complejo O 
requiere de muchas convoluciones de variables aleatorias. Irónicamente, la implantación 
de PA es aplicado en situaciones donde no existe complejidad en los sistemas. Lo anterior, 
se debe quizá a que dado (pie la, simulación es comúnmente usada cuando se sabe que la 
función de respuesta es muy limitada, se pueden hacer suposiciones a priori acerca de la 
misma con objeto de asegurarse de su comportamiento. No obstante, PA ha mostrado 



ser una técnica de optimización eficiente para una clase limitada de modelos de líneas 
de espera, las características generales de problemas de simulación pueden verse con más 
amplitud en Ilo, Cao, y Cassandras (1983). 

1.3.4 ANALISIS EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA. 

Otra estrategia para optimización en simulación está basada en el dominio de la, fre-
cuencia, relacionado con el análisis de series de tiempo. Este enfoque, fue inicialmente 
propuesto para identificar los términos significativos del polinomio que mejor aproxima 
las relaciones entre las respuestas y los factores controlables [véase !',IiIchruben y C.,"ogliano 
(1981)]. 

Cuando se efectuan experimentos de simulación en el dominio de la frecuencia, el 
rango de los valores posibles de cada factor de entrada debe ser identificado en (1.2), y 
los valores dominantes de cada factor de entrada, deben modificarse en cada corrida de 
acuerdo a una forma sinusoidal, por ejemplo, 

(PM) = 1/2 (ni  -I- 	+ 1/2 (ni  — 	cos(27rwr), 	 (1.10) 

donde 1, y uí  representan los límites inferior y superior de la variable i. 

En análisis de series de tiempo, 1 es el índice de tiempo. Sin embargo en simulación 
t no es necesariamente el tiempo reloj de simulación, mas bien, es una variable del 
modelo que mantiene guardadas ciertas estadísticas durante cada, corrida. Por ejemplo, 
para generar los tiempos de interarribo en la simulación de una línea de espera, t podría 
ser la variable que cuenta el tiempo entre llegadas al sistema. 

En experimentos para simulación en el dominio de frecuencia una frecuencia separada, 
w, es asignada, a cada factor. Basándose en al análisis de series de Fourier, w varía entre 
O y 1/2 en múltiplos de 1/N, donde N es el número de observaciones. La, más alta 
frecuencia (llamada de Nyquist) se obtiene cuando u., es seleccionada igual a 1 /2, y la 
más baja frecuencia se consigue cuando co es igual a 1/N. 

La contribución (le cada frecuenda a la variabilidad de una, serie de tiempo es me-
dida por mía función llamada, espectro, en este sentido, la teoría de los sistemas lineales 
establece que una entrada, sinusoidal a un sistema lineal de estado estacionario, da como 
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resultado una salida sinusoidal de la misma frecuencia [véase Chatiield (198,1)]. Conse 
cuentemente, el espectro de salida (respuesta), fo(u)), y el espectro de entrada (factor), 
fli(w), se relacionan como sigue: 

f7(w) = G2(0)fli(,Q) 	f& ). 	 (1.11) 

Donde G es llamada la ganancia de la frecuencia w y h(w) es el espectro para la per-
turbación aleatoria. La función de ganancia define cómo los sistemas lineales amplifican 
o atenúan las oscilaciones de cada frecuencia. Si f se supone como un ruido bbmco, en-
tonces en teoría, h(w), es constante para toda (,4) y no tiene efecto en el análisis; en otras 
palabras, el pico del espectro de una frecuencia de entrada podría dar una subida al pico 
del espectro de salida de la misma frecuencia, pero moderado por la, ganancia. De otra 
forma, la, frecuencia de una variable, no influye en la, respuesta contenida en la región 
bajo estudio. Es importante observar que en la, práctica el error del espectro de una sola 
corrida podría no ser constante o la suposición de ruido blanco podría ser imprecisa. 

Repitiendo (1.11) para todos los factores de entrada y sumando los resultados se 
obtiene que: 

(i (w) fpi(w) -1- fe(w), (t.12) 

donde Gi(w) corresponde a la ganancia de las oscilaciones relacionadas con <Di . Suponga 
que las oscilaciones para <In son representadas por ; 

(1),(7') :7: c cos(27rwir 	-y,), 	 (1.13) 

donde cl);  es la amplitud y -y; es la, fase. 147,1 espectro de salida puede tener un pico en o);  
correspondiente a ni. Como resultado de lo anterior, el espectro de salida podría ser usado 
para obtener aquellos factores que afectan la respuesta en la simulación contenida, en la 
región de investigación. Observe que cada vez que la ganancia no es cero, el espectro de 
respuesta podría tener picos en ciertas frecuencias independientes del espectro de entrada; 
consecuentemente, si se hace una corrida de control y se analiza, el espectro de respuesta 
en ausencia de las oscilaciones de entrada, entonces la razón fs(m)1 fc(coi ) 	fl(wi ), y 
nws ) son los espectros obtenidos con y sin las oscilaciones de entrada, respectivamente. 

Una ¡(lea atractiva, para, experimentos de simulación en el dominio de frecuencia es 
la posibilidad de usar las frecuencias seleccionadas y las propiedades trigonométricas 
elementales para definir las correspondientes frecuencias para los términos de segundo y 
más alto orden del modelo polinomial. Por ejemplo, cuando (l), es representado por coi , el 
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efecto th2 podría subir a las frecuencias O y 2wi . Y el efecto (1.91)j  podría aparecer en las 
frecuencias Pi 	1,4./ i ) y (ü. 	wi). Ilesulta muy importante seleccionar las frecuencias de 
tal forma que los términos en el polinomio que sean significativos no sean representados 
por la, misma frecuencia; de otra manera, el análisis podría no indicar qué términos deben 
incluirse en el modelo, (usando la terminología del diseño de experimentos, los términos 
CO!! la misma frecuencia podrían confundirse). Por lo anterior, la programación entera es 
recomendable para seleccionar las frecuencias tales que la confusión sea diminada y que 
a la vez, el espacio mínimo entre las bandas de frecuencia sea maximizada. 

Bajo condiciones de ganancia estandarizada, se puede probar [véase Seruben y Cogliano 
(1981)1 que la ganancia Gi(w)/fii  con /3;  definida como en (1.5), es constante para toda <Di  
y w, entonces ponderar los factores (le acuerdo a los picos de sus espectros de salida, es 
equivalente a ponderar los factores de acuerdo a la magnitud de sus correlaciones con la 
respuesta. Claramente, esta información puede ser valiosa en procesos de optimización. 
Cuando la ganancia no es constante su estimación es problemática. Así, Schruben y 
Cogliano (1985), optaron por tratarla como una, variable (le "estorbo" y por h tanto blo-
quearla. En un experimento de k factores, recomiendan un diseño de cuadrados latinos 
k 	1, tal que los factores representen los tratamientos, las batidas de frecuencia repre- 
sentan los efectos del bloque y las ganancias representan la interacción entre los factores 
y las bandas de frecuencia. 

En resúmen, los experimentos de suinulación en el dominio de la frecuencia identifican 
105 términos significativos del polinomio que aproxima las relaciones (mitre las respuestas 
de simulación y los factores. Claramente, el número de corridas (le simulación que se re-
quieren para, identificar los términos importantes en este enfoque, cstnucho más pequeño 
que aquellas en donde existen alternativas ett competencia y las diferencias son mucho 
más notables conforme aumenta el valor de k. Sin embargo, el enfoque del dominio de la 
frecuencia, no se le puede considerar en sí como una técnica de optimización. Lit técnica 
solamente identifica los tértninos qtte deben estimarse por medio (le otras técnicas. Por 
ejemplo en RMS, la información podría, indicar (fue términos deben incluirse en el mo-
delo para explorar una subregión o bién, coino los efectos medios, sou insignificantes; la 
técnica puede señalar la presencia de un óptimo local en una subregión. 

El diseño de experimentos de simulación en el dominio de frecuencia, no es directo. En 
primer lugar, el usuario debe tener conocimiento acerca del análisis de Fourier, y análisis 
espectral; segundo, se debe tener mucho cuidado de que la región de investigación no sea 
demasiado grande. A pesar de esto, el enfoque del dominio de frecuencia, tiene un futuro 
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potencialmente bueno para aplic¿irse en optimización por simulación. 

1.4 OPTIMIZACION POR SIMULACION 

En términos generales, las técnicas de optimización p01' simulación se pueden clasificar 
como técnicas de respuesta simple O múltiple. La optimización (le funciones de respuesta 
simple ha sido extensamente investigada y se conocen varias técnicas véase Fletcher (1980 
y 1981). Estas técnicas, se agrupan dentro de dos categorias: 

1. Técnicas (le búsqueda directa. 

2. Técnicas de búsqueda de gradiente 

En la categoría, de respuestas múltiples, existen básicamente cinco estrategias para 
tratar las respuestas y encontrar la solución óptima. Estas estrategias son: las técnicas 
gráficas, las técnicas de búsqueda, directa, las técnicas (le optiinización restringida, las 
técnicas de optimización no restringida, y las técnicas de programación por metas. 

1.4.1 OPTIM1ZACION DE RESPUESTA SIMPLE 

La optimización por simulación de respuesta simple ha sido investigada ampliamente por 
varios autores, véase por ejemplo, Coolcy y llouck (1982), Safizadeh y Thornton (1984), 
y Montgomery y 1.1,vans (1975). Una, aplicación común de las técnicas para experimentos 
de simulación unirespuesta es el método de ascenso acelerado, esta técnica que es total- 
mente opuesta a RMS, será tratada con más detalle en el siguiente capitulo. Cuando 
el gradiente puede estimarse eficientemente, la, aplicación de una técnica de reducción 
de varianza, hace que el método de ¿Iscenso acelerado proporcione mejores resultados. 
Debido ¿1,1 error aleatorio, las técnicas de búsqueda cuino la de llooke-Jueves (1961) con- 
vergen muy lentamente en simulación, sin embargo, con un gran número de corridas y 
generadores de números aleatorios con semillas comunes, se mejora, un poco su eficien- 
cia. En resúmen, dependiendo del número de factores controlables, la complejidad de la 
función de respuesta y los recursos disponibles, se puede utilizar una técnica de búsqueda, 
previa investigación de una región factible, para el diseilo de superficies de respuesta. La 
forma de operar en optimización estocástica de las técnicas de búsqueda aleatoria, será 
ampliamente discutida en el siguiente capítulo. 
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1.4.2 OPTIMIZACION DE RESPUESTA. MULTIPLE 

Los métodos gráficos de optimización multirespuesta, usualmente sobreponen todas las 
respuestas sobre el mismo conjunto de coordenadas, terminando por encontrar mediante 
esta técnica el punto óptimo buscado. Ya que las técnicas gráficas son aplicables sola-
mente a problemas con dos variables, su uso y ayuda es bastante limitada en simulación; 
más aún, los cambios hechos entre las propias respuestas, complican el análisis cuando 
estas aumentan, [véase Montgomery y liettencourt (19'77)]. 

Muchos son los métodos para, experimentos de simulación que han sido sugeridos 
[véase Hiles (1979) y (1981)]. El método cornplex, selecciona el valor óptimo de tina 
función objetivo sujeta a (i) restricciones de acotamiento sobre variables; (u) restricciones 
en términos de funciones sobre variables. Adicionalmente, las cotas superior e inferior de 
las variables, pueden ser funciones de otras variables. En la primera iteración, el método 
usa. n > k 	1 puntos o vértices, uno de los cuales es conocido y factible'. Los puntos 
restantes, son generados, uno a la vez mediante la aplicación de números aleatorios rj 
uniformemente distribuidos de acuerdo a la siguiente ecuación; 

ti)i 
	I, 	ri (u, 	-= 1, 2, ... k, 	 (1.14) 

donde 1;  y ui  son las cotas inferior respectivamente de la variable i. 

Los puntos escogidos aleatoriamente, deben satisfacer las restricciones explícitas, pero 
si un punto viola una restricción implícita, debe moverse a la mitad del camino en la di-
rección del centroide (le los puntos seleccionados a su alrededor. Este proceso se continúa 
hasta que se encuentra un punto satisfactorio. Los puntos sobrantes serán evaluados de 
la misma forma en cada vértice. Después de evaluada la función en todos los vértices, 
se tendrá, el peor valor, el cual se refleja a través del centroide de todos los U puntos. 
Si el nuevo vértice vuelve a tener un peor valor, se mueve en dirección del ccntroidc 
hasta, la mitad del camino, y la técnica continúa hasta que alguna (le las restricciones 
es violada. Cuando un punto no satisface alguna restricción, las coordenadas del punto 
son actualizadas a valores pequenos dentro de un límite apropiado. De la misma forma, 
si una restricción implícita ('13 Violada, el punto debe moverse la, mitad del camino ha-
cia el centro, el algoritmo se termina cuando varias evaluaciones de la función objetivo 
obtenidas en forma consecutiva, tienen un valor idéntico. Para probar la optimalidad 
global de la solución, el proceso debe repetirse en varias ocasiones partiendo siempre 
desde puntos diferentes, y presentar el mismo valor para el punto óptimo o al menos una 
buena aproximación del mismo. 

20 



En la aplicación de la técnica, en optimización nlultirespuesta, una, de las respues- 
tas debe optimizarse, y las respuestas sobrantes serán tratadas coi no restricciones. De 
manera alterna, una función objetivo es evaluada en cada. estado y los puntos peores son 
reflejados a través del centroide de los puntos sobrantes. Cuando una región es sospe- 
chosa de poseer un punto óptimo, debe ser investigada y la exploración se puede facilitar 
con un diseño de experimentos de segundo orden. 

En los enfoques de optimización restringida, una de las respuestas llamada la res- 
puesta primaria es optimizada, mientras que las otras se mantienen dentro de ciertos 
límites; las respuestas secundarias, las cuales normalmente muestran su impacto a través 
de los multiplicadores de Lagrange o funciones de penalización [véase Myers (1971) y 
Ileller y Staats (1973)1. La inclusión de costos experimentales a través de la construcción 
de funciones de penalización en la optimización por superficies de respuesta hacen este 
enfoque potencialmente atractivo para la simulación. El costo experimental es incor- 
porado en la función objetivo, de tal manera, que pequeñas mejoras en la, respuesta no 
den costos inaceptables. En la aplicación de las técnicas de optimización inultirespuesta 
restringida a la simulación, se recomienda un diseño de experimentos de primer orden. 
La técnica es básicamente la misma que el gradiente, excepto que el gradiente, puede lle- 
var eventualmente hacia direcciones infactibles; en este caso, las técnicas de Hiles (1977) 
pueden extenderse mediante la aplicación de diseños de segundo orden. Los métodos de 
Zotif endijk (1969) de direcciones factibles son otras técnicas de optimización restringida 
a base de gradiente que pueden combinarse con los diseños de primero y segundo orden 
para optimización multirespuesta en simulación. 

Biles (1977), ha discutido varias técnicas que combinan algoritmos de optimización 
con diseños en superficies de respuesta para aplicarse a la simulación; estas técnicas, 
consisten de lo siguiente: 

1. Un punto inicial contenido en la región factible, ecuación (1.2), se selecciona como 
centro de un diseño ortogonal de primer orden. 

2. Las corridas de simulación hechas para generar puntos adicionales son al menos 
igual al mismo número de corridas hechas hechas para el centro. Un análisis de 
regresión múltiple es adaptado al diseño de puntos. 

3. Una metodología de optimización, la, cual combina información sobre funciones, se 

aplica para, encontrar el centro del siguiente diseño de primer orden a explorarse. 
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Algunas técnicas para ciz)arse 	ede caso han sido propuestas por Biles (1979), y 
Montgomery y Ilettencourt (1977). 

4. Los pasos 1 al 3 son repetidos hasta que un punto óptimo sea localizado. 

Las expectativas (le las técnicas de optimización basadas en el gradiente, así COMO las 
técnicas de búsqueda con los diseños de Superficies de respuesta podrán ofrecer estrategias 
generales y para cubrir los objetivos de la optimización por simulación. 

1.4.3 OPTIMIZACION POR IIUSQUEDA ESTOCASTICA Y SIMULACION 

La optimizacián estocástica, surge como técnica formal con los trabajos de Robbins 
y Monro (1951) quienes sugieren una, técnica iterativa para encontrar los parámetros 
de una función de regresión medida, con ruido. Kiefer y Wolfowits (1952) sugieren a 
su vez una técnica para encontrar los extremos en 1111 problema de optimización no 
restringido. Las técnicas de Robins, Monro, Kiefer y Wolfowits fueron generalizadas 
por Dvoretzky (1956). Durante los últimos veinte anos, se ha escrito mucho material 
sobre el tema, véase por ejemplo, Kusliner y Clark (1978) y Ermol'ev (1983) donde se 
trata principalmente, la rapidez de convergencia de los algoritmos. Tsypkin (1970) fue 
uno de los pioneros en abordar problemas (Ml diversos campos, tales como: patrones 
de reconocimiento, filtrado, identificación, teoría, de juegos, contabilidad y economía, 
dentro del esquema de la optimización estocástica. Más aplicaciones de la optiinización 
estocástica pueden encontrarse en Goodwin llamadge y Caines (1981). En la actualidad, 
existe un gran número de posibilidades de aplicación en problemas de economía , ingeniería 
y ciencias. 

Dentro del contexto de la optimización estocástica han recibido considerable atención 
los llamados algoritmos (le búsqueda aleatoria adapta tiva, que intentan obtener el óptimo 
de funciones no diferenciables mediante el uso de técnicas (le aproximación de subgra-
dientes. En este sentida, el objetivo es desarrollar un procedimiento que en base a un 
rastreo generado aleatoriamente, se localiza la dirección de descenso en el proceso de opti-
mización de la función (1.1); donde la magnitud del movimiento se da por un parámetro 
o' que se adapta paso a paso dentro del algoritmo hasta, lograr la convergencia [véase 
Erniakov y Zhiglavski (1984), Patel y Smith (1984), y Patel, Smith y Zabinski (1985)1. 
Como en este trabajo, el tema central se relaciona con estas ideas, tales conceptos, se 
discutirán ampliamente en el capítulo 11. 
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Dentro de las técnicas más recientes de optimización por simulación se encuentra 
el llamado Algoritmo de Recocido Simulado, propuesto por Kirkpatrick, Cielatt y Vee-
chi (1983) para resolver problemas de optinnización multiextremos en espacios discretos. 
Esencialmente su algoritmo presenta una modificación del algoritmo introducido en 1953 
por Metropolis, llosenblutli, Rosenbluth, Tener y Teller desarrollado para estimar el valor 
medio (le ciertas cantidades en mecánica estadística a una temperatura, dada. En este 
contexto, el algoritmo del recocido propuesto por Kirkpatrick (.!II 1983, la, temperatura 
del sistema disminuye a cero y el algoritmo genera una cadena de Markov no estacionaria 
cuyo espacio de estados está en el dominio de la función de costos que se va a minimizar. 
Las aplicaciones del recocido simulado se pueden hacer en problemas (le optimización 
combinatoria' en problemas de diseño en cómputo e inteligencia artificial. 

Irna excelente versión del modelo de recocido simulado aplicado a problemas con 
variables aleatorias, se puede encontrar en el trabajo de Dekkers, y Aarts. (1991), en el 
que formalizan el enfoque original de problemas discretos a. problemas de optimización 
estocá.stica. Para, un análisis detallado de la técnica del recocido simulado, y su aplicación 
a problemas de optimización combinatoria, véase Gutiérrez- Andrade (1991). 
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OPTIMIZACION POR BUSQUEDA P.a4STOCASTICA 

A continuación, se formaliza el concepto de optimización estocástica por búsqueda aleato-
ria, parte central de este trabajo. En lo sucesivo, se considerarán solamente aquellos as-
pectos directamente relacionados con la, optimización de ftmciones a través de las técnicas 
de simulación digital y por búsqueda aleatoria. En general, se supondrá que dada, una 
función g(X) con X E R", no es posible obtener gradientes o subgradientes, y la esti-
mación de la dirección de búsqueda se hará por Simulación Montecarlo. El capítulo está 
organizado como sigue. En la sección 11J, se motiva el desarrollo de este trabajo, en la, 
sección 11.2, se proporciona el marco teórico que sustenta los resultados de convergencia 
del algoritmo propuesto, se continúa el trabajo con una amplia, discusión en la sección 
11.3 acerca de la forma de operar de los algoritmos basados en búsqueda aleatoria; en la 
sección 11.4, se desarrolla una función de eficiencia y se aplica, en modelos de programación 
estocástica, de este análisis se deducen las condiciones del parámetro de paso para lograr 
la convergencia del mismo a lo largo de una dirección de descenso; se termina esta sección 
con un análisis de los efectos del ruido sobre ia convergencia de la sucesión propuesta. 
En la Sección 11.6 se hace mi análisis sobre la forma, que toman los cuasi gradientes 
estocásticos cuando existe información a priori sobre la región de incertidumbre. 

IL1 DEFINICION DEL PROBLEMA 

En lo sucesivo, se estará interesado en problemas que tienen la siguient estructura. 

Minimizar g(X) 	(X, w) di? (w, 	Ew. {« X, W)}. 	(11.1) 

Sujeto a: 

X E 1.) 	R", 	 (1/.1a) 

donde 0(.X,t, 110 E L1 (5/, T'w(to, X)) V X E nn, y es convexa en el primer argu-
mento; además, X es un vector n-dimensional de variables de decisión, 1/1/ es un vector 
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aleatorio i'-dimensional en el que cada co nponente tiene una distr bución i  Fw,(i 	y ID 
es un conjunto convexo. 

En esta formulación, se ha, tomado la integral de Lebesgue-Stieltjes de iviw(w,x) a fin 
de permitir que 14/ sea continua, discreta o una mezcla de ambas. 

En este contexto, D puede tener por ejemplo la siguiente forma: 

r-z- 	I j,(X) 5. O, i z. 1,2, .. , 	 (11.2) 

o bien 
=Ew 	(X,147) < O, i 

donde las 	i = 1,2, ... 11'1 , son funciones convexas. 

Sin embargo, en este trabajo se estará, interesado en el caso sencillo 	R." , se 
supondrá además que fw(w, X) es desconocida, (esto significa que solamente se tiene 
una muestra disponible) o bien g (X) 	14' 3 141 { ( X W)} no es diferenciable y que los 
subgradientes son complicados de evaluarse, aún cuando la, densidad de 14/ fuese cono-
cida. Se supone además que en cada punto X E 19 solamente es posible observar las 
realizaciones de (X,11/). 

Los conceptos relacionados con la optimización del problema (11.1) sujeto a las condi-
ciones (11.2) y/o (11.3) están íntimamente vinculados a los trabajos de Ermol'ev (1969) 
con respecto a las sucesiones Diejer; a continuación se discuten estos aspectos. 

11.2 SUCESIONES FEJEII. Y QUASI TEJER 

Las sucesiones Fejer y Quasi Fejer, fueron introducidas por 141,rmol'ev en 1969; estas 
constituyen la parte medular del desarrollo de algoritmos de búsqueda aleatoria, las 
siguientes definiciones estan basadas en esta referencia. 

Sea (.1 un conjunto cerrado en 'R» y Couv(9) su evolvente convexa. 

1 La notación utilizada para definir a una variable aleatoria es con letras mayúsculas y sus valores ob-
servados es con letras minúsculas. En este caso, el vector aleatorio es denotado por W ySit componentes 
por Wi , t -- 1,2, ... r , los valores observados de cada Wi estan dados por tvi. 



Definición III 	Lo 821CeSiáli, de variaides aleatorias {Zi,}, lo 	1,2 ... , definidas sobre 
un espacio de probabilidad (J, 	P), se dice aleatoria Quasi Fejcr con rek9pceto al conjunto 

si E 111 Z0  In := Zo  112  < (x) y 

{ 	y -- zvo  Ir 1 (zo, 	Zk)} 	II 1' 	Zk 11 2  1-  9110 	(11.1) 

para Y arbitraria E :1<, k .7=: 0,1 2, — Los números yk  son toles que 	gk  K (X). 

Note que si { Z,. } es una sucesión Quasi Fejer con respecto a 	es también una sucesión 
con respecto al conjunto Convn, en particular si 9k := 0, la sucesión recibe el nombre 
de Suceszón Fejer. 

La importancia de las sucesiones Quasi Fejer  y Fejer radica en que hacen posible 
estandarizar y simplificar las pruebas (le convergencia de ciertos algoritmos para opti- 
mización estocástica. 

Lema 111.1 (Ermol'ev (1969)) 	Si la sucesión {4(w)). es una sucesión aleatoria 
Quasi Fejer, entonces: 

1. El conjunto de puntos límite de {Zk(w)} es no vacío para casi todas las w. 

2. Si Z'(w) y Z"(w) son puntos límite de {Zk (w)} que no están en Conv (f:---,1). En- 
tonces, cont ()) está en el plano equidistante de Z1w) y Z"(w). 

Corolario HA 	Si el conjunto Cono(;) es de dimensión2  u, entonces {Zk (w)} tiene 
un punto límite único para esa w. 

Corolario 11.2 	Si un punto límite Z(w) de la sucesión {Zk (w)} para algún w está 
en, Conv (=z,.1), entonces Z(w) es único. 

La prueba puede verse en Ermol'ev (1969). 

Definición 11.2 	Sea g(x 1 , 	, xn) una función convexa no necesariamente dife- 
l•enciable. El vector subgradiente en el punto X = (x1,x2,...,x„) es cualquier vector 
V g(1V) que satisface la desigualdad: 

'Formalmente, la dimensión de un conjunto convexo C es el máximo de las dimensiones de los varios 
simplex incluidos en C. En términos generale:3 se puede demostrar [véase Rockafellar (1972)] que la 
dimensión de C viene dada por la dimensión de su evolvente a.fin. 
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g( 	 g(x (11,5) 

para Y arbitraria en aR". 

1)e lo anterior, note que el vector Vg(X) forma un ángulo recto con la normal al 
hiperplano soporte del conjunto 11-7 	g(Y) 	!Kg)); así, si g(X) es diferenciable, 
entonces '\,7g(X) coincide con el gradiente de g en X, (V! (X))• 

La convergencia de g(X) a un punto mínimo de y cuando g(X) es convexa y 17 = '1?", 
fue investigada por Polyak en 1967 mediante una técnica de subgradiente de descenso 
definido mediante la rChlei(511: 

XI41 	(11,. 7k 	g(Ark), 	k = 	 (1- 1.6) 

donde X0  es un punto arbitrario, ak  es la longitud dd paso y -yk  es un factor dado de 
normalización.' Una característica de (--_iste método, es que en general, la. función. g(X) 
disminuye monótonamente en su valor bajo el control del paránwtro ak , que lo lleva por 
lo general hacia la convergencia, del método. Los valores que toma, ak  son tales que: 
erg > O . 

La relación (11.6) puede usarse cuando el cálculo del vector 	g(X L ) en cada punto Xk  
es relativamente fácil de obtener. Sin embargo, en problemas no lineales los subgradientes 
solamente se puede determinar en casos excepcionales. 

Por lo anterior, un problema importante en optimización por simulación consiste en 
construir un estimador del subgradiente, también llamado 1111 quasigradiente estoclístico. 
Así, un quasigradiente estocástico constituye un vector aleatorio que estima al subgradi-
ente de la función en un punto (Lado. 

Una forma (le construir un estimador, ¿(Xk ), del subgradiente de y en el punto XL., 
es corno sigue. Considere al vector O := (Un  02 , ... ,0„) cuyas componentes son variables 
aleatorias independientes y uniformemente distribuidas en 	e/. Observe que en este 
caso, se supone que no existe información a. priori, razón por la, cual, O se distribuye 
uniformemente. El intervalo [—el , c2 ] es considerado con objeto de permitir un rastreo en 
direcciones opuestas al origen. Cuando se tiene información a priori sobre O en términos 

alin factor de normalización es un parátneLro de 1;1 Sucesión {Xi) que garantiza una convergencia 
hacia un valor límite. 
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Ak 

de valores esperados, el análisis requiere de especial atención, ver por ejemplo, Venegas 
(1990a), (19904 (1992a) y (1992c). 

Suponga que en la, iteración k, se dispone de Pi:  111 iestras (le O de tamaño n: 

al; 

ki == (112)  1)2) 	 ) 

((11:')  ,f ,t, °1:1,1)),,, 5  • • • 6)(kni)l i )5  

si Xk CS un vector dado en la, iteración k con Ak > O, entonces un estirnader *(dYk ), del 
subgradiente de g en Xk  se puede escribir como 

P k 

( X 
g(Xk L\kg) 	 ) 

  

g(.Y k •4- Ak0k; ) 9( Ark ) 	 g(Xk  AkOL — (Xk) 
Old 	* • 

Ak 	 /--‘k km; • 

En esta formulación, la esperanza condicional asociada 
l'orina, de la convexidad de q se tiene que 

g(-3(k 	AkOli) — 9(.1(k) 

se obtiene de la, siguiente 

g pirk ) Ok; ) 0ki,  

por lo que entonces 

}

Oki 1 XI: 

E 	{(O g(,X-k ),07k;) O ki  1 r} í.1 	oTo ) 	- 	) 1 "ck  ki  
1 (e2  

 

2 

Xk 

 

12 
Por lo tanto se tiene que 

( -- 	Pk - E {(,-,(Xk ) 1 ,31-k 	
e2 	

\,7" ( X k ) 	Wk , 
lj 
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{ .....__  
ic2 —el 

L 1_ 
 Iiii/ 

o, 
.1.1,(y) 

si O < y 	4 	9  
en caro contrario, 

donde en esta formulación Y 	(022, 	1,2,... 	tiene una densidad 

De lo anterior, observe que el vector Wk tiene componentes acotadas, esto es: II Wk  
cte. Así, resulta entonces conveniente formalizar algunas ideas. 

Definición 11.3 	Se dice que un vector (X) es un vector quasigra(liente estoedstico 
de la función y en el punto X, si: 

E WX) 1  11(X)) 	e g(X) + Z$, 	 (11.8) 

donde e es un número y 5 es un vector que depende de un conjunto de puntos 11(X). 

La sucesión (11.6) se puede aplicar en la minimización de algunos modelos de opti-
mización estocástica sin restricciones, utilizando para ello métodos a base de quasigra 
dientes estocásticos, donde el vector «X) representa al estimador del subgradiente de 
y en el punto X. A continuación se muestra que la minimización de (11.9) a través de 
la sucesión (11.6) se puede llevar a cabo mediante los métodos de proyección, cuando la 
proyección iry se puede obtener fácilmente (por ejemplo, cuando 1) = 	I a < X < 
A partir de estas ideas, se hará una extensión para el desarrollo de una sucesión similar 
a (11.6) que sea aplicable a modelos de optimización estocástica clrl tipo (11.1). 

Considere el problema de minimización estocástica: 

Minimizarx 4  {1,b(X,w)}, 	 (11.9) 

Sujeto a: 
X = (xl , 	, x„) 

donde J es un conjunto cerrado y convexo en R". Sea ir X 	operador proyección 
sobre 1); esto es para cualquier X E n", irp(A) E V y 

xv(x) 	i H 	- Y II 
YEn 

Sea la sucesión aleatoria de puntos {Xk  } definida como: 

X/„..14 	ir1 (X4. — trle "yk 	0,1, 	, 	 (1- 1.10) 
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donde X0  es 1111 punto arbitrario para el cual E l  II X0  112} 	cte 	oo, 	o, es la 
longitud del paso, 'yk  ces 1111 Licor de normalización, 	. 	 CS 	vector 

• cuya, esperanza matemática condicional viene dada por: 

E 1k IX()!-Xi, 	)(Id. 	ek g(Xk) Tl Ok, k ),1 , ..., 

donde ck  es un número no negativo, ?,5k 	(Z.V ki  ,stlk„) es un vector, 	g(X) es 
un subgradiente, esto es, el vector ek  satisface una relación de la forma (11.8); en este 
caso, cuando V w= '1?," y E (X) =X, el método (11.10) para optimizar (11.9) es llamado 
(i método de los quasigradientes cstordsticos generalizados o MáS brevemente, el método 
de los quasigradientes. 

Los valores de ck  y Z5k  en (11.11) pueden depender de X0, X1, 	, X k. Se supondrá 
que existen constantes ik  y rk  > O que sólo dependen de k, tales que: 

ek(Xo, X1, 	Xk) 	1k, Z5k(Xo, XL, 	Xk) < rk. 	(//.1 2) 

Si 'DA denota el conjunto de soluciones del problema, (11.9) entonces, el siguiente teorema 
debido a Ermol'ev (1969) garantiza la convergencia de (11.1.0) hacia una solución de (11.9). 

Teorema H.1 	Suponga que se conocen los valores de lt k  tales que E { fi L 11 2  
X0, .311) 	X k } < h. < !'í < 00, Y  que II Xk 	< (X), i, = 	k . Sea el 
factor de normalización -yk  que satisface la condición 

< 7k(Tk Xk II  +hk) < 00 5  

cyk  > 0, ck 	0, 	akrk < oo, .„„ore  < 00, „s 
kz-J0 

donde hk( X0 	• 	Tk. 
cantidades  

1. si II Z-Sk 	0, 	rk  O. Sean las = O si II 15k 11=-- 

entonces, la sucesión de puntos definida por (11.10) es una sucesión Quasi Fejer con 
respecto al conjunto V*. Más aún, si 

{„, 

00, 
k=0 

para casi todas las w, la sucesión X .(w)} converge globalmente a la solución de (11.9). 
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1)e los resultados anteriores, observe que: 

tE 

Var «.ki 1 X0 2 	V(  V 1  • • • A / A' } E 	11 	9 

g(4 rk)112  + 2ek ( 79(xit,), GO+ II z..sk 	. 

Se sigue entonces que si la suma de las varianzas 	Val" {Gi 1 X0, X1  , • • • , Xk} de las 
componentes del vector k  -- (kl, • • • (;k/1) son acotadas en 	y  si tailiWn 	V1,) II 
es acotada entonces b k 	etc, y la, primera parte del teorema, sería entonces obvia. La 
prueba completa es como sigue: 

Prueba.- Sea X* una .solución arbitraria del problema (11.1 O), entonces por (.1 1.11); 

II X* — 	11 2 	II X* ---- rp(Ark — avYkl'k) 112  5 II 	— Xk 	ak'Yk6,. I 1 = 

II X* Xk 112  + 20 k 	-- Xk ) 	U'. Ir • 

Tomando la esperanza matemática en ambos lados de la igualdad se tiene que 

E 	--- Ark+1 112  1 Xo, Xt, • • • 4 	5 11 	- 	+ 

2ak-ykek (V g(Xj, X* Xk ) 2t-wyk (Z.5k , X* — Ark) 

(1171 E ni U11 21 X0, X191. • Ak} • 

En este ( so, la esperanza, de la norma del vector X 	(X' — Xki. 1 ) E 1?„" se define con o: 

E 	11} = E 	(Vi (o.)), 2 (w), 	,-R-„(co))e I1 } 

1:5'( 21  (o) + Xj(ct_i) 1- • • • 	I 7 ,(o) P(dw), 

donde 9 es el espacio muestral correspondiente al espacio de probabilidad (9, 27, P). 

lee lo anterior, por (11.5) y tomando en cuenta que g(X*)-- q(X k ) 5 O , así como por 
la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que 

E{Ii X* — Xk+1 1121  Xo, 	• • • X k} 	II 	— Xk 11 2  + 	klikCh [g( X*  ) *gP1-7kH 

2o,k7k  11 Z.5k  II  11 	XkII 	 11 2  1 X05 X11 • • • Xk 
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II X* 	Xk 112  +2°111 	X*  II 1- II Xk 	"171 E 	b: II 1 X0, X11.. --X.k 

II X*  Xk 112  + 2(1krk [7*  II X*  fi + 	11 X k 	4- al 	M 

	

X* 	X k 11 	t 2 k rk [7"IIX*II..--V* ] 1- cv:1 .-y* 	 (11.17) 

Estas desigualdades y (11.13) prueban la primera parte del teorema. Ahora se probará 
que si {31.14) se cumple, entonces uno de los puntos límite de la sucesión {X,(w)}, para 
casi todas tv pertenece al conjunto de soluciones del problema (1I.10). Usando el corolario 
(11.2) y tomando los resultados anteriores para la esperanza matemática se tiene que: 

	

E 	X*  -'k-,- 1I 	 -- Xk 11 + 2 >,tykik  E bk(\-",«XO, 	— Xk ) 

2 17* fi X* II 	7* 13) > ak]" 	(1,17*111/3. 	(U.18) 
k =:O 	ku 

se sigue entonces de (11.18) que E {11 	— 	In es uniformemente acotada y que: 

E 
	'" 	 l" 

	

n k ik  	17k  (Vg(A k ), A — A k ) 
A- . O  

ya que 	ok /k  = 00, se tiene que E bk (Vg(Xk ), X ----- Xk )} 	O cuando k 	oo. 
Observe además que, existe una subsucesión {st}; t 	O, 1, ... para la cual 
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(u) 	Y(Ars. et 'DI X*  a Xstew» 

con probabilidad uno, conforme 	oo. 

Para casi todas las w, la, sucesión {11 X k  (w) 11} es acotada y entonces, para casi 
todas las w, la sucesión 7 k(w) es también acotada, esto es, para casi todas las w, 
(\7  9( X k,(4)), X — X ke(w)) —4 O. Entonces cuino 1 	ce, la sucesión {Xkt (w)} 

converge a la solución del problema (11.10) y el teorema está probado. e 

Observe que la sucesión (11.11) viene gobernada en gran medida por la longitud del 
paso ak , y resulta de particular interés en esta investigación, analizar una técnica ade-
cuada para la selección de ak  en términos de la función de eficiencia del algoritmo de 
búsqueda propuesto. 
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A continuación, se presenta una discusión sobre la aplicación de los conceptos ante-
riores al desarrollo de algoritmos de búsqueda aleatoria para, la optimiza( ión del modelo 
(11.1). 

11.3 ALGORITMOS DE BÚSQUEDA ALEATORIA_ 

La mayoría de los métodos de búsqueda estocastica, funcionan a partir de una muest ra 
de puntos obtenidos aleatoriamente sobre D. Bajo condiciones ideales de y, se puede 
hacer que la probabilidad de encontrar al óptimo global sea mayor conforme el número 
de iteraciones aumente. Es muy deseable también que los métodos de búsqueda es-
tocastica provean al usuario, sobre alguna información acerca de la calidad de los resul-
tados obtenidos, tales como precisión del resultado, rapidez de convergencia, cte. 

En general, estos métodos son construidos a partir de una sucesión de distribuciones 
de probabilidad que converge para una amplia clase de funciones, a una distribución 
límite centrada en el mínimo global. Los problemas de búsqueda estocastica para un 
mínimo global de una función han sido realmente poco investigados [véase Ermakov y 
Zhiglavski (198-1)1, y por lo tanto constituyen un campo fértil de investigación. 

Los algoritmos de búsqueda aleatoria empiezan en algún punto X0  E 1) y generan una 
sucesión 	X2, ... en V, por su naturaleza se les puede considerar como algoritmos de 
descenso en el sentido de que las sucesiones g( X0 ), g(X1 ), 	, son monótonas decrecientes. 
.Vk+1  se genera desde Xk por técnicas de búsqueda aleatoria usando el principio del 
descenso suficiente. Este principio establece que los algoritmos no adoptan el primer 
punto Y E 1?," (encontrado por búsqueda aleatoria), satisfaciendo g(Y) < 	como 
X,+1 . sirio se esperan a encontrar un punto Y para el cual g(Xi ) g(17 ) es grande por 
algún criterio. 

La idea central en un algoritmo de búsqueda, es determinar una dirección de descenso 
en forma aleatoria usando una, distribución sobre una superficie de prueba alrededor de X, 
y entonces encontrar un tamaño de paso apropiado. El tamaño del paso es determinado 
de acuerdo a la tasa de mejoras sucesivas hechas en el patrón de búsqueda con objeto 
de minimizar y. Dentro de los trabajos más sobresalientes a este respecto se pueden 
encontrar los desarrollados por Bolis y Wets (1981). 
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II.4 EFICIENCIA DE LOS ALGORITMOS DE BUSQUEDA 

A continuación, se desarrolla una propuesta, para estimar una dirección de descenso 
cuando la función objetivo es no diferenciable, se construye con ella una sucesión de 
búsqueda y se demuestra que dicha sucesión converge al mínimo del problema (IL1). 

UNA DIRECCION DE DESCENSO 

En general, las técnicas de búsqueda aleatoria funcionan a partir de una sucesión de 
variables aleatorias {Xd definidas sobre 1) que lleven a la misma hacia, un punto límite 
X que, eventuahnente puede ser el valor óptimo del problema (11.1). La aleatoriedad de 
la, búsqueda radica en proponer un estiinador del vector subgradiente que sirva para dar 
una dirección de descenso; el estimador es generado mediante Simulación Montmarlo y 
el problema más importante radica en probar que el valor esperado del estimador del 
subgradiente propuesto es una, expresión del tipo (11.11.). A continuación, se debe probar 
que la sucesión se mantiene dentro de la región 1) o en su defecto se puede encontrar 
Xk E ' tal que Xk = 2rn(rk ). Finalmente, si el punto límite X de la sucesión es tal que 
su convergencia, coincide con el mínimo del problema (11.1) se dice que tal sucesión es un 
algoritmo que lo resuelve. 

En lo que sigue de este trabajo, se supondrá el caso especial 

'%(X,117)= g(X) 1-117  

donde E {W} = O; note además que E {0(X, 147)) 	g(X). 

En este caso, se utiliza a lar, esfera unitaria it-dimensional 

Ark  — kB, 	 (I .20) 

como superficie de prueba, entendiendose a esta como una región acotada en R," alrededor 
del punto X a través de la cual se genera una dirección de descenso en un algoritmo 

optimización estodstica; a este respecto, ¡3 es mi vector aleatorio definido sobre la  
superficie de la esfera unitaria ir,-dimensional con realizaciones 13ki, 	1, 2, 	y 
Ok es un factor de expansión-contracción de la misma, encontrado durante la simulación. 

La idea esencial de la superficie de prueba, es generar una región acotada (esfera) 
alrededor del punto XI y simular un conjunto de m puntos sobre su superficie. Al 
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iniciar la simulación, la, esfera posee un radio unitario, pero este puede expandirse o 
contraerse mediante el coeficiente Oh para proporcionar solamente una dirección de 
búsqueda. Una vez obtenido el conjunto {XI , X2, 	X„,} en la iteración k, se pro- 
cede a evaluar la función objetivo en cada uno de los puntos y estimar las diferencias 

Xi, 	— ti)(X0, W0), i 	1,2, 	donde X0  es el primer punto alrededor del 
cual se crea la superficie de prueba. En esta propuesta se puede iniciar a O con un radio 

< X0 11 donde X0, es conocido. El indice i denota el número del punto sobre la 
superficie de la esfera donde se evalua la función objetivo en la iteración k. El radio de 
la esfera se puede disminuir en forma monótona de acuerdo a un factor dado (véase por 
ejemplo el capítulo IV de aplicaciones); así, el siguiente punto de la sucesión es escogido 
de acuerdo a 

n <I <1„ 	(XI« l'¡) 	(X0, 1470) 
ocirtnB2,,, 
X k 	ak7k4 

Donde ak  es una constante que determina la magnitud del movimiento, 7k  es un factor 
de normalización similar al del teorema (I1.1), y 	es la dirección de descenso, cuya 
forma de obtención se muestra• en la, siguiente sección. 

11.4.2 UNA FUNCION DE EFICIENCIA 

El concepto de eficiencia es una propiedad local (definida en un solo paso del algo- 
ritmo), dicho concepto provee además un criterio de selección para la magnitud de ak  en 

la. sucesión (11.21). 

Definición DA 	Sea la variable a /caloría ilyk 	( X k4-1) - ( X / . C o n 8 idere la 
cantidad 

E 	Agk  }, 	 (11.22) 

la cual define el valor esperado de las diferencias de incrementos en un solo paso, así, la 
eficiencia del algoritmo se define por 

E {AA}  
-2:  {Nk } 

(11.23) 
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donde Nk es el número de puntos que requiere evaluar r l algoritmo' para localizar una 
dirección de descenso en la iteración k, y ra es la dimensión del vector 

De 11.21 observe que XklA  es una variable aleatoria, pues Inn, lo es, así el valor 
esperado sobre rack  está justificado. La definición anterior se basa en el valor esperado de 
las mejoras que se observan, en la función durante cada avance que se lleva del algoritmo 
paso por paso. El valor negativo de la esperanza se debe a que el algoritmo busca 
minimizar a la función objetivo en cada paso, así Ag 	g(Xft+i ) 	g(Xk ) < O. A 
efecto de comparar dos algoritmos dados A y 13, es conveniente contar con la siguiente 
definición. 

Definición 11.5 	Scan A y 13 dos algoritmos dados para resolver el problema (11.1). 
Se dice que A es más eficiente que 13, si se cumple la relación 

A 
1/11 

n 
> 1. 	 (11.24) 

La idea de eficiencia, de búsqueda como propiedad local fué introducida, por Reuben 
en (1986); este criterio propone medir la eficiencia de la búsqueda en términos de la 
varianza de la variable aleatoria ¿g  . En este caso, la eficiencia puede definirse por 

1) 	— r,rl (11.2)) 
[Var (ABI)11/2 ' 

Considere el problema de optimización estocástica definido en (11.1), y sea la sucesión 

Xk+1 	Xk — (11 k1kCkl 	 (11.26) 

donde 
el; Fr 131111 
	 (11.27) 

y Ok  es un factor de expansión-contracción, 	m = min {Tm  Tk2, 	Tk„,}; Y ,í  denota 
la diferencia 

4  En general, este número, puede ser fijado de antemano por el usuario y por lo tanto el valor esperado 
(Nit ) se sustituye por la constante prefijada m. 
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s ki  = 	Xk 4-  OkBki 	 In)), i :Z7: 1 

Aquí, Wki y WkO , Z = 1, 2 5 ... 5 7n 5011 las realizaciones observadas del ruido en los 
puntos Xk y XI, 4- Ok131d, respectivamente; 131„, es el vector que denota la dirección 
en la cual se produce el mínimo aumento, In es el número de puntos generados en la 
superficie de la esfera unitaria n-dimensional. 

En esta parte, el supuesto más importante es que la función 0(.. x, W) posee un ruido 
aditivo 14' 	]V(0, o2) de tal forma que: 

1/11 g(X) + 11. 	 (//.29) 

Observe que si g(Xk+i ) 	g(Xk + LUTO, entonces de la convexidad de g se tiene que: 

.9(Ar.k 4-  AArk) — fi(Xk ) 	¿Xk , 
o bien 

y(Xk+i) = g(Xk  + LXk ) g(Xk) + (AA' kl" g(X k)) -1- 6(L\Xk ) 
g(Xk) +II AXk II li  ' -eg(Xk) 	cos(w) + b(AXk ). (11.30) 

En este caso cos((p) es el coseno del ángulo formado en una esfera unitaria por los vectores 
®Xk  y -g(Xk), estos vectores, parten del centro de la esfera y ambos tienen norma uno, 
es decir, ambos determinan puntos sobre su superficie. En este contexto á(A.Yk ) es una 
función tal que (5(l. X0 	O si fi AArk  

El análisis de la eficiencia se lleva, a cabo considerando primero que no existe ruido 
en Xk. Posteriormente, se llevara a cabo un análisis con ruido W 	N(O, o3 ). 

a).- 12  caso_aillido.- De (11.26) observe que 

)1.1- k  = 	.Kk 	r , k-yke T2rn  Blin  5  

por lo que sustituyendo en (11.30) se tiene que: 

g(Xkfi ) g(Xk) + (avykeknj II131„, ii II Vg(Xk)  II cos(p) + (L\Xk). 
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(T! 
1(SP) 	for  SCI1"-2  

B„ sena--2  (y) 	 (11.34) 
sella- 2  (v7) 

= jtk  
r/2 

(.°S(W) (n(P) <IP '7=  
7112 

Si suponemos que 13 es un vector aleatorio distribuido uniformemente sobre la esfera, 
unitaria n-dimensional con realizaciones 13Ai , 	2... ,7n, entonces para ZSXk  sufi- 
cientemente pequeño: 

:-7 .q(Ark) 
	

(viclkek'nlit cos(y), 
	 (11.32) 

por lo que entonces 

Agk 	g(-Xk-fd — g(Ark) ankOknt„ "s((1Q) 

de esta manera y por (11.23) se tiene chite' 

E{Ayk } 
E{Nk } 

E {[q(Xk)  Xk+ )1} 	1 
11(vklk k Vicm E kos((P)ii• (11.33) 

   

Donde por la suposición de que 13 es un vector uniformemente distribuido sobre la super- 
ficie de la hiperesfera unitaria u.-dimensional y la dirección del subgradiente corresponde 
a yak  = O, la función de densidad del ángulo aleatorio so viene dado por [véase Reuben 
(1982)1: 

con —7r/2 < 	ir/2 y donde 

13„ = 	_ .
1
.
1n/2) 

(H.35) 
\/7r-  l'Rn — 1)/2j 

aquí denota la función gamma, y donde en general, (p.!, se puede poner como tio ya que 
la distribución del último valor k es independiente del nuevo k, así 

/
7-r12 	 2B„hk  

2B„ hk 	cosMsen "---2  (w) (lv r --- , 

'F.1{Nd = n1. ya que el algoritmo requiere evaluar in puntos antes de encontrar una dirección de 
descenso. 
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p01' 10 (pie en tOriCeS 

donde 

E { /-\gk 	213„ h k 

{ iVk 	 -- 1) 

h := okekr1,,„,. 

ruido.- Considere el evento 

X k+ 
{

. X k - - (-11".1 e k k )Ir' 21n 1327117 

Xk 5 

si T(k).„, min{ 
en otro caso. 

(11.38) 

Donde la ocurrencia de (11.38) muestra que el movimiento hacia ..Yk.fi  se da solamente 
cuando se presenta una, diferencia mínima TLi . Note que para cualquier k en la iteración 

ski es tal que 

21-01:k 	Wki) O(YA-,11/17/,-0) 
g(Xk ekl3ki) + Wki g(Xk) - 

= g(Xk + OkBki) g(X05 
	 (11.39) 

donde 	y Wko son las realizaciones del ruido observadas como los puntos (Xk l-Ok Bki) 
y 	X k respectivamente. Así, la probabilidad del evento (11.38) viene dada por [véase el 
apéndice A para los detalles de este cálculo] 

(11.40) 

donde 

Por 10 que 

(Ab) 
Y 	2 	-- (2  

e, 
55/7r 

h k  cos(y)) 1)) 

El valor esperado de la variable aleatoria. Z5,,w, se obtendrá a partir de la introducción 
de una nueva variable aleatoria, S; note que el valor Ailk , puede expresarse también a 
partir de la magnitud aleatoria cos(y) de la siguiente forma. 
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E {S} 13„ P cos(y) sen "-2(y)rly B„(1 P) cos(y) sen "--2(y)dy, 
fir/2 

1.1- /2 

Sea S la variable aleatoria con densidad definida por: 

cos(p), 
--- cos(y), 

con probabilidad (P), —42 
con probabilidad (I —11 ), 

(p 5: ir/2  
y n  7112. 

 

entonces para u > 2 (par o non) se tiene que 

así 

r/2 	 n-/2 
E {S} = 2I3„ 	P cos(y) sen"-.2(y)dy — 2.13, 1 (1 — P) cos(y) sen Ti- 

 
o o 

por lo que simplificando se obtiene 

Ir/2 
E {S} 2I3, 	cos(p) sen 

o 

	

Agk 	dy)  , 
"- 2  (50 ) 	20, 

y sustituyendo el valor de 159k  , se tiene finalmente que: 

7r/2 	sen  n_2(so)
11 	

 

2 

hk COS E
¡o{

'(50))  1) 4,  S} 2P„ 	y) 
o 

cos(
a 

con hk  definida, como en (11.37). Así, por (11.23) se tiene que la eficiencia del algoritmo 
se puede escribir como 

E {S} 2 I3„ 
t1  

far/2 hk  cos(y) 
cos(y) sen "--2(y) 	 dy. 

2a 111 171 

Igualmente, la varianza de Ag se puede obtener a partir de: Var{Ag} 	E {S2} 
[F {S}j2  pero 

kr 
E {82} = 2B„ 	

/2
P cos2(p) sen" (y) dip -- B„ 	 cos2  (9) sen"--2  (w) d(hso , 

o 

6  En este caso, la magnitud aleatoria cos(v) está definida en un espacio de probabilidad, y por lo 
tanto la esperanza matemática se obtiene a partir de la integral de Lebesgue respecto de la medida P. 
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por lo que simplificando se tiene 

/112 
E {82} = 2B,, 

o 
) 14k  cos((p) 

2de 
4105  

2 sen"((p)dsp, 

así, Var {S} se define como: 

7r/2 
Var {S} = 2/1„ 

o 
hkcos(p)1  

2fY 
cos2(()sen"-2(p) 

kr,2 	 (1,,,cos,„,),)r  
B„ 	cos(so) sen"-3(so) 	 dp  

 

(11.42) 

 

Ya que para X pequeñas, (/)(X)1,.,' + 
27r 	

- ¿L3  -+ 	entonces E {S} y E{S2} se 
2 	v 	2.3 

pueden escribir, respectivamente como 

I 	h k 	77/2 
{S) 	13 „ Vi. + 

----7.7.--..: 

	

a V2 7i* .10 	
cos2  (y) SC11"-2  (50)(1SP 1 	(1/.43) 

[/0 	
n 	0 ir 

12  sen"4-1(v)dy 	h k 	7r/2 
E In 	 +ja 	cos 3(5,9) senn-1(so)dp ? 	(11.44) 

N/2 

por lo que entonces (11.41) viene dada por 

B 	h k B„ 	í ala 
n = li 	, „ , -4 	 cos2 

(y) Sel 1n-2  G9  )41 	(11.45) 
in kr1 ---I  1 	tn a \ñrr Jo  

finalmente, y aplicando la aproximación para la distribución normal a la„ se tiene que 

( D 	B, [1 + h k  fj 12  cose  (so) senas' (99) di}] 	
1/46) - 1  

rn (n --- 1) Var {S} 	1 

donde Var {S} z= E {82} - [E {S}12  y hk  es definida como en (11.37). 

De las expresiones (11.45) y (11.46), se puede notar que bajo hipótesis de convergencia 
de la sucesión Xk41 = Xk — (Vkek nyi  t3k ti„ ¡as eficiencias th, y D„ son funciones del tipo 

D„ = a' + h 1/. 
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.12.74-1017,,  
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71 
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179 

Figure 1. Eficiencia q„ coma una función de h. 

La siguiente tabla muestra algunos valores de la eficienia y„ 	función de h, para m 	1 0 as 
y Gr zw-- 1. Finalmente, 	 c 

observe que leficiencias en ambas formulaciones están dadas en 
relación inversa al número de plintos simulados, m, sobre l 	 y dimensión n del vector X. 	 a esfera n-dimensional a la  

TABLA II.1 EFICIENCIA DE LA BUSQEDAy„ 
_________•{U••,,.•••... 	

...R........ ..........,,...* 
. R....T. ••• • WWdd.wn 

/3,z 	jr(;r71 cos 2 (w)r;enn--2 (w),(40  .~......_...~.......____ 	 Vra 01..2837 	0.7859 	 0.12837 + 0.04022b k  5641 	0,33310 

	

-________________ 
., .~.%, M-. 	

0.02820 + 0.07/496t -- 0.5641 	0.19634 --0.01880 + 0.04418h k  0.1-880 	0.13333 	4.ffiE — 3 + (1.0E..— 3)hk  0.0940 	 _...._____ _ 
......,....

.. 0.09817 1.88E --- 3 + (3.681E 

El comportamiento gráfico de (I1.47) puede verse en la figura 1 de este capitulo, 
observe que si se desea aumentar la eficiencia, „ en función de 

h , conviene hacer a h suficientemente grande 	
y

para una n. fija, esto es, la expansión del radio de la esfera unitaria a través de la magnitud e k en la iteración k debe ser lo mayor posible a efecto de localizar el siguiente punto tan cerca, como se pueda cid valor óptimo X'. 

Lo anterior, se puede conseguir una vez que se ha tomado sobre la superficie de la 
esfera una dirección de descenso inm generando un movimiento a lo largo de este vector; 
observe de la figura 2 que los valores de e k y ak  pueden ajustarse adaptativainente de tal manera que al encontrar la, proyección sobre D encuentre al valor Xkl_ i  lo más cerca 
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Figure 2: Trayectoria de la bi squeda,. 

posible del óptimo X'. Así, resulta razonable que cuanto mayor sea la longitud del paso 
o, mayor es la, eficiencia de la búsqueda disminuyendo así el número de iteraciones. 

En este trabajo, se propgne al quasi gradiente estocastico k  = ek'yZillet  como 
estimador del subgradiente de la función objetivo en el punto X. La, convergencia de la 
sucesión (11.26) al mínimo del problema (11.1) viene formalizada en el siguiente teorema. 

Teorema 11.2 Consideir el pmblcina de optimización estocástica (MI) y sea 

1"(X k) II I Xk } _5, hl < 	para 11 -Kk II 	13 < o°, II  bk 0 k II = rk , k = 1, 2, 

Suponga que el factor de normalización -yk  satisface la condición: 

O < 7k(r II X k II +li 	< 00 )  

donde rk  puede tomar valores O ó 1, y hk(X0, 	Xk ). Scan las constantes ak ,c4„ rk  
tales que 

k  O,  
IN 

011' < )) 
kz=1 

oo 	 ‹.-x.) 
. 	,  O'k  <-.. coa, 	y,,,i. z... 

k=l 	 k=1 

Entonces, para casi todas las w, la sucesión {Xk ew)) converge a la solución de (11.1). 

Antes de efectuar la, prueba, del teorema, observe que la densidad de 13km  viene dada por 

Fui)  
fy(y)=f 2717)12-  1.;;:-T si 	= 	/12, 	 y?, :7:: 

en otro caso. 

a 1 
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Por lo anterior, 1 t. prueba. completa es es como sigile: 

Prueba Note queT: 

	

á,t{ I1 «Xk )(12 	 Xk 
	

E{eklí211113tk)-1,11 i X ) 

	

okn„,E {M,„1 Xk} 	ckÑ g( 6A) + 7.5k5 	 (1/.49) 

	

donde rk  = 1, si Z.5k  II> O, y rk = O, si if Z5k 	O; «..3(k ) es el quasi gradiente estocástico 
evaluado en el punto Xk; Ry es el dominio de la variable Y; ck  es una constante, y el 
vector 45k  Ok tiene componentes acotadas, esto es 

ck 	< oe, 	bkek II Al2 < oot 

así, la convergencia se sigue del teorema (II.!). o 

De los resultados anteriores, proponemos el siguiente algoritmo para la optimización de 
(11.1). 

ALGORITMO DE BUSQUEDA ALEATORIA (LISA) 

Considere el problema. 

	

Minimizar g(X) 	ib (X, w) d14'w(w, X) ---- 	{0(x, W)}. 

Sujeto a: 

X E 	c 

donde zP(X, W) E L1(9,1114  (w, X )) V X E R..", y 1/) es convexa en el primer argumento. 

Proporcione un factor de tolerancia > O, o lije el número de iteraciones deseadas para 
detener el algoritmo: 

1. Tome m > 1 puntos Xk  + Ok Bki  sobre la superficie de una esfera a1-dimensional 
-f 0k 13; donde 13 es un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre la esfera 

unitaria n-dimensional con realizaciones Bki, ir= 	...,m, Ok  > O es un factor 
de expansión-contracción de 8. 

7Para ver los detalles completos de este paso consulte el apéndice 13, 
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2. Considere la sucesión de incrementos: Tki 	ZlIG k+Okl3ki l Wki)---115(X bino), 
1,2, 	, m, donde 1Vko  niki , i = 1,2, . m, son los valores de las variables aleato- 
rias W obtenidas al hacer las observacion?.s en íos puntos XI; y XII OIMfri• 

3. Haga T2,„ 	Tk2 • • . , Tkm} y sea inrit el vector que denota la dirección en 
la cual se produce el mínimo. 

4. Determine el nuevo punto Ark.o.  de acuerdo a7: 

Xkti 	Xk ok7k fnan °kit!. 	..0 1 •, . 1  

5. Si Efil Xk-1-1 	A',. 	< e o si el número de iteraciones es igual al número fijado, 
pare; en caso contrario vaya al paso 1. 

La convergencia de 11SA hacia el valor X* que minimiza, la esperanza de (11.1) es obvia 
del teorema (HA). 

11.5 SELECCION DE PARAMETROS Y ANÁLISIS DE CASOS EXTREMOS 

En los algoritmos de búsqueda aleatoria la determinación del tamaño de paso óptimo 
requiere de experimentación. Un método práctico, consiste en explorar diversos tamaños 
de paso, partiendo siempre del mismo punto. La estimación del parámetro de paso por 
esta técnica, podría producir tamaños intermedios no explorados que a su vez, pueden 
eventualmente generar una mejora de la función que se va a minimizar. De lo anterior, 
se observa que la selección del tamaño de paso es un proceso complicado y que requiere 
de una buena cantidad de experimentación. 

En general si la, función a minimizar es continua y diferenciable, entonces ii(X) 
—V g(X) constituye una dirección de descenso acelerado para y( X). En el caso no 
diferenciable con y convexa, el subgradiente debe estimarse a partir de los quasi gradientes 
estocásticos, con la propiedad dada en (11,8). 

Con respecto a lar sucesin propuesta note que si el tamaño de paso es muy pequeño la 
probabilidad de conseguir una mejora es relativamente alta (casi de 1/2), pero la mejora 
es muy pequeña para pasos sucesivos. De otra manera, si el tamaño del paso es muy 

711 el caso donde 7) 	7?." acotado y convexo utilice entonces la sucesión: 	= 7rD(Xk --- 
nrinkekrk!m i3im). 



grande, el nuevo valor de búsqueda podría salir del conjunto V y la probabilidad de 
lograr una mejora es en extremo pequeña. Algunas veces, entre estos casos extremos, se 
puede encontrar un taniaño de paso óptimo; esto es, un tamaño de paso para el cual la 
probabilidad de la mejora en la función objetivo Se, encuentra en el intervalo (0, 1/2). 

A continuación, se detalla la función de cada uno de los paráxnetros involucrados en 
la sucesión (11.21), el orden de la explicación no corresponde a su presentación. 

1. 13 es un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre la superficie de una esfera 
unitaria n— dimensional con realizaciones generadas en la iteración k, y dadas por 

= 1, 2, m. Donde m es el número de puntos que se desean simular. 

2. O. es un factor de expansión-contracción de la esfera unitaria n—dimensional. Al 
comienzo del algoritmo, 00  se genera a partir de una distribución uniforme en el 
intervalo [0, N], con 90  > 1 y conforme progresa la búsqueda, ok, se actualiza de 
acuerdo a la relación ok.1.1  = mok  para k = 1,2, . y donde pl  < 1. Lo anterior se 
hace con el objeto de que el valor esperado de Ok4.1  en la iteración ¡ + 1 sea menor 
al valor esperado de Ojo  k = 1,2, . en la iteración k; en particular si 00  > 1 
entonces la esfera de radio unitario se expande, y si O < 1 la esfera se contrae. 
En todos los casos, la magnitud Ok Bk,„ solamente proporciona una dirección de 
descenso. 

3. 7k  es un parámetro de normalización desarrollado por Ermolév8  para garantizar que 
(11.6) es una sucesión Quasi Fejer y converge a una solución óptima del problema 
(11.1). En nuestro caso para un 00  finito, la suma de varianzas9 	Var (1"ki  
X0, XI , 	Xk ) es acotada en D, por lo tanto, /7,1 = cte y 7k  puede tomarse igual 
a uno. En el caso acotado, 7k  se selecciona de acuerdo al teorema (11.3). 

o(k  es el parámetro que determina la magnitud del movimiento a lo largo de la 
dirección dada por Ok Bk„„ en este trabajo, ak  es seleccionado de tal manera que 

• 

g(Xk — (11,(YkirinieklL1)• 

5. Tk¡ mide la diferencia, de, incrementos obtenidos en cada iteración del algoritmo, 
esta constante es conjuntamente con el valor 81„, los que determinan hacia donde 
se efectúa el movimiento. 

'véase Errnollev (1969). 
9ver Ermolév (1.069) y Erinol'ev (1083). 
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En el capítulo (V) de aplicaciones, se muestra en cada ejemplo cuales fueron los 
valores asignados a p, y los valores dados a ak. 

Finalmente, se puede demostrar que si el ruido 11' satisface ciertas condiciones, existe 
un punto límite único para, la sucesión (11.38) sin importar que el ruido esté 0 no acotado, 
a continuación se discuten estos aspectos. 

Suponga nuevamente que 
1/t( X , 147) = g(X) 

Esto es, que cada medida de la función g(X) va acompañada, por un ruido aditivo 
N(0, o.2 ) . En este sentido, el ruido se distribuye independientemente de X. Sea 

nuevamente B un vector uniformemente distribuido sobre la superficie de la, esfera unitaria 
con densidad fy (y). Sea 13 el conjunto sobre la esfera definido por la condición fy (y) > O 
y denote por el (13) a la cerradura de B. Suponga además que el máximo: 

max 	g(X -I- O 	= g(X 081, (LO E cl (fi)), 
E el (1.3) 

ocurre en el punto único X --1-08° . El interés en esta parte se centra en el comportamiento 
de la sucesión de pruebas óptimas {1l } 1  definido por: 

i1 '(X OB°„,) = max t/'(X 4  OBk ). 	 (H.51) 1<s 5m, 

Teorema 11.3 (Reuben y Karnovsky (1978)) 	El vector ¡30  es el único vector 
limite de la sucesión {132}7 I  si, y sólo si el ruido W satisface: 

Para una sucesión {Wk}r,, de sus realizaciones, y para cualquier e> O, existc un pc  (en 
función de la sucesión) tal que: 

W < Wk  + e, 	lik  k < oo, 	 (11.52) 

donde: 
IVA; 	inax 
	

(11.53) 

Observe que si no hay ruido, entonces de (11.36), se tiene que la eficiencia de la 
búsqueda aleatoria viene dada por 

2 13„lik  
1111 = in (n 

(11.54) 
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y si la probabilidad de visitar la vecindad SW°,10 en cada prueba simple es a, entonces 

fosi(B)(113 	
(11.55) 

donde ,t1 	n  S(01 ,6); y S(fr , 6) es la ¿i vecindad del valor óptimo ¡3( , brevemente 
llamada la región, de atracción. 

Observe que la probabilidad de visitar la región de atracción en al menos una prueba 
es [ver Cinlar (1975)] 	1 -- 	-- ar. Si Pes la probabilidad (conocida) de entrar en 
la región de atracción, entonces para P„, > 1:31, el número de pruebas necesarias está dado 
por 

in(1 
vo > 

In(1 — 
(11.56) 

11.6 INCORPORACION DE INFORMACION A PRIORI 

EN QUASIGRADIENTES ESTOCASTICOS 

La justificación del uso de métodos que optimizan medidas de información para en-
contrar un estimador a posteriori de una función de densidad cuando existe un estimador a 
priori y/o información adicional en términos de valores esperados, se encuentran en Shore 
y Jolmson (1980) y (1981), Bernardo (1979), Berger (1985) Jaynes (1982), (1982a) y (1988) 
Zellner (1990). 

Las distribuciones derivadas a través de la optimización de medidas de información, 
que vamos a estudiar, pueden ser de mínima entropia cruzada" (Kullback (1956)), y de 
máxima entropía" (Jaynes (1957)). 

En la literatura existen otras distribuciones derivadas de la optimización de otras 
medidas de información: Las distribuciones de referencial3  (Bernardo (1979)) y las dis-
tribuciones de Zellner14  (1971), (1977), (1986) y (1991). 

El nombre de entropía cruzada se debe a Good(1960), este concepto ha recibido otros nombres, entre 

ellos se mencionan: Divergencia directa o función de discriminación de información (Kullback (1959)), 

peso de la evidencia (Good (1060)), Entropía relativa o número de Kullback-Leibler (Wehrl (1978)). 

" Las distribucione3 de mínima entropía cruzada y de máxima entropía coinciden bajo el supuesto de 

distribuciones a priori "uniformes". 

13  Las distribuciones de referencia son soluciones del problema variacional de maximizar la información 

de Lindley (1956) sobre la clase de distribuciones a priori compatibles con el conocimiento inicial que se 

está dispuesto a aceptar. 

14  Las distribuciones del tipo Zellner maximizan la diferencia entre la información media a priori en los 

datos y la información de la distribución a priori. Vale la pena mencionar aquí que, en general, obtener 

distribuciones de Zellner es más fácil que obtener distribucimws de referencia. 
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sujeto a, 

Los siguientes dos principio:3 son fundamentales en el desarrollo de esta sececión: 
(i) El principio de mínima entropía cruzada establece que cuando hay un estimador a 

priori de una densidad e información adicional en t¿1rminos de valores esperados, 
se debería tomar como un estimador a po3teriori aqudia densidad que minimice la 
entropía cruzada, con la a priori y que sea compatible con la información adicional. 

(ii) El principio de máxima entropia, establece que entre todas las distribuciones que sean 
compatibles con información adicional dada en términos de valores esperados, y en 
ausencia (le una densidad a priori, se debería tomar como estimador a po.51eriori 
aquella que maximice la entropía. 

MINIMA ENTROPIA CRUZADA 

Para encontrar un estimador a posteriori de una función de densidad cuando existe un 
estimador a priori p(0) e información adicional en términos de valores esperados se tiene 
entonces 

(1,1.0)n-0)(10 = k — 9  — 1, 	••• 11  

así, el principio de mínima entropia, cruzada nos conduce a resolver el siguiente prob-
lema varinciona 

Minimizar 	11(x, p) = 	r(0)log 
r((,)) 

dO, 
o v(0) 

«0)(10 1, 

ak(0)7r(0)(10 = rlk 	1 , 2, ...5  in, 

La condición de primer orden (condición necesaria) del problema anterior está dada 

7r* (H) 140) exp{ 

1 	10 7.110)(10 = O, 

por 

- 	Akak(0) 

(11.57) 

(á 	ak.(0))71-* ( 0)0 = O, lo 	1, 2, ..., 

donde Ao , 	„„ son los multiplicadores (le Lagra.nge asociados a las restricciones. 
Sustituyendo ir*  en las condiciones (le primer orden restantes en (11.57), encontrarnos 

qtle 

1 

	o = Ao  --- lob;{ i p((9) rh,,_i e--- 4« k  (°) (10} 1  
-1 

(11.58) 

•"1 7n, O =1 	ja k (0) 
o 

adi" 	k"k (0)  dO, k 
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el cual e,13 un sistema no lineal homogéneo en las variables Ati y Al —I /11 ,11 • 

Cuando la integral que define a ..\ o  puede resolverse, entonces los demá 111111tipliCadOre:i 

pueden encontrarse a partir de las siguientes relaciones (ver Venegas (1990a)) 

0 o 
k 

k 
1, 2, 	 (11.59) 

MAXIMA ROMA 

Para encontrar un CS tinvtdor a posteriori de una función de densidad cuando no existe 
un estimador a priori, pero se cuenta con información adicional en términos de valores 
espera, el principio de máxima entropia nos conduce a resolver el siguiente problema 

Maximizar 	/1('r) -- Ida)logg(0)(10, 
o 

ir(0)d0 

ak (0)70)(10 zrz iik , 	k = 1, 2, ..., ni, 

La condición de primer orden del problema anterior está dada por 

7110) exp{A0  4- 2 Akak(0)}, 
ki 

1— 	7r*(0)d0 = 0, 
o 

o[ák ak(0)1n10)(10 )1  

sujeto a 

1 

donde ) o , Á i  , 	A„„ son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones. 
Sustituyendo 71.* en las condiciones de primer orden restantes en (11.60), encontramos 

que 

O := Ao  -1- log { I frl._,1  e:k u' (°)d0} , 
o 

O-z--- 	[ak(0)-- iiki1)(0) IlL.i  eA"'"°)  <10, k 
o 

 

el cual es un sistema no lineal homogéneo en las variables ,550 , 
De nuevo, citando la integral que define a Acá  puede resolverse, entonces los demás 

multiplicadores pueden encontrarse a partir de las relaciones 

1,2,...,m. 	 (11.62) 
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Así pues, si 

«-Y0 
Ph 

g Gxrk + k 01; ) 

i=1 

1,0(1) ü(2) 	,(t) 
dOlide 0/1i 	1„ki 	 1, 2, 	pk  son muestras de tamaño 	del. vector O, 
dadas en la iteración k, con Ak > O, entonces 

E («X', ) 	O} y npk  G 
	

), 

donde G es de la forma 

'u 
Ao — 	

/f 
Akak(0) }dol 

„.. 

 

A0 — y:A kok(o) }do, 
k=1 

i 

 

 

cuando existe un estimador inicial ji(0) e información adicional en términos de valores 
esperados. En caso de que no exista un estimador inicial de la densidad y sólo se cuente 
con información a priori en términos de valores esperados, se tiene que 	toma la forma 

02  exp Ao  + { AkakM (1°i = 

Fll [fe  Oexp{A0  1 y \ o1{0) } , 
'1=1 

INFORMACION A PRIORI SOBRE MEDIA Y VARIA,NZA (CASO GAUS 
SIANO) 

Suponga que se cuenta sólo con la información inicial 

,00 
47r(0)(10 = 

1-00(0 
/1  )2  v(0)d0 = a , 

Y que no existe un estimador a priori, entonces el principio de máxima ent tupía nos conduce 
a resolver el siguiente problema variacional 

Maximizar 	ll(w) = —100 7r(0) lob 71.(0)</O, 
00 

51 

00 



sujeto a 

00 

1r(0)tiO 
--00 

f• 00 

Oir(0)d0 
	

110 5 

00 

I 00 

Sin tx 	de generalidad, vamos a definir el siguiente cambio de variable 

(T) Om¥ f-E u , 

---- 110)27I (19)d O 

(11.63) 

En este caso el problema de máxima entropía se Simplifica un poco, ya que ahora n es una 
función par, con lo cual las restricciones se transforman en: 

n(w)41;19 
	

1, 

00 

502 ir (Y)(192 00  
2 
0' 

En este caso el Lagrangiano del problema variacional de máxima entropía está, dado por 

Lex Aol Al) = 	r ( IP) log (99 ) 	r (S) -I- A1992 (Y) ) (1/.64) 

donde Ao y A l son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones. La ecuación 
de Euler-Lagrange 	= O implica que 

-1 -- log 7%o) -4«- Ao + so' 	O, 

equivalentemente 

7r* 9) = 7e 

donde 7 = e4-1. Los valores de ry y Al son obtenidos a partir de las restricciones. 
Claramente, y > O. Note también que Al < O, ya que en caso contrario 

00 

7cA lv)2 4 > 00. 
CY0 

Sea Al =,1 :2 con > O. Por lo tanto, 

, 	7 \Ar 
1" 	a (1 7e 	9 = 

5 

de donde -y = 	De la otra restricción se obtiene que 

	

 el -i5 w2 = 1 	-2 

\ffr 	
2 

5'2 

(X) á 
(Y; 
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Y 
( 	\ 2  1 Ir k v)) 	 exp{ 

27ro-o  

que corresponde a la distribución normal con inedia cero y varianza 0.1. Aplicando la 
transformación (11.63), encontramos que'''. 

   

271'00 	2 	0 0  

 

  

En este caso encontramos que la esperanza, condicional del que sigradiente y su matriz de 
información satisfacen 

E  {«.Ik) 	0} 1? nílk G .teg(-X 

{ 
- 	

(j:(1 + 1.1 1 1  .._W i3 
o -, 

INFORMACION A PRIORI. EN VALORES Y NIVELES (CASO GAMMA 
CON DOS PARAMETROS) 

Suponga que se cuenta con información a priori 

{ 

log 071-(0)0 	(o,  — log 

07r(0)(10 

donde 21) es la función di gamma (ver Gradshteyn (1980)) Entonces de las condiciones de 
primer orden (11.60), se tiene que 

A0  log{ 0 2 c A' °<./0}. 
o 

Para que esta integral sea finita, es necesario que A.2 > —1 y A l  < 0, con lo cual 

Ao  := 	+ A2 ) 	) — log r(1 +'\ 2 ) 

15  La entropia evaluada en el óptimo satisface it(Tr*(0)),--ziog( 27reuZ), lo cual es bulependiente de po. 
La obtención de la distribución normal .A/(10 ,a1) es, por supuesto, independiente de la forma funcional de 
U con tal de que la información adicional sea sobre inedia y varianza. Note también que 	(0))>0, si 

a>1/ Nihre. 



ai\ o 

(Mi 

0/\ o 

-494 

Por lo tanto, ,\ i = 	y ..\ 2 	a 1, y se tiene que 

log(-- 	— zi,(1 	)2  ) 

710)a = 

log 07r(0)d0 

017r(0)d0 / -1  
1 

o Pi, 

Y 

lfle-0 

-ir*(0) expOo 	+ A2 100} ------, O> 0, 

	

que es la distribución Gamma con parámetros a y 	Ahora, la esperanza condicional del 
quasigradiente estocástico con información a priori en términos de valores y niveles queda 
como 

E { (k )1 Xk} 	//N 

En este caso la matriz de información se define como 

INFORMACION Á PRIORI EN NIVELES Y POTENCIAS DE VALORES 
(CASO GAMMA CON TRES PARÁMETROS) 

Suponga que en ausencia de un estimador aa, priori (le la función de densidad se cuenta 
con la siguiente información adicional en términos de valores esperados 

00 

log 07f( O )d0 

oo 
06  7r (0)(10 	f3-1  

En este caso, para obtener un estimador a posteriori de la función de densidad, vía máxima 
entropía se debe resolver el siguiente problema, variacional 

00 
114a,ximizar 	il(7r) = - 	10) log ir(0)d0, 

o 

sujeto a 

10 
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En este caso el Lagrangiano del problema variacional de máxima enixopía está dado por 

Mg, Ah A2) = i log + Ao 	1\ lir kg() -I- A20', 

donde Ao , A l  y "2  5011 lOS 1111iltipliead01'eS de Lagrange asociados a las restricciones. La 
ecuación (le Euler--Lagrange ',<-?-11 I 	== O, implica que )71. /"-- Ir *  

1  1.0g ir* (0) + 	 2 	O, 	 (11 .65) 

equivalentemente 

(0) 	,o) e  Al log 0 N, 2  06  
( I  L60) 

donde 'y c,4-1  
En lugar de obtener los valores (le 'y, A l  y A2  patir de las restricciones, vamos a usar 

la, propiedad de continuidad e independencia lineal de las fimcionC8 de "información" 1, 
log O y 05 -en (O, ex)), con lo cual sabemos que la solución es única. 

Considere la disi,ribución Gamma de tres parámetros ti', o'fl y b, y note que 

.1' (0) = [r(a)].  - Mall 

exp {log[nn ) 1  SG1,3)"1 	(ba,  -- 1) log O -- j305 } 	(11.67) 

Si escribimos 
{ Ao  .--- 1 =ogír l(a)---1 b(a3)"1, 

A l  ::::: ab -- 1, 

A2 :::::: ----0. 

y sustituimos en (11.66), entonces obtendremos a (II. ° 7 ) como solución única" 

La expresión para la esperanza condicional del quasigradiente estocástico es entonces 

E } (Xk )1 Xkl Oi 	ni)k G \-5g(Xk), 

donde la lnatriz G de información se define COMO 

6)) 2  

16 PA mismo resukado puede 	aplicado a la distribución Gaussiana 	 too(Nriir-o-7)-(p 2 /2 (7 2 ), 
Ai=it/0-2  y A2 ,-.0- 2 , ya cine las funciones 1, 0 y 0 2  5011 continuas y linealmente independientes en 



INFORMACION A PRIORI C,UANTILES 

Suponga que como información inicial se tiene que los valores (le los parámetros se 
encuentran en la región e 	(b1  , b„, 1. 1 ), en donde se asignan ponderaciones 71 , 72 , 	ty„, 
03  (E/71,',_, i fyk  = 1), de que el valor verdadero del parámetro se encuentre en subregiones 
Ak = (ble,bk+115 k = 1 ) 25 -1 1" 	:i Y Apu 	(bm bm+t) con bt < b2 < 	• < bm+11 5  ';') 
las cuales constituyen una partición de e 	(/)1 ,i)„,1.1 ). En este caso una, distribución a 
priori que representa este tipo de información inicial, está dada por 

10) -777-^y 	—1 
k 	Ak( 0), 0 e 0, (11.68) 

donde /A, son las funciones indicadoras de los conjuntos A. y uk 	fe  lA, (0)(10, k 
1, 2, ..., m. 

Suponga como htformación adicional cambios en las ponderaciones, de tal manera que 
ahora 

111 

A,(0)11-(0)(10 	13k > 0, 	k = 1, 2, 
k=1 

(11.69) 

Si utilizamos mínima entropía cruzada, las condiciones de primer orden dadas en (11.58) 
se transforman en 

{ o = Ao — log{ i P(o) 1Z-',_:, 'Ak(' ) do}, 
. o 

t) = Á()  + Ak — log{/3171  f 2)(0)/A, (0)(10}, 
o 

k 	1,2,...,r.)). 
(.11 .70) 

Si la integral que determina a Ao  en la condición anterior puede resolverse, entonces 
los demás multiplicadores pueden encontrarse a partir de las relaciones 

	

aAta 	
--1/1" 	

k 	1,2, ...oil, 

La distribución (1. po‘gieriori de O está dada por 

	

71'1°) 	>Ti  dkuir l ifik(0), O E e. 

Analicemos, por un momento, qué pasn cuando la distribución a priori, es uniforme 
en (//1 ,b3 ). Sean /4 := a, a < b2 	e 	b, b3 	b, 	= ¡1 y /-32  = 1 -- 	entonces 

/10  zrz log{(c 	(1)C-)" 1- (1)- ()(2-2 ) 

y 
BAO 	 --(e -- 
(9)11 	(e — (!)e --- 1 	(1) 	e)e )12  

04 	—(b — e)( --51 2 

0,1---, ::: (i:-------(i)e—Al 1- (b — ey — A2 -(1 - ii). 

 

e.)0 
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O 	(4)2 

Vin 1 \ (4.5 = í, 
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/0 
0 
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Por lo tanto, Al 	log[(c 	"2 	iog[(b e)/(1 •— )J ,lo que conduce a 

1r 4(9) 
-- 

el 
e — a 	b we 

En el cztf.30 general, cuando la distribución a priori tiene la forma (11.68), si se define 
el cambio de variable 

 

AO 
e 
„•-.‘k 

= 

 

  

  

 

k 	1,2,...,s. 

  

Entonces 	{(4)0 ,(41 ,c¥¥8 satisface la siguiente condicion de primer orden expresada 
en el sistema lineal homogéneo (ver Venegas (1992)). 

en donde uk son tomadas como en (11.68) y vk = 117 1 //k , k = 1, 2, M. 

El determinante en (11.71) está dado por 

E tkil=. 

i 7k 
_ 1 

1111=1 7k 

lo que garantiza que existe una 
caso, la solución es Sr = {1, u1 

solución no trivial cuando r,k)•",, i 	1. De hecho, en este 
1 , v21 , ..., v71}, con lo cual 

711, 
--""k 

n.*(0) 	vk 1A (0). -i 

Así, si la información a priori está dada por 

it,(0)7r(0)(10 = 7k , k =1 

entonces 
fi 

3 yf 	bkb., 1,41), 	•i) 
11=1 

2 

Flik(bk + bk+1) 	i i• 2 
k=1 

J7 



UN EJEMPLO DE INFORMACION REDUNDANTE (CASO EXPONEN-
CUL) 

Suponga que se cuenta con información sobre O de la forma 

071(0)<10 /1 1 . 	 (.11.72) 

En este caso el Lag rangiano del problema variacional de máxima entropia está dado por 

L(, -, 	„\2 ) 	ir(0) log ir(0) -1. 1lo  n(0) 	Oir(0), 

donde Ao  y Al  son los multiplicadores (l( Lagrange asociados a las restricciones. La ecuación 
de Euler-Lagrange .19)--&,,j,„,.. 	O implica que 

1 -- logw"' 	Ao  1 O i 	O, 

equivalenteniente 
/r*(0) 

donde 'y = 	Los valores de 'y y ,111  son obtenidos a patir de las restricciones. Clara- 
mente, 'y > O, note también que < O, ya que en caso contrario 

00 
-ye" °</0 > oo. 

Sea A l  = -6, con 6 > O. Por lo tanto, 

00 
----- 	'ye-/0(10 - 

[) 6' 

de donde 'y 	-Al . De la otra restricción tie obtiene que 

.00 
13-1  ----- 	Me-̀50  de 

U 

En consecuencia, 6-  = fi y 
p 

que corresponde a la distribución exponencial con parámetro fi, Note que /1(7r*) 
lode/M, y 147(1 > O cuando fi < c. 

Ahora vamos a suponer que la información adicional obtenida, está dada por (11.73) y 
por 

	

1og07r (0)(10 --- JC, 	log 	 (11.73) 

Se resuelve ahora el problema 

i Maximizar 11 GO := -- 	7r(0) log yr(0)(10, 
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tric  (log0)2  ir(0)d0 = 	(Á -4- logi3)2 , 

1.
00  

0  (logo)37r(o)do 
{ 1

(1k: -I- log13)3  + 

sujeto ti 

{ L  

(YO 

C  

XI 

0 

,00 

7I(0)07 

O i'(0)d() --= /1-1  
10 

log071(0)(10  Ál: 	lOg ii 

10 

	1 

donde K:(rz:-.,' 0.5772) es la constante de EulerI7 , entonces, al igual que antes, se puede veri-
ficar que la distribución exponencial con panímetro /3 es la solución del problema anterior. 
Es claro que, la restricción incorporada, toologoir ( o )do. ---IC--log 0, es información redun-
dante, ya que no produce cambio alguno en ir. Se observa también que el correspondiente 
multiplicador de Lagrange es cero. 

Otras restricciones que proporcionan información redundante con correspondientes 
multiplicadores iguales a cero, son, por eje nplo: 

2  (k + 1()g tú) + 

00 
2  

Ka  rji-f-- I)3  • 
rn 

Por supuesto, la información adicional obtenida al aplicar el procedimiento en forma 
recursiva no es siempre redundante. Suponga, por ejemplo, que en lugar de (11.73), la 
información que se tiene es 

00 
lob 	 O 	-- (0)7r(0)d0 :---- H - lote 4x[1, a > 0, Io  

entonces se puede demostrar fácilmente que en este caso ir' es una distribución Gamma 
con parámetros ni y aii, es decir 

1*(0) = [ -»)1' [ 

Por lo que el valor esperado del quasigradiente estocástico con información a priori 
está dado por 

E { (Xk ) Í Xk } 	ir,ok  CÑ'g(Xk ), 

y la matriz de información toma la founa 

13]Q-1 001e  —0130 ,  O 0. 

= 

17  Para irni,s información sobre te ver Gradsliteyn y Ityzbik (1980). 
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INFORMACION A.DICIONAL EN NIVELES, VALORES Y POTENCIAS 
(CASO WEIBULL) 

Suponga que la, información inicial sobre O está dada por 

00 

O lr (0)dO 
1 
nio 1-  (y 

La, solución del problema de máxima entropia es 

ir*(0)= {/3"-17F(1 + cv-1)} 
1 

exp{ 	r(. 4- o/ -1)}-10}, o> o. 

Suponga ahora que la información inicial sobre O consiste de (11.77) y de 

00 

logO7T(0)(10 = otro 1- (y 	- (y-1  log fi. 	 (11.75) 

Se resuelve ahora el problema, de máxima entropia sujeto a 

1 

10

00  
n-(0)(10 = 

10 

 00 
 07r(0)(10 	aro+ y ), 

j(0
0 
0 lop-,07r(0)d0 	o[r(i ty' )1 - 	log 

Entonces la solución del problema variacional, 0'10(711), es la distribución Gamma con 
parámetros f3":'17 ?  y F(1 + 	). 

Va11108 ahora a ver qué pasa si en lugar de (11.75) se tiene que 

71-(0)d0 = fi-1  
11: 
[00 

log0 ar (0)(10 	- 	1  - (11 	log, 
o 

Se resuelve ahora el problema de máxima entropía sujeto tI 

L
'yo  

ir (D)dO = 1, 

00 

O n.(0)(10 = 13- 71; 111 + cx 

r

o  
log . 1 	 -ogOir(0)(10 	a-1A: - - 
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Entonces la solución dd problema variacional de máxima entropia, es la distribución 
Weibull con parámetros a y (3, es decir, 

7C1'.  (0) 	00(Y-1  c —fla" 	
OPs O. 	 (1 1 .76) 

Este ejemplo muestra la sensibilidad del modelo al tipo de información adicional. 
Finalmente, el valor esperado del quasigradiente estocástico viene dado por la ex-

presión 

E {«,l(k) Xk}  npk  G g(.. k ). 

Donde la matriz de información para, este caso viene dada, por 

2 

2 

")-11 

De lo anterior, el valor de /31,7, en d algoritmo RSA, es modificado ahora por el valor 
3ohn(0) que indica la búsqueda sobre una dirección de descenso en la que existe información 

a priori. 



OPTIMIZACION DE SISTEMAS ESTOCA1.3TICOS 
CON C.ARACTERISTICAS DE REGENERATIVIDAD 

En la práctica, muchos problemas de optimizivción estocástica involucran cadenas de 
Markov de parámetro discreto o continuo. En esta parte de la investigación, se desea, 
simular la trayectoria (le un proceso en un horizonte infinito (en la práctica, esto se 
entiende como un horizonte suficientemente grande) y obtener un estimado,: de su valor 
esperado. En general este problema es muy complejo en términos de convergencia., pero 
se demostrará a continuación que es posible simplificar su análisis cuando el proceso se 
mueve dentro de tabla región acotada y convexa. 

III.1 PROCESOS ESTOCASTICOS REGENERAMOS 

Los procesos estocásticos regeneratiVos, son también procesos de renovación. El pro-
ceso de renovación más conocido es el proceso de Poisson, donde los tiempos de lle-
gada constituyen variables aleatorias exponenciales independientes e idénticamente dis-
tribuidas. Una generalización natural, es considerar un proceso de canteo para el cual 
los tiempos de llegada, no son variables exponenciales aunque estén idénticamente dis-
tribuidas. 

Sea {T„, n := 1, 2, ...} una sucesión de variables aleatorias independientes y con la 
misma distribución 1", suponga además que F(0) 	P {T„ = O} < 	En este caso, T, 
representa el tiempo entre la ocurrencia cid ir. y Cl + 1 eventos. Sea 

f 
E {T„) 	

orx) 
t dF(1), 

la media entre eventos sucesivos. Note que (le los supuestos T„ > O y F(0) < 1, se sigue 
entonces que O < 	5 oo. Haciendo 

 

11 

T. 	1 
/„„,,„1 	" 

 

62 

i=1 



se sigue que S„ es el tiempo de ocurrencia del n-ésimo evento, por lo que el número de 
eventos ocurridos al tiempo N(/) estí; dado por 

N(i) -- stip 	: 4<;„ 5 O. 

Así, el proceso {N(i)} determina un proceso de renovación. En este caso, los eventos 
coinciden con las renovaciones del proceso por lo que en lo sucesivo se empleará el término 
renovación como sinónimo de evento. 

Una ‘a,riable aleatoria T que toma valores en [O, oo), es Un tiempo (le paro [véase 
Cinlar (1975)1 si para toda finita 1 	O, la ocurrencia o no ocurrencia del evento '-- < 
puede determinarse de la historia {X(8) 1• < 	del proceso sobre el tiempo 1. 

Un proceso estocastico 	= IX(1) = (X1(1), )k2(1), 	Xd(I))T  I  1 ¿ O} en liii 

espacio Euclidiano d-dimensional es llamado regenerativo, si existen tiempos aleatorios 
de paro que determinan un proceso de renovación, tal que en cada tiempo, el futuro de X 
es una réplica independiente de su pasado. Tales tiempos aleatorios son llamados tiempos 
de regeneración de X y por lo tanto, se dice que el proceso X es regenerativo. 

Los tiempos 	> O} son llamados tiempos de regeneración si la parte del proceso 
{ X(/) 	> O) definida entre cualquier par de tiempos sucesivos es estadísticamente 
independiente y tina réplica de cualquier otra parte del proceso en cualquier otro par de 
tiempos sucesivos [véase Wolf (1989), pag.82]. 

La magnitud de tiempo ri 	 I; es llamada la longitud del i-ésimo ciclo, y 
formalmente un proceso estocástico regenerativo se da si existe una sucesión de tiempos 
de paro /0,11 , 	tales que: 

1. 11 = {Ti  1 E {1,2, ...}} es un proceso (le renovación. 

2. Para. cualquier L,iti E {O, 1, 2 —}, t I , 	, t j > O, y cualquier función medible f 

E {J  4r 	t I • • • Xim +t 	Xk k 	im} 	E/ ff(Xt ,... 

Por su importancia dentro de este análisis, conviene ahora introducir el concepto de 
estacionariedad en procesos regenerativos. 

Definición M.1 	Un proceso cstoc(islico {X(1) : > O} se dice que es estacionario 
si: P{X(t) > 	P{X > x} cuando 	A vector X obtenido de esta forma se 
le llama vector de probabilidades estado estacionan°. 
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Sea 1 : 	1? una función acotada, y sea 

EUGVny 	 (111.1) 

el valor esperado del proceso {X (1) 1 t > 01, El objetivo en esta parte de la, investigación, 
es estimar el valor mínimo de (111.1), donde el número J { f (X )} puede interpretarse 

como el costo proniedio por unidad de tiempo en una corrida de simulación. 

Considere la variable aleatoria: 
Íi 

.RX(0)(11 1 

donde 11 representa la, penalización o recompensa asociada, a. X(i) durante el ciclo i= 
Obviamente, Y, es una variable aleatoria, pues r1  y f ( X (t)) lo son. Las siguientes 

proposiciones, se siguen de la estructura de los procesos regenerativos, su importancia 
radica en mostrar las propiedades (le la sucesión 	ri} en términos (le su distribución e 
independencia, la prueba puede verse en Crane e Iglebart (1975). 

Proposición I1I.1 	La succsi<in 	i> 1} consiste de zwctorcs aleatorios inde 
pendientes e idénticamente distribuidos. 

Se dice que r es una variable aleatoria periódica con periodo ir, si con probabilidad 
uno toma valores en el conjunto 0,7r, 	, y ir es el mayor de tales nilincros. Si no 
existe tal 7r, se dice entonces (pie T es al)criódica. La• periodicidad de T se relaciona, 
directamente con el estimador de (111.1) de la siguiente manera 

Proposición 111.2 	Si r es aperiódica,Eírd< oo y 	f(X)1} < oo, entonces 

{d 
y= E If(X = 

	

	 (111.3) 
E{ri} 

La proposición (111.1), establece que el patrón de comportamiento del proceso du-
rante ciclos diferentes es estadísticamente independiente e idénticamente distribuido. La 
proposición (111.2), establece como estimar el valor de r (el cual es el mismo, r = -17-111.) , 
para, cualquier i) por métodos estadísticos elementales. 

Sea l la función de distribución de la, variable aleatoria que denota la longitud de los 
ciclos 	: > 1} donde E {r} < (XD . Se dice que E es aritmética, si con probabilidad 



uno puede tomar valores del conjunto {0, 	}. El mayor de tales 19 es llamado el 
período de F. 

La, existencia de un vector (le estado estacionario cuando E es O no aritmética viene 
garantizada por la siguiente proposición. 

Proposición 

Si1. 	E es no aritmética con, media 11 < 00, entonces existe un vector aleatorio finito 
X tal que X(t) == X. Donde el sánbolo 	expresa convergencia en probabilidad, 

2. Si l es aritmética con periódo ir , ClitOliCeS e:M..51C un vector aleatorio finito X, tal 
que, cuando n —4 (X), »l ir) 	X. 

Prueba véase exalte e Ighlart (1975). o 

Los resultados anteriores, forman la, base para efectuar la simulación de los procesos 
regenerativos. Estos resultados conducirán a su vez a la solución del problema 

La, forma en que se lleva. a cabo la simulación mediante la estimación del vector de 
probabilidades de estado, y la obtención de las condiciones de estacionniedad se discuten 
en la siguiente sección. 

111.2 SIMULACION Y OPTIMIZACION DE LOS PROCESOS REGENE- 
RATIVOS 

Las propiedades regenerativas de un proceso, constituyen la parte medular en el amilisis 
de los mismos. Para las aplicaciones en simulación se supondrá que el proceso {X(/) : 

> O} es constante por pedazos, continuo por la, derecha. y efectúa un número finito de 
saltos en cada intervalo de tiempo finito. 

Se entenderá por simulación de un evento discreto a la simulación de las realizaciones 
de los procesos estoc¿ísticos {T(/) : t > O} y {X(1) : t > O), los cuales cambian de estado 
en tiempos finitos O < t i  < 	. _. El proceso {11(t) : t 	O}, determina un vector 

= nt„) que es un listado cronológicamente ordenado de los tiempos en los que se 
observa la regeneración del proceso IX(1) : 1 > 0). El vector X„ = X(1„) está formado 
por las variables que describen los estados dd proceso en el del 11JO t„; claramente las 
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dimensiones de ambos vectores son iguales, y existe una relac,:ión directa componente a 
componente. 

Para fines de simulación, la, dimensión de los vectores X (1,„) y 71(1„) pueden coincidir 
con el número de veces en que el proceso {X(i) 	0} se regenera. En este caso, el 
reloj de simulación puede manejarse de dos maneras (véase Geofrey (1981)): 

1. Avanzando el reloj a intervalos discretos e iguales de tiempo y registrando las 
estadísticas que el proceso {X(1) : t 	0} genera. Es de particular interés-  en 
este procedimiento, el registio de los tiempos de renovación t i , la longitud del ciclo 
generado Tj = 4_1 	1j 5  y el valor de la variable aleatoria (111- .2). 

2, Avanzar el reloj cada vez que se registra un cambio en el sistema, en este caso, 
cada vez que el proceso {X(t) : t 	O) genera una transición hacia otro estado, se 
registran las estadísticas del mismo (tales como nuevo estado al que visita, tiempo 
de permanencia en ese estado, etc.). 

En este caso, el reloj se moverá de acuerdo al inciso 1, por ser más conveniente debido 
a la naturaleza del problema, que se está estudiando. 

En cuanto a. la forma de la función f en E {f(X)}, ésta, puede elegirse para producir, 
por ejemplo los momentos de X, la función de densidad de X o algunas funciones de 
costo del vector estado estacionario X. 

Algunas funciones de interés relacionadas con cadenas de Markov irreducibles y 
ergódicas son' 

f(j) = 1 si j = 	t(j) 4~ O de otra, manera, aquí: 

E {f(X1 )} 	i 	 (111.4) 

1 Una cadena de Markov cuya matriz de transición es P se llama irreducible si para cada par de 
estados i, j E S, la probabilidad de pasar a j desde i es positiva y la transición se hace en un número 
finito de pruebas, matemáticamente 

V i j 3 n 
	

1 	> t. 

Un criterio simple para identificar a una matriz irreducible es probando que cualquier estado j es 
accesible desde cualquier estado i. 

Una matriz se llama ergódica si todos sus estados son positivos recurrentes, esto es: 111  
> O. En este caso, {1.11, j = 0, 1,2 ...} es una distribución estacionaria. 
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13).-  f i( 
	- costo de permanecer en el estado j; O bien. 

E{f(X > P{X' u}. 
reí< 

donde 

EuGv'n >,,,f(j)13 
	i} 	) 

iE 

P{Xi  =i} PU, P 

es el vector estado estacionario asociado a la distribución. 

• La manera de obtener por Simulación Montecarlo las probabilidades de estado del 
proceso, vienen dadas por la relación del tiempo que permanece el proceso en el estado j 
con respecto a la longitud del ciclo; este proceso repetitivo, aporta un estimador insesgado 
del vector estado estacionario X . A continuación se expone esta idea. 

Teorema IV.1 	Sean 11.1 ,t 2,„ .1 eventos en los cuales ocurre la renovación de un 
proceso, si las longitudes de los ciclos tienen distribución F, con densidad definida sobre 
un intervalo y si E {t} < 00  entonces: 

P.; 	P{x(t) 	Fjl(if.71:(7.L;(}11  

donde E {CTEC) es el valor espenzdo del tiempo que el proceso permanece C71 el CSladO 

j durante un ciclo; y E {TC} es el valor esperado de la duración de un ciclo. 

Corolario 111.1 	Para un proceso rey cnerativo tal que P {E {r1 	oo} 

Tiempo en ) durante 0,1) E {CTEC} 
E {IV} 

Prueba Véase Slieldon (1983). 

El teorema 3 y el corolario (111.1) aportan inforniación acerca de como estimar el 
vector de estado del proceso {X(/) 	0) cuando se lla simulado un número de ciclos 
suficientemente grande. Note que (111.9) es un estimador para P1  cuando / 	oo. Sin 
embargo, cuando se desea encontrar el vector de estado por simulación Monte Carlo, ¿qué 
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tau grande es 1 ? , ¿existe un criterio para determinar la condición de estacionariedad del 
proceso {X(/) 	> 0}? Las respuestas a estas preguntas se pueden obtener a partir de 
un criterio de que tan grande debe ser 1. Dado que el estado estacionario CS Ulla función 
de la edad del proceso, se propone entonces que dada la i-ésima renovación, un posible 
criterio de estabilidad viene dado por 

E {ii X(Ik+i) X(Ik) ID 	 (m.10) 

donde X (tk) y X(1k+1) son los vectores de estado obtenidos mediante el estimador (IIMO) 
al efectuarse las renovaciones del proceso en los tiempos th  y / k1.1 , y > 0 CS un número 
suficientemente pequeño preasignado. 

Finalmente, se puede ver que todo proceso estocástico regenerativo, posee la propiedad 

i lm P {a < {X(1) : > 0} < b I a > 	b < epa) — 1, 
1100 

(111.11) 

esto es, si la longitud de los ciclos del proceso es una variable aleatoria con esperanza 
finita, entonces el proceso se mueve dentro de una región fa, 1)] que también es finita. Por 
lo anterior, si un proceso dado es función de un parámetro A, entonces dicho parámetro 
debe ser tal que mantenga al proceso dentro de (a, b]. 

Así, la minimización de (M.O, cuando el proceso depende de un parámetro a se hace 
en una región cerrada y convexa„ Es inmediato que una ligera modificación del algoritmo 
RSA propuesto en el capitulo II de este trabajo genera una nueva versión para aplicarse 
a la minimización de 	Por lo anterior, dado el problema 

min E {UN}, 	 ( .1.11.12) 
D 

donde es el parámetro de control del proceso y 79--r- {A I a < r1 < b} es su dominio 
de definición, el siguiente algoritmo es una alternativa para obtener una solución por 
métodos de búsqueda aleatoria. 

ALGORITMO MODIFICADO DE BUSQUEDA ALEATORIA (MISA) 

Especifique e > 0, sea V {Ak 1, k mantienen al proceso dentro de [a, b]}. 

1. Seleccione m > 1 plintos '\k  OkRki sobre la superficie {Xk  + 0ki3} donde 13 
distribuye uniformemente sobre la esfera unitaria n-dimensional con realizaciones 
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13k, 	11 21. • 	 ,m y Ok 	O es un factor de expansión 
contracción de 13. 

2. Obtenga los valores esperados del proceso 

T ki = E {f (-Vio -)1‹ + ekl3ki» 	EUPIk5Aien5 
	1, 2, , . . , 

3. Defina 11„,~ min {Tu, Tk2,... Tk„,} y sea 21,,, el vector que denota la dirección 
en la cual se produce el mínimo. 

4. Actualice el nuevo A (le acuerdo a: 

4+1 	{Ak - tvk-yk  T2.„, 0k13km, }. 

5. Si E 111 44.1 	< 	o si el número de iteraciones es igual al deseado, pare, 
en caso contrario vaya al paso 1 2  

El conjunto 7) viene dado de manera natural en algunos casos de modelos de líneas 
de espera [véase el ejemplo 1V.2]. En otras circunstancias, 7) se debe elegir de tal manera 
que se cumpla la condición (111.11) basta alcanzar el estado estacionario del proceso. La 
prueba de convergencia de MRSA es similar a la formulada en el teorema 3. 

2141 este caso, representa un vector en 
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CAPIITLO 1V 

APLICACIONES 

A continuación, se hacen algunas aplicaciones del algoritmo RSA, en cada caso, se con-
struye un estimador de la función objetivo y se aplica el algoritmo desarrollado para la 
minimización de la función dada. El capitulo está organizado como sigue: En la sección 
IV.1 se presenta la técnica de simulación de la variable aleatoria Bu, sobre la esfera n-
dimensional, manteniendo también la posibilidad de un elipsoide. A continuación en la 
sección IV.2 se utiliza el algoritmo en el diseño óptimo de mi sistema interconectado con 
flujos y movimientos aleatorios. El mismo ejemplo se vuelve a resolver, pero esta vez se 
parte del vector de estado estacionario asociado al proceso; se discute también sobre la 
forma en como se obtiene dicho vector. Una variante en la función objetivo del problema 
conduce a dos nuevos casos que son resueltos en condiciones de estado estacionario. En 
la sección IV.3 se muestra la segunda aplicación en un modelo de inventarios con de-
manda aleatoria desconocida; en este caso, se determina la politica óptima de operación 
en términos de la intensidad del abastecimiento (parámetro de control). Finalmente, en 
la sección 1V.5 se discute sobre el potencial de aplicaciones a modelos de toma de deci-
siones bajo incertidumbre y sin información a priori; en este caso, se desea encontrar una 
política r que minimice el costo esperado al tomar una decisión sobre el proceso. 

IV.1 SUPERFICIES DE PRUEBA. PARA LA SIMULACION 

Las superficies de prueba más comunes son esferas n-dimensionales, elipsoides 71-
dimensionales o un simplex can n". El objetivo de la, superficie de prueba, es proporcionar 
una región geométrica de búsqueda para definir una dirección de descenso en problemas 
de optimización estocástica de funciones no diferenciables. 

En este trabajo, se utilizará una esfera u-dimensional como región de prueba (fig. 1), 
aunque también se explicará la forma de como se puede simular un elipsoide en 7R"; para 
la simulación de vectores uniformemente distribuidos sobre un simplex n-dimensional, se 
recomienda ver Iteuben (1982). 

En el caso de la esfera n-dimensional de radio y, la función de densidad de un vector 
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Figure 1: Esfera unitaria en dos dimensiones 

aleatorio uniformemente distribuido sobre su superficie viene dada por 

2,1113-1,.„---1, 	si y 	{(hy1f2y • • • y Yn), ri,--1 lif.1----" r2} { 
o, 	de otra manera, 

Lo anterior se debe a que para u 	3, la superficie de una esfera 7z—dimensional', 
viene dada por 

27r"12  r" 

1'(n/2) 

En este caso, cualquier punto Yi  sobre la superficie de la esfera, puede ser proyectado 
hacia su interior y obtener un punto X;  en su cerradura, dado por: 

7. = (j i /4 	U 	u(0, 1), 	 (11 1)  

donde Q es una constante. 

ALGORITMO DE ACEPTACION RECHAZO 

Uno de los algoritmos más simples en simulación de superficies esferieas es el algoritmo 
de aceptación rechazo, que en esencia es una variante de los métodos desarrollados por 
Newman (1951), su descripción es como sigue 

1. Genere 	= 1,2, 	n, uniformemente sobre (0, 1). 

'para n = 2 se obtiene la longitud de la (:ircunferencia de un circulo de radio r. 
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2. Haga X 	 2ui , 	1,2,..., 11 y y' VII  
1.,s1Z.4 

3. Si 1,f 2  < 1 considere al vector Z 	(Zr, z2, 	Z„), uniformemente distribuido sobre 
la superficie de la esfera, unitaria, donde 
contrario pase a 1. 

71 • • • 	• 5 . 1<J11. Caso 

Una ventaja importante en este algoritmo es la simplicidad de su uso sin embargo, 
para grandes valores de n se le considera poco eficiente. La eficiencia viene dada por la 
razón 

1 
	

Volumen de la esfera 

Volumen del cubo 
o equivalentemente 

n/2 1 
n 	n 2n-1  f(n/2) 

donde si n = 2m entonces 

 

1 (7r 

ml 2 

 

  

y por lo tanto 

 

• 1 
Inn 	= o. in --*c C 

Otro algoritmo para la generacción de vectores uniformemente distribuidos sobre la 
superficie de una esfera unitaria n—dimensional viene dado en el siguiente teorema 

Teorema 1V.1. 	Sean X1, X2, 	X„ variables aleatorias distribuidas N(0,1). En- 
tonces el vector 

Y = (YiyY2).•.?Yn) 
( -K1 X2 	Xn 

-7":"  • 	Z" ) 5  

donde Z = 	i • (>7 .30)112  está distribuido uniformemente sobre la supedicie de la esfera =  
unitaria n---dimensional, >12_1 	= 1. 

Prueba.- Considere la siguiente transformación de variables 

= 
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el Jacobiano asociado a esta transformación es J zu, por lo tanto 

(yi , Y21 • • • Y9 y) v 	exp 
(2 709/ 2  jzzd 

(y,i  
2 

2 ) 

Ya que 

l 	 y2 

v" runii  exp 

9 	 9 

fi 

i:1 

se obtiene 
-1,2 /2  

Y2) • • • 	v = y" — 	e 
(21-)"/2  

de los resultados anteriores, observe que el vector (Y1, Y2, ... Yn ) y V son independientes, 
note además que que el vector (Yi , Y2, ...11) está uniformemente distribuido sobre la 
superficie de la esfera unitaria 	= 1. 

La prueba sobre la distribución uniforme de Z en la superficie de la esfera u—dimensional, 
para el algoritmo de aceptación rechazo, es similar y por lo tanto no se anexa. 

Observe que los algoritmos anteriores, pueden producir puntos uniformemente dis-
tribuidos sobre la superficie de la esfera n—dimensional que a su vez, pueden proyectarse 
hacia su interior y viceversa. Considere por ejemplo al vector Y = (Y1 ,172 , 	Yn ) uni- 
formemente distribuido sobre la superficie de la esfera n--dimensional, entonces el vector 
X = 	X2, , Xn ) con componentes Xi  = UI/%, está distribuido uniformemente en 
el interior de la esfera n —dimensional donde U se distribuye uniformemente en el inter-
valo (O, 1). Considere ahora al vector X = (X1 , X21  . X,.) uniformemente distribuido en 
el interior de la esfera u—dimensional, entonces el vector Y = (1/1 , Y2 , ... lin ) con com-
ponentes Y = (E:4 .1  X; ) 1̀/ 2  X;  está distribuido uniformemente sobre la superficie de la 
esfera u—dimensional. Esto es, Y es una proyección desde el interior hacia la superficie 
de la esfera. 

Para el algoritmo de aceptación rechazo, Z = (z1, 	z„) se distribuye uniforme- 
mente en la superficie de la esfera de radio unitario. 

Para consulta sobre otros algoritmos que generan vectores uniformemente distribuidos 
sobre la superficie de una esfera en W1  puede verse lteuben (1982). 
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ALGORITMO DE LA ELIPSE 

'Una elipse con centro en el origen puede representarse por la ecuación 

XT  A X 	712i, 

donde A = CC' es una matriz de tamaño 77 x u, simétrica y positiva, definida y T es el 
operador transpuesto; C es una matriz triangular inferior, cuya existencia se garantiza 
de las propiedades de A. En particular, si A = 1, se tiene una esfera, de radio y. 

De lo anterior, el vector Y = CX está distribuido uniformemente sobre la superficie 
de la elipse n-dimensional, y el algoritmo para, su obtención es como sigue: 

1. Genere al vector X = (xi, 	s,4 ) uniformemente distribuido sobre la superficie 
de la n.-esfera con radio i', por cualquiera, de los algoritmos mencionados anterior-
mente. 

2. Encuentre la. matriz A definida por: A = C C71  

3. Defina a Y = CX. 

para obtener los elementos 	se pueden usar varias técnicas que simplifican las opera- 
ciones de manera sustancial, véase por ejemplo netiben (1982). El uso de las superficies de 
prueba en la optimización de modelos dimitnicos estocásticos, se muestra a continuación. 

IV.2 DISEÑO OPTIMO DE UNA RED DE SERVICIOS 

Un modelo común en el diseño de estaciones de servicio tales como redes de cómputo, 
estaciones de telecomunicaciones, centrales telefónicas, o bien servicios simples como 
cajas de pago en un supermercado, estaciones de ensamble en mi proceso productivo, 
etc., pueden modelarse en términos de redes, donde los nodos representan las estaciones, 
y los arcos representan las posibilidades de intercambiar flujos de nodo a nodo. En una 
red estocástica, tales flujos se consideran aleatorios y las probabilidades de transición son 
conocidas. 

Considere una red estocástica donde los nodos reciben flujos aleatorios a una cierta, 
intensidad de llegadas, los clientes son atendidos a una tasa de servicio que puede contro-
larse L voluntad (id decisor y eventualmente, se puede pasar de nodo a nodo con cierta 
probabilidad de transición conocida. 
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Figure 2: Una red de servicios con siete nodos 

Obviamente, la, relación entre la tasa de llegadas y la tasa de servicio se mantiene de 
tal forma que el proceso estocástico definido por N(i) := número de clientes en la cola 
en el instante t, se mantenga bajo ias condiciones de estabilidad dadas por la ecuación 
(111.11). En general para el sistema G/G/1 la estabilidad viene dada por p < 1; donde 
p = Ah es la intensidad de tráfico del sistema, A y -y son las intensidades de llegadas y 
de servicios, respectivamente. 

Considere la red de servicios dada en la figura (2); en cada nodo, existe una estación 
de servicio cuya intensidad Xi  se distribuye exponencialmente. Existe un flujo autónomo 
de clientes con intensidad 	= 10/7 y además, una, cierta proporción de clientes abandona 
el sistema después de ser servidos en el nodo (es por ello que la matriz de transición R 
es una matriz relajada y las filas no suman uno). Los otros clientes se mueven desde i 
hacia j C011 probabilidad rij. 

Sea Zi  el número aleatorio de clientes en cola en el nodo i, i = 1, 2, 	, n. El problema 
consiste en encontrar la distribución óptima de intensidades X, de servicio en cada nodo 
i con i = 1,2, ... ,n, bajo la condición de no exceder las capacidad instalada 1); es decir 

Minimizar f(X) = E 11/(Zi , 	, Z„)}. 	 (/11.2) 

Sujeto a: 
Ti 

j=1 

donde Z = (Zi 2,2, • • • Zn)a Y 
	

= (XI V2 • • • X t  ). La función 11(Z) toma usual- 

75 



r ti 2 
zdi 5 

ti 	1 

mente las siguientes formas 

11(Z) 

11(Z) 

11(Z) r.z 

UVA ) 

(/V.5) 

(TV.6) 

donde en (1V.7), se obtiene la longitud total de la cola en el sistema. En este caso, se 
consideran. a los flujos 	como variables aleatorias Poisson. La matriz de transi(ión 
viene dada por la matriz relajada 

/ 0.0 0.3 0.0 0.3 0.0 0.0 0.0 
0.1 0.0 0.4 0.0 0.0 0.0 0.3 
0.0 0.1 0.0 0.1 0.1 0.0 0.0 

R= 0.1 0.0 0.3 0.0 0.2 0.0 0.0 
0.0 0.0 0.1 0.1 0.0 0.4 0.0 
0.0 0.0 0.0 0.0 0.l 0.0 0.1 
0.0 0.1 0.0 0.0 0.0 0.4 0.0 j 

Sean Z1 i  2'?, 	Z7 los números de clientes en la cola de los nodos 1 al 7, respectivamente. 
El problema se define entonces como: 

Minimizar f(X) Ei, 	 (IV 7) 

Sujeto a: 
7 

1-4 I 
< 35. 

Observe que si 11(Z) = ns  gi o 11(Z) =: 	7/= la solución analítica se vuelve imposible 
debido a que no existe una forma directa de obtener la esperanza de 11(Z); en el caso 
de la expresión (IV.7), la solución analítica se puede obtener a partir de la siguientes 
ecuaciones [véase Kleinrock (1975), p. 1,171. 

Si f(X) denota el número esperado de clientes en el sistema, entonces: 
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f(X) 
ti 

{//(Z)} Me 	
T  

A„,...d 

donde Ai 	.4 	,Xívji  es la, tasa, total de arribos promedio al nodo i. 

En este -aso, la condición ,Xí < 7j garantiza la condición de estabilidad de la cadena 
ergódica de Markov para nodos con un solo servidor; así el dominio de búsqueda.) para 
X E 7V es compacto. 

Resolviendo el sistema; Ai  = -1->:j 	i = 1, 2, . , 7, y utilizando la matriz R definida 
anteriormente, se tiene que: 

ñI  = 1.9659; X11 	2.6441; A3 	3.6503; 

= 2.7288; 	As  = 3.4548; A6  rz.: 3,8533; ;5,7 	2.6071. 

Aplicando las condiciones de Kulinfrucker, la, solución del problema (1V.8), sujeto a 
(IV.9) viene dada por 

por lo que entonces, para. D = 35, se tiene que: 

X1 	3.6092, X  :7-- 4.5499, 

V; = 5.8895, X: = 4.6688, 

XI; = 5.6339  X = 6.1526, 

X.; = 4.995, f(X) 	10.26. 

Observe que el problema anterior, constituye un proceso Markoviano de tiempo con- 
tinuo; esto representa una fuerte dificultad computacional pues se requiere en la mayoría 
de los casos, hacer observaciones del proceso en forma discreta sin que se pierda su dis- 
tribución estacionaria. En este caso, si se desea discretizar lin proceso conservando las 
probabilidades de transición, se puede recurrir al siguiente cambio de variable [véase 
lordick, Iglehart y Schaberger (1976)1. 
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ii Q (Ti) es la matriz de transición del proceso Markoviano en tiempo continuo y 
si f  qij i< 77, para toda t, 3, entonces P = (N) con 

j 

(lj, si j = 

es la matriz de transición de iiii proceso en tiempo discreto con distribución estacionaria, 
idéntica al proceso en tiempo continuo; en este caso U 	35. 

Por lo anterior, el experimento de simulación se puede hacer mediante la técnica de 
avanzar el reloj en intervalos pequeños y uniformes, deterinimmdo en cada intervalo el 
número total de clientes en el sistema. Esta técnica es llamada mloj orientado a intervalos 
[véase Geolfrey (1987)j. 

A continuación, se procederá a resolver el sistema propuesto aplicando el algoritmo 
MRSiI y la Simulación Montecarlo del mismo, la estrategia de simulación es la siguiente: 

Considere un sistema donde se tiene una fuente única de clientes que suministra las 
entidades a razón de / = ]0/7 con distribución exponencial. Para asignar las entidades 
a los nodos, se supone que cada uno tiene la misma probabilidad de recibir a la k-ésima 
entidad; su tiempo de servicio es calculado a partir de valores obtenidos de la simulación 
de una distribución exponencial con parámetro desconocido X; donde X > 'y; el reloj 
de simulación, se mueve a intervalos de cinco minutos cada uno, donde al cabo de los 
mismos se observa el valor que toma el proceso discretizado sobre T. 

La simulación comienza con el sistema, vacío y se seleccionan los puntos regenerativos 
del proceso in  como los tiempos en las cuales ocurren los arribos de los clientes sin que 
previamente existan clientes a la izquierda (ver fig. (3)). Aquí; r 7-7  t ,„ 	 representa 
la longitud del intervalo de regeneración, y la cantidad: 

>"-` {N(t) : t > 0}, 	 (IV.9) 

representa el total de clientes servidos en el k----ésimo intervalo. Observe que el compor- 
tamiento de In  es completamente independiente de su historia pasada. Así, un estimador 
sesgado, pero consistente del valor esperado del proceso que define al número total de 

u 
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Z(t) 

o 

Figure 3: Puntos de regeneración del pi‘oceso Z(t) 

clientes en el sistema en el instante g viene dado por: 

2 k 
- L,  rk  

donde N := número de ciclos completados hasta el instante g. 

La obtención del vector X' E R, 7  que minimiza al número esperado de clientes en el 
sistema viene dado por la aplicación del algoritmo MRSA de la siguiente manera: 

0, fije > O. 

I. Seleccione Xi E RY de tal manera que Xi  > , = I, 2, 	, 7. Este paso garantiza 
la estabilidad del proceso [véa3e (111.11)1. 

2. Evalúe 2i , mediante la simulación de N ciclos del proceso (2„ : n > O). 

3. Obtenga iii. > 1 puntos X0 	OBik  sobre la superficie de la esfera unitaria 11- 
dimensional, B. 

4. Estime los valores esperados del proceso con el parámetro X0  OBik  y calcule con 
ello las esperanzas kik , 	r= 1, 2, 	, in. 

5. Calcule 	 Z 	k 	1,2, ... , ?n. 

6. Obtenga 	i n {ni  , 	Yi„, y sea Bi„, el vector que denota la dirección 
en la cual se produce el mínimo. 
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7. Actualice X de acuerdo a la relación : 

yin„,i 0j13i,„) - 1.4 	 • 

8. Si Mil Xj+i  Xj 	( o si el número de iteraciones CS igual al deseado, detenga 
el proceso; de otra manera, haga j 	1 y vaya, al paso I. 

Los resultados aplicando MlISA al problema descrito se resumen como sigue: 

o Número total de iteraciones: 7 

o Valores óptimos: 

3.55823, X 	4.52938, ,31:1 = 5.80823, X 	4.66342, 

Xi; = 5.63827, X;ir = 6.13728, X7 	5.51983, f(X) 	10.28. 

• Tiempo real total de simulación: 14 minutos. 

o Tiempo reloj de Simulación: 2400 minutos. 

o Máxima, longitud de la cola: 15 clientes (minuto 1808, nodo I). 

o Mínima extensión de la cola: O clientes (en varios minutos nodos 5 y 6). 

▪ Número de entidades generadas en el sistema: 1.457 

o Nodos con mayor flujo de clientes (internos y externos): 3 y 7 

Finalmente, note que en el caso extremo, 'y puede estimarse a partir de un valor 
muestral de la misma e implantar una subrutina de simulación para su obtención. 

Considere nuevamente el problema del diseño óptimo de instalaciones, de (IV.3) se 
puede obtener el valor esperado del proceso mediante una estimación del mismo, sin em-
bargo, también se puede encontrar el valor esperado (suponiendo tiempos de renovación 
finitos) aplicando la ecuación (I11.10), que a continuación se reproduce 

2 En este caso, i) 
	

{X, 1 >L'o% xs 	351. 
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P 	liar P { N(t) 	ji 
{(_-,T11  Le } 

PI, 

Donde CTEC es la. cantidad de tiempo que permanece el proceso en el estado i durante 
un ciclo; y TC es el tiempo de duración de ese ciclo. Así, simulando el proceso N(!.) - 
número de clientes en el sistema en el instante t con t 	5k, k 	0,1,2 ..., (con objeto 
de discretizar el parámetro de estado) durante un total de 2700 corridas, se encuentra 
que el vector de probabilidades de estado, para un número itlt! 20 estados posibles viene 
dado por: 

Vector de Probabilidades de Estado N(2700) 
X1 	'2 	X3 	X4 	r 5 	X6 	 X8 	X9 	X10 

0.0 	.0 0.0012 0.0013 0.0019  0.0085 0.0120 0.0185  0.0219 	0.0824 I 0 	
.   

X 1 1 

r 

X 1 2 X 1 3 X14 X 1 5 X 16 i 7 X 3' 1 8 3' 1 9 X 20 

0.0995 0.1655 0.2771 0,1417 0.0871 0.0811 0.000 0.000 0.000 0.0 

Continuando con la simulación, y después de 4500 ciclos, se obtiene el vector de estado 
estacionario, los siguientes valores de N(4500) y N(4520) muestran que se ha alcanzado 
la estabilidad, después de 7 minutos de simulación en tiempo real: 

dp Estado Estacionario N(1)00) 
xi X2 X3  r

Vector 

X4 ./' 5 Xli .1'7 .1'8 .1' 9 .I: 10 
0.0 0.0 0.01000 0.01200 0.01801 0.0870 0.0126 0.0187 0.0223 0.0826 

X11 X12 X13 X14 X1.5 X16 X17 X18 X19 X20 

0.1000 0.1660 0.2100 0.2214 0.0071 0.0313 0.000 0.000 0.000 0.000 

SI 



0.1001 0.1660 0.2101 1 

X I 9 	/ .....--- ,...: 7.31-;1_, 
0.000  0.000 

1  

il
X11 	X12 	X13 

Vector de Estado Estacionario N(4520) 
X 1 

0.000 
X2 	X 3  

0.000 0.01000 
X 5 	-1 X6 	X 	178  	X9 	X10 X4 

0.0198 0.0179 0.0869 0.0126 0.0187 0.022 0.08259 

De los vectores N(4500) y N(4520); note que 

II N(4500) 	N(4520) 	f 

dado que t = 0.0078 se puede entonces considerar que el error es aceptable para que el 
proceso {N(t) t > 0, 1 a 5k, k = 0,1, ...} sea estable. 

El cálculo del valor esperado del proceso {N(1)}, esta vez a partir del vector de estado 
estacionario, lleva, a los siguientes resultados: 

= 3.9992, X; = 4.2503, X 	5.6884, X.¡' 	4.6654, 

= 5.9332, X = 6.9545, X.;:r = 4.9004, f(X) == 12.323. 

Como podría esperarse, estos cálculos son mucho inás precisos que los obtenidos en 
el ejemplo 1V.3. Como complemento del análisis se obtuvo además: 

• Tiempo real total de simulación: 22.5 minutos. 

e Tiempo reloj de simulación: 2530 minutos. 

• Máxima. longitud de la. cola en el sistema: 17 clientes. 

e Mínima. extensión de la, cola: O clientes 

o Número de entidades generadas: 2750 

o Nodo con mayor influjo de clientes: 3 



Finalmente, de los resultados observados, se puede concluir que la aplicación del 
algoritmo a este problema, cuando se tienen las condiciones de estado estacionario, mejora 
considerablemente la, precisión del resultado, aunque consume mayor cantidad de tiempo 
máquina de simulación (aproximadamente 5 minutos) y mayor cantidad de memoria al 
guardar consecutivamente los vectores de estado del proceso. 

El algoritmo MRSA se aplicó también para minimizar las funciones 11(Z) definidas 
en (IV.4) y (IV. S) sujetas a la restricción (IV.3), los resultados se obtienen a partir del 
estado estacionario del proceso y son los siguientes. 

Para el problema estocástico de minimización 

Minimizar f(X) Ex  { E(Zi )1 /2  }. 	 (IV.11) 

Sujeto a: 

X < 35, 

se obtiene 

o Número total de iteraciones: 8 

o Valores optimos: 

Xj` 	5.59595, .X 	3.64072, r 	3.70984 X: = 4.20468 

= 3.67604, n d 4.20684, X; = 4.34228, P(X*) = 16.12 

o Tiempo real de simulación: 15 minutos. 

o Máxima longitud de la cola: 6 clientes. 

o Mínima extensión de la cola en el sistema: O clientes. 

o Número de entidades generadas en el sistema: 1965 

o Nodos con mayor finjo de clientes: 3 y 5. 
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liara el problema estocastico de minimización 

Minimizar f P() (117.12) 

Sujeto a: 

se obtiene 

o Número total de iteraciones: 9 

o Valores óptimos: 

= 4.01077, 	= 4.04995, X 	4.91356, X 	3.21176 

= 2.82255 X¿.: == 2.356517 X. = 2.95047223 f(r) = 6.71 

o Tiempo real total de simulación: 15 minutos. 

o Tiempo reloj de simulación: 2680 minutos. 

o Máxima longitud de la cola: 25 dientes. 

o Mínima extensión de la cola: O clientes. 

o Número de entidades generadas en el sistema: 1589 

o Nodo con mayor flujo (le dientes: 3 

IV.3 UN MODELO DE INVENTAMOS CON DEFICIT, FLUJO Y REVI- 
SION CONTINUA 

Una compañia minera, beneficia, oro y plata, triturando el mineral nativo para obtener 
los minerales auriargeutiferos por reacciones físico-químicas a base de cianuración. En 
la primera fase, el mineral proveniente de minas es almacenado en un sistema de tolvas 
con capacidad total de 4200 toneladas y el surtimiento desde las minas se lleva a cabo 
por medio de botes con capacidad de 5 toneladas cada uno. El mineral es demandado de 
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1 
las tolvas en cantidades aleatorias a intervalos (le tiempo aleatorio, asimismo, los botes 
surtidores descargan su producto en intervalos ole tiempo que también son variables 
aleatorias. 

Observe que en este sistema un excesivo retraso en el llenado de tolvas provoca dis-
continuidad en la producción y una tasa de entrega alta genera un sobrellenado. 

Dado que se tiene un control sobre la tasa A de llenado cii tolvas se desea operar el 
sistema a un costo esperado del inventario) mínimo. La modelacAón es la siguiente: 

Considere 3 castos básicos: 	= costo por inventario promedio, (12  = costo por déficit 
promedio y (!3 = costo asociado al numero de reemplazos en el sistema. Las figuras 
(4) y (5) representan una realización típica del sistema, así como el caso con inventario 
positivo entre dos períodos y el caso con déficit respectivamente. 

Sean: 

o j = Número de periodos en el horizonte (le la simulación. 

o Xi = Inventario disponible al inicio del período j en toneladas. 

= Demanda• cii toneladas/minuto durante el periodo j. 

o qi  = Inventario en toneladas que se tiene al final del período j en toneladas. 

o 1? rz,-. Cantidad constante agregada al inventario al final tic cada ciclo, su valor es 
de 5 toneladas. 

o 7" =7: Variable aleatoria que denota el tiempo de entrega del inventario en minutos. 

o A 	tasa de entrega del mineral en tolvas en toneladas / minuto. 

o S' 	Demanda promedio al final del período le en toneladas / minuto. 

Dado que este modelo admite déficit, q j  puede ser mayor, menor o igual a cero. Las 
siguientes relaciones son obvias ole la definición de variables: 

q j  = X j  Si, 

1.  
Sean ahora: 
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ti, 
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x 

4..41,  t 9........*.tormvosommeargonco,1 

< 

Figure 4: Realización típica del sistema 

Figure 5: Casos posibles del inventario 
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X -- 2, s i S 5 , 
X2 /2S, 	> 

si S ( X 
si ,9 > X. 

{ 01 

2S ' 

o I = inventario promedio esperado en toneladas. 

o f. ----: Déficit promedio esperado en el inventario en toneladas. 

o /3  = Número esperado de reemplazos del material. 

Cálculo de II , /2, 4.- De las figuras (4) y (5) se hace el siguiente análisis para cada J. 
Observe que de la figura (5) caso S < q 

St + t i“ -- S) 	--21! + t p  2 
por lo que el inventario promedio es entonces 

si S < X. 	 (W.15) 

Para el caso q <--", 	se tiene que 

 

f‘'. 	X/  
2 

representan el inventario por período e inventario promedio respectivamente, por lo que 

Xi i  X2  
-------- --= 	C011 8 > X. 	 (1E16) 

24 2S 

De un análisis similar se tiene que el déficit por periodo es (.9-2 )12  y por lo tanto, el 
déficit promedio está, dado por 

S 	X ( 2 	(8:-.-X'\ (S— 	
(TV.17) 

por lo anterior, se tiene que 
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De esta manera, los correspondientes valores de /1, 	e /3 son: 

Al ¥l7or 	 (X) 	x 2 
f(X 	s(s)ds 	 fs()d8 Gx(x)dx, 	(11/.1.8) 

J'u,» ls.o 	 8 

L If
frtu,tr

oo 	 (.9)(11 G x (r)dx 
o 	

(IV 19) 

xmax smas 
fs(s) G x (x) 11 , SMsdr 

L=0 15':=0 	
(117.20) 

Donde G (19 es la función de densidad del inventario al inicio del período X y la función 
de lleaviside //(X„9) se define como: 

1I (X, S) 
{

I, si se efectúa un reemplazo, 
O, en caso contrario. 

Los costos Ch C2 y C3 del modelo se consideran conocidos así, el modelo pedido es: 

D 	I
max {I X

L 

(isr 2 

X 	SrzO 

max o (rJ )02 
C2 	 f ,(s) (18 G s) a: 	 (117.21) 

rV 

I. fs(s) G.,v (a7 )11( X, 8)(Isd r. 
X .1) , S =O 

EL MODELO DE SIMULACION 
Una manera de formular el modelo anterior en términos de un modelo de simulación, 
para estimar el valor de la función objetivo, en el que se trabajarán 	periodos contados 
a partir de un período que puede ser el cero es como sigue: 
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donde 

-- 1 

Ih (S 
-4  

,J=a 

11 421 '35 (11#7.22) 

2 

2s;  
o, 

si qi  > O, 

si 	< O; Q;  > O, 

si 	qi < O, Qi < O, 

(1-1/.23) 

/2i 

O, 	 Si qi > 05  
_1_11 2 

Si qj < O; QJ > 0/ 2.93  9  
(Q ,+q,) 	si (Li 	O; Qi < O, 

 

Aquí A representa la tasa de entrega del producto y qi es el inventario al inicio del 
periodo j. 

En este modelo, se supone que G (x) no es conocida, y solamente se tiene un valor 
muestra! de X, f s(s) se supondrá también desconocida, y su sorteo en la simulación se 
hará a partir de valores muestrales, los tiempos de entrega se supondrán exponenciales 
con parámetro A. 

ALGUNAS RELACIONES IMPORTANTES 

De las proposiciones del modelo, observe que el valor de la demanda inedia para un 
período k se puede obtener por la demanda media sobre un intervalo de rrt períodos que 
anteceden inmediatamente al periodo k de la siguente manera: 

note además que: 

\5".‘ 

171 	1 .7,:krprt +1 
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1-1 - ¡2 

iXmax 

JX=0 	 H sl2 )fs (1•9  .Is=x 
o. 

Gx(x)dac 
fs=x 

(X' 
fs(s)d.s 

2.9 

 

  

/amar X 

IX =0 15=0 	
2 5/ )i"s(.5 ) 

oo { 1'2

f s=x 251  

— XY} 
.15(.9 )118  28 

Cil x (x)dx. 

  

Simplificando términos, se tiene que: 

JX=0 	S=0 

tXmax [IX 
— S/2)fs(s) 	(X ----- S/2)fs(s)ds 	-)dx 

oo 

(S/2)fs(s)ds Mds 

(IV.27) 

Donde .."1'" es la cantidad promedio esperada en inventario al inicio de cada período. 

Observe que S viene definida. en términos dd tiempo, asimismo resulta razonable 
suponer que si el valor esperado de S es E {S}, entonces CE {S} es el valor esperado de 
la variable aleatoria: X' = Número de toneladas de mineral demandado en C minutos; 
así, dado que T es la variable que denota• el tiempo de entrega del producto, la demanda 
requerida en el proceso en C minutos es X', y esta cantidad es actualizada en el proceso 
de simulación para ser congruentes con el valor del tiempo. 1.10 anterior es justificable en 
el sentido de que el proceso es continuo observe también que del valor muestral dado se 
podría considerar a X como una variable aleatoria normal con inedia p y varianza o-2, 
donde A' = it E Xi  y S' = 	T(Xi— S')2  constituyen los estimadores insesgados para 
la media y la varianza, respectivamente. El ajuste de curva es un ejercicio elemental de 
estadística y no se anexa al trabajo. 

El siguiente teorema justifica el hecho de tomar valores m'strales  mediante combi-
naciones convexas de los mismos para generar la actualización de la variable X a X' en 
el supuesto de normalidad. 
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Teorema I.V.2 	Scan. S'A) y 52 (12 ) valores muestrales de la demanda en el tiempo 
ti, tales que Si 	N(Íti ,(4) y S2  r*d 111(11.2,(4). Sea a E (0, 1), y sea el conjunto convexo 
y compacto, definido como: = {4111  < ti < t 2). Entonces, la variable aleatoria: 

S:3(13) = aS1(11) .1-  (1 	a)S2(12), 	 (IV.28) 

se distribuye normalmente eon media y varianzas respectivas: 

apl. -4- (1 -- a),a2 , 

(72 ,93(t3) 	a2(71 + 	— a)2(71, 

donde t i  < 13  < 12  y 13  = 	+ (1 ---- (41, 2. 

Prueba. La primera parte es trivial a partir de la función característica de la densidad 
dada; y la segunda se sigue de la convexidad de 

De este resultado, basta con conocer a p i  y 	en t i , así como p2  y 0 2  C11 t2  para des- 
cribir completamente a S3(t3); este valor es actualizado dentro del modelo de simulación 
al conocer a t; note que: 

L5/ = 	---t = i 	por lo tanto /3  = a(t i  — / 2 ) + /2, 

de donde: 

(IV.31) 

de esta manera, (1V.31) queda definido completamente. 

En la práctica, se pueden realizar muestreos del proceso a, intervalos de 45 a 6() 
minutos para determinar los valores de las cotas de cada intervalo; en particular, dentro 
del proceso de simulación se utilizará el siguiente valor para a: o' 2.= 0.9830 — /3/59, con 
t3 ? 1. 

SOBRE LA ESTABILIDAD DEL PROCESO.- Como puede observarse los valores mues-
trales de la siguiente tabla; la demanda inedia del proceso es de aproximadamente 4 
toneladas por minuto por lo tanto, una, tasa de entrega de .\1-..d 1 viaje por minuto con 
capacidad de 5 toneladas mantiene al sistema, dentro de la condición de estabilidad de 
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la, ecuación (Mi 1 ). Se puede ver mediante un número grande de corridas, que para /\ 
0.25 viajes por minuto f;.-‘,-; 4 minutos por viaje, el proceso se mantiene en condiciones 

de estabilidad. En este ejemplo, el experimento se simuló a un total de 40000 ciclos, 
produciéndose valores totalmente confiables en términos de (111.11). La siguiente tabla, 
reproduce los valores muestrales en los que se basa el simulador que actúa dentro de este 
ejemplo: 

t'A 13 LA 1V.1 Vitis-1/iijii-;:ies de ÍP7OJso---(rjIMi.) 
3.591 11.274. 3.384 7.003 3.289 2.029 
6.008 4.889 2.271 5.828 7.410 - 2.540 
11.760 4.625 0.405 5.016 1.590 4.356 
2.166 0.364 7.712 0.895 5.029 3.288 

De este conjunto, se tiene que: X = 4.359 y .92 	2.921. 

Finalmente, observe que mediante una serie de pruebas de simulación; es posible obtener 
un conjunto muestra] para .3ti" mediante la tel 	I1  -- /2  = 	5/2, de donde .";' 
j I  -- /2  -I- 

El algoritmo para, obtener A* que minimiza el costo esperado del inventario viene dado 
por: 

k 	O 

1. Seleccione a )- muy próximo a X con objeto de conservar la estabilidad del proceso. 

2. Obtenga el valor del costo esperado del inventario mediante la simulación del pro-
ceso y definalo por G. 

3. Obtenga ni > 1 puntos Ak  0k I3 jk. 

4. Determine para cada punto la cantidad Cik  = costo esperado del inventario a una 
tasa Ak 	OBjk, 	k 	1,2,...,/u. 



5. Evalúe las diferencias Tik 	{Cjk  Ck } y defina: 
krtk = min{fki , Tk2, 	Tkm}. Sea 3k„„ la dirección en la, cual se produce el 

mínimo de la función. 

6. Actualice A de acuerdo a la relación: 

Ak+1 (1'k, 'Yk Tik)111  

7. Si EU! Ak+i  — ) 	< o si el miimero de iteraciones pedidas es igual al deseado, 
detenga el proceso, si no, baga, k 	1. y vaya al paso 2. 

A continuación, se resumen los resultados de varias corridas de simulación de este 
problema; en primer lugar, se muestra el efecto de cambiar A en cada corrida. Al aplicar 
la búsqueda para seleccionar sul valor óptimo, se observan los distintos costos esperados 
como una función del número de ciclos simulados y el valor A. (tabla IV.2). En este caso, 
ej, = 4; G2 	15; C3  = 0.5; asimismo, los estimadores insesgados de ft y a son dados 
por r y S2  respectivamente. 

Posteriormente, se observan los valores del costo esperado, para inventados 
distintos y simulados al mismo número de ciclos; el objetivo de este experimento, es el 
de observar el comportamiento del costo de operación esperado bajo la selección dada 
A y con las mismas condiciones para, los demás parámetros (semilla del generador), ver 
tabla (IV.3). Los tiempos de operación del algoritmo se describen para cada condición 
de trabajo, y la, comparación final, discusión y complementos se dan con más detalle 
en el siguiente capítulo de este trabajo. Finalmente, en el apéndice 113, se anexan los 
diagramas de flujo que resuelven este problema en forma detallada. 

1.1ABLA 1V.2 INVENTARIO OPTIMO/PARAMETROS FIJOS 
II A i  I P 

83.217 
D I'N C 

BOU() _  

CE 
----- 	1:111 i--  — 	- 500 4.300 599.971 

500 4.254 92.730 526.725 2000 1..654 E7 
500 4.156  54.029 402.429 2000 1.250E7 
500 4.987 49.424 344.330 2000 1.072 E7 
500 4.067 347.502 15.983 2000 3259525 
500 4 001* 353451 8.919 2000 3095207 
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El significado de las variables en las tablas (IV.2) y (1V.3) son: 

o 11, Inventario iricial al comenzar la simulación ((Pons). 

o A, Valores del parámetro de control encontrados secuencialmente por M1ZSA (en la 
tabla 3) y valores propuestos al inicio de la simulación (en la tabla 1). 

o 1P, Inventario promedio al final de la simulación (Tons). 

o DF, Déficit promedio al final de la simulación (Tons). 

o NC, Número de ciclos simulados. 

o rb.' _osa) mínimo esperado del proceso. 

o A*, Valor óptimo del parámetro de control. 

Los valores afectados por * son los que se obtienen cuando la sinmlación alcanza el valor 
óptimo para el parámetro de control. 

La tabla siguiente resume los resultados de la simulación del proceso, variando el inven- 
tario inicial y aplicando MRSA para el cálculo de A* en cada caso. 

TABLA 1V.3 INVENTARIO OPTIMO/PARÁMETROS MOVILFS 
I/ A II» DP* CE NC A* 
70 4.127 5.4756 431.4011 6492918 1000 4.1934 

150 4.234 1.4522 505.534 7588832 1000 4.2298 
200 4.78 22.48 339.80 518705 1000 4.2123 
600 4.456 584.86 0 2339458 1000 4.1478 

1000 4.976 677.954 0.3642 2717282 1000 4.000 
1900 —4-.765 1245.909 O 4983637 1000 3.998 
2500 4.860 2152.903 0 8611611 1000 4.001 

Como nota final, observe que los valores de A* cuanto más próximos son a 4 más se 
acercan a la optimalidad de la función; lo anterior, se debe quizá a la cercania, con el valor 
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BUSQUEDA D UNA. POLITICA OPTIMA EN UN PROCESO MAR- 
KOVIANO DE DECID ION EN AUSENCIA DE INFORMACION A PRIORI 

En este ejemplo, se considera un proceso de decisiones sobre un horizonte dado; can 
un número finito de estados, en este tipo de problemas, se modelan las probabilidades 
de transición de estado a estado como cadenas de Markov. Mediante la simulación, es 
posible encgntrar los valores estimados de las probabilidades de estado. La formulación 
y análisis (Hl proceso de decisiones es como sigue: 

Considere un sistema de .1 estados: Si , S2 , 	, Si , en cada estado, una de Al posibles 
decisiones Di , D2 , 	, Dm  debe hacerse, denote por S(n) y 1)(n) el estado y la decisión 
hecha en el estado n respectivamente, n = 1,2... Si S(n) = Si  y Inn) = Dk)  entonces el 
sistema se mueve al siguiente estado n + 1 y alcanza la posición j con una probabilidad 
desconocida (1 priori. 

= P S(?? + 	----- Si 1 5(n) = 	D(z) 	Dk 	(1V.32) 

esta transición, si ocurre, es seguida por una recompensa aleatoria (o penalización) 
con un valor esperado desconocido. 

El pago esperado en el estado Si, después de hacer la decisión Dk  está dado por: 
1 

</>:' 	ri  1 I 
	

(W.33) 

Una política, es un vector P 	(ki , 	, k1), el cual determina que decisión debe 
hacerse en cada estado. Para i = 1, 2, 	, 1, ki  es un entero entre 1 y Al , en e! estado Si, 
se hace la decisión Dk, . Suponga que se mantiene alguna política fija ) = = (kilk25 • • • , k,). 

El sistema entonces constituye una cadena de Markov con probabilidades de transición 

P {S(it -F 1) 	Si S(n) 	Si } = 	 (11.34) 

En lo sucesivo, se supondrá. que para toda politica 7', la correspondiente cadena de 
Markov es ergodica. 

Denote por: 111;,111, 	11'; las probabilidades de estado estacionario de la cadena, esto 
es 

Hin P {S( ,) = 	= 1, 2, 	, I. 	 (W35) 
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El problema, consiste entonces en encontrar una política, 1) para la cual (4 pago esperado: 

WP 	(iSk 
	

(1 .36) 
iv=1 

sea mínimo. 

Sea 	IP". El problema es entonces, escoger la política con el menor valor 
de 147,„. El proceso regenerativo {X"i(t); t > O] correspondiente a la política Pm  es 
la cadena de Markov con estados S1, S2, 	SI, cuyas probabilidades de transición son 

	

, j mr  1, 2, ... I. Los tiempos de regeneración 	= 1, 2, 	, para esta política, 
son los tiempos de visita a un cierto estado fijo, digamos Si . 

Ya que el algoritmo 111413A no requiere de información a priori acerca del proceso 
regenerativo {X" (t) i > O}, 	= 1, 2, 	, N, ni de los valores de W1 ,14 2, 	WN, este 
algoritmo puede aplicarse para encontrar una política óptima para el proceso Markoviano 
de decisión descrito anteriormente. 
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JAPIT1111,0 

DISCUS1ON FINAL Y CONCLUSIONES 

Para terminar este trabajo, se formula a continuación una discusión sobre la eficiencia 
del algoritmo desarrollado y se compara con otros algoritmos. Se muestra que bajo ciertas 
cimmstancias, el algoritmo es mejor en aspectos tales corno rapidez de convergencia y 
precisión de la solución. 

Este capitulo se organiza como sigue: en la sección V.1, se discuten alguI10:3 aspectos 
cmnparativos entre el algoritmo) de búsqueda aleatoria desarrollado en este trabajo, y los 
algoritmos RPS y G1-1 que en principio, optimizan también modelos del tipo 11.1. Esta, 
sección termina con un conjunto de tablas comparativas que muestran las propiedades de 
los tres algoritmos en términos de la, precisión de 1;1 solución y el número de iteraciones. 
En la sección V.2, se formula la conclusión final de esta investigación, y se proponen 
líneas para futuras investigaciones en este campo. 

V.1 ASPECTOS COMPUTACIONALES 

A continuación, se hace un análisis comparativo de nuestra propuesta con los algorit- 
mos (IIPS) y (G11), desarrollados por Schuincr y Steiglitz (1986) y Reuben y Weissman 
(1977); los algoritmos mencionados así con io el algoritmo propuesto son ejecutados en 
una microcomputadora PC con las siguientes características : CPU 80286/Nf, 25 MI1Z 
00:376, 2M13 de memoria en RAM. 

ALGORITMO DE BUSQUEDA ALEATORIA (IIPS) 

El funcionamiento de este algoritmo es similar al algoritmo propuesto aunque su 
estructura es más sencilla. Este trabajo, debido a, Schumer y Steigltiz (1986) se puede 
resumir como sigue. 

Considere nuevamente la superficie de prueba dada por la esfera u---dimensional, con 
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X' 

Figure 1: Representación gráfica del algoritmo IIPS 

radio 7.k  

Xk 	rk 1.3 

donde r k es una magnitud que disminuye monótonamente conforme el algoritmo progresa 
en la búsqueda. Considere también el problema de optimización estocástica definido en 
II.1, entonces la sucesión 

y k  + i  = 	X k + rk t/k 1 Si 	2/)( Xk + rk Bk 9 Wk) — 1/)(Xk 1 /1. Vk- ) j O, { 
A k 	---- rkBk, si 	7/)(Atk  +rk Bk , Wk) --- «X k 3  IV k.-.1) > O, 

se puede aplicar en la optimización del problema (11.0. En este caso, el valor de rk  
es monótonamente disminuido por un factor p < .1 tal (pie n..0  = prk  y que en la 
mayoría de los casos, lo lleva hacia una convergencia del método. La aplicación repetitiva 
de esta técnica aporta en general buenos resultados, aunque el tiempo de convergencia 
es relativamente grande, debido a que solamente explora, dos puntos opuestos sobre la 
superficie de prueba. Asimismo, la, precisión de los resultados es más deficiente que el 
algoritmo propuesto, lo ¿ulterior se debe a que el rastreo en solamente dos puntos de 
una esfera fija, elimina la posibilidad de buscar en Otras direcciones, las que con alta,  
probabilidad' aportarían un mayor descenso en el valor de la función objetivo. 

En la figura 1 de este capítulo, se muestra esquemáticamente la, forma, en que trabaja 
este algoritmo. 

En este caso, el valor inicial ro  debe seleccionarse de tal manera que permita la 
convergencia del algoritmo en un número razona1.1 ,Le 1 iteraciones Coa una precisión 

1 El valor de esta probabilidad aumenta conforme mayor es el 111.11111a0 de puntos simulados en la 
superficie de prueba. 
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previamente lijada por (...!1 analista, por lo cinc Cli general la forma, de hacer esta selección 
es una de las principales desventajas del método. 

En este trabajo el valor de y0  es seleccionado en cada eje nplo de acuerdo al siguiente 
criterio 

	

1 	<il  4\() 

donde para Illl tiempo de cómputo lijo, se selecciona la sucesión (rk } en forma conjunta 
con el valor p que proporciona la, mejor convergencia; para el caso de los ejemplos donde 
se aplica. esta técnica los valores tomados por l'k y el correspondiente p se muestran en 
las tablas (V1), (Vi), y (V7) de este capítulo. 

Como parte también del análisis comparativo, considere el algoritmo de Ileuben y Weiss-
man (1.977) para la optimización de modelos del tipo (.11.1); esta técnica se describe a 
continuación. 

ALGORITMO DE BÚSQUEDA. ALEATORIA G1-1 

1. Obtenga, aleatoriamente los puntos X1 , X2 , 	XN sobre la región D. En el caso 
de problemas restringidos, la obtención sobre 1) se hace simulando los puntos Xi  
mediante 1111 generador de variables uniformemente distribuidas entre las fronteras. 
En el caso donde V R.", el problema se resuelve al incorporar información a priori 
acerca de la, localización de la región (le búsqueda del punto mínimo. En general 
esta característica constituye una limitarte del método. 

2. Obtenga Yk 	JP(Xk , Wk ) = g(Xk ) W,., k 	1, 2, 	,1V. 

3. Estime el valor óptimo de la función por 

	

= 	,Y2,•••IYN}• 

Observe que illifique en apariencia, este algoritino parece muy primitivo, aporta en 
general resultados de muy buena calidad para modelos con pocas variables; en este caso, 
la rapidez de convergencia es muy buena en las primeras iteraciones, pero disminuye 
rápidamentre su eficiencia conforme se acerca al valor óptimo del modelo consumiendo 
demasiado tiempo en la localización del mismo. En general, la precisión de los resultados 
es buena, y el único inconveniente que presenta es de requerir un conocimiento previo 
acerca de la región que contiene al punto mínimo. 
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A efecto de comparar la propuesta hecha, se implantaron los algoritmos RPS, G1-1 
y RSA en la, solución del problema (1\1.7); el objetivo, es determinar la precisión de 
la solución y rapidez de convergencia bajo las lnismas condiciones de operación. La 
comparación tendrá como marco de referencia la, solución analítica dada a este problema 
en el capitulo anterior. A continuación se muestra la, experiencia computacional obtenida 
(le estas pruebas. 

La tabla (V.1) resume los resultados de aplicar RPS al problema (1V.7), la letra 
representa el número de la iteración donde se encuentra, el resultado marcado, y el valor 
de p 	0.2512. 

FAMA -711 .1 ItISULTA 1.Y3S Mi Ni ER1COS DEL ii 11) I31,EM A (1V.7) CON RPS. 
ri 

5.314 
1.232 
0.271 

Punto f(A) 1 iempo 	en 	min. 
0 (6,3,4,5,5,4,8) 20.916324 

(5.30, 3.38, 4.80, 4.80,5.32,5.34, 6.54) 21.358074 1 
(4.85,4.12, 4.97, 4.73,5.43,5.85, 6.12) 20.266718 3 

3 (4.53,4.27, 5.13, 4,68, 5.50, 5.92, 5.79) 18.390684 5 a 
(4.38,4.36, 5.41, 4.68, 5.57, 6.12, 5.60) 16.605292 7 5.68E — 2 
4.26,4.43, 5.59, 4,67, 5.58, 6.13, 5.531_ 15.946204 3 1.42E — 2 

(4.18,4.47, 5.65, 4.67, 5.56, 6.13, 5.42) 14.991029 10 2.98E — 3 
(.4.08, 4.49, 5.70, 4.67, 5.58, 6.14, 5.4.9._ 13.678308 12 6.25E — 
(3.70,4,51, 5.83, 4.66, 5.59, 6.15,5.43) 10.656183 14 1.31E — 4 

De la misma forma, los resultados de aplicar el algoritmo G1-1 al problema (IV.7) vienen 
resumidos en la siguiente tabla. 

FABLA V.2 RESULTADOS NUMERICOS DEL PROBLEMA (IV.7) CON G1-11 
Punto f(X) '1:-:npo 	en 	min. 

6,3,4,5,5,1,8) 21.010374 --- 
_(4..11,3.85,5.54,4.86,5.57,5.86,5.69) 20.678391 

17.890239 — (1.83,4.32,5.63,4.71,5.59,(3.14,5.43) 
(3.71,4.43, 5.69, 4..67, 5,61,6.16, 5.22) 13.321937 	 6 
(3.67, 4.49, 5.72, 4.67, 5.69,6.1.8,5.15) 11.768204 9 

5 (3.65,4.52, 5.77, 4.66, 5.65,6.17,5.09) 10.480274 19 

Finalmente, para el algoritmo propuesto, y con 0 2.4 se tiene 
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TA 13 LA V.3 RESULTADOS NUM ER1COS DEL PROBLEMA (1V.7) CON 11,S.A _______ 
i 
0 

Punto 
(6, 3,4, 5, 5, 4, 8) 

1 (4.05, 4.39,5.35,1.95, 5.51,5.98, 6.98) 
2 (3.86,4.47,5.63, 4.70, 5.61,5.96, 6.22) 
3 tl  (3.56, 4.56, 5.67, 4.70, 5.60, 6.08, 6.01L 
4 (3.56, 4.55, 5.72,4.71, 5.62,6.06,5.70) __ 
5 (3.55,4.54,5.74,4.65, 5.62,6.12,5.57) 
6 (3.55, 4.53, 5.79, 411, 5.63,6.13,5.53) 
7 (3.55,4,52,5,80, 4.66, 5.631 6.13,511 ) 

tiempo 	en 	mili . „..._ .... __________________ ai _________ _ 
- 

3 3.4623 
á 0.8587 
7 0.3952 
9 0.3109 

10 0.1499 
10 6.05E . 2 
12 2.54E - 2 

AM 
20.20 

17.547234 
15.049702 
12.700899 
11.218766 .,......_______ 
11.011832 
10.319088 
10.280933 

Las tablas (V.4), (V.5) y (V.6) presentan los resuRados obtenidos al aplicar RPS, G1- 
1, y RSA al problema de minimización estocástica (1.V.11) sujeto a (1V.3). Los resultados 
de la tabla (V.4), se obtuvieron empleando un valor de p = 0.989; y los de la tabla (V.6) 
cono = 1.89. 

TA 
1 

131, A V.4 RESULTADOS N UMERICOS DEL PROBLEMA (1V.11) CON RPS. 
ri Punto f(X ) Tiempo 	en 	min. 

0 (6,3,4,5,5,4,4) 27.435121 
1 (5.98, 3.05, 3.98,4.94, 4.00, 4.02, 4.03) 26.142303 -- 
2 (5.97, 3.10, 3.97,4.89, 4.82, 4.04, 4.05) 25.13178 --Y 4.946 
3 (5.95, 3.15, 3.97,4.85, 4.74, 4.06, 4.08) 24.11711 - 4.897 
4 (5.94, 3.19, 3.96, 4.81, 4.67, 4,08, 4.10) 24.09112 4 4.852 
5 15.93, 3.23, 3.95,4.77, 4.61, 4.10, 4.12) 23.55727 4 4.810 
6 (5.92, 3.27, 3.94,4.73, 4.54, 4.11,11.14) 22.00488 r 

t.) 4.772 
7 (5.91 , 3.30, 3.93,4.70,4.49,4.13, 4.16) 22.35472 7 4.736 
8 (5.91, 3.34, 3.93,4.67,4,44, 4.14, 4.18) 21.94375 8 4.704 
9 (5.90, 3.36, 3.92,4.64, 4.39, 4.15, 4.20) 20.11175 10 4.673 
10 (5.89, 3.39, 3.92,1.61, 4.34, 4.17, 4.21) 19.091112 12 4.645- 
11 (5.88, 3.42, 3.91,4.59, 4.30, 4.18, 4.22) 18.457735 14 4.619 
12 (5.81, 3.44, 3.91,4.57,4.27,4.19, 4.24) 18.017137 17 4.596 
13 (5.87, 3.46, 3.90,4.55,4.23, 4.20, 4.25) 17.998727 18 4.574 
14 (5.87, 3.48, 3.00,4.53, 4.20,4.20, 4.26) 17.984564 18 4.553 
15 (5.86, 3.50, 3.00,4.51, 437, 4.21, 4.27) 17.954382 19  4.534 
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l'ABLA Y.5 ES1.J LTA DOS N U M ER1COS DEL P1(01314E10 A (1V.11) (.0N (.;1-1. 
Punto 

O 	 (6,:3, 4, 5, 5, 4, 4) 
1(5.93, 3.02,4,00, 4.68, 4.81,4.01, 3,85) 
2 -('5.61, 3.1273 	4.5V,4.18, 3.74, 3.72¡ 
3 	0.54,3,12, 3.75, 4.47, 403,3.43,3,53) 
4 	(5 .5:3;3 	, 4.35,3701.11711 3.1) 
5 	15.517,3.26, 3/2, 4.25, 3.83, 3.40, 3.51 
6 	(5.50,3.28, 3.70, 4.24, 3.72,3.35,3.50) 
7 	(5.48,3.35,3.63, 1,21, 3.64, 3.29, 3.37) 
8 	(5.42, 3.43, 3.59, 4.13, 3.61, 3.21, 3.34) 

(5.40, 3.49, 3.41, 1.11, 3.54,3.30,3.26) 

f 	) 
27.435121 
28,072833 
26.112322 

 Tiempo 	el' 	08 

23.928234 4 
22.735533 4 
20.812229 8 
20.630893 
19.87:3020 1 
18.427444 15 
17.82023 18 

i 
1.7d3LA V.6 RESUIMA DOS NUM EllIC:',OS 

Punto f ( X ) 
DEL PROBLEMA (W.11) CON 11,SA. 

aj Tiempo 	en 	munit OS 

0 (6, 3,4,5, 5,4,4) 27.435121 - -- 
11 (5.91,3.03, 1.00,4.82,4.32,4.01,4.02) 

2411721T-  
26.1423203 -- 0.7004 

VS7W 2 (5.84: 3.18, 3.99,1 :53, 4.16, 4.0i3.08) - 	- 	3 	- 
3 (5775, 3.22, 3.98, 4.31,3.91,4.12,4.12) 23.663253 6 0.3351 
4 (5.71, 3.36,3.91, 4.30, 3.81, 4.15,4.22) 22.831374 7 0.1.232 
5 (5.68, 3.39, 3.82, 4.29, 3.75, 4.15, 4.27) 21.238411 9 0.1101 
6 (5.62, 3.45, 3.80, ef.25,3.69, 1.16,4.29) -20,0.bW3 ---  10 0.1009 
7 (5.60, 3.59, 3.71, 4.21,3.69,4,18,4.32) 18.872531 12 0.0123 
8  (5.59, 3.64, 3.70, 4.20, 3.67,4.20,4.34) 16.12:3527 14 9.12E - ' 

En una nueva aplicación, se presentan a continuación las tablas (V.7), (V.8), y (V.9) 
que muestran los resultados numéricos de aplicar los anteriores algoritmos al problema 
de optimización estocásiica (IV.12) sujeto a la, restricción (IV.3). En este caso, para la 
obtención de los resultados de la, tabla (V.7) se utilizó un p 	0.964, y para, la, tabla 
(V.9), 	= 1.97. 
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FABLA V.7 RESULTADOS N UM MICOS DEI, PROBLEMA 0'5/.12 CON R,PS. 
Punto 	 AX 	Tiempo en min. 	ri 

(5,5,6,4,4,4,4) 	 27.435152 

	

(4.91,4.92,5.01,3.93, 3.87,3.82,3,90) 	20.371261 	 0.5111 

	

(4.88,4.90,5.89,3,92,3.84,3.77,3.88) 	1.7.27311,3 y 	 0.0855 

	

_(4.86, 4.88,.887, 3,00, 3.80, 3.71,3.89 -10.1126572 	4 	-5.()8W ..,..., ..___ 

	

(4.83,4.86, 5.84, 3.88, 3.76, 3.60,3.82) 	9.231.649 	4 	1 i Vil 

	

e:81,4.84 , 5.82, 3.86, 3.73,3.62,3.80) 	9.016i'i23 	5 	0.0_766 
(4.79,X1.82, 	áZ,T.i(0761-1 37ff 8831437 	7 	0,0739 

	

(4.76,4.81,5.78,3.83,3.67,3.52,3.75) 	7.1)51647 10 	0.0712 

	

(4.74,4.79, 5.76,3.82, 3.64,3.4,3.73) 	7.4:38185 	12 	-ii7057- 

	

(4.40,4.51, 5.43, 3.51, 3.15, 2.710.30 	7.058145 	14 	T.iiiiri- 

	

4.18,4.33, 5.22,3.41, 2.83,2.32,3.13 	6.914741 	17 	-1:001F 

TABLA. V.8 RESULTADOS NUMER1COS DEL PROBLEMA (1V.12) CON G1-L. 
t Punto f (X) Tiempo en 	minutos 
0 (5,5,6,4,4,4,4) 26.98345 _ 
1 (4.45,4.62,5.91,3.85,3.34,3.59,3,98) 23.983345 ._ 
2 (4.41,4.58, 5.56,3.60, 3.31, 3.)7, 3.943 21.625622 
3 (4.39,4.49,4.82,3.56,3.26,3.53,3.87) 1.9.092783 1 
4 (4.32,4.43,4.76,3.55,3.23,3.48,3.74) 1.8.820354 2 
5 

7 

(4.29,4.38,4.72,3.51,3.21,3.42,3.57) 17.920349 3 
4.26 4.35,4.70,3.48,3.18,3.40,3.42 15.837342 4 

5 (4.23,4.33,4.65,3.43,3.12,3.37,3.37) 14.782311 
8 (4.21,4.29,4.53,3.41,3.07,3.32,3.28) 12.923298 9 
9 
10 

(4.18,4.29,4.51,3.36,2.97,3.26,3.19) 10.950147 
1.0.431865 

9 . 
(4.17,4.26, 4.48,3.29, 2.91,3.20,3.17) 1.4  

11 (4.15,4.1.8,4.43,3.23,2.85,2.75,3.11) 9.951455 16 
12 (4.12,4.16,4.42,3.19,2.78,2.58,3.11) 7.717431 18 
13 (3.02,4.16,4.42,3.19,2,64,2.52,3.12) 6.821263 23 

0.0919 
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TABLA V.9 RESU1XADOS NUMERICOS DEL PROBLEMA (1.V.12) CON 'ISA 

21,2938447 
20.0982275 
18.2039163 
18.8203571 
15.8373452 
14,7827311 
10,9517547 

9.5514845 
6.7174491 

Pinito 
(5,5,6,4,4,4'

,4)_  
_(i.91, 5.00, 5.81, 3.99,3.98, 3.90, 3.95) 
(9.82, 5:00, 5.78,3.87,3.74, 3.87, 3.21) 

.8171".719,5.7.7,3:7673:T*;8,3l83,á-iiiy 
(4.26, 4.35, 5.20,3.48,3.18, 3.10, 3.13) 

4 .3713.íj:3/, T.17-1T 
II,UT,Vi.27áTár', SiTáS:I44-  

(,1:17;451 Ziiii,T.20,IViTáV;T.60-  
74.15, 4.18, 	4f/6,5.273,2.65, 2.58, 2.91) 
(4.01,4,04, 4.91, 3.21, 2.28, 2.,35,'2  

tempo en nnnu ,os 
0.2211 
0.2112 

1 
	

0.1876 
0.1523 

3 
	

0.1222 
0.1076 
0.0912 
0.01T 

11 
	

0.0612 
14 
	

0.0586 

7  

Para continuar con este amilisis, en la tabla (V.10), se muestran los tiempos promedio 
utilizados por cada algoritmo al efectuarse 10 corridas con distinto número de nodos para 

la minimización del problema. (1V.7) sujeto a la restricción (1V.8). Los valores de los 
parámetros (le cada algoritmo, se escogieron (le forma similar a los ejemplos anteriores, 
los valores de f(A) pertenecen a USA y los valores de la, matriz li t , 1 = 5, 6, 7 utilizados 
en este ejemplo, fueron tomados (le la matriz original 11 al considerar las primeras 1 filas 
con las primeras / columnas; en lls  y 119, se utilizaron las siguientes probabilidades de 
transición 

r8, 	 tr, = 0.1 . 2 = 0.3, 	 rti,3 	0.4, 	rgt3  - 0.1. . 

TABLA V.10 TIEMPOS PROMEDIO (EN MIN.) PROB. (IV. 7) ) 
:/". 	de 	nodos RPS U  1 - 1 USA r') 

5 .1 10.1721 15.1714 10.4112 18.4712 
O 13.4111 17.1424 12.1752 14.8114 
7 14.8514 25.6418 13.71:32 10.1547 
8 23.8762 40.7283 19.8622 8.8433 

32.9855 65.7122 25.8762 8.0235 

En la tabla (V.11), se muestra también el resultado de los tiempos promedio, pero 
esta vez los valores corresponden al problema (117.11) sujeto a la. restricción 
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TABLA V.11 TIEMPOS PROMEDIO (EN MIN.) P13011, (IVA]) 
P 	 - 

21.17:34 

11.1284 

131- 1  
—15.7132 
16.9224 

RSA 
10.1249_

-1-  i715 
28.1233 13.5487 
43.2804 18.6596  
64.8722 25.1587 

18.0362 
16.0584 
14.8732 

9.87721.  r  
12,78r  
15.032 
24.143 
32.231 

# de nodos 

6 
7 
8 
9 

Finalmente, en la tabla (V.12) se muestra una comparación entre los valores óptimos 
obtenidos por los algoritmos sometidos a prueba al solucionar el problema (IV.7) sujeto a 
la restricción (1V.8); se muestra, también el error absoluto cometido entre cada algoritmo 
con respecto a la solución óptima obtenida analíticamente en el capítulo IV (denotada, 
en la tabla por X" cuando se trata del vector de soluciones; y como a:** cuando se trata 
de sus componentes). 

1ABLA V.12 ERRORES ABSOLUTOS EN LA SOL. OPTIMA. 
1 4 -- xr 1 f(X *) 1 f(X*) — f(x" i) 

RPS (0.10,0.03,0.05, 0.00, 0.06, 0.00,0.44) 10.6561 0.3961 	— 
G1— 1 (0.04,0.02,0.11,0.00,0.02,0.02,0.10) 10.4802 0.2202 
RSA (0.05,0.02, 0,08, 0.00, 0.00,0.02,0.01) 10:2809 0.0209 

Los algoritmos RPS, 611-1 y HM fueron también aplicados en la solución del problema 
cstocástico de inventarios (IV.21). A continuación, en la tabla (V.13) se presentan los 
resultados obtenidos en estas corridas; el significado de las variables empleadas en la 
tabla son: 

o A*, Valor óptimo del parámetro de control. 

o //3*, inventario promedio asociado al control óptimo al término de la simnlacióri.  

o D P* Déficit promedio asociado al control óptimo al término de la simulación. 

o CE', Costo mínimo esperado. 

Los valores inicialmente dados fueron: 

o No. de ciclos de simulación 	2000 

o Inventario inicial = 600 tocas. 

105 



En el ciílculo de Y' por I PS, 	empleo un valor de p -7:: 0.8765; y para RSA e = 2.34. 

TABLA V.13 SOLÜCIONES Y TIEMPOS PROMEDib PARA EL PliOBLEMK—(W.-21) 

TiPS 
G1— r 
RSA 4.1416 

4.751 

7251-  D I " 

605.810 
615776 	0 
587.91 	0 

liempo 
3164125 14.653 
;33177521 30.17 
229957 5 9.634 

El ejercicio luce repetido  repetido nuevainente, 	esta vez a partir de las siguientes condi- 
ciones iniciales: 

e No. de ciclos de simulación = 1500 

o Inventario Inicial 	50 tocas. 

o 4.38 

e o = 2.31 

Los resultados obtenidos se resumen en la tabla (N7.14); el valor utilizado por RPS para 
este caso es de p 0.6395 

TABLA 
Al-  

V.14 SOLUCIONES Y TIEMPOS 
C E* 

PROMEDIO PARA EL PROBLEMA (IV.21) 
I P* para* Tiempo 	en 	min. 

RPS 3.879 9.5(32 563.728 
M  

743)655 12.098 
G1— 1 3.764 12.873 612.653 1.2873803 34.63 
RSA 3.98 8.913 578.562 6876678 8.234 

De los resultados anteriores, 11SA genera soluciones más precisas que los otros dos 
algoritmos, esto se debe a que utiliza mayor número de evaluaciones que ItPS para 
localizar la dirección de descenso, y una vez localizada esta, evita la evaluación de puntos 
que no contribuyen a lid minimización de la función coino en el caso de 	t. No obstante 
lo anterior, requiere algunas veces de un tiempo mayor (lile RPS en casos donde el punto 
inicial está cercano a la solución óptima; esta diferencia no es mayor de un 7% en el peor 
de los casos. 
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En situaciones normales, el tiempo de convergencia (le JIS 'A es Inenor que el de los 
(los algoritmos comparados, y su utilidad es más. marcada en aquellos casos donde el 
'modelo presenta mayor complejidad; por lo anterior, el uso de RSA se recomienda en 
situaciones donde el problema de minimización estocástica requiera de un considerable 
esfuerzo computacional para determinar tanto las direcciones de descenso, como el valor 
asociado a la función objetivo. 

Finalmente, se recomienda que en el uso del algoritmo desarrollado RSA, el número de 
puntos simulados sobre la superficie de prueba disminuya en razón inversa de la dimensión 
del problema, aconsejándose un mínimo de 4 valores simulados. Lo anterior se basa, en los 
resultados obtenidos en la ecuación (11.15). Note que este caso, la principal desventaja 
de lISA cuando aumenta la dimensión del problema es la disminución de su eficiencia en 
la búsqueda; este problema es parcialmente corregible si se selecciona el valor de hk  lo 
más grande posible que permita, el problema. Para este caso, el valor inicial de hk  fué 
tomado como 10, con una eficiencia en el algoritmo del 38.69 %. 

V.2 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

En este trabajo, se ha= desarrollado un algoritmo de búsqueda aleatoria para la opti-
mización de sistemas dinámicos. Se ha presentado asimismo, su prueba de convergencia, 
basándose ésta, en las resultados obtenidos por Erinorev sobre las sucesiones Quasi I4'ejer. 
La propuesta fué aplicada a problemas de lineas de espera e inventarios, y se presenta la 
experiencia, computacional ligada a cada aplicación; en términos generales, el algoritmo) 
es "bueno" para la optimización por simulación de modelos de esta especie. La técnica 
propuesta, puede funcionar tanto para modelos de optimización estocástica definidos 
explícitamente como para modelos en donde la función objetivo es difícil de evaluar o 
bien cuando esta sea no di ferenciable. Asimismo, su implantación y operación es relati-
vamente sencilla para usuarios con conocimientos elementales de simulación digital y con 
una PC con memoria mínima de 1 mega en 1t AM, recomendándose además una velocidad 
de 25 Mhz para tener acceso a, las soluciones en tiempos razonablemente cortos. 

Las técnicas de programación matemática estocásticít (;op4ituyen, un atractivo campo) 
de investigación, la potencialidad estriba en que la función objetivo) y las restricciones, 
suponen total o parcial información a priori, por ejemplo unimodalidad. convexidad, etc. 
no obstante, si tales condiciones no son fáciles de probar por la naturaleza estocástica, 
de las funciones, la simulación es la única salida. Al respecto Se pueden mencionar una 
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gran variedad de trabajos Macionados con la estimación de 10:3 gradientes y liessianas 
asociados a funciones estocásticas. Este nuevo concepto recibe el nombre de análisis de 
perturbación [véase por ejemplo Rehilar' y Weis (1988)1, 

Existen en la literatura, una gran cantidad de trabajos relacionados con la poten-
cialidad de la simulación en la optimización de modelos dinámicos. Así por ejemplo, 
Simmons (1972) ha investigado sobre políticas óptimas en modelos de inventarios usando 
simulación bajo el concepto de costos sobrepuestos. Más recientemente, Curry y 'liad-
fiel (1983) han combinado técnicas simulación con algoritmos para minimización y han 
obtenido soluciones eficientes con estructuras sólo conocidas parcialmente (bajo incer-
tidumbre). 

Muchos desarrollos recientes dan promesas muy halagadoras a la optimización por 
simulación; en este sentido, el análisis de perturbación puede, eventualmente dar una 
buena alternativa en la optimización de sistemas dinámicos  a gran escala. Al respecto, 
Suri y Lcung (1987) han utilizado el análisis de perturbación en conexión con métodos 
estacásticos de aproximacion por las técnicas Robbins y Monto (1951), así mismo, Kiefer 
y Wolfowitz (1952) han reportado resultados interesantes al aplicar estas combinaciones 
a modelos de lineas de espera M/M/I. La estrategia (le aproximación estocástica en 
simulación, fané sugerida por Glynu (1986), estos dos métodos de optimización aplicados 
a procesos regenerativos han sido tratados como casos especiales en la estimación de tasas 
de valores medios [véase por ejemplo Fishinan (1980)]. Posteriores trabajos teóricos y 
empíricos han sido destinados para, evaluar la factibilidad de aplicar los métodos de 
aproximación estocastica via simulación digital, ver por ejemplo Deckers y Aarts (1992). 

De igual forma, los experimentos de simulación para el análisis de frecuencia domi-
nante ofrecen otra muy buena perspectiva para aplicarse dentro de la optimización por 
simulación, sin embargo, esta técnica conlleva a otras dificultades en su implantación, 

Un área más que requiere de futuras investigaciones es la técnica de superficies de 
respuesta basada en la aproximaciones gráficas ¡véase Daughety y Turnquist (1980)j, 
finalmente, se menciona como un caso muy interesante, el considerar la inclusión de los 
costos de simulación en el análisis de la optimización. 

En cuanto a la eficiencia de la simulación, se han (lado grandes avances en el desa-
rrollo de las técnicas de reducción de varianzas. Estas, reducen la varianza de algunos 
parámetros deseados a expensas de aumentar la varianza en términos que son insignifi- 
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cantes, A este respecto, Scluuben y Margolin (1978) proponen una estrategia de técnicas 
de reducción de varianza con propósitos de naturaleza secuencial en diseños de superficies 
de respuesta. Mas recientemente Nozari, Arnold y Pegden (1987), así como Tew y Wilson 
(1987) han desarrollado estrategias estadísticas para aplicarse a los modelos propuestos 
por Schruben y Margolin para estrategias por simulación. 
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A 1)EN C/' Pi, A 

CALCULO DE PROBABILIDADES DE TRANSICION HACIA Xi+i  

Antes de efectuar el cálculo de la probabilidad de transición, conviene detallar algunos 
aspectos relacionados con la función de error para el argumento x, fer (x). Por definición 

fer (x) 
	2 	

6--"  (IY )  

al hacer el cambio de variable 	y .\/ se tiene que 

fer(r) = e-1)7 dy = 
2 rri 

e-(2/2 dt 
V27r . 0 

 

e-t/2 (11 
1 

 

U 
2 

 

VST:.  

	

2 [Fx(s 	- 1/21, 

así 
fer 	= 2 [Fx(x11) - 1/21, 

Por lo anterior 
14.31(x‘/) = - [ fer (x) + 11. 	 (1) 

Considere a la función 0(X, 14/) como una, función aditiva del tipo 

b(X1 	Bao tifik) = g(Xi + 

análogamente: 
0(Xil Wio) = y (Xi) + 

La transición desde Ami  hasta X41  genera, una variable aleatoria A-7/ definida por: 

= OeXi 	Urik) INXil W10) 	gPli OtBik) Wik - g(Ari) Wio 

1.1.0 



EgGYi ei Bik  gGY-i)] (WaQ "Vio) 

Ali 14/, 

donde Wik ± Wio 	j47  N(0,2a2). Ya que el canibio de la, función puede darse tanto 
positiva COMO negativamente, se debe entonces tomar el valor de dicho incremento en 
términos de su valor absoluto 

1'{AY 	Ag 

donde por (1), se tiene que 
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API41.1NDIC 

ESPERANZA DEL ESTIMADOR DEL QUASI GRADIENTE 

Sea .kk+1  un punto1  sobre la superficie de la esfera n—dimensional centrada en. Xh; 

entonces X/„.../A  es encontrado de acuerdo a 

11.‘/ k4.1 	Xk 

donde Yk  (i) 	(2) 	(n) 
fi 	. • • 9Yk 	es tal que 

ti 

(1) 

Una forma de construir un estimador W(k ) del subgradiente de y en Xk viene dada 
por [véase Ermolev 1.9831 

11,̀, g(Xk AkIPAD  g(Xk) 
ki, A (2) 

donde se supone que en la iteración k se cuenta con pk  muestras de tamaño n: 

ki 	kYki 9Yki 	• • • Ibilí 17 	' 	-1  5 '1 • • 	Pk• 

En nuestro caso se tiene que 

E{4(Xk) I X/J ElekT2„,81„,1 Xk} á Okn,„ E{132,„1 Xk }, 

donde por (2) 
Ph 

«xk) okninrilgtxk+W----9(mi 

lEn este caso se usa la notación gk+.1 para identificar al punto sobre la superficie de la esfera, a 
diferencia de la notación convencional Xkl.i que denota al valor subsecuente encontrado por la sucesión 
propuesta. 
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aquí, L 	z 1, 

Por la convexidad de g se tiene que 

Íg(Xk  4.  Y )  g(xolni 	g(Xk ) 	11, 

por lo que entonces 

E {[g(Xk ) giD fi(X 01% I Xk 	E( :\>.  g(Xk)TYZ1 ) 

, ni )'' . g(X1,) 1 X } 	'("g( Xk ), 

donde 

(172'  Yk 
	

Dy1J2 = 

Así, de (3) y (4) y considerando la sumatoria se tiene finalmente que 

E{c(X )1 Xk} = pkOk172„Ñ9(X!,) 1- ?3 = 	g(Xk ) 73. 
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