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Introduceion, 2
Introduccdn

Uno de los objetivos del presente trabajo de tesis es comparar los vesultados

de dos teorfas. Una de ellas os o que dessirvollarvon Beltzer 3 Bravaer (1935) v
(1937) v L otra es of Mdétodo Autoconsistentes Licenal fue desaarolladie por Sabing
v Willis 119925 Fl problen que ans

ondas chisticas en materiales policristdinos. La teoria desiarollivdi por Beltzer o

i teorias estidiing os el de propaenetdn de

Brivvner (195331 v 0 VOST1 consiste o nrilizar Las reliciones e Kramers v Aroniy
para lo elasticidad, Esras relaciones din e formn pore hotloe B coloetdnd de fise
]

como funeidn de ta frecuencin conociendo de dntemnno by arennacion e la onda,

Ao lareo Jde los eapitalos se decarollarin los elesientos necesanios para ballar

tanto L oaternneion corgo o veloetdad e fose con faneion de b ireenoneta, ool

nltie capienlo we o

Willis {1992

oL Nerados Nvoconsistente desarrollido por Sabina v

Fn ol primer eapitulo de e ptun Disdoos e vastieldid, Se
obtienen las ecunciones baisteas de elasticrdid o partir de las eves de conservacion

conn fon, masa, nomento Hoealo niowento anenlon enerene Lo teorta gue se

propone, para ol estudie de Toelastividad, s T teorin fineal. Seestndid o} flujo
de energia. Por dltinno o extudin Jo propocicton de ana onda pling enc nn meeio

clistico homegduro ¢ isGtropo. El prescute capitnlo fue bavide escnelalmente en das

notas de elaxe del curso de elastividad bupartido oo of Des Fodoneo Sidina.

En ol segundo capitulo s estwdin o] ferddimeno de disper-ion, Caando ane
onda atravicsi un tucedio no homosdneo <o proesenta ol fendmens de dispersion, De
hecho enando nna onda <c propas un en na mwedio policristaling se presenta este
mismo feudmeno, Seoestudin Ly propacicion de unac ondae pla moeromidticn en

una cuerda no homoednen esto debado oo Ce it = plicdde hadlar su

Sil

solucion explicita, Se cnuneia v hieeo =c s el teorermin oo Ty L opuesto que
¢ste conticne a las redaciones de Krioners y Rronde o tenbicn Whnradas Beleciones de
rll‘ﬂ]u'l‘\w;ll. L;ls l'v']:li‘i(llll’\' nlt' I{r:nnvr- [\‘1'4)!1‘1’1 ~uty ll‘?l'!il\ it H!’T\‘l;‘(‘l' l;ln :wl.‘u'iuln'.x
de dispersidn para Le clsrieidad. Lis relaciones deodispersion para elasticidad son

usaclas mits acdebote obtenor bovcioeidad de fuse de wia ondin que se propaga

en nn medio dipersivo,

En ol eapitulo terecro = obticne L atemneion de anan ondi et an tiedio poli-
cristalino como funeion de la frecnccin, El maodelo gque se estudin es el Modelo de
Rokhlin (1970). Despuds de haber hallado la atemnacion vomao funcion de la fre-

cuencia se hacen las graficas de algunas carvas, Es necesario conoeer Inatennaeion
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¥ asi retomar las relaciones de dispersion para poder calenlar te velocidad.

La teorin de B y B (1985) usa la formula de Rokhlin 119701 v haee un ajuste
de tres pardmetros libres utilizanado resultados de Stanke v Kino 119330, El trabajo
de § 3 K (1083) da resultador asintdiicos para Lic atenuaeidn en tres intervalos de
frecuencia diferente. 13 3 B (1083) combinan los resalrados de Roklilin (1970) con
los de Sy (19531 ¥ las relaciones de dispersicm para ln olasticidind v asi o5 eomn
caleulan la velocidad de fase. En el capitulo enarto se obticne los tres parimetros
libres usaudo ambos resultados, es decir, los de Rokhlin (19705 v los de S K (1983
Se caleula la velocidad de fase usando las relaciones de dispersion para la elasticidad
que ge vieron en el segundo capitido. Para poder obtencr L velocidad de fase se
hace uso de algunos resultados Importantes de vapiable congleja. Al final de este

capitulo se comparan los resultados obtenidos cnel presente trabajo conlos de B v

Cotahlies S earndlio tninoned

B (1985) v {19387} v se ohworvan Jiferens N

de las diferencias de los resultados v se concluye que los resnltados de By B (1083)
v (1987) pura las velocidiudes deberdan ser corregidos,
En el capitulo ¢qninto se hace nna brove deseripeion del Modelo Autoconsistente

de Sabina v Willis (1902).

En el Wltimo capitulo se comparan fos resultados de Tas dos teorin v se grafican
junto son los resultadoes experimentales existentes, Los materinles polieristalinos

que se estudian son ol flerro, aluminio ¥ niguel. Se observa que las dos reorias que

se comparan arrojan resultados muy res parie undas S oen forro v aluminio,
sin embargo para ondiss P en los tres materiales los resultados de ambas teorias no

son comparables v tampoco lo son para ondas S en niguel,

Por ltimo se eseriben las conclusiones del presente trabajo de tesis.



Capitulo 1

Elasticidad:

Conceptos Basicos
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1.1 Introduceidn

Todo cuerpo se deforma, en nayor o menor grado, cuando se le aplica wna
fuerza. En el presente trabajo se hace uso de b teoria de la mecdnica de los medios
continnos que trata de Jas deformaciones v los movimientos de los cuerpos bajo T in-
fluencia de efectos externos, tales vomo fucrzas, desplicamicutos, ciunbios térmicos,
interacciones quindeas. efectos clectromapgndticos v otros cambios del medio ambi-
ente. Para el estudio aqui realizado sdlo e consideran s fuerzas de origen mecinico.
Dicha teoria se basa en fa hipotesis del comtinno, Esta hipdtesis despreeia I estruc-
tura atomica de la materia, os decir, no toma en enenta su estructura disereta y
supone gue es un medio contino euyos puntos geométricos se identifican con puntos
materiales. Feto eqnivale, fisicmnente, o decir que cualgquier elemento de voluimen
contiene un gran minero de atomos. Con esta hipdresis estamos considerando
fendmenos macroxcdpicos. Cnando se hable de un elemento de vobimen infinites-
imal siempre so quiere decir gue es may pegueio en comparacion con ol volumen
del cucrpo que se extudia, pero muy grande en comparacion con las distaneias eutre
sy atolos, (Fig, 1.1.1) Tambicn las cantidades fisteas que se cwplean en la teorfa,
tales como, densidad de masa, desplazamiento. efe. se consideran como funciones

continuas de la posicion x v el tiempo ¢

Cuerpo
Continuo

Punto
Material

/

\‘"

Figura 1.1.1 Un punto material en relacidn al cuerpo, gue se considera continno vy muy
grande.
1.2 Coordenadas

Para describir la posicion de un punto en el medio continno se pueden emplear
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dos tipos de coordenadas que se deseriben a continuacion, Los puntos materiales de
un medio continuo il tiempo ¢ == 0 ocupin una region B que consiste del volumen

material 17 y su superfieie 80 La posicidn de un punto material P de 3 se puede

describir usando un sistema de coordenadas cartesiinas, X = (X X0 V) 6 por el

vector P que va del origen O de las coordenadas ol punto P (Fig, 1.2.1a)

Figura 1.2.1. Sistema de coordenadas cartesianas para nbicar un punto en el cuerpo (a) al

tiempo ! == 0 antes de la deformacion. (L) al tiempe fdespuds de haber sido deformado.

Despuds de un tiempo t los puntos materiales de 3 ocupan una region b
(Ag. 1.2.1.b) que consiste del volumen espactad ¢y su superficie s, En este es-
tado deformado, of punto material P pasa 2 ocupar un punto espacial p, que se
puede loealizar por un vector poque va del origen o de otro marco de coordenadas

cartesianas al punto p X = (7). ra.ry).

Hasta aqui se han usado dos tipos de coordenadas: las Hamadas materiales o
lagrangianas X ¥ las espacioles o culerinnas x. Las deformaciones sufridas por
el cuerpo ¥ su movimiento Heva a varios puntos materiales a lo largo de varias
posiciones espaciales. es decir,

(1.2.1)

y también reciprocamente

X = Xix.t). (1.2,2)

De acuerdo a la ecuacion (1.2.1), el movimiento lleva a un punto material P de

B al tiempo ¢t = 0 a una posicién espacial p en b al tiempo t. El movimiento inverso
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(1.2.2) nos dice que podemaos rastrear los puutos materiales que ocupan la posicion

espacial p al tiempo ¢ a una posicion original Pooivense He 1225

Figura 1.2.2. Cua ol miovinniento inverso se pueden rastrear los puntos materiales que estan

en b al tiempo { a la posicidn original B,

Axioma de continuidad

Suponemos que el mapa (1.2.1) es uniforiie v que posee derivadas parcales
continuas con respecto de sus argimentos de cualquier orden que se necesite, execepto
posiblemente. en algunos puntos, curvis y superficies singulares. Esto implica que
ada una de las ccuaciones de (1.2.1) v (1.2.2) es el inverso tnico de las otras en
la vecindad del punto material P, fe la materia es indestructible, o sea. que no
es posible deformar un volumen finito de materia en un volumen de tamano cero
o infinito. La materia es impenetrable, o seac que ol movimiento Heva cada region
a una region, cada superficie a una snperficie. v eadia carvic wonna enrva, Una
porcidn de la materia nunes penetra en otra, En I practiea, hay casos en los que
este axioma no se cumple, por cjemplo. cuando hay rupturas, ete. No es asi en el
presente trabajo.

En general, el objetivo de la mecinica del medio continuo consiste enn hallar Tn
forma explicita de (1.2.1) cuando los efectos externos y las condiciones iniciales y
de frontera se conocen, es decir, si determinamos pt) para cada punto material P,
podemos construir la nueva forma y posicion del cuerpo a cada tiempo ¢ relativo al

tiempo t = 0.
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1.3 Deformaciones

Para Liacer un andlisis de la deformacién se loealiza a los puntos del cuerpe en
los estados sin deformnar y deformados por medio del mismo sistema de coordenadas
rectangulares ry. ry ¥ ora

Scan dS5 y dx las longitudes de los elementos de linea infinitesimales en los

estados sint deformur v deformado respectivanente entotiees:
dS? e d XN d Xy (1.3.1)

s = drde,: {1.3.2)
a menos que se diga lo contrario en ol presente trabajo se usard Ia convencidn de
sina de Einstein de indices repetidos,

Aqui el estudio de la deformacion se hara conforme a la deseripeion lagrangiana,
1 I 5 g

ie.. x es una funcion X v ¢ Por lo tanto:

dr, = 5‘\%“‘ (1.3.3)
De (1.3.1) se ticne que
d8? = b dXd Xy, (1.3.3)
donde &y es la delta de Kronecker
3 1, sik=I
pr = {0. k£l (1.34)
Mientras que o
(1.,\2 "Qf—" il--«[.\-’\l/:\'l. (13:))

TAYWIAWY
Una condicién que se debe de satisfacer para que la deformacion sea unn de nn
movimiento de cuerpo rigido es que dS? = ds? para todo par de puntos en el cuerpo
en movirmiento. Por este hecho se puede considerar a la diferencia ds? — dS? como

una medida de la deformaeion. Esta relacion se pnede eseribir como
ds? — dS? = 2d X yd X, (1.3.7)

donde
{1.3.8)
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es la llamada deformacion lagrangiana . El vector de desplazamiento se define como

u=x-—X. (1.3.9)

Sustituyendo {1.3.9) en (1.3.8) se obtiene

ot = (f?'f_k; L Ou | Ouy 3“_')_ (1.3.10)

ax: " X, " 0X, 90X,

1O =

Para una deformacion peqneia tal que el gradiente del desplazamineto es pequenio
se tiene que (o se reduce a la deformacidn infinttesimal exy cuando se desprecian

en {1.3.10) términos superiores al de primer orden. O sea que

= (1.3.11)

Natese que g4 s un tensor de segundo orden simétrico ¥ que a partir de aqui se es-
tarst tratando de la teoria de defornuicioues pequenias tales que eada componente del
gradiente de desplazamiento es nuy pequeno. Para enteader mejor el significado del
tensor de deformacion infinitesimal se pasari a dar una intorpretacion geomdotrica.
Se pueden distinguir dos tipos de deformacion esencialmente diferentes: una que es
normal o lougitudinal. Lel ey, o2 v a3 ¥ [a otra de corte o transversal, Lo, ¢)a.
€13 ¥ €2x.

La primera correspondiente a e1; se puede ver en la fig. 1.3.1. Sc puede notar
un aumento de longitud en la direceion Oxy, el cociente de dicho cambio de longitud

entre la longitud inicial | esto es:

04) ~04 _ Duy _
04 - 01‘1 T on



I Elasticidad 10

esta es la parte normal o longitudinal de la deformacién,

[
x)
c B B, .
:
:
:
H
dx -t € dx

i
1

o A A, x

dx,

Figura 1.3.1. Lu e plano £3d0, la seccion tansversal QA DC de un peyueno
elemento de volumen sufre una deformacion normal o langitudinal en la direccidn ()JT] . La

pueva seccion transversal es O ) CL

La parte cortante o transversal de la deformacion ey se puede ver en la figu-

ra 1,3.2. -
| ‘
bl
B

c
dx,’ ;
|
i
k]

=]

Figura 1.3.2. En ¢l plano I'j20, la seccidn transversal ()ABC' de un pequeio elemento

de volumen esta sujeto a una deformacién de corte o transversal en el mismo plano. La nueva

seccién transversal 0:12 BgC‘_» se manifiesta en fa variacidn angular 31'_“
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Este s atro tipe de deformacion y tiene que ver con las variaciones de Jos

angulos I'y v Iy | esto es,

T 0::, Quy
— =B =T Iy ~ = €.
5 12 1+ 12 0:; €z

Por simetrin, este andlisis se puede hacer para los demas planos 3 el razona-

miento os ol mismo pari las otras companentes normales v de corte.

1.4 El teorema del transporte

Para derivar ln eenaciones de movinsiento de la elasticidad lineal se hace uso
de la formulacion global de cuatro leyes de couservacion que son: thasa, cantidad
de movimiento linecal, momento angular v energin. Tambidn se usa el feorema de
transporte que @ contimucion se expone,

Teorema de Transporte La derivada material de una integral de volurmen
de cualquicr campo o definido eq el intertor de un volunien material o cuva frontera

Il

os s esta dads por

d ;. 0(} 0:_‘; . a . |
;j? : éde = ) ~~4lr' -+ hu)n)(/-‘ == : (—’5; ER Jh:‘[l])) R {1.4.1)

[

donde 1 es la normal nuidad exterior a s, o8 o derivada macerial de s componente
J
J deu
Una demostracion de este teorema se puede consnltar en Eringen. 1980 pag.
77. Se deben hacer algunas aclaraciones sobre la funcidn que se esta derivando, o

sea, si es una funcidn material o 81 no Jo es. Si f es una funcién material, es decir
s .
f::f(,\'.f). (1.4.2)

para X independiente de t, enronces

a9 (1,4.3)

at’

En cambio si f es una funcién espacial, o sea
f = flx.t), x = x(t), (1.4.4)

se ticne que g of of
daf ¢ Jgr : 3
PR T P (1.4.5)
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Esto es debide a que x = x{¢). Al primer término de (1.4.5) se le Uama razdn local
i ) I s
o no eslacionarie mientras que il segundo se le conoce como ol término convective.

Se usard I notacion f = df /dt para indicar In derivada meterial,

1.5 La ecuacién de continuidad

El principio de conservicion de Ia masa dice que fa masa total del enerpo no
cambia durante ol movimiento, es decir, gne 0o se erea masa pero tinpoco se
destruye,

Sean p(x. 1)y pui X, #) las densiidades del medio continuo e o sistema espacial v

material respectivimente. Entonces se pitede eseribir la conservaeion global o total

de la masa como
/,;{[(' = / podl’ (1.3.1)
S Jv

o equivalentemente
A =0, (1.5.2)
dt ], :
donde d/dt es la derivada material.
En el teorema de rransporte (1.4.1) se wdentifica a ¢ = p. Aplicando el teorema
de la divergencia a la integral de snperficie se obticne

dp a ., . o .
/.‘ (5? + 5?;-;-(/)11])) de = 0. (1.5.3)

Como esto debe ser valido para cnalguier volumen v se tiene que
ap J .
e pty)

ot Or,

0. {1.5.4)

Esta es la conservacion de ln masa local v se le conoce como la cenacién de con-
tinuidad.

Para el cazo de i deformacion infinitesimal

. ali]_ 011] dry

o= ms (1.5.5
TR PR (1.9.9)
se reduce a
Adu, 1.5.6
U = ==,

J I (1.5.6)
ya que se despreciaron términos de segundo orden. También, al mismo orden de
magnitud

du, a (01/,) .
——— = o = €53 1.5-7
Jz, ~ i \3r, & (1.5.7)
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Substituyendo (1.5.7) en {1.5.4) se ticne
g +éy =0, pl0) = po. {1.5.8)
Integrando esta ccuacion ¥ tomando en cuanta que ¢,,(0) = 0 se obtiene

log -~ = ~c,,,

P
= (1.5.9)
Au

Como e;; < 1,(1.5.9) da al primer orden de magnitud

L1y, (1.5.10)
70
entonces
(= Toum1 o e (1.5.11)

"

va que la masa total del medio continno es la misma antes y despuds de la deforma-
cion. A\ se Hama la dilotacion cibice prosio gue dael canbio relativo en ol volumen

deformadn v. Hay que notar que cuando A < () se trata de una compresion.

1.6 Balance de la cantidad de movimiento lineal
El principio del balanee de la cantidad de movimiento lineal dice que la razén
temporal del momento lineal es igual a la fuerza resultante Foque actiia sobre ol
cuerpo, o5 deein:
[
dt

En la mecinica de los medios continnos es necesario considerar dos tipos de fuer-

7
~v//nl'14/4' = F (1.6.1)

zas: las de cuerpo y las superficiales. Aquellas que aetitan vobre os puntos masa
del cuerpo se laman fuersas de cuerpa poi cjemiplo, las fuerzas de In gravedad ¥
electrdstatica. Micurras que las fuerces superficiali s son agnellas gue resultan de
la aceidn de un cuerpo sobre otro u traves de la froutera. Por cjemiplo, la presion
hidrostatica que actiia sobre la superficie de un cuerpo.

Sea t{n,x) Ia traccidn, i.c., la fuerza por unidad de drea del enerpo deformado
que actia sobre la cara de un pequeiio elemento de superficie cuya normal unidad

exterior es n ¥ centro de aplicacion es x. (Ver fig. 1.6.1)

Suponemos que t es una funcién continna. Ademis se cumple que

t{—n.x) = —t{n x) (1.6.2)
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por la tercera ley de Newton.
Sea F la fuerza de cuerpo externa por nnidad de masa. La ecuacion de Iy

cantidad de movimiento se excribe como:

d
5 /,;uzh = /,»Fr[r- + /t(n.x)ds (1.6.3)
[l a

aplicando ¢l teorema de transporte (1.4.1) al lado izquierdo de (1.6.3) con ¢ = pu,

se obtiene

d . . Lo
o /pu,(ln = / g;!pu‘ oo 4 /,’Il{.?lj?'lj("S
* Je Ja

= /{;)f (pir,) + ;)O (ptg u,)] v

por el teorema de la divergeneia y agrupando ténminos se tiene

d d'—/ 0”+1 9, R QE—L
gt J, e = o Ay, n

= / pityddre.
v

Usando la ecuacién de continuidad e identificando la derivada total de i, respecto

del tiempo se tiene que

/p(i’x - F)dv = /t(n.x)d.,~. (1.6.5)

Para obtener la ecuacion local de conservacion de la cantidad de movimiento
lineal es necesario expresar a la integral de superficie (1.6.5) como una integral de
volumen. Con este propésito se aplica la ecuacion (1.6.5) a un pequeiio volumen

tetraedral v como lo muestra la figura 1.6.1.
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Figura 1.6.1. Pequeio tetraedon de volumen 0 Se muestra la traceion t sobre Ja cara

inclinada de area vy vector normal unidad o

Sea n la normal exterior a la eara inclinada del tetraedro, de drea £,y que
dista h del centro Xo. Suponcmos que t{1n,x) es una funcion continua de X v que
F y i son finitas en v. Aplicando el teorema del valor miedio para jntegrales a la

ecuacion (1.6.5) se tiene que:
. . . . .
[rit(—iy.%p) + not{ =i Xo) + natl =iy, X3 ) + . x )} S+ Ehl,k w0 (1.6.6)

donde k ¢s [p(i1— F)(8) para algnn 8 que este dentro de ey ademias k esta acotado.
El valor de k se toma de esta manera debido @ que <o aplira el teorema del valor
medio en ambias purtes de o cenacion (L6.D).0 1, son los vectores unidad en las
direcciones de los ejes v son perpendiculares a lax otras tres carns del tetraedro
con vértice Xy , donde x;. 1 = 1.2.3.4, son puntos en cada una de las caras del
tetracdro. En el Hmite. cnando A — 0, siendo x el puuto limite correspondiente del

tetracdro, se tiene
t{n.xo) = — [rt{—i1.x0) + nat{—iz. x9) + nat{—iz. x0)). (1.6.7)

Si se escribe
t{~i;,%0) = —~(0,1.0/2.0;3}, j =123, (1.6.8)
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cate de la traccidn en o diveceion x.

entances ), es la ifsima compor
Se ticne entonces que, para cualquicr punto x,
LX) = a,n, (1.0.9
puesto que t, ¥ 1, sou vectores, o, os un tensor de segundo orden Hanmado el tensor
de vsfuerza,

Se ha probado que of estado de fuierzas alvededor de cualquier puito del enerpo
ésta completamente caracterizado por las nueve componentes del tensor de esfuerzo

7;i. La ecuacidn de conservacion de momento lineal queda entonces cono

/;;[i}, — Fyde /nj,u]:{.«'. (1.6.10)
r &

Ahora se aplica teorema de la divergenein v ose ap

todos los términos en una

sola integral. Como esto se debe cumplir para todo volumen ¢ la ceuacién que

resulta es:
I:?e"f

piy = =3 p (1.6.11)
dr;
que es la ccuacion que representa of balanee de la cantidad Jde tnomento lineal local.
St p = pues la densidad de lo cantidad de momento lineal, Ia ceuacidn (1.6.11)
se puede eseribir como
p = dive 4 pF. (1.6.12)

donde o es el tensor de esfuerzo cuyas componentes son o,,.

1.7 Balance de la cantidad de momento angular

El priucipio del balance de ln cantidad de momento angular dice que la razén

ignal a la

de cambio temporal del momento angular alrededor de un punto fijo 0

torca resultante N oalrededor de O, esto es
17 . .
- /p(x A)dr = M. (1.7.1)
dt f,

Para obtener una ccuacion que represente la conservacion local del momento an-
gular se usard el teorama dol transporte y de las leyes de conservacion hasta aqui
obtenidas.

Se escribe el lado derecho explicitainente

%/p(x/\ﬁ)zlr:/p(x/\F)(lv-{»/x/\t(n,x)ds. (1.7.2)
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Utilizando el teorema de trausporte en ol Inds fequicido se tiene que

{ ) 5 o o
(—:;? [ plx A a)de = i é‘? [ptx A W) de + ‘[p(x A s

1) 0 .
= [ { b—{{,-)(x Ay Br; [tijpix A u)}} dr.

yor el teorema de la divergencia; entonees
LS

d (X A e /,/) 0\/\1')5‘ 0’\ )
Iy X/ ar = XA ) e (XA
dt uf LU art i ’Jrj( ’

17

Eu el segundo sumando del lado derecha de esta eonaeidn, el tévmino entre paréntesis

represenita la conservacion de I suasa por 1o que es jgnal a cero. Fntonees queda

o L d . s -
o PLxX A upde = PR el = f p(x A Wde. (1.7.3)
dt J. Joo ot Jr
porque 4 A 1 = 0. Asi se puede eseribir de {1.7.3) » (1.7.2)
/ px A (- F)dr = /.\' At(n, xX)ds. (1.7.4)
v Jy
La ecuacion {1.7.4) se puede eseribir en componentes usando (1.6.11)
I 1
oy o
€k d ) m—dv = [ e pr,oungds = | ek (o + oy | de, (L.7.5
/v (91‘1 N v 4 J J 0.1‘1 )
donde € es el tensor de Levi Chivita esta definida por
1. s 2k son una permutacion
par de 123
0, s1 17k hay dos indices
€k = .
repetidos
-1, s1 27k son una permutacion
impar de 123
entonees
€ik05 = (1.7.6)
O sea que
Tpj = k. (1.7.7)

Es decir, que el tensor de esfuerzo es simétrico. Esta es la ley local de conservacion

del momento angular.
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1.8 Conscrvacion de la energia
La razon de cambio temporal de la snma de as energias cindtica K e interna

U esigual @ la suma de Ya potencia P de las fuerzas externas mis todas las otras

enecrgias Q@ que entran o salen del cucrpo por nnidad de tiempo.
d . ) s .
= (N Uy = P o, (1.8.1)
dt

dende U y P son la energli interna y ol trabajo de las fuerzas externas por nnidad

de tiempo respectivatnente v Q2 es la energin calorifica por unidad de ticmpo que el

a dinica otra energia que se considera en este trabajo.

Se caleula explicitamente P,

o /ﬂF,r},:h' -f-/f,(l].x!r},4,’.~x (1.8.2)

Sustituyendo t, = oy, de (1.6.9) en (1.8.2)1 v aplicando o} teorema de la divergencia
se tiene que

P= /lu(,‘[ cr,J))wrr,ng'—J({r'. (1.8.3)

La primera parte de la ecuacion anterior es igual a pdi, /df por el principio del
f / I

balance de la cantidad de movimicento lineal, de esta manera la ecuaeion anterior s

ahora ; Iy
P / (,m.‘—f’-i + o, “') dr, (1.5.4)
dt a

s

identificando a la energia cinetica por unidad de tiempo comeo

K= l //m,u de (1.8.5)

Para obtencer la variacion temporal de la enereia inferna co tiene que definir &

E como la encrgia interna por unidad de nasa, esto es,

U= /,)E(/l', {1.8.6)
.
por lo tanto
dt’ dE -
P 7?-,—(11'. (1.8.7)

Usando las ecuaciones (1.8.4) y (1.8.5) la ccuacion de ia conservacion de la energia

se puede escribir de la siguiente manecra

dE i,
Q = [ (/)-{"{—5— - 0.15"‘;;> dv. (1.8.5)
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Supoengamos que los procesos que tienen lugar son reversibles, oy decli, no hay

disipacion de energia. S1 S es la entropia por nnidad de masn v T es i temperatura

absoluta entonces se tiene que
. S .
Q= | pT2dr, {1.8.9)
" ot

sustituyendo la ecuacidn (1.8.8) en (1.8.9) se obtiene

1E
dE )] dv =0, (1.8.10)
dt

) =0, (1.8.11)

dado que v es arbitrario. Esta es la ecnacidn de la conservacion de la energin local.

Se pnede reescribir Ja veuacion (1.8.11) de la siguiente manera

OF a8 a
e = T L el — 92
/’(Ot TO}) ”uaf((u i IJ)~ {1.8.12)
donde . .
o, = 4 (‘2”1 _57_.“') (1.8.13)
YT aN\or,  ar, T

es la rotacion infinitesimal. Pero ojjiu,; = 0 porque es ol producto de un tensor

simétrico con uno antisimétrico. Por lo tanto se pnede eseribir la ecuacion (1.8.12)

como OF 95 5
[2 e, .
p(if—TOT) ::U,,»b—'fa (1.8.14

Teniendo la ecuacion general para L couservacion local de Ia energia se pueden

hacer algunas hipétesis sobre el problemia que se quicre trabajar.
Si el proceso es adiabdtico, es decir. procesos que son muy rapidos (elasticidad

dindmica) entonces

d@ = 0. dS = 0. (1.8.13)
La densidad de energia interna es

W = pE. (1.8.16)
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Diferenciando amhos lados se tiene que
dW = 0,,dc,;. (1.8.17)
Como en el caso anterior, si la energia interna es solamente funcion de e, entonces

AL (1.8.18)

A TV se le conoce como densidad de energie de deformaciin adiebdtica.

1.9 Ecuaciones Constitutivas
Una relacion constitntiva es aquella que caracteriza al material que se estudia.
Puede ser una relacion entre el esiierzo v la deformsacion o entre lis razones de de-

| . 4 e . "
e lo (SN detertning esta Teinelon ¢ la r)bwrvacum

formaeidn v ol evfuerzo. Fin:
experimental del material estudiado,

o por la

deta entn da

Aqui se estudian mareriales elizticos cuvo comportan

ley de Hooke, i.e., una relacion lineal entre los tensores de esfucrzo v deformacion,
oy = Liiea (1.9.1)

donde Lz es el Hamado tensor de mddudos cldsticos, ¥ es v tensor cartesiano de

cuarto orden. O bien la ecuncidn (1.0.1) se puede esenibir también como
o= Le (1.9.2)
Debido a las simetrias de] tensor de esfuerzo v de deformacion, L que lo deno-
tara en forma abreviada tiene las siguientes sirnetrias:
Lukl - I-J:U - Lx;lk hd lelk-

por lo que el ntmero componentes independientes se reduce de 31 = 81 a 21 sola-
mente, en el caso mas general de un medio anisdtropo.

Un medio se Hama isdtropo st las propiedades elisticas en cada punto del cuerpo
son las mismas en todas las direcciones en ese punto. La expresion para el tensor

de esfuerzo con estas caracteristicas se puede escribir como:

aij = Acxabis + ey, (1.9.3)
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Los dos coeficientes A v ¢ se llaman parametros de Lamé. El tensor de esfuerzo
tambitn se puede cecrikir en términos del madulo de comnreabilidod w v dle ripdes
#, esto es,
D] 1
ayy o= Repdyy + 2pic g - 3(’.;111)‘
o L ) “
donde ~ se puede eseribir en trminos de ANy de pon o= A+ g4 (Landauw 1986, payg,

10).

Un materiad con simmetria cibici tiene la propiedad de gque si se rota los cjes
cristalogrificos respecto del origen en 7/2 las propiedades del material no cambian.
Para un material con esta simetria, el tensor de constantes ckisticas se puede eseribir
comao:

Ly Ly Lz 0 0
L 12 L 12 L] 1 4} 0
0 0 0 Ly 0 0
0 0 0 0 Ly 0
1] O U { 0 Ly

jad
i
o oo

bajo la siguicente convencién dado que se esta escribiendo un tensor de cuarto orden
en una matriz de seis por seis.

En términaes de las constantes eldsticas k. ul y ¢ el tensor de constantes eldsticas

L se puede escribir como:

Re+ Ype ke —=3pe Kke—32pc 0O 0 0

Ke = Fjfle Ket fj/lr: Ke = 3¢ 0 0 0

L= Re = FMe  Ke ™ %.“c Ke -+ e 0 0 0
0 0 0 W00

0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 o0 u

Para un material isdtropo:
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(%]
o

A+ 2 A A 0 0 0

A A+ 24 A 0 06 ¢

. A A A+ 2/1 0 ¢ 0O
- 0 0 0 w 00
0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 u

1.10 Flujo de energia

El flujo de energia s la razon de cambio de la energia por unidad tiempo en
una unidad de drea. Una formna para cuantificar este flujo es tomar el producto

escalar entre la traceion ¢y la velocidad . v,
P=t-1 (1.10.1)

La traccion por definicion es la fuerza por nnidad de drea. Al maltiplicar la trac-
cidén por U se obticne una medida del flujo de energia. Esto se puede ver en la

figura(1.10.1).

Figura 1.10.1. El flujo de energia que pasa a través de la superficie & que

encierra el volumen 1,

Considerando a n como el vector normal a la superficie s la ecuacidn (1.10.1)
se puede reescribir como:
P = Flm nml'lb
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o

La potenein por unidad de drea clarancnte epiescuta ol flnjo de energia a
través de la superficie s

Este concepto es importante porque da una idea de ciimta energia esta Huyendo
a través de una cierta superficie.  En los capitulos posteriotes se utilizard este
concepto para calcular la atenuacion de una onda,
1.11 Ondas Planas

La propagacidn de una onda plana de desplazamiontos en un medio elistico se
puede eseribir como:

= fixepoeetid, (1.11.1)

donde u os el desplazamicnto, p ¥ d sou vectores nnitarios en la direecion de propa-
gacion de la onda y direccion del desplazamiento. respectivamente, La veloeidad
de fase de dicha onda se denota por ¢ Es elaro que x - p o constante deseribe un
plano normal ol vector p.

Con la carcion (1.6.11) v usando las ccuaciones constitutivies para un medio
isétropo se puede llegar a

) 1 . )
uaNTu (8 5/1)VT~ u = pil, (1.11.2)

donde x es la compresibilidad v 2 es la rigidez. En la ccuncion (1.11.2) se considera
un medio homogdneo, isdtropo v en ausencia de fuerzas de cuerpo. La eenacidn

(1.11.2) se le conoce como la ecnacion de Narier |

Sustituyendo la cenacion {1.11.1) en (1.11.2) se lega ficilmente a:
a J
(pt = pet)d + (K 'rg,qu»d)p: . (1.10.3)

como p ¥ d son dos vectores unitarios diferentes, para que se cumpla la ecnacion
antetior se deben cunuplir al wenos que d = zpo p-d = (.

Sid = £p entonces
(1.11.4)

en este caso la direccidn de los desplazamientos es la misia que la direccién de
propagacion.

Si p - d = 0 entonces se obtiene:

c=cr = (fi)i, (1.11.5)
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en este caso la dircecion de propagacion es perpendicular a la direecidn de los
desplazamientos. A la onda que cumnple con la primera condicion se le conoce comao
onda longitudinal o compresional y a la que cumple con la segunda se le conoce
como ondae transversul o de corte. Notese que ¢f > op puesto que & -+ %;1 >py
x> 0.



Capitulo II

Relaciones de

Dispersiéon
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2.1 Introduccién

En ol presente capitulo se estudian las relaciones de dispersion para la olastici-
dad. Primero se estudia o] problema de dispersion en una barra que es homogénea
por pedazos. en seguida se enuncia el teorema de Titehsmash y por dltimo se usa
este teorema para obtener la relacion de dispersion para b elasticidad,

Cono motivacion o) problema de dispersion = resuelve of problema de nna
barra no homogeénen en la cual incide una ondn armdnica plana. Se encuentra que
la transmision es una funcion de la frecueneins Se estudian algunas propiedades de
la transmision como si fuera una funcion de vigiable compleia de o

En la signiente seceion se enuncia ol Toorerne de Titehmarsh . Este teorema
relaciona conceptos de linealidad del sistema fisico con ta analitividad de a funcion
tranferencia que se obticne del problema que se estudia, La funeidn analitica que
resulta de este probhlema Hene algnnas cuadidades importantes tales como: dada

la parte real de esta funeidn analitica se puede obtener la parte imaginaria de esa

. o
5 pata lu elasticidad son un

funcién y viceversa. Las reliciones de Kramers v Fre:
caso particular del Teorcina de Titchmarsh cuando la funeidn analitica e turnoe es
el indice de refraccion.

St se toma la funcion anlitica como el indice de refraceion se llega a una forma
cerrada para obtener la velocidad de fase como fuueion de la atennaeion de lo ondaen
el medio donde se propaga. Se debe mencionar que tanto la velocidad de fase como
la atenuacion son funciones de la frecucncia. La relacion que nos da la velocidad de

fase como funcién de la atenuacidn se conoce como relacién de dispersion para la

clasticidad.
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2.2 Dispersién en una dimensién

El motivo de estudiar la dispersidn de una onda en una dimmensidn en un materi-
al inhomogdénea es establecer ciertas propiedades caracteristicas de problenas, como
por ejemplo, la variacion de la amiplitud de la onda como funcién de la frecuencia
en un problema que se pueda resolver explicitamente,

Cuuando una onda atraviesa un wedio que no es homogéneo presenta el fend-
meno de dispersion, o sea. que un pulso cianbin de forma al propagarse en dicho
medio. Por ¢jemplo, supdngiase gue se tiene una cuerda infinita homogdéuea por
pedazos en las regiones: Dy = {xle > 0}; Dy = {0 <0 <1} y Dy = {ofe > 1}
en la cual incide una onda plana como lo muestra Ia fig. 2.2.1. Las velocidades de

propagacion de la ondi en la cuerda son ¢y = 1. ¢p y ¢2 en los medios Do, Dy y
Ds respectivamente. Notese que la velocidad de propagacion del medio Dy se estd

tomando como referencia al tomarla igual a la unidad.

Cqe € <

Figura 2.2.1 Una cucrda homogénea por pedazos.  En las regiones

Do(zr <0), D0 < = < 1) y Da(a > 1) la velocidad de propagacion de

las ondas es cg. ¢; ¥ ¢z, respectivamente.

Para resolver el problema de la transmision en una cuerda inhomogénea se
debe resolver la ecuacidn de onda en las distintas regiones ademds de satisfacer las

condiciones de frontera carrespondientes, i.e.. s busea una funcién » = 2(r,1) tal
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que
wolx, 1), x < 0.
oz t) = { a(a.t), 0< <!,
walart). >
satisfaga

r < 0,
0<r<!, (2.2.1)
r>
con las condiciones de frontera siguientes:
wolO4) = (0, 1) el ) = g2l )
Qfo(01) _ 92(0.0) Oautlit) _ Ogallit) (2:2:2)
ar oo ar T dr

Estas condiciones de frontera dicen gne el desplazamiento ¥ su gradiente son
continuos en las interfaces,
Es facil ver que la solucidn de la ecnacion de onda para cada regién estd dada

por:

it

(“__(J.v—r) + 1‘)(:*"1-4-'(1'?”. < 0‘

Aetaia=n g gemisle/ata 0<ur <l (2.2.3)
T(i-'(r/t‘y—f)

wolr.t)

il

xer{zt)

;,:‘2(1‘.1)

i

r >,

donde w es la frecuencia angular, ¢ el tiempo ¥ & es la coordenada espacial. Estas
soluciones tienen la siguiente interpretacion: En la regidn Dg. o o8 una onda plana
arménica monocromdtica que incide de izquierda a derecha con amplitud igual a
uno y una onda reflejada con amplitud igual a f: en la region Dy, 2 es Ia suma
de una onda transmitida de amplitud A y una onda reflejada de awplitud B: por

ultimo, en Ia region D, solo hay una onda 2 que se transmite con amplitud T
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rrem

Esto se puede ver esquematicamente en la figurg 2.2,

AVAVANIR VAN

/\/\/\\/\/\A/\/\/

Figura 2.2.2. La solueidn de la ecuacidn de onda en las tres regiones Dy,
Dy y D;. En la region Dy hay una onda de amplitud uno que incide de
izquierda a derecha v una que se refleja de amplitad B, en la region Dy
hay dos ondas. una que se transmite de amplitud 4 y una que se refleja
de amplitud B ¥ en la region Dy sélo hay una onda que se transmite con
amplitud T. Ndtese ¢l eambio de amplitudes v de longitudes de onda en

cada medio.

Se ticnen cuatro amplitudes a determinar 2, 4, B y T'. Se tienen enatro condi-
ciones de frontera. Por lo tanto se tiene un sistema lineal de ecuaciones consistente
2.3} v las condiciones

el cual se puede resolver facilmente. Usando las ecuaciones (2

de frontera (2.2.2) se obtienen las cuatro ecuaciones siguientes:

-R+4+0=1.
R+ 4/ = Bfey =1
';lcr..'l/f‘l +B(-rz_.'//m _TCI..JI/C: =

0
Afere™ = Bleyem O — Theget=te =g,

i

s
[
o
=

=

En esta scccién sélo se tiene interés en hallar a T, Despuds de hacer algunas
manipulaciones algebraicas con estas ecuaciones se llega a:
4C’(_2(.1.J(1/r7--1/c, M

T = GrTiNa T o — (e STier Tenyers=irer (2.2.3)
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Si la rapidez del medio Dy es igual a la del medin D <o Hegy 2! reenliado gue
reporta Marsden, 1973 pag. 420.

El cuadrado del valor absoluto de T representa L intensidad de la onda trans-
mitida en la regidn D, Es interesante ealendarla explicitimente Lcintensidad de la
onda |T}*

”‘uf‘ T

IT1? = —

D eer B Dier 4 @) = (e = ey = eg )

Notése la dependencia de (T2 con La Jongitud del pedazo intermedio de la cuerda,

Se debe hacer la observacidn de que la transmision depende de tas propiedades
del medio del cual Hlega. Por cjemplo, sila onda pasa de i medio a otro mas lento,
la amplitud de L onda trausmitida serd menor que la de la onda reflejada. Por otro,
lado si pasa a un wmedio menos lento la amplitud serd mayor. Esto es debido a la
conservacion de la energia.

Fara o] caso agui estudiado de la cuerda no homaogenea e comprobd que la

energia se conserva, es decir, que se cumpla la relacion

e2 (1= IR = [T},

Para ver ¢l comportamiento de la amplitud de la onda transmitida en la region
D; vale la pena hacer unos caleulos munéricos pura algnnos materiales. En la figura
2.2.3, se grafica el cuadrado de la intensidad de la onda transmitida |T)? contra
la frecuencia normalizada ol/c; para cuatro configuraciones distintas usando tres
materiales que son los signicntes acero, aluminio y cobre. La rapidez para cada uno

estos materiales se presentan en la tabla 2.2.1.

Material | Rapidez m/seg

Acero H0900
Aluminio 6300
Cobre 4600

Tabla 2.2.1. Rapidez de propagacion de una onda en diferentes materia-

les.
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Se estudian dos casos de transmisidn con tres mmateriales distintos ¥ otros dos
en el que los materiales de los extremos son iguales, dstos sour aeera-alummnio-
cabre, cobre-aluminio-cobre, aluminio-cobre-alhuninio v por 1iltimo cobre-aluminio-
acero. El primier caso (superior izguierda fig. 2.2.3) es un medio rapido-rapidisimo-
lento. La amplitud de la onda transmitida es mayor que la mnplitud de la onda
de incidencia. En el segundo caso (superior derecha fig. 2.2.3) s un acoplamiento
lento-rapidisimo-lento. La amplitud de fa onda ttansmitida erece con a frecuencia
hasta 7/2 y luego decae y esta amplitud es méds pequeno que ki de Ia onda de
incidencia. Para un acoplamiento rapidisinio-lento-rapidisimao {inferior izquierdo
fig. 2.2.3) presenta el mismo comportamiento que lento-rapidisimo-lento pero la
transmision es menor gue en el caso antes citado. En el ddtimo acoplianiento lento-

rapidisitmo-rapido (derecho inferior fig. 2.2.3) In intensidad de fa onda transmitida

disminuye conforme aunenta la frecuencia y luego vuelve a aumentar, a pesar de

este comportamiento la intensidad de estonda es mayor que la de Ja onda incidente.

Figura 2.2.3. Grafica del cuadrado del médulo de la ampli-

tud de {a ouda transmitida |T)? contra la frecuencia normal-

izada wl/c|. (a) acero-aluminio-cobre, (b) cobre-aluminio-

cobre. (¢) aluminio-cobre-aluminio v (d) cobre-alnminio-ace-

ro.
En la figura 2.2.3 se puede observar que el cuadrado del valor absoluto de la amplitud
de la onda transinitida sicmpre toma su maximo o su minimo en 0, #/2 y = Notese

que |T')? es una funcidn periddica de periodo 7.
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En el problema de dispersion de una cuerda no homogénea se pnede haeer notar
que ¢l cuadrado del valor absoluto de la onda transmitida depende de 1a frecuencia
asi como también de la longitud del pedazo intermedio v de las velocidades en los

tres medios donde se propaga ln onda que se dispersa.

T(w) se puede pensar como una

Es interesante destacar que la funcidn T

funcion de la variable compleja w. T tiene las siguientes propiedades;
1. T es una funcion meromorfa de « y tiene polos en el semiplano inferior
W ey inw —dry /1 no=1,2,3,...
donde » es salucion de €7 == [{eg + e2)iey + 1)/ (e1 = e2){ey = 1)},
2. T} = 1 cuando « es tal que PRI IO B
3. Cunndo w —ix. T -0 {(sicy =0y b
4. Cuandow — —i~ne, T — ¢ (sie; > o)

Hasta este punto se ha resuelto el problema de dispersion en una cuerda y se han
estudindo algunas caracteristicas de la transmision como una funcién de variable
compleja. Es de esperar que cuando se resuelva el problema de dispersion para
policristales, otras propiedades como, por ejemplo, Ia transmision que en este caso
serd la atenuacion tambidn dependa de la frecuencia. de la rapidez de propagacion

de la onda en cada grano v del tamano de los granos.

2.3 Teorema de Titchmarsh

En la presente seecion se enuneia ol teorema de Tichsinarsh puesto este teo-
rema muestra una equivalencia cntre cuatro resultados aparentemente distintos.
Relaciona conceptos de linealidad v analiticidad en un sistema fisico con ¢l princi-
pio de causalidad. ademsis de dar ceqaciones pora hallur la paate teal de una funcion
analitica dada la parte imaginaria de esa funcion ¥ vieoversa, Estas dltimas se le
conocen como las relaciones de dispersion 6 las relaciones de Kramers y Kronig.

Teorema de Titehmarsh Siuna funcion de cuadrado integrable G(w) cumple

una de las o condiciones siguicntes entonces cumnple las demds.
i) La transformada inversa de Fourier g(t) de G(w) es coro para t < 0:

g(t) =0.  (t<0) (2.3.1)

i) G(u) es para casi toda u. el limite cuando v — 04 de una funcién analitica

G(u + iv) que es holomorfa en el semiplano superior v de cuadrado integrable
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sobre cualquier linca paralela al eje real:

/ 1G(u + iv )| die < C. (v > 0) (2.3.2)

=

iii) Re G e Im G satisfacen la primera formwla preliminar:

Re Gl = 21 | SuRiCarRa (2.3.3)

iv) La Re G e Jm G satisfacen la segunda frnla preliminar:

* Re Glw!
Re G<1) (2.3.4)

Jm Glw) = -*:1:1'/’/

™ W

Una demostracion de este teorema se puede encontrar en Titchzmnarch, 1048
pag. 125-129.

En las secciones 1) y ii) relaciona los conceptos de analiticidad con causalidad
y los dos iiltimos son las relaciones de Kramers y Kronig. De hecho la parte del
tecorema que se usara en el presente trabajo es inicamente iii) cowo se vera en la

siguiente seccidn.

2.4 Relaciones de dispersién para la elasticidad

Las relaciones de dispersion para la elasticidad nos relacionan la atenuacidn de
una onda dentro de un medio con la veloeidad de fase de la onda en dicho medio, En
¢l presente trabajo es de especial interds conocer como se propoga una onda clastica
en un medio policristaline v por medio de las relaciones de dispersion podemnos
encontrar a la velocidad de fase como funcidén de la frecuencia,

Para hacer uso de las relaciones de Kramers ¥ IKronig que pucdan ser aplicadas
en elasticidad se tiene que definir una funeidn gue satisfaga las hipdtesis del teore-
ma ¥ que relacionen cantidades que conozeamos., Una funcidén que satisface estas

condiciones e« el indice de refrauccidn normaiizado, 1. e,

Gluw) = 2l Zz) (2.4.1)

donde n{wy) es un indice de refraccién de referencia y wy es una frecuencia de refe-

rencia. El indice de refraccion normalizado es una funcién analitica en el semiplano
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superior ademas de ser de enadrado integrable ¥ que decae suficientemente ripido

en el infinito. El indice de refraceion es por definieiin riw) = cok{w)jw donde b es

el utiimero de onda en una onda armouica platia

Jfup TR {2.4.2)
donde A{w) = w/clw}+ 1ol o se le conove como a atenuacidn de da onda v ey os
una velocidad de referencia,

Vale L pena ver eotuo se nuanifiosta la ateunacion de nuna onda armonica plana
(2.3.2) como funcion de In posteidn. Para ésto se puede haeer una grifica de a

amplitud de la onda contra L coordenada espacial v (ver {2.3.11)

Ve e - B
08,
rss . i
i
0 .
| - ;
0.2~ I
i !
o~ ~
! '
B i
1
. i
e y & Re expliths - wi)) 4
kawh+ia i
4
i
H
i
IR S STy [ 9 10

Figura 2.3.1. Amplitud dr una onda plana de la forma

ehr=wt) o k= w/e + fa como fuucién de la posicion .

La amplitud de dicha onda v decayendo con la distancia,

Notése que la amplitud de la onda decae exponencialmente con la posicidn y

ademas sigue ascilando.

Retomando el punto de las relaciones de dispersion v para hallar ala veloecidad
de fase se toma la relacion {ii) puesto que es la que relacions Re G con 3m G,
Sustituyendo G en i17). tomando cotno frecuenein de refereneias & op = 0 v haclendo

algunas manipulaciones algebraicas es ficil obtener que

clw) -!

(2.4.3)

Co
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v~

donde ¢g es limite de la velocidad de fase cnando o — 0 y VP denora o valor

principal de Cauchy.

La ccuacidn (2.3.3) nos permite hallar la velocidad de fase como fuucién de
la frecuencia si se cononce de antemano la atenuacion de la onda. Esta ecuacion
también se le conoce como la relactdn de dispersion para lo elasticidad.

En los capitulos posteriores se hallard la atenuacion como funcién de la frecuen-

cia y después se calculard la velocidad de fase también como funcidn de la frecuencia

via la relacién de dispersion para la elasticidad.



Capitulo III

Modelo de
Rokhlin



11T Modelo de Rokhlin, 37

3.1 Introduccién

El motivo del presente capitulo es obtener una formmla para I atenuacidn comeo
funcion de la frecuencia para asi poder nsar las relaciones de dispersion (2.3.3)
para obtener lu velocidad de fase. Aqui se estudia ¢l madelo de Rokhlin para la
atenuacion en un wedio policristaline.

Se describe brevemente qud es un policristal ademits de dar lax hipdtesis bajo las
cuales el modelo de Rokhlin s vilido, Con las ecuaciones bisicas de la elasticidad
¥ haciendo algnunas aproximaciones se toma ol Hujo de energin gue pasa a través de
dos granos adyacentes y finalmente se Hega a una formula para la atenuacion que

[

(o) = dey 1 —senhga (1—— =en b
= ot ( 2 a Y T ’

Esta es una formula para ealeular la atemacion como funcion de la frecuencia

para toda frecuencia, puesto que ol nimero de ondda b estin dado que & = w/e. Sin
embargo no predice con mncha exactitud los resulados experimentales que se tienen.
El trabajo de Rokhlin mss tarde lo utilizara Beltver v Bravnner para encontrar

la velocidad de fase.
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3.2 Policristales

Durante casi todo el el presente trabajo se hiably Lo de policristaies por o
que es necesario dedicarle una seceidn a dstos. Un eristal es un arreglo periodico «de
celdas de un mismo material en el espacio. Un polieristal es nn mimero may grande
de granos pegados nno a otro a lo largo de interfaces. A cada grano se le asacia un
conjunto de ¢jes cristalogriaficos. Los ¢jes eristalogrificos son un conjunto de cjes
definidos en términos del poliedro asociado o un grano (en ol modelo de Rokhlin los

cjes crisialogrificos son los ejes cartesianos ryz).

3.3 Modelo de Rokhlin

En modelo de Rokhlin para un polieris<tal considera que todos los granos tienen
la misina forma, los ejes eristalogrificos de cada uno de los granos estan distribuidos
aleatoriamente y todos los granos se encuctran unidos rigidamente. Bajo estas
hipdtesis se quiere encontrar una relacion entre ln energio dspersada del polieristal
como fuacion de la freenencia.

+ foria

El modelo de Rokhlin se considera que todos los pranos ticnen Toonid
v que los ejes cristalogrificos estan orientados aletariamente, cada grano tene de
Iado v altura a mientras que en la direecidn en gue se propaga la onda compresional
mide b, como se puede ver la figura (3.3.1). Por ln manera de dedueir 1a férmula de
Rokhlin no se¢ considera ninguna simnetrin en particutar, sin embargo cuando Belrzer
¥ Brauner retoman este trabajo para obtener la veloeidad tienen que ajustar tres
paramietros y cuando ajustan éstos se considera que es un policristal con simetria
ctibica (se retomard este puuto en los siguicntes capitulos). La atennacion es una

medida de la energia que se dispersa en un medio. La atenuacion se define como:

0 = - (331(!)

donde I, ex el total de energia dispersada por unddad de volimen en una unidad
de tiempo mientras que I es la energia que entra por uuidad de volumen ¢n una
unidad de tiempo. [ es

4
I, = - < E“l'” >, (33][))
P «

donde < E1Cyy > es el valor pramedio del Hujo de encrgla entre dos granos adya-
centes, el 4/a viene de considerar ¢l flujo de energia a través de las fronteras del
grano, que en este caso es dab (son 4 caras y cada cara mide ab) ¥ sobre dos veces el
volumen debido a que la onda atraviesa dos granos cuyo volumen en total es 2ab?

por lo tanto 4ab/2ab® = 2/a. Si se considera que la onda se dispersa en ambas
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direcciones en la frontera de los dos granos, el factor de proporcionalidad entre I, v
el flujo de energia s -17a. eq es la rapidez de la onda que atraviesa las euatro caras
del grano. La stenuacion se manifiesta como funcion de la frecuencia en el hecho
de que la encrgia promedio £ depende de la frecuencia, De hecho o que se tiene
que hacer es caleular la energia promedio < By > para todo tiempo en el vohunen

de un grano.

.

Figura 3.3.1. En ¢l modelo de Rokhlin para un policristal
es un arreglo de granos y cada grano tiene la forma de un
paralelepipedo de ancho y altura a mientras que de largo
mide b. Los granos estan unidos rigidamente entre ellos mis-
mos y los cjes cristalogrificos de los granos estan distribnidos

alcatoriamente.

Para continuar se deben hacer las siguientes consideraciones: a componente

X normal del esfucrzo de dos granos adyacenteson respectivamente

gy = ggsen{kpy x —wt), (2a)

opsen(Kppx — wt ), (2h)

It

[2F]

donde ky; y ki son los mimeros de onda correspondiente para cada uno de los granos

1y 2, w es la frecuencia circular {ver figura 3.3.2).
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2 1l

S

Figura 3.3.2. Dos granos adyacentes con niimero de onda
distintos. Una sola onda que se propaga en dos granos ady-
acentes. Las diferencias en el mimero de onda se manifiesta
en que la onda no se propada de igual manera en el grano 1
que en el grano 2.

Los nmimeros de onda son distintos debido a que los ejes cristalogrificns del

grano 1y del grano 2 no estan orientados en la misma direceidn.

Cuando se unen los granos los desplazamientos deben ser continuos, en otras
palabras los frentes de onda deben unirse en la interfase ¥ esto su vez produce un

esfuerzo tangencial que hace que se propague otra onda tranversal a la direccién de
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propagacién de la onda ineidente. Esto se puede ver en la fignra (3.3.3).

«

Figura 3.3.1. Cuuando se propaga una onda dentro de dos granos con
niimero de onda distinto ¥ se unen ambos granoes se produce un fenduieno

como el gue se muestra aqui.

Estas son badsicamente las hipotesis del modelo de Rokhlin.

Se debe mencionar ¢l hecho de gque el problema completo no se puede resolver

ues ue para cada grano se tendriun 36 cecuaciones adenias de conocer con exac-
puesto ara cada grano se tendrian 36 cenaciones ademas de conocer con exa

titud la orientacidn de los ejes eristalogrificos para cada uno de los granos. Este es

un problema muy dificil de resolver por lo que se deben de hacer algunas simplifi-

caciones. También se debe mencionar que para ol problema de los policristales no

s6lo existe un modelo. En el cupitulo V se da otro modelo para los policristales,

3.4 Deduccion de la fdrmula de la atenuacion

Para usar las relacioues de dispersion (2.3.3) se necesite nna formula para la
atenuacion como funcion de la frecuencia, por lo que en esta seceidn se obtendra
dicha féormula. Bajo las hipdtesis del modelo de Rokhlin se obtiene la energia
promedio dispersada entre dos granos en un periodo completo. Una ver gue ya
se tiene la energia promedio dispersada se halla la atenuacién de la onda que se
propaga. Para cncontrar esta energia se resuelven las ecuaciones bisicas de la
clasticidad para este problema con las respectivas condiciones de frontera v las

aproximaciones correspondicntes.
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Lo que se ha descrito en la seccion anterior es el medeln que se usard para
deducir la formula para la atenuacion, es decir, bajo qudé hipotesis esta formula seva
valida. Aunque lns hipatesis on muchas es necesario wencionnr que los resultados
gque se obtienen no estan tan alejados de los datos experimentales existentes como
se podria pensar, Esto se vera en la signiente seecidn.

Para continnar con ol estudio del problensa de hallae Tn atenunacion como funcion
de la frecuencia se debe hacer wso de lis las ecunaciones hidsicas de I eldsticidad.
En ausencin de fuerzas externas de enerpo (gravedad, electiomagndtica, etel] ¥
snlanu-mv considerando las fuerzas externas de snln'rfix'it‘ Lo conacidn bisica de la

eslasticidad (1.6.11) o=

1.2.3, (3.4.1a),

P

ot

donde p es la densidad del material en el enal se prapaga la onda, w, ~on los des-
plazamientos en direceiones ¢ = 1.2,3 r. y.  respectivamente ¥ a,, es el fensor
de esfuerzos. Debido a que se considera que la onda compresional s¢ propaga en
direecion 2 entonces lu ecnacion que gueda es:

02t11 01"’11 LO(T]'_w

3T e T (3.4.18)

tomando en cuenta que ¢l esfucrzo para el grano 1 es:
oy = agsenfkyx — )

de la ccuacién 3.4.1a. Esto quicre decir que sdlo se tiene la compouete normal del
tensor de esfucrzos y que oy v 011 son iguales a cero. De aqui se tiene que de la
ecuacion (3.4.1h) queda:
"
0'!1])

a
pP— = —agsen{kyx — wt),

J*t Oor

andlogamente para ¢l grano 2

0211;2 _ 0 y ]\ A wt
PG = pres n(kpx —wt),

integrando dos veces con respecto al tiempo se obtiene que

ko
Upy = “,;l 2 cos(byr — wity + ert + 2,

2
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debemos tomar a ¢ = 0 porque no se puede aceptar desplazimnientos infinitos y
Dot i !

. . s b
4 R FPARINIEIETLN PR T

¢2 = 0 porque se pucde tomar como referenein v = 0

para el grano 2. Se tiene entonees que

cos{hpr — wt),

cos(hppr — wt).

Upp = =

e

La diferencias de los nidmeros de ondas en los granos 1y 2 provoea que haya
otra onda que se propague en la direccion y. La fig. 3.4.1 puede auyudar a ver esto.
Como es un disturbio que se propaga en un medio debe satisfacer la ecuacion de
onda con velocidad igual a la rapidez de propagacion en esa dirceeidn. La ecuacion

de onda es:

donde ¢4 es la rapidez de la onda que se propaga en la direceion y. Para resolver
el problema se deben tomar en euenta las condiciones de froutera. En este caso la
condicién de frontera es que en la unién entre los granos 1y 2 se debe satisfacer la

siguiente condicidn

kiroe knog
Upy — Ugp ==~ cos{hkpr —wt) — - - cos(byr—wt)) en v =0,
Pt e

esto es debido a que los granos deben estar unidos. Una funcidn que satisface la
ccuacion de onda con estas condiciones es

oy

)2 [hrz cos(hirr — wit) = by coslhyr — wt)]cos by,

Uy =

donde &k es el nimero de onda transversal. El esfuerzo tangencial viene dado como:

donde g es el modulo de corte en el primer grano. Por lo tanto:
agky
012 = —/1———-%[,(‘12 cos(kipz — wt) — ki cos(hpyz — wt)senkay.
P

En general la energia que atraviesa cada una de las cuatro caras ab es:

9 2
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que es la energia de deformacidon que se obtuvo en el capitulo I cuando solamente
se tienen deformaciones normales que contribuyen a la energla gue interesa en este
momento. De aqul se obticne que

2

Ey =t {* }\v-“il‘lvr()\(’\pf —wt) ~ kpycos(hpo ~ wt)jse M”u} .

tomando el promedio en un periédo completo sobre un grano se llega a

2p.2 2 q
. oghi sen2kga ki, ' sen(kp - Ky )['>
Ky = ¥ 1-—- =k A = knke e ) 3.4

n 2M¢4< Y R ML s T (3-4.3)

La densidad de energia para la onda longitudinal, es decir, para la onda inci-

dente es: N

I=—2q (3.4.4)

donde ¢; es es la rapidez de la onda longitudiunl v €}, es el promedio de la com-
ponente del tensor de mddulos eldsticos que gobiciua la propagacion de la onda
longitudinal . Se toma el promedio por la hipdtesis de que los ejes cristalogréficos
estan distribuidos aleatorianiente. Se hace una suposicion extra. Se supone que
kiy = kg +e, quedandose a orden cero en e ¥ nsando las ccuaciones (3.3.1a), (3.3.1b),

(3.4.3) y (3.4.4) se tiene que:

L k2 uCiyeq sen2ka sen kb .
alw) = 7= (lp';’w(cwl -{1 21\,?1 1- —\11-2) ), (3.4.5.)

si se utiliza el hecho de que o = (C'l’,//:}% cque e = (/p)E oy o = kifw se Hega a:

de, son‘.?l;,lu) ( snu:.\l.',b)
1 —- —_—— ] . L.
alw) = ,( CTOP A ) (3-46)

Es claro que si el mimero de onda b depende de la frecuencia w entonces la atenua-
¢idén a es una funcion de la frecuencia.
Se han hecho algunos cileulos para saber cémo varian 2ha y Akh (Rokhlin

[1970]) para algunos materiales que se muestran en la tabla 3.3.1.
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TABLA $.5.1.

RESEV T (.f I
Magnesio 30.6 ‘ 0.299
Aluminio 10.2 0.155
Fierro 30.0 0.859

Tabla 3.3.1 Se mucstran algunos cideulos (Rokhlin {1970])
para las variaciones del mimero de onda &y ¥ para ke, para
el Magnesio, Alumiio ¥ Fierro.

Esta tabla sugicre que haya tres intervidos @ considerar debido Ia diferencta de
los ordenes de magnitad, Extos intervalos tianhidu e pueden nsar para caracterizar
el tamafio de granos o cristales que se estudian. Los intervalos ceran: 200 << 27
y Akh << #/2 para granos pequenos, 2k >> 25 v Nyh <o =/ pura granos
grandes y ol dithno inrervalo 2k.0 >> 2x y Al »>> 7720 Esto limites también son
conecidos en la literatura como los Hmites de Rayleigh. estocistico y geométrico (S
y K {1983}

La atenuacion como funcion de la frecuencia que se ha encontrado es de macha
utilidad, ya se pueden usar las relaciones de dispersion del capitulo anterior para
encontrar la velocidad de fase.

Renombrando los cocficientes adeenadamente la ecuacion {3.4.6.) se puede
escribir como ) )

(S —~ sendw ) vw — sensyw

Sl

. (3.4.7)

H

donde dw = 2kpa, v = Akpacon a=by A = de,/cp

La ecuacion (3.4.7) representu lu atenuacidn de unn onda que se propaga cn
un medio policristalino como funcion de la frecnencia. Se debe mecionar que estos
resultados no concuerdan con los datos experimentales gne se conocen. Sin emmbargo
Stanke ¥ Kino {1983] desarrollaron una teoria que da asintotas para la atennacién
en tres intervalos de frecuencia, La idea de vnir Ta teoria de Rokhilin [1970] con la
Stanke y Kino {1083 para obtener valores para & y 4 v luego retomar las relaciones
de dispersién para hallar la velocidad de fase como funcion de la frecuencia es de

Beltzer y Braunuer [1983]. Esta ultima teoria se desarrollars en el capitulo IV,
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3.5 Algunas graflcas para la atenuacidn

Para analizar la atenuacion de algunos wateriales vale la pena ver algunas
graficas de la atenuacion de algunos de ellos. {La mamera de cdino fueron caleulados
los parametros 8, 5 v A =¢ da en el capitulo IV ) Los valores de los pardametros & y

4 que se usaran para mostrar algunas graficas se muestran en la tabla 3.5.1.
TABLA 3.5.1

Tipo de Onda ) e
Alnuminio P 1LGSD [0.0148

Aluminio § [ 2.34667 [ 00643

Ficrro S 2.36157 0.331

Tabla 3.5.1 Valores de &y pavacod alundnio y ol flerro que
son usados para obtener las graficas que se presentan en esta
sceeion.
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Figura 3.5.1. La atenuacion normalizada ad contra la fre-
cuencia normalizada wd/c, para ondas § en el Aluminio.
G=v y D=é.
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Aqui se grafica la atennacion de una onda § en alwninio multiplicada por la
distancia caracteristica contra la frecuencia novmalizada que os wd/e,. Las siguien-
tes graficas son ondas § para el fierro ¥ onda P para o] aluminio.

En las siguientes figuras se grafiea la atemacion normalizada ad doude d es ol
valor caracteristico del policrisital, contra Ia frecuencia normalizida wd/e,, donde
cn es la rapidez que corresponde al tipo de onda gue se esta estudiando. Se hacen
graficas para ondus S para aluminio y fierro v P para alnminio. En cada figura se
sefiala qué tipo de onda es y cual es el material en turno.

La manifestacion de las asintotas para bajn, mediana y alty frecuencia se ve en
las pendientes que toman las curvas en los diferentes intervalos. Para baja frecuencia
la pendiente es igual o cuatro, piara medinna la pendiente o3 ignal a dos mientras
que para alta frecuencia la pendiente es igual o cero. Notdse que el ancho de cada
intervalo de frecuencia depende de las diferencias de orden de magnitud de & y 5.

Se ha encontrado una forma funcional para ls atennacion como funcidn de la
frecuencin en un medio policristalino. Hecho esto se deben encontrar relaciones
para § ¥ 7 que se acerquen mas a los datos experimentales que se tienen, Cuando
se tengn una relacion para la atenuacion se puede usar las relaciones de dispersion

para hallar la velocidad de fase como funcién de la frecuencia.
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Figura 3.5.2. La atennacion normalizada ad coutra la fre-
cuencia normalizada wd/c, para oudas S en el Fierro. G=+
y D=4§.
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ONDAS P ALUMINIO
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Figura 3.5.2. La atenuacién normalizada ad contra la fre-
cuencia normalizada wd/c, para ondas P en el Aluminio.
G=~ y D=6.
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4.1 Introduccién

En el presente capitulo se hace el cilenlo de L velocidad de fase comno funeion
de la frecuencia usando el modelo de Beltzer y Branner (1085). El modelode By B
(1983) consiste basicamente en retomar o trabajo de Sy K 01980y que dicasintotas
para baja, mediana y alta frecuencia para I atennacion con el trabajo de Rokhlin
(1970) en donde hay tres parsmetros libres oo determinar. B oy B (1053 toman los
valores asintoticos para la atenuacion en los diferentes intervalos de frecaencia y
usan la férmula funcional para la atenuacion (formmlas de Rokhiin eap. 1113 para
abtener la atenuacion como funcion de la frecuencia valida para tedo el espectro de
frecuencias,

En la seccion 4.2 se muestra la manera de cdino obtener los tres parametros
libres que se tienen en la frmula de Rokhilin, Se obtienen los tres pardmetras libres
tanto para ondas S como para ondas P En locseectdn 1.3 se ealenta By veloeidad de
2.3)

v algnunos resultados de variable cotupleja. Se observa elaramete gue existe una

fase usando las relaciones de dipersidn que se obruvieron en el capitulo 11 (2

velocidad limite. la velocidad de fase que se obtiene es:

-1
{w!
[——(‘ )] =14
o

( COs W COS yw SCLYW COB b

Cy
+ 7 -

St .2 bt

tol-2

En la seccidn 4.4 se mnestran algunas graficas para la velocidad de fase as{
como para la atenuacidn, Se comparan los resultados que se caleulan en el presente
trabajo con los que se reportan en B v B (1985) v (1987). Se observan diferencias
importantes en la velocidad, sin embargo para la atenmacidn se pueden reproducir
los resultados exactamente, Se hace un estudio detallado para la velocidad y se

concluye que los calculos hechos en By B (1985) v (1987) deberan ser corregidos,
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4.2 Calculo de é y ~

En la la presente seccidn se obticuen los relaciones para & v 4 gue se necesitan
en e} ajuste de la formula de Rokhlin (3.3.7) para la atennacion. Para la obtencion
de estas relaciones se debe considerar ol trabajo de Stanke ¥ Kino [1954] v que en
este trabajo se hallaron asintoras para baja, mediamna v alta frecuencia, Con estas
asintotas se pueden calenlar & v +.

En la formula para la atenuacton (3.4.7) se pueden identificar elaramente tres
intervalos distintos gque permitird relacionarlos con les asimotas que se danen Sy
IX [1984]. Esto tres iutervilos son:

afw) = .~1¢‘¢2',‘)u;'(/36 enando su el b 1,
afw) == .4')"7“.'2/6 cuando et 1< b, (4.2.1)
alw) = 4 cuando T <y < oow

Para obtener la expresion para la atenuacion en los tres intervalos anteriores 1ini-
camente se expande en series de Taylor a o v se lega de una manera muy sencilla
a las ecunciones (4.2.1}.

Se toma el trabajo de Stanke ¥ Kino [1084] acerea de las asintotas para ba-
ja ¥ mediana frecuencia. Las ecuaciones que corresponden a dichos intervalos de

frecuencia son los ecuaciones (241 y (33) de S y K [1984] ¥ son:

donde 1, = =a% vy a es I distancia earncteristicn, v es ol fuctor de anisotrpia,
Y, es el promedio de Voight. b, es el mimero de onda que esta relucionado con la
. kz 7.2
= ki/cp

(el subindice p indica que se trata de ondas longitadinales). e, 3 ¢ son la rapides

frecuencia y In rapidez de propagacidu de la onda de la siginente manera:

de propagacion de la onda transversal 3 longitudinal respectivamente. La relacion

para el promedio de Voigt esta dada por (ver S y IS [1934])

’

3
CPy = A+ 20— =, (4.2.2)
)

o bien en términos de lia compresibilidad queda asi

. 4 i
;), =N+

{ wm —
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Para mediana frecuencia se tiene que

(33)

(A =

Estas dos ecuaciones (24) v (33) represeutan la atennacion de ondas longitudinales
para baja y mediana {recucncia respectiviunente.
Conmbinando lus ecnaciones (24) y (33) con las ecuaciones (4.2.1) y suponiendo

A =1/d donde @ = d/2 s¢ obtiene expresiones para 3 ¥ & ¢ue son:

— (4.2.3)

12\
= (55)

Estas ecuaciones dan {ormulas explicitas para el calenlo de 80+ v 4 que son los tres
pardmetros que se querian determinar.

Se debe aclarar que este estudio para la obtencion de Jos parametros & | 5 ¥ A
se ha hecho vinicamente para ondas longitudinales, El tratamiento hecho para ondas
longitudinales tambidn se puede hacer para ondas transversales, El razonamiento

es el mismo que el anterior. Las couaciones que se romas de S v K {1984 son la (25)

y (39
eV
—_ DX
((‘p) u (25)

para baja frecuencia. Para mediana frecuencia se tiene que:

3V,

= o007+ L+

SRR )

Qg

__1"1”Y

= 750 (7 ek

Finalmente las expresiones para 8 3 v en el estudio de ondas S son respectivamente:

4=

A 1
5= {9 s (2) |} L (42.4)
5 Cp Cy ’
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donde ¢l promedio de Voigt para Cfy es: (ver Sy K [1084])

.
vé) + -
Cyy =+ - £1.2,3}

3

Se han obtenido relaciones para & 3 ¥ con los asintotas que se danen Sy K
1984} tanto para ondas § como para ondas 20 Por vteo lado con el edleulo de
&, 7 ¥ A, se ha obtenido la atennacion como funcién de la frecnencia vilida para

todas frecuencias. Heehio ésto se puede tomar las relaciones de dispersion para para

obtener la velocidud de fise como funcion de la freenencia,

4.3 Calculo de ¢(w)

Enla presente seceidn se muestra una forma de hallar la velocidad de fuse como
funcion de la frecuenecin usando las relaciones de dispersion (2.4.3). La velocidad
de fase se puede caleudar puesto que v se conoce licatenuacion como funeion de la
frecuencia, Para calenlor la velocidad de fase so debe calenlar el valor prineipal que

cliala en la conacidn {2.4.3).

La ecuacion de dispersion (2.3.3) es

=] -

donde ¢y es una velocidad de referencia gque en este ciso se toma el lmite de e(w)

cuando w —» 0 ¥ o es la atenuacion de la onda dentro del policristal que esta dada

por:
&
afw) = A f

donde 8 y 4 se halluron en la seceién 4.2 ¥ las expresiones para ondas § son las

ccuaciones {4.2.4) ¥ puara las ondas P son las conaciones (12.3). Estas ccuaciones

se presentan a continnacion:

A=

SR

o

il
—me,
(SRR el
w

+
12V
TN
N
s fe”
—
o
o
Sl
—~
da

~

e
=

. 1')5r v d
"T\s0) €l e

Las ecuaciones (4.2.4) son para las ondas S, mientras que para las ondas P las

relaciones para v y 4 son:



IV Cdleulo de ta Velocidad. 54

(4.2.3)

et estan dados como:

1
C ‘IX)-I el Ll (4
(%}

cy, (4.2.2)

1 es el factor de anlzotropin v esta relacionado con lus constantes eldsticas de Ia
siguiente manera:

= (= O = 200,

En la tabla 4.3.1 se encuentric los valores de las constantes que se tomaron para

¢l cileulo de ¢ y de 4 ¥ para calenlar ol factor de anisotropia se usan los valores de

las constantes eldsticas que aparecen en lo tabla 13,2,

Tabla 4351

Maverial { o, | e o y v LY,

Aluminio | 6310 | 3,150 131253 264 [ -1.1 [2.42

Fierro [ 3.00073.230 1 3.009

)11

]
]

Tabla 4.3.1. Lax unidades <on resneetivnmens o Cp oy s ¥ ln
. - —t - B
ulentras que para los paratnertos de Lot v pora O, <on 1010 N /p?

(B ¥ B(10373L

H
=
Tt
=1
-
19
[72]
&
I~
=
&

Aluminio

Fierro 121921 13.03710.92 1 7870

Tabla 1.3.2. Las unidodes para s constantes olisticas G5 son

: B 1037

10V N/ v para lo densidad powow dog e 3
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Con esta informacion sélo basta caleular ol vador principal de la ecuacion (2.4.3)
para obtener la velocidad de fase.

2230 para calenlar

Retomando la ecuaeidn 134,71 v sistinnvendo In oo

la velacidad de fase se tiene que:

elwd} ! 2,

- 3] . N
dotog
a1 B [
cy =hYy 0

—_—— == }

{4.3.3)

donde A, 8 y 7 son los tres parametros ihres de que yaose ha hablado con anterior-
idad.

Para calcular oste tipo de integrales se debe hacer un cambio de variable para
la funcidn seno. luego tomar regiones de intearacion donde Lis integrales convergen
¥ una vez que ya se escogio la region de integracion se aplica ol teorema de residuos.

Cuando se tiene estas funciones se recomienda el cambio de variable siguiente:

{1.3.4)

sustituyendo en la ecuacion (4.3.3) y separando las integrales en exponencinles po-

sitivas v negativas £y e Ip respectivamente se obticne:

R B, FY A L R 2,‘.\:(1-‘: +(X(7?M~‘ P I
Iy = \'P/ [ - : }d:

-2

—i{(A-a)r + l—r(*+-:):]

dz

es igual a cero por la simetria de la funcidn. en o] mamenta de los cdleulos de los
residuos.

Para las integrales Iy y I, sc puede hacer la observacion de que si se hace un
cambio de variable &' = —: se llega a que I} = I, por lo que se siiplifican el
trabajo.

Laintegral I se puede dividir en dos integrales Iy vy Iyz de la signiente manera:

[ 978e17% - 94- (A
n,:vpf 26 Bt (8> ), (4.3.5)
—ac 0y

:3(:2 — u.“!)
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y la otra integral queda

. £ ((.\.~+w,,¢; __rvu\—-ﬂ:) , 7 s
Is = VI o —lz (e > {1.3.6)

o

las dos integrales Iy y Iy tienen polos enw, 0 y « de diferente orden. Para culeular
las integrales Ity v Iy se puede hacer nso del Teorema 13 que se encuentra en

Marsden pag. 202 v que se cnuncia de la manera signiente:

Teorema 13 . Sea f(z) analitica exeepto o un mmero finito de polos.
Sean ry . ..., L los polos de fogue estan sobre ol eje real vy osapongi
que que el orden de fos pelos es finito, St fiz) = C%g(z) donde a = 0y
existenn By M = 0 tal que parac toda 2 con Doz 2 0 and (2] 2 Ry ose

ticne que Jg(2)] < M/|z] enronces NP /\\ flrddr exixre v esta dada por

x
\ P/ flrydr =2z ) {suma de residuos en el semiplano superior}
e

O 3 .
4 71 ) {sutni sobre el eje x}

El tipo de funciones que se quiere integrar soélo ticnen polos sobre el eje real
por lo que

)
- N B . . -
A P/ flryde =m » {suma de residuos sobre el cje x} {4.3.7)
~
Lo tinico que resta para obtener la integral os hacer el cileulo de los residuos de

los polos en w, 0.y —w sobre el eje x. Para ealendar oe peviduos se hnee uso de la

siguiente relacion:

(k—1)/ . 4.3.8
r=2 ! (4:38)
(k=1

donde k ¢s el orden del poulo del residuns en 20 (Ver Marsden pag. 206)

La integral Iy; se pucde escribir como

I = 7t Ry + Rz + Ryga),
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donde Ry s el residuo en —w. Ryyg en 0 v Ry en e

1.e.,

Iz = wi( Ry + By + Ry,

Haciendo uso del Teorema 13 junto coen las ecuaciones (4.3.73 . (4.3.8) v

despuds de hacer unos cilenlos sencillos de derivadas <o Hega a:

Ry = 1w
Ry = zp =00
Rygg = - T3 TE

puara hallar la integral Iy = 11y + Iy2 se debe sumar todos los residuos multiplicados
por . Sumando todos los residuos v hiaciendo el cambio de variable de la ecuacidn

(4.3.4) junto el siguiente cambio de variable:

o5z {41.3.9)
se llega a:
- 2 PP YT D g Mo L T NS ] -
o f2cos v 2cosde senvocosdy ; )
=-7 — + = - o - + . (1.3.10
h 4 ( cet T A Srsd e ( )

sustituyendo ol valor de esta integral en la ecuacion (4.3.3) ¥ sabiendo que A4 = 1/d
sc obtiene la velocidad de fase como una funcion de la frecuencia v de la estruetura

del material como signe:

C'(u.,') -t -
i
, (4.3.11)

(&) COSs Ty COS ! SONYw COS A
A\ - +

- - t -
Al -I"“'"‘ 0.!“"3
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en funcion de la estructura se manifiesta en la o, dado que d es la longitud carac-
teristica del tamano de los granos del policnistal, Un caleulo sencillo que se puede
hacer y que serd de mncha ultilidad es el inite enando w tende aintinito v encontrar
nna velocidad lite esto es:

3,

X ofw) _/ta b 5 o
A == [1 + (%) ( CREN )] :

De la cenacion (4.3.12) se ve clarnimente gue existe una velocidad limite y que

esta muy bien determinada si se conoce 5 L2 ¥ g Siy < 1 el ténaino gue domina
es + /2 porque 57/68 ex aun mds pequeno.

La councidn (4.3.11) muestra a la velocidad de fase como funecion de fa frecuen-
cia. La idea de calcular fa velocidad de fase de esti manera ~o debe o Beltzer y
Braunner {1985]. Ellos hicicron el estudio pritnero para ondas § v haego para onda

P [1087]

I Notése también que By B obtuvieron la velocidad de fase pars toda
frecuenria, es decir, para w € [o.x). Uno de los inconvenientes de esta forma de
caleular ia velocidad es que se necesita o velocidad cnando w = 0. Existen oiras
formas de calenlar la veloeidad de fase enun medio polieriztalino. por cjemplo el
v Willis {1992]. En dicho artiendo se obtiene la velocidad

desarrollado por Sabina
para un cierto intervalo de frecuencia.
En la signiente seccidn se muestran alginas graficas para ondas S v para ondas

P de algunos materiales,

4.4 Graficas para la velocidad y la atenuacién

En la preseute seceidn se presentan algnuas grificas tanto para ondas P como
para ondas S para algunos materiales. En todas las figuras se grafiea contra la
frecuencia normalizada, w, = wd/e, para ondas S v w, = wd/e, para ondas P,
En cada I"lp;\ll‘n se dice le" i tesiad ¥ ‘l“‘" iip\l de onda es. S }_.’,Xuﬁ("l T veloeidad
fraccionaria, f.e. olw)/cy - Lstesondn § v e(2)/e, — 1 si es onda P La figura de

arriba es la atenuacion normalizada que exta dada por afw)d.
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Figura 4.4.1. Oudas S Aluminio. La gréfica de a) muestra la atenuacidn

390

normalizada contra la frecuencia normalizacda. La grafica de b) muestra la

velocidad de fase fraccionaria contra la frecuencia normalizada.
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ONDAS P ALUMINIO
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Figura 4.4.2. Ondas P Aluminio. La grifica de a) muestra la atenuacién
normalizada contra la frecuencia normalizada. La grifica de b) muestra la

velocidad de fase fraccionaria contra la frecuencia normalizada.
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ONDAS § FIERRO
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Figura 4.4.3. Ondas S Ficrro. La griafica de a) muestra la atenuacién
normalizada contra la frecuencia normalizada. La grafica de b) muestra la

velocidad de fase fraccionaria contra la frecuencia normalizada.
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ONDAS P FIFRRO
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Figura 4.4.4. Ondas P Ficrro. La grifica de a) muestra la atenuacién
normalizada contra la frecuencia normalizada. La grafica de b) muestra la

velocidad de fase fraccionaria contra la frecuencia normalizada.
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4.5 Comparacién de resuliados con los presentados By B [1985] y {1987]

En la presenre seecion se compatan los resultados de By B (19335 [10837) con
los gque se caleulan en el presente trabajo v se encuentran diferencias notables en Ia
velocidad. Se hace un estudio detallado de la velocidad variando & 3y 5 para saber
si hay una pareja & v 5 que puedan reproduciy los resultados de By Bl Se coneluye

que no existen deltas y gammas que puedan reproducic los resultados de By B
(1935 y [1987).

P ALUMINID

?
i

2
B e R

g

Ay

N

8
e

1o
109 104 e 1o ) o 104

x10%
.

palBO

CwHpay

0;

R e
a3 o H

aekp

Figura 4.5.1. Ondas P. En la figura de a) se muestran las gritficas de la
atenuacién normalizada ad contra la frecuencia noralizada wd/fcy = wy.
La curva continua se obtuvo de calcular & ¥ 7 de las ecuaciones (4.2.3).
La curva punteada se obtuvo de leer directamente de B v B {19385 pag.
1054 fig.1 y la hecha con rayitas de caleular 7y = 0.01535. En lo figura de
b) se muestra la velocidad fraccionaria ofw) — ¢, /¢, coutra la frecuencia
normalizada. La notacidn es la misma que a) y la grificas que se lee

directamente cs de B y B [1983] pag, 1055 fig.2.
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En la tig. 4.5.1 se mmestra la aleni mol aad) v n velocidad frac-

anenre o existe Jiferonein ent

[i

cionaria b}, Para la atenvacion prac
se obtienen de ealenlar 8 y 5 con las cenacioues (1.2.3) ¥ las que se reportan en By
B {1983} pag. 10531 fig.1. Por otro lado en la fgura donde se presenta la velocidid
fraccionaria claramente se aprecian diferencins entre laealeulada con los pardmetros
&y 4 de las ecuaciones (4.2.3) (continuad y la que sedee de By B {1083] pag. 1095
fig.2 (con rayitas). En el intervalo de frecucneia normalizada o menor que 10
no se aprecian diferencias mientras que para o, mayor que 100 las diferencias son
notables, Dado que existe uaa relacion mny sencilla para lo velocidad Himite y los
parametros & y 5 se puede fijir nn parametro y variar el otro. Se fija 8 que se supone
mas confiable ¥ se encuentra 4 o este nnevo parametro se le anard gamma Hite
51 La grafica punteada representa tomando ef valor de ¢ == 14635 que se fijo v la
gamma lmite 3¢ = 0.01585. Claramente se ven diferencias de las enrvas para oy,
entre 10! ¥ 10% micntras que fuera de este intervalo no se parecian diferencias, Para
ver cdmo varia la curva de velocidades si se varia los para mictros ¢ y 4 se puede

ver la figura 4.5.2.
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Ondas P Aluminio
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Figura 4.5.2. En la figura a) la curva continua es 1a curva que se lee
2 v las punteadas resultan de vatiar la

de B y B [1985] pag. 1035 fig.2 3
~ = 0.008 ,0.010 .0.01585, 0.020. 0.030. 0.040 con ¢ = 14.6S. En la figura

v = 0.015

de b} es la misma notacidn pero ahora se vuria la delta con & = 6.68.
v

10.68.14.63, 13.68, 22,65, Z4.68. con =
Con lo que se puede apreciar en la figura 4.5.2 ninguna posible combinacion de
deltas y gammas puede reproducir lo que se reporta en B v B {1985]. Por lo que se
concluye que los resultados que se presentan en B y B [1933] deben ser corregidos.
Este estudio se

El mismo audlisis es> vatado paia ondas S en el aluminio.

presenta a continuacion.
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Figura 4.5.3. Ondas S. En la figura de a) se muestran las grificas de

la atenuacion normalizada ad contra la freenencia normalizada wd/e,. La

curva continua se obtuvo de calcular & ¥ ~ de las ecuaciones (3.4.2), La

curva punieada se obtuvo de leer directamente de B y B {1987 pag. 204

fig.2 v la hecha con rayitas de caleular 5 = (L0730, En la figura de b) se

muestra la velocidad fraceionaria o(w) — ¢, /e, contra la frecuencia normal-

jzada. La notacidn es la misma que aj y la grifica que se lee directamente

es de B y B [1987] pag. 205 fig.4.

Los analisis de las fignra 4.53.3 y 4.5.5 son andlogos al de la figura 4.5.1 por

lo que unicamente aqui se presentan las curvas variando tanto la 5

como la & y se

concluye lo mismo que en ¢l caso anterior. os decir, que los resultados de B y B

[1987] deberan ser corregidos.
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Ondas P Aluminio

Alerman ¥

o .
oms 5
1

§

om «;
- i

o

0008 // ]
4 |

i

i

]

)
e mlsoi 104 108 I 0 o [Iig

Filag

|

i H

’ !

i

b H ‘l

/ z

s / 1

/ i

4 / 1

3 / :

i i

H ! 1

/ |

i / 1

i

i

Figura 4.5.4. En la figura a) la curva continua es la curva que se lee
de B y B [1987] pag. 205 fig.2 v las punteadas resultan de variar la 4 =
0.06.0.070.0.0735, 0.030, 6.085. 6.090, 0.695 con ¢ = 2.347. En la figura
b} es la miswa notacion pero aliora se varfa la delta con & w2 0.347, 1347,

2.347, 3.347. 4.347, T.347, . con vy = 0.0735

Claramente no existen gammas y deltas que reproduzean los resultados de B y
B {1987] pag. 205 fig.4.
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Figura 4.5.5.

la atenuacién normalizada ad contra la frecuencia normalizada wd/eq.. La
curva continua se obtuvo de caleular é v 5 de las ecuaciones (3.4.2). La
curva punteada se obtuvo de leer directamente de B y B {1987] pae. 205
fig.3 y la hecha con rayitas de calcular 3 = 0.283. En la figura de b) se
muestra la velocidad fraccionaria e(w) — ¢y /e, contra la frecuencia normal-

izada. La notaciéon es la misma que a) y la grifica que se lee directamente

es de B v B [1987] pag. 206 fig.5.

Ondas S. En la fignra de a) se muestran las grificas de

68
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La siguiente figura se obticne de variar los parametros 8 y v,

Alumino P
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Figura 4.5.6. En la figura de a) la curva continua ex la curva que se
lee de {2] pag. 205 fig.2 y las punteadas resultan de variar la v = 0.230.
0.300. 0.325. 0.350 con & = 2.362. En la figura de b) es

0.270, 0.285.
delta con & = 0.362 . 1.362.

la misma notacién pero ahora se varia la
2.362, 3.302. 1362, T.362, . con 4 = 0.283
Claramente no existen gammas y deltas que reproduzean los resultados que se

presentan en B v B [1987] pag. 206 fig.D.
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5.1 Introduceién

Ei metodo antaconsistente lo que se quiere basicamente es ohtener las propie-
dades efectivas de un polieristal v ast con relaciones mny sencillas poder caleular la
velocidad de fase v la atennacion. El metodo autoconsistente cousidera un medio
donde hay granos incrastados aleatoriumente y una onda <o propaga dentro del
medio y de cada uno de los granos incrustisdos. Los polieristales considerados estan
compuestas de granos de an solo material de ral manera que fa inhomogéneidad se
presenta por tener los ejes eristalograficos de lox granos distribuidos aleatoriamente,
Una manera escueta para describir of metodo autoconsistente os e} siguiente:

- Se toma un medio el cual se conacen todas las propiedades clisticas v se con-
sidera un grano dentro de ¢ste, se resuelve of problenia para un solo grano,
es decir, sc resuelve el problema de nna onda que se propaga en ol medio
compuesto. S hace lo mismo pars mnchos otros granos,

- Se propone gue oxiste un tensor de maodulos elasticos efectivo de todo o material

que viene de considerar desplazamientos efectivos. 1o desnli,

Lty e »a
manifiestan macroscopicamente, Asl se encuentra una forma implicita para en
tensor de madilos elisticos.

- Por adltimo. con el tensor de maodulos elisticos hullado =¢ resuclve ahora el
problema de una onda que se propaga en un medio con las caracteristicas
del medio efectivo. De esta manera se puede encontrar en mimero de onda
complejo kel cual contiene a la velocidad de propagacion de i onda asi como
la atenuacion de la misma.

La presente teoria es vilida para cualquier simetria. Eu el presente trabajo
se consideran solamente con granos con simeltria cibica. Los materiales que se

estudian son: el fierro, ¢l aluminio y el niquel.
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5.2 Planteamiento del Problema

El material policristalino que se estudin ocupa un cierto dominio 2 que esta
compuesto de muchos grimos de un =olo marerial. La densidad de masa p de cada
granos ¢s la nisia. Sin embargo. ol tensor de modulos elitsticos Ly no lo es. Los

rancs se pueden ctiquetar de li siguiente manera a2 120 0N (donde )V oes nn

nimero muy grande}. Todos los grunos, que se pneden caraeterizar por ol mismo

ificos,

tensor de modulos elisticos L, relativo a algin conjunto de ejes cristalog
ocupan la region Q,, de Q. La orientacién de los cjes eristalograticos esta definida
por una matriz de rotacion .. de ests manera las componentes del tensor de

modilos elasticos lo podenas eseribir como:
(Lo Vjmn = LR G ORL )  CR Ve ARG Vg (L Yy {5.2.1)
Por niedio de una funcidn caracteristica f,, que ze detine como 1 s x & €1, v cero
Ja.d = ey

en cualguier otro caso, ol tensor de modnlos elasticos L para todo of policristal se

puede escribir como siguc:

.,‘
o
to

N
Lix)= ) Lafo(x). x€Q (

a=]

En todos los problemas de la elasticidad que se quieran resolver siempre se

debe hacer uso de las ecunciones bisicas de clasticidad que se obtuvieron en el
primer capitulo, i.e.. la ccuacion de movimiento (1.5.11). ccuariones constitutivas
{1.8.1), mas condiciones de frontera y condiciones iniciales. Debido a que el ntinero
de ecuaciones que habrin que resolver es muy grande el problema completo no se
puede resolver en forma exacta. Eutonces, bajo ciertas condiciones. se considerard al
policristal como la realizacian de ny medio aleatorio (conjunto nniversal ) v se espera
gue ¢l pnnn(_'(“n, sobretodas fus realizaciones (e Se denota por () de las cantidades
fisicas que se estudian sean representativas de lo gue ocurre enun policristal dado.
Por cjemplo se quiere encontrar el promedio del vector de desplazamientos (u). Mds
abajo se define lo que se entiende por promedio. La ccuacidn basica de la elasticidad
(1.6.11) es:

Tuy,y + pFi = pit;. (5.2.3)

Lo que importa en este momento es obtener los promedios por lo que se promedia

en ambos lados

(Ulj).j + pF; = <’)ﬁl)‘ (5.2.4)
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Para continuar se debe hacer use de las ecunciones constitutivas {1.5.1) . esto es,
o= Lo, donde T ea ol esfucrso, Loes el tensor de modnios elisticos y ¢ os ol tensor

de deformaciones. Al tomar el promedio sobre T foy de Hooke:

(5.2.5)

De hecho L es un aperador. L define ol tensor de modulos eldsticos efective del
[

al. Definiendo

policris
Patx) = (fa(x)} {5.2.6)

{ui{x, t1f, (X))
PalX)

(5.2.7)

us(x,t)

de este modo p,(x) es la probabilidad que X pertenezea al grano a v u, sea el valor
Pa 1 i g ’
promedio de u condicionado a que x pertenezea al grano a. Asi se puede obtener

el valor promedio de u. o ¥ ¢ Le.,

~
(uj(x.t) = Zgu,(x)u,,(x.f). (5.2.8)
crzz]
¥
N N
(@) xct) = D palx)aalxiti. ()(x6) = ) palxiea(x.t). (5.2.9)
a=1 =1

Lo que se deseca encontrar para cada grano a los correspondientes o, 3 €. Para
asj poder obtener el tensor de madulos elisticos efective L por medio de (5.2.9) ¥

{5.2.5).

5.3 Aproximacién de la autoconsistencia

El presente trabajo se centrara sobre nn dominio infinite v una distribucion
estacdistica, homogdnen y uniforme con todas lus orientaciones posibles. Se considera
que el munero de granos N es muy grande tambicn v que tienen o misma forma,

La unidn de todos los §2,, es el dominio de todo ¢l policristal.

El hecho de que 1a distribueion de lox granos sen uniforme y homogduca implica
que hay una invariancia de L respecto a traslaciones ¥ rotaciones. Se pueden buscar

soluciones de las ecuaciones (5.2.4) v (5.2.3) de la forma de una onda plana

(u)(x,t) = Acttkx—wti (5.3.1)
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donde k es el vector miimers de ouda, w freenencia crcular v A la amplitnd de ta
onda. Se debe aclarar que o caso que interesa es enindo Tas fuerzas de caerpo son
igual a cero. Sustituyendo la onda plana en la ccuacion (5.2.4 1 se obticne la relacion

de dispersion siguiente:
2 1 -y
[]'ljlunl\']ku - /’“"“Nnnj A o= 0, (5.3.2)
pidiendo que no tenga solucion trivial, Aqui la notacion L significa que es la trans-
formada de Fourier del operador L, evaluado en (4 w).

Para resolver el problema se hace uso de lo siguiente. El esfuerzo se eseribe de

la siguiente manera:

Loc+ 7. (5.3.3)

¥ == Llf
donde Ly es el tensor de modulos elasticos de nn nwedio de referencia conocido v
7 define un tensor de esfuerzo polarizado. Este altimo eampo es como una per-
turbacidn al problema de un sélo grano en nn medio de propiedades Ly, Ahora

tomande el promedio condicional so tiene:
Ty 2= Latq = Lyeg 4 7a. (5.3.4)

Por otro lado, el problema de dispersion de la onda plana (5.3.1) por un grano de
propiedades L, enterrado en un wmedio de propiedades Ly se puede eseribir para
el desplazamiento en términos del campo polarizado r por medio de la ceuacion

integral, escrita en forma siimbdlica, es decir,
u=u —Sr, (5.3.9)

donde uy corresponde al campo que resulta solo de considerar la onda plana {3.3.1)
en el policristal. ¥ § es un operador cuyo micleo esta relacionado con ol tensor de
Green para ol caso del medio con propiedades Ly, Los tensores § y S, se preden
ver en Sabina y Willis [1985]. Se puede encontrar también una expresién andiloga
para la deformacidn, esto s,

€ =¢ep— 5.7 (5.3.6)

Tomando los promedios de las dos dltimas ecuaciones se tiene que:

{u) = ue — S{r). (5.3.7)

{e) = ¢y — S:(r). (5.3.8)
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Mientras que de la ecuacion (5.3.3.), la relacidn entre el esfucrzo y la deformacion

queda

(o) = L{e) + (1), (5.3.9)

donde
(r}) = Zl’urn' (5.3.10)

Una forma para cstimar r, es enterrar un grano del tipo a en un policristal
con propiedades Ly y elegir Ly autaconsisteniemente para que se comporte como el
medio efectivo L ésto es, Lg{c) = L{r). Esto equivale a que el promedio del campo

T es coro, 1.e.,

(ry=0. (5.3.11)
Una consecuencia inmediata a (5.3.7) es

ug = {u}, (5.3.12)
O sea que la onda premedio os en efecto la onda plana que se propaga en el medio

cfectivo.

Para cfectos de cileulo, se especifica un grano por L, y la densidad p, con-
siderando una sola tnclusion del material del tipo a. Para especificar los diferentes
dominios de los granos a que se repiten se construye la funcién caracteristica. fiq

que corresponde a un dominio 2, esto es,

Halx) = foalx —x1). (5.3.13)

donde fg, es la funcidn caracteristica de Qpa.

Se suponc una onda incidente plana,
ug(a.2) = Apettd st (5.2.14)
sustituyendo en la ecuacién basica de elasticidad se tiene que:
[(Zo)iymnkkn = pw?im] ( Ag)m = 0. (5.3.15)

Los desplazamientos en términos del campo polarizado se pueden eseribir por medio

de la ecuacidn integral como

U= Up _S(T]afla)y (5316)
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v la correspondiente deformacion
¢ =y o Sl Tiafial (5.3.17)
La refacion esfuerzo deformaciin (5.3.3.) implica gue:
(Lo~ Loy 'm0 + Seitiafin) = o, riE Q. (5.3.18)

Para resolver la ecuncidén imtegral se hace la aproximacion de que el campo de
polarizacidn sea constante sobre el dominio Qy,. Entonces tomando promedios en

la ecuacidn anterior se llega a
Ly~ L) 45 m, =g, {5.3.19)
donde S, representa el valor promedio sobre €y, ademas

Cy o= ek, {5.3.20)

donde b, (k) es el valor promedio de exphk - ix - x; 3] sebre 4, o equivalentemente
el valor promedio de exp(ik - x} para el dominio Qg,. Finalmente 7, se obtiene
tomando el promedio 7,(x. 1) sobre todos los x; para los cuales x € ©2,,. Usando

las dos ecuaciones anteriores se tiene ues

TalXot) e ho(=kihath) (L = Loi™  + 5,17 egix. ). (5.3.21)

v la autoconsistencia se reduce

3 pahal=k)htk) (Lo = Lo)™' +8,] 7" = 0. (5.3.22)
[&]

Una forma equivalente, para la ecnacidn (3.3.22), que sera de mas utilidad para

haeer Ing edleulne ec ln sjgniente
Lo =" paha(=kha(WHall + $.0 Ly = Lo)] s
<

-1

D pshal=k)hsthILall + Se(Ly ~ Lo)]™! .
R

Claramente se ve que esta ultima ecuacidn es recursiva. Para obtener los madulos
eldsticos efectivos Ly se debe resolver esta ecuacion para cada frecuencia. Estos

mdédulos dependeran de la frecuencia que a su vez serdan nimeros complejos.
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5.4. Policristal isétropo

La ceuacidn anterior se puede usar para ol caso de un policristal isétropo. Los
granos que se estudian aqui son esferas con radio v, Todas las orientaciones de los
ejes eristalogrificos son jwuwadmente posibles parie cada wrane. El volumen de cada
grano es P,. La funcidn b, (&) depende solo del tinano del vrano v de la forma
pero en este caso todos Tos granos tenen la forma de osferns v son recmplazadas
por h (k) que se aplica para los granos de radio oo Se toma o Ly como isdtropo,
con los modulos de compresibilidad v de corte sy v o vespectivinnente, los cualdes
dependen de la freevencia y ademas son wineros complejos, Bl tenror 8, estacdado
[33 43 S } \\' [1959] E>t(‘ prohle‘mn ner IHH'(‘](‘ I'l‘l'l".\l'HHﬁ." entouces ool }(L\ 111(’)(]111()5

clasticos siguientes vy | py:

£ 1 €] \
3wy, 2pg) = el SRl BN (5.4.1)
(30 21ts) l3'\'n edp D [lr)J J ? !
donde:
— ik N
e = Sz itha) [sen(kon) = boacos(hoa)e 0 4 = 1,2, (5.4.2)

d (koa)
y finalmente lo gue se quicre es obiener a la velocidad de fase en términos de las
constantes elisticax yue dependen de la frecuencia, ta velocidad de fase para las
ondas § y para lax ondas 2 estan relacionadas de la siguiente manera:

la idea, es pues. dada una frecueneia encontrar los madulos eldsticos mediante la

formula de recurreneia que se da en la eeuncidn (5.3.21),

Exite un algebra que snnplifica naucho los cilenlos para tensores de modulos
eldsticos de materiales con simetrin cibica. Por esta razon se toma a L. como un
tensor de modulos eldsticos von ~simetria eitbica.
Si L. cs un tensor de modulos elisticos, vou sinetria ettbiea se puede escribir
como:
-’ ¥ v r i- °
Lo= (3020200 ). (5.4.4)
La ley de Hooke para el caso de un medio con simetria cibica es
92

o1y = Ke{egy + €2 +e3y) + 5/15('21.11 — €22 ~ €33)

i
o012 = 2uleya.
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Si se toman todos los granos con el mismo radio a y la compresibilidad x. de los
granos igual a la compresibilidad macroscopica se puede legar a
e

yl’l'sr\:llr AL l

S e gy )]

Aqui se obtiene una relipeidn recurrente para el modulo de rigidez efectivo en
términos g, gl que son los médulos para un solo grano de tipo e, Esta ecuacion se
resuelve numericamente para g vose retoman las ecuaciones (3.4.3) para calcular
la velocidad de ke onda § v de In onda P,

Se tiene que trabajar mucho para resolver dsti ceuacian pero finalmente se Hega

a los resultados que se presentan en el siguicnte capitulo.

5.5 Resultados
Para obtener la atenuacion se resuclve la ecnacion (5.3.15) con los modulos

elisticos efectivos, se halla ol nimero de onda by la parte imaginaria de éste os

la atenuacion mientras que para fas velocidades se usan nuevamente las ecuaciones
(5.4.3). El mumero de onda complejo b es una combinacion de la velochdad de fase

¥ de la atenuacion como se vid en o] capitulo IV, esto es,

El metodo antocousistente gque se plantea en el presente capitulo también da una
manera para obtener el mimero de onda. Tni manera de obtener los resultade es la
siguiente: se torna la parte imaginarta del niunero de onda nmltiplicado por el valor
caracteristico del policristal que se estudia. A esta cantidad se le Hama atennacidn
normalizada, i.e.,
Tin(k)d = afo)d = a,,.

donde a es la atenuacion v o es el valor earnctrzinticn del policristal,

Una forma de presentar los resultados para la atennacion es graficar la atenua-
cion normalizada contra Ia frecuencia normalizada.

Para el estudio de la velocidad, lo que se hace s tomar la velocidad fraccionaria,

es decir,

donde ¢, esta dada en la ecuucion (5.4.3).
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as muestran la velacidad fraceionaria contra ta frecuencia normalizada,
el niguel Para los das dltimes

Lapgrs 18en

El trabajo se ha hecho pa

o ol Borra v
materiales se tienen valores experimentales que se presentarin vuando se commparen

[SISIUR S EDOLL B¢

los resultados de B v B con los de S ¢ W
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Figura 5.5.1. En la figura de arriba (a) se grafica fa atennacién normalizada Im ka contra
la frecuencia normalivzada u;d/cp. En la de abkajo (b} se grafica C(.‘«‘) - ('P/Cp que es la

velocidad fraccionaria contra la misma {recuencia. Las dos figuras son para las ondas S en

aluminio.
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Para las ondas P los resuldados son:
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Figura 5.5.1. En la figura de arriba (a) se grafica la ateauacion normalizada 11t A a contra
la frecuencia normalizada &J(I'/Cp. En la de abajo (b} se grafica (‘(...') — (‘,,/(‘.p que es la
velocidad fraccionaria contra la misma frecuencia. las dos figuras san para las ondas P en

aluminio.



Los resultados para el Fierro son:

Figura 5.5.1, En la figura de arriba (a) se grafica la atenuacién normalizada Imn ka contra
la frecuencia normalizada (.u'd/C,,. Eu la de abajo (b) se grafica C(u.‘) — C,,/(“,, que es la

velocidad fraccionaria contra la misma frecuencia. Las dos graficas son para las ondas S en

Fierro.
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Figura 5.5.1. En la figura de arriba (a) se grafica la atenuacion nrormalizada I ka contra
la frecuencia normalizada L»’([/Cp. En la de abajo (b) se grafica ¢(w) — Cp/(‘p que es la
velocidad fraccionaria contra la misma frecuencia. las dos grificas son para las ondas P en

Fierro.
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Los resultados para el Niquel son:
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Figura 5.5.1. En la figura de arriba {a) se grafica la atenuacién normalizada Im kaconra
ta frecuencia normalizada u.'(l'/l‘,,, En Ia de abajo {b) se grafica (.‘(..;‘) — (‘,,/Cp que es la
velocidad fraccionaria contra la misma frecuencia. Las des grificas son para las ondas § en

Niquel.
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Figura 5.5.1. Enla figura de arriba (a} se grafica la atennacidn normalizada Im kacontra

la frecuencia normalizada w'(i/(',,. En la de abajo (b) se grafica c(@)) — (‘p/(‘,, que ¢s la

velocidad fraccionaria contra la misma frecuencia. Tas dos grificas son para las ondas P,
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Notése que en todas las fignras se presenta un patrén caracteristico, Por ejem-

NG ¥

plo en todas las gralicas para la atenuacion, ésti erece ¥ e |
lnego decae. Para la velocidad tambicn se puede ddentificar un cierto patron carac-
teristico. La velocidad primero decae, lega a un minimo. luegao crece hasta aleanzar

un maxime ¥ luego vuelve a decaer.
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6.1 Introduccién
En el preseute capitnlo se comparan los rexultados de Beltzer v Brauner (1984)

21 Para hacer la comparacion de ambas

o Sabine y Wiliis o

¥ (1037 oo

tearin se prafiean cn bomisma eocula muhos resultados. Al tinal de o seceidn se dan

resultadas Iimportantes de Ln comparacion.
6.2 Comparacion

Uno de los objetivos del preseate trabiajo de tesis es comparar el cardcter pre-
dictivo de dos teorias para el mismo problema, El probletn gue se estudio fué es
el de Propagaciin de ondus elistices en materiales policristalinos v las teorias son:
una desarrollada por Beltzer y Brauner (1984} y 1a otra por Sabina y Willis (1092).

Los datos experimentales que presentan agut fueron tomados de Papadakis {1967).

La teoria desarrollada por Belteser v Brauner (1954) se eatudio en los capitulos
I1, 1XI y IV gmientras gue o teorfa de Sabinn y Willis (12925 se presenta en el
capitulo V. Para auibos trabajos se preseuran resultados parac el alaminio. el fierro

v el niquel tanto para ondas § come proa ondas PL By B solamente hacen cilenlos
}

para el fierro v para shuninio, por otro Indo § v W olne Lneon para o] flerro y el
,
niquel.
Como se menciond en ol capitulo I'V hay algunas diferencias entre lo que repor-

51y (1987) con los resultado que en principio deberian

tan Beltzer y Branner (1
de ser. Por ol motiveo anterior los edlenlos que se usan para compuarar ambos teorias
debe ser los valores mundricos que se hallan & v 4 (las expresiones de & y de 4 se

encuentran en of capindo IV parn ondas § 3 para ondas 7y con los pardmetros que

se presentan en la tabla 6.2.1.

Material | Cyy C'yy p Cy p

~1

Fierro ]23.7 11.6 6684.9 3350.1 7370

G440 1 3132.2 2695

Alunindo { 10.8

3163 [ X905

[«
o
o
w

Niguel | 25 | 16 |11.8

Tabla 6.2.1 Vulores de las constantes elasticas de cada material en
1010/ m?2, ¢p es la velocidad compresional y e, la de i onda shear, ambas

estan cn m/seg. poes la densidad del material. Auld (1973).

Las griaficas de los cileulos numdéricos se presentas a continuacion. Se debe



VI Comparacion de resultados 89

mencionar que para comparar los resultados de By B (10853 v {1937) con los de 8
¥ W (10992) se deben de reescalar los resultados de Sy W (1992). En los caleulos
que se hacen en By B (1035) v (1987) se debe tener nua veiocidad derelononokia o,
esta velocidad se toma de la teoria de B v B 110925 La teorin de 3 3 W (1092 no

necesita de alguna velocidad de referencin puesto gue la misma teoria se da,
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Figura 1. Oudas S Fierro. En la figura de arriba se grafica la atenua-
cidn normalizada (ad) y en la de abajo la velocidad de fase fraccionaria
(c(w) — enfen) ve. la frecucncia normalizada (wd/ep). Se compara los
resultados de Sabina y Willis { continua ) con los de Beltzer v Brauner
{cruces); las cruces son para las deltas v las gamas que da la teoria de B
¥ B. (se muestran en la parte superior de la figura), Los circulos son los
valores experimentales que se tienen. La notacion es la misnia en ambas

grificas.
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Figura 2. Ondas P Fierro. En la figura de arriba se grafica la atenma-
cién normalizada {(ad) v en la de abajo la velocidad de fase fraccionarnia
(e(w) —cnfen) vs. la frecuencia normalizada (wd/c, ). Se compara los
resultados de Sabina v Willis { continua ) con los de Beltzer y Brauner
(cruces): las eruces son para las deltas ¥ las gamas que da la teorin de B
y B. (sc muestran en la parte superior de la figura), Los circulos son los
alores experimentales que se tienen. La notacion s la misma en ambas

grificas.

91



VI Comparacisn de reacitados 92

NDAS $ ALUMINIO
ONDAS S A da2 45 g=0.08975

AT e . - - . .
0014 R
B :
0013+ - H
i ) i

ol

AN 1

i |

vo.s!» ’\l

! i

g ol / ]
G | s ;
bd ] / ;
& ase ; i

Figura 3. Ondas S Alununio. En la figura de arriba se grafica la atenua-

cion nonmalizada (ad) v en la de abajo la velocidad de fase fraccionaria
(elw) = en/en) vs. la frecuencia normalizada {(wd/cy,). Se compara los
resultados de Sabina y Willls { conthina ) con los de Belteer v Brauner
{cruces); las eruces son para las deltas v las gamas que da la teorfa de By
B, (se muestran en la parte superior de la figura). La notacion es la misma

en ambas graficas.
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Figura 4. Ondas P Aluminio. En la figura de arriba se grafica 1o atenna-
cion normalizada (ad) ¥ en la de abajo fa velovidad de fase fiaccionaria
(e{w) = cafen) va I frecuencia vornualicada (wd/c, . Se compara los
resultados de Sabina y Willis { continua ) con los de Beltzer v Brauner
{cruces); las cruces son para las deltas v lus gonmas que da la teoria de By

B. (se muestran en la parte superior de la figura). La notacion es la misma

en ambas graficas.
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Figura 5. Ondas S Niquel. En la figura de arriba se grafica Ia atenua-
cidn normaalizada {ad) v en la de abajo la velocidad de fase fraccionaria
(elw)—en/en) vao la frecuencia normahzada (wd/eq). Se compara los
resultacos de Sabina ¥ Willis ( continna ) con los de Beltzer v Brauner
{eruces); las cruces son para las deltas ¥ las gamas que da la teorfa de B
v B, (se muestran cu la parte superior de la figura). Los cirenlos <on los
valores experimentales que se tienen. La notacion es la misma en ambas

graficas.
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Figura 6. Ondas D Niguel. En la fignra o arriba se grafica la atenua-
cién normalizada (ad) ¥ en la de abajo la velocidad de fase fraccionaria
(e(w) — en/cn) vio la frecuencia normalizada (wdfey). Se compara los
resultacdos de Sabina v Willis { continua ) con los de Beltzer ¥ Brauner
(eruces): las cruces son para las deltas v las gamas que da la teorfa de B
¥ Bl (se muestran en Ia parte superior de la figura). Los circulos son lns
valores experimentales que se ticnen. La notacion es la misma en ambas

graficas.
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Clarsmente se ve que para ondas § en aluminio y fierro los resultados son muay
semejantes en el mtervalo de vadidez de I teonia aatoconsistente. B ntervalo de

aproximadamenie. Para el flerro tondas 81 fa maxamn

vishder es de cero o

{

varineion es de 12 97 para ko velocidad, v oparn la atennacion es de 15 4 aproxi-

X

madamente {(figura 1. En el caco del aluminio tondas 51 e diferencin o
entre imbas teorfis Due del 357 mientras que para b atennaeisn e ded 497 aproxi-
madamente (figars 3)

En los casos restantes uo hubo gosdo de comparacidn como e puede ver en las
figuras 2, 4, 5, ¥y €.

Notése que cnando ol orden de maeniond enrre &y~ es de oo o dos los resnls
tados que se puceden obtener, al camparar las dos reorias es altimmnenre satisfuctorio.
En el caso cunndo exte orden de magnitad excede a dos no existe comparacion. En
fas figuras 204, 5,y 6 »e pucde observir que parac diferencias grindes de onden de
magnitud entre & y 5 practicamentes no Lny virtacion ni de facatennacion ni de la

veloeidad fraccionaria en i teoria de B v BL

Por Lo que prediven Tan dos teaiias W e B s B s paede ot que
las ondas § en materiales polictistalinos (Herro ¥y Allninio) presentan un patron
caracteristico. El patrdn que presentian es gue la velocidad disimiunye cnando au-
menta la frecnencia normalizaci, Hega & un minimo v luego sumenta. Por otro lado
la atenuacion aumnenta conforme la frecnencia normalizada anmenta, Hega hasta

cierto valor ¥ decae (figuras 1y 3).
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Conclusiones

i

i

Las dos teorfas que se compararon predicen practicamente lo mismo para
ondas § en el aluminio ¥ ¢l fierro (policristales).

Se puede obtener nn patron caracteristico para ondas S que se propagan
en un material policristaline {va sea fierro o aluminio).

Un resultado importante que =e obtiene en la presente tesis es que los
datos que se reportan en [B oy B) (1081) v [8 v B] (1987) tendran que ser
corregidos.

La idea de obtener la velocidad de fase con las relaciones de dispersion os
muy buena porgue se obtiene la velocidad para tada frecuencia pero se
debe contar con una mejor aproximacion para la atenuacion,

La teoria antoconsistente [S y W} (1992) es mucho mis modesta en cuan-
to a intervalo de vailides, sin embargo se aproxima mas a los resultados

experimentales,
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