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"Pues aunque mováls más brazos 
que los del gigante Br lareo, que 
lo habéis de pagar" 

Hlguel de Cervantes Saavedra 

INTRODUCCl6N 

Desde tiempo lnmemorlal, el hombre ha ideado y construido un 

slnm1mero de instrumentos y equipos que adaptan sus manos para 

reallzar tareas que de otra manera serian muy arduas o imposibles 

(herramientas); instrumentos y equipos que amplifican su potencia 

muscular (vehlculos, electrodomésticos, troqueladoras. máquinas 

herramientas), e incluso, aparatos que lo relevan por completo del 

trabajo manual (centros de mecanizado, robots, estaciones de 

trabajo de plantas de manufactura f'lexlble, etc.), bien para dar 

espacio a su ocio, o bien para que cada vez su trabaJo sea más 

el'lcaz(l) 

En este pequefto elenco de mé.qulnas y en todas las que el 

lector discurra citar, Juegan un papel muy importante las 

interrelaciones mecánlcas( 2 ) que existen entre los cuerpos de que 

So o.mito aqul la mención do loa apllcoclanoo b&llcaa do loa 
doacubrlmlonlos dol hombro, porque ol autor sólo oata cot11prometldo 
con f'lnea pacíf'lcoa. 

Adolllla, aunque .. autor escrito tra)).,.jo que llene, al 
llll!lnoa romotemrinte, apl lcaclonca le -canlzaclón 
outoiaatlzacldn de la Industria, olvida do las lmpllcaclonca 
aoclalea que puede tener abt11Jo de la tecnlrtcaclón 
(especialmente nuestro país, donde abundan para el 
trabajo), y ae opone a toda costa a todo abuso semejante. 

2 
Con la palabra ".,cSnlco'' nos rorerlroma a . l!lloracclonoa entro 

cuorpoa cuando hay contacto directo entro el loa, Interaccloncm 
dobldaa a la presencia do ca111po11 eloctro11119nltlcoa, gradiente• do 
tcmpereturto¡ ole,, sorln oxcluÍ"daa en cole contexto, 
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constan ·dichas máquinas. Para que éstas interrelaciones sean 

slgnlflcatlvas en el comportamiento de la máquina como un todo 

organizado (es decir para que los cuerpos lnterrelaclonados 

lnteractóen), deben estar lnt lmamenle unidas a las nociones de 

causa y efecto. Esto implica que sl el comportamiento de un 

cuerpo A afecta de alguna manera al comportamiento de un cuerpo B, 

puede decirse que los cuerpos A y B pertenecen a un mismo sistema 

(la máquina y los cuerpos con los que interactúa. v. gr. las 

piezas de un torno, y la pieza de trabajo). De lo contrario, 

dichos cuerpos no pertenecen al mismo sistema. 

La idea de un conjunto de cuerpos integrantes de una máqul na 

(eslabones) cuyo comportamiento es lnterdependlente, siendo dicha 

interdependencia consecuencla de lnte.rrelaclones mecánicas, 

conduce al concepto de mecanismo. ¿Qué es un mecanismo? Baste 

decir por el momento que, mecanismo es un sistema de cuerpos 

sólidos cuyo comportamiento depende de una sol~· variable. 

¿Entonces, existen sistemas de cuerpos sólidos cuyo comportamiento 

dependa de varias variables? La respuesta es afirmativa. A tales 

sistemas los denominaremos cadenas cinemáticas. 

mecanismo es una cadena cinemática particular. 

De hecho, un 

Ahora bien, existen mecanismos y cadenas cinemáticas que se 

consideran planos (aunque los cuerpos que los componen posean 

volúmenes de las más variadas formas) porque su comportamiento 

puede estudiarse en dos dimensiones, y mecanismos o cadenas 

cinemáticas espaciales (que deben ser estudiados en tres 
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dimensiones). Los primeros han sido empleados desde hace mucho 

tiempo, y su uso sigue siendo vigente. Los ejemplos son 

muy numerosos, entre ellos: el mecanismo blela-corrcdera-manlvela, 

tlplco de un motor de combustión interna; Jos mecanismos de una 

mé.qulna de coser; un llmplaparabrlsas, algunos tipos de 

graf'lcadores (plotters), etc. La razón de que los mecanismos y 

las cadenas clnemátlcas planos sean tan populares, es en parte la 

relativa sencillez de su estudio, además de que han demostrado ser 

muy útl les. Sin embargo, cada vez se estudian más las cadenas 

cinemáticas y los mecanismos espaciales (cuyo comportamiento debe 

estudiarse en tres dlmenslones} y constantemente se encuentran 

nuevas apl lcaclones para el los. Como ejemplo de cadenas 

espaciales tradlclonales. citaremos la Junta universal que se 

emplea en los autos con motor delantero y tracción trasera, las 

Juntas homoclnétlcas (también usadas para transmitir movimiento a 

las ruedas motrices de un autom6vi 1) 1 y las grúas empleadas en la 

lndustrla de la construcción. Una apl lcaclón más reciente son las 

plataformas para simulación de vuelo, y los manipuladores 

industriales (robots). Con estos últimos, tiene que ver en alguna 

medida, la tesis que el lector tiene en sus m~os, la cual tiene 

el siguiente objetivo: presentar de una manera unificada el 

aná.llsis de movilidad, la slntesis estructural, y el análisis de 

posición de cadenas cinemá.tlcas; asi como plantear aplicaciones de 

estos temas al desarrollo de manipuladores no convencionales. 

La tesis comprende dos estudios independientes: el primero, 

tl lutado ANÁLISIS DE MOVILIDAD Y S!NTESIS ESTRUCTURAL DE CADENAS 
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CINEMÁTICAS, se ocupa de la determlnacl6n de la movllldad de 

cadenas cinemáticas de geometria conocida (anál isls), y de la 

obtención de cadenas clnemátlcas que posean una movilidad deseada 

(sintesls). En el caso de la slntesls estructural, se atenderó. 

(11\lca.mente la organlzacl6n de los eslabones al ser 

interconectados mediante pares clnemátlcos, ignorando su 

geometria. -El segundo estudlo trata del anállsls de poslclón 

directo e inverso de cadenas cinemá.tlcas espaciales y 

manlpuladores. En él se expllca con todo detalle un método 

vectorial matricial CVHl que emplea matrices de 3 X 3, y que es 

aplicable en multitud de situaciones. Cada uno de estos dos 

estudios constituye por su parte un capitulo de la tesis 

(capitulas 1 y 2 respectivamente). En un tercer capitulo, 

MISCELÁNEA DE APLICACIONES, se explica min!-J.closamente cómo apl lcar 

los algorltmos que se tratan en los dos primeros, y se busca un 

nexo entre los temas de éstos. Este nexo lo proporciona la 

platarorma de Stewart, sistema concebido orlglnaJmente como 

componente básico de simuladores de vuelo, y que posteriormente ha 

encontrado aplicaciones en robótica. 

En aras de la claridad, se prescindl6 casi por completo de 

las demostraciones rigurosas (puesto que no era objetivo del autor 

demostrar, sino ilustrar y unif'icar), y se pref'lr16 desarrollar 

las ideas mediante un enfoque inductivo, puesto que es la 

inducción, y no la deducción, la forma principal mediante la cual 

realiza el hombre los descubrimientos; la deducción da mé.s bien, 

una t'orma racional a las cosas descubiertas a través de la 



inducción. El autor ha querido pues, que sus lectores 

''redescubran" las cosas que él mismo redescubrió al hacer las 

indagaciones y reflexiones que sirvieron de fundamento a su 

trabajo, y para lograrlo, recurrió a ejemplos sencillos. Muestra 

de esta búsqueda, es el empleo de mecanismos planos (cuando esto 

es posible) para explicar nociones que son igualmente apl lcables a 

cadenas cinerná..ticas espaciales. 

Una parte importante de la tesis la forman los apéndices, 

algunos de los cuales tratan temas que no se incluyen en el cuerpo 

principal porque obllgarlan una digresión del tema central; pero 

que son complementarlos. Estos apéndices son el B (demostración 

de la ecuación (33) cap. 2), el C (que explica lo indispensable 

para aplicar las reflexiones de Householder en la solución del 

problema invers·o de posición de cadenas cinemá.ticas abiertas, y 

directo de cadenas clnemá.tlcas con mallas cerradas), y el O 

(traducción de un fragmento del articulo Dlrect Positlon Analysis 

Qí. Yl!a. ~ Platform ~de Innocentl y Parenti-Castell1 

[7]). No menos importantes son los apéndices que incluyen los 

programas para automatizar los algoritmos, y sqs resultados. 

Aportaciones originales de la tesis son: un algoritmo para 

encontrar matrices de interconexión para un conjunto dado de 

eslabones, el cual constituye un complemento al método de sintesls 

estructural propuesto por Shujun ( 10]; una reallzac16n mecé.nlca 

(modelo fislco) que ejemplifica una apllcac16n del método de 

sintesls modular (Earl y Rooney [S}); un modelo cinemá.tlco para 



adaptar el método vectorial matricial a la solución del problema 

inverso de posición de la plataforma de Stewart, y el disef\o 

conceptual de un conjunto de piezas que pueden utl llzarse para 

entrenar a los estudiantes en el uso de la notación de Denavit y 

Hartenberg. 

Cabe mencionar un ~pecto llngUlstlco: la creación de 

neologismos. El autor se sintió obligado en ocasiones, a dar 

nombre a conceptos de los que no encontró mención en la literatura 

sobre cinemática en espaf\ol. Tal es el caso de "enlace••3 (que 

traduce llalson), e "identificación f'ormal de eslabones" (que se 

def'inió a partir de la expresión " .•. formally ldentlfled wlth ••• " 

encontrada en la referencia [8], la cual se utiliza en dicha 

referencia para hablar de que dos cuerpos ~e unen rlgldamente). 

Para flnallzar esta lntroducclón, el autor quiere expresar su 

deseo de que este trabajo sea verdaderamente Ot 11 par1:L los que se 

Interesan en el estudio de cadenas cinesné.tlcas en general, y para 

los que se inician en el estudio de cadenas cinemáticas espaciales 

en particular. 

utlllzd' "lazo 
dietada en la 
IJ19enler(a de 

ol tfrailno 
Dlvlal4n do 

la U.N.A.M, 

Educacld'n Continuo. 
(Cfr. CUSIFICACid'H 

do 

DE 

una 

lo 
UlS 

conferencia 
Facultad de 

MECANISMOS, 

artículo del 

U'qulna• y 

Facultad 
ob11lanta, 
apropiado, 

do 

el 

volumen ''Funda111ento11 
llecanl11a:i11", Centro 
Ingonlof'fa U,N,A.N., 

autor do la teals 

Clnom&tlcoa para ol Dlaofto 
de Educaclt5'n Continuo. do 

Ko>tlco D. F.. 1981), 

encontró el término "enlace" 

do 

la 
No ... 



1 ANÁLISIS DE MOVILIDAD Y SÍNTESIS ESTRUCTURAL 

DE CADENAS CINEMÁTICAS 

En este capitulo se estudiarán las cadenas clnemátlcas tanto 

desde un punto de vista geométrico, como desde un punto de vista 

topo16glco, Se deflnlré.n aqul los conceptos de cadena clnemé.tlca, 

eslabón, pal"' clnemé.tlco, dlmensl6n, estructura clnemé.tlca, 

movl l ldad, y otros conceptos afines. Se establecerán relaciones 

entre el mm.ero de eslabones que componen una cadena cinemática, 

la cantidad de pares clnemátlcos asociados a cada uno de los 

eslabones, ';/ el número de mallas que se forman con la 

lnterconexl6n de los eslabones. Todo esto para poder, en 

deflnltlva, bien determinar la movilidad de una cadena clnemátlca 

de estructura conocida, bien para slntetlzar una cadena clnemátlca 

que posea la movilidad deseada. 

Los conceptos, y los relaciones matemáticas se presentaré.n, 

con.Corme a la fllosofia planteada en la 1ntroducci6n, de una manera 

inductiva "Y con el awdlio de ejemplos simples. 
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l. 1 GRUPOS DE DESPLAZAllI EffI'O 

Comenzaremos por estudiar los conceptos de grupo y de grupo de 

desplazamiento. Esto nos proporcionará. un marco de referencia para 

estudiar la movll ldad de las cadenas cinemá.tlcas. 

1.1.1 Grupo 

Un conjunto e entre cuyos elementos se ha deflnldo una 

operación blnarla m, y para el que se satisfacen los siguientes 

axiomas, 

1 ) cerradura: V a, b e G . c=a111b e G 

2) asoclat.lvidad: V a, b, c E G (aeb)ec=am(bmc) 

3) existencia de elemento idéntico: 

3 E e G tal que amE=Eaia V a e G 

4) existencia de elementos inversos: 

V a e G 3 a-1 e G tal que aEDa-1=E 

se denomina grupo. Aunque aqul hemos representado la operación 

blnarla intercalando el slgno m entre los operandos, puede también 

representarse mediante la simple yuxtaposición de dichos 

operandos. En lo que sigue se adoptará. esta última modalidad. 

51 un subconjunto 5 de G cumple también estos axiomas, se 

dice que S es un subgrupo de G. 

A continuación, buscaremos ilustrar mediante ejemplos, que el 



conJunto de desplazamientos pos! bles de una partlcula puntual M en 

el espacio euclldlano de tres dlmenslones tiene estructura de 

grupo. 

Llamaremos desplazamiento al paso de una particula m6vll M de 

un punto P del espacio de tres dimensiones a otro punto cualquiera 

del mismo espacio. 

Supóngase que se desea llevar una particula M de P
1 

a P
3 

(f'lgura 1). Es posible hacer esto en una sola operación o en 

varias, por eJemplo, trasladando H de P
1 

a P
2

, y posteriormente de 

p2 a P3. 

figura 1 

Axioma. de cerradura: Los movimientos a, b y e representados 

con flechas en la figura 1, son desplazamientos. Definiremos la 

operación binaria para el conJunto de desplazamientos como la 

apllcación consecutiva de dos de estos desplazamientos, v. gr., ba 

Cesta notación indica que primero efectuamos el desplazamiento a y 

posteriormente el b). Puesto que ba da el mismo resultado que e 

(c=ba) y e es también un desplazamiento, se cumple la propiedad de 

cerradura. 
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Al:lo• de uoclatl vldad: En la figura 2, observamos que 

existen cuatro "rutas" por las que podriamos llevar una particula 

H del punto P 
1 

al punto P & (suponiendo que los únicos 

desplazamientos posibles son los representados en dicha f'igura). 

Tr•yect.orle• que 
q\MI pwtdan •119ulr•o 

P4'"ª Ir de Pl • P4 

/b--<: ..... 1 

ª--.....f ··········· 2 

d-e ··········· 3 

h ••··••·•···•···•··•· 4 

Estas 4 rutas son: cba, fa, cd y h; pero ~ representa la 

nasoclaclón11 de b y e, y d la de a. y b. Por lo tanto tenemos que 

h=cba=f"aa(cb)a (1) 

o bien, 

h=cba'=cd=c(ba) (2) 

de modo que, 

(cb)a=c(ba) (3) 

Por lo tanto, concluimos que la operación blnarle. deflnlda 

Para el conjunto de desplazamientos es asoclatlva. 

Exlatencla del ele•nto ld&nUco: Podemos considerar que 

para el conjunto de desplazami~ntos, existe un elemento tdéntlco 

que es el no desplazamiento. o desplazamiento nulo. que 

representaremos con E. Con esto se cumple el tercer axioma. 



-11-

Existencia de elemontos inversos: Y finalmente, todo 

desplazamiento es lnvertlble¡ por ejemplo, es posible llevar H de 

P
1 

a P
2

, y después hacer lo contrario: llevar H de P
2 

a P
1

• Esto 

es, el cuarto axioma también es satisfecho por la operación 

blnarla deflnlda para el conjunto de desplazamientos de una 

partlcula H. 

Concluimos que el conjunto de desplazamientos con la 

operación binaria definida tiene estructura de grupo. 

Antlclpando el contenido del capitulo dos, diremos que todo 

desplazamiento puede representarse matemé..tlcarnente mediante una 

matriz A de orden 3 X 3, asociada a una rotación, y por un vector 

t asociado a una translación. Sl se tienen tres puntos P
1
, P

2
, 

P
3

, es posible que el desplazamiento de p
1 

a P
2 

sea ldéntlco al 

desplazamiento de P 2 a P 
3

, siempre y cuando ambos estén 

representados por la mlsma matrlz A y por el 1nlsmo vector l. Un 

ejemplo aclarará la sl tua.clón. 

Supóngase que se tiene una barra B que gira alrededor de un 

la) ( b) 

figura 3 
(e) 
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punto O (figura 3a), y que ocupa una posición inicial OP
1

. 51 se 

aplica a la barra B una rotación de un é.ngulo et, en sentido 

antlhorarlo, dicha barra pasará a ocupar una posición OP 
2 

(figura 

3b). Si nuevamente efectuamos una rotación de o: radianes, la 

posición final de la barra será la definida por OP
3 

(figura 3c). 

Aunque el . resul lado de cada una de las 2 rotaciones lleva n. la 

barra a posJclones distintas (porque la poslclón de partida es 

dU'erenle en cada caso). ambas rotaciones son idénticas, ya que 

ambas están asociadas a la misma matriz A, y al mismo vector l. En 

este caso particular, 

[ 

cos o. 
A= 

-sen a. 

sen o.] 
cosa. 

El movimiento de la barra es una rotación pura, y es por ello 

que l;:O, Cabe anotar aqul, que el desplazamiento idéntico E 

(desplazamiento nulo) está representado matemá.tlc~nte por la 

matriz identidad (rotación nula) 1 y por el vector cero 

(translación nula). En el capitulo 2 se esclarecerá. completamente 

el significado de la matriz A y del vector t. 

1. 1. 2 Cuerpo RÍgldo 

Se definiré.. como cuerpo rigido a un conjunto de 3 o más 

particulas puntuales, no collneales, circunscritas dentro -de una 

superficie, al que puede asociarse un sistema de referencia (v. 

gr. , un s 1 s tema de coordenadas car tes 1 anas) , respecto al cual cada 

una de las part 1culas que conforman e 1 conjunto guarda una 
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posición flJa. Esta defln1clón excluye desde luego. la noc16n de 

que una linea recta sen un cuerpo rigldo. 

1. 1. 3 Grupo de Oespla:zamlentoa de un Cuerpo Rígido 

Para determinar completamente la posición de un cuerpo 

r1gldo, libre de moverse en espaclo de tres dimensiones, es 

necesarlo espectflcar 6 coordenadas independientes. SI por 

ejemplo, estudiamos el movimiento de cierto cuerPo rlgldo, con 

base en un sistema de coordenadas cartesianas {xyz), tres de las 

coordenadas seré..n distancias existentes entre un punto 

perteneciente al cuerpa rlgldo y los planos (yz], [xz} 'f [xyl, 'Y' 

las tres restantes, pueden ser tres é.ngulos, medidos alrededor de 

vectores paralelos a cada eje coordenado. 

Por ésta razón, decimos que un cuerpo rigldo libre tiene 6 

grados de llbertad, y que el grupo de desplazamientos {D} que 

dlcho cuerpo puede experimentar tiene d1mens16n 6. 

La lnterconexl.6n entre varios cuerpos r1g1dos l l.ml ta las 

poslbllldades de movimiento relativo entre dichos cuerpos. y por 

lo tanto reduce el níirnero de grados de libertad. y origina un 

subconjunto de desplazatnlentos con dimensión menar que sels .. 

El slgul.ente ejemplo ilustrará. la reducción en grados de 

l!berte.d. 
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Dos cuerpos como los mostrados en la f"igu.ra 4a tienen en 

total 12 grados de llbertad (6 cada uno de ellos); sln embargo, si 

se conectan ambos mediante un pasador, como se muestra en la 

figura 4b, el número de grados de libertad quedará. reducido a 7 

Cal (bl 

figura 4 

porque puede escogerse arbitrariamente la posición en el espacio 

de tino de los cuerpos, digamos la del cuerpo 1¡ pero hecho esto, 

la '11nlca posibilidad que tiene el <?tro cuerpo (2) es girar 

alrededor del pasador. De hecho sl se suelda el cuerpo rigldo 1 a 

una base flja en el espacio, la lnterconexl6n con el pasador, sólo 

permlte el movimiento de rotación del cuerpo 2 a~rededor del 

mencionado pasador. 

Tenemos pues, que el sistema de cuerpos rigldos 1 y 2 tlene 

un grMo de libertad, y el grupo de desplazamientos permitidos por 

este sistema tiene dlmensl6n 1. 

La interconexión de pasador es tan s6lo un ejemplo de los 

m1lltiples tipos de interacciones posibles entre cuerpos rigidos, 

conocidos como pares c1nemá.t1cos 1nfer1ores. A cada par 

clnemé.tlco inferior esté. asociado un grupo de desplazamientos que 

es a su vez, subrgrupo del grupo de desplazamientos de un cuerpo 
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rlgldo. De o.hora en adelante, denotaremos a éste con la letra D. 

1. 1. 4 Pares Cine.tt.lcos InEcrlorea 

Se define como par clnemátlco lnferlor, a la lnteraccl6n 

entre dos cuerpos rlgldos, de tal manera que una superflcle de uno 

de los cuerpos, esté en contacto permanente con una superficie del 

otro(l). 

La experiencia ha permltldo ldentlflcar 6 tipos de pares 

clnemá.tlcos inferiores, los cuales aparecen ilustrados en la 

figura 5. 

1. l. 5 Descripción de los Paros Interiores 

El par de revoluta (figura Sa) permite exclusivamente la 

rotación alrededor de un eje, y suprime por tanto, S de los 6 

grados de libertad del cuerpo rlgldo l lbre. 

El par prlsmatlco (figura Sb) sólo permite la translación 

rectlllnea y elimina también 5 grados de libertad. 

El par de tornlllo permite la translación a lo largo de una 

dlrecclón, y la rotación alrededor de esa misma dlreccl6n. Sln 

1
tata deflnlcl&n e• un tanto llmltante, porque puede extonderae el 

concepto de por ctneiJ.ttco lnferlor dlaposltlvoa tal ea un 
balero, en et cual la lnteraccldn desde punto de vtala 
clnciiii&t.lco, ent.rc las platea lnterlor y exterior, ea la al•• que 
ta que existe en Jo que aquf denomln.llmo• par de revoluta, alendo 
que Intervienen 111uchoa cuerpos, los cont.act.oa entra loa cuales 
en realidad de punto, Sln e=bari¡o, para loa propo'"alloa de la 
t.eals, la deflnlcl&n dada ea aurtclent.o. 
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figura 5 

d) c:l 1 Índrlc:o 

tJ pleno 
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embargo, la rotación 'i la translación estén interrelacionadas. De 

lllOdo que también este par inflige 5 restricciones al movimiento de 

cuerpo rlgldo. 

El par cJJ(ndrlco per•lte dos movhn1entos, una translación a 

lo largo de una dlrecclón, y una ro~acl6n alrededor de la misma 

dlreccl6n. En esto, el par c11 lndrl.co se asemeja al par de 

tornillo¡ pero se diferencia de éste en que la translación y la 

rotación que permite, son 1ndependlentes. 

hnpuestas por este par clnemátlco son 4. 

Las restrlcclones 

El par esférlco permite la rotación alrededor de tres ejes no 

coplanares. Impone también tres restrlcc iones. 

El par plano permite la translacl611: a lo largo de dos 

direcciones independientes, que descansan sobre un plano, y la 

rote.cl6n alrededor de una tercera dlreccl6n )':>erpendlcular al plano 

en el que ~cen las otras dos. 

Algunos autores [8) agrupan los tres primeros tipos descritos 

en una sola. categoria que llaman par de tornlllo. Según esta 

clas1flcaci6n, al par de revoluta se le llama tornillo de paso 

nulo; al prismático, tornlllo de paso Jnflnlto; y al de tornillo 

propiamente dicho, tornJllo de paso f lnlto. 

La e.nalogia de los dos primeros casos con el pal" de tornillo 

se evldencla a contlnuacl6n: en el primero de ellos, se dice que 

se tlene un tornillo de paso nulo porque, no importando la 
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magnitud de la rotación alrededor de la dlrecc16n caracterlstlca 

del presunto tornl 1 lo, la translación a lo largo de la misma es 

nula¡ en el segundo, la translación puede tener cualquier valor en 

unidades de longitud, para la única posición angular posible. Por 

\lltlmo. en el caso del par de tornillo propiamente dicho, la 

relación entre la rotación y la translación es l lneal. 

Las relaciones existentes entre la rotación (1') y la 

translación (x) en los tres casos de pares de tornillo, se ilustra 

gráficamente en la figura 6. 

~ ®I- ~ 1>< 

xt 

'~ X~ 1 >l·~t .. . >l'MT 

~ 
T 

,,.., nulo paao 1 nClnlto peso finito 
figura 6 

Al examinar las pendientes de las rectas representadas en la 

figura 6, se comprende el porqué de los nombres "nuloº, "lnflnlto" 

y "flnlto". 

En este estudio se usará la clasl:f"lcacl6n tradicional, a 

menos que se indique lo contrario, 
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1. 1. 6 Subgrupos de Oceplazamlent.os, y los Pares lnf'erlores 

Asociados a AlglDloe de Ellos 

Como sef'lalamos antes. a cada tipo de par inferior corresponde 

un subgrupo de desplazamientos. No obstante. no todo subgrupo de 

desplazamientos está asociado a un par inferior. 

La tabla (1) tomada de la referencia [ 4 }, presenta los 

subgrupos del grupo de desplazamientos del cuerpo rigldo {D}. 

Presenta también la dimensión que cada uno de estos grupos posee, 

y (si existen) los pares cinemáticos asociados. 

Las letras empleadas como sublndlces hacen ref'erencla al 

nombre de un subgrupo determinado. Los slmbolos entre paréntesis, 

representan los entes geométricos a los que el grupo en cuestión 

está asociado: las letras mayúsculas representan puntos en el 

espacio¡ la e representa un vector que def"lne una dirección, y p 

representa el paso de un tornillo. Ast por ejemplo, 

gH(A,p,e) 

representa al par de tornillo de paso p (la H _hace referencia a la 

hélice del tornillo) que gira alrededor de un eje que contiene al 

punto A, orientado según la dirección def"inlda por el vector e. 

El avance de la tuerca (o del tornillo) se verifica por supuesto, 

a lo largo del mismo eje de rotación. 

Algunos de los subgrupos que aparecen en la tabla C 1 ) 

contienen a otros subgrupos, o dicho de otra forma, algunos 

subgrupos son subconjuntos de otros subgrupos. Por ejemplo, 
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TABLA 1 Grupos de desplazamiento 

DI •onu 1 Ón Nolac 1 o#n Dono al nac l &n El 11m11nlo11 90011Ótr l coa Paros a oc 1 ado11 
do un ole11111nlo de dorl nlclón 

o E transformación un Ion r l 9lda 

ldonllca entro cuerpos 

gp (e) lran• l ac l ó'n voclor e que define ... prismático 

roclt l (nea 111ova. para 111 I o• . •• 
gR(A,e) rot.ocl&'n al ro- •l• det.er•l nado por por .. revolut.a 

dador .. l •l• vector do•llzanlo e 
y punto A 

gH(A, p. e) 11ovl•lont.o punto .. vector e y por .. t.ornlllo 

hcl lcoldal paso de lornl 11 o p 

2 8TP(et.e2) tranalaclón plano p que dcrlnc ninguno 

pi ana move. paro lelos e Ól 

2 gc(A,el movl mi cnlo .. eje dolcrmlnado por pa. cllt'ndrlco 

corro Jo vector doel lzanle e 
y punto A 

3 gTE(e1e2e3) tranuloctón 
11apac lo) 

3 gPL (e) dos 11 zaml onlo pi ano p que define P•• pi ano 

plano paralelo• . el 

3 gES(A) rot.ac l 6n punto A o 1 rededor del pa. oaf'&r 1 co 

oar~rlca rota un cuerpo 

3 gy(p.e
1 

e
2

e
3

) taovl•lonlo y dlreccUSn .. rae la 

dada por vector 11 bre 

V y paao de tornl l lo p 

4 gx(e) 11.ovl11lonlo X dlracclón .. recta 

dada por vector 11 bre 

V 

6 D deplaza•lento 

;enora l 

8¡¡(A 0 e) es un subconjunto de gES(A) porque toda la f'amilla de 

desplazamientos que concede el par de revoluta (cuyo eje pasa por 

el punto A, y está orientado según e). f'orma parte de todos los 

desplazamientos posibles alrededor del punto A que permite el par 

esférico gES(A). 
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La tabla { 2 ) adaptada de ( 5 ] establece las relaciones 

entre los diferentes subgrupos de desplazamiento. 

TABLA 2 Subgrupos de los subgrupos del grupo D t 

~· s p R H TP e TE PL ES y X 

TP al 
e si al .r 
TE ar .r 
PL .r ar a I 
ES ar 
y ( p$Q} º' si • r 
X ar a( si si si ., a! .r ., 
D .r si al o( o! ar ª' .r ar a{ 

1'Eata tabla e• una 11l111pllrlcaclón do la dada por HervÓ en au artrculo [$.). 
Pera que un 9rupo aoa aub9rupo do olro 1 oa nocosar 1 o que 1 oa ont.ea •at.o•&
t. lcoa asocladoa a loa doa aoan co111p11t.lbloa, por ejemplo para que un aovl
mlont.o de t.ornlllo aaa 11ubconjunt.o de un movlmlonlo do cerrojo, oa noceao

rlo quo A y el vector o aoan toa miamos en ambon caaoa. 
Por brevedad, ae auprlmloron las 1 lt.erales Indicadoras de punloa, voct.oroa 

y pasos do tornillos, so auprlmlÓ t.ambl.;n 111 lot.ra 9 on todos tos caaoa. 

1.1. 7 Def'lnlcl6n de Cadena Cinemática y de Estructura Cinemltlca 

Entendemos por cadena cinemática a un sistema de cuerpos 

rigidos de geometrla conocida, en el que cada uno de éstos esté. 

conectado a otro, mediante por lo menos un par clnemátlco, también 

de naturaleza conocida Caqui trataremos Wlicamente con pares 

cinemáticos inferiores), de tal manera que, es posible ir de un 

cuerpo cualquiera a cualquier otro mediante una trayectoria de 

cuerpos (o de pares clnemátlcos). Awcillándonos de la teoria de 

gráficas (o grafos), dlriamos que la gráfica que representa una 

cadena cinemática es una gráfica conexa: esto es, para ir de un 

nodo (cuerpo rlgido) a otro, existe al menos una trayectoria 
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continua de ramas (pares clnemátlcos}. 

La expresión estructura clnemátlca en cambio, se refiere ll.nlca 

y exclusivamente a la organlzación de los eslabones que componen 

una cadena clnemá.tlca. Especificada una estructura cinemática, 

sabremos cuántos eslabones componen a la cadena que posee dicha 

estructura, .mediante cuántos pares cinemáticos están conectados 

dichos eslabones, y de qué tipos son estos pares clnemátlcos; pero 

nada podremos decir respecto de la geometrla de los cuerpos que 

componen dichas cadenas. 

l. 1. B Reprosenlacionee de cadena.a clnem&ticas 

Se acostumbran dos representaciones de cadenas cinemáticas: 

en una, a la que llamaremos directa, los cuerpos rigldos (que en 

adelante denominaremos eslabones) se dibujan como .segmentos de 

recta, o como reglones poligonales sombreadas. las cuales tienen 

tantos vértices como pares cinemáticos estén asociados a los 

eslabones representados por dichas reglones (es claro que a los 

eslabones representados por segmentos rectlllneos, corresponden 

solo dos pares cinemáticos)¡ en la otra, que se sirve de la teoria 

de gráf'lcas, y que llamaremos simplemente gráfica, los eslabones 

se representan como puntos, y los pares clnemá.tlcos mediante 

lineas continuas, ya sean rectas o curvas. Un caso particular de 

esta representación se tiene cuando los vértices o nodos de la 

grá.flca se dlbuJan como pequef\os cuadrados. Llamaremos 

representación alterna a la correspondiente a este último caso. 
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Esta··representacl6n será de gran utilidad en este trabajo. En la 

f'lgura 7 se muestran las representaciones directa y al terna de un 

mecanismo plano de 4 barras. 

tr==:=J. 
1 

rcpreucnt.aclón directa Qr:rlcA del ineicanlalDO 
figura 7 (1DCcanlsU10 de 4 barras) 

1. 1. 9 Definición de Enlace (Liaison) 

En el estudio de cadenas cinemáticas pueden ser de interés 

los desplazamientos relativos entre dos eslabones cualesquiera, no 

necesariamente adyacentes. Todos los eslabones que intervienen en 

la lnterconexl6n de aquellos dos cuyo movimiento relativo interesa 

(inclusive estos), constituyen un enlace (o lla1son (voz 

francesa) ) . 

Todo enlace genera un complejo de desplazamientos, el cual 

puede tener o no, estructura de grupo. 

En cierto sentido, puede afirmarse que el concepto de enlace 

es una generallzac16n del de par inferior. 
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1. 2 CRITERIOS DE HOVILIDAD 

De aqui en adelante, par movllldad se entenderé. al número de 

variables que es necesario especificar para que una cadena 

cinemática quede totalmente conf"igurada, en tanto que la expresión 

grados de libertad se aplicaré. a un cuerpo rlgido, perteneciente o 

no a una cadena cinemá.tlc~, a un par- clnemá.tlco, aal como a una 

cadena cinemé.tlca. En este último caso, decir grados de llbertad 

de la cadena equivaldré. a declr mov111dad. Los grados de libertad 

de un cuerpo rlgido serán el nWnero de variables que es necesario 

especificar para determinar completamente la posición y 

orlentac16n de un cuerpo rlgido. 

Todo par clnemé.tico inferior prod~ce, como hemos visto, 

restricciones en los grados de libertad de un cuerpo rlgido. Es 

decir, reduce el número de variables que es necesario especificar, 

para poder determinar totalmente la posición relatlv~. que guardan 

dos cuerpos rlgidos. 

1.2.1 Criterio de Kutzbach 

K.utzbach propuso un criterio ampliamente utlllzado en el 

cé.lculo de la movi Hdad que se basa en ciertas suposiciones que 

pueden resumirse como sigue: 

1.-Un sistema de n cuerpos rlgldos l lbres de moverse en el 

espacio (con excepción de uno de el los, cuya poslcl6n de 



ref'erencla se prescribirá. fiJa) tiene 6(n-1) grados de 

libertad. 

2.-Si estos cuerpos r1g1dos son conectados entre si, cada 

interconexión (par clnemá.tlco) reduciré. en alguna medida la 

movi lldad, o dicho de otra f'orma, cada interconexión 

introducirá. cierto m1mcro de restricciones, el cual deberé. 

ser sustraído del número de grados de libertad del sistema 

original de cuerpos rlgidos libres. 

De este modo, la movll idad del sistema de eslabones 

interconectados se calcula según la fórmula 

m=G(n-1 l IJ-
1 

(4) 

donde m=mov 111 dad 

n=nú.mero total de cuerpos que componen el sistema (uno de 

los cuales es flJo} 

r
1
=restrlcclones lnfllgldas por el par clnemá.tlco 1. 

El criterio de Kutzbach se cumple ~lempre en cadenas 

clnemé.tlcas que no contienen mallas (trayectorias cerradas); pero 

cuando éstas se presentan, dicho criterio puede cumplirse o no 

porque las mallas pueden no afectar el número de restricciones que 

realmente introduce un par clnemá.tlco dado; pero también pueden 

alterarlo. 

De cualquier modo, puesto que en las etapas lnlclales del 

dlsefio, poco o nada se sabe respecto de la geometrla de las 
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cadenas clnemátlcas, y dada la sencll lez del criterio de Kutzbach, 

éste sigue utilizándose ampliamente. No obstante, nos proponemos 

considerar otros crlterlos que ofrecen mayor certidumbre en la 

predlcclón de la movl lldad de cadenas clnemá.tlcas. 

1. 2. 2 Criterio do Hervé 

Es f"actlble mlnlmlzar la falla del crl tcrlo de Kutzbach 

apllcado a cadenas clnemátlcas de geometría conocida, mediante el 

enfoque debido a Hervé, que se sirve de los grupos de 

desplazamiento. 

Este enfoque toma en conslderaclón el hecho de que un 

complejo de desplazamientos originado por la lnterconexl6n de 

eslabonamientos múltiples, puede tener dimensión menor que 6. 

Por esta razón, el criterio de Kutzbach (ec. 4) puede ser 

generalizado substituyendo el coeficiente 6 por [d], es decir, por 

la dimensión minima del complejo que contiene todos los enlaces 

posibles de la cadena estudiada. Por supuesto, uno de los valores 

que puede tener [d] es 6. Entonces el criterio de Kutzbach 

general izado es 

m=d(n-ll-I)-
1 

• (5) 

Con el fin de comprender la reducción de la dimensión, 



-27-

considérese la cadena clnemá.tica plana cerrada que se 11 ustra en 

la f'igura ea. 

:f'lgura 8 

Esta cadena tiene 5 eslabones y 5 pares de revoluta. Si 

retiramos el pasador que f'orma la artlculacl6n entre los eslabones 

1 y 5, el conjunto de desplazamientos que puede efectuar el 

eslabón 5, llene la misma dimensión que el grupo de 

desplazamientos asociado con el par plano, es decir, el eslabón 5 

puede trasladarse sobre un plano, y rotar alrededor de un eJe 

perpendicular a dicho plana. Asi pues, la dimensión del conjunto 

de desplazamientos que puede realizar el eslabón 5 es 3 (y ésta es 

la dimensión asociada a la cadena clnemá.tlca en cuestión), a pesar 

de que es necesario especlflcar más variables -4 ángulos en total-

de la cadena abierta para determinar completamente la poslc16n del 

mencionado eslabón. Aqu1 se observa que la dimensión asociada a 

la cadena ablerta. no necesariamente coincide con la movilidad de 

la misma. 

Para esta cadena. las restricciones de cada articulación son 

2 en todos los casos. puesto que la dimensión en el plano no es 6 

sino 3, y puesto que todas las articulaciones de la cadena 

propuesta son de revoluta (adviértase que el cá.lculo de la 



-28:-

restrlcc16n de cada par clnemátlco consiste en restar el número 

de grados de libertad de dicho par, de la dlmens16n de la cadena). 

De modo que la movilidad calculada según el criterio generalizado 

de Kutzbach para la cadena que nos ocupa es 

lll"d(n-1 l-l:r
1 
=3(5-1 l.-(2) (5)=2, 

valor que colnclde con el de la verdadera movilidad de la cadena 

propuesta. 

Puede ser motivo de desconcierto, el hecho de que la 

dlmens16n del compleJo de desplazamientos se calcule con la cadena 

abierta, y posteriormente, dicha dlmens16n se use para obtener la 

movilidad de la cadena cerrada. Una expl1cac16n es la siguiente: 

en primer lugar, téngase en cuenta que el crlterlo de Kutzbach 

tradlclonal (con d=S) proporciona resultados correctos para 

cualquier cadena abierta. El valor preciso de la 4lmens16n se 

ha.ce critico al momento del cierre, ya que no todas las 

restricciones asociadas a un par de revoluta que serian efectivas 

al conectar un cuerpo rlgido llbre a una base flJa, lo serán al 

cerrar la cadena propuesta, porque de antemano, el primer par de 

revoluta de la cadena abierta, ya se "hizo cargo" de tres de esas 

restrlcclones. Esto es, tres de las restricciones del par de 

revoluta que cierra la cadena plana, son redundantes. De las 

restricciones teóricas aportadas por el nuevo par clnemátlco (el 

que cierra la cadena), sólo serán efectivas las que actúan en el 

espacio de movimiento permitido por los otros pares cinemé.ticos. 

En el caso considerado, dicho espacio es el plano, y las dos 
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restricciones "nuevas" impiden las translaciones a lo lBl"go de dos 

dlrecctones alojadas en el mencionado plano. 

Hasta este momento se ha manejado lntultlvamente el concepto 

de dlmens16n, sln dar de él una deflnlcl6n; pero el ejemplo que se 

acaba de presenta.r, da ple para establecer wm. deflnlcl6n prá.ctlca 

de dicho concepto. 

l. 2. 3 l>eflnlclón de Dimensión 

La dlmensl6n de una cadena cinemática abierta, compuesta 

únicamente por eslabones binarios (eslabón binario a eslabón que 

tiene Mlcamente dos pares cinemáticos asoclad0s), es el nWnero de 

grados de libertad que posee el eslabón extremo de la cadena en 

cuestión. Obérvese que al hablar de grados de l lbcrtad del cuerpo 

extremo no nos referimos a la movilidad total de la cadena, sino 

únicamente al número de coordenadas que pueden y deben ser 
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especlftcadas para determinar completamente la poslc16n Y 

orlcntacl6n de dicho cuerpo. La cadena clnemátlca a la que dicho 

cuerpo pertenece puede l lmt lar este númer-o, pero nunca puede 

hacerlo superior a 6. Esto puede comprenderse mejor- si se 

consideran estos dos ejemplos: 

1.-Una cadena clnemátlca compuesta Unlcarnente por dos 

eslabones, uno fijo, y el otro articulado al primero 

mediante un par de revoluta. A cualquier agente externo 

que "intente" posicionar al eslabón móvil de la cadena 

propuesta, le será perlllltldo modificar solamente una 

coordenada, a saber, un ángulo. Por lo tanto, el eslabón 

móvil tiene un grado de libertad, En este caso, la 

movilidad de la cadena ctnemé.tica coincide con los grados 

de llbertad de su eslabón extremo, o sea con su dimensión. 

2.-Una cadena cinemática espacial abierta constituida por 

eslabones blnarlos (excepto la base y el eslabón extremo), 

articulados entre ellos mediante 7 pares de revoluta. En 

este caso, la movilidad de la 'cadena cinemática es de 7, 

puesto que deben especificarse 7 variables para determinar 

completamente la configuración de dicha cadena; pero a un 

agente externo que "agarre" al eslabón extremo, le bastaré. 

especificar 6 coordenadas para posicionar éste, aunque la 

conflguracl6n de la cadena quede indeterminada 

(especificando las 6 coordenadas del eslabón extremo, la 

cadena queda "colgando"). 
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Puede afirmarse que la movilidad de una cadena clnemátlca 

abierta es igual o mayor al número de grndos de libertad del 

eslt\b6n extremo. 

1.2.4 Grados de Libertad Pasivos 

En ciertas cadenas clnemá.ttcas podrá encontrarse que no todos 

los grados de llbertad de la cadena son determinantes en el 

movimiento relativo entre dos eslabones dados. El siguiente 

ejemplo f'acl l t tara Ja comprensión de esta sl tuaclón. 

Supóngase que se tiene el mecanismo ilustrado en la f'lgura 9. 

figura 9 

En este mecanismo, el comportamiento de los eslabones 1, 2 y 

3 es el mismo que tendrían estos eslabones sl pertenecieran a un 

mecanismo de 4 barras ordinario. 

Sln embargo, el eslabón 4 puede desplazarse a lo largo de la 

dlrecclón de e o e', pues los pares clnemátlcos 2-4 y 3-4 tienen 

en com11n el grupo de desplazamientos gP(e). 
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El nWnero de grados de libertad pasivos, se obtiene a través de la 

f"6rmula 

donde 

n-1 
lp= :i: dlm{LCl, 1+1)-dlm{L(l,n)} 

1=1 

lp=grados de libertad pasivos 

(6) 

L{l,1+1} representa el enlace entre el cuerpo 1 y el cuerpo 

1+1. 

L{l,n} el enlace entre el cuerpo 1 y el cuerpo n. 

1. 2. 5 Determlnacl6n de la DlmensiOn de una Cadena ClnemBllca 

En muchos casos, la dlmenslón de una cadena clnemátlca puede 

encontrarse por simple lnspecc16n¡ pero cadenas cinemáticas que 

involucran muchos eslabones y pares cinemáticos, y cuya geometría 

es compleja, exigen una especial atención a este problema. 

Consideraremos en esta sección dos tipos de cadenas cinemáticas: 

cadenas abiertas compuestas de eslabones binarios (excepto la base 

y el eslabón extremo), y cadenas cerradas también compuestas por 

eslabones binarios. 

Definiremos dos tipos de operaciones entre enlaces: la 

compos1c16n, y la 1ntersecc16n. Definiremos también, el concepto 

de representacJón regular de un enlace. 
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1. 2. 5. 1 Composición 

La composlc16n de enlaces consiste en "encadenar" un enlace 

con otro, para formar un enlace más compleJo que los enlaces 

originales, los cuales no comparten nlng(m eslabón. Para 

comprender mejor esto, considérese que se dispone de dos cadenas 

clnerná.tlcas A y B (ver figura lla), cada una de ellas !'armadas por 

dos eslabones articulados entre si por un par de revoluta. 

Supóngase que uno de los eslabones de la cadena A, se "suelda" a 

uno de la cadena B (más adelante se llamará. a esta "soldadura" 

ldentlflcaclón formal de eslabones). El resultado de esto es una 

nueva cadena clnemá.t lea C con movl l ldad 2, y compuesta por tres 

eslabones y dos pares cinemáticos (figura llb). Mediante la 

composlclón de A y B se ha obtenido e (f'lgura 11). La composlclón 

se puede representar como: 

C =A • B 

Cal (b) 

figura 11 

Se dlce que C es la composlclón de A y B. 



1.2.5.2 InlersecclÓn 

Supóngase que interesa el estudio del movlmiento de un 

eslabón binario 5 perteneciente a una cadena cinemá.tica cerrada. 

Este eslabón está conectado a un eslabón base, por via de dos 

enlaces L
1 

y L
2 

(f'igura 12}. 51 desaparece uno de los enlaces, 

los grados de libertad conferidos al eslabón 5 por el enlace que 

permanece serán mayores que, o iguales a los que tiene el mismo 

eslabón estando presentes ambos enlaces. En general, es deseable 

que un enlace reduzca los grados de libertad que proporciona otro 

enlace al eslabón S, para de este modo, obtener una movl l ldad de 

la cadena clnemá.t lea, que haga Ut 11 a ésta. 

ll L2 
figura 12 

Si se "sueldan" los eslabones extremos de dos enlaces, que 

tienen un eslabón base común, se obtiene como resultado una cadena 

cinemática cerrada, y se dice que existe lntcrsecc16n entre los 

enlaces originales. El eslabón s representa la 1'soldadura11 de los 

eslabones extremos de L
1 

y L
2

• Como consecuencia de la 

1nterseccl6n entre dos enlaces, existe 1nterseccl6n entre los 

complejos de desplazamientos que cada enlace produce. Esta 

lntersecclón es a su vez un complejo de desplazamientos. 
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1. 2. 5. 3 Representación Re~ular 

En el ejemplo que usamos para expl lcar la operación de 

cornposlc16n, la movll1dad de la cadena A, asl como la de la B, es 

1. La movl 1 ldad del la cadena e es dos. En este ejemplo, la suma 

de las llOVl~ldades de las cadenas componentes es igual a la 

movilidad del enlace resultante. Cuando éste es el caso, se dice 

que los enlaces son lndpendlcntes entre si, y la lnterseccl6n 

entre ellos da lugar al desplazamiento nulo E. Sl por ejemplo, 

efectuamos la lnterseccl6n de A y B (lo cual se consigue 

"soldando" los extremos de la cadena A con los de B), se observa 

que se obtiene una estructura rlglda formada por dos eslabones 

unidos entre sl mediante dos pernos, con lo cual se comprueba que 

la lntersecclón de A y B da como resultado el desplazamiento nulo 

E como (mica posibllldad.. 

Cuando la suma de las movll idades de dos enlaces componentes 

es mayor que la movilldad del enlace resultante, la intersección 

de estos dos enlaces dará lugar a algún subrupo do {O} distinto 

del desplazamiento nulo, y por lo tanto, a una cadena cinemá.tica 

con movi U dad distinta de cero. Cuando esto sucede, existe cierta 

redundancla en las libertades que aportan los distintos pares 

cinemé.ticos dentro de un enlace. 

Para vlsullzar lo anterior, considérese una cadena cinemá.tica 

abierta (f"igura 13), compuesta por tres eslabones a, b y e 

interconectados de la siguiente manera: a está conectado a b 
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mediante un par plano; y b por su parte. está conectado a e 

mediante un par de revoluta cuyo eje es perpendicular al plano de 

deslizamiento entre los eslabones a y b. 

~· 
e, e, 

figura 13 

Sl se une rlgldamente por algún medio el eslabón e al eslabón 

a, se cae en la cuenta de que e 1 eslabón b ya no es capaz de 

transladarse a lo largo y ancho del plano, pero aún puede rotar 

alrededor del eje del par de revoluta. Entonces vemos que la 

rotación alrededor de este eje es redundante, pues es aportada 

tanto por el par plano, como por el par de revoluta. La dlmenslón 

del enlace formado por los eslabones a, b y e no es la suma de los 

grados de lll;>ertad de los pares clnemá..tlcos involucrados (4 en este 

caso), sino 3. El enlace descrito, puede reemplazarse simplemente 

por un par plano entre los eslabones a y e, el cual tiene también 

dimensión 3. 

El conjunto de desplazamientos generados por el enlace de los 

eslabones a, b y e, puede representarse como la composición 

entre el grupo de desplazamiento asociado al par plano, y el 

asociado al par de revoluta como sigue: 
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La representación ~terlor se dice que es no regular porque 

existen grados de libertad redundantes. 

El mismo conjunto de desplazamientos puede representarse 

simplemente mediante la representaclon regular 

ya que gRes subconjunto de gPL• y por lo tanto la lntersecctón 

entre estos dos grupos de desplazamiento es el propio gR. La 

representación "gPL" se dice regular ya que en ella no hay grados 

de 11 bertad redundantes. 

Representación regular de un enlace es entonces, la 

composlc16n de grupas de desplazamiento (subgrupos de {O}) que 

ofrece las mismas poslbllldades de movimiento del esl,abón extremo 

que dicho enlace. y que ca.rece de grados de libertad redundantes. 

Habiendo def'lnldo las operaciones composlc16n e Intersección, 

y el concepto de representación regular. estamos en condiciones de 

determinar la dimensión de una cadena abierta compuesta por 

eslabones binarios que contenga mul tltud de pares cinemáticos. 

1. 2. 5. 4 Proced1•1ento para dctermlnar la dtmenstón de una cadena 

abierta 
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Pueden numerarse de uno en uno todos los eslabones comenzando 

por la base. Haciendo que un sublndlce 1 tome valores enteros 

desde 2 hasta n. se une rigldamente a la base el eslabón 1 

(considerado momentáneamente como eslabón extremo), Acto seguido, 

se determina el grado de redundancia, o lo que es lo mismo, la 

dlmens16n del conjunto de desplazamientos a que da lugar la 

lntersecc16n. Este número se resta de la suma de los grados de 

1 lbertud de todos los pares clnemátlcos que intervienen en el 

enlace entre el eslabón 1 y la base. El resultado de esta resta 

es la dimensión de dicho enlace. En caso de que la dimensión de 

la cadena obtenida por la lntersecc16n no sea nula, el último 

enlace anallzado deberá substituirse por uno que tenga 

representación regular. 

Al repeti,.. el proceso anterior con i>2, en lugar de efectuar 

la suma de los grados de l lbertad de todos los pares cinemáticos 

que están entre la base y el eslabón 1, basta con sumar únicamente 

la 1Utima dimensión obtenida y los grados de libertad del par 

.formado por los eslabones 1-1 e l. 

Una vez que se ha repetido este procedimiento con los n 

eslabones, se obtiene la dimensión de la cadena abierta. 

La dimensión asociada a una cadena cerrada simple (con una 

sola malla), es la de la cadena abierta que resultarla de dividir 

el eslabón base en 2, de modo que una de las "mitades" obtenidas 

siguiera siendo la base, y la otra se convirtiera en el eslabón 

extremo. Obtenida la dimensión asociada a la cadena cerrada, 
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puede aplicarse el criterio generalizado de Kutzbach. 

1. 3 CLASIFICACIÓN DE LAS CADENAS CINEllÁTICAS ESPACIALES SEGÚN 

HER'lt 

Hervé [. S ] estudió las cadenas clnemá.tlcas de acuerdo a su 

movilidad, e ldentlflc6 3 tipos de ellas: 

1. -Cadenas clnemá.tlcas banales o triviales: éstas son las que 

satisfacen el criterio generalizado de Kutzbach (crlterlo de 

Hervé), Las cadenas cinemáticas banales pueden asociarse a un 

único subgrupo dado {G} del grupo de desplazamientos { D}. Ejemplos 

de el las son los mecanismos planos clásicos, los cuales esté.n 

asociados al grupo de desplazamientos correspondiente al par plano; 

los mecanismos esféricos asociados a gES; y los mecanismos 

espaciales asociados a {D}. 

2. -Cadenas cinemáticas excepcionales: En la referencia [5) y 

en 1'3, Hervé llama cadenas excepcionales a aquéllas que no pueden 

asociarse a un único grupo de desplazamientos , y a las que. según 

él. no puede aplicarse el criterio generalizado de Kutzbach; pero 

cuya movilidad, sin embargo, puede determinarse mediante la 

composición y la lntersecclon. Al autor de la tesis no le queda 

claro qué se quiere decir con " .. ,no pueden asociarse a un único 

grupo de desplazamientos ... ". Por otra parte, el propio autor 

3 
(Cfr. CLASIFICACION DE LOS MECANISMOS, arU"culo dal volU111Cn 

"FW\de111C1nloa Clne.&llcoa ¡>ora el DlaeAo de H&qulniu• Hec111nlsrnoa"• 
Cent.ro de Educacl3n Conlfnuo de la f"ocullad de Ingenleirf:a 

U.N.A.H •• Hd'xlco D. F.' 1981} 
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examln6 los ejemplos que Hervé propone como cadenas excepcionales, 

y encontró que, tras de hacer ciertas conslderaclones, es 

realmente post ble apl lcar el crl ter lo general izado de Kutzbach. 

A manera de ejemplo, considérese la Junta de X.oenlgs (flgura 

13'a). Esta cadena clnemátlca consta de 4 cuerpos los cuales 

aparecen designados en la citada figura mediante nWneros romanos. 

Los pares clnemátlcos 1 y 4 de la cadena son de revoluta, en tanto 

que los pares 2 y 3 son clllndrlcos. 

Supóngase que la base se dl vide en 2, a modo de obtener una 

cadena clnemátlca abierta con 4 pares cinemáticos (figura 13'b. ). 

El eslabón extremo de esta cadena abierta tiene 5 grados de 

llbertad, ya que un eje (distinto del eje de la artlculacl6n) 

perteneciente al eslabón extremo puede situarse como se desee 

(recuérdese que una linea posee 5 grados de libertad: las 3 

coordenadas cartesianas de uno de sus puntos, y los 2 ángulos que 

forma con sendos ejes de referencia). Las pos 1 bl lldades de 

movimiento del mencionado eslabón extremo no corresponden a 

ninguno de los grupos de desplazamiento identificados por Hervé, 

sin embargo, const ltuyen un complejo de desplazamientos de 

dimensión 5, y este valor puede utl llzarse como la dlmensl6n 

asociada a la cadena original, en la r6rmula generalizada de 

Kutzbach. Si esto se hace, se obtiene una movilidad de uno, que 

es efectivamente la movl lldad de la Junta de Koenlgs. 

LA dimensión de la cadena clnemátlca que Hervé presenta como 

ejemplo de cadena excepcional en la referencia [5], y que aparece 



-42-

(a.) 

i"igura 13' 



ilustrada en la f'igura lb del capl lulo 3, puede ser también 

determinada mediante el criterio general izado de Kutzbach, si se 

tiene en cuenta lo siguiente: si los eJes de los pares 

cilindrlcos de dicha cadena no rueran coplanares, la 

dimensión asociada a ésta serla 6, y la cadena seria en realidad 

una estructura rigida, hecho que el criterio de Kulzbach 

(tradicional o generalizado} predice correctamente. Pero, al 

hacer coplanares los tres ejes, se está haciendo una translación 

dependiente de las otras 2, y por lo tanto se está reduciendo en 1 

la dimensión. Consecuentemente, la dimensión asociada a la cadena 

en cuestión es 5. Usando este valor en la fórmula general izada de 

Kutzbach, se obtiene una movilidad de 1, que es efectivamente la 

movi lldad de la cadena que nos ocupa. 

La hipótesis de que el criterio de generalizado Kutzbach 

puede utl llzarse para determlnar la movilidad de las cadenas que 

Hcrvé llama excepcionales, sólo se comprobó en contados casos 

particulares, de los cuales rueron comentados exclusivamente 2. 

Sin embargo, el hecho de que en todos los casos analizados f'ue 

posible encontrar la f'orma de aplicar la fórmula generalizada de 

Kutzbach, conduce a pensar que dicha f'órmula puede aplicarse a 

toda cadena "excepcional". Esto queda por demostrarse. 

3. -Cadenas cinemáticas paradójicas: aquéllas cadenas cuya 

movi l ldad no puede ser determinada mediante la teoria de grupos, 

se llaman paradójicas. Ejemplos de estas cadenas son la cadena 

rormada por la superposición de un mecanismo plano de 4 barras y 

sus dos conjugados, los cuales se pueden encontrar a partir del 
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teorema de Roberts; el mecanismo de 4 barras de Bennelt, y los 

mecanismos de 6 eslabones, llamados isómeros, que f'ueron 

descrl tos por Wohlhart [ 11 ] . Todos el los presentan ejes de 

slmetrla, los cuales confieren a dichos mecanismos la movilidad 

que poseen. 

1. 4 mooos DE SÍNTESIS ESTRUCTURAL DE CADENAS CillEllÁTICAS 

En las secciones anteriores se presentaron de manera sucinta, 

algunos elementos del análisis de Hervé que se creyeron útiles 

para la comprensión de lo que resta de este capl tulo. 

La metodologla de Hervé sirve fundamentalmente para anallzar 

cadenas cinemáticas de geometrla conocida, y expllcar de manera 

racional, porqué dichas cadenas t lenen determinada movl l ldad. Es 

pues la metodologla de Hervé, una herramienta de an:":llsls. Sin 

embargo, cuando se crean o se slntetlzan cadenas clnemá.ticas, 

deben hacerse ciertas suposlclones generales respecto de su 

movll idad, puesto que inicialmente se desconoce la geometrla de la 

cadena que se empieza a sintetizar. 

Nos proponemos ahora explicar dos métodos de sintesls 

estructural de cadenas clnemAtlcas: el método de ShuJun [ 10 1, y 

el método de Rooney y Ea.rl (8). 

método modular. 

A este 0.ltlmo, lo llamaremos 

Puede decirse que el método de ShuJun es exhaustlvo. en el 



sentido de que se propone encontrar el número máximo de soluciones 

posibles. El método modular en cambio, es constructlvo porque con 

él se pueden obtener cadenas clnemátlcas complejas, a partir de 

cadenas rné.s sene i l las. Este método depende esencialmente de la 

inlciatlva de' dlsef'iador. 

1. 4. 1 Métocl.o de ShuJWl 

ShuJun propone una fórmula de movilidad para cadenas 

cinemáticas que contienen múltiples mallas (sólo se admiten mallas 

cerradas), que es la siguiente: 

e 
2(F + :E J·E) = :ECl+J) + :E(l+J+k) + •.. 

J•2 J 
(7) 

donde 

F representa los grados de libertad de la cadena. 

EJ es la· suma de mallas cuyos eslabones extremos tienen J 

grados de 11 bertad. 

(l+J): en este término l y J represen.tan los grados de 

libertad de los pares cinemá.ticos asociados a un eslabón 

binario. 

(i+j+k): en este término, análogo al anterior 1, J y k 

representan los grados de libertad de los pares cinemáticos 

asociados a un eslabón ternario. 

La notación con los términos ( i+J), ( l+J+k) y términos 

similares correspondientes a eslabones que tengan asociados más de 



tres pares cinemáticos, parece inapropiada desde un punto de vista 

matemático, y rcsul la corú"usa. Para evitarla, se escribirá el 
n 

segundo miembro de la ecuación 7 como 2 :E P
1 

donde n es el total de 
l•I 

pares cinemáticos de la cadena estudiada, y P
1 

es la movl l ldad del 

1-éslmo par clnemállco. 

De este -modo, la ecuación (7) puede escrlblrse 

B 

2(F + E J·E ) = 2 E P 
J .. 2 J 1=1 l 

(B) 

Los grados de l lbertad del eslabón extremo de una mal la, son 

idénticos a la dimensión de la cadena que se oblendria si 

suprimieran todos los pares cinemát leos no pertenecientes a la 

malla en cuestión, y se dividiera en dos parles un eslabón 

considerado fiJo, de modo que la nueva cadena clnemá.llca tuviera 

un eslabón más que la malla que le dio origen. 

Una cadena clnemállca de L mallas independientes con N 

eslabones debe cumpl lr las siguientes relaciones: 

(9) 

Q•ax 

0~3 (q-2)B
0 

= 2(L-ll (10) 

donde Bq es el total de eslabones con q pares cinemáticos 

asociados. El valor de q11wuc es menor o igual a L+l. Es decir que 
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el máximo número de pares cinemáticos que pueden estar asociados a 

un eslabón perteneciente a una cadena clnemát lea con L mal las 

independientes es L+l. 

De la relación (9) puede despeJarse B
2

, y de la relación ( 10). 

puede despejarse 8
3

• De este modo, 8
2 

y 83 pueden calcularse como 

f'uncl6n de las otras Bq (q ~ 4). El resultado de estos despejes 

es: 

( 11) 

Q••x 
B = 2(L-1 )- I: (q-2)8 

3 q=4. q 
(12) 

El método de slnt.esls de ShuJun consiste en los siguientes 

pasos: 

1. -Da.dos el número de eslabones N y el número de mallas L, 

calcular los números de eslabones binarios y con múltiples 

pares asociados utlllzando las relaciones (11) y (12). A 

través de un programa de computadora púedcn e:ncontrarse de 

manera sistemática valores de las variables libres B de 
q 

modo que todas las Bq sean enteras positivas (o nulas), y 

satisfagan los requerlmlentos de las citadas relaciones, 

En el apéndice A se incluye una rutina en BASIC 

(PADRONCAD) que hace este trabajo. Debe sef'ialarse que 

este paso puede hacerse con lápiz y papel sl el número de 

mal las y el de eslabones son pequef'íos: números mayores 

comienzan a hacer indispensable el uso de la computadora. 
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Sl n embargo, aún para ésta, la tarea de encontrar todos 

los Juegos de eslabones posibles para números de eslabones 

y mallas demasiado grandes, puede ser prohlbltlva. 

2. -Una vez obtenidos conjuntos de valores de B q apropiados, 

deben interconectarse los eslabo~es de cuantas formas sea 

poslt?le, para t"ormar todos los tipos de cadenas 

clnemátlcas que tengan el número de mal las independientes 

especlf'lcado desde un prlnclplo (en este punto, aún no se 

ha especlf'lcado la naturaleza de los pares clnemá.tlcos que 

resultan de la lnlerconcxl6n de eslabones). ShuJun no 

presta mucha atención a este problema; el cual, sin 

embargo, no es de ninguna manera trlvlal, ya que para 

números de eslabones y de mallas no muy grandes (N,L < 

10), la cantidad de interconexiones posibles puede ser muy 

considerable. En el capl tulo 3 se tocará este punto con 

mayor detalle. 

3.-0btenldos los tipos de cadenas cinemáticas que pueden 

f'ormarse con los conjuntos de eslabones obtenidos en el 

paso 1, mediante un programa de computadora se hace variar 

la movllldad de cada uno de los pares cinemáticos de un 

tipo de ca'.'dena cinemática desde 1 hasta 3 (según ShuJun 

hasta s 4 , pero nosotros sólo estarnos interesados en 

cadenas compuestas por pares inferiores), y se anal iza qué 

conjuntos de movllldades satisfacen la ecuación (7). De 

los conjuntos que la satisfacen, puede haber algunos, que 

4 
Uno ""'º" on conloc<o por-nonl• con un plano, sorlo un o)omplo 

de par clne.át.lcc aupcrlcr ccn lllOVl l ldad S 
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aunque por su ordenamiento parezcan distintos, representen 

en realidad a la misma cadena cinemática. A tales 

conJuntos se les l larna isomorfos. Cuando éstos aparecen, 

deben el lmlnarse todos ellos menos uno. De este modo se 

asegura que todos los conjuntos de movl lldades que la 

computadora imprima, representan cadenas cinemáticas 

distintas. 

En la impresión de los resultados del paso 3, cada grupo de 

dlgltos contiguos deberá interpretarse como un eslabón, y cada 

dlglto como la movilidad de uno de los pares clnemátlcos asociados 

al eslabón correspondiente. Asl por ejemplo, en el ordenamiento 

3123 223 131 12 23 32 

que representa una cadena de 6 eslabones, el primer grupo 

representa un eslabón cuaternario (con 4 pares asociados); el 

segundo y el tercero representan eslabones ternarios, y los 

últimos 3, eslabones binarios. El primer eslabón tiene dos pares 

cinemá.tlcos de movilidad 3, uno de movilidad 1, y otro de 

movl l idad 2. Los eslabones representados por los grupos del 

ordenamiento anterior s6lo pueden sen Interconectados en una única 

forma, uniendo "vértices" de eslabones con Igual movilidad, y por 

lo tanto, dicho ordenamiento representa una Wtica cadena 

cinemá.tica (sólo desde el punto de vista topológico, ya que puede 

haber varias real izaclones geométricas de la misma topo logia). 

Queda, por supuesto, excluida la posibilidad de Interconectar un 

eslabón consigo mismo. Además no deben existir mallas abiertas. 



En el capitulo 3 se explicará en detalle cómo auxlllarse de 

la computadora par·a Ufiar el método de ShuJun. Aslmlsmo, se 

comentarán las ventajas y desventajas de dicho método, y algunos 

de sus res u 1 tados. 

1. 4. 2 llátodo Modular 

A dlferencla del método de Shujun, el modular admite cadenas 

tanto cerradas como abiertas. 

Fundamentalmente, este método consiste en considerar a una 

cadena cinemática de propiedades estructurales (topológicas) 

conocidas, como un módulo. La lnterconex16n de varios módulos 

obedeciendo a ciertas reglas, da origen a nuevos módulos. De esta 

manera pueden crearse cadenas cinemáticas complejas. 

Para comprender .el método modular es necesario deflnlr antes 

algunos conceptos: 

t. 4. 2. 1 Identlf'lcaci6n Formal de Eslabones 

En el método modular no se trata a los eslabones como 

unidades aisladas que al ser conectadas a otras unidades 

semejantes orlglnan la aparlc16n de nuevos pares cincmátlcos. Más 

bien se considera a los propios pares cinemáticos como las 
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unidades elementales a partir de las cuales. se construyen las 

cadenas clnemé.tlcas. La forma en la cual son unidos unos pares 

clnemátlcos con otros para generar cadenas clnemfl.tlcas, se llama 

ldentlf'lcaclón formal de eslabones, y consiste en "soldar" o unir 

rlgldamente un eslabón perteneciente a un par clnemé.tlco a un 

eslabón perteneciente a otro par clnemé.tlco. Se dlce entonces que 

los eslabones a unir se "ldentlflcan formalmente" (figura 14). 

r··J-j 
f"lgura 14 

La ldentlflcaclón formal de eslabones slmpllf'lca la 

construcc16n de cadenas clnemé.tlcas porque en ella no se crean 

nuevos pares clnernátlcos. Mediante el procedimiento de 

ldentlf"lcaclón formal, la suma de pares clnemé.tlcos de todos y 

cada uno de los módulos tomados aisladamente, es igual al total de 

pares cinemáticos que contiene la cadena cinemé.tica compuesta por 

los mencionados módulos. 

1. 4. 2. 2 Componentes de Actuación 

Un componente de actuación elemental es aquella cadena 

cinemá.tlca en la que todas las articulaciones estén controladas 

por motores. Aquellos eslabones del componente de actuación cuyo 



movimiento interesa, se consideran las salidas de dicho 

componente. 

Considérese el par cinemé.tico representado en la figura 

15. 

0---0 
figura i5 

Si este par cinemé.tico tiene .ovilldad uno (v. gr. 1 par de 

revoluta o par de tornillo) y el movimiento relativo entre los 

eslabones que lo componen esté. controlado por un motor 1 constituye 

entonces el componente de actuación mé.s elemental. 

Si tenemos 6 de estos componentes de actuación, 

ldentlflcamos formalmente ~ eslabón del componente 1 con uno del 

componente 2, el otro eslabón del componente 2 con un eslabón del 

componente 3, y asi sucesivamente (figura 16), entonces obtendremos 

figura 16 
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un manipulador en serle con 6 artlculaclnes (6 grados de llbertad) 

(figura 17). Se sobreentiende que el eslabón del componente 1 que 

no está conectado a ningún otro, corresponde a una base fija en el 

espacio. 

Puede considerarse que el manipulador en serle es en sl mismo 

un componente de actuación. 

Rooney y Earl restringen su deflnlclón de componente de 

actuación a cadenas cinemáticas que no tienen mallas cerradas. 

Sln embargo, este concepto puede extenderse a cualquier cadena 

clnemátlca cuya movilidad sea igual al número de artlculaclones 

de la cadena que estén controladas por motor (a cada grado de 

l lbertad de la cadena corresponde un motor). 

1. 4. 2. 3 Movilidad Ef'ectiva 

Sea una cadena clnemát lea abierta K. El conjunto de todos 

los eslabones de la cadena K vendrá representa~o por L. Supóngase 

que un subconjunto I de L esté. formado por eslabones cuya poslcl6n 

y orlentac16n estén controladas por agentes externos, v. gr., 

componentes de actuación. Llamaremos al conjunto I el conjunto de 

entradas de la cadena clnemát lea K. Si no es suf'lclente flJar la 

posición y orientación de todos y cada uno de los eslabones 

pertenecientes a I, para determinar completamente la conflguracl6n 

de la cadena K, entonces deberá controlarse cierto número de 

articulaciones (o más generalmente, de grados de libertad) de la 



cadena K. Este número recibe el nombre de movilidad efectiva de 

la cadena K. 

Hatemflt 1camente, 

11
0
,CKl = mCKl - sc¡r¡ - ll 

donde m
8
,CK) • 1DOV1lidad efectiva 

(13) 

m(K) = 1DOVll ldad total de la cadena K. si las entradas no son 

controladas 

\ r¡ = cardinalidad del conjunto 1 

Apat"entemente en una ecuación como la ( 13) 1 el coeficiente 6 

puede substituirse por 3 si se sabe que la cadena es plana. 

Un par de ejemplos confirman la hipótesis de que las cadenas 

planas adml tlrrui la ecuación 

m
0
,CKl = mCKl - 3( \1 \ - ll 

Estos ejemplos se ilustran en la figura 17. Estableceremos que 

ambas cadenas tienen dos eslabones de eiltrada. 

~~ 
eslabones de: entrada-IZ 'eslabones de entrada-

figura 17 



Sl se f'lJan la poslcl6n y la orlentacl6n de los eslabones de 

entrada, se obtlenen mecanismos blcn conocidos de movllldad l. 

Justwnente, la movllldad efectiva de las dos cadenas cinemáticas 

!lustradas es 1. Aún con 2 entradas, es necesario conducir una 

art.1culacl6n de cada una de las cadenas para controlar 

completwnente su movlmlento. 

1. 4. 2. 4 Componentes de Distribución 

Rooney y Earl def'lnen al componente de dlstrlbuc16n como una 

cadena cinemática cuya movllldad efectiva es cero. Esto quiere 

declr que el mov1m~ento de un componente de dlstrlbuc16n está. 

completamente controlado por las entradna. 

La flgura 18 ilustra componentes de dlstrlbuc16n planos . 

... w., " ..... 7'§1 
'~ ·. 

11 " 13 
figura 18 -----eslobones 'de entradq / 

Todos los pares c1nemá.tlcos son de revoluta. 

La f'lgura 19 muestra las representaciones al ternas 

correspondientes a los componentes de distrlbuc16n de la f'lgura 18. 
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figura 19 

1. 4. 2. 5 Genero.c16n de Eatructm-aa Cinemá.llcas Más Complejas Aplicables 

a Manipuladores 

La cadena cinemática llustrada en la f"lgura 20 es un 

componente de actuación con 3 motores que conducen sendos pares de 

revoluta. 

figura 20 

Si las entradas 1
1 

del componente de dlstrlbuclón de la figura 

18 se ldentlflcan formalmente con las respectivas salidas S1 del 

componente de actuación considerado, se obtiene un manipulador 

plano de tres grados de libertad (f'lgura 21). Este manipulador 

permite posicionar y orientar un cuerpo rlgldo en el plano. Cenera 
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f'lgura 21 

el grupo de desplazamientos gPL' al lgual que un manipulador plano 

en serle, formado por una cadena abierta de cuatro eslabones 

articulados por tres pares de revoluta. Podemos decir que el 

manipulador que acabamos de obtener esté. en paralelo. 

Desde un punto de vista pré.ctlco, el manipulador en serle 

tiene la ventaja de poder mover un objeto en un área más amplia que 

el manipulador en paralelo¡ pero éste por su parte aventaja a aquél 

por ser más estable, por ejemplo, sl se desea manipular un cuerpo 

dentro de un plano vert leal. 

LA f"llosof'ia de identificar formalmente las sal idas de un 

módulo con las entradas de otro, permite generar estructuras 

clnemátlcas muy complejas, que pueden utll lzarse para generar 

manipuladores o componentes de manipuladores (v. gr., el órgano 

terminal de un manipulador). 



En el capitulo 3 se presentarán ejemplos de estructuras 

cinemá.tlcas de cadenas espaciales. generadas mediante el método 

modular, y la real lzaci6n mecánica de una de el las. En dicho 

capitulo se tratará también de conjuntar el uso de los métodos 

exhaustivos y constructivos. 



2 ANÁÍ..ISIS DE POSICIÓN DE CADENAS CINEMÁTICAS ESPACIALES 

Se distinguen dos tipos de problemas en el estudio del 

movimiento de manlpuladores(l): el directo, y el Inverso. 

Se llama problema clnemá.tlco directo, o simplemente 

cinemática directa, a la obtención del movimiento de un eslabón de 

Interés u órgano terminal (poslclón y/o trayectoria, velocidad y 

aceleración) generado por un movimiento conocido de los motores 

del manipulador. Por ejemplo, sl se tiene un manipulador que 

tiene n motores, cada uno de los cuales produce un movimiento 

relativo circular, resolver la cinemática directa conslstlrla en 

encontrar el movimiento del órgano terminal, sl se han 

especificado ª1. el. a, para los n motores. 

El problema clnemé.tlco inverso, o la cinemática inversa, es 

el problema opuesto al anterior. La cinemática inversa consiste 

pues, en hallar los movlmlentos que deben realizar los motores 

para obtener un movimiento prescrito del órgano terminal. Asi, 

para un manipulador con n motores rotatorios, resolver la 

cinemática inversa equivale a averiguar cué.les deben ser e
1

, 01, 

a 1 de los n motores para producir el movimiento deseado del órgano 

terminal. 

lo largo do oalo cap(t.ulo ut.l llzaromos lndlat.lnt.amcnt.o los 
t.6r111lno• .anlpuladorCllll' y cadena~ clnelll&t.lc~, ya quo Jos Mtodoa 
apl lcablos aqu611oa lt1111bl6n apl lcabloe ot.roa t.lpos do 
cadenas clnem.'itlcaa. 
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Para resolver tanto el problema clnemá.tlco directo como el 

inverso se emplean diversas técnicas matemá.tlcas como son: uso de 

matrices ortogonales de 3X3, matrices homogéneas de 4X4, matrices 

de números duales, á.lgebra de tornillos, y pollnomlos de alto 

grado. Estos últimos permiten obtener las llamadas soluciones en 

f'orma cerrada, es decir todas las conf"lguraclones posibles que 

puede adoptar una cadena cinemática (manipulador o mecanismo) para 

un conJunto de entradas dado. A modo de ejemplo, considérese un 

mecanismo plano de 4 barras como el de la figura A. A pesar de 

que este mecanismo tiene un único grado de libertad, o sea una 

sola entrada, puede armarse de dos maneras distintas para el mismo 

valor de la entrada a 1. 

f'lgura A 

En la figura se aprecia que las longitudes b y b' son iguales 

entre si, como lo son e y e•. La linea discontinua muestra una 

solución alternativa para la misma entrada 0
1

: 

El estudio de la cinemática mediante pollnomios. permite 

encontrar esta multiplicidad de soluciones. En el apéndice D se 

ilustraré. el uso de pol1nomlos con una cadena clnemé.tlca 

particular. 

El método que emplea matrices ortogonales de 3X3, que es el 
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que se expl lcará en este capitulo, y al que llamaremos método 

vectorial matrlclal (VH), sirve de base para obtener soluciones 

mediante una técnica de contlnuac16n, la cual requiere de que se 

parta de una conflguraclón cercana a alguna de las soluciones, 

para lteratlvarnente, encontrar ésta. Este método ofrece algunas 

ventajas que serén comentadas oportunamente. 

En lo que resta de este capitulo se expondrá pues, el método 

vectorial matrlclal que usa matrices ortogonales de 3X3, partiendo 

de nociones elementales, y avanzando gradualmente con un enfoque 

inductivo, hasta obtener una f'ormulacl6n aplicable a multitud de 

cadenas clnemá.tlcas y manipuladores. 
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2. 1 Tl!ANSFORllACIONES ENTRE SISTEMAS DE COORDENADAS RECTANGIJUJIES 

Un mismo vector puede ser descrito desde distintos marcos de 

referencia. En esta sección determinaremos la manera cómo 

-conociendo las componentes de un vector r en un sistema ortogonal 

B- podemos describir al mlsmo vector desde un sistema ortogonal 

A. 

Estableceremos los prlnclplos de transformacl6n de 

coordenadas en el plano, y generallzaremos más tarde dichos 

prlnclplos al estudio de sistemas de coordenadas trldlmenslonales. 

2.1.1 Transformaciones de Coordenadas Rcct.o.ngulares en Sistemas 

Bldimenalonalee 

Imaglnense dos sistemas de referencia O!"togonales: uno (OXy), 

y el otro [O' x' y']. Supóngase que este '1ltlmo ocupa una poslc16n 

arbitrarla respecto a aquél, de tal manera que no coinciden ni los 

orlgenes O y O', nl las orientaciones entre los ejes Ixl y lx' l y 

(y] y [y'] respectivamente, como lo muestra la f"lgura. 1. 

~, 
Q X 

figura 1 
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Siempre seré. posible llevar el sistema (O' x' y'] a que 

coincida exactamente con el sistema. [Oxy) mediante dos operaciones 

fundamentales: una translación que lleve el origen o• a coincidir 

con el origen O, y una rotación que iguale, respectivamente, las 

orientaciones de los ejes [xi y [x' ), y [y) y [y' 1 (la figura 2 

muestra este movimiento del sistema (O'x'y' ]). Desde luego es 

posible llevar de regreso el slstem:i (O'x'y'] a su poslcl6n 

lnlclal. también mediante una translación y una rotación. 

Como sugiere la figura 2, en una translación pura se conserva 

la orientación de los ejes. En una rotación, en cambio, todos los 

v'. 

(•) 

,, 
-:.:::::: \ 
'.'.;/ \ 
/\ 
=:::::- \ .... • 

O' 

X 

figura 2 

'L ,_ ·.-
... ··"" 

\ .... --""" 
o (b) 

puntos del sistema, excepto aquél alrededor del cual se produce la 

rotación (que permancece fiJo), describen segmentos de 

circunferencia concéntricos (si se tratara de una rotación pura 

trldlmenslonal, los puntos que se desplazarian, lo harian sobre 

superflcles esféricas concéntricas). 

Analizaremos ahora la f'orma de encontrar las componentes de 

un vector en un sistema (Oxy), conocidas las componentes del mlsmo 

vector en un sistema [O'x'y'] que esté. transladado y rotado 

respecto al sistema [Oxy). 
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2.1. 1.1 Sletemo.s de Coordenadas Transladndoe 

Consideremos ahora los dos sistemas de referencia (Oxy] y 

(O' x• y' 1 de la figura 3a. El segundo esté. transladado con 

respecto al primero. 

[h 
o '" .. , 

y' 

(b) 

!'!gura 3 

Supóngase ahora un punto P (figura 3b) cuyas posiciones 

respecto a [Oxy] y (O'x'y'] están dadas por los vectores r y r' 

respect l va.mente. 

Es útl 1 advertir que a pesar de que los extremos del vector 

r' llenen distintas coordenadas en los dos distintos sistemas, las 

proyecciones sobre los eJes [x] y [x' J son Iguales entre sl, como 

lo son las proyecciones sobre los eJes IyJ y [y']. 

Por lo tanto, si se conocen el vector r' y el vector R (que 

da la ubicación del origen 10') con respecto al sistema [Oxy]), 

entonces, las componentes del vector r serán 

( 1) 



como puede apreciarse en la figura 3b. 

2. 1.1. 2 Sleteaas de Coordenadas Rotados 

Considérese el vector r y los sistemas de referencia 

mostrados en las figuras 4a. y 4b. 

'~ 
0 X 

y'\ J 

\¿;---:. 
o 

l•l lb) 
figura 4 

En ambas figuras tenemos un mismo vector r; pero referido a 

dos distintos sistemas de coordenadas ortogonales que comparten el 

mismo origen (aunque aqui se han dibujado separadamente). 

Superpongamos la figura 4b a la figura 4a haciendo coincidir 

los vectores r de cada una de las f"iguras (recuérdese que se trata 

en realidad del mismo vector ), De esta manera podemos nosotros 

figura 5 
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observar cómo está orientado el sistema [O'x'y') (Bl con respecto 

al sistema A ([Oxy}). Esta situación puede apreciarse en la 

figura 5, en la cual podemos comprobar que el eJe (x' l está 

desplazado un ángulo e con respecto al eje [xl, del mismo modo que 

el eje {y1
] se encuentra desplazado también un ángulo e respecto 

al eje (yl. 

Seg(ln puede 1nf'er1rse de la figura 5, las componentes 

rectangulares del vector r en el sistema. [Oxy] son 

x=r cos(O+et) 

[2) 

y=r sen(O+«) 

y en el sistema [Ox' y'] son 

x'=r cos « 

(3) 

y'=r sen a. 

De la trlgonometrla sabemos que 

cos(e+a.)=cose coso: - seno sena. 

(4) 

sen(9+a;)=sen9 coso: + sencx. cose 

de modo que las ecuaciones (2) pueden escribirse como 
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x=r(cose cosa: - sena sena:) 

(5) 

y==r(senO cosa: + sena: cose) 

Substituyendo r cosa por x' y r sena. por y', obtenemos 

después de algunas manlpulaclones algebraicas, 

x' cose - y' sene e x 

(6) 

x' seno + y' cosa = y 

Este es un sistema de dos ecuaciones lineales simultáneas que 

puede ser escrito en forma matrlclal como sigue: 

[
coso -sene] [ x'] = [ x l 
sene cose y' y 

(7) 

Def'inlclón 

A la matriz 

[
cose -seno] 
sene cose 

de la ecuación (7) se le llama matriz de rotación. 

F.ste nombre lo recibe en virtud de que el premultlpllcar el 

vector r expresado en términos del sistema [O>Cy] por dicha matriz, 

equivale a rotar aquél un ángulo 9: hecho que puede verli"lcar el 
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lector nwnérlcamente con un vector r, y un é.ngulo e elegidos 

arbl trarlamente. 

La ecuación (7) permite encontrar las componentes x e y del 

vector r sl se conocen e, x' e y'. 

Si se desea conocer x' e y• dados 9, x e y, ambos mlembros de 

la ecuaclon (7) deben ser premultlpllcados por la matriz inversa 

de la matriz de rotación, con el fin de hacer dicha ecuación 

expl icl ta en x' e y'. 

Para encontrar la Inversa de la matriz de rotación, 

aprovecharemos el hecho de que, por ser ésta una matriz ortogonal, 

su Inversa es igual a su transpuesta. Entonces, al premul tlpllca.r 

ambos miembros de la ecuación (7) por la transpuesta de la matriz 

de rotación, obtenemos una ecuación explicl ta en x' e y' que es 

r X'] [ cose sene] [X] 
ly• = -seno coso y 

(B) 

Base, ortogonalidad, conjuntos ortonormales( 2 )t 

Aqui e:rcpllcamos, con ayuda de ejemplos, loa términos base, 
ortogonal ortonormal dentro dol il!llbllo que a noaotroa 
concierne (cabe aonalar que el producto Interno que utilizo.remos 
aqui, ca el llaDado producto punto, o.a decir, el habitual ent.ro 
vectores pcrloneclcnt.eo a Rn, dcl"I nido por 

2 t Puede omitirse .. lectura de cata aeccld"n al pd°'rdlda de 
cont.lnuldad. 
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para voct.oroa u=(u
1 

• u
2

• 

Base 

El conJunt.o ((l,O)T, (O,t)T)) so llamo una ..... 
:~:~ndo c~1"::11o-;nt.e ve!~:r dosdol voct.::::clo quo RJ.º foraan, 

Lo 

porque 

puedo 
anterior 

puedcuni:prosarso mate.á.t.lcaDBnlo do la sl9ulont.o rorut 

Todo voclor·ren
2 

puede oblonorae modlanlo la ecuacl6n 

r=x 1 (1,0)T +y' (O, l)T 

o engonoral (9) 

r=x'u + y'v 

2 
donde x• 1 y' E R, y u, V E R son voct.oroa que forinan una baao, 

Conjuntos Ortogonales 

Un conjunto de voct.oroa on el que ol producto lnt.orno entre 

cualoaqulora doa do sus elementos cero, 

cuando un vector ao .ultlpl tque punt.uat•nt.e por 
el cual, el producto Interno aoré. dlallnlo de coro), 

Conjuntos ort.onormales 

orto9onal (excepto 
111 •lamo, caso en 

El conjunto orlo9onal cuyos vectores llenen lodos longitud 

conJunlo 

han sido 

unltarhr., 1 laaa orlonor-.1, En ot.raa palabras, 

ort.onormal 
normalJzados. 

Loa t.ératnoa ort.oQon.al ort.onoraal, que uon apl lcados 

auy varladaa alt.uactone• dentro de la• Malct.á.t.lcas, cobran un 

alQnlrtcado espc~lal loa que t.lencn lnt.erprelaclón 
t¡1eomét.rlca, loa cual ea de hecho tuvieron orl9en. 
Preclaa-nlo en nue•t.ro aná.llela, loa téralnoa orlo9onat 
orlonoraal t.lenen un aent.ldo t¡1eo..élrlco, coao vereaoa en breve. 

ConGlderelllOB ahora lou Vectores u.o> T 
alat.eaa de coordenada• (Cbl: 1y' J, Calculemos 

ecuación (7), el "aspecto" de 11aloa vector11a 

alat11M (OxyJ, 

(0, l)T r11rortdoa al 

de acuerdo la 

observado• de11do. el 



Para el vector X 1 •(1,0lT (o blon x 1•1 1 y'=C>l, •e lleno 

[cose 
sene 

-seno] [}[cose] 
cose o seno 

y para el vector (0,1lT (x's:O, y'=U, 

[cose 
sene 

-sene] [°]=Cene] 
cose 1 cose 

El ropuJtado do la ecuación (10) vector .. 
unltarta dl1"19ldo a lo lar90 dol ejo (x•], y ol 

(y']. vc~:r ::::;;0n8 ur;~::~',º• .:rg~Ty dlr:~!::(I, a 

obtenido 

lo Tlar90 
cosiltl aon 

(10) 

(11) 

lon9llud 
en (11) 1 

del ojo 

además 

porpe-ndlculares entro ai, lo cual puede doiaoatr·arso 

producto punto entro o•bo• vectores. Eslo 

dfoctuando 

también 

.. 
puedo 

vtauallzaroe 9ré.rlcaJDOntc. 

Ob8érvo110 por otre parto, quo laa oporaclon')B reol lzadaa 09 
(10) y en <\1) 1 han proaorvado loa voctoro11 coluana ((coo&, •ene> 
y (-aonq, coaq> re11pectlva.JDOnto) da la -trlz do rotación. 

Con base en e•to aná.llal• pode.a& concluir qua la col~ 
Izquierda do la mat.rtz do rotación contiene Jaa componentes x o y 

do un vector unltarlo dlrlc;ildo a lo larc;io del ojo tx'), y a•l•lamo 

la colUlllTI8 derecho contiene las co11C>Onentea y do un '#actor 
unltorlo dlrlqldo a lo larc;io dol ojo (y']. Eatoa doo vectores pon 

porpondlcularea ortoc;ionalo• antro 111, y ello jU!lltlflco qua 
dt9a qua la -t.rlz da rotación oa ort;f9onal, Además eat.oa 
vect.orea columna ~onat.lt.uyon una base do R 1 y el pre.utllplllcar 

un vector (x' ,y') por lo matriz do rot.act6n oqulvalo Tº collblnar 

1 tnoa~1DC1nt.o loa voctoroa do la baae ((coa0'. 1 aenO') , (-eenG, 
coa~\ ), 

Esta 1nterpret.act6n ao confirmo. al oxaalnai: dot.ontdamante la 

ecuación (7), y ol caer on la cuenta de que dicha ecuación no 

:~:~orea U=(c:::,so:;T c;mbl~=~~::n,co!~'tal -~~:::lÓnlos (S~~cal:;cu 1 :~ 
o 'JI', Y a través de oata combinación, ac llene ol vector r 
téralnoa do loa coordenadaa x e y, dadaa x' o y'. Recuérdo•o qua 

x e y laa coordenadas do r en el al aloma (Oxy] 1 •lontra• que 
x• y• laa coordenadas del mlsDO vector el aleto.a 
(Ox'y' J. 

En particular, al el án9ulo é) l9ual a Cero, loe a\atomo.a 
(O'x'y'] (Oxy) colncldlrlLn, y tanto la matriz de rot.aclÓn 

Inversa, acré.n l9ualea la ..at.rtz ld~ntldad 1 cuyoo vect.oroa 

columna foriaan por aupuoato, una baae ortonormal do R • 
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[

cosa . -seno] = [1 
sene coso o 

(12) 

Cuando un punto P esté. referido a dos sistemas de referencia 

(Oxy] y [O'x"y'] cuyos ejes. no son colncldentes ni paralelos, las 

coordenadas de dicho punto en uno y otro slstema estarM 

relacionadas por la slgulente ecuación vectorial: 

[ 

>< ] • [ R• l + [ cosa -seno l [ x' l 
y RY J sene cose y' 

(13) 

Esta ecuación es el resultado de superponer lo obtenido en 

las ecuaciones (1) y (7). 

En forma abreviada, la ecuación (13) puede escrlblrse 

x=R+Qx' (14) 

La multlpllcaclón Qx' refiere las componentes x' '/' a 

un sistema de referencia cuyos ejes son paralelos a x e y , lo 

que perml te la adición vectorial. 
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2.1.2 Transformación de Coordenadas Rectangulares en 3 Dimensiones 

Una ecuación con la misma forma que la de la ecuación ( 14) es 

apl lcable al estudio de vectores en el espacio de tres 

dlmenslones sl en los sistemas [Oxy] y [O' x' y'] se incluye una 

coordenada adicional z y z' respect lvamente. 

La matriz de rotación seguiré. siendo ortogonal: pero esta vez 

será. de orden 3 X 3 y en el la estarán involucrados los valores 

de 9 ángulos. 

En dos dlmensloncs solamente se tlene un ángulo (o bien dos 

complementarlos) porque la rotación es permitida únicamente 

alrededor de una dlrecc16n perpendicular al plano [xy). En 

cambio, en tres dlmenslones, son posibles tres rotaciones, 

alrededor de sendas dlrecclones no coplanares. Los nueve ángulos 

mencionados en el párrafo anterior son función de estas 3 

rotacior1es. 

Si los é.ngulos que forma el eje Ix'] con los ejes [x], {y] y 

[z] se denominan respectivamente [cxx, l. [tJx' J. [')'x,·], un vector 

unitario dirigido a lo largo del eje [x'] tendrá. la forma 

costJx' Este vector unitario caracteriza 

completamente al eje Ix'], y sus componentes se pueden ll~ar 

cosenos directores de 1 eje ( x' ]. 

Análogamente, las componentes de [coscxy" cos¡JY, cosyy' ]T y 

de [coscxz, cosf3
2

, cosyz' 11 ser{ln los cosenos directores de 



{y' 1 y [z'] respectivamente. 

La matriz A tendrá la forma 

A= 

[

COS<lx' 
coslJJC, 

cosr •• 

cosa;, 
y 

cosfJY, 

COSJ'y• 

COS<lz'] 
coslJz' 

cosrz. 

Por supuesto, las columnas de la matriz A forman una base 

ortonormal de R3
• 

A cont1nuacl6n estudiaremos un caso particular de matrices de 

rotación, muy útll para el o..né..llsls clnemá.tlco de cadenas 

espaciales que incluyen pares de revoluta, prismá.tlcos y 

esféricos. 

Considérense 2 sistemas de coordenadas cartesianas cuyos 

origenes y ejes colnclden lnlclalmente (figura 6a). Estos 

sistemas son el [Oxyz] y el [O'x'y'z') (F!g. 6a). 

(•l lb) 

figura 6 

Al hacer girar el sistema [Ox'y'z'] un ángulo e alrededor del 
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eJe [z] (Flg. 6b), se obtiene un sistema [OX11 y"z']C 3 >. Sl ahora 

se rota este sistema alrededor de [x'"] un é.ngulo a, se obtiene un 

slstema [Ox"y'' 'z"J (Flg. 7). 

fit;ura 7 

51 tenemos como datos las coordenadas de un punto P en el 

sistema [x"y'' 'z 11
], necesitamos de un operador B (matriz 

ortogonal) que transforme las coordenadas [x"y'' 1 z"] en 

coordenadas {x"y"z']. 

3 
Se al\D.dlró.n prtaras solamenle aquel lo• ejos que caeblen .. 

po111cl6n on ceda .ovl111lonto. 



Sl por el momento consideramos que los eJes (y] son de las 

abscisas y los eJes [z) -de las ordenadas, y que el sistema 

[x"y' 1 'z" l está rotado un ángulo a: respecto al sistema [x"y 11z'), 

puede pensarse en términos de dos dimensiones, y el operador B 

tendrá la rcirma de la matriz de 2X2 de la siguiente ecuación, la 

cual transforma las coordenadas [y'' 'z"] en coordenadas [y"z' l 

[ 
y"] = [ cosu -senu l [ y"'] 
z' sena: cosa. z 

(15) 

Se obtiene una generalización de la ecuación (IS) al 

introducir el eje ><" 

[ ::] ¡: 
o o l ¡::"] cosa. -sena. (16) 

sena: cosa. 
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La ecuación ( 16) muestra la transformación de coordenadas de 

un sistema a otro en tres dimensiones. La forma de 1 pr l mer 

renglón y de la primera columna de la matriz cuadrada de la 

ecuación (16) permite que la coordenada [x"] mantenga 

lnal terada. 

Obtenidas las coordenadas lx"y"z' 1 de P, podemos calcular las 

coordenadas del mismo punto en el sistema [Oxyz] (6 (Ox' y' z• 1) 

mediante 

[: l [ :: 1 [

cosa 
sene 

o 

-sene 

cose 

o 

o 

1 
x"] y" 

z' 

o 

Obsérvese que esta ecuación es similar a la ecuación (7) 

encontrada para 2 dlmenslones, salvo que aqul se ha af\adldo el 

eje z, el cual permanece inalterado. Tomando en cuenta esto y 

considerando la ecuación ( 16), podemos escribir 

[ 
x 1 [cosa 
: = •:na cose 

-seno 

o 

Aprovechando la propiedad asociativa del producto matrlclal, 

tenemos 
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[: r·· 
-sene cosa sene sena: 

]['.>] = s:na coso cosa: -cose sena: (17) 

sena cosa: 

Sl loe orlgenes de los sistemas (xyz] y [x"y' • 'z" J no 

coinciden, puede escribirse una ecuación de la forma 

[
xl [Rx] [cosa : : +s:na 

-sena cosa sena senct 

(IS) cose cosa -cosa sena: 

sena: COSCl 

donde, como el lector ya habrá supuesto, (Rx,Ry,Rz]T son las 

coordenadas del origen O' de [O'x"y'' 'z"] en el sistema [Oxyz]. 

Adviértase que el eJe he"] blen está alojado en el plano (xyJ, o 

blen es paralelo a él. 

Matrices como la de la ecuación (17), de la rorma 

¡-~· 
-sene cosa: sene sena. 

Q = seno cose cosa: -cose sen« (19) 

o sena cosa 

son utlllzadas para el estudio del movimiento de cadenas 

clnemát leas, siguiendo Ja notación de Denavl t y Hartenberg. La 

siguiente sección evidenciará. la utllldad de dichas matrices. 
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2. 2 HOTACIÓN DE DENA VIT Y IWITENBERG 

Denavlt y Hartenbcrg (O y H) propusieron en 1955 [Al] una 

notacl6n para el estudio del movlrnlento de cadenas clnemá.tlcas 

cerradas. En dicha notación se asocia un sistema de coordenadas 

cartesianas a cada uno de los pares clnemátlcos de dichas cadenas, 

sl estos son de revoluta o prismáticos (haciendo consideraciones 

especiales puede apl lcarse la notaclon de D y H también a cadenas 

que incluyen pares esféricos). Cada uno de los sistemas de 

referencia se considera unido rlgldamente a un eslabón (cada 

sistema está asociado a un eslabón diferente). A cada par 

clnemá.tlco de revoluta corresponden 3 paré.metros: las distancias 

d
1 

Y bl (ésta es variable cuando el par clnemá.tlco es prismático}, 

y el ángulo o:
1
; corresponde taniblén a cada par una variable 

angular 9
1 

(sl el par es de revoluta). 

2.2.1 Pasos para la Delermlnacl6n de los Parámetros de Denavll y 

Hortenberg para una Cndena Cinetté.tica K 

Supondremos que la cadena K tiene solamente n pares de 

revoluta y/o prlsmá.tlcos ':I que es abierta. SupondreJnOs además que 

todos sus eslabones son binarios (ha.Jo estas condiciones la cadena 

K es un manipulador en serle). Los pasos a seguir para asignar a. 

los dlstlntos eslabones los sistemas de referencia ':I los 

parámetros, de acuerdo con D ':/ H, son los slgulentes: 
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1.-Numeraclón de los pares clnemá.tlcos. 

1(S\S 
DE ll'i 

Los pares clnemá.tlcos se numeran de l en 1 comenzando 

por el de la base. 

2.-Determlnaclón de los ejes [z]. 

Co~ anotamos anteriormente a cada par clnemá.tlco se 

asocia un sistema de referencia. Si el par 1-éslmo es de 

revoluta, el eje de giro es el eje lz1] del 

correspondiente sistema de ref'erencla. Si el par 1-éslmo 

es prlsmé.tlco, puede escogerse como eje [zt] cualquier 

recta que tenga la misma dlrecclón del movimiento relativo 

entre los dos eslabones que constl tuyen el par. E1' 

cualquier caso debe asignarse un sentido a los eJes [z]. 

3.-Determlnaclón de los ejes (xJ. 

El eJe (x1J puede elegirse llbremente con t~l de que sea 

perpendicular al eje (z1J. Cualquier otro eje [XI] debe 

ser perpendicular a los correspondientes ejes [z1-1 J y 

[z1). El eje [x1) se dirige de [z1-1) y [z1). 

4. -EJes [y11. 

Estos quedan lmpl1c1 tamente determinados al especificar 

los eJes (x1 J y h:1 J y establecer que todos los sistemas 

de referencia son dextrógiros. 

NO OEBE 
eiBll\lH.Cft 
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5.-Determlnaclón de [d1)( 4Jt. 

La dlstancla medida entre los ejes [z1] y [zl•t l a lo 

largo de [XH·t] es [d1]. Sl [zl] y {z1+1l se lntersecan, 

en entonces d1=0. En general d1i!:O. 

6. -Determinación de [bt ]t. 

(b1] es la coordenada [zt] de la lntersecclón de los 

ejes [x1+1) y [z1l; (bt) puede ser positiva, nula o 

negativa. 

7.-Determlnaclón del ángulo [a1J'. 

[a:t) es el é.ngulo forma.do por [z1} y [z1+1) medido de 

acuerdo a la regla de la mano derecha, colocando el pulgar 

según la dlrecclón posltlva del eje [x1+1]. SI hay n 

pares clnernátlcos, habré. n-1 é.ngulos [ex.) puesto que el 

indice mé.Xlmo posible para los eJes z es n. 

Los ángulos 91 son variables cuando el par es de revoluta, y 

se mide entre los ejes x
1 

y xt+t' considerando la 

dlrecc16n posltlva de z 1. Cuando el par es prlsmá.tlco, 9 1 es 

un parámetro constante. 

Con ayuda de los paré.metros que acabamos de definir, pueden 

dei'inirse también: 

4
1'Est.aa 

Dependen 
Jlt.eraleo 

lmlcamente 
lntorconexlonos 1 pero 

do 

(bl puedo •er variable). 

eonst.ant.eo 
la Qeo1111tt.ría 

de la cadena 
do loa e•l•bone• 

clnemát.lea. 
do 

de las posicione• relat.lvaa entre ellos 
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8 1111 (dl cos ª• d, sen e
1 b, J (20) 

r··· 
-sena 1 coscx

1 
sene

1
sena:

1 

Q= sene
1 

cosa cosa -cose 
1 
sena

1 1 1 1 

o sena:
1 

coscx, 

(21) 

Nótese que el vector a
1
es el vector de paslclón del origen 

[0
1

•
1

) respecto al sistema l0
1
x

1
y

1
z

1
J. La matriz 0

1 
es similar a 

la matriz de la ecuación C 18), en virtud de que los sistemas ( 1] e 

[ 1+1 J guardan entre si la misma relación que los sistemas (Oxyz] y 

[Ox 11y'' 'z"], para l?s cuales se obtuvo la el tada ecuación. 

Por la Corma como se ha de.flnldo la notación de D y H, cada 

eJe (xl+l J es paralelo al plano rx,y,]. 

La matriz al es el operador que permite obtener lo.s 

proyecciones del vector de posición de un punto P de coordenadas 

{x
1

•
1
y

1
+

1
y

1
+

1
] sobre los ejes de un sistema de eJes paralelos a 

Para obtener las coordenadas P(x
1
y

1
z

1 
), puede 

escribirse una ecuación e.né.loga a la ecuación (18): 

-sena coso: 
1 1 

cose
1 
cosa:

1 

(ec. 22) 

sene
1
sena:

1 

-cos9
1 
seno:

1 l [ ::::] 
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De!'lnlendo 

(23) 

2. 3 SOLUCIÓN DEL PRDllLDIA CINEl!ÁTlCO DIRECTO DI U POSICIÓN 

Dados los valores de todas las e 1, se trata de encontrar la 

orlentacl6n del órgano terminal (OT) de un 1nanlpulador (MN) y la 

postclón de uno de sus puntos con respecto al sistema de la base 

Una manera de consegul r esto es encontrando con 

respecto a dicho sistema, los vectores de poslcl6n de tres puntos 

no collneales pertenecientes al órgano terminal OT (figura B). 

figura 8 

Al encontrar las coordenadas de tres puntos P 1, P 
2 

y P 3 de un 

cuerpo rlgldo, puede obtenerse su orlentac16n. Por lo tanto, se 

requiere una técnica que permita calcular el vector de poslcl6n de 

un punto cualquiera perteneciente al OT, con respecto a (01x1y
1
z 1] 

para valores conocldos de las e
1

. 
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Una vez determinados los primeros n sistemas de referencia y 

los primeros n-1 conjuntos de parámetros («
1

, d
1

, b
1
), 

ldentlflcamos un punto del OT. Puede tratarse al punto sef\alado 

como el origen de un nuevo sistema de referencia: el sistema 

Una per~ndlcular al eJe z
0 

que pase por On+i' dlrlglda de 

aquél a éste, será el eje xn+i' El ángulo que este eje f'orme con 

el eJe x
0 

será el angulo en' cuyo valor es dato para el caso de la 

cinemática directa. 

El eJe z
0

• 1 puede elegirse arbl trarlamente, con tal de que 

sea perpendicular al eje x
0

•
1

. 

Los parámetros d
0 

y b
0 

se definen ahora de la misma manera 

que las demé.s d1 y bl. 

El vector de posición de o 
n+1 

con respecto al sistema 

Llamemos ek al vector de poslclón del punto 0
0

•
1 

con respecto 

al sistema Okxkyl?k· Entonces para k=n 

B =a (24) 
n n 

y tomando en cuenta la ecuacl6n (23), se puede escribir 
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Apl lcando rel teradwnente la ecuación (25) donde k se hace 

variar desde n-1 hasta 1 con decrementos sucesivos de 1, se puede 

encontrar s
1

, que es el vector de poslclón buscado. 

Como usualmente se deseará localizar más de un punto del OT, 

emplearemos un superlndlce t para dlferenclar los distintos 

puntos de interés 0:.
1

• asi como sus correspondientes vectores de 

Es e.si que los 

puntos P
11 

P
2

, P
3 

del OT quedan ldentlflcados con los puntos O~+t' 

0:.1 Y O~+t respectivamente. 

Utlllzando el superlndlce 1 (que puede tomar los valores 1,2 

6 3), a partir de las ecuaciones (24) y (25), puede escribirse 

s: =a~ 
s~ = ak + Qks~+t V k tal que n-1 ?: k 2: 1 

(26) 

Las ecuaciones (26) (S) proporcionan un método completo para 

resolver el problema clnemátlco directo de poslclón del órgano 

terminal de un manipulador en serle. Posteriormente se verá que 

también son 0.tlles para resolver cadenas cinemá.tlcas con mallas, y 

manipuladores en paralelo. 

5 
Por convenlencta 1 

ecuac lo nea de 1 a rorma 
"1 11 • Sl puoa se llena 
ae tendrán 3 sucoslonea, 

llamar& "suce&lón" al conjunto de las n 
(26) cerrespondlentes a cada supor(ndlce 

que ubicar 3 puntos de un cuerpo r(9ldo, 



2.4 PROBLEMA CINEMÁTICO INVERSO EN POSICIÓN 

Ya hemos mencionado que especlflcando las coordenadas de tres 

puntos pertenecientes un cuerpo r1gldo, se determina 

completament~ la poslcl6n y orlentacl6n de éste en el espacio de 

tres dimensiones. 

Cabe recordar sln embargo, que el má.xlmo nú.mero de grados de 

libertad del cuerpo rlgldo es 6 (capitulo 1), de modo que 3 de las 

nueve coordenadas necesarias para ubicar los 3 puntos en el 

espacio (3 coordenadas por punto), son dependientes de las demás, 

como se muestra a contlnuaclón. 

Sean P 
1

, P 
2 

y P 3 tres puntos no collneales pertenecientes al 

órgano terminal cuyas coordenadas respectivas en., el sistema 

[0
1
x

1
y

1
z

1
] son: 

(los superindlces se han escrito entre paréntesis para que no se 

confundan con exponentes). Si la dlstancla entre P 
1 

y P 2 es h1; 

entre P
2 

y P
3

, h
2

; y entre P
3 

y P
1

, h
3

, estas 9 coordenadas 

estaré.n relacionadas por las siguientes 3 ecuaciones: 
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<x!2>_ x!t> )2 + Cy!2>_ Y!u>2 + <z!2J_ z!1»2 = h12 Cal 

cx!3)_ x!2) )2 + (y!3J_ Y!2»2 + (z<3>_ 2 <2>)2 = h 2 
1 1 2 (b) (27) 

Cx131
-

1 
x!1J)2 + (y:•l_ y:•1¡2 + <z!3>_ z!º>2 = h32 (e) 

Pueden asignarse valores, por ejemplo, a 5 variables de las 

6 que lntervlenen en la ecuación (27a) (las h1 se suponen 

conocidas), y despejar la sexta. Después puede asignarse valor 

libremente a una de las tres variables con superlndlce 3. Por 

último, se resuelve el sistema resultante de substituir en las 

ecuaciones (27b) y (27c), las 7 variables ya determinadas . 

Desde luego, los valores de las variables deben ser 

congruentes con las distancias entre los puntos P1, P2 Y P3. 

Atendiendo a estas restrlcclones, pueden estipularse las 

coordenadas respecto al sistema [0
1
x

1
y

1
z

1
) que se desea ocupen 3 

puntos conocidos del órgano terminal. 

El método formulado para resolver la clnemátlca directa, es 

.--· tltll también en la solución de la cinemé.tlca inversa. 

Supóngase, por ejemplo, que se quiere resolver el problema de 

posición inverso de un manipulador de 6 grados de libertad (n=6). 

Supóngase además que todas las arllculaclones de dicho manipulador 

son pares de revoluta. El manipulador generaré.. el grupo de 

desplazamientos en el espacio, cuya dlmenslón es 6. 

Para resolver este problema, se procede de la siguiente manera: 
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1.-Del órgano terml~l, se escogen tres puntos º~· o~ y o~ 

(n=6 .. n+1=7) que el manipulador debe situar en el 

espacio. 

2. -Con respecto al sistema 

posl~lones P:. P: y P; que se desea ocupen los puntos del 

ar designados en el paso anterior (usamos los asteriscos 

para dlstlngulr las poslclones que se ~ logren los 

puntos o!, de las poslclones reales de dichos puntos). 

Estas poslclones deben ser por supuesto, congruentes con 

la rlgldez del órgano terminal. En otras palabras, loe 

puntos del OT forman un triángulo que debe tener las 

mismas dlmenslones (longitudes . h
1

, h
2

, h 3 ) que el 

tr16.ngulo formado por los puntos P:, P: y P;. 

Los vectores de poslcl6n de P:. P: y P: se ,denominarán 

respect 1 vamente s~ •, s~· y a~·. 

3.-Se propone un conjunto de entradas {a
1
,a

2
, ... , e

6
}, y se 

resuelve el problema directo de poslclón para este 

conjunto de entradas, y nsl se obtienen 3 vectores s~. Se 

tendré.n entonces 3 vectores diferencia de la forma 

(28) 

El hacer nulos los vectores 6s1 slgnlflca resolver la 

cinemática inversa. Por conslgulente, nuestro obJetlvo es 
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resolver las ecuaciones 

As
1 Cal =o (29) 

Deflnlendo 

Ax' 
,. - 1 

= x1 x, 
6y 1 ,. - 1 

=Y, Y, 

6z 1 ,. - 1 = z z, l 

la ecuación (29) puede ser escrita asl: 

t.s(B) (30) 

La ecuación (30) representa un sistema de nueve ecuaciones 

escalares con 6 lncógnltas, que es por lo tanto, sobredetermlnado. 

51 los datos s!• son congruentes, ello querrá. decir que hay 

interdependencia entre las ecuaciones del slstema, y éste tendrá 

solución. De lo contrario, el sistema seré. lncompatlble. 

Una manera de aproximarse a la solución de la ecuación (30) 

la proporciona el siguiente 

algoritmo 

1.-Prescrlblr una tolerancia (valor máximo admlslble de llABll 

entre iteraciones sucesivas). 

2. -Proponer un conjunto de entradas (e). 
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3. -Estimar un vector. incremental AO que proporcione una mejor 

aproximación a la solución. Una estimación adecuada se 

logra con el método de Newton-Gauss que se describe más 

adelante. 

4. -Asignar al vector o la suma e + AO para obtener un nuevo 

vector e. 

5. -Comprobar sl la norma del vector AO es igual o menor que 

la tolerancia prescrl ta en el paso t. En caso afirmativo, 

se considera que el último vector e obtenido es la 

solución. De lo contrario volver al paso 3, 

MISlodo de Newlon-Gauss 

Llegado al paso 3 de nuestro algoritmo, el lector se 

preguntará cómo encontrar un vector AO que haga converger al 

método hacia una solución. En esta sección contestamos esta 

pregunta. Es preciso lnslstlr, sin embargo, en el hecho de que el 

vector de entradas 9 dado al lnlclo del algoritmo, debe estar 

11 bo.stante 11 próximo a la solución¡ de lo contrario, el método de 

Newton-Causs fracasará. 

Si se incrementa el vector e af\adiéndole el vector A9, siendo 

la norma de éste pequel'ía, el valor de lle(O+Ae) se puede aproximar 

recurriendo a una expansión en serle de Taylor, y conservando de 
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ésta O.nlcamente hasta el término en AO de primer orden. 

Hatemát lcamente. 

Ae(O+AO) = Ae(O) + J(O)AO (31) 

donde AO = !Ao,. ªº2' Ae
3

, A9
4

, Aes, AOBJT 

y 

8Ax1 
8Ax

1 8Ax1 8Ax1 
8Ax

1 
8Ax1 

ao; aa-; ae; --¡¡¡;- ea; ao; • 
8Ay1 8Ay1 8Ay1 8Ay1 8Ay

1 8Ay1 

--¡¡¡;- aa-; ae; --¡¡¡;- ea; ao; 1 • 
8Az 1 

8Az
1 8Az 1 üAz 1 8Az

1 
8Az1 

--¡¡¡;- oo; ae; --¡¡¡;- ea; ao; 1 • 
8Ax2 

8Ax
2 

8Ax
2 8Ax2 

8Ax
2 8Ax2 

ao; aa-; ae; as; ea; ao; 
J(O) ª!: = 8Ay2 

8Ay
2 

8Ay
2 

8Ay2 8Ay
2 

8Ay2 

--¡¡¡;- oo; ae; as; ea; ao; 1 

8Az2 8Az
2 

8Az
2 

84z2 8Az
2 

8Az2 

ao; oo; ae; as; ea; ao; 
8Ax

3 8b.x3 
8Ax

3 BAx3 
8Ax

3 
8Ax3 

--¡¡¡;- oo; ae; as; ea; ao; 1 

8Ay3 8Ay3 
8Ay

3 
8Ay

3 
8Ay

3 
8Ay

3 

ao; oo; ae; --¡¡¡;- ea; ao; • 
8Az3 8Az

3 
8Az3 8Az 3 8Az3 8Az3 

--¡¡¡;- oo; ae; --¡¡¡;- ea; ao; 1 • 

Se busca que As(O)=O. Cuando A9 ~O 

Ae(O+AO) ~ Ae(O) -+O. 



Entonces la ecuación (31) puede reordenarse y escribirse as1 

J(eJM = -6s(B) (32) 

La ecuación (32) es en real ldad un sistema de 9 ecuaciones 

llneales en 6 incógnitas ti.el. Para e 1 vector de términos 

independientes -As{0), se necesita conocer las posiciones P1, P2 Y 

P 
3

, las cuales se pueden obtener mediante el método visto para 

resol ver el problema directo. 

Para evaluar J(O), t6mese en cuenta que los 3 primeros 

renglones de la definición de J(O) son 8s1/Bel: los siguientes 3, 

son 8s2/BB1: y los últlmos 3 as3/BB
1 

para i=l, ... , 6. Bs1/891 

representa un vector para cada pareja de indices <1.1>, y se 

evalúa según la expresión 

(33) 

donde e = [O, O, l]T. En el apéndice B se de!_Jluestra que para un 

vector r, Br/89
1
= Q

1
Q2 ... Ql_

1
Ce x rl. Los vectores as1/Be1 se 

pueden visualizar en la matriz Jacobiana J(e) si sobre ella se 

trazan verticales que separen las columnas, y horizontales que 

dividan a la matriz en tres secclones de tres renglones cada una. 

Ahora que se dispone de medios para evaluar la matriz de 

coeficientes J(e). estamos en condiciones de resolver el sistema 
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de ecuaciones (32). Puesto que este sistema es formalmente 

sobredetermlnado, recurriremos a un método que perml te transformar 

dicho sistema en uno determinado (de 6 ecuaciones en 6 

lnc6gnltas). Este método es el de las ref'lexlones de Householder 

que se explica en el apéndice C. 

El uso ~e las ref'lexlones de Householder no esté. llml tado a 

sistemas de ecuaciones sobredetermlnados; sino que puede 

utilizarse también para sistemas que tengan tantas lncógnltas como 

ecuac 1 ones. 

Estando ya posl bl 11 tados para evaluar ti.e, podemos cont l nuar 

la ejecución de nuestro algoritmo. 

El método que se acaba de esbozar no es ciertamente el idóneo 

para resolver el problema inverso de poslcl6n de un manipulador de 

6 grados de libertad; empero la expllcaclón de su ~pllcaclón a 

este caso, permite destacar ciertas caracterisllcas suyas que lo 

hacen ú.tll y convenlente en el estudio de otros tipos de cadenas 

clnemá.tlcas. 

Si por ejemplo se desea resolver la clnemá.tlca inversa de un 

manipulador de 3 grados de 11 bertad (e 1 cual perml te e 1 

poslclonamlento de un único punto en el espacio de 3 dlmenslones), 

solamente se tendrá. una ecuación vectorial de la forma de la 

(28), lo cual lmpl lea que se tengan 3 ecuaciones escalares en 3 

lnc6gnltas. El sistema de ecuaciones llneales resultantes en este 

problema, puede resol verse también mediante las ref'lexlones de 



Householder. 

Otro ejemplo en el que el método propuesto en este cap1 tul o 

es conveniente, es el caso del posicionamiento y orientación de 

una recta en el espacio tridimensional, trabajo que puede realizar 

un manipulador de 5 articulaciones de revoluta. En este caso 

pueden especU'icarse las posiciones deseadas de dos de los puntos 

de dicha recta. Obsérvese que una vez que se han especificado las 

tres coordenadas de uno de dichos puntos, y dos coordenadas 

cualesquiera del otro, la sexta variable quedará automá.tlcamente 

determinada. En este caso se tendrán 2 ecuaciones vectoriales de 

la forma de (28), o sea un sistema de 6 ecuaciones escalares, pero 

en 5 incógnitas (5 é.ngulos o). El sistema de ecuaciones lineales 

representado por (32) será un sistema sobredeterminado (6 

ecuaciones y 5 variables .ti.a) el cual puede ser resuelto mediante 

reflexiones de Householder. La matriz jacoblana en este sistema 

de ecuaciones tendrá 6 renglones y 5 columnas. 

2, 5 ANÁLISIS DE POSICIÓN DE MANIPULADORES EN PARALELO 

Hasta el momento, hemos visto cómo resolver los problemas de 

posición directo e inverso de manipuladores constituidos por 

cadenas clnemá.ticas abiertas (manipuladores en serle). El lector 

se habrá percatado de que el problema Inverso es más complejo que 

el directo para esta clase de manipuladores. Lo opuesto ocurre 

cuando se anallzan cadenas cinemáticas con mallas cerradas: 

concretamente, manipuladores en paralelo, de los cuales la 
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plataforma de Stewart (PS) es un eJemplo. La PS seré. estudiada 

detalladamente en el capi~ulo 3. Ahi se aplicaré. el método que se 

desarrolló en este capitulo para resolver el problema de posición 

inverso de cadenas abiertas, a la solucl6n del problema directo de 

la PS. 
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3 MISCELÁNEA DE APLICACIONES 

En este capitulo se tratan cuestiones muy variadas, que a 

pesar de su dlversldad, se reunieron baJo un solo encabezado. 

porque todas ellas son apl1caclones (o aspectos de las 

apllcaclones) de los temas discutidos en los dos primeros 

capitulas de )a presente tests; y porque. aunque dichas cuestiones 

pueden estudiarse lndependlentemente unas de otras, se aplican en 

última instancia, a los mismos entes: las cadenas cinemáticas 

espaciales. 

Asi pues, en este capitulo se sugieren algunas situaciones 

prácticas en las que es útil la claslf'lcaclón de mecanismos de 

Hervé. Se trata el uso del método de Sh.ujun y el del modular. Se 

examinan las dificultades que entraf\a el primero, y se presenta un 

ejemplo de apl lcaclón del segundo. Se presenta un algorl tmo para 

obtener matrlces de 1nterconex16n automé.tlcamente. Se estudla el 

problema directo de poslclón de la plataforma de Stewart, y se 

comentan cualltatlvamente algunas slmpllflcaclones de dlsef'So que 

facllltan la solución de dicho problema. Finalmente, se presenta 

la apllcaclón de la plataf"orma de Stewart a los llamados 

manlpuladores hlbrldos, y se esbozan las bondades de éstos. 



3.1 APLICACIONES DE LOS DIFERElfl"ES TIPOS DE CADENAS CINEMÁTICAS 

IDENTIFICADOS POR HERVÉ 

3.1.1 Cadenas Cinemáticas Banales 

La gran mayor1a de los mecanismos normalmente empleados, son 

cadenas cinemáticas banales, Ocasionalmente, sln embargo, razones 

de orden práctico pueden indicar el uso de cadenas cinemáticas no 

banales. 

3.1. 2 Cadenas E.xcepclonalee 

Consideremos por ejemplo, dos de las cadenas clnemátlcas que 

Hervé incluye entre sus ejemplos (figura 1), las cuales f'unclonan 

exactamente de la misma manera. Se dlf'erenclan únicamente por el 

hecho de que una cadena contiene pares prismáticos, y la otra, 

pares cllindrlcos. 

La cadena de la figura la es banal, en tanto que la de la 

figura lb es una cadena de las que Hervé llama excepcionales. 

~ta se obtuvo a partir de la cadena de la figura la. Suponiendo 

que en una máquina particular se requiere un mecanismo con las 

caracterlstlcas cinemáticas de cualquiera de estas dos cadenas, el 

disel\ador podr1a optar por la excepclonal, debido a que es m{ls 

sencillo perforar or1f1clos el 11ndrlcos con una broca, que brechar 

orlflclos de secc16n rectangular, ya que el brochado requiere de 
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una operación de mecanizado adicional (bajo la hip6tesi.s de que 

fabricaremos los componentes de nuestro mecanismo mediante un 

proceso de arranque de viruta). 

l•l lbl 
figura 1 

En su articulo [5]. Hervé explica como obtener una cadena 

clnemé.tlca excepcional. 

3.1.3 cadenas Paradójicas 

Como ya se mencionó en el capitulo 1, de la cade~ clnemátlca 

formada por un mecan 1 smo de 4 barras, se deducen segWl e 1 teorema 

de Roberts, dos mecanismos cognados. La cadena clnemátlca formada 

por el mecanismo de 4 barras y sus dos cognados simultáneamente, 

es un ejemplo de cadena paradójica. Sin embargo, dlflcl lmente se 

usará esta cadena completa; más bien, de los mecanismos que 

realizan el mismo movimiento del eslabón acoplador, se escogeré. 

aquél que por motivos de dlsef\o sea más conveniente. De modo que 

lo que se construirá será una cadena cinemática banal. 

Asi pues, el interés de las cadenas paradójicas es más 

teórico que práctico. 



3. Z SÍNTESIS ESTRUCTURAL DE ALGUNAS CADENAS CillEKÁTICAS HEDIANl'E EL 

l!ÉToDO DE SllUJUN 

Expl lcaremos aqul cómo servirse de la computadora para 

apl tcar el método de Shujun a la sintesls estructural de cadenas 

cJnemátlcas, y comentaremos sus resultados. 

3. 2.1 El Método de Shujun Aplicado en la Computadora 

En esta sección se pormenoriza el método de ShuJun para 

cmplenr1o en la computadora. Se concluye con algunas 

consideraciones sobre un ejemplo. 

3. 2. 1.1 Priimr Paso: Búsqueda de Conjuntos de Eslabones 

Como ya se habla apuntado en el capitulo 1, una sencilla 

rutina en BASIC, PADRONCAD, permite encontrar las cantidades Bq 

que satisfacen las ecuaciones (9) y (10) del capitulo l. Con esta 

rutina se elaboró la lista de todos los posibles conjuntos de 

eslabones con que pueden formarse cadenas de 9 eslabones y 5 

mal las, Dicha l lsta aparece a contlnuacl6n: 
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ª• ª• ª• e, ª• 
o o 1 6 2 
o o 2 4 3 
o o 3 2 4 
o o 4 o 5 
o 1 o 5 3 
o 1 1 3 4 
o 1 2 1 5 

o 2 o 2 5 
o 2 1 o 6 
1 o o 4 4 
1 o 1 2 5 
1 o 2 o 6 
1 1 o 1 6 
2 o o o 7 

Tabla 1 

3.2. t.2 Segtmdo Paso: Formado de Todas las Interconexiones Posibles 

Corno se antlclp6 en el capitulo 1, se abordará ahora el 

problema de interconectar en todas las :formas posibles los 

eslabones de una cadena clnemá.tlca con B2 eslabones .blnarlos, B
3 

eslabones ternarios, cte. En este proceso, se supondrá desconocida 

la naturaleza de los pares clnemá.tlcos. 

3. 2.1. 2. t MatrlceS de Interconexión 

Una mar1era conveniente de representar la lnterconexlón de 

n eslabones, es el uso de una matriz C1J de orden n x n. 

Cada eslabón de la cadena cinemática estaré. representado por 

un renglón (y una columna) en la matriz. Asl, el eslabón 
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representado por el renglón y la columna 1 será el eslabón 1. el 

representado por el segundo renglón y la segunda columna, el 

eslabón 2, etc. 

Los únicos valores que les será pcrml l ldo tomar a los 

elementos de C
1
J serán O 6 1. Un cero en el elemento c 1J querrá 

decir que el eslabón 1 no f'orma un par cinemático con el eslabón 

J. Por el contrario, un 1 indicará que los eslabones 1 y J st 

forman un par cinemático. 

Por supuesto, la matriz de lnterconexl6n C1J es slmélrlca. 

Por conveniencia se asignará el valor cero a cada uno de los 

elementos de la diagonal principal. 

Determinar todas las posibles Interconexiones equivaldrá a 

determinar todos los conjuntos de valores de las variables c
1
J 

que satisfacen las siguientes rcstrlcclones: 

l. -La suma de las c
1 
J del renglón i es Igual al número k 1 de 

pares cinemáticos asociados al eslabón 1. 

l: e = k 
J"'t IJ 1 

1=1, 2, ... ,n 

2. -Todos los elementos de la diagonal principal son nulos. 

e =O 
11 

(!) 

(2) 



3. -Condlc16n de slmetrla 

e =e 
lJ JI 

(3) 

La primera de estas restricciones aporta n ecuaciones 

llneales, la segunda otras n, y la tercera (n2 -n)/2 ecuaciones. 

El lector puede demostrar fácllmente que el número de 

variables cuyo valor puede elegirse arbl trariamente es 

l=(n2-3n)/2 (l significa variables libres). 

Entre las restricciones anteriores no se incluye ninguna que 

tome en cuenta el hecho de que los valores que asumen las 

variables c
11 

pueden ser únicamente O 6 t. Teniendo esto en 

consideración, el máximo número de soluciones que podria esperarse 

que tuviera el sistema de ecuaciones representado por las 

ecuaciones ( 1) a (3) serla: 

s=2 1 (4) 

Sin embargo, de las s soluciones obtenidas, muchas serian 

inaceptables porque se obtendrian c
11

1! {O, 1). 

Finalmente, entre las soluciones en las que c
11 

e {0, 1} V 1, 

J, habrla varias lsomorfas, es decir, varias que representarian al 

mismo tlpo de cadena cinemática. Esto puede entenderse 

considerando, por ejemplo, que eslabones con el mismo núrr,ero de 

pares cinemáticos asociados son intercambiables (no es superfluo 
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lnslstir en el hecho de que en este momento estamos ignorando la 

geometria de los eslabones y la naturaleza de los pares 

cinemé.tlcos). 

La tabla 2 correlaciona el número de eslabones n, con el 

total de variables a determinar VT, con el nllmero de variables 

llbres 1, y con el número de sistemas de ecuaciones lineales s que 

es preciso resolver. En los números totales de variables, se ha 

tenido en cuenta que la condlción de slmetria permite reducir este 

total a la mitad .. Téngase en cuenta que VT=n+l. 

n VT s 

6 2 

5 10 5 32 

6 15 9 512 

7 21 14 16384 

8 28 20 1048576 

9 36 27 134217728 

Tabla 2 

Obsérvese que el m1mero de eslabones n coincide con el número 

de variables de cada uno de los sistemas determinados que resultan 

de haber elegido l variables libres. De manera que, por eJemplo, 

para una cadena de 7 eslabones, habria que resol ver 16384 sistemas 

determinados en 7 incógnitas . 

En esta tabla se aprecia que el número de sistemas de 
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ecuaciones que hay que resolver, aumenta muy considerablemente 

conf'orme aumenta el nú.mero de eslabones. Ya con 6 eslabones, se 

tienen 512 sistemas de ecuaciones en 6 1nc6gnl tas. 

Se puede ver que· aún dejando de lado e 1 problema de 

ldentlf1cac16n de lsomorflemos, el formar todas las matrices de 

1nterconexl6ri posibles puede ser prohlbltlvo para la computadora, 

a\ln s 1 e 1 mlmero de eslabones es pequef\o. 

Por otra parte, la búsqueda de lsomorflsmos es un problema 

complicado. Agrawal y Rao [ J proponen algunas técnicas para 

resolver este problema. El estudio de ellas escapa a los alcances 

de la presente tesls(t). 

3.1.2.2.2 El "Método de la Ca{da" 

En el afán de encontrar algún método eficaz para obtener 

matrices de 1nterconex16n, se halló un algoritmo que parece 

Agraw.al y Rao 131 utilizan una -lrlz almllor la quo aquí 
lla1M.110a Mlrlz de lnterconoxl6n. Ello• la llaman matriz de 
varlablea caracterÍstlcaa (HVC). En voz de escribir un uno en un 
alemnle de la aatrlz para repreaenlar un par cinemático, ello• 
•11Plean la notacl6'n RIJt por ejemplo, cm la posición 
corroapondlente al re09lÓn 1 y a la columna 2, eacrlblrían R12 al 
loa eslabones 1 y 2 ror..,,ran tD'I par clnelllillco; de lo contrario 
oacrlblrfan com noaotroa, Ade.Sa, en lui;iar de un cero, 
••li;inan variable XI cada de le.a poalclonaa 
corre•pondlentea la dlei;ional principal, La 1 rerlere desde 
lueoo. al nlímera do renol6n y columna. Seodn ealoa autore11, el 
determinante da la HVC (que el loa ltainan polinomio do varlablea 
caracler(st.lcaa IPVC]) peral lo ldentlrtcar laomrrlamoa, El 
proble-. do t111Plear la KVC y el PVC que resulta eni;iorroao 
.anojarloa aÚn para cadenas de pocoa ealabonea. A9rawal 
Rao proponen al9unaa otras alternativas que llenen ''poder de 
caraclerlzacl&n"1 pero que permiten ldontlflcar h101110rflamoa. 
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of'recer una manera slsteinátlca para construfrlas. 

El algoritmo mencionado, al que llamaremos 11 método de la 

calda", consiste en lo siguiente: 

1.-En una matriz de orden roen se escribe una X en cada 

elemento de la diagonal principal. 

2. -Se calcula el número de pares clnemá.tlcos NP 

qmax 
N =( :!: q B )/2 

p q=2 q 
(5) 

3.-Se escriben a la derecha de la matriz, los mlmeros de 

pares clnernfi.tlcos asociados a los eslabones en orden 

decreciente. Como cada renglón_ de la matriz de 

lnterconexl6n repesenta un eslabón, deberé. escribirse un 

número a la derecha de cada renglón. Obviamente, los 

m1meros pueden repetirse. 

.-.-
4. -Comenzando por el primer renglón, y de izquierda a 

derecha, se llenan con un 1 los primeros N · elementos de 
p 

la matriz que estén a la derecha (o por encima) de la 

diagonal principal. 

5.-Tamblén se llenan con un 1 los elementos slmétrlcos de los 

llenados en el paso anterior. 

Hecho esto, se pueden dlstlngulr 3 tipos de renglones en la 



matriz: los que llamaremos "sobresaturados", cuyo nWnero de unos 

es mayor que el eser! to a la derecha de tales renglones; los 

11saturados 11
, en los que el número de unos corresponde al número 

escrito a la derecha, y los "no saturados", que son aquellos en 

los que faltan unos. 

El algoritmo tiene por objeto que todos los renglones sean 

saturados. Esto se logra de la manera slgulente: 

6. -Trabajando nuevamente con los elemetos que se encuentran a 

la derecha de la diagonal principal. y comenzando desde la 

lzqulerda (o sea desde los elementos ml\s pegados a la 

diagonal), se hacen "caer" los unos sobrantes (en 

renglones sobresaturados) a poslclones de la matriz 

pertenclentes a renglones no saturados. Solamente les es 

permitido a los unos caer dentro de su columna original. 

Un uno no puede caer en una poslcl6n que ya ~até ocupada 

por otro uno, ni tampoco en elementos de la diagonal 

principal. 

7. -La poslci6n desde la cual se deJ6 caer el último uno se 

cancela (borrando el uno o escribiendo sobre él una X). 

8.-Se cancela también el elemento slmétrlco de el elemento 

cancelado en el paso anterior. 

9. -y finalmente se escribe otro uno en la poslc16n simétrica 

de la del paso 6. 
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Los pasos 6 a 9 se repl ten tantas veces como sea necesario 

para conseguir que todos los renglones de la matriz estén 

saturados. 

Este algorl tmo se probó con algunos conjuntos de eslabones 

que satisfacen las ecuaciones (9) y ( 10) del capitulo t. En todos 

los casos se conslgu16 hacer saturados todos los renglones. Esto 

conduce a pensar que el algoritmo puede aplicarse con éxl to en 

cualquier caso. 

Aplicando el método de la calda una vez, se obtiene ~ de 

las posibles lnterconexlones de los eslabones. Pueden obtenerse 

dlf'erentes soluciones variando algunos crlterlos, como por 

ejemplo: cómo seleccionar la poslcl6n en que debe caer un uno que 

tiene varias opciones, o cuál es el orden en el que los unos deben 

ir cayendo. 

El siguiente ejemplo llustrará la apllcaclón del método de la 

caida: 

Encontraremos una matriz de interconexión para una cadena 

cinemática con 9 eslabones y 5 mallas . En la. tabla 1 se 

encuentra que un conjunto de valores de Bq que satisfacen N=9 y 

L=5 es: B"=t, B3=6 y 82=2. 



Paso 1 

Paso 2 

Paso 3 
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x---,--.---x-------
==~~::::: 
----x- ---
-"-.-'--x---
---"-'--'-X~-

- - X -
--------X 

N •(2x2 + 3x6 + 4xl )/2 = 13 
p 

x------x-----
--x----
---x,.--

- - X - ------x---------x---------x---------x 

4 

¡ 1 
~] 

B =l • 
B ~e 

3 

B =2 
2 



Paso 4 

Paso 5 
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X 1 1 1 1 1 1 1 1 4 
-Xlllll-- 3 
--x------ 3 

-x----- 3 
--x---- 3 -----x--- 3 

------x-- 3 -------x- 2 
-------x 2 

Xllllllll 4 
XIII!!-- 3 
IX------ 3 
1-x----- 3 
1--x---- 3 
1---x--- 3 
1 X - - 3 

- X - 2 
- - X 2 

A la derecha do la 

diagonal principal• 
ae 011crlbon 13 uno11 

deado arriba aln de

jar huocoa entra loa 

So conolruyo un.a 
matriz atMtrlca 
a lo dol paoo an

t.orlcu·, 

En este momento, los dos primeros renglones de la matriz son 

sobresaturados, y todos los demás no saturados. 

Paso 6 

Comenzaremos con el elemento (1,2). El uno de esta poslcl6n 

puede caer en las poslclones (8, 2) 6 (9, 2). Para tener un 

carlterlo uniforme, opto.remos por dejar caer los unos siempre en 

la posición más baja posible. Indicaremos cuando se satura un 

renglón mediante la notación 11 -+s". Los renglones saturados en 

pasos anteriores simplemente se sefialarán con una "s". Los unos 
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que se seleccionen para caer aparecerán subravados, y los que 

ocupen una nueva poslc16n~ se escrlblré.n en negrita. 

Paso 7 

x11111111 4 
1x11111-- 3 
1 1 X· - - - - - - 3 
11-x----- 3 
11--x---- 3 
11---x--- 3 
11----x-- 3 
1------x- 2 

.... 11------x 2 

Una cancelacl6n se escribirá. con una X en negrito.. 

Cancelaciones hechas en pasos precedentes, simplemente aparecerán 

como una X. 

XX1111111 4 
1Xl1111-- 3 
llX------ 3 
11-x----- 3 
11--x---- 3 
11---x--- 3 
11----x-- 3 
1------x- 2 

s11------x 2 



Paso B 

Paso 9 
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X X 1 1 l . l . Ll 4 
XX1111 3 
!!X---- 3 
11·"7x:-~- .. 3 
l 1 .:. .:. X " e; - '- -3 __ -
l L- - - X - - - 3 
11-.:.--x-.- 3 
1------x- 2 

s11-------x 2 

XXI!!!! l 4 
XX!llll-1 3 
!!X---- 3 
11-x--- 3 
l l X - - 3 
11---x- 3 
l l X - - 3 
l - X - 2 

s11------x 2 

Repl tiendo los pasos 6 a 9 hasta que todos los renglones sean 

saturados, se obtienen sucesiva.mente las slgulentes matrices: 

X X X l l l l l l 4 X X X X 1 1 1 4 
X X l l l 1 1 - l 3 X X 1 1 1 l l - 3 
X 1 X - - - - 1 - 3 X 1 X - - - - 1 - 3 
1 1 - X - - - - - 3 X 1 - X - - 1 3 
1 1 - - X - - - - 3 l 1 - - X - - 3 
1 l - - - X - - - 3 l l - - - X - 3 
l l - - - - X - - 3 .... 1 1 - 1 - - X - - 3 .... 1 - 1 - - - - X - 2 6 1 - 1 - - - - X - 2 

6 l 1 - - - - - - X 2 6 1 - - - - - - X 2 



...,xxxxx1111 4 
XX11111-.1 3 
x1x----1- 3 
x1-x--1-- 3 
x1--x1--- 3 

.... 11--1x--- 3 
s11-1--x-- 3 
s1-1----x- 2 
s11------x 2 

sXXXXX111 4 
xxxx111- 3 

...,xxx11--1- 3 
xx1x--1-- 3 

sx11-x1--- 3 
s1·1--1x--- 3 
s11-1--x-- 3 
sl-1----x- 2 
s11------x 2 
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sXXXXXll 4 
xxx1111- 3 
xxx-1--1- 3 
Xl-X--1 3 

->SX11-Xl--- 3 
s11--1x--- 3 
s11-1--x-- 3 
s1-1----x- 2 
s11------x 2 

sXXXXX1111 4 
-.sXXXXXll-1 3 
sXXXll--1- 3 

->SXX1X1-l-- 3 
sXX11Xt--- 3 
slt--tx--- 3 
sll-1--X-- 3 
s1-1----x- 2 
sll------x 2 

E•t.a e11 una •atrlz de 
lnterconcutl6n 

El método de la calda puede adaptarse para ser ejecutado por 

una computadora. 

Como puede verse, el segundo de los pasos del método de 

Shujun listados en el capitulo 1 requiere de atención especial, y 

no es simple. Esto representa una llmltacl6n severa del método, 

el cual, sl bien tc6rlcamente es eXhaustlvo, está restringido en 

la práctica a la slntesls de un nó.mero reducido de cadenas 

cinemáticas. Este número depende del t lempo de máquina y de 

análisis que se esté dispuesto a invertir; pero encontrar todas 

las posibles cadenas cinemáticas de unas cuantas mallas que pueden 

formarse con unos pocos eslabones, puede ser un trabajo 

costoslslmo, si no imposible. Sln embargo, la cotnpleJldad de 

muchas cadenas que pueden existir en la teoria, hace a las mismas 
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lnútlles desde un punto de vista práctico. No obstante, el liml te 

entre lo."práctlco" y lo ºlmpráctlco" es una cuestión enteramente 

subJetlva, y desde este punto de vlsta, nlnglln esf'uerzo encaminado 

a f'acllltar la comprens16n de un tema o, como en este caso, a 

recabar cuanta lnf'ormaclón sea posible respecto de determinado 

asunto, puede soslayarse. 

3.2.1.3 Tercer Paso: BÚsqueda de ConJWllos de Hovllldadee que 

Sallefagan la Ecuación de Movilidad de Shujun en las 

Cadenas For11e.das en los Pasos Precedentes 

Antes de entrar de lleno al último paso del método de ShuJun, 

conviene despejar algunas cuestiones que éste deja obscuras en su 

articulo r 10). 

3. 2.1. 3.1 Dilucidación de Algunos Aspectos del Método de ShujWl 

Los puntos que, a Juicio del autor, conviene aclarar son los 

siguientes: 

l. -¿Qué mallas independientes deben tomarse en cuenta para el 

cálculo de los grados de llbertad del eslabón extremo? 

Para entender este problema, seré.n útiles los esquemas de la 

f'lgura 2. 
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~ 4 s 

CD 
z 1 6 

Cadena cine.ática con Repreaent.acl6n alterna 
2 Mllaa lndopondlontea. de la cadena de la Izquierda. 
Todoa toa parea tienen 
mvll ldad 1. rtgura 2 

(al 
(b) 

En la gráfica (figura 2b) que representa a la cadena 

clnemá.tlca de la f"lgura 2a. se distinguen 3 mallas dlstlntas: 

I/ 1-2-3-4-1, Il/ 1-4-5-6-1, y Ill/ 1-2-3-4-5-6-1. 

Con estas 3 mallas pueden formarse 3 parejas de mallas I-!I. 

II-III, 6 I-III (sólo 2 mallas pueden ser Independientes). 

Sin embargo, en lo que se ref"lere a las dlmenslones2 

asociadas a las mal las, no es lndlstlnto qué pareJa de éstas se 

toma. 

Al parecer, las mallas que deben tomarse en cuenta son las 

que incluyen el mlnlmo mlmero de nodos (téngase presente que en 

una gráf"lca cada nodo represento. un eslabón). 

2. -De las variables que lntervlenen en la ecuación de 

movllldad de ShuJun, ¿cuáles seré.n tratadas como datos, y 

cuáles como variables dependientes? 

2
tn e•t.e cont.exto 1 ontlÓndue por dlmensldn el concepto deflnldo 

en el capítulo 1. 
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A Juzgar por los resultados que ShuJun incluye en su articulo, 

parece ser que, conocido un tlpo de cadena clnemé.tlca (que a la 

computadora se da como una matriz de lnterconex16n), el únlco dato 

que aporta ShuJun a la computadora es la suma SUM de la ecuación 

y que obtenida la lista de cadenas clnemé.tlcas, calcula después 

los valores de las EJ, y posteriormente despeja F. 

Como en un prlnclplo, el autor (de la tesis) supuso que se 

proporcionaban como datos los grados de libertad F deseados, y las 

EJ deseadas, el programa de slntesls estructural SINTEST (apéndice 

E), contiene una rutina que ldentlf'ca algunas mallas de una matriz 

de lnterconexlón dada. La ldentlf'lcacl6n de estas mallas 

representa una ventaja con respecto al método propuesto 

orlglnalmente por ShuJun. Estas mal las son escrl tas en la 

pantalla de la computadora, y de ellas, el usuario debe 

seleccionar suficientes mallas independientes. El propio programa 

sol iclta al usuario la introducción de los números de las mallas 

se 1 ecc.l o nadas. 

3. 2.1. 3. 2 Descr1pci6n del Programa. SINTEST 

Para aplicar el método de ShuJun en la computadora es 

necesario proporcionar a ésta los tipos de cadenas c1nemé.t1cas 

mediante una matriz de interconexión, 
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En el programa SltffEST, escrito en BASIC, la matriz de 

interconexión está representada por el arreglo C".(. 

Una f'orma de introducir al programa los datos de la matriz de 

lnterconex16n, es a través de 2 ciclos anidad.os FOR-NEXT dentro de 

los cuales SEJ encuentre una instrucción READ que tome los datos de 

enunciados DATA (lineas 285-350). Este procedimiento es 

rudimentario, pero simple de llevar a cabo. Por supuesto, para 

cada tlpo de cadena cinemé.tica se deberá cambiar los valores 

:finales de los ciclos FOR-NEXt", asl como los enunciados DATA. 

El programa SINTEST no está preparado para advert lr al 

usuario sl ha comet ldo algtln error en los datos de la matriz de 

interconexión, de llOdo que é 1 debe cuidar de que sus datos sean 

correctos. En este programa, los elementos de la diagonal 

principal se introd.ucen comO ceros. 

Debe proporcionarse también el valor deseado de la variable 

SUM. 

Se utiliza además un arreglo awciliar, llamado arreglo de 

pares clnemé.ticos, que en el programa está representado por P"I., y 

que consta de tantos renglones como pares cinemáticos tenga la 

cadena, y de 3 columnas. 

En la columna 1 se escribirá el m1mero de renglón que ocupa 

el 1-ésimo par cinemático en la matriz de lnterconexl6n. En la 
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columna 2, se almacenará el número de columna que el mismo par 

clnerné.tlco ocupa en la matriz de lnterconexl6n. Por último, la 

columna 3 está reservada para almacenar la movilidad del par 

cinemático 1. 

El lector se preguntará cuál es el crl ter lo para numerar los 

pares clnemé.tlcos. El adoptado por el autor es el siguiente: 

Dado que todos los pares cinemáticos esté.n representados por 

los elementos de la matriz de 1nterconex16n iguales a 1, y que se 

encuentran por encima (o a la derecha) de la diagonal prlnclpal, 

todos los elementos iguales a uno que estén por encima de dicha 

diagonal, se numeran de uno en uno, prlnclplando por el renglón 

superior, y yendo de izquierda a derecha. 

Una vez que se ha proporcionado la matriz de lnterconexlón a 

la computadora, y que ésta ha llenado las dos primeras columnas 

del arreglo P"/. (lineas 610-680), el programa prosigue con la 

ejecución de una serle de ciclos FOR-NEXT anidados (tantos como 

pares cinemáticos tenga la cadena que se estudle)(lineas 

940-1670). 

La variable de cada ciclo FOR-NEXT es la movilidad de un par 

cinemático. Cada una de éstas se hace variar de 1 a 3. Dentro 

del ciclo más interno se comprueba sl la suma de movl l ldades de 

todos los pares cinemáticos satisface la ecuación de movilidad de 

ShuJun (ecuación (8) del capitulo 2)(11nea 1120). SI dicha 

ecuación se satisface, entonces se construyen los eslabones de la 
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cadena en proceso de sintesls (lineas 1240-1280). Cada eslabón 

estará. formado por la sucesión de los nWneros que representan las 

movl 11dades de los pares clnemát leos asociados al eslabón en 

cuestión. En esta parte del programa., los eslabones y las cadenas 

clnemá.tlcas se manejan como variables alfanuméricas (strlngs) por 

ser esto conveniente. Los datos de movllldad para construir los 

eslabones y las cadenas se toman directamente de la columna 3 del 

arreglo ?'".(, cuyos datos se generan dentro del ciclo FOR-NEXT más 

Interno. También dentro del ciclo más Interno se desechan los 

lsomorrlsmos (lineas 1520-1590). 

KCS. 

Las cadenas aceptadas se almacenan en un arreglo o.lfanumérlco 

Para dlscrlmlnar isomorfismos, se hace lo sl~lente: 

l. -Se ordenan las movl lldades dentro de c~da eslabón 

decreclentemente ( l lneas 1290-1400). 

2. -Después se ordenan también decrecientemente los eslabones, 

considerando la suma de las movl lldades de los pares 

clnemát.lcos asociados a cada eslabón (lineas 1410-1470). 

3.-Flnalmente, se compara este último ordenamlent•:> con las 

cadenas que ya han sido aceptadas en el arreglo KCS 

(lineas 1520-1590). 

Una vez que se ha admitido una cadena cinemática, se imprime 
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el ordenamiento que le corresponde. 

Para obtener los grados de libertad F de una de las cadenas 

impresas, es preciso analizar sus mallas. Para que una malla no 

sea rlglda, su dllllenslón debe ser menor que la suma de las 

movilidades de los pares clnemAtlcos involucrados en ella. 

El lector puede obtener más detalles acerca del 

funcionamiento del programa SINTEST mediante un cuidadoso examen 

del mismo. Para facllltar su estudio, el programa incorpora 

numerosos enunciados REM. 

3.2.2 CoJDOntarloe sobre el método de ShuJun comparado con SINTEST 

En el apéndice F se Incluye una llsta de los resultados 

obtenidos mediante SINTEST para el tipo de cadena cinemática de 6 

eslabones y 3 mallas representa.da Por la matriz de lnterconexlón 

[

o 1 o 1 1 114 1 o 1 o o 1 3 
010110 3 
101000 2 
101000 2 
J!10000J2 

Los resultados que aparecen en la inenclonada llsta, son los 

mismos que los obtenidos por Shujun, excepto por el ordenÍ3 ). 

3 
Debei ac l 11r1u•co que la labia publlcada la ror. (10) lleno 

la pii9lna 052 do Ja rororcncla cllada, 

errónooa Jos alvulonlea roaultados; do Ja prlMNI columna, ol 
19 .. 

llpográrJcos, De 

(3322-332-!l<U-32-32-21) ol 66 {3322-:l:Ji-221-32-32-32); y de .. (3321-333-322-32-22-21)., ol 2f 
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Una desventaja tanto de la presentación de resultados de 

ShuJun, como de la nuestra, es que los mismos no muestran de 

manera expl lclta cómo deben interconectarse los diferentes pares 

clnemátlcos. Sl el usuario desea que la computadora misma muestre 

claramente cómo van interconectados los eslabones, puede 

recurrir a la matriz de lnterconexlón para escrlblr en el la las 

movilidades, utlllzando la lnformaclón contenida en el arreglo P'/.. 

Se advierte sin embargo, que sl la computadora realiza este 

trabajo, el tiempo de ejecución del programa se incrementará 

substancialmente. 

3. 2. 3 Un Ejemplo: Comentarlos Sobre Una de las Cadenas Clnemlitlcas 

Sintetizadas Mediante el Método de ShUJ\Dl 

Considérese el ordenamiento 3321-333-311-33-33-21 (resultado 

del renglón 8, columna 3 de la lista anexa). Esta cadena 

clnemé.tlca se ilustra en la f'lgura 3. Se observa que sl la malla 

i'ormada por los eslabones 1-2-6-1 no es rlgld~ (lo que lmpllcaria 

que esta malla degenerara en un solo eslabón ternario), la 

dimensión máxima que puede tener es 3. Una cadena clnemé.tlca 

cerrada simple cuya dimensión es 3, y cuyos pares clnemé.tlcos 

tienen movilidades 1-1-2 se muestra en la figura 4. 

(3321-333-322-32-21-22) y et 31 (3322-331-321-33-32-32}. Mlnouno 

de éutoa cumplo con la ecuación {BI del cp. 1. Los rooultados 
correctos roopect.lvoB 3322-332-321-32-32-31 1 

3332 - 331 - 221 - 32 - 32 - 32, 3321 - 333 - 322 - 33- 22 - 21, 
3321-333-322-32-31-22 y 3322-331-321-32-32-32. Por otra parto, ol 

resultado del ren9JÓn 38 de la segunda columna aparece repelido. 11 ... <>-fl"'t/,'4 F 
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f"lgura '.5 figura 4 

Otra solución es la mostrada en la figura 5. tata lnclulrla 

un par clnemá.tlco super!or (en el que los cuerpos se tocan 

Ílllicamonte en un punto, o a lo largo de una llnea). 

figura 5 

El par clnemá.tlco superior que consiste en un perno y una 

corredera entre los que puede haber movimiento relativo. tanto de 

translación rectllinea, como de rotación, podrla ser substituido 

por un enlace consistente en una cadena abierta simple de 3 

eslabones interconectados mediante un par de revol uta y uno 

prismático (figura 6). 
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ngura. e 

Clnemé.tlcamente, la cadena de la figura 5 es equivalente a la 

de la 6. 

Puede suponerse que las mallas 1-2-3-4-1 y 1-4-3-5-1 tlenen 

dlmens16n 6, de modo que los grados de libertad F de la cadena que 

estamos considerando son 

F e 19-(3+6+6) = 4. 

Uno de estos grados de libertad es el de la malla 1-2-6-1, la 

cual tiene movllldad 1. Las dos poslbilldades mecánicas que hemos 

planteado aqul, son mecanismos planos( 4 ). 

Sl todos los pares clnemé.tlcos de movilidad 3 de la cadena 

clnemé.tlca en cuestión son esféricos, 2 de los 3 grados de 

libertad restantes serén pasivos. Uno de estos grados de libertad 

pasivos es el movimiento de rotacl6n que tiene el eslabón 4 

alrededor de un eJe que aloja los centros de los dos pares 

4 
NOTA: Tén9a•e preeenlo que las cadenaa do laa (l9uras 

real lzaclones Mcántcau excltnilva.ent.e de ID -1 ID 
4, 5 y D 
1-2-0-1 do 

ID c•denD "mult.la.a.llD 1' que eat.a11110a eat.udlando: y por lo t.ant.o 1 por 
ahora •e can•lderan en ellas úntcamont.e e•labone• binaria•. 
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esf'éricos que están asociados a dicho eslabón. El eslabón 5 tiene 

un comportamiento ané..logo, y a él corresponde el otro grado de 

llbertad. pasivo. Por lo tanto nuestra cadena cinemática llene 2 

grados de libertad efectivos. 

Los casos en que todas las mallas tienen dlmens16n 6 (que 

en nuestra l lsta son mayorla), son mecanismos espaciales. 

3. 3 SÍNTESIS DE ALGUNAS ESTRUCTURAS CINEMÁTICAS KEDIANIE EL 

Htrooo MODULAR 

En esta sección se presentan eJemplos de estructuras 

clnemátlcas tomadas de la ref'erencla (8], con objeto de Ilustrar 

el uso del método modular. 

La f'lgura 7 ! lustra algunos componentes de actuacl6n CA. Y 

la figura 8 muestra algunos componentes de dlstrlbuclón CD. 

CA con e art.lculo.clonoa 
conducida• do11do la baoo. 

Altura L 

Co111pononle do 

nctuaclón de altura 
2, Sois arllculaclonoa 
conducidas: 3 do ellas, 

do111d" la baa" 

Aligunou Co111ponenleu de Actuación 

!"!gura 7 

CA con acilu arl1culaclon1111 

conducidas: 2 de "l las desdo 
la base. 
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!, 
CD con 2 entradas 

CD con 3 onlradaa 

r, 
En loo componcnloa de dhlrlbuclon aqul 

1 hmlrados, el oelabon que ao considera como 

Dallda do Jos miamos aparece como un cuadrado 
relleno. Loa eslabones que aparecen lndlcodos 
con una "I" sublndlcada 1 son la11 entrades da 
1 os co111ponontea. 

CD con 4 entradas 

figura 8 

Las figuras 9 y 10 ejempllf'lcan la apllcaclón de la 

ldentlflcaclón .formal de eslabones para la generación de cadenas 

clnemá.tlcas complejas, utilizando los CA y CD de las figuras 7 y 

8. ~S) Se ha supuesto en todos los casos que las cadenas 

clnemátlcas obtenidas cumplen con el crl ter lo de Kutzbach 

tradicional. Al momento de dar forma geométrica a alguna de estas 

estructuras cinemáticas, o a cualquiera otra obtenida mediante el 

método modular, el disef\ador deber~ cuidar de que no exista 

Es oportuno 1111C1nelonar nqu{, 

UIUI cadeM el nema.ti ca un 

ldentlflcando formal mento lodau cada 

que une manera 

componente de 

uno do 

do reconocer 

dlatrlbuclo·n, 

entradas 

.. 
un Únlco eslabón e, y comprobando el la nueva cadena aoÍ obtenida, 

aatlafaco la ecuación de Shujun (ece. (7) u (8) cap, 11 con F=O. 

Este criterio oa .Óo 9eneral que ol de mvllldll.d eíecltvt11, ya que 

pcr•lte tnclu[r el anáttals lt11 poolbl l ldad de que dlíerenleu 
ma.llt110 tenqan dlmenalonea distintas, Sin cirbll.r90, •~lo 
apl lct11ble si ya ae conoce h qeometr(o. del CD. 



EJEMPLOS DE CONSTRUCCIÓN DE KANI PUI..ADORES 
HEDI ANTE EL MÉTODO HODULAR 

E111ta rt9ura mueotra COD:J oe obtiene un .... ntpulador de 
6 9rado& de libertad, Identificando f"Orlllillhicnte lao 
••l ldaa do un componente 41 con loo entradao do tres 
co111pononten Dt, y Jaa salida.u de éotoo a laa entrad111; do 
un co111ponenlo D:J. 

En el eaquem.s que repre111enla el manlpuledor se han 

omitido al9unou e111labono11 y al9unao arttcutaclont:1a. En su 
lugar, se hlln dibujado ramao con un número adyacente, el 

cual Indica la cantidad de articulaciones lnler111Cdla~ 

entre los e11l11bonea que al eutan dlbujodoa. 

figura 9 
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rtgura 10 
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reducción en la dlmensl6n de las mallas que se generen, es decir, 

de que a todas las ma.11~ se asocie la dimensión 6; o bien deberá 

hacer los ajustes necesarios en cuanto a la cantidad y naturaleza 

de los pares cinemáticos, las poslclones relativas entre los 

dif"erentes ejes, etc., con el f"ln de obtener la movllldad que 

desea. 

3. 4 LOS HETODOS EXHAUSTIVOS Y COUSTRUCl'IVOS COllO HERRAllIENTAS 

AUXILIARES EN UN PROCESO CREATIVO• LA SINTESIS DE CADENAS 

CINEllATICAS 

Los métodos exhausttvos (ShuJun) y los constructivos (Earl y 

Rooney) no se excluyen mutuamente. Por el contrario, son 

complementarlos. Por ejemplo, alguna cadena cinemática obtenida 

mediante el método de ShuJun, puede usarse como un módulo que 

forme parte de otra que se sintetice con base en la ldentlf"lcac16n 

formal de eslabones. 

El dlsef'iador no debe en modo alguno sentirse esclavizado a 

nlngdn esquema mental que pudiera sugerirle cualquiera de estos 

métodos¡ sino que debe usarlos consciente de que tienen 

llmltaciones, y estar abierto a adaptarlos¡ abierto incluso, a 

def"lnir nuevos conceptos que situaciones antes no encontradas le 

sugieran. 

Como ejemplo de la creatividad que caracteriza al proceso de 

slntesls de cadenas cinemáticas espaciales, ofrecemos una 
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real1zac16n mecánica (figura 11) del manipulador sintetizado en la 

figura 9. Cada una de las ramas de ésta f"lgura, a las que 

corresponde el número 4. se ha construido como una cadena 

clnemátlca simple abierta de 3 eslabones. los cuales están 

Interconectados mediante un par de revoluta, y uno esférico; es 

decir, 3 de los pares de tornillo de paso finito o nulo 

representados en dichas ramas, se han convertido en un par 

esférico. Substituir, por ejemplo, 3 pares de revoluta por uno 

esférico, permite reducir el número de piezas (eslabones), y 

construir cadenas cinemáticas Jnás estables. 

El manipulador de la f'lgura 11 es objeto de un futuro estudio 

el nemá.tlco; aunque presenta algunas caracterlstlcas similares a la 

plataf'orma de Stewart, cuyo estudio nos ocupará. en breve. Por lo 

pronto, su forma sugiere apl lcaclones estét leas: por ejemplo, su 

exhlblclón en algún evento deportivo o en alguna exposición 

tecnológica. 

3. 5 LA PLATAFORMA DE STEVART 

3.5.1 Generalidades 

Bajo el nombre genérico plataforma de Stewart (PS)se denomina 

a una f"amilia de mecanismos que tienen la siguiente caracteristlca 

com1ln: tener Wl eslabón de salida articulado en tres pWltos no 

colineales, a sendas "piernas" mediante pares esf"éricos. Dicho 

eslabón posee 6 grados de libertad. 



Dos po•lclonea 
di fcrontea do 
la mano de un 
modelo f(alco 
do -.ilputador 
con catructura 
ctncmá.tlca 
correapondlento 
a la fl9tn"a e. 
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/sallda ll 

(e) 

plorna tNÍnlca con 2 qrados de libertad. 
El manipulador en a y b t.leno 3 de Óataa, 

l"lgura 11 
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Desarrollo de las cadenas clnemát.lcas 
que componen al manipulador 

de la figura 11 

ldentlrlc:ando formalmcnt.c loa eolabonos SI e U reapact.lvos, ae 
obt.lone el lllllnlpulador de lao figuras Ua y 11 b. 

Uniendo loo vért.lco• e y a', y b y b' •e obt.teno la pierna bá'11lca 

de la figure 11c, L.,.5 a..-.·~.¿,,.:s- r..e.rre.s~"'t°',. ,,. ..... _ der'"'"tvf4-

figura 11' 
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La PS f"ue concebld8; originalmente para la construcclón de 

simuladores de vuelo. Posteriormente, sln embargo, le fueron 

encontradas otras apllcaclones. por ejemplo: como componente en 

sensores de fuerza y par (momento). y como componente de 

manipuladores de tipo paralelo. 

3.5.2 Su estructura cinemática 

Una de • las muchas cadenas que pueden considerarse como 

mecanismo de PS, es la representada en la f'lgura 12. La dimensión 

de esta cadena clnemá.tlca es 6, de modo que su movllldad puede 

calcularse según el crl ter lo de Kutzbach tracUclonal. Teniendo en 

cuenta que cada uno de los pares esfér;lcos (que en total son 12, 

ya que en cada punto P 
1 

hay dos pares esf'érlcos que comparten el 

mismo centro de giro) Impone 3 restrlcclones al sistema, y que 

cada par prismático Impone 5, la movllldad del mecanismo de la 

f'igura 12 es 

m = d(n-1) - &
1 

= 6(14-1) - ( (12)(3)+(6)(5)) 12. 
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De estos 12 grados de libertad, 6 son pasivos, ya que los 

actuadores lineales pueden rotar libremente alrededor de sus ejes 

de slmetrla, sln alterar las distancias entre los puntos P1• R1 y 

S1, y sln alterar, consecuentemente, la poslc16n y orlentaclón de 

la plataforma con relación al eslabón base. Los otros 6 grados 

de llbertad son las tres longitudes IRPI Y las tres IRSI. 

3.S.3 Solución del problema directo en posición de la PS 

En esta sección se reallza el análisis directo de poslclón 

(ADP) de la PS mediante las técnicas expuestas en el capitulo 2. 

[7]: 

De la solución del ADP se obtienen los siguientes beneficios 

1. -Permite estudiar el comportamiento clnemát leo de un 

mecanismo cuyas dimensiones fundamentales son conocidas. 

2.-Poslblllta evaluar los efectos que sobre la locallzaclón 

de la plataforma, tienen los errores de las entradas. 

3. -La localización precisa de la plataforma con respecto a la 

base a través de un preciso control de las entradas. 

4.-La posibilidad de desarrollar un sensor de Cuerza y par 

con alta Clexlbllldad (compllance), la cual redunda en una 
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alta senslbl11dad. 

Innocent1 y Parentl-Castelll [7) resuelven el ADP en forma 

cerrada, esto es, encontrando todas las soluciones posibles para 

Wl conjunto de entradas dado. Estos autores encontraron que las 

ecuaciones no lineales en 3 variables que gobiernan la geometria 

de la PS pueden reducirse ~ un pol1nomlo de grado 16 en una sola 

variable. Por el contrario, el enfoque que aqul se ofrece no 

proporciona todas las soluclones; pero es útil en la slmulaclón, 

ya que no se requiere verificar qué valor pertenece a una 

determinada trayectoria. De hecho para su aplicaclón, se requiere 

partir de alguna de las soluciones obtenidas ya mediante el método 

pollnomlal, o mediante mediciones realizadas sobre un modelo ya 

construido. Este enfoque permite simular con cierta rapidez el 

movlmlento de la PS, si partiendo de una configuración conocida, 

se modifican gradualmente los valores de las entradas, esto es, 

las longitudes de los actuadores llneales. Se quiere. destacar que 

el mlttodo vectorial matricial (VM) con que aqui se resuelve el 

ADP, no es la forma óptima de hacerlo (puede intentarse resolver 

directamente las ecua.clones (5) de la referencia [7] mediante 

mlttodos corrientes empleados para resolver sistemas de ecuaciones 

no lineales). De todas maneras, sa consideró útil presentar este 

enfoque porque permite seguir una trayectoria, y porque sirve para 

ilustrar cómo pueden aplicarse los métodos vistos en el capitulo 

2, a una gran cantidad de cadenas clnemá.tlcas para las que puede 

ser dlflcll deducir un conjunto de ecuaciones que modelen su 

comportamiento. 
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3. 5. 3.1 Formulación de un Modelo Cinemático 

Con el objeto de aplicar el método VM visto en el capitulo 2, 

debe plantearse un modelo clnemá.tlco que perml ta hacer uso de las 

ecuaciones (26) y (29) de dicho capitulo. Aqul se formula dicho 

modelo cinemático. 

Considérese la cadena clnemá.tlca K
1 

ilustrada en la figura 

13. 

Esta cadena es abierta y está const 1 tul da por 4 pares de 

revoluta cuyos ejes de giro son [z
2

] 1 [z
3

], [z
1

] y {z
8
]. 

51 se ignoran los grados de libertad pasivos, y se considera 

a los actuadores como cuerpos rlgldos, la cadena K
1 

es 

clnemátlcamente equivalente a una subcadena de la figura 12 

compuesta por la base, los actuadores R
1
P

1 
y S

1
P

1
, y la plataforma 

propiamente dicha. 

Los pares de revoluta, cuyos ejes son [z3I, (zt] y (z
9

] y se 

lntersecan en un punto, substlt.uyen al par esf"érico del punto P
1 

del mecanismo de la figura 12 (substituir un par esférico por 3 

pares de revoluta, es una técnica que se puede emplear siempre que 

se quiera usar la notación de D y H en cadenas que contengan pares 

esféricos). 

Considérense ahora las cadenas cinemáticas K2 y K3 ilustradas 

en la figura 14. 
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La cadena K
2 

es clnemé.tlcam'ente cqul val ente a las subcadenas 

rormada.s por los actuadores R
2

P2 y S
2

P
2

• An6.logamcnte, la cadena 

K
3 

es equivalente a la subcadena de la figura 12 formada por la 

base y los actuadores R
3
P 

3 
y S

3
P 

3
. 

Sl las bases de las cadenas K
2 

y K
3 

se ldentlflcan 

formalmente con la de la cadena K
1

, de manera que las poslclones 

relativas entre los puntos R
1 

y 5
1 

sean lns mismas que en ln 

cadena de la flgura 12, y Se hacen colncldlr los puntos P
2 

y P;, y 

P 3 y P 3, la cadena K1 U K
2 

U K3 seré. una estructura rlglda y 

representará una solución pn.ra un conjunto da entradas (long! tudes 

LRPI' LSPI) dado. 

El lector estará de acuerdo en el hecho de que puede 
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escrlblrse una sucesión (ecs. 26 cap. 2) para cada uno de los . . 
puntos P21 P

2
, P

3 
y P

3
• Se tendrán entonces cuatro vectores de 

poslclón (S) s~, ·~·, s~ y 
3• •, ' y consecuentemente, se puede 

escrlblr 

(5) 

que son las ecuaciones a resolver. 

La poslcl6n de P
2 

depende de las variables a2, 93 y e,; la de 

P3 de 9
2

, 8
3

, o, Y 9
8

; la de P
2

• de 9
7

, y f'lnalmente, la poslclón 

de P: depende de. 9
9

. Entonces, las ecuaciones (5) representan 6 

ecuaciones escalares en 6 lnc6gnltas, y por lo tanto constituyen 

un sistema determinado, el cual puede ser resuelto mediante el 

método de Newton-Gauss con el auxll lo de las reflexiones de 

Householder. Esto lo realiza el programa TINASTE (apéndice C). 

En esta tesis se usó el mismo ejemplo que resolvieran I. y P.C., 

para efectos de comprobación. 

El funcionamiento del método VM se comprobó con la primera 

solución de las obtenidas por l. y P.C .. 

A partir de esta primera solución se simuló el movimiento de 

la PS, dando pequef'ios incrementos a los actuadores de una de las 

6
Advldrt.a•e que a -no• que •e lndlquo lo cont.rarlo 1 ... 

•uperÍndlcew eon wGlo ewo, y no son oXpOnent.e•. 
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piernas. 

Una comprobación simple de que las posiciones generadas por 

el método son congruentes con la rigidez de los eslabones de la 

PS, es calcular las distancias entre los puntos P
1

, P2 y P
3

• 51 

éstas son iguales (o aproximadamente iguales) a los datos 

respectivos L
12

• L
23 

y L
31

, esto seré. un lndlclo de que el método 

funciona correctamente. 

3. S. 3. 2 Algtmas Adaptaciones Hechas al Método VH para Aplicarlo a 

la PS 

Aqul se e~pl lcará. cómo se apl 1c6 el método VM a la PS. Por 

facl lldad, se explicarán por separado los parámetros de las 

cadenas K
1

, K
2 

y K
3 

de las figuras 13 y 14. 

Cadena K
1

: punto P 
2 

Como sistema de referencia absoluto, se escogió el mismo 

sistema de referencia fijo usado por I. y P.C.. Este sistema es 

el Ix
1
y

1
z

1
). 

El eje [w
1

] (ref. [7]) se convlrtl6 en el eje [z
2

J, el cual 

esté. dirigido de R
1 

a S
1

. 

El eJe [z
3

J esté. dirigido de Q1 a P1. 
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El eje [z
4

J pasa por P
1 

y es perpendicular a (z
3

) y a la 

recta que pasa por P
1 

y P
2

• 

Como origen n+l (n+1=5 en este caso), se escogió el punto P 
2 

que es el que interesa ubicar. 

Todos los demás parámetros y variables de O y H se definieron 

como se expl lcó en el capitulo 2, con excepción de los paré.metros 

a los que corresponderla el subindlce 4. A estcs, por 

conveniencia se les asignó el sublndlce o. 

Adviértase que en este caso, el ángulo 91 es constante, y no 

una variable, debido a que se respetó el origen de I. y P. C., y 

esto obligó a introducir un sistema de referencia auxlllar, que no 

se desplaza con respecto a la base. Esto no lmplde que se aplique 

el método VM. 

De éste modo, para el punto P
2

, se puede escribir la 

siguiente sucesión con n=4: 

s 2 =a • o 

B~ = 83 + Q3a: 

s: :a ª2 + 028~ 
8~ 8

1 + 01
8

: 

Cadena K
1

: coordenadas del punto P 
3 

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 
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Los parámetros son en general los mismos que para el punto 

Los cambios radican en que aqul si se emplean los parámetros 

y la variable e con subindlce 4. El origen n+l (n+1=6) es esta 

vez el punto P
3

• 

En esta ocasión, el origen 0
5 

se si lúa en la lnterseccl6n del 

eJe lz
6

1 y la perpendicular e.l mismo eje trazada desde P
3 

sobre el 

plano deflnldo por los puntos P 
1

, P 
2 

y P 
3

• 

Para P3 tenemos la slgulene sucesión: 

3 
e = 

5 ªs 
3 

=a + Qts: ª• • 
3 a 

+ ºªª~ e = 
3 3 

3 = B + º2ª~ ª2 2 
3 

a + ºiª~ ª• 1 

(7.1) 

(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 

(7.5) 

Para esta cadena, se define el eje [z71 como el dlrlgldo de 

R
2 

a S
2 

Ces equivalente al eje [w
2
]). 

El eje [x
7

1 es perpendicular al eje (z
1

1, y el á..ngulo que 

(x
7

] forma con [x
1

) seré. 0
6

; éste es constante, por realizarse un 
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cambio de referencia en un mismo eslabón. 

El é.ngulo que forma la linea Q
2
P: con el eje [x71 es el 

acuerdo a la dlrecc\6n posltlva del eJe [z
7

J. 

«
8 

es '!l é.ngulo forma.do por [z
1

1 y [z
7

1 medido según la 

dlreccl6n posltlva del eJe (x
7

) Cmldlendo de [z1l a [z7 )). 

La sucesión correspondiente a P: es 

.. 
B =a 

2 7 

s~· a ªe + ªeª:· 

El eJe dlrlgdo de R
3 

a 5
3 

es [z
9

) (análogo a [w
3
]). 

(B.1) 

(B.2) 

El eje {x
9

] es perpendicular a Iz
1

J, y el ángulo que forma 

[x
9
1 con [x

1
1 será e

8
• e

8 
es constante y se mide de acuerdo a la 

dlrecclón posltlva de [z
1

), llevando [x
1

] a (x
9
]. 

La linea Q
3
P: forma un angulo 9

9 
con el eje [xDl. eG se mide 

de acuerdo a la dlreccl6n posltlva del eje [z
9
). 

Finalmente, a
8 

es el é.ngulo subtendido entre lz1] y (z
9

), y 
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se mide seglln la dlreccl6n posltlva del eJe (x
9
). 

51 se dispone de un modelo flslco de un mecanismo que se 

desea analizar, los parámetros de D y H pueden medirse 

directamente sobre dicho modelo. Sl en cambio, no se dispone de 

éste, es necesario calcular los mencionados paré.metros. ltste es 

precisamente nuestro caso. La expllcac16n de como se calcularon 

los parAmetros de D. y H. puede resultar tediosa. En lu.gar de 

esta expl lcac16n, se proporciona una tabla (Tabla 3) que lndlca 

las lineas del programa TINASTE en las que se calculan los 

diferentes parámetros usados. 

Obsérvese que en el ejemplo que aqul se resuelve con el 

método VM, se usó un s lstcma de referencia adicional a los 

estrictamente necesarios, con el fin de poder comparar las 

soluciones obtenidas mediante dicho método, con las calculadas por 

el método pollnomlal. Blen se puede sln embargo, tomar como 

sistema de referencia absoluto al slst.ema Cx
2 

y
2 

z
2

J. 

El sistema de ecuaciones (S) será resuelto mediante el método 

de Newton-Gauss. Para aplicar este método téngase en cuenta que 

e~= s:ca
2

, o
3

, e
4
L 

s~· = s~·ca7 ), 

6~ = s~(o2 1 03• 94' 0sl. 

e~· = s~·co0). 

Asi, la matriz jacoblana correspondiente es: 

(9) 



TABLA 3 

GUÍA AL PROGRAMA TINAS TE+ 
PAR'AMETR05 DE DENAVIT y HARTEt:B::RG (?. S.l 

~ o 1 2 3 4 5 6 7 e g 

.. 500-780 500-780 500-790 

d¡ 330 - 340 340 340 790-9ll ~ 350 ,.___ 360 
ñílíl 600 600 

500-700 
400 820 

500-700 
730 

500-780 
730 b¡ 380 - 730 390 - ,...___ 

"ºn 9;10 590 

Sena¡ - 580 420 420 420 - 660 - 600 -

Cosa¡ - 590 440 440 440 - 690 - 690 - ,!. .... 
')' 

Sen9¡ 
a·f(B.1 

varoo\a 610 \Briabic.? 1eriable VariablJ? variablo 610 1.erebto 610 Variab!J? 

Cos &¡ 
8;f(IJ.l 

variable 620 \Elriab\() Vdriilbla \eliable Vilriab\i? ~20 l.6riab\e 620 vactiile 

+ r.l'.:moros : lineus de programa 
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ax2 ax
2 ax2 .. 

o ax o ae; ne, ~ ·--as; 
K ~ ~ o 

ay2• 

ªª• ªº3 ªª• --as; 
Bz?. az' az2 z• 

o az o 
J(O) a 

ae; ne, ~ -as; 
ax

3 ax" 8x3 Bx.':!. 3• 
o ax 

ae; ne, ~ 80 - -as; 
s 

ay3 ay3 8y3 ay3 3• 
o ay 

80 ne, ~ ao; ... ao-
2 . 

az3 a2
3 

8z
3 

az 
3 3• 

o az 
80 ao;- ae; 88 ·--as; 

2 s 

La ecuac16n (32 cap. 2). que es la ecuación recursiva del 

mótodo de Newton-Gauss, puede escribirse entonces de la manera 

siguiente: 

ax• ax• ax
2 2• 

o ax o A9
2 Ax: ae; as; 80 -· ae; . 

ay• ay• ay• .. 
o 8y o A9

3 A/ ae; as; 88 - ae; . 
a.• az z az2 2• 

o az o A9. Az
2 

-¡¡¡¡- ao; ~ - ae; 
2 

(10) 
ax3 

ax3 
ax

3 
ax

3 a• 
o ax 

A9
5 

Ax
3 

ae; as; ~ aa; ·-as; 
ay" ~ ayª ay3 a• By 

A9
7 

Ay° ae; ae
3 ~ aa; -·as; 

az' az' az' az3 Bz3• 
A99 

AC ae; ao; ~ aa; .. as; 

La ecuación (10) es un s l s tema de 6 ecuac l ones l lncales en 6 

1nc6gnltas (las 6 .691 para 1=2, 3, 4, 5, 7, 9). Los superlndlces 



y los sublndices de la ecuación ( 10) no corresponden 

respectivamente al n<imero de renglón y de columna, como se 

acostumbra¡ pero fue necesario usar esos números en vista de las 

caracterlsticas del problema. 

3.B.3,3 Ae•u~t..iom del Prov ... TINASTE 

Los resultados de la simulación realizada por TINASTE 

aparecen en el apéndice H. Con este programa se obtuvo como 

ventaja un incremento importante en la rapidez de cálculo . Sirva 

para llustrar esto, el hecho de que el programa INNOSTE ejecutado 

en una computadora Commodore 64, emplea alrededor de 3 minutos tan 

sólo en el cé.lculo de los coeficientes. Por otra parte, el 

programa TINASTE ejecutado en la misma computadora, necesita 

aproximadamente 50 segundos para ir de una solución a otra, ello 

en virtud de que si los incrementos de las er.tradns a_on pequel'ios, 

la solución precedente es una buena estimación de la solución 

presente. El lector objetará. que SO segundos entre punto y punto 

es demasiado tiempo: sin embargo, téngase presente que los 

programas mencionados fueron corridos en una computadora lenta 

(con un procesador de 2 Mhz). Afortunl\damento, existen 

computadoras mucho más rápidas y lenguajes TURBO que probablemente 

permitan una simulación en tiempo real. De todas maneras, el uso 

del programa TINASTE o de otro programa basado en las ideas aqui 

expuestas, puede economizar en alguna medida, tiempo en el 

ané..l lsis directo de la poslc16n de la PS. Además, la apl 1cacl6n 

del método VM a la solución del ADP de la PS ilustra 
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procedimientos que pueden seguirse para analizar otras cadenas 

clnemátlcas espaciales. 

3. S. 4 Diseños Especiales de la Plataf'orira de Stewart 

Como se puede comprobar en el apéndice D, el aná.Hsls directo 

de poslcl6n de la PS es, en general, un problema matemé.tico 

complejo, debido a que los ejes, alrededor de los cuales giran las 

piernas, están poslclonados y orientados arbltrarlamente. No 

obstante, existen algunas geometrlas de la PS que ayudan a 

eliminar algunas de las compllcaclones encontradas en el análisis 

de ésta. Con estas geometrlas especiales se hace posible la 

obtencl6n de una solución cerrada sln necesidad de recurrir a 

pol lnomlos de alto grado, con la ventaja adlclonal de que se 

consiguen tiempos de ejecucl6n substancialmente mé.s cortos, 

Chang-de Zhang y Shln-Hln Song [ 12] encontraron la condición 

geométrica necesaria para calcular la solución cerrada del ADP de 

la PS. Esta condicl6n consiste en que una de las rotaciones de la 

platai'orma esté desacoplada de los otros g:ados de libertad. 

Geométricamente, esto se consigue si 5 de los 6 pares cinemé.tlcos 

que articulan a la plataforma con los actuadores lineales, está.n 

alojados en una misma linea recta, o bien, sl 5 de las 6 

artlculaclones entre la base ':I los actuadores lineales, yacen en 

una mlsma recta. 

Porqué cualquiera de estas condiciones geométrlcas garantiza 

que una rotacl6n quede desacoplada de las otras dos rotaciones y 
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de las tres translaciones, se entiende fé.cl lmente sl se recuerda 

que, para que la poslclón y orlentaclón de una linea recta quede 

completamente determinada, se requiere especlf'lcar 5 coordenadas, 

que en este caso son 5 dlstanclas entre 5 pares de puntos: las 

longitudes de 5 de los actuadores llneales. Entonces, una vez 

:fijadas estas longitudes, la modlflcac16n de la longitud del sexto 

actuador llm:~al producirá una rotación pura alrededor de la linea, 

a lo largo de la cual estén alojados los 5 pares esféricos 

collneales. Dicha linea actuará como una "bisagra". 

Una slmp11flcac16n ulterior consiste en hacer que 3 de los 5 

puntos collneales sean adernfls coincidentes. De esta manera, los 

tres actuadores que convergen en un punto (suponiendo que éste 

está local izado en la plataforma) f'ormará.n un tetrahedro Junto con 

la base. Este tetrahedro será. en realidad un manipulador de 3 

grados de libertad que permitirá. ubicar un punto en el espacio 

tridlmenstonal. Asi se consigue desacoplar las tran~lactones de 

las rotaciones. 

Las :figuras 15 y 16 ilustran algunas posibles con:flguraclones 

de manipuladores en paralelo. Todas ellas fueron tomadas de la 

re:ferencla [ 12). 

3.5.5 Una Aplicación Especial de la Plataforma de Stewart: los 

Manipuladores H1 brldos 

t. y P. C. ( 7], Zhang y Song ( 12] y otros autores tratan a la 



vJA. 

'· 

~ 
~·· .. 

1·~ 
~ .. 

Ocho poalblea cont"l9urn.clonos de 

un manipulador en para.lelo con 5 
puntos 11)1.t.re1DO!I a lo lar90 

de una rnl1111111. lfno11 

f'lgura 15 

Cuatro caeos oapeclales de manl¡1ulador11a 
on paralelo con 5 punt.ou 
oxlr(llllCID a lo larqo do la •IDIM 1 (nea. 

f'lgura 16 

Eat.ruct.urit. •Implo de un robot híbrido. 

figura 17 
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PS en si misma como un manipulador, tal como lo habla sugerido 

Hunt ( A3]. Conceptualmente lo es; pero desde un punto de vista 

práctico, un manipulador en paralelo basado en la PS tiene una 

manlobrabl l ldad muy 1 lml lada, pues la plataforma propiamente dicha 

no puede hacer "recorridos" extensos. Empero, caracterlstlcas 

suyas como establlldad, rigidez (f"recuenclas naturales altas), y 

el hecho de que en el la las cargas se distribuyen axlalmente, la 

hacen un componente adecuado en manipuladores. 

Recientemente se han lnvestlgado los llamados manipuladores 

hlbrldos, los cuales combinan las caracterlstlcas de los 

manipuladores en serle y en paralelo. Shan 1 npoor [ 9 l hace un 

estudio de la clnemá.tlca directa e inversa de un manipulador 

hlbrldo, que en los términos que se han venido manejando a lo 

largo de esta tesis, puede describirse como la identirlcación 

rormal de dos plataf'ormas de Stewart (figura 17). La base de una 

de el las se encuentra f'lJa en el espacio. En este manipulador los 

grados de libertad se encuentran repartidos equitativamente entre 

las dos plataf'ormas: la plataf'orma de la base f1Ja tiene 3 

actuadores lineales alternados con 3 cables, y la otra plataforma 

tiene tambien 3 actuadores lineales alternados con igual número de 

cables. Parece sorprendente que 3 de los eslabones de cada una de 

las PS del manipulador hlbrido sean cables: ¿cómo se mantienen 

constantes las longitudes de estos "eslabones", si un cable 

soporta sólo tensión y no compresión? La respuesta está en la 

misma pregunta: sl se mantiene un control preciso de los 

actuadores, el movimiento generado por éstos mantendré. siempre 

tensos los cables, ya que el algoritmo que resuelve la cinemática 
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directa considera que las longl tudes de los cables son constantes. 

Aunque Shanlnpoor no hace mención de ningún problema 

originado en el uso de cables, el autor de esta tesis intuye que 

podrian darse problemas de vlbraclón. sl en un instante dado, 

existe una tendencia a que se aproximen los puntos extremos de uno 

o de más cables, y en un instante posterior esa tendencia se 

revierte. El resultado real seria que por momentos, la 

conf'lguraclón del manipulador quedaria indeterminada, y éste 

oscllarla entre posiciones extremas en las que los cables estarlan 

tensos. Al alcanzar estas posiciones extremas, se produclrlan 

cargas de impacto, puesto que los cuerpos que componen el 

manipulador tendrlan globalmente una cierta cantidad de movimiento 

que serla absorbida instantáneamente por los cables que fueran 

súbitamente tensados. Un comportamiento semejante es indeseable, 

y para evitarlo, se requiere un control muy riguroso. A pesar de 

esto, se rci tcra que Shanlnpoor no menciona ni~ problema 

semejante, y reporta la construcción y operación satisfactoria de 

un prototipo del cual incluye, en el articulo ya citado, una 

fotografia. Este prototipo pesa 34 libras, y es capaz de levantar 

160, lo cual slgnlfica que la razón carga/peso es de alrededor de 

5. Segían este valor, el manipulador hlbrido reportado es 

extraordinariamente ligero comparado con la carga que es capaz de 

manejar. 

En cierto sentido, puede equipararse un l"'obot. hibrido a un 

brazo humano porque algunos de sus eslabones fungen como músculos, 

y otros como huesos. Pequef\as contracciones de algunos de 
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los "músculos'' (que van acompa.f\adas de la distensión de otros) 1 

pueden producir desplazamientos considerables del órgano terminal. 

Las caracterlstlcas citadas del manipulador hlbrldo lo 

convierten en una opción deseable en ciertas apl lcaclones en 

plantas de manufactura flexible, en lugar de los manipuladores en 

serle convencionales. 
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CONCLUSIÓN 

Globalmente, se han presentado las herramientas esenciales 

para el ané.lisls de movilidad, y la slntesls estructural de 

cadenas clnemáticas espaciales, asl como una técnica para la 

soluc16n del problema directo en poslc16n. Todo ello representa 

una gran ayu~a en el proyecto de cadenas clnernátlcas espaciales y 

de IJla.Illpuladores. 

Se cree haber logrado el propósito de exponer con claridad y 

de una manera simple los criterios de movl lldad de Kutzbach y de 

Hervé. Se considera que de este Oltlmo se logró, gracias al uso 

de ejemplos sencll los, hacer fácl lmente comprensibles aspectos 

como los grupos de desplazamiento, el concepto de enlace 

(llalson), las operaciones de lntersecc16n y composlc16n de 

enlaces, el concepto de la dimensión asociada a una cadena 

clnemá.tlca, y otros conceptos afines. Igualmente, se. cree haber 

explicado con claridad y sencillez los aspectos fundamentales del 

método de s1ntesis estructural que aqul se ha denominado modular, 

debido a Earl y Rooney. En la exposición de éste, se presclndló 

de alg\Ulk\S cuestiones teóricas, como la demostración de que el 

conJunto m1nimo de entradas que controlan a un eslabón es único; 

pero en cambio, se presentaron de una manera útll y transparente, 

las nociones de identlflcaclón formal de eslabones, movilidad 

efectiva, y componentes de dlstrlbución y de actuación, cuya 

comprensión representa el mlnlmo para poder servirse del método 

modular en la slntesls estructural de cadenas cinemáticas 

espaciales. 
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En relación con los tipos de cadenas clnemátlcas 

ldentl.flcados por Hervé. se sometió a revisión el concepto de 

cadena clnemá.ttca excepcional, y se concluyó que también a una 

cadena asl considerad.a, puede aplicarse el criterio generalizado 

de Kutzbach. De todas maneras este problema está abierto a 

dlscuslón, parque el autor de la tesis no demuestra su hipótesis, 

slno sólo la conf'lrma con eJemplos. 

En lo que se ref'lere al método de slntesls estructural de 

ShuJun se aportó una sencl 1 la rutina (PADRDNCAD) para computadora 

que complementa dicho método. Esta rutina sirve para obtener 

automáticamente todos los conjuntos posibles de eslabones 

binarios, ternarios, etc., que correspondan a una cadena 

clnemá.tlca con N eslabones y L mal las. En otras palabras dicha 

rutina real 1za el primero de los tres pasos de que consta el 

método de ShuJun. 

Se discutió también el problema de obtener todas las 

interconexiones posibles de los conjuntos de eslabones obtenidos 

mediante PADRONCAO, problema que ShuJun ignora en su art !culo 

[10]. En el tratar de resolver este problema (que no es trivial), 

se encontró un algoritmo (método de la calda) que permite 

encontrar una 1nterconex16n posible dado un conjunto de eslabones. 

Diferentes internconex1ones pueden obtenerse cambiando el que 

hemos llamado el criterio de calda. Este algoritmo no es 

exhaustivo como se deseaba que f'uese; pero de todas !"armas, 

representa una ayuda en la sintes1s exhaustiva, ya que permite 
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obtener interconexiones de manera sistemática y ahorra el tiempo 

que tendrla que 1nvert1rs.e con un método manual de prueba y error 

(que serla conslderable aún tratándose de pocos eslabones). No se 

incluyó un programa de computadora que instrumentara dicho 

algoritmo¡ pero esta instrumentación no es dlficll. 

La. exposición del méto~o vectorial matricial para el anállsis 

de posición directo e inverso de cadenas cinemáticas espaciales 

Clncluldos los manipuladores} del capitulo dos, se hizo 

minuciosamente. Un logro de este cap! tul o es que presenta de una 

manera unificada tanto el anállsis directo de poslc16n como el 

inverso~ y evidencia la posibi l idacl de apl !car el método VM tanto 

a cadenas simples abiertas, como a cadenas que contengan múltiples 

mal las. El método VM no proporciona las llamadas soluciones 

cerradas; pero puede ser sumamente útil en la simulación del 

movimiento de cadenas cinemáticas. El autor cree haber conseguido 

en este capl tulo una disertación sumamente accesible. 

El capitulo 3 fue redactado, al igual que los otros dos, con 

gran cuidado¡ pero su lectura puede entraf'iar diflcul tades 

especiales porque para su comprensión total se requiere examinar 

los programas que figuran en los apéndices. Sin embargo se hizo 

un esf"uerzo por facilitar en la medida de lo posible la 

comprens lón de dichos programas. 

En este cap! tul o 3 se detalló la apllcac16n del método 

vectorial matricial. estudiado en el capitulo 2, al ané.llsis 

directo de posición de la plata.forma de Stewart. Esta apllcaci6n 
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:fue exitosa, y se propone como complemento al método poltnomlal de 

Innocentl y Parentl-Castelll, porque aglllza los cálculos en la 

slmulaclón del movimiento de la PS sl se parte de una solución 

conocida {obtenida mediante el método pol lnomlal) y se incrementan 

las entradas en pequefias cantidades. Adlclonalmente, la 

apllcaclón del método VH a la PS tal como se presenta en el 

capitulo 3 sugiere que dicho método puede apllcarse al ané.llsls de 

gran nWnero de cadenas clnemátlcas, siempre que se hagan las 

adaptaciones pertinentes. 

Al programar los algoritmos de Shujun y de Innocent 1 y 

Parentl-Castelll, se encontraron algunos errores que se comentaron 

y recllflcaron oportunamente (ShuJun - capitulo 3, Innocentl y 

Parentl-Caslel l l - apéndice !) .. 

Un subproducto de las lnvestlgaclones que culminaron en el 

llbro que el _lector tiene en sus manos, f'ue el disef\o de un 

conjunto de piezas (el estuche D y H) que permiten ensamblar 

cadenas cinemá.ticas de muy dl versas f'ormas, en las cuales pueden 

mostrarse los parámetros y variables de Denavl~ y Hartenberg. El 

autor cree que el estuche O y H puede ser una ayuda de gran 

valor para visual izar las def'iniclones de los mencionados 

parámetros y variables, especialmente para aquellas personas que 

tienen dif'icul tad para imaginar las interrelaciones de cuerpos en 

3 dimensiones. 

Un trabajo posterior podria ser el disef\o de un manipulador 

hibrido experimental. similar a los comentados en el capl tul o 3, 
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que permitiera explorar las potencialidades de esta clase de 

manipuladores, y que insinuara posibles meJoras. a fin de obtener 

disei'ios óptimos. 

Se concluye con una frase respecto al estudio de cadenas 

clnemá.tlcas que se tomó prestada de Rooney y Earl [SJ: "Parece ser 

éste un terr~no fascinante". 
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APENDICE A 

1 REM ••••• 
:: REM ••••• ESTE: PROGRAMA OBTIENE LOS JUEGOS DE ESL.ABOt~ES DADOS L Y N 
3 • 
-1 CLR1 INPUT"ESLABONES" 1 N 
S INPUT"LAZOS":L;Aa:?•CL-1> :X .. 410IMBCL+1J 
10 ,~ .. 1 
:?O 8 l4> •814 > +1 
:.o GDSUB 140 
40 IFF•l THENF•Clt GOT070 
:50 BDSUB210 
b(t GOT020 
70 BC4J11G1 IFL.<a::;THENGOSU91401GOSUB210 
80 Cl•4+K 
96 IFQ>X THEN X111 X+l1 lFX>L+lTHENPRINT"FIN"1END 
qo BlQJa8CQ>+1 
100 GOSUB140 
: 1(1 IFF•l THENB ICJ aD1t:•K+l1 F=Os GOTOSO 
~ 20 GOSUB21 (t 
130 GOT010 
140 S=O 
!50 FORI=4TOX 
160 S•S+Ct-2J•BCI> 
170 IFS>ATHENF""l:RETURN 
180 8 (31 aA-S 
1qo NEXTI 
:200 RETURN 
:::!10 8(2J•N 
:::?o FOR I •L + 1 ro:;sTEP-1 
::::o 8(2J•BC2J-B<IJ 
::40 PRINTB ( I 1, 
:?:50 NEXTI 
::bi:.t PRINTBC:?J 
::10 F\ETURN 

F:EAOV. 

N,,,.n.ÍJ,.,r&> J. -t~J.""'""" 
,: : ttJ-_.r, d' 1..-u>s • ,,..,,o....llo_.r 
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APÉNDICE B 

DEllOSTRACIÓH DE LA ECUACIÓN (33) DEL CAPÍTULO 2 

Demostrar que 

( 1) 

donde e = vector unitario con la dlrecclón del eJe [zl], y 0
0 

es 

la matriz identidad. 

Partimos de 1 hecho de que 

(!') 

Calculamos la derivada parcial de r 1 con respecto a 9 1: 

(2) 

De las matrices QJ, la única afectada por el operador 8/89
1 

es la matriz Q1, ya que QJ es ln1ependlente de ~ 1 VJ;tl. 

Observamos ademfis, que el producto Q
1
Q2 ... Q1

_
1 

es factor 

común a todos los sumandos, y por lo tanto, puede escribirse a la 

izquierda de la "I:". Entonces, 

A pesar de que la matriz Q
0 

es un factor común a todos los 
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sumandos de la sumatoria, convlno preservarla del lado derecho de 

la slgina, con el objeto de que en caso de que k=l, la expresión 

dentro de la sumatoria siga teniendo el "aspectoº del producto de 

una matriz por un veclor, es decir, para k=l el sumando 

correspondiente es 

o bien 

a
1 

puesto que Q
0

== 1. 

Teniendo en cuenta lo anterior, la sumatoria puede 

descomponerse de la siguiente manera: 

por lo cual, dado que Q
0
a

1 
=a

1
, 

y como el único factor dependiente de 0
1 

dentro de la sumatoria es 

la matriz Q
1

, tenemos que 

Q al (5) 
k-1 k 

A contlnuac16n, encontraremos expresiones para 80
1
/89

1
, 

Ba
1
/BB

1
, Qv(donde v es cualquier vector) y exQv, las cuales nos 

seré.n útiles para completar nt1eztra demostración. 

Considérese la matriz Q1, que según su deflnlc16n es 



¡-· -sena 
1 

cosa
1 

sena
1 

seno:
1 

ll, sena
1 

cosa
1 

coscx
1 

-coso, sena.
1 

o senoc
1 

cosa.
1 

y que por brevedad escribiremos como 

(6) 

La derivada parcial de Q
1 

con respecto a e
1 

es 

¡-~. 
-cose 

1 
coscx

1 
cose

1 
seno: 

1 

ªº/ªª, cosa
1 

-seno
1 

cos«
1 

sene
1 

sena.
1 

o o o 

(7) 

Obsérvese que la derl vada anterior puede expresarse en 

términos de los elementos q
1
J de la ecuación (6) reacomodadoR como 

sigue: 

[-::: o o 

-q22 -q23 

(B) 

Esta ecuación nos seré. útll en breve. Ahora calculemos 
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Recordemos que ª1 = [d,cos e, 

b
1 

son constantes. Entonc_es, 

Por otra parte, del cálculo del producto exa
1 

resulta 

[9) 

(10) 

Los miembros derechos de las ecuaciones (9) y (10) son 

iguales, por lo que los izquierdos también lo son; de modo que: 

(11) 

Obtenemos ahora una expresión para Q1 v, donde v es un vector 

cualquiera: 

Para calclular el producto vectorial oxQ
1 
v1, abrevtaremos las 

sumas del vector obtenido en (120) como l:q1rvr, :tq2rvr' l:q3rvr. 

Entonces, 

o o (13) 

l:qlr V r 
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Si premul tlpl leamos el vector v por la matriz BQ/801 

obtenida en la ecuación (8), tenemos 

(14) 

o en forma abreviada 

[

-l:q.,v,l 
(8Q /89 )V = l:q V 

t l tr r 

o 

(14') 

Al comparar las ecs. (13) y (14'). observamos que 

(15) 

Este resultado puede aprovecharse para concl ulr la 

demostración que nos ocupa. 

Volviendo a la ecuación 5, vimos que la sumatoria representa 

al vector r
1

,..
1

, y según los resultados de las ecuaciones ( 11) y 

e 15). podemos escribir 

(16) 
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Aprovechando la propiedad dlstrlvut.iva del producto 

vector tal, se tiene que 

(17) 

pero, 

(18) 

de manera que 

(19) 

que es lo que se queria demostrar. 
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APÉNDICE C 

REFLEXIONES DE HOUSEHOLDER 

Las reflexiones de Householder proporcionan un rnedlo eficaz 

para resolver sistemas de ecuaciones lineales determinados y 

sobredetermlnados. 

Si la matriz de coeflclentes de un sistema de ecuaciones 

lineales determinado es triangular, la solución de dicho sistema 

puede obtenerse muy sencillamente mediante substltucl6n regresiva. 

Las reflexiones de Householder perml ten trlangular\Zar la 

matriz de coeficientes mlnlmlzando los errores de redondeo. 

Definición 

Una reflexión de Householder P es un operador matrlclal que 

se def'lne como sigue: 

donde 

P = I - +U UT 

u es un vector cualquiera 

f3 = ~ UTU = ~ U•U 

Obsérvese que uTu es distinto de u·uT. La primera de estas 
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expresiones es un producto escalar (producto punto). mientras que 

la segunda es el producto de una matriz columna por una matriz 

renglón, es decir, una matriz cuadrada. Sl u llene n componentes, 

el orden de la matriz u·uT será también n. 

El nombre de ~ para la matriz P se deriva del hecho 

de que al premultlpllcar un vector a en el espacio R
3 

por P, se 

obtiene una imagen especular o "reflejo" del vector a. El 

"espejo" es un plano JT perpendicular al vector u (u E R
3

). 

Propiedades de las Reflexiones de Householder 

Si P es reflexión de Householder, entonces P es ortogonal y 

simétrica. 

51 ader.nás, teniendo un vector a, y tomando un componente ak 

de dicho vector se definen «, u y f3 como sigue: 

entonces 

a.= signo Ca ) (a2 + a 2 + ••• + a 2
) 

k k k+l n 

(Sl ak = O, entonces puede asignarse a a: 

cualquer signo [ + 6 - ] ) 

Pa = { a1, .•• , ªk-t, -a, ... , O) 

(1) 

(2) 

Aqui se advierte que una vez elegida k, con la reflexl6n de 



Householder correspondiente se anulan los últimos n-k componentes 

de a, 'i la componente k se modifica de manera que se preserva la 

norma de a. Es decir IPal = iai. 

Ademé.s, para todo vector b distinto de a se cumple 

(3) 

donde 7 = (uTb)/{3. 

Queda fuera de los alcances de esta tesis demostrar estas 

ecuaciones. Simplemente se presenta aqui lo necesario para que 

puedan ser utll izadas. 

Como se puede observar, con las ecuaciones (1), (2) y (3) 

pueden obtenerse los produtos Pa y Pb sln necesidad de calcular P 

a partir de su definlclón. Esto es conveniente. 

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales con reflexiones 

de Householder, se comienza aplicando las ecuaciones (1) y (2) al 

primer vector columna de la matriz de coeficientes, siendo k=l. ¡ 

con ello se aniquilan todos los componentes de dicho vector, 

excepto el primero. Posteriormente, se aplica la ecuación (3) a 

los vectores restantes de la matriz de coeficientes y al vector de 

términos independientes. Todo esto equivale a premult ipllcar 

ambos miembros de la ecuación matricial que representa al sistema 

de ecuaciones lineales a resolver, por una reflexión de 

Householder P
1

, o sea, 
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(4) 

Ahora se anulan todos los términos del vector columna 2 de la 

nueva matriz de coeflclentes, eligiendo esta vez k=2 para las 

ecuaciones (1) y (2). Nuevamente se aplica la ecuación (3) a los 

vectores restantes. Es úlll resaltar que el aplicar (3) al primer 

vector columna, ya no tiene efecto sobre éste. Tener en cuenta 

esto, puede ahorrar t lempo de cálculos en la computadora. 

Ahora se ha obtenido 

Aplicando reiteradamente este procedimiento, se obtiene 

(5). 

donde la matriz P P ..• P P A es triangular superior. 
n n•l 2 1 

La. utl lldad de las reflexiones de Householder no se restringe 

a la solución de sistemas determinados, sino que se extiende a la 

de sistemas sobredetermlnados. En el caso de un sistema 

sobredelermlnado compatible de m ecuaciones con n lncógnltas, al 

proceder como se describió en los párrafos precedentes con dicho 

sistema. todos los elementos de los m-n \'.'J.ltlmos renglones de la 

matriz de coeficientes resultante s~rán nulos, lo mismo que los 

m-n últimos componentes del vector de términos independientes. 
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Esto s1gnlflcn que en el sistema original exlstla cierta 

dependencia l lneal, de modo que ahora se ignoran los renglones que 

contienen exclusivamente elementos nulos y se resuelve el sistema 

determinado que queda. 

Puede ser que por errores de redondeo, los elementos del 

vector de términos independientes que debieran ser nulos depués de 

la trlangularlzaclón, aparezcan como pequel\as cantidades finitas. 

~tas han de ignorarse. 51 en cambio~ éstas cantidades fueran 

grandes, podrla sospecharse que el sistema de ecuaciones es 

lcompatible, y el vector solución que se encuentre al emplear la 

substltuclón regresiva en las primeras n ecuaciones del sistema, 

es el que "mejor satisface" al sistema original de m ecuaciones 

lncompatlbles. 

Cuando en el ánallsls de un manipulador se tiene un mayor 

número de ecuaciones que de incógnitas (como sucede en el análisis 

de un manipulador en serle de 5 grados de libertad). sl las 

poslclones que se desea sean ocupadas por puntos prescrl tos d .. l 

órgano terminal son congruentes con la geom':_trla de éste. el 

sistema de ecuaciones lineales que se obtiene al expandir en 

serles de Taylor el sistema de ecuaciones no l lneales que modela 

al manipulador, deberá ser compatible. "Incompatlbl l idades 

pequen.as" podrlan ser consecuencia de errores de medición (sl el 

aná.llsls se aplica a un manipulador ya construido). 
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APÉNDICE O 

MODELADO Y SOLUCIÓN DEL ANÁLISIS DIREc:ro DE POSICIÓN DEL HPS 
EN FORMA CERRADA 

Presentamos aquí, la traducción de un fragmento del artículo 
de Innocentl y Parcntl-Caslel!l (1 & P.C.) ( 7 ] (que en lo que 
resta de este apéndice nombraremos simplemente articulo) sobre la 
plataforma de Stewart. Estos autores proponen una solución cerrada 
para el a.ná.llsls directo de poslcl6n de dicha plataforma (que 
dlscutlmos en el capitulo 3). En este apéndice se anexan también 
algunas rectl:f'lcaclones hechas a dicho articulo, asl como los 
resultados de aplicar el método propuesto en el mismo. 

Traduccc16n de las eecciones 2 y 3 de [ 7 ] 

2. Ecuaciones de Cierre 

"Según la caracterlzaclón dada por Stewart ( l> y con base en 
las siguientes conslderaclones, se deduce un modelo para el 
aná.llsls directo de posición del MPS con un arreglo cualquiera de 
"piernas", 

La estructura geométrica básica del MPS consiste en una 

platarorma móvil W conectada en tres puntos distintos Pr' r=l, 3, 

a los eslabones adyacentes, mediante pares clnemá.tlcos esféricos. 

Se pueden proyectar 3 piernas distintas con diversos. arreglos de 

eslabones y pares (6 de los cuales son motorizados), para conectar 

la plataforma a la base, de modo que la plataforma tenga 6 grados 

de libertad. Cada pierna llene dos pares clnemá.tlcos motorizados, 

y considerando a la plataforma desconectada temporalmente en Pr, 

este punto puede moverse en el espacio de 3 dimensiones. Cuando 

1n. Stcwarl Proc. Instn Hech. Engrs. Vol. 180, Part 1, No. 18, p. 
371 { 1965/BB) 
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se da un conjunto de entrcldas (lnputs), el punto Pr de cada pierna 

describe un circulo rr (figura 1) de radio y centro definidos, el 

cual está alojado en un plano perpendicular a una direcc16n 

definida "'r' Conviene advertir que siempre que se modlflquen las 

entradas, cambian los clrculos rr. Especlflcamente, los ejes wr 

pueden variar sl se adoptan arreglos particulares. Los tres 

puntos Pr pertenecen también a la plataforma, y esto proporciona 

la cond1c16n para definir las locallzaclones de los puntos sobre 

los circulas rr correspondientes, Son posibles varias 

local lzaclones. Los puntos Pr se determinan por los vectores de 

posición QrPr que pueden def'lnlrse a través de tres ángulos ar 
medidos con respecto a direcciones arbitrarlas ur perpendiculares 

a los ejes wr. Debido a que hay una correpondencia uno a uno 

entre los tres ángulos o,. y la localización de la plataforma, el 

problema de análisis directo se reduce a la determinación de todas 

las posibles tercias de 9 r cuando se da un conjunto de entradas. 

Cualquier mecanismo que pueda analizarse mediante este modelo, se 

llamaré. MPS, independientemente de los arreglos .de sus piernas. 

Teniendo en cuenta el hecho de que, cuando se dan los 

desplazamientos de los actuadores, todo mecanismo es esencialmente 

una estructura, se puede adoptar el modelo antes mencionado en 

aquel los casos en los que el número de entradas sea distinto de 

seis. Además, también se puede adaptar el modelo con pequeñas 

modif'icaclones a mecanismos del tipo MPS en los que uno o más de 

los puntos P,. describe lineas rectas en lugar de clrculos. Por 

último, es importante mencionar que para algunos arreglos 

particulares de piernas, una vez que se ha dado un conjunto de 
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entradas, son poslbles varias conflguraclones de las piernas; pero 

el modelo del HPS puede aplicarse de todos modos a todas las 

configuraciones posibles. a cada una de las cuales corresponde 

determinado circulo rr, como en el caso de uno de los cuatro 

arreglos propuestos por Stewart (se omite aqul la l lustraclón 

referida en este párrafo del articulo original). 

Por lo expuesto anteriormente. dondequiera que r y s aparecen 

slmulté.neamente en la misma ecuacl6n 1 se llene que r=l,3 y 

s=mod(r, 3)+1, donde mod(x ,x ) es una función que da el residuo 
1 2 2 

del cociente del primer argumento entre el segundo . Refiriéndose 

a la figura [ 1), para cada malla PrP•Q•Qr puede escribirse la 

siguiente ecuación vectorial 

(!) 

Aqul, 

(2) 

(3) 

p - a = H (u cos e + V sen o ) (4) 
• • a • a • a 

2 
M. del T. Hiía aanclltamenle, la relación cnt.rc r y S puedo 

repreaont.arao rDedlant.c lo •l9ulente función labul11r 

* 
2 

" 1 
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donde ur y vr son vectores ortogonales mutuos paralelos al plano 

de los circulas rr (urx vr = wr), y cuyas direcciones se escogen 

arbitrariamente: Lra representa la distancia entre Pr y P
9

: Y Hr 

el radio de rr centrado en Qr. 

Qr, wr y Hr están definidos de manera única cuando se dan los 

desplazamientos de los actuadores. 

Elevando al cuadrado la ecuación (1), se obtiene la siguiente 

ecuación escalar: 

donde 

c1r. = cos ok. sk = sen ak 

r q =2H ff u u (5.1) 
1 r a r a 

r q =2H H u V 
2 r a r a 

(5.2) 

r 
q 3 =2HrH

8
v,u

8 
(5.3) 

r 
q 4 =2H,H

0
vrvo (5.4) 

r 
q5 =2H/Q

8 
- Qr)u,.. (5.5) 

r q =2H (Q - Q )v (5.6) 
e r s r r 

r 
q1 =2H/Q, - QsJua (5. 7) 

r q =211 (Q - Q )v (5.8) 
8 8 r B U 

r q =L 2 _ 112_ 8 2_ 
9 ra r a (Q. - Q.>2 (5.9) 

Substituyendo el seno y el coseno por las conocidas 

expresiones: 
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donde tk= tan(9k/2), la ecuación (5) puede escribirse como sigue: 

donde 

l:ra t 1tl =O 
1 .. 0,2 lJ r • 

Jza0,2 

ra
00 

= rq
1
+rq

6
+rq;+rq

9 

I" ª01 = 2(r q2 +r qa) 

r 402 = _rql+rqs-rq7+rqe 

r ª10 = 2(r q:/r qe) 

rªu = -4,.q., 

r ª12 = -2(r q3-r q6) 

r r r r r 
420 = - qt- qs+ q7+ qe 

rª21 = -Z(rq2-rqa) 

r 4 22 = rq1-rq6-rq7+rqe 

(6) 

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

(6.6) 

(6.6) 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

y rq
1

, 1=1,9, estén dadas por las ecuaciones (5.ll-(5.9). 

Las tres ecuaciones (6), cuando se satisfacen 

slmultánerunente, representan el cierre del MPS. Cuando se da un 

conjunto de entradas, estas ecuaciones representan un sistema de 

tres ecuaciones algebraicas d~ segundo orden en las lnc6gn1 tas 

t
11 

t
2

y t
3

• Las soluciones de este sistema definen las 

locallzaclones de los puntos P,. [véanse las ecuaciones (3) y (4)] 

y consecuentemente, quedan determinadas las locallzacloness de la 

plataforma. 

Al lnspecclonar el sistema de ecuaciones (6) se ve que cada 
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ccuu.cl6n contiene solamente dos Incógnitas 

respecllvnmcnle) y esto hnce fucllble resolver el Hlslcmu sin 

lnlroduclr ratees espurias. Puede usarse el slgulenle 

procedlmlcnlo par eliminar dos tnc6gnltus de las ecuaciones (6) en 

dos pasos: primero puede eliminarse t
3

• por ejemplo, de lfüJ 

ecuaciones del sl!31.cma {6) segunda y tercera. El rcsul lado scrñ 

umt P1:11;u: 1 ón en 1 as 1ne6gn11.as 1
1 

y l~?· Desp116s, cl1• estn ecuuc l 6n 

y de la primera del sistema (6), -se puede eliminar la variable t:!' 

obteniendo de este modo la ccuncl6n polinomial definitiva en la 

lncógnl ta t
1

• 

Ellmlnaclón de t
3

: para r=3 y r==2, el sistema de r.cuaclones 

(6). proporciona dos ecuaciones en las lncógnllus t. 1 y l:i' y L
2 

Y 

t
3 

respectivamente. 

Las dos ecuaciones pueden eser\ bl rsc como sl guc: 

At
2 

+ Bt + C = O 
J 3 

(7) 

Rt
2 

+ St + T = O 
3 J 

(íl) 

donde 

A= :EA t (9.1 l 
1::0,2 

1 1 

B = :i:a t 19.2) 
1::0,2 

1 l 

e= :i:c t (9.3) 
1::0,2 

1 l 

R = :ER t (9. 41 
1 1 

1:::0,2 

s = :i:s t (9.5) 
l l 

1:0,2 

T =:ET 
1 
t 

l 
(9.GJ 

l;:0,2 
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·4i = 3 (IO. l) ª•• 
ª• = 3 

ª11 
(10.2) 

º• = 3 (I0.3) 
ª01 

RI = 3 

ª•• (10.4) 

s. = ªa 
11 

(10.5) 

r. 
3 (I0.6) 
ª10 

La el lmlnante de las ecuaciones (7) y (8) es la siguiente: 

lo A e ºI A B C O =O 
O R S T 
R S T O 

(11) 

La ecuación (11) representa la condlc16n bajo la cual las 

ecuaciones (7) y (8) tienen las mismas soluciones para t 3. 

Al desarrollar la ecuac16n (11) resulta: 

(AT-CR) 2 + (AS-BR)(CS-BT) = O (12) 

La ecuación ( 12) es una ecuación de cuarto grado en las 

1nc6gn1tas t
1 

y t
2 

y, tomando en cuenta las relaciones (9). puede 

escribirse como sigue: 

I: b t 1tj = o 
IJ 1 2 

lmO,t 

J'"0,4 

(13) 

Las expresiones analitlcas completas de los coef'lclentes b
11 

están dadas en la Tabla 1. 

El1m1nac1Ón de t
2

: 

(r=IJ, es: 

la primera ecuación del sistema (6) 
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XABLA 1 
Sllpresiones analíticas para los cooficientea bij 

( eouac16n 13) 

boo' Ao 1 To•-AoBoSolo+A.CtlSo•·2AoCoRolo 
+lo1Ro TrloCoRoSo+co•Rot 

bo•" Uo'Tol1-Ao8o (60T1+S1To )+2AoC0SoS1 
-ZAoCo (Rol 1+R1 To l+Bo' IRoT 1 +Rt To J 
•loCo(RoS1+R160)+2Co1RoR1 

bot: Ao 1 Cl1 1+1noh )•Ao8o!Solr+S1l1+S1To) 
+AoCo (&1 •+2SoS1)•ZAoCG1R0Tr+R1T1 +R1To) 
+lo• (Ao T1+R1 T, +Ra To )-Soco (Ro Sr +Rt 61 •R1 So) 
+Co1fR1••2RoRJ) 

bo: 2At1 1T1Tr-Ao8o (61Tr+S1T1 )+2AoC0616r 
-2AoCo(R1T1+R1T1 )+Bo'IR1Tr+R1T1 l 
•BoCoCR161+RtS1 l+ZCo•R1A1 

bo•= Ao1h•·Ao8olirl1+AoCoSr•-2AoCoR1Tt 
+8o1 RaT1-8oCofbSt+ColR1I 

bta= 2AoA1To'·(AoB1 +A1 lo }60To+{AoC1 +At Co )Sol 
-2 (AoCt iAt Co )Rolo+Z8o81 Rolo 
•(BoC1+81 Co )RoSo+2CoC1Rol 

bt1= U.OA1ToT1•(Ao81+A18o)(5{lh+S1To) 
+ZCAoC1+A1 Co )So61-Z( AoCt +A1 Co) (R:.11 +Rt To) 
+2Bo81 (Roh +R1 To )-(8oC1 +Bt Co )(RoS1 +R1 So) 
+4CoC1RoR1 

bn: 2AoA1 (T1 •+2Tolr )•(Ao81<0.1BoHSoTr+S1T1 
+Sr To)+ (AoC1 +A1 Co) (St t+2SoS1 )-2 (AoC1 
+A1Co HR0Tt+R1T1+R1To)+28oB1 CRoT1+R1T1 
+fb To )•(loC1 +B1 Co HR0S1+R1 St +RtSo) 
+2CoC1 (R1'+2RoRt} 

b11: 'AaA1T1T1-(Ao81+A1 9o )(S1Tr+S1T1 )t2(kiC1 
+A1Co )S1Si-Z(kiC1+A1 Co }(R1h+R1T1 l 
+28o81 (R1Tt+Rtl1 )•(8oC1+81Co HR16r+R1S1) 
HCoC1FhR1 

b1 •= 2AoA1Tr 1-Cki81+A1Bo )S1T1+(AoC1+A1Co )51' 
-2(AoC1+A1 Co )R1T1+28o81R1lt 
-e BoC1 +Bt Co )R1S1+2CoC1 Rr' 

b20= (A1'+2AoAz)To'-(AoB1+A181+A1Bo )Solo 
+(AoCr+At C1+AJC0 )Sol-2(AoC1+A1 C1 
+AJCo )Rolo+( Bt 1+28o8t lRo To· ( BoC1 
+81 C1+81Co IRoSo+ (Ct 1+2coC1 )Ro' 

b11: 2(A•'•2Ao"1 lToT1-CA081+A181+A1Bo )(SoT1 
+S1 To }+21 AoC1 •A1 Ct +AzCo )So St•2( AoC1+A1 C1 
+AICo HRoT 1 +A1 To)+ 1811+2Bc81HRoT1 +R1 To) 
-(8oC1+81C1+81Co l(RoS1+R1So l 
+2CCtl+2CoC1lRoR1 

bu= U11 1 •2AoAz)[T11+2ToT1J-U.oe1+A181 
+AJBo) (SoT1+S1l1 +Sr To J+r AoC1U.1 Ct 
+A1Co )(S1 •+2Sos1 )-2( A0Cr+A1 Ct +AICo ){Rol: 
+R1 T1 +R1 To)+ í81 '+2BoBr ){Ro h +R1 T1+R1 Te) 
-(8oC1+B1 C1+B1Co lCRoS1+R1 S1+R1So )+(Ct' 
+2CoC1)(R11+2RoR1l 

bu: l(A1'•2AoAr 1T1h-(Aol1+A1l1d1lo ){61 T1 
+li1T 1 J+Z(AoC10.1C1+A1Co IS1Sr-2<AoC1+A1C1 
+AJCo)OhT1+•11T1 )+(11•+2lol1)0hh+R1T1) 
-(loCr+81C1 .. 1CoHl1t81+lbS1) 
+2(C1 1+2CoC1 UhRr 

bu: fA1•+2AoA1lh'-(Aolt+A1l1+A1lo)Blh 
+{AoCt+A1 Ct +A1Co }51 '•2( AcCt+AtC1•A1Co )R1T 1 
+ (81 '+Zlo81 )RtTr (BoC1+81 C1 •BzCo )R1S1 
+{C1•+2CoC1)lbl 

b10: 2A1ArT0 1 -(A181+AaB1 )6oTo+(A1C1+A1C1 l6o 1 
-Z(A1Cr+A1C1 )Rolo+Z8181Rolo-(81C1+81Ct )Rolo 
+2C1C1Ro 1 

~t= 4A1A1ToT1-CA1lr+AJB1 )(6oTt+S1lo) 
+2(A1C1+A1C1 )SoS1•2(A1C1+AaC1 ){RoTt+R1To) 
+281 Bt (RoT1+R1 To )-(11 C1+BtC1) (RoS1 +Rt So) 
•t4C1C1RoR1 

bn= 2A1A1CT1 1 +2ToTa )-(A1l1+At81 )(S0Tt+S1T1 
+Silo )+(A1 Ct+AICt) (1>1 •+2Sos1 )-2(AI C1 
+AJC1 ) (Ro Tt+R1 Tt+Rtlo )+281 81 (R0Tr•R1 l1 
+R1To)-(81Ct+B1C1 )(RoSt+R1S1+fblio) 
+2C1C1(R1 1+2RoR.a) 

bu= 4A1A1T1Tt-(A181+AJB1 HS1h+S1T1 )+2(A1C1 
+A!Ct )61h-2CA1Ct+AzC1 )(Rth+RtT1) 
+28181(R1l1+RzT1 )-(B1C1+81C1 )(R1S1+RtS1) 
+•C1C1R1R1 

bu: ZA1Aalt 1-{A1Br+A1B1 )61Tr+(A1C1+A1C1 )81 1 

-2(A1Cr+AaC1 }R1Tr+28181Rth-(B1C1+81C1 )R161 
+2C1C1R1 1 

bu: At lfo 1-A1B~6oTo+AJCrSol •Z"a C1R0To+811 Rolo 
-l1C1R0So+C11Rot 

bt 1 = 2A1'ToT1-A181(SoT1+S1To l+ZArC1SoS1 
-2A1 C1(Rol1 +R1To)<t811 (Ro T1 +R1 To) 
-B1C1 (RoSt+RtSo )+2Ct•RoR1 

bu= A1l(T1•+2Tolt )-Az81(Solr+S1Tt+S1To) 
.... , C1 {51 •+2SoS1 l-ZAaCz (Ro T1+R1 T, +Rilo) 
+81 1 fRoT1+R1T1+RJToJ·B1C1(RoS1+R1S1+R1So1 
+C1l(R11+2RoR1) 

bu= 2Ar'T1T1-A.181(S1T1+S1T1 )+ZA1C1S1S1 
-2A1C1(R1Tr+Rrl1 H81' (R1T1+R1T1) 
-B1C1(R161+Rt61 )+2C1•R1Rt 

btt: A1•Trl-A1B1S1T1•ArC1S1'-2AtC1R1Tr 
•&1IR1T1-B1CrR1Sr+C1'Rzl 

Los s:.:.bí:1::ices ij está."l invertidos 
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:i:'at1t 1 =o 
li::0,2 IJ 1 2 

Ji::::0,2 

(14) 

Las ecuaciones e 13) y (14) representan un sistema de dos 

ecua.clones en las Incógnitas: t
1 

y t 2. Entonces, puede ellmlnarse 

de el las par ejemplo t
2

, obteniendo asi una ecuación en una llnlca 

Incógnita t 1. 

donde 

Las ec~lones (13) y ( 14) pueden reordenarse como sigue: 

Gt: + Ht: + Nt: + Ut 2 + V = O, 

Dt: + Et
2 

+ F =·O, 

G = ;¡;¡, ti 

l=0,4 
14 1 

H = :i:b t
1 

1 ... 0,t 
10 1 

N = ;¡;¡, t 1 
12 1 

, .. 0,4 

u=;¡;¡, ti 

l=0,4 
11 1 

V = i=b t 1 
10 1 

'"'º•" 

D = 1:
1 a t 1 

12 1 
l=O, 2 

E= .t1a t 1 
11 1 ''"º. 2 

F = .t1
a t 1 

10 1 
l=O, 2 

(15) 

(16) 

(17.1) 

(17.2) 

(17.3) 

(17.4) 

(17.5) 

(!B.!) 

(!B.2) 

eta.a¡ 

La ellmlnante de las ecuaciones ( 15) y ( 16) es la siguiente: 
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OGHNUV 
GHNUVO 
OOODEl':O 
OODEl'O 
DEl'OOO 

(19) 

Después de haber desarrollado el determinante de 6 x 6 1 la 

ecuación ( 19) puede escribirse como: 

GV(D2 F2 + Tf - 3Di'FJ-GUEF(E2 
- 2DF) - GF2 (11EF + NE2 

- Gf') 

+ VD2 (2HEF + VD2 
- NDF) + VDE( NDE - UD2 -Hi') - Dr(GN - ii') 

+ DEF2 (GU - HN) + DF(GV - HU)(DF - i'J - D2 f'(HU - N
2

) 

+ D2EF(HV - NU) - D3 F(NV - U2 ) = o (20) 

Se reconoce que la ecuación (20) resulta en un pol lnomlo de 

grado 16 en la variable t
1

• Por el lo, son posibles 16 soluciones 

reales y complejas. 

Determlnaclón de 
2 

y t
3

: puede demostrarse que, para toda 

solución t
1
= t

1 
de la ecuación (20), existen valores únicos de t

2 

y t
3

• Sean éstos t 2 y t-
3 

respectivamente. 

Para t=t
1

• las ecuaciones ( 15) y ( 16) son en realldad 

ecuaciones algebraicas en la única incógnl ta t
2

, y éstas t iencn 

una raiz común, t
2

, cuyo valor puede encontrarse igualando a cero 

máximo común di visor de primer grado de los polinomios de los 

miembros izquierdos de las ecuaciones (15) y {!6). Similarmente, 

una vez que se conocen t 1 y t
2

, el valor corresporldiente de t
3 

puede encontrarse igualando a cero el máximo comtln di visor de 

primer grado de los pollnomios de los miembros izquierdos de las 

ecuaciones (7) y (8). 

Por lo tanto, se deduce una única solución Ct
1

, t
2

, t
3

) del 

sistema (6) para cada solución t
1 

de la ecuación (20) 1 y 

consecuentemente, a través de las ~cuaclones (3) y (4) se obtiene 

una única solución de la plataforma. Por eso, el análisis directo 

de posición del HPS proporciona 16 soluciones en el campo de los 
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nómeros compleJos, 

3. EJEMPLO NUMÉRICO 

Se considera el anállsls directo de la poslclón del arreglo 

de la plataforma de Stcwart mostrado en la figura (21. 

Aquí, los extremos de seis piernas de longitud variable 

actuadas linealmente. están conectadas a la plataforma en tres 

puntos Pr• r=l,3, mediante 3 pares esféricos dobles; y en seis 

puntos Rr, Sr' r=l. 3, a la base mediante Juntas universales, La 

locallzac16n de los puntos Rr y Sr en la base es arbrltrarla. 

Cuando se consleran arreglos prácticos, la movl l ldad interna puede 

el !minarse mediante un dlsef\o adecuado. 

Este mecanismo fue propuesto por Stewart3 y puede resolverse 

mediante el modelo clnemátlco presentado en la sección 2. En 

realidad, cuando se dan las longitudes de las piernas JRr=IPr-Rrl 

y 15r=!Pr -Sr I • y considerando una desconexión momentánea de la 

plataforma, el punto Pr describe un circulo de radlo Hr=PrQr, 

donde Qr es la proyección de Pr sobre la linea RrSr. 

Determ1nac16n de Qr y Hr: con refer-encta e. la ftgura. {21. 

puede escrl blrse: 

(Pr - R,.)2 = 12 
Rr 

(21) 

¡pr - Sr)2 = 12 
Sr 

(22) 

(Pr - Rr) crr(Sr - Rrl + µrkr X (Sr - Rr) (23) 

donde k. es un vector un1 tarlo ortogonal al plano que contiene los 

puntos P,., Rr y Sr: crr y µr son cantidades escalares a determinar, 

y 



.,,, Y!r=llr ll Y.r 

~·\ /P, 

~ 
Or Yr 

figura 2 
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(24) 

(25) 

Las ecuaciones (21), (22) y la ecuación vectorial (23) 

representan un sistema de 5 ecuaciones lllnealcs en las lnc6gn1tas 

O'r' µr y las tres coordenadas del punto Pr. El sistema, resuelto 

para O"r y µr, conduce a 

(26) 

y 

(27) 

Y de las ecuaciones (24) y (25) se pueden obtener el punto Qr y el 

radio JI. 
r 

Podrla escogerse un valor negativo para µ.r en la ecuación 

(27), y los resultados finales no se verlan afectados por esta 

elecc16n. Ademá.s, sl en la ecuación (27) µr2 <0, ello querrla 

decir que el triángulo PrRrSr no es un triángulo real. 

Deflnlc16n de los ángulos ar: Puede escogerse 

arbltrarlarnente un sistema de coordenadas S
0
s(x,y.z) f'lJo a la 

base. Las direcciones de los vectores ur' r=l, 3 se escogen 

paralelas al plano x,y del sistema 5
0

, en tanto que los vectores 

vr están dlrlgldos desde los puntos Rrhacla los puntos Sr, y los 

vectores vr i=wrx ur. Los ángulos están dados por la rotación del 

vector de poslclón (Pr -Qr) alrededor del eje wr con respect..'.> a los 

vectores unitarios u,., y se miden de acuerdo a la regla de la mano 

derecha. Los puntos Qrcambian sus posiciones a lo largo de las 

11neas Cs,.-Rr) de acuerdo a las longitudes de las piernas. 

Ejemplo: Las coordenadas de los puntos Rr y Sr en el sistema de 



-191-

referencia S
0 

son R
1
(50.0, o.o, IDO.O). 5

1
(-25.0, -2.0, 40.0l, 

R
2
C00.o, 20.0, 5o.oi, s_<-50.0,-20.0, 10.0¡ y R

3
C48.o, 15.o, 

68.0), 5
3

(36.0, 31.0, -93.0). La distancia entre los puntos Pr Y 

son L
12 

= 141. O, L
23 

= 135. o y L
31 

= 190. O. 

El análisis se hizo para piernas con las slgulentcs 

longitudes: 1R
1 

= 76.0, 1
51 

= 160.0, 1R
2
= 139.0, 152= SS.O, lro= 

128.Q, 153= 217.0. 

Los resultados del anAllsls directo de posición se muestran 

en la tabla {2), donde se reportan las coordenadas x,,y,z de los 

puntos Pr para las 16 soluciones. Cuatro soluciones son reales, y 

las restantes complejas. Se han verificado todas las soluciones 

mediante la substl tuclón de la ar correspondiente en el sistema de 

ecuaciones (6)." Hasta aqul la traducción. 

Recli.flcaciones y Resultados 

En esta tests, se verlf'lcó la val ldez del método propuesto 

por I & P.c .. En general las ecuaciones presentadas en el 

articulo son correctas, con Ja salvedad de que los subindlces de 

los coe.flcientes blJ registrados en la tabla 1 del mismo, están 

invertidos, esto es: los subindices de las b
1

J listados en la 

tabla 1 del articulo no son congruentes con la escritura de las 

ecuaciones (17.1-17.5). Por lo demás, las expresiones de las b
1
J 

son correctas. Ahora bien, no es necesari<? introducir estas 

expresiones en la computadora en un programa que ejecute el método 

de I & P. C., ya que la obtención de las b
1

J puede abreviarse, como 

se hace en .las lineas 4030 a 5170 del programa INNOSTE. 

La ecuación (20) del articulo es ef"ectivamente un pollnomlo 

de grado 16; s!n embargo, la f'orma en la que está presentada en el 

propio articulo, hace Imposible la apl lcac!ón de los métodos 

numéricos conocidos para encontrar las ralees de pol lnomlos, 

debido a que los coeficientes no aparecen expllcltamente. Es 

entonces necesario hallar los coef'lclentes del pollnomlo 
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TABLA 2 

Coordenadas x, y, z de loa nuntoe P
1

, r
2

, p"'5 (con partes real e im'l.ginaria) 
refetidos al aiat.e:2_a de referencia s

0
, T>ara todna 1110 e~lucionea. 

leliatlon potntP1 PGlntf¡ ,.lntr1 

ll.SJSllD, D.DOOCIDO) (-26.ct419l, O.OOG<IOO) (-70.911145. 

··~ -u ... ons, 0,00DGGGJ ( •H.HS179, o.~0001 ( S4,ll049!, º·~) u1.1011oe, 0.0000001 ( 11.nun, 0.000000) ( 14.JISllO, º·llOIOW¡ 
u.t61M1, 0,0000001 (•U.OHllt, 0.000000) l 21.249JU, ··~' -n.001101, o.~J ( 21.011611, 0.000000) ( UJ.061140, ··-HS.101JU, O.ODDOOD) ( 106,4)16]5, 0.000000) 1 n.ntou, '· . u.sntn, 0,000000) 1 •41.111171, 0.000DD!I) ( •6.712111, 

::~~ Sl.071311, 0.000000) ( 1•.Tl1Ul, O.flGOODO) (•lOO •. H7Ht, 
IU,ttS4U, 0,000000) ( 101.915254, 0.000000) < n.211011, ::i t0.901611, 0.000000) C••D.176390, o.ooDODO) ( 14.06756), 
Sl,l9Uh, 0,000000) ( 6.1Ul60, 0.0000001 l•IOl,1511126, 

-~:¡¡f 
llS.314749, 0,000CC<I) ( 117.•13715, 0,DODOOOJ ( 11.1t41l1, 

( U0,465971 1 JT4.US925) (-19.15120), )1.116511) l 2Sl.6l47ll, 
1 •6U.1SJ096, sn,oauol ( •ll,9anu, -100.01un1 ( 41.5709\, Ul.HID1J '; ( ·219.152170, ·U5.Ul570) ( 192.919l0, -ll.260122) ( 69,6Ju10, 17.67)4Q 

( UD.465971,·114,215125) ( -19.159101, -ll.1\6511) ( 251.6JOU, ll.noii:i) 
( •61J,lSl096, •5ll.9UUO) < -21.tonu, 109.0l4UI) t :~:~~!!;~: -~~;:m:m (•219,152370, H5,Ul570) ( 192.999141, 11.1601%1) 

1]4,7U7U, •ll.7Ull1) ( •11.30177, 16.9)069)) ...-l-lo5,1U217, -~·'66MJ). 
J0.649011, 47.6240211 ( ·JJ,llOU, •6l.HOS1S) ( 94. 751U2, •106.UUM) 
u.190111, U,61290) ( Ul.4lllU, ·lS.711'41) 1 IC0.9611'2, -6,J»ll.I) 

1)4,711717, ll.fHn2J ( -11.nnn, •16.9306UI <-1os.21.S27f, 
l::~:t J0.649023, -0.624021) ( ·Jl,IU715, 61.110575) 1 ''·7S1tJ:, U,290Jl7, •U,62290) ( 151.0llU, u.11uo> (I00,961112, 6.)J.5'11) 

n.6JUll, 61.Ul!l5) ( ·16.5UU), •l.1141'4) (lll.140119, 
.,, 

•44,]71.&14) 
lll.960912, U.U5160) ( •64.775609, H.627611) l •96.111"1, ·lJ.HlW) 
IU.711711, -11.411191) ( Ul.5,1596, n.s555nl ( 6,.21o5n, ·0.0ltO!ll 

U.67Ull, -61,0UlS) ( •U.5U41l, 1.11074) ( IU.l401U, U.J7M;i) 
111.960912, -1o1.101&0) ( •64.775609, •U,6J76lll (•96.171441, JJ,Hl6ll) 
161.711711, 11,4\7197} ( ll2,J.4l5U, •l0.555595} ( 64.1'059], O.OllllU) 

161.766219, -211.167102) ( -u.uuu, 2J.9102lJ) { ·69.tl4H27. 

-~~:= )4.6114h, 91.900310 ( ·0.15101, •17.197976} l ·61.675U!, 
47.429954, 12.0J12c11 ( •]5.1010]2, -10.nuou ( l',2QU25, ·n.1n11U 

161.766219, 10.16711;1) ( -u.121115, •ll.t10ll7) ( -19.00117, 
".'!\• 

•U.7u.t1J 
H.61741•, •tl.900314) ( •0.15101, 1;.29}9)6) (-!ol.67)41¡, 

~:=1 47.42995-4, -22,017101) (·15.IO!Oll, tt.179409) ( 11o.1ouu, 

l ltl6.6117U, U0.9101.591 { ·U.5292'4, l2.IOIU) (•101.011691, .:::= (·20)4.511400, 1514.9050)) { •l5.1ll2Jl, •115.614190 ( -21.45220, 
l•l017.2.51105,·161D,ll000I) ( IH,41JUI, -22.])79$7) ( 11.900100, ·9.tJUSll 

( U16.6117U,-U45.9\0l591 ( •U.5Í91U, •31,IUIU) (•IOl.O!UU, ·10.Ul:r (·10]4,511400,•ISU.96550!) (·lS,J]Ull, 115.614194) 1•11.4522'1, 14 ....... 
(ol077.lS22C5,161D.2200Ctl ( 191,,DUI, 22.11111&7) { 11.100100, •• .,~~ 

lt•l.001950, ·11.6Ul691 e -n.210102, 2l.50ll1Dl <·l16,Jll77l, ·21a.17'di 
17.096961, 91,119807) ( l.211421, -11.50710) (221.51'219,•00.~) 
U.101403, ll.H9J51) t -n.002201, •22,J2!U6l C 134.•6606, •tl,U"'81) 

IU.0029S9, 21.615]69) (•6].210191, -11.so1no> f•l76.lll77], 110.ooat> 
]1.096961, -97.719107) ( 1.2110•. 11.HUlCl , 2U.515lH, 4\0.Jllltnl 
u.101401, •ll.7595!1) (•JS.002191, 22.l1!9U) ( 11•.•66•~~. u.nJMSJ 
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equivalente a la ecuación (20). Realizan este traba.Jo. las lineas 

1015 a. 1330 del programa. INNOSTE. 

El programa INNOSTE encuentra los coeflclentes del pol lnomlo 

(20), pero no sus ralees. 

Las ralees del pollnomlo correspondiente al ejemplo de l & 

P. C. (tabla 3), cuyos coeflclentes fueron calculados por INNOSTE, 

se obtuvieron mediante el programa POLIN( 4 ). De las 16 ralees, 

sólo cuatro de el las fueron reales. Solamente para estas cuatro 

ralees reales se calcularon las coordenadas de los puntos P 
1

, ya 

que se consideró superfluo calcular las demás, puesto que desde un 

punto de vista f'lslco, sólo son út1 les coordenadas cuyos valores 

sean reales. 

Para calcular las coordenadas de los puntos P 
1

, se 

alimentaron las ralees calculadas por el programa POLIN al 

programa INNOSTE. Las l lneas 10000 y posteriores de este programa 

emplean las ecua.clones ( 15), ( 16), (7), (8), (3) y (4) para. 

calcular los valores de t
2 

y de tJ. Para encontrar el valor de t
2 

que satisface las ecuaciones (15) y (16) simultáneamente, conocida 

t
1 

puede aprovecharse el hecho de que la segunda de estas 

ecuaciones es una ecuación cuadrática, para cuyas re.ices puede 

evaluarse el polinomio de cuarto grado representado por (15). 

Teóricamente, una de las dos raices de (16) debe anular a (15). 

En la práctica esto no ocurre, debido a la capacidad llmitada de 

almacenamiento de digl tos a la derecha del punto decimal de la 

computadora. De hecho, el polinomio ( 15) evaluado en cualquiera 

de las raices de (16), puede arrojar valores enormes en magnitud, 

y no obstante, alguna de las ralees calculadas para ( 16) puede 

seguir siendo satisfactoria. Ocurre simplemente, que si la 

magnitud de los coeficientes del polinomio (15) es muy grande, la 

curva que represente a dicho polinomio en un plano [ t 2yl puede 

tener pendientes también muy grandes en los puntos en los que la 

misma lnteserque al eje [ t
2

1, y consecuentemente, ( 15) puede ser 

4
Sc agradece .. Dr • Rojas Salgado, el beber racll llado 

progralll!I POLIR. 
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muy sensible a pequenos cambios de t
2 

en dichos puntos. 

Las coordenadas de los puntos P
1
obtenldas por el autor (tabla 

4), son muy próximas a las obtenidas por I & P. C.. Las 

diferencias pueden deberse a errores de redondeo. No obstante, la 

slmll1tud entre los resultados de los citados autores y los 

obtenidos en este trabajo, conducen a pensar que estos O.ltlmos son 

vá.lldos, partiendo del hecho de que las ecuaciones presentadas en 

el articulo se pueden demostrar. 

Tablo. 3 

Ra{cest de la ecuación (20). calculadas oor el programa POLIN. 

según los coerlclentes obtenidos oor el programa INNQSIE . 

. 2388949 
-. 01199026 - • 98385931 
-. 01199026 + • 98385931 
-.4996126 - 1.0293431 
-.4996126 + 1.0293431 

.4681274 
- . 4955487 - !. o 177241 
-. 4955487 + !. 0177241 

-.9004526 - .96960361 
- . 9004526 + • 96960361 
-.03947954 - .95160501 
-. 03947954 + • 95160501 

. 2687137 - .15147091 

. 2687137 + . 15147091 
6. 975461 
86. 48686 

tLaa ral-cea realce aparoccn aubr11yadaa. Para éotas ne catcul1.1ron 
las coordenada a de 1 oa puntos p 

1
• 



2 

3 

4 

Tabla 4 

Coordenadas de 1 os puntos P 
1

, P 
2 

y P 
3 

t 

calculadas oor el programa INNOSTE 

PI 
X 7. 95353784 
y -4. 58809343 
z 15. 2901808 
X 6.8867647 
y -3. 30062003 
z 16. 5807314 
X 8.25389132 
y 5. 10783107 
z 14.5914415 
X 9. 0901681 
y 5. 33944945 
z 13. 5384749 

P2 
-2. 60942933 
-6. 89457791 
6. 23955354 
-4. 7021189 
2. 10886813 
10. 6439634 
-4. 88261712 
2. 47276832 
10. 1958254 
-4. 07763897 
. 628515919 
11. 7423785 

P3 
-7.0922244 
5. 43104986 
9. 43853099 
2.12492899 
13. 7061231 
9.57390573 
-.67822761 
-10. 051726 
7. 42180815 
l. 40675648 
-10.835923 
7. 18847304 

tLos valore• de est11 t11bl11 son opro><l•11d1111u1nle la 
décimo parto da loa calculadon por I lli P.C., ya 
quo loa datoa ao dlvldleron entro 10 con ol obje
to do ovllar un error do deuborda•lonto. 
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APENDICE E 

PRCIJRAXA SINTEST 

1 REM PROGRAMA PARA SINTESIS ESTRUCTURAL DE CADENAS ClNEMATICAS 
2 REM SEGUN EL METOOO PROPUESTO POF. LJ-SHU.JUN 
~ NaósREM/ INSTRUCCION QUE CAMBIA SEGUN NUMERO DE ESLABONES DE LA CADENA. 
6 GOSUEl2901REM LLENADO DE LA MATRIZ DE lNTERCONEXION 
7 DIMf(CSC200> 1AEM EN V.CS SE ALMACENAN LAS CADENAS CINEMATICAS SINTETIZADAS 
9 OPEN1 1 4 
10 Wea" 1" 1 REM •••••••••••••****••••••••••*•******•*********•••••••••••••••••• 
20 R""'1JH•01REM LAS LINEAS 10 A 180 ENCUENTRAN CIERTO NUMERO DE MALLAS 
::s'-' Cat;MAa01REM CADA MALLA C.MAJ ESTA REPRESENTADA POR UNA CADENA UE NUMEROS. 
40 C=C+llREM CADA NUMERO REPRESENTA UN ESLABON DE LOS QUE INTEGRAN LA MALLA. 
50 IFC>NTHENl 75 
60 IFC% CR, CI •OTHENGOT040 
70 W$a:WS+RIGHTS CSTRS CCl, t) 
80 FORJalTOLENCWS>-1 
90 IFVALIHIDS<WS 1 I,lll•CTHEN130 
100 NEXTI 
110 HaH+11VRCH>aR:VCCH>=C 
120 fl'aC1 C•Ch GOT04(-i 
130 IFC•1THEN150 
140 WecLEFTS <WS 1 LEN IWSl-1>1 GOT040 
150 IFLENCWSJ >3THEN170 
160 GOTOJ40 
170 MA•MA+l t HAS CHA) aWS 
173 IFH<OTHENGOT0365 
180 W•=LEFTS <WS 1 H)1R"'VR CH> tC•VC <H> t H .. H-1: GOT040 
205 REH LA SIGUIENTE LINEA LLENA LA MATRIZ CX<I,.J> QUE ES LA DE INTERC:ONEXION. 
2'1'0 FORI"'1TON: FORJ•J TON1 REAOC'l. ( I, .J> 1 NEXT .JtNEXTI t RETURN 
2'1'5 REM LINEAS .:000-365 INCLUYEN LOS DATOS DE LA CADENA CINEMATICA ANALIZADA 
296 REM UN 1 EN <I,JI SIGNIFICA INTERC:ONEXION ENTRE ESLABONES I Y J. 
2'1'7 REM UN 0 SIGNIFICA NO JNTERCONEXION; ELEMENOS DIAGONALES DEBEN SER O. 
300 DATA0,1 1 0,1,1,1 
3H., DATA1 1 ú 1 1,0,0,1 
~:?CI DATACt,1 1 0,1 1 1 1 0 
::.~o DATAJ,0,1,<1,o,o 
340 DATA1,o,1,o,o,o 
350 DATA1,1,o,o,o,o 
365 FORKatTOHA1LA•ll(laMA1;(KI :NEXTt::1REM LAS..,ARREGLO AUXILIAR PARA HALLAS 
366 REH LINEAS :;70-470 EEACOMODAN LOS ESLABONES DE LAS MALLAS CREC:IENTEMENTE. 
367 REM ESTO ES UTIL PARA COMPARAR MALLAS, YA QUE MISMO CON.JUNTO DE NUMEROS 1 

.:069 REM AUNQUE EN SECUENCIAS DISTINTAS, REPRESENTA MISMA CADEtU· :It~~MATtCh. 
370 FOR l{ .. 1 TO MA 
38(1 L•LEN <MAS <I~> l-1 
3'1'0 FOR Ea: TO L-1 
400 FOR JaE+l TO L 
41(• A$i::MIDS <HA$ (Kl .J, l l ~[1$=Ml0$ IMAS O'. l t E, 1) 
420 IFVAL <A&I ">=VAL IB'!I THEN45(1 
431J MAS O~):oLEFT!; CHA<?. !I~:. J-1 l +Bg;+MIDS <MAS <1:l • J+l 1 
44(' MAS :l~I a:LEFTS fMAS 11'.), E-1) +AS+f":IDt; (MAS 11: l, E+l 1 
450 NEXT .J 
46(~ NEXTE 
470 NEXTI~ 
t.uo REl"I LINEAS '51í•-'S71) ELIMINA!~ MALLAS RE~ETIDAS 
~(Tl REM COLUMNA 1 DE AN$. ALMACENA MALLAS CON ESLABONES ORDENADOS CRECIElffEM~rnE 
50: fiEM COL.UMtJA : DE ANS ALMACENA MA:..LA~ Efl Oñ.OEN ORIGINAL SIN REF'E:TI:ION 
510 ANt;( 1, 11=MA$ ( 1) :AN=l:AN$( 1. :1 .. LAS-.( ll 
~:?() F"ORK=:TOMA 
530 FORJc1TQAN 



540 IFMA$Cl()aANS<J, l)THEN~?O 
SS(1 NEXTJ 
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S6Ct ANaAN+1 rAN$ (AN, l >•MAS O~> 1ANt <AN,2>aLAS CK) 
570 NEXTK 
571 REH LINEAS 580-600 IMPRIMEN MALLAS SIN REPETICION. 
572 REM DE LAS HALL.AS IMPRESAS SE SELECCIONARAN LAS INDEPENDIENTES NECESARIAS. 
SBl' FOFW= 1 TOAN 
~90 PRINTAN$ ll~. 2l 
600 NEXTK 
601 REM LINEAS 410-680 CONSTRUYEN UN ARREGLO DE PARES CINEMATICOS P;: 
60:2 REM RENGLDN I DE P:t. CONTIENE LOS NUMEROS DE ESLABONES QUE FORMAN AL PAR l. 
610 IP•0 
620 FORJatTON-1 
630 FORJ .. I+lTON 
640 IFC:%CI 1 J)m(1THEN670 
650 JP:.JP+1 
660 P?. ( IP, 1) .. 11 PX C IP, 2J =Jr Ch C I, .J)•IP1C:t.{J 1 I l aJP 
670 NEXTJ 
680 NEXTI 
68::i MJ::icIP 
690 FORK..,,lTOAN 
69b REM LINEAS 690-810 ESCRIBEN EN ARREGLO LZS LAS MALLAS EN TERMINOS DE PARES 
697 REM Y NO EN TERMINOS DE ESLABONES. 
698 REM NUMEROS ALMACENADOS EN LZS CORRESPONDEN A PARES DE ARREGLO P"/.. 
7Q('I L=LEN<AN$(AN,=> >-1 
710 FDRI=lTOL 
720 FORIPcl TCMI 
730 PU.,,RIGHT$CSTR•<P:t.<IP 1 11),1) 
740 P2&•RIC3HTSCSTRS(P:'.,(IP 1 2J) 1 1J 
750 D l $=P 1 S+P2S 
760 D2S=P2S+P1f. 
770 IFMIDS <ANS IK, 2>, I 1 2) .. 019THENLZS <Kl •LZS CK> +RIGHTS <STRt; (IPJ 1 U' GOT0790 
780 IFMIDS IANS 0~ 1 :?I,I 1 2) m02$THENLZS m>aLZS 00 +RIGHTS <STRS IJPJ 1 1) 
790 NEXTIP 
Set& NEXTI 
810 NEXTK 
e1s Kcz .. o 
820 INF'UT"NUMERO DE MALLAS INDEPENDIENTES"; NM 
830 F'RINTtPRINT"DE LAS MALLAS ARRIBA IMPRESAS, "tPRINT"SELECCIONAR"¡NM 
840 PRINT"CIUE: SEAN INDEPENDIENTES" 
850 PRINT:PRINT"UNA SELECCION ERRONEA":PRINT"HARA FRACASAR EL PROGRAMA" 
860 FE•O 
870 FORJo::tTCNM 
881) PRINT"INTRDDUZCA NUMERO DE MALLA INDEPENDIENTE"I :PRJNT"SELECCIONADA'' 
890 PRINT"Y PROPORCIONE SU OIMENSION" 
90(1 INPUTMIII1 1 DMCMIII)I 
91(! FE=FE+DM CMJ C1)) 
9:?0 NEXTI 
930 INPUT"GRADOS DE LIBERTAD DE LA CADENA";GUSUM=GL+FE 
931 REM SUM ES EL MIEMBRO IZQUIERDO DE LA ECUACION DE SHUJUN ENTRE 2. 
940 Piel 
950 IFF'I>3THEN1680 
960 P2nI 
971) JFF"::; ::;THEN1671) 
980 A:::t.nF·l+P2 
99(1 F'3c1 
11)1)1) JFp:.;::;THEN1660 
101 (1 A::%=P3+A=% 
1 Ct.20 FORP4c 1 T03 
1030 A4i'.cA'::Z+P4 
104(~ FORF·Sal T03 
105(1 AS'l.•A4:-.+p~ 

106(• F:JPPo=lT03 



1070 A6Y..,,A:SY.+P6 
1080 FORP7=1 T03 
1090 A7i'...,A6Y.+P7 
1100 FORPB= 1 TO':io 
111 O ABY..,A7Y.+PB 
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1111 REM ABY. ES LA SUMA DE GRADOS DE LIBERTAD DE TODOS LOS PAFi.ES CINEMATICOS. 
1120 IFABY.-SUM<>OTHEN16001 REM VERIFICA SI SE CUMPLE LA ECUACJON DE SHUJUN 
1130 P% 1l 1 3) =Pl 1 P'l. <2, 3> =P2rP1. (:'.;, :S> =P3: PY.<4, ::;¡ ... p4 
114(1 PY. C~, 3) "'PSrF'l'. (6 1 =J aP61 P1. (7 • :;J =F·71 P'l.18, :'.) =PB 
1141 REH LINEAS 115(1-1.=::;o INVESTIGAN SI MALLAS SATISFACEN OlMENSION PRE:SCRITA. 
1150 FOR!:=lTONM 
1160 L""LENtLZS CMI m'l 1J1 LM=O 
1170 FORJ=lTOL 
1180 taVAL.IMIDS<LZS.CMI <10 l ,J; l) l 
1190 L.M=LM+PY. < I t 3 J 
1200 IFLM>DM CM! (1()) THENl:?::>O 
1210 NEXTJ 
1 :2~0 GOTO 1600 
1230 NEXTK 
12:::;2 FORI=lT06:ESS(ll""""1NEXTI 
1:?:;:5 REM LINEAS 1240-1280 CONSTRUYEN ESLABONES DE LA CADENA CINEMATICA. 
1240 FORimlTOB 
1251.1 C•=RIGHTS <STRS (P°/. < I, 3>) 1 1 > 
12b0 ESS <PY. < I, 1 > l <>ESS <Pr. < I 1 1) l +CS 
1270 ES$CP'l.CI,::11 .. ESS(PY.(I,2>i+C$ 
1280 NEXTI 
l::Sfi REM LINEAS 1290-1400 ORDENAN OE:CRECIENTEMENTE NUMERCS OE:NTRO DE ESLABONES. 
1290 FORK.,.lTON 
1300 L""LENCESS CK)) 1 El S="" 1E2S•""1 E3S"'"" 
1310 FORJ=1TOL 
1~20 I=\.'ALCMIDSCESSCK> 1 J 1 1» 
1330 ONIGOSUB1350 1 1360 1 1370 
1340 GOTOl:SBO 
1350 Elf.aEts+"l"1RETURN 
1360 E2S•E2S+":!"1RETURN 
1370 E3S..,E3•+"3" 1 RETURN 
138(1 NEXTJ 
1390 ESS <K> =E3S+E2S•E1S:ES CK) :VAL <ESS CKl l 
1400 NEXTI~ 
1405 REM LINEAS 141~-1470 ORDENAN OECRECIENTEMENTE ESLABONES DE LA CADENA, 
1406 REM TOMANDO EN CUE.:NTA LA MOVILIDAD DE PARES ASOCIADOS A CADA ESLABON. 
1410 FORictTON-1 
1421."1 FORJ=J+tTON 
1430 IFES<.Jl <=ESCJ 1THEN1460 
1440 ES=ES < I) 1 ES ( I 1 •ES (JI: ESCJl -=ES 
1450 CS=ES$ ( I) 1 ES$ ( I) .. ES$ (.J) 1 ESS (.J) ... es 
1460 NEXTJ 
1470 NEXTI 
1475 REM LINEAS 1481.)-151(1 AGRUPAN EN WS ESLABONES QUE FORMAN CADENA ClNEHATICA. 
1480 Wtt'"'"" 
14qO FORI<=lTON 
1500 WS=WS+ESS C I 1 +" " 
151(1 NEXTI 
1515 REH LINEAS 15::?1)-1590 ELIMINAN ISOMORFISMOS E lMPfUMEN CADENAS ADMITIDAS. 
l::i20 IFJ(C?.<>0THEN154('l 
15'3(1 l~C;<;=l: !(Cf. ( 11 =W'L: GOT0159(1 
1540 FORl""lTOl~Cr. 
1551.) IFWsat'.C$ ( I) THEN16(H) 
!560 NEXTI 
159~"1 l~C~.,,l~C~+l:i~C$Cl<CY.1=WS 

159(• F·RHJT*+l,Wf. 
1601) NEXTF'8 
16!~) NEXTP7 



1620 NEXTP6 
1630 NEXTP5 
1640 NEXTP4 
1650 f'3 .. P3+11 GOT01000 
1660 P2•P2+11 GOT0970 
167CJ P1=P1+1tOOT0950 
1680 PRINT"FIN"iCLOSEltEND 

READY. 

-189-



-190-
NO. E'.SLABONE'.:S=b¡ MALLAS::::3¡ DOF+DOFE=19 

:::;211 :;33 ==1 ::2 31 
:::;::;11 ::.:::? ::a :::;3 :::; 21 
:3221 332 :;::1 -- 32 :::: 
3221 ººº 321 3::. 32 --::3::!1 332 ::::1 ::2 
:::;:::;21 ::;::;3 ::;11 33 :::: :1 
:::;3::1 3:;¡ :::::;1 ::'3 -- 21 
::::11 "º' ::::1 :;3 21 
~=21 :l.31 ::.2:: :::: 32 :::;2 
:::::31 ::::::: 211 33 33 J1 
:>331 321 ::22 3: :2 :::;2 
:::::::a 322 :;21 º" :2 :2 
::2::1 332 322 :3 :;z :1 
:;::21 33:: ==== "" :1 ::2 
::::321 331 :::21 :;3 3::; 31 
:::;::::1 322 322 33 12 :1 
::::.21 ::::2 322 3:: 32 31 
:::::::: ::;:::: ::::2 ::2 :2 ::2 
::.222 331 :.::1 -- ::2 .::2 
:::::::2 ::;::;::; 321 ,_ :::: J1 
::::::::: :;.32 -·-- -- 22 ~2 
::::::::? ::2:: :.22 :::: 32 :2 
3322 .::::1 :21 -- ::2 :;.:: 
::;:.22 :.::;:: 2::1 -o 32 31 
.::;::::: 322 .::::1 :;3 33 21 
:;3::2 :::2 321 32 ::2 31 
3322 331 32:: 3:: ::: 31 
::::21 333 321 :::;3 ::: 11 
::.:.:;:.2 331 ::22 33 31 22 
3332 ::21 311 33 :;:: 31 
3::;:32 :::: ::::2 32 32 32 
33:;2 ::::.:: ::;11 :;:::: :a ::1 
3::::11 :::;::; 332 :;:: 31 31 
::2:.1 ::.3:: :.:2 ::;:: 32 21 
::::::1 ::::2 :::::2 :;:;:: 32 ::1 
:-:;::1 :;3::; :::::: :::: 22 ::1 
::::::1 3:;.:; 3:!2 32 ::2 21 
::331 322 3::2 :::: ::2 ::1 
::::::1 :::::: :::::: :::::: 32 ::1 
::::31 ::32 :::a 33 :::2 11 
::3::1 33:::; 321 ::;::; :a 21 
:z.:::22 3::;:: ::32 3:: ::2 ::2 
3':22 3:;1 321 :::;:3 ::;:: 22 
:;-.:::::::: ::::::;:: :::31 :::2 ::::: :1 
:::::::1 313 32: ::2 31 :::? 
:;::;:::: ::::::: :::a 3:: ::2 ::1 
:::::::::: .::;:::1 311 :::::: :::::2 31 
:::::::::: 3:::1 :11 :::::: 3:. ::'1 

::::11 ::::;: 3~1 :-.:: ::;3 ::1 
::t311 ::::::: :::::1 .3:: ::-:: ::1 
::.::::1 :::;::::: :::?1 :::: :::: ::::: 

::321 3:::: .::::1 3:: ~~ :::: 
:::::1 ::::2 :.::1 33 :.2 ::: 
:::::::1 3::;1 ::2:: ::::: :::: :.::: 
::::321 :::::2 :::1 :::::: ::;:: ::::: 
::::::1 :::;31 211 ::::::; :::::: 3:: 
:::331 :::::::: ::::1 ::::::: ::::::: .::;2 
3331 :;:::::: ::.11 ::;:::; ::.2 31 
.::;::11 ::::3 :::::;:: ::;3 31 ::::1 
:::::::1 ::;:.::: ::::::= :::::: :-:: ::1 
::2:: 1 :::;::;:: :-::2 :::::; :::t ::2 
:::::21 ::::;:: 222 ::;::::;: ::::2 31 

:::::11 
:::::1 
:::;2::1 
:::::21 
::.::;21 
:.::::1 
::;:::21 
3:.21 
:::::::1 
:::::a 
::::::31 
::2::1 
32:?1 
::::21 
3321 

:::.::; ::21 
::::1 

,,_ :::::;1 
::31 ::11 
::::2 321 
::::::: ::21 
:::;:::;1 ::31 
::;:::: ::11 
::;::1 ::11 
::21 :;21 
::;:;1 321 
:;:::: ::::2 
::3:? J:::: 
3::;2 :::::: 
322 ::;22 

:;::; ::2 :1 
~- o- ::::: 
:::; 32 --::::: 33 --
~- -- 3:: -- ::;:: ::2 -- 32 31 

º" 33 21 
03 ~~ 32 
:::::: 33 :1 
:;3 32 31 
32 ::2 :1 

" ::2 :2 31 
:3 00 21 

:::::.21 3:.:. :.::.1 ::::: 31 31 -:::;21 332 322 33 32 21 
:::;.::;::1 ::::::::. 331 33 33 11 3321 ::32 331 33 31 :::1 
::222 3;:::3 :.::2 32 32 22 2:::22 3:::;2 ::32 32 3:;: 22 
:::::::2 :::;2 222 :::: :;2 :;:z 32:;::: 322 322 33 3:: :::: 
:::::22 3::;2 ::.22 ::.2 :::::: 22 :::222 .::::2 :;31 ::.::: 32 ::1 
3=.21 333 3'.::2 ::.:; 32 :: 1 ::.:::::: 3':-2 222 :;::: ::::: 22 
::::::2 3.:;3 321 33 :;:: ::1 
::;:;2:: 321 321 ::;::: :;:::; ::2 

3::22 322 ::;21 33 :::2 ::::1 
~==2 331 322 3::; 3:?. 21 
3322 332 :;21 ::;3 32 21 
3322 331 :?21 3:; :::::: ::2 
3332 :::;1 211 ::;3 33 31 
3332 322 221 33 32 ::u 
:::::::::: 331 321 :;-:. 31 31 
3211 333 33:::: ::;2 31 31 

:-.222 332 ."331 :::;2 ::;2 31 
3:;22 :;21 ::;21 33 32 32 
3:;:::2 322 222 32 32 32 
3322 :;:;2 321 :::s ::1 22 
3322 :;22 322 ::;2 32 22 
3321 332 222 33 33 21 
3:;22 332 221 33 33 21 
3332 321 221. 3::; 32 32 
3332 321 222 33 32 31 
33::;.2 322 321 :::2 32 31 
3311 ::;32 332 ::::s: :::a 31 

::311 3::;3 :::;2 3::; 31 :::1 3221 :;::::: 3::;2 :::2 31 22 
:::::2 322 3:: ::1 ::2 3::;21 ::;3::; 331 32 31 31 
3::;= ::::2 ::::: 31 --
::::;::: :.::.1 :::::: "31 21 
331 321 .33 33 ::1 
:;2:;: 322 3:: ::2 31 
:::::;.:: 331 33 :;1 21 

:;3:::1 3::2 3:?2 :::2 ::2 21 
3~22 3-Zl 331 32 "!.'2 32 
322:: :;33 322 :::2 22 22 
3::2:: :;32 ::::2 3::; :?::: 22 
::::::::2 ::::::: :22 32 22 2::. 

333 ::;31 :;3 :::2 11 
::;::::1 :.32 :::32 ::::: 2:: 21 
:::;::;31 3::;2 321 3::; 31 31 
3331 3::;:;: 321 33 ::-:: 11 
3::;::1 332 :;31 ::;:: 31 31 
3331 333 :::21 3::; 32 11 
::.::.::2 :;::;:::; ::;31 32 32 21 
::::s:22 ::::1 321 32 32 32 
::::;:::: 33::? :;::a 32 31 22 
::;::22 ::;33 321 33 ::2 21 

::;:::;:::: 32:: :::::2 ::;:; :::: 22 33::2 ::;:3:: 222 32 3:: 22 
::.32:: 3:;.3 ::21 ::.2 :::: 21 ::::::;22 ::3::S 3:;:1 3:: :a 22 
33::;:? :::21 ::21 ::3 ::::: 2::? 3::;:;:2 321 321 3:? :;:: 3_:: 
:::>32 ::::::1 ==1 :::-. ::::: ::2 ::::::2 :::.::2 321 3':. '.!;1 ::2 

:::::::::: -:.2: ::.::1 :::::: ::::: ::.1 ::::::;.:: .::::2 ::::::: == 3::' 22 ::::::::2 :::32 ==1 33 32 21 
::.::::::: :.:::: 221 .::::: ::.1 :::: ::::::::::: :::31 :::.1 ::;3 31 21 33::;2 ::.31 :::2:: :::2 31 22 
:::::::: 3::a :::::1 :::::: :;:1 31 ::.:::::2 ::::2 ::21 :::: ::2 ::1 ::,3:;2 ::3:: 321 3:' :::1 ::::: 
:;3:;:: :::;::: .31 t ::::::: ::".1 21 :.:::;::1 :::s:: :::::::: ::::: 3:: 31 ::::;::1 :::::;::; ::;21 32 31 31 
::::::3:: .::31 2.::1 ::2 ::::: 32 :;:::;::;:: :::::;:: ::.::1 32 32 31 :;:;3:: 331 :s::.:: :::.:: 32 21 
:::::;::: ~.:::; ::.11 .::;2 31 :;1 :;:::;::;::: 3Zt 311 3:: :::;:: :::1 :::::::: 321 :!21 32 32 :::2 
::;z:::: :::::1 ::.11 ::::::. ::: ::1 :::;3::: ::::1 ::::1 :;::: ::1 :a 3::::::: 321 ::2:: :s2 3:? :;:1 
:::::::::: ::::= ::::1 :::::: 3:: ~l :::::3:. :.~:. 211 ::::. '31 ::1 ::::::::::: :::::1 ::;21 32 ::::1 :::1 
.::::::: .::-:: ::11 :::: ::1 ::1 
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Thrrr1wl1•fl.fl.rpr O/ 
JJH Jl2 211 )) ll " JJJ: n: l:: " " " lllJ lll lll " " ll J)J 1 "' "' ll " " ))Jl l): lll ll " " JJ:: lll ::: ll " :: llll "' lll ll ll " JJl: J:2 g; " " " JJll lll "' " ll " l)) 1 lll ll " " J))) "' 211 )) " " llll Hl n: ll " ll llll "' "' " " ll ll:?: lll :u " " " )Jll "' "' ll " ll llJ 1 lll 2:2 " " " ll32 lll '" ll " 22 llll "' ll2 " ll " )lJl lll "' ll " 21 JJ)l lll lll " " 21 
JJ32 "' 221 " " " 3331 "' "' " " " llJl "' "' " ll " )):l ):J "' " " " llll "' "' " " " lll 1 lll J2l " " " . Jlll "' "' " ll " llll "' l.::2 " 22 " ¡¡ Jlll '" "' " " 21 lll 1 lll lll ll " 22 
Jlll lll "' " " " llll "' 1:2 " " " ] ll2: lll "' ll " " ll21 "' 12: ll " " l):l lll "' ll " 21 1222 ))l Jll ll 22 " nn Jll } ~ 1 ,, J2 ,, Hn JJ: lll " " ll jjjj jjj "' ll " 21 Jl21 )]2 "' " " " 3322 lll '" ll " 21 llH lll n: " ll " llll lll "' ll ll 22 1HI jjj jfi Ji l: 21 
ll31 "' "' ll ll " llll lll "' . " " " 3322 lll "' " " 21 1121 JH 122 " " 

,. 
~ JJJ 1 lll '" ll " " Jh:! l:!I J21 " " " Jlll "' lll ll ll " llll "' "' ll " " Jlll "' lll ll ll " ])) 1 '" lll ll ll " ~ llll lll lll ll ll " 3)22 !21 "' ll " " llll "' "' ll ll 21 3322 "' "' ll ll " ¡;, 3ll3 "' !21 ll " " llll lll l2I ll " " )JJ2 l2I 222 ll " " l32l lll "' ll " p 

l"ll2 "' "' J.l " 21 Jlll !JI J: 1 ll ll 21 
lll2 "' "' ll JI 22 Jlll "' "' ll " " . llll "' "' ll ll " lJJI Jn l2l " " " " )]22 "' "' ll " " Hl 1 12l "' ll " 21 e< 
llll "' )21 ll ll 21 llll Jl2 )22 ll " 21 . ))JI J]l "' ll ll JI 3l2l Hl "' ll :: " o llll lll "' ll ll " 3321 J:l "' ll " " )lJl !JI 321 ll " " 3121 )ll l21 ll ll ii ~ llll lll ll 1 " JI " JJ:I 1:: 1:: " " Hll lll lll ll " 21 1n2 lll lll " " ll 
Jlll lll 3ll " " " l:ll lll lll " " " É Jlll lll "' ll " 21 lUI 1:: '" ll " 21 
lll2 !JI l!l ll JI " llll "' Jll ll JI 22 
JJJ 1 ll2 )JI l2 JI JI ))JI lll '" " " JI ~ llll lll )JI " l2 21 lll 1 Hl HI " l2 l2 e 
ll22 lll !JI l2 JI " JJ:I 331 l2I ll " ll .... 
3331 "' )JI ll " " llll '" lll l2 JI " " )]22 )}l )JI ll " 21 lJ 2 1 ni Jll " " " ~ lll I lll lll ll ll " llll lll JJl !l 22 " JJ: 1 lll lll ll " ll Jlll lll Jll ll 22 " ... ll21 lll lll ') ll " 331' Jll )JI )) " JI 

~ ll21 "' "' l) JI JI 122 1 Hl )JI " " " 3222 )ll "' )) " " 3211 lll )JI " " " g llll lll )JI " " JI Hll ll2 lll l) ll " ll2 I lll ll 1 ll ll 11 1221 "' Jll ll JI " lll I "' !JI ll JI " 1221 Jll ll: " " JI . 
ll21 lll !JI " JI JI l:?l I 3ll lll ll " 21 "' Jl2 I lll !JI ll " 11 nn lll lll " " " llll "' lll " l2 " llll lll "' ll JI " 3ll) lll 221 " " " llll lll ])2 " JI ll 
Jlll l2I 221 ll " " llll lll Jll " JI " 3Jl2 )JI 221 ll l2 " 3221 lll lll " " " l] ~ ~ lll 2 ~ 1 32 ,. ,. llll )JI 211 ll )) JI 
llll !21 22: " " ll ))JI lll lll ll ll " )JJ1 222 222 " " l2 Jlll !JI "' " " l2 
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APENDICE G 

PRW}W(A TINASTE 

1 REM PROGRAMA F·ARA F.ESOLVEh LA CINEMATICA DIRECTA 
2 REM DE u; F·LATAFORMA DE STEWART CPOSICION) 
10 DIMA("':.,9) ,E:<•<>') .c:_is1 ,O(q¡ ,DT(b) ,HC:;) .JIHe;.,7) ,u:·1::.1 .t..R<::.> ,LS<31 ,H2C:.1 
15 DIMMUC::1~cc.::.el,[JM(";,-:'.) 
:!1) DIMF.F. e:::.:::>. 5 e:., 7). Sl (";, :n • SJ (::'.) ,51. 181. SR<:;.,-:.). TH (9). u e:;, Sl. UI c.=>. VC'I 
::s DIMWC e:.,:;¡ 1 XS(:';J 'xo e::,. Wl e:., ::?l. YO(::';). za C3l 
::6 Fl'RINT"Q'10VIMIENTO DE LA PLATAFORMA DE STEWART" 
::7 OPENl, 4 
:!8 FFiINTHl, SPC ($) "F"J ''SPC c::ú) "F'2"SPC c::oi "P::." 
'30 M2=6; N=b: IT=~)1 INPUT" ITERACIONES"; 11; INPUT"TOLERANCIA"; NO 
1 JO FORI=1T03 
l::?O REA0Lf;CI1 1 LSII>,LF'IJI 
l~ü AU=O 
14(• FORJ=lTO::: 
:51.1 REAOSRIJ,Il,Rfi<J,Il 
10(1 WCCJ,Il=SF.CJ,Il-RRCJ,Il:REM SR-RR 
!7(1 AUXcWCCJ, Il 1::?+AU 
181) NEXT J 
19(l M::CIJ=AU 
::1.""l(t NEXTI 
:-:1(1 REM CALCULO DE MU, SIGMA, Y RADIOS "H" 
::15 FORI .. IT0:3 
::2(1 51<lJ•l1+LfHIl12/M.:2 l I 1-LS <Il t2/M2 CI l l /2 
=30 MUCI> 0 StlR<LR(Il 12/M2 <I>-SI <I> 121 
::'41J Hlll=MUtll•SQRIM:?Cil) 
:::?.:::i~ NEXTI 
::6(1 ñEM • CALCULO DE "QM" 
:7(1 FORI=1T03 
::eo FORJ"'"l T03 
2qn QM(J. I l=SI CII• CSRCJ. I >-RR<J, l}) +RRCJ, !) 
3ü(• NEXTJ 
:::11) NEX;"I 
·:.!5 IFA~="S''THENRE7URN 
321.i REM DISTANCIAS "D" DE DENAVIT Y HARTENBERG 
:::~\.• DUll=LPCll 
::41• F0Rlc=T04:0CIJ=i):NEXTI 
:::so D C7l .. H C2> 
-.6(! 019l.,,HC::>) 
::7._, REM DISTANCIAS "B" DE DENAVIT Y HARTEN8ERG 
:"-80 B Ci.."tl=:(1 
-:::q,·, ec-:1o:H( ii 
4(1(• BC4l=(I 
.; 111 fi.EM SENO DE ALFAS ~ A 4 
42(• FORI=::'T04:SL!Il=l:NEXT1 
47-ot REM COSENC· DE ALFAS ::' A 4 
.:4._: FORi=::'T041CLCll-=C:Hl~EX"7l 

.:50 FiEM LECTUR;; DEL VECTOR THETA INICIAL 
46(! FORI =l)T09: F.EAOTH ~ l) a r•EXTI 
465 TH!41nTH((ll+TT:: 
·171) F.EM DEE-Ers FROF"Of":.CIONARSE DATOS FICTICIOS 
.;ei:1 REM ~AR?' LAS THETA~ 1, 4, b, 8; '.•.GF-:., CERO: TH14J=THl0l+PJ/= CLIN-4651 
:.:;1)(• FORI.,.lTO::; 
~lO IFI~~ THEt:XA=t:GOTDS4t.• 
5::1" IF!=::THEf~IA=b:GCTO::'.i·>•· 
53(· IFlt:":".THEtJJ¡.:,ce 
540 M=WC'::. I>!WC(l, ! ) 
~50. )(1 t I I = 'RF: e:,¡ 1-RFd::'. l l /MI: t l+M T-2> 



,56Ct YQ(I) .. -XO<ll/H 

S7(1 AUaCXOCil-RRCl,111/WCCl,I) 
S80 ZO<I>=RFd3,Il+AU•WCC:.,II 
59(• BCIA)=ZOIIl 
6(11) D(JAl=SQRIXOIII "f2+VO!ll 'f21 
611.1 SH2YO C 11 ID C IAI 
62(1 cr ... xo et 110erA1 

19J 

63(1 REM SAlaSENO DE THETA, CT=-COSENO DE THETA 
6'1(1 Dta::SQRCWCO, Il 'f:?+wcc:::, f) 121 
651.' IFXOCll.,.,,OTHENGOSUB::::101REM X2 HACIA PRIMERO O CUARTO CUADRANTE 
660 IFXO C I 1 <OTHENGOSUE! :::24(11 REM X2 HACIA SEGUNDO O TERCER CUADRANTE 
670 CV,,,D1•SV 
68(1 5L<IA>=CV/SCIR<M2Cll > 

6ql, CL(IA)cWCC3,ll/SQRCM:::(ll) 
69S REM CALCULO DE e::, 87 Y 09 
70¡_• HX.,,QM C 1 1 I l -XO ( I 1 
71(1 HY..,,QMC::'. 1 I>-VOCll :C'l.•HV>=e;¡;¡r.=WC12,Il<O 
720 HZ=QMC::;,IJ-ZOCII 
730 B 1IA+l1 i::SQR IHX r.:?+Hv·t:?.+HZ 1::<:l: IFB"/.=C'l.THENB 1 IA+l l -=-B C IA+l 1 
:r::1 IFA .. ="S"THENRETURN 
735 Fi.EM MATRICES Ql 1 06, QB Y VECTORES Al, A6 Y AB 
740 Ql1 1 1, IAJz:CT:QCt,::, IAl=--SH•CL(IAl :QC1,3, lA)..,SH•SLCJAI 
75(:1 e e::.. 1, IAI .. SH: Q C::!, ::, IA) ""CT•CL ( IA> 'Q (2,3, IA> .. -CT•SL ( IAl 
7ó0 Q C3, 1, IA> .. O: Q C3, 2 1 IAl cSL < IAl: QC3, 3;IAl =CL C IAI 
770 All, tA>=DCIAl•CT:At2 1 1Al=DCIAl*SH:AC31 IAl.,.BCIA) 
781) NEXTI 
785 REM CALCULO DE 05 y es 
7c;io ALI= ILP ( 1 J +LP C2J +LP C3l > /2 
800 AR=SQR <ALI• CAU-LP el 1 I • <ALI-LP C2J l * CAU-LP C3> > J 
810 D CSJ ""2*AR/LP C 1 > 
820 BCSl..,SQR(LPC3J r.?-DC5> 1"21 
e:so REM CONSTRUCCION DE MATRICES Q. y VECTORES A 
840 FORI=>2T04 
85(1 SHcSINCTH<Ill:CT=COSCTHCIJ> 
86(1 QCl. 1, I>=CT:QC l. 2, I 1•-SH•CLII> iQCl ,:;, ! l=SH*SL<I 1 
87(1 CI<::, 1, 1) .. SH: ce::. 2, I l=CT•CL 111 :ce::.:;, IJ•-CT•SL (J) 
8811 QC:., 1, I J=ú:Q e::;.::.! l=SL {I); Q e:;,::, I>=CLCI) 
89(1 NEXTI 
900 REM VECTORES A 
910 FORJ::::OT09 
9::0 ONJ+1GOTD930, 950, 93(l, 930 1 9:":0 1 930 1 950, 9::0, 950, 930 
9::::(• CT=COS<THIIl J :SH=SIN<THIJ) 1 
94(• A ( 1, I) =0<1) •CT:A c::, 1 )"10 Cl) •SH:Ac:;, I J o::BCIJ 
9~(1 NEXT! 
980 FORJ"'l To:: 
990 S(l 0 4l=ACl,0)1SlCI,:1.,ACI,71 
H1t)0 U(l, SJ=ACI,51 :Ul ( :,:l=A< l, 9> 
101(1 NEXTI 
1(111 f\EM CALCULO DE "PI" (PREF'ARACIONI 
101:' W1Cl,2la:H(1l•CQSt1H(:f-n/:?> 
1(11::. Wt c:,:?>a:H(l l•SINnHc::)-tt/::?l 
1014 Wl C. 1 :!l=BC2J 
101::; REM CALCUL':: D~ P: 
1(12(! FOR1-::;TOISTEF··-1 
103l' FORl=lTD!o 
l •'40 AU=f! 
1•)5(1 FORJ"'>lTO: 
: 06(1 AU=AU..-t:l '. I 1J. Kli0S ~J ,1 ~.¡ ·, 
11)7(• NE.'"7'_l 
!(18l) sc1.1:>=AU+A\!.V.; 
ii't91.1 l'lEXT: 



1100 NEXTK 
1110 REM CALCULAR "P='" 
1120 FOR1=1TO::S. 
11~0 AUa0 
114(! FORJ•1T03 
1150 AU=AU+QC I, J ,b) •Sl CJ,2l 
1 lbC'I NEXTJ 
117(1 SlCl,l)mAU+A(l,b) 
: 180 NEXTI 
118'5 REM CALCULAR "P:>" 
1190 FOR/':•4T015TEP-t 
1.:00 FORlml T03 
1210 AU=0 
1 .::?O FORJ= 1 TO:> 
1::;0 AU=AU+Q<I,J,~l•U<J,K+l) 
1240 NEXTJ 
1.:so U<I,IOmAU+A(l,K) 
12b0 NEXTJ 
127(1 NEXTI: 
t.:7!; REM CALCULAR "P3"" 
128C..' FORI=l T03 
1:90 AU .. O 
1 ~C'IO FORJcl T03 
1-:.10 AUi:AU+QCI,J,B>•Ul (J,2l 
1320 NEXTJ 
1:::30 Ul <I, lJ•AU+ACI,SJ 
1340 NEXTI 
tMS REM LLENADO DE LA COLUMNA 7 DE LA MATRIZ JB, 
134b REM DE LOS TRES PRIMEROS RENGLONES DE LAS COLUMNAS 4 V 6 1 

1347 REM Y DE LOS TRES ULTIMOS DE LA COLUMNA S 
1 ~50 FOR I • 1T03 
1~60 .!BCI, 7J=S1 ( I, tl-SCI 1 ll ;JBCI 1 4) aOtJB(I, 6) .. ¡¡ii 
1J70 JBCI+3,7>•U1 <1.11-u<I, ll s.1B<J+3,Sl•O 
1:.eo Nl!XTI 
1':85 REM LLENADO DE LA MATRIZ JACOBIANA CRENGL.ONES 1-3, COLUMNAS 1-31 
t::9o FORka4TO=sTEP-t 
141)0 XSC1l•-sc2,101XSC2l=SC1,K>:XSC::;)""01REM ESTE ES EL PROCUCTD CRUZ E X s 
1410 FORL=lTOl:-1 
t.-:~O FORlalTO:: 
1430 AU"'0 
1440 FORJ=1TO:. 
1450 AUaAU+Cn,.J,1(-LJ•XS(Jl 
1460 NEXT.J 
1471) .JB<I,l~-1>=AU 
1460 NEXTI 
1490 FORI=-1 T03s XS< I) =JB < I , .. :-1) 1 NEXTI 
!5QO NEXTL 
l~h~ NEXTJ~ 

1515 REM l.LENADO DE LA MATRIZ JACOBIANA (COLUMNA S, RENGLONES 1 A 3> 
!520 Y.5l1 > "'Sl C~, :!l; XS C~l=-St C 1, 2> 1 XS <::;a •O 
1531) FORI.,,1 T03 
15/fl) AUco('I 
1551.l FORJ=l TO:: 
156(1 AU=AU+C!l,J,6l.-)(SCJJ 
":.~7l' NEXTJ 
!580 .JB<I,51-=AU 
139ri N~XT! 
!!:i95 REM LLENADO DE L~ MATF\IZ .JACOBIANA <RENGLONES 4 A b• COLUMNAS 1 A 4! 
16íJi.~ FORI~ =!:iTD2STE~- l 
16111 XS ( 1 > a-U1:.. t·,): XS .=) =!J 1 ! , ¡·~): XS (::)>:1) 
16.:•) FORL=1TOI -1 
B:'=O F:JR!=4T0o 
1640 f'.;U=O 



16'50 FCRJ=1 TC3 
1660 AU•AlJ+Q<I-:::,J,K-Ll•XS<J> 
1670 NEXTJ 
1680 JBCI,l<-UaAU 
1690 NEXTI 
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1700 FORJat T03: XS C I > •JB C1+3, K-1) rNEXTI 
1710 NEXTL 
172(1 NEXTK 
17:::?:5 REM LLENADO DE MATRIZ JACOBIANA CRENGLONES 4 A 6; COLUMNA 6) 
1730 XS(l)=Ul l2,=J 1XSC21==-U111,:?) :xsc:;)a(1 
1740 FORJa.4T06 
1750 AUc0 
1760 FORJ•l TO:S 
1770 AU=AU+QC1-3 1 J 1 Bl•XSCJ> 
1780 NEXTJ 
179(t JBCI,b>.,.AU 
1800 NEXT! 
1805 REM TRIANGULARIZACION MEDIANTE REFLEXIONES DE HCUSEHCLDER 
1810 FORK""l TON-1 
1820 AL=0 
1830 FORiat--::TOM2 
194(1 VII> .. JB<I,K> 
1850 AL""'JB C I 1 K>12+AL 
1861'.1 NEXTI 
1870 AL-=ISGNCJBm,KJ)ORll•SQRIAU 
1880 V O~> •.180{ 1 1~1 +AL1 BT•AL•VIK) 
1890 JB O::, 1( > a-AL 
1900 FORI•K+1TOM2 
1910 JB<I,Kl .. 0 
1920 NEXTI 
1930 FORJ,...K+1TON+1 
1940 GM•0 
1950 FORJmt(TQ~f.1:2.. 
Pié(! GMaGH+V (J l •JB < I, J 1 
1970 NEXTI 
1980 GM=GH/BT 
1990 FCR I =-IO::TCM:'. 
2000 JB<I,Jl•JB<I,J>-GM•V(l) 
::2010 NEXTI 
202(:1 NEXTJ 
:2030 NEXTK 
20:05 REM SUBSTITUCICN REGRESIVA 
2040 DT<N>=JBlN,N+ll/JB<N,N> 
2050 FCRI=N-1 T01STEP-1 
2060 DTCil .. JBCI,N+11 
207<! FORJ .. NTOt+ISTEP-1 
2080 DT<I>=DTCil-JBCI,J)•DT<Jl 
21.'190 NEXTJ 
2100 DTCil•DTIIl/JBCI,II 
2105 NEXTI 
2106 AU-::cl): FCRJ"'l T061 AU:AU+DTC I l 1::: NEXTl 
2107 IFSQR <AUI <=NDTHEN4040 
2108 IT=IT+11 IFIT>llTHENF'RINT"NO CONVERGE EN"t IT; "ITERACIONES"1STDF' 
::109 REM RECALCULAR VECTOR THETA, MATRICES Q V VECTORES A 
2111) FORJ::zOTOb 
::1::<1 IFJaOTHENIA<=Q;THlQ)=TH(01+DTl31 :GOT0::::150 
213(t JA=I+1zlFI>3THENIAc:2•1-:!. 
214(t THCIAlc:THlIA>+DTCil 
2151) C'T=COS CTHI lAl 1 :SH=SIN CTH ( IAl 1; IFIA=t.'\THEN::l8(1 
::161'1 Ot~ IGOTO:!l 70. :?171..'!. :!170. :?180. :!180, ::18(• 
::t 71) et!, l, IAl=CT: Q C 1, ::, IAl =-SH•CL l IAJ; Q C 1, :;, IA> =SH•SL l IA> 
217:; OC::, 1, IAl"'SH1Qc::,:, lA),.,CT•CLCIA>; D :::, :., IAl c-CT•SLCIA~ 
::18(1 A ( 1. !Al =O( IA> •CT1A (~.JA) =D < lAI .-SH: A~:":. ¡,:.J =O ( tA 1 



2190 NEXTI 
:.;::200 GOT0980 
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:?:210 REM LLAMADA DESDE ó50 
2:2('1 IFWC (2, I) >=OTHENSV•-11 RETURN 
2230 SVa 11 RETURN 
:240 REM LLAMADA DESDE óó0 
::?250 IFWC<::?, 1> >s:OTHENSV=l1RETURN 
::?bO SV•-1: RETUAN 
4040 REM CALCULAR "P 1" 
4045 PR1NTtl1 1 " " 

41)'50 FORI=l ro:; 
4060 AU::.0 
4070 FORJ=1 T03 
4080 AU .. AU+t1(1 1 J,1l•WllJ,2) 
4090 NEXTS 
4100 Wl tl, 11=AU+ACI 1 11 
4110 NEXTI 
4120 FORl ... 1 T031 AS=STRS CWl ( 1. 1)) 1 [4S=STRS CS1 ( I 1 1)) sCS=STRS cut e I. 1)) 
.t:H:!2 A'l.•11-LENCASI 18'1.<=11-LENCBC.I 
412::; PRINTtH 1 ASSPC CA7.I 1 D$9PC CBY.I, CS1 NEXTI 
4124 REM MODIFICAR LONGITUD DE LAS PIERNAS DE MPS 
4130 GOSU94210 
4135 ASm"S" 1 IT=01 GOSUB215 
4MO DC7>•HC2110C9l.,.HC31;0(31mHtll 
414S FORI-=1TO:S 
4150 IFI=l THENIAat sGOT04165 
41 '55 IFl a2THENI Aa61 GOT04165 
4160 IFia3THENJAa8 
41b~ GOSL19700 
4 lbb NEXTl 
4170 GDT0910tREM OBTENCION DE UNA NUEVA SOLUCION 
4200 REM RUTINA DE MODIFICACION DE LAS LONGITUDES LR Y LS 
4201 REM •LA RUTINA INCLUIDA Ar.JUI MODIFICA UNICAMENTE LA PIERNA 1¡ SIN EMBARGO 
4202 REM •LAS LINEAS 4201 A 4240 PUEDEN SER REEMPLAZADAS POR CUALQUIER PROGRAMA 
420:; REM •QUE HAGA VARIAR LAS 3 LONGITUDES LR Y LAS 3 LS. 
4204 REM *ESTAS LONGITUDES PUEDEN INCLUSO, SER FUNCIONES DEL TIEMPO 
42Hi IFLRCl>+LS(l><=SQRtM2(1))THENPRINT"LAS PIERNAS NO PUEDEN ACORTARSE MAS'' 
4=20 LR< 1) =LR< 1 >-.051LS<11,,.LS( 11-.os 
4:::3(t IFLRC1)<:.,.00RLS<11"'=(1THENPRINT"LA LONGITUD DE LAS PIERNAS tm PUEDE SER <.O" 
424~ RETURN 
5000 REM •PARAMETROS DE LA F LATAFORMA DE STEWART 
5001 REM •PROPORCIONADOS EN EL SIGUIENTEORDEN; 
5002 REM •LINEA 5020---LRl, LSl, L12, X51, XRl, Y61 1 VR1 1 ZSl, ZR1 
5003 REM •LINEA '!5030---LR:Z, L52, L23 1 X52 1 XR2 1 vs::, VR2, ZS2 1 ZR2 
5(104 REM •LINEA ~(140---LR3, LS::, L31, xs:;, XR::, YS3, YR3, ZS3, zR:; 
so::1:i DATA7.6.1b, 14.1 1-::.s.5,-.:::.o,4, 10 
5030 DATAl:S.9,~.5.13.5,-5,8,-2,2,7 1 5 
5041) DATAl:?:.e, :?:1. 7, 19, 3. b, 4. e, 3.1, 1. s, -9. :;, 6. 8 
~i(l41 t 

51i'43 REM 
5044 REM 
51."145 REM 

•DATOS DE LOS VALORES INICIALES DE LOS ANGULOS THETA DE TH<Ol A TH<c 
•RECUE:ROESE QUE LOS VALORES DE LOS ANGULOS 1 1 4 1 b Y 8 SON FICTICIO!:. 
•PERC ES NECESARIO INTRODUCIRLOS PARA QUE EL PF.OGRAMA FUNCIONE 

5050 DATA. 1(147196 1 ú, :?;.04:?0:.5:!2 1 1. 658136:::8, ú, :::. =7765467 ,(1, 6. 1b973891 1 0 1 4. 1189770: 

READY. 
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P1 P2 P3 

~ 7.9535379 -=- b09429:;:;:s -7. 09=22459 
r -4.58809349 -b. 8945779 5. 43104933 
z 15. 2901807 6.::3955341 9. 438'53095 

7. 98396107 -2. 62088216 -7.0952882 
-4. 60833859 -6. 88968363 s. 42::?:0664 

15.18282b6 6.17489868 9,4::;7eecs1 

8.0148217 -2. 6:i24:?948 -7.09811536 
-4. 6267=ni1 -6.8840903 S.41402776 

15.0748638 6, 11102776 9.43727843 

8.0461::?958 -2. 6440bC71 -7. 1007133::: 
-4. 64323856 -6. 87782384 5. 4064960::? 

14.966:793 6.04795768 9.43672357 

8.07789624 -2. 65576489 -7. 10308919 
-4.65784744 -b.87091069 S.39959472 

14.857058 s. 98570683 9, 43621481 

e. 11013~26 -=· 66753055 -7. 1\1524999 ra 
-4. 67052709 -6. 86::';37801 s. 3933(1b98 

~ 14. 7471819 s. 92429538 9. 435751 

e. 14286236 -2.6793457 -7. 10720:?:52 6i 
-4. 68124724 -6.8552537:5 5.38761608 " ~ 14.6366393 5.8637454 9. 43533097 !'! 
8.17609571 -2. 69119769 -7. 108953:51 

;¡¡ i:i 
-4. 68997403 -6. 94656685 :5.382505l:S 8 

14.5253793 5.80408129 9.43495356 ¡:; :t:: 
¡:; 

8. 20985606 -::. 70307311 -7. 11050964 .. 
-4. 69666954 -6.8373474 5. 377956'98 E 

14. 41340:::?2 5. 74532998 9.43461756 ~ .. 
s. =.;41¿71¿ -::.7149~76:'· -7.1118775/i 

-4. 701:?91:: -6. 9::762691 5. 37395436 
14.:.006674 5.68752157 9.43432173 

8.27905586 -2. 7:?68::59:? -7.1.l3Vó3"5'1 
-4. 7(J:;79126 -6.8174385 5.37047938 

14. 1871399 5.63068951 9.43406482 

8.3145!:<::7:. -=. 7:;869139 -7.11407552 
-4. 70411389 -6. 80681724 5.36751374 

14. \)727796 s.~7487148 9. 43384549 

a.::::so6cr=:::1 -::. 75('1506('15 -7.11491918 
-4. 7C'l::::o447 -c.. 7958(1('14::'. 5. 36503861 

1:::.9575414 5. 5:'.?(l 1 l.'979 9.4336624 

e.::a1s1::1s -::. ?t:.:::60:: -7.11::5602 
-4. 69798847 -6. 7844281:: 5.3630341:: 
1~.8413741 5.46645247 9.4:::::514(19 

8.4::5(161':2 -::. 77~9::::¡ 7 -7.1161'::1:7 
-.i:. 69139('::': -b. 77:?74344 5.36147964 
1~. 7:4::::1q:- ::;. 41~95398 9. 4::;::::;9906 
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e. 4b::::;e:542 -2. 78:549795 -7. 11651463 
-4. 682:;21 7:; -6. 760?q::s31 5.36035::28 

i::.61)61)123 ~.36267671 9.43:;:;1:;7 

8.50:::54::98 -::. 7969307::: -7. 1167601q 
-4. 67068236 -6. 7486:?905 S.3596:;163 

i::. 4866773 5.:::1269:15 9, 433::6:::::8 

e. 54:5q906 -:::. soe::oo:;q -7.1168765 
-4.656357Z -6. 7:;6307::5 z. 35928974 

1:::.3661297 5, 26408:!93 9.4332:S697 

8.58362793 -2. 019:::7:::93 -7.11687:85 
-4.6'392142::: -6. 723891)77 5, 359:;(105:: 

1:::. 244:::722 S.21694505 9.4:::::2::777 

8,6::571471 -2.83€11('1909 -7. 11675922 
-4. 61910095 -6. 71145006 5.35963448 

l :::. 12(19933 s. 17139079 9, 43326248 

8.66895761 -:::. 84Q66434 -7. 11654663 
-4. 595841)44 -b.69906471 s.:::60259:?3 

1:::.9961643 ~.1:::755:::33 9. 4:;3:::087'3 

e. 11:::410::0 -:: • 95088652 -7. 11624722 
-4. 56922594 -6. 68682545 5.36113899 

12. 8696:::62 5. 08:::558668 9.43337384 

B. 75938'566 -:?.86071457 -7.115874:57 
-4.53901418 -b. 67483672 5. 36223367 

12. 741:?:;:¡ 5.04568185 9.4334~486 

8.8ú68595 -=. 87007612 -7. 11 :544389 
-4.5(149165::. -ó. 66321994 5.:Só3498:S6 

1:?.6107562 '5. 00Bú65::?8 9,43354944 

e. e:so07694 -:. 87888443 -7. 1149725 
-4 • .tit.656718 -6. 6'5::11796 s. 36488:?1 

1:?. 4779'567 4. 977.1)15:?5 9. 433650El:? 

8. 90;:59q -:. 8971)?-415 -7.114480~ 
-4. 4:?::;6(1726 -6. 64170074 5.36632658 

12.::.4::5454 "· 94087653 9.43375769 

8.96(167771 -::. 894::9546 -7. 11 ::;9999:: 
-4. :':7546274 -6.63:217::.41 5.36776477 

1.:. :041 os~. 4.91:08265 9.43386406 

9.0lb66::.6 -:?. 91)1)8057 -7.113!:;2815 
-4.:::?!51:?97 -o. 623787:::i6 5.36911873 

12.0623891 4. 8671882 Cj.43~9ti42 

9, 0756::02: -::. 9(t6(•57(15 -7.11::1::596 
-.:; • 261)94487 -6.6168561)6 5.3702975:: 

11.9166604 4. 8669171)::; 9. 4341)5137 
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9.1381151 -2. 909B777::S -7. 1 :.201 qqq 

-4. 19::70:::ab -b. 61177879 s.:;111941 
11. 76&2795 4.0:;22:;717 9,43411767 

q, 2\)48199:; -:.91190::::2::-¡ -7. 11265143 
-4. 115381.'I::::? -b.b090U18 5. ":.7168207 

11.610:::211 4. 84448178 9.43415375 

q, 27670::?47 -::?,9116:::149 -7. 1 !2677('1::: 
-4. 0:?10:210 -6.60945198 s.:::1161211:; 

1 l. 447523 "-,84555&::::; 9, 43414863 

9.:.ss1::1:;::4 -:::. 90829358 -7. 11294929 
-:!.. q:;::4953 -b. 61388744 'S. 37081524 

11. :?76086 4.85831681 q. 43408965 

9,44::159:;::5 -2. 90076983 -1.11:::s::s::::m 
-3. 8045:?997 -b. 62:583451 5.36910336 

11.09.:::rns2 4. 997:::;::705 q, 4.::"396306 

q, S412•)8J7 -2. 88711094 -7.1144817q 
-:::.6588'367 -6.64161)193 5.366322 

10,8946174 4.9405750:: q,4:;:;7573'.1 

q, 6587::875 -=· 86356987 -7. 115770b7 
-3. 47386888 -b.b7131375 5. ::Sb253BB 

1'-'.6715513 5.03416835 9.43347744 

9. 8109J.461 -2.8205858 -7. 11bB649 
-3.214464b8 -b. 7':?:239845 5.35932387 

10. 4026472 5.211395:38 9.4:32395 

10. ,y:~6'.:50B -:. 71)('11,)0407 -7.1101:::?776 
-::. 66250453 -b. 9::;.977919 ~- ~7907:>6'5 
9.9576('1~::;3 5.7604171:: 9, 43470006 



READ'r. 

-'200-

APEMJICE 1 

PROGRAMA IN?IOSTE 

~ P.EM 50LUCIOM CERhADA DEL MECANI5:10 DE LA PLATAFORMA DE 5TEWART <MPS>. = REM ESTE PROGf\AMA DETIENE EL PO:....INOMICl DE GRADO 16 fiEDUEIUOO F'ARA RESOL\IEF: 
-: REM EL F·ROBLEMA DIRECTO DE POSICION DEL MPS 
1 I"• REM LECTURR DE PARAMETROS DE STEWART 
! ! !>IM 1=1<:~) .ACC:.,2.=>. B<:1.BC<4. 71 .e<=> .FM(l6.:?l .H<::> ,LR<::.> .LSC> .LF·c::.J ,Muc:::1 
1 = DIMM= c:::J .ac t Q, :":l, R <=>. F.R <:.,;:.¡.se=). SI(:;). SR e: .• =·>. Te:). UC(':., 3>. vcc:., ::l .wcc:., 31 
: :. DIMEU !4, 2l •X <::,3>, UM <::>, VM C3) .WMC3l 
t 1:11) FORI""1 T03 
11(1 READLRCI> .. LSll),LPCil 
t 20 AUX=(i 
~ ::1.."1 FORJ= t TO:: 
14l1 READSRCJ, ll ,RR(J, 11 
!5(' WCCJ,I>=SRCJ,Il-RRCJ,Il:REM COMPONENTES DE SR-RR 
16(1 AUX=WC CJ, 11 t::?+AUX 
17(1 NEXT J 
~[3(1 M2(Il=AUX:REM CUADRADOS DISTANCIAS SR-RR 
; q(I NEXTI 
!q~ REM CALCULO DE MU. SIGMA V RADIOS H 
:u(1 FORI=lTO:S 
.·:10 51Cl)=Cl+LRCilt:?/M2Cll-LSCll t2/M2llll/2 
:'.2(1 MUtI)s:iSQR <LRIIl t=/M::?<Il-SI Cll t2> 
:::::1) HCI>=MUCI)*5CRCM2(lll 
=4<1 NEXTI 
::45 REH CALCULO DE LOS VECTORES UNITARIOS u, v, w cuc:, ve, WC> 
25(1 FORI•1T03 
:?6U FORJm 1 TO::. 
:7(1 WCIJ,JJaWCCJ,l)/SQRIM2Cl)J 
::s(' NEXT J 
:::9c1 NE:XTI 
'3(11) FORI=1TO;:.. 
:":O~ OU=WCtl.I)/WC<=,I> 
::11) UC< 1. I >=1 /SOF.ICIU f':?+l) 
"".':1:. uc e:;, 1' =-u:: e 1, 11 -11-QU 
-:;l, N~XTI 
:.4(1 FOF:I ... 1TO:: 
:'.5('1 VC(l,l)=-wcc:,l\•UCC:::,I> 
· ... 6(, vc1:,!1cwcc:.,11•uC.<1,1> 
·~71) VCl:':. l 1 ::oWC ( 1, l \ •UC C::', l J-WC (:;?, I l +UC ( 1. l 1 
:e~~ t~E>'7! 

7-9~ REM CALCULO DE LOS VECTORES OR ( 'CM· 1 
""."~(! FORJ=1 ro::. 
4•.11) FQl;J= 1 TO~ 
·H1,o OMU, I l=SI <Il •(SR U. 1J-RR(J,11l+RRtJ~1) 
.-;21:' NEl'T J 
'1'.31'• NE>:TI 
.1:;5 REM CALCULO DE C•-UE:S MINUSCULAS (QCI 
.:.111.• F(1RJclT03 
·14S F.EM FUNCIOM J,,.HOOC!,::1+! 
~5(• If"'I=l THEtU .. 2:GOT048':i 
46 .. • 1Flc:THENJ=31GOT048C' 
~.71.• IFJ=:.THENJ=l 
·~81'• FOFt =lTQ..i 
-191· GOSUE<6=1.1 
~· . ..;1" oc~1 ,!1=::-•H{IJ+-H:J1-ot~!J;; 

51(· NE':'TI 

!:i3•' G!JSUC-62(• 
5.i;, QC \,., l 1 =':toH f t H•AU> 



SSQ NEXTI{ 
560 FORl<.,7TOB 
570 G05U9620 
!iBl'.1 OC 0',• I l c:!•H (JI •AUX -201-
59(1 NEXTI~ 
60(1 GOSUB620 
610 QCl9,Il=LP(Il1'2-HOl t:?-H(.Jl12-AUX 
611 NEXTJ 
61::? GOT077ú 
615 REM PRODUCTOS PUNTUALES NECESARIOS PARA LAS 0-UES MINUSCULAS 
c.::..:1 AU)=1) 
631) FORL=l TO:: 
t>::S IFl(')4THENSO=DMCL,.J1-QMlL. ll 
64(1 ONl:GQSUE46B0, 690. 700, 710, 7:!1), 7:.0, 741), 750 1 760 
6~(.I AUX=AUX+AYU 
06(1 NEXTL 
~,71J RETURN 
68~) AY=UC lL. 1) •UC CL, .J >: RETURN 
69(1 AY•UCCL,ll•VCCL,JJ1RETUF<N 
70(1 AV•VC CL, l) •UC <L. JI: RETURN 
710 AY.,.VCCL,ll•VCCL.Jl1RETURN 
721:0 AYaSQ•UC CL, I) 1 RETURN 
730 AYccSQ•VCCL, II 1RETURN 
740 AVn-SO•UC CL, JI 1 RETURN 
7~1) AY,,.-SO•VC CL, JJ: RETURN 
760 AV=SO'f2iRETURN 
765 REM CALCULO DE LAS l'ICIJI CACl 
771) FORJr:tT03 
780 AC ( l,0,01•CCC1, l) +oc cs. Il+QCC7, J)+QC 19, Il 
79(1 ACCI,0,11 .. 2•CCCC:! 1 ll+QCC8,Ill 
800 ACCI, 0,2> .. -QCI 1, I )•CJC<S, I l-QCC7, I )+QCl9, Il 
810 ACCI, 1,0l=2•1CCC:::;, 11+QCC6, Il 1 
8:!0 AC CI, 1, 1l•4•QCC4,l1 
83(! ACII,1,::!:)•-2•<CC<::;,11-acc6,ll) 
940 ACCI,2, Ols::-QCI 1, I l-QCIS, I l +QCC7 1 IH·QCl9 1 Il 
85(1 AC(l,2 1 1lc-:?•IQCl'.::,Il-QCC8,J)) 
860 AC(I. 2.2>=ccc1, 1 )-CJC(5, I>-QC<7, I>+CC cq, I> 
870 NEXTI 
07'5 REM CALCULO DE Al,BI.CI,RI,SI.TI 
8813 FDR l =OTD2 
99(1 ACll .. ACC::,:,l) 
9(1t) B<I>cACc:..1. ll 
º1('1CCl)=ACC3,1),11 
9:;?(1 R(ll=AC<::, l,::?l 
93C• SCI>=ACC'.::,I,1> 
~40 TCil•AC<:,r.01 
9SI) NEXTI 
95'5 REM DE ACUI. VA A CALCULAR BllJl rTAE!LA 1 DEINNOCENTI E PARENTI-CASTELLil 
96(1 GOSU9403(1 
q65 REM CALCULO DE O.E.F CCDEFlCIENTES DE ECUACIONES 16 Y 201 
'i'7(1 FORI=GTO: 
980 0CCI.2J=ACl1, I,2l 
991) BCCI, 1 )czACC1, I, 1) 
101)•) E4C(! ,1)\=AC(l, 1 .(!l 
lC'-10 NEXTI 
1\")15 REM CONSTRUCCIOI~ DEL POLINOMIO DE GRADO 16 CECUACION ::20 DE lNNOCENTil 
1Q2C. REAOAt. 
10::;1) IFAs="Fit~"THEN14C5 
11)40 EIS=LEFTS (AS, 1) 
1CS1) ,Tt:VAL (El$) 

1(16(• FOF. l =('ITO: 
!07(1 FM{!,()~=BC<!.:-Jl 
108(1 NEXTI 
1fl9•:• FOF;t::Too 
1 \1.)(1 ONJ-1GOSUB1:9(1, l"31)0. l":ll). l::::o, 133•) 
!11(1 B!\=M!Dt.1At,J.'.i.) 



1120 J"'VALCB•l 

ii!~ ~~~;!;~~~~<10-J)-CJ<:i>•C2-J> -202-

11SO FORL.,.('ITOX:: 
1160 FM CK+L. 1 l•BC et~. JA> •FM CL, O>+FM CK+L, 1) 
1170 NEXTL 
118Q NEXTK 
! 190 FORL•1)TQX 1 +X::? 
1 ::O~' 1 F l •6THENGOSUB126(1: GDTO 1 :::zo 
1210 FMCL.Ql.,FMCL, 1l 
1:?:?(1 FM (~. ll•O 
1:::?30 NEXTL 
1::40 NEXTI 
t=so GOT010:?0 
1::!5!5 REM RUTINA DE C:OEFICIIENTES DE PRODUCTOS DE POLINOMIOS 
1~60 BS .. RIGHTS(AS,2>1J•VAL<BSl 
1::!70 FM <L.:?l •J•FM<L, ll+FM <L, 21 
1 :B(• RETURN 
1:?8!5 REM ACJUl SE ESTABLECEN X 1 Y X2 
1::9l' X 1 =:?: x:: .. ::1 F.ETURN 
1300 Xl,,.:?1X:?•4:RETURt~ 
1310 Xl-=:?:X2•b:RETURr~ 
l:S20 X1=41X:: .. 81AETURN 
t::30 Xl=41X2 .. t21RETURN 
1335 REM COMIENZO ZONA DE DATOS 
!~4•) DATA 7.6,16,14,1 1-:?.:i.S,-.:,0,4.10 
t::SC' DATA 1::.9.S.s.1::.s,-5.8,-2,2,7,5 
l36l1 DATA 1:?.8.:?1. 7, 19.:::.b,4.e,::.1, i.s,-9.::,6.8 
1:;61 REM HASTA ACJUI DATOS DE STEWART 
1362 REM LA SIGUIENTE LINEA CONTIENE LOS INDICES PARA LA OBTENCION DE BIJ 
136~ DATA1 lbb+1, 1346-:?, 3344+1, t::SSS+l, 2:345-1, 12S6-1,:?246+1,FIN 
1364 1 

136~ REM DATOS PARA MULTIPLICAC:ION DE LOS POLINOMIOS DE LA EC:UACION 20 
1370 DATA00::::::;7+::?:, l 111:::7+1,<'11:!37-4, 111236-1, 01223b+3. 1:Z::?:234-1 
1380 DATA02::::?35-:?, 112:?3:5+1, 22::?:233+1, 001247+3, 000077+1, 000257-2 
1390 DATAOOl 157+1, (100167-1, (!t 1147-t, 022244+1, 012245-1 1 011246+1 
1400 DATAü02:?46-::. oo:::::ss+1. 001::56-1.000266+1, FIN 
140:'· REM LINEAS 1405 A 147('1 REALIZAN LA DIVISION SINTETICA ENTRE IX-Al 
1404 REM DONDE A ES UN VALOR SOLICITADO OPORTUNAMENTE AL USUARIO 
14l1S FORI 110T016: FM ( 1, (1) =Ot FMI I • ::?:I aFMU. 2) / 1E28;NEXTl 
1410 INPUT"VALO~· A DEL FACTOR IX-Al ":A 
1420 FMtlS.O>=FM(16.2¡ 
14':;ll FORI=14T0(1STEP-l 
1114(1 FM C l. (l) "'"FM C 1 +l, (1\ .. A+FM r 1+1, 2l 
1450 NEXTJ 
1460 R=FM<(•,Ol*A+FMIL",,::?:l 
1470 PRINT"PCAlcRESIDUQc:"R 
14Bl' GDTOl4H' 
40::?0 REM DESDE LAS LINEA 4030 HASTA LA 5170 .. >RUTINA PARA LA OBTENCION DE BIJ 
4o=o REAOAt.; IFA$="FIN"THENRE:TURN 
41)40 FORI=-lTCl:'STEP:? 
40:50 J .. 1-(1)21 
4060 Bs=MID$<A$,l,ll:JAmVALCBS) 
4070 Ql,:.1AGOSUB506CI. 5i.J7(• 0 ~081:1, 51:W, 5130, 5140 
4080 E'$=Ml0$ CA$. t +1, l l i JA=VAL CBS) 
409(• ONJAGOSUEt509(1, '5100. :i11ú, 515(1, 516(', 5170 
5(101) EUC•),J1.:Xt~•VO 

51'1H' EU~.,J1=X1•V1)+X'••Vl 
'5C'::?O EU ¡:, .1> oo.'(1·1*'i'Z•'( l•'{l+X:'•YO 
503(1 El!C~,Jl,.Xl•Y:?+X:?•Vl 
51)4(• EU<4.J\.,X:?•Y::' 
51)4~ NEXTI 
51'.'51.• Bs=RIGHT$ (Al.. ::1 t Ji:.=VAL (Elio l 
5'15: FOPJ.,:i)T04 
50~.: i='ORJ=::T07 
5057· BC { ! • .11 cEU \l. 1 J •EU 'J-:., ;:1 •JH+DC ¡ I. Jl 



S0:54 NEXTJ 
5055 NEXTI -20.3-
5056 G0T04030 
5060 XO•ACO> 1Xt.,.AC1>1 X2•A (2) 1RETURN 
5('17(t X(taD(O) 1 XtcoB ( 1) 1 X2 .. B C:?J 1 RETURN 
~080 Xú•C: COI 1 Xt.,C: ( 1) 1X2aC12> 1 RETURN 
51)90 V(1=A H,)¡ 1Vl"'At111 Y2•AC2> 1RETURN 
5100 Y1.1cz9 (Q) 1Vl""BC1) 1 V2cB <=> 1 RETURN 
5! l (1 vo"'c (0) 1 Y1=C ( 1 l I yzo:c C2l 1 RETURN 
5120 XOaR (Q) 1 Xl=R Cl l 1X2aRC2)1RETURN 
~1::.1J X~.)=S COI: Xl •S l l) 1 X:?=S C:?l tf:.ETURN 
514(\ x11 .. T (l)l 1X1=T ( 1 l: x:::=T (:!l 1RETURN 
~15l't Yl."l=li: COl 1YlaR ( 1l1 v:::o::FH2J: RETURN 
'5160 YO=S (1)) 1Yl:SC1l1 Y2=5 C2J 1 RETURN 
5171.'1 Y(t=TCC> 1Yl""TC1l1 Y2=T (211 RETURN 
s:::co FORI.,.1TO= 
~:::10 F:EADX 11, J). X <=.1> ,xc:;, Il 
5:::20 NEXTI 
5:::31,) FORJ"" 1 T03 
5:::41.,) UMCJl.,.01VMCJ>=O:WMC.I>=O 
5:::50 NEXTJ 
52b0 FORJ= 1 T03 
527('1 F0Rta1T03 
5:::81'.\ UM CJ> aUC: Cl, .JJ *<X U ,J>-CM C I, J> l +UN CJI 
5:?91) VM CJl •VC 1 I • J> *IX< I ,.Jl-QMC 1, Jl l +VM (Jl 
:;::oo WNCJJ =WCCI.Jl *ex 11,J)-QM( l. J) l+WM(Jl 
5::,1(1 NEXTI 
s-::;:o NEXTJ 
5:;:;: 1 FOR I"" 1T03 
!'.>:::::::: IFUM ( I) )'"0THENAYcO 
::::::::::; JFUM C 1) <OTHENAYo::t 
5:;24 TN( I > •TANC CATN CVM ( l) /UM ( l)) +AY•n) /2) 
s::::?s NEXTI 
5::26 INPUT"R,S";R,S1AUXaO 
5::027 FORI..,OT021 FORJ .. 0T021AUX.,.AUX+AC CR, I ,J') •TN CR) f'I•TN<SI 'fJ1 NEXT1 NEXT 
5330 DATA7. 9~::536. -4.5880935, 15. 2901806, -2. 6094293,-6. 8945779, 6.239553t. 
5340 DATA-7.0922245, 5, 4::11)495 1 9. 4:;9531 
5::,5(1 DATA6, 88b7646, -::. 3006202 1 16. 580731~, -4. 7021189, 2, 10BBbB1•10, 643963:.. 
s:::se; DATA::::. 1249::::?6, 13. 71)6124, 9.5739055 
'!;'36(• DATAB. :::53991::;, 5, 1078311, 14. 5915415, -4. 6826171. 2, 4727bB':, 10.19B5:!54 
~7-70 DATA-. b78::?282, -10.517::59, 7. 4:::?:18082 
5381) DATA9, 0901681 1 5. :;:;94494, 13, 5384749 1 -4. (1776390., 6285160 1 11. 7423785 
~';91.) DATA1. 406756=. -10. e:;s9::.:?b, 7. 18847::'1 
'5430 PRINTSQRI <X< 1,3l-X (1 1 1)) 1-:?+(X C2 1 '::l-X <2, 1Jl12+CX c:. 1 31-X (3, 1) 112) 
11)000 PRINTFRE <Ol- <FRE ((11 <(ll •65536 
1001(1 PRINT <CM ( 1, 21-QMI 1, 1 > J *UC ( 1 1 11 

READV, 



APENDICE J 

ESTUCHE D. Y H. 

La notación de Oenavlt y Hartenberg proporciona medios 

convenientes para estudiar cadenas clnerná.tlcas. Su uso es 

relativamente sencillo sl las formas de los eslabones de la cadena 

cinemática bajo estudio son simples. sl hay slmetrla, etc. Sin 

embargo, su comprensión puede representar una dlflcul tad 

considerable, sl por ejemplo, los orlgenes de los diferentes 

sistemas de referencia no están localizados dentro del volumen de 

los eslabones, sl éstos no son simétricos, sl los ejes de los 

pares clnemá.tlcos forman ángulos distintos de O o de 90 grados, 

etc. 

Como puede verse, para emplear ágl lmente la notación de D. y 

H., el anallsta necesita un entrenamiento especial (al menos asl 

lo detectó el autor, a quien le costó bastante trabajo formarse un 

esquema mental adecuado de los entes <ejes, parámetros y 

variables> que intervienen en la notación en cuestión). 

Buscando sortear los obstáculos, el autor ideó \!Il conjunto de 

pl.ezas (estuche D. y H.) que permiten armar muy diversas formas de 

cadenas cinemáticas. Las piezas básicas del estuche D. y H. (que 

se ilustran en la figura} son una estrella conectora (que no es 

otra cosa que una pieza clrular de escaso espesor, con ocho 

ranuras <raunuras consecutivas forman é..ngulos de 45 grados>), y un 
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ensamble que constituye un par de revoluta (conjunto PR) 1. Cada 

extremo del ensamble PR tiene una ranura compatible con las 

ranuras de las estrellas conectoras (el ancho de raunura es igual 

al espesor de las estrellas conectoras y al de los extremos de los 

conjuntos PR), de modo que un conjunto PR puede unirse a una 

estrella conectora (pueden también encadenarse estrellas 

conectoras) .. Una pieza adicional necesaria (no ilustrada} es una 

base con una ranura, a la que pueden conectarse ya sea una 

estrella conectora 1 o blen. un conjunto PR. 

Suponiendo que a cada extremo de los conjuntos PR esté. unida 

permanentemente una estrella conectora, un extremo de uno de 

dichos conjuntos puede conectarse de 49 formas diferentes (puesto 

que en cada extremo hay 7 ranuras libre~;) a un externo de otro. 

Esto da una idea de la gran variedad de cadenas que pueden 

construirse con el estuche D. y H., y por supuesto, la cantidad de 

posibi lldades aumenta conforme aumenta la cantidad de piezas. A 

los ejes (hechos de alambre) de los conjuntos PR, puede pegarse 

con cinta adhesiva (o colocarse con corchos) información relativa 

a los parámetros y variables. 

El estuche o. y H. puede usarse, por ejemplo, en un 

laboratorio de robótica, asignando a los alumnos el siguiente 

ejercicio: 

1.-Ensamblar una cadena cinemática abierta cualquiera. 

1Puede dlsef\arse también un ensamble para pares 
prlsa:átlcos. 
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2. -ldentlflcar ejes y parámetros de Denavl t y Hartenberg. 

3. -Fijar en una poslc16n y medir los ángulos de los conjuntos 

PR. 

4.-Calcular, mediante el método visto en capitulo 2 para 

resolver el problema directo, la poslclón de un punto 

especlflco del eslabón extremo. 

Después de real izar los cálculos en una computadora, puede 

estimarse sl los resul lados obtenidos mediante el los, corresponden 

a la poslc16n flslca del punto cuya poslclón se desea conocer. 
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