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“Pues aunque movals mAs brazos
que los del gigante Briareo, que
lo habéls de pagar”

Miguel de Cervantes Saavedra

INTRODUCCION

Desde tiempo lnmemorlal, el hombre ha ideado y construfdo un
sinnimero de instrumentos y equipos que adaptan sus manos para
realizar tareas que de otra manera serian muy arduas o imposibles
(herramlentas); instrumentos y equipos que amplifican su potencia
muscular (vehiculos, electrodomésticos, troqueladoras, maqulnas
herramientas), e incluso, aparatos que lo relevan por completo del
trabajo manual (centros de mecanizado, robots, estaciones de
trabajo de plantas de manufactura flexlble, etc.), blen para dar
espacio a su ocio, o blen para que cada vez su trabajo sea mas

el‘lcaz(l)

En este pequefio elenco de maquinas y en todas las que el

lector discurra citar, Juegan un papel muy Iimportante las

2)

interrelaciones mecénicas que exlsten entre los cuerpos de que

1 Se omite aqul 1a mencidn de 1las aplicaclones bélicas de los
descubrimientos del hembroe, porque ol auter sdlo osta comprometido

con flnes pacfficos.

Ademfs, aunque el autor ha escrito un trabajo que tiene, al

manos remctamente, aplicaciones on 1a mecanlzacién y
automatizacién de la  Industria, no  so olvida de lag 1mplicaclones
soclales que puede tener wn abuse de la tecnificacidn
(especialmente en nuestro pals, donde abundan mano® para el
trabajo), y se opone a toda costa a todo abuse semejante.

2 Con la palabra 'mecSnlco" nos referiremos & . Interacclones entre
cuerpos cuando hay  contacto directo entre ellos, Interacclonen
dobidas & 1a  presencla de campos  electromagnéticos, gradientes de

temperatura; etc., serfn exclufdas en oste contexto.
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constan ‘dichas maquinas. Para que éstas Interrelaciones sean
significativas en el comportamiento de la maquina como un todo
organizado (es decir para que los cuerpos interrelaclonados
interactien), deben estar intimamente unldas a las noclones de
causa y efecto. Esto Implica que sl el comportamiento de un
cuerpo A afecta de alguna manera al comportamiento de un cuerpo B,
puede declirse que los cuerpos A y B pertenecen a un mismo sistema
(la maquina y los cuerpos con los que interactda, v. gr. las
piezas de un torno, y la pleza de trabajo). De lo contrario,

dichos cuerpos no pertenecen al mlsmo sistema.

La idea de un conjuntc de cuerpos integrantes de una mAquina
(eslabones) cuyo comportamiento es Interdependiente, slendo dicha

interd d la cor ia de interrelaciones mecéanlcas,

conduce al conpepto de mecanismo. dQué es un mecanlsmo? Baste
decir por el momento que, mecanismo es un sistema de cuerpos
s6lldos cuyo. comportamiento depende de una sola - varlable.
sEntonces, existen sistemas de cuerpos sélidos cuyo comportamiento
dependa de varias variables? La respuesta es afirmativa. A tales
sistemas los denominaremos cadenas cinemitlcas. De hecho, un

mecanismo es una cadena cinemAtica particular.

Ahora bien, existen mecanismos y cadenas cinemdticas que se
conslderan planos {aunque los cuerpos que los componen posean
volumenes de las mas variadas formas) porque su comportamlento
puede estudiarse en dos dimensiones, y mecanismos o cadenas

cinematicas espaclales (que deben ser - estudiados en tres
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dimenslones}. Los primeros han sido empleados desde hace mucho-
tiempo, ¥y su uso sligue slendo vigente. Los eJemplos son
muy numerosos, entre ellos: el mecanismo biela-corredera-manivela,
tiplco de un motor de combustién interna; los mecanismos de una
maquina de coser; un limplaparabrisas, algunos tipos de
graficadores (plotters}), etc. La razén de que los mecanismos y
las cadenas clnemAticas planos sean tan populares, es en parte la
relativa sencillez de su estudio, ademds de que han demostrado ser
muy utiles. Sin embarge, cada vez se estudian mads las cadenas
cinemitlcas y los mecanlsmos espaciales (cuyo comportamiento debe
estudiarse en tres dimenslones) y constantemente se encuentran
nuevas aplicaclones para ellos. Como eJemplo de cadenas
espaciales tradlclonales, cltaremos la Junta universal que se
emplea en los autos con motor delantero y tracclén trasera, las
Juntas homocinéticas (también usadas para transmitlir movimiento a
las ruedas motrlces de un automévil), y las gruas empleadas en la
industria de la construcclén. Una aplicacién mas recliente son las
plataformas j;ara simulacién de vuelo, y los manlpuladores
Industriales (robots)., Con estos ultlmos, tiene que ver en alguna
medida, la tesis que el lector tiene en sus manos, la cual tlene
el slgulente objetivo: presentar de una manera unificada el
analisis de movllidad, la sintesis estructural, y el analisis de
posicién de cadenas clnematicas; asf como plantear aplicaciones de

estos temas al desarrollo de manipuladores no convenclonales.

La tesls comprende dos estudios Independlentes: el primero,

titulado ANALISIS DE MOVILIDAD Y SINTESIS ESTRUCTURAL DE CADENAS
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CINEMATICAS, se ocupa de la determinacién de la movilidad de
cadenas clnematicas de geometria conocida (anélisis), y de la
obtencién de cadenas cinemiticas que posean una movilldad deseada
{sintesis). En el caso de la sintesls estructural, se atendera
Gnicamente a la organizacién de los eslabones =al ser
interconectados nediante pares cinemiticos, 1 gnorando su
geometria. El segundo estudlo trata del anallsis de posiclén
directo e Inverso de cadenas cinemdticas espaciales y
manipuladores. En ¢é1 se explica con todo detalle un método
vectorial matriclal (VM) que emplea matrices de 3 X 3, y que es
aplicable en multitud de situaclones. Cada uno de estos dos
estudlos constituye por su parte un capitulo de 1la tesis
(capitulos 1 y 2 respectlvamente). En un tercer capitulo,
MISCELANEA DE APLICACIONES, se explica minuclosamente cémo aplicar
los algoritmos que se tratan en los dos primeros, y se busca un
nexo entre los temas de éstos. Este nexo lo proporciona la
plataforma de Stewart, sistema concebido . originalmente como
componente b&sico de simuladores de vuelo, y que posteriormente ha

encontrado aplicaciones en robbtica.

En aras de la claridad, se prescindié casi por completo de
las demostraciones rigurosas (puesto que no era objetivo del autor
demostrar, sino tlustrar y uniflicar), y se prefirié desarrollar
las ideas mediante un enfoque inductivo, puesto que es la
induccién, y no la deducciédn, la forma principal mediante la cual
realiza el hombre los descubrimientos; la deduccién da mas bien,

una forma racional a las cosas descublertas a través de la
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inducclén. El autor ha querido pues, que sus lectores
“redescubran” las cosas que ¢é1 mismo redescubrié al hacer las
indagaciones y reflexiones que sirvieron de fundamento a su
trabajo, y para lograrlo, recurrié a elemplos sencillos. Muestra
de esta blusqueda, es el empleo de mecanismos planos (cuando esto
es posible) para explicar nociones que son igualmente aplicables a

cadenas clnematicas espaciales.

Una parte lmportante de la tesis la forman 195 apéndlices,
algunos de los cuales tratan temas que no se incluyen en el cuerpo
princlpal porque obligarian una digresién del tema central; pero
que son complementarios. Estos apéndices son el B (demostracién
de la ecuacioéon (33) cap. 2), el C (que explica lo indispensable
para aplicar las reflexiones de Householder en la solucién del
problema inverso de poslcién de cadenas cinematicas ablertas, y
directo .de cadenas cinemiAtlcas con mallas cerrsdas), y el D
(traduccién de un fragmento del articulo Direct Position Analysls
of the Stewart Platform Mechanism de Innocenti y Parenti-Castelli
[71). No menos importantes son los apéndices que incluyen los

programas para automatizar los algoritmos, y sus resultados.

Aportaciones originales de la tesis son: un algoritmo para
encontrar matrices de interconexién para un conjunto dado de
eslabones, el cual constituye un complemento al método de sintesis
estructural propuesto por Shujun [10); una realizacién m;acénlca.
(modelo fisico) que ejemplifica una uplicacién del método de

sintesls modular (Earl y Rooney [8]); un modelo cinemitico para
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adaptar el método vectorlial matricial a la solucién del problema
inverso de posicién de la plataforma de Stewart, y el disefio
conceptual de un conJunto de plezas que pueden utllizarse para
entrenar a los estudlantes en el uso de la notaclén de Denavit y

Hartenberg.

Cabe menclonar un aspecto linglistlco: la creacién de
neologlismos. El autor se sintié obllgado en ocaslones, a dar
nombre a conceptos de los que no encontré mencién en la literatura
sobre clnematica en espafiol. Tal es el caso de "enlace"3(que
traduce Iiaison), e “identificacién formal de eslabones" (que se
definié a partlr de la expresién "...formally identified with...”
encontrada en la referencia [8], la cual se utillza en dicha

referencle para hablar de que dos cuerpos se unen rigldamente).

Para finallizar esta introduccién, el autor qulere expresar su
deseo de que este trabajo sea verdaderamente dtil para los que se
Interesan en el estudio de cadenas clinemitlcas en general, y para
los que se inlcian en el estudio de cadenas cinemiticas espaciales

en particular.

Puls Albenta Tinajena Raminey

allsrv‘ utiitzé ol término "tazo moclnico™ en una conferencia
dictada en 1la Divislén de Educacién ContInua de la Facultad de
Ingenlerfa de 1a U.N.A.M. (Cfr. CLASIFICACION DE LOS  MECANISNOS,

artfculo  del volumen "Fundamentos Cinendtlcon para ol Disefio de
Nequlnag y Mecanismos®, Centro de Educaclén Centlinua de la
Facultad de Ingenlerf{a U.N.AM., Mexico D. Foy 1881). Mo

obutante, el autor de 1a tesls encontrd el térmlno  "enlace” min
aproplado.
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1 ANALISIS DE MOVILIDAD Y SINTESIS ESTRUCTURAL
DE CADENAS CINEMATICAS

En este capitulo se estudiaran las cadenas clnematicas tanto
desde un punto de vista geométrico, como desde un punto de vista
topolégico. Se definiran aqui los conceptos de cadena clnematica,
eslabén, par cinemético, dimensién, estructura cinemética,
movilidad, y otros conceptos afines. Se establecerén relaciones
entre el nimero de eslabones que componen una cadena cinemAtica,
la cantidad de pares cinematlcos asociados a cada uno de los
eslabones, y el nimero de mallas que se formen con la
interconexién de los eslabones. Todo esto para poder, en
definitiva, bien determinar la movilidad de una cadena cinematica
de estructura conoclda, bien para sintetizar una cadena cinematica

que posea la movilidad deseada.

Los conceptos, y 1las relaciones matemdticas se presentaran,
conforme a la filosofia planteada en la introduccién, de una manera

inductiva y con el auxilio de ejemplos simples.



1.1 GRUPOS DE DESPLAZAMIENTO
Comenzaremos por estudiar los conceptos de grupo y de grupo de
desplazamiento. Esto nos proporcionaréd un marco de referencla para

estudiar la movilidad de las cadenas cinematicas.

1.1.1 Grupo
Un conjunto G entre cuyos elementos se ha definido una
operacién binaria e, y para el que se satisfacen los sigulentes

axiomas,

1

—

cerradura: Va, be G. c=aob € G

2) asociatividad: V a, b, c € G (aeb)ec=ae(boc)
3) existencia de elemento idéntico:

3 Ee G tal que acE=Eea V a € G

4

~

existencia de elementos inversos:

VaeG 3a'eC tal que asa '=E

se denomina grupo. Aunque aqui hemos representado la operacién
blnaria intercalando el signo © entre los operandos, puede también
representarse mediante la simple yuxtaposicién de dichos

operandos. En lo que slgue se adoptara esta ultima modalidad.

Si un subconjunto S de G cumple también estos axiomas, se

dice que S es un subgrupo de G.

A continuacién, buscaremos ilustrar mediante ejemplos, que el
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conjunto de desplazamientos posibles de una particula puntual M en
el espacio euclidiano de tres dimensiones tlene estructura de

grupo.

Llamaremos desplazamiento al paso de una particula mévil M de
un punto P del espacio de tres dimensiones a otro punto cualquiera

del mismo espaclo.

Supéngase que se desea llevar una particula M de Px a P:,
(figura 1). Es posible hacer esto en una sola operaclén o en
varias, por ejemplo, trasladando M de P‘ a Pz. y posteriormente de

P2 a P:a'

pJ
2} <

figura 1

Axioma de cerradura: Los movimientos a, b y c representados
con flechas en la figura 1, son desplazamlentc;s. Definiremos la
operacién binaria para el conjunto de desplazamientos como la
aplicacién consecutiva de dos de estos desplazamientos, v. gr., ba
(esta notacién indica que primero efectusmos el desplazamiento a y
posteriormente el b). Puesto que ba da el mismo resultado que ¢
{c=ba) y ¢ es también un desplazamlento, se cumple la propiedad de

cerradura.



Axioma de ssoclatividad: En la figura 2, observamos que
existen cuatro “rutas” por las que podriamos llevar una particula
¥ del punto P‘ al punto P‘ (suponiendo gque los unicos
desplazamientos poslbles son log representados en dicha figura).
Trayectoriss que

que pueden meguirse
para ir do Pi a P4

B e

N n\f . )
%
dmm s ceeriscene 3
B oeeresernnnienennenes §

figura 2

Estas 4 rutas son: cba, fa, cd y h; pero £ representa la

"agociacién” de by ¢, yd la de a y b, Por lo tanto tenemos que

h=cba=fa=(cbla ‘ (1)
o bien,
h=cba=cd=c{ba) . 2}
de modo que,
{cbla=c{ba) 3)

Por lo tanto, concluimos que la operacién binaria definida

para el conjunto de desplazamientos es asociativa.

Existencia del elemento $déntico: Podemos consliderar que
para. el conjunto de desplazamiantos, existe un elemento idéntlco
que es el no desplazamiento, o desplazamiento nulo. que

representaremos con E. Con esto se cumple el tercer axioma.



-1]1—

Existencia de elementos inversos: Y finalmente, todo
desplazamlento es lnvertible; por ejemplo, es posible llevar M de
Px a Pz' y después hacer lo contrario: llevar M de Pz a Px' Esto
es, el cuarto axioma también es satisfecho por la operaclén
binaria definida para el conjunto de desplazamlentos de una

particula M,

Concluimos que el conjunto de desplazamientos con 1la

operacién binaria definlda tiene estructura de grupo.

Antlclipande el contenido del capitulo dos, diremos que todo
desplazamiento puede representarse matematicamente medlante una
matriz A de orden 3 X 3, esociada a una rotacién, y por un vector
t asociado a una translacién. Sl se tlenen tres puntos P‘. Pz'
Pn' es posible que el desplazamiento de Pl a P2 sea ldéntico al
desplazamiento de P2 a Pa' siempre y cuando ambos estén

representados por la misma matriz A y por el mismo vector t. Un

ejemplo aclarara la situacién.

Supbéngase que se tiene una barra B que gira alrededor de un

ta) (b} tc)
figura 3
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punto O (figura 3a), y que ocupa una posicién inicial OP‘. Si se
aplica a la barra B una rotacién de un angulo «, en sentldo
antihorario, dicha barra pasara a ocupar una posicién OP2 (figura
3b). S1 nuevamente efectuamos una rotacién de o radianes, la
posiclén final de la barra seri& la definida por OP:‘ (figura 3c).
Aunque el .resultado de cada una de las 2 rotaciones lleva a la
barra a poslclones dlstlnf.as (porque 1la posiclén de partida es
diferente en cada caso), ambas rotaclones son ldéaticas, ya que
ambas estén asocladas a la misma matriz A, y al mismo vector t. En

este caso partlicular,

cos & sen o 0
A= t =
~sen & CoS « o
El movimiento de la barra es una rotacién pura, y es por ello
que t=0. Cabe anotar aqui, que el desplazamlento idéntico E
(desplazamlento nulo) estd representado matemdticamente por la
matriz 1ldentidad (rotacién nula), y por el vector cero

(translacién nula). En el capitulo 2 se esclarecerd completamente

el significado de la matriz A y del vector t.
1.1.2 Cuerpo Rfgido

Se definird como cuerpo rigido a un conjunto de 3 o nmés
particulas puntuales, ne colineales, circunscritas dentro de una
superficle, al que puede asociarse un sistema de referencia (v.
gr., un sistema de coordenadas carteslanas), respecto al cual cada

una de las particulas que conforman el conjunto guarda una
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posicion fija. Esta definlcién excluye desde luego, la nocibn de

que una }inea recta sea un cuerpo rigido.

1.1.3 Grupo de Demplazamientos de un Cuerpo Rfgide

Para determinar completamente la posiclén de un cuerpo
rigido, 1libre de moverse en espaclo de tres dimensiones, es
necesario especificar B coordenadas {independientes. 81 por
ejemplo, estudiamos el movimiento de clerto cuerpo rigide, con
base en un sistema de coordenadas cartesianas [xyz], tres de las
coordenadas seran distancias existentes entre un punto
perteneciente al cuerpo rigldo y los planos [yz], {xzl y Ixyl, y
las tres restantes, pueden ser tres angulos, medidas alrededor de

vectores paralelos a cada eJje coordenado.

Por ésta razén, decimos que un cuerpo rigido libre tiene B
grados de libertad, y que el grupo de desplazamlentos {D} que
dicho cuerpo puede experimentar tlene dimensién 8.

La interconexiédn entre varlos cuerpos rigidos limita las
posibilidades de movimiento relative entre dichos cuerpos, y por
lo tanto reduce el nimero de grados de llbertad, y origina un

subconjunto de desplazamlentos con dimensién menor que sels.

El siguiente ejemplo ilustrard la reduccién en grados de

libertad.



Dos cuerpos como los mostrados en la figura 4a tienen en
total 12 grados de libertad (6 cada uno de ellos); sin embargo, si
se conecten ambos mediante un pasador, como se muestra en la

figura 4b, el numero de grados de libertad quedard reducldo a 7

(a) (b}
figura 4

porque puede escogerse arbitrariamente la posiclién en el espacio
de uno de los cuerpos, digamos la del cuerpo 1; pero hecho esto,
la dnica posibllidad que tiene el otro cuerpo (2) es girar
alrededor del pasador. De heche si se suelda el cuerpo rigido 1 a
una base fija en el espaclo, la interconexién con el pasador, sé6lo
permite el movimiento de rotaclén del cuerpo 2 alrededor del

mencionado pasador.

Tenemos pues, que el sistema de cuerpos rigidos 1 y 2 tlene
un grado de libertad, y el grupo de desplazamientos permitidos por

este sistema tlene dimensioén 1.

La interconexién de pasador es tan sélo un ejemplo de los
miltiples tipos de interacciones posibles entre cuerpos rigidos,
conocidos como pares clnematicos inferjores, A cada par
cinematico inferior estd asociado un grupo de desplazamientos que

es a su vez, subrgrupo del grupo de desplazamientos de un cuerpo
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rigido. De anhora en adelante, denotaremos a éste con la letra D.
1.1.4 Pares Cinemdticos Inferiores

Se defline como par cinematico inferlor, a la interaccién
entre dos cuerpos rigidos, de tal manera que una superficle de uno
de los cuerpos, esté en contacto permanente con una superficlie del

£9)

otro

La experiencia ha permitido ldentificar B tlipos de pares
cinemdticos \infeeriores, los cuales aparecen ilustrados en 1a

figura S.
1.1.5 Descripcidn de los Pares Inferiores

El par de revoluta (figura 5a) permite exclusivamente le
rotacién alrededor de un eje, y suprime por tanto, 5 de los €

grados de libertad del cuerpo rigido libre.

El par prismatico (figura 5b) s6lo permite la translaclén

rectllinea y elimina también § grados de libertad.

El par de tornlllo permite la translacién a lo largo de una
direccién, y la rotacién alrededor de esa misma direcclién. Sin

la-ca definlcidn es un tanto limitante, porque puede extenderse el
concepto de par clnomitico laferlor a  dlepositivos tales come un
batero, en L3} cual la interacaidn desde un punto de vigta
cinemitico, entre las plotas interior y exterior, es la misms que
1a que existe en 1o que aguf dencoinames par de revoluta, alende
que intervienen muchos cuerpos, los contactos entreo los cuales son
en Tvoalidad de punto. Sin embargo, para los proposites de la
tesls, la dofinicidn dada e suficlente.
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o} d

figura 5
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embargo, la rotacién y la translaclién estan interrelaclonadas. De
modo que también este par 1nflige 5 restricciones al movimlento de

cuerpo rigido.

El par cilfndrico permite dos movimientos, una translacién a
lo largo de una direccién, y una rotacién alrededor de la misma
direccién, En esto, el par cllindrico se asemeja al par de
tornlllo; pero se diferencia de éste en que la translacién y la
rotacién que permite, son independientes. Las restricclones

impuestas por este par cinemitico son 4.

El par esféerico permite la rotacién alrededor de tres ejles no

coplanares, Impone también tres restricclones.

El par plano permite la translacién a lo largo de dos
direcciones independientes, que descansan sobre un plano, y la
rotacién alrededor de una tercera direcclén perpendicular al planc

en el que yacen las otras dos.

Algunos autores [8) agrupan los tres primeros tipos descritos
en una sola categoria que llaman par de tornillo. Segiin esta
clasificacién, al par de revoluta se le llama tornillo de paso
mulo; al prismatico, tornillo de paso infinito; y al de tornillo

proplamente dicho, tornillo de paso finito.

La analogia de los dos primeros casos con el par de tornlllo
se evidencla a continuacién: en el primero de ellos, se dice que

se tlene un tornillo de paso nulo porque, no Iimportando la
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magnitud de la rotacién alrededor de la direccién caracteristica
del presunto tornille, la translacién a lo largo de la misma es
nula; en el segundo, la translaclén puede tener cualquier valor en
unidades de longltud, para la Gnica posicién angular posible. Por
dltimo, en el caso del par de tornillo propiamente dicho, la

relacién entre la rotacién y la translacién es lineal.

Las relaciones existentes entre 1la rotacién (¥) y la
translacién (xX) en los tres casos de pares de tornlllo, se ilustra

graflcamente en la figura 6.

Mrcte T=cte

paso nulo paso Infinito psso finito
figura 6

Al examinar las pendientes de las rectas representadas en la
figura 6, se comprende el porqué de los nombres “"nulo", "inflnito"

y "finlto".

En este estudio se usard la clasificaclén tradiclonal, a

menos qﬁe se indlque lo contrario,
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1.1.6 Subgrupos de Desplazamientog, y 1los Pares Inferiores

Asoclados a Algunos de Ellos

Como sefialamos antes, a cada tipo de par inferior corresponde
un subgrupo de desplazamientos. No obstante, no todo subgrupo de

desplazamlentos esta asociado a un par inferior.

La tabla (1) tomada de la referencia [ 4 }, presenta los
subgrupos del grupo de desplazamientos del cuerpo rigido {D}.
Presenta también la dimensién que cada uno de estos grupos posee,
y (si exlsten) los pares clinemiticos asoclados.

Las letras empleadas como subindices hacen referencia al
nombre de un subgrupo determinado. Los simbolos entre paréntestis,
representan los entes geométricos a los que el grupo en cuestién
estd asoclado: las letras mayGsculas representan puntos en el
espaclo; la e representa un vector que define una direccién, y p
representa el paso de un tornlllo. Asi por ejemplo,

8,(A,p.e)
representa al par de tornille de paso p (la H hace referencia a la
hélice del tornillo) que gira alrededor de un eje que contiene al
punto A, orientado segun la direcclén definida por el vector e.
El avance de la tuerca (o del tornillo) se verlifica por supuesto,

a lo largo del mismo eje de rotaclén.

Algunos de los subgrupos que aparecen en la tabla ( 1 )
contlenen a otros subgrupos, o dicho de otra forma, algunos

subgrupos son subconjuntos de otros subgrupos. Por eJemplo,
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TABLA 1 Grupos de desplazamiento

Dimoensidn Notacioh Donominacién
de un elements

Elomontos geamétricas
de deftniclon

Pares accladom

o} E transformacidn
tdentica
1 gp(c) translaclén

rectilfnea

1 g, (A8}  rotacidn alre-
dedor de 1 oje

1 gH(A.p.e) movimlento
hellcotdatl

2 grp(el.ez) translaclén
plana

2 gc(A.e) moviamlento de
cerrojo

3 grzte‘eze:) translactén
eapacial

3 gFL(c) desllzamiento
plano

3 gES(A) rotactén
caférlca

3 gv(p'°1°z°a) movimiento Y

4 gx(e) movimlento X
8 D deptazamlento
general

vector @ que define
movs. paralelos a &1

eje detorminado por
vector demlizante €
y punto A

punte A, vector @ y
paso de tornillo p

plano P que define
movs. parelelos a &1

eJe doterminado por
vector desllzante €
y punto A

plano P que define
movs, paralelow a el

punto A alrededor dsl
rota un cuerpo
direccién do recta
dada por vector libre

V y paso de tornllloe p

direccidn de recta
dada por vector libre
v

unlon riglda
entre cuerpos

Par prismitico

par de ravoluta

par de tornillo

ninguno

par cl1T¥ndrico

par plano

par esférico

gR(A,e) es un subconjunto de gE(A) porque toda la famllia de

desplazamlentos que concede el par de revoluta (cuyo ele pasa por

el punto A, y estd orientado segin e),

forma parte de todos los

desplazamientos posibles alrededor del punto A que permite el par

esférico g (A).
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La tabla { 2 ) adaptada de [ S ) establece las relaciones

entre los diferentes subgrupos de desplazamiento.

TABLA 2 Subgrupos de los subgrupos del grupo D *

Subgrupos
grupos P R H TP c TE PL ES ¥ X
TP ul
3 sf af uf
TE af uf
PL af sf 8
ES sl
¥ (pz0]) uf af of
X 1 af 8§ af 8! X sf s af
D sf B8f s{ of uf sf sl sl af sy *

+Eata tabla es una uimplificacién de la dada por Herve en wu artfculo [8),
Para que un grupc sea subgrupo de otro, o8 necesario quea los enten matomd~
ticos asoclndos a 1o dos sean compatibles, por ejemplo para que un movi-
mionta de tornillo sea mubconjunto de un movimiento de cerro)o, ed necesa-
rlo que A y el vector ¢ ecan los migmos en ambon casos.

Por brevedad, se suprimlercn las llterales Indicadoras de puntos, vectores
y pasos de tornillos, se suprimld también la letra g on todou los casos.

1.1.7 Definiclén de Cadena Cinemitica y de Estructura Cinemitica

Entend por d clnemética a un sistema de cuerpos
rigldos de geometria conocida, en el que cada uno de éstos esta
conectado a otro, mediante por lo menos un par clnematico, también
de naturaleza conocida (aqui trataremos dGnicamente con pares
cinemiticos inferiores), de tal manera que, es posible ir de un
cuerpo cualquiera a cualquier otro mediante una trayectoria de
cuerpos {o de pares clnematlcos). Auxiliandonos de la teoria de SRR
graficas (o grafos), dirfamos que la grafica que representa una
cadena cinemdtica es una grafica conexa: esto es, para ir de un

nodo (cuerpo rigido) a otro, existe al menos una trayectoria
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continua de ramas (pares clnematicos).

La expresién estructura cinematica en cambio, se refiere Unica
y exclusivamente a la organlzacién de los eslabones que componen
una cadena cinematlca. Especificada una estructura cinemitica,
sabremos cuédntos eslabones componen & la cadena que posee dicha
estructura, mediante cuéntos pares cinemdtlcos estén conectados
dichos eslabones, y de qué tipos son estos pares clinemdticos; pero
nada podremos declr respecto de la geometria de los cuerpos que

componen dichas cadenas.

1.1.8 Repr: taciones de cad clnemiticas

Se acostumbran dos representaciones de cadenas cinematicas:
en una, a la que llamaremos directa, los cuerpos rigldos (que en
adelante denominaremos eslabones) se dibujan como segmentes de
recta, o como reglones poligonales sombreadas, las cuales tlenen
tantos vértices como pares clnematicos estén asoclados a los
eslabones representados por dichas regiones (es claro que a los
eslabones representados por segmentos rectilineos, corresponden
solo dos pares cinemAticos); en la otra, que se sirve de la teoria
de graficas, y que llamaremos simplemente grafica, los eslabones
se representan como puntos, y los pares cinemiticos medlante
lineas continuas, ya sean rectas o curvas. Un caso particular de
esta representaclén se tiene cuando los vértices o nodos de la
grafica se dibujan como pequefios cuadrados. Llamaremos

representacién alterna a la correspondiente a este ultimo caso.
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Esta representacién sera de gran utilldad en este trabajo. En la
figura 7 se muestran las representaclones directa y alterna de un

mecanismo plano de 4 barras.

vepresentacién directa grafica del macanismo
figura 7 (mecanismo de 4 barras)

1.1.9 Definicidén de Enlace (Limison)

En el estudio de cadenas cinemiticas pueden ser de Iinterés
los desplazamlentos relatlivos entre dos eslabones cualesquliera, no
necesariamente adyacentes. Todos los eslabones que intervienen en
la interconexién de aquellos dos cuyo movimiento relativo interesa
{inclusive estos), constituyen un enlace (o llaison (voz

francesa)).

Todo enlace genera un complejo de desplazamientos, el cual

puede tener o no, estructura de grupo.

En clerto sentido, puede afirmarse que el concepto de enlace

es una generalizacién del de par inferior.



1.2 CRITERIOS DE MOVILIDAD

De aqui en adelante, por movilidad se entenderd al numero de
variables que es necesario especificar para que vuna cadena
cinemAtica quede totalmente confligurada, en tanto que. la expresion
grados de libertad se aplicaré a un cuerpo rigido, perteneciente o
no a una cadena cinemitica, a un par cinematico, asi como a una
cadena clnematica. En este ultimo caso, decir grados de libertad
de la cadena equlvaldra a decir movilidad. Los grados de libertad
de un cuerpo rigido serén el nimero de variables que es necesario
especificar para determinar completamente la poslicién y

orlentacién de un cuerpo rigido.

Todo par cinemiticoe inferior produce, como hemos visto,
restricciones en los grados de libertad de un cuerbo rigido. Es
decir, reduce el numero de variables que es necesario especificar,
para poder determinar totalmente la posicién relativa. que guardan

dos cuerpos rigidos.

1.2.1 Criterio de Kutzbach

Kutzbach propuso un criterio ampliamente utilizado en el

cédlculo de la movilidad que se basa en clertas suposiclones que

pueden resumirse como sigue:

1.-Un sistema de n cuerpos rigidos libres de moverse en el

espacio {con excepcién de uno de ellos, cuya poslcién de
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referencia se prescribira fiJa) tlene 6(n-1) grados de

libertad.

2.-S1 estos cuerpos rigldos son conectados entre si, cada
interconexi6n (par cinemdtlco) reducira en alguna medlda la
movilidad, o diche de otra forma, cada Interconexién
introducira clerto numero de restricclones, el cual debera
ser sustraido del numero de grados de libertad del sistema

original de cuerpos rigldos libres.

De este modo, la movilidad del sistema de eslabones

interconectados se calcula segun la férmula

m=6{n-1) D‘l (4)
donde m=movilidad
n=numero total de cuerpos que componen el sistema (uno de
los cuales es fijo)

rl=restricclones infligidas por el par cinematico i.

El ecriterlo de Kutzbach se cumple siempre en cadenas
cinemiticas que no contlenen mallas (trayectorlas cerradas); pero
cuando éstas se presentan, dicho criterio puede cumplirse o no
porque las mallas pueden no afectar el numero de restricclones que
realmente introduce un par cinemdtico dado; pero tamblén pueden

alterarlo.

De cualquier modo, puesto. que en las etapas Inlciales del

disefio, poco o nada se sabe respecto de la geometria de las
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cadenas clnematicas, y dada la sencillez del criterio de Kutzbach,
éste sigue utilizdndose ampliamente. No obstante, nos proponemos
considerar otros crlterios que ofrecen mayor certldumbre en la

prediccion de la movilidad de cadenas cinematicas,

1.2.2 Criterio de Hervé

Es factible minimizar 1la falla del criterio de Kutzbach
aplicado a cadenas cinem&ticas de geometria conocida, mediante el
enfoque debido =a Hervé, que se sirve de los grupos de

desplazamiento.

Este enfoque toma en conslderacién el hecho de que un
complejo de desplazamientos originado por la interconexlén de

eslabonamientos miltiples, puede tener dimensién menor que 6.

Por esta razén, el criterio de Kutzbach (ec. 4) puede ser
generalizado substltuyendo el coeficlente 6 por [d], es decir, por
la dimensién minima del complejo que contlene todos los enlaces
posibles de la cadena estudiada. Por supuesto, uno de los valores
que puede tener [d] es 6. Entonces el criterlo de Kutzbach

generalizado es

n=d(n-1)-Ir . (8)

Con el fin de comprender la reduccién de la dimensién,
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considérese la cadena cinematica plana cerrada que se ilustra en

la figura 8a.

figura 8

Esta cadena tiene S5 eslabones y 5 pares de ravoluta. St
retiramos el pasador que forma la articulaclién entre los eslabones
1 ¥y 5, el conjunto de desplazamientos que puede efectuar el
eslabén S, tiene la misma dimenslén que el grupo de
desplazamlentos asoclado con el par plano, es decir, el eslabén §
puede trasladarse sobre un plano, y rotar alrededor de un eje
perpendicular a dicho plano. Asi pues, la dimensién del conjunto
de desplazamientos que puede realizar el eslabén 5§ es 3 (y ésta es
la dimensién asoclada a la cadena clnematica en cuestién), a pesar
de que es necesario especiflicar mids variables -4 Angulos en total-
de la cadena ablierta para determinar completamente la posicién del
mencionado eslabén. Aqui se observa que la dimensi6n asociada a
la cadena ablerta, no necesariamente coinclde con la movilldad de

la misma.

Para esta cadena, las restricclones de cada articulacién son
2 en todos los casos, puesto que la dimensién en el plano no es 6
sino 3, y puesto que todas las articulaclones de la cadena

propuesta son de revoluta (adviértase que el cdlcule de 1la
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restriccién de cada par clnemdtico conslste en restar el nimero
de grados de libertad de dicho par, de la dlmensién de la cadena).
De modo que la movilidad calculada segun e}l criterio generallzado

de Kutzbach para la cadena que nos ocupa es

m=d(n—1)—£r‘=3(5—1 )3-(2)(8)=2,

valor que coincide con el de la verdadera movilidad de la cadena

propuesta.

Puede ser motive de desconclerto, el hecho de que 1la
dimensién del complejo de desplazamientos se calcule con la cadena
ablerta, y posterlormente, dicha dimensién se use para obtener la
movilidad de la cadena cerrada. Una explicacién es la sigulente:
en primer lugar, téngase en cuenta que el criterio de Kutzbach
tradiclonal (con d=8) proporciona resultados correctos para
cualquier cadena ablerta. El valor preciso de la ‘c.llmensibn se
hace critico al momento del clerre, ya que no todas las
restricclones asocladas a un par de revoluta que serifan efectivas
al conectar un cuerpo riglde libre a una base flja, lo seran al
cerrar la cadena proptesta, porque de antemano, el primer par de
revoluta de la cadena ablerta, ya se "hizo cargo" de tres de esas
restrieciones. Esto es, tres de las restricciones del par de
revoluta que clerra la cadena plana, son redundantes. De las
restricciones teéricas aportadas por el nuevo par clinematico (el
que clerra la cadena), s6lo seran efectivas las que acttan en el
espaclo de movimiento permitido por los otros pares cinematicos.

En el caso considerado, dicho espacic es el plano, y las dos
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restricciones "nuevas” implden las translaclones a lo largo de dos

direcclones alojadas en el mencionado plano.

Hasta este momento se ha manejado intuitivamente el concepto
de dimensién, sin dar de &1 una definicién; pero el elemplo que se
acaba de presentar, da ple para establecer una definicién practica

de dicho concepto.

1.2.3 Definicidn de Dimensién

la dimensién de una cadena cinemética ablerta, compuesta
Unicamente por eslabones binarios (eslabén binario B eslabén que
tiene Unicamente dos pares cinemAticos asociados), es el nimero de
grados de libertad que posee el eslabon extremo de la cadena en
cuestién. Obérvese que al hablar de grados de libertad del cuerpo

extremo no nos referimos a la movilldad total de la cadena, sino

dnicamente al niémero de coord d que d y deben ser
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especificadas para determinar completamente 1la posicién vy
orientacién de dicho cuerpo. La cadena cinematica a la que dicho
cuerpo pertenece puede limitar este numero, pero nunca puede
hacerlo superior a 6. Esto puede comprenderse mejor si se

consideran estos dos ejemplos:

1.-Una cadena clnemética compuesta unlcamente por dos
eslabones, uno fljo, y el otro articulado al primero
mediante un par de revoluta. A cualquier agente externo
que "“intente" posiclonar al eslabbn mévil de la cadena
propuesta, le sera permitide modificar solamente una
coordenada, a saber, un Angulo. Por lo tanto, el eslabdn
m6vil tlene un grado de libertad, En este caso, la
movilidad de la cadena cinemAtica coincide con los grados

de ilbertad de su eslabén extremo, o sea con su dimensién.

2.-Una cadena cinematica espacial ablerte; constituida por
eslabones binarios (excepto la base y el eslabén extremo),
articulados entre ellos mediante 7 pares de revoluta. En ‘
este caso, la movilidad de la cadena cinematica es de 7.
puesto que deben especificarse 7 variables para determinar
completamente la configuracién de dicha cadena; pero a un
agente externo que "agarre” al eslabdn extremo, le bastara
especificar 6 coordenadas para posiclonar éste, aunque la
configuracién de la cadena quede indeterminada
(especificando las 6 coordenadas del eslabén extremo, la

cadena queda “colgando”).
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Puede aflirmarse que la movilidad de una cadena clnemdtica
ablerta es lgual ¢ mayor al numero de grados de libertad del

esinbon extremo.

1.2.4 Grados de Libertad Pasivos

En clertas cadenas cinematicas podra encontrarse que no todos

los grados de llbertad de la cadena son determinantes en el

movimiento relativo entre dos eslabones dados. El sigulente

ejemplo facilitara la comprensién de esta situacion.

Supéngase que se tlene el mecanismo llustrado en la figura 9,

figura 8

En este mecanismo, el comportamiento de los eslabones 1, 2 y
3 es el mismo que tendrian estos eslabones sl pertenecieran a un

mecanismo de 4 barras ordinario.

Sin embargo, el eslabdén 4 puede desplazarse a lo largo de la
direccién de ¢ o o', pues los pares cinemdticos 2-4 y 3-4 tlenen

en comun el grupo de desplazamientos gP(e).



~33-

El numero de grados de libertad pasivos, se obtlene a través de 1a

formula

n=1
1p= £ dim{L(i,§+1)-dim{L(1,n)} (6}
1=t

donde
lp=grados de libertad pasivos
L{1,1+1} representa el enlace entre el cuerpo 1 y el cuerpo
i+l

L{1,n} el enlace entre el cuerpo 1 y el cuerpo n.

1.2.5 Determinacitén de la Dimensién de una Cadena Cinemdtica

En muchos casos, la dlmenslén de una cadena cinematica puede
encontrarse por simple Inspecclén; pero cadenas cinematlcas que
involucran muchos eslabones y pares cinemdticos, y cuya geometria
es compleja, exigen una especlial atencién a este problema.

Consideraremos en esta seccién dos tlpos de cadenas clnematlcas:

cad ablertas tas de eslabones binarlos (excepto la base

y el eslabén extremo), ¥y cadenas cerradas también compuestas por

eslabones binartos.

Definiremos dos tipos de operaciones entre enlaces: la
composicibn, y la intersecclédn. Definiremos tamblén, el concepto

de representacién regular de un enlace.
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1.2.5.1 Composicidn

La composiclén de enlaces consiste en "encadenar” un enlace
con otro, para formar un enlace mas compleJo que los enlaces
originales, los cuales no comparten ningin eslabén. Para
comprender meJjor esto, considérese que se dispone de dos cadenas
cinemaAticas A y B (ver ﬂg;.u*a 1ia), cada una de ellas formadas por
dos eslabones articulados entre si por un par de revoluta.
Supéngase que uno de los eslabones de la cadena A, se "suelda" a
uno de la cadena B (mas adelante se llamara a esta “"soldadura"
identificacidn formal de eslabones). El resultado de esto es una
nueve cadena cinematica C con movilidad 2, y compuesta por tres
eslabones y dos pares cinematicos (flgura 11b). Mediante la
composiclén de A y B se ha obtenido C (figura 11). La composicién

se puede representar como:

figura 11

Se dice que C es la composicléon de A y B.
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1.2.5,2 Interseccién

Supongase que interesa el estudio del movimiento de wun
eslabén binario S perteneciente a una cadena cinemitica cerrada.
Este eslabén esta conectado & un eslab6n base, por via de dos
enlaces Ll Y L2 {figura 12). S} desaparece uno de los enlaces,
los grados de libertad conferidos al eslabon S por el enlace que
permanece sSerAn mayores que, o iguales a los que tiene el mismo
eslabdn estando presentes ambos enlaces. En general, es deseable
que un enlace reduzca los grados de libertad que proporciona otro
enlace al eslabén S, para de este modo, obtener una movilidad de

la cadena cinematica, que haga util a ésta.

%

V=

u Lz
figura 12

Si se "sueldan” los eslabones extremos de dos enlaces, que
tienen un eslabén base comin, sSe obtiene como resultado una cadena
clnemitica cerrada, y se dice que existe 1lnterseccion entre los
enlaces originales. El eslabdén S representa la "soldadura" de los
eslabones extremos de LI vy Lz. Como consecuencia de la
interseccion entre dos enlaces, existe interseccién entre los
complejos de desplazamientos que cada enlace produce. Esta

interseccién es a su vez un complejo de desplazamientos.
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1.2.5.3 Representacion Regular

En el eJjemplo que usamos para expllcar la operacién de
composicién, la movilidad de la cadena A, asi como la de la B, es
1. La movilidad del la cadena C es dos. En este ejemplo, la suma
de las movilidades de las cadenas componentes es lgual a la
movilidad del enlace resultante. Cuando éste es el caso, se dice
que los enlaces son indpendientes entre si, y la interseccién
entre ellos da lugar al desplazamlento nulo E. S1 por ejemplo,
efectuamos 1la Interseccién de A y B (lo cual se consigue
"scldando" los extremos de la cadena A con los de B), se observa
qut; se obtlene una estructura rigida formada por dos eslabones
unidos entre si medlante dos pernos, con lo cual se comprueba que
la interseccién de A y B da como resultado el desplazamiento nulo

E como tGnica posibilidad.

Cuando la suma de las movilldades de dos enlaces componentes
es mayor que la movilidad del enlace resultante, la interseccién
de estos dos enlaces dard lugar a algin subrupo de {D} distinto
del desplaezamlento nulo, y por lo tanto, a una cadena cinematica
con movilidad distinta de cero. Cuando esto sucede, existe clerta
redundancia en las libertades que aportan los distintos pares

cinematicos dentro de un enlace.

Para visulizar lo anterior, consldérese una cadena clnematica
ablerta (figura 13), compuesta por tres eslabones a, b y c

interconectados de la sigulente manera: a estd conectado a b
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mediante un par plano; y b por su parte, estd conectado a ¢
mediante un par de revoluta cuyo eje es perpendicular al plano de

deslizamiento entre los eslabones a y b.

figura 13

Si se une rigidamente por algin mec!lo el eslabén ¢ al eslabén
a, Se cae en la cuenta de que el eslabén b ya no es capaz de
transladarse a lo largo y ancho del plano, pero ain puede rotar
alrededor del eJe del par de revoluta. Entonces vemos que la
rotacion alrededor de este elJe es redundante, pues es aportada
tanto por el par plano, como por el par de revoluta. La dimenslén
del enlace formado por los eslabones a, b y ¢ no es la suma de los
grados de libertad de los pares cinematicos invelucrados (4 en este
caso), sino 3. El enlace descrito, puede reemplazarse simplemente
por un par planc entre los eslabones a ¥ ¢, el cual tiene también

dimensioén 3.

El conjunto de desplazamientos generados por el enlace de los
eslabones a, b y ¢, puede representarse como la composicién
entre el grupo de desplazamiento asociado al par plano, y el

asociado al par de revoluta como sigue:
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La representacién anterlor se dice que es no regular porque

existen grados de libertad redundantes.

El mlsmo conjunto de desplazamlentos puede representarse

simplemente mediante la representacion regular

PL

ya que ges subconjunto de 8o ¥ por lo tanto la interseccién
entre estos dos grupos de desplazamiento es el propio &y La
representaclén "gPL" se dice regular ya que en ella no hay grados

de libertad redundantes.

Representacién regular de un enlace es entonces, la
composicién de grupos de desplazamlento (subgrupos de {D}) que
ofrece las mismas posibilldades de movimlento del eslabén extremo

que dicho enlace, ¥y que carece de grados de libertad redundantes.

Hablendo definido las operacliones composicién e interseccién,
y el concepto de representacién regular, estamos en condiclones de
determinar la dimensién de una cadena abierta compuesta por

eslabones blnarlos que contenga multitud de pares cinemitlicos.

1.2.5.4 Procedimiento para determinar la dimensidn de tma cadena

abierta
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Pueden numerarse de uno en uno todos los eslabones comenzando
por la base. Haclendo que un subindice 1 tome valores enteros
desde 2 hasta n, se une rigldamente a la base el eslabén |
(considerado momenténeamente como eslabén extremo}. Acto seguldo,
se determina el grado de redundancla, o lo que es lo misme, la
dimensién del conjunto de desplazamientos a que da lugar la
interseccién. Este numero se resta de la suma de los grados de
libertad de todos los pares cinematicos que Intervienen en el
enlace entre el eslabén 1 y la base. El resultado de esta resta
es la dimensién de dicho enlace. En caso de que la dimensién de
la cadena obtenida por la Interseccién no sea nula, el ultimo
enlace anallizado debera substituirse por uno que tenga

representacién regular.

Al repetir el proceso anterior con 1>2, en lugar de efectuar
la suma de los grados de libertad de todos los pares clnematicos
que estéan entre la base y el eslabén 1, basta con sumar unicamente
la ultitma dimensién obtenida y los grados de libertad del par
formado por los eslabones i-1 e i.

Una vez que se ha repetido este procedimlento con los n

eslabones, se obtliene la dimensién de la cadena abierta.

La dimensién asoclada a una cadena cerrada simple (con una
sola malla), es la de la cadena ablerta que resultaria de dividir
el eslabén base en 2, de modo que una de las "mitades" obtenidas
sigujera slendo la base, y la otra se convirtiera en el eslabén

extremo. Obtenida la dimensién asoclada a la cadena cerrada,



puede aplicarse el criterio generalizado de Kutzbach,

1.3 CLASIFICACION DE LAS CADENAS CINEMATICAS ESPACIALES SEGUN

HERVE

Hervé [ 5 ] estudi6é las cadenas cinemétlcas de acuerdo a su

movilidad, e ldentificé 3 tipos de ellas:

1.-Cadenas cinemiticas banales o triviales: éstas son las que
satisfacen el criterio generalizado de Kutzbach (criterio de
Herve), Las cadenas cinematicas banales pueden asoclarse a un
unico subgrupo dado {G} del grupo de desplazamientos {D}. EJemplos
de ellas son los mecanismos planos clasicos, los cuales estén
asociados al grupo de desplazamientos corr;espondlente al par plano;
los mecanismos esféricos asociados =& &g y los mecanismos

espaciales asociados a {D}.

2.-Cadenas cinemiticas excepcionales: En la referencia [S5] y
en 73, Hervé llama cadenas excepcionales a aquéllas que no pueden
asoclarse a un Gnico grupo de desplazamientos , y a las que, segin
é1, no puede aplicarse el criterio generalizado de Kutzbach; pero
cuya movilidad, sin embargo, puede determinarse mediante la
composiclén y la intersecclon. Al autor de la tesis no le queda

"

claro qué se quiere decir con "...no pueden asociarse a un tnlco

grupo de desplazanmtentos...". Por otra parte, el propio autor

(Cfr.  CLASIFICACION DE  LOS  MECANISMOS,  artfculo  del  volumen
"Fundamentos Clnemiticos para el Disefio do Miqulnas y Necanlsmos",
Contro de  Educacisn  Contfnua  de la  Facultad  de Ingenierfa

U.N.A.M., Héxico D. F., 1881}
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examiné los ejemplos que Hervé propone como cadenas excepclonales,
y encontré que, tras de hacer clertas consideracliones, es

realmente posible aplicar el criterlo generalizado de Kutzbach.

A manera de ejemplo, considérese la Junta de Koenigs (flgura
13’a). Esta cadena cinemdtica consta de 4 cuerpos los cuales
aparecen designados en la cltada figura mediante numeros romanos.
Los pares cinematicos 1 y 4 de la cadena son de revoluta, en tanto

que los pares 2 y 3 son cilindricos.

' Supéngase que la base se divide en 2, a modo de obtener una
cadena clnemitica ablerta con 4 pares cinematicos (figura 13'b.).
El eslabén extremo de esta cadena ablerta tiene 5 grados de
libertad, ya que un ele (distinto del eje de 1la articulaclén)
perteneciente al esiabon extremo puede situarse como se desee
(recuérdese que una linea posee 5 grados de libertad: las 3
coordenadas cartesianas de uno de sus puntos, y los 2 angulos que
forma. con sendos eJes de referencla), Las posibllidades de
movimiento del menclonado eslab6én extremo no corresponden a
ninguno de los grupos de desplazamiento identificados por Hervé,
sin embargo, constituyen un complejo de -desplazam!entus de
dimensién 5, y este valor puede utllizarse como la dimenslén
asociada .a la cadena original, en la férmula generalizada de
Kutzbach., SI esto se hace, se obtiene una movilidad de uno, que

es efectivamente la movilidad de la Junta de Koenlgs.

La dimensién de la cadena cinematica que Hervé presenta como

ejemplo de cadena excepclonal en la referencia (5], y que aparece
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figura 13*
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llustrada en la flgura 1b del capitulo 3, puede ser tamblén
determinada mediante el criterlo generalizado de Kutzbach, si se
tiene en cuenta lo sigulente: s1 los eJes de los pares
cilindricos de dicha cadena no fueran coplanares, la
dimensién asoclada a ésta seria 6, y la cadena seria en realidad
una estructura rigida, hecho que el criterio de Kutzbach
(tradiclonal o generalizado) predice correctamente. Pero, al
hacer coplanares los tres ejes, se estd haciendo una translacién
dependiente de las otras 2, y por lo tanto se esta reduciendo en 1
la dimensién. Consecuentemente, la dimensién asociada a la cadena
en cuestiéon es 5. Usando este valor en la férmula generalizada de
Kutzbach, se obtlene una movilidad de 1, que es efectlvamente la

movilidad de la cadena que nos ocupa.

La hipétesis de que el criterio de generalizado Kutzbach
puede utilizarse para determinar la movilidad de las cadenas que
Hervé llama excepclonales, sélo se comprobé en contados casos
particulares, de los cuales fueron comentados excluslivamente 2,
Sin embargo, el hecho de que en todos los casos analizados fue
posible encontrar la forma de aplicar la férmula generallzada de
Kutzbach, conduce a pensar que dicha férmula puede aplicarse a

toda cadena "excepcional". Esto queda por demostrarse.

3.-Cadenas cinemdticas paradéjicas: aquéllas cadenas cuya
movilidad no puede ser determlnada mediante la teoria de grupos,

d

se llaman parad6jicas. "Ejemplos de estas cad son la

- formada por la superposicién de un mecanismo plano de 4 barras y

sus dos conjugados, los cuales se pueden encontrar a partir del
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teorema de Roberts; el mecanismo de 4 barras de Bennett, y los
mecanismos de 6 eslat?oncs. llamados isémeros, que fueron
deseritos por Wohlhart [ 11 1. Todos ellos presentan ejes de
simetria, los cuales confleren a dichos mecenlsmos la movilidad

que poseen.

1.4 METODOS DE SINTESIS ESTRUCTURAL DE CADENAS CINEMATICAS

En las secclones anteriores se presentaron de manera suclinta,
algunos elementos del analisis de Hervé que se creyeron utiles

para la comprensién de lo que resta de este capitulo.

La metodologia de Hervé sirve fundamentalmente para anallzar
cadenas clnematices de geometria conocida, y explicar de manera
raclonal, porqué dichas cadenas tienen determinada movilidad. Es
pues la metodologia de Hervé, una herramienta de anellsls. Sin
embargo, cuando se crean o se sintetizan cadenas clnematlicas,
deben hacerse clertas suposiclones generales respecto de su
movilidad, puesto que iniclalmente se desconcce la geometria de la

cadena que se empleza a sintetizar.

Nos proponemos ahora explicar dos métodos de sintesis
estructural de cadenas cinematlcas: el método de Shujun { 10 1, y
el método de Rooney y Earl [8]. A este dltimo, lo llamaremos

método modular.

Puede decirse que el método de Shujun es exhaustivo, en el
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sentido de que se propone encontrar el numero maximo de solucliones
posibles. El método modular en cambio, es constructivo porque con
&1 se pueden obtener cadenas cinemiticas complejas, a partlr de
cadenas mas sencillas. Este método depende esencialmente de la

iniciativa de‘ disefiador.

1.4.1 Métode de Shujun

Shujun propone una férmula de movilldad para cadenas
clnematlcas que contienen miltiples mallas (s6lo se admiten mallas

cerradas), que es la sigulente:

2(F + ::J-E,) = Z(1+)) + Z(L+J+k) + ... (7)
)=2
donde

F representa los grados de libertad de la cadena.

EJ es ia: suma de mallas cuyos eslabones extremos tienen [J
grados de libertad.

(i+J): en este término 1 y J represen}.an los grados de
libertad de los pares cinemiticos asociados a un eslabén
binario.

(i+J+k): en este térmlno, analogo al anterior i, J y k
representan los grados de libertad de los pares cineméticos

asociados a un eslabdn ternario.

La notaclén con los términos (i+J), {(1+J+k} y términos

similares correspondlentes a eslabones que tengan asocliados mas de
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tres pares cinematicos, parece lnapropiada desde un punto de vista
matemitico, ¥y resulta confusa. Para evitarla, se escribira el

n
segundo miembro de la ecuacién 7 como 2 X Pl donde n es el total de
1=1

pares clneméticos de la cadena estudiada, y P| es la movilidad del

i1-ésimo par clnematlico.

De este-modo, la ecuacién (7) puede escriblirse

2(F + ;J'EJ) =2;‘:Pl (8)

1=2 1=1
Los grados de libertad del eslabon extremo de una malla, son
ldéntlicos a la dimensién de la cadena que se obtendria si! se
suprimleran tados los pares cinematicos no perteneclentes a la
malla en cuestlén, y se dividiera en dos partes un eslabén
considerado fijo, de modo que la nueva cadena cinemética tuvlera

un eslab6n més que la malla que le dio origen.

Una cadena cinem&tica de L mallas independientes con N

eslabones debe cumplir las sigulentes relaciones:

Qmax
£ B=N (8)
q=2 q
Y
I (q-2)B = 2(L-1) (10)

q=3

donde Bq es el total de eslabones con q pares clnematicos

asociados. El valor de qmax es menor o igual a L+1, Es decir que
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el maximo numero de pares cinematicos que pueden estar asociados a
un eslabén perteneciente a una cadena clnematica con L mallas

Independientes es L+1.

De la relacién {9) puede despelarse Bz. y de la relacién (10),
puede despejarse Ba. De este modo, Bz y B:l pueden calcularse como

funcién de las otras Bq {qg = 4). El resultado de estos despeles

es:
quax
B2 =N _q§an (11)
gmax
B, = 2(L-1)- I (q-2)B (12)
q=4 a
El método de sintesis de ShuJun consiste en los sligulentes
pasos:

1.-Dados el nimero de eslabones N y el nimero de mallas L,
calcular los nimeros de eslabones binarios y con miltiples
pares asociados utilizando las relaciones (11) y (12). A
través de un programa de computadora pueden encontrarse de
manera sistemitica valores de las varlables libres Bq de
modo que todas las B‘1 sean enteras positivas (o nulas), y
satisfagan 1los requerimlentos de las citadas relaclones,
En el apéndlce A se incluye una rutina en BASIC
(PADRONCAD) que hace este trabajo. Debe sefialarse que
este paso puede hacerse con lapiz y papel si el nlmerc de
mallas y el de eslabones son pequefios; nimeros mayores

comienzan a hacer indispensable el uso de la computadora.
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Sin embargo, aun para ésta, la tarea de encontrar todos
los Jjuegos de eslabones posibles para numeros de eslabones

y mallas demaslado grandes, puede ser prohibitiva.

2.-Una vez obtenidos conjuntos de valores de B'1 aproplados,
deben interconectarse los esiabones de cuantas {ormas sea
posible, para formar todos los tilpos de cadenas
clinematicas que tengan el numero de mallas independientes
especificado desde un principlo {en este punto, aun no se
ha especlfi-cado la naturaleza de los pares clnematicos que
resultan de la Interconexién de eslabones). Shujun no
presta mucha atenclén a este problema; el cual, sin
embargo, no es de ninguna manera trivial, ya que para
nimeros de eslabones y de mallas no muy grandes (N,L <
10), la cantidad de interconexiones posibles puede ser muy
considerable. En el capitulo 3 se tocara este punto con

mayor detalle.

3.-Obtenidos los tipos de cadenas cinematicas que pueden
formarse con los conjuntos de eslabones obtenidos en el
paso i1, medlante un programa de computadora se hace variar
la movilidad de cada uno de los pares cinematicos de un
tipo de cadena clnematica desde 1 hasta 3 (segin Shujun
hasta 54. pero nosotros sélo estamos interesados en
cadenas compuestas por pares inferiores), y se analiza qué
conjuntos de movilidades satisfacen la ecuacién (7). De
los conjuntos que la satisfacen, puede haber algunos, que

4

Una esfera en contacto permanente con un plano, serfa un ejemplo
de par clnemfitico superlor con movilldad §
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aunque por su ordenamiento parezcan distintos, representen
en realidad a 1la misma cadena cinemattica. A tales
conjuntos se les llama isomorfos. Cuando éstos aparecen,
deben ellminarse todos ellos menos uno. De este modo se
asegura que todos los conjuntos de movilldades que la
computadora imprima, representan cadenas clnemiticas

distintas.

En la impresién de los resultados del paso 3, cada grupo de
digitos contiguos deberi Interpretarse como un eslabén, y cada
digito como la movilidad de uno de los pares clnemitlcos asociados

al eslabon correspondiente. Asi por eJemplo, en el ordenamiento
3123 223 131 12 23 32

que representa una cadena de 6 eslabones, el primer grupo
representa un eslabén cuaternaric (con 4 pares asociados); el
segundo y el tercero representan eslabones ternarios, y 1los
ultimos 3, eslabones binarlos. El primer eslabén tlene dos pares
cinematicos de movilidad 3, uno de movilidad 1, y otro de
movillidad 2. Los eslabones representados l.;or' los grupos del
ordenamiento anterior sé6lo pueden sen interconectados en una uUnlca
forma, unlendo "vértices" de eslabones con igual movilidad, y por
lo tanto, diche ordenamiento representav una unica cadena
cinematjca Esblo desde el punto de vista topolégico, ya que puede
haber varias realizaclones geométricas de la misma topalogia).
Queda, por supuesto, excluida la posibllidad de interconectar un

eslabén consigo mismo. Ademas no deben exist!ir mallas ablertas.



En el capitulo 3 se expllcard en detalle cémo auxliliarse de
la computadora para usar el método de Shulun. Asimismo, se
comentaran las ventajas y desventajas de dicho método, y algunos

de sus resultados.

1.4.2 Método Modular

A diferencia del método de Shujun, el modular admite cadenas

tanto cerradas como ablertas.

Fundementalmente, este método consiste en considerar a una
cadena cinematica de propledades estructurales (topolégicas)
conocidas, como un médulo. La interconexién de varlos médulos
obedeciendo a clertas reglas, da origen a nuevos médulos. De esta

manera pueden crearse cadenas clnematlces complejas.

Para comprender el método modular es necesario definir antes

algunos conceptos:

1.4.2.1 Identificacion Formal de Eslabones

En el método modular no se trata a los eslabones como
unidades alsladas que al ser conectadas a otras unidades
semejantes originan la aparicién de nuevos pares cinemiticos. Mas

bien se considera a 1los proplos pares clinemiticos como las
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unidades elementales a partir de las cuales, se construyen las
cadenas clnematicas. La forma en la cual son unidos unos pares
cinematicos con otros para generar cadenas cinematicas, se llama
fdentificacién formal de eslabones, y conslste en "soldar” o unir
rigldamente un eslabén perteneciente a un par cinematico a un
eslabén perteneclente a otro par cinematico. Se dice entonces que

log eslabones & unir se “ldentifican formalmente" (figura 14).

La ldentificacién formal de eslabones simplifica 1la
construccién de cadenas cinemAticas porque en ella no se crean
nuevos pares clnemdticos. Mediante el procedimiento de
ldentificacién formal, la suma de pares cinematicos de todos y
cada uno de los médulos tomados aisladamente, es igual al total de
pares cinemaAticos que contiene la cadena clnemitica compuesta por

los mencionados médulos.

1.4.2.2 Componentes de Actuacidn

Un componente de actuacién elemental es aquella cadena
cinematica en la que todas las articulaclones estan controladas

por motores. Aquellos eslabones del componente de actuacién cuyo
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movimiento I1nteresa, se conslderan 1las salidas de dicho

componente.

Considérese el par cinemdtico representadec en la {igura

18.

[ ]

figura 185

S1 este par cinemdtico tlene movilidad uno (v. gr., par de
revoluta o par de tornillo) y el movimiento relativo entre los

eslab que lo p esta controlado por un motor, constituye

entonces el componente de actuaclén mas elemental.
Si tenemos 6 de estos componentes de actuacién, e
identificamos formalmente un eslabén del componente 1 con uno del

componente 2, el otro eslabén del componente 2 con un eslabén del

componente 3, y asi sucesivamente {figura 16), entonces obtendremos

INININININ—

flgura 16
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un manipulader en serle con 6 articulacines (6 grados de llbertad)
{figura 17). Se sobreentlende que el eslabén del componente 1 que
no esta conectado a ningun otro, corresponde a una base fija en el

espaclo.

Puede considerarse que el manlipulador en serie es en si mismo

un componente de actuaclén.

Rooney y Earl restringen su definiclén de componente de
actuaclén a cadenas clnemiticas que no tienen mallas cerradas.
Sin embargo, este concepto puede extenderse a cualquler cadena
cinematica cuya movilidad sea 1lgual al nimero de articulaclones
de la cadena que estén controladas por motor (a cada grado de

libertad de la cadena corresponde un motor).

1.4.2.3 Movilidad Efectiva

Sea una cadena clnemitica abierta K. El conjunto de todos
los eslabones de la cadena K vendra representado por L. Supbéngase
que un subconjunto I de L est4 formado por eslabones'cuya posiclén
y orlentacién estan controladas por agentes externos, v. gr.,
componentes de actuacién. Llamaremos al conjunto I el conjunto de
entradas de la cadena clinematica K. S! no es suflcliente fijar la
posicién y orientacién de todos y cada uno de los eslabones
pertenecientes a I, para determlinar completamente la configuracién
de la cadena K, entonces deberd controlarse cierto ntmero de

articulaciones (o mis generalmente, de grados de 1libertad) de la
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cadena K. Este numero recibe el nombre de movilidad efectiva de

la cadena K.
Matematicamente,

a (K) = n(K) - 6(|T] - 1) (13)
ef
donde m.r(K) = movilidad efectiva
m{K) = movilidad total de la cadena K si las entradas no son
controladas

|1} = cardinalidad del conjunto I

Aparentemente en una ecuacién como la (13), el coeficlente 6

puede substitulrge por 3 si se sabe que la cadena es plana.

Un par de ejemplos confirman la hipbdtesis de que las cadenas

planas admitiran la ecuacién
n (K) = n(K) - 3(]1]| - 1}

Estos ejemplos se ilustran en la figura 17. Estableceremos que

ambas cadenas tienen dos eslabones de entrada.

= F =

eslabones de entrada~J2 ™ eslabones de entrada™

figura 17
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S} se fijan 1a posiclién y la orientacién de los eslabones de
entrada, se obtlenen mecanismos blien conocidos de movilidad 1.
Justamente, la movilldad efectiva de las dos cadenas clneméticas
ilustradas es 1. Aun con 2 entradas, es necesario conducir una
articulacién de cada una de las cadenas para controlar

completamente su movimiento,
1.4.2.4 Componentes de Distribucidn

Rooney y Earl definen al componente de distribucién como una
cadena cinematlca cuya movilidad efectlva es cero. Esto quiere
declr que el movimiento de un componente de distribuclén esta

completamente controlado por las entradas,

La figura 18 ilustra componentes de distribucién planos.

fabdn de salida
es,ﬂbanes de entrada ,_!z m

figura 18 eslobonu 'de emrada

Todos los pares cinemiticos son de revoluta.

La fligura 19 muestra las representaciones alternas

correspondientes a los componentes de distribucién de la figura 18,



o figura 19

1.4.2.5 Generacién de Estructuras Cinemiticas Mis Complejas Aplicables

a Manipuladores
La cadena cinematica ilustrada en la figura 20 es un

componente de actuacién con 3 motores que conducen sendos pares de

revoluta,

/77]

figura 20

Si las entradas Il del componente de dlstribucién de la figura
18 se ldentifican formalmente con las respectivas salldas S’ del
componente de actuacién considerade, se obtiene un manipulador
plano de tres grados de libertad (figura 21). Este manlpulador

permite posiclonar y orientar un cuerpo rigldo en el plano, Genera
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figura 21

el grupo de desplazamientos 8, al igual que un manipulador plano
en serie, formade por una cadena ablerta de cuatro eslabones
articulados por tres pares de revoluta. Podemos decir que el

manipulador que scabamos de obtener esta en paralelo.

Desde un punto de vista practico, el manipulador en serie
tlene la ventaja de poder mover un objeto en un area mas amplia que
el manipulador en paralelo; pero éste por su parte aventaja a aquél
por ser mas estable, por ejemple, sl se desea manipular un cuerpo

dentro de un plano vertical.

La fllosofia de identificar formalmente las salidas de un
médulo con las entradas de otro, permite generar estructuras
cineméticas muy complejas, que pueden utllizarse para generar
manipuladores o componentes de manipuladores (v. gr., el érﬁano

terminal de un manipulador).
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En el capitulo 3 se presentaran eJjemplos de estructuras
clnematicas de cadenas espaclales, generadas medlante el método
modular, y la reallzacién mecanica de una de ellas. En dlche
kcapltula se tratara también de conjuntar el uso de los métodos

exhaustlvos y constructivos.
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2 ANALISIS DE POSICIGN DE CADENAS CINEMATICAS ESPACIALES

Se distinguen dos tipos de problemas en el estudio del

movimiento de man!puladores(”: el directo, y el inverso.

Se 1llama problema clnematico directo, o simplemente
cinematica directa, a la obtencién del movimiento de un eslabén de
interés u érgano termlnal (posiclén y/o trayectoria, velocldad y
aceleracién) generado por un movimiento conocido de los motores
del manipulador. Por ejemplo, si se tlene un manipulador que
tiene n motores, cada uno de los cuales produce un movimliento
relativo circular, resolver la clnematica directa consistiria en
encontrar el movimiento del é4rganc terminal, 51 se han

especificado 9‘. él, e‘ para los n notores.

El problema cinematico inverso, o la clnematica inversa, es
el problema 6puesto al anterior. La clnemitlca invérsa consiste
pues, en hallar los movimlentos que deben realizar los motores
para obtener un movimiento prescrite del érgano terminal. Asf,
para un manlipulador con n motores rotatorios, resolver la
cinemiatica inversa equivale a averiguar cudles deben ser el' él.

"
CA de los n motores para producir el movimiento deseado del 6rgano

terminal.

1 A lo largo de outo capftulo utilizaremos indistintamente los
términos  manipuladores y cadenas clnembtlcas, ya que loa  métodos
apllcables a aquéllos won también aplicables a otrom tipos de
cadenas cinemSticas, :
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Para resolver tanto el problema clinemitico directo como el
inverso se emplean diversas técnicas matematicas como son: uso de
matrices ortogonales de 3X3, matrlces homogéneas de 4X4, matrices
de numeros duales, &lgebra de tornillos, y polinomlos de alto
grado. Estos ultimos permiten obtener las ]lamadas soluclones en
forma cerrada, es decir todas las configuraciones poslbles que
puede adoptar una cadena cinematica (manipulador o mecanismo) para
un conjunto de entradas dado. A modo de eJempl_o. considérese un
mecanismo plano de 4 barras como el de la flgura A, A pesar de
que este mecanismo tiene un dnico grado de llbertad, o sea una
sola entrada, puede armarse de dos maneras distintas para el mismo

valor de la entrada 8.

flgura A

En la figura se aprecla que las longitudes b y b’ son lguales
entre si, como lo son ¢ y c’. Lla linea discontinua muestra una

soluclén alternativa para la misma entrada 91:

El estudlo de la cinemitica mediante polinomlos permite
encontrar esta multiplicidad de soluciones. En el apéndice D se
llustrard el wuso de polinomios con una cadena clnemitica

particular.

E@l método que emplea matrices ortogonales de 3X3, que es el
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que se explicard en este capitulo, y al que Illamaremos método
vectorial matriclal (VM), sirve de base para obtener soluciones
mediante una técnica de continuacién, la cual requiere de que se
parta de una configuracién cercana a alguna de las soluclones,
para iterativamente, encontrar ésta. Este método ofrece algunas

ventajas que seran comentadas oportunamente.

En lo que resta de este capitulo se expondra pues, el método
vectorial matriclal que usa matrices ortogonales de 3X3, partiendo
de noclones elementales, y avanzando gradualmente con un enfoque
inductivo, hasta obtener una formulacién apllicable a multitud de

cadenas cinematicas y manlipuladores.
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2.1 TRANSFORHACIONES ENTRE SISTEMAS DE COORDENADAS RECTANGULARES

Un mismo vector puede ser descrito desde distintos marces de
referencia. En esta seccléon determinaremos la manera cémo
-conociendo las componentes de un vector r en un sistema ortogonal
B- podemos describir al mismo vector desde un sistema ortogonal

A.

Estableceremos los principlos de transformacién de
coordenadas en el plano, y generalizeremos m&s tarde dichos

principios al estudlo de sistemas de coordenadas tridimensionales.

2.1.1 Transformaciones de Coordenadas Rectangulares en Sistemas

Bidimwensionales

Imaginense dos sistemas de referencia ortogonales: uno [Dxyl,
¥ el otro [0’x’y’). Supéngase que este dQltimo ocupa una posicién
arbitraria respecte a aquél, de tal manera que no coinciden ni los
origenes O y O', n! las orientaciones entre los ejes [x] y X1 y
[yl y [y'] respectivamente, como lo muestra la figura 1.

y-
Y

figura 1
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Siempre serd posible llevar el sistema [O0'x'y'] a que
coincida exactamente con el sistema [{Oxy) mediante dos operaclones
fundamentales: una translactén que lleve el origen 0' a coinclidir
con el origen 0, y una rotacién que iguale, respectivamente, las
orientaciones de los eles {x] y [x'], y [yl y [y'] (la figura 2
muestra este movimiento del sistema [(O0'x'y'l). Desde luego es
posible llevar de regreso el sistema [O'x'y’'] = su posicién

inicial, temblién medlante .una translacién y una rotacién.

Como suglere la figura 2, en una translaclén pura se conserva

la orientacién de los ejes. En una rotacién, en camble, todos los

. flgura 2

puntos del sistema, excepto aquél alrededor del cual se produce la
rotacién (que permancece flJo), descrlben segmentos de
circunferencia concéntricos (si se tratara de una rotacién pura
tridimensional, los puntos que se desplazarian, lo harian sobre

superficies esféricas concéntricas).

Analizaremos ahora la forma de encontrar las componentes de
un vector en un sistema [Oxy], conocidas las componentes del mismo
vector en un sistema [0'x'y’] que estd transladado y rotado

respecto al sistema (Oxy]l.
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2.1.1.1 Sistemas de Coordenadas Transladados

Consideremos ahora los dos sistemas de referencla [Oxy] y

[0'x'y'] de la flgura Ja. El segundo estA transladado con

respecto al primero.

f—n,+

[

o 1gnd

Supéngase shora un punte P (flgura 3b) cuyas posiciones
respecto a [Oxy] y [0'x'y'] estén dadas por los vectores r y r'

respectivamente.

Es aGtil advertir que a pesar de que los extremos del vector
r’ tienen distintas coordenadas en los dos distlntos sistemas, las
proyecclones sobre los eles [x] y [x'] son liguales entre si, como
lo son las proyecclones sobre los ejes [yl y [y'].

Por lo tanto, =i se conocen el vector r' y el vector R (que
da la ubicacién del origen {0') con respecto al sistema [Oxy]),

entonces, las componentes del vector r seran

*=R_+x’
x
(1)

=R +y*
Y—yy
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como puede apreciarse en la figura 3b.

2.1.1.2 Sistemas de Coordenadas Rotados

Consldérese el vector r y los slstemas de referencia

mostrados en las figuras 4a. y 4b.
y .

(a)
figura 4

En ambas figuras tenemos un mismo vector r; pero referido a
dos distintos sistemas de coordenadas ortogonales que comparten el

mismo origen (aunque aqui se han dibujado separadamente).

Superpongamos la figura 4b a la figura 4a haclende coincidir
los vectores r de cada una de las figuras (recuérdese que se trata

en realidad del mismo vector ). De esta manera podemos nosotros
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observar cémo est& orientado el sistema [0°x'y'] (B) con respecto
al sistema A ({Oxy)). Esta ‘sltuuclbn puede apreclarse en la
figura 5, ‘en la cual podemos comprobar que el eje [x']l esta
desplazado un #éngulo 8 con respecto al eje [x}, del mismo modo que
el eje [y']l se encuentra desplazado también un é&ngulo @ respe‘ct.o

al eje [yl.

Segin puede 1Inferirse de 1la figura 5, las componentes

rectangulares del vector r en el sistema [Oxy)l son

®=r cos(@+a)

(2)
y=r sen(e8+a)
Yy en el sistema [Ox’y'} son
X’=r cos «
(3)
y’'=r sen «
De la trigonometria sabemos que
cos(B+a)=cos® cosx - send sena
(4)

sen{@+ax)=send cosa + seno cose

de modo que las ecuaciones (2) pueden escribirse como
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x=r{cos8 cosa - send senx)
(5)

y=r(send cosx + sena cos@)

Substituyendo r cosa por X' y r sena por y', obtenemos
después de algunas manipulaclones algebralcas,
X'cos® - y'senf = x
(6)

x’send + y’cosf = y

Este es un sistema de dos ecuaciones lineales simultédneas que

puede ser escrito en forma matricial como sigue:

cos@  ~sen@ x* X
= 7
send cos@ y' ¥
Definicién
A la matriz
cos®  -send

send cosB

de 1a ecuacién (7) se le llama matriz de rotacién.

Este nombre lo recibe en virtud de que el premultliplicar el
vector r expresado en términos del slstema [Oxy] por dlcha matriz,

equivale a rotar aquél un angulo 8: hecho que puede verificar. el
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lector numérlcamente con un vector r, ¥y un éngulo @ elegidos

arbitrariamente.

La ecuaclén (7) permite encontrar las componentes x e y del

vector r st se conocen 8, x' e y'.

S1 se desea conocer x' e y’ dados 8, X e y, ambos miembros de
la ecuaclon (7) deben ser premultiplicados por la matriz lnversa
de 1a matriz de rotaclén, con el fin de hacer dicha ecuacién

explicita en x' e y’.

Para encontrar la 1nversa de la matriz de rotacién,
aprovecharemos el heche de que, por ser ésta una matriz ortogonal,
su inversa es igual a su transpuesta. Entonces, al premultiplicar
ambos miembros de la ecuacién (7) por la transpuesta de la matriz

de rotacién, obtenemos una ecuaclén explicita en X' e y' que es

X! cos8 send x
= (8)

y' -send cos@ y

2)t

Bage, ortogonalidad, conjuntos ortonormales

Aquf explicamos, con ayuda de ejemplos, los términos base,
ortogonal . y ortonormal dentro  del Ambits que a nosotros
concterne (cabe seffalar  que ol products interno que utllizaremos

agqui, es el llamado producto punto, es declr, el habjtual entro
vectores perteneccienten a R, definido por
uv=u v+ uv+ .., v
11 22 un n

2
* Puede omitlrsc la lectura de oBta seccldn 9l pérdida de

continuldad.
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para vectores u=(u‘.u P .un) y v=(vl.v

., cie s vn)).

2

Base
T T 2
El conjunto {{1,0)', (0,1))) se llam una base de R  parque
combinando 1incalmente los dos vectores que lo forman, we pucde
obtenor cualquier vector dol eupacio R . Lo anterior
sarse Aty te de la siguiente format

2
Todo vector I'€R” puede obtenorse medlante la scuacién

r=x'(1,0)7 + y* (0, )"
o engenaral t9)
r=x'u + y'v

2
dondo x*, y' € R, y U, V¥ € R* san vectores que forman una base.

Conjuntos Ortogonales

Un conjunto de vectores eon el que ol producto Interno  entro
cualesquiera dow de “us olementos o8  cero, es  ortegonal (excepto
cuando un vector ®e muitipiique puntuatmente por 9if wlsmo, caso en
el cual, el producto Interno weré distinto de cero).

Conjuntos ortonormeles

El conjunto ortogonal cuyos voctoren tlenen todos longitud

unitaria, we 1lama ortonormal . En otrae palabras, conjunto
ortonormal es aquel conjunto ortogonal cuyoo \ic/%torﬂl han aido

normalizados. Ls longitud de un vector ew umo i {(uU-u) ‘=1,

Los términom ortogonal y ortonormal, que eon apilcados en
auy variadas sltusaciones dentro de 1as Matendticas, cabran un
significado especial sn casos  en los . Que tienen  interprotacién
geométrica, en lom cuales de hecho tuvieron au origen.
Precisamonte en nuestro anfllsis, los térainos ortogonal y
ortonormal tlenen un sentido geométrico, como veromos on breve.

Conaidoremos ahors 1o vectores (l,n)T y (O.I)T referidos al
sistoma de coordsnadas tox*y’]. Calculemos de acverdo con la
ecuacitn (7)), et “aspacto" de estos vectores observados desde. et
sistema (Oxyl,
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Para ‘ol vector :g'y(:.p)T (o blen x's1, y'=0), se tieno

cosd  -send 1| [cose

= (10)
send cos8 0| |sene

y para el vector (o.nT (x’=0, y's1}),

cos@ -send 0| {-sen@

= (11)
send cosd 1 cose

El reaul tado de la ecuaciOn (10) es un vector de longitud
unitaria dirigido a 1o largo del ejJo ([x’]l, y ol obtenido on (11},
es un vector tamblén unitario, pero., dirigide a 1lo _ largo del oje

T
ty'). Loe  vectores (cond, seng) y  {-senq, cos M won  adesds
perpendiculares entre ai, lo cusl puede demdstrarse ufectuande ol
producto punto entre ambos vectares. Esto también puede

visualizarse grificamente.

Obmérvese por otra parte, que lam operacionss realizadas o
(10) y en (11), han preservads los voctorea columna ((cose, sene)
y (-ment], coeq} respectivamente) de 1a matriz de rotacifn.

Con base eon este anAlimls podemosn concluir qus 1a columna
fzqulierda de 1la matriz de rotacién contiens las componentes x e ¥y
do un vector unitario dirigido a lo largo del eje [x'], y asimismo
la columna derecha contlens las componentes x e y de un vector

unitario dirigido a lo largo del oje Iy'l. Estos dos vectores won
perpendiculares u  ortogonales entre ®i, y ollo Jjustifica que sc
diga que 1a  matriz  de rotaciOn o8 nr'.zoqcnul. Adesfia . estos
vectoren columna fonltn.uyen una  bame de R, v el premulttpltlcar
un  vector (x',y') por la matriz de rotacién oguivale _a combinar
llnen]rlnnnta los voctores de la base {(coner, wend) , {-send,
cos@) ),

Esta interpretaciOn so confirma &l oxaminar detenidamente la
ecuacién (7), y &l caer en la cusnta de que dicha ecuaciOn no e
otra coma que una_  combinacién  lingal {ecuaciOn [{:}}] de los
vectorss  U=(cosp,send) y  v={-gen,cos8) wodiante los  escalares  x'
e y'. Y & través de esta cosbinaclén, se tlena ol vector T en
términos de las coordenadas x e y, dadas x' 6 y'. Recuérdese que
*x e y son las coordenadas do I on ol wistema {Oxy), wmlentras que
x* L ¥y fon las coordenadas del nlem vector en el sigtesa
fox'y').

En  particular, 81 al @ngulo & o8 lgual a cere, los slstomas
[0'x’y'] y [(Oxyl colncldirdn, y tanto 1a matrlz de rotaclén como
Bu  inverga, wmorfn lguales a la matriz ldentidad, cuyos vectores
columna forman por @upuesta, una base ortonormal de R .



-1~

Katemdticamante, sl 6 =0

cos8  -send 1 0

= (12)
send coso [+] 1

Cuando un punto P est& referido a dos sistemas de referenclia
[Oxy]l y [0°%'y'] cuyos ejes no son coincldentes ni paralelos, las
coordenadas de dicho punto en wuno y otro sistema estaran

relacionadas por la sigulente ecuacién vectorial:

® R cosB -senf x’
= + (13)

R sen® cos@ .
Y y J Yy

Esta ecuacién es el resultado de superponer lo obtenido en

las ecuaclones (1) y (7).
En forma abreviada, la ecuaclén (13) puede escribirse
2x=R+Qx" (1)
La multiplicacién Qx' refiere las componentes X' e y' &

un sistema de referenclia cuyos ejes son paralelos a x e y , lo

que permite la adicién vectorial.
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2.1.2 Transformacicon de Coordenadas Rectangulares en 3 Dimensiones

Una ecuaclién con la misma forma que la de la ecuacién (14) es
aplicable al estudlo de vectores en el espacio de tres
dimensiones si en los sistemas [Oxy) y [0’x’y']) se incluye una

coordenada adicional z y 2' respectlivamente.

La matriz de rotacién segulrd siendo ortogonal; pero esta vez
serf de orden 3 X 3 y en ella estaran involucrados los valores

de 9 angulos.

En dos dimenslones solamente se tlene un angulo (o blen dos
complementarios) porque 1la rotacién es permitida unicamente
alrededor de una direccién perpendicular al plano [xyl. En
camblo, en tres dimenslones, son posibles tres rotaclones,
alrededor de sendas direcciones no coplanares. Los nueve é.ﬁgulos
mencionados en el parrafo anterior son funcién de estas 3

rotaciones.

Si los a&ngulos que forma el eje [x'] con los ejes [x], [yl y
[z] se denominan respectivamente le,), [B,‘.l. (7*.’]. un vector
unitario dirigido a lo 1largo del eJe {x'] tendra la forma
[cosax, cosﬂx. cosrx, lT. Este vector unitario caracteriza

ites se p 1lamar

completamente al eje [x'), y sus ¢

cosenos dlrectores del eje [x'].

Anédlogamente, las componentes de [cosa.y. cosBy, cos7y. 17 y

de [cosacz. cossz, cos?,, ]T seran los cosenos directores de
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{y'] y (2'] respectivamente.

La matriz A tendra la forma

cosa_, cosx , cosa ,
x Yy z
= O L1
A [ sBK. cosBy. c Bz,
08
cosy,, cosy, COSY,

Por supuesto, las columnas de la matriz A forman una base

ortonormal de R,

A continuacién estudiaremos un caso particular de matrices de
rotacién, muy util para el analisls clnemitico de cadenas
espaclales que incluyen pares de revoluta, prismaticos y

esféricos.

Considérense 2 sistemas de coordenadas carteslanas cuyos
origenes  y ejes coinciden inliclalmente (figura E-a). Estos

sistemas son el [Oxyz] y el [0'x’y’z'] (Fig. 6a).

{(a) {b)
figura 6

Al hacer girar el sistema [Ox'y'z'] un Angulo @ alrededor del
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eJe [z] (Fig. 6b), se obtiene un sistema on"y"z’l(a). Si shora
se rota este sistema alrededor de [x*] un #éngulo a«, se obtiene un

sistema [OX"y'''z"] (Fig. 7).

Si tenemos como datos las coordenadas de un punto P en el
sistema ([x"y'''2"], necesitamos de wun operador B (matriz

ortogonal) que transforme las coordenadas [x"y'''z"] en

coordenadas [x"y"z'].

3

Se afadiran primas solamente a aquellos e)es que cambien de
posicibn on cads movimiento.
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S1 por el momento consideramos que los eJes [y] son de las
abscisas y los eJes [z] .de las ordenadas, y que el sistema
[x"y'''2"] esta rotado un angulo « respecto al sistema [x"y"z'l],
puede pensarse en términos de dos dimensiones, y el operador B
tendra la forma de la matriz de 2X2 de la sigulente ecuacidn, la

cunl transforma las coordenadeas [y'''z"] en coordenadas {y"z']

" cosa -senc y'
= (15)

2z sena cosa z "

Se obtiene una generalizacién de la ecuaclén (15) al
introducir el eje x"
x" 1 [} o X"
vl = o cosa -senx vy (18)

z* ] sena cosa 2"
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La ecuacién (16) muestra la transformacién de coordenadas de
un slistema a otro en tres dimenslones. La forma del primer
rengléon y de la primera columna de la matrlz cuadrada de la
ecuacién (16) permite que la coordenada ([x"] se mantenga

inalterada.

Obtenidas las coordenadas {x"y"z'] de P, podemos calcular las
coordenadas del mlsmo punto en el sistema [Oxyz]l (6 [(Ox'y'z'])

medlante

x x* cosé -sen@ o] x"
Yy [(=(y'{ = |sen8 cos8 o "
z z' 0 0 1 2z’

Obsérvese que esta ecuaclén es similar a la ecuaclén (7)
encontrada para 2 dimenslones, salvo que aqui se ha afiadldo el
ele z, el cual permanece inalterado. Tomando en cuenta esto y

conslderando la ecuacién (16), podemos escriblr

X cos@ -send 0 1 0 0 x"
y | =|sen® cosb 0 o] cosee -sena y'
z 4] o] 1 o] sena  cosx z"

Aprovechando la propiedad asociatlva del producto matricial,

tenemos
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x cos8 -sen@ cosa send sena x"
y | =[sene " cos6 cosax -cos@ senx vy (17)
z 2] sehx cosa z"

Si los origenes de los slstemas [xyz] y [x"y'''z"] no

coinciden, puede escribirse una ecuacién de la forma

x Rx cosé -sené cosa send sena x"
y = Ry { + |sen® cos8 cosax -cos8 sena v (18)
z Rz o] sena cosa z"

donde, como el lector ya habrd supuesto, (Rx,Ry,Rz)T son las
coordenadas del origen 0' de [0'x"y"'2"] en el sistema [Oxyz].
Adviértase que el eJe [x"] blien estA alojado en el plano I[xy], o

bien es paralelo a é1.

Matrices como la de la ecuacién (17), de la forma

cosf -send cosa send senx
Q = |send cosB cosa -cos® senx (18)
o sena cosa

son utllizadas para el estudio del movimiente de cadenas
cinemdt icas, siguiendo la notacién de Denavit y Hartenberg. La

sigulente seccién evidenciara la utilidad de dichas matrices.
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2.2 NOTACION DE DENAVIT Y HARTENBERG

Denavit y Hartenberg (D y H) propuslieron en 1855 [A1] una
notaclén para el estudio del movimlento de cadenas clineméticas
cerradas. En dicha notaci6én se asocla un sistema de coordenadas
cartesianas a cada uno de los pares cinemAticos de dichas cadenas,
si estos son de revoluta o prismiaticos (haclendo consideraciones
especiales puede aplicarse la notacion de D y H también a cadenas
que Incluyen pares esféricos). Cada uno de los sistemas de
referencia se considera unldo rigidamente a un eslabén (cada
slstema estda asoclado a un eslabén diferente). A cada par
cinematico de revoluta corresponden 3 parametros: las distancies
d| y b, (ésta es variable cuando el par cinematico es prismatico),
y el éngulo o corresponde también a cada par una varlable

angular 9, (sl el par es de revoluta).

2.2.1 Pasiog para la Determinacién de los Pardmetros de Denavit y

Hartenberg para una Cadena Cinemitica K

Supondremos que la cadena K tiene solamente n pares de
revoluta y/o prismaticos y que es ablerta. Supondremos ademis que
todos sus eslabones son binarios (bajo estas condiciones la cadena
K es un manipulador en serie). Los pasos a segulr para asignar a
los distintos eslabones los sistemas de referencia y los

parametros, de acuerdo con D y H, son los slgulentes:
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1.-Numeracién de los pares cinematicos.

Los pares cinematicos se numeran de 1 en 1 comenzando

por el de la base.

2.~Determinacién de los ejes [z].

Como mnotamos anteriormente a cada par clnemitico se
asocia un sistema de referencla. Sl el par i-ésimo es de
revoluta, el eJe de giro es el eje [z1] del
correspondiente sistema de referencia. S1 el par i~ésimo
es prismatico, puede escogerse como eje [z1] cualquler
recta que tenga la misma direccién del movimlento relativo
entre los dos eslabones que constituyen el par. En

cualquier caso debe asignarse un sentldo a los eJes [z].

3.-Determinaclén de los ejes [x].

El eJe [x1] puede elegirse libremente con ta_l de que sea
perpendicular al eje [z1]. Cualquler otro eje [xi] debe
ser perpendicuiar a los correspondlentes eJes [z1-1] y

[z1]. El eJe {x:i] se dirige de [zi-1) y [zi].

4.-EJes {yi).

Estos quedan Implicitamente determinados al especiflcar
los ejes [xi} y [21] y establecer que todos los sistemas

de referencia son dextrégiros.
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5. -Determinacién de [dl]“”.
La distancla medida entre los eJes [z1] y [z141] a lo
largo de ([x1+1] es [di1]. Si [z1] y [z1+«1] se intersecan,

en entonces di=0, En general diz0.

6. -Determinacién de [bil'.
{b1] es la coordenada {zi] de 1la Iintersecclén de los
ejes [x1+41] y [z1}; (b1] puede ser positiva, nula o

negativa.

7.-Determinaci6n del angulo (au]’.

[xt] es el angulo formado por [z1] y ([z1+1] medldo de
acuerdo a la regla de la mano derecha, colocando el pulgar
segin la dlrecclén positiva del eje [xtet]. S{ hay n
pares cinemiticos, habra n-1 Angulos [«] puesto que el

indice méximo posible para los ejes 2z es n.

Los &ngulos 61 son varlables cuando el par es de revoluta, y

mide entre los eles x y

' considerando la

i

direccién positiva de z,- Cuando el par es prismatico, O es

un parémetro constante.

Con ayuda de los parametros que acabamos de definir, pueden

definirse también:

4 "
tEstas 1itorales son constantes de la cadana cipemitica.

Dependen  {micamente de 1a geometrfa do los cwlabones y de nus

Interconexiones, pero no de las posiclones retatlvas entre ellos

(bl puedo ser variabla).
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ntﬂld‘ cos 8, - d, sen 8 bl] (20)

cos@, -sen@ cose, ~ sene sena,
Q|= senel coselcc:;sazl —cosexsenal {21}

4] sene, cosx,

Nétese que el vector aes el vector de posiclién del orlgen
!O“l] respecto al sistema llely.z!]. La matriz Q’ es similar a
la matriz de la ecuaclén (18), en virtud de que los sistemas [i}] e
[1+1] guardan entre si la misma relaclén que los sistemas [Oxyz] y

{ox"y’''z"], para los cuales se obtuvo la cltadu ecuacién.

Por la forma como se ha definido la notacién de D y H, cada

eje [xl“] es paralelo al plano [x.yl].

La matriz Ql es el operador que permite obtener las
proyecciones del vector de posicién de un punto P de coordenadas

{

y ] sobre los eJes de un sistema de ejes paralelos a

X
141 lOlylol

llelylzl). Para obtener las coordenadas P(xly’zl). puede

escribirse una ecuaclién andloga a la ecuacién (18):

d - L3-1:3 end senx x

¥, , cose, cos8, -sen@ cose ~ send sena, Lot
= + ose  -cos@ sena

yl dl sene‘ senel coselc S s C sel en ' y“l

2, bl 4] sena, cose, 2z,

(ec. 22)
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donde (R‘,Ry.Rz)T se ha substituldo por 1las componentes del

T

vector &, y (x",y"'',z")" por )T Definiendo

xlolylolzlbl

s‘=[x|.y‘.zll1‘, la ecuacién (22) puede abreviarse asi:

8=a +Q@8 (23)

2.3 SOLUCION DEL PROBLEMA CINEMATICO DIRECTO EM LA POSICIGN

Dados los valores de todas las e, se trata de encontrar la
orientacién del érgano terminal (OT) de un manipulador (MN) y la
posicién de uno de sus puntos con respecto al sistema de la base
Ilelylz‘]. Una manera de conseguir esto es encontrando con
respecto a dicho slstema, los vectores de posicién de tres puntos

no colineales perteneclientes al érgano terminal OT (figura 8).

figura 8

Al trar las coord d de tres puntos Pl. Pa ¥y P: de un
cuerpo rigido, puede obtenerse su orlentacién. Por lo tanto, se
requiere una técnica que permita calcular el vector de poslcién de
un punto cualquiera perteneciente al OT, con respecto a [0 x y z ]

1M1
para valores conocidos de las 91‘
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Una vez determinados los primeros n slstemas de referencia y

los primeros n-1 conjuntos de parametros (al, dl. bl).

identificamos un punto del OT. Puede tratarse al punto sefialado
como el origen de un nuevo slstema de referencia: el sistema

{0 v

1% ne1YnesZne1 1.

Una perpendicular al eje 2 que pase por Ond. diriglda de

aquél a éste, sera el eje LI El angulo que este eje forme con
el eje %, serd el angulo en, cuyo valor es dato para el caso de la
cinematica directa.

El ele z, puede elegirse arbltrariamente, con tal de que

+1

sea perpendicular al eje LS

Los parametros dn y bn se definen ahora de la misma manera

que las demés di y bi.

El vector de posicién de Um con respecto al sistema

1
lOnxnynzn] es

a=[d cose, d send , b]r
n n n n n n

Llamemos 8, al vector de posiclén del punto On‘l con respecto

al sistema kaky.zk. Entonces para k=n
8 =a (24)

y tomando en cuenta la ecuaclén (23), se puede escribir
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8, =a +Qs =~V k tal que n-lzk= 1 (25}

Aplicando reiteradamente la ecuacién (25) donde k se hace
variar desde n-1 hasta 1 con decrementos sucesivos de 1, se puede

encontrar 8,, que es el vector de posiclén buscado.

Como usualmente se deseara localizar maAs de un punto del OT,
emplearemos un superindice ¢ para diferenciar los distintes
puntos de Interés O:M. asi como sus correspondientes vectores de
poslclén B:,u respecto al sistema [D‘xlylzll. Es esi que los

puntos P‘ Pz' P:t del OT quedan identificmdos con los puntos D::u'
o Yy o°

ctivame .
1 s1 TESPE tivamente

Utilizando el superindice 1 (que puede tomar los valores 1,2

6 3), a partir de las ecuaclones (24) y (25), puede escribirse

1 (26)

= 1 -
sk-ak+0ksk” V k tal que n-i=k=1

Las ecuaciones (28)(5) proporcionan un método completo para
resolver el problema cinematico directo de posicién del érgano
terminal de un manipulador en serle. Posterlormente se verd que
también son Utlles para resolver cadenas cilnemAtlcas con mallas, y

manipuladores en paralelo.

Por conveniencia, se 1lawaré “sucenign’ al con junto de las n
ecuaciones  do la forma (28) correspondlientes a cada superYndlice
i, Si pues ss tlensa qus ublcar 3 puntos de un <cuccpo rfgldo,

se tendrin 3 sucesiones.



2.4 PROBLEMA CINEMATICO INVERSO EN POSICION

Ya hemos mencionado que especificando las coordenadas de tres
puntos pertenecientes a un cuerpo rigido, se determina
completamente la posiclén y orientacién de éste en el espacio de

tres dimenslones.

Cabe recordar sin embargo, que el maximo naGmero de grados de
libertad del cuerpo rigldo es 6 (capitulo 1), de modo que 3 de las
nueve coordenadas necesarias para ubicar los 3 puntos en el
espaclo (3 coordenadas por punto), son dependientes de las demas,

como se muestra a continuacién.

Sean P‘. P2 Yy Pa tres puntos no colineales perteneclentes al
érgano terminal cuyas coordenadas respectivas en ,el slstema
[Dlxly‘z’] son:

{1) (1) (1) ) (2) (2) {3) (3) (3}
ey oz Ty T, 2Ty (T v T 2 )
(los superindices se han escrito entre paréntesis para que no se
confundan con exponentes). Si la distancia entre P‘ y P2 es hz‘

entre P2 Y Pg. h; y entre Ps Y P:‘ h, estas 9 coordenadas

2 a'

estaran relacionadas por las sigulentes 3 ecuacliones:
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(21 (02, i (e, o (2 (12
(x‘ % ) (yl Y, )° o+ (z1 z, )*=h (a)

@ _  (2),2 (3)_ (23,2 @_ _t2),2 2
(x, X, lyy v, (zl z, ¥ =hS" (b) (27)
(3 _ (1,2 (3)_ (1,2 @_ (1,2 _ 2
(%, %)+ ly) v, 1+ (z) z, ) h, (c)

Pueden asignarse valores, por ejemplo, a § variables de las
6 que intervienen en 1la ecuaclén (27a) {(las hl se sSuponen
conoclidas), y despejar la sexta. Después puede asignarse valor
libremente a una de las tres variables con superindice 3. Por
ultimo, se resuelve el slstema resultante de substituir en las

ecuaciones {27b) y (27¢), las 7 varlables ya determlnadas .

Desde 1luego, los valores de 1las variables deben ser

congruentes con las distancias entre los puntos Pi. P2 y P::‘

Atendiendo a estas restrlccliones, pueden estlipularse las
coordenadas respecto al sistema [01":3'1211 que se desea ocupen J

puntos conocidos del 6rgano terminal.

El método formulado para resolver la cinemdtlca directa, es

Gtil también en la solucién de la cinemadtica inversa.

Supéngase, por ejJemplo, que se qulere resolver el problema de
posicién inverso de un manipulador de 6 grados de llbertad (n=6).
Supéngase ademds que todas las articulaclones de dicho manipulador
son pares de revoluta, El manipulador generar& el grupo ‘ de

desplazamientos en el espacio, cuya dlmensién es 6,

Para resolver este problema, se procede de la siguiente manera:
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1.-Del 6rgano terminal, se escogen tres puntos 0;, 0: y 03
(n=6 =» n+1=7) que el manipulador debe situar en el

espaclo.

2.-Con respecto al silstema [O’xly‘z’]. se escogen las
posiciones P:. P; ' P; que se desea ocupen los puntos del
OT designados en el paso anterlor (usamos los asteriscos
para distinguir las posiclones que se degsea logren los
puntos 0,',. de las posliclones reales de dichos puntos),
Estas posiclones deben ser por supuesto, congruentes con
la rigidez del é6rgano terminal. En otras palabras, los
puntos del OT forman un triangulo que debe tener las
mismas dimensiones (longitudes .hl. h_, ha) que el

2
triangulo formado por los puntos P:, P; v P;.

Los vectores de posiclén de P;. P; N4 P; se ,denominaran
2

respectivamente s:'. sl. y s::..

3. -Se propone un conjunto de entradas (81,92, e ea)' y se
resuelve el problema directo de posicién para este
conjunto de entradas, y asi se obtlenen 3 vectores s:l. Se
tendran entonces 3 vectores diferencia de la forma

1 1° 1
As = 8, 8. (28)
El hacer nulos los vectores as’ significa resolver la

cinematica lnversa. Por consigulente, nuestro obletivo es
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resolver las ecuaclones

1

bs'(e) = 8" - 8} =0 (29)
Definiendo
1 1e 1
Ax =% - %
1 _ it
By =y, -V,
1 1* H
4z = . T2
la ecuacién (28) puede ser escrita asi:
as(e) = [ax', ay', az', ax®, ay®, Az, ax°, ay®, 8z°1"=0 (30)

La ecuacién (30) representa un sistema de nueve ecuaclones
escalares con B incégnitas, que es por lo tanto, sobredeterminado.
S1 los datos s:. son congruentes, ello querra decir que hay
xnterdepende-ncia entre las ecuaclones del sistems, y éste tendr&

soluclén. De lo contrario, el sistema serd incompatible.

Una manera de aproximarse a la solucién de la ecuacién (30)

la proporciona el sigulente
algoritmo

1.-Prescribir una tolerancia (valor méximo mdmislble de liael

entre iteracliones sucesivas).

2. -Proponer un conjunto de entradas (@).
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3.-Estimar un vector incremental A@ que proporcione una mejor
aproximacién a la solucién. Una estimacién adecuada se
logra con el método de Newton-Gauss que se descrlbe mas

adelante.

4.-Aslgnar al vector 6 la suma 8 + AB para obtenmer un nuevo

vector 8.

S.-Comprobar s! la norma del vector A8 es lgual o menor que
ia tolerancia prescrita en el paso 1. En caso afirmativo,
se considera que el ultimo vector @ obtenido es la

solucién. De lo contrario volver al paso 3.

Método de Newton-Gauss

Llegado al paso 3 de nuestro algoritmo, el lector se
preguntard coémo encontrar un vector A8 que haga converger al
método hacia una solucién. En esta seccién contestamos esta
pregunta. Es preciso Insistir, sin embargo, en el hecho de que el
vector de entradas 8 dado al inlclo del algoritmo, debe estar
“bastante" préximo a la solucién; de lo contrarlo, el método de

Newton-Causs fracasara.

Si se incrementa el vector O afiadiéndole el vector A8, siendo
la norma de éste pequefia, el valor de As{0+A8) se puede aproximar

recurriendo a una expansién en serie de Taylor, y conservando de
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ésta uUnicamente hasta el término en 40 de primer
Matematicamente, ‘

as(6+48) = As(0) + J(8)A6

T
donde A8 = [ABI' AOZ. AS:'. AG‘. ABB, Aea]

y
asx'  sax'  aax!  aax'  aax'  aax

891 582 693 aBl 385 BDB

oay' any'  eay’ aayl aay' ey’

@, ‘ee, se, oo, @6, oo,

aaz'  apz'  saz'  anz'  anz'  aazt

581 892 893 88‘ 895 888

anx®  gax®  aax®  eax®  aax®  aax®

89’ 892 863 89‘ 585 695

orte - |2 S s ol af o
1 2 3 4 1 B

8az®  sa2®  asz® aaz®  aaz®  8az?

88, @, @6, 488, @o_ @8,

an®  aax®  aa®  am® e amd®

Bel 892 893 59‘ 885 698

asy” aay®  aay®  aay®  aay® ey’

3, “ss, 6o, @6, &6, 6o

aaz®  8az°  as2®  8az®  a2®  aa2®

I 891 892 683 58. 895 898

Se busca que As{@8)=0. Cuande 46 - 0

As(6+A8) = As(8) - 0.

orden.

(31)
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Entonces la ecuacion (31) puede reordenarse y escribirse asi
J(g}a0 = -4s(8) (32)

La ecuacién (32) es en realidad un slstema de 9 ecuaciones
lineales en 6 \incégnitas Ae‘. Para el vector de términos
independientes -As{®), se neceslta conocer las posiclones Px‘ P2 Yy
Pz' las cuales se pueden obtener medlante el método visto para

resolver el problema directo,

Para evaluar J(8), témese en cuenta que los 3 primeros
renglones de la definicién de J(8) son 85‘/891; los sigulentes 3,
son 882/89‘; y los ultimos 3 ae"/ael para i=1, ..., 6. 8s'/ae,
representa un vector para cada parela de findices <1,1>, y se

evalua segin la expreslén

- 1
=QQ, ... Q_, (e x sl) (33?

donde e = [0, O, 11%. En el apéndice B se demuestra que para un
vector r, ar/89l= quz Q|_‘(a x r). Los vectores «95‘/:&19l se
pueden visualizar en la matriz Jacobiana J(8) s! sobre ella se
trazan verticales que separen las columnas, y horlzontales que

dividan a la matriz en tres secciones de tres renglones cada una.

Ahora que se dispone de medios para evaluar la matriz de

coeficientes J(B), estamos en condiciones de resolver el sistema
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de ecuaclones (32). Puesto que este sistema es formalmente
sobredeterminado, recurriremos a un método que permite transformar
dicho sistema en uno determlnado {de 6 ecuaclones en 6
incégnitas). Este método es el de las reflexlones de Householder

que se explica en el apéndice C.

El uso de las reflexiones de Householder no esta limitado a
sistemas de ecuaclones sobredeterminados; sino que puede
utilizarse tamblén para sistemas que tengan tantas incégnitas como

ecuacliones.

Estando ya posiblilitados para evaluar 48, podemos continuar

la ejecucién de nuestro algoritmo.

El método que se acaba de esbozar no es clertamente el idéneo
para resolver el problema inverso de posicién de un manipulador de
6 grados de libertad; empero la explicacién de su gpllcacién a
este caso, permite destacar clertas caracteristicas suyas que lo
hacen util y convenlente en el estudio de otros tipoes de cadenas

cinematicas.

Si por elemplo se desea resolver la clinemitica 1nversa de un
manipulador de 3 grados de llbertad (el cual permite el
posiclonamiento de un unico punto en el espaclo de 3 dimenslones),
solamente se tendr4 una ecuacién vectorial de la forma de la
(28), lo cual 1implica que se tengan 3 ecuaciones escalares en 3
incégnitas. El sistema de ecuaciones lineales resultantes en este

problema, puede resolverse tamblén mediante las reflexiones de



~93-
Householder.

. Otro ejemplo en el que el método propuesto en este capitulo
es conveniente, es el caso del posiclonamlento y orlentaclén de
una recta en el espacio tridimensional, trabajo que puede reallzar
un manipulador de 5 articulaciones de revoluta, En este caso
pueden especificarse las posiciones deséadas de dos de los puntos
de dicha recta. Obsérvese que una vez que se han especificado las
tres coordenadas de uno de dichos puntos, y dos coordenadas
cualesqulera del otro, la sexta variable quedara automaticamente
determinada. En este caso se tendran 2 ecuaclones vectorlales de
la forma de (28), o sea un sistema de 6 ecuaclones escalares, pero
en 5 incégnitas (5 angulos 8). El sistema de ecuaclones lineales
representado por (32) serdA un sistema sobredeterminado (B
ecuaciones y 5 varlables 48} el cual puede ser resuelto mediante
reflexlones de Householder. La matriz Jacobiana en este sistema

de ecuaclones tendrda 6 renglones y 5 columnas.

2.5 ANALISIS DE POSICION DE MANIPULADORES EN PARALELC

Hasta el momento, hemos visto cémo resolver los problemas de
posicién directo e lInverso de manlpuladores constituldos por
cadenas cinemitlcas ablertas (manipuladores en serie). El lector
se habrd percatado de que el problema inversc es mas complejo que
el directo para esta clase de manipuladores. Lo opuesto ocurre
cuando se analizan cadenas cinemdticas con mallas cerradas:

concretamente, manipuladores en paralelo, de los cuales la
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plataforma de Stewart (PS) es un eJemplo. La PS serd estudiada
detalladamente en el capitulo 3. Ahi se aplicard el método que se
desarroll6é en este capitulo para resclver el problema de posicién
inverso de cadenas ablertas, a la soluclén del problema directo de

la PS.
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3 MISCELANEA DE APLICACIONES

En este capitulo se tratan cuestiones muy variadas, que a
pesar de su diversidad, se reunleron bajo un solo encabezado,
porque todas ellas son aplicaclones (o aspectos de las
apllcaciones) de 1los temas discutidos en los dos primeros
capitulos de -1a presente tesls; y porque, aunque dichas cuestliones
pueden estudlarse 1ndependlentemente unas de otras, se aplican en
Gitima Instancia, a los mismos entes: las cadenas clinemAticas

espaciales.

Asi pues, en este capitulo se sugleren algunas situaclones
practicas en las que es til la clasificaciéon de mecanlsmos de
Hervé. Se trata el uso del método de Shujun y el del modular. Se
examinan las dificultades que entrafia el primero, y se presenta un
elemplo de aplicaclén del segundo. Se presenta un algoritmo para
obtener matrices de Interconexién automaticamente. Se estudia el
problema directo de posiclén de la plataforma de Stewart, y se
comentan cualitativamente algunas simplificaciones de disefio que
facllitan la solucién de dicho problema. Finalmente, se presenta
la aplicaclén de 1la plataforma de Stewart a 1los llamados

manipuladores hibridos, y se esbozan las bondades de éstos.
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3.1 APLICACIONES DE LOS DIFERENTES TIPOS DE CADENAS CINEMATICAS

IDENTIFICADOS POR HERVE

3.1.1 Cadenas Cinemiticas Banales

La gran mayoria de los mecanismos normalmente empleados, son
cadenas cinematicas banales, Ocaslionalmente, sln embargo, razones
de orden practico pueden indicar el uso de cadenas cinematicas no

banales.

3.1.2 Cadenas Excepclonales

Consideremos por ejemplo, dos de las cadenas clnematicas que
Hervé incluye entre sus ejemplos (figura 1}, las cueles funclonan
exactamente de la mlsma manera. Se diferencian unicamente por el
hecho de que una cadena contiene pares prismaticos, y la otra,
pares cilindrlcos.

La cadena de la figura la es banal, en ’t.anto ‘que la de la
flgura 1b es una cadena de las que Hervé llama excepclonales.
Esta se obtuvo a partir de la cadena de la figura 1a. Suponiendo
que en una maquina particular se requiere un mecanismo con las
caracteristicas cinematicas de cualquiera de estas dos cadenas, el
disefiador podria oﬁtar por la excepcional, debldo a que es mas
sencillo perforar orificles cilindricos con una broca, que brochar

orificios de seccién rectangular, ya que el brochado requiere de
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una operacién de mecanizado adicional (bajo 1a hipbtesis de que
fabricaremos los componentes de nuestro mecanismo mediante un

proceso de arranque de viruta).

figura 1

En su articulo {5], Hervé explica como obtener una cadena

cinemética excepclonal.

3.1.3 Cadenas Paradéjicas

Como ya se menciond en el capitulo 1, de la cadeqa cinematica
formada por un mecanismo de 4 barras, se deducen segin el teorema
de Roberts, dos mecanismos cognados. La cadena cinematica formada
por el mecanismo de 4 barras y sus dos cognados simulténeamente,
es un ejemplo de cadena par‘ado‘]k;n. Sin embargo, dificilmente se
usara esta cadena completa; mAs blen, de los mecanismos que
realizan el mismo movimlento del eslabén acoplador, se escogeré
aquél que por motivos de disefio sea mas conveniente. De modo que

lo que se construira serad una cadena cinemitica banal.

Ast pues, el interés de las cadenas paraddjicas es mas

tedrico que practico.
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3.2 SfNTESIS ESTRUCTURAL DE ALGURAS CADENAS cmam'nms MEDIANTE EL

METODO DE SHUJUN

Explicaremos aqui cémo servirse de la computadora para
aplicar el método de Shujun a la sintesls estructural de cadenas

cinematicas, y comentaremos sus resultados.

3.2.1 El Método de Shujun Aplicado en la Computadora

En esta secclén se pormenoriza el método de Shujun para
emplearle en la computadora. Se concluye «con algunas

consideraciones sobre un ejemplo.

3.2.1.1 Primer Paso: Busqueda de Conjuntos de Eslabones

Como ya se habia apuntado en el capitulo 1, una sencilla
rutina en BASIC, PADRONCAD, permite encontrar las cantldades Bq
que satisfacen las ecuaclones (8) y (10). del capitulo 1. Con esta
rutina se elaboré la lista de todos los posibles conjuntos de
eslabones con que pueden formarse cadenas de 9 eslabones y §

mallas, Dicha lista aparece a contlinuacién:
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B, B B, By B
o 0 1 6 2
o 0 2 4 3
4] [+] 3 2 4
o] 4] 4 0 S
o 1 (1] g 3
] 1 1 3 4
o 1 2 1 §
o] 2 V] 2 s
o 2 1 0 6
1 ] ] 4q 4
1 0 1 28§
i 0 2 0 &
1 1 0 1 8
2 ] 1] [¢] 7
Tabla 1

3.2.1,2 Segundo Paso: Formado de Todas las Interconexlones Posibles

Como se anticipé en el capitulo 1v, se abordara ahora el
problema de Iinterconectar en todas las formas posibles los
eslabones de una cadena cinemAtica con Bz eslabones binarios, B:a

eslabones ternarlos, etc. En este proceso, se supondrd desconocida

la naturaleza de los pares cinemiticos.

3.2.1.2.1 Matrices de Interconexién

Una manera conveniente de representar la Interconexlén de

n eslabones, es el uso de una matriz Cl‘| de orden n x n.

Cada eslabén de la cadena cinematica estarad representado por

un renglén (y una columna) en la matriz. Asi, el eslabén
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representadc por el renglén y la columna 1 serd el eslabén 1, el
representado por el segundo renglén y la segunda columna, el

eslabén 2, etc.

Los tnicos valores que les sera permitido tomar a los
elementos de CIJ seran 0 6 1. Un cero en el elemento CU querra
decir que el eslaboén I no forma un par cinematice con el eslabén
J. Por el contrario, un 1 indicar& que los eslabones 1| y J si

forman un par cinematico.

Por supuesto, la matriz de interconexiéon ClJ es simétrlca,
Por conveniencia se aslignard el valor cero a cada uno de los

elementos de la dlagonal principal.

Determinar todas las posibles Interconexiones equivaldra a

determinar todos los conjuntos de valores de las variables cU

que satisfacen las sigulentes restricciones:

1.~La suma de las cu del rengléon 1 es lgual al ntmero k‘ de

pares cinemdtlcos asoclados al eslabon 1.

J!=:1<:U= kl i=1, 2, ...,n (1}

2.-Todos los elementos de la dlagohal principal son nuloes.
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3.-Condliclén de simetria

=c (3)

La primera de estas restricciones aporta n ecuaclones

lineales, la segunda otras n, y la tercera (nz-n)/z ecuaciones.

El lector puede demostrar facllmente que el numero de
vartables cuyo valor puede elegirse arbitrariamente es

1=(n%-3n)/2 (1 significa variables llbres}).

Entre las restricclones anteriores no se incluye ninguna que
tome en cuenta el hecho de que los valores que asumen las
variables t:lJ pueden ser Unicamente 0 6 1. Teniendo esto en
consideracién, el maximo numero de soluclones que podria esperarse

que tuviera el sistema de ecuaclones representado por las

ecuaciones (1) a (3) serfa:
1
5=2 (4)

Sin embargo, de las s soluclones obtenidas, muchas serian

inaceptables porque se obtendrian c”¢ {0,1}.

Finalmente, entre las soluclones en las que c” e {0,1} Vv 1,
J, habria varlas isomorfas, es decir, varias que representarian al
mismo tipo de cadena clnematica. Esto puede entenderse
considerando, por ejemplo, que eslabones con el mismo numerc de

pares cinemAticos asociados son lntercambiables {no es superfluo
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insistir en el hecho de que en este momento estamos lgnorande la
geometria de los eslabones y la naturaleza de los pares

cinematicos).

La tabla 2 correlacliona el ntmero de eslabones n, con el
total de variables a determlnar VT. con el numero de ‘varlables
1lbres 1, y con el nimero de sistemas de ecuaclones lineales s que
es preciso resolver. En los niumeros totales de variables, se ha
tenido en cuenta que la condlclén de simetria permite reducir este

total a la mitad. Téngase en cuenta que VT=n+1.

n vr 1 8

4 6 2 4
5 10 S 32
3] 15 9 512
7 21 14 16384
8 28 20 1048576

9 36 27 134217728

Tabla 2

Obsérvese que el numero de eslabones n coincide con el numero
de variables de cada uno de los sistemas determinados que resultan
de haber elegido 1 varlables libres. De manera que, por ejemplo,
para una cadena de 7 eslabones, habria que resolver 16384 sistemas

determinados en 7 Incégnitas .

En esta tabla se aprecia que el numero de sistemas de
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ecuaclones que hay que resolver, aumenta muy considerablemente
conforme aumenta el niémero de eslabones. Ya con 6 eslabones, se

tienen 512 sistemas de ecuaciones en B incégnitas.

Se puede ver que aan dejando de lado el problema de
identificaclén de isomorfismos, el formar todas las matrices de
interconexi6n posibles puede ser prohibitive para la computadora,

aun si el numero de eslabones es pequefio.

Por otra parte, la bisqueda de isomorflsmos es un problema
complicado. Agrawal y Rao [ 3 ] proponen algunas técnicas para
resolver este problema. El estudio de ellas escapa a los alcances

de la presente tesls(“.

3.1.2.2.2 El "Método de la Cafda"

En el afan de encontrar algin método- eficaz para obtener
matrices de interconexién, se hallé un algoritmo que parece

Agrawal y Rac {3] wutilizan uns matriz aimllar a la que aqufl

1lamonos  matriz  de  interconexién. Ellos la llaman matrlz  de
variables caracterfsticas [MVC}. En vez des escribir un wo en un
eolemento de 1a wmatrlz para reprementar un par clnemdtico, ellos
emploan la notacién Ri §t por ejomplo, en la pomicidn

correspondients al renglén 1 y a la columna 2, escribirfan R12 i
los cslabones 1 y 2 formaran un par clnemitico; de lo  contrarlo

escribirfan como nosotros, un cero. AdemSs, eon lugar do un cero,
asignan una variable X1 a cada una do las poslclones
correspondientes a 1a diegonal principal. La 1 6o reflere desdo
1uego, al nGmero de renglén y columna, Segtin  estos  autoreg, el
determinante de ia NVC (que ellos 1laman polinomia do variableo
caracter{sticaa (pvcl) permite ldentificar lmomorflsmos, El
problema de emplear 1a WC y el PVC es que resulta ®ngorroso
manejarlos adn para cadenas de  unos pocos  cmlabones. Agrawal y

Rao proponen algunas otras alternativas que tienen wmenos  “podor de
caracterizacién"; pero que permiten ldentificar 1somorfismos.
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ofrecer una manera sistemitica para construfrlas.

El algoritmo mencionado, al que llamaremos "método de la

cajda”", consiste en lo sigulente:

1.-En una matriz de orden nxn se escribe una X en cada

elemento de la dlagonal principal.

2.-Se calcula el numero de pares cinemiticos Np

max

a
Np=(q§2 q Bq)/Z (5)

3.-Se escriben a la derecha de la matriz, los ntmeros de
pares clinemAticos asoclados & los eslabones en orden
decreciente. Como cada renglén de la matriz de
interconexién repesenta un eslabén, deberd escribirse un
nimero a la derecha de cada renglén. Obviamente, los
numeros pueden repetirse.

-

4.-Comenzando por el primer renglén, y de izqulerda =a
derecha, se llenan con un 1 los prlme.ros Np’ elementos de
la matriz que estén a la derecha (o por encima) de la

dlagonal principal.

S.-También se llenan con un 1 los elementos simétricos de los

llenados en el paso anterior.

Hecho esto, se pueden distingulr 3 tipos de renglones en la
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matriz: los que llamaremos "sobresaturados", cuyo nimero de unos
es mayor que el escrito a la derecha de tales renglones; los
“saturados", en los que el namerc de unos corresponde al numero
escrito a la derecha, y los "no saturados", que son aquellos en

los que faltan unos.

El algoritmo tiene por objeto que todos los renglones sean

saturados. Esto se logra de la manera sigulente:

6.-Trabajando nuevamente con los elemetos que se encuentran a
la derecha de la diagonal principal, y comenzando desde la
izquierda (o sea desde los elementos mas pegados a la
diagonal), se hacen “caer® los unos sobrantes (en
renglones sobresaturados) a posliciones de 1la matriz
pertenclentes a renglones no saturados. Solamente les es
permitido a los unos caer dentro de su columna original.
Un uno no puede caer en una posiclén que ya esté ocupada
por otro uno, nl tampoco en elementos de la diagonal

principal.

7.-La posicién desde la cual se dej6 caer el ultimo uno se

cancela (borrando el uno o escribiendo sobre él una X).

8.-Se cancela también el elemento simétrico de el elemento

cancelado en el paso anterior,

9.-Y finalmente se escribe otro uno en la poslcién simétrica

de la del paso 6.
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Los pasos 6 a 9 se replten tantas veces como sea necesario
para conseguir que todos 1los renglones de 1la matriz estén

saturados,

Este algoritmo se probd con algunos conjuntos de eslabones
que satisfacen las ecuaclones (9) y (10} del capitulo 1. En todos
los casos se consigulé hacer saturados todos los renglones. Esto
conduce a pensar que el algoritmo puede aplicarse con éxito en

cualquier caso.

Aplicando el método de la caida una vez, se obtliene una de
las posibles interconexiones de los eslabones. Pueden obtenerse
diferentes soluciones varlande algunos criterios, como por
ejemplo: cémo selecclonar la posicién en que debe caer un uno que
tiene varias opclones, o cuil es el orden en el que los unos deben

ir cayendo.

El slgulente ejemplo ilustrara la aplicacién del método de la

caida:

Encontraremos una matriz de interconexlén para una cadena
cinemdtica con 9 eslabones y 5 mallas . En la tabla 1 se
encuentra que un conjunto de valores de Bq que satlsfacen N=9 y

L=5 es: B‘=1. B:=6 Y Bz=2'



Paso 1

Paso 2

Paso 3
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SO L

Np=(2x2 + 3x6 + 4x1)/2 = 13

el B
—————— 3
tooo- g B =5
-| 3
- 3
X gl Bz=2
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Paso 4
X11111111] 24
:)_()l(llli:: g A ia dorecha do la
PRI * G 3 dlagonal principsl,
P T ] we ewcriben 13 unom
_____ X = = ~| g dosde arriba sin de-
______ X--|a Jar huocom entreo los
_______ X-| 2 unos.
———————— x| 2

Paso 5
X11111111| 4
TSRS T FJp—
11 -X----- 3 matriz simtrica
{1--X---«| g ®?ladol pasaan-
11 ---X---|3 terlor,
11 ~==~=X=~-=|3
1 - =-=-=--- Xx-| 2
1-==-=-=-=-- X] 2.

En este momento, los dos primeros renglones de la matriz son

sobresaturados, y todos los demis no saturados.

Paso 6

Comenzaremos con el elemento (1,2). El uno de esta posiclén
puede caer en las posiclones (8,2) & (9,2). Para tener un
cariterio uniforme, optaremos por dejar caer los unos siempre en
la. posicién mas baja posible. Indicaremos cuando se satura un
renglén mediante la notaclén "9s. Los renglones saturados en

pasos anteriores simplemente se sefialaran con una "s". Los unos
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que se seleccionen para caer apareceran subravados, y los que

ocupen una nueva posicién, se escribiran en negrita.

NNWWLWLWWWe

Paso 7.

Una cancelacién se escribira con una X en negrita.
Cancelaclones hechas en pasos precedentes, slmplemente apareceran

como una X,

- a e pa e BE
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Paso 8

,xx...llll.

TISGJSGSZZ

DG D -
e

3
'

i
N
1
|
)
-

Paso 9

11------%x|2

Repitiendo los pasos 6 a 9 hasta que todes los renglones sean

se obtienen sucesivamente las sigulentes matrices

saturados,

OOOOOONN

-
- -

-]

>
'
1
1
-] 1
i

]
1
-
-t
'
XNl
E ek |

R R )

R R e K e Rkl
[aRaloalohabahaiaihal)

ﬁss

[

FMOANOOMNN
—————— ey
[

X1
L]
tra
[}

Mt X1

5 HC e | e

bRk o RakakahaRakal
[ehalaaiadhaihiiaihad]

%S
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sXXXXX1111)a sfXXXXX1111]4
XX11111-1)3 ¥XXx1111-1{3
X1X----1-13 XKXX-1~--1-[3
X1-X--1--13 X1-X--1--13
X1--X1---]3 (X111 -%X1---13
w11 --1%X--=-l3 s{11-=-1X~---]3
sfl1t1-1--%X--[3 sf11-1--%=--13
st -1 -=--=-x-l2 gj1 -1 --=-~-X-|2
sflt1-=-~=~~-=-Xx{2 sbl-—-——-xz
sfXXXXX1111] 4 sfX XXX a
XXXX111-1]3 Sl XXX 3
SIXXK11--1~[3 s{XXX1 3
XX1X-=-1~-[3 sslXX1X 3
s{x11-%x1---{3 siXX11 3
sft'1--1%x---13 s{11-~ 3
s{11-1-~%¥--{3 sj11-1 3
sjlt1~1---=-X-|2 sf{1-1- 2
s{ft1------Xx{2 sf1l-=---- 2

Esta o8 una matrlz de
interconoxibn

El método de la caida puede adaptarse para ser ejecutado por

una computadora.

Como puede verse, el. segundo de los pasos del método de
Shujun listados en el capitulo 1 requlere de atenclén especial, y
no es simple. Esto representa una limitacién severa del método,
el cual, sl blen teéricamente es exhaustivo, estd restringido en
la practica 8 1la sintesis de un nlmero reducido de cadenas
cinemdticas. Este numero depende del tilempo de maquina y de
analisis que se esté dispuesto a invertir; pero encontrar todas
las posibles cadenas cinematlicas de unas cuantas mallas que pueden
formarse con unos pocos eslabones, puede ser un - trabajo

costosisimo, sl no imposible. Sin embargo, 1la complejidad de

1 d d

que p existir en la teoria, hace a las mismas
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inatiles desde un punto de vista practice. No obstante, el limite
entre lo "practico” y lo "lmpractico" es una cuestién enteramente
subjJetiva, y desde este punto de vista, ningin esfuerzo encaminado
a facilitar la comprensién de un tema o, como en este caso, a
recabar cuanta Informacién sea posible respecto de determinado

asunto, puede soslayarse.

3.2.1.3 Tercer Paso: Busqueda de Conjuntos de Movilidades que
Satisfagan la Ecuacidn de Movilidad de Shujun en las

Cadenas Formadas en los Pasos Precedentes

Antes de entrar de lleno al ultimo paso del método de Shujun,
conviene despejar algunas cuestlones que éste deja obscuras en su

articule [10],

3.2.1.3.1 Dilucidacién de Algunos Aspectos del Metodo de Shujun

Los puntos que, a Juicio del autor, conviene aclarar son los
sigulentes:
1.-¢Qué mallas independientes deben tomarse en cuenta para el

cédlculo de los grados de libertad del eslabén extremo?

Para entender este problema, serén utlles los esquemas de la

figura 2.
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Cadena cinemitica con Representacién alterna

2 mallas {ndepondlentes. de 1a cadena de la izqulerda.
Todom los pares tienen

movilidad 1. figura 2 (»)

(a)

En 1la grafica (figura 2b) que representa a la cadena
clnematica de la figura 2a, se distinguen 3 mallas distintas:

1/ 1-2~3-4-1, 11/ 1-4-5-6-1, y 111/ 1-2-3-4-5-B-1.

Con estas 3 mallas pueden formarse 3 parelas de mallas I-II,

II-I1I, 6 I-III (s6lo 2 mallas pueden ser independientes).

Sin embargo, en lo que se refiere a las dimensiones
asociadas a las mallas, no es Indistinto qué pareja de éstas se

toma.

Al parecer, las mallas que deben tomarse en cuenta son las
que incluyen el minimo ndmero de nodos {téngase presente que en

una grafica cada nodo representa un eslabén).

2.-De las variables que Intervienen en la ecuacl6én de
movilidad de Shujun, gcuAles seran tratadas como datos, y

culles como variables dependlentes?

2 .
En este contexto, entldndase por dimenslén el concopto  deflinido
en el capftulo 1.
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A Juzgar por los resultades que Shujun incluye en su articulo,
parece ser que, conocido un tipo de cadena cinematica (que a la
computadora se da como una matriz de interconexién), el Gnico dato

que aporta Shujun a la computadora es la suma SUM de la ecuacién
[}
SUM = F + E
M EdE

¥y que obtenida la lista de cadenas cinemAticas, calcula después
los valores de las E,' y posteriormente despela F.

Como en un princlplo, el autor (de la tesis) supuso que se
proporcionaban como datos los grados de libertad F deseados, y las
E’ deseadas, el programa de sintesis estructural SINTEST (apéndice
E), contiene una rutina que identifca algunas mallas de una matriz
de interconexién dada. La identificacién de estas mallas
representa una ventaja con respecto al método propuesto
originalmente por Shujun. Estas mallas son escritas en 1la
pantalla de' la computadora, y de ellas, el usuario debe
seleccionar suficientes mallas independientes. El propio programa
solicita al usuario la introducclén de los numeros de las mallas

selecclonadas.

3.2.1.3.2 Descripcidén del Programa SINTEST

Para aplicar el método de Shujun en la computadora es
necesario proporcionar a ésta los tipos de cadenas cinematicas

medlante una matriz de interconexién.
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En el programa SINTEST, escrito en BASIC, la wmwatriz de

interconexién esta representada por el arreglo CX.

Una forma de introducir al programa los datos de la matriz de
interconexién, es a través de 2 clclos anldados FOR-NEXT dentro de
los cuales se encuentre una. instruccioén READ que tome los datos de
enunciados DATA (lineas 285-350). Este procedimiento es
rudimentarlo, pero simple de llevar a cabo. Por supuesto, para
cada tlpo de cadena cinematica se debera camblar los valores

finales de los clclos FOR-NEXT, asi como los enunciados DATA.

El programa SINTEST no estd preparade para advertir al
usuario si! ha cometido algin error en los datos de la matriz de
interconexién, de modo que é1 debe culdar de que sus datos sean
correctos. En este programa, los elementos de 1a dlagonal

principal se introducen comc ceros.

Debe proporcicnarse también el valor deseado de la variable

SUM.

Se utlliza ademds un arreglo auxiliar, 1llamado arreglo de
pares clnematicos, que en el programa estAd representado por P%, y
que consta de tantos renglones como pares clnematicos tenga la

cadena, y de 3 columnas.

En la columna 1 se escribira el nimero de renglén que ocupa

el 1-ésimo par clnematico en la matriz de interconexién. En la
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columna 2, se almacenard el numero de columna que el mismo par
cinemdtico ocupa en la matriz de interconexi6n. Por ultimo, la
columna. 3 est4 reservada para almacenar la movilidad del par

clnemdtico 1.

El lector se preguntara cuél es el criterio para numerar los

pares cinemticos. El adoptado por el autor es el slguiente:

Pado que todos los pares cinematicos estén representados por
los elementos de la matriz de interconexién igumles a 1, y que se
encuentran por encima {o a la derecha) de la diagonal principal,
todos los elementos iguales a uno que estén por enclma de dicha
dlagonal, se numeran de uno en uno, principlando por el renglén

superifor, y yendo de izqulerda a derecha.

Una vez que se ha proporclonado la matriz de interconexién a
la computadora, y que ésta ha llenado las dos primeras columnas
del arreglo PZ {(lineas 610-680), el programa prosigue con la
ejecucién de una serie de ciclos FOR-NEXT anldados {tantos como
pares clnematicos tenga la cadena que se estudie)(lineas

940-1670).

La variable de cada ciclo FOR-NEXT es la moviiidad de un par
cinemdtico. Cada una de éstas se hace varlar de 1 a 3. Dentro
del clclo mas interno se comprueba s! la suma de movilidades de
todos los pares cinematicos satisface la ecuacién de movilidad de
Shujun (ecuacién (8) del capitulo 2)(lfnea 1120). S1 dicha

ecuacién se satisface, entonces se construyen los eslabones de la
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cadena en proceso de sintesls (lineas 1240-1280). Cada eslabén
estard formado por 1la sucesién de los nimeros que representan las
movilidades de los pares cinematicos asoclados al eslabén en
cuestién. En esta parte del programa, los eslabones y las cadenas
cinemAticas se manejan como variables alfanuméricas (strings) por
ser esto convenlente. Los datos de movilidad para construir los
eslabones y las cadenas se toman directamente de la columna 3 del
arreglo P%, cuyos datos se generan dentro del ciclo FOR-NEXT mas
interno. Tamblén dentro del clclo mas interno se desechan los

isomorfismos (lineas 1520-1590).

Las cadenas aceptadas se almacenan en un arreglo alfanumérico

KCS.
Para discriminar isomorfismos, se hace lo siguiente:

i1.-Se ordenan 1las movilidades dentro de cada eslabon

decreclentemente (lineas 1290-1400).

2.-Después se ordenan también decrecientemente los eslabones,
considerando la suma de las movillidades de los pares

cinematicos asoclados a cada eslab6én (lineas 1410-1470).
3.-Finalmente, se compara este ultimo ordenamients> con las
cadenas que yn han sido aceptadas en el arreglo KC$

(lineas 1520-1590).

Una vez que se ha admitido una cadena cinemdtica, se imprime
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el ordenamiento que le corresponde.

Para obtener los grados de libertad F de una de las cadenas
impresas, es preclso analizar sus mallas, Para que una malla no
sea riglda, su dimensién debe ser menor que la suma de las

movilidades de los pares cinematicos involucrados en ella.

El lector puede obtener mas detalles acerca del
funclonamiento del programa SINTEST medlante un culdadoso examen
del mismo. Para facllitar su estudio, el programa incorpora

numerosos enunclados REM.
3.2.2 Comentarios sobre el método de Shujun comparado con SINTEST
En el apéndlce. F se iIncluye una lista de los resultados

obtenidos mediante SINTEST para el tipo de cadena cinemdtica de &

eslabones y 3 mallas representada por la matriz de interconexién

010111]4
1010013
010110/3 -
101000/2
1010002
11000002

Los resultados que aparecen en la mencionada lista, son los

mismes que los obtenldos por Shujun, excepto por el ordenm).

3 Debe aclararse que la tabla publlcada en la ref. [§1:}] tlene
errores  tipogréficos. Do la pégina BS2 de la referencla cltada,
son errdneos los  slgulentes resultados; de la primera columna, el
18 (3322-332-321~32~32~21) y ol 64 {3322-331-221~32-32-32); y de
la segunda, L1 21 (3321-333-322-32-22-21) ., el 24
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Una desventaja tanto de la presentacién de resultados de
Shujun, como de la nuestra, es que los mismos no muestran de
manera explicita cémo deben interconectarse los diferentes pares
cinemiticos. $Si el usuarlio desea que la computadora misma muestre
claramente cémo van interconectados los eslabones, puede
recurrir a la matriz de interconexlén para escribir en ella las
movillidades, utlllzando la Informacién contenlida en el arreglo Pi.
Se advierte sin embargo, que sl la computadora realiza este
trabajo, el tiempo de ejecucién del programa se¢ incrementard

substanclialmente.

3.2.3 Un Ejemplo: Comenterios Sobre Una de las Cadenas Cinemiticas

Sintetizadas Mediante el Método de Shujun

Considérese el ordenamiento 3321-333-311-33-33-21 (resultado
del renglén 8, columna 3 de 1la lista anexa). Esta - cadena
cinembdtica se ilustra en la figura 3. Se observa que sl la malla
formada por los eslabones 1-2-6-1 no es rigida (lo que implicaria
que esta malla degenerara en un solo eslabdn t‘,ernarlo). la
dimensién méxima que puede tener es 3. Una cadena cinemétlca
cerrada simple cuya dimensién es 3, y cuyos pares cineméticos

tienen movillidades 1-1-2 se muestra en la figura 4.

(3321-333-322-32-21-22) y el 31 (3322-331-921-33-32-32) . Minguno
do éotos cumple con la ecuacidn {B) del cp. 1. Los resultados
correctos respectivos son: 3322-332-321-32-32-31,
3332 - 331 - 221 - 32 - 32 - 32, 3321 - 333 - 322 - 33~ 2! - 21,
3321-333-322-32-31-22 y  3322-331-321-32-32-32. Por otra parte, ol

resultado del rengidn 38 do la sequnda columna apsrece repstido. Ver apcedry £
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2
6 1
Los nimeros indican las movilldades
de los pares clnemdticos
figura 3 figura 4

Otra solucién es la mostrada en la flgura 5. Esta incluiria
un par cinematico superior (en el que los cuerpos se tocan

tnicamente en un punto, o a lo largo de una linea).

figura 5

El par clnemAtico superior que consiste en un perno y una
corredera entre los que puede haber movimlento relativo, tanto de
translaci6én rectilinea, como de rotaclén, podria ser substituido
por un enlace consistente en una cadena ablerta simple de 3
eslabones interconectados mediante un par de revoluta y uno

prismatico (figura 8).
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figura 6

Cinematicamente, la cadena de la figura § es equivalente a la

de la 8.

Puede suponerse que las mallas 1-2-3-4-1 y 1-4~3-5-1 tlenen
dimension 6, de modo que los grados de libertad F de la cadena que

estamos considerando son
F = 19-(3+6+6) = 4,

Uno de estos grados de libertad es el de la malla 1-2-6-1, la

cual tienec movilidad 1. Las dos posibilidades mecAnicas que hemos
(4)

planteado aqui, son mecanismos planos

Si todos los pares cinemiticos de movilidad 3 de la cadena
cinematica en cuestién son esféricos, 2 de los 3 grados de
libertad restantes ser4n pasivos. Uno de estos grados de libertad
pasivos es el movimliento de rotaclén que tiene el eslabén 4

alrededor de un ejJe que aloja los centros de los dos pares
4 .

KOTA: Téngase presente que las cadenas de las figuwas 4, 6 y B
son  realizaclomes mecénicas  eoxclusivamente de la =mslla  1-2-6-1 do
1a cadena ‘“muitimalla" que ocutamos estudiando; y por lo  tanto, por
ahora sme conslderan on ellas dnicamente emlabones biparios.
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esféricos que estén asociados a dicho eslabén. El eslabén § tiene
un comportamiento anélogo, y a €1 corresponde el otro grado de
libertad pasivo. Por lo tanto nuestra cadena cinematica tiene 2

grados de libertad efectivos.

Los casos en que todas las mallas tienen dimensién 6 (que

en nuestra lista son mayoria), son mecanlsmos espaclales.

3.3 SINTESIS DE ALGUNAS ESTRUCTURAS CINEMATICAS MEDIANTE EL

METODO MODULAR

En esta secclén se presentan ejemplos de estructuras
cinemdticas tomadas de la referencia [8], con objeto de ilustrar

el uso del método modular,

La figura 7 ilustra algunos componentes de actuaclén CA. Y

la flgura 8 muestra algunos componentes de distribucién CD.

g | vy

Componente da

CA con 8 articulaclones

o art actuacidn de altura €A con gels articulacioncs
:ﬂ" ucldas doude la base.  , g4y gpticulaciones conduciden: 2 de ellas desdo
ltura 1. conducldas: 3 de ellas, 1a basa,

dends 1a base
Algunon Componentes de Actuaclén

figura 7
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1 Ts 1
CD con 2 entradss :

€D con 3 entradas

o (2]

En los componentes de distribucion aqul
1lustrados, el oBlabon que me consldera como
salida do Jos mlsmos aparece coms un cuadrado
relleno. Los eslabones que aparecen 1ndlcados
con una "I" subindicada, son las entradas de
los componentes.

1, Is

cD con 4 ontradas

figura 8

Las flguras 9 y 10 eJemplifican la aplicacién de la
identiflcacién formal de eslabones para la generaclén de cadenas
cinematicas complejas, utilizando los CA y CD de las figuras 7 y
8.(5) Se ha supuesto en todos los casos que las cadenas
cinemdticas obtenidas cumplen con el criterlo de Kutzbach
tradiclional. Al momento de dar forma geométrl'ca a alguna de estas

estructuras cinematicas, o a cualquiera otra obtenida mediente el

método modular, el disefiador deberd culdar de que no exista

5

NOTA: Es oportunc wmencionar aquf, que una wanera de reconocer sl
una cadena clnematica es o no un componente de distrlbucich, oo
identificando formalmente todas y cada una de sus ontradas I con

un dnico eslabén B, y comprobando B! 1a nueva cadona acl obtenida,
satisface la ecuacidn de Shujun (ecs. (7} u (B) cap. 1) con F=0.
Este criterio o8 man general que el de wovilidad efectiva, ya que
poralte inclufr en el  andlisis 1a posibilidad de que diferentes
mallag tengan dimensiones distintas, Sin embarge, sblo en
aptleable 81 ya se conoce la geometrfa del CD.
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EJEMPLOS DE CONSTRUC(;HjN DE MANIPULADORES
MEDIANTE EL METODO HODULAR

£ota figura muestra como oe obtiene un manipulador de
6 grades de llbertad, ldentificando formalmente las
salidas de un componente Al con laz entradas de tres
componentes D1, y laa salidas de daoton a lac entradas de
un componente DI.

En el esquema qus representa al monipulador se han
omltido algunos ewlabones y algunas articulaciones, En su
lugar, ma han dlbujado ramas con un nimero adyacente, el
cual indica la cantldad de articulaciones Intermedlas
antre 1os ocalabones que sl estan dibujados.

flgura 8
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figura 10
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reducclén en la dimensién de las mallas que se generen, es decir,
de que a todas las mallas se asocie la dimensién 6; o bien debera
hacer los aJustes necesarlios en cuanto a la cantidad y naturaleza
de los pares cinemAtlicos, las posiclones relativas entre los
diferentes eJjes, etc., con el fin de obtener la movilidad que

desea.

3.4 L0S METODOS EXHAUSTIVOS Y  CONSTRUCTIVOS COMO HERRAMIENTAS
AUXILIARES EN UN PROCESO CREATIVO: LA SINTESIS DE CADENAS

CINEMATICAS

Los métodos exhaustivos (Shujun) y los constructivos (Earl y
Rooney) no se excluyen mutuamente. Por el contrario, son
complementarios. Por ejemplo, alguna cadena cinemAtica obtenida
mediante el método de Shujun, puede usarse como un médulo que
forme parte de otra que se sintetice con base en la identificacién

formal de eslabones.

El disefiador no debe en modo alguno sentirse esclavizade a
ningin esquema mental que pudlera sugerirle cualquiera de estos
métodos; sSino que debe usarlos consclente de que tienen
limitaclones, y estar ablerto a adaptarlos; abierto incluso, a
definir nuevos conceptos que situaciones antes no encontradas le

suglieran.

Como eJemplo de la creatividad que caracteriza al proceso de

sintesis de cadenas cinemiticas espaciales, ofrecemos una
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realizacién mecénica (figura 11) del manipulador sintetizado en la
figura 9. Cada una de las ramas de ésta figura, a las que
corresponde el numero 4, se ha construido como una cadena
clnematica simple ablerta de 3 eslabones, 1los cuales estan
interconectados mediante un par de revoluta, y uno esférico; es
decir, 3 de los pares de tornllle de paso finito o nulo
representados en dichas ramas, se han convertide en un par
esférico. Substitulr, por ejemplo, 3 pares de revoluta por uno
esférico, permite reducir el numero de plezas (eslabones), y

construir cadenas cinem&ticas mas estables.

El manipulador de la figura 11 es objeto de un futuro estudlo
cinematico; aunque presenta algunas caracteristicas similares a la
plataforma de Stewart, cuyo estudio nos ocupard en breve. Por lo
pronto, su forma suglere aplicaciones estéticas: por ejemplo, su
exhibicién en a.lg\’m evento deportivo o en alguna exposicion

tecnolégica.

3.5 LA PLATAFORMA DE STEWART

3.5.1 Generalidades

Bajo el nombre genérico plataforma de Stewart (PS)se denomina
a una familia de mecanismos que tlenen la siguiente caracteristica
comin: tener un eslabén de salida articulado en tres puntos no
colineales, a sendas "plernas" mediante pares esféricos. Diche

eslabdén posee 6 grados de llbertad.

L ]
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Dos posiciones
diferentes de
la mano de un
modelo  f{sico
de - manipulador
con estructura
etnemética
correapondiento
a la figura 8.

(b).

(c)

plorna baslca con 2 grados de libertad.
E! manipulador on a y b tiene 3 de éstas,

figura 11
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Desarrollo de l'ns cadenas cinemiticas
que cowponen al manipulador
de la figura i1

porde ravela-

I,

entrada

Identificando formalmonte los eulabones S1 s 1I respoctives, se
obtione ol manipulador de laa figuras 11ay 11 b,

salida
£

e a

Uniendo los vértices a y &', y b y b’ so obtiene la plerns bdslca

de 18 flgwa t$1c. Las arrgdas reprecenton Pures dereotvte

figura 11°
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La PS fue conceblda originalmente para la construccién de
simuladores de vuelo. Posterlormente, sin embargo, le fueron
encontradas otras aplicaciones, por ejJemplo: como componente en
sensores de fuerza y par (momente), ¥y como componente de

manipuladores de tipo paralelo.

3.5.2 Su estructura cinematica

Una de .las muchas cadenas que pueden conslderarse como

mecanismo de PS, es la representada en la flgura 12. La dimensién

de esta cadena cinematlica es 6, de modo que su movilidad puede

calcularse segun el criterio de Kutzbach tradicional. Teniendo en
- .

Wt Xe

w figura 12

cuenta que cada uno de los pares esféricog (que en total son 12,
ya que en cada punto l-"l hay dos pares esféricos que comparten el
mismo centro de giro) impone 3 restricclones al sistema, y que
cada par prismaAtico impone 5, la movilldad del mecanismo de la

figura 12 es

n = d(n-1} -~ Ir, = B8(14-1) - ({12}(3}+(B)(5)) = 12,
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De estos 12 grados de llbertad, 6 son pasivos, ym que los
actuadores lineales pueden rotar libremente alrededor de sus ejes
de simetria, sin alterar las distancias entre los puntos Pl. Rl y
Sl. y sin alterar, consecuentemente, la posicién y orlentacién de
la plataforma con relacién al eslabén base. Los otros 6 grados

de llbertad son las tres longitudes |RP| y las tres [RS|.

3.5.3 Solucidn del problema directo en posicién de la PS

En esta seccién se realiza el andllsis directo de posiclén

(ADP) de la PS mediante las técnicas expuestas en el capitulo 2.

De la solucién del ADP se obtienen los sigulentes beneflctos

1.-Permite estudiar el comportamiento cinematico de un

mecanismo cuyas dimensiones fundamentales son conocldas.

2.-Posibilita evaluar los efectos que so{:re la localizaclén

de la plataforma, tienen los errores de las entradas.

3.~-La localizaclén precisa de la plataforma con respecto a la

base a través de un preclsoc control de las entradas.

4.-la posibilidad de desarrollar un sensor de fuerza y par

con alta flexibilidad (compliance), la cual redunda en una
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alta sensibllidad.

Innocenti y Parenti-Castelll [7] resuelven el ADP en forma
cerrada, esto es, encontrando todas las soluciones posibles para
un conjunto de entradas dado. Estos autores encontraron que las
ecuaciones no lineales en 3 varlables que goblernan la geometria
de la PS pueden reducirse a un polinomioc de grade 16 en una sola
variable. Por el contrario, el enfoque que agqui se ofrece no
proporciona todas las soluclones; pero es util en la simulacién,
ya que no se requiere verificar qué valor pertenece a una
determinada trayectoria. De hecho para su aplicaclén, se requiere
partir de alguna de las soluclones obtenidas ya mediante el método
polinomial, o mediante mediclones reallizadas sobre un modelo ya
construido. Este enfoque permite Blmula;' con clerta rapldez el
movimiento de la PS, si partiendo de una confliguraclén conocida,
ce modifican gradualmente los valores de las entradas, esto es,
las longltudes de los actuadores lineales. Se qulere destacar que
el método vectorial matricial (VM) con que aqui se resuelve el
ADP, no es la forma 6ptima de hacerlo (puede intentarse resolver
directamente las ecuaciones (S) de 1la referencia {7] mediente
métodos corrientes empleados para resolver sistemas de ecuaciones
no lineales). De todas maneras, se conslideré util presentar este
enfoque porque permite seguir una trayectorla, y porque sirve para
ilustrar cémo pucden aplicarse los métodos vistos en el capitulo
2, a una gran cantldad de cadenas cinematicas para las que puede
ser dificll deducir un conjunto de ecuaciones que modelen su

comportamiento.
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3.5.3.1 Formulacién de un Modelo Cinemdtico

Con el objeto de aplicar el método VM visto en el capitulo 2,
debe plantearse un modelo cinematico que permita hacer uso de las
ecuaciones (26) y (29) de dicho capitulo. Aqui se formula dicho

modelo cinematico.

Considérese la cadena clinematlica K‘ flustrada en la flgura

Esta cadena es ablerta y esta constitulda per 4 pares de

revoluta cuyos ejes de giro son [221, [zal. [z.! y lzal.

Si se ignoran los grados de libertad pasivos, y se considera
a los actuadores como cuerpos rigidos, la cadena Kl es
cinemiticamente equivalente a una subcadepa de la figura 12
compuesta por la base, los actuadores RlP’ y SIP‘, y la plataforma

propiamente dicha.

Los pares de revoluta, cuyos ejes son [z:;]. [z.] y [za] Yy se
intersecan en un punto, substituyen al par esférico del punto Pl
del mecanismo de la figura 12 (substitulr un par esférico por 3
pares de revoluta, es una técnica que se puede emplear siempre que
se quiera usar la notaclén de D y H en cadenas que contengan pares

esféricos).

Considérense ahora las cadenas clneméiticas Kz Yy Ka ilustradas

en la figura 14,
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La cadena Kz es cinemiticamente equivalente a las subcadenas
formadas por los actuadores Rsz vy Ssz. Anfilogamente, la cadena
K:' es equlvalente a la subcadena de la figura 12 Formada por la

base y los actuadores R:'P: y SEP:'.

S1 las bases de las cadenas K2 y K:: se identifican
formalmente con la de la cadena Kn' de manera que las posiclones
relativas entre los puntos R‘ y Sl sean las mismas que en la
cadena de la figura 12, y se hacen coincidir los puntos Pz Y P;. Yy
Pa y P;. la cadena K‘U Kz u K:I serd una estructura rigida y
representard una soluclén para un conjunto de entradas (longitudes

L

o Lsm) dado.

El lector estard de acuerdo en el hecho de que puede
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escribirse una sucesién (ecs. 26 cap. 2) para cada uno de los

puntos Pz. Pz. P: y P;. Se tendran entonces cuatro vectores de

poslcién(s) Bf. -f., s:: y n::', ¥ consecuentemente, se puede
escribir
a8%(0) = 67~ 82" = 0
1
y (5)

as’(e) = s::— BT =0
que son las ecuaclones a resolver.

La posicién de P2 depende de las variables 82. 83 y B‘; la de
Pa de 92. 93. 0‘ y 66; la de Pz. de 67. y finalmente, la posicién
de P; depende de .99. Entonces, las ecuaciones (5) representan ©
ecuaciones escalares en 6 {ncognitas, y ;;or lo tanto constituyen
un sistema determinado, el cual puede ser resuelto mediante el
método de Newton-GCauss con el auxillo de las reflexiones de
Householder. [Esto lo realiza el programa TINASTE (lapéndlce G}.

En esta tesis se us6 el mismo ejemplo que resolvieran I. y P.C.,

para efectos de comprobacién,

El funcionamiento del método VM se comprobé con la primera

solucién de las obtenidas por 1. y P.C..

A partir de esta primera solucioéon se simulé el movimiento de
la PS, dando pequefios incrementos a los actuadores de una de las

8
Adviértase que a menos que we Indiquo o cantrarto, lon
muper{ndices son sdlo emo, y no son oxponentes.
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plernas.

Una comprobacién simple de que las posiclones generadas por
el método son congruentes con la rigidez de los eslabones de la
PS, es calcular las distancias entre los puntos PI. Pz y P:. 138
éstas son iguales (o aproximadamente iguales) @& los datos
respectivos sz' L vy L:u' esto serd un indicio de que el método

23
funclona correctamente.

3.5.3.2 Algunas Adaptaciones Hechas al Método VM para Aplicarlc a
la PS

Aqui se explicara cémo se aplicé el método VM a la PS. Por
facilidad, se explicardn por separado 1o§ parametros de 1las
cadenas Kx' Kz Yy Ka de las figuras 13 y 14,

Cadena K1= punto P2

Como sistema de referencla absoluto, sé escoglé el mismo
sistema de referencia fiJo usado por I. y P.C.. Este sistema es

el [x‘ylzl].

El ele [wl] (ref. [7]1) se convirtisé en el eJe [zzl. el cual

estd dirigido de R‘ a Sl.

El eJe [zﬂ] estd dirigido de Q1 a Pl.
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El eje [z‘] pasa por P1 y es perpendicular a [zal y a la

recta que pasa por Pl y Pz.

Como origen n+l (n+1=5 en este caso), se escoglé el punto Pz

que es el que interesa ubicar.

Todos los demads parametros y variables de D y H se deflnieron
como se explicd en el capitulo 2, con excepcién de los parémetros
a los que corresponderia el subindice 4. A estcs, por

conveniencia se les asigné el subindice O,

Adviértase que en este caso, el Angulo 91 es constante, y no
una. variable, debidoc a que se respetd el origen de I. y P.C., y
esto obligé a introducir un sistema de referencia auxlliar, que no
se desplaza con respecto a la base. Esto no implde que se aplique

el método VM.

De éste modo, para el punto Pz’ se puede escribir la

sigulente sucesién con n=4:

s®=a (6.1)

4 o
52 =a + Qnﬂf (6.2)
s: =8 + st: (6.3)
s? =a + Qluz (6.4)

Cadena x‘: coordenadas del punto P:
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Los -parametros son en general los mismos que para el punto

Los cambios radican en que aqui si se emplean los paraimetros
y 1la variable @ con subindice 4. El origen n+l (n+1=8) es esta

vez el punto P:x'
En esta ocasién, el origen 05 se situa en la intersecclédn del
eje [zs] y la perpendicular 2l mismo eje trazada desde P3 sobre el

plano definide por los puntos P,. l’“2 Yy PS.

Para P: tenemos la siguiene sucesiédn:

82 = a (7.1)
5 =8 + Qe (1.2)
s: =a + Qsa:: (7.3)
s: =8, + Q@ (7.4)
5 =2 + Qs (7.8)

Cadena I(z

Para esta cadena, se define el eje [z,,l como el dirigldo de

R2 a S2 (es equivalente al eje [wz]).

El eje [x7l es perpendicular al eje [zl]. y el angulo que

[x,,] forma con [x‘] seré es; éste es constante, por reallzarse un
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cambio de referencla en un mismo eslabén.
.
El angulo que forma la linea Qsz con el ejle [x_,] es el
angulo o, Este se mide glrando [x_,l hacia la linea sz;' de

acuerdo a la direcclén positiva del ele [z_,].

a es el éngulo formado por [zll y [z,l medido segin la

direccién positiva del eje [xvl {midlendo de [le a [z_,l).
.
La suceslén correspondiente a l;'2 es

B:'= a, (8.1)

2¢ 20
8/ =a + Qs (8.2)

Cadena K:

El eje dirlgdo de R:' a Sa es [29] (an4logo a ["3”'

El eje [xg] es perpendicular a [zll. vy el angulo que forma
[xel con [xl) serd 6. 98 es constante y se mide de acuerdo a la

direccién positiva de (zl]. llevando [x,! a [xg!.

La linea Q:!P; forma un angulo 8, con el aeje (xﬂ]. e, se mide

de acuerdo a la direccién positiva del ele (zgl.

Finalpente, o es el angulo subtendido entre [zll y [zgl. y
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se mide segun la direcclién positiva del ele [xal.

S1 se dispone de un modelo fisico de un mecanlsmo que se
desea analizar, los parémetros de D y H pueden medirse
directamente sobre dicho modelo. Si en cambio, no se dispone de
éste, es necesario calcular los menclonados parémetros. Este es
precisamente nuestro caso. La explicacién de como se calcularon
los parametros de D. y H. puede resultar tedlosa. En lugar de
esta explicacién, se proporciona una tabla (Tabla 3) que indica
las lineas del programa TINASTE en las que se calculan los

diferentes parametros usados.

Obsérvese que en el elemplo que aqui se resuelve con el
método VM, se usé un sistema de referencla adicional a los
estrictamente necesarios, con el fin de poder comparar las
soluciones obtenidas mediante dicho método, con las calculadas por
el método polinomial. Bien se puede sin embargo, tomar como

sistema de referencia absoluio al sistema (xz Y, 221.

El sistema de ecuaciones (5) sera resuelto medlante el método

de Ne_wton-Gauss. Para aplicar este método téngase en cuenta que

2 2
s =306, 0,8,

s2® = 8%"(a,),
1 v T
3 a ®)
s, = s‘(ez, 03. 8, 95).
3e _ _ae
8, s) (oy).

Asi, la matriz Jacoblana correspondiente es:



TABLA 3

GUIA AL PROGRAMA TINASTE *

PARAMETRCS DE BENAVIT ¥ HARTELBERG (R S)

. J 0 1 2 3 4 5 3) 7 8 9
500780 500-780 [500-760
di 330" @ 340 340 | 340 [790-80 30 360
! 800 600 500
500- 500. 500
b | %0 P gm | a0 | oace | e [P2TR] g0 P70 g5
! 590 590 590
Seno:i — | &0 a0 | 40 | @m0 | — | w0 | — |0 | —
Cosat] — 690 440 | 440 | 440 | — | 690 — | 830 | —
B8,
Sen Bi varibie| 610 [variable [weriable [variable {variable | 610 varpble 610 {varable
0.8}
CosBl variable{ 620 |waiable [wariable |varable |variable | 520 |variable | 620 |variapie

+rtmeros = lineas de programa
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I 1
ax* ax> ax* o - 8x>" 0
a0, B, a6, a0
Byz 8y2 8y2 o - 3 ya' o
a6, 8o, 8o, 36,
s2® 8% 82" 82>
30 a0, (L) EL)

N N R o
ax ax ax ax” 0 8x’
80, a0, 86, @0 a0
ay:l By: By: By: o ay:s-
o, a0 5, a0, 30,
a2z’ 82®  82® &g’ o az"
L) ao, 88 &8 T

L 3 s 5

La ecuacién (32 cap. 2), que es la ecuacién recursiva del

método de Newton-Gauss, puede escribirse entonces de la manera

siguiente:

r ! r ' r |
ox® 8 8 ax® 20 aE
36, a8, 80 g8, 2 2

2 2 2 2
ay oy’ 8y 8y 2
—T -/ 2 o - o A8, By’
36, 30, 86 86
2 2 2 2¢
8z a8z 8z az’ 2
36, B0 b % -~ g ° 20, Az
z 2 ! 4 . = - (10)
ax’ 8x° ax’ ax® 0 - ax> 20 2
o, (N a0, CEX LN s
2y 8y ay? 0 -2 4 Ay
a0, a8 36, a6 7
82> 82> 82" o 82" 20 22
| 30, L) 36, EE) 11l () L

La ecuacién (10) es un sistema de 6 ecuaciones linecales en §

tncégnitas (las 6 ABl para 1=2, 3, 4, 5, 7, 9). Los superindices
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y ~los subindices de 1la ecuacién (10) no corresponden
respectivamente al nGmero de renglén y de columna, como se
acostumbra; pero fue necesario usar esos numeros en vista de las

caracteristicas del problema.

3.8.3.3 Resultedos del Programa TINASTE

Los resultados de 1la simulacién reallzada por TINASTE
aparecen en el apéndice H. Con este programa se obtuvo como
ventaja un incremento importante en la rapidez de calculo . Stirva
para llustrar esto, el hecho de que el programa INNOSTE ejecutado
en una computadora Commodore B4, emplea alrededor de 3 minutos tan
s6lo en el calculo de los coeficlientes. Por otra parte, el
programa TINASTE eJjecutado en 1la misma computadora, necesita

aproximad te 50 dos para ir de una solucién m otra, ello

en virtud de que sl los incrementos de las entradas gon pequefios,
la solucién precedente es una buena estimacién de la solucién
presente. El lector obJletara que 50 segundos entre punto y punto
es demaslado tiempo: sin embargo, téngase presente que los
programas menclonados fueron corridos en una computadora lenta
(con un procesador de 2 Mhz). Afortunadamente, existen
computadoras mucho mas répldas y lenguajes TURBO que probablemente
permitan una simulacién en tiempo real. De todas maneras, el uso
del programa TINASTE o de otro programa basado en las ideas aqui
expuestas, puede economlizar en alguna medlda, tiempo en el
analisis dlrecto de la posicién de la PS. Ademas, la aplicacién

del método VM a 1la solucién del ADP de 1la PS llustra
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procedimientos que pueden segulrse para analizar otras cadenas

clnemiticas espaciales.

3.5.4 Disehos Especiales de 1a Plataforsa de Stewart

Como se puede comprobar en el apéndice D, el analisls directo
de posiclén de la PS es, en general, un problema mateméitico
complejo, debldo a que los eJes, alrededor de los cuales giran las
piernas, estan posiclonados y orlentados arbitrariamente. No
obstante, existen algunas geometrias de la PS que ayudan a
eliminar algunas de las complicaclones encontradas en el analisls
de ésta. Con estas geometrias especiales se hace posible la
obtencién de una solucién cerrada sin necesldad de recurrir a
polinomios de alto grado, con la ventaja adicional de que se
conslguen tlempos de eJecucién substancialmente mas cortos.
Chang-de Zhang y Shin-Min Song [12)] encontraron la condicién
geométrica necesaria para calcular la solucién cerrada del ADP de
la PS. Esta condlcién consiste en que una de las rotaciones de la
plataforma esté desacoplada de los otros g!'ados de libertad.
Geométricamente, esto se consigue si 5 de los 6 pares cinemédticos
que articulan a la plataforma con los actuadores lineales, estan
alojados en una misma linea recta, o bien, s} § de las 6
articulaciones entre la base y los actuadores lineales, yacen en

una misma recta.

Porqué cualquiera de estas condiclones geométricas garantiza

que una rotaclén quede desacoplada de las otras dos rotaclones y
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de las tres translaciones, se entliende facllmente sl se recuerda
que, para que la poslcién y orlentaclén de una linea recta quede
completamente determinada, se requiere especificar § coordenadas,
que en este caso son 5 distancias entre 5§ pares de puntos: las
longitudes de 5 de los actuadores 1lneales. Entonces, una vez
fijadas estas longitudes, la modificacién de la longltud del sexto
actuador 1lineal producirad una rotacién pura alrededor de la linea,
a lo largo de la cual estan alojJados los § pares esféricos

colineales. Dicha linea actuard como una "bisagra".

Una simplificacién ulterior consiste en hacer que 3 de los S
puntos colineales sean ademas colncidentes. De esta manera, los
tres actuadores que convergen en un punto (suponlendo que éste
esta localizado en la plataforma) formaran un tetrahedro Junto con
la base. Este tetrahedro serd en realidad un manipulador de 3
grados de lilbertad que permitira ublcar un pﬁnto en el espacio
trldlmensiona_!. Asi se consigue desacoplar las translaciones de

las rotaciones.
las figuras 15 y 16 ilustran algunas posibles configuraciones

de manipuladores en paralelo. Todas ellas fueron tomadas de la

referencia [12].

3.5.5 Una Aplicacion Especial de la Plataforma de Stewart: los

Manipuladores Hibridos

I. y P.C. [7), Zhang y Song [12} y otros autores tratan a la
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Cuatro casow espectales de manlpuladores
en paralelo con § punton

oxtremas & la largo de 1a misma lfnea.

figura 16

Ocho posiblen confiqguraciones de

un manipulador on paralelo con
puntos extremon a lo largo
de tnma misma 1{nca

figura 15

Estructura simple de un robot hfbrido.

figura 17
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PS en si misma como un manipulador, tal como lo habia sugerido
Hunt [A3]. Conceptualmente lo es; pero desde un punto de vista
practico, un manipulador en paralelo basado en la PS tiene una
maniobrabillidad muy limitada, pues la plateforma propiamente dicha
no puede hacer “recorridos” extensos. Empero, caracteristlicas
suyas como estabilidad, rigldez (frecuencias naturales altas), y
el hecho de que en ella las cargas se distribuyen axialmente, la

hacen un componente adecuado en manipuladores.

Recientemente se han investigado los llamados manipuladores
hibridos, los cuales combinan las caracteristicas de los
manipuladores en serie y en paralelo. Shaninpoor [8] hace un
estudio de la clinematica directa e inversa de un manipulador
hibrido, que en los términos que se han venido manejande a lo
largo de esta tesis, puede describirse como 1la identificaclén
formal de dos plataformas de Stewart (figura 17). La base de una
de ellas se encuentra fija en el espacloe. En este manlpulador los
grados de libertad se encuentran repartldos equitativamente entre
las dos plataformas: la plataforma de la base fija tiene 3
actuadores llneales alternados con 3 cables, y la otra plataforma
tiene tambien 3 actuadores llneales alternados 'con igual namero de
cables. Parece sorprendente que 3 de los eslabones de cada una de
las PS del manipulador hibrido sean cables: gcomo se mantienen
constantes las longitudes de estos "eslabones”, sl un cable
soporta s6lo tensién y no compresién? La respuesta estd en 1a
misma pregunta: sl se mantiene un control preciso de los
actuadores, el movimlento generado por éstos mantendrd slempre

tensos los cables, ya que el algoritmo que resuelve la cinematica
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directa considera que las longitudes de los cables son constantes.

Aunque Shaninpoor no hace mencién de ningin problema
originado en el uso de cables, el autor de esta tesis intuye que
podrian darse problemas de vibracién, si en un instante dado,
exlste una tendencia a que se aproximen los puntos extremos de uno
o de mas cables, y en un Instante posterior esa tendencia se
revierte. El resultado real seria que por momentos, la
configuracién del manipulador quedaria indeterminada, y éste
oscllaria entre posiciones extremas en las que los cables estarfan
tensos. Al alcanzar estas posiclones extremas, se producirian
cargas de impacto, puesto que los cuerpos que componen el
manipulador tendrian globalmente una cierta cantidad de movimiento
que seria absorbida Iinstantéaneamente por los cables que fueran
subltamente tensados., Un comportamiento semejante es indeseable,
y para evitarlo, se requlere un control muy riguroso. A pesar de
esto, se reitera que Shaninpoor no menciona ningin problema
semejante, y reporta la construccién y operaclén satisfactoria de
un prototipo del cual Incluye, en el articule ya cltado, una
fotografia. Este prototipo pesa 34 libras, y es capaz de levantar
160, lo cual significa que la razén carga/peso es de alrededor de
5. Segin este valor, el manlpulador hibrldo reportado es
extraordinariamente ligero comparado con la carga que es capaz de

maneJjar.

En clerto sentido, puede equipararse un robot . hibrido a un
brazo humano porque algunos de sus eslabones fungen como misculos,

y otros como huesos. Pequefias contracciones de algunos de
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los "misculos" (que van acompafiadas de la distenslén de otros),

pueden produclr desplazamientos considerables del 6rgano terminal.

Las caracteristicas cltadas del manlpulador hibrido 1lo
convierten en una opcién deseable en clertas aplicacliones en
plantas de manufactura flexlble, en lugar de los manipuladores en

serie convencionales.
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CONCLUSION

Globalmente, se han presentadoc las herramientas esenciales
para el analisis de movilidad, y 1la sintesis estructural de
cadenas clnematicas espaciales, asi{ como una técnica para la
solucién del problema directo en posicién. Tedo ello representa
una gran ayuda en el proyecto de cadenas cinemdticas espaciales y

de manipuladores.

Se cree haber lograde el propésito de exponer con claridad y
de una manera simple los criterios de movilidad de Kutzbach y de
Hervé. Se considera que de este Ultimo se logré, graclas al uso
de elJemplos senclllos, hacer fa&cilmente comprensibles aspectos
como los grupos de desplazamiento, . el concepto de enlace
(lialson), 1las operaciones de Intersecciéon y composicién de
enlaces, el concepto de 1la dimensién asociada a una cadena
cinemdtica, y otros conceptos afines, Igualmente, se, cree haber
explicado con claridad y senclllez los aspectos fundamentales del
método de sintesis estructural que aqui se ha denominado modular,
debido a Earl y Rooney. En la exposiclén de éste, se prescindié
de algunas cuestlones teéricas, como la demostracién de que el
conjunte minimo de entradas que controlan a un eslabdn es Unico;
pero en camblo, se presentaron de una manera Utll y transparente,
las nociones de identificacién formal de eslabones, movilidad
efectiva, y componentes de distribucién y de actuacién, cuya
comprensién representa el minimo para poder servirse del método
modular en la sintesls estructural de cadenas cineméticas

espaciales.
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En relacién con los tipos de cadenas cinemiticas
identificados por Hervé, se sometlé a revisién el concepto de
cadena clnematica excepcional, y se concluyt que también a una
cadena asi considerada, puede apllcarse el criterio generalizado
de Kutzbach. De todas maneras este problema estd ablerto a
discuslén, porque el autor de la tesis no demuestra su hlpétesis,

sino sélo la confirma con ejemplos.

En lo que se reflere al método de sintesls estructural de

Shujun se aporté una sencilla rutina (PADRONCAD) para computadora

que complementa dicho método. Esta rutina sirve para obtener
automaticamente todos los conjuntos posibles de eslabones
binarios, ternarlos, etc., que correspondan a una cadena

cinematica con N eslabones y L mallas. En otras palabras dicha
rutina realiza el primero de los tres pasos de que consta el

método de Shujun.

Se discutié tamblén el problema de obtener todas las
interconexlones poslibles de los conjuntos de gslabones obtenidos
mediante PADRONCAD, problema que Shujun ignora en su articulo
[10]. En el tratar de resolver este problema (que no es trivial),
se encontré un algoritmo (método de 1la caida) que permite
encontrar una interconexién posible dado un conjunto de eslabones.
Diferentes Internconexiones pueden obtenerse camblando el que
hemos llamado el criterio de caida. Este algoritmo no es
exhaustivo como se deseaba que fuese; pero de todas formas,

representa una ayuda en la sintesis exhaustiva, ya que pernite



obtener interconexlones de manera sistemadtica y ahorra el tlempo
que tendria que invertirse con un método manual de prueba y error
(que seria considerable aun traténdose de pocos eslabones). No se
incluyé un programa de computadora que instrumentara dicho

algorltmo; pero esta Instrumentaclén no es diffecll.

La exposicion del método vectorial matricial para el analisis
de posiclén directo e Inverso de cadenas cinemfticas espaclales
{incluidos los manipuladores} del capitulo dos, se hizo
minuciosamente. Un logro de este capitulo es que presenta de una
manera unificada tanto el anallisis directo de poslclén como el
inverso, y evidencla la posibilldad de aplicar el método VM tanto
a cadenas simples ablertas, como a cadenas que contengan multiples
mallas. El método VM no proporcicna las 1llamadas soluclones
cerradas; pero puede ser sumamente Util en la simulacién del
movimiento de cadenas cinematicas. FEl autor cree haber conseguido

en este capitulo una disertaclén sumamente accesible. .

El capfitulo 3 fue redactado, al igual que los otros dos, con
gran culdado; pero su lectura puede entrafiar dificultades
especlales porque para su comprensién total se requiere examlnar
los programas que figuran en los apéndices. Sin embargo se hizo
un esfuerzo por faclilitar en la medida de 1lo posible la

comprensién de dichos programas.

En este capitulo 3 se detallé la aplicacién del método
vectorial matricial, estudiado en el capitulo 2, al anéllsis

directo de posicién de la plataforma de Stewart. Esta aplicacién
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fue exltosa, y se propone como complemento al método polinomial de
Innocenti y Parenti-Castelli, porque agiliza los calculos en la
simulaclén del movimiento de la PS si se parte de una soluclién
conocida (obtenida mediante el método pollnomial) y se incrementan
las entradas en pequeRas cantidades. Adiclonalmente, la
aplicacién del método VM a la PS tal como se presenta en el
capitulo 3 suglere que dicho método puede apllcarse al anallsls de
gran ntmero de cadenas cinematlicas, slempre que se hagan las

adaptaciones pertinentes.

Al programar les algorltmos de Shujun y de Innocenti y
Parenti-Castelll, se encontraron algunos errores que se comentaron
y rectiflcaron oportunamente (Shujun - capitulo 3, Innocenti y

Parenti{-Castelli ~ apéndice I)..

Un subproducto de las investligaciones que culminaron en el
libro que el lector tienme en sus manos, fue el dlsefio de un
conjunto de plezas (el estuche D y H) que permiten ensamblar
cadenas clnemdtlcas de muy diversas formas, en las cuales pueden
mostrarse los parametros y varlables de Denavit y Hartenberg. El
autor cree que el estuche D y H puede ser una ayuda de gran
valor para visuallizar las definiciones de los mencionados
parémetros y variables, especlalmente para aquellas personas que
tienen dificultad para imaginar las interrelaclones de cuerpes en

3 dimensiones.

Un trabaJo posterlor podria ser el disefio de un manipulador

hibrido experimental, simllar a los comentados en el capitulo 3,



que permitiera explorar las potenclalldades de esta clase de
manipuladores, y que insinuara posibles mejoras, a fin de obtener

disefios 6ptlmos.

Se concluye con una f{rase respecto al estudio de cadenas
cinematlicas que se tom6é prestada de Rooney y Earl [8]: "Parece ser

éste un terreno fascinante”.



APENDICE A
READY.
1 REM sawss PROGRAMA PADRONCAD ey
I REM senss ESTE PROGRAMA OBTIENE LOS JUEGOE DE
Tt
3 CLR: INPUT"ESLARONES":N
S INPUT"LAZOS":L:A=2%(L-1):X=41DIMB(L+1}
10 K=1
20 B(4)aB(4)+1
T0 GOSUE140
40 IFF=1THENF=0:GOTO70
S0 BOSUB210
&0 GOTO20
7G B(4)=0: IFL<=3THENGDSUB140:GOSUB210
00 O=4+K
86 IFQ>X THEN X=X+1:IFX>L+1THENPRINT"FIN":END
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B =B (@) +1

100 GO5UB140

110 IFF=1THENB(Q)=0:¥=K+1:F=0:GUTOB0
120 GOSUB210

130 GOTO10O

140 S=Q

150 FORI=4TOX

160 S=5+(J-2)«B(1)

170 IFS>ATHENF=1:RETURN
18¢ B(3)=A~-S

190 NEXTI

200 RETURN

210 B(2)=N

220 FORI=L+1TOSSTEP-1

B{2)aB(2)-B(I)

240 PRINTB(I),
250 NEXTI
260 PRINTB(2)
270 RETURN

READY.

ESLABONES DADOS t. Y N w#wuss

Nenimeco da culabonas
: = ndmere de lazose mallas
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APENDICE B
DEMOSTRACIGN DE LA ECUACION (33) DEL CAPITULO 2

Demostrar que

Br‘/at)‘:QoQ!...Q‘_‘(exr,) ‘ {1)

donde e = vector unitario con la direccién del eje [z‘]. y Qoy es

la matriz identldad.
Partimos del hecho de que

r=200...Q 8 (1)
Calculamos la derivada parcial de r, con respecto a 8‘:

8r /88 = (5/86’)k?__;‘l'.l‘_‘()‘...Q‘_lQlQ“1 Qk_‘ak 2)
De las matrices QJ. la unica afectada por el operador 6/:'!9l

es la matriz Q‘. ya que Qj es independiente de f)l vJ=l.

Observamos ademas, que el producto 0102"'01-1 es factor
comin a todos los sumandos, y por lo tanto, puede escribirse a la

lzquierda de la "Z". Entonces,

or,/e0 =Qq,...q_[(a/80) 2,000, Q_p»8,] (3

17k=17071 141 k-lak

A pesar de que la matriz Qo es un factor comin a todos los
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sumandos de la sumatoria, convino preservarla del lado derecho de
la sigma, con el obJjeto de que en caso de que k=i, la expresién
dentro de la sumatoria siga teniendo el "aspecto" del producto de
una matrlz por un vector, es decir, para k=1 el sumando

correspondiente es

Qoal
o blien
a puesto que Q°= I.
Teniendo en cuenta lo anterior, la sumatoria  puede

descomponerse de la sigulente manera:

£004Q Q

= + a
k=17071 143 k-lnk QOBl k:?&lQlQloi q

k-1 k

por lo cual, dado que Qoa‘=a‘,

or se0 = Q,...Q _(4/80 )a+ £ QQ, Q =l (4)
y como el unico factor dependiente de ol dentro de la sumatoria es
la matriz Ql, tenemos que

gr,s86 =Q,...Q,_[8a 86+ (80,88 ) % Q Q &l (5

1 k=1+1

A continuacién, encontraremos expresiones para BQ‘IBG‘.
aal/BBI. Qvldonde v es cualquier vector) y exQv, las cuales nos

geran utiles para completar nuestra demostracién.

Considérese la matriz CI‘, que segin su definlcién es



cos@, -senf cosa seng senc
i 1 ] 1 1
Q = [sen8  cose, cosa  -cosf, senax,
0 sena cose,
¥ que por brevedad escribiremos como
h T2 g
Q = fa; 9 9y (8
99 93 %a
La derivada parcial de Ql con respecto a 91 es
-send_ -cos@, cosa cosf, senx
i i 1 1 1
8Q,/38, = | cos@, -send, cos«x, send, sena ¥2)
o] 0 o
Obsérvese que la derivada anterior puede expresarse en

términos de los elementos qlJ de la ecuaclén (6) reacomodados como

sigue:

Ty "9 "9y
aol/ael =] % %2 Y (&
0 ]
Esta ecuacién nos sera atil en breve. Ahora calculemos

651/681.
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Recordemos que a = (d[cos e, dlsen 8, b‘lr donde dl y
bl son constantes. Entonces,
- [ T
8a,/80 = s d sen 8 d.cos 8 0] (9)
Por otra parte, del calculo del producto exa, resulta
exa = [-dlsen 8, dcos 8, o” (10)

Los miembros derechos de las ecuaciones (8) y (10) son

iguales, por lo que los lzquierdos tamblén lo son; de modo que:
8a, /80, = exa, ) (11

Obtenemos ahora una expresién para Q‘v, donde v es un vector

cualqulera:
9y Y2 g Y1 LITAIML TPA PR PP
le= qzl q22 qm VE = qzxvx * qavz + q23v:l (12)
qCIX qaz qu V:' q:llvl M q32v2 * q:mv:s

Para calclular el producto vectorial °XQ|V|' abreviaremos las

sumas del vector obtenido en (120) como XZq, v, ¥q_ v, Zq V.

e 2r ¢ 3r ¢
Entonces,
1 J k %4, v,
exQv =10 0 1 = | Zq, v, (13)
qurvr zqzrvr zq:!rvr 0
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Si premultiplicamos el vector v por la matriz aol/ao‘

obtenida en 1a ecuacién (B), tenemos

"y %] [ V] 7% Vet Gea Vet ea¥s)
(au‘/ae‘)v = 9y Y2 T [Y2|T[ TvatTh2¥2"%a's (14)
0 0o O Va [s]
o en forma abreviada
“E,,V,
’
(BQ‘/BGl)v = th_vr (14*)
]

Al comparar las ecs. (13) y (14’), observamos que

exqv = (80,780, )v (15)

Este resultado puede aprovecharse para concluir 1la

demostracién que nos ocupa.

Volviendo a la ecuacién 5, vimos que la sumatoria representa

al vector r a Y segin los resultades de las ecuaciones (11) y

141
(15), podemos escriblr

431-’/39l = Q:"'Ql-ll exa, + erlr“ll (186)
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Aprovechando la  propiedad distrivutiva del producto

vectorial, se tlene que

ar /80, = Q,...Q _ [ ex(a +Qr, )] (17)
pero,
ro=a +Qr . (18)
de manera que
8"1/601’0001' . '01-1“’“'1) (19}

que es lo que se queria demostrar,
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APENDICE €

REFLEXIONES DE HOUSEHOLDER

Las reflexiones de Householder propercionan un medio eficaz
para resolver sistemas de ecuaciones lineales determinados y

sobredeterminados,

Si la matriz de coeficlentes de un sistema de ecuaciones
lineales determinado es triangular, la solucién de dicho sistema

puede obtenerse muy sencillamente medlante substituclién regrestva.

Las reflexlones de Householder permiten trlangularizar la

matriz de coeficientes minlmizando los errores de redondeo.
Definicidn

Una reflexién de Householder P es un operador matricial que

se define como sigue:

donde

u es un vector cualquiera

B=%uTu=-—u-u

Obgérvese que u'u es distinto de wu'.  La primera de estas
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expreslones es un producto escalar {producto punto), mientras que
la segunda es el producto de una matriz columna por una matriz
renglén, es decir, una matrlz cuadrada. Si u tiene n componentes,

el orden de la matriz u-u’ sers también n.

El nombre de reflexion para la matriz P se derlva del hecho
de que al premultiplicar un vector a en el espacio R:, por P, se
obtiene una imagen especular o ‘"reflejo" del vector a. El

"espejo" es un plano W perpendicular al vector u (u e R:;)'
Propledades de las Reflexiones de Householder

Si P es reflexl6n de Householder, entonces P es ortogonal y
simétrica.

Si ademas, teniendo un vector a, y tomando un componente a,
de dicho vector se definen «, u y B como slgue:

...+ 8% T
n

(s1 8, = 0, entonces puede asignarse a o

R
n

2 2
signo (a ) (“k +a

cualquer signo [+ 6 -]}

F (1)

u= (0, ..., O, B, ta B e an)

B = {a)(u) 4
entonces

Pa=f{a, ..., a ., -« ..., 0) (2)

Aqui se advierte que una vez eleglida k, con la reflexlén de
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Householder correspondiente se anulan los ultimos n-k componentes
de a, y la componente k se modifica de manera que se preserva la
norma de a. Es declr [Paj = Jaj.

Ademds, para todo vector b distinto de a se cumple

Pb=b - yu (3)

donde 7 = (uTb)/B.

Queda fuera de los alcances de esta tesls demostrar estas
ecuaciones. Simplemente se presenta aqui lo necesario para que

puedan ser utilizadas.

Como se puede observar, con las ecuaciones (1), (2) y (3)

d abt. se los pr os Pa y Pb sin necesidad de calcular P

a partlr de su definicién. Esto es conveniente.

Para resclver sistemas de ecuaciones lineales con reflexiones
de Householder, se comienza aplicando las ecuaclones (1)} y (2) al
primer vector columna de la matriz de coeficlentes, siendo k=1.;
con ello se aniquilan todos los componentes de dicho vector,
excepto el primero. Posteriormente, se aplica la ecuacién (3) a
los vectores restantes de la matriz de coefictentes y al vector de
términos Independientes. Todo esto equlvale a premultiplicar
ambos miembros de la ecuacién matriclal que representa al sistema
de ecuaciones llneales a resolver, por una reflexlién de

Householder Px' o sea,
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PAx = Pc (a)

Ahora se anulan todos los términos del vector columna 2 de 1a
nueva matriz de coeficlientes, eligiendo esta vez k=2 para las
ecuaclones (1) y (2). Nuevamente se aplica la ecuacién (3) = los
vectores restantes. Es utll resaltar que el aplicar (3) al primer
vector columna, ya no tlene efecto sobre éste. Tener en cuenta

esto, puede ahorrar tlempo de cdlculos en la computadora.

Ahora se ha obtenido

PZP‘Ax = PzP‘c

Aplicando reiteradamente este procedimiento, se obtiene

PP ...PPAx=PP . .PPc (s).

donde la matriz PnPn_ ..PZPIA es triangular superior.

-

La utilidad de las reflexlones de Householder no se restringe
a la soluclén de sistemas determinados, sino que se extiende a la
de sistemas sobredeterminados. En el caso de un sistema
sobredeterminado compatible de m ecuaclones con n incégnitas, al
proceder como se describlé en los parrafos precedentes con dicho
sistema, todos los elementos de los m-n ultimos renglones de la
matriz de coeficlentes resultante seran nulos, lo mismo que los

m-n ultimos componentes del vector de términos Independientes.
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Esto significa que en el sistema original existia clerta
dependencia lineal, de modo que ahora se ignoran los renglones que
contienen exclusivamente elementos nulos y se resuelve el sistema

determinado que queda.

Puede ser que por errores de redondeo, los elementos del
vector de términos independientes que debieran ser nulos depués de
la triangularizacién, aparezcan como pequefias cantldades finitas.
Estas han de lignorarse. 51 en camblo, éstas cantidades fueran
grandes, podria sospecharse que el sistema de ecuaclones es
icompatible, y el vector solucién que se encuentre al emplear la
substitucién regresiva en las primeras n ecuacliones del sistema,
es el que "mejor satisface" al sistema original de m ecuaciones

incompatibles.

Cuando en el anallsis de un manlpulador se tlene un mayor
numero de ecuaciones que de Incégnitas (como sucede en el analisls
de un manlpulador en serie de 5 grados de libertad), sl las
posiciones que se desea sean ocupadas por puntos prescritos dgl
6rgano terminal son congruentes con la geometria de éste, el
sistema de ecuaciones lineales que se obtiene al expandir en
series de Taylor el sistema de ecuaclones no lineales que modela
al manipulador, deberd ser compatible. “Incompatibllidades
pequefias” podrian ser consecuencia de errores de medlcion (si el

andlisis se aplica a un manipulador ya construido).
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APENDICE D

MODELADO Y SOLUCIGN DEL ANALISIS DIRECTO DE POSICIGN DEL MPS
EN FORMA CERRADA

Presentamos aquf, la traduccién de un fragmento del artfculo
de Innocenti y Parenti-Castelll (I & P.C.) [ 7 ] {que en lo que
resta de este apéndice nombraremos slmplemente articulo) sobre la
plataforma de Stewart. Estos autores proponen una soluclén cerrada
para el anallisls directoe de posicién de dicha plataforma {que
discutimos en el capitulo 3). En este apéndice se anexan también
algunasg rectificaclones hechas a dicho articulo, asi como los
resultados de aplicar el método propuesto en el mismo.

Traducccién de las secciones 2 y 3de [ 7 1

2. Ecuaciones de Cierre

"Segun la caracterizactén dada por Stewart‘l) y con base en

las sigulentes conslderaciones, se deduce un modelo para el
analisis directo de posicién del MPS con un arreglo cualquiera de
"piernas”,

La estructura geométrica baslca dei MPS consiste en una
plataforma mévil W conectada en tres puntos distintos Pr, r=1, 3,
a los eslabones adyacentes, mediante pares clnemiticos esféricos.
Se pueden proyectar 3 piernas distintas con diversos arreglos de
eslabones y pares (6 de los cuales son motorlzados), para conectar
la plataforma a la base, de modo que la plataforma tenga 6 grados
de libertad. Cada plerna tiene dos pares cinematicos motorizados,
y consliderando a la plataforma desconectada temporalmente en P.-’
este punto puede moverse en el espacio de 3 dimensiones. Cuando

1n. Stewart Proc. Instn Mech. Engrs. vol. 180, Part 1, No. 18, p.
an {1865/68)



se da un conjunto de entradas (inputs), el punto Pr de cada plerna
describe un circulo l'I~ (figura 1) de radio y centro definidos, el
cual esta alojado en un plano perpendicular a una dirececién
definida LA Conviene advertir que siempre que se modifiquen las
entradas, cambian los circulocs l‘r. Especificamente, los ejes LA
pueden variar sl se =adoptan arreglos particulares. Los tres
puntos P,_ pertenecen también a la plataforma, y esto proporciona
la condicién para definir las localizaclones de los puntos sobre
los circulos rr correspondientes, Son posibles varlas
localizaciones. Los puntos Pr se determinan por los vectores de
poslicién QrPr que pueden definirse a través de tres éngulos e’_
medidos con respecto a direcclones arbitrarias u perpendiculares
a los ejes ur. Debido a que hay una correpondencia uno a uno
entre los tres angulos or y la localizacién de la plataforma, el
preblema de analisis directo se reduce a la determinacién de todas
las posibles tercias de 9r cuando se da un conjunto de entradas.
Cualquier mecanismo que pueda anallzarse mediante este modelo, se
llamaré MPS, independientemente de los arreglos de sus piernas.

Teniendo en cuenta el hecho de que, cuande se dan los
desplazamientos de los actuadores, todo mecanismo es esencialmente
una estructura, se puede adoptar el modelo antes mencionado en
aquellos casos en los que el numero de entradas sea distinto de
seis. Ademas, también se puede adaptar el modelo con pequefias
modificaciones a mecanismos del tipo MPS en los que uno o mis de
los puntos Pr describe lineas rectas en lugar de circulos. Por
ultimo, es importante menclonar que para. algunos arreglos

particulares de piernas, una vez que se ha dado un conjunto de
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entradas, son posibles varias conflguraciones de las plernas; pero
el modelo del MPS puede aplicarse de todos modos a todas las
confliguraciones posibles, a cada una de las cuales corresponde
determinado circulo l'"_, como en el caso de uno de los cuatro
arreglos propuestos por Stewart (se omite aqui la Ilustraclén
referida en este parrafo del articulo original),

Por lo expuesto anterlormente, dondequliera que r y s aparecen
simultaneamente en la misma ecuacién, se tienc que r=1,3 y
s=mod(r, 3)+1, donde mod(x‘,xz) es una funclén que2 da el residuo
do®. Refiriénd
a la figura {1]), para cada malla P'_P.Q-Or puede escribirse la
sigulente ecuacién vectorial

det coclente del primer argumento entre el

P-P = (P-Q)+ (Q-Q)~-(P-Q) 1)
Aqui,
fP-P|=L : @
" r re
P-Q =H (ucos 6+ vsen 8) 3)
r T r L r r r
P~Q = H (ucos 8 + vsen o) (4)
2 ] 2 L L 2 a
zll. del T, His wmencillaments, 1a relacién entre r y S pueds

representarss mediante la siguiente funcidon tabular

LI
-an in
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donde u y v son vectores ortogonales mutuos paralelos al plano
de los circulos l‘r (urx v = wr). y cuyas direcclones se escogen
arblitrariamente; L" representa la distancla entre P.— ¥ PH; Yy Hr
es el radlo de l'r centrado en Or.

Qr. vy Hr estan definidos de manera Gnica cuando se dan los
desplazamientos de los actuadores.

Elevando al cuadrado la ecuacién (1), se obtiene la slgulente

ecuacién escalar:

r r r r v r r r roo_
9,6,0¥a,C,S.+ a5 C+ 4,55 +'q.0 + qS + q,0.+ q .+ q,= 0 (5)

donde
C.l = cos ok, Sk = sen Gk
Y

L -

q, "2".-".".-“.; (5.1)
v =

q, "2”.-”.".-". {(5.2)
v

q, =2H H v u (5.3)
r

q, =2H H v v, i (5.4)
r

q, =2H (Q - Q Ju_ (5.5)
r

9 —2Hr(QH— Or)vr {5.8)
r

q, _ZHn(or- Ou)u‘ {5.7)
r

qq -len(Or- Q')vn (5.8)
"qq =L? - W2~ H2- (q - 0 )? (5.9)
re r s e r

Substituyende el seno y el coseno por las conocldas
expresiones:
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= 2 = 42 2
s, Ztk/(utk) y, n’:k (1 ‘.)/(“‘.)

donde tk= tan(Ok/Z), la ecuaclén (S) puede escribirse como sigue:

3 'aut:t: =0 (8)
1=0,2
1=0,2
donde

'goo = "q‘+"q5+"q_;+'qn (6.1)
Ta = 2(7q,+"q) (6.2)
Tag, * _rq1+rqs-rq1*rqa (8.3)
Ta, = 2("q,+"q,) (6.4)
ra" = —4rq‘ {6.8)
T 2 ® ~2("q,-"qg) (6.8)
'am = —rq’—rqs-rrq_,#rqs (6.7)
"az‘ = -2(rq2—“qa) (6.8)
r"zz = rqx_rqs_rq7+rqa } (6.9)

y l'ql. 1=1,9, estén dadas por las ecuaciones (5.1)-(5.9).

Las tres ecuaciones (8), cuando se satisfacen
simulta te, repr tan el clerre del MPS, Cuando se da un

conjunto de entradas, estas ecuaclones representan un slstema de
tres ecuaclones algebraicas de segunde orden en las Incégnitas
tx,tzy ta' Las soluclones de este sistema definen las
locellzaciones de los puntos Pr [véanse las ecuaciocnes (3) y (4)]
y consecuentemente, quedan determlnadas las localizacloness de la

plataforma.

Al inspeccionar el sistema de ecuaciones (B} se ve que cada



ecuncion contlene solamente dos incognitas (tr Yy L“
respectivamente) 'y esto hace factible resolver el slstema sin
Introducir - raices espurias. Puede usarse el sigulente
procedimlente par ellminar dos incégnitas de las ecuaclones (6) en
dos pasos: primero puede eliminarse L-_,' por cjemplo, de las
ecuaciones del sislema {6} segunda y lLercera. El resultado scra
una eccuaclon en las fncognitas I| y l:',' Después, de esla ecuaclon
y de la primera del sistema (6), se puede elimlnar la variable CT
obtenlendo de este modo la ecuacion polinomial definltiva en la

incognita tf

Elimlnacidn de t__l: para r=3 y r=2, el slstema de ecuaciones
(6), proporciona dos eccuaclones en las incognitns Ll Yy 11, y L? y
tJ respectivamente.

Las dos ecuaciones pueden escribirse como slgue:

AL§+ Bt +C

Ll
[~]

7
Rty + St +T=0 (8)

donde

(9.1}

(9.2)

(9.3)

(9.4}

(9.5)

T=ZT ll (9.6)
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y
4 =%, (10.1)
B = %a,, (10.2)
c, =" (10.3)
R = "alz (10.4)
s, = ”al‘ (10.5)
T, = “alo (10.6)

La elimlnante de las ecuaclones (7} y (8) es la sigulente:

=0 (11)

WO MO
wow>
Hwnowow
o= OO

La ecuacién (11) representa la condicién bajo la cual las

ecuaciones (7) y (8) tienen las mismas soluciones para ta

Al desarrollar la ecuacién (11) resulta:
(AT-CR)® + (AS-BR)(CS-BT) = 0 - (12)
La ecuactéon (12) es una ecuacién de cuarto grado en las

incégnitas t, y t, y, tomando en cuenta las relaclones (8), puede

escribirse como sigue:

1.3
X b tt =0 (13)
0,4 M 12
30,4

Las expresiones analiticas completas de los coeflicientes bl]
estdn dadas en la Tabla 1.

Eliminacién de tz: la primera ecuaclén del sistema (6)

{r=1), es:
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TABLA 1

Expresiones analfticas para los coeficientes b
(ecuacién 13)

boo® AofTol-AoBoEoTo¢AstoBot~2A0CaRoTo
+Bo?RoTo~BoCoRoSo 4o Rot

botF 2Aa?ToT1=A0Bo (507145176 )42A0C0S051
~2A0Ca(RoT14R1 To Y4Bl (RoT14R1To)
~80Co(RaS14R160)42Co RaR1

bozz Ao?(T1242T0T2 )~AoBo(EoTr+51T1452T0)
+AaCo (B12426052 }=2A0C0{RoT24R1 T14RaTo}
+Bo? (RaTe#R1T14R2To)-BoCo{RoS2 +R1514R250)
+Co?(R1242R0R2 )

boy= 2Aa%TyT3~AoBo (51 T2452T1)92AaC0515r
=2AoCo (R1Tx+R2Ty M4BaZ [R1T2+R2Te)
~BoCo(R1514R25s }¢2Co R1Ry

boe= Ao?Trl-AoBaGaTe+AoCobr?-2A0CoRe T2
4BoTR2T1-BoCoReSe4CotRa? .

bro= 2A0A1Tol~{AoB14A186)50To+ (AoCs4A1Co) S0t
=2(AgC14A1Co)RaTo+2BoBrRoTo
=(BoC1481Co JRoBo+2CaC1Ro?

btz 4AoAsToTy=(AaB1+A1Bo)(SoT1451T0)
+2(AoT1+A1Ca)5059-2(AaCr +A1Ca ) (RaTv 4R To )
42BoB1 (RaT14R1To )-(BoC14B1Co ) (RoS1+R15o)
$4CoCrRoRy

b12= 2A0As (T1242ToT2 }=(AsBy+A1Bo } (50T e84 Ty
46270 )4 (AaC1+A1Co ) (512425052 1-2(AoCr
+A1Co)(RoT24R1 T14R2T0)+2B0B1 (RaT2 4R T
4R2To)~(BoC14B1Co ) (RaSa+R169+R250)
42CoC1(R1242RoR2 )

bs3= 4AoAIT1T2=(A0B14A1B0)(S1T2453T1)42{AaCy
4A1C0)8153-2(AaC14A1Co }(R1 T2 +R2Te)
428081 (R1Ta+Re T3 I~(BoCr4B1Co HReE2+R25¢)
+4CoCrRtRy

2A0A1T27-(AoBy+A1Bo )52 T2+ (A0Cr4A1C0 )52 2
~2(AoCy+A1Co)R2 T2 +2B0BrR2 T2
={BoC14B1Co JR25242CoCaR22

bzo= (At?42A0Az)To%T~(A0B2+A1B14A2B0)50T0
+{AgCe+A1Cs+AZC0 I502-2(A0CI+A1Cy
+A2C0)RoTo+(B1 2428082 RoTo-(BoC2
+B5C1+B2C0 )RS0+ (C1742CoCy IRo?

briz 2{Av242A0k2 1ToT1~(AoBz ¢A1B1+A2B0 ) (SoTy
451T0)421A0C2 ¢A1C14A2Co )S0E1~2(A0Cz+A1Cy
+A2C0 ) {(RoT14R1T0)¢(B1242BcB2 ) {RoT1+R1To)
~(BaC2+B1C14B2Co M{RoS1+R150)
+2(C1%42CoCr )RoRY

bras (Av242A0A2)(T1242T0T2)-(AoB2+A1B1
+A280) (507245171452 To }+(AoCz ¢AI Tt
+A1C0 }{512425052 )-2(AoC2+A1Cr+AzC0 }(RoT2
SRiT1+#R2T0 )4 (B12+2B0B2 ) (RoT29R1 Tr+RsTo)
=(86C24B1Cy+82C0 Y(Ro Sz +R1514R2S0 14 (Cs?
+2CoCr}(R1%42RoR2 )

13

braz R(A1Te2A0A IT1Ta=(AoBr4A1019A180 ) (61 T
*5171)42(AsCa¢A1C14A2C0 )51 Br-2{A0Ce #A1Cy
SAICo) (R1TaoR2T1 J¢ (310428007 )(R1 TE¢R V1)
={BoCreBiCieReCo}{R1B24Re51)
+2(C1142CaCe YMsRe

bras (Ar2e2A0A2 ) TaR-(AoBrsAr1B14AsB0 )82 T2
+{A0C24AIC14A1L0 )62 7-2(AoCasAtCeeAzCoIRITE
+(812420087 JRa T2~ (BoCr+B1C14B2C0 JR2 52
+{Cy742C0Cy IRs?

2A1A2To2~(A1Br+AzB1 )6oTo + (A1Cr+AICH J B0t
-2 1 )Re To-{B1Cs #B2C1 IR

+2C1CzRo?

bae= dArAaToTe=(A1B2+A2B1 ) (BoTr451T0)
+2(A1C24A2C1 )5051-2(A1CreA2C1 ) (RoTs 4Ry Vo)
42B1B2 (RoT14R1T0)=(B1C24BsCy ) (RaB1 4R 5o )
+4C3 CaRoRy

Bazz 2A1A2(T1242ToTe)=(A1Br+A2B) ) {BoTe451 T
+5270 )¢ (A1Ca+AICy ) (E12428652)~2(A1C2
+A2C1)(RoT24R1T14R2T0)42B1B2 (RoTa4R1 T1
+R2To)-(B1C24B2C1 ) {RaS24R1514R260)
42C1C2(R1242RoR2)

bys= 4A1AZT\T2—(At1B2+A2B1 }(B172452T4)42(ArC2
*A2C1)E152-2(A1C4A2C1 ) (ReTyeRaT1)
428182 (R1T2+R2T1 )-(B1C24B2Cs }(R152+R2 51 )

080

+4C1CrR1R2

braz 2a1A2Te?-{As5z+A2D1)52T 24 (A1CreA201 622
~2( A2C1 IRz T R2T2=(81Cr4B2E1 IR2E?
+2C4CaRs?

bioz ArtTet 8 1 R TRoTe
=B2C2RoBo4C2¥Ro?

bav= 2452ToT1-A2B2(5oT1451To 14242035061
=2A7C2 (RoT14R1To )+B2? (RoT14R o}
~B2C2(RoS1+R150)42C Rof1

baz= A22(T1242T0T2)~A202 (BoTz451T1452T0)
+A2C3 (512425082 )-2A2C2 (RoT2¢R1 T14Rs T0 )
+B22 (RaT2+R1 7 1#R2T0)~BaCa (Ra52#R151$R2S0 )
4C22 (R1242RoR2)

basz 2A2¥T1T2~AzB2 (51T2452T1 }42A2C251 52
=2A2C2{R1T24R2T 14823 (R1 T2 4RaTh )
~BaC2(Ry524R251 }42C2 MR

baez Ar?TateAsBz53T2+A2C2522-2A2C2Rs T2
+Br¥R2T1-BzCrRz524C2 A2

Los subiniices ij estdn invertidos
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1 1
Z'a tt. =0 (14)
10,2 312
J=0,2

Las ecuaciones (13) y (14) representan un sistema de dos

ecuaclones en las incoégnitas: tx y tz' Entonces, puede eliminarse
de ellas por eJemplo tz' obteniendo asf una ecuacién en una Unica

incégnita tx'

Las ecuaclones (13) y (14} pueden reordenarse como sigue:

. 3 2 -
Gtz + th + Ntz + Ut2 +V =0, (15)
2 -
Dt + Et, + F =0, (16)
donde
- 1
G=3b b (17.1)
1=0,4 .
- 1
#=3p t (17.2)
{=0,4
1
N=3b ¢t (17.3)
1=0,4 121
1
U=z ¢ (17.4)
1=0,4
1
v=sb t (17.5)
1=0,4 to 1 .
y
p=z'a t; (18.1)
1=0,2
E=7Z'a t (18.2)
1=0,2
1 i
F=g5'a t (18.3)
1=0,2 to1

La eliminante de las ecuacliones (15) y (16) es la sigulente:
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(18)

goono
coOmo<
u
Q

GMNU
MNUV
OO0DE
ODEF
EF0O

Después de haber desarrollado el determinante de 6 x 6, la

ecuacion (18) puede escribirse como:

GV(D®F? + E* ~ 3DEF)~GUEF(E® - 2DF) - GFZ(MEF + NE® = GF°)
+ UDP(2MEF + VD® - NDF) + VDE(NDE ~ UD® -ME®) - DFP(CN - %)
+ DEF?(GU - NN) + DF(GV - HU)(DF - E2) - D°FP(MU - N°)

+ DPEF(HV - NU) - D°FCNV - %) = 0 (20)

Se reconoce que la ecuacién (20) resulta en un polinomio de
grado 16 en la varlable tl. Por ello, son posibles 16 soluclones

reales y complejas,

Determinacién de tz y tn: puede demostrarse que, para toda
solucién t1= tl de la ecuacién (20}, exlsten valores unicos de tz

y ta' Sean éstos "z y tn respectivamente.

Para t=t1. las ecuaclones (15) y (16) son en realidad
ecuaclones algebraicas en la Unica Incégnita tz' y éstas tienen
una rafz comun, "2' cuyc valor puede encontrarse igualande & cero
maximoe comin divisor de primer grado de los polinomlos de los
miembros izquierdos de las ecuaclones (15) y (16). Similarmente,
una vez que se conocen t! y tz, el valor correspondiente de t3
puede encontrarse igualando a cero el mé&xlme comin divisor de
primer grado de los polinomlos de los mlembros izqulerdos de las

ecuaclones (7) y (8)}.

Por lo tanto, se deduce una uUnica solucién “’1' !.2. ta) del
sistema (6) para cada solucioén "1 de la ecuaclén (20), ¥y
consecuentemente, a través de las ecuaclones (3) y (4) se obtlene
una tnlca soluclén de la plataforma. Por eso, el anadlisis directe

de posicién del MPS properciona 16 soluclones en el campo de los
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numeros compleJos.

3. EJEMPLO NUMERICO

Se considera el analisls directo de la posicién del arreglo
de la plataforma de Stewart mostrado en la figura [2].

Aquf, los extremos de seis plernas de longitud variable
actuadas linealmente, estan conectadas a la plataforma en tres
puntos Pr, r=1,3, mediante 3 pares esféricos dobles; y en sels
puntos Rr. Sr, r=1,3, a la base mediante Jjuntas universales. La
locallizacién de los puntos Rr y Sr en la base es arbritraria.
Cuando se consieran arreglos practicos, la movilidad interna puede

eliminarse mediante un disefic adecuado.

Este mecanismo fue propuesto por Stewarts y puede resolverse
medlante el modelo cinemdtico presentade en la seccitn 2. En
realidad, cuando se dan las longitudes de las plernas Im_=|Pl_-Rr|

vy 15r=ll’r—sr|. y conslderando una d 16n tanea de la

plataforma, el punto Pr describe un circulo de radio Hr=P,_0r.

donde 0._ es la proyeccién de Pr sobre la linea RrSr.

Determinacidén de 12r ¥y Kr-. con referencia a la figurse {21,

puede escribirse:

2

2
(Pr-Rr) —lm_ (21)
(P -512 =1 (22)
r r Sr
(P -R)=0c(S -R) +pk x(S -R) (23)
r r r r r rr r r

donde k, es un vector unitario ortogonal al plano que contiene los
puntos Pr, R’r Y Sr: o_ ¥ H_son cantidades escalares a determinar,

¥

3op. cit.
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oS -R)=(Q -R) (24)
r td T r r
nlS, - R|=1H (25)

Las ecuaciones (21), (22) y 1la ecuacién vectorial (23)
representan un sistema de 5 ecuaciones lilneales en las incégnitas
a'r, B y las tres coordenadas del punto P‘_. El sistema, resuelto

para ¢y K., conduce a

=1 : 2 _ ,2 _ 2
o, 2(l'r (IRr lsr)/(sr R,_)) (26)

2 172

2
B o= U /AS - R)"-0) 27)
¥ de las ecuaclones (24) y {25) se pueden obtener el punto Qr y el
radio ".-‘

Podria escogerse un valor negativo para B en la ecuacién
(27), y los resultados finales no se verian afectados por esta
eleccién. Ademas, s} en la ecuacién (27) ur2<0. ello querria
decir que el trléangulo PrRrSr no es un triangulo real.

Definicién de los  angulos 8 : Puede escogerse
arbitrarlamente un sistema de coordenadas Soﬁ(x,y.z) fljo a la
base. Las direcciones de los vectores ur, r=1,3 se escogen
paralelas al plano x,y del sistema So. en tanto que los vectores
LA estan dirlgldos desde los puntos Rrhacla los puntos Sr, y los
vectores vEM X UL Los &Angulos estdn dados por la rotacién del
vector de posicién (P'_-Qr) alrededor del eje u_ con respecto a los
vectores unitarios u, yse miden de acuerdo a la regla de la mano
derecha. Los puntos Orcnmbian sus posicliones a lo large de las
lineas (Sr-Rr) de acuerdo a las longitudes de las piernas.

Ejemplo: Las coordenadas de los puntos Rr y Sr en el sistema de
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referencia So son RX(SD.D, 0.0, 100.0), $1(-25.0. -2.0, 40.0),
RZ(BO.D. 20.0, 50.0), Sz(—S0.0,-Z0.0, 70.0) y Ra(48.0, 156.0,
68.0), 53(86.0, 31.0, -93.0). La distancia entre los puntos f"r y
son L12 = 141.0, Lza = 135.0 ¥ Lm = 180.0.

El analisis se hlzo para piernas con las sigulentes
longitudes: Im = 78,0, lsi = 160.0, 1R2= 139.0, 152= 55.0, 1m=
128.0, 1= 217.0.

Los resultados del analisis directo de posicién se muestran
en la tabla {2), donde se reportan las coordenadas x,y,z de los
puntos Pr para las 16 solucliones. Cuatro soluclones son reales, y
las restantes complejas. Se han verificado todas las soluciones
medlante la substituclén de 1a or correspondiente en el sistema de
ecuaclones (6)." Hasta aqui la traducclén.

Rectificaciones y Resultados

En esta tesls, se veriflcé la valldez del método propuesto
por 1 & P.C.. En general las ecuaclones presentadas en el
articulo son correctas, con la salvedad de que los subindices de
los coeflcientes b” registrados en la tabla 1 del mismo, estén
invertidos, esto es: los subindices de las le listados en la
tabla 1 del articulo no son congruentes con la escritura de las
ecuaclones (17.1-17.5). Por lo demas, las expresiones de las bl.l
son correctas, Ahora bien, no es necesario introducir estas
expresiones en la computadora en un programa que ejecute el método
de I & P.C., ya que la obtenclén de las b“ puede abreviarse, como
se hace en llm lineas 4030 a 5170 del programa INNOSTE.

La ecuacién (20} del articulo es efectivamente un pollinomlo
de grado 18; sin embargo, la forma en la que estd presentada en el
propio articulo, hace imposible la apllcacién de los métodos
numérlcos conocidos para encontrar las rafces de polinomios,
debido B que los coeficlentes no aparecen explicitamente., Es

entonces necesario hallar los coeficlentes del polinomio
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TABLA 2

Coordenadas x, y, z de los puntos P N P (con partes real e imaginaria)
refotidos al sistena de referencia 54 nara todns las soluciones,

—_—_—
Solution point 7y potnt 1y yorat 7y
Yo
[4 0.000000) 4 0.000000)
1 < 0.000000)  ( B 0.608000}
¢ 0.,000000) 0.000000)
( 0.000000)  ( ©,000008) 21240020,
2 ¢ - X § 0,000000) 137.081200,
( 163.007314,  0.000000) « 9.000000) 95.73903:
( s, o.oca) 0.000000)
3 ¢ 1311, olgooson) 0.800000)
LR nsus. Oooner  { adnis NS5, o.000000
¢ 90.901881,  0.000000)  ( ~aD.778390,  ©.000000)
a4 ( 52.29a8%,  0,000000)  ( 6.33160,  0.000000)
( 113.3K4740,  ©.000000) < 23785, 0.000000)
( 810.a65078, 3TA.208925)  ( 31018813
s ( +813.153096 92920} { -309,034238)
( -219.3523%0, -aasianisto)  (
¢ 440.485978, 0 nsns) « S3L816SM) (251634723,
3 { -513.13309, ¢ ( a1.374791,
( ~219.332370, 1§ 1.280822)  ( s9.6Tedd0,
 1Ma8ng, { 22399877,  16.930802)  (-1as.228277,
7 (30.64902),  AT.624021)  ( -33.184713, -62.88 [EETSIIT Y
(09017, asesia)  (13LANME, -1571060)  ( 100.561107,
{ ammnr, s Jann (o2 cemen)  (iosamn,
1 ¢ 30.845023, ( =33.1m715, 5. 752923,
[GTS unm. i nmn LT nmu) { 100.981182;
€ 62.670300,  61.638335)  ( -16.585413, O80) (12,3005, -a, mm)
® € 111.960802,  41.143080)  ( -64.775603, 4.627630)  ( -96.1714i1. -3 s
€ 18311715, -76.41007) 132323306, 30.538893)  ( 6a.2m08R),
{ BLOTEIIN, -61.6383): (s, 0874 (132340118, mfi\
10 ( 111.960982, -ail nslon) ( 505, -4B.627638)  ( -95,171ad: ). 642828}
€Iy, anes) sum. <39.558595)  ( ea.20593, 3401
{ 181.768215, -20.267101) ¢ ~62.22M8, 23.910131)  { -29.D4512)
N6 6174, SR00032L}  ( -0.258AD1, -B7.397978)  ( -61.673a8
€ dr.az09%a, 20372010 ( -35.301032, -19.179409)  ( ae.20
4 161.766239,  20.267100) ¢ ~82.23MMS, -23.810037)
12 ( 3A.617A2e, -ORB0DIZA) -0.258491, E7.297998) 13483
{ 47420054, -22.097201) (35101032, 1917980} ( 84.209828,
€ 1116.888708, 1243, sows) sz, 3 ) Claoe
13 {-2034.313400, 1384.965503)  ( -35,238232, ~135.63418 € -23.
{Clorr 28705, -1600. 390000 { 19 Aadie, 22 aen
¢ -32.143142)
" -2034.81. Anu.-u- vusns) ¢ 118.634154)
(-1077.252208, < 12.337%47)
¢ 101.002950, -21.615368) (-6
15 ( 37.096%,  92,709807 TS um
€ 43301403, 7893810 ( -35.00294, -22.328626) Tttt
4 161.002850,  21.615369)  { -83.280793, -2).301316) 10,4706}
18 (0 37.096963, -97,700M07)  ( 3.2llezb,  &7.32320) a10.704178)
€ Aal30ism) 2275858 (350002201,  22.323836)
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equlvalente a la ecuaclén (20). Realizan este trabajo, las lineas
1015 a 1330 del programa INNOSTE.

El programa INNOSTE encuentra los coeficientes del polinomio
(20), pero no sus raices.

Las rafces del polinomlo correspondiente al ejemplo de I &
P.C. (tabla 3), cuyos coeflclentes fueron calculados por INNOSTE,
se obtuvieron mediante el programa POLIN“). De las 16 rafces,
s6lo cuatro de ellas fueron reales. Solamente para estas cuatro
rajces reales se calcularon las coordenadas de los puntos P‘. ya
que se consideré superfluo calcular las demas, puesto que desde un
punto de vista fislco, sélo son Utlles coordenadas cuyos valores

sean reales.

Para calcular 1las coordenadas de laoas puntos P‘, se
alimentaron las raices calculadas por el programa POLIN al
programa INNOSTE. Las lineas 10000 y posteriores de este programa
emplean las ecuaciones (15), (16), (7), (8}, (3) y (4) para
calcular los valores de tz y de ta. Para encontrar el valor de 1:2
que satisface las ecuaciones {15) y (16) simultaneamente, conoclda
tl puede aprovecharse el hecho de que la segunda de estas
ecuaciones es una ecuaclén cuadratica, para cuyas raices puede
evaluarse el polinomlo de cuarto grado representado por (15).
Te6ricamente, una de las dos rajces de (16) debe anular a (1S5).
En la practica esto no ocurre, debldo & la capacidad limitada de
almacenamiento de digitos a la derecha del punto decimal de la
computadora, De hecho, el polinomio (15) evaluado en cualquiera
de las raices de (16}, puede arrojar valores enormes en magnitud,
¥y no obstante, alguna de las raices calculadas para (16} puede
seguir siendo satisfactoria. Ocurre simplemente, que si ‘la
magnitud de los coeficientes del polinomlo (15) es muy grande, la
curva que represente & dicho polinomic en un planc [tzy) puede
tener pendientes también muy grandes en los puntos en los que la
misma inteserque al ejle [tzl. y consecuentemente, (15) puede ser

45« agradece al Dr. Angel FRolas Salgsdo, e} haber facllitado su
programs POLIN.
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muy sensible a pequefios cambios de tz en dichos puntos.

Las coordenadas de los puntos Plobtenldas por el autor (tabla
4), son muy préximas a las obtenidas por I & P.C.. Las
diferencias pueden deberse a errores de redondeo. No obstante, la
similitud entre los resultados de los citados autores y los
obtenidos en este trabajo, conducen a pensar que estos ultimos son
vAlidos, partiendo del hecho de que las ecuaciones presentadas en

el articulo se pueden demostrar.

Tabla 3

Ra(ces* de 1a ecuacién (20), calculadas r el programa POLIN

segin_los coeficientes obtenidos por el programa INNOSTE

.2388849
-.01199026 - 98385931
-.01189026 + .983853931
-.4896126 - 1.0293431
~.4896126 + 1.0293431
- 4681274
-.4955487 -~ 1.0177241
-.4955487 + 1.0177241
-.8004526 - .96960361
-.8004526 + .96960361
-.03947954 ~ ,895160501
-.03947954 + .95160501
.2687137 - .15147091
.2687137 + .1514709%
6.975461

86. 48686

tLas rafces reales aparccen aubrayadas. Para éotas se calcularon
las coordonadas de los puntes P, .



Tabla 4

t

Coordenadas de los puntos Pl, P2 y Pa

- calculadas por el programa INNOSTE

P1 P2 P3
X 7.95353784 —-2.60942933 -7.0922244
1 Y -4.58808343 —6.89457791 5, 43104986
Z__15.2901808 6. 23855364 9, 43853099
X 6.8867647 —-4.7021189 2,12492889
2 Y -3.30062003 2.10886813 13.7061231
2__16.5807314 10. 6439634 9.57390573
X B8.25388132 -4.88261712 ~.67822761
3 Y §5.10783107 2.47276832 ~10.051726
2 14.5914415 10. 1958254 7.42180815
X 9.0901681 -4.07763887 1. 40675648
4 Y 5.33944945 .628515919 ~10.835923
2 13.5384749 11.7423785 7.18847504

*los valores de osta tabla son sproximadamente la
décima parte de los calculados por I & P.C., ya
que los datos se dividieron entrs 10 con o} objo-
to de eovitar un error de desbordamiento.
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APENDICE. E
EADY.

PROJRAMA SINTEST
REM PRDGRAMA PARA SINTESIS ESTRUCTURAL DE CADENAS CINEMATICAS
REM SEGUN EL METODO PROPUESTO POR LI-SHUJUN
Ne=s3REM/ INSTRUCCION QUE CAMBIA SEGUN NUMERD DE ESLABONES DE LA CADENA,
GOSUB290: REM LLENADD DE LA MATR1Z DE INTERCONEXION
DIMKCS$(200) :t REM EN KC% SE ALMACENAN LAS CADENAS CINEMATICAS SINTETIZADAS
DPENL, 4

0 R=1:H=0:tREM LAS LINEAS 1© A 1B0 ENCUENTRAN CIERTO NUMERO DE MALLAS

0 C=1:MA=03REM CADA MALLA {MA) ESTA REFREGENTADA FOR UNA CADENA DE NUMEROS.
Q@ C=C+1i:REM CADA NUMERO REPRESENTA UN ESLABON DE LOS QUE INTEGRAN LA MALLA.
0 IFCO>NTHEN17S

0 IFC%(R,C) =O0THENGDTO40

® We=WS+RIGHTS (STRS(C), 1)

0 FORI=1TOLEN (W$)~1

O IFVAL (MID$ (Ws, I, 1)) =CTHENLISC

G0 NEXTI

10 HaH+131VR (H) aR: VC(H) =C

126 R=CiC=0:GOTD40

30 IFC=1THENISC

40 We=LEFTS (WS ,LEN(WS)~1)1G0TO40

50 IFLEN(WS) >ITHEN170

60 GOTO140

70 MA=MA+1t MAS (MA) =W%

75 IFHCOTHENGOTO34S

80 We=LEFTS (WS, H) sR=VR (H) :C=VC (H) 1 HeH-1: GOTO4Q
B85 REM LA SIGUIENTE LINEA LLENA LA MATRIZ C%(l,J) QUE ES LA DE INTERCONEXION.

290 FORI=1TON:FORJ=)TONIREADCYA(I,J) tNEXTJtNEXTIsRETURN

336 DATAL,0,1,0,0,

95 REM LINEAS 300-34% INCLUYEN LOS DATOS DE LA CADENA CINEMATICA ANALIZADA
P& REM UN 3 EN (I,J) SIGNIFICA INTERCONEXION ENTRE ESLABONES 1 Y J.
97 REM UN © SIGNIFICA NDO INTERCONEXION; ELEMENOS DIAGONALES DEREN SER 0.
00 DATAO,1,0,1,1,1
10 DATAL,0,1,.0,0,1
20 DATAG,1,0,1,1,0
©
40 DATA1,0,1,0,0,0

.
350 DATA1,1,0,0,0,0

65 FORK=1TOMA: LAS (K)=MAB (K} :NEXTKIREM LAS=ARREGLO AUXILIAR PARA MALLAS

366 REM LINEAS T70-470 REACOMODAN LOS ESLABONES DE LAS MALLAS CRECIENTEMENTE.

47 REM ESTO ES UTIL PARA COMPARAR MALLAS, YA QUE MISMO CONJUNTO DE NUMEROS,
48 REM AUNQUE EN SECUENCIAS DISTINTAS, REFRESENTA MISMA CADENA TINZMATICAH.
70 FOR Kel TO MA

B0 L=LEN(MAS (13))~1

20 FOR E=2 TOD L-1

00 FOR JoE+i TO L

1¢ AS=MIDS (MASE (K) . J,1) tBE=MIDS (MAS (}),E, 1)

20 IFVAL (AS) »=VAL (BS) THEN4SO

S0 MAS(K)aLEFTS (MAT (K3, J=1) +BS+MIDS (MAS (1) ( J+1)
AC MAS D =LEFTE (MAL (1) (E~1) +AS+MIDE(MAT (K) (E+13
S0 NEXTJ

&t NEXTE

70 NEXTK

@@ REM  LINEAS S10-270 ELIMINAN MALLAS RESETIDAS .

] REM COLUMNA 1 DE ANS ALMACENA MALLAS CON ESLABONES ORDENADDS CRECIENTEMEMTE
02 REM COLUMMA T DE AN$ ALMACENA MALLAS EN ORDEN ORIGINAL SIN REFETIZION

10 ANE(1,11=MAS (1)t AN=LANS (1, 2) =LA (1)

20 FORK=2TOMA

=0 FORJ=1TOAN
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570
571
572
Sa0
590

&£20
630
&30
&50
&60
670¢
&80
685
690
695
497
&8
7600
710
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IFMAS (K) =ANS (J, 1) THENTS70
NEXTJ
AN=AN+1 1 ANS (AN, 1) =MAS (K) 1 ANS (AN, 2)sLAS (K)
NEXTK
REM LINEAS S580-600 IMPRIMEN MALLAS SIN REPETICION.
REM DE LAS MALLAS IMPRESAS SE SELECCIONARAN LAS INDEPENDIENTES NECESARIAS.
FORK=1TOAN
PRINTANS (1, 2)
NEXTHK
REM LINEAS §10-480 CONSTRUYEN UN ARREGLO DE PARES CINEMATICOS PX
REM RENGLON I DE FZ CONTIENE L.OS NUMERDS DE ESLABONES QUE FORMAN AL PAR 1.
1P=0
FORI=1TON-1
FORJ=I+1TON
IFC%Z (1, J)=0THENSG7O
IF=1P+1
PRUIP, 1) =11P%UIP, 2) =01 C4 I, D)= IPICA(S , D) =IP
NEXTJ
NEXTI
MI=IP
FORK=1TDAN
REM LINEAS 490-B10 ESCRIBEN EN ARREGLO LZ$ LAS MALLAS EN TERMINDS DE PARES
REM Y NO EN TERMINOS DE ESLABONES.

REM NUMEROS ALMACENADOS EN LZe CORRESFONDEN A PARES DE ARREGLO P%.
L=LEN(ANS (AN, 2) ) ~1

FORI=1TOL

FORIP=1TOMI

P1$=RIGHTS(STRS$(PL(IP,1)),1)

P2s=RIBHTS (STRE (P% (IP,2)),1)

Dis=Pis+P2%

D2s=P2s+P1s

IFMIDS (ANS (K, 2) 4 1,2)=D19THENLZS (K)=L2% (K) +RIGHT$ (STR$ (IP) , 1) 1 BOTO790
IFMID® (ANS (K, 2}, 1,2) =D2¢ THENLZS (K)aL 28 (K) +RIGHTS (STRS (1P) , 1)

NEXTIP

NEXTI

NEXTK

KC%=0

INPUT"NUMERD DE MALLAS INDEPENDIENTES";NM

PRINT:PRINT"DE LAS MALLAS ARRIBA IMPRESAS, “i1PRINT"SELECCIONAR"{NM
PRINT"QUE SEAN INDEPENDIENTES"

PRINT: PRINT"UNA SELECCION ERRONEA":PRINT"HARA FRACASAR EL PROGRAMA™
FE=0

FORI=1TONM

PRINT"INTRODUZCA NUMERO DE MALLA INDEPENDIENTE"j:PRINTV“SELECCIONADA"
PRINT"Y PROPORCIONE SU DIMENSION"

INPUTMICI) ,DMIMICI))

FE=FE+DM(MI (1))

NEXTI

INPUT"BRADOS DE LIBERTAD DE LA CADENA";GL:SUM=GL+FE

REM SUM ES EL MIEMERD IZQUIERDD DE LA ECUACION DE SHUJUN ENTRE 2.
P1=1

IFF1>ZTHENT 680

F2=}

IFP2; STHEN1&7D

ACYEF1+P2

T=1

1000 IFPT>TTHEN1ASO

1620 FORP4=1TO3
1030 AGY=ATA+PY
1040 FORFS=1TOS

ASY=ALY+PS

10a0 FORPe=1TOT



1070
1080
1070
1100
1110
1111
1120
1130
1130
1141
1150
1160
1170
1180
11%¢
1200
1210
12z0

123
1235
1250
1250
126G
270

1410
1420
1430
1440
1450
1440
1470
1475
1480
1496
1500
1510

=15
1520
1530
1540
1550
156¢
1580
159
16800
1610
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ALYUSASL+PE
FORP7=1TO3
AT %=A6%+PT
FORPB=1TOS
ABY=ATY+FE
REM A8Y% ES LA SUMA DE GRADOS DE LIBERTAD DE TODOS L.OS PARES CINEMATICOS.
1FAS%-SUM<>OTHEN1 6003 REM VERIFICA 51 SE CUMPLE LA ECUACION DE SHUJUN
FY%(1,3) =P11 P72, 3) =P2: P4 (3, 3) =P3: PLL4, 3) =P4
F%(5,3) =PS1F% (6, 3) aP&s P%(7,Z) =F71P%(8,5) =P8
REM LINEAS 1150-1230 INVESTIGAN S1 MALLAS SATISFACEN DIMENSION PRESCRITA.
FORK=1TONM
L=LEN(L2$ (MI(K) ) 1LM=0
FORJ=1TOL
1=VAL (MIDS (L2% (MI (K)) ,J;1))
LMELM+P% (T, 3)
TFLM>DM (MI (K} ) THEN1250
NEXTJ
GOTO1600
NEXTK
FORI=1TO6:ESS (1) =" "1 NEXTI
REM LINEAS 1240-1280 CONSTRUYEN ESLABONES DE LA CADENA CINEMATICA.
FORI=1T08
CR=RIGHTS (STR$(P%L(I,3)),1)
ES$(F%(I, 1)) =ESS(PZ(I,1))+Cs
ES$ (P%(I1,2))=ESs{P%(I,2))+C$
NEXT1
REM LINEAS 1290-1400 URDENAN DECRECIENTEMENTE NUMERDS DENTRO DE ESLABONES.
FORK=1TON
LalEN(ESS (K)) tE1$=" "1 E28=" " gEIge "
FORJ=1TOL
T=VAL (MIDS (ES$(K) ,J, 1))
ONIGOSUBL350, 1368, 1370
GOTO1380
E1$=E18+"1" 1 RETURN
E2¢nE28+"2" ; RETURN
E3$=E38+"3" 1 RETURN
NEXTJ
ES® (K} =E3s+E23+E14: ES (K) =VAL (ES$ (K1)
NEXTH
REM LINEAS 1416-1470 ORDENAN DECRECIENTEMENTE ESLABONES DE LA CADENA,
REM TOMANDO EN CUENTA LA MOVILIDAD DE FARES ASOCIADOS A CADA ESLABON.
FORI=1TON~1
FORJ=1+1TON
IFES (J) <=ES (1) THEN1460
ES=ES(I)1ES(1)=ES(J) sESCII=ES
C$=ES% (1) :ES$ (1) =ES$ (J) 1ES3(J) =C$
NEXTJS
NEXTI
REM LINEAS 1480-1510 AGRUPAN EN W$ ESLABONES GUE FORMAN CADENA CINEMATICA
Weno o
FORI=1TON
WS=WSHESS (1) 4" »
NEXTI
REM LINEAS 1520-159@ ELIMINAN ISOMORFISMOS E IMPRIMEN CADENAS ADMITIDAS.
IFKC%<>OTHEN1SAn
KE%=13:KC$ 1) =Ws: GOTOLSFO
FORI=1TOKCY%
IFWs=HES (1) THENL6G
NEXTT
KRC%eRCA+1 : KCS (KChr =Ws
FRINTHI, WS
MEXTFB
NEXTP7?




1620
1630
1650
1650
1660
1670
1680
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NEXTPS

NEXTPS

NEXTP4

F3=P3+1: 60701000
P2=P2+1: GOTO970
P3=Pi+1:060TO95@
PRINT"FIN":CLOSEL s END

READY,
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NO. ESLABONES=6; MALLAS=Z: DOF+DOFE=19

S211.333 531 03T 2 3 S311 232 521 T 33 Tt ITIL IS3 I21 IS
S341 3T2.331 33 3321 311 JTT S31 33 72 S 221 335 G3L ST
3221 337 321 T3 32 32 324 35T T21 3D 3D OS2 3221 TSI oSTL IS
J221.3TT 324 IT 32 22 52Dt 32 531 2D 22 S 3321 T3 OT1L OIS
3321 332 0221 3T 3T OS2 332 o332 371 3T 35 220 532t 522 321 IS
3321 383 J11 03T 231 U1 oTU2 T OTI L2 22 IID1OITIT LDt I
5321 333 ST1 T3 33 21 321 351 527 35 3T 2% 3T21 351 31 ST
I311 33T 3210350 33 21 3321 952 03133 3T 020 321 33T 11 3T
F321-351 T22 32 32 32 SSS1 331 211 3333 320 3335 571 St T
3331 332 211 II 3T 31 S3IZ1 322 221 I3 52 U 3351 321 321 T3
I331 321 222 33 32 T2 3331 T2 311 35 32 31 ITIL 3IT1 321 33
SIT3L 322 321 S S2 U 3211 333 5052 33 31 31 2221 335 532 T
3221 332 322 T3 32 2 S22y 30T S22 5D 22 T3 3221 232 33T ST
3221 332 532 3T 31 22 0221 303 S23 I3 T1 22 3221 332 22 I
321 331 321 3T IJ 31 532y I3 222 335 52 310 3324 322 522 I3
SS21 322 322 3T 32 31 3I21 ITT 321 IT 31 31 3321 3TI2 322 33
3321 3532 322 52 32 31 I3y 352 351 33 32 i1 3321 352 331 30
2222 352 322 32 22 32 o222 ITI 322 32 32 22 20222 332 332 32
T222 3IT) S21 33 2 T2 S22 352 222 3T 52 320 3200 322 302 33

3322 53y 221 3T 32 3T 3520 21 32t 3T I35 22 3IS22 321 321 33
$I22 II2 201 5T T2 T 3322 S22 222 3T 52 22 3322 322 222 32

3332 222 222 3D 32 32 3T 331 32t IT 3103 33IT2 322 321 52
3332 352 T11 3T 31 2 3211 333 33T 32 31 31 3511 332 3132 T
3311 033 332 32 31 31 3311 333 332 35 31 2 3221 33T 352 T2
T221 33T 332 32 32 2 3521 352 322 3T 51 22 3IT21 33T 331 3
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SI21 T3IT ST2 3T 22 23 ITAD 33T IS1 IS TL1 21 TOD21 T3I2 I32 ST
5321 332 322 32 S 21 33531 351 321 33 33 21 3531 3532 321 33
3¥31 322 322 °T T2 2y STT1 o322 322 32 32 I 3331 332 321 3T
TIT1 532 222 33 32 21 353:p 532 331 3T 531 21 3531 332 331 32
I331 332 331 03T T2 11 IJTL1O3T2 322 22 I 21 3331 333 321 33
3331 333 321 33 31 21 222 3Tt 331 32 IT I 0222 IS0 I3 32
IJ22 I3 II2 I 22 22 3222 333 322 32 22 22 I3I22 IT1 331 T
3322 351 321 O3 32 22 322 532 222 3T 22 22 I322 I52 351 32
T2 502 331 32 52 2 STS2 oo 22 32 22 22 ST22 53T 321 033
3321 33F 322 322 31 273 38202 322 U2 50 22 22 332 S32 222 32
3322 T32 01 IT 22 41 3320 33F J21 32 I 21 3322 I3F 321 30
3372 551 3t 35 52 3t 3532 521 521 33 S0 2o 3332 321 321 32
322 0331 %11 ST T3 21 T332 Ty 2o 30 ST 22 STS2 332 321 3T
STI2 322 52t IS 32 21 IS32 S22 022 32 32 22 I3TZ T52 221 I
T35 DI 223 T St o2 D352 T31 St I3 5t 21 3352 331 322 2
33352 531 0331 352 31 031 TTI2 TR 321 32 S22 21 5332 32 321 52
5332 333 311 ST S22 331 532 202 I 32 3t I53 333 521 32
S332 531 221 T2 32 52 S3I2 032 22 32 32 310 ST3D 531 332 IR
S3%2 ITT T11 352 031 31 IE3T 381 711 3T 32 31 35S0 321 221 32
3237 3Tt 211 5T 32 31 3IS3T 521 301 35 31091 STST 32t 223 32

T2 3T TP OTIIZIT TT2 211 TT 31 T ITTT STt 32t os2

33T 3T2 311 2251 3
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APENDICE G
DY.
PROGRAMA TINASTE
EM PROGRAMA FARA RESOLVER LA CINEMATICA DIRECTA
=] DE L& FLATAFORMA DE STEWART (FOSICION)
DIMA(Z.F) (B8 CLIB) DT 4DT(E) HIS) (JBt6, 7)), LF(3) (LR(3) L), M2()

DIMMU WDUTLSE DM T

DIMRR(Z,Z),5(3,7),51 (Z,2),SI(T) ,SL(&) ,SR (T,
DIMWC(Z,3),X5(3) XD (T, W1(3,2), YO(3),20(3)
PRINT"SMOVIMIENTO DE LA PLATAFORMA DE STEWART"

OPENS, 4

FRINT#1,SPC{S)"F1"SPC{20) "FRUSFC(20) "F3"
MI=bsN=6: [T=0: INFUTITERACIONES" ;113 INPUT"TOLERANCIA"; ND

FORI=1TOS
READLR (E) \LS(I},LP (D)
ay=o

FORJ=1TOS
READSR(J, 1) ,RR(J, 1}

WC (I, I)=8R({J, ) -RR(J, 1) :REM SR-RR

AUXSWC (T, 1) 12+AU
NEXTJ

M2 =AU

NEXTI

REM CALCULD DE MU, SIGMA, Y RADIOS "H"

FORI=1TOZ

SI{I)=m1+LR(1) T2/M2(1) ~L8(]) T2/M2(1}) /2

MU aSARLR(I) 12/M2(I1)=8I(1) 12)
H{D =MUCII#SER(MZ(1))

NEXTI

REM CALCULD DE "QM”
FORI=17T03

FORJ=1TO3

NEXTJS
NEXTI
IFAS="S"THENRE TURN

Der=LP(L}
FORI=ITOA:D (1) =0: NEXTI
D(7)=H(2)
D(FI=H(3)

Bor=0

B(Tr=H(1)

B(4)=0

REM SEND DE ALFAS 2 R 4
FORI=2TO4:SLII) =3 NEXTL

REM COSENCG DE ALFAS 2 A 4

: FORI=2TO4 tCLI) =G NEXTL
REM LECTURA DEL VECTOR THETA INICIAL

FORI=0TO%:READTH (1) s REXTI
THt&) =TH (O

REM PARA LAS THETAS 1, 4, &, B3
FORI=1TOS

IF1=1THER IA=1:60TOS4C
IFI=CTHEN 1A=4: G0TOS A

IFI=TTHENIA=g

M=WC 2.1 /WD (L, DY

YOI = RRCL I ~RR(2, I M2 T=2)

QAMI IV =S #(SRI.IY-RR(J, I} )+RR(J, I}

v, BF.,

T, THE) (ULS,S) UL, D), vy

REM DISTANCIAS "D DE DENAVIT Y HARTENBERG

REM DISTANCIAS "B" DE DENAVIT Y HARTENBERG

REM DEEEN FROFOFRCIONARSE DATOS FICTICIOS

CERQ:

TH{4) =TH(0)+P1/2

(LIN-465)
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560 YOU(I)=-xD(I)/M

S7G AUs (XO(I)-RR(1,I1)1/WCtL, 1)

S68e 20(1)=RR(I, 1) +AUSWC(T, 1)

590 B{IA)=ZD(I)

600 DITA)=SRR(XD(I) 12+Y0(I) T2)

&1t SH=YD(I1)/D(IA}

&20 CT=X0(1)/D(IA)

&30 REM SH=SEND DE THETA, CT=COSEND DE THETA

640 DI1=SORIWC(1, I3 T2+WC(Z, 1) T2)

450 TFXD (1) >=0THENGOSUEC2191REM X2 HACIA PRIMERO O CUARTC CUADRANTE

&&0 IFXD (1) <ATHENGOSUB 224031 REM XZ HACIA SEGUNDO O TERCER CUADRANTE

670 CV=D1#Sy

680 SL(IA)=CV/BRR(M2(I))

&90 CLAIA)=WC(3, 1) /SAR(MI(IY)

&95 REM CALCULO DE B2, B7 Y BY

700 HX=QMI1, D) -X0¢1)

710 HYs@M(Z, 1) =YO{1) :ChaHY > =03 BY=WC (2, 1) <0

720 HZ=QM(3,1)-2D(I)

730 B(IA+1)=8QR{HX T2+HY124HZ 12) : IFBL=CUTHENB(IA+1)==B(IA+1)

731 IFA®arSUTHENRETURN

735 REM MATRICES Q1, D6, QB Y VECTORES A1, A& Y AB

740 Q1,1,1A=CT:Q (1,2, [A)=-SHsCL(IA):Q(1,3, 1A} =EH*5L (1A)

750 Q(2,1,IAN=5HIQ (2,2, IA) =CT*CL{IAY 1R (2,3, IA)=-CT45L (1A)

760 Q3I, 1, TA = 03,2, 1A =SLI{1AY :Q(3, 3, 1A =CL(IA) .

770 All, IAY=D(IAI*CT: A2, IA) =D (1A) #SH: A(S, [AY =B (1A)

780 NEXTI

78% REM CALCULD DE BS Y BS

790 AUSILP (1) +LP(2) +LP(3)) /2

BOO AR=SQR (AU (AU-LP (1)) (AU-LP (2) ) (AU-LP (33 ))

810 D(S)=2#AR/LP (1)

B20 B(S)aSQR(LP (3) T2-D(5) 12

830 REM CONSTRUCCION DE MATRICES Q Y VECTORES A

B4Q FORI=2T04

B850 SH=SIN(TH(I}):CT=COSITH(I))

B6G Q(1.1,1)3CT:Q(1.2,11a~5HaCL (I s (1,3, 1)=SHRSLID)

B7¢ Q(Z,1, D =SH:Q(2, 2, I1)=CT*CL(1):Q¢2, 3, Iy w-CTHSL (1)

88 Q. 1,12=0:R(3.2, DI=EL{T):Q(3,3, 1}=CL(1}

a%0 NEXTT

00 REM VECTORES A

510 FORI=0OTO?

920 ONI+1GOTO?30, 750, 730,930,530, 930, 950, 939, 250, 730

QT CT=COSC(TH(I) ) : SH=SIN(TH(I})

Q40 AL, I)=DLII*CT:ACD, =D (1) #SH:A(S, 1N =B(1)

250 NEXTI

980 FORI=1TOS

990 S(I,48)=A(1,0):181 (1 ,J1=A(,7)

1000 U(I,S)=A(],5) 101 (1,2)=A(1,9)

1030 NEXTI -

1911 REM CALCULO DE “Ft“ (PREFARACION}

1012 W1, 2)=H(1) *COS/TH(Z ~n/2)

1013 WIS, 2 =K1 #5SINITH(2) ~n/2)

1014 WI1(T, D =B(2)

1015 REM PZ

1020

1030

1040

19S50 FORJ=1TOZ

AU=AU+D 11,3, K145 (T, b 41
AJ

NE-7¥
16 S(I.Kr=AL+A{I. K>
1970 NEXTL

-3



1100 NEXTK 194
1110 REM CALEULAR “P2°"
1120 FORI=1TOS

1130 Au=0

114¢ FORJ=1TOS

1150 AU=AU+G(T, J,4) #51(J,2)
1160 NEXTS

1170 S1(1,1)=AU+ALI, &)

1160 NEXTI

{185 REM  CALCULAR “P3"
1190 FORK=4TO1STEP-1

1200 FORI=1TOS

1210 AU=6

1220 FORJ=1TGS

1230 AUSAUQ (T, J,K) %U(J,K+1)
1240 NEXTS

1250 U(I,KImAU+A (1,K)

1260 NEXTI

1270 NEXTK

1275 REM  CALCULAR “P3°"
1280 FORI=1TOS

1290 AU=G

1300 FORJ=1TOS

1310 AU=AUR(I,J,B) #U1(J,2)

1320 NEXTJ

1330 Us (I, 1) =AL+AL(T, 8)

1340 NEXTI

1345 REM LLENADO DE LA COLUMNA 7 DE LA MATRIZ JB,

1346 REM DE LOS TRES PRIMEROS RENGL.ONES DE LAS COLUMNAS 4 Y &,
T47 REM Y DE LOS TREB ULTIMOS DE LA COLUMNA S

175 FORI=1TO3

1360 JIB(1,7)=51(1,1)-5(1,1}:IB(I,4)=0:JB(I,&}=0

1370 JB(I+3,7)=UL(},1)-U(1,1)3IB(I+3,5)=0

1280 NEXTI

1385 REM LLENADO DE LA MATRIZ JACOBIANA (RENGLONES 1~3, COLUMNAS 1-3)
1390 FORK=4TO2STEP-1

1408 XS{1)m-5(2,K) 1 X5(2)=5(1,K) : X8{T)=0:REM ESTE ES EL PROCUCTD CRUZ E X §
1410 FORL=1TOK~1

1420 FORI=LITOS

1430 Au=0@

1440 FORJ=170T

1450 AU=ALMQ(I, J,)K~L) #XS ()

1460 NEXTJ

1470 JR(I,K~1)=AU

1480 NEXTI

1490 FORI=1TO3: XS(1)=JR(I,k—-1)3NEXTI

1500 NEXTL

1516 NEXTK

1515 REM LLENADD DE LA MATRIZ JACOBIANA (COLUMNA S, RENGLONES 1 A 3)
1520 ¥S(11=S1(2, )1 XS(V)=-51(1,2) 1XE (S =0

1554 FORI=1TO3

1549 AU=0

1850 FORJ=1TOC

1560 AU=AU+D (1, J,6) % XS (J)

1570 NEXTI

1580 JE(I,5)=AU

1890 NEXTI

18535 REM LLENADO DE LA MATRIZ JACOBIANA (RENGLONES 4 A 63 COLUMNAS 1 A 4@
1660 FORK=5STO2S5TER~1

1610 XS =-UtI k) XE 2 =01, K XS{Tr=0

1700 ~1

=470a




195~
FORJ=1T03 )
AU=ALIHR(I=Z,J,K-L) #XE (T}

NEXTJI

JB(1,K-1)=AU

NEXT1

FORI=1T03: XS(I)=IB(1+3,K-1) s NEXTI
NEXTL

NEXTK

REM LLENADD DE MATRIZ JACDBIANA (RENGLONES 4 A &3 COLUMNA &)

%S (1)=U1(2,T) 1 X§(2)=-U1(1,2) 1 XS () a0
FORI=4TO6

Au=0

FORJ=1T03

AU=AU+R(1-3, J,B) #XS (1)

NEXTJ

IB(I, &) =AU

NEXTI

REM TRIANGULARIZACION MEDIANTE REFLEXIONES DE HOUSEHOLDER

FORK=1TON-1

AL=0

FORI=NTOMZ2

VII)=JIB(1,K)

AL=JB (1K) 12+AL

NEXTI

AL= (SGN (JR (1K, K} }OR1) #SAR (ALY
VI =IB K, iK) ~AL: BT=AL#V {K)
JIB K, K)u-AL

FORI=K+1TOM2

JB(I,K)=0

NEXTI

FORJ=K+1TON+1

GMwo

FORI=KTO& M2
BMeBM+VII) #IB (1, J)

NEXTI

GM=GM/BT

FORI=KTOM2
JB(I,J)=JBLI,J)-CGMIV(I)
NEXTI

NEXTJ

NEXTK

REM SUBSTITUCION REGRESIVA
DT (N} =JB(N,N+1} /JH(N,N)
FORI=N-1TD1STEF-1
DT(I)=JB(I,N+1)
FORJ=NTDI+1STEF-1
DTLI)=DT(I)=JB(1,J)%DT (I}
NEXTJ

DT (I)=DT(1)/JIB(1, 1)

NEXTI

AU=0: FORI=1TO&: AU=AU+DT (1) 12: NEXTY
IFSQR (AU) <=NDTHEN4O3Q
IT=IT+1:IFIT>11THENFRINTYND CONVERGE EN*

FORI=OTD6

IF 1=OTHENIA=0: TH(0) =TH(0)+DT (3} : BOTOZ1S0

TA=1+41: IFI>3THENIA=2« T -2

TH(IAI=TH{IA) +DT (I}

CT=COS(TH{1A) ) ;SHESIN(THIIA) 13 IFTA=OTHENT 180
ONIGOTORI70.,217¢.217¢. 2180, 2180, 2180

Dty 1, IA=CT: 01,2, IA) m-SH*LL (IA) 1Q (1,3, IAI=SH«SL (1A)
B2, 1, TA=EH QL2, 2, 1Ay =CT*CL{IA» : D12, 3, TA) a~CT#EL {TA}
AL IA =DITAI4CTIALZ, TA) =D (1A) +SH: A LT, IR =B ILIAY

IT3;"ITERACIONES":5TOP
REM RECALCULAR VECTOR THETA, MATRICES @ Y VECTORES A
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219¢ NEXTI
200 GOTOT80
2210 REM LLAMADA DESDE 650
222¢ IFWC(2, 1) >=0THENSV=~11RETURN
2230 SVe13RETURN
2249 REM LLAMADA DESDE 660
2250 IFWC(2, 1) >=0THENSV=13 RETURN
2260 SVe—1:RETURN
4640 REM CALCULAR "Pt"
4045 PRINT#L, " .
4050 FORI=1TOS
4060 AU=O
4076 FDRJI=1T0Q3
4080 AU=AU+Q(I,J,1)%W1(S,2)
4090 NEXTJS
4100 W11, 1)=AL+A(1,1)
4110 NEXTI
4120 FORI=1TO3:At=8STR$(W1(1.1)):1Bs=STRE(S1(1,1))sCe=STRE(UI(I, 1))
4122 AZ=11-~LEN(AS)1B%=11-LEN(BS)
4125 PRINTHL,ASSPC(AYL) ,BESPC(BY) ,CEsNEXTI
4124 REM MODIFICAR LONGITUD DE LAS PIERNAS DE MPE
41350 GOSUR4210
4135 As="5": [T=0:GOBUB21S
4130 D(7)mH(2) 1 D(FI=H(3):B{I)aH{L)
4145 FORI=1T03
4150 IFI=1THENIA=1:GOTD41465
4155 IF1=2THENIA=&:60T04145
4160 TFI=3THENIA=8
43165 GOsSUB700
41466 NEXTI
4170 GOTOT101REM OBTENCION DE UNA NUEVA SOLUCION
4200 REM RUTINA DE MODIFICACION DE LAS LONGITUDES LR Y LS
4201 REM «LA RUTINA INCLUIDA AQUI MODIFICA UNICAMENTE LA FIERNA 1} SIN EMBARGO
4202 REM «LAS LINEAS 4201 A 4240 PUEDEN SER REEMPLAZADAS FOR CUALQUIER PROGRAMA
4203 REM #QUE HAGA VARIAR LAS 3 LONGITUDES LR Y LAS 3 LS,
4204 REM ®ESTAS LONGITUDES PUEDEN INCLUSD, SER FUNCIONES DEL TIEMPO
421G IFLR{1)+LS (1) <=SQR(M2(1) ) THENPRINT"LAS PIERNAE NO PUEDEN ACORTARSE MAS"
4220 LR(1)=LR(1)~,05:LS{1)=LB(1)~.05
4230 JFLR(1) <=00RLS{1)<=0THENPRINT"LA LONGITUD DE LAS PIERNAS NO PUEDE SER <O"
4240 RETURN
5060 REM #PARAMETROS DE LA FLATAFORMA DE STEWART
5001 REM «#PROPORCIONADOS EN EL SIGUIENTEORDEN:
5002 REM #LINEA 5020---LR!, LS!, L12, XS5i, XRi, Y61, YRi, IS1, IRl
SQO3 REM  «LINEA SOT¢ LRZ, 152, L23, XS2, XR2, Y82, YR2, 2852, ZR2
S0a4 REM  #LINEA S040- L83, L31, X8I, XR3, Y83, YR3, 183, ZIRS
SO0 DATAZ.6,16,14.1,-2.5,5,-.2,0,4,1G
5030 DATAL3.9,5.5,13.5,-5,8,-2,2,7,5
5040 DATAL2.8,21.7,19,3.6,4.8,3.1,1.5,-9.3,6.8
5041 ¢
S04 REM *DATOS DE LOS VALORES INICIALES DE LOS ANGULDS THETA DE TH{O) A TH(c
5044 REM «RECUERDESE QUE LDBS VALOREE DE LOS ANGULDS 1, 4, & Y 8 SON FICTICIOE
5045 REM *PERC ES NECESARIO INTRODUCIRLOS PARA QUE EL PROBRAMA FUNCIONE
5050 DATA. 1047196, 0,2.04202522, 1.465689628, ¢, 2. 27765467 ,0, 6. 16973891,0,4. 11897707

READY.
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N

Pi

7.9335379
—4.58809548
15.2901807

7.98396107
—4. 460833857
15. 1828266

8.0148217
~8,62672751
15.074R638

B8.04612958
=4, 645238556
14,.9662793

B8.07789524
~4.65784744
14.857058

B, 11012526
=4, 67052709
14.7471819

8.14286234
-4.,468124724
14.6366303

8.17609571
=4.,6B997403
14,5253795

B.20985408
~&4. 695665954
14.4134022

8.25414716
~4,701293122
14.3006674

B.27905586
~§.70379124
14.1871399

B8.31455277
~4.70411389
14,07277986

B. 5069231
=4.70220447
Z.9575414

8.0B751778
=4.6%798847
13.8413741

8, 425046132
&7L390TT
15, 7242157

P2

-2.60942935
-&.B8Y45779
623955341

~2.42088216
-6.B8E8768346%
6.17489868

-2.43242948
-6,8840902
6.,11102776

-2.64406071
-6.87782384
6.04795768

=2.655764689
-6.870921049
5.98570683

=2, 66753055
-6.86237801
§.92429538

-2,46793437
-6.85525373
5.84637454

~2.6911976%
—&.BA636685
5.80408129

=2.703073511
~&, 8373474
5,74532998

-2.7149576T
-6.827624691
©. 68752157

~2,7246B3592
=6.8174385
5.463068751

=2.73B47913%
~6.80681724
©.57487148

~2. 75050605
—a. 79580042
B. 52010975

~2.7£22602
-6.78442012
S.466452487
=2.773932)
~&6.77274344

S.41395298

-197~

P3

=7.09222458
5.43104933
F.43853095

=7.0552882
5.42200644
?.43788051

-7.09811534
£.41402776
9.43727843

=7.100671332
5.40649602
®. 43672257

~7.1030B719
S.3I9959472
9. 45621481

=7.10524999
S.39330698
9.435751

=7.10720232
5.387641608
9. 43533097

~7. 10895351
5.38250513
?.43495356

=7.110509464
5.37795498
7.43841756

~7. 11187754
5.373954346
F.43432173

~7. 1{30aST1
5.37047938
?.43304482

-7.11407552
5.36751574
7.43384549

-7.11491918
5.34503861
9.4336624

~7.115602
5.36303412
2.433514809

~7.11613127

S.36147964
F.4235%906

ZLSYNIL VHVEDOHd T4d SOQVLIASEYN

H 0I@Edv



B8.447283542
-4.68232175
15.6060123

B.50254298
-4.67068236
12.4866773

8. 54259906
~4.6543572
15.3661297

B.SB3&42793
~4.63921422
13.2842722

B.42571471
=4,461910095
13, 1209933

8. 66895761
-4.59584044
12.9961443

8.71347038
~4.56922594
12.8696562

8,75738548
-4£.53901418
12.74127

8.8V4BS9S
~4.504914650
12, 6107562

8.856074694
~4. 45656718
12.4779567

8. 90702599
=3.42360726
12,35425454

B,96067771
—4,37546274
2.2041683

?.01666276
=4,321912%7
2.0623891
2. 07545022

-3.26094487
11.91666048

~2.7834%795
=6.74079331
5.36267671

~Z. 79693073
=6.748562905
T.31269215

=2. 80820029
=6.73630725
5. 26406293

~2.81527283
=6,72389077
§5.21694505

- =2. 8710509

~6.71145006
5.17139079

=Z.B4066434
~6, 69706471
5.1275223%

~2.8508B652
-b.6B8682545
5.08558468

=2.8&071457
—&. 67485672
5.04568185

~2.B7007612
-b.66321994
S.00B06520

~2.B78B8443
—6.657117%6
4.97701825

=2.887027415
~6.64170074
4.94087653

-2.B9479544
~b.465217741
4. 921208245

~2.9008057
~6., 62378736
4.8E71882

~2. 90605705
5. 614685606
4.86691703

-198-

=7.11651463
5.360T5528
9.4335157

~7.11676019
S.359621468
9.4%3246228

=7.1168765
5.3592a974
?.43325697

~7.11687285
5, 38950052
9.84T023777

~7.11675922
S5.I59463448
9.43326248

=7.114654663
+TH6@25923
2.43T330873

-7.11424722
5.34113897
?.43337384

~7.11587457
B.346223367
?.43345486

-7.11544389
S.36349836
9.43354844

-7.114972S
S.3648821
?.4T3IL5X02

=7.1144802%
B.36632658
?.43375746%

~7.11398993
S.36776477
9.4T386406

-7.11252835
S.36711873
§.4339042

-7.11312596
S.T702975C
2.43405137



F.13681151
~4,19270316
11.7662795

9.20481993
-4,11538032
11.6102211

W 27670247
—-4.02703278
5. 84750

?.70G12724
-3.924853
11.276086

9.44215925
=3.80852977
131.9922852

?,54120857
~35.6588367
10,8946174

9. 65872875
~3.47386888
19,46715513

9. 81097461
=3. 21446448
10.4026472

10,0962508
~Z2. 65250453
3.95760333

~2.90987773
-5.6117787%
4.85223717

~2.9119023
~6.4090768
4.8444B178

~2,51162149
-4.60945158
2,B845556T3

-2,90B297S8
-6.561388744
4.85831681

=2, 96076983
~6.562383451
4.8B732705

-2.88711094
~&6., 64160193
4.94057500

~0. 86256787
~6.67131375
S.03416835

2. 8205858

-6.7223984%5
5.21139538
=2. 70000407

~&£.,83977818
5.76041717

199~

-7,11281999
5.35711941
. 434811767

-7.1125%5343
5.37168207
9.43415375

~7.11267702
$ 37161293
9.434314863

~7.11294929
S.37081524
9.43408965

-7.11353338
5.346910334
5.43396306

-7.11448179
5.366322
9.43375734

~7.11577067
S.3625388
9.43347744

-7.116B64%
5.35932387
9. 43532395

=7.11012776
S.37907365
F. 33470006
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APENDICE.
READY. CE |
PROGRAMA INNOSTE
! REM SOLUCION CERRADA DEL MECANISMO DE LA FLATAFORMA DE STEWART (MPS).
2 REM ESTE FROGRAMA OETIENE EL FOLINDMIO DE GRADD 16 REQUERIDD FARA RESOLVEFR

REM EL FROBLEMA DIRECTO DE POSICION DEL MPS

ll‘ REM LECTURA DE PARAMETROS DE STEWART

11 DIM AT ACIS( 2.2 B(2).BCLAL 7)Y, CUD) L FMUL16.2) L HIZ) (LRSI LLS(T) LLF (D) (MU
12 DIMMZ(Z) .QC (T, 2, (D) RRIS, 32, 5D, S1(3) . 8R(Z, ), T(2) JUCIT, 31 ,VELS, 30 . WEH(D, 3)
L2 DIMEU(“.'_’).X(,,,.;) UMIZ) VM) L W(3)

READLR(I) JLS(I}.LP (D)

AUX =0

FORJ=1TOZ

READSR(J, 1) RR{J. I}

WC (. 1)=SR(J, I} ~RR{J, 1) sREM COMPONENTES DE SR-RR

AUX=WC (J, 1) 12+AUX

NEXTJS

M2{IY=AUX: REM CUADRADOS DISTANCIAS SR-RR

NEXTI

REM CALCULD DE MU. SIGMA Y RADIOS H

FORI=1TO3S

SIH{IN= IR 12/M2 (1) ~LS (1) 12/M2(1)) /2

MULT) =SAR (LR 12/M2{D) -8 (1) 12}

H(I)sMU(I)*SORIM2CT})

NEXTI

REM CALCULD DE L0OS VECTORES UNITARIOE U, V, W (UC, VC, WC)
FORI=1T03

FORJ=1TOZ

WCL3, DI=WE (I, 1) /SARM2(I))

NEXTJ

NEXTI

FORI=1TOZ

QU=WC (1. 1) /WC(D, 1)

UC(1.1)r=1/SOR(GUT2+1)

Uct(Z, 1Y ==uUCti, 1) »Qu

NEXTI

FORI=1TOZ

D VC(L, Iy==WC(Z, 1) «UC (2, 1)

VEU(Z, 11=WC (S, Ut (1, 1)

VLT, 1=WC (L, 1Y #UCHD, 1) -WC(2. I #UC (L. )

NE¥TI

REM CALCULO DE .05 VECTORES OR('GM")

FORI=1TOZ

FORJ=1TDZ

oMt3, 13y=5
NEYTJ
NEXTI
REM CALCULO DE C0-UES MIMUSCULAS (QC)
FORI=1TOX

REM FUNCION J=HMOD(I.Z)+1

IFl=1 THENJI=2:GOT0480
IF1=2THENJI=2:G0TD480

IFJ=ITHENI=1

FOFI =170«

© GDEUESIY

QT (IR +H LT NAYK

NEYTY

FOFL =570

£a5UE620

RELL  Dy=DeH i *ALD

T« (SKRLT.II-RR(J. I +RRUILT)




250 NEXTK
S&0 FORK=7TOB
570 GOSUB&23
GBU QC K, I)=2eH (J) »AUX ~201-
90 NEXTK
£00 GOSUBL20
610 QAC(F, IY=LP (I} 12-H (1) 12-H{J) 12-AUX
611 NEXTI
512 GOTOT7O
515 REM PRODUCTOS PUNTUALES NECESARIOS PARA LAS D-UES MINUSCULAS
20 AUY=D
630 FORL=1TOT
6TS IFK>GTHENSD=0M (L. J)-GM(L. 1)
540y ONKGOSUB&BQO, 690,700,710, 720,730,740, 750, 760
S0 AUX=AUX+AYD
560 NEXTL
£7¢ RETURN
580 AY=UC (L. 1) +UC (L., J1 sRETURN
6906 AY=UC (L, 1) +VCIL.J):RETURN
700 AYaVC (L. 1) *UCIL.J) :RETURN
710 AY=VC (L, 1) #UC(L. J) :RETURN
720 AY=SD*UC (L, 1) tRETURN
730 AY=S0&VC (L, 1) tRETURN
740 AY=-~SO#UC{L,J) s RETURN
TS AY=-S0*VC (L, J): RETURN
760 AY=SOT2:RETURN
765 REM CALCULD DE LAS A(IT) IAC]
770 FORI=1TD3
780 AC(1,0,M=QC(1, I)+QC(S, 11 +QC(7, 1} +AC(T, I}
79G AC(I,0,1)=2«(QC(2, DH+RC(B, 1))
B00 AC(I,0,2)=-QC(1, II+AC(S, I) ~QAC(7, 1} +QAC(F, 1)
B10 AC(I, 1, =2+ (QC(T, D+AC(L, 1)
820 AC(I.1,1)wasQC(4,1)
BI0 AC(I,1,2)m-2x(QC (3, 1)-OC &, 1))
Bao AC(I.—.O’“-DC() 1) =-QC(S5, 1Y +QC(7, D +QC(F, 1)
85¢ AC(1.2, 1 =-2#(QC(2,1)~QC(B, 1))
850 AC(1.2.2)=0C(1, 1) -OC(S, 1)~GE (7, 1) +QC (9, 1)
870 NEXTI
875 REM CALCULO DE Al,BI.CI,RI,SI.TI
882 FORI=OTO2
290 A(D=ACIS. 2.1
GO0 B(1I=ACIT. 1.1
910 TLII=ACIZ, 0, 1
920 R(II=AC(T, 1.2y
P3¢ S(IH=AC(Z,1.1)
T30 T(II®ACKT,1.0)
950 NEXTI
9535 REM DE AQUI. VA A CALCULAR B{1J) I[TABLA 1 DEINNDCENTI E PARENTI-CASTELLIJ
940 GOSUB4OZM
265 REM CALCULD DE D.E.F (COEFICIENTES DE ECUACIONES 16 Y 20)
€70 FORI=QTOZ
920 BC(I.2)=ACII1,1.2)
990 BC(I, D=ACU, I 1)
1e0d BCCI.ov=ACtL, I,
1010 NEXTI
101% REM COMSTRUCCION DEL FOLINOMIO DE GRARE 16 [ECUACION 20 DE INNOCENTII
1026 READAL .
1030 1FAS="FIN"THENI 405
1040 Bs=LEFTS (A%, 1)
1050 J=VAL (B%)
1060 FOR1=QTOZ
1070 FM{I, @ =aRC(I, 2-T) "
1080 N:.XTI
1090 FOR1=2T0
1100 ONI- 15DSUB1“7L‘.!.¢I\0 1210013520, 1330
1110 BR=MIDS(AL,1.%)




1120 J=VAL(BS)

1130 JA=-~(I32)#{10-T) - (JLT) # (2~} -202~
1140 FORK=OTOX1

1150 FORL=OTOX2

1160 FMIK+L, 1)=BC (K, JAY #FM AL, O) +FM(K+L, §)
1170 NEXTL

1180 NEXTK

1190 FORL=OTOX1+X2

1200 IFI=ATHENGOSUE1240:GOTOL1220

121¢ FMIL. OV =FM(L, 1)

1220 FM(L, 1) =Q

1230 NEXTL

1240 NEXTI

1250 GOTOI020

125% REM RUTINA DE COEFICIIENTES DE PRODUCTOS DE POLINOMIOS
1260 BS=RIGHTS (A%, 2) 3 J=VAL {Bs)

1270 FMIL 2)=JoFM L $3+FMIL,2)

1280 RETURN

1285 REM AOUI SE ESTABLECEN X1 Y X2
1290 X1=2:X2=23 RETURN

1300 X1=23X2=4; RETURN

1310 X1=2:X2=6:RETURN

1320 X1=4:XZ=B; RETURN

TIG X1=431X2=123 RETURN

335 REM COMIENZO ZONA DE DATOS
1340 DATA 7.6.16.14,1,-2.5.5,~-.2,0,4,10

1350 DATA 135.9. s..,.x.,.-.-_..a 2,7,
1360 DATA 12.8.21.7,19,%.6,4.8,3.1,1.5,~9.3,4.8
1361 REM HASTA AQUT nmos DE STEWART

1342 REM LA SIGUIENTE LINEA CONTIENE LDS INDICES PARA LA DBTENCION DE BIJ
1343 DATAL146+1, 1344-2, 3344+, 1355+1,2545-1, 1256~1,2246+1,FIN

1364 1

1365 REM DATOS PARA MULTIPLICACION DE LOS POLINOMIOS DE LA ECUACION 20
13760 DATAGRZII7+2, 111137+1,011237-4,111236-1,012236+3, 1222341

1380 DATAQ2I23E-2, 1122355+1,202233+1,00124743,000077+1,000257-2

1390 DATAQOL157+1,000167~1,011147-1,022244+1,012245-1,011244+1

1400 DATA(‘9224E-:.00::55¢!‘001256-1.000256*1.FIN

1403 REM LINEAS 1405 A 1470 REALIZAN LA DIVISION SINTETICA ENTRE (X-A)
1404 REM DONDE A ES UN VALOR SOLICITADD OFORTUNAMENTE AL USUARIO

1405 FORI=ATO16:FM (1, ) =03FMIT, 2)=FM(1,2) 71ED2B:NEXT]

1410 INFUT"VALOR A DEL FACTOR (X-A)":A

1420 FH(15.0)=FM(16.2)

1470 FORI=14TOOSTEF-1

1440 FMLILOI=FMIT+1, 0) sA+FMIT+1,2)

A4S0 NEXTI

1440 R=FM{G,0) *A+FMIB,2)

1470 PRINT“P(A)=RESIDUO="R

1480 GOTO1410

4020 REM DESDE LAS LINEA 4030 HASTA LA G170=>RUTINA PARA LA OBTENCION DE BLJ
4020 READAS: IFAL="FIN" THENRETURN

4040 FORI=1TOISTEPD

4050 J=1-(1>2)

4060 BS=MIDS(AS, I,1)1JA=VAL (BS)

4070 ONJAGOSUBSOLD. BO7¢, 5080, 5120, 5130.5140

4080 PE=MIDST (R, I+1.1)1JA=VAL (BS)

4090 ONJAGDSURSOSO. 5100, 5110,5150,516¢,5170

S000 B, JreXasyd

SO10 EULL, JreX1eYo+Xaay]

SO0 EU(Z. D) exnev2+X1er1+XIev0

5930 EU(S, D) =X i ay2+X2syv]

5040 EUL4, Iy =X2evD

5045 NEXTI

S0%0 BE=RIGHTS (AL. D)1 JE=VAL (8%)

S5 FORI=)T04

Sun2 FORJ=2T07

S0ST BC{l. IV =EU{i.1)*EU(I-T. DY #JA+BC(I.J)




TOB4 NEXTJ

5055 NEXTI -203-

5056 GUTDA@3E

9060 XO=A(O): X3=A (1)1 X28A (2) sRETURN

S07¢ XOsB(O) 1 X1=E(1): X2=B(2) tRETURN

5080 XO=C(O):X1=C(1):X2=C(2) s RETURN

5090 Ya=A (0 ¥Y1sA (1) 1Y2=A(2) tRETURN

S100 YO=B(Q):Y1=B(1):Y2=B(2) :RETURN

5110 YO=C(0):Y1=C(1):Y2EC(T) 1RETURN

S120 X©=R(0)1X1=RK (1) 3 X22R (2) sRETURN

5130 XO=8(0):XI=S(1)1X2=5(2) s RETURN

S140 X0=T(0) 1 X1=T (1) : X2=T(2) 1RETURN

S150 Y0aR(0) 1Y1=R (1)1 Y2=R(2) t RETURN

S160 YO=5(0)1Y1=5{1)1Y2=5(2) s RETURN

5176 YO=T(0)1Y1=T (1)1 Y2=T(2) tRETURN

5200 FORI=1703

S210 READX (1,1),X(2,13,%(3, 1)

5220 NEXTI

S030 FORJ=1TO3

S240 UM(J) =01 VM(J) =0 WMII) =0

S250 NEXTJ

5260 FORJ=1TO3

5270 FORI=1T03

S280 UMY =UCKT, J) # (X ¢1, 31 —GM (I, 3 ) +UMCT)

5299 UM(J)=VC(I,J) % (X (T D) =@M (T, T2 ) +VM(d)

STO0 WMIJ) SWE (1,32 * (X1, D> =QM(1, )} +WM (D)

5210 NEXTI

5520 NEXTS

5321 FOR1=1703

5320 IFUM(I) >=0THENAY=0

SI23 TFUMCI) <OTHENAY=1

5324 TN(I)aTANC (ATNCVMED) ZUMCT) ) +AY ) /2)

5305 NEXTI

S326 INPUT"R,5%;R,S1AUX=0

5327 FORI=0TOZ:FORJ=0T021 AUX=AUX+AC (R, I,J) #TN(R) P #TN(S) TJINEXT s NEXT
5330 DATA?.953538. -4.58H0935, 15, 2901806, -2. 6094293, 6. 8945779, 6. 2395535
5340 DATA-7.0922245,5.4310495,9. 438531

5350 DATAL.BB47648,-3.3006202, 16, 5807314, -4. 7021189, 2. 1088681, 10, 543743L
SISE DATAZ, 1249326, 13.796124, 9, 5737055

5360 DATAB.TS3B913,5.1078311,14.5915415,-4.86826171,2. 4727683, 10, 1985254
5370 DATA-.4782262.-10.517259,7, 4218082

5389 DATA,0901681,5.3393494, 13, 5384749, ~4. 0776390, . 6285160, 11. 7423765
S390 DATAL, 4067563, —10.8359226, 7. 1084751

5430 PRINTSORC(X(1,3)=X (1,171 12+ (X (2, T)=XK (2, 1)} 12+ (X {3, T =X (3. 1)) 1D
10000 PRINTFRE (0) = (FRE (0) <0) 55536

10010 PRINT(QM(1,2)-GM(1,1) ) U (1,1)

READY.
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APENDICE J
ESTUCHE D. Y H.

La . notacién de Denavit y Hartenberg proporciona medlios
convenientes para estudiar cadenas clneméaticas. Su uso es
relativamente sencillo s} las formas de los eslabones de la cadena
cinemAtica bajo estudio son simples, s! hay simetria, etc, Sin
embargo, su comprensién  puede representar una dificultad
conslderable, s1 por ejemplo, los origenes de los diferentes
sistemas de referencia no estan localizados dentro del volumen de
los eslabones, s} éstos no son simétricos, sl los ejes de los
pares cinematicos forman éngulos distintos de 0 o de 80 grados,

etc.

Como puede verse, para emplear agilmente la notacién de D. y
H., el analista necesita un entrenamiento especial (al menos asi
lo detect$ el autor, a quien le costé bastante trabajo formarse un

mental d do de 1los entes <ejes, parémetros y

variables> que intervienen en la notacién en cuestion).

Buscando sortear los obstaculos, el autor ideé un conjunto de
plezas (estuche D. y H.) que permiten armar muy diversas formas de
cadenas cinemiticas. Las plezas basicas del estuche D, y H. (que
se llustran en la figura) son una estrella conectora (que no es
otra cosa que una pleza cirular de escaso espesor, con ocho

ranuras <raunuras consecutivas forman &ngulos de 45 grados>), ¥y un
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ensamble que constituye un par de revoluta (conjunto PR)l. Cada
extremo del ensamble PR tlene una ranura compatible con las
ranuras de las estrellas conectoras (el ancho de raunura es lgual
al espesor de las estrellas conectoras y al de los extremos de los
conjuntos PR), de modo que un conjunto PR puede unirse a una
estrella conectora (pueden también encadenarse estrellas
conectoras).. Una pleza adlcional necesaria (no ilustrada) es una
base con una ranura, a la que pueden conectarse ya sea una

estrella conectora, o blen, un conjunto PR,

Suponiendo que a cada extremo de los conjuntos PR esta unida
permanentemente una estrella conectora, un extremo de uno de

dichos conjuntos puede conectarse de 49 formas diferentes {(puesto

_que en cada extremo hay 7 ranuras llbres}) a un extemo de otro.

Esto da una idea de 1a gran varledad de cadenas que pueden
construlrse con el estuche D. y H., y por supuesto, la cantidad de
posibilidades aumenta conforme aumenta la cantidad de plezas. A
los ejJes (hechos de alambre) de los conjuntos PR, puede pegarse
con cinta adhesiva (o colocarse con corchos) informacién relativa

a los parametros y variables.

El estuche D. y H. puede usarse, por ejemplo, en un
laboratorio de robética, asignando a los alumnos el slgulente

ejerciclo:

1.-Ensamblar una ceadena cinematica abierta cualquiera.

1'l’ueda digefiarge también un engamble para pares
prismiticos.
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2.—Ident.vli‘lcar eles y parémetros de Denavit y Hartenberg.

3.-Fijar en una posicién y medlr los #ngulos de los conjuntos

PR.

4.-Calcular, medlante el método visto en capitulo 2 para
resolver el problema directo, la posicién de un punto

especifico del eslabon extremo.

Después de realizar los calculos en una computadora, puede
estimarse si los resultados obtenidos mediante ellos, corresponden

a la posicién fisica del punto cuya posicién se desea conocer.

cen,valo par de revolule (PR)
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